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ABSTRACI" 

SENSITJVITY OF TOE ADEM TDERMODVNAMIC MODEL 
TOMÁS MORALll!S-ACOLTZI 

THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR 01" ADEM'S MODEL IS ANALYZl:D AS A 
FUNCTION 01" THE EXTERNAL Jl'ORCING AND THE DISSIPATION COEFFICllENT. THE 
EXISTENCE 01" A BOVNDED ATTRACTING SET 01" THE SEA SURFACE TEMPERAT1JIU! 
ANOMALU:S IN A NEIGllBORHOOD 01" Zl:RO IS PROVEO. IT IS SHOWN THAT THE 
PERTOIUIATION SOL1JTION DECAYS EXPONIENTIALLY TO Zl:RO, 1JNDER A CERTAIN 
CONDITION. THE DECAY RATE DEPENDS ON THE EXTF.llN4L Jl'OllCING AND THE 
TURBULENT COEFFICIENT. 

THE AD.JOINT METHOD IS APPLU:D TO DERIVE INTEGRAL FORMULAS FOR 
THE SENSrrlVITY STUDY OF THE ADEM OCIEAN THERMODYNAMIC MODEL TO 
SMALL VAIUATIONS BOTH IN THE HEAT Jl'ORCING AND IN THE INITIAL AND 
BOUNDARY CONDrrlONS. IN EACH FOllMULA, THE AD.JOINT MODEL SOL1JTION IS A 
USEFUL SOURCIE 01" INJl'ORMATION AB01JT THE CONTJUllUTION 01" SUCH 
VARIATIONS TO AVERAGE SEA SURl"ACIE TEMPERATURE ANOMALY IN A CERTAIN 
REGION. THANKS TO SPECIAL CONDrrlONS SET AT INFLOW AND OUTFLOW LIQUID 
BOUNDARIES, THE MAIN AND AD.JOINT THERMODYNAMIC MODELS ARE WELL­
POSED IN THE SENSE 01" HADAMARD (1923) NOT ONLY Jl'OR CLOSED, BUT ALSO Jl'OR 
OCEANIC BASINS: ErrHER MODEL SOL1JTION IS UNIQUE AND STABLE TO INITIAL 
PERTURBATIONS. THE LAST PROPERTY MEANS THAT EXPONIENTIAL GROWTH 01" 
INITIAL PERTURBATIONS IS IMPOSSIBLE, AND THE AD.JOINT METHOD CAN 
PROPERLY BE APPLIED TO THE SENSITIVrrY STUDY OF THE MODEL TO SMALL 
to"'ORCING VAIUATIONS. 

BALANCIED AND ABSOLUTELY STABLE IMPLICIT FINITE-DU'FERENCIE 
SCHEMES OF THE 2 .. ORDER APPROXIMATION BOTH IN SPACE AND IN TIME ARE 
CONSTRUCTED FOR THE MAIN AND AD.JOINT OCEAN THERMODYNAMIC MODELS. 
THE SCHEMES ARE BASED ON THE SPLrrTING METHOD AND EASILY SOLVED BY 
FACTORIZATION. BOTH UNSPLIT AND SPLIT DIFFERENCIE OPERATORS 01" THESE 
SCHEMES SATISFY THE DISCRETE LAGRANGE mENTITY AT EVERY TIME STEP. IN 
THE NONDISSIPATIVE AND UNFORCED CASE WHEN THERE IS NO FLUX ACROSS THE 
LIQVID BOVNDARIES, THE SCHEMES HAVE TWO CONSERVATION LAWS EACH. 
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RESUl'vlEN 

SE ANALIZA EL COMPORTAMIENTO ASlNTÓTICO DEL MODELO DE ADEM COMO UNA 
FUNCIÓN DEL FORZAMlENTO EXTERNO Y EL COEFlCIENTE DE DlSrPAClÓN, SE PRUEBA LA 
EXlSTENClA DE UN CONJUNTO ATRAYENTE ACOTADO DE LAS ANOMALÍAS DE LA 
TEMPERA TURA DE LA SUPERFrcrE DEL MAR EN UNA VECrNOAD DE CERO, BAJO UNA CrERTA 
CONDlClÓN. SE DEMUESTRA QUE LA SOLUClÓN DE LA PERTURBAClÓN DECAE 
EXPONENClALMENTE A CERO. LA RAZÓN DE DECAIMIENTO DEPENDE DEL FORZAMrENTO 
EXTERNO Y EL COEFlCrENTE TURBULENTO. 

SE APLlCA EL MÉTODO ADJUNTO PARA DERIVAR FÓRMULAS rNTEGRALES PARA EL 
ESTUDlO DE SENSlBILlDAD DEL MODELO TERMODrNÁMJCO DE ADEM PARA OCÉANOS A 
VARIAClONES PEQUEÑAS TANTO EN EL FORZAMlENTO DE CALOR COMO EN LAS CONDlClONES 
INICIALES Y DE FRONTERA. EN CADA FÓRMULA, LA SOLUCIÓN DEL MODELO ADJUNTO ES UNA 
FUENTE ÚTlL DE INFORMAClÓN ACERCA DE LA CONTRIBUCIÓN DE TALES V ARIAClONES A LAS 
ANOMALÍAS PROMEDro DE LA TEMPERATURA DE LA SUPERFICIE DEL MAR EN UNA REGIÓN 
SELECCIONADA. GRACIAS AL CONJUNTO DE CONDICIONES ESPECIALES EN LAS FRONTERAS 
.. LÍQUIDAS" DE ENTRADA Y SALIDA. LOS MODELOS PRINCrPAL Y ADJUNTO SON BrEN-PUESTOS 
EN EL SENTIDO DE HADAMARO (1923) NO SOLAMENTE PARA CUENCAS OCEÁNICAS CERRADAS. 
SINO TAMBIÉN PARA ABIERTAS, ES DECIR. LA SOLUCIÓN DEL MODELO ES ÚNICA Y ESTABLE A 
PERTURBACIONES rNrCrALES. LA ÚL TlMA PROPrEDAD SIGNIFICA QUE ES IMPOSIBLE UN 
CREClMIENTO EXPONENClAL DE PERTURBACIONES INICIALES, Y ENTONCES EL MODELO 
ADJUNTO PUEDE SER APLICADO APROPIADAMENTE AL ESTUDIO DE SENSIBrLIDAD DEL MODELO 
A VARIACIONES PEQUEÑAS EN EL FORZAMlENTO. 

SE CONSTRUYEN ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS IMPLÍCITOS. ABSOLUTAMENTE 
ESTABLES Y BALANCEADOS CON APROXIMACIÓN DE SEGUNDO ORDEN TANTO EN ESPACIO 
COMO EN TIEMPO PARA LOS MODELOS TERMODINÁMICOS PRINCrPAL Y ADJUNTO PARA 
OCÉANOS. LOS ESQUEMAS ESTÁN BASADOS EN EL MÉTODO DE SEPARAClÓN Y SON RESUELTOS 
FÁCILMENTE POR FACTORIZACIÓN. AMBOS OPERADORES EN DIFERENCIAS (SEPARADOS Y NO 
SEPARADOS) DE ESOS ESQUEMAS SATISFACEN LA IDENTIDAD DE LAGRANGE DISCRETA EN 
CADA PASO DE TlEMPO. EN EL CASO NO-DISlPATIVO Y NO-FORZADO CUANDO NO HAY FLUJO A 
TRAVÉS DE LAS FRONTERAS ''LÍQUIDAS". CADA UNO DE LOS ESQUEMAS TIENE DOS LEYES DE 
CONSERVACIÓN. 
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ABSTRACT 

THE ASYMPTOTIC BEHA VIOR OF AOEM'S MODEL IS ANAL YZED AS A FUNCTION 
OF THE EXTERNAL FORCING ANO THE OISSIPATION COEFFICIENT. THE EXJSTENCE OF A 
BOUNDEO ATTRACTING SET OF THE SEA SURFACE TEMPERATVRE ANOMALIES IN A 
NEIGHBORHOOD OF ZERO IS PROVEO. IT IS SHOWN THAT THE PERTURBATION SOLUTION 
DECAYS EXPONENTIALLY TO ZERO, UNOER A CERTAIN CONOITION. THE DECAY RATE DEPENDS 
ON THE EXTERNAL FORCING AND THE TURBULENT COEFFICIENT. 

THE AOJOINT METHOD IS APPLIED TO DERIVE INTERNAL FORMULAS FOR THE 
SENSITIVITY STUDY OF THE AOEM OCEAN THERMOOYNAMICAL MOOEL TO SMALL VARIATIONS 
BOTH IN THE HEAT FORCING ANO IN THE INITIAL AND BOUNDARY CONOITIONS. IN EACH 
FORMULA. THE AOJOINT MOOEL SOLUTION IS A USEFUL SOURCE OF INFORMATION ABOUT THE 
CONTRIBUTION OF SUCH VARIATIONS TO AVERAGE SEA SURFACE TEMPERATVRE ANOMALY IN 
A CERTAIN REGION. THANKS TO SPECIAL CONOITIONS SET AT INFLOW ANO OUTFLOW LIQUIO 
BOUNDARIES. THE MAIN ANO AOJOINT THERMOOYNAMIC MOOELS ARE WELL-POSEO IN THE 
SENSE OF HAOAMARO (1923) NOT ONLY FOR CLOSEO, BUT ALSO FOR OCEANIC BASINS: EITHER 
MOOEL SOLUTION IS UNIQUE ANO STABLE TO INITIAL PERTURBATIONS. THE LAST PROPERTY 
MEANS THAT EXPONENTIAL GROWTH OF INITIAL PERTURBATIONS IS IMPOSSIBLE. ANO THE 
AOJOINT METHOO CAN PROPERL Y BE APPLIEO TO THE SENSITIVITY STUDY OF THE MODEL TO 
SMALL FORCING V ARIATIONS. 

BALANCEO ANO ABSOLUTELY STABLE IMPLICIT FINITE-DIFFERENCE SCHEMES 
OF THE 2"" ORDER APPROXIMATION BOTH IN SPACE ANO IN TIME ARE CONSTRUCTEO FOR THE 
MAIN ANO AOJOINT OCEAN THERMOOYNAMIC MODELS. THE SCHEMES ARE BASEO ON THE 
SPLITTING METHOO ANO EASILY SOLVEO BY FACTORIZATION. BOTH UNSPLIT ANO SPLIT 
DIFFERENCE OPERATORS OF THESE SCHEMES SATISFY THE OISCRETE LAGRANGE IOENTITY AT 
EVERY TIME STEP IN THE NONDISSIPATIVE ANO UNFORCEO CASE WHEN THERE IS NO FLUX 
ACROSS THE LIQUIO BOUNOARIES. THE SCHEMES HA VE TWO CONSERVATION LAWS EACH. 
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l. INTRODVCCION 

Modelos termodinámicos del sistema atmósfera-océano juegan un papel importante en 

el estudio del clima atmost'érico y formación de las anomalías de la temperatura del aire y de la 

superficie del mar (Donn. et al .. 1985; Ghil y Childress. 1987; Adem. 1991). Puesto que fa 

radiación sobre la superficie de la Tierra caracteriza la fuente principal de energía en el sistema 

atmósfera-océano (Adem. 1964 a. b, 1970 a. b; Gill. 1982), es siempre de considerable interés 

analizar la respuesta del modelo a variaciones en este parámetro así como también a 

variaciones en las condiciones iniciales y de frontera (Skiba, et al. 1996). Actualmente. hay 

dos métodos principales que se usan frecuentemente en el estudio de sensibilidad de modelos: 

el directo y el adjunto . Mientras los cálculos directos con un modelo termodinámico son 

preferibles para dar una información comprensible sobre la respuesta de fa temperatura a las 

variaciones arriba mencionadas. el método del adjunto es especialmente útil y económico si el 

estudio de sensibilidad de modelos se confina sólo al análisis de unas pocas características 

integrales del campo de temperatura. por ejemplo, promedios pesados de las anomalías de la 

temperatura en algunas regiones limitadas y/o intervalos del tiempo los cuales son de especial 

interés. 

En geofisica las ecuaciones del adjunto fueron aplicadas primeramente por Marchuk 

( 1974. 1976) para derivar una explícita relación integral entre perturbaciones de promedio 

pequeilo desarrolladas en campos meteorológicos e hidrológicos, y pequeñas variaciones la 

condición inicial y el forzamiento del modelo. .Para el modelo tri-dimensional global lineal de 

Ja interacción térmica de la troposfera con los océanos y continentes, fue calculada Ja solución 



adjunta por Marchuk y Skiba ( 1976, 1 978) y Skiba ( 1 978). Los resultados obtenidos con una 

versión más retinada del modelo fueron publicados más tarde (Marchuk y Skiba, 1990, 1992). 

Para la ecuación bi-dimensional de transpone de calor en la troposf"era, las soluciones adjuntas 

fueron también construidas por Sadokov y Shteinbok ( 1 977), Musaelyan. et al ( 1983) y 

Voronov, et al (1984). 

El método del estudio de la sensibilidad del adjunto fue desarrollado, mejorado y 

generalizado por Penenko (1979) y Marchuk y Penenko (1979) para sistemas no-lineales 

discretos, y por Cacuci (1981a, b), Marchuk, et al. (1993) y Marchuk (1995) para sistemas 

diferenciales no-lineales. Definiciones matemáticas rigurosas del operador adjunto en 

problemas no-lineales fueron dadas por Vainberg (1979) y Cacuci, et al (1980). Esta 

metodología fue aplicada para el análisis de la sensibilidad no-lineal del modelo radiativo­

convectivo (Hall, et al 1982), el modelo de circulación general OSU (Hall, 1986), y el modelo 

de mesoescala PSU-NCAR (Errico y Vukicevic, 1992). Con la aproximación adjunta 

Marchuk. et al. (1985a) construyeron el esquema explicito cuyas propiedades de estabilidad 

aproximan el esquema implícito de Crank-Nicholson, Marchuk, et al. (1985b) calculó los 

primeros dos momentos de los campos aleatorios en la filtración Kalman, Robenson (1991, 

1992, 1993) llevó a cabo un diagnóstico de anomalías regionales, y Zou, et al. (1993) - el 

estudio de sensibilidad en el caso de bloqueamiento. 

Ecuaciones adjuntas han ·sido también aplicadas en la asimilación variacional de los 

datos (Lewis y Derber, 1985; LeDimet y Talagrand, 1986; Counier y Talagrand, 1987, 1990; 

Talagrand y Counier, 1987; Thépaut y Counier, 1991; Erendorfer, 1992; Navon, et al. 1992; 
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Rabier, et al., 1992; y otros). Además, Farrel (1990) y Barkmeijer (1992, 1?93) utilizaron las 

técnicas del adjunto para estimar el crecimiento de errores iniciales en modelos atmosf"éricos. 

Una estructura relativamente simple del operador de la ecuación de transporte y 

difusión de calor, (Zare. !99S), da un discernimiento mejor en el mecanismo del estudio de la 

sensibilidad del adjunto. Esa es la razón por la cual los modelos termodinámicos fueron 

especialmente atractivos para la aplicación del método del adjunto. El modelo lineal tri­

dimensional atmósfera-océano-tierra de interacción térmica y su adjunto fue f"ormulado por 

Marchuk y Skiba (1976, 1978 1990) y Skiba (1978) para un dominio oceánico cerrado y 

dominio atmosf"érico en la f"orma de un cascarón esf"érico. Ambos modelos están bien 

propuestos según Hadamard (1923), esto es, cualquier solución de ambos modelos es única y 

estable ante perturbaciones iniciales. Significa que la variedad inestable de las anomalías de la 

temperatura inicial es vacía. y por eso, no hay ningún crecimiento de perturbaciones iniciales 

con tal de que el forzamiento del modelo sea cero. Esto hace f"ácil llevar a cabo el estudio de 

la sensibilidad del modelo adjunto con respecto a variaciones pequei'ias en el f"orzamiento del 

calor climático y temperatura inicial. Cada vez que el operador del modelo tiene por lo menos 

un valor propio con una parte real negativa, algunas perturbaciones iniciales pueden crecer 

exponencialmente (Skiba, 1978; Farrel, 1990; Barkmeijer, 1992, 1993). Por ejemplo esta 

situación a menudo ocurre cuando el método adjunto es usado en el estudio de la sensibilidad 

de modelos no-lineales. Claro, cada modelo no-lineal debe primero ser linealizado alrededor 

de una solución básica. Generalmente el modelo linealizado obtenido no está bien propuesto, 

y por eso alli existe crecimiento exponencial de perturbaciones que puede abandonar muy 

rápido el dominio de perturbaciones infinitesimales donde la proximidad del adjunto es sólo 
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aplicable. Este hecho crea problemas adicionales en llevar a cabo el estudio de la sensibilidad 

del adjunto. y amerita investigación especial. Cuando tal es el caso. parece razonable llevar a 

cabo el análisis de la sensibilidad del adjunto separadamente para variedades estables e 

inestables de la solución básica. Este procedimiento regulariza el problema. 

El propósito de este trabajo es extender la técnica de la sensibilidad del adjunto al 

modelo de área limitada del Golfo de México. En este caso hay un flujo de calor anómalo no­

cero por los límites laterales de la cuenca del dominio oceánico. Se muestra aqui que gracias a 

condiciones especiales puestas en las partes "intlow" y "outtlow" de la frontera. tanto el 

modelo termodinámico de área limitada como su adjunto son también bien-propuestos según 

Hadamard. Estas condiciones son reducidas a las bien conocidas condiciones de frontera 

tanto en el limite de no difusión (el caso de advección pura) como en el caso de un dominio de 

modelo cerrado cuando la componente de la velocidad normal es cero en todas partes de la 

frontera (Skiba y Adem, 1995; Skiba. et al. 1996). 

Una fórmula de sensibilidad resultante directamente del método adjunto relaciona la 

anomalía de la temperatura promedio en alguna área con anomalías espaciales y temporales de 

la radiación en superficie de la tierra y anomalías espaciales de la temperatura inicial. Además. 

la significancia de las anomalías de la radiación en una región local particular de la superficie 

de la tierra está determinada por valores de la solución del modelo adjunto en esta región. De 

hecho en cada fórmula de sensibilidad. la solución adjunta juega el papel de una función de 

Green multidimensional (Roach. 1982). y por lo tanto la anomalía de temperatura promedio 

está principalmente formada por las anomalías de radiación que se desarrollan en las regiones 

de máximos locales de soluciones adjuntas. Estas regiones son llamadas las zonas 
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) 

) 

energéticamente activas y a la solución adjunta se le conoce como función de influencia de la 

respuesta del modelo. 

Gracias al uso del método de separación componente-por-componente simetrizado por 

Marchuk (1982), la solución del modelo original bi-dimensional principal (o adjunto) es 

reducida a la solución de dos problemas uní-dimensionales. Esto hace económicos los 

algoritmos numéricos implícitos principal y adjunto. Los esquemas de dif'erencias finitas 

principal y adjuntos son compatibles • absolutamente estables, balanceados, y de aproximación 

a segundo orden en tiempo y espacio. La compatibilidad significa que a cada paso de tiempo 

fracciona! del algoritmo de separación, los operadores de los esquemas de dif'erencias principal 

y adjunto satisfacen una forma discreta de la identidad de Lagrange (Skiba, 1978). Además, 

en la ausencia de f'orzamiento y disipación, ambos esquemas tienen dos leyes de conservación 

para las 2-normas L 1- y L 2 de la solución del modelo principal (o adjunto). La aplicación de 

los algoritmos de separación está justificada puesto que ambos operadores, no-separadas y 

todos los separados del modelo principal (asi como también del modelo adjunto) son no 

negativos no solamente en la f'orma dif'erencial. sino también en la f'orma de dif'erencias finitas. 

Como un ejemplo, en la Sección 8, los programas de computadora son probados con 

algunos experimentos considerando las Leyes de Conservación. 
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2. DESCRIPCJON DEL MODELO TERMODINAMICO EN UNA CUENCA 
CERRADA 

El modelo climático termodinámico de Adem escrito para la anomalía de temperatura 

climática T(r, t) en la capa superior del océano está dado por la ecuación de balance de calor 

bi-dimensional (2-D): 

en una cuenca oceánica 2-D. n. e intervalo de tiempo (O. I ). La solución T(r. t) es la 

anomalía de temperatura de superficie del mar (SST) definida como la dif"erencia entre la SST 

actual. Ts(r, t). y la SST climática. Tsc(r. t); U(r. t) es el vector conocido de las corrientes 

oceánicas. V es el gradiente horizontal. V 2 es la parte esf"érica del Laplaciano; r =(A, S) es el 

punto de la cuenca oceánica identificado por su longitud ;.. y colatitud S en el sistema de 

coordenadas geográficas; y µ es un coeficiente positivo de difusión turbulenta. 

El f"orzamiento del modelo climático de Adem F(Ts) tomando en cuenta procesos tales 

como evaporación. radiación y transporte turbulento vertical. depende de la temperatura de 

superficie del mar Ts(r. t) (Adem, 1967. 1971). Se supone que la anomalia de la SST T(r. t) 

es bastante pequei'la. de modo que F(Ts) puede ser expandida en una serie de potencias de 

T(r. t) en una vecindad de la SST climática. Tsc(r. t). Luego el ténnino yT en la ecuación (1) 

con una función y(r. t) representa una parte lineal de esta serie (Adem. 1971). mientras que el 

forzamiento de la Ec. (1) 

f{r. t) = F(T s) - F(T sd + yT (2) 
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incluye sus términos de más alto orden. Suponemos que y > O. Note que aunque el término 

yT hace que la temperatura de superficie del mar T s regrese al valor climático T se. el 

forzamiento de calor tl'.r. t) puede generar las anomalías de SST. 

Ec. ( 1) puede ser escrita como 

donde 

Nosotros tomamos 

como la condición inicial. y 

eT+AT=f 
et 

AT =U· VT - µV2 T + yT 

T(r. O) = T" (r) 

µCT =0 
en 

enn 

en S 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

como la condición en la linea costera frontera S de una cuenca oceánica 2-D. O. Aquí n es el 

vector normal unitario hacia afuera a s. cr es la derivada normal, y S está formada solamente en 

de segmentos de las lineas;..= Consto S = Const. Además, 

Un=U· n =O enS (7) 

10 



donde Un es la componente norrnaJ de U en la línea costera S. Así que no hay flujo de calor 

anómalo a través de la frontera S en el caso de la cuenca cerrada O. También se supone que 

el flujo oceánico es incompresible: 

) divU=O (8) 

Si y = O entonces el operador (4) es positivo semidefinido (Skiba y Adem. 1995). y 

consecuentemente. A es positivo definido para y > O: 

jT ATdr >O, (9) 
Q 

Así cada solución de (2) - (8) es única y estable a perturbaciones iniciales. 

En la siguiente sección consideraremos el comportamiento asintótico del modelo 

termodinámico de cuenca cerrada en ausencia de t'orzamiento externo. Esta consideración 

prueba unicidad y estabilidad de cada solución del modelo a perturbaciones iniciales. 

1 
l 
¡ 
¡ 
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3. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DEL MODELO TERMODINÁMICO 

3.1 Atractores de Ecuaciones Diferenciales 

En problemas de aftos recientes. ideas y nociones de la teoría de los sistemas dinámicos 

en espacios localmente compactos han sido adaptados a sistemas dimensionales infinitos. 

especialmente a ecuaciones diferenciales retardadas y ecuaciones diferenciales parciales. Estos 

últimos sistemas definen sistemas dinámicos en espacios que no son localmente compactos. 

Incluso cuando el espacio base es localmente compacto pero no limitado, no hay una teoría 

muy general de sistemas dinámicos. En este caso uno puede y a menudo restringe la clase a 

una que tenga algún tipo de propiedad disipativa con objeto de reducir la parte esencial del 

flujo a un conjunto compacto. 

Muchos científicos han investigado desde el punto de partida de la teoría de los 

sistemas dinámicos las ecuaciones de evolución de la fisica matemática. Tales ecuaciones 

incluyen el sistema de Navier-Stokes. las ecuaciones magneto-hidrodinámicas, las ecuaciones 

de reacción-difusión, las ecuaciones de onda amortiguada semilineal. 

En aitos recientes gracias a los esfuerzos de muchos matemáticos. se ha establecido 

que el atractor del sistema Navier-Stokes, que atrae (en un espacio funcional apropiado) 

conforme t - oc son trayectorias de este sistema. es un conjunto compacto dimensional finito 

(en el sentido de Hausdorft). 

Los limites superior e inferior (en términos del número de Reynolds) para la dimensión 

del atractor fueron encontrados. Estos resultados para el sistema Navier-Stokes han 

12 
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estimulado investigaciones de atractores de otras ecuaciones de la Física Matemática (Babin 

and Vishik. 1992). 

Para cienos problemas. en panicular para ecuaciones de sistemas de reacción-difusión 

y de onda no-lineal amoniguada. los matemáticos han establecido la existencia de los 

atractores y sus propiedades básicas; además. probaron que, conf'orme t - ""• una dinámica 

dimensional infinita descrita por estas ecuaciones y sistemas aproxima unif'ormemente una 

dinámica dimensional finita sobre el atractor A. que, en caso de ser considerado. es la unión de 

variedades suaves. 

Un sistema evolucionario 

genera un semigrupo { S,. t ;;,; O} de operadores S,. El operador S, relaciona al dato inicial µo 

con el valor µ(t) de la solución del sistema al tiempo dado t > O. En otras palabras, S, µo 

µ(t). Una tarea importante es: 

investigar el comportamiento a tiempo-largo de las soluciones µf.t) del sistema 

evolucionario. Obviamente. esta tarea es equivalente a la investigación del comportamiento 

de S, cuando t - + ao. 

Concluyendo. recientes investigaciones de fluidos dinámicos indican que el 

comportamiento asintótico de un modelo. y un grado de similaridad del atractor del modelo a 

ese sistema fisico es uno de los criterios imponantes que determinan la calidad del modelo 

(Dijkstra. H. A. and J. D. Neelin. 1995). 
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3.2 Componamiento Asintótico del Modelo Termodinámico: Cuenca Cerrada No-f'orzada 

Asumimos aqui que µ y y son parámetros positivos constantes en la ecuación ( J) y el 

f'orzamiento f' es cero: 

µ>O, yy>O (10) 

(JI) 

Sea Cl el dominio de integración (Fig. 1 ). y L,(Cl) el espacio de Hilben de funciones 

cuadrado integrables sobre n. con el producto escalar 

< T. g >= l, TgdCl 

definido para cualquier T(x, y) y g(x., y) de L,(Cl). La norma en L2(Cl) está definida por 

jjTjj=<T, T>
1

' 

donde dCl = dxdy, (x. y)eCl. 

El producto escalar de la ecuación (1) con T. considerando f'= O, da 

<ºT,T>=<AD,T>+<TU.T>+<HE.T> ot 

donde (Morales-Acoltzi y Adem. 1994) 

<HE, T > = - y< T. T > = - y l!Tli' 

1-' 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 



Usando la condición de frontera (6) obtenemos 

<TU, T>=µ<V2T, T>=-µ1iVT1i 2 
(16) 

para el término de difusión turbulenta. 

Para el término de advección por corrientes oceánicas tenemos 

<AD, T>=-<Ü·VT, T>=-~J,Ü·V(T2 )dC (17) 

Tomando en cuenta la ecuación de continuidad (8) y la fórmula de Green 

(Sokolnikoff, 1958), la ecuación ( 15) puede ser escrita como: 

donde 1 es la integral curvilínea sobre °'1 y d, es el elemento infinitesimal de lonaitud a 

lo largo de la línea de frontera °'1 (Fig. 1 ). De este modo la condición de frontera de linea 

costera (7) conduce a 

<AD,T>=O (18) 

Finalmente, para el almacenamiento de energía térmica obtenemos 

aT 1 a 2 a 
< -, T >= --llTJI = JITll-::;-l!Tii at 2at ..,t 

(19) 

Substituyendo (15), (16), (18) y (19) en (14) resulta 

IS 
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(20) 

Ahora usamos la desigualdad Poincaré (Chipot, 1984) 

llTll s c¡¡vTll (21) 

con la constante C > O que depende solantente de la geometría del dominio O. La constante 

C es positiva en nuestro caso, debido a las condiciones de frontera para las anomalías de 

temperatura T (ver Apéndice A de Morales-Acoltzi y Adem, 1994). Entonces 

Substituyendo la última desigualdad en la ecuación (20) obtenemos 

o 

Dividiendo por ffTll obtenemos 

(22) 

El comportamiento de las soluciones a largo plazo T(t, x, y) será analizado ahora. La 

multiplicación de la desigualdad (22) por 
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exp (r+ ~} 

lleva a 

(23) 

Integrando (23) en el tiempo desde t=O hasta un momento t resulta 

(24) 

Puesto que y es positivo (ver Morales-Acoltzi y Adem. 1994). la solución cero es el 

único atractor en nuestro sistema 

T(r) ._O cuando 

Como T(r. t) = Ts(r. t)- TsN(r. t). esto significa que 

(25) 

Asf. la temperatura del océano Ts(t) eventualmente tenderá al valor climático normal. 

Esquemáticamente esto puede ser representado como en la Figura 2. 

Se muestra que en ausencia del forzamiento de calor f. la solución cero es el único 

atractor de la ecuación (1). i.e .• cualquier solución T(t. x. y) de la ecuación (1) eventualmente 

tiende a cero. Esto significa que la temperatura del océano T.(t) (ver Ec. (1)) se aproxima al 

valor climático normal Tsc(t). 

17 
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En otras palabras, si f• O entonces cualquier vecindad acotada de cero es un conjunto 

absorbente para las soluciones de la ecuación (1 ). Nótese, que entre más pequeilas son y yµ, 

más baja es la razón de convergencia de todas las soluciones T(t, r) a cero y viceversa. 

Además, como puede verse de (24), la razón de disminución también depende de la constante 

C de la desigualdad de Poincaré (21). 

Como un ejemplo simple, supongamos que nuestro dominio O coincide con el 

Hemisferio None en su totalidad, el paránletro y es dado por (Morales-Acoltzi y Adem, 

1994), y el coeficiente de difusión µes igual a 3 x 108 cm2 seg·•. 

Obtenemos ¡v~·· 1=10-1 seg-•, donde ¡v .... I es el valor normal de la velocidad del viento 

en superficie y h es la profundidad de la capa, considerando el par de valores: con 

¡v,.,. ¡ = Sm seg-• y h=SO m o ¡v,., 1 = 1 Omseg-• y h = 100 m (Adem, 1971 ). 

En este caso, los valores propios del operador de Laplace sobre el hemisferio son 

i¡iuales a N(N+l)/R2 donde N es natural y R = 6.37 x 106 mes el radio de la esfera. Puesto 

que l/C2 es igual al menor valor propio no cero N = I, l/C2 = 2/R2
• Esto lleva a un factor 

µ1c2 = o.01478 x 10-1 seg·•. 

Como un resultado y+:;, = 1,894 >< 10-' sec-• = r 

Por lo tanto el tiempo e-folding de decrecimiento de la norma (24) de las 

penurbaciones es igual a.!.= 60.9 días - 2 meses. 
r 
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HiM:emos ahora una nota importante. 

Hemos analizado el componamiento de Ja Ec. penurbada (14). El término HE en esta 

ecU8':ión es el resultado de la linealización del forzamiento (2) (ver Apéndice B de Morales-

Acoltzi y Adem. J 994) 

1 w f(T,)=--(E, -G2 -G,)--
hp,C, h 

(26) 

El decrecimiento exponencial de cualesquiera penurb8':iones pequei'las obtenidos en 

la sección previa (ver Ec. (24)) ha sido mostrado para el caso panicular y= constante> O. En 

el caso general. y no es constante, y las penurbaciones tenderán exponencialmente a cero 

solamente si 

~ > maxmaxlr(t, r\I e '"º ' ,,, 
(27) 

La condición (27) también toma en cuenta el caso de una solución normal 

est8':ionaria, periódica y limitada (en tiempo) no estacionario Tsc(t, x, y) (ver Apéndice B de 

Morales-Acoltzi y Adem, 1994). 

Por ejemplo, puesto que el componamiento de Jos valores medios normales mensuales 

Tsc(t) es aproximadamente periódico durante el ai'lo, Ja solución Tsc(t) de Ec. (1). tenderá al 

ciclo climático anual independientemente de la condición inicial Tsc(O, r). (Fig. 2). 

Enfatizamos una vez más que en el caso general que el forzamiento f de (1) es no-

cero, el componamiento asintótico es mucho más complicado. 
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4. MODELO TERMODINAMICO EN UNA CUENCA OCEANICA ABIERTA 

4.J FonnuJación del modelo 

Consideremos ahora el caso de una cuenca oceánica abierta Q cuando el flujo de calor 

anómalo es posible a través de las partes liquidas de la f"rontera S. Las condiciones (6) y (7) 

se usarán en la f"rontera coincidiendo con la linea costera. Física y matemáticamente las 

condiciones apropiadas en la frontera líquida han sido discutidas muy ampliamente (ver, e.g. 

Vichnevetsky y Bowles, 1982; Poinsot y Lele, 1992, y ref"erencias en estos trabajos). Aquí la 

aproximación sugerida por Marchuk (1986) para el problema 2-0, y por Skiba (1993) para el 

problema 3-0 serán usadas. 

Dividiremos el límite lateral S en dos partes: el "outtlow" parte s• donde el vector 

velocidad U es exteriormente dirigido (Un ~ O), y el "intlow" parte s· donde el vector 

velocidad U es interiormente dirigido (Un :SO). En la Fig. 3 tomada de Adem et al. (1994 a, 

b), el Oolf"o de México se muestra como un ejemplo de una cuenca abierta. La parte s• 

también incluye la línea costera. 

La ecuación (1) es ahora resuelta en el intervalo de tiempo (O, t) y sobre el dominio 

Q con Ja condición inicial (5) y las condiciones de frontera (IO)-(J 1) 

µuT -V T=O un n 

µuT =0 
un ens· 
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Las condiciones (28) significan que el flujo de calor anómalo combinado difusivo más 

advectivo es cero en s- (flujos de calor climático no-cero en s- son, sin embargo, posibles; 

ver Fig. 1). Si (28) es violada. y hay una fuente de anomalía de SST en el exterior den que 

genera un flujo de calor en s-, entonces al ensanchar la cuenca n esta fuente puede ser 

incluida en n. Por otro lado, (28) puede ser reemplazada por 

µuT -U T=q un n 
sobres- (30) 

si el flujo de calor anómalo q(r, t) es conocido en s- de las observaciones. La condición (29) 

significa que el frontera s• el flujo de calor anómalo inducido por difusión es despreciable 

comparado con el causado por advección con el vector de velocidad de corriente U. 

Donde S coincide con la línea costera. la Ec. (29) automáticamente satisface la 

condición (6). 

Las Ecs. (28) y (29) son bien conocidas como condiciones de frontera de tercera clase 

y segunda clase. respectivamente (Ladyzhenskaya, 1973 ). En el caso limitante no difusivo 

(JFO). (28) es reducida a la condición razonable T = O sobre la parte del flujo hacia adentro 

de la frontera. mientras la condición (29) desaparece como debe ser, ya que para advección 

pura., no se requiere condición en el flujo hacia afuera de la frontera. donde la solución está 

detenninada por el método de características (Skiba y Adem, 1995). 
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4.2 Unicidad y estabilidad de las soluciones del modelo 

Mostraremos ahora que el operador A del problema (1), (5), (28), (29) es positivo 

semidefinido: A 2' O. Integrando el producto interior <A T. T> por partes y usando la f"órmula 

de Green obtenemos 

(31) 

donde dS es un elemento lineal de la frontera S. Las dos últimas integrales en (31) son no 

negativas ya que Un 2' O sobre s•, y Un S O sobre s-. Asf que, el operador A es positivo 

semi-definido. Además, A es simétrico-sesgado solamente si µ = O, y = O y S es la linea 

costera 

espectral 

(Un = O). Si no es el caso entonces todos los valores propios cok del problema 

µ_!!_w.-u.w. =O on s­
t7n 

(32) 

son positivos. Como mostraron Skiba y Adem, 1995, si f = O la amplitud T°1< de la 

temperatura inicial anómala Wk(r) decae como la razón determinada por el valor propio m1t. 

Si el forzamiento f de (1) es idénticamente cero entonces la desigualdad (24) es otra 

vez satisfecha debido a (31), y cada solución del problema (1), (5), (28), (29) es única y 
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estable bajo penurbaciones iniciales, i.e., el modelo de cuenca abiena está bien propuesto de 

acuerdo con Hadamard ( 1 923 ). 

Intesrando ( 1) sobre n obtenemos la ecuación de balance 

(33) 

donde la condición de frontera (30) es tomada en cuenta. En el caso de la condición de 

frontera (28), la última intesral en la fónnula (33) es cero. A diferencia de lo que sucede en 

el modelo de la cuenca cerrada, la anomalía de temperatura 

T =(mes 0)"1 fT(r)dr (34) 
o 

donde mes n es el área de n (Skiba y Adem, 1995) pueden ser ambos cambiados no 

solamente por un forzamiento de calor anómalo sino también por un flujo de calor anómalo a 

través de la frontera liquida S. 
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5. METODO NUMERICO 

S. I Método de fraccionamiento (Apro"imación en el Tiempo) 

La ecuación ( 1) puede ser escrita 

ó'T 
at+(A1 +A2 )T=f (35) 

donde 

AT= 1 [L(uT)+uºT] 1 2 asin .9 ó'A. ó'A. 
µ 02 T+LT 

a 2sin 2 .9 ó'A. 2 2 
(36) 

A 2 T= 
1 c~(vTsin.9)+vsin.9ºT]-~_!!__(sin.9ºT)+LT (37) 

2 asin .9 ó' .9 ó' .9 a sin .9 ó' .9 ó' .9 2 

Usando la ecuación de continuidad (8) es fácil ver que la suma A1 + A2 coincide con 

el operador A. 

Probaremos ahora que los operadores (36) y (37) son positivos semidefinidos A; <!!O (i 

= l. 2). Calculemos el producto interior <A 1T, T>. Integrando por partes y usando la 

fónnula de Green con las condiciones de frontera (28) y (29) obtenemos (Skiba, et al. 1996) 

1 ( ó'T)
2 

<A,T,T>= fTA,Tdr=µf 2 • 2 _,,,, dr+l'..
2 

fT 2dr 
n <>ª san .9 ._,,. n 

+/[.! UnT-µºT]TdS=µf 2 _1
28

('!T)'dr+Y
2 

fT2 dr 
s 2 ó'n <>ª san ._,A, n 
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(38) 

Fue tomado en cuenta aquf que Un < O sobre s-, y Un ;:;:, O sobre s·. La cualidad 

positiva definida del operador (37) puede ser demostrada del mismo modo. Ya que A 1 ;:;:, O y 

A2 ~ O, el método de fraccionamiento está justificado (Douglas y Rachford, 1956; Marchuk, 

1982). Puede ser aplicado para resolver (35) dentro de cada intervalo de tiempo (t, t + 't") de 

pequefta longitud 't". El método consiste de dos pasos: 

(1) la ecuación 

~T¡ +A,T¡ =0 ot (39) 

es resuelta en (t, t + 't") con la condición inicial T 1(t) = T(t), donde T(t) es la solución de la Ec. 

(35). 

(2) la ecuación 

o ot T, +A2T2 =f (40) 

es resuelta en (t, t + 't") con la condición inicial Ti(t) = T1(t + 't"). 

Como un resultado, la solución T2(t + 't") del problema split (40) aproximará la 

solución T(t + 't") del problema 2-D original (35) al tiempo t + 't". 

De acuerdo con Douglas y Rachford (1956), el algoritmo (39), (40) tiene 

aproximación de segundo orden en 't" solamente si los operadores A1 son independientes del 
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tiempo y corunutativos A1A2 = A2A 1• Para alcanzar una aproximación de segundo orden en -r 

para los operadores dependientes del tiempo no conmutativos (36) y (37), usamos la versión 

simétrica del método de fraccionamiento (Marchuk, 1975; Marchuk y Skiba. 1978) dentro de 

cada intervalo doble (t • -r. t + -r). Esto consiste de tres pasos: 

(1) la ecuación (39) es resuelta en el intervalo (t • -r. t) con la condición inicial T 1(t - -r) = 

T(t • T); 

(2) la ecuación (40) es resuelta en (t • T, t + -r) con la condición inicial T 2(t • -r) = T 1(t); 

(3) la ecuación (39) es ahora resuelta en el intervalo (t. t + -r) con la condición inicial 

T1(t) = T2(t + T). 

5.2 Aproximación en espacio 

Hay varios esquemas numéricos para la ecuación de transporte los cuales preservan la 

propiedades más importantes del problema diferencial (ver. por ejemplo, Forester, 1977; 

Smolarkiewicz. 1991; Williarnson. 1992). Nuestra intención aquí es obtener el esquema de 

seaundo orden balanceado y absolutamente estable que preserve el problema de temperatura 

media (34)y la norma IT(r. t)H en el caso de que el operador A es simétrico ses¡iado y el 

forzamiento es cero (ver sección 4). Estas propiedades son especialmente importantes para 

correr modelos climáticos a larso plazo. 
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Note que la frontera S consiste solo de segmentos paralelos a las líneas A. = Const o 9 

= Const. Así que para todo punto en S la componente normal Un de la velocidad de corriente 

U coincide con ± u o ± v, donde u, v son las componentes de U en la dirección de los ejes A. y 

9. 

Considere mallas igualmente espaciadas sobre una esfera con distancias AA. y AS entre 

puntos de malla. Las funciones de red Tu • T(A.;, 9;). uu • u (A.;.112. 9j) y vu • v(A.;, 91-112) 

están definidas sobre mallas diferentes (Fig.4). La linea de frontera S del dominio de la malla 

pasa a través de los nodos de la función u;; o Vü (Fig. 5). Tomamos 

__ l __ [u •• 1., -u.+ v,.,.1 sin.9. -v" sin.9_J=o 
asin.9, AA A.9 

(41) 

como la f"onna en dif"erencias de la ecuación de continuidad (2). La notación sin9+ • sin9;+112, 

sinS. • sin9 ;.r12 es usada en (41) y en lo subsecuente. Para aproximar los operadores (36), 

(37) notamos que pueden ser escritos como 

AT= 1 [.!.Tº" +uºT]- µ 
02 T+LT 1 2 asin .9 2 oA. oA. a 2sin2 .9 oA. 2 2 

(42) 

t [ t T a ( . ª) . ,, .&T] µ a ( . ª oT) r T A 2 T= . - -- vs1n ... +vs1n ... -- -~ _,.,.. sin.,._,.ª +-
2 2 asan .9 2 0 .9 0 .9 B San ... V.,.. V 07 

(43) 

Puesto que el ténnino 

(44) 
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Flg. 4. Loc.lización de I•• funcione• diacretaa cerca del nodo (A1 , o1). 
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aproxima Ja suma .!. T O'u +u~.!. en el punto (A¡ ,.9;) a segundo orden, Jos operadores Am 
2 aA. a A. 

son aproximados por las matrices A::, (Skiba 1993 ): 

( A1•T)Y = 2lldA.~in .9, {u,.1., T,.1., - uY T.-1.,} 

a> AA.2:n2 .9, {T,.1., -2Ty + T.-1.,} +-i-TY 

( AhT) = v, o.1•• sin .9 ... T,,J+I - v t.1 sin .9 _ T,.J-• 
2 

Y 2aA.9sin.9, 

µ{sin .9.(T,.,.1 - TY )-sin .9_(T,., -TY_1)} +LT. 
a2~.92 sin.9, 2 Y 

Ahora aproximemos las condiciones de frontera (Skiba, 1993). 

(45) 

(46) 

Considere, por 

ejemplo, una linea a lo largo del eje "- para una fija .9;. Supongamos que (A;, .9;) son nodos 

internos del dominio de la red para i = 1, ... , l-1, y sean L • C"-112,.9;) y R • C"-1-112 • .9;) los 

puntos de frontera izquierdo y derecho sobre esta línea, respectivamente (Fig. 6). Entonces 

las condiciones de frontera (28) y (29) son aproximadamente como sigue: 

(1) Si ui; =- u(L) >O entonces Un= -u1; <O y el punto L penenece a Ja fronteras-. 

Además, ya que 

ó'T(L)= 1 (T -T. ) 
ó'n - ~ sin.9. º' " J 

(47) 

la condición de frontera (28) es aproximada por 
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(48) 

(2) Si u1; • u(L) s O entonces Un = - u1; ~ O y el punto L pertenece a s•. Por lo que la 

condición de frontera (29) es aproximada por 

(49} 

y de ahí que T1; =To;. De este modo el valor To; de la función Ten el operador (4.S) para i = 1 

debe ser cambiado a T1; asi como excluir el punto externo (Ao, 8;}. 

Asimismo, si u1; • u (R) < O entonces Un = ur; < O, y el punto de frontera R pertenece 

al puntos-. Además 

üT 1 ( ) ün (R): aAAsin.9 Til -T,_,_, 
J 

(.SO} 

y por lo tanto, la condición de frontera (28) es aproximada como 

(.S 1) 

Finalmente, si ur; • u (R} ~ O entonces el punto de frontera R pertenece a s•, y (29} se 

reduce a 

Tr; = T1-1j (!52) 

Para los puntos de frontera localizados sobre las lineas >..; = Const, las condiciones de 

frontera son aproximadas en la misma forma. Por supuesto, el número de puntos inte~os de 
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la red varia de línea a línea. Vemos que la ecuación diferencial (1), y las condiciones de 

frontera (28)-(29) están aproximadas al segundo orden en las variables geométricas. 

S.3 Esquema de Diferencias Finitas del Modelo 

Con las condiciones (47)-(52) podemos mostrar que cada una de las matrices A~ es 

positiva semidefinida: 

(S3) 

Aqui T es el vector columna con componentes T;;, y el supraindice T denota la 

transposición. Asi que las aproximaciones a diferencias finitas (4S) y (46) conservan la 

cualidad positiva semidefinida de los operadores diferenciales Am (i = 1, 2). Por lo tanto la 

aplicación del método de fraccionamiento en la construcción de esquemas numéricos está 

justificada. 

Supon¡ia que requerimos resolver la ecuación ( 1) dentro de un intervalo de tiempo 

dado. El intervalo está dividido en subintervalos i¡iuales (tn -•• tn) o pequefta lon¡iitud 't = tn -tn. 

•· Ya que las matrices A,• no conmutan, la variante simétrica del método de fraccionamiento 

descrita al final de la sección 4.4 será aplicada para obtener el esquema de diferencias a 

se¡iundo orden dentro de cada subintervalo doble In• (tn-1, ln+1): 
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i[ n-~]-11n-l)= -fAt{i[ n-~]+11n-1J} 

1 n+~]--r[ n-~]=-rA;{-r[ n+~]+i[ n-~]}+2rF(n) 
11n+1J-1[ n+~] = -fAt{11n+IJ+1[ n+4]} (54) 

Aquí. T[n-1) y T[n+I) son los vectores columna con las componentes T;j(tn.1) y 

Tij(tn+1) respectivamente, F[n] = ~ {f;j(tn+1) + f¡;(tn-1)} es la aproximación del forzamiento, y 

T[n-112) y T[n+l/2] son las funciones auxiliares (n = 1, 3, 5, ... ). Cada una de las ecuaciones 

1-0 en (54) es resuelta usando el esquema de Crank-Nicholson. La solución T[n-1) para el 

intervalo previo ln. 1 es tomada como la condición inicial para resolver el problema en el 

intervalo In. El vector inicial T[O) tiene como sus componentes T" (A.;, Sj) (ver Ec. (4)). 

Multiplicando la primera ecuación (54) por el vector {T[n-1/2] + T[n-l]}T de la 

izquierda, y tomando en cuenta (53) encontramos 

(55) 

Si F[n] • O entonces las desigualdades tales como (55) son válidas para cada una de 

las ecuaciones (54). Puesto que TT T = llTll 2 donde HTft es la norma Euclidiana. estas 

cantidades llevan a 

UT [n+IU ::s; lfT[n-l]ft (56) 
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esto es, el esquema (54) es estable a penurbaciones iniciales de cualquier paso de tiempo T. 

Multipliquemos las ecuaciones (54) de la izquierda por el vector hilera vT cuyas 

componentes V;; son iguales a los valores a 2AA.ASsinS; en los nodos internos 

correspondientes del dominio de la red. La suma de todos los resultados obtenidos da una 

variante de diferencias finitas de la ecuación de balance (33). De ahf que el esquema (55) esté 

balanceado. Más aún, cuando µ = O, y= O el forzamiento F[n] = O y la cuenca es cerrada, i.e., 

Un• O sobre la frontera S, entonces el esquema (54) tiene las dos leyes de conservación: 

!: Ty(t •• ,)vlj = !: T0 (t._,)v0 (57) 
l,J l,J 

llT[n+IJll = llT[n-IJll (58) 

Aunque el esquema (54) es absolutamente estable para un paso de tiempo arbitrario T, 

su majplitud está evidentemente limitada por los requerimientos de la aproximación. Para la 

ecuación original (1), el probler..1a de aproximación fue discutido por Adem (1971). El 

método de fraccionamiento ("split") impone restricciones adicionales a la selección de T. 

Experimentos numéricos de Marchuk y Skiba (1976, 1978, 1992) con el modelo 

termodinánlico global muestran que un paso de tiempo de 6 horas proveerá una buena 

aproximación para el esquema (54). Este esquema resuelto sin iteraciones por el método 

directo (factorización). y puede ser generalizado al modelo de transporte 3-D de calor 

termodimunico del océano en el mismo modo como fue hecho en Skiba (1993). 
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6. EL MODELO TERMODINAMICO ADJUNTO 

6.1 El Concepto del Operador Adjunto en el Espacio de Hilben 

Consideremos un espacio de Hilben H de funciones reales <p(r) definidas en un 

dominio '1 que tiene una norma finita 

119'11 = {~q>(rt dr r (59) 

Entonces el producto interno de cualesquiera dos funciones <p(r) y \jl(r) de H puede ser 

definida como 

< 91, 111' >= Jq>(r)ll'(r)dr (60) 

" 

Obviamente, U<1>ll= «p, <¡>> 112
• 

Sea A un operador lineal con dominio D(A), i.e., el resultado A<p (r) está determinado 

en H para cualquier función <p(r) de D(A). Entonces el operador adjunto A• puede ser 

definido por la identidad de Lagranse (Kato 1966), 

<A<p,g> = <<p,A • s> (61) 

la cual se cumple para cualquier <p(r) de D(A) y cualquier función s(r) de un dominio D(A 
0

) 

del operador adjunto A•. Consideremos ahora 4 ejemplos simples de operador adjunto en 

varios espacios de Hilben H. Operadores en los ejemplos 1, 3 y 4 son partes del operador del 
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modelo tennodinámico (4) y por lo tanto elucidan la formulación del modelo adjunto 

continuo. El ejemplo 2 es útil al implementar un modelo adjunto numérico. 

Ejemplo 1 . Operador auto-adjunto. 

Sea H un espacio de funciones cuadrado integrables q>(r) definida en n con producto 

interno (59), y Aq>(r) = yq>(r) donde y = Const. Obviamente, el dominio D(A) coincide con 

H, y A está acotada: U A U =y (ver Kato, 1966). Luego debido a (60), 

< Arp,g> J{Y9'(r)) B(r)dr j'P(r>(nl(r)) dr <rp,Aºg> (62) 
n n 

Así debido a (61) A es auto-adjunto, i.e., Aº g(r) = yg(r), y D(A 
0

) = D(A). 

Ejemplo 2. La matriz adjunta. 

Sea H un espacio vectorial real Euclidiano n-0, y A una matriz rucn. Nosotros 

definimos por < ¡¡,, g >= gr¡¡, el producto interno de los vectores ;¡, y gen H donde gr es la 

transpuesta. Entonces 

(63) 

y, debido a (61), Aº= AT. Así el adjunto de A es propiamente la transpuesta de A. En 

particular, Aº= A si A es simétrico, y A
0 

=-A si A simétrico sesgado (Zare, 1995). 

Ejemplo 3. Operador de advección simétrico sesgado. 
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Sea H un espacio de funciones reales periódicas cuadrado integrables <¡>(x) en el 

intervalo [a, b] con el producto interno 

• 
<rp,lf'> = j'P(x) lf'(x)dr 

ylanonna 

Consideremos el más simple operador de advección 

a A'P(x) = -'P(x) 
ax 

(64) 

(65) 

(66) 

en el dominio D(A) de todas las funciones periódicas continuamente diCerenciables: <p(b) = 

<¡>(a). Puesto que D(A) es una parte de H. A no está limitada, y por (64), 

•a 
< Arp,g >= I arp(x)g(x)dx = 'P(b)g(b)-'P(a)g(a) 

• X 

+f'P(xJ" _üa(x)L-
• 'L ox .r (67) 

Estamos ahora en una buena posición para explicar el papel de las condiciones de 

frontera en la definición del operador adjunto. En realidad, si D(A
0

) = D(A), i.e., D(A
0

) es 

también el conjunto de funciones periódicas continuamente diferenciales en [a, b] entonces 
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< Aq>,g> = Jq>(x)[ó'g(x)Jdx (68) 
• ó'x 

y por (61), A es simétrico sesgado (A
0 

=-A): 

Aºg=-ºg 
ó'x 

(69) 

La fórmula (68) es válida también si D(A
0

) es un conjunto de todas las funciones 

continuamente diferenciables g(x) en [a, b) tales que g(b) = O y g(a) =O. Sin embargo el 

dominio D(A
0

) del adjunto A
0 

es ahora más estrecho. Asi aunque dos operadores adjuntos 

tienen la misma estructura (68), son diferentes, ya que sus dominios D(A
0

) no coinciden uno 

con otro. 

Por último, suponga que D(A) es un conjunto de funciones continuamente 

diferenciables <¡>(x) tales que <¡>(a) = c, <¡>(b) = d, c .. d. Entonces Aº = -A sólo si D(A0
) 

consiste de funciones continuamente diferenciables g(x) tales que g(a) = d y g(b) =c. En 

este caso, <¡> y g tienen diferentes condiciones de frontera, y D(A 
0

) y D(A) difieren una de 

otra. Asi que el adjunto Aº está definido no solamente por su estructura fonnal (69), sino 

también por su dominio D(A 
0

) y condiciones de frontera. Este hecho es tomado en cuenta en 

la construcción del operador del modelo adjunto en cuenca oceánica abierta (ver condiciones 

de frontera (79), (80)). 
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Ejemplo 4. Operador de difusión simétrica. 

Sea H el mismo espacio que en el ejemplo 3. teniendo A la fonna de operador de 

difusión (ver (4)): 

(70) 

además. D(A) contiene funciones continuamente diferenciab!es dos veces en [a. b] tales que 

Luego 

<P(a) =O y ó'cp(b)= o 
ó'x 

<Acp.g>=-g(a)_f(a)-9'(b)~(b)+ fcp--'" dx ó' ó' b [¿;>2 J 
ó'x ó'x • ó'x 

para cualquier función continuamente diferenciable dos veces g(x). Entonces 

si 

g(a)=O y og(b)=O ax 

Asf que D(A ") = D(A). y A es acotado y simétrico. 
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6.2 El modelo adjunto 

Ahora formulemos el modelo termodinámico adjunto en cuencas oceánicas tanto 

cerradas como abiertas. 

a) La cuenca cerrada O. Entonces el operador A es definido por las f"órmulas (4) y (6). 

Usando (7) y la identidad de Lagrange (60) es fácil mostrar que 

Aºg = -V·(Ug)-µV 2g+yg 

es el operador adjunto bajo la condición de frontera 

µ 08 =O en S on 

Debido a (8), A• puede ser escrito como 

Aºg= -U·Vg-µV 2 g+yg 

Ya que D(A 
0

) = D(A), podemos poner cp = g en (61 ), y obtener 

<g, A
0

g> = <Ag, g> 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

Asf, si A es positivo definido o simétrico sesgado (y - µ, Un = O sobre S) entonces es el 

adjunto Aº. 

b) La cuenca abiena O. La aplicación de la identidad (61) al operador del modelo (4), (28) y 

(29), resulta en el hecho de que el operador adjunto A• recupera la forma (75) o (77) si 
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cualquier función g(r) de O(A 
0

) satisface las siguientes condiciones de f"rontera (ver Skiba, 

1993): 

µ 0 g =0 en s· un (79) 

(80) 

Puesto que O(A 
0

) no coincide con D(A), la identidad (78) no puede ser usada en este 

caso para probar la cualidad de positivo definido del operador adjunto Aº. Sin embargo, 

calculando directamente el producto escalar ( 60) de g y A• g, obtenemos 

<g,A 0 g> =µfjvgj 2dr + yJ,g2 dr 

" 
+l{Jung2dS- fUng 2 dS} 

2 s• s· 

(81) 

Las condiciones de frontera (79) y (80) han sido usadas aquf. Ya que Un <!!: O en s•, y 

Un < O en s·. el adjunto A• es positivo definido. Éste es simétrico sesgado solamente si y= 

µ=O y Un =O sobre S. 

Como el modelo tennodinámico adjunto en el dominio O e intervalo de tiempo (O, t) 

consideremos la ecuación 

- 08 +A"g= R 
t7t 
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El f'orzamiento adjunto R será definido más tarde. Como las condiciones de frontera 

para el modelo adjunto tomemos (76) si O es una cuenca oceánica cerrada. y (79), (80) si O 

es abierta. Ya que Aº> O, tenemos 

(83) 

si el forzamiento adjunto R es cero. De aqui que el modelo termodinámico adjunto está bien 

propuesto o de acuerdo con Hadamard solamente si se resuelve hacia atrás en el tiempo: 

desde = t a t = O. Por lo tanto la condición inicial para la Ec. (82) es puesta en el 

momento t = t : 

Denotemos t' = t - t. Luego 

y (82) puede ser escrita como 

g(r, t) = Z(r) en t = 

og+A"g=R 
ot' 

(84) 

(8S) 

(86) 

Se ve f'ácilmente que las estructuras formales (34) y (77) de los operadores adjunto y 

principal son dif'erentes sólo por el si¡pto del vector corriente U. Estos vectores son 

directamente opuestos en los problemas principal y adjunto ya que el problema adjunto es 

resuelto hacia atrás en el tiempo. Por lo tanto, las fronteras inflow y outflow s- y s+ del 
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modelo principal (4), (28), (29) llegan a ser, respectivamente, las fronteras outflow e inflow 

para el modelo adjunto (76), (79), (80). Esto explica el reemplazo de las condiciones de 

frontera (28), (29) por (79), (80), respectivamente. 

Nótese que el modelo adjunto es una herramienta matemática conveniente usada para 

resolver algunos problemas tisicos. Además, la elección del forzamiento R(r. t) y la 

condición inicial Z(r) para el modelo adjunto está determinada por el propósito de 

investigación con,;:reto. Uno de tales problemas, el estudio de sensibilidad del modelo, será 

considerado en la siguiente sección. La interpreta..ión fisica y matemática de la solu..ión 

adjunta será dada también. 

6.3 Estudio de Sensibilidad Adjunto 

Consideremos el modelo de ,;:uenca abierta (3), (28) (o (30)), (29) con condiciones 

iniciales (S). Supongamos que tenemos el estudio de la respuesta del modelo a varia..iones en 

las anomalías iniciales "r(r) y las anomalías de forzamiento t{r. t) dentro de un intervalo de 

tiempo (O, t). Consideremos y comparemos dos diferentes aproxima..iones al problema. 
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1) El método directo 

Suponga que hay un conjunto de varias anomalías de temperatura iniciales T°k(r) y 

anomalías de fonamiento fk(r. t) (k = ! , 2. . .. , N). El método directo del estudio de 

sensibilidad del modelo consiste en resolver el modelo (3), (28), (29) dentro de (O, t) para 

cada k, y encontrar todas las soluciones N Tk(r, t). Este camino da información comprensible 

acerca de cada solución de Tk en el dominio Cl y el intervalo de tiempo (0, ij. Sin embarao. 

si el intervalo (O. t) y el nútnero N de experimentos numéricos son muy grandes, este método 

es más que costoso a causa del considerable consumo de tiempo de cómputo. Es 

especialmente costoso para complicados modelos multidimensiona!es. En tales casos el 

método adjunto descrito a continuación puede ser usado como una alternativa más 

económica. 

2) El método adjunto 

Apliquemos la combinación estándar de las ecuaciones principal y adjunta (Marchuk, 

1974) al modelo termodinámico de Adem. El producto interno (60) de la Ec. (3) con la 

solución g de la Ec. (82) da 

< uT,g> + <AT,g> = <f,g>, ut 

mientras el producto interno de (82) con la solución T de la Ec. (3) da 

-<T, 08 > + <T,Aºg> = <T,R> ut 

Substrayendo (88) de (87) y usando la identidad de Lagrange (61) obtenemos 

·.;.-:· 

~<T,g> = <f,g> - <T,R> ut 
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Si integramos (89) sobre el tiempo desde t = O a t = l, y tomando en cuenta (5) y (84) 

entonces 

< T(r, i), Z(r) > - < Tº(r), g(r,o) > I [<f,g>-<T,R>)dt (90) 
o 

Definamos el valor 

JR(T)• f<T,R>dt= f J R(r,t)T(r,t)drdt (91) 
o o <l 

como una característica de sensibilidad de la respuesta lineal del modelo termodinámico (4). 

Note que JR(T) está completamente definido por la función R(r, t). La característica (91), 

puede ser calculada con el método de sensibilidad directa el cual requiere primero encontrar 

la solución T(r, t). Al mismo tiempo, (91) puede ser determinada por el método adjunto. En 

realidad, poniendo Z(r) =O en (84) eliminamos el primer término en (90), y obtenemos 

J R(T) = J g(r,O)T"(r)dr + J J g(r. t)f(r, t)drdt (92) 
<l o <l 

la cual es fundamental en el estudio de sensibilidad adjunta. Cualquiera de las fórmulas 

duales (91) y (92) puede ser usada para el estudio de la respuesta del modelo. Sin embargo, la 

principal ventaja de (92) radica en el hecho de que relaciona directamente la característica de 

sensibilidad del modelo JR(T) con la condición inicial T°(r) y el forzamiento ftr, t) del 

modelo, además, la solución adjunta g(r, t) aparece aqui como la función de peso 

(multiplicador) para T"(r) y ftr, t). A diferencia de (91) que involucra la solución del modelo 

termodinámico, la fórmula (92) usa la solución del modelo termodinámico adjunto. Puesto 

que (92) puede ser escrito en la forma 

J R(T) =< g(r,0), T"(r) > + J < g(r, t) f(r, t) > dt (93) 
o 
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(ver (60)). la respuesta del modelo JR(T) es insensible a cualquier anomalía de temperatura 

inicial T"(r) cuya estructura espacial es ortogonal a g(r, O) en el sentido del producto interno 

(S9). Este es el caso. por ejemplo si las regiones de valores no cero g(r, O) y T"(r) en O tiene 

intersección vacía. En modo similar la sensibilidad de JR(T) a la anomalía de forzamiento flr, 

t) en cualquier subintervalo (ti. '2) de (O, T) depende de la proyección de f{r, t) en &(r, t) 

dentro de este subintervalo. En particular, estas respuestas pueden ser significantes si las 

posiciones de los máximos locales de g(r. O) y g(r. t) coinciden con la posición de los 

máximos locales de T"(r) y flr, t), respectivamente. Puesto que una característica fija (91) no 

puede ser sensible a cualquier T"(r) y f(r, t). unas pocas de tales C1U11A;:teristicas (para varios 

R(r, t)) son generalmente escogidas en el estudio de sensibilidad adjunta del modelo. 

Asf que la solución adjunta g(r, t) puede ser interpretada como una función de 

influencia la cual da cierta información acerca de la estructura espacial y temporal del 

forzamiento y las anomalias de temperatura inicial responsables del valor de JR(T). En 

realidad. los dominios donde la función de influencia g(r. t) tiene máximos locales, las 

anomalías T"(r) y flr, t) son especialmente importantes. puesto que pueden contribuir 

significativamente a la característica (92). 

Asuma que queremos analizar la respuesta lineal del modelo en M subdominios O; e: 

a (i = 1, 2 •...• M) dentro de un intervalo de tiempo ( t - At. t) de la lonaitud At. Con este 

fin, introducimos M funciones 

R;(r, t) = p;(r) q(t) (94) 

con funciones no negativas p;(r) y q(t) tales que 

J p 1(r)dr=l (9S) 

'" 
por cada i (i =l. 2, ... , M), y 

Í q(_1)d1 = l (96) 
i-AI 
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En panicular. p;(r) y q(t) pueden tomarse como en Marchuk y Skiba (1976): 

y 

p,(r)={-•-
mesn, 

o 

sir e '1; 
en otro caso 

• si t e (i·At. i) 
, en otro caso 

(97) 

(98) 

donde mes O; es el área de O;, y e denota Ja pertenencia a un conjunto. Los valores de t y At 

asi como también la forma y localización de O; están determinadas por el propósito del 

estudio. Bajo las suposiciones (94)-(98). cada característica de sensibilidad 

1 i 
J,(T) • JR,(T)= J f T(r,t)drdl 

AtmesO, ,_,,, 0 , 
(99) 

(i = 1. 2 •...• M) es la anomalía de SST promediada sobre el dominio O; e intervalo de tiempo 

( t. At. t). y puede ser calculado tan pronto como la solución T(r. t) de Ja ecuación (3) sea 

encontrada. Al mismo tiempo. (99) puede también ser calculado usando la fórmula dual (92): 

J,(T) < g,(r,0), T°(r) > + f < g,(r,0),f(r,O) > dt (100) 
o 

Para este fin, para cada i (i = 1, 2, ... , M), la solución adjunta ¡i;(r, t) debe ser 

encontrada con la condición inicial cero (84) y forzamiento (94) La fórmula (100) puede ser 

usada repetidamente para calcular la característica J¡(T) para varios pares de pequefta 

anomalía de temperatura inicial T°k(r) y pequeflo forzamiento anómalo f1t(r, t) (k = 1, 2, ... , 

N). 

La principal ventaja del método directo del estudio de sensibilidad del modelo es la 

posibilidad de usar. junto con las caracteristicas lineales (99), cualquier característica no-
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lineal. Sin embargo si el número N de pares {T°k(r), fk(r, t)} es suficientemente grande 

entonces el método directo llega a ser más bien costoso (en consumo de tiempo), ya que el 

modelo termodinámico tiene que ser resuelto N veces (para cada k). En esta conexión, 

dondequiera que el número M de características de sensibilidad (99) es considerablemente 

menor que N. el estudio de sensibilidad del modelo adjunto es más económico, puesto que 

requiere resolver solamente M problemas adjuntos antes de usar las fónnulas simples (100). 

Ya que el operador Aº del problema adjunto es positivo definido para ambos tipos de 

cuencas oceánicas (ver (77), (79) y (80)), la solución adjunta es estimada en la norma (59) por 

/lg(r.1~1 s .J 1 
mesn, 

(101) 

Si el forzamiento adjunto es definido por (94 ), (97)-(98) entonces, debido a ( 100), 

jJ,(T~ s .J 1 (llr(r~j + f /lf(r, t~ldt) 
mesa, o 

(102) 

Así la respuesta del modelo (100) depende del tamafto de 01: entre menor es mes O;, 

más fuerte puede ser la respuesta del modelo. 

Una vez más, insistimos en que el modelo termodinámico adjunto no es bien 

propuesto en el sentido de Hadamard si A• no es positivo semidefinido. En este caso, las 

funciones propias correspondientes a los valores propios con pane real negativa forman la 

variedad inestable. En realidad, una proyección no cero del forzamiento adjunto (94) sobre 

tal variedad causará el crecimiento exponencial de la solución adjunta g¡(r, t) con t' • t - t. 

Por lo tanto, debido a (100), el estudio de sensibilidad adjunta para anomalías pequei'las T°(r) 

y f(r, t) puede llegar a ser problemático. Este caso sugiere una investigación posterior la cual 

debería incluir pasos tales como (Skiba, et. al. 1996): 

a) llevar a cabo el estudio de sensibilidad del modelo separadamente para las anomalías 

T°(r) y f(r, t) de los variedades invariantes estables e inestables; 
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b) búsqueda de las carKteristicas de sensibilidad apropiadas y un conveniente intervalo 

de tiempo {O. t ); 

c) fonnulación de los problemas adjuntos separadamente para las variedades estable e 

inestable 

6.4 Importancia de la• condiciones de frontera 

Analicemos ahora el papel de las condiciones de frontera en la respuesta lineal del 

modelo tennodinámico de Adem, y generalicemos la fórmula de sensibilidad {92) al caso 

cuando hay también flujo de calor anómalo en la frontera inflow s· de la cuenca oceánica 

abierta O. Para este fin. suponaamos que la condición de frontera {30) tiene la forma 

µiJT +U T=q 
iJn • 

ens· {103) 

mientras la condición (29) es incambiable. Aquí q(r. t) es un flujo de calor anómalo conocido 

a través de s-. Luego la fórmula de sensibilidad {92) es generalizada a 

J R(T) = f g(r.O)T'(r)dr + f f g(r.t)f(r.t)drdl 
n o n 

+ f f g(r.t) q(r,t) dSdl (104) 
o s· 

lo cual toma en cuenta no solamente la anomalía de temperatura inicial T"{r) y la anomalía de 

forzamiento de calor f(r. t). sino también el flujo de calor anómalo q{r, t) a través de la 

frontera s-. 
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7. MODELO TERMODINAMICO NUMERICO AD.JUNTO 

7.1 Aproximación de diferencias Onitas del operador del modelo 

Los operadores A y A• de los modelos termodinámicos principal y adjunto pueden ser 

escritos como 

A =A1 +A,. (105) 

donde A1 y A2 están definidas por (36) y (37), y 

(106) 

y 

A;g= 2aSin.9 [c°a(vgSin.9)+vSin.9:!J 

- µ 
8 

(sin.9 ºK) +Lg 
a 2 Sin .9 éJ .9 éJ .9 2 

(107) 

Los operadores (36), (37) y (106), (109) son positivos def"midos si al menos una de las 

siguientes tres condiciones se satisf"ace (Skiba, 1993; Skiba y Adem, 1995): µ>O, y> O o Un 

"" O en la frontera de la cuenca. Si µ=O, y= O y Un • O entonces cada operador de estos 

es simétrico sesgado. 

Usaremos las mismas mallas reaulares desplazadas que en Skiba y Adem (1995) con 

constantes tamaftos de malla AA. y AS a lo largo de Jos ejes A. y 9 respectivamente (Fig. 5). La 

aproximación en diferencias finitas A~ y A~ de Jos operadores l·D, A 1 y A2 están dados por 

(45) y (46). 

Los operadores adjuntos A; son aproximados por las matrices (A;)h definidas como 
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y 

vi.j•I Sin.9+ g,.1 • 1 - V¡; SinS. g,.1 _ 1 

2aA.9 Sin.9; 

µ{Sin.9.(g,,;. 1 - gij)-Sin.9_(g,; -g¡.;-1)} +L 
a 2 A.9 ' Sin.9; 2 811 

(108) 

(109) 

Obviamente hay generalmente una diferencia entre el operador adjunto discretizado 

(A:)h y el adjunto (A~)· del operador discretizado A~. Sin embargo la aproximación a las 

condiciones de frontera dada en la siguiente sección lleva a: 

Proposición l (Skiba et al .• 1996). La igualdad 

(110) 

es válida para cualquier cuenca oceánica. ya sea cerrada o abierta. 

La igualdad (110) significa que los operadores de los problemas discretos principal y 

adjunto satisfacen la identidad de Lagrange (61) (ver (114) más adelante). 

'7.2 Aprosimaci6n de las condiciones de frontera 

Aproximemos ahora las condiciones de frontera (28). (29) y (79) (80). Supongamos 

que la frontera oceánica S consiste solamente de segmentos tales que son paralelos a 

cualquiera de las líneas ).. = Const o a las líneas S = Const ( Fig. 6). Por lo tanto en cada nodo 

de frontera. la componente normal Un del vector velocidad V coincide ya sea con ±Uij o con 

±v;;. mientras que el vector normal n a S está siempre dirigido a lo largo de los ejes ).. o S. 
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Como un resultado no tenemos ninguna dificultad con la implementación de las condiciones 

de frontera para los operadores split 1-D (36), (37) y (106), (I07). 

Puesto que la aproximación en diferencias finitas de las condiciones de frontera para 

los problemas de split principales es descrita en Skiba y Adem (l 99S). demostramos la 

aproximación de la condición de frontera solamente en un nodo de frontera simple para los 

operadores split principal y adjunto (36) y (106). 

Sea una línea 9j = Const. que cruza el dominio oceánico, y sea L • (A.L - AA/2, 9j) el 

punto de frontera izquierdo sobre esta linea. Sea µ(L) > O. Entonces L penenece a s- (Fig. 

3), la componente normal Un(L) en Les negativa y coincide con -ULj· Denotemos como TLj la 

anomalfa de SST en el primer nodo interno (AL, 9j) adyacente a L. En el punto L, el vector 

normal a a S está dirigido de (A.L. 9j) al punto externo (A.L-t. 9j) de la malla del dominio del 

océano, y la derivada ó'T (L) es aproximada por (TL-tj -TLj)/(aAA.Sin9j). Entonces la 
ó'n 

condición de frontera (28) es aproximada como 

(111) 

mientras que la condición de frontera del problema adjunto (79) en L es aproximada como 

(112) 

Las condiciones de frontera en cualquier nodo de S+ asf como también las 

condiciones de frontera para los operadores split (37) y (107) son obtenidas en analogfa 

perfecta a ésta (ver también Skiba y Adem, 1995). 

Introduzcamos el producto interior en el espacio vectorial dimensional finito de la 

tunción de malla como 

<T,g>n=a2 M A.91:Tu gu Sin.9.1 (113) 
•.J 

so 



donde la suma es tomada sobre todos los intervalos de nodos de la malla del dominio del 

océano O. Luego es fácil checar usando las condiciones de frontera del tipo de (11 J) y (112) 

que los operadores de las diferencias finitas (45) y (108) así como (46) y (109) satisf"acen la 

identidad de Lagrange discreta: 

(114) 

(i = 1. 2). y de ahí. la Proposición 1 (ver (11 O)) es válida. Más aún. cualquier operador 

n (An, )" discreto A, o es positivo definido en presencia de disipación (µ > O o y > O), y/o 

cuando Un.,. O en la frontera S (ver (81)): 

(115) 

Si ambosµ= o. y= O y Un •O en S entonces los operadores (110)-(113) son simétricos 

sesaados: 

(116) 

Así los operadores discretos (45), (46) y (108), (109) conservan las principales 

propiedades de los operadores diferenciales correspondientes (36). (37) y (106). (107). 

7.3 M4Etodo de Separacjda, Partidda o Fn1ccjoaamjeato 

Las ecuaciones (3) y (82) discretizadas en el espacio pueden ser escritas como 

(117) 

y 

(118) 
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donde A~ y (A~)" son definidos por (l I0)-(113), (45), (46) y (108), (109) respectivamente y 

los vectores columna i{t) o F(t), 8(t) y R.(t) tienen como sus componentes los valores 

T;;(t), f"ij(t), g;;(t) y Ru(t) de las funciones correspondientes en los nodos de malla (Fig. 3). 

En la sección 7.2 di~utimos la aproximación de las condiciones de frontera del 

modelo y mostramos que todas las matrices 1-D, A: y (A~)" son positivas definidas (i = 1, 

2). Esta propiedad es de gran importancia para la construcción de esquemas de dif"erencias 

implícitas absolutamente estables económicos basados en el método de separación. 

Puesto que los operadores A1 y A 2 son dependientes del tiempo y no conmutan: A1A2 

.,. A 2A 1, la versión simétrica del método de separación (Marchuk, 1975) es usado aquí para 

obtener un esquema de la aproximación a segundo orden en el tiempo dentro de cada 

intervalo de tiempo (t - T, t + T) (la elección de Tes discutida en Skiba y Adern (1995)). El 

algoriuno simétrico en (t - T, t + T) para el modelo principal (117) consiste de los tres pasos 

sucesivos: 

1) La ecuación 

ó'T, Ah T. -O 
iJt + 1 1 -

(119) 

es resuelta en el intervalo (t - T, t) con la condición inicial 'i; (t- r) = i{t- r) donde T(t - r) 

es la solución de la Ec. ( 117) obtenida en el intervalo previo (t - 3T, t - T). 

2) La ecuación 

O'T2 Ah f. -o iJt+ 2 2-

es resuelta en el intervalo (t - T, t + T) con condición inicial T2 (t- r) = 'i;(t). 
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3) La ecuación 

(121) 

es resuelta en (t, t + T) con la condición inicial T3(t) = T2(t+ T). Entonces T3(t+ ~)aproxima 

la solución T( t + T) de la ecuación sin separación ( 11 7), y es tomada como la condición 

inicial para resolver (117) en el siguiente intervalo (t+T, t+3T). 

El al¡ioritmo de fraccionamiento usado para resolver el modelo adjunto (118) en el 

mismo intervalo de tiempo (t·T, t+T) tiene una forma similar: 

1) La ecuación 

ó'g, (A•)" - O -al+ 1 g, = (122) 

es resuelta hacia atrás dentro de (t. t+T) con la condición inicial g 3 (t+T)=g(t+T) donde 

ii(t + T) es la solución de la ecuación adjunta (118) en el momento t + T obtenida en el 

intervalo previo (t + T, t + 3T). 

2) La ecuación 

(123) 

es resuelta hacia atrás en (t • T, t + T) con la condición inicial j 2 (t + T) = j 3 (t). 

3) La ecuación 

(124) 
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es resuelta hacia atrás dentro de (t - T, t) con la condición inicial g1(t) = g2(t -T). Entonces 

g1(t- r) aproxima la solución adjunta g(t- T) del problema de separación (118). 

7.4 Eaquem•• Comp•tibln Princip•I y Adjunto. Leyes de Conaerv•el6n 

Dividamos el intervalo de tiempo completo (0, t) en un conjunto de subintervalos 

iguales (tn,tn+1) donde tn+I = tn + T, to = O, tN+I = t, n = O, 1, 2, ... , N, y T es pequefto. 

Aplicando el algoritmo de fraccionamiento simétrico ( 119)-( 121) y aproximando los 

problemas de fraccionamiento no estacionario 1-D con el esquema de Crank-Nicolson, 

obtenemos el siguiente esquema numérico implícito para el modelo tennodinámico del océano 

deAdem: 

donde "ifn-1]. 'f{n +IJ y F[nJ son los vectores columna 'f{t._,J, 'f{t •• ,J y 

4- [F(t ... ,))+ F(t._,) respectivamente, mientras t[ n--k] y t[ n +Í] teniendo la mismas 

dimensión que 'f{ n -1 J son los vectores auxiliares del algoritmo de partición. 

En el mismo intervalo de tiempo (tn-1. tn+1). el algoritmo (122)-(124) lleva al esquema 

del modelo termodinámico adjunto 
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(126) 

Suponga ahora que F{n] y R.[nJ son idénticamente cero. Si tomamos eJ producto 

interno (113) de la primera ecuación (125) con eJ vector~( 1 n-~~ + T(n-IJ, y usamos 

Ja desigualdad ( 1 15) entonces obtenemos 

(127) 

donde //it • <T. T >f2. Un procedimiento similar como eJ aplicado al resto de las 

ecuaciones homogéneas <F( n] = O, R.( n J = O) de Jos esquemas ( 125) y ( 126) resulta en Jas 

desi¡rualdades 

l/T(n+1Jt < //Tfn-ll (128) 

y 

(129) 

las cuales son válidas para cada n. Así los esquemas (125) y (126) son estables a cualesquiera 

errores iniciales sin importar Ja elección deJ paso de tiempo deJ esquema T, o absolutamente 

estable. Por lo tanto T debe ser elegido solamente por razones de obtener una buena 

aproximación de los problemas dif'erenciales no-separadas ori¡rinaJes. 
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Tomemos ahora el producto interno (113) de cada una de las tres ecuaciones (125) con 

los vectores 4-( s[ n-4-]+s[n-tJ). 4-( s[ n +4-]+s[ n-4-] y 4-( ii[n + l)+a[ n +4-] 

respectivamente. Similannente. tomemos el producto interno de los vectores 

segunda y tercera ecuación del sistema ( 126) respectivamente. Entonces la identidad de 

Lagrange (114) lleva a la fónnula 

<"f(n+l), g[n+l)>h -<"i'{n-1), ii[n-l)>h 

(130) 

la cual es Ja aproximación de diferencias a segundo orden de la identidad (90) escrita para un 

pequeilo intervalo de tiempo (t - T, t + -r). Así que los esquemas numéricos principal y 

adjunto son no solamente estables, sino también balanceados y, debido a la proposición 1, 

compatibles entre ellos mismos. 

Bajo las condiciones ( 116 ), y dado que F[ n J • O y R[ n J • O , cada uno de los 

esquemas (125) y (126) tiene dos leyes de conservación. La primera ley es: 

(131) 

y 

(132) 

56 



La se¡iunda ley de conservación bajo las mismas condiciones establece que la anomalía de 

temperatura promedio y el valor solución adjunto promedio en el dominio de la red son 

constantes en el tiempo: 

.. , 
~ &y sin.9, = Const 

(133) 

.. , 
Cada ecuación de los esquemas (125) y (126) representa una ecuación simple de tres 

puntos que es fücilmente resuelta por el método de factorización (Skiba y Adem. 1995). 

8. EXPERIMENTOS DE ESTUDIO DE SENSIBILIDAD 

8.l Leye• de Conaervaci6n 

Sea µ = o. y = O, y Un • O en S y la condición de frontera ( 111 ), 

la condición de frontera del problema adjunto (112), 

se cumple. Lueao, debido a ( 11 O) (A; r = (A~)". 

El producto interno en el espacio vectorial finito-dimensional de la ftmción 

discretizada. está definido por (113): 

<T,g>.=a2 Á-i A.9~Ty Bu sin.9, .. , 
Note que en este caso. así como los operadores discretos (45) y (46), 
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( A•T) = I {u T -u T } ' u 2 a.AA.sin.9.1 ,.,,J 1+1 • .1 !/ 1-1,J 

a'd.<.2~n'.9, {T..,,, -2T,, +T,_,,,}+"iT,, 

(A hT) = v,_1 • 1 sin.9. T, . .1•• - v u sin .9_ T, . .1-• 
2 

" 2ad.9sin .9, 

..u{sin.9.(T,,,., -T,,)-sin.9_(T,,, -T,,_,)} +LT 
a 2 d.9 2 sin.9, 2 /.1 

y los operadores adjuntos (108) y (109), 

vi.J+I sin.9. g,_1• 1 - V¡; sin.9_ g,_1_1 

2aL\.9 sin.9; 

..u{sin.9.(8;,;.1 - g 0 )-sin.9_(8;; -8;,;.1)} +L 
a 2 d.9 2 sin.9; 2 8 " 

son simétricos sesgados conservando las propiedades principales de los operadores 

diferenciales correspondientes (36) y (37). 

A T= I (..!!....(uT)+u oT]- µ 
02 

T+LT 1 
2a sin .9 aA. ª"' a 2sin 2 .9 aA. 2 2 

A,T= 1 [~(vTsin.9)+vsin.9 oT]-,.-t!-~(sin.9 oT) +LT 
- 2a sin .9 o.9 o.9 a sin .9 o.9 o.9 2 

y los operadores (106) y (107), 
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A;s = - 1 
[ _!',,(vs sin8)+ v sin8 ~~] 

2asin8 """' """' 

µ 
0 (sina º 8 ) +l:.s 

a 2 sin 2 8éJ8 éJ.9 2 · 

Así (ver 116)) 

Por lo tanto si F[ n) • O y R.[ n) • O luego ambos: el esquema numérico ( 125) 

y el esquema numérico adjunto. ( 126) 
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tienen dos leyes de conserva<:ión, cada uno. La primera ley debido a, ( 13 1) y ( 132) es 

l/s[n -1JJ. = JJs[n + 1JJ. 

La segunda ley de conserva<:ión (133) establece que la anomaUa de temperatura promedio y el 

valor promedio de la solución adjunta en el dominio de la red son constantes en el tiempo: 

~ Tu sin.9, = Const, ~ g!J sin.9, = Const . .. , '·' 

Experimento 1. En las figuras (7) y (8) presentamos los primeros experimentos bajo las 

condiciones 

u = O, v = O, T•(r, i) • 1 (ver apéndice A), µ = O 

Obtenemos que 

JT(r,t}dv = Jr(r)dv 
V V 

J JT(r, tt dv = J IT"(rt dv 
V V 

donde el superindice .. o.. denota valores iniciales. Este experimento demuestra que los 

operadores discretos (4S), (46) y (108), (109) conservan las propiedades principales de los 

correspondientes operadores diferenciales (36), (37) y (106), (107), y después de correr los 

esquemas para 1 00 días. 
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Experimento 2. Este experimento fue realizado bajo las condiciones (Fig. 9) 

u =O, v=O. T• (r. ij =l.µ= Sxl08 cm s"2 

Como un resultado, obtenemos que 

fT(r,t)dv = Jr(r)dv 
V V 

J jT(r, tt dv < J /T"(rt dv 
V V 

como debía de ser: solamente el valor solución promedio se conserva. y la norma L 2 de la 

solución decrece a causa de la disipación (µ > O). 

8.2. Fuaeióa Corriente Aa•lftie• 

Con objeto de verificar los programas de computadora en el caso de corrientes 

oceánicas no9':ero (U • O) en el dominio, introducimos la función corriente analítica 

!/'=A sin~x sin~y 
L M 

o, en la fonna discreta 

donde L, M. y A están mostradas en la Fig. (1 O). 

Entonces los componentes de velocidad de flujo no divergente (V·U = O) están definidas por 

u=-;;;. v= 
a sin .90-t 

En cada punto de malla (x,, Y;) tenemos 
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Así 

4"1+1,.1 - IJ',.J 

a sin .9AA 

div V = - ,.1 . .1 '·.1 + . J•72 .1-72 ( 
_) 1{u -u v,;. 1 sin.9. 1/-Vljsin.9 t/} 

• lj a AA. A.9 

es exactamente cero. y de ahí que. la ecuación de continuidad discreta es también satisf'echa. 

Puesto que la línea de frontera es la isolínea ~ = o. la componente nonnal de la velocidad es 

cero: Un= o. y en la ausencia de forzamiento y disipación. los esquemas principal (12.S) y 

adjunto (126) tenemos dos leyes de conservación. 

La f'unción corriente analítica para el Golfo de México es presentada en la Fig. (11). 

El vector velocidad está normalizado de tal f'orma que se aproximó el campo de velocidad 

real. en magnitud. en el Golfo (Fig. 12). 

9. COMENTARIOS FINALES 

El comportamiento asintótico del modelo de cuenca oceánica cerrada de Adem fue 

analizado como una función de f'orzamiento externo y el coeficiente de disipación. La 

existencia del atractor cero para las anomalías en la temperatura de la superficie del mar fue 

provisto que el forzamiento externo es cero. Además la solución de la perturbación decae 

exponencialmente en el tiempo. La razón de decaimiento depende del f'orzamiento externo. 

el coeficiente turbulento y la geometría del dominio. Hemos investigado desde el punto de 

vista de la teoría de los sistemas dinámicos la evolución de las soluciones linealizadas del 

modelo termodinámico de Adem. Ver apéndice B para comparaciones numéricas. 

Se muestra que gracias a condiciones especiales puestas en las fronteras líquidas 

inflow y outflow. los modelos termodinámicos principal y adjunto fueron bien propuestos en 

el sentido de Hadamard (1923) no solamente para cuencas oceánicas cerradas. sino tambien 
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para abiertas. esto es. cualquier solución de cualquiera de los modelos es única y estable a 

perturbaciones iniciales. Esto significa que la variedad inestable de anomalías de temperatura 

inicial es vacío, y por eso, no hay crecimiento de perturbaciones iniciales provisto que el 

forzamiento del modelo es cero. Esto hace fácil llevar a cabo el estudio de sensibilidad del 

modelo con respecto a variaciones pequeftas en el forzamiento del calor climático y 

temperatura inicial. 

La aproximación adjunta al estudio de sensibilidad de un modelo termodinámico bi­

dimensional de área limitada del sistema de cuenca oceánica fue desarrollada. Fórmulas 

integrales derivadas proveen un método efectivo y económico para llevar a cabo el estudio de 

sensibilidad del modelo. 

Este análisis está basado en Ja selección de algunas zonas energéticamente activas en 

el dominio oceánico, y en el monitoreo de las anomalías de temperatura promedio en tales 

zonas durante el estudio de sensibilidad. 

Esquemas de diferencias finitas implícitos compatibles. balanceados y absolutamente 

estables de la aproximación a segundo orden tanto en espacio como en tiempo fueron 

construidos para el modelo termodinámico del océano principal y adjunto. Los esquemas 

están basados en el método de fraccionamiento y son fácilmente resueltos por la factorización 

LU. La compatibilidad sianifica que a cada paso de tiempo fracciona! del algoritmo de 

fraccionamiento, los operadores de Jos esquemas de diferencias principal y adjunto satisfacen 

una forma discreta de la identidad de Lagrange. Además en la ausencia de forzamiento y 

disipación, ambos esquemas tienen dos leyes de conservación cada uno. Para el valor 

promedio en el dominio y norma L2 del principal (o adjunto) solución del modelo. 

Un algoritmo numérico. económico y eficiente, y los programas de computadora 

fueron escritos y probados con algunos experimentos. 

Los campos fisicos en el Golfo de México están en preparación con objeto de llevar a 

cabo en un futuro inmediato estudios de sensibilidad adjunta completos del Modelo 

Termodinámico del Océano de Adem en su versión tridimensional. 
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APENDICEA. 

Zona• Eae ... itleameate Activas ea el Golfo de M•ueo 

Como un mar semi-em:errado, el Golfo de México ha probado ser una región ideal 

para el desarrollo y prueba de modelos termodinámicos. Su extensión geoaráfica limitada y 

relativamente simples condiciones de frontera inflow y outtlow son ideales para la validación 

de modelos de simulaciones fisicamente realistas con una mínima demanda de recursos 

computacionales. En suma. varias investigaciones llevadas a cabo últimamente han 

incrementado nuestro entendimiento de los complejos procesos fisicos en Ja región 

Asimismo. el Golfo de México porvee un excelente testbed para Ja aplicación del 

algoritmo numérico desarrollado para el estudio de sensibilidad adjunta del Modelo 

Termodinámico del Océano de Adem. 

El Golfo de México es uno de los océanos más observados del mundo. exhibiendo un 

amplio rango de detalles oceanoaráficos incluyendo: 

1) un fuene sistema de corrientes - La Corriente Loop. la cual provee la mayor fracción de 

las Aguas de las Corrientes del Golfo (Fig. 13); 

2) ¡p'andes eddies anticiclónicos formados por inestabilidad de la Corriente Loop - algunos 

de Jos más fi.&enes y más ¡p'andes eddies de mesoescala en los océanos del mundo, 

seaundo solamente a los eddies de Agulhas; y 

3) una ausencia de ciclicidad estacional en el desvanecimiento del eddy de la Corriente 

Loop. 

Estos ¡¡randes anticiclónicos no solamente tienen un tremendo efecto sobre el balance 

de sal, calor y momentum del Golfo, también pasan por interacciones warrn-core rinafring y 

ring/topoaraphic vistas en todas panes en los océanos del Mundo. Asi que, el estudio de su 

fisica es de interés general. 
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Fig. 13. Corrientes oceánicas estacionales modificadas en la capa mezclada, en el 
Golfo de México, para invierno, en an seg' , destacan dos sistemas ricicl6nicos y un 
sistema de coniente fuerte • la Coniente del lazo. 
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Dentro de la discusión de las distribuciones de propiedad del agua del Golfo, estos 

anillos aparecen como cuerpos salados calientes. El calor y la sal ailadidos por una de estas 

características juegan un papel importante en el balance de calor y sal del Oeste del Golfo. Lo 

último indica que alrededor de un anillo por afto debe advectar dentro del Oeste del Golfo 

para balancear el contenido de sal del Oeste del Golt'o. En la figura (14) se muestra una zona 

ener¡iéticamente activa escogida para el estudio de sensibilidad aQ.iunta, con T* (r, i) • I, en 

la prueba del programa computacional y de las leyes de conservación. 

Va EJ-plo Obmervae•oaal: Camb•o• Seeuene•ales ea la C•rculae•óa de Meaoneala del 

Golf'o de Mix•eo del 12 de Abril de 1985 al 5 de Nov•embre de 1985 

Una serie de tiempo de anomalías de siete meses en la altura del nivel del mar relativa 

a una media de tres ai'los se grafica con altas relativas a la media en color rojo y bajas en color 

azul. La serie de tiempo del nivel del mar muestra la propagación de dos bien documentados 

eddies de la Corriente Loop en el Golfo de México, Figura IS (Leben, 1991). La primera de 

estas ha sido llamada "eddy rápido" mientras que la se¡iunda es llamada "eddy caliente" 

(Lewis et al., 1989). Un detalle de calentamiento adicional en el oeste del Golfo fue llamado 

"eddy t'antasma" y fue primero observado en datos de satélite "tracked drifter" (Lewis y 

Kirwan, 1 987). Este nombre fue dado a esta característica ya que no hubo evidencia 

disponible inicialmente para conectada a un evento de desvanecimiento en la Corriente Loop. 

Los datos históricos han sido usados para determinar que estos anillos son típicamente 

trasladados aJ oeste a una velocidad media de 2.1 lan día-•. Su escala de lon¡iitud definida por 

su nns radio es 183 km. Una estimación de la duración de la vida del anillo, definida como 

un tiempo e-folding, es un afto. 
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Flg. 15. Serie de tiempo de anomalfas de la altura del nivel del mar, altas (rojo) y bajas 
(azul), muestra la propagación de dos sistemas, "fast eddy" y "hot eddy" (Leben. 1991). 



APENDICEB 

Decaimiento de I•• •nom•lf•• de SST: Solución numiric• v.• ... AnaUtic•" 

Se conió el modelo tennodinárnico para una predicción extendida a tres meses del 

campo de anomalías de la temperatura de la superficie de los océanos, con pasos de tiempo de 

S dias. En el cuadro B 1 se presenta un ejemplo de salida del código en FORTRAN. 

En los tablas TI y T2, para verano e invierno, respectivamente, se presenta la 

predicción para tres meses de las anomalías de SST (A.P.), para los océanos Pacifico y 

Atlántico, columnas tercera y cuarta para ambos océanos en la quinta columna. 

De acuerdo al análisis del componamiento asintótico (C.A.), las anomalias se 

reducirán por un factor de e-• = 0.367879... en dos meses. Seleccionando el primer mes 

pronosticado como mes inicial, entonces dos meses después corresponderá al tercer mes 

pronosticado y éste debiera haber disminuido por el factor e-• . Si se compara con el valor del 

primer mes pronosticado multiplicado por un factor de e-• , aeneralmente hay diferencias. La 

explicación de las diferencias es que el componamiento asintótico corresponde a un 

decaimiento exponencial, mientras el modelo numérico aenera un decaimiento de tipo 

geométrico (S.G.), es decir, cualquier valor de anomalia p!'Onosticada es aproximadamente 

igual a la raiz cuadrada del producto de los términos precedente y siguiente. 
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TABLA TI. VERANO 

OC E ANO 
AÑO MES PACIFICO ATUNTICO AMBOS 

A.P. S.G. C.A. A.P. S.G. C.A. A.P. S.G. C.A. 

•• JUNIO 0.43 0.59 0.49 

1• JULIO 0.28 0.2825 0.39 0.3991 0.32 0.3283 

•• AGOSTO 0.19 0.1581 0.27 0.2170 0.22 0.1802 

Hll JUNIO 0.56 OJS 0.50 

1911 JULIO 0.39 0.3888 O.IS 0.1870 0.33 0.3391 

1911 AGOSTO 0.27 0.2060 0.10 0.1280 0.23 0.1800 

1'12 JUNIO 0.54 0.37 0.49 

1'12 JULIO 0.36 0.3600 0.22 0.227S 0.32 0.3207 

1911 AGOSTO 0.24 0.1986 0.14 O.IJíJO 0.21 0.1802 

1913 JUNIO 0.82 0.41 0.70 

1913 JULIO 0.60 O.SB68 024 0.2395 0.50 0.4949 

1913 AGOSTO 0.42 0.3016 0.14 O.ISOO OJS 0.2SOO 
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TABLA n. INVIERNO 

OCEANO 
AÑO MES PACIFICO ATLANTICO AMBOS 

A.P. S.G. C.A. A.P. S.G. C.A. A.P. S.G. C.A. 

•• DICIEMBRE 0.35 0.S7 0.44 

•• ENERO 0.22 01291 0.35 0.3541 017 01114 

1• FEBRERO O.IS 0.1287 0.22 02096 0.18 0.1618 

1911 DICIEMBRE 0.32 0.26 OJO 

1911 ENERO 0.20 0.2116 0.13 0.1349 0.18 0.1897 

1911 FEBRERO 0.14 0.1177 0.07 0.0956 0.12 0.1103 

1912 DICIEMBRE 0.37 0.25 0.34 

1912 ENERO 0.21 0.2193 0.14 0.1414 0.19 0.1933 

1912 FEBRERO 0.13 0.1361 0.08 0.0919 0.11 0.1250 

1913 DICIEMBRE 0.37 0.28 0.34 

Hl3 ENERO 0.21 01193 O.IS 0.1580 0.19 02019 

1913 FEBRERO 0.13 0.1361 0.09 0.1030 0.12 0.1250 
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