Oso085=2_

UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

INSTITUTO DE CIENCIAS DEL MAR Y LIMNOLOGIA

Colegio de Ciencias y Humanidades

Unidad Académica de los Ciclos Profesional y Posgrado
Especializacion, Maestria y Doctorado en Ciencias del Mar

SENSIBILIDAD DEL MODELO TERMODINAMICO
DE ADEM

T E 8 I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

DOCTOR EN CIENCIAS DEL MAR
(OCEANOGRAFIA FISICA)

PRESENTA

M. EN C. TOMAS/MORALES ACOLTZ)

DIRECTOR DE TESIS: DR. JULIAN ADEM
CO-DIRECTOR DE TESIS: DR. YURI! N. SKIBA
MEXICO, D.F. 1997

_ TESIS CON
FRILA DE ORIGEN




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



ABSTRACT

SENSITIVITY OF THE ADEM THERMODYNAMIC MODEL
TOMAS MORALES-ACOLTZI

THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF ADEM'S MODEL IS ANALYZED AS A
FUNCTION OF THE EXTERNAL FORCING AND THE DISSIPATION COEFFICIENT. THE
EXISTENCE OF A BOUNDED ATTRACTING SET OF THE SEA SURFACE TEMPERATURE
ANOMALIES IN A NEIGHBORHOOD OF ZERO IS PROVED. IT IS SHOWN THAT THE
PERTURBATION SOLUTION DECAYS EXPONENTIALLY TO ZERO, UNDER A CERTAIN
CONDITION. THE DECAY RATE DEPENDS ON THE EXTERNAL FORCING AND THE
TURBULENT COEFFICIENT.

THE ADJOINT METHOD IS APPLIED TO DERIVE INTEGRAL FORMULAS FOR
THE SENSITIVITY STUDY OF THE ADEM OCEAN THERMODYNAMIC MODEL TO
SMALL VARIATIONS BOTH IN THE HEAT FORCING AND IN THE INITIAL AND
BOUNDARY CONDITIONS. IN EACH FORMULA, THE ADJOINT MODEL SOLUTION IS A
USEFUL SOURCE OF INFORMATION ABOUT THE CONTRIBUTION OF SUCH
VARIATIONS TO AVERAGE SEA SURFACE TEMPERATURE ANOMALY IN A CERTAIN
REGION. THANKS TO SPECIAL CONDITIONS SET AT INFLOW AND OUTFLOW LIQUID
BOUNDARIES, THE MAIN AND ADJOINT THERMODYNAMIC MODELS ARE WELL-
POSED IN THE SENSE OF HADAMARD (1923) NOT ONLY FOR CLOSED, BUT ALSO FOR
OCEANIC BASINS: EITHER MODEL SOLUTION IS UNIQUE AND STABLE TO INITIAL
PERTURBATIONS. THE LAST PROPERTY MEANS THAT EXPONENTIAL GROWTH OF
INITIAL PERTURBATIONS IS IMPOSSIBLE, AND THE ADJOINT METHOD CAN
PROPERLY BE APPLIED TO THE SENSITIVITY STUDY OF THE MODEL TO SMALL
FORCING VARIATIONS.

BALANCED AND ABSOLUTELY STABLE IMPLICIT FINITE-DIFFERENCE
SCHEMES OF THE 2™ ORDER APPROXIMATION BOTH IN SPACE AND IN TIME ARE
CONSTRUCTED FOR THE MAIN AND ADJOINT OCEAN THERMODYNAMIC MODELS.
THE SCHEMES ARE BASED ON THE SPLITTING METHOD AND EASILY SOLVED BY
FACTORIZATION. BOTH UNSPLIT AND SPLIT DIFFERENCE OPERATORS OF THESE
SCHEMES SATISFY THE DISCRETE LAGRANGE IDENTITY AT EVERY TIME STEP. IN
THE NONDISSIPATIVE AND UNFORCED CASE WHEN THERE IS NO FLUX ACROSS THE
LIQUID BOUNDARIES, THE SCHEMES HAVE TWO CONSERVATION LAWS EACH.
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RESUMEN

SE ANALIZA EL COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DEL MODELO DE ADEM COMO UNA
FUNCION DEL FORZAMIENTO EXTERNO Y EL COEFICIENTE DE DISIPACION, SE PRUEBA LA
EXISTENCIA DE UN CONJUNTO ATRAYENTE ACOTADO DE LAS ANOMALIAS DE LA
TEMPERATURA DE LA SUPERFICIE DEL MAR EN UNA VECINDAD DE CERO, BAJO UNA CIERTA
CONDICION. SE DEMUESTRA QUE LA SOLUCION DE LA PERTURBACION DECAE
EXPONENCIALMENTE A CERO. LA RAZON DE DECAIMIENTO DEPENDE DEL FORZAMIENTO

EXTERNO Y EL COEFICIENTE TURBULENTO.

SE APLICA EL METODO ADJUNTO PARA DERIVAR FORMULAS INTEGRALES PARA EL
ESTUDIO DE SENSIBILIDAD DEL MODELO TERMODINAMICO DE ADEM PARA OCEANOS A
VARIACIONES PEQUENAS TANTO EN EL FORZAMIENTO DE CALOR COMO EN LAS CONDICIONES
INICIALES Y DE FRONTERA. EN CADA FORMULA, LA SOLUCION DEL MODELO ADSUNTO ES UNA
FUENTE UTIL DE INFORMACION ACERCA DE LA CONTRIBUCION DE TALES VARIACIONES A LAS
ANOMALIAS PROMEDIO DE LA TEMPERATURA DE LA SUPERFICIE DEL MAR EN UNA REGION
SELECCIONADA. GRACIAS AL CONJUNTO DE CONDICIONES ESPECIALES EN LAS FRONTERAS
“LIQUIDAS” DE ENTRADA Y SALIDA. LOS MODELOS PRINCIPAL Y ADJUNTO SON BIEN-PUESTOS
EN EL SENTIDO DE HADAMARD (1923) NO SOLAMENTE PARA CUENCAS OCEANICAS CERRADAS,
SINO TAMBIEN PARA ABIERTAS, ES DECIR, LA SOLUCION DEL MODELO ES UNICA Y ESTABLE A
PERTURBACIONES INICIALES. LA ULTIMA PROPIEDAD SIGNIFICA QUE ES IMPOSIBLE UN
CRECIMIENTO EXPONENCIAL DE PERTURBACIONES INICIALES, Y ENTONCES EL MODELO
ADJUNTO PUEDE SER APLICADO APROPIADAMENTE AL ESTUDIO DE SENSIBILIDAD DEL MODELO

A VARIACIONES PEQUENAS EN EL FORZAMIENTO.

SE CONSTRUYEN ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS IMPLICITOS. ABSOLUTAMENTE
ESTABLES Y BALANCEADOS CON APROXIMACION DE SEGUNDO ORDEN TANTO EN ESPACIO
COMO EN TIEMPO PARA LOS MODELOS TERMODINAMICOS PRINCIPAL Y ADJUNTO PARA
OCEANOS. LOS ESQUEMAS ESTAN BASADOS EN EL METODO DE SEPARACION Y SON RESUELTOS
FACILMENTE POR FACTORIZACION. AMBOS OPERADORES EN DIFERENCIAS (SEPARADOS Y NO
SEPARADOS) DE ESOS ESQUEMAS SATISFACEN LA IDENTIDAD DE LAGRANGE DISCRETA EN
CADA PASO DE TIEMPO. EN EL CASO NO-DISIPATIVO Y NO-FORZADO CUANDO NO HAY FLUJO A
TRAVES DE LAS FRONTERAS “LIQUIDAS". CADA UNO DE LOS ESQUEMAS TIENE DOS LEYES DE

CONSERVACION.



ABSTRACT

THE ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF ADEM'S MODEL IS ANALYZED AS A FUNCTION
OF THE EXTERNAL FORCING AND THE DISSIPATION COEFFICIENT. THE EXISTENCE OF A
BOUNDED ATTRACTING SET OF THE SEA SURFACE TEMPERATURE ANOMALIES IN A
NEIGHBORHOOD OF ZERO IS PROVED. IT IS SHOWN THAT THE PERTURBATION SOLUTION
DECAYS EXPONENTIALLY TO ZERO, UNDER A CERTAIN CONDITION. THE DECAY RATE DEPENDS

ON THE EXTERNAL FORCING AND THE TURBULENT COEFFICIENT.

THE ADJOINT METHOD IS APPLIED TO DERIVE INTERNAL FORMULAS FOR THE
SENSITIVITY STUDY OF THE ADEM OCEAN THERMODYNAMICAL MODEL TO SMALL VARIATIONS
BOTH IN THE HEAT FORCING AND IN THE INITIAL AND BOUNDARY CONDITIONS. IN EACH
FORMULA. THE ADJOINT MODEL SOLUTION IS A USEFUL SOURCE OF INFORMATION ABOUT THE
CONTRIBUTION OF SUCH VARIATIONS TO AVERAGE SEA SURFACE TEMPERATURE ANOMALY IN
A CERTAIN REGION. THANKS TO SPECIAL CONDITIONS SET AT INFLOW AND OUTFLOW LIQUID
BOUNDARIES. THE MAIN AND ADJOINT THERMODYNAMIC MODELS ARE WELL-POSED IN THE
SENSE OF HADAMARD (1923) NOT ONLY FOR CLOSED, BUT ALSO FOR OCEANIC BASINS: EITHER
MODEL SOLUTION IS UNIQUE AND STABLE TO INITIAL PERTURBATIONS. THE LAST PROPERTY
MEANS THAT EXPONENTIAL GROWTH OF INITIAL PERTURBATIONS IS IMPOSSIBLE, AND THE
ADJOINT METHOD CAN PROPERLY BE APPLIED TO THE SENSITIVITY STUDY OF THE MODEL TO

SMALL FORCING VARIATIONS.

BALANCED AND ABSOLUTELY STABLE IMPLICIT FINITE-DIFFERENCE SCHEMES
OF THE 2" ORDER APPROXIMATION BOTH IN SPACE AND IN TIME ARE CONSTRUCTED FOR THE
MAIN AND ADJOINT OCEAN THERMODYNAMIC MODELS. THE SCHEMES ARE BASED ON THE
SPLITTING METHOD AND EASILY SOLVED BY FACTORIZATION. BOTH UNSPLIT AND SPLIT
DIFFERENCE OPERATORS OF THESE SCHEMES SATISFY THE DISCRETE LAGRANGE IDENTITY AT
EVERY TIME STEP IN THE NONDISSIPATIVE AND UNFORCED CASE WHEN THERE IS NO FLUX
ACROSS THE LIQUID BOUNDARIES. THE SCHEMES HAVE TWO CONSERVATION LAWS EACH.
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" el directo y el adjunto .

. INTRODUCCION

Modelos termodinamicos del sistema atmosfera-océano juegan un papel importante en
el estudio del clima atmosférico y formacion de las anomalias de la temperatura del aire y de la
superficie del mar (Donn, et al., 1985; Ghil y Childress, 1987; Adem, 1991). Puesto que la
radiacion sobre la superficie de la Tierra caracteriza la fuente principal de energia en el sistema
atmosfera-océano (Adem, 1964 a, b, 1970 a, b; Gill, 1982), es siempre de considerable interés
analizar la respuesta del modelo a variaciones en este parametro asi como también a
variaciones en las condiciones iniciales y de frontera (Skiba, et al. 1996). Actualmente, hay
dos métodos principales que se usan frecuentemente en el estudio de sensibilidad de modelos:

Mientras los calculos directos con un modelo termodinamico son
preferibles para dar una informacion comprensible sobre la respuesta de la temperatura a las
variaciones arriba mencionadas, el método del adjunto es especialmente Gtil y economico si el
estudio de sensibilidad de modelos se confina sélo al analisis de unas pocas caracteristicas
integrales del campo de temperatura, por ejemplo, promedios pesados de las anomalias de la

temperatura en algunas regiones limitadas y/o intervalos del tiempo los cuales son de especial

interés.
En geofisica las ecuaciones del adjunto fueron aplicadas primeramente por Marchuk

(1974, 1976) para derivar una explicita relacion integral entre perturbaciones de promedio
pequeiio desarrolladas en campos meteoroldgicos e hidrolégicos, y pequeiias variaciones la
condicion inicial y el forzamiento del modelo. Para el modelo tri-dimensional global lineal de

la interaccion térmica de la troposfera con los océanos y continentes, fue calculada la solucion



adjunta por Marchuk y Skiba (1976, 1978) y Skiba (1978). Los resultados obtenidos con una
version mas refinada del modelo fueron publicados mas tarde (Marchuk y Skiba, 1990, 1992).
Para la ecuacion bi-dimensional de transporte de calor en la troposfera, las soluciones adjuntas

fueron también construidas por Sadokov y Shteinbok (1977), Musaelyan, et al (1983) y

Voronov, et al (1984).
El método del estudio de la sensibilidad del adjunto fue desarrollado, mejorado y

generalizado por Penenko (1979) y Marchuk y Penenko (1979) para sistemas no-lineales

discretos, y por Cacuci (1981a, b), Marchuk, et al. (1993) y Marchuk (1995) para sistemas

Definiciones matematicas rigurosas del operador adjunto en

diferenciales no-lineales.
Esta

problemas no-lineales fueron dadas por Vainberg (1979) y Cacuci, et al (1980).
metodologia fue aplicada para el analisis de la sensibilidad no-lineal del modelo radiativo-

convectivo (Hall, et al 1982), el modelo de circulacion general OSU (Hall, 1986), y el modelo

de mesoescala PSU-NCAR (Errico y Vukicevic, 1992). Con la aproximacion adjunta

(1985a) construyeron el esquema explicito cuyas propiedades de estabilidad

Marchuk, et al.
(1985b) calculo los

aproximan el esquema implicito de Crank-Nicholson, Marchuk, et al.

primeros dos momentos de los campos aleatorios en la filtracion Kalman, Robertson (1991,

1992, 1993) llevé a cabo un diagnostico de anomalias regionales, y Zou, et al. (1993) - el
estudio de sensibilidad en el caso de bloqueamiento.
Ecuaciones adjuntas han sido también aplicadas en la asimilacién variacional de los

datos (Lewis y Derber, 1985; LeDimet y Talagrand, 1986; Courtier y Talagrand, 1987, 1990;

Talagrand y Courtier, 1987; Thépaut y Courtier, 1991; Erendorfer, 1992; Navon, et al. 1992;



Rabier, et al., 1992; y otros). Ademas, Farrel (1990) y Barkmeijer (1992, 1993) utilizaron las

técnicas del adjunto para estimar el crecimiento de errores iniciales en modelos atmosféricos.

Una estructura relativamente simple del operador de la ecuacion de transporte y
difusion de calor, (Zare, 1995), da un discernimiento mejor en el mecanismo del estudio de la

sensibilidad del adjunto. Esa es la razon por la cual los modelos termodinamicos fueron

especialmente atractivos para la aplicacion del método del adjunto. El modelo lineal tri-

dimensional atmédsfera-océano-tierra de interaccion térmica y su adjunto fue formulado por
Marchuk y Skiba (1976, 1978 1990) y Skiba (1978) para un dominio oceanico cerrado y
dominio atmosférico en la forma de un cascaréon esférico. Ambos modelos estan bien
propuestos segun Hadamard (1923), esto es, cualquier solucion de ambos modelos es tnica y
estable ante perturbaciones iniciales. Significa que la variedad inestable de las anomalias de la
temperatura inicial es vacia, y por eso, no hay ningun crecimiento de perturbaciones iniciales
con tal de que el forzamiento del modelo sea cero. Esto hace ficil llevar a cabo el estudio de
la sensibilidad del modelo adjunto con respecto a variaciones pequefias en el forzamiento del
calor climatico y temperatura inicial. Cada vez que el operador del modelo tiene por 1o menos
un valor propio con una parte real negativa, algunas perturbaciones iniciales pueden crecer
exponencialmente (Skiba, 1978; Farrel, 1990; Barkmeijer, 1992, 1993). Por ejemplo esta
situacion a menudo ocurre cuando el método adjunto es usado en el estudio de la sensibilidad

de modelos no-lineales. Claro, cada modelo no-lineal debe primero ser linealizado alrededor
de una solucion basica. Generalmente el modelo linealizado obtenido no esta bien propuesto,
y por eso alli existe crecimiento exponencial de perturbaciones que puede abandonar muy

rapido el dominio de perturbaciones infinitesimales donde la proximidad del adjunto es solo



aplicable. Este hecho crea problemas adicionales en llevar a cabo el estudio de la sensibilidad
del adjunto, y amerita investigacion especial. Cuando tal es el caso, parece razonable llevar a
cabo el analisis de la sensibilidad del adjunto separadamente para variedades estables e

inestables de la solucion basica. Este procedimiento regulariza el problema.

El propdsito de este trabajo es extender la técnica de la sensibilidad del adjunto al
modelo de area limitada del Golfo de México. En este caso hay un flujo de calor anémalo no-
cero por los limites laterales de la cuenca del dominio oceanico. Se muestra aqui que gracias a
condiciones especiales puestas en las partes "inflow"” y "outflow”" de la frontera, tanto el
modelo termodinamico de area limitada como su adjunto son también bien-propuestos segun
Hadamard. Estas condiciones son reducidas a las bien conocidas condiciones de frontera
tanto en el limite de no difusion (el caso de adveccion pura) como en el caso de un dominio de
modelo cerrado cuando la componente de la velocidad normal es cero en todas partes de la

frontera (Skiba y Adem, 1995; Skiba, et al. 1996),

Una formula de sensibilidad resuitante directamente del método adjunto relaciona la
anomalia de la temperatura promedio en alguna area con anomalias espaciales y temporales de
la radiacion en superficie de la tierra y anomalias esﬁaciales de la temperatura inicial. Ademas,
la significancia de las anomalias de la radiacion en una region local particular de la superficie
de la tierra esta determinada por valores de 1a solucion del modelo adjunto en esta region. De
hecho en cada formula de sensibilidad, la solucion adjunta juega el papel de una funcion de
Green multidimensional (Roach, 1982), y por lo tanto la anomalia de temperatura promedio
esta principalmente formada por las anomalias de radiacion que se desarrollan en las regiones

de maximos locales de soluciones adjuntas. Estas regiones son llamadas las zonas



energéticamente activas y a la solucion adjunta se le conoce como funcion de influencia de la

respuesta del modelo.
Gracias al uso del método de separacion componente-por-componente simetrizado por
Marchuk (1982), la solucion del modelo original bi-dimensional principal (o adjunto) es

reducida a la solucion de dos problemas uni-dimensionales. Esto hace economicos los

algoritmos numeéricos implicitos principal y adjunto. Los esquemas de diferencias finitas

principal y adjuntos son compatibles , absolutamente estables, balanceados, y de aproximacion
a segundo orden en tiempo y espacio. La compatibilidad significa que a cada paso de tiempo
fraccional del algoritmo de separacion, los operadores de los esquemas de diferencias principal
y adjunto satisfacen una forma discreta de la identidad de Lagrange (Skiba, 1978). Ademas,
en la ausencia de forzamiento y disipacion, ambos esquemas tienen dos leyes de conservacion
para las 2-normas L;- y L2 de la solucion del modelo principal (o adjunto). La aplicacion de
los algoritmos de separacion esta justificada puesto que ambos operadores, no-separadas y
todos los separados del modelo principal (asi como también del modelo adjunto) son no

negativos no solamente en la forma diferencial, sino también en la forma de diferencias finitas.

Como un ejemplo, en la Seccion 8, los programas de computadora son probados con

algunos experimentos considerando las Leyes de Conservacion.



2. DESCRIPCION DEL MODELO TERMODINAMICO EN UNA CUENCA

CERRADA
El modelo climiatico termodinamico de Adem escrito para la anomalia de temperatura

climatica T(r, t) en la capa superior del océano esta dado por la ecuacion de balance de calor

bi-dimensional (2-D):

——i':--f-U.VT—szT-f-yT:f 1)

en una cuenca oceanica 2-D, €, e intervalo de tiempo (O, t-). La solucion T(r, t) es la

anomalia de temperatura de superficie del mar (SST) definida como la diferencia entre la SST
actual, Ts(r, t), y la SST climatica, Tsc(r, t); U(r, t) es el vector conocido de las corrientes
oceanicas, V es el gradiente horizontal, V2 es la parte esférica del Laplaciano; r = (A, 9) es el
punto de la cuenca oceanica identificado por su longitud A y colatitud 9 en el sistema de

coordenadas geograficas; y 4« es un coeficiente positivo de difusion turbulenta.

El forzamiento del modelo climatico de Adem F(Ts) tomando en cuenta procesos tales
como evaporacion, radiacion y transporte turbulento vertical, depende de la temperatura de
superficie del mar Tg(r, t) (Adem, 1967, 1971). Se supone que la anomalia de la SST T(r, t)
es bastante pequeila, de modo que F(Ts) puede ser expandida en una serie de potencias de
T(r, t) en una vecindad de la SST climatica, Tsc(r, t). Luego el término yT en la ecuacion (1)
con una funcion y(r, t) representa una parte lineal de esta serie (Adem, 1971), mientras que el

forzamiento de la Ec. (1)

fir, t) = F(Ts) - F(Tsc) +yT )




incluye sus términos de mas alto orden. Suponemos que v > 0. Note que aunque el término
¥T bace que la temperatura de superficie del mar Ts regrese al valor climatico Tsc. el

forzamiento de calor f(r, t) puede generar las anomalias de SST.

Ec. (1) puede ser escrita como

% +AT=f A)
donde
AT =U . VT - uV3T ++T [C))
Nosotros tomamos
T(r, 0) = T° (v) enQ (S)
como la condicion inicial, y
y% =0 enS )

como la condicion en la linea costera frontera S de una cuenca oceanica 2-D, 2. Aqui n es el

vector normal unitario hacia afuera a S, or es la derivada normal, y S esta formada solamente
de segmentos de las lineas A= Const o 3 = Const. Ademas,

Ua=U-n=0 enS )



donde U, es la componente normal de U en la linea costera S. Asi que no hay flujo de calor

anomalo a través de la frontera S en el caso de la cuenca cerrada £2. También se supone que

el flujo oceanico es incompresible:

divU=0 (8)

Si vy = O entonces el operador (4) es positivo semidefinido (Skiba y Adem, 199S5), y
consecuentemente, A es positivo definido paray > O:

(&)

['rA'rdr > 0,
Q

Asi cada solucién de (2) - (8) es unica y estable a perturbaciones iniciales.

En la siguiente seccion consideraremos el comportamiento asintotico del modelo
termodinamico de cuenca cerrada en ausencia de forzamiento externo. Esta consideracion

prueba unicidad y estabilidad de cada solucion del modelo a perturbaciones iniciales.




3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DEL MODELO TERMODINAMICO

3.1 Atractores de Ecuaciones Diferenciales

En problemas de ailos recientes, ideas y nociones de la teoria de los sistemas dinamicos
en espacios localmente compactos han sido adabtados a sistemas dimensionales infinitos,
especialmente a ecuaciones diferenciales retardadas y ecuaciones diferenciales parciales. Estos
altimos sistemas definen sistemas dinamicos en espacios que no son localmente compactos.

Incluso cuando el espacio base es localmente compacto pero no limitado, no hay una teoria

muy general de sistemas dinamicos. En este caso uno puede y a menudo restringe la clase a

una que tenga algun tipo de propiedad disipativa con objeto de reducir la parte esencial del

flujo a un conjunto compacto.
Muchos cientificos han investigado desde el punto de partida de la teoria de los

sistemas dinamicos las ecuaciones de evolucion de la fisica matematica. Tales ecuaciones

incluyen el sistema de Navier-Stokes, las ecuaciones magneto-hidrodinamicas, las ecuaciones
de reaccion-difusion, las ecuaciones de onda amortiguada semilineal.

En aflos recientes gracias a los esfuerzos de muchos matematicos, se ha establecido
que el atractor del sistema Navier-Stokes, que atrae (en un espacio funcional apropiado)

conforme t —» o son trayectorias de este sistema, es un conjunto compacto dimensional finito

(en el sentido de Hausdorf¥).

Los limites superior e inferior (en términos del numero de Reynolds) para la dimension

del atractor fueron encontrados. Estos resultados para el sistema Navier-Stokes han
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estimulado investigaciones de atractores de otras ecuaciones de la Fisica Matematica (Babin
and Vishik, 1992).

Para ciertos problemas, en particular para ecuaciones de sistemas de reaccion-difusion
y de onda no-lineal amortiguada, los matematicos han establecido la existencia de los
atractores y sus propiedades basicas; ademas, probaron que, conforme t — oo, una dinamica
dimensional infinita descrita por estas ecuaciones y sistemas aproxima uniformemente una

dinamica dimensional finita sobre el atractor A, que, en caso de ser considerado, es la union de

variedades suaves.

Un sistema evolucionario
Su=Ap, M, =4,

genera un semigrupo {S,, = O} de operadores .. El operador S; relaciona al dato inicial o

con el valor (At) de la solucion del sistema al tiempo dado t > 0. En otras palabras, S; /0

44t). Una tarea importante es:
investigar el comportamiento a tiempo-largo de las soluciones («t) del sistema

evolucionario. Obviamente, esta tarea es equivalente a la investigacion del comportamiento
de §: cuando t —» + 0.

Concluyendo, recientes investigaciones de fluidos dinamicos indican que el
comportamiento asintético de un modelo, y un grado de similaridad del atractor del modelo a

ese sisterna fisico es uno de los criterios importantes que determinan la calidad del modelo

(Dijkstra, H. A. and J. D. Neelin, 1995).
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3.2 Comportamiento Asintotico del Modelo Termodinamico: Cuenca Cerrada No-forzada

Asumimos aqui que 4 y Y son parametros positivos constantes en la ecuacion (1) y el
forzamiento f es cero:

#>0yy=>0 Qo)

f=0 an

Sea 02 el dominio de integracion (Fig. 1), y L:(€2) el espacio de Hilbert de funciones

cuadrado integrables sobre €2, con el producto escalar
<T.g>=InngQ 12)
definido para cualquier T(x, y) y g(x, y) de L(€2). La norma en L2(£2) esta definida por
=<7, T>" 13)
donde dQQ = dxdy, (x, y)ef.

El producto escalar de la ecuacion (1) con T, considerando f= 0, da

ST
<<

6t'T>=<AD’ T>+<TU, T>+<HE, T> (14)

donde (Morales-Acoltzi y Adem, 1994)

<HE, T>=-y<T,T>=-v|T|} (15)



Usando la condicién de frontera (6) obtenemos
<TU, T>=u<VT, T>=-u|VT] ae)
para el término de difusion turbulenta.
Para el término de adveccion por corrientes ocednicas tenemos

<AD, T>=—-<U.VT, T>=—%Lﬁ-v(1'2)m an

Tomando en cuenta la ecuacion de continuidad (8) y la férmula de Green

(Sokolnikoff, 1958), la ecuacion (15) puede ser escrita como:

<AD, T>= —% fv-(ur? dn_~—<£ U,Td,

donde t; es la integral curvilinea sobre 602 y d; es el elemento infinitesimal de longitud a
lo largo de la linea de frontera o2 (Fig. 1). De este modo la condiciéon de frontera de linea

costera (7) conduce a

<AD, T>=0 18)
Finalmente, para ¢l almacenamiento de energia térmica obtenemos

T
2l T 12 T = |' ——|IT] 9

Substituyendo (15), (16), (18) y (19) en (14) resulta

15




Fig. 1. Dominio de Integracion. Aqui & denota el vector normal hacia afuesa en la
fronlera 502 de Q Vy es la componente nommal de la corriente ocednica sobre la
fronlera, y & es el elemento infinkesimal de longitud a lo targo de 1a linea de frontera
0.



S T = ~VT ~ AT @0

Ahora usamos la desigualdad Poincaré (Chipot, 1984)

Ii= clvT @y

con la constante C > 0 que depende solamente de la geometria del dominio £2. La constante

C es positiva en nuestro caso, debido a las condiciones de frontera para las anomalias de

temperatura T (ver Apéndice A de Morales-Acoltzi y Adem, 1994). Entonces
o 2 2
— 2T =~
Substituyendo la ultima desigualdad en la ecuacién (20) obtenemos

12 2 2 2
3501 s = &I — AT

m-Zims (> + 2 i

Dividiendo por || T|} obtenemos

i+ (»+ K=o @

El comportamiento de las soluciones a largo plazo T(t, x, y) serd analizado ahora. La

multiplicacién de la desigualdad (22) por

16
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lleva a
%[”T"exp(r + C—”z) t] <0 23)

Integrando (23) en el tiempo desde t=0 hasta un momento t resulta

[Tt x ) ST, (. y)”exp[—(y -2 :] @9

Puesto que y es positivo (ver Morales-Acoltzi y Adem, 1994), la solucién cero es el
inico atractor en nuestro sistema

T(r) - O cuando t &> w©

Como T(r, t) = Ts(r, t) - Tn(r, t), esto significa que
m|T,(r,/) = T,.(r.0)|=0 %)
Asi, la temperatura del océano Ts(t) eventualmente tenderd al valor climdtico normal.

Esquematicamente esto puede ser representado como en la Figura 2.

Se muestra que en ausencia del forzamiento de calor f, la solucién cero es el Gnico
atractor de la ecuacién (1), i.e., cualquier solucién T(t, x, y) de la ecuacién (1) eventualmente

tiende a cero. Esto significa que la temperatura del océano T,(t) (ver Ec. (1)) se aproxima al

valor climdtico normal Tsc(t).
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Fig. 2. Atractor climdtico del ciclo anual de fa anomalia de ia temperatura de la
superficie del ockano. Todas las trayectorias de la solucion tienden al ciclo limite con el
tiempo.




En otras palabras, si f = O entonces cualquier vecindad acotada de cero es un conjunto
absorbente para las soluciones de la ecuacion (1). Ndétese, que entre mas pequeilas son y y 4,
mas baja es la razén de convergencia de todas las soluciones T(t, r) a cero y viceversa.
Ademas, como puede verse de (24), la razén de disminucién también depende de la constante

C de la desigualdad de Poincaré (21).

Como un ejemplo simple, supongamos que nuestro dominio €2 coincide con el
Hemisferio Norte en su totalidad, el parametro y es dado por (Morales-Acoltzi y Adem,

1994), y el coeficiente de difusién u es igual a 3 x 10® cm? seg!.

V.
Obtenemos %’ =10"'seg™', donde IV Ay l es el valor normal de la velocidad del viento

en superficie y h es la profundidad de la capa, considerando el par de valores: con

[V |=5m seg™ y h=S0 mo [V, | =10mseg™" y h = 100 m (Adem, 1971).

En este caso, los valores propios del operador de Laplace sobre el hemisferio son
iguales a N(N+1)/R? donde N es natural y R = 6.37 x 10° m es el radio de la esfera. Puesto

que 1/C? es igual al menor valor propio no cero N = 1, 1/C? = 2/R%. Esto lleva a un factor

W/C?=0.01478 x 107 seg™.

Como un resultado r+é‘7 =1,894x10"sec”' =7

Por lo tanto el tiempo e-folding de decrecimiento de la norma (24) de las

perturbaciones es igual a lr = 60.9 dias ~ 2 meses.



Hacemos ahora una nota importante.

Hemos analizado el comportamiento de la Ec. perturbada (14). El término HE en esta
ecuacion es el resultado de la linealizacion del forzamiento (2) (ver Apéndice B de Morales-
Acoltzi y Adem. 1994)

FT)= (£~ G -G)- @e

El decrecimiento exponencial de cualesquiera perturbaciones pequeilas obtenidos en
la seccion previa (ver Ec. (24)) ha sido mostrado para el caso particular y = constante > 0. En
el caso general, ¥y no es constante, y las perturbaciones tenderdn exponencialmente a cero

solamente si

—é—‘z— > max m'ax,r(t, r) 7

La condicién (27) también toma en cuenta el caso de una solucién normal
estacionaria, periodica y limitada (en tiempo) no estacionario Tsc(t, X, ¥) (ver Apéndice B de
Morales-Acoltzi y Adem, 1994).

Por ejemplo, puesto que el comportamiento de los valores medios normales mensuales
Tsc(t) es aproximadamente periédico durante el afio, la solucion Tsc(t) de Ec. (1), tendera al

ciclo climético anual independientemente de la condicion inicial Tsc(0, r), (Fig. 2).

Enfatizamos una vez mds que en el caso general que el forzamiento f de (1) es no-

cero, el comportamiento asintético es mucho mas complicado.
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4. MODELO TERMODINAMICO EN UNA CUENCA OCEANICA ABIERTA

4.1 Formulacion del modelo
Consideremos ahora el caso de una cuenca ocednica abierta €Q cuando el flujo de calor
anémalo es posible a través de las partes liquidas de la frontera S. Las condiciones (6) y (7)

se usardn en la frontera coincidiendo con la linea costera. Fisica y matemadticamente las

condiciones apropiadas en la frontera liquida han sido discutidas muy ampliamente (ver, e.g.
Vichnevetsky y Bowles, 1982; Poinsot y Lele, 1992, y referencias en estos trabajos). Aqui la
aproximacion sugerida por Marchuk (1986) para el problema 2-D, y por Skiba (1993) para el
problema 3-D seran usadas.

Dividiremos el limite lateral S en dos partes: el “outflow” parte S* donde el vector
velocidad U es exteriormente dirigido (U, = 0), y el “inflow” parte S° donde el vector
velocidad U es interiormen.te dirigido (U, < 0). En la Fig. 3 tomada de Adem et al. (1994 a,
b), el Golfo de México se muestra como un e¢jemplo de una cuenca abierta. La parte S™
también incluye la linea costera.

La ecuacion (1) es ahora resuelta en el intervalo de tiempo (O, t—) y sobre el dominio
£2 con la condicién inicial (5) y las condiciones de frontera (10)-(11)

°T_urT=0 en s, @28)

29
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Fig. 3. El Dominio Ocednico ablerto D. Los puntos de Frontera A y B pertenecen a las
partes de la frontera §' y §', respectivamente; Uy €5 una proyeccidn del vector de
Velocidad de fa Corriente U sobre 1a normal unitaria hacia afuera a ta frontera S.



Las condiciones (28) significan que el flujo de calor anémalo combinado difusivo mas
advectivo es cero en S~ (flujos de calor climadtico no-cero en S~ son, sin embargo, posibles;
ver Fig. 1). Si (28) es violada, y hay una fuente de anomalia de SST en el exterior de Q que
genera un flujo de calor en S~, entonces al ensanchar la cuenca Q esta fuente puede ser

incluida en Q. Por otro lado, (28) puede ser reemplazada por

#_é__T ~-U,T=g¢q sobre S~ (30)

Zn

si el flujo de calor anomalo q(r, t) es conocido en S~ de las observaciones. La condicién (29)
significa que el frontera S” el flujo de calor anémalo inducido por difusién es despreciable

comparado con el causado por adveccion con el vector de velocidad de corriente U.

Donde S coincide con la linea costera, la Ec. (29) automiticamente satisface la

condicion (6).

Las Ecs. (28) y (29) son bien conocidas como condiciones de frontera de tercera clase
y segunda clase, respectivamente (Ladyzhenskaya, 1973). En el caso limitante no difusivo
(r=0), (28) es reducida a la condiciéon razonable T = O sobre la parte del flujo hacia adentro
de la frontera, mientras la condicion (29) desaparece como debe ser, ya que para advecciéon

pura, no se requiere condicién en el flujo hacia afuera de la frontera, donde la solucién esta

determinada por el método de caracteristicas (Skiba y Adem, 1995).
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4.2 Unicidad y estabilidad de las soluciones del modelo
Mostraremos ahora que el operador A del problema (1), (5), (28), (29) es positivo
semidefinido: A = 0. Integrando el producto interior <AT, T> por partes y usando la férmula

de Green obtenemos
<ATT>= u [V dr+y [T ar +%{ fu.Tias - fU,,T’dS} =0 an
0 ) Lad s

donde dS es un elemento lineal de la frontera S. Las dos ultimas integrales en (31) son no
negativas ya que U, = O sobre S*, y Uy < 0 sobre S§™. Asi que, el operador A es positivo

semi-definido. Ademas, A es simétrico-sesgado solamente si # =0,y =0 y S es la linea

costera (Un = 0). Si no es el caso entonces todos los valores propios wx del problema

espectral

A Wi(r) = ok Wi(r)

J .
,uEW,, -U,W, =0 onS

y;; W, =0 onS" 32)

son positivos. Como mostraron Skiba y Adem, 1995, si f = 0 la amplitud T% de la

temperatura inicial anémala Wi (r) decae como la razon determinada por el valor propio wx.

Si el forzamiento f de (1) es idénticamente cero entonces la desigualdad (24) es otra

vez satisfecha debido a (31), y cada solucién del problema (1), (5), (28), (29) es Unica y

(8]
N



estable bajo perturbaciones iniciales, i.e., el modelo de cuenca abierta estd bien propuesto de
acuerdo con Hadamard (1923).
Integrando (1) sobre £ obtenemos la ecuacién de balance

f-[Tdr= f(r-myar- fu,Tas+ Jaas 33)
atﬂ Q ST 5

donde la condicion de frontera (30) es tomada en cuenta. En el caso de la condicion de

frontera (28), la ultima integral en la férmula (33) es cero. A diferencia de lo que sucede en

el modelo de la cuenca cerrada, la anomalia de temperatura

T =(mes )" [T(r)dr 39
Q

donde mes €2 es el darea de Q (Skiba y Adem, 1995) pueden ser ambos cambiados no

solamente por un forzamiento de calor anémalo sino también por un flujo de calor anémalo a

través de la frontera liquida S.
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S. METODO NUMERICO

5.1 Método de fraccionamiento (Aproximacioén en el Tiempo)

La ecuacién (1) puede ser escrita

'a'T"'(Al +4,)T=71 G5
at
donde
i a T 4L 22 Y
AT=———— | — Py
= 5 asin a[az("T)+ ax] atsinTgoar 1727 36
oT Y7 [ ST Y
A,T=——— T AL NN 2+ 7
21 = Zasin .9[&.9(" sin &)+ vsin 5.9] asin g o955/ 5T 37
Usando la ecuacioén de continuidad (8) es facil ver que la suma A, + A> coincide con
el operador A.

Probaremos ahora que los operadores (36) y (37) son positivos semidefinidos A; 2 0 (i

= 1, 2). Calculemos el producto interior <A; T, T>. Integrando por partes y usando la

féormula de Green con las condiciones de frontera (28) y (29) obtenemos (Skiba, et al. 1996)

A 2
<ATT>-—ITATdr—y ;T.Q(ﬁﬂ 4’+ ITdr

LY LA L S d X i
+§f[ U, T-u5 ]Tds yj'a pree _9( r+2! dr

£y et



+%{ fu,T2as - fU,,T’dS}zO 38
S* x°

Fue tomado en cuenta aqui que U, < O sobre S~, y U, = 0 sobre $~. La cualidad
positiva definida del operador (37) puede ser demostrada del mismo modo. Yaque A, 20y
A; = 0, el método de fraccionamiento est4 justificado (Douglas y Rachford, 1956; Marchuk,
1982). Puede ser aplicado para resolver (35) dentro de cada intervalo de tiempo (t, t + t) de

pequeiia longitud . El método consiste de dos pasos:
(1) la ecuacién

ai:T'“"T' =0 39)

es resuelta en (t, t + 1) con la condicidn inicial T (t) = T(t), donde T(t) es la solucién de la Ec.

(35).

(2) la ecuacién

2
;TTz + 4T =1 (40)

es resuelta en (t, t + t) con la condicién inicial Tz(t) = T (t + ©).

Como un resultado, la solucién Tz(t + t) del problema split (40) aproximara la

solucién T(t + t) del problema 2-D original (35) al tiempo t + <.

De acuerdo con Douglas y Rachford (1956), el algoritmo (39), (40) tiene

aproximaciéon de segundo orden en t solamente si los operadores A; son independientes del

2s




tiempo y conmutativos A1Az = A>A,. Para alcanzar una aproximacion de segundo orden en t
para los operadores dependientes del tiempo no conmutativos (36) y (37), usamos la versiéon
simétrica del método de fraccionamiento (Marchuk, 1975; Marchuk y Skiba, 1978) dentro de

cada intervalo doble (t - 1, t + ). Esto consiste de tres pasos:

(1) la ecuacion (39) es resuelta en el intervalo (t - 7, t) con la condicién inicial T (t - ) =

T(t - t);
(2) la ecuacion (40) es resuelta en (t - T, t + t) con la condicién inicial Ta(t - ©) = T (1);

(3) la ecuacion (39) es ahora resuelta en el intervalo (t, t + t) con la condicién inicial

Ti(®) = Ta(t + 7).

5.2 Aproximacién en espacio

Hay varios esquemas numéricos para la ecuacion de transporte los cuales preservan la
propiedades mas importantes del problema diferencial (ver, por ejemplo, Forester, 1977;
Smolarkiewicz, 1991; Williamson, 1992). Nuestra intencion aqui es obtener el esquema de
segundo orden balanceado y absolutamente estable que preserve el problema de temperatura
media (34)y la norma §T(r, t)|| en el caso de que el operador A es simétrico sesgado y el
forzamiento es cero (ver seccién 4). Estas propiedades son especialmente importantes para

correr modelos climaticos a largo plazo.
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Note que la frontera S consiste solo de segmentos paralelos a las lineas A. = Consto 8
= Const. Asi que para todo punto en S la componente normal U, de la velocidad de corriente

U coincide con *+ u o + v, donde u, v son las componentes de U en la direcciéon de los ejes A y

9.

Considere mallas igualmente espaciadas sobre una esfera con distancias AL y AS entre

puntos de malla. Las funciones de red T;; = T(A;, 9;), u; = u (Ai.12, 95) Y vij = v(Ai, 95.112)

estan definidas sobre mallas diferentes (Fig.4). La linea de frontera S del dominio de la malla
pasa a través de los nodos de la funcion u;; o v;j (Fig. 5). Tomamos

1 [u.,,—u, v, ,sind, —v, sing_
asinS,L AA AS @b

como la forma en diferencias de la ecuacion de continuidad (2). La notacion sin9. = sin8j+,.,

sinS. = sin9 ;.12 es usada en (41) y en lo subsecuente. Para aproximar los operadores (36),

(37) notamos que pueden ser escritos como

1 Su T “ ¥y
-1 . T+ZT 42
AT =30in .9[2Ta,1+"a,J a‘sin’d az’ *7 “2)

1 1 ST u_ & ST »
- .z 43
AT= 5 .9[2 as(vs'"‘”“’s‘"‘gas asing sa N5 )+ 3T “3

Puesto que el término
} 44)

1
_Z—AA— {",-.,,77‘.., -y, 7.,
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Fig. 4. Localizacion de las funciones discretas cerca del nodo (2, . 9)).
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aproxima la suma %T%+ u—j—-% en el punto (A; ,9;) a segundo orden, los operadores An,

son aproximados por las matrices 47 (Skiba 1993):

1
(a'1), = Zarising, {0 Tr, =20, T, }
H V4 @3
oA st e, (e A+ T} 5T,
P
V,SINS T, ,—v,sin$ T, _
(#7), =="—— 5w .sja, =
afsinS. (T, =T,)-sinS (T, ~T,..)} | ZT, 46)

a’A8’sing,

Ahora aproximemos las condiciones de frontera (Skiba, 1993). Cousidere, por

ejemplo, una linea a lo largo del eje A para una fija 9;. Supongamos que (A;, 9;) son nodos
=1,.,I1, ysecan L = (112,9)) y R = (A1.112, 9)) los

internos del dominio de la red para i =
puntos de frontera izquierdo y derecho sobre esta linea, respectivamente (Fig. 6). Entonces

las condiciones de frontera (28) y (29) son aproximadamente como sigue:

(1) Si u;; = u(L) > 0 entonces U, = -u;; < 0 y el punto L pertenece a la frontera S~.

Ademids, ya que

BT,y _ 1 _
37{(1‘) = aAdsing, (T, -T.) @7n

la condicion de frontera (28) es aproximada por
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¥; = cConst
T 3
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Fig. 6. Locslizacién de los nodos del dominio discreto inmediatamente adyacentes al
Punto de frontera L sobre la linea 6; = Constante.




1
;M—"s‘in-s—j(n, ~T,)+54,(T, +T,)=0 48)

(2) Si u;; = u(L) <0 entonces Un =-u;; = 0 y el punto L pertenece a S*. Por lo que la
condicién de frontera (29) es aproximada por

P -
aaisng, (o ~T)=0 (49)

y de ahi que T; = Toj. De este modo el valor T, de la funcién T en el operador (45) parai=1

debe ser cambiado a T,; asi como excluir el punto externo (Ao, 9;).
Asimismo, si uj; = u (R) < 0 entonces U, = uj; <0, y el punto de frontera R pertencce

al puntoS~. Ademas

ST o 1
0 (A= azgms; (T ~T) 0
y por lo tanto, la condicion de frontera (28) es aproximada como
1
g (T =T, ) —3ur, (T, +T,) =0 [E1))
3

Finalmente, si u; = u (R) = 0 entonces el punto de frontera R pertenece a S*, y (29) se

reduce a
Ty = Tiay (52)

Para los puntos de frontera localizados sobre las lineas A; = Const, las condiciones de

frontera son aproximadas en la misma forma. Por supuesto, el nimero de puntos internos de



la red varia de linea a linea. Vemos que la ecuacion diferencial (1), y las condiciones de

frontera (28)-(29) estan aproximadas al segundo orden en las variables geométricas.

5.3 Esquema de Diferencias Finitas del Modelo

Con las condiciones (47)-(52) podemos mostrar que cada una de las matrices A:, es

positiva semidefinida:
TTA42T=20, (n=1,2) 3)

Aqui T es el vector columna con componentes Tij, y el supraindice T denota la
transposicion. Asi que las aproximaciones a diferencias finitas (45) y (46) conservan la
cualidad positiva semidefinida de los operadores diferenciales A (i = 1, 2). Por lo tanto la
aplicacion del método de fraccionamiento en la construccién de esquemas numéricos esta

justificada.

Suponga que requerimos resolver la ecuacion (1) dentro de un intervalo de tiempo
dado. El intervalo esta dividido en subintervalos iguales (ta .1, ta) 0 pequefia longitud t = t, -ty .
- Ya que las matrices 4" no conmutan, la variante simétrica del método de fraccionamiento
descrita al final de la seccién 4.4 serd aplicada para obtener el esquema de diferencias a

segundo orden dentro de cada subintervalo doble I, = (ty .1 , th+1):
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T[n+l]—'l‘[n+%]=—%Alh{'['[n+|]+’l{n+%]} (59)

Aqui, T[n-1] ¥ T[n+1] son los vectores columna con las componentes Tij(ta.1) ¥
Tij(tn+1) respectivamente, F[n] = % {£ij(tn+1) + fij(th.1)} es la aproximacion del forzamiento, y
Tin-1/2) y T{n+1/2] son las funciones auxiliares (n =1, 3, 5, ...). Cada una de las ecuaciones
1-D en (54) es resuelta usando el esquema de Crank-Nicholson. La solucién T{n-1) para el
intervalo previo I,.; es tomada como la condicion inicial para resolver el problema en el
intervalo I,. El vector inicial T[0] tiene como sus componentes T° (A;, 9;) (ver Ec. (4)).

Multiplicando la primera ecuacién (54) por el vector {T[n-1/2] + T[n-1]}T de la

izquierda, y tomando en cuenta (53) encontramos
Tr[n—g]T[n—E]sTr[n—lmn—-l] (55)
3 3
Si F[n] = 0 entonces las desigualdades tales como (55) son vidlidas para cada una de
las ecuaciones (54). Puesto que T' T = || T} donde § T} es la norma Euclidiana, estas
cantidades llevan a

T [n+11§ < | T(n-111 (56)
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esto es, ¢l esquema (54) es estable a perturbaciones iniciales de cualquier paso de tiempo <.

Multipliquemos las ecuaciones (54) de la izquierda por el vector hilera vt cuyas
componentes V; son iguales a los valores a’AAA39sinS; en los nodos internos
correspondientes del dominio de la red. La suma de todos los resultados obtenidos da una
variante de diferencias finitas de la ecuacion de balance (33). De ahi que el esquema (55) esté
balanceado. Mais aan, cuando & =0, ¥ = 0 el forzamiento F[n] = O y la cuenca es cerrada, i.e.,

Un = O sobre la frontera S, entonces el esquema (54) tiene las dos leyes de conservacion:

Z Ty(tml)vu =Z T,,(t,,_,)v,, G7
L) 4L

IT n+1]} = [T [n-1]]) (s8)

Aunque ¢l esquema (54) es absolutamente estable para un paso de tiempo arbitrario t,
su magnitud esta evidentemente limitada por los requerimientos de la aproximacién. Para la

ecuacién original (1), el probleria de aproximacion fue discutido por Adem (1971). El

método de fraccionamiento (“split’”) impone restricciones adicionales a la ion de t.
Experimentos numéricos de Marchuk y Skiba (1976, 1978, 1992) con el modelo
termodinamico global muestran que un paso de tiempo de 6 horas proveeri una buena
aproximacion para el esquema (54). Este esquema resuelto sin iteraciones por el método

directo (factorizacién), y puede ser generalizado al modelo de transporte 3-D de calor

termodinamico del océano en el mismo modo como fue hecho en Skiba (1993).
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6. EL MODELO TERMODINAMICO ADJUNTO
6.1 El Concepto del Operador Adjunto en ¢l Espacio de Hilbert

Consideremos un espacio de Hilbert H de funciones reales ¢@(r) definidas en un

dominio ©2 que tiene una norma finita

boi={ £¢.1=dr}” e

Entonces el producto interno de cualesquiera dos funciones ¢@(r) y y(r) de H puede ser

definida como
<@,y >= I(o(r)y/(r)dr (60)
Q

Obviamente, ||¢lj= <@, ¢>'2.

Sea A un operador lineal con dominio D(A), i.e., el resultado A@ (r) estd determinado
en H para cualquier funcién @(r) de D(A). Entonces el operador adjunto A° puede ser

definido por la identidad de Lagrange (Kato 1966),
<A@.g> = <p,A’g> 61)

la cual se cumple para cualquier @(r) de D(A) y cualquier funcién g(r) de un dominio D(A")
del operador adjunto A°. Consideremos ahora 4 ejemplos simples de operador adjunto en

varios espacios de Hilbert H. Operadores en los ejemplos 1, 3 y 4 son partes del operador del
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modelo termodinamico (4) y por lo tanto elucidan la formulacién del modelo adjunto

continuo. El ejemplo 2 es til al implementar un modelo adjunto numeérico.

Ejemplo 1. Operador auto-adjunto.

Sea H un espacio de funciones cuadrado integrables ¢(r) definida en ©Q con producto
interno (59), y A¢(r) = y@(r) donde y = Const. Obviamente, el dominio D(A) coincide con

H, y A esta acotada: | A} =y (ver Kato, 1966). Luego debido a (60),

<Ap,g> = Hrw(r)] g(r)dr = Iw(rxyg(r)]dr = <p,A'g> 62)

Asi debido a (61) A es auto-adjunto, i.e., A"g(r) = yg(r), y D(A") = D(A).

Eijemplo 2. La matriz adjunta.

Sea H un espacio vectorial real Euclidiano n-D, y A una matriz nxn. Nosotros

definimos por < @, >= 2’ el producto interno de los vectores @ y gen Hdonde g7 esla

transpuesta. Entonces
I ST g - —~ T — =
<APE>= 3 Ap=(8"A)p=(4"8) P=<p, 478> 63)

y, debido a (61), A" = AT. Asi el adjunto de A es propiamente la transpuesta de A. En

particular, A’ = A si A es simétrico, y A" = -A si A simétrico sesgado (Zare, 1995).

Eiemplo 3. Operador de adveccion simétrico sesgado.
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Sea H un espacio de funciones reales periédicas cuadrado integrables ¢(x) en el

intervalo [a, b] con el producto interno

<@ y> = ]'qp(x) w(x) ar (64)

y la norma
loll=<p, ¢>'7 (65)

Consideremos el mas simple operador de adveccion

Ap(x)= }% o(x) (66)

en el dominio D(A) de todas las funciones periodicas continuamente diferenciables: ¢(b) =

@(a). Puesto que D(A) es una parte de H, A no esta limitada, y por (64),

< dp.8>= [22(x)a(x)dx = o(B)a(2) - oAa)s(a)

+ :fa)(x)[— —Z—:— (x)]dt 67

Estamos ahora en una buena posiciéon para explicar el papel de las condiciones de
frontera en la definicién del operador adjunto. En realidad, si D(A®) = D(A), i.e., D(A®) es

también el conjunto de funciones periédicas continuamente diferenciales en [a, b] entonces
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y por (61), A es simétrico sesgado (A" = -A):

°g
A g=.58
8 x 69

La férmula (68) es vilida también si D(A®) es un conjunto de todas las funciones
continuamente diferenciables g(x) en [a, b] tales que g(b) = 0 y g(a) = 0. Sin embargo el
dominio D(A®) del adjunto A° es ahora mas estrecho. Asi aunque dos operadores adjuntos

tienen la misma estructura (68), son diferentes, ya que sus dominios D(A®) no coinciden uno

con otro.

Por ultimo, suponga que D(A) es un conjunto de funciones continuamente
diferenciables @(x) tales que @(a) = ¢, @(b) = d, ¢ = d. Entonces A" = -A sélo si D(A")
consiste de funciones continuamente diferenciables g(x) tales que g(a)=d y g() =c. En
este caso, @ y g tienen diferentes condiciones de frontera, y D(A") y D(A) difieren una de
otra. Asi que el adjunto A’ esta definido no solamente por su estructura formal (69), sino
también por su dominio D(A") y condiciones de frontera. Este hecho es tomado en cuenta en

la construccién del operador del modelo adjunto en cuenca oceanica abierta (ver condiciones

de frontera (79), (80)).
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Eiemplo 4. Operador de difusion simétrica.

Sea H el mismo espacio que en el ejemplo 3, teniendo A la forma de operador de

difusion (ver (4)):

Ae(x) =2 o(x)

X

(70)

ademds, D(A) contiene funciones continuamente diferenciables dos veces en [a, b] tales que

¢@ =0 y Z—r(b) =0

Luego

<Ap.g>= —g(a)%?(a) - db)%‘(b) + :w[%g] dx

para cualquier funcion continuamente diferenciable dos veces g(x). Entonces

s

- = ——
4 ox?

si

= P8 1y -
g@=0 y o"x(b) o

Asi que D(A®) = D(A), y A es acotado y simétrico.
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6.2 El modelo adjunto

Ahora formulemos el modelo termodinamico adjunto en cuencas ocednicas tanto

cerradas como abiertas.

a) La cuenca cerrada £3. Entonces el operador A es definido por las férmulas (4) y (6).

Usando (7) y la identidad de Lagrange (60) es facil mostrar que

A.g = —V-(Ug)—yvzg-o-yg
es el operador adjunto bajo la condicion de frontera

ég
—=2 =0 S
M en

Debido a (8), A® puede ser escrito como
A'g=-U-Vg—uVig+yg

Ya que D(A") = D(A), podemos poner ¢ = g en (61), y obtener

<g, A‘g> = <Ag, g>

@5)

(76)

an

as)

Asi, si A es positivo definido o simétrico sesgado (y = 4, U, = 0 sobre S) entonces es el

adjunto A’

b) La ¢uenca abierta £3. La aplicacion de la identidad (61) al operador del modelo (4), (28) y

(29), resulta en el hecho de que el operador adjunto A* recupera la forma (75) o (77) si
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cualquier funcién g(r) de D(A") satisface las siguientes condiciones de frontera (ver Skiba,

1993):
o8 _ - ’
”én O en S 79)
80)

,u—a—a-o— U,g=0 en S™
an

Puesto que D(A®) no coincide con D(A), la identidad (78) no puede ser usada en este

caso para probar la cualidad de positivo definido del operador adjunto A®. Sin embargo,

calculando directamente el producto escalar (60) de g y A’g, obtenemos
<g,A'g> = yﬂVgizdr + ;'ngdr
22

1 2 2 @B
+-2—{SIU,,g dS—SIU,,g dS}

Las condiciones de frontera (79) y (80) han sido usadas aqui. YaqueU, = OenS", y

U, < O en S, el adjunto A* es positivo definido. Este es simétrico sesgado solamente si v =
£2#=0y U, =0sobreS.

Como el modelo termodindmico adjunto en el dominio €2 e intervalo de tiempo (0, t)
consideremos la ecuacion

g .
= 82
¢ +4g=R (82)
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El forzamiento adjunto R sera definido mas tarde. Como las condiciones de frontera
para el modelo adjunto tomemos (76) si Q es una cuenca ocednica cerrada, y (79), (80) si Q2

es abierta. Ya que A° > 0, tenemos
I
S l=l>o0 (83)

si el forzamiento adjunto R es cero. De aqui que el modelo termodindmico adjunto esta bien
propuesto o de acuerdo con Hadamard solamente si se resuelve hacia atras en el tiempo:
desde t =1t a t= 0. Por lo tanto la condicién inicial para la Ec. (82) es puesta en el

momentot = t:

gr, t)=2Z({) en t= t : (84)
Denotemos t‘, = t-t. Luego
vy (82) puede ser escrita como

%— + A'g =R (86)

Se ve facilmente que las estructuras formales (34) y (77) de los operadores adjunto y
principal son diferentes s6lo por el signo del vector corriente U. Estos vectores son
directamente opuestos en los problemas principal y adjunto ya que ¢l problema adjunto es

resuelto hacia atras en el tiempo. Por lo tanto, las fronteras inflow y outflow S" y S* del
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modelo principal (4), (28), (29) llegan a ser, respectivamente, las fronteras outflow e inflow

para el modelo adjunto (76), (79), (80). Esto explica el reemplazo de las condiciones de
frontera (28), (29) por (79), (80), respectivamente.

Notese que el modelo adjunto es una herramienta matemadtica conveniente usada para

resolver algunos problemas fisicos. Ademads, la eleccién del forzamiento R(r, t) y la

condicion inicial Z(r) para el modelo adjunto esta determinada por el propésito de

investigacién concreto. Uno de tales problemas, el estudio de sensibilidad del modelo, sera

considerado en la siguiente seccién. La interpretacion fisica y matemitica de la solucién

adjunta serda dada también.

6.3 Estudio de Sensibilidad Adjunto

Consideremos el modelo de cuenca abierta (3), (28) (o (30)), (29) con condiciones
iniciales (5). Supongamos que tenemos el estudio de la respuesta del modelo a variaciones en
las anomalias iniciales T°(r) y las anomalias de forzamiento f{r, t) dentro de un intervalo de

tiempo (0, t). Consideremos y comparemos dos diferentes aproximaciones al problema.
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1) El método directo
Suponga que hay un conjunto de varias anomalias de temperatura iniciales T%(r) y

anomalias de forzamiento fi(r, t) (k = 1, 2, ..., N). El método directo del estudio de

sensibilidad del modelo consiste en resolver el modelo (3), (28), (29) dentro de (0, t ) para
cada k, y encontrar todas las soluciones N Ti(r, t). Este camino da informacién comprensible
acerca de cada solucién de Tk en el dominio QQ y el intervalo de tiempo (O, ?) Sin embargo,
si el intervalo (0. t)y el numero N de experimentos numéricos son muy grandes, este método
es mas que costoso a causa del considerable consumo de tiempo de céomputo. Es

especialmente costoso para complicados modelos multidimensionales. En tales casos el

método adjunto descrito a continuaciéon puede ser usado como una alternativa mais

econémica.

2) El método adjunto
Apliquemos la combinacién estidndar de las ecuaciones principal y adjunta (Marchuk,
1974) al modelo termodindmico de Adem. El producto interno (60) de la Ec. (3) con la

solucion g de la Ec. (82) da

<£I.g> + <AT,g> = < f,g2>, 87)

at

mientras el producto interno de (82) con la solucién T de la Ec. (3) da

—<T,%§—> + <T,A’°g> = <T,R> (88)
Substrayendo (88) de (87) y usando la identidad de Lagrange (61) obtenemos
(89)

%<T,g> = <f,g> — <T,R>
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Si integramos (89) sobre el tiempodesdet=0at= t. y tomando en cuenta (5) y (84)
entonces

i

<T(r.7). 2(r)> — <T(r) g(r.0)> = “ [<f.g>—<T.R>]dr (50)

o

Definamos el valor
Jo(T)m [<T,R>dt= | [ R(r.O)T(r.t)drat ©n
1] o

como una caracteristica de sensibilidad de la respuesta lineal del modelo termodinamico (4).
Note que Jr(T) estd completamente definido por la funcién R(r, t). La caracteristica (91),
puede ser calculada con el método de sensibilidad directa el cual requiere primero encontrar
la solucién T(r, t). Al mismo tiempo, (91) puede ser determinada por el método adjunto. En
realidad, poniendo Z(r) = O en (84) eliminamos ¢l primer término en (90), y obtenemos

J(T) = r_!' 2(r,0)T"(r)dr + j’ j' g(r.t) r(r.v)drat 92)

la cual es fundamental en el estudio de sensibilidad adjunta. Cualquiera de las férmulas
duales (91) y (92) puede ser usada para ¢l estudio de la respuesta del modelo. Sin embargo, la
principal ventaja de (92) radica en el hecho de que relaciona directamente la caracteristica de
sensibilidad del modelo Jr(T) con la condicion inicial T(r) y el forzamiento f(r. t) del
modelo, ademds, la solucién adjunta g(r, t) aparece aqui como la funcién de peso
(multiplicador) para T°(r) y f(r, t). A diferencia de (91) que involucra la solucién del modelo
termodinamico, la férmula (92) usa la solucién del modelo termodinamico adjunto. Puesto
que (92) puede ser escrito en la forma

J(T) =< g(r,0), T (r) > +I:f < g(r.t) f(r.t)>at 93)
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(ver (60)), la respuesta del modelo Jr(T) es insensible a cualquier anomalia de temperatura
inicial T°(r) cuya estructura espacial es ortogonal a g(r, 0) en el sentido del producto interno
(59). Este es el caso, por ejemplo si las regiones de valores no cero g(r, 0) y T°(r) en Q tiene
interseccion vacia. En modo similar la sensibilidad de Jr(T) a la anomalia de forzamiento f(r,
1) en cualquier subintervalo (t;, tz) de (0, T) depende de la proyeccion de f(r, t) en g(r, t)
dentro de este subintervalo. En particular, estas respuestas pueden ser significantes si las
posiciones de los maximos locales de g(r, 0) y g(r, t) coinciden con la posicién de los
maximos locales de T°(r) y f(r, t), respectivamente. Puesto que una caracteristica fija (91) no
puede ser sensible a cualquier T°(r) y f(r, t), unas pocas de tales caracteristicas (para varios
R(r, 1)) son generalmente escogidas en el estudio de sensibilidad adjunta del modelo.

Asi que la solucién adjunta g(r, t) puede ser interpretada como una funcién de
influencia la cual da cierta informacion acerca de la estructura espacial y temporal del
forzamiento y las anomalias de temperatura inicial responsables del valor de Jp(T). En
realidad, los dominios donde la funcion de influencia g(r, t) tiecne mdaximos locales, las

A

anomalias T°(r) y f(r, t) son especialmente impor p > que p 1 contribuir

significativamente a la caracteristica (92).

Asuma que queremos analizar la respuesta lineal del modelo en M subdominios Q; —
Q (=1, 2, ... M) dentro de un intervalo de tiempo ( t - At, t) de la longitud At. Con este

fin, introducimos M funciones
Ri(r, t) = pi(r) q(t) %4

con funciones no negativas pi(r) y q(t) tales que

I p(r)dr=1 95)
2,
porcadai(i=1,2, .., M),y
| atryde =1 ©6)
i




En particular, pi(r) y q(t) pueden tomarse como en Marchuk y Skiba (1976):

1 .
p(r)=4—— , sir € €, Cs)
{me:ﬂ, , en otro caso
y
p(r)={——— .sir e (T-At 1) (98)
{mesn , en otro caso

donde mes £; es el area de Q2;, y € denota la pertenencia a un conjunto. Los valores de t y At
tin determinadas por el propésito del

asi como también la forma y localizaciéon de Q;
estudio. Bajo las suposiciones (94)-(98), cada caracteristica de sensibilidad

J(T) = J . (T)= Atmes i j _[ T(r, t)drat ©9)

(i=1,2, ..., M) es la anomalia de SST promediada sobre ¢l dominio Q; e intervalo de tiempo

(t-at t)y

puede ser calculado tan pronto como la solucién T(r, t) de la ecuacion (3) sea
encontrada. Al mismo tiempo, (99) puede también ser calculado usando la formula dual (92):

J(T) = <g,(r.0).T(r)> + I_f < g,(r.0), £(r.0) > at (100)

Para este fin, para cada i (i = 1, 2, ..., M), la solucion adjunta gi(r, t) debe ser
encontrada con la condicién inicial cero (84) y forzamiento (94) La férmula (100) puede ser
usada repetidamente para calcular la caracteristica Ji(T) para varios pares de pequefia

anomalia de temperatura inicial T°(r) y pequeilo forzamiento anémalo fi(r, ) (k =1, 2, ...,
N).

La principal ventaja del método directo del estudio de sensibilidad del modelo es la
posibilidad de usar, junto con las caracteristicas lineales (99), cualquier caracteristica no-
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lineal. Sin embargo si €l nimero N de pares {T°%(r). fi(xr, )} es suficientemente grande
entonces el método directo llega a ser mas bien costoso (en consumo de tiempo), ya que el

modelo termodinamico tiene que ser resuelto N veces (para cada k). En esta conexion,

dondequiera que el nimero M de caracteristicas de sensibilidad (99) es considerablemente
menor que N, el estudio de sensibilidad del modelo adjunto es mas econémico, puesto que
requiere resolver solamente M problemas adjuntos antes de usar las férmulas simples (100).

Ya que el operador A" del problema adjunto es positivo definido para ambos tipos de
cuencas oceanicas (ver (77), (79) y (80)), la solucion adjunta es estimada en la norma (59) por

! (101)

"8('JH|S'35;§:737

Si el forzamiento adjunto es definido por (94), (97)-(98) entonces, debido a (100),

102)

Wi} = g (I A+ § 1 Hen)

Asi la respuesta del modelo (100) depende del tamafio de €;: entre menor es mes €2;,
mads fuerte puede ser la respuesta del modelo.

Una vez mads, insistimos en que el modelo termodinamico adjunto no es bien
propuesto en el sentido de Hadamard si A” no es positivo semidefinido. En este caso, las
funciones propias correspondientes a los valores propios con parte real negativa forman la
variedad inestable. En realidad, una proyeccién no cero del forzamiento adjunto (94) sobre
tal variedad causara el crecimiento exponencial de la solucién adjunta g(r, ) cont’ = t-t.
Por lo tanto, debido a (100), el estudio de sensibilidad adjunta para anomalias pequefias T°(r)
y f(r, t) puede llegar a ser problemdtico. Este caso sugiere una investigaciéon posterior la cual

deberia incluir pasos tales como (Skiba, et. al. 1996):

a) llevar a cabo el estudio de sensibilidad del modelo separadamente para las anomalias
T°(r) y f(r, t) de los variedades invariantes estables e inestables;
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b) busqueda de las caracteristicas de sensibilidad apropiadas y un conveniente intervalo
de tiempo (0, t);

¢) formulacion de los problemas adjuntos separadamente para las variedades estable e
inestable

6.4 Importancia de las condiciones de frontera

Analicemos ahora el papel de las condiciones de frontera en la respuesta lineal del
modelo termodinamico de Adem, y generalicemos la féormula de sensibilidad (92) al caso
cuando hay también flujo de calor anémalo en la frontera inflow S° de la cuenca oceanica

abierta £2. Para este fin, supongamos que la condicién de frontera (30) tiene la forma
p—;+U,,T=q en §° o3)

mientras la condicién (29) es incambiable. Aqui q(r, t) es un flujo de calor anémalo conocido
a través de S°. Luego la férmula de sensibilidad (92) es generalizada a

Jo(T)= ! g(r.o)r-(r)d”;( ‘! £(r.0) £ (r.t)drat

+ j’ j g(r.t) q(r,t) dSdt (104)

lo cual toma en cuenta no solamente la anomalia de temperatura inicial T°(r) y la anomalia de

forzamiento de calor f(r, t), sino también el flujo de calor anémalo q(r, t) a través de la
frontera S°.
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7. MODELO TERMODINAMICO NUMERICO ADJUNTO
7.1 Aproximacién de diferencias finitas del operador del modelo
Los operadores A y A® de los modelos termodinamicos principal y adjunto pueden ser

escritos como

A=A +A,, A=A +A] (105)

donde A, y Az estdn definidas por (36) y (37), ¥

o"g] _u_ g %g (106)

AIE="3 Sing [az(“g)*'"az a’ SinZ 9 FA?

. Iz . . og
=2 | 2 (vgsin9)+vsins 2L
Arg 2aSin.9 [3.9("8 inS)+v ""95.9]
L

S~ B (s o8, r
a’sin 9239 '"‘95.9 t3&

(107)

Los operadores (36), (37) y (106), (109) son positivos definidos si al menos una de las
siguientes tres condiciones se satisface (Skiba, 1993; Skibay Adem, 1995): 4>0, y>0 o U,
# 0 en la fronterade lacuenca. Si =0, y=0 y U, =0 entonces cada operador de estos

es simétrico sesgado.

Usaremos las mismas mallas regulares desplazadas que en Skiba y Adem (1995) con ‘
constantes tamaiios de malla AA y A9 a lo largo de los ejes A y 3 respectivamente (Fig. S). La
aproximacion en diferencias finitas A’ y A’ de los operadores 1-D, A, y A; estan dados por

(45) y (46).

Los operadores adjuntos A’ son aproximados por las matrices (A})" definidas como
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. 1
(a)'s), = —saaz s, (98 — w8}

y

(108)
ST axt sty (Bon” 28t S g
y
o \4 __Ni Sin%, g,,.,.- v; Sin8_g, ,,
{(ar)'e}, == ZaAS Sing, )
O
/"{s'.n‘go(gi.j*l - gu)—S‘"s_(g.'j —gi.j-n)} (109

r
a’ AS?Sing, T2

Obviamente hay genecralmente una diferencia entre el operador adjunto discretizado
(A" y el adjunto (A")" del operador discretizado A”. Sin embargo la aproximacién a las

condiciones de frontera dada en la siguiente seccion lleva a:

Proposicion 1 (Skiba et al., 1996). La igualdad

(Al) =(al) (110)
es valida para cualquier cuenca ocednica, ya sea cerrada o abicrta.

La igualdad (110) significa que los operadores de los problemas discretos principal y
adjunto satisfacen la identidad de Lagrange (61) (ver (114) mas adelante).

7.2 Aproximacién de las condiciones de frontera

Aproximemos ahora las condiciones de frontera (28), (29) y (79) (80). Supongamos
que la frontera ocednica S consiste solamente de segmentos tales que son paralelos a
cualquiera de las lineas A = Const o a las lineas 3 = Const ( Fig. 6). Por lo tanto en cada nodo
de frontera, la componente normal U, del vector velocidad U coincide ya sea con +u;; o con

+v;;, mientras que ¢l vector normal m a S esta siempre dirigido a lo largo de los ejes A o 9.
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Como un resultado no tenemos ninguna dificultad con la implementacién de las condiciones
de frontera para los operadores split 1-D (36), (37) y (106), (107).
Puesto que la aproximacion en diferencias finitas de las condiciones de frontera para

los problemas de split principales es descrita en Skiba y Adem (1995), demostramos la
aproximacion de la condicién de frontera solamente en un nodo de frontera simple para los

operadores split principal y adjunto (36) y (106).

Sea una linea 9; = Const. que cruza el dominio ocednico, y sea L = (AL - AL/2, 9)) el
punto de frontera izquierdo sobre esta linea. Sea 4(L) > 0. Entonces L pertenece a S™ (Fig.
3), la componente normal Uy(L) en L es negativa y coincide con -uL;. Denotemos como Ty; la
anomalia de SST en el primer nodo interno (AL, 9;) adyacente a L. En el punto L, el vector
normal m a S esta dirigido de (A, 8;) al punto externo (AL.;, 9;) de la malla del dominio del

océano, y la derivada %(L) es aproximada por (Tp..j -TL;)(aAASin9;). Entonces la
condicion de frontera (28) es aproximada como

- 1
YY) g‘insj (Temy = To)+ 54 (Tee, + T, ) =0 ain

mientras que la condicion de frontera del problema adjunto (79) en L es aproximada como

Bra,; &
ﬂ—LAA—"’—=0 o £:,=8, 112)

Las condiciones de frontera en cualquier nodo de S+ asi como también las
condiciones de frontera para los operadores split (37) y (107) son obtenidas en analogia
perfecta a ésta (ver también Skiba y Adem, 1995).

Introduzcamos el producto interior en el espacio vectorial dimensional finito de la

funcion de malla como

<T,.8>,=a’A1 A8Y T, g, Sing 113)
/4 v J
4y
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donde la suma es tomada sobre todos los intervalos de nodos de la malla del dominio del
océano Q. Luego es ficil checar usando las condiciones de frontera del tipo de (111) y (112)
que los operadores de las diferencias finitas (45) y (108) asi como (46) y (109) satisfacen la
identidad de Lagrange discreta:

<A g>,=<T.(A])'E>, (114)
@G =1, 2), y de ahi, la Proposiciéon 1 (ver (110)) es vdlida. Mads aun, cualquier operador
discreto A’ o (Af'). es positivo definido en presencia de disipacion (¢« > 0 o vy > 0), y/o

cuando U, = O en la frontera S (ver (81)):
(115)

<A'T,T>0, <g(A’)g>>0
Siambos =0, y=0 y U, = 0 en S entonces los operadores (110)-(113) son simétricos

sesgados:
<A!T,T>,=0, <g(A!)E>,=0 (116)

Asi los operadores discretos (45), (46) y (108), (109) conservan las principales
propiedades de los operadores diferenciales correspondientes (36), (37) y (106), (107).

7.3 Métado de Separaciéon, Particién o Fraccionamiento

Las ecuaciones (3) y (82) discretizadas en el espacio pueden ser escritas como

2T = =
Scr(ar+al)T=F a7
Yy
(118)

o {(ary +(a)}e=&
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donde A’ y (A,”)' son definidos por (110)-(113), (45), (46) y (108), (109) respectivamente y
los vectores columna T(t) o F(t). g(t) y R(t) tienen como sus componentes los valores
Tii(t), (1), gi(D ¥ Rij(t) de las funciones correspondientes en los nodos de malla (Fig. 3).

En la seccion 7.2 discutimos la aproximacién de las condiciones de frontera del
modejo y mostramos que todas las matrices 1-D, A’ y (Af’). son positivas definidas (i =1,
2). Esta propiedad es de gran importancia para la construccion de esquemas de diferencias
implicitas absolutamente estables econémicos basados en el método de separacion.

Puesto que los operadores A, y A; son dependientes del tiempo y no conmutan: A Az
= AzA,, la version simétrica del método de separacion (Marchuk, 1975) es usado aqui para

obtener un esquema de la aproximacion a segundo orden en el tiempo dentro de cada
intervalo de tiempo (t - T, t + t) (la eleccion de t es discutida en Skiba y Adem (1995)). El

algoritmo simétrico en (t - T, t + t) para el modelo principal (117) consiste de los tres pasos
sucesivos:
1) La ecuacion
a7, =
5t'+A'hT'=o 119
es resuelta en el intervalo (t - T, t) con la condicién inicial T,(t— ) = T(t—z) donde T(t—~7)

es la solucién de la Ec. (117) obtenida en el intervalo previo (t - 37, t- ).

2) La ecuacion
(120)

L +A'T, =0

at

es resuelta en el intervalo (t - T, t+ T) con condicién inicial T,(t— z) =T, (t).
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3) La ecuacion
ST, -
—a_’t—’-o-Af' T,=0 Qaz2mn

es resuelta en (1, t + ) con la condicién inicial T,(t) = T,(t+ 7). Entonces T,(t+ r) aproxima
la solucién T(t+7) de la ecuacion sin separacién (117), y es tomada como la condicién
inicial para resolver (117) en el siguiente intervalo (t+t, t+31).

El algoritmo de fraccionamiento usado para resolver el modelo adjunto (118) en el

mismo intervalo de tiempo (t-t, t+t) tiene una forma similar:

1) La ecuacion

~ZE o (aAl) B =0 (122)

es resuelta hacia atras dentro de (t, t+t) con la condicién inicial g,(t+7)=g(t+ r) donde

g(t+7) es la solucién de la ecuacién adjunta (118) en el momento t + t obtenida en el

intervalo previo (t + T, t+ 37).
2) La ecuacion
_%,,(A;)‘ g, =0 123)
es resuclta hacia atrds en (t - ¥, t + t) con la condicién inicial g,(t+7)=g,(¢).

3) La ecuacién

-%4,(,«:-)‘ g =0 (124)
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es resuelta hacia atras dentro de (t - T, t) con la condicion inicial g,(t)=g,(t—7). Entonces

g:(t — z) aproxima la solucién adjunta g(t— z) del problema de separacion (118).

7.4 Esquemas Compatibles Principal y Adjunto. Leyes de Conservacién

Dividamos el intervalo de tiempo completo (0, t ) en un conjunto de subintervalos
iguales (tn,th+;) donde the) = th + T, to = 0, tney = t.n=0,1,2, ..,N, Y T es pequefio.
Aplicando el algoritmo de fraccionamiento simétrico (119)-(121) y aproximando los
problemas de fraccionamiento no estacionario 1-D con el esquema de Crank-Nicolson,
obtenemos el siguiente esquema numérico implicito para el modelo termodinamico del océano

de Adem:

R
o t] - tfo-t] = —ens(foed] - -3 « e

T‘[n+l]—7‘[n+%]=—%Af'("f[n-o-l]-v-:l.‘[n-o»%l) (125)

donde T[n-1) T[n+1] y F[n] son los vectores columna Tt} T(t,..] y

—21-[?(t,,,,)]+ F(t,_,) respectivamente, mientras T n—%] y "l"[n +—21-] iendo la

dimensién que ’-1"[n - l] son los vectores auxiliares del algoritmo de particion.

En el mismo intervalo de tiempo (tn-1, ta+1), €l algoritmo (122)-(124) lleva al esquema

del modelo termodinamico adjunto
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§[n + %J—g[n +1]= ——;(A,")'(E[n +7‘l,-]+§[n + l])
§[n —%]— g[n +51—] = —r(A’Z').(g'[ —-é—:] + §[n +%D +27R[n]
§[n—1]—§[n—-;-]=—%(A:')'(g[n—qq.g[n—%l) (126)
Suponga ahora que F{n] y R[n] son idénticamente cero. Si tomamos el producto

interno (113) de la primera ecuacion (125) con el vector —zl(i{n ——;—D + "["[n —l]. Yy usamos

la desigualdad (115) entonces obtenemos

:l"[n - %]”,. <|fT{n -1, 27

Un procedimiento similar como el aplicado al resto de las

donde "ﬁ,;. = <T.T>5.
ecuaciones homogéneas (F[n] =0,

desigualdades

R{n]=0) de los esquemas (125) y (126) resulta en las

(128)

a1, < [Tn-1j,

(129)

leln-13, < [@[n+11,
las cuales son validas para cada n. Asi los esquemas (125) y (126) son estables a cualesquiera
errores iniciales sin importar la eleccion del paso de tiempo del esquema t, o absolutamente
Por lo tanto t debe ser elegido solamente por razones de obtener una buena

estable.
aproximacion de los problemas diferenciales no-separadas originales.
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Tomemos ahora el producto interno (113) de cada una de las tres ecuaciones (125) con

(e I e e

respectivamente. Similarmente, tomemos el producto interno de los vectores

(et 32 fo-2] 7 3t £] ot

1@ (126) r ivamente. Entonces la identidad de

|

segunda y tercera ecuacién del
Lagrange (114) lleva a la férmula

<T[n+1} g[n+1]>, - <Tn-1} gn-1]>,
=27 <F[n}, %(E[n-ﬁ%] + E[n—%D >,
- 2r<%('i‘[n +%J + '_l"[n—%]), R[n]>, 130)

la cual es la aproximacion de diferencias a segundo orden de la identidad (90) escrita para un
Asi que los esquemas numéricos principal y

pequeiio intervalo de tiempo (t - t, t + ).
adjunto son no solamente estables, sino también balanceados y, debido a la proposicién 1,
compatibles entre ellos mismos.

Bajo las condiciones (116), y dado que ?[n]-O y ﬁ[n]-O. cada uno de los
esquemas (125) y (126) tiene dos leyes de conservacion. La primera ley es:

[Ttn + 1, =|[T{n - 11,

a3l1)

(132)

laln— 11, =[&[n +11,
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La segunda ley de conservaciéon bajo las mismas condiciones establece que la anomalia de
temperatura promedio y el valor solucién adjunto promedio en el dominio de la red son
constantes en el tiempo:

3" T, sing, = Const,

e (133)
3. 8, sin®, =Const
‘et

Cada ecuacion de los esquemas (125) y (126) representa una ecuacién simple de tres
puntos que es ficilmente resuelta por el método de factorizacion (Skiba y Adem, 1995).

8. EXPERIMENTOS DE ESTUDIO DE SENSIBILIDAD
8.1 Leyes de Conservacidén

Seau=0,y=0,y U, = 0en S y la condicién de frontera (111),

“ 1 =
aazsing; (T ~Tu) + g #u(Teas + Tu) =0,
la condicién de frontera del problema adjunto (112),

By — 8y

AL =0 o B, =8y

y7]

se cumple. Luego, debido a (110) (A])" =(A?)

El producto interno en el espacio vectorial finito-dimensional de la funcién
discretizada, estd definido por (113):

<T.g>,=a’Ad A8J T, g, sing,
"7

Note que en este caso, asi como los operadores discretos (45) y (46),
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(aim), ?JILTF{ orsTors =8, T, }

~aar e (T =2 + T J+ 5T,

v,,aSind . T, ,—v, sin3 T, _,

(A:T),, = 2aA9sin 8,
M sin9 (T,,.,—T,)—sin9_(T,, - '/")} +XT
a*Aa9%sing, 2

y los operadores adjuntos (108) y (109),

{(a1)'e}, = 5oz s (B =i}

A ¥
TETAT sty (BT 28t Baf e,

Vi SIn3, g, ,,~- v;sind. g,

oy
{(A’) "} == Z2aA8 sinS,
{sm& (g,,‘, gu)—sms (g,, g,,_,)} ¥
a’ A3 sing, T8y

son simétricos sesgados conservando las propiedades principales de los operadores

diferenciales correspondientes (36) y (37),

aT Y7 &2 ) 4
AT=—01 SR S A P4
T 2asin.9[éﬂoﬂ)+ Fa) asinieoar T2
I~ . . T M 2 . oT y
T = LI DY S g2l 4+ X
AT=50n s[as(VTs'"‘g)+"'"'95.9] aksind oY 593

vy los operadores (106) y (107),
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S g b

P | Bl __#u__g . r
Ag= 2asin.9[ (ug)+ "az] a‘sin’ 954 28

1 og
8= =32 [ (vgsin9)+ v smsﬁ]

Y S— 4 AW4
a’sin®? 959 sin$

Asli (ver 116))

<AMT>,=0, < ﬁ,(Af’).i >,=0

Porlo tanto si F[n]=0 y R[n]= 0 luego ambos: ¢l esquema numérico (125)

-ttt
ofoed] - fres] - et (fed] - fo-1]
Tn+1-Tn+1]=-Zar(Tn 11+ 1n+1])

y el esquema numérico adjunto, (126)

g[n +%]- gn+1]= —%(Af’)-(i[n +—;—]+§[n+l])

R e e O AL )
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- ~ 1 T of — 1
g[n- l]—g[n —5] = —E(A:') (g[n - l]+g[n _ED
tienen dos leyes de conservacion, cada uno. La primera ley debido a, (131)y (132) es

[Tin + 1}, =[T{a -1,

|éln -1, =[&[n+11,

La segunda ley de conservacion (133) establece que la anomalia de temperatura promedio y el
valor promedio de la solucién adjunta en el dominio de la red son constantes en el tiempo:

3" T, sing, =Const, 3 g, sing, =Const.
. 7

Experimento 1. En las figuras (7) y (8) presentamos los primeros experimentos bajo las

condiciones

u=0,v=0,T*Qr, t)=1 (ver apéndice A), u=0

Obtenemos que

J’I‘(r.t)dv = JT‘(r)dv

[ T fav = f [T} av

v v

donde el superindice “0” denota valores iniciales. Este experimento demuestra que los
operadores discretos (45), (46) y (108), (109) conservan las propiedades principales de los
correspondientes operadores diferenciales (36), (37) y (106), (107), y después de correr los

esquemas para 100 dias.
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Experimento 2. Este experimento fue realizado bajo las condiciones (Fig. 9)
u=0,v=0,T*(r. D=1, u=5x10°cms

Como un resultado, obtenemos que

JT(r.t)dv = ‘!T'(r)dv
‘! [T(r, ) dv <J T () av

como debia de ser: solamente el valor solucién promedio se conserva, y la norma L; de la

solucion decrece a causa de la disipacion (x> 0).

8.2. Funcién Corriente Analitica
Con objeto de verificar los programas de computadora en el caso de corrientes

ocednicas no-cero (U = 0) en el dominio, introducimos la funcién corriente analitica

y=A sinZx sin—’iy
L M

o, en la forma discreta

_ LT .
w,=A smrx, sm-ﬁ-y,

donde L, M, y A estan mostradas en la Fig. (10).

Entonces los componentes de velocidad de flujo no divergente (V-U = 0) estan definidas por

__ o - Sy
U= T ass” VS asin 934

En cada punto de malla (x.. J;) tenemos

61



01

006

DISSIPATIVE CASE

L] @ [ ] 100 120
LAY S)

Fig. 9. Experimento incluyendo V = 0 y T » 0 y disipacion. mm.



-30°

1 30

251

ADHE YT |
~ __J S-Th . O p
...'—-( " . A \\.-
jOg; (BE FHEEEE ik
|- TERER
Lose T e -l 2NE
i anan ~-4 1Y
; L]
{11 A TN
_\}|. I‘ - ('-a:
. T T * Do ya |- TalMN
AL TAR - P
AT ~+
A o LT (. - "
(;""'ﬁ" ::
DSF 2 b

Fig. 10. Parametros de la Funcién de Corriente Analitca.



_ Y~y _ Vi, Yy
u, =LY, vy= Tt
aA g a sin SAA

AA A9

v

(divVv) = %{u““ oy Yo T s'“'gz-}é}

es exactamente cero, y de ahi que, la ecuacion de continuidad discreta es también satisfecha.
Puesto que la linea de frontera es la isolinea = 0, la componente normal de la velocidad es
cero: U, = 0, y en la ausencia de forzamiento y disipacién, los esquemas principal (125) y

adjunto (126) tenemos dos leyes de conservacion.

La funcion corriente analitica para el Golfo de México es presentada en la Fig. (11).
El vector velocidad estd normalizado de tal forma que se aproximé el campo de velocidad

real, en magnitud, en el Golfo (Fig. 12).

9. COMENTARIOS FINALES

El comportamiento asintético del modelo de cuenca ocednica cerrada de Adem fue
analizado como una funcién de forzamiento externo y el coeficiente de disipacién. La
existencia del atractor cero para las anomalias en la temperatura de la superficie del mar fue
provisto que el forzamiento externo es cero. Ademas la solucién de la perturbacién decae
exponencialmente en el tiempo. La razén de decaimiento depende del forzamiento externo,
el coeficiente turbulento y la geometria del dominio. Hemos investigado desde el punto de
vista de la teoria de los sistemas dinamicos la evolucion de las soluciones lincalizadas del

modelo termodindmico de Adem. Ver apéndice B para comparaciones numéricas.

Se muestra que gracias a condiciones especiales puestas en las fronteras liquidas
inflow y outflow, los modelos termodindmicos principal y adjunto fueron bien propuestos en
el sentido de Hadamard (1923) no solamente para cuencas oceénicas cerradas, sino tambien
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para abiertas, esto es, cualquier solucion de cualquiera de los modelos es tunica y estable a
perturbaciones iniciales. Esto significa que la variedad inestable de anomalias de temperatura
inicial es vacio, y por eso, no hay crecimiento de perturbaciones iniciales provisto que el
forzamiento del modelo es cero. Esto hace ficil llevar a cabo el estudio de sensibilidad del
modelo con respecto a variaciones pequefias en el forzamiento del calor climidtico y

temperatura inicial.

La aproximacioén adjunta al estudio de sensibilidad de un modelo termodinamico bi-
ani fue d rollada. Férmulas

a O

dimensional de area limitada del sistema de
integrales derivadas proveen un método efectivo y econémico para llevar a cabo el estudio de

sensibilidad del modelo.
Este analisis esta basado en la seleccién de algunas zonas energéticamente activas en
el dominio oceanico, y en el monitoreo de las anomalias de temperatura promedio en tales

zonas durante el estudio de sensibilidad.
Esquemas de diferencias finitas implicitos compatibles, balanceados y absolutamente
estables de la aproximacion a segundo orden tanto en espacio como en tiempo fueron
construidos para el modelo termodinamico del océano principal y adjunto. Los esquemas
estdan basados en el método de fraccionamiento y son facilmente resueltos por la factorizacion
LU. La compatibilidad significa que a cada paso de tiempo fraccional del algorftmo de

fraccionamiento, los operadores de los esquemas de diferencias principal y adjunto satisfacen
Ademads en la ausencia de forzamiento y

una forma discreta de la identidad de Lagrange.
disipacién, ambos esquemas ticnen dos leyes de conservaciéon cada uno. Para el valor
promedio en el dominio y norma L2 del principal (o adjunto) solucién del modelo.

Un algoritmo numérico, economico y e¢ficiente, y los programas de computadora

fueron escritos y probados con algunos experimentos.
Los campos fisicos en el Golfo de México estin en preparaciéon con objeto de llevar a
cabo en un futuro inmediato estudios de sensibilidad adjunta completos del Modelo

Termodindmico del Océano de Adem en su version tridimensional.
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APENDICE A.
Zonas Energéticamente Activas en ¢l Golfo de México
Como un mar semi-encerrado, el Golfo de México ha probado ser una region ideal
para el desarrollo y prueba de modelos termodinamicos. Su extensién geografica limitada y
relativamente simples condiciones de frontera inflow y outflow son ideales para la validacion

de modelos de simulaciones fisicamente realistas con una minima demanda de recursos

computacionales. En suma, varias investigaciones llevadas a cabo ultimamente han

incrementado nuestro entendimiento de los complejos procesos fisicos en la regién
Asimismo, el Golfo de México porvee un excelente testbed para la aplicacién del
algoritmo numérico desarrollado para el estudio de sensibilidad adjunta del Modelo
Termodinamico del Océano de Adem.
El Golfo de México es uno de los océanos mas observados del mundo, exhibiendo un
amplio rango de detalles oceanogréficos incluyendo:
1) un fuerte sistema de corrientes - La Corriente Loop, la cual provee la mayor fraccion de
las Aguas de las Corrientes del Golfo (Fig. 13);

2) grandes eddies anticiclonicos formados por inestabilidad de la Corriente Loop - algunos
de los mas fuertes y mds grandes eddies de mesoescala en los océanos del mundo,

segundo solamente a los eddies de Agulhas; y
3) una ausencia de ciclicidad estacional en el desvanecimiento del eddy de la Corriente
Loop.
Estos grandes anticiclénicos no solamente tiecnen un tremendo efecto sobre el balance

de sal, calor y momentum del Golfo, también pasan por interacciones warm-core ring/ring y
ring/topographic vistas en todas partes en los océanos del Mundo. Asi que, el estudio de su

fisica es de interés general.

70

s B Sl i A At e it



/"r 7/ //////// / / / /
2077277 mrr?l/

WP ///

4 //////////

' / , 2 P e,

l” ////-\\ \

"///////
/f/ (il ak f/((

rassr s \\\\\\

—
~
———
PN
S
\

e "y, J

~ \\\
TN
NN

4///////
////f"'

U WS S U U 'R

NSV
///7

.////

-—.\\\ \

‘\\\I
JONNAN
\N\\\“\
SSNANNY

\\\\\

T\ =4
\\;Q§\:“‘* .

,.
o

100 93 %
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Golfo de México, para inviemo, en cm seg" , destacan dos Sistemas anticicionicos y un

sistema de corriente fuerte - ia Corriente del Lazo.



Dentro de la discusion de las distribuciones de propiedad del agua del Golfo, estos
anillos aparecen como cuerpos salados calientes. El calor y la sal afiadidos por una de estas
caracteristicas juegan un papel importante en el balance de calor y sal del Oeste del Golfo. Lo
ultimo indica que alrededor de un anillo por aftlo debe advectar dentro del Oeste del Golfo
para balancear el contenido de sal del Oeste del Golfo. En la figura (14) se muestra una zona
energéticamente activa escogida para el estudio de sensibilidad adjunta, con T* (r, ) = 1, en

la prueba del programa computacional y de las leyes de conservacion.

Un Ejemplo Observacional: Cambios Secuenciales en la Circulacién de Mesoescala del
Golfo de México del 12 de Abril de 1988 al S de Noviembre de 1988

Una serie de tiempo de anomalias de siete meses en la altura del nivel del mar relativa
a una media de tres aflos se grafica con altas relativas a la media en color rojo y bajas en color
azul. La serie de tiempo del nivel del mar muestra la propagacion de dos bien documentados
eddies de la Costiente Loop en el Golfo de México, Figura 15 (Leben, 1991). La primera de
estas ha sido llamada “eddy rdpido’ mientras que la segunda es llamada “eddy caliente”
(Lewis et al., 1989). Un detalle de calentamiento adicional en el oeste del Golfo fue Ilamado
“eddy fantasma™ y fue primero observado en datos de satélite “tracked drifter” (Lewis y
Este nombre fue dado a esta caracteristica ya que no hubo evidencia

Kirwan, 1987).
disponible inicialmente para conectarla a un evento de desvanecimiento en la Corriente Loop.

Los datos histéricos han sido usados para determinar que estos anillos son tipicamente
. Su escala de longitud definida por

trasladados al oeste a una velocidad media de 2.1 km dia™!
su rms radio es 183 km. Una estimacion de la duracién de la vida del anillo, definida como

un tiempo e-folding, es un afio.
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APENDICE B
Decaimiento de Ias anomalias de SST: Solucién numérica v.s. “Analftica™

Se corrié el modelo termodinamico para una predicciéon extendida a tres meses del
campo de anomalias de la temperatura de la superficie de los océanos, con pasos de tiempo de
5 dias. En el cuadro Bl se presenta un ejemplo de salida del c6digo en FORTRAN.

En los tablas T1 y T2, para verano e invierno, respectivamente, se presenta la
prediccién para tres meses de las anomalias de SST (A.P.), para los océanos Pacifico y
Atlantico, columnas tercera y cuarta para ambos océanos en la quinta columna.

De acuerdo al andlisis del comportamiento asintético (C.A.), las anomalias se
reducirdn por un factor de e' = 0.367879... en dos meses. Seleccionando el primer mes
pronosticado como mes inicial, entonces dos meses después correspondera al tercer mes
pronosticado y éste debiera haber disminuido por el factor €' . Si se compara con el valor del
primer mes pronosticado multiplicado por un factor de ¢* , generalmente hay diferencias. La
explicacion de las diferencias es que el comportamiento asintético corresponde a un
decaimiento exponencial, mientras el modelo numérico genera un decaimiento de tipo
geométrico (S.G.), es decir, cualquier valor de anomalia pronosticada es aproximadamente

igual a la raiz cuadrada del producto de los términos precedente y siguiente.
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TABLAT1. VERANO

OCEANO

ANO | MES PACIFICO ATLANTICO AMBOS

AR, SG. CA | AL §G. CA [Ar ]| SG. | CA
190 | JUNIO J043 059 049
19 | JULIO JO28) 02825 039 03991 032 | 03283
1999 | AGOSTO ] 0.19 0.1581 | 027 0270 | 0.2 0.1802
1981 | JUNIO ]056 035 050
1%1 | JULIO J039{ 03888 0.18 0.1870 033 | 03391
1981 | AGOSTO J0.17 02060 § 0.10 0.1280 § 0.23 0.1800
1982 | JUNIO {054 037 049
192 | JULIO j036| 03600 02 0215 032 1 03207
1982 | AGOSTO } 0.4 0.1986 | 0.14 0.1360 ] 021 0.1802
1943 | JUNIO j082 041 0.70
193 | JULIO Jo60| D568 04 02395 050 | 04949
193 | AGOSTO | 042 03016 ] 014 0.1500 | 035 0.2500

n




TABLA T2. INVIERNO

OCEANO
ANO| MES PACIFICO ATLANTICO AMBOS
AP SG. CA | AP SG. CA. J AP SG. CA.
1990 | DICIEMBRE § 0.35 057 0.4
1980 § ENERO (02 02291 035 03541 027 1 02814
198 | FEBRERO {0.15 0.1287] 0.2 02090} 0.18 0.1618
1931 | DICIEMBRE } 0.32 0.26 0.30
1981 ENERO }020 02116 013 0.1349 018 ] 0.1897
1981 | FEBRERO }0.14 01177} 007 00956 § 0.12 0.1103
1982 ] DICIEMBRE | 0.37 0.25 034
1982 ENERO 1021 02193 0.14 0.1414 0191 0.1933
1982 | FEBRERO [0.13 0.1361 § 0.08 009191 0.1 0.1250
1983 | DICIEMBRE | 0.37 028 034
1983 | ENERO 021 02193 0.15 0.1580 019 | 02019
1983 | FEBRERO }0.13 0.1361 § 0.09 01030} 0.12 0.12%

1)
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