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Re.umen 

En este trabajo se presento. un modelo que describe la evolución de ondas rodantes. 

Estas ondas se obaes:'van en canales con fondo plano. El modelo consiste en un estudio 

del perfil de la superficie del agua descrita mediante la aproxhn.ación para aguas sotneraH, 

ademáa se le agrega un t:érmino proporcional al cuadrado de la velocidad. con el objeto de 

aproxiznar la pérdida de energía debido a la fricción con las paredes. El sistema de f>CUa­

eiones así obtenido ea un sistema de ecuaciones diferenciales cuasilineaI para la velocidad 

u y el perfil h del agua. El análisis lineal KD.Uestra que las ondas rodantes se producen 

debido a la inestabilidad generada cuando el número de Fraude ea mayot que d01!!' i F > 2). 

Esta ine11tabilidad provoca que las condicione. inicia.les periódicas evolucionen hacia una 

solución discontinua (•alto hidráulico). ~fediante un análisis de dos escalas de tieuipo se 

encuentran la. ecuaciones que describen evoluciém. de la amplitud para el caso liFrauience 

inestable. FinAlmente ae encuentran el perfil y la velocidad del salto hidráulico en el caso 

liseramente inestable relacionándoloa con las condiciones iniciales. 
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fte91umen 

En este trabajo se presenta un xnodelo que describe la evolución de ondas rodantes. 

Estas ondas se observan en canales con fondo plano. El modelo consiste en un estudio 

del perfil de la superficie del agua descrita xnediante la aproxirnnci6n para aguas someras~ 

ademú se le agrega un término proporcional al cuadrado de la velocidad. con el objeto de 

aproximar la pérdida de energía debido a la fricción con las paredes. El sistellla de Pcua­

ciones así obtenido ea un aiaterna. de ecuaciones diferenciales cuasilineal para la ,·elocidad 

u y el perfil h del agua. El anñlisia lineal muestra. que las ondas rodantes se producen 

debido a la inestabilidad generada cuando el número de Fraude es mayor que do~ 1 F > 2). 

Esta ineatabilidad provoca que las condiciOlle9 iniciales periódicas evolucionen hacia una 

solución discontinua (aalto hidráulico). :\.Iediante un análisis de doa escala.11 de tieui.po se 

encuentran laa ecuaciones que describen evolución de la amplitud para el caso li.-r&Olente 

inestable. Finalmente se encuentran el peñil y la velocidad del salto hidrá.ulko en el ca.so 

ligeramente inestable relacionándolos con las condiciones iniciales. 
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Introducción 
Ot•r.rhcad thf'! albatro3.j ha.ng."' Tnot&onle.•~• upan tht! cur . 

.. 4.nrl det!p beneath tht: roll1ng wa11P.."'. 
1n lab·!lr1"fith.3 of coral cal't:.'.I. 

Thr. f:cho óf 11 <11."tant ttdr.. 
Corric.• w1llowtn9 acro.ce.~ th,.._ .•an<l 

And r.verything i~• grr.cn and ·""bmar,nc ... 

\Vnters. \Vright. :\In:o;on. Gilr.:1.rntr. 

Figura 1. Onda,., rodantes en un canal. En eAte Ca...90 la.t onda.• 
.,,e 111.uetH~n dr. derr.cha tJ. z.:quir.rda. 

Infinidad de fen6nienos se producen en el ngun.. Cnn mirndn n la superficie de un 
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lago no~ despierta ln curiosiclnd sobre la multitud de efectos obscrvu.dos. AlgUoos efectos 

interesnntes se producen al observar flujos <"n rios y cnnnlt.::::1. El fcu.órncno n estudiar en 

este trabajo recibe el nombre de ondns rodantes y se prr.scnt rnn nl c.lcsliznr ngua sobre un 

plano inclinndo (Figura 1 ). 

En 1003 Ynughn.n Cornish [C} fotografi6 y describió este con1porramiento en su libro. 

Lns ondns rodantes consisten en pequeñas protnbcrnncins qtw se forman en ln superficie 

del agua. Estas avnnznn más rápido que el flujo. Las perturbndones avanzan hacia nbnjo 

formando lineas perpendiculares a la dirección de propagnción. Ademús, Cornish notó que 

se propngaban a. distancias regulares entre sí. 

Este fenómeno depende de la rugosidad del suelo del cnnnl~ pues en un fondo de 

grava no nparecian.~ mientrns que en un piso de cemento (liso) se formnn, crecen y se 

mantienen. En 1949 Robert F. Dressler planteó el problemn como una serie de saltos 

hidráulicos distribuidos periódicamente n lo largo del eje x: en este cnso se supone que 

el cannl tiene fondo plano y recto {ver Dressler {D}). Ln reproducción en lnborntorio de 

estns ondns muestra un hecho más: la velocidad de lns ondns rodantes es mnyor cunnto 

mn:ror srn in altura. que tengan las ondas además que nl encontrnrse dos de éstas coulesccn 

formando unn ola rodante más rápida y más grande (i.:er )..!ayer P••IJ ). A pesar de ln npnrcnte 

estnbilidnd en el perfil, el flujo ciertamente dista de ser uniforme. Ln.s obscrvnciones (.kl 

fenómeno señnlnn el siguiente comportamiento en~ dentro de h" ola (Figura 2.). 

Figura 2. Flv.jo dentro dr: lu. nnda rodwntc 
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Las ondas roda.o.tes se producen en aguas poco profundas com.paradas con la longitud 

de éstas y el ancho del canal. sin embargo llegan a desbordar canales diseña.dos para 

transportar esa cantidad de líquido pero consideran.do que el flujo es uniforme; además, 

generan esfuerzos no deseados sobre las paredes (ver St.oker (SJ ). 

El estudio de el fenómeno en e.te trabajo :te basa en un niodclo conocido como de 

agua.e someraa, al que se le agrega un término hidráulico de disipación de energía atribuido 

a la viscosidad. Se c008iderarán condiciones iniciales periódicns con el fin de aproxhnar 

la regularidad en la distribución de laa ondas. Atediante este modelo se planea relacio­

nar 1 .. condicione. iniciales periód.icas y continuas con la velocidad y el tunaño del perfil 

de 1- oodaa rodantea, -¡ como el catado estacionario final ele éstas, es decir de los sal­

te. hidr4uli~. Dada. 1- caracterí•tica. citadaa ant.eriormcnre se usará un modelo de 

aguas poco profundas (modelo no viscoso) al que se le agregará un término hidráulico que 

repreaeote la pérdida de e:o.ergía debida a la fuerza viscosa. 

En el capítulo 1 ee explica en qué conaiate y cuáles son INI hipótesis del J:Ilodelo de 

~ aomenui. En él .e explican 1- caracteríeticaa de un flujo de este tipo así com.o 

las hip6te.ia hidráulic- involucradas al considerar la disipación de energía debida a la 

viscosidad. Eata hipótesis cooaidera que la disminución del ID001ento en el flujo de agua 

debido a la villCOSidad ae comporta proporcionahneute al cuadrado de la velocidad. Esta 

suposición es usual en Hidráulica y ea una aproxllnación propuesta por Antaine Chézy hace 

mM de da. •igloa. Pa.teriormente, ee deduce el sistema de ecuaciones que describen tanto 

el perfil como la velocidad para el flujo en un plano inclinado. considerando condiciones 

inicial.e. periódi~, además de encontrar las soluciones para flujo uniforme. La velocidad 

sólo dependerá de 1- coord.eo.adaa (z, t), por lo que la altura h define el perfil de la onda 

rodante. No se describe el comportazniento turbulento del fenói:neno. Finahnente, ee define 
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el núr:nern de Fraude F. parámetro ndimcnsional, que relacionn la componente horizontal 

de la fuerza gravitadonal con la fuerza "viscosa- debidn n la disipación de energía. 

En el capítulo 2 se estudia In evolución del sistema de ccunciones cunsilineal. prin1ero 

mediante un estudio lineal. En este estudio se encuentra el ,-nlor de la constante Fa pttrrir 

del cunl el sistema se vuelve inestable pnrn tiempos Jnrgos. Este- fenómeno de inestabilidnd 

define el crecimiento de unn perturbnción inicinl de tnl mnnc-rn qUC' n1odcln In evolución 

de la ondn. rodante. En la sección (2.2) se plnnten un estudio basado en el 1nétodo <le dos 

tiempos para una inestabilidad pequeña O< F-2 = ae. Al cxip,ir :-oludones ncotndns pnrn 

tiempos lnrgos se eliminan los términos cuya amplitud cree<' in<lefinidn.mente (ténninos 

seculares). Las relacjones nsi encontrndns definen la c,·olt1ción rnuro de In amplitud de In 

onda como de la '\'elocidad del flujo. 

En r.l capitulo 3 se describen las cn.ractcristicns del salto hidrriulicn paro el problcmn 

completo, tal y co1no se definió en el capítulo l. Basándose en el simil con las ccunciones 

constitutivas del gas ideal politrópico (ver Lnndau y Lifshitz [L: 1 se definirñ In. soluci6n 

periódicn discontinua del modelo, tonto Ju veloci<lnd del ~mito como lns ecuaciones qut" 

definen el perfil y la distribución de velocidades. Po~tc-riorn1rnte. ~e <"ncucntrnn las mismas 

relaciones que definen el salto hidráulico, pero pnrn In aproximación obtenida rncdin.ntc el 

xoétodo de dos escalas de tiempo, encontrando de manera explícita las relaciones entre las 

condiciones iniciales, la velocidad y el perfil del salto hidráulico. 

Finnhnente, se presentan las conclusiones relati'lriUI a este estudio. Es necesario mencio­

nar que el presente trabo.jo está basado en el nrticulo de Kcvorkia.n y Yu [K-Y]: Nonlinear 

evolution of Am.all di.durbance,., in.to roll wave,., in an inclined open channeL 



Capítulo 1 
Construcción del Modelo 

1.1 Introducción 

I told. you about .draui6e1'"'r],f field.s, 
11ou know the place where notlun9 u rea.l, 

well here •_, a.nother place yo·~ cango, 
where everyth1ng fiow"'··· 

Len.non. ~lcCartney. 

En este capitulo se establecerán las ecuaciones constitutivas que describen la ~-o}ución 

del perfil del agua en un pin.no indinado. Por una parte, se plantea el modelo de aguas 

someras. Esto simplifica enon:nemeute el problema, aunque sigue siendo un problema. 

no lineal. El modelo de aguas someras es \Ul a:nodelo en que el flujo se coW:=idera no 

viscoso e incompresible adeDlás de establecer la fuerza gravita.cional como ú.nien fuerza 

volumétrica. Al eliminar la viscosidad se está. despreciando la disipn.ción. Se dd'Wen las 

ecuaciones de conservación de masa y m.omento para el sistema., así como la condiciones de 

frontera e iniciales. La aproximación d~ ondas largas permite considerar que la presión es 

hidrost:ática; poateriorrnentc, se deduce la a.proxitnacióo del cai:npo de velocidades v para. 

ondas la.rgn.a. Entonces se agregará al modelo el coeficiente de Chézy, coeficienre hidráulico 

que aproxima la pérdida. de mo01ento debido a la fricción producida en lns paredes. Se 
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deducen las ecuaciones coost.ituÜ'Yas y se encontrará la solución correspondiente a un flujo 

estncionnrio. Dada la regularidad en la distribución de los saltos,. señalada por Dressler 

(D]~ se considerará que laa condiciones iniciales para el perfil h y la velocidad de u consiscen 

en funcionet1 periódiCIYI con el tnismo período. 

1.2 El Modela de Aaua• Somera• 

1.2.l Ecuaciones de C~ón 

Se cnosidera un elenien.to de fluido\'(,. La hipótesis del continuo consiste en considerar 

que este e}eEQeDto es pequeño en comparación con las dimensiones del sistema .. aunque no 

tan pequeño c:omo para comparar.e con el camino libre Uledio entre dom partículas. La 

masa del fluido que aale del voluaien Vo por unidad de tiempo es 

j J 
5
pv -ndS, 

donde n es el vector normal a la superíicic S y ves ln velocidnd del fluido v = (u .. v. w). 

Fi.aura 3. Elem.en.to de fluido \.Q. Lo. di.spo.sición. de eje.s en. la 
f iguna. .será. la. TnUm.a. pa.rn. todo el traba;o 

El flujo de a.gua es igual a. la masa que sale a través de ln superficie S por unidad de 
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tiCDlpo. Es decir 

entonces la conservación de ntasa (si no hay fuentes o sumideros dP tuasa) se escribe corno 

(1.2.1) 

Esta ecuación también es conocida como la ecuación de continuidad. 

Si el volUJDen ea fijo con respecto al tfompo, usando el teorema de la divergencia se 

obtiene la ecuación 

~+d;v(pv)=O. (1.2.2) 

En el caso del agua, la densidad será considerada constante en todo el espacio y en 

el tiempo. En consecuencia la ecuación de conservación de masa deriva en la condición 

siguiente (en coordeoad- cartesianas). 

div(v) =u .. + v• + w. =O. (1.2.3) 

Loa subíndices representan las derivadas parciales. 

En la deducción de las ecuaciones de conservación de momento no se consideran los 

términos viscoaos. Ea decir, el tensor de esfuerzos tiene todos sus cérullnos fuera de la 

diagonal iguales a cero (ver Batchelor [B}). Por lo tanto, en el m.odelo de aguas someras 

no hay disipación por Cricción. Se considera, además, que no hay flujo de energía debido 

a la. conducción tén:n.ica. En otras palabras el sistema es iscntrópic:o. Los ténninos de 

la diagonal en el teD.S<>r de esfuerzos represen.tan fuerzas en la dirección normal interior 

a la superficie S que rodea el volumen Vo {fuerzas com.presivas). por lo que las tuerzas 

superficiales aobre el elemento de fluido corresponden única.m.cnte a la presión. 
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p 

---4.s---

La ecuacióo de movimiento -e obtiene uaaa.do la segunda ley de Newtoo. -·U romar UD 

clmnento de fluido con canu paralela.9 a Joe ejes coordenados obtenemos en la dirección .r 

la ecuación siguiente 

(1.2.4) 

donde p"' la prei1ión. El vector F = (.Fi ,F2, F3) representa la fuerza externa vohunérrica 

por unidad de ID88a y• = ( a 1 , a 2 1 a.a) denota a Ja aceleración. Tanto F como a son funciones 

que dependen de ll" y t. AJ tomar el lúnite AV - O la relación (1.2.4) ae encuentra 

-p.+pF1 (z,J(,z,t) =pa1(.r,11,z,t). (1.2.5a) 

De manera aoáloga ae calculan laa ecuaciones de movimiento para las otras dos coordenadas 

-p• + PFa(:r, 11, z, t) = pc&2(z, 'lb z, t), 

-p.+ pFa(z,·1¡, z, t) = pa3(z,y,z,t)1 

que en au forma vectorial se e.criben como 

_!gr&d(p) + F =a. 
p 

(1.2.56,c) 

(1.2.6) 
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La fuerza volu.uétrica que vamoa a corniderar e. la fuerza gravitacional F = (O, -g. 0) 

donde g "' la aceleración debida a la gravedad. 

La• ecuaciones de movimiento de.criben 1- trayectorias de una partícula (esta es la 

deftnición del •iatema de coordenada. l~ano). Se conaidtta conveniente tran.sform1tr 

la ecuación (1.2.5) al sistema euleriano (u, v, w; t) •. En el aiatema de coordenada. euleriano 

las vari11blea: a obeervar son las componentes del vector velocidftd v=( u, u, te) y el tiempo 

t. 

Supónga.e que G = G(z, y,&-: t) ea una función que dcpenclc de la posición y el tiempo: 

dado que x = (.z,, lf'· z) es la trayectoria de la partícula, entoncra 

cb: . ) a,=•=v=(u,v,w. 

Uaando la regla de la cadena ee encuentra que la derivada de G con respecto al tiempo 

corresponde a 

(1.2.7) 

En particular ee obtiene la expreaión para la componente a 1 de la e.ccleraci6n 
du 

a 1 = dt = uu. + vu• + wu. + u,. De manera análoga ae calculan lu expresiones 

~G2YC18• 

En COQ811CUeD.cia la ecuaciÓID. (1.2.5) me eecribe en variablee eulerian- oom.o 

1 
Ut + UUs + VU. + wu,.. = -¡;pa, 

v 1 +uv. +vv• +wv. = _!,Pw - g, 
p 
1 

u 1 + uw. + vw• + uiw ... = -¡,p1&0 

(1.2.8) 
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El sistema (1.2.3)y la ecuación (1.2.8) conformnn un sistetnn de ecuaciones en derivndns 

parciales incoinpleto para u, v, w, p y p. Falta establecer las condicionE'S iniciales y de 

frontera, además, del cornportaatlento de la presión. En la sección ( 1.2.4) se describirán 

estas condiciones y se plnntearó. el comporta.rnient"o de la presión. Antes de definir estas 

condiciones ea conveniente simplificar el problema inediantc el Teorema de Hcmholtz. 

1.2.2 Teorea:ia de Hcbnholtz 

La circulación r(t) del cam.po de velocidndcs V se de!inc como (ver Courant y Jobn 

{C-J)) 

I'(t) = :fc v · Tdl = [ (udz +ud11+ wdz), 

donde Tea la tangente a e. La curva. e es Ullll curva cerrado. dada por X(O', t) con CT tal que 

x(O,t) = s:(l,t) (OS u S 1 ). Al fijar O', x define la posición de un.a partícula de la curva 

r. Ea decir, la circulación está dada en forma lagrangiann.. Debido a la parametrización, 

la tangente a la curva r ea tal que T = z.,. Al derivar con respecto al tiempo se observa 

que 

d 1· . ruI'= 
0 

(v·T+v-T)da. 

Esta ecuación se reescribe al sustituir a = V, F = (O. -g, O) 

relación (1.2.5) y usando el hecho que 'Í' =v., 

r =J.' [-~T. grad(p) - gT. grad(y) +V. Vv] da 

=J.' [-~Pv - 91Jv + ~(v · v)v] da= O, 

(1.2.9) 

-grad(gy} en la 
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pues v, p e 1f coinciden al evaluar en ~ = O y tr = 1 (p y g son cona tantee). Por lo tanto 

r(t) es constante. en esta última relación consiste el teorema de Hehnboltz. 

Al considerar en las condiciones iniciales a un fiuldo en reposo, se tiene el caso en que 

reo =-o para todo el tiempo y para cualquier curva cerrad.a. De esta tíltima coa.dición se 

infiere que f 

rot(v) =O. ( 1.2.10) 

Por lo que el campo vectorial vea el gradiente de una función potencial q, = c:>i z. JI, z¡ t), 

y 

... = ..-i<..-> = c..-•• <1> .. <1>.>- (1.2.11) 

L. función 9 está dad. por la int~al de lioea 

.. (z,11,z,f) = j (udz+ vd11+ wdz). 

Al con.iderar que el fiujo ~ irrotacional en la ecuación de continuidad ae- obciene que 

-/Ji -u.r.ce la ecuación de Laplace 

~- = ~ ... + "'·· + t/J .. =o. (1.2.12) 

Ea decir t/I e. una función armóoic.a. Además, el potencial de Yelocidadem pa'Ulite que 

la.a ecuación~ (1.2.8) tom.eo la forma 

grad(.,.,) + ~ grad(u 2 + v• + w 2
) = -grad(;) - grad(g11). 

Al integrar eata última relación obtenernos una versi6n de la ecuación de Beru.oulli 

(1.2.13) 

Otra deducción de la irrotaciooalidad del fluido puede encontrarse en Laodau y Lü­

shitz [L) 
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donde e - C(t) no depende de 1aa w.riable espaciales. 

Dado que al .umar UD& función de t la ecuación (1.2.13) no se altera. ae puede a­

greau- un t.énnino • la funcióa potencial •in caa:ibiar la eetructura de laa ecuaciones de 

~'8CÍÓD _.._ citadM:. De hecho ea po.tible definir 

• = •• + J' C(()d(, 

coa •• ea una fuaciáoa armDnica. Al p1- eate _......,;,.¡ la ecuación (1.2.13) pierde el 

término C(t). Por lo que poclemooo au- que C(t) =O ain que - pierda generalidad . 

..__ (1.2.12) y (1.2.13)..,.. ¡_..,.....,..,._de movimiento cid nuea&ro fluido; 

-6lo falta det.en:ainu- 1-~ de frontera e iaiciale.., ademM del compo.rtamiento 

de la pn.i6u.. 

J.2.~ C-di- de -tel'a 
Una de 1- &oa.tes'- del fiuido a e.ludiar es la superfi.cie de Ste, que .e denotará 

par S. La condición de frontera en S eJdp que 1 ... pu-tfculas que .e encueatran .obre la 

.uPaficie pennaa caa ahf. Se dacribft la auperficie por una función ('(z.v1 z;t) =o • 

....-1o q...- al ca<>aider.r la n:J.cióa (1.2.7) -obtiene la c:cmdicióa ro S (...,.. Staloer (S]) 

d( 
(I¡ = uC. + v{9 + w(. + C1 = O. (1.2.H) 

La ecuacióo (1.2.14) Mil puede dl!IKribir al toaim.r en cuenta que el ~ ((., ('9 , (,.) 

em narmaJ a la auperficie Aqui a im el vector notm.111 a la .uperficie libre S deftnido COIDO 

• -cc •. c •. c.)!Cc.2 +c.2 +c.2 >''2 c..- Counua• Y .Jo1m (C-.JJ> 

,, 
(1.2.15) ,¡, ... +,.2+c.2 
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Esta es la condición de frontera.. En el caso de un canal, el fondo está fijo, así como las 

paredes, en consecuencia 

:: = O en las paredes y el {onda. (1.2.16) 

La Altura 11 de la superficie libre se puede definir como una. función de z,;; y t 

y= 'l(x,z; t), (l.2.17) 

por lo tanto, en la superficie { = y - r¡ = O cutnple con la ecuación ( 1.2.14:) 

(l.2.18) 

y la ecuación de Bernoulli toma la fonna 

(1.2.19) 

En esta última expresión P = p(.r,.y,z;t). Hny que notar que las relaciones (1.2.17) y 

(1.2.18) son no linea.les para 1J y 4' pues <P = 4t(x, fl, z; t). 

l .2.4 Aproximación para ondas largas 

Dado que los frentes de ondas se mueven en líneas rectas perpendiculares a la dirección 

de flujo río a.bajo, se considerará que to.oto la función <P como lo. función ry no dependen de 

la coordenada Zt. Entonces el perfil obtenido en Z = O será el atlsm.o para todo el ancho 

del canal. Por lo tanto,</> = tP(X, Y; T) satisface la ecuación de Laplace en dos dimensiones 

dentro del fluido (ver la. ecuación (1.2.12)) 

A4> =~XX +4'-yy =o. (l.2.!?0) 

En esta secci6n se usarán mayúsculas para las coordenadas (X, Y, Z; T) y la funcl6n 

4t, ya que se ndirnensionaliznrán. las ecuaciones. 
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La ecuación de Bernoulli (1.2.13) se expresa entonces 

gY + ., + i<u2 + v2) +; =O. (U!.21) 

= O. La auperf'icie del fluido está definida por 1-:. = 

H11(.'C/Lo, T/To) (ver figura 5). Lo es la longitud de la onda. nsi como To es el período de 

la misma. 

r 

\ 
tt-1 

X 

Flcura 2. Perfil 4elfl,.;<k 

El C'anal tiene el fondo plano, hot:izontal; la altura para el fluido en rep<>l&O es H. En 

conaecuencia la condición de frontera. para el fondo es (ecuación (1.2.16)) = = -.:-+(X,0,T) =O. (1.2.22) 

P..-. la superficie Y. = Hq(X, T) la condición (1.2.18) indica que 

H::;:; -= + H::; = O. (1.2.23) 

Dado que en la superficie libre la presión debida al fluido es cero, la ecuación de Bernoulli 

para la superficie 8el'á 

gH'l+ =+~(u•+ v•¡ =O en Y =Hr¡. (1.2.24) 
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I..- cc:mdiciooe8 inici.-~ a una perturbaciOn en la superficie ccm. ampli­

&ud A y la ~tud caracterietica Lo 

X X •or< .c.. ,o>- AAa«z;>· (1.2.211) 

..:x, Y,O) =O. (1.2.38) 

X Y VT • 
z=Le' ,,- •• c-L;" Y •-vLe; (1.2.27) 

ea. la ecuacion de Berooulli me ob&ieae la relación en&re laa C0119&.aate9 Le, H y V. FAta ai 

la velocidad ~.tica 

V - .,/iíi. (1.2.28) 

42··· + ••• == º· (1.2.29) 

donde 6 = H /Lo. La. coa.dicionem de frontera eon 1- •ipientea 

4111.,(• .. 0; e) =-O en el fcbdo, (1.2.30) 

(1.2.31) 

ademú la ecuación. de ~ para la auperfici~ libre ea 

(1.2.32) 



i.- ~cic:mea iDiciale. ee escriben como 

.-(z, 11. O} = O, 

.,(z,0) = ila(z). 
(l.2.33) 

Al ccmm.derar que a.. ~ -... mucho nub larg- que la altura H ae pide que 6 < 1. 

Aquf 6 es el parámetro alndedor del cual lle aproximará la ecuación díptica por medio 

de pertur~ alrededor de 6. La expaoaiño. a.intót:ica parn o es ('~ Kevorkian.. Col~ 

[K-C]) 

DmMle a(') e9 la amplitud de la función tf>. É.ta ae fija por 1- coodici00ie9 iniciales. En 

l9ta apnxdmeción la eaodici6o de &ontera re-lati.,,. al fondo determina nue.tra M>lucióa.. 

Par lo que .. emp que la espaDllÍÓD ~ eli.m.ine término a tén:nino para cada orden de 6 se 

-.,.,. ::s O¡ ~ = \Po(z;f) 

•••• = -~ •• ; 

En COb8ee'UftJCÍa laa expai:uiionee corrempoodientea a laa velocidades u y v eerán 

V=~ = <> {-6311\Po .. + 64 
( -111P1 .. + i:; \PO .. u) + 0(6º)}. 

F.a&onCM,, para la primiera aproximación,, la Yelocidad para onda. larg- es paralela .U 

fcxado del canal. debido a la condición de frontera en. el fondo. Por lo que ae CODlliderará, 
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o. po.rt.ir de cst.e 1Domcnto, que la velocidad v sólo depende de u. E!¡te ~ento 

es análogo n. considerar que el promedio de la componente de la velocidad v sobre las 

coorJ.cnn<.\ns .r, y, z, t, son iguales a cero; también se considera a u(z, t) coo:J.o el promedio 

de u{.z, y. z, t) sobre SI y z. Cabe notar que, nl considerar w =O el flujo en esa dirección~ 

cero lo que shnplifico. el problc1Dn a P.Studiar. El que la condición de frontera en el fondo 

douiinc ln solución paro. 6 < 1 es análogo a considerar que la curvatura de la onda es 

pequeña. Sólo falta definir la presión pa.rn tener cerrado el probleina. Debido a que los 

ténninoR correspondientes o. la aceleración en el eje !/ (ecuación (1.2.8, b)) son de orden 

62 , el lado izquierdo de ésta. es cero en la aproximación para orden 1 al coosiderar. el caso 

ondas lnrgiU'I, por lo tanto en esto. ccu~ión la presión queda definida como la hidroetática. 

J .2.5 Relación entre las ecuaciones de gas jdcaJ y quas BOUJeras 

Con::oidércsc que para aguas someras la presión es bidroatátic:a 

p= gp{'l-11). (1.2.34) 

Donde T/ = 17(:e1 t) ca la f'uución que define la supcdicie libre. Entonces Ps = g~'Fl•• no 

depende de !/· En consecuencia la ecuación de ID.Ovin:iicnto (1.2.8) es (u. =u. = Ü) 

Ut + UUs = -gq •. 

Esto concuerda con los rceultadoe obtenidos en la Rubsccción anterior. Por lo tant.o la 

velocidad u sólo depende de (z. t). Se introducirá. ln. densidad por alturu. p defi.oida como 

p =P'l· 

La densidad p a.o.tes definida puede variar con respecto al tiempo y la po-.i~~D. A­

demás, se dcíine a la presión. por altura como 

P= i., pdy. 

.{¡ 
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C011strucción del Modelo 

!.
. 

P= gp(,,- y)dy = ~r¡2 = _2g ¡l'. 
o 2 p 

E. decir 1- funciones ¡; y p mantienen una relación de ln forma 

"ji= .-1."jfT t 

donde A m g/2p y "Y= 2. F.eta relación corresponde ni de un gns ideal politl"6pico con 

· cont1tante ·adiabótic8 "Y igual a 2. En este sistema el anó..logo n la velocidad cid sonido C!I 

la velocidad de propiagaci6o. a entropía S constante {ver Landnu (LJ) 

(~)s = c
2 = ~p=g.,. 

Entonces 

e= ..,/iH, 

e ea la '-elocidad de propagadón de una perturbación en aguas someras. Onda que ln 

superficie '1 depende de (z, t), Ja velocidad de propagación de unn perturbnción depende 

de z y t. 

Tal y cooio sucede para gases ideales. el comportamiento del flujo difiere cscncinlmentc 

Para ·e) CIWO en que la velocidad u sea mayor o menor que c. De rnnnir..rn nniílogn al de 

fhtjoe COID.pre.iblem, si el !h.tjo tiene velocidad u >e se le Uru:nn. Oujo supcrcritico y el cnso 

u < e corresponde al ca.o aubcrítico. 

'1.3'EI Coenclente de Chézy 

a-ta eete momento ae ha considerado que el flujo no es viscoso, lo que permite 

•implifiear enormemente el problcrnn. Sin ernbnrgo, no se puede diseñar un conducto para 
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tran.portar agua •in considerar la pérdida de energía asociada a la fricción con las paredes 

del caoal .. es decir la producida por 1oe esfuerzos cortantes. Confonoe fue deaarrollándose 

la Hidráulica n.ació la D<"C'CSidad de modelal' eataa pérdida. de alguna manera. Dado que 

el coaiportamiento del agua (y en general de cualquier fluido) ai difícil dr estudiar, laa 

fónnul11• deducida. parR C'Stoe problemas 800 para flujoe donde la altura de la colu.tnDa, 

el área trl"l~ drl canal y la velocidad u .on constantes para todo~ y t. aai COIDO la 

pendiente del caaal. La condición de '-elocidad COIUtRnte puede intttpretar.e de tal manera 

que la Ye"locid.d promrdio tanto ai el tiempo como a lo largo del canal ea c009tante. El 

tipo de nu,;c. que - acaba de plantear dific:ibnente 9e encuentra en la vida diaria.. •in 

emt:i.rgo le. resultados obtenidc. en la práctica producen soluciones •atisfactori .. para la. 

o.do que ea e.te CA9D ee C008idera que el flujo es unif'on:ne, lea únicas fuerz- invo­

lucrada• en el eje r 9ml la cot'ft!9p0Qdientes a la componente horizoatal de la aceleración 

gra.,,¡t-.t (el e-1 e8tá inclin-) 'l la debida a la fricción en ia. puedes y el Cando del 

c:aa.I. ~t- debai de eatar en equilibrio. Debido a la uoifonnidad en 109 factores fiaicx. 

del prablema, la .-latencia ~derá de la -1oci.t.d del flujo (ver Chow (Ch]). 

Ea general loe cálculom de velocidad media en el fiujo tuúf'orme aie expresan en la forma 

donde V ee la velocidad media, R = A/ P es f"l radio hidráulico definido como el área A del 

canal dh.;didaentre el perúnetro mojado, ses la pendiente del can.al)º 1t,v son exponentes. 

C ee el factor de remistencia. Para el fiujo, este factor depende de la viscoaidad, rugosidad, 

etc. Exi11~en una multitud de fótmulaa de estr tipo, de entre éatas relaciones laa de Chézy 

y de Manning MXi las má• usadas. 

' ¡ 
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En 1769 Antoine Clu~zy propuso la primera aproxirnación que describe la disipación 

debida a la viscoeidad en un flujo uniforme, con el objeto de diseñar un canal de abasteci­

miento de agua para la ciudad de París. Esta fórmula fue deducida experimentalmente y 

se expresa como 

V= k../&, 

donde lí: ea el coeficiente de Chézy. Esta relación describe la dependencia de la ,·elocidad 

media con respecto al radio hidráulico R y la pendiente .11. Para obtener esta fórmuln .. Chézy 

supuso que la disipación es proporcional al cuadrado de la velocidad CV2 con e = 1/lí: 

(ver Chow (Ch]). Eata es la aproximación que se usnrá para d~cribir la diaiP"dón debida 

a la rugosidad. L,oy valores de C pueden se encuentrnn en tnbln..q para rugosida¿es diversas, 

por lo que la constante C puede aer especificada para UD arreglo expcrimenr a} dado. 

En este trabajo ae utilizará esta fórmula para flujo unifonne. aunque obviamente en 

el fenómeno real el llujo se encuentra lejos de ser uniforrnc. Este tipo de suposiciones ha 

sido útil durante IDás de 200 a.Dos demoatrando su ,'R}idez corno aproximación. 

1.4 L- ecuacio .... con•tltutiva• 

Una vez especificadas las características fisicns del inoddo de aguas someras se plan­

tearán lns ecuaciones de conservación de masa y la ecuación de evolución del inomento 

para el caao de un plano inclinado como el de la figura 6. 

El Cfthal tiene forma rectangular con un ancho Bo e inclinación s, constantes. La 

superficie del fluido er denotará por H = H(X,T) = H 0 (X'/L 0 ,T/T0 ) y la velocidad 

(horizontal) del fluido es U = U(.Y. T) t. Lo ca la longitud típica de la onda y To es el 

periodo típico de la miaaia. Por lo tanto, el cBJDbio en la masa en el vohunen contenido 

f Una vez rnñ.s se usan mayúsculas antes de adimensionaliznr el sistema.. 



Secd6oo 1.4 Las ecu•ciones constitutivas 27 

entre los planos X1 y .. Y2 es el flujo a trnvée del plnno X1 y el plano X 2 (ver Kevorkian 

[K]) 
d ¡X• 

Bop(JT Íx, HdX = Bop (HUJl1:. (1.4.1) 

r 4. 

u-lJ<:r.1> G 
~ 

JC 

z 

d Lx. (JT BoH,,UdX, x, 

el fiujo de lllOIDeDto a tra.- de la. planoe X1 y X2 (dS ~el elemento de •uperficie en 

e.to. plana.). D-1o que la velocidad ea paralela al fondo del canal, ésta ae puede escribir 

como Y=(U.O,O); ne. la nonn.a) 110bre loe plnnc.. Entoocee el flujo de momento es 
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Por lo tanto 

• { gHoeen.s }''' 
Clo = C(1 + 2a) ' 

con a= Ho/ Bo. Si se considera que el canal es muy ancho coDJ.parado con la profundidad, 

es decir t7 < 1 

y la Ho correspondiente 

•• -(gHoaen(.s))''' 
vo - e . 

Ho = CU02 . 
gsen(s) 

(1.4.3) 

Se usará H 0 como escala vertical del niodelo. Es conveniente transformar el sistema a 

variables adiinensionales 

X 
z= Lo" u-.!!.... 

- Vo' 
h= !!.._ 

Ho 
y 

Por lo que la ecuación (1 .... 1) se escribe como 

~ l•• hdz = (hu)I::. 
as •• 

T 
t =To" 

AqW obviam.ente V0 = L 0 /T0 • La ecuación de conservación del momento es 

d 1·· ( h') ,.. 1 l.. l"' <lf hudz+ u'h+2 +F' u 2 (1+2<Th)dz- hd:c=O. 
f ..,, •• •• •• 

De esta ecuación surge la relación 

V. = (gHo cos(a))'I• , 

(1.4.5) 

(1.4.6) 

que permite relacionar Lo y Ho UMediant.e Lo = Ho/tan(4). Si el ángulo .tJ ea pequeño se 

está aproximando para ondas largas. 
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La Fea un parám.ctro adimen.sionnl, llamado número de Fraude (F > O) 

F2 = tan(s) = U 0
2
(1 + 2cr). 

C gHoCO:j(s) 

Para el ca.so del canal ancho D' < 1 la ecuación (1.4.5) se escribe como 

d 1.·· ( h')J'' 1.·· cu• ) dt "'' hucL:+ u
2
h+ 2 s, + z, F2 -h d.r=O, 

y al aproxim.ar cosa - 1 el número de Fraude al cuadrado es 

F2 = Uo2. 
gHo 

(1.4.7) 

(l.4.8) 

(1.4.!l) 

Si u y h son funciones continuas. con primeras derivadas continuas. las ecuaciones se 

reescriben usando el teorema funda.m.ental del cálculo ( ver Courant y .John (C-.J]) 

ht + (hu).c =O 

(hu),+ ( u
2

h + !f)"' = h - ;.: . 

La ecuación (1.4.10a) permite simplificar (1.4.lOb) quedando el sistema como 

hr+(hu)s =0 

u• 
Ur + UUz +h.., = 1 - hF;,.. 

Expresando este último sistema de ecuaciones en forma matricial 

(1.4.10a, b) 

(1.4.lla, b) 

(1.4.12) 

Este es el sietema a estudiar en el resto del trabajo. Falta por establecer las condiciones 

iniciales del probleina, ya que la condición de frontera en el fondo plano especüica que la 

velocidad es paralela al eje x. Se considerará que en t = O 

h(z,O) = /o(z), 
(1.4.13) 

u(z,O) = go(z), 
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c-on / 0 • 90 !unciones continuas y perió<licns con pf'dodo 21. 

Ln ccundón (1.4.12) es de ln fornm u 1 +A( u. h)ur = f ron 

l l.-1. l-la. b. e) 

Por lo tnnto u sntisfuce unn rcuaciún <lifcrt•ncinl <"uasilinenl. 

El Indo derecho <le la ecunción ( 1.-1.12) reprc5cntnf'l balnurr Pntn• la fuer7.n de grnn·dnd 

y In disipnción ( ........ u 2 /F~) dcbi<ln n la íricciúu en c-1 fo111.lo. El nümci-o de Fraude F 

es positiYo. si el ángulo de inclinnciún .... l'!:i nn1yor que- c:c-ro. Si F rs pequeño ln fuf'rzn 

<lominnnt<" es la fuerza <lr fricción "visC'nsa". Por lo tnnto sr <•sp(."ra que paru. F pequeño 

lns pnrtículas del fluido se desnc<•lcrPn. En cambio pnrn F grnndc la fuerza de gravedad 

aceleran, ln.s pnrtículn..'i dd fluido. El comporta.niiento de F = tan ~ .. /C sólo dependr de la 

inclinación .-; del plnno y <l<! la constnnte C <le fricción n.socindn n ln rugosidnd. cuyo vulor 

se purde encontrar en tnbln.s;. 

El nt.imcro de Fraude pcrrn..ite hacer modelos a cscaln <lrl cnunl, con el objeto de 

estudinr este fcnóm<'no. De hecho el n\u:ncro de Fraude se usn rn infinidad d(_• problema.:;, 

donde In fucrzn de grnvedn.d está involucrndn en lns coudicionf"~S para frontera libre (v<"r 

Levi !Le]). 

Cabe señn.lar que para este modelu la. velocidad de propngndón de perturbaciones e 

e= ../9fi. 

La definición de flujo supcrcr:íticu corresponde nl en.so U > ..;qH, así como la de flujo 

subcritico a U < VYFI. 
En consecuencia. se ha definido el modelo para el flujo de aguo. poco profundn en un. 

plano inclinado. Lns carncteriRtica.s de este modelo consisten rn que el agua es incon1pre-
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aible, no viscoea., irrotacional y con. '\relocidad paralela al eje~. Las ecuacione. que delineo 

al sistema son la de conservación de masa y la de rvoludóo de monieoto. con condiciones 

iniciales periódicas tanto para e-1 perfil h COIDO para la velocidad u. Adeul.ás la evolución 

del siatema depende del panbneuo de Fraude F. En el siguiente capitulo 11e estudiará. en 

detalle la evolución de 1- coadiciooes iniciales prriódicas para este rnodrlo. 



Capítulo 2 
Evolución de Condiciones Iniciales 

2.1 Eáudio Lineal 

En el capítulo anterior ae obtuvo el sisteuia de ecuaciones diferenciales parcia.lea que 

modela el flujo de agua en un canal inclinado, dado por 

(2.1.1) 

coo coudiciooes iniciales 

h(z,0) = fo(z) u(z,O) = go(z) (2.l.2a, b). 

Donde f y g son funciones periódicas con período 21. 

En este capítulo se estudiará la evolución de las condiciones iniciales periódicn.s. Pri­

mero utedi&Pte un análisis lineal, que permitirá delin.ir el número de Fraude F a partir 

del cuál el sistem.a es inestable. En Ja aproxim.nción lineal la inestabilidad señalará que, 

tanto la velocidad como el perfil aumentarán su amplitud indcfinids.mente conforme avan­

za d tiempo. Ee decir, el flujo se acelerará debido a que los coeficientes en la expansión 

de Fourier crecen e:xponencialmeote. Dado que la disipación de energía nJ el sistema es 

de orden cuadrático, es de esperar que las soluciones 6eAO estables para tiempos grandes 
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tal y como se observa el fenómeno en el laboratorio, por lo que se <..>studiará el sistema 

para el caso liger&Ulente inestable mediante el método de dos escalas de tiempo. Parre 

de esta técnica consiste en eliminar loe términos que crecen indefinidamente para tiempos 

infinitoe, conocidos en la Teoría de Perturbaciones coDJ.o ténn.inos seculares. Al eliminar 

éatoe es posible describir la solución co01pleta a primer orden considerando que. tanro 

el perfil como la velocidad de lns olas respetan la dcfinción de aproximación asintótica. 

La eolución encontrada de esta manera crece conforme avanza el tiempo hasta un estado 

emtacionario, el salto hidráulico. 

Ea decir, debido a la no linealidad de laa ecuaciones que rigen el aiatema, las condicionrs 

iniciales continuas evolucionan a la solución discontinua definida por el salto hidráulico. 

Físicamente, el flujo se acelera hasta alcanzar la velocidad de propagación c. En ese 

momento se genera el equivalE".nte a una onda de choque para un gas ideal politrópico. 

Dado que el ténnino de Chézy CU2 está definido para flujo~ en la dirección z (río 

abajo) se considerará que u > O. por lo tanto la matriz 

A(u,h) =e~ :) , (2.1.3) 

es una D'latriz positiva. Para tiez:npos rnuy pequeños O < t 1 < l la .matriz (2.1.3) se 

aproxim.a por las condiciones iniciales 

fo(z)) 
go(z) ' 

esta matriz ea periódica por teuer condiciones iniciales periódicas en z (ver Joh.n [.JJ). En 

conaecuencia posee valores propioe periódicos µ 1 =Yo+ ,/'To, µ 2 = go - ,/To. Estos valorea 

. ~~· ,__ . . <k <k drán 1 di propaoeiuc::&men.- caractenat1cas Ot = µ1, Clt = µ2, que pa.rat =ta ten apen ente 

µJ = go + ../10 y µ2 = go - ../To. Por lo tanto pnrn O < t1 < 1 la solución es peri6dica 
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en :r.. Eine méotodo se puede usar para. extender la solución a t2 > t 1 a partiendo de que 

to.nto u(.r. t 1 ) como h(z, t 1 ) son periódicas definiendo de nuevo u.na matriz periódica para 

el tiempo t = t-z. Por lo tanto la 5-0lución del sistema (2.1.1) es periódica para todo t >O. 

El sistema (2.1.1) tiene solución estacionarin u 0 y h 0 constantes si 

uo 2 

hoF'2 = l. (2.1.3) 

Fijnndo h 0 = l. para respetar las esca.las, se obtiene 

Se considerará 5Ólo la rn.íz posi t h-a pues u > O. entonces 

uo =F. (2.1.4) 

La solución (ho.u 0 ) corresponde a la solución de equilibrio entre fuerza gra,;tacional y.la 

fricción (H0 , U 0 ) definidas en la sección (1.4) por In ecuación (1.4.3). 

Se usará ( ho, u 0 ) com.o primeros tén:n.inos de una. expansión lineal para u y h. de la 

forma 

h = 1 +Eh (2.1.S), 

u= F+1:ü (2.1.6). 

Y lns condiciones iniciales correspondientes 

h(x.O; e)= 1 + <f(x) 
(2.l.7a,b) 

u(.rT O; 11!) = F + Eg(z). 

Aquí f y g son periódicas de período 21. Se supone que E ee pequeño, por lo que se está 

nproxiJ:D.a.ndo la solución h y u cerca de ln solución estacionaria. h = l. u = F. También se 
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esta suponiendo que el •i.t~ CODlpleto (2.1.1) tendrá soluciones parecidas a las obtenidas 

por eata• expanaiCJDl!B al considerar f! < 1. Por lo anterior la matriz A(u, hj ~escribe en 

lafonna 

( ) ( F 1 ) ( ü h) o 1 A u, h = 1 F + E 0 ü = A + eA . (2.1.8) 

Obvia.mente el sistezna de orden Eo se satisface! ( IJo = 1, tto = F). Pnrn orden e el sisteain 

correspondiente es el sistema lineal con coeficientes constantes 

(2.1.9) 

La mat"riz Aº ea una matriz si1:n.étrica. positiva definida; en const'cuencia dcne valores 

propios realem:. por ello el aistes:na es un sistema hiperbólico y los valores propios definen las 

curvas característicam (ver Kevorkian {K]). Los valores propios son A1 = F+ l y A2 = F-1 

y loe vectoree propioe asociados son P1 = (1, 1) y P'.J = (1, -1) respectiva.:cnente. La :matriz 

P=.!(l 1) 2 1 -1 • 

tranafon:na el sistema a las nuevas funciones w1 y W2 tales que 

12.1.10) 

La transf'onnación {2.1.10) convierte al sistema (2.1.9) en 

+ (
F+l 

-· o 
o ) i (-11-+Fj F-1 w.,+2 2 -1-.:!.) - (º) {' W- Q • 

1+-¡; 
(2.1.11) 

con condicioo.et1 iniciales 

w1(z,O) = f(z) + g(z). w2(z,O) = /(z) - g(z). (2.l.11a. b) 
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El sistema (2.1.11) se puede desacoplar para obtener una ecuación diferencial de segundo 

orden con coeficientes constantes para w2 

( a a ) ( a a ) 2 ( a 3F a ) -¡¡:¡+(F+l)a.r {ii+(F-l)D.r u.•2+F at+ 2 ax w2=0, (2.1.13) 

C'<>n condiciones iniciales 

w2(x,O) =f - g. 

w 2 .(x,O) =(1 - F)(f' - g') - (1 + ~)(f - g) - (1 - ~)(f; Y¡. 
(2.1.14) 

La. función w 1 tai:obién satisface la ccunción (2.1.13) aunque con diferentes condiciones 

iniciales. 

Esta ecuación es un en.so particular del sistema 

e;.+-\,:,,) (!J; + -\2:,,) w +ti (i +a:x) w =0, (2.1.15) 

con ..\1 > ..\2 a> O y 6 > Q. Ln ecuación (2.1.15) es cquivnlentc- a 

(2.1.16). 

La periodicidad de lll.S condiciones iniciales permite estudiar la estabilidad del sistema. 

mediante el análisis de los coeficientes correspondientes a la serie de Fouricr que nproximn 

la solución. 

En la ccun.ción (2.1.16) el discriminante .ó. = ( .. q + ..\~)/2 >o. sigue siendo un sistema 

hiperbólico. Sea Wc una solución del tipo de onda viajera 

J..V,¡, = Aexp(ik.r - U,,.,;t) con l'V.t:(.r~O) =a,¡, exp(ikx) (2.1.17), 

donde en general w es un número complejo w-(k) =a+ i/3. Expresando n,..* en íu.nción de 

a y j3. 

lV• = Aexp(.Bt)exp[i(kx - "")). 
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Entonces el ca.o fJ > O corresponde a un crecimiento exponencial en la amplitud de las 

aoluciones, por lo tanto el sistema es inestable. Para el caso 8 < O la solución disminuye su 

aniplitud exponencialmente conf'orme crece el tiempo. en este caso no se generan las ondas 

rodantes. Las ondae rodantes se generan para el caso inestable entonces. es con\·eniente 

observar con cuidado el ca.o ¡3 > O. 

Al sustituir (2.1.17) en (2.l.16) se obtiene un polinomio <le segundo orden 

(2.1.18) 

La parte compleja de la.a aoluciones w 1 y W2 indici.rá la estabilidad de la solución. Las 

raíces son 

...... = i { (>., +>.a)" - i6 ± [(-(>., + >.a)"+ i6)2 - 4{>.1 >.•"ª - 'ª"" )j l} . (2.1.19) 

La expre.ión w = w( 1:) ea conocida en propagación de ondas como la relación de dispersión. 

Es necesario estudiar la parte imaginaria de la raíz y compararla con -i6. Sea z el nfuncro 

complejo dentro de la raíz en la expresión anterior. es decir Vz = (( -( .\ 1 + ..\2 )k + i6)2 -

4{Á1 ..\.2 k 2 - ia6A:))1l2 • Simplilicaodo z = (..\.1 - ...\ 2 ) 2 1:2 - 6 2 + i26l-(2a - ..\ 1 - ..\ 2 ). Por lo 

tanto 

(2.1.20) 

Def'iniendo f# tal que 

.a 2ók(2a - ..\1 - ..\2) 
senv= l:I . 

Dacio que v'% = lzJ 11 2 (coa(9/2) + isen.(9/2)) 9 us._ndo las relaciones del ángulo medjo se 

obtiene 

=- [lzl + (>., - >..Jª"' -6ª] l . [lzl + 6ª -(>., ->-·l"""] t 
vz - 2 +t 2 . 
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Usando esta última relación y la ecuación (2.1.16) se obtiene 

/3 = Irn[w{k)) = -5+Iin[v'ZJ = -5+ (1=1+5
2-(:1 -A,)'k']t. 

donde lzJ está dada por (2.1.20). Se supone que k >O y ..\1 < ..\2. Al susdtuir el vo.J.or de 

V= en la ecuación anterior y simplificar se obtiene que la condición de inestabilidad /3 >O 

es equivalente a exigir que 

(a - A 1 )(a - A,)> O; 

por lo tanto, el sisteDla es inestable si a > ..\1 o a < .\2. Ln ecuación (2.1.13) tiene 

Á¡ = F + 1 y ..\2 = F - 1 por lo que la condición a > ..\1 (a = 3F/2) implica 

3: >F+l. 

En consecuencia la condición de inestabilidad es para el ca.so F > 2. La condición a < ..\2 

no se satisface para F >O. Hay que notar que la inestabilidad no depende de k, por lo 

que todos los términos de la expansión de Fourier 

w2(z, t) = f: a•(t)exp[i(kx - <>t)J, ., __ ~ 
correspondiente a las condiciones iniciales 

W2(.r,O) = E 0"1r exp(ik.r). ·---
crecen exponen.ciahnente conforme avanza el tienipo. Conitecuentemente la amplitud de la 

solución h, U crece indelinid&D:J.ente para F > 2. Es decir la ecuación es inestable para 

F>2. 

En el caso F < 2 la.a aaiplitudes de las soluciones h y ü decrecen de fonna exponencial 

coof'orme t crece. Entonces para F < 2 la aolución a tiesnpoe largoe se reduce al flujo 

estacionario h = l. u = F. 
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En el caso F > 2 la solución (h~ ü) no es válida para tic1D.pos arbitrariru:ncnte largos 

pues la perturbación regular exige que 

~h = ~ -0(€): 
h 0 1 

esta misrna condición se exige parn li. 

Sin euibargo en la ecuación completa (2.1.1) se obsen-a que el término de disipación es 

de orden cuadrático, por lo que es de esperarse que la solución no crezca indefinidB.lllcnte. 

A continuación se hará un estudio por el método de doa tiexnpos para O< F - 2 ~ 0(11!') 

con el fin de analizar la inestabilidad. 

2.2 E•tudio por el método de do• e.cala. de tiemp09 

Hasta este momento la aproximación lineal sólo señala un crecio:üenro exponencial 

para F > 2. De ninguna manera se describe el fenómeno de las ondas rodantes. En esta 

11eeción se encontrarán las ecuaciones que describen la evolución de condiciones iniciales en 

onda.a rodantes. El método consiste en estudiar el caso ligera.i:nente inest:able F = 2 + ll!a 

con o ._. 0(1) > O. Por lo tanto la amplitud de la onda crecerá exponencialmente aunque 

en una escaln de t:iempo i diferente a la escnb\ t del problema. Es decir, ¡ = d es el tie:tnpo 

lento (t! < 1) y la einplitud de la solución pnra el caso ligeraniente inestable es 

e:xp(aet) = exp(ai). 

EntoncC9 u y h dependerán de .r, t y i. 
u= u(.r,t.i) 

h = h(x,t,{). 

Hnciendo u.na expansión cerca del flujo estacionario uo = F, h 0 = l. 

u= F + e:u1(z, t, l) + ~2 u2(.r. t, f) 
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h = l + rh 1(.r.t,i) + ' 2 h 2 (.r,t,i). 
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(2.2.1) 

Entonces las derivadas pnrcia.les con rirspecto al tic.-tnpo se expresan como 

(2.2.2) 

mientras que las derivadas con respecto a .r conscn"nn su formn. 

Pnra el caso ligeraruente inestable F = 2 + Ea u se expreso. como 

(2.2.3) 

Al introducir las expansiones (2.2.1) y (2.2.3) tomando en cuentn la relación (2.2.2) se 

obtienen loa sistemas de ecuaciones siKu.ientes. Para orden f! 

fh·) + (2 \.U¡ I l 
l)(h•) +(º 
2 U¡ • -1 

(2.2.4) 

Y para orden ie- 2 

(2.2.5a,b) 

Coa condiciones inicio.les 
h(z,0,0) = 1 +•f, 

(2.2.6a,b) 
u(.r,0,0) = F+ f!g. 

El aisten:ia (2.2.4) es el sistema lineal (2.1.9) con F = 2. Entonces loa valores propios son 

..\1 = 3 y ..\2 =l. Estos valores propios corresponden a Jos vectores propios P1 = (1/2)(1, 1) 

y p 2 = (1/2)(1, -1). Por Jo tanto, Ja transformación 

1 (1 1 ) V1 = PSJ = 2 1 -1 S1, (2.2.7) 
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con v = (h 1 ,u 1 )T y S 1 = (S1 .R1 )T. perrnite diagnnalizarla mntriz. Hecho esto. el ~i~terna 

( 2.2.4) es equh'alente n 

2.2.S) 

Donde 5 1 = hl. +u1 y Ri = h1 - 111. _.\.d<>nl.ñs. los vectores propios ..\1 = 3 y ..\2 = l ·iefinen 

n las vm:inbles características (ver Jobn tJ:: 

e= .r -3t. 11=.r-t. 

Al introducir lns '"Driables (2.2.9) en el sistema l2.2.S) se obtiene d sistem.n 

S1" =~R1, 
R1( = ~R1. 

(2.2.na.b) 

(:2.2.lOa. .. b) 

El sistcm.a (2.2.10) se resuelve fácilmente. Al integrar la ecuación (2.2.lOb) se ob"!€-ne la 

solución 

- - (/;) R 1Ce.'J.t) = r(r¡,t)exp 2 . 2.2.11) 

Introduciendo ésta en la ecuación (2.2. lOn J se deduce 

s,ci;,,,,i) = q¡,,_i)cxp (~) +•({,i). :2.2.12) 

Donde q(.,, .. i) = ~ j" r(v,i)dv. Se desconoce In dependencia tanto de r como Ce .s con 

respecto a i. Esta dependencia SE' encontrará al s11stituir las soluciones 5 1• R 1 en la ecuación 

a orden ~2 • En laa condiciones iniciales (2.2.6a,b) las funciones f y g son periódicas en z con 

período 21. El sistema (2.1.l) tiene soluciones periódicas por lo tanto R 1 y 5 1 conservan 

esta propiedad. Esta condición de periodicidad se extiende para s(e,i>. r(q,i)exp (i) y 

q(,,,i)exp (f). Se definirá r(17,i) = i-exp(-'1/2) y q = qexp(-q/2) pues 

rcxp({/2) = fexp ({; 'I) = fexp(-t), :2.2.13) 
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y 

qexpCe/2) = ijexp ce; r¡) = tjexp{-t). (2.2.14) 

permitc-n exigir periodicidad en .r para ij y r. Para el estudio del sistema n orden e 2 es 

necesario sustituir la.a funciones h 1 =(Si+ R 1 )/2 y u 1 = (51 - R 1 )/2 en el lado dereclio 

(términos n 1 y n 2 ) del sistema ( 2.2.5). Este Nistema tiene los mismos valores propios 

(..\1 = 3 y ~2 = 1) por lo tanto se plantea el sistema diagonalizndo para las funciones S 2 

y R 2 mediante la transformación lineal definida en ( 2.2. 7). Posteriormente se realiza el 

cambio de variables correspondiente a las características e y '1 t. Entonces la ecuación 

corr<"Spondicnte a 5 2 es 

S2., = 4R:.t - ~51 ; - ~(4Ct" + 351 - Ri)(St{ + S1 q) 

+ ~(R, + S.)(R,. + R,.) + ics, - R,) 

l [l ] 2 

- 2 ¡(S1 +3R1) . 

PAra. R2 este proceso genera la ecuación 

R2e - ~R2 = ~R1 c + ~(4a -3R1 + S¡)(R1(" + RJ,,) 

+ ~cR, + s, ics,, + s,.J + ics, - R, ¡ 

l [ l ] 
2 

- 2 :¡(S,+3R,) . 

(2.2.15) 

(2.2.16) 

Esta ecuación es de primer orden no homogénea para R 2 • Al multiplicar ambos lados 

de ésta por el factor integrante exp("/2) y sustituir R1 y S 1 por las expresiones (2.2.11) y 

t Los detalles de los cálculos correspondientes a. esta sección aparecen en el Apéndice I. 
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(2 .. 2.12). considerll!ldO que q,, = r/2, se encuentra la relación 

8 l[ 1 1 ] ae(R2 exp(-e/2)) = 2' r, + or., + :¡or + ¡oq (T1l 

+ ~exp(-e/2) (a.se +o:s - ¡.s2
] 

1 [ 13 1 ] + g exp(e/2) qr., - 3rr., - 4 r 2 + 492 

(2.2.17) 

(T•) 

Donde r = r(,.,,i), q = q(q,i) y a = .s(q,f). Al introducir la variable lenta =des 

necesario exigir que las funciones r y s no generen soluciones no acotadas en R2 y S2 

cuando el tien:ipo ea muy grande. Esta exigencia proviene nuevzunente de que tanto R, 

como S 2 eon expansiones asintóticas de la molución. Es necesario estudiar la contribución 

de cada término T¡ (i = 1,2~3.4) al ser integrado con respecto a e paro. obtener R 2 , así 

corno la integral con respecto a '1 en el momento de calcular S2. 

Al integrar con respecto a e. el térullno T 1 no está acotado para valores de .:e grandes: 

en conaecuencia .e exige que 

r¡ + or., + .¡.r + ¡.q = O, (2.2.18) 

donde q('1, i) = j- J" r(v, i)dv. Esta relación define la dependir.ncia de r con respecto a i 

y FJ. Los términoa (T3) y (T,.) son acotadOR al integrar con respecto a e y q (ver Apéndke 

J). Al integrar por partes (T:i) con respecto a e se obtiene 

exp({/2) j' 1 --
8
-- (.tsc + º" - ¡s2 )exp(-v/2)dv 

Q j' s• =sexp({/2) sexp(-v/2)dv+ l6 +C1 • 

(2.2.19) 

Este término está acotado para toda e, '1· Sin embargo, al integrnr con respecto a r¡ la 

IUDplitud DO está acotada pues (T2) sólo depende de e. EntonC"C'S es necesario tomarlo en 
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cuen&a en el ~to de calcular Sa. ED reaumen, al in~grar la ecu.cióD no ~ 

(2.2.17) ee obtiene la relacieíG (2.2.18) con el objeto de que la amplitud r(q.i) aea acotada 

para toda z, i. t..c:. t&miD09 ea la relación (2.2.18) M1D llamadoe en Teoría de Perturbacio­

nem C1101DO ~ meculare.. Falta encontrar la relArióo análoga para .s(e. il .. U ree9Cribir 

la ecuaci6n (2.2.16) ea función de a, r, y 9 mediante la• expraionea (2.2.11) y (2.2.12) ee 

(Ts) 

(Te) 

(TT) 

(2.2.20) 

Al integrar e<m. respecto a TI• loe términom (Ts) y (TT) generan funciones aco&a.dam (ver 

Apéndice 1). Lom término. en (Ts) DO dependen de 71 por lo que, aw:nadoe a loa provenientes 

de R3 (relación (2.2.19)) deberán llia' cero. En reaumen. eliminando to. ténniooe 9ec:ulal'C9 

correapondiente. a la ecuación (2.2.20) ee obtiene la condición 

( 
3 ) a a ¡• d aexp({/2) •;+ <>+¡• ••--¡•-sexp({/2) aexp(-v/2) v- 8 C 1 =0. (2.2.21) 

E-ta ecuación define a .s como función de(' y i. Las relaciones (2.2.18) y (2.2.21) cierran 

el ai•tema de ecuacione9 planteado para orden e al agregar i COIDO variable adicional en u 

y"· 
De esta~ el problema del aiatema de ecuaciones diferencial euaailineal acoplada 

ae ha aproxhnado por UD eistema de ecuaciones i.ntegro-d.iíerenciales no acoplado. 

11.eeacribiendolaecuación (2.2.21) en función de¡: (q = (1/2) J., r(l'1 i)dv) se encuentra 

"'•+ar. - ¡. .. + ª~"'2> [/" rexp(-v/2)dv+ c.] =o. (2.2.22) 
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1\.fultiplicnndo la ecuación (2.2.22) por exp(-17/2) y derivando con respecto a '1 ae obtiene 

la siguiente ecuación diferencial 

(2.2.23) 

La ecuación es hiperbólica ya que a = 1/4 > O; se hará un análisis similar al hecho para 

la ecuación lineal (2.1.12). Al suponer una solución del tipo onda viajera 

"• = A~p{i(kq -wt)] 

ae encuentra que la relación de di•persion w es 

Eeta relación se obtiene tam.bién al sustituir F = 2+e:Q en la relación de dispersión (2.1.18) 

correspondiente al caso lineal. Eeto se debe a que T(r¡, i) es la a.m.plitud de la propa.ga.ción 

para el caso ligeramente inestable pues a(k2 + l/2)/4{k2 + 1/4) ea positivo para toda k y 

a>O 

Análogamente ea po11ible multiplicar la ecuación (2.2.21) por exp(-e/2) y derivar., lo 

que genera la ecuación de segundo orden parcial y no lineal dada por 

(2.2.24). 

Como las funcionea r y ~ son periódicaa es pasible encontrar el valor de las constantes 

Ci y Ca de las ecuaciones (2.2.21) y (2.2.22). Debido a que la función s es periódica con 

período 21~ de la ecuación (2.2.21) se obtiene la aigu.iente relación 

/_• (¡_•+21 ) _
1
.sexp(-v/2)dv+C1 =exp(I) _, .sexp(-v/2)dv+C1 • 
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Eeta relncióo .s válida J>ftrª todo (, en panicular para e = -l. Entonces la constante C 1 

se eacribe com.o 

exp(I) j' e,= 1-exp(I) _,•expl-v/2)dv. 

De manera análoga se encuentra el valor de C 2 • Este es 

exp(I) j' C, = 1 _ exp(I) _, rexp(-v/2)dv. (2.2.25) 

Sustituyendo emt .. relacione& en las ecuacionea (2.2.21) y (2.2.22) se generan las relaciones 

r1 +ar• - ir - º~"/2) [J.: rexp(-v/2)dv + 1e_;<~I) l, •exp(-v/2)dv 1 · 
(2.2.26) 

•1+ e .. +~·) •• = i· + iexp((/2) ¡• •exp(-v/2)dv 

exp(I) j' 
+ l -exp(I) _, aexp(-v/2)dv. 

(2.2.27) 

La relación (2.2.35) noe pennite expresar q en función de r para el caso periódico 

1 ¡· e, 9(.,,i) =2 r(v,i)dv + 2 

= ~ [[r(v,i)exp(-v/2)dv+ 1 ~(!) L rexp(-v/2)dv]. 

Por lo tanto la relación entre q y r es 

L- funciones ¡: y a det.enn.inadas por las ecuaciones diferenciales (2.2.26) y (2.2.27) 

confon:nan la IM>lución a primer orden siguiente 

"' es, +Rr) h(:i:,t,t 1 =1+eh1.=l+e --
2
--

i) ( 
S, - R1) u(.z,t,f =l~(a+u1)=l+e a+--

2
-- . 
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Al sustituir R 1 = rexp(é/2) = rexp(-t) y S 1 = qexp(e/2}+s = ijexp(-t)+.s se encuentra 

que, lns solucióncs hnsta orden ~ de h y u son 

h(r. t. f1 = 1 + ~ [.s(.J" - 3t, iJ + (tj + F)exp( -tJ]. 

• [ .!i.(.r-3t.il __ exp(-t1] 
u(.r,t.tl=F+~ a+ 

2 
+(q-r)~. 

(:2.2.25) 

donde .s y ¡. satisfacen las condicionc-s inidnles (2.2.6n,b) 

i'(.r.O) = f(x) - g(.r), S(.r.OJ = f(.r) + g(.r) - q(.r.OJ. (2.2.29a. b) 

En las ecuaciones (2.2.28n,b) las ampHtudc-s q y r decrecen exponcncinlmrnte conCormc 

aumenta el tiem.po, nún considerando que r (y por ende ij) son inestables pues In aniplitud 

¡.crece cxponencialrneote (r....., cxp(a/4.Ji). Si el ticnipo T trnuscurri<lo es de ord~n E- 1 , 

T - 0(1/E), las amplitudes r y ij son un orden de magnitud mris pequeños comparados 

con s. En consecuencia, para tiempos t > (l/11;). el comportnmiC"nro d~ In !lolución depende 

ünicrunente de Is función s. siendo ésta determinada por la ecuación (2.2.27). 

Ln ecuación ( 2.2.27) se resuelve n1edia.nte un m<'.•todo numériC'o. que predice la cvolu-

ción del perfil y la velocidad del flujo. La inestabilidad del sistema indica que el flujo se 

acelera basta que éste alcanza Ja velocidad de propagación c. En ese momento se produ-

ce el equh-alentc de una onda de choquP, que para el en.so de aguas someras es un salto 

hidrñulico. Dado que el estudio por el método de dos escalas de tiempo es para el caso 

ligeramente inestable, el salto hidráulico se n.lcanzará en un tiempo infinito. Sin cmbnrgo 

se desconoce si la función .s( e• i) es periódica cuando t se acerca al infinito. A continuación 

se dc:r:uostrará que en un tiempo infinitos({, f) es periódica. 

Lo. ecuación diferencial (2.2.24) define nuestra función s. Al plantear el ctunbio de 

variable r = l/t en e = z - 3t y ¡ = Et se obtiene la ecuación 

(2.2.30) 
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Pue. la• dcrivadaa parciale. con tt9pecto a i y e corre.ponden a 

En la variable r el caao f ...... oc es análogo a tomar r ...... O. En este caso la ecuacjón (2.2.30) 

ae reduce a 

~(a - ~.s)8r =O. 

Ea decir .9(r) = (2/3)o para todo r. Por lo tanto a es periódica pues -'(r(z)) = .s(r(z+21)). 

Debido a la inestabilidad, las condiciones iniciales periódicas crecen hasta formar ondas 

rodante. per:iódicaa. 

ZI 

Fi•ur• T .. Condición inicial perió1Uca. 

Conforme pasa el tieuipo las ondas rodantes se van empinando cada vez más. 
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21 

Flaura 8. On4a..s rodante..s periódicOA. 

Hasta que, para tiempo infinito el perfil se convierte en saltos hidráulicos periódicos. 

------1L--.----t't,_.,---_.-/l.___ 

21 " 

La. función .t(e~i) define el salto hidráulico cuando t - oc, por lo que se necesita 

sólo un. ecuación para definir el salto hidráulico (ver Apéndice II). Entonces es necesario 

encontrar la forma de divergencia. asociada. 

8 él a;"'+ élt;"' - ,\=o. 

Dado que 
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la fon:na de divergencia buscada es 

( ¡s)¡+ [~ eª+~·) L = ~. 
+ 3 ª exp(e/2) (1( sexp(-v/2)dv + exp(l)(I) j' . .:;exp(-v/2)dv). 

32 _, 1 - exp _, 

En consecuencia la relación 

d~ r.-1 H0 +i·+Y-~Ca+¡ .. _y 
di=--¡¡;"]= 3 

[ ¡<"+-•-) 
d<"finirá la velocidad del salto hidráulico. Los subínidiccs + y - corresponden n los valores 

lúnite tornados por la derecha y por la izquierda. respectivamente. Finnlmcntc, ln velocidad 

del salto hidráulico es 

(2.2.31) 

En conclusión el sistema de ecuaciones (2.1.l) tiene soluciones periódicas para todo 

t. La aproximación lineal señala que éste es inestable para F > 2. En el en.so F < 2 

la amplitud de lo.a perturbaciones a. primer orden decrece exponencin.hnente, por lo tant:o 

la amplitud de las condiciones iniciales decae a la solución estacionaria h = 1, u = F. 

Al estudiar el caso inestable por el método de dos escalas d~ tiempos se obtiene una sola 

ecuación válida para ties:npoe del orden 0(1/E:) (ecuación (2.2.27)). Esta ecuación describe 

la evolución de la onda rodante tanto en el perfil h ca&no de la velocidad u. Para tiempo 

infinito la solución generada por s evoluciona hacia el salto hidráulico. Es decir, debido 

a la no linealidad de A(h. u) las condiciones iniciales periódicas evolucionan en. ondn.s 

rodantes que crecen hasta convertirse en saltos hidráulicos para tiempo infinito. En el 

aiguiente capítulo se describirán las características del salto hidráulico, basándose en el 

eúnil existente entre las aguas someras y el gas ideal, señalando la analogía entre u.na onda 

de choque y el salto hidráulico. 
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El Salto Hidráulico 

3.1 Relaciones para el problema Completo 

En el capítulo nntcrior se mostró que, para este modelo. las ondas rodantes se generan 

debido a. la inestabilidad del sis terna para el en.so F > 2. Es decir, para condiciones iniciales 

periódicas. la inestabilidad hará crecer la aniplitud de la. perturbación hasta ir alcanzando 

el valor asintótico correspondiente a un estado en equilibrio. Hasta este momento se ha 

supuesto que la solución de h y u son continuas y poseen primeras derivadas continuas. Sin 

embargo. falta estudiar la solución discontinua para el problema, el salto hidráulico. En este 

caphulo ::;e estudiará el caso de un sólo salto, es decir el punto<• que se mueve a. velocidad 

constanr~ de tal mnnern que las funciones son continuas con primeras derivadas continun.s 

en todo el dominio excepto en c;.+2lm, con m entero. El estudio del salto hidráulico se hará 

para el sistema de ecuaciones cunsilineal (1.4.12) con el objeto de encontrar ln velocidad 

con que se propaga la discontinuidncl, así como las nlturn.s por ln izquierda y por la derecha 

del perfil (y por ende las velocidnc.les correspondientes). Posteriormente se usa.nin estas 

relaciones en la aproximación obtenida por el método de dos escalas <le tiempo con el 

objeto de obtener el perfil final s• del salto hidrñulico definido como el limt--:!C: s(~. i). 
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relnciomi.ndolo con las condiciones inicinles. Es decir, se encuentrn la velocidad y el perfil 

del salto hidráulico en función e.le las condiciones inicinlcs. 

Figura 10. Salto hidráulico. El ~<ialto .'H! 7n.wn'e de izquierda a derecha. 

Drcsler [D] clcm.ostró que In única solución periódica cstacionnrin pnrn el problema del 

pinna inclinndo consiste en un nrreglo periódico <le saltos hidráulicos. Los snltos hidráulicos 

son d.iscontinuidudcs tanto en el perfil h como en In veloci<lnd u. En estas discontinuiclndcs 

se conscr'\"nrán tanto ln. mnsn corno el mon1cuto. Sin en1bnrgo In. energía n<> se con~cn:a 

pnrn partículas que cruzan el snlto (ver Kevorkinn [K] ). Se <lcnotnrñ como /i _ u la nltnrn 

y n u_ como la "·elocidnd correspondiente al tonwr <-1 líni.ite por la izquierdn e.Id saho, De 

mnnern nnñloga h+. u+ representan los lín1ites por rl lado derecho. El sal ro hidráulico se 

mue,~e hacia la derecha. 
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~ h. ¡ 
: "· ¡-----___ 

~U+ 

r•ura 11. Definición .,,..cemáCica del aalto hidráulico. 

Se hará el cambio de variablee e• = f, < = x - et donde e e. la velocidad del salto 

hidráulico. No hay que confundir ésta velocidad con la velocidad de propagación c. Se 

denotará ademáa a la velocidad u• = u - e (velocidad relativa). Entonces las derivadas 

parciale. tOID&ll la forma •iguiente 

8 8 
lJ::r ==8( 

8 8 8. 
lii = étf• -c8( 

POS' lo que al usar la forma dilerencial de las ecuaciones completas (1.4.10) se obtiene la 

expceaión corre.pou.dien.te a la ley de cOll9iel°VaCÍ6o de masa 

(3.1.1) 

De manera análoga la ~ón de tD0111eDto ae escribe com.o 

(uºh),. + (u••1a+ ~1a•), = h- (u•;.c». (3.1.2) 

Dado que el .alto hidráulico ee un perfil h fijo con velocidad u• fija con respecto a t• 

1- ecuaciou.ee (3.1.1) y (3.1.2) .e ai01plifican de tal manera que 

(uºh)c=O y (3.1.3) 
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(3.1.4) 

De la ecuación (3.1.3) se obt:iene una relación entre u• y h (pues sólo dependen de<;). 

Ésta ea 

(3.1.3) 

donde k es una conatant.e. Esta última ecunción implica que la razón de descarga es 

constante. Entendiéndose a la descarga como el cnmbio en el volumen de líquido por 

u.nidnd de tiempo. De hecho al derivar con respecto a (la relación (3.1.5) indica que 

u•'= _u:h' .. 

donde la prima ee6ala la derivada con reepec:to a{. Al swstituir esta relación en la ecuac::i&n 

(3.1.4) ""obtiene 

h' _ F3h-(u• +e)~ 
- F'(h - u•') · 

E.ta ecuación diferencial define el perfil h({) en función de u•. 

(3.1.6) 

Dado que la razón de 

descarga ea constante. exi•teo dos tipoe de discontinuidadea. El primero ea el c.-o en que 

h- se encuentra por encima de li+ (h- > h+), y u~ < u+ 

Figura 12. Sa.lto hidrdulieo con. h- > h+· 
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o el caso contrario (h+ > h_) y u~> u+ 

Fisura 13. Salto hidráulico con h_ < h+. 

Para el ca&<> de aguas somerft.9 tte ~tabl~ que en una discontinuidad que 8<" propagn. 

hacia la derecha.. la altura h- tiene que ser mayor que la altura h+ (ver Stoker [$]); pues 

de otra 01anera la discontinuidad produciría un aui:nento en al energía aún en el caso de 

un plano horizontal (ver Kevorkian {KJ). Eet.a rclnción es consistente con la analogía entre 

el salto hidráulico y una onda de choque que se propaga a la derecha para un gas idca.l 

politrópico unidimensional, ya que la densidad p es menor en la regiún h. la derechn del 

choque comparada con IR. densidad a la izquierda de éste P- < P+ (ver Landau [L]). Usando 

In. relación politrópicn. asociada n.1 modelo de agun.s someras p = (g/2p)p2
• con p = pHh, 

se obtiene h_ > h+. En consecuencia, de la relación (3.1.5) se tiene que 

(3.1.7) 

En coneccuencin se deduce que u~ < u+. Es drcir, una pnrtículn que pn.stt. del lado 

derecho del snlto al izquierdo de éste perderá energía cinéticn. E.-1 conveniente recordar que 

la velocidad u sólo depende de z y t, es decir la misma u a lo largo del eje y. Por lo tanto. 

el enlto convierte parte de la energía rinética. en potencial. otra. pnrte se disipa por efecto 
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de la discontinuidad. De esta uianera se explica que el salto aea un estado estnciona.rio aún 

para el caao inestable F > 2. 

En el aistaaa de referencia del salto hidráulico se observa. que la región a la izquierda 

del salto tiene velocidad subcritica. mientras que la velocidad a la derecha de éste es super­

crítica., e9 decir la velocidad es :menor (o in.ayor) que la correapondiente a la velocidad e de 

propagación (''°rr •uh.ccción (1.2.5) y sección (1.4)). t:na vez DlÁS esta condición respeta 

la analogía de g- ideal. La región a la derecha de la onda de choque se mueve a velocidad 

aupenónica con respecto a la diacoatinuidad. 

e 

Por periodicidad y, considerando que la función h Ctf continua para ( :#:C., ae concluye 

que existe un punto Ce donde la velocidad e. critica, es decir en e.e punto la velocidad de 

p~ón Ue del fittjo -ti.race 

e = ,/iH; = U 0 , 

al expreaareata igualdad en función de laa variable. adimen.ionalea He= Holac, Uc = Vou: 

con V0 = ,/91lii (relación (1.4.6)) ae obtiene 

(3.1.B) 
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Por lo que el denominador de la ecuación (3.1.6) Re anula en el punto (e· Entonces la 

relación (3.1.5) se escribe como 

(3.1.9) 

Al usar la relación (3.1.5) se puede r~cribir la ccuAeiÓn (3.1.6) en función ele h y k como 

,_ F2h3-(k+ch)2 
h - F"(hª - k') . 

Donde h~ = k 2 es el punto donde se alcanza la velocidad critica Uc. Esta última relación 

se reescribe como 

h' _ F2h3 
- (±h! + ch)'Z 

- F'(hª - h~) • 
(3.1.10) 

Aquí h es continua. en he. Supóngase que el numrrn.d.or en esta ecuación es diferente de 

cero en (=(e 

F'h3 - (±h} +ch)'# O, 

se concluye que h tiene tangente vertical en he. En consecuencia la imagen del perfil seria 

como la figura 

• 
:r 

Figura 15. Sa.lto' h1dráulico.9 con tangencia verhcaL 

Si además h" es una función continua, entonces h tiene un punto de inflexión en (e· 
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Calculando la segunda derivada de ' con respecto A. lz en la ecuación (3.1.10) se obtiene 

IJ"( 3F2h2 

élh' = F'h3 - {±h} +ch)' 

F'(h 3 -h!J(3F2h2 -2c(±h0 •I• +ch)} 

{F3h3 -(±h~ +ch>') 

-"-1 evaluar eata expresión en h = he el segundo ténn.ino es igual n cero (pues el denom.inador 

es diferente de cero) y el pri01er término es diferente de cero. Por lo tanto :~ ?':- O. En 

consecuencia no time punto de inflexión., por lo anterior el DUD'lerador evaluado en he es 

cero.. Ea decir 

El numerador igual a cero permite obtener una expreaiém explicita de he y Uc en función 

dccy F 
±c 

Y Ue= (F±l)" 

Debido a que el c.-.o ine:mitable F > 2genera1- onda. rodantes y conaiderando que Uc > o. 
el valor de Uc oarrecto ea 

• c 
Uc = F+ 1' (3.1.11) 

en COD9eCUencia la correapoa.dient.e altura crítica he está dada por 

(3.1.12) 

Dado que he es raíz tanto del numeradorCOUJ.o del denominador de la ecuación (3.1.10), 

entonces é.ta 11e aimplifica COIDD 

dh F2h2 + (h 0 F2 - c')h + h? 
dc = F"'(h' + hl•. + hn 

(3.1.13) 

Hasta aquí h eatá definida en forma impücita, sin embargo, se puede obtener ( = ((h) 

integrando la ecuación 

d( _ F'(h2 + hhe + h?J 
<Ih - F'h2 + (heF' - c')h + h~ · 
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~ heF" - c2 = -(2F + 1)/he - obtiene a ( en función de h como la integral de-·· ecu.cióa (( ="' - d = ((h)), con ' e (-/, () y lijando h(-1) = 1, .,. decir 

F+l 1 

1• { ( F )
2

hhe + (1 - F2 )h=} ((h) _, _ 1 + - T. dh. 
l la2 _ 2F,: 1 laAc + ( ; )2 

h 2F+l±../iT+lh A.•= 2~ C• 
(3.1.14) 

n-pué. de integrar ((1') carre.poade_ a la expreaióu 

(
h-1'A) ch-hs) ({h) = h - l + ki ..,. 1 - hA - .l:, log 1 - hs • (3.1.15) 

y 

De la rel.ción (3.1.t•) lle ob.erva que hA > hs, y para F > 2 he > hA > hs > O. 

La ecuación (3.1.15) define implícitamente el perfil. Sin embargo, f'alta todavía en.­

c:oatrar la ~dad de la diecoatinuidad. e. decir loa valores limite h-. h+• Usaodo ta. 

rel.ci.,.._ de di900Gtil>u.id.d (Apéndice 2) para i.. ecuadoues (3.1.1) y (3.1.2) se obtiene 

([h] =[huº] y (3.1.16) 

([huº]= [uº2 h + ~h•]. (3.1.17) 

Donde el corchete (.P(h,u)] = .P+ - </>- = <¡l(h+,u+) - ,P(h_, u_). 
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Dado que eJ salto está fijo en este 9iatema de referencia ( = O por lo qUlll!! l- relacionea: 

entre la- y h+ son 

[hu")=O. 

[u• 2
1a + ~h3J =O. 

La r<M<:ióQ (3.1.18) ... UD .,...., -ticular do la ..._ión (3.1.3) p ..... 

(3.1.18) 

(3.1.19) 

Usando aita últia:ia relación en la ecu.cióa (3.1.19) ae coacluye que Ja_ y la+ satid'.c:en Ja 

;......-.s 
(h+ -la-> G<"· +la_)-,.~~-)=º 

Para una di9CODtinuidad eu. la superficie A+ fl' h_, eotc:Jnc:e9 la ret.ción entre le.~ 

líaüee 1a_ y fa+ .,. 

la+ = 2 _,._ + }._ + -;;:- . l { ..¡. • 8h.ª} (3.1.20) 

POC" otra parte. la condición. de periodicict.d ((h_) = ('(h+) + 21 permi&e obtener una 

ecuación mú, que junto a (3.1.20) penni~ obtener la. ~de la- y h..,. Esca coadición 

1a_ -1a.-21+ki1 ... (Z: ::;)-.,.1 .. (Z: :!;). (3.1.21) 

Sbi einbargo laa relacion... (3.1.20) y (3.1.21) "6lo def'inen a la- y la+ bnpUci......,..Ce y 

doopendeo de "·· 
Ahora eJ objetivo coosiste en eZllCOotrar una relación. entre la diacontiouidad estacit> 

nada y laa CODdiciouea iniciales del problea:na.. Con emte própoeito 9e define eJ proa:iedio de 

una función \t(t;) .... un periodo COODO 

- ·1a1~, "d 
<t= '2i o ~'·') '· 

(3.1.22) 
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Entonces e > u. El salto hidraulico es más rápido que la vdocidad del flujo. En conse-

cuencia el cambio de variables ..; = z - et corresponde a 

, ="' - 3• - •P• =e - Pi. 

Por )o que las relaciones para :as derivadas parciales son 

a a 
ijj = -{J éJ( y 

a a 
ae = a(" 

Usando estas relaciones la ecuación (2.2.37) se reescribe de la manera siguiente 

(3.2.4) 

3 "' "' ( ¡_';.:;1.s•exp-(-v/2)dv ) 
(a. - {J + :¡•")•eº= 4•º + 8 exp((/2)exp({Ji) 1 l+#i • 

+ 
1 

exp 
1
j_ _sºexp(-v/2)dv 

-exp -l+J'r 

al hacer un cauibio de ,,.,.¡ables 1- integrales se simplifican obteniendo 

( 
¡_<' ) a• exp -( -v /2) dv 

(a-/J+~•")•cº=~•º+iexp((/2) -• 1 ' . 
+ 

1 
exp 

1
j_ aºexp(-v/2)d., 

-exp _, 

(3.2.5) 

Coaaiderando el cambio de w.riable (3.2.4) la condición de salto (2.2.31) ~escribe como 

Q - ~ + i<•+ + .s~) =o. (3.2.6) 

Si se deriva la ecuación (3.2.S, con respecto u. C y ae eliuiinan loa ténnioo. integrales, ae 

obtiene 

Mediante algunaa 11implificacionee la ecuación anterior se expreaa como derivada total con 

respecto a C, ain los térmiooa int.egralea 

:;,{ltJ(a. - 3)•º2 + 6aº} = .:.:{3aº2 + 4(3"' - 2,8)aº }. (3.2.7) 
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Que al ser integrada St! expresa corno 

(3.2.B) 

donde K 1 es la constante de integración. Las expansiones (3.2.1 ), (3.2.2) y (3.2.3) describen 

u;2 =(u - c)2 ={2 +<(a.+ ~s") - (3 + •fll + 0(<2
))

2
, 

he =1 + ~e:.s•. 

Exigiendo la condición de velocidad crítica (3.1.8) para orden e: se obtiene 

s~ = ~l.3- o). (3.2.9) 

Entonces, en el punto en que la velocidad es crítica el término a la izquierda de la ecunción 

(3.2.8) se hace cero de m.anera sim.ilar a la ecunción (3.1.10). Basándose en el argumento 

del punr.o de inflexión utilizado en la sección anterior, el lado derecho de la ecuación (3.2.8) 

tnmbién se tiene que anular en s = se. Usando el valor de se obtenido en la rt"lación (3.2.8) 

se encuentra el ,...ior de la constante K 1 • Este valor es 

K, = ~(fl - <>)(fl - 2a). (3.2.10) 

En consecuencia la ecuación (3.2.8) se ~cribe como 

d..• 3 a•'+ (4/3)(3<> - 2/l)s" + (16/9)(/l - a.)(/l - 2a.) 
a( = 16 o - fl + (3/4)s• 

Esta relación se sim.plifica al factoriznr el monomio correspondiente n la raíz en s = Se 

tnnto del denoininador com.o del nutnerndor. Entonces s• sntiNfnce 

ds• 1 • 4 
a( = ¡(a - :¡(fl - 2<>)). (3.2.11) 
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d( 4 
dsO = s• - (4/3)(/1 - 2a)" 

(3.2.12) 

De igual manera que en la sección anterior se fijó h(-1) = 1 = 1 + 1 E./2)s•, por lo que 

a•(-l) =O. Entonces el perfil { = {(s•) corresponde a 

1 
3s" 1 ( = -l + 4 log 1 + 4 ( 2 a _ P) , (3.2.13) 

A diferencia de la ecuación (3.1.15), la ecuación (3.2.13) pennite encontrar .s•(() ex­

plícitamente 

(3.2.14) 

Usando la condición de periodicidad { = { + 21, la ecuación (3.2.13 J t.aD'.lbién se escribe 

1 
3s" 1 ( = 1+4 log 1 + 4 ( 2 <> _ P) . (3.2.15) 

Ahora hay que encontrar los valores límite .s'!. y•+· Usando las relaciones (3.2.12), (3.2.14) 

y la coodición de periodicidad ((.s'!.) = 21 + {( .. +.) ac obtiene 

1 
3s"- 1 1 •"+ ; -1+4log 1+ 4 (2a-P) =1+4log l+ 4 ( 2o-¡J):· (3.2.16) 

Que, de manera análoga a (3.1.20) define la relación entres+ y a_ • erilizando la relación 

de diacontinuidad (3.2.6) ee pueden encontrar laa expreaionea exactas .si'!. y s+ 

(3.2.17) 

y 

(3.2.18) 
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Sin ernhargo., no se coo<>f:e aun la velocidad de prnpagación e pues se desconoce el valor de 

{J. Al sustituir (3.2.17) en (3.2.15) se encuentra el lugar del salto C: = ( •. Este es 

l. (2o - tll 1 1 c;. = -4 log --
0
-- cosb ::¡ . (3.2.19) 

Sólo falta encontrar la VC?locidad del salto hidráulico pues ya conocemos tanto el perfil 

como la velocidad de éste. Una vez más se usará el promedio definido en (3.1.22)., y la 

relación (3.1.23), donde 

h(t•) = 1 + ~7 = 1 + ~~: 

Por lo tanto 

:;e= 21. (3.2.20) 

Usando la expresión de_,• establecida por la ecuación (3.2.14) se obtiene 

Al SWltituir ('. dada por la relación (3.2.19} en esta ecuación y despuéa de alguna11 mani­

pulaciones se encuentra /J explícitamente dada por 

3 . 2 1 
ti= 27+2o(l- 7ta.nh¡l· (3.2.21) 

Con ella se pueden encontrar los valores que definen el salto lüdrñulico para el caso ligera­

mente inestable. Dada la inestabilidad del sisteuia el perfil estacionario final para .s(~., i) 

para t - oo es el generado uicdiante las relaciones del salto hidr&.ulico. El perfil final 

consiste en un arco de exponencial cuya aIIlplitud es xnayor si cr taJnbién lo cs. Pues al 

sustituir fl de la expresión (3.2.20) en la relación (3.2.13) se obtiene 

a= e''; ta.uh~ - ~J)(exp ( ~ I -1). 
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De Ja DJ.isma manera la velocidad del salto es mayor sí o aumenta. Asimismo, Ja constante 

¡J es la misma para dos funciones del ai.ismo período pero con el mjsmo promedio en la 

condición inicial 7. 
En resumen, el salto hidráulico se mue,·e a Ja derecha con una altura h_ rna~·or que 

h+ con velocidad mayor a la del flujo. La diecontinu.idad disipa energía de tal manera 

que el perfil es estacionario. La evolución de In condición inicial para el caso ligera.mente 

inestable tarda un tiempo infinito en formar el salto hidráulico y el perfil éste pnrn la 

aproximación de dos escalas de tiempo cor:isiste en un a.reo de exponencial creciente en (. 

En el sistema de referencia con velocidad igual a la del salto la velocidad al frente de éste 

es supercrítica y Ja velocidad atrás del Dlismo es subcríticn. 



Conclusiones 
Lea hipótesis involucradas en el estudio por m.edio del modelo de aguas som.eras hecho 

en este trabajo aon usuales para probleaiaa de Hidráulica.. Es decir, considerar al flujo corno 

incompresible y bidimensional, adeaiás de considerar a la presión cotno hidroetática. Una 

~ hechas est- aupoeiciones se agrega un término de disipación asociada a la viscosidad. 

El uiodelo definido por las ecuaciones de conservación de inasa y evolución de momen­

to, con las variables h y u acopladas, es cuasilineal. No es posible encontrar una solución 

analítica exacta que describa las ondas rodantes como una evolución de perturbaciones 

iniciales. La.a únicas solucione. exactas aon correspondientes a perfiles ei1tacionarios, es 

decir el flujo u.nifon:ne h = 1, u = F ó el caso del salto hidráulico. La evolución de las 

oodas rodantes se describe mediante simulaciones numéricas. Sin embargo, en este trabajo 

ae encuentra una nproxir:nación que describe éste fenómeno. Primero, mediante la aproxi­

mación lineal. se encuentra que el sisten1a de ecuaciones es inestable cuando el nÚDlero de 

Fraude F ea mayor que 2. Por lo tanto, para F > 2 el sistema generará ondas rodantes 

periódicae que eveo.tualxnente se convertirán en saltos hidráulicos. Es decir. el fenón'.leno 

de las ondas rodantes se debe a la inestabilidad del sisten'.ln cuando la aceleración debida 

a la gravedad excede en cierta proporción a. la disipación asociada. o. la viscosidad. 

Para el caso ligera.n::icnte inesta.ble9 la aproximación por el niétodo de dos tiempos 

describe el sistema para tiempos del orden 0(1/e) medin.nte una sola. ecuación integro-
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diferencial no lineal. Ln solución numérica de esta ecuación es más sencilla que la que 

describe el problema completo. Además, exige que el perfil permanezca acotado para todo 

t > O. Otra consecuencia, consiste en que el perfil de la perturbación inicial evolucionará 

en un tiempo infinito hacia un arco de exponencial cuya velocidad será mayor que la del 

flujo. 

Sin embargo, el tnodclo no predice el comporuu:n..iento pnrn números de Froude mucho 

ID.ás grandes que 2. Tal y como lo señala Mayer [1\rl] para canales muy inclinados se rompe la 

condición de regularidad de el patrón (los frentes de onda formnndo rectos perpendiculares 

al flujo río abajo) debido a la turbulencia, pues laa velocidades y las presiones aerian ruuy 

grandes, generarándoae flujos en la dirección z. 

Queda como trabajo posterior el estudio numérico de la ecuación (2.2.27) para di­

versas condiciones iniciales, comparándola con la solución numérica al problei:na completo 

(1.4.10). Además de extender todo el estudio a perturbaciones iniciales no periódicas con 

el objeto de verificar por lo m.enos cualitadvunente, la interacción entre dos ondas redan~ 

tes con diferente velocidad, en consecuencia de diferente tamaiio, para el caao ligerB.lDeDte 

inestable. 

Tanibién se puede extender el uiodelo al considerar que la constante o- = H 0 / Bo no es 

cero sino que ésta sea de orden e, con objeto de efttablecer una estimación del efecto de las 

paredes sobre la velocidad y el perfil de la onda. rodante, así como el del salto hidráulico 

para el CIUIO F + ea. 



Apéndice 1 
Estudio de términos seculares en el método 

de dos escalas de tiempo 

En la sección (2.2) se encuentro que la solución n primrr orden parn el m~todo de dos 

esenias de tiempo e8 (ecuadones (2.l.12) y (2.2.13)) 

(I.1) 

- . (<) . S1({,r¡,t)=q(r¡,t)exp 2 + ... (~.t1. (I.2) 

- 1 ¡· -d Donde q(17,t) = 2 r(v,t) v. Sin embargo se drsconon• In dependencia t a.nto de r 

como de .s con respecto a i. Esta <lepf"nd('ncia :;r rncontrnrri tal sustituir las soluciones 

S1. R1 en lo. ecua.cióu a. orden ~- El sistc1nn ticnl'."' solucionc-s periódicas, por lo tnnto. 

s(~.f) r(f'/,f)cxp(é/2) y q(ry,i)exp({/2) son pcrió<licns. Al dt"finir r(r1,i) = Fcxp(-r¡/2) y 

q = q cxp( -YJ/2) permite considerar a r y ij periódica::; en x pu<$ 

rcxp(e/2) = i'exp (.;; ") = i'exp{-t), (I.3) 

y 

qexp({/2) = tjexp ({; 77 ) = rjcxp(-t), (I.4) 
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lo son. 

Para orden ~z el sisterna 1u1ociado es (ecuaciones (2.2.Sa.b)) 

(I.5a,b) 

Para el emtudio del :sistema a orden E 3 es necesario susdtuir las funciones h1 = (S1 + 
Rs)/2 y ua = (S1 - Ri)/2 en el lado derecho { términos n1 y n2) del sistema. (l.5). Para 

n 1 se obtiene 

-h1 r-Co +u1)hs .. - h,u., .. = -~(S1 r + R 1 ¡) - :ic2or +s, - R1)(S1 .. + R, .. , 

- ¡cs1 + R1)(S1.., -Ric) = n1. 

Al expresar esta última relación en función de e y '1 se encuentra que 

-h1;- (o+ u1)h1s - h1u1. = -~{S1 ; + R 1¡) - ~(o+ Sa)(S1( + 5 1.,) 

- ~(a - R1)(R1< + R1,,) = n1. 
(I.6) 

Análogamente el término del lado derecho (n2) de la ecuación (I.5b) se expresa co1no 

-u 1 ¡ -(o+ u1)u1 .. +º;1 
- (h, - ~

2

) = -~(S1 - R1)¡ 

- :i<2a +s. - R1)(S1 - R1) .. + ics. -R.) 

- (¡es, +3n,>]'. 
Expresándolo en función de e = % - 3t y ,., = z - t se obtiene 

-u1, - (a+ u, )us. + 0
;• - (h1 - ~1 

z) = -~(Sti - R 1¡) - ic2a + S1 - R, )(Sa< + S1wr) 

+ ~(2a + S, - R, )(R,. + R1,) + ~(S, - R,) 

- [i<S1+3R1)]
2 

== n2. 
(I.7) 
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Al diasonalizar la matriz mediante la tran.eformnción (2.2.7), el aistenia (I.5) toma la 

forma siguiente 

(.~:) + (~ n (~~). + (~ ~l) (~~) =T 
=P-· e~~)= e _\)e~~)= e~::'.:~~). 

que en el ciu:nbio de variables {, '1 queda co010 

-2R2( = -R2 + n1 - n2. 

(I.8) 

(I.9) 

(I.10) 

Al eacribir la ecuación (1.9) en ténninoe de Ri. S1 toma la íorrna (ecuación (2.2.15)) 

S2.., = iR2 - ~Stl- ~(4o+3S1 -R1)(S1( +s • .,) 

+ ijcR, + Si)(R,, + R,.¡ + ics, - R,) (I.11) 

- ~ [i(S, +3R1>]' 

Conesponcliendo a la ecuación (I.10) la relación 

R2t- ~R2 = ~R1¡+ ~(4o - 3R1 +S1)(R1< + R1.,) 

+ ijcR, + s,¡(s,, + s,.¡ + ics, - Ril (I.12) 

- ~ [i(S, + 3R,f, 

Aaáliaúr para Ja ecuación (r.12) 

Todoe loe términos no b<>Ulogéneos de la ecuación(I.12) tienen que ser integrados con 

respecto a e. Al m.ultiplicar la ecuación (1.12) por el factor integrnnte exp{-e/2) se obtiene 

: (R,exp(-e/2)) =exp (~e) {~R,, + ijC4<> + s, - 3Ri)(R,. + n,,¡ 

+ ijcs, + R,)(S,. + s,,¡ + ics, - n,¡ (I.13) 

- ~ [i(S1 +3R1f }· 
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AJ sustituir las solucione& (J.1) y(l.2) del sistema a orden I! en la ecuación para. R2 

(I.13) y considerando que q.,, = r /2 se encuentra la ecuación siguiente (ecuación (2.2.17)) 

iJ 1[ 1 1 ] ae(R2 exp(-(/2)) = 2' r¡ + or., + ¡a:r + ¡-º9 

+ ~ exp(-e/2) [s.,,,+ os - ¡.,2
] 

1 [ 13 • 1 ·] + g cxp(e/2) qr,, - 3rr., - -:¡-r + ¡q 

1 [ rs ] + 8 ar.,, - 2 +ser+.stq . 

(Ti) 

(T3) 

(T.) 

(I.14) 

Donde r = r(r¡, i), q = q(r¡, i) y a = .s(f], i). Al introducir la vnriable lenta i = d es 

necesario exigir que las funciones r y s no generen 110luciones no acotada.a en R2 y S2 

cuando el tieuapo es muy grande t. Por lo taoto se eatudiará la contribución de cada 

térm.ino T¡ (i = 1 1 2, 3, 4) tanto a la solución R, como para Sz. 

Loe ténninc.:. incluidos en T 1 sólo dependen de q y l. En ~nsecuencia al integrnr con 

reapecto a e se produce una contribución 

{ ( 1 1 ) 2 exp(~'/2) r¡ +ar., + ¡or + ¡oq . 

Al expresarlo en función de ¡:y q (ecuaciones (I.3) y (1.4)) tomando en cuenta. que 

r., = (r exp( -71/2))• = (r., - ~) exp( -r¡/2) se encuentra que 

{ ( ) e- _ .. 1 _ 1 -) 2 exp -f r¡ +ar., - a 2 + :¡ar+ ¡oq . (I.15) 

Hay que notar que la am.plitud del ténnino (I.16) crece indefin.idaJ:Dente conf"orme a. z 

(pues { = :e - 3f). Por lo tanto este término es inaceptable. 

t E.ta exigencia proviene de que tanto R 2 como S 2 B<>n expansiones asintóticaa de la 

solución. 
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Al intrgrar la auma en el térm.ino {T3 ) se obtiene 

(I.lG) 

que no crece indefinidamente. Sin embargo, considerando que s = ,., ~.i1. este término 

preeentnrá proble01as al integrar R-, con respecto T/ (ecuación (l.11 i1 pues aparecerá In 

''1Uiable T/ 

¡< 1 ¡ exp(e/2) (sst; +as - ¡s2
) cxp( -v /2) du. 

que es un caso análogo o. la ecuación (I.15) pues su amplitud crece conforme a :r ('I] = .x-t). 

Con respecto al término (T3) es fñ.cil notar que ln única c.lcpendencia. con respecto n { 

prO'\·iene de exp(¿"/2), por lo tanto después de integrnrlu presentará un comporta.miento 

exp({/2) ( 3 13 ., 1 •) --
1
-

6
-- qr,,, - rr,,, - 4 r- + :¡q . 

Al expresarlo en función de ij y r se obtiene 

(I.17) 

Estos términos estñ.n a.cotados sir y ij no crecen mó.s rápido que exp( -t }. consideración 

que se justificará posteriormente. 

Finnlmente el térm.ino (T4 ) 

~ exp(-{/2) [ (r" - ~) / s(v, i) dv + (q + r)s] , 

se reescribe c0U10 

~ exp(-t) [cr" - i') j' s(v, i) dv + (ij + i')s] . (I.18) 

Esta expresión está acotada si q, r y s lo están. 
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Por lo tan.to para tener consistencia en la expansión al integrar con respecto a 1J se 

exigirá que el término (7j) en la ecuación (l.14) sea cero, ea decir 

r¡ +ar., + .¡:r + ~q = O, (I.19) 

donde q('].l) = (1/2)/.,r(v.i)dv. Esta es la primera condición para que el ~isterna esté 

acotado. Estos términos se lle.man .. términos seculares .. en Teoría de Perturbaciones. De 

estn manera se determinar en función de '1 y i. Taz:nbién se considerará. el su.::nando (I.16) 

aJ tnODlento de integrar COD respecto R e. 
Análisis para Ja ecuación I.11 

Al integrar (I.11) se detennina 52. 

s'2., = in:i - is1 , - i<4o + 3S1 - Ri)(S1~ + s,.,) 
+ ~(R1 +Si )(Rt< + R, .) + ~(S1 - R,) 

1 [1 J 2 

- 2 :¡(S1 +3R,) . 

Donde R2 contiene loe términos (l.16), (I.17) y (I.18). Loe térm.inoe (I.17) y (l.18) perma-

nccen acotados deapués de integrar con respecto a 77• por lo tanto de R 2 sóio tomaremos 

en cuenta al sun:iando (I.16). 

Al reescribir la ecuación (I.11) en térm.inoe de .s, r y q se obtiene (ecuación (2.2.20)) 

(I.20) 
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Lo. ténnio<M en (Ts) no dependen de '1 por lo que junto a 109 ténninm1 proveraicutrs 

de R 2 drberán 11e cero. Por otrn parte tauto IOR tiinninue (T.) couao (T7 ) ~eran funcione11 

acotad1U1 (una vez mú 1t1111tituyendo;: y 9). El sumn.ado (l.16) provcni<"ntr. dr. R 3 ea 

Al aunmrlo coa el téra:nino (T.:;,) y pedir 'lue In suma sen. cero se obtic-ue 

( 
3 ) o a ¡• d nexp(l!"/2) "i+ n+¡·• .9f-4"'-8cxp(E°/2) •cxp(-,,/2) I"- S C1 =O. (I.21) 

E•ta ca 111. ecuación (2.2.21 ), en cstu. ccunción se ir.liminnn lu• términoA scculnrr.:-i nHo­

ciadoa a .. por lo que 9C determina •u depftic.lencia con r•pecto a e y i. 



Apéndice 11 
Las Relaciones de Rankine-Hugoniot 

En este apéndice se encuentran la.s relncioo<-S que rigen unn discontinuidad, es decir 

los vnlorcs de lns vnrinblcs que lu <lctcnninan para sistr1nns <le ecuaciones de conservación. 

Sea el sistema de ecuaciones <le consc_·rvnción 

d 1.·· ,-, .p¡(u(x,t),h(x,t),.r,t)dx ~1»(u(x,),h(.r,),.r,t) 
ª' .. 

!. 
.. 

. -4'1lu(x2).h(x2).x,t)+ .r, A1(u(.x),h(x),x,t)d.r. 

d ¡·· -r; 1P:1(u(r, t), h(x, t). x, t) d.r =4'::i:(u(.r 1 ), h(.:r 1 ), x, t) 
ª' .. 

-4'z(u(.r2 ), h(.r 2 ). x. t) + A2(u(.r), h(x),.r,t)dx. !. 
.. 

" (II.1) 

Estas ecunciones corresponden a. las ecuacionr!" de conservación (1.4.4) y (1.4.5). Si 

las funciones!/•¡,, tfl¡, son continuns con prhncras dcrivndns continuas pnra todo .r E [x1, x 2], 

el sistemn (11.1) es e-quivttlente nl si~temu <le rda.cione!-1 de dívcrgencin 

.f1tr;•1+!<:J1 -.\1 =O, 

--5;t.¡.··2+ D~r::>2 - A2 =O. 
(II.2) 

Para el en.so de un salto hidrúulico se supouc que ln.s relncioncH (II.l) permanecen 

válidas, aunque la. funciones ó 1, <;:12, v 1 y t/•2 no son continuas. Esta. Huposición da buenos 
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resultados en el estudio de ondas de choque, que en el cll80 de aguas somerns corresponde a 

saltos hidráulicos. t:n salto hidráulico es una discontinuidad en el perfil h y en la velocidad 

Sea e = e<t) la discontinuidnd que define el salto hidráulico. 

o, 

Figura l. Salto hidráulico e(t) y regiones Di y D2· 

La función e= {(t) divide el dom.inio [z1.z:z] en D1: Z¡ s :e< e(t) y D:z ! ((t) < z ~ 

z2(t). Además ~1. t/>2, .Pi y '-72 son continuas y tienen primeras derivadas continuas en D 1 

y D 2 • Entonces la integral de (pº,¡ es (i = 1,2) 

L.. ¡•«> 1,·· ,P,;:(u,h,z,t)dz = f/.r¡(u,h,z,t)dz + V',¡(u,h,:r,t}dz. 
.. , ... ((0 

(II.3) 

Al aproximar W; en serie de Taylor alrededor del valor {( t) por la izquierda se obtiene 

a.¡,, 
,P;(u,h,z,t) = ,P;(u,h,{, t) + éJx (u_, h_,(_, t)({(t) - x) + O({(t) - x), 

donde h_ = lims-((t)- h(:r, t) y u_ = lim•-((t)- u(z, t). De manera análoga se dell:nen 

los límites por la derecha h+. U+ y las correspondientes a tPa:t:~ ef>•:t:· Entonces al integrar 

e.ta última ecuación de Z¡ a e(t) se obtiene la siguiente aprcm:::iniación para priDJ.er orden 

L
((r) 

,¡.,(u,h,x,t)dz = ,P;(u-, h-,{,t)({(I) - z,) + O(({(t) - z 1 )') • .. 
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Por lo tanto,. al integrar de za a z2 se encuentra que cerca de la discontinuidad se tiene 

que 

Haciendo expansiones similares alrededor de e(t) parn 4' 1 y o 2 

Y loa ténninoa aaociadoa a A,; serán 

1 
.. 

A¡ dz i::::J A,;-{e - x,) - Aa+Ce - x:z ) . .. 
Al derivar con respecto al tiempo In. relación (ll.4) Re encuentra la siguiente expresión 

para primer orden 

d 1·· d~ ~ -.-:- .¡..,d.z = --:r:-(.P•+ -v•;_) = --d [v•;]+O(~ -z,)+0({-zz). 
a:i s 1 at t 

Donde los corchetes denotan los valores límite cercn ele la discontinuidnd pnrn. lo. función 

(tb¡} = ('•P•+ - t/J;_). Por lo tanto, al hacer los límites x1 - e- . ..r;i -+e+ en la relación I.1, 

ae encuentra que 

(II.5) 

Estas relaciones son conocidas en dinámica de ge.ses como las relaciones de R.a.nkine· 

Hugonlot para la velocidad de propagación de una discontinuidad. Para el caso de las 

ecuaciones (1.4.4) y (1.5.5) 1/Jt = h, 1/.J2 = uh, 4'1 = uh, <P2 = hu2 + {h2 /2) y A 1 = O, 



•• ~·· 
A:i = h -(u 3 /F3 ). En consecuencia las relaciones de salto (II.5) corresponden a 

(II.6) 

Es posible notar cierta similaridad entre laa ecuaciones (Il.6) y las ~laciooes de di­

vergencia (I.2) ('-er Wbitham (\Vj} ya que la ecuación 

.;,t:~t + !9'1 -A.a =0, 

y Ja relación 

permiten identificar los términos i.nvolucrad.oe cu la expresión que define la '"'"locidad de la 

di9COPtia.uidad. 

Laa relaciones (II.6) definen la velocidad. de la discontinuidad, sea un salto hidráulico o 

una onda de choque, aaí corno loa '\.'1llores límite a la izquierda y derl!Cba para el perfil h y la 

velocidad u. En lus ecuacionett (1..&.4) y (1.4.:>) se necesitan 2 ecuaciones, sin em.bargo para 

el caso de la aproximación para tiil"'Dl.pos largos en la aproxiniación ligerai:nente inestable 

(ecuación (2.2.27)) sólo se necesita una de ellas parh. definir las características del salto 

hidráulico completamente. 
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