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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo que describe la evolucién de ondas rod es
Eatas ondas se observan ¢n canales con fondo plano. E] modelo consiste en un estudio

iS5

del perfil de la superficie del agua descrita ¢ la apr para aguas someras,
ademas se le agrega un término proporcional al cuadrado de la velacidad. con el objero de

la pérdida de in debido n la friccién con las paredes. El sistema de ecua-

asi ob ido es un si de i dife ial ili l parn la velocidad
u y el perfil & decl agua. El andlisis lineal muestra que las ondas rodantes se producen
debido a la inestabilidad generada cuando el nimero de Froude es mayor que dos ( £ > 2).

Esta inestabilidad provoca que las condiciones iniciales periédicas evolucionen hacia una

solucién discontinua (salto hidriulico). Medi un alisis de doe las de tiempo se
an las 1 que describen lucidn de la litud para ¢l caso ligeramente
i ble. Final se an el perfil y 1a velocidad del salto hidraulico en el caso

ligeramente inestable relaciondndolos con las condiciones iniciales.
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Introduccidn

Overhead the albatross hangs motionless upon the air.
And deep beneath the rolling wanes

. labyrinths of coral car

The ocho of 4 distant tide.

Comecs unllowing across the sand

And everything is green and submarine...

Whaters, Wright. Mason., Gilmonr.

Figura 1. Ondas rodantes en un canal. En cste caso las ondax
se mueven de derecha a izquierda.

Infinidad de fendmenos se producen en el agua. Una mirada a la superficie de un



8 introduccién

lago nos despierta la curiosidnd sobre la multitud de efectos observados. Algunos efectos
interesantes se producen al observar flujos cn rios y canales. El fendmeno a estudiar en
este trabajo recibe el nombre de ondas rodantes y sc presentran al deslizar agua sobre un
plano inclinado (Figura 1).

En 1903 Vaughan Cornish [C] fotografid y describié este comporramiento en su libro.
Las ondas rodantes consisten en pequefias protuberancias que se forman en la superficie
del agua. Estas avanzan mds rapido que el flujo. Las perturbaciones avanzan hacia abajo
formando lineas perpendiculares a la direccidn de propagacién. Ademas, Cornish notd que
se propagaban a distancias regulares entre si.

Este fenémeno depende de la rugosidad del suelo del canal. pues en un fondo de
grava no aparecian, mientras que en un piso de cemento (liso) se forman, crecen y se

mantiencn. En 1949 Robert F. Dressler planted el problema como una serie de saltos
hidraulicos distribuidos periddicamente a lo largo del eje z: en este caso se supone que
el canal tiene fondo plano y recto {ver Dressler [D]). La reproduccién en laboratorio de
estas ondas muestra un hecho mds: la velocidad de las ondas rodantes es mayor cuanto
mayor sea la altura que tengan las ondas ademas que al encontrarse dos de éstas coanlescen
formando una ola rodante mas rdpida y mas grande (ver Mayer {M}). A pesar de ln aparente

estnbilidad en el perfil, el flujo ciertamente dista de ser uniforme. Las observaciones del

fenémeno senialan el siguiente comportamiento en el flujo denrro de la ola (Figura 2).
—_—

D

Figura 2. Flujo dentre de i ondo rodante
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Las das rod se o en aguas poco profundas comparadas con la longitud

de éstas y el ancho del canal, sin embargo llegan a desbordar canales disefiados para

t tar esa idad de liquido pero considerando que el flujo es uniforme; ademas,
generan esfuerzos no deseados sobre las paredes (ver Stoker {S]).

El dio de el feno en este trabajo se basa en un modelo conocido como de

aguas someras, al que se le agrega un término hidrdulico de disipacién de energia atribuido

a la vi idad. Se id A dici iniciales periédicas con cl fin de aproximar
la r laridad en la distribucion de las d Medi este delo se pl relacio-
nar las dici iniciales periédi Y i con la velocidad y el ¢ fio del perfil

de las ondas rodantes, asi como el estado eastacionario final de éstas, es decir de los sal-

tos hidrdulicos. Dadas las i itad i e se usard un modelo de
aguas poco profundas (modelo no viscoso) al que se le agregara un término hidriulico que
represente la pérdida de debida a la fi vi

En el capitulo 1 se explica en qué i ¥ Ales son las hipdtesis del delo de
aguas someras. En él se pli las isti de un flujo de este tipo asi como
las hipéStesia hidriuli i 1 das al id Ia disipacién de gia debida a la
vi idad. Esta hipétesi. idera que la di i i6n del en el flujo de agua
debido a la viscosidad se comporta prop i 1 al drado de la velocidad. Esta
suposicién es usual en Hidridulica y es una aproxi i6n prop por A ine Chézy hace
mads de dos siglos. P, i te, se ded el si de i que d ib tanto

el perfil como la velocidad para el flujo en un plano inclinado. considerando condiciones

iniciales periédicas, ad s de ar las soluci para flujo uniforme. La velocidad
sélo depender& de las coordenadas (z,t), por lo que la altura A define ¢l perfil de 1ln onda

rod. Nosed ibe el = i turbulento del fend o. Final se define

i
.
¢
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el miimero de Froude F, pardmetro adimensional, que relacionn la componente horizontal
de la fuerza gravitacional con la fuerza “viscosa™ debida a la disipacién de energia.

En el capitulo 2 se estudia la evolucién del sistema de ecunciones cuasilineal. primero
mediante un estudio lineal. En este estudio se encuentra el valor de la constante F a parrir
del cual el sistema se vuelve inestable para tiempos largos. Este fendmeno de inestabilidad
define el crecimiento de una perturbacidn inicial de tal manera que modela la evolucién

de la onda rodante. En la seccién (2.2) se plantea un estudio basado en el método de dos
tiempos para una inestabilidad pequefia 0 < F—2 = ae. Al exigir soluciones acotadas parn
tiempos largos se eliminan los términos cuya amplitud crece indefinidamente (términos
seculares). Las relaciones asi encontradas definen la evolucion tanto de la amplitud de la
onda como de la velocidad del flujo.

En cl capitulo 3 se describen las caracteristicas del salto hidrdulico para el problema
completo, tal ¥ como se definié en el capitulo 1. Basandose en cl simil con las ecunciones
constitutivas del gas ideal politrépico (ver Landau y Lifshitz [L 7} se definird la solucién
periédien discontinua del modelo, tanto la velocidad del salto como las ecuaciones que
definen el perfil y la distribucién de velocidades. Posteriormente. se cncuentran las mismas
relaciones que definen el salto hidrdulico, pero para la aproximacién obtenida mediante el
método de dos escalas de tiempo, encontrando de mancra explicita las relaciones entre las

condiciones iniciales, la velocidad y el perfil del salto hidraulico.

Tusi relativas a este estudio. Es necesario mencio-

Final sep las co

nar que ¢l presente trabajo estd basado en el articulo de Kevorkian y Yu [K-Y]: Nonlinear

evolution of small disturbances into roll waves in an inclined open channel



Capitulo 1

Construccién del Modelo

I told you about strawberry fields,

you knaw the place where nothing s real,
here’s another place you can go,

where everything flows...

Lennon. McCartney.
1.1 Introduccién

En este capitulo se establ in las i

tivas que describen la evolucién

del perfil del agua en un plano inclinado. Por una parte, se plantea el modelo de aguas

someras. Esto si lifica e el problema, aunque sigue siendo un problema

no lineal. El modelo de aguas someras es un modelo en que el flujo se considera no

viscoso e in ible ad is de establ la fuerza gravitacional como tnica fuerza
1 strica. Al elimi la viscosidad se esta despreciando la disipacién. Se definen las
de ion de masa y momento para el sistema, asi como la condiciones de

frontera e iniciales. La aproximacién de ondas largas permite considerar que la presién es

hidr itica; posterior te, se ded la aproxi ion del po de velocidades v para
ondas largas. Entonces se agregara al modelo el coeficiente de Chézy, coeficiente hidraulico

que aproxima la pérdida de momento debido a la friccién producida en las paredes. Se




12 Capituio 1 Coastruccida del Modelo

deducen las i ivas y se ara la solucio pondi a un flujo
estaci io. Dada la laridad en la distribucién de los saltos, sefialada por Dressler
{Dl. se iderara que las dici iniciales para el perfil h y la velocidad de u consisten
en f i periédi con el mi periodo.

1.2 El Modelo de Aguas Someras

1.2.1 E i de C ic
Se considera un elemento de fluido V5. La hipd is del i en iderar
que este el es pequeiio en co ién con las di

del sistema, aunque no
tan pequefio como para compararse con el camino libre medio entre dos particulas. La

masa del filuido que sale del volumen V5 por unidad de tiempo es

//spv-nds,

donde n es el vector normal a la superficie § y v es 1a velocidad del fluido v = (u,v.w).

z

Figura 3. Elemento de fluido V. La disposicidn de ejes en la
figura serd la misma para todo el trabajo

El flujo de agua es igual a la masa que sale a través de la superficie S por unidad de
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~wff/ 3

tiecmpo. Es decir

la i6n de masa (si no hay fuentes o sumideros de masa) se escribe como
3
——-f/f pdv = pv-nds. (1.2.1)
ot ve s
Esta i6 bién es co ida como la ecuacién de continuidad.

Si el volumen es fijo con respecto al tiempo, usando el teorema de la divergencia se

obtiene la ecuacién

g‘: +div(pv) =0. 1.2.2)

En el caso del agua, la d idad sera iderada co en todo el espacio y en

el tiemp En ia la ién de vacién de masa deriva en la condicién
igui (en coord: das cartesi ).

div(v) = s + vy + we = 0. (1.2.3)

Los subindices representan las derivadas parciales.

de las iones de vacién de mo no se id los

En la ded
términos viscosos. Es decir, el temsor de esfuerzos tiene todos sus términos fuera de la
diagonal iguales a cero (ver Batchelor [B]). Por lo tanto, en el modelo de aguas someras
id Se id d: As, que no hay flujo de energia debido

no hay disipacién por fri
a la conduccién térmica. En otras palabras el sistema es isentrépico. Los términos de

fi en la di ié 1 interior

la diagonal en el tensor de esfuerzos r

a la supetficie S que rodea el volumen Vp (fuerzas compresivas), por lo que las fuerzas

superficiales sobre el elemento de fluido corresponden a la presién.



C ioa dal Modek

14 Capitulo 1

pP+p Ax

—_————

— y——

Figura 4. Fucries superficisles sobre un cubo de lados Az, Ay

¥y As.

La idn de imi se obti do la da ley de Newton. Al tomar un

elemento de fluido con caras paralelas a los ejes coordenados ob en la direccidén &
la ecuacidén siguiente

(1.2.4)

[—(p + pe Ax) + p.AyAz + Fi pATAYAr = pa, AxAyAz,

donde p es la presién. El vector F = (F1, F3, F3) representa la fuerza externa volumétrica

por unidad de masa y a = (a;, az,as) denota a la aceleracién. Tanto F como a son funciones

que dependen de x y t. Al tomar el limite AV —» 0 la relacién (1.2.4) se encuentra

~px+ PFi(z, 1, 2,8) = par(z,y, 2, ¢)- (1.2.5a)

] de imi: para las otras dos coordenadas

il se calculan las
~py + pFa(x, ¥, 1, t) = pax(z,y, 2, 1),
(1.2.56,¢c)
—ps + pFa(x,u, 2, t) = pas(z,y, =, 1),
que en su forma vectorial se escriben como

—%swd(p) +F=a (1.2.6)
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La fuerza volumétrica que a id es la fi gravitaci 1l F = (0,—g.0)
donde g es la 1 ién debida a la gravedad.

Las i de imi describen las trayectorias de una particula (esta es la
definicién del si de d das | d ). Se id i t fc

la ecuacién (1.2.5) al sistema euleriano (4, v, w: t).. En el sistema de coordenadas euleriano
las varinbles a observar son las componentes del vector velocidad v=(u, v, w) y el tiempo

¢
Supdngase que G = G(z, y. z: t) es una funcién que depende de la posicién y el tiempo:

dado que x = (z, ¥, z) es la trayectoria de la particula, entonces

ar =% =V = (u,v,w).
Usando la regla de la cadena se encuentra que la derivada de G con respecto al tiempo

correspoade a

%? = Gri+ Gy +G.i + Gy = Geu + Gyv + Gyw + G 1.2.7)
En particular se obti la expresién para la p a; de la aceleraciéon
a; = %% = ttly + VUuy + Wi, + . De Al ae Jcul las expr
para a; y as.
En in la i6n (1.2.5) se ibe en variabl leri coma

ue + Bug + Vuy + WU, = ——pg,
v+ Uve + VU, WY, = ——py — g, (1.2.8)

U + Uwy + VWY + WW, = ——ps.
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El sistema (1.2.3)y la ion (1.2.8) o

nAan un si de en derivadas

parciales incompleto para u,v,w,p y p. Falta establecer las condiciones iniciales y de

fr d is, del compor de la presién. En la seccidén (1.2.4) se describiran

cstas dici ¥ se plant i

el compo iento de la i

Antes de definir cstas
i

es i e si lificar el problema mediante el Teorema de Hembholtz.

1.2.2 Teorema de Helmholtz

La circulacién L(t) del po de velocidad
[c-an

v se define como (ver Courant y John

l‘(t)=f;v-'l‘dl=£(udx+vdy+wdz),

donde T es la tangente a C. La curva € es una curva cerrada dada por x(o, t) con o tal que
x2(0,1) = x(1,¢) (0 < o <1 ). Al fijar o, x define la posicién de una particula de la curva
T'. Es decir, la circulacién esti dada en forma lagrangiana. Debido a la parametrizacién,

la tangente a la curva T es tal que T = x,. Al derivar con respecto al tiempo se observa
que

atl?l"=-/;‘(0-'l‘+v~'i‘)d04 (1.2.9)

Esta ién se r ibe al ituir a = v, F = (0,—g,0) = —grad(gy) en lIa
relacién (1.2.5) y usando el hecho que T = v,

1
1‘-=/ [_l'r.gmd(p)—g'r-gmd(y)+v-va] do
o a

ra 1
= /‘; [—';Pa — gYo + §(V - v),] do =0,
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pues v, p e ¥y coinciden al evaluar en # = 0 y ¢ = 1 (p y ¢ son constantes). Por lo tanto

I'(t) es constante, cn esta Gltima relacién consiste el teorema de Helmholtz.
3 iniciales a un fluido en reposo, se ticne el caso en que

Al iderar en las condi
I'(t) = O para todo el tiempo y para cualquier curva cerrada. De esta iiltima condicién se

infiere que }

rot{v) = 0. (1.2.10)
Por lo que ¢l ial v en el gradi de una funcién p ial ¢ = oix,y,z7¢),
Yy
v = grad() = (e, B5rba)- (1.2.11)
La funcién ¢ estd dada por la integral de linea
#(x,p,2,0) = /(ud:+udy+ wdz) .
Al cousiderar que el flujo e3 ir i len la ion de continuidad se obtiene que
& iafh la ion de Lapl
AP = Ger+ Ppy + Brs = 0. (1.2.12)
Ee decir ¢ ew una funcié H Ademas, el p ;al de velocidad ite que
las G (1.2.8) ¢ Ia forma
1 2 2 2y — 4
grad(¢e) + 5 grad(u” + v° + w?) = — grad(77) — grad(sv).
Al integrar esta iiltima relacién obt una versién de la i6n de B 11i
(1.2.13)

1
stz ~ v +w)+ B gy = o,

arse en Landau y Lif-

t Otra deduccién de la irrotacionalidad del fluido puede

shitz {L]
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dol Model
donde C = C(1) no depende de las iabl ial

Dado que al una fi ion de ¢ la ién (1.2.13) no se altera. se puede a-
gregar un témino a la funcidén po ial ain ibiar ia estructura de las ecunciones de

6D antes citad De becho es posible definic
.
e=9+ [ coras,

con ¢° es una f i Al pl este ial In i

(1.2.13) pierde el
término C(t). Por 1o que podemos suponer que C(?) == 0 gin que se pierda generalidad.

Las ecuaciones (1.2.12) y (1.2.13) son las i de i del fluido;
sélo falts & i lns dici de fr e inicial demids del P
de la presién.

1.2.3 Comdici de Fr

Una de las fronteras del fluido a diar cs la supezficic de éste, que se denotara

par S. La condicién de fronters en S exige que las particulas que se encuentran scbre la
supetficic permanescan ahi. Se describiré la superficie por una funciéa ((z,y,z;t) = 0,
por lo que al considerar Ia relacién (1.2.7) se obtiene la condicién en § (ver Stoker {S])

% = uCs + vy + wls +{e=0. (1.2.14)
La ecuscién (1.2.14) se pued: ibir al en que el (€esCorCs)

s norma) a la superficie Aqui n es el vector normal a la superficie libre S definido como
B = (Ce.$91€2)/(Ca? + ¢ + (.7)/2 (ver Courant y John [C-J])

N (l

% _ _ . (1.2.15)
[N X pwE
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Esta es la condicién de frontera. En el caso de un canal, €l fondo estd fijo, as{ como las

p d en con

-Z—:— =90  en las paredes y el fondo. {1.2.16)

La altura y de la superficie libre se puede definir como una funcién de z,z y ¢
v =n(z,z; ), 1.2.17)
por lo tanto, en la superficie { = ¥ — 7 = 0 cumple con ia ecuacién (1.2.14)

Gl — Gy + Gy +1e =0, eny=n, (1.2.18)

¥ la ecuacién de Bernoulli toma la forma

gn + dc + %(4»,’ 4 Pyt + B.7) + % =0. (1.2.19)

En esta ultima expresion p = p{z,y,z:t). Hay que notar que las relaciones (1.2.17) y
{1.2.18) son no lineales para n y ¢ pues ¢ = ¢(=x, 7, 2; t).

1.2.4 Aproximacion para ondas largas

Dado que los frentes de ondas se mueven en lineas rectas perpendiculares a la dirececidn
de flujo rio abajo, se considerara que tanto la funcién ¢ como la funcién 7 no dependen de
la. coordenada Zt. Entonces €l perfil obtenido en Z = 0 sera el mismo para todo el ancho
del canal. Por lo tanto, ¢ = ¢{ X, Y ; T) satisface la ecuacién de Laplace en dos dimensiones
dentro del fluido (ver la ecuacion (1.2.12))

AL =&xx +Pyy = 0. (1.2.20)

4+ En esta seccién se usarian mayuisculas para las coordenadas (X,Y, Z;T) y la funcidén

&, ya que se adi ionali

las iones
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La ecuacién de Bernoulli (1.2.13) se expresa entonces
1,2 2z 14
oY + ¥ + 5+ e+ E =0, (1.2.21)

¥a que se exige que ¥z = w = 0. La superficie del fluido esta definida por ¥, =

Hn(X/Lo,T/To) (ver figura 5). Lg es la longitud de la onda, asi como Tp es el periodo de
ia misma.

Y,=HWX 1L, TIT,)

/

\

n=i

—d

Figura 2. Perfil del fluido

El canal tiene el fondo plano, horizontal; la altura para el fluido en reposo es H. En

comsecuencia la condicién de frontera para el fondo cs (ecuacién (1.2.16))

o L

Sn = —ap¥X,0.T) =0, (1.2.22)
Para la superficie ¥, = Hn(X,T) la condicién (1.2.18) indica que

O% O _O8  yI1 _, (1.2.23)

Hzxox ~av *Hor
Dado que en la superficie libre la presién debida al fluido es cero, la ecuacién de Bernoulli

para la supexficie seri

o8 1, 2y _
gIIr]+aI,+2(u +v')=0 en¥ =Hn.

(1.2.24)
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Las condici iniciak den a una perturbacién en la

tud 4 y Ila longitud caracteristica Lo

rficie con ampli-

X X
Hn(ﬁ.o) - AN =) (1.2.25)
con velocidad inicial cero
*(X,Y,0) = 0. (1.2.28)
Al ducir las Y % ; onml
Y vT L]
=i Y:E '-—L-'— y o= 79 ¢ (1.2.27)

en la ecuacion de Bernoulli se obtiene la relacién entre las coustantes Lo, H y V. Esta es

1a velocidad

V= J/eH. (1.2.28)
En iala i6n de Lapl toma ls forma

7 pun + Syy = 0, (1.2.29)

donde § = H/Lo. Las condici de fi son las sig
Pp(%,0;t) =0 en el fondo, (1.2.30)

mientras que en la supetficie libre se iefe
Gp(x,7: €) = 82[ne + So(2, i t)0e), (1.2.31)
demés Ia ion de B ulli para la superficie libre es

$e(21,0) + 2[6a(5. 1 O) + 8y (2.7 0)] 40 = 0. (1.2.32)
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Las comdiciones iniciales se escriben como
Nz, 1, 0) =0,

(1.2.33)
nzx,0) = %h(:).

Al considerar que las ondas son mucho msis largas que la altura H se pide que § < 1.
Aqui § en ¢l parimetro alrededor del cual se i A la ion elipti por i

P P

Leeded.

de perturb

K-C])

de 6. La expansion asintética para o es (ver Kevorkian. Cole

Mz, y:1;8) = a(8) {$e(z,¥: t; 8) + 628:(2.¥: 15 8) + §'a(x. yi £;6) + O(6%)} .

Donde a(6) s la amplitud de la funcién ¢. Esta se fija por las condiciones iniciales. En
esta ape on s dicién de fi 1ati al fondo de i lucid

Por lo que al exigir que la expansion se elimine término a término para cada orden de & se
obtiene

$oyy = 0; do = po(x; t)
$rgy = —Pouei 1 = pi(=z;t) — -';—’vo..(z;t)
$rpy = —P144i d2 = pa(x;t) — lg’w..(z:t) + ;—:vau..(z;!)-
En ia lns i correspondientes a las velocidades u y v seran

'z
Po+6 (w. - %vu“-)

u=¢g=a 2 "
+6 (‘P:. - %‘Px.u + vgﬂPou-u) + O(5°)

v =ty = a{-6"wp0c + 6 (=w10e + Lvorc) + 0}

Ea para la pri i i6m, Ia velocidad para ondas largas es paralela al
fondo del canal, debido a la dicién de fi en el fondo. Por lo que se considerari,
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o partir de este momento, que la locidad v sdlo d de de u.

Este razonamiento
ecs anadlogo a comsiderar que el p dio de 1la

¥ te de la velocidad v sobre las
coordenadns x,y, z,t, son iguales a cero; también se considera a u(z,t) como el promedio

de u(x,y.z,t) sobre y y z. Cabe notar que, al considerar w = 0 el ﬂuj6 en csa direccion es
cero lo que simplifica ¢l problema a estudiar. El que Ia condicién de frontera en el fondo
domine la solucién para § €< 1 es andlogo a considerar que la curvatura de la onda es
pequeiia. Sdlo falta definir la presién para tener cerrado ¢l problema. Debido a que los
términos carrespondicntes a la aceleracidn en el eje y (ecuacion (1.2.8, b)) son de orden
82, el lado izquicrdo de ésta es cero en la aproximacion para orden 1 al cousiderar el caso

ondas largas, por lo tanto en esta ccuacién la presién queda definida como la hidrostitica.
1.2.5 Relacidén entre las i

de gas ideal y aguas someras

Considéresc que para aguas someras la presion es hidrostitica
p=gp(n—y). (1.2.39)

n(x,t) es la funcidén que define la superficie libre. Entonces p, = gp‘n‘. no
depende de y. En ia Ia ién de movi o

Donde 17 =

(1.2.8) es (uy =u, = 0)
U+ uuy = —gn..

Esto concucrda con los resultados obtenidos en la subscccién anterior. Por lo tanto Ia
velocidad u sélo depende de (z,t). Se i duciri In d idad 1

por

7P definida como
P =p7.

La dcnsidad p antes definida puede variar con

al tiempo y la icidn. A-
dcmads, se define a la presidén por altura como

p= _/:pdw
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: Por-la relacién (1.2.34) se encuentra

”
= g2 2 9 _2
= —yydy = 2,2 = L 57,
P -/o- gp(n —y)dy 2'7 2 ~

i una relacién de la forma

Ea decir laa fi Pyp

=77,

-donde A = g/2p y v = 2. Esta relacién corresponde al de un gas ideal politropico con

: constante adiabdtica -« igual a 2. En este sistema cl! andilogo n la velocidad del sonido es

dnu [L])

‘la velocidad de propagacién a ia & (ver L

(g%)s =c? = %3 =gn.

- Entonces .
! c = \/gH,
¢ es la velocidad de prop ién de una perturbacién en aguas someras. Dado que la

superficie n depende de (z,t), la velocidad de propagacion de una perturbacién depende

dexryt.
Tal y como sucede para gases ideales. el comportamiento del flujo difiere esencinlmente

para el caso en que la velocidad u sea mayor o menor que c¢. De manera anitloga al de
flujos compresibles, si el flujo tiene velocidad u > ¢ se le llama flujo supercritico y el caso

u < € corresponde al caso subcritico.

1.3"El Coeficiente de Chézy

Hasta este momento se ha considerado que el flujo no es viscoso, lo que permite

te el probl Sin embargo, no sc puede disciiar un conducto para

simplificar
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poctar agua sin iderar 1a pérdida de energin asociada a 1a friccién con las paredes

del canal, es decir Ila producida por los esfi cor! Conf

fue 4 llindoee
estas pérdidas de alguna manera. Dado que
el comportamiento del agua (y en general de cualquier fluido) es dificil de estudiar, las

Ia Hidréulica nacié la idad de model

férmulas deducidas para cstos problemas son para flujos donde la altura de la columna,
¢l drea transversal del canal y 1a velocidad

u son para todo z y ¢, asi como la
pendiente del canal. La condicién de velocidad puede intexpretarse de tal manera
que la velocidad promedio tanto en el tiempo como a lo largo del canal es constante. El
tipo de flujos que se ba de pl dificil »e en la vida diaria, sin

b los Itad b idos en la prictica prod luci satisfactorias para los
peoblemas hidréulicos.

Dado que en este caso se cousidera que €l flujo es ife 1as tni £ invo-
lucradas en el eje » son la correspondi ala P horizontal de la aceleracién
gravitacional (el canal esté inclinado) y Ia debida a Ia friccion en las des y el fondo del
canal. Estas deben de estar en cquilibrio. Debido a la unifi idad en los fi fisi
del probl Ia resi ia dependers de Ia velocidad del flujo (ver Chow [Ch]).

Emn general los cilculos de velocidad media en el flujo uniforme se expresan en la forma

V = CR"s",

1

de V s la velocidad 3i

R = A/P es el radio hidrdulico definido como el dren A del

canal dividida entre el perimetro mojado, s es la pendiente del canal y x, v son exponentes,

de de Ia viscosidad, rugosidad,

C es el factor de resistencia. Para el flujo, este factor dep

etc. Exi una lritud de {6 \]

de este tipo, de entre éstas relaciones las de Chézy
y de Manning son Ias més usadas.

e e p—
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En 1769 Antoine Cliézy propuso la primera aproximacién que describe la disipacién
debida a la viscosidad en un flujo uniforme, con el objeto de diseiiar un canal de abasteci-
miento de agua para la ciudad de Paris. Esta férmula fue deducida experimentalmente y

S€ expresa como

V = kvVERs,
donde &k es el coeficiente de Chézy. Esta relacién describe la depend ia de la velocidad
media con P al radio hidréulico Ry la di s. Para ok esta formuln, Chézy
supuso que la disi ion es porcional al cuadrado de la velocidad CV? con C = 1/k

{ver Chow {Ch]). Esta cs la aproximacién que se usara para describir la disipacién debida
a la rugosidad. Los valores de C pueden se encuentran en tablas para rugosidaces diveraas,

por lo que 1a C puede ser especificada para un arreglo experimental dado.
P

En ecste trabajo se utilizara esta férmula para flujo ifc obvi e en
el fenémeno real el flujo se encuentra lejos de ser uniforme. Este tipo de supaosiciones ha

sido 1til durante mds de 200 aiios demostrando su validez como sproximacion.

1.4 Las b ¥ ivas

Una vez eapecificadas las caracreristicas fisicas del modclo de aguas someras se plan-

teardan Ins i de iéon de masa y la ion de evolucién del a

para el caso de un plano inclinado como el de la figura 6.

El cnnal tiene forma rectangular con un ancho Bo e inclinacién s, constantes. La
superficie del fiuido se denotara por H = H(X,T) = Ho(X/Lo.T/Ts) ¥y la velocidad
(borizontal) del fluido es U = U(X.T) t. Lo es la longitud tipica dc la onda y Tp es el

periodo tipico de la misma. Por lo tanto, el cambio en la masa en el volumen contenido

t Una vez maiis se usan mayitisculas antes de adi i 1i el
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entre los planoe X; y X2 es el flujo a través del plano X; y el plano X, kvet Kevorkian

(L))

X2
Bopad?/; HAX = Bop (HO)|Y: . (1.4.1)
pr : 4 . _H=Hex)
e
/
Ho U:U(x.l) G
T e X
- = g
] B4 X,
z ]

Figura 1. Plano inclinado. La regidn G estd delimnitada por
los planes Xy, X3, Z=0, Z = By y Yo; ademds de la superfi.
cie libve H = H(=,t).

Para Ia i6n de imi en X se idh “el bi el
total de la regién G (ver figura 8)

X3
ad? /x BoHpU dX,

el flujo de momento a travée de los plancs X, y X3 (dS es el elemento de superficie en
estos planos). Dado que la velocidad es paralela al fondo del canal, ésta se puede escribir

como v=(U,0,0); n es la normal sobre los plancs. Entonces el flujo de momento es

//pU (g) -ndS = (U*HBo)|%:.
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Por lo tanto

g}lanens /32

ca+2zn :
con o = Ho/Bo. Si se considera que el canal es muy ancho do con 1a fundidad,
es decir 0 <€ 1
o = (gHo :n(s))'" (1.4.3)

¥ la Hp correspondiente

_ _CUs?
Ho = 7een(s)”
Se usara Hp como escala vertical del del Es i transformar el sistema a
sabl Qi < 1
_X_ U H T

=L Y% PTE Y T,

Por lo que la ecuacién (1.4.1) se escribe como

z“i; " hdz = (hudis . (14.4)

Aquf obviamente Vo = Ly /T,p. La ién de 16

/nhudz-k (u’h+ Lo

del es

L[ — [T ha==
,+F"/;. u?(1 + 20h)dz /;‘ hAdx = 0. (1.4.5)

De esta ecuacion surge la relacién

Vo = (gHo cos(s))*/?, (1.4.6)

que permite relacionar Lo y Ho mediante Lo = Ho/tan(s). Si el Angulo s es pequeiio se

esta aproximando para ondas largas.
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La F es un pard di ional, llamado nu o de Froude (F > 0)
2 _ tan(s) _ Us?(1 4 20) -
= C gHgcos(s) | (1.4.7)
Para el caso del canal hoo < 1 1a ié (1.4.5) sc escribe como

’/;‘ hudz + ( 2h+—— /h (————h) dr =0, (1.4.8)

¥ al aproximar cos s ~ 1 el niimero de Froude al cuadrado es

Ug?
F2 = ——. 1.4.
7Ha (1.4.9)
Siuy h son fi i i s, con pri derivadas ¢ i las i se
reescriben usando el teorema fund 1 del calculo ( ver Courant y John [C-J])

he + (hu)e =0

h? 2 (1.4.10a, b)
(hu)e + (u’h + ?) =h— "F
La ion (1.4.10a) i i lificar (1.4.10b) quedando el sistema como
he+ (hu)s =0
u? (1.4.11a,5)
ue +ung +he=1— Yok

Expresando este iiltimo sistema de ecuaciones en forma matricial

-G D).~

Este es el sistema a estudiar en el resto del trabajo. Falta por establecer las condiciones

(1.4.12)

iniciales del problema, ya que la condicién de frontera en el fondo plano especifica que la
velocidad es paralela al eje x. Se considerard queent =0
h(zx,0) = fo(x),

(1.4.13)
u(zx,0) == go(x),
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con fo, go funciones continuas y periédicas con periodo 21,

La ccuacidén {(1.4.12) es de la forma u, + A(u.A)uy = f con
0
u=(ﬁ). A—(; ::) > f=(1_ u? {l.4.14a.b,¢)
hF?

Por lo tanto u satisface una ccuacion diferencial cuasilineal.

Ellado derecho de la ecuacién (1.1.12) represcenta el balance entre 1a fuerza de gravedad
y la disipacién (~ u?/F?) debida a la friccidn en el fondo. EIl nimero de Froude F
es positivo. si el angulo de inclinacidén s es mayor que cero. Si F es pequeno la fuerza
dominante es la fuerza de friccidn “viscasa". Por lo tanto se espera que para F pequeno
las particulas del fluido se desaceleren. En cambio para F grande la fuerza de gravedad
acclerars las particulns del fluido. El comportamiento de F = tan s/C sélo depende de la
inclinacién s del plano y de la constante C de friccion asociada a la rugosidad, cuyo valor
se puede encontrar en tablas,

El nimero de Froude permite hacer modelos a escala del canal, con el objeto de
estudiar este fenémeno. De hecho el niunero de Froude se usa cn infinidad de problemas,
donde la fuerza de gravedad esta involucrada en las condiciones para frontera libre (ver
Levi [Le}).

Cabe sefinlar que para este moaodelo la velocidad de propagaciéon de perturbaciones ¢

c=+gH.
La definicién de flujo supercritico corresponde al caso U > /gH, asi como la de flujo
suberitico a U < /gH.
En consecuencia se ha definido el modelo para el flujo de agua poco profunda en un

plano inclinado. Las caracteristicas de este modelo consisten en que el agua es incompre-
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sible, no vi ir i 1 y con velocidad lela al eje . Las ecuaciones que definen
al si son la de i6n de masa y la de evolucién de con di
iniciales periddicas tanto para el perfil A como para la velocidad u. Ad is la lucicé
del =i depende del pari ro de Froude F. En el sigui pitulo se diarsi en
detalle In lucién de las dici iniciales periddi para este modelo. '




- Capitulo 2

Evolucion de Condiciones lniciales

2.1 Estudio Lineal

En el capitulo anterior se obtuvo el si de i dife iales parciales que
modela el flujo de agua en un canal inclinado, dado por
h u h A o .
O D).~ (:-2).
con condiciones iniciales
h(=,0) = fo(x) u(z,0) = go(z) (2.1.2a, ).
Donde f y g son funciones periédicas con periodo 21,
En este cap lo se diara la evolucién de las dici iniciales periédicas. Pri-

mero mediante un andlisis lineal, que permitird definir el niimero de Froude F a partir
del cual el si es i tabl En la ap i i6n lineal la inestabilidad sefialari que,
definid. fe avan-

tanto la velocidad como el perfil aumentaréan su arnplitud inde

za o] tiempo. Es decir, el flujo se acelerard debido a que los coefici en la
de Fourier P ial. Dado que la d ién de in en el es
tiempos grandes .

de orden cuadritico, es de esperar que las soluciones sean estables para
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tal 3 como se observa el fenémeno en el laboratorio, por lo que se estudiara el sistema

para el caso ligeramente inestable mediante el método de dos escalas de tiempo. Parre
indefinid para tiemp

écni iste en elimi loa términos que

de esta
como térmi seculares. Al eliminar

infinitoe, conocidos en la Teoria de Perturb

éstos es posible describir la solucién completa a primer orden considerando que, tanto

el perfil como la velocidad de las olas respetan la defincién de aproximacién asintética.
a

La solucié da de esta crece conforme el tiempo hasta un
estacionario, el salto hidraulico.

Es decir, debido a la no linealidad de las ecuaciones que rigen el si , las dici
inicial i evoluci a la solucién di i definida por el salto hidriulico.
Fisicamente, el flujo se 1 hasta al la velocidad de prop i6n ¢. En ese

momento se genera el equivalente a una onda de choque para un gas ideal politrépico.
Dado que el término de Chézy CL'? esta definido para flujos en la direccién = (rio
abajo) se considerara que u > 0. por lo tanto la matriz

A(u,h) = (‘1‘ l’“) s (2.1.3)

es una matriz positiva. Para tiempos muy pequeiios 0 < t; <« 1 la matriz (2.1.3) se

3 PP

avem~ (207 53)

por las

esta matriz es periédica por tener condiciones iniciales periddicas en z (ver John {J]). En

ia posee val propios periddi #1 = go+ Fs, ua = go — VFo. Estos valores

propioe definen las caracteristicas %‘; =41, g7 = #2, que parat = ¢; tendrdn la pendiente
#1 = go +vVJoy #a = go — VJo. Por lo tanto para 0 < #; < 1 la solucién es periédica
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en x, Este método se puede usar para extender la solucién a t3 > #; a partiendo de que

tanto u(x,t;) como h(z,t;) son periédicas definiendo de nuevo una matriz periédica para

el tiempo t = t3. Por lo tanto ia solucién del sistema (2.1.1) es periédica para tado ¢ > 0.
El sistema {2.1.1) tiene solucidn estacionarin ug y hg constantes si

2

}:“}__, =1. (2.1.3)
Fijando ho = 1. para respetar las escalas, se obtiene
ue? = F?
Se considerara sélo la raiz positiva pues u > 0, entonces
up = F. (2.1.4)
La solucidon (f0.up) corresponde a la solucién de equilibrio entre fuerza gravitacional y‘ln.

friccién (Hp, Uo) definidas en la seccién (1.4) por la ccuacién (1.4.3).
Se usard (ko,up) como primeros términos de una expansidn lineal para u y A de la
forma
h=1+c¢ch (2.1.5),
u = F + et ’ (2.1.6).
Y las condiciones iniciales correspondientes
h(x,0i¢) = 1 + ef(x)
(2.1.7a,b)
u(r,0;¢) = F + eg(=x).

Aqui f ¥ g son periédicas de periodo 2!. Se supone que ¢ es pequeiio, por lo que se esté

do la solucién h y u cerca de la solucidn estacionaria & =1, u = F. También se
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esta suponiendo que el si )] (2.1.1) dra sol

parecidas a ias obtenidas
por estas i al id

ar ¢ << 1. Por lo anterior la matriz A(u, k) se escribe en

A(u.h)=(’: ;.)4-6(8 :'_:) = A% + eAl, (2.1.8)

Obviamente el sistemna de orden €° se satisface (ho = 1,up = F). Para orden ¢ el sistema

correspondi es el si lineal con coeficicntes constantes

A+ DG .8 2B =00) 2.1.9)

La matriz A® es una matriz simétrica, positiva definida; en consecuencia tiene valores
propios reales, por ello el sistema es un sistema hiperbdlico y los valores propios definen las

curvas caracteristicas (ver Kevorkian [K]). Los valores propics son Ay = F+1y A3 = F—1
¥y los

P i iadas son py = (1,1) ¥ p2 = (1, —1) respectivamente. La matriz

1 1 1
P_§(1 —1)'

wy y wz tales que

RY _ _1/1 wy wy 4wz
(F)=rpw=2(E 3)(2)=2(2*m). 110

La transformacion (2.1.10) convierte al sistema (2.1.9) en

2
F+1 o 1 1+— —1—— _
"""'( o F——1)""+§(1__ 1+_ w () (2.1.11)
F

con condiciones iniciales

wi(x,0) = f(x) + g(=). wa(zx,0) = f(z) — g(=x). (2.1.11a,b)
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El sistema (2.1.11) se puede desacoplar para obtener una ion dife ial de segund

orden con coeficientes constantes para wa
a a a 3 2 (8 3F 9
(5 +(F+ 1)5) (52 +(F — 1)5) wi+ & (5 + Ta_z) wy =0, (2.1.13)

con condiciones iniciales

wz(z,0) =f — g,
(2.1.14)
wai(2,0) =(1 — F)S" = g') — (1 + 2)F — ) — (1 = 2L EE).

La funcién w; también satisface la ecuacidén (2.1.13) aunque con diferentes condiciones
iniciales.

Esta ecuacidn es un caso particular del sistema

a a 8 12 o o
vy — vy = b ve -— = 2.1.
(Bt+/\.ar)(ot-f-/\zaz)vl’*-&(at-{-aax)‘v o, (2.1.15)
con A3y > Az a>0y 6§ >0. La ecuacién {2.1.15) es equivalente a
Wee + (M1 + 22)Wer + 2 A2 Wop + W + abW: =0 (2.1.16).
La periodicidad de las condiciones iniciales permite estudiar la estabilidad del sistema
mediante el anilisis de los coeficientes correspondientes a la serie de Fourier que aproxima

la solucién.

En la ecuncién (2.1.16) el discriminante A = (A% +A3)/2 > 0, siguec siendo un sistema

hiperbdélico. Sea Wi una solucién del tipo de onda viajera

Wi = Aexp(ikz — iwt) con Wi(z,0) = ax exp(ikz) (2.1.17),

donde en general w es un numero complejo w(k) = o + i6. Expr do 1V en fi ion de

ay 8.
Wi = Aexp(Bt)expli(kz — at)).
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Entonces ¢l caso § > 0 corresponde a un crecimi o exp ial en la amplitud de las

saluciones, por lo tanto el sistema es inestable. Para el caso 3 < 0 la solucién disminuye su

litud jal forme crece ¢l tiempo, en este caso no se generan las ondas

P
rodantes. Las ondas rodantes se generan para el caso inestable entonces. es conveniente

observar con cuidado el caso @ > 0.
Al sustituir (2.1.17) en (2.1.16) se obtiene un polinomio de segundo orden

w? —w[(A) 4 A2)k — i8] 4+ A1 A2k? — jabk = O. (2.1.18)

La parte leja de las soluci w; ¥y w3 indi A la estabilidad de la solucién. Las
raices son

(2.1.19)

waa = % {(,\. +A2)k — 6 [(—(Ar + A2dk + i6)? — 4(A1 Agk? — iabk)] *} .

ida en pr ion de das como Ia relacion de dispersion.

La expresion w = w(k) es
Es io diar Ia parte i
complejo dentro de la raiz en la expresién anterior, es decir /= = [(—(A; + A2)k + i6)? —
(A1 — A2)3k? — 63 4 i26k(2a — Ay — Az). Por lo

i ia de la raiz y compararla con —ié. Sea z el niumecero

4(A1A2k? — iabk)]}/3. Simplificando z =

tanto
[2]2 = [(A1 — A2)3k? — 62)2 + 46%k%[2a — (A + A2)]2. (2.1.20)

Definiendo @ tal que

coe 8 = (A1 — Az)2 k2 — &2 sen 8 = 26k(2a — A — Az)
I=] ’ - 1=l )

Dado que /7 = |z|'/2(coa(8/2) + isen(8/2)), usando las relaciones del dngulo medio se '

obtiene

- - 4 - - ¥
Vi= [l:l+(A, z;\:)’k’ 6’] +‘.[lz|+6’ (;\, Az)’b’] i
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Usando esta iltima relacién y la ecuacion (2.1.16) se obtiene
[lzl + 87 — (A — A:m’] *
E) .

8 = Im[w(k)] = =8 + Im[VZ) = ~6 +

donde |z| estd dada por (2.1.20). Se supone que & > 0 y A, < Az2. Al sustituir el valor de

+/Z en la ecuacién anterior 3 simplificar se obtiene que la condicién de inestabilidad 3 > 0

es equivalente a exigir que
(a— A1 )(a— Az) > 0;

por lo tanto, el sistema es inestable si @ > Ay 0 a < \;. La ecuacién (2.1.13) tiene

Ay = F 41y A3 = F — 1 por lo que la condicién a > A; (a = 3F/2) implica

3F
T>F+1.

En consecuencia la condicién de inestabilidad es para el caso F > 2. La condicién a < A3

no se satisface para F > 0. Hay que notar que la inestabilidad no depende de &, por lo

que todos los térmi de la exp de Fourier
o
wa(z,t) = > aw(t)expli(kz — at)],
A= oo
di alas dici iniciales

corresp

wa(x,0) = 2 ay exp(ikzx).
[

ial t £ el ti C la litud de la

crecen exp
solucién %, @ crece indefinidamente para F > 2. Es decir la ecuacién es inestable para

F > 2.
En el caso F < 2 las amplitudes de laa
conforme t crece. Entonces para F < 2 la solucién a tiempos largos se reduce al flujo

luci hyad de forma exp

eastacionario A = 1, u = F.
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En el caso F > 2 la solucién (k, @) no es vilida para ti pos arbitrari te largos

pues la perturbacion regular exige que

a
gl

ek
T~ Ofe):

b
°

esta misma condicién se exige para ii.

Sin bargoen la ion leta (2.1.1) se cbserva que el término de disipacidn es

lucién no indefinid

de orden cuadratico, por lo que es de esp se que la

A continuacién se hard un estudio por el método de dos tiempos para 0 < £ — 2 == O(e)

con el fin de analizar la inestabilidad.

2.2 Estudio por el método de dos escalas de tiempos

jal

Hasta este momento la aproximacidn lincal sélo sefiala un crecimiento exp
para F > 2. De ninguna manera se describe el fendmeno de las ondas rodantes. En esta

que describen la evolucién de condiciones iniciales en

ion se rardn las
d d El stod iste en estudiar el caso ligeramente inestable F = 2 + e
con a ~ O(1) > 0. Por lo tanto la amplitud de la onda crecerd exp ial q

en una escala de tiempo # diferente a la escala t del problema. Es decir, # = et es el tiempo
lento (e < 1) y la amplitud de la solucién para el caso ligeramente inestable es
exp(act) = exp(ai).

Entonces u y h dependerdn de x,t y 7.
u = u{z,t.%)
h = h(z,t.1).

Haciendo una expansién cerca del flujo estacionario uo = F, Ag = 1.

u = F + euy(z,t, 1) + Fuz(x, ¢, f)
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Seccidn 2.2
h=1+cehy(x,¢,f) + e*ho(r,¢,E),
Entonces las derivadas parciales con respecto al tiempo se expresan como
o a L
B = B a5 2.2.2
B =5t o 2.2.2)
mientras que las derivadas con respecto a x conservan su forma.

Para el caso ligeramente inestable £~ = 2 4 ea u se expresa como

u=2+e(a+u1) +elu;. (2.2.3)
Al i {ucir las exp (2.2.1) y (2.2.3) o en la relacion (2.2.2) se
bti los si de i igui Para orden ¢

D +G DE)L A DED=@)- @20

Y para orden e?

ha 21 2
DG )@+ (5 D)
—hyg —(°+lu)"l¢ ~hiui. (2.2.5a,5)
S —tr = (o ug)uge + 2ur — (M ——)’ ("2)
Con condiciones iniciales 5(2,0,0) = 1 +ef
z,0,0) = ef,
(2.2.6a,8)

u(z,0,0) = F + eg.
El sistema (2.2.4) es el sistema lineal (2.1.9) con F = 2. Entonces los valores propios son

A1 = 3 y A2 = 1. Estos valores propios corresponden a los vectores propios p, = (1/2)(1,1)

¥ P2 = (1/2)(1, —1). Por lo tanto, la transformacién

vi = PS; = % (: _11) 8., (2.2.7)



42 Capitulo 2 Evolucién de Condiciones iniciales

con v = (h;,u1)T ¥ 8; = (5,.R,)T. permite diagonalizar la matriz. Hecho esto. el sistema

(2.2.4) es equivalente a

1521),"'(3 (1))(;!,),=(g _11) (13?,'.) 2.2.8)

Donde S) = by +uy y Ba = h; —u,. Ademas. los vectores propios Ay = 3 v Az = 1 <Zefinen

a las varinbles caracteristicas (ver John {J]:
£=x—3¢. n=or—t. (2.2.9q. b)

Al introducir las variables (2.2.9) en el sistemna (2.2.8) se obtiene €l sistemza
Sin = R,
(2.2.10a, b)

Rige = =R,.

[NIEN T

El sistema (2.2.10) se resuelve ficilmente. Al integrar la ecuacién (2.2.10b) se obriene la

solucién
Ry(€.n.1) = r(n.{)exp (.f;) 2.2.11)
Introduciendo ésta en la ecuacidén (2.2.10a) se deduce
Si(E,n.8) = gin.{)exp (%) + s(&,1). 12.2,12)
= 1 ” =,
Donde g(n,) = 5/ r(v,f)dy. Se d la depend ia tanto de r como de s con
P at. Esta depend ia se rara al ituir las soluci 5,.R; en la ecuacién

a orden 2. En las condiciones iniciales (2.2.6a,b) las funciones f y g son periédicasen = con

periodo 2. El sistema (2.1.1) tiene soluciones periédicas por lo tanto R; y S5; canservan

esta p iedad. Esta dicién de periodicidad se extiende para s(£,%). r(n,f) exp (%) ¥
g(n, P exp (§) Se definird r(n,{) = Fexp(—n/2) y g = exp(~—n/2) pues

roxp(e/2) = rexp (55 1) = Fexp(—o). i2.2.13)
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gexp(£/2) = Jexp (5;") = gexp(—t). 2.2.14)

permiten exigir periodicidad en xr para ¢ ¥ 7. Para el estudio del sistema a orden €* es

necesario sustituir las funciones A; = (51 + R, )/2 y u; = (51 — 2, )}/2 en el lado derecho
(términos n; y» n2) del sistema (2.2.5). Este sistema tiene los mismos valores propios
(A1 = 3 ¥ Az = 1) por lo tanto se plantea el sistema diagonalizado para las funciones S,
¥ R; mecdiante la transformacion lineal definida en (2.2.7). Posteriormente se realiza el
cambio de variables correspondiente a las caracteristicas £ ¥ 1. Entonces la ecuncién

correspondicnte a Sz es

1 1 1
Szn = ER: - 55,; - 5(40-{-351 — Ri1)(S1c + S1,)
1
+ 3(Ri + $1)(Rig + Rin) + 5(51 ~ R1) (2.2.15)

1
2

[%(s, +3R,)] *,

Para Rz este proceso genera la ecuacion
1 1 1
Rag — 3Rz = 5 R+ 5(4a — 3R + $1)(Fig + Ran)

1

+ §(Rz + S1 XS + 51a) + %(51 - Ry) (2.2.16)
11 z

- [ am]

Esta ecuacién es de primer orden no homogénea para R;. Al multiplicar ambos lados

de ésta por el factor integrante exp(£/2) y sustituir 8, y 5 por las expresiones (2.2.11) y

aparecen en el Apéndice 1.

t Los detalles de los cdlculos correspondi a esta




44 Capitulo 2
(2.2.12). considerando que g, = r/2, se encuentra la relacién
I-4 1 1 1
a—s(Ra exp(—£/2)) = 3 [r; + ar, + zer+ zaq] (T1)
+ S exn(-¢/2) [ss¢ + a2~ 17 @)
8 4 (2.2.17)
1 13 1 e
+ g exp(£/2) [Q"q —3rry — ot + zqz] (T3)
+ 3 [orn = 3 Hoer +oeq] - (o)

Donde r = r(n,7), ¢ = g(n,f) ¥ 3 = s(n,f). Al introducir la variable lenta = et es

necesario exigir que las funciones r y s no generen soluciones no acotadas en R; y Sz

cuando el tiempo es muy grande. Esta g ia provi de que tanto Rz

lucién. Es io diar la contribucién

como S; son exp i Gticas de la
de cada término T; (i = 1,2,3.4) al ser integrado con respecto a £ para obtener R3, asi

como la integral con respecto a 7 en el momento de calcular S3.

Al integrar con pecto a £. el té T, no esta acotado para valores de r grandes:

en consecuencia se exige que

ri+ary + %r + %q =0, (2.2.18)
donde g(n,%) = } f"r(v,#)dv. Esta relacién define la dependencia de r con respecto a &
¥ 7. Los términos (T3) ¥y (T4) son acotados al integrar con respecto a £ y 7 (ver Apéndice
I). Al integrar por partes (T3) con respecto a £ se obtiene

=xp(€/2) /‘(,,e +as — Ta exp(~v/2)dv
(2.2.19)
9

& 2
=§ exp(£/2)/ sexp(—v/2)dv + 16 +C.

Este término estdé acotado para toda £,1. Sin embargo, al integrar con respecto a 7 ia

amplitud no esta acotada pues (T2) sdlo depende de £. E; es io to. lo en
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en o de calcular S3. En al i In i6n no h é

(2.2.17) se obtiene la relacién (2.2.18) con el objeto de que la amplitud r(7.¢) sen acotada
peara toda z,f. Los términos en la relacién (2.2.18) son lamados en Teoria de Perturbacio-

nes como térmi! \ Falea 1a relacié dlogm para s(£.f). Al reescribir
1Ia ecumcidén (2.2.16) en funcion de 5, r, y ¢ di las expresi (2.2.11) y (2.2.12) se
encuentra
1
S = ER’
—% a;+a¢¢+%u¢+:—60'—%) (Ts)
1 3 1 3 5 1 1
— 3 e=P(€/2) (qi + Zaoe — Tt gar+ger+ %‘I*- 99— z-"'-v) (Ts)
_ﬂ( T3 1, 2
ry v+ 3¢ 8 —3Te—3T)- (Tr)
(2.2.20)
Al integrar con respecto a 77, los términos (Te) y (T) £ i das (ver
Apéndice 1). Los términos en (T5) no dependen de 1 por lo que, dos a los p
de R; (relaciéa (2.2.19)) deberin ser cero. En elimi do los térmi 1
pondi ala iém (2.2.20) se obtiene Ia condicién

a7 + (a + % ) s — %s - %exp(E/Z) /‘ae:p(—v/z) de — E—-—‘:SEC. =0. (2.2.21)

Esta ecuacion define a s como funcién de £ y £. Las relaciones (2.2.18) y (2.2.21) cierran

el si de i pl do para orden ¢ al agregar f como variable adicional en u
y h.

De esta = bl del si de 5 dife sal il 1 1ad
se ha aproxi do por un si de ! integro-dife iales no lad

R ibiendola i6n (2.2.21) en funcién de 7 (§ = (1/2) f" r(v, ) dv) se encuentra

Fitary — 3F+ Eﬂs"lz_) [/' Fexp(—v/2)de + c,] =o. (2.2.22)
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Multiplicando la ecuacidn (2.2.22) por exp{~n/2) y derivando con respecto a n se obtiene

son dife P

1a sig

F=0.

R

- = 3o . 1.
@Fpy + Fiy — et s+

La ecuacién es hiperbdlica ya que A = 1/4 > 0; se hard un anilisis similar al hecho para
la ecuacidn lineal (2.1.12). Al suponer una solucién del tipo onda viajera
Fa = Aexpli(kn — wi)]

lacién de disp ion w es

‘_ak(k3+-})*_a(k’+%)
“TTREFD TRET”

se que la

Esta relacién se obtiene también al sustituir £ = 2+ ea en la relacién de dispersién (2.1.18)
correspondiente al caso lineal. Esto se debe a que 7(7, f) es la amplitud de la propagacién
para el caso ligeramente inestable pues a(k? 4 1/2)/4(k? + 1/4) es positivo para toda & y

a >0

Anail es p ién (2.2.21) por exp(—£/2) y derivar, lo

ibl Itiplicar In

que genera la ecuaciéon de segundo orden parcial y no lineal dada por

3 1 3 1
(a + 1') see + 95 + o (a + 39¢ ~ ,‘—,s) % — 535 =0 (2.2.24).
1S es posibl el valor de las constantes

Como las funciones 7 y s son per
€1 y C; de las ecuaciones (2.2.21) y (2.2.22). Debido a que la funcién s es periédica con

periodo 2{, de Ia ién (2.2.21) se obti 1a sigui r

& E+21
/_'uxp(—v/z)dy+c. = expll) (/_' sap(—u/z)du+c,) .



Seccion 2.2 Estudi

por el stodo de dos las de tiemp 47
Esta relncién es valida para todo £, en particular para £ = —!. Entonces la constante C;
se escribe como
_ _exp() ' _
C, = -:m _‘sexp( v/2)dw.
De al oe a el valor de C3. Este es
— —exp(l) '
Cz = T—exp(D) St rexp(—v/2)dv. (2.2.23)
S yendo estas relaci en las

(2.2.21) y (2.2.22) se generan las relaciones
T4 aig = %v” - w [L:Fa;;(—v/2)dv + l—er_p——(:—l)T) _’lsexp(—v/z)dv] N
. (2.2.26)
s+ (a + %o) s = %s + %exp(f/?) / sexp(—v/2)dv

. (2.2.27)
+ 1—:‘%)- - sexp(—v/2)dw.

La relacién (2.2.35) nos pe;

P g en fi de r para el caso periédico
and =3 [TrwDar+

1 ® exp(l) o
=3 [‘/_'r(u.f)exp(—u/Z)dud- i_——m/;‘rup(—ulz)dv] .

Por lo tanto la relacién entre § y 7 es

—exp(l) J_

g= e—’p—%l [j' (v, ) exp(—v/2)dv + —=xpld ! Fexp(—v/z)du] .
— 1 ']
Las £ i Fy s de inad por las i dife ial

(2.2.26) y (2.2.27)

£

1a solucion a pri orden siguiente

Rz, t.8) = 14echy = 14 ¢ (%—R—')

u(:,t.f)=1+¢(a+u,)=1+e(a+il—%&) .
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Al sustituir Ry = rexp(£/2) = Fexp(—t} ¥y 1 = gexp(£/2)+s = §exp(—¢t)-+s se encuentra

que, las soluciénes hasta orden ¢ de A y u son
2 [sta = 3¢,8) + (§ + Flexp(—t1] .

Mr.t.f)=1+ 5
w(z b f) = F e [a 4 st —o:n.E) G- '.‘)expf()-—tr.] (2.2.28)
donde s y 7 satisfacen las condiciones iniciales (2.2.6a.b)
S(x.0) = f(x)+ g(z}— §(x.0). (2.2.29a.b)

F(r.0) = f(x) —g9(=).

En las ecuaciones (2.2.28a.b) las amplitudes ¢ ¥ 7 decrecen exponencialmente conforme

aumenta el tiempo, aiin considerando que 7 {( y por ende §) son inestables pues la amplitud
1

7 crece cxponencialmente (7 ~ exp(a/4,f). Si el tiempo T trauscurrido es de orcden €~
I ~ O(1/¢), las amplitudes 7 y § son un orden de magnitud mis pequenos comparados
con s. En consecuencia, para tiempos ¢ > (1/¢), el comportamicnto de la solucién depende
tnicamente de s funcidn s. siendo ésta determinada por la ecuacidn (2.2.27).

La ecuacion (2.2.27) se resuelve mediante un método numeérico. que predice la evolu-
cién del perfil y la velocidad del flujo. La inestabilidad del sistema indica que el flujo sc
acelera hasta que éste alcanza ]la velocidad de propagacién ¢. En ese momento se produ-
ce el equivalente de una onda de choque, que para el caso de aguas someras es un salto
bidriulico. Dado que el estudio por el método de dos escalas de tiempo es para el caso
ligeramente inestable, el salto hidrdulico se alcanzari en un tiempo infinito. Sin embargo
se desconoce si la funcién s(&,2) es periddica cuando t se acerca al infinito. A continuacién
se demostrard que en un tiempo infinito s(£,?) es periddica.

La ecuacién diferencial (2.2.24) define nuestra funcién s.

Al plantear el cambio de

variable r = 1/t en £ = 2 — 3t y { = et sc obtiene la ecuacién
T2 3 1 3 ol
—9—(0 +3s = 3e)srr + ﬁ(arzs,. — 3%+ c?)s,- = 0. (2.2.30)
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Puce las derivadas parciales con resp afyf den a

P . O

FR-TTE Y

2 _a

&% ~ 3 or

En la variable 7 el caso t ~ oc es andlogo a tomar 7 ~ 0. En este caso la ecuacién (2.2.30)

se reduce a

1 3
E(a - Es)a,- = 0.

Es decir s(7) = (2/3)a para todo 7. Por lo tanto s es periédica pues s(7(z)) = s(r(x+21)).

dici: iniciales periddicas crecen hasta formar ondas

Debido a la inestabilidad, las
rodantes periédicas.

21

N

Figura 7. Condicidn inicial per

Conf: pasa el ti po las das rodantes se van empinando cada vez mas.
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21

Figura 8. Ondas rodantes periddicas.

Hasta que, para tiempo infinito el perfil se convierte en saltos hidrdulicos periédicos.

—1 1

21
Figura 9. Saltos hidrdulicos periddicos.

La funcién s(&.f) define el salto hidriulico cuando ¢ — oo, por lo que se necesita

sélo una ecuncién para definir el salto hidraulico (ver Apéndice II). Entonces es necesario

1a £ de diver i iada

a 2
5t=¢'+¥¢—x\—0.

Dado que

10 i8a7) =343
<§(a+4s) )E = 4(cxr-6- 4s)s¢,



Seccién 2.2 Estudio por el mé

do de dos escalas de tiempos $1
1a £ de div d

Gore (o2 2)]. - 5

l
-+ :;—zexp(f/‘n (/j’sexp(——v/2) dv + —exp(h) _ _’s exp(—u/‘_’,)dv) .

1 — exp(l)
En ia la rel
df (¢] o (a+§s+)2 —% (a+%s_)2
ai W’] z(ddv —s.)
definira la velocidad del salto hidrauli Los subinidices + y — corresponden a los valores
limite dos por la d ha y por lai ierda, respectivamente. Finalmente, la velocidad

del salto hidraulico es

% =a 4 g(s+ + ). (2.2.31)
En lusién el si de

iones (2.1.1) tiene soluciones periddicas para todo

t. La aproximacién lineal sefiala que éste es inestable para FF > 2. En el caso F < 2

la litud de las perturbaci a pri orden decrece exponencialmente, por lo tanto
la L d de las dici iniciales decae a la solucién cstacionaria A = 1, u = F.
Al diar el caso i ble por el método de dos las de ti se obti; una sola

ecuacién valida para tiempos del orden O(1/¢) (ecuacién (2.2.27)). Esta ecuacién describe

la evolucion de la onda rodante tanto en el perfil A comeo de la velocidad u. Para tiempo

infinito la solucién g da por s luci hacia el salto hidraulico. Es decir, debido
a la no linealidad de A(h,u) las condiciones iniciales periédicas evolucionan en ondas
rodantes que crecen hasta convertirse en saltos hidriaulicos para tiempo infinito. En el
siguiente capitulo se describirédn las caracteristicas del salto hidriulico, basiéndose en el
aimil existente entre las aguas someras y €l gaa ideal, seiialando la analogia entre una onda

de choque y el galto hidraulico.



Capitulo 3

El Salto Hidraulico -

3.1 Relaciones para el problema Completo

En el capitulo anterior se mostré que, para este modelo, las ondas rodantes se generan
debido a la inestabilidad del sistema para el caso F° > 2. Es decir, para condiciones iniciales
periddicas, la inestabilidad hara crecer la amplitud de la perturbacién hasta ir alcanzando
el valor asintético correspondiente a un estado en equilibrio. Hasta este momento se ha
supuesto que la solucién de A ¥ u son continuas y poseen primeras derivadas continuas. Sin
embargo, falta estudiar la solucién discontinua para el problema, el salto hidraulico. En este
capitulo se estudiars el caso de un sélo salto, es decir el punto ¢, que se mueve a velocidad
constante de tal manera que las funciones son continuas con primeras derivadas continuas
en todo cl dominio excepto en (,+2Ilm, con m entero. El estudio del salto hidraulico se hard
poara el sistema de ecuaciones cuasilineal (1.4.12) con el objeto de encontrar la veclocidad
con que se propaga la discontinuidad, asi como las alturas por la izquierda y por la derecha
del perfil (y por ende las velocidades correspondientes). Posteriormente se usarfin estas
relaciones en la aproximacién obtenida por el método de dos escalas de tiempo con el

objeto de obtener el perfil final s* del salto hidrAulico definido como cl lim,—ac s(&, ).
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relacionindole con las condiciones inicinles. Es decir, se encuentra la velocidad y el perfil

del salto hidrdulico en funcién de las condiciones iniciales.

Figura 10. Salto hidrdulico. El salto se nucve de izquierda a derccha.

Dresler [D] demostrd que la tinica solucién periédica estacionaria para el problema del
plano inclinado consiste en un arreglo periédico de saltos hidraulicos. Los saltos hidrdulicos
son discontinuidades tanto en ¢l perfil & como en la velocidad 1. En estas discontinuidades
se conservardn tanto la masa como ¢l momento. Sin embargo la energin no se conserva
para particulas que cruzan el salto (ver Kevorkian [K]). Se denotari como #1- a la altura
3 a u_ como la velocidad correspondicente al tomar el limite por la izquierda del salto, De
manera andloga /4. ¥4 representan los limites por el lado derecho. El salto hidraulico se

mueve hacia la derecha.




Relaci para ol probk Comp

Seccidn 3.1

=

Figura 11. Definicidn matemdtica del salto hidrdulico.
x — ct donde c es la velocidad del salto

=¢ =
i6n c. Se

Se hard el cambio de variables ¢*
fundir ésta velocidad con la velocidad de p
u® = u — ¢ (velocidad relativa). Entonces las derivadas

hidraulico. No hay que

1 4 ademsés a la velocidad
parciales toman la forma siguiente
a L:
3r T3¢
2.0 _.2°
6~ B B¢
Por lo que al usar la forma dife ial de las i pl (1.4.10) se obtiene la
expresion cocrespondiente a la ley de conservaciéa de masa
he + (uh)c = 0. (3.1.1)
De 1 la i6n de se escribe como
3
=h — (L"_'_‘i (3.1.2)

(u*h)e= + (u"h + 5!-’)
2 Je
Dado que el salto hidrdulico es un perfil A fijo con velocidad u® fija con respecto a t*

lifican de tal que
(3.1.3)

v

lam ecuaciones (3.1.1) ¥ (3.1.2) »e
(u"h)c =0 3
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.2 1,2 _, _ (e +o)?
(u h+§h)c—h —_— (3.1.4)

De la ecuacidn (3.1.3) se obtiene una relacién entre u* y h (pues sdlo dependen de ¢).

Esta es

uth =k, (3.1.3)
donde & es una co Esta 1lti idn implica que la razén de descarga es
constante. Entendiéndose a la descarga como el bio en el vol de liquido por
unidad de tiempo. De hecho al derivar con pecto a € la relacion (3.1.5) indica que
.
u = _"%v
donde la prima setiala la derivada con D ad. Al ituir esta relacién en ia id

{3.1.4) se obtiene

Fih — (u® +c)?

ey e (3.1.6)

Esta ecuacién diferencial define el perfil A({) en funcién de u®. Dado que la razén de

d es isten dos tipos de di inuidad El pri es el caso en que

h_ se encuentra por encima de Ay (h. > hy), y 42 < u3

Figura 12. Salto hidrdulico con h_ > h,.
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o cl caso contrario (A4 > h_) y u2 > uj

r <
rf\
h.
Lo
99 *

Figura 13. Salto hidrdulico con h_ < h,.

Para ¢l caso de aguas someras se establece que on una discontinuidad que se propaga

hacia la derecha, la altura A~ tiene que ser mayor que la altura k. (ver Stoker [S]); pues

de otra a la di inuidad producirin un en al energia ain en cl caso de
un plano horizontal (ver Kevorkian [K]). Esta relacion es consistente con la analogin entre

el salto hidriulico y una onda de choque que se propaga a la derecha para un gas ideal

litrépico idi ional, ya quc la densidad p es menor cn la region a la derecha del

h da con Ia d idad alai ierda de éste p_ < p4 (ver Landau [L]). Usando

1a relacién politrépica asociada al modelo de aguns someras B = (g/2p)p%, con p = pHh,

sc obtiene A_ > h,. En consecuencia, de la relacién (3.1.5) se tiene que
utlh_ =k =ulhy. (3.1.7)

En consecuencia se¢ deduce que u? < uj. Es decir, una particula que pasa del lado
derecho del salto al izquierdo de éste perdera energia cinética. Es conveniente recordar que
la velocidad u sdlo depende de = y t, es decir la misma u a lo largo del eje y. Por lo tanto,

¢l salto convierte parte de la encrgia cinética cn potencial, otra parte se disipa por efecto
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de la di inuidad. De esta se explica que el salto sea un esrtado estacionario aun

para el caso inestable F > 2.
En el sistema de referencia del salto hidridulico se observa que la region a la izquierda

del salto tiene velocidad subcritica mi que la velocidad a la derecha de éste es super-
critica, es decir la velocidad es menor (o mayor) que la correspondi a la velocidad c de
prop (ver sub ion (1.2.5) y seccién (1.4)). Una vez mas esta condicién respeta

1a analogia de gas ideal. La region a Ia derecha de la onda de choque se mueve a velocidad

P - PO

con P ala

< c

Figura 14. Seite Aidrdulico trando las regs de
s subcritica (aub) y supercritice.

hes i para { # (,, se concluye

Por periodicidad y, id do que la fu
de 1a velocidad es criti es decir en ese punto la velocidad de

que existe un p . d
propagacién U, del flujo satisface

€ = \/gT,= Ue,
al exp esta igualdad en funcién de las variabl di

con Vo = +/gHo (relacién (1.4.6)) se obtiene

ionales H,. = Hoh., U. = Vau?

u2? = k.. (3.1.8)
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Por lo que el d inador de la i6n (3.1.6) se anula en el punto {;. Entonces la

relacién (3.1.5) se escribe como

uthe = k. (3.1.9)
Al usar la relacién (3.1.5) se puede reescribir la ecuacién (3.1.6) en funcién de A 3 k¥ como

o E2B = (kA ch)?
FHhS — k1)
Donde 12 = k2 es el punto donde se alcanza la velocidad critica u.. Esta ultima relacién
se reescribe como
F2h3 — (£hl +chy?

R = —Egr oAy (3.1.10)

Aqui h es continua en fi.. Supdngase que el numerador en esta ecuacidén es diferente de
ceroen § = (.

F?h3 — (£hd +ch) £ 0,
se concluye que % tiene tangente vertical en h.. En consecuencia la imnagen del perfil seria

como la figura

T
S TTT—

x

Figura 15. Saltos hidrdulicos con tangencia vertical.

Si ademas k' es una funcién continua, entonces k tiene un punto de inflexidén en ¢..
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Calculando la segunda derivada de { con respecto a /i en Ia ecuacidén (3.1.10) se obtiene

¢ _ 3FR3 _ FR% — B3Y3IFA? — 2c(£h>? + ch))
O pans — (2hd +cn)’ (F2n2 — (£hd 4 cny?)”

Al evaluar esta expresién en /i = k. el segundo término es igual a cero (pues el denominador

¢

es diferente de cero) y el primer término es diferente de cero. Por lo tanto -7 # 0. En

no tiene p de inflexién, por lo anterior el numerador evaluado en k. es

cero. Es decir

F2h2 — (£h3/? 4+ ch.)? =0.

El numerador igual a cero permite ob una expresié licita de k. y u. en funcién
decy F

[ we = =EE

c={(Fxi1y@ Y TFzD
Debido a que el caso i ble F > 2 g las ond d y id do que u. > 0,

el valor de u,. correcto es

L,
ul =y (3.1.11)
en ia la pondiente al itica h. estd dada por
2
he = rFTTyE- (3.1.12)
Dado que A, es raiz tanto del dor como del d inador de la ion (3.1.10),
entonces ésta se simplifica como
dh _ Fh? 4 (h F? — )b + K2
dc Fi(h® + hh. + h2) (3.1.13)
Hasta aqui A estd definida en forma implici sin bargo, se puede ob ¢ = {(R)
integrando la ecuacién
d¢ F3(h2 + hh. + A2)

dh = Fihi 4 (h F2 —c)h + hE°



Seccida 3.1 Relaci para of probl Comp &1
Expeesando A F? — c? = —(2F 4 1) /A, se obtiene a { en funcién de A como la integral
de esta ecuacidén (¢ = x — ct = ((h)), com ¢ € (—1,{) y fijando A(—1) = 1, es decir

F+1 1
. ( Yhhe + (1 — 55 )02
cm—i= [ {l+ o xd }dh
1 AT = hh=+(-r—)’
Las raices del denominador
e TR
son A4 ¥ As definidas como
2F+1+vaF ¥ 1
ham = === "=k, (3.1.14)
Después de integrar ((h) poude a la expresis
h—h,4 h—hgp
C(")=h—l+k|lo¢(!_’.‘)—E:bs(l_hn)- (3.1.15)

A% +hah.+ A2 b4 +hph + A2
a e 2 <+ h
&y = F Ygiey y= y ky= Fa—hn

De la relacion (3.1.14) se observa que hy > hg,ypara F> 2 he >ha > ha > 0.
La ecuaciém (3.1.15) define implicitamente el perfil. Sin embargo, falta todavia en-

1a velocidad de la di inuidad, es decir los valores limite h_, &4. Usando las

relaci de di inuidad (Apéndice 2) para las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2) se obtiene
élhl = (hu*) ¥ (3.1.16)

éthutl = [u-’h + %h’] . (3.1.17)

Donde el corchete [#(h,u)] = ¢y — - = $(hy,us) — S(h_,u_).
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Dado que el salto esta fijo en este sistema de referencia ¢ = 0 por 1o que las relaciones
entre A_ y Ay son
[hu®] = 0. (3.1.18)
[u"ll + %h’] =0.
La relacién (3.1.18) es un caso particular de la expeesién (3.1.5) pues
/2

(3.1.19)

h_u_=houy =k =Ah.

lacién en la iSm (3.1.19) se concluye que A_ y A, satisfacen la

Usando esta 1ilti

igusidad

1 Al
(hye —h-) (E(h, +h)~ n.h_) =0

ficie hy ¥* A_, la relacién entre los

di inuidad en la

Pars una

liznite A_ y A, e»
3
hy = % {—r._ + ‘/h_’ + ’:—:} . (3.1.20)

Poxr otra parte, la condicién de periodicidad ((A_) = {(hy) + 2! permite obtener una

i b los valk de h— ¥ h,. Esta condicién

ecuacidén mis, que junto a (3.1.20) p

[ ]
A — Ry — 20+ ks log (::—::—:) — kg log (:%:—:;1 . (3.1.21)
Sin b las rel (3.1.20) ¥y (3.1.21) sdlo definen a h_ y A4 implicitamente y

L.

dependen de A..
i lacién entre Ia di

Ahora el objetivo en una
Con este préposito se define el prasnedio de

P

iniciales del probl

naria y las condici

una funcién ¢({) en un periodo como
Y .
=g [ #cerdc

(3.1.22)




Seccidn 3.2 Redacie para la aproximacién por pert
Entonces ¢ > u. El salto hidraulico es mas ripido que la velocidad del flujo. En conse-

cuencia el cambio de variables J = r — ct corresponde a

¢ =x —3t—eft =& — BE. (3.2.4)
Por lo que las relaciones para las derivadas parciales son
2 __z2 , 2 _o
ot £33 o I’
Ut do estas relaci la i6n (2.2.37) se reescribe de la manera siguiente
1+ 8%
a / s*exp —(—vr/2)de
o o -
(a— B+ Js%)ac* = Sa* + S exp(¢/2) exp(8) ol L s .
+ P d —v/2)de
T—expl Joinmi”’ =xp(=x/2)
al hacer un cambio de variables las integrales se simplifican obteniendo
<,
/ s®exp —(—v»/2)dv
=t . (3.2.5)

3 a a

(aa— B+ =a%)a;" = —s" + — exp(({/2)
4 4 8 expl !
+—l —expl,/_,’ exp(—v/2)ds

Considerando el cambio de variable (3.2.4) la condicién de salto (2.2.31) se escribe como

a—g+ g(,; +s2)=0. (3.2.6)
Si se deriva la ecuacién (3.2.5 con resp a  y se elimi los térmi integrales, se
obtiene
3 u2 3 ... 3 8. 3. _
ZJZ +(a -3+ :s‘)a“ —.sz-(-‘-a -3 +3) =0,
Medi 1g: lifi i 1a ion anterior se expresa como derivada total con
respecto a ¢, sin los términos integrales
(3.2.7)

;C—:-(m(a — 3)8°3 4-6s°) = adz{as" + 4(3a — 28)s" }.
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Que al ser integrada se expresa como

sa—B+ gr) = 136(5“ + %(3«: —28)s" + Ky ). (3.2.8)

donde K es la constante de i ion. Las

P i (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) describen
a u;? y he como

u2? =(u — )2 ={2 + e(ax + %a‘) — (3 4 €8) + O(eM))?,
_1 1 -
c = +§es .

Exigiendo 1a condicidn de velocidad critica (3.1.8) para orden e se obtiene

4
s =3(3-a) (3.2.9)
Entonces, en €l punto en que la velocidad es critica el término a la izquierda de la ecuacién
(3.2.8) se hace cero de manera similar a la ecuacién (3.1.10). Basandose en el argumento
del punto de inflexién utilizado en la seccién anterior, el lado derecho de la ecuacién (3.2.8)

también se tiene que anular en s = s.. Usando el valor de s. obtenido en la relacién (3.2.8)

sc¢ encuentra el valor de la constante K. Este valor es

K = lg‘i(ﬁ — a)(8 — 2a). (3.2.10)

En ia la io

(3.2.8) se escribe como

ds* 3 9°% + (4/3)(3a — 28)s” + (16/9)(8 —~ a)(F — 2a)
d¢ T 16 o — B + (3/4)s* .

Esta relacién se simplifica al factorizar el di

io corresp e a la raiz en s = 3.

tanto del d inador como del

dor. Entonces s* satisince

%’CL = %(s‘ - %(ﬂ — 2a)). (3.2.11)
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Esta ecuacién define { = ((s*),

d¢ 4
A = TG = (3.2.12)

De igual manera que en la seccién anterior se fijé A(—1l) = 1 = 1 + 1¢/2)s*, por lo que

3*(—1) = 0. Entonces el perfil ( = {(s*) corresponde a

¢= —1+4105‘1+4(—2:‘:—Bil. (3.2.13)
A dife ia de la i6n (3.1.15), la ecuacién (3.2.13) permite encontrar s*({) ex-
plicitamente
s°(¢) = 1(3315)- (exp (c_:_—_l) - 1) . (3.2.14)
Usando la condicién de periodicidad ¢ = ¢ + 2, Ia i6n (3.2.13, bién se escribe
como

C=i+alog|l+ o — 3.2.15)
= og |1 + Ca =" (3.2.
Ahora hay que encontrar los valores limite s2 y s5.. Usando las relaciones (3.2.12), (3.2.14)

¥y la condicién de periodicidad ((s2) = 2! + {(s3) sc obtiene

3s*_ 8% 4 H
-4 4l 1 —_—— | = I + 4} 14 . 3.2.16
aton |1+ G| = o aton i T (3:2:16)
Que, de manera andloga a (3.1.20) define la relacidn entre s y s— . Utilizando la relacién
de di inuidad (3.2.6) se pued ins expresi % y s%
-4 2=
s =3 (ﬁ *+ ST 1) (3.2.17)

- _ 4 _ 2
s3=3 (a exp(1/2)+1) . (3.2.18)
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Sin embargo, no se conoce aun la velocidad de propagacion ¢ pues se desconoce el valor de

B. Al sustituir (3.2.17) en (3.2.15) se encuentra el lugar del salto ¢ == (,. Estc es

Ca = —4log M cosh (3.2.19)

Sélo falta encontrar la velocidad del salto hidriaulico pues ya conocemos tanto el perfil

como la velocidad de éste. Una vez mas se usara el promedio definido en (3.1.22), y la
relacién (3.1.23), donde

At ) =14+¢€f=1+¢

wl “]

Por lo tanto

7 =2F. (3.2.20)

Usando la expresién de s* establecida por la ecuacién (3.2.14) sc obtiene

8exp(C./4) seah(}) — 21 =7.

Al sustituir {, dada por la relacién (3.2.19) en esta ion y después de al Y1
pulaci se ra g lici dada por
3 T2 1
= ~2-7 +20(1 - F tanh ) (3.2.21)

Con clla se pueden encontrar los valores que definen el salto hidriulico para el caso ligern-
mente inestable. Dada la inestabilidad del si. el perfil i

jo final para s(€,1)
para t — oo es el generado mediante las relaciones del salto hidraulico. El perfil final

consiste en un arco de ial cuya

litud es mayor si o también lo es. Pues al

sustituir 8 de la expresién (3.2.20) en la relacién (3.2.13) se obtiene

s=(4Ttanh———7)(exp(—' 1).
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locidad del salto es mayor si a aumenra. Asimismo, la constante

De la mi a la
J es la misma para dos funciones del mismo periodo pero con el mismo promedio en la

condicién inicial f.
En resumen, el salto hidraulico se rnueve a la derecha con una altura A_ mayor que
La discontinuidad disipa energia de tal manera

k4 con velocidad mayor a la del flujo.
ion inicial para el caso ligeramente

i io. La evolucién de la di.

que el perfil es
inestable tarda un tiempo infinito en formar el salto hidriulico y el perfil éste para la

1 de tiempo consiste ¢n un arco de exponencial creciente en (.

aproxi i6n de dos
En el sistema de referencia con velocidad igual a la del salto la velocidad al frente de éste

es supercritica y la velocidad atras del mismo es suberitica.



Conclusiones

Las hipétesis involucradas en el estudio por medio del modelo de aguas someras hecho

en este trabajo son les para probl

de Hidriulica. Es decir, considerar al flujo como

ible y bidi i 1, ad ns de id a la presién como hidrostatica. Una
vez hechns estas suposici se agrega un término de disipacién asociada a la viscosidad.
El modelo definido por las i de

ién de masa y evolucién de momen-
to, con las variables h y u acopladas, es cuasilineal. No es posible encontrar una solucién

analitica exacta que describa las ondas rodantes como una evolucié

de perturhb

iniciales. Laa Gni 1

son correspondientes a perfiles estacionarios, es
decir el flujo uniforme A = 1, u = F 6 el caso del salto hidraulico. La cvolucién de las
ondas rodantes se describe di i laci é

es

icas. Sin embargo, en este trabajo

se B una aproxi ién que describe éste fe

Primero, di la aproxi-
ion lineal, se que el

de ecuaciones es inestable cuando el namero de
Froude F ea mayor que 2. Por lo tanto, para F > 2 el sistema generara ondas rodantes

sScks que 3

se convertiran en saltos hidriulicos. Es decir, el fenémeno

de las ondas rodantes se debe a la inestabilidad del

cuando la acel ién debida
a la gravedad excede en cierta proporcién a la disipacién asociada a la viscosidad.
Parn el caso lig i bl

la aproxi ién por el stodo de dos ti

3 ibe el sist para ti

P del orden O(1/¢) mediante una sola ecuacién integro-
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diferencial no lineal. La solucién numérica de esta ecuacién es mas sencilla que la que
describe el problema completo. Ademas, exige que el perfil permanezca acotado para todo

t > 0. Otra consecuencia, consiste en que el perfil de la perturbacién inicial evolucionarid

en un tiempo infinito hacia un arco de exp ial cuya velocidad seri mayor que la del

flujo.
3 os de Froude mucho

Sin embargo, el modelo no predice el t H para
mas grandes que 2. Tal y como lo seiiala Mayer [M] para canales muy inclinados se rompe la

condicién de regularidad de el patron (los frentes de onda formando rectas perpendiculares

al flujo rio abajo) debido a la turbul ia, pues las velocidades y las presi serian muy
d & d flujos en la direccién =.

Queda como trabajo ior el di érico de la ién (2.2.27) para di-

condici s sz 4ndola con la solucid érica al probl completo

(1.4.10). Ademas de extender todo el estudio a perturbaciones iniciales no periédicas con

el objeto de verificar por lo menos cualitativamente, la interaccion entre dos ondas rodan-

tes con diferente velocidad, en cia de dife t fio, para el caso ligeramente
inestable.

También se puede der el delo al consid que la o = Ho/By noes
cero sino que ésta sea de orden ¢, con objeto de establ una i i6n del efecto de las

paredes sobre la velocidad y el perfil de la onda rodante, asi como el del saito hidraulico

para el caso F + ea.
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Apéndice |
Estudio de términos seculares en el método
de dos escalas de tiempo

En la seccion (2.2) se encuentra que la solucién a primer orden para el método de dos

escalas de tiempo es (ecuaciones (2.1.12) ¥ (2.2.13))
3 £
Ry(&,m.F) = r(n, D exp (;) ¥

S1(&,17.£) = g(n,fYexp (g) + (S F

- 1 " = . .
Donde ¢(n,f) = ;/ r(v.t)drv. Sin embargo se desconoce la dependencia tanto de r

como de s con respecto a f. Esta dependencia se encontrara al sustituir las soluciones

S1,f2; en la ecuacidon a orden . El sistewmnn tiene soluciones periddicas, por lo tanto,

S(&, 1) r(n,f)exp(£/2) v q(n,f)exp(£/2) son periddicas. Al definir r(n.7) = Fexp(~n/2) ¥

q = §exp(—n/2) permite considerar a 7 y § periédicas en r pues

rexp(£/2) = 7 exp (5:") = Fexp(—t), (£.3)
¥
gexp(e/2) = dexp (£57) = qexpt-0), (.4
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lo son.
Para orden €? el sistema asociado es (ecuaciones (2.2.5a.b))

bz +(2 1 hz - o o ha
uz /. 12 uz J -1 1 uz
—_ _;'l!'_(a+ul)':'lr—h;u|‘ N o (1.3a,b)
- _"u'—‘0+lu)uu+-—2. —(m-5 )= n,)'
Para el estudio del sistema a orden €? es necesario sustituir las funciones k) = (S1 +

R1)/2 y uy = (51 — R;)/2 en el lado derecho ( términos n; y n3) del sistema (1.3). Para

n, se obtiene
1 1
—hie — (@ +udhie —hiuie = —5(Si + Ryi) — 3(2a + S) — R)(S1c + Ris)

— i+ RS - R =

Al expresar esta iltima relacién en funcidén de £ y n se encuentra que
1 1
—3(S1it + Ryi) — 5(a + S1)(Sig + Sin)
(I.6)

—hyi—(a+uy)hie ~hyuy,
1
— zla — R1)(Rig + Rig) = .

Anidlogamente el término del lado derecho (n32) de la ecuacién (I.5b) se expresa como

2 1
a;, — (hy _u?, )=_§(sl - Ri);

— 3(2a+ S — RS — Ride + 2(S — R))

—tty; = (@ 4 uy)uy o+

- [;‘;(5. + 3R, )]2 .

Expresiandolo en funcion de £ = r — 3t ¥ n = £ — ¢ se obtiene
uy uy 2 1 1
—uy7 — (@ + ur)duie + S —(h — 5 )= —5(Su—Ryp) — 12+ 51 — R )(S1¢ + Siy)
— R (Rig + Rig) + (51 — Ry)

1
“+ z(&r + 5

_ [%(s. + :m.)]2 =na.
an
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Al di li la i di la fe i6n (2.2.7), el sistema (1.3) toma la

forma aiguiente

)G DE).AC D) -7 (r.8)
- ()=G DED=-Girn).

que el cambio de variables £, n queda como

28324 = R2 +m + na, (1.9)
—2R3¢ = —Ra +n: —na. (1.10)
Al ibir la ién (1.9) en térmi de R;, $1 toma la forma (ecuacidn (2.2.15))

San = 2Rs — 35,1~ 3(4a + 351 — Ri)(Sic + Sin)
+ 3(R + S1)(Rig + Rin) + 351 — R) (£.11)
-1 [ (S +:m.)]
Correspondiendo a la ecuacién (1.10) la relacién
Rig— 2R = IR+ %(4.. —3R; + 51)(Rae + Run)
+ 3(Rs + S1)(Sie + San) + F(S1 — Ri) (112)

- % [%(5. + 31{;)]2.

Anilisis para la in (1.12)
Todose loe térmi no h é de la i6n(1.12) ticnen que ser integrados con
D af. Al 1tipli la i6n (1.12) por el factor integrante exp( —£/2) se obticne
L — 1 1
73 (Rz exp(—£/2)) =exp (—2£> {§R1? + g(4a + 51 — 3R, )(Rin + Rig)
1
+ 5(51+ Ri)(Sun + S16) + F(S: — 1) (1.13)

_ % [i(s, +:m.)]’ }
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Al ituir las soluci (1.1) y(I.2) del sistema a orden e en la ecuacién para Rz
(1.13) y considerando que ¢, = r/2 se ra la ion sigui e (| i6 2.17))
a 1 1 1
Z(Rrexp(—€/2)) = § [ri + ara + Jar + Saq] @)
+ %exp(—f/‘.!) [ssg +oas — %s’] (T2)
1 13 1 -1
+ goxp(e/2) [ara =3y — 22 4 07| (72)
1
+ g [0~ F +oer+eq] - 70
Donde r = r(n,%), ¢ = ¢(,€) y s = s(n,¢). Al introducir la voriable lenta # = et es
i ry s no g luci no das en R; y Sz

necesario exigir que las fi
de . Por lo tanto se estudiard la contribucién de cada

do el tiempo es muy
término 7T (i = 1,2, 3,4) tanto a la solucién Rz como para S3.
Loe términos incluidos en T sélo dependen de 7 y £. En consecuencia al integrar con

P

a £ se prod una
£ exp(E/2) (ri +ary + la-- -+ -]laq
2 f " a 4 .
Al expresarlo en funcién de 7 y § (ecuaciones (I.3) y (I.4)) tommando en cuemta que
rp = (Fexp(—n/2)), = (F., - %) exp(--nr/2) se encuentra que

£ = = For . 1
3 exp(—t) { 7z + aFp — agz + o7+ ‘aq) . (I1.18)
Hay que notar que la amplitud del término (1.16) crece indefinidamente confosrme a =

(pues £ = = — 3t). Por lo tanto cste término es inaceptable.

t Esta exigencia proviene de que tanto R como S2 son

solucién.
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Al integrar la suma en el término (73) se obtiene
1 € 1,
gexp(f/Q)/ (=3¢ + as — red Yexp(~1/2)dw. (1.16)

que no crece indefinidamente. Sin embargo, considerando que s = s £.f). este término
presentardi problemas al integrar R; con respecto 1 {(ecuacién (I.113) pues aparecera la
variable n
n < 1.2
s exp(£/2) / (ssg + s — 3 Yexp(—v/2)dv,
que es un caso ansdlogo a la ecuacién (1.15) pues su amplitud erece conforme a = (p = *—1t).
Con respecto al término (T3) es facil notar que ln tinica dependencia con respecto a £

proviene de exp(£/2), por lo tanto después de integrarlo presentard un comportamiento

exp(£/2) 13 , 1,
16 qry — 3rry — =" + 39 .

Al expresarlo en funcién de § ¥ 7 se obtiene
exp(—2¢t) /_. gr . 7.2 1.,
e (- T -3~ 24 187). (1.17)

Estos términos estin acotados si F y § no crecen miis rapido que exp( —¢ ). consideracion
que se justificard posteriormente.

Finalmente el término (7T%)
&
3 exp(—€/2) [(r" -3) / s(n D dv + (g + r),] .

se reescribe como

1 13
Lep(—0) [(f” =) [ e Dde+ (g + r-),] . (I.18)

Esta expresion estd acotada si g, r y s lo estdn.
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cia en la exp i6n al integrar con respecto a 1 se

Por lo tanto para tener
exigira que el término (7)) en la ecuacion (1.14) sea cero, es decir
rit+ar+3r+Zg=0, (1.19)

4 4
donde ¢(1.7) = (1/2) f" r(v.)dr. Esta es la primera condicién para que el sistema esté

acotado. Estos términos se laman “términos seculares™ en Teoria de Perturbaciones. De
bién se iderars el do (1.16)

d ina r en fi ibnde ny t. T

esta se
al momento de integrar con respecto a £.
Anidlisis para Ia ecuacién I.11
Al integrar (1.11) se determina S2.
1 1 1
Saq = §R2 - ES,,- - §(4a + 351 — B )(S1e + Sin)
1
+ U+ S)(Fie + Run) + (51 — R)
11 2
-3 [Z(S. +3R.)] .
Donde R; contiene los términos (1.16), (1.17) y (I.18). Loa términos (1.17) ¥ (1.18) perma-

necen acotados después de integrar con respecto a 7. por lo tanto de R; séio tomaremos

en cuenta al sumando (I1.16).
Al reescribir la ecuacién (I.11) en términos de s, r ¥ ¢ se obtiene (ecuacién (2.2.20))

- 1
Sy = 5Rz
1 v 3 1 . a
-3 s;+a.:5_+ ZJ!Q-}-EJ -3° (Ts) (r.20)

1 3 1 3 5 a 1 1
Ecxp(E/Z) (q; + 39% — FTee -+ il -+ g5+ 37 “+ 399 — Zsr,,) (Ts)

=xp(€) Tpa-32_1 L
-3 r + g9 g7 T 3¥n—3"m ) (T¥)
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Los términos en (T3) no dependen de p por lo que junto a los términas provenicutes

de Rz deberin se cero. Por otra parte tanto los términos (T3) como (T3 ) generan funciones

acotadas (una ver mas sustituyendo 7 y §). El to (1.16) ¢ icate de Ry en

< & 2
°__""(85/2’ / (sse + as — oMV exp(—v/2)dv = § -xp(s/z)/ sexp(—u/2)dr+ T2 +C.
Al sumnrlo con el término (T3) y pedir gue la suma sea cero se obticne

€ [4 X &
P (n + :-‘.) se~Go— %cxp(f/z)/ sexp(—v/ndy — SXBER e, 0. (r21)

©N NHO-

Esta es la ccuacidn (2.2.21), cn esta ion se elimi los tér

ciados 8 s por lo que sc deterniina su dey ] ia con P afylt.
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Las Relaciones de Rankine-Hugoniot

En este apéndice se cncuentran las relaciones que rigen una discontinuidad, es decir
los valores de las variables que la detertninan para sistemas de ecuaciones de conservacion.

Sea el sisterna de ecuaciones de conservacion
a‘lt /: Wiz, t), h(z, 1) 2. 1) Az =1 (u(21), F(21)s 2. 1)
—¢,(u(xz).h(zz).x.t)+/:’ As(u(z), h(z), z.t)dz.
ad;/‘j G2(u(r, 1) h(z, ).z, 1) A =da(u(zi) h(es) 3, 1)
—a(u(ra) h(m.z.z)+/:’ A(u(x), h(z), z, ) dz.

(I1.1)

Estas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de conservacién (1.4.4) y (1.4.5). Si
las funciones ¥, ¢;, son continuans con primneras derivadas continuas para todo r € [z}, Z2],

€l sistema (I1.1) es equivalente al sistema de relaciones de divergencia

ZurZoi—n=o,
ot G2 (I1.2)
DB aco
[)t""‘ 0102 Az =
Para el caso de un salto hidriulico se supone que las relaci (11.1) per

vilidas, aunque la funciones &, ¢z, .1 ¥ Y2 no son continuas. Esta suposicién da buenos




2 Las Relaciones de Rankine-H i Apéadice 1}

resultados en el estudio de ondas de choque, que en el caso de aguas someras corresponde a
saltos hidraulicos. Un salto hidraulico es una discontinuidad en el perfil & 3 en la velocidad

u. Sea £ = £(t) 1a discontinuidand que define el salto hidraulico.

4 H
2,
I
i &=(1)
— i
=
Figura I. Salto hidraulico £(¢t) y regi D; y Da.

La funcién £ = £(¢) divide el dominio [z1.Zz2]en D)tz Sz <€) y D2 : E(t) < z <
x3(t). Ademads &1, ¢2, ¥;1 ¥ 32 son continuas y ticnen primeras derivadas continuas en D,

¥y D2. Entonces la integral de v es (i = 1,2)
£z &(e) 3
/ Vilus bz, t)dz = / wi(u,h.:,!)d.t-i-/ i(u.h, z, ) dx. (Ir.3)
£ ) &(n)
Al aproximar ¥; en serie de Taylor alrededor del valor £(t) por la izquierda se obtiene

Giluu, by t) = i b 6. 8) + D (us, B €L (ED) — ) + O(ED) — 2),

dekt

donde A_ = limg ¢y~ A(x,2) ¥y u_ = lime_ger)- u(z,t). De dloga se

los limites por la derecha kg, 4 y las correspondientes a v, 4, é.*. Entonces al integrar

esta dltima ecuacidn de r; a £(t) se obti la sigui p idn para pri orden

&(¢)

wi(u, h, 2, t)dx = pi(u-, h_,£,2)E(L) — 1) + O((&(e) — =1)?).
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Por lo tanto, al integrar de r; a 2 se encuentrn que cerca de la disconrinuidad se tiene

que

j P wilu b,z ) dr = gi(us. hey £ )€ — 21) — Wities A £t NE — 22)

@i (€ — Z1) — vig(€ — r2) + O — r1)?) + O((€ — x2)?).
(IT.4)

Haciend P i imil alrededor de £(¢) parn ¢ ¥ o2
Bilulza) by 2. 1) — Bilu(22) hoz, ) = dis — iy + Do (g(0) — 1) — 22 (e(e) — o).

Y loa términos asociados a A; seran

/" Acdr = AiL(€ — 21) — Awg(E — 22).

Al derivar con respecto al tiempo la relacién (I1.4) se encuentra la siguicnte expresién
para primer orden
= [~ iz = s — i) = — Bl + O - 21) + O — 2.
Donde los corchetes denotan los valores limite cerca de la discontinuidad para la funcién
[#:) = (¥i4 — %i_). Por lo tanto, al hacer los limites 1 — £ .52 — €% en la relacién 1.1,
se encuentra que

deg

Tl =) v
dt

Q8 (IL.5)
H;['l’z] = {¢a].

Estas rclaciones son conocidas en dindmica de gases como las relaciones de Rankine-

Hugoniot para la velocidad de prop i6n de una discontinuidad. Para el caso de las

ecuaciones (1.4.4) y (1.5.5) ¥y = h, ¥a2 = uh, ¢y = uh, ¢z = hu? + (h?/2) y A, = O,
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as Las Relacic de Rankii Hugoniot
Az = h — (u?/F?). En ia las rel de salto (II.53) corresponden a
K= thul. v
de 1 (I7.G6)
a?[hu] = [hu’ + 511’] .

Es posible notar cierta similaridad entre las ecuaciones (I1.6) y las relaciones de di-

vergencia (1.2) (ver Whitham [W)) ya que la ecuacién

3 3
Lt o¢ ~ A= o,

¥ la relacidn
€[] = [o1)
que define la velocidad de la

1 dos en la exp.

permiten identificar los términos inv

discontinuidad.

Las relaci (11.8) defi 1a velocidad de la di inuidad, sea un salto hidraulico o
una onda de choque, asi como los valores limite a la izquierda y derecha para el perfil h y la
i 2 i ,» sin bargo para

velocidad u. En las ecuaciones (1.4.4) y (1.4.5) se

ion para ti pos largos en la aproxi ién liger tabl

el caso de la apr
{ecuacidén (2.2.27)) sdlo se necesita una de ellas para definir las caracteristicas del salto

hidrauli
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