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Presentacion

En el presente trabajo se realiza un analisis del pensamiento matematico de René Descartes en
tormo principalmente a dos aspectos fundamentales: los elementos de su gecometria y la construc-
cidn de ecuaciones. En este contexto se revisa [a exten n dc dichas ideas en un trabajo de Isaac
Newton. Esta obra constituye una confirmacion de la fertifidad det pensamiento matematico de
Descartes. La fortuna de estos desarrollos se presenta en la Oltinia seccion, Epilogo v conclusiones.

Algo importante que comentar es que. como cstudiante que pretende obtener €l grado de matema-
tico. no pude dejar pasar tos resultados sin realizar las demostraciones correspondientes. Asi. todas
las demostraciones que aparccen en esta tesis fueron realizadas por el que la escribio. Conviene
enfatizar esta parte del trabajo ya que cl texto newioniano es muy oscuro al respecto, no ofreciendo

las demostraciaones que corresponden a las aftrmaciones que ahi se enuncian.
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Capitulo 1

El propésito de La Geometria y los planteamientos
cartesianos (Algebra y Geometria)

1.1. Antecedcentes

En pocas ocasiones sc enfatiza el proposito de La Geometria. quc consiste, camo schala el propio
Descartes, en mostrar un método para resolver problemas. En contraste con lo que pudiera
esperarse, ¥y siendo La Geometria uno de los textos que fucron publicados junto con el Discurso
del Mdétodo —por lo 1anto parcceria como si debicra ser una muestra de lo que se puede alcanzar
siguiendo las directrices que emanan de dicha obra— el desarrollo de Jos métodos y las ideas aqui
presentadas no parccen sujetarse a un guion que se desliza a través de deducciones légicas que se
originan en primeros principios,

Simplemente dicho, La Geometria no resulta

run tratado donde se presenta una estructura logica
a la que debe sujetarse el pensamicnto geométrico. Por e} contrario, lo que ¢l libro presenta son
respuestas a preguntas como joeual es ¢l lugar geométrico que satisface lales y tales condiciones?
Y la respuesta no s6lo se ocupa de mostrar la curva 0 una ccuacion, sino de acompainiar a ambas
con ¢l método geoméirico de construccion de ta curva.

Todo lo que Descartes presenta en Lo Geomerria no es mas que ¢l camino, mediante procedimien-
tos particulares, que permite darle sustento a 1a idea de que resolver un problema en geometria
consiste en construir la curva o las curvias que constituyen su solucién.

Las ideas cartesianas sobre la solucion de problemas ocurre on el marco de una larga tradicion que

: pucde rastrear hasta la época dorada del pensamiento gricgo. Sin embargo, y para no hacer la
historia completa de fa busqueda del saber. es legitimo entocar nuestro interds sobre el clima de
discusion en ¢l que madura el pensamiento de Descartes y que apunta hacia el descubrimiento e

integracion de un “método universal™ que permitiera alcanzar la verdad (Rossi, Clavis: Turrd,
IHermetismao).




Sobre este particular cabe destacar la influencia que sobre el pensamiento renacentista ejercié el
mallorqui Raymundo Lulio (Yates, “Arte”™, 23-142; Lulio, 149-159), quien propuso un método que
consistia en listar todas las posible verdades y elegir de entre ellas la correcta. También fue notable
la influencia de Petrus Ramus (Rossi, Clavis, 128-132), quien veia en el método la clave para
transmitir el conocimiento y coadyuvar a que sus praclicantes pudieran realizar sus propios
descubrimientos (Gaukroger, Descartes: Philosophy., 148-149). El Gltimo gran pensador previo a
Descartes y que sc ocupd del problema del método fue Francis Bacon. estadista de renombre a
quien se debe una amplia gama de escritos sobre la certeza del conocimiento y la manera 6ptima de
alcanzarlo: e} uso sistematico de la induccion y de la verificacién empirica scria la clave para

descubrir el contenido de las leyes que rigen el comportamiento de la naturaleza (Bacon, Novium
Organunt).

La idea de estos personajes —y la de muchos mas— ayudan a consolidar una corriente de opinion
que apuntaba hacia la nocién de que el progreso del intelecto seria el logro natural de la utilizacidon
de un método que permitiese encontrar la verdad. Es en este ambiente que Descartes elige los

métodos que las matemadticas habian gencrado durante siglos como una via que permitia
vislumbrar las caracteristicas de lo que seria una marhesis universalis.

Tal cra el poder que Descartes pensd que residia en el pensamiento matemaitico que flegd a

aventurar que todo lo cognoscible podria encontrarse mediante un métoda que tenga como modelo
el de las matematicas. Al respecto escribia:

“Esas largas cadenas de razonamientos, tan simples y tan faciles de enlazar, que
permilen a los gedmetras lograr las mas dificiles de las demostraciones, me han
hecho especular sobre si todas las cosas cognoscibles para el hombre no
corresponderdn a una sucesion —cadena- légica similar. Si es asi, s6lo necesitamos
rechazar la aceptacion como cierto de aquello que no es cierto, y con cuidado seguir
el orden necesario para deducir cada certeza a partir de otras, y no puede haber

proposiciones tan extraiias que no podamos demostrarlas, ni tan ocultas que no
podamos descubrirlas.™ (A. T.. Vol. VI, p. 19)

Si nos restringimos a los métodos generales desarrollados por los griegos para resolver probiemas
cuyas soluciones consistian en proporcionar los puntos en el espacio que satisfacen ciertas
condiciones gecométricas, encontramos que contaban con dos estrategias: “reducci

n” y “andlisis™.

L.a reduccion [apopogé. en griego] consiste en detectar que un problema puede ser resuelto si se
resuclve otro problema mas sencillo y serad entonces este altimo el que se procede a resolver. Un
cjemplo tipico de esta situacidn es la clasica solucidén que propone Hipdcrates de Qufos para
resolver el problema de la duplicacién del cubo y que consiste, como se muestra en la seccion 2 det
Capitulo 2 de esta tesis, en reducirlo a encontrar dos medias proporcionales

Esto se puede también



traducir a un problema de interseccion de una parabola y una hipérbola, lo cual aumenté el interés
de los gedmetras griegos por ¢l estudio de las secciones conicas.

La otra estrategia, el analisis [en griego arndpalin lysin, que significa “solucidon en sentido
inverso™], fue un método que gozod de gran profundidad desde el siglo IV antes de Cristo. Capo dc
Alejandria reunié 33 trabajos —muchos de ellos ya perdidos— de varios de los mas distinguidos
matematicos de su tiempo —Eratdstenes, Euclides y Apolonio, entre otros— que incluian problemas
geométricos cuya solucidn recurria al and (Knorr, The Ancient Tradition). El proceso queda
mejor ilustrado si se presenta un problema tipico y la manera como lo abordaba el analisis.

Supoéngase que se busca bisecar el angulo ACB (figura 1.1) y s¢ conoce como bisecar un segmento

de recia.
A

Figura 1.1

El método consiste en suponer que sc cuenta con la solucién del problema y a partir de cllo se
procede a deducir un resultado conocido, es decir, se hilan deducciones hasta que se llega a un
resultado cuya validez era conocida de antemano. En la figura 1.1 se toma el angulo ACB y luecgo
se traza la recta DC que lo biseca, acto seguido se toma una porcion de recta CE sobre el segmento
AC y ouo de la misma longitud —llamado CF— sobre BC. A continuacién sc unen C y F y se
denomina M al punto de interseccion entrec CD y EF (figura 1.2).

A

< F
Figura 1.2
Dado que el angulo ECM es igual al angulo FCM, ya que CE = CF y CM es comin a ambos

triingulos. resulta que el triazngulo CEM es congruente con el tridngulo FCM y por lo tanto EM =
MF, lo cual significa que M biseca a EF. jy éste es ci resultado ya conocido al que nos referiamos



previamente! Podemos, por consiguiente, y como se habia planteado que funcionaba el método de
analisis, proceder en sentido inverso.

Supéngase que nos ha sido dado el angulo ACB. Constriyase CE = CF, tricese la linea EF,
biséquese ésta en M y tinanse los puntos C y M. Resulta que la recta CM biseca al angulo original.

Con ello queda resuclto el problema propuesto y de paso se muestra la razén de por qué ¢l método
se le denomina “*solucién en sentido inverso™.

Otro método gencral de solucion de problemas que influyd de manera decisiva en ¢l joven
Descartes tue ¢l desarrollo de la llamada algebra simbdlica, desarrollada principalmente por
Frangois Viéte a fines del siglo XV1 y que era considerada por el mismo Vidgte como una especic de
analisis en el sentido utilizado por los griegos (Boyer., Analvtic Geometry, 65 y 157-173). Sin
entrar en detalles este mdétodo consiste en etiquetar a las cantidades desconocidas con una cierta
letra —ia x| para remitirnos a la practica usual— y realizar los calculos en los que esta letra participa

—siendo sumada a algo., sacada una raiz cuadrada. ectcétera— como si su valor fuera conocido.

Siendo este un ejemplo de fo que los gricgos bautizaron como analisis, llevé a Viéte a llamar a esta
Algebra el “arte analitico™ (Viéte, Analviic +rr). Cabe sehalar que la forma como Viete utiliza este

analisix es ef origen de conjunto de ideas que agrupadas dicron origen a 1o que hoy en matematicas
s€ conoce como analisis,

Uno de los méritos de Des

artes radicd en haber tomado estas ideas y, extendiéndolas, integrarias
en un enfoque que le permitid escribir un nuevo capitulo de las matematicas, capitulo sin el cual es
dificil concebir los desarrollos de Newton, Leibniz, Euler. Lagrange, Cauchy y toda la pléyade de
mentes que instauraron da ciencia moderna,

La puesta en priactica del nuu.o entoque que proponia Descartes en su solucion al flamado
prablema de Papo. ¢} cual serd wratado con mas detalle en esta tesis en la seccidn 2.7, resulta
evidente el usa de las téenicas derivadas de la reduccion, del analisis y de la fonaleza y snmphc:dad
de resolver algebraicamente lo que sc presentaba como un problema de la **
curva sabre mas de un problema (ver discusion en la seccidn 2.7).

construccion” de la

El avance que supone ¢l método cartesiano de vesolucion de problemas se puede contrastar con lo
que era la pracuca usual de solucidn de problemas en los afios previos a la publicacion de los
trabajos de} sefor Descartes. En funcion de cllo. en la siguiente seccidén se presentan algunos
cjemplos extraidos de un libro de texto que era de uso coman en las cscuelas jesuitas de la época
en la que Pescartes asistia u fa eélebre escuela de La Fléche (1607-1616) como estudiante, y donde
por primera vez ontré en contacto con las ideas que lo apasionarian por cl resto de su vida.



1.2. Los problemas y las construcciones de principios del siglo XVIi

Con el fin de tener un punto de partida bien definido para la correcta ubicacion de una de las mas
importantes aportaciones cartesianas a las matematicas, es recomendable analizar de qué tipo eran
y cémo se resolvian los problemas geométricos en su época, esto es, a principios del siglo XVII.

A continuaciéon se presenta un ejemplo extraido de la Geomerria Pracrica de Christoph Clavius,
escrita en 1604' (Bos, The concepr, 40).

Problema: Dado el triangulo ABC (figura 1.3) y un punto D, se requiere trazar una linea recta que
pase por D y divida al tridngulo ABC en dos partes iguales. es decir, dos partes con superficies
iguales.

Figura 1.3

! Christoph Clavius fue uno de los primeros miembros de ta Compaiia de Jesis, es decir, fue uno de los primeros jesuit
Durante los siglos XVI y XV fue sorprendente lu rapidez con la que crecid el de v
universidades creadas bujo los auspicios y dircccion de la Compadia. La cmpresa educaliva a la que dio Tugar pozd del
respeto de lodos tos circulos démicas y su influencia abarco, ademas de 1os sces catdlicos curopeos, los de América
que cayeron bajo ¢! dominio o de enschanza en lugares tan lejanos como China.

Clavius fue ©1 impulsador de 1a enss Com a y para cllo escribic
varias abras que servirian como libros de texto durante casi 100 ndo eatre ellos la_Geomeria Practica, el
Algebra (Algera Chritophori Claviu Bambergersis ¢t Sociciate lesu, Romae, Excudebal $ G , 1609)
seguramente estudiadoe por Descartes en e} colegio jesuita de La Fléche durante el periodo de estudios que ahi realizd
(1606-1614) y que 1an determinanies fueron en su vida intelectual. Por su imponrtancia pam ¢l estudio de temas
astronomicos sus Comentarios a “De fa Es, de Sucrobosco Un Sphaeram loannis de Sacrobosco cemmentarins,
varias ediciones entre 1570 y 1607) wivieron una ditusion muy amplia.




Construccién 1

Figura 1.4

Prolonguese AC y triacese DF paralela a CB intersecando a AC en F (ver figura 1.4); tédmese G
sobre AC tal que AG = CG.

2) Témese H sobre CA tal que CH sea la cuarta proporcional de DF, BC y CG, esto es

DF : BC=CG: CH.

3) Construyase la media proporcional L de FC y CH, esto cs, un segmento L que satisfaga
FC:L=L:CH.
4) Toémese 1 sobre CA tal que el rectingulo con lados Cl y HI sea igual al cuadrado de lado L, esto es
Cl =x HI = L2
Para encontrar I Clavius hace referencia a una construcciéon que ha explicado en un comentario
sobre el tcorema 113-36 de su edicion de Los Elementos de Euclides”. Esta construccién es la
siguiente (figura 1.5):
C
Q
Figura 1.5 ’
b r
H
—_— L —
* Comen

Ve Euctides (Euclidis Elementorum libri X, Fmokfun, 1653),



Con diametro CH tricese un circulo y témese RO = L sobre una tangente al mismo. Tracese

una linea por O y cl centro M, y sean P y Q la interseccion con el circulo. Con
Euclides 111-36,

OR?*= OP x OQ,
y tomando C1 = QO y H1 = PO (CH = QP) tenemos
CI x Hl = L2
como se requiere.
5) Tracese una linea recta por D e 1. Esa linca divide al triangulo en dos partes iguales.

Para verificar la validez de la construccidn presentamos la siguiente prueba.

Demostracion

ello, por

Considerando la figura 1.6, donde se han bajado las perpendiculares a CB desde 1 y A, el area del
rianguio ABC esta dada por un medio de CB x AK, y la del triangulo CJ1 por un medio de CJ % MI.

Figura 1.6

Asi, lo que se tiene que demostrar es que
A) 2(CI x MDD = CB x AK
<=> 2(CIxCl=CBxCA

ya que —M-‘% = %l\- , por la semejanza de los triangulos CMI1 y CKA,



<=> 2CIxCl=CBx2CG

yaque AG =CG,

FD x CI*
F1

=CB =< CG

debido a que — =-—— <=> Cl= FDxcl . por la semejanza de los triangulos CJI y FDI.

Cl1 <1 F1
Como F1 = FC +CI, tenemos también

FDx C1*
= —_—— T =CB
== Feiar | CBxCC

(B) <=> FD=xCI?=(CBxCGWFC+CID

Para demostrar la igualdad (A) se mostrara la validez de (B). Asi, para determinar el valor de Cl,
tlencmos que
Cl=CH-+HI y ClxFHHI=L" con 1.7 = FC x CH

=> (CH -~ HI) x H1 = FC x CH
<=> CH x H1 + HI7= FC x CH

<=> 117+ CH =x H11 ~ (FC x CH) = 0

_-cll 2 JCH® raFC=xCH

<=> HI

=

y como Cl = CH + HI entonces

IR STRERT:

C1

con r=JCH +4FC » CH .

Asgi pues, sustituyendo Cl en (B3) tenemos que



B FD x CI* = (CB x CG)(FC +CI)

o 2
. TDx((;H +r) =CBxCGch+(CBxCG)Zx(CH:!:r)

<=

FDX(CH‘:ZCHI‘-FI") = CBx CG x FC + (CBXCGXCH)zi(CBXCGx") .

como DF : BC = CG : CH, por ser Cl1 la cuana proporcional de DF, BC y CG <=> CH = %"DCE B
tencmos

CG? xCB? +CGxCer+CGz xCB?
P 4FD - 2 4FD

+CBxCG =< FC

CB? xCG? . CBxCG xr

2FD 2

=CBxCG xFC+

que si es una igualdad valida.
Q.E.D.

Regresando a la construccion. hay ciertos puntos que requieren comentarios. En primera instancia,
Clavius supone que la construccion de ja cuarta proporcional y de la media proporcional es algo ya
conocido y que no requicre explicacion. Sobre el particular. las construcciones habituales en la

época eran las siguientes.

Construcciéon 2

Problem:a: Construccion de la cuarta proporcional

Para encontrar Cll, la cuarta proporcional de DF, BC y CG, tracense (figura 1.7) CF = DF y BC sobre

los lados de un angulo arbitrario, para después trazar BF. Localizando G sobre CF y trazando la
paralela a BF por G que intersecara a CB en H, se obtiecne CH como la cuarta proporcional buscada.

c F B

Figura 1.7



La demostracion es la misma que se presenta en la primera seccion del Capitulo 2 de esta tesis para

la construccién de medias proporcionales con regla y compas. Ahi el resultado se deduce a partir
de la semejanza de los triangulos.

Construccion 3
Problema: Construccion de la media proporcional

Para encontrar la media proporcional entre FC y CH dibijese una linea (figura 1.8) y marquense
FC y CH sobre la misma y colocandolos uno después de otro, para después trazar un semicirculo
con diametro FH. Trazando la perpendicular a FH por C que intersccara al semicirculo en Q
obtenemos CQ como la media proporcional buscada.

Q

F C H
Figura 1.8

Demostraciéon

Dado que el dngulo FQH es recto, asi como los dangulos FCQ y HCQ, tenemos que los angulos
FQC y QHC son iguales, lo que implica que los triangulos FCQ y QCH son semejantes, Asi

FC/CQ = CQ/CH
Q.E.D.

Si volvemos a los comentarios sobre el trabajo de Clavius, debemos notar que no explica como
encontrd la construccion, es decir como se le ocurrid que esos eran los pasos que habia que seguir.
No se tiene un método para “construir” (resolver) los problemas, se carece de un “anali que
permitiria establecer generalizaciones en los resultados o. al menaos, procedimientos generales para
resolver algunos problemas.

Otra cuestion. ¥ en la que de hecho Descartes insiste mucho, es Ia relacionada con la simplicidad de la
construcciéon. Como s¢ puede ver. no hay un camino geométricamente mas sencillo para determinar el
punto [ que no sea ¢l de la regla y el compas. Un analisis detallado de la situacion lleva a que Clavius
no esta realizando opcraciones o utilizando medios innecesarios para llegar a fa solucion.

16



Ademas de todo lo anterior, hay que notar también que si bien la construccion se realiza sélo con la

regla y el compas, en la época ya se tenia conocimiento de varios problemas que podian ser
resueltos utilizando otras curvas.

1.3. El planteamiento cartesiano

¢Con qué fin escribe Descartes La Geometria?, ;qué es lo que busca?, son preguntas que surgen
naturalmente y cuya respuesta es distinta a 1a que en un inicio podriamos dar. El propésito del libro
no es, como muchos piensan, ¢} establecer una equivalencia entre curvas en el plano y ecuaciones
en dos incognitas utilizando para ello lo que se conoce como ejes cartesianos. Esto altimo es mas
bien una consecucencia de haber sido Descartes el autor de la obra, ¥ de la tradicién de los
cientificos del siglo XVII que tuvieron a bien leerla.

Es innegable que de La Geometria ¢l mundo obtuvo lo que hoy conocemos como geometria
analitica, y que en dicha obra se manifesté por primera vez la interconexién entre figuras y
férmulas, o, lo que es lo mismo, entre geometria y dlgebra. Hoy dia es indiferente considerar una
curva o una ecuacién ya que ambos, entes abstractos, son completamente equivalentes.

X+ 37 = axy

Figura 1.9

Por gjemplo, no existe para nosotros diferencia alguna, en términos matematicos, entre el folium
cartesiano y su ecuacion algebraica (figura 1.9), y con igual pertinencia hablamos del “dibujo™ de
la curva y de la “ecuacién™ dec la curva. Entendemos por dibujo la linea en el plano referida a los
ejes cartesianos, ¥y por ecuacién la expresion algebraica que relaciona las parejas de valores reales
—referidas a los ejes cartesianos— que la satisfacen.

Para Descartes, sin embargo, csta equivalencia en ambos sentidos no es fundamental. Lo que si
considera de gran importancia cs que aqucllas curvas que serin las “aceptables™ en su geometria

17



tengan ecuaciones algebraicas (una discusion mas amplia de este punto se presenta en la seccidn
*2.7. La construccion de ecuaciones y {a clasificacion de las curvas™, en el Capitulo 2 de esta tesis) y,
para sorpresa de muchos de nuestros contemporianeos que suponen lo contrario, Descartes no requiere
que las ecuaciones den lugar a curvas. Esto. de hecho. no ¢s mencionado siquiera en su libro.

Descartes se sirve del algebra para establecer la aceptabilidad de las curvas: ya no sdlo €l circuloy
la recta son validos, todas aquellas curvas que tengan una ccuacion algebraica también lo serdn.
Hay que notar que ¢n el dlgebra de principios del siglo XV11 sé6lo encontramos las operaciones de
adicion, sustraccion, multiplicacion, divisién y extraccion de raices. y no se considera todavia
como sus equivalentes a fos logaritmos, las exponenciales o las funciones trigonométricas, por lo
que muchas curvas no puecden ser expresadas por medio de una ccuaciéon® (Wielcither, Historia,
115-116).

Si ¢l proposito de Descartes hubiera sido lo que desde nuestra perspectiva consistiria en “inventar”™
la geometria analitica, entonces. muy seguramente. hubiera empezado por definir la recta, para
pasar luego a trabajar con las conicas y continuar con curvas de grados superiores. Pero esto no
sucedid asi, lo que Descartes buscaba era mostrar su descubrimiento: un procedimiento general
para resolver ccuaciones polinomiales en una variable para con ello poder resolver también
cualquicr problema geométrico.

En La Geometria, Descartes explica que todo problema geométrico ex reducible a una ecuacion
polinomial. Esto lo dice en los primeros parrafos:

“Todo problema en geometria puede ser facilmente reducide a términos tales que
conocer las magnitudes de ciertas lineas rectas es suficiente pars

su construccion.™

¥y pasa luego a presentar un procedimiento concrete (ver la seccidn 4.3, Los planteamicntos y
resultados de Descartes™, en el Capitulo 4 de esta tesis) en esta direccion.

* Dwante el siglo XV el alg

sbri logio programas notables ¢n dos dirccciones: por un lado aproximandose mis o los
actuales procedimientos de caleulo literml v por otre extendiendn ¢l conocimivnto de las propi de las i de
tercera y cuano grido. Por ot pane aparccio una nueva forma para claborar ealeulos recurriendo a 1ablas que sc
flsmarian de logaritmos. De mang ndependiente Joost Borgul (mecimico

(m. enn 1617) Tlegaron a sus descubrimicntos, e} primero publivado en P
haciendo lo propio en 1614, ¢n LEdimburg

ronome) y Juan Napier (Neper en latin)

sy Jabulen (1628) y «f segundo
s en 1o gue Hama su Descrprio. Vi explicacion del método de caleular aparecio
en la Comstructio QL619Y, iy inglatena Hleny Briges conyino con Napicr en Ja adopeion de da base 10y acto seguido
publi

sus tablas (1624) bajo el tiwlo de

trithmenca logarahmca, Tinmandose en ella a logaritmos de nameros (1a
Descrgrio s una tabka de logantmos de funciones trigonométricasy 1 impacto de esta nueva forma de realizar calealos
se hizo sentr de mmediato en el wrreno de b astronomia. B 1618 Benjaimin Ursino publico una tabla abr
logantmoes de Napier, 1o que inspue @ Kepler para pubicar ¢l mismo unas tablas conocid
Rucdalphinage (1624 ¢n honor de quicn ¢n ¢we entonces erit su mecenas, ol ey Rodolto 11

i Jde los

s Tubidae

come
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Apunta que una vez establecido el problema geométrico en términos algebraicos, es decir,
transformado en una ecuacion de la forma

PX)=a, X+ a "'+ Fax+a,=0,

aquel pucde ser resuelto. Descartes presenta una solucion formal para todos los problemas que se
traduzcan en ecuaciones hasta de grado seis y plantea que esto puede ser gencralizado para
cualquier grado, pero que dejara al lector que lo descubra por si mismo para no quitarle el placer

de hacerlo.

Segian lo que dice Descartes, las ecuaciones hasta de grado scis pueden resolverse recurriendo
primero a un procedimiento dec simplificacién y estandarizaciéon algebraica y luego a una
“*‘construccion gecométrica™.
El proceso algebraico consiste en reducir Ia ecuacion al menor grado posible para después llevarla
a una forma estindar que Descartes indica como “construir™ al final del Libro 1.

La construccion de la ccuacion se refiere a encontrar dos curvas “‘aceptables™ y de la mayor
“simplicidad™ posible cuyos puntos comunes determinaran las raices de la ecuacion dada (ver ¢l
inicio del Capitulo 4 de esta tesis). Es importante comentar que con esto Descartes marca el
surgimiento de la construccién de ccuaciones como un objeto de cstudio de fos matematicos del
siglo XVII en adelante, quicnes a partir de esto se dan a la tarea, como era la pretension de
Descartes, de investigar métodos para resolver las ecuaciones de grado superior a seis. Tal es el
caso de Newton, quicn retoma los planteamicntos cartesianos y propone un método general para

construir ecuaciones polinomiales de cualquicr grado.

Para aplicar este métoda de construccidén de ecuaciones es necesario realizar antes una extension de
Ia gcometria que consiste en definir y considerar, ademas de la recta y el circulo, los nuevos entes
geométricos, es decir huevas curvas.,

En La Geomertria, después de resolver problemas que llevan a ecuaciones cuadraticas mediante la
regla y ¢l compas, Descartes pasa a explicar ¢émo deben ser usadas las cOnicas para resolver
problemas hasta de cuarto grado. esto es. problemas cuya traduccion algebraica produce una

ccuacion de grado cuarto o menor.

Hasta el momento los elementos geométricos introducidos no resulian ser nuevos, ya que eran
conocidos desde la antigitedad gricga. pero para Ia resolucion de problemas de grados mayores es

necesaria la inclusién de curvas mas complicadas,



Como se explica con mas deialic en los capitulos subsecuentes de esta tesis, Descartes mienciona
que tod

s las curvas que sean generadas por un movimiento continuo tnico, o por movimientos
continuos subordinados los unos a los otros

resolver problemas planteados en

son geomdétricamente aceptables y serviran para
términos de ecuaciones polinomiales. Este criterio de
aceptabilidad dc curvas que establece Descartes y que mancja siempre de manera andloga al wrazo
del circulo mediante el comp:

responde precisamente al espiritu gecométrico de la época y a la
influencia que sobre €1 habia ejercido el pensamiento griego antiguo. Este espiritu puede. de alguna
manera, ser descrito como que en toda construcceion debe existir la posibilidad de encontrar en acto
(mediante trazos) la solucian buscada. esto ¢s, debe ser posible realizar una aplicacidon praciica de
la construccion. Si las curvas no pudicran ser trazadas entonces ¢l problema no podria ser en
verdad resuelto.

Este criterio, que podriamos caracterizar como mecinico, s¢ muestra en un momento dado dentro
de La Geometria, aunque de manera un tanto confusa ¢ imprictica. Descartes deja de lado este
criterio mecanico al trabajar con 6valos y otras curvas que poscen propicdades Opticas importantes
(Descartes, La Geometria, libro 11), ya que no encucntra, o al menos no mucstra, una construccion
mecdnica y tiene que recurrir a construcciones por puntos o mediante cuerdas. Asi pues, el criterio
que finalmente cs adoptado consiste en que las curvas aceptables sean las que tengan ccuaciones
algebraicas. Descartes considera que el criterio mecinico y el algebraico son equivalentes, dando
para ello algunos argumentos que no son del todo convincentes. En muy pocos ct

dentro del
libro se calculan las ecuaciones de curvas mecinicas y, de hecho, la conversion inversa nunca cs
rcalizada. No es «ino hasta hasta el siglo

IX que aparece la primera demostracion de que esta
equivalencia es en efecto valida.

Como ya se menciond, en la época era muy importante no recurriv a medios mas complicados de lo
necesario para resolver los problemas. As

usar las curvas mas *

Descartes apunta que en sus construcciones se deberan
Para establecer la simplicidad de una curva se basa en el grado
algebraico de ta ecuancidon de la misma. Segun este criterio, curvas de grados menores son mas

simples que las de grados mayores. Evidentemente, curvas con ecuaciones del mismo grado son
igual de simples.

imples

Este criterio de simplicidad no fue bienvenido por los matematicos de la época, ya que sc
argumentaba que se apartaba del espiritu de Ia geometria y se decia ademas, que ¢ra un criterio

externo que nada tenia que ver. Sin embargo, como no fue posible establecer un criterio claro de
otra indole. finalmente fue aceptado.

Por otra parte. Descartes también ataca problemas que se plantean algebraicamente en términos de

dos incognitas, como ¢s el caso del problema de Papo (Ver la seccion *2.7. El prablema de Pappo
¥ las curvas aceptables en geometria’

en ¢f Capitulo 2 de esta tesis). Estos problemas tienen como



solucion un conjunto de parejas de valores, los que corresponden a puntos en el plano, siendo la
solucién completa un “lugar geométrico™. s decir una curva en el plano.

El interés de Descartes en este sentido no es tanto la identificacion de la curva o de los puntos, sino
el mecanismo para trazarla mediante algun tipo de artefacto “ideal”. En concreto, hacia donde
dirige sus afanes es hacia la posibilidad de trazar las curvas aceptables.
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Capitulo 2

El origen de las ideas que conducen a La Geometria.
El problema de la clasificacion de curvas y la
construccion de ecuaciones

2.1. El compas multiple

Alrededor de 1618 Descarles comicnza a trabajar en un artefacto que le permite construir medias
proporcionales. Este aparato. al que se le puede llamar también compds multiple, ya que traza
varias curvas a la vez, aparcce en La Geometria anos mas tarde y juega un papcl importante en el
trazo de curvas de grado creciente, las cuales en dicha obra son definidas algebraicamente y
clasificadas de acuerdo con su complejidad.

Figura 2.1



El compas mualtiple (figura 2.1) consiste en dos ejes I, ¥ L que se intersecan en un punto A
formando un angulo cuya magnitud puede aumentar o decrecer. Al eje t, (o L) se le coloca en
posicién fija y formando un angulo recto con ¢l la regleta BX,. Las regletas moéviles X, X, X,X;,
XiXi. ... se colocan formando angulos rectos con cada cje de manera alterna. Se pueden colocar
tantas regletas como se quiera y ¢€stas habran de deslizarse, a lo largo del cje en que estan
apoyadas, al abrirse o cerrarse ¢l comp No cs posibic abrir el compis hasta los 90 grados ya que
{, ¥ AB serian paralelas.

En este aparato no influye ¢l ancho de las regletas para determinar la precision. Es muy importante
observar cl dibujo original de Descartes y percatarse de que los filos derechos de cada regleta son
en realidad los que determinan los movimientos de las regletas que empujan, al intersecarse con
éstas exactamente sobre los cjes.

Inicialmente este compas multiple no tiene como fin el estudio de curvas, como ocurre en La
Geometria, si no que. como sc¢ dice al principio del capitulo, se usa para generar medias
proporcionales. Esto debido a que los triangulos BAX,, X,AX,, X,AX,;, X ;AX,. ... son similares,
por lo que directamente se obtienen las siguientes proporciones geoméltrics

AB/AX, = AXJ/AX, = AXAJAX, = AXJAX, =+ -

De esta forma s¢ gencran tantas medias proporcianales como regletas maviles se coloquen en el
compas y ¢s posible, dados dos segmentos. encontrar n medias proporcionales mediante el
siguicnte procedimicnto:

Sean « y # tas longitudes de dos segmentos (¢ < b) y supdngase que se quieren encontrar 7 medias
proporcionales entre a y b, Entonces, si se construye un compas tal que la longitud de AB seaa y
fa interseccion de la regleta movil namero n+1 con ¢l eje opuesto esté a una distancia & de A, es
decir Ax,., = b, las magnitudes de los segmentos AX,. AX,, AX,, ... AX, seran las medias
proporcionales entre a y b,

Se pucde considerar ¢l mismo problema sujeto a alguna restriccion de tipo practica. como cuando
contamos Gnicamente con un compas multiple donde no podemos variar la magnitud de AB. En
este caso también se puede resolver el problema construyendo, con regla y compas (ver
demostraciones), un segmento de magnitud 7 tal que

WAB = bib,

con lu cual lus medias proporcionales que buscamos, llamémoslas x,, Xy, X+ ... . a,,, guardaran esta
misma proporcion con AX,. AN, AX,. ... AX, (ver demostraciones), es decir
.1 WAB = ¥ AN, * XAN = Xl AN, = - -0 = N AX, = bib




De este modo. como la proporcion «/AB = b/b”° es conocida, es posible entonces obtener,
utilizando el procedimicnto inverso al usado para encontrar £°, cada uno de los valores x;
(i = 1, 2, ... n) que son las medias proporcionales buscadas.

Demostraciones

1) Para construir el segmento b° con regla y compas a partir de ¢, AB y b tracemos el triangulo
ACD (figura 2.2), AC sobre AB (sin que A esté entre By C). AC = ay AD =/, y tracemos la
paralela a DC por B que intersecaa AD en E.
E
D

Figura 2.2
Como ACD y ABE son semejantes, entonces

ACIAB = AIDDJAE <=> a/AB = WAL => h =AE

Q.E.D.

2) Para demostrar que en la ccuacion (2.1) v, son las medias proporcionales entre ¢ y b, es

necesario nada mas considerar que

W/ AR = N IAX, =

x/ AX, = bbb = a
de donde

alxv) = aAB/aAX, = AB/AX,

y, en pgeneral

Xalx, = aAX, /aAX, = AX /AKX, (I<i<sn)
y como
AB/AX, = AX//AX, =" AN, /AX,
tenemos
alx) = X\/xy=x/X1 = = x,,/x, =X, /b

Q.E.D.
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2.2. Los problemas clasicos y la consonancia musical

Descartes andaba tras de una o mas soluciones a los llamados tres problemas clasicos de la
la trisecciéon del angulo y la cuadratura del

geometria griega que son: la duplicacion del cubo,
cuclideana, es decir. que

circulo. Hoy dia sabemos que estos problemas no tienen una construccion
no se pueden resolver recurriendo dnicamente a la regla y el compas. Su interés es mds profundo
en los dos primeros casos y de hecho los resuelve utilizando su compas mualtiple y otro artefacto

similar.

Desde la antigiiedad. Hipocrtes de Quios descubrid que el problema de la duplicacidn del cubo se podia
reducir a encontrar dos medias proporcionales entre la arista del cubo que se buscaba duplicar y su
doble. Esto se ve claramente al tomar & como la arista del cubo, de 1al modo que «¢* es el cubo original y
2¢r* es el cubo buscado, a.x como la primera y a v como la segunda medias proporcionales entre « v 2a.
Asi:
a¥ /Xt = (arxy - () - (v2a)

aly =

@t = a2a <= 240 = xta <= 247

Esto a su vez significa que la duplicacion del cubo era equivalente a resolver una ccuacion cabica
que mas adclante mostrara su importancia. El descubrimiento de Hipocrates de Quios no muestra

encontrar las medias proporcionales pero da lugar al comienzo de la bisqueda de un
i ¢l tercero antes de Cristo, Erastdstenes

cémo
procedimiento para ello. De hecho. en el siguiente siglo,
disefia y construye un aparato al que nombra mesolabitem (figura 2.3), y que scguramenie no por

casualidad tiene ¢if mismo nombie que Descartes e da a su compas maltiple, con el cual es posible

encontrar medias proporcionales.

El aparato de Erastdstenes respondia también a una necesidad practica que Plutarco, en la Vida de
Marcelo, hace notar al sefalar que hombres de la talla de Arquimedes, Eudoxo y Arquitas, quieren
adornar a la geometria de una gracia muy peculiar mezclandola con problemas que dificilmentc se
podian resolver apelando exclusivamente a la razén y a la demostracidon geométrica: “Tal resulta
ser ¢l problema de las dos medias proporcionales. para cuya solucion no basta el razonamiento ...
¥ que para resolverio Arquitas y Eudoxo han recurrido a los medios mecdnicos y han consuuido
zgitn lineas curvas o secciones conicas’™.

mesolabituns ajustados
La importancia practica del mesolabium se puede entender si traemos a colacidn una carta que
Eutocio envia a Aristoteles y en la que comenta que “mi invento (¢l mesolabium) puede también
ser atil para quiencs descan aunlcnmr el tamado de sus catapultas y de sus ballestas, pues todo debe
aumentar con cierta proporc si se desea que el lanzamiento aumente en proporcion, lo cual no

se puede fograr <in la invencion de las medias™.
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G
B D F H
A C"C E’ E G
1
J K
L
B D F H
Figura 2.3

El artefacto para obtener dos medias proporcionales aparece en la figura 2.3 y consiste en un
marco rectangular ABHG en el cual se colocan tres tridngulos rectangulos. los cuales Erastdstenes
representaba en realidad por marcos rectangulares —con sus diagonales, ACD, AEF y AGH~- que

pueden deslizarse, sobre rieles separados, a todo 1o largo del marco e incluso sobreponerse unos a
otros.

Para encontrar dos medias proporcionales entre a y b (¢ < b) primero se colocan las rectas AGy BHa
una distancia AB = a, después se localiza K sobre HG de tal modo que HK = b, pam finalmente
“jugar” moviendo los tritngulos hasta que los puntos del dibujo A, 1, J y K queden alineados. En esta
situacion 1y J corresponden a la interseccion de las diagonales E'H y C'F con la recta AK.

Por la semejanza de los triangulos ADI, IFJ, JHK se tienen las igualdades

AB/AD = 1D/1F = JF/JH

Y AD/ID = 1F/JF = JH/KH
=> (AB/AD) - (AD/ID) = (ID/IF) - (1IF/JF) = (JF/JH) - (JH/KH)
=> AB/ID = ID/JF = JF/KH
De este

modo 1D y JF son la primera y segunda medias proporcionales entre a y b (a < b).
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La demostracion puede generalizarse para mostrar que un aparato con 2 + 1 triangulos puede ser
utilizado para encontrar »#7 medias proporcionales.

Esta ea adquicre relevancia a fines del siglo XVI, cuando un musicdlogo llamado Giosetfo
Zarlino, anterior a Dcscartes, escribe sobre la relacidon entre la consonancia musical y las medias
proporcionales. y explica que la octava musical en un instrumento de cuerdas se compone de doce
semitonos que resultan ser los sonidos producidos por las doce medias proporcionales entre un
segmento de cuerda de longitud dada y su mitad. Menciona también que las medias proporcionales
no pueden ser construidas con regla y compds pero si con el mesolabinm de Erastostenes. El libro
escrito por Zarlino es retomado por Descartes quien con base en ¢l publica una monografia titulada
“Compeoendium AMuxicace™, misma que aparecc cn 1618,

Lo que interesa ¢ importa sobre ¢ste punto s que el compas mualtiple. que en La Geometria sirve
para trazar curvas de complejidad creciente y, de hecho. se muestra como la justificacion para
aceptar el uso de esas curvas on geometria, resulta haber sido disefiado para resolver, de manera
general, el problema de fa construccion de medias proporcionales en un contexto de consonancias
musicales.

El uso de medios mecanicos para resolver problemas geométricos entusiasmoé a Descartes, quien
continud trabajando en la resolucion de los problemas clasicos y, apoyado una vez mas cn las
posibilidades de los aparatos mecanicos. en 1619 construye un trisector de angulos (figura 2.4).

c

Figura 2.4



Este artefacto (figura 2.4) consiste cn cuatro varillas AC, AF, Al y AK a las cuales se les colocan
bisagras BE, DH, GE y JH, respectivamente, fijas en los puntos B, D, G y J ¥ en los otros extremos
sujetas a anillos que pueden deslizarse por las varillas correspondientes conforme el angulo CAK
AG, Al, BE. DH. GE y JH son todos dc la misma
hacen coincidir sus lados con las varillas AC y AK,
angulos CAF, FAl o IAK.

crece o decrece. Los segmentos AB, AD,
magnitud. Para trisectar el angulo dado se
obteniendo la triseccion en cualquiera de los

Estos altimos dngulos son iguales debido a que los triangulos ABE, AGE. ADH y AJH son
congrucntes, ya que ABE y AGE ticnen sus tres lados iguales. AGE, ADH tiene dos angulos y un
lado iguales y AGH y AJH ticnen sus tres lados iguales,

El rango de variabilidad del dngulo CAK es desde 0 hasta wt, lo cual se debe a que ¢l aparato no
puede Hegar a angulos negativos porque las varillas no pueden traspasarse una a la otra y, cuando
el dngulo vale nt los puntos D y E coinciden al igual que H v G, por lo que los anillos no pucden
seguir deslizindose por las varillas para agrandar el angulo.

Descartes advirtio la posibilidad de generalizar este aparato para dividir angulos dados en un
mayor namero de partes anadiendo mas varillas, es decir estaba consciente de haber inventado un
mdétodo para dividir angulos en » partes iguales.

Dcl mismo modo que con ¢l compas maltiple. con el que resuelve el problema para un namero

arbitraria de medias proporcionales entre dos muagnitudes dadas, aqui realiza tambi una
lizada, cuestion que no era muy usual entre los matematicos o

impartante construccion gene
cientificos de la época.

2.3. Resolucion de ecuaciones cubicas

Poco después de la invencion del trisector de angulos. Descartes se enfoca en la resolucién de
ecuacionces cubicas y afirma poder resolver. con ayuda de su compias mtltiple, aquéllas de los tipos

D =ravth
2y Ml=xax*zt h (a. b, . reales positivos)

+ax?* byt

3)

que en realidad abarcan. en lo que se refiere al valor de las raices, a todas las ecuaciones
polindmicas de tercer grado, ya que si consideramos la ecuacion general px’ + gx* + v + 5 = 0 (p,
g.r.s €N, p = 0), ésta tiene las mismas raices que la ecuacion xX° + (gI)x? + (/pjx + s/p = 0 (p, q.
r.s €M, p = 0) la cual puede escribirse de la forma 1% = (b ax® + (—e/a)x + (~d/a).



Descartes, con su espiritu generalizador, incluye tipos de ecuaciones que los matemsticos de la
¢época excluian ya que carecian de raices positivas. Estos eran

(a, b, c. reales positivos)

3) XP=—ax?— by —c.

La atirmiacion de Descartes es hecha sin tener la completa certeza de su veracidad, pues en realidad
s6fo habia resuclto algunos de los casos particulares con el uso de su compas maltiple.

= 2a*y
resueltas  encontrando medias
proporcionales. En csto Descartes se cquivoca y comete errores en la resolucion de las ecuaciones,
pero avanza mucho cn lo que se reficre a los planteamientos que apareceran en La Geometria y
puede resolver algunos casos particulares. Por ¢jemplo, resuclve satisfactoriamente la ecuacién
x* = x + b mediante el siguicnic procedimiento:

Al resolver el problema de la duplicacion del cubo, resuclve también ia ecuacién cubica x*
se le ocurre que todas las ecuaciones cubicas pueden ser

Utilizando ¢! compas miuiltiple, tomemos AB = 1 y AX = x. En ¢l compis tenemos que

2.2) AB/AX, = AX /AX, = AX/AX, = - - -
a lo cual AX,; - AB = AX, - AX, =

AX, - x SxP = AX, e
escribirsc como

> AX, = a7, del mismo modo AX; - AX, = AX, * AX, =>
x*. Repitiendo ¢l procedimicnto obtencmos que la igualdad (2.2) pucde

1/x = x/x? = F5x =

Pero fijandonos en el compas podemos ver que X X; = AX, — AX,;
compas es abierto hasta que X, X, = b. se habra resuelto la ccuacion 2
AX,. lo que implica que se satisface la ecuacidn inicial ¥* = x + b.

- x, de tal modo que si el
= b tomando ¢l valorx =

Sin embargo, comete errores muy graves pensando, por cjemplo, que la ecuacidon x
puede resolverse simplificandola en 1/7 ¥* = x + 2 y resolviendo >

= 7x + 14

x -+ 2 para después multiplicar
las raices por 7, lo cual evidentemente es un error ya que elimina sin mas el coeficiente del término
cubico alterando los valores de las raices.

Otro error es ¢l de no percatarse que ¢l término independiente en la ccuacidon X' = x + b debe ser
positivo, ya que es la diferencia AX; — AX,. No ticne sentido que b tome valores negativos porque al
abrir ¢l compas s6lo toma en cuenta su magnitud v el resultado no es distinto al de los valores positivos.
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Dejando de lado estas omisiones, lo cierto es que las posibilidades que Descartes lograba percibir para
su compas lo llevaron a pensar. como lo comenta en su carta a Isaac Beckman (26 de marzo, 1619)
que este instrumento lc abria ia senda hacia “una ciencia completamente nueva ... que resuelva con
generalidad toda suerte de problemas para cantidades de cualquier géncro™ [A.T., X, pp. 156-157].

El logro de Descartes es haberse dado cuenta que la representacion de las raices de una ccuacidon
cubica era equivalente ya fucra a la triscccion del angulo o a 1a duplicacién del cubo. El crédito de
descubrir esto por primera vez corresponde a Viéle, quien lo sefialo en su Supplementum
geometricae (1593) (Boyer, Analvtic Geometrv, 64). Sin embargo, la notacion utilizada por
Descartes, seguramente tomada de el Adlgebra de Clavius —texto que estudio en La Fléche— indica
que para esta época no conocia ¢l trabajo de Vitte, ya que cl sistema de notacion de éste es muy
superior al de Clavius.

Parecia maravilloso que este instrumento trazara curvas que correspondian a las razones
geométricas simples contenidas en —o en las que se traducian— las ecuaciones. Dicho en pocas
palabras. ¢l compas maltiple de Descartes traducia las ecuaciones cubicas en relaciones espaciales
bien definidas, lo que permitia atirmar que s

estaba frente a una generalizacién de un paso
alcanzado precisamente por ¢l pensamiento griego —la gencralizacién de la aritmética— y que este
caso se podria describir como la geometrizacion del algebra

2.4. Aritmética y Geometria

Los errores a los que se refiere la scecidén ¢

terior, son graves, pero quedan opacados ante la
magnitud de la cmpresa que Descartes se proponia: encontrar un método practico para la
resolucion de algunas clases de ccuaciones ctibicas. Gracias a su compdas multiple (también
Illamado por algunos compis proporcional) Descartes se encuentra a la entrada del estudio de una
“ciencia del todo nueva” (como ¢l ta llamaba) a la que consideraba como una empresa
“increiblemente ambiciosa™.

Como sc lee en la misma carta a Beckman que ya se menciond, esta ciencia consiste, segln
Descartes. en la resolucion gencral de problemas que se formulen con cantidades discretas y
continuas. Con ¢sto en mente, establece una analogia centre la geometria (cantidad continua) y la
aritmética (cantidad discreta) al afirmar que la arigmética se compone en su totalidad (esto parece
ser la intencion de lo que suponia Descartes) de los siguientes tres tipos de problemas:

1} Los que se pueden resolver con numeros racionaies.
2) Los que sélo se pueden resolver mediante numeros irracionales,

3) Los que no se pueden resolver y 5610 se puede suponer su solucion.

¥ que la geometria estd compucesia solamente por jos siguicntes problemas:
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1) Los que se pueden resolver con rectas y circulos.

2) lLos que solo se pueden resolver mediante curvas producidas por un movimiento
continuo Gnico o movimientos subordinados los unos a los otros, como los trazados

por su compas muiliiple y otros aparatos similare:

Los que no s¢ pucden resolver mas que con curvas generadas por movimientos no

subordinados unos a otros y que. con seguridad, son sélo imaginarios.

3

Afirma que no crec que existan problemas geométricos que queden fuera de estos tres tipos y que
¢l habri de mostrar qué problemas pueden resolverse y de qué manera, con lo cual, después de un
trabajo humano casi infinito. apenas quedari algo que descubrir en gecometria.

Es importante notar que Descartes se propone resolver los problemas geométricos por analogia con
los procedimientos aritméticos y no, como se supone a menudo, algebrizar la geometria, cuestion

que hoy dia es una consecuencia no plancada por ¢él.

El hecho de que piense, con casi plena seguridad. que todos los problemas se reducen a los casos

que chumera liene que ver con los plantcamicntos de las matematicas de la época y las cuestio
que xc daban por validas alrededor de ella,

es
A principio del siglo XVIL continuaban vigentes los textos matematicos clisicos de Euclides,
Apolonio v Arquimedes. En cllos se establecia la existencia de dos tipos de proposiciones
matematicas que son los tcoremas y los problemas. Los primeros se demostraban y Jos segundos sec
construian probando que la construccion cumplia con las propiedades requeridas.

En los Llemenios de Euclides se encuentran sélo construcciones con regla y compas, lo cual solia
ser tomado como estandar. mientras en las Colecciones Matemdticas de Papo se establece la
siguiente division cn tres partes de los problemas gecométricos:

a) Planos,
b) saolidos,

.

i 8¢ construian con reglay comps
i se construian con conicas.

.

c) Lineales, st se requeria de curvas mas complica

Esta linea de pensamiento de alguna manera s retomada por Descartes en su clasificacion, misma
que x0jo cambia en la generalizacion de las cdnicas a curvas de grado algebraico superior. Dentro
de su clasilicacion de los problemas geométricos sefiala que no debe existir diferencia entre jas
line: geométricas y las mecianicas, como os griegos o consideraban, sino que unas son 1an
vilidas como fas olras. Menciona que la recta v el circulo finalmente son trazados con instrumentos

qUC NO KON MAs Precisos que su compas multiple y define lo geométrico como aquélio preciso y
exacto.

"
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Al considerar estos antecedentes resulta claro que para Descartes 1a solucion de los problemas
geométricos es una construccién realizada con curvas. no un procedimiento algebraico. La
solucién es valida en tanto puede construirse o hacerse de alguna manera similar a las
construcciones cuclideanas: el algebra, que es usada como herramienta cuando es necesario, queda

como eso, como una herramicnta.

Aqui es donde, para resolver los problemas geométricos del segundo tipo. entra el compds multiple
comao constructor de curvas (figura 2.5).

Este aparato y [a forma en que traza curvas al abrirse es para Descartes tan vilido y claro como un
s normal, pero ademis considera que no s necesario construirlo y usarlo. En realidad, segan

comp.
sta con imaginar (ver, para un significado de la imaginacion,

¢l para la resolucion de problemas b
el capitulo 3 de esta tesis) que Ia curva es trazada v considerar sus propicdades. Posiblemente esto
no era mas que una reminiscencia del experimento imaginado —secundum imaginationem— al que
tanta referencia hacen los filosofos naturales del siglo X1V (Murdoch, “Intellectual factors™, 280-289).

Por otra parte, es claro que las curvas son gencradas mediante un movimiento tinico o movimientos
subordinados los unos a los otros, ya que al abrir el compas ese movimiento basta para que la
primera regleta empuje a la segunda. la segunda a la tercera y asi sucesivamente. todos los

movimientos dependiendo del primero.

Al enunciar los problemas del tercer tipo. los que no se pueden resolver mas que con curvas

generadas por movimientos no subordinados unos a otros. Descartes du como ejemplo la cuadratriz

(figura 2.6).
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Figura 2.6

Para obtener esta curva trazamos ¢l cuadrado ABCD y deslizaimos verticalmente ¢l lado AB a una
velocidad uniforme desde su posicion hasta DC. Ademas giramos, con centro en D y en el sentido
de las manecillas dcl reloj, el lado DA, también a una velocidad circular uniforme hasta DC. Los
movimientos deben comenzar y terminar al mismo tiempo para que la cuadratriz quede
determinada por los puntos de interseccion de las dos rectas en movimicnto (sin incluir el punto F).
Las velocidades de los movimientos de AB y DB no pucden ajustarse entre si debido a que no es
posible determinar ¢l cociente de manera racional, ya que la relacion entre los movimientos
involucra una recta y un arco de circunferencia, 1o que implica que el cociente contiecne a © como

factor, que no e¢s racional, produciendo asi un resultado irracional. No cs posible entonces supeditar
un movimicnto al otro.

Al parecer Descarntes conocia el procedimiento inventado por Clavius para construir la Cuadratriz,
presentado en su Comentario sobre Euclides. Clavius localiza puntos de la curva mediante la
biseccion consecutiva del cuadrante de circulo y del segmento AD. Primero biseca el cuadrante y
el segmento, vuelve a biscecar las 2 partes abtenidas para tener 4 y después 8, hasta que en el paso n
obtiene 2" puntos de la curva mediante la interseccidon de las dos rectas mostradas en la figura 2.6.
Aunque es posible obtener una cantidad tan grande de puntos sobre la curva como se quicra, no
existe una forma de trazarla continuamente, y por tanto no le parece a Descartes como una
construccion valida. Esto resulta curioso porque en La Geomerria, para construir la conchoide, se
utiliza un procedimiento también de localizacién de puntos y la curva no es en realidad trazada.

2.5. Curvas y ecuacioncs

Hasta el momento —1619- no existe parn Descartes una relacion intima o fundamental entre las

ccuaciones y las curvas. Solo ha encontrado un aparato que raza las curvas que €l considera aceptables,
las cuales caracteriza como las generadas por un movimiento Gnico o por movimientos subordinados.
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Por otra parte, al establecer una analogia entre 1a aritmética y la geometria, una como el espacio de
las cantidades discretas y la otra como c¢l de las cantidades continuas, Descartes necesita romper
con la idea de representar x* como una superficie y x* como un sélido, como era usual, ya que ello
no le permite representar magnitudes correspondicntes a potencias mayores. Es necesario
interpretar €l resultado de las operaciones con segmentos como segmentos de nuevo, de la misma
forma que ocurre con los nimeros. De hecho, La Geomerria comienza con la construccién de las
operaciones aritméticas (+, —, +, x ¥y raiz cuadrada) para segmentos utilizando regla y compds,
cuestion que en un inicio parece no tencr una razon de ser, pero que en realidad, por sencillo que

parezca, es ¢l planteamiento basal de woda la obrma y ¢l paso fundamental en la simplificacion de la
representacion algebraica de curvas.

Para entender la transicion de la idea cartesiana, es aconsejable repasar las nociones sobre curvas
que Euclides habia hercdado a 1a geometria de principios del siglo XVI. La forma en que se
definian las curvas en la antigiiedad griega, sobre todo las conicas, era mediante sus propiedades, y
nunca por una ecuacidén —puecs no existia nada semejante al algebra—- aunque podemos considerar
que esta practicamente implicita. Por ejemplo, la paribola se definia a través del siguiente
procedimicnto:

Figura 2.7

Témese el cono circular recto u oblicuo ABC, A el vértice, B y C puntos diametralmente opuestos
en la circunferencia de la base del cono, y un punto V sobre AB desde donde se traza VD paralela
a AC y con D en BC. A continuacion, tracese EDF perpendicular a BC y sobre la base del cono.
Considérese la curva FVE resultante del corte del plano VEF con la superticie del cono.
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Si tomamos un punto P arbitrario sobre la curva FVE y trazamos PG paralela a DE y JI paralela a
BC por G, tenemos que los triangulos VGI y ACB son semejantcs, de donde obtenemos

(2.3) IG/VG = BC/AC.

Por otra parte, los puntos [, J y P se encuentran situados sobre una circunferencia con G sobre el
diametro 1J y con GP perpendicular a éste (figura 2.8).

P

1 J
\ ° /
Figura 2.8

Los trigngulos IGP y PGJ son similares por tener los tres angulos iguales, ya que los angulos IGP,
JGP y IPJ son rectos. Asi, lencmos que

(2.4) PG/IG = IG/PG
y multiplicando las igualdades (2.3) y (2.4) tenemos
(PG/IG) - (IG/VG)= (JG/PG) - (BC/AC) <=> PG/VG = (BC - JG/(AC - PG)
pero JG = HV, y como AV es semcjante a ABC tenemos que
HV/VA = BC/BA => HV = (VA - BC)Y/BA
2.5) = (PG) = r VG
con r = ((BC)* - AVY(AC - BA). que es €l latus rectum y. ademas. ©s una constante.

Asi pues, cualquier curva que satisface la propiedad (2.5) para todo punto P en ella era, para los
griegos. una parabola.

Para nosotros. la diferencia entre definir la paribola como los gricgos o por la ecuacidn x7 = »1- es,
en principio, solo una cuestion de notacion. La equivalencia entre tas dos definiciones no nos
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presenta un problema porque damos por construidos automaticamente los ejes cartesianos,

cuestién
que para €l siglo XVIi representaria algo completamente nuevo.

Regresando a las medias proporcionales: dados « y b es posible encontrar, usando el compas
multiple, x y ytales que
alx = x/y = v/b

1o que implica también las siguientes tres ecuaciones

a) x° = ay
b) v =bhx
c) xy=uab

mismas que representan tres curvas, dos parabolas y una hipérbola, respectivamente.

Figura 2.9

De lo anterior s¢ puede concluir que s se toma ¢l compas mualtiple AB = «, al irlo abriendo AX,
tomard el valor de v y AX, el valor de v que satisfacen la ecuacion a). Asi pues, el compas de
Descartes traduce o convierte una ccuacion en dos movimicentos subordinados uno al otro, mismos
que determinan pares de segmentos que satisfacen la ecuacion. Si estos movimientos son asociados a
rectas que se deslizan con ciertas velocidades sobre dos ejes perpendiculares, siendo ambas paralelas
al eje por el cual no se deslizan (figura 2.9). entonces las intersecciones de las rectas, similarmente a la
construccion de a cuadratriz, determinaran los puntos de la curva, en este caso de la parabola.

No existe certeza de que este

razonamicnto haya sido el que llevd a Descartes a relacionar las
Curvas con Sus ccuaciones.

Sin embargo. no es dificil que asi hubiera sido. Parn reforzar esta
hipdtesis y justificar Ia razon por la que se toman ejes a los que se refiere 1a curva, analicemos la
construccion de Menacemo para haltar dos medias proporcionales (figura 2,10). misma que ya que cra
conocida por Descartes, pues aparccee en el comentario que hace Eutocio de los primeros cuatro libros
de Las Cdonicas de Apolonio. publicado por Federico Commandino en 1516

(Bologna). Esta
publicacion tvo una gran difusion entre el medio académico europeo.

37



B
E
X [o)
A C
ol

Figura 2.10

Sean OA y OD (OD < OA) los secgmentos cntre los cuales se quicren hallar las medias
proporcionales y coldquense sobre dos lineas perpendiculares como lo indica la figura 2.10.
Tomando como lado recto OD triacesc una paribola con vértice O y ¢cje OB; también con lado recto
OA tracese una parabola con vértice O y eje OC. lL.as paribolas habran de intersecarse en E, desde

dondec se bajarin las perpendiculares a AO y DO en B y C, respectivamente.

De este modo, como el punto E pertenece a las dos curvas, entonces
(OC»>*=0D-0B  <=> OA/OB = OB/OC & OB/OC = OC/OD

(OB)*=OA - OC &
<=> OA/OB = OB/OC = OC/OD.

Lo cual significa que OB y OC eran las medias proporcionales buscadas.

Algo muy importante de destacar es que para Descartes habia curvas que tenian ecuaciones, pero
no a la inversa. Las ecuaciones no necesariamente daban lugar a curv

En términos generales, lo que Descartes descubre s que ¢l meollo de las operaciones con su
compids radica en que éstas corresponden a la manipulacién de magnitudes proporcionales, y que
por ende el compas multiple podria ser utilizado para resolver cualquier asunto reducible a un
problema sobre magnitudes proporcionales. Parece que para 1619 Descartes comenzaba a darse
cuenta que el mancjo de magnitudes proporcionales —bajo la forma de longitudes de segmentos~
que representaban nomeros o variables numéricas denotadas mediante simbolos, asi como las
medias proporcionales buscadas en los casos geométricos, podrian todas e¢llas ser representadas
con su compas. Esto empujaba a Descartes a contemplar a las matematicas en términos del compais
multiple, haciendo que su nuevo proposito fuera, como lo schala Schuster, “el intentar reescribir
las ccuaciones como proporciones y luego acomodarlas bajo la arquitectura del compas™ (Schuster,
Scientific Revolution, 146, citado en Gaukroger, Descartes, 99}).
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2.6. La construccion de ecuaciones y la clasificacion de las curvas

Cerca de 1620 Descartes descubre que es posible encontrar dos medias proporcionales utilizando
una paribola y un circulo de ciertas dimensiones y en ciertas posiciones, aunque no da a conocer la
demostracion hasta muchos afios después.

Considerando entonces que dos medias proporcionales pueden hallarse mediante una ecuacién
cubica, como se menciona paginas atras, y mediante la interseccion de una parabola con un circulo,
Descartes conjetura la posibilidad de resolver ccuaciones de tercero y cuarto grado de manera
general mediante un procedimiento similar.

Por 1628 este descubrimiento y la idea surgida a partir de ¢l habian madurado hasta adquirir la
misma forma con la que aparccen en La Geometria, donde muestra cédmo reducir ecuaciones de
tercero y cuarto grado a las formas

M =tapxta’

*+apx®+ alqer r

mismas que pucden ser “construidas™ (en ¢l sentido de lo dicho en la seccion “2.4. Aritmética y
Geometria™ de este capitulo; ver también el capitulo 3 de esta tesis) intersecando un circulo y una
parabola. Por ejemplo. la ecuacion x' = apx® — agx + r, con a = 1, se resuelve mediante la siguiente
construccion (Figura 2.11).

Figura 2.11
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Tricese la paribola FAG con eje AC, tomando AC = Y2 a = Y2 como su latus rectiem. Tomese D en
AC (del mismo lado de A que C) tal que CD = Y2 p. Tricese DE perpendicular a AC tal que DE = Y% g.
Tomese R en AE (del mismo lado de A que E) tal que AR = r y también S (del lado contrario de A
que E) tal que AS = ¢ = }. Tracese un circulo con diametro RS y dibijese la perpendicular a RS por A
que cortarid al circulo en H. Con radio EH y centro en E tricese un circulo que intersecard a la
paribola en G y F y al ¢je de la parabola en L. Trazamos también las lineas auxiliares MK, paralela a
DE. y EM paralela a DK. Resulta que GK es la raiz positiva de la ecuacion y FL corresponde en
magnitud a la negativa.

Demostracion

Se demuestra solo que GK es la raiz positiva. El que FL también es raiz se comprucba de manera
semejante. Scan GK = v. AK = 1. La parabola satisface la ccuacién x* = y, por lo que tenemos

PDK=AK - AD=x'—-(AC+ CD)=x*~%p—- '
=> (DK = (EMY =x'-px’ = x*+ Up’+Vap+
como DE = KM = ¥ ¢4, sucede gque

(GM)® = (GK. + MKY =+ gx + % ¢°

y como EMG cs rectangulo. por ¢ teorema de Pitagoras
(EGY = (EMY - (GMYP =x"—pr + qx + U g+ U p* + YVap+ Y,
como EAD es también rectangulo
(EAY = (ADY = (DEY = (e p + 2)* + % g°.

Ademas (AH)® = AR - AS (por la proposicidn 13 del Libro VI de Euclides, que también se obtiene
directamente de la igualdad (2.4) anterior). pero AS =1 y AR = r, por lo que se tiene que (AH)? = r.

Como EAl es rectangulo,
(EHY = (EAY r (AHY = g+ mp + Yap+ Yo+ r
Como EG = Ell por ser ambos radios, (EG)Y = (EM)?, si y solo si

MepEr gt thg v upi s teps U= UG ap i pt it r <=2 XP=pl—getr

Q.E.D.
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Al meditar sobre este descubrimiento, Descartes sc da cuenta que es de la mayor trascendencia, ya que, a
su parecer, ha encontrado **el secrcto universal de la solucion mediante lineas geométricas de todas las
ecuaciones de tercer o cuarto grado™. Tal cual lo reporta Isaac Beeckman en su Journal (A.T., X, p. 344).

Ademas de lo anterior, el descubrimiento de la construccién de medias proporcionales con un
circulo y una parabola influyd en la idea de Descartes respecto a cémo clasificar las curvas, Para él
las curvas eran geométricas, como se dice mas atras, si se trazaban mediante un movimiento Unico
o por movimientos subordinados y. dentro de las geométricas, clasificaba como “simples™ las que
se trazaban con facilidad, las que podian trazarse “clara y distintamente™, para utilizar términos a
los que se recurre en el Discurso del Método. Poco después sc da cuenta que, aunque las curvas
que traza su compas miiltiple son simples en el sentido anterior, dichas curvas poseen ecuaciones
complicadas. Esto podemos verlo al encontrar las ecuaciones respectivas,

£,

Pl

A XN\ X Xs

Figura 2,12

En la figura 2,12, si tomamos AB = a constante, AX, =

XX, =y

y AX.= z, podemos encontrar
la ecuacién de la curva €, que traza ¢l punto X, al deslizarse por £, conforme se abre ¢l compis en
los ejes coordenados x ¥ v,

Tenemos pues que ABX, vy AX, X, son. como ya sabiamos, similarcs por lo que

AXJ/AB = AXJ/AX, <=> xla=r:c/x > z=x%a

Pero como AX,X; es rectiangulo se cumple el tcorema de Pitdgoras, por lo que

(AX,)

(AN + (XX =>

SR

> ()

X+ => = (x* +37)

que es fa ccuacion de { expresadas en coordenadas cartesianas.

41



Mediante procedimicntos similares se obtiene que la ecuacion de €, es x* = «* (v + 17 y la de ¢; es x'?
= a® (* + 37)°, de donde resulta evidente que las curvas no quedan determinadas por una ecuacién
simple y que la complgjidad crece conforme se aumenta el namero de regletas en el compas multiple.

En un principio el problema de que las curvas “simples” no lo fueran algcbraicamente no es
importante para Descartes, ya que lo importante era que las curvas pudieran trazarse y no que
tuvieran asociada una ecuacién. Pero al escribir La Geometria 1a situacion ya no es la misma, es
necesario resolver problemas de construccion de ecuaciones y por ello Descartes sefiala que es
necesario utilizar las curvas de menor grado y que complejidad posible. Al respecto dice:

“Por las curvas mas simples debemos entender no solo las que se describen mas
ficiimente o las que facilitan la construccidn o demostracion del problema
propucesto, sino, sobre todo, las que son del tipo mas simple que pueda usarse para
determinar la cantidad tras la que se anda.” (Descartes, La Geometria, 155)

Por el “tipo mas simple™ entendemos el grado algebraico mas bajo y por “determinar la cantidad
tras ja que se anda” se refiere a resolver la ccuacion polindmica planteada.

Contrario a lo que se picnsa actualmente, las ecuanciones y las curvas no son para Dexcartes lo mismo,
no hay una equivalencia total. Las ecuaciones quedan mas que otra cosa como herramientas para la
clasificaciéon y “construccion™ de problemas geométricos, que son en realidad problemas de
resolucion de ecuaciones. Por otra parte, las curvas aceptables en geometria deben tener una ecuacion,
todos sus puntos deben de poder ser asociados a una coordenacion rectangular mediante un numero
finito de operaciones algebraicas: pero nunca define que toda ecuacidn algebraica dé por resultado
una curva aceptable geométricamente. La razén por la que esto ocurre ©s que o mdas importante en
términos de una curva cra poder trazarla, es decir, encontrar un aparato @ un mode para hacerlo.

2.7. El problema de Papo y las curvas aceptables en La Geometria

El problema de Papo era de la mayor importancia en la época de Descartes. Para analizarlo dejaremos
de lado los antecedentes y entraremos directo a La Geometria, donde el autor presenta su solucion, la
cual considera como una prueba de que su “*método™ era correcto y superior a los conocidos.

El probiema de Papo se plantea del siguiente modo. Dadas n lineas rectas y un punto C. se deben
dibujar lincas desde C formando dangulos dados con las lincas dadas. Para n = 3 las lineas trazadas
desde C deben satisfacer que el producto de dos de ellas y el cuadrado de {a tercera guarden una
cierta razon dada. Para n > 3, si n ¢s par, ¢l producto de n/2 lincas desde C debe guardar una razén
dada con ¢l producto de las otras n/2 lineas; si n cs impar, el producto de (n + 1)/2 lineas desde C
debe guardar una razon dada con el producto de las otras (n — 1)/2 lineas. El problema se resuelve
al hallar el lugar de los puntos C que satisfacen las condiciones.
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Se sabe que Descartes resolvio el problema de Papo durante el invierno de 1631-1632, pero la
solucién original no se conoce'. La primera referencia que se tiene es la que aparece ya en La
Geomewia, donde presenta una solucién para n lineas dadas quc se obtiene mediante la
generalizacién dc una construccion para el caso de cuatro lineas (figura 2.13).

Figura 2,13

Un bosquejo de esta construccion es cl siguiente. Dadas las lineas AB, AD, EF y GH, supongase
que se ha encontrade un punto C que satisface las condiciones del problema, de tal modo que los
angulos CBA, CDA. CFE y CHG ticnen cada uno un valor predeterminado y tal que

CB-CF=CD:-CH

Descartes comenta que ¢l hecho de que la razén entre los productos CB - CF y CD - CH sea
diferente de 1 no complica en lo ntis minimo la construccion.

Es importante notar que B habra de variar si C cambia dec posicidén. Asi, tomax = AB, v=BC y
sefala que todos los dngulos en el dibujo son fijos por lo que es posible expresar a las lineas
trazadas desde C como

CF = (ezv + dek + dex)/z*; CH = (gzv + f&l — fgx)z*; CB =y

CD = (czv + bex),

con b, c,d. e, f, g . k, I, = fijos.

CD - CH tcnemos

Entonces, al hacer CB - CF

' Bl problema de Papo le fue propuesto a Descantes por Jacobus Golius, su profesor de matemdticas ¢n ls Universidad de
Leiden. El interés de Golius por el trabajo de Apolonio, en particular su tcoria de las cénicas, lo llevd a estudiar Jos
camentarios de Papo a dicho trabajo.
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= — dek=yy — (dez?

+ ¢cfgz — begsz

o + befitly — befgy?) | er® — cgz®
Comenta Descartes que para cualquicr nmero de

fineas dada la distancia de C a éstas
(respetando las condiciones del problema) siempre podra expresarse como v multiplicada por una

cantidad conocida mas v por otra cantidad conocida miis una cantidad fija, por lo que la ecuacién
anterior sicmpre podra ser determinada. aunque ird aumentando de grado conforme aumente el
nimero de lincas dadas.

Volviendo al caso de cuatro lineas, afirma que, dependiendo de los valores relativos de Ias constantes,
el lugar gcométrico de C ex una recta, un circulo o una de las tres conicas re
hipérbola). Las rectas v el circulo se determinan

tantes (parabola, clipse o
in problema y para las conicas encuentra el larus
rectum, latus transversum, eje y vErtices, segin sea ¢l caso. can lo que pueden ser trazadas.

Asi, para cuatro lincas ¢l problema de Papo es resuchio dentro de los estandares, ya que la curva
buscada pucde ser en cf

ecto trazada. |

n cambio. para mas de cuatro lineas, lo que se hacia era
tomar un valor arbitrario de v, es decir un punto en el segmento BC, para entonces determinar >
geométricamente y obtener un punto de la curva.

Repitiendo este procedimiento es posible
determinar Imntos punilos como se quicri. pero siempre en un namero finito. 1o que produce

entonces que ¢l problema no haya sido resuclto de fa manera que Descartes consideraba correcta
debido a que la curva no era trazada, sino que era determinada por puntos de modo similar al de la
cuadratriz (figura 2.6).

Para profundizar en c¢stc asunto. en La Geometria Descartes analiza dos casos particulares del
problemia pa el caxo de cinco lin En

tos casos consideran cuatro lineas paralelas
separaciones unitormes conadas por una transversal en angulo recto.

con

v uno de 1os cusos muesira
que la curva es la parabola de tercer grado —-conocida como la “parabola cartesiana™— que es

construida previamente cn el mismo libro mediante et movimiento combinado de una pardibola y
de una recta. LEsta curva pucde ser trazada mecanicamente.
construccion por puntos scialada mas arribn.

in el otro caso se remitc a la

De este modo Descartes no encuentra otra

lida mas que admitiy construcciones por puntos, pero
no admite todas. Por ejemplo. sigue sin admitir construcciones como la de 1a cuadratriz y la de 1a
espiral arquimedcana debido a que, a diferencia de las curvas valida

5. éstas son obtenidas a partir
de puntos especiales y por ello ho us posible determinarlas en su totalidad. En la cuadratriz, por

cjemplo, los puntos que pucden determinarse son aquellos correspondientes solo a porciones
racionales del cuarto de arco o del fado del cuadrado (ver figura 2.6), quedando fuera todos los
correspondicntes a porciones irracionales. Esto debido a que fos desplazamientos de la linea
horizontal debian estar

incronizados con el movimiento del radio que va trazando el circulo, de
manera que cuando so¢ escoge un punte sobre la vertic

al ¢ste debera corresponder a una cicrta
division (racionaly de 1a linea y Ja misma le corresponderi al angule que se ha desplazado el radio.
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Por otra parte, en las construcciones vilidas todos los puntos de la curva pueden ser determinados
sin importar su ubicacion en la misma. Esto es mas claro al observar la siguiente construccién por
puntos de la conchoide (figura 2.14).

P

C
Figura 2.14

La curva ticne la propiedad de que dado un punto fijo C y una recta £. la magnitud del segmento
que va de un punto P arbitrario hasta ia interseccion de PC y £ es constante, es decir PB = P'B’ para

cualquier par de puntos P, P” en la curva.

Descartes explica que las curvas que se pucden construir determinando “indiferentemente™ sus
puntos son las mismas que se pucden trazar a su vez por movimicntos regulares y continuos, por lo
que no deben ser excluidas de la geometria. Sin embargo no establece una prueba de csta
cequivalencia entre curvas, si bicn ¢s intuitivamente evidente que asi sucede.

Algunas de estas curvas construidas por puntos, como los 6valos que tienen la importante propicdad
de hacer que los rayos de luz converjan en un punto determinado, son presentadas en La Geometria.

Después de definir las curvas gceométricas como las trazadas por movimientos Gnicos ©
subordinados. o también como las construidas por la determinacién arbitraria de sus puntos,
introduce ademas las trazadas con fa ayuda de cuerdas.

El método de construcciones con cuerdas es presentado en Lea Opiica, escrita en 1632, donde retoma
Ia manera en la que los jardineros solian dibujar elipses ¢ hipérbolas. [.a forma de trazar la elipse, por
cjemplo. se reduce a tomar una cuerda atada cn circulo y colocar dos estacas fijas, A v B, que estaran
separadas por una distancia menor a un medio del largo total de la cuerda (figura 2.15). La cuerda sc
coloca alrededor de las estacas, se tensa con otra cstaca en Py ésta se mueve. trazando asi la curva.
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Figura 2.15

La construccién se basa en la propiedad, exclusiva de 1a elipse, de que 1a suma de las distancias de

todo punto P en la curva a los puntos fijos (focos) A y B es constante, es decir PA + PB = ¢, donde
c es la longitud total de 1a cuerda menos AB.

Otro ejemplo es la construccion del ovalo (figura 2.16) mencionado unos parrafos atrds, que se
presenta en La Geometria donde, tomando puntos fijos F, K. G y colocando una rcgla que gire
apoyandose en F y con su otro extremo en E, se atan los extremos de una cuerda en E y G pasando
por K. La cuerda es tensada sobre 1a regla con la pluma que al moverse habrd de trazar el 6valo.

E

Figura 2.16

Para concluir, hay que comenar que lo que finalmente es importante para Descartes, con respecto
a la aceptabilidad de las curvas en geometria, es la existencia y la posibilidad de determinar una
razdn medible, como lo senala al clasificar los problemas geométricos. Sélo las curvas usadas para
resolver problemas de los tipos 1 y 2 son las aceptables. Es necesario poder hallar las proporciones
exactas. es decir racionales. entre lineas curvas y rectas que se combinen para trazar las curvas.
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Capitulo 3

Las Reglas para la Direccion del Espiritu.
La busqueda de 1a mathesis universalis

3.1. Algunos antecedentes histéricos

Durante su estancia en Paris, de 1626 a 1628, Descartes conocié a destacados cientificos, estudio-
sos, tedlogos y gente del mundo literario. Entablé amistad con Jean-Luis Guez Balzac y con algu-
nos hombres de pensamicento radical y antiaristotélico, en una época cn que la subversion contra 1a
Iglesia se castigaba con carcel, destierro o la hoguera y, del mismo modo, las tesis antiaristoiélicas
eran también sancionadas y los textos en los que aparecian eran mandados a destruir.

Llega el punto en que, ahi en Paris, a Descartes le nace una obsesion tal por la busqueda de la
verdad en la naturaleza, que no pucde dedicarse a otra cosa distinta y no puede llevar relaciones
normalecs con la gente. Decide retirarse a Holanda y estar solo para ponerse a trabajar.

En 1628, antes de irse, Descartes comenta a Beeckman que en los altimos 9 afos ha hecho
grandisimos progresos en 1a aritmética y en la gcometria y que cuenta con

1) Un método cientifico universal

2) Un algebra **general™
3) Una nueva forma de hallar medias proporcionales

4) Una solucidén general a todas las ecuaciones de tercero y cuarto grado
5) La ley correcta de fa refraccion

Sin embargo no escribe nada de esto todavia. Al parecer, Descartes en el punto 1) se refiere a las
Reglas para la Direccion del Espiritu. obra que ya tenia bosquejada pero que escribid en el retiro y

que seria publicada péstumamente. Los puntos 2), 3) y 4) se refieren a temas que incluira en La
Geometria.



3.2. L.as reglas cartesianas

Como se menciona en ¢l capitulo 2 de esta tesis, la generalizaciéon de resultados es un factor muy
importante y ¢l verdadero genio del pensamiento geométrico cartesiano. Descartes tiene la
capacidad de generalizar resultados a partir de la solucidn de problemas particulares.

Aristoteles consideraba que la actividad intelectual genuina sc caracteriza por la operacion mental
que lleva de lo particular a lo universal ¥ que esta operacion de gencralizacion sélo puede ser
percibida, no es posible analizarla ni siquiera describirla adecuadamente.

Por el contrario. Descartes, con gran optimismo. escribe las Reglas para la Dirceccion del Espiri
que han de explicar como es que mediante la intuicion se llega a resultados verdaderos.

El libro de Descartes, como se menciona al final de Ia regla X1, iba a constar de las siguicentes tres
partes:

1) Proposiciones simples.
2) Cuestiones que se entienden bien.

3) Cuestiones que no se entienden bien.

Descartes estaba en ese momento pisando terrenos inexplorados y en realidad no tenia mucha idea

de lo que hacia, al grado que la obra no fue concluida. llegando hasta la regla XXI y sdlo
cnunciando las tres ultimas,

El objetivo de la primera seccion del libro es preparar al espiritu para que pueda intuir las
proposiciones simples de forma clara y distinta. Descartes afirma que el verdadero conocimiento
s6lo puede estar basado en verdades indudables, pero éstas se pueden ver unicamente si miramos
en Ja dirceccion correcta. es decir, si aplicamos el método correcto. Debemos reducir 1o complejo a
lo simple y mostrar como se unen las proposiciones ¢n una cadena deductiva identificando todos
fos eslabones de una sola vez. También es necesario cjercitarnos para captar claramente las
naturalezas simiples o las esencias genuinas mediante cl analisi
sicmpre. en todo. de manera ordenada.

de materias simples y proceder

Descartes percibe con claridad de que sus reglas no volveran a la gente mas inteligente. pero piensa
que podran ayudarle a utilizar su intelecto de la manera mas provechosa. siendo ello su motivacidon.

Cuando afios después escribe el Discurso del Método Descartes concluye que sus reglas pueden
reducirse a los cuatro preceptos de evidencia, division, arden y exhaustividad siguientes:



1) A nada debe asentirse, a menos que sea cvidentemente verdadero.
2) Cada materia sujeta a inquisicidon debe dividirse en partes tan pequefas como
sca posible y debe tratarse cada una por separado.

3) Cada parte ha de abordarse por orden. las mias simples primero.

4) Ninguna parte ha de omitirse en la explicacién del todo.

La segunda parnte del libro indica cdmo hay que proceder para resolver aquéllo cuyo significado es
claro, es decir, se entiende bien, pero cuya solucidén no podemos encontrar. Para lo anterior. dice
Descartes. es necesario prescindir de toda nocion superflua y aspirar a la simplicidad y el orden.
Como se ve, es1a procediendo de manera similar a lo expuesto en las primeras doce reglas.

La cuestion importante y la conexion con La Geomertria s el hecho de que Descartes considera
que no existe ningun problema en transferir sus reglas abstractas a la materia real, aunque indica
que serd necesario utilizar la imaginacion, entendiendo por ésta nucstro recurso para idear
imagenes. Afirma que habremos de visualizar formas y figuras, pero Ia informacidn que no sea
inmediatamente pertinente a la cuestion debera guardarse en simbolos abstractos.

Las reglas, llevadas al terreno de 1o practico son, en esencia. o que aparece en el primer libro de
La Geometria cuando el autor se refiere al modo de llegar a una ccuacidén polinomial a partir de un
problema. Este procedimiento. que es explicado con mas detalle en la seccion "4.3. Los
planteamicntos y resultados de Descartes sobre la construccion de ecuaciones™, es cl siguiente:

1) Las cantidades conocidas son denotadas con las primeras letras del alfabeto a, b, ¢, ... y las
desconocidas con las gltimas x. . =.... (Precepto de evidencia).

2) Se determinan las relaciones mutuas obviando la distincidn entre cantidades conocidas y
desconocidas, ¢s decir. se cscriben antas ecuaciones como cantidades desconocidas se tengan.
(Precepto de division).

3) Se emplean las cuatro operaciones (aritméticas) basicas.

4) Se hallan dos ecuaciones que contengan la misma incognita.

5)

Sec simplifica cuando sea posible, es decir, se van eliminando incdgnitas (Aunado a los dos
anteriores, equivale al precepto de orden el precepto de exhaustividad esta implicito).

Algo importante para comentar es que Descartes esti sicmpre pensando en la aplicacion de sus
reglas o preceptos a las matematicas, que considera son una propedcéutica de la filosofia. Los
Jesuitas pensaban que aprender latin o gricgo permitia ordenar y comandar cfectivamuente los
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pensamientos ¥ (ue sus pramdticas cran la realizacidn de la ldgica. Influenciado por clios,
Descartes piensa que las matemdticas son un modelo de pensamiente claro, convincente y sin
ambigiledad: opina que de llegar a ser dicstro en las matemiticas, sc¢ dominara Ia técnica de la
intuicion clara y de la deduccion rigurosa que abre las puertas del conocimiento.

En su busqueda de la verdad Descartes advierte que la aritmética y la geometria ofrecen mas
certidumbre que otras disciplinas por los siguientes dos motivos

1) Su objcto ¢s puro y simple.

2) Sus deducciones son claras y rigurosas.

En la regla 11, donde habla de que hay que ocuparse Gnicamente de lo certero ¢ indudable y no de
lo probable. afirma que *

*entre las disciplinas [cientificas] ya conocidas solo la Aritmética y la
Geometria estidn libres de todo defecto de falsedad e incertidumbre ... (Descartes. Reglas, 70).

En la regla IV, comenta que cualquier mathesis universalis, como es ¢l caso de las matematicas,
debe incluir estas caracteristicas. El comentario surge a proposito del esquema mediante el cual
Descartes enlaza una expresion algebraica con el funcionamicnto del compas maltiple.

En esta misma seccidn Descartes comenta que se encuentra intrigado sobre las razones que
hicieron que los antiguos griegos concedieran tanta importancia a las matematicas, ndo quec su
legado consistia las mas de las veces de cileculos y demostraciones que cran bastante triviales. Tal
situacidn le llevo a especular sobre si no seria que los antiguos dominaban un cierto corpus
matematico muy diferente del que hoy (en la época de Descartes) se conoce y del cual no nos liego
nada escrito. Estaba convencido de que las scemillas de ciertas verdades basicas estan implantadas
en la mente humana, y que dichas semillas dieron lugar a frutos maravillosos en la ¢poca dorada de
las matematicas griegas. poero que, desafortunadamente, se¢ han echado a perder en los tiempos

modemos (siglo XV11) debido a los diarios y constantes errores a los que nos vemos sometidos
(A. T, X. p. 376). Rastros dc estas “verdaderas matematicas

le parece que eran visibles en los
trabajos de Papo y de Diofanto, ¥y que i no encontramos mas de ellos en sus obras es porque con

algo de perversidad ocultaron este lipo de matemaiticas, como se sabia que lo hacian algunos
inventores pues “temian que sus métodos, por ser tan faciles y sencillos, serian despreciados si eran
wansmitidos; asi que para ganar nucstra admiracion lo que nos mostraron como frutos de sus
mdétodos fueron algunas verdades estériles demostradas con argumentos ingeniosos, en lugar de
preporcionarmos el método, ¢l cual habria desvanecido nuestra admiracion. En nuestro tiempo

algunos hombres dotados de ingenio han intentado revivir este método., porque me parece que es el
que se conoce coma “algebra’..." (AL T.. X, pp. 376-379) .

Cuando Descartes se ocupd de este asunto con mas cuidado, dice haberse dado cuenta de que la
preocupacion Unica de las matemadticas es ocuparse de cuestiones relacionadas con ¢l orden y la
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medida. y que no le importa si la medida en cuestién se ocupa de numeros, formas, sonidos o
cualquier otra cosa. Esto lo llcvo a intuir que “deberia existir una ciencia general que explicara
cualquier asunto relacionado con el orden o la medida, sin importar cudl era el tema con el que se
vinculaban, y que esta ciencia deberia ser lamada marhesis universalis —un término venerable con
un significado bien establecido—. ya que abarca todo lo que permite que esas otras ciencias fueran
tenidas como ramas de la matematica ... hasta este dia he dedicado todas mis energias a esta
mathesis universalis para con ello poder ser capaz de enfrentar ciencias mas avanzadas...™

La ideca de una mathesis universalis ya tenia una larga historia en ¢l siglo XVl (Crapulli, Mathesis
Universalis). Esta nocion parece remontarse a personajes como Aristoteles y a Proclo aunque la
fuente mas confiable de ser la indicadora de esta suerte de renacimiento fue el matematico belga
Adrianus Romanus, quien en la segunda parte de su Apologia pro Archimede (1597) desarrolld con
detalle la idea de una mathesis universalis. Retomada por Descartes, donde se dice que “exhibe los
medios para resolver todas las dificultades que surgen en las ciencias matematicas y demuestra que
e} intelecto humano no puede ir mas alla en estas cuestiones™ (Gaukroger, Descartes, 101).

3.3. La intuicién y la deduccién

Para Descartes, como lo expone en la regla 111, ia anica manera de adquirir ¢l conocimiento es
mediante la intuicién o la deduccidén. Define la intuicion como *‘la concepcion de una mente pura y
atenta tan facil y distinta, que en absoluto quede duda alguna sobre aquello que entendemos; o, lo
que es lo mismo, la concepcion no dudosa de una mente pura y atenta Gue nace de la sola luz de la
razén ... (Descartes, Reglas, 75), de donde podriamos interpretar que es la actividad propia de la
mente, ¢l razonamiento sobre lo que se percibe, la identificacion de lo cvidente, pero no la
“vision™, que era la interpretacion anterior a Descartes de la palabra intuicion.

La deduccion es definida como “todo aquello que se sigue necesariamente de otras cosas conocidas
con certeza.” (Descartes, Reglay. 76) y permite que muchas cosas verdaderas, que no son evidentes en
si, “sean deducidas a partir de principios verdaderos conocidos mediante un movimiento continuo e
ininterrumpido del pensamicnto que intuyc con transparencia cada cosa en particular”™ (Descartes,
Reglas, 76). Dec no existir la deduccidon no podriamos dar por verdadero mas que lo que es
directamente intuido sin poder ir mas alla de lo evidente. En este sentido, 1a deduccion es equiparable
con el procedimiento de obtencidon de un tecorema, al cual sc llega desde los axiomas, que pueden
interpretarse como verdades evidentes, mediante inferencias 16gicas. Podemos tomar a la deduccién
como el razonamiento que permite enlazar los eslabones de una cadena del principio hasta el fin.

Una vez que el pensamiento logra intuir con transparencia la cadena deductiva, sin ayuda de la
memoria y eliminando la incertidumbre que ésta provoca. fa deduccion en cuestion, segun Descartes,
se convierte en una intuicion. Esto ocurre al acelerar cada vez imas el recorrido de los eslabones de la
cadena. hasta poderlos ver todos juntos cn un simple y unico desteilo de la intuicion.
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Si analizamos las demostraciones cartesianas que aparecen en La Geometria, podemos ver que este
paso de deduccion a intuicion es, en cierto sentido. necesario para comprenderlas y asimilarlas. De
alghn modo, tanto las demostraciones cartesianas como las modernas, que son comparables en su

rigor logico y formalidad, requieren para su verdadera comprension la identificacidén clara y
precisa de la cadena de

nplicaciones, y no debe haber la mias minima duda en cada paso de la

argumentacion. En breve, debemos de poder ver la demostracion de principio a {in en un solo
recorrido.

3.4. Las naturalezas simples

Los objetos propios del acto de la intuicion son definidos por Descartes como ““naturalezas
simples”. Descartes dice que “estas naturalezas simples son evidentes por si n
nunca falsedad alguna™. Son divididas en tres tipos:

mas y no contienen

1) “Puramente imelectuales™, como el saber, ¢l dudar, el ignorar y cl desear.
2) “Puramente materiales™,

exclusivas de los cucrpos
cxtlens

on y el movimiento.

fisicos. como la forma. la

3

~

“Agquellas comunes tanto a jas intelectuales como a las materiales™ como los
conceptos de existencia, unidad, direccion. cte.. y relaciones como pueden ser *'si dos
cosas son iguales a una tercera, serin iguales entre

Las naturale

s simples son clasificadas de este modo debido a que Descartes piensa que es el
secrcto principal de su método, como lo menciona en Ia regla Vi Advierte que las clas

deben realizarse en tanto las cosas pueden conocerse unas a partr de otras.
menciona que las coxas simples son las que no pueden descomponerse en cosas 1w

ficaciones
n la regla Xii
< simples como
por gjemplo la figura. 1a extension y ¢l movimiento: también subraya que se ocupard anicamente
de las cosas que pueden ser percibidas por el intelecto.

Aqui queda claro que. para Descartes, las naturalezas simples son las que no se deducen de otras,

son las iniciales en cualquicr cadena deductiva, vienen a jugar ¢l papel de lo que para nosotros son
los axiomas.

Tambicén en la regla X1, Descartes explica, entre otras cos.
mismo modo que ia cera recibe la figura del seilo™ (Des

s, que la percepcidn tiene lugar “del

artes. Regle 118): tomandolo de una
forma literal, indica que la imagen, figura o sensacion que reciben los sentidos es inmediatamente

transmitida al senudo comun. quién la impresiona en la imaginacion. Esta 0ltima, también Hamada

fantasia, es detinida como “una verdadera parte del cuerpo y de una magnitud 1wl que sus diversas
partes pucden asumir figuras d

intas entre si, y que suelen conservarias duranie mucho tiempo: es
lo que se llama entonces memoria™ (Descartes, Reglas, 120).

o
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Entonces, como el verdadero conocimiento —dice Descartes— resulta de la intuicion aplicada a una
naturaleza simple, en ¢l entorno matematico, que es el de verdadero interés cartesiano, tenemos
que el proposito es estudiar las relaciones o proporciones de las magnitudes en gencral, para poder
expresarlas en términos de ecuaciones (Ver el capitulo 1 de esta tesis). Al trabajar con magnitudes,
entramos en los dominios de la extension (una magnitud es una forma de extensién), que es una
naturaleza simple de las catalogadas como “puramente maleriales”, pero ademids la extensién
puede ser percibida en tanto se presenta en los cuerpos. de donde Descartes afirma que fa magnitud
se conoce en la extension corpdrea de la imaginacion. De hecho, dice que un cucrpo extenso que
no puede ser imaginado, tampoco podra ser concebido.

Descartes define la extension como "lo que quiera que sca que tenga longitud, anchura y
profundidad™. y al respecto dice que *“no hay nada que nuestra imaginacién perciba mas
facilmente™. La materia y la extension no son identificadas por Descartes como lo mismo, pero al
escribir £/ Mundo (Descartes, £ AMundo). unos afios después. considera la equivalencia.

3.5. Las operacionces aritméticas basicas
Ln busca de la simplicidad, la claridad y la inticion, en la regla XVIII Descartes pasa a representar

las opuraciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division mediante lineas y superficies.
Hay que notar que esta regla es la altima que es explicada. las restantes son solamente enunciadas.

La suma y resta de segmentos son definidos de manera trivial. La suma consiste en 1a ubicacion
contigua de los segmentos sobre una recta de tal modo que ambos sélo coincidan en un punto.
Como cjemplo. cn la tigura 3.1, s¢ suman A3 y BC. dando como resultado AC (2 -+ 3 = 5).

Figura 3.1

La resta es determinada colocando Jos dos scgmentos con uno de los extremos comunes y de tal
modo que ¢l menor quede contenido en ¢l mayor. El resultado estara dado por el segmento que une
a los extremos no comunes de los dos segmentos injciales. Descartes no se preocupa del signo del
segmento resultante, le interesa sélo la magnitud. En la figura 3.2 se encuentra la diferencia entre
AB y AC, dando como resultado BC (3 - 2 = 1),

A B C

Figura 3.2
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Para la multiplicacién, se toman como base dos segmentos, que son

las magnitudes a y b a
multiplicar, y se construye el rectingulo correspondicente ab (figura 3.3).

a

Figura 3.3

Para continuar multiplicando la magnitud resultante por otra cantidad, digamos ab por ¢, Descartes
dice que “‘conviene imaginar ab como una linea™ para entonces construir ¢l rectangulo de lados ab
y c.

La division es definida de mancra inversa a la multiplicacion, partiendo de que la magnitud que se
dividira es un rectangulo y el divisor es uno de sus lados.

El paso en la imaginacion, de superficie a longitud, sabemos que no cs del todo trivial en términos
geomeétricos. Descartes indica que habrd de mostrar como se pucde pasar de una magnitud
representada por una linea a un rectangulo, de un rectingulo a una linea o a otro rectingulo, uno
de cuyos lados sea conocido. Esta construccidon ya no es realizada. justo ahi termina la regla
décimo octava, pero la respuesta podemos encontrarta al inicio de La Geomerria donde define las
operacionecs aritméticas con segmentos,

En la misma rcgla, Descartes hace referencia a la extraccion de raices, lus cuales considera son
divisiones en las que el divisor esta dado por una relacion en la que intervienen las medias
proporcionales. Como se menciond en ¢l capitulo 2 dec esta tes
proporcional x, entre 1 y a, entonces

encontramos la media

lix = x/a <=>

con lo que tendremos resuclio el problema de extraccion de la raiz cuadrada. Las raices clbicas se
obtienen encontrando 2 medias proporcionales entre la unidad y la magnitud inicial, tomando la
primera de éstas como la magnitud buscada.

Como sabemos, estos resultados son obtenidos y demostrados por Descartes con ayuda del compas
multiple (ver capitulo 2 de esta tesis), 1o que nos lleva a pensar que, al no ser éstos intuitivamente
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claros para la imaginacion, pucden ser la causa, o al menos parte, dc la abrupta interrupcion en la
escritura de las Reglas para la Direccion del Espiritu.

El objetivo de Descartes no es establecer una representacién grafica de las operaciones, mas bien
es mostrar que pueden ser concebidas clara y distintamente.

¢Qué otra forma que sea mas valida y evidente se puede dar a ja representacion de operaciones
matemadticas que hacerlo mediante longitudes de lincas? Sin embargo, y aunquc resuite
sorprendente, es esta cucstion la que provoca que cl planteamiento cartesiance empiece a
tambalearse.

Las especulaciones cartesianas sobre la naturalcza del algebra irrumpen en Las Reglas a propoésito
de una discusidn sobre el papel que ticne la imaginacion en la adquisicidn del conocimiento. Antes
de que escribiera esta seccion, esto es. alrededor de 1626'. es cvidente que Descartes habin
avanzado en su manera de concebir los ndmeros. En la vieja matematica griega la aritmética era
una forma de geometria métrica (Unguru, “Greek Mathematics™, 67-114). to resulia evidente del
intento aristotélico de dotar de una base conceptual y metafisica a la nocion de numero que se
mangjaba en su época. y que consiste en construir a los nimeros como longitudes de linea (de
caricter puramente intelectual), sujetos en cuanto a su manipulacion a todas las caracteristicas de
las manipulaciones de longitudes de lincas reales. (Gaukroger, “Avristotle™. 187-197). Por ello
cuando Aristoteles y otros matematicos gricgos hablan de numeros on una dimension, o de
numeros bidimensionales o planos, o de nimeros tridimensionales o sélidos. lo que entienden es
precisamente eso.

La geometria no sélo presta su notacidon a la aritmética. y ningan matematico gricgo o alejandrino
habla de que Jos nameros s6lo son representados geomdiricamente. Para constatar esto podemos
acudir a un texto tipico, los Elementos. y ver como las proporciones aritmdéticas estan plantcadas en
términos de longitudes de lineas, no porque sca asi que se representan a los numeros. sino porque
esto es lo que son.

Si se considera el caso de la multiplicacion, si a, b y ¢ son segmentos de linea, el producto ab es un
rectingulo y abc es un sélido, y bajo esta I6gica no podemos multiplicar mas de tres nimeros pucs
esto rebasaria el numero de dimensiones disponibles. Esta restriceion en lo que se refiere a la
nocion de niitmero guardaba un paralcelo en cuanto a restricciones tanto en la aritmética como en la
geometria, en la primera cuando se trataba de calcular un cierio nimero y en la segunda cuando se
buscaba construir una cierta figura. Esto en funcion de que para un matematico de la antigiiedad
resolver un problema consistia en calcular un nimero si ¢l problema era aritmético, o construir
una figura si éste era geométrico.

1

Descantes escribe las Reglas para la Direccion del b
reglas— v el otro de 1626-1628.

sirit en dos periodos, uno que data de 1619-1620 - las primeras 11
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Por si no fuera suficiente, s6lo los nimeros naturales tenian carta de aceptabilidad. L.os numeros

negalivos eran considerados numeros imposibles. Posibies salidas a este embrollo fueron

contempladas por los griegos, pero sélo alcanzarvon la calidad de técnicas auxiliares (Kliein, Origin
of Algebra).

Es en la regla X V1 que Descartes elimina esta restriccion:

“Debe schalarse que mientras el matemiditico usualmente denota cada magnitud
mediante una pluralidad de unidades o mediante un namero, lo que hacemos es
abstraernos de los numeros mismos. al igual que como lo hicimos antes [regla X1V]
en la que se refiere a figuras geométricas... Lo hacemos asi ... para asegurarnos que
{as partes del problema que constituyen la dificultad esencial permanczcan siempre
identiticadas y no son obscurecidas por numeros sin uso alguno. Por ¢jemplo, si el
problema consiste en encontrar la hipotenusa de un tridngulo rectanguio cuyos lados
son 9 y 12, ¢l aritmético dira que ésta es Y225 o 15. Pero nosotros escribiremos a y

b en lugar de 9 y 12 y encontraremos que la base es Va® +57 . En esta forma las
dos partes «a y b, que Jos numeros asimilan en una sola. son mantenidas
diferenciadas.™ (AL T., X, pp. 455-456).

En lo que sc refiere a la multiplicacion v su cambio de dimensionalidad. Descartes sefiala que:

... debemos darmos cuenta de que aquellas proporciones que forman una sucesion
continua deben ser entendidas en iérminos de un cierto nimero de relaciones; otros
intenlan expresar estus proporciones en términos algebraicos ordinarios mediante
diferentes dimensiones y formas. A la primera la laman raiz, a la segunda
cuadrado, a la tercera cubo, me han confundido... tales nombres deberian ser
abandonados pucs confunden nuestro pensamiento. Si bien vna magnitud puede ser
flamada cubica o bicuadritica. no debe ser presentada ante la imaginacion mediante
otra cosa que no sea una linea o una superficice... lo que se¢ requiere hacer notar por
cncima de todo. es que la raiz, el cuadrado. el cubo... son sdlo magnitudes en
proporcion continua, sicmpre tomando como referencia la unidad arbitrariamente
escogida y de las que se habld en la regla anterior.™ (AL T., X, pp. 456-457).

En cste caso, cuando al cubo de a se o escribe como o' no es porque represente una figura
tridimensional. sino porque ¢s generado mediante proporciones enlazadas de la forma

lia=ara’ =o' a.
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Sobre estos detalles llama la atencidn Descartes, sefialando que en establecer este tipo de diferencia
es que radica el contraste entre el “Aritmético™ que no entiende bien lo que hace y queda satisfecho
con encontrar el resultado, y el que esta consciente de como proceder para alcanzar un
conocimiento evidenle y que es producto de la scientia.

Lo que aparentemente sucedia, y no hay manera de verificarlo mediante otra fuente que no sean las
Reglas para la Direccion del Espiritu pues Descartes no dejé otros escritos matemiticos de ese
periodo, es que comenzaba a considerar tanto a la geometria como a la aritmética en términos de
una teoria de ccuaciones, mostrando con cllo una percepciéon de lo que era una estructura
matematica que sobresale al pensamiento de cualquier matemitico de su época. Tal y como lo
concebia Descartes, el poder del algebra radicaba en su eficiencia como técnica para resolver
problemas, y a esto es a lo gue identificaba con el antiguo arte del analisis, ya mencionado en el
primer capitulo de esta tesis. El método consiste en construir cantidades desconocidas a partir de
las conocidas, vecurriendo a un simbolismo que permite enlazarlas de manera sistematica mediante
ventajas respecto de los métodos geomdétricos tradicionales, y Descartes estaba convencido de que

las demostraciones algebraicas mostraban, de manera transparente, Ia etapa por la que se transitaba
durante la resofucian del problema.

Sin embargo, el propio procedimicnto algebraico portaba dentro de si ¢f germen de su debilidad.
Asi jo descubriria ¢l mismo Descartes, como lo atestigua Beeckman en su diario, con fecha octubre
de 1628, donde reporta ¢l procedimiento cantesiano para resolver un problema algebraico usando
longitudes de linea y superficics planas. Resulta que el problema en cuestion lo lleva sélo a obtener

fa raiz positiva, no asi la negativa en tanto que ésta no admite representacion alguna cn términos de
longitudes de lin La situacion sc complica si
irracionale

ademas  hubicra que considerar numeros
stos tampoco podrian ser “construidos™, violando asi el requisito de “claridad y
distincion™ que deberia caracterizar a la solucion de un problema.

. pues

Adcmas estaba ¢l hecho de que «i bien las Reglas para la Direccion del Espiritu no permiten
establecer un modelo para las matematicas, se vieron tambidén atectadas al tratar otros
son_ ¢l problema de las cualidades secundarias y de los colores, la naturaleza del
atraccion del iman, todos clios problemas relacionados con la fisica (Turrd, Descartes,

temas como
sonido y ia
285-229).

Estos tropivzos sin duda afectaron a Descartes, para quien el interés por las matematicas disminuyé

notablemente a partir de este momento. Aan cuando en la década de 1630 retornd a algunos
probien

de indole matematica, ¢stox ya no o entusiasmaron. Su trabajo fundamental como
matematico estaba casi terminado y como prucba de cllo esta que durante una visita a Beeckman
en Dordrecht (octubre de 1628) Je comentd a este Ultimo que "no tenia nada mas que descubrir en
aritmética y geometria™, Meses después le escribidé a Mersenne diciéndole que cstaba cansado de
las matematicas y que no se ocuparia de resolver fos problemas que éste le proponia. Descartes
abandonaba momentineamente las matematicas para iniciar la escritura de Le Monde. Era la
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primavera de 1630 y Descartes se justificaba diciendo que 1o que le acontecia era algo asi como si
al estar construyendo una cosa resultara con que le llegaran a uno inmensas ¢ inesperadas riquezas,
entonces la situaciéon cambiaria’ drasticamente y el edificio que habia venido construyendo seria
ahora demasiado pequeiio para los nuevos posibilidades y necesidades.
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Capitulo 4

Newton como lector de La Geometria.
La construcciéon de ecuaciones como método general

A pesar deb desencanto por parte de Descartes respecto del papel que pensd jugarian las matemiiticas en
su empeio por alcanzar la mathesis universalis, 1o cierto es que sus aportaciones matematicas poco a
poco comenzaron dar frutos. De ello da cuenta la siguiente seccion y el resto del capitulo de esta tesis,

4.1. La técnica de construcciéon de ecuaciones

Entre 1650 y 1750, después de la publicacion y difusion de La Geometria de Descartes, la llamada
“construccion de ccuaciones™ se presenta tanto como un tema que aparece frecuentemente en los
textos de algebra como un area de investigacion matematica. A la fecha ya no es estudiada, y sin
embargo debemos colocarla, dentro de la evolucion de fas matematicas de la ¢poca, como parte del
surgimiento del estilo analitico que deja atrids a las concepciones gecométricas clasicas sobre objetos
matematicos y operaciones.

I.a construccion de ecuaciones (notacion y terminologia modernas) consiste en 1o siguiente: dada
una ecuacion polinomial en una variable

P)=a, "+ a, X'+ -+ ax v a, =0,

realizar una construccion geomdétrica mediante la cual se obtengan segmentos de recta cuyas
magnitudes sean las raices del polinomio.

Para esto hay que considerar que 7 es irreductible, es decir, no existen polinomios Uy V, de grado
menor que P, tales que se cumpla alguna de las siguicntes dos condiciones:

1) P(x)= U(x): V)
2) P(x)=U(}(x)).



Si alguna de las condiciones se cumpliera. entonces seria posible resolver el problema hallando las
raices de ecuaciones de grado menor. con 1o que la situacion se simplificaria. En caso de cumplirse
1) ¢l problema se remite a resolver por separado las dos ecuaciones

U(xy =0 y V(x) = 0.

Si se cumple 2), se ¥
resolver F(x) - r,

suelve primero UQ) = 0, que tendra a », »;, ..

., r'w. POT raices, para después
O0G=1,2,. ...k,

Una vez que se sabe que P es irreductible, se deben encontrar dos curvas ¢, y (, tales que las
abcisas de sus puntos de interseccion sean las raices de P. Para esto. suponiendo ¢l problema
resuelto, si €, y £, estan representadas por las ecuaciones

E(x.»)=0 y F(x.») =0
respectivamente. entonceces las abeisas (o las ordenadas) de E M F serdan las raices de 1a ecuacién resultante
Rpp(x)=0
a la que sc llega cuando se despeia v (o x) de £ (0 /) y se sustituye en F (0 £) quedando x (0 3) eliminada.
Para esto, se deben cumplir bas siguicntes dos condiciones:

1) Las raices de /2(x) deben ser también raices de R, (x). esto es P(x) = CR;, (x), con C una
constante o un polinomio en .

2) Las curvas decben ser geométricamente aceptables y lo mas simples (en el sentido cartesiano)

posible. (Descartes, The Geomerry, 389-395)

Un cjemplo de lo anterior y que retoma la discusion iniciada en la seccion 2.6 de esta tesis es la
construccion (figura 4.1) que da Descartes para la ccuacion

X opy+ g =0,
donde toma

Py =X+ pe+ g,
I f

¢, la parabola con vértice en el origen y latus rectiem = 3. dada por la ecuacion

E(x.y)=yv—x"=0

(ndtese que el sentido positivo apunta hacia abajo) y &, el circulo con centro en (—¢/2, 1/2 — pl2) y
2= (g/2Y + (p/2 - 1/2)" que pasa por el origen y csta dado por la ecuacion

Fx. 3 ="+ (-t ey - gx = 0

(= 2 pI2 1720 = (qr2) o (pr2 —1/2)
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Figura 4.1

Al tomar un circulo y una parabola se satisface la condicién 2) sobre las curvas geométricas acep-
tables y, para Descartes, simples también. Asi pues. al tomar ' = x* de £ y sustituir en F tenemos que

Rpp ()= (VP +(p— N7+ +gx=x'+p+gr=x( +tpc+g)=
con lo que el problema queda resuelto cumpliendo con la condicion 1) y dado que el segmento AB
satistace la ecuacién original.

El animo de resolver una ecuacién mediante una construccion geométrica es encontrar, en acto, las
magnitudes buscadas de manera exacta. Si bien es posible encontrar algebraicamente {as raices de
polinomios. el calculo aritmético en esos casos se reduce a una aproximacion racional de la
magnitud o a una representacion mediante operaciones indicadas. En cambio, una construccion
geométrica es, de mancra ideal. completamente exacta.

Ex imporante notar que las condiciones 1) y 2) no restringen demasiado la cleccion de los grados
de las dos curvas de la consiruccion. De hecho si n es el grado de £, mientras » tome valores
mayores, es posible 1omar parejas distintas de curvas con grados p y g siempre que pg 2 1, pero n =
PMg—=1) y n z g(p—1). con lo cual se cumple con la condicidn 2) respecto a la simplicidad de las
“ste punto es tratado por Newton como se anota mas adelante en este mismo capitulo.

curvas,

Algebraicamente, la construccion de ecuaciones es un problema de eliminacién inversa. funciona
de forma contraria a la eliminacién directa. donde a partir de £ y F se encuentra R, suponiendo el
problema ya resuelto: en csie caso es necesario encontrar £ y F a partir de P de wal forma que
P(xv) = CR,, (x), con C una constante o un polinontio en x.
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4.2. Técnicas para la determinacion de las ecuaciones que
corresponden a las curvas en una construccion

Algo que no puede pasar desapercibido es que cuando Descartes construye ecuaciones no explica
cdmo es que ha encontrado las curvas necesarias para cllo, se limita a exhibir la construccion y
presentar una demostracion de la validez de ésta altima. Sin embargo, a partir de estas
demostraciones no es trivial deducir ¢l método usado para realizar las construcciones. Autores
posteriores a Descartes desarrollaron y publicaron técnicas para encontrar ccuiciones E(x, V) =0 y
F(x, ») = 0 correspondientes a las curvas €, y C,, mediante las cuales sc construye una ecuacién
dada P(x). obteniendo pritmecro la resultante Re, (x) = O como se ha explicado. Estas técnicas se

dividen en tres clases que pueden ser llamadas “técnica de coeficientes indeterminados™, “técnica
de insercion™ y “‘técnica geométrica™.

Técnica de coeficientes indeterminados

Consiste en cscoger las curvas £, y C,, dejando indeterminados los coeficientes de sus ecuaciones
E(x, V) =0 y F(x, y) = 0, después con base en argumentos geométricos o algebraicos se encuentra
la ecuacién de las abceisas (o las ordenadas) de los puntos de interscccion de ¢, y €;. Como los
puntos de interseccidén dependen de los parametros de £ y F, éstos podran entonces ser fijades con
1o que las curvas quedaran determinadas.

Un ejemplo de esta técnica es explicado en la nota de van Schooten a la edicién en latin de La
Geometria de 1659 con respecto a la construccion de ecuaciones de tercer y cuarto grado (Bos,
Arguments on Motrivation, 346). En la notla se explica que, dada una ecuacion de cuarto grado, si se
escoge resolverla por medio de un circulo y una parabola, los parametros involucrados seran el
latus rectum a de la parabola, las coordenadas AD = b y DE = ¢ del centro E del circulo y su radio

d (figura 4.2). El vértice y el eje de la parabola no son variables y estaran dados por A y AD,
respectivamente.

Figura 4.2
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Si el eje v es AD y el cje x su perpendicular por A, entonces tomando x = GK, como la ordenada
del punto de interseccion G de las curvas, tenemos que por pertenceer a la paradbola se cumplira

AK =y =x%a.

Con respecto al circulo, por el teorema de Pitagoras como d es la hipotenusa del triangulo EMG,

d* = EG?® = EM? + MG? = (x¥a — b)* + (x + ¢)®

con lo cual se obtiene una ecuaciéon que involucra a x y a todos los parametros. Al desarrollarla

= (a = b)Y + (x + ) <=> aMa® —20x%a+ b+ 7+ 2ex+ - d

=0
<=> x'+ (a -2ab)x?+ 2a%cx+ GNP+ P~ d) =0

<=> xX'+pPtgx+r=0
N

conp =a*~2ab, g=2dc y

r=a*(b?+ c* - d.

Asi, para construir la ecuaciéon de cuarto grado dada, primero debemos reducirla mediante la
eliminacién de su segundo término. La eliminacién del segundo término, si existe, en la ecuacién

Ml A+ I m=0

se hace, como explica Descartes, mediante la sustitucién
ecuacion de cuarto grado en = con las mismas raices.

— Jj/4, lo que produce una nueva
Una vez eliminado el segundo término se tendra una ecuacion de la forma
= apx® + dPgx - a*r=0

donde a es tomado como la unidad o cualquier otro valor positivo pero, en este caso, con signo
negativo (ver Teorema de modificacion de coeficientes en polinomios al final del capitulo). Con
ello se pueden determinar los parametros para la construccidn como

~up=a*—-2ab & a’q=2ac <=> -—p=a-—-2b & g=2c <=> b=(a+py2 & c=gq/2
—ar=a¥(bP+ P -d?) <=> —ar=b'+c?—~d? <=> d*=b++ra
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Técnica de insercion
Dado P(x) se escoge una curva ) cuya ecuacion sea de la forma

L) = filx, ) es decir E(x,3) = filx) — fa(x. )

(COMUNMENLE SC CSCOge | v, como hace Newton en algunas de sus construcciones pero con los
simbolos v y v invertidos) para despuds insertar esta ecuacidn en 2(x), tomando cada término o
factor de P(xX) Que sea igual a fi(x) y sustituyéndolo por fi{x, ), lo cual producira la ecuacidn
F(x,3) = 0 que corresponde a la curva %, Asi. las curvas £, y {5 construyen la ecuacién P(x) =
R, (X)), 1o cual es claro ya que al efectuar el proceso inverso al de insertar la ccuacidn en P(x).
estaremos en realidad sustituyendo £ en F' v obteniendo P.

En caso de que £ y F no permitan realizar satistactoriamente la insercion, sera necesario escoger
nuevas curvas (¢, buscando entre las combinaciones de

Fx 3= aB(x, )+ ZB,Fx.v)=0

atisfagan las condiciones requeridas. Para un gjempla es posible ver las construcciones 4. S y
adelantie.
Técnica geométrica

Esta técnica. que tunciona para problemas hasta de cuarto grado, consiste en interpretar la ecuacion
como un problema geométrico. Dada la ecuacion en a se introduce un segunda variable y, de 1al
mado que la ecuacion seu cquivalente a dox 0 tres proporciones validas simultaineamentec entre

segmentos gue son lineales en v y 1. Cada proporcion define una coOnica que pucede servir como una
curva de la construccion,

Por gjemplo. para construir la ecuacion v

= px +q. primero se plantea en términos de las proporciones
I 1. P

22N =x:{(x+qg/p)

y tomando y como la media proporcional entre ¥ v (v + ¢/p). icnemos

\/;.'4\

que da lugar a las siguientes tres igualdades

b= Jp

2)

x + gip)

N A{x + g/p)
3) v == \/;1 (x + g/p)
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que representan una parabola y dos hipérbolas que intersecadas una con cualquiera de las otras dos
construyen la ecuacidn inicial.

4.3. Los planteamientos y resultados de Descartes sobre la
construccion de ecuaciones

Se menciona en las primeras lincas del libro I de La Geometria:

“*Todo problema en geometria puede ser facilmente reducido a términos tales que el
conocer las magnitudes de ciertas lineas rectas ¢s suficiente para su construccion.”

Partiendo entonces de que solucionar un problema geométrico es hallar ciertas magnitudes, la
construccion de ccuaciones es ¢l paso final mediante el cual el problema es resuelto y las
magnitudes son encontradas. Si bien en algunos casos las raices de una ecuacion pueden hallarse
algebraicamente., ello no se considera valido. Es decir, no entra en los estandares ya que no cs un
arto, como se menciona en el capitulo 2, contar con una

procedimicnto gecométrico. Es nece
construccion gecomdtrica que determine los segmentos buscados.

L.a forma que Descartes propone para llegar a una ccuacion polinomial a partir de un problema es
la siguicnte. Primera ¢l problema es planteado algebraicamente, las cantidades conocidas son
denotadas con las primeras Jetras del alfabeto a, b, ¢, ... ¥ a las desconocidas con las ultimas
B SR e . para despudés escribir tanias ecuaciones como cantidades desconocidas se tengan. Para
Hegar a una primera ccuacion polinomial, se van eliminando incognitas sustituyendo una ecuacion
en otra hasta, finalmente, obtener la Gltima cn términos de una sola incognita. Descartes plantea, en
su libro 111, técnicas algebraicas para simplificar las ccuaciones, generalmente climinando el
segundo érmino de la ecuacion, con o que la construccion es simplificada.

por ¢l grado de Ia ecuacion polinomial, que corresponderia a 2 ¢n la
muestra como  sc¢ reducen

sifica los problemas
seccion  anterior. Trabaja con las ccuaciones hasta de grado seis,
algebruicamente a formas estandar y determina las construcciones que daran tugar a las raices de estas
formas. Si ta ccuacion es de grado | o 2, ¢l problema es plano y puede resolverse por medio de regla
y compiis. Si P es de grado 3 o 4 cntonces se trata de un problema solido que se resuelve intersecando
Para problemas de grado 53 y 6, que nombra “supersélidos™, procede a

<iana’” (mencionada en el capitulo 2) con un circulo.

un circulo ¥ una parabola.
intersecar la “parabola cart

. ni ¢nuncia especificamente un

Aunque no continua analizando los casos de grados mayores
resultado general para cualquier grado en la ecuacion polinomial, afirma que con lo que ¢l ya ha
mostrado es poxible deducir un método general para construcciones de grados supcriore

Muy seguramente este método consiste en tomar ecuaciones de grado 2Zn—1 y 2n y resolverlas
t, de grado n. La forma de obtener ¢, es tomando 0,

ambas intersecando un circulo y una curva
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como la parabola, ¢; como la “paribola cartesiana”, para entonces construir €, a partir del
P P n P

movimiento combinado de £,, y una regla de la misma forma que €, se construye a partir de ¢». Lo
anterior dara lugar a una ecuacion resultante de grado 2n.

4.4. La teoria y construccion de ecuaciones de Newton

De 1665 a 1666 Newton escribe dentro de su “Waste Book™ un capitulo titulado “La teoria y
construccion de ecuaciones™, mismo que esta compucsto de dos paragrafos.

La resolucion mejorada de ecuaciones afectadas

Este es el primer parigrafo y presenta un gjemplo concreto de un método numérico para encontrar
raices de ecuaciones polinomiales ya reducidas, es decir, ecuaciones de las cuales se ha eliminado el
segundo término del polinomio, tal y como Descartes hacia también. Este método, eminentemente
numeérico, bien podria utilizarse en una computadora, ya que consiste en determinar, mediante
iteraciones, una sucesion de racionales que Newton expresa decimalmente, y que habri de converger
a una de las raices de la ecuacion siempre que se tome como punto de inicio un valor cercano a ésta.

En este primer punto Newton no se refiere al trabajo de Descartes. A cambio discute como pucde
ser mejorado el método numérico de Oughtred para el célculo mediante logaritmos de raices de
polinomios'. De hecho, se tiene conocimiento de que ailos mas tarde inventa un artefacto que
realiza estos calculos logaritmicos. Evidentemente estec método numérico no tienc relacién alguna
con los trabajos de Descartes.

La construccion geométrica de ecuaciones

Este paragrafo entra de lleno sobre los resultados de La Geometria y se divide a su vez en
secciones que se encuentran identiticadas por anotaciones que ubicaba al margen del texto.

La resolucién de problemas planos mcdiante ¢! circulo

En esta seccion presenta las siguientes tres construcciones.

Construccion 1
Primero propone una forma, que podemos considerar como mejorada o quiza mas detallada con

respecto a la de Descartes, para resolver la ecuacion vy — ay + bb = 0 (en nuestra notacidon y = 372,

' A fines de 1664 Ncewion se habia entregado con pasiom o estudiar los textos que estaban u la vanpuardia del
conocimicnto matematico de su Epo La Geometria de Descantes con los cc ios de van Sch tas Miscell

de este Gltima, las obras doe Victe, ¢t Algebra de Oughtred v Ya Arithmetica infinitorum de Wallis (Mamiani, fnrroduccion
a Newiron, 33).
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bb = b*) y dice que si 1a raiz de b?, es decir b, es conocida, se puede proceder como hace Descartes
(p. 303, libro 1 de La Geomerria), si no, es necesario extracr dicha raiz primero partiendo de una
ecuacidn de la forma yv — pyv + ¢ = 0. Realiza entoiices la siguiente construccion (figura 4.3).

Tomense In = pr2 (uqui el texto ticne un error, pone /2 en vez de p/2), lg = (q—1)2, gs = (q+1)/2,
Tracense un circulo con centro en n y vadio /n y otro con centro en g y radio gs. Trazando la
perpendicular a /an por I, quec cortara al circulo con centro g en m, ¢s posible trazar la paralela a In
por m que cortari al circulo de centro n en ¢ y . De este modo, mg y mr son las raices buscadas.

»r

>

S
Figura 4.3

En esta primera construccidon Newton no va mas alla de anadir la extraccion de 1a raiz cuadrada del
término independiente ¢ de la ecuacidon para que asi ¢l valor de Im seca \ﬁ; . La operacion de raiz
cuadrada cs definida por Descartes (p. 298, libro 1 de La Geometria). Para extraer Ia raiz de z toma
un segmento FH de longitud = + 1, con GH = = (figura 4.4), localiza K el punto medio de AB y
traza un circulo con centro K y radio KF, que es precisamente como Newton procede.

1

K
+—

Figura 4.4
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Podriamos pensar que el propésito de Newton al modificar la construccion original de una manera
sutil, mas de forma que de fondo, no es sino unacuestién de rigor y formalismo matematico, de no
dejar detalles por precisar y obtener una construccién geométrica de principio a fin.

Para verificar la validez de esta construccién de la ecuacion yy — py —~ g = 0 es posible remitirnos a la
demostracién de Descartes, que presenta junto con su construccion, o podemos basarnos en la
siguiente demaostracién analitica de tipo moderno, en la que como primer paso se demuestra la validez
de la construcciéon geométrica de la raiz cuadrada, misma que Descartes enuncia pero no demuestra.

Demosiracion

Para demeostrar la validez de la construccion de la raiz cuadrada (figura 4.5), tomemos ¢l origen en
el punto K, KH como el gje x y KL como ¢l eje y.

-
»
1 L
X
F G K H
Figura 4.5
De este modo. como z= HG y FG = |, entonces KF = (= + 1)/2 y la ecuacidn del circulo es

X+ = =+ 12
¥ la ecuacion de la recta GI ¢s

xo=(z— ])y2,

Asi, el punto de interseccion estari dado por

Uz = 1)2) 4+ 7= ((z+ 1)2)Y <=

<=> P = \/;

((=+ 1)2) ~ ((z — 1)/2) = 22/4 4 2z/4 = 2

Q.E.D.
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Con el resultado anterior, es claro que en la figura4.3, comols=gs - gl=1 y lif=gd + gl = ¢, el
valor del segmento /i es, como Newton dice, \/q .

Py
.\'

q

! m

Figura 4.6
De csta forma, si a partir de la figura 4.3 tomamos el origen de coordenadas en /, /m como €l eje x

y In como el eje v (figura 4.6) tenemos que la ecuacidon de la recta gr es

y la ecuacion del circulo es
A = (/2)) = pia.

Los puntos de interseccion estarin dados por

g+ (=23 = pird A pu g+ pia = pira
<= 37 —pvtg=0 <=> yr—-pr+g =0,

Q.E.D.

En esta construccién, aunque Newton no lo menciona pero Descartes si, hay que considerar que p
y g son reales positivos, p > 0 y ¢ = 0. También, que la existencia de las raices reales queda
determinada por fa relacion de magnitud entre (2/2)° y ¢. Si (/2)° < g, entonces la recta no cortara
al circulo, las raices sern imaginarias. Si (772)% = 4, existe una sola raiz de multiplicidad dos, a
saber p/2. dado que 1a recta sera tangente al circulo. Si (1/2)° > ¢, la recta cortara al circulo en dos
puntos y sec tendran dos raices reales distintas.
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Construccion 2

Para continuar, Newton plantea dar solucién a la ecuacidn general de segundo grado ywHupyuvg =20
(donde ¥ significa + ) mediante la siguiente construccion (figura 4.7).

AV A
d

Figura 4.7

Sobre la linea af; tédmese ab = ] p/2 y tricese la perpendicular a gf' por b y tdbmese d en esa recta de tal
modo que db = ¢ sea una cantidad arbitraria (¢ = 0)°. A partir de  y en direccién hacia b, tdmese Cen
db al que dC = (pp 1 4q + 4cc)/8c, notese que entonces también dC = pp/8c R q/2¢ + ¢/2. Con centro
en el punto C tricese un circulo de radio dC, que cortara a ab en ¢ y /. Asi, ac y af son Jas raices de la
ecuacion. Newton considera los segmentos como orientados, lo que aclara en un ejemplo posterior.

Comenta ademas que por ser ¢ arbitraria, se ticne 1a ventaja de poder hacer la diferencia entre dC y
db tan pequeia como se quiera, con lo cual los cortes del circulo y la recta quedaran claramente
definidos. No habra el problema de que la recta y el circulo se intersequen en angulos muy
pequefios, con lo cual seria dificil localizar el punto de interseccion con precision. y no se requicre
tampoco trazar un circulo demasiado grande.

Newton no incluye la demostracion de su construccidn, de hecho no escribe demostracidn alguna
en todo su trabajo. Las demostraciones son presentadas, con notacion y terminologia modemas, a

lo largo de este capitulo.
Demostracion

Tomamos ¢l eje x como la paralela a db por a y el eje ¥ como la paralela a ab por C (figura 4.8).

Asi, considerando que es necesario anteponer los signos de p y ¢, dado que siempre son positivos,
la ecuacién de la recta sera

x=bC=dC—db=p*8 F gl2c+c/2 —c
y la del circulo

2 Newton utiliza 1a letm ¢ tanto pars denotar una cantidad como un punto. Para evitar confusiones, agui In contidnd es
denotada con minuscula y el punto con mayuscula.
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Xk (v = (PI2)) = (P8¢ F qf2¢ + c/2)
Asi, los puntos de interseccidn de la recta y el circulo estaran dados por
(dC = P + (v (P/2)): = (dCP  <=> (dC)? —2dC)c + & + (v % (p/2))* = (dC)?

-

»

_—

d

N
——/c

%) a

Figura 4.8

<=> (v (P2))+ c*—2c (P/8c F q/2c + c/2)=0

<=> Vrpv+pldtct-pdtg-ct= <=> aPExpr+g=0
Q.E.D.

Para ilustrar esta Gltima construccién Newton resuelve lus ecuaciones vy + 6y — 9 = 0 y v = B,
Para la primera toma dC = 9/c -+ ¢/2 (figura 4.9). A partir de su propia formulap =6y g = 9 =>
dC = (36 + 36 + 4c¢*)/8c = 72/8c + 4¢*/8¢c = 9/¢ + ¢/2. Luego fija el valor ¢ = 6, con lo que dC = 3/2
+3=4% ytomaauab=—-"2p=-3,db=c= 6. Apunta quc dC = 4% = % c. Trazando ¢l circulo con
centro en ¢ y radio dC que cortara a la recta ab ¢n e y £, al igual que antes las raices sonae y af.

/ b \/

d
Figura 4.9
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Comenta que af es positiva y ae negaliva y que cualquicera que hubiere sido la eleccidn de c, 1,2 0
4 el resultado seria el mismo.

Geométricamente vemos que la apreciacidon sobre 1os signos de las raices es correcta si considera-
mos los segmentos orientados. Por su parte, algebraicamente tenemos que las raices son v = -3 *
34J2. con lo cual verificamos el resultado sobre los signos.

Para la segunda ecuacién, que es yv = B (figura 4.10), se tiene que dC = 4/c + ¢/2, si se tomac = 2
entonces dC = 3.

d

Figura 4.10
Como p esta faltando, toma ab = 0 y ad = ¢ = 2. Al trazar el circulo las raices seran ae y af.

Newton sefiala que si JC es negativo o no mayor que ad/2 el circulo no cortara a la recta, por lo
que las raices serdn imaginarias.

Esto en efecto es cierto también para el caso general, pero aceptando la igualdad, donde tendriamos
que pam que las raices de la ecuacion sean reales se debe cumplir dC 2 db/2. En el caso de la
igualdad 1a ecuacién tiene una sola raiz de multiplicidad dos.

Demostraci

dC 2z dbl2 <=> pY8cF q/2c + ¢/2 2 c/2
<=> pI8c+ ¢/2¢ 20 cuando la ecuacién tiene a g con signo negativo

&  p*8¢ — g/2¢ 2 0 cuando la ecuacion tiene a ¢ con signo positivo

como ¢ # 0 podemos eliminarla y tomar ¢ incluyendo su signo, con o que tecnemos



pP1a—-q=0 <=> p’_aqz0
Entonces hemos tlegado a que la condicidn dC 2 ab/2 es equivalente a que el discriminante de la

ecuacidén cuadratica no seca negativo. Por lo tanto tendremos dos raices reales en ¢l caso de la
desigualdad estricta y una en ¢l caso de la igualdad.

Q.E.D.
Maediante esta construccion, que ilustra con dos ejemplos, cs que Newton logra alcanzar un grado

de generalizacién mayor al de Descartes. La construccion de Newton resuelve todas las ecuaciones
de scgundo grado en una incognita. a diferencia de la debida a Descartes, quien recurrc a tres
construcciones distimas. también con regla y compas, correspondiendo cada una de las siguientes
ecuaciones!

1)y f=az+ b
2) W= —ay + b

3) F=az—-v

abarcando asi todos los casos posibles.

La construccion de Newton tiene la ventaja adicional de poder tomar 1a circunferencia de tamafos
distintos y detinir mas claramente 1os puntos de interseccidon que determinan las raices, como él
mismo 1o comenta,

En estas dos primeras construcciones. Newton lleva a cabo una especic de perfeccionamiento de
las construccioncs cartesianas.,

Construccion 3

Con un buen entendimiento del animo de la construccidon de ecuaciones que, como se menciona en la
pagina 61 de esta tesis, consiste en encontrar en acte las magnitudes exactas de las raices de ecuacio-
nes polinomiales

mediante una  construccion  geométrica. Newton presenta un procedimiento
alternativo al respecto. Con este procedimiento habra de resolver, “utilizando dnicamente rectas™
{cosa quc no ¢s 1an exacta porque s¢ requicre ¢l trazo de perpendiculares y por tanto €l uso de un
compas), las ecuaciones cuadraticas de la torma

Qav+ b <=> 3y - 2av - b=0perocona y b
racionales arbitrarios (positivox, negalivos o cero). por 10 que es general para todas las ecuaciones de
segundo grado con es¢ tipo de coeticientes y que ticnen raices reales. Ll procedimiento de Newton,
que incluye incluso algunos cjemplos explicativos, es el siguiente.

Las raices de Ia ccuacion av = 2ayv ¢ b estin dadas por av Jaavb . De este modo, primero se
divide aa + b on una suma de nvameros cuadrados (enteros) con la menor cantidad posible de
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sumandos. Esto se hace restando primero el cuadrado mas grande posible de aa + b, para luego
sacar el cuadrado mas grande que se pueda del residuo y repetir la operacion hasta llegar a cero.

Por ejemplo, si 1a ecuacion es vy + 2y + 4 = 0, se tiene v = 1 ¥/5 . Se toma 5 ¥ se le extrae 4 que
es un cuadrado, el residuo 1 también es un cuadrado. Entonces se procede a trazar el tridngulo

rectangulo abc (figura 4.11) con ab = 2 =Ja y bec =1 =J1. Asi, ac =5 y sumando da, de
longitud 1, a ac, se tiene que de =y =1 +/5 .

d a b

Figura4.11

Otro ejemplo es yy — 4y + 34 = 0, que tiene sus raices dadas pory =

— 2 ¥/38 ., misma que puede
hallarse descomponiendo 38 = 36 + 1 + 1 y construyendo (figura 4.12) los tridngulos rectangulos

ade y aec de tal formaque ad=6=J36, de=cc= 1 = Ji.

c
b d
a €
Figura 4.12
Posteriormente, se resta ab de longitud 2 a ac para que bc =y = - 2 w38 .

Para finalizar con csta construccién comenta quc en caso de que las raices de una ecuacion
. J1s
estuvieran dadas por

y = 6 + = 6 +7 es posible encontrar V15 y J7 como antes y

resolver el problema.

1.a cvidencia de que este procedimiento es en realidad muy sencillo. se basa en usar repetidamente
el teorema de Pitdgoras y aplicar la operacidn de adicion y sustraccion de segmentos.
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En principio, si no consideramos ¢l comentario previo a la construccién, nos podria parccer que
Newton esta completamente fuera de lugar y que su propuesta no tiene relacidén con la construccion
geomértrica de ecuaciones, pero el procedimiento que presenta es muy claro e intuitivo y es
compatible con la idea de encontrar las magnitudes exactas geométricamente, pero tiene la gran
limitante de remitirse a coeficientes racionales o, al menos, a ecuaciones con discriminante racional.

La construccion de problemas sélidos y lineales
En esta seccion, breve en texto, pero extensa en informacion, Newton plantea que los problemas
s6lidos pueden ser resueltos intersecando una parabola y un circulo como Descartes hace en La
Geometria (en la pagina 39 de esta tesis se prescnta la construccidn para problemas de cuarto grado).
Sin entrar en mayor profundidad, valida por el momento la construccién cartesiana para problemas de
tercero y cuarto grado, aunque toca el tema a fondo mas adelante.
Afirma también que los problemas de grado cinco o seis expresados por

Vet vty +u=0

pueden resolverse mediante un circulo y las siguientes curvas de tercer grado:

) Vv cdv v bed + dey =0 o - by + bod + dyy = 0, sipp<d4g y q,vson positivos,
como Descartes explica (Libro Il de La Geometria).

2) AV + b - Ax =0, sienlaecuacién pp=4q.
3) ¥+ &+ gv — Av =0, de forma general.

4) * + gv — Av= 0. con s positivo y p» = 0.

S) 17+ d+ fiscx = 0. cuando p = 0, g y v son positivos.

Los parametros de las curvas habrin de ser fijados al resolver el problema.

Newton no proporciona argumentos que den validez a sus afirmaciones (2 2 3). por lo que a
continuacion se presenta la demostracion del caso 3), que por ser de caracter general, es el mas

importante.
Demostracion

Utilizando la técnica de insercion, sea
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P =y+pr+git+nP+s+mv+u=0
y tomando la curva
1) Vb +gr—hx=0 <=> hx=3+b7+gp
la insertamos en P(1) del siguiente modo. Primero calculamos
(I = B33 = 3" + 253 + g + B + by + &2

y afectando unicamente el término y* de P(3). es decir, efectuando la insercién sélo en el primer
término de la ecuacion, tenemos

IR (P =20 + (=28 — BN+ (r=bgnt + (s -gPP+ v+ u=0
pasando entonces al segundo
B+ h(p -2 + (=28 -+ (r—bg)P + (s—g-bPP+(t—Wrv+u=0,
al tercero
B2+ i~ 200+ (g — 28 —bxyv + (r—bgn? + (s —g - 2bnC + (1 — 2g)yv + u =0,
y para finalizar al cuarto llegamos a
2) M i(p - 2P + (g — 28 = By + h(r = bg)x + (s —g — 3D + (1 — 3y + u=0.
Para que ésta sea la ccuacion de un circulo, basta que tomemos en la ecuacion 1)
b= p/2, u=Yrq —p¥8 y h = J(s-g-3b)
1o que causa que
hp—-2b)=0, g - 28— bH)xv=0 y P =(s—g—3bh
con lo que la ecuacion 2) toma la forma
P+ ayv e+ +5=0

que corresponde a un circulo.
Q.E.D.

De nueva cuenta, Newton muestra un procedimiento general para construir problemas de grado 6.
Este procedimicnto, en principio. no parece ser generalizable a problemas de grado 5 y asi poder



resolver todos los problemas lineales. Pero si revisamos las operaciones que Newton aplica en la
ultima seccidn de su trabajo, podemos ver que multiplicando la ecuacién original de grado S por
x — k se obtiene una ecuacidén de grado 6 (que puede ser resuelta). y de la cual sélo tenemos que
cancelar una de las raices con valor k para obtener las soluciones buscadas. Asi, podemos ver que,
con esa consideracién, este método es general para resolver problemas lineales.

Una regla general mediante 1a cual sc¢ puede resolver cualquier problema
A pesar de haber dedicado la seccion anterior a mostrar como se resuelven problemas lineales
aplicando un método unico, aqui Newton logra una mayor generalizacion: formula una regla para

resolver cualquier problema de construccion de ecuaciones sin importar el grado del mismo.

Para esto toma la curva a®x = 33, y afirma quec con ella es posible realizar la construccién de
cualquier ecuacidén (de grado mayor a cuatro).

Construccion 4

Toma a = 1, grafica v = 3 como cadce (figura 4.13), conab = x y bc = v como ejes. A manera de
ejemplo, se propone resolver la ecuacion reducida de noveno grado

WaEmT e mt et e gt ot s+ v+ v= 0,

en la cual m, n.p. q, r, s, ¥ ¥ v son cantidades conocidas con signo, cs decir, pueden scr positivas o
negativas.

c
o <
d <
C
b a
v h 4

<« Figura 4.13
Para csto grafica también la curva CdCe a partir de la ecuacidén

FPIVNN XX R pARX b geX ot Xk sve by + e =0
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y baja las perpendiculares desde los puntos de interseccién de las curvas al eje x = ab, mismas que
seran las raices de la ecuacion de noveno grado. Newton no realiza la demostracién, quiza debido a
su simplicidad, pero podemos realizar una para corroborar que el resultado es en efecto correcto.

Demostracion

Los puntos de interseccién de cadce y CdCe estaran dados al sustituir

en X+mnl+al vt g+ e+ v=20

del siguiente modo
O + iy + (Y + PO + O+ R F st F v+ v=0

<=> WHm+mt St ot sy e v=0.
Q.E.D.

Construccion 5

Newton continiia con otro ejemplo: utilizando también x = 3%, construye la ecuacidén reducida de
décimo grado
MOt 7t gt ot s e v e = 0.

Rl o S R S T S S A A i R T R TP

pero tomando esta vez CdCe como x* + me® + nxd + ey +
como_I:xJ + AR ey + pxx o + o o sx + o+ v +Hawe= 0,
Demostracion

En el primer caso. los puntos de interseccion de cadce y CdCe, como en la demostracion anterior,
estaran dados al sustituir
x=3" en x'+ P+ oaxt + P g e s b xR - ua? = 0
del siguiente modo
Q%)+ mp (P + aG)T + paRRY + i) + rO) 9707 + 00D + )+t =0
<=> V+myl+ et @+ttt st st =0

<=> 3P et mT et e gt s e nt e+ w) =0
] A A A A B A 4
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En el segundo caso, los puntos de interseccion de cadce y CdCe, como en la demostracién anterior,
estaran dados al sustituir

v en

x AP At F e F pl v s+ A v+ w=0

del siguiente modo

2O+ 0+ ™) + pPY + () + ) +F s F R v+ w =10
P

<=> v+t + v’ vt g ot et T e+ we= 0,

En esta segunda construccion, en el primer caso, la ecuacidén resultante es un producto de la
ecuacidén original y otro factor, a diferencia de la construccidén 4 o del segundo caso, en quc se
obtiene exactamente la ecuacién original. Este es un procedimicnto completamente valido en
términos de las condiciones 1) y 2) de la construccidon de ecuaciones, que dice que las raices de
P(x) deben ser también raices de Rpr (x), esto es, P(x) = CR.,p (¥). con C una constante o un
polinomio en.y, ¥y también ¢n cuanto a la aceptabilidad y simpleza de las curvas. LLa aceplabilidad
se cumple ya que las curvas tienen una ccuacion algebraica y la simpleza de

3

X+ myx + nx* + PVIXX + @VAN + iy + spve + o+ v+ wav =0

iy vax + pxx + g

X bt syt o v+ aw=0
podemos considerarla igual ya que ambas curvas son de grado 4.

Construccion 6

Newton muestra un dltimo ejemplo en el que utilizando también x = 3, construye la ecuacién
general de décimo grado

MO Nt T A it et s av 4w+ w=0

A

pero con CdCe como a) a7 + W + myx® + ax® + pintex + guax + 1y + i + o + ww + wa? = 0,
como b) 3t + v + ppnrex + ey + pax kA + mn + SXC+ A+ v + e = 0 o también como ¢) ann +
e+ anat + mnny + panex + g7 7 F six o+ ax+ ay oage = 0,
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Demostracion
Si consideramos directamente la sustitucién de la ecuacidn de cadce en las de CdCe tenderemos lo

siguiente.

Para el caso a),
02+ 670N + oy + Py + P07V + (7Y + 07 + 207) + ) + v A =0

<=> 32+ A+l mP i g At st ottt =0
<=> -0+ 0%+ mf T et @ttt st up - w) =0
Para b),
PO+ I07) + aR (0 + (7Y + pT) + () + ) s + ot HarHw=0
<=> VO+hP T+t vttt 0t rar+w=0,
Y para c),

22O F H0Y F AP+ G+ (Y + TP+ R0 ) R ertant + ur =0

<=> 3y + /4 m? e gttt atut +uar=0
B R e e T I A i Tl S L LR SR VLR YD

Q.E.D.

Para continuar. Newton hace el comentario de que si lus ecuaciones a resolver tienen un grado
iminados o son de grado mayor a diez,

menor, algunos de sus términos finales o intermedios son ¢
entonces la ecuacién de la curva CdCe puede encontrarse de la misma manera que en los gjemplos

anteriores (construcciones 4 a 6), “observando el orden de la progresion™.

Menciona que existen tres curvas ‘“‘diversas™ mediante las cuales cualquier problema puede ser
resuelto. Seran tres a menos que algunas de ellas resulten ser iguales y la mds simple es la que debe

ser escogida para la construccién.

Estas curvas diversas pueden apreciarse claramente en la construccion 6, son las curvas a), b) y ¢)
que, aunque son todas de grado 4, producen que la ecuacién resultante sca de grado 10, 11 o 12,
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respectivamente. Podemos entonces ver que Newton al decir que las curvas diversas son ““iguales™
se refiere sélo al grado de las mismas.

Dice, a manera de enunciacion de su regla general para construcciones con x = 3*, que las
ecuaciones de grado 2 y 3 se resolveran trazando lineas rectas, las de grados 4, 5 y 6 con secciones

conicas, las de grados 7, 8 y 9 mediante curvas de tercer grado, las de grados 10, 11 y 12 mediantc
curvas de cuarto grado, etcétera.

Es claro que, en lo que va de esta seccion, Newton muestra un procedimiento que es generalizable
para ecuaciones polinomiales de cualquier grado, y que es equiparable a lo que Descartes presenta
al final de La Geometria, donde no enuncia una regla general sino que sugiere que se induzca a
partir de ejemplos particulares. Newton pasa a generalizar un procedimiento mediante un Hamado
al sentido comin y no mediante una demostracion. Una prucba, en la que ademas se aclara la
existencia y caracterizacion de las curvas diversas. es la siguiente,

Demostracion de la posibilidad de construir ecuaciones de grado n utilizando la curva x = y*
Primero una definicion v un resultado que seran utilizados.

Definicion

Para esta demostracién en particular, la funcién entera #(4) (i = 0, 1 2 ..., n), estara dada por
l 0. siti = 0 (mod 3)
rry = 1, sis/ = 1 (mod3)
1 2, sii = 2 (mod3)
Resultado §
([i73]-3)+nr(D=i,
donde [ x § es la parte entera de x.

Para demostrar la validez del resultado. analicemos por casos.

Omod (3) => ([i/3]-3)=1¢ & Hi)=0
Imod (3) == (|i/31 -3 ~i-1 & ri)=1

=> ([i/3] ' 3)+HD="
2mod(3) => ([i/3]1-3)=i-2 & ri)=2 == ([i/3]1-3)+rD=i

=> ([{/3]-3+r(D=1i

Q.E.D.
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Entrando en la demostracién, tomemos E(x, ) =
arbitrario (n = 3)

— 37 = 0 y sea P(») el polinomio de grado n
POY=a, '+ d, V' + -t ay+ ag= 0.
Es posible definir Fp,,(x, 3)a partir de P(37) del siguiente modo.

Se sustituyen los 1 + 1 términos de P(v), siendo éstos a;)” son sustituidos por A/ . 1A (n 2> i > 0).

Asi, E(x, ») y alguna de las tres ecuaciones siguientes, que son de hecho las curvas diversas,
construyen geométricamente a P(1).

5] Fm..,(-r,.V) = u"(_\in')l .",1(")) + a,,_.(.\:“""”” .yl(n—l)) [ a:yz + a3+ ag= [+)
2) Fpmla M) =a, P31 ey g (13 - iy e a,y? + a, 3”7 + agvy =0

3) Fotpalds ) = @, (10D 1 oty g (DT tm Dy b gyt a3+ )t = 0
ya que sustituyendo x = y* en Fpuy(x, ¥) ¥y aplicando el resultado 1, tenemos que

a, "+ a,

Wl sk a v+ ag=0
con F,p (X, ») llegamos a

V(@ V' g VTN s ay+ag)=0
¥y para finalizar, con F,7p,,(x. }') obtencmos

@V ran vyt - - a, v+ oag)=0.

Con lo que la ecuacion () = 0 es construida.
Q.E.D.

De las curvas diversas 1), 2) y 3) que pueden participar en la demostracién, la que produzca la
ecuacion de menor grado que resuelva el problema sera la que se tome para la construccién, como
sefiala Newton. Estas curvas no pueden llegar a coincidir en caso alguno ya que los primeros
términos de las ccuaciones x!7/3 ) - yn xR L Qi) g D3 1L a2 ng pueden nunca ser
iguales ya que la suma de los grados de x y y debe ser n, n+1 y #+2 respectivamente.

Construccion 7

Para continuar con su seccion, Newton construye la ecuacién de grado trece



WA e Vet T vttt vt by =0
intersecando y* = x con

AP E N e  prxx gax 0P smx e v Fant F aav+ by =0
que como podemos ver es correcta ya que al sustituir x = »" en esta ultima ecuacidén, tenemos
PO+ 10 + mSr0)? + pe () + g+ 020N + PO + 0D v it i by + e =0

que es igual a la ecuacion original.

Este es un ejemplo en ¢l que Newton pretende hacer ver que la regla general para counstruir
ecuaciones utilizando la curva x = ) es extensible a otros grados de
da la idea de que se puede ut ar cualquier curva del tipo x = V', siecmpre que la ecuacidén a
construir tenga un grado suficientemente grande. Esto de hecho es cierto. y para demostrarlo se
puede facilmente generalizar 1a demostracion anterior hecha para el caso n = 3.

en este caso ay', con lo que

Por mecdio de qué lineas debe resolverse un problema

Newton dice que si se toma el nidmero cuadrado (entero) mayor inmediato al grado de la ecuacion
planteada. ¢sta podra ser resuelta por curvas que tendrian grados menores o iguales a la raiz del
nimero cuadrado tomado, y que ¢l producto de los grados de las curvas sera mayor o igual, pero
nunca menor. al grado de la ecuacian inicial. Afade que ¢! nimero de puntos en los que dos curvas
pueden cortarse nunca podra ser mayor al producto de los grados de las ecuaciones de fas mismas,
pero que si tendra que ser igual, excepto por las raices imaginarias.

Aqui Newton esta presentando el resultado mas importante de todo este capitulo dedicado a la
construccion de ecuaciones. Advierte que el producto de los grados de las curvas es el que
determina ¢l grado de las ccuaciones que pueden ser construidas con ellas. Una ecuacién de grado
n pucde construirse, sCgUN esto con curvas apropiadas de grados ¢ y b tales que ab 2 n.

De aqui se deduce ficilmente lo que dice al principio de 1a seccidon, que una ecuacion de grado n
puede ser resuelta por curvas de grados a y b tales que ab < k, donde & cs el entero cuadrado
mayor (o igual) inmediato a n.

Sin embargo. acerca del numere de puntos en los que las curvas sc cortarin, Newton estd
olvidando la posibilidad de la existencia de raices reales multiples en un polinomio. Puede darse el
caso, COMO se apunto atras —por ¢jemplo al resolver una ecuacion cuadratica, mediante un circulo y
una recta-. que cuando el discriminante es 0, la recta es tangente a la circunferencia, es decir, 1a
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corta en un solo punto y la raiz tiene multiplicidad dos. Hay que recordar que justo antes de entrar
a la construccién de ecuaciones cuadriticas por medio de triangulos rectangulos, Newton sefiala
que las raices serdn imaginarias cuando dc #ad/2 , es decir, cuando el discriminante no sea mayor
que cero, dejando fuera el caso en que es cero y la raiz es muiltiple.

Volviendo al resultado importante, la seccién continaa con un formato similar a la siguiente tabla,
donde relaciona el grado de la ecuacidn con las curvas mas simples que pueden siempre utilizarse
para construirla.

Si 1a ecuacién es

de un grado no Pucde resolverse por Ia interscecion de
mayor a (pcro no por curvas mas simples)
2 Dos lineas rectas o una linea rects y una seccion conica
4 Das secciones conicas
[ Una scccion conica y una curva de tercer grado
9 Dos curvas de tercer grado

Una curva de tercer y otra de cuarto grados

6 Dos cun as de cuano grado

En la tabla no es muy claro a qué se refierec Newton al decir que las ccuaciones hasta de grado dos
se resuelven intersecando dos rectas. Quizd se refiera a las ecuaciones lineales o a la construccion 3
que se basa en triangulos rectangulos, pero en realidad no es claro.

Newton sefiala que esta consideracidn (la de la tabla) dividira a los problemas en clases, pero que
no mpre resultara sencillo resolver un problema de grado alto mediante las curvas mas simples
(las indicadas en la tabla) ya que éstas deberan de todas formas ser definidas con antelacién. Asi,
frecuentemente es mas conveniente utilizar una curva compleja y otra sencilla, por ejemplo. un
problema de grado 16 puede quiza ser resuelto mas tacilmente por una curva de grado 6 y otra de
grado 3.

Lo quec Newton trata cn csta seccidn se relaciona directamente con lo que aparece al final del libro
Nl de La Geomerria, donde Descartes propone., como método general para construir ecuaciones, et
intersecar un circulo con una curva de grado 7 para resolver los problemas de grado 2n-1 y 2#. Si
bien esto es aceptado por Newton, Descartes no propone otra alternativa, planteando que siempre
se habra de usar un circulo. Seria dificil pensar que Descartes no ¢std al tanto de que una ecuacién
pucde ser resuelta por cualesquiera dos curvas. siempre que el producto de los grados de Has
misimas sea mavor o igual al grado de la ecuacion.
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Esta situaciéon nos hace reflexionar sobre el papel especial que Descartes le da al circulo. Si bien la
geometria cartesiana es una extensién de la geometria de regla y compas a curvas mas sofisticadas
y de grados algebraicos mayores, cuil es la razén que lleva a Descartes a seguir conservando el
circulo para sus construcciones. Si no lo hace, ;su gecometria no tendra ya relacién o similitud con
la geometria clasica? De hecho, podriamos pensar que en realidad el circulo permanece y la recta
se transforma en curvas, primero en la parabola, después en la “parabola cartesiana™, luego en C,.
etcétera. Puede haber algo de perfeccién o divinidad en el circulo como apuntaban algunos de los
antiguos. Newton viene a desmistificar, o si no al menos a considerar indistinto, el uso del circulo
con respecto a las demas curvas algebraicas.

Por otra parte, Newton plantea una interpretacion distinta sobre la simpleza relativa de los pares de
curvas usados en construcciones. Para Descartes, una ecuacion de grado 36 sc construiria, por
ejemplo, con un circulo y una curva de grado 18, que scrian las mas simples. Para Newton lo mas
simple seria usar dos curvas de grado 6.

Este punto sobre la simpleza de pares de curvas no e¢s muy bien definido por Descartes en La
Geomertria. Es posible saber cuando una curva es mas simple que otra comparando sus grados,
como lo habia planteado Descartes, pero al tener pares de curvas, como en el cjemplo del parrafo
anterior, saber cuil par es mas simiple es subjetivo. En principio la respuesta seria que dos curvas
de grado 6 constituyen un par mas simple que una curvas de grado 2 (en particular el circulo) y
otra de grado 18.

Las dos curvas de grado scis nos permitiran realizar una construccidn algebraicamente mds sencilla
si utilizamos ¢l método general de Newton. que nos llevaria a tomar la curva x = " y obtener
mediante la técnica de insercién, a partir del polinomio de grado 36, la otra curva de sexto grado,
para después realizar 1a construccidn de la ecuacion intersecando las dos curvas,

Sin embargo, en lo que se refiere al trazado, no comamos con un procedimiento gcométrico o un
aparato para realizar ¢l trazado de cualquier curva de grado 6. mientras que ¢l circulo se traza con
el compas y la curva de grado dicciocho puede ser truzada como Descartes lo propone.

Asi, podemos concluir que las construcciones de Newiton son algebraicamente simples,
comparadas con las construcciones cartesianas, y dejan de lado los mecanismos para el trazado de
las curvas que intervienen cn ellas. La parte algebraica comienza a tomar fuerza mientras quec el
espiritu geométrico, en cuanto a precision y exactitud ideal, pasa a un segundo lugar en el esquema
de Newton.

En to que resta de este capilulo, sc trataran los gjemplos concretos que presenta Newton sobre como
utilizar esta regla general que ha cstablecido. ademas de algunos procedimientos particulares muy
atiles.
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Cémo los problemas planos son resueltos con la paribola

Construccion 8
Partiendo de la curva x = 1/, Newton procede a construir la ecuacion
kv +l=0

Toma (figura 4.14) ag = /. gf=k y /I = 1 = latus rectum de la parabola. Traza g/ tal que interseque
a la parabola en d y ¢ para que, trazando las perpendiculares al eje gc¢, db y ec sean las raices

buscadas.

Figura 4.14
Las raices seran positivas si sus segmentos no se ubican entre g y /71, negativas de lo contrario.
Newton esta considerando la ecuacién general con & y / nimeros cualesquiera. Esto es un avance

respecto de lo hecho por Descartes, quien se ocupa de este problema considerando a £ y a /

exclusivamente positivos.

Demostracion

El origen de coordenadas debe ser situado en el vértice de la parabola, el ¢je x serd la recta ac en
esa direccion ya que la ecuacién de la parabola es x = 3*. El eje y sera la paralela a_/fi por a. La
ecuacion de la recta g/r es

Avtx+171=0
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Asi, al intersecar la recta y la pardbola tendremos
kv +3?+ =0 <=> 3V +iv+1=0
Los signos de las raices estan dados como dice Newton, ya que trabaja con segmentos orientados.

Q.E.D.

Otra forrn:\ de realizar la demostracién es aplicando la regla general de Newton. Tal como se hizo
para x =)~ tenemos que, dadas 12 + ky + / = 0 y x = )7, construimos las curvas diversas

D x+hkv+1=0

2) xv+hke+ =0

y tomamos 1) por ser la de menor grado, para intersecar la parabola con ésta y llegar, como ya se
vio. a la ecuacion original.

Como los solidos son resuceltos con la paribola

Consrruccion 9

Para resolver un problema de cuarno grado, Newton indica que primero sc elimina el término de
grado 3 para obtener la ecuacion

Wby tmy+rn=0
y. con la parabota x = yv ya trazada (figura 4.15), se toman ac = Y2, ¢p = 4l y pg = V2 m. Se traza af
perpendicular a ap y tal que af = aq y también sc dibuja /& paralela a ap. siendo & ¢l punto de
interseccion de esta recta con la parabola, desde donde se toma Ah = n. Para finalizar se traza -

perpendicular a ap que cortara a la parabola en w, de donde se traza, con centro en ¢ y radio wr, el
circulo rsm.

Newton abre un paréntesis para indicar que ar = (1 — 2/ + Il + npun — 4n)/4, por lo que se puede
también proceder a trazar la perpendicuiar mv directamente y trazar ¢l circulo.

Asi. trazando las perpendiculares desde los puntos de interseccion de la parabola y el circulo a la
recta ap sc obtendran las rajces de la ecuacion, que en csic caso son mwm y v, Las raices seran

positivas si los puntos de corte estan del lado opuesto a ¢ con respecto al segmento a4 y si mes
positivo.




Figura 4.15
Demostracion

La ecuacién de la parabola es v
con pg = Y2m. wenemos que b

2.elejevesapyeleiexesaf.Comoae =", ep =%l ap="% - 2l
coordenadas del centro del circulo son

— %1, — Y m). Para calcular
el cuadrado del radio. fk = af ® = ag® = (am) + (V2 — 41, de donde fh = ar= wr® = (Yam)* + (Vo - Val)?
—n = amtA 1A - 2

Ve — 1= (1 ~ 21+ Il + m® — 4n)/4, como Newton indica en su paréntesis.

Asi. Ia ecuacion del circulo entonces estara dada por

(v Vel =) (v ey = (L =20+ 1Pt - An)ia
<=> XA [ Vi Ix - x - N2 A e A G+ 2 — 1A - mPld+ n=0
“w=> 3 4t lv-x =3y =0

y al sustituir x = 7, xe ticne

O+ I0H -0 vty +a=0
<=> e hlemy +n=0

v como el cje x es af, en esa direccion, las raices serian positivas cuando el punto de interseccion se
ubique en el semiplano x > 0.

Q.E.D.
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Construccion 10
Newton resuelve la ecuaciéon cabica
Vv +m=0.
Primero 1la multiplica por v — k = 0 para obtener
Mkl - kkve - by —kiv+ my+ km =0
<=> A+ (-kky+yvv(m—kDy+km=0

y. también sobre 1a figura 4.15, toma ae = Y%, ep = (1 - kk)Y2 y pqg= (n — kD)2, para trazar fk
paralela a ae con af = aq (Ja nueva ag) y se toma &k en fk tal que fid = km (el producto de
coeficientes de 1a ccuacion) para trazar la perpendicular a fk por ¢, que cortardi a ap en g y a la
parabola en ¢. Entonces, con radio ¢g y centro en ¢ traza ¢l circulo w/.
Otra forma de trazar el circulo es la siguiente. Como & es una raiz de

WAk avm—kDy - km =0
tomando ab perpendicular a ar de manera que & = ab y trazando por b la paralela a ¢¢ que cortara
fa parabola en w (lo cual puede ser también hecho tomando desde un principio ar = kk, ya que ar =

(ah)? por estar w en la pardboln) trazamos el circulo con centro en ¢ y radio wg.

Trazando las perpendiculares desde los puntos de interseccion de la parabola y ¢l circulo a Ja recta
ap se obtendran las raices. Todas, excepto wr =

k. seran rajices de la ecuacion inicial
Vvl sm=0

debido a que & es sélo raiz de la eccuacion de cuarto grado.

Demaostracion
La ecuacién de la paribola es x = 3%, ¢l eje ves ap y el gje x es af. Como ae = Vi, ep = (I - K2,
pg = (m— kD2 yap =ae—cp= (1 -1+ k)72, tenemos que las coordenadas del centro del circulo

son ((1 — 1+ W2, — (m — kI)Y/2). Para calcular ¢l cuadrado del radio. fk = af® = aq® = (1 — 1 + k)4
+ (m — kY4 y como kd = mk,

cet=ag =k kd = (1 =1+ BYYS  Gu- kDYA - mk



<=> cg®= (1 —1+ 3?4+ (m - kD4 + mk
= (1 + 12+ 3= 20+ 2)3 — 2IK3)/4 + (m® — 2kim + 12/)/4 + amkl4

=+ @R -2 1D+ @m = 2imdk +m? +12 = 2] +1)/4
El procedimiento alternativo que propone Newton funciona debido a que de antemano se sabe que
k es una raiz del polinomio de cuarto grado, lo que obliga a que el circulo y la parabola se
intersequen en w de coordenadas (&, k). De todas formas, algebraicamente tenemos que, al trazar
el tridngulo rectangulo jgw (cuestion adicional al dibujo de Newton), wj = (2k + m — k2 y jq =
(1— 1+ kk)/2 — k. con lo quc el cuadrado del radio sera gn” = wj? + j¢°, es decir

qwr = Rk +m —kDY4 + (A= 1+ V2 - Y = (k2-D + mY¥4 + (1— 1 - Y/4
= (KR -+ 2kmQR =D+ nP + 1+ P+ k=20 - 2K+ 21574
= (kY4 (2= 20+ PYE v (Am = 20myk +m? w12 — 21 +1)/4
=> cg? = qu? <=>|cg|=lqw].

Los dos procedimientos llevan a un circulo con el mismo radio y el mismo centro. Podemos
entonces escribir la ecuacion del circulo como

(N= (1 =1+ V2P (v + (n— kW2Y = (k3 + (2 =20+ I+ (@m — 2Imdk + i + [7 - 2] +1)/4
<=3 X7 = () =1+ K2+ (= kDI2Y = (B4 (2 -2+ PYE - (Am — 2Imk i + 1 = 21 +1)/4
<= AT KA S Ve I B - X ~ B2 - U2 K2 3R - mPA 4 1P o my — kv — Klmi2 =

Kra + K212 — E12 4 PIRa + km — Imki2 + 14 P14 - 12 + Y
<=> P+ Iv—Kx—x+ 3y A my—kiv = km

y sustituyendo x = 3* llegamos a
O+ IR - PO 3 + 3+ myv — kv = km

<=> A+ —KpP(m—kDy—km=0.

90



Asi, si esta ecuacion es dividida entre y» — &, para el caso en que & no puede ser raiz del polinomio,
tendremos

Vet +h +m=0
Q.E.D.

Una vez terminada esta construccidn, Newton, afirma que si en la ecuacién se toma k& = 0, entonces la
operacion seria mucho mas corta, ya que ac = Y2, ep = /2, pg = m/2 y el radio del circulo seria aq.
Esto es en efecto cierto ya que ae = Y2, ¢p = (I — kk)Y2 y pg = (m — kl)/2 para ¢l caso generai: y
como Akd = O entonces af = cg = aq es el radio del circulo. Tomar & = 0 simplifica la construccion y
es posible trazar el circulo en un menor numero de pasos.

Construccion 12

Para finalizar esta seccion, veremos cl analisis de Newton del caso en que el primer término de la
ecuacion cubica se pierde transformiandose en

W EAv+ =0,

Mediante 1a interseccion de la parabola y un circulo (figura 4.16) el problema se resuclve tomando
ae= Vi, en =12, np=kki2 y pq= ki/2, para entonces trazar cl circulo con centro g y radio aq.
Las raices de la ecuaciéon estaran dadas por las magnitudes de las perpendiculares a ap bajadas

desde los puntos de interseccion de la parabola y el circulo, por ejemplo vz, a excepcidn de una que
sea igual a k.

Figuran4.16

Demostracion

La ecuacidn de In pardbola es x = )7, el cjex es ap y ¢l ¢je v es la paralela a pg que pasa por a. Hay
que tomar p = k2. Para que ap = ae — en + wip = Y2 — W2 + k712 v pg = kI/2. Las coordenadas del



centro del circulo son ((1 — / + i2)Y2, kl/2) y e} radio al cuadrado del mismo sera ((1 — !+ &)2)* +
(kl72), por lo que la ecuacion del circulo puede escribirse como

(= (1 =T+ BW2) + (v = k2 = (() — [ + &3)2)° + (ki/2)?

<=> X-x(l =+ +3—kiv =0
y sustituyendo x = 3?

O =0 =T+ + 3w kv =0 <=> o (P -NDA-klvy =0

<=> -k +k+N=0
De esta forma, los puntos de interseccion del circulo y 1a pariabola determinan tanto las raices de
VW —kv=0 como las de V+ky+l=0
Pero las raices de la primera ecuacidén son cero y A, por lo tanto las ordenadas de los puntos de
interseccidn del circulo y la parabola, a excepcion del origen y uno de ellos de valor &,
corresponden a las raices de la ecuacion inicial.

Q.E.D.

Construcciones realizadas por la parabola de la segunda clase x =3
Construccion 13
Dada la linea “torcida®™. dice Newton, cuya ecuacion s x =1~ (figura 4.17). para resolver la ecuacion

A lvd m=0

Hlamemos ad = x, dg = v,

o ac = —x, ce = —v, y tomemos ab = m, bed= 1y df= 1, con df perpendicu-
lar a bd.
g
b ¢ o
[ )
P l
V.
. i
Figura 4.17
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Si #f es prolongada indefinidamente en ambas direcciones, las perpendiculares a &d bajadas desde
los puntos de interseccion de la curva y la recta, como e por ejemplo, seran las raices de la
ecuacidn 3? + /v + m = O. (Al parecer Newlton se equivoca y escribe 3 + /i + m = O en toda la
construccidn.) Las raices seran positivas o negativas dependiendo del valor de v en el punto que las
determina. En el dibujo. ce es negativa ya que v también lo es (en este caso se considera positiva la
direccién hacia arriba).

Demostracion

El origen esti en « ¥ la ecuacion de la recta es
x= =y~

*, 0 a la inversa, tenemos

que al sustituirla en x
V=-lv—m <=> V+hM+m=0.
Q.E.D.
Construccion 14

También dada x = 3 (figura 4.18) con los mismos ejes y origen es posible resolver la ecuacién

av+ A+ =0,

multiplicandola primero por v ~ k. para obtener
A+ (I - kRkYy — A= 0,

vy Hamando ab = kl. b8 =1 8d=kk y df=1, condfperpendiculara ad, tracemos la recta /bA.

71 A
c d a 8 B
b
7
¢ Figura 4.18

La recta puede también trazarse tomando ab = Al, ¥ alt = k. ah perpendicular a da, para trazar A2,
paralela a ad. hasta que interseque a la curva, es decir hasta que 4% = &%, para entonces trazar la

recta Ab/e.
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Finalmente, como en todas las construcciones, las perpendiculares bajadas desde los puntos de
interseccién de la recta y la curva a ad serin las raices de

V(= kky — kl=0,

por lo que todas ellas, excepto BA = &, serdn las raices de la ecuacidon -+ &y + /= 0.
Demostracion
La recta puede ser trazada, segiin Newton, de dos formas. De la primera, ab = &/ lo que nos da la
abcisa al origen y db = &d — bd = — | + I® y fd = -1, por lo que Ia pendiente con respecto a y serd
— (I — &%), lo que da lugar a que la ecuacion de la recta sea

x=—(— i)y -+ K,

De la segunda manera, la abcisa al origen es también ab = &/, y la pendiente con respecto a y estd
dada por bB/BA.conbB=hi —ab=kK -kl y Pr=k.eswoes (P —kDVk =k — 1=~ { - ).

Asi, hemos verificado que de las dos formas propuestas se¢ obticne la misma recta.

Ahora. la interseccién de la recta y la curva estara dada por

N== -y kl & x=3"
<=>3'=_— (- KW+ kl
<=>3'+ (- K)y—-ki=0

que al dividirla entre ' — & sera
w kv +1=0,

Donde y = k = BA es una de las raices de la ecuacion de tercer grado, pero no de la inicial.

Q.E.D.
Aunque Newton no lo apunta, es claro que las raices de la ecuacion seran positivas si la ordenada
del punto quc las determina es positiva.
Construccion 15

Para resolver la ecuacion de cuarto grado

S+ a+ bzz+cz+d=0
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Newton indica que debe usarse un circulo (y también la curva x = 3?). Entonces multiplicandola por
zz—az+aa-b=0
obtenemos
(@ e—2ab)2 + (@b~ b —ca+ dyzz+ (ca® —ad - bc)z + a*d - bd=0

que es de la forma

F+m2+nzz+pz+g=0,
donde n debe ser positivo. Si no lo fuera, es necesario aumentar o disminuir las raices de la
ecuacion inicial y repetir de nuevo la operacion hasta obtener una ecuacién de la misma forma pero
con n positiva. Entonces, dividiendo la ecuacién entre Un (que en realidad es dividir cada uno de
los términos de la ecuacién entre Yn'* ¥ = (n”" )‘6_“. donde g es el grado del término, lo cual

Newton no enuncia claramente, ver el Teorema de modificacién de coeficientes en polinomios mas
adelante). tenemos?®

q_-o0.

nt

2Jndn

trazamos cl circulo «/k, con lo que las perpendiculares desde los puntos de intersecciéon del circulo

Tomando (figura 4.19) ab =

¥ la curva, como son id y ok, multiplicados por Vn , seran las raices de la ccuacion.

Figura 4,19

3 Por ejemplo: pura ¢l caso del término =? resulta que g = 3
1 1 1 1 1

1 1
o e = e = = = T = 5 =
o' H® iy P 2y (rn’ "2 n (_n)"’ Jn\/;
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Demostracion

Esta vez Newton cambia y por z, con lo que la curva sera x = . El origen sera a, ba el eje x y para

este caso el eje z serd la paralela a ¢b por a, con 1o que de 1a asignacidén de valores de ab, bcy cd
tenemos que la ecuacion del circulo es

<4 m . (_+ P ): _ min+ p? —4ng
! 2,’"‘/; "7 2nin an*Jn

_ ni ? 2} B _ m’n+ p* —4ng
(s ) (e g) - et tng

2n® an®
” m? r p: mn P ng
2 1 U
<=> x4 O AL Y (P e <L (Y B
3 5 E = : 5
".I4 4'131. ',S-I 4"5- 4'15 2 4'151- n5l‘.’
e
<=> x' 4 = -2
e

donde al sustituir x = =* tenemos

Ahora, la forma de llegar de

S+ mt+nzc - pz+g=0.

[ 9

AL S z+——==0
\/n\/r—r nifn n/n

es multiplicando cada término de la primera ecuacion por

3
¢

96



\/_‘ZT ( 14 )U'—n

donde g es el grado del término, es decir

z" debe sustituirse por

Z
mz? m:
1 - 1z
mz' debe sustituirse por = .
( ) —
(lt ) nJn

nz* debe sustituirse por

p= debe sustituirse por

_p= P
1f -0 ("u.u)’ FER 4

¢ debe sustituirse por

g .4 . =2 .
VYt (n"" )" nn

De este modo, las ecuaciones cumplen con la hipotesis del Teorema de modificacion de

coeficientes en polmonnos. que se presenta al terminar la demostracion, por lo que al multiplicar
las raices de

por {Un , obtendremos las raices de
ttmzt+nzz+pzrg=0.
Pero hasta ¢l momento, s6lo hemos demostrado la construccion de las raices de

e+ mzt 4 nzzFpzrg=0
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¥ no de la ecuacién original
+ra+bzz+cz+d=0.

De esta forma, hay que considerar que las raices de

zZz—az+aa-b=0
ax~-3a®-ab . . N .
queson == — deben ser excluidas para asi obtener sélo las raices buscadas.

Q.E.D.

Teorema e modificacion de coefici en i i

Para un polinomio arbitrario de grado n

PX)=a,x"+a, x""'+ -+ ax+ay,=0,

dado ¢ = 0. es posible definir

PUx)=axX" +d, e + - -+ a,c'x + ac” = 0.

Entonces, X, es una raiz arbitraria de P(x), esto es P(x,) = 0, si y 5810 si ox, es una raiz de P, (x).

Demostracion

P (x) se construye a partir de P(x), sustituyendo cada término a.* en P(x) por a,c"*x*, por lo que

" n "
-4 - & A ” & e
Pcxg) = E a, et (exg)t = E a,c™tctxgt = E a,e"xyt =c E a,x, =" Plxg) =0
A k=0 k=0 A0

-0

Q.E.D.
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Epilogo y conclusiones

La fama de Descartes descansa sobre muchos pilares. Uno de ellos, por sus repercusiones
posiblemente el mas importante para la ciencia moderna, fue La Geometria. Su valor como un
texto que presenta métodos para resolver problemas es inapreciable. A través de sus paginas se
descubren las maravillas del pensamiento cartesiano que, frente a las murallas impuestas por el
espiritu geométrico de la Grecia clasica, planteé construcciones —es decir soluciones—- nuevas y
aceptables que dieron cuenta de tantos problemas que aguardaban por quien supiera proporcionar
un solucién matematicamentc aceptable. LLos criterios cartesianos de claridad y simplicidad dieron
la pauta en el desarrollo de métodos analiticos que en manos de Euler, Monge, Lagrange y Lacroix
se convirticron en la estrategia que prescntaron los libros de texto para resolver los problemas de la
matemaitica del siglo XVIIILL

Sin duda, La Geomerria (1637) es el libro del siglo XVII que mas influyd ¢n la matematica de su
época. si no por otra cosa. porque marca el inicio de la gecometria analitica, si bien el enfoque con
tal nombre se usa para la resolucion de problemas fuc claborado por sus herederos intelectuales en
el ranscurso del siguiente siglo. La Geometria enscha cdOmo resolver problemas presentando casos
cuyas correctas y claras formas de solucion validaban el procedimicnto propuesto por Descartes,
Puede suceder que no nos interesen los problemas particulares que resuelve, lo que si no podemos
negar es la fortaleza de un algebra generalizada, Sus logros son cvidentes en lo que después de él
creceria mas alla de meros avances en notacién algebraica, como tcoria de ccuaciones, geometria
analitica, calculo. la concepeion de Lagrange de que ¢l algebra es ¢l estudio de sistemas de
operaciones generalizadas. entre otros.

El impacto que tuvo La Geometria entre sus contemporancos fue inmediato: Florimond Debecaunc
y Frans van Schooten publicaron comentarios y aclaraciones a muchos de los pasajes cripticos dec
Descartes (escritos asi, con toda intencién, segiin comenta Marco Panza en tono un tanto bromista,
pues Descartes desecha burlarse de algunos de sus contemporineos, en especial de Roverbal, a
quien no considera a la altura de su ingenio). Otro texto memorable, aunque no muy conocido en la
actualidad, ¢s ¢l de Jan de Witt, Los Elementos de las Curvas, igualmente inspirado en La
Geometria, y en el que sistematiza la gecometria analitica. Los comentarios de van Schootcn, en su
segunda cdicion (1659-1661), son una lectura obligada para quienes analizan la matematica
cartesiana. Esta obra ofrecié el marco del cual surgid el Treatise of Algebra both Historical and
practical (1683) v la drithmetica infinitorum de John Wallis., te autor, al igual que James




Gregory y Christopher Wren, bajo la inspiracién de Descartes recurrieron a métodos algebraicos

para avanzar en el tratamiento de problemas de tangentes y, como ya lo habia sugerido Descartes,
del calculo de areas.

De hecho hubo quien lograra lo que Descartes habia declarado imposible de realizar: rectificar los
arcos de algunas curvas. A principios de la década de 1660 Newton se ocupd de los trabajos de
Wallis y de Descartes, en la edicion de Schooten y, aprovechando las ideas de Barrow —su maestro

en Cambridge— y Gregory, dio inicio a la serie de trabajos que culminarian en el calculo (Westfall,
Never at Rest. 105-137).

Descartes también sirvio de inspiracién a Leibniz, quien para 1674 ya leia La Geometria,
interesado en los procedimicntos algebraicos que ahi se planteaban. No es sorprendente encontrar
que cn 1677 Liebniz escribia, durante una etapa empenada en la busqueda de un método gencral
sustentado en ¢l manejo de simbolos que le permitiesen encontrar la verdad: “Si pudiéramos

cncontrar caractercs o signos adecuados para expresar nucstros pensamientos de mancra tan clara y
precisa como la aritmética expresa los nimeros o el analis

geométrico la linea, podriamos, en
cualquier asunto que pudiera manejarse por la via del razonamierto, lograr o que s¢ ha alcanzado
en aritmética y en gecometria™ (Wicner, Leibniz, 15).

Este cnusiasmo por lo que un método inspirado en el manejo algebraico podia alcanzar era
compartido por Condoreit. quien creia que podia crearse o descubrirse un método que sirviera
como instrumento universal, aplicable a cualquier combinacion de ideas, que hiciera que el

progreso en la solucion de cualquier problematica sujeta a los designios de la inteligencia humana
fuera algo tan factible como el de las matemiticas.

Todo lo anterior significa que. por fortuna, quicnes leveron al Descartes de La Geometria no se
vieron invadidos por el desencanto cartesiano a raiz de las fallas que surgicron en el edificio meto-
doldgico que construia bajo la forma de las Reglas para la Direccion del Espirire. Ciertamente éste
tfue ¢l caso entre los matematicos. mas interesados en los logros cfectivos de los métodos alge-
braico-gecométricos presentados por Descartes y. en particular por el tema de la construccion de
ecuaciones, mismo que en ¢l periodo 1650-1690 alcanzo los rasgos de una teoria coherente. A ello
contribuyera. ademas de fa edicion de van Schooten de La Geometria, el Mesolabum (la 2* edicién
de 1668) de Sluse y tos Nouveaus Elements (1679) de De La Hire. En su obra, Sluse incluyd cons-
trucciones de ccuaciones de grados tres y cuatro mediante todo tipo de combinaciones de conicas.

Estas construcciones las presentd vy demaostird tanto por fa via geométrica como por la analitica,
como se hizo en la scccidon 4.2 de esta tos

Por su parte, De La Hire presentd lo que se considera
el primer libro de texto que trata la construccion de ecuaciones de grado arbitrario y para lo cual

recurrio al méiodo de insercion que también es presentado en la misma scccidn de esta tesis. Las
técnicas empleadas por estos autores pronto tuvieron una gran difusion. apareciendo también en el
Algebra (1685) de Wallis, la Mathesiy enucleata (1689) de Sturm, el Traité analyviique des sections
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coniques et de leur usage pour la resolution des équations dans les probleme rant determinez qu’
indéterminez (1707) del Marqués de L Hospital y, notoriamente, la Arithmetica universalis (1707)
de Newton.

En todos los textos mencionados en ¢l parrafo anterior lo relevante es el énfasis que ponian en las
técnicas algebraicas —sobrectodo para los casos de grado superior a 5—, a saber, en la de insercién y
en la de coeficientes indeterminados.

Sobre la cuestidn habia cierta unanimidad acerca de las ventajas que el algebra ofrecia para
resolver el problema. La duda flotaba, sin embargo, sobre ¢l asunto de cuales podrian considerarse
las curvas mas simples que, ademis de ser construidas., dieran cuenta del problema. En otras
palabras, la simplicidad gcométrica radicaba en la expresion algebraica o en la forma de la curva.
Descartes no es muy claro al respecto, simplemente afirma que ¢l criterio de simplicidad radica en
el grado de la ecuacion, entre menor sca el grado, mas simple sera la curva.

Resolver este asunto acerca de la aceptabilidad no resulté algo sencille. De hecho nunca fuc
resuelto. Las posiciones iban desde la de Fermat, para quien constituia una ofensa en contra de la
geometria mas pura ¢l utilizar curvas demasiado complicadas para resolver algun problema, ¢n
lugar de usar algunas mas simples y por ende mas adecuadas. Como lo schala Bos (History of
Mathematics. 30). la gcometria era presentada como un territorio en ¢l que no cabian ciertas
practicas o como una persona a la que se le otfendia =i no se respetaba su pureza. to da una
medida de lo puntillosos que eran los matematicos al considerar ciertas cuestiones que rayaban en
lo filosoftico.

Newton, quicn dedicod no pocos esfuerzos al asunto de {a construccion de ecuaciones, también hizo
consideraciones de caricter matematico sobre el asunto:

*No es la ccuacion sino su descripeion lo que da lugar a la curva geométrica... no es
la simiplicidad de su ecuacion sino la facilidad de su descripeidn que principalmente
indica que una linea debe ser admitida [como participanie] en la construccién de
problemas... la disyuntiva ¢s si, como lo hacian los antiguos, se excluyen de la
geometria todas las lincas excepto la recta y el circulo y posiblemente las conicas, o
si se admiten todas segun la simplicidad de su descripcion ™ (Afathematical Papers,
Vol. 5,.425-427).

Por otra parte. seguia sin resolverse la cuestion de la compatibitidad o, si se va mdas alla, de la
equivalencia de los enfoques algebraico y geométrico para la resolucién de problemas. El
pensamiento de Newton se puede resumir diciendo que para él el algebra no es la panacea que
iluminara las cuestiones pendientes en geometria. Consideraba al algebra como una herramicnta
excelente. pero inadecuada para dilucidar cuestiones de métodos y de criterios de veracidad en
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geometria. Newton criticd tanto los supuestos cartesianos sobre el uso del algebra en la geometria
como que la construccién de curvas fuera una cuestidon algebraica y que simplicidad de las curvas
radicara en qué tan bajo era el grado de su ecuacién.

Al respecto el trabajo de Newton sobre la construccion de ecuaciones constituye, globalmente, una
critica a Descartes. En el Gnico de los tratados que se analiza en esta tesis, de los cuatro que
Newton dedicé al asunto', ya aparecen resultados que posteriormente serian encontrados y publi-
cados por De La Hire y LL."Hospital en textos ya mencionados previamente. No es posible abundar
sobre el contenido de los escritos newtonianos que no fueron tratados en este trabajo y sélo me
limito a mencionar que la idea principal de Newton es postular 1a posibilidad de admitir ciertos
movimientos que dan lugar a curvas y hacer de ellas ¢l sustento para otras dos construcciones que
se afiadirian a las cuclideanas. Estas construcciones son la llamada neusis por los griegos de los
tiempos clasicos, y ¢l trazo dc clipses. En vista de que la ncusis es equivalente a trazar una
conchoide (o concoide), se puede decir que Newton agregd postulados mediante los cuales, junto

con la recta y el circulo, Ia conchoide y la elipse pasaban a ser, para la geometia, curvas aceptables
por su construccion.

A pesar de que csto permitié a Newton alcanzar mas resultados en cuanto a la solucion de
probiecmas. la via abierta no le satisfacia del todo. Asi lo expresa en sus Lecturas Lucasianas sobre
algebra, que resumen cl contenido de los cursos que bajo dicho titulo impartié en Cambridge en el
periodo 1682-1684. En dicha obra, después de aclarar en que consistia la geometria de los
antiguos, y de situarse al lado de Arquimedes para justificar el uso de la conchoide para la
*construccion de problemas sdlidos™, declara que:

“Sin ¢mbargo, si alguien picnsa de manera diferente, desco que sepa que mi
preocupaciéon inmediata no €s quc una construccion sea geométrica. sino que sea
cualquiera mediante la cual pucda aproximarme numéricamente a las raices de
ecuaciones.” (Mathemarical Papers. Vol. 5, 429).

Sin duda. era éste un criterio utilitarista. No podia ser de otra manera. Para 1705 Newton seguia
convencido de 1a necesidad de mantener “pura y sin contaminacion™ a la geometria de los antiguos.

Paradojicamente, este area de trabajo matematico que tanto prometia pronto dejo de ser tema de
investigaciéon. Para 1750 pocos. o quiza nadie. s¢ ocupaban de clla. ;Qué habia sucedido? La
respuesta radica en la debilidad que el mismo Newton, entre otros, habian detectado: la
“construccion de ccuaciones™ tuvo su origen en la busqueda de soluciones en el ambito de la
geometria. En términos puramente algebraicos resulta un absurdo. Como lo schiala Bos: si un
problema consiste de dos polinomios con una incognita. ,Por qué deberia ser que su solucién se

' Las otras tres obras son: un manuscrite de 1670, otro de 1705 —ambas sin publicar hasta hace pocos anos y la

Arithmetica Universalis (publicada en 1705). La altima fue redactada entre 1683 y 1684
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plantee en términos de dos ecuaciones con dos incoégnitas? Conforme s¢ avanzaba en la edificacion

de una tecoria. las (écnicas para encontrar curvas para la construccién de la ecuacidn se volvieron
cada vez mas algebraicas.

Sin embargo, el origen y significado geométrico de la problematica, ademas de los criterios de
adecuacion geométrica —la simplicidad de las curvas—, no lograba ser traducida de manera natural
al campo del dlgebra. Esta contradiccion fue, a fin de cuenta. 1a causa de su desaparicion.

Este fuc, en breve, un pasco dc los origenes y las fuentes de las que surgid la geometria cartesiana

hasta el {inal del camino que tenia como meta generar un método que resolviera el problema de la
“construccion de ecuaciones™.

Flilando alrededor de esta tematica. a lo largo de los cuatro capitulos de esta tesis sc intentd
presentar algunas de las disputas matemdticas y Ias no tan matematicas, los métodos en su aspecto

técnico y aplicado, y 1o que todo cllo signiticé para el avance —si cabe decirlo— hacia la ciencia que
es la nuestra,

Del anilisis de los antiguos al andlisis cartesiano y de ahi al newtoniano, se presentéd ¢l nacimiento,

¢l auge vy, finalmente, ¢l agotamiento de lo que desde nucstra perspectiva se podria clasificar como

un programa de trabajo que se constituyé a partir de los planteamientos expucstos por Descartes en
La Geomerria.

103



Bibliografia

Bacon, Fracis. Novum Organum. L.a Gran Restauracion. Trad. de M. A. Granada. Madrid: Alianza
Editorial, 1985.

Bos, H. J. M., A7r; on Motivati in the Rise and Decline of a Mathematical Theory ; the
“Construction of Equations ', 1637 — ca. 1750, Archive for History Exact Sciences. Vol. 30,
1984, pp. 331-380.

Bos, H. J. M., **On the representation of curves in Descartes’® Geometry™. Archive for History Exact
Science. 24, 1981, pp. 295-338.

Bos, H. J. M., “The concept of Construction and the Representation of Curves in XVI
Mathematics™. History: of Mathemarics, Vol VII, American Mathematical Society & London

Mathematical Socicty, 1993,

Boyer, Charles. B. “Analysis: Notes on the evolution of a subject and a name”. Aarht Teacher
XLVII, 1954, pp. 450-462,

Boyer, Charles. B. History of Analvtic Geometry. Princeton: Princcton University Press, 1988,

1*-Century

Crapulli. G. Marhesis Universalis: genesi di un‘idea nel XV secolo. Rome, 1969.

Descartes, René.
Euvres de Descartes, Publiées par Charles Adam & Pawl Tannery, Paris: Librairie Philoso-
phique J. Vrin., 1996.
La géometrie (uno de los ensayos en) Discours de la méthode. Laiden 1637 (pp. 297-413);
facsimile and translation in: D. E. Smith & M. L. Latham (eds) The Geometry of René
Descartes. New York: Dover, 1954.
Geometria a Renato Descartes anno 1637 Gallice edita (ed. F. van Schooten) Leiden 1649.
Geomertria ¢ Renato Descartes anno 1637 Gallicé edira (ed. F. van Schooten, enlarged
edition, 2 vols.) Amsterdam 1659-1661. (Ediciones porteriores: Amsterdam 1683, Fran-
kiurt/M 1695, con notas de Jakob Bernoulli).
Reglas para la Direccion del Espiritu. Madrid: Alianza Editorial, 1984.



El Mundo o Tratado cde la Luz. Trad. de Laura Benitez. México: UNAM, Instituro de
Investigaciones Filos&ficas, 1986.

Graukroger, Stephen. Descartes. An intellecrual Biography. Oxford: Clarendon Press, 1995.
Graukroger, Stephen. “Aristotle. An Intellegible Matter™, en Phroenesis, 25. (1980), 187-197.

Klein, Jacob. Greck Mathematical Thought and the Origin of Algebra. Cambridge: Cambridge
University Press, 1988.

Knorr. Wilbur. The Ancient Tradition of Geometric Problems. Boston: Birkhiuser, 1986. (También
existe una edicién de Ed. Dover)

Mamiani, M. Introduccion a Newton. Madrid: El Libro de Bolsillo. Alianza Editorial, 1995,

Murdoch, J. “From Social into Intellectual Factors: An aspect of the Unitary Character of Late
Medieval Lerning”. En J. Murdoch y E. Sylla, eds. The Cultural Context of Medieval
Learning. (Dordrecht/Boston, 1975), pp. 280-289.

Newton, 1., "The theory and construction of equations (1665-1666)". En The Mathematical
Papers of Isaac Newron. De. D. T. Whiteside. Cambridge University Press (1967-1981), pp.
489-540.

Rodis-Lewis, Geneviére. Descartes. Biografia. Barcelona: Ediciones Peninsula, 1996.

Paolo. Clavis Universalis. El arte de la memoria v la logica combinatoria de Lilio a
Liebniz. México: Fondo de Cultura Econdmica, 1989.

Ross

Shea, William R. La magia de los nmiumeros v ¢l movimiento. La carrera cientifica de Descartes.
Trad. De J. P. Campos Gémez. Madrid: Alianza Editorial, 1993,

Turro, Salvio. Decartes. Del hermetismo a la nueva ciencia. Barcelona: Anthropos, 1985,

Unguru, Sabetai. “On the need to rewrite the History of Greeck Mathematics™, Archive for History
Exact Sciences. Vol. 15 (1975/1976). pp. 67-114,

Viéte Fracois. The Analvtic Art. Nine studies in Algebra, Geometrs and Trygonometry fiom the
Opus Restitutae Mathemaricae Analiseos, seu Algebrd Novda. Trans. By Witmer, Ken: Kent
University Press, 1983,

Weiner, P.(ed.). Leibniz: Selections. New York: Scribner’s, 1951,

Westfall, Richard S. Never at Rest. A Biography of Isaac Newton. Cambridge: Cambridge Univer-
sity Press. 1988,

Yates, Frances. “El Arte de Raimundo lLulio: aproximacion a través de su teoria de clementos™. En
Ensayos Reunidos 1. México: Fondo de Cultura Econdmica, 1990, pp. 23-142,

Yates, Frances. “Lulio y el lulismo™. En Ensavos Reunidos 1. México: Fondo de Cultura
Econdmica, 1991, pp. 149-159,

106



KO SR

- m

Indice

Presentacion
Agradecimientos

Capitulo 1

El propdsito de La Geormetria y los planteamientos
cartesianos (Algebra y Geometria)

Capitulo 2

El origen de las ideas que conducen a La Geometria.
El problema de la clasificacion de curvas y la
construccion de ecuaciones.

Capitulo 3
Las Reglas para la Direccion del Espiritu.

La busqueda de la marhesis universalis.

Capitulo 4
Newton como lector de La Geometria.
La construccion de ecuaciones como método general

Epilogo y conclusiones

Bibliografia

23

47

59

99

105



	Portada
	Capítulo 1. El Propósito de la Geometría y los Planteamientos Cartesianos (Álgebra y Geometría)
	Capítulo 2. El Origen de las Ideas que Conducen a La Geometría. El Problema de la Clasificación de Curvas y la Construcción de Ecuaciones
	Capítulo 3. Las Reglas para la Dirección del Espíritu. La Búsqueda de la mathesis universalis
	Capítulo 4. Newton como Lector de La Geometría. La Construcción de Ecuaciones como Método General
	Epílogo y Conclusiones
	Bibliografía
	Índice



