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Presentación 

En el present~ trabajo se realiza un an:ilisis del pensamiento matemático de Rene Dcscancs en 
ton10 principalmente a dos aspectos fundnmcntales: Jos elementos de su geometría y la construc­
ción de ecuaciones. En este contexto St:" revisa l:::i extensión de dichas ideas en un trabajo de Isaac 
Newton. Esta obra constituye unn confirmación de la fertilidad del pensamiento mntcmático de 
Descartes. La fonuna de c~tos desarrollos se presenta en la Ílh1nta sección. Epilogo y conclusivncs. 

Algo importante que con1entar es que. con10 estudiante que pretende obtener el grado de malcmñ­
Lico. no pude dejar pasar los n.:~ultados sin rcaliLar las dcrnostracioncs corn:sp1...,ndicntes. Así. todas 
las demostraciones que aparecen en esta tesis fueron realizadas por el que la escribió. Conviene 
enfatizar e:::.la panc del trabajo ya que el le:-.10 ncwtoniano es rnuy oscuro al respecto. no ofreciendo 
las demostraciones que corresponden a las afirmaciones que ahi se enuncian. 
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Capítulo 1 

El propósito de La Geometría y los planteamientos 
cartesianos (Algebra y Geometría) 

1.1. Antecedentes 

En pocas ocasiones se enfatiza el propósito de La Geometría. que consiste. como señala el propio 
Descartes. en 1nostrar un método para resolver problcn1ns. En contraste con lo que pudiera 
esperarse .. y siendo La Gcomctria uno de los textos que fueron publicados junto con el Discurso 
del Alétodo -por lo tanto parecería como si debiera ser una muestra de lo que se puede alcanzar 
siguiendo las directrices que emanan de dicha obra- el dcs¡¡rrollo l.k los método~ y las idea."> aquí 
presentadas no pa.-cccn sujetarse a un guión que se dcslin1 a través de deducciones lógic¡1s que se 
originan en prin1cros principios. 

Simplemente dicho. La Gcomctria no rc!-.ulta ser un tratado donde se prcs..:=nta una estructura lógica 
a la que debe sujctar~c el pC"nsa111icntn gcLmtCtrico. Poi· el contrario. Jo c.1uc el libro presenta son 
1·c:-;.pucstas a preguntas C("HllO ¡,cu~·d es el lugar geométrico c.1uc satisface tales y tales condiciones'? 
Y la respuesta no sólo se ocupa de n1nstrar la curvu o una ecuación. sino de acon1pañar a an1bas 
con el método gcon1étricu t.k construcción de Ju curva. 

Todo lo que Descartes p1·cscnta en La Geometria no es 1ná!-> que el camino. mediante procedimien­
tos paniculares. que pc1111itc darle sustento a la idea <le que resolver un problema en geon1etria 
consiste en construir la curva o las curva~ que constituyt.·n su solución. 

Las ideas cancsianas sobre la soluciún de problemas cicurre en el n1an.·0 de una larga tradición que 
se puede r<.lstrerir hasta la época dorada del pensamie11to griego. Sin embargo. y para no hacer la 
historia completa Uc la búsqueda del saber. e~ legitimo cntt-.,car nuestro interés sobre el clima de 
Uiscu~ión en el que madura el pensamiento de Dcsca11es y que apunta hacia el descubrimiento e 
intcgraclón e.le un .. mCtudo universal .. que.: pcrmitier~1 alcnnn1r la verdad (Ros!->i. C/a\'is: Turró~ 
lfermctisn10). 



Sobre este particular cabe destacar la influencia que sobre el pensamiento renacentista ejerció el 
mallorqui Raymundo Lulio (Yates ... Arteº. 23-142; Lulio, 149-159). quien propuso un método que 
consistia en listar todas las posible verdades y elegir de entre ellas la correcta. También fue notable 
la influencia de Petrus Ramus (Rossi. C/avis. 128-132). quien veía en el método la clave para 
trnnsmitir el conocimiento y coadyuvar a que sus practicantes pudieran realizar sus propios 
descubrin-iientos (Gaukroger. Descartes: Philosoph_v .• 148-149). El último gran pensador previo a 
Descartes y que se ocupó del problema dc1 método fue Francis Bacon. estadista de renombre a 
quien se debe una amplia gama de escritos sobre la certeza del conocimiento y la manera óptima de 
alcanzarlo: el uso sistemático de la inducción y de la verificación empírica sería la clave para 
descubrir el contenido de las leyes que rigen el con1portamiento de la naturaleza (Bacon. Novum 
Orgc11111n1). 

La idea de estos personajes -y la de muchos más- ayudan a consolidar una corriente de opinión 
que apuntaba hacia In noción de que el progreso del intelecto seria el logro natural de la utilización 
de un método que permitiese encontrar la verdad. Es en este ambiente que Descartes elige los 
métodos que las matemática!'> habían generado durante siglos como una vía que permitía 
vislumbrar las características de lo que sería una mathesis universo/is. 

Tal era el poder que Desc~-lrtcs pensó que residía en el pensamiento matemático que llegó a 
aventurar que todo lo cognoscible podría encontrarse mediante un método que tenga como modelo 
el de las matemáticas. Al respecto escribía: 

.. Esas largas cadenas de razonan1ientos. tan simples y tan fáciles de enlazar, que 
permiten n los gcúmetra.."" lograr las más difíciles de las demostraciones. me han 
hecho especular sobre si todas las cosas cognoscibles para el hombre no 
corresponderán a una sucesión -cadena- lógica similar. Si es así, sólo necesitamos 
rechazar la aceptación como cierto de aquello que no es cierto. y con cuidado seguir 
el orden necesario para deducir cada certeza a partir de otras. y no puede haber 
proposiciones tan extrañas que no podan1os demostrarlas. ni tan ocultas que no 
podamos descubrirlas." (A. T .. Vol. VJ, p. 19) 

Si nos restringimos a los mCtodos generales desarrollados por los griegos para resolver problemas 
cuyas soluciones consistían en proporcionar los puntos en el espacio que satisfacen ciertas 
condiciones geométricas. encontramos que contnban con dos estrategias: ··reducción'' y ••análisis ... 

La reducción [apop6gC. en griego] consi~tc en detecu1r que un problema puede ser resucito si se 
resuelve otro prohlcrna más sencillo y será entonces este último el que se procede a resolver. Un 
ejemplo típico de c~ta situación es In clásica solución que propone 1-lipócrates <le Quíos para 
resolver el problema <le la duplicación del cuho y que consiste. como se muestra en la sección 2 del 
Capítulo:? de esta tesis. en reducirlo n encontrar <los mcdü1s proporcionales. Esto se puede tambitbn 
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traducir a un problema de intersección de una parábola y una hipérbola. Jo cual aumentó el interés 
de los geómetras griegos por· el estudio de las sc:ccioncs cónicas. 

La otra estrategia. el análisis [en griego itmápalin I.Ysin, que significa hsoluci6n e-n sentido 
inverso""], fue un método que gozó de gran profundid¡¡d desde el siglo IV anh!s de Cristo. Capo de 
Alejandría reunió 33 trabajos -n1uchos de ellos ya perdidos- de varios de los más distinguidos 
matemáticos de su tiempo -Eratóstenes, Euclides y Apolonio, entre otros- que incluían problemas 
geométricos cuya solución recurría al análisis (Knorr. Thc Ancit:nt Tradition). El proceso queda 
mejor· ilustrado si se presenta un problema típico y Ja manera como lo abordaba el análisis. 

Supóngase que se busca bisecar el ángulo ACB (figura 1.1) y se conoce como bisecar un segmento 
de recta. 

Figura J. 1 

El método consiste en suponer que se cuenta con Ja solución del problema y a partir de ello se 
procede a deducir un rcsullado conocido, es decir. se hilan deducciones hasta que se llega a un 
resultado cuya validez era conocida de antemano. En la figura 1.1 se toma el ángulo ACB y Juego 
se traza Ja recta DC que Jo biseca. acto seguido se toma una porción de recta CE sobre el segmento 
AC y otro de la misma longitud -JJamn.do CF- sobre BC. A continuación se unen C y F y se 
denomina Mal punto de intersección entre CD y EF (figura 1 .2). 

~n 
C F B 

Figura J .2 

Dado que el ángulo ECM es igual ::11 ángulo FCM. ya que CE = CF y CIV1 es común a ambos 
triángulos. resulta que el triángulo CEM es congruente con el triángulo FCfvJ y por lo tan10 EM = 

MF~ lo cual significa que M bisecan. EF. ¡y éste es el resultado ya conocido al que nos rcforiamos 
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previamente! Podemos, por consiguit!nte, y con10 se había planteado que funcionaba el método de 
análisis .. proceder en sentido inverso. 

Supóngase qut! nos ha sido dado el ángulo ACB. Constrúyase CE = CF, trácese la línea EF, 
biséquese ésta en M y únanse los puntos C y M. Resulta que la recta CM biseca al ángulo original. 
Con ello queda resucito el problema propuesto y de paso se muestra la razón de por qué el método 
se le denomina ºsolución en sentido inverso''. 

Otro mCtodo general de solución de problemas que influyó de manera decisiva en el joven 
Descartes fue d desarrollo de la llamada álgebra simbólica .. desarrollada principalmente por 
Fram;ois ViCte a fines del siglo XVI y que era considerada por el mismo ViCte como una especie de 
análisis en el sentido utilizado poi· los griegos (Boycr. Ana(l•tic Geometry. 65 y 157-173). Sin 
entrar en detalles este mCtodo consiste en etiquetar a las cnntidadcs desconocida.<;. con una cierta 
letra -la x. para remitirnos a la practica usual- y realizar los cálculos en los que esta letra participa 
-siendo Sumada a algo. sacada una raíz cuadrada. etcétera- como si su valor fuera conocido. 
Siendo este un ejemplo de lo que los griegos bautizaron como análisis. llevó a Vii:te a llamar a esta 
álgebra el ··arte analítico .. (ViCte. Anaf1·tic: Art). Cabe señalar que la forma como ViCte utiliza este 
análisis es d 01·igcn de cnnjuntn Je idea!-. que agrupadas dieron Ol"igcn a lo que hoy en matemáticas 
se conoce con10 anal isis. 

Uno de los mCritos de Descarte:-. n:1dicó en haber tomado estas ideas y. extendiéndolas. integrarlas 
en un enfoque que le permitió c:-.c1·ibir un nuevo capitulo de las n1atcmáticns. capítulo sin el cual es 
dificil concebir los desarrollos de Newton. Leibniz. Eulcr. Lagrangc. Cauchy y toda la 1-,léyadc de 
n1cntcs que instauran .. n1 la cic1u..:ia 1nodcn1a. 

La puesta en prú1.·tica del nuc" n enfoque que proponía Descartes en su solución al llan1ado 
problcn1a de Papo. el cual serú tratado con mas detalle en esta tesis en la sección '2.7. resulta 
evidente el uso de las técnicas dcri .. ·aUas de la reducción. del análisis y de la fortaleza y simplicidad 
de resolver alg.chraicamc11tc lo que ~e presentaba con10 un probletna de la .. const1·ucción'" de la 
curva sobre rnñs de un prohlc111a (ver di:-.cusión en la sccció11 2.7). 

El avance que supone d método ,.-ancsi~u10 de resolución de problemas se puede contrastar con lo 
que cl"a la prUct11.:a u~ual de !->olución Uc problemas en los años pre"Vios a la publicación de los 
trabajos del ~eñor Descartes. En función de ello. en la siguiente sección se presentan algunos 
ejemplos extraído!-> Uc un lib1·0 <le tc.·xtn que era de uso común en las escuelas jesuitas de la época 
en la que Descartes a:-.istil~, a la céll.'bre escuela de Lo F"/Cchc ( 1607-1616) cmno estudiante. y donde 
por prin1cra ve:i' 1.•ntrú t..•11 contacto c1..'n las ideas que lo npa!--ionarían por el resto de su vida. 
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1.2. Los proble01as y las construcciones de principios del siglo XVII 

Con el fin de tener un punto de partida bien definido para la correcta ubicnción de una de las más 
importantes aportaciones cartesianas a las matemáticas. es recon1endable analizar de qué tipo eran 
y cómo se resolvían los problemas geométricos en su época, esto es, a principios del siglo XVII. 

A continuación se presenta un ejemplo extraído de la Geometría Prticticu de Christoph Clavius, 
escrita en 1604 1 (Bos. Thc concepr. 40). 

Problcrna: Dado el triángulo ABC (figura 1.3) y un punto D. se requiere trazar una 1inea recta que 
pase por D y divida al triángulo ABC en do~ partes iguales. es decir. dos partes con superficies 
iguales. 

A 

B 

Figura 1.3 

1 Christoph Cluvius fue uno d..: lns primeros miembros de la Compañía de Jesús, es decir, IUe uno de los primeros jesuitas. 
OurJnle los ~iglos XVI y XVII fue surprem.lcnle ha rJp1c.lez con la que creció el sistema de escuela!!., colegios y 
univt:rsidadcs creadas huju lo~ auspicio" y dircccilin de h1 Cl1mpañia. La cmpn..-sa cducaliva a la que dio lugar gozó del 
rcspCl\l <le iodo.;; los circuh•~ ucadC1nico~ y su inllucncia aburcó, ;:1dcmi1s de los paises cat61icos europeos. los e.le Arnérica 
\)UC cayeron hiijo cl dominio c~paiit•I y llcgó :1 contar con ccnlros de en~cñan7a cn lugares tnn l..:j1.1nos co1no China. 

Clavius fuo: el impub•1dnr do: h1 en~d'mnl'•1 de h1" mo11o:miatica:-. o:n las escuelas Je lil Ctn11pañín y rmr.1 ello cscribiO 
varió1s 1,.1h1no;; que M.'1-..·id: . .111 cnmo libros de 1cxln durnntc c•1~i 100 ;:1ñus, dcstucando entre ellos lu_Geon1i::•1riu Pnic1icu. el 
l\lgcbra (.-1/~t·ru (."hri1op/11)1i Clu1·111 /Jambt•rgcr.\1.~ et Socit•tcitt' h»•il/, Rom¡1c, E:iilcudch:il Stcphunus (imnorctus, 1609) 
..,cgu1-.in1ente cs1ud1;;1c.ln por D.::scartes en el colegio jesuita e.le La FICchc dun.mtc el periodo <le cstudios que uhí n:alizó 
( 1606-1614) y 4uc wn determinantes fucrun en ~u vi1..h1 m1clcctu:1I. Por su in1pnrtancia pnm el e~nudio de temas 
us1ron'1micos sus C "ou1t•111ar1tJ~ a º"/Jt• la t:s/i.:ru ··de• Suct"ubO.\CO (/n Sphaera111 lcu1111t1.\ ,¡,. Socrohnsco cn1111111•11turi11s • . 
varias cdicionc~ cntn.• 1570 y 1 (107) tu .. ·i.::run una dil"u:.ii"l11 muy ounpliil. 
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Construcción 1 A 

F 

Figura 1.4 

l) Prolónguesc AC y trácese DF paralela a CB intcrsecando a AC en F (ver figura 1.4); tómese G 
sobre AC tal que AG = CG. 

2) Tómese H sobre CA tal que CH sea la cuarta proporcional de DF. BC y CG. esto cs. 

DF:BC~CG: CH. 

3) Constrúyase la n1cdia proporcional L de FC y CH. esto cs. un segmento L que satisfaga 

FC: L~ L: CH. 

4) Tómese 1 sobre CA t...-il que el rectángulo con lados Ct y HI sea igual al cuadrado de lado L. esto es 

CI X HI ~ L'. 

Para encontrar 1 Clavius hace referencia a una construcción que ha explicado en un comentario 
sobre el teorema 111-36 de su edición de Los Elemen1os de Euclides:?. Esta construcción es la 
siguiente (figura 1.5): 

c 

Figura 1.5 

H 

- Cnme111uno!J u lo.v ""/:"h·m1.•11t•n · d•· /:"urlul.:s (E11c/uli.v l:·trmenuJrum llbri .\'T. Frnakfurt. 1654) 
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Con diñinctro CH trñccst! un círculo y tómese RO = L sobre utta tangente al mismo. Trácese 
una linea por O y el centro M, y sean P y Q la intersección con el círculo. Con ello .. por 
Euclides llt-36. 

OR'=OP xOQ. 

y tomando Cl = QO y 111 = PO (CH = QP) tenemos 

Cl X Hl = L' 

cotno se requiere. 

5) Trácese una linea recta por De l. Esa línea divide al triángulo en dos partes iguales. 

Para verificar la validez de la construcción presentamos la siguiente prueba. 

Dcn1ostración 

Considerando la figura 1.6. donde se han bajado las perpendiculares a CB desde 1 y A. el área del 
triángulo ABC está dada por un medio de CB x AK. y la del triángulo CJI por un medio de CJ x MI. 

A 

F 

Figura 1.6 

Así. lo que se tiene que demostrar es que 

(A) 2(CJ x MI)= CBxAK 

<=> 2(CJ X Cl) = CB X CA 

ya que AK = CA , por la semejanza de los triángulos CMI y CKA, 
MI Cl 
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ya que AG = CG. 

debido a que CJ = FD 
CI FI 

<=> 

2CJ X CJ = CB X 2CG 

FD X CI' = CB X CG 
FI 

CJ = FO x CI . por la semejanza de los triángulos CJI y FOi. 
FI 

Como Fl = FC +CI. tenemos también 

(B) 

FD X CI' = CB X CG 
FC+CJ 

<=> FD' CI' = (CB X CG)(FC + CJ) 

Para dcn1o~trar la igualdad (A) se mostrar:.\ la validez Uc (B). Asi. para determinar el valor de CI. 
tenernos que 

Cl = Cll + lll y Cl x HI = L.:-. con L~ = FC x CH 

(Cll ~ 111) X 111 = FC X Cll 

<:-=-> CH:--. lit+ 1-11~-'---" FC "< Cll 

111' ~CH X 111 - (FC X CH)~ o 

y con10 Cl = CJ-1 -t 111 entonces 

.. Cll ±r 
CI ..... -2~--. 

Asi pues. sustituyendo CI en (13) tc..•ncmos que 
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(B) FD X Cl l = (CB X CG)(FC + CI) 

<=> FDx (CH ±r)' = CBxCG xFC+ (CBx CG)x (CH ±r) 
4 2 

FD x (Cl-1' ± 2CHr + r') = CB x CG x FC + (CB x CG x CH)± (CB x CG x r) 
4 2 

como DF: BC = CG : Cl-1. por ser Cl 1 la cuarta proporcional de DF. BC y CG <=> Cl 1 = CG F;; CB • 

tenemos 

<=> 

CG' xCB' 

4FD 

CG X CB X,. CG::? X CB.! 
-----+ +CBxCG xFC 

2 4FD 

= CB x CG x FC + _c_D_'_x_C_G_
1 

± CB x CG x r 
2FD 2 

que sí es una igualdad válida. 
Q.E.D. 

Regresando a la construcción. hay ciertos puntos que requieren comentarios. En primera instancia, 
Clavius supone que la construcción de la cuarta proporcional y de la media proporcional es algo ya 
conocido y que no requiere explicación. Sobre el particular. la.-. construcciones habituales en la 
epoca eran las siguientes. 

Construcción 2 

Problc1na: Con~trucción de la cuarta propo.-cional 

Para encontrar Cll. la cuarta proporcional de DF. BC y CG. tr.icensc (figura 1.7) CF = DF y BC sobre 
los lados de un ángulo arbitrario. para después trazar BF. Localizando G sobre CF y trazando la 
paralela a BF por G que intersecará a CB en H. se obtiene CI 1 como la cuarta proporcional buscada. 

e F B 

B e 
~----------~ 

e G e 
G F 

Figura 1.7 
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La demostración es la 1nisma que se presenta en la primera sección del Capitulo 2 de esta tesis para 
la construcción de medias proporcionales con regla y compás. Ahi el resultado se deduce a partir 
de la semejanza de los triángulos. 

Construcción 3 

Problema: Construcción de la media proporcional 

Para encontrnr la media proporcional entre FC y CH dibújese una línea (figura 1.8) y márquense 
FC y CH sobre la misma y colocándolos uno después de otro. para después trazar un semicirculo 
con diámetro FH. Trazando la perpendicular a Fl-1 por C que intcrsecará al semicirculo en Q 
obtenemos CQ como la media proporcional buscada. 

~ 
F C H 

Figura 1.8 

Demostración 

Dado que el ángulo FQJ-1 es recto. asi como los ñngulos FCQ y HCQ. tenemos que los ángulos 
FQC y QHC son iguales. lo que implica que.: los triñngulos FCQ y QCH son semejantes. Así 

FCICQ ~ CQ/CH 
Q.E.D. 

Si volvemos a los comentarios sobre el trabajo de Clavius. debemos notar que no explica cómo 
encontró la construcción. es decir cómo se le ocurrió que esos eran los pasos que había que seguir. 
No se tiene un método para "construir·~ (resolver) los problemas. se carece de un ·~análisisu que 
permitiría establecer generalizaciones en los resultados o. al menos. procedimientos generales para 
resolver algunos problemas. 

Otra cuestión. y en Ja que de hecho lJe~cartcs insiste 1nucho. es la relacionada con la simplicidad de la 
construcción. Como se puede ver. no hay un can1ino geométricamente m<is sencillo para detem1inar el 
punto 1 que no sea el <le la regla y el compás. Un anñ.lisis detallado de la situación lleva a que Clavius 
no está realizando operaciones o utilizando rncdio~ innecesarios para llegar a la solución. 
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Además de todo lo anterior, hay que notar también que si bien la construcción se realiza sólo con la 
regla y el compás, en la época ya se tenía conocimiento de varios problemas que podían ser 
resueltos utilizando otras curvas. 

1.3. El planteamiento cartesiano 

¿Con qué fin escribe Descartes La Geometría?, ¿qué es Jo que busca?, son preguntas que surgen 
naturalmente y cuya respuesta es distinta a la que en un inicio podríamos dar. El propósito del libro 
no es. como muchos piensan, el establecer una equivalencia entre curvas en el plano y ecuaciones 
en do~ incógnitas utilizando para ello lo que se conoce como ejes cartesianos. Esto último es más 
bien una consecuencia de haber sido Descartes el autor de la obra~ y de la tradición de los 
científicos del siglo XVII que tuvieron a bien leerla. 

Es innegable que de La Geometría el mundo obtuvo lo que hoy conocemos como geometría 
analítica. y que en dicha obrn se manifestó por primera vez la interconexión entre figuras y 
fórmulas. o, lo que es lo mismo. entre geometría y álgebra. Hoy día es indiferente considerar una 
curva o una ecuación ya que an1bos. entes abstractos. son completamente equivalentes. 

x3 + _l...3 = axy 

Figura 1.9 

Por ejemplo._ no existe para nosotros diferencia alguna, en términos matemáticos, entre el folium 
cartesiano y su ecuación algebraica (figura 1.9), y con igual pertinencia hablamos del ºdibujo•• de 
la curva y de la ·•ecuaciónº de la curva. Entendernos por dibujo la linea en el plano referida a los 
ejes cartesianos. y por ecuación Ja expresión algebraica que relaciona las parejas de valores reales 
-referidas a los ejes cartesianos- que la satisfacen. 

Para Descartes, sin embargo. esta equivalencia en ambos sentidos no es fundamental. Lo que si 
considera de gran importancia es que aquellas cuivas que serán la..<.:. ºaceptables .. en su geometria 
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tengan ecuaciones algebraicas (una discusión más amplia de este punto se presenta en la sección 
··2.7. La construcción de ecuaciones y la clasificación de 1as curva..-;.'\ en et Capitulo 2 de esta. tesis) y. 
para sorpresa de 1nuchos de nuestros conten1por.incos que suponen lo contrario. Descartes no requiere 
que \a..,. ecuaciones den lugar a curvas. Esto. de hecho. no es mencionado siquiera en su libro. 

Descartes se sirve de\ álgebra para establecer la aceptabilidad de las curvas: ya no sólo el circulo y 
la recta son válidos. todas ª""luc\las curvas que tengan un;1 ecuación algebraica también lo serán. 
Hay que notar que en el álgebra de principios del siglo XV11 sólo encontramos las operaciones de 
adición. sustracción. 111ultiplict1ción. división y extracción de n.1íces. y no se considera todavia 
con10 sus equivalentes a los logaritmos. \as exponenciales o las funciones trigonon1étricas. por lo 
que niuchas curvas no pueden ser cxprcsadns por medio de una ecuación" (Wicleithcr. J-Iisturia. 
115-116). 

Si el propósito de Descartes hubiera sido lo que desde nuestra perspectiva consistiría en ""inventar .. 
la geon1etría analítica. entonces. n1uy s..:guranu:ntc. hubiera c1npezado por definir la recta. para 
pasar luego a trabajar con las cónicas y continuar Ct."'111 curvas de gn\dos supcrion:s. Pero esto no 
sucedió así. lo que Descartes bu~caba era 111ostrar su dc~cubrltnicnto: un procedimiento general 
para resolver ecuaciones polinomiales en una variable para con dio poder resolver también 
cualquier problema geométrico. 

En Lo Geonu.•trío. Descartes explica que todo problema gco1né1rico es reducible a una ecuación 
polinomial. Esto lo dice en los primeros párrafos: 

"'Todo problcn1a en gco111ctria puede ser C1cil111cntc reducido a tCrminos tales que 
conocer las 1nagnitudcs de ciertas lineas n:ctas es ~ullcicntc pan1 su construcción.·· 

y pasa luego a presentar un pn ..... 1..·cdin1iento concreto (ver l::i. sección ""4.3. Los planteamientos y 
resultados de Dt..·scai1.cs ... en el Capítulo 4 de cstt1 tesis) en esta dirección. 

) Dun.lnh! ..:1 siglo XVI d i1\gchr.1 lngu'> pn1g.i-:.1mas IH•t;.ih\.,:,., o.:n du-.; d1r1:cc1u111.:s por un lado ¡1proximim<l('ISC más :l los 
ac1u3lcs ¡nuccd11\H<..'nh1s do.: cñ.kt.110 liti.•1-;il y por ni H.., c,1.:11d10.:ndn d corux.·11111cntn do.: 1;:1" prnpicdadcs <le las ccuacinncs de 
tercero y cuarto gr.ido. Por u1r::1 JHff\c aparc<.:ió una nucv:.1 h•nna p:.1r.1 cl:.1hur:.1r cilkulus rccun·icndu a 1:1hla!> que se 
llanmriuu de log:iri11nn,.,. lk• 1nancra indcpcndicnto.: Joost BU1gui (nu:ei1111en y astrúno1no) 'i Juan N:.1picr <N..,pcr en lutln) 
(nt. t..·n lhl7) llc!!:.11·1111 a ,.,u,., <lo.:s..:uhri1nn:n1t•,.,. el pr1111crn puhln:a<lu cn Pr.1ga. el /'ro}.:n'.\:\·./ah11h·11 (lb::!K} y el scgundo 
hm:10.:111.lu lo pn1¡ii11 cn 1h14. cn l.Ui111hu1gn ... ·n lo qui.: \l:..in1ú -.u / J,•.H·n¡u10 l.;.1 c:...phc:..ic1ún Jo.:\ n1Ctodo <lc calcuh1r uparcci(l 
o:n la c·o,,.Hr11,·tio ( 1(,1 IJ) ¡:n lngl:llcno.1 11 .. :1•1y H1igg-. C<lll'\ llltl .... 111 Nap1c1 1.:11 ,., :.iUt•pcil111 de la ha-.;L• 1 o y ao.:to .. cguido 
puh\icú ,.,u-. lo1bl;J.,., t \(1~4) haJ<> c\ titu\.1 ... k .·lnth111l·t1<•I logcint/J1111c11. hn11túnt.lo-.c o.:n cll:.i 01 \ogouilnhlS Uc nUmcro~ (.l;.i 

/Jr.· ... c1·1¡1t10 Lº .. un;i 1;1h\:1 de lug.inl1nn,., do.: lun.._·iunc-.. tng .. non1Co-u.:¡1,,) Fl llTiflilL"h• <lc t.•-.1a nuc ... ;.i r .. nna do.: l'C:..Jl!l'. • .tr d1lculo<; 
-...: h1.1~1 "cnlll' Lit: 111111cd1;,1h• .. ·11 L·l 10.:1To.:11n rJ .. • \;1 ¡i..;\n1nt>1ni;1 1 n \hl8 llo.:n1:.11nin Ur-11111 puhllcú una t:.ihla 01hro.:,ia<l;1 <le lo'° 
\og.anlnlt•" LI.._ • ...,:;1p11..·1. h• que 111-.p11•• .1 K.1..·plL-1 p;11•1 pul;i1c;,11 cl 1n1-.nll• una,., t<.1h\:.1-. cunt11.:iJa,., t:t>111•'I \;.,,. laln.ta•' 
R11,/al¡•lii11,u• t 16241 en h<lllt>I <le qu10.:n 1,.·n c'c o.:n\onc...--. cr;1 ... u 1110.·L·cn<1..;. 1,.·] 11,.·:- Ht>Uullo 11. 
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Apunta que una vez establecido el problema geométrico en términos algebraicos, es decir. 
transfomiado en una ecuación de Ja forma 

P(:c) = a-r'<' + a,,. 1x"·' + · · · + a 1.1: +"º=O. 

aquel puede ser resuelto. Descar·tes presenta una solución formal para todos Jos problemas que se 
traduzcan en ecuaciones hasta de grado seis y plantea que esto puede ser generalizado para 
cualquier grado, pero que dejará al lec1or que lo descubra por sí mismo para no quitarle d placer 
de hacerlo. 

Según lo que dice Descartes, las ecuaciones hasta de grado seis pueden resolverse recurriendo 
primero H un procedimiento de simplificación y estandarización algebraica y Juego a una 
.. construcción geométricaº. 

El proceso algebraico consiste en reducir Ja ecuación al menor grado posible para después llevarla 
a una tOrma estándar que Descartes indica cómo .. construirº al final del Libro 111. 

La construcción de Ja ecu:::ación se refiere a cnconrrar dos curvns .. aceptables'' y de Ja mayor 
.. simplicidad'' posible cuyos puntos comunes determinaran las mices de la ccu:1ción dada (ver el 
inicio del Capitulo 4 de esta 1csis}. Es importanlc comcnHll" que con eslo Descartes marca el 
surgirnicnto de Ja construcción de ccuacil"'llcs corno un objeto de estudio de Jos rnatemñticos del 
siglo XVII en addante, quienes a pal"lir de esto se dan n la tarea. como era la pretensión de 
Descartes. de investigar n1..:todos para resolver las ecuaciones de grado superior a seis. Tal es el 
caso de Nc\vlon. quien retorna los plan1cnn1it:ntos cartesianos y propone un n1C1odo general para 
construir ecuaciones polinorninles de eualqui<..·r grado. 

Para aplicar este mé1odo de construcción de ecuaciones es necesario r·calizar antes una extensión de 
Ja gcon1ctria que consiste: en definir y considerar. adenias de la recta y el circulo. los nuevos entes 
geométricos, es decir nuevas curvas. 

En L<1 Gcomctrít1, después de rc!-.oh·cr problemas que llevan u ecuaciones cuadráticas mediante la 
regla y el compás, Descartes pasa a explicar cómo deben ser usad:1s las cónicas para resolver 
problcmus hasta de cuarto grado. esto cs. problemas cuyn traducción algebraica produce una 
ecuación de grado cuarto o rncnor. 

I lasta el momento Jos elen1entos gel""llllétricos introducidos no resultan ser nuevos. ya que eran 
conocidos desde la antigüedad griega. pero para la resolución de problemas de grados mayores es 
necesari¡1 Ja inclusión de curvas más complicadas. 
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Como se explica con n1ás dcrn11e en los capítulos subsecuentes de csLa tesis. Descartes nlcnciona 
que todas las curvas que sean generadas por un 1novimicnto continuo único. o por movin1icntos 
continuos subordinados los unos a los otros. son geométricamente aceptables y servirán para 
resolver problemas planteados en términos de ecuaciones polinomiales. Este criterio de 
aceptabilidad de curva!" que establece Descartes y que nlancja siempre de 111anera anilloga al trazo 
del círculo 111cdiantc el c0tnpás. responde prccis~uncnte al espíritu gcon1Ctrico de la época y a la 
influencia que sobre él había ejercido el pensamiento griego antiguo. Este espirito puede. de alguna 
manera. ser descrito como que en toda con:->tn1cción debe existir la posibilidad de encontrar en acto 
(mediante tra:zos) la solución buscada. esto cs. debe ser posible realizar una aplicación prúctic;;1 de 
la construcción. Si las curvas no pudieran ser trazadas entonces el problc111a no podría ser en 
verdad resul.!lto. 

Este cdterio, que podríamos caracterizar co1110 111ccánico, se 1nucstra en un n1on1cnto dado dentro 
de L" Gcunrctria. aunque de n1anera un tanto confusa e impráctica. Descartes deja de lado este 
criterio n1ecñnico al trabajar con óvalos y otras curvas que poseen propiedades ópticas importantes 
(Descartes. La Geomctria. libro ti). ya que no cncucntn1, o al mcno.s no n1uestra. una con~trucción 
n1ccánica y tiene que recurrir a c0nstrucciones por puntos o n1cdiantc cuerdas. Así pues. el criterio 
que finaln1cntc es adoptado consiste en que las curva.s aceptables .sean las que tengan ecuaciones 
algebraicas. Descartes considera que el criterio mecánico y el algebraico son equivalentes. dando 
para ello algunos argumentos que no son del todo convincentes. En 1nuy pocos casos dentro del 
libro se calculan las ecuaciones de curvas n1ccúnicas y. de hecho. la conversión inversa nunca es 
realizada. No es sino hast::l hasta el siglo XIX que aparece la prin1era dcn1ostración de que esta 
equivalencia es en efecto válida. 

Como ya se n1cncionó. en la época cn1 muy i1nportanlc no recurrir a n1c<lios nlás complicados de lo 
necesario para resolver los proble1nas. Asi. Descartes :1punta que en sus construcciones se deberán 
usar las curvas mñs ''sin1plcs ... Para establecer ta simplicidad de una curva se: basa en el grado 
algebraico de la ecuación dC! la nlisma. Según c~te criterio. curvas de grados menores son m~l.s 

simples que las de grados n1ayorcs. Evidcntc1ncntc, curvas con ecuaciones del n1ismo grado son 
igual de simples. 

Este criterio de simplicidad no fUe bienvenido por los 111atcn1áticos de la época. ya que se 
argumentaba que se apartaba del espíritu <le la geometría y se decin adcn1as, que era un criterio 
externo que nada tenía que ver. Sin embargo. con10 no fue posible establecer un criterio claro de 
otra índole. finalmente fue aceptado. 

Por otra parte. Descartes H1111bién :1taca problen1as que se plantean algebraican1ente en térnlinos de 
dos incógnitas. como es el caso del problema de Papo (Ver la ~ccción .. 2.7. El problema de Pappo 
y las curvas aceptables en geon1ctría ... en el Capítulo 2 de esta tesis). Esto~ problen1as tienen como 
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solución un conjunto de parejas de valores. los que corresponden a puntos en el plano. siendo la 
solución completa un ""lugar geométrico'". es decir una curva en el plano. 

El interés de Descartes en este sentido no es tanto la identificación de la curva o de los puntos, sino 
el n1ecanismo para trnzarla mediante algún tipo de artefacto ""ideal". En concreto, hacia donde 
dirige sus afanes es hacia la posibi1idad de trazar las curvas aceptables. 
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Capítulo 2 

El origen de las ideas que conducen a La Geometría. 
El problema de la clasificación de curvas y la 
construcción de ecuaciones 

2.1. El compás múl~iplc 

Alrededor de 1618 Descartes comienza a trabajar en un artefacto que le permite construir medias 
proporcionales. Este aparato. n\ que se le puede l\atnar también compás múltiple. ya que traza 
varias curvas a In vez. aparece en La Gc;>ometría años 111ás tarde y juega un papel importante en e\ 
trazo de curvas de grado creciente~ \ns cuate~ en dicha obra son definidas n\gebraicamcnte y 
clasificadas de acuerdo con su complejidad. 

t, 

Figura 2.1 



El compás múltiple (figura 2.1) consiste en dos ejes t1 y ~ que se intcrsccan en un punto A 
formando un ángulo cuya magnitud puede aumentar o decrecer. Al eje t 1 (o l:?) se le coloca en 
posición nja y formando un ángulo recto con él la regleta BX 1• Las regletas móviles X 1X:?• X 1 X 3 , 

XJX-1 •... se colocan formando 6.ngu los rectos con cada eje de manera alterna. Se pueden colocar 
tantas regletas corno se quiera y Cstas habffin de deslizarse. a lo largo del eje en que están 
apoyadas. al abrir.se o cerrar.se el compás. No es posible abrir el compús hasta los 90 grados ya que 
l 1 y AB serian paralelas. 

En este aparato no iníluyc el ancho de las regletas para determinar la precisión. Es muy importante 
observar el dibujo original de Descartes y percatarse de que los filos derechos de cada regleta son 
en realidad los que determinan los movimientos de las regletas que empujan. al intersecarsc con 
éstas exactamente sobre los ejes. 

Inicialmente este compás múltiple no tiene como fin el estudio de curvas, como ocurre en La 
Geometría. si no que. como se dice al principio del capitulo. se usa para generar medias 
proporcionales. Esto debido a que los triüngulos l3AX,. X 1AX!• X:?AX~. X,AX4 •••• son similares, 
por lo que dircctarncnte se obtienen hL-. siguientes proporciones gcon1étricas: 

De esta forrna se generan tantas medias proporcionales con10 regletas móviles se coloquen en el 
compás y es posible. <.fados dos .segmentos. encontrar n medias proporcionales mediante el 
siguiente procedimiento: 

Sean a y h las l0ngitudcs de dos scgn1cntos (ti< b) y supóngase que se quieren encontrar n mcdi::is 
proporci0nales cntn: t1 y h. Entonces. si se construye un compás tal que la longitud de AB sea a y 
la intersección de la regleta móvil número n+ 1 con el eje opuesto esté a una distancia b de A. es 
decir Ax.,. 1 '-=' h. las magnitudes de los segmentos AX 1 • AX:!• AX=' •... AX,, serán las medias 
propon.:ionulcs c-ntn .. • a y h. 

Se puede con~ic.Jernr c::I misn10 problema sujeto a alguna restricción de tipo práctica. como cuando 
contamos únicarncnlt: 1:011 un compás múltiple donde no podemos variar la magnitud de AB. En 
este ca.so tamhiCn ~e puede resolver el problema construyendo. con regla y compás (ver 
dcrnostracioncs). un ~cg:mento de rnagnitud ¡,· tal que 

a/AB"" hth'. 

con lu cual las 111ed1as propon:ional<:!'> que buscan1os. llan1émoslas x 1 • x!• x\ . ..... i.,,. guardarán C!'ta 
n1isma prTtp<tn.:ión con 1\X 1 • AX_;. AX 1 •• AX,, (ver dcmos1racioncs). es decir 
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De este modo. como Ja proporción a/AB = blb' es conocida, es posible entonces obtener, 
utilizando el procedimiento inverso al usado para encontrar ¡,·. cada uno de los valores X; 

(i = 1, 2~ ... n) que son las inedias proporcionales buscadas. 

De111ostraciones 

1) Para construir el segmento h' con regla y compás a panir de a. Ail y h t1·accmos el triángulo 
ACD (figura 2.2). AC sobre AB (sin que A esté entre B y C). AC = c1 y AD = h. y tracemos la 

~"'°'ºº'~'º'"''º'''""""~e 

A C H 
Figura 2.2 

Con10 ACI'l y ABE son scn1cj:i.ntc~. cnt0nccs 

AC/AB = AD/AE <=-> a/AB =- hl,"-\E b' = AE. 
Q.E.D. 

2) Para dcn1ostrar que en la ecuación e:!. l) x, son las medias proporcionales cntf"c a y b, es 
necesario nada mús consiUcrar que 

de donde 

alx 1 = a.AB/a.AX 1 "'' AB.'1\X 1 

y. en general 

x,_ 1/x, = a.1-\.X,. 1/a.AX, = t\.X,. 1/AX, (l <iS n) 

y con10 

tcncn1os 

Q.E.D. 
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2.2. Los problemas clásicos y la consonancia musical 

Descartes andaba tras de una o n1Us soluciones a Jos llamados tres problemas clasicos de la 
geometría griega que son: Ja duplicación del cubo. la trisección del ángulo y la cuadratura del 
círculo. Hoy día subcrnos que c~aos problemas no tienen una construcción cuclideana. es decir. que 
no se pueden resolver recurriendo únicamente a 1~1 regla y el compás. Su interés es má.s profundo 
en los dos primeros casos y de hecho los resuelve utilizando su compás múltiple y otro a11cfacto 
similar. 

Desde la antigüedad. J lipócrntcs de Quíos descubrió que el problema de Ja duplicación del cubo se podía 
reducir a encontrar dos medias propor·cionalcs entre la arista del cubo que se bu!'caba duplicar y su 
doble. Esto se ve clarnmcntc al tomar a como la a1-ista del cubo. de tal modo que a 1 es el cubo original y 
2a:i es el cubo buscado, u x como la prin1em y ~'y como la segunda medias proporcionales entre a y 2u. 
Así: 

a 1/x 1 -= (a/x) · (x(J') · (y/2a) 

a'lx' == al2a 2cr1 = x·'. 

Esto a su vez significa que la duplicación del cubo era equivalente a resolver una ecuación cUbica 
que más adelante n1ostrarú su importancia. El descubrimiento de 1-Jipócrates de Quíos no muestra 
cómo encontrar las medias proporcionales pero da Jugar al comienzo de la búsqueda de un 
procedimiento para ello. De hecho. en el siguiente siglo. d tercero antes de Crislo, Erastóstenes 
diserla y construye un aparato ¡¡I que nombra me.o;o/ahium (figura 2.3). y que seguramenle no por 
c3.sualidad tiene el mismo nombn: que Descm·tcs le da a su compá.._.,. múltiple. con el cual es posible 
encontrar n1edias proporcionales. 

El aparato de Ernstóstcnes respondía tambit!n a una necesidad pr.íctica que Plutarco. en la Vida de 
Marce/o. hace notar al scfialar que hombres de la talla de Arquímedes. Eudoxo y Arquitas. c¡uiercn 
adornar a la geometría de una gracia muy peculiar mezclándola con problemas que dificiln1entc se 
podían resolver apelando cxclusivan1t:ntc a la razón y a la demostración geométrica: ''Tal resulta 
ser el problen1a de las dos medias proporcionales. para cuya solución no basta el razonamiento ... 
y que para resolverlo Arquitas y Eudoxo han recurrido a los medios mecúnicos y hrm construido 
111eso/abi11111s ajustados según lineas curvas o secciones cónicas .. _ 

La importancia p1·úctica <lcl 111csolahil1111 se puede entender si traemos a colación una carta que 
Eutocio envía a l\ristótclc~ y en la que comenta que "mi invento (el meso/ahi11111) puc<lc también 
ser útil para quienes desean ~umcntar el t¡1maño de sus catapultas y de sus ballestas. pues todo debe 
aumentar con cicna proporción si se dcse:t que el Janzan1icnto aumente en proporción. lo cual no 
se puede lograr sin la invención de las 111cdias .. _ 
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A e E G 

B D F H 

A e· e E. E G 

B D F H 

Figura 2.3 

Et artefacto para obtener dos medias proporcionales aparece en la figura 2.3 )' consi~te en un 
marco rectangular ABHG en el cual se colocan tres triángulos rectángulos. los cuales Era.stóstenes 
representaba en realidad por marcos rectangulares -con sus diagonales. ACD. AEF y AGH- que 
pueden deslizarse. sobre rieles i:;cparados. a todo lo largo del marco e incluso sobreponerse unos a 
otros. 

Para encontrar dos medias proporcionales entre a y b (a < l>) primero se colocan las recta...:, AG y BH a 
una distancia r'\.B = a. dcspuCs se localiza K sobre HG de tal modo que HK = /J. para finalmente 
.. jugar•· moviendo los tri:ingulos ha..<;;.ta que los puntos dd dibujo A. l. J y K queden alineados. En esta 
situación 1 y J corresponden a la inter.:.ección de 1as diagonales E 'H y C"F con la recta AK. 

Por la semejanza de 1os triángulos ADJ. lFJ. JHK se tienen las igualdades 

AB/AD = lD/lF = JF/JH 
y 

AD/ID= IF/JF = JH/KH 

=> (AB/AD) · (AD/ID)= (lD/IF) · (lF/JF) = (JF/JH) · (JH/KH) 

=> AB/ID = ID/JF = JF/KH 

De este modo 10 y JF son la primera y segunda medias proporcionales entre a y b {a< b). 

27 



La den1oslración puede generalizarse para mostrar que un aparnto con n + 1 triángulos puede ser 
utilizado para encontrar /1 medias proporcionales. 

Esta idea adquiere rl.!lcvancin a fim:!" del siglo XVI. cuando un musicólogo llan1ado Gioscffo 
Zarlino. anterior a Descartes. escribe sobre Ja relación ent1·c la consonancia musical y las medias 
proporcionales. y explica que la 0ctava music~tl en un instrumento de cuerdas se compone de doce 
sc1nitonos que resultan ser los sonidCls producidos pClr las doce medias proporcionales entre un 
segmento de cucrdn de longitud dada y su mitad. l\1enciona también que las n1cdias proporcionales 
no pueden ser construidas con regla y con1pás pero si con el ""-'·'·;o/ohit1111 de Erastóstcncs. El libro 
escrito por Zarlino es 1·eto111ado por Descartes quien con base en CI publica una n1onogrnf1a titulada 
•·co1npcndium !ilusic:ac··. n1is1na que ap¡1rccc en 1ó18. 

Lo que interesa t.• importa sobre: este punto es que d c0mpas múltiple. que en Lu Gcomctria sirve 
para trazar curvas de complejidad creciente y, de hecho. se muestra como la justificación para 
aceptar el us<-1 de c~as cur·vas en gco111ctri3. resulta haber sido diseñado para resolver, de 111ancra 
general. el problcnrn de la construcción de medias proporcionah:s en un conh:xto de consonancias 
musicales. 

El uso de rncUios 111ccún1cus para resolver problcn1as gcornCtricos cntusiasrnó a Descartes, quien 
continuó trnbnjando en la resolución de los problemas clásicos y, apoyado una vez más en las 
posibilidades de los aparatos mecñnicos. en 1619 construye un triscctor de ángulos (figura 2.4). 

e 

F 

K 

Figura 2.-i 



Este artefacto (figura 2.4) consiste en cuatro varillas AC. AF. Al y AK a las cuales se les colocan 
bisagras BE. OH. GE y JJ l. rc~pcctivamente. fijas en los puntos B. D. G y J y en los otros extremos 
sujetas a anillos que pueden deslizarse por las varillas conespondientcs conforme el frngulo CAK 
crece o decrece. Los segmentos AB. AD. AG. AJ. BE. 011. GE y Jll son todos de Ja misma 
magnitud. Para triscctar el ángulo dado se hacen coincidir sus lados con las varillas AC y AK. 
obteniendo Ja trisección c:n cualquiera Uc los ángulos C."'-F. í-'AI o IAK. 

Estos úllirnos ángulos son iguales dehiUo a que los triángulos ABE. AGE. ADl-I y AJJ-J son 
congruentes. ya que ABE y ACiE tienen sus tres lados iguales. AGE. ADl-1 tiene e.Jos ángulos y un 
lado iguales y AGI 1 y AJI 1 tienen sus tres lados iguales. 

El rnngo e.Je variabilidad dd fingulo CAK es desde O hasta n. lo cual se debe a que d aparato no 
puede llegar a óngulos negativos pt.1rque las vnrillns no pueden traspasarse una a la otra y. cuando 
el ángulo vale 1t los puntos D y E coinciden al igual que: 1 J y G. por lo que Jos anillos no pueden 
seguir deslizándose por las v::u·illas para agrandar el ::ingulo. 

Descartes advirtió la posihiliU::1d de generalizar este ap<-u-:.110 pura dividir ángulos dados en un 
mayor nlimcro de partes añadicru..Jo n1á..; vurillas, es decir estaba consciente de haber inventado un 
mé1odo para dividir <ingulos en /1 panes iguales. 

Del n1ismo 1n0Uo que c1.1n el C()n1pÚ!-> n11.:11!1plc. con el que..· rc~uclvc el problenn1 para un número 
arbitrario de medias pn .. 'lporcicinaks entre dos magnitudes dndas, aquí realiza wmhién una. 
importante COtl!'<tnicc:ión gcncndizaUa. cuestil1n que nc1 era muy u:-;ual entre los n1alemático!' o 
cicnlificos de Ja época. 

2.3. Resolución de ecuaciones cúbicas 

Poco Uespués de l;.1 invención del trisr.:clor de f111guh-,s. !)csl'..:anes se cnfóca en la r·csolución de 
ecuaciones cúbicas y allrma pl1dcr resolver. con ayuda de :-.u compüs múltiple. aquéllas de los tipos 

l)x 1 -'-±ax±h 

(a. h. c. reales positivos) 

3) x' =±ax::!.± hx± e 

que en realidad abarcan. en lo que si..• rdie1·c al valor t.k· las raíces. a todas las ecuaciones 
polinón1icas de tercer grado, ya que si consideramos Ja ccu¡:¡ción general pxJ + qx2 + rx + s =O (p. 
q. r . ....- E ~H. p ;é: 0), ésla tiene las n1ismas raiccs que la ecuación x' + (q/p)x1 + (r/p)x + s/p = O (p. q. 
r. s e~l. p ~ 0). la cual puede escribirse de la forma x' = (-h Cl)X~ 1- (-c.:/a)x + (-d/a). 
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Descartes. con su espíritu generalizador. incluye tipos de ecuaciones que los matemáticos de la 
épocn excluían ya que carecían de raíces positivas. Estos eran 

l ) X 3 = - CLY - b 

2) x'=-a.Yi-b (a, h. c. reales positivos) 

3) x 3 = - t:V::i - b.'-· - C. 

La atirn1ación de Descartes es hecha sin tener la completa certeza de su veracidad. pues en realidad 
sólo había resucito algunos de los casos paniculares con el uso de su compás múltiple. 

Al resolver el problema de la duplicación del cubo. resuelve también la ecuación cúbica x-1 = 2a-l y 
se le ocurre que todas las ecuaciones cúbicas pueden ser resucitas encontrando medias 
proporcionales. En esto Descartes se equivoca y con1cte errores en Ja resolución de las ecuaciones. 
pero avanza 111ucho en lo que se refiere a los plantean1icntos que aparecerán en La Gcometrfr1 y 
puede resolver algunos casos particulares. Por eje111plo, resuelve satisfactorimnentc la ecuación 
x' = x + h mediante el siguiente procedimiento: 

Utilizando el compits n1últiplc. tomemos AB = l y AX 1= x. En el compás tenemos que 

(2.2) 

a lo cual AX .. · AB = AX 1 ·AX, = > AXi =xi. del mismo modo AX:;· AX 1 =AX~· AXJ: = > 
AX_,· x = x 2 ·-xi AXl = x'. Repitiendo el procedimiento obtencn1os que la igualdad (2.2) puede 
escribirse como 

llx :..""""' xlxi = _,~/x3 = - · · 

Pero fij3ndonos en el compás podemos ver que X 1X 3 =AX, - AX 1 = x' - x. de tal modo que si el 
compás es abierto hasta que X 1X 3 = b. se habrá resucito la ecuación x:; - x = h tomando el valor x = 
AX 1 • lo que implica que se satisface la ccuaci6n inicial x:; = x + b. 

Sin embargo. comete errores muy graves pensando. por ejemplo. que la ecuación _y:; = ?x + 14 
puede resolverse simplificándola en 117 x:'I = x + 2 y resolviendo x 1 

:...--=- x + 2 para después multiplicar 
las raíces por- 7. lo cual evidentemente es un error ya que elimina sin más el coeficiente del tCrmino 
cúbico nlterando los valores <le las raíces. 

Otro error es el de no percatarse que el tCrn1ino independiente en la ecuación .'--"' = x + h debe ser 
positivo. ya que es la diferencia AX~ - AX 1 • No tiene sentido que h tome valores negativos po1·que al 
abrir el compá"> sólo torna en cuenta su magnitud y el resultado no es distinto al de los valores positivos. 
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Dejando de lado estas (1111i:-.ioncs. lo cicrto es que las posibilidades que Descartes lograba percibir para 
su compás lo llevaron a pensar. como lo co1ncnta en su carta a lsaac Bcckrnan (26 de marzo. 1619) 
que este instrun1cnto le abría la senda hacia .. una ciencia co1npletamcnte nueva ... que resuelva con 
generalidad toda suerte de problemas para cantidades de cualquier género .. [A.T .• X. pp. 156-157]. 

El logro de Descartes es haberse dado cuenta que la representación de las raíces de una ecuación 
cúbica era equivalente ya fuera a la trisección dd iingulo o a la duplicación del cubo. El crédito de 
descubrir esto por pr-i111cra vez cor-responde a ViC1c. quien lo señalo en su Sttpplcmentum 
gcomctricac ( 1593) (Boycr • • -1nab•tic Gcomctry. 64). Sin embargo. lu notación utilizada por 
Descartes. seguramente tomm.la <le el Algcbra de Clavius -texto que estudió en La FICche- indica 
que para esta época no conocia el trabajo de ViCtc. ya que el sistema de notación <le éste es muy 
superior al de Clavius. 

Parecía nlan1villoso que este instrun1cnto trazara curvas que corresponc..lían a las razones 
gcon1étricas siirnples contcnic..las en -o en las que se traducían- las ecuaciones. Dicho en pocas 
palabras. el compás múltiple de Dcscar·tes traducía )as ecuaciones cúbicas t:n relaciones espaciales 
bien dcfinic..las. lo que pc.:nnitia afirmar que se estaba frt:ntc a una generalización de un paso 
alcanzado precisamente por el pcnsan1íento griego -la gcneralizacibn de la aritn1Ctica- y que este 
caso se podría describir como la gcon1etri7ación del álgeb.-a 

2.4. Aritmética y Geometría 

Los errores a los qui.: se n .. ·ficrc la seeción :interior, son graves, pero quedan opacados ante la 
n1agnitud de la empresa que Descartes se pi-oponía: encontrar un niétodo prtlctico para la 
resolución de algunas clases de ecuaciones cúbicas. Gracias a su comptls múltiple (también 
llan1ado por algunos compás proporcional) Descartes se encuentra a la entrm..la del estudio de una 
.. ciencia del todo nueva .. (cntno él la llamaba) a la que consideraba con10 una empre~n 

.. increíhlemcntc ambiciosa··. 

Con10 se lec en la niisn1a carta a Bccknnrn que ya se n1cncionó. esta ciencia consiste. scglm 
Descartes. en la resolución general de problcn1a.s que se formulen con cantidades discretas y 
continuas. Con esto en mente. cstablccc una analogía entre la geometría (cantidud continua) y la 
aritmética (cantidad discreta) al afi1·mar que la aritmética se compone en su totalidad (cslo parece 
ser la intención de lo que suponía Descartes) de los siguientes tres tipos de problemas: 

l) Los que se pueden resolver con números racionales. 
2) Los que sólo se pueden resolver mediante nútncros iiTacionaks. 
3) Los que no se pueden resolver y sólo se puede suponer su solución. 

y que la gcon1ctria cstú compuesta solan1ente por los siguientes problt:n1as: 
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1) Los que se pueden resolver con rectas y círculos. 
2) Los que sólo se pueden resolver mediante curvas producidas por un movin1iento 

continuo único o 1novimientos subordinados los unos a los otros. como los trazados 
por su compás múltiple y otros aparatos similares. 

3) Los que no se pueden resolver mas que con curvas generadas por n1ovimicntos no 
subordinados unos a otros y que. con seguridad. son sólo i1naginarios. 

Afirma que no cree que existan problemas gco111Ctricos que queden fuera de estos tres tipos y que 
él habrá de mostrar quC problemas pucdi:n resolverse y de qué 111anera. con lo cual. después de un 
trabajo humano casi infinito. apenas qucda1·á algo que descubrir en geometría. 

Es i1nponante notar que Descartes se prnpDnc resolver los problcn1as gcotnétricos por analogía con 
los proccdimiento!'o aritn1éticos y no. como se supone a n1t:nu<ln. algcbrizar la geometría. cuestión 
que hoy día es una consecuencia no planen<la por él. 

El hecho de que piense. con casi plena scgu1·idad. que todos los pn1blc111as se reducen a los casos 
que cnu1ncn:t tiene que ver con los plantea1nicntos de las 111atcn1:.iticas de la época y las cuestiones 
que se d;.1ban por vúlidas :dn.:dcdor de ella. 

A principio del sigln XVll continuaban vigentes los textos n1atc111aticos clüsicos de Euclides. 
/\polonio y Arquimcdes. En ello~ se cstablcci;1 lu. existencia de dos tipos de proposiciones 
n1atcn1úticas que son los tcorctnas y los pn1blcn1a~. Los p1·i1n..:ros se <.1t:111ostraban y los segundos se 
con.:->.truínn prohando que In con~trucción cumplía con las propiedades requeridas. 

En los J::h•111t·111os de Euclides se encuentran :-.ólo const1·uccioncs con regla y con1pás. lo cual solía 
ser ton1ado C(11110 estándar. 111ic11tras en las C(}/cccioncs Alatcw1cíticns de Papo se establece la 
siguiente división en tres partes de los problemas gcomCtricos: 

a) Plunos, 
b) Sólidos. 
c) L.incalc.o.;, 

si se construían i:on regla y co1npás.. 
si se construian con cónicns. 
~¡~e requería de cu1·vas mñs con1plicad;1s. 

Esta linea de pensan1ie11to de alguna manera es retomada por Descartes en su clasificación. rnis111a 
que sólo cambia en la generalización de las cónica~ a curvas de grado algebraico superior. Dentro 
de su clasilicación de los problema~ gcon1étricos señala que no debe existir diferencia entre las 
linc<ls geométricas y la~ n1ecúnicas. con10 los griegos lo consideraban. sino que unas son tan 
válidas cnn1n la~ 011·a~. Mi:nciona que la recta y el círculo finaln1cnte son trazados con instrumentos 
que no son mús p1·ccisos que su cotnpás múltiple y define lo geomCtrico como aquéllo preciso y 
c:xactn. 



Al considerar estos antecedentes resulta claro que para Descartes la solución de los problemas 
geométricos es una construcción realizada con curvas. no un procedimiento algebraico. La 
solución es válida en tanto puede construirse o hacerse de alguna manera similar a las 
construcciones cuclideanas: el álgebra. que es usada como herramienta cuando es necesario. queda 
como eso .. corno una herran1icnta. 

Aquí es donde. par.:.1 resolver Jos problen1as geométricos del segundo tipo. entra el compás múltiple 
con10 constructor de cur-vas (figura 2.5). 

Figura ~-5 

Este aparato y la ll"lrn1a en que tra.1:a curvas al abrir~c.: c.:~ paru Descartes tan válido y claro como un 
con1pás norn1al. pero adcmús considera que no es necesario construirlo y usarlo. En realidad. según 
CI. para la resolución de prohlcm;is hasta con imagin:11· (ver. para un significado de la imaginación. 
el capítulo 3 de csw tesis) que la cur'" a es trazada y considc-rar sus pr·opicdadcs. Posiblemente esto 
no era nHls que una rc111inisccncia del t::\.pcrirncnto irnaginado -secunc/11111 imagi11ationcw1- al que 
tanta referencia hacc.:n los filósofos naturalcs del siglo XIV (.'\1urdoch ... lnh:llectu.al fi.11.:tors"', :!80-289). 

Por otra parte. es claro que las curvas son gt!ncrada!'. n1cdiantc un nlovimicnto único o movin1icntos 
subordinados los unos a los otros. ya que al abnr el compás ese movimiento basta para que la 
primera regleta empuje a la segunda. la segunda a la tcrcer.i y así sucesivamente. todos los 
movimientos dependiendo del primcr·o. 

Al enunciar los problemas dd tercer tipo. los qur: no se pueden resolver mas que con curvas 
generadas poi· mcivirnicntos no subordinados unos a 0tros. Descartes da con10 ejemplo la cuadratriz 
(figura 2.6). 
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Figura 2.6 

Para obtener esta curva trazamos el cuadrado ABCD y deslizamos verticalmente el lado AB a una 
velocidad uniforme desde su posición hasta DC. Adc1nás girmnos. con centro en D y en el sentido 
de la.o::. n1aneci\tas del reloj. el lado DA. también a una velocid<:\d circular uniforme hasta OC. Los 
movin1ientos deben comenzar y terminar a\ 111ismo tic1npo para que la cuadratriz quede 
determinada por los puntos de intcn:.ccción de hls dos rectas en movinlicnto (sin incluir el punto F). 

Las velocidades de \o:,;. movimientos de AB y DB no pueden ajustaf!"c entre si debido a que no es 
posible detcrn1inar e\ cociente de manera racional. ya que \a relación entre los n1ovimientos 
i11vo\ucrn. una recta y un arco de circunferencia. lo que in1plica que el cociente contiene a rt como 
factor. que no es racional. produciendo así un resultado irracional. No es posible entonces supeditar 
un movimiento al otro. 

Al parecer Descartes conocía el procedimiento inventado por Clavius para construir la Cuadratriz. 
presentado en su Co111e11tario soln-e Euclidc:;;. C1avius \ocaliztl puntos de la curva 1nediante la 
bi:-;ección consecutiva de\ cuadrante de circulo y <lcl segmento AD. Primero biseca el cuadrante y 
el segmento. vuelve a bisecar las 2 partes obtenidas para tener 4 y después 8, hast¡i que en el pa!->O 11 

obtiene 2'' puntos de la curva mediante la intersección de las dos rectas mo:-.tradas en la figura 2.6. 
Aunque es posible obtener una cantidad tan grande de puntos .sobre la curva como se quiera. no 
existe una forma de trazarla continuamente. y por tanto no le parece a Descartes como una 
construcción válida. Esto resulta curioso porque en La Gevmcrríu. para construir la conchoidc. se 
utiliza un procedimiento también de localización de puntos y la curva no es en realidad trazada .. 

2.5. Curvas y ecuaciones 

Ha..e;,ta el momento ~ 1619- no existe par:l Descartes una relación íntima o fundamental entre las 
ccuacionc~ y las curvas. Sólo ha encontrado un aparato que traza la .. .., curva.o;; que él con~idcra nccptables. 
las cuales caractcn7a como la.."" generada.."' por un n1ovimiento Lmico o por n1cwi111icnto!-> subo1·dinados. 
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Por otra parte~ al establecer una nnnlogía entre \a aritmética y la geometría. una como el espacio de 
las cantidades discretas y la otra cotno el de \as cantidades continuas. Descartes necesita romper 
con la idea de representar .'\""2 como una superficie y x 3 con10 un sólido~ como era usual~ ya que ello 
no le permite representar n1agnitudcs correspondientes a potencias mayores. Es necesario 
interpretar e\ resultado de las opern.cioncs con segmentos como segmentos de nuevo. de la misma 
fonna que ocurre con \os números. De hecho. La Geomctrit1 comienza con la construcción de las 
operaciones aritméticas (-r. -. -7, x y raíz cuadrada) para segmentos utilizando regla y compás. 
cuestión que en un inicio parece no tener una razón de ser. pero que en realidad. por sencillo que 
parezca. es el planteamiento basal de toda la obr..1 y el paso fundamental en la simplificación de la 
representación algebraica de curvas. 

Para entender la transición de la idea cartesü.lna. es ~1conscjab\c repasar las nociones sobre curvas 
que Euclides había heredado ¡1 la gcomctria de principios del siglo XV1. La forma en que se 
definían las curvas en la antigüedad griega. sobre todo las cónicas,. era mediante sus propiedades. y 
nunca por una ecuación -pues no existía nada st.~mcjantc al ñ.lgebra- aunque podemos considerar 
que está prácticamente i1nplicita. Por ejemplo,. la parábola se definía a través del siguiente 
procedim icnto: 

A 

F 

Figu1·a 2.7 

Tómese el cono circular recto u oblicuo ABC, A el vértice, B y C puntos diametralmente opuestos 
en la circunferencia de la base del cono. y un punto V sobre AB desde donde se traza VD paralela 
a AC y con D en BC. /\ continuación, trúccsc EDF perpendicular a BC y sobre la base del cono. 
Considérese la curva FVE resultante del corte del pluno VEF con h1 superficie del cono. 
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Si tomamos un punto P arbitrario sobre la curva FVE y trazamos PG paralela a DE y JI paralela a 
BC por G, tenemos que Jos triángulos VGI y ACB son semejantes, de donde obtenemos 

(2.3) IGIVG - BC/AC. 

Por otra parte. los puntos l. J y P se encuentran situados sobre una circunferencia con G sobre el 
diámetro U y con GP perpendicular a éste (figura 2.8). 

Figura 2.8 

Los triángulos JGP y PGJ son similares por tener los tres ángulos iguales. ya que los ángulos IGP, 
JGP y IPJ son rectos. Así. tenemos que 

(2.4) PG/IG ~ JG/PG 

y multiplicando las igualdades (:?.3) y (:?.4) lenemos 

(PG/10) · CIG/VG)~ (JG/PG) · (IlC/AC) <~> PG/VG ~ (BC · JG)/(AC · PG) 

pero JG = HV. y como A VH es semejante u ABC tenemos que 

HV/VA ~ BC/BA ~> 1-IV ~(VA· BC)IBA 

(2.5) =:> (PG):: = r \!G 

con r =- ((BC):: · A V)/(AC · BA). que es el latus rectwn y. además. es una l."Onstantc. 

Así pues. cualquier curva que satisface la propiedad (2.5) para todo punto P en ella era, para los 
griegos. una p¡1rábola. 

Para nosotrn:~. Ja diferencia entre definir la pnrúbvl'-1 corno lo~ griegos o por la ecuación x~ = 1:i· es, 
en principio. sólo una cuc:stión de notación. La cqu1\ alcncia entre la~ do~ detinicionc~ 



presenta un problenm porque dan1os por construidos automáticamente los ejes cartesianos. cuestión 
que para el siglo XVII representaría algo completamente nuevo. 

Regresando a las medias proporcionales: dados a y b es posible encontrar~ usando el compás 
múltiple~ x y y tales que 

al.'-· = xly = ylb 

lo que in1plica también las siguientes tres ecuaciones 

a) x:!.,._,,"Y 
b) _l,:! = hx 
e) xy=ub 

misn1as que representan tres curvas. do!-. parábolas y una hipérbola. respectivamente. 

Figunt ::!.9 

De lo anterior se puede concluir que si se tomn el compás múltiple AB = a. al irlo abriendo AX 1 

lomará el valor de x y AX~ el valor de y que satisfacen la ccuución a)_ A.si pues. el compüs de 
Descartes traduce o convierte una ccunción en dos 111ovi1nicnlos subordinados uno al otro. n1ismos 
que <lctcn11innn pares de ~cgn1cntos que sntisfoc:en In ccunción. Si estos tnovinlit:ntos son asociados a 
rectas que se de.sli7nn con ciertas vclrn:idades sohrc dos ejes perpendiculares. siendo ambas paralela....,. 
al eje por el cual no se Jcslizan (figura 2.9). entonces las intersecciones de las rectas. similanncntc a la 
construcción de la cuadratriz. <lc.:tenninarñ.n los puntos de la curva. en este caso de la parábola_ 

No existe certeza de que este 1·azonamien10 haya sido el que llevó a Descartes a relacionar las 
curv~1s con sus ecuaciones. Sin cn1bt1rgo. no es dificil que así hubiera sido. I>arn reforzar esta 
hipótesis y justificar la razón por la que se to1nan ejes a los que se refiere la curva, analiccn1os la 
construcción <le !Vlcnaccmo para hallar dos media .... proporcionales (figura 2. 10). misma c:1ue ya que era 
conocida por Descarte!'>. pues aparece en el con1cntario que hace Eutocio de los pri1ncroS cuatro libros 
de Las C<;nfr·as de Aplllonio. publicado por Federico Commandino en 1516 (Bologna). Esta 
publicación tuvt1 una gran difusiún entre el medio ac~1dé111ico europeo. 
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o 
A c 

D 

Figura 2.10 

Sean OA y 00 (00 < OA) los segmentos entre Jos cuales se quieren hallar las medias 
proporcionales y colóqucn.se !'obre dos líneas perpendiculares como Jo indica la figura 2.10. 
Tomando como lado recto OD tráce.sc una parábola con vértice O y eje OB; también con lado recto 
OA trácese una parábola con vértice O y eje OC. Las par<lbolas habrán de intersecarsc en E. desde 
donde se bajurán las perpendiculares a /\O y DO en I3 y C. respectivamente. 

De este n1odo, con10 el punto E pertenece a las dos curvas, entonces 

(OBJ' ~ OA . oc & ¡oc¡>~ 00 . 013 OA/013 ~ 013/0C & OBIOC ~ OCIOD 

<-~> OA/013 "~ OB/OC ~ OC!OD. 

Lo cual significa que 013 y OC eran las medias proporcionales buscadas. 

Algo muy importante de destacar es que par.a Descarte!" había curvas que lcnían ecuaciones. pero 
no a Ja inversa. Las ecuaciones no ncccsariarncntc daban lug;1r a curvas. 

En ténninos generales. lo que Descartes descubre es que el meollo de las operaciones con su 
comp::is radica en que éstas corresponden a la manipulación de magnitudes proporcionales. y que 
por ende el compás múltiple podría ser utilizado para resolver cualquier asun10 reducible a un 
problema sobre magnitudes proporcionales. Parece que para 1619 Descartes comenzaba a darse 
cuenta que el manejo de magnitudes proporcionales -bajo Ja forma de longitudes de segn1entos­
quc representaban númcr·os o va.-iablcs numéricas denotadas mcdia111c símbolos. así como las 
medias proporcionales buscadas en Jos casos gcornétricos. podrían todas el/as ser representadas 
con su compás. Esto empujaba a Descartes a contc1nplar a las matemáticas en términos del compás 
mldlipk. hucicndo que su nuevo propósito fuera. como Jo señala Schuster. "el inrenrar reescribir 
las ecuaciones como proporciones y Juego acomodarlas bajo la arquitectura del compris" (Schustcr. 
Scicntific Revu/ution, 146, citado en Gaukrogcr. I:Jescartcs. 99). 
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2.6. La construcción de ecuaciones y la clasificación de las curvas 

Cerca de 1620 Descartes descubre que es posible encontrar dos medias proporcionales utilizando 
una parábola y un círculo de ciertas dimensiones y en ciertas posiciones, aunque no da a conocer la 
demostración hasta muchos años después. 

Considerando entonces que dos medias proporcionales pueden hal1arse mediante una ecuación 
cúbica, como se menciona páginas atrás. y mediante la intersección de una parábola con un circulo. 
Descartes conjetura la posibilidad de resolver ecuaciones de tercer-o y cuarto grado de manera 
general mediante un procedimiento similar. 

Por 1628 este descubrimiento y la idea su.-gida a partir de él habían madurado hasta adquirir la 
misma forma con la que aparecen en La Geometría. donde n1uestra cómo reducir ecuaciones de 
tercero y cuarto grado a las fonnas 

x 3 = ± apx± a 2 

mismas que pucdc11 ser .. construidas .. (en el sentido de lo dicho en la sección .. 2.4. Aritmética y 
Geometría·· de este capitulo; ver también el capítulo 3 de esta tesis) i11tcrsecando un círculo y una 
parábola. Por ejemplo. la ecuación x"' = ap:~.2 - n 2qx + r. con a= l. se resuelve mediante la siguiente 
construcción (Figura 2.1 l ). 

F 

Figura 2.11 
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Trácese la parábola FAG con eje AC. tomando AC = 'á a= Vi como su latu.<; rectum. Tómese D en 
AC (del mismo lado de A que C) tal que CD= 1/2p. Tr.icese DE perpendicular a AC tal que DE= 'hq. 
Tómese R en AE (del mismo lado de A que E) tul que AR = r y también S (del lado contrario de A 
que E) tal que AS = a = 1. Tniccse un circulo con diámetro RS y dibújese la perpendicular a RS por A 
que cortará al circulo en 11. Con radio El-1 y centro en E trácese un circulo que intersccará a la 
parábola en G y F y al eje de la parábola en L. Trazamos también las linea..i;;o auxiliares MK. paralela a 
DE. y EM paralela a OK. Resuha que GK es la raíz positiva de la ecuación y FL corresponde en 
magnitud a la negativa. 

Dc111ostración 

Se demuestra sólo que GK es la raiz positiva. El que FL también es raíz se comprueba de manera 
semejante. Sean GK = x. AK =y. La parábola satisface la ecuación x 2 =y. por lo que tenemos 

DK = AK - AD= x:i - (AC + CD)= x:i - 1h p - i,,-:: 

como DE = Kl'V1 = 'l'.! 'I· sucede que 

y como EMG es rectángulo. por el teorema de Pitágoras 

como EAD es tambiCn rcctúngulo 

Además (Al-l):i"'""" AR· AS (por la proposición 13 del Libro VI de Euclides. que también se obtiene 
directamente de Ja igualdad (::!.4) anterior). pero AS= l y AR= r. por lo que se tiene que (AH)2 = r. 

Como EAl 1 es rcclángulo. 

Como EG""" Ell por ser ambo~ radios. (EG>~ = (El·I)~. si y sólo si 

Q.E.D. 
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Al meditar sobre este dcscubrin1iento. Descartes se da cuenta que es de la mnyor trd.Sccndencia. ya que. a 
.su parecer. ha encontrado ""el secreto universal de la solución mediante lineas geométrica.;; de todas las 
ecuaciones de tercer o cuarto grado''. Tal cual lo reporta Isaac Bceckrnan en su Jounu1l (A.T .• x. p. 344). 

Además de lo anterior. el descubrimiento de la constn1cción de medias proporcionales con un 
circulo y una parábola innuyó en la idea de Descartes respecto a cómo clasificar las curvas. Para él 
las curvas eran geomCtricas. como se dice 1nás atrás. si se trazaban mediante un n1ovimiento único 
o por movimientos subordinados y. dentro de las geométrica..<;. clasificaba como ºsimples .. las que 
se trazaban con facilidad. las que podían trazarse ••clara y distintamente ... para utilizar términos a 
los que se recurre en el Discunu) del MCtodo. Poco dcspuCs se da cuenta que, aunque las curvas 
que traza su compás mültiplc son simples en el sentido anterior. dichas curvas poseen ecuaciones 
con1plicadas. E~ao poden1os vedo al encontrar las ecuaciones respectivas. 

Figura 2.12 

En la figura 2.12. si ton1mnos AB ="constante. A.X 1 = x. X,X:? =y y AX:?= z. podemos encontrar 

la ecuación de la curva e, que traza el punto X:? al deslizarse por t1 confon11e se abre el compós en 
los ejes coordenados_,. y y. 

Tenemos pues que ABX 1 y AX 1X:? son. con10 ya sabíamos. similares por lo que 

xla = =lx 

Pero con10 AX 1X:? es rectángulo se cumple d tcm·ema de Pitágoras. por Jo que 

=:?=X:?+ .l;!. 

que es la ecuación de : , expresadas en coordenadas cartesianas. 
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Mediante proceJimicntos similares se obtiene que la ecuación de C.2 es_~= a
2 (x2 + .l,.2)J y la de C"' es x 12 

= a 2 (.r + ),.2)
5

• de donde resulta evidente que las curvas no quedan detem1inadas por una ecuación 
sin1ple y que Ja complejidad crece confmmc se aumenta el número de regletas en el compils múltiple. 

En un principio el problema de que las curvas "simples" no lo fueran algcbraicamcnte no es 
importante para Descartes. ya que lo importante era que las curvas pudieran tJ·azarse y no que 
tuvieran asociada una ecuación. Pero al escribir La Geometría la situación ya no es la misma. es 
necesario resolver problemas de construcción de ccuacionc:s y por ello Descartes señala que es 
necesario utilizar las curvas de menor grado y que con1plcjidad posible. Al respecto dice: 

••ror las curvas n1ás simples debemos entender no sólo las que se describen más 
fácilmente o las que facilitan la construcción o demostración del problema 
propuesto. sino. sobre todo. kls que son del tipo rnús simple que pueda usarse para 
determinar la cantidad tras. la que se anda." (Descartes. La Gco111etría. 155) 

Por el ••tipo más simple .. cntcndc1nos el grado algebraico más bajo y por .. determinar la cantidad 
tras la que se anda" se refiere a resolver la ecuación polinómica planteada. 

Contrario a lo que se piensa actualn1ente. las ecuaciones y las curva.<; no son para Dc~cartcs lo misn10. 
no hay una equivalencia total. Las ecuaciones quedan n1ás qui! otra cosa como herramientas para la 
clasificación y "constnicción" de problemas geométricos, que son en realidad problemas de 
resolución de ecuaciones. Por otra parte. las curvas aceptables en geometría deben tener una ecuación. 
todos sus puntos deben de poder ser a.-.ociados a una coordenación rectangular mcdiamc un número 
finito de operaciones algebraicas: pero nunca define que toda ecuación algebraica dé por resultado 
una curva aceptable gcon1étricamentc. La razón por la que esto ocurre es que lo n1á." importante en 
tém1inos de una curva era poder trazarla. es decir, encontrar un aparato o un modo para hacerlo. 

2.7. El problema de Papo y las curvas aceptables en Lt1 Geometría 

El problema de Papo era de la mayor importancia en la época de Descartes. Para unalizarlo dejaremos 
de lado los antecedentes y cntrJremos directo a La Gconictría. donde el autor presenta su solución. la 
cunl considera como una prueba de que su .. método'~ era correcto y superior a los conocidos. 

El problema de Papo se plantea del siguiente modo. Dadas n líneas rectas y un punto C. se deben 
dibujar líneas desde C formando ángulos dados con las líneas dadas. Para n = 3 las líneas trazadas 
desde C deben satisfacer que el producto de dos de ellas y el cuadrado de la tercera guarden una 
cierta razón ,fada. Para n > 3. si n es par. el producto Je n/2 lineas desde C debe guardar una razón 
dada con el producto de las otras n/.2 lineas; si /1 es impar~ el producto de (n + 1 }12 líneas desde C 
debe guardar una rnzón duda con el producto de las otras (n - 1 )/2 líneas. El problema ~c rcsudve 
al hallar el lugar de los puntos e que ."atisfacen las condiciones. 
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Se sabe que Descartes resoJ,·ió el problema de Papo durante el invierno de 1631-1632~ pero la 
solución original no se conocc 1

• La primera referencia que se tiene es la que aparece ya en La 
Geometría. donde presenta una solución para 11 líneas dadas que se obtiene mediante la 
generalización de una construcción para el caso de cuatro líneas {figura 2.13). 

Un bosquejo de esta construcción es el siguiente. Dadas las líneas AB. AD. EF y GI-J. supóngase 
que se ha encontrado un punto C que satisface las condiciones del problema. de tal modo que los 
ángulos CBA. COA. CFE y CHG tienen cada uno un valor prcdctcnninado y tal que 

CB · CF ~ CD · CH 

Descartes comenta que el hecho de que la razón entre los productos CB · CF y CD · CI I sea 
diferente de 1 no complica en lo más mínimo la construcción. 

Es importante notar que B habrá de variar si C cambia de posición. Así. toma x = AB. y= BC y 
señala que todos los ángulos en el dibujo son fijos por lo que es posible expresar a la.."' líneas 
trazadas desde e como 

CD = (czy + hcx)I:!: CF = (ezy + dek + dex)lz2; CJ-1 = (~v + fgl - fgx)tr; CB =y 

con b. c. d. e.f. g. k. l.= fijos. 

Entonces. al hacer CB · CF = CD · CH tenemos 

1 El prubh:ma de P;1po Je fue propuesto a Dcscancs poi· Jacobu-. Golius. su profesor de mutcmóticas en Ja Universidad de 
Leiden. El inten:s de Gulius por el lr.:ihajo de l\polon10. en paniculur su tcolia de las cónicas. lo llevó u estudiar Jos 
comentarios <le Pupo a dicho lrahajo 
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).? = (( < .. J.f;l= - <klc?)y - (de='! + cfi.;z - /Jcgz)xy + h,fg/..'\: - bcfgx2
) I e;? - cgz2 

Comenta Descartes que para cualquier número de líneas dadc.1s. la distancia de C a éstas 
(respetando las condiciones del problema) sien1prc podrá expresarse como ..... n1ultiplicada por una 
cnntidad conocida n,ás y por olrn cantidad conocida mús una canLidad fija. por lo que la ecuación 
anterior sicn1prc podr~l ser dctcnninada. aunque iní nu1nentando de grado conforn1e aumente el 
número de lineas dadas. 

Volviendo ni caso de cuatro líneas. afirma que. dependiendo de los valores relativos de las constantes. 
el lugar gco1nétrico de Ces una recta. un circulo o una de las tres cónica~ restantes (pm-Ubola. elipse o 
hipérbola). Las rcct~is y el circulo se dcti:rnlinan sin proble111a y para l¡L"' cónicas encuentra el larus 
rectu111. lllflts tra11s\"c.>rstm1. eje y vértices. según sea d caso. con lo que pueden ser lrazad~1s. 

Así. para cuatro lineas el probktna de Papo es resuelto dentro de los estándares. ya que la curva 
buscada puede ser en efecto trazada. En can1bio. para 1nas de cuatro lineas, lo que se hacía era 
tomar un valor arbitrarit.) de y. e:-. decir un punto en el scgn1enlo BC. para entonces dctenninar x 
geotnétricamcntc y obtener un punto de la cu1-va_ Repitiendo este p1·occdin1icnto es posible 
dctcnninar tantos puntos como se quit.·r¡1. pcn.) sictnprc en un nú1nc1·0 finito. lo que produce 
entonces que d problema no hay¡1 sido resucito dL• la 1nancra que Dcsc .. 1rtes considerab<.1 correcta 
debido a que \a curva no crn trazada. sino que crn dctcrn1innda por puntos de nu"')do sitnilar al de la 
cuadralriz (figun1 2.6). 

Para profundizur en este asunte'. en /.a Cicomctría l)cscartes analiza dos c~1sos particultircs del 
problcn1a para el caso de cinco 1inc¡1s. En esto~ ca!-.<.)s considentn cuatro lineas paralelas con 
sepuracioncs uniforn1L~ cortada~ poi· una tn1nsvc1·sa1 en úngulo rcch-.. En uno de los casos muestra 
que la curva e:-. la parúbo\a de tercer grado --conocida cotno la '"parábola cartesiana·•- que es 
construida prcvian1entc cn el 1nismo libro 1ncdiantc el movi1nicnto con1binado de una parábola y 
de una recta. Esl~1 curva puede ser tnlzada n1cc;inicarncntc. En el otro caso se re111ite a la 
consln1cción por puntos scilalada 111ús a1Tiha. 

l)c csle tnodo Desearles no encuentra Dtra salida tnñs que adn1itir construcciones por puntos. pero 
no admite todas. Por cjen1plo. ~iguc sin admitir ccmstruccioncs como 1a de la cuadratriz y la de la 
espiral arquimcdcana c.kbido a que. a diferencia úc las cut" as vúlidas. éstas son obtenidas a partir 
de punlos especiales y por ello no es po ..... ib\c dctcn11111arlas en su totalidad. En la cuadratriz. por 
cjen1plo. los puntos c.¡uc pueden dch:nninarsc Sl)ll aquel10s correspondientes sülo a porciones 
racionalci-. d..:\ l.: u arto <le an.·o o d"-·I bdt) dd cuadr:.\dn (ver figura 2.6), quedando fuera todos los 
correspondientes a pon:inncs in·;:h;ionalcs. Esto dcbi<lo a que los desplazanlientos de la línea 
horizontal dchinn estar sincroni:?a<los con el n1ovi1nicnto de\ radio que va trazando el círculo. de 
n1ancn1 que cuando !-.e cscogc un punto sohn: la "crtical Cstc deberá corrcspotldcr a una cierta 
división (racional) dc la linea y la m1 ..... 111a k con-c ..... pon<lcrú al úngul<.) que se ha desplazado el radío . 

.¡.¡ 



Por otra parte, en las construcciones válidas todos los puntos de la curva pueden ser determinados 
sin importar su ubicación en la misma. Esto es más claro al observar Ja siguiente construcción por 
puntos de la conchoide (figura 2.14). 

~· B a· 

e 

Figura 2.14 

La curva tiene la propiedad de que dado un punto fijo C y una recta l. la magnitud del segmento 

que va de un punto P arbitrario hasta la intersección de PC y les constante~ es decir PB = P"B' para 
cualquier par de puntos P, P · en la curva. 

Descartes explica que las curvas que se pueden construir dctcrrninando 0 "indifcrcnten1cntc'' sus 
puntos son las misn1as que se pueden trazar a su vez por movimientos regulares y continuos, por lo 
que no deben ser excluidas de la geometría. Sin c1nbargo no establece una prueba de esta 
equivalencia entre curvas. si bien es intuitivmnentc evidente que así sucede. 

Algunas de estas curvas construidm; por puntos~ como los óvalos que tienen la importante propiedad 
de hacer que Jos rayos de luz convcr:jan en un punto detc1niinaUo, son presentada...,, en La Geometría. 

Después de definir las curvas gcomCtricas como las trazadas por movimientos ünicos o 
subordinados. o tan1bién con10 las construidas por la determinación arbitraria de sus puntos. 
introduce adema...,, las trazada.._..; con la ayuda de cuerdas. 

El método de construcciones con cuerdas e!-. pn:senu1do en La O¡uica. escrita en 1632. donde retoma 
la manera en la que losjurdincros .solían dibujar elipses e hipérbolas. La forma de trazar Ja elipse, por 
ejemplo. se reduce a tomar una cuerda atada en círculo y colocar dos estacas fija:-., A y B. que estarán 
separadas prn· una distancia menor a un medio del largo total de la cuerda (figur..1 2. 15). La cuerda se 
coloca alrededor Uc las estacas. se lcnsa con otr<.1 cswca en P y ésta se n1uevc. trazando así Ja curva. 
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Figura 2.15 

La construcción se basa en la propiedad. exclusiva de la elipse. de que la suma de la."' distancias de 
todo punto P en la curva a los puntos fijo~ (focos) A y Bes constante. es decir PA + PB =c. donde 
e es la longitud total de ta cuerda menos AB. 

Otro ejemplo es la construcción del óvalo (figura 2. l 6) mencionado unos párrafos atró.s, que se 
presenta en La Geornetrfo donde. to111ando puntos fijos F. K. G y colocando una regla que gire 
apoyándose en F y con su otro extremo en E. se atan los extremos de una cuerda en E y G pasando 
por K. La cuerda es tensada sobre la regla con la pluma que al moverse habr:i de trazar el óvalo. 

F 

Figun1 2.16 

Para concluir. hay que conientar que lo que finalmcnh .. "" es importante para Descartes. con respecto 
a la aceptabilidad de las curvas en geometría. es la existencia y la posibilidad de detcnninar una 
razón medible? como lo scfmla al clasificar los problemas geométricos. Sólo las curvas usadas para 
resolver problemas de los tipos 1 y 2 son las aceptables. Es necesario poder hallar las proporciones 
exactas. es decir racionales. entre lineas curvas y rectas qut: ~e combinen para trazar las curvas. 
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Capítulo 3 

Las Reglas para la Dirección del Espíritu. 
La búsqueda de la matliesis universa/is 

3.1. Algunos antecedentes históricos 

Durante su estancia en París. de 1626 a 1628. Descartes conoció n destacados científicos, estudio­
sos. teólogos y gente del mundo literario. Entabló amistad con Jcan-Luis Gucz Balzac y con algu­
nos hombres de pensamiento radical y nntia.-istotélico. en una época en que la subversión contra Ja 
Iglesia se castigaba con cárcel. dc~ticrro o la hoguera y. del mismo modo. las tesis antiaristotélicas 
eran también sancionadas y los textos en los que aparecían eran mandados a destruir. 

Llega el punto en que. ahí en Parí~. a Descartes le nace una obsesión tal por la büsqucda de la 
verdad en la naturaleza, que no puede <lcdicar~t! a otra cosa distinta y no puede llevar relaciones 
normales con la gente. Decide retirarse a l lulan<la y estar solo po.ra ponerse a trabajar. 

En 1628. antes <le irse. Desearles comenta a Bccckman que en los últimos 9 años ha hecho 
grandísimos pr-ogrcsos en la aritn1ética y en la geometría y que cuenta con 

l) Un método cicntifico univcr-sal 
2) Un álgebra .. general" 
3) Una nueva forma de hallar medias propo.-cionales 
4) Una solución general a todas las ecuaciones de tercero y cuarto grado 
5) La ley correcta de la refracción 

Sin embargo no escribe nada de esto todavía. Al parecer, Descartes en el punto 1) se refiere a las 
ReghL<> pczra la Dirección del Espiritu. obra que ya tenia bosquejada pero que escribió en el retiro y 
que sería publicada póstumamcnte. Los puntos 2). 3) y 4) se refieren a temas que incluirá en La 
Geometría. 



3.2. Las reglas cartesianas 

Como se menciona en el capitulo 2 de esta tesis~ la generalización de resultados es un factor muy 
in1portantc y d vc1·dadero genio del pe11samicn10 gcornétrico cartesiano. Descartes tiene Ja 
capacidad de generalizar resultados a panir de la solución de problemas particulares. 

Aristóteles consideraba que la actividad intelectual genuina se carncteriza por la operación mental 
que lleva de lci particular a lo universal y que esta operación de generalización sólo puede ser 
percibida. no es posible analizarla ni siquiera describirla adecuadamente. 

Por el contrario. Deseas-tes. con gran optimismo. escribe la~ Reglus vara la Dirección del E ... ·píri111 
que han de explicar cómo es que mc<liante la intuición se llega a resultados verdaderos. 

El libro de Descartes. con10 se menciona al final <le la regla XII~ iba a constar de las siguientes tres 
partes: 

l) Proposiciones simples. 

2) Cuestiones que se entienden bien. 

3) Cuestiones que no se entienden bien. 

Descartes estaba en ese rnorncnto pisando tcn-cnos inexplorados y en realidad no tenia n1ucha idea 
de lo que h~1cia. al grado que la obra no fue cnncluida. llegando hasta ht regla XXI y sólo 
enunciando las tres últirnas. 

El objetivo de la primer::& sección del lib1·0 es preparar al cspintu para que pueda intuir las 
proposiciones simples de forma clara y distintn. Descartes afirma que el verdadero conocimiento 
sók1 puede estar basado en verdades indudables. pero éstas se pueden vc1- únican1ente si mirnrnos 
en la dirección correcta. es decir. si aplicamos el método corn:cto. Deberraos reducir lo complejo a 
lo sin1ple y mostrar córno se unen las proposiciones en una cadena deductiva identificando todos 
los eslabones de una ~ula vez. TamhiCn es nccl"~ario ejercitarnos para capt¡¡r claramente las 
naturalezas simples ll las esencias genuinns mediante el anitlisb de materias simples y proceder 
sicrnprc. en todo. de rnanc..-a ordenada. 

f.)csc¡1rtes percibe con cla1·idad de que sus reglas no volverún a la gente más inteligente. pero piensa 
que podrún ayudad e a utilizar su intelecto de la 111anera rnás pr·uvechosu. siendo ello su n1otiv¡1ción. 

Cum1do años después c!'"-cribe el Discurso del Atéu~do Descartes c0ncluyc que sus reglas pueden 
r·cducirsc a los cuatro preceptos de evidencia, división. orden y cxhaustividad siguientes: 
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l) A nada debe asentirse. a menos que sea evidentemente verdadero. 

2) Cada materia sujeta a inquisición debe dividirse en partes tan pequeñas como 
sea posible y debe tratarse cada una por separado. 

3) Cada parte ha de abordarse por orden. las má.~ simples primero. 

4) Ninguna parte ha de omitirse en la explicación del lodo. 

La segunda parte del libro indica cómo hay que proceder para resolver aquéllo cuyo significado es 
claro. es decir. se entiende bien. pero cuya solución no podemos encontrar. Para lo anterior. dice 
Descartes. es neces:.u-io prescindir de toda noción superflua y aspirar a la simplicidad y el orden. 
Conio se ve. está proct:diendo de manera similar a lo expuesto en las primeras doce reglas. 

La cuestión importante y la cone~ión con Lo Geometría es el hecho de que Descartes considera 
que no existe ningún problema en transferir sus reglas abstractas a la materia rcat aunque indica 
que ser::\ neccs:.11·io utilizar \a imaginación. entendiendo por Csta nuestro recurso para idear 
in1ágencs. Afirn1a que habrcn1os de visualizar fom1as y figuras. pero la información que no sea 
inmediatamente pertinente a la cuestión dcbcra guardarse en símbolos abstractos. 

Las reglas. llevadas a1 terreno de \o práctico son. en esencia. lo que aparece en el primer 1ibro de 
La Geometría cuando d autor se refiere al modo de llegar a una ecuación polino1nia\ a partir de un 
problema. Este procedimiento. que e~ explicado con más detalle en la sección "4.3. Los 
plantean1icntos y resultados de Descartes sobre la construcción de ecuaciones ... es el siguiente: 

1) Las cantidades conocidas son denotaJas con \as. primcn1s letras del alfabeto c1~ h, c • ... y las 
desconocidas cnn las últimas x.y. =····(Precepto de evidencia). 

2) Se detenninan las relaciones 1nututis obviando la distinción entre cantidades conocidas y 
desconocidas. es decir. se escriben tantas ecuaciones co1no cantidades desconocidas se tengan. 
(Precepto de divbión). 

3) Se emph:an las cuat1·0 operaciones (aritméticas) básicas. 

4) Se hallan dos ecuaciones que contengan la misma incógnita. 

5) Se sin1plilica cuando sea posible~ es decir. se van eliminando incógnitas (Aunado a los dos 
anteriores~ equivale al prect:pto de orden el precepto de exhaustividad cs.tá implícito). 

Algo importante para comentar es que Descartes cstú siempre pensando en la aplicación de .sus 
reglas o preceptos a 1<1s 111a1cmñtica.s. que considera son una propedéutica de Ja filosofia. Los 
jesuitas pensaban que apn:ndcr latín o griego permitía ordenar y coniandar cfcctiva1ni.:ntc los 
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pensamientos y <-luc sus gr~llllÚticas eran la realización de la lógica. Influenciado por ellos. 
Descartes piensa que las n1atcmáticas SOi\ un modelo d~ pensnmicnto claro. convincente y sin 
ambigüedad~ opina que de \legar a ser diestro en las matemáticas, se dominará la técnica de la 
intuición clara y de ta deducción rigurosa que abre las puertas del conocimiento. 

En su búsqueda de Ja verdad Descartes advit:rtc que la ariUnética y la geometría ofrecen más 
certidumbre que otras disciplinas por los .siguientes dos motivos 

1) Su objeto es puro y simple. 

2) Sus deducciones son claras y rigurosas. 

En la regla 11. donde habl:.l de que hay que ocuparse únicamente de lo certero e indudable y no de 
lo probable. afirma que •·cntrc la~ disciplinas [científicas] ya conocidas sólo la Aritmética y la 
Geometría están libres de todo defecto de falsedad e incertidumbre ... "(Descartes. Reglc1s, 70). 

En la regla IV. comenta que cu¡ilquier mathc5is 1111iversulis, con10 es d cuso de las matemáticas, 
debe incluir estas caractcristica~. El comentario surge a propósito del esquema mediante el cual 
Descartes enlaza una cx.pre::-ión algebraica con el funcionamiento del compás múltiple. 

En esta misma sección Descartes comenta que se encuentra intrigado !"obre las razones que 
hicieron que los antiguos griegos conccdicn.1n tanta importancia a las nlatcmáticas, siendo que su 
legado consistía las mUs de las veces de cálculos y demostraciones que eran bastante triviales. Tal 
situación le llevó a cspcculnr sohrc si no sería que los antiguos do111inaban un cierto corpus 
matemático muy diferente del que hoy (en la época de Descartes) se ~onoce y del cual no nos llegó 
nada escrito. Estaba convencido de que las semillas de ciertas vcrdaUcs básicas est<in implantadas 
en la mente humana. y que dichas sen1illns dieron lugar a frutos n1aravi1losos en la Cpoca dorada de 
las matemáticas griegas. pero que. dr.:safortunadamcnte. se han echado a pcrdr.:r en los tiempos 
modernos (siglo XVI 1) debido a los diarios y constantes errores a los que nos vemos sometidos 
(A. T., X. p. 376). Ra.stros de estas .. vc1·dadcras nmtemáticns .. le parece que eran visibles en los 
trabajos de Papo y de Diofanto. y que si no encontramos tnás t...lc ellos en ~us obras es porque con 
algo de perversidad ocultaron este tipo de matcmúth:as~ como se sabía que lo hacian algunos 
inventores pues htcmian que su:-. n1étodos. por ser tan laci!cs y sencillos. serían despreciados si eran 
transmitidos; a~i que para ganar nuestra udn1iración lo que nos n1ostraron con10 frutos de sus 
métodos fueron algunas verdades estériles demostradas con argumentos ingeniosos. en lugar de 
proporcionan\OS el 1nétollo, el cual habda desvanecido nue~tra admiración. En nuestro tiempo 
algunos hombres dotados de ingenio han intentado revivir este método. porque me par...:cc que es el 
que se conoce como "ñlgchra' ... ··(A. T .. X. pp. 376-379). 

Cuando Descartes ~e ocupó de este.' asunto cnn n1ás cuidado, dicL- haberse dado cur.:nta de que la 
preocupación única de la!-. matcn1áticas es ocuparse de cuestiones relacionadas cLln el orden y la 
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medida. y que no le importa si la medida en cuestión se ocupa de números. formas. sonidos o 
cualquier otra cosa. Esto lo llevó a intuir que udebcría existir una ciencia general que explicara 
cualquier asunto relacionado con el 01·dcn o Ja medida, sin imporlar cuál era el tema con el que se 
vinculaban, y que esta ciencia debería ser llamada mathesis universa/is -un témlino venerable con 
un significado bien establecido-. ya que abarca todo lo que pcm1ite que esas otras ciencias fueran 
tenidas como ramas de Ja matcn1ática ... hasta este dia he dedicado todas mis energías a esta 
rnathesis universa/is para con ello poder ser capaz de enfrentar ciencias n1ás avanzadas ... •• 

La idea de una mathesis universa/is ya tenia una larga historia en el siglo XVII (Crapulli. Ñíathesis 
Universa/is). Esta noción parece remontarse a personajes como Aristóteles y a Proclo aunque la 
fuente más confiable de ser la indicadora e.le esta suerte de renacimiento fue el matemático belga 
Adrianus Ron1anus. quien en la segum.la parte de su Apología pro Archimcde ( 1597) desarrolló con 
detalle Ja idea de una nulfhcsis lmivcr.wrlis. Retomada por Descartes~ donde se dice que "exhibe los 
medios para resolver todas las dificultades que surgen en las ciencias matemáticas y demuestra que 
el intelecto humano no puede ir má..-; allá en estas cuestiones .. (Gaukroger. Descartes, 1O1 ). 

3.3. La intuición y la deducción 

Para Descartes. con10 lo expone en la rcgln 111. la única manera de adquirir el conocimiento es 
mcdianlc la intuición o la deducción. Define la intuición com0 .. la concepción de una mente pura y 
atenta tan fácil y distinta, que en absoluto quede duda ulguna sobre aquello que entendemos; o. lo 
que es lo mismo. Ja concepción no dudosa de una mente pura y atenta que nace Lle la !'.'ola luz de la 
razón ... ··(Descartes. Reglas, 75). de donde podríamo!'. interpretar que es la activiUad propia de la 
mente. el razonamiento sobre lo que se percibe, la identificación de lo evidente, pero no la 
""visión··. que era la interpretación anterior a Descartes l.k la palabn1 intuición. 

La deducción es definida con10 '"todo aquello que se sigue neccsarian1cnte Ue otras cosas conocidas 
con certeza." (Descanes, Reglas. 76) y permite que 1nuchas cosas verdaderas, que no son evidentes en 
si, ··sean deducidas a punir de principios vcrdaUcros conocidos mediante un movimiento continuo e 
inintcrn.nnpido del pensamiento que intuye con transparencia cada cosa en par1icular .. (Descartes~ 
Reglas. 76). De no existir la deducción no podríamos dar por verdadero más que lo que es 
directamente intuido sin poder ir más allá de lo evidente. En c:ste sentido, la deducción es equiparable 
con el procedimiento de obtención e.le un teorema. ~11 cual se llega desde los a.xiomas, que pueden 
interpretarse como verdades evidentes. mediante inferencias lógicas. Podemos tomar a Ja deducción 
como el razonan1icnto que permite enlazar los eslabones de una cadena dd principio hasta el fin. 

Una vez que el pensamiento logra intuir con tr·anspa1·e11cia la cadena deductiva. sin ayuda de la 
memoria y cli111inando la incertidun1bi-c que ésta provoca. la deducción en cuestión. según DescartCS9 

se convierte en una intuición. Esto ocurre al acelernr cada vez má..-• i.:l recorrido e.le los eslabones de Ja 
cadena. hasta poderlos ver todos juntos en un simple y único c.l~stcllo Je la intuición. 
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Si ana1izamos las dcn1ostraciones cartesianas que aparecen en La Geometría. podcn1os ver que este 
paso de deducción a intuición cs. en cierto sentido. necesario para c01nprcnderlas y asimilarlas. De 
algún 111odo. tanto las dcn1ostracioncs cartesianas con10 las n1odcrnas. que son cotnparables en su 
rigor lógico y forn1ntidad. requieren para su verdadera comprensión la identificación clara y 
precisa de la cadena de in1plicacioncs. y no debe haber la mó.s mínima duda en cada paso de In 
argun1cntación. En breve. debemos de poder ver la dcm1..1stración de principio a fin en un sólo 
recorrido. 

3.4. Las naturalezas simples 

Los objetos propios dd acto de la intuición son definidos por Descartes con10 .. naturalezas 
siinples ... Descartes dice que .. estas natu.-a\czas sin1plcs son evidentes por si niisma.."" y no contienen 
nunca falsedad alguna". Son divididas en tres tipos: 

1) ""Punm1cntc intelectuales ... con10 el saber. el dudar, el ignorar y el dc!->ear. 

2) .. Puramente n1aterialcs ... exclusivas de los cueq1os físicos. con10 la forn1a. la 
extensión y el n1ovimicnto. 

3) .. A<.¡ué\las con1uncs tanto a \as intelectuales con10 a las n1atcrialcs .. como lo.s 
conceptos de existencia. unidad. dirección. etc .. y relaciones co1no pueden ser .. si dos 
cosas son iguale~ a una tercera, serún 1guah:!" entre si .. 

Las nnturalezas simples son clasificadas de este modo dcbi<lc• a que Descartes piensa que es el 
secreto principal de su nit.!todo. CllTllO lo n1c11ciona en la regla VI. Advierte que lns clasiíicaciones 
deben rca1izarsc en tanto las cosas pueden conocerse unus a partir <le otras. En la regla XII 
n1enciona que las cosas sin1plcs ~on las que no pueden dcscn1npDner~c en cosas n1~s sin1ples con10 
por ejemplo la figura. h.1 cxtcn~iún y el n1ovimicntu; también ~ubraya que se ocupará Unican1cnte 
de las cosas que pueden ser percibidas por el intelecto. 

Aquí queda claro que. p<U"a Oe:-;carte:-;. la.s natural...:zas sin1pks snn las que no :-.e deducen de otras. 
son las inicialc!" en cualquie1· cadena deductiva. vienen a juga1· el p:.1pcl <le lo que para nosotros son 
los ax ion1as. 

Tan1bién en la n:gla XII. Descartes explica. entre otras co:-.a~. que la percepción tiene lugar .. del 
mismo modo que la cera recibe la figura del sello .. (Dcscuncs. Re~las. 118)~ tom.l.ndolo dc una 
fonna literal. indil."a que la in1agcn. figura o sensación que n.:cibc.:n los sentidos es inn1cdiat~mcnte 
transmitida al sc.:ntido cotnún. qu1t.!n la n11prc.:siona cn la in1aginación. F:-.t~1 últitna. tan1bién lh.1mada 
fantasía. es dc-finida como .. una vcr<ladc1·a parte del cuerpo y de una n1agnitud tal que sus diversas 
partes pueden a~un1ir figura . ..; distintas entre si. y que suelen con~crv:.u·las durante nn1chn ticn1po: es 
lo que se llan1a entonces n1cn1uria" (Descartes, Reglas. 120). 
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Entonces. como d verdadero conocilnicnto -dice Descartes- resulta de la intuición aplicada a una 
naturaleza simple. en el entorno nlatemático. que es el de verdadero interés cartesiano. tenernos 
que el propósito es estudiar las relaciones o proporciones de las magnitudes en general. para poder 
expresarlas en términos de ecuaciones (Ver el capítulo 1 de esta tesis). Al trabajar con magnitudes, 
entran1os en los dominios de la extensión (una magnitud es una íorrria de extensión). que es una 
naturaleza simple de las catalogadas con10 ··puramente materiales'". pero además la extensión 
puede ser percibida en tanto se presenta en los cuerpos. de donde Descartes afirma que la magnitud 
se conoce en la extensión corpórea de la imaginación. De hecho. dice que un cuerpo extenso que 
no puede ser in1aginado, tampoco podrú ser concebido. 

Descartes define fu extensión como ''lo que quiera que sea que tenga longitud, anchura y 
profundidad''. y al respecto dice que ºno hay nada que nuestra imaginación perciba mils 
fácihnente". La materia y la extensión no son identificadas por Descartes como lo rnismo, pero al 
escribir El /vI1mclo (Descartes, El J\11111do). unos años después. considera la equivalencia. 

3.5. Las operaciones aritméticas básicas 

En busca de In simplicil.lad, la clai-idad y la intuición. en la regla XVIII Descartes pasa a representar 
las operaciones de adición. sustracción. rnultiplicación y división mediante lineas y superficies. 
Hay que notar que esta regla es la última que es explicada. las restantes son solamcnlc enunciadas. 

La suma y resta de segmentos son definidos de n1nncra trivial. La suma consiste en Ja ubicación 
contigua de los segmentos sobre una recta de tal modo que nmbos sólo coincidan en un punto. 
Co1no ejcniplo. en la figura 3. 1. !->C suman AB y BC. dando como r·csultado AC (2 + 3 = 5). 

/\ B e 
Figurn 3.1 

La resta es <.k·tenninada colocando h1s do~ scgn1entos con uno de los extremos con1uncs y de tal 
n1odo que el menor quede contenido en el n1ayor. El resultado estará dado por el segmento que une 
a los extremos no comunes e.Je los dos segnicntos iniciales. Descartes no se preocupa del signo del 
segn1cnto resultante. le interesa sólo la rnagnilud. En la figura 3.2 se encuentra la diferencia entre 
AB y AC. dando como rcsullado BC (3 - :! = 1 ). 

A B e 
Figura 3.2 
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Pnra la multiplicación, se toman como base dos segmentos. que son las magnitudes a y b a 
multiplicar. y se construye el rectángulo correspondiente ab (figura 3.3). 

a 

" 1 1 1 1 

Figu1·a 3.3 

Para continuar multiplicando la n1agnitud resultante por otra. cantidad. digamos ah por e, Descartes 
dice que "conviene imaginar ab como una línea .. para entonces construir el rectángulo de Indos ah 
y c. 

La división es definida de niancra inversa a la multiplicación. pnrticndo de que la magnitud que se 
dividirá es un rectángulo y el divisor es uno de sus lados. 

El paso en Ja imaginación. de superficie a longitud, sabemos que no es del todo trivial en términos 
geon1étricos. Descartes indica que habrü de mostrar cómo se puede pasar de una magnitud 
representada por una línea a un rectángulo. de un rectángulo a una línea o a otro rcctúngulo. uno 
de cuyos lados sea conocido. Esta construcción ya no es realizada. justo ahí termina la regla 
décimo octava. pero la respuesta podemos cncont1·arla al inicio de La Geometría donde define las 
operaciones aritn1éticas con scgni.cntos. 

En la misn1a regla. Descartes hace 1·efcrencia a la extracción de raíces. la!" cuales considera son 
divisiones en las que el divisor está dado por una relación en la <.1ue intervienen las medias 
proporcionales. Como ~e mencionó en el capitulo 2 de esta tesis. si encontramos la n1edia 
proporcional_,-. entrc l y a. entonces 

l/x = x/a X:!=± <l _,. =~. 

con lo que tendremos resucito el problema de extracción de la miz cuadrada. La~ mices cúbicas se 
obtienen encontrando 2 medias proporcionales entre hl unidad y la n1agnitud inicial. tomando la 
primera de éstas como la magnitud buscada. 

Con10 sabernos. estos resultados son obtenidos y demostrados por Descartes con ayuda del compás 
múltiple (vc1· capítulo::! de esta tesis), lo que nos lleva a pensar que • .al no ser Cstos intuitivamente 
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claros para la inmginación. pui:den ser la causa. o al menos parte, de la abrupta interrupción en la 
escritura de las Rcgh1..;; pe1ra la Dirección del Espíritu. 

El objetivo de Descartes no es establecer una representación gráfica de las operaciones, más bien 
es mostrar que pueden ser concebidas clara y distintan1entc. 

¿Qué otra fonna que sea más válida y evidente se puede dar a la representación de operaciones 
matemáticas que hacerlo mediante longitu<lcs de líneas? Sin embargo. y aunque resulte 
sorprendente. es esta cuestión la que provoca que el planteamiento cartesiano empiece a 
tambalearse. 

Las especulaciones cartesianas sobre la naturaleza del álgebra irrumpen en Las Reglas a propósito 
de una discusión sobre el papel que tiene la imaginación en la adquisición del conocimiento. Antes 
de que escribiera esta sección. esto cs. alrededor de 1626 1

• es evidente que Descartes había 
avanzado en su manera de concebir los números. En la vieja matc:mática griega la aritmética era 
una fonna de geometría mt.~trica (Unguru, "'Grcck Mathcmatics"'. 67-114). Esto resulta evidente del 
intento aristotélico de dotar de una base conceptual y mctnf1sica a la noción de número que se 
manejaba en su época. y que consiste en construir a los nún1cros como longitudes <le línea (de 
carácter puran1cnte intelectual). sujetos en cuanto a su nianipulación a todas las caracteristicas de 
las manipulaciones de longitudes Je líneas reales. (Gaukrogcr ... A1·istotlc··. 187-197). Por ello 
cuando Aristóteles y otros matemáticos griegos hablan de números en una dimensión. o de 
números bidin1cnsionales o planos. o de números tridin1cnsi011alcs o sólidos. lo que entienden es 
precisamente eso. 

La geometría no sólo presta su notación a la aritmética. y ningún matemático griego o alejandrino 
habla de que los nú1neros sólo son representados g1•onut1rica111cnrc. Para constatar esto podemos 
acudir a un texto típico~ los Elementos. y ver cómo las pr·oporcioncs aritméticas están planteadas en 
térn1inos de longitudes de líneas. no porque sea asi que se representan a los números. sino porque 
esto es lo que son. 

Si se considera el caso de la n1ultiplicación. si a.by e son segmentos de línea. el producto abes un 
rectángulo y abe es un sólido. y bajo esta lógica no podemos multiplicar má..." de tres números pues 
esto rebasaría el número de dimensiones disponibles. Esta 1·cqricción en lo que se refiere a la 
noción de número guardaba un paralelo en cuanto a restricciones tanto en la aritmética como en la 
geon1ctría, en la prin1era cuando se trataba de calcular un dcno nl1mcro y en la segunda cuando se 
buscaba construir una cic1"ta figura. Esto en función de que para un matemático de la antigüedad 
resolver un problen1a consistía en calcular un nún1ero si el problema era aritmCtico. o construir 
una figura si éste era geométrico. 

1 D..:scar1..:s escribe li.!~ Né·~la.'i pura /<1 IY1n·.-,·iú11 1l~·l l·:.,,,¡l"lt11 c.:11 th1~ p..:ru•<.h•~. uno 4u..: d;.at¡1 Ut: 1o1 'l.] (>:!O lm. pnn1..:r.ts 1 J 
n::glas- y d otro d..: l 6:!6-16:!8 
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Por si no fucr.i suficiente. sólo los números naturales tenían carta de aceptabilidad. Los números 
negativos eran considerados números imposibles. Posibles salidas a este embrollo fueron 
conten1plada.."'i por los griegos. pero sólo alcanzaron la calidad de técnicas auxiliares (K1iein. Origin 
ofAlgehra). 

Es en ta regla XVI que Dc ... cartcs elimina esta restricción: 

··oebe scfmtarsc que mientras el matemático usualmente denota cada magnitud 
1ncdiantc una pluralidad de unidades o mediante un número. lo que hacemos es 
abstraernos de los números mismos. al igual que como lo hicin1os antes [regla XIVl 
en In que se refiere a figuras geométricas ... Lo hacemos así ... para asegurarnos que 
las partes del problc1na que constituyen la dificultad esencial pcrn1nnczcan sie1npre 
identificadas y no son obscurecidas por números sin uso alguno. Por cjcn1plo, si el 
probleni.a consiste en encontrar la hipotenusa de un triángulo rcctñ.ngulo cuyos lados 

son 9 y 12, el aritmético dirá que ésta es .J225 o 15. Pero nosotros escribiremos a y 

h en lugar de 9 y 12 y cncontrarcn1os que la base es Ja:?+¡,:? . En esta forma las 
dos partes a y b, que los números a.<.;in1ilan en una sola. son 1nantenidas 
diferenciadas ... (A. T .• X. pp. 455-456). 

En lo que se refiere a la multiplicación y su cambio de dimcnsionalidad. Descartes señala que: 

•• ... dcb1.•rnns darm.lS cuenta de que aquellas proporciones que fonnan una sucesión 
continua deben Sl.'r entendidas en ténninos de un cierto número de relaciones; otros 
intentan cxpn:~ar cstas proporcicmcs en tCn11inos algebraicos ordin¡lrios mediante 
diferentes di1ncn~ioncs y forn1as. A la primera la llaman raí:::, a la segunda 
cuaclratlo. a la te1·ccra cuho. rne han confundido ... tales nombres deberían ser 
abandonados puc:-;. c0nfundcn nuestro pensamiento. Si bien una nlagnitud puede ser 
llan1ad¡1 cúbica o hicuadrática. no debe ser presentada ante la imaginación mediante 
otra cosa que no !->Ca una linea o una superficie ... lo que se requiere hacer notar por 
cncin1¡1 de todo. es que la raíz. t!'I cuadrado. c1 cubo ... son sólo magnitudes en 
proporción ..::<.mtinua. siempre tomando con10 reforencia la unidad arbitrariamente 
escogida y de las que se habló en la regla anterior.º (A. T .• X~ pp. 456-457). 

En este caso. cuando al cubo de a ~e le escribe como a., no es porque represente una figura 
tridin1cnsional. ~ino porque e~ generado mediante proporcione::-; enlazadas de la fom1a 

1 : a~ a: a 1 =a:?: a'. 
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Sobre estos detalles llama la atención Descartes., señalando que en establecer este tipo de diferencia 
es que radica el contraste entre el u Aritmético'" que no entiende bien lo que hace y queda satisfecho 
con encontrar el resultado, y el que está consciente de cómo proceder para alcanzar un 
conocimiento evidente y que es producto de la scientia. 

Lo que aparentemente sucedía. y no hay manera de verificarlo n1cdiantc otra fuente que no sean las 
Reglas pc1ra lo Dirección del Espíritu pues Descartes no dejó otros escritos matemáticos de ese 
periodo. es que comenzaba a considerar tanto a la geometría con10 a la aritmética en términos de 
una teoría de ecuaciones, mostrando con c11o una percepción dt: lo que era una estructura 
n1atemática que sobresale al pcnsaniiento de cualquier matemático de su época. Tal y como lo 
concebía Descartes. el poder del álgchn1 radicaba en su eficiencia como técnica p¡ira resolver 
problemas. y a esto es a lo que identificaba con el antiguo arte del análisis, ya mencionado en el 
primer capitulo de esta tesis. El n1étodo consiste en construir cantidades desconocidas a partir de 
las conocidas, recurriendo a un simbolismo que pcrn1itc enlazarlas de manera sistcn1:ltica mediante 
ventajas respecto de los mCtodos geométricos tradicionales. y Descartes estaba convencido de que 
las dcn1ostracioncs algebraicas n1ostraban. de manera transparente. la etapa por la que se transitaba 
durante la resolución del problcn1a. 

Sin embargo. el p1Tlpio procedimiento algebraico po1-i.aba dentro de si el gcnncn de su debilidad. 
Así lo dcscubrirfo el n1is1no Descartes. como lo atestigua Bccckn1an en su diario, con fecha octubre 
de 1628, donde reporta el proccdin1iento cartesiano para resolver un problema algebraico usando 
longitudes de línea y superficies planas. Resulta que el problema en cuestión lo lleva sólo a obtener 
la raíz positiva. no a.sí la negativa en tanto que ésta 110 <1dn1ite representación alguna en térn1inos de 
longitudes de líneas. La situación se complica si adcmús hubiera que considerar nún1cros 
irracionales. pues éstos tampc-.co pl.)drían ser .. construidos'', violando así el .-equi:·dto de .. claridad y 
distinción .. que debería caractcri7ar a la solución de un problen1a. 

Además estaba el hecho de que si bic-n las Reglas pc,,.a la Dil-en:ión ele/ Espiritu no pcnniten 
establecer un tnodclo para las n1atemálica~. se vicrCln tambi~n afectadas al tratar otros tenias como 
son el problema de las. cualidades secundarias y Uc los colores. la naturaleza del sonido y la 
atrncción del imán. todos ellos prohlcmas relacionados con la fisica (Turró, Descartes, 285-239). 

Estos ti·opiczos sin duda afectaron a Descartes_ para quien el intert!s por las matcrnñticas disminuyó 
notablen1cntc a partir de este nlomento. AUn cuando en la década de 1630 retornó a algunos 
problcn1as de indolc n1atcn1ática. éstos ya no lo cntusi<1sn1aron. Su trabajo fundan1ental co1110 
1naten1tttico estaba casi tcnninado y cc1n10 prueba de ello cstú que durante una visita a Bccckrnan 
en Dord1·echt (octubre de 16:?8) le con1cntó a c~tc Ultimo <.¡uc ""nl.l tenia nad~t 1nás que dcscub1-ir en 
aritmCtica y geometría ... !Vtcscs dcspuCs le c~cribió a !Vtcrsenm: diciCndole que estaba c~msado de 
las 111~\lcn1úticas y 1.-1uc no se ocuparía de resolver los probkn1as que Cstc le proponía. Descartes 
abandonaba n101ni.:ntdnean1c11te las nH1tc1nútil:as pan\ iniciar la escritura de Le Alnndt!. Era la 
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primavera de 1630 y Descartes se justificaba diciendo que lo que le acontecía era algo así como si 
al estar construyendo unn cosa resultara con que le llegaran a uno inrncnsas e inesperadas riquezas. 
entonces la situación cambiaría· drá."licamente y el edificio que había venido construyendo sería 
ahora demasiado pequeilo para los nuevos posibilidades y necesidades. 
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Capítulo 4 

Newton como lector de La Geometría. 
La construcción de ecuaciones como método general 

A pesar del desencanto por parte de Descartes respecto del papel que pensó jugarían las matemáticas en 
su empeño por alcanzar la 11u1thcsis unf\·crsaJi:..,·. lo cierto es que sus apo11acioncs matemática.o; poco a 
poco comenzaron dar fmtos. De ello d~t cuenta la siguiente sección y el resto del capítulo de esta tesis. 

4.1. La técnica de construcción de ecuaciones 

Entr-c 1650 y 1750. dcspuCs de Ja publicación y difusión de La Gcomc.•1ria de Descartes. Ja llan1ada 
''construcción de ecuaciones .. se presenta tanto como un tema que aparece frecuentemente en los 
textos de ñlgcbra como un a.rea de investigación matemática. /\ In fecha ya no es estudiada. y sín 
embargo debemos colocada. <lcntro de la evolución de las n1atcn1áticas de la época. como parte del 
surgimiento del estilo analítico que deja atrás a las concepciones gcomCtricas clñsicas sobre objetos 
matemáticos y operaciones. 

La construcción de ecuaciones (notación y terminología modernas) consiste en lo siguiente: dada 
una ecuación polinomial en una variable 

P(x) = a,,:e' + a,,_ 1.'\.""''-
1 + · · · + a 1.i.- 1- a 0 =O. 

realizar una construcción gcon1étrica mediante la cual se obtengan segmentos de recta cuyas 
magnitudes sean las raices del polinomio. 

Para esto hay que considerar que Pes irreductible. es decir. no existen polinomios U y V. de grado 
menor que P. tales que se cumpla alguna de las siguientes dos condiciones: 

1) P(x) ~ U(x) · V(x) 

2) P(x) ~ U( V(x)). 



Si alguna de las condiciones se cumpliera. entonces sería posible resolver el problema hallando las 
raíces de ecuaciones de grado n1enor. con lo que la situación se simplificaría. En caso de cumplirse 
1) el problema se remite rt resolver por separado las dos ecuaciones 

U(x¡~o y V(x)~O. 

Si se cumple 2). se resuelve primero UL1') = O. que tendrá a r 1 , r~~· ...• 1·1... por raíces, para después 
resolver V(x) -· r, =--' O (i = 1. 2, .... k). 

Una vez que se sabe que P es irreductible, se deben encontrar dos curvas C1 y C:i. tales que las 
nbcisas de sus puntos de intersección sean las raíces de P. Para esto. suponic11do el problema 
resucito, si C1 y C~ están representadas por las ecuaciones 

E(x.y>= O y F(x.y) ~O 

respcctivan1entc. entonces las abcis~L"' (o Ja._..; ordenadas) de E f\ F serán la..<> raíces de la ecuación rcsult ... -uite 

Rr.1- (x) =O 

a la que se llcgn cuan<lo se dc~pcjay (o x) de E (o F) y se sustituye en F (o E) quedando x (oy) eliminada. 

Para esto. se deben cun1plir las siguiente~ dos condiciones: 

1) L~ts raíct:s de P(x) deben ser también raiccs de Rr:.,.· (x). esto es P(x) = CR,..-.F (x), con C una 
constante o un polinomio en x. 

2) Las curvas deben ser g..:omCtrican1cntc aceptables y lo mis símples (en el sentido cartesiano) 
posible. (Dcscanes. Tlu.· Gecmtt.:'/,·y. 389-395) 

Un ejemplo de lo anterior y que retoma la discusión iniciada en la sección 2.6 de esta tesis es la 
construcción (figura 4.1) que da Dc~canl!s para la ecuación 

\.. ~ ·+ ,,.-... + <J = º· 
donde ton1a 

~. la parábola c0n vCrticc en el origen y /aws n•ctum =- 1. dada por la ecuación 

E(x . . r) = y - x:? = O 

(nótese que el ~cntido positivc." apunta hacia abajo) y'.:~ el círculo c0n centro en (-c¡/2. 1/2 - p/2) y 
,.:. = (c¡/2):? ·~ (p/1 ·- 1 t:?f que pasa por· el ('rigen y está d:.ldo por la ecuación 

F(x. y) ..=...y~ ., (/' - 1 )y t· .\ ~ - '/-'" O 
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Figura 4.1 

AJ tomar un circulo y una parábola se satbface la condición 2) sobre las curvas geométricas acep­
tables y. parn Descanes. simples también. Así pues. al tomar y= .r de E y sustiluir en F tenemos que 

R 1:.F (x) = (.l-2):? + (p - 1 )x:? + _,-2 + qx = x"' + px:? + qx = x (x' + px + q) = o. 

con lo que el problema queda resuello cumpliendo con Ja condición J) y dado que el segmento AB 
sa1ist'hcc la ecuación original. 

El áni1110 de r·esolvcr una ecuación mediante una conslrucción geométrica es encontrar. en acto, las 
nrngniludt.•s bu!"cadns de manera cxncla. Si bien es posible encontrar algcbraicamente las raíces de 
pl..""llinun1ios. el cálculo aritmético en esos casos se reduce a una aproximación racional de la 
nrngnilud o a una n:prcsentación mediante operaciones indicadas. En cambio. una construcción 
geon1étric<1 cs. de n1ancrJ ideal. completamente exacta. 

Es impnnante notar que las condiciones 1) y 2) no restringen demasiado la elección de los grados 
de los dos curvas de la construcción. De hecho si n es el grado de P~ mientras /1 torne valores 
mayores. es po!"ible tumar parejas distintas de curvas con gradosp y q siempre quepq;?: n. pero n ~ 
p(q- J) y n ~ q(p-1 ). con lo cual se cumple con Ja condición 2:) respecto a la simplicidad de las 
curvas. E~lc punto es tratado por Ne\Vton como se anota más adelarHe en este mismo capítulo. 

Algcbn1icamenh.~. la construcción de ecu<1ciones es un problema de eliminación inversa. funciona 
de fonna contr;ll"ia a Ja eliminación directa. donde a partir de E y F se encuentra R~ suponiendo el 
p1·oble1na y¡1 resuelto: en cs1c caso es necesario encontrar E y Fa partir de P de tal forma que 
1-'(x) = CR1_, (x), con Cuna constante o un polinomio en x. 
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4.2. Técnicas para la determinación de las ecuaciones que 
corresponden a las curvas en una construcción 

Algo que no puede pasar desapercibido es que cuando Descartes construye ecuaciones no explica 
cómo es que ha encontrado las curvas necesarias para ello. se limita a exhibir la construcción y 
presentar una demostración de la validez de ésta última. Sin en1bargo. a partir de estas 
demostraciones no es trivial deducir el método usado para realizar las construcciones. Autores 
posteriores a Descartes desan-o liaron y publicaron técnicas para encontrar ecuaciones E(x .. y) = O y 
F(x .. y) = O correspondientes a las curvas C1 y C2 • mediante las cuales se construye una ecuación 
dada P(x). obteniendo pri1ncro la resultante Re.F (x) = O como se ha explicado. Estas técnicas se 
dividen en tres clases que pueden ser llamadas ºtécnica de coeficientes indeterminados ..... técnica 
de inserciónº y •'técnica geon"létrican. 

Técnica <le coeficie11tes in<leter111il1a~los 

Consiste en escoger las curvas C1 y C2 , dejando indeterminados los coeficientes de sus ecuaciones 
El-.:. y)= O y F(x. y)= O. después con base en argumentos geométricos o algebraicos se encuentra 
la ecuación de las abcisas {o las ordenadas) de los puntos de intersección de (.' 1 y C2 • Como los 
puntos de intersección dependen de los parámetros de E y F. éstos podrán entonces ser fijados con 
lo que las curvas quedarán determinadas. 

Un ejemplo de esta técnica es explicado en la nota de van Schooten a la edición en latín de Lo 
Geometria de 1659 con respecto a la construcción de ecuaciones de tercer y cuarto grado (Bos. 
Arguments 011 Morivation, 346). En la nota se explica que. dada una ecuación de cuarto grado. si se 
escoge resolverla por medio de un círculo y una parábola. los parámetros involucrados serán el 
Jatus recrum a de la parábola. las coordenada.e; AD= by DE= e del centro E del círculo y su radio 
d (figura 4.2). El vértice y el eje de la parábola no son variables y estarán dados por A y AD~ 
respectivamente. 

Figura 4.2 
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Si el eje y es AD y el eje x su perpendicular por A. entonces tomando x = GK. como la ordenada 
del punto de intersección G de las curvas. tenemos que por pertenecer a la parábola se cumplirá 

Con respecto al círculo, por el tco1·ema de Pitágoras con10 el es la hipotenusa del triángulo EMG, 

con lo cual se obtiene una ecuación que involucra ax y a todos los parámetros. Al desarro11arla 

d'! = (_,.'!./a -- b)2 + (X -t- c)2 

x~+p . ..?-+qx+r=O 

Así, para construir la ecuación de cuarto grndo dada, pritncro debemos reducirla mediante la 
eliminación de su segundo témlino. La clin1inación del segundo término. si existe, en la ecuación 

x" + jx"' + k.i? + lx + m = O 

se hace, como explica Descartes. mediante In sustitución z = x - j/4, lo que produce una nueva 
ecuación de cuarto grado en= con las misn1as raíces. 

Una vez elin1inado el segundo térn1ino se tendrá una ecuación de la forma 

donde o es ton1ado como la unidad o cualquier otro valor positivo pero. en este caso. con signo 
negativo (ver Teorema de modificación de coeficientes en polinomios al final del capítulo). Con 
e11o se pueden determinar los parámetros para Ja construcción como 

-up = c12 - 2ah & cz2q = 2a2c <=> -p = u - 2b & q = 2c <=> b = (a + p)/2 & e = q/2 

J<t1-p)2 q:!. 
e/ = --

4
-- + -¡- + l"CI • 
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Téc11ica <le i11serció11 

Dado P(x) se escoge una curva C1 cuya ecuación sen de la forma 

es decir E(x. _1•) ~ f,(x) -.fi(x. y) 

(con1únn1entc se escoge _l' = _,J•. con10 hace Nc,vton en algunas de sus construcciones pero con los 
shnbolos x y y invertidos) para después insertar esta ecuación en P(x). tomando cada término o 
factor de P(x) que sea igual a ft(x) y sustituyéndolo por J;(_, .. y). lo cuat producirú la ecuación 
F(.\". y) = O que corresponde a tn curvo. ':> Así. las curvas (.' 1 y C:? construyen ta ecuación P(x) = 
R1-:.1-·(X). lo cual es claro ya que al efectuar d proceso itwcrso al de insertar ta ccuacit."'>n en P(:c). 
estaremos en realidad sustituyendo E en F y obteniendo P. 

En coso de que E y F no permitan realizar satisfactoriamente la inserción. será necesario escoger 
nuevas curvas C',, buscando entre las cornbinacioncs de 

F(x.y) = n.E(x.y) + ¿p,,F,,(x.y) =O 

que satisfagan las condiciones requeridas. Para un cjen1pk1 es posible ver las construcciones 4. 5 y 
ó mus adelante. 

Téc11ica geo111étrica 

Esta técnica. que funciona para prob1cn1as hasta de cuarto grado. cons1:stc en interpretar la ecuación 
con10 un problctna gcon1étrico. Dudu la ecuación en x se introduce un segunda variable y. de tal 
modo que h1 ecuación se~' equivalente a dos o tres proporciones válidas simuháncan1entc entre 
segnicntos que son lincalc!-0 en .Y y y. Cnda proporción define una cónicu que put:dc servir con10 una 
curva de la construcción. 

Por cjcn1plo. para ..:onstnii1· la ecuación x' = px -'-e¡. prinu:ro se plantea en tCnninos de las proporciones 

J1 : X:? =- .\" : (X + q/p) 

y tomando J' con\o la inedia proporcionnl entre x y (.Y + qlp ). tcnemo!' 

JP ; .Y = X : y =y ; (X + qlp) 

que da lugar a 1.as siguientes tres igualdades 

1) x'~ J/,y 
2) y~=_,. (x + qlp) 

3) -'Y -~ J/1 (x ,. c¡lp) 
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que representan una parábola y dos hipérbolas que intcrsecadas una con cualquiera de las otras dos 
construyen la ecuación inicial. 

4.3. Los planteamientos y resultados de Descartes sobre la 
construcción de ecuaciones 

Se menciona en las primeras líneas del libro 1 de La Geomcrría: 

.. Todo problema en geometría puede ser fácilmente reducido a tCrn1inos tales que el 
conocer las rnagnitudes de ciertas líneas rectas es suficiente para su construcción." 

Partiendo entonces de que solucionar un problcnH1 geométrico es hallar ciertas magnitudes~ Ja 
construcción de ecuaciones es el paso final mediante el cual el problema es resuelto y las 
n1agnitudes son encontradas. Si bien en algunos casos las raíces de una ecuación pueden hallarse 
algebraicamcntc. ello no se considera válido. Es decir. no entra en los estándares ya que no es un 
procedimiento gco111ét1·icn. Es necesario. con10 se n1cnciona en el c¡1pitulo 2. contar con una 
construcción geoml!trica que deter·n1inc los segmentos buscados. 

La forma que Descarte:-. propone para llegar a una ecuación polinornial a purtir de un problema es 
la siguiente. Primero el problema es planteado algcbraicarncnte. las cantidades conocidas son 
denotadas con las r>rirnen1s letras del alfabeto a. b. c . ... y a las desconocidas con las últinms 
x. y.:: ..... para dcspw .. '-s escribir ta ni.as ecuacionc:-> con10 cantidades desconociUas se tengan. Para 
llegar a una prirnen.1 ecuación polinornial. se van eliminando incógnitas sustituyendo una ecuación 
en otn1 hasta. fi1rnln1cnlc. obtcnc1· lu Ltltirna en términos de una sola incógnita. Dcscurtes plantea, en 
su libro 111. tCcnicas algebraicas par:.1 simplificar las ecuaciones. generalmente eliminando el 
segundo ténnincl de la ecuación, con lo que la con:-.trucción es simplifica<la. 

De!'-cant:s dasi fica los problcn1as por el gn.1do de la ecuación polinom i:.11. 4uc coJTespondería a P en la 
sección anterior. T1·ahaja con las ecuaciones hasta de grado seis, n1ucstra con10 se reducen 
algchraico1111cntc a fonnas estándar y dctern1ina las construcciones que darán lugar a la.s raíces de csUL'i 
fi.-,nnas. Si la ecuaciún C!'- t.Je grado 1 o 2. el problema es plano y puede resolverse por medio de regla 
y compús. Si Pes de grat.Jo 3 o 4 entonces se trata <le un problema sólido que se resuelve intersccando 
un círculo y una parúbola. Para problemas <le grado 5 y 6, que nombra .. supcrsl.ilidos ... procede a 
intcrsccar la ""par¡ihola cancsiana·' (rnencinmtda en el capítulo 2) con un circulo. 

Aunque no conliru.'üt nnalizando los casos de grados mayor·es. ni enuncia cspccificamcntc un 
resultado general para cualquier grad<.l en la ecuación polinomial. afirn1a que con lo que él ya ha 
mostrado es posible deducir un métot.Jn general para con'.'otruccioncs de grados superiores. 

l\1uy seguran1cntc c:-.tc 111ét0do consis1c en ton1ar ecuaciones de grado 211- I y 211 y resolverlas 
¡unbas in1er:-.cca11do un circulo y una curva ':,,de grado 11. La fonna de obtener~: .. es 1onu1ndo C~ 
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como la parábola. C3 como la .. parábola cartesiana... para entonces construir e,, a partir del 
movimiento combinado de e,,. 1 y una regla de la n1isma fonna que C\ se construye a partir de C1 • Lo 
anterior dará lugar a una ecuación resultante de grado 2n. 

4.4. La teoría y construcción ele ecuaciones de Newton 

De 1665 a 1666 Newton escribe dentro de su .. Waste Book .. un capítulo titulado ºLa teoría y 
construcción de ecuaciones'\ mismo que está compuesto de dos parágrafos. 

La resol11ció11 111ejora,/a 'le ec,,acio11es afectu,/as 

Este es el primer parágrafo y presenta un ejemplo concreto de un mCtodo numérico para encontrar 
raíces de ecuaciones polinomiales ya reducidas. es decir. ecuaciones de las cuales se ha eliminado el 
segundo término del polinomio. tal y como Descartes hacía también. Este método, eminentemente 
numérico. bien podría utilizarse en una computadora. ya que cons.iste en detem1inar. mediante 
iteraciones, una sucesión de racionales que Newton expresa decimalmente. y que habrá de converger 
a una de las raíces de la ecuación siempre que se tome con10 punto de inicio un valor cercano a ésta. 

En este primer punto Newton no se refiere al trabajo de Descartes. A cambio discute cómo puede 
ser n1ejorado el método numérico de Oughtrcd para el cálculo mediante logaritn1os de raíces de 
polinomios1

• De hecho. se tiene conocimiento de que atios ma.. .. tarde inventa un artefacto que 
realiza estos cálculos logarítmicos. Evidentemente este método numt!rico no tiene relación .alguna 
con los trabajos de Descartes. 

La constr11cció11 geo111étric" de ec11acio11e~-..· 

Este parágrafo entra de lleno sobre Jos resultados de Lu Geometría y se divide a su vez en 
secciones que se encuentran identificadas por anotaciones que ubicaba al margen del texto. 

La resolución de problc111as planos mediante el círculo 

En esta sección presenta las siguientes tres construcciones. 

Con."itn1cción 1 

Primero propone una forma. que podc1nos considerar como mejorada o quizá más detallada con 
respecto a la de Descartes. para resolver la ecuación yy - ay+ hb =O (en nuestra notación)~'= y 2

• 

1 A lincs de 1664 Newton se había r:ntrcg¡1du con pasión ¡¡ estudiar los 1cxtus que estaban a la vanguardia del 
conocimiento mah:rnático de su Cpn..::1: La Gí•omo•lriu Je Dc~cartcs con los co1ncn1arios <le van Schoolcn. las i\liscellanet• 
de cslc ühimi1. la!' ohr;1.., J.._· Vi.!1e. o.:I A(i!f'hra de Oughlrcd y lo Ari1/w1t•tica i11/ini1onm1 d1: \Vnllis (Mamiani. lnuod11cción 
a Ncw1on. 33 ). 
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bb = b':!.) y dice que si la raíz de b:z. es decir b. es conocida. se puede proceder como hace Descartes 
(p. 303. libro l de La Geometría). si no. es necesario extraer dicha raíz primero partiendo de una 
ecuación de la fonnaxv-py + q =O. Realiza cntoñces la siguiente construcción (figura 4.3). 

Tómense In= p/2 (aquí el texto tiene un error. pone q/2 en vez de p/"2). lg = (q-l )!'L.. gs = (q+l)/2. 
Trácense un circulo con centro en /1 y .-~1dio /n y otro con centro e11 g y radio gs. Trazando la 
perpendicular a In por l. que cortará al círculo con centro g en m. es posible trazar la paralela a In 
por m que cortará al círculo de centro nen q y r. De este modo. mq y mr son las raíces buscadas. 

f 
Figura 4.3 

En esta primera construcción Newton no va más allá de añadir la extracción de la raiz cuadrada del 

tém1ino independiente q de la ecuación para que así el valor de lm sea J<j . La operación de raíz 

cuadrada es definida por Descartes (p. 298, libro l de La Geomctrfo). Para extraer la raíz de z toma 
un segmento FH de longitud=+ l. con Gll = = (figura 4.4). localiza K el punto medio de AB y 
traza un circulo con centro K y radio KF. que es precisamente como Newton procede. 

F 

K 

G --+-­
Figura 4.4 

H 
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Podríamos pensar que el propósito de Newton al modificar la construcción original de una manera 
sutil. más de for.ma que de fondo. no es sino una-cuestión de rigor y formalismo matemático .. de no 
dejar detalles pof precisar y obtener una construcción geométrica de principio a fin. 

Para verificar la validez de esta construcción de la ecuación J:v - py - q = O es posible remitimos a Ja 
demostración de Descartes. que presenta junto con su construcción. o podemos basarnos en la 
siguiente demostración analítica de tipo moderno .. en la que como primer paso se demuestra la validez 
de la construcción geométrica de la raíz cuadrada .. misma que Descartes enuncia pero no demuestra. 

Demostración 

Para demostrur la validez de la construcción de la raíz cuadrada (figura 4.5). ton1en1os el origen en 
el punto K, Kl-I como el eje x y KL como el eje _1.'. 

Figura 4.5 

De este modo. como z = HG y FG = 1, entonces KF = <= + l )/2 y la ecuación del círculo es 

x' + _.~ = C<= + 1 ¡12¡> 

y Ja ecuación de la recta GI es 

X= (z - J)/2. 

A~i. el punto de inlcrsccción estará dado por 

«= - J )/2¡' + _,.> ~ ((= + 1 )12)' <~> y'= «= + 1 )/2)' - «= - 1 )/2)' ~ 2zl4 -t· 2z/4 = z 

<=> _v = ~ 
Q.E.O. 
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Con el resultado anterior. es claro que en In figura 4.3. como Is= gs -- gl = 1 y /f= gd + gl = q, el 

valor del segmento '111 es. como Newton dice • ..jq . 

y 

" 

Figura 4.6 

De esta fbm1a. si a partir de la figura 4.3 tomamos el origen de coordenadas en /, lm como el eje x 
y In con10 el eje y (figura 4.6) tenen1os que la ecuación de la recta qr es 

y la ecuación del círculo es 

_,.2 + (y--(p/2))2 = p214. 

Los puntos de inlc.-sccción estarán dados por 

<=-> y:- -p,·-t q =o <=> x1·-py+ q =o. 
Q.E.D. 

En esta construcción. ::lunquc Newton no lo n1cnciona pero Descartes si. hay que considerar que p 
y q son reales positivos. p > O y q ?:':: O. También. que la existencia de las raíces .-cales queda 
determinada po.- la r·clación de magnitud entre (p12f y q. Si (pl2i < q. entonces la recta no cortará 
al circulo, las raíces set-;ln imaginarias. Si (p/2)2 = q. existe una sola raíz de multiplicidad dos. a 
saber p/2. dado que la 1·ccta sc1·á tangente al círculo. Si (p/2)~ > t¡. la recta cortará al círculo en dos 
puntos y se tendrán dos 1·aíccs reales distinta!-o. 
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Construcción 2 

Para continuar., Newton plantea dar solución a la ecuación general de segundo gradoJ~l' 'rlpy H q =O 
(donde \i significa±) mediante la siguiente construcción (figura 4.7). 

Figura 4.7 

Sobre la linea af. tómese ab = Rp/2 y trácese la perpendicular a afpor by tómese den esa recta de tal 
modo que db = e sea una cantidad arbitraria (e*- O):?. A partir de d y en dirección hacia b. tómese C en 
db tal que c/C = (pp H 4q + 4cc)/8c., nótese que entonces también c/C = pplSc H q/2c + c/2. Con centro 
en el punto C trácese un círculo de radio dC. que cortara a ab en e y f. Así. ac y afson las. raíces de Ja 
ecuación. Newton considera los segmentos como orientados. lo que aclara en un ejemplo posterior. 

Comenta adem.:i.s que por ser e: arbitraria., se tiene la ventaja de poder hacer la diferencia entre dC y 
db tan pequeña como se quiera. con lo cual los cortes del ci1·culo y la recta quedarán claramente 
definidos. No habrá el problema de que la recta y el círculo se intersequen en angulas muy 
pequeños. con Jo cual sería difícil localizar el punto de intersección con precisión. y no se requiere 
tampoco trazar un círculo demasiado grande. 

Newton no incluye la demostración de su constrncción, de hecho no escribe demostración alguna 
en todo su trabajo. Las demostraciones son presentadas. con notación y terminología moden1as. a 
lo largo de este capítulo. 

Demo.'itración 

Tomarnos el eje x como la paralela a db por" y el eje y como la paralela a ab por C (figura 4.8). 
Así, considerando que es necesario anteponer Jos signos de p y q. dado que siempre son positivos, 
la ecuación de la recta será 

.'\." = hC = dC - db = p'! /Se '=F q/2c + c/2 - e 

y la del circulo 

2 Nl."wton utiliza In letra e tanto para dcno1ar una canlidad como un punto l'anl cv1Wr confu~innc!-. m¡ui In cantidud es 
dr..·nn1:1Ja con minú..;culu y el punto con mayúscula. 
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x' + ll' - (p/2))' = Cp'IBc + q/2c + c/2)'. 

Así. los puntos de intersección de la recta y el circulo estarán dados por 

(tlC - e)' + l>' ± (p/2))' = (dC)' <=> (dC)' - 2(dC)c + <-" + (1• ± ( p/2))' = (dC)' 

y 

ti 

Figura 4.8 

(v ± (p/2))' + e' - 2c (p'!Sc + ql2c + c/2)= O 

.l.2 ± py + p 214 + c 2 - p 2/4 ± q - c 2 = O <=> y 2 ± py ± q = O 
Q.E.D. 

Para ilustrar esta última construcción Newton resuelve las ecuaciones .':v + 6y - 9 = O y .l'.l' = 8. 
Para la primera toma dC = 9/c + c/'2 (figura 4.9). A partir de su propia fórmula p = 6 y q = 9 => 
dC = (36 + 36 + 4c=)t8c = 72/8c + 4c2/8c = 9/c + c;/2. Luego fija el valor e= 6. con Jo que dC = 312 
+ 3 = 4'h y toma ah= -~/2 p = -3~ db = e= 6. Apunta que dC = 4'h = X c. Trazando el circulo con 
centro en e y radio dC que cortará a la recta aben e y f. al igual que antes las raíces .son ae y af. ---u ~ n 

e 

ti 

Figura 4.9 
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Con'\enta que cifes positiva y ae negativa y que cualquiera que hubiere sido la elección de e, l, 2 o 
4 el resultado seria el misn10. 

Geométricamente vemos que la apreciación sobre los signos de las raíces es correcta si considera­
mos los segn'\entos orientados. Por su parte, algebraicamente tenemos que las rafees son y = -3 ± 
3 J2 .. con lo cual verificamos el resultado sobre los signos. 

Para la segunda ecuación. que es J~V = 8 (figura 4.10). se tiene que dC = 4/c + c/2, si se toma e= 2 
entCJnces c/C = 3. 

Figura 4.10 

Como p está faltando. toma ah= O y ad= e"°= 2. Al trazar el circulo las raíces serán ae y et./: 

Newton señala que si c/C es negativo o no mayor que acV2 el círculo no cortará a la recta, por lo 
que las raíces scrün imaginaria....;.. 

Esto en efecto es cierto tambiCn para el caso general. pero aceptando la igualdad, donde tendríamos 
que para que las raíces de la ecuación sean rcalc~ se debe cumplir dC G: clb/2. En el caso de la 
igualdad la ecuación tiene una sola raiz de multiplicidad dos. 

Demostración 

<IC G: dh/2 <=> p 11Sc:;: ql'lc +- c/'2 ~ c/2 

p:!Hc + c¡/2c ~O cuando la ecuación tiene a q con signo negativo 

& p 1!8c - q/2c ~ O cuando la ecuación tiene a e¡ con signo positivo 

con10 c ,.,e. O podcn1os clitninarla y tomar e¡ incluycndu ~u signo. con lo que tenemos 
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Entonces hemos \legado a que \a condición c/C ~ ab/2 es equivalente a que e\ discriminante de la 
ecuación cuadrática no sea negativo. Por lo tanto tendremos dos raíces reales en e\ caso de la 
desigualdad estricta y una en el caso de la igualdad. 

Q.E.D. 

Mediante esta construcción. que ilustra con dos ejemplos. es que Newton logra alcanzar un grado 
de generalización mayor al de Descartes. La construcción de Newton resuelve todas \as ecuaciones 
de segundo g.nu.lo en una incógnita. a diferencia de \a debida a Descartes~ quien recurre a tres 
construcciones distintas. también con regla y compó.s. correspondiendo cada una de \as siguientes 
ecuaciones: 

\) :} = ClZ + b 1 

2) .\.:=-ay+b2 

3) ;:?- = ClZ - b 1 

abarcando a."i todos los casos posibles. 

La construcción de Newton tiene \a ventaja adiciona\ de poder tomar \a circunferencia de tamaños 
distintos y definir más claramente \os puntos de intersección que detenninan las raíces. como él 
nliSnlo \o cotnenta. 

En estas dos prinlcras construcciones. Newton 1\cva a cabo una especie de perfeccionamiento de 
las construcciones c¡utesianas. 

Constr11cciún 3 

Con un buen L'lltt:ndimil!nto del ánilnu de la construcción de ecuaciones que. como se menciona en la 
página 61 de esta tesi~. consiste en encontrar en acto \as magnitudes exactas de \as raices de ecuacio­
nes po\ino1nia\cs n1c1..hantc una con:-.trucción geométrica. Newton presenta un procedimiento 
alternativo al respecto. Con este procedimiento habró de resolver, ••utHizando únicamente rect.c.""lS•• 
(cosa que no es tan exacto porque se requiere el trt1zo de perpendiculares y por tanto e\ uso de un 
co1np:l.s). las ccunc1'.)lle1"> cunOráticas de la fnnna .\'.)' = 2ay + h <=> yy - 2ay - b = O pero con o y h 
racionales arbitrarios (pnsitivos. negativo:-. o cero). por lo que es general para todas las ecuaciones de 
segundo grado con t:"'e tipo de <..·octicicntes y que tienen raiccs reales. El proccdinlicnto de Newton. 
que incluye incluso algunos ejc1np\o:-. cxplic~ltivt1s. e~ c1 siguiente. 

Las rnke~ de l;t ci.:uacinn \"Y 2a_,. • ¡., c:-.tún <lada!-. por y-= a "ri J;;;;+f; . De este n1odo, pri1nc1·0 se 
divide aa ·t· h en una -..uni.a de núnll.'."H'~ ct.HH.frndn:-. <enteros) con la nleno1· cantidad posible de 
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sumandos. Esto se hace restando primero el cuadrado más grande posible de aa + b. para luego 
sacar el cuadrado más grande que se pueda del residuo y repetir la operación ha.cota llegar a cero. 

Por ejemplo. si la ecuación es yy + 2y + 4 = o. se tiene .v = \ 'ri .J5 . Se toma 5 y se le extrae 4 que 
es un cuadrado. el residuo \ también es un cuadrado. Entonces se procede a trazar el triángulo 

rectángulo abe (figura 4.1 l) con ab = 2 = J4 y be = 1 = J1 . Así. ae = .J5 y sumando dci. de 

longitud 1. a ae, se tiene que e/e= y= l + ...J5" • 
e 

~ ''-----ª b 
Figura4.11 

Otro ejemplo CSJ=1' - 4y + 34 =O. que tiene sus raíces dadas por .v = - 2 'ti~. misma que puede 
hallarse descomponiendo 38 = 36 + 1 + 1 y construyendo (figura 4.12) tos triángulos rectángulos 

ade y acc de tal forma que ad= 6 = .J36 . de= ce = 1 = .Ji . 

~,, 
a e 

Figura 4.12 

Posterionncnte. se .-esta ab de longitud 2 a ac para que be= y= - 2 'ri .J3s . 

Para finaliza.- con esta construcción comenta que en caso de que las raíces de una ecuación 

estuvieran dadas por l' = 6 + (i5" = 6 + .J15 es posible encontrar .J1S y .J7 como antes y - v7 .J7 
re~olver d problema. 

La evidencia de que este procedimiento es en realidad nluy sencillo. se basa en usar rcpetidanlente 
el teorema de Pitágoras y aplicar la opernción de adición y sustracción de segmentos. 
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En principio, si no consideramos el comentario previo a Ja construcción. nos podría parecer que 
Newton está completamente fuera de lugar y que su propuesta no tic:ne relación con la construcción 
geométrica de ecuaciones. pero el procedimiento que presenta es muy claro e intuitivo y es 
con1patible con la idea de encontrar las magnitudes exactas geométricamente. per-o tiene la gran 
limitante de remitirse a coeficientes racionales o. al menos. a ecuaciones con discriminante racional. 

La construcción de problcn1as sólidos y lineales 

En esta sección, breve en texto, pero extensa en infonnación, Newton plantea que los problemas 
sólidos pueden ser r-esueltos intcrsecando una parábola y un círculo como Descartes hace en La 
Geometría (en la página 39 de esta tesis se presenta Ja construcción para pr-oblen1a...; de cuarto grado). 
Sin entrar en mayor profundidad, valida por el momento la construcción cartesiana para problemas de 
tercero y cuarto grado. aunque toca el tema a fondo más adelante. 

Afinna también que los problemas de grado cinco o seis expresados por 

y" + P.l.s + c¡y4 + ry,3 + sy·~ + ty + 11 = O 

pueden resolverse mediante un circulo y las siguientes curvas de tercer grado: 

1) 1~' - hn• - cdl· + bcd + tl"cv = O o r' - hn• + bcd + cfrv = o. si pp < 4q y q. v son positivos, 
-como-OescarÍes explica e Libro rn de La G,;~metría). . 

2) _r' + /~l:t' - hx =o. si en la ecuación pp = 4q. 

3) y 3 + byy + !,.'1' - k-r: =O. de fon-na general. 

4) _,-' + gl' - hx =O. con s positivo y p =O. 

5) _l~''"'" d+ fi.·x =O. cuandop =o. q y l' son positivos. 

Los parámetros de las curvas habrtln de ser- fijados al resolver el problema. 

Newton no pr-oporciona argumentos que den validez a sus afirmncioncs (2 a 5 ). por lo que a 
continuación se presenta la demostración del caso 3). que por ser de cnráctcr general. es el más 
importante. 

Den1osrració11 

Utilizando Ja técnica de inserción. sea 
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P(,y) = .l/' + p)-5 + qy4 + '='-3 + sy2 + (l' + u = O 

y ton1ando la curva 

1) y 3 +by2 +gv-hx=O <=> Ju:=y3 +b);i+gy 

la insertamos en P(y) del siguiente modo. Primero calculamos 

y afectando únicamente el término y" de P(v)_ es decir. efectuando la inserción sólo en el primer 
tém1ino de la ecuación_ tenemos 

h 2x 2 + (p- 2b)ys + (q- 2g- b 2)y4 + (r-bg).v' + (s-g)y2 + ty+ u= O 

pasando entonces al segundo 

11 2.\..2 + ll(p - 2h).ly2 + (q - 2g - h 2 )y4 + (r- bg)y3 + (s - g - h)_¡?- + (/ - g)y + 11 =o. 

al tercero 

112.r + h(p - 2h).':'.! + hCq - 2g - b;?>-~,. + (r- bg).'..l + (s - g - 2h)y2 + (t - 2g)y +u= o. 
y para finalizar al cuarto llegamos a 

2) h 2x 2 + h(p - 2h)xy1 + h(q - 2g - h 2
).\"_\' + h(r - bg):r -+-- (s - g - 3h)_l,2 + (t - 3g)y + 11 =O. 

Para que ésta sea la ecuación de un círculo. basta que tomemos en la ecuación 1) 

b=pl2. g = Y2q -p2/8 y h ~ J<s-g-3b) 

lo que causa que 

h(p - 2b) ~ º· y 11' ~ (s - g - 3b) 

con lo que la ecuación 2) toma la forma 

a.x2 + a.y2 + px + ·o· + O = O 

que co1-rcspondc a un circulo. 
Q.E.D. 

Oc nueva cuenta. Newton mucstn:1 un p1·occdimicnto general para construir problemas de grado 6. 
Este procedimiento. en principio. no parece ser generalizable a problemas de grado 5 y así poder 
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resolver lodos los problemas lineales. Pero si revisan1os las operaciones que Newton aplica en la 
última sección de su trabajo~ podemos ver que nlultiplicando la ecuación original de grado 5 por 
.'t' - k se obtiene una ecuación de grado 6 (que puede ser resuelta). y de la cual sólo tenemos que 
cancelar una de las raíces con valor k para obtener las soluciones buscadas. Así. podemos ver que, 
con esa consideración. este método es general para resolver problemas Jineales. 

Una regla general mediante la cual se puede resoh·er cualquier problema 

A pesar de haber dedicado la sección anterior a mostrar cómo se resuelven problemas lineales 
aplicando un mCtodo único. aquí Newton logra una mayor generalización: formula una regla para 
resolver cualquier problema de congtrucción de ecuaciones sin importar el grado del mismo. 

Para esto toma la curva a~x = J.J. y afirma que con ella es posible realizar la construcción de 
cualquier ecuación (de grado mayor a cuatro). 

Construcción 4 

To1na a= 1. graíica x =y~ como cadcc (figura 4.13). con ab = x y be= y como ejes. A manera de 
ejemplo. se propone resolver la ecuación reducida de noveno grado 

y<> + 111y1 + ny'' + py5 + qy-' + 1~·-' + s"_\~' + ry + \.' = O. 

en la cual"'· n. p. q. r. s. y y v son cantidades conocidas con signo. es decir. pueden ser positivas o 
negativas. 

e 

h 

g 

Figura 4.13 

Para esto grafica también la curva CdCc a partir de la ecuación 
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y baja las perpendiculares desde Jos puntos de intersección de las curvas al eje x = ab. mismas que 
serán las raíces de la ecuación de noveno grado. Newton no realiza la demostración, quizá debido a 
su simplicidad. pero podemos realizar una para corroborar que el resultado es en efecto correcto. 

Demostración 

Los puntos de intersección de cadce y CdCe estar.ln dados al sustituir 

x = .l~' en x·' + n1yx::? + 1u2 + p},2X + qyx + rx + SJ,::? + I)' + v = O 

del siguiente modo 

yY + 111y7 + nyt. + py5 + qy~ + 'J~' + s.v2 + (l' + v = O. 
Q.E.D. 

Construcción 5 

Newton continúa con otro ejemplo: utilizando también x = .'~'. construye la ecuación reducida de 
décimo grado 

pero tomando esta vez CdCc como x 4 + 1n.l:'\·J + n_,-' + /~lJ:\·x + r¿l:'\:'.X + 1xx + ... :lJ:\. + ')~'\" + "l:\· + u:i.:l· = O o 

como y.~ + m_lJX'\' + ny.'\:x + pxx + q_lJ'X + IJ'X + sx + (\Jº + lJ' + \\' = O. 

De111ostración 

En el primer caso. los puntos. de intersección de cadce y CdCc. como en la demostración anterior. 
t!Starán dados al sustituir 

x 4 + 111yx3 + n:r"' + P.\;JX'J. + <JY-'2 + 1:t:2 + .O.:,l,::?X + o·x + vx + "''.'..? = o 

del siguiente modo 
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En el segundo caso. Jos puntos de intersección de et.idee y Ce/Ce, como en la demostración anterior, 
estarán dados al sustituir 

x = .l.l en y.,-1 + nt_l.2.~ + ny.,..i + px"!. + qyx + 'J'-~ + sx + ty:? +''.Y+ w =O 

del siguiente modo 

<=> y 10 + '"-'" + ny7 + py6 + qy~ + 1:i·.i + .•(l'~ + (\~ + ':'· + u·= O. 
Q.E.D. 

En esta segunda construcción. en el primer caso. In ecuación resultante es un producto de la 
ecuación original y otro factor. a diferencia de la construcción 4 o del segundo caso. en que se 
obtiene exactamente Ja ecuación original. Este es un procedimiento completamente válido en 
ténninos de las condiciones 1) y 2) de la construcción de ecuaciones. que dice que las raíces de 
P(x) deben ser también raíces de R1-:.F (x). esto es, P(.\:') = CRr..P (x). con C una constante o un 
polinomio en., .. , y también en cuanto a la aceptabilidad y simpleza de las curvas. La aceptabilidad 
se cumple ya que las curvas tienen una ecuación algebraica y la simpleza de 

y 

podernos considerarla igual ya que ambas curvas son de grado 4. 

Const1"1.1c<.·ión 6 

Newton muestra un Ultimo ejemplo en el que utilizando también x =y-\ construye la ecuación 
general de décimo grado 

pero con CdCe como a) x 4 + (l~v:.i:-' + my.~' + nx1 + PX\:~"I:' + qyxx + 1xx + SJ·:l'x + /):....- + '~ + u:v2 = O~ 
como b)yx-1 + lx.,, + mJ:i• .. -,::,....- + ny .. l.:Y + px.x: + Cf.\:v .. "t.: + 1:i·x + sx + 0:v + '='' + w =O o también como c)J:l:'\.3 + 
/y . ..:-'+,,,_,:,.:\+ ll_\~·:l:Y + pvx:c + qx:i. + '=1'.''X + -':rx-+ L'\." + 1:\:-t'-+- U:'\'= O. 
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Demostración 

Si consideramos directamente fa sustitución de Ja ecuación de cadce en las de CdCe tenderemos Jo 
siguiente. 

Para el ca..o;;o a). 

<==> )~ · (>'io +!y"+ 1n.1!'- + 1-t1·1 + py'' + q).S + ry'~ + .S:.l'1 + (l,2 + vy + 1v) =O. 

Para b). 

Y para c). 

Q.E.D. 

Para continuar. Newton hace el comentario de que si h1s ecuaciones a resolver tienen un grado 
menor. algunos de sus tCrminos fin.:.1lcs o intermedios son eliminados o son de grado mayor a diez. 
entonces la ecuaci<.ín de la curva CdCe puede encorurarse de la rnisma manera que en Jos ejemplos 
anteriores (construcciones 4 a 6), ••observando cJ orden de Ja progresión". 

Menciona que existen tres curvas ""diversas .. mediante las cuales cualquier problema puede ser 
resucito. ScrUn tres a menos que algunas de ellas resulten ser iguaJcs y la más simple es la que debe 
ser escogida para Ja construcción. 

Estas curvas diversas pueden apreciarse cJaramcntc en Ja construcción 6, son Jas curvas a). b) y c) 
que. aunque son todas de grudo 4, producen que la ecuación resultante sea de grado JO, J 1 o J2, 
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respectivamente. Podemos entonces ver que Newton al decir que las curvas diversas son ... iguales•• 
se refiere sólo al grado de las mismas. 

Dice. a n1anera de enunciación de su regla general para construcciones con x = Y. que las 
ecuaciones de grado 2 y 3 se resolverán trazando lineas rectas. las de grados 4. 5 y 6 con secciones 
cónicas. las de grados 7. 8 y 9 mediante curvas de tercer grado. las de grados 1 O. l 1 y 12 mediante 
curvas de cua1""lo grado. etcétera. 

Es cl:.iro que. en lo que va de esta sección. Newton n1uestra un procedimiento que es generalizable 
para ~cuaciones polinomiales de cuak¡uicr grado. y que es equiparable a lo que Descartes presenta 
al final de La Gcomc-tria, donde no enuncia una regla general sino que sugiere que se induzca a 
panir de ejemplos particulares. Newton pasa a generalizar un procedimiento mediante un llamado 
al sentido común y no mediante una demostración. Una prueba. en la que además se aclara la 
existencia y caracterización de las curvas diversas. es la siguiente. 

Demo."ilrt1t:it>11 <le lt1 po ... ibilitlt1tl th• co11str11ir t>Cllt1cio11es tle grtulo 11 utilizuntlo /u curva ~"lti: = ..},l 

Primero una definición y un resultuJo que serán utilizados. 

Definición 

Para esta demostración en particular. In función entera r(i) (i =O. l .2 ...• n). estará dada por 

r(i) 

Resultado 1 

donde [ x ] es la parle! entera de x. 

1 o. si"i ==. O (mod 3) 

= 1 1. si i E 1 (mod 3) 

l 2. si i ==. 2 (mod 3) 

([ i / 3 J · 3) + r(i) ~ i, 

Para demostrar la validez del n:sultac.Jo. analicemos por casos. 

Si i=O mod (3) 

Si;~ 1 mod (3) 

Si i::: 2 mod (3) 

([ 

<L 

<L 

il 3 l 3) "' 

i / 3 J 3)~ 

i / 3 J 3) 

i & r(i) = o 
i- 1 & r(i) = 1 

i -- ::! & r(i) = 2 

([ ;¡ 3] · 3)+ r(i)~ i. 

( [ i / 3 l . 3) + r(i) ~ i. 

([ i/3]·3)+ r(i)~i. 
Q.E.D. 
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Entrando en la demostración. tomemos E(x. y) = x - >,l = O y sea P(P) el poJinomio de grado n 
arbitrario (n 2:: 3) 

Es posible definir FP<..,.,(x._v)a partir de P(,v) del siguiente modo. 

Se sustituyen los n + 1 ténninos de P(v). siendo éstos a;;il son sustituidos por xi 113 1 · yili) (n 2:: i 2:: 0). 

Así, E(x. y) y alguna de las tres ecuaciones siguientes. que son de hecho las curvas diversas, 
construyen geométricamente a P(y). 

1) Frt•·l(x,y) = ª" (."\.¡ "' l J. y.JI"))+ a,,_, (xi cn-1)1 l). yi<n·ll) + ... + ªiJ,2 + ª1Y +ªo= O 

2) F_,ptq(X,y) = a,..(xl cn•1)13 J. y1<11•11) + a,...1Cx'"'l1. y'<"')+ ••• + aiY + ª1.J,.2 +ªo.\.'= O 

3) F_,)pt, 1(x,y) =a,, (x1(""":?l''1 • y 11" .. l>) + CI,,_, (x11" .. 111 3 1 · y.1Cn•I') + · · · + UiY4 + U1J'3 + Oo_\.i =O 

ya que sustituyendo x = .v"' en F 1't,.1(x, y) y aplicando el resultado 1, tenemos que 

a,,y" + a.,. 1y"" 1 + · · · + a 1_v + a 0 =O 

con F,pt, 1(x,y) llegamos a 

y para finalizar. con F_,;pt,...1(x.y) obtenemos 

Con lo que la ecuación P(v) =O es construida. 
Q.E.D. 

De las curvas dtversas 1 ), 2) y 3) que pueden participar en Ja demostración. Ja que produzca la 
ecuación de menor grado que resuelva el problema será la que se torne para la construcción~ como 
señala Newton. Estas curvas no pueden llegar a coincidir en caso alguno ya que los primeros 
términos de las ecuaciones xi"':; 1 ·y ft"'~ xi 1"* 111 J J • y 11 " ... 11 y x 1 (n•:?)' 3 1 · yJfn•:?t no pueden nunca ser 
iguales ya que la suma de los grados de x y y debe ser n. n+ l y 11+2 respectivamente. 

Construcción 7 

Para continuar con su sección, Newton construye la ecuación de grado trece 
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yD + ~v 12 + ny'º + py'' + qy"' + ry7 + s;I' + i:,.vS + ~,4 + "!l.l + q,l~' + by+ e= O 

intef"secando y 4 = x con 

que como podemos ver es correcta ya que al sustituir x = y 4 en esta ultin1a ecuación, tenemos 

que es igual a la ecuación original. 

Este es un ejemplo en el que Newton pretende hacer ver que la regla general para construir 
ecuaciones utilizando la curva x = y 3 es extensible a otros grados de y. en este ca.so ay\ con lo que 
da la idea de que se puede utilizar cualquier curva del tipo x = _,.J'I, siempre que la ecuación a 
construir tenga un grado suficientemente grande. Esto de hecho cs cierto. y para demostrarlo se 
puede fácilmente generalizar la dcmostro.ción anterior hecha para el caso n = 3. 

Por medio dt.~ qué lineas debe resolverse un problcnut 

Newton dice que si se toma el número cuadrado (entero) mayor inmediato al grado de la ecuación 
planteada. ésta podrá ser resucita por curvas que tendrán grados menores o iguales a la raíz del 
nún1ero cuadrado tomado, y que el producto de los grados de la.o; curvas scrñ 1nayor o igual. pero 
nunC¡\ menor. al grado de la ecuación inicial. A1ladc que el número de puntos en Jos que dos curvas 
pueden cortarse nunca podrá ser mayor al producto de los grados de las ecuaciones de hts n1ismas. 
pero que si tendró. que ser igual. excepto por las raíces imaginarias. 

Aquí Ne\.vton esta presentando el resultado más importante de todo este capítulo dedicado a la 
construcción de ecuaciones. Advierte que el producto de los grados de las curvas es el que 
detcrnlina el grado de las ecuaciones que pueden ser construidas con ellas. Una ecuación de grado 
n puede construirse. según esto con curvas apropiadas de grados a y h tales que ah~ 11. 

De aquí se deduce fácilmente lo que dice al principio de la sección. que una ecuación de grado 11 

puede se1· resuelta por curvas de grados o y b tales que ah ~ k, donde /2 es el entero cuadrado 
mayor (o igual) inmediato a 11. 

Sin embargo. acerca del nún1cro de puntos en los que las curvas se cortarán, Newton está 
olvidando la posibilidad de la i.:xistencia de raíces reales múltiples en un polinomio. Puede darse el 
caso. como se apuntó atrás --por ejemplo al resolver una ecuación cuadrática, 1nediante un circulo y 
una recta-. que cuando el discriminante es O. la recta es tangente a la circunferencia. es decir. la 
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corta en un solo punto y la raíz tiene multiplicidad dos. Hay que recordar que justo antes de entrar 
a la construcción de ecuaciones cuadráticas por medio de triángulos rectángulos,. Newton señala 
que las raices serán imaginarias cuando de -.J-ad/2 ~ es decir,. cuando el discriminante no sea mayor 
que cero,. dejando fuera el caso en que es cero y la raíz es múltiple. 

Volviendo al resultado importa.nte,. la sección continúa con un fonnato similar a la siguiente tabla,. 
donde relaciona el grado de la ecuación con las curvas más simples que pueden siempre utilizarse 
para construirla. 

Si la ecuación es 
de un grado no 

mayor a 

ruede rei.ohcrse por Ja intersección de 
(pero no por curvas más simplclli) 

Dos linc:as rectas o una linea recta y una sección cónica 

Dos ¡:;cccioncs cúnieas 

6 Una sección cónu:a y una curva de tercer gr.ido 

9 Dos curvns de tercer g.rado 

1 :! Un:i cur.·01 de tercer y otr.:' 1.k cuarto gr..1Jos 

1 6 Dos e Uf"' as de cuano grJdu 

En la tabla no es muy claro a qué se refiere Newton al decir que las ecuaciones hasta de grado dos 
se resuelven intersecando dos rectas. Quizá se refiera a las ecuaciones lineales o a la construcción 3 
que se basa en tri:ingulos rcctá.ngulos. pero en realidad no es claro. 

Newton señala que esta consideración (la de la tabla) dividirá a los problemas en clases. pero que 
no siempre resultará. sencillo resolver un problema de grado alto mediante las curvas más simples 
(las indicadas en la tabla) ya que éstas debcr.ñn de todas fonnas ser definidas con antelación. Así, 
frecuentemente es mús conveniente utilizar una curva con1pleja y otra sencilla. por ejemplo. un 
problema de grado 16 puede quizá st:r resuelto mas fiicilmente por una curva de grado 6 y f.1tra de 
grado 3. 

Lo que Newton trata en esta sección se relaciona directamente con lo que aparece al final del libro 
111 de La Geometría. <lonc..lc Descartes propone. con10 método general para construir ecuaciones. el 
intcrsccar un círculo con una curva de grado n pan1 resolver los problemas de grado 2n-l y :211. Si 
bien esto es aceptado por Newton. Desc¡1ncs no propone otra alternativa. planteando que siempre 
se habr:i de usar un circulo. Sería dificil pensar que Descartes no está al tanto de que una c:cuación 
puede;: ser resuella por cualesquiera dos curvas. siempre que el prciducto de Jos grados de lus 
mi ... 111as sea mayor o igual al grado de la ecuación. 



Esta situación nos hace reflexionar sobre el papel especial que Descartes Je da al círculo. Si bien la 
geometría cartesiana es una extensión de la geometría de regla y compás a curvas más sofisticadas 
y de grados algebraicos mayores., cuál es la razón que lleva a Descartes a seguir conservando el 
circulo para sus construcciones. Si no lo hace. ¿su geometría no tendrá ya relación o similitud con 
la geometría clásica'? De hecho. podríamos pensar que en realidad el círculo pcnnanece y la recta 
se transforma en curvas. primero en Ja parábola. después en la ºparábola cartcsianan. Juego en C3 ., 

etcétera. Puede haber algo de perfección o divinidad en el círculo como apuntaban algunos de los 
antiguos. Ne\.vton viene a desmistificar, o si no al menos a considerar indistinto. el uso del circulo 
con respecto a las demás curvas algebraicas_ 

Por otra parte. Newton plantea una intefl'l"Ctación distinta sob.-c la simpleza r-clativa de los pares de 
curvas usados en construcciones. Par-a Desear-tes. una ecuación de grado 36 se construiría. por­
ejen1plo. con un cí.-culo y una curva de gr-ado 18. que serían las más simples. Para Newton lo más 
simple seda usar dos curvas de grado 6_ 

Este punto sobr-c la simpleza dc par-cs de curvas no es muy bien ddinido por Descartes en La 
Geo111c1ría_ Es posible saber cuando una curva es n1ás simple que otra comparando sus grados. 
como lo había planteado Descartes. pcr·o al tener- pares de curvas, como en el ejemplo del p¡ir-r-afo 
antcr-ior, saber cuál par- es más simple es ~ubjctivo. En pr-incipio la respuesta seda que dos curvas 
de gr-ado 6 constituyen un par- más simple que una curvas de grado 2 (en panicular el circulo) y 
otr-a de grado l 8. 

Las dos curvas de grado seis nos pennitirán realizar- una constnicción algebr-aicarncntc má.<.; sencilla 
si utilizan1os el método gcnen1I de Newton. que nos llevada a tomar- la curva x = _11• y obtener­
rnediante la técnica de inscr-ción. a partir- del polinomio de grado 36. la otra curva <le sexto gr-ado, 
par-a después .-caliza.- la construcción de la ecuación inter-sccando las <los curvas. 

Sin en1bar-go. en lo que se refiere al trnzadc1. no contarnos con un procedimiento gcométr-ico o un 
apar-ato pan1 realizar- el trazado de cualquier- curva de grado 6. mientr-as que el cí.-culo se traza con 
el compás y la curva de grado dicciocho pucdc ser trazada como Descartes lo propone. 

Así. podemos concluir que las con~truccioncs de Newton son algcb.-aicamentc simples, 
con1par-adas con las construcciones cartesianas. y dejan de lado Jos nlecanismos par-a el tr-azado de 
las curvas que: intervienen en ellas. La parte: algcbmica comienza a tomar fuerza mientras que el 
espí.-itu geométrico, en cuanto a precisión y exactitud ideal, pasa a un segundo lugar en el esquema 
de Newton. 

En lo que rcst3 de este capitulo. se tr-atarún los cjcmplos concr-etos que pr-e...<.;enta Newton sobre cómo 
utilizar- esta regla general que ha 1..·stablccidn_ además de algunos procedimientos panicular-es muy 
útiles. 
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Cómo los problemas planos son resueltos con la parábola 

Construcción 8 

Partiendo de Ja curva x =-'=''•Newton procede a construir la ecuación 

Toma (figura 4.14) ug =l. gí= k y /h = 1 = 1<1111s rectum de la parábola. Trnza gh tal que interseque 
a Ja parábola en d y e para que. trazando fas perpendiculares al eje ge. db y ec sean las raíces 
buscadas. 

Las raíces serán positivas si sus segmentos no se ubican entre g y fl1. negativas de lo contrario. 

Newton está considerando Ja ecuación general con k y I números cualesquiera. Esto es un avance 
respecto de lo hecho por Descartes. qu icn se ocupa de este problema considerando a k y a I 
exclusivamente positivos. 

Demostración 

El origen de coordenadas debe ser situado en el vértice de la parábola, el eje x será la recta c1c en 
esa dirección ya que Ja ecuación de la parábola es x = ).2. El eje y será la paralela aflz por a. La 
ecuación de la recta glz es 

A.y +x + I =O 
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Así. al intersecar la recta y la parábola tendremos 

/...'")' + J.2 + / = O <=> ).;? + Á.')' + I = O 

Los signos de las raíces están dados como dice Newton. ya que trabaja con segmentos orientados. 

Q.E.D. 

Otra forma de realizar la demostración es ap1icando la regla genera) de Newton. Tal como se hizo 
para x = _1.J. tenemos que. dadas _1-2 + ky + I = O y x = _,-2. construin1os las curvas diversa..~ 

1) x+ky+ /=O 

2) xy + kx + (v = O 

y ton1amos 1) por ser la de menor grado. para intersecar la parábola con ésta y llegar. como ya se 
vio. a la ecuación original. 

Cómo los sólidos son res11eltos con 111 p11rúbo/a 

Construcción 9 

Para resolver un problema de cuarto grado. Newton indica que primero se elimina el término de 
grado 3 para obtener la ccuac ión 

y .. con la parábola x = .l'.'' ya trazada (figura 4.15). se toman ac = ~:... cp =~ 1
/2 /y pq = Y:i m. Se traza qr 

perpendicular a ap y tal que af = aq y también se dibuja fe paralela a ap. siendo k el punto de 
intersección de esta recta con la parUbola. desde donde se: toma kh = n. Para finalizar se traza hr 
perpendicular a ap que cortaní a la parábola en '"· de donde se traza. con centro en q y radio u·,·. el 
circulo tsm. 

Nc,vton abre un paréntesis para indicar que ur = ( 1 - 2/ + /1 -+ mm - 411)14. por lo que se puede 
también proceder a trazar la perpendicular ,,v directamente y trazar el circulo. 

Asi. trazando las perpendiculares desde los puntos de intersección de la parftbola y el circulo a la 
recta ap se obtendrán las raíces de la ecuación. que en este caso son 11111 y 11•. Las raices serán 
positivas si los puntos de corte están del lado opuesto a q con rc~pccto al segmento ap y si m es 
positivo. 

87 



e 
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--·· ,,., 

Figura 4.15 

De111ostraciá11 

La ecuación de la pmñbola es x =y"!. el eje y es ap y el eje x es c~r. Con10 ae = 'h. cp = 'h l. Cl/1 = V2 - '/:: I 
con pe¡= 1/2111. 1cncllH.)!'- que las coordenadas de\ centro del círculo son ( 1/2 - Vi,/, - 'h m). Para calcular 
el cuadrado del radio./k ='~/":!=cu/-= ('/2m);> + ('/;- - 1/:/);>. de dondc:f/J =ar= wr=' =(Vi• m)2 + (1/1 - '/2/)2 

-11 = m'!.14 + ¡?¡4 · 10 .. + •,~ -- 11 = ( l - ~/-t- /1 + m'!. - 4n)l4. con10 Newton indica en su paréntesis. 

Así. la ecuación dc1 circulo entonces cstara dada por 

(x + '/:/- '/:):- + ll' + 1/1 m)"! = l l - 2/ + /l -t· m 2 --4n)/4 

x;> +lx-x ..-y~+1n_v +n=O 

y al sustituir x = .l~. se tii:nc 

y"+ /y"!+,,,_,. + ll =o 

y con10 el eje x es e~/: en esa dirección, las raíces ser.in positivas cuando el punto de intersección se 
ubiqllC en el ~l!mipluno x >O. 

Q.E.D. 
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Construcción JO 

Newton resuelve la ecuación cúbica 

y."\ + A.:-i:v + b• + m = O. 

Primero la n1ultiplicn por y- k =O para obtener 

<=> y"'+ (/ - kk) + .l'.l" (m - kl) y+ km = O 

y. también sobre la figura 4.15. toma ae = Vi. ep = ( / - kk)/2 y pq = (m - k/)12. para trazar fk 
paralela a ae con '~r = uq (la nueva aq) y se toma k en _tk tal que /i/ = km (el producto de 
coeficientes de la ecuación) para trazar Ja perpendicular a /k por d. que cortará a ap en g y a la 
parñ.bola en c. Entonces. con radio cg y centro en 'l traza el círculo w/. 

Otra forn1a de trazar el círculo es la siguiente. Con10 k es una raíz de 

.1··1 + {1- kk) + .1:\· (m - kf)y - km = O 

ton1ando "b perpendicular a ar de 111ancra que k = oh y trazando por h la paralela ~1 cu• que cortará 
la parábola en w (lo cual puede ser tmnbién hecho tomando desde un principio "r = kk. ya que ar= 
(ah)'! por estar w en la parúbola) trazan1os el círculo con centro en q y radio wq. 

Trazando las perpendiculares desde los puntos de inh!1·sccción de la parábola y el circulo a la recta 
ap se obtendrán las 1·aíccs. Todas. excepto"''"= k. scrñn raíces de la ecuación inicial 

debido a que k es sólo raíz de la ecuación de cum-io grado. 

Dcn1os/r{ICiÓ11 

La ecuación de la parábola es x = y 2
• el eje·'' es ap y el eje x es,~¡~ Como cu.>= Y::. cp = ( 1- k2)12. 

pq = (m - k/)1'2. y ap -= "'-' - cp = ( 1 - I--+ /?)/2. tenemos qut: la..s coordenadas del centro del círculo 
son {( 1 - I + /?)12. - (m - k/)12). Para calcular el cuadrado del radio.fk = t~f'::. = aq:!. '"""" ( 1 - 1 + lr)2 /4 
+ (m - k/) 2/4 y como kd = mk. 
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<=> cg' = ( 1 - I + k')2/4 + (m - k/)2/4 + mk 

= (1 + I' + k' - 2/ + 2k' - 2/k')/4 + (m' - 2klm + 12k')/4 + 4m k/4 

= (k' + (2 - 2/ + / 2 )k' + (4m - 2/m)k +m' +I' - 2/ + 1)14 

El procedimiento alternativo que propone Newton funciona debido a que de antemano se sabe que 
k es una raíz del polinomio de cuarto grado. lo que obliga a que el circulo y la parábola se 
intersequen en w de coordenadas (!.r. k). De toda.<;, fonnas. algebraicamente tenemos que. al trazar 
el triángulo rectilngulo jqw (cuestión adicional al dibujo de Newton). u:i = (2k + m - k/)12 y Jq = 
(1- / + kk)/2 - Ir. con lo que el cuadrado del radio será q'"~ = ''?i:J. + Jqi. es decir 

c¡n~ = (2k + m - k/)'14 + (( 1- I + k')l2 - k')' = (k(2- /) + m)'/4 + ( 1- / - k') '14 

= (~(2 - /)2 + 2km(2 - {) + 111 2 + 1 + P + k~ - 21 - 2/2 + 2/!i!)/4 

= (k4 + (2 - 21 + P.)/2 -t- (4m -2/m)k+m2 +/'! -2/+l )/4 

=> cg°2 = qv,_;. <=> lcgl = \q,v\. 

Los dos procedimientos Hevan a un círculo con el mismo radio y el mismo centro. Podemos 
entonces escribir la ecuación del círculo con-,o 

(x - ( 1 - / + k-2)/2}2 +(y+ (m - k/}12)'! = (k4 + (2 - 21 + F)k~ + (4m - 2/m)k + 111'! + /::!. - 2/ + 1 )/4 

x1' - ( l - /+ k1'}/2) 2 +(y+ (m - k/)/2)2 = (k4 + (2 - 21 + P)/2 + (4m - 2/m)k +m 2 + /'::!.. - 2/ +1)/4 

x 2 _,..p¡4 + k"/4 + '4 + /x - lrx - x - /k?/2 - //2 + 1212 + \,z + m'!/4 + 12P14 + 11n• - klv - k/m/2 = 
k.J.14 -+ k?/2 - //?/2 + Ph~/4 + km - /mk/2 + m'::!..14 +P/4 - 112 + Y.. -

x'! + lx - K-x - x + y 2 + my - kly = km 

y sustituyendo x = y 2 11cgamos a 

y.a+(/ - k?)).Z (m -k[)y- km= O. 
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Así. si esta ecuación es dividida entre y - k. para el caso en que k no puede ser raíz del polinomio. 
tendremos 

y 3 + ky~ + (v + m = O 
Q.E.D. 

Una vez terminada esta construcción. Newton. afirma que si en la ecuación se toma k = o. entonces la 
operación sería n1ucho más corta. ya que ae = '..-'2. cp = 112. pq = m/2 y el radio del circulo sería c1q. 

Esto es en efecto cierto ya que ae = '/2. ep = ( I - kk)/2 y pq = (m -· k/)!'2 para el caso general: y 
como kd =O entonces af = c:·g = aq es el radio del círculo. Tomar k =O sin1plifica la construcción y 
es posible trazar el círculo en un menor número de pasos. 

Construcción J 2 

Para finalizar esta sección. veremos el at1álisis de Newton del caso en que el primer término de Ja 
ecuación cúbica se pierde transforrnúndosc en 

y-:-+ J.y+ /=o. 

Mediante la intersección de la parábola y un cí.-culo (figura 4.16) el problema se resuelve tomando 
ae = 'h. en= 112. np = kk/2 y pq = k/12. para entonces trazar el círculo con centro q y radio aq. 
Las raíces de la ecuación estarán dadas por las magnitudes de las perpendiculares a op bajadas 
desde los puntos de intersección de la parñbola y el circulo. por ejemplo vt. a excepción de una que 
sea igual a k. 

Figura 4.16 

Dc111ostración 

La ecuación de In parábola es x = J~. el eje .Y es ap y el eje y es la paralela apq que pasa por a. 1-lay 
que tomar rtp = A_..1/2. Para que ap = ae - ert +- -rr.p = Y:z - 1/2 + /?12 y pq = k/12. Las coordenadas del 
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centro del circulo son {( l - I + k?)/2., kl/2) y el radio al cuadrado del mismo será (( 1 - / + k1)/2) 2 + 
(k//2)". por lo que la ecuación del circulo puede escribirse conl.O 

(.v- (( 1 - I + li')/2)' +(y - k//2)' ~ (( 1 - I + li')/2)' + (k//2)' 

<=> _r - x( l - / +/.?)+y~ - kly =o 
y sustituyendo x = y,, 

<=> (.\,2 - J..')•)(.l,2 + ky + /) = o 

De esta forma. los puntos de intersección del circulo y la parábola determinan tanto las raíces de 

_l-1-ky= o con10 las de _,."J. + ky + I = o _ 

Pero las raíces de la primera ccu~1ción son cero y k. por lo tanto las ordenadas de los puntos de 
intersección del cir"culo y h1 parñbola. a excepción del origen y uno de ellos de valor k. 
corresponden a las raíces de la ecuación inicial. 

Q.E.D. 

Construcciones rcali.r..adas por la panlbola de la segunda clase.'\:=_,..-' 

Construcción 13 

Dada la línea ••torcida ... dice Newton. cuya ecuación es x = _1-' (figura 4.17). pnr..i. resolver la ecuación 

_\";\+~\·+,,,=o 

llamemos ud = _,-. tlg :...=.y. o uc_· = -x. ce= -y. y tonu:mos ah = "'· Ju/= I y tff= 1. con tlf perpcndicu­
lar a /Je/_ 
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Si bfes prolongada indefinidamente en ambas direcciones. las perpendiculares a bd bajadas desde 
los puntos de intersección de hi curva y la recta. como e por ejemplo. serán las raíces de la 
ecuación y 3 + ~v + 111 = O. (Al parecer Newton se equivoca y escribe .lr' + .(1:v + m = O en toda la 
construcción.) Las raíces serán positivas o negativas dependiendo del valor de y en el punto que las 
detennina. En el dibujo. ce es negativa ya que y también lo es (en este caso se considera positiva la 
dirección hacia arriba). 

Demo.'t.·traciún 

El origen estñ en " y la ecuación de la recta es 

X= -(l'- 111, 

que al sustituirla en x =_¡-'.o a la inversa. tenemos 

.l ... = -/y - 111 <=> _,..J + b• + 111 = º-
Q.E.D. 

Construcción/../ 

También dada x = .l-' (figura 4. J 8) con los mismos ejes y origen es posible resolver Ja ecuación 

_¡:1• + .<.y -+ ! = O. 

multiplicándola primero por y - k. para obtener 

y" -t- (/ - kk).1· - kl = o. 

y llamando ub = k!. bO = l. ód = kk y dí= 1. con c(/"pcrpcndicular a ad. tracemos la rectajbJ... 

La recta puede también trazarse tomando ah = kl. y ah -= k. ah perpendicular a da. para trazar hA. 
paralela a ad. hasta que intcrscquc a la cur·va. es decir- ha!->ta que hi .. = k'. para entonces trazar la 
recta Af?fe. 
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Finalmente, como en todas las construcciones, las perpendiculares bajadas desde los puntos de 
intersección de la recta y la curva a cu/ serán las raíces de 

y' + (/ - kk)y - kl ~ º· 
por lo que todas ellas. excepto J3A. = k. serán las raíces de la ecuación .i~· + ky + I = O. 

Demostración 

La recta puede ser trazada. según Newton. de dos formas. De la primera. nh = kl lo que nos da la 
abe isa al origen y db = ód - bó = - I + J....2 y fd = -1. por lo que la pendiente con respecto a y será 
- (/ - j¿J}. lo que da lugar a que la ecuación de la recta sea 

-• ~ - (/ - k')y + kl, 

De la segunda n1anera. la abcisa al origen es también ab = kl. y la pendiente con respecto a _v está 
dada por bJ31J3"-. con bJ3 ~ hi" - ub ~ k' - kl y 13"- ~ k. esto es (k' - kf)lk ~ ¡.-> - / ~ - (/ - /2). 

Así. hemos verificado que de las dos formas propuestas se obtiene Ja misma recta. 

Ahora~ la intersección de la recta y la curva estará dada por 

que al dividirla entre_,.. - k será 

X = - (/ - J2)y + k/ & X =.ir-' 

<=> .lr' = - (/ - k2)y + k/ 

<=>y' + (/ - k2}y - kl = o 

Donde y= k = pA es una de las raíces de Ja ecuación de tercer grado. pero no de Ja inicial. 
Q.E.D. 

Aunque Newton no lo apunta, es claro que las raíces de Ja ecuación serán po~itivas si la ordenada 
del punto que las determina es positiva. 

Construcción 15 

Para resolver la ecuación de cuarto grado 

="' + t1Z
3 + b::::z + CZ + d = Ü 
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Newton indica que debe usarse un círculo (y también la curva .'e= ).3). Entonces multiplicándola por 

zz-az+aa-b=O 
obtenemos 

=6 +(a'+ c-2ab)=3 + (a"!>b-b 2 - ca+ d)zz+ (ca-i -ad- be)=+ c1~d- bd= O 

que es de la fonna 

z.6 + m =3 + /1 == + p z + q = O, 

donde n debe ser positivo. Si no lo fuera, es necesario aumentar o disminuir las raíces de Ja 
ecuación inicial y repetir de nuevo la operación hasta obtener una ecuación de la misma forma pero 

con n positiva. Entonces, dividiendo la ecuación entre if;; (que en realidad es dividir cada uno de 

los términos de la ecuación entre 'Vnt6 -c 1 = (n 11 
.. }

6
-1:>. donde ges el grado del tt!nnino, lo cual 

Newton no enuncia claramente. ver el Tcore1na de modificación de coeficientes en polinomios más 
adelante). tenemos:; 

Tomando (figura 4.19) 

-· +-'-"- -·' + -- + _f!__ _+_!!__=o - J nfn - -- n-if;í - n..Jn . 

ah =--
11

-
1
-. 

2JnFn 
hc=-p-

2nVn 
y con radio cd = 

mmn + pp-4nq 

4nn.J;; 

trazamos el círculo tlk. con lo que las perpendiculares desde los puntos de intersección del círculo 

y la curva. como son hd y ok. multiplicados por v;;. serán las raíces de la ecuación. 

·._ · ... ___ ...... -· 
Figura 4.19 

3 Por ejemplo: pl.lrn d caso del ti!nnino =J rcsulla que g = 3 

1 1 1 1 1 
(n'°')f<>."l; =~~=~= (nJ12)112 = (nn112)1'2 (n fn) 11~ = Jn J;; 
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Demostración 

Esta vez Newton cambia y por z. con lo que la curva será x = .:? • El origen será a._ ba el eje x y para 
este caso el eje z será la paralela a cb por c1. con lo que de la asignación de valores de ab~ be y cd 
tenemos que In ecuación del circulo es 

<=> 

m:?n+p:?-4nq 

4n' .,¡;; 

( m )' + (=+ 21P, •.• )' ~ X+ 2nll4 "' .. 

.. ,,, '":? .. p p:!. 
.'\'."- + "Ji-t .'\'." + 411"'':!. + =- + ;p = + 4n 5 :! 

X
2 + ,:;~4 X+ =:? + 

11
1:,4 = nq 

-
11

512 

donde al sustituir x ==,,tenemos 

=to+ :~~4 =:. + =:! + 111:," =+ ,~:1:! =o 

=" +--"'- =" ·t- ==+_/!__=+-''-=o . .J;;:r,: n~ nFn 

Ahora. la tOm1a de 1tcgar de 

='· + ,,, =-' + 11 == + p = + l/ =o. 
a 

_,, + -'-"- - ... + -- + _.!!__ - ...... _!l_ =o - J n.J;i - -- n;[;, - nFn 

es multiplicando cada término de la primera ecuación por 
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donde ges el grado del término. es decir 

z" debe sustituirse por 

mz:' debe sustituirse por 
nzz' nzzJ in= 3 111= 3 

-VnCf•-'' (n''-')' = ~ = .J;'?n 

n:? debe sustituirse por 
nz 2 nz" .. 

Vn 1;,-:J., = (111'"')4 ==-

p= debe sustituirse por y 

q debe sustituirse por 
l/ q q q 

'tJ,,1,. ni= ~,1.-1)" = ,,.,12 = n.,J";;. 

De este modo. las ecuaciones cun1plcn con la hipótesis del Teorema de modificación de 
coeficientes en polinon1ios. que se presenta al terminar la demostración. por lo que al multiplicar 
las raíces de 

,, + -'-"- =~ + == + ,,:.í;;= + ,,'5-;; =o .¡;;:¡:; 

por Vn . obtendremos las raíces de 

;:"-t-111;:'+ n==+pz+q=O. 

Pero hasta el momento. sólo hemos demostrado la construcción de las raíces de 

='' + 111 z 
1 

--t n z;: + I' z + q = O 
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y no de la ecuación original 

z 4 + az3+ bzz+ cz+ d= O. 

De esta forma. hay que considerar que las raíces de 

que son 

zz - az + aa - b = O 

a±~ deben ser excluidas para así obtener sólo las rafees buscadas. 
2 

Teorenia "'' m0Llijict1ción tle coeficientes en polinomio."i 

Para un polinomio arbitrario de grado n 

P(x} = a,,:c'' + 0,,. 1~· 1 + · · · + a 1x + a 0 =O. 

dado e~ O. es posible definir 

Q.E.D. 

Entonces, x 0 es una raíz arbitraria de P(x). esto es P(x0 ) = o. sí y sólo si cx0 es una raiz de P~ (x). 

Demostración 

PJx) se construye a partir de P(x). sustituyendo cada término a,..< en P(."t") por u 1,c"-'-.Y". por lo que 

P.(cxo> = t .. a,c"·'- (C."t"o) 4 = 'L,u,c"·'-c'- Xo" = L,a,cnXo l.. = c"¿a,.xo'" =en P(:co) =o 
.. "'"º k-0 ""º 

Q.E.D. 
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Epílogo y conclusiones 

La fama de Descartes descansa sobre muchos pilares. Uno de ellos. por sus repercusiones 
posiblemente el mas imponante para la ciencia moderna~ fue La Geonretríc1. Su valor como un 
texto que presenta métodos para resolver problemas es inapreciable. A través de sus páginas se 
descubren las rnaravillas del pensamiento cartesiano que* frente a las murallas impuestas por el 
espíritu geométrico de la Grecia clásica. planteó construcciones -es decir soluciones- nuevas y 
aceptables que dieron cuenta de tantos problemas. que aguardaban por quien supiera proporcionar 
un solución matemdticamentc aceptable. Los criterios cartesianos de claridad y simplicidad dieron 
la paula en el desarrollo de métodos analíticos que en manos de Euler. Monge. Lagrangc y Lacroix 
se convirtieron en la estrategia que presentaron los libros de texto para resolver los problemas de la 
maten1ática del siglo XVIII. 

Sin duda, La Geometría ( 1637) es el libro del siglo XVII que más influyó en la matematica de su 
época. si no por otra cosa. porque niarca el inicio de la geometría analítica, si bien el enfoque con 
tal non1bre se usa para Ja resolución de problenHts fue elaborado por sus herederos intelectuales en 
el transcurso del siguiente siglo. La Geometría enseña cómo resolver problen1as presentando casos 
cuyas correctas y claras fonnas de solución validaban el procedimiento propuesto por Descartes. 
Puede suceder que no nos interesen los problemas particulares que resuelve. lo que si no poden1os 
negar es la fortalc7a dt: un Ulgcbra generalizada. Sus logros son evidentes c:n Jo <-1uc después de él 
crecería más all~l de meros avances en notación algebraica. corno teoría de ecuaciones. geon1etría 
analitica. cálculo. la concepción de Lagrange de que el álgebra es el estudio de sistemas de 
operaciones generalizadas. entre otros. 

El impacto que tuvo La Geometría cntr·c sus contcn1poráneos fue inmediato: Florin1on<.I Debeaune 
y Frans van Schooten publicaron comentarios y aclaraciones a muchos de Jos pasajes crípticos de 
Descartes (escritos así. con toda intención. según comenta Marco Panza en tono un tanto bron1ista. 
pues Descartes desecha burlarse de algunos de sus contemporáneos~ en especial de Roverbal. a 
quien no con:->idera a la altlu-a de su ingenio). Otro texto memorable. aunque no 111uy conocido en la 
actualidad. es el de Jan de \Vitt. Los Elementos de las Curvas. igualmente inspirado en La 
Geo111etria. y en el que sistematiza la geometría unalítica. Los comentarios dt: van Schooten. en su 
segunda edición ( 1659-1661 ). son una lectura obligada para quienes analizan la matcm:ltica 
cartesiana. Esta obra ofreció el marco del cuul :-;urgió el Ji·catise o/~Algcbra hoth llistorical and 
practica/ (1685) y la Arithmctica i1!/i11itor11m de .Tohn \.Vallis. E~tc autor. al igual que James 



Gregory y Christopher Wren. bajo 1a inspiración de Descartes recurrieron a métodos algebraicos 
para avanzar en e1 tratan,iento de prob1e1nas de tangentes y. como ya lo había sugerido Descartes. 
del cálculo de áreas. 

De hecho hubo quien lograra lo que Descartes había declarado imposible de realizar: rectificar Jos 
arcos de algunas curvas. A principios de la década de 1660 Newton se ocupó de los trabajos de 
Wallis y de Descartes. en la edición de Schooten y, aprovechando las ideas de Barrow -su maestro 
en Cambridge- y Gregory. dio inicio a la serie de trabajos que culminarían en el cálculo (Westfall~ 
New!ratRc ... -1. 105-137). 

Descartes tnanbién sirvió de inspiración a Leibniz. quie11 para 1674 ya leía La Geometría. 
interesado en los procedimientos algebraicos que ahí se planteaban. No es sorprendente encontrar 
que en 1677 Licbniz escribía. durante una etapa ernpetlada en la búsqueda de un método general 
sustentado en el manejo de símbolos que le permitiesen encontrar la verdad: ºSi pudiéramos 
encontrar caracteres o signos adecuados para expresar nuestros pensamientos de manera tan clara y 
precisa como Ju aritmética expresa los números o el análisis geométrico la linea. podríamos. en 
cualquier asunto que pudiera manejarse por l:.i vía del razonamiento. lograr lo que se ha alcanzado 
en aritmética y en gcon1ctría'• (Wiencr. Leihni=. 15). 

Este entusiasn10 por lo que un mCtodo in!-opirado en el manejo algebraico podía alcanzar era 
compartido por Condorcit. quien creía que podía crearse o descubrirse un método que sirviera 
como i11stru1nento universal. aplicable a cualquier combinación de ideas. que hiciera que el 
progreso en la solución de cualquier prc-.blcmática sujeta a los designios de la inteligencia humana 
fuera algo tan foctiblc como el de la~ matemáticas. 

Todo lo anterior significa que. por fortuna. quienes leyeron al Descartes de La Geometría no se 
vieron invadidos por el desencanto carh.~siano a raíz de las fallas que surgieron en el edificio meto­
dológico que constn.1 ía bajo la forma de la!'> Reglas pora fa Dirección del Espíritu. Ciertamente éste 
ti.te d ca.so entre los 1natt:máticos. m:is interesados en h.)!"' logros efectivos de los métodos algc­
braico-geomCtricos presentados por Dc~cartcs y. en particular por el tema de la construcción de 
ecuaciones. n1ismo que en el periodo 1ó50-1690 alcanzó lo!-. rasgos de una teoría coherente. A ello 
contribuyera. ~tdemás de la edición de van Schootcn de La Geometría. el kíesolabum (la 2" edición 
de 1668) de Slusc y los Notl\·cc111s F.lemcnt.\ ( 1679) de De La Hirc. En su obra~ Sluse incluyó cons­
trucciones de ecuaciones de gn1dos trc:-. y cuntro mediante todo tipo de combinaciones de cónicas. 
Estas con!'>truccioncs las presentó y demostró tanto por la vi~' geométrica como por la anaHtica. 
como se hizo en la sección 4.2 de esta tc!'>is. Por su parte. De La Hire presentó lo que se considera 
el primer libro de texto que trata lo.1 '-~on-;trucción de ecuaciones de grado arbitrario y para lo cual 
recurrió al mi:todo de inserción que ian1bién es presentado en la misma sección de esta tesis. Las 
técnicas c111plendns pnr estos autores pn1n10 tuvieron una gran difusión. apareciendo también en e1 
Algehra ( 1685) de '\Vallis. la AlatJ/l' . .,; ... '-''111cleata ( 16~9) de Sturm. el Traité ana~v1ü¡11c des .sectíun ... · 
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coniques et de /eur 11sage pour /c1 reso/ution des équations da ns les probleme tant determinez qu • 
indéter"1inez (1707) del Marqués de L"Hospital y .. notoriamente. la Arithmetica universa/is (1707) 
de Newton. 

En todos los textos mencionados en el párrafo anterior lo relevante es el énfasis que ponían en las 
técnicas algebraicas -sobretodo para Jos casos de grado superior a 5-. a saber. en la de inserción y 
en la de coeficientes indetem1inados. 

Sobre la cuestión había ciena unanimidad acerca de las ventajas que el álgebra ofrecía para 
resolver el problen1a. La duda notaba. sin embargo. sobre el asunto de cuáles podrían considerarse 
las curvas más simples que. ademús de ser con:->truidas. dieran cuenta del problema. En otras 
palabras .. la simplicidad geométrica radicaba en Ja expresión algebraica o en la forma de la curva. 
Descartes no es n1uy claro al respecto. simplemente afirma que el criterio de simplicidad radica en 
el grado de la ecuación. entre menor sea el grado. rnús simple será la curva. 

Resolver este asunto acerca de la aceptabilidad no n.~·sultó algo sencillo. De hecho nunca fue 
resuelto. Las posiciones iban desde la de Fcnnat. para quien con.stituia una ofensa en contra de Ja 
gcometrfo más pura el utilizar curvas demasiado complicadas para resolver algún problema. en 
lugar de usar algunas más simples y por ende n1{1s adecuadas. Con10 lo señala Bos (/-/istory qí 
A,/athc11u1tics. 30). Ja geometría era presentada como un territorio en el que no cabían ciertas 
prácticas o con10 una persona a la que se le ofendía si no se rcspct;;:1ha su pureza. Esto da una 
medida de lo puntillosos que eran los matcnuitico~ al considerar ciertas cuestiones que rayaban en 
Jo filosófico. 

Newton. quien dedicó no pocos esfuerzos al asunto de la construcción Je ecuaciones. tan1biCn hizo 
consideraciones de carácter 111atcmático sobre el asunto: 

.. No es la ecuación sino su descripción lo que da lugar a la curva gcornétrica ... no es 
la simplicidad di: su ecuación sino la facilidad de su descripción que principalmente 
indica que una línea debe ser admitida [como participante] en la construcción de 
problemas ... la disyuntiva es si. como lo hacían los antiguos. se excluyen de la 
geometría todas la:-- lineas excepto la recw y el círculo y posiblemente las cónicas. o 
si se adn1ilen todas según la simplicidad de :-;.u descripción.'.(A-fathe1natical Papcrs. 
Vol. 5. 4~5-427). 

Por otra parte. seguía sin resolverse..· la cuestión de la compatibilidad o. si se va mús allá. de la 
equivalencia de Jos enfciqucs ;tlgcbraico y geométrico para la resolución de problemas. El 
pensamiento Je Nc,vton se puede resumir diciendo que para él el á.lgcbrJ no es In panacea que 
iluminará las cuestiones p!.!ndienrcs en gcomcrría. Consideraba al iilgcbr·a con10 una herramienta 
excelente. pero inadccua<la para dilucidar cuestiones Je métodos y e.Je criterios de veracidad en 
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geometría. Newton criticó tanto los supuestos cartesianos sobre el uso del álgebra en la geometría 
como que la construcción de curvas fuera una cuestión algebraica y que simplicidad de las curvas 
radicara en qué tan bajo era el grado de su ecuación. 

Al respecto el trabajo de Ne,vton sobre la construcción de ecuaciones constituye, globalmente. una 
crítica a Descartes. En el único de Jos tratados que se analiza en esta tesisy de los cuatro que 
Newton dedicó al asunto 1

• ya aparecen resultados que posteriom1ente serían encontrados y publi­
cados por De La 1-Iire y L'Hospital en textos ya mencionados previamente. No es posible abundar 
sobre el contenido de los escritos newtonianos que no fueron tratados en este trabajo y sólo me 
limito a mencionar que la idea principal de Newton es postular la posibilidad de admitir ciertos 
n1ovimientos que dan lugar a curvas y hacer de ellas el sustento para otras dos construcciones que 
se añadirían a las cuclidcanas. Estas construcciones son la llamada neusis por los griegos de Jos 
tiempos clásicos. y el trazo de elipses. En vista de que la ncusis es equivalente a trazar una 
conchoidc (o concoide). se puede decir que Newton agregó postulados mediante los cuales. junto 
con la recta y el círculo. la conchoi<le y la elipse pasaban a ser. para la gcomctía. curvas aceptables 
por su construcción. 

A pesar de que esto permitió a Newtl-in alcanzar n1ás resultados en cuanto a la solución de 
problemas. la vía abierta no le satisfacía del todo. Asi lo expresa en sus Lecturas Lucasianas sobre 
álgc•bra. que resumen el contenido de los cursos que bajo dicho título impartió en Cambridge en el 
periodo J 682-1684. En dicha obra, dcspuCs de aclarar en que consistía Ja geometría de los 
antiguos. y de situarse al lado de Arquín1cdcs para justificar el uso de la conchoide para la 
.. constnicción de problcn1as sólidos··. declara que: 

"Sin embargo. si alguien piensa de n1anera diferente, deseo que sepa que mi 
preocupación inn1cdiata no es que una construcción sea geométrica. sino que sea 
cualquiera mediante la cual pueda aproximarn1c numéricamente a las raíces de 
ecuaciones.·· (N/athcmarical I'apc1: .... Vol. 5. 429). 

Sin duda. era éste un criterio utilitarista. No podía ser <le otra manera. Para 1705 Newton seguía 
convencido de la necesidad de n1antcncr .. pura y sin conta111inación .. a la gcon1ctria de los antiguos. 

Paradójicamente. este área de trabajo maten1áticn que tanto prometía pronto dejo de ser tema de 
investigación. Para 1750 pocos. o quizá nadie. se ocupab¡\n de ella. ¿Qué había sucedido'? La 
respuesta radica en la debilidad qut: el n1ismo Newton. entre otros. habían detectado: la 
Hconstrucción de ecuaciones .. tuvo su origen en la búsqueda de soluciones en el ámbito de la 
geometría. En tCrrninos puran1entc algebraicos resulta un absurdo. Como lo señala Bos: si un 
problema consiste de dos polinomios con una incógnita. ¡,Por qué debería ser que su solución se 

1 Las otras tn..•s ohr.1s :;,on: un rnanu~cnh• de 1670. otro de 1705 -.01n1hos sin puhlii.·ar hasrn hace pocos afm.,. y la 
Ari1hmeri<.:u Unfrí'rsalis (publicada en 1705 ). 1.a Ultima fut: reducl<uJ;.1 entre 1683 y 1684 
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plantee en ténninos de dos ecuaciones con dos incógnitas? Conforn1c se avanzaba en la edificación 
de una teoría. las técnicas para encontrar curvas para lo.1 construcción de la ecuación se volvieron 
cada vez más algebraicas. 

Sin e1nbargo, el origen y significado geométrico de la problemñtica, además de los criterios de: 
adecuación gcon1étrica -la simplicidad de las curvas-, no lograba ser traducida de manera natural 
al campo del álgebra. Esta contradicción fue, a fin de cuenta. la causa de su desaparición. 

Este fue~ en breve. un paseo de los orígenes y las fuentes de las que surgió la geon1etria cartesiana 
hasta el final del camino que tenia como meta generar un método que resolviera el problema de la 
••construcción de ecuaciones"'. 

Hilando alrededor de esta temática. a lo largo de los cuatro capítulos de esta tesis se intentó 
presentar algunas de las disputas matemáticas y las no tan matemáticas, los métodos en su aspecto 
técnico y aplicado. y lo que todo ello significó para el avance -si cabe decido- hacia la ciencia que 
es la nues1ra. 

Del anti.lisis de los antiguos al anñlisis canesiano y de ahí al ncwtoniano. se p1·escntó el nacimiento~ 
el auge y. finalmente. el agotamiento de lo que desde nuestra pcrspcctiva se podría clasificar con10 
un programa de trabajo que se constituyó a partir de los planteamientos expuestos por Descartes en 
Lo Gcon1e1ria. 
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