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Prefacio

A principios de siglo se comenzaron a clasificar tanto cualitativa como cuantitativamente ias
P del

de Fatou de un mapeo racional con €l trabajo independiente de los

matemaéticos franceses Julia y Fatou. En dicho trabajo ellos estudiaron los dominios atractores,
superatractores y parabéli Este dio fue )!

do por Siegel y Herman quienes
encontraron dos tipos dde componentes de Fatou distintoe a los anteriores: discos de Siegel y
anillos de Herman, respectivamente.

Estos cinco tipos dife de s 3 de los
dominios de Fatou ocurren 1o loa inios son \l periodi (y won low inicoa
tipos de comportamiento posibles para tales d

) saf 1 tipo distinto & los anteri-
ores tendria que aparecer en un dominio errante (un dominio W tal que BR™(W) % R™(W) para

cu-leaqmern enteros n ¥ m con n # m). Ya Fatou habia conjcturado que los dominios errantee
no para raci \!

sin embargo tal afirmacién no fue probada sino hasta 1985
por Dennis Sullivan.

Este trabajo esté encaminado a hacer una revisién de 1a
Sullivan.

i6n del Te de
Consideramos que tal revisién resulta importante puesto que la demostracién de
dicho teorema descansa en la Teoria de Mapeos Cuasiconformes la cual no era, haata 1985, una
herramienta indispensable en el estudio de los Si

Din icos C lejas, esta herramienta
ahora tan a2 NO se ra desarrollada mis que someramente en los distintos textoa
de Dinadmica C. leja: de esta elyp trabajo intenta conectar la Teotia de Mapeoa
Cuasi formes con la d i6n del T de Sulli

en forma clara y entendible.

Con este objetivo en mente dividimos €l presente trabajo en tres capftul En el Capftul
Uno se desarrolla una gran parte de la Teorfa de Mapeos Cuasiconformes con el fin de obtener
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de manera sencilla el teorema fundamental para poder der a la d acién del Te

de Sullivan, es decir el Te del Mapeo de RS Medible; dicho teorema afirma que

8i G y G’ son domi i pl e quivak y k es una funcién

medible en G tal que luglk(z)l <1, existe un i f de G en G’ cuya
s€

ol h bej incide con k& casi dondequiera.

En el C Dos se introd pri 1 P hasi que ap al
estudiar Ia di ica que prod los P i V! en particular algnas propiedades de
los conjuntos de Julia y Fatou. Por Gltimo se estudia mas en detalle el comportamiento de las

del \] de Fatou bajo la accién del mapeo racional que las genera.

En e! Capitulo Tres se j an los itados de los pri dos capitulos obteniéndose

la demostracién del Teorema de Sullivan.
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Capitulo 1

Mapeos Cuasiconformes.

Los map i formes (com los que trataremnos en cote Capftulo) resultan ser uss
generali i di de lon conformes de donde resultaré importaste paras asestro
estudio hacer uns breve revisioa de al para map cosformws gee wtilizaremons
como base para la demostraciés de algw propicdades de los map Sonnk No
daremos agui 1as demostraciones de dichas teoremas para »o desviarnos de awestro objetivo
fand, 1 en ocste Cap El Te del Mapeo de Riemans Medible.

En la primer ‘ ae iam el Te de Liouville y el Toorema del Mapso de Rio-

mann, sicndo cate Gltimo ano de Jos resultados importamtes sobre ol cual se coastruye uma
gran parte del presente trabajo. Se da 1a defimicion de un cuadrilitero y ar muwestra oSmo énte

puode acr mapead aobee un Jo de manera que €] mapeo conforme envia
vértices del cuadrilitero en H del & b

En la - - e defi los i formes a partir de cuadriliteros y
se obti 1a dea§ idad de R 1, deajy ldat que mos permite demostrar el Teorema de
Removibilidad de un Arco Asalitico el cunal afirma que si un dominio ea & = Y cn un

domimio G, lo sigue siendo atin sobre el dominio G — C con C un arco amalitico comtenido en G.



Eu 1a asech el objeti a 1 -

e el Te de Uniém utilizamio
fancik wisimétrican, en ial el bacho de que una funciéa cuasisimétrica cn el eje real
e pusda aun i forme del ipl superior ea si mismo.

En la ssociGa cuarta se a que an map i forme es abaol i
sobee rectan, a partir de eote hocho e pweds finir cl i de dil. i ¥ la dil i6
in; definidos tales v d <4 ar el Te del Mapeo de Riemann
Medible para fi i 1 d wtilizando una i ida del Te de Unién
probado em la sccciés amterior y después utili 1o un p de limite d arlo para

cualquier fanciéns medible.

1.1 Mapeos Conformes y €l Mdédulo de un Cuadrilditero.

1.1.1 El Teorema del Mapeo de Ricmann.

El primer problema con ¢l que nos enfrestamons es el de saber, dados dos dominios, si resultan

ser e equival o decir, si existe un mapeo conforme de uno sobre el otro. A
ente rewp el signi (T de Liowville) mos prop ' una resp en cl
asemtido de que el plano lejo mo es fe equi a jer domini A

Teorema de Liouville.- Si f es entera y cxiste una constante A tal que | f(z) |< A para
toda € € S es

Por otra parte ¢l Teorema del Mapeo de R

a todos Jos domisios simpl i propi en ¢l plano complejo C.

como e oqguival




T del M de Ri Sca G un imio si ! con G con-
ik i ca C. G es confor i al disco umitario abierto

A={z:]z|<13}.

Asi, en realidad tesenios tres clases de oquivalk ia de domini i com-
for ivak ea la esfera de R C, com o

og

® La cafcra de Riemaan € = C U {00} .
e El plamc complejo C.

e E) diuco wnitario A.

1.2.3 Cuadrildteros.

Definicién.- Dxia uan region £2, docismns que ana regios de Jordan @Q es un cuadrildterv
en 24 Q@ C I y hay asigoada umna seorsién z;, 23, 23, z4 de puntos en In frontera de Q. Los
pumos z;, i = 1....,4 som llamadas los wertices del cuadrilitero; dichos vértices dividens a la
fromtera de Q cm custro arcos de Jordan. Los arons 133 ¥y iaz¢4 som lamados los a—arcos y los
otras das arcos, los b—arcos.

——mens—— 8-8ITOS

Utilizando €]l Teorema del Mapeo de Riemann se puade mapear de manera conforme cualquier
cuadrilétero Q(z1, 23, 23, z4) sobre ua cuadrilitero @ (—1, —1,1,1) cuya frontera es e! cje real,

5



donde 0 < k < 1, amplsando un mapeo ¢ tal que &(n) = —~}, &(;m) = —1, o(za) = 1 ¥
¢(2e) = } comso -

Dwdo ¢l cumdrilitero Q, s» paxiec mapesr stilizando el Taurema del Mapeo de Riemans
wobre wn cuadrilitero Q(a. 3}, 5,5) cuya frosters as ¢l cjc real eaviando vértioes a vértices y
leando uns tr f ciSe de Mobius podemos suposer que 35 = —1 y 25 = 1.

A travén de una nuevs transformacién de Mobius  desramos obtener w(a) = —@(d), (1) =
1, ¥ w(—1) = —1, claranxmte ¢ debe acr hiperbdlica; para olteseria hagamos v(z) = g{},
trapsformacion que cavia -1 2 0 y 1 a co. Obuervenon gque ¥ on 58 Propia iaverss.

En este cano una transformarcioa de Mdbiss hiperbiilica os de 1a forma Rz, asi anontro pro-

ve a uan R tal que ¥~ '(Rv(a)) = —v~ ' (Ru(b)). Para emcontrar dicha
R secssitamos conocer bajo gué condiciosss () = —v~!(v); e decir, bajo gué condiciones
ocurre que

u+l_  v+1
wu—1_ "~ v—1
y ef0 swocde cuando
(u+)w-—-1) = —(v+1)(e—1)
2uv—2 = O
3
u = -
v

de doade 1a R que buacamos debe mer tal que R"(“)=‘E!(ST'

Mﬁ=m (Ver figura)



Ejemplo.~ Sea Q(i. ~1. ~i. 1) us cuadrilitcro formado por ©! dizco unitario v los vértioes
mcncionados y woa (s} = 1. L A tomemws que 2(—1) = 0. (i) = . (1) = 1y

et

V(i) = 4. De osto dltimo tencmos que R = 7"—s es decir, A = /2.

\eritiguecmos abora que este valor de R funcionn:

Por otra parte la fancién

) dg
“'(”‘nf TN = B¢

mapea el cuadrilstero @(—},—1.1,1) conformemente sobre un roctanguio de mancra que o
mapca los vértices de @ en las caguinas del rectingulo (A cste mapeo lo llamaremos ¢l imapoo

jco de Q@ do las i del A lo scan 0, a, a + ib. ib).
L 1a WCIOB W O O que jer cuadrilitero @ puwede scr mapeado
confor sobre un recti lo donde los vértices de @ son mapeados a las eaquinas del
rectangulo.




[we o(z1),w o @(23)] (la imagen de um a—arco) y b =

do a = loagitud det
édulo del drildi va-D

longitud de la imagen de us b—arco bajo wo o.

i el

m@ =

Asl, dos cuadriliteros sos conformemente aguivalestes si y sélo si el

Definimos al cuadrildtere conjugado de Q, en simbolas Q°, como el mismo @ pero permu-
quc

tando los a—arcos por los b ¥ de csta £

@) =2 = m(@)

idn Gec étrica a los Mapeos Cuasiconformes.

1.2 Aproxi

1.2.1 Deflnicién Geométrica de los Mapeos Cuasiconformes.



Sea 2 un dominiv ) ¢ un b ofi que preserva oriestacioa de 2 en 7. Swpongamos.
que un cuairil@ero Q tal que @ C 12 en mapeaio mediante ¢ en un cumirilitero @ entonces a
Ia razxse Z4%) se ke desomina dilatacién de Q bajo O.

Ejemplo.- Sean 2 ={r+iy:0<xr <1, 0 <y <1}.o(z) =2z + = un bomeomorfismo »
1+, 4+5,+iicmestecano

Q={z+iy:-.|<1<;,-}<y<%}m-vénimen-}+%
tememwos Mm(Q) = 1 y m(Q’) = 3 ani 1a dilatacion de Q bajo ¢ s 3.4

El aimero
K = Q)
&N = sup (@
mo proporc I dil i 1 ! de © en el dominio 2.

Obmcrvacién.- A (12) es al menos 1 ya que si Q es tal gee @ C 2 Jo mismo s cierto para
Q°. de domde

m@) m@y
@ (@) f =

A (1) = max {

Podk abora definir a los map i formes utilizasdo las mociones amteriores.
Definicilé: Un b fismo ¢ que preserva ori i del domimio T es 1) ck
cuasiconforme si sw dilatac imal K(£2) es fimita. Si K(2) < k < oo, emtomces & serh

lamado k—cuasiconforme.

Algunas propiedades de féci] verificacion som:

me v um k3 > forme es un



Demmstracidén.- (1) Ya qee parn cala Q. su dilmacion cta dada por el cociewte —%,

ohaeramdo que 11(@*) = m(Q’)~? ol que la dilatacion de Q' bajo ¢l mapeo imsverno

resalta wer:

n(Q°) m(@)-! m(e’)

m(@Q*) (@) nQ)
de dondc. clarameste, A (2) = K(SY).

(2) Sea o = o v tal que o es &, L me » U e A3 B me. T 1o un
cumirilitero Q ca £2 (el dominio de ©) cutonces v o miapea en ¢l cunadrilitero Q. ani "T'}(%‘Sl < k3.
Abora > mapea @ e Q7. de aqui quwe 24T < k). Pur lo tamto S532 . 2 < &,k;. e decir.
%%? < k1h;. como era descmlo <

Ejemplo.- Scan o(2) = 22 4+ Z y v{z) = 3z + 27. cotomers v o oz} = 8z + 7Z. Scan los
cuadriliteras Q3(0,1,1 + i.{) cun arcos paralelos a los cjes. Q3 = (@) ¥ Q3 = Vo o{Q1) (ver
figura).

Loa mdedulos som m(Qh)) = 1. m(Qa) = 3 y m(Q3) = 15 de donde la dilatacién de Q) bajo o
es 3, Ia dilatacion de Q2 bajo v ex 5 y la dilatacion de Q) bajo v o © ¢ 15, cs decir, el producto
de las dos primxcras dilataciones. A\
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1.2.2 Una Nucwva Caracterizacidn del Mddulo de un Cuadrilftero.

Nuestro objetivo s dar una seeva caracteri e del Gdalo dec ua cuadrilitero que no
dependa de los mapeos conformes.

Sea Q ua cuadrilitero y © s mapeo caniaico (conforme) acbre cl rectangulo R(0,a,a+ib, ib).
Con 1a posible excepcién del pusto al infinito tememan J,(z) =| ¢’(z) |? para toda = en ¢l intcrior

de Q. En i b bt el drea de R utilizando 1a expresiéa
[f 16 1 axay = ab
Q
Yaqee m(Q) = § = 3. i b wmn rog on (em forma de integral)
de 5%, En ente ik ik los verticales C, = {u+ 7 :0<v < b} en el
rectisguin R ¥ sus preimagenes o~ (C7) = C.. donde los p de C,, (o icbons al
xdcr €, a la fir de Q) == -am suobre cada uno de los dos a-— arcos de] cuadrilitero
Q. Obeervemos ademas gque C, N Cyr = @ sicmpre que u # v’ incl en la fn ap qee
1a extension del mapeo conforme © a la fr ade Q Ra wer un b il .

usld arid

11



1a 1 de cual - i €% de C, es b, es decir

f|°'(1)||d=|=c_{|dwl=b

Cu

donde w == u + @,

ey

h

ahora una clase C de arcos de Jordam abiertos tal que C, € C para

toda u com 0 < u < a. € debe camplir

1. Toda C € C se encucntra ca el istcrior de @ y tiene ua panto extremo mobre cxia a—arco

de Q.

2. C comticme a todos kos arcos C,,.

3. ¢ comsiste dec arcos ko anfich T ! para que sc pucdan realizar todas las
intogracioses subescuemtes.

DOe csta manera tememos que 5i C € C

JAEICHESER
=3

donde 1a § M acd de para todos loa arcos C,. Asi, oltenemos
3
= (é.-efcflo'udz n) .
=4
Utilizando los Jeuk amteriores ob 1a rep! acién o da del Gdulo de un

cuadrilitero Q ca la forma

ff | ¢ | dzdy

(,_.fflc/nd=|)

12
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cuta reps i6n atn o de del mapeo conforme @, por cata razda accositamos tomar ean
clase mbs lia de fumci r 3 oo que & la devivada | ¢/ | ¥y quwe sean o
sufich i para que las siguicutes imtegracionos pasxian acr realizadas.

1.3.3 Loagitud Extrema.

Darcmos wma mueva car i om del Gdulo de un cumirilitero gee o dependa en su
definicioa de mapoos comformes. Esta aprad Gm ac obti a partir de comsiderar una
& d mimi promedio” de una familia de curvas, dicha longited scrd Hamada longited

extrema de 1a familia de curvas, Ia cual es invariaste bajo mapeos coaformes y cammi-isvariamc
bajo mapeos cuasiconformes.

Seca I waa familia de carvas ea ¢l plaso doude para cada v € I" ar ticae qor 7 o8 ana unién
finita de arcos abicrtos, arcos cerrasios 6 curvas cerradas y todo sabarco cerrado seré rectificabie

D que uns fa P com el plano complejo C en permimble si inf,

1. p = 0 y eu madible;
2. A(p)=.£fﬂ'drdv=é0,oc-
Para tal p definimos 1a fancids

Lo {fpldz| 8i p es medible sobre v
p) = v

oo en otro caso

Lp)= inf L, (»

13



y, fimal In & itud A(") de Ia familia de curvas I' como

]
A(l) = swp f‘((ﬂp))

ra

para toda p permisible.

Ejemplo.- Como aa caso particalar tomemons I' como el conjusto de todos los arcos ca us
roctangulo cerrado R que mmen a s a—arcos de R. Asi, para cualguicr p

j plx + iy)dy = L(p)
o
¥
_/ f pdxdy = al{p)
R

dc dowde oltencmos
a’L(p)® < ab pPPdrdy < adbA(p)
i

< tdad de Sch yia da de-

La primcra deaj Mdad s obti T lo la
sigualdad s obtienc cbeervando que estamos integrando a5k schre R y »o scbre todo C.
De 1aa desigualdades amteriores obtensemos

Le)* _ &
A(p) " a

de aquf que A(') < !, Sin embargo, tomando

o= 1 em R
O fecrade R

14



L(p)=1>
A(p) = ab

asf A(T) = £. For lo tanto tememon que A(I") = 2. en decir

m(R) = AT)"L.Aa

D dondie b btenido que el maduio de us A lo (em lidad el dulo de lgmix
cuadrilitero, ver Lehto) se pwode definir ea términos de 1a loagited extrema de cierta familia de
curvas las Y’ que sus p ue am en loa dcl !

(cmadrilitero), como

A(p)
L(py*’

Q) = inf

1.2.4 Desj dad dc R 1

Nucvamente tomando p = l ea Q y p = 0 fucra de Q, tememon quwe L, (p) = L(7) es
1a longited cuclidiana de 4, donde -y pertcmoce a la familia de curvas que ticne sus pumtos
em s a de Q, y para hacer referencia al ceadrilitero Q, demctaremnos a A(p)

como A(Q) (el dres ecuclidiana del cuadrilitero Q). Llamamos a

2a(Q) = imf L(7)

la distancia entre los a—arcos de Q. La distancia entre los b-arcos se defime anidlogamente.

15



igui iy Idad (Desigualdad de Rengel):

De csta forma ob Ia
(s(@)? AQ)
a@ =" = ey
D $én.- La ey d cs clara al olexcrvar que
AQ) Ap) .
ot < { £qan o= permistiie},
& ivo ai = qee m(Q) = by ¥ M(Q°) € (2o

la primera por el

Ejemplo.- Sca Q(0,a,a + ib, ib) com arcos paralelos a las cjes, ya que 53(Q) = a, sa(Q) = &
L 1n denigrmaldad de R, 1 oy

Yy A(Q) = ab, al

Jo cual es obvio y da pawta para la sigunirste:

hos casne si y ablo si @ es um rectéingulo. N

Ot Py La & St de en

Una ia de In deny bdad de R ] ser el Lema de Momotonia del Madulo:

Lexma 1.1.- Sean Qn, n = 1,2,..., caxiriliteros sin pumtos iatcriores em comén y com
cerraduras comtenidas en la cerradurs de un caadrilitero Q. Si los a—arcos de toda Q,, cstam



comenidos uno en cada a—arco de Q, cotopocs

I m(@u) = m(Q)

i Q e um roctingul 1n iguakiad .

agui si ¥y 260 si todo Q,, cu wa rectangulo
¥ . AQn) = AQ).

Dezpnstracién.- Por 1a invariamcia coaforme del dulo, pod P que Q es ¢l
mctangulo R(0, m(Q), m(Q) + i. 7). Emonoces 5,(Qn) = 1 ¥, por jo tasto, por la desigualdad de

Reagel tememos que m(Qn) < (23220, < A(Qn), asi

S m(@a) <€ 3_AQn)

<= A(Q)
= m(Q).
S Q un rectiamgulo, la primera desiguakdad resalta ser Idad por la obae: i y la
da por Ia hipétesis 5=, A(Qn) = A(Q).O

1.3.5 Continuidad del Mddulo.

Definlcién.- Sea {Qu},,o Wna sucesion de cuadrilsteros com arcos a, b}, a3 y b. Decimas

17



qee la secesion Q.. converge al cuadrilitero Q desde el interior si cumple

1. Q. C Q para toda n; ¥y

2. Para toda € > 0 existe ana 11, tal que para n = n, todo pusto de al* y b (i = 1,2) esta a
una distancia can la métrica cuférica mesor que € de los lados correspoadieutes a; y b; de

=

Lema 1.2.- Si la sucesiéa Q,, de cuadrilateros converge al cuadrilatero Q dexde el interior,

entonoes

o.

Jim m(Qn) = m(Q)-

Demostracion.- Obucrvemos primcro que ¢l mapeo canénico f de Q sobre €] roctangulo
R = R(0,m(Q), m(Q) + i,i) es unifor i cn @ ya que @ es compacto. Esto cs,
para z;, 23 € @, teacmas

a(f(x1), f(23)) = 0.

lim sap
$-Oo(sr.ea)<s

domde o(z).23) es la distamcia esférica dec z; a z3. Por lo tasto, tememos gue f(Qn) = Q)
convergen a R deade cl interior. Asfi para todo €e comn 0 < € < m{i.@} corresponde una
n, tal que para toda n > n,, todo lado de Q), se a en una banda cerrada de amplitud
€, con el lado correspondicute de R ca su fromtera. Asi

18



2a(Q),) = 1 — 2e. so(Ql) 2 m(Q) — 2e.

1-2 «

¥Ya que A(QL) < Mm(Q). Ia desiguald

1 de Reagel prop H
n(Q) — 2¢)? m(Q)
@ =m@,) < =23

Como €l mapeo candémico o conforme. tcacmos "li_% m(@.,.) = m{(Q), y e] Lema queda asi
demostyado . O

Utili do el Te del M de Ri quc exi -4 P b tqais
caadrilitero Q cosfarmements: sobre un cumdrilitero comsistiendo del disco snitario A y los
vértices 1, T3, T3 Y Ze. Ap este alti

camdrilitero con los cuadriliteros definidos
por los dimsos | z |< 1 — 1 y los vértioes (1 — L)x, i € {1,2,3,1}. Ya que la inversa de & es
uniformemeste comtinua en | z |< 1. las preimfgenes Q,,

Q) convergen a Q deude el
imerior. La fromtera de toda Q. €3 una curva analitica; tales cuadriliteros scrin desominados
analiticos, es decir, el siguicnte Lema ocurre:

Lema 1.3.- Todo cuadrilitero Q es el limite de una swcesién de cuadriliteros analitiocos
cuyas cerraduras estan idas en Q ¥ O

a Q desde € imterior.

19



Lema 1.4.- Sea > an homeomorfismo quce es A-caasicoaforme en cl interior de ma cuadrilitero
Qy que ¢ Qen Q. m(Q’) < kmn(Q}).

o L Te do in i6m de cuadri dada cn ¢} Lema 1.3 tearmos, ati-
lizando el Lema 1.2 gue lim (@) = m(Q) ¥y que lim m(@(Qn)) = m(QF). Yaque Ia desiguakliad
m{p(Qn)) < Am(Q,,) smoode para toda 1. la dilstacicn de Q@ €3 a o mas & y tememos asi el

resultado descado.$

Un resahltado importaste que es cl sigui “Te que,
1f¢ inio G dc mancra que la dilatacios maximal

nos permite mn arco de wn

no cambia.

Teorema 1.5.- Sca ¢ ua hbomeomorfismo de un domisio & y € aa arco asalitico cerrado

que se enceestra en G com la ibk ion de sms p On, que
K(G)=K(G —-0C).
Demanstracién.- Ya que ¢l conjusto de todos los cusdriliteros caya cerradura esti com-
ida en G & al comj de todos los cuadriliteros cuya cerradura esti comtenida en
G —C, que, clar K(G) = K(G — C). Supongamos que K(G — C) = k < oc;

asf, dado um cuadrilitero @, @ C G, cmyo mapeo CARGRICO tiche uma exteasiGa conforme a un
dominio conteniendo a @, basta probar que la dil iSn de @ bajo ¢ es a lo man k. Utilizando

20



o Gub h

P que Q cs ¢l roctangulo R(0.m,m+1,i) y que sa imagen
w(Q) cs el roctangulo R(0,. 1, m’ + i,i). Sean C),...,C,, arcos analiticos cerrados disjustos en
R; asi, quc 1a dil 6

"
alde pen R— U Ci et a o mas k. Tencemos que mostrar
=
qee m’ < km.

Si un C; wo cs un segmento borizostal, puede ser dividido en an aamero finito de arcos que

imtcrscctan a cualquier recta horizostal a o mas una vez. Asi, dividimwes R mediante rectas

hor en Rn(iyn—y-m + iyn—1.m + iyn.iyn) domde h = 1,...,p ¥y o = 0 <
Y1 < oo < Yp = 1 de manera gque las sigai i e Pl
1. Para jera h y j.el

R, NC; es una union finita de arcos uniendo los lados
borizomtales de Ry, .

2. Para toda /i la smna de los dia de las ¥ de @(Rn N (LUC)) o3 mas
[
—_— -
L] - 4 el
=
. »)
WV 4
T . -
. -
L‘Tmmmmrﬂ)

Ry; (ver fig.), cayas lados hori Jes seran dos como o . Denotando las imiagenes
dec los cuadriliteron Ry y Rp; mediante R), y R),; temcmos que si 5,; ©s la distancia entre los

b—arcos de R, ;, emtosces sc sigee de la condicion (2) de arriba que

Sosizm —e
7
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Por otra parte, apls do La dend Il e R a R); ok

2.
m(Ry;) = "(_#;)-

Ausi, por Ia desj ddad de Schy dwei quc
G sn;)? ’ 2
3 (' — €)
SJ m(f,) = ——);.A(R',.j) > AR (1.1)

Por cl Lema 1.4, m(R},;) < &m(Ra;) yaque ningin pusto de los arcos C), ..., C,, #e cacucatra
cn el intcrior de Ry ;. Asf, por la in el luk

3= m( ) < km(Rp) = —3
Fl

yn —Un—s’
». wtilizando (1.3)
un —uny MK,
km (m’ — )2

S do sobre i, ok

1 m’

T S G =3

. ¥a que ¢ fuc arbitrario, obtescawns m’ < km. como cra descado .

1.3 Teor de C gencia para Mapcos Cuasiconformes.



1.3.1 Criterios de Normalidad para Familias de Mapcoa Cuasiconformes.

Definicién.- Una familia @ de miapous c3 normal en un dormunio G si toda swoesion {f,} de
fne® ' unma suk i

compacto de G.

que converge usiformemcate sobre toado subconjunto

El sigui

»Os pProgs una serie de criterion para checar si una familia de
mapess ceasicosformes os sormal cn wn dominio G. No d ELY

-acion, sin embargo
éta pumie aey cacontrada es Leto (p.p. 68-73).

Teoscmn 1.6.- Usa familia @ de k =

si existe us néawro d > 0 tal quc una de 1as sj

formes sobre wa dominio G es normal

condick - iufe

1. Todo mapeo € ¢ omite dos valores coyva distaucia esférica es maayor que d.

2. Todo mapeo ¢ € @ omite un valor a ) cn dos pustos toma valores tales gue las distancins
o(p(x). @), i = 1,2, smoa mayorea que d.

3. Todo mapec @ € @ toma valores el tres pumtos 23, 23,23 € G tales gue laa distancins
(%), (=), i,J = 1,2.3. i # j, son mayores qwe d.

En pasticular, & ez acrmal si todos los

-p wved i dos p
Ejemplo.- Sea ¢a(z) = 2z + (l - *) Z. Clarameste 1a familia {@n} €8 mormal sobre
Iyui i en particular sobre el {x+iy:0<xr <1, 0 <y < 1} uti-
i . deymis de lan i amteriores.

1.3.3 Una Clasificacién de las Fu i

Toomit



El sigwi mo= H -na P om de las funci

P limite de una secesién
de - L del imio G.

Teorema 1.7.- Si ,, o= una acm e k- _ formes del domimio G y ¢,
copverge cn cani dondoguicrs ea G » una fasciSe limite . W €5 mas i i
»o comstante, S s un mapeo de G schee dos p & es una fi o

Demostraciin.- Sea ¢, una ioe de A e wen nobre G que ticde a una

fancion limite ¢ ca um sshconjamto denso E de G. E 2 dissti ir hoss sigrai
tres casos:

A) La fumciin limite ¢ toma al tron s en E. E < tres p

distimtos a;, az, as € E para los ceales w{ay). w{(ag) ¥ ¢(as) e valores dististos dos a dos.
Asi todas lan distancias o(@n(a:)-wn(a;)), i # j. om mayores que una cota positiva fija (el
minimo de las distancias); por el criterio (3) de norssalidad. 1a familia {¢,.} resulta ser mormal
en G. o decir, ™ unifor

en tado sabcoajusto compacto de G y Ia fancidn limite
o8, en coasncweacia, costinus en G.

B) Es posible gue 1a famncita limite dos vak wl(a) = y ¢laa) =
es E. Extonces por loa criterion de mormalided, 1a familia (o} oo una familia normal en G con
excepcién de uno de os pastos a3, ay. Asi @, €3 coavergente ca C y sniformemeste coavergceate
ea todo smboonjasto comparcto de G — {a3} - La fancita imite on, en comsscweacia, continua
en G excepto 8 a3-. Ya que sdlo aseme dos valoren cu E, ae sigue quc, ca G, (2) = ¢y para
z % aa y #(az) = c3, emto ex, 1a funciée imite toma nao de ses dos val
G.

cn sSlo ues P de

C) En este camp p(2) = c para txdas z € E. Sia b In iom mo i
converge ea G.O

Ej 3 Loa (2n — 1) &

formen @ (z) = z + (1 — 1)Z cosvergen uniformo-
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meate al mapeo (x) = z + % el caal no cs un homwomortismo.

= lo.- Los 3 iconformes pn(2) = 2z + (1 — 1)z Pea waifor
al mapeo 3-cuasiconformse ¢(3) = 25+ =.

Teorema 1.8.- Si os &- = fc ¥n del d inio G gen uniformements

a um homeomorfismo ¢ de G en todo swh jumt de G, pen k. ' formc.

DemostraciGn.- Sea Q. @ C G. ua cuadrilitero;: por cl Lema 1.3, @ es el limite de una
seceaitn Q,, dc cuadriliteros amaliticos comvergiendo a Q deade el imterior. Para algunn jo
tcaemos quwe para toda § = Jjo. ¥5;(Qn) cuté costenida en w(Q), v obtearmos wn(Qn) C w(Q)

» do uaa suk = iy k. Ya qwe Jos Pn e uaifor en
Q al mapeo o, y énte o mRiformemeste comtiano, los cuadriléteros ©n(Q.) comvergen a ©(Q)
deade cl imterior. Aai, tememos que limy m(@n(Qn)) = m(¢(Q)) ¥ lim m(Qn) = m(Q). Yaque
mM(@n(@n)) < Am(Q,) secode pars tuxia n, teacmos que

m(2(Q)) < Am(Q).O

Lax fi b limite ok idas en el caso (A) del teorema 1.7 som en realidad funciones
k-cuasiconformes; este resultado esta dado por ¢l sigmicate teorema:

Teorema 1.9.- La fancién limite  de uaa e ¥n de & i formen cun G
es uma comstante, us mapoo de G sobre dos p S un map k. i forme.

Demostracidén.- El tiaico caso a iderar en, clar el camo (A) del Teorema 1.7.
Asf, sab que la L ¥n ge anifor cn todo sab § de G.

Ademis, os suficiente mostrar gue ¢ ¢s inyectiva sobre G; ya quc, de csta manera, ¢ resalta ser
us hbomcomorfismo y, por el Teorema 1.8, o es k-cuasiconforme.



Sepougamoa qee ¢ Bo o5 imyectiva ea G, es decir, existen a, b € G ditistas tales que
w(a) = @(b). Ei lan s afir &

Afirmaciis 1.- Toda i i de a L

P 3 7 a para los cuales @(z) = p(a).

Demastracién de la afirmacién 1: Sca ¢ > 0 tal gque o(a,d) > € y seam ¢l circalo C, =
=: o0(z,a) = ¢} jumto com sa isterior comtenidos e G. La cawrva on(C,) arpara ¢3n(a) ¥ @a(b)
para toda n. El minisw de o(pn(z), ¥n(a)) sobre C, cs igual a o(w(d), ¢(a)) = 0. Por lo tamto,

existe z 7% a en la bola de radio ¢ y aemtro en a tal gque o(z) = (a). Asi, bemos demostrado In
afirmacion 1.

Afirmacion 2- Todo pasto ap € G pouse wan vecindad U (z0) € G ca lacual @ es, 6 inyectiva,
S umn coastante.

Demestracién de la afirmacién 2: Ekgimos uma vecindad U(x) = {z:0(z.2%) <r} € G
tal que o(Pa(s),@n(m)) < 5 para toda n y z € U(a0) (equicontinmidad de {©n}). Si U(za)
no posoe la propisdad reg: che: elogir tres pastos z;, 23, ;3 € U(ao) tales
qec ©(#1) # ¢(23) = ¢(m). Unimos ahora 2; ¥y 33 mediaste us aroo de Jordaa €, ¥y =z con
Ia frontera de U(x) mediante un arco Cs tal qee C; N C; = @ y se eaceentran deatro de
U(zp) com peicn de ws p de Cx. Asi B = U(z) — (C1 U C3) es um anillo
y el domisio ¢n(B) ae a en el dimwo o(w,pn(20)) < § ¥ separa wa(21) ¥y wn(z:) de
#n(2) v el circulo o(w,on(am)) = 5. Cuando n — oo. tememos lim o (wn(22),¥n(23)) = O,
lim o(@n(£1),¥n(3)) > 0y km di de las P fir a de ©n(5) mo son mewores
que o(wn(z1);Pn(21)) para toda n; de aqui tememos que lim m(wn(B)) = 0. Por otra parte
m(en(B)) = 242 por Ia k-cumicoaformalidad de ¢n; de esta comtradiocy b 1a
afir e 2. Asi, b bteaido uas sacva costradiccién de las afirmacionens 1 y 2.5




1-3.3 Funciones Cuasisimétricns.

Definicién.- Sca « una fa

sobre un intervalo
7 del cje real; o es k-cuasisimétrica en [ si ¥y sGlo si existe ana coastante pasitiva & tal que

1 _ ez +t) —olz)
ESom—eaon =k

parax, r—t, x+te€l yt>0.pes llamada cuasisimétrica en I si p es Acamisimétricaen J
para algana k.
Ejemplo.- La fuaciSe f(x) = ax + b com a,b € R, a > 0, en 1-cuasisimétrica sobre ¢l cje
real pwes
1< a(x 4+ 2) +5— (ax + b)

S At —E@E—0+) e 1=14

Loma 1.10.- Un

ok jcomforme de wn dominio G es unifor Hok
i com 2 em todo saboonjuato compacto de G.
No d. 1a ok acién de este hocho aqui sin embargo ésta pwede scr encontrada en
Lekto (p.p. 70-71).
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Teorema 1.11.- Ses o una fi 5w que i oty = yp isimétrica

en el cje real, existe un = forme @ del gl smperior sobre af mixmo
on valores en Ia fromtera ¢(xr) = () y una dilastacita maximal mesor que una cota que
depende de p.

De e La fi <

0=u+iv=%(n+3’)+§(n—d)=%(l+i)(a—i3)

]
a@. = [ v+, e = [ o — wde (12
o o

ods definida y es contisea en ¢l plaso total finito = = x + iy. Ya que © ea estrictamcnate
crecieste, © eavia todo el snbl-o swperior y > 0 ea cl semiplano swperior v > 0. En ¢l eje
real o(r) = ¢(x), y em ks d & 2) = (=)

Tenemos que probar que ¢ o3 us mapeo cuasiconforme del plamo finito. Estoaces cl dominio
imagen cousistiria del plano total finito y e sigue de lo amterior que © mapcea el scmiplanc
swperior sobre s§f misno y tiene los valores fromtera ().

Nosotros ssostramws primero gue © os us bomesoworfismo del planc finito. Es saficiente
probar que ¢ asume todo valor en 3o m#s gqee wa punto (imyectividad).

Sean z) = x3 +iy3, 53 = Ts + iy dos pustas tales que () = ¢(z3). Se sigue de lo anterior

qee 71 y 23 = an en el por y = 0. Ya que ¢(2) = ¢(z)
podemos SEpOREr que 37y Y Y3 soa positivos.

Eacribimos (1.2) en la forma




=+
otz =2 / SE)dE.,  3lx,y) = 5

—u

v

x

w(£)dg (1.3)

Vemos que los valores maxdios de « son iguales sobre los imervalos (xy, Ty -+y1) ¥y (3,72 +y3)
asicomo en (x1—y1,T1) ¥ (r3—pa,x3). Ya qee © es catrictamemste crecieste, uno de los istervalos
mencionados priwero debe cstar costenido en ¢l otro, y 1o mismo ssande para los otras dos. Si,

por ejcmplo, T3 = ) s sigee que T3 +ya < T 4y, Y X3 — ya < T — Y. Esto implica gue
z, = z3, dc de ¢ en un i

Fimalmemte mostramos que ¢© es = forme em el semip swperior. Utilizarcmnos el
hocho de que un bommomorfismo o e i we ui el D D= :::2_,“:‘-:-»&&]0
en dicho dominio (Lebto pp 17-18). De (1.3) se sigee que a y Fnon i iferenciabl
¥ tienca dervivadas parciales

ar(x,y) = %(v(x +y) — (=),
almy) = Lol +w) —azm),
Zzw) = HeE) - ez —u),
B(=v) = Lol —¥) = Bz,
Ya que & o8 estri i
a, >0, 3 >0,a,>0, 5 <0 (1.4)

El Jacobi J =4

"';"“' ! de ¢ es, en consccmencia, positivo. Asi, todos los pustos del
semiplano suaperios son regulares para o.

Para obtener una cota superior para ¢l cocieate de dilatacion D = ﬂ%:H%%Bde¢esl:ribimos



Uea i +1os 1)
D = (e —Taa®
a:-ﬁ-o:-{-;’,-&ﬂ:
Oy — azdy
P - Y
—ayd —5 4=

Para cstimar lan derivadas p. i deay 3h

wso de gue ¢ o8 pcuasisimétrica. De

Wz + y/2) ~ () < ple(x +y) — w(x +v/2))

- miger que
o(x +y) — plr) < (1 + o)z + u) — wlx +y/2))
Emtre o, y ay em ia 1a doble desi d
1 2
ax(x,y) > aylr,y) = v f(v(r + ¥} — o(x + ty))de
o
1 1 os(x,y)
= 2—v(v(x+y)—v(r+.:,v)) Em (15)
En la mi forma ol

Ba(z,1) > —Gelmw) = 5ol — J0) — wlz — W) = Seiz) ae

Y ar siguc de In p-cussisimetria de @ gue

% < o, <o am

Considerando las i L (15-1.7) ded

de (1.4) que
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D(z) < 8p(1 + p)?

(1.8)

i ia ¢(Z) = o(z) que

For lo tanto, o es U forme ca el semipl saperior.
Para completar la demsostracion, lai de la p - 2 e
(1.8) de en cl ipl inferior k> Par el Te
ia, un ¥

de Remwovibilidmd de am arco

i forme del plano total con

aualitico (Te‘urv.'na 1.15) © cs, cn
una dilatacion maximal memor 6 igual gue 8o(1 + p)3.O

Ejemplo.- Sea o(x) = ar+b.a >0 wnieado la - el anterior
tencmos
1 et !
a(xr,y) = /[a(x+!y)+b)dt=(mr+b)t+ 2’,—2——-,
4 a
= n.r-d-b-&-%y.
¥
1 ]
Hryy) = /[n(z—ty)+b]dt=(:&r+b)t—a—;t:
4 !
= a.z'+b-—§y~
par Jo tanto

claramwute, en el cje real
w(z) = o(x)
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o(z)==u+iu=%(2:&+2b)+2:ay=ax+b+,f,ay

“~'*‘4wwmq;w,b.w-_-.mmu«., e

¥




o(?)=az+b+é..(-,,)=az+u—2iay=—“‘¢(,)_

“ a
—2-z+§.r+b

a a -
—2-2+3(-+=)+b

o(=z)

1

3a a_
= T=+Iz+b

el cual cs cumsicoaformwe. .

Sca ¢ una fancics A e mac

ica sohwe el cje real. Por el Tooremsa 1.11 existe an miapeo

me & det ipl seperior sobre si mi coa los vak ea la fix {x). El
mapeoo pucde xer extendiaio al plano total por refiexioa. y ¥ sigee del Lema 1,10 gque o. ¥ ©»
in . vom umifor Haldey i con P a In mitrica enférica.

En todo suboconjuanto compacto del plano finito 1a razin de las ditascias cuclidiana » esférica
s acotada. Ya que ¢(20) = oo, ¢ debe sstinfacer 1a condiciéa

|} — A< Cr | 2 —y I1™ a9
en todo istervalo acotado / doade g3, 0 < gy < 1 d

ade 26io de k i que Ia
finita también depeade de 7 y de la fascicn .

Para cstimar | o(x) | para valores grasdes de | x | sotemos gue Ia inveras de ¢ s también

ica y, en

Holder i com a la métrica esférica. Ya que
l-dintalched‘érhemzeoousdcln'nnude-qurhng’n-&:,w-lep'a
toda r > 0 us C) finito tal gue



1 Ca
A G 1.10
1l T lelx) 19 t )
swcode para | x| 1, donde 0 < g3 < 1. Es facil ver que g3 también depemde uilo de k.

Si final

dos mé reales 1, y tales que Y pertenoce a uwa intervalo acotado
I ¥y x es arbitrario, emtonoes = sigue de (1.9) ¥ (1.10) quec

L el=) — (W) |< €Uz — u 1% + |z —y |%5)

(1.11)

donde C depende de [ ¥y .

Sea @ una e k-cwmanisi ica cm cl eje real. Para todo positivo n i duci
1a imtegral

- -
wn(z) =< f cnp(rre ™= g,
a0

domde

= (Z c"‘"dr)_‘ = \/i

Se sigue de 1a desigualkdad (1.11) que esta integral

e wnifor en todo sab-
conjamo compacto del plano finito y define una fancidn analitica ¢, de la variable compleja

=,

F de 1as fi i ¥a 2

o La restriccion de o, al cje real es A




el +8) —pa(z) = e [ ol e e [ prie - e

= e
= o [ etwe iy o f pu)e Tt du
S =4

- s
= ocn _/ ol +t+rie ™ dr —c, _/ oz +rle—" dr
e =

n _/ (o x4+t +7) — @(x +7))e"""dr

—oa

para cualesquicra x y t reales.Ya que o en & i s,

cn / (el +et+7r) —plxr+ ") )e~ " e < Cp f E(HAx +7) —plx—t + r))e"‘"nh-

—oc

ey, f (Px +7) — @z —t + r))e~""dr

A(@n(x) — @n(x — 1))

1a otra desigualdad es \
o Laderivala de o, es positiva para todo p! del eje real. Ea efecto, para x real tememos:
o0
“a@ = 2nen [ Pr)r — e ar
=

= 2ne. ( / ) — z)e—r—) gy / oz — z)e_"("—"’dr)

dr

2nea [ (0(r) — o@N(r — 2)enr=)
La iltima expresién de agui es positiva ya qwe ©(x) es creciente.
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a w(r) sobre todo segmento acotado del

® Caando n — oc, wn(r) rge unifor

cje real.

Si T ar encacatra ea un intervalo acotado 7, entonces por (1.11)
lon() —w(@) | =enl T (olz+7) = o@)e="ar
“nmt ao
Sen f Iolx+r) — @z} erdr +2e,C f (r +r¥5)e—"""dr

n

—_—n
La primsera iguakiad se obtieme al obacrvar gque

I en@) —o(2) |= l_/ enw(e)e ™" d — o(z) ’
[ oo

= , Cnp(xT +r)e—"dr — cn(x) e""'dr’
L i

= cn L/ (o(x +7) — w(x:))e“""dr‘

Ya que  cs mniformemeate cowtinna en todo istervalo acotado, la primera istegral a Ila

ok h -’ ifk a aero do n — co. Esto tambife os parala

imtegral como venosdeln-'u-'-mm.ﬂdv‘ﬂid.p.r.q>0yn>(’)’:

_7 e ldr =
=

LS

e~ ielogr .
2nr

A

S~ ey

-3 e-m-’«b.rdr
2ni —qni
n—

n—1.@nl —2ni)"e“".

-

I

La siltina igualdad ae obtieme al hacer el cambio de variable u = —nr? + glogr.




. Toorema do Unidén.- Sea > usa fanciés cuasinimétrica ea ci cje roal. Emtonces los semi-

plason seperior e inferior p - sobere dominios de dam dis-
jumtos tales que los valores en 1a fromtera de f) y f3 satisfares Ia relacica f(z) = fa(p(x)).

De Sah Apti el p de ap i ion de In e asterior ch ro-
alizar 1a demsostraciia ea dos pasos. Pri que ¢ puode sor dida a una
fancion amalitica ea cl planc finito que ticne las primeras dos peopi i = Raws -
terior N coastrai dos comformws f; v fi dc los semiplanos
swperior e inferior, § qee nfz is coadicioa fi(x) = fa(p(x)) sobee un inmter-

valo arbitrario daio /. En ¢l scgundo paso una fancica cuasisimétrica arbitraris es aproxdimada
modiaste fanciones analitican del tipo asterior y el imtervalo [ tiende al eje real.

Asi, sea v aantitica cn €l planc total coa las dos primseras F .
sim pérdida de geacralidad, qec (/) = 7. De backo, si A el ado
en el cao (1) # 1. sSlo mocesitamaon excribir G(z) = ay(z) + dcoa a > 0 y & eacogidas de tal
forma que F(7) = 1. S £ y f2 satisfacen Ia relacin f1(7) = f3(3H(x)) cmtomces fi(x) = f1(s(x))
donde f3(z) = fa(az + b).

Paratodo v =0, 1,2, ..., sea S),. el subdominio det pl seperior caya frostera coanite
de 7 y us aroo circular quc interancta a [ cn vas p em @ tom (). Sea Szu la
reflexion de S, ea /. Deade alguna ¢ = n en aiclante los dominios S, moria mapeados por
w coufor smobre un domisio de K i en el saperior. Si esto
8o feera asf, existirian ea toda S1,., 6 dos pustos ;, 73 tales que @(m) = (22), 6 ua pasto
z domde Ia parte i inaria de ¢ mo en positi Eston p teadrian limites em 1.
Esto lieva a mma comtradiccién ya gque I wyp ¥ ya que ' (x) > 0 imsplica
que todo pumto r € 7 ticme una vecindad disco cuya mitad swperior e mapeada mediante o

& al v superior.
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Pars v = n definimos dos mapeos conformes fi.,.. fa,.n de Sin, S, respectivamente, de Ia
siguicmte forma:

Sin(2) = ¥(2) San(z) = =.

Emtoaces fi.. mapea S;.» sobre un domini ido en el ipt swperior mi a que
fan ] sabudominio S3,, det ipl imferior sobre s5i mi Asi los dominios imi
son dominios de Jordam con imter iGm vacia; ar sigee de la definicion de f1, ¥ f3.n que 1a

condicia de fromtera fi3..(r) = f3.,(w(x)) ae satinface en T

Si o amterior swoede para n = 0, 51, coincile con el ipl

superior. En estc

cano esmpocial, ¢l par de famnciones fi., f1.n ©3 asf una soluci a prob El caso

geeeral puede ser reducido a éste en la siguiente forma:

Comenzamos a partir de algéa valor de v, v > 1, para ¢l cual existea dos mapeos conformes
fia : S1e — Si,, fae : Sz — 53, ustisfaciendo gquwe S}, ¥ 53, som domimios de Jordan

Yy los val en la fir a isf: T1a(x) = f2,.(p(x)) en I. Si moactros podemon
wir ©cor > B S1u-1 Y Sau-a it el p v veces 1) al
caso donde e domini iderados son los superior c inferior, respectivameste.

Sea T, el sabdominio de S),. cuya frontera consiste de [ y el arco circular C; . que imternecta
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alenamu en us A o (3)(3)¥n. De las reflexi de T, y Cy. en

T mediante T3, y Cs.., respectivamente.

Conzidk = los conj = T, IUTh, ¥ DL = T3 VI'VT;, . donde T7, = fiu(Tis)
e I’ demota cl arco de Jordas f1..(1) = f3.(1).

E D, es um dominio si cuya fro n iste de los arcos de Jordan

S[12(C10) = C,.. f3,(C1,.) =C3, y sus p El arco de Jordas 77 une
cstos pumtos extremos.

Sea £ ua mapeo coaforme de D/, sobre €] disoo mnitario (Te del Mapeo de Ri ).
E Lo i Sra—s = Sof1a ¥ fru—1 = fofz. mapean Tis y Tp. conformemente

sobre joa de diaj ¥y satisfs 1a dicicn fin 8 f1a—1(x) = fr.—1(p(x))
sobre /. Los arcos circalares Ch,. ¥ Ci,. 308 mapeados sobre arcos £(C},.) ¥ £(C}, ) respectiva-
b wobre 1a ci fe ia del disco wmitario. Asi, /1. -1 ¥ f3.—1 Pucdea ser

i dos utilizando reflex a conformes de S).._; ¥ Sau—1. Los dominios imegenes
£15-1(S1a—1) ¥ f35—-1(Sas—1) mom disjumtos y su frontera comién cousiste de f(T7) y su re-
fiexicn ea el circalo anitario. Los mapeos /1.1 Y fa..—1 P ani las p iedmies requeridas,
para €]l caso ¢u que  sca una fancién analitica con las

» P

y el
dos primeras d an i clas arriba.

Cousidervemos ahora el cano gemeral cuando © es una fi i k- isil ica arbitraria
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sobre el cje real. Sak que s aproximar i H una wn de Fi i

analiticas o, n = 1,2,.... isfacicndo las pi e ch ionadas

Por la primera parte de la demostracion. existea para cada n = 1.2, ... dos mapeos conformes
Jna ¥ faa qee mapean c©l semiplano superior H; y el aemiplano inferior Hy sobre domimios
de Jordam disjuwtos G ¥ Gna, ¥ infs Jra(x) = fra(ep(x)) sobre el
imtervalo /,, = {r: —n< x < n}. U 1o un lincal i ar qec f,, 1(0) = O.

Tna(1) =1 ¥ fua(—1) = —1. Nastramos akora qee f,..1 ) fi..3 convergen a maapeos conformes
cuando 11 — .

Ya guwe todas las fanci +on OB A imétricas sobre ¢l cje real, existen por el Teorema
111 ap k i formes 3, de H; com s en ia fro wnl{z) domde & es
um mamero que depemies de «, por reflexion, cada v, pueic rer lido a ums > k-

cuasiconforme del plano. Este también serd desotado por vy .

El mapeo WV, n = 1,2...., definido por 1a fSrmula

(2 3 u 1,

Woo(2) = SLoa(z) size Hy n (1.12)
Ins(wn(2)) sizecHyUI,

es un homeomorfismo del dominio H,, = H, U /,, U Hs. Por el Tecorema de Removibilidad de

Arcos Amaliticos == sigwe que W, es kcuasiconforme.

Loa mapeoos 1V, estia definidos en todo d inio acotado G desde alghn 1 = rip en adelante
y satisfi las comdici de wormalizaciSe W, (0) = 0, W,(1) = 1 y W,(—1) = —1. Se sigue
de los criterios de sormalidad, que la familia {IV, : n > np} es una familia normal en G. Asi,

i una sub iGm qee e unifor a una fi ioa limite 1V en todo dominio
acotado. Por el Teorema 1.8, 117 es Acuasiconforme. Ya que ¢l pumto al isfimito es removibie,
W pusde ser lido & un map A i forme del plano total.

Como los mapeos Un Y sus inversas ¥, ', convergen sobre el cje real a ¢ y ¢}, respectiva-
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4 i de los critevios de sormalidat que las familias {vn} ¥ {v7!) son

mormiales. Por ¢l Teorema 1.8 hay una sab ion tal que 4o 73 — 00 las tres seccsiomes
Wi, v, y v ! tienden a = = formcs 147, ¥ y v del plano, 1a primera coavergicndo
anifor en todo d imio antado y las dos ditimas wsiformemente sobre el plano total.

Si eacribimos W = f;, 1V o v—! = f3. emtonces ue sigue de (1.12) que f.i. i = 1,2 coaverge
amifor afi do 11 — 70 em tado sabocomjusto acotado de H. Asi, las restricciones de
las funciones f; ¥ f3 a H; y Hj son maapeos conforases gque mapeas H, y Hi subre ks dominios

de Jordan disjumtos 11°(H,) v W (H3). Ya que lim w,.(r) = (r) tcmemos qee

S1(x) = Bm S (x) = lim fr3(s2(x)) = S2(w(x))

para toda x real. Asi. b probado e Te de Union.O
1.4 Definicién Analitica de los Mag C i for
1.4.1 C isuidad Abech sobre Rectas.
Definicién.- Sca ~ una icm de j h aditive definida cn 1a clac
de conjuntos de Borel del plano fimito y 4 1a medicla de Leb La fanck T es 1 .
baol t i ca um j E (com als Rida 4i) si la sigui dicic

cs satisfecha: Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que | T(B) |< ¢ para todo coajusto de Borel
B C E com u(B) < 6.

Definicl Sea fon b fismso de E en E’, ambos conjuntos de Borel. Clarameste
Ia i de un ) de Borel irdo em E es medible con a e A i con
el mapeo f a la fanciéa de conj sy mexliante la formula:




#1(B) = n(f£(BNE))

para tocddo conjuato de Borel B. Asi. f es gbsol c ¥ si 1a fi i de j Hy

cs en E.

Ejemplo.- Sea f(2) = Z ¥ E el diswo anitario, emtoaces pu0(8B) = u(f(B N E)) = u(BNE)

» en claro que i r es abnolutameste contizea com & = e,

Definicids Una fancitia f em G os absolutamente continua sobre rectas en G (ACR) si
ca todo recténgalo R= {x +iy:ta<xzx <b, c<y<d}, RC G, f es absol i
como uma fancin de r sobre casi todos Jos segmemtos [y, = {r+iy:0 <r < b} y como naa
famciSa de ¥ aobre caai todos los segmentos [, = {r +iy:c <y <d}.
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Elemplo.- Sea f(3) = s+ §3. Yaque f(= + iy) = §z + }u, 5i la modida del ssgmento de
recta que ane a los pastos dentro del disoo asitario A y B (ver fig.) es menor que ¥ la medida
drl ssgmento aEEs oo menor gqur € y por o tamto f es ACR en el disoo maitario. AN

f

-2
-2
Dwfinicid Una fanciia f de vak nplej fimida en C ticae L”-derivadas. p > 1.
si uatisface las siguicates dos comdiciones:
1. fos il sobre
2. Lan deriviadas p: iales f,, f, pes a L” em txio subconjasto compacto de G

W--&n](x)=s+%§.e.n-:s!esACReIeldin>IMy-l¢ub

(M
NI s

fs= Iy =

pertencoen a L” en tado ssbooasjusto compacto de A, asi f tiese L7 derivadas, p = 1.4

Ejemplo.- Sea f(z + iy) = % — iy®. Clarameste os ACR con § = ¢ y f, = 2z, f = —2iy
1as les - am en L”, p > 1, es docir, f tiene LP-derivadan, p > 1.4
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Una fancic

com L'-derivadas es hiém 11 o,
en el sentido de Tonelli.

Férmula de Green Generalizada.- Si f tieme L!'-derivadas en G, estonces

f]d:=2ifff,d.ttly. ffds= —2:‘// fadzdy
oD D 2D D

para todo dominio de Jordan D. D C G, con fromera rectificable

(1.13)

Diremos que ua bomeomorfisuwo cs ACR en ua dominio G si es ACR en ¢l sentido asterior

cm ¢l domisio G — {oc,f~'()} . Anilogameme decimos que f tiene L”-derivadan en G si las
ticac em G — {oo, £~ (o)} .

Lema 1.12.- Usn mapeo cumiconforme « de as dominio G es ACRen G.

mn-truclén.-SenR={z+iy:a<.t<b,c<y<d}“mtdquﬁcc—
{f~'(c0)}, e I, €]l mgmento borizontal a < x < b com ordenada y. T

que probar que
es abaol i sobre casi toda Iy parac <y < d.

Para este propdaito consideramos el subrectangulo R, de R emcomtrasdose bajo 7, y sa

3



imagen (R ). El drca Ar(y) de ¢(R,) o uaa fanciéa crocieste de i y, por o tamto, tieme una
derivada fimita Ar’(y) paratoda y, c <y < d, para un j de mexdida lineal cero.
Mostramos que > oo absolutamcate continua mbre /oy . ¢ < yo < d, 85i Ar”/ (1) cxiste v cs finita.

Sea (Ta.x3), & =0,1,...,n. un sintemn arbitrario de subintervalos abicrtos qgue Bo u¢ trassla-

pan del segmesto a < r < b. Para probar qee o es aby

em I, ,es
mostrar que la suma 3° | w0 — va |, donde ¢ = o(x3 + iv0), ve = @(Ta + o) tiene una cota
superior que tiende a cero cuando 37 | x3 — T | tiende a coro.

Primero cscogemas an § > O tal que wo + 5§ < d. mea Ry, & = 0,1,2,...,n, wm cuadrilitero

istiendo del Jo {r +iy:xa <xr <x3, 0 <Y <wo+ &6}y sus esguinas. Los dos
lados hori les serin ados cComo para Ry. Emtosces
m(Ra) = %(z: —xa) (1-14)
La desjy; idad de R 1 mos proporc 1a i iom del médulo de la i de Ry
(du(8))? 115
me(R) Z 205y (1as)
donde d, (8) 1a dis in enclidiana estre los b-arcos de o(FRy), medidos en el plamo.

Estos lados convergea a los pantos o, ¥ ) cuando § — 0 y asf
imyda(6) =l i —wn | - (1.16)
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De (1.14) ¥ (1.15) ob lan desi Il

3
~(z3 — za) 2% k=1,.un
donde ~x b 1a dil. 5 i 1 de . Haciendo la ia de estas sobre k y usando
1a ok de Z, obr

n (3 du(8))?
K3 (zi—Ta) ZEE=t (1.17)

] .Z_:‘ A(yw(Ra))
Abora hacemos uso de la hipitesis de que la funcion Ar i ida previ ticme una

derivada finitaen ¥y = . Ya que
Ar(yo + 6) — Ar(po) 2 3 A(e(Ra))
)
ar sigwe de (1.17) gque

G duon? < Ao+ 0) - Arlo) S~ (o2 _ oy,
[T} )

Si hacemos § — 0 esto ar convierte por (1.16) en

n 3 n
(.2 | ¥k —wn l) < mAY (yo) D_(zh —xa)
om 1 ]

¥ la comtinuidad abnoluta de ¢ sobre [, es probada. Anal se pesede mostrar que @ cs
ook i sobre casi todo segmento vertical ¢ < y < d, con x constante, que estia
comtenido en R.O

Teorema 1.13.- Ua i forme © del dominio G en dife iable y isf la
comdicisa de dilataciés




max | Fawp(2) < xmin | Baw(2) | (118)

en casi todo punto = de G. Donde da¢(20) €s Ia derivadda direcciounal de ¢ em 1a direcciéa a en
cl pasto z0.

Esto swoode ya que mn = forme @ del dominio G es absol i
sobre casi todo segmento en &, asi tiene derivadas p iales fimi cani downd jera en C y,
por o tamto, es dife iable casi d gquicra ea G. Pero Ia e kiad (1.18) de en todo

punto donde o es diferemciable.

Te ck as que el Jacobi del ") inf

J(2) = max | Jaw(3) | mim | () |

en todo pusto z donde  es dife iable. La desigualdad (1.18) es oqui a

max | daw(s) I’ xI(2).

De agui y del Teorcema 1.13 se sigue que las derivadas parciales de un = forme
wde G inf las desigualdad
| ea(2) *< xJ(2) 1 eu(2) 1P xJ(2) (1.19)

casi dondeguiera en G.

Ya que J es imtegrable sobre todo saboosjunto compacto de G — {w~'(o0)} . Por (1.19), o

i on Radk para las fanci les 12y vy |? . Porel Lema 1.12 pes ACRen G y
obtenemos:
Teorema 1.14.- Um iconformxe de un dominio G tienc L-derivadas cn G.




1.4.3 E] Coci de Dilataci

Sean G un domimio y ¢ : G — G’ ua homwomorfismo gee preacrva semtidos, con @(z) = w
A nua de las dife

domde z =z + fiy, w = u + iv. En un pumo g, ¢ i

du = usdz + uydy (120
v = vedr + vydy

6, wtilizawdo 1a

dw = podz + padz. (1.21)

Ya que
o = J(us +vy) + §(va —uy)
ws = $(us —vy) + §(vs +1uy)
obteasmos
[ we I® — | wn 7= tavy —vsuy = J
donde J rop we al Jacobi el cmal es positivo p que ¢ preserva sewtidos.
Obaervasdo que

| dw |=| pedz + wsdZ |<| pedz | + | pad® |

| dew |=| wadz + padZE | 2] padz | — | padZ |

47



Uwel—lwsDldzI=ldw i< (ws |+ wsD1dz]|
domde amb i dew ser dos. En realidad (| wa | + | ws |) = max | daw(zo) | ¥
Uwsl—1wa|)=min|duw(aw)!.

Definimas abora el cociente de dilatacion de » como
lws |+ | wxl

D, = - -2 >1
) = e T= T |

el cual mos plwol!:lo- Ia ramin esmtre ks cjes mayor y axenor de la clipse que produce el mapeoo
inducido por  cstrc os planos (dr.dy) y (du.dv) al sor icaddo sobre una cil com
cestro e ¢l origen.

Ejemplo.- Sea 7(z) = 3z — = emtoaces

fwel =3. lu| =1—1] =
de donde
D¢(=)=:+:=§=2.A
Con L Ita mibn 5 sderar al cock
Into) 1= [E= <o

el cual esti relacionado com D, mexdiamte la siguicate fGrmula:

1+ ~(2) |

Pe® = 1o



Como una cbarrvacién teacemos gue ¢l mapeo resalts wer coaforme si y aslo si D, = 16,

3

o'

| x(z) |= 0.

En la dilatacién compleja

= 5
(=) Pa
) mndiocil de a la di ibn argdz = | arg x, ¥ el minimo a ia direcritn | arg s 3.

Ejomaplo.- Sea o(3) = ('F + 1)z + 3, em este camo tememon

PR LLE4 L SV TR L
RO VT TR B Ry Sy Y

POr otra parte
[T p— <1
;72+v‘i
y
) ] con® + 1 —isend
k(2) = === .
= mT 2+ V2
yel i de a 1a dir wom } ‘—‘-‘V‘A
’/’
,,-——::’f"
-
-
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dejn de un ~p Con abjeto de

Q abora d Ia dilat
simplificer ls sotacidéa stilizesemos e) valor istermadio { = f(3). Asf, tenemos

O

(oL =(gco sV e+ (g

(9o Sf)s =(gcof) s+ (gz° f)]a-

De domde

(o =22 —J.(gonf.

P a2

setiteyendo este valor eu la

(9o sre=E2L2 =t L/ ANy 3

aai, despejando (gz o f)
@oS)afe —~(92S)a]a

(eeos) = SoSu — faSs
an decir,
(zof) =3 lg0 Nate — (a0 Pass]
D exte masera ocbtenemos gque
_ 92(/(=))
"ol = GcFGD

_ (goSf)sfs ~(9°S)e]a
(9o fefs — (90 f)utfa
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_ L figo s — et
Fi (9o 1)e — W=2p2la]

o Lo (oS- (go N -\ | &R
Fe \GeN=go e 77 ) 2o
- f-_(igl—“l).
7: 1 — mgos &y
En el caso g conforme, Kg=0Yy
Kgor — Ky =0
de doade
Kgof = Ky
Este dikimo hecho o bk de s =iy mancra:
T de Unicidad.- Sea f : G — G un coaforme cos dil Ga com-
pheja <. E: tado i i

e de G cuya dilstecida compleja soa igual & < casi
doadogquiera ca G ea de 1a forma g o f, doade g es s mapeo conforme.

Como una cherrvacita, tenemos gue si f es conforme, estonces en general x,.7 B0 €3 igual
»n Kg.

Ejemplo.- Sean f(z) = 32+ 3 y g(z) = z* definmida exta Gtima en um dominio que a0

incluya al cero, emtonces g o f(z) = (32 + Z)? = 927 4 62T + 2. Asf lan dilstaciones complcjas
SOW

6z +2%

ko(2) =0, ks(z)= %, kpor(s) = tas 16— %
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¥, larnmemte, Agos = kr.
Porotro lado fog(s) =322+ y
krop(2) = " 3=
Ejemplo.- Scan f(z) =3z 4 2y g(z) = 2z + ¥; e tal caso tesemon qere g o f(z) = 7= + 5F.

Lans dilataciones complejas catin dadas por k,(z) = {, k7(2) = { ¥ &gor(2) = §. Utilizando 1a
férmula dc composicioa obteaemos

wesm=3(354) =22

1.43 LaE cidn de Bel

La defimicion
P& = Kipy
de 1a dil = keja de an -p me ¢ peade ser isterprotada como uma
ecaacisa difereacial. Eate tipo de ion es de inmio E ioa de Bek: i. Clar
do @ e8 i la iSm de Beltrami =e i ala i de C. I y- R
s =0.

Duda una fanciis mexdible x coa smp, | x(2) |< 1 quisicramos cmcostrar usa « tal gue
cumpla la ecuacién de Beltrami para dicha <. Este probhk »o pued h en general y
nuewtro objotivo seré ar las dlic is bajo las dew bo pod. ver.

Una fanciéa ¢ es lamaria una soluciée generalizada de la ccuacita de Beltrami ea €l dominio
Gsaipen ACRen G y lan derivad isfy Ia i5n de Beltrami casi dondeguicra

Pur P

en G.



1.4.4 C in de Fu i i formes.

Definicién.- Sea {yu}, n = 1,2,... ana secesién de funcioncs que son localmente into-
grables e G. Deci que la ion de fanci @n we débil te en G a una fancién
localmente intograble  si

Jim [ (on — e)tzay =0
R

para todo rectangulo borizomtal R, R Cc G.

Lema 1.18.- Sea o, n = 1,2,..., unn on de I = formsen de G que
e unifor a una fi iom finita o sobre sab j de G. E
1aa derivadas (¥n)s ¥ (¥n)s convergen débilmente a 0. ¥ @5, reapectivameste ..

De : 0. Por el Te 1.8 que  dobe wmr A e 6 una fa

cm im, ¥ ¥ todos los mmpecs ¢, poaeea L%-derivadas por el Toorema 1.14.

Sea R, R € G, ua rectingulo horizomtal arbitrario. Se sigwe de la férmula (1.13) del
Teorema de Groea Generalizaio qee

[ (Con)e — enrdzdy = 3 [(on~ wraz,
R SR

/_/((vu)- — ws)dzdy = % f(wv- — p)dz.
" R

¥a gue ¢¥n tiemde uniformemente a  sobre 1a frontera de R, las integrales anateriores convergen

a cero.d
Teorema 1.16.- Sea o, n=1,2, ..., una ion de map K- = { -'salb G qee
gcn anifor sobre sub. j de G a un mapeo cuasiconforme ¥ con



dilaariis complieja x. Si las dilatarioncs complejan <. (z) de @n tienden & un limite xon (z) casi

dosdeguicra en &, Ko (2) = x(2) cani domdeguiera en G.
D 4 Pod P que G y sus imi #n(G) son dominios fimi (pwes
{&n} » o en sub j ). Yaqme o5 — a2 = 0 ¥ wo # 0 casi dondeguiera

en G, tememos que probar que
€(2) = w§(2) — Ka(2)Pe(2) =0
para casi toda = € G. Escribimon estonces
¢ = [ws — (wn)al + [(Ln)s — kn(wnde] + [Ku(@n)s — K (¥nde] + [Koo(Wn)e — Kawid]

¢ integramos { sobre us rectéagulo borizomtal arbitrario R, B C G. Ya gue el término en el
assgrando sumando se hace cero cani dosdeguiera ea G, ob

Jf cazdy = fen+ Izn+ Isn
n

ha = [fter = Gomiaazdy
R

Ian = [f (0~ mem)(ondadray
"

B = [f ceol(on)e — wuddzdy
"

por ¢l Lema 1.15 teneman que
“lim Ijn=20

igualdad de Schwarz y ia condicion de dilataciéa maxa | F.¢0(2) |2<

Ademébs == sigwe de Ia d
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KJ(z) quee
i 1o P [ 1 mn — e P dzay [ 1 (ouda 12 drdy = Kis(on(R) [ | on = roo | dzdy.
L] . y ]
yaque ¢ cs finita e» G y ¥ converge saiformemente a @ en R, u(@n(R)) e uniformemente

arotada. La istegral [fp | xn — K | dxdy tieade a cero cuando n — oo por el Teorema de
s ia de Leb Asi,

Debido a que la fancién ., peode ser ap imada mwdiante fanci lonadas usiforme-
daes vy coOm vab constastes en los casdrados horizomtales talea que lim ¥y =

cani dowd irra em R. Eacribi

Isn = _//(-fw — ¥a)((¥n)e — weddrdy + f/%((wn)- — wa)dxdy.
n R

Una necva apli -~ de la desy Idad de Sch z y el Te de C ia de

Lebeague muentra que para toda ¢ > 0 correnponde una ko > Otalque para k = ko ¥y toda nn el
valor abwolwto de Ia prisoera istegral de /3., o8 menor que €. Por otro lado dedecimos, aplicando
€l Lema 1.15 al sémero finito de cuairadaos em los cuales ¥, tieac an valor constante, que

dim, /_/ YV ((¥n)e — wo)drdy = 0.
R

Asi I ,, también tiende a cero y

/ Cdxdy — 0. (1.22)
R



Se sigee que { = haoe owo casi dosdeguiswa en G. Para perobar emto primsero obeervamos

que todo coajumto abisrto O C G pesde ey represestado en la forma (U R,) U £y, donde los

conjumtaos Ry, h = 1,2,..., oa hoss ey s disj ¥y Ep o8 um conjusto de irea

cero. Asf, por (1.22), la istegral de ( sobre O en consscaencia s hace aero. Si A, ACGesan
conjumto madible arbitrario, podemos construir sas a i de H abiertos
O, ACO,, O, C G, k=1,2,.., tal qur lim 1(0, — A) = 0. Ya que la intogral de Lebeogue

oan ocnl como de

/ Cdrdy =0 (1.23)
A

para todo coajumto A medible, 4 C G.

Sea £ Ia parte real de . El conjusto £ = {z: z € G, £(z) # 0} es Ia unién de los conjunton
Ey = {s::eG. {(z)>{}y£_..= {z:zea, {(:)<-—§}, k= 1.2,.... Ya que caxin umo
de extos conjumtans tieme frea cero por (1.23), tewemon que 1 (E) = 0 y asi £ se hace cero casi
doadoguicra en G. En Ia misma forma podemos mostrar que la parte imaginaria de  se hace
aero casi dosdoguirra y tesemos la demwoatracios del Toorema .

] 3 Sea Ila 58 wn definkia modiante

wn(z) =z + (4— %) 2% + 53*

que do 1 — oo, wn(2z) — «(z) donde

Yn(z) = z + 42F + 53,
Las dilstaciones estén dsias por
__ 434 10% _(a—1)z410=
@D =Fya - = =S3u-Dh=

ani en ante cano tenemos gue K, (z) — A(z) cuando n -~ 00



Ej o El aigwi o um € ic ea ¢l que mo ==

mes @y,

icm de

amterior. Dada uaa ¢ arbitraria, 0 < ¢ < 1. existe una
del comtrado R={r+iy:0<x <1, 0 <y <1} que campie

» lim ¢, (z) = = uniformemente ea K.
® |k, ()] = 1 — € cani doadequiera ca R para toda n.

Para probar esto dividi R em n? cuadrados

Rae = 3 + i ch=l Lk kL <k}
. = Wiy Ry y=<z

donde 2,k = 1....,n.

Ahors comstruimos un mapeo cassiconforme iy de cada Ry, scobre af minmo de la siguieste
forma: Mapeamos primero Fiss aobee el disco anitario medisste an mapen coaforme v, tal
que ©] puasto medio zxy de Ry os caviado al origea, después el disco anitario es mapeado sobre
5§ mismo mediante el mapeo f(z) = 22|72 el cual puede ser eacrito como f(2) = rizi-?
que ky(z) = (1 —¢) - 227151 de donde £ cs an mapoo

de dk L L he. clar

2 -1) - forme. Fimal el dinco mmitario es mapeado mediante ¢5) svbre Fi,- La

dilatack mpleja det P Sn = 05 © £ © Dy tieme el valor }
tido » um M rflomo de Rax

1 — e doadagaicra ©epto er 3. Este mapeoo paede ser
aohre sf mi yel dido deja todo pasto frostera de R, iavariaste.

Asf la formula ¢n(3) = faa(z) para z € Ry, define un homcomorfinmo ¢, de R mobre af
i Por el T de Removibilidad de ua arco amalftioo s= sigwe que ¢, &8 cumicon-
forme coa dilastaciéa msdmal 2 — 1. Ya que ¢, mapea cada Ra, acbre ai mismo tememos
que [n(z) — 2] < X ca todo pusto z € R. Si real: a i6m asterior para toda
e ans H @ con lan propiedades ragueridas.

n=12,..,
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s i en R, la saooaién o, w0

Yo que ¢! mapeo Kmite tisas dil
Ma ave ana b apraxissacide

1.5 El Teorema del Mapeo de Riemann Medible.
Maxdibie ¢] caal establecercmos

Nusstra tares abora s probar el Te del M de Ri
oo la viguinwte forma.

“Khew del M de Rie Medible.- Scas G y &7 dominios simph

K cyei ¥ « uaa fanciée medible ca G con sap, | x(z) |< 1. Estoaces existe
un mapeo cassiooaforme ¢ : G — G caya dil i bej incide cos < cansi dondegaicra.
Este mapao eut b inado S ©con poica de su i Sfop con

magmo conlorme J de C¥ sobre w misano.

b o i Commid primerc el caso especial do < o uaa fanci \’
da. Sea N ol mido & do por los rados Qre = {x+iv:(h — 1) <x < hb, (k—1)6 <y < kS},
Ak = 0,41,42,..., y x una fanciéa escalosada con sup, | x(2) {< 1 gee ticeae ua valor com-
atamte xp e cada canirado Qi .- YVa que 1a dil ¥ leja del mmapoo requerido coiscide
con < sl cani o Xy as vab de « e ks lados de Jos caadrados y en el infinito ao
nos importan, de i = i .

~<




ma(z) ==+ KnaZ

tieme. clar 1a dil i pleja xn.4 em Qpa. Asi, deb akora 1 el

probicma:

Seaa R; » R; dus rectisgulos congraentes com imterssociGn vacia y temiendo al scgmento
abierto A como un lado coman. Sea ;. i = 1. 2. um mapeo caasicoaforme de R; con la dilatacion
i comnstante) x,. Se requicre constrair ua mapeo cumiconforme del

icja (mo
rectiagulo R = RjUAUR; teniendo la dilatacioa compleja «;(z) pasacsitoda s € R, i= 1, 2.
Si f e conforme. que los map SOy wi 1a mi: dil. lej
Asi, mo hay pérdida dec geaeralidad al swpoaer que o\1(R)) = H, y »3(Ra) = Hjy won los
semiplanos superior ¢ imferior respectivamcute en virtud del Teorema del Mapoo de Riemann.

Los map 1 ¥ 2 puesien aer i topokigh a R y K. Por medio de mapeos

coaformes adocuados de H, y H; sobre si mi: L ar sk s GUE O Y O3 mMapean
€] segmento -4 sobre ¢l mismo istervalo 7 del eje real y que los puatos ¢3! (00), ¢3! (oc) estan

R
1 "y
M ———— e
1
n2
H2

Y2 g

inciden ca A. el problemaa ba qﬂﬁm. e] mapeo

Si los map ©1 ¥ P2
© defimikio mediante



wi(z) sire RiLVA
w(z) = R
wa(z) siz€ Ry

resuita ser un bomeoworfismo de R mwbre el dominio H; U 7 U H;, y = siguc del Teorema de

Removibildad de un arco qwe 2 es i forme.

i incidk cn A comstruimos dos

En cl caso gencral. cuando 2 ¥ 3 BO
mapcos conformes fi ¥ fa qee mapean H, y Hz sobre o imios de A, dlisj talcs que
fiowr ¥y fao s o mai valores n en A. Si eacribi

s,(z,={ filer(z)) wizs

R
Sa(wa(=)) ~iz€ Ry

el "p wes an b i ¥ mos emcoutramos necvamestc cn cl cano amterior.

de lo quc deduci que > es 3 forme y. ya que fiow;. i = 1, 2, tieme 1la misma dilatacion
compleja gue ;. el prot ha A 1’

Basta ahora probar Ila exi ia de Jos p conformes auxiliares f y f3. La condirién

de fromtcra fi © ) = f3 03 seoode cn A si, para toada r € 1, fy y f3 satisfaces la ecuacion

Si(x) = fala(eor M)

En vista de] Teorcma de Unida, 1a exi ia de s regueridos f) y fa ac obticee
si probamos que ¢l homwomorfismo v : 7 — /, defini i ia icice ¥(r) =
wa(ey (x)) s ini icn. Para este p = : el map sconforme o3 a Ry
mexliamte la reficxice en A. El -mp vaow; ! emta definido en e} ipl
superior y lo - - aobre si mismo. mastenieado fijo €l pusto a) infinito.
Sobre 7/ la fanciém fin dcl mapeo @3 o @7 cvincide com ¥ el cual es, en comascuescia,
cuasisimétrico.



Usando la solecida del asterior probk de unicn nstrui akhora sm mapco cuasi-
comforme con Ia dilstacién compleja preacrita, analizamdo primero €] caso em que 1a funcidn es
excalonmds.

Consik

\ el mido NV y la fancicn eacalonada <. De s casdrados Qha € N
¥ sus lados p wir una i de los R, n = 1,2,..., que satisflace las
sigmientes condiciones:

1. R) o ano de los cuadrados Q..

2. Ra. n=2.3...., conniste de R,,_;, un rectiaguio congrucate a8 Ra—1, ¥ sa lado comén.

3. “r_jlﬁ..-clplmﬂlilo.

Cy do cos los map afimes naa(8) = z -+ xpa? podemos estomoos, mediante una
ida del prob) de uamida, coatrair ana i dc = formes

©n : Ry — R, tales qee la dil - eja de v incide con x cani doadoguicra en R,,.
Los mapecs ¢, pemica scr mormalizados por medio de tramsformaciones limcales en tal forma

qee a0 asamen ¢l valor 0o y tieses a 0 y a 1 como puntos fijos demie nigunas n en adelante.

Por los criterios de sormalidad, la familia {@, : 1 = M} es sormal ea R,,. En comsrceen-
cia, para toda Re. podk ar una sub i Gmn, 1 = 1,2,..., de la secwsidn ©n,
iemdo unifor sobre sub j =g de R,,. Estas sscesiones pusden

aey eacogfidas de tal manera que ,,41,n ©s SRA salwwcesidon de @mny 7 = 1,2, ... La secenidon

diagoaal ¢1,1,¥3.3 we waifor en todo d - xdo. Ea vists de la mor-
malizaciéa anterior de los mapecs se siger que lim gon.n €6 un mapeo cuasiconforme del planc
finito sobee sf Por el Te 1.16 1a a4il = leja de ¢ coimcide con x caai
doadequicra en ¢l plano. El prob de eocid quada asf ko em el canc en gque x en

una fanciéa escalonmia.



Madiaste un p de limite s facil tratar el cano gencral ea cl cual A os una
fenci medible ard ia con sup | x(s) | < 1. x pucde =r spraximado por saa sacesitn de
famriosss escaloaadas x., '-nhq;‘.!l xu(2) |< { x(2) |, ¥ mu(2) — x(s) cani dondoquicra
en el plano. Para caids x,, constreimns un mapeo cumicoaforase W,, del plano finito sobee si

- con dik i piej incidiendo con x,, cani dosdeguicra. Si camia W, es normal-

izado de manera que W, (0) = 0 y 1V,(1) = 1, emtonces la familia {1,,} cs normal y podemos

uns wmifor de W,, que tiene como fasciGa limite a 117,

an mapeo cuasicoaforme del plamo finito. Este pucde ser extendido al plano total eacribicndo

W(oc) = oo. Por el Toorema 1.13 1a dil. o leja de W coiacile casi jera con

”.

Debido al T de Unicidad y al Te del M de Ri el P

deneado.O>




Capitulo 2

Dindamica Compleja.

Enm eme Capitulo desarrcollaremos someramsente las ideas iales de Di ica Complcj
qwe utilizaremos pars poder der el i de ba d 5m ded de Sulli
el caal es principal objeti

Em la primera i dwci hos b que ap al odi In
dimamica qee prod os raciomales, es decir, d 1na defimich de p del
plano cuyo al apli el ™ raci ] maa y otra vez es espocial; tal es el
caso de los fijos, p periidi yp crftions.

En la o G \? de las primcipales p: indades de los coajuntos de
Julia y Fatou del raci ], em ial el que seam j k imvariastes

bajo dicho mapeo.

En la tercera i i mas en d lle al conjunto de Faton y, especialmemte,
apomd a la pi acerca de aSmo son das las P del j de
Fatow bajo la WSe del i 1




2.1 La Dindmica de los Mapeos Racionales.

Definicidn.- Ua rapeo racional es una fancisa de Ia forma

_ (=)
R = G ‘

i6m coastante cero. Suponemus ademas

doade Py Q won poli [ ]
qee Py Q som coprimoy, es decir, a0 tienen ceros commaes.

Duwfinicién.- El grado del mapeo rocional R(=) = 521, em simbalos grad(A), quoda definido

CORO
ved(R) = { miax {grad(F).grad(Q)} s P A0y Q@ £0
8 obro caso
donde grad(S) es el grado uwsual de un polisomio S.
P Comaid tos maapecs raciomal
2
Ry(z) = ————_ﬁj:z-;-d
Rai(z) = -z%
Ra(z) = #
Ry(z) = f___:fﬂ

i e i iSm obser que R). Ry y Rs tienen grado 2 y que Ry tiene grado 3.4

Proposicién 2.1.- grad(Ro S) = grad(R)grad(S).
¥ mo serd dada agui.

La d
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do los = nm Ry y R4 del &) amterior que

3
)’ — g (3) +2
=)
B2 428 -+ 12
23(s*+ 1)

Re o Ra(s)

Yaque 0, i y —i no som rajons del polimomio #* — 34 4 25° — 5% + 1 tenemos estoacss gee el
d de los doa de los rach don Ry ¥ Rz

srado de R4 o Ry on 6, ea decir, el p

Covolaric 3.3.- grad(R™) = (grad(R))™.

Doade R* quadis definid i —cismte
R'=R
R™ = Ro (R™-)).

Defink Dada Iquier funcién f so ¥ hob rfa cerca del pusto m € C,

definimon 1a valencia de f en 39, en aimbolos v,{30), como ¢l catero positivo & dmerminado de
manera dnica por la coadiciéa de qee ¢l limite

- f(2) — f(z0)
L Ry gy

existe, es fimito y dististo de cero.

Ejemplo.~ Sea f(z) = (z — 1) y 20 = 1, emtonces

_ (z—1)3—0
1 E-D

existe, ce fimito y distiuto de cero para & = 3.



s valsgria de f en 2 e= ¢l phmero de wlucioses de f(s) = f(x) en 20.

Propasicida 2.3.- Sea g aaas fascisa wo yh rfa cerca de an pamto x. S
una fa o y fa cerca de g(). emtonoes

vsog(a0) = vs(9(20))vg(20)

domde 20, 9(2) ¥y f(9(20)) enstin todos en C.

Demnstracidéa.- Ya que g es hob ria y mo cerca de ap, existe spa vociadad
1" de mp tal que g(2) 7 g(a) pasra toda z € V' — {xp}, y sobrc exta vecimiad agujerada de o
tonsmos 1s idewtidad

L(g(=)) — f(g(m)) _ (f(a(s)) —I(g(m))) (v(l) —o(=0)\*
(z — a0)™ (g(s) - 9(2))° (= — 20)*

domde g = vs(g(m)) ¥ k = vy(m). Te o el limite a bos lados de 1a iguakdad v cberrvando
qee el limite de la derechas es flaito y ditisto de cero, abtesemos

Vsog(20) = vs(9(30))vg(20).O

O 248 T "y P

qee f es bi i en al indad de ap si y sSlo =i
vy(20) = 1 (w50 existe una mlucicn de la ecuacisa f(3) = f(x0)).

Ejemplo.- Sea g(2) = 35y, catomoes 1,(0) = 2 pues lim ;,{_1—,, existe, e finito y dististo
de crro do k = 2. T -“j—(z—l)’snhenosquv,(l)=3.Q—vnnsmwmbu-qm

Vgor(1) = 6. Anf

(z—1)°
m oG-+ D)



yoyaqee (s —1)% y (z ~ 1)* + 1 wo i
exista Becssitamos k=

rajoos

que p-}- que este limitc
= (£ (DO

Definicidn.- Us pasto 3 cs un punte fije de us mapeo raciossl R si R(z) = s.

Definicldn.- Us pamto s oa un punte periddice de an mapso racional R si R*(s) = =.

Tk mleid

Un p 2 o8 uB punte critice de un mapec raciosal R si R a0 es inyectivoe
para csalquier vecindad de =.

Es o} cjsmpio asterior 1 es us pasto critico de f y O os un pamo critico de g-
Clarsmeste, si R 20 o5 constante, los pustos ariticos s sos los pustos en los cusles vx(s) > 1.

Dsfinicidn.- Us pasto w es un valor critice para R si ea la imagen bajo R de algés pusto
crition de R.

Si Resde grado d y w 80 ea an valor crition, emtososs R—! {w} -

dedp i
Zyy euee . Como singuso de oa 3; €5 un pumo critico, existen vecindadeos N de w, y Ny, ..., Ny

AE Ty ey B —p i con R ck

como uma biyecciéa de cmia N; sobve N. Asi,
para cada j, Ia restriccion fi; del mapeo R a Nj tiese una inversa

R : N — Nj
y somtros llamassos a éatas las rumas de R—! en w.

Yaque Resi iva en ak imd

cero mi polo, estonces

3 de Y

pumo en C en la cual R 2o ticne

S wa(s) — 1) < 4oo
e

67



De esta masera, esta suma Bos proporcioas el némero de rajoss miktipies de R. Ademaés,
ya que cuando vx(z) > 1 tememos en ¢l punto  a an punsto critico, csta suma Bos proporcioss
también una cota superior para el mimero de pamtos criticos.

Teorema (Riemann-Hurwits).- Para by wi apec rach 1 R mo e 3!
3= [valz) — 1} = 2grad(R) — 2
seC

je 16n.- Pod . yYa que b iemk de 1a i kiad son invariamtes
bajo comjmgacion por una transformacién de Mobi que R ple las P ek

1. R(co) =1

2. R ticae poloa simples 2y,..., 34 (en C)

3. vp(ao) = 1.

donde d ea ol grado de R.

Asi, 1a valencia de R en 0o, y en cals x5, s uso; por lo tamto, la suma 3 [vr(s) — 1] tiewe
el mismo valor gque si la suma corre sobee toda 3 € C — {2),...53} . P-r-t::lc.xhl. R(z) esth
en C, y ani, el valor de la ammstoria es el amero de ceros de R(z). Eacribieado R = s cn sm
forma reducida tememos

_ P(:)Q(x) — P(2)@(2)
(=) = @@» .

a

afir que R iEn et en su forma reducida pums, en otro caso, armerador
y desominador tendrian um cero en comiia (el cual deberia ser alguna z; pwes es ua cero de Q),
de donde

0 = F'(2)Q() — P(z)Q(2)



y aguf exinten dos posibiliiades: si P(z;) = 0 emtosces la costradiccitn os evidents al obaervar
que R estéi em se forma reducida. Si Q/(s;) =0 1a adiccibn ya que ;5
o= uwn polo simple de Q.

Asf, ¢} ataero de cwros de R(z) es también el grado de PQ — PQ’, 6, equivalentemente, ]
srado del polisomio (Q(s))*R(s).

Ya que Q(3) en de la forma ay 7 +ay_1 77! + ... + ap por 1a propisdad (1), Lg;(.a):
tiemde a an limite finito ditisto de ccro do z — oo. Ade el beeho de que vi(oc) = 1
sigmifica que R es i iva en algw ipdad de oc y a=i .

n(;) =14+ As+..

cevca del origen, doade A # 0. Derivando ambos lados de ta & y ] 7 zpor{,
eacnatramms que 37 F/(z) tiende & an kimite fimito, distinto de cero en oo, de donde

3> twa(s) — 1] = 2grad(R) — 2.0

Corolario 3.4.- Ua mapeo racioaal de grado positivo d tieme s lo més 2d — 2 pustos criticos
en €. Un i io de grado positivo d tiese a ko més d — 1 pastos criticos ea C.

Teorema 3.8.- Un mapeo rach 1 R inf g coadiciin de Lipachitz

a(R(2), R(w)) < Mo(z,w)
sobee €l plano compiejo.

Demostracida.- Cuando R mapea ¢l pusto z a R(z), el cambio de eacala (medido en 1a
métrica esférica) en = en la raxin



LR 1 0+1 51D
1% | R @n

yo que

o(m,m) = mlm .

Prob que ets fi e eati dia seperiocrmente, y en suficieste chacar esto
csrea de oo y de todo polo de R. Fero R ea como algéa térmise (z — 2p)™ cerca de cada ano

de catos pastos ap. Asf, ] supremo de (2.1) e ¢l mejor valor ible de la Lol

Toosema 3.6.- Sea R waa fanciSa racé . E, existe § > 0 tal gque si v es cualguier
curva corrada de difmestro < § (medido en 1a métrica esfiérica), Ia imagen R(f2) de una compo-
mamte interior 3 de v o imtermacta al exterior e(R(y)) de R(vy).

R
/-_ﬂ
]

D i S que Res mo ¥ cheerveRxs €R entie cano gee caalquier
compoarste isterior {3 de v tiene difmstro (enférico) menor 6 igual que el difmetro de v. De

ents manera, si Af ea la constamte de la condiciéa de L h del mapeo rach l R dada en
el Toorema anterior emtoRcN tepemos

" diam(R(EW)) < Mdiam(7).



Sea § tal que M8 < n. Se sigue de agqui que si diam(vy) < 6§ estonors R(f2) ticme diAmetro
mesor que 7y, asl, R(§3) so puwsic comtener a e(R(v))

Probaremcs abora que

S(R(W’')) C R(&WwW) (2-2)
asi, 8i { en cualguier pusto en (R(1V)) ecstonces ¢ em ¢l limite de pustos R(s,), donde z,, € W,
Sim pérdidla de geseralidad 3, — =z, asi { = R(z), donde z == encuestra ea la cerraduras de V.

Si sup = € W ¢ € R(IV'). de o cual obtcecmos una costradiociéa pues
R(W) es un j b Yy, en L ad Acgmi i de { imterascta al complemesto
de R{1W’) por emcomtrarar ea I R(11°)). De agui que z € IV, por o tasto, ( € R(AV).

=

Aplicando (2.2) a €2, obtenemos que

A(R(1)) < R(IM) c R(v)-

ento dltimo implica gue e(R(v)) y (R(S?)) son ajencs. De ecuta masera se cample una (y sslo
una) do las sigui poaibilidad

1. e(R(M)NREY) =& 6

2. e(R(v)) € R(Y).

7



Yaque hab probado que (2) »o pusde ir, que e(R(1))N
R(£D) es vario.O

2.3 Conjuntos dc Julia y de Fatou.

Defini akora los j de Julia y Fatow de um P raci 1 R de la
manera:
Dofinicién.- Sea R uasn fancica raci ] wo El ji de Fateu dc R e el
\: J abierto jmal de € sobre e] cual 1a familia { R"} es mormal; el conjunto de Julia
s el diel conj de Fatow en C.
G L el J de Julia cs ls cerradura del janto de p pal de

R. (Leanart, Carlenoa, p.p 55).

Fjemplos.

® Sea R(z) = z°. Emtomces R*(z) = z¥ comverge acero em {z:|3] <1} ¥y a o0 en
{z:]1z] >1}. El j de Julia It aer el wnitario {z:|z| =1}.
e Sea R(z) = 2 —2, R: C — [-2.2] — € — 2,7 y tomemws h(3) = z + L, donde
h:C—{-2,2] — {z:]|z] > 1} hes una § iGm emtre R y »* puosto que

R(h(z)

¢+1)'-
P +3
h(x’).



Asi nlim R™(z) converge a > para toda 2 cn C - [-2,2].A

Dofinlclén.- Si g es un de un jumt

un aub j E dc X es
1. Invariante hacia adelante si g(E) = E:

2. Invariante hacia atrds si g~ (E) = E;

3. Completamente invariante si g(E) = E = g~V(E).

Ejemplos.

®» C ea invariamte hacia atras pero no completamente invariante bajo ¢l mapeo z — exp =.

e Seallla del i1

de Faton que comticae al pusto fijo stractor —1 de P?
dowde P(z) = z? — 1. U os invariante hacia adelante pero no es completamente invariante
bajo el mapeo P? pues Ia del j
enviada a U meodiante el mapeo P3.

de Fatou que conticae a 1 también es

o El disco unitario A = {z : |2] < 1} es completamente invariante bajo €l mapeo z — z2.A0



Obacrvacidn.- Si g os wbre emtonaes g(g— ' (£)) = E y, en este caso, coimciden 2 y 3.

Teorema 3.7~ Sea g ywis abierto i de un > polsgico X no-

bre s{ mismo y» sepoRgamos quc £ s complctameste invariamte, emtoncoes también lo won el
complemesto de E, X — E; ¢l imterior de E. E°: |a froatera de E, IE; ¥ Ia cerradura de E. E.

Dcomostracién:

I- X — £ cs completameste invariamte pwes

X —E)=9g"(X) -9 (E)=X - E

1a Gki N Idad ac da debic

aquc g cs sobre y E es compictamente invariante.

t1- E° es compictamcete invariante ya quc como g ©s continua ca X, g~ '(E°) cs ua sub>-
comjumto abierto de g—!(E), y aai (por imvariamcia), de E. Asi g~ '(£°) € E°. Similarmentc,
como g €s ma mapeo abierto, g(£°) es un ssboonjusto abicrto de E, de donde g(E®) C E°. De
agui que

E° C g~ "(9(E°)) c g7 H(E")

1Il.- E e complictamente invariante. Sea r € JE. entomcrs existen x,, ..., Ty, ... € E tales
que ¥, ~— x cwando 11 — oo. Axi g(x1):..e19(Tn).-.. a0 encuentran ea g(E) = E (pwes E es
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complictamemte invariamte) y, ca virtwd de 1a continuidad de g, g(xn) — g(x). Ademis, ya que
9(xn) € E paratoda n y g(x) ¢ E° por inwidad de g, que g(x) € IE.

IV.- E es completamente invariamte paes £ = £ U JE y emtoncen

9(E) = g(E)YUg(SE)
= EUJE
= Eo
Teorema 3.8.~ Sea R un rach l. E el jumto de Fatou F y el coajunto

de Julia J de R som completamente invariamtes bajo R.

De iG Es i probar que F cs Pl invariaste en virtud del

Teoorema 2.7. Ademis, ya que R es sobre, basta probar que es invariamte hacia stras, en decir
R-(F)=F.

C) Seam ap € R™}(F) y wo = R(z0). asi, wo € F. Se sigue que dado cualguier ¢ > 0, existe
& > 0 tal gqme si o(w, ug) < 6, entomoes para toda n, o(R™(w), R™*(wp)) < € (por mormalidad de
la famiilia { R"}). Tencmas ademas, utilizando la costisnidad de R que existe una g > 0 tal gue
si o(z, 1) < p, estonces o(R(z), up) < 6, y asi o(R™*+(z2), R**+(=)) < e.

Eato muestra que { R™*':n > 1} equicontinna (Rormal) en ap y, claramente, aiadirle la
fancita R wo cambia este hecho. Asi {R™ :n > 1} es equicontinua (mormal) em xp € R™I(F);
jemdo em gue este conj es abierto, deducimos que R'(F) € F.

D) Sea m € F y wo = R(x), entonces para toda € > 0 existe § > 0 tal que para toda n, si
o(z, 20) < & emtowces o (R™+(z), R™*1(20)) < e. El i de toda z iafaciendo o(z, ) < 6
e uma vecindad abierta N de 20, de agui que R(/V) es una vecimdad abierta de wo. Si w ae
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encucntra en R(N) estonces 10 = R(z) para algeaa £ € N, a=i
o (R™(w), R*(wo)) = o (R"*+'(2), R"*'(2)) < e
die doude la familia { A"} es normal ea wy y. por bo tasto, un € F; asi, F C R™'(F).O

i de un i gioco X acbre s mismo y
@ fimito de X;. E para ajgun catero

FProposicidn 2.9.- Sea £ un
swpoagamos que X ticae sio un
m. cada X; en completamente invariaste bajo f™.

Domostracién.- Scaa X, ..., X; las composentes de X. Como cada f(X;) es comexo por
1 I ind an v de {1,....2} en 3i miswmo definido maediamte 7(7) = J, donde

-cr f
J(X;) € X;. Como f es mobre, T también lo es. de cota masers v ita ser uma per

detl conjumto finito de indices, de donde 7 debe tener orden finito, digamos M, ex docir, para tada
Js (X)) = X;. Yaque los X; son j dos a dos, que cada X; es compictamente

invariante bajo £.O

quec un

Toorema 2.10.- Sea R un mapeo racional de grado al dos y
conjanto finito £ es complctamente invariante bajo R. Estowces E tiene a lo mas das elementos.
De 16 S que E tiene & elementos. Ya que E es finito y ya que E
es complctamente iavariamte bajo K, catonces R actia sobre £ como uma permatacion, de
agai que cxiste ua catero g tal que RY &3 ]l mapeo idestidad de £ en si mismo. Si B ticee
grado d emtomces: 1a ecuacién RY(z) = w tieme d woluciones, y todas ae cncuentran en £ (E es

Lacicn i E t que

compictamente isvariante) y, stilizando la

Md—1) = 3 (vr(s)-1
- za->2.
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comwo d > 2, tememsos A < 2 como era deseado. O

Para dar algusas propiedasdes importantes del § de Julia anten Propo!
cionar la siguieste definicion:

Definicidn.~ Us pamsto z s dice 7 I para R do s8 Grbita total {R™(z) :n € Z}
aea finita. El conjumto de toxios los pustos exorpeicsales para R sera desotado por E(R).

Ejemplo.- Sea R(z) = m,qummm“lmnpmmd&l{ Ya
qee R(1) = 1, estoncea es claro que R™(1) = 1 para toda n € N. Abhora, las imigenes inversas
de 1 s pueds de Ia siy masera:

S +6z242

3Frarn 17°

e decir
2 —-324+3z2—1=0
6 bien
(z—1°=0
de donde B~'(1) = } y ani, para toda n € Z, R*(1) = 1, de aguf que 1 es ua pusto excepcional.
En rcalidad se puwosde 3 um célculo di qee la tramak icm h(z) = 143

conjuga a R com el polimomio z — 2°. De osta mamera co resulta ser tambiéa um pamto
excepcioasl para R.A

Teoctema 2.11.- Un mapeo racional R de grado al menos dos tiene a o m#és dos pustos
excrpciosaks. Si E(R) = {¢}, Ren j a wa poli io con { correapondiendo
a co. Si E(R) = {{1,$3]} , donde {3 # (3, Res jugado a algin mapeo z — 4, con
d = grad(R) y ¢, {3 correapoadicado a 0 y oco.
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E(R) en complstamssts invarisste bajo R y asi R ticne a Io

més dos p Y Asf, donp dan ens i " sk -
ar los milbaloms
1. E(R)=26.

2. E(R) = {00} = {R™(cc) : n € Z}
3. E(R)={0,00}; {0} = (R*(0) :n €Z} y {oo} = {A™(x®):n € Z}
4. E(R)= {0,0} = {R*(0):n€ 2} = {R(0):necZ)

El primer caso »o ticws in em e ' S (2)
polincmio. i (3) raced

Resun
R o8 otra vez un polinomio poro csta vez de la forma z — az
para algéa positivo d. Final = de (1), R(0) = oo, R(x) =0,y R
tiene todos sus ceros y poks ea {0,0c) , de doade e de la forma = — aa® para algia emtero
megativo d. Ea todos los casos, los p g len =0 an em F y esto compliets 1a
demcstraciéa.O

Corolario 2.11.- Si grad(R) > 2, Jon Somal
F(R).

de R cm

Teoroma 2.12.- Sea R us mapeo rarional con grad(R) = 2 y sepoagamos que E es um

-p invariaste de €. E ¥ de lan sigwi

sfirmacionss:
1. E tisme a lo miés dos elemestan y E C E(R) C F(R);

2. E ea infinito y J(R) C E.

que E tiewme a lo miés dos pastos 6 e inflzito. Si E es finito,
’ aslo p P Jen y == ticne el camo (1).
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Swpoagamos qee E e3 iafiaito. Como E es completamente invariante, también lo es ss
complememto {3 ani caia R mapea ¢l cosjunto abierto {2 mobre si misao. Debikdo a esto,
tememos que 1a familia {R"} os mormal en 52 por el Teorema de Montel y aaf, £2 C F. Se sigee
qee J emté comtenido en £.O

Observacién (Propiedad de minimalidad del conjunto de Julia).- Del teorema

amterior tesemos que J os el més pog mp imvariante, cerrado, cos

al menos tres pumtos.

2.3 Estructura del Conjunto de Fatou.

Anmalizaremas en primer lugas, demtro de la estructura del cosjuasto de Fatou, a las compo-
scates completameste invariastes de dicho conjuamto.

Te 2.13.- Swp que grad(R) > 2 y que Fp es una
imvariante de F. Estonces

1. dFp = J;
2. Fp ea simp 6 infini
3. Todas las demf -y de F som si y

4. Fp os simplemente conexa si y sslo si J es comexo.

Demostracién.- Como Fy complctamente imvariante, también lo cs sm cerradura Fp y,
ani, por la minimalidad de J, J C F5. Como J N F = @, concluimos que J = dFp y tememos
.



Para probar (2) sspoaemos que F) os sus L imvariaste coa comec-

tivided finits c y & a las del k de Fp comwo E,....,E.. Por Ia
Proposicios 2.9, existe an emtero m tal qee toda £; e compistamente isvariaste bajo R™ y
como J on infinito, una de las £;, dj Ey, en infimi La minimalidad de J(R™) implica

qes e» emcucntra en E;, y anf

J(R) = J(R™) C E,.

Sim embargo, por (1) cada E; intersecta a J(R); de aguf gqee ¢ = 1 y hemos probado (2).

Para probar (3), olmervemos que de (1), JUF) es la cerradura de o y, por lo tasto, e conexo.

Asf las de su mp aom Simp ¥y COmO estas COmpPOReMos
som en lidad laa de Fatow disti de Fp, ob (3). Fimal (3) s
obtiene de (1) y de qee un dominio es simph si y aSlo si s frostera es cosexa.

Ejemplo.- Sea P(z2) = 2? + cdomde c € (—2,0) y eu tal que
(J+c)’+c=%(l—\/l—4¢).

El lado imquicsdo aqui cs P3(0) micstras qoc €l lado derecho ] pusto fijo megativo o de

Pl-3,4 = Plo, 3 = [c,d] < [-6,4
¥ ya quo 0 oa preperiédion, J(P) es una dendrita. A

Corolario 2.14.- Si grad(R) > 2 ysi Fes de ak de lan =i
afirmacionss:




1. F es simplemente conexo y J es conexo; &

2. F ea imfinitamente conexo » J tienc um nd iafinito do

Deacamos gencralizar la formula de Riemann-Hurwitz para el caso en que R: U — VV com
U ¥ V dominios contenidos em C. Esto mos permitira usar dicha férmula restringiendo €l mapeoo
raci 1 a del jumto de Fatow.

Sea U una componemte de R—'(V"), entonces si { € U, R(¢) debe ontar ea la cerradura de
V ¥, sin cmbargo, mo pwode cacontrarse ea V' (pwes la imagen inversa de us abicrto es abicrta),
de esta mamera R({) € V. La contencién opuesta. a saber 9V ¢ R(OU) sucede en cualquicr
caso. Por lo tanto. mos conviene estudiar €l mapeo R de una componentec U de R~'(V) sobre
V en lugar del mapeo R de U sobre V', donde U y V son domimios cualeaguicra en C, pwes. en

<l primer caso

V" = R(AU)

Nuestro objetivo es ahora relaci las caracteristi de Euler de domimios U vy V' como
arriba. Clar dicha relacion d dera de Jos p quwe no ti imdades dond,
el mapeo R aea imyectivo, es decir, los pustos criticos de R; asi, i el de

! ia vr(z) defimido amterfor
Definicién.- Para cualquier conjunto A, defini la defici ia total de R sobre A, cn

simbolos §g(A), como

br(A) = 3 (vr(z) — 1)
ica

la cual es aditiva, decir, para conjuntos A y B con inter i vacia
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SR(AU B) = 6g(A) + Sr(B).

Ejemplo.- Sea R(z) = by, emtonces R(=) = (—_,‘-_'%—)g. Asi 0 es el dnico pusto critico en cl

disco mmitario de donde

SR(A) = vg(0) — 1.
FR(€E—A) = va(x)—1

1i -"-|+‘_‘. Ead
£ R oE (e —

=( [}

el cmal existe, e finite y ditinto de cero para & = 2. Asi §p(A) = 2 — 1 = 1. Utilizando 1a

Sa de Ri furwitz gwe

SR(A) + 8p(€ — A) = 2grad(R) —2 =2

de aqui que vRr(00) = 2 € 0o también resulta acr un pumto critico de R.A

que ae 1as signi

Te 2.16.- S
i do por un finito de curvas de Jordan ajenas dos a dos;

1. Vesun
2. U en uma compomemte de R—(V'); ¥
3. No hay valores criticos de R cn IV,

Emstonces existe un entcro m tal que R es una cubriente de grado m de U sobre V'
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A (L) + 6x(L7) = mx(V).

donde \(E) demota la caracteristica de Euler de E.

Dx ;! Clar U es una del pl de R—!(3V). Para
cada w € V sca S(w) el nimero de solaci a Ieiplicidades) de Ia son R(z) =
wen U.

Afirmacicn.~- El mapeo §': V' — Z es continuo.

Para cada punto {; € U qoe cample R((;) = w cxistc una vecimdad /V; tal que R es ana
cubricate de grado & de .V; sobre R(.V;). donde & es la valencia de AR en (;. Tomamos ahora al

comjusto compacto
E=0~JN;-
5

el j mp R(E) esta a una distancia positiva de w. Asi, existe una vecindad
abicrta M de w ajena a RA(E). Ahora, para cada punto u:; € N, las soluciones de R(z) = wn
deben cacostrame en UJ; IV; ¥ asi encomtramos que S(w) = S(w) dec donde la fumcién S es

constante sobre 91 y, por lo tanto. continua en w. As{ la afirmacién resulta valida.

wer sobre todo

Comwo S e i ¥ su contr cs 2, Ry
V ya gque V" es cosexo. Por tanto, para algun entero m, R cs una cubricate de grado m de U

sobre V.

Extendercarwa ahora el resultacdo anterior al mapeo R de U sobre 3V'; asi, sea € 9 v
d tales p debido a la

2y ey Zg las d preimagenes de {, con d = grad(R); hay exact
hipdtesis (3).



QUE Z), .... Ty ¢ cHCWCEAtran

Ya que ninguna de las z; ac A cm U, p
en U, MicHEras UC Tps g, ..-« Z¢ WO 3= eAcHentran en O

Elijjamwes una vecindad IV de  y, para cada j. una vecindad W, de =; cos las siguientes

propiedades:

e NN, =0 para i # j:

=@:

e Parajec{t+1,....d}) . W, T
® A cs un bomeomorfismo de 117; sobre 117 (denotamos al inverso de éste como Rj_'): »

e "N 17 cs corexo.

R

Si j € {1,...,2} entomces IV, interuecta a U y R mapea la interseecion en 7 N V. De aqui
que K7'(117N1°) es ua sobcomjunto conexo de B~ (1) que interaccta U ¥ asi s emcuentra en
[24

Tomawdo cualquicr puato a € IV NV, tenemos que para j € {1, ...,t}, el pumto R;‘ (a) se
encucnotra en U/, de donde 2 < m.

Por otro lado, para ; € {t+ 1,...,d}. Rj"(o) € U; asi que ya que m es el ndimero de

P Idadk b m=2.

soleciones ea U, ae tiene gue m < 2. De las dos o
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El sigunicnte paso es probar quec U ¢s una unidén finita de curvas de Jordan ajenas dos a
dos. por (1), 3V comprende un nimero tinito de carvas de Jordan: tomamos ¢ en una de cstas
curvas, di 1.y amos las m distintas ramas Ry, ..., R;;! de R~ definidas ccrca de

¢ tales que R;'(() = z; € OU. Ya que por (3) no hay valores criticos de R en 7 tememos que

cada rama puede scr nti A it Iredhod de v, estas contineaciones levan a
curvas simpics cerradas (R s inyectiva) en 3L, y caxla carva cubre & veces (para algana &) una

curva en I
Finalmente noocsitamos probar
xX(U) + /(L) = mx(V),

cn este scatido, triangulamos 1a cerradura de V' ascgrurando que los valores criticos (um nimero
tinito} de R co VV scan vértices de dicha triangulacién T°. Asi T ticbe f caras, ¢ aristas y v

vértices; por definicién

XV)=f—etv

Afirmamos que la cubriente de grado m, R de U sobre \/ ind una tri laciéon Tp de
la cerradura de U que se obtienc de 1a signiente mancra: los vértices de 7p son las imagenes
inversas (em la cerradurn de U) de los vértices en 77, asi, Tp ticne proecisamente m - v — §g(U)
vértices. Cada arista de 7" se levanta bajo cada rama de 8~! a una arista de T3, y como no hay
valores criticos de R en cualquicr arista de T, vemaos que 7 ticne precisamente m - € aristas.
Ya que cada cara F de T es simplemente conexa, por ¢l Tecorema de Monodromia, cada rama

b inio si 1

de R~ es simp) luada en F y ademd apca F sobre un

de U. Deducimos entonces que T tiene precisamiente m - f caras y, en este caso

m-f—m-.e+(m-v—8r(U))
= m(f—e+v)—86r(U)

x()
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= mx(1°) = 6a(L)

que cs ¢l resuitado deseado.d

=40 (U)o rt=-mt- N
e=72 ~T7+1=2¢-3)
v=25 =6

Dieegr mci ok »0 ch aplicar ¢l Teorcma anterior a las del
de Fatow en geacral puey la frostera de 1a mayor parte de éstas no comsiste de un némero finito
de carvas de Jordaa; asf, para un <& inis Iquis D, i su caracteristica de Euler
x(D) como ¢l valor limite de las caracteristicas de Euler de “sabdomimios smaves™ que “lienan’™

D. Definiremos abhora o guc signitica un “subdominio suave™ de la siguicate mancra:

Definicié Sea D lquicr domiinio de Ia esfera de Ri Un subdominio 2 de D se

86



dior que ©s ua subdominio regular de I si

1. £ esti acotado por uma umicn finita de curvas de Jordan ajemas dos a dos. digamon
Vs ooy I todas encontrindons cn D; y

2. El ' de 2 iste de 1 di N

“1: 03 In respoctivamente) y cada 117 interuecta al complemento de D.

bd inio lar de C. Tk do D = C. tencmos

Ejemplos.- A = {z:|z[ < 1} es un
que cl anillo {z:1 < |z] < 2} mo es un subdominio regular de € puecs {z : |]=| < 1} no intersecta

00

Claramente x(£2) esta definida para cada subdominio regular 2 de D.

Lema 2.16.- Sea D un subdominio propio de la csfera de Ricmann, entonces

1. Cualqgui 1% junto P de D sc encucntra cn algin subdominio regular de D; y

existe un subd inio regular £2 de

2. Si £2, y £2; son subdominios regulares de D,
D que conticne €25 y £2;.
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Demostracion.- Sin pérdida de generalidad sepomdiremos que oo esta ea D. Sea n un
entero pasitivo y cubramos ¢l plano con una red cnadrada (incluyendo los cjes), cada coadrado
de dianwtro ;‘;. Abora, xca /', Ia union de aguellos camirados cerrados en 1a red que conticnen
del b de K. quc

algin pumto del complemento de D. y sea D, la

couticee a >c. Entonces es facil ver que D,, ¢s una 3G i de subd inios regulares

de D cuya umion es D.

Asi, dado g wi L junto K de D, la familia {D,,} cs ana cabierta abicrta
de K y por lo tanmto, existe una subcuabierta abierta finita. Como las D, son crecientes con
72, csta k ' finita ' un ok inio mas grande D, y éste i a K, asi b
probado (1). (2) sigue de (1) puces si £2) ¥ £2; son subdominios regul y la unién de

sus cerradwuras s ua sabconjunto compacto de D y. por (1), sec encucntra cn algin subdominio

regular de D.$

Lema 2.17.- Si £2; y §22 son subdominios regulares de D tales que £2; C 23 cntonces
x(£2) = x(€2)-
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2(25)<n(2 1)

Domnstracion.- Scam 137, ... 31, las P del P de 2 y V... Vi las
el map b de £25. Va que £2; C £2;, tememan

VUL UV, Cc UL Uy,

para cada j € {1,...,n} escoja wn punto z; en 11, pero no en D. Como z; no esta en D, se
emcucatra cn alguna V4, y asi Va (sicnd ) = a en IV;. Se sigue que cada 117,
conticnc algana V4, ¥ asi m > n. La designaldad dada ahora sigue como

X(f) =2—-m <2 —n=x(4).O

Podemos abora d ir x para cualguk bdominio D de € de 1a signieate manera:

Definicls Para Igui bdominio D de C defini la caracteristica de Euler de D,
en simbolos x (D) como

x(D) = i{:f {x(£2) : 2 es un subdominio regular de D} .
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Ahora a la borr
Euler de lquicr domini

ia para poder rclacionar las caracteristicas de

U »sai 1" bajo wn mapeo. En particular. caando U y \” son
comp del

de Fatou de un mapeo racional R. Esta relacion s¢ da en el siguicente

‘Toorcma 2.18.- Scan Fp v Fy P del

nj de Fatou dc un mapeo racional y
suponga que R mapen Fp en Fy. Estonces, para algin entero m. R s una cubricate de grado
m de Fp sobre Fy y

x(Fa) + 6 r(Fo) = mx(F1)

Doemostracion.- Ya qoe R(F5) € F;. ent

en realidad ic que R(Fp) = Fy. Asi,

Fp es ana componente de R~'(F}). Como R cs localmente una cubriente de grado & abierta, el
nimero S(w) de i de 1a 36

R(z) = w en Fp es una fancién continua y. por lo

tanto, constante de w en F); asi, para alguna m, R es una cubricnte de grado m de Fp subre
F.

Constrairemos ahora dos subdomiinios regulares % y €2, de Fp y F) respectivamente. Se-

leccionamos un punto w € F) ¥ construimos una subregién regular €2 de Fp que conticne

1. Todos Jos puntos criticos de R que sc encocotran cn Fp; y

2. Todas 1as preimagenes . ..., Zn, de w que se cncucotran en Fp.

Scleocionamos ahora un subdominio regular €2, de F) que conticne al conjunto compacto

R(£%). Abora cada una de 1as componentes de R~} (£2;) se encuentra en F(R) y es mapeada
mediante R sobre £27. Adk as, una de dich digs:

P

5, i al conjunto
conexo 2% gue satisface (2), de aqui deducimos que §2; es 1a dnica componente de R—1($2;) que
intersecta a Fp; en otras palabras

wWCYB=R'NFCF

20



Afirmamos que 12, ana subregios regular de Fp. para verificar esto e suficieste mostrar
que cxla W del L

de £, intcrvecta J(R). Akora, 1V cuta acotada por
algumaa curva de Jordan 4 (que scpara 1 de £2;) asi hay pamtos cm W (cercamos a 7) Quc son
mapeados en alguna B del k

alguna i

de {3;. Como R™!(B) y SI3 son ajenos, IV’

V. de R—1(B). Sin embarge, como £2; es una subregién
regmlar de F), B conticne algiin punto que mo se encuentra en Fy, y asi, algan pusto de J{R).
Se sigue que V), y asi 1V, interectan J{R) de maacra que §2; €5, en cfecto. una sabregic: gul
de Fp.

Asi, 2 C 22 C Fp ¥, por lo tanto

X(SW) = x (%) = x(Fo)

¥ de (1)

8r(S2) = 6r(Sa) = 6p(Fo).
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Asi, por el Teoremia 2.15. tememon

x(5S3) + Sn(Fo) = mx(Sh)

Daia cualquier o con a > x(Fo), escogemas (L tal gwe x(Sh) < a; enmtonors lo mismo
seeode para x{€33). ani

a + 6r(Fo) = mx(fh)-

Para ol ia 3 Il

P tome iquier $ko. E por 1a i dnd x($22) +
6r(Fb) = mx(Sh) ¥ haciendo cam omiso de la iom de €24, (ya quwe x(Fo) < x(€23))
x(F5) + 6p(Fo) < mx(fh).

Abora, si 3 > x(F1), pod ¢ €2 em ¢l ar amterior de mancra que
x() < 3. y um il a que
X{Fo) + 6r(FR) < mx(Fi).
Con o cual ha gquedado probado el Te <



Capitulo 3

Periodicidad Eventual de las
Componentes del Conjunto de
Fatou: Teorema de Sullivan.

Dcfiniremos ahora las posibles clases de compowsestes de Fatou de la siguicste manera:

del de Fatouw F(R), estosoes (2 es

Definicién.- Sea 2 ana

1. periddica si para algén eatero positivo n. R™(£2) = 12.
2. eventualmente periddica si para algis estero positivo m, K™ (S2) es peridadicsa.
3. errunte si kos conjumtos R™(2). n = 0 soa ajenas dom a dos.

del coajunto de Fatow FL,

Fjemplo.- Sea f(z) =22 —1y i alas v
¥y F 3 que conticaen a —1 y v2Z respocti Te que F_; es pericdica ya
que f(F-3) = Fp y f(Fo) = F1. F5ea ‘ periédica pwes f(F ;) = Fi lacual es
periddica A



En este Capitulo desarrollaremwos Ia demostracioa del Teorcma de Sullivan, es decir. Ia
demostracién del teorema que afirma que dda cualquier componcute £2 del conjunto de Fatou
de un raci AR.la o €2, R(SY). R¥(S2)..... R™(S2), ..., es \!

De csta manera. para comprender la dinamica de un mapeo racional R sobre se conjunto de

Fatou F debemos remitirmos a la accién de R wobre las pericdi de F.
El Capitulo sc encuentra dividido en dos secciones. En 1a primcra desarrollaremos una seric
1a & acién del Te de Sullivan de

de lemas auxiliares que nos permitiran
una mancra gradual. A coatinuacién daremos una vision gencral acerca de cémo 3¢ conoctan
dichos teoremas con el cbjeto de poder der su utilidad de una a mas clara dentro
de la prucba del Teorema de Sullivan.

En caso de que existiera an dominio crrante para R el Lema 3.2 nos proporciona un dominio
crrante simplecmente conexo 117, asi que basta probar que el Teorema de Sullivan ucarre para

dominios de cste tipo.

En ilos lcmas sigmicntes se construye un mapeo del espacio de los cocfici de Beltrami
sobre ¢l disco unitario A al io de las p raci les de grawlo grad(R) (ver Lema 3.6).
El siguicnte paso es definir una seric de mapeos cuasiconformes distintos Wr con dilata-

cioncs complejas pur del disco unitario en si mismo, donde 7° es un vector en ¢l cubo [0, €}V para
‘algunas N ¥ €;. El Lema 3.9 afirma que existe toda una curva en dicho cubo cuyas dilatacioues

complejas son todas enviadas a un dinico mapco raci 1 . el P do en el

parrafo anterior. es decir para toda ¢t € {0,1], @Ry = S.

Definiendo los mapeos @ = 95 ¢ encontramos que para toda t € [0,1] &, cs ¢l mapeo
identidad sobre €l conjunto dec Julia de R y mapea cada una de las componentes del conjunto
de Fatou de R sobre si misma. Asi o, (117) = W) es independicnte de ¢ y es conformemente
equivalente al disco unitario A (con 4 ¢l mapeo conforme).



ion d fimal la demsagtracion del Teorema de Sullivan. Dado

Enmia
ma mapeo conformw g de & sobre W, ¢] mapeo 97 '@g de A sobre si mismo s exticnde a la

identidad en A por el Lems 3.8,

Definiendo jos mapeos ¥ = /iw,g tememon, utilizamdo que @, es la identidad sobre 3
e, Comvo fon map We » Ty ti la mi: dilatacién compleja, tenemos que
i de hlabi sin embargoe W, = W sobre

Aly y, por Jo tanto, W, = Wo lo cual

errantes del

qee p =
AWy = AlgWo dowde Afy y Al soa tranmsfor
algun arco abicrto por comstrwccisn, de agui gque M,
Sm que ra guwe no p

existir P

It acr la contr

conjanto de Fatou de um mumpeo racional.

3.1 Lemas Auxiliares.

cnios algunos | El prisuer Lema

errante se “hace poqueho” al iterar

dc S .
dc un d

Para poder d -ar el Te
afirma guoc cualguicr subconsjunto
el mapoo I sobre dicho sabocoajunto, cus doecir:

E para todo snbconjunto

Lema 3.1.- Supomzamos que 117 cs un d ini crrante.
compacto A" de W, diam [R™(F)} — 0 cuando n — oo.

Obecrvacién.- diam [E] denota el didmetro de un conjunto E con repecto a la métrica

esférica.
oo S quc la afirmacién del Lema no ocurre,

P

De t iGn.- Por contr
entonces oxiste un subconjanto compacto K de IV, alguna ¢ > 0 ¥y algana sucesién n; de enteros

talcs que, para cada j = 1,2, ..
(3.1)

diam (R™(K)} = ¢



Ya que W C F(R) tememos que la familia { R} es normal ea 1V, as{ existe una subsucesion
de R/ quc comverge uaiformemwente en 7 de mawmera local a £ i litica g : por

ey &

a dicha secenién R™ .’

Para poder afirmar qee existe ua puasto z € W donde ¢/(z) # 0, probaremos que g no en
un mapoo constamte. Si g feera constante, digamos g{z) = a, para toda = € W', emtonces K™

g unifor aaen Ky ani, para alguna jo, = tiene gque K™ (/K) ac encucutra cn
una vecindad de o de radio §. para j = jo. Eso dltimo costradice (3.1). De agui que R™

e unifor a una fu g Bo sobre sub j de 17,

Tomando un puwto { en ¥° con §'({) # 0. sea C un » o con ¢ que se
cmacucutra, justo con su imterior D. en IV’ y tal quwe g(z) # 9({) cuando z esté em C. Entonces
por la convergeacia uaiforme para j = jo tememons

| B (=) —g(=) 1< inf | g(w) — 9(<) I<| g(=) —9({) |

wee

sobre C » asf, por el Te de R, hé, R™ (D) i al punto g(¢). Esto countradice ¢l
hocho de gque 1V es un dominio crrante.O

L 3.2.- Sup que R ticae un dominio crrante £2. Entomces, para alguna com-
poncate W de F(R), las componentes W, R(IV), R3(W),..., R*(W’),..., de F(R) won ajenas
dos a dos, si y mo e P criticos de R. En particular, cada una
da por R b Sri sobre 1a siguiemte.

Demnstracién.- En primer lugar, obtend una W del j de Fatou

que sea un dominioc erraste dc tal manera que la sucesién de dominios W, R(W), R3(117), ...,
R"(W), ..., =0 contenga mingin panto critico de R. Esto se puede ob facil al obeervar

que el conjunto de puntos criticos de R es finito y. ya quc las

mp de la ion son




de v

ajenas don & dos por mr W us domisio erramte, para al N
tomawdo W = RV E1), W,, = R*(11'), tememon que ningén W; tieme puston criticos de R .,

T d de 12 de ser dominio erramte. Asi, Sg(W,) = 0 para toda

clar w a la p

n y, por lo tasto, el 2.18 ob que

x($0) = mnx(Wiir) 3@2)

dowde R es una cubriente de grado 71, de 1V, sobre W, ,.

es simplemente conexo. Esta demwstracion la haremos por com—

Probaremos abora que 137
quc 117 no es simiplemenate conexo, en ctc cauw sabemos

tradiccion, de a que sup
que debe exiatir waa carva cerrada simple v en 11’ gque no cs homotépicaments: trivial ema W, y

definimwos 4, = K*(7). Abora
R™ : W — R"(1V)

s ua mapeo cubriente no ramificado y, por lo tanto, 7, mo es homotdpicameste trivial en
R™(1V) pues, em otro caso, e] Teorema de Monodromia nos permitiria levastar la deformacién
de vn cn un punto de R*(IV) a ana deformacién de 7y ca un punto de WL
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For el Taorema 2.6, cxite una § tal que para cualquier 7 con diam[v] < §, == cample que
1a i R(€2) de P interior £2 de 7 mo imersecta al oxterior e(R(7)) de

R(v). Utilizando ¢l Lemia anterior (con A = 1) tememos que cxiste 7 tal que paratoda n > m

diam[4,,] < 6.

Asi, si n > m eatonces R mapea a la unién de 1, y sus compomentes isteriores en la wniés
de Ynye: ¥ sSus compomentes interiores. De esta mancra la familia {R" :n = 1} es normal en

cada componente isterior de 4, ¥y asf todas estas ae am en F(R). Tencmos
ademas que la unién de vm ) todas sus componentes interiores forma un subconjuato comparto
y comexo de F(R) cuyo comph ed ai Asi v, es homotdpica a un punto

en F(R) y, por lo tanto en 1V,,. esto contradice nwestra observacién amterior. De este modo

tememos quc 1 o3 simplemente conexo.
Supongamos ahora que 1V, es simplemente conexo, por (3.2) tencmos que

1= max(Was)

de agui deducimos que x(Wey ;) = 1, es decir, 1%, es simplemente micxo y my, = 1, asi,
R en inyectiva y, por lo tamto, es un homwomorfismo, con lo cual €l Teorcma ha gquedado
demontrado .
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Mctomeman ahora las ideas vertidas en c] Capftulo 1 acerea de ks Mapeos Cuasiconformcs
en donde auetro objctivo fee demastrar ¢l Toorema del Mapeo de Ricmana AMexdible. ¢l cual mos
- we com wna dila # dads previ ¥

propo 1a exi de un map
garawtiza ms cierto tipo de unicidad, al afirmar que si © y ¥ aoa dose solach de la Ex
pow! lta acr um coaforme .

.

de Beltrami para aua cierta .,

Axi, podcmos peasar qee cda 4 en D crca una swperficie de Rismasa que coasta de un
domigio D y Ia estrectura coaforme ca D geacradda por u y definida por el atlas A(u) formado
porlafaniliathlndc-knnm(ean«—)v:D—‘éq‘em- mes y inf

la Ecmacion de Beltrami coa dilstaciin compieja 1 cn D. De csta manera, por la existencia
jonada cu el Te del M. de Ri Modibhke quee todo pamto = de

D we a ca el dominio de ak wtal, y s icidad gar izn que el tr

entre dos cartas coordinadas diferemtes os comforme.

Deactaremios a la superficic de Riemann definida en ¢l pArrafo aaterior como D[] . ¥ lla-
maremwos a la estructura, la estructura u-conforme en D. En cavo de que u = 0, wsaremos D

en lugar de D [0] para denotar a D con la estructura uasual.

D ahora al

i que ¢l magp

Definicién.~ Sea D (1] una superficie de Ri
S:D—C
es u-analitico en D si cs un mapeo analitico eatre las seperficies de Riemann D[] v € (con Ia
cutractura usual).

2iti

J es p-conforme em D si f cs un bomoo-

Defnicl - Sea £ un Peo i



Ejcemplo.- E]l mapoo f(2) = = + %.—‘. -,‘-a-alic'n) y. por ser us bomeonsorfismo resulta wer
4-conforme en €.

Trivialmeate ac desprende de las definiciones asteriores cl siguiente Lema:

Lema 3.3.- Sea ¢ un bomeomworfismo de D en C. E lan sigui afir OB
oguivalentes:

1. o en p-conforme ea D;

2. o3 una carta para D [u]:

3. ¢ : D[u] — C[0] es amalitica.

Dracamos ahora formular la transfereacia de una estractura forme de us dominio a otro
cm térmi de dilataci e j S que g 3 una biyecciéa de una superficie
de Riemiann X sobre us j Y, s utilizar g para tramsferir Ia estructura
conforme de X a VY de masera dinica y talqwe g : X — Y =ea it En térmi de

coeficientes dec Beltrami tenemos:

Lemna 3.4.- Sean 4 y v cocficieates de Beltrami en los < imios U y V' i ¥y

aSwpoRganos qee g ©s ah mapeo analitioo de U sobre V. E aom oqg
1. g : U [u) — V {v] es analitica; y

2. v(g(z)) = ﬁﬁ] 4(2) casi dondoguiera en U.

De : 7 Sea v forme en V, emtomces Ia Regla de la Cadena para derivadas
do nd, iera) lleva directamente al hecho de gque Ia dilataciom compleja

P (que
de la composicién ¥ o g es i), donde

casi
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(e = 523] ate))-

cato ea claro al recordar que

_ 9 [ #1(3) —ue(n) ) _ g(2)
wotn = 52 - (2200l ) — £E e
donde 1 alti i iacd sc obe i del hecho de que 4, = 0 casi dond iera por ser g it
Asf, si (1) ocurre el mp

wog:llu] —2 vV} —* €]

cs analitico y asi, u-conforme en ana vecindad de cala = € U excrpto en ua coxjusto de puntos
asislados. Dedwcimos gque 4 = 4, cani dondeguiera en U y esto es (2).

Si (2) secoeie emtonces ya que 3 s i—conforme en V. ¥ o g es forme cn una
de cada + em U excorpto e uas conjunto {3;} de pustos aislados. Se sigue que v o g es amalitica
en el complemento de {35} y md, (como g es comtinua en U) en U mismo.O

Emc dltimo Lemia nos sera @til para poder trassferir 1a estructura conforme en dos formas
diferentes:

o Tomamdo g como ua homeomorfismo amalftico de U sobre V' y 4 ua cocficiente de dila-
W5e dado previ sobre U, pod definir 1 em V stilizando (2) y, por

o tasto ocurrira (1) del Lema amterior; es decir. h traal do la catr de U a
V.

e Si g mo es imyectiva, ¢l procedimiento anterior pusde no ser valido; sin embargo, si ademas
v até dada, pod definir u stilizando (2) ¥y asi nuevamwemte ocurrird (1) del Lema
amterior, es docir, bemos transferido la estructura de V' mobre U,
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lio radica em que al conjugar

La utilidad de los map H formes para
<! mapeo racional R cos un mapeo cemiconforme o com dilataciée compleja 1« (es decir. u-
conforme), obtenemos un mapoo K = @Ry~" el cual, ea ciertos camvs qee ] siguiente Lema

N ) 2 [ —— i &

@mus permitird . ltn mer bién an qee proy
importamtes del mapeo racicaal original R.

Lema 3.5.- Sspoaganos que R o3 aa mapeo racional ¥ que ¢ es un mapeo u-conforme de
@Ry~ es racioaal si y aSho =i

1a esfera de Ri sobre si mi Ei el "

r ("] (=) @3

H(R(z)) = [R,(z)

casi dondoquicra schre C y cuando ento e ani, grad(pRe—") = grad(R).

Demnstracién.- La condiciéa (3.3) es equivaleate a que R : Cu) — Clu] sea analitica
i ia dmta por ¢l Lema asterior. Ya qee o ¢s una carts de 1la saperficie de

Lebido a la

R €l R :Cu) — Clu] es amalitica si y asko si wRe—" os un mapoo analitico

dc 1a csfera de Riemaga sobre si misma con la estructura usaal y, por Io tanto, racional.

Ademés grad(pRyp~") = grad(R) ya que > es un homwomorfismo de la eafera de Riemann
anbre sf misma y ol grado de pRp~! esti dado por la cardinalidad de (g Re~1)~! {w)} para Ia
mayoria dc los puntos w.O

Lemna 3.6.~ Sea R un OO rac 1y que W le gque las

W, R(W), R¥(W),..., R*(WV),..., de F(R) som ajenas dos a dos, simplemeste conexas y Bo
lgu fici de Beltrami 1 on 1V ae oxtiende

d de que si ¢ es algin mapeo

conticnen puntos criticos de R. E:
a un coeficiente de Beltrami en 1a esfera de Ri con lap
p-conforme de la esfera de Ricmann sobre si misma, entonces o Ryo~! s un mapeo racional con

el mismo grado que R.



D 1S Sea 4 un otk de Belkrami en V. Ya que la enfera de Riemann es In

unitn de los J invariastes [1V) = Cl R*(W) y su complemento A
-
ok ude s indepeadicate a K y a [1V] . Detinimos asi & = 0 sobre K, de dosde

on claro que (3.3) ac aatisface aki.
Ya que e] mapeoc
R 8 [] — W 4]
oa amalitico, com 1V, = R™(11"), por €]l mismw argumento qee ea ! Lemia anterior, tenemos que

podemos extender 1 3 [137], enta i6m ext’a bien d ida p qwe los coaj %, son
sjencn dos a dos.

Asi para cualquier compoacste S2 de [117] €]l mapeo

R:u] — R(S) (1]

eu analitico. Por lo tamto, por el Lema 3.4, Ia relacion (3.3) de cani dond jera cm [W7].O
Nwestro objetivo ahora es ar los vak en la fir a de dos Fanci j cl
ana a otra mediante un mapeo coaforme. Asi, dado am cocficieste de Beltrami i sobre el disco
uaitario A y g un mapeo comforme de A sobre un d imi impk W en C (g
existe en virted del T del A de R ). o wtilizar g para tramsferir u a

an coeficiemte de Beltrami v en VW

Supoagamos que € es8 un mapeo i~conforme de 13 sobre si mismo y gee © ac extiende a un
homsomorfismo de 1a cerradura de 1V sobre sf misma, de manera que sobre la frontera de 117,

®enel identidad cl

w=g '®g
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cs un mapco g-conforme de A s0bre si mismo ¥ por lo tanto se pwede extender 4 un home-

omworfismo del disco cerriwmdo sobre si mismo (Ahlfors p.p. 47). Nos intercsa ahora conuvcer

el comportamiemto de v cn 3A. Como en la definicion de ¢ @« utiliza €l mapeo conforme g.
atilizar como herr

ala f " 2 1 N

= — p(®(=).2)

doade p es la métrica hiperbslica de €2, la cual existe wtilizando ¢l Teorema del Mapoo de

Ricmans a macnos que 2 sea fe equi a C 6 €. De esta manera, la propiodad

de temer un o i < do es invariaste bajo conjugacién por g (g ©s una isometria),
tepemsos emtonces que 9 ticne un despl. i do en 1V si y uw6lo si o tiene un des-
plazamicato acotado em N. De aquf quc o = 1 sobre 3A ya que @(2) e encuwentra en el disco

hiperbdlico A(z.d) coun centro = y algén radio fijo d. ¥ cuando z converge a alguna § sobre A,
el radio cuclidiano de A(z. d) tieade a ocro.

-

Quercemos abora un critcrio para que © tenga una fi ion de d 1

desp i cn
W, ¥ supondremos gue » es un coeticiente de Beltranii en la esfera de Riemann y que € e un
mapeoo v-conforme de la esfera de R

sobre si mi Pod de aqgui obt

un criterio

104



fanciia de despl. i io com resp a la mitrica cordal en

para que © teaga una
1a eufera y coavertirio en nmrbpmq-eouga un desplazamicato hiperbxilioo acotado
s do criterio para la métrica cordal (oo):

on " El siguicate Lemia mos prop
Lema 3.7.- Para cada € > 0 oxiste § > 0 tal guc si ol cocficieste de Beltrami & en € satisface
It  |i< & emtomces 0o(F(z2),2) < € ca € para toda fancién F gec cs an mapeo v~conforme de c

sobre si mismo que fija 0,1 ¢ x.

D i -
dic mapcos v, conformes y uba swoesion { &, } con las siguientes caracteristican:

que mo ocurre. catomers existe una ¢ > 0, uaa swcesion {5, }

1. F, fija 0.1 e oc:
2 Heall< iy

3. o Fu(zn)s ) 2 e

(1) ¥ (2) implican que £, — / uniformemente cn € y exto contradice a (3).O
Lema 3.8.- Sca p la métrica hiperbdlica ca un swbdomiaio simp W de C.
¥ &g ¢l valor de § correspondiente a ¢o0 en el Lema anterior; si el coeficicate de

Sean e0 = §
Beltrami « cn © satisface || & ||< &p. entosces o($(2), z) < log2 em W para toda fanciéa ¢ que

s un mapco v-conforme de € sobre si mismo y gue satisface ©(W) =W y & = 7 cn IIt

Sim perdida de gemseralidad podemos ssposcr que oo € 917 ya que el

Demostracion.-
de Mobius. Témese 137, 0.2/

enumnciado del Lema es invariante bajo j iom por un
¥ @ de mancra que satisfagan las hipaitesis del Lema coa || & |[< 8.

i i entre { y IV, supomga

Sea Cen W, y s 17 (¢) a la di
quc ésta s alcanzada en ¢l punto a cn 311; entonces existe un punto 7 tambiéa en IV tal que

1§ —a =] ;3 — a|=r({) debido al hecho de gue tanto n como S0 S¢ encacatraa cn M,
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e s e A e b Y AR AT A ST AN

Defimi a la fancién F como
F=hoh!
doade /2 cs la similaridad lidi
zT— O
Moy =GF=-=a
Clar Fesun v-conforme de € sobre si mi: ¥ ademisns p que h—(z) =

(8 — a)z + a entonces

AR7V0) = acdW
A='(1) = SedWw
h~() = oo €W

> por lo tanto, teniendo cn cuenta que @ = 7 en IV,

FO) = hdon~"(0)=h(a)=0
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F(1) = h&h~'()=h(H =1
F(o0) = heh ‘(oo)= h(co) = oo

ea decir, F fija 0,1 e oo; por el Lema amterior oo(F(=).z) < } sobre C. Haciendo = = h(().
obtenemos

oA, AEN < § < @o(1,2)

¥ comw | A(¢) |= 1 esto implica que | A($(()) |< 2 y, por Jo tanto
21 A0 ~ Q) 1= Foh(@(Q)-AEY) [(1+ | A@(E©)) Ha+1 a0 1] < 3
De agui quc
-0 C—a @K —-¢i 1
2! d—a “J-a ~2"5-a <2

¥, por lo tanto

1o —¢1< T8

Obercrvemos que el disco {z:] z — ¢ |< 7({)} sc cncucstra en W, asi si po denota la métrica

hiperbdlica de este disco por ¢} Priscipioc de Comparacién para la métrica hiperbslica

(0,0 = (@0, 6) < tow (1) < 102

como era desado.$

Durantc cste Capitulo hemos constraido el v

H—v—p— pRp~" (3.4)

del espacio de los eBici de Beltrami en A al o de P raci les de grado
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grad(R) de la sigunicate manera:

Swponieado que R tirne aa dominio crramte, por el Lema 3.2 existe una componseste 11 de
F(R) con las p ek P das em dicko Lemia. Ya que IV en simplemeste comexo y J
infinito, existe por cl Teorema del Mapeo de Ri ana eguivak ia comforme g de A sobre
1. Si 4 es um cocficiemte de Bekrami e A, o transferimos a través de ¢ en wn cocficiemte
de Beltrami © ea 117 (Lema 3.4). Dicho fici v aeré dido utilizando el Lema 3.6 a
todo €; resclviendo la Ecuaciéa de Beltrami com cocficiemte © a través de 1a esfora de Riemann
obtemcmos ua mapeo -coaforme ¢ de la enfera sobre si misma que cample que fRp~! es
racional del mismo grado que R (Lema 3.6). Combinando  con un mapeo de Mobi o
suposer que  fija 0.1 € o0 y, asi, ests dmicameste determinado a partir de u.

T« abora um N isfaciemdo .V > 4d+2 (el o de los r len de
grado d, d = grad( R}, teniendo 4d + 2 grados reales de libertad). Para cada vactor 7” en el cubo
[0.(.]” {(donde ¢; ex un B0 todsvia a ser ido) i -m ficis

de Beltrami 47 en A y wa mapeo ur—conforme Wy de A sobre si mismno.

Divida cl instervalo [0,27] en 2.V arcos iguales ¥ CORSBCULiVOS 0. 71,03, T4, .oy TN, T Y Para

cada ano de los arcos o; construimos una fanciéno €™ w; subre [0,27] tal que
1. w;(x) > 0 en cl iaterior de o, mientras que w;(r) = 0 en otro caso; ¥y

2. | wj(x) i< } para toda = y .

Defina el mapoo
N
¥r(z) = zexp ,}Z t_,-w_,-(@)]
=

donde z = rexp(if), de A sobre si mismo, y que ur el coeficicnte de Beltrami en A sca la
dilatacién compieja de ¥r.
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L Jcular en términas de las derivadas parciales

Dicha dil npleja ur 1a

v 5 ur(o)
—_g=1 - (3.5)

pur(re®) = ~

2+ 3 tu5(9)
=

¥ asi, para toda 7.,

> t,u’ (6,
1 &u%(8) | Nes

<= -
= 2-Na

F

~
235 [ (o) |
o+ =1

| per(re®) |<

Obarrvacioncs:
(a) Si arg(z) =c cacucatra ea alyumo de ks istervalos 75, emtonces Wr(z) = =.
(b) Valores distintos de 7" llevan a fanciones dististas W,

(c) Dado cualquier 7, || gex {la< 17 8] ¢; o8 peg!

Lema 3.9.- Suponganios que p > 0, catosces para cada ¢ € [0, 1] existe an cocficieste de

Beltrami s em A tal que

L Hauell<moy

2. La poaicion (3.4) cada 4, a la misms fancion racional S.
Adk 1a i6m de s i ae puede realizar de mamnera gque para cada =, el mapoo
t — pe(z) sea continwo sobre [0, 1] ; dosde ¢ es el mapeo gue ¥

He — Uy — ¢

cm Ja composicica (3.4).

D ién.- Dado el fich de Beltrami ur, sca la composicion
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T —— pr — vr — o — Ry = 9rRe3F'.

(3.8)
Podk P sin pérdida de geseralidad I do por sz map de NMobius ade-
cuado, qwe R ea tal que
a) R ticme a ay,....aq 8 C como ceros distimtas.
b) R ticwe a by....,bs e» C como polos distimtoa.
<) R(0) = 1.

Ya que o en (3.6) fija 0,1 ¢ >, tememos que Rr es la dnica fumcién racional con ocros
wr(a;), polos »r(b;), y com Rr(0) = 1 y as{, susotros s6lo tememos que mostrar gee ¢l mapeo

(T = (er(ar), . wr(aa), #r(d1)y -y p1(8a))

de (0,6,)N en €2 cs contante wobre alguna carva. Ya que €l mapeo T — ur(z) es C<, lo mismo
cs verdadero para T — v(z) (ARlfors ¥ Bers), y asi, cada uso de los mapeos

t— or(a;) t —er(b;)
s €™, Concluimos que 7 es un mapeo C™ del cubo abierto C = (0,€;,)V en C34,
El conjusto de pantoa donde €l rango de 7’ es maximal, digamos &, oz un ssboonjunto

abierto Cq de C (pues el rango de 7 es semicontines por arriba) y asi, 1a restriccién de © a Co
s ua peo de rango Por el T de 1a Fy 6m 1

licita, 1a i i de
un pusto cu wna sutwariedad de Cp de dimensién N — k > 0 y, por lo tanto, existe algana carva
en Cp cm Ia cwal 7 es constante.O

Como consecuencia del Lema anterior tenemos que para toda t € [0,1)

wtRo{! = S = woRyp"
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af, i tomamaon

®e= 05" pe
obtescuos quc
1. @o(z) = z wobre €.
2. Paracada t, ¢l mapeo z — @€ (z) commuta com R.
3. Parn cada t, ] mapoo = — $,(z) es ua homeomorflsmo de € aobre si mismo.

4. Para cada z, el mapoo t — @©,(=) es costisuo sobre [0,1] .

Lema 3.10.- Paracada t € {0.1], @ = [ sobre J(R). Ad frs, e
del comjunto F(R) sobre si misma.

Demostracién.- Para p = 1,2, ..., sea F, el conjunto de los pustos fijos de RP. Si z emd en
Fp, emtonces también lo csté €,() por (2); asi ©; mapea cada conjusto finito F, en si mismo.
Por la propiedad (4), para cada z € F,, el mapeo t — €,(z) cs mn mapeo continwo de {0, 1] en cl

jumo di Fp. De donde ¢¢(2) es independicate de ¢ y, por la propiedad (1), para toda
t € [0,1] y toda z € Fp, ®(2) = z. De aqui que para cada ¢, @, cs €l mapeo identidad sobre

1a mniém de las F;, y aai, por (3), también sobre la cerradura de esta unién; dicha cerradura
contieme a J y. de ests mancera, la restriccion de € a J es 1a dentidad.

Cada €, debe permstar a las componentes de F(R) pues € es sn homeomorfismo de la
esfera compleja sobre ai mi Sca Fp ak P de F(R) y z wm puato cn Fy. Por la
propiedades (1) y (4), 1a imagen de [0, 1] bajo €]l mapeo t — €% (z) cs una carva quc ae eacucntra
completamente en Fp, y asi para cada t, $; decbe mapear la componcente arbitraria Fp en clla
misma. Con Io cual ha quedado demwoatrado ct Lema.O
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3.2 El Teorcma de Sullivan.

Teorcma de Sullivan .- Toda comp de) Conjusto de Fatow peritdica.
D 35 ®, npca cada Fp de F(R) mobre af misma, los homeomor-
fismos ¢ debes mapear IV mbre €l dominio si Wo = (W), oa decir, 1V es

independicate del valor de ¢ € [0, 1] . Asf hay una aguivalencia conforme h de W scbre A.

For ¢l Lema 3.8 ae tienc que €] cocficiente de Beltrami 4 en A y su extension a 1 en C ticnen
la misma norma L= y, por ¢l Lema 3.4 teacemwos que || 4 {lao=I|| ¢ ||ac - Por (1) del Lema 3.9

H 2 lloa<< 70, domde ¢ en mapesds a ve en (3.4). Si 7o lo safick P B
podemos ssegurar que la dilstaciéa complieja de ®, = g5 'y tiene norma L™ memor que 6.
Por el Lema 3.8 lui qee 1 g Vg de A mobre si mi (doade g es el map
conforme de A aobee 117 que ar wat para tramsferir i, a V) tieme ana WOm de de r

acotado vy, por lo tasto, se exticade a la idemtidad en A,

Ya que cada uno de los map cm la i
A fpe] —F W ] —¥* Wo [0] —» A 0]
es amalitico, obteRemos que Uy = Ageg cs an mapeo ucconforme de A sobre ai mismo y por lo

tasto ac endec & un b rfismo del disco ccrrado sobre si mismo. Ademian, en el disco
abjerto

vg v = g7 g,

dcdoubw,,"w‘=1mbn:6A)'.porlotnlwvo=v¢.
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GA -

Abora, sea ¥, algin mapoo u-conforme de A scbre si mi
del MM de Ri Mo

de donde

Por 1a anicidad del T

existe wn rflamo de Mobi

M de A tal quee Yo = AW,

AW, = Moo

sobhre JA. Sin embargo ks mapens quc constraissos cumplias W, = ¥o sobre algéin arco abierto

de N de domde Ay = Mg y asi W = ¥Wo contradiciemdo €l kocho de gue valores dististos de ¢
aon enviados n disti ¥ Asi b

probado ¢l Teorema de Sullivan.$
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