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Prefacio 

En nuestro planeta. existen sistemas, tales como la atmósfera. y el fondo del océano, 
!armados por diferentes estratos en profundidades muy grandes. Las ondas que se forman 
en el interior de elle. tienen una gran similitud con los fenómenos que se presentan en las 
ondas formadas en la. tiUperficie de los fluidos. En general las e-cuaciones que las describen 
tienen términos no lineales y términos de dispersión. 

Al estudiar la ecuación más simple para una. onda no lineal 

u 1 + cuu., =O, u= u(z, t), e= constante, 

descubrimos que en algunos ca.sos. dependitmdo de la condición inicial, la solución puede 
llegar a ser rnultivaluda. en alguna parte de su dominio. En su corrclaci6n con el mundo 
físico, vemos que este fenómeno matemá.tico corresponde al movimiento de las ondas de 
agua que, corno las olas, llegan a un cierto punto en donde comienzan a envolverse en si 
mismas, atenuarse y luego desaparecer. Pero no todas las ondas de agua pr<"sentan este 
comportamiento. 

Las soluciones de ecuaciones del tipo 

Uf+ CUUz + .C:(u) = Q • 

donde .C(u) repreaenta un término de dispersión, no evolucionan en funciones multiva
luada. Esto se debe a que el balance entre la no linealidad y la dispersión impide que la 
solución se vuelva multivaluada trayendo como consecuencia una atenuación de la onda de 
una forma diferente. A este respecto, un fenómeno singular mostrado ya en experinicntos 
físicos y numéricos es aquél que produce la onda al avanzar e ir desprendiendo tras si 
una cola de ondas de &Jllplitudes m&a pequeñas de ma.nera que a tiempos suficientemente 
grandes se obtiene un tren de onda.e; completamente estable. Cada una. dE- ~tas pequeñas 
ondas se conocen como aolitonee y aquellá parte de la onda que no evoluciona. en solitón 
ae conoce corno radiación. 

El propósito de este trabajo «!S tratar de estudiar este último fenómeno para las ondas 
que se generan en el interior de los fluidos estratificados de profundidad infinitamente 
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grande. La. ecuación de Benj&n1in-Ono es la que describe la evolución de este tipo de 
ondas. Esta ecuación fue establecida por primera vez por H. Ono en 1975. A partir de 
ecuaciones como la conser\·n.dón de n1asa., la ecuación de B<"rnoulli y las ecuaciones de 
loa fluidos que provienen de las leyes de Xewton, Ono dedujo la ecuación para ondas 
en fluidos estratificados de gran profundidad perturbando un estado base. A manera dP 
introducción en el Capitulo 1 deduciremos esta E"Cuación e ilustraremos la relación que ella 
tiene con la ecuación de Korte"°·es-de 'Vrics. que es una de las más conocidas ecuaciones 
no lineales y la que describe la evolución de las onda.<i sobre la superficie de los fluidos. La 
deducción de la ecuación de Benjamin-Ono y la ecuación de Kortcwcg-de Vries la haremos 
a partir de la relación de dispersión de una onda en fluidos de profundidad finita y por 
medio de un operador de dispersión. 

En el Capítulo 2 estudiaremos la evolución d.P In onda interna del fluido. La principal 
dificultad en el análisis de la evolución de este tipo de ondas consiste en modelar In 
formación de solitones detrás del pulso inicial. W. L. Kath y~. F. Smyth utilizaron las 
leyes de conservación de masa y de momeoto para conocer la e'"olución de las soluciones 
de la ecuación de Korteweg·dc Vries. Xosotros utilizaremos esas ideas para conocer cómo 
evoluciona. la onda interna en los fluidos estratificados de gran profundida.J. El punto 
central consiste en introducir pará.mPtros adecuados cuya evolución en el tiempo nos 
permitan estudiar la evolución de la onda. La conservación de cantidades como la masa 
total y el momento total nos proporcionarán una plataforma a partir de la cunl podremos 
estudiar la formación de solitoncs detrás del pulso inicial. El análisis lo bnrcmos de una 
forma gradual considerando primero el pulso inicial y después el pulso inicial y Ja radiación 
desprendida. 

Para la realización de esta tesis be contado con la ayuda de varias personas que con sus 
criticas y sus su3erencias me han ayudado a mejorarla. Por supuesto, todo error que ésta 
pueda. contener es sólo reaponsa.bilidad mía. Agradezco enormemente a los doctores María. 
del Carmen Jorge. Gustavo Cruz, Antonmaría. f\.linzoni y Pablo Padilla del Departamento 
de Matemoiticais y Mecánica del Instituto de Investigaciones en Matemáticas Apliad•s y Siste
m•s. UNAM. y al doctor .Julio Herrera del Dep.artamento de Físia y M•tem;jticas Aplicad.as 
del Instituto de Cienci.as Nucleares. UNAM, su tiempo en la 1·cvisión de este trabajo y sus 
valiosas sucereocia.s para mejorarlo. En particular a la doctora Jorge por haberme aseso
rado en el desarrollo del mismo. También deseo agradecer al doctor Noel F. Smyth de la 
Universidad de Edimburgo por ayudarme a entender el caso KdV, a Fundación UNAM por 
la beca otorgada dentro del Pro.rama de Beas ~ra Tesis de Licenciatura en Proyectos de 
lnvesti.aci6n (diciembre de 1995 a. febrero de 1997) y al Departamento de Matemáticas y 
Mednic• por las facilidades que me ha otorga.do. 

Cd. Universitaria, 
Agosto de 1997. G. F. R. 



Capítulo 1 

La Ecuación. de Korteweg-de Vries y 
la Ecuación. de Ben.jamin-On.o 

1.1 Introducción 

Una gran parte del avance en el conocimiento de la propagación de ondas no lineales 
y dispcrsivas se debe al estudio de las ondas de agua y sobre todo a la ecuación de movi
miento de las ondas superficiales de aguas poco profundas, conocida como la ecuación 
de Kort;e...-eg-de Vries (Ecuación KdV): 

U1 + OUUz + 6u.r~:r = Ü. 

Esta ecuación ha. sido amplia.mente estudiada y ha. señala.do nuevos caminos en las mn
temática.s e impulsado el desarrollo de otros tantos. Una. muestra de esto es el impulso 
que el descubrimiento de los solitones y el desarrollo del método de disp<"'rsión inversa le> 
han dado a las matemáticas y a algunas áreas dr la física.. Por s11 riqueza y "SU simplicidad 
esta ecuación ae ha establecido como una de las más conocidas ccuacionr-s de ondas na 
linea.lee. 

Algunas de laa relaciones entre KdV y otras ecuaciones se evidencian, sobre todo. por 
el contexto fí•ico en el que las ondaa surgen. A este resJM!Cto en este capítulo mostraremos 
la et1trecha relación que existe entre la ecuación KdV y la. ecuación de Benjarnin-Ono a. 
través de su origen físico y de la relación de dispersión, que en muchos ca.sos define los 
diversos tipos de onda. 

La relación de di•peraión es uno de 109 conceptos básicos en el estudio de la pro
pagación de las ondas, pues vincula de una forma. muy simple las varia.bles int.rinsecas de 
una onda, como MJCl el número de onda y la. frecuencia. con la.a variables físicas relevantes 
del medio como .on, por ejemplo, la denaidad y la. viscosidad. 

En contraste con KdV que gobierna el movimient.o de las ondas superficiales, la 
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ecuación de Benjamin-Ono (Ecuaclón BO): 

u,+ OUUz + ~ !J2Pf"""' u(y) dy =o . 
..- u.r -.x. y - z 

gobierna el movimiento de ondas internas en fluidos estratificados de gran profundidad. 
A las ond- internas se les llama a.:.í porque sr. {ornmn en el interior d<." lo~ fluidos 
estratificados y no en su superficie. 

La deducción de la ecuación KdY se atribuye a Oicdcrik Jobanncs Kortf"weg y a 
Guatav de Vries [1895), aunque actualmente se sabe que ya se encontraba en algunos 
artículos anteriores a. 1895 que habían sido publicados por Joscpb Val<>ntin Boussinesq 
(Miles, 1981). Por otra parte, l&l!lí ondas internas en fluidos estratificados fu<"ron estudiadas 
extensamente por Brooke Benjamín durante muchos; años obtirniendo la forma exacta de 
las ondas internas aún sin conocer su ecuación de mo,·imiC"nto [Benjamin. 1967}. la. cual 
fue cnc-ontrada por Hiroaki Ono en 1975 [Ono. 1975). 

La ecuación KdV tiene imponantes. aplicaciones en física y <"s posible qn~ la ecllucicin 
BO tenga algunas aplicaciones en los estudios acerca del océano y de la atmósfera terres
t.re. En este capitulo pretendemos deducir a.mbn... .. ecuaciones a partir de la relación de 
dispet'sión dentro del contexto de los fluidos estratificados. 

1.2 La relación de dispersión para una onda interna 
en un fluido estratificado de profundidad finita 

Como ocurre siempre en los estudios de problemas físicos, comenzaremos estudiando 
un movimiento idealizado dentro de un contexto físico idealizado. Así, estudiaremos aólo 
bidimensional mente el movimiento de una onda que se propaga. en la direc-.ción del eje .r 
dentro de un fluido est.ratificado verticalmente por dos fluidos irrotacionalcs, inmh;cihlcs. 
incompresibles y de densidad p. que tomaremos con 10 

( ) = { P1 en -h1 < 11 5 '1 
P11 P2 en '1'$;Y<h2 • 

donde p¡ y p 2 son constantes poeitivas: "1 = 71(.r, t) es la. eleva.cióu de la superficie de la 
onda respecto a la linea de estabilidad y =O al tiempo t sobre el punto ;r. 

Con objeto de que las oscilaciones de la onda ocurran en el fluido de la capa inferior 
vamos a suponer que las dmo densidades p 1 y p 2 son ta.les que 

P• > P2· 

Adcmá.e vamos a suponer que los dos fluidos está.u confinados en un canal cuyas únicas 
frontera.a son los planos rígidos horizontales 11 = -h1 y y = h 2 , donde h1 y h2 son 



3 

constantes positiva.~. tal con10 se rnuc:;tra en In. figura l. Así las variables espaciales están 
dentro del dominio: 

--=e < .r <oc 
-ha< y <h2. 

y=O 

Figura 1: h 1 y h 2 finitos. 

Para obtener la relación de dispersión de una onda. interna comenzamos observando 
que al suponer que el Cluido es irrotacional en una región simplemente conexa. se deduce 
que existe un potencial de velocidades 9 = c;:'>(x, u~ t). Esto es existe O tal que 

ªº ªº u = - 8.r y " = - iiy ( 1.1) 

donde u es la componente horizontal de la. velocidad V del fluido y v es la componente 
vertical de la. misma. 

Por otra parte, de la segunda ley de :"lewton tenernos que la fuerza por unidad de 
volumen es 

PdV = F 
dt 

(1.2) 

donde F es la densidad de fuerza. La fuerza está compuesta por la suma del gradiente de 
la presión hidrostática y el gradiente de la. fuerza gravitacional: 

F = - '17(P(z,yJ) - v(gpy) (1.3) 

donde V(f) denota el gradiante de la función J para las variables espaciales. Sustituyendo 
( 1.3) '"º ( 1.2) 

di'' 
PY, = -'V(P+gpy). 

X 
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Entonces 

(
ll\' - -) p EH+ (V· V)V = -V(P+ gpy\, (1.4) 

donde d'V/dt tiene componente& 

De la. fórmula. 

'<;'(F ·G) = (F·...,)G+(G·V)F+ F X rot(G)+G x rot(F), 

donde rot(G) es el rotacional de la función G, obtenemos 

Como el fluido es irrotacional entonces rot('V) =O por tanto 

(V -V)V= ~V(V ·V). (1.5) 

Sustituyendo (L5) en (1.4) obtenemos 

(
llV l - . ) p a,+:¡V(V·V) +V(P+gpy)=O. 

Como V= -V(9) entonces 

p (-v ( ~) + ~V(u' + v2>) + V(P + 91'!1) =O. 

Por tanto ªº 1 p - at. + 2(u2 + v2
) + p + gy = Constante 

Involucrando la constante con la función ti> obtenemos 

(1.6) 

que es conocida como la fórmula de Dernoulli par& el flujo de un fluido en dos dimen
siones. 

En nuestro problema supondremos que los movimientoli del fluido son muy pequeños 
de modo que podemos despreciar los cuadra.dos de las componentes de la. velocidad. Así 
(1.6) puede ser reducido a 

(1.7) 
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Por otra lado como el fiuido conaerva sn masa en todo tiempo entonces la densidad 
p y la velocidad V = (u, t.>) satisfacen la ecuación de continuidad para un rluido 
compresible 

donde div(pV') denota la. divergencia en las variables espaciales de la función p\". Esta. 
ecuación se obtiene estudiando el cambio en el tiempo de la masa de una unidad de 
volumen (por ejemplo véaae Rahman, p. 17 y sigs.]. 

Ya que la densidad. p es constante la ecuación de continuidad se reduce a 

div(\i) =O 

y de a.qui que 
Ou +~=O. 
fJx Oy 

Entonces, usando (Ll), vemos que <P satisface la. ecuación de La.place 

(1.8) 

Como las fronteras del fluido son rígidas, entonces t.• es nula sobre las mismas de modo 
que q, satisface las condiciones de Neuma.en en la frontera: 

y= -hi y (1.9) 

Ahora. trataremos de estn.blecet' las condiciones del potencial en la interfase. 
Definimos como q,1 al potencial de velocidad en la capa inferior y como </>2 al potencial 

en la capa superior. Esto es, 

</>(.r,y,t) = { </>1(.r,y,t) 
4»(.r,y,t) 

en -h 1 <y~ r¡ 
,, :$y< h,. 

Como q, es continua en y = T/ por eso tomamos 91 = 4'2 en la interfase. 

(1.10) 

Puesto que la presión hidroatática. es continua en la superficie de la onda entonces de 
(1.7) tenemos que 

(ª"'• ) (ª"'• ) Pt ai° - 9Y1 = P-i fit - 9Y'l. 

donde -h1 < 111 < 11 y '1 < l/2 < h 2 , o equivalentemente 

9(P'l.l/2 - P1!/1) = P2 °;:1 
- P• ªC::1 

• ( 1.11) 
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Tomando el limite cuando y tiende a q obtenemos 

ªºI g(p2-p1)'1=(pJ-P1lo, • 

"ª" 
( 1.12) 

es decir 

1 ªºI q---
- g lJt .. ,.,,~. 

(1.13) 

Establecemos estonces una condición de frontera libre tomando y = O para t? en la ecuaciOn 
(1.13): 

T/= .!.ªºI . g lJt 11=0 

Por otra parte, definimos ( como 

((t.x.y) =~e• . .rJ -y. 

En la interfase y = '1 tendremos que 

Luego 

((t,z,y) =O. 

~=0. 
dt 

Por la regla de la cadena 
8( ac; dz 8( dy 

0 at. + az -;u + 1J11 dt = · 
Como u= d:c/dt y v = d11/dt entonces 

ª' + U!!!S. +V a( = 0 
8t ª"' ay 

por tanto 

: +u~-v=O. 
En términos del potencial de velocidades 

Linealizando 

ar, - ª"'!!!.!.+ ª<> - o 8t iJ:ciJ:c éJy - • 

a.., ª"' at=-au· 
Tomando JI = O en Ja función q, tenemos una segunda condición en la interfase: 

:':=-::L.· 
En reaumen 9 teoemoa la ecuación de Laplace para el potencial de velocidades 

( 1.14) 

(1.15) 

(1.16) 
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con condiciones en la frontera 

ª"'-o ª" -
y condiciones en la interfase 

y 

y= -ha 

1 ª"'I r¡---
- glJt ""'"'º 

7 

(1.8) 

y (1.9) 

(LH) 

(1.16) 

Enseguida trataremos de encontrar la forma del potencial de velocidades y ella nos 
ayudará a encontrar la forma de la velocidad de fase. es decir. de la relación de dispersión. 

Por tratarse de una propagación de onda. la forma de t/;J es la de una función armónica 
en z y en t. De aquí que podemos tomar o coa la forma de un modo normal: 

( 1.17) 

donde k representa. el número de onda y w representa la frecuencia de la onda.. 
De la ecuación ( 1.8) se deduce que Q satisface 

Q"- k 2 Q =o. 

La solución general de esta ecuación es 

Q(y) = A.coeb(ky) + Bsenh(ky) (l.18) 

donde A y B son constantes. 
De las condiciones de frontera (1.9) se tiene que 

en JI = -h1 y en 11 = h2. Por tanto en eaoe valores de JI se tiene que 

Q'(yl =o. 
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Luego por ( 1.18) ae tiene 

kA..,nb(ky) + kB cosb(ky) =O 

en 11 = -h1 y y= h2. 
Para y= -h 1 tenemos 

-kAsenb(kh,) + kBcosb(kh 1 ) =O. 

Definim0& D 1 como 
D, = Bcosh(kh 1)= Ascnb(kh 1 ) 

de modo que 

A=--º-'-
senh(kh1) 

B=--º-'-. y 
cosb(kh 1 ) 

Sustituyéndolos en (1.18) ~tiene 

Q(y) º• v. 
senh(kh,) cosh(ky) + cosh(kh,j scnh(ky) 

senh(lch,f~osh(kh,) [ cosh(ky) cosh(kh,) + senh(ky) senh(kh, >] 
D, 

senh(kh,) cosh(kh,) cooh k(y + h,) 

por tanto para la capa inferior nos queda 

Q(y) =A, cosh k(y + h,) 

donde 
A1= D, 

senb(kh 1 ) cosb(kh 1 ) 

Análoga.mente para la capa superior se obtiene 

Q(y) = A 2 coshk(11- h 2 ) 

donde 
A.

2 
= _ D2 

oenh(kh2 ) coeb(kh,) 
y 

D 2 = Bcosb(kh2) = -Asenb(kh,). 

Sustituyendo ( 1.19) y ( 1.20) en ( 1.17) 

{ 

q,1 =A, c:oabk(y + h,¡ei(k" -w<), 
q,(.,,11,t) = 

4>2 = A, cosb k(y - h,¡ei(k" - wt) • 

8 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 
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donde el dominio de y es tomado de acuerdo a (1.10). L'"sando (1.21) de (l.14) tenemos 
que 

{ 
-;iwA 1 coshk(y + J1 1 )ei(l..·.r - rd). 

q=lim 
.. -o - !.iwA2 coshk(y - h:i)ei(k:r - wt). 

g 

Tomando el limite cuando y - O se obtiene 

(1.22) 

Como en la. superficie y = q las dos soluciones en ( 1.22) deben coincidir. entonces 
podemos definir a la constante a como 

a= ;iwA1 cosh(A:h 1 ) = ;iwA2 cosh(kh 2). 

Esto nos permite reescribir q de una. forma más simple como 

,, = -aei(k:r - wt). 

Por otra parte, sustituyendo (1.23) en ( 1.16) se obtiene 

. ei(k.r - w•) ª"'I t:wa = - Oy .,-o. 

Usando los valores de q, mostrados en (1.21) se obtiene 

. ei(k:c - wt) 
1
. { A:A 1 senhk(y + h 1 )ei(k:c - wt). h 1 <y$ r¡ 

awa = - .!-"'A kA.2 senbk(y-h2)ei(k:.r-wt), r¡:S:y<h2. 

Tomando el limite cuando y - O se obtiene 

· ei(k.r - wt) _ { - kA, senb(kh,)ei(k.r - wt), h, <y $o 
awa. - kA2 senb(kh2 )ei(kz - wt), OS Y > h:1. 

Cancelando la exponencial se llega a. 

(l.23) 

(1.24) 
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Una buena apTOxirnación a la ecuación ( 1.12) e. 

t.: .... do (1.21) y (l.23) 
-g(p2 -p1)aei(J:z-wt) = 

[ - P2ÍtoA:iC011h lc(u - A2)ei(J:.r - wt) + p 1 iwA1 cosbk(y + h 1 )ei(~z - wt)] . ·-· Cancelando la función exponencial y evaluando en y = O se obtiene" 

- ag(P2 - Pt) = iw( - p,A2cosb(kh2) + p1.4.1 cosh(kh 1 l), 

ea decir 
a9(p1 - p:z) = iw(p1A1c09b(kh1) - p2.A.2cosb(A.·h2)). 

De (1.24) ae sigue que, en 1J = O, 

Entonces 

-kA1aenh(kh 1 ) = kA,senh(kh,). 

A.
2 

= _ A 1 senh(kht) • 
aeoh(kh 2 ) 

Sustituyéndolo en (1.25) se obtiene 

ag(p1 - P2) = iw.A.1 (p1 coeh(lchi.) + P2senh(kh1)coth(kh:i)). 

Multiplicando por iw y dividiendo entre senh(kh1) 

iwog(p, - hl 2 ( ) 
oenh(kh,) = - w A, P• coth(kh.) +,,. coth(kh,) , 

pero de (1.2•) ~ t.ieoe que 

Entonces 

iwo 
-kA, = senh(kh

1
) • 

-kA1g(p, - p,) = -w'A1 (p1 coth(kh.J + ,,.coth(k/'2)), 

(1.25) 

y finalmente, deapejaodo w 2 se obtiene la relación de diaperaión para una onda 
interna de prcdundided. finita 

• kg(p, - ,,. ) 
w = PI coth(kh1) + h coth(kh,) . 
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Corno P1 > P2 entonces w 3 está bien definida ai 

P• coth(l-h1) + p2coth(kh:,1) >O. 

De la relación de dispenióo obtenemoe fácilmente I• velocidad de f'- (e= w/k): 

( 
g(p, -p,) )t 

c(k) = p 1 kcotb(kh 1 )+p,kcotb(kha) · (1.26) 

1.3 Límite cuando la capa superior crece inf'inita
mente y límite cuando decrece a cero 

La relación de dispersión juega un papel muy importante en el cf'tudio de las ondas 
no lineales ya que ew ella quien. por lo general, define los diferentes tipos de onda. En la 
sección anterior encontramos la relación de dispersión de una onda interna en un canal 
de altura finita evitando tocar los ca.a. extremos como lo son las alturas infinita.mente 
grande e infinitamente pequeña (véase las figuras 2 y 3). Ahora trataremos estos casos 
y veremos cómo la relación de dispersión cambia cualitativamente mostrando de esta 
manera dos tipoe de onda diferentes a la primera. Esto se ilustrará por medio de los 
primeros términos en la serie de Taylor de la velocidad de fase e para ondas muy largas 
(es decir para números de onda k cerca.n06 a cero). 

En relación a la altura del fluido en esta sección sólo trataremos el caso cuando la 
altura de la capa superior varia (véaae la figura 2). Cabe decir que éste y otros casos 
tales como aquéllos donde la altura de ambas capas varía o donde la altura de las capas 
ea finita, pero las fronter- son libres. fueron estudiadas por Benjamin en su articulo de 
1967. 

1.3.1 El caao cuando la altura de la capa superior crece inf'ini
tamente 

Cuando la altura de la capa superior aumenta, la longitud de la onda también aumenta., 
o equivalentemente, el número de onda se ha.ce más pequeño ya que, si ~ denota la. longitud 
deond~ 

De la desigualdad. 

fácilmente podema. obtener la proporción entre 1- dimensiones de la altura de los fluidos 
y 1- dim.enaionea de la loo,situd de la onda estableciendo a.si el dominio de la longitud de 
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y=O 

Figura 2: kh 2 - oo. 

onda: 
h1 < .. \ < h-;z. 

Para mantener esta. proporción en esta sección analizaremos el caso de la profundidad 
infinitamente grande de la capa superior haciendo tender kh 2 a infinito. (Y no a h 2 
sola.mente. como era de esperarse.) 

Consideremos la. velocidad de fase: 

c(k)=( g(p1-p2) )¡.· 
. p,kcoth(kh 1 ) + p 2kcoth(kh2 ) 

( 1.26) 

~o es difícil mostrar que (véase Apéndice A) 

J~= kcoth(kh) = jkj. ( 1.27) 

Gsando esto vemos que en el límite cuando kh"l. tiende a ce obtenemos 

c(k) = ( g(p, - P2) ) ¡.. 
p 1 kcoth(khi) + P2ikl 

(1.28) 

En vista de que la función valor absoluto es discontinua en k = O. trata.remos de 
obtener una. aproximación de e en k ~ O, aproximándonos tanto por el lado derecho como 
por el izquierdo. Por esta razón, en adelante al hablar de deriva.das de e respecto a k en 
k = O nos estaremos refiriendo a límites latera.les. 

De (1.28) y haciendo uso del siguiente límite (véase Apéndice A) 

li~kcoth(kh) =X (1.29) 
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y 

X 

Figura 3: kh 2 - O. 

obtenemos el valor para e en k = O al que <lenotar~mos por Ca: 

L 

Co= (gh1(P~1-p-i)).,. ( !.:IO) 

Comog7 h1.P1 y (p1 -1>2) son números positivos~ entonces Co está bien definida. 
Por otra parte, como lkJ = ksgn(k) para k ~ O donde sgn(k) es la función signo 

de k que toma el valor 1 si k es positivo y -1 si k es negativo. se tiene de (1.28) que 

1( g(p1-P,) )-t 
d(k) = 2 p 1k cotb(kh,) + p,Jkl x 

{

- g(pi - p.J(Pi cotb(kht) - Pt h, kcscb'(k
0

h1) + P2 sgn(~·))} 
(p 1 kcoth(~·hi) + Polk!)" 

Reordenando los términos obtenemos 

1 ( g( Pi - p,) ) ! 
c'(k) = -2 p 1 kcotb(khi)+p,Jk! x 

{ 
Pt ( coth(kh 1 ) - h,k csch2 (khtl) + p2 sgn(k)} 

p 1 kcoth(kh 1 ) + Po!kl 

Tomando el límite de c(k) cuando k tiende a cero. usando (l.20) y la siguiente propiedad 
(véase Apéndice A), 

l~{ cotb(kh)-hkcscb2 (kh)} =O, (1.31) 
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se obt.iene 

c'(O) _! (gh,(p, -p,l)t{p,h,sgn(l·)} 
2 PI Pt 

- !.ca {p2 h 1 sgn(J..·)} 
2 Pt 

- p-ihi Co sgn(k). 
2pi 

Entonces una aproximación de c(k) para kli 2 - x: es 

c(k) 

Si denotamos a ;o por 

c(O) + c'(O)k + · · · 
C 0 - P

2111 
C 0 sgn(k)k + ··· 

{ 
2p~''" } 

C0 1 - --\k\ + · · · 2p, 

p,h, 
"lo=2¡;;-· 

entonces podemos escribir la velocidad de fase de una. manera. aproximada como 

c(k) = Co{l - -.o\kl), 

donde Ca es 

Observarnos que tanto -y0 como C 0 son números positivos. 
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{ 1.32) 

(1.30\ 

Esta velocidad. de fa.e corresponde entonces a la velocidad de fase de una. onda. interna. 
en un fluido de profundidad infinitamente grande. Y..tás adelante esta. aproximación a la 
velocidad nos ayudará a obtener la ecuación de Bcnjamin-Ono. 

1.3.2 El caso cuando la altura de la capa superior decrece a 
cero 

En la velocidad de íaae 

( 
g(p, -p,) )t 

c{k) = p,kcotb(kh.) + p 2 kcotb(kho) (1.26) 
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tomasnos el limite cuando kl1 2 tiende a cero. Lo que pretendemos hacer en esta sección 
a aproximar la velocidad de íaae de la onda interna cuando la altura de la. capa superior 
es muy pequeña.. Como las fronteras y = 11 1 y y = hz son rígidas. entonces fisica.n1cntc 
h2 no debe ser cero pues ello indica.ria q'-t<" la onda no puede c."'xist ir ya que la frontera. 
auperior aplastarla a la onda. Por esta razón tomaremos el limite cuando kh i tiende a 
cero, teniendo presente que esto es sólo una. aproxin1ación a k/1 2 = O. Esto t.ambién nos 
lleva a despreciar el valor de la densidad de la capa superior cuando kh-i tiende a cero, 
pues la capa superior que queda es demasiado pequeña en relación a. la altura de la capa 
inferior. Por esta razón, como en el limite ( 1.29). 

kp2cotb(kh2) - 1, cuando kp2 - O. y J.·h2 - O. 

Entonces, cuando kh 2 tiende a cero, 

c(k) = ( gp, )! 
p1kcotb(kh1) + l 

Evaluando en le= O y usando (l.'29) se obtiene 

c(O} = ( gp,h, ) ~ 
P• + h1 

y definimos este valor como Ci. es decir, 

e,= ( gp,h, )t . 
Pt + h, 

Corno g, Pt y hs son númet"OS positivos <"ntonccs e, está bien definida.. 
Por otra parte, derivando ( 1.33) se obtiene 

d(k) = .!. ( 9P• )-~ {- gp~ coth(kh,) - h,kcsch'(kh,)} 
2 p¡kcoth(kh1) + 1 (p1kcoth(kh1) + 1) 

P• ( gpi )l {coth(klit)- h1kcsch2 (kh 1 )} 

-2 p1kcoth(kh1)+l p 1kcoth(kh1)+l 

_ !!}_ c(k) {coth(kh,) - h 1 kcsch'(kh,)} . 
2 p 1 k coth(kli.t) + 1 

( 1.33) 

(1.34) 

Tomando el límite cuando le t.iende a. cero, y usando las propiedades (1.29) y (1.31), se 
tiene que 

c'(O) =0. 

-- ------·-~----··-·-------------'··------·-----
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La eegunda derivada nos da 

c"(k) = _e.!.c'(k){coth(k/a,)-la,A-c&eh
2
(l·h,)}-e.!.c(A-){ 1 } x 

2 p,kcoth(k/a,) + 1 2 (p,kcoth(A-h,) + 1) 2 

{ 2/a, (o\,k...,'?2 (4-h,)coth(A-/a,¡ - csch2 (A-la,¡) (p1A-coth(k/a,) + 1) -

Pt( coth(kh1 ) -h 1 kcsch2 (k1t 1 >) 3
}. 

Tomando el límite cuando k tiende a. cero y usando (1.29)9 (1.31) y el aiguiente límite 
( véaae Apéndice A} 

se tiene que 

c"(O) 

Por tanto 

!~ {hkcsch2 (A-h) coth(A-h) - csch2 (klaJ} = i 

-e.!.c'(o){-º -}-.e!.c(O) (-h•-)
2 
X{~ (P• +"·)} 

2 p1/h1 + 1 2 P• + h1 3 ht 

- P•"• (-"-'-) e, 
3 Pt +Ita 

- ~ ( 9P•"• ) e, 
3g P• + h, 

"•e• -:ii '. 

c''(O) = - ~ e:. 
Luego un.a aproximación tipo serie de TayJor de c(k) para k/, 2 - O es 

c(k) 

Si denotamoe por .,., al v.Jor 

c(O) + c'(O)k + c"(O)k2 + · · · 
c,-~c:1.2 +··· 
e ( ta,Cf •) ' 1---ag-" +··· 

1a,c1 71=-ag-· 



entoncea podrrno9 eacribir la aproxiiu.;ación de la velocidad de fase e como 

c(l-\ = C,(l - ;,l-2 \. 

e, = ( gp,h, ) l . 
P1 +ht 

Oti.ervarna. que tanto "'Ya como C1 aon m.irnrt'Ol5 pc»itiva.. 
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(1.35) 

Esta expresión e. una aproximación a la velocidad de fase de una onda que se mueve 
BC>bre la superficie de un fluido. Ella nog ayudará a cn.contrar la ecuación de Korteweg-de 
\tries ea la •ipiente sección. 

1.4 La ecuación de Des:Yamin-Ono y la ecuación de 
Korieweg-de Vriea 

En esta .ección moetraremos cómo construir una ecuación diferencial a partir de una 
relación de di•persión. En particular. a partir de la relación de dispersión de la onda 
interna obtendt'lr:moe las ecuaciones BO y KdV. 

Considerernoe la ecuación 

(1.36) 

Proponemoe 

(1.37) 

como aolución de la ecuación. donde k es el número de onda, w es la frecuencia y A es la 
amplitud. De ( l.37) tenemoe que 

8u 
-iwu, 

élt 
(1.38) 

8u 
-iku, 

ª"' 
(1.39) 

a"u 
ik3 u. 

8z3 (1.40) 

Su•tituyendo e909 valore. en (1.36) obtenemoe 

iw u - iliC1u + ""71il-3C1u =O. 

Eet.o implica que 
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de modo que 

Sea G la función 
G(w,k) = w-kc,(1-..,.k'). 

Vemos entonces que con objeto de satisfacer la ecuación ( 1.36) una condición ha de cum· 
pline: 

G(w,k) =O. 

Esta es la. relación de dispersión que expresa la física del problema. 
Como obeervamos en las ecuaciones (1.38) a. ( 1.40) ca.da elemento 8/at produce un 

elemento -iw y cada. 8/8.x produce un elemento il..·. Esto muestra claramente el vinculo 
entre la. ecuación y la. relación de dispersión. De esta forma es lógico pensar que si se 
conoce la relación de dispersión se puede conocer la. ecuación. 

Enseguida. mostraremos como construir una ecuación diferencial a partir de una re· 
lación de dispersión. Denotamos a. F con10 la transforma.da de Fourier 

~u. k) = ~ ¡_: f<c;ie-•k<:.u;. 

Tomamos K como la transformada invvcna de Fourier de la función c(k) 

Entonces 

Haciendo ( = z - ~ tendremos 

Entonces 

Luego 

c(k) = ~ /_: K(z _ {) e-•k(z - {) d(. 

~ = e-ikz_l_ 1- K(x - {)eik{d(. 
k ,./2ir --

-weikz + _1_¡- K(z -okeik{d( =o. 
~ --

Multiplicando por iAe-••• obtenernoe 

(L.41) 
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Sustituyendo la forma ( 1.37) en ella obtenernos 

u,(z, t) + --4.= (""' K(r - {) uc({. t) d{ =O. 
y2;;- Í-oc 
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(1.42) 

De esta forma, a partir de la velocidad de fase podernos construir la ecuación ( 1.4.2). 

En la deducción de la condición ( 1.16) despreciamos el término (8ó/8.r)(fJr¡/8.r) en 
(L.15) con objeto de obtener una condición de frontera para la elevación de la onda. 
Podemos ahora retomar este tipo de no linealidad incluyendo un término de la forn1a uus 
en la. ecuación (1.42) para establecer una ecuación nlás general, a saber. 

U1 +a: UUz + .C(u; .r) =O (1.-13) 

donde 
.C(u;.r)= ~¡_~ K(x-{)u,C{,t)d{, 

v2:ir -oo 

u= u(.r, t) representa el desplazamiento de la onda, el núcleo h"(.x) es una función dada y a 
es un número real diferente de cero. En adelante supondremos que u(.r. t.) es absolutamente 
integrable y se anula como 1 / .r3 cuando l.r 1 tiende a infinito. Esta ecuación !ue estaLlecida 
por Benjamin en su artículo de 1968 lBenjamin, p. 563.). (Véase también \Vbitha.m, p. 
363 y sigs.) 

Usando la definición de la transformada de Fourier podemos reescribir ( 1.41) como 

K(r.) = :F-'(c;x) e 1.44¡ 

donde :F-1 denota. la transforma.da inversa de Fourier. 
Ahora trataremos de obtener las ecuaciones que gobiernan el movimiento de las ondas 

en el interior de los fluidos estratificados de profundidad infinita y en la superficie de 
aguas poco profundas, en otras palabras obtendremos la ecuación de Benjamin-Ono y la. 
ecuación de Korteweg-de Vries. Para esto nos serán de gran ayuda los limites ( 1.32) y 
(1-35) que obtuvimos en la ReCción anterior. ?artiendo de la. ecuación ( 1.43) y utilizando 
cierta.a propiedades de la transformada de Fourier obtendremos, en el caso kh2 - oo~ la. 
ecuación BO, y en el C&M> A:.h2 - O, la ecuación KdV. 

Comenzaremos considerando 110lamente .C:(u; .:i:). Aplicando la transformada de Fourier 
obtenemos 

(1.45) 

Si definimos la convolución de •- funciones f y g como 

1 ¡_- 1 ¡_-(f • g)(z) = ....,,,... f(E) g(z - {) d{ = ....,,,.. f(z - {) g({) d{ 
v2w -~ v2~ -~ 
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entonces podemos reescribir ( 1.45) como 

Aplicando el teorema de convolución se obtiene 

F(.C(u;.r):k) = F(K:k)F(u,:A·). 

Por (l.44), It:(z) = .r-1(c¡ z), entonces 

.r(C(r<;.r):k) =c(k)F(u.:A·1. (1.46) 

1.4.1 La ecuación de Benjamin-Ono 

Como probamos en la sección 1.3, c(A:) = Co(1 - "lol.(·f) es una aproximación a la 
velocidad de ta.se para. las onda.s internas en fluidos de gra.n profundidad. Sustituyendo 
en la ecuación ( 1.-16) se obtiene 

F(.C(u; z); k) = CoF(uc; k) - -roCoJkJF(u.; k). 

Como jk( = ksgn(k) para k ;¡/:.O, entonces 

F(.C(u;.r);k) = CoT(u.;k)--roCoksgn(k)F(u.:k) 

= CoF(u.; k) - 70C0 i(-ik)sgn(k)F(u.¡k). 

Usando la conocida propiedad 

F(/'(z); k) = -ikF(f(z); k), (1.47) 

válida. para. funciones continuas7 absolutamente integrables en todos los reales y con deri
vadas seccionalmentc continuas y también absolutamente integrables, obtenemos 

F(.C(u;.r); k) = CoT(u.;k) - -roCoisgn(k)F(u •• ;k). 

Como (véaare Apéndice B) 

entonces 

F(.C(u;z);k) = C.,F(u.;k) - -r0 c0 i/f.:.r (~: k) F(u •• ; k), 

y por el teorema de convolución se obtiene 
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Aplicando la transformada inversa de Fouricr obtenemos 

.C(u: .r) = Co U.r(z, f) - '"'loCo~ e;. Ua-.r) (z. t). 

y escribiendo la convolución en forma integral se tiene 

.C(u; .r) = Co u.- - '")o~o p ¡_:u~<'!_~)~ 

21 

(l.48) 

donde p denota el valor principal de Caucby en la singularidad e = .r (\.'éa~c Apéndice 
C). 

Sustituyendo (1.48) en (l.43) se obtiene 

'")oCo ¡ 00 U(c{e.t) 
u,+ o uuz + Cou.- + ~ p -eo ~de = O. (l.49) 

Como c(k) es igual a. C 0 en una primera aproximación, entonces si movemos nuestro 
sistema de coordenadas a. ~ta velocidad, es decir, si tomamos u= u((, t) con (=:e -Co t 
se tiene que 

u.- = U( 

ui = - Couc + ui. 

Con esto (1.49) se simplifica tomando la forma 

'")'oCo ¡- uu(e,t) 
u,+ a uuc + -;¡- P -- e - (( + Co t) d{ =O• ( 1.50) 

o bien, ya que u.-= u,, podemos reescribir la ecuación (1.50) como 

'")'oCo j_oo U(<{{, t) 
Ur + OUU.z- + ---;;:- p -oo {=-;-ele = Q 

que es la ecuación de Benja.rnin·Ono. Usando la propiedad (C.4) del Apéndice C y ha.· 
cien do 

P= '")'oCo 

-nótese que fJ es un número positivo- podemos reescribir esta ecuación como 

dond~ 

u,+ OUUz + /J11.c~(u; z} =O, 

1 J~ u(11) ?t(u;z) = -p --dy. 
1r -ooy-.z 

(1.51) 

Ooo (1975] dedujo esta ecuación de una forma difcreate, perturbando las ecuaciones de la 
mecá.oie& de fluido. a. partir de un esta.do base y realizando un proceso de capa limite. 
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1.4.2 La ecuación de Korte--de Vrie& 

Sustituyendo c(A:) = C 1 (J - "') 1 k 2 ) -que es la aproximación a Ja velocjdad de fase de 
una. onda sobre la superficie de un fluido de profundidad pequeña- en ( J.46) se obtiene 

F(.C(u;z);k) = C,F(uz:k) - 7,C,k'F(u1 :k). 

Utilizando Ja propiedad ( 1.47), 

Luego 
.C{u;.r) = c.u .... (:c.t) + ..,..,c,u,,.. ...... (z. t). (J •. 52) 

Sustituyendo ( 1.52) en (L43) se obtiene 

Análogo al caso a.nterior. haciendo f; = z - C 1 t se llega a la ecuación KdV 

u,+ ouu. + ,..,c1 u.s.r• =o. 

Así como en el caso de Ja. ecuación BO, la ecuación J<dV puede ser deducida a partir 
de las ecuaciones de movimiento de los fluidos usando perturbaciones. 



Capítulo 2 

La evoluci6n de la onda. interna. y la 
radiaci6n desprendida por ella 

2.1 lnt;roducción 

Como ya se mencionó en el capitulo anterior, R. E. Davis y A. Acrivos [l 967) realizaron 
experimentos para. conocer cómo se propaga la onda. interna. en un fluido estratificado. 
Ellos realizaron estos experimentos en un tanque de vidrio transparente de 2.5 metros de 
largo, 40 centímetros de altura. y 10 centímetros de ancho. La mitad inferior del tanque 
se llenó de agua salad.a con una densidad que oscilaba entre los 1.05 y 1.17 gr/cm3 , la 
capa superior de agua natural, y entre estas capas se formó, como consecuencia de la.s 
dilerentes densidad.es, una capa de un centímetro en la cual la densidad variaba. de manera 
continua. Para diferenciar las doe capas y poder visualizar el movimiento de la onda se 
agregó una pequeña me?.cla. de tolucno y carbón tetraclorhidrico matiza.do con un tinte de 
aceite rojo todos ellos insolubles en agua. No señalaremos los demás dctalJes técnicos que 
elios describen. En este experimento se muestra claramente que las ondas internas pueden 
aer aoliton ... que ac definen como las ondas que al interactuar conservan su forma. Es 
ilustrativo de un solitón las características que el10& describen en su reporte• : 

Perbapa tbe ma.t rernarka.ble feature of tbe type of solita.ry wavc undcr 
atudy wu the caae with which it could be gencrated. Almoet any disturbancc 
of tbe density gra.dient layer would produce a wa.ve of this type. mixed with 
other wave rnotiona of a transient nature . . . The wa"·eshape [in the figure 
4) 9 which appea.rs to be aaymmetric only beca.uac tbe marker dropa were not 
placed uniformly throughout tbe density gTadient !ayer, underwent no change, 
otber than a gradual attenuation oC arnplitude, as tbe wave propa.gatcd down 
the tank. A• would be expected of a wave motion, the fluid velocities as-

1 i... Cigur- que elloe mencionan aparecen en la página 26. 
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sociated with this disturbancf" wcrc less than the propagation velocity. The 
motion was extremely tw~dintensional with no noticeablc vclocity parallel to 
the wave front and witbout significant intera.ction with tbe walls of tbe wave 
tank. '\\tav~ of tbis type wcre found to rcflcct off thc end of tbc tank without 
losing much of their cnergy and two wav~ tra.velling in opposite directions 
would pass througb each other and travcl on without furthcr chaage of shapc. 
(Oavis y Acrivos. p. 60-1.] 
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Ellos también descubren y nos ilustran gráficamentf" rl fenómeno que nos ocupa. 
Cuando la onda interna no <!'S un solitón cutonces é::ita sufre un rornpinliento de su forma. 
atenuándose y generando en su propagación una cola de ondas más pequeñas que se conoce 
corno radiación: 

In contrast, thc wave dcpicted in figure .5, altbough of only sligbr ly greater 
amplitude tban tha.t shown in figure -1, bad a charact<•r cntirPly <liffercnt 
from that trea.ted in tbe theoretical ana.lysis. In such waves the wa,:eshape 
was not steady and scmip~riodic waves wer<" scen being sbcd behin<l t he rna.in 
disturbance. In a.d.dition, the fluid velocity a.t thc centre of the wavc was found 
to be a.pproxima.tely equa.1 to the propagation velocity , giving to the motion 
the appearance of a !Jump• of fluid mO'l.-ing through tbc region of varying 
density ... Howcver, as viscous dissipation and the unsteady scmiperiodic 
waves extract energy frorn thc main motion, such lumps decayed to small
amplitude waves of tbe type pictured in figure 4. JDavis y Acrivos, pp. 604-
605.] 

Eo este capítulo a.na.liza.remos la. evolución de una. onda interna arbitraria que no 
es un solitón, y veremos cómo ésta forma. la. radiación y con ella a los solitones. Para 
ello utiliza.remos el método de ecuaciones aproximadas desarrollado por \.\:. L. Kath y 
N. F. Smyth (1995) quienes lo utilizaron para. analizar la evolución de la ecuación KdV. 
Ellos compararon sus resulta.dos con los obtenidos por el método de dispersión inversa 
obteniendo un& gran concordancia. entre ambos resultados. 

La piedra angular de este método reside en que las leyes de conservación nos ayudan 
a determinar cómo se distribuyen la masa y el momento iniciales en dos partes: una 
asociada. con el pulso principal y la otra asociada. con la radiación desprendida., la cual 
dará lugar a la gestación de otro u otros solitones. Estos últin1os se formarán de acuerdo 
al tamaño del pulso inicial. 

En eat.e capítulo aólo se estudiará la formación de una segunda onda y se podrá. ver cuán 
importante es el uso de una expresión aproximada para la velocidad del pulso principal. 
puea el comportuniento de las soluciones será muy sensible a la expresión usada. pa.ra esta 
velocidad. 

Comenzaremos este capítulo estableciendo la forma de los solitones de la ecuación BO 
(Sec:c. 2.2) para luego eatablecer la.e leyes de conservación de masa. y de momento (Secc_ 
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2.3). Enseguida. establecercmoa un sistema de ecuaciones que nos indican c6mo evolucio
nan loe parámetros cuando no se considera ni la masa ni el momento de la radiaci6n (Secc. 
2.4). Después analizaremos la maaa de la radiaci6n (Secc. 2.5) para luego establecer el 
sistema de ecuaciones cuando la maaa. y el momento son tomados en cuenta (Secc. 2.6). 
Después a.nalizarern.oe los puntos críticos del sistema (Secc. 2.7) y finalmente daremos 
una condición necesaria para que se forme el segundo solit6n (Secc. 2.8). 
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2.2 La solución exacta 

Como lo mostramos en el Apéndice C la transformada de Hilbert de una función 
racional de la forma a62 /(z2 + b2 ) es otra función racional, a saber 

( 
ab2 

) ab( 
"H. .r2 + b'.l: ( = - (2 + b2 • 

Ad~á& sus derivadas son tambiCn funciones raciona.les como Jo mostraremos más ade· 
lante. Esto sugiere buscar una solución de este tipo para la ecuación BO. Fue T. B. 
Bcnjarnin [1967] quien encontró por primera vez la forma de la onda solitaria para un 
fluido estratificado de profundidad infinita: 

o de manera. equivalente 

u(x,t) = (.x _et)' , 
-b- +l 

ab2 

u(.r,t) = (.r - ct)2 + b3 • 

donde a, by e son constantes diferentes de cero, -oo < .r < oo y t > O. 

(2.l) 

(2.2) 

En esta sección mostraremos que (2.2) es, en efecto, solución de la ecuación de 
Denjamin-Ono (Ecuación DO): 

Ut + auu.E + /37·frr(u; x) = O (2.3) 

donde o y /J son constantes dadas, /J es una constante positiva., u= u(x,t), -oc< .r < 
CXl,t>O y 

'H(u; x) = ,,!;, .,¡~ u(y) dy. 
'Ir -oo y - ;z; 

Con objeto de garantizar la existencia de la transformada de Hilbert de u y de sus 
derivadas de los primeros órdenes supondremos que ellas son medibles y absolutamente 
integrables y que tienden a cero cuando f.rf tiende a oo. Además supondremos que 7-l(u; .z) 
y sus derivad- de orden superior tienden a cero bajo el mismo límite. (el. Apéndice C.) 

Para dema.trar que (2.2) ea solución de la ecuación de Benjamin-Ono ca..rnbiaremos 
laa variables z y t & una sola, con objeto de obtener una ecuación algebraica. Dado que la 
ecuación BO repreaeota el desplazamiento de una onda. entonces podemos vincular x y t 
en la variable ( = z - et la cual representa sólo una traslación de la coordenada espacial 
a la velocidad c. 

Sustituyendo ( = z - c1 en (2.2) se obtiene 

ab2 

u(z. <) = ( 2 + b2 
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y con esto se tiene que 

u, (2.~l 

(2.5) 

Por otra parte de la ecuación (C.14) del Apéndice C se obtiene 

( 
ob

2 
) a• { ( } 

"Hzz y2 + 62; ( = - ab i).r~ (2 + b2 . 

Desarrollando las derivadas parciales del lado derecho y simplificando los términos obte-
nemos 

( 
ob2 

) 362
( - (

3 

"Hzz y:l + b2 :( = 2ab ((2 + U'p. 

Sustituyendo Jos valores (2.4). (2.5) y (2.fi) en (:? .• 1) se ticn<' que 

2ob2 c ( ( ob' ) ( '.!ab'( ) 3b2
( - (

3 

(('"2 + b2):1 +o ~ - cc2 + 62)2 + 2¡Ja6 ((2 + 62)3. 

Factorizando el término común se obtiene 

t11 + OUUz + P">izz(u;.r) = ((2
2:_1¿2 )'l { bc((2 + 62) - oab3 + P(3b2 

- (
2 )}, 

y sir:nplifjcando los términos de la. derecha se Uega & 

(2.6) 

(2.7) 

Como u(z, t} ea una solución no trivial de la. ecuación BO, entonces ab #:- O. De esta fonna 
el lado derecho de (2. 7} será igual a. eero para toda ('" en el dominio sólo si 

(bc-P)(' + b2 (bc - oob+ 3P) =o, 
es decir, sólo si 

y 
bc-oab+3P =O. 

La su•titudón de Ja primera en la megunda noa da 

a6= ":. (2.8) 
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Como 
(2.9) 

entonces 
4c a=-;:;. (2.10) 

Como o, ¡3 y e son constantes dadas irntonces a y b quedan det<"rminadas por las dos 
últimas ecuaciones. 

En suma 
ab2 

u(.r,t) = (.r - et):?+ [,'l (2.2) 

es solución de la ecuación de Bcnjamin-Ono (2.3) sólo si las constantes a y b cumplen con 
(2.9) y (2.10). ~lás adelante retomaremos estos valores cuando analicemos la. ecuación 
BO con condiciones iniciales. 

De la. representación (2.2) t?S claro que lal es una medida de .la amplitud de la onda. 
y si definimos la anchura de una onda canto la distancia entre los dos puntos, donde 
ocurren loa cambios de concavidad, entonces es también fácil ver que lbJ es una medida 
de la. anchura de la onda. Si a es positi'"·a o negativa tendríamos una onda con la cresta 
hacia arriba o bien con la cresta hacia abajo respectivamente. 

Cuando esas constantes cumplen con (2.9) y (2.10) y si e es positiva entonces (2.2) re
presenta una onda que se desplaza hacia la derecha a velocidad constante y sin cambiar de 
forma en su viaje. En otras palabras, (2.2) es el aolitón de la ecuación de Denjamin
Ono y en lo sucesivo nos referiremos a esta solución como la solución exact:a. Esta 
onda decae como 1/x2

; así su ca.ida es más lenta. que la. de otras ondas como la. de KdV, 
que es una. onda que decae en forma exponencial. Esta característica hizo que ta.mbjén se 
Je llamara onda algebraica. En la figura 6 se muestra un ejemplo de estas ondas. 

Por otro lado, de (2.10) se tiene que 

(2.11) 

Eato indica que la velocidad del solitón es directamente proporcional a la amplitud de la 
onda de manera que a mayor amplitud mayor velocidad. 

Como la velocidad puede ponerse en términos de la amplitud (o bien de la anchura) 
entonces a y b son Jos únicoe parámetros de la solución necesarios para deterrninar la 
condición de un solí tón. Siendo o y fJ los parámetros de la ecuación BO entonces el 
solitón está absolutamente determinado por Ja relación (2.8): 

ab = ":. (2.8) 

Si toma.moa 6 positivo entonces, de (2.8), a y o deben tener el mismo signo (recordemos 
que /J es positivo). Esto implica que, si 6 > O, el signo de o determina si la cresta del 
aolitón está hacia arriba o hacia abajo. 
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Figura 6: Gráfica de u= ab2 /(.r2 +b2 ) con valorl!s adimensionales a= 2/3 
y b = iO (Es decir e= l. o= 6 y .a= iO.). Sótese la diferencia en las 
escalas. Esto nos indica que la amplitud de la onda es demasiado pequeña 
en relación a. su anchura. 

2.3 Las leyes de conservación 

30 

Puesto que en las secciones siguientes estudia.remos la evolución de una onda. interna. 
a partir de un pulso inicial. entonces es relevante para ei1e estudio saber si toda. la masa. 
y el momento iniciales siguen conservándose conforme transcurre el tiempo. Por esa. 
razón aunque existen infinitas cantidades invariantes asociadas a. la ecuación BO, en esta. 
sección sólo encontraremos las dos primeras, que representan la. invariancia de Ja masa y 
del momento. 

Vamos a suponer que u se comporta como l/.x:.¡ en consecuencia esto garantiza que 

y 

convergen uniformemente [Courant y .John. I, p. 307). Además supondremos que u, y 
(u2 ), son seccionalmente continuas en t > O y que 

y 

convergen uniformemente de modo que [Courant y John. Ir, pp. 467-46R] 

1- dl-u,d:r= -d udz 
-oo t -oc. 
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y 

2.3.1 La conservación de masa 

Definimo. la integral 

como la niasa del aisten1a. 
Dado que 

!}¡ L: udr = ¡_: Utdx 

entonces~ integrando la ecuación de Benjamin-Ono (2.3) en la variable espacial z de -oci 

a oc. se obtiene 

f. L: u dz = - L: (auu, + tl'H,.(u; z)jdz 

Puesto que u y 1-lz(u; .:r) tienden a cero cuando f.:r.I tiende a oc:, se tiene 

d¡--d ud.:r=O. 
' --

Entonces (2.14) impJica que 

J2 u dz = Constante respecto al tiempo t, 

ea decir, la ma.aa se conserva. 

2.3.2 La conservación de momento 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

Ahora. trata.remos de establecer la. conservación de momento. Se define el momento 
del aiatema corno la velocidad del centro de masa. multiplicada por la masa. total, es 
decir 

d:x,_ /""' 
Momento= -;¡f Í-oo udz (2.16) 

donde Xc- representa el centro de masa.. 
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Corno 
j 00 

.xudz 

~=loe ud;;r 

entonces~ puesto que la maaa. es constante, 

_dd joo zudz 
""- t -~ 
--;¡¡- = J -oc u dz 

De modo que, por (2.16) y (2.17), 

d ¡~ Momento= -d xu dx. 
t -~ 

Por tanto 
Momento= L: .ru1 dz. 

Observamos que, multiplicando la. ecuación BO por z e integrando~ 

Integrando por partes el lado derecho 

32 

(2.17) 

(2.18) 

Si suponanos que, al igual que u y 1-((u; z), 1-t.s(u; z) decae tan rápida.mente corno l/z2 

se tendr& que 
¡oc zu, d:r = ~ ¡oc u 2 d:r. 

1--. 2 1--
Por tanto, sustituyendo (2.19) en (2.18), 

Momento= a -u2 dz, J
~ 1 

-~ 2 

Ahora trataremos de eata.blecer la invariancia de esta. cantidad.. 
Multiplicamos por u a. la ecuación DO para obtener 

(2.19) 

(2.20) 
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que puede reescribirse como 

Integrando respecto a ;r de -oo a oc se tiene que 

1- (.!.u2) dz = _ .!:!.[u3]
00 -Ploc u1-t.i-.r(u;.r)1l.r. 

-oa 2 f 3 -t:>e -oc 
(2.21) 

Como u -+ O cuando l.rl _.... :e entonces 

Integrando por partes la. integral de la derecha. 

1- (!u2
) d.r= -P{(u'H,(u;xl]- -j- u,"H.(u;x)dr}. 

-- 2 t -oo -oo 
(2.22) 

Por la propiedad (C.8) de la transformada de Hilbert (vt!ase Apéndice C) se obtiene 

j_00 

u,..1-l,,..(u;.r)dx =O. (2.23) 

Como u y 'H,..(u;.r} tienden a cero cuando lxf th~nde a.. ex: y de (2.23) en (2.22) se sigue 
que 

Entonces 

es decir L ~u2dr = Constante respecto al tiempo t . (2.24) 

Luego (2.20) y (2.24) nna indfoao que el momento se conserva. 

2.4 El sist;ema de ecuaciones de los parámetros sin 
masa y momento de la radiación 

Para diferenciar a la radiación de la onda que los generó llamaremos onda principal 
a esta última. 

Ahora trata.remo. de eatudiar eate fenómeno proponiendo como perfil de la onda prin
cipal una expresión cornpueata por parámetros que dependen del tiempo y trat.&remos 
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de estudiar cómo cambian estos parámetros conforme la onda a.'\o·anza. Esto lo baremos 
observando \os cambios de la masa y del n1omcnto. Como un primer análisis no nos vamos 
a ocupar de la radiación que se desprende. (Eso :r.e estudiará más adelante. en la Sección 
2.6.) 

Para estudiar la evolución de la onda interna tomaremos un pulso inicial que tenga la 
forma df? la solución exacta como punto d«:> art'anquc de la onda: así pttrs tomaremos el 
pulso inicial como 

A.8 2 

u(.r,Ol= .r2+B2" 

donde A es una constante diferente de cero y B es una constante positiva. 

(2.25) 

'Vamos a suponer que e\ pulso inicial se prop.iga desprendiendo en su avance una 
pequeña cantidad de radiación. Esto nos sugiere buscat' una solución para 11 de la siguiente 
manera 

U= UQ + ll1 

donde u 1 es desconocida y 110 tiene la forma. de la "ºlución rxacta, 

ab' 
uo(9) = 1)'1 + bl 

donde 
a =a(!), b = b(t), 

IJ =X - e(t). 

V(!)= e'(ll 

y tales que en el tiempo t = O se tiene que 

a(O) =,A, b(O) = B, u,(x,O) =O. 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Con el propósito de facilitar los cálculos van1os n restringir nuestro análisis suponiendo 
b(t) positiva. para toda t. En concorda.ncia con t.-sta r~tricción decidimos toma.r B positiva 
en (2.25). (Véase pie de página de la. página 35.) 

De (2.27) podemos ver que Uo tiene a.rnplitud máxima cuando O = O. Así .r = e(t) 
representa la posición de máa alta amplitud de la onda. (véase la figura. 7) y V(t) representa 
su velocidad. 

Para determinar la evolución de u 0 necesitam~ determinar la evolución dr. los pa.t"á.mctros 
a~ b y V conjuntamente con una aproximación para. u 1 • 

Ahora trata.remos de establecer una ecuación para el cambio de la masa. de la onda 
principal sin involucrar la masa de la radiación. 

De la ecuación BO vemoe que 

(2.29) 
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RADIACJON ~ P~(I) ONDAl'RINCIPAL 

Figura 7 

Por otra parte como la velocidad de fase ( 1.32 ~ de la onda es muy cercana a una 
velocidad constante Ca, podemos hacer una traslación de ella para obtener una velocidad 
C.,. relativa. a esa velocidad constante Ca. es decir. 

C.= C-Co. 

Esta 'Velocidad C .. la podemos interpretar como la \"f~locidad de fase de la radiación. De 
aquí que la velocidad de grupo C 6 de la radiación es 

C,=;¡'Í:(A·C.). 

Entonces 

por tanto 

Como las constantes 7a y Co son positivas, esto nos indica que la velocidad. de grupo de la 
radiación es decreciente. En consecuencia la masa que se desprende de J_, onda. principal 
se aleja de ella gradualmente hacia -oo. Entonces para tiempos suficientemente grandes 
podemos suponer que adelante del pulso principal y en una pequeña. vecindad atrás de 
ella. u 1 decae a. cero. Supongamos entonces que u 1 es cero a partir de .r = {(t). En 
consecuencia ti = tlo adelantf" de e. 

Para poder estudiar solamente la masa de Ja onda principal integramos (2.29) en .x de 
e a 00 (véase la figura 7) para obtener 

_t00 uo1 dz = - [~u~+ ..'.1'1-l~(uo; z)]~ . 
Por otra parte, usando la fórmula (C.15) del Apéndice C se obti~nc 2 

?t(uo; z) = - o:ª!: ir. (2.30) 

20beér~ que ai permitiéramu. que 6 fu- nll!&•tivo -.ta inli!!&ral c•mbiarfa di!! aigno (cf. Apéndice 
C). Eato noe llevaría a cob9ide.-a.r diterentea ~ puem ,,..,.¡_ integral- de eate tipo aparecerán máa 
adelante. Eata ea la raaón vrincipal por Ja que hemoa d~idido ristudiar aólo el CaM> 6(t) positivo pan. 
toda t. 
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De aquí que 
b2 -Oª 

'H..-(uo: .r) = - ab (0ª + b2)2 

y Csta es una función que se anula cuando .r tiende a ±ce. 
Luego de (2.27) y (2.31) se tiene que 

[
a ( ab2 

) 
2 

b2 
- o• ] ~ 

- 2 6ª + b2 - ;Jab ( b3 + 02)2 ( 

~ ª2 - ;Jab-1. 

Por otra. parte, por la fórmula. de Leibniz vemos que 

d J,~ J,~ -d uodz = ''º' d.r - e'uo! . t < ( .r=( 

En consecuencia. 
roo Uot J.x = _dd f,00 

Uo dz + {'uol • J( t < .r=( 

es decir 

J,~ d J,~ ab2 

< u 01 d.z = dt ( 93 + b2 dz + a\I'. 

La integral de la derecha. toma el va.lar 

Sustituyéndolo en (2.33) se tiene 

J,~ "d 
( uo, d.z = 2dt(ab) +a V. 

Este último valor en (2.32) nos da 

ifi(ab) +a V= i-a2 
- Pab- 1 

luego 

1r-1t(a.b) = ora.3 
- 2/la.b- 1 

- 2aV. 

36 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

Así hemos encontrado la primera ecuación para laa trea variables a, by V. Necesitarnos 
otras dos. 

Enseguida cooeidcrarernos la conaervación de momento. 
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En la ecuación DO multiplicamos por u 

Como 

entonces 

uu, + au 2u.r + ;Ju?t.rr(u: .:z:) =O. 

( u11'..r(u; .r)).r = u.r1-t.r(u: .r) + u'H.r.r(u; .r). 

u'H'..-z(u;x) = (u1-t,.,(u;.i:)),.. - U.r11'...-(u;.:z:). 

Sustituyendo esta últi.rna ecuación en la ecuación (2.35) se tiene que 

Luego 

(~u2), + (iu3 +/3u11'.,..(u;.:z:)).r -;3us-1-l..-(u;.r) =0. 

Integrando respecto a. .:z: de -oc a. oo se obtiene 

¡_: (~u2), dz + [iu3 + ¡Ju'H.r(u;x)]~<OQ -{3 L: u.r"H.r(u;x)dx =O. 

Como u y 7-l;:r(u; .:r) decaen a cero cuando .:r tiende a. ±oo se llega a. 

J_: (~u2) 1 d.r-/J L: u.r"H..-(u;.r)dx =O. 

Por ot.ra parte, 

y de aquí que 

37 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

Como ya betn<>& visto que U1. ea casi cero en una vecindad de la onda. principal~ entonces 
los términos UoUt y u~/2 lo son ta.mbién en una vecindad de la. onda principal de modo 
que, muy cerC&D&Dleote, 

J~u2 dx=j~u~d.:r. 
Pero si la región de estudio no está restringida a. puntos cerca.nos a la onda. principal 
entonces el término u~ puede dar una contribución al momento (2.38) si la región llegara 
a ser lo suficienternente grande. 

A pesar de esto, si despreciamos el término u 1 en la conservación del momento y en 
COD9eC'UebCÍ& tomarn09 u= Uo en (2.37) se tiene que 

L: (~u~). dz - {J L: Uo.r'H.(uo;z)<b: =O. 
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Por la pT'<>piedad (C.8) de\& transformada de Hilbert (vra.se Apéndice C), vemos que 

J00 
Uo.s-'H.z(Uo;.r)dz =O. (2.39) 

Luego 

Por tanto 
l d 1-2dt -oo u~ d.r =O• (2.40) 

Por otra parte, de la forma (2.27) se tiene q\lc 

l oo 2 2"1- dr 
-oo u 0 dx = a b -oo (02 + bª)'I · 

Usando el teorema de los residuos se puede ver fácilmente que 

l oo dx r. 

-- (8' + b")' = 2&3. 

Entonces 

1
00 

u~dx = ~a2b. (2.41) 
-- 2 

Sustituyendo este valor en la ecuación (2.40) y ca.ncela.ndo las constantes se tiene que 

.;f¡(a'b) =O. (2.42) 

Esta. ecuación expresa la evolución del momento asociado a la onda. principal pero no 
del momento asociado a la radiación. Más adelante incluiremos éffta. 

Laa ecuaciones (2.34) y (2.42) nos a.yuda.n a. determinar a. las variables a~ b pero no a 
la variable V. Ahora. busca.remos una ecuación pnra. esta variable. 

Como vimos en la aección 2.3 

dx=1-Momento = -d- u dr. 
t -~ 

(2.43) 

Puesto que el momento y la masa son consta.otea, entonces forzosamente la velocidad del 
centro de masa ea constante. De aquí que no podemos determinar la velocidad V por medio 
de la. velocidad del centro de masa. ya que ésta es invariante. Entonces multiplicarnos la 
ecuación BO por zu para obtener 
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o equivalentemente 

Integrando 

l d l~ o l~ l-2dt _
00 

.ru2 d:i: + 3 -~ .r(u
3

).r d.r + ,:J _,_, .ru'H.,...r(u: .r) d.r =O. 

Aproxin .. ando u por u 0 obtenernos 

1 d l= ' o l= 3 1-:--d .ru0 d.r+-
3 

.r(u0 ).rd.r+B .ruo7-t.r.r(u 0 ::r)d.r=0. 
2 t -oo , -:ic -ce 

(2.44) 

Ahora calcularemos cada una de e-stas integrales. Como O = .r - eCtl. entonces 

¡_: xu~ dz = ¡_: Ou~ d.r + e¡_: u~ d.r. . 

Usando (2.41) se tiene 

1
00

zu~d.r=1
00 

8u~d.r+e (~a2b). 
-oc -oo 2 

(2.45) 

Por el teorema. del residuo. 

l = l""" a
2

b-40 Ou~d.r = -oc (0 2 + b2)2dx =O. (2.46) 

Entonces, sustituyendo (2.46) en (2.45), 

(2.47) 

Para. la segunda integral de (2.4-1), ictegra.ndo por partes se obtiene 

1
00 

z(u~)zd.r = (zuü]~ -1°"" ugdr. 
-oo -oo -oo 

Luego 

Corno 

j = dr 3,.. 
-= (8' + b'>3 = ¡¡¡;;-. 
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entonces 

f_oo 3 31t" 3 
z(u 0 ).rd.r= --a b. 

-~ 8 
(2..18) 

Por último ¡_: .:1a1o'H'...r.r(uo;.r)dz = ¡_: Buo'H.r.rCu:o:.r)d.r + .! ¡_: u 0 1-t.r.r(uo:z)d.r. 

Integrando por partes la aegunda integral de la derecha: 

L: .ruo"Hz.r(uo;.r) d.r = ¡_: Ouo'H.r..r(uo: .r)dx+{[uo'H..r(uo;.r)]:o.:. -e¡_: Uo.r'H.r(uo: .r) d.r. 

Por (2.39) y como u 0 y 'H.r(u0 : x) tienden a cero cuando x tiende a ±-:e (véase las ecua
ciones (2.27) y (2.31))~ entonces 

(2.49) 

Usando (2.31) obtenemos 

3b20 - 93 
1-t.rz(uo; x) = 2ab (Oª+ b2 ) 3 • (2.50) 

Sustituyendo (2.27) y (2.50) en el lado izquierdo de (2.49) se obtiene 

L: zuo"Hz..r(uo; .r) dx =LO (92ª!2 
b2 ) ( 2ab ~::~ -;,2~:) d.r. 

Desarrollando el producto se obtien<" 

{"° 2 • j°""' 8
2
d.r 2 b3 joo 8

4
dx 

}_
00 

.ru0"H~(uo; z) dx = 6a b -oo (92 + ~)4 - 2a _
00 

(0 2 + b2 ) 4 • 

Usando el teorema de los residuos se puede ver que estas dos últimas integrales toman los 
valores 

166". 

En ton cea 
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Simplificando se obtiene ¡_: .ru0'1-l,,..~(u0:r)d.r = 7a2
• 

Sustituyendo (2.-l7}, (2.48) y (2.51) en la ecuación (2.44) se tiene 

=O. 

Simplificando, 

¡.~(a2be) -
0

8
,. a 3 b + "K: a.2 =O. 

Desa.n-olla.ndo la primera. derivada y factorizando algunos términos se obtiene 

r. d , r. 2 ~ 2 ("' b •) 4dt(a b)~ + ¡ª bV - :¡-ª b '2ª - ;3 - =O. 

Gsa.ndo (2.42) se obtiene 

Por tanto, 

41 

(2.51) 

(2.52) 

Observamos que si a - -le/a y b - {J/c, entonces V - e, es decir~ si u tiende a la 
solución exacta entonces V tiende a la velocidad de la. solución exacta como es de esperarse 
(cf. Sección 2.2). 

Hemos encontrado entonces tres ecuaciones que gobiernan la evolución de la onda con 
condición inicial (2.25): 

J:';}¡(ab) = oa2 - 2/Jab- 1 
- 2aV 

;}¡ca'I>) =o 

V= ~a-¡Jb-1. 

La sustitución de (2.52) en (2.34) nos lleva a 

;t,(ab) =O, 

(2.34) 

(2.42) 

(2.52) 

.. ...,... ............. _~,.......,_-...,.,.~ .. -... ~-~-~ .. ,-~---··---· --------------· 
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y esto en (2.42) nos lleva a 

~~ =0. 

Esta ecuación nos dice que la altura de la onda principal no cambia. Por ta oto no podemos 
tomar a la expresión (2.52) como un buen valor de la velocidad. pues nos lleva a resultados 
que no expresan el fenómeno real. Por eso es natural pensar en otra. aproximación para. 
V. Como el sistema debe ser válido cuando la solución estÉ' muy ceH:ana a la solución 
exacta, entonces el valor de F debe aproximarse a 

(2.53) 

en la. medida en que la solución se acerque a la solución exacta tal con10 lo ilustrani.os en 
la. Sección 2.2. De aquí que\'" = oa/·1 es un buen sustituto para la velocidad en d sistema 
de ecuaciones. Así, el sistema que mejor aproxima a la solución es (2.3·1), (2.-12) y (2 .. 53). 

La ecuación (2.3-1) exprrsa el cambio de la masa de la onda principal: (2.42). el mo· 
mento de la onda principal y (2.53) la. velocidad de la onda principal. Te-pernos tres 
ecuaciones para tres incógnitas (a, by V). 

Observamos que (2.42) nos indica que el momento de la onda principal oo cambia. 
Entonces tenemos que a 2 b =Constante, y de las condiciones iniciales (2.28) se tiene que 

Con esta ecuación podemos obtener una aproximación de la amplitud de la. solución 
exacta. Si u fuera la solución exacta en todo tiempo, entonces a= •le/o. y b = ¡3/c y así 

(~)' (~) = A
2
B. 

Luego 

(~) (~) = A
2

B 

o equivalentemente 

por tanto 
oA2 B 

a.. = --¡-¡¡-- • 
y ésta. es una aproximación a la amplitud de la solución exacta. Puesto que A y B están 
determinadas por la condición inicial y como o y {3 lo cstáo también porque son constantes 
ya dadas en la. ecuación BO entonces a es una constante bien determinada. 
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2.5 La masa de la radiación 

Ahora trata.remos de ver qué ocurrre con la masa que se desprende de u(x, O) cuando 
este pulso inicial avanza. COl'TIO ya hemos visto que la ma.sa. se conserva trataremos de 
encontrar el balance que existe entre u 0 y u 1 • La figura 5 nos indica que la radiación. tiene 
amplitud muy pequeña comparada con la onda principal además de que la amplitud de 
ambas tiende a. cero cuando la variable espacial tiende a infinito. Supondremos entonce& 
c¡ue la amplitud máxima de u 1 es muy pequeña y a.sí despreciaremos aua productos de 
segundo orden y mayores. 

Introducimos la. forma u = u 0 + u 1 dE-nt.ro de la ecuación (2.3) 

(uo + u1)1 + o(uo + U¡){Uo + u1).r + /37-lu(uo + u,;.:c) =O. 

Desarrollaodo se obtiene 

uo1 +u,,+ a(uouo.r + uou1.r + uo~u• + u1u1.r) + /3"H.r.r(u0 :z) + d'H.r.r(u 1:z) =O. 

Como u1 es de amplitud pequeña. podemos despreciar el término u 1 u1.r. Entonces 

U11 + or(uoua. + u0su1) +fJ'H,...(u1;z) = -uo1 - OUoUo,.. - ,9"H.r.r(uo;x). 

Luego 

U11 + o(uou1) ... + /3'><..r.r(u1;z) = - Uoi - a (4u~) ... - {J"H, ... (uo;z). (2.54) 

Para poder estudiar la maaa de la onda integrasnoa en la variable .:r de -ex> a. oc: 

L: u1 1dz + [auou1 + tf'H.,(u1¡.:r)):'00 = - L u 01 dz - [ iu~ + t:''H.r(u0¡ .:r)]~00 . (2.55) 

De las ecuaciones (2.27) y (2.31) vemos que u 0 y 'Hz(u0 ; .r) tienden a. cero cuando lxl 
tiende A infinito. Entonces (2.55) se reduce a 

(2.56) 

Análogo A lo que ocurre con Uo y 'He(Uo; .r), ai suponemos que u 1 y H.(u1 ; z) tienden a 
cero cuando lzl tiende a iolinito, de (2.56) tendremos que 

¡-' Uu dz = -1"° Uo1dz. 
J__ --

(2.57) 

Por otra parte, considerando la. forma (2.27) tenemos que la integral de u 0 sobre un 
intervalo infinito converge uniformemente para cada t [véaee Coura.nt & .John, I. p. 326] 
y CODlO el integrando e. una funci6n continua en t, entonces 

~ uo.dz = _dd j 00 
uod.:r. 

J-- ' -cio 
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Si •uponemos que esto también ae cumple para u 1 • de (2.57) tendremos que 

d ¡- d ¡-- U1 dz = - - u 0 dz. 
dt -ao dt --

(2.58) 

Como u 0 , ea decir la. onda principal. pierde masa conforme transcurre el tiernpo, en
tonces Ja razón de cambio de la masa de u 0 es negativa, es decir 

d ¡_--d t1odz <O, ' -~ 
y de (2.58) se tiene que 

Entonces Ja masa perdida por u 0 es ganada por u 1 • Esto implica que u 1 representa. la 
radiación que se desprende de la onda principal tal y como Jo esperábamos. 

Sin embargo la masa de la radiación no ae encuentra necesariamente concentrada 
alrededor de algún punto, y de hecho vamos a demostrar que una cantidad de masa 
permanece muy lejos de la onda principal. Esa masa. perdida puede ser estimada de Ja 
siguiente manera: 

Hagamos u1 = u 1 (0). Ya que 

~O=~(). 
entonces de (2.54) se tiene 

du 1 dlJ d J3 (1 •) -;¡g;¡¡ + ªdj(u0u1) + P;¡¡p'H.(u1;8) = - Uot - a 2"º 
11 

- /J'H.1111(uo;z). 

Pue11to que d8/dt =-V, (2.59) puede escribirse como 

Integrando (2.60) respecto a 8, 

- Vu1 + ouou1 + P-Ís1'(u1; IJ) = - J uo1 d8 - iu~ - /J?-t..(uot O)+ C, 

donde e es Ja con•tante de integración. 
De (2.27) se obtiene fácilmente 

a'~+ 2aW 2ab2 VS 2ab3b' 
UOt = tJa+b2 + ("2+/r)2 - ~· 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 
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Sustituyendo este valor en (2.61) obtenemos 

- Vu 1 + cui0 u1 + 3;/¡;'H.(ua:O) = 

C 1 a'b2 + 2abb'T 
C 2 2ab2 \l'~ 
C3 2ab3 b'. 

Llevando a cabo la integración y sustituyendo (2.27) y (2.31) en (2.62) obtenemos 

- \.'u1 + auou1 + /Jfs1t(u.1;0) = 

45 

(2.62) 

- e, { iarctan (n} - e, { 2,11;~ b')} +e, { 2b'(O~ + b'J + 2~. a.retan(~)} 
(2.63) 

Tomando el límite cuando 9 tiende a oc se obtiene 

}!..':!, [ - Vu, + <>UoUs + tife'H(u,; llJ] = -e, { i"i;} +c. L~} +e. 

Suponiendo que d1-t(u 1 ; IJ)/dO es cero en ±:x> se llega a 

- Vu1l
00 

= - 4~4 (263 C1 - C3) +C. 

Corno deseamo. que u1 sea cero en oo --es decir que adelante de la onda no baya masa
eotonces debemos tener que 

Por otra parte. si con este valor de C &e toma el limite en (2.63) cuando 9 tiende a 
-oc se tiene que 

es decir 
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Sumándole el valor de C se obtiene 

- Vu 1 f__ = 2~ (2b3 Ca - C 3 ). 

Sustituyendo los valorea de las constantes e, y C 3 se tiene 

- Vu1J_
00 2~ (2b3(a'62 + 2abb') - 2ab3 b') 

= j-Ca'b2 + 2abb' - ab'). 

Por tanto 
U¡ j_

00 
= - b~ { a'b2 + 2abb' - ab'}, 

y por (2.53) se tiene que 

(2.64) 

Este valor representa una parte de la masa desprendida del pulso inicial (basta. el tiempo 
t) y que se encuentra dispersa muy atrás de la. onda. Lo definirnos como ":.e• es decir 

2.6 El sistema de ecuaciones de los parámetros con
siderando la masa y el momento de la radiación 

Es claro que el sistema de ecuaciones establecido en la Sección 2.4 puede ser mejorado 
tomando en consideración la masa. y el momento de la radiación. A través de la ecuación 
(2.4~) el sistema nos muestra que el momento de la onda principal es constante. Conside
rando la pérdida de momento podemos esperar que el moml'"nto de la onda principal ya no 
sea constante. De esta forma podemos encontrar un sisten1a. de ecuaciones que aproxin1cn 
mejor la evolución de la onda principal y que ta.mbién nos ayuden a predecir la formación 
de una segunda onda.. 

En el caso de la masa, en la sección anterior~ vimos que existe un balance entre la masa 
de Ja onda principal y la masa. de la radiación. En otras palabras C$tudiar el cambio de la 
rna.sa. de la onda principal es equivalente a catudiar el cambio de la masa de la radiación. 

Así sea .Al= Al(t) la. masa de la radiación: 

M= ¡- U¡Ú. (2.65) 
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Por (2.27) y (2.58), tenemos que 

dM 
df -;, ¡_: u 0 dz 

d ¡- Q .. 

- ;¡¡ -oo 92 + '2dz. 

Usando el taxema de loa residuos se puede dernoatrar fácihnente que 

1- ali' _ _, tJ'2+ 112 J.z = 11'ab. 

Entonces 

-17 

(2.66) 

(2.67) 

Para poder estudiar el moment.o a.ociado a la radiación vamoa a aupooer que la masa. 
que se desprende de la onda principal se encuentra concentrada. en una misma región, 
es decir, van1cm a suponer que la maaa perdida u 00 M? encuentra concentrada alrc-ded.or 
del punto z = -L(t) (como se muestra en la figura 8) y que se mueve atrás de la onda 
principal a una distancia fija de ella, es decir, que el punto z = -L(t) se mueve a la. 
misma velocidad que la onda. principal. En otras palabras, vamos a suponer que 

y (-L)'= V. 

Figura 8 

Ante. de abordar la ecuación de c.on~ación de momento trata.remos de establecer 
una aproximación al cambio de la. masa de la radiación en terminos de estas nuevas 
variables. 

M = r U¡ dz = ¡-L u dz. 
J_..., --

~ ......... --~""-------· .... -----·------------· 
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Entoncea 
dL" dl--d udz+-dt ud.r=O. t -oo -L 

Por tanto 
d/tf = -.!!....l""'"'udz. 

dt dt -L 
(2.68) 

De rnodo que para estudiar el cambio de la masa de la radiación sólo ha.ata estudiarla de 
-La.'!X>. 

Integrando la ecuación BO de -L a oo en .r se obtiene 

¡_: u 1 dz + [iuª + /J1'(,..(u; .r)J~L =O. 

Suponiendo que u y 'H,(u; .r) tienden a cero cuando x tiende a. infinito~ se obtiene 

1-u,d.r-!:!..,u!.:.-;31-l,..(u;.r)j L =0. 
-L - r--

Despreciando los valores cuadráticos de u 00 y suponiendo que "H.r(u: .r) es muy pequeño 
en .r = -L 

Por la. regla de Leibniz 

Luego 

En consecuencia 

1
00 

u,d.r =O. 
-L 

ft L: ud.r = J: u,d.r - (-L)'uj_L. 

_dd 1- '""' + (-L)'uj =O. t -L -L 

_dd lec- udz = - Vu00 • 

t -L 

De (2.68) y (2.69) teaemoe entonces 

dd': = Vu00 • 

(2.69) 

(2.70) 

Abora calcularemoe el mcxnento aaociado a la radiación. Integrando de -L a oo la 
ecuación de conaervacióo de momento (2.36): 

1-(~uª) dz+ r~3u3 +JJu'H .. (u¡.r)]- -f3100 u .. ?t.(u;z)dr.=0. 
-L - 1 ••-L -L 
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Por tanto 

1-(!.u2 ) d.r-~u!,-3ux.'HAu:.r)I -fJ1-u,,.'H,,.(u:.r)d.r=O. 
-L 2 1 3 z=-L -L 

Suponiendo que los tCrminos de orden cúbico en u_ y "Hz(u:.r>lz--L son cero. entonces 

(2.71) 

Como en -L < :e < oo~ u 1 es casi cero entoncctJ podemos aproximar la integral de la 
derecha. como 

1
00 

u.r?tr(u: .:r) dz = 100 

Uor?t'.r(uo: .r) d.r · 
-L -L 

Usando los valores (2.27) y (2.31) se tiene que 

1
00 

u,...U,...(u; .z) dz 
-L j_: ( - (O~a_::~) 2 ) ( - ab (::; :,

2

) 2 ) dx 

2b'1oo Odx Q 2631- 03d.r 
2a -L (0:1 + 6:1)'' - ... a -L (82 + f,2)4 • 

Para conocer el va..lor de la última. integral de la. derecha. ob~crvamos que 

d ( 8
2 

) ;¡¡; 4(82 + b2)3 
o 303 

2(82 + b')3 2(0' + b2)• 

303 

2(0' + b')• 

0 3 b2 0 
- (02 + b2)' + 2(02 + b2)·1 . 

Por tanto 
D" d ( O' ) b'O 

("2 + 6')• = - dii 4(/J2 + 62)3 + 2(62 + b')• . 

Integrando: 

1- fl"dz [ O' ]- b' 1- 9dx 
-L (IJ2 + b2)4 = - 4(82 + b2)3 -L + 2 -L (IJ2 + 62) 4 " 

Sustituyendo (2. 73) en (2. 72) se obtiene 

(2.72) 

(2.73) 

1- ( . )dz 2. ¡- 9dz a
2
1i' [ o• 1- 2 ·1- 9dz 

-L u ... He u~ .z = 2a: 6 J_L (02 + 641)4 +-¡-- (Oª+ 62)3 -L - a b -L (82 + 62).f. 
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Por tanto 

1- Bdx a
2
b

3 
[ O' 1-

a2bs -L (82 + b2)4 + ~ (82 + 62)3 -L 

ª2b5 [- 6(92:1,2):1]~L +ª::ª Ls2~2

b2)3J~L 
- 6!6 [co20:6~)3 ]~L + 2~b3 [(0~

3

!
6

::) 3 ]~L · 

1
00 

u..,.1iz(u; .r) dz 
-L 

6 : 6 u~ - 2~b3 u!,Oi 
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donde 9¿ es el valor de 9 en x = -L. Despreciando los valores cúbicos de u.,... se tiene que 

J:;, u,,..?i'..,.(u;x)d.r =O. 

Sustituyendo (2.74) en (2.71) se obtiene 

¡_: Gu2
), dr =O. 

Por otra parte, como L = L(t), 

.!!.. r" !.u2 dr = ¡- (.!.u2
) dz - ( -L)' [!.u2

] , 
dt 1-L 2 -L 2 r 2 -L 

entonces 

1- (!.u2
) dr = _dd ¡- !.u 2 dr + (-L)' [!.u•] . 

-L 2 r t -L 2 2 -L 

Por (2. 75) tenemos que 

_dd 100 

.!.u:.dx + (-L)' [!u 2
] =O. 

t -L 2 2 -L 

Ya. que (-L)' =V, entonces 

US&Ddo (2. 70) se tiene que 

d ¡ 00 1 2 1 2 - -u cLr=--Vu. 
dt -L 2 2 00 

d ¡_- 1 2 1 (dM) 2 

dt -L 2u d:r = - 2V Jt 

(2.7·1) 

(2.75) 

(2.76) 
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Esta expresión ea una aproximación a la razón de cambio del momento a.qociado a. la. onda 
principal y a la radiación. Si la ''elocida.d la tomamos positiva~ el lado derecho de (2.76) 
es una cantidad negativa. que representa la pérdida de momento de la onda principal y de 
la radiación. 

Para poder escribir (2. 76) en términos de la.o; variables a y b solamente, tomamos el 
momento como (cf. p. 37) 

entonces por (2.41) se tiene que 

Luego 

¡_-:, 4u2 dr + ¡_: 4 u2 dx = ~a2h. 
Entre --:e y -L la pérdida de mom.ento es pequeña de modo que podemos tomar 

¡_~ ~u2 d:r =o. 

En (2.77) esta aproximación nos da 

J:: ~u2 
dz = ~a2b. 

Sustituyendo (2.78) en (2. 76) se obtiene 

Uaando (2.53) 

Por tanto 

!!:~ca•b¡ = - ....!_ (dllf)' 
4 dt 2\' dt 

!!:~(a2b) = - 2.. (~)
2 

4dt ºª dt 

d 2 8 (dM)' -(o b)= --- -
dt o:ro dt 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 

Luego el sistema que gobierna. la. evolución de la. solución de la. ecuación BO con 
condición inicial (2.25) y que toma en cuenta la pérdida. de momento de la radiación y de 
la onda principal, es: 
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r.f,(ab) = oa2 -2,3ab-t - :.?a\· 

dd~f + r.;f,(ab) =O 

~(a'b) = __ s_ (d.H)' 
dt º"ª dt 

V=~. 
4 
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(2.3-t) 

(2.6T) 

(2.79) 

(2.53) 

2. 7 La consistencia del sistema y su integrabilidad 

Por las aproximaciones que se hicieron, el sistema de ardba no puede describir cxac· 
ta.mente lo que ocurre con la onda interna y con la radiación. Enseguida. trataremos de 
determinar qué tan congruente es el sistrma anterior con los hechos reales y con lo que él 
predice. 

De la ecuación de conservaciOn de masa (2.67) (y d<" la forma como la dedujirnrn;) 
podernos ver que ;r(ab) es la masa. de la. onda principal. Si interpretamos a la masa de una 
onda como el área que forma bajo la. curva en un plano bidimensional entonces esto indica 
que la masa de la onda es cercana al á.rca encerrada por el rectángulo de altura fal y ancho 
fbl corno lo muestra la figura 9. Es decir el cambio en la masa de la onda principal en todo 
tiempo es cercana al valor de la cantidad (abJ. Esto nos indica que considerar ab como un 
sólo parámetro puede ayudarnos a comprender las predicciones del fenómeno modelado 
por nuestro sii:;tema. Tornemos entonces un nuevo parámetro r,¡1,t) d<"finido como 

y(t) = a(t)b(t). 

,_____ lbl------o 
Figura 9: La masa de la onda principal es cercana a y = ab. 

Cambiemos ahora la.a ecuaciones del sistema. a este nuevo parámetro. Sustituyendo 
(2.53) en (2.34) obtenemoe 

wf,(ob) = oa2 
- 2/Jab-' - 2a (°_.ª) 
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Por tanro. 

!!.( ... ) = ~ (.!! - ~) 
tlt :i;- 2 ab 

Sustit-uyendo ab por• la ~ anterior es ahora 

d·=~(_!!_2fJ) 
di. :;:- 2 y 

Por tanto 
dy a 2 

dt = 2.:-g (oy - -t.S) • 12.80) 

Por otra. parte. austituyendo (2.67) en (2. 79) se obtiene 

8 ( d )' --- -.--(ab) 
o:tra dt 

Sr ( d )' -- -(06) 
ºª dt 

!!.<-••) = - ~ (!!J!.)' d1 00: dt 

Desarrollando Ja dterivada de la iaquierda.. 

•""+•da=-~(!!!!.)' '* '* ... "' 

Por tanto 

• = - _I_d. (aa2 + 8.-~) • • -•<h "' (2.81) 
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Sustituyendo (2.80) eo (2.81 ). 

da 
di 

Por tanto 

- ----(oy - -&.a) oa1 +Sr. -(oy - 4.J) 1 a
2 

( a
2 

) 
oay2"°y 2r.y 

- --(oy - 4.:3) oa 1 +-(ay - -1:3) a ( 4a
2 

) 
2o;;y1 y 

- 20ª:Y3(oy - •IB)(ay +-l(oy - 4;j)) 

a' 
- !?ar.y~ (o.y - ·1a')(5oy - 16.:3). 

da a 3 

di= -
2

on-y:i(o_r¡ - -13)(5ay - 16d'). 

De manera que el sistema (2.34), (2.67). (2.79) y (2.5:J) se rcduc~ a 

dy a 2 

dt = 2r.y (o:y - -18). 

da a3 
dt = - 2 or.y:i (ay - -1.S)(5oy - 16.8) ~ 

donde JI= ab. 

34 

(2.82) 

(2.80) 

(2.82) 

Como a(t) representa la amplitud de la onda entonces a es diferente de cero. Por ta.nto 
los puntos de equilibrio del sistema (2.80) y (2.82) están dados por y = Yo tal que 

es deeir 

ayo - -tP =o. 

4¡3 
Yo=~· 

Esa condir.Ión determina la línea de punt06 de equilibrio: 

ab= ~~ 
con a un número real arbitra.río diferente de cero. Esta última es la condición de un 
aolitón como lo mostrarnos en la Sección 2.2 (cf. ecuación (2.8)). 
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Ahora trataremos de determinar el tipo de estabilidad asociado a la linea de equilibrio 
y= Yo· Sean 

F(11,a) 

G(11,a) 

~(ay-4..:1). 
2.-11 

a' 
- '2arg3 (ay - ·l.a)(5ay - 16.:3). 

Tomemos a = a 0 un punto arbitrario diferente de cero. El desarrollo en series de 
Taylor alrededor de (Yo· ao) nos da 

5t ( : ) = ( ~ ) (~ •ol + ( {;: :;: ) (~.•d ( ~ = :: ) + ... 

Derivando se obtiene 

F. 

G. 

2~a2 

7y2 

:y(oy - 4,8) 

-
2 

°
3 

4 [011(5<>11 - 16;'1) + 5011(ay - 4;'1) - 3(ny - 4;'1)(5ay - 16'1)] 
º"'" aa• 

- 2ary3 (ay - 4tl)(5ay - 16.3). 

Evaluándolos en (Yo~ a 0 ) se obtiene 

Por tanto~ 

c. 

ª· 

a2a~ 
s;;:3. 

º· _ a 3 og 
:J2r;'I'' 

o. 

f.(:)=-'(:=::)+· .. 
donde A es Ja matriz jacobiana 
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Linralizando nos quedamos con 

Para conocer localmente el comportan1iento de la solución dC"l sistema analizamos los 
va.lores propios ..\ que son la solución de la ecuación 

d"t(A- Al)= O, 

donde I es la matriz identidad y det(A - .\1) denota el determinante dC' la matriz A - .\l. 
Es foicil ver que los valorC"s y ,·ectores propios son 

o, 1»=Cn· 
1; = ( - :~º). 

Como ...\ 2 es un número positivo, la linea y = y 0 es de puntos de equilibrio inestables. 
Cada punto es un nodo de inflexión (véase la. figura 111). 

y 

Figura 10: Inestabilidad. Ca.so o positivo. 

En suma, sio importar el signo de o y de a, la linea y = y 0 es una línea. de inestabilidad. 
En pocas palabras, el sistema. nos está mostrando que la. onda principal nunca. llegará a 
ser un solitón. Sin embargo esto no corresponde al fenómeno que estamos tratando d~ 
modelar. Esta incongruencia nos sugiere revisar las aproximaciones que se hicieron. En la 
ecuación (2.34) ob11ervamos que la maaa de la onda. principal está. directamente relacionada 
con la velocidad y en consecuencia la variable v = ab también está relacionada con la 
velocidad. Recordemos que en la Sección 2.4 la expresión 
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V= ~a - ¡Jb- 1 (2.52) 

nos condujo a otra inconsistencia: la amplitud de Ja onda principal no cambiaba con el 
tiempo. Esto nos llevó a tomar otra aproximación para la velocidad~ a saber. la velocidad 
del solitón: 

V=~. 
4 

(2.53) 

La inestabilidad del sistema parece indicar que la ,.-elocidad del solitón no PS una buena 
aproximación para estudiar la formación del mismo ya. que se decide por una dependencia 
de la amplitud sin tomar en cuenta el ancho. Proponemos ahora una expresión para la 
velocidad que mantenga la relación funcional mostrada en (2.52) 

V= (1 + pµ)oa - (-> + qµ)Sb-', (2.83) 

con la. condición de que si ab satisface (2.8). entonces se obtiene la velocidad del solitón, 
es decir 

para todaµ. 
Ahora determina.remos los parámetros p, q, -y y µ de acuerdo con esa condición. 

Por tanto, 

4 {Ct + pµ.)oa - (-y+ qµ)Pb-•] .. ._
4810 

(48)-· (l + pµ)oo - (-y+ qµ)S ;;;;-

(1 + pµ)oo - (-y+ qµ) (':º) 
(4+4pµ -7-qµ) (º4ª) 

4 + 4pµ - 7 - q¡.. = 1 . 

En particul ... si µ = O teodrernoa 
4-7= 1-

Por tanto 
7=3. 

Sustituyéndolo en (2.84) obtenernos 

4pµ-qµ =o. 

(2.84) 

(2.85) 
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En consecuencia. si µ .¡t:. O, 
q= .,.. (2.86) 

Sustituyendo (2.85) y (2.86) en (2.83) obtenernos 

V= (1 + pµ)<>a - (3 + -lpµ)Sb- 1 • 

Po_r simplicidad. ~mos p = 1, entonces 

V= ( 1 + µ)oa - (3 + 4µ)Pb-•. (2.87) 

Para poder determinar un rango de validez aceptable para la. variable µ debemos hacer 
dos observaciones: Si µ tomara el valor µ = -3/4. tendríamos que 

1 + µ = ¡ y 3 + 4µ. = o. 

entonces este valor de 11 en (2.87) nos lleva.ría otra vez a tomar la velocidad del solitón 
V= aa/4. Por otra. parte siµ tomara el valorµ= -1/2, tendríamos que 

1 + µ = 4 y 3 + ·lµ = l • 

y en (2.87) regresaríamos al valor V = aa/2 - tJb- 1 • Por lo tanto, para evitar tomar 
valores de V que han mostrado no ser congruenteos con los hechos físicos, escogemos µ 

1 -2 <µ. 

Con (2.87) como nueva aproximación para. la velocidad y tal que µ > -1 /2, de la 
ecuación (2.34) obtenemos 

..-!};cab) 

Por tanto 

cra2 
- 2/Jab-1 

- 2a [C 1 +¡¿)era - (3 + 4µ){Jb- 1 J 
o:a2 

- 2/Jab-1 
- 2(1 + µ)aa 2 + 2(3 + 4µ)9ab- 1 

(1 - 2 - 2µ)aa 2 + (6 + 8µ - 2)/jab- 1 

- (1 + 2µ)aa 2 + 4(1 + 2µ)/jab- 1 

(1+2µ)(4/jab- 1 - aa2) 

(1+2µ)a 2 (!!-o). 

.!!_(ob) = (1 + 2µ)a' (~ - o) 
dt r ab 
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Haciendo y = ab, 
d11=(l+2µ)a 2 (4¡.j _a) 
dt r. 11 

Entonce. 
dJt (1+2µ)a 2 ( 4 S ) ;¡;= ry .-oy. 

Por otra parte. sustituyendo (2.88) en (2.81) obtenemos 

--- (-l,j-oy) aa2 +8,.- (4.8-o~) 
l (1+2µ)a 2 

( (1+2µ)a 2 
) 

era y ry ¡ry • 

_ (1 +2µ)a( 4 ,8-oy) (ºª2
Jt + 8(1 +2µ)a

2
( 4,'l-oy)) 

Or1ty2 y 11 

_ (l + 2 ';,)ª3 
(4.8 - oy)(oy + 8(1+2µ)(4,9 - oy)) · 

º""Y 
Luego 

da (1 + 2µ)a3 
( ) dt = - º""y' (48 - OJt) ay+ 8(1 + 2µ)(4,'i - ay) . 

El si1tern& (2.34), (2.67). (2.79) y (2.87) se reduce entonces al sistema 

~= (1+2µ)a
2

( 4 .'1-oy), 
dt iry 

da (1+2µ)a 3 
( ) di= - .,.,,,,. (4,'i-OJt) 011+8(1 +2µ)(4,'l-ay) • 

donde y= ah yµ> -1/2. 
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(2.88) 

(2.89) 

(2.88) 

(2.89) 

Pue•to que 1 +2µ es positivo y a es diferente de cero. entonces, una. vez mA.s. los únicos 
puntos de equilibrio del sistema. escán detennina.dos por la línea y = y0 con 

4,'i 
Jlo=-;;-· 

En~ida. estudia.remoe su estabilidad. Sea S = (1+2µ) y sean 

F(J1,a) 

G(y,a) 



Derivarna. F y G respecto a aua variables con objeto de construir la matriz jacobiana 

Sa.2 oSa2 

- .-11• (411 - <>11) - --;:y-. 
2Sa(4P - <>11). 
""11 

350
:(411- oyJ(o11 + 8S(43 - ay))+ aSa:(ay + SS(4¡J - ay)) 

011"y ary 

- oSa:(4.8- oy)(l - 8$), 

"'""" 
_ 3sa.:(4.8 - oy)(oy + SS(4/3 - oy)). 

"'"" 
a. = 

Evaluando en (y0 , a 0 ), donde o 0 es un nümero a.rbitra.rio difer<"ntc de cero, se obtiene 

F. 
_ o2 Sa.~ 

•111"/J 
F. o, 

ª· 
a 3 Sag 
lfür.82 ' 

ª· o. 
Por lo ta.nto la matriz ja.c::obiana. es 

(

- o'Sa~ 
4.-¡1 

A= 
o 3 Sag 
1611".82 

Es fácil ver que los valores y vectores propios son 

~. o, 

.\2 = 
(1+2µ)a2a~ 

4.-p • 

:)· 
V,=(n. 

V.=(-~~·)· 
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Dado que 1 + 2µ y fJ llOQ númeroa ~itivoe, cntoncea .\2 es un número negativo. Por 
tanto JI = 1'o a una linea de equilibrio estable y cada uno de aus punto. ea un nodo de 
inflexión. En otras palabras, cualquiera que sea la condición inicial y cualquiera que sea 
el aigno de o y el signo de a, el pulso inicial llegará. a ser un solitón (véaae la. figura 11). 
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Sin embargo la. masa ab la estamos tomando positiva. y como bes siempre p0&ith.·o esto 
nos fuerza a. considerar sólo a po&itivo. Puesto que 

ab= 4 '1 
O< 

en la linea de equilibrio~ entonces esto 00& fuerza también a tomar sólo a positivo. 3 ---- ------ ------ --------- y 

Figura 11: Estabilidad. 

Un hecho nota.ble del sistema (2.88) y (2.89) es que es integra.ble. Para. puntos que 
no son parte de la. linea de equilibrio podemos dividir la. ecuación (2.89) entre (2.88) y 
aplicar la. regla de la cadena. para obtener 

:!: = -
0

: 2 (a11+8(1+2µ)(4/l - ay)), 

o equivalentemente 

: = -
0

: 2 (32(1+2µ)/l - (7 + 16µ)ay). (2.90) 

3 Cabe mencionar que Lomar o pc.11.ivo siempre ruede 9er posible a \ravá de un cambio dP. variable. 
Suponaarnm que C11 - u.n DÚDMTO C19Sal.ivo en la ec:.11~ de Bel\iunin·Ono 

•• + C11uu .. + tJ'H ... (u: z) =O. 

Carnbiernm u por -u: 
-u1 + C11uu .. - t"H ... (v; z) =O. 

Enl.oDcm multiplicando pOI' -1 ob"8Dema. 

u1 -o•u .. +,tl'H(u) =O 

...-cribieodo -o por o teninncm altor• un nUmero paMtivo. 



f da=_ f (32(1 +21•)/J _ (7+ 16µ))dy+C 
a 011 2 JI 

Luego 

donde C es la constante de integración. Entonces 

Por tanto 

In JaJ = 32(! + 2 µ)!1+(7+16µ) In JyJ +C. 

"'" 
_ C T+io,. (32( 1 + 2µ).3) a-y exp • 

<>y 

Sustituyendo (2.91) en (2.90) vemos que 

da e ( ) (32( 1 + 2µ)/J) dY = - -,;-Ys+ie .. 32( 1 + 2µ)~ - (7 + 16¡i)oy cxp oy 

Analizando la segunda derivada. es fácil ver que a tiene un mínimo y"''"' en 

32(1 +2µ)!1 
y .... , .. = (7 + 16µ)o 

el cual estará en nuestra región de estudio a > O sólo si 

7 -w<,,. 
Como 

1 7 
-2<-w· 

entonces esta condición establece una nueva cota. inferior para el parámetro µ.: 

7 -w<µ. 
Con ~ta última condición ea fácil probar que 

Yo< y,,..;.,.. 

para todaµ> -7/16. 
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(2.91) 

Supong&rnoe queµ = O. La gráfica. del plano fue (figura. 12 y figura 13) nos mues· 
tra que si la. masa inicial AB es mayor que y 0 entonces la. onda principal evolucionará 
perdiendo m-. y diSDlinuyendo su amplitud hasta alcanzar el punto y.,_,.,. a partir del 
cual comenzará a crecer au amplitud sin dejar de perder masa haata estabilizarse en un 
-.lit6n. Por otra parte si la mu& inicial de la onda es menor que yo, entonces ésta. tomará. 
m--. del medio que lo circunda formando una depresión que tiene ma.aa negativa (véase 
Ja figura 14) al tiempo que disminuye su amplitud basta que llegue a estabilizarse en un 
eolit6a.. 



. -Figura 12: C.-.o µ = O~ ¡j = 2. a= 5~ y 0 = 1.60 y y.,.; ... = 1.83. 

~I 1 
~¡~ 

¡-¡ 
Yo 7-

Figura l:t: ab =Ma.a& y a =Amplitud. 
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Figura. 14: Masa negativa. detrás de la onda. 

En el caso en que AB es mayor que Yo la masa desprendida por la onda principal es 
radia.da. hacia -oc puesto que la radiación tiene velocidad de grupo negativa. 

El aoálisis anterior noe llevó a. la conclusión de que la onda principal tenderá. a un 
aolitón independientemente de sus condiciones inicia.les. Esto nos indica que su masa 
llqará a ser estable a partir de algún tienipo. En el caso particular en que AB sea. mayor 
que Jlo tendremos que la masa de la radiación dejará. de crecer cuando esto ocurra. Esa 
es la condición para que un segundo solitón comienze a forniarsc. 

El e&m.bio en la gráfica. del plano fase par~ otros valores de a y í3 positivos no tiene 
una grao diferencia. Considerar o mayor que /j o viceversa. ca irrelevante. Todas ellas 
•iguen m*'>Strando el mismo comporta.miento de la onda~ como se muestra en las figuras 
15 (A) y 15 (B). Lo mismo ocurre con valores de µ dist iotas de cero. En la figura 16 se 
muestra el caso µ = 2. 

La. consistencia. de loe resultad.oe depende de Ja forma que se adopte para aproximar la 
velocidad.. E.to es de esperarse ya que el acoplamiento del pulso inicial con la radiación 
es a travéa de la fase y ésta está determinada por la velocidlld. Desde luego el proceso de 
formación y estabilidad depende fuertemente del papel que juege la radiación. 



...... 

.. ~~~~. ~===-__] -Figura 15 (A): CABOµ= O, o= 8, /J = 2, 110 = 1 y 11- = l.14 • 

....... 

... -Figura 15 (B)': Ca.o µ =o. a= 8, {l = 2, 110 = 1 y Y- = 1.14. 



C.p(t.lo a: Le e1110l.ció11 4e i. 011M inie,...a 

.. •to• 

. -Figura 16: Ca.oµ= 2. a= 5. fJ = 2. Yo= 1.6 y 11"''"' = 1 .64. 
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Conclusiones 

Partiendo de Ja condición inicial: 

A 2 B 
u(.r,0) = z2 + B2 

donde A y B son consta.ates arbitrarias, B positivo, hemos mostrado cómo las leyes de 
conservación de masa y de momento asociadas a la ecuación de Benjamin-Ono: 

u,+ auu.,.. + /J"H....-...-(u; .r) = O 

no. ayuda.u a determinar cómo se forman loe solitones du1·aote el viaje de la onda princip&l. 
Para esto supusimos que la onda principal evoluciona con la forma. 

a(t)'b(t) 
uo(z,t) = z 2 + b(t):i. 

Por simplicidad restringimoe nuestro análisis al caso b positivo. Un estudio acerca del 
valor 6 negativo podria ilustrar si &rnhos ca.sos, p0&itivo y negativo, predicen el mismo 
tipo de resultados. De las leyes de conservación de masa y de momento establrcimos un 
sistema. de ecuaciones que describen la evolución de los parámetros asociados al pulso 
inicial. Con objeto de analizar la. formación de solitones nos percatarnos que la pred.icióc 
de la formación de loe miamoe está. fuertemente relacionada con la velocidad que la onda 
princip&l p<Mea, por esta. razón determinamos una región de valores de la velocidad que 
noe pern:iite analizar la fortnAción de .alitonea. 

La parte más notable de eate estudio es que obtuvimos un sistema de ecuaciones de 
evolución que es integrable. El análisis cualitativo del sistema. a través de la amplitud y 
de la maaA nos permitió mostrar cómo. indf!"pendif!Dtemente de la masa. inicial. la. onda 
interna perderá o tomará. masa hasta llegar a. estabiliza.rae en el tipo de onda. que se conoce 
como solitón, según si su masa inicial es mayor o menor que la masa del solitón la. cual 
está determinada por los coefidentea de la ecuación de Benjarnin-Ono. 
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Apéndice A 

Límites 

En este a.pendice incluimos las demOfltracione• de los limites usadoe en la Sección 1.3 
del Capítulo l. Todos ellos se demuestran utilizando la. t'egla de L "Hospital para. la forma 
indeterminada. 0/0. 

A) .!~kcotb(kh) = lkl ,; k ,t. O. 

Demostración! 

¡· k cosb(kh) ¡· k ekh + e-kh 
.1cli.Too kcoth(l-h) = lr.hl~- scnb{kh) = ld,'!!1-. ekh -e-kh. 

Los casos k > O y k < O pueden ser arreglados de la. siguiente manera.: 

ekh + e-kh \ 11l~ 1c -:-~-:--~~T:~~ 
.l.!.T-" elih - e Eh = 2kh 

lim ke + 1 

··-- e2kh - 1 

Tomando el límite cuando kh tiende a. infinito ae obtiene 

lim kcotb(kh) = { k ·~ k >O *'·- -lc SI i: <0 

Por tanto 
.li.!!'oo k coth(A:h) = (1:\. 
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si k> O 

si k <O 



Apénflicea 69 

B) l~kcoth(kh) = ~ si h ;l. O. 

Dema.tración: 

l~lecotb(kl1) 
lim l.· cosh(lch) •-o senh(kla) 

l~coeh(klt) · l~senh~kh) · 
El primer límite de la última igualdad es 

Ji.!:'J cosh(kh) = 1 

y por la regla. de L'Hospital el segundo límite de la última igualdad existe y es 

lim--k __ =.!.. 
•-o scnhíkh) h 

Por tanto 

l~kcoth(kh) = k-

C) li.To { cotb(kh) - khcsch3 (kh)} =O para. lt ~O. 

Deutoetra.ción: 

l~ { coth(kh) - kh csch2 (kh)} r { cosh(k!.) kh } 
k~ senb(kh) - senb2 (kh) 

1
. coah(kh)senh(kh) -kh 
•~ seoh (kh) • 

Aplicando la regla. de L'Hoepital a la última. igualdad se obtiene 

{ } 
hsenh2 (kh) + hcooh 2 (kh) - h li.!:'J coth(kh) - kh csch'(H) = li.!:'J 2h aenh(kh) cooh(kh) 

Y otra. vez aplicando la regla de L 7 ffospital 

l~{ co<h(kh) -hkcach2 (H)} 
r 2h senh(kh) coeh(kh) + 2h cooh(kh) aenb(kh) 
•~ 2h coeh'(kh) + 2h aenli'(kh) 
o 
2h. 
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Por tanto 
Jri~ { coth(kh) - hkcsch"l(A:h)} =O. 

D) l~ {A:hcach2 (kh)cotb(kh) - csch2 (kh)} = & para h =FO. 

Demostración: 

l~ {khcsch2 (kh)cotb(kh) - cscb'(kh)} ¡- {khcosb(H•) 1 } 
.t.~ aenh3 (A-h) - senb2 (kh) 

lim { khcosb{l-h) - senh(l.·h)} . 
.t.:-o senh3 (kh) 

Usando la regla de L'Hospi~al en la última igualdad 1>c obtiene 

li.!.'J {khcsch2 (kh)coth(kh) - csch2 (kh)} 
lim -hcosb(kh) + hcosb(kh) + kh'senb(kh) 
.t.-'> 3h scnh2 (kh) cosh(kh) 

l
. kh 
~3senb(kh)cosb(A:h) · 

Y usando otra vez la. regla de L 'Hospital se obtiene 

lim {khcsch2 (kh)coth(kh) - csch'(kh)} = lim ( , h ) 
•-o k-o3 hcosb (kh) + hsenh.2(kh) 

Por tanto 

P2.\ {kh csch2 (kh)coth(kh) - cscb'(kh)} = ~. 



Apéndice B 

La transformada de Fourier de la 
función l/x 

En este apéndice demostraremos la id~ntidad 

~F(i;k) = isgn(k) 

que fue utilizada en las secciones 1.4 y 1.5 del Capítulo l. 

Demostración: 

Por definición 

(
1 ) i ~ eik( 

F (; k = .,/'E< j_~ -,-d(. 

entonces 

1 jº eik( t r- eik( 
~ -- --¡;-d( + 71: lo -,-d( 

1 jº e-ik( -(> i r- e•k( 
~ -- ( -() d( -() + .,/'E< lo -,-d(. 

Cambiando la variable ( por -( en la primera integral~ ee obtiene 

F (-,1 ·• ") i 1- ei"C - e-ik( 
~lo ( d( 

2i 1- sen( l·() d(. 
7l:lo ( 
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(B.1) 
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Si /: > O entonces 
1- ..,..(k() d( = ¡-sen(~() d(k(). 
k ( k ~ 

Esta. última integral ea fácil de conocer usando el teorema del residuo. 
Considettmos 

l
""°ei.r 

I=p _..,.. ~d.r. 

donde pes el valor principal de Cauchy (\.•éa.se Apéndice C). Entonces 

I = •i (Residuo del integrando sobre el eje .r) = 7r'i. 

Por otra parte 
Irn J = p/__, sen(.z:) dz. 

-- z 
Por la. continuidad de sen(z)/.r en :r =O se tiene que 

p 1: ae;z)d:r = 1: sc;:r)d.r_ 

Com
0

0 el integrando es par entonces 

Im I = 2 100 sen(z)dz. 
Jo z 

Por tantoT de ( B.3) 
¡oo sen(..r) dz = !!'... 

lo :r 2 
Sustituyendo (B.4) en (B.2) 

¡- aen(k() d( = ~, 
J__ ' 2 

y sustituyendo este último valor~ (B.l) obtenemos 

'ª;"') = (~) G) = ;.f!i. 
En el caao k < O 9e puede escribir 

¡- oen( k() d( = _ 1- -n(-k() d( -k() • 
Jo C Jo -k( 

Por tanto. en este caao, 

En conclusión, de (B.5) y (B.6) 

iflra;1:) = i•sn<"'>· 
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(B.2) 

Sea ..r = k(. 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 



Apéndice C 

La f;ra.nsfor:rna.da. de Hilhert 

En el caso de la ecuación BO en el Capítulo 1 surgió de una forma natural la integral 

.!..,J_~ ua({. t) d{. 
"" -oo {-.x 

Bata integral es sólo la apJica.c:ión a '-'<< de una integral más general conocida como la 
~ranaformada de Hilbert que se acostumbra denotar por 

1 ¡_- f(t) 'H(f;z) = -p --dt, 
1t" -oo t - .X 

donde p denota el valor principal de Cauchy en el polo t = .'7! que se define como 

.,¡_~ f(t) dt = Hm {¡•-• f(t) dt +J..~ f(t) dt} . 
-co t - Z <11-0 -ao t - .% ..,+e t - Z 

Dentro de la teoría de la transformada de Hilbert uno de los teoremas de existencia nos 
asegura que si f está. en L(-00,00)~ es decir si fes medible y absolutamente integra.ble, 
entonces ?t.(f; z) existe para casi todos los valores de .x (Titcbmiarsb, p. 132J. Como 
catamos trabajando con u que es una función medible y absolutamente integrable, entonces 
e.te teorema ne. garantiza la exiatencia de la tra.nsfonnada de Hilbert para. u. 

Para detenninar Ja tra.naforma.da inverRa. de Hilbert observam<>e que 

'H(f;z) 1 ¡_- { ~} ---,,,= p f(t) - -- d• 
:rv~:r -- z- t 

J 1- { v'2} v'2ii p __ f(t) - ,/ii(z _ t) dt. 

Entonces 
1 ¡_-'H(f; z) = --= p f(t)g(z - t)dt 

\,/'2:r --
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donde 

Por tanto 

..12 
g(z) = - -;:¡:.=;. 

"H(f:z) = (f•g)(z). 
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Aplicando la transformada de Fourier en ambo. términos de la ecuación anterior y usando 
el teorema de convolución obtenern.oa 

F("Híf;z):k) =F(f;k)F(g;k). 

Como (vé&ae Apéndice B) 

F(g:k)= -isgn(k), 

entoocea 
F("HCf: .r); k) = F(f; 1')( - i sgn(k)} . 

En conaec:uencia 
F(f;k) = (isp(.lo)}F("HCf;z);k). 

F(f;k) - F(g; kJF("HCf; z); ¡,) 
-F(g • "H(f;.r);k). 

Por tanto 

f(.r) -(g • ?t(f:•>)C.rl 

- 1=..,j~ g(z - l)"H(f;t)dt 
v2r -oo 

-~., L: ( - ..rr(!- •>) "H(f; •> d• 

- .!..,j~ 7'(f; t) di. 
• _..., t-z 

Eo conaec::uencia 
f(z) = -"H("HCf;l);z), 

de aquí que la traaafDrmada iaw!raa ele Hilb.rt es 

7<"' (f) = - "H(f) . 



Algun .. de la propiedades bMicas de la transformad.a de Hilbert aon 

7-t(f(a+t);z) 

7-t(f<•t); z) 

7-t(f(-at); z) 

?((~(t);z) 
7-t(tf(t);z) 

J: f(z)7'(g; z)dz 

'H(f(t): a+ z) 

'H(f(t);...,), a> O 

- 'H(f('); -az), a > O 

'1;'H(f(');z) 

z'H(f (t); z) + ~ r: f(t)dt 

-r: 'H(f; z)g(z)dz 

que. claro, ae demue9tran a partir de la definición. 
De la propiedad (C.6) vemos que~ si f = g, 

f:f(z)'H(f;z)dz =O. 

Usando (C.4) y (C.7) vemoe que 

J:I'<z)'H'(f;z)dz =O. 
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(C.l) 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

(C.ti) 

(C.7) 

(C.8) 

Una función que ocupa un papel central eo el estudio de la ecuación DO es la función 

ª"" f(z) = z'+b' 

donde a es una constante diferente de cero y bes una constante positiva. Su importancia 
reaide en que su traosforrnad.a de Hilbert es una función racional como lo es f(z), y eso 
Jo proba.remoa enaeguida. 

Por definición 

( 
al>" ) 1 ¡- al>"dz 

'H z'+b";( = :;¡:P --(z•+b2)(z-()' (C.9) 

Para encontrar el valor de esta integral extendemos sus variables al campo de los números 
complejoa: Sea 

J = ¡ ab2dz 
le (z - bó)(z + bó)(z - () 

doade z es un número complejo y C .. el contorno compuesto de doe i.ern.icfrculoe y dos 
megrnentoe de recta como lo muestra la figura A. 
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... 

Figura A: Integración de contorno en el pla.no complejo. 

Si llamamos C1t & la semicircunferencia que '\"a de R a -R, y -Ce a la semicircunfe
rencia que va. de ( - lf a. ( + lf eotooces podemos reescribir la. integral J como 

1 1C-• 1 JR J= + + + 
C"'- -R -c. .,:+e 

Para : en C1t tenernos que 

lz - {( > jlzl - l(lj = jR - Kll = R - 1(1 > O, 

(C.10) 

de aquí que 
1 1 

1: - (1 < R - Kl . 
Por otra parte, 

1=· + 1121 > l1z1• - 1i.1•1 = IR" - "'I = R" - "'>o 

(C.11) 

luego 
1 1 

lz2 + b2I < R' - b" • 

u....,do (C.10) y (C.11) tenemos que 

1 
( ~dz 1 ( lab'ldz 

le. (z2 + P)(: - () < le. 1:2 + b'JI: - (1 
< ( lalb"d: 

le. (R2 - b')(R -1(1). 



77 

En consecuencia cuando R tiende a infinito 

,¡. 1 ( ab' dz 1 O 
!..~ le,., (.z2 + b2)(z - {) = . 

por tanto 
lim / ab2 d: = O • 
R--JcA (z2 + b")(: - () 

(C.12) 

Por otra parte, como (ea un polo simple de J entonces cuando L tiende a. cero se tiene 
(véaae Maraden, p. 311) 

limj ab
2

d:= 
•-<> -e, (z2 + b")(z - () 

-7r'i (Residuo del integrando en() 

( 
ab2 

) 
-r.i (2 + ~ . 

Por tanto 

(C.13) 

Por otra parte, considerando la integral sobre todo el contorno C se obtiene, por el 
teorema d,.¡ residuo, 

En consecuencia 

J 21ri (Residuo del integrando en bi} 

2,..i (2bi(:,1'2_ ()) 
ab>r 

bi-( 
ab>r((+ bi) 
(2+~ 

( +j'-·+¡ + rn =-ab>r((+bil. 
Jc11. -n -c. lc+c ( 2 + Ir 

Finahnente, tomando los límites cuando R tiende a infinito y cuando t:: tiende a. cero 
y usando (C.12) y (C.13) obtenemos 

Luego 

1
00 ab2 dz ab2 'Ki abJr(( + bi) 

p -- (z2 + b2)(z - () - (2 + b" = - (' + b2 · 

j - ab'dz 
p -- (z• + "2)(z - () 

ab2 7r'i abw(( + bi) 
c•+b2 - c•+1>2 

ab>r( 
- ('+b•. 



Apéndicea 78 

1 ¡- ali'dz ab( 
i' P -eo (.r2 + b2)(.r _ .;) = - (2 + b2 • 

Por t.anto 

(C.14) 

es decir. sustituyendo (C.14) en (C.9)7 

(C.15) 

En el CaM> en que b fuese negativo tendríamos un cambio de signo en la integral porque. 
en este caso, el contorno C se recorrería en sentido cont.rario a como lo hcmoe hecho. 

Como ya Jo menciona.moa, obaervam011 que la tra.nsfOl'Tllada de Hilbcrt de la. función 
racional 

es otra función raciooa.l. 

ab' 
f(z) = z• +"2 

Además del libro de Titchmarsh., el lector interesado en la transformada. de Hilbert 
puede consultar también. por ejemplo. H. Hocbstadt (contiene algunos cjcmplOR de apli
caciones de la transformada) y J. N. Sneddon (contiene una concisa y clara sección de la. 
transform,"lda. de Hilbcrt). 
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