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Prefacio

En nuestro planeta existen sistemas, tales como la atmésfera y ¢l fondo del océano,
formados por diferentes estratos en profundidades muy grnndes. Las ondas que se forman
cn el interior de ellos tienen una gran similitud con los f que se pres an en las
ondas formadas en la superficie de los [luidos. En general las ecuaciones que las describen
tienen términos no lineales y términos de dispersién.

Al estudiar la ecuacién mas simple para una onda no lineal

e + cuu, = 0, u = u(x,t), ¢ = constante,

descubrimos que en al casos, dependiendo de la condicidn inicial, la solucién puede

llegar a ser multivaluda en alguna parte de su dominio. En su correlacién con el mundo
fisico, vemos que este fend corresponde al movimiento de las ondas de
agua que, como las olas, licgan a un cierto punto en donde comienzan a envolverse en si

se y luego d parecer. Pero no todas las ondas de agua presentan este
comportamiento.

Las soluci de i del tipo
ue + cuur + L(u) =
donde L{u) representa un término de dispersién, no evolucionan en funciones multiva-
luada. Esto se debe a que el balance entre la no linealidad y la dispersidon impide que la
solucidn se vuelva multivaluada trayendo como ia una aten ién de la onda de
una forma dif A eate P un fenémeno singular mostrado ya en experimentos
fisicos y numeéricos es aquél que produce la onda al avanzar e ir desprendiendo tras si
una cola de ondas de amplitudes mis pequefias de manera que a tiempos suficientemente
grandes se obtiene un tren de ondas completamente estable. Cada una de estas pequcrias

ondas se como solit y aquelld parte de la onda que no evoluciona en solitén
se conoce como radiacién.

El propésito de este trabajo es tratar de estudiar este dltimo fenémeno para las ondas
que se generan en el interior de loa fluidos estratificados de profundidad infinitamente




grande. La ecuacién de Benjamin-Ono es la que describe la evolucion de este tipo de
ondas. Esta ecuacién fue establecida por primera vez por H. Ono en 1975. A partir de
uaci como la vacién de masa, la ecuacién de Bernoulli y las ecuaciones de
los fluidos que provienen de las leyes de Newton, Ono dedujo la ecuacién para ondas
en fluidos estratificados de gran profundidad perturbando un estado base. A manera de
introduccién en el Capitulo 1 deduciremos esta ecuacion e ilustraremos la relacién que ella
tiene con la ecuacion de Korteweg-de \Tries, que es una de las mads conocidas ecuaciones
no lineales y la que describe la evolucion de las ondas sobre la superficie de los fluidos. La
deduccidon de la ecuacién de Benjamin-Ono ¥ la ecuacion de Kort: g-de Vries la h
a partir de la relacion de dispersiéon de una onda en fluidos de profundidad finita y por
medio de un operador de dispersion.

En el Capitulo 2 estudiaremos la evoluciéon de la onda interna del fluido. La principal
dificultad en el andlisis de la evolucién de este tipo de ondas consiste ¢n modelar la
formacion de solitones detris del pulso inicial. W. L. Kath y N. F. Smyth utnhz.a.ron las
leyes de conservaciéon de masa y de momento para conocer la lucién de las so!
de la ecuacion de Korteweg-de Vries. Nosotros utilizaremeos esas ideas para conocer céma
evoluciona la onda interna en los fluidos estratificados de gran profundidad. El punto
central consiste en introducir parimetros adecuados cuya evolucién en el tiemmpo nos
permitan estudiar la evolucion de la onda. La conservacién de cantidades como la masa
total y el momento total nos proporcionarin una plataforma a partir de la cual podremos
estudiar la formacién de solitones detras del pulso inicial. El andlisis lo haremos de una
forma gradual considerando primero ¢l pulso inicial y después el pulso inicial y la radiacién
desprendida.

Para la realizacién de esta tesis he contado con la ayuda de varias personas que con sus
criticas y sus sugerencias me han ayudado a mejorarla. Por supuesto, todo etror que ésta
pueda contener es s6lo reaponsabilidad mia. Agradezco enormemente a los doctores Maria
del Carmen Jorgc, Gustavo Cruz, Antonmarm ]\lmzonl vy Pablo Padilla del Departamento

de Matematicas y N dnica del | de | en Matemdticas Aplicadas y Siste-
mas, UNAM y a.l doctor Julio Herrera del Departamento de Fisica y Matemaiticas Aplicadas
del ) de C Nucl s, UNAM, su tiempo en la revision de este trabajo y sus

valiosas sugerencias para mejorarlo. En particular a la doctora Jorge por haberme aseso-
rado en ¢l desarrollo del mismo. También deseo agradecer al doctor Noel F. Srnyth de la
Universidad de Edimburgo por ayudarme a entender el caso KdV, a Fundacién UNAM por
la beca otorgada dentro del Programa de Becas para Tesis de Licenciatura en Proyectos de
investigacién (diciembre de 1995 a febrero de 1997) y al Departamento de Matemiticas y
Mecinica por las facilidades que me ha otorgado.

Cd. Universitaria,

Agosto de 1997. G. F. R.



Capitulo 1

La Ecuaciéon de Korteweg-de Vries y
la Ecuacién de Benjamin-Ono

1.1 Introduccién

Una gran parte del en el con o de la prop de ondas no linecales
y dispersivas se debe al estudio de las ondas de agua y sobre todo a la ecuacion de movi-
miento de las ondas superficiales de aguas poco profundas, conocida como 1a ecuacién
de Kor g-de Vries (E i6n KdV):

U+ antg + Suy =0.

Esta ecuacién ha sido ampliamente estudiada y ha sefialado nuevos caminos en las ma-
temaiticas e impulsado el desarrollo de otros tantos. 'na muestra de esto es el impulso
que el descubrimicnto de los solitones y el desarrollo del método de dispersién inversa le
han dado a las materniticas y a algunas dreas de 1a fisica. Por su riqueza y su simplicidad

esta ecuacion se ha establecido como una de las mis conocidas ecuaciones de ondas no
lineales.

Alg de las rel entre KdV y otras ecuaciones se evidencian, sobre todo, por
<] contexto fisico en el que las ondas A este resp: en este capitulo mostraremos
la estrecha relacién que existe entre la ecuacién KdV y la ecuacién de Benjamin-Ono a

través de su origen fisico y de la relacién de dispersién, que en muchos casos define los
diversos tipos de onda.

La relacién de dispersién es uno de los conceptos bisicos en ¢l estudio de la pro-
pagacién de las ondas, pues vincula de una forma muy simple las variables intrinsecas de
una onda, como soa el mimero de onda y la frecuencia, con las variables fisicas relevantes
del medio como son, por ej plo,la d idad y la vi

En contraste con KdV que gobierna el movimiento de las ondas superficiales, la
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ecuacién de Benjamin-Ono (Ecuacién BO):
2 £
Uy + oung + _iia.r‘p/x. !:l(y) dy =10.
gobierna el movimiento de ondas internas en fluidos estratificados de gran profundidad.
A las ondas internas se les llama asi porque se forman en el interior de los fluidos
estratificados ¥ no en su superficie.

La deduccién de la ecuacién Kd\V\ se atribuye a Diederik Johannes Korteweg v a
Gustav de Vries [1895], aunque actualmente se sabe que ya se encontraba en algunos
articulos anteriores a 1895 que habian sido publicados por Josepb Valentin Boussinesq
{Miles, 1981]. Por otra parte, las ondas internas en fluidos estratificados fucron estudiadas
extensamente por Brooke Benjamin durante muchos afios obteniendo la forma exacta de

las ondas internas aiin sin conocer su ecuacion de movimiento {Benjamin. 1967]. la cual
fue encontrada por Hiraaki Ono en 1973 [Ono, 19

La ccuacién KdV tiene importantes aplicaciones en fisica y s posible que la ecuacion
BO tenga algunas aplicaciones en los estudios acerca del océano y de la atmdsfera terres-
tre. En este capitulo pretendemos deducir ambas ecuaciones a partir de la relacién de
dispersion dentro del contexto de los fluidos estratificados

1.2 La relacién de dispersién para una onda interna
en un fluido estratificado de profundidad finita

Como ocurre siempre en los estudios de problemas fisicos, comenzaremos estudiando
un mov-mlcuto idealizado dentro de un contexto fisico idealizado. Asi, estudiaremos sélo
bi e el movimi de una onda que se¢ propaga en la direccidn del eje r
dentro de un ﬂuldo estratificado verticalmente por dos fluidos irrotacionales, inmiscibles,

ibl idad p, que tomaremos cono

P y ded
_f P en -y <y<y
p(y)_{Pz en n<Syv<h ’

donde p, y p; son constantes positivas: y = n(z, t) cs la clevacién de la superficiec de la
onda respecto a la linca de estabilidad y = 0 al tiempo t sobre el punto =

Con objeto de que las oacilaciones de la onda ocurran en el fluido de la capa inferior
vamos a suponer que las dos densidades py y p; son tales que

P1 > pa.

Ademas vamos a suponer que los dos fluidos estan confinados en un canal cuyas iinicas
fronteras son los planos rigidos horizontales y = —h, y y = hz, donde Ay y h2 son
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constantes positivas, tal como se muestra en la figura 1. Asi las variables espaciales estdn
dentro del dominio:

—c < T < oo
—hy < y < ha.

Figura 1: Ay y hz finitos.

Para obtener la relacidon de dispersién de una onda interna comenzamos observando
que al suponer que el fluido es irrotacional en una region simplemente conexa se deduce
que existe un potencial de velocidades © = &(z,y.#). Esto es existe ¢ tal que

- o Ao (1.1
-2=2 ©o= - .
8 Oy
donde u es la componente horizontal de la velocidad ¥V del fluido y v es la componente
vertical de la misma.

u =

Por otra parte, de la segunda ley de Newton tenemos que la fuerza por unidad de
volumen es v
— = F o
== F (1.2
donde F es la densidad de fuerza. La fuerza esti compuesta por la suma del gradiente de
la presién hidrostdtica y el gradiente de la fuerza gravitacional:

F=—v(P.y) — V(son) (1.3)
donde V(f) denota el gradiante de la funcidén f para las variables espaciales. Sustituyendo
(1.3) en (1.2)

av
g = V(P + gry).
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Entonces

, (a—;i (7 vw) = (P +gon).

donde dV/dt tiene componentes

(1.4)

(u1 1) = (Bu/dt +V - Vu,dv/3tV . V).
De la férmula
C(F-G)Yy=(F-VIYG+(G-VF + F xrot(GY+ G x rot(F),
donde rot(G) es el rotacional de la funcién &, obtenemos
TV - V)= 2(V-VIW + 2V x rot(V).
Como el fluido es irrotacional entonces rot(V) = 0 por tanto
V.o = %V(\‘/ .

(1.5)
Sustituyendo (1.3) en (1.4) obtenemos

av 1 I
p(-ﬁ--*EV(V‘V)) + V(P + gpy) = 0.

Como V = —V{¢) entonces

P (—v (%) + %V(u' + v’)) + V(P +gpy)=0.

do

1 2 2 Lid =
) + 2(u +v?) + - + gy = Constante
do la con la f idn ¢ obt

8¢

Lwroy+ B -
8¢+‘2(“ +u)+p+gy—0.

Por tanto

Invol

(1.6)

que es conocida como la férmula de Bernoulli para el flujo de un fluido en dos dimen-
siones.

En nuestro problema d

P que los movimi del fluido son muy pequeiios
de modo que podemos despreciar los cuadrados de las P de la velocidad. As{
{1.6) puede ser reducido a

ag P

——8—t+-;+gy=0. (1.7)
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Por otra lado como el fluido conserva su masa en todo tiempo entonces la densidad
p y la velocidad V = (u,v) isf: a e continuidad para un fluido
compresible
20 div(p¥") =0
51+ Py =

donde div(pV) denota la divergencia en las variables espaciales de la funcién pV’. Esta

ecuacién se obtiene estudiando el cambio en el tiempo de la masa de una unidad de
volumen [por ejemplo véase Rahman, p. 17 y sigs.].

Ya que la densidad p es constante la ecuacién de continuidad se reduce a

div(V) =0
y de aqui que
8x By
Entonces, usando (1.1), vemos que ¢ satisface la ecuacién de Laplace
e ¢
Pt o =0 (1.8)

Como las fronteras del fluido son rigidas, entonces v es nula sobre las mismas de modo
que ¢ satisface las condiciones de Neumann en la frontera:

B8e
il =0 en = —h, y y=hz. (1.9)

Abora trataremos de establecer las condiciones del potencial en la interfase

Definimos como ¢; al potencial de velocidad en la capa inferior y como ¢3 al potencial
en la capa superior. Esto cs,

_ | #ilzyy,t) en —hi<ys=n
S(z,y,t) = Saryt) en n<y<hy (1.10)
Como ¢ es continua en y = 5 por cso tomamos ¢; =

= ¢z en la interfase.
Puesto que la presién hidrostitica es continua en la superficie de la onda entonces de

(1.7) tenemos que
9d _ _ B8¢s _
1 \Fg —In) = P\ 3, — 9

donde —h1 < 1 <1 ¥y 7 <yz2 < hz, o equivalentemente

[l 8¢

9(pava — prn) = pa—3" — pr—g - (1.11)
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6
Te do el limite o y tiende a 5 obtenemos
do
y(ﬂz—m)n=fp:—m)3’- (1.12)
v
es decir o
o
= 1de . 1.13
=05t . { )
Establ una dicién de fr libre t do y = 0 para ¢ en la ecuacién
(1.13):
180
_ 180 . 1.14)
7 99t|,_o {
Por otra partc, definimos { como
Clt.x . y)=n(t,x)—y.
En la interfase y = n tendremos que
(¢, x,y) = 0.
Luego
% . q
dt
Por la regla de la cadena
o ocd:  Bcdy _
8t " dxdt " dydt T
Como u = dx/dt y v = dy/dt entonces
. . I _
ERit it
por tanto P 9
an 2 o=
Be + uy v=0
En términos del p. ial de velocidad
o _260n 00 _
3t Froz Ty O (1.15)
Linealizando
on _ _9¢
ot 3y
Tomando y = 0 en la funcién ¢ tenemos una segunda condicién en la interfase:
an 3
B = " oyl,0 (1.16)

En la ion de Lapl para el p ial de velocidad
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s 8%
ol Eride o (1.8)
con condiciones en la frontera
Jo
a—:=0 en y=—m ¥ y = h2 (1.9)
» condiciones en la interfase
190
= —— 1.11)
n 93|, u0 (
y
an L)
-] (1-16)

Enseguida trataremos de encontrar la forma del potencial de velocidades y ella nos
ayudara a eucontrar la forma de la velocidad de fase, es decir, de la relacion de dispersién.

Por tratarse de una propagacién de onda, la forma de ¢ es la de una funcién armdnica
en r y en t. De aqui que podemos tomar © con la forma de un modo normal:

B(2.5.0) = Q(y) € ks —wh) (1am
donde k repr: & el mi o de onda y w representa la frecuencia de la onda.
De la ecuacién (1.8) se deduce que @ satisface
QR"-kQ=0.

La solucién general de esta ecuacidn es

Q(y) = Acosh(ky) + B senh(ky) (1.18)

donde A y B son constantes.
De las condiciones de frontera (1.9) se tiene que

3% _ i(kz — wt) _
o = dw el =0
en y = ~h, y en y = hz. Por tanto en esos valores de y se tiene que

Q) =0.
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Luego por (1.18) se tiene
kAsenh{ky) + kB cosh(ky) =0

eny= —hyyy=h;
Para y = —h, tencmos

—kAsenh(kh,) + kB cosh{kh,) = 0.

Definimos Dy como
D, = Bcosh(kh,}) = Asenh(kh,)
de modo que
P W B= D1 __
= Semb(khp) y = Coshikh;)
Sustituyéndolos en (1.18) se tiene
D, -
Q(y) Seab(kRY) cosh{ky) + senh(ky)
D,
SeE(ER) coB RR D [ cosh(ky) cosh(kh,) + senh(ky) senh(kla,)]

D
cosh(kh,)

1
seab(Eh;) cosb(Bhp) SOk k¥ -+ A1)

por tanto para la capa inferior nos queda

Q(y) = A cosh k(y + )

donde D,
senh(kh;) cosh(kh,) *
Analogamente para la capa superior se obticne

Q(y) = Azcosh k(y — h2)

A =

donde
Agm e D2
2 senh(kh) cosh(khz)
y
D, = Bcosh(khi) = — Asenh(khs).

Sustituyendo (1.19) y (1.20) en (1.17)

¢1 = Ajcoshk(y + hpeikz —wt) - 4 oy oy
@z, y,t) = . -
$3 = Az cosh k(y — ":)e.(kz - wt)‘ n<y<h;

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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donde el d inio de y es do de acuerdo a (1.10). Usando (1.21) de (1.14) tenemos
que 1 .
- SiwAicoshk(y + h)@ AT — w0 _p <y <y
7=l :
- %iwA,coahk(y —hpyeitks —wt) Loy g
T do el limite do y — 0 se obtiene
- éiwA, cosh(khyy@(kz —wt) ;. . <q
n= X ) (1.22)
- ;iwA, cosb(khq)e'(k: - u~t)‘ 0<y<h;
Como en la superficie ¥y = 1 las dos soluciones en (1.22) deben coincidir. entonces
podemos definir a la constante a como
a= iiwA, cosh(khy) = éiwA; cosh(khz).
Esto nos permite reescribir  de una forma mas simple como
n = —a@(kz —wt) (1.23)

Por otra parte, sustituyendo (1.23) en (1.16) se obtiene

eilkz —we) _ _ 9%

iwa F

y=0
Usando los valores de ¢ mostrados en (1.21) se obtiene

iwa @ FE —wt) _ _ g,

kA, senhk(y + kpyeikz —wt) 4o o
v—0

kAzsenhk(y — hz)ei(kz - wt), n<y<ha.
Tomando el limite cuando yy — 0 se obtiene
iwa@ilkz —wt) _ [ —kAisenh(kh)€iF=—wO -, oy <o
kA, senh(kh)@HET —wt) g o g
Cancelando la exponencial se liega a

. [ —kAysenh(kh)), ki <y<0
twa = { kAzsenh(kha), O<y<ha® (1.24)

i
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Una buena ap alaec idn (1.12) es

. S
gtpa — o) = [m—g? - 5!']._0 .

Usando (1.21) y (1.23) i
— 9(pz — pr)a€ ks —wt)
[— priwA; conh k(y — k)€ AT — W8 4 14, cosh k(y + by )BTRS — wf)] .
ym0
C lando la fi ion exp ial y 1 do en y = 0 se¢ obticne

—ag(pz — p1) = iw( — p2Azcosh(kha) + p1A cosh(khi)),
es decir
ag(p1 — p2) = iw(p1A; cosh(khy) — paAz cosh(khy)) . (1.25)
De (1.24) se sigue que,en y =0,
—kAsenh(kh,) = kAzsenh(khs).
Entonces
A, = _ Arsenh(khi)
2= senh(kh;)

Sustituyéndolo en (1.25) se obtiene

ag(mm — p2) = iwA, (;2, cosh(khi) + msenh(kh;)colh(kh,)) .
Multiplicando por iw y dividiendo entre senh(kh,)

iwa _
'—"’—w-’:‘h%_-’“)ﬁ = — A (p1 coth(khi) + pz coth(khz))
pero de (1.24) se tiene que .
twa
—kA = senh(kh)
Entonces

— kEAg(pr — p2) = — w? A1 (p1 coth(khi) + pa coth(kha)),

final 1 s and b

y P w? se la relacién de dispersién para una onda
interna de profundidad finita
kg(ps — pa)

2
W = oy coth(kh; ) + pa coth(khy)
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Como p; > p2 entonces w? estd bien definida si

o coth(khy) + pacoth(kh,) > 0.

De la relacién de di ion ob ficil e 1a velocidad de fase (c = w/k):
_ g(ps — pa) $
(k) = (hkcoch(kh.) ¥ pakcoth(khz) ) ° (1.26)

1.3 Limite cuando la capa superior crece infinita-
mente y limite cuando decrece a cero

La relacion de dispersion juega un papel muy importante en el estudio de las ondas
no hncdea ya que es ella quien. por lo general, define los diferentes tipos de onda. En la

5n anterior ramos la relacién de dispersiéon de una onda interna en un canal
de altura finita evitando tocar loa casos extremos como lo son las alturas infinitamente
de e infini fia (véase las figuras 2 y 3). Ahora trataremos cstos casos

y veremos cémo la relaclon de dispersién cambia cualitativamente mostrando de esta
manera dos tipos de onda diferentes a la primera. Esto se ilustrard por medio de los
primeros términos en la serie de Taylor de la velocidad de fase ¢ para ondas muy largas
(es decir para nimeros de onda k cercanos a cero).

En rclacién a la altura del fluido en esta seccién sélo trataremos el caso cuando la
altura de la capa superior varia (véase la figura 2). Cabe decir que éste y otros casos
tales como aquéllos donde la altura de ambas capas varia o donde la altura de las capas
es finita, pero las fronteras son libres, fueron estudiadas por Benjamin en su articulo de

1.3.1 El caso cuando la altura de la capa superior crece infini-
tamente

Cuando la altura de la capa superior aumenta, la longitud de la onda también aumenta,

o equival e 0 de onda se hace mis pequeiio ya que, si A denota la longitud
de onda, 2
x
A= b
De la desigualdad
khy < kha
fécil d b lap ién entre las di i de la altura de los fluidos

vy las di nsi de la longi "del.onda. tableciendo asi el dominio de la longitud de
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y=0

’hl

Figura 2: kk2 — oo.

onda:
ki< A< ha.
Para mantener esta proporcién cn esta seccién analizaremos el caso de la profundidad

infinitamente grande de la capa superior haciendo tender XAz a infinito. (Y no a k2
solamente. como era de esperarse.)

Consideremos la velocidad de fase:

S a(p1 — p2) 4 o
k) = (P;kcoth(kh,) ¥ pakcoth(FAa)) - (1.26)
No es dificil mostrar que (véase Apéndice A)
k’l.x_rr;o Kk coth(kh) = jkj. (1.27)
Usando esto vemos que en el limite cuando kh; tiende a oc obtenemos
g(p1 — p2) ¥ o
k) = [ w2 1.28
) = (Geames o (29

En vista de que la funcién valor absoluto es discontinua en £ = 0, trataremos de
obtener una aproximacién de ¢ en k == 0, aproximandonos tanto por el lado derecho como
por el izquierdo. Por esta razdn, en adelante al hablar de derivadas de ¢ respecto a k en
%k = 0 nos estaremos refiriendo a limites laterales.

De (1.28) y haciendo uso del siguiente limite (véase Apéndice A)

. . 1
’l‘mkco:h‘\kh) =% (1.29)
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y

Figura 3: kh; — 0.

obtenemos el valor para ¢ en & = 0 al que denotaremos por Co:

I
Co = (;”_h_'_(p_‘__’”_) ) (1.30)
1

Como g, A1, p1 ¥ (p1 — p3) son numeros positivos, entonces Cp estd bien definida.
Por otra parte, como |k] = ksgn(k) para & ¥ 0 donde sgn(X) es la funcién signo
de k que toma el valor 1 si & es positivo y» —1 si & es negativo. se tiene de (1.28) que
-t
k) = . ger—p) Y?
p,k coth(kh,y) + palk]

_ 9(p1 = pa)(e1 coth(kh1) — prhi k csch? (kA1) + pz sgn(k))
(prk coth(khy) + p-Ik])

Reordenando los términos obtenemos

ey = 1 9{p1 = p2)
ey = -3t p~|u)
{p, {coth(kk,) — hik csch?(Xh1)) + pz sgn(k) }

prkcoth(khy) + p2)X]

Tomando el limite de ¢(4) cuando ¥ tiende a cero. usando (1.29) y la signiente propiedad

(véase Apéndice A),
,{il’é.{c“h(kh) —hkcsch’(kh)} =0, (1.31)
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se obtiene
Sy = _% (Q’ll(l’l - p:ﬂ) {mh- Ssn('-)}
1 h
= - §Cu {% ssn(k)}
— pah,y _ X
= - 55 Cosgn(k).
Entonces una aproximacion de c(k) para khiz — > s
(k) = €(0)+ c(O)k + -~
- pahy 0y ke
= Cq - Tlp—‘c'nsgn(k)k e
= LY
- cofi- Bt}
Si denotamos a yo por
Sy LIX
2p;
entonces podemos escribir la velocidad de fase de una manera aproximada como
e(k) = Co(1 — 70lkl), (1.32)
donde Cp es
IS
Co = (é’.ﬂﬁ‘__—;’L).)7 (1.30)
P
Observamos que tanto o como Cgp son nimeros positivos.
Esta velocidad de fase corresponde entonces a la velocidad de fase de una onda interna
en un fluido de profundidad infinitamente gtandc. )\Iu adelante csta aproximacién a la
velocidad nos ayudard a ob la ién de B in-Ono.

1.3.2 EIl caso cuando la altura de la capa superior decrece a
cero

En la velocidad de fase

_ g(pr — p2) 4
(k) = (p,kcoch(kh.) T pak coth(Rha) (1.26)
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tomamos el limite cuando kh; tiende a cero. Lo que pretendemos hacer en esta seccion
es aproximar la velocidad de fase de la onda interna cuando la altura de la capa superior
es muy pequeiia. Como las fronteras y = hy, y y = hz son rigidas. entonces fisicamente
ha no debe ser cero pues ello indicaria que la onda no puede existir ya que la frontera
superior aplastaria a la onda. Por esta razén tomaremos el limite cuando kh; tiende a
cero, teniendo presente que esto es s6lo una aproximacion a kh; = 0. Esto también nos

lleva a despreciar el valor de la densidad de la capa superior cuando khy tiende a cero,
pues la capa supcrior que queda es d d

en rel
lnfenor. Por esta razdéu, como en el limite (1. "‘9)

a la altura de la capa

kpzcoth(kha) — 1, cuando &kpy — 0. y khy — O.

Entonces, cuando kh; tiende a cero,

1
ey = ( ——92 "
olk) = (p,kcoth(k/x|)+ 1) . (133)
=0 y usando (1.29) sc obticne

— gph 5
<@ = (p; + h\)

y definimos este valor como C,, es decir,

¥
gl )
Cy = | =——"—— . 1.34
! (Pl + hy ¢ )
Como g, py y A, son niimeros positivos entonces C; esta bien definida
Por otra parte, derivando {1.33) se obtiene

1 ( . )'§ _ gpr SR — & ok cseh?(khy)
2 \ pikcoth(kh,) + 1 1 (P,kcolh(kh,) + 1)

N gm ¥ (coth(khy) — h,kcach’(kh.)}
2 \pikcoth(khy) + 1 prk coth(kh,) + 1

_m (k) coth({kh,) — hik csch?(kh,)
€ prk coth{kh,) +1 )

Evaluando en &k

(k)

il

Tomando el limite cuando k tiende a cero, y usando las propiedades (1.29) y (1.31), se
tiene que

c(0) =
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La segunda derivada nos da

1 . 2
By = LUk {coth(kh.) — h, &k csch (lh,)} & 1
k) 2 &) prkcoeh(kh,) + 1 T (prk coth(kh,) + 1)° *

{2h. (A1k cach®(khy)coth(khy) — cach?(khs)) (prk coth(khy) + 1) —

p1(coth(khy) — hyk csch’(kln))’}.

Tomando el limite cuando & tiende a cero y usando (1.29), (1.31) y el siguiente limite
(véase Apéndice A)

. 1
lim {Ak casch?(kh) coth(kh) — cach?(kh)} = 3
se tiene que

<”(0)

[]
5
i’:
o
-
o
)
|
o
+l
=
St
I
l
e
7~~~
3
+|>
D'
\-/
,—M
N
."
+
B‘
\_/
N

Por tanto
hy

Luego una aproximacidn tipo serie de Taylor de c(k) para kh; — O es
(k) = c(0)+ (0)k +(0)k? + -
= C — 3—;0,3 &k 4+

2
= a(i-48a) .

Si denotamos por 7, al valor
A O,
N = '—':' -~

[
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entonces podemos escribir la aproximacion de la velocidad de fase ¢ como

(k) = Ci(1 — 3, k). (1.35)

H

gpihy
Cy=|—"—— .

b (m + h-)

Observamos que tanto -y; como C; son nimeros positivos.

Esta i6n es una i ion a la velocidad de fase de una onda que se mueve
sobre la nuperhcxe de un fluido. Ella nos ayudard a encontrar la ecuacién de Korteweg-de
Vries en la siguiente seccidn.

donde

1.4 La ecuacién de Benjamin-Ono y la ecuacién de
Korteweg-de Vries

En esta seccién mostraremos cémo construir una ecuacion diferencial a partir de una
relacién de dupmlon. En parhculnr, a partir de la relacion de dispersién de la onda
b

interna las BO y KdV.
Consideremos la ecuacion

ue + Cre + 71 Crueee = 0. (1.36)
Proponemos X
u(z.t) = A@itkz —wt) (1.37)

como solucién de la ecuacidon, donde k es el nimero de onda, w es la frecuencia y A es la
amplitud. De (1.37) tenemos que

Bu .
o = “iwu, (1.38)

du
Iz

g—% = iku. (1.40)

Sustituyendo esos vak en (1.36) ob

= —iku, (1.39)

wu — ikCru 4+ 1ik°Chu = 0.

Esto implica que
w — kCy + 7 &*C, =0,
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de modo que
w— kG, (1 — mk?) = 0.
Sea G la funcién
G(w, k) = w — kCy (1 — 447).

Vemos entonces que con objeto de satisfacer la ecuacién (1.36) una condicién ha de cum-
plirse:

G(w, k) =0.
Esta es la relacién de dispersidn que expresa la fisica del problema.

Como observamos en las ecuaciones (1.38) a (1.40) cada eclemento /8t produce un
elemento —iw y cada 3/9x produce un elemento ik. Esto muestra claramente el vinculo
entre la ecuacién y la relacidn de dispersion. De esta forma es légico pensar que si se
conoce la relacién de dispersién se puede conocer la ecuacién.

Enseguida mostraremos como construir una ecuacioén diferencial a partir de una re-
lacién de dispersién. Denotamos a F como la transformada de Fourier

k)= — [ —ik(
Fiey = = [T e
Tomamos K como la tranaformada invversa de Fourier de la funcién c(k)

K(z) = \/—‘2_;/;: c(k)eikTar . (1.41)
Entonces

k) = = [T K(re .
Haciendo { = ¥ — £ tendremos
k) = o= [T Kz ek~ O,
Entonces

75 L K= —oetea.
Luego

. eikz v oge HY I
w € +—ﬂ—;j-nl\(: ore*ae —o.
Maultiplicando por i A€~ obtenemos

—iwaEihr —wt) ‘/—‘f;j_” K(z — ) ika@i(kE —wtlye _ g,
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Sustituyendo la forma (1.37) en ella obtenemos
1 R
u.(x.z)+7§.;f_: K(z = &) ugle. t)dE = 0. (1.42)

De esta forma, a partir de la velocidad de fase p.

construir la ecuacion (1.12).

En la ded i6n de la dicién (1.16) despreci el término (8¢/3zx)(3n/8x) en
(1.15) con objeto de obtener una condicién de frontera para la elevacién de la onda.
Podemos ahora retomar este tipo de no linealidad incluyendo un término de la forma uu,
en la ecuacion (1.42) para establecer una ecuacién mais general, a saber.

U+ auug + L{u;r) =0 (1.43)
donde 1 oo
fuie) = o= [T Kz - Oue(s.0de,

u = u(x,t) representa el desplazamiento de la onda, ¢l niiclco A'(z) es una funcién dada y a
s un nuimero real diferente de cero. En adelante supondremos que u(z, 1) es absolutamente
integrable y se anula como 1/z? cuando {z] tiende a infinito. Esta ecuacién fue establecida
por Benjamin en su articulo de 1968 [Benjamin, p. 563.]. (Véase también Whitham, p.
363 y sigs.)

Usando la definicién de la transformada de Fourier podemos reescribir (1.41) como
K(z) = F~Y(cx) (1.44)
donde F~! denota la transformada inversa de Fourier.

Ahbora trataremos de obtener las ecuaciones que gobiernan el movimiento de las ondas
en el interior de los fluidos estratificados de profundidad infinita y en la superficie de
aguas poco profundas, en otras palabras obtendremos la ecuacion de Benjamin-Ono y la
ecuacién de Korteweg-de Vries. Para esto nos serin dc gran ayuda los limites (1.32) y
(1.35) que obtuvimos en la seccién anterior. Partiendo de la ecuacién (1.43) y utilizando
ciertas propiedades de la transformada de Fourier obtendremos, en el caso kh; — oo, la
ecuacién BO, y en el caso khz — 0, la ecuacién KdV.

Comenzaremos considerando solamente £(u; x). Aplicando la transformada de Fourier
obtenemos

F(Leui=y k) = 7 (T [T K= - Outen e k) . (1.45)
Si defini la lucidén de las f; i J ¥ g como

Ueod®) = = [T 1@ 0z~ dE = = [T sz - 9O
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entonces podemos reescribir (1.45) como
F(L(us ) k) = F(K = usi k).
Aplicando el teoremna de convolucién se obtiene
FCluix): k) = F(K: ) F(ug k).
Por (1.44), K (x) = F~'(c; x), entonces
Feu;2)i k) = c(k)F(ua k). (1.46)

1.4.1 La ecuacién de Benjamin-Ono

Como probamos en la seccién 1.3, c{k) = Co(l — 70lk]) es una aproximacién a la
velocidad de fase para las ondas internas en {luidos de gran profundidad. Sustituyendo
en la ecuacién (1.16) se obtiene

Fe(u; )1 k) = CoF(tiei k) — 1%ColklF (usi k).
Como |k| = ksgn(k) para & # 0, entonces

F(L(u;); k) = CoF(ueik) — 1Co k sgn(k)F(us; k)
= CoF(us; k) — 70Cai(—ik)sgn(k)F(us: k).

|
F(L(2)i k) = —ikF(f(z); k). (1.47)

vilida para fi i 3 bsol integrables en todos los reales y con deri-
vadas seccionalmente contmuux » también absolutamente integrables, obtenemos

F(L(u; x); k) = CoF(usi k) ~ r0Coi sgn(k) F(urei k) -

isgn(k) = Jgf (i;k)

F(L(u; 2); k) = CoF(uri k) — ‘YOCoﬁ-F (i k) Fluce; k) s
y por el de lucién se obti

2 /1
F(Lui2)i k) = CoF(unik) — —,.,co\/;.r (3 = weei b) .

U o la ida propied

Como (véase Apeéndice B)

entonces
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Aplicando la transformada inversa de Fourier obtenemos

L(u:ix) = Couz(x,t) — ‘mcoﬁ (é - un) {x.2),

¥y escribiendo la convolucién en forma integral se tiene

L(u; ) = Coug — 20Co 2] o deelSel) { d{ (1.48)

~ —on X

donde p denota el valor principal de Cauchy en la singularidad £ = & (véase Apéndice

C).
Sustituyendo {1.48) en (1.43) se obtiene

Ce o= L
ue + a utis + Coux + 22 "p/ Si(—f—ldf——o (1.49)
= oo & —

Como c(k) cs xgual a Cp en una primera aproxlmacmn, entonces si movemos nuestro
sistema de das a esta velocidad, es decir, si tomamos u = u(¢,¢) con { = xr —Cot
se tiene que

ur = ug
u, = —Cotg+ t.

Con esto (1.49) se simplifica tomando la forma

uee(£, 1) _
[ =0 (1.50)

o bien, ya que us = u¢, podemos reescribir la ecuacidén (1.50) como

70Co > uee(&,t) ,.
ur + auur + —— p_/ ———d{ =0

——s £—=x

que es la ion de Benj in-Ono. U: do la propiedad (C.4) del Apéndice C y ha-
ciendo
B = %Co
—ndétese que F es un nimero positivo— podemos reescribir esta ecuaciéon como
Uy + autte + FMHez(u;z) =0, (1.51)
donde

H(u; z) = ép‘/_: ;fldy.

Ono [1975] dedujo esta ecuacién de una forma diferente, perturbando las ecuaciones de la
mecéinica de fluidos a partir de un estado base y realizando un proceso de capa limite.
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1.4.2 La ecuacitén de Korteweg-de Vries

Sustituyendo c(k) = C3(1 — 4, £?) —que es la aproximacidn a la velocidad de fase de
una onda sobre la superficie de un fluido de profundidad pequetia— en (1.46) se obtiene

F(C(u; 2)1 k) = CiF(us: k) — 1C1E3F (uni k).

Utilizando la propiedad (1.47),
F(L(uiz)i k) = C1F (uei k) + 1C1F (usrst k).

Luego
L(usx) = Cru(z, 1) + 1NCrucec (T, t) . (1.32)
Sustituyendo (1.52) en (1.43) se obtiene
U+ orutty + Crug + ¥ Crtieer = 0.
Andélogo al caso anterior, haciendo ¢ = z — C, t se llega a la ecuacién KdV
ue + auty + 1Cruces = 0.
ién BO, la i6n KdV puede ser deducida a partir

Asi como en el caso de la
de las i de movimi de los fluidos usando perturbaciones.




g

Capitulo

La evolucién de la onda interna y la
radiaciéon desprendida por ella

2.1 Introduccién

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, R. E. Davis y A. Acrivos [1967] realizaron
experimentos para conocer cémo sc¢ propaga la onda interna en un fluido estratificado.
Ellos realizaron estos experimentos en un tanque de vidrio transparente de 2.5 mctros de
largo, 40 centimetros de altura y 10 centimetros de ancho. La mitad inferior del tanque
se llené de agua salada con una densidad que oscilaba entre los 1.05 y 1.17 gr/cm?, la
capa superior de agua natural, y entre estas capas se formd, como consecuencia de las
diferentes densidades, una capa de un centimetro en la cual la densidad variaba de manera
continua. Para diferenciar las dos capas y poder visualizar el movimiento de la onda se
agregé una pequei 1a de tol ¥ carbén tetraclorhidrico matizado con un tinte de
aceite rojo todos ellos insolubles en agua. No sefialaremos los demas detalles técnicos que
ellos describen. En este experimento se muestra claramente que las ondas internas pueden
ser solitones, que se definen como las ondas que al interactuar conservan su forma. Es

ilustrativo de un solitén las caracteristicas que ellos describen en su reporte' :

Perhaps the most remarkable feature of the type of solitary wave under
study was the ease with which it could be generated. Almost any disturbance
of the density gradient layer would produce a wave of this type. rnixed with
other wave motions of a transient nature . . . The waveshape [in the figure
4], which app s to be asy ic only b the marker drops were not
placed uniformly throughout the density gradient layer, underwent no change,
other than a gradual attenuation of amplitude, as the wave propagated down
the tank. As would be expected of a wave motion, the fluid velocities as-

1Las figuras que ellos mencionan aparecen en la pagina 26.

23
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sociated with this disturbance were less than the propagation velocity. The
motion was extremely two-dimensional with no noticeable velacity parallel to
the wave front and without significant interaction with the walls of the wave
tank. Waves of this type were found to reflect off the end of the tank without
losing much of their energy and two waves travelling in opposite directions
would pass through each other and travel on without further change of shape.
[Davis y Acrivos, p. 604.]

Ellos también descubren y nos ilustran grificamente ¢l fenémeno que nos ocupa.
Cuando la onda interna no cs un solitén entonces ésta sufre un rompimiento de su forma.
atenuindose y generando en su propagacién una cola de ondas mas pequenas que se conoce
como radiacién:

In contrast, the wave depicted in figure 3, although of ouly slightly greater
amplitude than that shown in figure 4, had a character entirely different
from that treated in the theoretical analysis. In such waves the waveshape
was not steady and semiperiodic waves were scen being shed behind the main
disturbance. In addition, the fluid velocity at the centre of the wave was found
to be approximately equal to the propagation velocity , giving to the motion
the appearance of a !lump’ of fluid moving through the region of varying
density . . . However, as viscous dissipation and the unsteady semiperiodic
waves extract energy from the main motion, such lumps decayed to small-
amplitude waves of the type pictured in figure 4. [Davis y Acrivos, pp. 604-
605.]

En este capitulo analizaremos la evelucién de una onda interna arbitraria que no
es un solitén, y veremos cémo ésta forma la radiacién y con ella a los solitones. Para
ello utilizaremos el método de ecuaciones aproximadas desarrollado por W. L. Kath y
N. F. Smyth [1995] quienes lo utilizaron para analizar la evolucion de la ecuacién KdV.
Ellos compararon sus resultados con los obtenidos por ¢l método de dispersién inversa
obteniendo una gran concordancia entre ambos resultados.

La piedra angular de este método reside en que las leyes de conservacién nos ayudan
a determinar cémo se distribuyen la masa y el momento iniciales en dos partes: una
asociada con el pulso principal y la otra asociada con la radiacion desprendida, la cual
dara lugar a la gestacion de otro u otros solitones. Estos iiltimos se formaran de acuerdo
al tamasio del pulso inicial.

En este capitulo adlo se diard la formacién de una onda y sc podrd ver cuin
importante es el uso de una expresién apmxxmada para la velocidad del pulso principal.
pues el P de las soluci. serd muy sensible a la expresiéon usada para esta
velocidad.

C este cap estableciendo la forma de los solitones de la ecuacién BO
(Secc. 2.2) para luego establecer las leyes de conservacion de masa y de momento (Secc.

4
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2.3). Enseguida estableceremos un sistema de i que nos indi cémo evoluci
nan los parametros cuando no se considera ni la masa ni ¢l momento de la radiacién {(Secc.
2 4). Después analizaremos la masa de la radiacién (Secc. 2.5) para luego establecer el

de ec iones do la masa y el momento son tomados en cuenta (Secc. 2.6).
Despué \ nos los p criticos del sistema (Secc. 2.7) y finalmente daremos
una condicidon necesaria para que se forme el segundo solitén (Secc. 2.8).

|
!
1
!
1
H
!
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2.2 La solucién exacta

Como lo mostramos en el Apéndice C la transformada de Hilbert de una funcién
racional de la forma ab?/(x? + 5%) es otra funcién racional, a saber

() = - i

Pyl [

Ademas sus derivadas son también funciones racionales como lo mostrarcmos mas ade-
lante. Esto sugicre buscar una solucién de este tipo para la ecuacién BO. Fue T. B.
Benjamin [1967) quien encontrd por primera vez la forma de la onda solitaria para un
fluido estratificado de profundidad infinita:

a
u(.t‘l)=—:?2—‘ (2.1)
(=2
o de manera equivalente
ab?
u(x,t) = (2.2)

(xr—ct)2+ 63"

donde a, b y c son constantes diferentes de ccro, —co< r< oo y t > 0.
En esta seccién mostraremos que (2.2) es, cn efecto, solucién de la ecuacién de

Benjamin-Ono (Ecuacién BO):

ue + quug + Mo (u;z) =0 (2.3)

donde a y A son constantes dadas, 8 es una constante positiva, u = u(zr,t), ~oc < r <

oo, 2>0 y
)= L e uly)
H(uix) = = p./_e.: v— .z:dy

Con objeto de ga.rnntizn.r la existencia de la transformada de Hilbert de u y de sus
denvan:hs de los primeros érdenes supondremos que ellas son medibles y absolutamente

grables y que tienden a cero do |r| tiende a co. Ademis supondremos que H(u; z)
y sus derivadas de orden superior tienden a cero bajo el mismo limite. (cf. Apéndice C.)

Para demostrar que (2.2) es solucién de la ccuacién de Bcnja.rnin Ono cambiaremos
las vnnables x y t a una sola, con ob]elo de obtener una ecuacidén algebrmcn Dado que la

i BO repr el d de una onda, vi lar z y ¢t

en la variable { = z — ct 1a cual representa sélo una traslacién de la coordenada espacial
a la velocidad c.

Sustituyendo { = = — ct en (2.2) se obticene

ab?
o+&

u(z,t) =
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¥ con esto se tiene que
2ab’cl
ue = o7 (2.
2ab’¢ -
= T EE e =3

Por otra parte de la ecuacion (C.14) del Apéndice C se obtiene

ab? 9?2 ¢
e (i) = — s g {wiw)
Desarrollando las derivadas parciales del lado derccho y simplificando los términos obte-

— 0ap 38 =67 2
Hex (y’ + b7 () drcrarich =6
Sustituyendo los valores (2.4), (2.3) ¥ (2.6) en (:2.3) se tienc que

ur + auuy + IMo(uixr) =

nemos

2ab?c ¢ ab? 2ab’¢ ¢ —¢°
e+ (&%m) (- & 5m) + 2oa s

Factorizando el término comin se obtiene
ue + auuy + BHee(u;z) = m{lx((’ +6%) — aal® + B(36° - ¢},
¥ simplificando los términos de la derecha se llega a

e + atug + BHen(uiz) = (Efi;’;_ﬁ{(bc — B)¢? + (b — aab +30)} . 2.7

Como u(x,t) es una solucién no trivial de la ecuacién BO, entonces ab # 0. De esta forma
el lado derecho de (2.7) serd igual a cero para toda ¢ en ¢l dominio sdlo si
(bc — B)C? + % (bc —~ aab+38) =0,

es decir, solo si
bc—3=0
y
bc—aab+ 38 =0.

da nos da

18 (2.8)

ab = —.

La itucion de la pri aen la




i
s
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Como
(2.9)

entonces

g Al

a=1if, (2-10)

Como a,8 y ¢ son constantes dadas entonces a ¥ b quedan determinadas por las dos
ultimas ccuaciones.

En suma

= ab? 2.2
Hant= pray e =2
es solucién de la ecuacién de Benjamin-Ono (2.3) sdlo si las constantes a y b cumplen con
(2.9) ¥ (2.10). Maids adelante retomaremos estos valores cuando analicemos la ecuacién
BO con condiciones iniciales.

De la representacién (2.2) es claro que |a| es una medida de la amplitud de la onda.
¥ si definimos la anchura de una onda como la distancia entre los dos puntos, donde
ocurren los cambios de concavidad, entonces es también ficil ver que |b] es una medida
de la anchura de la onda. Si a es positiva o negativa tendriamos una onda con la cresta
hacia arriba o bien con la cresta hacia abajo respectivamente.

Cuando esas constantes cumplen con (2.9) ¥ (2.10) y si ¢ es positiva entonces (2.2) re-
presenta una onda que se d 1 hacia la d ha a velocidad constante y sin cambiar de
forma en su viaje. En otras palabras, (2.2) es el solitén de 1a ecuacién de Benjamin-
Ono y en lo sucesivo nos referiremos a esta solucién como la solucién exacta. Esta
onda decae como 1/x?%; asi su caida cs mas lenta que la de otras ondas como la de KdV,
que ¢s una onda que decae en forma exponencial. Esta caracteristica hizo que también se
le llamara onda algebraica. En la figura 6 se muestra un ejemplo de estas ondas.

Por otro lado, de (2.10) se tiene que

e= - {(2.11)
Esto indica que la velocidad del solitén es directamente proporcional a la amplitud de la
onda de manera que a mayor amplitud mayor velocidad.

Como la velocidad puede ponerse en términos de la amplitud (o bien de la anchura)
entonces a y & son los unicos pardmetros de la solucién necesarios para determinar la
condicién de un solitén. Siendo a y 9 los parimetros de la ecuacién BO entonces el

litén estd absol dete: do por la relacidén (2.8):
43
ab= 2. (2.8)
Si tomamos b positivo entonces, de (2.8), a ¥ a deben tener el mi. signo (record

que § es positivo). Esto implica que, si & > 0, cl signo de a determina si la cresta del
solitén esti hacia arriba o hacia abajo.
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Figura 6: Gradfica de u = ab?/(r?+57%) con valores adimensionales a = 2/3
¥y b= 70 (Es decire=1l.a =6 y 3 = 70.). Nétese la diferencia en las
escalas. Esto nos indica que la amplitud de la onda es demasiado pequeiia
en relacidn a su anchura.

2.3 Las leyes de conservacién

Puesto que en las secciones siguientes estudiaremos la evolucién de una onda interna
a partir de un pulso inicial, entonces es relevante para ese estudio saber si toda la masa
y el momento iniciales siguen conservandose conforme transcurre el ticmpo. Por esa
razén aunque existen infinitas cantidades invariantes asociadas a la ecuacién BO, en esta
seccidn sélo encontraremos las dos primeras, que representan la invariancia de la masa y
del momento.

Vamos a suponer que u se comporta como [/I*; en consecuencia esto garantiza que

L:ud: y ./_:u’da:

convergen uniformemente [Courant y John, I, p. 307]. Ademads supondremos que u, y
(u?), son secci 1 H ent > 0 y que

/_: uedz  y f_:(u’).dz

convergen uniformemente de modo que [Courant y John, II, pp. 467-468]

/-:Ilgd1= %L:udz
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j_:(u=).d: = dit_[_’; uldr.

2.3.1 La conservacién de masa

_/;:ud:

Yy

Definimos la integral

como la masa del sistema.
Dado que

%_/_:udx=_/_:u,d.r

entonces, integrando la ecuacién de Benjamin-Ono (2.3) en la variable espacial z de —oo
a oc. se obtiene

dit/—:ud't = __/_: [""‘“z"'ﬁuu(u:z)]dx

(2-12)
oo
. [lu’] — B[ (w7 (2.13)
2 ——o —co
Puesto que u y M. (u; xr) tienden a cero cuando |r]| tiende a oc, se tiene
d peo
Ej__,"d"=°' (2.14)
Entonces {2.14) implica que
’ u dr = Constante respecto al tiempo ¢, (2.15)

es decir, la masa se conserva.

2.3.2 Lac vacién de to

Abora trataremos de establecer la conservacién de momento. Se define el momento

del sistema como la velocidad del centro de masa multiplicada por la masa total, es
decir a4
Momento = < udx (2.16)
4t —ao

donde X .. rep! el de masa.

{
i
1
i

e A e o
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Como oo
/ Tudsr
Koy = 2=
[ uasx
entonces, puesto que la masa es constaunte,
d oo
s zudx
d’;‘: = “—'faLr. 2.17)
‘/_& udr
De modo que, por (2.16) y (2.17),
M d 1™ cud
omento = 7 rudr.
Por tanto -
Momento = / Turdr. (2.18)
oo

Observamos que, multiplicando la ecuacién BO por r e integrando,

./_e° zuidr = —[_: [azuu, -+ ﬁzH,,(u;.r)]d.r

o foo

= -5 [ stuted=z ~ ﬁf_::H,,(u,-z)dz.
Integrando por partes el lado derecho
b a oo o e =
./;w::ugd: =-2 {[’“2]_.,., - u’d,z:} - 5{[1‘7‘(,(“;1‘)]_m _j_“ H_,(u;.r)dx} .
Si suponemos que, al igual que u y HM(u;z), (u:x) decae tan ripidamente como 1/x?

se tendri que
’ Tuedr = 2 uldzx. (2.19)
—ac 2 J-oo

Por tanto, sustituyendo (2.19) en (2.18),
— 1.2
Momeunto = a jl U dx . (2.20)

Ahora trataremos de establecer la invariancia de esta cantidad.
Multiplicamos por u a la ecuacién BO para obtener

uue + av?us + FuMelu;z) =0,
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que puede reescribirse como
(lu') +a (lu“) + SuHo(uz) =0.
2 ¢ 3 =
Integrando respecto a * de —o0 a oc se tiene que
= (La2 PN S L 3 et . (2.2
/_u (2u )‘d;_ = O ,.a/_ee e (s x) dis . (2.21)
Como u — 0 cuando |x| — oc entonces

/1 (%"2), de= =3 [~ uHeluir)dz.

Integrando por partes la integral de la derecha

_/L: (%uz)' dr = — 8 { [u'l‘(_,,(u;:L')]i:‘= - ./::: usH(u;x) d.t} . (2.22)
Por la propiedad (C.8) de la transformada de Hilbert (véase Apéndice C) se obtiene
/" woHo(u; x)dz = 0. (2.23)

Como u y M (u;x) tienden a cero cuando |zr| tiende a oc y de (2.23) en (2.22) se sigue

que 1
= (1 2 _
o (2u )‘ dr=0.
Entonces d e 1
—_— —u? =
@i . zw==o0.
es decir 1
’ Eu'dz = Constante respecto al tiempo ¢. (2.24)
Luego (2.20) y (2.24) nos indj que el se conserva.

2.4 El sistema de ecuaciones de los parametros sin
masa y momento de la radiacién

Para diferenciar a la radiacion de la onda que los geners llamaremos onda principal
& esta tiltima.

Abhora trataremos de estudiar este fenémeno proponiendo como perfil de la onda prin-
cipal una expresién compuesta por parimetros que depend del ti po y trat
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de estudiar cémo cambian estos pardmetros conforme la onda avanza. Esto lo baremos
observando los cambios de la masa y del momento. Como un primer andlisis no nos vamos
a ocupar de la radiacién que se desprende. (Eso se estudiard mids adelante. en la Seccién
2.6.)

Para estudiar la evolucién de la onda interna tomaremos un pulso inicial que tenga la
forma de la solucién exacta como punto de arranque de la onda: asi pues tomaremos el
pulso inicial como R
_apt (225
i+ B
donde A4 es una constante diferente de cero y B es una constante positiva.

Vamos a suponer que el pulso inicial se propaga desprendiendo en su avance una

pequeifia cantidad de radiaciéon. Esto nos sugiere buscar una solucion para u de la siguiente
manera

u(x.0) =

u = ug+ U, {2.26)
donde u, es desconocida y wo tienc la forma de la solucién exacta,
ab?
uo(0) = G (2.27)
donde
a = a(t), b= b(t),
8 =x — £(t).
vty = £ty
y tales que en el tiempo t = O se ticne que
a(0) = A, ¥0) = B, u(x,0) =0. ’ (2.28)

Con cl propésito de facilitar los cilculos vamos a restringir nuestro anilisis suponiendo
b(t) paositiva para toda t. En concordancia con esta restriccion decidimos tomar B positiva
en (2.25). (Véase pie de pigina de la pigina 35.)

De (2.27) podemos ver que ug tiene amplitud maixima cuando 6 = 0. Asi x = £(¢)

representa la posicién de mds alta amplitud de la onda (véase la figura 7) y V(t) representa
su velocidad.

Para determinar la evolucién de ug necesitamos determinar la evolucidn de los pardmetros

a,b y V conjuntamente con una aproximacicon para u;.
Ahora trataremos de establecer una 16

principal sin involucrar la masa de la radiacion.
De la ecuaciéon BO vemos que

para el bio de la masa de la onda

u, + [%u2 + BH (u: z)]' =0. (2.29)
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RADIACION e — xsE()  ONDAPRINCIPAL

Figura 7

Por otra parte como la velocidad de fase (1.32) de la onda es muy cercana a una
velocidad constante Cq, podemos hacer una traslacion de ella para obtener una velocidad
C, relativa a esa velocidad constante Cy, es decir.

y =C —Co.

Esta velocidad C. la podemos interpretar como la velocidad de fase de la radiacién. De
aqui que la velocidad de grupo C; de la radiacién es

d
Cp = G (kCo).

Entonces
C, = i(_ Cojkik)
= & “roCo -
por tanto
Cy = —2+Calk].

Como las constantes 7o y Co son positivas, esto nos indica que la velocidad de grupo de la
radiacién es decreciente. En consccuencia la masa que se desprende de |g onda principal
se aleja de ella gradualmente hacia —oc. Entonces para tiempos suficientemente grandes
podemos suponer que adelante del pulso principal ¥ e¢n una pequeiia vecindad atrds de
ella. 4, decae a cero. Supongamos entonces que u, es cero a partir de r = £(2). En
consecuencia u = ug adelante de £.

Para poder estudiar solamente la masa de la onda principal integramos (2.29) en = de
£ a oo (véase la figura 7) para obtener

/” U dx = — [3u’+ SH. (uo:x)]m .
¢ t 2 0 el €
Por otra parte, usando la férmula (C.15) del Apéndice C se obtienc 2
abd p
H(uos x) = —ExE (2.30)
2Qbedrvese que si permitiéramos que & fuese negativo esta i 1 i de signo (cf. Apéndice

C). Esto nos llevatin a considerar diferentes casos pues varias integrales de este tipo aparecerin mais
adelante. Esta es la razén principal por Ia que hemon decidido estudiar sélo <l caso 5() positivo para
toda ¢.
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De aqui que

b2 — 0
M {up: ) = — ab(oi—+7;5)—? (2.31)
y ésta es una funcidéo que se anula cuando r tiende a oc.
Luego de (2.27) ¥ (2.31) se tiene que
o af ab® \? p -0 17
—/e dords = — [E (m ) ~P +tﬂ)=]¢
= Za?— 3abt. (2.32)
Por otra parte, por la férmula de Leibniz vemnos que
d e o
b7 /; updzr = A teg, dr — E'uol‘,g.
En consecuencia oo d poo
= — £
/‘ up, dr ot /{ ugdr + & |4°L_=< .
es decir d gy "
b a
= —_— / .
/z uoq dz dt‘[g Gz +aV. (2.33)
La integral de la derecha toma el valor
= ab? n
VAN i L
Sustituyéndolo en (2.33) se tiene
0o wd
jg uodz = T (ab) +aV .
Este iiltimo valor en (2.32) nos da
=d L -1
2d‘(ab)+aV— 59 Bab
luego e
ﬂm(ab) = aa® — 28ab™! —2aV. (2.34)

Asi hemos encontrado la primera ecuacion para las tres variables a,b y V. Necesitamos
otras dos.

Enseguida consideraremos la ion de
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En la ecuacién BO multiplicamos por u
v, + au’ue + FuMHe(us ) = 0. (2.35)
Como
(uHo(us 2)) | = woHalu: 2) + vHoa(ui 3)
entonces
uHea(ui2) = (uHo(ui ) — ueMolus ).
Sustituyendo esta iltima ccuacién en la ecuacién (2.35) se tiene que
uute + aulu. + 60‘“"“‘"”): — BusH(u;2)=0.
Luego
1 2 LY 2
—u + ( zu® + BuM(u; z)} — BusH(ui;z) =0. (2.36)
2 N 3 =
Integrando respecto a £ de —oo a oo se obtiene
= (1 3 [‘_’_ 3 . ]" _ had ; =
j_w Fu )‘dz-i- Sud+ But(uim)| ;a/;mu,-n,(u,z)dz =0.
Como u ¥ H:(u; ) decaen a cero cuando r tiende a +o0 sc llega a
_/w (lu’) dx — ﬁj” ueH (u;x)de =0, (2.37)
—e \2 t oo
Por otra parte, 1 1 N
—2—u = —(uo +uy) = —u° =+ uou: + Eu,
y de aqui que
/lu’ dr = [lu.’,dz+fuou,dx +f3 Lirdr. (2.38)
Como ya hemos visto que u, es casi €ero en una vecindad de la onda principal, entonces
los términos uous ¥y u}/2 lo son t bién en una indad de la onda principal de modo

que, muy cercanamente,

Sy = ] e

Pero si la regién de estudio no esti restringida a puntos cercanos a la onda principal
entonces el término u? puede dar una contribucién al momento (2.38) si la regién llegara
a ser lo suficientemente grande.

A pesar de esto, si despreciamos el término u, en la conservaciéu del momento y ea
consecuencia tomamos u = ug cn {2.37) se tiene que

_,:_: %u", 'dz—BL:uo,H,(ug;:)dx=0.
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Por la propiedad (C.8) de la transformada de Hilbert {véase Apéndice C), vemos que

/” uoeHe(t0; x)dz = 0.

(2.39)
Luego
' (Lu’) dr =0
~oo \2 %/ :
Por tanto 1 d .
St ). e dr =0. (2.40)
Por otra parte, de la forma (2.27) se tiene que
= 2 et [ dz
j_.,.,""d’ =a% /_og @ 60y -
Usando el tcorema de los residuos se puede ver facilmente que
T .
oo (07 +52)3 T 2537
Entonces
j°° uwldr = Za%h. (2.41)
—oc 2

Sustituyendo este valor en la i6n (2.40) y lando las

se tiene que

%(a’b) =0. (2.42)
Esta ecuacidén expresa la evolucién del momento asociado a la onda principal pero no
del momento asociado a la radiacion. Mas adelante incluiremos ésta.

Las ecuaciones (2.34) y (2.42) nos ayudan a determinar a las variables a, b pero no a
la variable V. Ahora buscaremos una ecuacién para esta variable.

Como vimos en la seccién 2.3

o
Momento = Xem udr. (2.43)

dt —oc
Puesto que el momento y la masa son constantes, entonces forzosamente la velocidad del
centro de masa es constante. De aqui que no podemos determinar la velocidad V por medio

de la velocidad del centro de masa, ya que ésta es invariante. Entonces multiplicamos la
ecuaciéon BO por ru para obtener

- zuu + azu’u, + BzuM.(u;=) =0,
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o equivalentemente

r (%u’)' “+ ar (%u:‘)x + SruHe(uir) =
Integrando
1d

Aproximando « por ug obtenemos

1d

5@ xuo dz + — 3 / r(ud): dr + ﬁ_/ rugMe(to: z)dr = 0.

Ahora calcularemos cada una de estas integrales. Como 8 = r — £(1), entonces

- zuddr = = Ouldr + & = uidr .
oo —eo —sc

Usando (2.41) se tienc

_/_eo ruldr = / Buldr + & (,T 2b)

Por el tecorema del residuo,

-, e
/_”Ouod: _[ @y =0

Entonces, sustituyendo (2.46) en (2.45),

/m rulde = %a"bf.

Para la segunda integral de (2.41), integrando por partes se obticne

_/_:.t(uf,'),dx = [zu3]™_ - j_:ugdL

Luego ags
o a
_/_ :c(uo),dz——/m(————oz+b’)_,d:
° jﬂ’ dx _ 3x
oo (07 + b2)3 ~ 855 "

3% < ru?dz + —g— j" r(6®)edz + _d/x ruH e (uzr)de=0.
- e e

39

(2.44)

2.45)

(2.46)
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entonces oo 3
/ () dr = — g, (2.48)
e 3

Por iltimo

o . e
/ TuoMaes(to; r)dr = _/ BuoM e (uo: r)dr + 5/ woMas (110: z) dz .
oo oo -

Integrando por partes la segunda i gral de la d ha:
/“ TuoMs(1to: x)dr = f‘ QuoH x(up: r)dz+€ [ug')-t,(uo; :r:)]’c —& /" uorH (1o riyder.
-0 —0 ——c —ac

Por (2.39) y como uo ¥ H:(ua: ) tienden a cero cuando r tiende a £o¢ (véase las ecua-
ciones (2.27) y (2.31)), entonces

oo =
f TugHze(uo: z)dr = / BugH o(ug:ridr. {2.49)
-0 o0

Usando (2.31) obtenemos

3620 — 63
7 + 653

Sustituyendo (2.27) y (2.50) en el lado izquierdo de {2.49) se obtiene

- 3620 — 6°
S mueHeruoizyd= = [0 (9= + 52) ( b @ T s

Desarrollando el producto se obtiene

8%*dx dx
5
[ zuoHec(uaiz) dz = 6ab .,(ou.bz)- —2a7° [~ Ty

Usando el teorema de los residuos s¢ puede ver que cstas dos iltimas integrales toman los
valores

Hez(uo; ) = 2ab . (2.50)

w

/-°° 3dz _ =

e (T8~ T6bs

/"" 8%dz _ =
e (2 B5)% . 16B° "

Entonces o = -
. = 6a3bs — 24253
S zucHen(uoi ) dz = 6a% (‘6“ 202 (_uw .
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Simplificando se obtiene - _
j TuoHee(Uor 7Y dr = 1a*. (2.51)
—oc

Sustituyeando (2.47). (2.48) y (2.31) en la ecnacién (2.44) se tiene
T a2 a 37 a3 =
35 (Gemee) + 5 (- F) +2(5) -

w;?,

Simplificando,

Fl a? _2FE e

4 a1 i (a’te) b+ 1
Desarrollando la primera derivada y Iactonzando a.lgunos términos se obtiene

=0.

Idt(uw)s + Za%v — Za% (—-a — 3b ) —0.

Usandao (2.42) se obtiene
Tatbv — Za2p(Z2a — o) =
a?b a b( a — 3b ) 0.

Por tanto,

V= %a Iy (2.52)
Observamos que si @ — ic/a y b — 8/c, entonces V — ¢, es decir, si u tiende a la
solucidn exacta ent V tiende a la velocidad de la sol 5n exacta como es de esperarse
(cf. Seccion 2.2).
Hemos en ado ent tres i que gobiernan la evolucién de la onda con
condicidén inicial {2.25):
ﬂ'ad?(ub) = aa?® —~ 23ab~! — 2aV (2.34)
4 by =0 (2.42)
dt i
V= %a — 36, (2.52)

La sustitucién de (2.52) en (2.31) nos lleva a

Saby=o,
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y esto en (2.42) nos lleva a

da s

de T
Esta ecuacién nos dice que la altura de la onda principal no cambia. Por tanto no podemos
tomar a la expresién (2.52) como un buen valor de la velocidad, pues nos lleva a resultados
que no expresan el fendmeno real. Por eso es natural pensar en otra aproximacién para
V. Como el sistemna debe ser vilido cuando la solucién esté muy cercana a la solucién
exacta, entonces el valor de V" debe aproximarse a

. _aa =
V= 5 (2.33)
en la medida en que la solucién se acerque a la solucién exacta tal como lo ilustramos en
la Seccién 2.2. De aqui que V = aa/1 es un buen sustituto para la velocidad en el sistema
de ecuaci Asi, el si que mejor aproxima a la solucion es (2.31), (2.42) y (2.53).

La ecuacion (2.31) expresa el cambio de la masa de la onda principal: (2.42). el mo-
mento de la onda principal y (2.53) la velocidad de la onda principal. Tepemos tres
ecuaciones para tres incdgnitas (a, b y V).

Observamos que (2.42) nos indica que el momento de la onda principal no cambia.
Entonces tenemos que a?b =Constante, y de las condiciones iniciales (2.28) se tiene que

a?b= A8,

Con esta ecuaciéon podemos obtener una aproximacién de la amplitud de la solucién
exacta. Si u fuera la solucién exacta en todo tiempo, entonces a = 4c/a y b= 3/c y asi

()" (2) = wm
IR

43

Luego

© equivalentemente
= A?8B.
por tanto
_ aAB
==2F
y ésta es una aproximacion a la amplitud de la solucion exacta. Puesto que A y B estidn

por la condicién inicial y como a y 8 1o estin también porque son constantes
ya dadas en la. ecuacién BO entonces a €3 una constante bien determinada.
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2.5 La masa de la radiacién

Ahora trataremos de ver qué ocurrre con la masa que se desprende de u(zx,3) cuando
este pulso inicial avanza. Como ya hemos visto que la masa se conserva trataremos de
encontrar el balance que existe entre ug ¥ ;. La figura 5 nos indica que la radiacién tiene
amplitud muy pequefia comparada con la onda principal ademds de que la amplitud de
ambas tiende a cero cuando la variable cspacial tiende a ml‘lmlo. Supondremos entonces

que la amplitud mixima de u, es muy fia y asi despr sus p de
segundo orden y mayores.
Introducimos la forma u = ug + u, dentro de la ecuacién (2.3)
(o + ) + a(uo + uy Hvto + t1)s + SHee(ua + uy;x) = 0.
Desarrollando se obtiene
Uge + Ui + auotor + oy + oty + ity ) + BMer(uoix) + IMHeo(us:z) = 0.
Como u, es de litud pequena pod despreciar el término u u,,. Entonces
uy + a(uotiy + Uoet1) + BHee(ui; T) = —uo¢ — o tptior — FMec(uo; ).
Luego
ure+ aluous)s + FMaruriz) = — uor — a (§ud)_ — FHus(uoi=). (2.54)
Para poder estudiar la masa de {a onda integ en la variable x de —oco a oo:

/_‘: w1 dr + [auous + AM(ui )| T = — L: wos dz — [%u; + BHo(uo; )] T . (2.55)

De las ecuaciones (2.27) y (2.31) vemos que ug ¥ M:(ug; r) tienden a cero cuando |zj
tiende a infinito. E (2.55) se red a

/_:u“dz + [ o + BMe (03 2)] 7 = -_/_: uge dz . (2.56)

Anidlogo a lo que ocurre con uo ¥ M.{uo; x), 8i suponemos que u; y ?{.(u,; r) tienden a
cero cuando |z{ tiende a infinito, de (2.56) tendremos que

Jowdr == [ waid=. (2.57)

Por otra parte, considerando la forma (2.27) tenemos que la integral de up sobre un
intervalo infinito converge uml’onncmente para cada t [véase Courant & John, I, p. 326}

y como el integrando es una fi i ent,

/_:'locd-f:a[_w"odl-
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Si que esto t bié: le para u;, de (2.37) tendremos que

e
d foo d foo =
z/_nu.dx—~— _wuudx. (2.58)
Como ug, es decir la onda principal, pierde masa conforme transcurre el tiempo, en-
tonces la razén de cambio de la masa de up s negativa, es decir

%/m uodr < 0,
o

¥ de (2.58) se tiene que
oo
‘% S mdz=a.
Entonces la masa perdida por ug es ganada por u,. Esto implica que u; reprcsenta la
radiacidn que se desprende de la onda principal tal y como lo esperdbamos.

Sin embargo la masa de la radiacién no se ra iament rada
alrededor de algiin punto, y de hecho vamos a demostrar que una cantidad de masa
permanece muy lejos de la onda principal. Esa masa perdida puede ser estimada de la
siguiente manera:

Hagamos u; = u;(0). Ya que

d d
=0=20.
entonces de (2.54) se tiene
di d o2
—E':T'% -+ 05("0"1) + Bmﬂ(u-;o) = — gt~ a (%ué)' — BHes(uaix) . (2.59)
Puesto que d@/dt = —V, (2.59) puede escribirse como
di d [ 1
— VI + el (uow) + Bz (i) = —uo —a (Eug)’ — BMes(uci ).  (2.60)
Integrando (2.60) respecto a 8,
d @ 2
— Vui + auou; + g M(u;0) = — [ uocdo - Sud — BHa(uei0) + C, (2.61)
donde C esla de i gracid
De (2.27) se obtiene ficilmente
a’d? 4 2ab¥ 2ab?Ve 2a5y

uoe = 07 4 b2 (0’4—52)2_(92.'.5:)7
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Sustituyendo este valor en (2.61) obtenemos

d
— Vu; + auguy + 357'((141:0) =
do 9do a9 a ,
_Cljm—C:/m+Ca/m—5uu—3ﬂﬁ(uu,9)+c 2.62)

donde

O = a't? + 2ab¥,

C: = 2ab*V,

Ca = 2ab3b.
Llevando a cabo la integracién y sustituyendo (2.27) y (2.31) en (2.62) obtenemos

— Vuy + augu, + 5;—01((:“;0) =

= er{zrean (5)} - o {zmim )} + o {mwrrm + wr e (3)}
24 b — 92
—Z @t AR+ C- (2.63)

Tomando el limite cuando @ tiende a oo se obtiene

Jim [~ Vi + avon + 5 M1 0] = —a {(F}+ o {7} + o
Suponiendo que d?(u,;8)/df es cero en x20 se llega a
—Vu|_ = - m(@FCi-a) +C.

Como deseamos que u; sea cero en oo —es decir que adelante de la onda no haya masa—
entonces debemos tener que

C= —(25 Cy — Cy) .
Por otra parte, si con este valor de C se toma el limite en (2.63) cuando 8 tiende a
—oo se tiene que
x* =
—Vu,l_m =—C {—2-3} +Cs —ﬁ} +C,

es decir -
. - vu.|_w = m(zb’c. —C3)+C.
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Sumandole el valor de C se obtiene

—Vu|__ = gz (2C —a).

[
Sustituyendo los valores de las constantes C, y Ch se ticne
—Via|__ = 35 (26°(a't? + 2a4) ~ 2ab°)
= %(a’b’ + 2abb’ — ab’) .

Por tanto -
Y g ' ab’
'L.,.: = bv{ab + 2abb’ —ab'},
¥y por (2.53) se tiene que

_ A= , , Y
wi|_ = —p{ab’ — 2abt’ —a'67}. (2-64)
Este valor representa una parte de la masa desprendida del pulso inicial (hasta el tiempo
t) ¥ que se encuentra dispersa muy atris de la onda. Lo definirnos como .., es decir

Yem = 11
-

2.6 El sistema de ecuaciones de los parametros con-
siderando la masa y el momento de la radiacién

Es claro que el sustema. de ecuaciones establecido en la Seccién 2.4 puede ser mejorado

en ideracion la masa y el momento de la radiacién. A través de la ecuacién

{2.42) el sistema nos muestra que el momento de la onda principal es constante. Conside-

rando la pérdida de momento podemos esperar que el momento de la onda principal ya no

sea constante. De esta forma podemos encontrar un sistema de ecuaciones que aproximen

mejor la evolucién de la onda principal y que también nos ayuden a predecir la formacién
de una segunda onda.

En el caso de la masa, en la seccién anterior, vimos que cxiste un balance entre la masa
de la onda principal y 1a masa de la radiacion. En otras palabras estudiar el cambio de la
masa de la onda principal es equivalente a estudiar el cambio de la masa de la radiacidn.

Asi sea M = M(t) la masa de la radiacién:

M= /_: udz. (2.65)
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Por (2.27) y (2.58), tenemos que

am = - i = uwodz
dt dt Jo "
d foo _ab?
= @ )Tmred
U do el de los id se puede demostrar ficilmente que
<  ab®
j_w s = wab. (2.66)
Entonces
d;’ + r—(ab) =e. (2.67)
Para poder diar el iado a la radiacié a que la masa
que se desprende de la onda principal se eucuentra concentrada en una misma re;:on,
es decir, vamos a suponer que la masa perdida uq; se a ada alred
del punto x = —L(t) (como se muestra en la figura 8) y que se mueve atris de la onda

principal a una distancia fija de ella, es decir, que €l punto z = —L(t) se mueve a la
misma velocidad que la onda principal. En otras palabras, vamos a suponer que

ul_’_ = Uoo y (=LY =V

>

= L) \/ =§m

Figura 8 .
Antes de .bordu ia ecuacién de comservacién de trat de bl
una i Sn al bio de la masa de la radiacion en términos de estas nuevas

minbla.
Muy cercanamente

M= [ wdr= [Fuds.

-:—‘L:ud.:=0.

Por conscrvacién de masa
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Entonces

L
% ud.r+%/°:ud.z=0.
. _
Por tanto
dM d [
T=—Z/_Lud:. (2.68)

De modo que para estudiar el cambio de la masa de la radiacién sélo basta estudiaria de
—L a oso.
Integrando la ecuacién BO de —L a oo en z se obtiene

/wu dr + [2 2+ 3% (u':)]n =0
A it = -
Suponiendo que 4 y ?,(u;x) tienden a cero cuando x tiende a infinito, se obtiene

o
‘/_Lmdx—g ;*»”‘H,(u:x)] =0.

r=wl

D iando los val cuadriticos de ue y suponiendo que P:(u:r) es muy pequefio

‘/::u,dz=0.

Por la regia de Leibniz
o e = [ uede = ey, -

Luego
2 = udr+(~Lyu|_, =0
T A - )u_l_— .
En consecuencia
d =
Z/_l_u.u--_-_vu.,,. (2.69)

De (2.68) y (2.69) tenemos entonces

dM
dt
Abora calcul el iado a la radiacidn. Integrando de —L a oo 1a
ecuacién de conservacién de momento (2.36):

j_': (%u’)' dz + [%u’ + auu.(u;z)]::_L - 5_/:: oM (u; z) dr = 0.

= Ve - (2.70)
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Por tanto
@3 . ot . =
/ (—u )' dr — Fud, — BuaHMoGean)| __, _5/_’_ w M (uix)dr = 0.
Suponiendo que los términos de orden cibico en v y Ho(u: r)|e=—r son cero. entonces

1w?) dz — 8 [T uiHo(uiVdz = 0. (2.71)
‘/—T(2 )' /—l_

Como en ~L < = < oo, 4, €8 casl cero entonces podemos aproximar la integral de la
derecha como . o
/L ueHo{u: r)dz = ./:. sorH (uo: x)dr .

Usando los valores (2.27) y {(2.31) se tienc que

o o 2a620 0
[ urtetimras = [ ( @+ z.m) ( (92 ¥ 1,2)2) 4
= 255 gdx g [ 0 -
= 2% [ ey 2 [ Gy (2T

Para conocer el valor dc la dltima integral de la derecha observamos que

d [ [ _ 393
4007 + 67)° 2087 + 823 2(0% + b)s
+ b6 30°
2(07 4 6%)% ~ 2(0% + 52)*
L »20

Ty Yo ey

Por tanto
e ___d __bte
@ir ey - @ \@+5r) T e s
Integrando:
o%dz 02 = 4 e Gdr
L eyt [4(o= T b’)ﬂ] IR APRT ey (2.73)

Sustituyendo (2.73) en (2.72) se obtiene

= . - odr a8 2 1® L. e  Gdr
S ueHe(uiz)dz = 245/_:’————(0,+b,),+ > | ooy _L-abS/_L__*wa,)‘
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~  8dx a2 -
3 —_— ——
a%t -/—L T ST [(a= + b’)“]
1 = a7 o 1=
258 | —_— — ] —————
ik [ 6(0’+b’)3]_!_+ 2 [(a"+b2)a]_,_

1

Il

1 a%s 1% 1 apegz 1%
~ €ab [(92 +b3)3]_L + 5a63 [(a2 ¥ b’)“]_,' :

Por tanto

e . = 3g2
/—‘l. uzH (u; r)dx = Gab[u ] b—‘ [u (/4 ]
1 1
. Bab¥% ~ Sap et
: donde 8, es el valor de 8 en * = — L. Despreciando los valores ciibicos de u.. se tiene que
: / L usHo(uiz)dr = 0. (2.74)

Sustituyendo (2.74) en (2.71) se obtiene

=1, -
i ‘/;L (Eu )‘ dr = 0. {2.73)
Por otra parte, como L = L(t),

i d ) _ ’

f F o gran= [T (3) - o [3]

entonces oo £1 a4 -1 1

i —u? == —u? —LY |su? .

: 12 G ).d’ i gas+ oy [pu ]_,,

P Por (2.75) tenemos que

P 1 . [1 2 -

; dt/ dr + (—L) 2u]_l__o.

Ya que (—L)’ = V, entonces

& / ~uldr = ——Vu
Usando (2.70) se tiene que

4 =l a, 1 (dMY
i A 2u dx = 1% a1 . (2.76)
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Esta ién es una ap i ion a la razén de cambio del momento asociado a la onda
principal y a la radiacién. Si la velocidad la positiva, el lado derecho de (2.76)
es una cantidad negativa que representa la pérdida de momento de la onda principal y de
la radiacion.

Para poder escribir (2.76) en términos de las variables a y b solamente, tomamos el

momento como (cf. p. 37)
o0
w? -
/w su dr = / u.,d.t,

entonces por (2.41) se tiene que

Luego L
i ] <l 2 =F_2 —
_/_m 34 d't+,/_z,2" d.r—{lab. (2.77)
Entre —a¢ y —L la pérdida de momento es pequeiia de modo que podemos tomar
-2
_/_m U dr =0.
En (2.77) esta aproximacién nos da
/ _u= dr = §a’b. (2.78)
Sustituyendo (2.78) en (2.76) se obtiene
d, 5,0 1 (dAr\?
& ”‘“T(Tz) .
Usando (2.53) .
=d o 2 (da
@ = -
Por tanto 2
d, . 8 [dAM _
FrASH Rt (T - (2.79)
Luego el sistema que gobierna la evolucién de la solucién de la acién BO con

condicidén inicial (2.25) y que toma en cuenta la pérdida de momento de la radiacién y de
la onda principal, es:
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ﬂ%(ab) = aa? ~ 2,3ab”! — 2a\" {(2.34)

% -+ 7- (ab) =0 (2.67)

d. g, dM

e’y = — —— ( ) (2.79)
«a =

V= i (2.53)

2.7 La consistencia del sisterna y su integrabilidad

Por las aproximaciones que se hicieron, el sisterma de arriba no puede describir exac-
tamente lo que ocurre con la onda interna y con la radiacién. Enseguida trataremos de
determinar qué tan congruente es el sistema anterior con los hechos reales y con lo que él
predice.

De la ec i6n de acion de masa (2.67) (y de la forma como la dedujimos)
podemos ver que x(ab) es la masa de la onda principal. Si interpretamos a la masa de una
onda como el drea que forma bajo la curva en un plano bidimensional entonces esto indica
que la masa de la onda es cercana al drea encerrada por el rectingulo de altura |a} ¥ ancho
|6} como lo muestra la figura 9. Es decir el cambio cn la masa de la onda principal en todo
tiempo es cercana al valor de la cantidad [ab]. Esto nos indica que considerar ab como un
sélo parimetro puede ayudarnos a comprender las predicciones del fenémeno modelado
por nuestro sistema. Tomemos entonces un nucve parimetro yt1t) definido como

y(t) = a(2)b(1).

-

ol————
Figura 9: La masa de la onda principal es cercana a y = ab.

Cambiemos ahora las ecuaciones del sistema a este nuevo parimetro. Sustituyendo
{2.53) en (2.34) obtenemos

4 = 2 - _ aa
*5(e8) = aa®—28ab 2a( 4)
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= oo _ 29ab~!
a 23
(T
Por tanto,
;‘_(,5) - .__
ot

Sustituyendo ab por y la ecuacién anterior cs ahora

& _2(2_22)

dt - = \2 v

Por tanto a .
. 2 -
e = 35 (v 49
Por otra parte, sustituyendo (2.67) en (2.79) se obticne
d, 5 _
Z(e® = ara ( (ab))
= T aa \dt (ab))
Escribiendo la ion en térmi de v,

%(ov) b ‘8—‘ :::’)

Desarrollando la derivada de la izquierda.

dy o da _ _ 8x (dy)?

“xtYH = e \H) -
Euntonces

da ___dy 8= dy

Y& T T & aa dt]

Por tanto

{2.80)

(2.81)

e e e v
RS
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Sustituyendo (2.80) en (2.81),

d
2 - - a‘—aym(ay —13) (aa +8r 5 (ay — 43))
2a:y2(ny —43) (oa + *(oy —_ 13))
2—0,, 5(ay ~48) (ay + A(ay — 13))
a
= - ——_:ry.‘(ay — 13} (3ay — 163).
Por tanto
da a
S=- W(ay — 13)(5ay — 163). (2.82)

De manera quc el sistema (2.34), (2.67), (2.79) y (2.53) se reduce a

dy

= o,-y("" —443). (2.80)
da _ _ 2 (ay —13)(5ay — 168) (2.82)
dt 2ury M I

donde y == ab.
Como a(t) representa la amplitud de la onda entonces a es diferente de cero. Por tanto
los puntos de equilibrio del sistema (2.80) y (2.82) estdn dados por y = yo tal que
ayo — 43 =0,

es decir

4,

Yo = ——.

a

Esa condicién determina la linea de puntos de equilibrio:

ab = 18

+

con a un niimero real arbitrario diferente de cero. Esta iiltima es la condicién de un
solitén como lo mostramos en la S, ién 2.2 (cf. idn (2.8)).
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Abora trataremos de determinar el tipo de estabilidad asociado a la linea de equilibrio
¥ = Yo. Sean

2
2 (ay — 49,

il

F(y.a)

2xy
G a> 5
(y.a) = — m(ﬂy — 13)(5ay —163) .
Tomemos a = ap un punto arbitrario diferente de cero. El desarrollo en series de

Taylor alrededor de (yo.a0) nos da

#(2)-(6) (& &), (=)
dt \ @ G/ veaer Gy G (e \ G0

Derivando se obtiene

23a?
£, =
Fa = ,r—ay-(ay —43)
3
G, = — ﬁ;’—‘[ay(&w — 163) + 5ay(ay — 43) — 3(ay — 43)(Say — 163)]
2
G. - 2Z:y=(ay — 48)(5ay — 163).

Evaluindolos en (yo, @a) se obtiene

_ a?al
£o= 873"
F, = 0,

a®ad
Gv = — e
G, = 0.

Por tanto,
d (v)_ ¥ —v
dt(a)“(a—ao +ee

donde A es ]a matriz jacobiana

a?ad

8x3

a*ad
32x 32
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Linealizando nos quedamos con

d -
4(2)-a(mn)
't a a — agp
Para conocer localmente ¢l comportamiento de la solucién del sistema analizamos los
valores propios A que son la solucién de la ecuacion
det(A — AT) =
donde I es la matriz identidad y det{A — M) denota el determinante de la matriz A — AL
Es facil ver que los valores y vectores propios son

; 0
A = O, V"(x)‘

B 1
A2 = Vo= ( _ Q8¢
43
Como Az es un nimero positivo, la linea y = yo es de puntos de equilibrio inestables.

"Cada punto es un nodo de inflexién (véase la figura 10).

=%
Figura 10: Inestabilidad. Caso a positivo.

En suma, sin importar el signo de a » de q, la linea y = y; es una linea de inestabilidad.

En pocas palabras, el sistema nos estda mostrando que Ia onda principal nunca llegard a

ser un solitén. Sin embargo esto no corr e al fe que estamos tratando de

odelar. Esta i ia nos sugiere revisar las aproxmmcxonm que se hicieron. En la

ecuacidn (2.34) ob-ervnmoa que la masa de la onda principal esta directamenterelacionada

con la locidad y en ia la variable y = ab también estd relacionada con la
velocidad. Recordemos que en la Secciéu 2.4 la expresion
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= %a — ab—t (2.52)
nos condujo a otra inconsistencia: la amplitud de la onda principal no cambiaba con el
tiempo. Esto nos llevé a tomnar otra ap imacién para la velocidad, a saber, la velocidad
del solitén:

aa
= <. 2.
v 3 (2.53)

La inestabilidad del sistema parcce indicar que la velocidad del solitén no es una bucna
aproximacidn para estudiar la formacién del mi ya que se decide por una dep

de la amplitud sin tomar en cuenta el ancho. Proponemos ahora una expresidon para la
velocidad que mantenga la relacién funcional mostrada en (2.52)

V = (1 + pu)aa — (v + qp) 861, (2.83)
con la condicién de que sji ab satisface (2.8). entonces se obticne la velocidad del solitén,
es decir 18

v=2 s ab=L

para toda pz.
Ahora determinaremos los parametros p,q,v ¥ 4 de acuerdo con esa condicidén.

aa

3 [(l + ppaa — (v + qu)ﬁb"]_,_w,a

= (1 +pplaa — (v +qp)8 (:—i
= (+pwaa—(v+apn) (?)
= (4+4w—7-qu)(%).

Por tanto,

44+4pp ~—v—qu=1. (2.84)
En particular si g = d
4—-9=1.
Por tanto
y=3. (2.85)

Sustituyéndolo en (2.84) obt
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En consecuencia, si g # 0,
7 =4p. (2.86)

Sustituyendo (2.83) y (2.86) en (2.83) obtenemos
V = (1 + pu)aa — (3 + 4pu)3b~".
Por si licidad o p=1,

V = (1 + p)aa — (3 + 4x)8b7". (2.87)

Para poder determinar un rango de validez aceptable para la variable 4 debemos hacer
dos observaciones: Si z tomara el valor 4 = —3/4. tendriamos que

1
l+p=1 v 3+4u=0.

entonces este valor de i en (2.87) nos llevaria otra vez a tomar la velocidad del solitén
V = aa/4. Por otra parte si u tomara el valor u = —1/2, tendriamos que

l+;‘=é Yy 34+du=1,
y en (2.87) regresariamos al valor V = aa/2 — g6~'. Por lo tanto, para evitar tomar
valores de V que han mostrado no ser congr con los hechos fisicos, escogemos u
como
s
—g<u.

Con (2.87) como nueva aproximacion para la velocidad y tal que & > —1/2, de la
ecuacién (2.34) ob o8

aa? —- 28ab~' — 2a [(l + p)aa — (3 + 4;‘),56"‘]
= aa®— 28ab~? — 2(1 + p)aa? + 2(3 + 4u)3ab™?
(1 —2 — 2u)aa? + (6 + 8y — 2)Fab™!

— (1 + 2u)aa® + 4(1 + 2u)Bad™?

= (1 +2u)4Pab~* — ca?)

= (1 +2u)a® (:42 —a) .

w-g;(ab)

Por tanto d (1 + 2u)a? (48
£ =L T e (25
dt(ab) x (ab cx) -
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Haciendo y = ab,
dy _ (1+2p)a® (43
dt Ed v "
Entonces

d 2u)a?
du _ “—*‘w“#(w —ay). (2.88)

de
Por otra parte, sustituyendo (2.88) en (2.81) obtenemos

X3 2
% _ _ mlw ¢ +=:;;.)a (43 — a) (aa, +8=lL +:f)a (4ﬁ_ay,)
(1 + 2u)a aay | 8(1 + 2u)a?
i (48 — ay) (——y + - (48 — ay))
3
— %(43 - ny)(oy + 8(1 + 2u)(48 — ay)) .
Luego s
G = -2 s y(aw+ 80 + 20048 — ap)) - (2.89)
El sistema (2.34), (2.67), (2.79) y (2.87) se reduce entonces al sistema
k3
‘,_ ‘;_’l' - (1_"'73_“&(45 —av). (2.88)
: da 1+ 2pu)a®
: T=" L%,;“-,)iuﬂ — ay)(ay + 8(1 +2u)(48 ~ ay)) , (2.89)

donde y =aby u > ~—1/2.
Puesto que l +2p es poslnvo yaes d.fcrcntc de cero, entonces, una vez mas, los dnicos

P de ilibrio del estdn determinados por la linea y = yo con
48
o= o
E ida estudi su estabilidad. Sea § = (1 + 2u) y scan

2
Fuwa) = Zup-am).

G(y,a) = — a'y,(lﬂ — ay)(ay + 8548 — av)) .

i
H
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Deri FyG a sus variables con objeto de construir la matriz jacobiana
aSa?

F, = —ay) — ; .
2.

F. = ﬁ(«w —ay).
35

G, = a*‘;‘(«w —ay)(ay + 85043 — av)) + 255 2 (ay + 85(45 — ag))
_ aSa® L3148 — an)(1 — 85,

Ga = 3"'“ (48 — ay)(ay + 38(48 — ay))

Ly — ay)(ay + &S ay)).

Evaluando en (yo, ap), donde ap es un nimero arbitrario diferente de cero, se abtiene

a?Sad
o= -7
F. = B
a*Sal
Gy = 16z
G, = 0.
Por lo tanto la matriz jacobiana es
a?Sal
Axp o
A=
a®Sal o
16732

Es fdcil ver que los valores y vectores propios son
A = 0,

_a+ 2u)a?al

Az = 5

V.=('1’).
()

Az es un negativo. Por

Dado que 1 + 2u y 8 soa niimeros pasitivos,
tanto y = yo e una linea de equilibrio estable y

inflexién. En otras palabras, cualquiera que sca la

cada uno de sus puntos es un nodo de
dicidén inicial y cualq a que sea

el signo de a y el signo de a, el pulso inicial llegari a ser un solitén (vea.le la figura 11).
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Sin embargo la masa ab la estamos tomando positiva y como b es siempre positivo esto
nos fuerza a considerar sdlo a positivo. Puesto que

43

ab= —
o

en la linea de equilibrio, entonces esto nos fuerza también a tomar sdlo o positive,®

Figura 11: Estabilidad.

Un hecho notable del sistema (2.88) y (2.89) es que es integrable. Para puntos que
no son parte de la linea de equilibrio podemos dividir la ecuacién (2.89) entre (2.88) y
aplicar la regla de la cadena para obtener

da a
&= rl’z(cxu +8(1 + 2p)(48 — ay)) .
© equivalentemente
da
a=- %y,(az(l +2p)8 — (7 + 16p)ay) . (2.90)

3Cabe mencionar que tomar a positivo siempre puede ser posible a través de un cambio de variable.
Supongamos que a € un DIMerc negativo en la ecnacién de Benjamin-Ono

e 4ty + N (uix}=0.
Cambiemos u por —u:

—t¢ + autgy - N (uwiz)=0.
Entoncm multiplicando por — I obtenemos
uy — auu, + FMH(u) =0

d

-a por a akbora un nd r
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Luego

da _ I2(1 +2u)3 (7 + 16u)
-/ & ./ ( ay? 17 dy +C
donde C es la constante de integracién. Entonces

1 2
tajal = B2 4 (7 4 16 n i+ C.

Por tanto o
a= Cy 19 exp (M) . (2.91)
ay
Sustituyendo (2.91) en (2.90) vemos que
da (24 32(1 + 2,
T=- ;—y""‘““(32(1 +24)8 — (T + 16p)ay) exp (—(—a—y—")ﬁ) .

Analizando la segunda derivada, es ficil ver que a tiene un Minimo Ymia €n
3201 +4+2u)8
Ymin = 7 ¥ T6)a

el cual estarid en nuestra regién de estudio a > 0 sélo si

- 7 < pu
16 <
Como
1__ 1
2 16 °
esta dicién establece una nueva cota inferior para el parimetro u:
. < #
Con esta ilti dicién es ficil probar que
Yo < Ymin-

para toda s > —7/16.

Supongamos que i = 0. La grifica del plano fase (figura 12 y figura 13) nos mues-
tra que si la masa inicial A8 es mayor que yo entonces la onda principal evolucionara
perdiendo masa y disminuyendo su amplitud hasta alcanzar el punto ymin a partir del
cual comenzari a crecer su amplitud sin dejar de perder masa hasta estabilizarse en un
solitén. Por otra parte si la masa inicial de la onda es menor que Yo, entonces ésta tomari
masa del medio que lo circunda formando una depresidon que tiene masa negativa (véase
la figura 14) al tiempo que disminuye su plitud hasta que llegue a estabilizarse en un
solitén.
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2: La lucion de la onda interna

«v0*

1 e 18 18 1.8 & 22 2e 26 28 E]
yous

Figura 12: Caso 4 =0, 8 =2, a =3, yo = 1.60 ¥ Yumin = 1.83.

3

Figura 13: ab =Masa y @ =Amplitud.

y=ab

\
\/
.\/
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T

Figura 14: Masa negativa detris de la onda.

En el caso en que AB es mayor que yo la masa desprendida por la onda principal es
radiada hacia —oo puesto que la radiacién tiene velocidad de grupo negativa.

El anilisis anterior nos llevé a la conclusién de que ia onda principal tenderi a un
solitén independientemente de sus condiciones iniciales. Esto nos indica que su masa
llegara a ser estable a partir de algiin tiempo. En cl caso particular en que AB sea mayor
que yo tendremos que la masa de la radiacién dejard de crecer cuando esto ocurra. Esa
es la condicién para que un segundo solitén comienze a formarse.

El cambio en la grifica del plano fase para otros valores de a y 3 positives no tiene
una gran diferencia. Considerar a mayor que 3 o viceversa e¢s irrelevante. Todas ellas

do <l o de la onda, como se muestra en las figuras
15 (A) y 13 (B). Lo mismo ocurre con valores de u distintas de cero. En la figura 16 se
muestra el caso u = 2.

La i ia de los {tados depende de la forma que se adopte para aproximar ta
velocidad. Esto es de esperarse ya que el acoplamiento del pulso inicial con la radiacién
es a travéa de la fase y ésta estd determinada por la velocidad. Desde luego el proceso de
formacion y estabilidad depende fuertemente del papel que juege la radiacién.
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x 0t

Lr] 1. . . 3 2 2o [ 28
-

Figura 15 (A): Caso u =0, a0 =8, 8§ =2, yo=1 Yy ym = 1.14.

& as [ ) .s
)

Figura 15 (B): Caso u =0, a=8, =2, yo= 1 ¥ ym = L.14.
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vt

Figura 16: Caso =2, a =135, 8 =2, ¥o = 1.6 ¥ Ymin = 1.64.



Conclusiones

Partiendo de la condicidn inicial:
A2B
x4 B2

donde A y B son constantes arbitrarias, B positivo, hemos mostrado cémo las leyes de
das a la ion de Benjamin-Ono:

u(zx,0) =

conservacion de masa y de
ty + auug + FMe(u; ) =0

nos ayuda a deterrninar c6mo se forman los solitones durante el viaje de la onda principal.
Para csto supusimos que la onda principal evoluciona con la forma

2
ug(z,t) = zaz(f: :((:)), .

Por si licidad restringi nuestro andlisis al caso b positivo. Un estudio acerca del
valor & negativo podria ilustrar si ambos casos, positivo y ncgativo, predicen el mismo
tipo de resultados. De las leyes de conservacién de masa y de momento establecimos un
sisterna de ecuaciones que describen la evolucién de los parimetros asociados al pulso
inicial. Con objeto de analizar la formacidn de solitones nos percatamos que la predicién
de la for ion de los mi: estad fuer te relaci da con la velocidad que la onda
principal posea, por esta razon determmamos una regién de valores de la velocidad que
de

nos permite 1i 1a for
La parte mds notable de este estudio es que obtuwmos un sistema de ecuaciones de

evolucién que es integrable. El anilisis cualitativo del sistema a través de la amplitud y
de la masa nos permitic mostrar cémo, independientemente de la masa inicial, la onda
interna perderi o tomard masa hasta llegar a estabilizarse en el tipo de onda que se conoce
como solitén, seglin si su masa inicial es mayor o menor que la masa del solitén la cual
esti determinada por los coeficientes de la ecuacién de Benjamin-Ono.
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Apéndice A
Limites

En este apéndice incluj las d i los limi d

de los en la Seccién 1.3
del Capitulo 1. Todos ellos se demuestran utilizando la regla de L Hospital para la forma
indeterminada 0/0.

A) “l.i_r't;kcoth(kh) =1k si kFO.
Demostracion:

cosh(kh) _ ., €Fh e kh

Wimy, kcoththh) = Jim k Conb(kh) — o ¥ SER _ kR -
lLos casos k >0y k< 0Op ser arreglados de la manera:
—2kh
pm 1 FE G ks
ek}. + e_k;. koo ) _ @2
LI 2 amp=e o .
er-e lim & S+ 1 i k<O
.8 eZFF —1 =
T do el limite d

kh tiende a infinito se obtiene
. _ k st k>0
Jim ko= { _F % E20 .
Por tanto
Jim_k coth(kh) = |k].
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B) limkcoth(kh) =5 =i h#0.

Dermnostracion:

. ., cosh(kh)
limkcoth(kh) = Jimk Zrans

= fim conh(kh) - Jim oo

El primer limite de la iltima igualdad es
limcosh{kh) =1
k0
¥ por la regla de L'Hospital ¢l segundo limite de la Gltima igualdad existe y es
. k1
&3 Senh(kh) ~ R
Por tanto i

‘lki_ns kcoth(kh) = -

C) {m{coth(kh) — khcsch®(kh)} =0 para h#0O.

Demostracidn:
" o 2 JE cosh(kh) kh
lltn_q‘:’{coth(kh) khcsch®(kh)} = llt‘-r-'c‘n{s———'euh(kh) ey

cosh(kh) senh(kh) — kh
senh?(kh)

= lim
k0

Aplicando la regla de L'Hospital a la iltima igualdad se obticne

hsenh?(kh) + hcosh?(kh) — A
2h senh(kh ) cosh(kh)

lif‘;{mnh(kh) — kh mc.h’(kh)} =lim

Y otra vez aplicando la regla de L Hospital
24 senh(kh) cosh(kh) + 2k cosh(kh) senh(kh)

Pﬂ{ coth(kh) — hkcsch(kh)} = lim
9
25"

2h cosh?(kh) + 2A seah¥(k5)
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Por tanto
lim { coth(kh) — hkcsch?(kh)} =0.

D)  im {kh cach®(kh) coth(kh) — csch?(kh)} = % para  h # 0.
Demostracidn:

. 2 2 o kA cosh(kh) 1
lim {kh csch?(kh) coth(kh) — csch?(kh)} = lim SenBI(RRY. senm(u.)}

= lLim kk cosh{kh) — senh(kh)
k—o senh®(kh) )

Usando la regla de L'Hoapital en la iiltima igualdad sc obtiene
—h cosh(kh) + A cosh(kh) + khZsenh(kh)

. 2 — 2 = 1l
Jim {kh csch?(kh) cotb(kh) — esch?(kh)} lim 3 senhT(kR) coshiRA)

1 Sonh(RR) cosh(RR)

Y usando otra vez la regla de L Hospital sec obtiene

A
lim { kh csch?(kh) coth(kh) — esch?(kh)} = i
Jim {£h coch®(kh) coth(kh) — cach?(kh)} *2 3(hcosh?(kh) + A senh?(kh))

Por tanto 1
}i_n‘l, {kh csch?(kh) coth(kh) — csch’(l:h)} =3-
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Apéndice B

La transformada de Fourier de la
funcién 1/«

En este apéndice demostraremos la identidad

\/——::.F (% k) = i sgn(k)

que fue utilizada en las secciones 1.4 y 1.3 del Capitulo 1.

Dcmostracidn:

Por definicién
etlc( .
= (%) = s L
entonces
1 o e'kC oo
P(20) - gl e i [

o e— uk( 13} L e ik
= Tzr Lm0+ g
Cambiando la variable { por —{ en la primera integral, se obtiene
1 1 - @FC _ @—ik(
F (Z' k) = -\721 [z < @«

2% oo gen(k()
= V= -/; < %.
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Si & > 0 entonces

e sen( k) _ sen(k¢)
.[: [4 = ./n°° k¢ (5¢).

Esta iltima integral es ficil de do el t del id

Consideremos

donde p es el valor principal de Cauchy (véase Apéndice C). Entonces
I = =xi (Residuo decl integrando sobre cl eje r) = =i,

Por otra parte

Ir‘nl—p./en ser;(.z)

Por la continuidad de sen(x)/z en © = O se tiene que
oo sen(z) _ [ sen(x)
p-/:an E3 dr = -/;u, x d -

Como el int do es par

Iml=2‘/°°°£;—:(z—)d.:

Por tanto, de (B.3)

/oﬂo ”“(x)dz -

x

sen(k¢) . _ *
L= 5

y sustituyendo este iltimo valor en (B.1) obtcnemos

En el caso & < 0 se puede escribir

sen(k() . = sen{—k¢{)
L= e = - [T =l ak0).
Por tanto, en este caso,
1 i
F (E; k) - _.\/;
En conclusién, de (B.5) y (B.6)

‘/g.r %;k) — ingn(k).

(SE]

Sustituyeado (B.4) en (B.2)
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Sea r = k(.

(B.3)

(B.4)

(B.3)

(B.6)



Apéndice C
La transformada de Hilbert

En el caso de la ecuacion BO en el Capitulo ! surgidé de una forma natural la integral
1 o uee(§,0)
arp./-o.a E—=x 9.

Esta integral es solo la aplicacién a uge de una integral mds general conocida como la
transformada de Hilbert que se acostumbra denotar por

i) = Lo [T L,

t—r
donde g denota el valor principal de Cauchy en el polo t = = que se define como
= SO . _ 1 s~ £(2) e f(e)
"‘/—m t—zdt-il—m{./—m ? —.tdt+j=¢.t —zd -

Dentro de la teoria de la transformada de Hilbert uno de los teoremas de existencia nos
asegura que si f estd en L{—00,o0), es decir si f es medible y absolutamente integrable,
entonces M(Jf;z) existe para casi todos los valores de r [Titchmarsh, p. 132). Como
estamos trabajando con u que es una funcién medible y absolutamente integrable, entonces
este nos garantiza la exi ia de la transformada de Hilbert para u.

Para determinar la transformada inversa de Hilbert observamos que

nihio = Dgme T r0{- X} a

Az [T ro{- 7y}

Entonces

i) = = [ S(0)a(z — tyde

3
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donde
V2
g(x)=— v
Por tanto

HW(Sf:x) = (f+g)=x).
Aplicando la transformada de Fourier en ambos términos de la ecuacién anterior y usando
el de convolucié b

F(r(f:2): k) = F(fi ) F(g: k).

isgn(k) = ‘/;E-r (£:%).

F(g: k) = —isgn(k),

Como (véase Apéndice B)

es decir,
entonces
F(HS:2): k) = F(S; 8){ —isgn(k)} .
En consecuencia

F (3 k) = {isgn(k)} F(H(fiz)k) .
Luego

F(Lik) = ~F(g:k)F(H(Si2)k)
—F (9= H(fix) k).

)

Por tanto
I(x) = —(g=H(:0))(=)
= —ge 9=~ oM Sinyae

-/ (- 7%5’_—,)) H(fi 6 de
= _;lr.,,/_: ’:(_f::) de.

En consecuencia
1(®) = ~H(¥(sfit);x)
de aqui que la tr e da i de Hilbert cs

W) = ~H(S).
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Al de la iedades bisi delat formada de Hilbert son
H(fa+1);z) = M(f(t)a+x) (c.n
M(f(atyiz) = M(f(t)iaz), a>o0 (c.2)
H(f(—at)iz) = —H(f(t);—az), a>0 (C.3)
#(Gnz) = sz (.
H(ef(0i2) = =Henz) + 2 [T s (C.5)
[ reeinds = — [T wsiagierdx (©s)

que, claro, se demuestran a partir de la definicién.
De la propiedad (C.6) vemmos que, si f = g,

S5 reeyresizyaz = 0. (c.n)
Usando (C.4) y (C.7) vemos que
[7 iz = 0. (c.8)
-
Una funcién que ocupa un papel central en el estudio de la ecuacién BO es la funcién
ab?
£2) =

donde a es una constante diferente de cero y b es una constante positiva. Su importancia
reside en que su transformada de Hilbert es una funcién racional como lo es f(z), ¥y eso
lo probaremos enseguida.

Por definicién 5 1 5
O had a. dx
H (z_—a g p;f) ~x Lo mTme—o 9

Para encontrar el valor de csta integral extendemos sus variables al campo de los nimeros
complejos: Sea

I ab’dz
T Je =B+ )= —0)
doade z es un mi lejoy C e el p de dos icirculos y dos

segmentos de recta como lo muestra la figura A.
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Figura A: Integracién de contorno en el plano complejo.

Si llamamos Cr a la semicircunferencia que va de R a — R, y —C, a la semicircunfe-
rencia que va de { — € a { + ¢ entonces podemos reescribir la integral J como

I Lt L L L

Para = en Cg tenemos que

lz—¢l>fzl—Kl|=|R-15l| = R—I¢] >0,

de aqui que L L
1 .1 C.10
F—q < "W (c10
Por otra parte,
122+ 8% > |z — b = |R* - 8*| = * — 6" >0
lue,
& 1 1
< s (C.11)

T+ “ R85
Usando (C.10) y (C.11) tenemos que

| ab? d= I < f lad?idz
ca (22 + 83) (= — C) Cn |22 + 83|z — (]
|a|b? d=

= Jen TR ZPNR—KD
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En i do R tiende a infinito
ab? dz
A, ch. F -0l
por tanto 2q
ab?ds
i ———e e =0, .
A e TR (€12
Por otra parte, como { es un polo simple de J do e tiende a cero se tiene
(véase Maraden, p. 311)
lim L = —xi(Residuo del integrando en ()
L. TrE—-0 il
_ ab?
- Ty
Por tanto 524 Vi
5 a = _- — a e
i AP o= ey Ty s St pry < (C13)

Por otra parte, considerando la integral sobre todo el contorno C se obtiene, por ¢l
teorema dcl residuo,

J

27i (Residuo del integrando en b%)
2 ( ab? )
25i(bi — C)
abx
W=¢
_ abx (¢ -+ bi)
[

<=t R abmr({ -+ bi)
./;n+j-n +-/—=.*/<#-— G
Finalmente, tomando los limites cuando R tiende a infinito ¥y cuando ¢ tiende a cero
¥ usando (C.12) y (C.13) obtenemos

]

En consecuencia

oo ab®dz abizi __ abw({ + bi)
Plw@+oEz—C &+ ¢+6
Luego
oo abdz _ _ab?xi abx({ + &)
"/_a(==+b=)(z—c) = X6 G4
abxl

T+
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Por tanto L oo ab?dz _ abl C.14)
P TN =) B8 (.
es decir. sustituyendo (C.14) en (C.9),
(a:’+b' c) —_(’+b= (C.15)

En el caso en que & fuese ncgativo tendriamos un cambio de signo en la integral porque,
en este caso, el contorno C se recorreria cn sentido contrario a como lo hemos hecho.

Como ya lo mencionamos, observamos que la transformada de Hilbert de la funcién
racional

bﬂ
1= 555
es otra funcidn racional.

Ademas del libro de Tltcbmauh cl lector interesado en la transformada de Hilbert
puede ltar tambi por plo, H. Hochstadt (contiene algunou ejemplos de apli-
caciones dc la transformada) y l ‘\X Sneddon (contiene una concisa y clara seccién de la
transformada de Hilbert).
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