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INTRODUCCION

El presente trabajo es una aplicacién de la Teoria de Optimizacién en el campo de la
Ecanomfa, en el drea del Comercio Internacional. Aquf, se presentan y resuelven los proble-
mas primal y dual del consumidor y del productor. El problerna primal para el consumidor
es el de maximizar su utilidad sujeta a su presupuesto; el problema dual para el consumidar
es el de minimizar su gasto dada cierta utilidad. En el caso del primal para el productor
es el de maximizar su produccidn sujeta a los costos y dotaciones; y su problema dual es
el de minimizar los gastos de produccidn restringidos a su produccidn y a sus dotaciones.
Al juntar ambos problemas, para el productor, se llega al de maximizar sus beneficios res-
tringidos a la funcidn de produccidn y a las dotaciones. Al resolver los problemas primal y
dual del consumidor se obtienen las demandas de Marshall y de Hicks, respectivamente. Al
resolver los del productor se obtienen las demandas que maximizan produccién y las que
minimizan gastos, respectivamente, y si consideramos el prablema de maximizar beneficios
se encuentran las demandas derivadas. Los problemas de maximizacién y minimizacién
se resuelven a partir de las condiciones de Kuhn-Tucker, Al derivar totalmente las condi-
ciones de primer orden de Kuhn-Tucker se procede al andlisis de sensibilidad, también
llamado estédtica comparativa, en donde la variacidn de alguna de las variables exdgenas
afecta a las variables enddgenas. De este anélisis se pueden identificar los efectos ingreso
y sustitucidn, Ademés se obtienen las relaciones entre dichas demandas, las cuales son las
llamadas especificamente ecuaciones de Slustky para el caso del consumidor. En particular
estaremos interesados en funciones de utilidad y de produccién del tipo Cobb-Douglas.

La estructura de la tesis es como sigue: En el capitulo 1 aparecen la teoria que
fundamenta la optimizacién, asi como la motivacién a relacionarla con la teorfa econdmica.
En el capftulo 2, se presenta y resuelve el modelo mas simple con un factor (trabajo) y
una economia cerrada. Para luego abrirla usando el modelo Ricardiano. En el capitulo
3, se estudia la funcién de produccién para una cierta tecnologia que depende de dos
factores (trabajo y capital), Para el caso de una economia cerrada que luego se abre para
obtener beneficios por comerciar. En el capitulo 4, se extiende el problema a m factores
y j bienes, resolviéndose para dos factores dos bienes (modelo 2 x 2). Primero para una
economia cerrada y luego a una abierta. Finalmente, el capitulo & incluye un conjunto
de conclusiones. Aqui, se mencionan también las limitaciones y ventajas de los modelos,
técnicas y herramientas desarrolladas en este trabajo de tesis. Uno de los resultados que
se obtienen de los modelos analizados es que el comerciar siempre trae consigo beneficios
para ambas economias y de aqui el interés de su estudio.



CAPITULO 1

1.1 OPTIMIZANDO EN ECONOMIA

El problema bdsico en economia es la distribucién de los recursos escasos entre fines
competitivos. Por ejemplo, para un consumidor dadas sus preferencias (funcion de utilidad)
debe escoger qué y cudnto adquirir de determinado bien dado su presupuesto (restriccidn
presupuestai] para obtener su maxima satisfaccidn posible; para el caso de una empresa
serfa maximizar la produccién de algin bien sujeta a sus costos de produccién; para el
gobierno podrifa ser obtener el beneficio méximo posible restringido a la recaudacion fiscal
¥ pago de su burocracia entre otros.

Hablando desde el punto de vista de la economia, las variables del problema a opti-
mizar son instrumentos, en las cuales el problema esta sintetizado; la funcién a ser maxi-
mizada (o minimizada) es la funcién objetivo, la cual representa las metas o fines; y las
restricciones a dichas metas resumen la escases de recursos. El conjunto de instrumentos
que satisfacen todas las restricciones se conoce como conjunto de oportunidades, Resolver

el problema es establecer el conjunto de oportunidades que maximizan (o minimizan) la
funcién objetivo.

Resolver problemas de optimizacién incluyendo todos los puntos de vista (consumidor-
productor-gobierno) es complejo, por lo que el problema global puede ser analizado desde
el punto de vista de cada participante y luego integrarlo para tener una perspectiva lo mis
amplia posible. Los economistas hablan de dos corrientes: la clésica y la neocldsica, la
tabla 1.1 resume las corrientes desde cada punto de vista.

Hay que hacer notar que en el presente trabajo sélo se considerard la teorfa neocldsica.
Tampoco se considerardn los sindicatos y el gobierno.

1
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TABLA 1.1
TEORIA CLASICA NEOCLASICA
Teoria del valor. Teoria de la utilidad.
Proletariado y burguesia. Capital y trabajo.
Plusvalia. Beneficios.
Distribucién de la riqueza. Consumo,

1.2 OPTIMIZACION

Mateméticamente el problema consiste en determinar los valores que maximicen (mi-
uimicen) una funcién dada sujeta a un conjunto de restricciones.

1.2.1 PLANTEAMIENTO FORMAL DEL PROBLEMA

Sea x el vector de variables a determinar o endégenas, es decir,

I

2
x=1 \ {1.1}

In

El vector (1.1) se dice que es factible si satisface todas las restricciones del problema, y
el conjunto de todos los vectores factibles es el conjunto de oportunidades X'. El problema
es determinar el vector x que pertenezca a X y que maximize (o minimize) una funcién
objetivo con derivada continua

F = F(x). (1.2)
El problema general de programacién matemadtica es,

max F(x)

(1.3)
58 xed

Maximizar F(x) es equivalente a maximizar a+bF(x), b > 0, 0 a minimizar a+bF(x),
b < 0, constantes multiplicativas positivas o constantes aditivas en la funcién objetivo del
problema no afectan la solucidén dptima, mientras que constantes multiplicativas negativas

2
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pueden ser usadas para convertir problemas de maximizacién a problemas de minimizacién
¥ viceversa,

Casos importantes del problema de programacién matemdtica general son los de pro-

gramacion cldsica, programacion no-lineal y programacién lineal. Aqui nos interesa el
caso no-lineal donde las restricciones son de dos tipos:

1) las de desigualdad

glix} i‘ bll

gﬂ{x] < by,
(1.4)

Jm [xJ < b,

donde g;(x) < b;,i = 1,2,..,m, son funciones con derivadas continuas. En forma matricial

mExf}i by
g2(x b
g(x) = : - = : (1.5)
thx} bm
¥
2) de no-negatividad:
z120,z220,..,zn 20, (1‘61
por lo que el problema no-lineal queda expresado de la siguiente manera:
max F(x)
sa. g(x)<b (1.7)
x 20
Ademss si la funcidén objetivo es de forma lineal, esto es,
F(x)=ciz1+eaza+... +cpzpn=c¢-X (1.8)
con
ce={e; c2 .. en)y (1.9)
y las restricciones del tipo desigualdad son lineales, i.e.,
appry +ery + ..+ agpra < hy
azixry +apzrz + .. +omss S by
(1.10)

Om1T] + 8maZa + ... + GgpnZn = by

3
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En forma matricial

air a1z .. dyp
a3y amm ... din

A= : Al ; (1.11)
gl Gm2 ... Gmp

con lo que el problema con funcién objetivo y restricciones del tipo desigualdad de forma
lineal == establece de la siguiente manera:

max F(x) = cx,
s.a. Ax<b (1.12)
x=0

De aqui en adelante se entenderd que el producto de los vectores es del tipo interior o
escalar, a menos que se especifique lo contrario. El vector x es un vector columna y el
vector A serd un vector renglén, como mds adelante se especificari.

1.2.2 TIPOS DE MAXIMOS, EL TEOREMA DE WEIERSTRASS,
Y EL TEOREMA LOCAL-GLOBAL

En el problema general de programacioén matemadtica (1.3), un vector x* es un méximo
global, si es factible y con é] la funcidn objetivo toma un valor méximo, esto es,

x"eX y F(x') 2 F(x) ¥xe X. (1.13)

Un méximo global x* es un méximo global estricto si (1.13) se cumple con desigualdad
estricta, es decir, el que tomaria con

F{x*) > F(x) ¥xe X, x#x". (1.14)

El teorema de Weierstrass da condiciones suficientes para la existencia de un mdximo
global. Si el conjunto de vectores factibles X es compacto (i.e., cerrado y acotado, donde
X € E™, E" espacio euclideano n—dimensional) y no vacio, y la funcién objetivo F(x) es
continua sobre X, entonces F(x) tiene un maximo global. La prueba de éste teorema se
sigue del hecho de que una funcién continua definida sobre un conjunto compaeto tiene
una imagen compacta, i.e., el conjunto de nimeros reales

F(X) = {z € E|lz = F(x) para alguna z € X} (1.15)

es compacto, y todo conjunto compacto de niimeros reales contiene a su supremo. En-
tonces, si F* es la minima cota superior-de F(X), luego entonces-hay-un x* € X que
satisface F{x*) = F*. Como F(x) € F(x*) ¥x € X, el punto x* es un mdximo global.
Por otro lado, x* es un méximo loeal si es factible y el valor de la funcién objetivo es
mayor o igual al obtenido por cualquier otro vector factible suficientemente ecercano:

X" €X y F(x') > F(x) ¥x € XnN(x*), (1.16)

q
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donde N (x") es una e—vecindad de x* para alguna e > 0, esto es, una vecindad de radio
€ > 0 centrada en x*. Entonces, el conjunto de x es tal que

Un méximo local x* es un méiximo local estricto si el valor de la funcién objetivo en
x" excede a cualquier otro vector factible suficientemente cercano, es decir,

F(x*) > F(x) Vx € X NN.(x"), x#x". (1.17)

Obviamente un mdximo global es un méximo local pero el inverso no se cumple.

Un segundo teorema fundamental de la programacién matemética es el teorema local-
global, que da condiciones suficientes para que un miximo local sea un méaximo global, Si
el conjunto de puntos factibles X es un conjunto compacto, convexo y no vacio y F(x) es
una funcién continua que es céncava sobre X, entonces un méximo local es un miximo
givbal, y el conjunto de puntos en el cual el miximo es obtenido es convexo. Si ademds se
supone que F(x) es estrictamente céneava estonces la solucidn es tinica, i.e., hay un miximo
glubal estricto (1inico). Como el conjunto de puntos factibles es convexo, cualquier punto
entre dos puntos factibles es también factible, y como la funcién objetivo es estrictamente
concava la recta que conecta dos puntos sobre la curva se desliza por debajo de la curva.
Luego, los puntos factibles a la derecha del maximo local estricto (x*) digamos x!, no
puede ser un maximo global ya que existen puntos factibles entre ellos tales como x* para
los cuales F(xz} > F(x!). Condiciones similares se mantienen para puntos factibles a la
izquierda de x*. Entonces el mdximo local estricto en x* debe ser el tinico maximo global
estricto.

1.2.3 PROGRAMACION NO-LINEAL SIN RESTRICCIONES

Como se recordard el problema no-lineal viene expresado por la ecuacién (1.7). En el

caso de no haber restricciones, el problema se reduce a maximizar (o mm:mmar} F sujeta
ax 20, esto s,

max F(x),
L (1.18)
s.8. x = 0.

Supongamos que existe un maximo local en x* luego, para todo punto en la vecindad:
F(x*) 2 F(x* + hAx), (1.19)
donde h € Ry, y h << 1y Axesuna direccién de desplazamiento en E™. Ademds, si F

es dos veces diferenciable con derivadas continuas, se puede expander en serie de Taylor,
esto es,

F(x" + hAx) = F(x*) + hi—i{x'}ﬁx + = hz{ﬁx}’a 7 {x + 8hAX)(Ax),  (1.20)

5



donde
0<f<l, (1.21)
la comilla denota transpuesta y
ar ar aF aF
2 (x) = (a—m;{xl-aix}.m.aix}). (1.2)
(550 olE) . g ()
ﬂ::ﬂa:, {x} 3:;; [x} Urnﬂxﬂ{ }
atF
T (%) = : : ; . (1.23)
sl (%) aZi(x) .. FE(x)

\ /

Reescribiendo (1.20), se obtiene
F(z] + hAzy,.., 2z + hﬂh.’zn] = F(z],23 «nzpl+

+hz {ml,mz, Lzh)Az i+ (1.24)

Jml

h: Z”Z 7, [zl + 6hAzy,..., x5 + 0hAz,) Az Az,
j.—

Combinando (1.19) y (1.20) se llega a la desigualdad fundamental:

h——{x JAx + = hgiax}’ {x + 0hAx)(Ax) <0, (1.25)

la cual es una condicién necesaria para un méximo local en x*.

Si x* es solucién interior, x* > 0, entonces (1.25) debe ser vdlida para todas las
direcciones Ax. 5i se supone que una de las componentes se encuentra en la frontera,
dlgamns z7 y ademds todas las otras variaciones son nulas, (1.25) implica que, como en
z} la tnica direccién posible es para la cual Az; > 0, entonces

aF
—(x" ;< D, 1.26
s (x*)Az; <0 (1.26)

La desigualdad fundamental (1.25) requerird como una condicién de primer orden que:

gj (x*) <0 si z7=0 (1.27)
1

Entonces, mientras las primeras derivadas con respecto a z; necesariamente se anulan en
una solucién interior (z} > 0), en una solucién frontera (z7 = 0) las primeras derivadas

6
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necesariamente son menores o igual a cero. Y como una u otras soluciones se anulan, su
producto es cero, esto es, ’

or

3z, (x*)z; = 0. (1.28)
Generalizando, se tiene que
OF o )x* = iﬁﬁ(x*) =0 (1.29)
6)( - j=l mj mJ - )

donde cada término de la suma es nulo. De aqui un méaximo local en x* estd caracterizado
por las (2n + 1) condiciones de primer orden:

a(x )x* =0, (1.30)

Las condiciones anteriores implican que la derivada parcial de primer orden se anula si el
instrumento es positivo, y si es no-positiva el instrumento es cero:

OF .
a(x‘)=0 si 2} >0,
S(x) <0 si o) =0, (1.31)

i=12.,n

1.2.4 TEOREMA DEL HIPERPLANO DE SEPARACION

Si los conjuntos convexos S; y S; son ademas ajenos, i.e,, si no tienen puntos en
comin, entonces siempre es posible encontrar un hiperplano que pase entre los
dos conjuntos (ver figura 1.1). Sea la ecuacién de este hiperplano en R, Pz + Pozo =
k. Como S; se encuentra, por ejemplo, arriba de este plano, para todo z2, z3 € S,
P1z2 + Poz? > k. Similarmente, para toda z}, z} € 81, Piz} + Pz} < k. De aqui, el
teorema del hiperplano separante dice que si S; y S2 son conjuntos ajenos y convexos en
un espacio n—dimensional, existen escalares Py, Ps,..., Py, no todos cero, tal que

n n
ZP,'.’I:} < ZP;:L‘?, vx! € Sy, x? e So.
=1 i=1

El teorema también es valido si los conjuntos se intersectan en un sélo punto, esto es, Sy
y Sz son tangentes entre si.
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FIGURA 1.1, Teorema del hiperplano de separacién. 81 ¥ S2 dos conjuntos convexos y ajenos,
La prueba de que si F(x) y gi(x) son funciones céncavas entonces
L(x,A*) £ L(x*,A") = F(x"),

donde x* resuelve el problema de maximizacidn, estd basado es este teorema.

1.2.5 PROGRAMACION NO-LINEAL CON RESTRICCIONES

Considere el siguiente problema:

{max Fl{rnmzln (1.32)

s.a. g(zi,zz) =bh.

Supéngase que existe una solucidn local en x* = (z{,z3), y que en ese punto una de las
derivadas parciales de la restriccién no se anula, por ejemplo

99 , o, '
oK) #0. (1.33)
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Dada (1.33) la diferencial total de la restriccion,

dy dg
dg = —dz; + — = L.
9= 32 dzy amdzg _ .ﬁ, (1.34)

la cual puede ser escrita en una vecindad de x* como:

dza dg/oz;
_—=—— 1.35
dzy fig/0za (1.35)
resolviendo para zg en funcién de z1, se sigue
dh d
i file). o dotede e Y e ORLLHE (1.36)

dz = dr; 2 _Eigfﬂn:z‘

El poblema puede entonces ser reescrito como un problema sin restriccién en la variable
z1, esto as,

max H(z1) = F(z1,h(z1)). (1.37)

Utilizando (1.36) la condicién de primer orden para un méximo local es:

df OF 48F dh

—_— e e e = 1.38
dr; 0y * dzgdz L1:%8)

aF OF/Bzs By
P — =0 1,39
fz; dg/ozq 81 0 (1.89)

Si se hubiera puesto en terminos de zg:
ds  dzy dg/dxzy

” donde 28w 038 . 88/0%3 1.40
z1 = s(z32), donde Tn dag 99/02," (1.40)

el poblema podria entonces haberse reescrito como un problema sin restriccién en la va-
riable g, esto es,

max S§(z2) = F(s(z2),z2). (1.41)
Utilizando (1.40) la condicién de primer orden para un méximo local es:
ds gF aF ds
ptdialiye gt i el g 1.42
dre  Ozg * dz1 dra ( }
dF @F/8z, Og
= = = 1.43
dzo dg/0z) 8z4 (143)
De (1.39) 6 (1.43) se llega a que

0F/0z, _ OF|dzs
dg/dz, " dg/0z3’

9



por lo que
0F/0zy  dOg/0x;
8F(Bzy 0g/0zo’

Cada curva de nivel de F toma la forma F(z,z2) = constante, asi de la forma diferencial

aF aF

(1.44)

B —dzn = 1.
dF ﬂmdn + &zzdmz 0, (1.45)
se sigue que cn la curva de nivel
dn:z BF,J’E::;
— =t 1.46
y de (1.34) la pendiente de la restriccién es:
dxo dg/ozy
— e 1.47
dz 1 |restrie, ﬂg {'ﬂzz { }
La condicién de primer orden para un méximo, (1.44), implica
dzn dzo
— = —= (1.48)
dz) nivel dz) reatrie,

Obsérvese que las condiciones necesarias (1.39) 6 (1.43) mds la restriccidn original pueden
ser chtonidas como las condiciones para un punto critico de la funcién:

L(z1,z2,A) = F(z1,z2) + Alb - g(z1, 22)), (1.49)
siendo oF/0
F :‘EJ'
O St Hala | .
w':'r‘gr,ul’nﬁ:rj.'1 ¢ P

y las condiciones

8L O9F _ dg

—_— = = A —— =], =1’2: 1.50
dz; Oz; dz; J ( )
ac

H = b-—g[zh.‘tg} =10. {1.51}

La variable A se le denomina el multiplicador de Lagrange y £ la funcidn lagrangiana
o Lagrangiano.

Si ahora tomamos el problema (1.6) y se procede anédlogamente, esto es, se supone
que hay solucién local en x* y que las restricciones satisfacen que la matriz jacobiana es
no singular o de rango completo. Sea

gﬁ-&-[x‘} -gg-;—{x“} ﬂh

(x*)
a x* [i] x* Oy .
(Bexy)-| = =) ) i

Qi (xr) Gim(xe) .. Qm(xv)
10



y x? en funcién de x!, esto es,
x* = h(x'),

(1.53)

donde h es un vector columna de m funciones. El problema puede entonces ser escrito

como j :
max H(x') = F(x! h(x')),
y la condicién necesaria para un méximo local es

aH_aF+aF oh
ax! ~ ax! ' axtax!

(1.54)

(1.55)

donde dH/0x' es un vector de (1 x (n—m)) y 8h/9x' es una matriz de (m x (n — m)).

Como las restricciones pueden ser escritas como una identidad, i.e.,
g(x',h(x')) = b,
diferenciando

o5 og on _
ax! ' ax?ax!

B (B ()
ax! ox? axl /)’

y (1.55) puede escribirse como

ademds

nor lo gque también
as _oF _9F (og\7' (dg\ _,
ax? ~ ax?  ax® \ax? ax :

ar (og\™"
A= E"‘i(a_;) E{-‘-’"l Az .. '.'*mjn

las condiciones necesarias (1.59) y (1.60) pueden ser escritas como

aF o
—_—— — | =0
dx o (ﬁx)

y estableciendo

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

Estas condiciones necesarias junto con las restricciones iniciales pueden ser obtenidas di-

ferenciando la funcién:

L(x,A) = F(x) + A(b - g(x))

= Flet,rz) + Y ilbi = 9321, 20).

11
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El paso final es encontrar el punto (x*, A*) en el cual todas las primeras derivadas parciales
del Lagrangiano se anulen:

Gyivan  OF og

—(x" A" = —(x")-A"—=(x")=0,

Mtx ) = oo (x) = AR (x") -
Fa XA} =b-gx®) =0.

El primer conjunto de n ecuaciones establecen que el vector gradiente de la funcién objetivo

debe ser igual al vector de multiplicadores de Lagrange multiplicado por el Jacobiano de
las restricciones, esto es,

aF g
— At—= 1.65
——(x') = A" E(x), (1.65)
il
{1'1,1‘12,, ' n} E""- .';'t [311321 15:1}n J = lr21 ey TR (lﬁﬁ']‘
i=1
Las restantes m condiciones son simplemente las restricciones, esto es,
g(x*)=h. (1.67)

Simulténeamente al resolver las m + n ecuaciones en (1.64) se obtienen las n variables
enddgenas

x'=(zy z3 .. z;),

y los m multiplicadores de Lagrange

= (3 A3 . AT
Al suponer que se cumplen las condiciones de suficiencia, las variables endégenas x* son
una solucién local al problema, como puede ser visto heuristicamente por el hecho de que

las restricciones son satisfechas y que las x* maximizan el Lagrangiano, el cual, en el punto
(x*,A"), es simplemente el valor de la funcién objetivo:

L(x", A*) = F(x*), (1.68)

donde las restricciones se satisfacen.
Para una interpretacién geométrica de las m + n condiciones de primer orden:

g(x) = b,
EF{ ° r&g Y (1.69)
— — ety
ax ﬂx{x :
note gue si la i—ésima restriccidn estd definida como:
{x € E"|gi(x) = b}, (1.70)

12
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entonces, el vector gradiente de la i—ésimo restriccion

ax

dgi (% B9 a?f) (1.71)

= a'l'l'.‘], ' a_.n"'.‘gl aigEw aﬂ.'“

la cual es el i—ésimo renglon de la matriz Jacobiana 8g/dx, es ortogonal a la curva donde,
al derivar

dgi(x) = %{x}dx =0, i=12,..,m. (1.72)

La condiciones (1.69) establecen que x* pertenece al conjunto de puntos factibles X' y
que en x* la direccidn de crecimiento (el vector gradiente de la funcién objetivo) es una
combinacién ponderada de las normales de las restricciones (los vectores gradiente de las
restricciones), y los ponderadores son los multiplicadores de Lagrange, A*.

Las condiciones (necesarias) de segundo orden establecen que la matriz Hessiana de

las derivadas parciales de segundo orden del Lagrangiano con respecto a las variables
enddogenas

e e i ol
1 Hzylirs i Ty g
&L aic 8
a!ﬂ dzglzy E?; Brgbz, “ 73}
ax & .: E T3 . : E ! 1
Br [l 8L

debe ser definida negativa o semidefinida negativa cuando se evalia en el méximo local
{x*,A") cuando

og
= —(x" =0 1.74
dg ax(x Jdx =0 (1.74)

Si la matriz Hessiana es definida negativa entonces las condiciones de primer orden (1.63)
son suficientes para un méximo local.

13
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1.3 CONDICIONES KUHN-TUCKER

Considere el siguiente problema de programacién no-lineal

max F(x),

s g(x) < b,
x>0,

(1.75)

Las restricciones en desigualdad pueden ser convertidas en igualdades agregando variables

de holgura:
s=b-g(x)=(s1 ... sm),
por lo que (1.61) puede reescribirse como
max F(x),

s.a, g(x)+s=h,
x>0,
s=0

La funcién Lagrangiana serd
E(X1 8, A] e Fl:x} + J"{b e E[I] T E}'I

¥ las condiciones de primer orden para un mdximo local son:

ac 8F O
—_—=e—— A
ix 8x Aﬂx“n'
ac _(8F og )
EI—('B—-X-—JE;)X—D.
x=20
dr
ﬁ—b—g{x}—s—ﬂ,
ac
T o |
7s A<D
arC
Es=—js-—"l];
s >0,

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79a)

(1.798)
(1.79¢)
(1.794)
(1.79€)

(1.79f)
(1.79g)

donde todas las variables, funciones y derivadas se evaluan en x*, A* y s*. Eliminando el
vector de las variables de holgura, s reemplazdndolo por b—g(x) se obtienen las condiciones

Kuhn-Tucker:

14
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i A,
ax gx = !
aF ag
(Ex a "'E) x=0
+ x20; (1.80)
b-g(x)-s=0;
b - g(x) 2 0;
Alb - g(x)) =0
t A0
Las mismas funciones resultarian de haber definido el Lagrangiano (1.78) como
L= F(x)+ A(b - g(x)). (1.81)
Las condiciones Kuhn-Tucker son entonces:
EE <* 208
I ] < 0:
EE L] L] . L] vﬂg L] L
% (', x7)x = (axf" )~ 228 s 1):: - b
'~ 0
. a:: &0 (1.82)
[x A ) =b-g(x*) = 0
A —(x* A" = A"(b- >0
aJu{x' ) (b—g(x*)) 2 0;
x A* >0
aL aF dyg; ;
s Y <0, §=1,2,.n; :
il E i i=1,2..,n (1.83a)
n
ac 8gi )\ _
) 5% = Z(azj ZA )zj_u (1.83b)
J=1 =
zj 20, 7=12,...n; {1.536}
a.L
—_— A= 0 +
3y bi-ai(1) 2 0; (1.83d)
i m
: 5 i > :
Y hige =3 hilbi- ) 20 (183)
i=1 i=1
A0, i=1,2..,m; (1.83)

evaluadas en (x*,A*).
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Estas condiciones son necesarias y suficientes para un méximo local (estricto) si la funcién
objetivo es céncava {estricta} y las restricciones son convexas, De (1.79b) se tiene

aF da; .
i j, —— ;= ) — 2.___. ' 134
8z; & 0 =0 y/o zj=0; j=1, s (1.84)

donde la primera expresién matemética en (1.84) es denominada como condicién marginal.
Ademis,

aﬂl " ]
a‘:l:_, g -—='EI si z; >0,

" F=1,2.,n0. (1.85)
z3=0, si ———Z 4-—9-‘-{13
i=1
Similarmente para (1.83d) y (1.83f)
=0 yfo gs(x*) =0ty i=12,..m, I:l.ﬁﬁ]
Y
i(x*)=b; si AT>0
o) =4 oA 0 - (1.87)
"AL =0 siogi(x") < by

Las condiciones (1.85) y (1.87) son conocidas como condiciones de holguras complemen-
taris.

1.4 TEOREMA DE KUHN-TUCKER

La aproximacion Kuhn-Tucker al problema de programacién no-lineal establecido en
(1.75), esto es

max F(x),

s.a. g(x) <b,
x 20, (1.75)

y la introduccién de la funcién Lagrangiana (1.81)
£ = F(x) + A(b - g(x)). (1.81)

nos llevaron a las condiciones Kuhn-Tucker

gL aL
i) = L] i’ L] * =
ax(x1l}£ﬂ, &A[x,l}_ﬂ.
8L, o <o a W | (1.88)
E(x VAT X =0, A al{x cATxt =10
x* >0, At =0,
16
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Notando que la direccién de las desigualdades y las condiciones (1.30) para un méximo,
(x*,A*) es un punto silla del Lagrangiano, ya que la maximizacién relativamente recae en

la no negatividad de las variables o instrumentos y la minimizacién en los multiplicadores
de Lagrange:

L(x,A") € L(x",A%) € £(x*,A) ¥x2=0, A3>0. (1.89)
El problema de encontrar vectores no-negatives (x*, A*) que satisfagan (1.89) es conociendo
el problema punto silla.

De acuerda al teorema Kuhn-Tucker, x* resuelve el problema de programacién no-
lineal si (x*, A*) resuelve el problema punto silla y bajo ciertas condiciones, x* resuelve el
problema de programacién no-lineal solamente si existe un A* para el cual (x*, A*) resuelve
el problema punto silla.

De acuerdo a la primera parte del teorema, si (x*, A*) es un punto silla como en (1.89)

entonces x* resuelve el problema de programacién no-lineal. Suponiendo que (x*, A*) es
un punto silla, como x* maximiza el Lagrangiano (relativo a toda x > 0):

F(x) + A*(b - g(x)) < F(x*)+ A% (b - g(x")). (1.90)
y como A* minimiza:
F(x*) + A%(b—g(x*)) < F(x") + A(b - g(x")). (1.91)
La iltima desigualdad puede ser escrita
(A=A%)(b-g(x*)) =0, A=0, (1.92)

y como los componentes de ) pueden ser arbitrariamente grandes, se sigue que x* debe
satisfacer la restriceidn en desigualdad:

g(x') <b. (1.93)
Por otro lado, escogiendo A = 0 en (1.92), noténdose que A* >0 y b — g(x*) > 0 se sigue
que;
A'(b-g(x*))=0. (1.94)
Reescribiendo (1.90) usando (1.94)

F(x*) 2 F(x) +A"(b - g(x)), x20. (1.95)
Como A* es no-negativa, si x es factible entonces
F(x*) = F(x), (1.96)

asi x* maximiza F(-) resolviendo el problema de programacién no-lineal. La suficiencia
(“si") duil :;:enrema Kuhn-Tucker, no requicre supuestos especiales acerca de las funciones
F()y gl).

La necesaria (“solamente si") del teorema Kuhn-Tucker requiere ciertos supuestos a-
cerca de F(-) y g(-). Esta parte del tcorema es vélida si se asume que la funcion F(-) es
concava, las g(+) son convexas, y que existe un punto en el conjunto de oportunidades el
cual satisface todas las restricciones de desigualdad como las desigualdades estrictas, i.e.,
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existe x tal que x? > 0 y g(x%) < b. Bajo estos supuestos x* resuelve el problema de
programacion no-lineal

x*>0, g(x")<b, si P(x")>F(x) ¥x>0, g(x)<b. (1.97)

Ahora definanse dos conjuntos de dimensién (m + 1):

A= {(“:) (":’) < (bf{;{}x});para alguna xgﬂ}, (1.98a)
(@IE) () e

donde ap y by son escalares, y a y b son vectores renglén m—dimensionales. Como x*
resuelve el problema de programacién no-lineal los dos conjuntos, 4 y B, son ajenos,
asi, por el teorema del hiperplano que separa conjuntos convexos ajenos existe un vector
renglén (Ap,A) no zero, donde g es un escalar y A es un vector {1 x m), tal que

(Mo A) (‘f:) < (Ao, A) (‘g‘) v (‘2’) €A (”;‘) € B. (1.99)

De la definicién de B se tiene que (Ag,A) es un vector no-negative y como (F(x*),0) se
encuentra en la frontera de B:

AoF(x) + A(b — g(x)) < AoF(x*) Vx> 0. (1.100)
A causa de que yg > 0, si yo = 0 luegoen (1.100) A(b—-g(x)) <0 V¥V x > 0y la no-
negatividad de A contradice la existencia de un x° > 0 tal que g(x") < b. Pero siyp > 0
entonces ambos lados de (1.100) pueden ser divididos por yg para obtener

Fx)+Ab-—g(x)) <F(x*) ¥V x20,

donde {
A*=—A2>0, (1.101)
Yo
En particular, si x = x* entonces:
A%(b - g(x)) <0, (1.102)
pero, como g(x*) <b y A* 2 0:
A*(b—g(x))=0. (1.103)
Entonces, definiendo el Lagrangiano como:
L(x,X) = F(x)+ A(b - g(x)), (1.104)
18
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de (1.101), (1.103), y la no-negatividad de A se lleza a que (x*,A") es un punto silla
para £(x,A) para x > 0, A > 0 dando lugar a la condicién necesaria (“solamente si")
del teorema Kuhn-Tucker. Por lo tanto, bajo el supuesto de que x* resuelve (1.75) si y
solamente si existe un A* tal que (x*, A*) resuelve el problema punto silla (1.89).

Ahora considerar (1.89) con el supuesto de que F y g son diferenciables. La primera
parte del problema punto silla es la maximizacién de £({x, A*) escogiendo x no-negativas.
Utilizando los resultados (1.30):

ac

= x"A%) <0,
8L ov _ (1.105)
ax{x |A Jx ""{]r

x* >0,

La segunda parte de (1.89), la minimizacién de £(x*, A) escogiendo multiplicadores de
Lagrange no-negativos da lugar a:

dLC

—{x*,Xx*) 20,

TR )2

S coa— (1.106)
rmema :D
A EJLEX'A} ]

A > 0.

Estos dos conjuntos de condiciones son las de Kuhn-Tucker (1.88).

1.5 EL PROBLEMA DUAL DE PROGRAMACION NO-LINEAL

Considerar el siguiente problema primal de programacién no-lineal

min F{x),
g8 gi(x)<0; i=12,..,m,
hi(x)=0; i=1,2,...,1,
X € A, (1.107)

El problema dual Lagrangiano es

max G(A, p),
sa A=>0, (1.108)
donde 1
G(A, p) = inf{F(x) + Eligi{x} + Zﬁih{{x] 1 x € X).
i=1 i=1

Note que la funcién dual Lagrangiana G puede tomar valores de —oo para algin vector
(A,p). En la expresién para G(A, ), las restricciones gi(x) < 0 y hi(x) = 0 han sido
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incorporadas en la funcién objetivo usando los multiplicadores de Lagrange A; y p;. Nétese
también que el multiplicador A; asociado con la restriccién en desigualdad g;(x) < 0 es
ne-negativa, mientras el multiplicador p; asociade con la restriccién en igualdad hi(x) =0
no tiene restriccion en el signo. Retomando la notacién de las secciones anteriores

min F(x),
s.a. gi(x) <0,
hi{x} — [}I
X E &, (1.109)

para el problema primal. Para el dual;

max G(A, p),
s.8. A >0,
donde G(A, p)=inf{F(x)+ A'g(x) +p'h(x):x € ¥}. (1.110)

Teorema (débil de dualidad ) 1.1 Sea x una solucién factible para el problema primal
(1.109), esto es, x € &, g(x) < 0, y h(x) = 0. También sea (A, ) una solucién factible
para el problema dual (1.110), esto es, A > 0. Entonces F(x) > G(A, p).

Prueba

Por definicidn de G, y como x € X, se tiene

G(A, p) = inf{F(y) + A'gly) + n'h(y) : y € X}
< F(x) + Mg(x) +p'h(x) < F(x),

donde A =2 0, g(x) < 0, y h(x) = 0. Lo que completa la prueba.
Corolario 1.1

inf{F(x):x € ¥,g(x) <0,h(x) =0} > sup{G(A, u): A > 0}.

Corolario 1.2

Si F(X) < G(A, i), donde A> 0y % € {x € X : g(x) < 0,h(x) = 0}, entonces X y (X, ji)
resuelve los problemas primal y dual, respectivamente.

Corolario 1.3

Si inf{F(x) : x € &,g(x) < 0,h(x) = 0} = —oo0, entonces G(A, p) = —oo para cada
Az0

Corolario 1.4

Si sup{G(A, u) : A > 0} = oo, entonces el problema primal no tiene solucién factible,
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Lemma 1.1

Sea X' un conjunto convexo no vacio en E". Sean o : E™ — E' y g: E™ — E™ convexas,
y sea h : E™ — E! afin; esto es, h es de la forma h(x) = Ax — b, Si el Sistema 1 no
tiene solucién x, entonces el Sistema 2 tiene una solucién (Mg, A, p). El inverso es vélido
8i Ag > 0.

Sistema 1: a(x) <0, g(x)<0, h(x)=0 para alguna x € X,
Sistema 2: Mga(x) + Mg(x)+ p'h(x) > 0 ¥xe X,
[J'UrA] = uu [}"Eh 1!#] ?5 0.

Suponga que el Sistema I no tiene solucién, y considere el siguiente conjunto:
D= {(p,q,r):p>a(x), q2g(x), r=h(x) para alguna x e X}.

Como &, a, y g son convexas y h es afin, D es convexo. Como el Sistema 1 no tiene
solucién, entonces (0,0,0) ¢ D. Por lo que existe (Ao, A, p) no cero tal que

Mp+Aq+p'r >0 para cada (p,q,r) €D, (1.111)

para un X € & fijo. Como p y q pueden ser arbitrariamente grandes, (1.111) es vdlida
solamente si Ag = 0 y A 2 0. Ademads, (p, q,r) = [a(x),g(x), h(x)] € eID. De (1.111) se
obticne

Aoa(x) + Ag(x) + p'hix) 2 0.

Como la desigualdad de arriba es verdadera para cada x € X, el Sistema 2 tiene solucién.

Para demostrar el inverso, suponga que el Sistema 2 tiene una solucién (Mg, A, p) tal
que Mg > 0y A = 0, que satisface

Moa(x) + A'g(x) + p'h(x) > 0 para cada x € X,

Sea x € X tal que g(x) < 0 y h(x) = 0. De la desigualdad de arriba, como A > 0,
se concluye que Aga(x) = 0. Como Mg > 0, a(x) = 0, y de aqui el Sistema 1 no tiene
solucién.

Teorema (fuerte de dualidad ) 1.2 Sean X un conjunto convexo no vacio en E",
F:E" = E'yg:E™ = E™ convexos, y h: E® — E' afin; esto es, h es de la forma
h(x) = Ax — b. Existe un % € & tal que g(%) < 0y h(X) = 0, y 0 € inth(X), donde
h(X) = {h(x) : x € X}. Entonces

inf{F(x) : x € &, g(x) £ 0,h(x) = 0} = sup{G (A, p) : A > 0} (1.112)

Ademds, si el inf es finito, entonces el sup{G(A,p) : A > 0} estd en (A, i) con A > 0. Si
el inf estd en %, entonces A'g(x) = 0.

Prueba

Sea v = inf{F(x) : x€ X,g(x) <0, h(x) =0}. 8i ¥ = —o0, entonces por el corolario 1.3
del teorema 1.1, el sup{G(A,p) : A 2 0} = —oo y de aqui (1.112) es vélida. Si suponemos
que v ¢s finita, y se considera el siguiente sistema:

F(x)-~v<0, gx)<0, h(x}=0, x€ X,
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por definicion de +, este sistema no tiene solucién. De aqui por el lemma 1.1 existe un
vector no cero (Ag, A, p) con (Ag, A) > 0 tal que

Ao[F(x) =] + A'g(x) + #'h(x) 2 0 ¥x € X. (1.113)

Primero se muestra que Ag > 0. Por contradiccién, suponga que Ap = 0. Existeunx € X
tal que g(%) < 0 y h() = 0. Sustituyendo en (1.113), se sigue que A'g(%x) > 0. Como
B(X) <0y A >0, Xg(%) > 0 es posible solamente si A = 0. Pero como (1.113), Ao =0y
A =0, la cual implica que p'h(x) > 0 ¥x € X. Pero como 0 € inth(X), se puede escoger
una x € X tal que h(x) = —§), donde § > 0. Ademds, 0 < AM'h(x) = —§]JA||2, lo que
implica que A = 0, Entonces, se ha mostrado que Ag = 0 implica que (Ao, A, pu) =0, lo
cual es imposible. De esto, Ag > 0. Dividiendo (1.113) por Ao y denotando A/Ag y p/Xo
por A y j, respectivamente, se llega a

F(x)+ Mg(x) + a'h(x) 26 ¥xe X, (1.114)

Esto muestra que G(A, i) = inf{F(x) + A'g(x) 4+ 'h(x) : x € X} > 6. Del teorema 1.1
G(A, m) = 6, y (A ) resuelve el problema dual.

Para completar la prueba, suponga que % es una solucién éptima para el problema
primal, esto es, X € X, g(%) < 0, h(X) = 0, y F(X) = 6. De (1,114}, siendo x = X, se
obtiene A'g(X) > 0. Como A > 0y g(%) < 0, A'g(x) =0, lo que completa la prueba,

Teorema (del punto silla} 1.3 Sea A un conjunto no vacio en E™ y sea F : E™ — E1,
E:E"— E™yh:E™ — E'. Suponga que existe X € X y (A, /1) con A > 0, tal que

B(X, A, 1) < (%, A, 1) < B(x, A, i), (1.115)

para toda x € &' y toda (X, u) con A > 0, donde ¢(x, A, u) = F(x) + A'g(x) + p'h(x).
Entonces X y (A, i) resuelven los problemas primal (1.109) y dual (1.110), respectivamente.
Para el inverso, suponga que X, F, y g son convexos y que h afin; esto es, h es de la
forma h(x) = Ax — b. Luego, suponga que 0 € int h(X) y que alll existe un X € A con
g(X) <0 y h(x) = 0. 8i % es una solucién éptima del primal, entonces existe (A, ) con
A = 0, tal que (1.115) es vélida.

Prueba -
Suponga que existen X € X y (X, i) con A > 0, tal que (1.115) es vilida. Como

F(X) + X'g(%) + p'h(X) = ¢(%, A, n) < ¢(%, A, ja)

para toda A > O y para toda p € E!, as{ que g(%) < 0y h(%) = 0. Ademés, X es una
solucién factible del primal. También de A = 0 en la desigualdad de arriba, se sigue que

AMg(x) > 0. Como A >0 Y (%) < 0, entonces A'g(%) = 0. De (1.115) para cada x € X
se obtiene-

F(x) = F(%) + A'g() + a'h(%)
< '?j'{i'rj": F‘]
< ¢(x, A, i)
= F(x) + A'g(x) + i'h(x).

(1.116)
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Como (1.116) es vélida para cada x € X, se sigue que F(x) < G(A, ). Al notar que %
es factible para el primal y que A > 0, del corolario 1.2 del teorema 1.1, se sigue que % y
(A, &) son dptimos para los problemas primal y dual, respectivamente.

Para el inverso, suponga que & es una solucién éptima del primal. Por el teorema 1.2,
existe (A, i) con A = 0 tal que F(X) = G(A, i) y A'g(%) = 0. Por definicién de G, se tiene

F(%)=G(A\R) < F(x) + MNe(x) + A'h(x) = ¢(x,A, i) para cada x € X,
Pero como Mg(%) = ji'h(%) = 0,
(% A, i) = F() + Mg(x) + i'h(x) < (x, X, i) Vxe X,

lo cual es la segunda desigualdad en (1.115). La primera desigualdad de (1.115) es valida
al notar que A'g(%) =0, h(X) = 0, g(X) <0, y A > 0. Esto completa la prueba.

Teorema 1.4 Sea @ = {x € X' : g(x) < 0,h(x) = 0}, y considerar el problema primal
(1.109) para minimizar F(x) sujeta a x € Q. Suponga que X € Q satisface las condiciones
de Kuhn-Tucker, esto es, existe A > 0 y ji tales que

VF(%)+ Vg(X)A + Vh{x)a =0
(%) + Vg(%) -,{ }.F .117)
Alg(x) =0
Suponga que F, g; para i € T son convexos en X, donde T = {i : g;(X) = 0}. Ademds, si
ji; # 0, entonces h; es afin. Luego, (X, A, i) satisface las condiciones punto silla

B(%, A ) < (%, A, i) < d(x, A, ) (1.118)

para toda x € X' y para toda (A, p) con A 2 0, donde ¢(x, A, p) = F(x)+ X g(x)+ p'h(x).
Inversamente, suponga que (X,A, ) con % € intX y A > 0 satisface las condiciones

punto silla (1.118). Entonces % es factible para el problema primal (1.109) y ademis,

(X, A, i) satisface las condiciones Kuhn-Tucker (1,117).

Prueba

Suponga que (%,X, ) con & € Q y A > O satisface las condiciones Kuhn-Tucker (1.117).
Por convexidad en % de F y g; parai € T, y como h; es affn para ji; # 0 se obtiene

F(x) > F(&) + VF(X)'(x — %), (1.119)
gi(x) 2 gi(%) + Vgi(X)'(x - %) para i€ T, (1.120)
hi(x) = hi(%) + Vhi(X)' (x — X) para i=1,..0l i #0, (1.121)

para toda x € X. Multiplicando (1.120) por A; > 0, (1.121) por ji;, sumando (1.119) y de
(1.117), se sigue de la definicién de ¢ que ¢(x, A, a) = ¢(%, A, 5) ¥x € X. También, como
g(X) < 0, h(X) = 0 y A'g(%) = 0, se sigue que ¢(%, A, p) < ¢(X,A,a) YA > 0. De aqui
(X, A, ) satisface las condiciones punto silla (1.118). =

Para probar el inverso, suponga que (X, A, &) con X €int X' y A > 0 satisface (1.118).
Como ¢(%, A, ) € ¢(%,A,), VA2 0 y p. Asi g(x) <0, h(X) = 0y Vg(x) =
0. Esto muestra que X es factible para el problema primal (1.109). Como ¢(%, A, i) <
#(x, A B) ¥x € X, luego X resuelve el problema para minimizar ¢(x, A, i) sujeta a x € X.
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Como % € int X, entonces V.¢(%, A, ) = 0, esto es VF(X)+ Vg(X)A+ Vh(X)ji =0, y
de aqui (1.117) se mantiene. Esto completa la prueba,

El teorema (1.4) muestra que sl X es un punto Kuhn-Tucker, bajo ciertos supuestos de
convexidad, los multiplicadores de Lagrange en las condiciones Kulin-Tucker también sirven
como los multiplicadores en el criterio de punto silla. Inversamente, los multiplicadores en
las condiciones punto silla son los multiplicadores de Lagrange de las condiciones Kuhn-
Tucker, Ademds, el éptimo de las variables duales para el Lagranglano del problema
dual son precisamente los multiplicadores de Lagrange para las condiciones Kuhn-Tucker
y también los multiplicadores para las condiciones punto silla.

1.6 LA FUNCION DE UTILIDAD

1.6.1 EL ANALISIS DE LA DEMANDA BASADO EN LA
UTILIDAD

Para un precio dado, se puede fraccionar la demanda agregada en las cantidades
demandadas por cada uno de los consumidores, Lucgo, para diferentes precios se puede
expresar la curva de demanda agregada como la suma horizontal de las curvas de demanda
de cada uno de los consumidores.

Un andlisis da por resultade que la curva de demanda del individuo depende de sus
preferencias, relativamente fijas, Ademds, se supone que el individuo persigue maximi-
zar un fin tnico en su toma de decisiones, Esto implica que los diferentes bienes tienen
alguna caracteristica en comin que permite compararlos entre si. Dicha caracteristica se
denomina utilidad.

Sean X Y,Z, etc., cantidades de diversos bienes que tienen algiin elemento en comiin
¥ que la magnitud de este es la utilidad, la cual depende de la cantidad de los diversos
bienes. La utilidad marginal se define como la tasa de variacién de la utilidad total cuvando
aumenta la cantidad de un bien mientras los otros permanecen constantes; por ejemplo
naranjas, la utilidad marginal es la utilidad de la dltima naranja més la variacién sufrida
por la utilidad de las naranjas precedentes cuando se afiade una a ellas. Enfatizando: Es
la tasa de variacién de la utilidad total para variaciones de una unidad en la cantidad, y
no es la utilidad de la unidad marginal.

Una confusidn fundamental consiste en no saber distinguir entre utilidad total y utili-
dad marginal. Otra dificultad, aunque menos importante, es la incapacidad para concretar
unidades. Es obvio que existe una cantidad de agua que costarfa mds que una determinada
cantidad de brillantes. Prescindiendo del problema de las unidades, lo que no vieron los
economistas cldsicos, y lo que la teoria de la utilidad marginal decreciente puso en evi-
dencia, es que el factor decisivo en la determinacién del precio es el aumento de utilidad
debido a tener un poco mds de agua o debido a tener algiin brillante mds. Por lo tanto,
la utilidad marginal de los brillantes puede ser muy alta(porque los -brillantes son mds
escasos) en relacién a la utilidad marginal del agua (porque el agua es mds abundante) y
en consecuencia, el precio de los brillantes puede ser alto en relacién al precio del agua; y
sin embargo, la utilidad total del agua puede ser mucho mayor que la de los brillantes.

La solucidon de la paradoja anterior llevo a los neocldsicos a incorporar la demanda
como un determinante del precio. Si bien es cicrto que la utilidad marginal decreciente
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puede explicar la falta de especializacién en el consumo, no se sigue de ello que tengamos
que basarnos en ella para explicar o racionalizar esta observacién,

Para obtener la funcién de demanda de un individuo partiendo de su funcién de
utilidad y de las limitaciones impuestas por su presupuesto, supéngase que existe U =
U(X,Y,Z,..) y que los precios P, Py, P;,.. son conocidos y su ingreso es /. Sin una
limitacidn en su presupuesto, el individuo continuaria aumentando su consumo de los bienes
hasta que sus utilidades marginales sean nulas. Para simplificar se va a suponer que el
individuo sabe como distribuir sus recursos, por ejemplo, su capacidad de trabajo. Por lo
tanto la restriccion presupuestal queda expresada como

XP:+YPH+...=I|

Como hay que maximizar U sujeta a la restriccidn presupuestal se utiliza la teorfa de la
seccion (1.5) llegando a que

Eri = E{E =.,..=M\

P, P
Lo anterior significa que la utilidad marginal de la cantidad del bien i que se puede comprar
por j unidades monetarias tiene que ser ignal a la de cada uno de los otros bienes. Esta
utilidad marginal comiin por unidad monetaria es A (el multiplicador de Lagrange) que es
la utilidad marginal del ingreso, segiin Marshall.

Nota 1.2 El término utilidad marginal del ingreso es equivoco, pues serfa mejor hablar

de la utilidad marginal de la renta, para evitar confusién con la utilidad resultante de
mantener saldos monetarios en efectivo.

Si se toman de dos en dos bienes se puede tener la siguiente relacién por ejemplo:

U P

_J'.

Uﬂ P:I'J'1
donde el primer término representa la relacién en la que el individuo estd dispuesto a
sustituir X por ¥, mientras que el segundo término es la relacién en que X puede sustituir

a Y en el mercado. Conocida U se sustituye y se obtienen las cantidades de los bienes,
i.e., la curva de demanda. Si por ejemplo

U=logX +logV, (1.122a)

la demanda viene dada por X = ﬁ yY = 2—‘{3;-; sl

U= XY, (1.1225)

la demanda es X = 55~ y Y = 35, i.e,, la misma. Donde (1.122a) se obtiene al aplicar

la funcién logaritmo a (1.122b) y redefiniendo la funcién utilidad, i.e., al aplicar una
transformacién monétona creciente a la funcién utilidad la demanda resultante es la misma,
y esto es debido a que la utilidad es el orden de preferencias entre bienes pero no en cudnto
mds un bien es preferido a otro. Una caracteristica de esta funcién de demanda es que se
mantiene constante la cantidad de dinero gastada. Ademads las utilidades marginales de X
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e Y para (1.122a) son independientes, ya que la utilidad marginal de X depende sélo de X
y la de ¥ exclusivamente de Y. Nétese que estas utilidades marginales son decrecientes,
ie.,
1 1
U: = E; U-u = F.
Para (1.122b) las utilidades marginales del bien en cuestidén depende del otro, esto es,
Us=Y; Uy=X

por lo que la utilidad marginal, por ejemplo, de X se mantiene constante cuando X
aumenta. Estas funciones difieren de las anteriores en dos sentidos: la utilidad marginal
ya no es decreciente y existe dependencia entre ambos bienes. Sin embargo, la funcién de
demanda engendrada por esta funcién de utilidad es la misma,

1.6.2 TEORIA DE LAS CURVAS DE INDIFERENCIA

Las curvas de indiferencia representan las diferentes combinaciones de bienes, tal que
representen el mismo nivel de satisfaccién (utilidad). Supéngase un espacio de bienes
cualquiera, XV, y considérese una combinacién de X e ¥, designada por P en este espacio.
Este espacio se divide en cuatro cuadrantes (figura 1.2).

FIGURA 1.2 Curva de indiferencia. Los signos + y — representan la mayor o menor preferencin del
consumidor

Suponga que el individuo prefiere mas cantidad, de cada bien, a menos cantidad,
Cualquier punto, por ejemplo en la regién 3, es claramente preferible al punto P, puesto que
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aquel representa més cantidad de X o mds de ¥, o mds de ambos. Por razones andlogas,
P es claramente preferible a cualquier punto de la regién 1, puesto que P representa
mds cantidad de X o mds de Y o mds de ambos. Con respecto a los puntos de los
cuadrantes 2 y 4 se puede imaginar qué preguntar al individuo cuyas preferencias se estan
determinando, para ordenar cada uno de estos puntos en relacién a P. Si prefiere aquel
punto lo marcaremos con un signo + y si prefiere P lo marcaremos con —. De tal manera
que se asignan signos 4+ o un — a todos Jos puntos de las regiones 2 y 4. Habr4 una linea
divisoria entre los signos 4 y —; los puntos pertenecientes a esta divisoria representan
combinaciones entre las cuales la cleccidn le es indiferente, y a esta linea divisoria la
podemos llamar curva de indiferencia. EI supuesto de que prefiere mds que a menos
cantidad significa que la curva de indiferencia no puede atravesar los cuadrantes 1 y 3,
Por lo tanto la curva de indiferencia nunca puede tener inclinacidn positiva y tiene que
tenerla negativa en todos los puntos de la regidn de significado econdmico. Si bien dicha
curva debe tener pendiente negativa en todos los puntos queda por saber si es concava
o convexa hacia el origen, slendo que es mds razonable que sea convexa. Partiendo de
un punto distinto a P podriamos generar de la misma manera una curva de indiferencia
distinta. En principio, por cada punto pasa una curva de indiferencia. El conjunto de
curvas de¢ indiferencia representa un mapa de los gustos del individuo.

Suponga que el individuo tiene un ingreso (o renta monetaria) I, que gasta en los
bienes X e V. 5i lo gasta todo en ¥ puede comprar pf: unidades de Y. Si lo hace para

X, puede comprar -,!: unidades de X. La pendiente de esta curva es %, lo que significa

que si el individuo compra una unidad menos de X, ahorra una unidad de dinero igual
a Pz, y con esta cantidad puede comprar —i: unidades de ¥. Por lo que dicho cociente
representa la relacidn en que se puede sustituir X por ¥. La figura (1.3) muestra el drea
de combinaciones asequibles.

Superponiendo las dos lineas divisorias obtenidas el individuo nunca se quedard en la
regién de combinaciones asequibles ya que que tratard de quedar sobre ella, pues trata de
obtener méds. La interseccidn entre ambas curvas, la de indiferencia y la del presupuesto,
que le dé lo mdximo posible es el punto de equilibrio. De aqui se aprecia la convexidad
de las curvas de indiferencia. Si fuese cdncava en toda su extensién, el punto de equilibrio
se hallarfa sobre uno de los ejes, i.e., la gente se especializa al consumir. Por lo tanto
se elimina este caso. Si la curva de indiferencia fuera parte céncava y parte convexa, el
individuo nunca se encontraria en situacién de equilibrio en un punto del segmento céncave.
Por lo tanto, la parte de la linea de indiferencia que tiene significado econdmico es siempre
la convexa. Si la curvas de indiferencia son convexas hacia el origen, el punto de equilibrio
es aquel en el cual la linea divisoria de las combinaciones asequibles es tangente a la curva
de indiferencia.

En la curva de indiferencia si el individuo renuncia a una unidad de X perderi a-
proximadamente U, unidades de utilidad. Por ello, para mantener al individuo sobre la
misma curva de indiferencia es necesario darle g: unidades de Y. Por lo que el cociente

anterior es la pendiente de la curva de indiferencia en el punto en cuestion. Para el punto
de equilibrio

es la relacién en que el individuo estd dispuesto a sustituir X por ¥ y tiene que ser igual a
la relacion en que puede sustituirlos. Una cosa es lo que quiere y otra lo que puede tener.
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FIGURA 1.3 Area de combinaciones asequibles dado lo que gasta en cada bien el individuo,

1.6.3 CLASIFICACION IMPLICITA EN EL ANALISIS POR
CURVAS DE INDIFERENCIA

El andlisis del comportamiento del consumider mediante curvas de indiferencia clasi-
fica implicitamente todos los factores que lo afectan: 1)Bienes; 2)Factores que determinan
las oportunidades (se condensan en la recta presupuestal) y; 3) Factores que determinan
sus gustos (resumidos en las curvas de indiferencia). A continuacién se ejemplificard.

Para una persona que estd pensando el lugar dénde radicar se trata de un bien, el cual
se representa en los ejes coordenados. Ya una vez establecido en algin lugar, es un factor
de oportunidades puesto que afectard a los precios cudnto tiene que pagar por los diversos
bienes y servicios, y también un factor de los gustos, pues puede afectar a la importancia
que concede al abrigo de invierno frente al traje de bafio o la calefaccién frente al aire
acondicionado.

Desde un punto de vista formal, todos estos aspectos pueden tenerse en cuenta
tratando la localizacién regional como un bien-representado-sobre uno de-los-ejes. A
cada localizacién regional corresponderd un corte dado a una superficie multidimensional
de combinaciones asequibles y superficies de indiferencia. El corte correspondiente a una
localizacidn regional puede significar diferentes oportunidades y diferentes gustos que el
corte correspondiente a otra. Pero aunque esto sea formalmente correcto, no impide que
se cambie el punto de vista que interesa segiin el problema en cuestién.
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1.6.4 OBTENCION DE LA CURVA DE DEMANDA A PARTIR
DE LAS CURVAS DE INDIFERENCIA

Si se mantiene constante la renta monetaria y el precio, digamos de X, la recta que
representa la relacidon entre los precios girard sobre un punto del eje. Para los diferentes
precios de X se hallan las correspondientes cantidades demandadas de él obteniéndose la
curva de demanda. En este tipo de curva la renta real varia al desplazarse a lo largo de la
curva.

Es posible construir un tipo diferente de curva de demanda: Considérese el punto
representativo de una combinacidn de bienes Xg, Yy, y trdcese una recta de presupuesto
que pase por él. Un artificio para mantener constante la renta real es hacer girar la recta
presupuestal sobre el punto, La ecuacién de la recta es P Xg+ PyYp = I. Esto equivale a
mantener constante el poder adquisitivo del dinero. La manera usual de elaborar un indice
de precios es calcular el coste (relativo) de una combinacién especifica de bienes. Por
ejemplo, si la combinacidn de bienes es (Xg,Yp) ¥ si los precios en dos situaciones distintas
(puede ser en tiempo o en lugar geografico) son Py, Py) y (P ,PI{ ), el indice de precios en
la segunda situacion, en relacién a la primera, es %i—.::—ﬁ:gs Pero si I es constante esta
relacidn es igual a la unidad para todas las rectas presupuestales que pasan por (Xg,Yo).

Los puntos de tangencia de estas rectas con las curvas de indiferencia originan una
curva de demanda para la cual la “renta real "es constante, en el sentido de que el cociente
de la renta monetaria y el indice de precios es constante.

Se podria obtener otro tipo de demanda considerando el conjunto de rectas pre-
supuestales tangentes a una sola de las curvas de indiferencia. Las cantidades y precios
relativos correspondientes proporcionarian una curva de demanda en la cual la renta real
seria constante, en el sentido de proporcionar una utilidad fija.

Para distinguir las distintas construcciones de las curvas de demanda considerar el
efecto renta y el efecto sustitucion producidos por la variacién de un precio cuando se
mantienen constantes todos los demds y la renta monetaria también. Al considerar estos
efectos se distinguird entre los efectos Slutsky, que corresponden a la rotacion de las rectas
presupucstales sobre un punto (Xp,Yg), y los efectos Hicks, que corresponden al conjunto
de rectas presupuestales tangentes a una sola curva de indiferencia.

La ventaja de la medicidn de Slutsky, aunque en cierto sentido representa una a-
proximacion, lo que no ocurre esto con la de Hicks, estd en que puede ser computada
directamente partiendo de hechos de mercado y conducta observable, a saber, de precios
y cantidades compradas. La medicién de Hicks no puede calcularse asf pues requicre el
conocimiento de las curvas de indiferencia. Cuanto menor sea la variacién en el precio, es
decir, cuanto mas se aproxime AP; a cero menos importante serd la diferencia entre la
medicién de Slutsky y la de Hicks,

Estas dos mediciones nos lleva a obtener la curvas de demanda de dos distintos modos
que presentan la propiedad de mantener constante la renta real. Se puede obtener la
demanda utilizando la medicién de Hicks para la variacién de la renta real; esto equivaldria
a clegir una curva de indiferencia. Para la utilidad U, obtenerla de la medicién de Slutsky
para la variacién de la renta real, equivaldria a la rotacién de una linea sobre un punto.
Se podria decir que este dltimo método s una manera de mantener constante la renta real
aparente,

Observando la figura (1.4) se aclaran las diferencias entre estas tres curvas de demanda.
En ella, como resultado de una variacidn en el precio del bien X, hay un desplazamiento
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de P a @, ode X a Xy. Este desplazamiento es el que lleva consigo la curva de demanda
segin se |a define ordinariamente. Pero este desplazamiento, debido a una variacién en el
precio, es la combinacidn de un efecto renta y un efecto sustitucién. Dicho desplazamiento
se puede descomponer en dos: ¢} Siguiendo a Hicks, considerar el desplazamiento de P a
S, o0de X; a X3, como el resultado de una variacién en la relacién de intercambio, o efecto
sustitucién. El desplazamiento de § a @, o de X2 a X, es el resultado de una variacién en
la renta. Por lo tanto

Efecto total _ Efecto ingreso ,  Efecto sustitucion
(X4~ X1) (X4 = X2) (X2 - X1),

Este método es formalmente mds puro que el que se indica a continuacién, pero no se
refiere a magnitudes observables.

FIGURA 14. Efecto sustitucidn y efecto ingreso

i1) Altenativamente se pueden separar los efectos expresados por cantidades observ-
ables siguiendo a Slutsky. Cuando un individuo est4 en el punto P consume X; e ¥
gastando todo su ingreso I a los precios Py y P,. Si el precio de X cambia de P; &
Py + AP; (en el caso de la figura, AP; es negativo) y P, no varfa (harfa falta I + X, AP;
para poder comprar la misma combinacidn que antes) se puede considerar la renta o in-
greso (1 +X;AP;) y los precios (P, + AP, P,) como una variacién del precio compensada
respecto a la situacién inicial, i.e., como una variacién del precio cuyos efectos sobre la
renta real han sido neutralizados mediante una variacién de la renta monetaria. Con esta
variacién del precio compensada, el individuo se trasladarfa de P a R, o de X; a X3.
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Siguiendo a Slutsky se puede llamar a este efecto sustitucién, y al desplazamiento de R a
Q, o de X3 a Xy, el efecto renta, Por lo tanto

Efecto total _ Efecto ingreso 5, Efecto sustitucion
(X4 - X1) (X1 - X3) (X3 - X1).

Se advertird que la diferencia entre el método de Hicks y el de Slutsky es ignal a
(X3 = X3). La proposicién fundamenta) formulada por Mosak es que al aproximarse AP,
a cero, la magnitud (X3~ X3) se aproxima mds rapidamente que cualquier otra diferencia.
Es evidente que al aproximarse AP, a cero, @, R y S tienden a converger en el punto P,
Esto quiere decir que (X4 — X3), (X3 - X1), (X4 - X2) y (X2 — X) tienden a cero, Jo
mismo que (X3 — X3) pero mds rdpido; esto implica que el valor de la renta monetaria que
se necesita con el fin de mantener constante la renta real es una buena aproximacién a la
variacién ideal de la renta monetaria, segiin Slutsky.
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CAPITULO 2

2.1 PRODUCTIVIDAD EN EL TRABAJO Y VENTAJAS
COMPARATIVAS, MODELO DE RICARDO

Los pafses recurren al comercio internacional bdsicamente por diferencias en tec-
nologias, dotaciones o preferencias. Como primer paso hacia el entendimiento de las
causas y efectos del comercio, es itil considerar modelos simples en los que sélo una de
estas diferencias esté presente. Un concepto esencial en estos modelos es el de ventaja
comparativa.

Aunque la idea de ventaja comparativa es simple, puede ser un poco confusa si se es-
tablece en forma abstracta. El mejor camino para entender adecuadamente dicho concepto
es a través de una serie de ejemplos. El primer modelo de ventaja comparativa que se basa
en las diferencias en la productividad del trabajo, fue introducido por David Ricarde a
principios del siglo XIX (The Principles of Political Economy and Tazation, 1817), y es
conocido como modelo de Ricardo.

En una primera etapa examinaremos un modelo simple de una economia cerrada (£)
que produce dos bienes y tiene como tinico factor de produccién al trabajo, Posteriormente
veremos qué sucede cuando dos de tales economias comercian. Después, aplicaremos los
resultados de este andlisis para aclarar algunos malos entendidos en materia de politica
comercial. Finalmente, consideramos una extension del modelo basico que incluye mds
bienes.

2.2 MODELO DE RICARDO

Para entender el papel que juega el concepto de ventaja comparativa en la determi-
nacién de qué y cudnto comerciar, comenzaremos con una economia, £, que:
» es cerrada;

consta de un sélo individuo (productor-trabajador-consumidor);

produce dos bienes, y; y y2;

tiene como tnico factor de produccion al trabajo, L = cantidad disponible de trabajo
en &;

a2
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e las funciones de produccién son lineales, y; = Li/ari, 1= 1,2, donde ay; = cantidad
de trabajo requerido para producir una unidad de y; y Ly+L2 = L. Ademds presentan
rendimientos constantes a escala t;

o las industrias son competitivas (toman el precio F; del bien y; como dado) y tienen
beneficios normales (cero); '

e pleno empleo, Ly + Lo =apyyy +apaye = L ;

s existe perfecta movilidad del trabajo.
La tecnologia de £ queda resumida por la productividad del trabajo de cada industria.

2,2.1 CURVA DE POSIBILIDADES DE PRODUCCION

De las definiciones anteriores, el trabajo necesario para producir y; unidades del bien
i €5 aryi. Y como la oferta total de trabajo es L, los limites de produccidn estan definidos
por la desigualdad

ariy1 +agaye < L, (2.1)

para los bienes producidos. La igualdad determina la frontera de posibilidades de produc-
cién (FPP). Cuando la FPP es una linea recta,ver figura (2.1), el costo de oportunidad
de producir y; en términos de yp es constante. El costo de oportunidad es el niimero
de unidades del bien 2 que no se produjeron dado que se produjo una unidad extra del
bien 1. En este caso, para producir otra unidad del bien 1 se requerird ap; horas-hombre.
Cada una de estas horas-hombre podrian cambiarse para producir “—lﬁ unidades del bien 2,
entonces el costo de oportunidad del bien 1 en términos del bien 2 es :,‘-;tl:- Cuando existe
solamente un factor de produccién la curva de posibilidades de produccién es simplemente
una linea recta. Debido a la limitacién de la fuerza de trabajo en £, si se quiere producir
mds de un bien se debe sacrificar la produccién del otro. La razén de cambio de la produc-
cién de un bien por otro recibe el nombre de tasa marginal de transformacién de y; por
y2, (TMT)2), y es la pendiente de la FPP. En este caso TM T2 = dyz/dyy = ap1/are
que es e costo de oportunidad de producir y; en términos de ys.

‘t‘ Sea y=F(L). Para una economin £ que produce dos bienes se tiene
ri=F(L{) para i=12

Si F{Li}E;%_‘; entonces Hi{L[}=3£‘-l'i+ Sabemos que si 3y es lineal de grado k entonces

F(AL)=X*F(L),

es decir

WAL =AM FLi)=A* ;%.

por lo tanto
Wi (ALi)=AR bl o ki,
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FIGURA 2.1. Curva de posibilidades de produccién £. La linea FP muestra ln mdxima cantidad de g3
que puede producirse dada alguna produccidn de yg, v viceversa.

2.2.2 PRECIOS RELATIVOS Y OFERTA

La curva de posibilidades de produccién muestra las diferentes combinaciones de bienes
que la economia puede producir. Con el propdsito de determinar cudnto de dichos bienes
la economia va a producir, es necesario examinar los precios. Especificamente, necesitamos
conocer los precios relativos de los dos bienes, el precio de un bien en términos del otro.

Si las industrias son competitivas y los beneficios normales, entonces
0 =11 = Py — W;L; = Pyyi — Wiagyi,

donde IT es el beneficio, W; es el salario y las demds variables se definen como antes.
Recordando que y; = a%. entonces

P,
W= —.
a Li

Debido a la perfecta movilidad del trabajo, las ofertas de y; y y2 serdn determinadas por
el sector que pague un mejor salario.
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Sean Py y P» los precios de los bienes producidos y; y ya respectivamente. Se requieren
ay; horas-hombre para producir una unidad de y; y suponiendo que no hay preferencias,
cl salario por hora en el sector que produce y; serd igual al valor de lo que un trabajador
pueda producir en una hora, ?j:i;, ya que lo que produce en una hora cs ﬁ Andlogamente
para el otro bien. .

Los salarios en el sector que produce y, serd mayor si % > :'—l‘;, ya que el precio de lo

que se produce en una hora es EE'; > n-fi- Debido a que se quiere trabajar en la industria

que mis pague, la economia se especializard en la produccién y; si % > %ﬂ; lo hard en la
de yo si "—;;- < E‘:, y solamente cuando % = %id; s¢ procducirdn ambos bienes. En ausencia
de comercio internacional, la economia casera tendria que producir ambos bienes por si

misma, produciendo al mismo tiempo ambos cuando el precio relativo iguale a la unidad
de trabajo relativo.

Proposicién 2.1 La economin se especializard en la produccidn de yy si el precio relative
de yy en términos de yy, P1/ P2, excede su costo de oportunidad apy/apa; se especinlizard
2ii la produccidn de yo si el precio relativo de y; es menor que su costo de oportunidad

En autarquia, la economia £ desearia producir ambos bienes por si misma. Sin em-
bargo, ésta producird ambos bienes solamente si el precio relativo de y; es justamente igual
al costo de oportunidad. De aqui se desprende el siguiente resultado

Proposicién 2.2 En autarguin, los precios relativos de los bienes son iguales al costo de
oportunidad.

Retomando el supuesto de beneficios normales,
mi = 0= Pyy; - WiL;

L .
= Pi— - WiL;
ari

F;
= (5~ Wil
de lo que se tienen tres casos, de los cuales se construye la grdfica de abajo, figura (2.2):

® 5i Li # 0 y L; < oo (recuerde el supuesto de pleno empleo y perfecta movilidad en el
trabajo) entonces W; = u_P,,i;- lo que genera la seccién 1 de la curva;

esiLy=L, W;= EPE:‘ Si sélo produzco, por ejemplo cocos, ya no hay competencia
entonces W; — 0. Secclon 2 de la curva;

esiLi=0 W;# %. Los cocos son raros por lo que producirlos implica pagar salarios
altos para hacerlo atractivo. Seccidn 3 de la curva.
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FIGURA 2.2 Comportamiento del salario respecto & la fuerza de trabajo para una economin cerrnda,

Para construlr la gréfica de la oferta del bien y; debemos partir otra vez de los bene-
ficios normales, asi

mi =0 = Py - WiL;

Procediendo de la misma manera que antes, se tienen 3 casos, figura (2.3):
¢ si Pj =0, yi # Lifari. El precio del producto y; cae a cero y sin embargo se sigue
produciendo, por lo que se guarda hasta recuperar su valor o darlo a beneficencia a
cambio de algo, lo que le da cierto valor;

e si Py # 0, y; = Li/aLi. Es cuando el producto sale al mercado y lo hace con cierto valor
fijo, produciéndose a un ritmo de L;/ay; (seccién 1 de la curva). Como la produccién
esta acotada, por el supuesto de pleno empleo, se llegard a la especializacién de este
producto, y la cota es y; = L/ay; incrementdndose el precio del producto (seccién 3
de la curva); y como también el producto antes de salir al mercado se ha almacenado
pasando de un valor nulo al valor de mercado fijado para su salida, se justifica la
seccién 2 de la curva.
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FIGURA 2.3 Comportamiento del precio del producto respecto a su produccidn, i.e., la oferta del bien y;
en una economia cerrada,

En autarquia se producen los dos bienes y las graficas de los dos productos, y; y yz,
de los salarios nominales que se pagan en cada sector versus la fuerza laboral en cada uno
de ellos se muestran a continuacién. Figuras (2.4a, 2.4b y 2.4¢c).
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FIGURA 2.4a Comportamiento del salario respecto a la fuerza de trabajo para una economia cerrada para

cadn sector, Aqui Wy = Py/ag; > Pplaga = Wo
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FIGURA 2.4b Comportamiento del salario respecto a la fuerza de trabajo para una economin cerrada para

cada sector. Aqui W) = Pyfap) < Pafagy = W
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FIGURA 2.4c Comportamiento del salario respecto o la fuerza de trabajo para una economin cerrada pars
cada sector, ﬁq'l.l:[ W] = Flf“bl [— FEIHQLE — I-Vz
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2.2.3 RESTRICCION PRESUPUESTAL DEL CONSUMIDOR

La restriccién presupuestal del consumidor, RPC, estd dada por:
Prey + Pyeg = WL, (2.2)

¥ como consume todo lo que se produce, la FP P, la frontera de posibilidades de produceién,
coincide con la RPC, o lo que es lo mismo, la tasa marginal de transformacién es igual a
la tasa marginal de sustitucién en autarquia.

El problema a resolver para el consumidor se resume en la maximizacién de su utilidad
restringida a su presupuesto. En ecuaciones

Max U{cl.ﬂzl.

(2.3)
58. Piog 4+ Peea < WL,

siends ¢; y e2 lo que consume de y; y y; respectivamente, y Ul(ey, o) la funcién utilidad
del consumidor. Resolviendo (2.3):

Sea
L=U+ MWL~ Pye; - Pacy), (2.4)
siendo L el lagrangiano.
9L
— =U; =P 0, (25)
deq
L
i (2.6)
deq
ar
= = WL - Py~ Pz 20, (2.7)
BA
Ec; =0, (2.8)
deq
-aicz =, (2.9)
382
A0, (2.10)
MWL — Piey = Pacy) = 0, (2.11)

las ecuaciones (2.5) a (2.11) son las condiciones Kuhn-Tucker de primer orden. De (2.8)

ac
— = — AP = U'-,
9o, ! (U = APy )e
de la que se tienen tres casos
h=-ap=0 >0, {2.12]
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Uh—=-AP1<0; e1=0, {‘2.13}
Uhh=aPi=0; =0, (2.14)
de (2.9)
ac
E{EE'Z = {U‘E '_JLPEJEE = u'l
de la que se tienen tres casos
Ug=APy=0; co> D, (2.15}
Us=APy< 0 e3=0, (2.16)
U= AP =10; ea=0D, (2.17)
de (2.11)
A=0; WL —Pye; — Paes > 0, (2.18)
A20; WL —Pyey— Pyeg =0, (2.19)
A=0; WL = Pyey - Pyeg =0, (2.20)
de (2.12) y (2.5)
hh=AF=0; >0, (2.21)
de (2.13) y (2.5)
Uy =AP<0; e;=0, (2.22)
de (2.14) y (2.5)
Uy =AP1=0; ¢5=0, {223}
de (2.15) y (2.6)
Ug—APa=0; e2> 0, (2.24)
Us=APa < 0; e3=10, (2.25)
Us=2APy=0; e3=0, (2.26)
de (2.18) y (2.7)
A=0; WL~ Pyey = Paep >0, (2.27)
de (2.19) y (2.7)
Ax>D WL- Pirey = Poea =10, {2.2&}
de (2.20) y (2.7)
A=0; WL = Pie; — Paca =10, (2.29)

si se quiere encontrar una solucién interior, i.e., que no se especializa en el consumo, ¢y > 0,
e2> 0y > 0, por lo que se escogen (2.21), (2.24) y (2.28), quedando

h~-ip=0
Up~APa=10 {2-3{}]
WL = Piey— Pacy =10,
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De las ecuaciones (2.30) se obtienc

Uy = —Us, (2.31)
¥ derivando cada una de las ecuaclones (2.30)

[I{U] - -:"'Plj = U“dE] + Uudcz - P]!‘f}. = ;\dfﬁ =0
d(Ua — APg) = Ugyde) + Ugadeg — Podh — AdPy =0 (2.32)
d{WL - Pzﬂ] - chz} = —F[dm - E.‘ld.F| — PQdE.‘g - [.'gdpg + LdWWV + WdL =10

ordenando las ecuaciones (2.32) de manera matricial, siendo variables enddgenas ey, cg y
A,y las exdgenas Py, Py, W y L.

U” Ul:l —P1 dc; JII'IP].
U Un -P deg | = AdPy (2.33)
P —Pa 0 dA c1dPy + ecod Py — LdW — Wdl

de (2.30) P, = U1/X y P2 = Ua/A. El determinante del sistema es

1
L"A=-—J.—2{U11U22+U22U|2—U;Ug(Uu-i-UmJ]- (2.34)

y definiendo
B = UnUj + UgpaU} — UyUa(Uya + Uay), 2.35)
la solucién para de; es

1
dey = {[-U3 — UroUzer + UyUnpea] dPy +

[=Ui2Uzea + UrUz + UrUagea} dPy + (2.36)
[U12Uep — U\Ugg)L dW +
[U12U2 — U3 U)W dL},

como P P 3 9
1 5] 5] C]
= —dP; + —=dPy + —dW + —dL, 2.37
do1 = gp 01+ gp0Pat grdW + 0 (2.37)

comparando (2.36) con (2.37) y usando (2.35) tenemos
d 3
(3_%) - -E[HUE +(=UnUz+ UrUn)ey) 1

A
=~ SUsU2 + (~U12Uz + U1 Upa)es)
(2.38a)

—

) = -%[{UHU-_] - UiUp) L]
) = —--3-—[(”12”2 ~ UUa2)W].
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De las dos iltimas ecuaciones de (2.38) se llega a

a(.'] L dey
e == —=1. 2,
(ﬂﬂr') w (ﬂL) Sl
De la primera ecuacién de (2.38) y de (2.39) se obtiene
ﬂﬂ]_ A 9 (] E'C] A 2 1 &c|
—— = —_— - — = = — — — » 2.
(Bﬁ) U2 (aL) 527 \aw (2.40)
De la segunda ecuacién de (2.38a) y de (2.39) se obtiene
Bery _ A e2 (B} A ca [ dey
(&Pa) St (BL) R (aw)' Wl
Resumiendo y considerando que A = Uy /Py = Us/Pa, (2.40) y (2.41) toman la forma
dey _ L ey
(aw) W ("a?) (3:8%)
B\ _1UWUF_ e (0 _ 1UWE o (da . (2.42b)
aP, B P W \aL B P L \aw
dei Y LU0 exfBa)  1UUF o0 (2.42)
@p,) B P W\3L) B P, L \aW)’ :

Procediendo de manera andloga para de; se llega a
de A ‘
(_}_) - _E[_uau, = (=UnUy + UgUyy)ei]
Ay 2
— _.E[-—UI + (=Ua Uy + UEUH]EE]

) , (2.38b)
)
)

A
= ——E[wnul — UsUn)L]

= H%[W:im - UsUy)W].

Resumiendo
R i T (2.43q)
aw W\ aL
dea leUlz g1 f deg IUEUf ey [ dea
o0 ¥ i A i o) o L e 2.43b
(EPI) B P +“" aL B P1 t L awr f' :I
dea 1 UU  e2 [Bca 1UsUE e [ Bea
i W, R o GO 1 o) T oo YOG o L 2 15, o8 (2.43¢)
P B P W\ aL B Pq L \aw
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Los conjuntos de ecuaciones (2.42) y (2.43) son denominadas demandas marshal-
lianas.

Si ahora se resolviera el problema dual, esto es,

Min Pihy + Pahig,

(2.44)
5.4, Ul:hl,hz:l = U,

procediendo de la misma manera que en el problema primal buscando solucién interior, el
lagrangiano es

L= .P]h] + Pahg +I*{Un ™ U]I

siendo y el multiplicador de Lagrange. Derivando parcialmente y aplicando condiciones
Kuhn-Tucker de primer orden

ac
—_— = _— = 2;45
o, Py—plh =0, (2.45)
ac
= Po— uls = 2.46
e Py = pUz =0, (2.46)
o Ups~U =0, (2.47)
I
De (2.45) y (2.46) se tiene que
P P
= — e, 2.48
gy (2.48)

Diferenciando (2.45), (2.46) y (2.47)

d(Py — ply) = dPy — p(Un1dhy + Uyadhy) - Urdp = 0,
d(Py — pUs) = dPy — p(Uaydhy + Uzadha) — Uadp = 0, (2.49)
d(U, = U) = dU, - Uydhy ~ Uadhg = 0.

ordenando las ecuaciones (2.49) de manera matricial, siendo variables endogenas hy, ha y
#, ¥ las exogenas Py, Pa y U, .

aly  plyp U dhy dPy
wlUar  pUn Us dha| = [dPg|. (2.50)
Uy Usa 0 du dU,

El determinante del sistema es

AA = p[~UnU3E = UpU? + hUa(Uya + Ugy)). (2.51)
y definiendo
BB = ~Uy U} - UgpU} + U Uz (U + Ugy), (2.52)
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la solucién para dh; es
1 2

[thUs] dPy +

[Uhals — UrUsgglp dU,},

como

ahy dh, dhy
dhy = ——dP)+ —dPs + ——dU,,
T e TR T

comparando (2.53) con (2.54)
dhy 1 ]
(apl) = ~RBE’?

dhy 1
L) = —yu,
(af’z) 1

1l

omy
alq

1
= e {LyalUa — U Usn) .
pHE[{ 12U2 ”I,

De (2.48) se llega &

Procediendo de manera anfiloga para dhy se llega a
1
= — d
dho AA {[Ulﬂg] P+

[-U] dPy +
[U21U]—UEUIII# dUuL

como
dho = %’—fdﬁ + g-%zdpﬁ g-g—";du.,,
comparando (2.57) con (2.58)
ah 1
(572) = 7590 |
(g;—i) = E%[[”zllfl — UsUn)ul. |
46
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De (2.48) se llega a

2
E ] (i)
aP, B P

2
L S L g (2.60)
aP; B Py
dha 1
—= | = == (Un1U; - UaUyy). 2.60c
(ﬁﬂu) 5 (Unli - UalUn) (2.60¢)

Los conjuntos de ecuaciones (2.56) y (2.60) son denominadas demandas hicksianas.

De (2.42b) y (2.56a)
de; _a dey dhy B ey ?ﬂ 6
(aﬁ) =W (a )+ (aﬁ) L (aw) * (apl)' (261)
De (2.42¢) y (2.56b)
o1 Ve (0n) (PN mBnY . (Oh 2
(EPE) w (aL) it (apg) =% (aw) * (apg)‘ 282
De (2.43b) y (2.60a)
deg deg dha\ _ ey ( dea dhy
(78)-%(5)+ (38 -3(a)+ (ar): e
De (2.43c) y (2.60b)
dea Bea dhy\ _ dep Ohy -
(an)'_*(aL)""(&ﬁ)" L (aw)+(&Pg)' (264
De (2.42a) y (2.56¢)
dhy _ 1 _aﬂ _ _1_ ﬁcl (2 65)
U,/ ~ aw \aL )~ AL \aw '
Ghy\ _ 1 (0eg) _ 1 (E“i) (2.66)
au,) ~aw\orL ) " \aw /) '

De (2.43a) y (2.60c)



De (2.65) y (2.66)

(2.67)
La relaciones (2.61) a (2.67) se denominan relaciones de Slustky.
Si por ejemplo la funcidn de utilidad U fuera de tipo Cobb-Douglas se tendria
Uler, e3) =c1"r:g; a, § >0 (2.68)
au =
Uy = % = acy lcg; (2.69a)
BE iy
a*u 1 A1
” = afecl~ 11, S (269
Uay deader afe] ey (2.69¢)
U 4
=— = ”' : 2.69d
12 aﬂiﬂcg Hﬁﬂ] c‘f 1 ( ]
Un = a2 ala — 1) 2, (2.69%)
8%y :
a*u s
Un = g7 = BB~ 1)efef . (2.69)

Sustituyendo en (2.35)

5 =fﬂfﬂ" e ~2ef)[Befes '’ 1408 - 1)edel et ~1ef)?
aef eh)[Beel laBef e + ape=Tef (2.70)
=[-ap(a + )" %3 < 0,

¥a que ¢y, ez, a ¥ § son positivos. Asi pues
A>0,

esto es, la funcidn utilidad es céncava, por lo que existe un médximo. Luege

UraUz — UrUaz = [aBeS ) 7|[BeSeh ™) = [aef B [B(8 — 1)c5eh 7

(2.71)
e a,ﬁcf“ 1c§ﬂ 250
¥
~UnUsz + U1l = —[a(a - 1)e¢~2ch)[8cfel ) + [ae®tef][afco ]
20-2, E.H— (2.72)

= afie]
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Entonces

dey [0 L . ffaN .
(aw)"“- (EE)”' (‘éﬁ <0 \ap) =Y

8 8 8 Z S
) o (2250 (22)50 (22
(aw) >0 (EJ'L) > 05 (aﬁ) >0 (Ei'Fz) <0
Procediendo de manera andloga para U = Uhi ha) = hThy 5 se llega a
UraUs = UsUn = [y6h ™" k3" (hThE™") — [yh] " h3)[6(6 — 1)h]h§2 @7
= 76h3T1A25-2 5 0 '
¥
=UnUa+ Uil = ~[y(y = 1)} *ng)[6hTh5 "] + [vh) " ndlyshn] 5] (2.75)
= 96h" 2301, '
Entonces
Ak ahl) (Bhl)
>0 (—=)<0; (==])>0
(au,,) N aP, (276)
gha X dha . B hn -
(22) >0 (22)50 (22) <o
Ademds, de las relaciones de Slustky
ik
(8) _(5) _ (%)
=L - JILL (2.77)
(5) ~ G " (5
" (1)
g% < 0 2.78
iﬂl] (2.78)
0P,

2.2.4 CONSISTENCIA DE LAS PROPOSICIONES 2.1 Y 2.2 CON LA
MAXIMIZACION DEL PNB

El comportamiento del producto nacional bruto, r, de una economia cerrada tipo
ricardiana puede ser deducido al resolver el problema de maximizacién de la produccidn
total de la economfa sujeta a la restriccién laboral, esto es

{ maz Py + Payy,

(2.79)
s.a. apain +agayz < L.
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Recordando que y; = Lyfayg,, 1o = Lyfars y L = Ly + L. Ademds se sabe que hay
especializacién, esto es, y1 = 0 6 y2 = 0. Y en autarquia, m # 0y y2 # 0. Hay pleno
empleo por lo que yy y y2 pueden ser escritas como

alL (1-a)L

yi=—,\ ¥ ya=-———, con ae,1], (2.80)

ary arz

siendo o otra vez un pardmetro. Sustituyendo (2.80) en (2.79) el problema se reduce a

max{ oL (—P’— = f‘i) + f“-L.} (2.81)
ary  ap2 ars
Note que aqui r =r(P;, Py, L). Ahora bien, (ﬁ; - ;f—:’;) < 0 el nivel de produccidn

estaria por debajo del nivel inicial EF,’?;L asf que para maximizar (2.81) se requiere que

a = 0, por lo que hay especializacion en el sector de la industria de y2 con y2 = Lfaga;
5i (ni:i— - % > 0 (2.81) maximiza cuando a = 1 (ya que a toma valores entre 0 y 1),
por lo que hay especializacidn en el sector de la industria de y, con i = Ljagy; y para
(% - &) = 0 permanece en el nivel inicial - con ae[0, 1], esto es, en autarquia la
produccién en los dos sectores viene dada por (2.80). Una esquematizacién de esto aparece
en la grifica de la figura 2.5.

| s
=
g

P i L
1 'T-llll -.Tt‘l,

FIGURA 2.5 Comportamiento del PNB respecto al Py pars una economia cerrada de tipo ricardiano.
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2.3 COMERCIO INTERNACIONAL CON UN FACTOR

Para describir los patrones y efectos del comercio entre dos pafses cuando cada uno
tiene solamente un factor de produccién es simple. Sin embargo, las implicaciones de este
andlisis pueden ser sorprendentes, y con frecuencia aquellas economias que no han pensado
en el comercio internacional entran en conflicto con el sentido comiin. Incluso, estos simples

modelos de comercio pueden ofrecer alguna guia importante sobre los beneficios de la
competencia internacional,

Antes de discutir sobre estos asuntos. Suponga que hay dos paises, Uno que llamare-
mos doméstico (£), y al otro lo llamaremos esterior (€*). Cada uno de estos paises tiene
un factor de produccién (trabajo) y producen ambos bienes, digamos, queso (y;) ¥ vino
(y2). Como antes, denotamos a la fuerza de trabajo de £ con L y a las unidades de trabajo
de £ en la produccidn de queso y vino con apy y ags respectivamente. Para £° usaremos
un notacién conveniente, cuando hagamos referencia a algin aspecto en £* usaremos el
mismo simbolo que usaremos para £, pero con un asterisco. Asf la fuerza de trabajo de £*
serd denotada por L*; las unidades de trabajo requeridas para £* en queso y vino serdn
denotadas por a}, y alg, respectivamente, y asi sucesivamente.

En general las unidades de trabajo requeridas pueden seguir cualquier patrén. Por
ejemplo, la economia € padria ser menos productiva que la £° en vino pero mds productiva
en queso, o viceversa. Por el momento, haremos la suposicidén arbitraria:

ﬂmfﬂgz < ﬂ.il,l"ﬂig {E,BEJ

o equivalentemente,

ap1/el) < arz/als. (2.83)

En palabras, suponiendo que la razén entre unidades de trabajo requeridas en queso
¥y vino es menor en £ que en £*. Resumiendo, podemos decir que la productividad relativa
en £ en queso es mas alta que en vino. En este caso diremos que £ tiene una ventaja
competitiva en la produccidn de queso.
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FIGURA 2.6. Frontera de posibilidades de produccién £* . Debido a que la unidad de trabajo requerida
en £° en queso es mds alta que en £, su frontern de posibllidades de produccidn es mds empinada.

Un aspecto notable de la definicién de ventaja comparativa es que involucra las cuatro
unidades de trabajo requeridas (ap1,azs,8},,8},), no solo dos. Podemos pensar que lo
que determina quien producird queso, de los dos pafses es la capacidad en unidades de
trabajo requeridas en la produccién de queso, ar; y a},. Si ag > aj,, cl trabajo en £ es
mds eficiente que en £* en la produceién de queso. Esta es una situacién donde la £ tiene
una ventaja comparativa en la produccién de queso, que estudiaremos en un momento,
sin embargo, no podremos determinar el patrén de comercio con ventaja absoluta. Una
de las fuentes de error en la discusidn de comercio internacional es la confusién de ventaja
comparativa con ventaja absoluta.

Dada la fuerza de trabajo y las unidades de trabajo requeridas en los dos paises,
podremos graficar la frontera de posibilidades de produccién para cada pais. Ya se hizo
esto para la &, la grifica de FPP en la Figura 2.1. La frontera de posibilidades de
produccién para la £* es mostrada como FPP* en la Figura 2.6. Dado nuestro supuesto
acerca de la unidad relativa de trabajo requerido, la frontera de posibilidades de produccién
para la £° es mas empinada que la de £.

En ausencia de comercio (autarquia) los precios relativos del queso (y;) y vino (y2)
en cada pais estard determinado por la unidad relativa de trabajo requerida, Asi,enla &
el precio relativo del queso podrd ser apyfars; en la £° serd a}; /aj,.
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Una vez permitida la posibilidad de comercio internacional, los precios ya no son
determinados por consideraciones meramente de £. Si el precio relativo del queso es mis
alto en £* que en £, serd de mayor beneficio cambiar queso de £ a £* y cambiar vino
de £* a £. Esto no puede seguir indefinidamente; £ podra exporta suficiente queso, y £°
suficiente vino, tal que se igualen los precios relativos. Asi que necesitamos determinar el
precio relativo del queso en el mundo después de comerciar.

2.3.1 DETERMINACION DEL FPRECIO RELATIVO DESPUES
DEL COMERCIO

Los precios de los bienes comerciados internacionalmente, como otros precios, son de-
terminados por la oferta y demanda. En una exposicién de ventaja comparativa, podemos
aplicar un andlisis cuidadoso de oferta y demanda. En algunos contextos, tales como en
los andlisis de politica comercial, esto es aceptable para enfocarnos solamente en la oferta
y demanda en un simple mercado. En la asignacién de impuestos el efecto sobre las cuotas
importadas de azicar en U.S,, por ejemplo, es razonable para usar andlisis de equilibrio
parcial, esto es, estudiar un simple mercado, el mercado del azicar. Cuando estudiamos
ventajas comparativas, es crucial conservar el sentido de la relacién entre mercados (en
nuestro ejemplo los mercados para el queso y vino). Como la economia £ exporta sola-
mente queso y en cambio Importa vino, y la economia £* exporta vino a cambio de gueso,
puede ser engafioso observar los mercados del queso y vino aislados. Cudl es la necesidad
de un andlisis de equilibrio general que toma en cuenta el vinculo entre dos mercados.

Un camino 1til para conservar el sentido de dos mercados es enfocarnos sobre las
cantidades de queso y vino ofertadas y demandadas , esto es, sobre el nimero de libras
de queso ofrecidas o demandadas divididas por el niimero de galones de vino ofrecido o
demandado.

La Figura 2.7 muestra la oferta y demanda mundial para el queso relativo al vino
como funcién del precio del queso relativo al del vino. La curva de demanda relativa es
indicada por RD; la curva de oferta relativa es indicada por RS. El equilibrio general
del mundo requiere que la oferta relativa sea igual a la demanda relativa, y asi el precio
mundial relativo esta determinado por la interseccidn de RD y RS.

La caracteristica notable de la Figura 2.7 esta en que tiene la forma de la curva de
oferta relativa RS: un “paso”con seccién plana seguido de una seccién vertical. Una vez

entendida la derivacion de la curva RS, estariamos casi listos para entender el modelo en
su totalidad.
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FIGURA 2.7. Oferta ¥ demanda relativa en el mundo. La curva 1D muestra que la demanda relotiva
del queso al vine es una funcidén decreciente en los precios del queso relativos o los del vino, mientras que

la curva RS muestrn que la oferta relativa del queso al vino es una funcidn ereciente del mismo precio
relativa,

Primero, del dibujo, la curva RS muestra que no hay demanda de queso si los precios
en el mundo estdn por debajo de la pendiente ay;/azo. Para ver por qué, recordemos que
mostramos que la economia £ se especializard en la produccién de vino si Py /Py < ap)/aLsa.
Similarmente, la £* se especializard en la produccién de vino siempre que Py /Py < aj; fa} o,
lo cual es por suposicién més grande que aypy/aga. Por lo que, si los precios relativos del
queso estdn por debajo de apy/ag9e, no habrd produccién mundial de queso.

Después, cuando el precio relativo del queso es exactamente igual a ap; /a2, sabemos
que los trabajadores de las economia £ pueden ganar exactamente la misma cantidad en
cualquier de los mercados, queso o vino. Asi la economia £ estard dispuesta a ofrecer

alguna cantidad relativa de los dos bienes, produciendo una seccidn plana en la curva de
oferta.

Si P, /P esta arriba de ay,; /a9, observaremos que la economia £ se espacializard en la
produccién de queso. Mientras Py/Py < a},/a}, la cconomia £* continuard especializada
en la produccion de vino. Cuando la economia £ se especializa en la produccidn de queso,
sus libras producidas son L/ay;. Similarmente, cuando la economia £ se especializa en
la produccién de vino, sus galones producidos son L*/a7,. Asi para algln precio relativo
de queso entre ay;/agg ¥ a},/a}, la oferta relativa de queso es
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En P /Py = a},/a},, sabemos que los trabajadores de la economia £* son indiferentes
entre producir queso o vino. De este modo se producird nuevamente una seccién plana en
la curva de oferta.

Finalinente, para Py/Py > a7, /a},, ambas economias se especializaran en la produc-
cidn de queso. Se especializaran en la produccidn de vino, si la oferta relativa del queso se
transforma infinita,

La curva de demanda relativa RD no requiere un andlis tan exhaustivo. La pendiente
hacia abajo de RD refleja el efecto substituto. Como el precio relativo del queso crece, los
consumidores tenderdn a adquirir menos quese y mds vino, y asf el precio relativo de la
demanda para el queso caerd.

El equilibrio del precio relativo del queso esta determinado por la interseccidn de las
curvas de oferta y demanda relativas. La Figura 2.7 muestra la curva de demanda relativa
RD que intersecta la curva RS en el punto 1, donde el precio relativo del queso esta entre
los dos precios precomerciados de los paises, En este caso cada pals se especializa en la
produccidn del bien en el cual tiene ventaja competitiva: La economia £ produce solamente
queso, y la £* solamente vino.

Este no es el tinico resultado posible. Si la curva que hace RD fuera RD', por gjemplo,
la oferta y la demanda relativa se intersectarfan sobre una de las secciones horizontales de
RS. Un segundo punto, el precio relativo del queso en el mundo después de comerciar es
ar1/al,, con el mismo costo de oportunidad del queso en términos del vino en la economia
£

{Cudl es el significado de este resultado? Si el precio relativo del queso es igual a
su costo de oportunidad en la economia £, la economia £ no necesita especializarse en
producir queso o vino. Y en efecto en el punto 2 la £ deberia estar produciendo ambos,
algo de queso y algo de vino; podemos inferir esto del hecho de que la oferta relativa del
queso es menor de lo que serd si la £ fuera en efecto completamente especializada, Como
Py /P, esté debajo del costo de oportunidad del queso en términos del vino en la £°, por
otra parte, la £* se especializa completamente en la produccién del queso. Sin embargo,

sigue siendo clerto que si un pafs se especializa, este lo hard en un bien en el cual tenga
ventaja comparativa.

Dada la posibilidad de que por un momento uno de los dos paises no se especialice
completamente. Excepto en este caso, el resultado normal del comercio es que el precio del
bien comerciado (i.e. queso) relativo al del otro bien (vino) termine en algiin lugar entre
su nivel precomerciado en los dos pafses.

El efecto de esta convergencia en precios relativos significa que cada pals se especializa
en la produccidn del bien en el cual tenga el menor requerimiento de unidades de trabajo.
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El incremento en el precio relativo del queso en la economia £ marcard la especializacién
de la misma en la produccién de queso, produciendo el punto F de la Figura 2.1. La
disminucién en cl precio relativo del queso en la economia £* producird la especializacion
de la misma en vino, produciendo el punto F* en la Figura 2.6.

2.3.2 LOS BENEFICIOS DEL COMERCIO

Hemos visto hasta ahora que pafses cuyo trabajo productive relativo debido a dife-
rentes industrias pueden especializarse en la produccidn de diferentes bicnes, Mostraremos
que ambos paises obtienen beneficios del comercio de esa especializacion, Estos beneficios
mutuos pueden ser demostrados en dos caminos alternativos.

El primer camine muestra que la especializacién y el comercio son benéficos si se piensa
en el comercio como un método indirecto de produccién. La cconomia £ podré producir
vino directamente, pero comerciar con £* le permite la produccidn de vino por produccidn
de queso y entonces comercia queso por vino. Este método indirecto de “producir”un galén
de vino es mds eficiente que el método directo de produccién. Considere dos caminos
alternativos de usar una hora de trabajo. Uno es, la economia £ podrd usar la hora
directamente para producir 1/ayy galones de vino. Alternativamente, podra usar la hora
para producir 1/ap; libras de queso. Este queso podrd entonces ser comerciado en vino,
con cada libra comerciada por Py/P; galones; asi nuestra hora original de trabajo produce

(1/aL1)(P1/Pa) galones de vino. Esto ser4 mds vino que si se produce la hora directamente,
mientras que '

()3 ()

P a
21,84
Py ara

Pero hemos justificado que en equilibrio internacional, si ninguno produce ambos bienes,
debemos tener (Py/P;) > 1/af;. Esto muestra que la economia £* puede “producir”vino
mads efecientemente por hacer queso y comerciar este por vino que producirlo directamente
por si misma. Esta es un forma de ver como ambos pafses de benefician.

Otro camino es observar los beneficios mutuos del comercio examinando como afecta el
comercio a cada una de las posibilidades-de consumo del pais- Enla-ausencia de comercio,
las posibilidades de consumo son las mismas que las de produccién (las lineas continuas
FPP y FPP* en la Figura 2.8), Una vez que el comercio es permitido, sin embargo,
cada economia puede consumir una diferente mezcla de queso y vino, de la mezcla que
es producida. Las posibilidades de consumo de la cconomia € son indicadas por la linea
TF en la Figura 2.8a, mientras que las posibilidades de consumo de la economia £* son
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indicadas por la linea TF* en la Figura 2.8b. En cada caso el comercio tiene un amplio
rango a escoger, y por consiguiente se hard vecino con cada uno de los mejores paises.

Q-l q!

o Pars ecome £ Whinbmi I

FIGURA 2.8 Deduccién de comercio internacional entre los economias doméstica y extranjera para con-
sumo en cualquier parte dentro de las lineas TF*.'!, las cucles se encueniran fuern de las fronteras de
posibilidades de produccidn de los paises.

2.3.3 EJEMPLO NUMERICO
Para comprender los puntos vistos hasta este momento, consideremos el siguiente ejem-

plo numérico. Suponga, que las economias doméstica (£) y extranjera (£*) tienen los
requerimientos en unidades de trabajo ilustrados en la Tabla 2.1,

TABLA 2.1 UNIDADES DE TRABAJO REQUERIDAS

QUESO VINO
Doméstica ap] = ara = %
Extranjera aj,; =6 afq =3

Una caracteristica notable de esta tabla es que la economia doméstica tiene los re-
querimientos de unidades de trabajo mds bajas, esto es, tiene una productividad en el
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trabajo mads alta, en ambas industrias, Olvidaremes por un momento esta ohsevacién y
nos enfocaremos sobre el patrén de comereio.

Lo primero que pensamos es en la necesidad de determinar el precio relativo del
queso P;/P;. Este dependera de la demanda; sin embargo, sabemos que éste se producird
entre el costo de oportunidad del queso de los dos paises. En la doméstica, tenemos
ar1 = l,aps = 2; tal que el costo de oportunidad del queso en términos del vino es
apifara = 1/2. En la exterior, a}, = 6,a}, = 3; tal que ¢l costo de oportunidad del
queso es 2, En un mundo en equilibrio, el precio relativo del queso se producird entre esos
valores. Por la forma del ejemplo, asumimos que el mundo esta en equilibrio si Py /Py = 1:
una libra de queso comerciada por un galdn de vino en el mercado mundial.

En el precio relativo del queso observamos inmediatamente que cada pais se espe-
cializard, doméstico en queso y extranjero en vino. Para checar csto, note que cada traba-
jador en la economia doméstica ganara solamente la mitad si produce vine que si produce
queso y viceversa para un trabajador de la economia extranjera.

Podremos ahora checar los beneficios del comercio. Primero, esperamos mostrar que
la economia doméstica puede producir vino mds eficientemente haciendo queso y comerciar
éste por vino que producirio directamente. Esto es fdcil de observar: en produccion directa,
una hora de trabajo en la cconomia doméstica produce solamente 1/2 galén de vino. La
misma hora podré ser usada para producir una libra de queso, la cual puede ser comerciada
por un galdn de vino. Esto muestra que la economia doméstica realmente se beneficia con
el comercio. Similarmente, la economia extranjera podrd usar una hora de trabajo para
producir 1/6 de libra de queso; pero esta puede usarse para producir 1/3 de galén de vino,
y comerciar el vino por 1/3 de libra de queso, En este ejemplo en particular, cada pais
puede usar las mismas horas de trabajo eficientemente para comerciar, por que realmente
las necesita para producir sus importaciones por si misma.

Aunque no es esencial analizar el efecto del comercio en el bienestar de cualquier pais,
es interesante notar los efectos del comercio por la razén de las tasas de pago en los dos
paises. Para determinar la razén de las tasas de pago en los dos paises, primero note que la
razén de la tasa de pago de cada pals estard en términos de los bienes producidos. Después
de comerciar, la economia doméstica produce queso; con una hora de trabajo para producir
una libra de queso, la tasa de pago en la economia doméstica es una libra de queso por una
hora-hombre de trabajo. Similarmente, la economfa extranjera produce vino, necesitando
3 horas de trabajo por galdn; asi la tasa de pago de la economia extranjera es 1/3 de galén
de vino por hora-hombre,

Para explicar esas tasas de pago en términos comparables de queso y vino, debemos
hacer uso de los precios relativos de los bienes. Si el costo de un galén de vino es el
mismo que ¢l de una libra de queso, cntonces la tasa de salarios en la economia extranjera
debe ser uno a tres-la tasa de la-economia-doméstica.~La razén de la tasas de pagos se
produce entre las razones de productividad en las industrias de los dos paises. La economia
doméstica es seis veces mis productiva que la extranjera en queso, pero solamente uno y
media veces en vino, y esto determina la tasa de salarios de tres veces mds alta en la
extranjera. Precisamente ¢l pago relativo intermedio entre la productividad relativa de
cada pafs determina la ventaja en el costo de un bien. Debido a su tasa de pago mas
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baja, la economia extranjera ticne una ventaja en el costo del vino, si pensamos que tiene
una productividad en el trabajo més baja. La economia domdstica ticue una ventaja cn
el costo del queso a pesar de su tasa de salarios mds alta, debido al pago mds alto s mas
compensada por su productividad mds alta.

Sabemos alora el desarrollo del modelo de comercio internacional mds simple. Qbvia-
mente el modelo Ricardiano de un bien es el mds simple para hacer un andlisis completo
de cualquicra de las causas o efectos de comercio internacional, Nos enfocaremos sobre la
productividad del trabajo relativo que puede ser una herramienta muy comiin para pensar
acerca de comercio internacional. En particular, el modelo simple de un factor es un buen
camino para producir varios conceptos en comiin respecto al significado de ventaja compa-
rativa y la naturaleza del beneficio del libre comercio. Esos conceptos aparecen frecuente-
mente en debates acerca de politica cconémica internacional, igualmente en declaraciones
de aquellos quienes no son cxpertos.

2.4 MALOS ENTENDIDOS ACERCA DE VENTAJA
COMPARATIVA

No existe confusion de ideas en cconomia. Polfticos, lideres de negocios y algunos
economistas frecuentemente hacen declaraciones que no tienen bases en un cuidadoso anéli-
sis econdmico. Por alguna razdn esas apreciaciones serdn especialmente ciertas en economia
internacional. Al abrir la seccion de negocios de algin periddico dominical o revista sem-
anal encontraras probablemente al menos un articulo que haga declaraciones tontas acerca
de economfa internacional. Tres malos entendidos en particular son altamente citados,
¥ nuestro simple modelo de ventaja comparativa puede ser usado para ver por que son
incorrectos.

2.4.1 PRODUCTIVIDAD Y COMPETITIVIDAD

Mito 1: Libre comercio es sdlo bendfico si nuesiros paises son lo suficientemente pro-
ductivos para levantar ln competencia internacional. Este argumento, frecuentemente usa-
do para juzgar pafses menos desarrollados, implica que paises pobres deberian ellos mismos
aislarse de la economia internacional hasta que esten lo suficientemente fuertes para com-
petir. En 1983, por ejemplo, un columnista en el Wall Street Journal (B. Bruce-Biggs,
The Coming Overthrow of Free Trade, February 28, 1983) aseverd que “Muchos pafses no
tienen ventaja competitiva en nada”. Esta falacia ha sido dada en nuevos contratos de vida
por retos tecnolégicos Japoneses a los Estados Unidos. Estos retos han producido temor a
un fracaso de los Estados Unidos que guardan su tecnologia de punta que significard que
el comercio puede llegar a ser una fuente de dafio instantdneo del beneficio.

Para ver la falacia de este razonamiento, necesitamos ver no mds de un simple ¢jemplo
numeérico de comercio, La economia doméstica tiene requerimientos de unidades de trabajo
miis bajas y su productividad mads alta en ambos sectores queso y vino. No obstante, como
vimos, ambos paises se benefician con el comercio. Esto sicmpre incita a suponer que la
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habilidad de exportar bienes depende de su ventaja absoluta en productividad: que para el
columnista del Wall Street Journal tendrd el significado de que “muchos paises pequefios no
tienen ventaja productiva absoluta sobre otros paises en nada®. Lo que le fallé es entender
que una ventaja productiva absoluta sobre otros paises en la produccién de bienes no es
condicidn necesaria o suficiente para tener una ventaja comparativa en ese bien. En nuestro
modelo de un factor la razén de por qué la ventaja comparativa abseluta en una industria
es no necesaria o no sufuciente es clara: La ventaja comparativa de una industrin depende
no solo de su productividad relativa a la industria extranjera, sino también de lo tnsa de
page doméstica relativa a la tasa de pago extranjera. La tasa de pago de un pals, en turno,
depende de la productividad relativa en sus otras industrias. En nuestro ejemplo numérico,
la economia extranjera es menos eficiente que la economia doméstica en la manufactura
de vino, pero igual o més grande es su desventaja en su productividad relativa de queso.
Debido a su baja productividad total. La economia extranjera pagard menor salario que
la doméstica, lo suficientemente bajos que terminan con costos mds bajos en la produccién
de vino. Similarmente, en el mundo real Portugal tiene productividad baja, digamos ropa,
comparada con los Estados Unidos; pero la desventaja productiva de Portugal es igual de
grande en otras industrias que pagan salarios lo suficientemente bajos para tener ventaja
comparativa en ropa.

iPero no tienen ventaja comparativa basada sobre salarios bajos de algin modo falsos?
Mucha gente piensa que: sus creencias son resumidas por nuestro segundo mal entendido.
q P 4

2.4.2 EL ARGUMENTO DE TRABAJO CON SALARIO BAJO

Mito 2: La competancia de ln economia eztranjere es falsa y ofende a otros paises
cuando esta basada en bajos salorios. Este argumento algunas veces se refiere al argu-
mento de trabajo, de emplear trabajadores con bajo salario por largas horas en
pobres condiciones, es un argumento preferido por los sindicatos de trabajo para buscar
proteccion de la competencia extranjera, La gente que se adhiere a estas creencias argu-
menta que las industrias no deberfan tener que hacer frente a industrias extranjeras que son
menos eficientes y pagan menor salario. Este punto de vista es general y tomado seriamente
por opiniones respetables: durante 1986 el New York Times publico tres articulos del Pro-
fesor John Culbertson de la universidad de Wisconsin, argumentando que la competencia
extranjera basada en bajos salarios es destructiva para los Estados Unidos.

Nuevamente, nuestro simple modelo revela el error de este argumento, En el ejemplo,
la economia doméstica es mds productiva que la extranjera en ambas industrias, los costos
de produccién de vino mds bajos en la extranjera son completamente debido a su tasa de
salarios mucho més bajos. La tasa de salarios mds bajos en la economia extranjera son,
sin embargo, irrelevantes para la cuestion de si la economia doméstica se beneficia mds del
comercio. Si los costos mds bajos en la produccién de vino en la economia extranjera son
debido a su alta productividad o menores salarios no importa.- Todo lo que importa en
la economia doméstica es que sca més barato en términos de su propio trabajo producir
queso y comerciar este por vino que producir vino por si mismo.

Esto es bucno para la economia doméstica; jpero que hay acerca de la economia
extranjera? No hay algunas cosas malas en base a una sobre exportacion a bajos salarios?
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Ciertamente esta no es una posicién atractiva para estar dentro de ella, pero la idea de
comerciar en solamente bienes si tu recibes altos salarios es nuestro error al final.

2.4.3 CAMBIOS DESIGUALES

Mito 8: Proezas comercinles en pafses y hocer esto en peores condiciones si el pafs usa
mis irabajo para producir los bienes a ezportar de lo que otros paises usan para producir los
bienes recibidos a cambio. Este argumento, algunas veces llamado la doctrina de cambios
desiguales, tiene sus raices en las ideas Marxistas de que el valor es creado solamente
por el trabajo, y tiende a favorecer al tercer mundo abogando por una redistribucién de
ingresos de los pafses ricos a los pobres.

Mientras exista una cierta sefial de la idea de que un pafs esta sicndo explotado si sus
exportaciones incorporan més trabajo que sus importaciones, desigualdades de cambio no
significa que los pafses con bajos salarios plerdan por comerciar. En el gjemplo numérico,
la economia extranjera cambia un galdn de vino por cada libra de queso que recibe; estos
cambios algunas veces toman tres horas de trabajo para producir algo que la economia
doméstica produce solamente en una hora de trabajo. Estas desigualdades en las entradas
de trabajo, sin embargo, son irrelevantes para la conclusion de que la economia extranjera se
beneficia del comercio. En la pregunta de que si comercio es benéfico, no deberas comparar
el trabajo doméstico usado para producir tus exportaciones con el trabajo usado en el
extranjero para pruducir sus importaciones. Asf, deberas comparar el trabajo usado para
producir tus exportaciones con la cantidad de trabajo que deberas tomar para producir tus
importaciones por uno mismo, El comercio completo es: la economia extranjera es capaz
de obtener una libra de queso por tres horas de trabajo, cuando le tomaria seis horas de
trabajo para producirlo domésticamente. Si en otro pais puede producir sus importaciones
con mucho menos trabajo del que requerird en su pais, bienes para ellos, este hecho no
hace que reduzcan sus propios beneficios del comercio.

2.5 UN FACTOR, VARIOS BIENES

Si se producen varios bienes utilizando un sélo factor, trabajo, y manteniendo los
supuestos hasta ahora utilizados, la tecnologia de cada economfa puede ser descrita por la
unidad de trabajo requerida para producir una unidad de cada bien. Para la economi a £,
la unidad de trabajo requerida para producir el bien i es az;, y la correspondiente para la
economia £* es a};. La razon de trabajo requerida en £ en términos de £* del bien i es
arifa}; Siserenombran los bienes de tal forma que el bien 1 corresponda a la razén méas
baja y as{ sucesivamente, tal que

a ] i
'-L—]{E{...{-ﬂ.

L) L]
ary Bia Qrn
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El patrdén de comercio depende solamente de la razén de salarios entre las dos economias,
Una vez conocida dicha razén, se determina quien produce ‘E]ué Sea W la tasa salarial por
hora en £ y W* en £°*. El cociente de tasas salariales es Cualquier bicn para el cual
~:—i-1.- > ‘F“:'" serd producido en £, mientras que si —1-1 < f:;’ serd producido en £°. Esto se

debe a que los bienes serdn producidos en dunde es mas barato producirlo. El costo de
producir el bien i es la unidad de trabajo requerida por la tasa salarial. Para producir el
bien i en £ se necesita Waprg, mientras que para £* es W"a},. Serd mds barato producirlo
en £ 5i Wag; < W'ali, o lo que es lo mismo, 9-“- > we W . Similarmente para £°.

Si ;i'* W , el bien se producird en &mhas economias.

En el caso de incorporar al modelo costos de transporte, los resultados fundamentales
no cambian, sélo se recorrerd la interseccién de las curvas de oferta y demanda relativas.

2.6 ESTATICA COMPARATIVA

Retomando el problema de dos economias, £ y £°, que comercian internacionalmente
y suponiendo que
L]
ol 7 9 a1 (1.86)
a2 4y
] lﬁﬁi +u i.e,, en este caso £ tiene ventaja comparativa en la produccién del bien

1. En el caso ‘e que ag) < a},, el trabajo en £ es més eficiente que en £°, se dice que £
tiene ventaja absoluta en la produccién de y;.

Para obtener las grificas de oferta y demanda relativas, sea

_wntyi _ Lifan+Li/a,
va+ys Lafara+ L/a},

Lfapy + Lijap
(L* = L})/a},
Liatx

y={ L*ja},’

y Ly=L, La=0, Segmento 4 de la curva RD;

Ly=1L, L}=0 Segmento 3 de la curva RD;

Lyfaga
(L= Li)faga + L*[a},
L 0, y1=-y]. Segmento 1 de la curva RD.

i L1=0, L[3=L" Segmento 2 de la curva RD;

En la saccién 4 de la curva RD, £ se especializa en y; y tiene ventaja comparativa
sobre £°. En la seccién 3 de la misma curva £ tiene ventaja absoluta en la produccion de
yi1
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FIGURA 2.9. Equilibrio general (Ofertas y demandas relativas),

Del supuesto (2.86) se tienen los siguientes casos:

CASOI. % < 5‘;{__- <
CASOIL ﬂ- = %ﬂ—

CASOIIL %t < 2t <

L2

CASOIV, Skt » Zil =

ar; oy g

CASOV. 2L < 2u <

L3 ajq

an
ALy

{

{
{
{

63

E—-p=0 ya=k;

£ up=0, yi= £

L L=L
E-mn=gt u2=rnu' i
E* =y =0, yE:“h

L
E—=m=z-, 1!2=ﬂ.:
E"-—ry?:ﬂ. y%:%;
g_'y'|=;%l'l H*2=ﬂi

LY L-L3
E—vi=gk I-'E=I_~=E,=_hI

{no ~ comercian
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En el caso (III) hay especializacién en cada economia en una industria. £ podria
producir n—:.; de yp, sin embargo produce ﬁ de y; para después intercambiarlo, esta es la
mejor situacién, ya que: %ﬁ:— > ?:E entonces :—i-; < ﬁ A csto se le llama ganancia por
comerciar. Nétese que no se usaron preferencias.

51 ahora introducimos preferencias para el caso (II1), se tiene el siguiente problema
para la econimia £

max U ey, cz),

L
s.8. Piey+ Pacg < —Py,
Gr

(2.87)
e1 = 0,
c2 = 0,
El lagrangiano y las condiciones Kuhn-Tucker de primer orden son:
L
L=U+M\ (R__FI - Pyoy — .P;n:g) 4+ Aacy + Asea. (2.88)
Ll
E =U1 - MPi+i <0 '[2.39{1}
3.:1
L ST (2.89)
deg
95 idop cipos Pt (2.89¢)
a ap
ac
_— - 2.89d
BAQ €1 E I}1 { j
ac
e 1 2.89
s cz 2 0; { E}
oL
20,50 = (Uy = M Py + Ag)er = 0; (2.89f)
£
i—-ﬂz — ‘.U'J - Jl.]_P2+ 13}5‘2 - ﬂ; {23’:}9}
Hea
EL; = -L—'P] — Pyey — Paeg | Ay = 0 (2.89h)
81 e
(i ;
— A=Ay =0; 2.89i
Bag 2= O1h2 (2.8%4)
aL
—A3 = oAz =0 2.89
B, 8 = 2% (2.895)
M= (2.89k)
A2 2 0; (2.891)
Ay = 0. (2.89m)

fi4

T T e ——



1)
weidl

B F

De (2.89a), (2.804) y (2.89f)

Uy =MPi+2a<c0 y ey =0 (2.90a)
Uy=-MPi4+da=0 y o > 0 (2.908)
Uy-X\Pi+ =0 y =10 {2.90{:}
De (2.89b), (2.89) y (2.89g)
U= MPa+X3<0 y ca=0; (2.91a)
Ur—=MPa+da=0y ea> 0 (2.91b)
U= 0P+ 23=0y c2a=0; (2.91c)
De (2.89c), (2.89h) y (2.80k)
L
;—P; —PFiey=FPaeg >0 y A =0 (2.92a)
1
L
—Pi-Peg-Peg=0y A\ >0 (2.92b)
ary
L
—P=-Piey=Paca=0 y A\ =0 (2.92¢)
ary
De (2.89i) y (2.891)
A=0y c;=0; (2.93a)
=0y e >0 (2.93b)
M=0yea=0 (2.93¢)
De (2.89j) y (2.80m)
A3>0y e2a=0; (2.94a)
AM=0y >0 (2.948)
Ada=0y ea=0. (2.94¢)

Si queremos solucién interior, ¢; > 0 y ¢3 > 0, entonces: de (2.90b), (2.91b), (2.92b),
(2.93b) y (2.94b) y tomando Ay = )

Uy — APy = D (2.95a)

Ug— APz =0 (2.95b)
—L-Pl ~ Piey — Paea = 0. (2.95¢)
QL)
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Derivando totalmente las ecuaciones (2,95):

Uynidey + Unygden — AdPy — PrdA = 0
Uszidey + Uspdea — MdPa = Podh =10

(2.96)
P P
—ll'“.-r + if”:']. - _;EIIELI .- PU’:C; = E:],dlp] = Pglfc: =i ngpg ={.
aLy ary ay
Y en forme matricial
Ui Uiya - deg ijﬁl
Un Un -P dea = 2
-P P 0 dA TobdL = Gl dPy+ fdagy + c1dPy + cadPy
(2.97)
De (1.95)
I Ua
— i X 2.98
P Pa ': }

Y el discriminante del sistema (2.97) es ¢l mismo que para el sistema (2.33), esto es, A
(ecuacién (2.34)). Resolviendo para de,

de) =£—(—J~P§d1’1 + APy Pad Pyt

-P L P
1 = Upk: [__ldL - —dF) + —;;- + ec1dPy +£‘.‘2dPg] -+
ary ary ﬂ-Ll
-P L P
+ AUz [_—lfﬂ; - —dP + 11—1'.[&“ +c1d Py +n2dPg}).
ary arl ‘ILI

Ordenando términos

1 5 ~L -L
de) A {[ AP; — Uy Ps (ﬂm +cl) 4+ PyUsg (n“ cl)] 1

+ | P1Pad = UyaPaca + F:.U:z:ﬂz] dPa+

- (2.99)
r Fl

+ |(UizPa = U2 P1) -——] dL+
L ar
[ P

+ |(~Ui2Py + UnaPy) —;"] dam} ;
L 411

Como

dey dey aq) dey )

=75 —L )4 =L}4 dagy. 2.100)

dey (ﬂPl)dP1+(EP2) PEH‘(BL L + i 1 (
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Comparando (2.99) y (2.100)

—— | = = | =APf = Ui P
(ap;) A [ % Tedd ’(nm
3{!1 1
E E P1Pad — UyaPacy + PyUssgeal:
51:1 1 Fl
el S W o P —|;
(&L) 3 [{Um-pz Uz P1) i
de ] P L
(5‘ o ) [( UspaPy + UnaPy) —— }
ang L]

Resumiendo

=]

1

\__.f
H

- [{—UHPE +Unh)
Ger) _ —ap [ Oer
aL - E.'nm :

L
Eﬂ; -1 2 L
ikl S AP e e
(BPI) A ?+(ﬂ51 ot

FlL]

Resolviendo de mancra andloga para dey

den "‘E {-HPI_PEJP_{ - AP‘ d P+

+ [Un1 Py ~ Uny Py ———dL - —dP], + "T+ cyd Py + cad Py
ar

LA
Ordenando términos

-L
deg =% { [AP1F2 + (Un Py — Ug[P]} (a—; +Cl)] dPy+

4 [—Flzl +{Uy Pa — FlU‘zl}ﬂE] dPo+

F
[{UuFi - Unpy) ( )] dL+
ary
P L
+ [{UuPz — U21P1}T] dﬂm}+
4L
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) + Pyly (—— + c1)} (2.101a)

(2.101b)
(2.101c)

(2.101d)

(2.102)
(2.103)
(2.104a)
(2.104b)
(2.108a)

(2.105b)

(2.1086)

- S —
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Comao

deq deg Beg deg )
— —_— ——— M dL d .
dey (EPJ)JP1+(BP2)11F2+(6L) +(ﬂu1,| ar)

Comparando (2.106) y (2.107)

deg 1 ~-L )]
(&P;) A [M’lﬁ + (U P2 — Ug1 Py) (a“ €1

[—Pf}. + (U P2 — P|U21]l’-‘2]i

Resumiendo

de 1 Py L
( =) = < [EUuPz-UnPﬂ—;—] ;
811

ic_ﬂ; _.—_:}.J‘Pz—-czﬂ'ﬂl E"E H
8Py et P \aL)’

=1 s Eﬂail dez
=R PL \Bap, )’

(2.107)

(2.1084)
(2.108)
(2.108¢)

(2.1084)

(2.109)

(2.110)

(2.111a)

(2.1118)

(2.112a)

(2.1128)

Las ecuaciones (2.102-2.105) y (2.109-2.112) son llamadas demandas marshallianas.

Para el problema dual:
min Pyky + Poho,

5.4, U[.‘lh h2} 2 Ur.lr
hy 20,
ha = 0.
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El lagrangiano y las condiciones Kubn-Tucker de primer orden son:

L = Pyhy + Pahg) + py(Uy = U) + pahy + pgha.

al
ah, - Dimmli b 20
al
3ha =P -mlUs+puzz0;
d
—’E-=U.,—U <0
din
aL
—_—=h 20
By LB
arl
—=fn >
dpa 220;
aLl

ﬂ—hfii = (Py— Uy + pa}hy = 0;
AL
——hy = (Py = mUz + palha = 0
dha

ac
E‘;{J—'l = (Uﬂ - U}ﬂl =0
al
Fal2= hypz = 0;
12
ac
o= haps = 0;
}3
2z
pg 2 0;
ua 2 0.

De (2.115a), (2.115d) y (2.115f)

Pi-mUi+pe>0y =0
Pi~mUi+p=0y hy >0
Py~mUy+pa=0y hy =0

De (2.115b), (2.115¢) y (2.115g)

Pa—mUz+p3>0y ha=10;
Pr=mUz+p3=0y ha>0;
Py~ mUs+pz=0y hy=0;
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(2.114)

(2.115a)
(2.115b)
(2.115¢)
(2.115d)
(2.115e)
(2.115§)
(2.115g)
(2.115h)
(2.1154)

(2.1155)

(2.115k)
(2.1151)
(2.115m)

(2.116a)
(2.116b)
(2.116¢)

(2.117a)
(2.1175)
(2.117¢)
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De (2.115¢), (2.115h) y (2.115k)

Un_‘U‘:D y 'Hj =D;. {Epllsﬂ'}
Ue=U=0y >0 (2.118b)
Up=U=0y =0 {2.118e)
De (2.1151) y (2.118!)
pup >0y =0 (2.119a)
pp=0 vy hy >0 {2.119&}
pz=0y hy =0 - (2.119¢)
De (2.115§) ¥ (2.115m)
a3 >0 vy hg=0; . (2.120a)
py=0y ha> (2.1200)
ny=0 y ha=10; (2.120c)

Si queremos solucién interior, hy > 0y ha > 0, entonces: de (2. llﬁb} (2.117b}, (2.118b),

- (2.118b) y (2,120b) y tomando iy = p

Py - pU; = 0; ' (2.121a)
Fa— pllg=10; {2.121!.!]
Up— U =0. (2.121c)

Derivando totalmente las ecuaciones (2.121):

—ullyydhy = pllyodha + dPy = Ujdp = 0;
—ullgydhy = pUspdhg + dPg — Usdp = 0; (2,122)
dU,, — Urdhy = Updhlia = 0.

Y en forma matricial

win  wtha Uy dh AP,
pin pUn Uz dha| = | MP; (2.123)

U 1 U‘z 0 ﬁl}-! dUn

El sistema (2.123) es igual al del sistema (2.50), por lo que las demandas hicksianas
son las mismas y estan dadas por (2.56) y (2.60). Comparando las demandas hicksianas y
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marshallianas se llega a las relaciones de Slutsky siguientes:

L wpy [ Oey )
+(ﬂm .|) P (3,&)1

) _ (%)
(2=) " G

(2.1240)
(2.124b)
(2.125a)
(2.125b)
(2.126a)
(2.126b)
(2.127a)

(2.1276)

Si ahora resolvemos el problema para la economia £° bajo el supuesto (2.86) caso

(110):

max U®(e],e3),
L*
5.8, F|E; + ng.‘; < —PFy,
L2 r
e 20,

e3 2 0.

El lagrangiano y las condiciones Kulin-Tucker de primer orden son;

L‘

L'=U"+ M (Tﬁ - Pyey ~ P;gcg) + Ade] + Azed

Qg

ars s T ;

7l

(2.130)

(2.131)

(2.132a)
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e
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L
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1

£t 1

L .
EE =Us = AP+ <0
8L* . L*

= —Pa = Piel = Pacy = 0;
aﬁ.; EEEP'} ]ﬂ'! FgrQ_U,

ac* .
g - 12l
act
—_— ,' = 0
g 220

act

H“I =(Uy = AP+ Ag)e) = 0

Eﬂ‘ - - L L] L
EE“2={U2—11P‘2 _4-..1.3]‘:,2:{];
aL: L*
— M= —Py - T - ra 1 =0
OL™ v A .
ﬁglg = rjlambdaj = 0;
EE‘ - ® oy W
‘B—A—EAH:EEA&:U:

A 20

A2 0;

A 20

De (2.132a), (2.132d) y (2.132f)

U =A1Pi+A3<0 y e} =0
Ul =A1PL+23=0y e} >0
Ul =AlPL+X=0y e]=0;

De (2.132b), (2.132¢) y (2.132g)

Ug=APa+A3<0 y e5=0;
Uj=AlPa+2A3=0y e3> 0
U =ATPa+XM5=0 y ey =0;

De (2.132¢), (2.132h) y (2.132k)

L.'

H—E'—PQ = Picy = Pacz >0 y M =0
L2

L* L] Ll L]

u}—qu—r P;El —_F'gt'.'g. =0 ¥ }I.] =0
L‘ - - -

HT*FJ—P;.':]——P:}{.‘E"—‘D ¥y Ay=0
L2

(2,132b)
(2.182c) .
(2.132d)
(2.132e)
(2.132f)
(2.132g)
(2.132h)
(2.132i)

(2.1324)

(2.132k)
(2.1321)
(2.132m)

(2.133a)
(2.133b)
(2.133¢)

(2.134a)
(2.134b)
(2.134¢)

(2.135a)
(2.135b)

(2.135¢)



De (2.132i) y (2.132])

Ma>0 y e} =0 {2.136a)

A=0y c}>0 (2.136b)

AM=0yel=0 (2.136¢)
De (2.132)) v (2.132m)

M>0y eg=0 (2.137a)

M=0yc>0 (2.137h)

Aj=0y e3=0 (2.137c)

Si queremos solucién interior, ¢] > 0y ey > 0, entonces: de {ﬁ.lﬂ.‘]hj, (2.134b),
(2.135b), (2.136b) y (2.137b) y tomando A} = A*

Ul = APy =0; (2.138a)
Ui = A"P2 =0 (2.138b)
—— Py — Pic} — Pac = 0. C (2.138¢)

L2
Derivando totalmente las ecuaciones (2.138):

U;Idﬂ; + U;ngE - ).-.dPI — Pld‘)"* = [J,I
U-Eldl:; -|- U-ztiﬂfl:; - };-ng— de}.- = [};

i o (2.130)
P ; .
—dL® + ——dPy — —-da], ~ Pydef ~ c}dP, - Pade — e3dPy = 0,
a9 Ao Ty
Y en forma matricial
Ul‘] U]*E —.P]_ dCT A'd-F]
Uh U =P dey | = i A*dPy
-PL P2 D dA* FRAL* = Py + adaly +cjdPy +c3dPy
: (2.140)
De (2.138) .
ur _u;g
—_—= =t = )\, 2,141
Py Py ( J

Y el discriminante del sistema (2.140) es el mismo que para el sistema (2.33) para £°, esto
es, A {ecuacion (2.34) con asterisco), Resolviendo para de}

1
dej =— (“-!"-'P;_:Ed'ﬁ + A" Py Pad Po4

&.
* _‘P . L' F " " .
= UpaPy l:-TEdL - —dPa+ —,-zj'dﬂm +cidPy + C:»sz] 4+
L2 . 2L
o B [T /o o . .
+ PiUs [—.—zdL - —dPy + -‘—:-dum + ejd Py +f:2¢g£])_
AL ar2 s
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Ordenando términos

o 1 , - - . om
dcl -‘=E {[—-‘t Pgﬂ - Ul P (c]]+P1U22{c1}] dP+

L‘
+ [FthA' = Ui Paca + AUz, (CE - um)]d!’ﬁ‘
(2.142)

L2

* . L* *
+ [(‘Ulzf’ﬂ + Uz Fy) %] d“LZ} .

e} dc} e} y det K
1= L* + | = ) da},. 2,143
o (aPl)dP1+ (an)dPE (HL' WLt gay, ) 1o (2:143)

Comparando (2.142) y (2.143)

Como

i 1 g
(g%) = 57 [-3"Pf - UL Pa(c]) + PUR (c])] (2.144a)

(31:1 ) :}." [PlPu' U Py (L‘z L ) + U3, (::E - -Ll—t)]. (2.144b)
oLz %L2

( ] ) {[UWFE U22P1} _ (2.144c)
L-2 X
PsL*
( - )= Ar [E U12F2+522P1:| z } (2.144d)
L
Resumiendo
de} 1 PL*
=== [(-UaPa+ UpP) —5|; 2.145
(Eﬂin) Ar [{ 2P+ Ui hi) ﬂlz] 1)
By —a}q { Ocf
= } 2.146
(EL') o (&“12) T )
de} -1 2 aj, [ Bcf
3 ) S A Pa- gk 147
( Fl.) -A F: ci .P? (EL. 1 [2 ﬂ‘.:l
=1, 3% [ 8
= vy [ 2.147h
&'A FE+C1P2L' aﬂi,z { ?J
dcl 1 L* \ aly [ 8}
v Ry o — fieg= e JrmS ) == 12 2.148
(BFz) ﬁ"h PP, (c2 “'1.2) 2 (BL‘ : ( a)
1 L*\ a%2 oc}
= oA =) | =], 2.1
ﬁ_l PP 4+ (cg “12) PL* (a“lz) (2.148b)
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Resolviendo de manera andloga para dej

dep =

.ﬁ.

+ (U1 P2 = U3, Py [

Ordenando términos

Como

s _ (9 Bea \ 42
dey = [ =2 =2
: (&Pl)dm(ﬂﬁ)dpﬁ(

de

A
+

._-
g ==

L!

1
2 { A"P PadPy — X\ PdPo+

L'

aja L]

+ [WﬁFz - U Py) (3.2)] dL*+
Qg

Ll L] L. L ]
(U Pz ~ UmPiJ——'Pz.y ] dﬂm}-
H'L-E

Comparando (2.149) y (2.150)

Resumiendo

(&7
(

dcy )

atg

= PP+ (U P - Up Pr) (e1)];

ET
a—l; [Wu}"z - Uy Py) ( Pi)} ;

1
[{Unf’! = UmPl}

i

(

de)
Bajg

As [ U Py = U3 Py)
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53 Y ar* +
oL )™

L

PzL']

PoL” ]

L2

deq

da

{[* Py Py + (U1 Py = U3y Pr) (e])] 4P+

L2

L-

-

“Ln

)]

Eg'—a—"

)}

2 )dnLE‘

e -

(2.149)

(2.150)

(2.151a)
(2.151b)
(2.151¢)

(2.151d)

(2.152)

(2.153)
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(g_;%) L (j%) ; (2.154a)
_ EA"P&HI% (é%)* (2.1548)
=§A-PH(EE_%)%(%)_ (2.1555)

Las ecuaciones (2.145-2.148) y (2.152-2.155) son llamadas demandas marshallianas

y en este caso para la economia £°.

Para el problema dual:
Min Pyh] + Pah3

s.a. U*(h],h3) =U,
B >0
hy >0

Este problema ya fue resuelto, ecuaciones (2.113)-

“economia £*: Y en forma matricial

pUL ptUf Uy dhj
WUy ptU; U3 dh;

U; U 0 dp*

(2.156)
(2.123), sdlo-que aquies para la

A*dP
= | XdP (2.157)
dus

El sistema (2.157) es igual al del sistema (2.50), por lo que las demandas hicksianas
son las mismas y estan dadas por (2.56) y (2.60) para la economia £*. Comparando las
demandas hicksianas y marshallianas se llega & las relaciones de Slutsky siguientes:

o) = (32 ) -5 22 (55): (2.1584)
aPl E.'P, IF‘z aL" 1
- (31) +m2 (ac; : 2.158
—(5P1)+E1P:L' A (2.158)
Bei) _ (Oh) _ (o L) ks (1),
(aP,)‘(a 2) (C2 ﬂl:») ) (2.1594)
— ﬁl ._L' “?:22 des )
= (3}32) +(52 HLE) PyL* 5'1}.2 ' {2139”
95 Y (04 . ptla (?‘"‘_5 (2.160a)
ap P VP \aL* )’
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dh3 _ni de
(5P1)+ Pu (ﬁﬂu) (2:1600)
des\ [k} de3 _
()= (R)- ()R (o) o
—8h} ufg ey \
o)t (45 e (a): eoow

8h} (a .
(E‘_;) B EEJ{{)' (2.162)

Hey
= ) | (2.163)

2.6.1 EJEMPLO DE ESTATICA COMPARATIVA

Para ilustrar el andlisis de sensibilidad por medio de estdtica comparativa utilizamos
como funcién de utilidad una de tipo Cobb-Douglas para la economia £ y £°, esto es,

£ £
Ufes,ca) = cfel, _ Utlelye) =< &
Uy = ac] lcf, Iﬂl =a*c]® -IE;'H '

s =ﬁcf’cg 11 =g} sa® -tﬂ —lI
Uy = afa - 1222, U = - 1)eje 27,
Ug = ﬂ,ﬂﬂ?_j Cgﬂ_'l, Uy = n"ﬂ"c;“'_lc;ﬂ. -1
Uze = (8 - 1)c§ecy 2, Usy = B*(8° = 1)ejo 37 2,

Se consideraa + =1y a > 0, § > 0. Sustituyendo en (2.34):
A=-— [ (0 — 1)cf~2c8 (ﬁc ’)2 +B(6 - 1)cfc? (m;'—l.;f)2+
- acf 1cﬂ c?cg 1(‘1'&5 1 .ﬂ‘ 1+nﬁcu-1cﬂ—' )]
= % [ﬂﬂ{n +ﬂ}c?“'2cg'ﬂ_2]
=7 [n ﬁcgu-zcgﬁ—n] 5 0.

(2.164)

77



T T 1333 31

Jeee et 1T 1111111

Sustituyendo en (2.102)

para (2.103)

para (2.104)

(a7:)

Para (2.105)

Para (2.109)

aﬂ]
day,

P

]

i

>0 si

<0 =i

<0 s

1 AL
A [{"‘UIEPE +Unby) -a-l_l] i

1 a—1 f— A PL
E [(—nﬁcl lcg le +ala - ]}c] zchl) _ﬂi.j ] '
1 AL
5 (Peez" + Prcy) :;;nﬁc?'lcﬁ' <0 (2.165)
ﬂcl -] 3:1 !
(H) = Ty (3::1.1) = 0 (2.166)

ayy [ de

>0 s e Py (&L

. ap {8

<0 si cg Py E_L-
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(2.167)
) < lJ\Png
A
(2.168)
) > l..?I.P],F’g.
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TALR BE LA BIBLIOTECA

G2 \ _ 1 116028 -1,8-1 PiL]
(am) =% [( a = 1)e} " ey Py + afcj Fl) T],

&1
1 P
& (Peer™ + Prez?) ﬁﬁﬂﬁcl g <0y (2.169)
Li
para (2.110)
deg —apy dea ) .
(aL) L (aﬂm) >0; (2.170)

para (2.111)

, L ary [ Bea 1 L
< —_— —_— — —AP . g ]
0 si (ﬂ“ f-':) P, (BL)} A 1Pa 3 (am m) <

(ﬁcg.
apP
it L
>0 .si (——ci) >0
az

(2.171)
Para (2.112)

(%"%) < 0. (2.172)

Se considera a® + f* =1y a* > 0, 8* > 0. Sustituyendo en (2.34):

* 1 L e .. i - & . sa®—1 »f"
A ='I-Tf[ “(a* ~ 1) 2 ”'(H e ’) +B°(+8* = 1)e}* 3"~ 2( c30" =138
e Q*c';n'_lcaﬂ'ﬁ-c;n-c;ﬂ'a—l (D-Huc;n'_lc;ﬂ +ﬂ.ﬁ- 0" -1, -ﬂ -1)]

= J.;:' { "3 {a 48" Jc.aa -2 ;3.3 —2]

- . sda"=2 -aﬂ -2
32 [nﬁ ]:»I].

(2.173)

Sustituyendo en (2.145)
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Ocj PyL*
(5e) = & [i-vpe+ vam &2l
_i . -l-r:.r-l -.ﬂ'dl - w® .ﬂ_g PaL*
= A ( B P2+ 8°(8° — 1)) Pl)-a'?z—1
1 - PyL*® L - T
=27 (Pei™ 4 Piey™!) Zmat8t e ) T < (2.174)
L2
para (2.146)
dci\ _ —a}l, [ 8} _
(ay)“ I (ﬁah >0; (2.175)
vara (2.147)
de] -
(BPI) <0 (2.176)

- para (2.148)

&l."t
aPq

(2.177)
para (2.152)
ﬁ iy =2 tﬂ w _wa” =] ;ﬂ -] .F2L
(ﬂ“lz) [( L i n) ]
= .-:,- (Pacy™ + Prc~t) 22 T a*fci* e < 0; (2.178)
para (2.153)
0\ _zaga (053) |
(38)- 55 (2)
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para (2.154)

. ealp (Oci) 1
o3 <0 s E‘—P, (__E' _):: ﬁ_}. Py Fy;
3P, e . (2.180)
>0 si c;—l‘f (“LE’)‘ A PP

Para (2.155)

[ o - L' ﬂli ﬂn’.‘i 1 . o L.
=0 - s — i, U - - sl ;
si ( cg+a12) (BL‘ > As iy cg+u12 >0
dc) : i L*
(B‘Pg) v <0 si (—n2 -+ riz)

L-
<0 si (—c§+ _){[I.
\ g
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CAPITULO 3

3.1 LA CURVA DE PRODUCCION
3.1.1 FUNCIONES DE PRODUCCION

.Qué se entiende por produccién? Produccién es la conversién de trabajo, capital
(fisico y/o humano) y tierra en bienes y servicios. El trabajo, el capital y la tierra reciben
el nombre de insumos o factores de la produccién. A los bienes y servicios generados se
les llama productos. Los productos se pueden destinar a consumo o a la produccién de
mas bienes. En el primer caso se les llama bienes de consumo, y en el segundo bienes de
capital. Por supuesto, es posible mencionar otros factores de la produccién, por ejemplo,
el tiempo en la produccién del vino, o la capacidad empresarial para dirigir los procesos
productivas. .

Este capitulo se Interesa en empresas no agricolas, y por lo tanto la tierra no aparece
como un factor de la produccion. Por supuesto, si la naturaleza y caracteristicas del
problema requieren que la tierra sea un factor escaso, como es.el caso de una empresa
agricola o pecuaria, entonces se requerirdn modificaciones minimas en el modelo propuesto.

En lugar de examinar a una empresa con toda su complejidad y detalle, se tomardn
en cuenta solo aquellos aspectos en los que se estd interesado en estudiar. A continuacién
se describe en férma precisa la relacion entre insumos y producto. Considere una funcién
produccién de la forma:

y=F(L,K), (3.1)
la cual satisface: . ‘
Fp,Fr >0, (3.2)
Fri, Frr <0, (3.3)
Frg 2 0. (3.4)
FriFxk — (Fuk)® > 0, (3.5)

- La ecuacidn (3.1) es una forma algebraica de representar una cierta tecnologia F, en
la cual para producir el bien y se utilizan capital, K, y trabajo, L. Las dos ecuaciones que
aparecen en (3.2) simplemente dicen que al incrementar en una unidad cualesquiera de
los factores, se obtiene siempre un producto adicional (producto marginal positive). Las
dos relaciones en (3.3) dicen que conforme se siguen aumentando los factores, el producto
adicional sigue creciendo, pero cada vez menos; esta es la Ley de Rendimientos Marginales
Decrecientes. (3.4) expresa que el capital y el trabajo son complementos en la produccidn.
Por dltimo (3.5) asegura la propiedad deseable de concavidad estricta en la funcién de
produccidén; ya que se asegura la existencia de un méximo.

Si se fija la produccion y en §, el lugar geométrico de todas las combinaciones de
K y L que conducen a §, es lo que cominmente se llama curva de nivel. En teoria
econdmica las curvas de nivel reciben el nombre de isocuantas. Dicho de otra manera,
todas las combinaciones de (L, K') en una isocuanta generan exactamente el mismo nivel
de produccién §. -

Si ahora fijamos alguno de los factores de la produccién, digamos K, en K, esto nos
conduce a y=F(L,K), la cual serd llamada funcién de produccién de corto plazo. En
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general cuando alguno de los factores de la produccén se mantiene constante, se dice que
la funcién de produccidn es de corto plazo,

3.1.2 RENDIMIENTOS A ESCALA

(Coémo afecta a la produccién un incremento en la misma proporcién en todos los
insumos 7 Pueden existir varias posibilidades en el producto resultante, éste puede ser
menor, mayor o igualmente proporcional. En lo que sigue se precisan estos casos:

Definicién 3.1 La funcién y=F(L,K) se dice homogénea de grado k si para cualquier
A > 0, se tiene que A¥y=F(AL,AK). Si k = 1 se dice también que la funcién es homogénea
lineal.

Ejemplo 3,1 Considere una funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas, y = LYK~ =
F(L, K). Para ver que es homogénea de grade uno, observe que

F(ALAK) = (AL)"(AK)'-" (3.6)

AF(L,K) = A(L" K1)
= \° JLI_DI:LD I{‘l-—u}‘
- [AQLH}{AI—NI{]—H}
= (AL)*(AKC)

(3.7)

Asi, de la definicién (3.1), la funcién de produccién Cobb-Douglas en el ejemplo (3.1)
es homogenea de grado 1.

Suponga, por ejemplo, que L y K aumentan en la misma proporcién. Sila funcién es
homogénea de grado 1, entonces la produccidn también se incrementa en exactamente la
misma proporcidn; en este caso se dice que F presenta rendimientos constantes a escala, La
funcién de produccién Cobb-Douglas del ejemplo anterior presenta rendimientos constantes
a cscala. Cuando & > 1, el producto resultante es mayor que el aumento en la misma
proporcién de todos los factores, se dice cn este caso que F tiene rendimientos crecientes
a escala. Finalmente, si k < 1, se dice que F presenta rendimientos decrecientes a escala,
La interpretacion es andloga al caso anterior,
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FIGURA 3.1 Yy y 11 son las isocuantas y K'/L la pendiente del rayo. L y K los insumos trabajo v
capital, respectivameta '

Teorema 3.1 8i F(L, K) es homogénea de grado k, entonces las primeras parciales F,
Fye son homogeéneas de grado & - 1,

Prueba Como F es homogénea de grado k,
F(AL AR) = AYF(L,K).

Diferenciando respecto a K, se obtiene

OF_O(AK) _ \,OF
d(AK) 8K ~ " 8k

Sin embargo, ﬂféﬂ = A. Dividiendo ambos lados de la identidad por A se tiene

ar = yk=1 aF
d(AK) aK’

Asf, la funcién Fp, evaluada en (AL, AK) equivale a A*='Fy (L, K). De aqui, Fy es
homogénea de grado k — 1. Se procede de manera andloga para L,

Ejemplo 3.2 Utilizando la funcién de produccién del ejercicio anterior, verificar que
cumple con el teorema 3.1,
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Sabemos que la funcién de produccidn Cobb-Douglas es homogénea de grado uno
{ejemplo 3.1) y que
__8F

Fi= T L*(1=a)K ™" =G(L,K)
G(ML, M) = (AL)"(1 = n)(AK)™"
A e gAY
=LY1-a)K™"
=G(L,K)
por lo que Fy es homogénea de grado cero. Para Fy, se procede de manera andloga.

aF

Fp = =—
L= 8L

=al" 1K1 = H{L,K)
entonces

HMLAK) = a{ALY* (M)
& ﬂ}."-]}ui —r:Ln—II(I—n )
e nLuulﬁ-l—u
=H(L,K)

Asi, Fy, es homogénea de grado cero.

~ Teorema (de Euler) 3.2 Suponga que F(L, ) es homogénea de grado r. Entonces

aF ar
—L+—K=rF(L,K
3L +E‘Kt rF(L,K)

Prueba. Por la definicién de homogeneidad, se sigue que
F(ML,AK) = A"F(L,K)

Como esta identidad se conserva para todos los valores de L, K y A, diferenciando ambos
lados con respecto a A, usando la regla de la cadena:

9F A(AL) . OF O(AK) _ ,._ :
a0L) ox Tapk) ax F(LK)

Sin embargo, % =Ky %ﬁ‘ = L, asi
oF dF

L ¢ =rA"TVF(L K
e AR TEY S Rl (LK)

Escogiendo A = 1 en la identidad anterior se tiene la conclusion.
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Un c;atsfn especial de homogeneidad es el de homogeneidad de grado 1, también llamada

homogeneidad lineal. En este caso, r = 1, y el teorema de Euler produce FiL + Fk =
F(L,K).

Otro caso interesante es cuando F(L, K') es homogénea de grado cero, El teorema de
Euler produce

FrLL+FgK =10
A continuacién se presentan dos ejemplos donde se aplica el teorema de Euler.
Ejemplo 3.3 Considere nuevamente la funcién Cobb-Duglas y = K'~°L® = F(L,K).
Esta funcién es homogénea de grado 1, i.e., r = 1. Tenemos que Fg = (1-a)L°K ™"y
Fp = ak'~®L2~1 El lado izquierdo de la identidad de Euler es
FLl+4 FgK = oK' °L* L4+ (1- a)K°KL"®

- nKl—aLu + “ - Q}Kl_nL“
(a+1-a)k!=—=L"®
= F(L,K)

Il

Asl, Fp, + Fy es idéntica a la funcién de produccién original K '~*L®.

Ejemplo 3.4 Sea y = K™ L™, Entonces

Fg =aiK™ L™ Fp=agk™ L%
por lo tanto

FLL+ FkK = a1 K™ 7L K +agKk™ LML
=oK™ L™ 4 agK™ L™
= (a1 + ag)KyL" = (a1 + az)F(L, K)

FiL+Fg=al®'K'™™L 4 (1-a)L°K™"K

=al®K1"" + (1- a)L°K'™®
=(a+1-a)l"K'™™ =F(L,K)

Otra caracteristica asociada con el concepto de homogeneidad relaciona a las pendien-
tes de las isocuantas cuando el rayo que parte del origen viene dado por K /L. Ver figura
3.1, Para tal rayo y funciones de produccién homogéneas de grado uno, las pendientes de
las isocuantas en todos los puntos del rayo K /L son idénticas. Siendo A y B.intercepciones
del rayo con la isocuanta correspondiente, Esto es muy importante, ya que si se conoce
una isocuanta se conocen todas las demés. En efecto

Seay=F(L,K)y A>0, entonces

Ay = AF(L,K)
= F(AL, AK),
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siA=1/L
1 K
EII" = Ft:ll 'E}‘
Diferenciando
8(+y) 1 By 1
e df{rrz = dR—I FrdK
1 aF(1, K
=1 oFQ,3) dK.
L a(4%)
Por lo tanto_
8y OF(L%)
0Kk 3k
ar(1, %)
a(%)

por lo que Fg sélo depende de -"—f Similarmente,

seay = F(L,K)yp >0, entonces

py =pF(L, K)
= F(pL,uK),
sipg=1/K
1 L
“H_H"F{E11}
1
_F(E'”
L
diferenciando
a(+v) 1 dy 1
3L dL—E -—L~ dL'.-':F FrdL
aF (4,1
oA Bl
K a{}}r]
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En consecuencia, 1
By _ gF (“F' 1)

oL~ o)
ﬁF{%,]}
Fr = T{%-}-_1

por lo que Fy sdlo depende de "—If Asi en una isocuanta

!I"‘-'I:P{L1K}|

diferenciando
0= FpdL + FgdK,

entonces

Por lo tanto, sobre el rayo K /L =cte, todas las curvas de indiferencia que pasan por él
tienen ]a misina pendiente,

Por otro lade, observe gue existe diferencia entre la ley de rendimientos marginales
decrecientes y los rendimientos a escals. En la primera se'fija un factor y se varia el otro °
¥ se observa como es afectada ]a produccién. Para la segunda se varian ambos factores en
la misma proporcién y se examina que pasa con la produceidn,

3.1.3 EQUILIBRIO PARA UN SOLO PRODUCTOR

La atencién se ha puesto en las caracteristicas de las funciones de produccién. El
productor puede estar pensando en maximizar la produccidn sujeta a una restriccion de
costos 6 minimizar costos sujetos a una restriccién de produccion. Ambos enfoques son
equivalentes. )

Se supone que el productor, teniendo acceso a una tecnologia representada por (3.1),
desea maximizar la produccidn, sujeto a la condicién de que sus costos no deben exceder
una cantidad Cy. Los salarios, W, y la renta sobre el capital (tasa de interés), r, son
conocidas por el productor. Asique, el problema de decisién del productor es:

max y= F(L,K),

(3.8)
sa Cop=WL+rK,
Suponemos que el productor es pequeio, es decir, no tiene influencia sobre el precio de
los insumos, as{ que IV y r serdn tratadas como constantes. Si Cp s5¢ gasta en compras
de capital, entonces el capital contratado es Kg = Co/r. Similarmente, si Cy se gasta en
servicios laborales, entonces se adquiere Lg = Co/W. La recta que unc a Ky eon Ly con
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pendiente W/r es denominada linea de isocostos. Representa la restriccion impuesta por
costos que el productor enfrenta. En equilibrio Ko/Lg = W/r.
El cambio total en y es:

dy = FrdL 4+ FrdK

(3.9)
dy = PMpdL + PMgdK.
siendo PAM el producto marginal, i.e., la cantidad adicional de pra.ducl:idn asociada a
una unidad extra del factor en cuestion, manteniendo los otros factores constantes. De la
definicién de isocuanta dy = 0. De la ecuacion (3.9) se obtiene

0=PMpidL+ PMgdK,

reagrupando, .
dK  FPMy
dL =~ PMg’

Donde el lado derecho de la ecuacién es positivo cuando dK y dL, son de signos contrarios,
Como la pendiente de la linea de isocostos es =W /r, entonces la condicién para la maxi-
mizacién de la produccién, se obtiene cuando se iguala la pendiente de la linea de isocosto
con la pendiente de la isocuanta accesiblemente. mds alta, esto es,

(3.10)

—_= : o (811)

3.1.4 EL MODELO DE DOS BIENES, DOS FACTORES

Suponga que una economia produce dos bienes, y; ¥ yg, usando dos factores, capital
y trabajo, con tecnologias descritas por funciones de produccién:

v1 = Fi(Ly, Ky), (3.12)

y2 = Fa(L3, K2). (3.13)
Las funciones y; y y2 presentan rendimientos constantes a escala, Las dotaciones de
capital y trabajo son fijas, esto es,

K=K +Ks (3.14),

L =1Ly+La (3.15)

Las isocuantas representativas para las dos industrias, y,0 ¥ y20, son mostradas en la
figura (3.2). La restriccién de costos dada por la linea KgLg. Con estos precios relativos,
la produccién en la industria 2, yy se localizaria en algin punto de OA, y la produccién
de la industrial 1, y; en OB. El cociente capital y trabajo para las industrias 1 y 2, estan
representadas en las figura (3.2) por k; y ko respectivamente. Es decir k; = K;/L;.
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FIGURA 3.2. lsocuantas repwunnmtivlna para cada industria, y1g para la industria 1 ¥, yop pars la
industria 2. Intensidad relativa del capital para el bien 2.

Definicién 3.2 Se dice que dos funciones de produccién difieren si, para la misma razén
entre salario y precio de capital en ambas funciones, las razones entre capital y trabajo
son difierentes, 8i, por ejemplo, k2 es méds grande que k; , entonces el bien 2 se dice
que es intensivo en el uso del capital relativo al bien 1. Por supuesto, un planteamiento
equivalente es que el bien 1 es intensivo en trabajo relativo al bien 2. Se puede suponer
que y2 es intensivo en el uso de capital relativo a y; para toda razén entre salario y precio
del capital.

3.1.5 LA FORMA DE LA CURVA DE POSIBILIDAD DE PRODUCCION

La curva de posibilidades de produccidn, también llamada curva de transformacion,
muestra todos los posibles puntos de produccién eficientes. Para construir la curva de
posibilidades de produccién, a partir de la informacién dada por las funciones de produccion
(3.12) y (3.13), y las restricciones sobre los factores (3.14) y (3.15), dos puntos sobre la
curva de posibilidades de produccién son ficiles de identificar, 71 y #2. Suponga que todo
el trabajo y todo el capital fuesen asignados a la produccion yg, asi, en las ecuaciones (3. 14)
y (3.15), K2 y Ly son reemplazadas por K y L. Esto nos dard un nivel de produccién bien
definido para yy, el cual podemos llamar §;. Note que si todos los factores son usados para
producir yz, la produccién de y; debe ser cero, Similarmente, asignando todo el capital
y €l trabajo a la produccién de y; daria §;. Una tarea mas dificil serfa encontrar puntos
sobre la curva de posibilidades de produccién diferentes de §y y 72
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Para darse una idea de como seria la curva de posibilidades de produccidn se traza
primero la recta que une §; a 2 en donde se encontrarfan puntos factibles de produccién
utilizando rendimientos constantes a escala. Para saber cuales son eficientes, es decir,
cuales puntos de la linea j,jja corresponden a mayores niveles de produccién, en ambos
bienes, la caja Edgeworth-Bowley representa de manera concisa la informacién obtenida
en las ecuaciones (3.12) a (3.15), y demuestra qué se entiende por eficiencia de mercado.

il

L,- %
L1 =
X

%
Y
%y %y
iz\ | ' Y
) Y, n »
) A

FIGURA 3.3. Caja Edgeworth-Bowley

Varias curvas representativas de las isocuantas para la industria y; desde el origen Oy
estan representadas en la figura (3.3). La cantidad méxima de y; que podrfa ser producida
cuando todos los factores son asignados a la produccién de y; es ;. Exactamente el mismo
procedimiento es ahora empleado para la industria ys, excepto que en este caso la isocuanta
parte de Oz. Note que la produccién de y, se incrementa a medida en que se mueve de O3
a 0). Desde el punto de vista de la industria y2, O; sobre la isocuanta § representa la
méxima cantidad posible del bien ys que pueda ser producido, pero esta es la asignacién
total de L para la produccion del bien yg.

Toda posible asignacion de capital y trabajo entre las dos industrias estdn represen-
tadas por los puntos en la caja de produccién 01K OzL. En medio de estos posibles puntos
de produccién buscamos los eficientes, para un nivel de produccién dado de un bien, el
nivel de produccién de los otros bienes estd maximizada. Para tomar un ejemplo especi-
fico, suponga un nivel de produccion yz; del bien yg, se busca maximizar y) sujeta a esa
restriccién. Una posible asignacién de factores entre las dos industrias esta representada
por todos los puntos de la isocuanta y2; y queremos encontrar el punto en esta curva que
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maximiza la produccién de y;. Primero, suponga que la produccién estuviera en el punto
A, a la mitad del camino entre 0; y Oa. Tal punto de producecion es claramente factible,
no obstante este utiliza el total de fuentes disponibles de capital y trabajo, resultando
en las producciones y2; y y11 para las industrias yp y y; respectivamente. Pero mientras
este punto de produccidn es posible, no es eficiente. Algin movimiento a lo largo de la
isocuanta yg; desde A hacia C, no reduciendo y, incrementar4 la produecién de y,. Para
C moviéndose sobre la isocuanta y; hacia D comenzard a decrecer la cantidad de yy pro-
ducida. Luego, dada la restriccién de que yg; se produce, la asignacion de capital y trabajo
asociado con el punto C resulta en el méximo posible del bien y;. El punto C es el punto
de tangencia para las dos isocuantas yg; y y12 y entonces, para una cantidad dada de 9, la
produccién de y; esta maximizada en el punto donde la isocuanta y; més alta es tangente
a la isocuanta apropiada ys.

FIGURA 3.4 Con cada punto de eficiencia hay asociado un nivel de produccién, y esos puntos en el espacio
y1V2 quedan representados por la curva 7 A'fa.

Cualquier nivel de produccién de yg desde 0 hasta j» podria haber sido escag'fdo
y 11 maximizada sujeta a esta restriccién. Conjuntamente todos esos puntos estarian
en 01B03, llamada localizacion eficiente. Note que los movimientos a lo largo de esta
localizacidn desde O, hacia O implican aumento de la y; reduciendo la cantidafl de ya.
Todos los puntos sobre esta localizacidn tienen la caracteristica de que la pruduluc'urm de un
bien no puede ser incrementada sin reducir la del otro. Es precisamente este criterio el que
describe el mercado eficiente, ya que no se establecen restricciones en cuantoa la forma de
las funciones de produccién y; y yp. El supuesto de que ambas funciones de produccion
son homogéneas, da lugar a que la eficiencia es suavemente convexa.
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La curva de posibilidad de produccion puede ahora ser derivada, con cada punto de
eficiencia hay asociado un nivel de produccién de y, y ya, y esos puntos, en el espacio 2,
dan §1A4'f, ver figura (3.4), En la discusién anterior sobre la curva de posibilidades de
produccidn, los factores de produccién fueron arbitrariamente asignados iguales a las dos
industrias, y eso dié lugar a) punto de produccion A.

La asignacidn eficiente de recursos require que la produccién tome lugar en un punto
donde una isocuanta proveniente de una industria es tangente a |a isocuanta de otra.
Ademds, para el productor individual, la maximizacién de la produccién sujeta a la restric-
cion de costos requiere que la razén de precios sea igual a la pendiente de las isocuantas,
Cuando esta condicién es verdadera para ambas industrias, y cuando la eficiencia del
mercado requiere una tangencia entre las isocuantas de las dos industrias, es claro que

la eficiencia en produccidn require que ambas industrias enfrenten el mismo cociente del
salario y precio del capital, |

FIGURA 3.5 Caja Edgeworth-Bowley con la razdn de precios 'Wfl" en A

En la figura (3.5) la produccién de yyp y yao asociadas con el punto A implica que la
razén de precios de los factores sea W/r, la linea tangente a las dos isocuantas en el punto
A. Note también que, para la produccién en el punto A, las razones capital y trabajo en
las dos industrias son k; y ko para las industrias y; y vz, respectivamente. En la figura
(3.5), por ejemplo, para algiin punto de produccién eficiente, tal como A, hay una razén
salario y precio del capital tinica. Esto implica que para todo punto sobre la curva de
posibilidades de produccién esto se cumple.

En equilibrio se considera que una condicién para maximizar los beneficios para una
industria competitiva es que los costos marginales igualen al precio. Entonces para nuestras
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dos industrias tenemos C M; = P;, Dividiendo una con otra

E'Mi_Pi

e 3.
CM: P 39

En la figura (3.6) la pendiente de la curva de posibilidades de produccién en cualquier
punto dado, muestra la tasa en la cual un bien puede ser convertido a otro a través de la
reasignacion de factores de una industria a otra.

FIGURA 3.6 La linea de la razén de precios es tangente a la FPP, P = Py /Py, Py y P3 los precios
del bien 1 y del bien 2 respectivamente.

Luego, la pendiente de la curva de posibilidades de produccién es el costo de un bien
en términos del otro, el cual es la razén de los costos marginales. La pendiente de la curva
de posibilidades de produccién es CM/C M3, obteniéndose la ecuacién (3.16).
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FIGURA 3.7 Retornos constantes a escala. La FPP es uniformemente convexa al origen

3.1.6 RETORNO A ESCALA NO CONSTANTE

Hasta este punto, las funciones de produccién se han considerado homogéneas de grado
uno. Para el caso en el cual las funciones de produccion son homogéneas de grado diferente
a uno, se considera a continuacidn.
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FIGURA 3.8 La F PP no necesarlamente es uniformemente convexa al origen

El caso en e] cual las funciones de produccién son homogéneas de grado superior a
uno, implica que existen rendimientos crecientes a escala. El sistema de produccidn estd
representado por las ecpaciones (3.12) y (3.15), y los puntos extremos de la curva de
posibilidades de produccién pueden ser encontrados designando la cantidad total de capi-
tal y trabajo para las industrias y; y ys, respectivamente, En la figura (3.8) se muestra la
asignacién completa de capital y trabajo a la industria y; obteniéndose jg, y la asignacidn
del stock de ambos factores a la industria y; obteniéndose ;. Ahora suponga que la mitad
de ambos factores esta asignado a cada industria, Debido a la hipdtesis de rendimientos
crecientes a escala, dividiendo en dos partes iguales los factores para la industria yg, la
produccion es mayor que la mitad de s, digamos yg;. Similarmente, dividiendo en dos
partes iguales los factores de la industria y produce y;;, donde y;, es menor que la mitad
de j;. La produccién resultante, 4 en la figura (3.7), se localiza por abajo de la linea que
une §s ¥ §i. Otra asignacion proporcional de los factores para las dos industrias dardn
otros puntos produccidn, y tales puntos pertenecerdn a jzAf;.

Las funciones de produccién para las dos industrias son diferentes, y esto implica que
mientras A es un punto de produccién posible, en general este no serd eficiente. Justo
como en el caso de rendimientos constante a escala, puede ser mostrado que moviéndose
desde A a B o C, resultard en una cantidad més grande de uno de los dos niveles de
produccion, y dard lugar a puntos tales como B y C en la figura (3.7). Repitiendo este
proceso para todos los puntos de la curva jaAj; se obtiene la curva de posibilidades de
produccién 2 BC{,.
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FIGURA 3.9 Ejemplo donde existen rendimientos constantes a escala en la industria yg v crecientes en la
industria 1

En la figura (3.8) la curva de posibilidades de produccién se muestra uniformemente
convexa al origen, pero este no es necesariamente el caso. Con rendimientos crecientes
a escala la linea de equiproporciones debe estar por debajo de la linea recta que une
los puntos extremos §a2 ¥ i1, si el grado de homogeneidad no es mucho mayor que une,
entoneces la linea de equiproporciones no difere mucho de la recta, y se podria obtener la
linea joAfj, de la figura (3.8). Si al mismo tiempo las razones de capital y trabajo de las
tlos industrias difieren ampliamente, entonces un incremento considerable en la produccién
podria ser generado por factores reasignados, resultando en puntos tales como A' estando
fuera de j2j;. Entonces, al igual que con los rendimientos crecientes a escala, la curva de
posibilidades de produccién puede ser céncava al origen a lo largo de casi toda su extensién.
Para rendimientos crecientes a escala, dos [actores determinan la posicidn de la curva de
posibilidades de produccion, el grado de homogeneidad y la diferencia en intensidades del
factor. La mayor diferencia en grado de homogeneidad desde uno, ocasionaria que la linea
tle equiproporciones fuese empujada hacia el origen, y la diferencia en las intensidades de
capital de las dos industrias es lo mejor que se podria esperar de las diferentes curvas de
posibilidades de produccién desde la linea de equiproporciones. La curva de posibilidades
de produccidn depende de la solidez relativa de estas dos intensidades del factor.

En la figura (3.8) la curva de posibilidades de produccidén aparece cénecava hacia el
origen a lo largo de casi toda su extensién, siendo convexa al origen a medida que se
aproxima a ambos ejes. Esto siempre es cierto tanto como ambas industrias exhiban
rendimientos crecientes a escala.
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Es interesante que la convexidad de la curva de posibilidades de produccién ocurra
cerca del eje ¥, cuando se incrementa los rendimientos a escala en la industria yy, Un punto
final es que mientras crecen los rendimientos en una industria ¥ permanecen constante en
la otra puede producir curvas de posibilidades de produccién como la mostrada en la
figura (3.9), este resultado no es necesariamente significativo. La curva de paosibilidades de
produccion puedes ser también convexa a lo largo de toda su extensidn, como la mostrada
en la figura (3.8),

El caso de rendimientos decrecientes a escala, en otras palabras, el caso en el cual la
homogeneidad es de grado menor que uno, puede ser resuelto de manera similar.

3.2 ESTATICA COMPARATIVA

Retomando el problema (3.8)

max F(L,K),
a Co<WL+rK,
8.4 Pt +r [3'1?}
L>0,
K20
6
min WL +rK,
e " " 2 :I
sa -F(L,K) 2y (3.18)
L>0,
K =0
Resolviendo (3.18) para la industria 1:
Sea
L=WLi+rKy+ My — F')+ ALy + 3K, (3.19)
Las condiciones de Kuhn-Tucker son:
E:w—zmb-;—a;au. (3.20a)
aL,
ac
B_fﬁ =r—- 'J"IF.‘{'I + Ag = D, {E.EUb}
aLc
—_— - Fl < ﬂ,' E,EGCI
= < (
aLc .
— =Ly 20, 3.20d
he 3 ( )
ac
—_— K E []1 3.2!]&]
s = . (
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ac . , i
= Li(W ~ M Fl + A2) =0, (3.20f)
ac | ; 1
E:ﬁ':_]h] =I\1fl"“:’l]FK1+Aﬂj=u, (3.21]5'}
ac "
=Ml =-F)=0 (3.20h)
ac
m}m = AL =0, (3.204)
ac g
EEJ‘E = MK; =0, (3.205)
M 20, (3.20k)
Az 2 0, (3.201)
A3 =0, (3.20m)
De (3.20a), {3.20d) y (3.20f)
W—MFLi+XM>0y L =0 (3.21a)
W=MFL+da=0y L1 >0; (3.214}
W—MFli+2=0y L =0 (3.20¢)
De I{E.EﬂhL (3.20e) y (3.20g) _
r=MFhi+A3>0 y K1 =0; (3:22a)
F=MFhi+Aa=0y Ky>0 (3.225)
r=AMFki+A=0y K1=0 (3.22¢)
De (3.20c), (3.20h) y (3.20k)
n-Fl<oy a=0 (3.23a)
n-Fl=s0y \>0 (3.23b)
De (3.201) y (3.201)
A2>0y Ly=0; (3.24a)
=0y L1>0 (3.24b)
do=0y Ly=0; (3.24c)
De (3.20) y (3.20m)
AM>0y K1=0; (3.25a)
M=0y K1>0 (3.25b)
TAdy=D0y K1=0 (3.25¢)
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Si queremos solucién interior, L; > 0 y Ky > 0, entonces: de (3.21b), (3.22b), (3.23b),
(3.24b) y (3.25b) y tomando A; = A

W = AF} =0 (3.26a)
r=AFj;=0; (3.260)
gy~ Fl=0. (3.26¢)

Derivando totalmente las ecuaciones (3.26);
dW = MFLiydLy + FygydKy) = FLdd =0
dr = MFieypydLy + Flypeydiy) — Fhdh = 0; (3.27)
dyy ~ (FlydLy + Fl\dKy1) =0.
Simplificando notacidn:

dW — A(FhdLy + Fldk,) = Fldi = 0;
dr — MF)dLy + Flydiy) = F}dA = 0; (3.28)
dyy - (FidLy + F}dK,) =0,
Y en forma matricial
AFY,  AF}y  F} dL, dW
AF}, AF}, Fj dk, | = | de (3.29)
1 Fi F; 0 dh dyi -
De (2.26) )
ro_ W
F R
Y el discrlmmante del sistema (3.29), [ es de la misma forma que el del sistema (2.50) con
U — F!. Resolviendo pnrﬂ. dLy

(3.30)

dL, = %{—le AW + AFL Fldy, + FY(F;dr - AFglgdyl}}

Ordenando términos

dL, = %{[-le %) aw + [MF3Fly - FIF)] dyy + [F Fi] dr). (3.31)
Gois arL aL aL
1 1 1
= dr. J3.32
Gy (aw) (E‘y )d”L(ar) i el
Comparando (3.31) y (3.32)
8Ly l
(a ) -k} 7 (3.33a)
(Z—Ll) = %[J‘(FHFE - £ Fzz]'] (3.33b)
n
L 1
( ErI) F F{F3]; (3.33¢)
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Resolviendo de manera andloga para di;

1
dK, = F{r-'fp;mv + MF'F}, - F]F})dy, - F] "‘dr}.

aK, aK, aK,
o= (252 v + (22) o+ (22)

Como

Comparando (3.34) y (3.35)

()b
(32) = £ [wehet - rieto)

(H; ):%[Fll 7

Como el costo para la empresa 1 es
C'=WL+rk;

y como Ly = Ly (W,y1,7) lo mismo que K = K1(W,y,r), entonces

1 oK
(57) = m+w (52)+ (Gt
1 oK
,(%E-)zfrww(%)w( &rl);

r
1
(o)~ o)+ (50 )
oy mn V1

sustituyendo

ac! 1 F o2 1 1)
—_— = — __..F Fy F =L;
(BW) L:+F( er 2 " triyka 1

ac! 1{ F 1 12)
(BT) K1+F(F2 e 1

Lo anterior es vilido para una sola unidad del bien 1. Para n unidades:

oy, , (96"
Lin+ K= BW n B n
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procediendo de manera andloga para la industria 2 se llega a:

ac? ac?
Laya + Kaya = (—') vz + (—) va,

aiy’ dr
por lo que
Ly + Layz = (%) v1+ (%) v2i (3.39a)
Ky + Koyz = (55_{11-) n + (%—if) v2. (3.39b)
¥

dys _ FidLz+ FidK2
dy; F]’Iﬂq + FldKy.

Si ahora resolvemos el siguiente problema se verd que la pendiente de la curva de
posibilidades de produccién es igual a menos el precio relativo.

(3.40)

max Py, + Paya,
sa. y = F,
{ yg = F2, (3.41)
L =Ly + Lo,
L K= Kl1 + R2.

Incorporando las restricciones y dejdndolas en términos de Ly y K. Sea
_ Z =P F'(L\, K1)+ PoF3(L - L1, K — K))
ydLy = —dL; y dK3 = —dK, con L y K fijos. Asi,
8z

— = P\ F} + PoF2(-1) = O; (3.42a)
aL,
-‘iz—. = FlFil +P2F§("1} = ). ; {342&}
oK, "
De (3.42)
P Fl _Ff
P R F
y recordando que % = ﬁ; = ;5- se sustituye en (3.40)

F!
dyy  F3 (;.;;d[.g <3 dKz)

dyy ) ({%’rdh +dK1 )

_i WdLy +dK
Ydr, +dK,

=-P, (3.43)
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Si diferenciamos (3.42)
d(PF} — F?) = dPF} + PdF} - dF¥ = (
d (PF} - F}) =dPF} + PdF} - dF? = 0,

pera

dF} = FlidLy + FLdK,,
dFy = FjidLy + FhdK),
dF} = ~FldL, - FhdK,,
dF? = ~F}dL, - FdK,.

Sustituyendo en (3.44)
FldP + P(F}ydLy + FlhdKy) + (FRhdLy + FhdK;) = 0
F3dP + P(F}dLy + FLdK)) + (FAdLy + F&dK;) = 0.
Ordenando términos

F{dP + (PF}, + F{)dL + (PFly + Fl)dK, =0
FJdP + (PF}y + FR)dLy + (PFl + FA)K, = 0.

¥ en forma matricial queda

[fFF{ll‘FF!l} (PPl + Fiy) ['ﬂ'l] < [—Fild-”]
(PF} +F}) (PFh+ F3) dk,|

El discriminante del sistema (3.45) es

A = (PFy+ FA)(PFhL + Fh) — (PF) + FR)(PFYL + F).

Resolviendo para d L,

1
dl =+ [~ FldP(PF} + F3) + F3dP(PF}y + Ff)]
1
= 5 [P(R} P}y - F{F3) + (F3 Py - FIFR)] dP,
entonces dL 1
?P_] =y (P(F3Fly ~ FlFh) + (FIF) - FIIFE?]] :

103

—F}dP |’

(3.44a)
(3.44b)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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Resolviendo para dK,
Ky = % [FidP(PF} + F3) - F}dP(PF)) + F})]
= %{Pf‘FiIF:il + F{F}) + (-F}Fjj + F{F{)] dP,
entonces
%{;‘I = ‘j;’ [P(-F3F} +F1]F211}+{—F§F31+F11F221}}- (3.48)
Asi,
[ >0 si FJFL, - FlFL >0
y F3Fh —FIF% >0,
>0 si FRFly~FlFp>0y FFh~FlF4<0
y P(F3F{y~ FIF}) > (F}Fh, - FIF}),
aLs >0 si T‘EIFIIE—F‘IIFJE:: 0y FAIFS,~FIF3>0
2F ) ¥ PUFiFiy - FiFp) < (FjFf - FiF3), (3.49)
<0si FIFL-FlFh<0y FIFL -~ FIFE <0,
<0 si FJFYy-FIFL>0y FIFf, - FiFL <0
¥ P(FiFly = FIF}) < (F3Fiy - FLFh),
<0 si FjFj;~FlFL< 0y FIFh-FlFL>0
y P(F3Fly— FIFY) < (F3Fd - FIFR).
f >0 si —FiFh+FIFE >0
y =FFj+FF{>0
>0si —FFL+FFi>0y -FiFA+F}F} <0
y P(=FiF)+ F3F}y) > (-F\Fj + FiF{),
>0si —F/FL+FFL<0y -FFA+F}IFL>0
%Tl J y P(=F{Fy+ F3F})) < (-F{Fj + F;F}y), (3.50)

<0 si —F/FL+FFL <0y -FIF}+F}F} <0,
<0 st —FFL+FIFL>0y -FIFA4+F}F] <0
y P(=F{Fj+ F3F}y) < (=F{F§ + F}F}y),

<0 si —F{Fh+FF<0y -FF{+FF}>0

1
y P(-F}F}+ F}F}}) < (~F{F} + FJF}).

\

Si ahora ponemos a comerciar dos economias como en el modelo Ricardiano, esto es,
una doméstica (£} y otra exterior (£*), se tendria para las dos industrias en cada economia
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s
i

r
b

¢
X #

b3

max F(L,K),
s.a, Cg < WL +rK,
L20; K20,
L=Lj+ Ly,
K=K+ K

para la industria;

max F!(Ly, K1),
s.a. Cf € WLy +rK,,
LI _:3 0; K! _:3 ﬂ,

para la industriaz

max FE{Lz,Kz:],

" sa. OF € Walg + raKa,
Ly 20; K220,

Sl

max F*(L*,K*),
sa. Cf < W L* 4+r°K",
L*>0; K*3>0,
L* = L} + L3,
K*= K} +K3;

para la industria;
max F*(L3, K}),
s.a, Cf" < WYL} +riKj,
Li20; K720,
para la industriag
max F?*(L}, K3),

sa, C§ < WiLj+r3K3,
L3 20; K320

Suponiendo que hay especializacién, £ en la industria 1 ¥ £* en la industria 2, tenemos

para £
Sea

L=F '+ M(=WLy - rKy +C}) + ALy + MK,

— = Fl -\ W +2: €0,

——=F - Ar+ X3 <0,

acr
aLy
ac
8Ky
aL
dhq
ac _
iRy =
aL o
dAq -
ac

— = —WL;—rK; +Cj <0,
Ll 2 nl

K].}-ul

—Ly=Ly(F} =MW +A2) =0,

aLq

(3.51)

(3.52a)
(3.525)
(3.52¢)
(3.52d)
(3.52e)

(3.52f)
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ar 1
&—ﬁfi'] =H1{F? =Mr+M3)=0,

ar

EHA: = M{=-WL; ~ ri,y +Cé} =,

—a-EJq =MLi=0

Iy '

E.\s = Az =0

Ay .
}"l .:'_' ﬂl

A2 20,
Az 20,

De (3.52a), (3.52d) y (3.52)

Fl =MW +3<0y Li=0;
Fl-MW+X=0y Li>0
Fl=MW4da=0y Li=0

de (3.52b), (3.52¢) y (3.528)

'F§—11r+.13{ﬂ y Ky=10
F;—A]T+l3=ﬂy K> 0
F:_)l—llr‘+;\3=ﬂ}"xl=ﬂ;

de (3.52c), (3.52h) y (3.52k)

de (3.52i) y (3.521)

de (3.52j) y (3.52m)

WL -rK)+Ci <0 y M =0
~WLi—rK1+Ci=0y )\ >0
~WLi—=rK1+Cl=0y )\ =0

A0y Li=0
M=0y Ly>0
do=0y Ly=0;

Aa=0y Kip=10;
Aa=0 vy Ky>0
Ma=0y Ky =0
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{3.52g)
(3.52h)
(3.521)

(3.524)

(3.52k)
(3.521)
(3.52m)

(3.53a)
(3.53b)
(3.53¢)

(3.54a)
{3.54b)
(3.94c)

{3.55a)
(3.55b)
(3.55¢)

(3.56a)
(3.56b)
(3.56¢)

{3.57a)
(3.57b)
(3.57¢c)
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Si queremos solucién intevior, L, > 0 y K > 0, entonces: de (3.33h),

(3.56b) y (3.57b) ¥ tomando A=A

Fl=aw =0
Fg = Ar=0;
WLy =rK,+Cg =0.

Derivando totalmente las ecuaciones (3.58):
FlidLy + FlydRy = MW ~1WdA = 0;

F3idLy + FhdKy = Mr = rd\ =0
=WdLy = LW ~ rdKy = Kdr +dC§ = 0,

Y en forma matricial

55h),
(3.58a)

{3.58h)
(3.58¢)

(3.59)

Fh  Fh =W dL, AV
Fy Fh, —r dky| = Adr
Al 0 dA WdLy + Ly dW + rdKy + Kdr — dCJ
De (3.58)
Fi _F} _
WoF o

Y el discriminante dui sistema (3.60) es:

= —r Rl 4+ Wr(Fly + F},) - W2iF),

Resolviendo para dL

C g
dly =2 (—Ar‘-‘dw + MV rdr+

=]

= Fiyr [LdWV + Kydr - dC§] +

+ W(Fly + rAdr) [L1d1V + K dr _dc{‘,}).

Ordenando términos

1
dLy =;{[~.Jw2 — Ly(rFiy ~ W F)| diV +
+ [WrA — Ky(rFjy - W Fay)] dr+

+ [rFly - W FY) df;.}}.

dL . arL dLy
-~ rokinsaly d
dLy (Eﬂ!")d” (ﬂr)d +(Eﬂ'ﬂ) Cn
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(3.63)

(3.64)
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Comparando (3.63) y (3.64)

dL 1
i)
(—;;i) = -i— [Hr.-:l. — K\(rFlh + ||,-'F212]] ; (3.63b)
aL 1
(a_ﬁlf) =3 [Pl = WFp): (3.65¢)
o =

Resumiendo

L 1
(ﬂ‘_—cé) == [rFh -1V Fh); (3.66)
L1\ _ 1, oLy |
aLkyy _ 1 . 0Ly
(-‘{F") — E.“HH’FF‘ - f'.[ (Ec_é) i {358}

Nétese que el primer término de (3.67) y (3.68) corresponden al dual resuelto en (3.33a) y
(3.33c) repectivamente. Resolviendo de manera andloga para di,

dK) =é~{'rF:‘1[L1dW + ICydr — dc&} + W rAdIV +
+ W[F(L1dW + K dr - dC}) + Hrm]}
Ordenando términos
dic =é{[iw:~ — Ly(=rFjy + WF})] dw +
+ [N+ Ky(=rFly + WE))] dr+ (3.69)
+ [-rFl + W R ] dCé}

i\ .., . (0K ; (Jﬁfl !
=|— — | d —= | dCY. 3.70
dK (aw ) iV + ( o ) 4+ ac] 0 (3.70)

Comparando (3.69) y (3.70)

Como

[mrr — Ly{=rF} - “’F-.fa}l: (3.71a)

[—w% - Ki(-rF} + WFQI}]; (3.716)

e
¢|=
I\'-—--"
n
Laf| = [01f = D1[] »=

[-rFi + WFL); (3.71c)
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Resumiendo

)5 1

(259) - L -reb e
7)==

Ky 1, oRLY,

(2)- -2

L (g S R (5
= —MAV* = F !
( dr ) = H (EC‘%)

SiZ>0:

r ; ELJ
>0 si (ﬂ) < [
dL, 1 5
. gLy
e 0
@%)4‘““(%9‘
d 2 ELI) sk

. (9L
<o (3g)>0

. (8
) |+ ()

dr
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(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)
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P

£

¢y

=

69

F € £ 11 ¢

amn

oK1\ _ 1.,
0 i e
() > 2
) [0k,
(t}fu) } <0 si (_8{35){{]
ar

Para £*;
Sea

L=F 4+ A1{-W" L) —r* K] +CF) + AL} + MK,

% =FI - MW" +A3 €0,
%“% = —I'F'"LE -r*Kq+ C{::r. <0,
%5 = L3 20,

—5% =Ky =0,
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; : 5
(ﬂh;) ) <0 si (EEE)}D

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
(3.800)
(3.80¢)
(3.804)

(3.80¢)



3

A

£

£

)

-
S

ﬂf‘ - - 2% * - .
rL-iLI:LE{FI —J|.1W +J.2]|=U,

2] ek - . - = *
E}TEI\E '-'—'IIJ(FE —J.ir +}"Jj= U,
af' - . ®rw ®pew »
—ﬂ."i";-}ll:}i![—”’r L’E"F' I\E‘FCU }=U,
gL
ong
ac P
ﬂ_}.;h = JEL;KQ =0,

A3 = A3L3 =0,

De (3.80a), (3.80d) y (3.801)

FE MW 4+A<0 y La=0;
Fl =MW +23=0y L}>0
FP' =MW +23=0y Ly =0;

]

de (3.80b), (3.80e) y (3.80g)

Fi' =MNr*+M <0y K3=0
F3" —A3"+A5=0 y K3>0
F' =M +A3=0y KJ=0;

de (3.80c), (3.80h) y (3.80k)

W Ly =r"K3+Ci* <0 y A =10
~WUL - K3 +CH =0 y A} >0;
“W L= K3+ CE =0y A} =0,

de (3.80i) v (3.801)

M>0y Li=0
Ma=0y Li>D
Aa=0y Ly=0;
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(3.80f)

(3.80p)

(3.80h)

(3.80i)

(3.80;)

(3.80%)
(3.801)
{3.80m)

(3.81a)
(3.814)
(3.81¢)

(3.82a)
(3.820)
(3.82¢)

(3.830)
(3.835)
{3.83¢)

(3.8dn)
{3.84h)
{3.84e)
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de (3.80) y (3.80m)

M>0y K3=0; (3.85a)
=0y K3>0; (3.85h)
A=0y Ki=0. (3.85¢)

Si queremos solucién interior, Ly > 0y K2 > 0, entonces; de (3.81D), (3.82b), (3.83h),
(3.84b) y (3.85b) y tomando A} = A*

FE =AW= =0 (3.86a)
Fi* = X" =10 (3.86b)
-W'Ly - r"K3 +C3* =0. : (3.86¢)

Derivando totalmente las ecuaciones (3.86):
FirdLy + FRAKS — A"dWV* — W dA* = 0;
FRdLY + Fizdl = Adr® — 1*dA* = 0 (3.87)
~1W"dLy — L3dIV* ~ p*dK3 — K3dr® + dC3* = 0.

Y en forma matricial

Fir FE  ~-wr dL} ' ArdIve
F{ FE - dK; | = Atdr
L LA 0 dA* W*dLy + L3dW* + r°dKj + K3dr® — dCZ°
- (3.88)
De (3.58)
FIE‘ FE‘ .
—— et = % i)
1w " A (3.89)
Y el discriminante del sistema (3.88) es:
==~ R + W (FE + FF) - W2FE. (3.90)

Resolviendo para dL3

dL} =

J

(—A‘r'zdw' + ATt

(1]

~ Fi3r® [L3dW* + K3dr® - dCF] +
+WFSy 0N dr”) [L3dTF° + Kjdr* - .:[CD‘]).
Ordenando términos

dL3 =%{[—A‘r*2 = Ly(r" Fiy = W' FE)] dw* +

+ [Wr*A" = K3 (r*Fy - WFE)] dr+ (3.91)
+|

rFE =~ W FE) dc:'u‘}.
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. _ [ 9L3 o5 dL3 % L3 7
dig = (Elﬂ‘)d“ (ﬂr'*)d: +(acz.)d£‘ﬁ.

Comparando (3.91) y (3.92)

= =X - Lyl - weRg)]
(W - K300 FE 4 WO ER))

- [P - W FR);

o
s
\--__--"‘\--_:':“n-._.-'"

] 1]
I:liI.,_l IHI.._. I'l —

Resumiendo

dL3 1 or .o -
(F&i):;[r i - R
aLzy _ 1 _ g (2L
awr ) = TE" ‘2\gcg )’

gL} | S d L3
—= | = —A" e e
(ﬂr') = IWr" = Ay (&C&")

£ (3.92)

(3.93a)
(3.93b)

(3.93¢)

(3.94)

(3.95)

 13:96)

Nétese que el primer término de (3.95) y (3.96) corresponden al dual. Resolviendo de

manera andloga para dK';

- 1 - - - - - L] L] L] -
dK3 ‘-:-"-:{r F (LW " 4 K3dr® — dC3) + 1 " A di " +

-
=

+ WP [F3y(L3dW* + Kjdr* — dCF) + H"Jk'dr']}.

Ordenando términos
aicy =g { W - L3R + W] s
+ =W+ Ky~ F + WORS) ] drd
+ [=r*F + W R dcu'}

Como

dK; dR; . K3 .
= daiv? = — i
dlKq (a” ) il +(ar_)di'" + (acff.)dﬁ'{]
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Comparando (3.97) y (3.98)

0K3\ 1
awe)  =*
K3\ _ 1
ar* ) =»
(EK; A
5ct) = =
Resumiendo
aK;
act
oK}
r.
SiZ*>0

anwe

( aL;

)

[
-

WAt < KA (=r*FE + W FE ];

rFE + W FR

ar;
0 2
>0 (5gF) <
» BLE 1 12 .
aL}
< [ si (a—q?;){[]
{_1_ Iili

(3.99a)
(3.995)

(3.99¢)

(3.100)
(3.101)

(3.102)

(3.103)
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i T ¢ T R R T T1

—

oLy 1
y K ( T-)“:—H"r'r.
2\ ac2 =

oL} <0 s ( M‘f_) >0
3w ] 9Cq (3.104)
y K3 (:é‘“_) > ;Ifuf*r'.r,

LQ
>0 si (_E_:CE-) < 0.
0

<
K3 <0 si ( ) >0
2] acs (3.105)
oW .

(%4?) § Thim (E?’){ﬂ (3.106)

Todo lo anterior fue desde el punto de vista de la empresa. Ahora se vera desde el
punto de vista del consumidor.
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max Uf(e,eg),
5.8, Piey+Pocp S WL 4K,
20 e220,
L=Ly+ Ly,

K=K+ Ky

Si se especializa en producir el bienl

max U(ey, e1),
sa. Picy+Paep £ WL+ Ky,

1 20; 220

Si se especializa en producir el bien?

max U(GZ!Eﬂ!
s.8. Prey + Paey £ Waly +raKo,

a2l e220.

EP

max U*(e],cd),
sa. Piey 4+ Ppey S WL+ K",
c;y20; ) =0,
L® =L} +L3,

K*=Ki+K3;

Si se especializa en producir el bienl

max U*(e], c3},
s.a. Pyc}+ Pocy < WiLj+riKS,

ey 20; 320

Si se especializa en producir el bien2

max U%(ej,c3),
sa. Py + Pacy < Wyly +r3K3,

e} 20; >0

Suponiendo que hay especializacién, £ en la produccién del bien 1 y £* en la pro-

duccidn del bien 2:
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b G §
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Sea
L=U+ M(WL;+rK; = Picy — Pacg) + Agep + Azes,

aL

—_— -\ P <
91 (75 1Pi+A g0,
L
LR o Y
Bea

aL

ETI ] “‘rLl +T‘H1 e PI':] - .P-zﬂg E D.

d
—_— = >0
Gl e

a ¥
—_— -]
dA3 c220,
ac
—c¢y = ci{Uy = A Py + A2} = 0,
Bq
ac
R ca(Us = Ay P2+ A3) = 0,
g '
ac
'——_.Jn] = ‘1.1“{"1:-] +'I"K], - P;Cj, b’ Pg(.‘g} == ﬂ,
ax ‘
ac .
a—i;?.-z = My =0,
ac

ahs 3= Ageg =0,

}51 2 01
J"E 2 DI
)'*3 E ur
De (3.108a), (3.108d) y (3.108f)
Uh-MPi+Ad<0y =0

Ui=MPi+X=0y o>
Ui=MPi+22=0y =0

de (3.108b), (3.108¢) y (3.108g)

Ug=MPa+d3<0 y ea=1;
Ua=MPa+da=0y co>
Up=MPa+da=0y ea=0;

117

(3.107)

(3.108a)
(3.108b)
(3-108¢)
(3.108d)
(3.108¢)
(3.108f)
(3.108g)
(3.108h)
I[3.1081'}

(3.1085)

(3.108k)
(3.1081)
(3.108m)

(3.109a)
(3.109b)
(3.109¢)

(3.110a)
(3.110b)
(3.110¢c)
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de (3.108¢), (3.108h) y (3.108k)

WELi+rKy - Pyey— Paea >0 y Ay =10 (3.111e)
WL+ rKy = Pieg = Paeo=0 y M >0 (3.111b)
WL+ rKi—-Piey—Paega=0 y 3, =0; (3.111¢)
de (3.108i) y (3.108l1)
>0y g=0 (3.112q)
=0y >0 (3.112h)
=0y ¢ =0 ) (3.112¢)
De (3.108}) y (3.108m)
A>0y =0 (3.113a)
Aa=0y e2> 0 ' (3.113b)
M=0y =0 (3.113¢)

* 8i queremos solucién interior, ¢; > 0y ¢2 > 0, entonces: de (3.109b), (3.110b), (3.111b),

(3.112b) y (3.113b) y tomando Ay = A *

Uy — AP, = 0; : (3.114a)

U APe=0 (3.114b)
WLy+rK; = Piey— Pacp =0 (3.114¢)

Derivando totalmente las ecuaciones (3.114):

Uyidey =+ Uygdey ~ AdPy ~ Prd) = 0;
Uaydey + Ugndes ~ AdPg ~ Ped) = (; (3.115)
WdLy + LidW + rdK) + Kdr — Pydcy — c1d Py — e3d Py — Padeg = 0.

Y en forma matricial

[ Uy Uyz —P;] [dc;] [ AdP)
Usay Usg =Py dea = APy
-P -FPy 0 dA c1dPy + cad Py — (WdLy + LydW + rd Ky + Kydr)
(3.116)
De (3.114)
Uy U
P = P, =\ (3.117)

Y el discriminante del sistema (3.116) es el mismo que el del sistema (2.33), es decir, (2.34).
Resolviendo para dc
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1
dey =% (-—APE&PI + AP, Pyd Py+

- UroPy[e1dPy + cad Py — (WdLy + LydW + rdKy + Kydr)] +

+ PylUas [EldPI + cpd Py = (WdLy + LydW + rd Ky + Kldfﬂ) :

Ordenando términos
1
dey iy {[-AP? = (U12P3 = UsaPy)er] dP1+

+ | P1P2A = (UraP2 - FIU?.E}EE] d P+

+ [(~Ur2Pa + Ue Py) (—W)]dLy+
+ [(=Uha Py + U Py) (—Ly)]dW +
+ [(—=U12Py + Upe Py) (—r)] d K1+ .
+ [(=Ur2P2 + UnaPy) (=K )] dr} .

Como

dey dey dey dey fey i Hc:)
dey = P d dW dfiy dr.
m (ap)a 1+(ap)dpg+(ﬂ) L,+(w) +(Ml) _ (ar

Comparando (3.118) y (3.119)

d
(a_;'lf) = [ AP3 4+ ¢y(~U12Py + PiUss)]
ﬂﬂi
3P, E [P1Pad + ca(~U2P2 + P\Uz));
de 1
(a}i) i [(U12P; — UnaPy) W
de 1
(ﬁl;) = ——[(=U12P2 4 U2z Py) L))
i 1 )
(a;.ll) =-x [(=U12P2 + Uz Py) r);
i 1
'%) gica [(=UhaPs + UzaPy) K.

Resumiendo

ey 1 ]
(ﬁ) o [(=U12P2 + Un P1) Ly];
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(3.118)

(3.119)

(3.120a)
(3.1208)
(3.120c)
(3.120d)
(3.120¢)

(3.120f)

(3.121)



p

L dey _ Ly Be; . :
i (;%) - f% (%‘;1_); (3.1225)
rﬂ
ioi Nt B e
(Eﬁ?) == (EKI), (3.122¢)
e
da\_W (g (3.122d)
A 8Ly )~ K; \ér ) o
dey - W [ ey -
e (E‘;:]) = -K;i (%’;) : (3.122)
8\ (0 o (8
“ (3)- (3)-2(%)
el 2OLL L o Y
#a = (E_P:) W ( L;) ; (3.123b)
B2 e
B\ () _ce2 (), (3.124a)
apPy) \or) L,\aw)' '
= (g:fj;) - ‘% GT“I) ; (3.1248)
= (g_;;) - % (‘:%) : (3.124c)
- (%) -G (;%), (3.1240)

Donde ya se considerd el dual, pues el problema es igual al resuelto en el capitulo
anterior.

Resolviendo de manera andloga para deg
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Bey deq dey Bes ) (ﬂcz)
=f—}d d L diV + dK1+ | — | dr.
da= (am) om+ (37 omve (B2 o+ (5 v + (3 v (5

deg =-£— (}. Py PydPy + AP2dPy+
UnPaesdPy + eadPy — (WdLy + LydW + rdKy + K1dr)] +
~ PrUa [e1d Py + codPy — (WdLy + LydW + rdKy + Hldf}])-

Ordenando términos
1
dey =-'E {IAP1Py + (U Py + Uy Py)es) dPy+

+ [‘P?"‘ + (U Pp - P1U21]¢2}sz+

+ [(U14 Py = Uy Py) (=W)] dLy + (3.125)
+ (U1 P2 ~ Uny Py) (= Ly)] AV +

+ [(Un P2 = UnPy) (~r)] dK 1+

+ [(Un P2 = UnPy) (~K1))dr}.

Como

) (3.126) -
Comparando (3.125) y (3.126)
Bea\ 1 4
EJ-E E[1P1P2+CI{U11PE—F1U21H (3.127a)
a 1
(515;-) = 5 [-PPA+ ealUn Py - Py (3.127)
(ﬁ) EHUuP'z ~ UnPy) W, (3.127¢)
1
a 1
("E‘%) == [[UnPy - UnP) Ly]; (3.127d)
1
(E%) Himay [(Uy1 P2 = Uny P r); ; (3.127¢)
_&%) = —él{UnPg—Ug]Pljfﬁ]. {3.1273’]
Resumiendo
. 2 P\)Ly); 3.128)
"afﬁ? =—E[I:U]1F2—U!l IJLl]- { .
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JIE

=
e

=41
=
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]
o

|

Qs
=5

=
L]
rS

=t
%]
s

o

L}
1.3

]
= g
e L

,,___“_,,___‘\
=]
2|$
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S
oy | S
18

% |2

—

a2

L=
“-—r_"\._____..a"--..--""-.__..-f

&

n oA
AL, ] L

—
—
-

Ry
i

——

_—
o "]
=3

T o
ETIS

=t]
k=

(3.12904)
(3.1290)
(3.129¢)
(3.1294)
(3.129¢)
(3.120)
(3.130a)
(3.1300)
(3.1300)
(3.130d)
(3.131a)
(3.1310)
(3.131¢)

(3.131d)
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(

dey
8P

o)

-

( . der
=0 si (al—u) {L[]
& Bm f”l]
Y Ia (ﬂn*) = (ﬁ)'

ca(da) (9
d Ly \aw apP )"

. O
< [ si (&—L]){ 0
o (o) (o
) w oL; 5P, )
) El-::l
0si [—|>0
< ' s (ELI)} y
=0 si (& ) 0
Y 34"1 dhy
Yy aP,
<0 si (ﬂ ) 0
r:] Elm ﬂ
y#(5) <)
< 0 si (a—') 0,
dr

. 9a ) | (9
) 8L, ap; )

(3.132)
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Paral £* especializada en el bien 2: Sea

L=U"+ XMW L +r"Kg— Pie] — Pacy) + Aje] + Ajes,

aﬁ . ™ M
Ea-:”]_ —A,F:+12£U.
B'E' [ E -
%‘5_ = W*L3+ 'K} = Pic} = Pyey 2 0,
1
oL
— = 20,
axy !
L
— =ey >0,
ary  C
ac “ipre - -
EE] =C'E|[Ul — J"].'Pl +J'|'2:|= []1
1
aL . ‘ .
F(-‘E = CQ{UQ = }LIPQ + }L‘-!:I =0,
"2
ac .. wirrpe s . - -
_-é'ﬁkl = M(W*L +r*Kj — Pie] — Pae3) = E.]'
ac
L
E}nz 2 241
ac
Lol dY TR 5N
O o
Al =0,
Ay 2 0,
Ay =0

De (3.134a), (3.134d) y (3.1341)
Ul =APi+33<0
Uy =APL+A3=0y ] >0
Ur=AMPi+A=0y e;=0;

s
0
—
I
=

de (3.134b), (3.134e) v (3.134g)

U =AiPa+A3<0 y c3=0
Us = APa+25=0y e3>0;
Ug=MPa+Ai=0y e3=0

124

(3.133)

(3.134a)
(3.134b)
(3.134c)
(3.134d)
(3.134e)
(3.134f)
(3.134g)
(3.134h)
(3.134i)

(3.1345)

(3.134k)
(3.1341)
(3.134m)

(3.135a)
(3.135h)
(3.135¢)

(3.136a)
(3.1360)
(3.136¢)
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de (3.134¢), (3.134h) y (3.134k)

WL+ r*" Ny = Pie] —Paes3 >0 y Al =0 (3.137a)
WLy +r°Kj = Picl — Pacy =0 y A} > 0; (3.1375)
W*Ly+7"K3 — Py} — Pac3 =0 y A} =0; (3.137¢)
de (3.1341) y (3.1341)
AM>0y = (3.138a)
M=0y >0 (3.1384)
M=0y ef=0 : (3.138¢)

de (3.134)) y (3.134m)

Az>0y ep=0 . (3.139a)
M=0y >0 (3.1390)
a=0y c3=0 (3.139¢)

Si queremos solucidn interior, e] > 0 1.' ¢y > 0, entonces: de (3. 135!.‘1) {3.136b), (3.137b),
(3.138b) y (3.139b) y tomando A} =

Ul =AP =0 (3.140a)
Us —A'Py=0; (3.140b)
W*Ly 4 r"K3 — Pic} = Pach = 0. (3.140¢)

Derivando totalmente las ecuaciones (3.140):

U;ldﬂi + UI-EEIEE :'n‘dpl - Pld}n* = U',
Uide] + Ugndey — A*dPy — PadA* =0; » (3.141)
W*dL3 + LydW* ++"dKj + K3dr® — Pyde} — ejd Py — c3dPy — Pyde} = 0,

Y en {orina matricial

. ) ] AtdP
U“ Um '-"Pl ifﬂl A':‘fp;'
ba.  Bm <l dea| = e}dPy + cjdPy — (W*dLs + L3dW* + r*d K3+
=P —FPa 0 d A +[{‘d-,'} 2
) (3.142)
De (3.140)
gy Uy ..
=L =22 oy 3.143)
Py 2 (
125
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Y el discriminante del sistema (3.142) es el mismo que el del sistema (2.33), es decir, (2.34)
con asterisco y como variables Ly y K9, Resolviendo para de]

- I Ty oW -
de) =E(-}u. PE:”"H + APy Pad Pa
— U3y Py [e}dPy + c3dPy — (IWdL} + L3dIV" +r*dKC3 + K dr*)] +

+ Py UEE [EI;‘!P} -+ ﬂidPg — I[IT"(ILE =+ LEdﬂ" -+ 1'"r_Uf2' + ffidr'}l).
Ordenando términos
® 1 - 2 - - "

+ | F1P2A" = (Ua P2 = PyUssg)e; |dPat

+ [(=UfpPa + UsaPy) (=W )] dL3+ . (3.144)
+ [(~UfaPa+ UsaPy) (—L3)] d1V*+

+[(=Uly P2+ UpaPr) (=r*)) d K3+

+ [(=UfaPa + U3y Py) (=K 3)] dr} .

Como .
” el de} dey de de3 del
dej = | —=- | dP+| == | dP +(——‘)sz — | dpet | —L | dK3 L) dr*
€y (E’)Pi) 1 (EPQ) a L3 a-+ 2 + 2K dig+ B dr®,
(3.145)
Comparando (3.144) y (3.143)
aﬂ; 1 * 2 - - =
ap, ) = Ar [-A*PF + e} (~UjyPa + P1US)| (3.146a)
aﬂ; 1 * . w »
P, = A [PLPaA* + e5(—U{yP) +.FIU22}]: (3.146b)
EC‘ 1 " - -
(EE]E) =—E:['{U12P2*UQ:-P!]W i {3.146¢)
del 1 » ‘
(5”-1-) = ‘_E [{"U]‘EFE + UQEP]} LE] H [314&“’}
Bﬂ. 1 ] - 3
(E&Lg) = oy [(=UsPa + Uz Pr)r*) (3.146¢)
a(‘. 1 " - -
(Eri) i [(=Ui2 P2 + U3 P1) K3). (3.146 1)

Resumiendo
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dej 1 . L "
Ve = HE [[_E“rIEF2 +Unh) Lz] i (3.147)
de; Ly {0¢
(aw-) = we E'TL_E) - (3.148a)
dej Ly (8¢} -
(aw-) k3 (T) i (3.1485)
ac}\ Ly e\
(ﬂ“!-) gy (-M_'E) i (3.148¢)
ey _ W* [8c;
(a_L;) % ("-;-) i (3.1484)
dei\ _ w* [ 8
aLy) ~ v \ak3)' (3.148¢)
dci\ K3 [ oc;
o) = 7 \oK; )’ (3.1487)
Bei\ _ [0\ i [ B

_ e (9, :
= (3 5). (3.149%)

; (3.149¢)

)
)-%(52)
Li) -3 ( aa;;) ; (3.1404)
)
)
)

oP;) ~ % (aﬁ:fi*) ‘ (8.150a)
o E—E; _ ”"'ET (%) -, (3.1500)
= % _ 1‘2 (%) : (3.150¢)
- (LE) _ :_2 (%) _ (3.150d)

Donde ya se considerd el dual, pues el problema es igual al resuelto en el capitulo
anterior,
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Resolviendo de manera andloga para dcj

I
dep = A (.Jﬁ PyPadP + A .P] dPa+
U PaleldPy +c3dPy — (W dL3 + LydW * +r*dK3 + K3dr®)] +
- P1U3) [e]d Py + c3dPy — (W dLy + L3dW* + r*dK3 +K-_:dr‘}]).

4
']

Ordenando términos

dc: =

Py + (U P2+ U3y Py)el] dPy+

+ |=PEAT + (U§yPa — PLUy e |dPot

+ (UL P2 = U P) (-W*))dL3+ (3.151)
+ (U Pa= U3, Py) (—=L3)] dW "+

+ [(UD P2 = U3y Py) (—r*)| dK3+

+ [(U P2 — U3y Py) (- K3)) dr"} .

. (@ (a 3 8 .
dcy = (a;)dﬁ+(a;i)d1’ + a?)qu+(alif_)diif'+(:;2_)dK +(§‘°E)d .
2

(3.152)
Comparando (3.151) y (3.152)
dec 1
('a'p_i) = 3% WPP2+ci(UnPa - PiUZ )| (3.153a)
aﬂ‘ 1 - L - I L]
(ﬁ%) = 7= [- P + (U Pa - PUR)) s (3.153b)
ﬁﬂ; 1 L] L] ']
H_IE = X (U P2 = Ugy P W ] (3.153¢c)
Oc3 g . g
a1V i ET [[UHP? e lI-"II211F'1:J Lﬂ] H {3153&}
dcj 1 " - " 2
(“}&) = -5 (UL P = Uz Pi)r'); (3.153¢)
des
e Ey &— (U P2 — U5 P K3). (3.153)

Resumiendo
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at)

L]
Ll

T

e
-

a )

L)
g g

P
s

@
=

2
e

v\
et
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T

fi]
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X
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=
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el

e

[a]
=
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(3.154)
(3.155a)
(3.1558)
(3.155¢)
(3.155d)
(3.155¢)
(3.155f)
(3.156a)
(3.157b)
(3.157¢)
(3.157d)
(3.1580)
(3.158b)

(3.158¢)

(3.1584)
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dey
aP;

( f 8c}
=1 0
>0 si (EW') <

Cch (e, (o
Y I3 \aw+ ap )’
, & ([ Oe ahi
7 (&}V*) s (aﬁ)‘

y dey
< 0 si (EW' 0,
{ Bet
0 si ! 0
> 8l (ELE) <
ey { 2e] ghy
Y e (ﬂL;) G (EF,)‘
del
0si |—
<0 si (ELE) <0
e} [ 8c} ah}
Y s (&La) * (ﬂfa)‘
<0 s (%) >0,
L (3.159)
3::1
=0 si (__) <0
or"

<0 si (g%)}“'
>0 s (%‘,)m
2
el ( 9ej ahj
Yo (31{5):’(&&)‘
<0 s —-:;1‘){[1
2
c) [ O} oh}
! B [Pt O, O Y [l
Yo (a.rfg) (ap1 ‘
a-'
‘ <0 shg ﬂf?i) >0
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CAPITULO 4

4,1 EQUILIBRIO GENERAL: MODELOS NO-LINEALES

4.1.1 CONDICIONES KUHN-TUCKER Y ESTATICA COMPA-
RATIVA

Se investigard el modelo mds plausible de equilibrio general basado en coeficientes .
variables de produccidn. Para n bienes prndumdns usando m factores de produccidn, y los
precios de esos bienes conocidos, sean:

z;; = cantidad del factor i

usado para producir el bien j

y la funcién de produccion

Y= thz‘.ljw---z'mj} j = 1., vong Tha (41}

I'»'Iax 2= ZPJy, EFF (2151000 Zmj)

i=1
n

5.8, Z:l:,-j <=z i=1,..,m

j=1
3 zi; 20 Vi, j.

Hasta aqui es un problema de programacién ne-lineal general. Para la produccidn de n
biencs usando dos factores:

(4.2)

Maxz zpjyj ZPF[Lj,I{_,]

j=1 =

s.a, ZL,- <L

iﬁjifi‘

=1
| L;>0; K;>0 ¥ j.

La funcién Lagrangiana viene dada por:

L= ZPJF‘TfLJsKj}‘H (L- ZL J+Aa(K - ZK }+ZAJ+2LJ+Z}‘J+E+11 51 (4.4)
=1

i=1

j—j = PiF], = A+ Aj42 S0 V4, (4.50)
; :
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ac : ;
'é-f_ﬁ:; = PJF}?{J = ;\'2 + AJ'+2+,-;.E 0 "li";r.
8L -
—_—=L L; >0,
n
922 =1
8L =I5
OAj+2
aL = K; >0,
OAj424n _
acr :
8L
e [ 2 = W3
aHJ J ﬂ I

220 Vi=1,.,21+42

ML= L) =0,

i=1
n
MoK =) K;)=0,
Jj=1
J".'.|"+2*Ef_f =0 ¥j,
Ajrz4nk; =0 Vj,

las ecuaciones (4,5a) a (4.5k) son las condiciones Kuhn-Tucker de primer orden

ac

de la que se tienen tres casos

PiFli= M+ Ajpa=0; Lj>0,

PiFl, =M +Xjp2< 0; Lj=0,

PiFli—M+Xjs2=0; L;=0,

de (4.5h)
gL

Kj= inF.gfj = A2+ Ajra4n) Kj =0 Vj,

8K,

132

——Lj = (PjF]; - M +Aj42)L; = 0 Vj,
8L,

(4.5b)

(4.5¢)

(4.5d)
(4.5e)
(4.5f)

(4.5g)

(4.5h)

(4.5)
(4.5)
(4.5)

(4.51)
(4.5m)

. De (4.5g)

(4.6a)

(4.65)
(4.6¢)
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de la que se tienen tres casos
PiFfe; = A2+ Ajyaen = 0; Kj> 0,
PiFfei = Aa+ Njyaqn < 0; K;j =0,

PJF_};” o -12‘1' :‘;j+2+ﬂ = l]', R'j =10,

de {4‘5-” J
M=0; L-)Y L;20,
j=l
mn
M20; L= Lj=0,
i=l1
lI'|.]. = l], L G L} = ﬂl
j=1
- de (4.5k)
* T
N=0 kK-S K;>0,
=1
1]
M 20 K=Y K;j=0,
i=1
1]
Ne=0; K=Y K;=0,
i=1
de (4.5/)
}.j+«1 = ﬂ; Lj =0,
Ajv2 >0 Lj =0,
Ms2=0; Lj=0,
de (4.5m)

Ajpagn=0; K;> 0,
Ajt24n > 0; K;=0,
Ajsz+n=0; K;=0,
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' (4.7a)

(4.75)

(4.7¢)
(4.8a)
(4.8h)

[4.35}

. (4:9a)
(4.98)
{4.9¢)

(4.10a)
{4.100)
{4.10¢)

{4.11a)
(4.11b)

(4.11¢)
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si se quiere encontrar una solucidn interior, i.e., L; > 0, Kj > 0, Vj entonces de (4.10) v

4.11) Mjs2=0¥ Ajyo4n =0 Vj por lo que se llega a
J j

( PiFi, - =0,
PiFl; = da =0,

i
1 L-Y Ly=0, (4.12)
i=1
mn ]
K=Y K;i=0,
\ =1\
De las ecuaciones (4.12) se obtiene
Fi.
Moo 24 (4.13)
Mg Fie;
y derivando cada una de las ecuaciones (4.12)
[ {PiFLiuiaL; + PiFfjygic; + Fi dpy - da 1} =0,
{PfF kit 4L + PiFiejcidi + Fle;dPj - ﬂz} = 0;¥j,
n
4 dL=- Y dL; =0, (4.14)
n
di - Y dK; =0,
“

ordenando las ecuaciones (4.14) de manera matricial, siendo variables endégenas Z il

Vi, A1 ¥ Aa, ¥ las exdgenas P, L y IV,

(PiFIJLl P\F i1 0 0
PiFgn PIF;'flm a a
0 0 PaFfyin  PaFlygs
0 a FPaFiears PaFigapea
A= : : : :
0 0 0 1]
] 0 0 0
k -1 0 -1 0
] -1 0 -1
134

1] 0 -1 0 \
{ {0 a -

a 0 -1 0
] ]

PTIFEIILH ‘PﬂFEnH'u =1 0
Py Fﬂ'ﬂbﬂ- Py prnh'rl 0
=] 0 0

0 -1 0 0/
15
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rdly ( ~F dPy 1
dK ~F}. Py
dL ~FadPy
dia ~Fjeyd Py
Xx= b=
d Ly - j_:"ﬂ'F"
dk —Fi,dPy
dAh —d [
L dhg J —dK
Para dos bienes:
PiFiy PiFLyg 0 0 -1 0 dL
PiFi PiFjg 0 0 0 -1 diy
0 0 PaFilars PaFfas -1 0 ‘dlLg
0 0 PaFjary Pafjeage 0 -1 dKy
-1 0 '3 0 0 0 d)
0 -1 0 10 0 Ay
El determinante del sistema es
PI F;IﬂKi 0 ﬂ ﬂ -1
i PyFfagy  PoFfars -1
A= PiFly, 0 PyFfaiy  PoFjeggy O
0 -1 0 0
-1 0 -1 0
FlF;I'lLl 0 0 ] -1
0 PyFias P2F§,2K2 -1
- PiF} ik 0 PaFieajn PaFigps 0
-1 -1 0 0 0
0 0 -1 0
PiFigg PrFlg 0 0
0 0 PﬂFfaLz PaFfypen
- 0 0 PyFjig1a PaFjag, -1
-1 0 -1 0
0 -1 1] -1
135

(4.16)

—Fild.i”l
—FE 14
—FjadPa
'_'F;'{EdFE
—dL
—diK
(4.17)
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desarrollando

1
A=PiFpp S PrFra

i
- PiFn

0 0
0 0
T -1 0
0 -1

1
PiFgaa

2
PaFiars

PoFjars  PaFfggen

i

2
0 F2F1.2L2

2
Py FL!LE

2
PaFenpa

PaFfarq

2
PaFieapa

2
PaFaseq

0

-1

]
PaFiages

-

0

2 2
0 PEFI(2L2 PEFK!KE -1
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1 0

o |

0 o)
0 0
-1 0

1 S |

0o 0|
0 0

- PyFieyie

0 PyFiyp,
0  PyFfa,
0 -1
-1 D
0 PaFfas
0" PoFjeapg
=1 =1
0 0
| 0 PaFfy,
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PyFfagy 0 -1
0 0 0
-1 0 0

PaFfrg, 0 -1
-1 D 0
0 0 O

A=PiFl, {Planh'l [P?ngw = PaF ks

]+
2
0 PaFiays 0

0 0 0
-1 -1 0

I8

PaFfaps PaFfyie —1
-1 0 0
0 -1 ]

U FQFETELE ﬂ
0 -1 0
-1 0 0

+ PoFipue

(~1) [—F‘zf’fzaz +

2
0 PpFigrs PaFfgis
0 -1 0

=1 0 -1

+

4 PaFfeopq 0 —1 PaFfgry 0 -1
~ PiFlig § PLFRy | PeFian 0 0 0 }-PoFfga| =1 0 0
=1 0 0 0 0 0
PaFfyrn PaFlyen 1
Y 0 - 0}«
0 -1 0
0 PoFfguy 0 0 PaFiopy O
(=1) | =PaFiy,q] -1 0 0} 4+ PaFfopal =1 =1 0|+
0 -1 0 0 0 0
0 PaFfys PaFdoai
+l-1 -1 0 +
] 0 =1

0 PoFfgy, -1
0 0 0
-1 -1 0

0 PoFjgyey -1
-1 0 ]
] -1 0
0 0 PoFfos
-1 0 0
0 =1 =1

0 -1 0
=1 0 0
0 PrFjgy =1
o S |

0 0 0

0. 0 PﬂFﬁ-zm”

{-1) {PiFflrrlL: [_F?FEEL‘.? + PaFfages
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~ PiFiyn |~ PaFiar

+ PaFfagen
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Reduciendo

A= PHFL P - FlirFian)+

1 2 1 2 1 2 1 2
PrPoF L1 Fieaxea = Frai Fitars = FiaiFlaks + Fiixi Fiasa)

22 o2 9 2
Py(FiapaFicoxs = FiakoFicara).

Sean
any = PyFlypy;
agy = PIF.tIﬂLl;
ags = PaF o0

a3 = PF fcm:

Resolviendo para dLq:

(4.18)

apy = PyFlikyi
az2 = PiFlygey;
ayy = PaFfppn;
agq = PoFjiopeqi

(4.19)

—Flldf‘; ai;z 0O 0 -1 0
~FpdPy asa 0 0 0 =1
dLy = 1| =FfydP; 0 a33 ay -1 0
A|=FjodPs 0 ag3 agg 0 =1
-dL - 0 -1 0 06 0
—-dK -1 0 =1 0 0
azz 0 0 0 =1
0 a33 azq4 -1 0O
AdLy=~F}1dP)| 0 o043 ag¢ 0 —1|+
0 -1 0 0 0O
-1 0 -1 0 0O
~FldPy 0 0 0 -1
-FizdPg azs azy -1 O
=a12|~FgodPy agq3 ay 0 =1)+
: —dL -1 0 0 0
—di 60 -1 06 O
—F}{Id}’, azz 0 0 =1
~FizdPy 0 a3z azy 0O
- —FigqdPy 0 a4y agy -1
-dL 0 -1 0 0
—dK -1 0 =1 0
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desarrollando

AdLy = —F[,dP

—ajz 4

~F}.dP,
~FZ,dP,
—-dL

=-dK
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0

0

=1
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a43

a3

843

a33

a43

a33

a43

=1

0

az4

a44

aig

a44

az4

a44
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0
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0 + agg
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0 aza azg -1 w

0 a4 a4 O

o -1 0 offF
-1 0 -1 0

“FigdPE a3z azq -1

~F%,dP; "a43 a4 0

-dL -1 0 0

—-dK 0 -1 0
~F{ydP; a3 azy 0
~FfdPy 043 oy -1
—dL =1 0 0
—dK 0 -1 0

¢ T
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ﬂdL] - '—Fild.F] {ﬂ22

g43 aq4 =1
-1 0 0
0 =1 0

(-1) ’:—ﬂaa

0 a3 ag
‘0 =1 0
-1 0 =1

0
0
=]

,

—ag {—F_;Indﬂ

a43 @44 =1
—1=1 0 0
10 =1 1

a43
-1
0

~ |=FiydP,

—Fl,dPy
~dL
—dK

+ ay

agg 0 =1 a3 0 =1
a3z 0 0 0 |-—asqf(=1 0 O
L -1 0 0 0 0 0
}+
agq 0 0 ag3 O
0 Of(4+ay| 0 =1 0+
-1 0 -1 0 0
[ agg 0 =1 ll.m. 0 -1
azga] 0 0 0 |—ay|(-=1 0 O
i -1 0 0 0 0 0
J+
au 0 —FiodP2 ag4 0
0 0|-axy —dL 0 0|+
=1 0 —di -1 0
a43 0 —F}:dpz Q43 044
=1 0{+ —-dL -1 0
0 0 —-dK 0 -1
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0 ay -1 ] al.m -1
+ 4 FiydPy{~a33| 0 0 0 |+4ag|l0 -1 0]+
-1 =1 0 -1 0 0

[ Q43 a44 -1 '"Ff.:-zd.FQ a44 -1
+agy |[~FfydPy|=1 0 0 (-aas| -dL 0 0|+
i 0 -1 0 -dK -1 0
~FE Py ay3 -1
+aq| -dL -1 0 ||+
—dK 0 0
0 a4 a4y - Ffﬂdﬁ 0 244
+ [-FldPy | 0 -1 0 |4a3| —dL 0 0|+
-1 0 -1 -dK -1 -1

~FldPy 0 ay
-dL 0 -1

: -dK -1 0
Reduciendo y ordenando términos
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AdLy = !—F_r_lrlfnzz +a44) + FI{'J.{“IQ + agq)|dPy+
+ [Fita(—012 — a34) + Flylazs + agq))dPa+
+ [-012043 + amag3 + agzagq — a3404a)dL+
+ [~a12044 + a22034)dK;

aLl E-‘L; ﬂ'L] l-{ii-ﬂ‘l
dry = [81) 4 = Vapes [Z Y ap 4 (B2 Y e 21
1 (ap,) £+ ﬂP:) ”(az.) L+(ax)'”f (4:21)

Comparando (4.20) y (4.21) y sustituyendo las expresiones (4.19):

(4.20)

comao

alq 1
(F}-"—,) = PICFRiiFly + Fligs Fiy) + Po(~Fhgpea Py + FlakaFii);
1
( ) = xl=Pi=FkuaFis+ FligiFis) - Pa(~FagoFiy + FlaxoF 2 a);
oLy _ 1 ] 2 1 2 2, 2 2 2 2
L/= E[—PJP&[-meFLsz + Frik1Ficats) = Pi(=FioxaFiags + FiakaFkapal;

= E[—PIPE{—F}IMFEEHE + FligiFRaka)

(4.22)
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Resolviendo para dK;:

oy -FLdPr 0 D
a9 —F}ndf‘j 0 0
di = ‘l 0 —FE:dPg agy 034
T"Al 0 —FldP; . 043 044
-1 —dL -1 0
0 —dK 0 -1
desarrollando por menores:
—F}ndP; 0 0
~Ff,dPy a3y a3
AdK) =0y | ~FfdPy ag o4
—dL -1 0
—-dK 0 =1
ag; O 0 0
0 a3y ayy -1
+ lelfPI 0 dyz oy 1]
-1 -1 0 0
0 0 -1 0
az —F}“d}}j 0
0 <=F{,dP; a3
- 0 ~FiqdPy; ay3
-1 —dL ~1
0 —dK 0
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desarrollando
E a3z ayg -1
ay3 og4 O
AdKy = ay { —Fj,dPy B @
0 -1 0
[ aga o33 -1 0
ag3 agg 0 -1
+F_;_]‘ttfP1li ao -1 0 0 0
' 0 -1 0 0
[—Ffzdf‘z azs azqy 0
—F}z,:zdf"z a43 044 =]
LD T [ S R S
—-dK 0 -1 0
0 —FEEJPJ a3 azy|)
0 =FkodPy g3 ag
Flay, =ap =1 ol
0 —dK 0 -1 J
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44 0 -1 43 0 -1
AdKy = ay —F_;l“dP] asg| 0 0 O |—-aw|=-1 0 O
-1 0 0 0 o 0
a43 a44 =1
(=1 0 0]+
D -1 D
[ 43 Q44 0 —FEEng 44 i)
+ |FfadPy| =1 0 O(+4ass| -dL 0 0|+
0 -1 0 —dK -1 0
—Fﬁaﬂsz ag3 0 —Ffmdf’;h 243 Q44
—am | -dL -1 0|-| —-dL -1 0 +
—-dK 0 0 —-dK 0 =1
agg 0 -1 ag 0 =1
+F£1dF1 agy fass | 0 0 0 (—agq|-1 0O O]+
-1 0 0 0 o0
a43 a4q —1
-|=1 0 0]+
0 -1 0
] 044 0 0 ag3 O
+ aga|{-1 0 O0({-ay|/-1 -1 0|+
0 -1 0 o 0 0
0 a4 aa|
-1=-1 =1 0
0 0 =1
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043 agq -1 —FiadPy agq ~1
+9-aa [~FldPy -1 0 O l-am| -dL 0 0|+
0 -1 0 -dK -1 0
~FRz0Py a4 -1
tazy| -dL -1 0 ||+
—dK 0 0
0 ayq -1 0 ap -1
‘F;ﬁdPl ~agz|—-1 0 0 {+ayul-1 -1 0 + .
0 -1 0 0 0 0|
0 ap ay 0 —Fi,dPy ay
+ |FldPa|=1 -1 0 |+ags{—-1 —dL 0|+
0 0 -1 0 -dk =1

0 -—Fﬁ-zdfﬁ 149
-1 ~dlL -1
0 -dK 0

Reduciendo y ordenando términos

—agy

}

AdKy = [F}(an + ag) - File1 + aa3))dPi+
+ [Fa(an + ass) — Fylan + ass)|dPot
+ [011043 — azag3)dL+

+ [a11044 ~ 021034 + 033044 — aggags)dK;

9K K, dK, K
dK = d d ; i
Ky (&P)JP;+ EP)F+(EL) L+(3H)dﬁ‘ (4.24)

Comparando (4.23) y (4.24) y sustituyendo las expresiones (4. 19):

(4.23)

Comao

K 1
(&P, ) = x|P1(FkanaFLy = FlypaFlo) + Pa(FfaiaFly — FioaFha);

K, 1 )
(ﬂPi) A P\Frin Pl = FlypaFieo) = Po(FhoraFly = FlypaFlol;
dK, 1
3L ) = AlmP1PeFhaLiFlaps = Flipy Fow)h
8Ky 1 1 2 ] 2 2 p2 2 2 2
oK ) = xI-PrPUFraniFiaka = iy Fhaka) = Pi(FaioFlaka = FiaaFhara)l

(4.25)
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Resolviendo para dLy:

23] 0ayo0 -F.F'I'_ldpl 0 -1 0
gy dag -F 1:”’1 0 i) 7'1
Fria _:_l_ 0 0 -F 2dP2 azy -1 0
2TAl0 0 —FiudP; ay 0 -1
-1 0 —dL o0 0 0
o =1 —dd( =1 0 0
desarrollando por menores;
ap —FhdPy 0 0 -1
_ 0 =Ff,dP; a3 -1 0
AdLo=ay| 0 —Fi-ﬂpz ogg 0 =1+
] —dL 0 0o 0
-1 —-dK -1 0 0
ay -Fldpy, 0 0 -1
~012| 0 —=FgodPz agq 0 =1+
—i —~dL o 0 0
0 —dK =1 0 0

az; a2 0 O

0 0 azgg -1 0O

—F}.]dpl 0 0 244 D
-1 0 0 0
0 -1 -1 0
ag dagp —F%ldPl
=1 0 —dl
g -1 —-diK
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desarrollando

-F},dP; agy =1 0 0 ay -1 0
~FldP; ag 0 -1 0 ay 0 =1
AdLy=aj1{azp| -dL 0 0 O0|4+FkdP,lO0 0 0 0
—dRK -1 0 0 -1 -1 0 0
0 —-F%df’z agqy -1 i
0 ~FjeqdPy agy 10
-0 —dL o 0 +
-1 —dK =1 0
—FEEsz ggg —1 0 0 agyy -1 0
_FHEdPE a44 a -1 0 g4 a -1
—ap{ayn| —dL 0 0 O |+FkdP{-1 0 0 0
' —dK -1 0 0 0o -1 0 0
0 -F{dP; agy -1
0 —Fﬁ-.zlng aqqg 0
-{-1 —-dL 0 0|+
0 -dK -1 0
{]' 34 —'1 ﬂ u a3q =1 ﬂ
0 ayy 0 -1 0 agyq 0 =1
-FLdPidan| 0 0 0 0|-ap|l-1 0 0 0|+
-1 -1 0 0 0 -1 10 0
0 0 azg -1
0 0 044 0
=(=-1 0 0 0 +
0 -1 -1 0
r 0 “Fizdpﬂ ayy O 0 —Figd}’z agqg 0O
0 =FfadPy agq =1 0 =FjqdPas agq =1
—sagy| 0 —dL ] 0|=—ap|-1 —dL 0 0
-1 —dK -1 0 ] =dK -1 0
0 0 aygy 0O 0 0 —F%df’z agy
0 0 a4 -1 0 0 —FpqdPy ay
~FldPy =1 0 0 0f{-{-1 0 ~dL 0
0 -1 -1 0 0 -1 —-dK -1
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a44
0

AdLy = ay {ﬂzg ["FEEdPg
-1

-F i--_; dPs agq -1
—dlL a |
—dR -1 0

==

0
0
-3

+ FydPy | —asq

[ =]

0 0
-1 -1

~ | F},dP;

oo o

-

-1 —dK -1

- aj2 {ﬂal {"Ffzdi’z

—Ffﬂ dPy a4 -1
-dL 0 o
—-dK -1 0

a44
0
-1

0 0
-1 0

+ F1dPy | —as
0 0

0 =—FRodP: a4
+ | 0 ~dL 0 +

]+

-1

0
0
0

-1
0
0

+ 034

0

0
0
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-

-1
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0
0

0
0
-1

0
0
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0
=1
0

~Fk,dP, 0 -1
— a4 —dL 0 0
-dK 0 0
agq -1
0 o]+
-1 0}
~FZ,dP; 0
K2 2
-dL 0|+
—dK 0
—-Ff,dP; 0 -1
—ay| —dL 0 O
—dK 0 0
agq -1
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[ 0 agy O 0 ~Fi,dP; 0
~ |FladPa|~1 0 O|+ay|-1 —dL 0]+
I 0 -1 0 0 -dKk 0
0 ~FL,dP; ay
+ | =1 —dL 0 +
0 -dK -1 )
0 0 -1 0 ay -1{1 .
~FlidPyag |=ese{ 0 0 0|-]0 0 o]}|+
-1 0 0 -1 -1 0
0 0 -1 0 agq -1
—a f-ay!-1 0 0{-{-1 0 0|+
0 0 0 0 ~1 0
6 0 o0 0 0 au
= fam|-1 0 O0l+|-1 0 0 +
0 -1 0 0 -1 =1
0 ay -1 0 —Fi,dP, -1
—San {FfdP |0 0 0 |+ag|0 —dL 0]+
-1 -1 0 -1 —dK 0
0 a4 -1 0 ~Fk,dPy -1
- g9 ngdPg -1 0 0 |4az|-1 ~dL o+
0 -1 0 0 -dK 0
0 0 -1
~ Fi1dPy fagg[~-1 0 0[]+
0 -1 0
0 0 ay 0 0 ~FZ,dp,
+ |FfdPy[~1 0 0 [+agy|-1 0 ~dL
6 -1 =1 0 -1 —dK
Reduciendeo y ordenando términos
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AdLa = iF;IJ{az? +ay) — F_;i.” (012 + ayy)|d P+

+[Fitalasz + ag1) = Fialaas + ag)|dPy+ (4.26) |

+ [ar1022 + a1ya44 — 021034 — ay2a9)d L+
+ [a12044 — azz0y4)dK;
como
dLy dLq i fOLs Ly
=(=2)4 =t bt ~=2 ) dK. 4.2
dLa (ﬂ'F’l) F|+(BP2)E!F2+(BL)dL—f-(aH)dﬁ (.27}

Comparando (4.26) y (4.27) y sustituyendo las expresiones (4.19):

1 i i ] ) 2
= E[PI[FHIKIFLI = Frig1Fier) + Pa(FieggeaF Ly = FlapaF )i

2 ol i 1 1
[PE(FR v FLaea = Fligr Flenen) + PrPa(Fly oy Fleakes = Fleva Fiao)li

La 1 1 2 1 2 2
F'z) = S [=PiFriiFiz = FlaaFia) = Pa(FiokaFiy - FlagaFicals
; .
) I=PyPa(F iy sy Fiaa — Flagr Firogo)):

(4.28)

Resolviendo para d i¥s:

a7 @z 0 HF}JJ.F'} -1 0
asy aaa O -‘F,lﬂd'.Pl 0 -1

0 0 agy -FfdPy -1 0
difa =

E|—

0 0 ay =FigdPy 0 -1

0 -1 0 —dIy 0 0

desarrollando por menoyes:
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big

ft 1 11

agg 0 —FldP, 0 -1
0 agy —Fj,dPy -1 0
AdKa=an| 0 agy —-FfmdPg |
0 -1 —dL 00
10 -k 0 0
am 0 —FgdPy 0 -1
0 ey —FfdPa -1 0
—a12| 0 agy -FfgdP2 0 -1
-1 -1  —dL 0 0
0 0 —dK 0 0
ay; mgy 0 0 -1
0 0 ey =1 0
+FLdP [ 0 D ay 0 -1|4
-1 0 -1 0 0
0 -1 0 0 O
agy am 0 =FhdP -1
D 0 ass —FfydPy 0
- 0 0 agw —Fi,dPy -1
-1 0 =1 -dL 0
D -1 0 —d K 0
desarrollando
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t €111

a3y —.FEEEIFQ -1 0 0 agp -1
gy - FE:?_d Py 0 -1 0 ap 0
AdKg =ayp {an|-1 —dL 0 0|-FhdP {0 -1 ¢
4] —di 0 0 -1 0 0
0 asy —FE:sz -1 :
0 au —-Ffm;df"g 0
-10 =1 —dL 02+
-1 0 —d K 0
agg —FidPy =1 0 0 aaz -1
agy —FfodPr 0 =1 0 aqs 0
—ayg ¢ az; | —1 —d L 0 0 —F}“dpl -1 -1 0
0 -dK 0 0 0 0 0
0  ayy —FEE{I'PE =1
0 ag3 —FfadP2 0
-{-1 -1 -dL 0|7+
0 ] —-diK ]
0 a33 =1 ] 0 aa3 -1 0
] 43 0 ~1 0 a4y 0 -1
+FLdP1{an| 0 -1 0 0|-ap|-1 -1 0 o0
-1 0 0 0 60 0 o0 o0
0 0 ayy =1
] 0 aypy 0
-]-1 0 =1 0|+
0 -1 0 0
( 0 agp —ngdﬁ; ] 0 ayy —-Fzzng
0 aug =FfqdPy -1 0 ayy —FjdPo
—-daa| 0 =1 —dL 0j—ampm|-1 =1 —-dL
-1 0 —di 0 0 0 —d K
.
0 0 ay O 0 0 as —FEndF'g
U 0 44 -1 0 0 o4y _FF{EdPZ
+FjdPy -1 0 =1 0|-|-1 0 -1 -dL
0 -1 0 o0 0 -1 0 —-dK
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—Fl,dPy 0 -1 agy 0
AdKg=ap{am|ag| -dL 0 0 |+FidPa|-1 0
-dk 0 0 0
a43 —Fﬂrzd:ag -1 ‘
- =1 -dL 0|+
0 —-dK 0
0 0 -1 0 gy —1
—FldPy |=az| 0 0 0|=|0 -1 of|+
-1 0 0 -1 0 0,
I D ‘—FE,:EH',PE ﬂ 0 43 {:I
~ |=ag| 0 -dL  0|-FldPal 0 -1 0+
i -1  —dK 0 -1 0 0
0 agq —Fﬂ-gdﬁ
+10 -1 —dL +
-1 0 —d
—~FldPy 0 -1 agyg 0 -1
—ajggag |agg| —-dL 0 0 |+ FhdPi|-1 0 0]+
~dK 0 0 00 0
aqd '-FFﬂdF-z -1
= =1 dL 0|+
0 -dK 0
{} D _1 D “li:‘i _'1
—F}ﬂdf’] =4y -1 0 01|- -1 -1 0 +
0 0 0 0 0 0
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0 -—-FE-gdPg 0 0 agy
- {=ag|-1 =dL  0|= Fj,dPy| -1 =1
0 -dK 0 0 0
0 agy -*F}i-gr”;'z
+ =1 =1 —dL +
0 0  —dK
0 0 -1 0 ayy
+F}dPy{az |=ap|0 0 0|=|0 -1
-1 0 0 -1 0
0 0 -1 0 ayy -1
=g | —aga =1 0[-|-1 -1 D +
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ag
- lam|=1 0 o|+|-1 0o -1||%+
0 -1 0 0 -1 0 _
0 —FjadP; -1 0
—{ag |=az3| 0 —=dL 0 |—FPdPs| 0
i -dK 0 =]
0 =FfqdP; -1 0
—ag |—agp|-1  -dL 0 |- FfadPa| -1
0 -dk 0 0
0 0 -1
+ FdPy |aga|=1 0 0 ||+
0 =1 0
0 0 =FiudPa 0o 0
- lam|=1 0 —dL |+ FfadPa|-1 0
0 -1  -dk 0 -1

Reduciendo y ordenando términos

0
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0

a4y
-1
0

+
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]
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bae

AdKy = [-F[(aa) + ag3) + Fleylany + aga))dPr+
+ [~ Fitalan + agy) + Fylear + ags)|d Py+
+ [—anagy + anagsld L+
+ [e11a22 = @120 + azayy — ajgag)dk;

B2 Ak g [N
o= d Py +
diy (apt)n‘.f’l (an) )+ (aL )dL (M)dh (4.30)

Comparando (4.29) y (4.30) y sustituyendo las &xpresiones (4.19):

(4.29) -

como

Effg 1 1 . ;
(E) = E[_PIIF.}HLIF}[I ~ FliaFia) = Pa(FlaraFly = FlapaFlal;

i 1 ;
(E'Pg ) = EEPI(F}HLIFE! = Flyp1Fita) + Pa(FivapaF Ty = FlapaF il

oK\ 1 6o

AL ) = x(PrPa(Frapi Frara - FliaFhara))i
OKaY 1, a4 1 1w 1 2 ] 2
3% ) = AP FruaFlik = FLuaFia) = PrPaAF Ly Fiears = Flager Flar)l;
(4.31)
Resolviendo para diy: '
21y a2 0 0 —F}fldpl 0
agy azz 0 0 =FhdpP -1

0 0 Ay  aiy —Fl:‘:zdpz 0

d}l}:%
0 0 aqy Q44 ‘—FF{EEEFE -1
-1 0 -1 0 —dL 0
0 -1 0 =1 —-dK 0
desarrollando por menores:
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desarrollando

ﬂd}q =11

L

~ FldP,

0 0 =FjdP -1
asgy azy —FfdPy 0
a4y agy —FpqdPy -1
-1 n' —dL 0
0 -1 =di 0
0 0 =Fidp -1
agy agy —FidPy 0
gy agg —Ff.;glfpa -1
-1 0 —dL 0
0 -1 —dK 0
ag; aze 0 0o -1
0 0 agy agy 0
0 0 ag9 ag -1
-1 0 =1 0 0
0 -1 0 -1 0
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gy agy -'Fzztfpg U

a4y ay —FgqdPy -

1

Addi=aypqam|-1 0 —dL
0 =1 —dK 0
0 aza ayy —~F92:1‘P2
0 ag ayy =FjeqdPy
—-{0 =1 0 —dL +

-1 0 -1 —dK

agy 034 ..}:"22:“32 0

a3 agq —FipdPy -1
—a;pdazn|-1 0 -dL 0 [+ FldP | -1
0 -1 —d K 0
0 asa ag —FldP
0 agy aq —FjqadPy
- =1 =1 10 —dL +
0 0 =1 —dK
0 ag3 agqg O 0 ag
0 ag3 ay -1 0 ay
—FLdPyay |0 =1 0 0 |=am|-1 =1
-1 0 =1 0 0 0
0 0 ay amy
0 0 agy ay
-|1=-1 0 =1 0

6 |+ FldPy| 0
-1

0

0

LRK]
[LER
-1

ayy

ayy

=1
0

a3

o4
0

-1

agq
a4

T
44

0
-1

0

]
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44 --FE--EJPQ -1 fy3 “F_E;-gff-p‘z -1
Adhy =ayq {ag |agy| 0 -dL 0 |-aw|-1 —-dL 0|+
-1 -dK 0 0 —dK 0
gy agq —1 ‘
- FldP|-1 0 0|+
0 =1 10
0 au -1 0 aqg -1
+ FleydPy |=aza| 0 0 0 |+agy|0 -1 0[]+
-1 -1 0 1 0 0
0 ay —F2dP, 0 ayg —FfodPs
- |=—am 0 0 —dL +agq| 0 =1 —dL +
-1 =1 —diK -1 0 —adi
: 0 a1 au
4+ FfpdPy | 0 -1 0 +
-1 0 =1
g4 —FiodPy -1 ag3 —FEadPy -1
—ayp 4 oy |agy| 0 —dL 0 |—azq|-1 —dL 0|+
=1 —d i 0 0 —diK 0
agy  aqq =1
-FhdPa|-1 0 0 ||+
0 -1 0
0 oy =1 0 ayy -1
+ FieydPy |—aga|-1 0 0 |+am|-1 -1 0]+
0 -1 0 0 0 0
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0 ay —FidP; 0 agy —FiydPy
- |=aay| =1 0O —dL +ay -1 =1 —dL -+
0 -1 —dki 0 0 —di
0 dyd 44
+ FidPy -1 -1 0 -
0 0 -1 :
ﬂ .44 ~—1 ﬂ LK =1
-FLdP {an |=am| 0 0 0 |+am|0 <1 0] +
-1 -1 0 -1 0 1]
0 au =1 0 agy =1
~aop |=agp|—=1 0 0|+ay|=-1 -1 0 4
0 -1 0 0 0 0
0 0 ayq 0 0 ag
- | a3 -1 0 0 = a4 -1 0 -1 ¥
0 -1 =1 0o =1 0

Reduciendo y ordenando términos

)
Ad)y = [~F}(an0u4 + aqsass - agags — azaagy) + Fy(ajag — o 12033)[d Py +
+ [Fia(—a11034 + a12a33) + Fiala11a02 + a11a44 — a12a9; — ajaaqs)dPat

+ [a11(azays + agaauy — aggaqs) — ajzanagy]dL+

+ [ﬂnﬂﬂzﬂm = aipagyasy + oy gang, — ﬂuﬂwlﬂu]f”fi

como

X Y M (fb’n ;
== =3 +{ == ]dL +{ = | dK. 4.33
d (aP!)dF1+(aP2)dF‘2 (aL L+ | = (4.33)

Comparando (4.32) y (4.33) y sustituyendo las expresiones (4.19):
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9A; 1 11 pl 2
(ﬁ:) = E{Pl PaFpr[=FiagiFiare + Flyo Flaseal+

1 2

— FialP1Pa(Fieria Flaga = FiovseyFlaga)+
2, 2 2 2 )

+ Pj(FlakaFicars — FiaraFieaica)|}i

5‘}.1 1 a
(5‘;;) = E{FE‘E{Fl (FLisFlm — Flie Fie )+

) ¢ 1
+ PYPo(FicapeaF i1y = FiopaF L)+
3 2 1 2
+ FiaP\PalF Ly 1 Flags — FlypiFrageal)i

A\ 1 po e
(EL_) = E{PI PaFioiol FlaaFirer = Fluei Pl +
2 2 2 i
+ PyPYFLy 11 (FlaraFfaka = FlaaFirara) )
Looge g | | ] 1
)= E‘{P: PaFiaia(FriFreirr = FlagrFreon)+

201 2 2 2 ,
+ P\PyFpygci(FiataFieaps — FlaxaF o)}

Resolviendo para dAa: |

1
P2=F10 0 am e 0 -Fldpe
-1 0 -1 0 =0 —dL
o -1 o0 -1 0 —di
desarrollando por menores:
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"
azg 0 0 0 =F}dPy
&N
0 ag ay =1 -FhdPs
- Adda=ua11 | D agy ay 0 “F?cz'fp'i
=y 0 =1 0 0 —dL
__ 0 =1 B sdK
Y
F&:I, fay 0 0 0 "'F;!.{l“rpl
0 a3y azqg -1 -FEQng
)
—a2| 0 agg ayq 0 —FL.dPs
Py . -1 =1 0 0 ~dL
5 0 0 -1 0 —di
e agr aza 0 0 —FjeydPy
| 0 0 ayy agy —FldpP
b3
=10 0 asy ag —FpodPy|+
boed -1 0 =1 o0 —dL
h?;“? 0 -1 0 =1 —d i

+FLAP{ 0 0 agy ay O
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desarrollando

( agy ag, -1 —F}dP; 0 ayy azy -1
ags agy 0 ~FF,dPa 0 o4y ey 0O
Adda=angen| ) o g g |[“FRdP g ) o
0 =1 0 —dK -1 0 -1 0
; ayy  ay; —1 —FEEE!'FE 0 ay oy -1
agy ay 0 =F ﬁ-gdPg 0 a4y agy O
—anfen| oo g g |“FRAP_ o
0 -1 0 —diK 0 0 -1 0
\
( 0 asy ay =—FlhdP; 0 ay ayy —FiydPy
0 a3 e -F _-f;zrff'z 0 ap ey =-F E«ngﬁ
- {an 0 -1 0 -dL |“"|-1 -1 0  -dL
L -1 0 -1 —dK 0 0 -1 —dK
0 0 au ay))
0 0 agy ay
“FrdPul g Ly |t
0 -1 0 =1
)
( 0 ay ayw -1 0 ayy azy —-1))
0 agy ay O 0 o493 agg O
+FhdP Yan| o ) 0| "1 =1 o o
-1-0 =1 10 ] 0 -1 0 J
162




Y
£
F

Y
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a4y '—Fﬁ;gdf’g

(] 0 ‘—F.E'Ed.lpﬂ
ﬂd,ﬁ-_::a” as (agy| 0 0 —dL —ayq |=1 0O
-1 0 —d K 0 o
a1 044 -—Fﬁ-zdP: ¢ lagqs agq O
-|-1 0 —dL |+ FldPy|-1 0 of| +
0 -1 -di D =1 @
0 ap 0 0 apw 0O
~ FjeydPy |—ags| 0 0 O|+au|0 -1 0|+
-1 =1 0 =1 0 40
0 agn agq
+(0 -1 0 +
-1 0 -1 :
Ay 0 —F}qdPy
—aya dasy |ags| 0 0 —d L —ay|-1 0 -
-1 0 —dK 0 0
agy ay —FhadPy asgy agq O
-|1-1 0 —-dL |+ FldPa|-1 0 0|+
0 -1  -di 0 -1 0
0 a4 0 0 ag 0
—F}ndﬁ —aga (=1 0 O|+ayul-1 -1 0|+
0 -1 0 0 0 0
0 ag ay
+ (-1 -1 0 +
0 0 -1
0 ay —FPdPa 0
— ¢ aay |—agy| 0 0 —dL +ag | 0 =1
-1 =1 —-dK =1 0
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—dl
—dK
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—dL
-dK

-dL
—dK
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0 ag ay
+ FfadPy| 0 -1 0 ||+
-1 0 =1
0 a3y —FjadPs 0 ay3 =Fp,dPs
—ag |—az3|-1 0 —dL |Hap|-1 -1 —dL +
n -1 —-dR 0 0 —dK
0 ayg ay s
+ FldPy|=1 =1 0 ||+
0 0 -1
0 0 ag 0 0 a4y
_'Fllﬂdpl agg|—1 0 0 |—ay|-1 0 =1 4
0o -1 =1 0 -1 0
0 ay 0 0 agy 0
+F£1dP1 a2y |—agg| 0 0 U+ﬁ3.: 0 -1 0|+
-1 =1 0 -1 0 0
0 ag oy
+(0 =1 0 +
-1 0 =1
0 ay 0 0 au 0
—ag |—agz|—-1 0 Oj4ay(-1 -1 0|+
0 -1 0 0 g 0
U aas ay
+ |-1 -1 ]
0 0 =1
Reduciendo y ordenando términos
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AdAz = [Fiitﬂﬂzﬂ.ﬂ —agyngy)+
+ Fley(anjag — ajpag)+
+ F.flﬂ{":!:!ﬂ-l-I = !1:3.1&43};:15’1-#-

+ [Fiqlaiiase = ajgan )+
+ Fiolaazagy — agyay )+
+ FEE{HEIH'H =gy }]dFﬂ"f’

(4.35)

+ laga(aiags — ajoas)+
+ azilagzayy — dyqaqy)|dL+

+ lagg(ariany — ayzag )+
+ agzlaggaqy — agqaqs)|di;

4

. Ao dAa dAa dAa '
e = [ — ol ) Ak : d,
do (apl)df’1+(apz)dP_+(aL)dL+(aﬁ_)dh (4.36)

Comparando (4.35) y (4.36) y sustituyendo las expresiones (4.19):

Como

HJHQ 1 1 a .
=== | = —[P1PaF i\ (FL1 11 Fiaser = Flir Flara)+
AP A
2ol (g2 2

+ PiFic(FRapaFiors — FiagaFiora)+

. 2

+ P\PaFLy(Fley i1 Fivara = Fleyni Fieasa)ls
dha 1. 4.4
—= | = —[P{Fio(F} i 1Fhier = F}y i FL
(ﬂPz) ﬂ[ 1ol Fian Fruer = Fio Fre)+

] 2
~ PyPoFjeg(Flovpy Flaga — Flisr Flapa)+
7yl 2 1 2
+ P PaFa(Fra i Frare — Frig Ficara)li
1025 p2
=7 | = <[P PaFiapa(Fia i Fieiyr — Fligr Fle)+
or Y
. . "
+ PyP3Fiey 1 (FlapaFiears = FieapaFrasa)):
dAa 1o, a2 ! 1 1
(a‘,{) = EEP1 PaFiapeal Froc1Fran = Fluei Fran)+

201 2 3 2 oo
= PyPy Froy i (FlapaFiears = FlapaFicawa);

(4.37)
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fam)
. Si utlizamos funciones de produccion del tipo Cobb-Douglas
FY L, K\)=L{K], a+8=1;
Y F3(Ly Kg) = LIKS, v+6=1
joms diferenciando
| F}_,:uL‘{"IKf;
a Fligy =ale =)L 2K
- Fligcy =Ly 'x ™
' oy B
Fley=BLYKT™Y
) Fhaw =88 - 1)Lk,
| Pl = B L5150~ »
" .FE = LT—IIH’L { ’ }
f ‘N.i La="TLa Yay
Flara =70y - )13 K3,
gy . Fiaiy = v6L37 K37
Flo=6L)K57Y,
bt ; Fitago=6(6 = 1)LIKS™%,
o Flaus = 0113 K4
v Sustituyendo en (4.18), (4.22), (4.25), (4.28), (4.31), (4.34) y (4.37):
6 A = Pifala - LT KT 8(8 - LT K+
_ Eﬂﬂ}le%"ﬁEH]Eﬁ_z}-i-
- + PiPafafa - 1)L3 K 8(6 - 1)LIK] 2+
- nﬁL'I"lf-.’f?_"thwl t’-_t‘_l'i-
g - BaL} K e Rk (4.39)
- +8(8 = VLTK 2y - LI K+ '
+ Pily(y = 1)L K36(6 - 1)LIK 2+
: 2y -2 5081
o = PPy B8 LYK P LKL Ka) ™" = (LaKy) "2 > 0
” dLy = 1 dn—1 g 232
(ap,) = [PoBLY KPP
+ Py LYLIEL RS o LT K 4 BLTIETY) > 0; (4.40a)
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x )3

2

-

SR ¢

aL 1 _ _
(EF‘_;) = 2{-PuB(LYLI T KT RS + Ly LK RS+

— PyySLI k2 < o
dLy 1 i, pe iy S
(‘E) = EIF]_.PQH,&'TIS E:H-I ‘IL; II"Q{_L], IKE : + L;]Krl}]"

ar 1 -
(Eﬁl) = E[P; Pao sl LYK KA LT R - L3 KTV

aj\’! Qo= 4-28-1
(:‘}'Pl ) [P n LYK+

+ oy LY LY KPR (0 LT K 4 8L KT > 0

EI{i n=1 =1ypr=1 =1 pe=1
E',‘_g :—-{-——Plnﬁﬂ L .f't I‘LEEL Kq +15L| Kq )+

— Poy8 LKy LY 7 K] + 600K D)) < 0

aL 1 -1,.0-

Pay6L3 " K32 5 0;

1
) = x[PrPaoBys L K{LI K LT R - L3 KTY)s

o~
(=] =] o | S
==I.*: SIS

(

1
) E[ﬁPﬂﬂﬁ?EL"LTﬁf K'j_]'[“f‘l_l‘r{;! + LL’—IH;I}!.'
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Resumienda

R 1 oA
(—) = E[—Fﬁﬂﬂ.ﬂ%ﬂ 2!\ ?ﬁ 1"|"
[PraBLy  LIKf RS(YLT KT + 60T R+

[PrP2aBy6 Ly KPLY RS(LT KT — L3 KT

(P1PaaBys L L3 KT R (=L K + L KT,

1 S A
= —[P PyapysLi k117 ‘K-S 4 LPIRTY)

P1Paa s Ly L R PR P ULT RS - LK TY);

[Py PaagysLi* KPP L RSN LT K - LR Y

[PLPya 8L Ly T KT RPN (LT RS + L3

168

(4.430)

(4.43b)
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(4.45a)
(4.45h)
(4.45¢)
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(>0 si %{I—E
(%r2) <0s #>4

F::-[} i B>
(%) J-::un#::%

L:rIZI si. T{';:—b%i—
(L‘;l) <0 sif—‘;.fi{%

=0 siﬁ’;q}% |
(a”L) <0 sl —ﬁﬁ} ﬂ b
(%2") =0
(52) ~0

>0 si %ﬂ-{f»}
(%) <0 si gb> g2

>0 si L“::»f;:
(%—ﬁ‘*) <0 sl g<gR
(%) =0
(%%) =0

La intensidad relativa del factor, en este caso trabajo L v capital K, es medida por
la razén del factor usado con respecto al otro para cada industria, ie., TI;";" ¥i. La
industria para la cual este cociente es mayor es relativamente intensiva en trabajo; la otra
es relativamente intensiva en capital,

En el ejemplo anterior tomemeos, por ejemplo, que la industria 1 es mds intensiva en
trabajo que la industria 2, esto nos lleva a que si se incrementa el factor trabajo para
la industria 1 el precio del bien producido también se incrementard con la consecuente
reduccién en la otra industria, Ahora bien, si Ay =1 ¥ Aa = r se observa que los salarios
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aumentan también para dicha industria, Recordande que las funciones de producecion
fueron del tipo Cobb-Douglas homogéneas de grado 1, este ejemplo nos lleva a los siguientes
teoremas fundamentales de comercio internacional:

4.1.2 TEOREMA DE IGUALACION DE LOS PRECIOS DE LOS
FACTORES

Las ecuaciones
W=Ww*A, P
r=1"(P, Ps)

son la base de este teorema, un resultade fundamental del comercio internacional. Con-
sidérese dos economias, cada una produciendo los mismos productos y liay comercio entre
ellas, En autarquia los precios en las dos economias en general difieren, dando costos
marginales de produccién diferentes, es decir, FPP diferentes, para las dos economias,
"(Por supuesto, las preferencias de los consumidores deberia diferir sistematicamente en las
dos economias, ocasionando diferentes precios incluso si la funcién de costo marginal para
las dos economias fueran idénticos). Sin embargo, con la apertura comercial los precios
tienden a igualarse. Sin considerar costos de transporte u otros costos de transaccién por
comerciar, las ganancias por comerciar serdn agotadas solamente cuando los precios sean
idénticos en ambas economfas y €l consumidor enfrentard el mismo conjunto de precios en
ambas economias., Este resultado estd implicito en el postulado “se prefiere tener mas que
menos".

Otro efecto de esto es que el factor de precios tiende a igualarse a los precios. Si
los factores fueran libres de moverse, estos lo harian hacia la economia que mds paga,
depreciando el salario o rentas en una e inerementdndolo en la otra. ; Qué pasa si los-
factores no pueden moverse de una economia a otra? Esto es, suponer gue que los bienes
pueden moverse a bajo costo de una economia a otra pero los factores no pueden emigrar.
iConvergerian los precios de los factores?

El par de ecuaciones anteriores bajo ciertas condiciones dicen que los pre-
cios de los factores también se igualaran en las dos economias cuando los precios
son los mismos para ambas economias, a pesar de la inmovilidad de los fac-
tores. Las dotaciones de los factores no entran del lado derecho de las ecuaciones v de
aqui son irrelevantes en la determinacién de los precios de los factores. Sin embargo,
la forma funcional especifica de WW*(Py, Pa), v r*( Py, Pa) dependerd de las funciones de
produccién reforzadas en la economia. Si la produccidn tecnolégica, es decir, las funciones
de produccién reforzadas, es Ja misma en ambas economias, i.e., ¢l comercio toma lugar a
causa de las diferentes dotaciones de los factores o diferencias en los gustos del consumidor
(o ambas) entre las dos econamias, por lo que la forma funcional de las ecuaciones para
V" v r® seran las mismas para las dos cconomias. En este caso, los precios de los factores
seran los mismos en ambas economias, en donde ellas dependerdn en forma idéntica de los
precios. Estos resultados dependen criticamente de la homogeneidad lineal de las funciones
de produccién para cada industria.
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4.1.3 TEOREMA DE STOLPER-SAMUELSON (MODELO 2X2)
Hipdtesis:

# Sec producen dos bienes: y; v ya;

o Usa dos factores: yy = FY(Ly, K)) y up = F*(Ly, Ka);

e Tecnologias homogéneas de grado 1 en los dos factores;

e Pleno empleo. Si K y L son las dotaciones de la economia , entonces, K = K1+ Kq
yL=Ly+ Ly
El problema de maximizacién de beneficios se resuelve en dos etapas:
la. etapa. Se minimizan costos para un nivel de produccién dado, para la industria j:

Min €7 =1WL;+rk},
s.a. yi = FI(L;, K;),
L; >0,
Kj20,

como ya sabemos esto nos lleva a que

A el multiplicador lagrangiano correspondiente al problema. Y

W Fi
=2,
L

obteniéndose soluciones
Ly = LYW, r u;),

Kj =KW, ik
ademds C' es homogénea de grado 1 en 1V y r. Usando el teorema de Euler:
Ci=WL;+rK;,
= AF, + AF;,

; (4.47)
= MFL; + F;):
= Ayj.
2a. etapa. _
Max n_,' = ij_?- - C'T, {‘1443}
de (4.47) ) :
o
dy;
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por lo que

resolviendo

y diferenciando (4.47)

v en general

asi

Retomando el problema de maximizaci6n (4.48) y sustituyendo (4.49) y (4.50);

diferenciando

por lo que

asf

donde

CI.

C'E

aci
o
act
or

aci
I
aci

e —

ar

1

ac
L=Li+Lo=—-n +

g
ac!

K=FKy+FKy= 50 + o 1

o, act
Toa

T aw

Ij = Piy; — €7 = Pyy; — Chui = (Pj - Cui,

Pi=Cl==Ww+

W =1V*(P, P,
r= T*{qu -Pﬂ:ll
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= L.j.

v = I,

W4+ —r,
ac?
= n

P-C}=0,"

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.53)
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y :
vi=yi(W,n L, K)=y{(P, Py, LK), (4.54)
yo = y3(W,r LK) =33(Py, Py, L, K), '

de (4.51) y (4.52)
gt aLy . .., or* 0K}

L] Fad I ey = Il.""
Ll—-—-—apl +1 P, + HBF| +r Py (4.55a)
¥
o oLy or* | LOK;3 ,
e IV —= + K — 4 =1, .5ob
LEan -+ aPQT E:EPETT Fz E.ltﬁa]
pero como ‘
oW 1 s P 1 o
aPy  (LiKk3-L3K?)*' 8Py (LiKy-Likp) V' (4.56)
dr* 1 drt 1 ’
— = = L*; — L'1
0Py~ (LIKj - L3K{)® 8Py (LiKi-L3ki) !
sustituyendo (4.56) en (4.55) y reduciendo:
LOLY ary I 8K3 "
f i el § = — 4 —= ;
W P R ot (4.57)
De (4.56) se puede ver la intensidad de un factor, esto es,
Hr* "
(#) | (#%)
} i i G
Bl o' ; _ _
(W) (W’z’") (4.58a)
L
K3™ Ky
ir* e
(#) _ (&)
< |
atys gl )
(T’E’T) (TFE') (4.58b)
L3 . E
K3 Ky

sl la industria 1 es inds intensiva en trabajo que la industria 2 de (4.56) se sigue que para
LAKE = LAKC) > 1,
aw= ar* (4.59)

Obsérvese ademds que
Py=L1W4+Kir>WIL,,
_F_]EII’ 5 LiKg
W8P, = LKy - Lok’
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por lo que
aw  ap '
T (4.60)

De (4.59) v (4.60) si la industria 1 es relativamente mas intensiva en el trabajo
que la industria 2, el precio del bien que produce la industria 1 y los salarios de
toda la economia se incrementan, y el crecimiento es mds que proporcional en
los salarios. Mientras esto ocurre el precios del otro factor caerd. Los resultados
anteriores son el teorema general de Stolper-Samuelson.

4.1.4 TEOREMA DE RYBCZYNSKI
Hipdtesis

e Produce dos bienes con dos [actores;

e Las [unciones de produccién presentan rendimientos constantes a escala;

e Las industrias son competitivas;

¢ Pleno empleo;

e Una industria es mds intensiva en alguno de los factores que la otra;

o Los precios y los precios factor no cambian, las que cambian son las dotaciones;

En general Ly = a1, K1 = ajqin, Lo :.“LM"E v Ka = aly2, asi

L =ajyn +apays,

SRR (461)
K =ajy + agqa,
Py=al, IV +ajyr,
f: ii'l (4.62)
Pa=aplV +ajr
Derivando (4.62) respecto a L:
L AN
o,  eligp TERLpE (4.63)
Ji |y '
gL~ "Rpr TR
resolviendo el sistema .
r
—_— = ], ;
5t 51 (4.64a)
Derivando (4.62) respecto a K
OPL e OW . O
R TR T (4.65)
% amw ., ar '

== e iy —
oK GLage Tk
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resolviendo el sistema

Derivando (4.61) respecto a L:

resolviendo el sistema

v _ ar _ o
aK = aK
- Blﬂ * 3!:’2
1=aiigr taiagp

2 a.’“ * EUE
0= @15 Tk G

-

aful'l 1 I'.'I’

i rageeraly ¢ 0

aL  apajy = ajsejy

dya _ 1 ot
e - Kl

gL a7, 8%p = 00}

Derivando (4.61) respecto a K

resolviendo el sistema

suponiendo que la industria 1 es intensiva en el trabajo, entonces

y de agui

Observando Ique

. O, L Om
ﬂ‘—“’mﬁ “Lzﬁn

dyy g
1= - —_— + x —_,
nhiﬂﬁ' a”af{

dn _ 1 ;
B, a0t — g LA
. Li% g — Qo g
di 1 =
ke LIAT

PR - ] w w
K aja)q = ajq0f

apyajen — apgajy > 0,

dn _ . O

T =0 T < 0,

dii dya

— < 0 == .

ar <% x>0
av*  ay;
apr;  aL'

(4.648)

(4.66)

(4.67a)

(4.68)

(4.67b)

(4.69)

las condiciones de reciprocidad, para las cuales no se supuso la homogeneidad de las fun-
ciones de produccion, refiejan el caracter dual del teorema de Rybezyuski respecto del de

Stolper-Samuelson.

v gy ol dps
ap,  9L' aPs 4L’
Ar 8y Or _ Oy
aP,  9K' aPy K’
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5i seguimos suponiendo que las dotaciones de trabajo se incrementan y la
industria 1 es intensiva en el trabajo entonces la produceién de la industria 1
no sclamente se inerementa sino que se incrementard en una tasa mayor a la
que se incrementa el trabajo, esto es, de (4.61) y (4.67b)

L (9 . b2\ [ 9n . (9 1
E(EE):(““”” )(M)““(ﬂ?)*l_&ﬁ;}l'

" ]

Tk

(2> ()

Ndétese que en este teorema se presenta un desplazamiento de la FFP va que las dotaciones
cambian, mientras que en el de Stolper-Samuelson no lo hay, pues lo que cambia es el precio
relativo.

por lo que

4.1.5 TEOREMA DE HECKSHER-OHLIN
Hipﬁfﬂs.is

¢ Hay dos economias, £ v £,

» Produce dos bienes con dos factores;

e ‘Las tecnologias son idénticas en el sentido que la funcién de pruducmén de un sectm
es la misma en ambas economias;

¢ Las economias tienen idénticas y homotéticas preferencias, las cuales son mprcsentadas

por una funcién de utilidad (social) creciente cuasi-céncava,

La funcién de produccidn de cada sector prezenta l'nndim'u:-ntus constantes a escala;

Perfecta movilidad de los factores dentro de una economia, pero no entre ellas;

Todos los mercados son perfectamente competitivos;

Pleno empleo en cada economia;

entonces, cada economia exportari el bien que utilice su factor mas intensivo y
abundante. Para cada economia se tiene

£ E*
apW+apr =Py, oW +apr® =Py,
ap2lV + ajor = Py, apaWW* +ajar® = Py,
a1y +agaye =L, ap1yy +arys = LT,
agily + apays = K, ap1y] + akayy = K°,

Dado que son las mismas tecnologias, sean
y= "'“)- v= K1Y, A= (a”] K2 (4.72)
yz )’ L}’ apy aga )’
_(n -+ y; - _ K4+ K* _ ‘r"-'lr' 2 ]
}'w - (Hﬂ + HE ) (] v“" - ( L + Lt - L": 1 (4'?3]
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~ donde (:,f.‘:) y (L—‘:) son las medias ponderadas, por lo tanto  esté entre (%) y(i)

con
Yw = A"lvy, (4.74)

si las prefecrencias son homotéticas C = ayy,. Sea

P
P=(7).
<P,C>=PTC=<P,ay, >,

=a<P,yw>

entonces .
<P,C> _ <P y>

n= = ¥
<P yw> <Pyw>
<P A lvs
<P A lv, >
< (A-HTP,v >
T AP, Vg >

-1,Tp _ [ B
wore=(2)

_ Bk 4L _ Pk (ﬁ‘:) + Balw (1:_)
A1l + B2l _'_- ﬁ|f\'".l+ BaLy, I

sea

entonces

Considere el vector de exportaciones netas
x=y-C,
=AY —aA"lv,,

= A7 v —avy),

= A"l (Ii_ nfnrl) 1 {4.75)
= 0Ly

()

resolviendo (4.75), el discriminante del sistema es

A =ajiare - axaaLl, (4.76)
como se ha supuesto que la industria 1 es intensiva en el trabajo, entonces A < 0, ademds
K L

A =upak,, (I_’_- — n) —agaLy (L_ - ﬂ) i

II'I.-rrlll 'li-'L (4.??}
i!
=—apky|—- + Lyl — - ;
LFA T ST (H", ﬂ) Apidiy (Lw n)
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de (4.77)

L
e i)
aK1 K (T\%'-ﬂ)r

por lo que g > 0. Asi pues, la industria que es intensiva en el trabajo junto con que la
economia es abundante en L tiene exceso de oferta del bien correspondiente, por lo que
hay exportacién de dicho bien,
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CAPITULO 5

A lo largo del presente trabajo se han resueltos varios modelos, primero para una
econimia corrada abriéndola posteriormente, llegando a la aplicacion de los cuatro teoremas
fundamentales del Comercio Internacional,

5.1 CONCLUSIONES

Resultado 1.

En una economia cerrada donde se considera como tnico factor de produccidn al
trabajo y se consumen dos bienes, cuando el salario se incrementa el consumo de los dos
bienes crece;-lo mismo sucede si se incrementa el factor trabajo. Pero en el caso de que el
precio de un bien, digamos el bien 1, se incrementa, su consumo disminuye aumentando el
consumo del bien 2. Luego, al incrementarse el consumo del bien 2 su precio decrece sin
afectar el consumo del bien 1, Ecuaciones (2.71-2.78). ‘

Resultado 2.
Cuando se comercia entre paises, siendo la economia no- clumestlca intensiva en trabajo

en la industria que produce el bien 1 y ademaés —f-l- < p;- < —U- en la economia domdstica

el consumo del bien 1 producido internamente dem ece A deuiﬂ que la unidad de trabajo
requerida para producirla domésticamerite aumenta, ya que es mas barato importar dicho
producto que producirlo internamente, Si el cnnsum:'- de dichio bien aumenta su precio baja.
Ademds la fuerza laboral total se incrementa pero se va hacia la industria que produce el
bien 2, creciendo el consumo del bien 2 a medida que baja su precio, especializéndose en
la produccién del bien 2. Ecuaciones (2.164-2.181).

Resultado 3,

Cuando nos ponemos en el lugar del productor y suponemos dos factores para la
produccidn de algin bien, en este caso trabajo y capital, y la economia es cerrada, los signos
de los resultados de la estdtica comparativa van a depender de la tecnologia, ecuaciones
(3.49-3.50). Cuando se comercia y la economia doméstica solo produce el bien 1 y no
hay movilidad de trabajo entre las economias, si el costo de produccién se incrementa,
la fuerza laboral disminuye y ademés la tecnologia junto con la renta de capital no es
sificientemente fuerte los salarios caen, ecuacidn (3.75a). Pero si la tecnologia v la renta
de capital son suficientemente [uertes el trabajo especializado serd bien pagado, ecuacidn
(3.75b). E independientemente la renta de capital cae cuando la fuerza laboral decrece,
ecuacidn (3.76c). Por lo que la riqueza estard en funcién del trabajo especializado para
una tecnologia especializada,

Resultado 4.

Si el costo de produceidn aumenta y la fuerza laboral también los salarios disminuirdn
sint importar el factor capital, esto es, mano de obra barata, ecuacidén (3,75c). Si ahora la
renta de capital, los salarios ¥ la tecnologia son suficienteinente fuertes la recta de capital
crece, ecuacion (3.76a). Pero sino la renta de capital decrece, ecuacién (3.76b).
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Resultado 5.

Si el costo de produccién se incrementa junto con el capital la renta de capital dis-
minuye, ecuacion (3.78¢). Si ademas el salario, la tecnologia y la renta de capital son
suficientemente fuertes los salarios se incrementaran, ecuacién (3.77a). Pero si no es asi
los salarios caerdn, ecuacidén (3.77b).

Resultado 6,

Si el costo de produccion sube y la dotacién de capital baja los salarios bajan, ecuacién
(3.77c). Si ademds el salario y la tecnologia son suficientemente fuertes la renta de capital
sube, ecuacién (3.78b). Pero sino la renta de capital se incrementa, ecuacién (3.78a).

»

Resultado 7.

Desde el punto de vista del consumidor por ejemplo, si el consumo en el bien 1 se
incrementa y el salario también, el precio del bien disminuye. Si el consumo del bien 1 se
incrementa y la fuerza Jaboral en la industria que lo produce aumenta, el precio del bien
disminuye. Si el consumo del bien 1 aumenta y la renta de capital también, el precio del
bien disminuye. Si el consumo del bien 1 aumenta y la dotacién de capital para producirlo
también, el precio disminuye. {Ecuaciones 3,132). Al comerciar las economias tenderda a
especializarse cada una en la produccién de un bien, ecuaciones «(3.129-3.131, 3.155-3.158

y 3.159). Por lo que siempre hay ventajas econdmicas al comerciar independientemente de
las tecnologias.

Resultado 8.

Para el caso de un modelo 2 x 2, i.e, dos bienes y dos factores, en una economia
cerrada, de las ecuaciones (4.46), el precio del bien 1 se incrementa a medida que lo hace la
fuerza laboral para producirlo mientras que el precio del bien 2 disminuye. Si la industria
1 es intensiva en trabajo respecto a la industria 2, el incremento en la fuerza laboral total
serd debido a esa industria, Ademds, un aumeto en la fuerza laboral en esa industria traerd
una disminucion en la dotacién del capital total pero no en la dotacidn de capital para la
industria 1. Por lo que la economia tiende a especializarse en la industria mds intensiva
en trabajo. Ademds el salario se incrementa mientras que para el otro factor sucede lo

contrario. Lo que esta de acuerdo con los teoremas de Stolper-Samuelson, Rybezynski y
Hecksher-Ohlin.

181



o,

iy

'
——

i

BIBLIOGRAFIA

TEXTOS
Becker, Gary §.; Teoria Econdmica; Fondo de Cultura Econdmica; México, D.F.; 1987.

Markusen James R,, Melvin James R.; The Theory of International -'I"rade; Harper-Row
Publishers, N.Y.; 1988,

Krugman Paul R., Obstfeld Maurice; International Economics Theory and Policy; Harper
Collins Plublishers; Segunda edicidn; N.Y.; 1991,

Intriligator Michael D.; Mathematical Optimization and Economic Theory; Prentice-Hall,
Inc.; N.J.; 1971,

Friedman Milton; Teoria de Precios; Editorial Ayotla; México, D.F.; 1976.

Dixit A.K., Norman V.; Theory of International Trade; Cambridge University Press, Great
Britain; 1993,

Silberberg E.; The Structure of Economics; McGraw-Hill, Inc., N.Y,; 1990.
I\.'Iealde. J.E.: A Geometry of International Trade; Allen-Unwin; London; 1952,

Johnson, H.G.: International Trade, Income Distribution and the Offer Curve; Manchester
School; 1959.

Lerner, A.P.; Essays in Economic Analysis; Macmillan; London; 1953.
Bazaraa, M.S.; Nonlinear Programming; John Wiley and Sons; N.Y,; 1979.

Dowling, E.T.; Theory and Problems of Introduction to Mathematical Economics; McGraw-
Hill, Inc.; N.Y.; 1992,

Chiang, A.C.. Fundamental Methods of Mathematical Economics; McGraw-Hill, Inc.;
N.Y.; 1974,

ARTICULOS

Stolper, W, and Samuelson, P.A.; Protection and real wages; Review of Economic Studies,
9 (1), 58-73; 1941.

Samuelson, P.A.; Prices of factors and goods in general equilibrium; Review of Economic
Studies, 21 (1), 1-20; 1933.

182



)

L

o

Uzawa, H.; Duality principles in the theory of cost and production: International Economic
Review, 5 (2),216-220; 1964.

Woodland, A.D.; Joint outputs, intermediate inputs and international trade theory; Inter-
national Economic Review, 18 (3), 517-533; 1977.

Woodland, A.D.; A dual approach to equilibrium in the production sector in international
trade theory; Canadian Journal of Economics, 10 (1), 50-68; 1977.

1

B

e

183



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Bibliografía

