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ReslÍmen 

En éste trabajo se analizan fases de Berry por interfcrometria óptica con haces 
de luz polarizada y por medio de una configuración de tres espejos, haciendo 
dos diferentes tipos de cálculos teóricos; el primero considera la evolución de la 
dirección del espin del fotón en la esfera unitaria de todas las posibles 
direcciones de propagación. El segundo tipo de cálculo es del tipo de Joncs 
(matricial), e involucra las ecuaciones de Maxwell y todas las condiciones de 
frontera que los experimentos imponen. Finalmente se contrastan los resultados 
teóricos y experimentales (mediciones fotométricas)~ hallandose en acuerdo,. 
con lo que se muestra la naturaJeza geomérrica de estas fases de un modo 
alternativo a los presentados en la literatura. 
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Capítulo 1 

Polarización 

En este capítulo se presentan algunas de las descripciones más importantes de 

los estados de polarización, tales como la de los vectores de Stokes y .Jones, la matriz de 

coherencia, y In E.-.fcra de PoincarC. Estas descripciones, con cualidades y ventajas com

plementarias, son equivalentes y a lo largo del texto se hará uso de varias de e11as. Los 

fundamentos de la luz polarizada se encuentran en las leyes de Maxwell del electronmgne

tiasmo y así dedicamos en la primera sección un breve repaso de éstas. 

1.1 Las ecuaciones de Maxwell y las ondas elec"trornagnét.icas 

El estado de excitación que se produce debido a la presencia de cargas eléctricas 

en el espacio, constituye lo que se conoce como el campo electromagnético. Este está. 

representado por dos vectores, E y B, llamados el vector eléctrico y el vector de indur.ción 

magnética, respectivamente. 

Las derivadas espaciales y temporales de los vectores del campo se relacionan por 

las ecuaciones de hfaxwell. las cuales se cumplen en cada punto donde las propiedades 

"físicas del medio sean continuas. En el sistema internacional de unidades se escriben de la 

siguiente manera: 

(1.1) 

Q·B=O (1.2) 



'\7XE=-BB 
8t 
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(1.3) 

(1.4) 

donde EQ y JI.a son respectivaniente Ja permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética. 

del vacío; cuyos valores son: 

Ea= 8.854 >< 10-12m-3 Kg- 1s 4A2 

~ = 1.256 x io-6 mJ<os-2 A-2 

una situación peculiar ocurre en el caso de que siendo p = ..J = O 1 se tiene tf =F O, '/H :¡é O, 

es decir en ausencia de cargas existen campos electromagnéticos variables. Esto.. .. can1pos 

constituyen las ondas electromagnéticas que estudiarnos a continuación. Haciendo p = 
..J = O en las ecuaciones de Maxwell se tiene: 

'V·E=O 

'V·B=O 

'V X E= _BB 
8t 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

Aquí nos será de utUidad introducir el potencial vector A y el potencial escalar cf>. Cualquier 

A que cumpla la condición 

(1.9) 

sat.isface la ecuación 1.2, y substil uycndo en J.3 tenemos 

vrxE= - v x~~ 
y esto indica que el vector entre paréntesis debe de ser el gradiente de un escalar (V x ('U'rl>) = 0). 

Por t;anto 

E+°a~ = - 'V</> (1.10) 
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donde hemos introducido un signo menos pues sera de utilidad posteriorn1ente. Finalmente 

podemos escribir 

(1.11) 

A.sí las expresiones 1.9 y 1.11 nos dan a E y Ben función de las nuevas variables. 

Es fácil demostrar que estas nuevas variables no están univocrunente determinad.as, 

es decir , se pueden elegir de muchas formas sin que E y B varíen. Para mostrarlo, basta 

considerar para cualquier escalar f la expresión 

A'= A+ 'Vf (1.12) 

De aquí que A.' y A satisfacen ambos la ecuación 1.9 pues obteniendo el rotaciónal de 1.12 

se obtiene 

B= "V xA ="V x A 1 ="'V x A+~ 2J, 
-o 

y por otra parte si hacemos uso de 1.11 y 1.12 

C
OA' 8f) 8A' ( 8f) éJA' , E= - - - '7- - 'V<I> = -- - 'V </> - - = -- - 'V</> Ot 8t éJt éJt 8t 

(1.13) 

es decir, E tampoco varía si se torna junto con 1.12 a 4>' de la forn1a 

<l>'=<t>-8/, (1.14) 

La invariancia de E y B ante las transformaciones 1.12 y 1.14, permite eleJZir con suficiente 

libertad para que las ecuaciones resulten lo más simple posible. También resulta útH (como 

veremos más adelante) aplicar una condición más restrictiva, la llrunada norn10. de Coulomb 

que impone a Jos potenciales sat.isfacer además 

(1.15) 

Utilizando est.as condiciones, las ecuaciones 1.D y 1.11, en ausencia de cargas (p = .J = O) , 

quedan como: 

B= V' xA 

E=-OA 

ª' 



y además, considerando la ecuación 

obtenemos 

si o.hora se tiene en cuenta que 
1 

eoJl.o = ;;::¡-
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(donde e coincide con la velocidad de la luz en el vacío) y haciendo uso de la norma de 

Coulomb 'V' · A= O finalmente se obtiene 

(1.16) 

que para el potencial vectorial tiene la estructura de una ecuación de onda. De forma 

análoga los campos E y B satisfacen el mismo tipo de ecuación de onda. Basta aplicar los 

operadores ""V x" y"-& .. para obtener 

v2E - ~ i;:~ = O 

"\729_ ~'::i': =O 

que representan una perturbación electromagnética en el vacío propagandose con velocidad 

c. La óptica estudia estas ondas electromagnéticas en Ja banda angosta de frecuencias que 

van desde los 3.84x1014 hertz hasta aproximadamente 7.69x 1014 Hz. La cantidad observable 

es Ja irradiancia, que es la energía que fluye a través de un arca unitaria por unidad de tiempo 

en promedio temporal, y es proporcional al cuadrado de los campos. Es decir: 

I = ;!',: (82) 
I =c:c0 (E2 } 

donde los corchetes indican U!l promedio temporal. 

Ondas vectoriales 

(1.17) 

Consideremos una onda plana que ae propaga a lo largo del ejc-Z, es decir en la 

dirección del vect.or k= (0,0, l) cst.o significa que las parciales respecto a :e e y son nulas y 

por Jo tanta podemos escribir eJ operador nabla como 

[ ª] - a v= º·º·Fz =k¡¡; (1.18) 
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En estas condiciones la ecuación de onda 1.16 y la condición de Coulomb se escribirán 

a2~~~,t) -~ª2~~-t) =º 

'V . A= 8Aó':' t) = O, q, = O 

de donde se sigue inmediatamente que 

. iPA;;:•t) =o. B2A,(z,t) = 0 
8t2 

y al integrar esta última ecuación respecto del tiempo se obtiene 

a~ .. = ctte(z) 

(l.19) 

(1.20) 

donde cttc(z) es una función de z constante en el tiempo(independiente de este) y usando 

1.9 y 1.11 para encontrarlas componentes en dirección "Z" de los campos, obtenemos 

E= - ~~ - "VtP E..,(z, t) = ctte(z) (l.21) 

B= 'V xA= k x ª"á:• t) D,(z, 1) = O (l.22) 

El campo E._ es constante en el tiempo por lo que lo podemos igualar a cero pues no aíecta. 

a la onda (variable en el tiempo); y del mismo modo hacemos Aa = O pues tampoco afecta 

a1 resultado físico. final. Esto quiere decir que los campos de la onda (variables) carecen de 

componente en la dirección de propagación (eje--Z) y, por t.ato, las ondas electromagnéticas 

son transversales, esto es que el vector eléctrico (magnético) de la onda tiene aún tiene dos 

grados de libertad en el plano perpendicular a la dirección de propagación. Al determinar 

como se mueve el vector eléctrico en este plano se determina el estado de polarización de ln 

onda. Así podemos escribir 

E· k=B· k=O (1.23) 

est.a relación expresa la "'transversalidad" de los CB.lllpo&, es docir, muestra que el vector de 

CBJllpo electrice y el vector de campo magnético estan 50brc un plano normal a la dirección 

de propagación dada por el vector k . 
Por otra parte, si se ut.iliza el argumento de una onda plana (z - et.) tendremos que A(z, t) = 

A(u) = A(z - et) con u = z - et, y si se tiene en cuenta que: 

iJA dA 
¿¡; = du 



7 

los campos se pueden escribir en lo. siguiente forma 

E=-~l>u=c~ 
du Ot du 

(1.24) 

D ='V>< A(u) =k -3; X A(u) =k ><~~: =k x~ = ~ k xE (l.25) 

y de estas ecuaciones se obtienen inmediata.mente 

B=~ k xE (1.26) 

E= -e k xB (1.27) 

y ta.rnbien 

(l.2B) 

en estas últimas tres ecunciones hay que recordar que el argumento de B y lE es z - et~ 

es decir solo son validas pura ondas planas. De las ecuaciones 1.'26,1.27 y 1.28, podemos 

concluir que los vectores B. JE y k. son mutuan1ente ortogonales. 

Como el vector de Poynting para ondas planas se escribe como: 

S =¿_E X B =_!_E2 k= CEoE2 k 
ILa CJ.l.o 

(1.29) 

y como la. densidad de cn,!rp;ia de una onda electromagnctica esta dada por (ver Born and 

Wolí secl.1(3l))o 

\V=~ (e0 E 2 + -f¡;s 2
) = epE2 

Entonces el vector de Poyn1 ing se puede reescribir como 

S=cWk 

(1.30) 

(1.31) 

y esta ecuación puede ser interpreta.da. como el flujo de energía radiante. Ln llarnacla irra

diancia es el promedio temporal del modulo del vector S ó 1 = (\S1) . 

Onda electromagnética plana armonica 

El vector eléctrico de \.lnn onda plana monocromática puede ser descrit.o en términos de : 

y como 

E~= iEascos(kz -wt) 

Ey = JE°"cos(kz - wt + ~) 
(1.32) 
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JE (z, t) = E. (z, t) +E• (z, t) (1.33) 

si E = ±2n1r es decir las componentes están desfasadas un mllltiplo par de 27r entonces 

E = (iEar + J'EOJI) cos (kz - wt) que es un estado de polarización linen.J, pero si E = :l::n1T' 

es decir las componentes están desfasadas 180º entonces E= (iEoz - J'E°"') cos (kz - wt) la 

luz sera linealmente polarizada pero el plano de polarización estará rotado 90ª. 

Ahora bien si Eoz = ED'JI = Eo.Y I! = -~ +2117t tendremos luz circular dcrechn ID) 

o I+) pues en este caso; 

E= E 0 (i cos (kz - wt) +.]sin (kz - wt)) (1.34) 

pero si como en el caso anterior Eoz = EOJI = E 0 y nhora e = .; + 2n7r producirá luz circular 

izquierda I/) o 1-) es decir 

E= E 0 (icos (kz -wt) -Jsin (k: - i...1t)) 

pues se tiene que cos (kz - wt - 'l + 2n7t) = sin (kz - L&Jt) 

y cos (kz - wt + .; + 2n1T) = - sin (kz - wt). 

Para analizar el ca.so mas general de luz elipticamentc polarizada consideremos 

Ez = iE~ ccx.<kz - wt) ::z = i cos (kz -wt.) 

(1.35) 

(1.36) 

E.,.=JE.,.,.cos(kz-wt+e) - ~ =J(cos(kz-wt)cose-:-;i11(kz-c..Jt)sinc) (1.37) 

así tomando solo las componentes vectoriales y no sus direcciones tenemos que: 

Ev - ~z cosc=(cos(kz-wt)cose-sin(kz-wt)sinc)-cos(kz-wt)cose (1.38) 
E°" ~oz 

por lo que: 

..!Eit__ E:z cosc=-sin(kz-wt)sinc 
EOJI Eoz 

(1.39) 

y elevando al cuadrado obtenemos 
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Figura 1.1: Polarización eliptica 

(1.40) 

pues 

sin2 (kz - wt) = 1 - cos2 (kz - i...1t) y c::z) 2 

= cos2 (kz -wt) (1.41) 

a.sí: 

( )

2 2 2 

~ -2Ev .~cosc+(E~) cos2 e=sin2 c-(E•) sin2 e 
E°" EOJI E,_ E,_ Eo:r 

(1.42) 

(::) 

2 

+e:,: )
2 

(sin
2

c + cos
2 e) - 2:: . ::,,. cose= sin

2
e (1.43) 

Esta es la ecuación de una elipse que forma un ángulo et tal que 

2 2Ero=EOJIC"OSE 
tan a= ~-E~ (1.44) 

vcrfig 1.1. sin=Oesdccire=±'i(2n+l) - cnsc=O y sine-=1 y así 

(::;) 

2 

+e:::) 
2 

(sin
2

e- + cos
2

e-) - 2::;. :: cose= sin2 c (1.45) 

sr. convierte en una ecuación mu-:ho mas familiar qtie es 

(1.46) 
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en donde si Evz = EOJJ se convierte en un circulo y si E = 2nur o e = (2rn. + 1) '11' la elipse 

degenera en una recta de la forma (1 J 

1.1.1 Vectores de Jones 

Consideremos el vector eléctrico 

[ 

EzCOS (wt -1fz +6z) 
E(z,t)= E

11
cos(wt-1fz+ó

11
) 

(1.48) 

como conocemos que las componentes de los campos oscilo.n senoidalmente con el tiempo 

a Ja misma frecuencia, la información temporal puede suprimirse y usando notación de 

Casares, tendremos 

(1.49) 

para restaurar la forma original se multiplica por e...,1 y se ton1a la parte real, recuperando 

la dependencia en t. 

Tomando el campo en un plano transversal a la dirección de propagación, digamos 

z =O tenemos 

E (O) = [ ~ze':• ] 
E11es" 

para restaurar la dependencia espacial basta multiplicar por e-•.zr 

se escribirá en notación simplificada 

( I.50) 

.Asf el vector de Janes 

(1.51) 

La intensidad se obtiene nmlt.iplicando el vector de .Janes por su adjunto I 

E · Et y estará normalizado si l = E · Et. 
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De un vector de Jones es posible d«>terminar la eUpse que en general describe el 

vector eléctrico de la onda., si multiplicamos por e"'""' y tomamos la parte real recuperando 

la dependencia temporo.1. Las componentes que resulten sel"án de la forma 

IE.z:( cos (wt + Ji.z:) , IEitl sin (wt + 611 ) 

que son las ecuaciones pn.rarnetricas de una. elipse. 

Una base ortonormal para los estados de polarización consiste en dos vectores de Janes 

{E1,E,} tales que 

y· 

por ejemplo 

{(~)·(~)} { ( 
cosO) ( s;nO ) } 
sin O ~ -cos6 

son tres posibles bases para los posibles estados de polarización.{12) 

La. matriz de rotación 

[ 
cos. n s;n n ] IR(o) ~ 

- sino coser 

(1.52) 

{l.53) 

y su inversa JR-1 (a)= IR. (-o) pueden aplicnrsc sobre un vector para describirlo desde un 

sistema primado rotado un ángulo n ó -n cabe señalar que la irrndiancin es un invariante 

bajo rotaciones. 

Si expresamos cada vector de In base { IE.r, !E11 } canto combinación lineal de los elementos de 

la. base {Ei.Er} podremos encontrar la matriz de cambio de representación y su inversa. 

(l.54) 

Asl 

(l.55) 

(1.56) 



12 

y tendremos 

(1.57) 

y 

1 1 [ 1 i ] 
y- = v'2 1 -i 

y-1 = JFI 

por lo que lF es unitaria. 

Un vector de Janes en la representación cartesiana puede ser escrito en términos de 

una base arbitraria { t:;... Ev} no necesariamente normal u ortogonal como una combinación 

lineal 

{1.58) 

con E,.. y Ev números complejos. Así escribimos explícitamente E:u y Ev como combinación 

lineal de E::r y E.,. 

Es decir• la matriz ( /u 
h1 

o mas concisa.mente 

(1.59) 

(1.60) 

t:..= ( /11 ) ; 
h• 

(1.61) 

¡., ) relaciona ambas representaciones de la siguiente manera. 
/22 

( 
E, ) ~ ( /11 /12 ) ( E. ) 
E., h1 f22 E., 

{1.62) 

(1.63) 



Y=Y' 

t-o 
X=X" 

Figura 1.2: Vector eléctrico con polarizacion elíptica 

A11oro. bien si {Cu,Cv} forman una base ortonorma.l 

C.. = ( m ) ; E:v = ( -n• ) 
n .,n• 

pues de esta forma 

t:.t:. = {-n.m) [:] = -mn+mn =O 

es decir se satisfacen las condiciones de ortonormalidnd. 

13 

(1.64) 

(1.65) 

(1.66) 

Si los sistemas X-Y y X'-Y' coinciden, la representación de un vector de Janes con 

amplitud unitaria (A=l), fase nula (6 =O), acimut cero (8 =O), y ángulo de .elipticidad E' 

estn. dada por ver figura 1.2 

JE.-,,.= ( c~s< ) 
i.stn~ 

(1.67) 

si multiplicrunos este est ndo por Ae•6 estamos cambiando la amplitud a A , y la posición del 

vector eléctrico al tiempo t. a una posición que esta a un ángulo respecto n1 semieje mayor 
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V=V' 

X= X" 

Figura J.3: 

de la elipse de arctan(tanEtan6) es decir forma.ria un ángulo 6 si fuera circular, pero el 

seginento tan6 será mas pequeño en un factor ! debido ala elipticidad es decir en un factor 

tanE:. ver fig. 1.3 

• ( COSE ) E..,• 11• =Ac' .. 
%5101!: 

(J.68) 

Y ahora agregaremos el acimut 8 aplicando la matriz de rotación 

[ 
cos6 sin6 J IR= 

-sinB cosO 

y obteniendo 

( 
E, ) = Ae'' ( c~s6cou - '.sin O sin< ) 
E,, s1n8cost: + icos8s1nt: 

(J.69) 

Este es el vector de Janes que construirla si conozco In amplitud, la fase, el acimut. y Ja 

elipticidad de Ja onda, es decir. si conozco completamente su estado de polarización (ver 

fig.l.4). 
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Figura 1.4: Para.metros que determinan el estado más general de polnrizacion 

1 .. 1.2 La esfera de Poincare. 

En coordenadas cartesianas lo...<> posibles estados de polarización de unn onda monocromát.ica 

se pueden representar en t.érminos de los pará.Jnetros de Stokcs definidos por; 

So 

s, 
s, 
S3 

(E; Ctl) +(E; Ctl) 
( Ei Ctl) - (E; <tl) 

( 2E, Ctl E, Ctl cos (6, Ctl - 6, (t JI) 
(ú!;, (t) E:, (t) s;n (6, (t) - 6, (tJJ) 

Como el vector de Janes que consideramos es 

rotemoslo ~ aplicándole 

lo·que da 

cos~ 

- sin.¡ 

:sin~ 

cos~ ) ( 

(1.70) 

(l. 71) 

(1.72) 
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(1.73) 

como vemos de las ecuaciones l. 70 la diferencia entre las intensidades de las componentes 

horizontal y vertical es precisamente 5 1 

(1.74) 

La diferencia entre las intensidades de las componentes linealmente polarizadas a. lo largo 

ele i" y-.¡ es 

= 2 (Re(E;E.)) = 2 (e.E.cos(ó• (t) - 6, (t)J) = S 2 (1.75) 

Lo que muestra al parrunetro S2 como una medida de la preferencia de Jo. onda a. estar en 

un estado l"i) si S2 > O ó en un estado 1-i') si S2 < O.De igual manera. usando la .matriz 

que relaciona las representaciones circular y cartesiana en la forma 

que r.s 

(1.76) 

obtendremos 

( 
Et ) = ....!..._ ( E, + iE,, ) 
Er v'2 Ez - iE'JI 

(1.77) 

y analogamentc si tomamos la diferencia entre las intensidades derecha e izquierda obten-

(1.78) 
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Ecuación que muestra la preferencia de el estado de polarización E ,a estar en un este.do 

l+) 6 en un estado 1-) 
Po.ro. luz completamente polarizada. la razón de lo.s amplitudes as( como la diferencia de fe.se 

de atnbas componentes periuanecen constantes. Es decir 

~:r =ctl.c 
Ev 

[6u (t) - 6, (t)] = ctte 

y corno de la ecuación l.G9 el vector eléctrico se puede escribir 

E:r.(t)e•6 ,.(1l = A(t)ei6(t)(cos0cosc-i:;in0sinc) 

Ev (t) e•6.,(t) = A (t) e•6«) (sin O cos E+ i cos O sin E) 

(1.79) 

(!.80) 

Donde hemos mantenido 8 y E constantes y hemos hecho fluctuar en el tiempo la amplitud 

y una fase global. Substituyendo en las definiciones de S, tendremos 

So So 

s, So cos 28 cos 2t: 

s, So sin 29 cos 2E 

s. Sosin2E 

donde So= (A2 (t)} y fácilmente se verifican las relaciones 

So=S~+S~+S~ 

O= !.arctan§ 
2 s. 

1 . S3 
c=2arcsms?+s1+sj 

(1.81) 

(1.82) 

(1.83) 

(1.84) 

Así {St, 5 2 , 5 3 } son las coordenadas cartesianas de un punto sobre unn. esfera de 

radio So cuyas coordenadas esféricas asociadas son {So. 20, 2t::} que representan la intensidad 

total, el acin1ut de la elipse y la excentricidad de esta respectivamente. La esfera antes 

mencionada recibe el nombre de esfera. de Poincare (ver fig 1.5). Originalmente PoincarC 

represento primero a los estados de polarización como puntos del plano complejo, y la esfera 

de PoincarC resulta entonces de ton1ar la esfera proyectiva asociada con este. 
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L• Esfera de Polncaré 

Figura 1.5: 

1.1.3 Los parárn.et.ros de Stokes 

Dados cuatro filtros; Fu isotrópico; F1 lineal horizontal; F:zlineal a 45°; F3circuJar 

derecho f+) (opaco a estados izquierdos 1-) ). Se miden las irradiancias a través de estos 

cuatro filtros obteniendo Ia; Ii; I:z; /3 . Y a partir de estas medidas se definen los parámetros 

de Stokes como 

Si= 2I1 -2Ia 

S3 = 2/3 - 2Ia 

Observemos que So es simplemente la irradiancia incidente, Si refleja una tendencia 

a asemejarse a un estado de polarización lineal horizontal (si Si > O) 6 a un estado vertical 

(si Si < O). S:zimplica una tendencia a asemejarse a un estado lineo.l a +45° (si S:z > O) ó 



19 

n. -45° (si S2 < O). Y finalmente S3 revela. una tendencia a ser un estado circular derecho 

(si Sa > O) ó izquierdo (si Sa < O) ó ninguno de estos si Sa = 0.usí podemos representar los 

vectores de Stokes en términos de los parámetros normalizados 

So= Io = 1 
So 

en donde es como si experimentásemos con un haz de irradiancia unit.a.ria y tenemos 

el vector de Stokes que representa el estado de polarización del sistema dado por: 

S= [ ~ 1; 
s. 

_ ............. [ ¡] · 

En donde la primera componente que es la irradia.ocia siempre valdrá uno, cumpliéndose: 
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Que en términos de las componentes norma.liza<lns es la ecuación de la esfera 

unitaria en el espacio de parámetros de Stokcs ü esfera de PoincarC. así si toma.Jllos a. la 

irradiancin. como el prornedio temporal del cuadrado Je la amplitud <lcl vector eléctrico, 

tendremos que pnru luz complctruncntc polarizada los parámetros de Stokes están dados 

por: 

So =< E~ > + < E~ > 
Si =< E~ > - < E~ > 
S2 =< 2Ei=Eavcosc > 

S3 =< 2Eo:i:.EO'Jlsinc > 
si hacemos el cambio de coordenadas E:r = Ez coso+ E'll sin or ; Ey = El/coso - E'Z sin osi 

a y b son los semiejes de la elipse n 2 + b2 = E~+ E~ y =Fab = EozEOJI sin e la excentricidad 

x cst.a dada por tan x = :::¡::~ • y haciendo uso de estas definiciones obtenemos las ecuaciones 

de transformación de coordenadas rectangulares a esféricas, mismas que nos permiten in

terpretar a cualquier estado de polarización como un punto sobre la esfera de PoincarC., 

dadas por: 

Si = Socos2x cos2or 

S2 = Socos2;xsin2o 

S3 = Sosin2x 

y las relaciones[t) 

tan2n=~ ,y 

1.2 La matriz de coherencia 

Sa 
tan2x=~· 

vs? +s~ 
(1.85) 

Por definición una onda monocromática es completa.nientt.> polarizada, esto es, la 

punta del vector eMctrico rota sobre una circunferencia ó una elipse. Para unn onda lineal

mente polarizada In elipse degenera en una líneo. recta. Para luz no polarizada (natural), 

el estado de polarización crunbia de manera a1eatorin. respecto ni t il'mpo. Las ondas po

larizadas y no polarizadas son casos extremos y en general se presenta luz parcialn1entc 

polarizada, a.sí la. punta del v(!'ctor eléctrico no se mueve ni contplet a.tnente regular ni de 

manera totn.ln1cnte irregular. Aquí nos restringiremos al estudio ele luz cusin1onocromática, 

es decir ~V« v 0 .(experimentalmente se uso luz láser). 
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Sean E..,,(r,t) y E,,(r,t) }ns representaciones de las componentes X e Y de los campos 

rea.les, formaremos el siguiente vector columna. 

E(r,t) = ( Ez{r,t) ) 
E,,{r,t) 

así el adj\.llltO del vector E(r,t) es el vector renglón: 

E'{r,t) = (E;(r,tJ.E;{r,t)) 

y con estos dos vectores definirnos la matriz de coherencia 

con: 

(Ez(r,t),E;(r,t)) 

( Ez(r,t), E;(r,t)) 

(Ev(r,t),E;{r,t)) 

( E,,{r,t), E;{r,tl) 

(aquí los braquets solo representan el promedio tcmporn.L) 

{l.86) 

{l.87) 

{l.88) 

(1.89) 

(1.90) 

Los elementos Jz,,, y J 11:z miden la corrclo.ción entre las componentes X e Y del 

vector eléctrico en un punto_ Como Jz'JI = J 11z In. matriz es Hcrmitiana ó n.utoadjuntn., 

es decir ..J = .,Jt. Analogamentc al grado complejo de coherencia se introduce In siguiente 

cantidad que mide el grado de coherencia entre las componentes del campo en un punto 

IL%'JI = ~::.·;J.,.. Es usad.a la matriz de coherencia J pues sus elementos son susceptibles de 

ser medidos como veremos mas adelante. Podemos aquí hacer notar que el can1po eléctrico 

total en un punto es E= E:ri + ESIJ en donde la intensidad se calcula con10 

(1.91) 

es decir 2lrradiancia =traza de .J y las cantidades ~Jzz y ~Jsnr repr~entan las intensidades 

correspondientes a las componentes X e Y del campo. Considcreinos ahora el siguiente 

experimento: 
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Primero introducimos un retardo de fase de 6 en la dirección V del carnpo 

respecto de Ja componente X por medio de un compensador. 

Segundo este haz es enviado n través de un polarizador lineal orientado a un 

ángulo O con respecto del eje-X, en tal caso el vector eléctrico n lo largo de la dirección 

inclinada a un ángulo O con el eje-X es: E = E:r cos 8 + E 11 sin O. 

intensidad es 

CO donde US&.nlOS Pz'JI = v~:·J.,. •Y~= li'z:Sl'le'""º 

Luego entonces la 

(1.92) 

Observe que I(O. 6) depende de los diversos elementos de la matriz de coherencia .J • En 

Ja práctica usaremos Ja ecuación 1.92 para determinar J:r:r. J:z:11 , J'll:r• J.,,,, determinando la 

intensidad I(B,6) para un conjunto de seis diferentes va.lores de O y de 6 

I .• Obtengamos ahora Ja matriz de coherencia para un haz no polo.rizado. La luz 

no polarizada se caracteriza por el hecho de que .I(O, 6) es constante e independiente de 8 

y de 6 por Jo que en este caso las componentes E,,. y E 11 no están correlacionadas, es decir 

J':zJI = o ó JZJI = JJl'Z = o 
Si I es la intensidad total, Juego 2I = J:z-:z + J'Jl'll = 2Jzz = 2 J1n1 y la matriz de 

coherenc.ia de un haz no polarizado es: 

(1.93) 

es decir es rnllltiplo de la unidad. 

2 .- Ahora consideremos un campo rnonocromatico, es decir un haz completamente 

polarizado. Sean: 

E:&= e-z:exp[21tiv0 t+it/J:z-J 
(1.94) 

E'll = e 11 exp (27riv.,t + it.b11 J 

donde e:z. c 11 • t/J:z, 1/.•11 son constantes independientes del tiempo. 

matriz de coherencia resulta ser. 

por lo que en este caso la 

C:z-C'll cxp (i(l/-'z - tl'v)J ) 

r~ 
(1.95) 
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podemos observar que det 3 =O. Consideremos ahora. un campo cuasimonocromatko dado 

por 

donde ez, ell.1/J,,,,. t/!11 son fundones que varían lenta.mente con el tiempo, si Ja diferencia tem

poral es taJ que Ja razón de ez(t).a c¡,(t) y Ja diferencia de fase fTPz(t) - ..¡..,,(t)J son con

stantes (independientes del tiempo) entonces la Juz debe estar polarizada y en este caso 

det.J también se anula (por ejemplo si un haz monocromntico es pasado por un poJar

izador resultara un haz como el descrito), por tanto Ja matriz de coherencia para radiación 

completamente polarizada satisface Ja condición det .J =JzzJ,,,, - fJz11 f2 = O {15, GhatakJ 

Encontraremos a continuación las matrices de coherenda que representan una onda JineaJ y 

una onda circularmente polarizad.a respecth"ftJ'tlcnte. Si Ja luz esta Jincalmente polarizada, 

y el vector eléctrico forma un ángulo 8 con eJ eje X entonces 

E:e = a cos O exp(2nivot + i¡p) 

E 11 = a sin O exp(211'"iv0 t + i¡p) 

donde a y rp son constantes independientes del tiempo por Jo ,que en este ca.so Ja matriz de 

coherencia resulta ser 

( 

a2cos2 0 a 2 cos0sin0) 

J = a 2 cos8sin8 n 2 sin2 8 

y como la intensidad de Ja onda es igual a ;n2 podemos reescribir 

( 
cos2 0 

J =21 
cosOsinO 

y podemos obtener para luz polarizada 

alolargodelejeX(O =O); 

J=21(~ ~) 

cosOsinB) 
sin2 9 

del eje Y; 

J=21(~ ~) 

(1.96) 

(1.97) 

(1.98) 



Para luz circular derecha podemos escribir 

a' exp(27riv0 t + iip) 

ia.1 exp(27riv0 t + it.p) 

de donde obtenemos 

J = = 1 ( 
a"' -;a"' ) ( 1 -; ) 
ia12 a'2 i 1 

ya que 

J:t:z = (EzE;) = (a.'e•<2•v.r+.,.,)) {a'e-•C21u• .. 1+.,.,)) = a'2eo = 412 
Jz11 = (EzE;) = (a'e~C2•v .. 1+.,..>) (-ia'e-•C21u ..... 1+.,.,)) = -ia'2eº = -ia'2 

Jvz = (E11E:) = (ia'e•C2•v.t+,.ci)) (a'e-•C2•v.i+.,p)) = ia'2eº = ia.12 

J 1111 = (E11E;) = (ia'eiC2•"•1+<P>) (-ia'e-•<2• .... t+.p)) = -i2 a12e 0 = +n'2 

pues a 12 = 21' ó I' = a; y teníamos que 

Ez = a'e•C2•v.t+op) = a'eí(kt+..p) =a' (cos(kt + ~) + isin(kt + t.p)) O 

Medición de Jos elementos de J 

24 

(1.99) 

(1.100) 

La versatilidnd de la matriz de coherencia se debe a que sus elementos son susce~ 

tibies de ser medidos . Dada una onda, obsürven1os que si se introduce un can1bio en la fase 

6 en Ja componente Y relariva a Ja componente X, y si pasarnos la radinciún a través de 

un polariza.dar lineal inclinado un ángulo O con la dirección de transmisión : Ja intensidad 

I(6,li) es 

(1.101) 

por medio de seleccionar va.lores específicos de 8 y de 6 y haciendo seis medidas. Jos elementos 

de Ja matriz de coherencia se pueden determinar. 

Así tenemos 

2I(O,O) 

2I("ií ,O) 

f
I(f,O) - I(.'1f,0)1 +; fI(~, i) - I(~. "iíl¡ 
l(f,O) - I(.'1f,O) - ; I(~. "ÍÍ) - I('¡-, i) 

(1.102) 
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J:rz mide la tendencia a ser un estado horizontal, Jw la tendencia a ser vertical, J~ consta 

de dos partes, la primera mide la tendencia a ser lineal a ±45"' y la segunda a ser circular 

derecha. Por t1ltimo J 11z también consta de dos partes, Ja primera es idéntica a la de arriba, 

y la segunda mide Ja tendencia a ser luz circular izquierda. 

Por Jo tanto por medio de un polarizador lineal y un compensador. (una Jántina de cuarto 

de onda seria suficiente ya que en todos Jos casos 6 = O 6 6 = S-) podemos determinar la 

matriz de coherencia con solo medir I(O, 6) para los siguientes va.lores. 

zontaJ 

zontaJ 

I 1 (O, O) tan solo el polarizador lineal con el eje de transmisión horizontal E.JE-X 

I2(J,O) tan solo el polarizador Jineal con el eje de transmisión vertical EJFrY 

I3(~,0) tan solo el polarizador lineal con el eje de transmisión a +45° 1er cuadrante 

I4(~,0) tan solo el poJarizador lineal con el eje de transmisión a -45º 2° cuadrante 

I 5 ( f, J) el polarizador a +45° y Ja lárn:ina de cuarto onda con su eje rápido hori-

Io(~, i) eJ polarizador a -45° y Ja Já.m..ina de cuarto onda con su eje rápido hori-

Entenderemos por horizontal y vertical a las componentes paralela y perpendicular al plano 

de incidencia taznbién llaznados eigen-estados de polarización o eigen- polarizaciones. 

Además Jos paráznetros de Stokes y los elementOIS de Ja matriz de coherencia se relacionan 

por las ecuaciones: 

s. J:z::z:+Jw 

s, J:z:z-Jw 

S2 Jz,,+Jpz 

S3 i (JZJI - Jpz) 

o en forma matricial 

(: J = ( ~ ~ ~ ~l J ( ~= J 
$3 o +t -i o J.,,, 

por Jo que las distintas representaciones son equivalentes. 
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V' V 

Figura 1.6: Sistemas rotados de ejes cartesianos 

1.3 Estados de polarización del fotón 

El fotón es un sistema de dos estados, pues para describirlo debemos dar, en primer 

lugar su momentum vectorial, para un fotón libre su frecuencia queda determinada por su 

momentum. 

No obstante • existe también Ja propiedad llamada polarización. En la teoría clásica de

. scribimos la luz en términos de un vector eléctrico que oscila horizontal o verticalmente; 

estos doe clases de luz se llaman luz polarizada en la dirección X y en la dirección Y respec

tivarnente. luz polarizada en cualquier otra dirección se obtiene superponiendo dos campos 

de distintas amplitudes en X y en Y, o si se toman las componentes X'e Y desfasadas 90° 

se obtiene un campo eléctrico que gira (-luz elipticarnente polarizada-). 

Supondremos ahora que tenemos un solo fotón. no hay cainpo que podamos discutir en 

la misma forma. Debe haber por Jo tanto dos clases distintas de fotones. Así podemos 

describir Ja polarización de un fotón como un sistema de dos estadoe. Un fotón puede estar 

en c1 estado J X )o en el estado J Y ) y podemos tomar l .. Y ) e 1 Y ) como los estados ha.se 

de un fotón de momentum dado que apunta hacia no..o;otros (dirección Z). Las ecuaciones de 

cambio de coordenadas de un sistema rotado un ángulo 8 con respecto a otro se deducen 

directamente del dibujo 1.6 y son 



/X')= /X)cosO+ /Y )s;no 

/Y')= /Y )cosO-/X)s;no 
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(1.103) 

para un fotón en el estado IX') que atraviesa un analizador en Ja dirección 1 X) la amplitud 

de que un fotón en el estado/ ,.,Y) este también en el estado/ _,.y') es (X f X') y la probabHidad 

es el cuadrado del valor absoluto de esta amplitud. Es decir (X 1 X') = (X /X) cos 9 + 
(X 1 Y)sinO pero como (XI X)= 1 y (,.,Y J Y}= O ya que es una base ortonormaJ. Asf 

( ..,1( f .,,.Y') = cos O y la probabilidad sera I = cos2 O que hemos denotado con I pues es Ja 

irradinncin que es nuestro único observable. Así hemos deducido la Jcy de 1\.-lalus (resultado 

clásico) de nuestra descripción cuanticu. Sean los estados derecho e izquierdo de polarización 

dados como sigue: 

= 
y 

/ D) = -;!;¡(/X) + i /Y )) 

/I)=-;!;¡(IX)-i/Y)) 

(D /D) =!;:(/X) +i/Y ))((X/- i(Y/) 

=.,¡[(X /X)+ i((X /Y) - (Y /X))+ (Y /Y))= 1 

(D /I) = ~(/X)-i/Y ))((X/-i(Y/) 

=,\[(X /X) -i((X /Y )-(Y /X))-(Y /Y)] =0 

ahora sumando y restando f D) e / I ) obtendremos J X) e 1 Y ) 

/D) -/I) = ),¡2i/Y) = /Y)= ~(/D)-/I )) 

(l.104) 

(l.105) 

(1.106) 

(1.108) 

es fácil pasar de unn bn.sc a la otra y para Juz circularmente polarizada no habrá diferencia 

desde un sistema rotado. En un sistema girado un ángulo O ID'} = ~ (1 X') + i / Y' } ) 

y substituyendo Jn.s ecuaciones de transformación obtenemos 



pues 

y como 

1 D') = :j; (IX) cos9 + IY) sin O+ ilY) cosO-i¡X )sin O) 

=~[IX) (cosO - isinO) + J Y) (sin O+ icosB)] 

= ~ flX) (coso - isinO) + i 1 Y) (coso - isinO)] 

= :j; (cos9- isin9) (IX)+ i 1 Y)) 

1 D') = e-•0 ~ (1 X) + i IY )) 

cosO - isinO = e-d1 

~(IX)+ilY))=ID) 
podemos concluir que 

y de manera completamente análoga se obtiene 
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(1.109) 

(l.110) 

(l.111) 

(1.112) 

(l.113) 

(1.114) 

es decir que la descr-ipción desde un sistema rotado un ángulo O tan solo introduce un factor 

de fase e-iB que se puede cntend1?r como unn. descripción adelantada o atrasada segun est.e 

factor[lO]. Siguiendo esta misma linea, si tenemos un estado lineal, digamos 1 X)• al rotarlo 

un ángulo 8 obtendremos otro estado lineal dado por: 

coslllX) + sinll 1 Y)= ~ cosll(I D) + 1 I )) + sinll(ID) +JI )) 

que reagrupando da 

cosOIX) + sinBIY) = ~CID) (cosO - isinO) + 1 I ) (cosO + isinO)) 

y recordando que e*•8 = (cos 8 ± 1 sin 8) obtenemos: 

1 e-•B 
coslllX)+sinBIY) = v'2 (r-'9 1D)+e'9 )/ >) = v'2 (1D)+e'28 1I >) 

(1.115) 

(1.116) 

(1.117) 
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es decir que si originalmente el estado 1 X) estaba dado por CID) + JI )) al rotn.r este estado 

un ángulo 9 las componentes / D) e 1 I ) se desfasaran un ángulo de 28 entre sí además de 

un factor de fase globaJ. 

1.4 Dispositivos de polarización. Representación matricial. 

Se entiende por dispositivo de polarización todo aquel que, interpuesto en el camino 

de una ond~ genera a su salida un estado de polarización defirtldo. Sea JE11) dicho estado 

(normalizad.o), característico del dispositivo de polarización o polariza.dar y IE) el estado de 

polarización incidente. El estado fE') resuJtante coincidirá con JE,,) excepto en el modulo 

que vendrá dado por la proyección de (E) sobre JEp) es dccir.(4] 

IE') = (EpfE) fEp) (1.118) 

Expresión que aparece mas clara si se escribe como un operador actuando sobre IE) 

IE') = fEp) (E,, 1 Ep) (1.119) 

Aquí se observa. que el dispositivo de polarización desempeña el papel de un operador 

l.Ep) (Epi que al operar sobre cl estado fE) lo transforma en el estado IE'). Ut.ilizando Ja 

representación de Janes basada en los vectores complejos, e& fácil comprobar que la corre

spondencia entre fE) y IE') a través de fE,.) (Epi es una correspondencia linea.J, de modo 

que una vez elegida una base de representación en el espacio de estados, por ejemplof Pz) 

, JP.,) al dispositivo representado por el operador le corresponderá una cierta matriz P en la 

forma usual. En efecto, usando el convenio de Einstein para sumar sobre indices repetidos 

tendremos. 

IE) =a, IP.) 
IE,,) = p, IP.) 
IE') = a: IP.) 

y aplicando IE) = (Ep 1 E) IE1.) tendrr.:mOQ 

a: f P,) = IE') = (E,.I E )IEp) = p;a,p, f P,) 

(1.120) 

(1.121) 



pues (.Ep J E) = 7 pja; (producto punto), y 

de modo que a: = p;a,p¡ = P•Pja; 
o bien en forma explícita 

es decir 

IE,.> = P• IP.> 
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(1.122) 

(1.123) 

por lo tanto la matriz P o matriz de Janes correspondiente al polarizador es simplemente 

la representación matricial. del operador IEp) (Ep) que proyecta cualquier estado sobre 

(.Ep) • Es inmediato comprobar que la matriz P es idempotente (P2 = P) y Hermitiana 

(P;i = Pj,). 

A continuación presentanlos algunos ejemplos sencillos de matrices que represen

tan dispositivos de polarización. Primero obtendremos la matriz de Janes asociada n un 

polarizador lineal (Po)= cosBIPz) +sinBJPv) en la base {IPz) ,(P11)} esto es 

[ cosO] [ } [ cos
2 O cosOsinO] IPo) (Poi==> Po= . cosB sin O = . . 

2 smB smBcosB sm 8 

así misn10 podemos usar la.s ecuaciones de ca.ntbio de coordenadas 

I+) =~(IX)+ i IY)) 

1-) =~(IX) - i IY)) 

en donde también es usual escribir 

IX)= -;h CI+) + 1-)) 
IY) = -7, Cl+)-1-)) 

ID)= I+); II) = 1-); IX) = IP.); IY) = IP.); 10) = IPo) 

(1.124) 

(1.125) 

(1.126) 



jY) = [ o ] 
EO'Jle'.,.. .. 

para representar IO) en Ja base {J+). J-)} es decir 

IPo) = cos9 jP.) + s;n9 IP.J = "';Jf (i+) + 1-}) - i~ (I+) - 1-)) 
IPo} = ~ (cosD- isinB} JD) + ~ (cos8- isinB) JI) 

es decir 

es eJ vector de .Janes en Ja representación o base {I+), J-}}. 

Así en esta base Ps = IPg) (P9J estará. dada por 

Ps = - [ e'8 e-"' J = -1 [ e-•• ] 1 [ 1 
2 e"° 2 e2•B 

e-:••] 
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(1.127) 

(1.128) 

(1.129) 

(1.130) 

que es el operador de proyección P 0 en la Wrección 8 en la representadón {I+) .1-)}. 
La matriz de Janes asocia.da a un dispositivo que produce luz circularmente polarizada 

dextróg;ra I+} = -j; (IX}+ i IY)) en la base {IX}, jY)} .es 

(1.131) 

1.4.l. Mat;rices de Mueller 

En 1943 H Mueller diseño otra forma matricial. de representar los dispositivos de 

polarización t.jUC permite trabajar con los vectores de Stokes para luz incoherente, siguiendo 

exactwnente el mismo razonamiento se obtienen la.s matrices de l\fueUer 

JE') = (Ep J E} JE,.) = JE,.) (Ep J E} (1.132) 

por ejemplo 
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[ 

l l [ l -1 o o l ..... 1 -1 1 -1 o o IY) (Yf = JP, = - [ 1 -1 o o J = -
20 20000 

o o o o o 

(I.133) 

[ll [1001] -ID 10000 
J+) (+I = D = - [ 1 o o 1 J = -

20 20000 

1 1 o o 1 

(l.134) 

y as( sucesiva.mente. A continuación presentamos una tabla en donde se muestran las 

matrices de Jos principales dispositivos de polarización 



horizontal 

(f°g) 
JI.fuellar 
1 o o 

l l o o 
o o o o 
o o o o 

poJarizaclor lineal 
a +45'" 

( /º"':.1 ) 
-1 1 

J\,fualler 

Dispositivos d~ polarizncion y su 

rcpresentacion matricial 

po)arizador lineal 
vertical 

cf1) 
Mualler 
-1 o o 

o o 
o o 
o o 

a e cuarto 
de onda eje 

rapido vertical 

e~ ( t~i) 

~ ( ~1 f f f) 
Mu.fler 

1 o o o 
o 1 o o 
o o o -1 
o o 1 o 

pala.rizador circular 
derecho 

Mueller 
1 o o 1 
o o o o 
o o o o 
1 o o 1 

polarizador circular 
izquierdo 

~e i:·-n 
Mueller 

1 o o 1 
o o o o 
o o o o 
1 o o 1 

polarizador lineal 
a +45'" 

ct7) 
Mueller 

1 o 1 o 
o o o o 
1 o 1 o 
o o o o 

de onda eje 

,::idcº F~r)al 
e O i 

J\,fuellar 
1 o o o 
o 1 o o 
o o o 1 
o o -1 o 

El espejo 
metálico 

Se propone 
en el texto 
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Vectores de Stokes y Janes 

IX) IY) 1+45°) 
s 
t 

U) ( il) U) o 
k 
e 
s 
J 
o (¿) (0 -j; (! ) n 
e 
s 

-q~-· I+> 1 ) 
s 
t 

( ~l) (D (jJ o 
k 
e 
s 

J 

o 

~ ( -.'.1) -j; ( _'., ) -j; ( ~. ) n 
e 
s 

Un último dispositivo que no es cstricta.ntente un polarizador es la hunina birrefringent.e, 

pues el estado dC!' polarización que produce a Ja salida depende del estado entrante, es decir 

no hay un cstruJ~ de polarización característico asociado con dicho dispositivo. 

Para un estado de polarización IX) a la entrada de la lamina, el estado de polarización a la 

salida estará detPrminado por el desfase espacial q,% que se puede escribir como 

(1.135) 

el signo positivo de "1z queda determinado por la definición de (r,t) t. fa.se usada en E(r,t) = 
Eoce•(k·r-.... o. al nurnentar Z, kz es positivo es decir, a la salida se tendrá IX) = e•<I>~ IX) 
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analoga.m.ente pnrn un estado ala. entrada de la lamina se tendrá a la salida de la misma JY) = 
e'"'" JY) con q,11 = kon,,h . Para una onda incidente en un estado genérico de polarización 

de la forma 

IE) =a IX) +blY) . (1.136) 

se tendrá a Ja salida 

jE') = ae;"'• IX) +be;"'- IY) =e;"'- (a IX) + be;6 IY)) (1.137) 

donde se ha tomado 

6 ="'•-<P.= k 0 h(n,, - n.) (1.138) 

y ahora tenemos que en términos de la base {IX}, IY)} se puede escribir 

jE') = e'"'• [ ,:., ] = [ ~ e~• ] (1.139) 

por lo tanto la matriz asociada a la lamina birrefringente es 

IE') = ..... [ i o ] 
O e"' 

(1.140) 

el factor e"'"• afecta solo a Ja fase global pero no al estado de polarización, cuando 6 = J la 

lamina se JJruua de cuarto de onda puesto que las componentes IX) • IY) se desfasan en ~ 

,si 6 = 7f se dt?uomina de media onda pues las componentes fX) , fY} se desfasan en j er,c. 



36 

Capítulo 2 

Interferometría 

2.1 InterCerencia de dos ondas 

La intensidad de luz. 1 se define como el promedio temporn.1 de la. cantidad de 

energía que cruza en una unidad de tiempo una unida.el de área perpendicular a la dirección 

del Aujo de la energía. para una onda plana tendremos 

(2.1) 

Pucs10 que campa.ramos intensidades en el mismo medio tomaremos la cantidad (E2) como 

una n1cdida de la intensidad . Aquí trataremos lo concerniente a campos monocromn.ticos 

y representaremos el vector eléctrico en la forma (ver (1)) 

E(r,t) =Re [A(r)e _ _,, + A•(r)e....,'] 

Aquí A es un vector con componentes rectangulares cartesianas 

(2.2) 

(2.3) 

con a...g1 , i = 1, 2,3. funciones reales. Para una onda plana homogénea las amplitudes a.. 
son constantes, en tanto las funciones de fase _q, son de la forma g,(r) = k · r - 6j donde 

k es el vector de propagación y las tJ,s son constantes de fase que espüeifican el estado de 

polarización. multiplicando E(r,t) =Re (A(r)e _ _,, + A•(r)e...,'] por si misma obtenemos 

(2.4) 
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donde tomando el promedio temporal sobre un intervalo largo comparado con el periodo 

T="3-

(2.5) 

suponga ahora que dos ondas monocromaticaa E 1 y E, se superponen en algún punto P . 

El campo eléctrico total en P es E=E1 + E:z, así pues 

y entonces la intensidad total en P es 

I=I1+I2+J12 

donde I1 =(E?}. 12 = (En,y 

J12=2(E1·E,) 

es el t.érinino de interferencia. 

Sean A y B las amplitudes complejas de las dos ondas donde 

Az = a 1 e•J11,A" = a2e•n,A. = a3e•n 

Dr = b¡ e•h1, B.,, = l>,zeih.2, B 11 = llJeih;i 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

Las fases (reales) g. y h,. de las dos ondas en general serán diferentes (pues las ondas 

viajan hasta P por cantinas diferentes ) pero si las condiciones experimentales son tales 

que se introduce una misma diferencia de fase 6 entre las componentes correspondientes, 

tendrernos. 

91 - h1 = !12 - h2 = 93 - ha = ~ L::l.S 

Donde L:::.S es la diferencia de caminos ópticos para las dos ondas desde su fuente común 

hasta P. y ..\o es Ja longitud de on<la en el vacío. En términos de A y B 

&.<i( entonces 

Ei · E2 = :l (Ae--..t + A•e....,') ·(Be _ _,,+ B•e....,1 ) 

= ~ (A·Be-2-.ot +A•· u•e2-..r + A·B· +A•· B) 
(2.10) 
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.112 = 2(E1 ·Eo) = ~ (A·Bº +Aº ·B) 

(2.11) 

esto es 

(2.12) 

cuando (g1 - h1) = (92 - ho) = (93 - h,) = 6 

Esta. expresión muestra la dependencia del terminó de interferencia en las amplitudes com

ponentes y en la diferencia de fase entre las dos ondas. Para que el patrón de interferencia 

que corresponde a la ecuación anterior sea observable, una condición necesaria es que la 

diferencia de fase permanezca constante en el tiempo, esto implica que las fuentes que in

terfieren necesitan ser coherentes, es por esto que se usa una misma onda y se separa ya sea 

en B.lllplitud o en frente de onda , produciendo dos fuentes o haces mutuamente coherentes. 

En la derivación de esta última ecuación no se hizo uso de la teoría electromagnética y en 

particular, no se uso el hecho de la transversalida.d de las ondas. Arago y Frcsnel hideron 

un estudio exhaustivo de las condiciones bajo las cuales la interferencia de luz polarizn.dn 

ocurre, encontrando las leyes que resumimos a continuación: 

a) Dos estados lineales ortogonales coherentes no pueden interferir. 

b) Dos estados lineales coherentes y paralelos interfieren en la misma forma que la 

luz natural. 

c) Dos estados lineales ortogonales constitutivos de la luz natural no pueden in

terferir para formar un patrón fácilmente observable aunque se giren para alinearlos. Este 

último punto es comprensible ya que esos estados lineales son incoherentes. 

De aquí se concluyo que las vibraciones luminosas tenían que ser transversales. Esta con

clusión se verifica fácilmente de 

.l12 = 2 (E1 · Z2) = ~ (A·B·_+ A•· B) = (a1b1 + a2"2 + a3b3)cosó. (2.13) 

Supongamos las dos ondas propa.gandose en la dirección Z y permítn.sc que el vector eléctrico 

de la primera onda esta en el plano X-Z y el de la segunda en el Y-Z .Luego 02 = O, b1 = O. 

y el término de interferencia es 

(2.14) 
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• Puesto que las observaciones de Arago y Fresnel muestran que ninguna interferencia 

tiene Jugar bajo estas circunstancias, debemos concluir que a 3 = "3 = O. esto es que los 

vectores eléctricos de las dos ondas deben ser perpendku1 ares a la dirección Z. Así las ondas 

luminosas resultan ser transversales en perfecto acuerdo con la teoría electromagnética. 

Veremos ahora la intensidad resultante de superponer dos ondas propagandose en 

la dirección Z y que son linealmente polarizadas con sus vectores eléctricos E oscilando en 

la dirección X . Entonces a2 = a3 = "3 = O y con 

y 1, = (ED, 

(E2) =4AA" = 4 (JA.J2 + JA.1 2 + JA,J 2
) = 4 (a~+~+ a~) 

i. = (ED,y 

312 = 2(E1 · ~) = (a1b1 + a26:l + a3b:J)cos6 

.tenemos que 11 = !a~, 12 = !b7 Y 

312 =a1b1cos6 = 2~cosó. 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

y como la intensidad total viene dacia por 1=11 +l2+J12 entonces 1=11 +I2+2v"lil'icos6 

Evidentemente habrá máximos de intensidad 

Imax = 11+12 + 2v'J;i; cuando fól = 0,271",411', .••. (2.18) 

y mínimos de int.ensidad 

lmin = 11 + 12 - 2 v'J;i; cuando 161 = 11'. 371'" • Sw • ..... . (2.19) 

En el caso especial cuando 11 = 12 tenemos que 

1 = 211 (1 + cos6) = 411 cos2 ~ (2.20) 

y Ja intensidad varia entre su valor máximo Im_ = 411 y su valor mínimo Imin =O. 

La misma fórmula usaremos para analizar luz n~po)ariznda t.ratando la componente X y Ja 

componente Y por separado y luego sumando Ja.."" intensidades resultantes. 

2.2 Estados de polarización elípticos mutuamente ortogo

nales 

Imaginemos dos ondas que se propagan en In. dirección Z . Y sean A y B sus 

arnplitudes complejas, donde 
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(2.21) 

(2.22) 

si obtenemos como arriba el termino de interferencia, encontrarnos 

(2.23) 

las fases 91, hh92• h2 pueden ser diferentes en general por tener una diferencia original o 

por haber recorrido diferentes longitudes de Co.JTlino óptico sobre sus trnycctorias. 

Las diferencias de fase 

61=91 - h¡ 

pueden considerarse suma de dos contribuciones 

61=6+ 6í 

Donde ó es Ja diferencia de fe.se que solo depende de Ja diferencia camino óptico de ambos 

brazos. Así 

En el caso de que ó; = 62 = O se sigue la forma usual del tcrnlino de interferencia en Ja 

ecuación de Arago-Fresnel. 

A continuación escribiremos una definición clásica de estados ortogonales de polarización 

elíptica. Dos estaqos de polarización A y B son ortogonales cuando 

y 
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Figura 2.1: Distintos estados de polarización 

61 - 62 = (2171 + 1)1t >71EZ 
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Así e) termino de interferencia J 12 se anula para dos ondas cuyas amplitudes complejas A 

y B , satisíngan las ecuaciones anteriores.Los haces que se muestran en la figura 2.1 a) y b) 

satisfacen 

91 =o 

h 1 =o+6 

!J2=o+"i+-Y 
h2 = o + 6 + 1t + i -+ .,.. 

(2.24) 

donde "'}' es un pequeño exceso de retard8.Jlliento respecto al retardo dr. .; entre antbas 

componentes, de aquí tenemos que: 

Es así que estos dos estados satisfacen la definición clásica de nst.ados de polar

ización elípticos ortogonales dada arriba, por lo que no habrá interferencia observable. En 

cambio para los Ca.Jllpos de la figura 2.1 en e) y d) 
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a¡ = a2 = bi = "2 = a; 

01=a-; !J2=o+i+"')'; 
hi = o + i + 'Y+ 6 h-z = o + 6. 

de donde 

por Jo que no son ortogonales y darán lugar a la aparición de un patrón de interferencia. 

En donde, como anteriormente, hemos definido a ')' corno un pequeño retardo de fase en 

ex.ceso a los 7r radianes. 

2.3 Interferómetros 

Existen dos tipos de dispositivos para observar interferencia, por división del frente 

de onda o por división de la amplitud. En el primer caso se usan porciones del frente 

de onda primario bien sen directamente como fuentes para emitir ondas secundarias, o 

conjuntrunente con sistemas ópticos para producir fuentes virtuales de ondas secundarias, 

estas ondas secundarios entonces se ha.ce que se encuentren para interferir. En el caso de 

división de la amplitud Ja onda primaria es dividida en dos segmentos, los cuales viajan por 

distintos caminos antes de recombinarse e interferir. Dentro de los dispositivos de división 

del Creme de onda están por ejemplo la doble rendija de Young, el doble espejo y el biprisma 

de Frcsnel. o el espejo de Lloyd. Pero son los interferómetros de división de la a.mpHtud 

sobre los que pondremos nuestra atención ya que entre estos se encuentra cJ l\1ach-Zendher 

que es objeto central en nuestro estudio. 

2.4 Interferómetros de división del frente de onda. 

Como mcncionrunos anteriormente, en este tipo de dispositivos se uliJiz.an por

ciones del frente de onda primario para producir dos o rnás fuentes mutuamente coherentes 

de ondas secundarias. mismas que se harán interferir pura producir el patrón observable. 

Quizá Ja mas importante <lemostrnción experimental dt> In naturaleza ondulatoria de In luz 

sea la experiencia con PI interferometro de doble rendija ideado por Young que revisainos 

muy brevemente basándonos en la figura 2.2. 
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Figura 2.2: Doble rendija de Young 

La diferencia de cwnino óptico de '"SJl5 re:;:pccto de ""S2P se obtiene de 

rJ - r 2 = dsinO. así Ja diferencia de fase está dada por k(r1 - r2) ó ó = dsinlJ que es 

6 = ~dsinO 
"'· 

(2.25) 

.Esta sera la fase mas importante en el termino de interferencia 

J12 = 2 (E¡· E,)='~ (A·lliº +Aº· B) 

ó 

(2.26) 

si las fases anteriores son iguales. 

2.5 Interf"erómetros de división de la amplitud 

Los interferómetros de divisiUn de Ja nmplitud por lo general utilizan espejos semi

pla.t endos para sepnrur el haz incidente en Uos hnc1's u.I transmitirse parte de Ja onda y 
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Figura 2.3: lnrnrferometro de 1'.1ichelson y Morley 

reflejarse parte de esta . Por supuesto las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada 

serán menores que la original y es así que uno puedp decir que la amplitud ha sido dividida. 

Existen muchos dispositivos parR observar interferencia por división de la amplitud. quizá 

el más famoso de estos instrumentos sea el intcrfcromctro de Michelson por su relación con 

la teoría especial de la relatividad y la existencia del éter luminifcro. Un esquema de!: este 

interferometro se muestra en la figura 2.3. Una variante de este dispositivo es el intcrfer· 

ometro l\i-!ach·Zchnder (l\.1ZJ) en donde los caminos por donde viajan las ondas han sido 

separados. Este consta de dos divisores de haz : el primero para separar el haz incidente , y 

el segundo para reunir los dos h~ emergentes y así hacerlos interferir y dos espejos totaJ

mente reflectores. Dado que los can1inos son separados es relativamente dificil de alinear, 

pero esta cualidad le hace ser un instrumento muy versátil que encuentra un gran numero 

de aplicaciones. Así es usado para medir el indice de refracción de líquidos y gases o en la 

observación de vu.riadones en la densidad de flujo de gases dentro de cá.Jnaras, túneles de 

viento, etc. Un ejemplo interesnntl• es el Scillya ll usado en Los Atamos en el estudio de 

reacciones tern1onuclcarcs . En la figura 2.4 se muestra una configuración elemental d~ este 

interfcrometro. 

Considerando dos ond~ plnnns linealmente polarizadas. podemos hacer un 
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Figura 2.4: lnterferon1etro Mach- Zehnder convencional 

tratamiento sencillo de los efectos de interferencia que tienen lugar en el interferometro 

Mach-Zehnder. Tornemos la primera onda propagandose en la dirección Z , entonces su 

vector eléctrico esta dado por: 

E1(r,t) = u1A1 cos(kz -wt) (2.27) 

con Ai la Rnlplitud de Ja onda, y u1 un v~tor unitario en la dirección de polarización de la 

onda. 

Si la segunda onda se propaga en una dirección ligera.mente distinta, dada por 8 y q, ;que 

son los ángulos usuales polar y acimutal. Entonces su vector eléctrico esta dado por 

~(r,f) = u2A2cos(kzcos8 + kxsin 9cos<P + A.-ysinBsin Q - wt) (2.28) 

Y como por d principio de superposición el ca.inpo eléctrico totnl en cualquier punto esta 

dado por 

E,(r,t) = E1(r,t) + E,(r,t) (2.29) 

y la intensidad total, por 
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I=B(E,.E,) (2.30) 

con B una constante de proporcionalidad. Así. haciendo el álgebra y tomando el promedio 

temporal tenemos 

I(x.y.z) = ~ {Af +A~+ 2A1A2u1 · u2cos(kz (cosO - 1) + k:rsin8cost/J + kysin8sin4'J} 

(2.31) 

si reescribimos esta última ecuación usando las intensidades de las ondas individuales I1 = 

fAi; I2 = JfA~ y evaluando en el plano z = O (pantalla de observación) se obtiene 

I(x,y.z) = Ii + I2 + 2 (I1I2)j u1 · u2 cos [ksin B (xcos cf> +y sin 4t)] (2.32) 

Todos los elementos observables de las franjas de interferencia se manifiestan en esta última 

ecuación. Donde es claro que la distancia entre máximos es 

~d=~=~ 
ksin8 sin O 

(2.33) 

la orientación de las franjas esta dada por cf> y la visibilidad puede definirse como el cociente 

entre la amplitud del termino de modulación entre el termino "directo" 

(2.34) 

la visibilidad es pobre si las polarizaciones. son ortogonales (u 1 • u2 C:C::: 1) y/6 si e) cociente 

~ esta Jejas de l. El caso óptimo de u 1 ·u2 = l y /1 = I2 da como resultado visibilidad 

1 (intensidad cero en el mínimo). 

En Ja figura 2.5 analizaremos la geometría del patrón de interferencia. En la figura 

se muestran las dos ondas planas propa.gandose en diferentes direcciones, y superponiéndose 

sobre la pantalla de observación. Las franjas resultantes deben ser líneas rectas perpcndic-

ulares al plano de la figura.2.5 

7J=Ad=~ 
sin O 

(2.35) 

en el esquema se ha exagerado 9 que es el úngulo que se ha rotado el segundo divisor de 

haz con el fin de que no aparezca una sola frnuja ocupruido todo el crnnpo. 
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Figura 2.5: Gcometria del patron de interferencia en un Mach-Zehndcr 



Capítulo 3 

Coeficientes de Fresnel. 

3.1. Reflexión en dielectricos 

Analicemos una onda plana monocromática que inddc en la interfase de dos 

medios. por 8Cl" monocromática tiene Ja forma: 

E; = Eu, exp fi(k; · r - w;t)) 

o más simplemente 

JE. = Eo. cos(k1 • r - w.t). 

Supongamos a Eo. constante en el tiempo es decir es una onda linealmente polarizada. 

Aquí tanto el origen en el espado como en el tiempo son arbitrnrios. Entonces sin hacer 

suposiciones aceren de sus direcciones, frccucncins, amplitudes o foses, podemos escribjr las 

ondns rcffcjncla y transmitida con10 

E,. = Eo,.. cos(k,. · r - w.-t-+- e.-). (3.1) 

y 

E,= Eo,cos(kt ·r-wtt+e,). (3.2) 

Aquí e,. y e, son constantes de fase? relativas a Es ,que se introducen debido a que la posición 

deJ origen no es Unica. 

48 
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Lo. condición de frontera que se debe de imponer al campo eMctrico E en lo. interfase, es 

que su componente tangente n esta, sen continua a través de ella. Entonces yo. que Ün es el 

vector unitario normal a la interfase 

(3.3) 

6 

Ctn x Ecu cos(kt·r-w1 t)+ün X E0r cos(kr ·r-w,.t+€,.) = Ün x Eot cos(ki·r-w,t+Et). (3.4) 

Esta relación se debe mantener en cualquier instante y en todo punto de la interfo..:se. Con

secuentemente E 1, IE.-, E 1 deben tener In misn1n dependencia funcional en la posición y en el 

tiempo, lo que implica 

Co1no esto debe ser cierto en to<lo instante los coeficientes del tiempo deben ser iguules, 

obteniéndose 

w¡=w.-=w1 (3.G) 

Además 

(3.7) 

donde r termina en la interfase. Los valores de e,. y e 1 corresponden a una posición da.da 

del origen y entonces ellos permiten que la relación sea válido. independientemente de esa 

ubicación. De los dos primeros tértninos obtenernos 

(3.8) 

Esto. expresión indica. que el punto extremo de r barre el plano de la interfase. Del hecho de 

que (k¡: - k,.) no tiene con1ponente en el plano de lo. interfase , es decir fin x (k¡ - kr) = O, 

concluimos que 

kt.sinO¡: = krsinOr (3.9) 
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y por consiguiente tenemos la ley de la reflexión, es decir 

8, =8. (3.10) 

Como antes tenfainos que 

(le; · r) l•nt= (k, · r + «) l•n• (3.11) 

es decir 

((k; - k,) · r] l•m= e, (3.12) 

y por consiguiente (k¡ - k,) es también normal a la interfase. Entonces k¡, k,.., kr y Ún son 

coplanares. De forma semejante, las componentes tangenciales de k, y k, deben ser iguales 

y en consecuencia 

k; sinº• = k, sin e, (3.13) 

Pero como las frecuencias incidente y transmitida son iguales, multiplicando ambos lados 

por ~ obtenemos la ley de Snell. 

n, sin e. = n, sin o, (3.14) 

Consideremos ahora una onda electromagnética que incide en la interfase de dos medios 

cun.lesquiern y con un estado de polarización arbitrario, para determinar las amplitudes de 

las ondas reflejada y transmitida, descompondremos el vector eléctrico de la onda incidente 

en ~us cosnponentes normal y paralela al plano de incidencia para estudiar estos dos casos por 

separado y analizar cualquier onda en términos de estas dos componentes. Así tendremos 

qt1<? considerarlos siguientes dos casos. 

Caso 1.- E perpendicular al plano de incidencia. 

La teoría electromagnética establece que debe satisfacerse la continuidad. de las 

componentes tangenciales a la interfase de los vectores E y H .esto es. 

(3.15) 

así como 
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Figura 3.1: Vector eléctrico en una interfase; componentes para.lela y ortogonal 

donde B.= ~E •• 

Jo que implica 

ó 

_ _!_ B,¡ cos Oi + _!_B.- cos 8.,.. = _ _!_ Bt cos Bt 
µ.a µ... µ, 

conv,=v.,..yB,=0.,.. 

µ.¡lV; (E,¡ - E.,.) cosB. = µ,,
1
\li E1 cosBi 

.¡;;.. (Em - E_..) cosB, = ::' Eat cosB, 

y como E_ + E_. = Eot y lo mismo para en.da componente, entonces. 

r. = cE-) = .!!LcosOa - ~cosO, 
Eae • ~cos9a+.!!.1.c:os81 ..... ,.., 

pero si µ. ~ µ, :::: ¡..ia obtenemos 

(
E-) n.cosO.¡ - n, cos01 

r. = Em • = n;cosBt +n,cosO, 

y 
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(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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t.= (E.e) = ___ 2n;~·cos __ B~;-~ 
EQ& • n¡cos61 +n,cosS, 

(3.21) 

que son JOB coeficientes de Fresnel de reflexión y transmisión de la componente perpendicular 

del campo al plano de incidencia. 

Caao 2.-E paralelo al plano de incidencia. 

Para que la componente tangencial a la interfase de E sea continua se necesita que 

y 

µ..IV. Eoa - ~IVr E_. = µ,\?i Eot 

de donde analoga.tnente se obtiene 

y 

r =(E-) =n1cOS9t-n.¡cos81 
P Eoa P n 1 cosO¡ + n; cose, 

(E"') 2n;cos9w 
t,,= Eoa ,. = n.¡cos81 +n1cos8¡ 

en donde usamos el hecho ele queµ.¡=~ y e.= Sr. 

3.2 Reflexión en metales. 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

En Ja solución de la ecuación de onda obtenemos el análogo del numero de onda 

k que es o y se define el índice de refracción complejo por analogía con la solución para 

dielectricos de la siguiente forma. o = ~ N que es la relación para dielectricos (3) .así 

introduciendo el índice de refracción complejo ñ obtendremos o = ~ñ con ñ = n + iK. 

tenemos que 

n + iK = cJcµ+.:; (3.2G) 

y elevando al cuadrado e igualando partes real e imaginaria 

2TIK4V = c2 rTµ (3.27) 
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(3.28) 

Así la reftexi6n en metales se puede tratar usando las mismas expresiones de los coeficientes 

de A-esnel hallados anteriormente r,. y r., y si considerarnos una interfase vacío metal (no 

ferromagnético) entonces µ ::::::= #Lo y al generalizar las ecuaciones de Fresnel debemos tornar 

el índice de refracción complejo haciendo N 9 = 1, Ni= ñ. lo que implica. 

r _ cE-) _ cos81 - ñcos9s 
P - Eoi P - ñcos9i + cos61 

(3.29) 

( E-) cosB• - ñcos81 

r. = E.,; • = cosO, + iicos9, C3 .3 o) 

El índice de refracción ñ es complejo por lo que heredará este mismo carácter al ángulo B, 

pues este y el ángulo de incidencia se relacionan por la ley de Sncll como sigue. 

sin Bt = si~ Ba = sin~· 
n n+&IC 

(3.31) 

por lo que el coseno estará dado por: 

( 
sin2 9, )j 

COS8t = 1 - (n + iK):l: (3.32) 

en conclusión 

_ (1 - ~)¡, -(n+i1e)cos8 
rp- i 

(1 - t~+:!J2) + (n + iK) cos8 
(3.33) 

_ casB- (n+iK) (t - ~)i 
r. - j 

cos8 + (n + iK) (1 - (~+:!Jli) 
(3.34) 

3.2.1 Matrices de reflexión y ecuaciones de Fr-eanel 

Si identifica.nlos las componentes paralela y perpendicular al plan'"> de incidencia 

con las componentes vcrt ical y horizontal respectiva.mente, entonc€!S podemos hacer uso del 

calculo de Jones para definir la "matriz de reftexión" 1 como: 

·~ e-lemento!ol de matriz fuera de In diagonal"°" cero para dieleet.riCOfl i.~trópic<tf' y dunintos de c..-ro en 
el e"'*> d• crist.&lea aniflot.rópico!I. 
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(3.35) 

por lo que el vector de Jones de luz reflejada estará dacio por: 

(3.36) 

donde ( ~ ) es el vector de Joncs de la luz inddente. Los valores de rp y r, son fundones 

del ángulo de incidencia y están dndos por las ecuaciones de F['csnel que como hemos visto 

coso- .,/n2 -sin2o 
r,. = cosO + .../n.2 - sin:;¡ O 

-n2 cos O - ../n2 - sin2 O 
rp = 71.2 cos O+ ../n2 - sin;¿ O 

En la base {f P) 1 fS}} tenemos que 

IP') = R,, /P) = ,·pé•• /P) +o /S) 

IS') = R, /S) = ,·,é•· /S) +o /P) 

(3.37) 

(3.38) 

ns{ un vector IE) = a f P) + b IS) se transforma en !E') = Mr IE) donde la matriz esta da.da 

por: 
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Capítulo 4 

Fase de Berry 

En 1984 M. V. Berry, dedujo la existencia de un nuevo factor de fase para sis

temas cuánticos cuyo Ha.miltoniano evoluciona, o.diabatica, y ciclicamente en el espacio de 

parainetros de los cuales depende. La nc>integrabilidad de este factor lo hace ser observable 

por medio de interferencia . 

En este capitulo estudiaremos primero la aproximación adiabat.ica1 herramienta 

indispensable para entender la fase de Berry. A continuación estudiaremos algunos ejemplos 

de esta fa.se, para finalmente, estudiarla en interferometria. óptica. 

4.1 La aproximación adiabática 

En la aproximación adiabática nosotros esperamos con fundamentos físicos que 

las soluciones de la ecuación de ShrOdinger, se puedan aproxiniar por medio de eigen

funciones estacionarias del Harniltoniano instantáneo. Así una eigenfuncion particular en 

un instante dado evolucionarla continuB.lllente hasta la eigenfunción correspondiente a un 

tiempo posterior .[13} 

Es decir que si para un sistema cuantico se satit>Ía.ce la ecuación 

ÍiJ (t} Un (t) = En (t} Un (t) (4.1} 

en t.odo instante de tiempo donde el Hamiltoniano varia muy lentainente, entonces es de 

esperarse que si el sistema esta en un eigencstado n~degenerado Un (O) con energía En (O) 

en t =O •se encontrara en un eigenest.ado Un (t)con energía En (t) al tiempo t .Así mismo 
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ea impor~tc estimar, en que grado esta expect.ativa no se satisface y si es que aparecen 

otroe estados en la expansión de '11 en térnünoe de las ~.s. 

La ecuación de ShrOclinger dependiente del tiempo es 

ili~ =ii(t)"'(t) (4.2) 

Entonces si íi (t) varía muy lentamente, deberiamoe esperar que una buena aproximación a 

su solución se encuentre resolviendo la ecuación de ShrOdingcr para cada inet.ante asumiendo 

que íi es ex>nstante e igual a su valor instantáneo Ü (9) cxm 9 el valor de ten el que queremos 

evaluar íi. Las funciones de onda estacionarias , obtenidas haciendo t = O = ctte , deberían 

sat.isfaoer 

Íi (0) Un (0) = En (0) Un (0) (4.3) 

Uno espera ahora, que si íi es una función que varia lentanlente con O , una buena solución 

aproximad.a a la ecuación de ShrOclinger será 

ll'n = un (r, t) e-f J; E..CB)dS (4.-i) 

Esto significa que la variación espacial de ln función de onda al tiempo t , es aquella eigcn

funcion instantánea de íi (t) cuyo valor propio instantáneo esta dado por~-
Para probar que la de arriba t~ una buena. aproximación cuando el 1-Iamiltoniano varia 

lentamente. es decir si1JÍ}- es pequeña. Notemos que las 'l'n forman un conjunto ortonormal. 

así pod.emos expresar la función oorrcct.a 1'r en términos de una serie de funciones 'i'n con 

coeficientes an que en general serán funciones del tiempo.(14) 

(4.5) 

Substituyendo en la ecuación de ShrOdinger dependiente del tiempo y haciendo uso de la 

ecuación de valores propios obt.cncmOA: 

donde con cin se denota la derivada temporal del n-esimo coeficiente de la serie. De esta 

última ecuación se puede cancelar el término del lado derecho, dando 
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(4.7) 

multiplicando por u:.,.ef J: E..(lf)d8 , integrando sobre todo el espacio y considerando que Una 

es un conjunto ortonormal ((Urn 1 Un) = 6rnn) • obtenemos 

{<l.8) 

o en notación de Dirac 

(4.9) 

una expresión para ( ~ f~) se puede encontrar deriva.ndo la ecuación de valores propios 

respecto al tiempo 

a:,_r ~ + JI 8;;; = 8 :,,n Un + 8;;; &. (•l.10) 

multip1icando por 1~ e integrando sobre todo el espacio 

J . OH ~ J Bu.. ., J 8En ., J Bu.. ., Una&-una-r+ 1~1-I-¡¡¡-a-r = u:n8tu.na-r+En u;.-¡¡¡:crr (4.11) 

o:>mo H es Hcrmitiano, en el segundo sumando podemos operar sobre 1~ en vez de sobre 

ilgf" y usar Hun = En un . Además el primer sumando del lado derecho desaparecerá pues 

Jlif1 es una constante y Um es ortogonal a Un-

{<l.12) 

J aii J au.. U:., lit"" .f' r = (En - E...) U:.,--¡¡¡- <f' r (4.13) 

que en notación de Oirac se escribe 

< 
aiil ) - '&t 1 Un =(En - E...) (-.1::..) (4.14) 

o despejando 
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< 
º)_(-.1'JD1u..) 

u...lu.. - En-E... (4.15) 

También.requerimos conocer (Un JÜ:n) ; para Jo cual diferenciarnos la condición de ortonor

malidad {Un 1 Un) = l respecto del tiempo, Jo que da 

( .... rl:..) + (l:..1 u..)= o (4.16) 

Corno los sumandos de esta expresión son conjugados el uno del otro, deben de ser imagi

narios puros, y podemos escribir (u.i JÜn) = io (t) donde o (t) es real. Ahora cambiamos 

Ja fase de u,. en ,.. (t) Jo que es permisible pues las fases de las eigcnfunciones son arbitrarias 

en cada instante. Para Ja nueva eigenfuncion 

donde Ja selección de fase 

.,. (t) = - .l' a (O) dO 

hace que ( ~ ,;;, ") = O pues .!). (t) = -o(t) y 

(4.17) 

(4.18) 

{<1.19) 

(4.20) 

Así elegiTC"mos todas las fases en esta forma, y omitiremos las primas. Haciendo En - Ern = 
liwnm y substituyendo en 

(4.21) 

obtenemos de 4.15 

(4.22) 



59 

Ahora podernos estimar á.,. si consideramos an 1 Wnnu u.- 1 'IÍ} inornentáneainente constantes 

en el tienipo, y si a.sumimos que el sistema se encuentra en el estad.o rn en t =: O • Entonces 

podemoe poner aq = 6nm. y obtener 

ñm. = (~m.)- 1 
( ~ 1 ~? 1 Un) e.:....... .. t {>n .. n) {4.23) 

que se integra para dar 

(m .. n) (4.24) 

Esta última ecuación muestra que In amplitud de probabilidad para otro estado diferente 

al inicial, oscila en el tiempo y no muestra un incremento sostenido durante periodos largos 

en tanto el Hantiltonia.no cambie en cantidndc.."'l finitas. 

4.2 Fa.se de Berry 

Si en un sistema cuantico su Hamiltoniano H describe un medio estático.Y est.e 

medio y por tanto su Hamiltoniano Hes lentamente alterado, se sigue del teorema adiabático 

que a cada instante el sistema estará en un eigcncstado del Ha.J'Tliltoniano instantáneo. En 

particular si el 1-huniltorUa.nocs regresado a su forma original, el sistema regresara a su estado 

original salvo por un factor de fo.se. Este factor de fase es observable por int.erferencia . Si 

el sistema se separa en dos, y uno de ellos se hace l"volucionar ciclicamente m.ient.ras que 

el Hamiltoniano del otro se mantiene constnntc- para después recombinarlos y producir un 

patrón de interfcrencia.[5) 

4.2.l For111ula general del fact.or de fase 

Pernüt.asenos cambiar el Ham.iltoniano variando loe parametros R = (x, y, ... ) de 

los cuales de~nde. Entonces el sistema evolucionará sobre una trayectoria R(t) entre 

loe tiempos t = O y t = T. Si R(T) = R(U) In troyectorin la llamaremos circuito y la 

denotaremos por C donde para aplicar la aproximación adiabaticn., T debe .ser grande. Dadas 

estas condiciones el r.stado f'I' (t)) e'•oJuciona de a.cuerdo con In ecuación de ShrOdinger ·t.2 

(4.25) 
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En cada instante una base natural ex>rudste de eigenestad.os fn(R)) de Íi (R) parn R = R (t) 

que satisfacen 

H (R) Jn(R)) = E..(R) Jn(R)) (4.26) 

con energías .En(R) . Esl.a. ecuación de valores propios no implica relación enlre tas fa.ses 

de Jos eigenestad.os ln(R)) en diferente R.Cualquicr selección de Case (diferencinble) puede 

hacerse, resultando Jn(R)} univaluada en el dominio pn.rainetrico que incluya C 

Adiabaticnmente un sistema preparado en uno de estos estados ln(R(O))) evolucionará con 

Íi y llegara al estado /n(R (t))} al tiempo t 

Como habíamos visto en Ja rcuación ·1.4 

J.¡, (t)) = e-t J: e.(R(o))d8e•-,..(<) Jn(R(t))) 

La primera exponencial es el conocido factor de fase dinámico. Aquf la segundo exponencial 

es el objeto principal de nuestro interés pues al calcular la forma de este habremos encon

trado Ja fase de Berry. Es cnicial destacar que esta fase es no·iri.tegroblc; es decir "l'n no 

puede ser escrita como función de R y en particular no es univnluada para vnlorcs iguales 

de R que provengan de ,-nJores distintos de t ,i.e. 'l'n ((R (T))) ;¡& 'l'n ((R (O))) R pesar de 

que R(T) = R(O). 

La función "ln (t) S<' determina a partir de ta condjción de que Jll' (t)) satisface Ja 

ecuación de Shrüdinger, y por tmbsth.uclón dirc-cta de;- 4.27 en •J.25 o •J.2 obtenemos 

iñ l,j, (t)) = Íi (R (t)) J.¡, (t)) (·1.25) 

sabíamos que J~ (t)) =e- t f~ .f: .. (R(fil))d9 ci..,. .. (t) Jn(R (t))} (ver 4.27), y derivando obtenemos 

l_¡, (t)) = -;tEne-i f:. E..(R(l!il))d9e.:-, .. (t) Jn(R(t))) 

+i -i-n (t) e-f J; E..(R(fil))dlle•-,..(t) Jn(R (t))) + e-t f:. E,.(R.(B))d9e.;-, .. (t) Jñ. (R(t))) 

o más brevemente 

(4.28) 

por Jo que 
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(4.29) 

y substituyendo 4.27 en la ecuación de cigenvalores íi (R) (n(R)) = En(R) ln{R.)) (ver -1.26 

o 4.1 ), obtenemos 

¡¡ l>I> (t)) = c-f ¡; E.(R(B))dB e''""'íñ ln(R (t))) 

= e-f J; E .. (R.(B))dBe•"'f .. (l)En(R..) ln(R.(t))) =En \'l'n) 

igualando 4.29 con 4.30 se obt.iene 

~n (t) ln(R(t)}) =; ¡;-, (R(t))) 

(4.30) 

(4.31) 

pero como al derivar con respecto al tiempo Jn(R (t))) , hscicndo uso de la regla de la 

cadena, obtenemos 

¡;-, (R(t))) = 1'7Rn(R(t))) · R (t) (·1.32) 

entonces 

~n (1.) ln(R(t))) = d'7nn(R(t))) · R (t) (·1.33) 

multiplicando por la izquierda. por (n(R (t))I 

~n (t) (n(R (t)) 1 n(R (t))) = i (n(R (t)) 1 '7 nn(R (t))) · R (t) (·1.34) 

asf 

~n (t) = i (n(R(t)) 1 '7Rn(R(t))) · R (t) (4.35) 

que integrando en el tiempo da 

1T o 1T dR. (t) 
0 

"In (t)dt = i 
0 

(n(R(t)} \ '7nn(R(t))) · --;¡¡;-dt (4.36) 
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si t va de cero a T entonces R (t) recorre todo el circuito C por lo que 'l'n(C) esta dada por 

la integral 

-,.(e) = i fc (n(R) 1 'V Rn(R)) · dR (4.37) 

en el espacio de para.nietros, y es independiente de como el circuito es recorrido.(aiempre 

que sea recorrido lentatnente lal y como e) teorema adiabático Jo requiere).Esta integral es 

el cambio geométrico de fase, y el cambio totnl de estado alrededor de todo el circuito C 

esta dad.o por 

(4.38) 

Si derivamos la condición de ortogonalidad < n f n >= 1 obtendremos 

< n 1 Vn >= - < Vn 1 Tl > pero un complejo es igual a) negativo de su conjugado solo 

si es imaginario puro. Esto es a+ bi = -(a - bi) <=>a =O por Jo que "'Yn(C) es real. Para 

evaluar la integral 4.37debemos transformarla en una integral sobre una superficie cualquiera 

soportada sobre C en el espacio de pnrarnctros.(pa.ra usar calculo vectorial ordinario se 

considerara tridimensional al espacio de parametros pero todos los cálculos son susceptibles 

de ser generalizados a un mayor ntlnl.ero de dimensiones) . 

• Aplicando CI teorema de Stokcs (ver por ejemplo Marsden -Cálculo vectorial) n Ja 

ecuación 4.37 obtenemos 

-,.(C) = -Im .[!'V x (n l '17n) ·da (4.39) 

y haciendo uso de las identidadet1 vectoriales 'V x .,:F = ..pQ'xF+'\J.pxF a.sfcomo 'V x V"'P =O 

es posible ver que 

'V x (n 1 "Vn) = (n 1 "VX 1 "Vn) + ("Vn 1 x 1 "Vn) 

'V x (n 1 "Vn) = ("Vn 1 x 1 "Vn) 
(4.-10) 

nhora si tomamos '1\7n en la represent.ación de Jas frn.) y t.omarnos el producto cruz con el 

adjunto de f'\ln}. es decir con ('Vnf .obtenemos 
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('Q'nl x 1'17n) = ~ ('Q'nl x 1.n) (.n 1 'Q'n) = ~ ('Q'n 1 =) X (m 1 'Q'n) (4.41) 

pero si en esta suma rn = n ,e) producto cruz da como resultado un numero real~ por lo que 

podemos excluir de la suma estos términos ya que solo nos interesa la parte imaginaria. Así 

hemos llegado a la expresión 

'17 x (n 1 'Q'n) = ('Q'nl x 1'17n) = E ('Q'n 1 m) x (m 1 'Q'n) ' (4.42) 
m#n 

por lo cual podemOR escribir 

">n(C) = - lm [J ds· ('Q'nl x 1'17n) (4.43) 

6 

""Yn(C) = -Im f! ds· E ('Q'n 1 m) X (m l '17n) • m- (4.44) 

Los elementos de matriz fuera de la diagonal se obtienen dr lo. ecuación de eigenvalores 4.26 

o 4.1 

il! (R) ln(R)) = E,.(R) ln(R)) 

derivando 

'Q'H In)+ íñ 1'17n) = 'Q'En In)+ E., JV'n) 

multiplicando por la izquierda por (m( se obtiene 

(.nl'17Hln)+(m1Íil'Q'n) = (ml'VEn ln)+(ml Enl'l7n) ='\/En (m 1 n)+E.. (m I vn) (·1.45) 

pero como (rnl Em = (mi Ü: y (m 1 n} = 6n.n entonces lend.remos que 

6 

(mi '\1 Íll In) + (n>I Em l'\ln) = En (m 1 'Vn) 

(mi '\1 Íll In) = En (n> 1 '\Jn) - E.. (m 1 '<;1n) 
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{ 1 ) <=I v íi In) 
ni vn = En - Em (4.•16) 

y analogamente 

( 1 ) (ni v íi 1=> 
Qn 77l = En-Em (4.47) 

con 171. =F n . Entonces "'Yn(C) puede ser expresado como 

"tn(C) = - lf ds·Vn(R) 

donde 

Vn(R) = lm ¿:; (m(R)I 'V Ü(R) in(R)) x (n(R)i 'V íll(R) lm(R)) 
m#n (En(R) - &,.(R)}

2 

En esta& ecuaciones la dependencia en IVn) ha sido eliminada, y as( hemos evitado evaluar 

directamente la ecuación 4.37 pues esto requeriría una base localmente univalua.da de Jn) 

. Pero en la ecuBCión 4..19 ya no es TICCCtlRrio elegir Jrn) y In) ~ivnlua.dos en el espacio 

de parametros. Cualquier solución de la ~uación de eigenvalores de 4.26 E"S nccptable sin 

afectar el valor de Vn(R). 

Como podemos observar comparando las N:nacioncs •1.48 y 4.39 

"tn(C) = - lm lf 'V X (n 1 vn). ds = - ff ds·Vn(R) (4.50) 

se observa que Vn(R) es el rotacional del V<>etor (n 1 'V'n) y este ciertamente depende de la 

selección de fa.se del (univaluado) vcct.or Jnopio ln(R)) . La dependencia en la fase es del 

siguiente tipo, si cambiamos 

entonces cambiaremos 

y consecuentemente 

asr tendrctnos que 



65 

es decir 

(n J '17n) ~ (n J 'Vn) + i 'V µ (4.51) 

por Jo que e) vector no es único pero su rot.acionoJ si Jo es ya que "V x "V'I' = O. 

El vector Vn(R) es análogo a un campo magnético en el espacio de parametros, cuyo 

potencial vectorial es lm (n J V'n). 

4.2.2 Degeneraciones 

El denontinador de energía en la <"Cuación -t.49 muestra que si el circuito C ene 

cerca de \Ul punto n• en el espacio de parametrOG en el cual el estado n esta Jn,,•olucrado en 

una degeneración, entonces Vn. (R) y por tanto "')'n (C). están donúnados por los términos 

m correspondientes n Jos otros estados involucrad.os. Aquí consideraremos Ja situación mas 

común en la cual la degeneración involucra tan solo dos estados. que denotaremos •· + •• 
y" - •• , donde E+- (R) ;::: E_ (R) pnra R.• cercana a R • Ü (R) puOOc ser desarrollnrlo en 

serie de Taylor hasta primer orden ('n R - n·, parn. expresar V+ (R) como a continuación 

H(R) = Ü(Rº) + (R- Rº). 'Vlf(R) IR~R· + ....... . 

cuyo gradiente sera 

'17H(R) =~ +'17 (R-Rº)· '17H(R) IR·+ (R-Rº). 'V('VH(R">) + ....... . 
~o 

es decir 

ex>mo e1 denominndor de) término dc14t•ncraclo se anuln este término domina sobre Jos <h•más 

de Jn surna, y obtenemos de Ja ecuación -1..19 

(+en> J "Víilcn·¡ 1-cn>) x (-<nJ J 'VH(Rº> 1 +en>) 
V+ (R) = hn (E+ (R) _E. (R))2 (-1.52) 
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Sin perdida de generalidad podemos marcar el cero de energía y nuestro origen en el espacio 

de pa.ramet.roe de manera que Er (R) = O y n• = O. Ü(R•) puede n.>presentarae por 

una matriz Hernútiana de 2 x 2 acx>p)ando los dos estadoe. La matriz mas general que 

satisfaciendo estos requisitos depende de tres paramctros (X,Y,Z)(los que t<:>maremos como 

componentes de R)puede ser Uevada por medio de llll& transformación lineal ala siguiente 

forma estandarcl. 

H (R) = .!. ( Z X - iY ) 
2 .Y +iY -Z 

los eigenvnlorC'S son obtenidos resolviendo la <"CUn.ción de eigenvalor~ Íil 1±) = Ex 1±) . esto 

es resolviendo 

1 ( z 
2 X+iY 

que implica resolver el sistema 

Z+~(X-iY)=2>. (4.5-t) 

~(X+ iY) - Z = 2>. (4.55) 

de ·1.5-t tenemos que ~ = cl"--.f,) ó 'fJ = ~ que al substituir <>n -L55 da 

~ (.1( + iY)-Z = 2.>. ó .1( 2 + Y 2 = 4..\2 -Z2 y finahnente .>. = ±~ (X 2 + Y 2 + Z 2 )i 
lo que puede res u nú rsc como 

E+ (R) =-E- (R) = 4 (.Y2 + y2 + z2)i =~Ji 

Le. forma de la ecuación 4.53 ha sido escogida para explotar el hecho de qur 

(4.56) 

esto es resultado de que 

(•1.57) 

y 



- 1 ( z V'lll (R) = -2 V' 
X+iY 

X -iY) ( - - -) 
= ª·"· B,,lll, 8,lll -z 

= .!. ((o 1 ) ' (o -i ) ' ( 1 o )) = .!.& 
2 1 o t o o -1 2 
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(4.58) 

(4.59) 

donde Ci:r:• éiJJ, U,. son las matrices de t.-spín de Pauli y componentes del operador-vector de 

espín a. 
Para cvnhuu· 1~ clemCntos de 1nntriz <le la ecuación ·L53, se hnró. uso ventajoso 

de la. isotropía dd rspfn pn.rn lo cunl se rotaran lernpornlmcnle los ejes de tol íorrnn. que 

coincidan hLS direcciones del vector I1. y C'l cjc-Z. Si tomarnos el producto R-éT obtendremos 

n.---x(º 1)+Y(º -•)+z(' u) ( z X-•Y) 
CT - • 1 o t o .. o -1 X+ 1Y -Z 

(·l.60} 

que es csencinhucntc fn. de ln. t..-cunción •1.53 pPro si R cstn apuntando en In dirección del 

cjc-Z .,."'( = Y = O y Z = l es decir el llu.milt.oniuno de -1.53 será. 

ÍÍ!(ll.} = ( l o ) 
o -1 

y tendremos que los cigcncstu.dos de C8pÍn sut.isfn5cnin 

A= l ==> A= l,D=O 

A=-1 ==> A=O,B=l 

pues o.demás .112 + D 2 = 1 nsí definimos los cigcncst.ndos de espín 

I+> = ( ~ ) , 1-> = ( ~ ) 

y de aquí cncontrnmos lns relaciones (CT20 , éi11 , éi::e) 

(-1.61) 

(4.62) 

(-1.63) 

(4.64) 



<iz I+) = ( ~ ~ ) ( ~ ) = ( ~ ) = 1-) 

"• I+) = ( ~ ~· ) ( ~ ) ( ~) = +• 1-> 

"· I+) = ( ~ ~· ) ( ~ ) = ( ~ ) = + I+> 

<iz H = ( ~ ~ ) ( ~ ) = ( ~ ) = I+) 

"·1->=(~ ~·)(~) (~·)=-il+) 
"· 1-> = ( ~ ~') ( ~) = ( ~) = -H 

ó en forma nbrcvindn 

<iz i±) = f'F), "· 1±) = ±i f'F)' <T.1±) = ±1±) 

Con estos ejes rotados podemos calcular In ecuación ·1.52 de ln siguiente manera 

(+en> 1~u1 - en>) x (-en> 1 ~u 1 +en>) 
V+ (n) = /m (E, (n) - E- (R)) 2 

_ / ;\ (+(R) 1(<iz,<i•·"·l1-(R)) x (-(R) 1(17.,<i•,u•)1 +(R)) 
- ~ (~n+~n):i 

y calculando el determinante que define el producto cruz obtenemos 

J k 
V+ (R) = (Vz+. V•+• V.+)= 1 (+ 1;z1 -) 

<-1"~ 1 +) 

(+ 1"·1-) (+f <T. f-) 

(-1 "·' +) <-1 "·' +) 

6 recordando que(± 1±)=1, (± 1 T) =O 

Vz+ = Im. -!{+lc;'v1-)(-1i7.1+1; (-l<i"'l+)(+¡U.,1-) 

= Im-H+l+H-!~}i:.H-t-H+I-> = 0 
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(<l.65) 

(•l.66) 

(<1.67) 

(<l.68) 

(<l.69) 



v.,+= /n"l i<+10.1-H-1•.1+1j<-1<Fe1+ ><+10.1-) 

= bn-<-1-H+l~~:t¡<+l+H-l+l =O 

~+ = /m i<+10.1-H-10,,1+h-;<-10.1+H+10.,1-> 

= ¡ 771 1C+t+H-1-1~t,{-l-H+I+) = ~ = ~ 

y regresando a un sistema de ejes no rotado (dirección arbitra.ria) 

V+ (R.)= 2'!. 
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(4.70) 

(4.71) 

(·1.72) 

pero la ecuación 4..18 muestra que este es el flujo a tra\.•és de la superficie soportada sobre C 

del campo .. magnético" de un monopolo de magnitud =i1 localizado en la degeneración (el 

origen). 

(·l.73) 

donde n (C) es el ángulo solido subtendido por C desde la degeneración (elegida en el origen). 

íl(C) = JJ dA;~e = !! r::- (4.7-1) 
.< ... 

por lo que el factor de fase geométrico asociado con e es 

(4.75) 

4.2.3 Espines en campos magnéticos 

Una partícula con espín s (entero o semient.ero) interactúa con un ca.inpo magnético 

B vía el Hamiltoniano (ver Quantum mechanic::s-Cohen-'lñnnoudji p.p1232) 

ii (B) = KliB·S (4.76) 

donde K es uno. constante que involucra )a razón giromagnélica~ y S es el operador vcct.orin1 

de espín con 28 + 1 eigenvtJon-::. n con espaciamiento enlero y que caen enlre -s y s. Los 

eigenvalores son 

E" (B) = KliBn (4.77) 
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s. 

B, 

Figura 4.1: Un circuito en el espacio de campo magnético 

Consideraremos a las componentes de D como los pararnet.ros dr R en el análisis previo. Y 

calculando el crunbio de fase "'l'n (C) de un eigcncstado!n, s(B)) de S en la dirección paralela 

a la de B, así B será lentamente cambiado (y el espín rotado) alrededor de un circuito C. 

Dado que el vector v .. (B) est.a expresado por la ecuación ·1.49 que en este caso es 

- . (nl-vü\m) X (m\-vüln) 
V., (B) - lrn ~ (E... _ En)' 

y como Ü(B) = KrlB-S ·1.76 implica que 

H(B) "1l (B~ ( ~ ~).B. u ~;) .n. ( ~ _'.'1 ) ) 

"1l ( B~ :•iB" Br-~:B• ) 

(4.78) 

(4.79) 

(-1.80) 

y como hemos considerado a las componentes de B corno los parumetros de R en el análisis 

previo, obten("rnos 
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'7•H (D) = Kll ( ( ~ ~) , ( ~ ~i ) , ( ~ ~l ) ) = KllS (4.81) 

de tal forma que haciendo uso de la ecuación de eigenvnlores 4. 77, obtenemos 

(4.82) 

Para. evaluar los elementos de matriz de V n de nuevo rotaremos los ejes coordenados tem

poralmente de forma tal que el eje-Z apunte en la dirección de B y empleando la.s siguientes 

generalizaciones de las ecuaciones 4.66 que son los operadores de a....'">ccnso y descenso de 

momento angular (16) 1 • 

(S:r + iS11 ) In, s) 

(S:r-iS11 )ln,s) 

s,.1n.s) 

{s (s + 1) - n (n + J)] ! In+ 1, .•) 

{s(s+ 1) - n(n- 1)]~ In - 1,s) 

nln,s) 

(4.83) 

de las relaciones 4.83 se puede ver claramente que solo estados con ni = u ± 1 estarán 

acoplados con In) en la ecuación 4.82. V del determinante que define los numeradores de 

esa ecuación que es 

1 

(n,sls.lin ± l,s) 

(n ± l,slSz:ln,.'1) 

y 
(n,s (8111 n ± l,s) 

(n ± l,s fSul n, s) 

k 
(n •• <JISaln ± ], . ..;) 

(n ± 1,s ISzl n. s) 

(4.84) 

se deriva que las con1ponentcs V: y V., de Vn. son cero pues involucrán 1>lc111cutus fuera de la 

diagonal de V 2 que esta en su propia representación debido a la elección de ejes que hernos 

hecho. Es decir contienen elementos tales como (n,slS.aln ± l,s) quP son cero pues 'iiz es 

diagonal. Por Jo ant.erior solo nos resta calcular la con1poncnte en la dirección k que es 

1 BA.!'t.a que un opern.dor -usfaga las propiedad.es de eonmutacion de '"producto c:ruz" 

e11 decir 
etM:ribe 

A.A., - A.,A., = 11'1 A. e igual pa.ra 1- demD-" componente1' Qu~ dP mant>rb compacta tie 

.A>e.A=illA 



(n,al~ln ± 1,s) (n ± 1.•li',Jn,a) - (n± I,sfi'"zfn,s) (n,af:Syfn ± l,s) 
(n± 1 - n) 2 
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(4.85) 

para Jo cual debemos encontrar (n± I,sf811fn,s) y (n± l,sf~ln,s), esto es posibJe si 

sumamos (resta.mas) Jos dos primeras ecuaciones 4.83 y el resulta.do fo multiplicamos por 

Ja izquierda por (n ± 1, si .as! 

finalmente obtenemos 

(n ± 1,slS.ln,s) = ! ls(s + 1) - n(n ± I)JÍ 

(n ± 1,sls.ln,s) = 'F~ [s(s + 1) - n(n ± l)JÍ 

Vz = ~ (nf~Jn + 1) (n + l IS11 ln) - (nl811 fTi + J) (n + l fSzfn) 

+ (nlS,.ln - 1) (n- I Is.In) - (nls .. ln - 1) (n - 1 Is.In)=-¡¡, 

y regresando aJ sistema de ejes de orientación arbitraria, tenemos: 

Vn(B) = ';,~ 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88) 

y haciendo uso de Ja ecuación 4.48 se ve que Ja fase de Berry ')n (C) es el flujo a través de C 

del C&lllpo magnético de un monopolo de magnitud -n localizado en eJ origen del "espacio 

de campo magnético''. Entonces el factor de fase geo1nétrico esta dado por: 

e'..," CC) = e•nfl(C) (4.89) 

donde n (C) es el ángulo solido subtendido por C desde B= O 2 y de aquí, que. 

°l'n (C) = -n!l (C) (4.90) 

De Ja ecuación 5.3 se sigue que cualquier cambio de fase puede producirse por medio 

de hacer variar B alrededor de un circuito adecuado. Para forrniones (n semientero)(l 1], 

una vuelta completa de B (una rotación que haga í1 = 27T) produce un factor de fa.se -1 . 

Y en el caso especjaJ n = 1 esto muestra que el cambio de signo de espinares y el cambio 

2Cabe remarcar que ..., .. depende UPiC'AlT'lente del ejgenvalor n do:o Ja C'Omponente de IMpín en Ja dirección 
de B y no del espín a de Ja pa.rticuJa. Así,. .. e:o1 inl'lensiUh.• al grado de degeneración 2a + J en B = O (ver Ja 
tercera ecuación 4.83). 
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de signo de las funciones de onda, tienen cl mismo origen matemá.tico. Para bosones (n 

entero), una vuelta completa de B produce un factor de fase +l _ Para producir un cainbio 

de signo es necesario usar diferentes circuitos; si n = 1, por ejemplo, variando B alrededor 

de un cono de semiangulo 60"'nos dan ="Y= 1r y por tanto el raCtor de fase -1. 

Berry propone originalmente un experimento para probar las predicciones con

tenidas en la ecuación 5.3 y es corno sigue. Un haz de partículas monoenergetico (monocro

matico) y polarizado con cigenestado de espín n paralelo a un campo magnético B es divi

dido en dos. A lo largo de una tray<..-ctoria. B es mantenido constante, a lo largo de la otra 

trayectoria B se mantiene constante en rnagnitud pero su dirección se varía lcntrunentc (en 

comparación con Ja frecuencia de precesión diná.Jnica} alrededor de un circuito C el cual 

subtiende un ángulo solido n . El campo scrn producido por un dispositivo que permita 

cn..mbia..r !l. Finalmente los ha.ces serían recombino.dos y el ritmo de cuentas sería n1edido 

por un detector como función de !l. El factor de fase dinánüco (ej; f .. r E .. (RCO)dt ) de la 

ecuación?? r.s igual para ambos haces debido a que In energíu En (B) en la ecuación 4.77 es 

insensible a la dirección de B (en an1bos brazos ll permanece constnnte). Habrá entonces 

adicionalmente un factor de fase de propagación. el cuaJ puede hacerse uno ajustando Ja 

longitud de crunino (óptico) de uno de Jos haces cuando n = O. las franjas resultantes serán 

consecuencia del factor de fa...">C geon1étrico de Bcrry. 

Si Ces un circuito que forma un cono de senüa.ngulo B, el ángulo solido n (C) será 

n = 27T(cos0- 1) y recordando de la ecuación 4.90 que 

la intensidad tná.xima predicha será segun In ecuación 2.20 

Imrui. (O)= 4/i cos2 (n7r (1 - cos9)J 

y el contrnst.e estará dado por 

I (8) = ~~"'; = cos
2 

(n7T (1 - cosO)J 

que es el observable susceptible de ser medido. 

,..n(C) = -n!l entonces 

(4.91) 

{4.92) 
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Capítulo 5 

Fases de Berry en óptica 

5.0 Observación de fases de Berry por interferometría óptica 

La observación de fa."ics de Bcrry en interferometría. Mach-Zehnder suscitó un de

bate acerca de como debían de interpretarse ciertos eventos y de si uno. descripción clásica. 

con las adecuadas condiciones a la frontera sería suficiente po.ra explicar las observaciones. 

Se hizo. patente que quedaban por realizarse observaciones concisas y metódicas que per

mitieran discernir, de entre una complicnda fenomenología, la relación entre los efectos 

cuánticos y los clásicos, y explicar en términos de la teoría disponible dicho. fenomenología. 

Así, el objetivo del presente traba.jo es de realizar un análisis expcl"irncntal rnás completo 

del expcdmcnlo <le Chin.o et.al. (7], introduciendo distintos estados de polarización, bien 

determinados, a la cnt rada del interferometro. En nuestro análisis incluimos varias config

uraciones del interfcrómctro l\tnch-Zehnder pnrn involucrar fases geométricas tan grandes 

como 'Tr rnd o tan pequeñas como O rad. En este capítulo también se incluye un estudio de 

un sistema de tres espejos (9), los cuaJes transportan un rayo por un camino tridimensional 

alabeado, siendo este sistema la versión discreta del experimento con una fibra óptica he

licoidal, con la que se logró la primera observnción de este fenómeno. Para estos sistemas 

ópticos se incluye aquí un estudio de los efectos geométricos tanto desde la perspectiva de 

la teoría de Bcrry, incluyendo el cálculo de In fase geométrica midiendo el Angulo sólido 

que se genera por la evolución de la dirección de propagación del fotón; con10 en la per

spectiva clásica de 1\-lax"WeU, donde se realiza un cálculo de vectores de Janes, se incluyen 

las condiciones de frontera para los campos al reflejarse en las superficies de los espejos, se 

construyen las matrices de coherencia, y de esta n1anera se predice un efecto geométrico 



75 

adicional, ausente cuando la luz se propaga en un plano, y asi se explican nuevos efectos en 

el patrón de interferencia, ó en la ley del transporte paralelo del vector de polarización. 

Finalmente, se incluye un breve comentario acerca del origen de Jos dispositivos 

arriba considerados. En los primeros estudios de fases de Beny en óptica, Chiao (8) anal

iza la actividad óptica global o topológica de una fibra Optica fabricada con un material 

que no presenta actividad Optica ni fotoelasticidad, que es arrollada hclicoidalmente, y es 

debido a este arrollamiento, que la fibra hn.cc rotar el plano de polarización de un haz de 

luz linealmente polarizado un ángulo proporcional aJ ángulo solido subtendido por el vector 

de dirección de el haz sobre In esfera de toda._-;; las posibles direcciones ele espín del fotón 

aJ ir crunbiando Ja dirección de propngación del haz conforme este avanza en su recorrido 

por Jn fibra. Además Chino propone un intt'.!rforomctro cuyos brazos estén constituidos por 

fibras ópticas arroJJadas con helicidades opuestas. Las dificultades prácticos inherentes a un 

dispositivo de esta naturnlcza Je Jlevan a proponer el interferornctro Mach-Zchnder tridimen

sional cuya configuración se considera en este capítulo, y en el que se han puest.o arreglos 

de espejos que substituyen las fibras originnlrncntc sugeridas. Con cJ objeto de simplificar 

el análisis, Chiao evit.a usar algún estndo de polarización particular a In entrada del inter

fürometro, debido a que el seguimiento de uno de tales estados no es t.rivia..I involucrando 

un factor dinámico, Jo cual hace difícil mostrar la cxistencin de unn f¿L<.>c gc.'Ontétrica. 

5.1 Rotación del plano de polarización como una manif"estación 

de las fases de Berry 

La rotación del plano de polarización de un haz de luz qur? recorre una fibra 

óptica arrollada en forma helicoidal fue Ja primera manifestación de Ja ÍlL."lC de Berry re

portada {7]. Este experimento fue analizado críticamente por B'"rry qui<"n inscribió este y 

otros experimentos no dentro del marco de su teoría general; en donde era necesario dar 

el Hruniltoniano, así con10 sntisfacer Jos requerimientos de adiabaticidad, si no en el con

texto de la teoría cl1l ... ica, en donde el hecho de que Ja fibra fuera recurrida a Ja velocidad 

de Ja luz (procesos no adiabnticos), o que se dieran reflexiones que in,,·irtieran la. helicidad 

(procesos antiadinbnticos), no tenia relevancia 11i contradecía el rna.rcu teórico. Es decir 

que estas fases de naturaleza topologica pueden ser calculadas considerando; a) El ángulo 

soHdo subtendido en el espacio de pnrarnet ros por el eigenestndo que describe aJ sistema, o 
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bien, b) Tomando en cuenta todas las condiciones a Ja frontera que la topografía del di~ 

positivo experimental le imponga al problema. En la carta. enviada por Berry a "Nature", 

Berry propone hacer el tratamiento electromagnético completo de un haz que sufre tres 

reflexiones metálicas o tres reflexiones totales internas en dielectrlcos, y observar que si se 

introduce un estado de polarización lineal este rotará un ángulo que depende tan solo de la 

geometría del dispositivo y no depende en Jo absoluto de !actores dimi.Jnicos, como podrían 

ser; la. actividad. óptica del medio o la longitud de onda de la luz empleada. Aquí haremos 

el seguimiento de Ja evolución de una onda electron1agnética representada por un vector 

de Janes, que sufre tres reflexiones metálicas, siempre formando ángulos de incidencia de 

45º, de tal forn1a que después de Ja primera reflexión, el haz se dirige hacia los otros dos 

espejos los cuales forman un elevador de haz, que ele,,.a el haz en dirección perpendicular 

aJ prirner plano <le incidencia, parn finalmente emerger en la misma dirección con ln que 

viajaba originaJmente pero en sentido contrario. Como podemos ver de la figura 5.1 cada 

reflexión define un plano de referencia que es el plano <le incidencia en base a.] cual repre

sentaremos ni vector de Janes por sus componentes; paralela y perpendicular respecto de 

este plano, e indicaremos con un subindicc del vcct.or si esta representación es referida al 

primero. segundo o tercer espejo (plano de incidencia) respectivamente. Al sufrir el hnz una 

reflexión, el vector que lo describe sera transformado por la aplicn.ción de una n1ntriz de re

flexión como la propuesta en la sección 3.3. Es así comu después de las reflexiones sucesivas 

usaremos las siguientes transformaciones. La primera transformación es la aplicación de la 

matriz de espejo al vector del haz incidente. 

Como el plano de incidencia del primer espejo es ortogo11u.J al plano de incidencia del segundo 

espejo, Ja componente paralela a1 primer plano sera ortogonaJ al segundo plano y la ort..>gonal 

al segundo será paralela al primero. Por Jo que habrá que invertir las componentes del vector 

saJiente del primer espejo para representarlo desde el plano de incidencia del segundo espejo. 

Esto L'S: 

( ~:::::: ) E, ( ~;:::::.~ ) E, 

dond~ Jos subindices de Jos vectores indican a que plano de incidencia o espejo se refiere la 

descripcion. Y este liltimo vector debe de ser transformado por una rnatriz: idCntica a la 



77 

que representaba al espejo uno dada previaznente, de tal forma que 

( 
r.e; ... s ) .§.. ( rpr.e;c ... + .... >s ) 
rpe•4>,.p e, r.r,.eiC~+o;.,.)p &,, 

pero nuevamente los planos de incidencia d e loe espejos segundo y tercero son ortogonales 

por lo que las componentes del vector saliente del segundo espejo deberán de ser invertidas 

para representar al vector entrante al tercer espejo descrito respecto al tercer plano de 

incidencia. 

( 
rpr.e•(<P .. +d>,,)S ) = r.rpe•<<tio,.+<t>.) ( PS ) E, - r.r,.e•C4>,.+4't .. ) ( PS ) E, 
r.r,.e•<<-,.+4> .. )p E, 

que por medio de Ja tercera superficie reflectorn se transforrna en 

pero el primer y tercer planos de incidencia son ortogonale.o;;, por lo que este vector emergente 

es descrito desde el marco de referencia original (componente P a lo largo del eje-- Y y 

componente S n lo largo del ejc-Z) con10: 

r•rpe•C<t>r+<t> .. ) ( r.c•tP,. S ) 

rpc•<>.p h"1 

pero como en una buena aproximacion para un buen conductor <J>. - t/>p = 180'". tenemos 

que: 

(5.1) 

que esencialmente es una transforma.don del tipo (.r, y) - (-y, x), que es una rotación de 

90°si consideran1os, como es el caso, que r .. ~ rp yn. que para. el aluminio r,. y r 1, difieren 

en menos del 2% . Así el vector saliente está rotado noventa grados respecto al vector 

entrante puesto que cada una de sus componentes rotó ~ C!'n el mismo sentido (a favor de 

las manecillas del reloj) respecto a la dircccion de propngacion del haz. , lo que da como 

resultado que el vector de Janes cambie sus componentes s , p por las nuevas -p , s, que 

es prccisarnente una transformacion de rotacion por un ángulo de ~ radianes. 

El ángulo solido subtendido por el vector de espín sobre la c.-;fora unitnrin de todus 

las posibles direcciones de espín al sufrir lns tre."i reflexiones de espejo se ve en Ja figura 
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5.1. Donde para un estad.o positivo, Ja dirección original de propagación es a lo largo del 

eje-X, luego de reflejarse en el primer espejo crunbia au helicidad. y su dirección por )o 

que ahora apunta en dirección del vector (0,-1,0), después de reflejarse en el segundo espejo, 

nuevarm~nte crunbia de dirección y de helicidad, por lo que ahora apunta en dirección del eje

z o a lo largo de (0,0,1), y finalmente, despues de la tercera reflexión, emerge en la dirección 

original de propagación, pero en sentido contrario, apuntando sobre (1,0,0), donde ya hemos 

considerado la invcrsion del espín por la reflexión. Por lo tanto el ángulo solido subtendido 

por un fotón inicialmente positivo es de .g. y a.sí la fase geométrica asociada con este fotón 

será de: 
7' 

-Y+= -2 
En cambio para un fotón negativo la fase asociada sera de 

Considerando estas fases geometricas, si introducimos un estado lineal de polarización dado 

por la combinación lineal de estados circulares positivos y negativos dada por: 

lx) = ~ CI+) + 1-)) 

entonces después de sufrir las tres reflexiones se habrá convertido en 

pero corno e*ii = cos .g. ± i sin i = ±i entonces 

lx') = .:;; (1+) +e-'" 1-)) 

y en este caso en que la simetría d<? los valor<? de las fases hacen que los factores de fase sean 

complejos conjugados el uno del otro, al calcular la probabilidad de que un estado saliente 

preserve la polarización entrante tendremos 

f(x 1 :r')l 2 
= cos2 h·+] = cos2 [%] =O 

es decir los estados entrante y saliente son ortogonales. Así hemos calculado la rotación del 

plano de polarización de dos maneras distintas; En la primera, no es necesario considerar 

la teoría general de fases de Berry, si no solrunent.c considerarnos Ja teoría electromagnética 

y todas las condiciones a la frontern que implica d dispositivo. En la segunda forma de 
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calcular la rotación del plano de polarización, seguimos la evolución de la dirección del 

espín en la esíera de sus posibles direcciones, y seguimos a Berry y a Chiu.o, calculando el 

ángulo solido subtendido en dicha esfera.. En an.tbos casos obtenemos los resultados que 

experimentalmente son fácilmente observables. Demostrando así que existe una relación 

entre los resultados clásicos y cuánticos que es de naturo.leza puramente geométrica. Al 

llevar a cabo este experimento se encontró un perfecto acuerdo con lo previsto, <"-5 decir que 

se observaron estas singulares rotaciones de In. polarización por medio <le este periscopio 

de tres espejos. Tambi~n ca.rnbiB.IIlos la. configuracion de este dispositivo de t.res espejos 

rotando el último de los espejos de tal formo. que el haz terminara propagan<lose sobre 

una trayectoria. paralela n In inicial y en el mismo sentido, con lo cual tn.n solo l~tarin1nos 

realizando .la transfomnci~n <lel vector de ~oncs de (s,p) a (p, -s) lo que- n·t-~resentarfa 
una rotncion de -i rndinn~. transformacion que para. un estado de polari:U\don lineal es 

indi::itinguible de una rotación de ~ radianes, l"Otnción que tntnbién fue observa.e.la. Pn.rn 

analizar como gira la polarizncidn al introducir un estn.do lineal arbitrario al Nisten1a de 

tres espejos,contrasta1nos los elementos de la nintriz de cohel"encia. obtenida de 1nultiplicar 

el vector de Jones cmel"gcntc- <lado por la ecu1\Ción 5.1 poi" su adjunto, cont.l"a la.s medidas 

fotornétdcas de estos clen1entos de matriz pal"a en.da. tingulo de la polariznciC:n lincn.1 entrante. 

De este procedimiento~ oh111vieron los resultados, que parn rnayor claridad. prcscntan1os 

en la figura 5.2. en donde solo encontramos difol"encins considerables eu ln atnplitud de 

la parte itnaginnria de Jr 11 • diícrencins que se pueden explicar en términos de los eHot<.'..S 

introducidos al con5iderarlos valores l"eportados en la bibliografía pal"n los corHcientes de 

reflexión y desfase (ver {4, pa~.197]), ya que no sabe1nos si nuestros espejos obedr.ccn a cst08 

para:metros. 

5.2 Fases de Berry por interferometría Mach-Zehnder 

Al reproducir este experimento, 1"CS11lta SOl"prendcntc en primera instancia ver 

emerger un resultado exclusi\.'amentc cuántico que chocn con nuestra.."i expec1-ntivas sen

siblemente clásicas. Esto es que al introducir luz no polariza.da al intel"fcrometro, e intentar 

ver el patrón de intcrfcl"encia. ningún patrón es observable (('.sto solo sucede cuando 9 = 45° 

es decir "')' = 7r). l\.1ñs el colocal" un pola.rizador nntes de la pantalla de obscrvnción aparece 

con toda claridad el patrón qtit• clásica.mente cabria espel"ar. Al hacer girar est•~ polarizador, 

las franjas se desvanecen, nviu1zan, y reaparc<:•?n en una posición corrida mcdiu onda. Así 
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Figura 5.2: Elcn1entos de la matriz de coherencia; Teoria y Experimento "Vs" ángulo del 

esta.do de polarización lineal en la entra.da 

surge de manera naturR.1 la necesidad de estudiar esta fenomenología en términos de In teoría 

disponible, expUcarla y relacionar con claridad la fa.se topológica con las fa.ses dinámicas 

debidas a las reflexiones, y diferenciar estn.s de las debidas a In diferencia de camino óptico. 

A continuación describiremos el ¡noceso que llevamos acabo para hacer este estudio de 

"estados de pule.rizn.ción y fa.ses de Dcrry en interfcrometrfn ?\.1n.ch-Zehndcr". 

El dispositivo experimental usndo es mostrado en la figur-a 5.3. Es <lL-cir es un 

iutcrferonH!1 ro l\tach-Zehnder cuya mitad dibujada en la parte superior del diagrruna esta en 

un plano nuev•~ centhnctros debajo del plano en el cual se encuentra la otra mitad (dibujada 

en la parte infrrior de In figura). Los haces de luz que viajan por los brazos o y f3 son llevados 

del plano inferior al superior por medio de los elevadores de haz B1 y B2 respcctivan1ente; 

que consisten cada uno de dos espejos (con articulaciones en drni ejes) de primera superficie 

reflectora de aluminio (Oricl rnod. 44120). Se utilizan además los dos espejos E 1 y E:l (Oriel 

mod. 44150) montados sobre sendos postes elevadores y mesas rutadoras (!vlcllc:; Griot n10d. 

07pca007. y 07trt502 respectivamente). Se han elegido como divisores de haz D 1 y D2 u. 

Jos cubos divisores ~1e1les Criot mod. 03bsl44 por que poseen una policuln a11tircf:lejante 

que evita producir otros patrones distintos al que se desea observar, pero principalmente 



•&CR-ZEBllDER3D 

Divisor 
de hoz 

D¡ 

Divisor 
de ha.z 

D2 

Puerto V E,. 

X, 

Figura 5.3: Esquema del Jnterferornetro Mach-Zchndcr t.ridimensional 
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por que al ser no polarizante, las transrnitancias ortogonal y paralela difieren en menos 

de tres porcicnto para la longitud de onda usada, de 432nm . El polariza.dar P 1 (~lcllcs 

Griot07hpr001) es111 montru.lo sobre un retador con motor, controlado a distancia (Oriel 

13147), lo <1ue nos permitió realizar las observaciones y tatuar las medidas con relativa 

facilidad (de haber contado con una tarjeta de video o con un convertidor de analogico 

a digital, habrían pcr-mitido un registro mas refinado y exhaustivo de la información, nsí 

como un enorme ahorro de tiempo). El láser (NECgl65261) fue montado junto con el 

polarizador P 1 sobrn una mesa óptica aislada. de las vibraciones (Ealing-226670) separada 

de la mesa. óptica Oriel sobre la cual fueron montados todos los demás dispositivos de los 

cuales consiste el interferometro. El láser se encuentra a l90cm del primer cubo divisor 

de haz, lo que nos obligo a ser muy cuidadosos con la nlincnción. Finalmente a la salida 

del interferomcfro se coloco un ocular con retícula (EalinglOX) movida por micrometro, a 

manera de PXpansor de haz, seguido de los fiJtros lineales, circulares, u homogéneos que sean 

requeridos para In medición particular que se 11eve a cabo. ?\;f¡is allá de los filtros se colocan 

los instrumentos de detección, que en nuestro caso fueron; una cámara minolta x-700, una 
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cámara de video sony slv-x37, un fotómetro tectronix j-16 con fotocelda cosenocorregida, 

y un fotómetro pasco-8020 con un haz de fibras ópticas de diámetro 2.3mm como colector 

de luz. Siempre colocamos los instrumentos de detección fuera de la segunda mesa óptica, 

pues las. distancias propicias para una óptima detección así como la manipulación de los 

instnunentos hacían esto necesario ya sea para no perturbar el experimento, o para poder 

hacer la detección desde la distancia requerida. Se puso especial cuidado en la alineación 

del interferometro, así como en mantener lo más próximas entre si las longitudes de camino 

óptico de ambos brazos. Se puso "a ceros" los ejes de transntisión de los polarizadores, es 

decir se hizo coincidir el cero de las monturas rotablcs con una marca determinada, cuando 

el eje de t rnnsmisión se cncontrabn. paralelo al plano de la mesa. Esto lo hicin1os usando 

el ángulo de polarización o á11gt1lo de Brewster para reflexión en superficies dielectricas. 

Adenuis se determino el eje rápido de la lámina retardadora de uu cuart0 de onda de nlica 

(Melles Griot. 02wrrn001), para poder determinar el sentido leyógiro, o dextrógiro de la luz 

aJ construir Jos filtros necesarios. 

5.2.1 Manif"est.aciones de la fase t.opológica de Berry para el fotón. 

El fotón es un boson de masa en repoHo nula. Su helicidad s · k. donde s es el 

operador de espín, y k es un vector unitario en la dirección de su propagación. sohuncnte 

puede ser +l, ó -l. La pregunta fundamental que n1otiva a este co1no u otros trahnjos es, 

con'lo puede el fotón adquirir una fase de Bcrry. Predicción esta, que como hemos visto es 

sorprendenteniente universal, y por tanto en óptica también debe manifestarse. 

Chia.o?? en principio reemplaza en el ejemplo estudiado por Berry; de "<>..spine.~ en ca.tnpos 

magnéticos" (ver sección 4.4), la dirección del crunpo magnético (B:r.B11 ,B:1.) -con el que 

el fotón no se a.copla,- por la dirección de propagación del fotón (k:z:, k 11 , ka). la cual, en 

cnn1bio, puede ser afectado. por cambios en el medio externo, tales como variaciones en el 

índice de refracción o reflexiones. del mismo modo -en que era cambiada In. dirección del 

campo magnético. En contraste con un boson mMivo de espín uno, el espín del fot.ón solo 

puede seguir la dirección de k, así la masa cero del fot.ón garantiza que su helicidad se 

mantendrá con uno de los dos valores, + 1 ó -1. 

La invarinncia de la heliddad del fotón, implica que el eigcnestado de espín del fotón Jk,,,.) 
satisfnce 

s · k lk,a) ~ n lk,a) (5.2) 
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donde k es el vector de propagación 2 y a = ::1::1 es el eigenvalor de espín o numero cuántico 

de helicidad.. Este es por tanto un problema formalmente idéntico al problema de espines 

en campos magnéticos estudiado en la sección 5.4 ver las ecuaciones 4.76 y 4.77 

kliB · sln2 s) = kl\Dn ln,s) 

como se demostró la fase geométrica esta dada por 

-,(C) = -nfl(C) (5.3) 

donde !l(C) es el ángulo solido subtendido por la curva C respecto aJ origen del espacio de 

parn.rnetros. Esta fase como hemos visto, se interpreta corno el flujo de campo n1agnético de 

un monopolo de intensidad -n situado en el origen del espacio de parámetros (donde hay 

una degeneración). Consideremos la evolución del estado de espín de un fotón que viaja 

por alguno de los brazos del interfcrometro (ver fig. 5.3). El fotón cambia su dirección 

de propagación en cada reflexión, y además (para superficies pcrfcctn.mcntc conductoras), 

invierte su helicidad; la cual no cambia si el fotón se transmite a través de un cubo divisor 

de haz. Para cada fotón, dado un brazo del interfcrometro, tcnen1os una curva C proyectada 

por el eigenestado de espín sobre la esfera unitario. E de todas las posibles direcciones de 

propagación del fotón, en el espacio de configuración tridimensional ordinario. El circuito 

Ccr+ es el resultado de proyectn.r el eigenc:stado de espín del fotón J+), sobre la esfora 

E conforn1e el fotón se propnga por d brazo o del intcr-ícromctro. Un fotón I+) entra ni 

intcrferomet.ro a lo ln.rgo del eje-X y la proyección de su espín cae en el punt.o A sobre E (ver 

fig.5.4n.). Luego de ser transmitido a 1n1vés del divisor de haz 0 1 , su dirección permanece 

constante y por 1 anto su proyección permanece sobre el punto A. Bajo la. rt?Rexión en rl 

espejo E1 el fotón cambia antbas, su hclicidad y dirección; un vector de dirección apropiado 

es entonces ( - cos 8, - sin 9, O) y, debido a la reflexión, el punt.o B en la figura. 5.4a rcsuh a 

la nueva proyección del espín sobre l:, cuyas coordenadas son (cos8,sin8,0). Luego el fotón 

viaja del espejo E1 al elevador de haz B1 1 el cual contiene a los dos espejos ~ (inferior) 

y E3 {superior). El fotón va de ~ a E:1. Después de la reHexión en el espejo E:i:. el fotón 

viaja en la dirección del eje-Z, y la proyección del espín cambia al punto C: (O. 1. O) sobre 

I:. El espejo E:i refleja al fotón en la <lirección negativa del eje-Y, pero la proyección del 

espín es sobre el punto D: (0, 1,0) sobre I: fig.5.4a). Finalmente el divisor de haz D2 reffeja 

al fotón sobre su dirección original de propagación, cerrando el circuito sobre E pasando a 

través de B, conforme la protección de espín va de Da A. Entonces, el circuito cerrado C0 + 
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Figura 5.4: Evolución del espfn sobre la esféra unitaria de las posibles direcciones de espín 

esta formado por Jos puntos ABCDA, los cuales subtienden el triángulo esférico BCD. Si 

consideramos el circuito Cp+ correspondiente a un fotón I+) propagandosc a través del brazo 

f3 del intcrferon1etro. este se construye en una forma análoga al caso prC"vio, resultando el 

circuito cerrado sobre E; ADCBA, que subtiende el mismo triángulo r':Sféricu BCD sobre 

E, pero en este ca.so la trayectoria es recorrida en sentido contrario al correspondiente 

para Ca+· En Ja figura 5.4b) se muestran los circuitos C 0 + y Ca- ob1rnidos de ruanera 

completaJllente análoga a como se obtuvo Ca+· Si n es el ángulo solido que cualquiera de 

estos circuitos subtiende desde el centro de la esfera E. C representa una evolución cíclica 

del eigenestado de espín del fotón el cual adquiere, Juego de un ciclo completo, una fase de 

Berry (Aharanov~Andan) de: 

-.,. = !l(C;.), i = 09 /3 : " = +. -; 

donde " es la helicidad del fotón. 

Ahora consideremos Ja relación entre el ángulo solido n (C.0) 9 y el ángulo O referente a la 

configuración geométrica del interferometro. Para cada brazo Caa traza un triángulo esférico 

con dos de sus vértices sobre el ecuador y el tercero sobre uno de los polos de Ja esfera l: 

(ver fig.5.4a y 5.4b). En acuerdo con el teorema de Gauss Bonnet, Ja smna de Jos ángulos 

internos en un triángulo esférico es igual a 11' + n (C.a). Y entonces para nuestro triángulo 
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~: 

111(C;o)I= G-9) 
Por lo que un fotón adquiere un factor de fase adicional -rw el cual no existe en un inter

íerornetro plano convencional. A la salida del interferornetro fotones. de igual helicidad 

adquieren diferencias de fase geométricas 

.Ó.."')'+ = -Yn+ - "l',a+ y .0.-r- = i'n- - "l/J-

de 

~,,+ -G-o) 
A-y_ +(%-o) 

de acuerdo con la sibruicnte tabla 

Así a través de un filtro cuya mitad superior permite pasar estados!+) • y cuya mitad inferior 

solo permite el paso de estados 1-) • colocado a la salida del intcrfcrometro. se observaran 

los corrimientos de fase descritos anteriormente como un desplazamieuto del patrón superior 

(!+)) respecto del patrón inferior (1-)) tal y corno se aprecia en la figura 5.5. Cabe hacer 

mención de que para v1niar el ángulo 9, fue necesario rca.rreglar el int.-rferometro y repetir 

la alineación parn en.da valor de 8 1 (ver la figura 5.3) 

5.2.2 Un cálculo clásico 

Si representamos una onda electromagnética corno un vector de Janes con compo

nentes perpendicular y paralela al plano de incidencia de una superficie r-efiecto["a metálica, 

entonces estas componentes ser-án transformadas según las <..'CUacione:s de Fresnel para met

ales da.das anteriormente. Si r~presentamos estos coeficientes que son números complejos 

en ténninOti de un factor de asnplitud y un factor de fase entonces podemos representar el 

proceso de reflexión ele una onda electromagnética en una superficie metálica por la ecuación 

matricial 



lnterferogramas para estados positivos (parte superior) 
y negativos (parte inferior). para b-es distintas configuraciones 
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en donde un vector de Jones en la base {IP) ,fS)} se transforma en otro por medio de una 

matriz de espejo. Nos interesa estudiar Jos cambios de ínsr. y de amplitud de las componentes 

de un estado particular después de sufrir las reflexiones sucesivas que oc:urrcn en cada brazo 

del interferornctro Mach-Zehndcr-3D sobre el que trnbajan1os. Harcmus el calculo para la 

configuración del interfcrometro en que 8 = 45°, y además como en nuestro experimento se 

introduce un estado de polarización lineal a la entrada. •mtonces rl vector de Janes entrante 

será 

[ e':"</>] 
sm<J> 

en donde q, es el ángulo que forman el plano de vibracilln y el plano de incidencia 1. 

parn esta configuración especial del interferometro tan solo intervienen dos ángulos de inci

dencia sobre los espejos, éstos son i = 22.5º e i = 45°: y para estos ángulos, Jos factores de 

1 Cuando ,P - O el plano d. vil.ración - pa¡-alelo al plano de la m-. (banco óptico), y es el mismo plano 
que el primer plano de incidencia. 



amplitud y fase de Jos coeficientes de Fresncl están dados por {4] 

"'- = 28° n,,... = .9() 

f/l • .as = 1900 R.4 s = .93 

<P,,22.& = 18° Jlp22.r. = .92 

4>.22.s = 195ª R.22.r. = .92 
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en donde hay que tomar en cuenta que r~ = Rp y de manera semejante las otras compo-

nentes. 

Analizando lo. figura 5.3. que muestre. esquemáticamente el interferomctro. pode-

mas seguir las evoluciones de un par de haces que recorren a cada uno de los brazos a y 

{3. Así para el brazo o el primer plano de incidencia es el plano X - Y ;que es ortogonal al 

segundo plano de incidencia que es vertical y forma un ángulo diedro 8 con el plano X - Z 

y un ángulo i - 8 con el tercer plano de incidencia que es el plano Y - Z y este a su vez 

es ortogonal al cuarto y último plano de incidencia que nuevamente es paralelo al plano 

X - Y. En tanto que para el brazo /3 el primcr2 PI es el X - Y; que es ortogonal al segundo 

PI o plano Y - Z, y este a su vez forma un ángulo de i - 8 con el tercer PJ; mismo que es 

ortogone.1 al cuart.o y último Pl que es nueva.mente P-1 plano X - Y. 

J-lagaznos entonces los cálculos para el brazo a en donde se presentan las siguientes 

transforn1acioncs 

= [ r • .., .• e'"•n.•S ] ..§.. [ rp .. e'""'r•n •e'"•n.•S ] 
rPr.r.ae•~-•P ~ r ••• e•••..arr:n.ae'~-•P E

2 

[ 
rP<laeª~•r.,,_6 ei••:n.aSain8 + r • ...,e'4'•urPn.ae•~.•PcosiJ] ~ 
r,_..e...,...r•n.ae1••:n.aScos8 + r 6 • .,e••·-rl'22.•e'~2.aPsin 8 E~ 

[ 
r~e~:Z...•ar.22.~ei•~.aSs~nB + r,._e•~••r ••• e ... •urP2"2·•e~-•Pcos8 ] 
r.._e-.,•••r,._6e'-,.ur.22_.,e1••22.aScos8 + r'! ... e•2-•••rP22 . 6cª~-•Psin8 E::J 

[ 
r.-e••·••r,...,e•~•r.22 .• e·•~-•ScosB + r; • .,e•2d>·••rP'Z2.•e"•P22-•Psin8] _a 
r~e'2-.••r.22_.,ei••22.aSsin 8 + rP••e".,.••r •• 6e•d>·••r1>.n.ae"~-•Pcos8 e. 

2 Abnrviarerno. con PI "'plano et. incidencia'" 



[ 
r ... e'••-r:..,e•2#i..ar._ .• ei~.n.•Scos9 + rp.._e•..,46r.: •• ei24io • ..,.rPH.ae•~.•Psin 8 ] 

r.,..e••·-r~e112~-r.22•6ei••n.•Ssin 8 + r,...e~ ... ~ •• e•U••arp:n.ae•~.•Pcos8 S.. 

[ 
r.,,_.r • ..,.r:,._e•<~-+••••+••22.a)ScosB+ rP.n.ar,_.6 r.: •• e•(u ••• ~~2-•>Psin8 J 
r.22.'6 r,_r2,,....e'C24>. .. +••••+•.n alSsin 8 + rP:n.ar,...r_: .. e•C2•••a+,...,a+~.a) PcosB -

•(..,. +•· ) [ r,22_6 rp._e•C.,.. .. +41'.n.a)scos8 + rrn.ar•uei(odlo •• a+4>n2.a)psin8] 
r."r,...e •• •• r,.

22 
arp_e·C~ •• +••n.11.)ssin 8 + rP22 ar,46 e•C•·-+~.a)pcos8 

y al substituir el vector de .Joncs de un estado linealmente polarizado se obtiene 
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r,carr
4
ae•C..,.,a+• •• a.) [ r,~ 6 r""!e•C ..... +..O.n a) sin r;ticos 8 + rPn ar,,.6 ei(4>•u+4l>1"2:1.11.) cos t;Dsin 8 ] 

4 r,22 _6 rp.6 e1 C~u+4lo.22 a) sin c;l'lsinB + rPn.ar,
45

e 1 <•·-+4>J.,2.a) cost/lcosB 

que es el vector de Janes transformado por el brazo et'. y donde aparece el factor ;! debido 

a que dos de las reflexiones se llevan a cabo en cubos divisores de haz los c-uales solo dejan 

pasar (reflejarse) ~de la luz incidcnte3. 

Haciendo un calculo semejante para el brazo /3 se obtienen las siguientes transformaciones 

[ ;;::::::~] .... ~ [ ;~:::::~::;;::::::~] .... 
- r,...c~·U·r ... u,e•••ca -

[ 
Ss;nO + PcosO] &, 

Scos8+Psin6 &p 

..,. ,. [ rp.ue'"''- (Ssin8 + Pcos8) ] 
rp .... e' -r ..... e• •ca r.-ue._•_ (ScosB + Psin8) la 

.... • [ r.,..e••·- (Scos8+Psin6)] Eo - r,..._e• -r._e• ..... . -
r,...e~- (SsinB + Pc:osfJ) Ea 

•<11? •4' [ rPnae'~.ar.,..e•• ...... (Scos8+Psin8)] 
r,.,.ae .... r •. u,C ..... r•n .. •e'•9'22.•r,....e•-,. .... (Ssin6 + Pcos8) 1-:a 

3 Un cubo divbor de has corno le:. u-.doe u- t.ransiUuK:i• l' ..S.Ct.anc:ia c:uya9 c:omponentaA paralela y 
perpendicular di&eren en me.- del 2% <-r el cat.&Joso de M•ll- Criot) 



que para luz linealmente polarizada a un ángulo t:/> da 

[ 
rP2'2.ae'~.•r._..e••-(sinr/JcosO+cost/lsin8)] r,._es47••r.46 e'.,.·-
r.22_.e1ct>•22.•r,.,5e1-._ (sinr/Jsin8+cos,Pcos6) E. 

o de manera compacta 
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que es el haz emergente transformado por el brazo /3 del interferometro. Ahora podernos 

obtener la matriz de coherencia de los haces emergentes por uno y otro brazos del interfer

ometro. Como habiatnos mencionado los elementos de esta matriz son susceptibles de ser 

medidos, por Jo que estos resultados serán contrastados con Jos resultados experimentales. 

Además a partir de las expresiones para los vectores de Janes de los haces emergentes es 

posible calcular el producto punto de estos que esencialmente es el término de intcríercncia 

V= 2 Ciaio)i Uo • uo 
I 0 +Ip 

La matriz de coherencia paro. la luz proveniente del brazo a es (ver la. ecuación 2.55) 

(5.4) 

r•urp•aei(<t>,..a+o ... a) [ r.22.6 r,.._aei(o1>p .. a+0 .. 22.a) sint/Jcos9 + rPn 6 r ... e•(41o.u+~.a) cos41'sin 8 ] 

4 r.,, .• r,,..e•(q.,...a+O,.:n.a) sin t/Jsin 8 + r,.,, .• r ... e•<•••a+-..,, a) cos41'cos9 

Jzz = lGr:_r~ .• r~22 •• r:u {sin2 <Pcos2 8 + r~ .r:,. cos2 4>sin2 9 

+2r.72_6 r,..arp:n.ar•.- cos(cP~ + t/J.22.a - <P.,& - </JPT-1.a)sin óc-os</lsin OcosB)} 

JZJ# Í&r! .. r2,._ {r.-n.ar,._e•C~...a.+•"22.a) sinf/;coa8 + rPn.ar•••e•<•••a.+d?n a) cos41'sin8) 

x {r922.ar,.._.e-•C ... _+4'•n.a) sin </JsinB + rPn.ar .... e-•(4' .. ,..+....,, .• ) cosd»cosB) 

J'l/Z ~r~ .. r;..,. (r.22 _.r,.._6 e 1<•P•a+0 .. 22.a) sin4'sin 8 + r,.,,.ar•ue•(it> .. ,,.+~ a) cos4)cos9) 

X (r_.,, .• rp..o,ae-•<~-+41>,.22.r.) sin4JC01J8 + rP:n.ar••ae-•(•,.,a+~2.r.) cosd»sin 8) 

Jtnt = ñ:r~ •• r~ {(r:22 _ 6r~ sin2 </Jsin2 8 + r~ .• r: .. cos2 q,cos2 8 

+2r.22.,.r,._rPn ar••• cos (.;;6,... + 41'.,_2 _., - (et> ... + c/Jp,2 . 5 ))sin</Jcosqtsin OcosB)} 



ahora para el brazo {3 Ja matriz de coherencia que Je corresponde es 

J,;c11 == (k-r:..r: .. ) rPn.•r•ur•u.arPdeiÍ••.u+dtp.,,_.-4-p.,..-'ltt.n.•) (sin (.p +O)} (cos(tP- O)) 

J.,,.= (~r!..r!,.) r.22 . 6 r,..6 rP:t:l_ar,.46e-i(••.ca+~ .• -~u.-••:n.a) (sin (lj6+0}) (cos{tP- O)) 

Jw = ( far:._r~-) r:~21.r;,6 cos2 ("1 - O) 
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El producto punto de Jos vectores de Stokcs salientes es proporcional a Ja visibilidad 

del patrón de interferencia, puesto que esta va con10 eJ producto punto de Jos vectores 

unitarios en las respectivas dfrecciones de polariza.ción de Ja.s dos ondns. Y como hemos 

visto a partir de Jos elementos de la matriz de coherencia se puOOen obtener Jos vectores 

de Stokes y a partir de estos Ja visibilidad, asi pues, se puede predecir Ja visibilidad del 

patrón como función de tJ> por medio de este calculo de Janes, resultado que mostraremos 

mas adelante. 

5.2.3 Observaciones 

Una ves insta.Jndo el interf°erometro, proce<lir11os a estudiar el patrón de interfer· 

encia dados Jos distintos estados de polarización a In r-ntrada del interfcrometro, como a 

continuación describimos. 

Primero colocamos Ja fibra óptica {haz de fibras) del detector, HDbre un punto lijo en Ja 

pantalJa de observacjón, e hicimos girar el ángulo de polarización de Ja luz: entrante; por 

medio de rotar el polarizador PJ 9 con Jo que obtu,·imos una variación cosenoidal de Ja 

intensidad en ese punto fijo, tal y como si las franjas del patrón desfilaran ante é&te punto 

{ver figura 5.6). 

Como segundo paao, analis.an>os el cambio en Ja visibilidad al variar eJ ángulo de 

polarización de un estado JineaJ entrante; aprovechando el pequeño diámetro de Ja. sonda, Ja 

cuaJ coloca.nos sobre un máximo del patrón y Juego en un niínimo adyacente, registrando 

las medid- para obtener el valor de la visibilidad usando Ja definición corrientemente usada, 

y repitiendo esto para cada nuevo valor del ángulo de polarización a Ja entrada.. I.>e donde 

resulto que Ja '•isibilidad casi se anulaba para cuatro valores en una vuelta completa de 

PJ, presentando minimos de alrededor del 107',, debidos principalmente, al diametro de la 
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Inieru:idadenun 

Figura 5.6: Intensidad en un punto fijo "Vs" q, 

sonda, asi como a las reflexiones espureas, reflexiones multiples y dispersión en los distintos 

componentes del interfcromctro. En la figura 5.7 se muestran los resultados. 

Para determinar si se presentaba un desfilP de franjas, se midió la posición de un 

máximo de intensidad respecto a la retícula del expansor, al variar q,. Encontrándose que no 

había un desfile continuo y suave de las franjas, si no que las franjas del patrón, ca.rnbiaban 

de posición de máximos por mínimos de manera ithrupta. es decir sin pasar por posiciones 

internu..ad.ias. Estos "saltos .. ocurrían en el 1non1cnto en que la visibilidad se anulaba. Esto 

es , que un máxin10 del patrón se encontraba :sohrP la retícula durante el primer cuarto de 

vuelta, pero hacia el final de este pE'imer cuarto de vueltn. la visibilidad disminuía hasta 

anularse justo a los noventa grados. En seguida. la visibilidad nueva.mente se incrementaba 

permitiéndonos observar que donde antes se hallaba un máximo ahora se encontraba un 

mínimo de intensidad. y que este mínimo ocuparía su sitio sobre la retícula durante el 

siguiente cuart.o de vuelta, dando lugar al con1ienzo de un nuevo ciclo en todo semejante al 

r~ién descrito. En la gráfica de la figura 5.8, se nmcstra In posición de un máximo respecto 

de lo. retícula contra ó .Cabe señalar que no r.s la retícula la que se desplaza, si no es el 

patrón el que lo hace. quedándose fija la retícula. 

Esta observación nos permitió concluir que; ningún desfile ocurría, que los cambios en la 

J~ición del patrón, se daban de modo abrupto,. que el cambio de la intensidad del punto 
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Figura 5.7: Visibilidad "Vs" rP 

-·-----~ 

Figura 5.8: Posicion de la retícula sobre el patrón <le interferencia ttVs" 9 
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Figura 5.9: Dibujo dP) inlcrfcrograrna observado atravcs de un filtro circular derecho (su

pcrio[') e izquierdo (parte inferior) 

fijo se debía ni carnbio en la. visibilidad. y no n un posible desfile d<: franjas. A<lenllÍ.S, un 

registro vi<lcogrnba<lo. n·producülo en c<inmrn rápida. (y solo en crirnnrn rúpidn}, permitió 

observar un pequciio .. •nivén (del orden de un cuarto de onda), que nl pn.rcccr tiene un 

cn.n'i.ctcr n.11ó111nlu, C'.::>to es, que no se debe n In. gcon1ctría del iutcrfcro1nctro, puesto que 

cstn no can1bia al introducir los distintos r_stndos de polarización (rotando el ángulo de 

polarización), ni tmnpoco es explicable en térnlinos de los coniponcntcs inc.lividunlcs del 

interfcron1ctro. 

Debido n. In fu.se de Dcrry, ni introducir luz no polarizada al intcrfr•ro1nct.¡-o;cuundo sus b¡-azos 

se configuran con O= •15° VCI" figura 5.3. la visibilidad es nula, pues en este caso, el patrón 

fonnn<lo poi" luz J+). y el fo1"n1a<lo por luz 1-). dificl"cn en inedia onda (tienen una fase de 

Deny de 7r radianes), poi" lo que los máximos ele un pntl"Ón ocupan el lugar de los mínimos 

del ot.l"o patrón. Haciendo que la visibilidad se anule (ver la. figura 5.!J). La visibilidad sera 

mejor, cuando la fase de Derry sea. cel"cana n. 2n7T (con n E Z), por lo que cabe preguntarse 

si los ca.n1bios descdtos en In visibilidad están o no usocindos con posibles cambios en Ja. 

fase de Bcrry. 

Para determinar si la fose de Berry pc1"n1anccía constante o no al vurinr q, • construimos un 
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filtro cuya mitad superior solo permitía el paso de estados de polarización circulares posi

tivos, y cuya mitad inferior solo permitía el paso de estados negativos. Con este dispositivo, 

fuimos capaces de observar directamente la fo.se geométrica entre estad.os I+) , y estados 

J-) 1 al proyectar sobre la pantalla anJbos estados simultáneamente. El resultado fue que la 

fase obsevada es "casi" constante. Esto quiere decir, que con una observación gruesa, ningún 

cambio se observa, pero al video filmar la proyección de ambos patrones simultáneos con

tarme hacúunos variar t/1, y reproducir el video en cán:iara rápida, una variación abrupta;del 

orden de un cuarto de onda, se hace patente. Soslaya.remos este comportamiento anómalo 

que, esperamos, sea objeto de un estudio posterior, y consideraremos el resultado de la 

observación gruesa o en "cámara normal". Es decir que la fnse geométrica permanece con

stante. 

Como he1nos mencionado con anterioridad, luz lineal que incide sobre una superficie metálica, 

en general, es reflejada como luz elipticamente polarizada. y con un par de estados nrn

tunn1ente ortogonales o casi ortogonales, ninguna o casi ninguna interferencia tiene Jugar. 

Hemos descartado ya que el cambio en la visibilidad, se debiera a variaciones en Ja fase 

de Berry, por lo que podemos confiar en que este cambio es ocasionado única.mente por la 

ortogonalidad de los haces involucrados. Una primera aproximación en In. caracterización de 

los estados de polarización. se obtiene midiendo con un analizador la posición en In que se 

presentan los mínimos de irrad.iancia transmitida de cada brazo. Esta primera aproximación 

la mostramos gráficamente, y además mostrarnos la diferencia de las posiciones angulares 

para las cuales se dnn los nlínimos mencionados. 

Al observar la gráfica (fig. 5.10), y compararla con la figura 5.7, se puede observar que la 

diferencia c5mino -ÓmmP sigue aproximadamente a la visibilidad, Jo que refuerza a In ecuación 

5.4, y se hace patente h.1. necesidad de determinar completamente el estado de polarización 

de los haces ~mergentcs; es decir, los elementos de la matriz de coherencia respectiva. de 

cada haz. 

Las 1ncdidas de los elementos de la matriz de coherencia se hacen midiendo las 

intensidades <ladas en el conjunto de ecuaciones 2.67 a 2.69. En la figura 5.11 presentamos 

las medidas de estos seis valores de la irradiancia para cada haz, así como el cálculo <le 

los correspomJicntcs elernentos de matriz. En el apéndice se pueden ver en forn1a tabular 

además de estos. los parántctros de Stokes, y el producto punto de los vectores de Stokcs 

de llltlbos brazos como función del ángulo de polarización a la entrada. 

A continundón presenta.inos en forma gráfica la comparación entre los va.lores calculados 
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Figura 5.10: Posicion de los minirnos con un analizador a la salida del interforon1etro "Vs .. 

ángulo de polarizacion lineal en la entrada del interferornetro </J. (Efecto tijera) 

k .1\11., • l\.·~'l'I' RB.A1'8 .......... ...... ·"'"' RAA-.a in.Al_,, 
o 67 62 -<6.7 -196 836 762 602 277 

22 5 101 28 ... 8 48 43 107 219 451 
45 110'1 •8 -285 268 21 4 112 -26 3 377 

675 104 2 2<8 11 9 31 6 33.2 1042 -627 68 

"º 65 59 432 18 67 72 -614 -25 .. 
1125 29 984 481 -55 1072 388 -229 .. 56 

135 134 122 25 -255 1182 23.4 26 -348 
1575 24.8 101 -139 -332 117 40.4 62.2 -68 

180 58.4 65 ... 4 -19!1 79.4 69.8 59.4 279 
202.S 9".2 2•4 -53.5 49 JU .. 22 481 

225 115.2 10 -261 258 22.4 121 -26.7 36.5 
2475 105.6 25.6 11.J 31.4 31 6 101 -596 71 

270 64.41 634 45 9 193 .... 71 .,;Q.9 -'Z77 
2925 304 106 49 -55 1046 368 -21.4 .. 26 

315 132 1232 233 -277 120 24 281 -368 
3375 264 102.6 •166 -329 1096 39 605 -6 J 

360 57 64 -<55 -198 802 74 59 279 

Figura 5.11: Elementos de la l\fatriz de coherencia (en lux±.05) "Vs" t;> 
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50 , .. '50 zoo 250 'ºº "º 

Figura 5.12: Jz:z nvs" q, Teoría y experimento para el brazo /3 (ver Ja quinta columna de Ja 

figura 5.11) 

teóricamente (Jinea continua). y los va.lores medidos, pret>entados en la t.a.bJa 5.11. parn Jos 

distintos elementos de la matriz de coherencia. En la gráfica se presentan las mec.Jidas de 

J:;tt::z emergente por el brazo ti y Ja gráfica de Ja función calculada en Ja sección anterior.con10 

se puede observar una gran coincidencia se manifiesta en la figura 5.12, y Jo rnismo ocurre 

para Jos ,,'U.Jorcs calculados y medidos de los otros elementos de In matriz de coherencia. 

Remitimos al Jcctor a las gráficas que aparecen a continuación, pues Ja información así 

presenrada habla por si misma. Se presentan por separa.do las gráficas de las partes real e 

imaginaria de Jos cle1nentos fuera de Ja diagonal, de Jas matrices de coherencia, por razones 

de obvia impot;ibHidad de graficarlos simultáneamente. Y finalmente se presenta el resultado 

de calcular, usando el programa matemática.~ eJ producto punto de los vectores de Stokes 

que representan a los estados de polarización de los haces emergentes por cadn uno de Jos 

brazos del interferometro. De tal manera que es posible comparar Ja visibilidad medida y la 

visibilidad que este último cálculo predice. Así hay cuarro mínilnos para un ciclo completo: 

es decir que Ja visibilidad se anula cuatro veces al rotar el plano de polarización entrante 

3600, tunto teórica como experimentalmente. 



Figura 5.13: J 1111 "Vs" q, Teoría y experimento para el braz.o /3 (sexta columna) 

Re(.b:)ib) Taona y Elopenmenlo 

Figura 5.14: Parte real de JZfl "Vs" <P Teoría y experimento para el br&2.0 ¡J (septima 

columna) 
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Figura 5.15: Parte imaginaria de JZTI "'Vs" q, Teoría y experimento para el brazo f3 (octava 

columna fig. 5.11) 

Figura 5.16: Jzz "'Vs .. q, Teoría y experimento para el brazo o (primera columna fig. 5.11) 
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Figura 5.17: JVll "Vs" <P Teoría y experimento para el brazo o (segunda columna fig.5.11) 

Figura 5.18: Pnrtc real ele J:.:11 .. Vs'" q, Teoría y experimento para el brazu n (tercera columna 

fig. 5.11) 
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Figura 5.19: Parte imaginaria de Jr¡¡ "Vs" tP Teoría y experimento para el brazo Q (cuarta 

columna fig. 5.11) 

Al vl:!r las gráficas que contrastan la teorfa y el experimento, vemos que hay un 

notable acuerdo.en estn.s gráficas es posible observar que Jos resultados experimentales ade

lantan en alrededor de 14° a los valores teóricos previstos para los ejementos fuera de la 

diagonal de la matriz de coherencia. Esto es posible •mtcnderlo debido a que durante Ja 

alinr.adón del interferomctro, algunos dispositivos como lus elevadores de haz, no tienen una 

montura que permita leer la posici6n en la que se cnc:ur.ntran Jos espejos, lo cual introduce 

una incerteza en el ángulo solido de la esfera de dirccdonc:s a la que nos hemos referido, 

de un orden de magnitud semejante al desfase.je rcport.ndo. Y más aún que un notable 

acuerdo. como a continuación veremos, la teoría clásica predice el corrimiento de fase obser

vado r.ntre Jos patrones de luz positiva y luz negativa que se muestra en la figura 5.9 (aquí 

solo sP n1uestra para un ángulo de8 = 45°). De la tcorin clásica se deriva la ecuación 2.32 

donde u 0 y u.a son vectores unitarios que apuntan en In dirección de polarización; nosotros 

usa1nos vectores de Stokes normalizados. 

J(x,y~z) = I 0 + Ip + 2(I<aI,a)j uQ • upcos(J..·sinB(:rcosf!>+ysinq'>)) 

A la ~alida del intcrferometro colocamos un filtro para luz circular derecha e izquierda 

que yn hemos descrito; si hacemos una protección algebraica sobre los estados positivos o 
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negativoe de la ecuación 2.32 que describe In irradiancin sobre la pantalla de observaci6n 7 

obtendremos la irradiancin. como función de In posición, para Jos estados positivos o nega

tivos. Con lo que tendremos Ja predicción clásica de lo que se debería registrar en la pantalla. 

de observación. Para hacer las proyecciones algebraicas hicimos uso de las matrices de pro

tección que aparecen en Ja pagina 32. Pero un análisis de las funciones que representan a 

los patrones positivo y negativo que son: 

I+(x) = Ia+ + Ip+ + 2 Cia+I.o+)'l Ua+ • Up+ cos[kxsinO] 

/_(x) = Ia-+Ip- +2(10 -I,0_)'1 Ua- ·Up_cosfkxsinOJ 

donde hemos evaluado en z = O (pantalla de observación ), y hemos alineado las franjas ver

ticalmente (t:P =O), y los subíndices±, representan sobre que estado de polarización hemos 

proyectado la irradiancia saliente, nos permite ver que ningún can1bio en In depcmdencia 

en x entre el patrón positivo y el patrón nc-gativo se da corno consecuencia de proyectar 

sobre Jos estados de polarización respectivos; lo que indica que clásicrunentc ningún corrim

iento entre Jos patrones positivo y negativo .sería observable. Más sin embargo, el cálculo 

de los productos interiores; Ua+ • up+ y u .. _ · u 0 _, nos señala un comport runiento que 

experimentalmente se observa, y que consislt! en que la visibilidad de los patrones positivo 

y negativo, oscila alternadamente ni ir variando el ángulo <P du polarización de In luz lineal 

entrante. Esto es que la visibilidad de uno de Jos patrones disminuye y aun1enta sucesiva

mente, en tanto que Ja visibilidad del otro patrón, hace Jo n1isrno pero en orden inverso. Es 

decir, que primero aumenta para Juego disn1inuir. Lo anterior sera n1as claro al nna.Jizar Ja 

gráfica 5.20de la gráfica 5.20 es posible ver que los estados de polarización po..c;itivos están 

desfasados de los estados negativos por una diferencia de fase de ~ radianes. Es decir que 

los máxim,">S del patrón positivo coinciden con los máximos del patrón negativo, Así pode

mos concluir que por medio de la teoría clásica es posible describir todos los fenómenos 

observados en el interferometro, si tomamos en cuenta todas lns condiciones a la frontera. 

Jnduso el corrimiento de fase que reportaron Chiao y sus colaboradores. Es decir esta es 

una anholonomia que se puede describir de dos maneras¡ considerando Ja teoría clásica y 

las condiciones a la frontera apropiada.-.. o calculnndo el ángulo solido subtendido por la 

trayectoria que describe el sistema en el espacio de parámetros de los cuales depende el 

hiuniltoniano de dicho sisten1a. Además ambas forma.."i resultan satisfactorias debido n que 

el carácter geométrico de esta fase la hace independiente de las propiedades ondulatorias o 

corpusculares del sistema. 
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Figura 5.20: Productos interiores So,+· Sp+ y S 0 _ • Sp_ (proyectados sobre Jos eigenestad.os 

positivo y negativo) "Vs" f/> 

Figura 5.21: Visibilidad dada por el producto interior de Jos vectores de Stokes "Vs" <P 
(teoría) 
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5.3 Mach-Zehnder plano 

Como un último cnso importante para ser analizado, estudiaremos con la misma 

maquinaria el caso de un interferomctro Macb-Zehnder en un plano, en el cual ninguno de 

estos efectos topológicos se manifiesta. El análisis de el interferometro mostrado en la figura 

3.3, es muy sencillo pues ambos brazos son indistinguibles en el sentido de que constan de 

exactainente las mismas transformaciones (reflexiones) y en el rn..ismo orden. Lo anterior 

hace que un haz sea transformado de igual modo por uno u otro brazo; lo que no ocurre en 

el interforometro tridimensional (con 8 .¡:. O), haciendo que los cambios en Ja polarización 

sean iguales en runbos brazos y por tanto los estados de polarización se mantienen paralelos 

al viajar a través de los sendos brazos del Mach-Zehnder, haciendo que solo fa.ses dinámicas 

debidos a diferencins de camino óptico se presenten. Pero estns fases actúan de igual n1odo 

sobre los estados base constitutivos de la luz polarizada entrante, por Jo que al proyectar 

con el mencionado filtro de estados derechos (parte superior) e izquierdos (parte inferio¡-), la 

posición de Jos máximos de ambos patrones coincide para cualquier estado de polarización 

entrante. A continuación mostrarnos en Jo. tabla 2 los elementos de rnatriz de coherencia 

observados experimentalmente, mismos que siguen el comportamiento previsto por el caJculo 

de .Janes correspondiente. En este caso las transformaciones que describen la evolución de 

un haz de luz por cualquiera de los brazos del intcl"ferometro son: 

por lo que Jos elementos de la n1atriz de coherencia son: 

J'Z'll = r¡.r;Ps[cos2(~ - <t> .. ) + isin2(ct>p- ,p,.)] 

que para un estado de polarización lineal entrante ( ~o' ) dan: 
sm<P 

JJIJI = r! sin2 4> 

J:r.,, = r~r~ cosQsin ó (cos2(4',. - <P .. )+ isin 2(4>p - t!J,,)) 
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tf .A1'1' RA/111-'1' hn .. t:twr .AU> .. J\..o\.·b Ret.AJ.•b ll'n../Jt'l.-'b 
u 'n~ ... 5 12 .5 3.1 

22.5 161.8 30.8 -60 23 , 78.6 36.8 -61.2 40.3 
45 105 100.2 -87.3 29.l 112.6 110.2 ·88.5 56.7 

67.5 34.8 154111.'4 -59.8 16.7 410.2 182.8 -60.411 36.9 
90 1.6 175.41 -0.4 -5.5 2.2 218.6 1.5 -4.3 

112.5 20.2 154 63.l -26.3 22.6 187.8 6'4.7 -441.7 
135 78.4 85.2 86.7 -28.2 89.6 109.2 91 -54.7 

157.5 14116.2 25.2 63.3 -17.1 159.2 31 63.5 ·39.4 
180 192.4 1.2 1.7 4.9 215 l 1.5 2.7 

202.5 171.8 30.6 -62.6 23.7 185.2 32.8 -62.7 43.4 
225 103.6 89 ·85.2 28.3 113 1086 -87.3 55.4 

247.5 35.8 149.6 -60.3 17 38.8 183 -60.7 37.2 
270 16 163.6 0.7 -6.2 1.6 222.4 2.1 -4.9 

292.5 19.4 1464 60 8 -24 4 22."4 182.8 64.1 -41.9 
315 84.6 90 92.5 -30.1 87.6 102.4 88.3 -58.6 

337.5 14 ... 4 24.6 62 -16 4 149.2 28 59 -38.8 
360 189.6 1.6 0.7 5.5 198 1 0.6 3.1 

Figura 5.22: Element.os de la matriz de coherencia medidos para el M-Z plano (en lux±.05). 

resultados que concuerdan muy bien con el experimento. Como las siguientes gráficas nos 

muestran. 
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Figura 5.23: Elementos Jrz y J,,,, Teoría y Experimento 

1-"igura 5.24: Part.es real e imaginaria de Jz11 Teoria (linea continua) y Experimento (linea 

de trazos), para. runbos brazos 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Con10 hemos vist.o, el cálculo considerado en el que se hace uso de las matrices 

de reflexión propuestas, coincide notablemente con las observaciones experimentales y nos 

permite hacer un tratamiento sencillo que incluye todas las condiciones a Ja frontera ade

cuadas al dispositivo experimental. Este tratamiento matricial hace posible describir Jos 

efectos anholonomicos de cualquier configuración de espejos y describe correctainente las 

manifestaciones de la fase topologica, ta.les como, la rotación del plano de polarización o el 

corrimiento relativo entre los patrones positivo y negativo. El sentido en el que r.stá.n arrol

lados Jos espejos en cada brazo, favorece a Jos estados J±) alternadamente; comportándose el 

interferon1etro mismo como un filtro derecho o izquierdo preferentemente, para algunos es

tados particulares de polarización entrante. Este fenómeno nos permite entender claramente 

el porque de Je.s variaciones dr Ja visibilidad de Jos patrones de interferencia observados. 

Las dos descripciones son nde<·uadas; tanto la cuántica en In que es necesario suponer la 

evolución de el eigenvector de espín sobre Ja esfera unitaria de todas las prn.ibles dircc· 

clones de propagación, como la descripción clásica en donde solo se toman en consideración 

las ecuaciones de Maxwell y las condiciones a la frontera apropiadas para describir las re-

flexiones metálicas que tienen Jugar en el interferometro. Este interferometro o arreglos 

arrollados de espejos podrían ser utilizados con el fin de rotar el plano de polarización para 

cualquier aplicación practica. para Jo que se requiere un tratamiento algebraico sencillo. 

Con Jo que es pcw;ible rotar el plano de vibración por medio de esta actividad. óptica global 

con un dispositivo que consiste tan solo de espejos. 



108 

Referencias 

[l) Max Born and Emil Wolf "Principles oí Optics" • John Wiley, 1979 

[2] Hecht y Zaja.c, "Optics". Addison-Wesley, 1974 

[3] Daniel Mnlaca.ra, "Optica Basica". Fondo de Cultura. Economica, 1989. 

(4) Cabrera Jose Manuel, etal, "Optica. Electromagnética". Addison-Wesley 1993. 

(5) ?\·LV. Berry, Proc. R. Soc. Lond. A392 (1984) 45. 

(6] f\1. Grether y E. Lópcz-Moreno Revista. Mexicana de Física 39, Nol(l993) 47-56 

17] R.Y. Chiao, and Y.S. Wu, J. Phys. Rev. Lctt. 57 (1986)933. 

[8) R.Y. Chiao, etal, J. Phys. Rev. Lett. 60 (1988)1214. 

(9} 1\1.V. Br.rry, "lnterpreting the anholonomy ofcoiled light" Nn.turc 326 (19 march, 1987) 

277. 

[IO] R.P. Feynman, Lectures on Physics vol. III. Adison-Wcsley, 1984 

fll} R.P. Feynman, Lectures on Physics vol. Ill. Adison-Wesley, 1984 

{12) Azzam Basha.ra, Ellipsometry and Polarized light, North Hola.nd Publishing Co. HJ88. 

[13] Shift L. Cuantum mechanics Me. Graw Hill, 1968. 

114] Boom. Cuantum :M:echanics. Dover publications,1989. 

[15) Gho.tak. Optical electronics 

[16] Baym.Cuo.ntum Mechanics. Adison Wesley, 1974. 



(17] M. Kltano, T. YabuzeJd. Phys. Rev. Lett. 58 (1987)523. 

(18] D. Peacetti. AJP. Volume 40 (1972)735. 

(19] M. V. Berry. Journal o( modern optics 34 (1987)1401. 

[20) Y. Aharanov and D. Bohm. Physical Review 115 (1959)485. 

(21) Barry Simon. Physical Review Letters 51 (1983)2167. 

(22] De Smet. Am. J. Phys. 62 (1994)246. 

109 


	Portada
	Índice
	Resumen
	Capítulo 1. Polarización
	Capítulo 2. Interferometría
	Capítulo 3. Coeficientes de Fresnel
	Capítulo 4. Fase de Berry
	Capítulo 5. Fases de Berry en Óptica
	Capítulo 6. Conclusiones
	Referencias



