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INTRODUCCION

La teorta del potencial es una parte del P i ida de la fisica.

Anal(ticamente una fuerza en una funcién vectorial £ sobre puntos del enpacio RS .

Cuando una fucres csté definida en todo punto de una regién del espacio decimos que tenemos un
campo de fuerzas.

En fisica se llama campo de fucrzas conservativo a aquél donde el trabajo W efectuado entre dos
puntos Py Py es i i de la ia que me sigue. Ee decir:

W(P.Po)-/E’da:/v¢da=¢(l’)—¢(l’n)
r [

dondeoeuumfunnén_ﬂumn o o i sobre puntos del ewpacico R? (la
£ de ial), T ea lquier curva en R que va de F a P, sobre ella calculamos la integral de
tinea.

Eata i le a que e} laplac de la 1 se anule:

V3¢ =0

Ejemplos de campos conservativos son el gr l y el

PERIODO ANTIGUO

Podemos decir que 1a Teovia del ial nace con los trabajos de Ne sobre gravi aon (Phil s

is Pri . i)
Hasta 1800 Ia teorfa del ial ae A dios de el ica y 1

Alrededor de 1820, Poisson aoluciona la ecuacién de Laplace através de una integral sobre l- bola. Poco
mds tarde, en 1828, i el io de la fu de Gréen paras la bola. Y finalmente, en 1840,




Gauss publica una memoria capital donde plantea (para R® ) tres problemas fundamentales:
& El problema del equilibrio (llamado maa tarde de Robin) que consiste en buscar sobre Ia
rficie 3 ( i da dada) de un conductor la distribucién de cargas que hace
que el potencial sea constante sobre Y .

© E1 probl del b (Uamado asf por Poi A partir de ciertas cargas dadas en
un conductor w (regidn dada) hay que encontrar las cargas en la superficie conductora >
(superficie cerrada dada) que el mismo ial sobre ~ = .

El balayage es la traduccion a la ica del de inducci ica, donde

las cargas interiores a la superficie conductora conectada a tierra E » hacen "aparecer™, sobre

la ie, cargas cuyo i jor anula el inl ior de las cargas interiores.
& El problema de Dirschict (11 asf por Ri ) iste en ar dentro de la
regién © una fi i ion de la i6n de Laplace, que tome en la frontera

los valores de una funcion real continua y finita dada.

La unicidad de una solucién se deriva del principio del pasa las
sin embargo la existencai de una tal solucién es mucho més dificil de eatablecer.

Para la solucién de estos 1 se i la nocion, inspirada en la fisica, de potencial (new-

toni )
e - du(y)
vi=Jt==u

y de integral de energia de medidas 4 >0 :

[ o= it

Sin embargo, Gausa no i mas que i i ¢ a la de
Leb y i que las i de energfa i pre su i para alguna gq .

La insuficiencia de rigor, debida a la falta del de i " y a la falta de la integral
de Radon. provocd que los problemas de Robin y del balayage fueran dejadoa de lado.

Para el de Diri se como €l do de de Poscare (1887).

Sin todas Ias soluck ri del de Dirichlet comprendian restricciones sobre
la frontera del dominio; estas parecfan estar mas ligadas a los d lead: oala ici 1
de las solucionse que al dominio.

En 1910 Zaremba reiialo que estas r ricei eran inevitables en el caso de haber un punto de

Jfrontera aislado y Lebesgue (1912) seiialo lo mismo para un dominio cuyo complemento tiene un punto

i



"conveniente” (problema de la espina de Lebeaguc).

SEGUNDO PERIODO | Introduccidn de la medida de Radon y del concepto de capacidad).

La integral de Radon es un instrumento clave en la teorfa del ial. Permite introduci 3
1i alos

La d, inspirada en los de el ien, fue introducida por Wiener (1924) para
- isas” el rol de medida (en adel we trabajaris con funci que tuvi cierta jedad en
todas partes en un conj de idad cero).

Las diferencias entre el caso de R? y el de R? , se manifestaron por dos tipos de capacidades: la

ylal
Ast surgié €l concepto de funcidn de Green G de una 1egion (siempre que existiera) y de su potencial
de Green :
J o= mdue 20
La introduccién de la funcion de Green G de una regién provoce:

i) Queel de idad fuera generalizado para G por Ct ¥ Brelot.

ii) El teorerna de representacion de Riear (1930): Toda funcién sobrearménica puede repre-

sentarse por la suma de un potencial de Green mds su i ar:
i tanto se 1a i ibilided de Iver, en el 1 de Diri
Paralelamente a los trabajos de Riesz, Leb ¥ Wiener dividi al io del p Dirichlet
en dos partes:
i) Una i lizada, que siempre existe si Ia funcion de frontera es continua.
i) El dio del i a la frontera de esta sclucién. De aquf surge la nocién de
punto-fronteraregular,
Wiener introdujo la ion de dos (1925); la m4s importaunte de ellas se basé en el método

aplicado por Perron (1923) para resolver el pr Hyesla isn generalizada para una

funcién J de frontera continua. Entonces se dice que f es resolutiva.

Brelot d que la ividad equi a la integrabilidad (1939).

APORTACIONES RECIENTES.
En la de una repr i
Poisson, M. S. Martin (en 1941) introdujo importantes i i 165 Para toda funcién

i 1 de las funci ar i positivay, como la de




armdénica pasitiva existe una representacion dnica, dada por la integral de la funcion de Martin respecto

a una medida definida sobre la f de la regién.

Maés recoientemente. hocia 1958, Huot i d 1a inter i L ilfstica a la tcorfa del po-
tencial, a través de los procesos de Markov.
Otroa trabajos i enln i6n probabilistica se deben a: Doob, Lévy y Meyer,



Capftulo 1

PRELIMINARES

X Ias ai (en el A dice se hace una revi mds detallada de al, de
estos conceptos):
© R es un abjerto del i lidi di ional E™ .
© Si x,y € E® su producto escalar es:
"
[EXED BERT
=1
donde x == (%1,....Tna) ¥ ¥ = (¥1+---s ¥n) -
v, tienen pri derivadas p.

© v = (v,...,¥n) €8 una funcion vectorial cuyas
continuas en una vecindad de R ¢ E™ .
O La di ia de Ia

v eatd definida como:

n

N B,
2 ==

divw = 2 o=,

)ala SR encl punto T € SR .
d de B C Em™y tiens segundas desivadas parciales

< fAi(x) e el vector normal uns

© Si % o= una
continuas, el laplaciano de u es:

Au= S22

J=1 9%

OEl grudiente de u queda definido como:



© Teorema de ia divergencia:

De las definici

que:

div (u - vgradv) = u Av + (gradu, grad)
¥ aplicando a esta igualdad el de 1a di A

f wAvds + / (gradu, gradv) dz

R R
=/ uw(grady, &) do
ar

Como las primeras p. 1 de v son

que Diu = (grad v, R) y entonces
u(gradv, ) = u Dav

sustituyendo en la dltima integral obtenemos que:
_[ wAv ds + / (gradu, gradv) dz
R R

= j © Dav der
an

© Intercambiando u por v en cada paso del p
Identidad de Green:

f (2 Av — v Au) ¢i;==j (% Dav — v Dau) do
r ore
& Sea BC E™.

Una funcién f: B — [—o0, +00] es o —~integrable o integruble con respecto de la medida de superficie



/R S(=) dor(z) < +oo
© Sen u una ida sobre loa i del

Bc E™.
Una propiedad se cumple casi en todas partes con respecto a la medida p (a—c.2.p.) en el conjunto

B sise ie en todo B en un sub A C B tal que u(A) = 0.
Si esta medida es la de Leb

O Sea BcC E™ .

casi en todas partes (c.t.p.).
Una funcién f : B — [—o00, +00| es semicontinua inferior (s.c.i.) en & € B si:
Sf(x) = lim inf f(y)
veo
Y es semicontinua superior (s.c.s) en z € B si:
f(x) = lim sup f(y}
veo

O Sea B C E™ .Sea f: B — [~oco0, +00).
D R

que una i de {5}

a f por la izqui iz

J3 < [ pamatodaj

Jim fy(x) = f(x) paracadeze B

firs

que una {f;} converge a f por la derecha y

s

< Una sucesién de numérica {¢;} € (—oa. + o0) converge por la izquierda a c si:
¢ = c¢ paratodaj

lime, = ¢
r—=



¥ emcribimas:

g tc

sc define yencia por la derech

1.1 FUNCIONES ARMONICAS

En csta i bt dos | basicas de 1a teorfs del potencial: La integral de Pois-
son, que nos permite rep a una i6n arménica en una bola a través de su integral sobre la
frontera de la bola. Y el principio del itno para i ar

DEFINICION

Una funcion real u definida en E™ de d i parcial i es llamada una f

armdnica si:

Los si son ej de ar
a) Las partes real e i de las i liticas de variable son fi
Armounicas:
Sean r = z + iy ¥ f(z) = u{z,y) + iv(z,v) . S que si f es tiene
derivadas de todos los ¥ u y v satisf las condici de Cauchy-Ri
u _ ov Ou _ _Bv
br © By 3y~ "oz
Calculando el lapl 5

Au= P By Fe | S
M= 22 T 57 T Gyox T Gzow

b)La funcidn armdnica fundamental con polo en y es una funcién arménica definida por:

paran =



400, siz=y

Uy (z) =
—logllz—wll , sizs#y
paran>=3:
+o0, siz=y
uy(z) = '
Ty}, @iz
(ux—vu ) i
Cuando y = 0 esta funcién no es otra cosa que la i d del
en ! H iales ardinari ido pars la funcién dos veces dil i f ycon
r € {(—oo, +o0) :
M+ 22y =0, r>0

™

limreoo f(r) =0

Llameremos a este tipo de problemas problemas con valores a la frontera.

Easta i iffe | de orden surge de problemaas fiasicos de campos conservativos

con simetrfa radial (como el de un cuerpo en el campo g ! de un pl. o el de

una carga puntual en el campo eléctrico de un

El primer miembro de ia ion es el | iano en P de una ion ,
la f , que depende smolamente de r == ||z{| , es decir, de una funcién con simetria radisl. (Ver
el Apéndica).

1.1.1 El principio del pr di

1( de Gauss) Sih es en una indad de la

bola B, entonces:

j Dphda =0
o8

Demostracién:
Basta poner v = 1 y u = A en la identidad de Groen. -

de la



DEFINICION
© La auperficie de la esfera de dimensién n y de radio p ea :

onlp) = P to (1)

Y 0,(1) e la superficie de Ia eafera de radio 1 :

1y
(T) s n es par
o

an(l) =
(‘——3-2?1"—9(’:_?)) sin es impar, n > 1
u impl T para d aon(l).

<O El volumen de la esfera de n dimensiones y radio p ea:

Unlp) = p" va (1) = p"’"n&

u impl vn para d a un(1).

Teorema 2 Si u tiene segundas derivadas parcial

en una indad de la
bola B = B, , con centro en y y radio p, entonces:

(i) Pamn= 2 yzxe B tenemos que:

u(z) = 51; - |(—logliz — ={I) Dav — u Da(-logliz — =ii)] do(2)

—25 [, 1u(-tog iz — 2] d
(ii) Peran >3 yxec H:

WD = =gy [ (15— 72 Do = DE2 0z - 1)) dete)

1 R
_;“_x("___z).js.:.uux—z,l +2 4z
con z € B.

Demostracion:



(i) Consideremos una r € B fija y definamos a la funcion v(z) = —logllz — z|| = —logr con r =
Iz — x| para z # x.

Definida de enta ven ica en E? ~ {z}.

Tomemos & tal que H.s © B,., y sea el abierto R = B,., ~ Bas. Usando la identidad de Green

obtenemos:

/ (2 Av — v Au) dr = / (4 Dav — v Dau) do(z)
£ 3 ar

y como v es armonica en Ry R = B,,.,U B, s , obtenemos la ecuscién (a):

Ca) —/RuAudx - [m (4 Dav — v Dau) do(z)

- (u Dav — v Dau) da(z)
[.7: PRy

Para que v Au sca integrable sobre B,., en suficiente que v lo aca, pues Au es acotada en Hy.a.

Sih una ion a i con polo en x (ver el Apéndice) , obtenemos
que para § < 1: .
j 1u|d;szn-/rlogl¢r
Bae o T

Como lim._orlog é) = 0, entonces la funcidn vAu ew integrable en H,s . Ademds vAu es
integrable eu R . Por lo tanto v Au em integrable en B, , .

Haciendo & — 0 ob
tm [ vAud: = f vAudz
60 fp a8,
Consi ahora el de (a). La primera integral no depende de &, por 1o tanto
sdlo revisar la da i
1Daul = |(R,grad u)| < (il {lgrad uil
3
Bu\?
= llgrad ull = (g_‘, &) )
. Bu
Como las Bz, o0 das en H,.s , Dgu en da en 3B, s por una
.

constante .



i que:

1 1
l/"“ubnudn(x)l Sm/‘",h.log; do(s) = 2xmé log +

Para §

Y, ya que Slog (;) —+ 0 cuando § — 0, entonces:

E_/;B..uoauda(z) -0
Consideremos ahora el limite:
6'__0/;”" u Dav do(z)

Si z € 8B, entonces v(z) = —logr y la derivada normal de v es la derivada respecto a r . Por lo

tanto Djv(z) = —r~! . De esta manera obtenemoe:
1
/ u Davda(z) = ‘Ef u dor(2)
5.0 25,0
u sobre 3B..5 ¥ tione lmite —27 u(z)

ha es el io de la fi

Lai de la
cuando 6 — 0. Ea decir:
im / u Dav do(z) = —2 ulz)
- A

Tomando el limite cuando 5 — 0 en (a) obtenemos:
—/ vAu dr = / (u Dav — v Dan) da(z) + 2 u(z)
B ag

La prueba de (ii) es andloga poniendo a v(z) = |z —=z{{™™*?. @

la p dad del p dio pnra ar

, entonces el valor

Ahora pod i
Teorema 3 Si h es armdnica en una vecindad de la cerradura de la bola B = B, ,

de h en el centro de la bola es igual a su promedio calculado sobre la frontera de la bola.

Dermostracién:

Paran >3 .
Por el teorema anterior tenemos que:

1w = =gy fo o (v — =172 Dan — h Dally — £17™*?) der(a)

8



yaque Au=0en H.

Pero si z € 8B, entonces:
=742 = pmn+2

fly — = P
¥y ademaa:
Difly ~ 2ll~"*? = Dar~"+3| = —(n — 2)p~"*}
esto en la i 1 ior y usando el TEOREMA 1 obtenemos:
—r+2 1
h(y) = =3 _/ Dah da(z) + £ /” h do(z)
p—n+l /
=2 A do
T .7:3 (‘)
-

Teorama 4 Si A es armonica en la bola B = B, ,, cll'alnrdehenelmumyu-gualdpﬂznwdwdz

h sobre toda la bola.

Demostracién:
L i o 5 (8, r) relati al polo y (ver el Apéndice) tenemos que:
3 1
—_— h - h(a, ) di
valp) ./; i "n(P) (/q @.r) da( )) "
Si [|#fl = 1, entonces (8, r) es un punto de 35,,,.
La i gral dentro del esla de una funcién armduica sobre la esfera de radio r

relativa a la medida de superficie de masa total :
/ der(8) m= (|8 = 1) = on(1) = o
nen=1

bola B,,, C 8,, , el valor de A eu el centro de

Del que, para
1a bola resulta ser el promedio calculado sobre la frontera (ya que A es armdnica en 8,..). Usando las
que y sigue siendo el ceatro de la bola (i8] = 1 ¥ que la supericie

nuevas ds das (6,r) ¥
de Ia bola [|6]] = 1 €8 &a(1) = o, tenernos que:
A N bk h(8,7) dor(6
W) = T =D Jyegm M7 4@



1-n+1

- = /m_‘n(o,r)da(a)

1
Y Z-/u‘au-| h(8,r) do(8)

de donde:
_/ 18, r) do(8) = m h(y)
HOH=1

De esta manera el promedio de A sobre B es:

1 _ 1 Ll iy
w2yt == [ a0 )

o A [° o 4
va(p) p™ °

_ Za()) Ay) "

val(p) n
"
Y, como va(p) = %"(” :
1
P dz = hi
vn(p) ./ r @)
a8
-
DEFINICIONES
© Sea la bola B = B, ,.
Sea u una i ble con a la medida de rficle en 8B.
Se define:

1
L(u:v.ﬂ)=W/l.mudﬂ

O Sea u Lebesgue-integrable en B .
Se define:

A partir de los dos iores se ¢l principio del p dio para fi
can;
Si h esw armonica en el abierto R , entonces A(v) = L(u : ¥, p) = A(u : y, p) sicmpre que

B,.cR.



1.1.2 La integral de Poisson

Teorema 5 Si h s armonica en una vecindad de la cerradura de ls bola B = By ,, yr€ B, yz %y,
entonces:

() Paran =2

1 vy — =il | Ead | .
A=) = -5 .[u"D" (“’s pllz — =l ) dr(e);
(i) Para n >3
-1 1 . _en? 1
h(z) = TRy LB"DR(W’ Hv_—xllT’Hz_—W’) da(z),

donde x* es el inverso de x con respects a 8B, ,.

Demostracién:

Probemos (i). Paraal caso nn = 2 .

Sabemos que =i & es armdnica en una vecindad de la cerradura de B = B,, y = € 5, entouces:

) A==t [ (Goglls = =) Dah = & Datiogllx — =) da)

yaque Aha=0 .

C id, ala l del mi como fi ion de x.

Sea z° el inverso de z con respecto a la esfera B8,,,. Tomemos a z € 8B. Sea ¢ el dngulo entre
z -y y = - y. Entonces tenemos que:

iz —z*l1* = p% + lI=* — vl — 2p lIz° — ylicos

1z — zl® = g2 + flx — yli* = 2p = — vl com @

¥ como z* o el i dex a llz® = yll por p?/ ||z — yil en las ecuaciones anteriores

Y encontramoe que:

Iz = 223 = 20z = =012
iz = wlf
siempre qua > € 98,
Como z* ¢ B entonces —log [iz — x*|j es jca cn una vecindad de B y por Ia i

de Green que:

@  0=—zt [ ((oghz—="l) Dah~ h Dallogliz — ="} do(a)

11



Si di

anterior do el TEOREMA 1 obtenemos:
a1 _ Ny — =} _
@ o f [ log( = Dah do(z) =0
¥& que el factor entre corchetes es Ad

Da{—tog iy — =i\ iz — =*{l /o) = Da |—logllz — =°|}}

porque log(lly — =il /p) es una constante.

De lo anterior y de () y (4) se sigue que:

@ 0 = sz_/,., [_1%(.___“"‘1_“.)11—:'!1) Dah

—h Da(~ log Wy — =zl Nz — =) )] do(z)
. L4
Sumando (b) y (e) cbtenemos:
1 “ll—zl\ Iz = =*|) fly — =l iz — ==}
we = gz [, [ 1os (BEREEGTL) oo - noaio o MRS @i
siempre que r € B .
Para cada = € B sabemos que =z~ ¢ B y que:

Wy — =l bz = =0
« oz — =0 b

para toda z € 8. De manera que el logaritmo se anula. Es importante notar que tomamos la derivada
norwmal (evaluada para z e 8B) del L de esta funci ids do su
donde conclutmos (i).

para z € B. De
Probemos ahora (ii).

Siguiendo los pasos de la prueba de (i) se remplaza en (b) —log{lz — z|| por |z — zli* 2.
Luego se toma a x* igual al inverso de . De esta manera obtenemos en (¢) a fjz — )™ 2 en lugar de
—log |7 — li. Multiplicando ambos mi delai dad que d

a (c) por una constante



ay do el do a la E a (b) ae

1 1
w2 =5 f e [(u-—sn""’ BT ~=-u"") Dur

1
—hDa ('tz B e P =-n"‘*’)] detz)

Seaa = (p/ {lz — z°||) . Usando las » del i de =z, que;
—2 — g2
P S TEF i
[P A PR

para tods z € 88 .De osta manera la primera parte del integrando se anula en 88 y ontenemas (ii). @

8 ( 1 de ) Sihes ica en la dura de la bola B= By, v
x € B, entonces:

h(x) = ,—"_pj, Ll =zl s deiey

s — =i
Demaostraciéa:
Tomemos ¢ = 0 en las del i b que la derivada normal da una
funcidn f em:
Dnf = (7, grad f)
El vector ] i or o la wficie 9B, , ¢n £ € OB eu:

0

TN

Sea x € Bo, fija, % 0 y sea * el inverso de =. Tenemos que:

ad log || — =| e
grad log || Il = iz —=i®

13



Si z € 8By,, entonces:

graa (1og I2L I =2

W= — =i

Yo=Y ~ graa gz

“+ grad logllz — x°|| — grad log iz — =i}

= xz - x* - Z—X
Wz - fi®  Nz—al

Por lo tanto para z € 8Bg,, *

Nzl Bz — =) z—x"  _z-=x
o (e M) - (BT W= = =i
Ademsds, como z* es el inverso de r , entonces:
-
* v — zll’z
es decir
Bzl Wz — =l _
pl=z—=x|
E 1o 1as op y simapli que:
Nzl iz — == _102 =y
Dn ("" = — =l AT
para z € 8Bo,. B
. DEFINICION
) La férmula integral de Possson es:
A £~y —=\*
1P B = o f Bl duca)
donde B = B, ,,  es una carga 8B .
Si p es absol i a la medida de tficie en 8B ,

14
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de Rada ik od) (ver el A ) para cada H McC 8B que:
niary = [ 1(z) dota)
para alguna f funcion integrable en 38.

Por lo tanto eacribiremos:
1P(u, B) = IP(4,B)

OBSERVACION
IP(f, B) es arménics.

T Sihes ica en el abicrto R, entances todas las devivadas parci de h aon

en R.

Demastracion:
SiyveR,BF=0,,,yrc B, euntoncms:

h(z) = + /” 2y == o doa)

Tap Iz — =t
Como h tiene dh o il
Bh 1 8 (P —lly—=I*
Py = —— [ (2T ) R(2) der
82, = 7up Jon 02, \_ T — =0 () do(x)
c A tatom 3 usando el T i oot dominada de Lebesgus {
el A dica), se puede d que ﬂ es continua en B {(gracias a que A tiene primeras derivadas

Bz

9 (A —ly--=® 22 — lly — zli® do = —
Bz, Tz — =i .9,, = — zall” °

¥ luego que para cada = la fu £ty —=?\| ™ Men T . Ademds In
8‘: IIZ—ZH"
Mes dida dé superficie en B ).
De la misma on i el cor i para las d d. de p: i de todos

loa demds drdenes.

15



Como B puede ser cualquier bola con cervad en R

las ivad inles de A de todos
los ordenes son continuas en R. Ahora, como A es arménica tenemos que:

n 2
>(55) -0 =
1=y a

¥ derivando az,

g h
2:8—2—;—'—17 0  en R para cada 7
5 3

=
Ahora, sabemos de lo anterior que las torceras derivadas parcinles son continuss en R , entonces
podemos intercambinr el orden de la derivacion:
o, 92 Bh
S5 =0 en R paracada j

h
Como “;’z tiene segundas derivadas parciales continuas en R , 0> es icaen R. A

Bz,
para las derivadas de ordenes superiores. @

Teorema 8 (Picard) Si h es una funcidn armdnica en E™ y caté acotada inferior o supemormente,
h es una f

Demostracion:
Sih armoénica, —h lo es. Consideremos entonces que A estd acotada inferiormente. Consideremos
también A = 0 (ya que la suma de una i ¥ una es ar jca). Sean x ¥y v

puntos distintos y sean las bolas By s y By.. tales que By, ¢ D B 5.
Sabemos que:

v 6™ A(x) = f h(=)ds < / h{z)dz = vne™ hly)
HBee Ba.
¥ entonces:

(=) < 52 A

Tomemos & y ¢ — 0 de manera tal que ¢/ 8 — 1.
Entonces:

h{x) £ k(1)

18



Pero x ¥ y son arbitrarios, por lo que podemos obtener tasnbién:
A(y) = A(x)

¥ por lo tanto A es constante.

1.1.3 El principio del

De la férmula de Poisson se P! que si una i ica es cero en la frontera de una bola,
entonces es cerc en tods la bola. Esta observacion se puede genesalizar.

DEFINICION

Una funcién u definida en un abierto conexo R cumple el principio de mdrsmo ai el sup,¢ p u(z) no
» en R 5iues

Y el principio del it si el inf.ep u(T) NO s en R 8 ues

9 Siues en un abicrto conexo R y para cada £ € R existe una 5, > 0 fal que
u(x) = L(u : z,8) siempre que B. s C B,s. C R, entonces « cumple loa principios del marimo y del
ménimo.

Demostracién:

Sea M = {z: u(z) = sup,cpui{v). > € R}.

Como u == continua, entonces Af &= un j . i a R

Sea r € M , entonces existe una 5, tal que u(z) = L(u : x, §) siecmpre que § < 5..
Consideremos a una vy € Bus, y »ea §o = |ly — zi| < . .

Como u(x) = L{u : x,80) eatonces:

L(u(z) - u: z, 60) ’F::ﬁj,, (u(2) ~ u) do =0

Pero si x € M , entonoss u(x) —u = 0 en 38,5, ¥ tencmos que u{zr) — 1 = 0 casi en todas partes

con ala ida de ie (0—c.t.p.) en OB, s, -
Por la continuidad de u , tenemos Gue u = u(x) en 8B, s, ¥, en particular, w(y) = u(z) .
Porlotantoy € My B.s, C M y entonces Af es abierto en R . De esta do la idad

de R, encontramos que M = 8 6 M = R . En el primer caso el sup,cg u(z) no se alcanza en R , en el



segundo u es constante. @

DEFINICION

Sea R un subconjunto abierto de E™ y sea f una funcion en R local 2 le (ver el A
Sea d(z,~ R} la distancia de z € R & ~ R (ver el Apéndice).

Si 6 > 0, se definen:

dice).

Rs = {z € R:d(x.~ R) > &}

fi(z) = A(f:x.6) ,x e Rs

1.1.4 EI] problemna clisico de Dirichlet

Sean R un subconjunto abierto no vacfo de E™ con cerradura y sea f una ion real d. id

en SR.
El problema cldsico de Dirichlet consiste en:

Hallar una funcién harmonica & en R tal que limy—zx A(y) = f(z) para todn = € OR .
H

Este problema no tiene solucidn en todos los casos, incluso cuando R es una bola (por ejemplo cuando

1Ia fi i6n de la S ea di i ).

Sin embargo, como veremos, si la solucién existe para R abierto conexo y no vacfo con cerradura
compacta y si f es una funci i como es tnica.

OBSERVACION

Si f ea Borel dible en 8B e i ala di de jeen @B ysi h = IP(f,B)

en B , entonces para xo € 88 tenemos que:

Jdim sup A(z) £ lim sup f(x)
EL¥:]

z€on

v ademss:
Jim_inf A(x) > lim inf /(z)
€8 zc08
Lema 1 Sea f Borel dible en 88 , integ OB respecto a la medida de superficie y continua en
xo € OB .

Sih=1IP(f,B) en B, entonces:



Jig h(x) = f(xa)
=8

Demaostracion:
Aplicando s obeervacién anterior obtenemos:

{—:‘-’i«"" h(x) < f(xo0)
Y como IP(—f, B) = —~[P(f,B) , tenemos que:

Jim sup (—A(x)) < —f(zo)
€8

o8 decir:

lim_inf A(z) 2 f{zo)
ex

Porlouncolim-‘—e-;nh(z)chey-i‘m-](zo). [ ]

10 (! ts) El prob cldsico de Dirichiet tiene solucidn paru la bola B y una funcion
continua f .
La solucidn esta dada por IP(f, B).
Demostraciia:
Sea B =18, .
Dada f continua en 3B hay que
para toda x» € 38.

una 3 en B tal que ima-x h(7) = f(x)

Sabemos que [P(f, B) ea armdnica en B . Del LEMA 1 ob
eu la fontera. @

el valor de 1a sol

COROLARIO
Sea u continua en el abierto R .

Si para cada © € R tencmos que u(x) = L(u : z,8) para § sufici u es
arménica en R.
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1.2 FUNCIONES SOBREARMONICAS
En esta socci i alas f

Este tipo de i se i jo histori por el dio de las funci con
! das parcial i cn un abierto R en el cual satisfacen 1a ecuacién de Poisson:

Ay = —f
con f funcién no negativaen R .
OBSERVACIONES
OSif>0yeni ala i

de superfiicie en 38, 5 , entonces L(f : x,5) esta
definida y es finita; si f = 0 y no es integrable, entonces L(f : x,6) = oo .

O Si f o8 a.cii. en 8B, , 1 esra da inferi en 9B.s y L(f : x,6) eata bien
definida.

L(f : x,8) puede valer -+-co pero no puede valer —oo .

DEFINICIONES
Sea ol abiertc R C E™ .

Sea la funcién 4 : R — [—oo,+o0] , u Borel-medible ( [—o0,-+00] es el conjunto de los reales

(i) u supera ol promedio (s.p.) en x € R i L(u: x,5) ests definido y u(x) = L(u : =, §) siempre que
8B.sCR. ~

(ii) u supern al promedio en R si supera al promedio en cada punto de R.
(iii) u supera locah alp dio (localb

a.p.) en = € R si para cada x existe 5§, > 0 tal que
By, R, L(f : %,5) eatd definido para toda § < 6, y w(x) = L{u : x,5) para toda § < &=

(iv) u supevn localmente al promedio en R si supera localmente al promedio en cada punto de R.

DEFINICION
Sea R un subconjunto abierto de E™ .

A os 1a clase de las funciones Que van del abierto R a los reales
(i) u no es identi 400 en

de R .
(i) u> —ocoen R.



i
}
!
i

() uamwcien R

De esta mansea para cualquier u € L i , e promedio L(s : x.5) estd definido sisempwe que B, s, C R

+ ya que por la i i or u antd en 8B.

DEFINICION (funcide scbresrmdunica)
Una funcién real extendida u es sobrearmonicaen Roiuclpyus p.en R .

Teorema 11 Sea R adicrto y conexo.

Siu€/fn y i para coda x € R existe una 5, tal que B.s, C R y u(x) = L(u

: x,8) (o u(x) > Af{u:
x,6)) wiempre que § < 5., u sati el principio del

Demnastracidn:
Supoogamos que existe un pumto xg tal que u{ze) = fnfaw .
Como u € Ln , sutonces:
—o0 < W(Xo) = infru < o0
Sea M = {z: u(x) = infau}; pot lascideu, A as un lati *
Demostremos qua A e sbieeto.

C 4 v L

ds R .

eh M . Por hipdtesis sabsmos que hay una 5, tal que B, s C Ry
que u(y) > L(u : ¥, 8) siempre que § < §, . Supongamos que hay un punto z € By.s, ~ M .
Sea p = |lw — 3|l . Como quey € M, uly) < L(u: y,6) . Es decir:

w(y) = L(u:y,5)
o equivalentemente:
L{u—u(y) :v,p) =0

Como u — u(y) = 0 en 38, , entonces u — u(y) = 0 ala

de sficie en 8B,.. -
Pero como u(z) > u(y) , debe habesr una o tal que u(z) > a > w(y) . Por las.ci. de u hay una vecindad
dez,U.,talqueu>a > uw(y) en Uy NOB,, .

Ahora. 9B, , tiene medida de i

u — u(y) > 0 en un conjunto de medida

P una

Por lo tanto By, s, © R, es decir M es abierto. Entonces M = @ d M = R por la conexidad de R .
Por lo tanto si u alcanea su (nfimo, entonces es constanteen . B
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COROLARIO

Si u es sobrearmoénica en el abierto y R, u sati el principio del minimo en R .

Si R es un abierto do, u es ica y tm inr:E-ﬁ u(z) = O para toda r € SR , entonces
u>Oen R .

Demostracién:

Se sigue direct de la definicién de funcién sobrearménica y del TEOREMA 11 que u satisface

e principio dol ménimo.

Para probar la scgunda afirmacion «s suficiente probar que u > O c¢n cada componente de R ;

que R es con S que existe un punto y € R tal que u(y) < 0, entonces u no es

una i Defi 1a i6n v en R por:

v(z) = lim inf u(z) TR

dof,
*€ER

De esta manera vessc.ien R, v >0en Ry v(y) <0 .

Como v es s.c.i. en R , debe alcanzar su mfnimo en R , de hecho en R. pero esto contradice al

principio del mmimo. Por lo tanto u =20 en R. @

Teorema 12 Sea u sobrearmdnica en el abierto R y sea W un subconjunto absierto de R con cerradura
compacta tal que W C R .

Sih es continua en W yarmdnicaen W, yu > h en OW, entonces u > h en WV .

Demostracidn:

Si A tiene estas

se a cada de W . Tomemoe entonces a
W conexo.

Consideremos a la funcién u — A en T .

En W , tenemos que u — A > 0 . Ahora, como h es arménica en W, u — & ¢s sobrearmdnica en W
¥, por el corolario anterior, no alcanza su fnfimo en 1 , de hecho lo alcanza en SW .

Y como u — h =>0en OW obtenemos que u —h 2> 0en v . B

Teorema 13 Una fu real didau € Lp ez en el abierto R si u tiene la siguiente
propicdad:

(P) Sea W un subconjunto abierto de R con cerradura compacta W C R . Si h es continua
en W yarmonicaen W ysi u>h en 8W, entonces u > h en W .



Demastracion:

Sea £i ia clase de las funciones sobrearmmdnicas en R , de rdo con Ila de
sobrearmdaica.

Sen €, 1a clase de Ins funciooes u € Lx que sstisfacen (P).

Por el TEOREMA 12 ¢x C €p .

Queremos mostrar que €y C Zn .

Consideremos a una v € ¢y yauna B, s C R. Comoues s.ci. y u > h en 8B. 4, entonces hay una

i {#;} de Funci i en 8B, tal que ¢, T u en OB, s (ver el Apandice).
Sea la funcidn:

¢; en B, s
Ay =
IP($;,Bz3) en Bay
De cata hy en i on B.s, ica en Bzs Y u = ¢; = hyen 8B4 -

Como u sstisface (F), entonces u > h; en B, .
Por lo tanto:
u(x) = hy(x) = T P(P;, By s)(x) = L(&; : %, 8)
Ahora, como ¢, T u en OB.4 . entonces u(x) > L(u : x,6) por el Teoremna de la convergencia
dowinada de Lebesgue.
Coanclufmos que € C tn. B

OBSERVACION
De los 11y 12 que u an si y s0lo =i il ia {P).
Teorema 14 Si R es un abserto, u €/Lp , y u supera local; al p dio en R , u es

sobreaymdnica en R .

Demastracion:
Sea W un subconjunto abierto de R con cerradura compacts W C R y sea h continua en W,
armonicaen W y tal que u = h en IW .

Conasi: que W en
Tomemos a la funcién u — A la cual ea s.c.i. en W y alcanza su (afimo en W .
Como A 1a iodad del p ioea R, 4 — h supera al promedio en R . Usando

el TEOREMA 11 y el hacho de que u = A en 8W , tenemas que u — A no puede alcanzar su (nfimo en



ningin puntode W. Por b tantou —h =2 0en W . 1B

Regresando a Ia ecuacién de Poisson el sigui 1tad:

Lema 2 Sea el abierto RC E™ .
Si u tiene das derivadas parci i en Ry Au <0 en R, entonces u(x) = L(u: x,8)
siempre que B, s C R.

Dermmostracién:
Supongamos que Au <Oen B=B.sC R.
Sea la funcion:

u en OB

IP(u,B) en B

Por la manera en que A eatd definida resulta ser i enBy icaen B .

Si mostramos que u = hen B, lufdo la idn ya que:

u(z) = h(x) = IP(u,B) = L{u : z,8) n
Consideremos a la funcién w = u — h . Tenemas que:
Awm Au—Ah <0 en B

¥ ademis w = O en 88 y en continuaen B .

que w su i en B en el punto o .
Si xo € B , entonces:

5w
>0,i=1,...,n
B3, =

¥ tendriamos Aw(xg) = 0 lo que serfa una contradiccién.
Porlotantow =u—~hA>0enByu>henF.

Ahora supongamos que Au <0 en B .



Sea g(z) = [iz||? , entonces Aq = 2n . Para cada en € > 0 , se tiene que:

Al —-eg) =Au—ecAG<0 en R

Por el cano antetior tenemos que:

u(x) —eq(x) = L(u—eq:z,6)=

Lis : =z.6) ~eL(q:z.8)
L €—0
u(x) = L(u: ,6)
-
1.2.1 Propisdades de las fi i b i

‘Tworema 18 Sea R abierto, u € Ly -
Si pare cada £ € R hay wna 6, > 0 tal que B, 5. € Ry u(x) = A(u : z,5) siempre que § < 6§, ,

u es ica en R.
Ad a6 u es s0b enRyz € R, entonces u(x) = A(u: z,5) siempre que Boy < R .
Demostracion:
Sea u € L g con las hi is de la !
Tomemos 8 W un abierto con ceradura compacta W € Ry auna ién h i enW,

en W y tal que u 2> h en 8W . Consideremos a W conexo.

Aplicando el TEOREMA 11 obtenemos que u — h satisface el principio del minimo en W . Ahora,
comou—hessci enWyu>h=0endW,

por et ipio del £ u—h>0enW.
Por lo tanto u es sobrearmdénica en R .

Supongamas ahofa que 1 €8 sobrearmdnica en R . Sean £ € R, y H,s. € B . Mostremos que
u(z) = Alu:zx,8) .

La desigualdad es trivial si v = 400 .

Consideremos entonces que u(z) < 400 . Sabemos que u(z) > L(u: z,p) para 0 < p < § . De ahf se
sigue:

a,.p"-'u(:)z_[m w(s)da(z) m0<p<é
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eata i d

sobye el intervalo (0, §) tenemos que:

‘-'L'f—- ulx) > _[: /"” u(z) do(z) dp = -[B-.- u(z) dx

o = Z 1
MY

w(z) 2 Au:z,8)
siempreque B,s CR. @

Teoremna 16 Siu es aobrearmdnica en el abierto R, entances es finita casi en todas partes (c.t.p.) en
R o ala dida de Leb yes L

integrable en cada compacto K C R.
Demostracidn:

Demostremos que u es finita c.t.p. en cada componente de R .
Consideremnos a R conexo.
b que u no es id

finita.

“+ao , de ahf que cxiste cuando menos un punto en R donde u ea
C

al sigui

M = {z € R: u es finita casi en todas partes en By s C R para alguna § > 0}

M no es vacio ya que cuando menos existe un punto donde u es finita. Ademds, usando ¢l TEOREMA
15, tenemos que u es finita c.t.p. en cais bols contenida en R con centro en ese punto (de otra manera
u valdria 400 o8 ese punto).

Veamos que Af es abierto.

Sen x € M . Sabemos que cxiste § > O tal que u s Bnita c.t.p. en B.s € R . Tomemos a una

¥ € Bi,s y ala bola B, . tal que 2p = min {|ly — z}{,6 — ly — z|l} . De estya manera B, ,C Bzsyu
es finita c.t.p. en B, s decir, y € A . Por lo tanto A es abierto,
Veamos shora que M es cerrado relativo a R .

Sen {r,} una sucesién en M convergente a r € R Como R es abierto, entonces existe ¢« > 0 tal que

B:. C R. Tomemos a i tal que z;, € By 3. Usando el hecho de que z; € M, encontramos una § > 0

no nula. T

. tal que u ea finita c.t.p. en B, s. En particular u es finita c.t.p. en el conjunto B., s M Ba,g, el cual
tiene* medida de Leb ahora a z € By, s M Br g tal que u(z) < +oc . Por el
TEOREMA 15 u es finita c.t.p. en B,y € R.
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Ahora, come x € H,.y, entonces existe una bola B; , C B,y en la cual u os finits c.t.p. Por Io tanto
z € M, es decir, M o= rolativamente cerrado.

Por la i de MM que M = R.

Entoucen, a cada € M = R le corresponde uns bola B, s, © K en la cual u es finita c.t.p. Estas
bolas forman una cubierta de R C E™ y una cantidad numerable de estas bolas es suficiente para cubrir
a R. Como u es finita c.t.p. en una idad de abi
ctp. en R.

que cubren a R, entonces es finita

Probemos ahora que u es L en cada KcCR.

Cubramas a K con una cubierta finita de bolas B,, s, C R con ceatro £, y radio §,. Como u es finita
<.t.p. en bolas arbitrariamente fias que a cada x, d id
Tensmos emtonces:

que u(x,) < +oo.

Afu: =i, 8) < u(=) < +oo

Ahora, como u esté da i on UBx, s, pod id,
tenemos que:

que u > 0 ahi. Entonces

—o0 < /u(:)d; = j w(n)dz £ T vas"u(xs) < +o0
* Bl
v por io tanto u es integrableen XK. @

Teoremsa 17 Sea B una bola tal que B C R. Siu es sobrea: ica en R, ent
(i) u es integ pecto de la medida de superficic en 88.
(i) IP(u, B) es armdnica en B.
(iis) u = IP(u,B) en B.

Demostracion:
Demoatremon primero (i).
Consideremos que u = 0 en 88 . Como u eu s.c.i. en 8B , entonces existe una sucesién {¢;} de

no i cen 8B tal que &; Tuen IB .
Sea la funcidn:

IP(¢;.B), en B
vy =
@, en 8B
Como u > v; = ¢; en 8B , entonces v, cs arménicaen B y v; es i en B ,ad
Queu>vsen B.




Ahora {v;} es una i i de fy ar i en B y v == lim v, ea
i i <00 o ar en B . Como u cs finita c.t.p. en Ry u 2 v, tcnemos Que v es armdnica
en B.

Se aigue del de 1a i que:

v = IP(u, BY{(x) = L(u: x,8)

) ¥ u es integrable respecto a la medida de superficie en 85 . @

Lema 3 Sca u sobrearmonica en el abierto R yseaB,.s C R .
Sea B = B, s-
Decfinamos a la funcidn:
IP(u,B), en B

u,en R~ B
Resulta entonces que v > v en R , que v €3 armdnica en B y que v &3 sobrearmonica en R.

Demostracién:

La integral de Poisson IP(u, B) ests definida y v < u en B por el TEOREMA 16.
Claramente u > ven Ry v es armdnicaen B .

Demostremos ahora que v s s.¢.i. ¥ que supera al promedio en 8B .

Sea y € 88. Sab de la O ACION leada en el LEMA 1 que:

. lim inf v(z) = Lim inf u(z) 2 lim inf w(z) = w(y) = v(y)
' ies scoh ek

: Y usando que v = u en R ~ B obtenemos que:
lim  inf u(z) = lm inf u(z) > lim inf w(z) = u(y) = o)
ER~8 »€R~B
Por lo tanto:
lim inf v(z) = v(y}
e
| yvesaci eny.

Moatremos nhora que v es hiperarménica en y € 88 .
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Supongamos que B, , C R. Entonces:
u(y) = u(y) = L(u: w,p) 2 L(v: ¥, 0).

H al io y es 8.c.i. en R~ 88

yaqueu>venR.O v supera &
Por lo tanto v & subrearmdaicaen R. @

OBSERVACION
Si u e sob ica en el abi R,
u(z) = lim jnf u(y) paraze€ R
wER
yhs
1.2.3 Apr ;7 de fi i sobrearménicas
Lema 4 Siu cs sobrearmdnica en clabierto R,z € R y 6, = d(z.~ R) (la distancia dex € R a~ R),
de & o [0,6x) ¥ i para

entonces L(u : x,5) y A(u : z.6) son S

&§=0.
Ademnds A(u : x,5) es contimua en [0, 5.).

Demastracidn:
Tomemos una 5; tal que 0 < 6 < &; < &, .
Definamos a la funcidn h en B, 4, por h = IP(u,B,s,) .
De eata manera, por el TEOREMA 17, u > Aen B.,, -

Como Bes C Br, v h en ica en Bas, .

L(u:x,6) > L(h: z,6) = h(z) = L(u : z,6,)

Por jo tanto L{u : z,5) es mondtona decreciente en [0, 5:) .
Ahora, como u ea s.c.i. en x , el conjunto {y: u(y) > u(r) — ¢} resulta mar una vecindad de = para

cada ¢ > 0 (Kohn, )y

Liu:z,6) = L(u(zx) —e: z,6) = u(x) — ¢

para § suficientemente pequaie.



Pero u es sob icaen R,
w(x) = L(u: 7,6)

De donde, para cada € > 0 :
u(x) = L(u:x,6) = ulz) —e¢

para & suficicntemente pequefin.
8i el lfmite do 5§10 que para toda ¢ > 0 :

u(z) 2 UmL(u: 2, 6) 2 u(z) —«

Es decir L(u : x,6) T u(x) cuando 6§ [ O .
Ahora, para cualquier § < §; < 6. , A(u : z, §) en finita y tenemos que:

Au:x.6) = ""—’6;/” u(z)dz

1 s
O K (f.,.-... e (@) dp

. g8
=2 =1t .
unﬁ,‘/np L(u:z,6)dp

Por lo tanto o™~} L(u : x, 5) es integrable en [0,51] .
Sab quela i 1 da de una ion i es ab i (Ver el

Apéndice). De aquf que A(u : z,6) sea continua en (0,5;). La ultima ecuacién nos da una repre-
sentacién de A(u : z,8), para cualquier intervalo cerrado {a,b] C (0,6:) , como el producto de dos
i 4 i en {a,b]. Por lo tanto A(u : x, 5} ea absolutamante continua
en [a,b]. (Ver el Apéndice).
Esto implica que A(u : ., §) es diferenciable c.c.p. en (0,5.) (un
afirma que la derivada de una integral indefinida exiatc y es igual al integrando c.t.p.).(Ver el Apéndice).

por L
Entoncens, para casi toda & € (0,61) , tenemos que:

N &
) an nan e
o5 Al 2.6) = s Liu:x.6) — W/p Y L(u: z,6)dp
©

ao




Tn
3 yuque s, = 22 entonees:
.

% Als:r 8) = 2Ll 5.6 — Alu: 2,8

Ahora, como L(u : r, §) es monstonn decrecionte en (0, 6) entonces:

Al F) = -—”_n—

8
- (/‘,p"_'llp> Liu: 3. 5)

= L{u:r.8)

B
/ P L k. 8) dp
Jow

¥ entonces —563 A(u 2 2.8} < 0 para casi toda § € (0.52) .
Si0 < a <« § tenemos que:

L}
Al 8) = Alu:ra)= / (% A .l:.p)) dp
5

es decir A(u : x, &) es una funcién monstona decreciente de § en (0.6:) -
Adermds, como:

Au: £.0) = u(z)

Alu o ) 2 Liu: x.8)

para toda § € (0.8;), vonclufmos que A{n

: £, &) es mondtona decreciente en [0.5:] y continua por la
derecha en 0 .(Ver el Apéndice).. B

De acuerdo con este resultado podemos delinis:
L(u:x.0) = A(e: £.0) = n(x)

Veames ahora que si promudismos una funcion sobrearménica sobre una bola de radio dado obten-

emos una funcidn sobrearmonica " mas suave™ (derivable respecto a § ¥ continua para 6 = 0 ) a expensas
e hacer ligeramente mis pequetia ln repgion.

DEFINICION




Si R es un abicrto y o > 0 definimos al conjunta:

Ra = {y:dly, ~ 1) > a}

, Figura 1-1: El conjunto R,

Teorema 18 Sea u sobrearmdnica en el abterto R y sea us(z) = A(u: x.6) paru = € Ry.

Ent us e3 sobrearmdnica en Rs para cada § y us 7 u cuando § § O pama cada £ & Ryg.

Si ademds u es armdnica en el abierto U © R, entonces us es armdnica en Us para cadu §

Demostracidn:

La continuidad de us en U5 se sigue de In de la definicon de u4 como una intergral.

Supongamos que § .p > 0y que = € Raape

Se puede demostrar. usando la desigualdad del tridngulo. que Rs., C (Rs), ¥ nque Rsrp & (Ra)y,.
De aquf que B, , € Rs ¥ B, = R, . Por lo tanto Alus : r.p) ¥ Au, : £.8) estin bien definidas.




Figura 1-2: La vecindad de x

Usando el de Fubini

Az = f wa

= [ xm. 0 ([ xa. @) utnrar) dy

= gz [ o0 (f xo..xm,. )

De lo anterior tenemos que = € B, s si y solo si y € B,,, . Entonces |a integral dentro del ultimo
paréntesis e el volumen de By s M Ba, , ef cual as una funcisn simeétrica de 5 y p . Es decir, A(us : z, o)
o8 una funcién simétrica de § y o para = € Reyp-

C i abora jer x € Ra ¥y una r tal que r € Rg+v-

Entonces x € Rsyr C Rssp Para toda p < r y para toda p < r tenemaos que:

Aus: 2,p) = Alu, : 2,6) < A(u: x,5) = us

Por lo tanto, usando el TEOREMA 15, conclufmos que us es sobrearmdénica en R, .



La afirmmscion de que us T u s» sigue del LENMA 4.

Por otro lado, si u #8 arménica ea el abierto U . entonces us(x) = A(u : x,5)

=ulzx) parar e L5y
us es arménica en Us. @

Teorema 19 Sea u sobrearmdnica en R y sea V™ un abierto con cerradura compactaV < R .

existe una {v,} de fu

enV con d vad
parciales continuas tal que u = lim, oo v, para cadaz € V.

Demostraciéon:

Sea 35 = d(V',~ R) y nea {§,} sucesién decreciente en (0. 6) con lim; oo 8, =0 .

Para \ p>0y Iquier funci i

wen R . d aw, en R, por:
p = Alw : z,p)
Sea 7 fija.

Por el teorema anterior sabemos que us, cs sobrearménica y que ug, < u en Rs, .
Usando el

en (Ro,)“

anterior que (us,)s, es sobrearmonica y (us,)s, < us, < u
Anslogamante (usando el mismo tecrera) obtenemos que ((us,)s,) 5, €8 sobrearmonica y que ((us, )s, )5, <
(us,)s, S us, Suen ((m ).’) > V.

Definamos n la funcidn v, = ((us,)s,),,en ((m )_')

Por la manera en que se definic v; es sob ¥ tiene d
en V.

derivadas parciales continuas

Ahora, por el LEMA 4, ws, £ ws,,, en Rs, para lquier f i b
Entonces:

wen R.

vy = ((us,)s,),, < ((u5,.,)5,) 4,
£ ((v5,00)8,01 )5,

= ((us,00)8,00)5,,, = tstr

en ((m ),’) DVyla i6n {v,} es i en V.

De la misma manera, como ws, < ws,_, en Rs, para cualquier funci

wen Ry

posi Jok,

((ue,00)8,),, < ((us,00)ein)s, 0 = Vren
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o ((8,20,), -
,
Usando que us,,, Tuen R k1oo, que, en (Ra,), o (tma,00)8,)0, ~ Cus,)e,
cuando & — S0 .
De lo anterior obtenenos que (ug,)s, < Yima—oo vx ea (1s,), .
.

el miamo dos vecss, ob que u < lirmn, vs en R.
Como ve = ({us.)8.)s, S Gen ((R..)._ 4, + Sntonces:

lm va <u en R
e

Es decir, u = lima—oc s en R .
La L dh da se ob ienydo entes v; a V . BB

Teorema 20 Sea K un subconjunto compacto de R .

Sea u sobrearmdnica en el abierto R y armonica en R~ K .

Entonces exiuste unag J de funci b én {u;} en R tal que:

(i) cada u; ticne segundes derivadas parciales continuas en R .

(%) limy ooy ~u pora cada T € R

(iii) % V cs cualquier vecindad de K con cevvadura VcR, 4 =uenR~V
para j suficientemente grande.

Desnostracién:
Sea 66 = d(K,~ R} y sca {5,} suceeitn decreciente en (0,8) con Yim; .anb; =0 .
Pars cade j tenwmos qua K € Ras, ¥ BRas, € R ~ K . Entonces para cada j tenemos que
((u4,5,) 4, = % e una vecindad de SRss, -
Definamos a la funcion:
((’“,)o,)" en Ras,

u, =
u en R ~ Ras,
Como {{us,)s,) ;, os sobrearménica en Ras, y e igusl o u en una d de ORas, cada
u; es sobrearmonica en R . tiene 3 i en Ryu, =uen RO (~ K, -
Ad como en la ¢ i6n del jor, se obti queu;, Tuen R .
Ahora, sea V un vecindad de K con Vaor.

a5



Parn j 3 grande que:

RN(~K)y, DR~V

¥ entonces:
u;=u enR~V



Capitulo 2

FUNCIONES Y POTENCIALES
DE GREEN

Consi el de Dirichlet.
Si el abierto R e la bola B.,, sab del L ior, que existe una funcién srmdénica ve
(que depende del centro de la bola: x ) tal que:

1
vy = —--————-—,-"z i para z € OR

ea decir, que curnple:

“z—_""T,-i-u.-o para z € OR

Para encontrar tal funcién basta aplicar Ia férmula integral de Poisson:

1
=IP(-—— R
b i
En este di exte
En la de la rep: i i de una A ar sobre el abierto R desarrol-
laremos la teoria de las funciones de Green ) que el i = ai y solo si el
de Dirichlet di ala i de
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Setey = vT—_lan’ para = ¢ OR

puede ser resuelto para cada r € R .

Consi a las i de Ia forma:

1
= T
il

T — =zl
con vy armdnica en R .
Usando la identidad de Green se puede demostrar que:
Si h es armdnica en una vecindad de la cerradura de un abierto acotado R de frontera susve, '

entonces para r € R y n = 3 tenemos:

1 1 1
o) = ot /;R ["z —Lg==1 Dnh—h Da (W’ ] do(=)

Ademés, en In deduccién-de la formuls de Poisson se buscd una fi ién ar ica vx Que
de z € R (el centro de la bola B, ), que fuera armonica en una vecindad de R y tal que ia siguiente
integral se anulara:

1
0=a—;_—2)[’R(U:Dnh—hDiv-) do(z)

estas doa ul 3 1a sigui ion i i pars A :

1 1 1
o) = st A [(Il: s u.) Dah—hDa ("T_T, +u,)] deor(z)

Introduzcamos ahora a las funciones de Green:

2.1 FUNCIONES DE GREEN

DEFINICION (Funcidn de Green para la bola)
Sea B=B,, .
Sea z* €l inverso de = con respecto a la bola B
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(i) Si n = 2 entonces

y — =i iz — ="}t
log o TIES T perze B s}, TAY
Galz.2) = log —F.

v paraze B~ {z}, x=yp

+c0, paraz==x

con z* el inverso de r con respento a 98 .

(ii) Si n = 3 entonces

1 P n-2 1
T G M e

Golx, =) = _____,“‘_:",__ _r“_,, parazre B~ {z}, ==y

400, para z =T

Notemoa que, en el caso n = 3 , si ¥ = y tenemos que Nuestra vy es:

vy = —

1
o

OBSERVACION
Gplz, z) es continua para = = y.
Demontracion:

Vedmonlo para n = 2 (el caso n = 3 s puede probar de manera andloga).
Sabemos que z* no =8td definida para r = ¥, ya que por detinicién:
. 2
=y + T (= —~w).
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el limite d

Es decir:

puede

x—y

= —ull
pliz—=xil

- - _
lip = =il 1 — =" _ Iy — =i I(z v) == (x v)"
I [

z—z|

——2P
Nz —wli

Galy,3) = im Ga(z.2) reB~{y}

Usando la definicidn de funcién de Green la representacién integral del TEOREMA 5 del Capftulo 1
de la sigui

Sihes

en una indad de la d

de B= By, y z € B, entonces:

ma =-2 [ h:)DaGalz,s)do(s) parazdyyn=—2

Notemos que cuando x =y y r € 88 , entonces tenemos que:

¥ por lo tanto:

Fa P 1
DaGaly.z) = Dy log —5— = D, log £ =1
" Galy. 2) = Dn log 1=y el T 7R

h(z) = %/;n h(z)do(z)

Esa decir, como ya sabiamos, el valor de h en el centro: h{(y) es, en este caso, el promedio de
1a 1a funcién sobre la cafera 35 .

Paran >3 se

que si h es ar

en una indad de B

A(z) = -m‘—_?) fm Mz) DaGplz, 2)dr(z) xeB

Y i usamos = In integral de Poisson, podemos entonces escribir:

40



— /m DaGalr.2)du(s) n=2
IP(s. B) =
m jaa DaGu(x,2)du(z) n=3

Lema 1 Sea G la funcidn de Green de B.
Entonces se cumplen:
(i) Gg es sxmétrica cn B = B.
(ii} Para eada r € B, Gp{r.-) ¢s estrictamentc positive en B.
(3ii) Para cada x € B , Ga(x.-) es sobrearmdnica en B.
Giv) linu.—éz’.cg(z.x)=0m¢adazoe OB yz € B.

Demastraciéa:

Probémoalo para n == 2 (el caso n > 3 se puede probar de manera andloga).

ODelnoltremo‘quelimn.—é:;Gg(z.t)=0p.tuwdn:oeaBy:EB.

Para el caso on que = ¥ o8 i In idad de la i i ¥la
de x* ya que ni zp € 88 entonces:

By —all o — =7 _ |

I3 llza — =i}
i =0.
y que 2w Calz,2) =0
Elcaso en que z = y es i idato de la inui de Ia i6n logaritmo y de que:

F”""-—ol cuando z — 2o , 2o € 38

© Demostremas la simetsta (i).

Sea B =B, .

Sixz =y =z, entoncea Gu(x,z) = Gp(z,x) = +00 .

Siz=yyze€ B~ {x}, entonces Gs(z, z) = log (ﬁ) v ademés:

Golz.z) = log W 2l Iz — :'"H llz — =il

— fad
ey = los T = log P = Gz, )

Consideremos ahoraa z # y, 32y ,y = € B~ {z} .
Sea @ el dngulo entre la recta que une = ¥ v (o la que une x con y), ¥ la recta que une z con y (o la
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que una z” con ). Usando i ley de los coannce se obtiene:
lly = =I® tz — =*? = ft= — wii® lly — =l* + £* — 202 [z — yll lly — =|| cond
De la misma manera se tlegs a que:

ly = 2l1? 1z — =*if* = iz — wli® ly — =07 + £* ~ 207 Il — i lly — zi} cos e

Entonces
og .= =l| ]|x 2 o =l == )
Calr,z) = ===l g = ===l Ga(z, )

© Caleut el lapl se d que Gp(x,-) es sobrearménica.

< Del COROLARIO al TEOREMA 11 del Capitulo 1 ss demuestra que Ga(x, ) = 0O en B.

Como Gp(z, ) satisface cl principio del mnimo, no puede ser cero en ningun punto de B, ya que
serfa entonces idénticamente cero. @8
Teorema 1 Siu tiene da parci 2 en una indad de la dit de la bola B = By,

entonces:
()paraze€e B yn=2:

w@) = —gt [ uls) DaGatz ) da(s) - 5= [ Galz.) Autz)da

(i) pproze Byn=3:

wz) = — ot /” u(2) DaGa(z, 2} do(z)
—smmsy [ L Calm ) Auads

Demostracidn:

Probemos el teorema para n =2 .

Supongamos que = % y .

Sea vy
va(z) = log (Hv—:llll’lt—z‘ )

Si aplicamos la identidad de Green a las funciones u y 1, obtenemos que:
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- fvmauds= [ (uDave—v: Dav) do(a)
B oB

¥a que Av: =0 en B.

a cero

o=_/;5(u, Dau—u Dav.) dd(z)—-/sv.Audx

Sumando esta ecuacitn con el inciso (i) del TEOREMA 2 dul Capitulo 1 (sobre la reprementacion de
una funcion con segundas derivadas ial
ly — =l §z - II _ Ilv —xfillxr — =
u(z) = f [( 7 s Dau—uDa ly—=il=—=1

£ v ==l jz ~ = ||
z= | 52" ('°‘ P ME==)*

Abhora, si z € 98 sabemos por la inversién que:

ly ==l

Entonces tenemos que para x € B ~ {y} :
u(z) = —5; , U4 DaGalz, 2) do(z) — —f Galzx, z) Au(z)dx
Para el caso de r = y basta repetir la demnoatracién anterior definiendo a v, = logp.

DEFINICION
Sen u es una carga en B (ver el Apéndice).
El potencial de Green de u es la funcién definida por:

uz) = [ Catzdun =zeB

a i de que Ia i 1 este definida en B .

COROLARIO

Si u tiene das d das parci i en una indad de B, u es la auma de
una i icaen B y el ial de Green de carga 4 en B.
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TEOREMA (Bacher)
Sea V una vecindad de xo € E™ y sea h armonica y no negativa en V ~ {zo}.
Entonces se cumple una de las dos siguientes afirmaciones:
(s) h puede definirse en xo de Que sea ica en V,

(1) existe una conastante c > 0 tal que:

h=clug, +v

donde v es armonica en V' y u., cs la armdnica fundamental con polo en zo.

Twotema 2 Sea 0 < 5 < p.
S h es continua en B, , ~ B, s, armonica en el interior y h = 0 en 8B, ,, entonces existe € > 0 tal
que h tiene una ertensidn armdnica a Be pre ~ Bas.

Demaoatracion:
Paran=2.
Podemos considerar a A > 0 en Ba, ~ B.s, ya que como h es continua en 8B,s. Entonces la
funcion definida por:
Va(z) = h(x) +alog(p\ Iz — zll) . = € Ba,, ~ Baxs

s ostrictamente positiva en 8B, para a mificiente mente grande, cero en 8B, ,, y armdénica en By, ~
B.s.

Por lo tanto, por el principio del minimo, va > 0 en B.,, ~ Bas para alguns a.

Si v, puede extenderse arménicamente sobre 8B5x , , entonces A también ya que alog (p\ ir — zl|) es
arménica en ~ B s

Consideremos entonces que & > 0 en B, , ~ Bas.

Sea y cualquier punto de 8B, , . Consi 1a i i & 3By, (ver el Apéndice).

Bajo esta inversion ls bola B, , se mapes en ol iplano R con R aB,,.

Ademds B = H, ;s se mapea en la bola B® con cerradurn B C R.y B., ~ B.s en R~ B~.

La fransformada de Kelvin (ver el Apéndice) A® de h es continua en R ~ B*, es armoénica en
R~ B% y es cero on 8R.

Notese que h > 0.

Restrinjamos h* a R ~ B~.




i
i

Figurn 2-1: La inversién con respecto de 88y.2s -

Se puede demostrar {Helms) que /2° tiene una i r i definid

en base a su reflexién
sobre OR (que denotaremos también como h*), sobre E™ ~ (B= U (B*) "), donde (B~)" es la reflexién
de B~ sobre dR.
Noétese que ~ (B*) ™
h* <Oen (R~B7)".

Entonces existe una ¢ > 0 tal que Br.p.. €8 un subconjunto de la imagen de ~ B~ bajo la inversién.

se mapea bajo la inversién en una bola conteniendo a B, , en su interior, y que

Sea h** la restriccién de la transformada de Kelvin de 2% a B, y0e ~ Bz, ~ {y} (¥ no os la imagen de
ningun punto de E™ ~ (B-UB~ ")). Entonces h*" es una extension armoénicade h a Bepre ~ Bro ~ {v} .
Como h” < Oen (R~ B7)" . entonces A** <0 en By oo ~ Boyp
Como lim

y_  h(2) = 0. A" es acotadn superiormente en W ~ {y} para alguna vecindad W
~8 .

-39
de y.
Se sigue del TEOREMA 1 (de este capitulo) que A** = w - c i, en W ~ {y} para alguna constante

¢ < 0 y alguna funcidn arménica w en 1V |

Alora. ¢ = 0 ya que de otra munera tendrfamos que lim  ._ h"-(s) = —oo . Entonces

€8, =B, .
h== puede definirse en y de manera que sea armonicn en W y por lo tante h puede ser extendida
wrménicamente n Be e, ~ Bos. @



Figura 2-2: El conjunto Bz o4e -

2.1.1 Funcién de Green para regiones

Los resultados que hemos ot ids

para las

de Green definidas sobre bolas pueden ser exten-
didos a regiones.

DEFINICION

Sea R un subconjunto abierto de E™ . Denotemos a los reales extendidos [—oo, 4-00] por R*.

Senr € R .

Sea ug ln i arméni d l en R con poloen x .

(En la sigui definici hz(-) es lqui i ar ica en R y dependede z € Ry vz{() es
T .

sobrearmdi

no negativa en R y depende de x € R ).
Una funcién de Green para el abierto R una funcién Ga :

Gr:Rx R — R"

con las siguientes propiedades:
(i) Gr(z, - ) =u: +hz-en Ryparacadax € R .
(ii) Gr 20en Rx R.

(iii) Si para r € R Ia funcién v, es sobrearménica no negativa en R y es la suma de la armdnica
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fundamental con polo en T : u. , més otra i i ve = Galz, ) -

Ea decir, para cada x € R una funcidn de Green Ga(=z, -) es el minimo en la clane de las funciones
sobrearmonicas no negativas de la forma u; + w, , donde w.(-) ew ica en R y d de de

€ R,y ug()esln armonica fundamental en R con polo en = .

Teorema 3 La funcicn de Green Gr para el abierto R es unica (si ella cxiste).

Demostracion:
Sea G otra funcién de Groen para R. Por la iedad (iii) de la defi i de i de Green,
GCGr2ZGryGCrzCr @

importantes para las funciones de Green definidas en un abierto R
(que no necesariamente es una bola):

& Sean R abierto con funcién de Green Gr v B una bola talque z € B y B < R. Entonces Gg(x, )
eatd acotada fuera de B.
<& E? no tiene funcién de Green .
< Sea R abierto de £, Entouces R tiene funcién de Green si tiene una de las siguientes caracterfs-
ticas:
(i) Sin > 2. En este caso Ga(z,y) = ux(y) la armonica fundamental con poloen x .
(ii) Sin =2 y R es acotado.

(jii) Sin =2 y R es sub i de un j que tenga funcién de Green.

De hecho si A tiene funcion de Green G4 y Ag €8 una de A,
Gas = Galayxao

Ademds
Ga{z.y) =0, sizx€ AoypyE€ A~ Ao
(iv) Si R ea no denso en todas partes en E? o si es no conexo en E2.

© Si Ry © Rz son abicrtos con funciones de Grean Gg, y Gr,, entonces Gn, < Gr, en Ry x Ry.
© Si R tiene funcién de Green, Ga(z,¥) = Grly, ) pars. todas =,y € R.
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En particular Gg(-,¥) s armoénica en R ~ {y} pars cada y € R.
& St A tiene funcidn de Green G, entonces Gp es continua en R x R. Si B.s C R, entonces
L(GR(-,£) : T,5) es una funcién continua de = € R.

Ejemplo 1 (Las immOxelgenes

ticas) La fu de Green se introduo, en la bisqueda
de soluciones del Problema de Dirichlet, por el estudio de las funciones del tipo:

1
e - v,
iz — =i -
parax € R, v, es armdénica en R (y depende de ) v z € BR.

Entonces el problems se reduce a

a vs para ala f de
Green.

El Método de las i 2 es usado en fisica para determinar a la funcion de Green
de al, i Aquf ot las 31 de Green para la bola y para el disco através de
eate meétodo.

que una fici d da B da a tierra, ea decir, con po-
tencial cero (ver ej lo de p ial). Si

induce cargas en el d

una carga puntual en el interior de T eata carga
inducidas vale cero en .

que el ial total de la carga puntual y de las cargas
FUNCION DE GREEN PARA LA ESFERA (n =3),

Tomemosaz=Mo ,.az=PyallP - M| =r.
En electrostatica la funcion de Green:

(Mo, P) = 2+ uae,

represents e} potencial cn el punto P generado por una carga puntual situada en Mg dentro de la
superficie conductora .

El primer término é resulta ser el i do por la p
Bl 4 i Yar el i

de la carga en el punto Ao.
en el .
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Figura 2-3: Funcién de Green para ia bola en ES |

El 4 idera o este ial

como si fuera generado por cargas situadas fuera de £. Bajo
Ins condiciones de que VZup, = 0 y, para que el potencial total se anule en E, varly = —7-

De esta manora podemos decir que 1a d i 1 de la
potencial inducido.

de Green se reduce a encontrar el

Supongamos que nuestrs esfera cutsd centrada en el origen O y tiene radio R.

Col una cargs 1 en Mo.
Sea pg = [{Mo — OY .
T una carga ior en M de que Mp y M) sean colineales y que, si p, = [iM, — Ol|

» se cumpla la relacién:
Popy = R?
Es decir, M) e el conjugado de Mo.
Sea P cualquier punto sobre la esfers. Sean ro = [P — Moll y r1 = |P — M|} .

Los tridngulos OPMp yOP M) son semejantes ya que tienen un ngulo comin y los Indos adyacentes
a este Angulo son propuorcionales:

Entonces podemon eacribir:

De esta in i or ica v = —

toma los mismos valores que la funcion —— en la
PoT1 - o

esfera. v representa el potencial de una carga de valor —% situnda en cl punto M;.
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A3

k S

Figura 2-4: Funcion de Green para el disco

Es decir, la funcién:
1 R

1
G(Mo, P) = e " BT

es la funcidén de Green para In eafera.

FUNCION DE GREEN PARA LA CIRCUNFERENCIA (n = 2).
En este caso la funcidn de Green debe ser de la forma
1

In=-+v
v

el do de las i ! i umc-rgan,de
que sea el do de Mo y luego consideramos a P cualquier punto sobre la circunferencia.

De esta manera encontramos que

R

1
G(Mo, P) ==ln'_—° —lnp“'_I

2.2 POTENCIALES DE GREEN

Fisi una i ial Ia cnergia por unidad de masa (o de carga) en un punto
de E™ debido a una distribucion de mana (o de carga) en el espacio.

En esta seccidn se dra un de para i icas en base a
los potenciales de Green: el teorema de Riez.
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De Ia seccion anterior se desprende que si G cs sob ica con derivad
en una vecindad de la delabola B = B,, C E" y n > 3, entonces para r € B
tenemas que u puede escribirse como:
1
we) = -y /w u(z) DaGa(x, 2} do(z)
a
1
—se—n /" Ga(x.2) Au(s)dz
El primer término del miembro derecho de () es FP(u, B) y una fi ar en
B.
Recordando que G(<,-) = us + A, donde A, es una funcién arménica en B, el do término det
Iado derecho de () puede escribirse:
1 1
S} T _/;u,(:) Au() de — L _/‘;h.(x) Au(z) dz
En esta secridn se demostrard que el primer de 1a i6n (b) es preci el il
por unidad de masa en el punto x debido a la distribucién de masa de idad Au sobre B y que el
o una fu i i en 8B .
Ea decir, se d que una fi u con d i i se puede
més una " fu i ial”.

reprementar como la suma de una fi

2.2.1 Potenciales de Green

DEFINICION
Sea R un subconjunto abierto de E™ con funcién de Green G. Si i ea una carga en R, entonces la

funcidn:
Gulz) = /R G v) dul)

es el potencial de Green de u ai estd definidaVr e R.

Si 4 es una medida en Ry Gu ea ica en R, G es | do el ial de p.

Lema 2 Sea u una medida en el abievto R y sea G la funcion de Green de R (vi ésta existe).
b ica 0 i 2 +00 en cada componente de R.

En Gu es
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Dermostracita:
Sea {U;} una s 5 de subconj de R con cerraduras compactas U, € R tal que

R—L)::‘U_,.

Para cada r € R definamos:

G3(x. )} = min [G(x.-),j]

w@ = [ G duw)

Como s es una medida de Baorel entonces u(U,) < u(lf,) < +oo.

Usando la simetrfa de Ia funcién de Green G y Ia continuidad (extendida) de G(r.-) en R, tanemos
que G(x4,+) — G(x,-) cuando z, — = .La G} berads esta propiedad.

Ahora, como G esté acotada por j , usando el Te de la inada de L

obtenemoa que cuando z; — I:
we) = [ Gitmvdutn
2
—~ [, Gtz ndut) = wi=
v,
Por lo tanto cada u, e continua en R .

Abors, como U, T Ry Gj{(=,-) T G(z.-) i -0, do el T de la
mondtona obtenemas que u, | Gu cuando j — oo .Es decir, Gu es el ltmite de uns sucesion creciente de

funciones continuas.
Por lo tanto es s.c.i. en R .
Usando la =i de G, que G(-,y) es sobrearménica en R para cada y.

Ahora para cada B, s C R :

L(Gu:z,6) =1 (/R Gy du(y) :,6)

= 0.._51":" ./an... (/n GG d”(")) de(=)
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¥ como G ea continua en R x R, podemos aplicar ol teorema de Fubinis
L(Gp:x.6) = /RL(jRG(<.y) : z,8) dpa(y)

s [ GEn ) = Gutx)
[

En conclusién Gu es no negativa en R, ¢s s.c.i. en R y supera al promedio en R, por lo tanto

en en Ia que no sea idénticamente +~o .

Lema 3 Sea ¢l abierto R con funcidn de Green G .
Si 4 es una medida en R tal que u(R) < 400 y p(8) = 0 para alguna bola T C R, entonces Gu es
enla de R que iene a B.

Demcstracién:

Sea z el centro de Ia bola B .

Sabemos que G(z,-) es acotado fuera de B.
Como (B} = 0 , entonces:

Gum = [ G dae) = [ G dut) < +oo

Por lo tanto Gu no es id
Ad

+00 en la de R que contenga a 3.
por el lema jor, Gu es ica ahi. HB

Teoremn 4 Sea el abierto R con funcicn de Green G.

Si 14 €3 una medida en R tal que u(R) < +ox, Gu es un ial
Demostracién:

Consideremaos conexo a R .

T unaz e R ! yunabola B= B, con BC R

Pod a s como:

n=plg+ 1la.a

donde plp ¥ @lng son medidas que se anula en R ~ B y B rospectivmnents,
Es claro que Gu = G uiy + G pylg.g-



Como plg.pn (B) =0y plp.p(R) < +00, entonass G ujg. s e sobrearmonica en R.

Por otro lado, ya que B C R ,entonces existe una bola cerrada B; € R ~ B tal que ujg (B1) =0.
Como plg (R) < +00 ,tenemos que G ul, os sobrearméaica en R.

Usando el hecho de que la suma de 3 icas es nob i que

Gy = G |y + G pip.p es sobrearmaonica.
Supongamos que R 10 es conexo, ¥ sea R = U; R,. donde {R,} es la col

R.

de las de

Sea j1, = nln,. Entonces u,(R,) < +00 Subemos que la funcién de Groen G, para R, cs precisa-
mente la restriccion de G a R, x R,.

Como G(z,-) se anula fuera de la que i ar, para xr € R, tenemos que:

Gut=) = [ Glz) dut) = [ Glz.w) duty) = Gnia, ()

Por lo que se demostrs m4 arriba, Gr, 4, es sobrearmonica en R, y por lo tanto G es sobrearmdénica
encada R, . @

DEFINICION

Sea s« una

con soporte sobre £% .

El potencial logarftmico de u sobre E? es:
Ur@) = = [ 1ogllz - yll duly)  paraz e E2

Sen s+ una ida con soporte sobre E™ .
El potencial newtoniano de p sobre E™ en:

vrer = [ e du) zeEn
£~ llx -yl
OBSERVACION
Amboa iales son
OBSERVACION

Si R es un abierto con funcién de Green Gg y si u es una medida con soporte compacto en R ,
entoncea I7# y G rp difieren en R por una funcién armdénica.



Esto s sigus de la ecuacidn: N

Stz = funl) dut) + [ hau) dutu)

donde Gr(x, ) = ux + hs en R. So verd que I -

DEFINICION

Sea el abierto R .

Sea u una funcidén sobrearmdnics u : R — B .
Sea la funcién arménica A: R — B .

Se dice que A es minorunte armdnico de u si:

h<u en R

Se dice que n @8 un Mayor Mminorente armdnico (Mm.m.a.) de u si:

n<h en R para toda /i minorante armdénico de u

TEOREMA
Sea R abierto con funcién de Graen G y sea Gu ¢l potencial de uns medida & .
Entonces el m.m.a. de G o8 coro.(Helms).

COROLARIO
Si R es un abierto con funcién de Green G y el potencial Gu de una medida u es arménico en R,

entonces u ow la medida cero.

Teoremna B Sea R abierto con funcion de Green G .
Sea s una medida en R .

SiGu es el de g2 , Gu es ar en Iqresi A abisrto de medida p

ecero.



Demostracién:

Sea U un subconjunto abierto no vacio de R tal que p(U) =0 .
E pars ier x € R

que:

Gu=) = [ Cenann = [ Glenduw Com
E.3

R~u

Supongamas que B, s € U . Usando el teorema de Fubini:

A(Gu=2'6)=A(jR~UG(~.u)du(v):=.5) ST

= [ ACC) 58 duty)
R-U
Ahora, para y € R ~ U , sabemos que G(-,y) es arménica en U .
Por otro lado, como B, s C U , entonces A(G(- 1) : .5) = G(z,1) ¥y

AGp: = = [ Glayduw) = Gt
R~U
Como Gu es ) 1

que G es continus en U,
Por 1o tanto Gu es armépicaen V. B

OBSERVACION

Sioe las tres sigui dici

Sean U y V abiertos de E™ , sea i una medida de en U, y sea H una funcién no negativa en U x V.

(i) H(-,y) es continua en U para cada y € V,
{ii) H(x,-) es armoénica en V para cada z € U,
(i) h(y) = f, H(z,p) dpslx) < +oo.
Entonces h es armonica en V' .

Teorema 6 Sea R un abierto con funcidn de Green Gr
Seu S un subconjunto abierto de R con funcidn de Green Gs
Y sean i una medida en R , tol que u(R ~ S) = 0 y Gap potencial

En. hay una dmica no

hen S tal que:

Gau=GCGrulg+h enS



Demostracida:
Como SC Rentoncem Gy < Gren S xS .
Entonces para cada = € S tenemos que:

Gruiz(e)= [ Gsten)duw) 5 [ Grt.v) duly) = Gant=)

De aquf se sigue que G 6lg es un potencial.
Ahora, debido a que Ga cs sobrearmdnica . tenemos que es finita c.t.p. en S .

2o Quizds parn un subconj de S de medid

cero, que:
Gz = Gr s (=) = [ 1Gr(z. ) = Gs(z. 1)) dunty)

Ademds sabemos que Gr(z.v) = us(y) + ha(¥) v Gs(z.y¥) = uz(y) + hi(y) donde he ¥y hL son
armdnicas en R y S respectivamente.

Como Gr{x.v) y ux(v) son simétricas, entonces h,(y) junto con A% (y) son simétricas.

Por lo tanto, para x 3 y, tenesmos que

Gr(z, y) — Gs(x, v) = Hy(x) 20

donde H,(z) e la funcién simétrica A (V) — L (y) -

Hay que notar que H,(-) en armdnica en S para cada ¥ € S y que, paracada = € S, Hy(x) es
armdnica en § y por lo tanto continua en S.
Supongamos que B, s C S. Eantonces:

A(Gr(-v) — Gs(y) : ®.5) = A(H, : x,5) = Hy(2)

¥ apli do et de Fubini que:

400 > A(Gru = Cs uls s 28 = [ A(GRC11) = Gst13) 5 5.8) duw)
= fs A(H, : x,6) duly)

= [ H@ duw)
s

Por 1a observacién anterior cata ultima integral es arménica.



Ia i Idad ior de s =i

A(Grsps: %.6) = A(Gs plg : x,6) + Lll.(:) dsiy)

a Gri(x) y Gr #ls (x) respectivamente cuando § | 0 . Por lo

Gan(z) = Gr pig (D) + [ Hyz)duty) e §

Toorema 7 Sea R abierto con funcion de Green G. Si Gp es el inl de la dids
en el abierto W C R, entonces (W) = 0.

4 yesar

Demostracién:
Como Gu pusde descomponerse:

Gu =G ply + G blpw

¥ G plg.w o8 armonica en W (por el TEOREMA 25), entonces G gy, resulta ser arménica en W .
Ademss por el teorema anterior

G plw = Gw plw +h

donde Gw es la funcion de Groen para W y h &8 arménica en W .
Esto implica que Gw uly o8 armodnica en W .
Sabemos que xi A us un abierto con funcién de Green G, y el potencial Gu de una medida z =

Hsonla cero,
Por lo tanto plyy = (W) =0. 8

2 (El ial oo 1) Un campo de fuerzas consevrvativo es aquel donde el trabajo
W efectuado entre dos puntos P y Py es ¥ e de la trop que se sigue. Es decir:

W(P.Rﬁ=fi’ds=/v¢da=¢(P)—¢(Pb)
™ [

58



donde & es la fu ier curva que va de P a P sobre la cual estamos calculando
la integral de linea.

Eata dici

a que el laplaci de 1a fi ial se anule;

Vs =0

Ejemplos de campos conservativos son cl gra
POTENCIAL NEWTONIANO ( n =3 ).
En el caso de ol !

1y el el

o liénd de a cucrdo con la Ley de Newton (Kellogg) ol
potencial se define como el trabajo efectuado por el campo de fuerza { en el caso de campos conservativos

el campo E = V¢ ) para scercar un slemento desde el infinito hasta el punto P (en este caso Fh e el
punto al infinito).

Y s fija & Fo =oc) =0.
La Ley de Newton del inverso de los cl

dice p que el campo de fuerza E sobre
un elemento unitario situado en P(z,y, z) debido a otro elermento en Q(£.1.¢) es:

P,

'E:.x—':;
donde r = “P:ﬁ“.?s"+a (es decir es el vector unitario) y « es una que queda defini
por el tipo de campo y ls magnitud del clemento en Q .

Ea fdcil ver que el potencial ¢ que genera aste cAmpo oa:

1
b =w

para ello caiculamos el gradiente de ¢ :

vomn(&5 AT &7)
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2.2.2 Descomposicién de Riez de funciones sobrearménicas

De do con el T de d i6n de Riez toda funcién solrear ica no v pucde
Tepresentarse como ia suma de un ial mas una ion ar i .
Te 8 (T de 1 idad) Sca R un abierto de E™ con funcidn de Green G y sean v
dos medidas en los aub de Borel de R .

Entonces:

j Gudv = / Gudu ’
R R
Demoatracién:

Usando el teorema de Fubini y la simetrfa de la funcion de Green tenemos que:

f ena=f_ (/R Gz.) dute)) dutz)
= f,, (/R Sl w) du(z)) duty) IR
= [ . (f .cw.= au=) auen

= [ G aum
R

TEOREMA

Dada u funcidn sobrearmonica en el abierto R . y dado W subconjunto abierto de R con cervadura
compacta W C R, exwste una unica medida pu en W tal que u = Gwu + h , donde h es el mayor
minorante armdnico de u en W . (Brelot)

Teorema 9 (Teorema de descompomeidn de Riesz) Sea R un abierto de E™ con funcidn de Green G y
sea u una funcién sobrearmdnica en R .

Entonces existe una tnica medida v en R tal que ai W es un subconjunto abicrto con cerradura
compacta en R , y

u = Gw vy + Ry
donde hy es el mayor minorante armdnico de u en W |
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Si adernds u > 0 en R, entonces

u=Gr+h
donde A es el mayor minorante armodnico de u en it . -
Demostracion:
Sea {R,} una i 3 de abiertos con cerraduras compactas en R tal que R =
U, Ry .
Sean v, y h; una ida y una idn ar i i en R; .

Por la observacion anterior sabemos que u = Gr,v, + k; en R, .
Por otro lado cn Helms se demuestra que v; ¥ v;,a coinciden en los subconj de Borel de R,
para toda k =1 .

Si M es un subconjunto de Borel de R , entonces {v, (R, M M)} es una aucesién no decreciente y
podemos definir

(M) = lim v, (Ry A M)
Si extendemos a v; de mancra que sea cero en ~ R; , entonces ¥ resultars ser el ifmite de una sucesién

creciente de medidas y, por lo tanto, es una medida (ver el Apéndice).
Si M es un subconjunto de Borel de R,, entonces:

vy (R, NAL) = v, (M) = vjua(M) = v,4a(R;4anNM) parakz1

¥ por lo tanto (M) = v, (M) .Es decir vy = vlp, -

Ahora, sea W un abierto con cerradura compacta W C R y sea u = Gw vy, + hw la descomposicién
de la obaervacion anterior.

Sea jo tal que W C R, para toda j = Jo y consideremos #6lo csas j's.

Como u = Gr, v; + h, en R, con hy arménica en Ry y Gr,v = Gr, Wl +Gr, vla,w . cOn este
ultimo p ico en W,

u = Gp, vl +h}

con hY arménica en W .

Comparando Ggr, Vsl con Gw vy, tenemos que u puede escribirse:
u = Gw vyl + hY
con A% arménica cn W .
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Se sigue de la unicidad de la ion de u en W que the = vl = vl .

Ahora supongamos que u = 0 en 2 .
Entonces u = Gr, vlg, +h; en R, con h, armdnica ahf.
Como Gg, < Gp,,, en R, x R; , pura r € R; tenemoa que:

Gr, vin, =) = [, Grzv)dotw)
,
s [ G @) = G Via,,, ()
Ryan
¥ entonces la sucesion {GR“. ln,,. } €5 creciente en R, .

Se aquf se sigue, t do los r i Que h, = 0.

La sucesion {Ayya},,, o una i i de i no neg en R, cuyo

limite exinte y es arménico enft, .

Podetnos por lo tanto definir una funcién ar hyex en R, , para toda j. Se sigue

queu=Gr+hen R.
Como el mma de Gv es la funcién cero, entonces A es el mma de . @

COROLARIO

Sea R abierto con funcién de Green G .

Una funcién sobrearménica positiva u d. ida en R es ial de una dida gi y sdlo si su m.m.a
es cero.

Ve ahora un que que las di inuidades de un im] den ser

"quitando” una pequefia parte de la medida.
TEOREMA (Evans y Vasilesco)
Sea R abierto con funcién de Green G , sea x4 una medida con soporte compacto K < R, y sea

v=Gu .
Si v{y es continua en o € K |, entonces v es continua en xg.

‘Teorema 10 Sea R un abierto con funcion de Green G y sea u una medida con soporte compacto K C R

tal que Gu < +oco en K .
Entonces dada € > 0 eniste un conjunto compacto C < K tal que:

() p(K~C) <«
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(ii) G plg < +o0 en C

(i) G plo es continuaen R .

Demostracién:

Consideremos el potencial Gy .

Por el teorvma de Luzin (ver el Apéndice), dada ¢ > 0 existe un compacto C € K tal que u(K ~
C) < € y tal que la restriccién de Gy a C es continua en C .

Pougamos Gu =G nlc + G plx.c -

Ahora, por su definicion G ply_ccs s.ci., entonces G plg = Gu — G plx. o resulea ser s.c.s. en C

cuando estd restringida a C .

También por su definicién G ule es s.c.i. en C . Por lo tanto G pl restringida a € es continua en
C.

Usando el teorema de Evans y Vasilesco, se concluimos que G jlo es continuaen C .

Por lo tanto, ya que G plc cs arménica en R ~ C, tenemos que G jilo es continua en R . B
OBSERVACION

Si R es un abierto con funcién de Green G y si [ es una en R,
entonces Gf es continua en R .

Entre las propicdades de los ial

de Green para R una regitn, pod dest

& Sip es una medida con soporte compacto K en una bola B, entonces el limz—z, Gap(z) = O para
toda rg € 88.

& Sea R abicrto y conexo con funcién de Green G y con medida de Lebesgue finita (para n

=2
pedimos que R esté acotado).
Si f es una funcién d dible en R y si lim=—20 G(z, 20) = O para alguna zo € R, entonces:
Jim Gf(z) =
seK
DEFINICION
El laplaci. ye i de una funcién u definida en el abierto R est4 dado por:
u(x)
Si u tiene d i ial i Au = Au.



& Sea rp 18 constante definida por:
2% sin=2

on sin=3

Si R es un abierto con funcién de Green G y f es una i da , yL

en R, 1a

de Laplace:
Au = —x, f

tiene solucién u = G'f .

& Si u cs continua en el abierto Ry Au = 0 en R , entonces u es arménica en K .
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Capfitulo 3

CAPACIDAD Y BALAYAGE

3.1 CAPACIDAD

La idad es un més d

que el de medida para €1 dio de 1a teorfa del potencial.

En esta ion se di "nulos” (de capacidad nula) desde el punto de vista del

los

potencial.

3.1.1 Conjuntos polares
DEFINICION

Un conjunto Z C E™ es un conjunto polar si existe un abierto U 5 Z y una funcion u sobrearmadnica
en U tal que u = +oo en Z .

jemplos de polares:

1) Sea ro un punto fijo de E™ .

El conjunto {za} es polar ya nue u,, la nrmaénica fundamental con polo ea g rs sobrenrmonica en
E™ y +> en {To} .

2) Sea {r,} una sucesion de puntos distintos en E3 |

El conjunto Z = {z;.z3,...} s polar.

Sea u(x) = 3. ¢, |z — =, |7} tal que las ¢, se escogen de manera que ¢, > 0 y 1a serie converja para
£ €~ Z .Definida de csta manera u resulta ser sobrearmoénica en £3 vy u= +ooen Z .

3) Un segmento de linea I en E? no es un conjuato polar.

Supongamos q 1c existiera una ién u sob ica en una veci

dde I yu=+noc cnf . Como

la sob icidad es i podriamos formar un cuadrado de lado igual a 7y C I

ante
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tal que u fuera ica en una vecindad del drado y u = +oco sobre sus lados . Pero, por el
Teoremna del mdrimo, tendrlamos una contradiccion.
4) Un segmento de lnea { en £3 es un conjunto polar.

Consideremos a la funcién:

(z) =/I‘“—’-:—:”du(z), re B y pla dida de Leb idi i 1

Se puede demostrar (Kellogs) que v = +oo en ¢l segmento de linea que va de (0,0,0) a (1,0,0) .

Teorema 1 Si Z C E™ es un conjunto polar, entonces su medida (n-di £ ) de Leb de Z es

cero.

Demostracion:

Sea u sobrearindnica o un abierto U 5 Zy +0en Z .

Por et TEOREMA 16 sabemos que u es finita c.t.p., entonces Z tiene necesariamente medida de
Lebesgue cero. B

Teorema 2 Si Z C E? vs un conjunto polar, entonces existe una funcidn sobrearmdnica u en E? tal

que u = 400 en Z .

Demostracion:

Ses U vevindad de Z en la cunl esté definida la funci b jca v tal que v = +oo en Z .
Podemos considernr que v 2 0 en U (si o8 necesario remplazamos a U por el abierto U 1 {y : v(y) > 0}).
Sea U, = I/ N Bo,, . Entonces tenemos que Z = U, (U, 0 2) .
Consideremos que cada U, es no vacfo.

Como U; € E? es d tienc i6n de Green Gr-, .
Usando el Teorema de d P 1 de Rie: que existe una medida ¢, .asociada con v,
tal que:

v=Gu, v, +hk;

donde h, es arménica vn U, .

Como v = +00 en Us M Z . tenemos que Gy, v, = +oo en Uy M Z . Y como U, C Boy , entonces
Gu,vs < Goa, vy -

En consecuencia Ga,, v, e8 +oc en U, N Z .

Definamos a la funcién:

_ 2
wite) = f ten gy dw
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(Ea decir w, e el iml ico de v, por una ¥, por lo tanto, w; es
sobrearmonica en E2 ).

Definida de esta manera w, = +00 en U, N Z ya que:

losi‘—z_’ﬂ = Gpo, ¥ v,y € Do,

yGa,,v; =+ococenlU,NZ.

En resumen tenemos que:

(i) w; es sobreramdnica en E? .

(ii) w; 2 0 en By, .

(i) wy = +coen U, N Z .

Como cada w, es finita c.t.p. en Bp,; entonces existe un punto rp € Bo,1 tal que —oo < w,{re) < +o00
para toda j .

Consideremnos la seric 3= b,ur, (20) tomando las b,’s de manera que sean positivas y la serie converja.

Definamos a u = 3_b,w; en E?.

Entonces 4 = +oo en Z . Mostremos que u resulta ser sobrearmoénica en E? o, equivalentemente,
que u es sobrearménica en cada B, .

Sea & un entero positivo fijo.

Para j > k, tenemoe que v, > 0 en Bp,; D Bo.x -

C id ta sigui ici de u:

J -
u(z) =3 byw, (<) + D byw,(x) = € Bow
Fro I=h

La suma finita es sobrearmanica ya que las b,'s son pasitivas.

Las colas de las series forman una i de i sobrear icas no neg (en

Bg,x) ¥ sabemos que el limite es i “o0 o ménico en Bo .
Como la serie cs finita para xo € Bu,, < Bo.x podemos concluir que la serie es sobrearménica en Bo,x.

Teorema 3 Seca ZC E™ conn >3 .
Si Z es un conjunto polar y G es la funcidn de Green para E™, entonces existe una medida y en E™
tal que el potencial Gu es +oc en Z.

Demaostracion:
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Paor hipdtesis hay un abierto U D Z y una funcién sobrearménica en U con v = +oc en Z .

Consideremos que v > O en U .
Sea v la medida asociada n vy a U por el teorema de Riez, v = Gu v + 4 , donde Gy ea 1a funcién

va E" iendo v(~ U) = 0.

de Green para U y h es ar ica en Lf
Sea {U;} una sucesién creciente de abiertos no vacfos con cerraduras compactas tal que

e~ =)0,
B

de i de Green.

¥ sen {G,} la i r

Siw, = v!¢, , entonces v,(U,) = vAL’y) < +oo pura cada j .

Ahora e v, A E™ g 4o 1, (~ L) =0 .
Si v, =Gr, . vy = 0 ¥y vy cs sobrearménica, ya que ¢, (E™) = w;(U,) < +oco.
C i la sigui repr de v :

v=GCur+h=v=GCGuuv, +Gu vig_un +h

¥ ¥lere, vole cero para U,

Asi podemos escirbic a v :
v = Gy vy + hj

en U, con hj armonica en L', .
Usandn el TEOREMA 5 del Capftulo 2 tenemos que Gy, = Gu, ¥, + h}* en U, .
+o0 en U; A Z , entonces G v, = +0c en Uy N Z , de donde tenemos que

Por otro lado como v =
Gu, v, =+ocenl,NZ.

De la misma manera v; = Gur v, = G, v; = +oo en U; N Z de donde obtenemos que v; = +o0o en
v,Az.

Sen y un punto fijo de U; tal que v,{y}) < +0c para todn j ¥y sea {c,} una sucesién de numeros

positivos tal que 3° ¢,v,(¥) converge. Definamos u = 3" ¢,v, -

Como las v;’s son fi no ¥ u(y) < +oo , siguiendo los pasos de la
acion del te anterior, ob que u es ica no neg: en E™ y u = +00 en
Z .
Fi usando el Te de d de Riesz, llegamos a que hay una medida pz en
E™ y una funcién armdnica h tales que
u=Gu-+h
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Como u = +oo en Z , entonces Gu = oo en Z. 1B

ida de Leb: cero, Ahora i mén de-

Ya que los j 1 tienen

talladamente su "tamaiio”.

COROLARIO

Si Z es polar, su i i con lquier esfera tiene muedida de supuerficie cero.

Demostracion:

Sabemos que existe una funcién sobrearménica u tal que u = +oco en Z .

T una bola Iqui By id ZNnag .

Como u es i ble con ala lida de superficie en 85 , ZNaB tiene necesari-
amente medida superficial cero. 8

OBSERVACION

Bajo ciertas ici las fi i i se 1 sobre j P

© Sea R es un abierto y Z es un polar de cerrado relativo a & .

Si u es una funcién sobrearménicaen R~ Z y | 1 inferi (ver el A ice)

en R, ticne una ion unica a R .
& Como consecuencia de lo anterior, si & €s una funcién arménica en R ~ Z y localmente acotada

en R, entonces h ticne una iinica extensién armodnica A a 2.

3.2 BALAYAGE

En esta i di el de bal P por Poi para el
de Dirichlet. El bal es un de i ion” de una i B
DEFINICION

Sea R un abierto de E™ con funcién de Green G .
Sea fg la clase de las funciones sobrearmdnicas en R y sea u una

en R.
Si £ es un subeconjunto de R se define la siguiuente familia de funciones:

L={v€la:v>0en R, v>=uen E}
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Se define la réduite o

ducid.

de u iva a R como:

Rp(x) = jof (v(x) : v e $E}

A pesar de que A% es el (nfimo sobre una familia de funriones sob i
una fi ion sobreas: ica.{ Como cj 4

no es
5 ala

con polo en 0 . Si
R=E3yE={0}. Rt=+cenEyOen R~E).
La familia ©% no cs vacfa ya que u € ¢} . Ademds 0 < K% < u.
Entonces M > —x ¥

% na puede ser 400 0 ninguna componente de R ya que estd mayorada
por u {es decir, AL < u , por su definicién).

Veamos que K% e hiperasmonica ea R .

Si v @ . entonces:
w(z) = L{v:x,6)

2 L(RE:x.6)
siemnpre que B, © R (si AL es medible).

Ahora, e conjunto {v(z) : v € ®L) estd acotado inferiormente por LK% :x,8) . Y 8i B © R
entonces:

';:.—_~“i€n.fr:v(:) = L(RE:x.96)

En resumen sdlo hace falta la s.c.i. para que A% sea sobrearmonica.

DEFINICIONES
< Una familia ¥ de H en Res gida por la izquierdo si para cada par u,v € ¥
existe w € W tal que u > wy v = w.
<O Una familia W de t en R es da si:
(i) u.v € ¥ == min {n,v} € P
(ii) u € ¥ => u" € ¥ con u" d ida de la

u enR~B

para alguna bola B talque BC R
IP(u.B) enB

OBSERVACIONES



© Si ¥ es una famili da de § b icas en el abierto R , ol infuce u e
una funcion idénticamente igual a —50 o armonica en cada componete de R.
© Si u es una funcitn real extendida en D © E™, Ia regularizacidn inferior @@ de u definida como:
a(x) = ‘}x_xgl:lnfu(y) zeD
es una funcién s.c.i.
& ®% es una famili dn de funci en R~E.

Lema 1 La regularizacidn inferior ns de QY es sobrearmdnica en R.
Ademds, Re y RE len las propiedad
(i)uz=Rst > Rp=0en R.

(ii) u =% en E .
(iiiju = L = Ag en el intevior de E.
(tv) Ry = Ry en R~ E y son armonicas en R ~E.

Demostracion:
(i), (ii), (iii) son triviules.
Que Ay sea sobrearménica en R se sigue de la observacion anterior.
Probemos (iv).
Si AL es armonica en R ~ E , entonces % es continua en R ~ E y conclufmos que K% = Ry en
R~F.

Y como % es una familia de 3 icns en R ~ E , entonces Fg es ar-

moénicaen . W

De acuerdo con lo anterior Ry difiere de K% solo en la frontera de E .
Ademss sabemos que en esos puntos 5 > A .

DEFINICION

La funcién ARg es el bal o regularizacidn inferior (en R ) de u respocto a E .
OBSERVACION .
Sean uy v 2 b no negati en R,

Se len las si afir

(WECFCR=>Fr=<Ryp.
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(v) K compactoC R ==> &y os un potencial.

Demostracién:

Sea E C F . Entonces #% C &% y tencinos qua RE <K% .

1§} Se obtiene tomando la regularizacién inferior de ambos lados de la desigualdad; (ii) y (ii) se
obtienen de rmanera similar.

Ahora, si f€dY% y g € ®L , entonces f + g€ ®uTY y Re' " < RV < f+g.

Fijemos a g .

Calcutando ol promedio:
A(RT 2.8) S AU 2.6 + A9 1 2.6) S S(x) + Alg : 2,6)

siempre que B, s C R .
Considerando al {nfimo sobre f € ®% tenemos:
e "
A(RE" 1 2.6) <RE+ Alg: =.8)
Cotuo lus promedios son continuos en Rs = {y : d(y, ~ 1) > 0} , entonces al tomar el limite cuando

& . 0 obtenemos que

—utw

RE7(x) € Re(x) + g9(z)

Si hacemos lo mismo para g , obtenemos finalmente

B (=) < Rta) + Re

Para d (v) det que el m.m.a. de Fy es cero.

Primero tomemos a u acotada.

Sea % cualquier componente de Ry sea rg € Ro .

Sabemos que la funcion de Green en Ra es G(xo. Mg, ¥ que ¢ m.m.n. de G(Tao,")|g, s la funcién
cero.

Como G(zg,-) e icn en Ro y i positiva ahf, tiene un (nfimo estrictamente
positivo en Ro ™ A . Entonces para alguna A > 0 tenemos que AG(xo,') mayoran u en RopNK y la




i
i
{
i
i
|
i

funcisn:
AG(x0.:) en Ro

u en R ~ Ro

pertenece a $%; entonces 0 < Ry < ARy < AG(o.-) en Ro -

Por lo tanto of m.m.a. de Ay g ©® COF0 Para cualquier Ro componente de R . Es decir el m.m.n.
de Fy es ceroen R .

Consideremos ahorn que u es no acotada en K .

Por el Teorema de d icion de Riez que u se puede cxpresar como u = v + A donde

v s un potencial y h es arménica en R .
Ahora, como 0 < Ay SRY% < vy vesun ial F es un jal. Y 1a
primera parte de In demostracion 4y es un potencial ya que h estd acotada en K .
Sabemeos del inciso (iv) que Ry < Fu + Fr . y como la suma de dos

entonces conclutmos que Ay es un potencial. @

es un

OBSERVACION

Usando al balayage se puede demastrar que si Z € E™ es un conjunto polar y zo ¢ Z , entonces
existe una funcidén sobrearmdnica v = +ooen Z ¥y v(ro) < +00 .

Como consecuencia de csta observacion se que hay fi

finitas y

discontinuas ( u = v A {v(xo) + 1) ).

3.21 C idad y p ial itario

DEFINICION
Se dice que un abierto R C E™ es admirible si:
(i) tiene funcion de Green
(ii) existe un conjunto polar Z, Z <€ &R, tal que limy —..car~z Gu(y) = 0 para toda medida

4 con soporte compacto en R .

Te la ite de (a i 1 con al KcR.

Denotemos a R vy o Ay por Wi y Vi respectivamente.
De los anteriocires \o
()12 Wik =Vk=0en R

(ii) Vi es potencial en R

que:



(ili) Wy =l en K
(iv) 1 = Wi = Vi en el interior de K
(v) Wi = Vx on R ~ K y son arméunicas en R ~ K

(vi) imy_..ear~z V(y) = O excepto posiblemente para z's en un subconjunto polar de &R . Y en el
caso de que R sea un subcenjunto no acotado de E™ con n = 3, iy f—tee Vi (y) = 0.

Lema 2 Vi es el potencial de una medida con soporte compacto en 9K.
Demostracidn:
Por (ii) sabemos que Vi s potencial de una medida cn R . es decic Vi = Gu.

Ahora, Vi es arménico en R ~ 8K por (iv) y (v), entonces usando el TEOREMA 6 det Capftulo 2
obtenemos que u(R~9K) =0. @

Lema 3 Vi es el mayor potencial de las medidas p con soporte compacto en K tales que Gu < 1 en
R.

Deruostracién:

Sea p una medida con esas i

Como Recs admisibl, lim,

Gu(y) = 0 excepto posiblemente para z en un subconjunto
polar Z de 8R (en caso de que R sea un subconjunto no acotado de E™ conn 2 3, limy,y— oo Guly) =
o).

Sea u=Gu .

Como u < 1 en I, entonces lim,_.eoxcul{p) < 1.
Consideremos s una v € ¢k vy a s fancion v — u .
Como 1 > 1 en K y s.c.i. en R, entonces:

peeadiBy e [W(2) —u(m)l = 0
VER~K

excepto posiblemente para z € Z . (Esta desigualdad se conserva para R un subconjunto no acotado de
E" conn 23 cuando ljlyll - +ooype R~ K) .

Comov=z0yu<1lenR,v—ues acotada inferiormente en R . Como u es arménica en R ~ K,
v — u ea sobrearmdnica en R ~ K .

En Helms ve demuestra, que con estas condiciones, entonces v—u =2 0en R~ K . Como v

zlzu
en K , v 2> uen R para toda v € &} .

T4



Por lo tanto W = RY 2 uen R v, va que u es s.ci. en R. entonces Va = itk 2 den R. @

DEFINICIONES

Sea K subconj del isible R .

O Llamamos a Vi el potencial capacitario de K .

& A ls medida nica g pura ln cual Vic = Guy la la distribuci a para K .
¢ La idad de K relativa al isible R, da por C(K), ests definida como

LK) = pp (K}

con C(VW)=0.
& El mapea capacitario es la transformacién que a cada compacto K le asigna la funcién Wi

Consideraremos ahora a Vi (r) y Wi () como funciones del compacto K C R con R y r fijos (aunque
no eacribiremos la variable x).

OBSERVACION

Consideremos a Wi como una funcién del compacto K € R .
Wi tiene las siguientes propiedades:

(i) Monotonfa: Ky C Ka —+ Wiy, < Wk, -

(ii) E) mapeo capacitario K — Wi es continuo por la derecha:

Sea K es un compacto contenido en R . Para toda ¢ > O existen un abierto U tal que si
K c K; € U para K, compacto, entonces Wi, — Wx < ¢ .

(Equivalentemente s8i { K, } es una sucesién decreciente de conjuntos compactos, entonces Wi |
nicy )
(iii) Subaditividad fuerte: Wic,ux; + Wie,nx, < Wi, + Wi, .

Lema 4 Si K es un 4 del admisible R, la dad de K (relativa a R
) esté dada por:

LK) = sup {u(K) : Gu(K) < 1 en R, pu medida con soporte en K}
Demostracidn:
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Sea U un abi coa d talque KCUCU C Ryseav=1yVy.

que v es ol ia) de una ida vy que v = Gor = len K .
Sean is; y iy dos didas con sopo! en K tales que Guy S Guz < len R,
Usando o} teorema do reciprocidad (TEOREMA 7 del Capltulo 2) cbtensmnos que:

w0y = [ 1am = [Guduy = [Gumav s [ Grade = i)

Si 4 es una did,

de soporte en K y Gu < 1 en R, entonces usando el LEMA 3 (de este
capftulo) tenemos que Gu < Vi = G-
Por lo tanto u(K) < px(K) =,C(K). @

3.2.3 C idad de Choq

Ahora se dera el de idad a conj no {conj de Borel y conjuntos
A1t ) de similar al de i de la dida de L
OBSERVACION
La funcién . Snita y no negativa definida sobre la clase de 5 K del

R, tiene ias siguientes propiedades:

() £B) =0y Ky C K3 =+LC(K1) < C(K3) .

(i) Si (K,)} es una i 3 de conj y K = NK; , entonces
SO(K) = litny —ae C(Ky) .
(iif) (K1 U Ka2)+ C(K1 N K2) < C(K)+ O(Ka) -

Demostracion:

La afirmacion (i) se sigue de la propiedad de de la ion Wiy .
Demastremos (ii).

Sea {7 un abierto con cerradura compacta talque Ky c U c U Cc R.

Si 1 denota la distribuci itaria de U, Vo = Gu y v tiene soporte en U
Ademss, Gv = 1 en U y tambi¢n en cada K.

Es claro que Vi, = Wi, en 8U C R ~ K.

76



Usando el teorema de reciprocidad y o hacho de que ¢ tiene soporte en U obtenemos:

oK) = [Grdus, = [ Gu,dv

= [ Vi, av

= [ W, a0

Debido a la d por la ha del mapeo itario { K — Wi ) tenemos que Wy, | Wi
¥ entonces:

oty — [Wiedw = [vieav= [Guxav = [ Guaun =)
Probemos (iii).
Sea U un abierto con cerradura compaecta I/ € R que contenga a K) U K3 y sea + la distsibucién
capacitaria para U .
Usando el teorema de reciprocidad y el hecho de que o tiene soporte en U C R ~ (K U Ka)
obtenemas:
LU U Ko+ O 0 Ka) = f [~ j G dis ey

= /GFK.UK.d"+/G“KnnK: dv
= [ + Vicinxea)av
= [ Wriores + Wiioms) dv < f (Wi, + Wi dw

= [, + Vi v

Pasando a los iales y H el de idad (iii)- @

DEFINICIONES
OSen ECR.
La capacidad interior de E se define por:

L.(E) = sup { L(K) : K compacto, K C E}



Si E es compacto, entonces C.(E) = C(E) .
Se puede demoetrar que . es una fu real did.

E C F == C.(E) S C.(F)

¥ Do negativa sobre la clase de todos los subconjutos de R con LL.(W) = ,C(B) =0.
O Seas ECR.
La dad extersor de E , da por L°(E) , se define por:

LHE) =

nf { C.(U) : U abierto, U D E}
Se puede demostrar que AC* es una
subconjuntos de R .

© Un subconjunto E de R es capacitable si /C.(E) = AC~(E) en cuyo caso el valor comun es la
capacidad L(E) .

no i defi wobre la clas: de los

Lema 5 Los subconjuntos abiertos y los de R son itabl
Demoatracién:
Que los abjertos sean itab es i de la defi

Abora, sea K un compactao.
Sabemoa que C.(K) = C(K) . Debido a la continuidad por la derecha del mapeo capacitario tcnemos

que dada ¢ > O existe un abierto U tal que si K < K, C U entonces C(K;)— C(K) < ¢, donde K, ea
compacto.

Por otro lado, gracias a que:
LK) = Cu(K) S LU = e LK) SOC(K) +e
N
entonces para cualquier abierto V tal que K C V C U tenemos

LK) SLV) £ C(U)

¥ entonces:

LK) = LK) £ jnf Lo(V) S LO.(U) SOK) +e
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€STA TESIS NO DEBE
SALIR DE LA BIBLIOTECA

Pero, como e! miembro de la mitad es £ (K} ¥ € cs arbitraria, conclufmos que

LK) = LK) = C(R)

-a
DEFINICIONES
<& Un subconj de un cspacio de H AF (ver el A dice) es un [ ,-conjunto si ea unién
de conj
Un j de un io de H. off 03 un K4 j 8i en i i ble de #C,
conjuntos.
de f

<Un subconjunto £ < E™ es un conjunto A -analitico st existe un
X . un Kys-subconjunto D de X y un mapeo continuo f de Da £ .
Ea particular los subconjuntos compactos de E™ son K-analfticos (basta tomar a f como ¢l mapeo

identidad de un compacto en s( mismo y a X = E™ ).

OBSERVACION
La clase 4 de loa subconjuntos 4C-analiticos del abierto R es cerrada bajo uniones e intersecciones

¥ contiene a los borelianvs de 1t .

1€ti del abierto R son capacitables.

Te 4 (Ch ) Los sub Ve
Demonatracion:
Sea E un j A= ltico de R ido en un to Ctalque CCR.
Debemos mostrar que £°(E) = sup { £°(K) : K compacto, K C E} .
Como E es K. 11ti existe un espacio de Hi i X ,un K. . j

D de X y un mapeo continuo f : D ~ E tal que f(D) = E .
SeallCc D x C < X x C la grafica de f .
Entonces E = P.I" , donde P, es In proyeccion continua de X x C sobre C .
Ademsds como D es un 4, L j de X, D x C es un Kqs-subconjunto de X x C .

B que I e daen DxC.
Sea la sucesisn de puntos de T definida por {(zn, f(zn)) : 7 € N} que converja al punto (z,e) € DxC .

Como z,, — x , entonces por continuidad f(z,) — f(x) .
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Ademés sabemos que f(.) — ¢ ¥ que € es Hausdorff, entonces f(x) = e y (z,¢) € T .

Es decir I" &= cerrada relativa a D x C .

Por lo tanto existe un subconjunto cerrado de X x C tal que " es la interseccion de &l con D x C .

eate

Como I es cerrada y D x C es un £ s-subconjunto de X x C ,

de X % C .
Para el conjunto £ C X x C, definamos

de X xC , como IMlacerraduradaI"en X x C(T' = '(D x ©))

I o8 un K,

@™(X) = LC(F.E)

Usando Ia unicidad de s proyeccién P, : X x C — C so puede demostrar que ¢° es una capacidad

bl bl

E = PTles i

b j de X xC , que T es &*
a E sub V. <

sobre los

Ahora,

¥ que
de R.

Sabemos que E € UC; donde los Cy’s son subconjuntos compactos de R .
Sea E; = ENMCj . Entonces E = NEj y £*(E) = sup, C*(E,).

Consideremon a una A > 0 tal que O°(E) > M.
Entonces existe uns jo tal que C*(E;,) > A.

enel

Csu © R, entonces Ej, es capacitable

Como E,, es un #C-anal
¥ existe un compacto K C E,, tal que C°(K)} > A.
Por lo tanto:

L(E) = sup { L(K) : K compacto, K C E}

¥ E es capacitable. @
E 3 1 itados importantes que por su dad a los 1
& (Cartan) Un subconj de un dmiaible R es polar si y solo si tiene capacidad cero.
& (Evans) Si Z es un subconj polar del conj dmisible R con funcién de Green

G, entonces existe una medida s tal que Gu=+ooen Zy Gu < +ooen R~ 2.
< Sea Af un subconjunto de Borel del admisible R con funcion de Green G y sea u una medida en

R con u(M) > 0 tal que Gu estd acotada en R.
Entonces Af no es un conjunto polar.

da i i en &,

O (Cartan) Sea F una familia de

Entonces v = inf {u : u € £} difiere de su regularizacion inferior ¥ a lo mds en un conjunto polar.
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Si £ es un subconjunto del ablerto R y u cs una funci ica no negativa en R,
1a reduite #2% difiere del balayage #ix a lo mds en un subconjunto polar de 3E.

1 (C a 1tica) Ciertos materiales licos tienen la propicdad de que
las earyas eléctricas se pucden mover libremente en él bajo la influcncia de un campo de fuerza cléctrica.

Tales i son 1l d .
Sea B; un conductor rodeado de una superficie conductora Sz, la cual estd conectada a tierra ( es

decir: ¢lg, = 0 ). Inicial S5, ests da. P una carga € en B) y veamos lo que pasa.
La carga en B8, induce una cargs en Sz (es decir, las cargas de 53 se reacomodan debido a la presencis

de la carga en H;). Esta izacidén de cargas | e

el equilibrio (es decir,
cuando la fuerza eléctrics neta sobre cada carga es cero).
Obtenemos entonces un campo E en E® con potencial ¢ tal que:

wy do wa do
¢(:)=_/s‘———, + f =

donde r = ||x — £|| es la distancia de un punto r € E® a un punto £ en alguna de las dos superficies, w); do
y wado son las i ) de distr; i ial de carga en S y Sa respectivamente.

Ahora a S5 al infini que @ 'ge a un Umite ¢,, tal que:

i) #., es arménica en E? fuera de S -

i) P, =0 en oo .

i) Poy 4 una constante en S; .

Vo, = Weol®)  gopde Jioo € la distribucién de la carga ¢ en Sy ( / . dpseo(€) = €).

1

=
DE}‘INICI‘ONES
@ ¢, em el potencial de equilibrio para B, correspondiente a la carga e.
® 4, es la distribucidn de equilibrio correspondiente.

® o ls, = Vio.

Se puede que Vo, ca p i ae:

3 una constante Co; tal que e = Cop - Vi

@® Co, €3 la capacidad de B, .
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CAPACIDAD DE UN CAPACITOR ESFERICO.

Sea B, 1a bola cerrada con orntro en el origen ¥y radio a -

Sea ¢ la carga en B; .

Por si ta distribucién de equilibrio ., sobre 8B; debe ser uniforme con respecto al drea, es
decir fin, = wdo con w una constante.

De hecho como:

e= j wder = 4waw
a8,
entoncos:
o €
T ama?

Por lo tanto el potencial de equilibrio es:

der
Soal®) = ..,mf" —a

la simetrfa,
una funcién f de una variable tal que:

que o, es invariante ante rotaciones. Por lo tanto existe

boalx) = £(1=1)

Por otro lado que el 1 i en d

esféricas (ver el Apéndice) de una funcién
con simetr{a radial es;

Voo = VI = 5 ()02
donde r = |z| -
Pero como ¢ es armdnica fuera y dentro de la esfera 85, , tenemos que:

A gir>a

firyr? =
B sir<a
para ciertas A y B constantes.
Resolviendo la i dife ial ob ques
—é + A, sir>a
J(r) =

_T+A’ sir<a

82



Determinemos A; y Az .
Como ¢,, = 0 en co , entonces A; = 0 . Ad P, €8 i en cero, B=0.Yen

=] = a tenemos que —2 = 4, .
En resumen:

A
—7 8 r>a
S(r) =
A
“: sir<a
©a decir:
e .
I—ZT si [z} > a
Boa(x) =

c .
- silzj<a
a

con ¢ una constante.
Ademas:

do e  4ma® e
s =w [ fH=En Tt
1§|=a
de donde conclufmos que ¢ =
Entonces:
e
= 8si |z| > a
P ()
£ silzl<a
a
(6 @5 ofecti un ial de equilibrio)
Como ¢_-§maa. que Ia d de B, es:
Coo=a



Capitulo 4

EL PROBLEMA GENERALIZADO
DE DIRICHLET

Sea R un subconj abierto da y no vacfo de £7.
Sea f una real dida definida en SR.
El p g izado de Diri iste en construir una funcién arménica A en R

correspondiente a la funcion de frontera f.

Sabemos que aun en el caso en el que R es una bola ¢l problema de Dirichlet no tiene necesariamente

1 por ej lo si f es una i i en la frontera.
En este capftulo construfmos una solucién formal para el problema de Dirichlet a traves del método
de Perron- Wiener-Brelot . Luego 1a re entre la i ida y Ia i6n de
frontera; esto nos lleva a iderar loa ptos de puntos reg de frontera y de medida armdnica.

4.1 EL METODO DE PERRON-WIENER-BRELOT

El sigui do soluciona el p B lizado de Dirichlet para la funcién de frontera f . Es
u 4 Perron- Wi Brelot (PWE):

DEFINICIONES

& Una idn real dida u es hipe ica (hipe ica) en R si es ica (aubar-

monica) o idénticamente +oo (—oo) en cada componente de R.
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O La clase superior de funciones U de la funcién f en OR eats definide por:
{wu : 4 hiperarmoénica en R, liminfyv—z u(y) = f(=x) para toda = ¢ 8R,
Ky = veR
u acotada inferiormente en R)

La clase inferior L ; determinads por [ es:

{u : u hipoarménica en R, limsupy—s u(y) < f(<) para toda = € OR,
Ly = ver

u acotada superiormente en R}

< La solucidn superior del probl, lizado de Diri

para la ion de

Hix) = _igf‘("(t) cu€lr}

inferd i es:

H (=) = sup {u(z) : w € Lg)

paras las de R

Sean W una componente da R, /o la clase ior y Hy 1a 3
componente W,

Veamos que Uy = Usly = {ulw :u €Us} .
Tomemos una u € Ullpw -
Sea la funcién u= definida por:

“ en W

+00 en R~W

Definida de esta manera u® € Uy y 4 = u°lyy « Es decir Ulow © Uil -
Ahora tomemos au €Ly y a una * € 8W . Entonces z € R y:

Um inf u(y) 2 bim jnf u(y) 2 (=)
vew

Por lo tanto uly € Ultpw ¥ Urlw U ow -
De lo anterior se sigue que H o = Hyly, -
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Es decir es L ik adlo a las de R.

Lema 1 H, v H, son idénei. +oo, : —o0 o ar icas en cada de R.

Demostracién:

Consideremos a R conexo.

Si L, i s6lo a la funcidn identi +oc . H; = +oc .

s que L7y iene una funcién no idénti +20 en R.

Entonces H; = inf {u: u € Uy , u sobrearménica en R} .

Dy que el i de las funci icos de AJ; forma una familia saturada.
De esta H, serd o i i —o0 0 ar icn en R.

Sean u; y uz dos miembros sobrearmonicos de Uy .
8i r € 8R , entonces:
lim jnf, (min {u1(). u2() D) = f(z)

ver
Como u; y uz estdn inferiormente acotadas, también min {u, uz} estd acotada.
Por lo tanto min {u1,uz} € Uy .
Abhora, si u e3 un miembro sobrearménico de I/; y B ea una bola B C R, tenemoa que la funcion
definida por:
IP(4,B) en B
u en R~ 8B

s un miembro sobrearménico de .

en R, que:

Y como u* es

lim jnf u*(y) = lim jnf u(y) > f(z) paratodaz€ R
ve

Ademaés u estd acotada inferiormente por la misma constante que acota a u .
Por lo taato los micmbroe sobrearmdnicos de L'y forrnan una familia saturada. @

DEFINICION

Si #; = H, y ambas son icas en R, Fesll ¥, f ¥y
Hy=H;=H,es ll ia la soluci da de Dirichlet para f.

Cuando el contexto no se preste a fusi di 1 1 que f es
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Lema 3 Sea R un subconjunto de E™ abierto y acotado.
Si f = g en OR excepto quizds cn un subconjunto polar de IR , entonces:
", = H,
H, = H,
enR.

Demosatracién:
Consideremos a = € R .

Sea la funcidn sobrearmoénica v tal que v = +00 en el subconjunto de 3R donde f # g y v(z) < +oo.

Como R es v d i que v es positiva ahf,

Seanuelly ye>0, U+ ev per alU;ya U,.

Por lo tanto, eomo'ﬂ,(:)su(:)+w(:) para toda ¢ > 0 entonces H,(x) < u(x).
Ahora como u puede ser funcion en U , que:

Hy(z) < H,(x)

El argumento anterior es simétrico. De que se i In i Idad. @

Toorema 1 Sea R un abierto acotado de E™.

Si f es acotada en BR y existe una funcién arménica h en R tal que limy—s h(y) = f(z) para toda
T € R, entonces f es resolutive y Hy = h.

Demostracion:

Como f es d h bién por el principio del i
Enwnc-hpuumnu,y.l.,yﬂ,<h<ﬂ,
Porlotanto Hy =h=}{, y como hes 1 es fi
En p lar, 8i h es ica en una vecindad del 8R y se aplica el método PWB a
hlar s 1a solucidn s L. -

OBSERVACION

Sea R un abierto acotado de E™.

Sean f y g son funci reales di definidas en OR.

Y sea c un nuimero real cuslquiera.

Las funci fro ivms forman una clase lineal:
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(i) Si f = cen B8R, entouces f s resolutiva y Hy = cen R.
W Hyye=Hr +eyHeyyo=Hs+ e

Ademss, si f en

f+cen
(i5i) Sic>0, entonces H.y =cHy y H.y =cH, .
Ademss, si f es

ef s
(iVISi f<g.enwnces Hy <H,y H, < H, .
(VM H_;=—H;ysifes

y Hep = cHy.

i ApaegsH +Hyy Hyoo2 H,+ H, -
Ademss si f ¥y g son i

3 f+ges

Lema 3 Sea R un abicrto acotado de E™.

yHiye=Hi+c

~f es ivay Hoy = —Hy.

Yy Hyyo = Hy + Hy.

Si {f;} es una ion de fu S ivas que if af,
F es frontera tutiva v H,, for a Hy.
Demostracién:

Sillfy —fil <e,entonces f < fy+ecy Hy <Hy +e.
Anslogamente H,; > H,, —ec.
Por lo tanto:

WH, —Hp\=Hs-Hpll <e

yia ion (Hy,}
Del mismo modo se

Rt i aH,; < +oo.
aue {H,,}
Entonces Hy = H, y f es resolutiva. W

OBSERVACION
Sea {f;} es una i i de fi

ge unifo aHy.

Sea f = lim
Entonees B, = limy—.o Hy, .

Si ad {f;} esuna ion de

si Hy (o H,) es Snita

Lema 4 Siu es una fu

existe para toda = € OR , entonces f es una funcion frontera resolutiva.

fivHju>—ccenR.

H; = H, v J earesolutiva

en el abierto acotado R tal que f(z) = limy_ . u(y)



Demostracidn: -
Como [ es acotada, tenemos que H, v H, estén acotadas. Entonces H; 3 H, son armonicas.
Claramente ue Ly y u < H,. .

Entonces liminf, .. f,;(v) = liminf,_; u(y) = f(x) para toda z € R y por lo tanto i, € Uy .
Entonces tenemos que H, > A, , pero sabemos que H, < H, .

Es decir, i, = H, y [ por lo tanto es resclutiva. @@

OBSERVACION
Sea K un compacto de E™ y sea f una funcién coatinua en K .

Dada e > 0, existe una funcién u que ea di ia de dos
en una bola que contiene a K tal que sup,¢x 1f(x) — u(z)| < e.

Teorema 2 (Wicner) 5i [ es una f definida sobre la f B8R del abicrto acotado
R, entonces f es resolutiva.

Demostracion:

Usaremos el hecho de que &R as compacto.

Por la obaervacidn anterior sabemoa que dada una bola B S 8R , existe una funcion u , que es
dife ia de dos funci w y v conti ¥ subarmonicas en B, y que ime & f uni
en 8R.

Por el LEMA 4 (de este capitulo) vipg ¥ wisg que son 1a

ulppe = viaw — wlpr @ resolutiva.
Y como ulgs imn » f en SR , usando el LEMA 3 (de este capftulo) conclutmos

que f es resolutiva. I

Eate resultado nos dice que cada ién fre i £ d i a una funcién arménica Hy
definida en el abierto acotado R.
Puara tales funciones frontera tenemos que:

“m:;;ﬁl(v) = f{z)

en casi todos los puntos = € IR.
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4.2 LA MEDIDA ARMONICA

Sea R abiarto acotado. Consi el de (ver el A dice) C(JR) de las fuaciones
continuas en el compacto 8R con la norma de f € C(8R) dada por [} f || = sup{f(z)].-
Como ya vimos, del teorema anterior, cada f € C(&R) determina una funcién armdnica H; . En
particular si T es un punto fijo de R, entonces cada f € C(JR) determina a un ndmero real H,(z).
Consideremos ahora al mapeo L, : C(8R) — E' definido por:

Le(f) = Hylx)

Este mapeo resulta ser una funcional lineal positiva en C(am. Y, como consecuencia del teorema
de representacion de Ricz para fu les tineal (ver el A ), existe una

medida unitaria dnica 4, en los subconjuntos de Borel de 8R tal que:

Hy(z) = Lo(f) = /I du, parar€ R, fe C(3R)

OBSERVACIONES
Sea £3 la coleccién de compactos de OR .
Foes do bajo i 3 finitas y icne & OR.
Un =i £ de subconj de &R cm Nlamado un d-sistema si:
() R e G,
(i) $i E,F € G, con E C F entonces F ~ E € G.
(iit) ¥ si para toda {E,} i i se subcunj de (G, se tiene que U, E; € G.
Sea d( Fo) el d-si mas fio que a Fo. Sea a( Fu) la o-dlgebra mas poqueiia que

contenga a .
Se puede demostrar que d{ Fol = 7 (o).

Lema 5 Si f es una funcidn Borelvnedible acotada inferiormente (o superiormente) cn 3R, entonces
H;=H,;= [ fdu, parc toda = € R.

Demostracidn:

Sea #Fp como se definié arriba (como R es acotado los compactos son los cerrados}.
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Si C € #u , entonces que existe una idn {f;)} de 3 i no en R tal quo
51 L xe ( Xc €8 1a funcidén caracteristica de C ) con 0 < f; < 1 para cada j.

De 1a observacién al LEMA 3 (de este capitulo) tenemos que Xc o8 una funcién frontera resolutiva
y entonces:
Hy (z) = /xcdu, sizreR

Sea AG la coleccién de conjuntos £ C 3R tales que x g s resolutiva y Hy,(z) = fx,: dp, para
z € R .Por el ultimo resultado sabemos que Fo C G .
Ahora, como xpr =1 y las 3 son i OR € (3.

Supongamos Que E, F € G con £ © F . Entonces Xg.g = X§ —XE ¥ COMO X5 ¥ X £ 50N resolutivas,
Xpor €8 i

Por lo tanto tenemos que:

Hyp o) = Ho@) — Hage) = [ xrdn. = [ xcdo = [xeosdu.

Es decir que G es do bajo di i i
Ahora supougamos que E; es una sucesién crecienteen G y mea E = |, E;.
De 1a observacisn det LEMA 3 que x g e ive y:

Hyp(=) = fim Hyp (2} = tim [ xp,du. = [xedna =zeR

Es decir, G ea do bajo de i

Por lo tanto £ es un d-sistema que contiene a o .

Entonces /G D d(/Fa) y /G coutiene a los i de Borel de SR de abf que la funcién
caracterfstica de toda subconjunto de Borel de SR sea resolutiva.

E lqui i6n simple Borel-medible x en R es resolutiva con Hy(z) = /xdu, ze
R (ya que puede ser aproximada unifor por combinaciones lineales de funci )

¥ si £ es una funciéo Borel-medible no iva en OR existe una sucesion { £} de funciones
simples Borel-medibles tal que 0 < f, < f y f; T f. Usando otra vez la observacion al LEMA 3 y el
T de ta genci inada de Leby b que:

H (=) = Hy(z) = lim Hy ) =’li‘n;=/f,dy‘ =/jd[.l., z€R

Si £ enté da sélo inferi per a, el doa f—c. B
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H,

independiente de los valores de f en R ~ OW .

2y HY

(g

Sea f Barel medible en OR y sea W una componente de f.

E fes con

B Ry flaw e iva

a W con

Tow respectivamente.

Sabemos que HIR = H‘,"’”w en W .

Do ahf que el valor de Hy =

de Dirichl

= Hf en un punto = € W en

Por lo tanto u, (R ~ 9W) = 0 para toda x € W . Esto es, cada f2, tiene soporte en la frontera de
In componente que contiens a x .

Usando el mismo argumento tenemos que pbY la medida armdnica relativa a x y a W, entonces

es In restriccion de j2, 2 OW . @

OBSERVACION

La clase £y de los conjuntos de la forma (E ~ N)U (N ~ E) , donde E es un subconjunto de Borel

IR.

de 8R y N es un subconjunto de Borel de R de u,-medida cero, es una o-dlgebra de stbconjuntos de

Sea F la mas pequefia de estas m-algebras. (£ incluye a los subconjuntos de Borel de 8R).

Como cada u, tiene una extensién unica a F; lo mismo es cierto para £.
Denotamos a la extensién de p, a F por p,.

DEFINICIONES
© Los j en F son I dos u—medibles y las funci reales did, i a F son
1 das funcs dibl
f »
<& La medida 4, en F es llamada la medida armdnica relativaa Ry ax .
© Una funcisn f , que sea p-medible en 3R , se dice que es -i siesi con

acada p,, T € R

Teorema 3 (Brelot) Sca R un abserto acotedo.

Una funcidn de fronters [ es resolutiva si y sdlo si es u-integrable. En este caso

He) = [ fdu.

para toda r € R.
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4.3 LOS PUNTOS-FRONTERA REGULARES
DEFINICIONES
© Un punto r € R es un punto-frontern regular si:
Lim Hy(z) = f(z) para tods f € C(9R)

En caso contrario r es un punte frontera u-mgulnr
Cuando el contexto no se preste a i

. que T em regular,
© R es una region regular (o Dirichiet) si tado punto de 3R cs regular.

OUn-ﬁ-lménwa-un-bavkucnzeDRdw-t‘MﬂldlenWﬁRwadgun.v-ﬂnd.de‘
T ysi “las sigus i

(i) w e sobrearmoénica en WN R
(i) w>0enWNR
(i) Yum e"u—v'?mw(") =-0.
OBSERVACIONES
& (Bouligand} Sea R un sbierto acotado.
Existe uns basrera en © € &R sl y #6lo ai hay una funcién positiva armoénica i en R tal que:

lim h(y) =0

vea

lim inf A(y; >0
y—s
veER
para toda = € 8R ,con r # z’.

< Sea R un abierto acotada.

(i) Si J emtd acotada superiormente en SR y hay una barrers en z, entonces

lim 'E.';H’(") < lim sup f(v)
:Ea wEIR



(ii) Si S ostd acotada inforicrmente en &R y hay una barrera en z, entonces
tim inf H ,(y) 2 lim inf f(v)
vER OR

<© De la observacion anterior se de otro }

import. :
Sea R un abierto acotado tal que existe una barrera en r € R, si f es acotada en R y continua en
x, entonces
Um H (v) = lim H,(v) = f(=)
vER vER
Teoresaa 4 Sea R abierto acotado.

Un punta z € &R es un punto frontera regular si y s6lo si hay una barrera en .
Demostracién:

La suficiencia se de di de Ia & de punto regular y de Ia titima de
las observaciones.
Demostremos la necesidad.
Supongamos que T es un punto frontera regular.
Definamos a la funcitn:
mw)=lv-= vER

Definida de esta manera Hm () = jiy — =)l y H,n resulta ser una barrera en = si limy—.x Hn(y) = 0.

Perc como T e8 un punto frontera regular y m es i en OR ques
Um Hen(y) = m(z) =0
-
Loa siguientes son criterios de regularidad de un punto en térmi de la ica del

abierto R.
Lema 8 Siz es un punto frontera rugular para el abierto acotado R y Ro cs un subconjunto abierto de
R tal que = € ORg, entonces = 3 punto frontera reqular para Ra.

Demoatracién:

Basta notar que una barrera para R también es barrera para . B

Teorema 5 (Poincart) Sea R un abserto acotado.
Sizr € R y existe una bola B tal que BAR =@ y € 8B, cntonces T es un punto frontern regular.
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Figurs 4-1: La bola tangente
Demostracidn:
Tor una bola idaen Ry a OR en r; podemos considerar que 8 N8R = {z}.
fu con

Si B = B,, , oxiste una constante c tal que u, + ¢ = 0 (u, la fi
polo en v) en 88 . La funcidn w = —(u, + ¢) es una butrera en z. Por lo tanto = es un punto-frontera

regular. @8

Lema 7 Si r es un punto-frontera regular para el abierto acotado R C E? con la propiedad de que hay

un segmento de recta I C~ R con x como extremo, x es un punto-f reguiar.
Demostracion:

Consideremos a = como un numero complejo.
Sea B = H,sunabola tal que IMIB #£ @y 5 < 1.
La funcién log{z — r) puede definirse de manera inua en 8 ~ 1 do la rama a la largo del

rayo que comienza en z y en la direccion de 7.
Sea la funcién w definida por:

1 log jx — x|
= —Re
wix) oG =531 = gtz — 21
Definida de esta wes ica en RN D yn que es Ia parte real de unna funcion analitica

en RNByw>0en RN B.
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Figura 4-2: El segmento de recta

Es fécil ver que lim_a—x, w(z) = 0 y, por lo tanto, w es una barrera en x. @
idiendo la exi ia de un 1 (en vez de la existencia

El lema anterior se puede

de un segmento de recta).
TEOREMA (Lebesgue)
Teorema 6 Si r es un punto-frontera para el abierto acotado R © E? con la propiedad de que hay un
regular.

z es un punto-f

continuo de puntos I C~ R conz e,
En particular ai R €3 un conexo simple, entonces es una region regular.

1a dencia de laa di

El
Teorema 7 (Zaremba) Sea el abierto acotado R C E™ (n > 2).
Siz € BR y hay un cono slido y cerrado truncado contenido en ~ R con vértice en z , entonces
es un punto-frontera regular.
Demostracion:
Aunque ¢l cono esté contenido en ~ R puede ser que toque en mds de un punto & IR .Reduciendo
el dngulo del cono podemos asumir que sélo intersecta a @R en {z}.
Sea C; dicho cono sélido cerrado con vértice r tal que para alguna p> 0, C- NB., N AR =0
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Figura 4-3: El cono truncado

Sea Ro = RU (Bz.,p ~ Cs:).

Entonces r es un punto-frontera de Rq = R. R

Si mostramos que I es un punto-frontera regular para Rg, tendrfamos, usando el LEMA 7 del Capftulo
4, que es regular para R.

Para mostrar que r es regular para o es suficiente mostrar que hay una funcién sobrearmdnica
positiva w en B, , ~ C: para la cual “m,,eé’.“,‘..c, w(y) = 0. En otras palabras, es suficiente probar que
= es regular para By, ~ C:.

Consideremos que R = B, , ~ Ca.

Sea la funcidn:

m(y) = lly — =ll vE€EOR

Comeo en la prueba del TEOREMA 1.7 tenemos que Hm(2) = {lz —- zi| > 0 para z € OR.

Como H,, es ar ica en R, sélo i mostrar que lixns_zﬁ Hmn(z) =0.
Por el TEOREMA 8, todos los puntos frontera de R, excepto quizds r , son regulares. Como m es
una fi ién-frontera i que:
lim Hon(z) = lly — =il v € BR ~ {x}
zeR

Sea Rp = {r+2(y — x) : y € &} ¥ sea r(y) = ly — x|l para y € FRa.



Figura 4-4: La vecindad del cono

Consideremos la solucién de Dirichlet H, correspondiente a la regidn Ry y a la funcién de frontera r.
Claramente m =pen 8RNOB: ., yr =2pen 8R3 NEB..a,.

Definamos a la funcién u en Ra ~ {z} por:

He(y), y€ 2

u(y) =

r(y) =llv —zll, v € OR2 ~ {x}

¥ otra funcidn v en R ~ {z} por:
o(y) = u(z + 2(y — =)} -

En Rz N 8B;.2, tenemc- que u = 2p.
Como u satisface el principio del méximo en Rz entonces u < o’ <

Ademds v =2p en RN IB:, .
a=2pen ORNIB; ,.

Si incremantamos o’ la desigualdad no se afecta siempre que a’ < a.
Consideremos entonces que a’/a > 3 - Entonces u € o' < a en 8RN 3B:,. En el resto de

8R ~ {z} . tenemos que u = ( )v < (—)u o seau < (—>u en OR ~ {x}. Usando que u — (—)

es armdnica en R y que lim sups—y [u - (—) u] < 0 para toda y € R ~ {z}, se puede demostrar que
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“— (5;—' v < Oen R.
Entonces
v s (Puer2w-m= (Huev-»  ver

Por lo tanto tenemos que:
a’ o
tim sup u(y) < (—) lim sup u(2y — x) = (—) lim sup u(y)
v = vz o —
vER vER YER
Y, comd a'/a < 1, entonoces:

lim sup u(y) = lim sup H,(y) =0
v—z v—=
wER wveER

Eato se e i i dnp>0.porlot-nmlim:;—lﬂ...(x)-0.-



Capitulo 35

FRONTERA DE MARTIN

Se sabe que una funcién arménica positiva on una bola puede ser expresada por la integral de Poisson a
través de una medida definida sobre Ia frontera de la bola. La Ttorda de la Frontera de Martins generaliza

estos resultados.

Sea R abierto conexo R C E™ y sea & una funcién arménica pasitiva sobre R.

Sea Fij, el balayage de h.

Consid la i de abiertos { /2, } con cerraduras compactas R, C R tal que R = UR,.

De las p des del bal que h = Ap, en R,. Ahorucomo T, ¢ Ry R, es compacto
b bien do las p des del balayage, que existe una medida z, sobre /2 tal que:

—n
A, (x) = /R Gz du,(y) r<R

Y como AR, = h armonica en int (K,) = R, y, nuevamente usando las propiedades del balayage
tenemos que Z%%, s armonica en R ~ F,. Por lo tanto, usando ol TEOREMA 5 del Capttulo 2,
encontramos que 4, tiene soporte cu 9R,.

ncion T, = T

d a
N N

Pero, como
Si A es armdnica positiva ¥ g es el conjunto de Jas fu

Pt ={r€r:v>20en R uv>henE}
Ry <inf{octh}=h

O sea ﬁ?z, = h en R, de la misma manera se obtiene que J?%’ = A en R. Entonces ,R',',‘ =ﬂ;¥ »
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—h —n
Ryp, = fin, en R
De esta manera tenemnos que:

T, (=) = /a », WD) dusl)  x€ R, sop., COR,

Considérese ahora a = € R fija.
Como la funcién de Green se anula en la frontera se puede decir que:

Gy, z) — 0 cuando j — oc y € SR,

dec-umum.ﬂmuu,—-mpu-mwnadv-hrdem,.
da y 0o eo Que existicra algun lmite s para las s, ‘s.

Eatonces {u;} serfa oo
Sin Martin

P lo
Sea zo € R, fija. Sabemast que parar € Ry y € 3R, :

= Gy, x)
Rr o= [ S Glzo dusy ) .

= [, MEwdss)
aRr,

doode
Gv, x)

M=) = Slwza)

¥ ¥ VE borelianc de R, E C R tenemos:

#5(E) = [ Glu o) dus, ()
£

Hay que notar que {1} } es acotada, ya que:
w(R) = /;G(y.zo)du,(v) = R, (xo) = h(zo) < oo

Entonces se puede definir el w= — limite de las u3 ‘s como u. (Ver El Apéndice)
Ahora, s0p,, C OR, y 30p,., se "expande” con j ~—+ co.La teorfa de la Fronters de Martin considerars
un conjunto compacte R, tal que R C Ry, , donde las funciones M (-, =) sean extendidas continuamence.
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De maners que se tenga:
wa) = [ M=) dut)
%

5.1 LA FONTERA DE MARTIN

Sea R abierto conexo & C E™ con funcién de Green G. La conexidad implica que G > 0 en R x R.
Considérese que el punto al infinito pucds pertenecer a R pero no a R.

Se define:

E(R) = {f : R — |—00,+00] tal que f es i de di

DEFINICION

R* es una compactificacisn de R si:

i) R es un subconjunto denso de R*

ii) La di ingid

a R coinici con Ia
A = R* ~ R se llama la frontera ideal de R relativa a R*.
DEFINICION

Ses /c E(R). Una compactificacién R7, de R es una /— compactificacién si:
i) Cada f € /tiene una extension continua f* en R7,.

il) f* y f separan puntos de A o= Ry~ R (s decir, si £,y € A con £ % y, entonces £*(x) % f*() ).

Afor o existe un que iza la de ESTAS ifi
TEOREMA. (Conatantinescu, Cornea)}
Si /C E(R), entonces R tiene una udnica /- ¥i iém, salvo un h

_—
El desarrollo de Ia teoria de Martin requiere de cotas para las razones del tipo 4:% , donde V es un

v
abierto V € R y w es una funcién sobrearménica en V. Estas cotas se obtienen en funcién de las cotas
de w en 8V.

Sea F C R, F abierto y no polar.
SeaV =R~F.
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Si w € % se define:

w en F

wy =

Oen 8R

De esta manera si w|s, es una funcién continua y acotadad en 8F, entonces wy estd acotada en 3V,
y wy es resolutiva para V con solucién de Dirichlet HY,, .

Sabemos que Hyp = HY, en V.
Como F na es polar @F tampoco lo es, y algun punto xr € 8F debe ser punto regular de frontera

para V (de otro modo no existirfan barreras en ).
Ahora, por el TEOREMA 9 del Apéndice:

lim Fp(x) = Jm HY,(z)=1 oparazenV
vev vEY

—t
entonces g > en V.
Sia < w=<ben dF, entonces la < wy < 1b y tenemos:

aHY, = HY\, S HJ < HY, =bHY, enV

entonces: 1w —_
aRp < Ay <bRyr enV

i
=
Atp
Lema 1 Si K es compacto con K C R, W es una vecindad de K con W C R, y zg € K, entonces

a<

G(y. z)

SUP Y Gy 7o)

:zeh‘.yeR~W}<eo

Demost'rncién:

Sea U una vecindad de X tal que F =T c W.

Entonces F no es polar.

Ahora G es continua en 3F x K, ademi#s G > 0. Es decir existen constantes a,b > 0 tales que
a<Gy.c)<ben 3F x K .

Sean r € K fijay V=R~ F.

oy
Demostraremos que Fe "~ = G(-,z) en V.
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Figura 5-1: La acotacién

Si y € OF, entonces lim-;‘y G(=,2) = G(y,x) ; si ¥y € AR , entonces limx-E—" G(z,x) = O excepto
= K
quizds en un conjunto polar.

Entonces tenemos que:
im

#m HE (5 (2) = G(y.T) y € OF excepto quizds en un polar
2EV

lim HY, (. 2 (3) = 0 y € R excepto quizés en un polar
eV

de donde se obtiene:

‘n;.?y [ Yot (2) — Gz .:)] =0 y € OV excepto quizds en un polar
H

Sabemos que G(-, x) estd acotadad fuera de toda bola con centro en z, entonces la expresién entre
corchetes estd acotada en V.

Como ad esta i

es ar ica en V', es i

cero en V por el CORO-
LARIO (Bouligand) al LEMA 6 del Apéndice. Es decir: |

—G )
Glz) = HY (osy = Re
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Figura 3-2: El conjunto Fo

Sustituvendo en la desi 1dad que amos mas arriba obtenemos:
=G, —=G(x) =t
o< Gzl o Be n o Br . _Feo <l paasenr
-re Re Ay Ap
-
DEFINICION

Sea zo € R fija. Se define ag de manera que:

Fo={y € R:CG(y.La) 2 aa}
sea compacto.

Ahora, Fy £ 9 ya que 1o = Fa.

Por la s.c.i. de G se tiene que Fy es cerrado. Y ya que existe una bola que contiene a g tal que
Gl-. ry) esti ncotadn fuera de esa bola. se tiene que Fy estd acotado.

DEFINICION

Po{m X)) e (— g ;) es una funcion tal que

i) P € % ~20,+2c)
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t t< oo
i) B(2) =
1
o+ 5, EZ a0 + 1

i) P"(t) =0
Demostremos que u{y) = ‘P (G{y, ra)) es sobrearménica en R.

Por la munera en que estd definida ® (G(-,xo)) es constante en una vecindad de rg, entonces es
sobrearmdnica ahf.

Si x = £y, entonces:

‘ . 2
; Bu = ¥ (G(- 20)) AG(, 20) + " (G(-,za)) (Z [g‘}‘a(-.zo)] )
; =

' Como G (-, Ta) es arménica en R ~ {zo}, Au <0 en R ~ {=zo}.

Por lo tanto @ (G(-, rq)) es sobrearmdénica en R.

Ahora como & € C? y ®(G(-, x0)) es en una vecindad de xq, ©(G(-..rn)) tiene
segundas derivadas parciales continuas.

Hay que notar también que @ (G(y, x0)) = G(y,To) si y € Fo.

! DEFINICION

R Sen el conjunto:

AL = {f e SR :f = iﬁcc::(—(%ﬁ para nlguna x € R}

La M-compactificacion de R : R%,. es la compactificacion de Martin.
Aar = Ri; ~ Res la frontera de Martin.

Ahora dada y € R se toma:
Glu. )
P (G{y.Ta))
: Esta funcién ticne extension continua o 3, para cada & & R. Es decir. im.

estd definida para coidn y € Ay

ky.) =

by 3 k(=,.r) para .:: € R



DEFINICION
Sea x € R, para cada ¥y € A se define:

My, z)ye r
Ky, z) =
hm;;lg k(z,x) ¥ € Aar

K(y.-) es la funcion de Murtin con polo y .

Lema 2 Sea A{y.) la funcion de Martin con polo y .
a) Si C es un compacto C C R y F es cerrado F C Ry, ~ C, entonces:

sup{K(y.x): x€C yy € F} < +oo

b) Para cada y € Ay K(v,-) es armdnica en R.
K >0y inua de manera dida en Ry, x R.

Demostracion:

& Probemos primero (a).

Sea el abierto W C Rcon W C Rtalque C C W .

Es suficiente probar que sup (K(y,x): z € Cy y € R}, ~ W} < +o0, es decir tomemos F = R, ~
w.

Sea el abierto V tal que VC Ry Fy € V. Paracada y € R ~ V tenemos que:

Gy, z) Gly, x)

K2 = §8(v. 209 ~ Clv.2a)

entonces pore el LENA 1 (de este capitulo):
sup{K(y,z2):z € Cypye(F ~V)NR} < 400
Como K(y.T) es continua en (FMV) x C entonces:
sup {K(y.z):x€Cyye (FNV)NR} < +oo

por lo tanto:
sup{A{y.x): *x€Cyye FMNR} < +o0
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Figura 5-3: Otra acotacién

Alorn. si 2 € C y y € Ay, entonces:

R(y.o) = lim K(s2)
BER~IV

v entonces (por lo anterior K'(z, T) estd acotada en (F M AR) x C) tenemos que K estd acotadad en Fx C .
<& Demostremos (b).

: Sean los abiertos V,W tales que V.W c Ry Wc V.

'_ Sea la sucesidén {yn:n € M} C R~ V tal que limd,,—coyn = u.

Por el inciso anterior las K{yn, ) estdn uniformemente acotadas.

; Ademés como W © V tenemos que las K(ym. 2) = =S¥ _ 504 funciones arménicas de € W .
i P (G(yn.To))
i Como K(y, ) =limaey K(ya,') en W, K(y,-) ar icaen W .

<& Consideremos ahora a ().

G(y.x) - i
TGy za) en R x R, tenemos que K (-,-) es continua en R x R.
Demostremos que K(y’, ') es continua para (¢, ') € Ay x R .

Como K(y,z) =

Sean los abiertos V,W talesque V, W Cc Ry ' ¢ W ¢ W < V. Consideremos K(¥,-) como funcién
sobre IV para y € Ry, ~ V.

Entonces {K(y.'):y € Ry, ~ V'} es una familia de & i ar

unifor das y



Figurs 5-4: La K acotads

por jo tanto una familia equicontinua (Helms). Es decir, Ve > 0 35 > 0 tal qua:
Hx~z<6,ve R~V =Kz - Ku)<j
Abhora, ai |z — ’|| < 6§ entonces:
1w, 2) — KW'\ 2] < § + 1K@ =) ~ K@ )|

paray € Ry, ~ V.
Como K(-.z*) tiene i inua = Rj,

- K
Ty KW 7) = KO\ =)

C que K e inus en Ag, x R.
& Demoatremos que K(¥,') >0 en RYy € Ry,
8i v € R ~ Fp, entonces:

Gly.xo)
*(G(v,z0))

Si ¥ € A, entonces K(y,zo) = lim.E-;_-'h K(z,x0) =1, y como K(y,+) es arménica en R, entonces
K(y,") >0en ReiycAn.

K(y,xo) =
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Sive R K(y.z)n.(ca‘("y‘_‘:)o»>0pu.=ea -

Lema 3 Si f ¢ M y f° 3 su cxtensidn continua sobre Ry, entonces 321, A3 medidas con soportes
compactas en R tales que:

[ Kwaane
EAN | S ——

=
[ Kanaxa

para y € Ry,
Demostracién:
Como f € M, para algunaxz € R:
_ _G.x)
I = $@w.=on

Sabemos que ¥ (G(y, To)) es sobrearméuica mayor que cero.
Por el A de @ d:

@ (G(v, o)) potencial de una medida A con soporte compacta;
ya que @ (G(y, z0)) = G(v.To) > O para y € R ~ Fo, donde Fy es un compacto.
Sea A; la wedida unitaria con soporte {x} ,entonces tenemas que:

[ Gu.2)
@ ) - Lo Swnane) - TG ) Rk

Gy, 2)
Jswaane [ [GEED S axa

Supongamos que 80pa,,s0p,, < C, donde C es un compacto y C < R.
Sea W vecindad de C, W c R.

Usando que K es continua sobre (R}, ~ W) x C y el Te de ln in o r.!

de Lebesgue, obtenemos que (a) tiene una extensidn continua a Ry, ~ W :

Si v = [ k(D dh(s) para ¥ € R W,
n

Tilw) = fK(v. z)dA(z) para y € Ry ~ W
R
entonces:

94(1’) — 7:(v) cuando ¢’ — ¢
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Figura 3-3: La K es continua

Siy € W, A(y,z) = k(y, =) y también vale la convergencia anterior.

Por lo tanto:

[, Kwane
EA N —

=
[ K anaa)
R

y € Ry,

COROLARIO

Si g1, y2 € Ry ¥ V1 = v2, ontences X(y1,+) » K{v2,-) no son propercionales,
DEFINICION

Sea pu medida de Borel en R3, -

El R-potencial de q vs:

Ku(r) = / Ky, x)duly) r& R (si Kp#ooenR)

3,



OBSERVACIONES
i) K no es simétrica

i) Ku es sobrearmdnica

das derivadas parcicles continuas,

Lema 4 Sea [ funcidn sobre R con wopy; = C Lp , ¥ f con
entonces 3\ carga sobre R con sops = C tal que:

1w = [ K.z ax=
R

Ademds Kpu es A— integrable.

Demostracién:
Sea g(v) = f(¥)® (G(v, To))-
C. id la i de Poi:

~ A,
Au = _K"(—;—g) en R y con x, constante
n

del C. lo 2 (P iales de Green) que tiene soluciones g y G (—

Sabemos de las obser

/G(I-y) (_éi_'(.’"'_)) dr con G (__i“_g) continua en R,

Y como G e estd acotada en C ¥ es ar ica en ~ C, ok que estd da en R.
n

Ademds si x € 3R, tenemos que:

im G (—ﬂ) (z)=0

F—z *n

ya que Ag se anula en ~ C,
Tomemos v = g — &G (—ﬁg)
Kn
d, las ob. 1 del

Por su definicién v es continua en R ¥ Jv = 0:

Capftulo 2 (Potenciales de Green), v es armdnica en R. Ademds estd acotadaen Ry Lm s—= v(z) = 0.

De lo anterior conclufmos que v = 0 en R, es decir g = G (—%) -
n

Tomemos VE boreliano de R:
AE) = / =iC
E Kn



Estonces podessos escribir:
18 (G, x)) = [ Cw.x)dr=) veR
¥ entonces:
1= [ Kwnyar=  ver

De esta manera Ky &8 A— integrable ya que: K u es scbrearmdnica. de donde Ku es integrable en
A aladel que as anula

Y A em una
en~C. 8

Lewe B Sean u.v medidas sobre Ry, K y Kv definidas y toles que Ky = Ko entonces:

mmy en R

4 Sab que £ o

Sea / con soP. ¥
pusde escribir como
100 = [ Kty ) an=)

Integrando respecto a u :
Sum (KA) pom= (Kp)A = (Kv)2

- (KA) v = frr

¥ como e para toda f i con sop y reiak [¢
entoncer:
B=v
- -
OBSERVACION

Rj, es metrizable.
Sen {z;},», subconjunto oumerable y denso de R s define:

w1 _Kx) | Kax,)
Ay v2) ,F:.:z,‘,.\\_l((y,_z,) 1+K(m.=,)'
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con su

p es una métrica en Ry,

5.2 LA REPRESENTACION DE MARTIN

Lema 6 Sea u acbrearmdnica positiva sobre R.
Sea F C R, F errrudo ron respecta o R.
Entonces 3u medida sobre F' (cermdurn con respecto a R}, ) tal que:

Ry = f}\'(z,-)dy.(z) en R
F

Demostracién:

Sea {Fy} i iente de subconj de R tal que F, es compacto ¥j y F = UF;.

Usando las propicdades del balayage tenemos que para cada j 3v, con soporte

F, tal que:
Ry, = /G(z.~)dv_,(=) en R

¥y podemoa escribir: -
= Z.0)
2, = [, oGy * G e

3

D, para cada boreliano £ de Rj, la medida:

u(E) = [ @Gl za))dus(x)

de manera que:
Ry = K(z,")dnu,(z} en R
F, _/;’ ' 4

Ahora tomemos r; € R tal que u(x;) < +oo.
ida en R}, x R tenemos que existe (3, tal que:

Como K es i de

8= inf K(z.7)>0

Py

u(z,) = B, (=) = /F Kz z) diy(2) = 8, 1,(F3) = 8, 1,(FD)
,
Por lo tanto parn la sucesién {1, } existe u medida sobre R}, con soporte en F' tal que:
4, — 4 en la w*-topologla.
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para la i {ﬁ‘,‘-‘} que:

Jun, 2, = 2

o decir:
jK(z.-)du,(:)!ﬁ:— cuando j — oo
L
Sin embargo, como la K(z,:) e i stlo de ida, 0o sab cusl es la realcion

entre Ry yla p.

SeanreR,.B,sCR

To vs uns Aid. it d

en 8B,s. Sabemos que RY,, por ser sobrear-
a la medida de superficic.

L . B datn) = L s [ L ) K(z.u)du,(x)] dvs(v) = _[r , [ L . K d-"s(v)] dpy(2)

Sea la funcién v: Riy — R* = [—00, +oc] definida por:

wn = [ Kendaw ze R

o8,
Por las iedades de d y de la K ob el 7 de la con-
i d da de L Que la v as continus en B3, ~ 8B,
Pars r € R tenemos que:
Gz,
wo=f o Kevww= [ GEE Gt avstw)

L LGy 2,8
®(G(=z,xa))

Sabemos que L(G(z2, ) : ,§) es continua para z € 8B, s- Por lo tanto es continua en R},.

Ahora pod ., por la ia de la 4, que:

/ o R G = IA ) [ L - K(-.u)du.(y)] dpsye) — [ [ A - K(z.v)d-w(v)] dp(=)
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[, R — [ Rrondvs
(-1 Ay L] Py

entonces:
/”__. B avs = [ [ JA o, =) uu.(y)] =y = [ [ 4 - K(z,y)d,‘(z)] dea(y)
es decir:

() L (k‘; : z.s) = L(Kp,x,8)

Sabemos que A} es sobrearménica

Para Que Kp bién es LB

hay que ver que Do sea idénticamente +-oo.
Sab (de las obeervaci del C 3) que si una i6n de medidas {u,}
w*-topologla a ;1 entonoces se ticne que Gpu < lim inf, e, Guy. Entonces:

en la
= Ry = Jim Ry, = lim Ku, = Kn

Es decir, K+ es sobrearmdnica.

Por lo tanto, tomando en (a) el limite cuando § — 0 obtenemos que:

Ri(x) = Ku(z) Yz € R

Si consideramos el caso donde u es sobrearmonica y positiva en R, con F' C R, F cerrado con respecto
a R, por las iodnden del que 3p ida sobre F tal que:

Rp= [Kodua) e R
r
Pero si F = R entouces Ju modida sobre K3, tal que:
u=Ry= / K(z,-)di(z) en R
a3
Si ademds se tiene que h es una funcién armdénica positiva sobre R (es decir h € R}), entonces 3
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medida sobre R}, tal que:
h= RS = / K(z,)dp(z) en R
FA

e

En este caso las u; tienen soporte en 9F; ¥ por lo tanto i ticne soporte en Qg

E 1H do el lema i que Vh € N} Ju con soporte en A, tal que:
A= jK(x,-)dp(:) en R
Au

5.2.1 Unicidad de la did

que toda fi i ica pr i definida en un abierto tiene una representacidn integral
dada pothzpmmhcidﬂchaQ”"L
Pero enta 3 o de de la ida usada en la integral, ;serd una medida dnica ?

Dada ¢ medida sobre R},, la funcidn definida por:
D= [ Kaoae) vzer
nL

s sobrearmdnica y positiva en R .
< el CcR, Ry eaun ial en R y 3vc medida sobre C tal que:

Rg, =Guc en R

=, Gz, x)
R = [ GG zon

®(G(z,20)) dve(z) € R
= [ _Ktzzmdits) zeR
c
doude ¥ E boreliano de R}, »e ticne:
VE(E) = ./Enn’(c("‘“” dve(z)

Hay que observar que sop,.. , s0p,x C C. y que si u € R}; cntonces sop., , sop,x C 8C.

Consid la ion de (Cy} < R tal que UC; = R.
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Sabemos que para h € Rf; tenemos que R T RS en R
Por el Te de R

de Riez:

Rz, = [GGydue, (0 = [ K6 aul ()
con pg, dnica.
De manera que pf, tasabién es unica.

Para ob una unica solo falta por demostrar que {pg.} tiene un limite en la
w*-topologia.

Sea C compacto tal que CC R .
Se define el operador Tc : C(Ryy) — C(Apn) de la siguiente manera:
Para cada y € Ap sea 5, una medida unitaria con soporte {y}. Sea 6 medida definida como sigue:

i) Sea el compacto C' C R3,. Se sabe que K5, es una funci6n sobrearménica.

Tomando su balayage RS~ tenemos que:

BES»(2) = Kby(z) = /c K(z,2)dby(2) = K{y.2) =i zcintC

ii) Sea C C R por las propiedades del balayage se sabe que3u medida sobre Ry, con soporte
aop,, € T (la cerradura se toma respecto a R} )tal que:

RE®*(x) =/K(x,z) du(z) VzeR
[}

Ahora tomemos a C compacta tal que z € int{(CY C R .

E como el t de uns

con la misma en el interior del conjunto

de referencia, tenemos que:
[ o Kz dby() = Kb, (2) = RE* ()

= [a K(z,2)dp(s)
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"=5K, wucribir

j Kz, z)d&,(:)SIK(x.x)M (=)

y el sopsx. © OC ya que RE®*(x) = K6,(z) = K(y,z) es armonica pars = € int(C) si y € A

DEFINICION
Para cada f € C(R3,)
Teftw) = [[_ sl pasa yve A

Lama 7 Tc es un operador lineal acotado de LC(R},) en C(Aar).
Ademnds Tcl = 1 y ITcll =1 i Fo < int(C).

Demoatracidn:

Consi el K—p K&, (x) = f K(z,z)db,(z) = K(y,x) para y € Ap.
Kb6,(x) = K(y,z) es uniformemente continua en A % C debido a la continuidad de K.
Si yo € A y ¢ > 0, entonces existe Wy una vecindad de yy tal que si y € Axy M Wy entonces:

1KEy — Kby,| < cenC

Sea y; un punto fijo de Ay ¥ sea a = infzec K(p1,x) > 0. Ademds sea & = a=~'5,, .
Entonces:

Ku(z) = _/R K(z.z)a-Vdb, () = a='K(n.2) =1 parazeC

Ahora, para y € Apy N Wy, tenemos que K6, < Ké,, +eKv y Kb, < Kb, + eAven C.
Usando una vez més las propiedades del balayage (que el balayage de ls suma es menor igual a Ia

surmna de los balayagea y que el bal es un d. de 1a fi a la cual se aplica)
obtenemas:

K&l < Kol o +eKv

Kbl < K6i- +ekv
Supongamos que f tiene soporte compacto y segundas derivadas ial i en R,
32 carga tal que f = j K(,z)dA(z) en R.
&




Para esa f tenomos que:
faw.c—j rasicl=

\/
oo ( [ xe :)dx(z)) a5 () — j (f xanar=) koo =
‘f (F a6 arz) - f (k¢ ds¥c(2) dA(z){ <

e/RKu,'gdm para y € An MWy

Veamos que f KvE diAl < 400 y que es independiente de y .

JHEdN = j RE* d\Al, donde f” es sobrearmadnica y |A| es una medida y por lo tanto la
h\wgra-l es finita.,

Ahora,
/Kug dia = j K =) a= db,, | dial(z) =
R R \R3,
amt K(z,2)dby, | diM(=z) = o' [ K(z,2)diM (=)
[ xemoree) /

Por lo tanto T f es continua en A, siempre que f tenga soporte compacto y segundas derivadas
parciales continunaa.
DEFINICION

Se dice que A es acotado si 3c constante tal que:

V¥ f € E oe tiene que JAf) <clifi=c sup |f(=)}
*EDomy
La norma del operador A se define por:
WAj = infe

Se encuentra que:
yAary
Wi

Al = sup |Afi{| =aup
usgs1 Fro
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OBSERVACION
Sean E y E, de funch
Sea A operador lineal tal que:

A:E— E,

Notemos que:

s =|f_rasl| = aup v [ _asle = 101 Torw) = ek 516 (250

Para y € Ape ¢

K(y,x0) = Kby(x0) 2 RE*(20) = j’C K(x,z0) dbJ5(2) = (-gc Kz, Sn)) 65 (Ra)
ea decir: K )
- sup, x,To
855 (R < TRt CoS Rz
¥ como sup,eca,, K(z.T0) < 0oy inf,cac K(z,70) > O por el LEMA 6.
T oaun h ke

Consi shora a I €C(RY,)-
Sab que TC, ok > )
soporte compacto.

86lc de los valores de f en 8C, entonces podemos suponer que f tiene

Sea { f;} sucesién de funciones en R}, con soportes compactos en R y con segundas derivades pa-
ciales continuas en R tales que |If; — fli — 0 cusndo j — oo. Come Tef; — Tefll < 65 (Ri,) s — Sl
entonces Tc fy; — Tcf uniformemente. Y por lo tanto Tc f ea continua en Aag.

Por definicién Fo = {z € R : G(=,x0) = ao}.
Supongsmos que F, C int{C).
Entonces si z ¢ Fp a= tiene que:

L _GWxe)  _ . Glzhzo) _
Kixzo) = Um S 2oy — S0 Glrmo) ¢
»'eR ’ER
=€ Fu ' EFy



Siy € Ap¢ , usando ¢l hecho de que zq € fp © int(C) , obtenemos:

1 = K(y. %0} = K8,{z0) = RE"*(z0)

= [, Kinzoy sl = J oot = o100

2 Tcg(y) Vg tal que gt <1

Lema 8 Sea {41, : £ € Ane} una familia de medidas sobre Ap tal que p (E) es medible sobre A para

todo boreliano E de R.
Sean pu y v medidas sobre Ape tales que V f € C(R3ie) 8¢ tiene que:

_/fdu=Aj; (A/“Idﬂ.) du().

A

Entonces
[rant= [ (/fdu:‘c) du(z) Y F €L(R)
ac Sae aCc
Demostraciéa:
seaw = [ uiodu=)
De las propiedades del bal que:

[ Ky duatn) = RE#+() < +oo
P leg

casi en todas partes en R. Y como K{y,:) Aj < K(y,-) obtenemos que:

[ @A autew) = [ Ky dulow) < +oo.
8C oo

el Te de la

Claramente m; oo (K (v,-) AJ] = K(3.') . De que,

inada de Leb que:

tim [ () Agl dufotw) = [ K antew)
F—oo c c
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150 = [ =) A5 dufio)
aC

16 = [ Ky sydulow)
ac

Por la parte antetior sabemos que f;(£) — f(x) cuando j — oo.

Ad: da, como el K- 1 K71 ea sob do no es id i -+oc para 17 medida,
tenemos que f; v f son sobrearmdnicas, y por lo tanto sus i de ia medida ¥ son fnitas:
[ H@ e, [ eyt < v

P-¥¥) Qae
Usando el T de L s que:
i j X = B
Jim [ [ w) Ad) antow)] @ = f Lfcmv. )du:‘c(y)] dus)
Entonces:

Joorseam= [ (f Kwoawkw) dm
=time [ (K@) A5 dato) dvia)

wtimym [ KW A ) dut(z)

y usando otra vez ¢l Teorema de Lebesgue:
Jim [ 1K@ Al dw@) = [ K ydw .,
R Das

-
[ Kufodua) = Kw
r-Y ¥

Notemos que KuX = Kpy que Kule = Ku,.

Por las propiedades del balayage Kul = BX** o igual a Ku, en int (C). Usando el TEOREMA 9
del Apéndi se i que esta i ldad se i sobre 8C excepto en los puntos irregulares de
frontera de R ~ C.

Lo mismo pasa para Kpff vy K.
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Si ¥ € C no es un punto irregular de frontera para R ~ C entonces:

k) = [ Kuewa@ = [ Kuw)ad=

= ([ o, K dnar) avt=

jominada de Leb u a que:

Apli 1 el Te de la

Lo, (L pem ) ae = tim [ (f KG9 A5 duate)) dot)

1a hi is y la d de K(z,-) Aj para z € R}, aobtenemos:

)x_g;/h (/A“ (K (e 1) A bl du.(l)) du(r) =Jlggn/A~ 1K (2, 1) A d) du(z)

de Leb.

¥, una vez més del

Jirm [ K (20 Al di(=) = Ku)

Como Ku(y) = KuX(y). tenemos que Ku' = KulS excepto quizas en un conjunto polar de 8C.
b que Ku' = KuX en todo R, y por el LEMA 5 tenemos

Det Tv de Maria-Fro
que ' = pf .8

DEFINICION
Un K-potencial ea extremno
cional a Kpu,.

si Ky = Ky + Kz para p,, pa medidas, implica que Ky, es propor-

de la de Martin se define como:

El congunto de los puntos front

Ay = {v € A : K(y,°) = K&, es extremo}
Se define también el conjunto Ag = As ~ A, .

Lema B Si Ku es extremo, entonces el soporte de i consta de un solo punto y € RU A,

Demostracion:
Sea F = sopu, yseay € F .



Tomemon U, = xER;,:p(y.x)<;}pu.mdojm!uopaﬁtlvo<
Tomemos también u; = ply, v v, = play, <0, -
De manera que g4 = i, + v, y entonces Kup = Ku, + Ky, .

Como Kp ea , Ku, es a Kp y existe una medida 1 en U, tal que Ku = Ku) .

Sea x € R ~ {y} tal que Ku(x) < +oo.
Para j suficientemente grande se tienc que = ¢ U, y, do la inuidad de K, que:

inf K(x2) 2 jK2)=a

s€U,

E para j sufics grande que:
oo = Ku(x) = /;I K(z, o) dp}(2) = auj(U,) = au)(R3,)

Entonces existe (ver el A

), para la i6n de las 4, una medida 4’ con soporte sop,.: = {y}
¥y una subsucesion {u), } tales que:

), — ' en la w*-topologta

cuando k — oo

Tomemos a la subsucesién como la propia sucesion {11} .
Ahora, como Ky ea extremo existe a’ tal que u’ = a’s,. Entonces:
Kyl — a'K6,

{usando la w*-convergencia y el hecho de que +00 = Ru).
Entonces K= a’' K6, = a’K(y.') en R~ {u}.

Si existieran y1, 2 € F tales que ¥y # a2, tendrfamos que aj K(».') = aj K(yz,-) en R ~ {1n,¥a},
y por la continuidad de K en todo R.
Pero entonces K (ys,-) = a3 K (va2.-), lo cual es una contradiccion. @

Lema 10 ) Siy € Ay y {R;} es una sucesién creciente de abiertos de R con cerraduras compactas
Cy = R; © R tal que UR, = R, entonces 5}, — 5, en la w*-topologta.
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i} Sea la sucesidn de abicrtos {R;} creciente con cervaduras compactas Cy = R; € R tal que
UR; = R. Siy € A y tenemos que 55, — 6, en la w*-topologia , entonces y € A,4.

Demaostracién:

(i) Sea y € A,

Supongamaos que Fp C R;.

Sabemos que 55, (Riyy) = Tc,1(y) para toda j. Entonces existe una medida 4 sobye Ap y una
subsucesion {5c, } de {605, } tal que 53¢, — 4 en la we-topologia.

De ahf que Kb3c, — Ky (por la coutinuidad de K y el Inciso (iii) del LEMA 2); pero como
K6, = K6, en R, (porque K61 = RE'" cs igual a K&, en int(C;) = R,), entonces K&,c, = K&,
en R, para toda j, y cnando j — 0o se tiene que K5;c, — K&, en R.

Sabemos que pars una sucesicn w*-comvergentz ol lmita es dnico, entouces Ku = K6, en R, y por
lo tanto 4 = &y en R.

Es decir sop,, = {y} .

De lo anterior se deduce que §;c, — 5y-

Resta por demostrar que §it, — 5y

s Qque toda sub 60 de {5)%, } tiene una subsucesion gue converge a 5, .
Supongamos que {65, } no converge a 5, en 1a w*-topolog. Entonces 3f € C(F3,) tal que:

Jim /”‘ja;‘c, #/;_ 745,
—= )
O sea que existe {555, } subsucesicade {6c,} tal que:

Jl'g;_,/”’IdS;E:‘ A [R_“ 145,

Pero sab que alguna ion {535, } ge an Ia w*-topol, ..s,,;dgcuA=-jR_ £ ds,,
con Jo cual una diccis =

(i) Sea 85I, — 5, para alguna sucesién de {Ry} definida como arriba. Hay que demostrar que
¥ € Ay, ea decir que K§, es extremo.
Supongamos que K&, = Kp + K para u, » medidas sobre Ri-
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Kb}, = Kupl§, + Kv¥,
y usando el LEMA 5:
55c, = &, + v,
Como 5}, es
tales que:

que ( 3 si en i

Jpo o

¥, — puo y vE, —vo  enla w-topologta

Como 6{%;, — &, en ia w*-topologia, tenomos que §, = jug + vo. Entonces:
K&, = Kpg + Kvo = (a +1)Kpuy

= K {(a+ 1)p0}
Por lo tanto §, = (a + 1)g, €8 decir §, ea proporcional a uiy. De la misma manera se concluye que
5y es proporcional m vo.
Por otro lado, sabemos que:
REY = Kp = limyouoo Kpfl, = limyoo RE*  en R
Ky o= iy oo Kl = limyco f,c K(z,-)dp¥ (5}
A
- / K(3,-) dpg(z)
3,

¥ sabemos que L, es p.

porci \ - Kp ea prop: la K§,, cato es K6, ea extremo, @8

OBSERVACION
Ay y Ao mon borelianns de R}, .

Lotna 11 Siu e una medida sobre Ay y {R;} s una sucesion creciente de abiertos de R con cervaduras
compactas C; =R, C R tal que UR, = R, entonces plf, — u.

Demoatracién:
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Consideremos £3 C R ¥ que [T, = 1.
Si f €/C(R3,) entonces {Tc,f} es una sucesion de funciones continuas en Ay, unifcrmemente
de la i i de Lebesgue ¥

acotadas que converge a f en ;. E por el T

el LEMA 10 tenewmos que:
S rtu= e [ Topan i [ (_/M n.-m.s:‘c,(z)) dn(y)

Del ILEMA 8 sabemus que:

A ( frenasli ) dustor = _/M‘ S du @)

entonces:
o »
A S = tim _/m‘ 1du,
a
DEFINICION
Sea » una medida sobre Aas.
Se dice que una i6n de ibles { £} en dida a f si:
Ve >0 lim v({y € A f5(0) ~F(W) 2e)) =0
OBSERVACIONES
len las sigus beer

De esta definicion de convergencia se desp
Si f; — f en v—medida y g; — g en v—medida entonces

Dfy+9—=S+g-
ii) 3{fsa} subsucesidn de {f;} tal que f;, — f casi en todas partes (em decir para toda r € R},

en un conj de medida cero).

iii) Si 3 {4,} tal que f, —h, — O en

iv) Siflg integrable tal que |f;] < g Vi, catonces um,.._,/ fide= / Sdv .
By L- ¥

il hj — fen

Teorema 1 Poara cada j1 medida sobre A, existe una unica medida v sobre A, tal que Kp = Kv .
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La d = o

el LEMA 11 y el hecho de que el limite de una sucesién w*-

que 3,1/ medides sobre A; talem que Ku = Kv = Kuv'. Usando el LEMA 11 sabemos
que si {R;} es una i i de abi de R con cerraduras compactas C, = K, < R tal que
UR; = R entonces v — v y /¥ — 1/ en la w*-topologia.

Es decir, para toda f € C(Rie) se tiene que:

[_"‘"“,‘l".:,oé'f-‘"é.

Yy
[rar=pm [ rars
A éc,
Siguiendo la demostracién del LEMA 8 sabemos que a pesar de que la funcién K es continua de
dida las i ldades de arriba se mantienen:
/Kd"= lim f Kdvlk
o0 g
a. ac,
Yy

de./= lim / Kdv' &,
S
a, sc,
Pero sabemos que que Kpu = Ku = Ki/, entonces:
um [ Kal, = [ Ko
Jira,
oc, an
¥, como el Umite de unA w*-sucesion es Unico, conclufmos que v = .

Consideremos a la sucesion de las {C, }. .

Supongamos que Fp € R1. Entonces, usando el LEMA 8 y luego ¢l LEMA 7, (ambon de este capftulo)
tenemos:
K (R3,) = f 1dpk = / 1455 4
B8, (R oc, 1HE an / o, 19500, (2) ) du(w)
= [ Te,uwrdatn) = n(Ri)
P-¥)
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Por lo tanto podeinos seleccionar de {,.:_g} una
manera.

de la miama

Tenemos entonces:

pk, — v en la w*-topologls para alguna » medida sobre Ag

De lo anterior y del hecho de que RE T Ku en R (sigui bién la d idn del LEMA B)
» tenemos que:
TN f  —
Ku= lim Kpk, = Kv
Si demostramos que ¥{Ag) = 0, es decir que sop, C A, o que g

Demostreinos que ¥(Ao) = 0
Sea el conjunto:

F ={f €eC(Ri):Tc, f — [ en v — medida}

Es decir /F es el i de las
Ve > 0 ne tiene:

en la i de Martin tales que

’l_igu{yEAMﬂTc,f(v)—‘f(v)‘Z')“o
© Demostremos que F = C(R3) .
ct A es un sub i

lineal de £(R}) . (La funcién constante 1 = Tg, Vj y eatonces
pertenece a §, al igual que todas las constantes).

Q¢ Veamos que F es una lattice,
Sean g,,92 € F . Tomemos a f = g1 A g3 - Como [ < g, entonces:

T, f =T, 9

T, f = Tc, 0 +Tc, 92

Por otro lado la sucesién {Tc, g1} esté acotada uniformente por |{gil| ¥ sabemos que converge en
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dida a gi, usando et de dominada de L que:
im,e [ (Te, AT, dv= [ (@Asw) dw
-1 Oas
= / fadv
E-Y¥3
Ademass:
S Te sav= [ [ J o @ dé:‘c,(z)] ()
ac,
- du
/ac,l hd

Ahora, como Ku = Kv , entonces Kuk, = Kvl vy uf, = vk, do esto ¥

nuevamente el LEMA 10 tencmos:
limy—ao _/A |(Te, 91 ATC, 92) = Tc, S| dor
"
= limy e / (Te, 91 A Te, 92) du — / Te, fuE,
o o<,
/ Sdv — / Sdv=0
Aas Do

Por lo tanto (Tc, 1 AT, 92) — T,/ — O en A, (es decir en el esp: do de las funci
Lebesgue-medibles cuyo valor e Sab que ( una sub
i on io. Ver et Apéndica) :

(Te, 9 AT, 93) =Tc, f — 0 env — medida

= N entonces :

Ahora, sabemos que Ve 3N tal que si

{fveau:|Te,aa (W -~ 2e} <¢

{vean:|Tc,a(w) ~ ga(v)| 2 ¢} <«

de donde:
{v € Arx : |(Tc, n ATc, 2) (w) — fW)| 2 ¢} <«
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para la misma N.
Es decir:
(Te, 1 ATc,9m) g1 Aga= [ on v — medida
Por lo tanto:
To, f—f  enuv-—medida
En conclusion gy A gz € F .

or lo tanto F es una lattice.

000 D T que las funci de F puntos de R3 .
Sean z € R, f € L(R3y) tal que f = K(-,z} fuera de un compacto de R .
Para j suficientemente grande y y € Ay tenemas que:

S () = K(u,x) = K60, (x)
- /”' K(x,x) dbls, (2)

-f o, 118 8, () = T, £

entonces Tc, f — f v—c.t.p cuando j — oo. De donde T, f -— f en v—medida. Entoncrms f € F .
Supongamos ahors que y;,¥2 € Aae tales que yy # pa-
Usando lo ior, ai lan H de /F no puntos de la frontera entonces K(y;,x) =
K{ya,x) . Ea decir, que serfan \? lo cual es uns contrdiccién.
Supongamos abors que v, i con 1 €D y f €F .
que T, f d d

s6lo de los valores de f en 8C, , podemos escoger a jp tal que 3y € Ry,
y modificar a f en una vecindad de y1 sin afectar limy_.ao T, f en Oa¢. Si v, va € R obtenemos de la
misma el 1tad \

Por lo tanto las funciones de # aeparan puntos de Rig.

0000 Demostremos que F es cerrado.
Usando loa o i i el Te

de Stone- Wei (ver el A )y

encontramoa que §F ea denso en C(R3,).
Sea f € C(R3,) un punto de acumulacién de F.
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‘Toraemos una sucesitn {f;} en F uniforowsnente convergente » f.
Sea ¢ > 0 entonces:

vi{ve A |Te, FM -S| 2 e} v {y€Bu:|Tc (f - L)W = §}
+ v {y € An: T, filw) ~ £ilw)| = £}

+v{vedn:lflyy— 1@ =§}
¥ tomamos NV tal que I — full < § -

Eatonces, como |Tg, (f — fa) ()] < Wf— /Nl < %, cuando i = N el primer conjunto y el ultimo
(del lado derecho de la desigualdad) son vacias. Y obtenemos:

vi{veaw: T, f)— szt sv{ve du: |Te, v — fud) = 5} =0

ya que fy € F.
Por lo tanto f € £ y £ es cerrado.
En conclusién & = C(Rj)-

Regresemos ahora a la parte inicial de la demostracidn.

Sea Fo un denso ble de C(R3,)-
Sea f € Fo.
Como sab que ia en ida. i que existe uns subsucesidn convergente c.t.p.

(ver el Apéndice), pod i que la ion {Tc, £} v—c.t.p. n f (s} es necesario
tomamos una subsucesién de {C,}) . Esto as puede hacer para cada f € F5 ya que F es numerable.
Para cada f € Fo definamos al conjunto:

Ar={veu: im Te, 1) 4 10}

Entonces £(Aj) = 0.
En Helms ae demuestra que:

Ay = {v € Oae : Tz, (v} — f(¥) cuando j — oo,
para f en un subconj denso de C(R:i)}

Entonces siy ¢ U/er., Ay tenemos que 5}, — 6, en la w*-topologta y usando ei LEMA 10 obtenemos
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que y € A, (es decir y € Oo).
Por lo tanto:

e | A,
€9
entonces v(Ay) = 0.
[ ]
Te 2Z (T de Rep de Martin) Si h s una funcidn armoénica positiva

en R, entonces existe una inica medida v en A tal que:
h=/K(z,-)du(z)
ay

Demostracidn: Usando el LEMA 6 teneinos que existe una medida i en A tal gue &4 = Ku y
usando el TEOREMA 1 sabemos que existe una medida dnica » en A) tal que Ku = Ku.

Es decir A= Kv. B

OBSERVACION

A, es un subconjunto Gs de Ry, .

5.3 EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA R,

El problema de Dirichlet para R}, queda enuncisdo como sigue:

Sea R un J b de E™,

Sea R}, la compactificacidn de Adartin de R.
Sea f una funcién real sobre Axs.

Se debe una i ica h en R tal que:
lim A(y) = f(x) para r € On

El Método de Perron-Weiner-Brelot (PWB) se extiende para construir la solucidn a este problema.

Para ello las d ici que antes:
DEFINICIONES
Sea R un abierto de E™ (R puede ser no acotado).
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Figura 5-6: El p. de Dirichlet

¢ Se dice que una funcidn u es hiperarmdnica (hwoarmdnica) en R si u es igual a +00 (-oc) en R

{subar ica) en R.

o sies
O La clase superior L'y de la funcien i+ frontera f se define por:

Xy = {u: u es hiperarmodnica en R, u estd acotada inferiormente en R y

lim infy—z u(y) = f(z) pora toda = € A}
v
La clase inferior Ly de la funcién de frontera f se define por:

ALy = {u:ues hipoarménica en R, u estd acotada superiormenteen R y

lim infl:;; u(y) < f(<) para toda © € Aar}
© Las soluciones inferior y superior K, y H, se definen por:
Hy=sup{u:ue Ly} enR
H;=inf{u:uell;} enR

O Si H, = H; y ambas son arménicas se dice que f es resolutiva.

Ademis se denota H; = H, = Hy.
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O u es semicontinua inferior (s.c.i.) cu R, si

w(F) = lim inf u(y) Ve,

e
VERZ,

& PRINCIPIO DEL MINIMO (con respecto a R}, ) para u sobrearménica en R:

lim inf u(y) 20 VIE Ay == u(y)>0en R
VvERY,
OBSERVACIONES
En base a estas nuevas d ici se obti las d de los sigui T ltados gen-

eralizados para la Tworta de Martin (cstas demostraciones son amllogns a las del caso de R) :

< Si u es sobrearmdnica en R i el f ipio de

oﬁ,esmumr 4o o sobr i enR.&_,
OCH;<H, -
© Si f € £L(R3,) entonces f es resolutiva.

es —co o subarmdénica en R.

Por otro lado sabemos que si £ ¢s un cerrado relativo de R, entonces por ¢l LEMA 10 del Apéndice

existe una medida 4 en E ( cerradura tomada con respecto a R, ) tal que:
Ry = /;'1\'(:. Yedu(z) = Kul(z) en R

Hay que notar que R no es inmente un

1 (A puede ser armonica en «l soporte de u).

Sabemos también que cada f € C(R3) determina a una funcion arménica H, . Entonces para cada
i € R existe una unica medida unitaria g, , 1 d did

ar tal que:
"y = [ rdu.
Soae

Lema 12 Siy € A; y U es una vecindad de y, entonces Rp'Y;) es un potencial.

Demostracion:
Demestremos que m.m.a. (RE%7) = 0.

Supongamos que h =m.ma. (RFS5)) >0en R -
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Figura 57: El potencial
E por las propicdades del bal que:

Ky )z REY 2h>0 enR

¥ por el Teorema de descomposicién de Riesz R %’ = w + h en R donde w es un potencial.
Si escribimos @ A'(y,-) = A+ (K (v,+) — k] encontramos por el LEMA 6 que cada término de la derecha
es un K-potencial ¥, como K es extremo, tenernos que & es proparcional a K(y, ).
Es decir:

RRW) = w+ AK(y,") enR

cond< A1,
Pero si A = 1 tendriamos que en R ~ U :

REY) =K.

y comao:

RES = _/ K(z,-)dp(z)

Ry ~U

en R~ U, para alguna mediada en en R}, ~ U, para alguna mediad.



Ademads:
Kw.y= [ K()dos) enR~vU
%
Pero sop, © R ~ U y sops, = {y} . y sabemos que y € U.
Por lotanto A % 1.

Ahora, d las p! del balayage tenemos:

W ARG, ) = REU = Rty

=Rfu + AREY = Rg_ v + Aw + N2 K(y, )

sustituyendo a K., + Aw , que es un potencial (ya que el balayage de un potencial es también un

iales es un p ial), por © d. escribir:

potencial y la suma de p

w+ AR (y,-) = @ + A2 K (y,-)

icidad de la d icin de Riesz, A = A% | Es decir A =0 .
Por lo tanto m.m.a. (ii:{_‘_‘;;") =0y R%%) es un potencial. @

E do la

DEFINICION
€h esel j de las funci icas p

Iment (ver el Apéndice).

Lema 13 Sea X un espacio de Hausdorff |
b 4 de Borel de X.

Sea g1 una dida sobre los
dible en X x R,

Si para cada z € X se cumple que uz € €} y uz(y) es una fu

funcidn definida por:
u(y) = [ uz(y) du(z)
{

ide 2 +oo en R .

Demostracién:
Demostremos que u s.c.i.
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Usando el Lema de Fatou tenemos que Vz € R}, :

Liminf,._., w(z’) = Eminf,._., f ug(2) dp(e)
2LER SER X
=/ [uminf,.__,u,(x')] du(z)
x 2"ER

= [ ustzrauta)
X
Es decir u es ».c.i.

Ahora, usando el Teorema de Fubini encontramos que:

L(u:y,6)=/ﬂ u(z) do(z)

-/ o [ e = f o, Ue(R) () dute)

= [ o v du=) s [ vl dat) =)
siB,s CR.
Por lo tanto u es sobreartnénica.

DEFINICION

4 es una medida completa si V A tal que A C B donde B es Lebesgue -medible y u{B) = 0, entonces
A es Lebesgue -medible.

Teorema 3 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea pu medida en X.
Si se las i i

i) para cada x € X , u, es una fu
1) F es un cerrado relative a R,

e ica no en R,

i) u;(yo) dp(x) < +0c para alguna yo € R,
~
entonces




Demostracion:
Sea A la di de L [¢ du) en R .
Demostremon que 5 = f (@ x A)-c.t.p. para alguna f Borel-medible en X x R .
Sea Z el conjunto de los puntos -frontern irvegulares de R ~ F.
Por el LEMA 5 del Apéndice sabemon que Z es un subconjunto polas de 8 (R ~ F) v, usando et
TEOREMA 1 del capitulo 3 sabemas que Z es H de un conj polar D que es G's .
Consideremos entonces que D C & (R ~ F) .
Sabemos que Ry’ (y) = u(y) parn cada y € F ~ D y que R} (y) es Borel-medible en X x (F ~ D).

Sea uf~F la medida armdnica realtiva a y € R ~ F y sea:

F = {f Bord mediblesen X x R: f 20 y tal que la funcién
Flz) = f S(£.2) dul~F (2) es Borel-medible}
aR

Si fes i y tada sab (de los ltados del A ior) que flz,) en
arménica en R ~ F paracada r € X y, do el Te de Leb de la ia dominad
tenemos que f(.,y) es continua en X paracada y€ R~ F .

Es decir f es i por en cada da y por lo tanto Borel-medible en X x (R ~ F) .

Ahora £ es cerrada bajo limites monstonos.
Si {Gn} es una i de funci de F, por inuidad que:

Ba= ) = [ gale ) duf~F(2) < oo Vn
-y

Usando el Te de la ? (ver el A que Jg € /F tal que

gn — g cuando 7 — 30 .,

La i i XxXc de CCXx{R~ F)estan en F :

Xel(x.¥) = / xclz, 2)dpf~F(z) = p, (C)
Dar

¥ 1y € F por ser ica en R (es i
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Para demostrar que si A & un subconjunto de Borel de X x (R ~ F) entonoms x4 € F o= aproxima
a A por una iente de
Por otro lado Que toda funcion s Bored b

en X x (R ~ F) ae pusde aproximar uniformoe-
nente por funcionss simples (y é&stas pos i 3 les de i i ). E
toda funcién Baorel-medible s € F -

En particular, como u,(z) es Borel-meadible en X x R entonces u;(z) € £ y ademds:

Ry = _[ ul)dpui~F(z) veR~F
)

s medible en X x (R ~ F) .
Por 1o tanto RE*(v) os Borel-medible en X x (R ~ D) con u(D) =0 .
Entonces Rpr(y) = f  (u x A)-c.t.p. para alguna f Borel-medible en X x R .
Es decir, Ri=(y) es medible en la clase L de los i (12 X A)-medibl
Con todo lo anterior ya podemos aplicar el Teorema deFubini.

Sabemos que / uy dpi(z) es sobrearménica en R . Tiene id, su b
x
Como:

ﬁ/ e dule)
- < W= futanz) en F~ z
x
Ry () = ue(y) en F~Z

ﬁ'/ - dpe(m) —
r )= f Rir(v)du(c) en F~Z
x

Ahora,siye R~ F i do Fubini
Ry () du(z) = ua (=) duf~F(2) ) dpl=)
/. ... )

= /A_ (/x u-(z)du(:)) ap~F () =




Por lo tanta:

"o dps{x) —
RJ -/;r,.-.:,.(z) s R~ F
X

Sab. que el lado i de esta i6n es H en R (por ser un balayage). Si
d que el ho es bi ico en R ob 1a igualdad en todas partes en
R (ya que se pusde demostrar, usando la s.c.i. , que si dos i i son i les c.t.p.
excepto quizés en un conj de medida cero son iguales en todas partes. Helms).

Usando nuevamente el Lema de Fatou encontramos que / Rits dua(z) es s.ci. parmy € R~ F .
x

A do shora el Te dci\ab'wu'melulcubddpmmdioch/ Rg=dys(z), obtenemos que
x

si B,s < R entonces :
A(fxﬁ"r-du(z):y.a) - f A

s [ Rraydu=

S W 6) du(x)

Parlnt.-nxoj Ry dp(z) o= enR,y
x

“a du() -
7l - =/R‘;.-d,.(z) en R
x

-
ORBRSERVACION
" o duts) -
A es un potencial si cada R} es un potencial.
DEFINICION

Sea la representacion de Martin de la funcidn constante 1 :
1= [ K(2,-) dx(z)
an

donde x es la medida tnica en A, asociada a 1 por el Teorema de Martin,



G ala x como ‘

Teorema 4 (Brelot) Cada f € C(R3},) es
en R

Hy = | fK(z,-)dx(z)
{

Demostracién:
Sea f una funcién continua en R}, tal que 0 < f < 1. Para cada entero positivo j y para los enteros

i tales que 0 < i < j definimon:
.3
]

Ey = {v € Ay
s 1
A={vearmsiFo{vean =3}
m= [ KGoaxe = [ Kedxm
=, ay
donde x((E) = x(E N E;) para todos los subconjuntos de Borel £ C Ase .
Como x tiene soporte en Aar , cacta h; es icnen R .
Por la manera en que estdn definidos £, C R}, ~ F: y entoncea Ry, ~ F; es una vecindad de Ei.
b que:

Usando al
= /Fz{.‘_“'"dx‘(x)
ay

Para z € sopy, , usando al LEMA 12, BX(*") es un potencial y, usando a la observacion del teorema

también es un potencial.
~ Fy ¥y hi > 0 encontramos:

anterior, R}
Por otro lado, ya que

<5 lar
7

P (n-Au)<ssasin B enR~Ayenosis;

Ademss sabemos que /i3 = h; en F; { excepto quizds en un subconjunto polar de F; ), entonces la

quizds en un subconjunto polar). So demuestra usando

en todas partes en R . Y como se cumple para todas las i's

dad jor se para R (
igualdad se

id. que eata
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tales que O < i < j entonces:

.‘(m~ﬁﬁ)slims!gmsg(‘%‘m+ﬁ;¢) enR @

pere 570 he = S0 ([, Kla)dxto)) =1 yaauei vade 0 sy on cme intervaio U £ = As,

entonces 5 i
—’(h‘—‘,-;)sfsz(‘—l;—lh.+ﬁ';;) ea R
=

como R}, es sobreaz-

3 : £l
By =i, =T =<3 n+RE R
S0 -0

Ahora tomemos el mm.a. (el m.m.a. de una suma ea la suma de los m.m.a.):

Fl n Fl
SSilncH,<H/ <Y
=m0

dand 7

i+
Ed

he enr

ya que cada R} es un potencial.
De aquf obtenemoas:

3
osﬂ,—a,sz_%h.=§ en Ry para todo entero positivo J
=

Por lo tanto f es remoiutiva.
Si f ox una funcidn continua en A tiene una extension coutinua a todo Ri, . Y como la multipli-
d pod i que 0 < f £ 1 y aplicar el resultado

cacién por constantecs no afecta la
anterior.
Por 1o tanto toda f € C(R3y) ea reaolutiva.
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Ahora, para cada f tenemaos que:

s,
1 [K(z.')dx(x) <H, < §‘j’ “/K(z.-)dx(x)

3 .
[ Kzax < f 1RG£ 3S L [ KGoaxn
E. a. =0 E.
Por lo tanto tenemos que:

H - [ 5 KGaxtn

a

5? V j entero positivo

H, =/j1\'(t.-)dx(x)
o

|
|
|

] 1 (La i de Leb ) Te a la bola abierta By, < E%de radio r = 1 centrada
en el origen O .

Sea R el abierto:
R= By, ~E

donde E es el segmento de linea:

E={(0,0,0):0<¢ <1}

sobre E tal que p(x) = =< .

Su ial i ues en un punto (T, y. ) fuera del segmento es:

RS g -
{22 + ¥3 + (¢ — 2)7]2

i
i
i
H
]
i
)
:
¢
i



Figura 5-8: La espina

Se encuentra que u(0,0,0) = 1, pero u es infinito en cunlquier otro punto det conjunto {(0,0,¢) : 0 < { < 1}
Por lo tanto (0,0,0) es un punto irregular de frontera (Brelot).

hay

tmenos una funcién-fr + € C(BR) tal que lim, _(0,0,0y Ho(¥) # 7 ((0,0,0)).
Lo integral de Poisson de la funcién v no puede ser leada para et probl de Dirichlet cor-

respondiente.

Resolvamos el problema usando la teorfa de Martin.

Consid i el pi para R = Ho, .

@ La compactificacion de Martin de R = Hg; es la bola cerrada Bo ) .

Es compactificacién ya que Bg,1 ea un subconjunto denso de Ho,; y la wopologta de Bo,1 coincide en
Bo,1 con la topologia original (73,  =Ta..)-
Y 1a compactificacisn es de Martin porque lan funciones f de la forma:

G(-.z)
/=m para alguna £ € Bg

tiene extensién continua.
Sea G la funcién de Green del abierto Bo.x .

Para ver que las f 's tiene extensién continua a Rjis = Bo.1 hay que demoatrar que para los puntoa
¥ € A = IBoa ¢
X Gy’ x)
1ii ——
v=y F(C Ta))
v'E€Ba,
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existe.

Sabemos que P (G(y’. x9)) = G(¥, ro) fuern de un compacta de referencia Fo < B,y . Como Fy es
de r i pod -onsiderar que Fo & Ha,; - Por lo tanto ¢l problema se reduce a demoserar que
para los puntos y € Ayy:

i L)
v—y G\ x0)

v'E€Bo

existe.

Para ello demostremos el siguiente lema:

LEMA (Regla de L’Hopital para la derivada dircccional).
Sean F, H € C'(Bo.1) -
Si se cumplen para y € 8B, :
i) Fly) =H(y)=0
i) D; F(y). Ds H(y) # 0 ( donde D; es el operudor derivada direccional en la direccion 3 )

entonces el lisnite aprorirndndose en la direccidn 5 por puntos y' de Bo, :

. Fy) D; F(y)
1 = e
vy Hiy) — DiH(y)

Demostracién:
= i £5¥ -
= T =
him Fly+3h) = Fly) _ D:F(y)
Wb HOr =30y —Hy) . Dz Him
-

Sabemos que G ticne una extension continua a R}, = Bo.1 . Denctemos a esta extension de

la mismna manera.
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Figura 5-9: La bola rellena

Como limy—y, G(1',2) = 0%y € 8Boa y DaG = P con P el kernel de Poisson ( P #0en
dBo, ). entonces si i es el vector en la direccién normal

. Gly'.x) Di G(y.x)
Him = e YT
vy Gy xa) - Da Gly, 7o)

S

¥ -DD:‘—GG((liI—‘—:SS es continua para x € Bao, y ¥y € 9Bo, .
A 3

Por io tanto

. Gly'.r)
i, TG za)

existe (¥ de hecho es una funcidn continua) parar € Bo, ¥ ¥ € dBo.1 - Usando la continuidad
a Gy'. ) Gly'.z)
Y, PG o))

o arn y proximos a ln frontera conclufmos que lim -
T(C(rzay) POV PF i o,

existe.

¢ El conjunto de puntos minimales extrenios My es precisatmente 8By,
Sabemos fque Ay = Ay = dBo.1 - Falta por demostrar que Sy = 3Bpa © 2
Para ello considereinos la siguientes definiciones (Brelot):

< La funcién u es armonice mingnal en la regidén R si:

Yuz0

il) Y v armonica tal que ¢ = 0, ¢ < u entonces ¢ = cuen R,

TEOREMA Toda funcion u armonica iminimal en R tal que u = 0 es proporcional a cierta K {y, )
. {Brelot).
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< En base al se define el

Ao VvE DM aKOh) =u
' para cierta u armanica minimal en la region R tal que u % 0

De estas definicioncs se deriva que dada y € Ay K(y. ) es i inimal sl y s6lo si
veAar:

Si K(y,-) es arménica minimal entonces y € A7 , ya que K(y,:) =1 K(y,") .

Siy e A7 por definicién 3 u i inimal en R ( u % 0 ) tal que akK(y,") = u .
Despejando K (v, ) que K(y,-) = i . Ct § ™ ica .V ahora que 2 es
minimal:

Sea v armoénica tal que v > 0y v < % Despejando u tenemos que av < u, pero av es arménica ,
entonces 34 tal que av = Fu en R debido a la minimalidad de u. Es decir,

v=082 = 8Ky,
Por lo tanto K(y,-) cs armaénica minimal.

Demostremos ahora que:
TEOREMA. &7 C A, .

Demostracién:
Sea y € A}, es decir K(y,:) ea inimal. Qi qua K(y, ) = K&,
es un potencial extremo. Sean u, ¥ g idas en R3,. S que en R:
Ky, )= K&, = Kpy + Kny

hay que que el ! Kpyes 1al ial Ky, .
Por ser potenciales Ku, y Ku; tienen rep i del Teo: de Riesz:

Kpy, = Guj+h

Kpy = Guj+ha



Y entonces:

K{y,) = K8, = Gui + hy +Gu + ha

ar o> (mma) que:
K(y.,)=hit+ha
¥a que el mma de una suma es la suma de los mun-armodnicos, el mma de un potencial es 1a
funcién cero y el mma de una funcion armoénica es ells misma.
La dltima igusldad implics que en R :

; Gui+CGuy =0

es decir, en R tenemos que:
Gui = —Gp3

pero como R es conexo, sabemos que G > 0 y ui y u3 son medidas ( x5, 43 = 0 ), entonces
Gut =Gu3 =0

Por lo tasto tenemoa que:

Ko, = h

Kpy = ha
Ahora, usando 1a minimalidad de K(y,-} ¥ la igusldad K(y,-) = h; + hz , tenemos que:

K(y,'y = hi parai=1,2

entonces existen o, y ag tales que:
K(y.r) = ouhy

K{y.-} = agha
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decir by y hy son proporcionales, de donde Ky y K g son proporcionales,
En conclusion y € &, . @

Ahora demostremos que si A] # W, entonces Ay = GBo,; € A,
Tomemos una ¥; € 38,1 tal que yy € A}

Hay que demostrar que entonces todos los demds puntos
de la frontera de la bola estan en Af

Sen yo = dBg, v sea ¢ una funcidn armanica tal que:

Ryz.z') = v(z') para ' € Bo,
Sabemos fue:

- =i
Ky, z') = o—"—0
g
para y2 € 9Bo,; ¥ ' € Bo
“Tomemos la rotacion 8 tal que y; = 8(y2) . Como las rotaciones manrienen distancins tenemos que:

— iz ? Nl
Ke, o) = Lz 1= Nl

Aoz 1 Well e
Tor—of = Mo—=n — N
donde z' = 6(z) . Entonces

K(y2,«") = K(yh.2) 2 v(£') con =’ € Boa
o5 decir

K, £) = v(z') = v(8(x)) =vo @ (r) parax& Boa

Pero i(y1.-) es minimal y v & es armonica, entonces 3 a tal que aK(y1,-) = vo 8 en By,; -Es decir:

aK(yz.x') =

aR(y.x) =vod(x)

= u=")

Por lo tanto K (yz,-) es minimmal.
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cendoines o

Figura 5-10: La bola ratada

Entonces tenemos que si A{ % @ , entonces Ay = dByy € A7 € A, € Ay - En conclusién si

A7 #0, entonces Ay = 8Bo,y = Af =3, .
@ Sea g = ‘7'85,,. .
Dada esta funcién de frontera g € C(8Bo,1) existe la solucién del problema de generalizado de

Dirichlet obtenida através del Método de PWB :
H; = / 9(¥) K(y. ) dxwn)
BBaa
para K la funcién de Martin y y la medida dnica sobre \, correspondicnte por el teorema de Brelot

Encontremos n Ky o X .

(a lo manera clisica) por la integral de

Por una parte snbemos este prob se puede

Poisson:
h= / Da Gy, Ygly) do(y)
380
1
donde ¢ = —m -
v & 9Boa

Usando ¢l TEOREMA 10 del Capitulo 1 subemos gue, coma lim g hiyy = g(a)
¥ 8o

«entonces F, = h .



Entonces
Lo s K Y ax =< [ Da G da) o)
8k, 88a.

Por otro Iado sab que la dida de refe ia x viene dada por la rep: de lIa
1 del de Martin :

1= [ K@)dxty) en o
980,
Y para la misma funcién 1 tenemos, rustituyendo g por 1, que:
(@ 1= c/ Da G(y, ) dr(y)  en Boa
880,

gracias a la representacién integral de Poisson.
Entonces basta ver que pasa con:

oo Kwaxw =e [ DaGw.)dot)
88o. B88q,:

Adem4. b: por icidn que para y € Apg :

. )
Ky = Mo, §0G W, =0
v E€Ba

la cual, para 3 préximos a la frontera, queda :

Gy _ GW'x)
@ (G(¥'. %)) G

Entonces para ' s en By, (proxi ala ) que:

= -/;Bu.l ["'

Gy, x}
—» ® (G, *0))

| axwr =< [ DaGw.raow
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G, )
G o)

Lo e S ) oo

D; Gy, z)
./;a,._. Dj G(v.rn)] xlv}

Usando nuevamente el lema anterior y la continuidad de

continua sobre Aa¢ ) encontramos que :

Son, (n GG L] 0

1

oa decir:
.\ DaGly.x =
K(y,-) = D Gly.70) en Bo,;
R ala ion (b) que:
DaGly.x) _ " .
Lo, [B2882 ) axt=c [ Drcwrdew

Ahors, sopy C Do ¥ X estd determinada por:
Ds Gy, x)
() 1= / [Da S =) dx(v)

Definamaos = la medida x* por:

. _ dx(y)
KB = | PG
Ha, o
para todo£ boreliano de 88p,1. De cota x" es i P

el Teorema de Radon Nikodym) obtenemos la derivada de Radon de ambos lados:

Entonces podemos escribir:
dx

(d) dx‘ = Da G(lhfl))

para y € 8Bg,3.

Ademas podemos escribir a (c} de la siguiente manera:

{ G denota también a la extension

a x y (usando



(f) 1= / Dw Gy, r)dx*(v) en Bo,
88a.a

Xx® es 1\ i a o, y por el Teorema de ftadon-Nikodym tenemos

X(E) = / #(z)do(z) pars alguna & medible sobre 8801
=

Veamos ahora quién es x*.
Igualando (a) y (£) temonos que:

cf  Dacwddet = [ DaGw.)dxw) en Bou
8Ba.v 80,1

¥y obtenemos la derivada de Radon de ambos lados:
D4 Gy, ) do = Da Gy, ) dx"
en Hp,) para los borelianos de 8801 ¥ ¥ € Bo,x. Y como Da G(y, -} # 0 en Bo,y para y € 889, eutonces:

(8) o =x" en los borelianos de 8B0.1

En conclusion, de (d) y (8) tenemos que:
xBy = [ Da Gy, z0)ir )

para todoE borelianc de 8Bp,3.

Ahora, para ver que Bo,; es la compactificacion de Martin de Bo,y ~ £ falta mostrar que las funciones
£ de la forma:

! para alguna z € Boa

- Gt
*(G(- o))



tienen extensién continua sobre £ . Pmﬂ%

& 5 o= continua en o, ( finita fuera de Fo), entonces

eatas f ’s ticne extensién continua scbre £ .

Finalmente empleando el LEMA 2 del C; 4 que la ion al gener-
alizado de Dirichlet para la funcién de frontera g € C(88p,1) coincide con la salucién para v € C(8R)

Hy = H,

ya que v = g excepto en el conjunto polar £ ( g puede definirse arbitramente en £ ).

De esta queda el probl, de Dirichlet para la espina de Lebeague en E3. Hay que
notar que la ion de cate bl no de la di i Por lo tanto el problema queda

resuelto para la dimensién n > 2.
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Apéndice A

El problema de Dirichlet para

regiones no acotadas.

Sea A ¢ E™ . Se define £3 por:
E} = E*u{A}

La nueva topologia es:
TEzy = TE~U{A: A= E} ~ C,C compacto de E™}

l6gi de hecho un espacio métrico compacto.

EZ resulta ser un
Sea RC EZ .
DEFINICION

Una funcion u definida en los reales extendidos [—00, +00] es sobrearmdnica en R si:

i) es sobrearmednica en £ ~ {A}

i) y ademds tenemos que si A € R entonces u es s.c.i. en A , y
u(A) = L(u : xa,8)

¥ xo, V5 tales que ~ By, s C R .



A.1 El problema exterior de Dirichlet
LEMA1

Sea h una funcién arménica en E™ ~ B, ,, continua en E™ ~ B, , tal que limge—.a existe yes a .
Entonces si T € E™ ~ B, , tenemos que:

=t Wy — =i ~ 2
=33 es,, Uz-=I h(=) dotz)
———ﬁapn-z +a
tiz — it~
Ademss si = L(h:y,p) ,entonces L(h:y,r)=a Vr>p.
DEFINICION
Sea f una funcién Borel-medible sobre 88, , es i b a la medada do
La integral de Poisson de [ relativa a E™ ~ By, es:
iYsize E® ~B,,:
=L w—=>—p 1 1
IP(f,~ By o)) v “;/ [-IIT:;H"_ + o3 “—:—_WE] x f(z)do(z)

iysiz=A":

1 Vi
1P(f.~ By o X&) = — / ——"‘,,Sf)z do(z)
2By,
TEOREMA 1
Si f s Borel-medible en 8B, entonces h = IP(f.~ By,)(z) es arménica en E} ~

v ¥ 81
T € 88B,, . entonces:

tim sup A(z) <lim sup f(2)
2T, £SH,

Y 5l £ es continua en = € 8B, entonces:

lim  h(z) = (=)
RE~By .

158



TEOREMA 2

Si u es sobrearmonica en R abierto y conexa de E} , isface el P ipio del en
R.

Ademds, si iminf, ., u(z) 20V .r € 3R . entonces u(z) > 0cn R .

COROLARIO

Si u cs sob ica en EY . u cs una
A.2 Problema de Dirichlet para regiones no acotadas
LEMA 2

Sea u sobrearménica en R C E3 . Sea W abierto tal que W C R .

Si u es continua en W |, arménicaen W y u > h en W entonces u > hen W .

DEFINICION

El conjunto E C E} es polar si Vr € E cor W una vecindad de x y una funcién sobrear-

monica v en W’ tal que v = +ocoen ENW |

TEOREMA 3

{A} es un subconjunto polar de E3 , pero no es polar de E7 pura n 2 3 .

Un polar de E3 para n > 3 es lo "mismo” que para E™ . Pero un polar de E3 puede contener a & .

Si R es un abierto y conexo de E3 y ~ R no es polar entonces R ~ {A} tiene funcisn de Green y

cuando menoe una funci b

posi no
DEFINICIONES
Sea [ : @R — [—o0, +00]
La clase supertor es:
Uy = { u hiperarmdnicn : im inf,—, u(z) = f(£) V= € 8R
y u cstd acotada inferiormente en R }

La clase inferior es:

AL = { u hipoarménica : imsup,_, u(z) < f(zr) vz € OR

Y u estd acotada superiormente en R }
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La solucidn superior es:

Hy=inf {u:uely)
La solucidn inferior es:

H,=sup{u:uels}

1 es resolutiva si Hy = H, ¥y ambas son armonicas.
OBSERVACIONES
CH,<H,.

OSiuelyyved,, , entonces u =z ven R.

TEOREMA 4

H; es identi “+0o0 o es ica en cada P de R. A para H, -

LEMA 3

Sea R abierto de EY y ~ R no polar.

Si (£} es una ion de i que converge unifor af, Sfes
vla ion {Hy,} ife a Hy.

LEMA 4

Sea R abierto de E3 y ~ R no polar.
51 u es sobrearmodnica positiva en R tal que f(z) = lim,... u(z) existe para toda z € &R , entonces

S es una funcién-froutera resolutiva.,

TEOREMA 5
Sea R abierto de EX y ~ R # 8 .

Si f € £L(OR) entonces f es resolutiva.

A.3 Comportamiento en la frontera
DEFINICIONES
= € R 8 un punto-frontem regular =i:

Bm H(2) = £z} VSeL(OR)
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Se dice que w funcién sobrearmdénica positiva es una barrerz en z € IR si estd definida en W, N R

para alguna vecindad W, de =z y si:

Jim () =0

LEMA s

Sea R abierto de ER y ~ R # @ . El conjunto de los puntos -frontera irregulares de R es un conjunto

polar.

LEMA 6

Sem R abierto de E3 y ~ R no es polar . Si Z C R es polar, entonces existe una funcién sobrear-

moénica positiva en R tal que:

lin v(z) = oo Vr e 2
=z

COROLARIO (Bouligand)
Sea R abierto de E3} vy ~ R no es polar .

Sea h funcién arménica positiva sobre R tal que limy—.. h(y) = 0 para toda r € OR excepto q\dztl

en un polar, entonces h =0 en R .

LEMA 7
Sem R abierto de E3 y ~ Rno es polar y sea B, .
Si f es acotada en SR entonces:

H,; = inf{ u : u sobrearménica en R , u estd acotada inferiormente en R y
liminf,_., u(z) = f(z) Vx € OR que sean puntos regulares de R ~ B, ,}

‘TEOREMA 6
Sea R abierto de ER y ~ R no es polar.
Si f € £(8R) entonces f es resolutiva.

De esta mancra, como en et C lo IV, 1k al

de

DEFINICIONES
Para cada r € /T sabemos que existe, ins ol Te de

161

de Riesz, una medida de



Borel en 8. unitaria u, tal que:
Hy@) = [ ran,
Esta modida es lamada medid. ; azyaR.
J 8 g~ integrable s / |/1 dps, < 00 para alguna = en cadn componente de R .
TEOREMA 7
Sea R abierto de ER y ~ R no cs polar.

J es resclutiva si y sélo si FTR | ¥ que:

Hy(z) = //d,., vreR

TEOREMA 8
Sca R abierto de £3 ¥ ~ R no es polar. Sea p, una medida arménica ssociada a y € R.
Si 2 C OR y em polar entonces 4,(Z) =O0Vy € R .

OBSERVACIONES

& Un punto regular para R ~ B, , e regular también para R .

Sea R abierto de E™ con funcién de Green G . Si A € Ry A ¢ R, entonces:
O A E€~R,~ R es oo polar (n = 3).

O ER ~ R eano polar (n = 2).

TEOREMA o
Sea R abierto de E™ con funcién de Green G .
Sea u sobrearmoénica positiva en R . Sea F sub j cerrado (relativo) de R . E

Rty =uvm)ver

excepto quizds para las y € @F M R que sean punto irregulares para R~ F .

Ademds Ry = HE~F en R ~ F donde uq se define por:

u enOFNR

0 en @RNB(R ~ F)



Apéndice B

Definiciones, ecuaciones y teoremas

B.1 La unicidad de la solucién

DEFINICION
Sea R el semi-espacio, es decir

R={z=(x1,22,.0.,Tn) : o > 0}

Sea ¢ un numero real y f una i da Leb lible definida en el plano 3R .
Se define I P{c, [, R) por:

P s B = ez v 20 f I g

TEOREMA 10

Si f es una i da Leb dibl ida en 8R y ¢ ea un nimero real, entonces
TP(c, f, ) es armdémca en /.
Si f es inua en 29 € R

lim FP(c, f, R)(x) = f(za)

F—20
Ademads

IP(c. f. R)(z) _,
[E]

c do [[z}f — +o0o  positivamente sobre el eje-z,



B.2 Definiciones

< Sea R un sub j del i i E™ . Sea p la medida en E™ .
Sear € E™ .

La distancia de r a R queda deifnida por:
p(R.2) = inf {p(a.2)}

Sea S C E™ .
La distancia de S o R es:

E{P(ﬂ-z))

B,

© Un espacio de Hausdorff es un espacio topoldgico T que verifica al d i de bilidad

o axioma de Hausdorff:

Para dos cualesquiera puntos r,y del T exi indades de cada punto:
de interseccion vacia.

O:,0, .,

Un espacio de Banach es un espacio normado completo. Es decir, un cspacio normado en el que toda.

sucesién de Cauchy es convergente.
O La funcidn f es real ertendida si va de gu dominio a R*
O Sea la i6n J reat dida con dominio D c E™ .
Para cada y € E™ sea ©, el conjunto de todans las vecindades de y .
Sea Fc DyseazeF .

Se define ¢l lfmite inferior de f como:

—o0, +00] .

lim:ign_:"! Iy = sup [ye%. f(x)]

.€6,

Se define el ifmite superior por:
fimmup S = olE, Lz, 7]

< Sea la fi i f real i con 4 inio D E™ .

Se dice que f es semicontinua inferior en « € D si:

= lim jnf f(=
flz) m:-a;!()
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o, equivalentemente, si para toda ¢ > 0 existe una vecindad de x , O, , tal ques
&) > f(@)—¢ Vz€O.
Se dice que f es semicontinua superior en £ € D si:
S(x) = limsup f(2)
€D
a, equivalentemente, si para toda € > 0 existe una vecindad de = , Oy , tal que:

(< f(x)+e VzeOr

Las fucni i inuas i i

es cstén inferiormente acotadas, alcanzan su mfnimo en com-
pactos y pueden ser das infe i

en por
© Una transformacion de E™ en E™ s una inversion cn una esfera de radio = y centro ¢ : 88, , 8i
a todo punto x € E" le corresponde un punto z° tal que:

(i) ¥ ests situado subre la Unea que une al punto y con =

(ii) su distancia al punto y estd dada por la relacién:
Nz =yl Nz® —yll =2

Estas dos caracteristicas para la i ion se con la

Y
= =v+ﬁr—_"|‘l‘(=—v) (x#w)

& Seny € E™ , ysealabola By, .

Sea R un abierto de £" ~ {y} y wea R* la imagen de R bajo la inversidn respecto a 88y, .
Sea Ia funci6n f* definida en K= .
La transformada de Kelvin de f* se define por:

Fn—2 . 2
s = T 1 (v e - )
ita Que esta i6n preserva positividad y ar idad

© Sea R subconjunto abierto de R = (—o0, +00) .
Sea la funcién f: R — (—o0, +0) . Seaz € R .
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El ifmite por la izquicrda (derecha) de f en = es:

JHm £y} = lim f()
wER vER
v==

Andlogamente se dcfine of lfmite por la izguierda
< Sea R subconjunto abijerto de R = (~o0, +00) .

TUna funcién f : B — (—oc, +o0) es continua por la derechu en x € R si:

L Sw) = f(=)
vER

Analogamente se define la idad por la izquicrds

< Sea R un subconjunto abierto de E™ .

Sea x la funci fstica definida sobre los subconj de R .

Una funcién f : R — R* es local: integrable si el prod faresi para todo compacto
KcR.

© Sea R un subconjunto abicrto de £™ .
Sen la una 4 y pup dos medida sobre R .

Se dice que up es ' a 4 5i sy se anula en cuanquier subconjunto de

R que tenga medida p cero.
© Sea R un subconjunto abierto de £7 .
Sea 4+ una medida sobre R .
Sea la fumilia de todos los abiertos (Oi);c; » Os < R tales que para toda i € [

#(Oi) =0

Se define O = |, O; -
(Si 1 es m—aditiva entonces #(O) = 0 ).
El soporte de u es el conjunto:
soppu=R~O0

Si sop 4 es un conjunto compacte (de R } se dice que 4 tiene oporte compacto.

< Sea el i idi E™ . C i un +— anillo de conjuntos definido sobre &l.

Una carga cs una funcién « - aditivn definida sobre ¢l o — anillo.

El concepto de carga s una generali del de medida o - aditiva. Pod decir que

una medida es una carga no negativa.



O Sea X un eapacio. Sea {s,} una sucesion de cargas sobro los borelianca de X.
a la carga u si para toda funcién f continua con soporte

P

Se dice que u, ye en la w*™
compacto:
Jiwy f sy = [ 10

< Sea 8., la bola n—dimensional con ceatro en x y radio p.
iatribuidn en 98,., es de la forma:

Vo(E) = e, /w dor(z)

para cierta constante ¢, y para todo boreliano £ del espacio. (o es la medida de superficie.)

Una ida v, unifor

© Soa z = (#1,..n) € E" . Sos jlolf = r.
La o ion de lares en denadas esféricas estd dada por:

(F11esZn) — (1. Onr, )}

1 Il po (22 4. +a22)

Donde 8; =< o et = -

Elj bi. de eata tr

=t

ThSei-Taly?

O Seay € En .
Sea el conjunto de Borel 3= C 88, o N {{Z1,...sTn) t Ty — ¥n = 0} -
Sea 2, = {(*1,0,2n-2,0) : (T1, ey Ta) € 32} -

Para cada x & 9B,,, sea ¥(x) el dngulo entre el eje z, ¥ el vector normal exterior a 38,., .
Se define la medida de superficie del conjunto 3~ como:

o3 =/m/sen(z) dzy...dza_s
x.

dibl ida en 88, , ala ida de superficie se

Borel

La i ! de una

denota por:
[ s
a8, .



B.3 Ecuaciones

O Relacion entre la integral de voll v la de superficie:
Seca R un abierto de E™ .

Sen f una funcién de Ren R .

Sea la bola Bo,, C R -

AM s@rdo = [[7enmt ( /.l s 7O dn(a)) dar

< El laplaciano en esféricas.
Sea /2 un abierto de £,

Sena la funcisn u: R — R con segundas derivadas parciales .
ol i} a das esféricas;

Sea la transformacién de

(= p. 2) — (8,0,7)

dada por: = = rsenf cosd , y = racnfsend , z = r cosd .
El laplaciano de u en esféricas es:
1 8 Su 1 I Bu 1 BSu
¥ (";) M F ] ("""5)+m§a—=°
Y si la funcidn tiene simetria esférica el laplaciano se redduce a:

d £ adu
A E)=°

B.4 Teoremas

Sea R un abierto de £ .

Sea f una funcién integrable tal que f : R — R .
Leb i bles en R . Se define la

El j L;(R) es el io de las fi

norma en L, (R) por:
i1, = f 1) dz

i (B Levi):




Sen {fa} una i i de f i en L, (R) tal que:
u:_p//,,dx < +oa

Entonces f.(x) converge c.t.p. ¢n R a un limite finito denotado por f(x) .
Ademas f € L,(R) y:
WSfn =~ file, —0

O Lema de Fatou:
Sea {fn} una sucesicn de funciones en L, (R) tal que:
{i) para todan, f, >0
@) supy [ fudz < oo
que la funciéu f = lim inf, Snestden Ly () y

f/d-r Slim”igf_n/lud-’l‘

© Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue:
Sea {fn} una i i de funci en L1 (R) . Supongamoa que:

(i) fa(x) — S(z) c.t.p. en R,
(ii) existe una funcién g € Li{R) tal que para todan , |fa(z)] S g(z) en R .

Entonces f € Li(R) y:
I fo = flly, —©

¢ Teorema de Radon Nikodym:

Sea p una ida o -nditiva ida en una @ bra de conj del esp
Sea @ una carga definida en conj -
Entonces existe una i6n f en E™ integrabk a u tal que:

) = [ r@an

para cada A que sea 4 ~medible.

Esta funcién llama derivada de Ia carga & P ala
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Una funeional es una ién F de io lineal (o vectorial) La R .

El io de las fi

© Teorema de Riesz de rep de 14 1

en el intervalo {a. b} C R se denota Cla, b .

Sea F una i 1 lineal

en el espacio Cla, b .
Entonces F puede representarse en la @ma:

.
= [ 1@ an

dounde ¢ es una funcién de varincion acotada (y la integral es una integral de Stieltjes).

¢ ‘Teorema de Luzin:

Sea X un io lucal de H 1,

Sea la funcidn f con soporte compacto ¥ pu—integrable.

Entonces para toda € > 0 existe una funcién continua con soporte compacto en X tal que:

plz: f(DV#£g(x)} <€

O Teorema de Stone-Weiestrass: (Bartie)
& Teoremas:
Sea [a.b] un intervalo de R .
Sca la funcién f : [a,b] — R , f Lebesgue integrable .
3 La funcién
Fey= [Trwa zelas
es absolutamente continua.

3 (Lebesgue! La derivada de una funcién f = F*

[ roatar@ - F@) zclen

O La suma, Ia dife in y el prod de

f dotado de una medida p.

en R es integrable en R y:

tamente continuas.

Sea p4 una carga en E™ .

(i) Sabemos que existen u tiene descomposicion
po=pt —
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donde s+ y 4~ son medidas en E™ .
(ii) La variacton total de u os:
ol = a* + p=

(iii) Sea F boreliano de E™ . Se define la norma de u:

lleslt = sup (1 (F))

0 Sea {u,} una sucesidn de cargas sobre los boreli det i idiano E™ tal que:

le,lisk  vi

Eutonces 3 u carga sabre los borelianos de E™ tal que:

ftsll < &
v
{#,} =~ u enlaw* —topologta
O La convergencia de una ion de funci en AL, implica que existe una subsucesién conver-

gente p—c.t.p. (casi en todas partescon respecto a ln medida »), ¥ esto a su vez la convergencia en

v—medida.
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