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INTRODUCCIÓN 

La eecrna. del pot.enci41 61!11 una parte del ~is ma~tico surgida de la Baica. 

AnaUt.icaaonnt.e una fuerza ea un. función vectorial E llObre punt.c:. del mp.cio R 3 • 

Cuando una fuerza ~ de8nida en todo pt111to de una región del ~ dnchD09 que te1181D09 un 

cmnpo de juer%aa. 

En f'laica • llama cunapo de ~ ~•vo a aqu61 donde el tmhojo W efectu.do entre d09 

punto. P y F'b e. independiente de 1-. tra~ria qlllll - aigue. Ea decir: 

W(P, .Fb) - JE da - J V</>da - </>(P) - .P(.fb) 
r r 

donde tP ea UD.a funci6n ~con~ deri-.d- parciam defbaida M>bre puntos del~ as (la 

funddn .k potencial), r - cualquier curva en as que va de .Fb a P • .obre ella calculamoe la intqpral de 

Unea.. 

Esta condición equivale a que el laplacior¡o de la función potencial • anule: 

~eniploe de casnpoa conaervacivo. llOD el gravit.aiclonal y el electrotJtlltico. 

PERIODO ANTIGUO 

Podeaac:. decir que la Tawía del JJOtencial nace con W. trabajos de Ne-ton sobre gravit.ción (PIUlo.opháae 

NoltnulU ..PrincspWa M~). 

H.-ta 1800 la teorla del potencial - reducla ~ -tudiom de electro.tatica y atracción gravit.acional. 

Alrededor de 1820. Poisson aoluciona la ecuación de Laplace atrav611 de una integral it0bre la bola. Poco 

máa tarde, en 1828. comienza el cat.udio de la funcidn de Green para la bola.. Y finabDente, en 1840, 



GaUSll publica uu.a memoria capital donde plantea (para R~ ) U'- problemaa fundanientat.: 

O El problema del equslibrio (U&1nado mú tarde de Robin) que consiste en buscar sobre la 

superficie E (•uperficie cenada dada) de un o:>nduc:tor la distribución de car-s- que hace 

que el potencial 8e& co11111tante 11110bre E . 
<> El problema del bala11age (llamado asf por Poicaré). A partir de ciertas carg- dadas en 

un conductor 'W (región dada) hay que encont:rar las cargas en la superficie conductora E 
(superficie cerrada dada) que producen el rnistno potencial sobrP ....... ::::l' • 

El balayage e8 la traducción a la rnatem4tica del fenómeno de inducción electroatli.tica, donde 

las cargas interiorea a la superficif! conductora conectada a tierra E , hacen .. aparecer", sobre 

la •upcr6cie, cargas cuyo potencial exterior anula eJ potenci.&I exterior de la.a cargas interior... 

O El problenaa. tÜ! Dinchlet (llarnado ur por Riem.ann) consiste en encontrar dentro de la 

región 1:' una función anndnic&, solución de la ecuación de Laplace, que tome en la frontera 

loa valonis de una función r-1 continua y finita dada. 

La unicidad de una 90lución ae deriva del principio del md.rtm.o para las funciones armónicas. 

sin embargo la existencai de una tal solución es mucho mú difícil de e11tablecer. 

Para la solución de e.toa problernu se introdujo la noción, inspirada en la fiBica, de potencUJ.l (neW"-

toniano): 

y de intc!gru.l de e~ de medidas µ ~ O : 

Sin embargo, Gaw;a no corwidera mas que medidaa ab8olu~ente continuas (respecto a la de 

Lcbesgue), y considera que las integrales de energía alcanzan siempre su mfnirno para alguna "u • 

La i1111u.6ciencia de rigor, debida a la falta del concepto de rordida "general .. y a la falta de la integral 

de Radon. provocó que los probl~mas de Robin y del balay.ge fueran dejadoa de lado. 

Para el problema de Dirichlet se d-.arrollan IDétod.oe como el ~todo de bcll4yqge de Poaca~ (1887). 

Sin ernbargo todas las soluciones rigurosas del problema de Dirichlet comprendfan restricciones HObre 

la frontero. del dominio; e.tas parecían e11tar mAs ligadas a los rnétodoe empleados o a la multiplicidnd 

de las solucioruie que al dominio. 

En 1910 Za.rcmba P<eñalo que estas restricciones eran inevitablPS en el caso de haber un punto de 

frontero. aulado y Lebesgue (1912) -..ñalo Jo mismo para un doruin.io cuyo complement.o tiene un punto 

¡¡ 



"co:nv.Ji:nicntc" (problema de la espina de Lebe11gue). 

SEGUNDO PERIÓDO 1 /ntrvduccadn de la nu:1lida. de /UuJ,ni ll del c0Tu.,"t·¡1tv dr capacidad). 

La Sntegrul ~ Rad6n ce un instrumento clave en la teorfa del potencial. Permite introd:udr potenciales 

distintos a lne newt.oniau08. 

Lu.. capacidad. iflfipirada en (Df'I problcmllll de cl"'-ctroat&tica. fue introducida por Wieuer (1924) para 

"'precisar" el rol de m-.iida (en adelu.nte tte trabajarla con funciones que tuvieran dert. propiedad en 

todas partee ~cepto en un conjun1'.o de capacidn.d r.ero). 

Las diírrend- entre el l"..lUK> de R:l y el de R 3 , &e manif~taron por d~ tipotl de capacidades: la 

ne-wt.onin.na y la logarftmica.. 

AH.( surgió el concepto de funcidn de Green G de una región (siempre que existiera) y de su potencial 

de Green: 

j G(r, 1t) dµ(y) (µ ;;?: O) 

La introducción de la juncWn de G~ G de una región provocó: 

i) Que el concepto de capqcidad fuera generalizado para ronjuntoll Ga por Choquet y Brelot. 

ii) El Ulo~a d'1! n.-pno ... en.tQci6n de Rüuue (1930): Toda función aobrea.rmónica puede repr­

sentRl'lle por la suma de un poUnclal de Creen miút su función mllximo minot'ante a:s-mónico. 

Mient.ras tanto ae mantenía la imposibilidad de resol~r, en general, el problema de Dirichlct. 

Paralelamente a los trabaj<>11 de R.iesz, Lebesgue y Wiener dividieron al estudio del problema Dirichlet 

en dos p&rtelll: 

i) Una solución generalizada.. que siempre ex.bite Hi Ja función de frontera es continua. 

ii) El -tudio del cornportamiento a la frontera de esta BOlución. De aquf surge la noción de 

punto-front~n-.gular. 

Wiener introdujo la BOlución de dos maneras (1925); la más importante de ellas se hlUi6 en el ruCtodo 

aplic1'do por Perron {1023) para t'esolVl!r el problema cld.sic:o: HJ ~ la solución gr.nr.ralizada piu-a una 

función f de frontera continua. Entonces Me dice que f es resolutiva. 

Brelot demuestra que la resolutividad equivale a la integrabilidad (1939). 

APORTACIONES RECIENTES. 

En la hüsqucdn. d .. una rcprcsentu.ción integrnl de IWI funcion~ nrmónicRH positiva:,¡., como lu. dr. 

Poieson, ?\l. S. Ma.rtiu (en 1941) introdujo importantes consideraciones topológica.:.. Para todo. función 

iii 



annónicn. positiva existe una represent.aciOn '1nica, rlada por la int.egral de la función de Martin rcspect.o 

a una medida definida 11K>hro h1. front.era de la regiOu. 

Mú recei~ntemente. hn.cia 1958, Hunt intTOducn la interpretación proba.bill'.Aticn. a la tcor(a del po­

teru::::iol. a través de los proCC!SOl'J de Markov. 

OtrOR trabajoa¡ irnpart.antes en la concepción probabiltstica llM'I deben a: Ooob, Uvy y Meycr, 

lv 



Capítulo 1 

PRELIMINARES 

U.arelbOll laa siguientes definicioa- (en el A~dice ae hace una nrvisidn 1nú dee:..u.da de algunoe de 

estos coo.ceploll): 

O R - un .-biert.o del mpacio euclidiano n-dimenaional E" . 

O Si z, 11 e E" au producto ~ ... es: 

(z,JI) -t.z~11' 

donde z"""' (%¡, ••• ,z .. ) Y 11 = (JIJ•····lh.) • 

O v =-- ( v1, ..• , Vn) ea una función vectorial cuyas componen tea v,1 tienen primerae derivad.. pa.rci.ale9 

ciondnuaa en Ulla vecindad de 1l e E" . 

<> L. dftleriienda de la fu.nción WICtorial v -u definida como: 

<> ñ(z) - e1 vector nonnal urUIGrW (~r) a la superficie 8R en el punto z e 8R. 

O Si u. - UD& función definida en una ~dad de ~ e en y tiene eegund-. derivmd .. pa:rcl.ae. 

con&i~. el~ de u ea: 

OEJ gradiente de u queda defbúdo como: 



f, <hvvdz -J. (v,ii)da 
R OR 

De las definiciones anterioree encontrAID08 que: 

di11(u · vgradv) =u Av+ (gradu,grad) 

y aplicando a esu. igualdad el teorema de la divergencia: 

j .R u Av d:z + J ll (gradu,gradv) dz 

- j u(grad v, ñ) dn ... 
Como•- prhner- parciales de v aoo continu- aabemioe que D;¡v""' (grtsdv,ñ) y enton~ 

u(grad'v,ñ)""" uDav 

•unituyendo en la 11ltU:na lntepal obtenemo8 que: 

J11 u~vdz + JR(gradu,gradv)dz 

-j uDr.v~ 
BR 

O Intercambiando u por v en cada ¡>-..:> del proce90 anterior y "9ta,ndo loe "'9ultadoe NI obtiene la 

l~rkG~ 

J. (uAv - u~u) cb:,,. ( (uDav - uD;¡,u) dn 
R JoR 

OSea.BcE"'. 

Una función f: B - [-oo, +ex>} es D"-integn:Wle o &nteyruble con ~to ele la 'mf!:dida. de au:perficie 



si: L /(z) do"(z) < +oo 

O Sea µ. una medida fiOb"' loa boreliauoe del conjunto B e E" . 

Una ¡:wopi-tad se curnple can en todaa partea con ~to a la naedt.da µ. (µ.-c.t.p.) en el conjunta 

B si se r.lllllple en todo B excepto "" un •ubconjunto A e B t.al que µ.(A) == O. 

Si eat.a medida eos lu. de Lebc:sgue diremos simplemente CQ..ft en todaa partea (c.t.p.). 

OSca.BcE". 

Una función f: B - 1-oo, +oo) es .111et71M::ont1nua 1nfenor (a.c.i.) en :e E B si: 

/(:r) = limJ!!_f .. J(:v) 
>ED 

Y ea •ef71icontinuo auptenar (a.e.a.) en z e B ai: 

/(:r) = lir:n =~1! /(:v) 
>ED 

O Sea Be E" .Sea f: B - (-oo,+oo). 

Docimoe qtM: una auc:esión creciente de funcioa- ( /,} con~ a / por la izqulierdG al: 

/J S J paratodaj 

,~/,(z) /(:r:) para cada :z: e B 

f¡ T / 

Antllogament.e decimOll que una. sucesión decreciente de funciones { /, } converge a J por la ~ y 

09Cribir:no8: 

¡, ! I 

O Una sucesión de nur:noi!:rica {e~} e (-oa. +oo) contJe7!Je por lo~ & csi: 

e, S e para toda j 



y .-criblmoe: 

An4logama.nte se defino conue"!ifencia por la derecha. 

1.1 FUNCIONES ARMÓNICAS 

En catA sección l'Sto.bleccremos dos berratnientas bAaka.." de la t.eorfa del putencial: Lo integnd de Poia­

aon. que nOti permite representar a una función armónica. en una bola a travCs de su integral sobre la 

frontera de la bola. Y el p~ncipio del "'4:rifno pua funciones armónicas. 

DEFINICIÓN 

Una función real u definida en E" de aegundNI derivad- parciale1i1 continuas es Uaunada una funcidn 

a.rrndnica. si: 

.O.u= O en E" 

Loa aiguiente9 eon ejernploa de funciones umónicu: 

a) LaB partes real e Unaginaria de Las funciones analíticas de variable compleja son fWl.ciones 

IU'lllÓnicaa: 

Sean z = z + ill y f(z) s:: u(z, JI) + iv(z, JI) • Sabemos que si / es analftica.. entonces tiene 

derivadas de todos loe órdenes y adero.tb u y v satisfecen 1- cond~Re.111 ele Cauchv-Rienlan: 

Calculando el laplacin.no obumernos: 

b)La funcidn ann6nlca fundamental con polo en y el Wl.o. función armónica definida por: 

pa.ran=2: 

4 



u,.(z)-{ +co, siz:s11 

-logJlr-¡,JI, eiz;¡/<JI 

paran~3: 

u,.{z)-{ +oc, aiz=¡, 

(llr - ~11"'-:i) • si z"" JI 

Cuando JI :ms O esta función no ea otra cosa que la eolucidn fundiunental del siguiente problema 

en ecuaciooea di.&uencialea ordinari- definido para la función dos veces difereociable f y con 

re(-cg,+oo): 

/"(r) + n ~ 1 
f'(r) =O, r > O 

lhn .. -ao f(r) 1m O 

Llamereu:ios a este tipo de proble1DAB pn>blenuu con valorea a. 111 fro~ 

Eat.a ecuación diferencial de ~do orden •urp! de problem- flaicoe de cainpo111 conaervat.i"°8 

con sbnet.rfa radial {colDO el de un cuerpo en el campo gr11.vit.acion-.l de un planeta., o el de 

una carga puntual en el caznpo elktrioo de un conductor esférico car-g.do). 

El primer miembro de la ecuación - el laplaciano en coordena.d- polares de una función , 

la J , que depende .:>Lamente der..,. llzll , E9 decir, de u.na función con eimetrfa radial. (Ver ... _.._,_ 
1.1 .. 1 El principio del promedio 

"Dao.....,. 1 ('D9orema lntesra) de Ga._) Si. h - ~- en una t>edndod de la crrrod'uru de la 

bolaB.~: 

.Detuo.tr.ción: 

J. D,,.hda ""'º 
ºª 

Daat.ta poner u = 1 y 11 = h en la Identidad de Green. • 



DEl"INICION 

O La a~ de la. 1!6/era de elimenaión n y de radio pea : 

a .. (p) = p---•rT .. (1) 

V O'"n(l) e11 la superficie de la -Cera de radio 1; 

Uaaremoa ailnplemente ª"' para denot.ar a 17..,(1) • 

<> El uolurrt.en de la u/ero de n dimensiones y radio p ca: 

Usaremos ai.rnplemente Un para denotar a un(l). 

Teorema 2 Si u t~ aegunáaa derivada.e: po~ contínuas en una t.lecindad de la cerruduna de la 

bola B """ B"·" con centro en y ll ~io p, entonces: 

(i) PGnS n = 2 11 z E B tenernos que: 

u(z) = -
2
1 j !(- log \\z - zll) Dau - u Dn(- log \l:i= - z\1)1 da(z) 
,.- BB 

-~ J 
8 
l~u(-logl\:i: - z\l)l dz 

(ii)Paron~3 yrEB: 

O'n. x ~n- 2) f B ~u \l.r - .z1\-n+:i dz 

con z E 13. 

DemORtraci.ón: 

6 



(i) Consideremos una z e B flja y definamos a Ja fu.ncion v(z) = -log/lz- zlJ = -logr con r -

Jl.r - .si! para z #< z. 

Definida de e..t.a. manera v - anndo.ica ea .E2 ..... { z }. 

Turnemos 6 tal que 71,.,.J e B,,_, y sea el abierto R s:::: B..,.,. -11.,11. Usando la identidad de Green 

obtenernDll~ 

J. (u Av - v 6.u) th =J. (u Dn~• - u D;¡u) da(z) " ... 
y como V es annórtlca en R y an = B,.,.p u B,,, •• • obt.ennmos la ecuación <•>: 

(a) - lv6.udz !. (u.L>Rv - t.•D;:¡u) dn(z) 
os., ... 

-J. (u~v-vDRu)da(.:r) 
"ª··· 

Para que u Au - integrable .obre B 11 ,,. ea suficiente que e lo -. pu.. Au ea acotada en B,.,.,. 

Si hacemOB una Uanafonnación a coordenadas .,.Mzicas con polo en z (ver el Ap4indlce) • obteneDIOll 

quepara6< 1: 

J. lvl dz S: 21T"J.'" r log .! dr 
ª•·• o r 

Co111<> lim..-orlog (~) =O, euto~ la (unción vAu em integrable en B,,,,6 . Ademú u4u .. 

int.egrable en R • Por lo tanto u 6.u - in&egrable en B,,,,. . 

Haciendo 6 - O obtenenx.: 

lim J. uAu dz = J. vAu dz •-o ~ as •. ,,,. 

c0nsiclen!ID09 ahora el llliembro d8"8dao de (&). La primera integral no depende de 6, por lo U.Oto 

aólo ~it.amo. revisar la -cunda integral. 

IDe.ul l(ñ:,grad u)f S: flñll Jlgrad utJ 

lfgradu/1-(~c::rr 
Como •-~ parclai- ~ aon acotad- en 11., .• • entonces DRu 8111 acotada en élB ... • por una 

CODSl.allte "1 • 

7 



Para li suficieoteu111:11te pequeña tenmuoa que: 

11. v.DQudn"(z)ls~J. log;do-(:r)-2wTRlilogi 
ªª··· ªª··· 

Y, ya que 6log (-E) - O cuando 6 - O, cntoncea: 

IUn J. vDn.uda(z) =O 
6---0 ªª··· 

Consideremos ahora el Uruit~: 

~ha ... u D-.v da(z) 

Si z E 8B,,,,a entonces v(z) = -lag r y la derivada normal de ves la derivada respecto ar . Por lo 

tanto D.-.v(z) = -r-1 • De esta manera obtenemos: 

1 uDavdn(z) =-~1 uda(z) 
ns •. • DB •• • 

La integral de la derecha es el promedio de la. función continua u sobre 8Ba.6 y tiene líroif".e -271" u(z) 

cuando 6 - O. Es decir: 

1':!!1aLa ..• uDav dd(z) = -2wu(z) 

Tomando el límite cuando 6 - O en (a) obtenemos: 

-J, v .6.u dz ,_. J. lu Dñv - v Dñu) dtT(z) + 271' u(z) 
B 88 

La prueba de (ü) es amUoga poniendo a v(.z:) = \lz - zll-"+2 . • 

Ahora podenioe enunciar la propiedad del pnnnedia pn.ra funciones armónicas: 

Taorei:na. 3 Si h e.'I anndn.:.Ca en una vecindad de la cerroduni de la bola B = B 11,p. entoncea el valor 

de h en r.l centra de lo. bola es igual a .!fU prvmrdio calculado ..abre la frontera de la bola. 

Demostración: 

Paran ;?,3. 

Por el teorema. anterior tenemott que: 
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ya que Au = O en 71. 
Pero si z e lJB, entonces: 

yademú: 

Sustituyendo esto en Ja integral anterior y usando el TEOR..E..-...lA 1 obtenemos: 

-n+2 / p-•+> / 
h(y) = _!!__( 2 ) Dilh dn(z) + -- h da(z) 

..,..,. n. - BB O'n aB 

- _P__ h da(z) -•+•¡ 
O",. BB 

• 
'DDorema 4 Si h ea MT7lón.M:Q en la 6olq B ~ B.,.,., d UQJDr ~ h en d oentro JI ea tgu4' qJ prcnn.edto de 

h ao6n! todo lq hola.. 

~ma.tración: 

Introduciendo coord~ ~c.- (8, r) relativa. .al polo v (ver eJ Ap6ndice) teoemoa que: 

___..!_( ) J. h dz - ___..!_( ) J." r•-• (!. h(B. r) da(B)) dr 
u,. p El v,. p o 11•1-1 

Si IJBfl - 1 , entonces (9, r) - un punto de lJB.,,, ... 

La iniegraJ dentro del par-6ntesla es la Integral de una fW1ción armónica .:>bre la estera de radio r 

relativa a. la niedida de !tuperfici~ de masa total : 

Del teorema anterior ~ que, para cualquier bola B.,,,r e B.,,.- , el valor de h ea el centro de 

la boL& remuJta eer el promedio calculado aobre la frontera (ya que hes armónica. en B.,,,r). UtiADdo las 

nuev.s coordcnad-.s (B. r) y notando que u sigue siendo el centro de la bola IJBll = 1 y que la supericic 

de la bola l/BJI ""' 1 - an(l) =a,., tenemos <¡ue: 
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de donde: 

• 

i
911

_
1 

h(8, r) dr7(8) = "" h(y} 

De esta rnanera el promedio de h sobre B es: 

1 J 1 ¡· -(-) hdx=--¡ r"- 1 ,.,.. .. (J)h(u)dr 
Vn p B Vn(P o 

V. como Vn(P) = p": .. (l) : 

Vn~P) { h dz = h(y) 

DEFINICIONES 

O Sea la bola B = B 11 ,p• 

Sea u una función integrable con respecto a la rnedida de superficie en 8B. 

Se define: 

L(u: y,p) = " .. :n-I fu
0 

u dtT 

O- Sea u Lebe!;lgue-integrablP. en B . 

Se define: 

A(u: y,p)- ~Judx 
VnP B 

A partir tic loa dos teorernaa anteriores Ne establece ~1 principio del pro-medio para. funciones armón.i-

Si h e. armónica en el abierto R , entonces hlll) = L(u : y, p) = A(u : y, p) siempre que 

'ZJ11,p e R. 
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1.1.2 La int;earal de Poi.-:>n 

~rema 5 Si h e11 Qrrn6nic4 en una vecindad de la ceTTGd'u.?U de la bola. B - n.,p~ 11 z E B, 11 ;i: ""1- JI, ..........,., 
(i) Pasu n. = 2 

(iS) PQra n. ~ 3 

h(z) = ___ l __ J. h O,. ( 1 - pn-2 l ) d<>( ) 
trn(n-2) oa 11~-zll"-2 ll11-zl\"-2 11z-z•11n 2 z • 

donde .:ic• ea el inverao de z con ~to a. 8811 .,,.. 

Delno9t.ra.dón: 

Probe1D01t (i). Para el ca.> n .,. 2 . 

Sabelnoe que •i h em annóa.ica ea. una veciod.d do la cerr.dura de B =- B •. ,,. y .:ic E B, eutoncem: 

(b) 

yaquetl.h-o. 

h(•) - --2
1 J. ((iog 11• - •llJ Dah - h V..Clos 11• - •llll d<>(z) 
" •s 

Considerem09 a la integral ~l miembro derecho como func'6n de .:ic. 

Sea. z• el inveno de z con resi-:to a la emfera lJB,,,,,.. Tomemos a z E 88. Sea q, el 6bsu1o entre 

z -11 y z - 11· Entone=- t.amem.om que: 

llz - z:ll
2 

- p2+11.r -11112 
- 2p Uz -1111 coeo;P 

Y como %"' '9 el muer.o de~ podetoo9 remplazar a llz• - 1111 por ~ / llz - 1111 en laa ~ an~ 

y encontr&1110e que: 

•iempre que z e IJB. 

Como z• -11 entoncea -log llz - z•¡¡ es M'lllÓnica en un.a V1!Cindad din 1J y teoemoe por Ja identidad. 

de Gr-ro. que: 

Ce> O= --
2
1 

[ ((logll•-•ºll)V..h- hDa(losll•-•"11)1 d<>(z) ,,..J,,a 
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Si modificamor.a la ecuación anterior UBaDdo el TEOREMA 1 obtenemoe: 

ya que el factor ent.re corchet.ea es conat.ant.c. Ademú: 

porque log(tly - z\I / p) es una. conat.1U1.t.e. 

De lo anterior y de (e) y (d) ae sigue que: 

(e) o = .!._ !. [- tog (llv - %1\ \I• - "'º\\) Dñh 
2'" as P 

-h O¡.(- lag \111- z\I \l.z - z•I\ )1 dD(.z) 
. p 

SurQal'ldo (b) y (•) obt.enemos: 

h(z) = _!:_ !. [-log (1111 - z\\ \1.11 - x•ll) D,.h - hD;o(-log 1\11 - zl\ 11.z - x•l\)1 da(a:) 
- - p~-~ p~-~ 

siempre que x E B . 

Para cada z E B aabcmoe que z"' ~ 1J y que: 

(t) \lv-zn \l.11-x•11 =l 
p\1% -:z:ll 

para toda z E BD. De manera que el log1U\tmo ae tt.nu1a. Ea import.ant.e not.a.r que tornamus la derivada. 

nonn.al (evalua.du. para .z e. 8B) del loga.ritmo de esta función, consideran.do su dominio para z e B. De 

donde concluhnos U). 

Probemos ahora {ii). 

Siguiendo los paso. de la. prueba de (i) • rempl~ en (b) - log \\= - z\\ por 11.z - z\\"-2
• 

Luego se toma a ;r• igual al i.nvcnso de ;r . De esta manera. obt.encmos en (e) a. l\z - z\¡ .. - 2 en lugar de 

- lag U..z - zl\. Multiplicando ambos rniembroe de la igualdad. que conesponde a. (e) por W1A const.ant.e 
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a Y ...,.tando el r.ultado a la oo~ a (b) - obtiene: 

Sea a ... (p/ Hz - z•ll). Usando 1- prop~ del inVIM'90 de z, U!nemos que: 

para toda ,. e 8B .De eata ......,... la primera parte del intep'uado - anula en 8B y onteDl!!llD09 (ü). • 

Teorema 8 (Pdnaula ~de ......_) Si h u ann6mc:D en la ~una de la tula B - B.,,. 1t 

z e B, entonor.s: 

~acióa: 

h(:t)..,. ~J. p2 - 1111 - zll2 h(z) dt:r(_.) 
tTnP aa 11 .. -:ell 

TollletllU)9 11 .- O en 1- i.uaact..i- del teorenaa anterlor. Sabernos que la derivada non:nal de una 

funddn fea: 

D .. f- (ñ,grodf) 
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Si .z: e 8Bq.,. entonces: 

grad (1ogl!!!!.1lz-;1:•\\) =wodlog(.l!:.!!..) 
P \lz-:z:\I p 

+ grad logl\z - z•\1- grad log\\z - :r\I 

Por lo tanto para z e BBo.p : 

D ( Mll•->'·11)-(' ,_,,. ,_,, ) 
"' log P Uz - :z:I\ - p• l\z - :z:•U:i - 11.::: - zl\2 

Ademú, como :z:• es el inVfUlllO de z , entonces: 

et1dec:ir 
\l>'\l \lz->'•\I -1 

pl\.z:-:z:\I 

Efect.ua.ndo laa operaciones y simplificando obtenemos que: 

Dn (1og \lz\l \I• - ,,.\1) - _.!_P" -\1>'\~ 
p \\.z:-:z:\I p \l.:&l-%1\ 

para z E 8Bo.p• • 

DEFINICIÓN 

La fÓTTtlula. integm.l de Po~on ea: 

IP(µ,B)(:z:) = a:P.lo P2
1
¡:1hi;¡

1
:z:\1

2 

dµ.(z) 

donde B = B,..,., µ es una carga BB . 

Si µ. es absolutamente continua. reRpecto a la medida de superlicie en 8B ~ entonces por el Teonm'UI 
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de .Radon-N"1cotl,,rn (ver el Apénclice) para cada bon!liano Me 8B tenemcm que: 

µ.(Al) - L f(z) do(z) 

paFR alguna f función intqtrabJe en 138. 

Por lo tiutto f'9Cl'ibiremoa: 

/P(µ.,B) = IP(f,B) 

ODSER.VACION 

I P(f, B) m annóGica. 

~ T Si h ea cannonM:a. en el •aerto R , enton.ce.s toda.9 la.s deriuodaa ~ de h aon onn.dnlca. 

~R. 

DelD09tr~n: 

s1.,e R, 11-71.,,,.. yz e B.~: 

h(z) ,_ 2- J. p2 - llll - !11
2 

h(z) da(z) 
tr,.p 11111 llz zlJ 

Calculando 1u derivadu para.a-y usando el Teorema de la~ dominada de Le~ (ver 

el Ap6ndlce), se pua:le deanoetr.r que :~ ea continua en B (graci .. a que h tie~ pri.ineras derivad­

parcialee continu.a teoemoa primero que: 

y luego que para cada z la función la~; ( p2
1
J:.. l~ tj

1
zll

2 )1 alcanza au m4ximo M en 11 . AdemM la 

función con.tante M - integrable ..-pecto a la medida de superficie en D ) . 

O., la misma manera• obtiene el nmultado correspondiente para las derivad- de parciales de todoe 

loa demáa drdenii=i.. 
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Como B puede ser cualquier bola con cerradura en R entonCCH IBB derivad.BB pardo.les de h de todos 

loe ordenes llOn continuas en R. Ahora, como h es armónica. tenemoa que: 

en R 

y derh-ando courcspecto a. r., obtenemos: 

n 8 iJ2h 
~ax, Br'f =O en R pa.rn. cadR. :J 

Ahora, N"&.benloa de lo anterior quu lWI terccr1lfi derivu.dtwi fU\.rc.ie.les son continuas en R , entonces 

podemos lnterc:an1bio.r el orden de la. derivación; 

Coruo :~ tiene ~gundas derivn.do.:1 parciales continua..~ en R , ::::, es annónica. en R . Análogo.mente 

para. las dl"rivadaa de ordenes superioreK. • 

'I'e<>rema 8 (Picn.rd) Si h I!.-' una función anndnica en E"' 11 c.stá acatada inferior a su~a""ente. 

entonce.s h e.s una función con.stante. 

Demostración: 

Sl h es o.rmónica, -h lo es. Consideremos enroncee que h etit.A acot&da inferiorment.e. Consideremos 

también h ~ O (ya que la suma. de una íunción annónic.a. y una constante es armónica). Sean :r y JI 

puntos diNtintos y sean lWI bolas B,.-.6 y B 11 •• ta.les que B 11 .c :J Bz.6• 

Sabemos que: 

Vn 6"' h(z) = J h(.::)d.:: "$ J h(z) dz = v.., o!""' h(y) 

B ... ~ B., .• 

y entonces: 

•" h(:r) "$ 6" h(y) 

To1ne1uos to y f! - O de manera tal que t!" / /!J - 1. 

Entonces: 

h{.r) s. h{y) 
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y por lo tant.o h .- constante. • 

1.1.3 El principio del DU!lximo 

De la fórmula de Po&..on se <Mmprende que si una función armónica - cero en la frontera de una bola., 

entonccm es ("el'O en toda la bola. Esta ot.erv.ción ~ puede generalizar. 

DEFINICION 

Una fuocidn u deftnida en un abierto conexo R cUIDple el principW tJe m.dntno •i el sup•Elt u.(z) no 

11e alcanaa ea R excmp&o si u .. ~te. 

Y CU111ple el prin.ctpto del mínñno si el infaeR u(z) no se alcanza en R excepto si u es constante. 

TM> ... ma 11 Si u - con.e.n- en un. ~o con.ezo R '11 paru coda z e R ezWte una 6. > O f4J que 

u(z) """'L(u: z,6) ~que 11 •.• e B •••• e R. en.ton.cea u ctanple loa pnn..cipi,o• KI nMtzlrnD 11 del 

rnmSrn.o. 

Demo.t.racióa.: 

Sea M-= {z: u(z) - •UPIJE.Au(11).z e R}. 

Como u .._ continua. entone.. ft,f - un aubcoajunto cerrad.o ~lativo a R. 

Sea z e M, entcmcm exia&e una 6. tal que u(z) - L(u: z, 6) mielnpre Qlllt 6 < 6 •. 

Conaiderelnom a una 11 e B •.•• y ..- 60 - 1111' - zll < 6 • • 

Como u(z) - L(u: z,6o) ~: 

L(u(z) - u: z, 6o) """ --
1
-, J. (u(z) - u) da= O 

a".pa- as •.•• 

Pero si z e M • en~ u(:e) - u 2:: O en BBs.•u y t.enemom que u(z) - u .- O caai en ~ ~ 

con l'OIJM'IClo a. la medida de su~cie (O'-c.t.p.) en ao ..... . 
POI' la continuid-t de u, t..enlllllKm que u= u(z) en 8B ..... y, en particular, u(¡,)= u(z). 

Por lo tanto 'JI e M y B ...... e .\,f y entone.- Jt..I es abterto en R . De esca maaer~ uaando la conexidad 

de R , enooutramos que M = e d Al = R • En el prhner c...o el 11up•ER u(z) no ae alcanza ai R , en el 
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aegundo u es cooatante. • 

DEFINICIÓN 

Sea R un subconjunto abierto de E".)' sea/ una función en R localmente integrable (ver el Apéndice). 

Sea d(.x-, - R) la distancia de z: E R a...._ R (ver el Apéndice). 

Si 6 > O, se definen: 

ll6 = {z E R: d(.x, - R) > 6} 

/6(z) =A(/: :r. 6) , x E R. 

1.1 .. 4 El problema clJbico de Diricblet 

Sean R un auboonjw1to abierto no vacío de E" con cerradura compacta y aea. / una función real definida 

en 8R. 

El prable-Tna cld.aico de Dirichld conai!Jte en: 

Hallar una función harmónica h en R tal que lim1r-r h(¡,) = /(z) para toda :r e 8R . 
>ER 

Este problema no tiene solución en todos los casoe, incluso cuando Res una bola (por ejemplo cuando 

la función de la &antera f - dbcontinua). 

Sin embargo, como veremos, si la aoluC"idn existe para R abierto conexo y 110 vaclo con cerradura 

compacta y si f es llT\a función continua, entonces, como verem0tt, es tln.ica. 

OBSERVACIÓN 

Si f ea Borel-medible en 8B e integrable respecto a la medida de superficie en BB y si h =- l P(f, B) 

en B , entonces plU'a .x0 e 8B tenemos que: 

.. IL~ .. aup h(.x) S zll_I:!],, sup /(;r) 
rEB zEB8 

y ademú~ 

.. IJ_rv., inf h(:c) 2: .. ll.~n in! /(:e) 
rEB rt:.OB 

Lema 1 Sea f BorT:l-medible en BB • integra.bleen lJB n:apecto a la medida de :.uper/Ü!ie JI continuo en 

zo e 8B. 

Si h = IP(/,D) en. B, entonl:e5: 
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J~ .. h(z) - /(zo) 
•eB 

J:>ea:ao.ltr.aóo: 

Aplic.llDdo la o~óo IU1Ulriol' obt.eDlmlOa: 

.. !~ aup h(z) S. /(zo) 

Y OOIPO IP(-/. B) - -IP(f,B) • i- que: 

.~0..ap(-h(z)) S -f(So) 

•dBdr: 

.. ~ inf h(:i=) 2. /(::r:o) 

-n.or.a:aa 10 (!!lc:hwart•) EZ pro•lemo d4ftco de I>iricl&kt tUttu! •olUC:iMI. pani la holCI B u una funciiJn 
CIMÜnua/. 

Lo_,_ ...... - - IP(f,B). 

n.m.a.tr-*fa: 

s..a- s • .,.. 
D.da / continua Ml 8B hay que eacootrar una función h armónica en B tal que WD:E.I h(~) = /(::r:) 

pu-a toda z E IJB. 

Sabemom qim IP(/,B) m armdnicaen. B. Dml LEMA 1. obteDlllDClm el valor~ de la aoluclón 

ea la fontera.. • 

COROLA.RJ.<> 

S- u continua en el abierto R. • 

Si para cada z E R telll!lll(ll9 que u(:z:) .. L(u : :z:, 6) para 6 auflcienteuiente pequeña.. entonces u es 

ann6Dica en R. 
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1.2 FUNCIONES SOBR.EAR.MONICAS 

En esta .-.cclón deacribiremom a i-r~ 9Dbrcannónlcaa. 

Este tipo de fUncior- ae introdujo hiatóricamente por el cmtudio de las funciooes con eegundas 

derivadas parciales continu- en un abierto R en el cual satisf~n la ecuación de Poisaon: 

au=-1 

con / función no negativa en R . 

OBSERVACIONES 

<> Si / ~ O y ee i.nt.epabie nm~ • la medida de •uperfiicie en 8B.,a , ento~ L(f : :r,6) e.ta 

definida y - finita; si / <==: O y no es integrable, entoncea L(/ : z, 6) e: oo • 

<> Si J - a.c.i. en BB.,a , entone.- / eBtA. acotada lnleriormente en 8B.,a y L(f : z, 6) eetll bien 

definida. 

L(/ : z, 6) puede valer +oc pero no puedie valer -oo . 

DEFINICIONES 

S- el abierto R e E" • 

Sea la función u : R - [-oc, +ool , u Borel-medible ( (-oo, +oc} es el coQjunU> de le» realms 

e:Jttendidam). 

I>ecitQoe que: 

(i) u~ al promaiio (a.p.) en :r E R ai L(u: :r,6} e9t6 definido y u(:r) ~ L(u: :r, 6) siempre que 

IJB .. ,a CR. 
(U) u .su~ al pnnnedio en R ai supera al promedio en cada punto de R. 

(iii) u superm localmente al pr-om.edio (localmf'!nte a.p.) en :re R si para rada :r exiat,a, 6. >O tal que 

B.,a. e R, L(f: z,6) ortA. definido para toda 6 < 6c y u.(:r) ~ L(u: z,6) para toda 6 < 6.,,. 

(iv) u aupeni locqlrnenu al pn:mu!'dio en R si 111apera localmente al pro~o en cada punto de R. 

DEFINICIÓN 

Sea R un subconjunto abierto de E-- • 

,¿R. - la cla.e de ta. funciones que van del abierto R a. loa reales exundidoa y que ..c.iafacen: 

(i) u no es idéntic&IUOJ\te +oo eu. ninguna componente de R . 

(ü) u > -oo en R . 

20 



(W) u--.c.L .a. R-

1>11-.~a paracualqW. ME6-1t.. el~ L(•: z.6) eM&dlifinido ........ qum B •. a. e R 

• ya qt9 por la 9"111ioonliauid'llll ialerior ti_.. acoc.da i.llAatklil - BB. 

D8PINJCIÓN f"-'cidll auba=-a k•) 

Una función real ~ida u es~ en R ai u e~a y u•· p. en R . 

........._ 1.1. S- R a6Wrto W ~. 

Si u E~a lt .S pana caM s E R iEZUte une 6• tal q.e B.,a. e R JI u(z) ~ L(u: .:ii:,6) (o u(s) ~ A(M: 

z,6)) ~ .,.. 6 < 6 •• eneo.ce. u .-U/aoc el~ del "'*'-no. 

~.cidn: 

911~ que mdll&e .-. pmllo ~tal que u(se) ..... f.n/••. 

eo..o ... e~ •• ~: 
-oo < u(zo) - in.fa u< +oo 

Sea M-= {s: u(z) - In/a u}; por la a.c.l de u. Al - un a&bcoQjuato ~ omT9do dm: R. 

D wwwqumM-~-

Coamklmum una w cualqW-. e11. M . Por hipót.em. ..._. que hay una 6• tal que ª•·•• e R y 

que u(w) ~ L(u: ¡,,6) siempre que 6 < 6•. Supoaa~ qua ta.,. un punto z eª•·ª• - M. 

Sea p = 1111 - •ti . Como .__..._ que v e M, en&onc:.. u(v) S L(u : .,, 6) • Ea decir: 

v(w) - L(u: w.6) 

L(u - u(11): VoP) - O 

Corno t• - u(¡,) ~ O en IJB11.- , ent.ollOMI u - u(11) = O ~ a la modida de •ui-ficie en BB •. ,. . 

Pero COIDO u(z) > u(11) , debe hat-r una or tal qll9 u{z) > a > w{v) . Por la •.c.i. de u ha.y una~ 

de z • U. , tal que u> a> u(v) en u. n BB•~ . 

Ahora. BB.,.#1 tiene IU9d.ida de aupertici8 pomitiva_ entonce9 u - u(11) > O en un conjunto de medida 

pomitiva; tenea.om una contr-.lioción. 

Por lo tanto B 11 ,6 ,. e R • es decir A-f es abierto. Ent.onc- M .- ta ó M ... R par la conmcidad de R . 

Por lo tanto •i u alcanza su (nftmo, entonoim - cooat&Dte en R • • 
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COROLAH.10 

Si u es tt0breu.rruónica en el abierto y conexo R , entonce¡ u SH.tisface el principio del ininimo en R . 

Si Res un abierto n.cotado, u es sobreartnónica y U.u inf!EA u(z) ~ O para toda z e 8R , entonces 

u~OenR. 

Demot1tración: 

Se sigue directamente de la definición de fundón aobrea.rmóniC'n y ·del TEORE?\IA 11 que u satisfllee 

el principio del mínimo. 

Para probar la segunda afirmación t:!S suficiente probar que u ~ O un cada componente de R ; 

a&UJDft.11108 que Res conexo. Suponganios que existe un punto y E R tal que u(J,1) < O, entonces u no es 

una función co~tante. DefinaJDoa la función v en R por: 

t•(r) = lim ~~~ u(z) 

De esta manera ves s.c.i.en J'i. v ~ O en 8R y v(J,1) < O . 

Como l' es s.c.i. en R , debe alcanzar KU mínimo en Jl , de htM:ho en R. pero e:tto contradice al 

principio del ndnimo. Por lo tanto u ~ O en R. • 

'I9orema 12 Seo u aob~nndnu:a en el abierto R JI' .seo W un aubcon.runto abierto de R con ce-n-adurn 

cxnnpa.cta tal que W e R . 
Si h ea conhnua en W JI' armdnicd en W, JI u~ h en 8W, entoncea u~ h en 1.V. 

Demostración: 

Si h tiene estas propiedad..,., entonCl!9 se heredan a cada componente de W . Tomemoe entonces a 

Wconexo. 

Con.aideremOl'I a la función u - h en W . 
En 8W , t.enem<>t1 que u - h ~ O . Ahora, como h es armónica en W, u - h ce aobrearmónic;a en n.• 

y, por el corolario anterior, no ,Jcanza su (nfimo en n~, de hecho Jo alcanza en lHV . 

Y corno U - h 2:. O en 8J.V obtenemoe que u - h ~ O en W . • 

'Thorema 13 Una fun.cuJn real cztenduia u E ,¡L.R e:r ,,ubrcarrndn&e<l en el abierto R ai u tu-neo la •iguiente 

propaedad: 

CP) Sea W un .subconpinto ab..,,-to de R con G'e"!'Tn4Íurn compacta. W C R . Si h ~ continua 

en W JI' ª""~hnca en \.V 11 n u~ h en BW, entonce8 u~ h en W. 
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Demomtracidn: 

Sea IR 1a el.- de 1• ~ -.~me- en R , de -=uerdo COll la dafbdciOn de fund6a. ----Sea ~R la c1- de 1-~u E~a qum ..a.W'.Kml (P). 

Por el TF.OREMA 12 ltc e t~ • 
Queremo9 rDDRr..- qUB l~ C la • 

Considerem09 a una u e t'..r_ y a una 11.,6 C R. CoIDO u - s.c.i. y u ~ h en 8B,.,6, enton~ hay una 

su~u. creciente { q,,} de funciooea continu.a en lJB.,a tal que tP, t u en 8Ba,6 (ver el ApAndlce), 

s-. .. función: 

{ 

<I>, en {JB•.• 

,., -
IP(tf>J,Ba,•) en B •• , 

O. ..ta ~• hi • coa.l.ia.ua en 71.,. , .......,XUca en Ba,• y u ;:::. 4'.; - h.; en 8Ba.• . 

Coa.> u~ (P),-*- u~ lai - Ba,•. 

Por lo t.auto: 

Ahora. como 4', T u en 8B._. , airo.- u(z) ;:::_ L(u. : %, 6) por el Teorenao tlc lo ~ 

.... ---..Le~ 
Coocluímos qUB t"11 C l11 • • 

OBS&R'VACIÓN 

De &c. ~ 11 y 12 .__ que u - ~1 k· 9i. y 961o 111 11&1.Wace la ptopled.Ml (P) • 

........... 14. Si R ,._.. un oherlo. u E/La • 1' u ~ localmente al pnnnedia en R , ~ u ea 

~-R. 

o.ma.&reción: 

Sea W un subconjunto abierto de R. con. cenw:lura com..,.ct.a W C R. y - h coal.inua en W , 
annóaica en W y tal qllll u ~ h en lJW . 

ConaideretDOS que W - conexo. 

To~ a la función u - la la cual ..- s.c.i. en W y alcanza su tnfimo en W . 
Como h cUlllple la propiedad. del promedio en R, entoncea u - h supera al prolDe(Üo en R . Usando 

el TEOR.EllofA 11 y el hecho de que u~ h en lJW, t:.enemaa que u - h no puede alcanzar su (nfimo en 
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niDc11D. punto de W. Por lo tanto u - h ~ O en W . • 

Regnmando a la .,cuación de Po'->n t.-:ux. el siguiente r-ultado: 

Lema 2 Sea. d abierto R e E" . 

Si u t~ aqiunda.a derivadaa ~ continuaa en R JI Au ::5 O en R , entoncea u(;r;) ~ L(u: ;r, 6) 

.sienlpne que 11.,6 e R . 

Demoe:tración: 

Supongarno. que Au < O en 71 - 1J a,6 e R . 
Sea la función: 

{ 

u en lJB 

h-

IP(u.,B) en B 

Por la manera en que h eat& definida r-Wta ser continua en 11 y armónica en B . 

Si mc.t.raano. que u ~ h en B , bab~ c:onclutdo la denlOllU'ación ya que: 

u(z) ~ h(;r) = IP(u,B) = L(u: z,6) 

Consideremoe: a la función w ..,. u - h . Tenemos que: 

Aw-Au-íl.h<O enB 

y -tem4a w -=O en 8B y ftll continua en 1'l • 
Supongamos que w alcanza su mfnirno en 1J en el punto zo • 

Si zo e B • entonce.: 

lJ'wl . 7!i2!!' ~o. a=l, ... ,n . -
y tendrlamot11 Aw(;r;o) ;:'2:: O lo que scrfa una contradicción. 

Por lo tanto tv =u-h ~ Oenl§yu ~ hen 71. 

Ahora supong&JD.os que Au :S. O en B . 
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Sea q(z) .. llzll 2 
• en~ ~ = 2n • Para cad.a en .e: > O • • 1:iene quet 

u(z) - .e:q(z) 2: L(u - .e:q: ;r, 6) -

L(u z.6) - .e:L(q: z,6) 

H..cimado 4! - o~: 

u(z) ~ L(u : z, 6) 

• 

~ 115 S- R "6Wrfo. u E .l.-11 . 

59 ,._. ~ z e R Mw tma 6. >O uM que B.,6 • e R lf u(z) ;:: A(u: z,6) ~ que 6 < 6. , 

~ue.-~enR-

Ademda .ri u ~.~naco en R y z: e R • entonoea u(:r) ~ A(u: z, 6) ~pre que B.s,6 e R. 

Dema.Q-.clóa: 

S- u E"a COb. '-bi~ dlt la pri1Dl!ll'a ~-

~ a W un abierto con ceradura com.,.cta. W e R y a una función h continua en W , armónica 

en W y tal que u 2: h en 8W . Com1ideremos a W conexo. 

AplicaDdo el TEOREMA 11 obtenemir.. que u - h satiafaee el principio del mínimo en W • Ahora., 

e»mo u - h eia e.c.i. - W y u > h ~ O en 8W, entoocim, pc>r el principio del rntn.imo, u - h 2: O en W. 

Por lo tanto u-..:>~ ea R.. 

SuJM>DC&ID09 .t.Dra que u ea m>brearn>ón.ica en R . SeM1 z e R , y B.,a. C R . Moet.reluom que 

u(z);:: A(u: z,6) . 

La deaigu.Uclad ee trivial si u - +oo • 

~en~ que u(z) < +oc • Sabemoil que u(z) 2: L(u : z, p) para O < p < 6 . De .bf -

sigue: 

O'"n ,,-.-• u(z) ~ .la .. ,,, u(a) da(a-) ll1 O < p < 6 
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Un 
6

.,. u(z) > f. Í u(z) da(.:s) dp =J. u(.a) ch 
n o loa •. ,. s .... 

y sustituyendo tt.,. ,... ~. concluúu0111: 

u(:z:) ~ A(u : :z:, 6) 

aiempre que BsJ• e R . • 

"I&oresna 16 Si u ea 11obneonn6nlc4 en el abterto R • entana--11 es finlit.4 ~ ~ todaa portea (c.t.p.) en 

R ~to a Ja. na.ed~ dle Le~ 11 u kbe.!1'4e' i~le en ca4a co.npacto K e R.. 

DemoaU'ación: 

l>renxJ&tTemoe que u ea finita c.t.p. en cada eaIPponente de R . 

Consideremoe a R conexo. 

Sabemos que u no ea idéntic&mente +oo • de ahl que cx.iste cuando menoe: un punt.o en R donde u ea 

finita. 

Conaiderernoa al siguiente c:cn\junt.o: 

M = {:z: E R: u es finita caai en toda.a partes en Bs,6 C R pa.r11. alguna 6 > O} 

M no e1 ~(o ya que cuando menolil existe un punto donde u es finita. Además, WMUldo el TEOflEMA 

15, t.enetnDll que u ea finita c.t.p. ien cada hola contenida en R con cent.To en eee punto (de otra manera 

u valdria +OQ cm e1Mt punto). 

Veiunoa que M es abierto. 

Sea :z: E Af • Sabemos que existe"" 6 > O tal que u es finita c.t.p. en Bs. 6 e R . Totuem0tt a una 

V E Da,a y a la bola Bv,p , tal que 2p =- rain { \111 - xi\, 6 - \\11 - :e\\} . De oestya manera Bv,, C Ds.6 Y u 

s finita c.t.p. en Bv.p• es decir, J.1 E M • Por lo tanto /.fes abierto. 

Veamoa ahora qUt.!I M ._ Ol!ITado relativo a R • 

Sea { .;r,} una sucesión en .1\I con~gcnte a :r E R. Corno R es abierto. ent.onctes existe ,. > O ULl que 

Bs.c e R. Tomeruoa a i tal que :a:~ E B,..~. USAndo el hecho de que z. E ,..f. em •. -ontranioa wia fJ >O 

• t;a1 que u es finita c.t.p. en B ... ,6· En particular u es finita c.t.p. en el conjuntc:J B .... a n B ... ~• el cu.al 

tiene•mt?Jd¡da de Lebeegue no nula. Tomcmoa ahora n. : E B., •• a n Bs.\ tal que u(z) < +oo • Por el 

TEOREMA 15 u es finita. c.t.p. en n •. \ e R. 

26 



Ahora. CORIO r e B ... 1 , enr.oac- móate una bola B,.., e s .... en la cual u - finita c.t.p. Por kio t.aato 

~E Al, - decir, M .. ndativana.mte Ol!IT.-k>. 

POC' la conmüd-1 de Af canclufm~ q.-, M '""" R.. 

Ent.oba!B. a cada z e M = R le cornspond.e un.a bola B •. a .. e R eo la cual u - fbút.a c.t.p. ~ 

bo._ fonn.an una cubierta de R e E'" y una cantidad n~rable de estas bolaa es suficiente para cubrir 

a R.. Como u - finita c.t.p. en una ~idad nUJDerable de ab~ qUB cubren a R. eutouc:ee e9 6nit.a 

c.t.p. en R. 

Probe1D011 ahora que u ._ Let-gue integrable en ~. oompacto K e R • 

Cubnunoe a K con una cu~ finita de bol- B .... a. e R con centro z, y radio 6 •. Ca.no u es finita 

c.t.p. en bolas arbitr&riunente pequeiiaa que CODlellgan a cada .:c. podelllOll considerar que u(z.) < +oi:::i. 

T--.-.~: 

-oc</ u(.¡\')dz SE / v.(.ir)d.z $ Evn6"'u(ro) <+oc 
K a ..... 

y por lo tanto u - in~le ai K . • 

'Dllorema 1T SC'!G B una bola ~ que 1J C R. Si u ea .so6n:o"'1.dnica. en R, entonces: 

{á} u~ ~le~ de la medMl4 rJ,e ~en 8B. 

{O) IP(u.B) u Grm6nica en B. 

{ift} u?::: IP(u,B) en B. 

De~tración: 

Dr!:IDOf'trernoe primero (i). 

Coruñdere1D011 que u 2: O en BB . Como u eu s.c.i. en 8B • entonces existe una sucesión { ct:i,} de 

funci.0°'9 continua. no nesatn.- en 88 tal que tb, tu en 8B. 

Sea la función: 

{ 

IP(4>,.B), en B 

., -
tl';J enOB 

Corno u ~ v; _, ti', en OB • entonces vJ es annónica en B y u, es continua en 1J .adernlls tenemot1 

que u ?::: v; e:n B . 
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Ahora {t.t,1} es unA sucesión creciente de funcionca annónicas en B y entonces v .... limi-oo v, Cl:8 

idénticaruente +oo o &l"mónica en B . Como u es finita c.t.p. en R y u 2: v •tenemos que vea armónica 

en B. 

So sigue del teorema de la convergencia monótona que: 

v ... JP(u,B)(z) = L(u: .r,6) 

y u eH integrable respecto a la medida de superficie en BB . • 

Lema 3 Seo. u .sob~rTn6nica en el abierto R ll' aea. 1'is,6 C R . 

SeaB= B •. a. 

Definamoa a. la funtidn: 

{ 

IP(u,B), enB 

u-

u, er•R-B 

I>emostrACión: 

La integral de Po'-on 1 P(u, B) estA. definida y u ~ u en B por el TEOREMA 16. 

Claramente u 2: v en R y v e& a.rTD.ónica en B . 

Dern09tremoe ahora que v es s.c.i. y que supera al pro~io en 8B . 

Sea ll' E 8B. Sabetnoe de la OBSERVACIÓN empleada en el LEMA 1 que: 

Ji.!??, inf v(.z) ~ ~ inf u(.z) 2: }~ lnf u(.z) = u(11) = v(11) 
aEB •EBB •ER 

Y usando que v = u en R ...... B obtenemoe que: 

}iE?, lnf u(.z) """ ~ inf u(.z) 2: }~ inf u(.z) = u(11) = v(y) 
aER-B •Ell-8 aE.R 

Por lo tanto: 

}l._m inf v(::) 2: v(y) 
•ER 

yvess.c.l. eny. 

Moetrem11;at ahora que v es hiperarruónica. en y E BB . 
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v(w)-= u(w) ~ L(u: 11.p) =::: L(v: 11,p), 

ya que u ~ v un R . Obvi&Rlll!Dte v supera ktcalrnente a.I prom..tio y - s.c.i. en R - BB 

Por lo tanto V - ~en R. . • 

OBSERVACIÓN 

Si u - ~en el abies'to R. , entonoma 

u(r) = lim J~ u(g) para z e R 

'"'" ·~-

Lema 4 Si u - •o6raanncfnica en el~ R • r e R i' 6 • ..s d(z, ..... R) (la. dutoncMa lle z e R o - R). 

entoncea L(u: z,6) 11 A.Cu: z,6) #On/unciofteJI de 6 mond&ona.. ~en f0,6.)., continuaa pana 

6-0. 

Actena.u A(u : z. 6) ea ~ en (O, 6.). 

o-no.tradóta: 

'n>IDelDOe una 61 tal q._ O :5 6 S 61 S 6 • • 

Defi.naDKW a la fuocidQ h .a s.,- 1 PG9' h - IP(u,B.,.s,). 

De arta manera. por el TEOREMA 17, u 2!:: h en B.,61 • 

ColDO 11 ••• e s •.• , y h - &nD6alca e:n s •. .s, , enton~: 

L(u: z,6) ~ L(h: z,6) =z h(z) =- L(u: z,61 ) 

Por Jo tanto L(u :z,6) - moaótona~te en (0,6,,,). 

Abor ... como u - •.c.i. en z , el conjun&o {JI: u(u) > u(z) - <!} nmulta _.una veciDcbd de :r para 

~<!'>O (kolmasorov) Y~= 

L(u: z,6) 2: L(u(z) - <!': z,6)""' u(.-.:) - <!' 
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Pero u - so~ en R, entonce.: 

u(z) 2; L(u : :r, 6) 

Do donde, para cada E > O : 

u(:r) ;:;:- L(u: :r,6);::: u(:r) -E 

para 6 suficientemente pequeña.. 

Si t.omamoa el Umite cuando 6 J. O encootraa:nDB que para toda e > O : 

u(.r);::: Vfl:L(u: z,6) ~ u(.r) -E 

F.. decir L(u: z,6) T u(Z") cuando 6 J. O. 

Ahora. para cualquier 6 $ 61 < 6. , A(u: :r, 6) llB finita y tenemOdi que: 

A(u: :r,6) = __!_ó" j u(z)dz 
v.. u .... 

-____!,,,./' p•-• (J u(r+pB)dn(B)) dp 
v .. o - o 11•-111 

= v:;..1:p"- 1 L(u.:z,6)dp 

Por lo tanto p"- 1 L(u: Z",6) e11 integrable en (0,61]. 

Sabenio. quela integral indefinida de una (Unción integrable es -.beolutantente continua (Ver el 

A.~adlce). De aqul que A(u : :r,6) 9ea continua en (0,61). La Ultitna ecuación noe da una repre­

•ntación de A(u : .r,6), para cualquier intervalo cerrado ¡a,bJ C (0,6.,) , como el producto de dos 

funciones aex>tadas abfiOluta.inante oontinu- en [a,bJ. Por lo tanto A(u: ~. 6) e11 ab:wlutaniante continua 

en (a, b). (Ver el A.p6nd.lce). 

Eeto implica que A(u : :r, 6) es diferenciable c.t.p. en {O, 6.,) (un teorema demCM'ltrado por Lebesgue 

afirma que la derivada de una integral indefinida exiatc y es igual al integrando c.t.p.}.(Ver el Apéndice). 

Entonccs, plU'a cwii toda 6 e (U,61) , tenemOR que: . 
fs A(u: .r,6) - v:;.. L(u: z,6) - V..n;..:1 .[ p"- 1 L(u: :r,6)dp 
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y, ya qtu~ "•• = ~ , t~ntonr1!:': 

.¡}¡, A(u: .r, 6) = ¡ \L(u.: .r,ti) - A(u.: .c,c'i)} 

Ahora. co1no L(u. : .e, .5) es monótonn. •lecrrci•~nt.l'! •!n (O. ó) o!tltonces: 

"" ¡·· A.{tt: .1•.l'i) = --.,. s>"- 1 L(u: x.b)rlp 
1•., il . n 

= L(u: ..r.li) 

y entonces~ A(u: .r.6) $O pnrn ca,i;¡i todu é E (0.6z:.). 

Si O < t1 < S tenemos que: . 
A{it: .c,6) - .·\(u: .r.1L) = f (~ A(u: .r..p)) tiµ 

e8 decir • ...\(u: .r,6) ~ unu. función monótona decreciente de 6 en (0.6z:.) . 

. .\.Ucrnús, como: 

.-\(u: .r.,0) = 11(.r) 2: .-\(u: .r.ó) 2: L(u: .c.•") 

para. todu. 6 E (O . .Sz:.), conclui1nos qt1e.A(u.: .c,,'J) os monótona decreciente en [O . .Sz:.] y continua. por la 

der(.."Cha en O .(V'er d Apéndice) .. • 

De acuerdo con e~te resultado pode1nos detinir: 

L(u.; .r.0) = A(u; .r:.0) = u(.x) 

'\lcn.nioti .lhorn que si pron1~dittmos 1111a función ~bre;.u-tnónicn sobre unn bola de radio dn<lu obte11-

en1us una función sohrr.u.nnúnica •· tnci.s >11H.l,.<'~ (d .. rivn.hle ruspecto a. t5 y continua pnra r6 = O ) n u.xpctlSWi 

DEFINICIÓN 
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Si R •.l:H un ohierto y n > O <lofinianoH al cunjunto: 

R,. = {y: d(y, - R) ·""·u} 

Figura 1-1: El conjunto Ro. 

Teorema 18 Sea u sobrea"1'ldnica en el abierto R y .:iea u.s(.r) = A(u: .r, 6) paru ..r E R.&. 

Entonces u,,; es ~obrea"1'lónica en R" para cada 6 y u,. ; u cuando 6 .l. O paro cada .r E R.s. 

Si ademáil u es arrndnica en el abierto U C R. entonces u" e~-i u.rrnónica en ll.s pa~ cadu. 6 

Demostración: 

La. continuidtt.<l de u6 en C 6 se sigue de ln. de la definicón de u~ como una int:ergraJ.. 

Supongamos que 6 . p > O y que -r. E R,., .... 1,. 

Se p111.."'<1e demostrar. u.-;o.ndo la. cicsi~ualdad del trián~ulo. que R.s_., e (R.s)p y c¡ue R.s+p e {Rp) 6 • 

De ..u¡uí lltte B~.,. e R,, y B~.:.:: R,,. Por lo tanto A(u,•: .r.p) y . .\(1ip: .z: • .'i) e!>tri.n bien definidas. 
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UINUldo el teorema de F\abini tenemc:.; 

A(u•: z,p) = - 1
-/ u,(11)d11 

v,..pft s .... 

De lo an.tr.riot tellelllOll que z E B..,.• U y 90lo 11i 11 e D,.,,. . Entona- la integral dentro del .Utimo 

parl!ni-ia .. el volumen de B ••• nB • .,, el cual - una función simétrica de 6 y p. Es decir, A("6": z,p) 

• una función aimfltrica de 6 y p pal'"& z e a.+,.. 
Considenstooa ahora cuak¡uier z e R. y ~jamoe una r tal que z e n. .... 
Ent.on-=- z e a.+.- e R..+,. para toda p < r y para toda p < r tenemOB que: 

A(u•: z,p)""" A(u,..: z,6) :5 A(u.: z,6) - u. 

Por lo ~t.o • ..-ndo el TEOREMA 15, cunclufmoe que u.s ee .abrearrndnica en ,R. . 
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La aftnoación de que u.a f u • sigue del l.Eb.lA 4. 

Por ouo lado, si u P.S &.rruónica en el abierto U • entonces ua(z) = A(u: z,.S) = u(z) para z E eo\ y 

u.ses armónica. en u~. • 
'Teorema 19 St:4 u .sobrranndnica t"n R y •ea ·v un abierto con ceTTUdun:i ccnn.pacta V ::: R • 

Entonce.<t en.ate ur«1 .suce.ndn cn:ciente { ••,) de ft,nci.oneJJ .-.obrrarrndn1caa en V ron .segunda.a d.erivada.s 

pan;:-iale.9 continua.a tal que u = lini,_00 1.•, pnru cad11 z E V. 

Demostración: 

Sea 36 = d(V.- R) yaca {6,} 11ucesión decreciente en (0.6) con lim,-D<>6, =O. 

Para cualquier p > O y ctu1.lquirr función sobrcarmónica w en R , defimunos a 1v., en R,., por: 

w,,. = A(w: x,p) 

Sea j fija. 

Por el teorema. anterior sabemos que ua, es flObreannónica. y que ""' $u en R.s, . 

Usan.do nuevalllente el teorema anterior teneruOl'll que (u.s, )6, es sobrcannórtica y (t.1<1, )•, S ""• S u 

en (R.,).,· 
An.61.oganiant.e (US&ndo el mismo teorema) obtenemos que ((u•, ).11,).11, et1o80breannónica y que (Cu6, >., )6, S 

Cu.s,)•, Su.e;, su en (CR.s,) ) ::>v . . , "• 
DefinanJ.oe a la función v,""" ((u6,)6,) •• en (en.,) ) . - ,, .e;, 
Por la manera en que se definió v, es sobreannón.ica y tiene segundos derivad"3 parcia.les continuas 

~v. 

Ahora., por el LEMA 4, wa, S w.s, ... , en n,,, para cu.a.lquicr función sobreannónica w en R. 

Entonces: 

en (<n. ) ) => V y la sucesión { v,} e=1 monótona creciente en V . . . , "· 
De la misma manera., como 1v.e;, .$ w,,,_., en R.s, para. cualquier función sobrearmón.ica. w en R y 

enteros pDffitivos j. k, tenernos: 
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.... ( (Jt.,4.).,) •. 
tJeandu que ~H .. tu en Rcuando le: Too• encoattaa:io. qu.e., en (R.a.) • .,, h....., 1..,.,Ja1 ),., - ("t&a,).t. 

~ok-.:io. 

De lo anterior obt.enetDoe que (U.,).t, $ \im._,_v11 f!Q (lt.4,) . 
R.ep\~iendo el nWuno argumento dos V'l!!IC:OS, obt.raDetnoe que u·s Wn.11-00 V11 en R . 

Como t.""•= ((u.s.,)• .. )a., su en (<.n.. .. > •• )a .. entone.-: 

"nilorena.a 20 Sea K un ~ c:otnp.cto .de R. • 

Sra u •o&~ en eL abierto R y annóni.co en R - K . 

Entonce.a ezu~ wui ~n. ~de /v:n.cWnea .~ {u;} en R "1ll que: 

(i) ca4a u, tw'fW _,u,,._ ~ ~ contm.uo.9 ett R . 

(ii) lim.~- UJ ~ u poro cado % E R . 

(W) .S V e11 ~ vecin4ad de K am cetTAdu~ com.pactai V e:; R, entonc:iu u¡ -= u en R .._ V 
poro j ..u}icien.cernente gnande.. 

n.n.::..tración: 

Se.a 6li = d(K, ...... R) y sea. {6,} suc..ión d~t.e en (0,6) con lim,-.,,..,6; =O. 

P•• cada; t........- que K C .Ha. .. y 8Jh,.,, e R - K • EntonCM. para Clld.a j t.enmnc-. que 

{(u•, ).1, )
61 

-. u en una~ de 8Ra., . 
Defi.namaa • la función: 

l (l .... , l.,)., en n,., 
u, -

u en Jl ,.._ R:u, 

Como ((U-A., h, l ,.., ._. aobreannónica. il"Q. R3o1. y eit igual a u en una vecindad de 8~, , entone- e.da. 

u 1 ea sohrearmóníc:a. en R • tien~ aiegund- parcia1e. c:ont.inuu en R y u 1 =u en R n (- K).,.., • 

Adernu.. como en la dem01Jt.ración del teorema. anterior, se obtiene que u, i u en R. . 

Ahora. sea V un vccind.d de K con cerradura compacta V e R . 
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Para j auficientemeat.e grande krUelDoa que: 

Rn{-K),.., =:.R-V 

y entonoes: 

u; ,,,.u enR-..V 
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Capítulo 2 

FUNCIONES Y POTENCIALES 

DE GREEN 

Conaideremc:J9 nuevamente el problema de Oirichlet. 

Si ul abierto R - la bola B •• ~ ..i..u.o.. del capftulo .nt.erior, que exiate una funclda armónica v. 

(que depende del oantro do la bola: z ) tal que: 

1 
v. = -11% - zll"-5 para z E 8R 

- decir. que cumple: 

Hz-~11--!i +v. -o para z E 8R 

Para encontt.r tal función basta aplicar la fórmula inr.egral de Poisson: 

v.= IP(-!lz _ ~IJ"-2 ,R) 

En la bUaqued.a de la representación integral de una función armónica 80bre el abierto R demuTOl­

laremo. la Ulori& de 1-/u~ de G~ Venunoa que el ~todo anterior funciona al y aolo si el 

problema de Diricblet. correBpondiente a la función de frontera: 
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/,.(::1 = !!.r _ ~U'·-l, para z ¿ [}R 

puede aer resuelto para cada r e R • 

Co ... ideratt"tuOS entonceri; a 1- funciones de la forma: 

1 
Uz - .zl!"-!i +V:. 

oon v., annónica en R . 

Usando la identidad de Green l9e puede demostrar que: 

Si h es armónica en una ~nd.d de la cerradura de un abierto acotado R de &ontm'a su•-· 

entonce. para z e R y n ;?: 3 tenemoa: 

h(r) = a.(n
1

- 2) /.R [ur -:u·-· v.. h - h D. Cur -:u·-·)] da(•) 

Ademú, en la deducción de la fórmula de PoU.On se buacd una función armónica v"' que dependiera 

de z E R (el centro de la bola B:r,p ), que fuer& armónica en una vecindad de 7i y tal que la siguiente 

integral se anulara: 

0=-(
1 

2
) I (v.,Dah-hD¡,v,..)da'(.r) 

"" n- JnR 
Sumando eata. dom 11..ltimaa ecu..::acx- obteoenws la siguiente repTI9Bbt.ción integral para h : 

lntroduzcan1os ahora a i- funcioue9 de Gioen: 

2.1 FUNCIONES DE GREEN 

DEFINICIÓN {.F\mcidn de Gnzn p11n1. la. bol4) 

SeaB = B 11,p. 

Sea z• el mventa de :z: con respecto a la bola B . 
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(i) Si n - 2 entonc:.!a 

l 
Jog llsr - •1111• - •"11, para z E B _ {•}, • .. W 

P 11.z-zll 

Gs(z, z) = kic ll.z ~ Slll. para .z e B - {..z:} • z""'"" SI 

+oo, para z = :r 

(ii) Si. n 2: 3 entoncea 

1
11• - ~11--• - ( 11• '.'.. wll )--· 11• _ ;_11 __ ., P-•. E B - {•}' 

Gs(z, .z) - llz - ~n·-ii - P"1_2 • para.re B - {:z:} , z =SI 

+oo. para z - z 

Notenaom que. en el c.-o n. - 3 • si z - 11 ~ que nueatra v. ee: 

OBSER.VACION 

Gs(:r • .:&I') - ooot.inua para z =JI. 

l>e&Po9t.ración: 

V~ paran - 2 (el ~ n 2: 3 • puede probar de manera~·>· 

SabemiOll que z• no .-u. definida para z = y , ya que por detinicidn: 

:r• zzy+ !l:z:':....~11\l:i (z-S1), 
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sin embargo tomando el lúnite cuando :e - JI tenelDOll: 

llu-zllllz-z"ll _ llu-zll ll(z-u)-~(.,-11)11 
p llz - rll - p llz - rll 

___ P_ 

llz-ull 

Ea decir: 

Gs(Jl,z) = ~~"' Gs(r,z) z E B - {JI} 

• 
Usando la definición de función de Green la repreaenitación integral del TEOREMA 5 del Capítulo 1 

p__.., exp~ de la siguiente manera: 

Si hes armónica en una vecindad de la cerradura de B =B.,,.,. y re B. entonOl"!S: 

h(z) = --
2
1 J. h(z)DaGa(z,z)do'(z) parar#- JI y n = 2 
W BB 

Notemos que cuando r =JI y z e BB , entonces tenemos que: 

p pi 1 DñGs(y,z)=D;¡log-ll _ ll=D .. log- =--z y r .. _,. p 

y por lo tanto: 

h(z) ..., -!w J;,
0 

h(z) da(z) 

Ea decir, como ya aablamos, el valor de h en el centro: h(y) E'!', en ca'te caHO, el promedio de 

la la función llObnl la '9fera as . 

Paran ~ 3 - obtiene arul.loganiente que •i hes armónica en una vecindad de 7J entonCBB: 

h(::r) = --( 
1 

2
) f h(z) DñGs(::r, z) dtT(z) %' e B 

"" n- las 

V ai usarnos a. la integral de Poisaon, podemos entonces escribir: 
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IP(,..B)-{ -.;.. jan DaGs(.r,z)dµ(.s) n..,. 2 

Leow. 1 Sea G la función de G~ rk B. 

Entoncea - cunaplen: 

(•)Gs -....u!tri.ca~B• B. 

(ü) Para. coda :r E B, Ga(.r.-) t!a eatrict.a.mente po.nttva en B. 

(ü1} Parq. c:ada z E B, Ga(z.-) ea aobnuT'TnÓruca en B. 

(W) llm•.e; G8 (:r, .e)= o,...... toda zo e BB 11' z e B. 

Dmoo.tr-=ióa..: 

Prob6momlo paran = 2 (el ~ n ~ 3 - puede probar de lllaDel'a ~). 

<> Dewomtremos que ~E:;-Ga(z,z) =O para t.oda Zo e BB y :re B. 

Para el c.-o «a que :r ""- 11 ee inmediato u..ndo la continuidad de la (uncióo losaritmo y la detinicidn 

de :a:• ya que ai zo e BB eotonces: 

y ento~ teDeu1oe que lim·.e;; Ga(:r, z),.,., o. 
El caao eo. que :z: ,.. 11 ea i.n.medidato de la continuidad de la función logaritiuo y de que: 

Hz ~ lltl - 1 cuando z - Zo , Zo E 88 

()De~la~(í). 

S-.B=B•.P. 

Si :r zs 11 :s z, ea.to.- Gs(.r, .z) = G 8 (z, z) = +oo . 

Si z = 11 y z E B ,..._ {.r} , entonces Gs(.;z:, z) = log ( ll-= ~ zll) y adernú: 

Gu(.z,z) = log 1111 ~ zll J~~-=- -=:¡:! = log llr-:, z•ll = log 11.r ~ .z¡¡ = G(z, z) 

Considerernott ahora a .r ~JI, z # 11', y z e D - {:r} . 

Sea q, el d.ngulo P..nt.rr. la n-cta que une..::• y y (o la que une x con 11). y la recta que une z con y (o la 
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De la misma manera se llega a que: 

Entonca1 

Gs(z,z) =lo« 1111~zll1\~z ~z;,:1 :z log llY ~ zU I\¡:-=. z;1:1 = Ga(z,z) 

O Calculando el lapt.ciano - dem...ira que Gs(.r,·) - m>breannónica... 

O Del COROLARIO al TEOREMA 11 del Capitulo l - dem..-tra que Gs(z, ·) ~O en B. 

Como Gs(.r,-) satisface el principio del rnfnilno, no puede aer cero en ~ punto de B, ya que 

.arfa entoDCl!la idltnticamente cero. • 

'I9orenaa 1 Si. u tiene •.-...U.~ contSn--.. en URA vecándad álf! la. «rnacluna. cJ,,e la. bola. B """ 8 11,p, 
.....,_, 

(i)pcana.zeB 11n-=2: 

u(z) =-..!..J. u(z)DBGs(z,z)dcT(z)- -
2

1 J. Ga(z,z)6u(z)dz 
2w OB 7r B 

(ii)pani.rEB 11n~3: 

u(z) = --( 
1 

2
) j u(z)Dit.Gs(z,z)dcT(z) 

a .. n- BB 

--( 
1 

2
) j Ga(.r,z)6u(z)dz 

D'" n - B 

O.UO.tracldn: 

Probeino. el ~ para n = 2 • 

Supongam.- que z :P: 11 • 

v.(z) =s log (llu-zll :.r -z•H) 
Si aplicam.. la identidad de Green a 1- funciones u y t•., obtenemos que: 
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ya que Av~ = O en B. 

lgualaodo a cero obtenemos: 

O -1 (v. Dn.u - u D;;.v..,) dn(z)-1 v.Aud;;r 
BB B 

Sumando en.a ecuación con el incU.O (i) del TEOR.EldA 2 dt.!l Capítulo 1 (90bre t.. repr---.~ón de 

una función con segundas derivad- pM'cialnl continuas) obt.enesnoa: 

u(:)_..!_ j [(•oe 1111 - :11 llz - :º11) D•u _ uDa (tas 1111 - :11 llz - :º11)] do-(z) 
211' os p llz - z!I p llz - zll _..!_! .O.u (1 1111-:1111•-:"11) dz 

2w 8 <>« p Uz -zlt 

Ahora. si z e éJB aabemoa por la inversión que: 

1111-:ll llz-:"ll _ 1 
p \lz-zll 

Entonce& t.ene~ quo pal'• z e B ..... {y} : 

u(z) = --
2
1 J. u(z)DRGa(:z:,z)do(z)- -

2
1 J, Gs(z,z)Au(z)dz 

7r l'IB 7r B 

Para el c.-> de z =JI ta.ata repetir la dl!llnoet:ración anterior definiendo a u .... logp. • 

DEFINICIÓN 

Sea µ es una carga en B (vrr el Apéndice). 

El potencial de G~ de µ - la función definida por: 

u(z) """la Ga(z,z)dµ.(z) :z: e B 

a condición de que la integral e111te definida en B . 

COROLAR.J.O 

Si u tiene segu.nd- derivad- parciale111 continuas en unn. vecindad de 1i, entonces u ea la 11uma de 

una función annón.ica. en B y el potencial de Green de carga µ en B. 
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TEOREMA (BOcl.z) 

S... Vuna~de=eoeE" ., ... h~11no n.epa.twaen V-{.z0 }. 

(i) h puede definSrae en zo de manet"U que - ann6nic4 en V, 

(•i) e:riste una conatanu e > O tol que: 

h=cu.0 +v 

or.oc.ma 2 Seo O < 6 < p. 

Si h ea continua en IJ.,,. - B •. a. onndn.M:a en d Snterior y h =O en 8B.,,.. entonce. eri.tte f! >O tal 

que h tiene un.a eztenaidn orna.6nt.ca. o Ba,P+c ..., B •·•. 

Dm:namtradón: 

Paran-2. 

Podemoe considerar a h <=:: O en 11.,,. - B •.•• ya que como h - cont.inua en BB•,•· Entonc.9 la 

función definida por: 

v .. (z) = h(z) +alog(p\ 11.z - zll) ,z e 71 •. ,. - Ba,IJ 

- ..t.rictaaDente J>(*itiva en 8B.,• para or •uficiente u¡ente sraode, cero en 8Ba.po y ..-tnónica Ml B.,,. -

"D •••. 
Por lo tanto, por el principio del mtnimo, v .. > O en B.,,,. - B •. IJ p..ra alguna a. 

Si v .. puede extendene armónicamente BObre 8B.,,,. , .,ntonce. h ta.mbi6n ya que o loe(P\ t:r - zll) es 

ann6nica en ..... 1!1 •••. 
Conaiderema. entonce. que h ~ o en n •. ,. ....... s •.•. 
Sea 11 cualquier punto de 8B.,,,,. . Considnremoa la inversión relativa a 8B11 ,2p (ver el Apflndice). 

Bajo -ta. inversión la bola B.,,,. ae 1napea en el aemiplano R con lJR tangente a B.,,.. 

Adcmú B = B,,,IJ ~ mapea. en la bola a· con cerradur" F- e R. y B,.,., - 71.,,IJ en R .... H-. 
La truna/onnada de Kel.nn (ver el Apéodlc•) h• de h es cont.inua en R .... s•, es armónica en 

R ...... 1F" y e:- cero en 8R. 

N~queh~O. 

R-trinjamoe h• & R-... F-. 



X V 
:; p -

Jp 

/ 

Figura. 2-1: Lu inversión con respecto de 8Bu.2P. 

Se puede <len1ostrn.r (l-Ielms) que h'" tiene una extensión n.rn1ónicn., definida en bu.se n. su reflexión 

::>abre {)R (que <lenotluemos también como lt'" ), ~obre E" ...... (B• U (B•) .. ). donde (a.) r es la reflexión 

de 7:3=" sobre 8 R. 

:--;ótese que ....., (E=) .. se n1npeu. bajo la. inversión t.•n una. bola conteniendo n 1J .r.,p en su int:erior, y que 

Entonc1..-s existe un1L e > O tal que B.r..p+• L"S un subconjunto de In imagen de -.. a· .. bajo la. inversión. 

Sea h •• la restricción <le la. trnnsfortnada de Kelvin de h • n B z:,p ..... ~ ,..._ B .r.,p -.... {y} (y no es lu. imagen de 

ningUn punto de E",.._ (lJ-;;uTfZ' .. )). Entonct.~ Jt•• es 11nn.t~Xteni;ión annónica.de ha B.r.,p-• ...... B.:r,(> - {y} . 

Como Jt• $o en (R ~.a·) ... O!fllOllCL'S h'"'" ::So en B:r.,, ..... -- Bz:.p. 

Con10 lim :::-11 h(:!) =O. h'"'" t..~ acotada. superiormente en \F--.. iYl pura a.lguna vecindad \V 
:::ED •. .,-71,.~ 

d~ y. 

Se sigue del TEORE:\lA 1 (de este capítulo} que h"""" = 1v +e "ven ll,"-.... {y} para. al~unn. constu.ntc 

e ~ O y nlgurta función arruónicn '" Pn \V" • 

Ahora. e = O ya qu(> de otra. n111nera tendrían1os que lim =-ll h""""(.:) = -co . Entonces 
.:<!B •.•• -U .... 

h"""" puede rlctinirse en 11 de 1nunera 'llle ;;ea u.rmónicn. .. n lV y por lo t.anto h ptaede ser e:ctendido. 

armónic:n.ruente a B.,,.,,- . ..... 71,,_..,. • 
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Figura 2-2: El conjunto B,,,,,P+• • 

2.1.1 Función de Green para regiones 

Los resultados que heruo11 obtenido para los funciones de Green definida.a 11obre bolas pueden ser exten­

Jid~ "' regiones. 

DEFINICIÓN 

ScJ. R un subconjunto abierto <le E" . Denotemos o. los reales extendidos [-=, +ool por ,R.•. 

Sea.x E R. 

Sea u.., lu. función a.rntónica fundamental en R con polo en ;r . 

(En la siguiente definición h,,,,(-) es cualquier función armónica en R y depende de x E R y v,,,,(·) es 

cualquier función sobrearmónica no negativa en R y depende de x E R ). 

Una fundón de Green po.ra el abierto R es una función GR. : 

G1t,:Rxn-µ· 

con lag siguientes propiedades: 

(i) GR.(X, ·)=u,,,+ h,,, en R y para cada x E R • 

(ii) GR .2: O en R x R. 

(iii) Si. para .;r E R la función v.., es sobrearmónica no negativo. en R y es la suma de la armónica 
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Es decir, para cada z E R una función de 01'81Ul Gn(z, ·) cw el mínimo en la el.- de hu funciones 

.!IObreannónicas no negativas de la forma u,.+ w,. , donde m,.(·) 19 tK>hrearmónica en R y depende de 

.r e R , y u,.(·) ea la armónica funda.1nenta1 en R con polo en :r . 

'Ieorema 3 Lo /uncWn cÚ! G~ GR para d abierto R t.'.!I únü:u. (.!11 ella t:ZUU). 

Dernost.ración: 

Sea GR otra función de Groen para R. Por la propiedad (iii) de la definición de función de Green, 

GR:;::: GR y G'R 2: ªR·. 
Enunciemos algunos resultados im.portantua para las funciones de Green definidas en un abierto R 

(que no uoceearianlent.e ea una bola): 

<>Sean R abie:rto con función de Green GR y B una bola tal que% E By Y C R. Entonces GR(z, ·) 

eat• acotada fuera de B. 

<> E2 no tiene función de G..-n . 

<> Sea R abierto de E". Ent.ouces R tiene función de Green si tiene una de las siguientes caracterút­

ticaa: 

(i) Sin> 2. En este caao Gn(%,ll) ::s u.(11) la armónica fundam.ental con polo en :r. 

(il) Si n = 2 y R es acohdo. 

(iii) Si n """ 2 y R es suhconjunto de un c:anjunto que teng• función de Green. 

O., hecho si A tiene función de Green G A y Ao es una componente de A, entonces 

G..t .. = GAIAu•Ao 

Ademas 

GA(%,11) = 0, td :r E Ao y 11 E A-.. Ao 

(iv) Si R es no delUIO en t.od- pan.- en E 2 o si es no conexo en e-a. 

O Si R 1 C R2 son abiert.o& con funciones de Grenn Gn, y GR3 , entonces GR, S: GRa en Ri x Ra. 

0 Si R tiene función de Green, entonces GR(:r,11) = G11:(11,z) para. todatJ Z,JI e R. 

47 



En particWar G1t(·1 11) m .nnón.ica.en R- {11} paracad& 11 e R. 

<> Si R tiene función de Groen G fl• coto~ GR ea continua en R x R. Si 7J .... a e R. entonces 

L(GR(·,&") ::r,6) .. \U\afuacióncont.lnuade *'e R. 

Ejemplo 1 (La. ia:n.Olc.e1pnea elacC;ro.Ubi:e1tlcaa) La funddn rJ,e Gn:ie-n ae intn:>d\Uo, en lo búaquedo 

de •olucione5 deJ Problema. dt: Dinch.Jet, por d e.du.cfto de laa fencaoJU!.!J del tipo: 

l 
\lz - :z\\"-5 + v,. 

paro :r: e R , v. u a.nn6nico. ni R (11 ~ de :r:J 11 :z e 8R. 

Enton°'9 el problemJa - nW.uee a encont.rar a v. para detenninar oomplet.asuente a la función de 

Green. 

El M~todo dt: kv imAgen.es eJ~tro•tAtaco. ea uaado en ffaica para determinar a. la. función do Green 

de algunas rcgione.. Aqut obtendremos las funciones de G1'C'JCn para la bola y para el diaco atraVés de 

ene método. 

Supongatnos que tencmaa una auperiicie conductora cerrad.a 'E conectada a t~ ea decir, con po­

tencial cero (ver ejemplo de p.Jtenciol). Si ponernos una carga puntual en el interior de 'E esta carga 

induce cargea en el conductor de t.al manera que el potencial total de la carga puntual y do 1aa ca.rgas 

inducldu vale cero en 'E. 

FUNCIÓN DE GREEN PAlt.A LA ESFERA ( n = 3 ). 

TomemOR a :r: = Mo , a :z = P y a \\P - Afo\\ = r. 

En ek,ctrotrti6.ticu. la ñmción de Gr-n: 

G(Mo, P) '""" .; + VJl.10 

ttpresentu. c1 potencial en el punto P generado por una carga puntual situada en Mo dentro de \a 

auperlicic conductora 'E. 

El primer término ~ rr.t1u\t.~ ffl'!r el potencial generado por la presencia de la carga en el punto Mo. 

El segundo térntlno v Mu representa el potencial inducido en el ..:onductor l!. 

48 



Figura 2-3: Función de Cremo para la bola en E3 . 

El método considera a este potencial como si fuera generado por carg- aituad- fuera de E. Bajo 

lu condiciones de que V 2 uM' .. ,_O y, para que el potencial tol:&l - anule en E, v.v .. IJ: ... -;. 
De mt.a manera podemol; decir que la deteruúnación de la función d'°' Green se nduoe a encontrar el 

potencial inducido. 

Supongamc- que numtra e9fera ,..U centrada en el origen O y tieDo radio R. 

Co&oquemom una carga puntual en A-fo. 

Sea Po - llMo - 011 . 
Tornemos una cargaext.erior en Mi de manera que Afo y /'.f1 --.n colineale111 y que, si p 1 ""' ljf',..f1 - 011 

, .., CUDlpla la relación: 

PoP1 ""'R:2 

Ea decir, Mi - el coajugmido de Mu. 

Sea P cualqui~ punto sobre 1a-rera. Sean r 0 = l\P - f',..f0 \I y r 1 - !IP - M11l. 

Loa trillngulos OPM0 yOP.\.11 .:>n -meja.ntea ya que tienen un Angulo comtln y l°"' lados adya.centee 

Entonces podemoa e.cribir: 
ro Po R 
~=n=;;;: 

I>e ~ inanera la rundón o.nndnica v = -~ ton:a& los miamos valoreR que la función ..!... en la 
Po~ . ~ 

esfera.. v reprcaeot.a ri potencial de una carga de valor -~ situnda en el punto M1. 
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~-.. ~-.o-~_, P,--... 

~ 
Figura 2-4: Función de Gf'Oll!D. para el d1-:o 

Es decir• la función: 

G(Mo.P)-.!.. - ..!!,.!,. 
ro Po r1 

- la función de Green para la eafera. 

FUNCIÓN DE GREEN PARA LA CIRCUNFERENCIA (n - 2). 

En este caao la función de Green debe _,. de la forma 

Siauiendo nuevamente el ~todo de ... hn.if.cen- electra.bLticaa, coJocamo. una carga en M 1 de 

IDalllld'& que - el coojqado de Mo y lueao conaider&ID09 a P cualquier punto 90bre la cin::UDÍm:'encl&. 

G(Mo,P) ... m..!.. - In~.!. 
ro Po r1 

2.2 POTENCIALES DE GREEN 

FfaiCftlDente una función potencial reproeenr.& la onergfa por unidad de IDaa& {o de carga) en un punto 

de sn debido a una dimtribución de m...., (o de c.rga) en el nspacio. 

En esta !teeeión se obtendrá un teorema de reprC9Bllt.ación para funciones BObreannónicas en baee a 

k>9 potenciales de Green: el teorrrna de Riez_ 

50 



De la 811!1C1cido an&erior lle' desp1'11!111ide quo si u es i.obre.rmónica cun seaund- derivad- parciües 

<.-OUt.inu- en una ~dwJ de la cerr.dura de labor. B =ª"·"'CE" y n ~ 3, entonoea para z e B 

t~ que u puede ~ibirse corno: 

u(:r) = ""• x tn _ 2 ) f 
88 

u(z) D;i.Gn(.r, z) do'(zJ 

(a) 

"" x ('n 21 j11 Ga(z . .::J~u(z)d.::-

EJ primer término del miembro derecho de (a) ea I P(u. B) y repremnt.a una función armónica en 

B. 
Recordando que G(~, ·) = u. + h,.. donde ha ee una función armónica en B, el aeaundo térullno del 

lado derecho de e•> puede eac::.riblrae: 

(b) tT .. x tn _ 2 ) L U.(.t) &u(z) dz - .-r .. (:- 2 ) l h,.(z) Au(z) dz 

En e.tta -.xidn _, delll08t.rar .. que el priruer término de la ecuación (b) es precia.unen.te el potencial 

por unidad de ~ en el punto z debido a la distribución de masa de densidad &u .::tbre B y que el 

-cundo ~ - una función armónica en B . 

E:. decir, se demost.rarA que una función 11ebrearmónica u con segund- parcia.lee continuas se puede 

repra.entar co1DO la •wna de una función armónica mú una "'función potencial". 

2.2.1 Potencialea de Green 

DErlNICJON 

Sea R Wl aubconjunt.o abierto de en con función de Green G. Si µ. ea una carga eo R, entonces la 

función: 

Gµ.(:r) = l G(:r,11) dµ.(11) 

ell el poU:nc&.al de G.--n de µ. ai eat..A definida 'V:r E R . 

SI µ. e:a una roed.ida en R y Gµ ee nobrearmó.nica en R, entonces Gµ es Ull.lll&do el pat.en.ci41 de µ. 

Lema 2 Seaµ. una TFU!di.da. "' el abierto R 11 ara. G lu /uncidn de Green de R (:1• úta ezüte). 

Entoncea Gµ ea _..obrra"116nica o ~ente +oo en CGdo con•ponente de R. 



Sea {U,} una auc:.9ÍÓD creciente de t1ubcoajunta11 de R con cerradur- compactas ll,, e R. t.al que 

n-LJ;:.
1
u,. 

Para e.da z e R.~: 
o;cz.·) ... rnin{G(.r,·),j) 

u,,(z) = J G;C:r.11) 4(11) 
u, 

ColDO µes una IPCdida de Borel entona. µ(U,,) S µ(U,,) S +oo. 

Utl&&'ldo la arilnet.rla de Ja función de Groen G y la continuidad. (ll'!Xtendida) de G(:r. ·)en R, tenemOll 

que G(.r.¡, ·) - G(z, ·) cuando .:r, - z .La e; berada eri;t.a propiedad. 

Ahora. C01DO e; -U .cotada por j , uaando el Teorema. de la con~ donainada de Le&e.gue. 

obt.enemoa que cuando z, - z: 

u¡(:r,) = f ~~ Gj(z,,11)dµ.(¡,) 

- J G;(z,11)dµ.(J1)""' u,(z) 
u, 

Por lo t.aoto cada u,, - continua en R . 

Ahora. como U,, f R y G;(:r,·) T G(z,·) cuando j - oo, usando el TeoTenaG de la COTI~ 

naon.dtona obt.enenKJm que u,, f Gµ. cuando j - oo .E:. decir, Gµ. ea el lb:n.ite de una •~n creciente de 

funcionea continu-. 

Por Jo tanto - a.c.i. en R • 

Usando nuevarnea.t:.e la sirDet:ría de G, obtenemos que G( ·, 11) - t110breanu6nica en R para cada JI· 

Ahora para cada 11.,a e R: 

L(Gµ.: z,6) =L (! R G(·,¡,)dµ.(JI): :i:,6) 

~ 
6
';._, J (J G(z,11)dµ(11l) da(z) 

tT,. aB.,• R 
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L(Gµ.: z.6),... J R L(j R C(·,y): z,6)d¡µ(ll') 

S f R G(%,11")dµ(11) = Gµ(z) 

En conclusión Gµ es no negativa en R.. es s.c.i. en R y 11uper11. al promedio en R. por lo tanto 

sobrearmónica en cualquier componente en la que no sea idénticamente +oo . • 

Lema 3 Seo d cab~ R con funcidn de Green G • 

Si µ u una. medida en R tal que µ(R) < +oo 11' µ(B) ,_ O para. alguna bala 11 e R, enton.eea Gµ. ea 

aobreu.rm6n&c4 en la. com.~e de R ~contiene a. B. 

Dmnoitt.r.ación: 

Sea .r el centro de la bola B . 

Sabemos que G(.:z:, ·) es acotado fuera de B. 

Como µ(B) := O • entonces: 

Cµ.(.:z:) -J. C(.:z:,v) dµ(y) =J. C(:r,v) dµ(11) < +oo 
11 R-B 

Por lo tanto Gµ. no es idénticasaente +oo en la componente de R que contenga a B. 

Adernú, por el lema uuerior, Gµ. es 90bre.armónica ab.1'. • 

'Diorama 4 Sea el ablierlo R con f-nic:i6n de Green G. 

Si µ e6 u.na. medula. en R ttll que µ(R) < +ou, entoncea Gµ ea un pntenc&al. 

Demostración: 

C'.on.aideremoe conexo a R . 

Tornemos una % e R cualquiera y una. bola B ""' Bs.6 con 7I e R. 

Podemus entonoes deecomponer a µ. como: 

donde µ.I 8 y PIR-B son medidas que ., .nula en R - B y B rn11pectivaanente. 

Ee claro que Gµ. = G Pla + G 1'111-a • 
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Como µ1 11_ 8 (B) =O Y l"l.1t-a (R) < +oc, mato...- G µ.¡ 11_ 8 C9 eobreannónica en R.. 

Por ot.ro lado, yn. que 71 e R ,entonces existe una bola cerrada 711 e R- 71 tal que µj 8 (B1 ) =O. 

Como µf 8 (R) < +oo ,tenernos que G µ1 8 .,. aobreu"Ulóo.ica en R. 

Usando el hecho do que la suma do funcioneeii BCJbre&rn1ónicas es BCJbre1Vtnónica, obtenernOll que 

a,,= G µ.lo + G "''R-B es sobrearrnónica. 

SupongaJUos que R uo es conexo, y sea R = u,R,. donde {R,} es la colección de la.a componentes de 

R. 

Seaµ.,= ''IR,· Entoncctt µ.,(R,) < +oo Sabemos que la función de Green GR, pura R, es precisa­

mente la restricción de G a R, x R,. 

Como G(z, ·)se anula. fuera. de In. compont•nte que contiene a .r, entonces para x E R, tenernos que: 

Gµ(.r) = ( G(x,y) dµ.(y) = ( G(z,y) dµ(y) = GR,µ,(x) 
ÍH ÍR, 

Por lo que se demostró mli. &JTiha, Gn,P, es ti0brean:nónicn en R, y por lo tanto Gµ. es 80hrearmónica. 

en ca.da R,. • 

DEFINICIÓN 

Sea µ. una medida con soporte compacto sobn" E2 . 
El potencial logarltmica de µ sobre E2 es: 

U"'(z) = -!. lag llz - 1111 dµ.(y) pata x E E 2 ,,. 
Sea µ. una medida con soporte compacto ,,obre .ER • 

El poteru:ial ~1ano de µ BOhre E"' es: 

OBSERVACIÓN 

U,..(;r) =J. ~ •lµ(y) z e E" 
~ !lr-yJI" 

Amboe potenciales aon sobrearmónicos. 

OBSERVACIÓN 

Si R es un abierto con función de Green GR y si µ. ('!l!I una medida con soporte compacto en R • 

.,nt.onc-ea o~ y GRµ. difieren en R por una función an:oónica. 



G11p(z-) =- / u.<w> dp(.,) + j h.(11) d'µ(v) 

DEFINICIÓN 

Sea. el abierto R • 

Sea u una función ~ca ra: R - B . 

Sea la fuucióo armdnica. h : R - B • 

Se dice que h - yq~ ~de u •i: 

S. dice Qll9 'f1 - UD rna.,.,,. ,...__,. ~ (m.m.a.) de U 9i: 

TEOREMA 
Sea R abiarto COD funci6a. de a._.. G y eea Gµ el poteacial de una medida µ. • 

Entonam el m.m.a. ele Gµ - OBrO.(H•bna). 

COROLARIO 

Si R c. un abierto con función de Grcrm G y lf!l potencial Gµ de una medidaµ .. a.rmdnico en R. 
eat.oncea µ - la medida cero. 

Teorema 5 Sea R abU!no con fun.cs.ma de Green G . 

Sea. µ una m.edMla en R • 

Si Gµ. ~ el poten.csal de µ • ~ Gµ t!:• anndnaco en cualqu&er conjunto ab2'-rto de rnedr.da µ. 
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~-.ción: 

S-. U UD subconjunto abierto no 'WICio de R t.al que µ(U) =< O • 

Ellt.onc.. pu-11. cualquier r e R ~ que: 

Gµ(;c) = j G(z.v)dµ.(11) = j G(;c,11)dµ(v) 

"' ,._u 

Supc:mgam.oa que 1J •.• e U . Uaando el ~ de Fub•n•: 

- J A(G(-.11): :z:,S) dµ.(y) 
R-U 

Ahora., pai-a 11 E R ..... U , sabe:IDO"t que G( ·, 11) es a.rmónlCJL ~ U • 

Por otro lado, COTilO "Ds,6 CU, ento~ A(G(·,11): :z:,6) """G(:z:.11) y 

A(Gµ: :z:,6) = j G(:z:,v)dµ(11) = Gµ.(x) 

R-U 

Cotno Gµ. es local.mente integrable, tenemoa que Gµ at continua en U. 

Por lo tanto Gµ. es annóa.ica. en U. • 

OBSERVACIÓN 

Sean U y V abiert.oa de E"' , sea µ una medida de en U. y sea H una función no negativs en U x V. 

Si _, cumplen 1- tres siguientes condicione11: 

(i} H(·.11) es continua en U pa:ra~11E V, 

(ü) H(.:c,·) e11 annón.ica en V para cada. .:e E U, 

(ili) h(11) =fu H(z,y) Jµfz) < +OG. 

En.tonceit. h es artnónica. en \." . 

'Xeorema 6 Seo R un obi~o con func:Wn de Grren GR. • 

Seu S un .subconjunto abierto de R con funciúrt de Grecm Gs . 

Y aecin I' una m.edido. en R , tal que i.i(R,... S) =O 11 GRµ potencial. 

~ h.a11 una. fu.ncr.ón ornt.dnico no n.ego.t.wa h en S tal ~: 
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DnmomtncidD: 

Como Se R ent.oncee Gs S GR en S x S. 

En~ pu'& cad-. :a: E S t.enemoa que: 

De aqW 116 sigue que GR µ\ 5 es un potencial. 

Ahora. debido a que G RP. es .:>breanuóuica • tenemos que es finita c.t.p. en S . 

EntonCftl - cumple, ""'cepto quizils parr1. un subeonjunto de S de medida cero, que: 

Ademailt a.hemos que Gn(r, u) = u,.(JI) + h,.(y) y Gs(.r.11) = u,.(11) + h~(JI) donde h,. y h:., aon 

anndulcaa en R y S re.poctivament.e. 

Como Gn(.z.v) y u..(11) aon simil!t.ric.a, entonces h.,.(y) junto con h~(11) 90n sirnétricais. 

Por J,o t.aoto, para .r #< JI, umen- que 

donde H 11 (.r) .. la función sim6trica hs(ll) - h~(y) • 

Hay que no~ que H 11 (·) eR annónica. en S para cada y e S y que, para cada .r e S , H.,(z) es 

armónica en S y por lo Unto continua en S. 

SupongllUDOB que 11.,, e S. Enton~: 

A(G11(-,11)-Gs(-.u): :r,6) = A(H., ::r,6) .... H.,(z) 

y aplicando el 1->relna de Fublni obtenernos que; 

+oo >A (G1tµ - Gs µIs : :r, 6) = j s A (GRh Y) - Gsh Y) : ..i::,6) •lµ(y) 

-! A(H11 : .r,ó) dµ(Jt) 
s 

-. j s Hv(:r) dµ.(11) 

Por la observación anterior eat.a lllt.U:ne. integral ea armónica. 
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Sat-Doe que IDB proruedioe tienden a Gaµ(.l::) y G11. µ1 5 (.;r) respectivamente cuando 6 .1 O. Por lo 

• 
"nlorema T Sea R ~ con funri.dn de Gnien G. Si Gµ ea el potenciGI de la rn.ertidG µ. V r. csnn6nSco 

rn el alrierto W e R • -aon.cea µ.(W) =O. 

Jlrmno9tr.dón: 

Co01o0 Gµ. puede d.-componene: 

y G µ.IR-w - armónica en W (por el TEOREMA 25), entonce111 G l'lw .--ult.a 9H!" armónica en W . 

Ademá por el teorema anterior 

G µ.lw = Gw 1-'lw+h 

donde Gw - la fu.ncióa de G..-n pu-a W y h - armónica en W . 

&to implica que Gw µ.lw - armónica en W . 

~ que 11i A - wa abierto ex>n función de Gr-i G, y el pot;encial Gµ de una ..-lida µ. -

anDÓDiCO, entoncee µ. - la medida cero. 

Por lo t.ntu µ.IW" =- µ(W) =O.• 

EJ-mplo 2 (El pot..ac:lal sravlt.aclonal.) Un ccnnpo de fuer~ cona~ivo ea aquel donde d tf'Ubqjo 

W e/tt:i"tusdo entre doa punta• P 'JI Fb ea ~ de la tnl'Jll'C''°"° que ae aigue. & decir: 

WCP.~)- ¡Eda- f V<t>da=</>(P)-<I>(~) 
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donde 4' ea la fu:ncitJn ele potencial, r ea cualquier curva que va de .Fb a P aob~ la cual e•tarnoa colculando 

la mtegrul de linea. 

EA.ta condición equivale a que el laplacia.no do la función pocencial ae anule: 

Ejemplos de Cl'Ull~ conservt1otlvo11 aon el Kf'aYitacional )" el f"lect.rost.ático. 

POTENCIAL NEWTONlANO ( u = 3 ). 

En el ca.o de oleu:&entoe atrayéndoee o repel'6n~ de a cQCrdo con la Üf/ de Newtcni (Kello .. ) el 

potencial ae define como el trabajo efectuado por el ca.mpo dC! fuerza ( en el caaro de ca.mpo.11 co~ativoe 

el campo E _. Vt/t) p.ta acarear un elemen&o d99de el in.finiw b~ el p~to P (en -t.e cuo Eb m el 

p\UIW al infinito). 

Y .e fija 41(.Fb =oc.) =O. 

La Ley de Newton del inveno de los cu.-drlldoe dice pr~te que el campo de fuel"Mlo E .abre 

un e&emenw unitario situado~ P(::e,¡,,.a) debido a otro cdenlento en Q(E,fJ,() es: 

doruia r - ll~\1 , F = p -; Q (es decir - el vect.or unitario) y K - una constante que queda definida 

por el t.lpo de campo y la ru.."Ctlit.ud del elemento en Q • 

Ea fllcil ver que el potcnciU <P que genera f'l9t.e campo cm: 

para ello calculanioe el gradiente de q, : 

( E-"' ~-11 C-z) 
""" K ~t ---;r-·---;¡-
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2.2.2 Descornposición de R.iez de funciones sobrearmónicas 

De acuerdo con el TeoT"e'?n.a de de11c0Tn.po,.1ci6n de Riez toda función l'KJÜreu.rmónica no nr.gatlvR p~udn 

repre&en~ como la 111tuna de un potencial m68 una función armónica. 

'Dltorema 8 ("Ieorenaa de reciprocidad) Sea R un abierto de ~ con función de Green G JI aean µ.1~ 

do11 medida.a en 1011 .n'bcon]'Unto1t ch Borel de R . 

Ento,u::e.,s: 

fn.aµdu= faaudµ 
Demoet.racidn: 

U.ando el teorema de Fubini y la simetrta de la fundón de Green tenernoe que: 

J R Gµ dv = J R. (J R G(.:z::, y) dµ(y)) du(x) 

= j R (J R G(r,11) dv(z)) dµ(y) 

= J R (/ R G(y,%) du(r)) dµ(y) 

= J R Gv(11) dit(y) 

• 
TEOREMA 

Dada u juncidn 8obreonndnica en el 11bierto R • JI d11do W aubconjunto abierto de R con ~duro. 

compacta W C R , ~te un.a única ~id11 µ en \V tal que u = Gwµ + h • donde h e11 el mayor 

minorunte onndnico de u en W . (Brelot) 

'reoremo. 9 ( Teorem.a de descOTnpoincidn de Rieaz) Sea R un abierto de E" con junci6n de Green G JI 

a~ u 1'"4 foncWn aobreann6nica en R . 

Entoncc.s erute una única med1da v en R tal que .11i \V e.a U'fl 6ubconiunto abierto con ce'f'TQ.durn. 

compq.cta en R , 11 

donde hw es el mayur minorunte a"'16nico de u en l.\'' . 
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u=Gv+h 

Ilen:iC111tración: 

Sea. {R,} una SUcetiióD creciente de conjlUlt.oft abicrt.oe con cerraduras compactas en R tal que R = 

u,RJ. 

Sean v, y h; una medida y una función a.rtnónica, TCS¡>eetivamente, en R; . 

Por la 01-?rvación anterior sabernos que u= GR, v, + h 1 en R, . 

Por otro lado en Hela:am se demuestra que v, y v,+11r coinciden en los subconjuntos de Borel de R, 

para toda le ;::: 1 . 

Si M es un subconjunto de Borel de R , entonce& { v, (R, n A/)} es una sucesión no decreciente y 

podemoe definir 

t.t(M) = }!._'!!,1.1, (R; nA#) 

Si extendemos a v.1 de manera. que ttea cero en .... R, , entonces v resultará. -.r el Umitc de una sucesión 

creciente de medidas y, por lo tanto, es wia medido. (ver el Ap6ndlce). 

Si Mes un subconjunto de Borel de R,, entonces: 

v1 (R, n Al) = v, (M) """ v,+11r(M) = v,+11 (R,+11r n M) para le ~ 1 

y por lo tanto v(M)..,. v.1(M) .Ea decir v; = vlR., . 

Ahora.,-W unabicrtoconcerraduracompacta W e Ry-u = Gw vlw+hw la~m~ción 

de la oi-rv.cidn anterior. 

~.a j 0 tal que W e R 1 para. toda j ;:: :Jo y corudderemoe aólo esas j's. 

Como u= G11., v1 + h, en R, con h, ai-mónica en R,1 y G11., 11, = Gn, 11,lw + G11., v1l11.,-w , con este 

tlltirno potencial anuónico ~n W, entonces: 

con h~ annónka. en lV • 

Co1Dparando GR, vJlw con Gw v.1lw• tenemos que u puede escribirse: 

u:uGwv.,lw+h'; 

ron h'J IU'DlÓnica. en W . 
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Se sigue de la unicidad de la repr-ntacidn de u en W que uw = v,lw = vlw • 
Ahora suponga¡noa que u ~ O en R . 

Entonces u=- GR,, vfR,, + h, en R, con h, armónica ahl. 

Como GR, :5 GRi+• en R 1 >< R, • para :r E R, tenemos que: 

y entonce& la sucesión { Gn,~• vlR,,+.,} es crPCit-ntc Pfl R, . 

Se aqul se sigue, tornando loa máximos ru.inorantcs armónicos, que h 1 ;::: O • 

La sucesión {h1 +.-. }.-,::;::¡ e< una sUcf'!lión decreciente de funciones armónicas no negatiVIMi en R; cuyo 

limite cxinte y es a.nnónico enR, . 

Pod<>mu.'f pvr lo tanto definir una función a.rrnóniea h = lim.-,_<X> h,+.-. en R 1 , para toda j. Se sigue 

queu=Gv+hcnR. 

Corno el ruma de Gt• ed la función cero, entonce& h en el mm& de u . • 

COROLARIO 

Sea R abierto con función de Green G . 

Una función sobrearn1ónica p06itiva u definida en R es potencial de una medida si y sólo si su m.m.a 

Vea1Dos ahora un teorema que muestra que 1- discontinu..idades de un potencial pueden_. rernovidae 

"quitn.ndo" lUt& p~ueñn. pa.rte de la medida. 

TEORE!\-IA (Evanll ~ \.a..tüe.sco) 

Sea R abierto con función de Green G • etea µ una m~ida. con soporte compacto K e R , y sea 

1•=G1i. 

Si vlK ce continua en zo e K , entonef!fl v es continua en <ro. 

'l'eorerna 10 Sea R un aba~o con función de Green G JI aea µ una Ynft:lula con aoporte annpcicto K C R 

tal ~ Gµ < +oo en K . 

Entor•cea dada ~ > O e_.rute un C"OnJUnto COTnpa.cto C e K tal que: 

(l) µ(K - C) < E 
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(ii)Gµ.\ 0 <.-+.-ooenC 

(üi) G µ.\ 0 es cont$nUA rn R . 

Detooatración: 

Considernmos el pGtendal G µ • 

Por el teon-Tna. de Luzin. (ver el Apéndice). dada. 1t: >O exiat.e un compacto Ce K tal que µ(K ..... 

C) < e y t.al que la. restricción de G11. a C es continua en C • 

PongamOB Gµ. = G #Jlc + G l'IK-c . 

Ahora.. por su definición G µ\K-e.cs s.c.i., entonces G µ\e = Gµ - G µlK-c resulta aier s.c.s. en C 

cuando está restringida a C . 

c. 
TAnlbi~n por itU definición G Ple ~ s.c.i. en C . Por lo tanto G µ\e r-'.ringida. a C es continua en 

UKIUldo el teon':'ma de Evans y Vaasleaco, se concluimos que G l'lc es continu11. en C • 

Por lo tanto. y11. que G µJe ct1 annónica. en R ~ C. tenemos que G 11.\e ee continua. en R • • 

OBSERVACIÓN 

Si R et1 un abierto con función de Green G y si f es una función acotada Lebesgue inteK?"able en R , 

entone.. G / es continua en R . 

Entre las propiedades de los pot.encialn11 de Green para. R una reg\6n, poderuoa dcstaca.r las siguientes: 

O Siµ es una medida con soporte compacto K en una hola B, entonces el lima-•o Gsµ.(:r) =O para 

toda :ro E 8D. 

<> Sea R abierto y conexo con función de Green G y con medida de Lehetigue finita (para n. = 2 

pedimos que R. esté acotado). 

Si / e1o1 una función acotada amdible en R y si lirn•.e;r G(:r, .so) = O pa:ra alguna za E R, entonces: 

)!!1}
0 

G/(:r) =O .... 
DEFINICIÓN 

El laplacja.no y~üodo ~ una función u definida en el abierto R -~ dlw:lo por: 

Si u t:iene eegundaa dC!rlv-t.1111 parciales continuas entonce15 .O.u = 3..u. 



O Sea ~ la eons~te definida por: 

{

2w sin-2 --
""' sin~ 3 

Si R es un abierto c:on función de Green G y f es una función acotada , continua y Lebesguo-integrable 

en R • entonces la ecuación generalizada de Lu.plBCC": 

3.u = -ICnf 

tiene solución u = G f . 
O Si u. es continua en el abierto R y Au = O en R • entonOlW u ea armónica en R . 
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Capítulo 3 

CAPACIDAD Y BALAYAGE 

3.1 CAPACIDAD 

La capacidad es un concepto tnás adecuado que el de medido. para el estudio du la teoría del potencial. 

En esta sección se estudiarán lOll'!I conjuntos "nulos" (de capacidad nula) desde el punto de vista del 

potencial. 

3.1.1 Conjunt.os polares 

DEFINICIÓN 

Un conjunto Z e E" ~ un con.7t1nto polar si existe un abierto U :l Z y una función u sobrearmónica 

enUt.a.lqueu=+IXlcnZ. 

E~plo11 de con]'Untoa polares: 

1) Sea ro un punto fijo de E" . 

El conjunto -( Xo} (!ti polar ya que u,.., la artnónica fundalnental con polo en ro rs sobrenrmónica en 

E" y +'Xl en {.ro} . 

2) Sea (..r3 } una au1..-esióo de punto& dist.int<m en E 3 , 

El conjunto Z = {x1.x3, ... } es polar. 

Sea u(x) = ¿:c, [lx - .r;l\-l UJJ que las e, se escoKen de manera que e,> O y la serie converja para 

.z: e- Z .Definida de esu1. manera u resulta -r aobreannónica en E 3 y u= +oc en Z . 

3) Un ~ento de lineal en E 2 no es un conjunto polar. 

Suponga.n:t.oe q Je existiera uno. función u sobrr...a.rmónicu. en una. vecind..d de I y u = +-x. en I . Como 

la sohrearmonicidad es inva.ri_..t.e a.nt.e ro~ones podr(H.IDOl!I formar un cuadrado de lado igual a. / 1 e I 
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tal que u fuere. ti<>brearmónica en une. vecindad del cundrsdo y u = +oc sobre sus le.dos • Poro, por el 

Teorema dt!l m.4%nno, temlrtB.lllos tu1e. contradicción. 

4) Un KCgmcnto de línea I en E 3 - un conjunto polar. 

Considt>rrmos A. la función: 

t•(r) = ~ U.:r.: zll dµ(z), ;r E E 3 y p. la medida de Lebcsgue unidimensione.1 

Se puede clemm:trar (Kelloga) qul! u= ....-oo cu d segniento de línea. que vn de (O, 0,0) a (1,0.0). 

'I\Mlrema l 51 Z C E" C'!J un con~nto polar, entoncea su medida (n-d1men.sionul) de Lebesgue de Z e.a 

Demostración: 

Sea u sobr•!a.nuónka l:'U un abi1!rto U ::;, Z y +·::xi l:'n Z . 

Por PI TEORE!l.IA 16 -hem°"' 1..1ue u t."=> linite. c.t.p., entonces Z tiene ncccsaria:nente mct.lida de 

LebesRU<• rero. • 

Teorema 2 51 Z C E~ ~·s un conjunto polar, entoncr_, erute unu funcWn $obrea7n1dn.:Ca u en E2 t.al 

que u = +<X> en Z . 

Dt.•1uostr1-.<·ión: 

~a U Vl"<'indad de Z en la cual está definida le. función sobrearmónica t• ta.1 que v = +oo en Z . 

Podemos ronsidcrru- que v ~O en U {si es nt."'Ceti&J'io remplazamos a U por el abieno Un {JI: v(¡i) >O}). 

Sea U, =Un Bo., . Entonces tenematt que Z =U, (U, n Z) . 

Cotu;hlo•rcruos que cada U, es no vo.cfo. 

Cvmo u, e ~ es u.cotad.o, ~ntoDCel'I tiene Íltnción de Green Ge,·, . 

U-.ndo el TcorP,na de dc$compo.nc1dn de. R1ez tenemos que existe una nieJida v, .asociada con u , 

tal q11e: 

v= Cu, v, +h, 

donde h, ei ar1uónica en U, . 

Comu v = +oo en Uj n Z . tenemoe quP Cu, v 1 = +oo en U, íl Z . Y como U, e Bo.; , entonces 

Ge,.,v, S Gn,..,v,. 

En COJUk."ClJPncia Ga0 ., v, es +".'OC en U, n Z . 

Definatn<lti a la fundóu: 

w,(:r) = l
0

., log llr ~ 1111 dv,(JI) 
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(Ea decir "'' es el pot.enci.l loguit.m..ico de ..,, excepto por una conat.ant.e y, por lo tanto, 1»; -

eobreannónlca en ~ ). 

Definida de el!lt.a manera w, = +oo en U, n Z ya que: 

y Ga ... , tv.J =+oc en U.J n Z. 

En re5utnen tenemos que: 

(i) wJ es eobreramónica en E2 . 
(ii) w, ;?: O en Bo,, . 

(ili) w.J = +oc en UJ n Z . 

Como cada u,, es finita c.t.p. en Bo. 1 entonces existo un punto ;r0 E Bo,1 tal que -oo < w,(.r0 ) <+oc 

pa.ra toda j. 

Consideremos la serie E b,u·,(zo) tomando las b, 's de manera que sean posit.ivas y la serie converja. 

Definamos a u= Eb,w, en E2. 

Entonces u = +oc en Z . !l.lostrcmos que u ~u.Ita tier sobrea.rmónica. en E 2 o, equivalentemente, 

que u es eobrearmónica en cada Bo.,. 

Sea k un entero positivo fijo. 

Parft. j ~ k, tenemoe que 1L'.J ~O en Bo., :::> Bo.11. 

Consideremos la siguiente descomposición de u : 

Jr-1 """ 

u(z) = ¿b,wJ(.r) + Eb,w,(.:r) :re 8 0 ,,,, 

J-1 ,_,,, 

La. &Ullla finita es lk>hrcannónica ya que 1- bJ 's son pcmitivaa. 

Las colas de 108 series fonnan una sucesión creciente de funciones sobrenrrnóniCILll no negativa.e (en 

Bo,111) y sabemos que el U:rnitc es idbnt.ica.rnentc +ou o sobrca.rmónico en Do.,.. 

Como la BC:rie es finita. para ..:ro E Bu,1 C Bo.1c, podem~ concluir que la serie ea sobrearmónica en Bo,111 • 

• 
Teorema 3 Sea Z e E" ron n ~ 3 . 

Si Z e3 un conjunto polar 11 G u la funcWn de Green para E", enton.ce.s ezaate una medida. µ en en 
tal que el potencial Gµ C'.9 +oc en z. 

Dern0111tra.ción: 
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Por hipótesis hay un abierto U ::. Z y una función aohTCannónica en U con u = +-x; en z . 
Consideremos que v ~ O 1~n U . 

Sea v la medida RSOC:iada n. v y " U por el tf"Orema de ruez. v = Gu u + h , donde Gu ett la función 

de Green para. t" y h es e..nuónica en C.: extendamos u a E" poniendo u(-.. lt) =O . 

Sea {U,} una succ:1ión cn.-ciente de abiert08 no VU.CfO!'I ron ccn-o.duraa co1upm::tas t.uJ que 

E"~LJu, 

y sen. {G, t la. sucesión correipondiente de funciones de Green. 

Si 1,;, = U~r_·,, entonce-:.; 1~,(U,) = v(L',) <+=para cu.da). 

Ahoro •~Xt<'ndemOR u, "E"" poni••udn 1~1 (-.. ir, l =O. 

Si ponemos 1•, = G u, . to>htonccs v, ~O y VJ es sobrea.Tmónica, ya. que u,(E") = v1(U,) < +oo. 

Consi<.krc1uos la Higuientc rt>pr•>:Sentación de v : 

t•=Guu+h=t•=Guu,+Gp vf,_,._l' +h 

Y ulu-L., vn.lc cero para IJ, . 

A><i ¡u~<i•~mos ~cirbir a v ; 

v = Guu1 + h; 

en U, con h; arruuuicn en L', . 

UsJU1do el TEORE:\IA 5 del CapCtulo 2 tenemos que Guu, = Gu
1 

u, + h;• en U, . 

Por otro lado corno v = +oo en U, n Z , entonc.-es Ge u, = +oc en U, n Z , de donde tenemos que 

Gu
1 

v, = +oo en u, nz. 

O.... lu. mistua 111a.ncra "' = Gv u, ~ Gu
1 

u, = +=en U1 n Z de donde obtrnem06 que v, = +oo en 

i;J ,¡ z. 
Sen y un punto fijo de U 1 tal que v,(11} < +rx:i para. todn 3 y 8ea {e,} un11. sucesión de númcr06 

positivos tftl que Ec,11,(y) converge. Defina.mO!J u= 2:c,1•1 . 

Como IPB v, 's son funciones sobrearrnónicas no negativas y u(y) < +oc , siguiendo los pe.sos de la 

demostración (h~I teorema anterior, obtenemos que u es sobrearmónica no negn.t:iva en E" Y u= +oo en 

z. 
Fiu&l.ruente, \lllando el Teorr.Tna ~ de . .ou:OTnponc1dn de Rie~::, llegamos a que hay una. medida µ. en 

E" y una función armónica h tales que 

u= G~' +h 
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Como u = +oa en Z • entoncetJ Gµ = +oc en Z. • 

y.., sabelllOI q'"' lm. conjuntos polares tienen medida de Lebesgue cero. Ahora dem:riban::aoe roú de­

ta.lladaunen~ su "ta.ntaño". 

COROLARIO 

Si Z es polar, cntonct"8 r¡u inten;ccción con cualquier ~fera tiene rut..>d.ida de supuerlicie cero. 

l>em05tración: 

Sabe1u~ que ex.Uite una función f!Obrcannónica u tal que u = +CXJ en Z • 

Tomen:lDti unu. bola cualquiera D y conHidrremoe¡ Z n 8B . 

Como u es integrable con respecto a la medid~ de superficie en 8B • entonces Z n lJB tiene ncc::esari­

arnente medida superficial coro. • 

OBSERVACIÓN 

Bajo ciertas condiciones las funciones sobrcarruónicas se pue..len e:x;tender sobre conjuntoa polarea: 

() Sea R es un abierto y Z es un polar de cerrado relativo u. R • 

Si u es una función sobrearmónica en R,....., Z y localmente infcriormente acotada (ver el Apéndice) 

en R • entoncet1 tiene una ex:tellBión ünica a R . 

() Corno con:tecuencia de lo anterior• si h es una función armónica en R -... Z y localmente acotada 

en R , entonceB h tiene una 1\nica cxtenaión armónica h • a R . 

3.2 BALAYAGE 

En esta sección estudia.DlWJ el concepto de bala.11age, propuesto por Poincaré para resolver el problema 

de Dirichlet. El ba/aynge ca un prot;ef!O de "sua.vización .. de una función RObreannórUca. 

DEFINICIÓN 

Sea R un .bierto de E" t..-on función de Green G . 

Sea tR. la clase da las funciones t1<>hrearmónica& en R y flCa u una función sobrearmónicit. no negativa 

en R. 

Si E es un subconjunto de R se define la siguiuente familia de funciones: 

·~ =- {v E tR: V~ o en R, V~ u en E} 
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Se define la n!duUe o función reducida de u relRtiva a R corno: 

• .\. pesar Je que ,l?'J.: es el úi.firuo !!.Obre una fn.inilin. de funriones ~hrearrnónicas, no~ necesn.rhunente 

una función .iuhrcu.rmónica.{ Como ejemplo tenemos a la armónica fundamental con polo en O • Si 

R = E 3 y E= {O) . ,R'S = +.x: en E y O en R-... E). 

La faznilia 4•E no es "-ncfa }'a. que u E 4>E; . A<lemds O :S ~ :S u . 

Ent:otu.·f'fi Jfl';; > - . ...,,.; y ,R'¡; no puede ser +oo l"D ninguna ca1upoocntc de R yu. que -t.4. mayorada 

por u (éA d~ir. ,ll.';;; :5: u, por .::u rlPfinidón). 

Vc.uuoiH c¡ue ,El.'¡; es hipern.rmúuk,, en R. 

Si t• E .z.¡:. untonceH: 

11(.r} ~ L(v: ::r:,15) 

2: L{.R'k: .r,li) 

8iem.pre que 11~.a e R (si ,lq; es medible}. 

Ahora. el c.:.njunto { v(.z:) : V E <l>S} está RCC>tado infcriormcnte por Le ,,RE : ::r:, 6) • y si 1Is,6 e R 

entonct.~: 

..RE= inf v(.:i:) > LC,RE: ::r:,6) 
"EO•i: -

En resumen sólo hace falto. la a.c.i. para que 11.'k sea sobrcn.rmónica. 

DEFINICIONES 

(> l! na. f.unilia >I' de funciones definid- en R O!J dangida por la ~uenta si para cada par u, v E .¡. 

existe w E '11 tul que u 2: tL• y v 2: w. 

OCna faniilia .¡.de fundolleH 50hreartnónicns en Res :u:iturad~ s1: 

(i} u.ve.¡.~ min {u,v} e"'· 

(ii) u E >11 ===$>u• E llf con u· definida. de la l'Uguient.e manera; 

{ 

u enR-B 

u•= IP(u,B) en B 
para alguna. bola B tal que 7i e R 

OBSERVACIONES 
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O Si 11' es una. faniilia aatlll'9da de funciones sobrcanuónicaa en el abierto R. r.ntoncee el inf...,e+ u es 

una función idénticiuaent.e igual a -.:te o annónica en cada cornponete de R. 

O Si. u es una Funl;:;ón r-1 extendida en D e E", la rcgul~ión inferior ü de u definida corno: 

U(.:r) = ~ infu(11) :e E 75 
veD 

es una función 11.c.i. 

O •E es una familia saturada de funciones en R - 1!:. 

Lema. 1 La regu.laruacidn inferior Jl~ de ,R.'E ra .:1obniorTndnica en R. 

Adenl.4.:1, 1f~ y .RE: cumplen úu .riguaentes propiedades: 

(i} u ~ ,#l'k ~ ft~ ~ O en R. 

(ii} u =,Rg en E. 

(iii)u =,ll'k = :;l~ en el mLmor de E. 

(sv} fl.E = :ñ';;. ~ R - r y .son GrTndnlCCla en R ....... 7::. 

Demostración: 

(i). (ii), (üi) son trivtWea. 

Que 7l: sea sobrearmónica en R se 11igue de la obelervac:ión anterior. 

Probemoa (iv). 

Si .ll"k es armónica en R-.. E • entonces PE es continua en R .... E y conclufmOl!I que ,ll'k ""' :R';;. en 

V corno 4-1.; es una familia saturada de funcionC'!S l!Klbreartnónicas en R -.. 1!1 ~ enton(:O!I ';¡l~ es ar­

mónica en R . • 

De acuerdo con lo anterior 'R~ difiere de ,#lE; sólo en la frontera de E. 

Además saberuos que t>n P.liOll puntos ,ll'j;; > :ñ~ , 
DEFINICIÓN 

La. función ft~ es el Wavagc o rqrulari.uicidn inferior (en R ) de u ~pecto a E • 

OBSERVACIÓN 

Sean u y t• funciones aobreanoónh:aa no negativas en R . 

Se cumplen las siguientes afirtn&Cionetf: 

(i) Ec Fe n~ )1:::, ~ ft~. 
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(ii) U $ V ~ ~~ .. $ :ñ~ .. 
(iü) ~::.~=:_!!e =::_; Jl e · 
(h.·) .Re ::'."::= .Re + .Re · 
("·) K compact.oc R ==> :R~ es un potcndnl. 

Demostración: 

Se. E e F . Entonces ·~ e .¡;.~ y tenCIUOfi qun ~ $ p¡... . 
1 i l s .. obtiPnc tomando lo. rcgularizn.ción inferior de ambos ladot1 de la. d-lgualdad; (ii) y (Ui) se 

obtienen de ma.nl"..rn similar. 

Abara, si fe <l>E; y ge C>f;, entonces f +ge .z.s+" y fi~+ .. s,RE ....... :::;;. f + g. 

Fijr.mDB o. g. 

Calculando el promrdio: 

A (:ñ;;+« : ;z:, s) s A(/: .:r, 6) + A.(g : .:r. 6) s /(r) + A(g: z, 6) 

siem.pre que 1J ..:.6 e R . 

Considerando al ínfimo sobre f e •E: tenemos: 

Como lus promedios son continuos eu R.s = {y : d(¡,,-.... R) >O} , entonces al tomar el lhnite cna.ndo 

15 ,;,. O obtenemos que 

ft~+"(z) $ 'fi';;(.r) + g(z) 

Si bacemoe lo mi.timo para g , obtenetnos finalmente 

Paro. dcmORtra.r (v) debemos mostrar que el m.m.o.. de :;R~ e:s cero. 

Primero tomrmOH n u a.cotada. 

Sea Ro cualquier l.'OmpoOPntc de R y - ..r0 E Ro • 

Sabemos que la funrión de Gr<'t"n en Ro cs G(.:ro, ·)IR., y que el m.m.a. <le G{ro, -)!Ro es la función 

Como G(z0 , ·) CH sobreannónicn en .Ro y estricta.mente positiva ahJ', tiene un lnfimo estrictamente 

poeith-o en Ro n K . Entonces para a.lgu.n2' ). > O tenemos que .\G(.:ro, ·) lll":l.yora 11 u en Ro n K y la. 



función: 

~ -{ .>G(zo.·) en Ro 

u enR--.Ro 

pertcuece a •K; entonces OS :;R:, 'S,ft"K .S AG(.ro.·) en Ro. 

~: lo t.a.nto el m.m.a. de ft~ lno es cero para cualquier Ra componente de R . EA decir el m.m.11.. 

de ,ll.K es cero en R . 

Considerenioe ah.oro. que u e11 no acotada en K . 

Por el Teo~a de de-'conipoaicic:fn de Riez sabemos que u se puede expresar corno u= v + h donde 

v e11 un pot.encial y h es armónica en R • 
_., - .. 

Ahora., C"Omo O S ,,RK SftK ~y ves un potencial. entonces ,ll.K es un potencial. V usando la 

prilllera parte de la demDHtració~~ K ~ ... un ~=ncial ya que h está acotada en K • 

SabemOtil del inciso (iv) que ,ll.K .S fiK + ,,RK , y como la swna de dos potenciales es un potencial, 

entoncea concluimDlfl que ft~ ea un. potencial. • 

OBSERVACIÓN 

Usando al balayage &e puede dCJDOHt.rar que si Z e E" es un. conjunto polar y .r0 'l. Z , entor.:::ee 

existe una función sobrcarmónic.a v = +-oo en Z y v(.ro) < +oo. 

Como consecuencia de esta ob:iervación se encuentra que hay funciones t10h~nicas linit..s y 

discontinua& (U= V/\ (v(.ro) + J) ). 

3.2.1 Capacidad. y potencial capacitarlo 

DEFINICIÓN 

Se dice que un abierto R e E" es adm.uiblr- si: 

(i) tiene función de Green 

(ü) existe un conjunto polar z. z e an . tal que lilnv-•E8R-Z Gµ(11) = o para toda medida 

µ con soporte compacto en R . 

Tomemos la réduit.e Je la función const.ant.e 1 con respecto al compacto K e R . 

DenoteJDos a ,ll~- y a -;R~ por WK y VK reapectivamente. 

De los teorcm- n.nt.erioirea agbem08 que: 

(i) 1 2: l\>.K :;;:. VK 2: o en R 

(ü) VK es potencial en R 
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(iii) \VK = 1 en K 

(iv) 1 = \.-\-•K """' VK en el inteTior de K 

(v) lVK = VK en R - K y llC>D arrnónica8 en R - K 

(vi) limv-.aeltR-z V(y) =O excepto posiblcmonto para .z's en un subconjunto polar de 8R. Y on el 

CIVIO de que R sea un subconjunto no acotado d,,. E" con n ~ 3, llmuvR-+ao VK(Y) =O. 

Lema 2 \"K e.11 r.l potencsal de un.a niedida con .11oporle compacto~ 8K. 

DemDHtrración: 

Por (ii) sabemos que VK rs potencial de u.na medida cu R . ea decir VK = Gµ. 

Ahora, VK es armónico en R ..... éJK por (iv) y ('\·), ent.oncett usando el TEOREMA 6 del Capítulo"} 

ubt.cne111os que I' (R ,..._ 81<") =O. • 

Lema 3 VK e.• rl muyor potencial de las m.edidas µ con .11oporle compacto en K ta.lea que Gµ. ::; 1 en 

R. 

DetuOtllración: 

Sea µ una medida. con es.ns carai:::terfsticas. 

Corno Res adnlisible, entonces limv-•EBR. Gµ(y) = O excepto posiblemente para :z: en un subconjunto 

polar Z de IJR (en caso de que R sea. un subconjunto no ac:otado de En con n ~ 3 , limllvA-+oo Gµ(y) """ 

O). 

Sea u=Gµ. 

Como u S 1 en R. entoncett limw-•EDK u(y) S 1 . 
veR-K 

Considl!remos u. una v E 4' }e y a la ñmción v - u . 

Como " ;;:: 1 en K y s.c.i. en R , entonces: 

lim iu! (v(z) - u(y)J ~ O 
u-•ED(R-K) 

ll'ER-K 

excepto posiblt•mentc para :z: E Z . (Eata desigualdad se comierva para R un aubCQnjunto no e.cotado de 

en con n ~ 3 cuando \\Yll - +oo y y E R -.. K) . 

Como v ~ O y u S 1 ~n R , v - u ~ acota.da iu!criormente en R . Corno u ca armónica en R - K , 

v - "° es aobrea.rmónicn. en R - K . 

En Hetm. t1e demuestra., que con est- condicione11, entonces v - u ;::: O en R ..... K . Como v :::: 1 :::: u 

en K , v ~u en R pars toda v E •k . 
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Pc.r lo tan10 n·,, =.ll}c- :;:::: u .-n R y,~-"' que u e3 s.c.i. en R. eutonccs V,., = 1\"K ~ ¡¡ t?n R, • 

DEFINICIONES 

Sea K subconjunto compacto del admisible R . 

O Llaniamoa a VK el potenrm/ c:upacitaMo de K . 

0 A la medida Unica µ¡.,; ¡mra la cual \..."K = GµK la llanuuuos le. di .. tribucidn capacitu.na para K. 

O La c:a~cidad de K "'lati\'a al adm.isible R, denotada por P{h-) , está definida com.o 

con .C(.,) =s O . 

O El rnapeo capacitano es la tru.nsformación que a cada compacto K le asigna la función WK 

Consideraremoa ahora a VK(r) y WK(z) como fwtcianes Gel compacto K e R con R y :r fijoa (aunque 

no escribiremos la variable .:r). 

OBSERVACIÓN 

Consideremos a W K como una función del compacto K e R . 

W K tiene 1- siguiente& propledadll!lll; 

(i) Monotonía: K 1 e K2 ~ WK, :S W1e., . 

(ii) El mopeo c.apocitario K - WK es continuo por la derecha: 

Sea K es un compacto contenido en R . Para toda e > O existen un abierto U tal que si 

K e K1 e U para K1 comp.cto, entonces WK, - WK <e . 

(Equivalentemente si {K,} es una sucesión decredente de conjuntos compactos, entonces WKJ 

"rnKJ) 

(iii) Subaditividad fuert.e: WK,uK~ + WK,nK~ :s WK, + WK~ • 

Lema 4 Si K ea un .subconjunto compGCto ikl adrnUible R , entonce.s la capacidad de K (relatit10 a R 

) e.stá dada por: 

.C(K) = sup {µ(K): Gµ.(K) :S 1 en R, µmedido con soporte en K} 

Dernoetracidn: 
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Sea U uo abieño coa. cmradW'a com~ tal que K e U e U e R y - v ..,. "'O'. 
Sabenios que v - el potencial dll UD& miad.ida v y que v-= Gv = 1 en K . 

Sean µ 1 y µ, doa matid- con 111>por&e c:ompacto en K tallm que Gµ 1 S G""2, S 1 ea. R. 

U.ando ol teorema de reciprocidad (TEOREMA 7 del C.-pftulo 2) obw.mo- que: 

Siµ. es una medida de soporte compacto en K y Gµ. S 1 en R, cntonc:es usando el LEI\.JA 3 (de este 

capitulo) tene~ que Gµ S VK = Gµ.K. 

Por lo tanto µ.(K) S µ.K(K) =P(K) .• 

Ahora se l!Xtender4 el concepto de capacidad. a conjuntos no compa.ctoa {conjuntoe de Bore1 y conjuntos 

anaUtiC09) de manera •imllar al p~ de conmtrucción de la ~ida de ~. 

OBSERVACIÓN 

La función ,C finita y no negativa definJJa eobre la c1- de conjuntoa compactoe K del admisiba. 

R , tiene las aiguientee propiedad.-: 

(il) Si (K,} - una •ua.ión d-=:nEiente de conjuutoa compactoa y K """ nK; , entonces 

,C(K) ,_ lim,_,_ P(K;). 

(iil) P(K1uK2)+ PCK1nK2) S.C(K1)+ .C(K2). 

Demostración: 

La afirmación (i) se sigue c:le la propiedad. de monoton1a. de la función WK . 

Demamtremoa (ii). 

Sea U un abierto con cerrad.ura compacta tal quo K1 e U e l7 e R. 

Si v denota la distribución capacitaria de U• enton~ VU- - Gv y v tiene .oport.e en BU. 

AdernM, Gv = 1 en U y t.&ulbitm en cada K,. 

Ea claro que vK. """W"• en BU e R-... K,. 

76 



Usando el teoNllla de ndprocidadi y el m.:bo de que .., U.. M>pOrte en BU ~: 

p(KJ) -- f Gl'dµ.K, = f GµK,"" 

Debido a la contlnuidad por la derecha del m.a,-, caparitario ( K - WK ) tenemoe que ""~K, l. lVK 

l,. entonces: 

/;(K¡)- f WKdv"""' j VKdv= j GµKdv= j G..,dµK =J::(K) 

Probemoo (lU). 

Sea U un abiert.o con cerradura c:omp9Cta U C R que contenga a K1 U K2 y -a.., la dinribucidn 

capacltaria .,.... lJ . 
Uaaodo el teorema de reciprocidad y el hecho d1t que .., tiene soporte ea. 8U C R - (K1 U K:1) 

obt:enelDam: 

= JcvK, +vK .. >""" 
P.aando a los potencialne y aplicando nuevamente el teorema de reciprocidad obtenemo9 (ili). • 

DEll"INICIONES 

()SeaEcR. 

La capacidad interior de E 911 define por: 

,C.(E) = sup { .C(K) : K compacto, K e E} 
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Si E ea compacto, entonces ,C.(E) = ,C(E) • 

Se puede derooetrar que ¡:;' .. es una función real extendida. monótona en el sentido: 

E e F ~,C .. (E) S,C .. (F) 

y no negativa 80bre lu. dw>e de t.odos l()fj subconjutos de R c-on ,C.(~)= ,G'(0) ""'O, 

OScu.EcR. 

La capacidad eztenor de E, denota.da por ,C•(E), se define por: 

p•(E) = inf { ,C.(U) : U abierto, U ::>E} 

Se puede demoetrar que ~· eB una función monótona no negativa definida aobre la el.- de loe 

subconjuntc. de R . 

O Un subconjunto E de Res capacdable si ¡C" .. (E) =¡C•(E) en cuyo caao el valor oom\ln ea la 

co.pac1dad ,G'(E) . 

~rnoatr.clón: 

Que loe abiertoa sean cap.cit.ables es inmiediat.o de la ~ción. 

Ahora. sea K un compacto. 

SabelI108 que ,t:;.(K) = ,C:(K) . Debí.do a la continuidad por la derecha del rnapeo ca.pac1ta.na teDemo9 

que dada e> O existe un abierto U tal que •i K e K 1 e U entonces ,C(K1)- ,C(K) <E, donde K 1 -

compacto. 

Por otro lado, gT&eiaa a que: 

.C(K) =P.(K) S.C .. (Ul = sup ,C(K1) :S.C(K) + t: 
K,.;:.u 

entoDCeB para cualquier abierto V tal que K e V C U telM!llD05 

,C.(K) S,C.(V) $,C.(U) 

y ent.onces: 

,C(K) =P.(K) $ Jg~ ..C.(V) S..C .. (U) $,C(K) + t: 
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ESTA 
'\lllll 

TESIS 
DE U 

NG DEIE 
BIBLUJTECA 

Pero, como el miembro de la in.itad °" ,C:•(A-) y f! es arbitraria, conc:lu!moe qu" 

.C(K) ~,C.(K) ~,Cº(h") 

• 
DEFINICIONES 

<> Un subcor\iunto de un t:apacio de Jfau.adorff (••er rol Apéndice) - un ;l(~-conJUnlO t1i es unión 

numerable de conjuntos co1Dpactoa. 

Un subconjunto de un etipacio de Hausdorfl' es un ,,l<,,6-conjunto si es interaección numerable de ,,I<,, 

conjuntos. 

(>Un subcunjunto E e E" es un conjunto /f< -onalitico si existe un espado de Hauadorff rompB.<'to 

X • un ,#C".,..-subconjunt.o D de X y un rn&peo continuo / de D a E . 

En particular loa subconjun~ compactos rle E" son K-analtticos (b-ta tomar a/ como el mapeo 

id.;ntidad de un compacto en al mialuo y • X ""' E" ). 

OBSERVACIÓN 

L. claae .#<de Joa aubconjuntoe ,#<-anaUtiCIDl!ll del abierto Res cenada bajo unionea e intersecciones 

y contiene a 106 borelianos de R . 

"IOorema 4 (Cboquet) Loa aubcon,1Untoa ¡#'\ -analíticoa del abserto R .'ton capocitable.t. 

Demoetración: 

Sea E un 11ubconjunto Ji<- R.11n.Utico de R contenido en un comp&C'to C t.u.J que C C R. 

Debemos mosUILI' que ,t:::•(E) = tmp{,C.(K): K comp-.cto, K e E} • 

Como E es ,1(-analttico, entonces cxist.e un cspscio de Hawidorff compacto .. Y • un ..l< .. 6-subconjunto 

D de X y un ma.pro continuo f : D - E tal que f(D) = E . 

Sea r e D x e e x x e Ju. gráfica de f . 
Entonces E = P .. r , donde P~ eR IR proyección continua de X x C sobre C. 

Además como D es un ~.,.15-subconjunto de X , entonces D x C es Wl ,l<.,15-&Uh'-"<>n.iunto de X x C . 

Moutrernoe que r Cfl reln.t.ivarnente cerrada en D X e . 
Sea la sucesión de puntos de r definida por { Czn, f(xn)) : n E N} que converjo al punto (z, e) E DxC. 

Como z .. - z. entonces por continuidad f(z") - f(:r). 

79 



Ademú ~que /(:z:,.) - e y que Ces Hauadorff, entonce8 f(::e) - e y (z, e) e f'. 

Ea decir f' es cerrada relativa a D x C . 

Por lo tanto existe un subcoajunto rcrrado de X >< C tal que r es In. interBe<X"ión de él con D x C . 

'lbmemos este subconjunto cerrado de X X e. como r la cerradura de r en X X e cr """rncn X C)) 

Como r es cerrada y D "" C es un ,,#< .. ,-eubconjunto de X x C , entonces r ee un .J< .. 4-eubconjunto 

deXxC. 

Para el conjunto E e X X e . definamoe 

Usando la unicidad. de la proyección P,. : X x C - C _, puede demoetrar que q,• - una capacidad. 

exterior eobre los subconjunto. de X x C , que f' t!l8 ,.-,·-capacitable y que entonoes E .,. P,.I" e& capacitable. 

Ahora. consideremoe a E subcoajunto ,#(-analUico de R . 

Saberno. que E e UCJ doade &o. C; '• 900 •ubc:onjuntoa compact.c:w de R • 

Sea E; - En C; . Enco.ac.- E - nEJ y ,t:r(E) - •UP; P-(E;). 

Conaideremcw a una..\> O t&I que ,C•(E) > .\. 
Entone:- exiate una io &al que P-(E,.,) > Á. 

Como E,.. es un conjunto .#í-an.Utico contenido en el compacto C,.. e R, entonces E,. -cap&cltable 

y exiate un compacto K e E,.. tal que .c·cx) > .\ . 
Por lo tanto: 

C-(E) = sup { C-(K) : K compacto, K e E} 

y E es capacita.ble. • 

Enunciemoe a.lgunoe reui.lt.a.doa importante!! que caracterlzan por su capaddad a Jos conjuntos polares: 

O (Cortan) Un aubcoajunto de un conjunto admisible R es polar si y solo &i tiene capacidad cero. 

<> (Evan.s) Si Z es un subconjunto polar compacto del conjunto admisible R con función de Green 

G , entonces existe una medida I' tal que Gµ = +oo en Z y Gµ < +oo en R - Z. 

O Sea Af un subconjunto de Borel del admisible R con función de Green G y aea. µ una medida en 

R. con µ.(Af) > O tal que Gµ. esU. -.cotada en R. 

Entoncea Jl,f no es un conjunto polar. 

O ( Cart.An) Sea ,F' una fiunilia de funciones sobrearmónicas acotada. inferiormente en R. 

Entonces v = inf {u : u E F} difiere de su regularlzación inferior V a lo más en un conjunto polar. 
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Si E - un aubconjunto del ablerto R y u es una función flObreanuónica 110 negativa en R • cntooa:::s 

la redulte PE difiere del baiayace ":li:. a lo mú en un BUbconjunto polar de BE. 

Ejemplo 1 (Capacidad elect:roU;0..1Uc::a) ~oa materialea rnetdlaco• tienen ta P"'f'iedad de que 

ltU CDf"yQ.'I ettttncaa ae pueden mouer librenient~ en ~l bajo la influcnc'ia de un campo de fuerza elktrica.. 

Tales materia.lea .:>n llamados conductoFe11. 

Se.a B 1 un conductor rodeado de una superficie conductora S2, la cual eat• conectada a tierra ( es 

decir: tPlsa = O ). Inicialment.e S-:J est.6 d~gada. Pongam.os unA carga e ~n B1 y veamos lo que pasa. 

La carga en B 1 induce una carga en Si C- decir, 1- ca.rg- de Si - re.colDOdan. debido a la pr-.cia 

de la carga en B 1 ). Eata reorganización de carg- concluye cuando se alcanza el equilibrio (e. docir, 

cuando la fuerza el6ctrica neta eobre e.da carga - cero). 

Obtenemos entonces un campo E en E 3 con potencial tP tal que: 

donde r = Hz - (11 ea la d~a de un punto :e E E 3 a un punto ( en alguna de 1- dos superllcielll, w1 du 

y w:a da eon Ju funcionea (continuas) de distribución superficial de carga en S1 y S2 rempect.ivamente. 

Ahora llevamos a ~ al infinita. Supongamos que entonces 4' converge a un limite 4',_ tal que: 

i) 4'_. .. armónica en E 3 fuera de 5 1 • 

ii) 4'-. """'O en oo. 
iil) lfloa .,. una conatante en S 1 • 

iv)q,_. ~ J dµ....,,(() donde µ,_ ea la distribución de la carga e en S 1 </ dµ,...(() - e). 
~ r ~ 

DEFINICIONES 

• f/)00 .. el pot~ciGl de equüíbrio para B1 cornmpondiente a la carga e. 

• µ.00 - la di.atribucidn de equilibrio correspondiente. 

• 4'00 ls, - Voo• 

Se puede demoatrar que V 00 ca proporcional • e : 

3 una constante e_. tal que e """ c._ . v._ 

• C....,, es la caporid.od de B 1 • 
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CAPACIDAD DE UN CAPACITOR ESFÉRICO. 

Sea B1 la bola au-rada oon cent.ro en el o.-igen y .-adio o . 

Sea e la carga en D1 • 

Poi" simetría la distribución de cquilibrk> l'oa ~bre 881 debo aer uniforme con rC8p4llCto al ~ at 

decir µ._ = tv dtr con UJ una constante. 

Dre hecho comu: 

e= J u•d<r = 4.,.-a2 w 
8Bo 

. 
w= 4wo.2 

Por lo tanto el potencial de equ.üibl-io ee: 

Nuevamente usando la sianetrí~ t.eneanOB que 41.,,., es invariante ante rotaciones. Por lo tant:o exist.e 

una función f de una variable t.al que: 

.¡._(r)-/(lzl) 

Por ouo la.do sabemos que el laplaciano en coordenadas esféricaa (ver el Ap6ndice) de una función 

con •imetr(a radial es: 

v•.¡._ - v• / - -t. (/'(r) r2)' 

donde r .,,. Jzl . 

Pero corno,¡. es annóu.ica fuera y dent.ro de la -t'era 8B1 , tenem~ que: 

{

A sir>c 

f'(r)r2 = 
B ai r<o 

pu-a ciert.- A y B coost.a.nte&. 

~lviendo la ecuación diferencial obtenemoe que: 

/(r)-{ sir> a. 

~¡ r< a. 
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Como (/>00 = O en oo , entoDOelS A1 = O • Ademú 4'.,.,, es continua en cero, entonce1 B """' O • Y en 

lzl - a tenem09 que -~ = Aa • 
En rmnunen: 

con e un.a constante. 

Ademas: 

de donde conchúmoe que e = e • 

Entonces: 

sir> a 

sir< a 

si lzl >a 

{ 

¡z¡ si lxl 2: a 

.. _(.r} 

; ai lzl ~a 

(tP ... es cfectivaniente un potencial de equilibrio). 

Como tjJ_. - ; en 8B1 encontrai:noe que la capacidad. de B1 EB: 

C..,=a 
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Capít;ulo 4 

EL PROBLEMA GENERALIZADO 

DE DIRICHLET 

Sea R W1 aubconjunto abierW acocado y no VBC.fo de en. 
Sea/ una función r~ extendida definida en 8R. 

El problerno generalizado U Dsrichkt consiste en construir una funddn &nDónica h en R 

correspondienr.e a la runción de frontera /. 

Sabemoa que adn en el ClllK) en el que Res una bola el problema. de Dirich.let no tiene .-:eitari&Dlente 

aolucidn, por ejc1Dplo si f es un• funcidn dieoontinua en la front.cra. 

En este capítulo coWJtrutmoa una BOlucidn formal para eJ problema de Dirichlct. a través del nlC!todo 

de Perron- Wiener-B~lot . Luego estudiaremos la relación entre la 90lucldn obten.ida y la función de 

frontera.; et:itu Doti 11~ a <"OnBiderar loe COOC't"ptos de puntoa regulare.s d4f! front~ y de nu!JdUJa aMndnico.. 

4.1 EL MÉTODO DE PER.RON-WIENER.-DRELOT 

El siguiente método soluciona el problema generalizado du Dirichlet para la función de frontera f . Es 

llaznado rnét.odo Perron- W1cnn--Brelot (PWB): 

DEFINICIONES 

() Una (unción real extendida u es hiperannónú:a (htJHlOTTndnú:a) en R ai es sobrearmónica (auhar­

rnónical o idénticamente +oo (-oo) en cada componente de R. 



(> La daae ~de /M~ p r de la función / en 8R eaU definid• ,_.: 

{u : u hlpeT&nnónica en R , lim inr.,-,., u(11) ~ f(:r) para toda z e BR • 
J.f/ = wER 

u aco~a inferiormente en R} 

La cla.se anferaor ~/ determinada poi' /es: 

{u: u hipoarmónJca en R. llmsupu-z u(11) :5 /(:r) para toda :z: e BR • 
~/""" WER 

u acotada superiormente en R} 

O La •olucidn auperior del problema generalizado de Dirichlet para la función de frontera / es: 

7lr(:r) =- ~~ {u(z): u EPrl 

Hr(:r) = aup {u(:z:) : u e~r} 
•ER 

Notemoa .acun- propiedad.- para 1- componeni- de R . 

Sean W una componente de R • P)faw la claae superior y 71';" la solución auperior relat.lvam a la 

componente W. 

Veamoe que P.ri'aw,.,. P1lw""" (u\w: u ep¡} . 

Tonreruoa una u e P.>faw . 
Sea la funclón u• delinlda por: 

enW 

en R-W 

Definida de .. ta maneta u• ePr y u= u•lw . FM decir P}f8w C µ-1\w • 
Ahora tomelDOll a u EJ.Jr y a una z e 8W. Entone.- :r E 8R y: 

llm J!!f. u(11) ;?: lim J~J. u(¡,o) 2:. /(z) 
w.::W 51ER 

Por lo t.ant.o u\w e.U)fnw Y P1lw c.UJ'raw · 
De lo .nt.erior 1teaigue que "Il~~BW = 1l1lt.V . 
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Ea decir es suficiente considerar eólo a las compooeotea de R . 

l>em0&tración: 

Consideremos a R C"Oncxo. 

Si J.."r c..-ontiene sólo a la funcióu idénticamente +.-..::. • entonce:¡ 71 I = +oc. 

Supongu.m~ que i.,·, ront.iene una. íunción no idénticamente +:x:i en R. 

Entonceg 11 r = in{ {u : u E .U¡ , u sobrearmónicn. en R} • 

Demoe>tremos que el conjunto de las funciones sobrea.rmóniCOB de ,l.11 forma una fatnilia saturada. 

De esta manera H I será o idénticamente -oo o BTmónicn en R . 

Sean u 1 y U:z dos miembrOll eobreannónicoa de ,lf r . 
Si z E 8R , entonces: 

llinJ.!l1:.(rnin{ui(y),u:z(J1)}) ~ f(z) 
wER 

Como u 1 y u:i están inforiormente acotadas, también min { u 1 , u 2 } est.11. o.cotada. 

Por lo tanto min{ui.u:z} e,v1 . 

Ahora, si u es un miembro sobreannónico de ,lf¡ y El ca una bola 11 e R , tenernoe que la función 

definida por: 

{ 

/P(u,B) enB 
u•~ 

u enR-B 

es un miembro sobrearmónico de Pr· 
Y como u• ea .:>brearrnónica en R • tenemoa que: 

lim J.!lf. u•(y) = lirn "~"' u(y) ;;::: f(,z) para rnda .r E R 
\IER \IER 

• .\.demá& u estll R.COta.da interiormente por la misma. constante que e.cota a u . 

Por lo tanto loa miembros eobrearmónicoe de ,f.! r forman una flUDilia saturada... • 

DEFINICIÓN 

Si 111 = il..r y aJnhftfi MOR armónicas en R, entonces f es llamada funcWn. frunt~ Fl:.S'Pluhva y 

H r = 71 ¡ = H.1 es llamada la .solucWn ge~uada d.#! Dtnchkt pa.ra f. 

Cuando '°l contcx'to no - prP.Ste n. confusión, dirernot' ~implemente que f es reanlutivo.. 
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Leaaa 2 Seo R un ~nto de~~" acatado. 

Si J - gen 8R ezcqolo pU4a en un~ polar de 8R • ~: 

Demostración: 

CoDBiderenioa a :r E R . 

Sea la función sobre..rmónica v tal que v = +oo en el 11ubconjunto de 8R donde / " g y v(:r) < +IXl. 
Corno R e9 a.cotado podem~ conaiderar que v es positiva ahf. 

Sean u EPt y ff >O• entonce9 u+ ffV pertenecer .. a Pt y a ,JJ9 • 

Por lo tanto. como Y 9 (%) S u(z) + ffv(:r) para toda ff > O entonces H .(:r) :S u(z). 

Ahora COIDO u puede ..- cualquier función en ,lJ I , obteoemoe que: 

El argumento anterior ee sirnAt.rico. De ID&Dl!l'a que ee obtiene la igualdad. • 

Teorema 1 s- R un. abierto QCOtodo de E". 

Si J iu a.cotada en 8R JI t:Ute una /unci6n a"1Wn.ic.a h en R tal que lim..,-s h(JI) = /(:r) para toda 
vER 

z E 8R • entoncea J e.. reaolutiva JI Ht = h. 

I>mDo.tradón: 

CotDO / - .cotada entonce9 h t.ambWm. por el principio del mrnimo. 

Ent.oncea h pertenece a lJ r y a ~/ y 711 :S h !:: IL1· . 

Por lo tanto 711 ""' h = H 1 y como h ee annónica. entonces / es frontera r~lutiva. 

En particular, si h es anoónica en una vecindad del compacto 8R y se aplica el ~todo PWB a 

hl811 • entonaw la .:>lución m la dMMd&. • 

OBSERVACIÓN 

Sea R un abierto acoud.o de E". 

Sean / y g 90n funciones realem ext.en.did- definid- en 8R. 

Y sea e un numero real cualquiera. 

X..- funcione11 frontera reaolutivaa forman una. ci..t lineal: 
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(i) Si/,_ e en 8R. euto~ / • ...-oluüva y Ht - e en R. 

(U) 71/+c =-711 +e Y Ht+c =H.t +e. 

Adenláa, •i Jea ~lut.i~ entooeee /-+-e.- ~lutiva y Hr+c-. Hr +c. 

(iii) Si e:> O, entoo<:eH 71c/ = CRr y~/= cHr. 

Ademé&, si fes hl&Olut.ivn., entonces e/ C111 reaolut.iva y 11.,r = cHr. 

(iv) Si f ~ g, entonces "'Rr ~ H 9 y H 1 S ~. 

(v) 7f_/ = -711 y si J es ~lutivn., cnt.onceQ -J es resolutiva y H-1 = -111. 

(vi) 7l t+it s 711 + 71 • Y H 1+ 9 '2: H.r +H. · 
Además si/ y g son resolut.ivftS, ent.onoes J + !I es rC110lut.ivn. y H1+1t = HJ + H,,. 

l.Aima 3 Sea R un abierta acatado de E" . 

Si {/; l ea una auceaión de fundonea ~ ~oluhviu que converge uni/onn~e a f , ~ 
f e:r ft"ontero. ~aolutiun 11 H¡, converge un•farnaeniente a Hr. 

Demostración: 

Si 11/; - 111 < E • entoncet1 f < IJ +E y 111 ~ 711, + E • 

Análogamente H 1 ;?: 71 ¡, - E. 

Por lo t.e.nto: 

y la sucesión {H1J} converge uniformemente a 711 < +oo. 

Del mismo modo ae obtiene que { H 1, } converge unifonuement.e a JJ..1 •. 

Ent.onccs '111 ~ H 1 y f es re110lutiva.. • 

OBSERVACIÓN 

Sea {/;} ee una sucet!lión creciente de funcior.aeit .&ont:.era.. Sea/= Um;-co /; y 711 1 :> -oo en R. 
Ent.oncee 711 = lim,_<><> 71 ¡ 1 • 

Si además { /,} es una sucesión de funciobe& &entera resolutiVllB, entonces '111 = H¡ y / • re.olutiva. 

si Y 1 (o H._,) es fini~ 

Lesna 4. Si u ea una /unci.dn #Uba1"'Pn6nica a.cotada en el a.bterto acotado R tol que f(%) = funw-,.. u(y) 

erute pana toda. % e 8R , en.ton.cu J e.a una .fu~ }ron~ ~olutivc.. 
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Demostración: 

Como f es a<..-otada, tenemos qua 711 y H 1 mrtúi .cotadas. Entonoes 711 y H 1 aon armónicas. 

Claramente u e ,6..1 y u S H 1 • . 

Enwncc.'9 liminf•--H,CJI) 2: Uminf•-.s u(11) = f(z) para toda z e BR y por lo tanto H 1 ep1 . 

Entonces tenernos que H.1 2: 711 , pero -hemos que H 1 S 711 . 
Ea decir, H 1 '"'" 711 y f por lo tanto ee reaolutiva.. • 

OBSERVACIÓN 

Sea K un compacto de E" y aea f u.na (unción continua en K . 

Dada e: > O , existe una función u que es di(erencia de dos funciones continuas subarmónicaa definidas 

en una bola que contiene a K tal que sup•EK l/(:r) - u(:r)I < e:. 

Teorema Z ( Wáen.er) Si f es uno /uncWn conhnua. definula aobn:- la /rof'Uero 8R MI abierta acotado 

R, ~ton.cea f u ~olutt'va. 

Denl09tradón: 

U..rernos el hecho de que 8R .. comp-=to. 

Por la obaerv.cidn anterior sabemoe que dada una bola B :> 8R , existe una función u , que ei11 

diferencia de d09 funcione. w y v continuas y subannónicaa en B, y que aproxima a f uniformemente 

en8R. 

Por el LEld.A 4 (de elite capitulo) vl 8 R y wl8 R t.enernoa que 110n "'90luUvas. Entone... la función 

ul1ut - vla~ - wlaR - ~lut.iva. 
Y como ula11 aproxbna a f unlfurmemente en 8R, usando el LEMA 3 (de •te capitulo) c:ondulmc:9 

que f es remolutlva. • 

E.te resultado nos dice que cada función &onterq, continua / determina a una función armónica H / 

definida en el abierto -.cotado R. 

Para t..lea funcionas frontera tenemoa que: 

en c.Bi toda. la. puntos%' e 8R. 
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4.2 LA l\.IEDIDA AR.MÓNICA 

Sea R abiort.o acotado. Coru;.idé...- el ~de Bona.ch (ver el Apéndice) C(BR) de t- funciones 

oontinu- en el compacto BR con la norma de /E C(8R) dada por 11f11 = sup !/(z)I. 
Como yn virnoe. del teorema anterior~ <"a.da fe C(8R) determina una función armónica Ht . En 

particul.ar si :res un punto fijo de R, entonces c-.ada f E C(OR) determina a un número real H¡(z). 

Coosideremoe ahora al mapeo L,. : C(8R) - E' definido por: 

L,.(f) = H1(z) 

Este ma.peo .-esulta ~r una funcional lineal positiV"'- en C(BR). Y, como conaecuencia del Uorenaa. 

de ~entacwn de n~z: parn juncsonale~ linealu acota.da.• contanuaa {ver el Apéndice), existe una 

medida unitaria tlnica µ,. en loe 11ubconjunt.ot1 de Dorel de 8R tal que: 

H¡(z) = L,.(f) = J f dµ.,. para :s: E R, fe C(BR) 

OBSERVACIONES 

Sea ..Fo la colección de oomp-=to. de 8R . 

Fo es cerrado bajo inte1"91!11Xiunes finit.aa y contiene a BR. 

Un aiatema P de subcoojuntoa de 8R e11 Uarnado un d-.riaterna si: 

(i) BRe,G, 

(il) Si E,F e¡:;, con E e F entonces F ..... E e P. 

(iii) y si para toda {E,} sucesión creciente se subcunjuntos de ,G, ee tiene que U, E, e p. 

Sea d(Fo) el d-sist.nnu~ rnM pequeño que contenga a. Fo. Sea tT(,E'o) la n--&lge.brn. mM pequeña que 

contenga a Fu. 

Se puede demot1t;ar que d( Fo) = n-( .'"o). 

Lema 5 Si f es uno func~n Bard-na.edable a.cota.da inferwnnr.nte (o .supenorrnentr.) en 8R. ~o~a 

H ¡ = H 1 = f f dµ~ paru toda z e R. 

Dernoetración: 

Sea Fo como se definió arriba (corno R es ac.otado 10:1 compactos son loa cc1Tados). 

90 



Si Ce'º , ento~ que exiat.e una auoemón {f.1} de funciones cootinuas no negativas en 8R t.al que 

f.1 l. Xc ( Xc t'B la función car&oeterfSt.ica de C ) con O $ fJ $ 1 para cada;. 

Die la obeervación al LEMA 3 (de este c.,,n.ulo) t.elll'!moa que Xc ea w1a función &ont.era reeolut.iva 

y entonces: 

Hlli:.-(.:i:) = j xcdµ. si .:i: e R 

Sea P la colección de conjuntos E C 8R tales que Xc es resolutiva y Hlli:•(.:i:) = j XE dµ,. para 

.:i: e R .Por el tllt.imo resultado sahemott que Fo C P . 
Ahora. coruo Xon ""' l y hw funciones constantes son re90Jutivaa entonces BR E p. 
Supongaznoa que E,F eP con E e F. Entonces XF-E = XF-.\.E ,y como ~F y XE NOn reaolutivas, 

entoncea "-F-E es reeolutiva. 

Por lo tao.to t.en.enwa que: 

Ea decir que p es cerrado bajo diíerenci• propia111. 

Ahora supongamos que E, es un• sucmi6n creciente en P y --. E - U, E:í. 

I>e la o'-rvación del LEMA 3 tenemoa que x E es reeolutiva y: 

Ea decir, P es cerrado bajo uniones de aucesiones crecientes. 

Por lo tanto p es un d-siatema que contiene a Fo . 
Entonc:ee /G ::> d{/Fo) y ~ contiene • loa 1;1ubconjuntos de Borel de IJR de ahí que la. función 

caracterCstica de todo subconjunto de Borel de 8R - ~lutiva. 

Entonces cualquier funcidn .tnnplc Borel-medihle x en 8R eF resolutiva cun Hlli:(.:i:) = j xdµ. , z E 

R (ya que puede ser aproximada uniformemente por combinaciones lineales de funciones c-.aract.rct'Últlc:as). 

Y si fes wia función Borel-medlble no negativa en 8ll , entonces existe una. sucCJHión { /,,} de funciones 

simples Borel-medible11 tal que O :S f.1 S J y f.1 T J. Usando otra vez la ot.ervación al LEMA 3 y el 

Te.o~ rU: la converyenda dum•n.cula. tÜ! Lebeague obt.enelUOlll que: 

Si / etlJt.á a.r.ot.ada. sólo inferionnentc por a , ent.onom aplican:los el resultado a J - n. • 
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Sea f Borel medible en 8R y sea "'' una componente de R. 

EntoncetJ fes resolutiva con respecto a R y f\aw t"tl ret10luth'a respecto a H" con soluciones de Dirichlet 

Hf y H}r .. _ ret1pectivan:rente. 

Sabemos que Hf = H'fi .. - en "' •. Do ahf que el valor de H1 = Hf en un punto x e W es 

independi~nte de lus vnlon.'t' dt? f en 8R ,._ 8\V . 

l>ur lo tanto µ"" {DR ..._ iJ\V) = O paua. todn. x E lV . Esto es, ca.da. Ji,.. tiene aoportc l!R la frontera. de 

ln. componente que continnu 11 • .z: • 

Usando el mi.arna argu.inent.o tcne1nua que µ'.,,v es la. medida ar1nónica relativa a ;;r y a lV, eotoDCe!i 

µ';,,v es la restrieción de I'-,.. a DW • • 

OBSERVACIÓN 

La cluse ,F .. de lut:i conjuntos de la forma (E ...... N) u (N ....... E) , donde E ca un subconjunto de Borel 

de lJR y N CH un subconjunto de Dore! de lJR de µ,..-medida cero, ca una t"Y'-t\lgcbra de subconjunt.oa de 

8R. 

Sea F' la más pequeña dl." rst.a.s rr-élgcbra.8. {,E" incluye a los tiubconjuntOH de Borel de élR). 

Como cadaµ .. tiene una extensión Unica n. F'.s lo mismo es cierto para ,I?. 

Denotamos a la extensión deµ,. a F porµ.,,. 

DEFINICIONES 

O Los conjuntrn; en .E' liDD llamn.ci09 µ-med~lea y las funciones reales extendidas rclativaa a ,F aon 

llaniadas /uncionea µ-mediblea. 

O La medida µ.,, en .E' es llamada la medida anndmc.a relativa a .R y a .;e • 

O Una función f , que sea µ..-medible en 8R , se dice que es µ-integrable si es integrable con respecto 

a.cadaµ,.., ::e E R. 

T--.018 3 (Drelot.) S~ R un abserlo aco'4do. 

Una función de fron,kru f #Uf ~uluhva ai 11 adlo .si ea µ-integnible. En eate csuo 

H¡(z) = j I dµ2 

pana toda. z e R. 
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4.3 LOS PUNTOS-FRONTERA REGULAR.ES 

DEFINICIÓNES 

<> Un punto z e 8R - un pwnta--Jrvnt-~ si: 

En ca.o contrario z ea un punto frontero ~r. 

Cuando el cont.ext.o no ae premte a confuaaón • diremoe simplemente que z .- n:gl4lar. 

<> R - Wl~ regidn ~r (o Dirichlet) si todo punto de 8R es regular. 

<> Una Jwación w - una bcanwna en ;i: e BR -1 w -~ dditlid• en W n R para alguna ~nd.d W de 

:e y IJi cumple •las siguientes condicioneB: 

(i) w ,.. .:>brearmónica en W n R 

(ii) w > O en W n R 

(ill) lim .:W~R w(v) - O • 

OBSERVACIONES 

O (B~) Sea R un abierto MX>tado. 

Exlat.e una bu-rer-a en z e 8.R si y 96lo •i hay una función poeitiva atn>ónica h en R tal que: 

para toda%' E 8R, con z .¡. %'. 

() Sea R un abierto IM:IDUdo. 

~h(11)-o .. ,. 
lim .'!!.· h(11 i > o .... 

(i) Si f .U acotada superiormente en BR y hay una barrera en :e, entonoe9 

lim =~ 711(11)::; lim =~ /(11) 
vE..R •EDii 
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(ii) Si f eit1t.4 acotada infurionnente en 8R y hay una barrera en :z::, entoncas 

lim.,i!!,f,.,ll.1 (11) ~ lim .~. /(w) 
wER 9E0ff 

<> Do la. obscrvuci.ón a.11terior se desprende otro resultado importa.ote: 

Sea R un abierto acotado tal que exiat.e u.na barrera ll'ln ;r E 8R. si / es a.cotada en 8R y continua en 

:r:, entonces 

~_p~1l 1C11> = J!m,H1<11> = f(x) 
11ER 11ER 

'Ieorem. 4 Seo R abierto acotado. 

Un punto :z:: e lJR ee un punto frontera regular si y aók> si hay una barrera en :z:. 

DetQ081.ración: 

La suficiencia se desprende directa111ente de la definición de punto frontera regular y ele la dltilna de 

las ot-rvacionea. 

• 

Dernoatremoa la neo::csidad. 

Supongarnoa que x es un punto frontera regultu. 

Definainoa a la función: 

ni(y) =\\11-xl\ y e R 

Definida de esta manera H ... (y) ~ 1111 - xll y H.,,.. reault.a tll'!I' una barrera en x si Um.,_,,. H.,,..(y) =O. 

Pero corno x ee un punto frontera regular y TTI. ce continua en 8R entonces tenemos que: 

~ H-.(11) = ni(x) - O 

Loa siguientes son criterios de rcgularid~ de un punto en t.énninos de la naturaleze. georoétricts. del 

abierto Jl. 

Lema 8 Si x ea un punto ,/rrm.tenJ. ~ar paro el ab.--to acotado R y Ro ea un .,Jx:onjunto abieT"to de 

R taZ que :z: e 8Ro, en.ton.CU" :z: ea punto Jro-ntero ~ar para Ra. 

I>emoet.ración: 

s.at.a. notar que una banet"a para R tambit:n es barrera pe.ra Ro. • 

Teorema 5 (Poincan!) Sea. R un a.baerto acotado. 

Si x E 8R y e:riste una. bola B tal que B n R =s 0 ti :r: E 88 , entoncu x ea un punto fro~ regular. 
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Demo.tración: 

,.,.------aR 
(___..,.. ! 

! R 

_...- ... ~B 

·~,; 
~---. 

-\ 
\ 

\ 

~- ./ ---
Fiaur• ._l: La bola taacente 

TuDlimD09 una bola concenida en R y taos-ate a 8R en z; podemoe considerar que 88 nBR - {z}. 

SI B - s.,,. • exiate una coa.st.nte e YJ que u. + e - O ( Uy la función armónica fuodUDODtal con 

polo en 11) en 8B. L. fuDcidn w = -(u.,+ e) - una barrera en z. Por lo t.nt.o z m un punto-&ontera 

,..w.r.• 

Lema T Si :r ea un punto-.foont,era ~r para el abáerto acotado R C E2 con la propiedad de que M11 

un ~ die neta I e- R con z cotno ~. ent.onoe.. z e• un puftlo-fnm,tenl ~· 

Dernoe:tración: 

Conaidcl'l!!rnoe a z corno un numero complejo. 

s-.a-s •. a unabolatalqueinlJBJl&.•y6< 1. 

La función log(z - z) puede de&nU.: de manera continua en B - I tomando la rama a Ja lugo del 

rayo que comienza en z y en la dirección de l. 

Sea la función w definida por: 

w(z) ..., - Re [i~(.a-l _ :r)] = 
loJICfz-zf 

llog(;s - z")f1 

Definida de -ta tulUlera tu ea .:»b~nica en R n D ya que es Ja parte real de un... función analítica 

enRnBytu>OenRnB. 
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R 

Figura 4-2: El aegmcnto do rec:t.a. 

Ea(~ ver que llrn.é~s w(z) =O y, por lo tanto, w es una. barrera en :e. • 

El \mn.a anterior se puede extender pidiendo la. mciat.encia de un continuo l (en vez de la existencia 

de un aeguiento de recta). 

TEORE:M.A ( Lebeague) 

T&orema 6 Si :r ea un.punto-ftvntnu paru el abierto acotad.u R C ~ con la propiedad de que ha11 un 

continuo de puntoa l e- R con z e l , entoncea z ea un punto-/rvnteru regular. 

En particular ai R ea un conero .riniple, entoncea ea un.o. ~dn ~r. 

El 11igujent.e resultado elimina. la. dependencia. de las dimensiones. 

Teorema T (Zareniba) Sea el oba.erto acotado Re~ (n ~ 2). 

Si z e 8R y h.o.11 un cono adllda y cCJT"O.do trt&fK'odo cantenado en ..... R con vl!rt.ice en. :r • enton.cea :r 

e.5 un punto-jruntera regular. 

OelnOdUación: 

Aunque el cono esté contenido en .... R puede aer que toque en más do un punto a i;JR .Roduciendo 

el Mgulo del cono podemos a8untlr que i;ólo intcnect.a a. 8R en {z}. 

Sea G,., dicho cono H6lido cerrado con ~ice :r tal que para alguna p >O, Cs n 71,.,.,. n R - 0 
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Figuro. 4-3: El cono truncado 

Seo. Ro= Ru (B:a:,p ........ C:a:)-

Entonces .x ~ un punttrfrontero. de Ro :::; R. 

Si mostran1os que x es un punto-frontera regular para Ro, tendríamos, usando el LE:ii.IA 7 del Capítulo 

4, que es regular para. R. 

Para mostrar que .x es regular pnra Ro es suficiente 1nostru.r que hay uno. función sobrcnrmónica 

positiva w en B.r.,p ..... C:a: para la cual lim yei!.-..!.c. w(y) = O. En otrns palabras, es suficiente probar que 

x es regular pnra B:a:.p-... Cz.. 

Consideremos que R = Bz.,p ...... C,,. 

Sea la función: 

m(y) = lly-.rll ye 8R 

Como en la prueba <lel TEORE]...IA -t..7 tenemm1 que H ... (z) ?: llz - xi! >O pura. z E OR. 

Como H.,,.. es nrmónicn en R , sólo necesitamos mostra.r que lim;;r.R H.,,..(::) =O. 

Por el TEORE]...IA 8, todos los puntos frontera de R, excepto quizás x , son regulares. Como ni es 

una. función-frontera continua tenemos que: 

l~ H,n(Z) = llY - xJI y E 8R ...... fx} 
•ER 

Sea R2 = {.r + 2(y - x): y E R} y sen r(y) = l(y - .rl] pnra Y E 8R2-
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J~/~Cir-
( R .... \ ··--... \ 
\ J ·. , 

·······--.....•............ -------------··/ 

Figura 4-4: La vecindad del cono 

Consideremos lo. solucidn de Oirichlet Hr correspondiente a la región R 2 y a la función de frontera r. 

Claramente nt = p en 8R n 88,.,,p y r = 2p en 8R2 n 8B,.,,2 p. 

Definamos a la función u en R2 ,_ { z} por: 

{ 

H,(y), 

u(y)= 

r(y) =//u-xi/, y E tJR2...., {.r} 

y otra función v en R ....., { x} por: 

v(y) = u(x + 2(y - .r)) 

En 8R2 n 8Bz..2p tenemc- que u = 2p. 

Además v = 2p en 8R n dB,,,,,p . Como u satisface el principio del máximo en R 2 entonces u !f a:' < 
o= 2p en lJRnaB,,,,,p. 

Si incremanta.mos o' Ja desigualdad no se afecta siempre que Q' < a:. 

Consideremos entonces que a' /o > ~ . Entonces u S a' < o en 8R n 8B:r:,p• En el resto de 

8R - {.r}. tenemos que u= (4)v < (~)v, o sea u< (~)ven OR-.... {x}. Usando que u - (~)v 
&.i: armónica en R y que lim sup:;;J [u - (~) v] :S O parn toda y E DR .._ { z}, se puede demostrar que 
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u-{~)vsoenJL 
En-

u(11)S (~)u(z+2(u-z}),.... (~)u(211-s) ueR 

Por lo tanw tenemoa que: 

lim sup u(11) ::5 e~) lim sup u(211 - :r) = e~) liID sup u(v) w-• a v-• a v-• 
vER vER 11Ell 

Y. corab al /a. < 1, enwncea: 

llm ~ u(v) .- lim =~ Hr(V) =O 
IJElt .-EA 

&to - C\Ullple iDdep.nclientetneft&e da p >o. por lo t.anto Um:E*I H,..,(a) - O. • 
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Capítulo 5 

FRONTERA DE MARTIN 

Se sabe que una función armdnica. positiva on una bola. puede t>er expreaada por Ja integral de Poisson a 

través de una medida definida sobre la frontera de la bufo .. La Te.orla de la .Fh:Jntem de Martsn generaliza 

es~ resulta.dos. 

Sea R abierto conexo R e E" y :ooea h w1a función annónica positiva oiobre R. 

Se11. ~~1 el baJoyage de h. 

Considérese la 8Ucct:1ión crt...-cientc de abiertos f R,} ~~ cerradurHS compactas R.i e R tal que R = uR,. 
De las propieda.Hdea del bn.Jayage tenemos que h = .llR, en R,. Ahora como 7i., e R y 7f., es compacto 

sabemoe, tazubi<m do los propiedades del balayage, que existe una medida µ, BObre R tal que: 

h .. (z) = l G(11.z)dµ,(y) .re R 

Y como :R~~ = h armónica en int (R,) = R, y, nuevamente U.SIUldo llUi propiedades del balayage 

tenemos que ,Lln, es armónica l"h R -- 71.,. Por lo tanto, uoilUldo <!I TEORE!\ilA 5 del Capitulo 2, 

encontramos queµ, tienf! soporte eu lJR,. _,, _,, 
Pero, como deinostramos a rontinuación Rn, = fi'R,. 

Si h e:is an::nónica positiva y R. ert el conjunto de las func:ionCft sobrenrmóniC&B ent.oncea: 

4>~ = {v E R: v ~ 0 en R, v ~ h en EJ 

R2,- = inf{r• E .P~.} = h 

O seA ..R,,, = h en R, de la misma manera se uLtfone que ~, = h en R.. Entoncet1 ,.R'J,
1 

=..iR~, y 
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~.-~,,eaR. 
De -ta manera tenenlo9 qua: 

Consid.e:...-e ahora a % E R 6j&. 

Como la función de Green - anula en la &ontera ae puede decir que: 

G(11, z) - O cuando 3 - ex 'fl e 8R; 

de •t. manera ~ µJ - oc para mantener el valor de ~'. 
Entone:.. {µ1 } -..fa no acot.da y no - -perarf& que existiera alcWL limite µ para laa µJ '•· 

Sin embarso Martin propueo lo siguiente: 

Sea z 0 e R 1 fija. Sabem09 que para z e R y 11 E lJR, : 

doade 

M(z,11) =- ~<:.·:!) 
y y VE .....U...O ele R. E e R teoemo9: 

µ;CE)= l G(y,zo)dµ,(l,) 

EnlQncee - puede definir el w• - linUte de las µ; •a como µ.. (Ver El Ap6adjc8) 

A!Mwa., aop,.
1 

C OR1 y aop,.
1 

se .,expande" con j - oo.L. teorfa de la Frontera. de MIU'tin co~ 

un conjunto compacto R""u, ttt.l que R e ~"' , donde 1- funciones M ( ·, x) ~ extendidas continuamence. 
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De tnlUICI'& que ae tenga: 

h(z) = J. /.-I(y, z) dµ.(y) 
BR¡.. 

5.1 LA FONTERA DE M.ARI'IN 

Seu. R abierto conexo Re E" con función de Green G. La cone:ridad implica. que G >O en R x .R. 

Considé:re;e que el punt.o al iufinit.o pueda pertenecer a 8R pero no a R. 

Se define: 

E(R) = {/: R - (-oo.+oo] ~que/ es continua de manera extendida} 

DEFINICION 

R'- es una ~pactVicacWn de R si: 

i) R es un subconjunto denao de R• 

ii) La U>pologfa correspondiente re11tringida a R coinicide con la original 

6 ~ R9 '":" R _, llama la fronteTV. itko.l de R relativa a R•. 

DEFJNJCIÓN 

Sea /C E(R). Una c:ornpa.ctificación R/ de R ee un• /- curnpact.i/icact.6n si: 

i) Cada f e /tiene una eJ1Ctensión continua ¡• en R/. 
U) ¡• y f separan puntos de 6.p R/-- R (ea <kcir. 6i z, y E 6,am z 'f'- JI, entonces f•(z) oF ¡•(y) ). 

Afortunadamente existe un t.eorem• que garantiza la. eJtiatencia do ESTAS c:ompact.iflcaciowm. 

TEOREMA. (Con.11tantineacu, Cornea) 

Si /C :E(R), entonces R tiene una llnica /- curnpact1ficaci6n, salvo un homcomorfismo. 

El desarrollo de la. teorfa de l\.tartin requiere de cot.aa para l&B razones del tipo ~ , donde V es un 
ftv 

abierto V e R y w es una función sobrearniónica en V. Eat.as cotas ee obtienen en función de las cot-.a 

de w en av. 

S- Fe R, F abierto y no polar. 

S-V=R-F. 
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Si w e 'J;. se define: 

{
~en lJF 

wv= 

Oen 8R 

De esta manera si wl 8 .,.. es una. función continua y acotadad en 8F. entonces wv está acotada en 8V. 

y wv es resolutiva pn.ra V con solución de Dirichlet H:;v. 

Sabemos que 71.'; = H::v en V. 

Corno F no es polar 8F tampoco lo es, y algti.n punto x E 8F debe ser punto regular de frontera 

para V (de otro modo no existirían barrerns en x). 

Ahora, por el TEOREMA !) del Apéndice: 

J!..!?1 fi;..(.r) = J!.m,HYv(x) = 1 
"ev 11 E.t~ 

-· entonce:.J ,RF > O en V. 

Si a S w ::S ben DF, entonces la S wv S lb y tenemos: 

aS ~F S b en V 
,RF' 

para x en V 

Lema 1 Si K e., coTnpacto con K C R, \.V es una vecindad de h- con. W e R. y x 0 E K, entoncea 

{ 
G(y,x) • } 

sup G{y,xo): x E J\., y E R...., W < oo 

Demost.rnción: 

Sea. U una vecindad de K tal que F = fJ e lV. 

Entonces F no es polar. 

Ahora G es continua en 8F x K, además G > O. Es decir existen constantes a, b > O tales que 

a$ G(y,x) S ben 8F x K. 

Sean z E l\.- fija y V= R - F. 

Demostraremos que ;R~(·,.rJ = G{·,.r) en V. 
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Figuro. ~ 1: La. acotación 

Si y e 8F, entonces lim~E,.itG(z,.x) = G(y,x); si y E 8R, entonces Um~EJG(:z:.,:r:) =O excepto 

quizás en un conjunto polar. 

y 

Entonces tenemos que: 

}!!:!}, H:;vh~} (z) = G(y, x) y E 8F excepto qu.izds en un polar 
•EV 

}~ H~v<-.~> (z) =O y E 8R excepto quizás en un polar 
•EV 

de donde se obtiene: 

~~ [n~vh:s:) (z) - G(z, .r)] =O y E DV excepto quizás en un po~a.r 

Sabemos que G( ·, x) está. o.cota.dad fuera de toda bola con centro en x, entonces la expresión entre 

corchetes está. a.cotada en V. 

Como además esta. expresión es armónica. en V, entonces es idéntic0.J'1lente cero en V por el CORO­

LARIO (Bouligand) al LEMA 6 del Apéndice. Es decir: 
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1 

\ 

Figur1t 5-2: El conjunto F 0 

Sustituyendo en ln dt...>sigu1tl<lad que encontramos má.s arriba obtenemos: 

paru. .r0 e R 

• 
DEFINICIÓN 

Sea .r0 E R fija. Se define oo de manera que: 

Fo = {y E R: G(y, .ro) ~ cto} 

sea crompnctu. 

Ahora, F'l ;;é"' yn que .ro ~ Fo. 

Por la ,;s.i. de G ~? t.ir.ne qu<? Fil •!:> cerrado. Y yit que existe una bola que contiene a .x0 tnl que 

G( .. .L't)) P~Hi í\Cotndn ru~ra do? ·~sa bola. SP. ti~ne <(llC Fo t-":>Ui. acutndo. 

DEFl:N'ICIÓN 

•t>; \-x.-:x:) - (-·:X::.~l-o.,... ~)es una funciún tnl que 

iJ •I> E,C:il-:x:i,+-x:) -
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il) ... (t)= { 

iii) •I>"(t) $0 

t, t $ ºº 

1 
ºº + 2· t ~ ºº + 1 

Demostremos que u(y) = •I> (G(y, .ro)) es sobrenrmónicn. en R. 

Por la mWlera en que está. definida <lt (G( •, xo)) es constnnte en una vecindad de .ro, entonces es 

sohrearrnónicn Wií. 

Si x ""°' .ro. entonces: 

~u= el»' (G(-, xo)) ~G(·,x0 ) + •!>" (G(·, .ro)) (t. (8~1 GC-. xo)) :;z) 

Como G(•,:ro) es armónica en R ..... {;ro}, ~u. :SO en R-.. {:ro}. 

Por lo tanto•[• (G(·, .ro)) es sobreartuónica. en R. 

Ahora como •I> e,C2 y •l>(G(·,xo)) es constante en una vecindn<l de x 0 , entonces •I>(G(· .. r 0 )) tiene 

segundo.:o; derivadas pl\I"cialcs continuas. 

Hay que notar también que <l>(G(y,xo)) = G(y,xo) si y~ Fo. 

DEFINICIÓN 

Sea el conjunto: 

L.\. ~I-compact:ificadón dn R : R~1 • es la. co11ipactificac1dr1 de Alartin. 

~-" = R:;,1 ...... Res lo. frontera de ,Wartin. 

Ahora dada y .; R se toma: 

Esta función tiene extensión cont.inun u. n-.,., parn cndn .r. ;:: R. Es decir. lim~;¿~ k(:: • .r) pn.ru. .x E R 

está clefinida pu.ro. cndn. y E ~.\.f· 
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DEFINICIÓN 

Sen. x E R, para cada y E Ll.,.,, se define: 

K(y,x)-{ 
k(y,%) ye R 

K(y, ·) es lu. función ,fe Afurtin con polo y. 

Lema 2 Sea K(y, ·) la funcidn de Alartin con polo y • 

a) Si. C es un compacto C C R y F es ccTTU.do F e RM -.. C, entonces: 

sup {I<(y.x): x E C y y E F} < +CXJ 

b) Pum cada y E 6.M I<(y, ·) ,._, annúnica en R. 

e) I< > O y continua de manera extendida "'n R¡1 x R. 

Demost.ración: 

<> Probemos primero (a). 

Sea el abierto W e R con W e R tal que C e J.V . 

Es suficiente probar que sup (K(y, .r) : .r E C y y E R'.\1 ....... l.V} < +CKJ, es decir tomemos F""" R¡,. .... 

w. 
Sea el abierto V tal que V e R y Fo e V. Para cada y E R ....... V tenemos que: 

entonces pore el LE1'.IA 1 (de este capitulo): 

sup { K(y, x) : x E C y y E (F ....... V) n R} < +CXJ 

Como K(y, x) es continua en (F n V) x C entonces: 

sup {K(y,x): .r E C y y e (FnV) nR} < +oo 

por lo tanto: 

sup {K{y, .r) : .r E C y y E F n R} < +oo 
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Figura 5-3: Otra acotación 

Ahorr\. si .e E C y y E A.u, cntoncet1: 

K(y,.c) = j~ K(.::,x) 
.aER.-\V 

y entonces (por lo anterior K(.::, x) está acote.da en (F n R) x C) tenemos que K está acotada.el en Fx C. 

O Demostremos (b). 

Sean los llbiertos V, \.-V tales que V, W e R y W e V • 

Sea la sucesión {Yn : n E N} C R.- V tal que limn-c:x>Yn =y. 

Por el inciso anterior las K(y .. ,.) están uniformemente acotadas . 

.Arlemás con10 \.-V e V tenemos que las K(yn.x) = <!> ~ry .. ~,;o)) son funciones a.rmónicas de .:re \.-V. 

Como f.;(y, ·) =limn-ev K(y .. ,·) en lV, entonces K{y,·) es armónica en W. 

<> Consideremos ahora a (e). 

Como K(y,x) = •l>(~r;,;0 )) en R x R, tenemos que K(·,·) es continua. en R x R. 

Demostremos que K(y',x') es continua para (y',x') E .Ó.Af x R. 

Sean los abiertos V, lV to.les que V, W e R y x' E \.-V e W e V. Consideremos K(y,-) como función 

sobre l\.r para y E R~\.I ....... V. 

Entonces { K(y, ·):y En;, ....... V} es una fo.mitin de funciones armónico.s uniformemente acote.das y 
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---~ 

/ 

por lo tanto una familia equicootinua (Hebna). F.. da::U, Vf!. >O 36 >O tal qum: 

llz - z'll < 6. 11 e ir.., ..... V=-> IKC11.z) - K(11,z')J < i 
Ahora. ai llz - .z'IJ < 6 en.tonOlll9: 

IK(.,,z) - K('l/'.z')J < i + IK(11.z') - K(11.z')I 

..-•11ew..,-v. 
Corno K(·,z') tiene ext.enaidn continua• R"'M' entone.-: 

lilD K('l/,z)..,. K(J/,z') 
( .... ,_, ...... 

Concluímoe entoDON q1.1e K • continua~ r.,. x R.. 

0 Demoeuettl09 que K('I/, ·) > O en R 'rlJI e r..-. 

Si JI E R - Fo, entone81: 

K(11,zo) - .~~~~;!)),... 1 

Si u E Au, ent.onoee K(JI, zo) = lim •e•R:",.. K(z, za) """ l, y como K(11,-) es an:oónica en R, entonce& 

K(11 • ., >o en R si 'JI e l!ti.M-
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Si 11 E R. cnt.oncea K(¡,1, ::e) = •~«~.~o)) > O para ::e E R. • 

Lenaa 3 S1 f E J..I 1f f• es - ~continua aabrr. R;,,. ~ 3Jr.1,.l.:¡ naedi4aa art'1 •~ 

CO?npactaa en R talea que: 

Oem011tración: 

j K(11,z)d.\1(z:) 
/"Cul~ _.~---­j R K(y, z) .U,(z) 

pura y E RM 

Co1no / E .\-1, para alguna % E ll : 

Sabelnoe que • (G(y, :t:o)) es .,b~ónica 1nayor que cero. 

Por elección de 4> podemos obtener• (G(11, .x-0 )) potencial de una medida -\2 con eoporte compacto; 

ya que 4>(G(11,zo)) = G(11,:i::o) >O para JI e R .... Fo, donde F 0 ee un compacto. 

Sea .\1 la medida uni~ coa. SJporte {z} ,entonam ~que: 

Suponganum que •opA,,llopA., e c. donde e - un compecto y e e R. 

Sea w veclnd&d de e, W e R. 

Uaa.ndo que K e9 continu. sobre (1?4',., .... W) x C y el Tt'IDren:aa de la con~ domm.da 

de Lehelgue, obtenenioe que (a) tiene una extensión continua a n-,., .... W : 

y si: 

'T,(11) =- [ K(y, z) d~{z:) para 11 E W.w - W 

ent.oncem: 
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Figura 5-5: La I< es continua 

Si y E lV, ¡.,.-(y, z) = k(y, .:) y tambil>n vale la convergencia anterior. 

Por lo tanto: 

/ K(y, z) d.\,(z) 
f•(y) = y E R~, J R K(y,::)d>.·.:(z) 

COROLARIO 

Si !J1,Y2 E ll'.\1 y y,;= i/2. cntcnccs l'((y,, ·)y K(y2,·) no son proporciono.les. 

DEFINICIÓN 

St!ll µ medida de llore! en R";.1 • 

El h--potencinl de J¿ es: 

I<µ(x) = j h'(y,x)dµ(y) 

n;, 
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OBSERVACIONES 

i) h- no es simótrica 

ii) I< µ es sobrcarmónicu. 

Lema 4 Sea f functdn sobre R co" •?pf = C compacto; y f con .segunda.a de.rit11:ula8 parciale.a continua.s, 

entonce.<1 3..\ carya ,,obre R con .<1op:i. = C tal que.: 

Ademú K µ e8 ...\- integrable. 

Demostración: 

Sea g(y) - f(11)"' (G(11,ro)). 

f(y) = j K(y.x)d...\(z) 

" 

Consideremos la. ecuación de Poisson: 

3.u = _,.."(_!!l.g) en R y con l'C" constante 
Kn 

Sabemos de lu.s observaciones del Capítulo 2 (Potencialt..>s de Green) que tiene soluciones g y G ( - ~) = 

J ( .C.g(r)) ( .C.g) . G(x, y) -~ dz con G - Kn contmua. en .R. 

Y como G ( - ~:) está acotada en C y es armónica en -.. C, obtenemos que está a.cotada en R. 

Además si X E aR. tenemos que: 

llin G (- .C.g) (z) =O 
z-: K" 

ya que ~g se anula en ....... C. 

Tomemos v = g - G ( - ~:). 
Por su definición v es continua en R y .3.v = O; entonces, usando nuevamente las obsevaciones del 

Capítulo 2 (Potenciales de Green). ves armónica en R. Además está acotada. en R y lim:'EOR. v(z) =O. 

De lo anterior concluimos que v = O en R, es decir g = G ( - ~:). 
Tomemos '7 E boreUo.no de R: 

..\(E) = /, - .ó.g(x) d:r 
e Kn 
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f(11)•(G(¡,,zo)) - l G(11.•)d.l(.r) . ., e R 

y entonce.: 

./h/) - L K(11. r) cil(z) 11 e R 

De esta manera Kµ .. .>.- i.nt.qrable ya que: Kµ. - .Wrearmón.ica. de donde A-µ. es intep-able en 

comp.9Ctoe, y A - una medida -=:ot.d.a at.olutamente cont.laua r-pect.o a la de Le~ que - um1a 

en-e.• 

µ_,, enR 

~-' S.. / ~ coa. 90p09"te comp-.:t.o y -sundMi deriv-.t-~ ccmt.hwM. s.belDoli q._ f ... 
.,_.. -nhir como 

/(Id - l K(¡,, r) CU.(z) 

fµ- (KA)µ-(Kµ.)A -cxu)>. 

-(KA),,...,f,,, 

y eonao - para toda .f continua con ~rte CICXDpact.o y M!gWld- deriVlldaa ~ continu-(~) 

ent.onc:ieF: 

• 
OBSERVACIÓN 

RA, - metrizable. 

Se. {z;}.li?:l •ubcoq}unto numerable y den.a de R • deftoe: 
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pes una metrica cu n;,. cutnpadble con su topolog(a. 

5.2 LA REPRESENTACIÓN DE MARI'IN 

Le~a 6 Sea u aobrr.arwu:Jnica posdr.vu ~obre R. 

Sea. F C R, F n-rrodu ron 'r'e8peeto u R. 

Entoncea 3µ medula aobrr "F' ( ~uru con respecto a. Ri1 ) tal que: 

Dein011tr.clón: 

il'¡.. = J .k."(z,.)dµ(z) en R 

" 
Sea { F, • sucesión CTeeientc de subc::onjunt<Mi de R tal que F, es compacto V,i y F - UF,. 

Csando la.e propicdadcrs del balay.ge t.enemoa que para cada j 3v, medida con soporte compacto en 

F., tal que: 

fi.;..,, = f G(z.-)dv.r(z) en R 

y podemoa eacribir: 

R;,, =l. •C~~::;o)) +(G(z,z0 ))@,(z) 

Definamo. para cada boreliano E de R¡1 la medida: 

de maneta que: 

Ahnra tomemoa z1 E R tal que u(z1) < +oc. 

Como .h" "'continua de manera extendida en .R¡1 x R tenemos que existe 131 tal que: 

y 

u(z1 );;:: RF.Czd =t. K(.t,z¡)dµ;(.z) ~ /31 µ,(F;) = f:J 1 µ.,(J:j) 

Por Jo t.anto purn. la Rucesión {µ.1 } existeµ 1netliJa sobre R;.., con soporte en J:' tal que: 

µ., - µ en la w"'-topolog<a. 
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-decir: 

j K(z.·)ctp.,(•) T .ÍiF CUUl<loi - oo 
F, 

Sin emhMgo. como la K(.s, ·) ea continua .Sk> de manera excenciida. DO -hemos cwU di la realcion 

entre ~ y la µ.. 

S..... ;r: E R, 1J.,• e B. 

'lOmemotl V.11 una medida \U1ifonDetnen.te distribuida en 8Bs,•• Su..emo. qum Íi"},, por ser 90bft.r. 

znóni,ca podti~ .,. lntep'ab&e r-~co a la IDl9dkla de •Uperftcie. 

Sea la función v : ,R-M' - ,,:' - {-oc. +oo} definida por. 

u(z) .- j K(z,11)dv•(ll) z e Ku 

"ª··· 
Por ta. propiedadea de contlnuid.-d y acotamienw de la K obtenem.011, usando el Teonmul de la. cor.­

~ donatnadA de Le6ieagu.e, que la v - continua en a-.,.. ..... lJBs,•· 

Para z e R ~que: 

J J G(<,v) 
v(z) = K(.s,:1t)d&l•(11) - +(G( )) dv.1(11) 

aa... "ª•·• Z 1 %Q 

L(G(.s.-):.z:,6) 
- •(G(.s,zo)) 

SabenlOll que L(G(z, ·): z,6) ea continua para .s E 8Bs.•· Por lo tanw- continua en RA,,. 

Ahora podeanoe concluir, por la convergencia de la µ., que: 
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y como: 

J. ñ¡,.~ bt) du.,(u) - J. k;.(11) civ.,(s,r) 
as.... ns .... 

entoncieB: 

J. ~(11) dv4(11) - J,. [J. K(z, 11) dv4(11)] dµ(z) - /,. [J. K(z, y) dµ(z)] .W4(11) 
ns... us.... ªª•·• 

es decir: 

(•) L (ñ¡,.: z,6) = L(Kµ.,z.li) 

Sabemos que ii:'¡_. es sobrearmónica.. 

Para lllosb'"U" que K µ. t.ambll!n - aobreannónica hay que ver que no - idéntiCIUDl!Ote +oc. 

Sabemos (de l.s obeervacionoe del Capitulo 3) que si una auceai.ón de medidas {µ.¡} converge en la 

w•-t.opolog<a aµ. entonoea se tiene que Gµ. $ liln inf.;-.... Gµ.1• Entoncea: 

Ea decir, K µ es &0brearmónica. 

Por lo tanto, tomando en (a) el lilnlte cuando 6 - O obten.clDoe que: 

• 
Si consideramos el e.so donde u ea .abrearmónica y positiva en R, con F C R, F cerrado con~ 

a R, tenemoe, por las propiedad- del balayage, que 3µ. inedida 90bre ]:' tal que: 

RF = j K(z,•)dµ(z) en R .,. 
Pero si F """' R entoQCe9 3µ. IDOdida 90bre Jr'M' W que: 

u= .R1' = J K(z,·)dµ(z) en R 
n;.. 

Si adenia. 9lt t.iene que h ea u.oa. función armónica poeitiva aobre R (ea decir h E N1;J, entoncea 3µ. 
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medida .,bn R¡, tal que: 

h = R:t = J K(z,•)d,.(z) en R .... 
En ..te ca.o 1- µ 1 tienen M>porte en 8F, y por lo tanto µ. tiene moport.e en L!t.¡w • 

Entoncd -i>licando el ~ anterior tenerna. que Vh E N1¡ 3µ oon eoporte en .611.1 tal que: 

h- j K(z,·)d,.(.r) en R 
.O.w 

5.:1.1 Uniclct.d de la -Ida 
Sabemom que toda función armónica pomit:iva definida en un abierto tiene una repnmen.tacidn lntesral 

d.da por la R~entacadn de Ala~ 

Pero .. ta repremmi.::ión depende de la medida ua.da ea. la iatesral. ¿11erA una medida '1nica ? 

u(z) =L .. K(z,z)d¡,(z} V::r:E R 

.. 90brearmónica y positiva en R . 

Conalden!.e el compacto C e R, entolDCllll ~ ea un potencial en R y 3 "e roed.ida -..bre C tal que: 

~=G"c enR 

- j G(z,z) 
.ffC(z)""" e •CC(z,.:rol) •(G(z,zo)) cWc(z) z e R 

- /cK(z,z)m.l§(z) ze:R 

doade V E boreliano de a-,.. - tiebll: 

uf:(E) = f •CG(z,zo)) <Wc(z) 
Ísnn 

Hay que ot-?rvar que aup .. ~ , aopvf!. e C. y que si u e N'if: entoneu1 •op.,.,.. , •op .. :!- e ac. 

Co~ la su~ión de compact.o. { C 1 } C R tal qua UC¡ """ R. 
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Sabernos que para h E N:i tcnefPOll que ~, t ~ en R. 

Por el Teore1IU1. de RP.ptelicntación de IUez: 

R:=:, = j G(z,-)dµ0 ,(z) = j K(z:,·) dµ~,(z) 

cou JJ.c, 'llnica. 

De manera que µ~, t.n.robién ..- única. 

Para obtener una repr~t.adón Unica sólo falt.a p<)T demoetrar que { µ!§, } tiene un limite en la 

w•-topología. 

Sea C compacto tal que C e R . 

Se define el operador Te :,l::(RM) -,t:;(~,.,) de la siguiente manera: 

Pa.ra cada 11 E ~,., t111ea. 6., \U16. medida unitaria con aoporte {y}. Sea 6::: medida definida como sigue: 

i) Sea el compacto C' e RM. Se sabe que K 6,, ea una función f!Obrea.rmónica.. 

Tornando su ha.laya.ge .R~.• .. tenemott que: 

si z e intC' 

ii) Sea C e R por 1- propiedades del balayage ee t1&be quq3µ medida ¡¡obre R'"'u con soport.e 

aop,. e ('.:i (la cerradura se toma l'ellpeeto a R¡... )tal que: 

-K6 J Re •(z) = K(z,:z)dµ(z:) Vze R 

" 
Ahora tomemos a C compact.o t.nl que z E in.t(C) e R . 

EntoDClim, como el bal&Y-ce de una función coincide con la función miama en el Uu-..erior del conjunto 

de referencia., tenemos que: 

"'"'J ~K(z,z)dµ(z) 
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y el •op•::c- e /JC ya que ñ~•"(z) =- K611 (z) = K(11.z) es armónica pal'a. z e int(C) si 11 e A.w. 

DEFINICIÓN 

Para c:ada f E ,C(R-.w) 

Tc/(11) - f ac f d.5:c para 11 e A.v 

Lema T Te ea un operador linoal acotado de ,c"(lrM') en ,C(A.w ). 

Ackrnu Tcl = 1 11llTcll.-1 •i Fo e int(C). 

Demomtración: 

Cooaidererboa el K-potendal K611(.r).,.. J K(z,z)d.s.(.z) = K(11,z) para 11 E A.u. 

K6.(z) = K(11, :r) • uniformemente contin.:: en Ai.1 >C C debido a. la continuidad de K. 

Si 11o e A.w y e > O, entone- exiBte W 0 una vecindad de J#O tal que si 11 e A.w n Wo entooce9: 

IK6., - K6"""1 <e: en C 

Sea. 111 un punto fijo de .O.w Y..,. ar= inf.Ec K(111,z) >O. Adenuis - v = a-1 6111 • 

Entone-: 

K"'(:r) = f, K(.z. z) n-• d.51,. (.z) = a:- 1 K(111. x) ~ 1 para :re C 
R¡.. 

Ahora. para 11 e A.w n Wo, t.eneinos que K6• < J\°li.,.. + eK"' y K6,,.. < K611 + ~K"' en C. 

Usandu una vez rn&a la. prapiedadCA del b&layage (que el balaya.ge de la SUDla es menor igual a la 

11UJD& de loll balayages y que el b&layage - un oper..:ior niondtono de la función a la cual ae aplica) 

obtenemCJR: 

K6~c S K6t{c +~K"' 

Supongain°"' que f t.iene llOport.e compacto y BCgUD.daa dcrh'Bdaa parciales continuas en R, entoncea 

3.\. carga tal que f = j R. K(-, :z:) d>.(z) en R. 

119 



Para esa / tenemos que: 

€ J 1t Kv~ d\"-\ para 11 e ll.M nw0 

Veamoe que j .ft Kv!§ d \"'-\ < +oc y que ee independiente de y . 

j 
11 
Kv~ d \"'-\ =- j 

11 
.R.IJ .. d \)•\. donde ~ .. es aobreaz-mónica y \A\ es una medida y por lo tanto la 

integral es finita... 

Ahora, 

l Kvf§d\A.\ 

= or- 1 l K(z,z)d\A\(:r) 

Por lo tauto Te/ es cont..inua en ll.u siempre que f tenga tlOport.e c."'Ompact.o y aegundAB derivadaa 

parcia.lea contl.nu-. 

DEFINICIÓN 

Se dice que A es o.coto.do lli. 3 e corur....ant.e tal que: 

V/ e E se tiene q~ \lA/I\ ::;:;: e\\/\\= e aup l/{z)\ 
reo-, 

La norma del operador A - define por: 

\IAl\-infc 

Se encuentra que: 
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OllllSRVACIÓN 

S.... E y Ea~~ de ru.:.ac-. 
Sea A oplll'.dor li...a t.al que: 

A:E-Ei 

Noteloo9 que: 

\Tc/(11)1-\J. /d6~c\~ sup lf(.z)IJ. ~:c=ll/UTcl(J1)=\l/ll.S:Cc<RM) 
ac •ER::W ac 

ParaveA.v: 

em decir: 

6:'c(Rj,,) :S •:::;:::;~~:~~) 
y como sup.e4 _. K(z,zo) <oc Y infaEacK(.r,.:ro) >O por el LEMA 6. 

Entone- Te .- un oper.dor .x>t.do. 

Conaidieremo9 abara a cualquier f e,C(.R-.,). 

Saben:ioa que Te/ depende aólo de loa~ de J en 8C, entone.- podemos aupoDl!lr que/ tlene 

llOpOne compacto. 

Sea {/.;;} suceeión de funcionM en R"At con aoportea compactom en R y con -.und• deriv.d- P• 

cwa-cont.inuaaenRtu.que\llJ -111-0cuando; - oo. ComollTc/J -Tc/11S6:ClRM) 11/; -/11 
enumc:- Tc/J -Te/ unifonnernente. Y por lo tanto Te/ ea (;QDtip.u•en Au. 

Por dt!ltinición Fo= {.re R: G(z,.:ro) 2: czo}. 

SupooeND011 que Fu e int{ C). 

Entonces si z ~ Fo ae tiene que: 
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Si 11 e 6"' , usando el hecho de que zo e Fo e int(C) , obksleoloa: 

~ Tcg(y) Vg t.a.l que llull ::; 1 

• 
L9ma 8 Seo{µ. : z e A..,.} una fcnnüia. die medidcaa ao~ 6111 &al que µ.(E) ea ,,._,..le aolwe A1t1 para 

todo ~lian.o E de R. 

Seanµ. y ~ medida. aobre A- tale.. que V f e PCRM) ae tiene que: 

j /dµ. - j { j /dµ..) dv(x). 
4u Aw U,,,. 

Entonces 

j / dµ.I§ - j (1 / dµ.:fc) dv(r) v / e ,C(R'".,) 
8C ~.. 8C 

Denlc:.t.racióo: 

Seaµ.' - j 
4 

µ.~cdv(:r). 
De 1- propt:d-=1- del balay-.ge -bem011 que: 

c-i en tod-~en R. Y corno K(v.·) /\; S K(11, ·) obt.enemoa que: 

j (K(y, ·)A;) d1&!'c(11) :S j K(y,·)dµ:-cC11) <+oc. 

"" uc 

Clarivncnte lim, __ .,... {K(u,·) Aj) :s K(y, ·) . De manerll que, usando el 'Ieoresna de la convergencia 

dominada de Le~gue, obtene1nOtt1 que: 

lim f (K(71,·) Aj) dµ.!'c(JI) = j K(11,·)d1,~c(l1) 
,__,,Joc oc 
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/j(z)..,. j (K(11,:r) Aj] dµ:b(11) 

"" 
f(:r)""" L K(11,z)dµ!'c(v) 

Por la parte anterior aabelll09 que fj(:r) - f(:r) cuando i - oo. 

Ademú; coroo el X-potencial Kr¡ ea aobrearmónico cuando no es id6n.ticainente +oc para '1 ~ida, 

tenemoa que f, y f aon l'IObreartnónic-, y por lo tant.o l!lt1B integralee raspecto de la medida" llOD 6.nlta.: 

j /,(:r)da.t(:r), j /(z)dv(:r) <+oc 

6- 4.w 

Ull&Ddo nuevamente el Teore111& de Let-cue llegamos a que: 

Entooc:em: 

= lim,_ao j 
4

,., (j ac (K(11, ·) /\ il dµ!'c(V)) dv(:r) 

y usando otra vaz el 'nlorem. de Let-gtle: 

lim J (K(ll'.-) f\jj dµ'(x) = J K(y,·)dµ'(z), , __ 
·Aw 4.M 

1 Kµ:cdv(:r) =- Kµ' .. ~ 
Nocemoe que K µf5 = K µ y que K µ:e = K µ •. 

Por 1- propied:-1- d11!1l balay .. e Kµ~c - Ji~"· - igual a Kµ. en int (C). Usando el TEOREMA 9 

del A.p6ndlce se obtiene que esta igualdad. ee mantiene BObre 8C excepto en lOC'll puntoe irregular.. de 

frontera de R ..... C. 

Lo miamo ~para KµfS y Kµ.. 
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Si 71 E C no es un punto ilTegular do frontera para R .... C entonces: 

Kµ'(u) = j Kµ!'c(u)dv(z) = j K¡.1..,(11)dv(x) 
.o.... .o. ... 

Aplicando nuevaniente el Tcorctua de la. convergencia dominado. de Lebe:sgut! llegamos a que: 

1 ( f K{z,y)dµ.(•)) .W(r) - !!,_~ f ( f (K(z,y) Aj( dµ,(•)) du(r) 
~ ... , lt:..,.. ' JA., JLJ..., 

usando la. hipótesis y la continuidad de K(.l:', ·) /\ J pill'a z e RM obtenemos: 

}~L ... (L ... [K(z.u)AJJ dµ..,(z)) dv(;e) =}!..~L ... IK(z,u) /\J) dµ(x) 

y, una vez mú del teorema de Lebe&guc, obtenern011: 

lirn f jK(z, 11) /\ji dµ(z) = Kµ.(11) 
,_00}4 ... 

Como Kµ(y) = Kµ.{§(11). tene1nos que Kµ.' = Kµ/:J excepto quizás en un conjunto polar de ac. 

Del T~a de Muna-.Fh:u11tnut.n obtenemos que Kµ' = Kµf§ en todo R, y por el LEMA 5 tenemos 

queµ.'= µf5 •• 

DEFINICIÓN 

Un K-potenci&I es e:r:trerno si Kµ,.,. K,, 1 + Kµ.,¡, para µ. 1 ,#"2 medidas, Unpllca que Kµ. 1 ee propor­

cional a K µ.,. 

El con.]'Unta de loa puntaa ftvntern m(nunoa de la Frontera de 1'.lartin se rh'!fine corno: 

.6. 1 = ht e .6.M : K(11,-) = K6r1 ea extremo} 

Se define rambién el conjunto .6.o = ~M .... ~, • 

Lesna 9 Si K µ. ea ertrenio, entDnCe.111 el soporte ü µ. cotUta. de un ~olo punta y E R U 61. 

Demoacr&cióu: 

Sea F =:topµ, y sea 11 E F. 
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TbmelDom U1 .,. {a E .R-.u : p(¡,. a) < .; } ~· todo j entmv ~tivo. 
Tomemo.a tam.biéo µ, 11111 µlua Y v, = µIR;,-v. · 
I>e manera queµ=µ,+ v, y en~ Kµ ~ Kµ, +Kv, • 

Como Kµ ea extren10, Kµ, es proporcional a Kµ y existe una. medidaµ; en U, tal que Kµ ,_ Kµ~ . 

Sea :re R ..... {¡,} tal que Kµ(z) < +oo. 

Para j suficientemente gra.nde se tiene que z 'l. U, y, usando la. continuidad de K, tencmoe que: 

.':fr. K(a,.z) 2: ~K(¡,,z) - a 

Entonces existe (ver el Ap6ndice), para la. sucesión de 1- µ~.una medidaµ' con aoporte .-op,,.. • .,.. b1} 

y una •ut.uc.mión {µ.~., } t..aa- que: 

µ~ .. - µ' en la w• -t.opolog<a 

cuando k - oo 

Tomemoe a la aut.~ como la propia auce.ión {11a . 

Ahora. como Kµ - mrt.reroo existe a' tal queµ'"'" a'6.,. Enton~: 

(usando la w•-con~encUa y el hecho de que +oo 2: Kµ). 

Entonces Kµ = a!K6., = a'K(¡,.·) en R-... lu}. 

Si existieran 11'1,l/'.1 E F tala¡ que Yt # lh· tendrfamos que a;K(y1.·) =- n[aK(113,·) en R- {u1.1'2}, 

y por la continuidad de K ,.n todo R. 

Pero entonces K(y¡, ·) = n3K(y,, ·),lo cual Cl'I una contradicción. • 

I..ma 10 1) Si y E L!l.t 11 {RJ} es una .n&eeaWn crn:.:ente de obierto.s de R can cerna.duro.a eo7npactaa 

C; = R, e R eGI que uR, - R, en.tonce.t .s:c, - 6 11 ~ la w• -topolagia. 
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ü) Se4 la ~n de ohertoa {R;y} ~con cerradunu compactas C.; ,... Jl,, e R tal que 

UR; =R. Si 11 E .o..., 11~que6~ª - 6 11 en la w•-topologíca • entD"nce.511 E .0.1 • 

Ilriezootitración: 

(i) Sea 11 E .6,. 

Supongamoa que Fo e R1. 

Sabemos que 6:0,(Ri.t) = To,1(11) pal"& toda. j. Entonc:es existe una medidaµ. _,m., A,., y una 

subaiuCCRión { 6;0ª} de { 6!'c_.} t;al que 6;c, - µ en la w•-topología.. 

De ahí que K.S-.c, - Kµ. (por la cout.inuidad de K y el inciso (iil) del LEMA 2); pero como 

K6:c, = K611 en R, (porque K6:c, =~ .. • .. es igwJ a K6y en int(C,) = R,), entonces Klf;ca ""'K6.,, 

en R, para toda j, y cnando j - oo se tiene que Kli;c, - K6'fl en EL 

S-1>ernoa que para una sUCIBión w·-~ el lúnit.e - dnico, entonCl'9 Kµ ~ K6• en R. y por 

lo t.ant.o µ, = 6" ion R. 

Es decir .sop,.. = {¡¡o} • 

De lo anterior ae deduce que 6;c, - 6". 
ReBt.a por deU108trar que 6:c, - 611 • 

Sabenioe que t.oda. subsuoeeióa de { 6~,} tiene una subeucesión que converge a 6.,, • 

Supong&111CJ9 que { 6:0,} no converse a 6" en la w•-topolog<a.. Entonoe11 3/ e,C(.R-,...) tal que: 

Pero toabemoa que alguna aubemcesión { ~.é,} converge en la w•-topolog<a a 6 11¡ en decir A~ j f dli.,,, 
R"w 

cnn lo cual tene.ncm una coatrmlUcción.. 

(U) Sea 6:C, - 6" para alguna au~n de { R;} definida como -.rriba. Hay que dmnoetrar que 

11 e 6 1 , es decir que K6'fl-. e:xtl'elDO. 

Supong~ que K6 11 = Kµ.+ K., para µ,,v medidas eobre R¡.. 
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~:·-~:+~: 

y usando el LEMA 5: 

Como 6;'c, es convergente, aabemoa que (tomando sub&m:::lf!:Bione& sl ea noceaario) 3Po•"º ruudid­

tales que: 

µ[5
1 

- #"O y uf§, - va en la w•-topolog<a 

K6,, = Kl"O + Kvo""" (a+ l)K1-1o 

=K!(cr+l)l-'o) 

Por lo tanto 6,, =(a+ l)Po, es decir 6 51 - proporcional a Pv• De la misma mu_iera ae concluye que 

6., es proporcional• uo. 

Por otro 1-do, ~que: 

Kµ.- lim¡_.,..Kµ.f5, = Um,--. j oc, K(z,·)dµf§,(.z) 

y eabemOB queµ.., es proporcional a .S.,. Entona. Kµ. ea proporcional a K611 , .,.to ea K6., ea extremo.• 

OBSERVACIÓN 

A1 y Ao aon borelianoe de WM • 

Lema 11 Siµ ea una niedida .9obre .6 1 JI {R1 } u una auce.ridn crec::vntc de obierlo.9 de R con ceTT'Odunaa 

c::onapacta.a e, = 1l, e R tal que uR, = R. enton.cea µ.~, - µ.. 

Demoet.raclón: 
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CoW1iderernoa Fo e Ra y que j/Tc. :1 = 1. 

Si f E/C'(R;,1 ) entonces {Tc,f} e .. una sueCRión de fund..;oru.-s continua.. en ~.'W'. unif.::·rr...Jeruent~ 

acotad.a que coaVPrgc a f en ~ 1 • Entonces pur eJ TPorenin de la conH."rKencia doruiuada d~ Lo:"Ll.>sgue ')." 

el LEAIA 10 tenemos que: 

f f•lµ. = li.m f Tc,fdµ = lilu f ( f fl:Jd6:c (.z)) dµ(y) 
J~, ~·-,....,JA, ,-coc:J.J., Jnc, ' 

Del LEMA 8 sabem0t0 que: 

entQnces: 

I fdµ = nin f. /dµ.~ J~. ,_ ... lf>C, , 

• 
DEFINICJON 

Sea,,, una medid-. eobre 4,114. 

Se dice que una ~n de f'uncion- ..-übles {f.1} amverye en. v-rnblida a f ah 

V~> O .J~ v({11 E Ll..u: l/J(JI) - /(y)j =::el)= O 

OBSERVACIONES 

De esta definición de con.W!rgencia ae "-t>renrlen las aiguien'- oi.-rv.c.iones: 

Si f.1 - f en v-~ y 9.J - g ea v-rru:J.ida entoncm 

i) /.1 +g, -f+g. 
li) 3 {f.J,.} aubauc:aridn de {f,J} tal que f.;. - f CGai en ~partea <- decir para toda :z: e .R-,.v, 

excepto en un a:mjunto de medida cero). 

iil) Si 3 { h,} tn.1 que /, - h, - O en v-~ entooCell h, - f en v-medida.. 

iv) Si3g integrable tal que lf.11::;: g v;. entona. lim.:1-00/ /.; dv -J f@. 
AA<" A,... 
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D 1 w:ida: 

La unicidad•~- u.ando el LEMA 11 y el hecho de que el límite de una •ucesión w•­

~- único. 
Suponganlc.que 3v,V mali~aobre 41 t.a..que Kµ""" Kv,_ KV. Uaand<0 el LEMA 11 ~ 

que si {R,} es una sucesión creciente de abiiertoll de R con cerraduras compact.&B e,= 11., :::: R tal que 

UR.; = R entooa9 ul§
1 

- v y v'J!' - v' en la w•-topotopa... 
Ea decir, pa.ra toda f E IJ(lrM) ae tiene que: 

f fdv""" lim J fdv/5 ,_oo ' 
61 oc, 

" f fdv'- llm f fdv'/5 J-..... ' 
61 BC, 

Sigu.lendo la delD09tr11Ción del LEMA 8 .-belD09 que a ~ de que la función K es continua de 

manera extendida 1- igualdades de arriba tm mantienen: 

! K•= llm f Kdv~ ,_ . 
61 BC, 

" j Kdv' = ,~~ / Kdv'~, 
.a., ac, 

Pero -belDCle que que Kµ - Kv - Kv', entoncee: 

llin f Kdv~, = f Kdu' 
, __ 

IK:1 A1 

y, como el limite de una w·-.itu.ceaidn - ünico, concluímoe que u= u'. 

Conatderemoe a la 11uce11idn de laa {e,}. 

Suponga.me. que Fo e R1. Entoncei. usando el LEM:A 8 y luego el LEMA 7, (a.mbOA de este capítulo) 

tenemos: 

-! Tc1 l(y)dµ(¡,)""" 11(R:U) 
"'M 
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Por lo ta.oto podeiDQa eelecciooar de { µ./§, } una suheucesidn convergente. I>enotlsmamla de la a:Umna 

'l'enemos ent.on~: 

De lo anterior y del hecho de que R:§; T Kµ en R (siguiendo también la dem011tración del LEJ\.IA 8) 

• t.ene.mos que: 

Kµ= ,t~Kµf5, =Kv 

Si demostranaoa que..,(~)= o. es decir que aop.,. e .O.i. concluiremoe lo que queremoa. 

Demcmtre1noe que v(.0.0) =O 

Sea el conjunto: 

,--{/e,C(R".,),Tc,f -r~v-..........,} 

F.. decir /F - el conjunto de 1- funcio..- continuas en la compactilicaclón de Martin tU- que 

"df! > O iim tiene: 

J~v{ue .O.u: !Te., f(u) -f(u)\ ~ f!} =0 

<> Demostremos que F -.C(.R-M) • 

Clarantente ¡F ea un •ubespaclo lineal de .C(RM) . (La función con.tan.te 1 = Te,1 "dj y entoncea 

pertenece a p, al igual que tod- ta. co09tani-). 

QQ Veamo- que F es una lattice. 

Sean 91, 92 E F' . Tom@moe a / = gi f\ !h. • Como / S g, entonces: 

Te, f S Te, g, +Te, !h 

Por otro lado la sucesión {Te, g,} est.4 acotada uniforme o te por \lg11 l1 y eabesncm que coaverge en 
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DM'dJda a 9'. ent.onoea uaando el teoreaia de converpmcia dom.in.da dt! Le1-ue obtenetnC8 que: 

Um,-J 
4 

... (Tc,91 /\Te,112) dv ... j 
4

.u (JJ1 /\92) dv 

= f 4.w fdv 

Ademú: 

J Tc,fw-J [J f(zJd6:'c,(•)] dv(11) 
4,., 4.w ac, 

-! fdv~ ac, , 

Ahora.. como Kµ = Kv , ent.onoea Kµf5
1 

= Kvf!, y µf5
1 

= vf§,, f!ntonccs usando mto y aplicando 

nuevamente el LEMA 10 tenamo-: 

lim;-aa j 1 (Te, 91 /\Te, 92) - Te, JI dv 
,>M 

J fw-J fdv-o 
4.w A-

Por lo tanto (Te, g¡ /\Te, 9'2) - Te,/ - O en ,L1 (ea decir en el espacio normado de 1- funcionea 

Lebeagu-mediblee cuyo valor abm>luto ee integrable). Sabemos que entoncea (tomando una aub.uomión 

si - ~. Ver el A.p6ndicm) : 

(Te, 01 /\Te, 92) - Te, / - O en v - medida 

Ahora, aabemo:w que V t: 3 N tal que si j 2: N entonces ; 

{Y e~ .... ; ITe., 91 (y) - gi(11)I ~ "} < t: 

{11 e A.u: ITe, !h (y) - 112(11)1 i?: "'} < t 

de donde; 

{y e A,.,,: l(Tc, g1 /\Te, 92) (11) - /(11)1 ~ t:} < f! 
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para la misma N. 

Ea decir: 

(Tc,91 /\Te, .92) -g1 A112-f 

Por lo tanto: 

En conclwsión 91 /\ !12 E F . 
orlo t11.nto ,Fes una latt.icc. 

Te,. f - f en.., - medida 

<><><> Demotrtieuioa que laa funcio.aes de F -paran puntoe de ,R-M' • 

Sean z E R. f e,C(RAt) tal que f =- K(•,z) fuera de un COIDJ>*:W de R.. 

Pua j suficilmtemente grande y 11 E 6.., ~ que: 

f(11) ,_ K(11, z) = K6:C,., (z) 

entorice9Te,1-1 v-c.t.p cuando ;j - oo. De donde Te, 1- f en v-rnedi.da.. Entone.- fe,-. 
Supongamo. ahora que 1'1, sra E d,.,. tale. que Jf1 ,,,A "2· 

Uaando lo anterior, si 1- fundio.- de /F no -paran puntoa de la frontera entone- K(111 ,z) """ 

K(J12,Z). Ell decir, tendrfaol09 que aerfaD proporclonalea, lo cual .. una c:oatrdiccidn. 

Supongamom ahora que 111 yá Jl'2 con 111 ti 6,.. Y f E F . 
S&IMmios que Te, / depende aólo de los valores de / en 8C.1 , pod(!01os cacoger a :io tal que 111 e R.10 

y rnodifiear a f en una vecindad de 111 sin afect.ar lim,-ao Te, f en l:ii..u. Si lla.112 E R obtenelllo9 de la 

miama manera el resultad.o anAiogo. 

Por lo tanto a- funciooem de F .-rparan punt<M. de R"'..,. 

<><><><> DelDOlltrem.oe que F - ~o. 
U..a.do loe reaultados anc.er&o..- apUc.moe el Teorenw:a de S~-Weiestna.aa (ver el Ap6ndica) y 

encoauanioa que F - denao en .C(R-.M' ). 

Sea f E.C(R"'u) un punto dci acumulación de F. 
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T'omemo9 una~ {h} en ,F ~te oo~a /. 

S- e > O en.tone-: 

v {11E6,. 'ITc, f (11) -f(11)l 2: •} S v {11 E .o. .. 'ITc, (/-f.) (11)12: i} 

+ V {11 E,,. .. ' l/.{11) - /(11)1 " H 

y tomamos N tal que 11/ - INll ~ i · 
Entonce111, como (Te, (/- /Jv) (11)1 :S 11/- /Nll :S i• cuando i = N el primer con.junto y el ulWDo 

(del lado derecho de la ~.d) moa vm:to.. Y obt.eaen:lo9: 

ya que IN e,E'. 

Por lo tanto / E ,E' y F - oerredo. 

En conclusión F' = ,C(R¡., ). 

Regre9emos ahora a la parte inicial de la deinostraclón. 

Sea Fo un eubco(\junto denao DUIDel'able de ,C(R¡., ). 

Sea/ e.Fo. 
Como sabemos que convergencia en medida implica que existe una eubmuce.ión convergente c.c.p. 

e~ el Ap6ndice), podemom COCUliderar que la auc-:idn {Te,/} converp v-c.t.p ... I (91. - ~ 

tomaanom un. subeuceeión de {e, } ) . Esto - puede hacer para cada / E Fo ya que Fo em nunaerable. 

Para cada / E Fo defin&111oe al conjunto: 

Entoncie. v(A1) -. O. 

En Helmia ae denilU9lra que: 

""•= 
{y E 6114 : Te, f(11) - /(y) cuando j - CXJ, 

para / en un subconjunto dcf\llO munerable de ,C(RM)} 

Entonces si y ti LJ /E To A1 t.eDetnOll que 6::c, - 611 en la w• -topolag<a y usando el LEMA 10 obtenelnoe 
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que r1 e A1 (ea decir 11 fo 4o). 
Por lo tanto: 

entoncea v(.6rr.o) =O . 

• 
Teorema 2 (Teorema de R.epr-otacl0xl'3n de Mart.ln) Si h ea UnG funcWn ª"n6náca. po;Sidiua 

en R, eotoncea e:R.te una úrqjeq nudadG ., en A1 tal que: 

h= j K(z,·)tW(z) ... 
Demo.tración: Usando el LEMA 6 teoeanos que exi&te una medida µ en Aw tal que h =- Kµ y 

usando el TEOREMA 1 sabemam que existe una m.edida '1o.ica ven Aa t.i que Kµ =Kv. 

Fa decir h = K.,. • 

OBSERVACIÓN 

A 1 ._ un •Ubcortjunto G 6 de R¡,. 

5.3 EL PROBLEMA DE DUUCHLET PAR.A R"M 

El probleina de Dirichlet para R-.,. queda enund.do como sigue: 

Sea R UD •Ubcopjunto abierto COD1mO de E'*. 

Sea n-.,. la eon1pac:tijicaci6n ele .Martsn de R­

Sea f una función real t10bre L\M. 

Se debe encontrU' una función an:nónica h en R tal que: 

~ h(ll) """' /(%) pm-a z E Aw 

El Método ch Pernni-Wet:ner-D~lat: (PWB) se extiende para construir la solución a este problema.. 

PAra ello cxtendai:nOll las detiniciolM9 que t.enfarnoe aotee: 

DEFINICIONES 

Sea R un subconjunto abierto conexo de E" (R puede aer no acot.to). 

134 



Figura 5-6: El p. de Dirichlet 

<) Se dice que una función u es hipera~dnica (h1poa~dn1ca) en R si u es igual a +oo (-oc) en R 

o si es sobrearmónic.o. (subarmónica) en R. 

<) La da6e .superior ,c.,~, de la funci"'n '!•· frontera f se define por: 

.ll 1 = {u : u es hiperarmónica en R , u está acotada inferiormente en R y 

Um inf11-s u(y) ~ /(z) para toda x E ÓM} 
veR 

La da.se inferior ,L I de la función de frontera f se define por: 

,l.1 = {u: u es hipoarmónica en R, u C5tá acota.do. superiormente en R y 

Um inh-s u(y) S /(.s:) para toda .s: E ~.w} 
veR 

<) Las .solucionu inferior y superior H.¡ y H I se definen por: 

H 1 = sup {u: u e,C..1} en R 

7l1=inf{u:uE,U¡} enR 

<) Si H1 = 711 y e.mbu.s son armónico.s se dice que f es resolutiva. 

Además se denota H¡ = H 1 = H /• 
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<> U CH 6C'1&icontinuu. infe.ru>r (~,C.'&.) en R'.\t Si 

u(z) = lim J!!.f.s u(y) 
11ERú 

Vz E RA1 

<> PRINCIPIO DEL AIÍNIAIO (con respecto a R¡, ) paro. u sobrearmónicn. en R: 

OBSERVACIONES 

lim J~.s u(y) ~O 
veR;, 

"í/:r E ~.w ===;.. u(y) ~O en R 

En base a cstu.s nuevas definiciones se obtienen las demostraciones de los siguientes resultados gen-

eralizados para la Te.o,.,·u. de Alartin (e:itas demostraciones son análogas a lu.s del caso de R) : 

<> Si u es sobrearmónico. en R entonces satisface el Principio de Tninirno. 

<> H 1 es idéntica.mente +oo o sobren.rmónica en R . Hi es -oo o suba.rmónica en R. 

<>"1l1SH1· 
<> Si / E ,C(R:\,) entonce8 / es resolutiva. 

Por otro lado sabernus que si E t?S un cerrado relativo de R, entonces por el LE:'vlA 10 del -~péndice 

existe una n1edidn. µ. •?n E ( cerradura ton1a<la con resp("Cto a n:;1 ) tal que: 

Hay que notar que RE: no t..'"S ncc1..""Sn.riarncnte un potencial (/.; puede ser a.rn1ónicu. en t!l soporte deµ). 

Sabernos también que en.da f E ,C(R:;,) determina a una. funcion armónica H ¡ . Entonces para cada 

x E R existe una. U.nica medida unitaria µ.r , llamadn medida arrnúnzca, tal que: 

Lema 12 Si y E ~ 1 y U es una 11ectndad de y, entonces R~!.."i," 1 e3 un potencial. 

Demostru..ción: 

Demostremos que m.m.a.(R~!_~fl) =O. 

Supongamos que h =m.rn.a.(.R~!_i¿.· 1 ) >O en R. 
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Figura 5-7: El potencial 

Entone~ por las propiedades del ba.layage tenemos que: 

K(y, ·) ~ R;i~"u·> ~ h >o en R 

y por el T~rema de descomposición de lliesz .ñ~~'t;> = UJ + h en R donde w es un potencial. 

Si escribimos•'- JO:(y, ·) = h+[K(y, ·) - h) encontramos por el LE)..IA 6 que c:nda término de la derecha 

es un K-potencia.l y, como K es extremo, tenemos que h es proporc:iona.l a K(y, · ). 

Es decir: 

conO<.\::S:l. 

Pero si ,\ = l tendríamos que en R - U : 

y como: 

en R - U, plU"a. alguna mt.-d.iad.a. en en R:'\1 - U, pn.ra alguna mediad. 
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Además: 

K(y,-) = f K(z, ·) dá.,(z) en R-.. U 
Í1t~. 

Pero sop,,. e RM - U y sop.s., = {11} , y sabernos que y e U. 

Por lo tanto ..\ ::¡& 1 • 

Ahora, usando nucvn.mente las propiedades del balayn.ge tenemos: 

sustituyendo a R"R.-u + ..\w , que es un potencial (ya que el balayage de un potencial es también un 

potencial y la suma de potenciales es un potencial), por ~ podemos escribir: 

w+>..K(y,·) = ~+>..2K(y,·) 

Entonces, usando la unicidad. de la descomposición de Riesz, ).. = ).. 2 • Es decir ..\ = O . 

Por lo tanto m.m.u.. ( .R:;-.!,t.·>) =O y R~!.."i!) es un potencial.• 

DEFINICIÓN 

e"1i_ es el conjunto de Las funciones sobrearmónicas positivas en R. 

LeaJ.a 13 Sea ,,''( un espacio de Hau.sdorff localmente compacto (ver el Apéndice). 

Sea µ. u.na medida sobre lo.a .nWconjunto.a de Bon!!.l de )(. 

Si paro cada z E X se cumple que u,., E t'Ji y u,.,(y) e.a una función medible en X x R, entonces la 

funcidn defini.tia por: 

u(y) = t u,.,(y) dµ(.:r) 

e.a sobreannónica o es idénticamente +oo en R . 

Demostración: 

Demostremos que u es s.c.i. 
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lim inf •'-• u(z') -. lbn lnf ··-· f u.(.z") dµ(z) 
•'EB •'ER X 

=/ [uminf··- .. ~<•'>] dµ(z) 
.~ .,'ER 

= J ·" u ... (z)dµ(z) 

Ea decir u es 11.c.i. 

Ahora. usando el Te<P~a. M F'ubini encontramos que: 

L(u: 11,6) = J B.,,. u(z)du(z) 

= J B., .• J."C u.(y)dµ.(z)dO'(z) = j x J ª•·• u:r(•)ckr(z)dµ(.r) 

""f X L(uz: 11,6)dµ(x) S f X u.(z)dµ(z) - u(11) 

si lJ.,,6 e R. 

Por lo tanto u es aobrear1nón.ica. • 

DEFINICIÓN 

µes un. ~etlida. COT11pleta 11i V A tal que A e B donde B es Lebesgue -medible y µ.(B) - O , entoncea 

A es Lebesgue -medible. 

'raorema 3 Sea X un espacao de Hau.adorff locoJrnente COTnpacto y "ea µ medula en X. 

Si. .se cumplen la.JI .ngtllenLe.1 prupit!d.4dea: 

i.) prczTU rada. x E X , µ. ea una /uncidn aobrear7n6nic4 no negatcva en. R, 

ai) F u un cerT"Cldo rdntivo a. R, 

iiiJ fx U 7 (Jfo)dµ(.z:) < +oo paru alguna un E R, 

enton~.s 

{ ........ (z) 

íi{. z = [RF·dµCx> 
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Demostración: 

~a ). la IDCdida do Lebesgue (completad•) en R . 

DemostrelllOfl que ñ¡..• = f (µ. x A)-c. t.p. pare. alguna / Borel-tned:ible eo X x R . 

Sea. Z el conjunto de loa puntos -fro'ral,nu ~de R...._ F. 

Por el LE...,IA 5 del Apéndice sabemoa que Z es un aubconjunto polat de 8 (R -.. F) y, usando el 

TEOREf\tA 1 del capít11lo 3 sa.OOtnc. que Z es f<Ubconjunto de un conjunto polar D que - a • . 
Consideremos entonces que D e i:J (R - F) . 

Sabemos que ii}•(y) = u...(11) par•cada y e F- D y que fi.} .. (y) e:e Bor-el-rnedibleen X x (F- D). 

Sea µ:-' la ~da armónica realtiva a y e R ,.._ F y aes: 

.F {f DoM medibles en X x R : f 2: O y tal que la función 

j(:z:,y) = J f(z,z)dµ::-"'"(z) es Borel-rnedible} ... 
Si fes continua y acotada. Rabernoe (de loa rcsultadoe del capítulo anterior) que entonces /(:z:, ·)es 

armónica en R ,.._ F para <:Ma .r E X y, waando el T~a de úbcague de la convoetpenda. dominada. 

tenernos qun f( •, 11) ea continua en X para cada. 11 E R -.. F . 

Es decir /es continua por separ-10 en cada entrada y por lo tanto Borel-rnedible en X x (R - F) . 

Ahora .F es cerrada. bajo limites monótonos. 

Si {!i .. } es una sucesión monótona de funcionl9 de F , entone.es por continuidad tenemos que: 

ii..(z • .,) = J g .. (:z:,z)dµ:-"'(z) < +oo Vn 
6M 

Usando el T~a de la convef'!1encÍ4 ni.Dndtona (ver el Ap6ndlce)obtenemos que 3g E /F' tal que 

9n -gcuando n- :x>. 

La funcioDlr!8 caractenat.U:a. Xc de compactos C e X x (R - F) estAn en ,- : 

'ic(:z:. 11) = j Xc(:z:. z) dµ::-F(z) = µ.,(C) 

-"u 

y"- e,- por aer 110breiumóoica en R t- integrable). 



P ... ~ar que.;, A - un 9Ubcocqun&o de Dorel de X x (R - F) entone- XA EF - aprmdma 

a A por una sucaüón c::reciente de oom~ 

Por oero 1-do sabealo9 que toda fUDCión • ~....U.ble en X x (R ....... F) am puede aproximar uniforme­

mente por funcloDl!ll 11Uop&- (y Mt.all por combinac::io..- Unealea de funcio~ cumcterflJUcaa). Enioru::­

toda función Borel-medible /1 e F . 
En particular, como u..,(z) ee Borel-medlble en X x R entonCel'll u..,(.z:) EF y ademU: 

RF·Cv) = j u,.(.z:)dµ:-F(z) 11 e R- F 

"'M 
- medible en X x (R - F) . 

Por lo t.anto íi.p.•(11) • Botel-medlblllll en X x (R,... D) con µ(D) =O. 

Ent..oncee Rp.• (11) = / (µ. x A)-c.t.p. para alguna / Bord-nudible en X x R . 

Es decir, Rp.•(11) ea ruodibie en la el.a.se completa.da de los conjunt.oe (µ. x A)-medablea. 

Con todo lo anterior ye. podern&» aplicar el T~ dePubini. 

Sabemos que j x u. dµ.(z) - 110breanndn.ica en R • Tiene sentido enton~ calcular su b-.layage. 

Como: 

r ...... ,., ! 

yo 

Rf,. • (11) = x u.(11)dµ(z) en F ..... Z 

iip•(11) =- u..(11) en F ....,.z 

J.••· ... !•) (1') - l íl;,• (V) dµ(z) 

Ahora. si 11 e R - F aplicando f\&bbtl obtenemo9: 

enF-Z 

j x ll;•(11) dµ.(z) = j x (J .o..., u,.,(z) dµ.:-"'(z)) dµ(z) 

r •.•• ,., 
- kf.. X (11) 
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Por lo tanto: { ...... ,., J 
§Í, JI; - X ii;• cfµ(z) ea.R-F 

Sabemos que el lado izquierdo de GJt.a ecuación m aobrelU"m6nico en R (por _. un balayage). Si 

demostr&&D.os que el derecho aJ también sobrnannónico en R obtendren:loe la igualdad en todas partes en 

R (ya que se puede demostrar, usando la a.c.i. , que ai doe funciones eobrearmóniea. aon iguales c.t.p. 

excepto qu.iz* en un conjunto de ~a cero entone.- 900 igu.Ma eo tad4a pqrte.. Hebn9). 

Usando nuevaiuente el 1A:7n4 de Fotou encootrainc:m que j x R;.• dµ(z) e9 a.c.i. pu-a 11 e R ...., F . 

Aplicando ahora el T~ de FWoam eo. el~ del promalio de j x ffF-dp(z), obtmiemas que 

si JJ,.,a e R entonces : 

:$ f X il;.-(11) dµ(z) 

Por lo ~ j x R¡,.• dµ(Z') - .obrearmdnica en R , y entonces 

I ... 4,,.1(•) 

¡¡./.." - [ ii¡,.•dµ(z) 

• 
°J

SEHVACIÓN 
.... ""'(.z,) 

~ F' x ea un potencial ai C9da íi;• - un potencial. 

DEFINICIÓN 

Sea la. ~enta.ci6n de Martin de la función const..ante 1 : 

1 =- j K(z,-)dx(z) ... 
donde x ee la r:nedJda \lnica en 6 1 ..:>eiada a 1 por el T~ de .-Vartin. 
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'DMlntma 4 (D ... lut) Ccad4 / e,C(R-M') ea ~u.Ava con .aoluddn ~dada por: 

Hr- f /K{.ll!,·)dX{.ll!) enR 
~. 

I>emoetración: 

Sea/ una función continua en R¡, tal que O :$ / S 1. Para cada ent.ero poeltivo j y para 108 entel'Oll 

i tales que O S i S j definimos: 

E, = JI E &i : - - - < f('ll) < - + -{ • 1 ' 1} 
; 2j - - j 2; 

{ ,_,} { •+•} F. = '11 E &1 : /('11) S --;- U '11 E A, : /(11) ~ --;-

h•=J K(z,-)dx(.z)= j K(z,-)dx,(z) 
E:, A1 

donde x,(E) = x(E n Et) para todoa loe subconjuntos de Borel E e Au . 

Como x tiene 90port:e en Aw • entone=- cada ~ e9 armónica en R . 

Por la manera en que estAln definldc. E. e Rü ...... F, y entonces R-M' ..... 1!4, es una vecindad de E,. 
Usando al teorema ant«ior ohtellelD09 que: 

~· - ! j:¡K(•.·) dx (<) 
F, F, ' ,,., 

Para z E 11op:w., • usando al LEMA 12, íi';.,<•··> es un potencial y, usando a. la observación del teorema 

anterior, ~: ta.mbién - un potencial. 

Por otro lado, ya que i --: 
1 s;: f S i ~ 1 

cm R ..... F, y n_ ~ O encont.rauJOm: , , 

Adem4H sabemos que ñ~ = h;. en Fo e CXC<"pto quizás en un f'Ubconjunto polar do Fo ), entonce! la. 

desigualdad anterior ae cum):>le para R (t".xcepto quizás en un subcoajunto polar). So demuert.ra ua.ndo 

continuidad que esta de&igualdad se f..'1DD.ple en tocúu partea en R . Y como se cumple para todaa la.a i's 
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tale11 que O S 1i S ; entona.: 

<•> 

pero E:-o h. - E:-o (! B, K(.:ir,.) dx(.s)) = 1 • ya qUc i ~de o • .i y en - intervalo LJE. - A1. 

entonces 

~'-: 1 (h.-~)s1s"É,('+ 1 ,._+ir,.:) enR 
__ , 3 •-0 J 

Vemos que E:_, i ~ 1 
{ho - ~:) - aubArmdnica ya que flt °' anudnica y, como ~ ea aobrear­

mmuc.. eoeonc:- -R~· m aubu-mónica. 

Por lo tanto E:_,· i ~ 1 {h. - ~) pertenece a ~/ • 

.,.._, e•+• =) An.6logameot.e L-i-o --¡-~ + n:p! - S>brearmónica. y pertenece a p 1 • 

EntollOl!IB tenemos que: 

Ahora tolnmnOIJ el 1n.m..a. (el ID.ID.a. de una auma e11 la suma de los m.m.a.): 

ya que cada ~ - W1 potenciaL 
O.. aquí obtenemos: 

O~ 711-lLr SÉ ~h.=~ en R Y para t.odo encero positivo j ·-o J J 

Por lo bulto f ea ..->lut.iva. 

Si f Qll una función cont.inua en A.u tiene una ext.ensión continua a. todo RM . Y c:omo la multipli­

cación por con.tantea no afecta la rasolutividad. podesnDl!I conaider.v que O S / S 1 y aplicar el remultado 

anterior. 

Por lo tank> toda / e .C(R;.,) ea r-xutiva. 
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~;-1¡. ~<+1¡ ¿_.-.- J\:(;¡¡o,·)dx(.¡¡:) S H1 S L.-,-.- K(z.·)dx(z) 

•-• " s. t-o " e. 

y de (a) tenernos que: 

~;-1¡ J ~·+1¡ ¿_.-
3

- K(r,-)dx(z) :S f K(z,-)dx(:) S ¿_,---¡-- K(z.·)dx(z) - . ~ - . 
Por lo tanto tenemoa que: 

- decir: 

H1 = J f K(z,-) dx(z) 
~ . 

• 

.Eaemplo 1 (La -plua de Lebemsu•) Tom.,ncu a la bola abierta Bu, 1 e E 3 tle, radio r = l centrada. 

en el origen O • 

Sea R. el abierto: 

R =- Bo.1 -i!: 

donde E ea el segmento de línea: 

,e = {(O, O,() : O ~ C S 1} 

Tornemos una medida de densidad definida sobre É tal que p(z) = z . 

Su potencial Newt.oniano u e11 calculado en un punto (z, y. z) fuera df'll -.mento es: 

u(z,y,z) = f (dt: .,!. 

{z:Z + y2: + (( - z):!]2 
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--~- R ,,' ! - ....... , 
,',---¡- ---~ 
,,. t--

--.,:- -/-:.-'_ - ---~· 
)<~ . ,' 

,,,,,,.,·· .... -- ~ -_, 

Figura ~8: La espina 

Se encuentra que u(O, O, O) = 1 , pero u ~-s infinito en cunJ.quler otro punto del conjunto {(O, O,("} : O < (" S: 1} 

Por lo tanto (0,0,0) es un puut.o irregular de frontera (Brelot). 

Entonces hay cuando menoe u~ función-frontera-, E C(8R) t.a1 que linl.,-(o,o,o) H.,.(11) -::¡/;-, ((0,0,0)). 

Lo. integral de Poiafton de la función; no puede ttef" emplead.a para ret>0lvcr el problcm" de Dirichlet cor­

r-pondiente. 

R.ftllOlvtunoe el problema usando la teorfa de M&rtin. 

Con»ideremoe primero el problema para R = Bo.1 • •La conapactificacWn d~ Mo.rtin de R = Bo.t e& la bola cerr.da '1fo.t • 

Es compactificación ya que Bo.1 es un aubcottjunto denBO de "Do.t y la topología de 1fo.1 coincide en 

Bo, t con la topologfa original ( T""Do., j 8"·' = T &,, , ) • 

Y la oorupactifiCRción ca de Martm porque ltu1 íuncioncs f de la forma: 

f = 41>(~\~,;o)) pa.ra alguna~ E Bo.1 

tiene extetu1ión continua. 

Sea G la función de Green del abieno Bo.1 . 

Para ver que las f 's tiene extensión contiuua a RA., = 7'i0 .1 hay que rlernoatrn.r que para los puntos 

11 E ~M = DBo,1 : 
Lim G(y' . .:r) 
v·-., <l>(G{!l',:ro)) 

v'EHo.1 
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cxbtc. 

Sabemos que •l>(G(y'.:ro)) = G(y',.ro) fueru. de 11n co111pncto de rcferenciu '.Fo C: Bo,1. Comu IF'o e~ 

de refcreudn. podu1nos con..sidernr que iFu C Bo.1 . Por lo tnnto el problt"ma. ~e reduce a d1?mos.trnr que 

para los puntos y E ~.u: 

e."Xiste. 

r G(y' . .r) 
v'1~v G(y',.ro) 

v'eo ... , 

Para dio <le1uostrc1uos el siguiente lema: 

LE::VlA (Regla de L 'Hdpital parn la de"vada dirccc1onr.L). 

Sean F,H E C 1(Üo.1). 

Si "e cumplen paru y E 8Bo,1: 

i) F(y) = H(y) =O 

ii) D;. F(y). D;. H(y) #O (donde D;. e_, el tJperudor dent.:ada dareccit,nul ~" la dirección ~) 

entonct:"s el lúnite apra.riTndndose en la din:ccidn :S por puntos y' de Bo. 1 : 

Demostración: 

• 

Hm F(y') = Do F(y) 
11·~v H(y') D¡H(y) 

r F(y + .ih) - F(y) 

"~ HCu .ffl) - HCuJ 

1' F(y+;;h) 
,.~1!, H(y + Sh} = 

DoF(y) 
D;-.H{y) 

Sabernos que G tiene una extensión continua u. R'.\1 = Bo.1 . Dcnc..tc1not1 a !?Sta. extensión de 

la misrnn manern. 
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Figura 5-9: La bola rellena 

Como lin:iv•-11 G(u', z) =O "1 y E 8Bo.1 y Dñ G = P con P el keTTld de Poi.5.son ( P =FO en 

DBo,\ ). entonces ~i ñ es el vector en la dirección normal 

y :;: g(c:_·::) ._'"S continua para. .r E Bn.1 y !JE DBo.1 . 

Por lo tanto 

lirn 
v·;¡v 

1/.:a.,, 

G(y' . .r) 

<l>(G(y' . .ro)) 

c..xhste (y de hecho es una función continua) pu.rn. .r E B 0 , 1 y y E. {)Bo.1 . Csu.ndo la continuidad 

de et> ~r';.r) parny' proximos nlRfrontcraconcluhno:>queliru u'-v t> c;;~1';x) ) existe. 
( !J • .co)) 11·eu ... ,' ( !J • .ro} 

• El conjunto <le pt1ntos. ti.üniUu\les ~xu~1u~ ..:::.., es precislunente 8Bo, t • 

Sabernos que...:::::.., = ~M = iJBn.1 . Falta por d~1nostrn.r 11u" ..:::..,,, = ODn.1 e ~t . 

P.:::.ra ello corusideretnos la siguient.L-S clL"finiciones (Brelot): 

() La función u t>s cu·,.non1c11 rnintrnul en ln. región R si: 

i) u 2: o 

ii) '-/t.• il.rtnúni.:a t.i.l q11"' t• ¿;: n . t.•::=: 1L ··ntoUC't~ L' = l'tU 1!11. R. 

TEOil.E:'.\lA Tu•la función t.i. nrn1úuica uüniinal <-'n R t<\l que u 'FO ·~s proporcional a cit>rta K{Yu. ·) 

. (Brclot). 



O En baae al teoA'!IDA anterior • de&ne el siguiente conjunt.o: 

&• { w E &,., ' oK~-) - u } 
1 = para cierta u armónica minirna.l en la rwgión R tal que u yA O 

lle est.M definiciones se deriva. que dad.a ¡¡ e AM entonces K(y,-) es armónica minitnal ai y aólo si 

Sf E A¡: 

Si K(y, ·) es armónica minimal entonces ¡¡ E A¡ , ya que K(y, ·) = 1 · K(y,.) . 

Si y e Ai entonces por definición 3 u armónica. rnin..hnal en R ( u .,,I=- O ) tal que aK(y,·) == u • 

Despejando K(y,·) tenernos quo K(y, ·) s:s ~ • Claramente ~ es armónica .Veaanoa ahora. qtlt'I !!.. .,. 
minimal: a: a: a 

Se-. tt a.rmónica t.al que v ~ O y v :::; ~ .l>eapejando u tenemos que nv S u, pero nv es armónica • 

entonces 3 fJ tal que a:u = /3u en R debido a la min.i.m.alldad de u. Ea decir, 

u= .B~ = J3K(y, ·) 

Por lo tanto K(11,-) m armóu.lca minimal. 

l>e1D09t.remoa ahora que: 

TEOREMA.. A¡ e A, . 

Sea JI E Ai , - decir K(y,•) .. armóo.ica rni.oirnal.. Queremoa demomtrar que K(v, ·) = K6• 

.. un potencial ~. Sean µ 1 y 1-'2 medidaa en R4'M'. Supongamos que en R : 

hay que delllOBtr.r que el potenical K µ 1 n1 proporcional al potencial K 142 • 

Por .er potencia.lee K µ.1 y K µ.-:z tieoeo. representaciones at.ravée del Teorema de Riesz: 
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Yentouas: 

K(v,·) = hi.+"'7. 

ya que! el mm.a. de una. suma em la suma de kw JJUD-annóniCDll, el mma. de un pc:atendal. - la 

función cet"O y el mma de una función U'tDÓaica ea ella misma. 

La '11.tima igualdad implica que en R : 

Gµ.i +G#Ai""" O 

Gµ.~ -aµ.;-o 

Ahora, uaaado la minimalidad de K(v. ·) y \a. igualdad K(v.·) = h 1 + h~ • tenga¡c. que: 
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Es decir h 1 y 11:.! son propurcionn\1.>:>, de donde K1i 1 y /(¡L2 wo11 propurcionnlt5. 

En condusiün .IJ E .0.1 • • 

Ahorn d1•n1ostre1nos que si ~¡ ':F IJ\ , entonces .0.,\I = 8Ba, 1 C ~¡. 

Tomemos una. Yt E OBo,1 tal que Y1 E ~¡ . Hay que demostrar que entone--. todot1 los demM puntos 

rlc ln. frontera. de In bola ~stán en ~ ¡ . 

S"" 11:.! E cJDo.1 y :wn." unu. íu11dú11 u.r111ó1ticn tnl que: 

K(!J2· x') ~ v(.r') para x' E Bo, 1 

Sabemos que; 

KC• ') = 1-1\.r'\12 
Y2,x l\In-x'I\ 

para Y2 E 8Bo.1 Y x' E Bo.1 . 

Ton1e111os la rutadón 8 tal que Yt = 8(y2) . Co1uo lns rotaciones mantienen clbtancins tenernos que: 

• , l - llx'U 2 1 - U.i:U2 
• 

h(Y:.i.x) = \IY.: - ..r'JI = l!Y1 - xi! = f'\(Y1 • .rl 

donde x' = O(x) . Entonces 

K(y2 • .r') = K(y¡, x) 2: v{.z:') con .z:' E Bo,1 

c-s decir 

K(y1,.r) ? L•(.r') = v (9(.r)) = v o 9 (x) pll.ro. .r. E Bo.1 

Prro /i."(y 1 • ·)es nlinimn.l y 1Jo f} e.. armónica, entonces 3o tal que 0J{(y1, ·) = vo8 en Bo.1 .Es decir: 

n.I{(y2 • x') = oK{y1 • .z:) = v o 9 (.r) 

v(.:r') 

Por lo tanto IO:(y.,,,,·) es minima.l. 
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Figuro. 5-10: Ln bo\R rota.do. 

Entonces tenemOM que ~i ~¡ # 0 . entDOCe!t ~,\f = ªªº·' e ~¡ e ~l e ~.\( En conclusión l"li 

~i :? 0 1 entonces ~·"' = 8Bo.1 = ~¡ = ~1 • 

• Sea g = "rlaso.t · 
Onda esta función de frontero g E C(DBo,1) existe la solución. del problema de genernlizad~ de 

Dirichlet obtenida o.través del ."1étodo de P\.VB : 

H,;¡ = f y(y) 1..:cv. ·l .txw> 
loaa.• 

paro. K In función de ~lnrtin y .\: In medida única sobre ~ 1 c-orrespondicnte por el teorema de Brelot . 

Encontremos u. K y n x . 

Por una purte sabemos este problema ..e puecJe solucionar (n lu n1anern clü.-.icu.1 por la integral de 

PoL .. son: 

11 = r. f Or1 G(y. ·)g(y) da(y) 
ltJBa.1 

donde e= - <Yn(nl- :.!) • 

L~Mtndo t'!l TEORE:O..lA lü cid Capit11lo 1 snben1u,,. qu<:.". co1nu li1n :•-.., h(y} = !Jlx) ·7 .e E 880,1 
:.o;Bo.• 

.ent.onces I l ,;¡ = 11 
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Entooca1 

f. g(11)K(u.-)dx(u)=c/. DñG(u,·)g(11)dd(11) 
880,1 8Ba,1 

Por otro lado sabemos que la medida de reíerencia );'. viene dada por la repre:acntacióo de la función 

constante 1 através del teorema de .\111rt1n : 

l =J. K(y,·)dx(11) en Bo,1 
as..,, 

Y paro. la misma función 1 tenemos, rcustituyendo g por 1, que: 

(a) 1 = cf. Dr.G(11,·)dn'(y) en Bo,1 
lJBD,1 

gracias a Ja representación integral de Poisson. 

Entonces basta ver que pasa con: 

i K(y,·)dx(Y) =e 1 D¡¡G(y,·)dd(y) 
os.... os,,.,: 

Además sabernos por definición que para 11 E 4u : 

la cual, para y' próximos a la frontera., qued.a : 

G(y',.:r:) G(y',.:r:) 
.Z.(G(y',.:r:o)) = G(y',zo) 

Entonces para y' 11 en Bo,t (prOxllnoe a la frontera) tenemos que: 

(b) f. [lim ... 0r:x) ))] dx(y)=cf. D•G(11.-)d<T(y) 
8Bu,1 V-• '11 ,.ro BBu,1 
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Uaaodo nuevanmnte el lellla anterior y la continuidad de ~~: ·::) ( G denota taiubién a la extensión 

continuA 90bre ~M ) en.contrlUUOS que : 

.. decir: 

1 [lim G(y',r) ] dJ<(y) - f [r G(y',r)] d ( ¡ 
aa .... 11•-v+(G(y'.xo)) - 1.t:.., v'1~v G(v'.xo) l( 

11 

J. [ Dñ G(y, r) ] d ( ) 
BB.,.i Dñ G(y, :ro) ;\. y 

K(y, ·) = g: ~~:::) en Bo.1 

Regresando a la ecuación (b) tenemos que: 

Ahora. aopx C 1Jo.s Y X e:stA d.rt.erm.inada por: 

(e) 

I>eflna&Do. • la medida x· por: 

1 _ J [ DBG(y,;r)] dx(y) 
D"G(y,zo) 

BBo.1 

f dx(y) 
x•(E) = D.,.G(y,xol 

8!1<1.t 

para todoE borellano de 8Bo,t· I>e aita manera x• es abeolutamenw continua nmpecto a X y (--.da 

el T~ de Raáon NiJcodyrn) obt.enernoe la denvada de Ra.don de arnboe l.Mloe: 

Entonce1 podemoa cmcrtbir: 

(d) 
dx· = __ d_x __ 

· DaG(y,xu) 

para y e 8Bo.1 · 

AdemU podern09 escribir a (c.) de la alguien~ manera.: 
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(t'.) 1 - j O... G(y,.r) dx•(y) en Bo.1 

ª""·' 
Entonces x• es a.baolut.arncnte continua. respecto a <r, y por el T~G de Jladon-Ntlc~ tenemos 

que: 

x•(E) = L B{z) dn(z) ¡m.ra alguna B medible sobre BBo,t 

VearuOH a.hora. quién es x·. 

Igualando(•) y (f) t.emonoa que: 

e J;., DaG{y,-)dd(y)= J DaG(y,.)dx•(11) enB0,1 

BBo.1 BBa.o 

y obtenernos lu. derivada de Radon de amboe lados: 

en Do,1 para los borelia.nOR de 8Bo.1 y JI E Bo,1. Y como Da G(y, ·)?'=-O en Bo.1 para y E 8Bo,t entonces: 

(•) D' = x• en loe borelianos de 8Bo,t 

En conclwilón, de {d) y(•) tenemos que: 

para todoE borelia.no de 8Bo,1· 

Ahora., para ver que Bo,t - la COTn;poctiji.ccd6n de MArtul de Bo,1 .... É falta mostrar que 1aa funcio!M9 

/do la forma.: 

I = • t:}(:.x;o)) vara alguna X E Bo.1 
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tieaea mrtensión conUnua aobre É . Pero • :;J(:.!n es continua en Bo,1 (y finita fuera de Fu). entonces 

eat.as f 'a tiene extensión continua eobre E . 

Finalmente einpleando el LEldA 2 del Cap(tulo 4 encontramoe: que la solución al problema gcner­

alizado de Diric::hlet par• la función de frontera g e C(8Bo,1) coincide con la aolución para "Y e C(BR) 

Y• que.,. = g excepto en el conjunto polar P: ( g puede defini.rse arbitran.ente en É ). 

De esta manera queda resuelto el probktna. de Dinchkt paru la 1!3p•n.a de Lebeafl'"! en E3. Hay que 

notar que la aolución de este problema no depende de la dimensión. Por lo tanto el problema queda 

reauelto para la dimensión n ~ 2. 
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Apéndice A 

El problema de Dirichlet para 

regiones no acotadas. 

Sea A ~ E" . Se define E,l por: 

La nueva topología es: 

Te:;,= Te .. U {A: A= Eá - C,C compacto de en} 

E& resulta ser entonces un espacio ~pológico, de hecho un espacio métrico cornp.cto. 

Sea.Re Ea, . 
DEFINICIÓN 

Un1t. función u definida en los reales extendidos f-oo, +oo] es aobreanndnica l:.'n R si: 

i) es sobreazomñnica en R .-.. {.O.~ 

ii) y además tenem.:ts que si ~e R entoncet1 u ('S .111.c.i. en .O. , y 

u(A) ~ L(u: xo,b) 

V.:r0 , V6 tales que-.. B-,6 e R. 
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A.1 El probletna exterior de Diricblet 

LEMA1 

Sea h una función armónica en E"' - 1lw.p• continua en C- ..... B 11 ,,. t.al que llm•-6 existe y ea a • 

Entonces tii z E ,ETa - ñ 11 ,,. tenemcs que: 

h(z) = _!_ J \\JI - z\l:z - ~ h(.z) da(z) 
tT .. p as •. ,. \lz z\I 

- llx o~:~=-2 +o 

Admnáa tU a= L(h: y,p) • entonces L(h : JI, r) =o Vr > p. 

DEFINICIÓN 

Sea / wa. función Borel-medible S>bre 8B11,,. es integt'ablo reapect.o n. la moxlada do auperficie. 

La in~ de Po-Uaon de / relativa a E" ..... B 11 ,,. es: 

i)sizEE"-'1J11,,.: 

, J [u" - .,u• - P" • • } I P(I, ..... B.,,,.)lz) = ;:p ll.z _ zl\ + pn-:z - \l:r _ 
11

un_;:¡ x /(z)M(z) 
as,,.,. 

ii) al z= 6.: 

JP(J,- n •. ,.)(6.) = a:p j ~~! dD'(z) 
oa,..,. 

TEOREMA 1 

Si f es Borel-medible en BB,,,. entonces h = 1 P(/, - B 11.p)(z) es armónica en EA - B 11 .,. y si 

:z: E BB11 ,,. • entonces: 

tim. !~ h(z) 5 liJn :~'! /(z) 
•E-~,..,. •E-B,.,,. 

Y ai / ea continua en z E 889 _,. esitonce11o: 

.&~ h{.z),,../(z) 
•E-H., . ., 
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TEOREMA2: 

Si u es tt0brean:uóoica en R abierto y conexo de E'6, , entoncetJ H&tiaface el Pnncipio dt!l m.(nirno en 

R. 
Adentás, si liminfa-#. u(z) 2:: O Vz e 8R, entonces u(z) ~O en R, 

COROLARIO 

Si u es sobrearmónica. en E3. , Pntonces u ~ una función constante. 

A.2 Problema de Dirichlet para. regiones no acotadas 

LEMA2 

Sea u aobrearmónica. en ll e E.3, • Sea. ".• abierto tal qtie W e R , 

Si u es continua en W , nrtnóuica en \\,• y u ;::_ h en 81-V entonces u ~ h en W . 

DEFINICIÓ:"J 

El coajunt.o E e EA es polar si V z E E corresponde W una vecindad de % y una función sobrcar~ 

mónica ven u· tal que u= +oo en En W. 

TEOREMA3 

(A} ~"-:-1 un !-ol1hconjunto polar de E~ , pero no es polar de ~ para. n ~ 3 . 

Un polar de Ea paran::?: 3 es lo "mismo .. que para E" . Pero un polar de El puede contener a A • 

Si Res un abierto y conexo dot? E_l y ...... R no es polar entoncetl R-... {A} tiene (unción de Croen y 

cuando menoe 11011. función 1K>brearmónico. positiva no constante. 

DEFINICIONES 

Sea f : 8R - (-oo, +oo} 

PJ = {u hiperannónic:a: Hminf .. -.,u(z) :<:! /(x) V:z: e BR 

y u está. acotadn. inferiormr.ntc en R } 

La cla.:iie infenor es: 

~I = {u hipoarmónica:limaup .. _.,u(.z) :S j(.r,)"t:r e BR 

y u "'8t4 acot.ada superiormente en R } 
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La aolucUJn aupenOr es: 

711 ""'inf {u: u ep1 } 

H 1 = sup{u: u E,"-¡} 

f es ~oluhua si H ¡ = H 1 y anibaeil son a.n:nónicas. 

OBSERVACIONES 

<> 711 s H 1 • 

OSiuE,lJ1 )" ve,L, ,entonca.u;::venR. 

TEOREMA .a 

-Y 1 es idénticamente +oio o es armónica. en cada. componente de R . An.6logarnente para H.i . 

LEM.A.3 

Sea. R abit!rto de E.O,, y ..... R no polar. 

Si {/,} es una sucesión de funciones reeolutiVIUJ que converge uniformemente a f • entonces f es 

n!llOlutiva y la t1ucesión {H1,} converge uniformemente a H1. 

LEMA.a 

Sea R abierto de~ y ..... R no polu. 

Si u es sobrearmónlca posith.-a. en R tal que /(:z:) = lim._,. u(z) existe para toda :z: e 8R , entonces 

f es una función-frontera resolutiva. 

TEOREMA.5 

Sea R abierto de E.Q. y ..... R :F "' • 
Si f E ,C({JR) ent.onceB f es resolutiva. 

A.3 Comportamiento en la frontera 

DEFINICIONES 

:z: e 8R di un punto-~ regular si: 

~H1(z) = /(;:) 'I f e,C(lJR) 
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Se dice quo w función sobreannónica positiva. es una. ha~ en r E 8R si está definida cu lV.r n R 

para ~a vecindad W.- de :z y ai: 

J~w(:oi:)=O 

LEMAfi 

Sea R abierto de ~ y -.. R <F 0 . El conjunto de loe punto.. -frontera irregular- de R es un conjunto 

polar. 

LEMA.ti 

Sea R abierto de ~ y,..._, R no ee polar • Si Z e BR es poW, entonca1 existe una función aobrear· 

mónica positiva en R tal que: 

Ji~v(z) - +c-::J Vr E Z 

COROLAR.10 (Bouligond) 

Sea R abierto de El, y ,..._, R no - poW . 

Sea h función a.nndnica posltiva aobre R tal que lim.,-. h(1t) """ O para toda :1& E 8R excepto qulzM 

en un polar, enton~ h - O en R . 

LEMAT 

Sea R abierto de E:;. y ...... R no ea polai- y itea 8 11 ,p • 

Si f tiS acotada en 8R entoncea: 

71 f = inf { u : u aobrearmónica en R , u est4. acotada inferiormente en R y 

liminf..,-vu(z) ~ /(r) 'Ir e 8R que aean puntos regulares de R..., 1!i11 ,p} 

TEOREMA.6 

Sea R abierto de ~ y - R no es polar. 

Si f E ,C(8R) entonces f e1J resolutiva. 

!)(> emta manera, corno en el Capítulo IV, llcga:nos n.l concepto de medida armónica. 

DEFINICIONES 

Para cada x e R SR.hemos que existe, gradBS al Teorema de re¡>resentación de Rlesz, una medida de 

161 



Borel en BR unitaria µ.. tal que: 

H¡(:r) = j fdu. 

Eata medida e1t ll&nla.-la tnedida anndnica relativa a ::r y a R . 

f es ,, __ integrable Ri j l/I dµ.. < +ox.i para .tguna ::r en cada componente de R . 

TEOR..EMAT 

Sea R abierto de E3. y - R no es polar. 

/es rett0lutiva si y aólo 11i ce µ..- integrable y. entonCCA. teneioos que: 

H¡(:r)=- j fdµ..V:reR 

TEOREMA.A 

Sea R abierU> de E:& y - R no es polar. Sea ""w una medida armónica .-.ciada a 'JI E R. 

Si Z e BR y - pol.r entoncee µ."(Z) :s O Vu e R. 

OBSERVACIONES 

<> Un punto regular para R._ 7111,,. di regular también para R . 

Sea R abierto de E" con función de Green G. Si A E 8R y A ti R, entone.-: 

<> •l A E- R , -.. R • no polar (n :;?: 3). 

<> Ea, - R e21 no polar (n - 2). 

TEOREMA.lit 

Sea R abierto de E" con función de Green G . 

Sea u 80breannón.ica poeitiva en R. Sea F subconjunto cerrado (relativo) de R . Entoncea: 

RF(11) ,_ u(11) 'JI E F 

excepto qu.izAs para las 11 E 8F n R que eean punto inegulares para R - F • 

Además R~ = H~F en R ...,. F donde uo se define por! 

{ 

u en 8Fnn 

Uc -

o <!nORnlJ(R-..F) 
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Apéndice B 

Definiciones, ecuaciones y teoremas 

B.1 La unicidad de la solución 

DEFINICIÓN 

Sea e un mlmero real y / una. función acotadll Lebesgue-medible definida en el plano 8R . 

Se define J P(c, /, R) por: 

2zn J. f(z) IP(c,J,R)=c.;rn+- ~11 11 ~z 
D'"n BR Z -X 

TEOREMA 10 

Si / es una. función a.cotada Lebesgue--mediblc definida en 8R y e es un mlmero real, enionCP-S 

I P(c, /, R) es nrmóruca en R . 

Si f es continua en z-0 E 8R entonces 

}~ .. IP(c,/,R)(x) = /(Zo} 

Además 
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D.2 :Definiciones 

O Sea R un subconjunto del espacio euclidiu:lo E" . Soa p la medida en E" . 

Se11.:rEE". 

La distancia. de :r a R queda dcifnidn. por: 

p(R.z) = J~ {p(a,.r)} 

ScaScE". 

La diata.n.cia de S a R es: 

p(R,S) = ii: {p(a . .r)} 

O Un eapa.cio de Hu~dorff' es un espacio topológico T que verifica el segundo axioma do -pa.rn.bilidad 

o axioma de Hausdodf: 

Parn. d06 cun.J.e¡quicra punt.oe -E,y del espa.c:iu T ~xisten vecindades de cada punto: 0,.,0.,, 

de inte~ción VPCia. 

Un espacio de Banac.h es un espacio nonnad.o completo. Es decir, un espacio normado en el que toda 

sucesión de Cauchy es convergente. 

<> La /unción f ce real ertendida si va de su dominio a R•=[-oo, +CX1] • 

<> Se.a la función / real ext.endid1ro con dominio D e E" . 

Para cttda y E E"" aea e., el conjunto de todaa IBS vecindades de y . 

ScaFcDysea.xeF. 

Se define el línnte inferior de f como: 

lir:u inf /(~) = sup [ ~ /(z)] !Et: u.ea.. v.:: no. 

Se define el Unute .11uperiar por: 

<> Sea la función / real extendida con dominio D e E" . 

Se dice que J es .sernacont1nua in/~r en .E E D !'li: 

/(z) = lim !i~ /(:) 
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o, equivalentemente, si para toda f! > O existe una vecindad de :z: , O. , tal que: 

f(.I') > f(;i:) - t: V z e O., 

Se dice quo f es 11emicontinua 11upcrior en z: e D si: 

f(z) = lim :~'! f(z) 
•ED 

o, equivalontcmcnt.c, 11i para toda t:: > O exist.c una vuci.ndo.d de :r , Os , tal que: 

/(z) < /(z) +t:: Vz E Dr 

Las fucniones 11emicm1tint1R.!I inferior(!tl están inforionucntc acotu.das, a.lca.n.z.a.n 8U mlnirno en com­

pactos .Y pueden ser proxlmw:las inferionncntc, en compactos, por funciones continuas. 

O Una transforrua.ción de E" en E" es una 111versu'n en una esfora de radio r y centro 11 : BB"ll.r , si 

a todo punto x E E" le corrcspon<le un punto z• tal que: 

(i) x• está t1it.uw::lo sobre la linea que une al punto 11 con :r 

(li) ~u distancia al punto y está dada por la relación: 

EatBB dos cara.ctcrist.icas para la inver.i.ióu se resumen con la ecuación: 

:z:• = 11+ \lx-:: 111\(;i: -11) (.r :¡, !J) 

O Sen. 11 E E" , y sea la bola B,,,.r • 

Sea R un abierto do E" ..... { 11} y ..ea n• la im~cn de R bajo la in""'niión reapecto a DB •• .,. • 

Sea la función ¡• definida en R• . 

La transformada de Kelvin de f• se define por: 

r•-• ( r2 
) 

/C:z:) = uz -111r-2 r Y+ u:i: -yulz -y> 

R!!sulta que PSta. tra.nsfoTma.ción prc9Crv& poait.ivi<lad y annonlcido.d. 

O Sea R subconjunto abierto de R = (-oo, +oo) . 

Sea la función / : R - (-oo, +no) • Sea :z: E R . 
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El lünale por la izquienla (derecha) de f en % ea: 

.,.!!~+/(y)= Ji~f(y) 
VER vER 

Análogamente se defino el ltrnite por lo. ~i.enla.. 

<) Se.u. R &ubconjunt.o abierto de R = ( -oo, +oo) . 

1<2:S 

l:nu. función f : R - (-oc, +':!O) es continua. por la det?chu en .r E R si: 

.,.!!Z:-+/(y) = /(r) 
>ER 

Análogo.mente se define la contJP1uidad por la a.zquterdu.. 

<) Sea R un subC"Onjunto abierto de E•• . 

Sea x la función característica definidu ~bre los subconjuntoe de R . 

Una función f: R - a• es locnlm.ntte integrable si el producto f XK es integrable p.ratodo compacto 

KCR. 

O Sea R un subconjunto abierto de E"" • 

Se.a la unaµ y µp dos medida sobre R . 

Se dice queµ.,,. es ab.,olutamente contanua respcct.o aµ si µF ae anula en cuanquier subconjunto de 

R que t.enga medirla 11. cero. 

O Sea R un subc:=onjunt.o abierto de E"" . 

Sea µ una medida sobre R . 

Sea la f&Ulilia de todoe los abierto. (O,),;ei • O, e R tales que para toda i e 1 

Se define 0 e: LJ1€ I 0, • 

(Si µ.es n""-aditivn. entonces µ(O) =O ). 

El -'oporte de µ. es el conjunto: 

11.(0o)=O 

.,upµ=R-..0 

Si l'Dpµ - un conjunto compacto (de R) se dice que 11. tiirnr oport.c con1pacto. 

O Sea el espacio euclidiano E" . Cou~idcrcrot»I un rT- n.uillo de conjunt08 definido sobre él. 

Una cOf'!10 es una función '7' - ad.itivn. definida l'IObu• ... ¡a- anillo. 

El concepto de carga - una g1P11eralización del cunc•?ptu de medida. n - aditiva. Podemos decir que 

una. medida es uua carga no negativa. 
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O Soa X un ~pQ.Cio. Sea {µ_,} una suoesión de cargq,s B<>bro loa bomu..no. de X. 

Se dice queµ, conveP]7e en la tu•-topologia a I• carg• µsi ¡uara toda función/ continua cop. eoporte 

co1npacto: 

lim jfdµ, = jf,/µ , __ 
O St,. B.-.p Ja bola n-dimensionaJ con centro <>n z y radio p. 

Una mfldida Vp uniformemente diatrihUlda en OD,..p es de l1t forma: 

v,.(E) =c.,,. Lo ... ,. da(z) 

para cierta constante c., .. y para t.odo hotcli1U10 E del espacio. (t?° es la medida de superficie.) 

<>Sea z = (.r¡, ... z,.) E E". Sea ¡/.r/j = ':-. 

La trona/orrnaddri de covrde.nadu..s n!Ctarag«lare.s en c:oordennda.s eaf~ca..11 estd. dada por: 

DondeB1 = ~ , ... , Bn-1 = %-:..-•, r= (zi+ ... +~):l • 

El jaoubiano de esta tranaformación ea: 

1 
iJ(r., ... , x,) 1 r"-' 

8(9,, ... B .. -1,r) = (1-B~- ... -9~_.)J 

<)SeayEE". 

s- el conjunto de Borel Le 8B,,.,. n {(z¡, ... ,z .. ): Z'n -y .. ;:: O} . 

Sr.a L:., = f(r1, ... , Zn-1, O): (.r1, .• ., z .. ) E E} . 
Parn. en.da ;r.:; iJB11.p sea -y(.;r) el ángu.Jo entre el ltie z,. y el vector normal exterior a 8811.,. • 

Se define la medida ~ .superficie del conjunto E como: 

u(L) = j ·· · j sec-y(z) dz¡ .•. dz,._J 

:c. 

La integro..J de una función Borei medible clefinida en 8811 .,. respt"Cto a la medida de supc!l'ficfo se 

denota por: 

ka.,.,. /(z)dn-(z) 
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D.3 Ec.-.1..._ 

O Rdc.w::96n entn: la mi.,,., de volumen 11 ~ Sralqfrq/ M ~: 

Sea R un abierto de E" • 

Seo. f una función de R en R . 

Sea la bola Bo.p e R . 

r f(x)dx-1.· r•-• ( r f(9,r)drr(9)) dr 
h.,,. o lu•u-1 

O El laplaciano en t!Ulf~. 

Sea R un abierto de E3 . 

~.a la función u : R - R con aegund- Jerh'-.d- pardales . 

Sea la transform..ción do coorden.ds rectangu!are111 a coordenadas esféricftll; 

(z,11,z)-(8,c>,r) 

c:L.da por: z = r•en8 ooe4t, 11 = raen8.enq,, z = r c::oe8. 

EJ laplaciano de u en esféricas ee:: 

1 8 ( Bu) 1 8 ( Bu) 1 8u ;i'a;: ro;: +;::¡-;;;¡soo aenBoo +~a;;=º 

Y si la función tiene sUnetrt• ftlférica el l.plac:iano - redduce a: 

.!!._ (r•~)-o 
dr dr 

Sea R un abierto de E" . 

Sea f una función integrable tal que f : R - R . 

El conjunto L 1 (R) ea el espacio de laa fu.ncionea Lebertgue integrables en R. Se define la 

norma en L 1 (R) por: 

l/fl/L, - J ff(z)f dz 

<> "Ileorema de la conversencia monótona (Beppo Levl): 
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Sea {f .. } una suamióo crecicote de funciones en L1(R) tal que: 

E;:utonces f,.(:r) converge c.t.p. "" R n. un limite finito denotado por /(z). 

Además f E L.(R) y: 

O Lena. de Fat.ou: 

Sea {f .. } una sucesión de fundonct1 eu La (R) tal que: 

(i) para tod• rt, / .. ~O 

(il) aup .. j f .. dz < +ou 

entoncBl'I' tenemoa que la función / = liru irú .. _ 00 f .. está. en L 1 (R) y 

j fdz S lim,.~!:.:,/ f,.dz 

O Teoreuua de la converpncla dominada de Lcbessue: 

Sea {f .. } una sucesión creciente de funciones en L 1 (R) • Supongarnoa que: 

(i) f .. (z) - f(z) c.t.p. en R , 

(ii) existe una función g E L¡{R) tal que pa.ra toda n, f/ .. (z)I S g(x) en R. 

Entonces f E L1 (R) y: 

llfn - f/IL, - 0 

O Teoreuua de R..adon Nikodym: 

Sea µ una medida " -n.ditivn. definida en una rt -álgebra de conjuntos del espacio euclidiano ~ • 

&m 4• una carga defio.i<la en conjuntosµ - medibles. 

EntonCelll existe una función f en E" integrable respecto a µ tal que: 

<l>(A) = l f(:r) dµ. 

para cada A que t<ea µ -m<"fiible. 

Esta función llaina. derivada de la carga 4> l"el'lpecto a la medida µ , y se escribe: 

/=~ 
dµ 
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Una fu~ es una función F de ~pacio linoal (o vectorial) L a R • 

El e.ypario de la... funcionea conhnucu en el intervalo {a. b} e R sie denota. C{n, b) . 

(> "I"Borema do R.les:& de repreeentacidn de funcloo.alee Une.los contlnu-: 

Sea F una funciono.! lineal continua en el espacio C{a, bJ . 

Entoncei¡ F puede representarse en la rilt:mn.: 

F(f) = 1" /(.r)tkl(r) 

rlonde tP ~ una función de variación acotada (y la integral es una integrad de Stieltjes). 

O Teorema de Luzln: 

Sea X un ~pacio locit.lmcnte compacto de Ha.us<lorf dotado de una medida. µ.. 

s .. a ta funci~'Jn J ··on soporto~ compacto y µ.-integrable. 

Entonces para toda <E > O ex.hite una función continua con t10port.e compacto en X tal que: 

µ(x: /(.x) #; g(x)} <<E 

<>Teorema de Stone-Woiestraa11:{Bartle) 

<> Tuuremaa: 

Sm1. [u. b} un intervalo de R . 

Sea la función J : (a, b\ - R , J Lebesgue integre.ble • 

O La función 

F(.:r) = 1~ /(t) dt z E [a, b) 

MI abf>Olutarnente continua.. 

O ( Lcbr•:tgue 1 La deriva.da de una función f = F' absoluta.mente continua en Res int.egr11.ble en R y: 

1" /(t) dt ""' F(r) - F(a) z E (a, b) 

O Lo. suma, In. diferencia y el product.o de funciones a.bsroluta.aumte continuaa son funciones absolu­

ta.mente continuas. 

Sea µ. una carga "'" E" • 

(i) Sabemos que existen µ. tiene deflCotnpoeiclón 
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donde µ+ y µ- eon medidas en E" . 

(U) La variact6n total de µ. ea: 

(iii) Sea F boreliano de E" • Se define lo. n.onno de µ. : 

O Sl.'a {µ.J} una sucesión de cargas sobre los borclianoe del espacio euclidiano E" t:a.J que: 

Entoncea 3 µ. carga sobre lOti borelianos de E" tal que: 

{µ,} - µ. en la. tu• - topologfa 

O Ln con11rrye'1'lc1a de una .•u.<"c.•idn. de. /un.cione!I f!'n ¡L.¡ implico. que existe una aubsucesión conver­

genre ,,._c.t.p. (casi un todas partc6con respecto a la rnetlida v), y esto a su vez la convergencia en 

V-tnedida. 
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