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Capítulo 1 

A MANERA DE INTRODUCCIÓN 

1.1 La prueba de Godel de la consistencia de la aritmética 

(1958) 

A rafa de los teoremas de incompletud de GOdel (1931) 1 es bien sabido que una pruebn2 de In 

consistencia. de una teoría axiomática., que contenga al 111cnos tanto poder expresivo co1no el de 

Ja teoría de números, no puede llevarse a cabo utilizando cxclusiva111cnlc los medios y recursos 

disponibles en el sistcn1a. 

En este contexto cualquier prueba de c01U>istencia para Ja Aritmética de Peana (A'P). deberá 

utilizar conceptos o recursos no for1nalizables en AP. La n1ayoria de la.s pruebas de consistencia 

conocidas hasta antes de 1958 utiliza.ron como recursos no formalizables en el sistema la teoría 

constructiva. de Jos ordinales y el concepto de accesibilidad. 

En 1958 Kurl GOdel publicó en Dialectica un artículo tituJado "Acerca de una extensión 

aún no utilizada dc1 punto de vista. finitista" .3 En este trabajo GOdel expone el concepto de 

funcional de tipo finito, y propone utilizarlo como alternativa al concepto de accesibilidad para 

demostrar la consistencia de .A'P. 

El presente trabajo pretende desarrollar una prueba (siguiendo a GOdel 1958) de consistencia. 

para la Aritmética de Peano, utilizando el concepto de funcional de tipo finito. A continuación 

1 Para una exposición complet.a en e!llpaiiol. véase TorrC!5 (1988). 
2 Aqul, la palab.-a pr-ueba debe entenderse como demostración ro.-mal. 
ª"Über eine bisher nocb nicht benützle Erweiterung dC!J finiten Sta.ndpunktC!5", Dialectica 1958. 
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han?tuos un hrcve lUHílisis <lcl escrito de 1958, siguiendo la nota introductoria a GOdel 1958 y 

1 !)72 escrita por A .S. Tl·oclstra cu Gcidcl ( 1990) y n1cncionarcnms algunos cambios y adapta

ciones que hici1nos a la idea original de G6del para obtener la prueba que aquí present:unos. 

Escrito en 1958 1~·ua festejar el 70 aivcrsario de P. Ilernays, las ideas de esta publicación se 

rcmouta11 por Jo menos al 15 de Abril <le 1941, fecha en la que GOdcl leyó en Yalc la conferencia 

"In wl1at sensc is intuitionistic logic con.structivc?". 

En 1965 Leo F. Borou t1·ndujo al iuglés el original de? COdcl. con la. intención de volver a 

publicarlo en Dialcctica. La traducción fue entregada a CO<lel para su revisión y hacia 1!167 

GOdcl pareció quedar satisfecho con el resultado; pero en 1968, al releer la introducción filosófica 

que hizo al <!scrito origi11al, se dio cuenta que no reflejaba corrr.cla.tncntc sus i<lc:L.-. y la rcc-.scribió 

de nuevo. Co1no tan1poco quedó satisfecho con la. segunda versión In sustituyó por una serie de 

notns adicionales a pie de página (notas de la balan de 1972, en C6dcl (1990)). Finalmente, 

para 1!170, el trabajo pareció estar listo, pero despucs de leer las pruebas de impresión decidió 

ca111binr CéL"ii .totahncntc las notas /t e i. Las prueba __ <; nunca fueron 1·egrcsacla._<; y al parecer Güdcl 

siguió trabajando en ellas por lo 1ucnos hasta 1972. Estas notas no fueron p.ublicadas en vida 

de Gü<lel y nparecierou por pri1ne1·a vez en la versión del escrito de l!..158 de110111i11ada. con10 

GOt..l<"I l!J72 publicada en GOdcl Collectcd Works Vol. 11. 

A1111q11c scgün Klcenc (1973 11ota. 7), In intención original e.Je GOdcl era la de probar la in

dt!rivabilida.d de --.-.'v':i: (.ti (x) V --.A (a:)) <'11 el cñ.lculo intuiciouista. de predicados, y scgún l(rcisel 

era la de- establecer que l<L.'i dP111ostracio11cs intuidonistas de tco1·c1n:L.<{ cxisic11cialcs ~iic111pn! co11-

llevnn a. realizaciones cxplícita..s, COdcl presentó sus resultados de 1 !..158 co1no 1111a contribución 

al progrn1na relativizado de J-Iilhcrt. 

La idea original de Güdcl para probar Ja consistencia de la arit1nética se aplica. directamente 

a. la. Aritn1ética Fonnal Intuicionista A1i (Arit1nética. <le l-lcyting), pero a partir de los resul

ta.dos de Cüdel (1933). por 1nedio de su Traducr:u)n Negativa, se sabe que la. consistencia de la 

AdLn1ética de Penno es (_•quivalcntc a. la consistencia de la. Arit1nética de Hcyting. Esto se ba..'ia 

en el hecho <le que, despucs de interpretar las nociones básicas de Ja lógica clii.sica. en ténninos 

de nociones intuicionist;L.'i, se puede definir una fórnmla F' de A7-l para cada. fónuula F ele AP 

con la propieda.-t de que 

Si AP 1- F, entoucesA'H t- F' 



<lo11dc In. interpretación' es tal <\llCo (-.F)' = -.F',4 y n...'iÍ, la. co11sistc:!cia <le .. A"P, se sigt:c <le 

probar la consistencia de A1-l. 

Para probnr la consistencia de A1-l, GO<lel introduce en 1!>58 un si.slcnu"L íonnal 'T libre de 

cuantifica.dores y procede conl'itruycndo para. ca.da fórnn1la. F de Al-l un:.., fórnn1la F• (la. fónnu1a 

de interpretación de 1""") de T. ta.l que si F es derivable en A1-l, entonces u11a cierta instanr.ia 

de F'" es dc_•rivable en /.t, 

Ton1en1os la fór1nula. O= §0 (donde el shnbolo S denota a la función sucesor) rl<> A1-l. Co1no 

consecuencia. de la definición re<:ursiva de fónnula de int<'rpr,!tac..~ión que se dará cu el Capitulo 

4, tene1n.os que (O= SO)• es precisamente ln. fórn1uln. O= SO de T- Por otra parte se de1nostrará. 

que la. ecuación O =SO no es derivable en /, de donde se sigue que O= SO 110 es derivable en 

rLA (ya que el resultado del qlte se habla. en el pn.rrafo anterior y en la. nota. a pit> de página 

5, garantiza que para. una fórnu1la en In. que no figura.u v<"Lriables, derivahilidad en 'HA iniplica 

derivabilidad en T), por lo que 1-lA es consistente. 

Nuestra prueba de consistencia. se aplica. directa.1ncnte <"L AP,6 permitiéndonos evitar el uso 

de la traducción negativa de Güdcl. Debemos 1nenciona.r que nuestro sistt:"1na. de Funcionales 

de Til">O Finito :FT:F dific>rc Ull poco del sistcn1a r de Gódel. ta.nto r.n S\J presc>ntación. como 

cu cuanto a. la concepción filosófica subyacente, con10 se verá. con detalle cu lo que sigue. 

Al igual que el sistenia T de GOdcl, el siste1na. :FT::F se basa en una cstructun\ de tipos 

generada. rccursiva1ncntc a partir del tipo o (nthucros n.a.turn.lcs) bajo la r~gla de que. ~¡ cr. 

r 1 , • • •• r,. son tipos previan1cntc definidos, entonces (r1 · · · Tno) es tan1bién 1111 tipo. 

lntuitivnn-icnte los objetos de tipo (r1 · · · Tno) son funciones, que nplicn<la.s a. a.rgun1cntos de 

tipos T¡,··· .r,. dan con10 resulta.do objetos de tipo o. Con10 en general los argutncntos de estas 

funciones (excepto para el tipo o) son n. su vez funciones, a. estos objetos se les llama funcionales. 7 

4 En A7', la fórrnula -.Fes interpretada. como la fórrnula F -+.J.., donde el símbolo J.. denota al absurdo. 
:i.En realidad F~ no es propian1ent.e una fórtnula de T, sino una fórmula genernlu:ndo de T. Como se explicó 

a.rriba, para cada fórrnula F de A'H ~construye recursiVa.Jnente una fórmula. genend1.:oda F• de T, donde por 
una"' fórmula. generalú:odo" tle T entenderemos una expresión de la fornl.a 

3111 ···3y ... Vri ···V.:r .. A(z1,···,r .. ,y1,· · .11 ... ) 

donde A es una fórmula de T. A cont.tnuación se prueba por inducción sobre los t.eoremas de A'H que, si A'H r- F. 
enwnces T t- A(r 1,- ·· ,r .. ,h.· ·.t.,), pa.ra unasucesion de t.enninos t1,· ··,t .. de T. 

6 A diferencia de la original de GOdel (1958), que como hemos dicho, para demostrar la consistencia de AP 
demuest.ra primero la de 'HA y despues aplica la Traducción NegaLiva (1933). 

,.Durante el present.e capStulo usaremos como sinónimos las palabras "función", "íuncional"' y e,,.entualmente 
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Mediante el iso1norfismo de SchOnfinkcl xYxz ~ (xY)z. las funciones n-a.rias. pueden ser 

vistas como funciones unarin.s y el tipo (•1 · · · TnO') puede pensarse con10 una abreviatura <le 

En .:F/.,-r definiremos lo. noción de tipo recursivamente a partir del tipo o (que se interp1·eta 

como el tipo <le los n1imeros naturales}, de fornta que, si a y r son tipos previa111ente definidos, 

entonces (o).,. es ta.mbicn un tipo. Interpretamos al tipo (u) r corno el tipo de los mapcos del 

conjunto de los objetos de tipo u al conjunto de los objetos de tipo T. Sic1npre que el tipo a 

esté denotado con un sólo símbolo escribiremos ar en vez de (a) T. 

El lenguaje para T tiene como sín1bolos primitivos, en primer lugar, un nUn1ero numerable 

de variables distintas para cada tipo, un sín1bolo pri111itivo de igualdad =T para cada tipo 

..,. , y las constantes funcionales O (para el número natural cero) y S (para la función sucesor 

S: N-+ N), de tipos o y oo respectivamente. 

Los térn1inos del sisterna son definidos recursivan1e11te a partir de va.ria.bles, de la. constante 

O. de la constante S y de las constantes funcionales que se especifican n1ás a.bajo, 1ncdiante la. 

regla de que si a."T es un té~r111ino <le tipo oT y b" es un térrnino de tipo o, entonces aªTb" es un 

término de tipo r. 

Acerca. de los térn1inos primitivos que 1ncncio11an1os arriba, <.:orno GOdel seiiala, es necesario 

que existan, para cada tipo, constantes funcionales introducidas por medio de una definición 

explicita, esto es, sie111pre que t esté construido por aplicación de va.ria.bles X1, · · ·, x,. y de 

constantes previa.mente introducidas, existe una constante 4> tal que: 

•!Jx¡,··· ,xn = t 

Lo anterior puede ser garantizado por medio de abstracción ..\ ó, como se hará en :FT:F, 

por medio de la inclusiOn en el lenguaje de símbolos prirnitivos para la constante combinatoria 

KuT de tipo TCTT, y la constante cobinatoria SpuT de tipo (par) (pa) pT, para cualesquiera tipos 

p. a y T, definidas n1cdiantc las siguientes ecuaciones: 

y 

"l.órmino". 
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<laude los snperi11diccs de los ténninos a. b y e indican el t.i¡:>o del ténniuo (!JI c:\da. cm;o. 

Para garantizar la intrullucción de constanll!s poi· 1·cc11rsiún priuiit.iv:\, eo1no se pide en 

T, incluircn1os en :FT:F una. constu.ut.c funcional JT para. cada. tipo T (a. la. que llatnnre1nos 

iterndor8 ), de tipo o(TT) (TT), para ln. que se tiene hL"'> sii;uicnt.cs ecuaciones: 

y 

Las fónnuln.s de T se definen rccursiva.111cnlc a. partir de igualdades ent.1·c términos por 

1ncdio de los conectivos lógicos pnra el cálculo proposicional (e\ lenguaje pa.ra T no incluye a. 

los sitnholos V y 3). Orii;inaltncntc la base lógica del sistema T füe pcnsa.<la como la lógir.n. 

intuidonista de proposiciones, pero en vist.a. del carácter de nuestra prueba (que 110 involucra 

ningun sistctna. intuicionista), hcn1os decidido to1na.r cmno base lógica pa.ra. el sist.en1a. :FT :F la 

lógica. c\á.<;ica de proposiciones, fonnaliznda con los conectivos V y ....., . 

Co1nn ti.xiotna.s no lógicos pa.n1. T, a.dcmá..'\ de a.qlwllos que garantizan la co111plct.u<l co1n

binato1·i:1. (introducción de const1u1t.Ps por ine<lio de definición c:x.plícitn) y 1<1. introducción de 

constante:-; funcionales por rr.cursión,9 es necesario lotua.r axiomas para. la. igualdad y el esqucn1a 

de inducción completa: 

A (O), A (x) --+ A (5x) 1- A (a) 

dou<lc .A es 1111 fórn1uln, x es una varia.ble de tipo o y a un término cualquiera también <le ti¡10 

Origina.hnente se piden en T el 3º y 4° n.:x.io1nns de Pea.no, pero co1110 GOdcl sci1a.la en su 

nota. rn.10 debido n. la dcfinibilida.d de la función predC"ccsor en T. e\ axion1a lle inycctivida.d para 

sucesor es obtenido en el sisten1a. co1no teorema. por lo que es redundante. 11 Cabe mencionar que 

el a.xio1na. de Peano -.(Sx = O), puede ser omitido en los sistemas con base lógica intuicionista 

formalizados con -+ • en los que la negación no figura como simbolo primit.ivo, y en los que 

-.A se define con la. fórmula A -t O = l. Para una realización concret.a. en este sentido véase el 

11 Quizá debiera usarse la palabra recursor, pero la hemos resel'vado para la definición de un t.érmino auxiliar 
que inuoducin!tnOS en el Cap(t.ulo 3. 

ºDichos axiomas son dados en :FT:F por niedio de las ecuaciones que definen a los t.énninos K.,,,., s_,,. Y J.,. 
da.das más aniba.. 

'ºDe 1972, en Güdel (1990). 
"Hecho que hemos t.omado en cuent.a al no incluido como axioma sino corno t.e()retna de :FT:F. 
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sistema. formal :FT de Shüt.t.e (1977). 

Como se verá en la siguiente sección, uno de los puntos delicados de la prueba de consistencia 

es la interpretación del predicado =T (que en priincra. instancia se considera dccidible). En 

la nota 7 de GOdel ( 1958) se especifica. que la igualdad debe ser considerada como igualdad 

intencional, es decir, dos funciones (funcionales) sou considerados iguales syss tienen el mismo 

procedimiento de cálculo. 

En :FT:F hemos definido la. igualdad en este sentido. pues para cada fmwionn.l J de :FT:F 

que. en un principio, pudo ser definido por diferc-1itcs medios y a partir de funcionales de tipo 

superior, siempre es posible hallar una escritura única (la farota normal de/), de rnanera que en 

ella no figuren expresiones del tipo SpoT"aP"TlJPOcP, K"TaTbº. JTOaTTbT ó JT (Se") aTTbT, de forma 

que el funcional f puede ser escrito (mediante su forma normal) de manera. tinica. en términos de 

los funcionales que los definen. A continuación se define la igualdad entre funciones del mismo 

tipo de n1anera. que dos funcionales son iguales sy:-os ellos tienen la. misma forn1a normal (lo que 

en nuestra interpretación implica indiscutiblemente el rnismo procedimiento de cálculo). 

Es quizá la idea de reducir la igualdad entre funciones al concepto de identidad sintáctica 

lo que da un enorme poder expresivo a :FT:F (ó a T). a pesar de que cuenta con tan pocos 

recursos lógicos (como el lector habra observado, ni siquiera se permiten cuantificaciones en 

estos sistemas). 

A partir de esta definición de igualdad y de ciertos resultados sobre fonnas normales, 12 

usando una noción intuitiva de verdad, es que se dcn1ucstra que la fórn1ula O = 1 no es derivable 

en el sistema, hecho que implica la consistencia de :FT :F y por ende la de AP. 

Corno ya hemos mencionado, la interpretación •(originalmente denotada por GOdel como 

') y la definición de formula generalizada que usarnos, difieren ligeramente de las de GOdel y 

son directamente aplicables a AP (evitando el pasar por la aritmética intuicionista). Ambas, 

Ja interpretación • y la definición de fórmula generalizada utilizadas en nuestra prueba de 

consistecia, fueron tomadas de Sboenfield (1967), donde AP. al igual que en el presente trabajo, 

se formaliza usando V, -.., y V. 

Creernos importante mencionar que nuestro sistema. .:FT.:F corresponde a una. versión clásica 

17Los resultados a que hacernos referencia soo Jos siguientes: 1. Todo ünnino funcional tiene uoa forma 
normal. 2. La forma normal de cualquier t"nnino es única.. Ambos resultada. se demuestran en el Capltulo 2. 
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del sistema :FT <le 511\itte ( 1977). pero donde los rcsu\tadoft sobre formas normales son obtenidos 

como en el sistema. 1-l..A~ de Troelstra (1988). 

1.2 Algunas consideraciones importantes. 

En esta sección pretendemos exponer breven1ente dos e.Je las líneas de pensamiento 1n¡i.s in1por

tantes que se <lcsprcnclen de \a interpretación de 1958. En pritncr lugar quisiéra1nos 111encionar 

la relación que existe entre la lógica iutuicionista y \a intcr¡:>rctación de GOde\. 

Para. e\lo analizcmos e\ modelo de T que A. S. "I'roelstra no111~ra. como e\ de los .,funcionales 

calculables". el cua.1 se obtiene a.1 interpreta..r a \os funciona.les calculables de tipo o corno números 

naturales. y a todo funcional calculable de tipo a'T co1no .. un procedimiento matemático bien 

definido ... que aplicado a. argumentos funciona.les de tipo o, da como resutado un funcional 

calcula.ble de tipo T. 

En esta interpretación la. nocibn l\e .. procedimiento n"\atcmático bien definido ... debe enten

derse como noción prin"litiva., sin ninguna explicación posterior, exactamente del mismo modo 

en que son considerada.s las nociones abstractas intuicionistas lcon"\o \a de prueba constructiva) 

en \a interprL'ta.ción de Hcyting de los operadores lógicos. 

El para1clis1no existente entre runbos conceptos (el de funcional calculable y el de prueba. 

constructiva) ha. hecho del sistema r y de la interpretación' de GOdel (1958), un recurso suma.

mente valioso en la. teoria intuicionista de la demostración y en general para. las n1atemálicas 

constructivista.s.13 

Pero a. pesar de que inedia.nte la interpretación de GOdel se logra. sumergir a la lógica. in

tuicionista en e\ sistema. de funcionales r. haciendo de las nociones abstractas intuicionistas 

algo más concreto y tangible (como lo c.s la. noción de funcional), algunos problemas de im

predicatividad impiden distinguir de nrn.nera clara el adelanto epistemológico que se obtiene al 

considerar la interpretación de GOdel en vez de la de Heyting. 

En segundo lugar quisiera.mas hablar del nivel de finitud alcanzado en la prueba. de GOdel 

de 1958. Ast. con el fin de ubicar dicha prueba dentro del marco del programa de Hilbert es 

UEntendemos ¡ ':>r mater:nát.icas construct.ivistas aquellas rnat.emáticas desarrolladas dentro de las divenm.s 
corrientes int.uicionist.as, en las que se trabaja siempre con objet.os previa.mente const.ruidos y donde los teoremas 
exist.enciaJes ~ólo pueden ser probados por medio de la const.rucción concreta del objeto a.cerca del que se afirma 
la existencia. 
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conveniente destacar los siguientes aspectos: 

Prini.cro, todos los procediJnientos usa.dos en el sisteni.n r a.si como los usa.dos en la de

mostración del resultado principal nccrcn. <le la interpretación de 1958,14 son finitistnmentc 

aceptables (pues ellos cstt\.n baso.dos exclusiva1ncnte en nociones cotnbina.toria.s de shnbolos). 

Segundo, tcnen10.!i qt1e la cosh>tcncia de r sólo puede ser probada si se garantiza. la deci

bilidad del predicado de igua.lclad entre funcionales, pero debido a la itnpredicativida.d surgida 

a raíz de la. posibilidad de definir funciona.les n partir de funciono.les de tipos posiblemente 

n1ás con1plejos. 15 la deci.bilidnd de la. igualdad, aún pa.ra. el tipo o, no es <le ninguna forma 

obvia. Es w;í que, para. garantizar lo a.ntt~rior, se construye un n1odelo sintáctico de términos 

funcionales (que corresponde en nuestra. (!Xposición al sistcn1a de tern1inos funcionales definido 

en el Capítulo 2), el cual se basa. en el concepto general de construcción de funciones dado 

ilnplicitn.mentc en la. definición de funcional ca.lculn.ble (ó término) de tipo aT. Se procede en

tonces a definir el predicado ele igualda.d entre túnninos funciona.les del niisrno tipo a. partir de 

dividir a.l coujunto de ténninos en clases de equiva.lcncia., donde la. partición se hace con ha.se 

en las fornia .. "i nornm.tes de éstos. Y conto la. igualdad cutre ll'~nninos del nlisni.o tipo S(! reduce 

al concepto de identidad sintáctica (1·ecucrdesc que la relación de igua.lda.<l entre dos ténninos 

t y .s se define a. partir de sus for1na._<; nonnnlcs tN y sN, esto es, t = s syss tN = s'") tcne1nos 

cntouccs que es trivinhncntc dccidible, por lo que el proble1na. de establecer In. consist<mcia del 

sh;tc1na rrn se reduce a.l de ga.rantiza.r la. existencia. y unicidad de 1111a. fortua norn-ia.1 para. todo 

túru1ino del sistc1na.. 

Se ha.u favorecido dos ca.111inos para. haccdo. El p1·i111cro de ellos (el que hcn-ios adoptado 

en el presente trabajo) se basa. en la. utilización de los Predica.dos de Ca.lculabilidad de Tait 

(1967) y en ht. propiedad de Chuch-Rosser tal co1110 se expone en el Capítulo 2. La. otra fortna. 

que se .conoce para garantizar lo. existencia. y unicidad de fonna.s norn1ales consiste en poner en 

co1Tespon<lencia. a. los térnlinos del sistc1na. con una. serie de ordinales constructivos, de fonna 

que el resulta.do se obtiene por tncdio <le una. e: 0 -in<lucción sobre e::>tos. De ahi que la. ga.na.ncia, 

que cu ténuinos finitii;:;tn,.<; se obtim1e al rcen1plaza.r la noción nbstractn de accesibilidad usada. 

1•E1 resultado a. que ha.ce111os n11!11ció11 es el siguiente: Si Fes drrivables Cll .A-P. cnt.onccs una. c1er·ta 1n.stu.nc1n 
de F"' es dt•rival "c.> c.>n T. 
· ll>r.,tisnu~ i111predicat.ividad que surge en la i11l1~r¡ireLación de los íuucionales conlo pruebas conalrtlct.ivas. Ver 
111As aHiha. donde o;e habla acerca. de Ja. interpret.a.ción de GOdel y la. lógica. int.uicionist.a.. 

1"Si es qt1e no he1nos ele ¡u:t•pt.iu con10 dl•cidihle r11 1)rin11•ra instancia el pl"cdicado de igualdad. 
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en las pn1cbas de consistencia. de tipo Geutzen17 por el concepto de "fuucionn1 de tipo finitoº'. 

es ca..c;i inexistente excepto por el hecho de que la prueba de GOc!el no i·eccrrc n. eliininacióa de 

cortes. 

Por último mencionaremos que las extensiones de T, ya sea permitiendo cuantificaciones 

para constantes funcionales o permitiendo que los tipos de las funciones varíen Hobre la serie de 

los ordinales constructivos (en vez de sobre los nún1cros natura.les). ha resultado una herramienta. 

bastante poderosa en la teoría clásica de la de1nostración. Corno un ejemplo en este sentido 

po<lrian1os n1enciona.r, entre otras, las pruebas de Fcfcrman (1971 y 1972. 8.6.2) acerca. de la 

consistencia de algunos subsistemas del análisis. 18 

Para. un estudio más profundo sobre las diferentes investigaciones surgidas a partir del 

artículo de GOdcl, sugerimos la lectura de la nota introductoria a 1958 y 1972 de A. S. Troelstra. 

publicada en GOdel Collccted Works Vol. U. 

np...-a una versión en eapa.uol de una de est.aa pruebas vease Miranda (1997). Si se desean más ver-siones 
consdlt.ese la nota b de GOdeJ 1972 en GOdel (1990). 

••En est.os trabajos la extensión de 'T. ae hace por- medio de per-mit.ir el uso de tipos uansfinitos. 
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Capítulo 2 

UN SISTEMA DE TÉRMINOS 

FUNCIONALES 

En el presente capítulo desarrollarctnos un siste1na de términos funcionales basado en una estruc· 

tura de tipos definida recursiva1nente. Además de las definiciones pertinentes, de1nostraremos 

los resulta.dos de norn1alización y unicidad para términos que serán fundan1cntales para la 

definición del predicado de igualdad y para la prueba de consistencia del sisterna forinal :FT:F 

que se expone en el Capítulo 3. 

2.1 Tipos 

DEFINICIÓN (de tipo). 

i) El símbolo o es un tipo. 

ii) Si a y T son tipos previantente definidos entonces (u)T' es también un tipo. 

iii) Solamente son tipos aquellas cadena.s de símbolos generadas a partir de 

número finito de aplicaciones de las cláusulas i y ii. 

Interpretación: El tipo o denota al tipo de los números naturales. Si a y T son tipos, entonces 

el tipo (a)T denota el tipo de los mapcos u -+ T, del conjunto de los objetos de tipo u al conjunto 
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<le los objetos de tipo 'T. Como abreviatura escribirc1nos oT en lugar de (a) T, siemp.-e que el 

tipo o este representado por un sólo simbolo. 

Observación: Nótese que a partir de la Uefinición y convenciones anteriores todo tipo distinto 

de o es de la forma Tt • • • 'Tn01 con n ~ t. 

2.2 Térn1inos 

Introducirnos los siguientes términos primitivos. 

1) Para cada tipo T un número nun1crable de variables. 

2) Los términos aritméticos O y S (para el número natural cero y para la función sucesor 

respectivamente). 

3) Combinadores K~n y SpoT , para cualesquiera tipos p, a y T. 

4) El iterador JT, para todo tipo T. 

DEFINICIÓN (de término y sus tipos). 

i) Toda variable de tipo Tes un término primitivo de tipo -r. 

ii) El término nritmético O es un término primitivo de tipo o. 

iii) El término aritmético Ses un término primitivo de tipo oo. 

iv) El combinador KaT es un término primitivo de tipo -rcrr. 

v) El combinador SpaT es un término primitivo de tipo (pa-r) (pa) pr. 

vi) El iterador JT es un término primitivo de tipo o (TT) TT. 

vii) Si aªT y bª son términos de tipos a-r y a respectivamente, entonces aa-T(lf'") es 

un término de tipo -r. 

viii) Sólo son términos aquellas cadenas de símbolos obtenidas mediante un número 

finito de aplicaciones de las cláusulas i a vii. 
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C'on10 abreviatura cscribiren1os aO'""bª, en vez de aO'T (bº), sit!mpre que bª no sea un térinino 

,·01npucsto. Diremos que un ténnino es cerrado syss no contiene variables. 

Símbolos sintácticos 

1.- Los sünbolos xT, yT y z.,. se usaran para denotar variables de tipo T. 

2.- Los sitnbolos aT. b"", cT, dT, t"", etc. se usaran para denotar térn1inos de tipo T. 

Ta1nbién usare1nos subíndices en algunos ca.."tos. Los superindiccs por lo general estarán 

referidos al tipo. De acuerdo con la definición y convenciones anteriores todo término no 

prinütivo <le tipo T es de la fonua: 

QO'I ••O'., T bºI ... bª" (n 2: 1) 

donde aª 1 .. O' .. "" es un ténuino prilnitivo. 

DEFINICIÓN (de funcional) 

Un funcional de tipo finito o, sin1pleui.cnte funcional, es un térn1ino que no contiene varia.bles, 

es decir un ténnino cerrado. 

DEFINICIÓN (recursiva de numeral) 

1) No= O 

2) l\',.+t = SN,. 

Así. los uu1nerales son térnlinos cerrados, es decir, funcionales de tipo o. 

2.3 Interpretación 

El térn1ino au"" bº denota la ilnageu de bª bajo el 1napco au"" : C7 -> •· Esta imagen es 

clara1nente de tipo T. 

El funcional S de tipo oo es un nu1.peo S ; o -+ o, que asocia a cada. término aº (número 

natural) su sucesor Saº. 

El térniino /{ 0 TaT denota. al n1apco constante cr-+ '•que a cualquier término bu. de tipo u, 
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le asocia el término a ... de tipo T. Por lo que J<0 Ta ... bª =a..-. El térn1ino J<,naT es claramente 

de tipo aT, y el combinador K 0 ... denota al rnapco.,. ~ o-r, que asocia a n ... , el ntnpco constante 

K 0 ... a ... , evidentemente, Ka ... es de tipo TCTT. 

El término Spa ... a"°.,. Ir, denota al mapeo p-+ .,. , que asocia a cualquier término e" de tipo 

p el término a"°Tc" (bP°cP), de tipo T, es decir: 

Por lo tanto Spa ... apaT bP° es de tipo p-r, SpaTat:>O ... es de tipo (pa) pT y S 1xn es un término de 

tipo (pa-r) (pa) p-r. 

El itcrador J ... , sólo adquiere significado junto con un nun1eral Nn. Así, el funcional J.,.Nn 

mapca a un término a.,. ... en su n-ésima aplicación. Esto es: 

donde aTT figura n-veccs en el lado derecho de Ja ecuación, en particular tene1nos que 

J ... Oa.,..,.b ... bT 

De esta rnancra, J ... Nna ...... <'S de tipo TT, y J ... Nn es de tipo (TT) TT siendo, por Jo tanto. el 

itcrador J-r un ténnino de tipo o (TT) TT. 

2.4 Normalización y Unicidad 

Intuitiva.mente, todo tértnino de tipo o representa un número natural, pero como un término 

cerrado de tipo o puede ser construido vfa términos de tipos arbitrariamente complejos, se 

presenta el problema de si dado un término cerrado aº de tipo o, puede entonces este ser 

siempre efectivanlente evaluado. 
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2.4.1 Norinalización 

1::1 objetivo de estn y de la siguiente sección es el de probar que todo ténnino del sistema. 

tiene una forma nonnal, y que esta es línica. Actualmente se conocen <los alternativa."i pa.ra 

hacer-lo. la pri1ncra, por medio de predicados de calculabilidad, y la segunda. por m.cdio de 

asignar uu ordinal a cada ténnino1 • Optarnos por la primera yn. que pensa.1nos que se apega 

más a. las intenciones <le Güdel (1958). 

DEFINICIÓN (de Conversión) 

Dt>cin1os que tI convti syss 

Convl.- tI E K,7TaTb0 y t2 s a.,.. 

Conv2.- tf = SpoTaf'UT ~ d' y ti = (a,_.,.. cP)(bP'7 cP) 

Conv3.- tí= JTOaTTbT y t2 = b.,.. 

Conv3.- tí= JT (Sc°)aTTbT y t2 = aTT(JTcºa.,....,bT) 

DEFINICIÓN (de Rr.dcx) 

Decirnos que t.,.. es un redex syss t.,.. tiene alguna de las formas tí de la definición anterior. 

DEFINICIÓN (de Forma Normal) 

Decirnos que un ténnino t está en Forma Norn1aJ syss t no contine ningun rcdex como 

subtérmino. 

DEFINICIÓN (de Reducción C>) 

La relación de Reducción,2 representada por C>, está. generada por las siguientes reglas: 

Redl .- tl C> tí 
Red2.- ticonvt; ~tí C> t2 

1 A cada término de sistema se le asigna un ordinal y se definen .-elaciones de reducción simila.-es a las usadas 
en esta sección. Se p.-ocede a probar la existencia y unicidad de ténninos no.-rnales por medio de una inducción 
transfinit.a hasta co, siendo est.e ot.-o camino para demost.-ar la consistencia de la aritmética al estilo Gentzen. 
Ver Sbüt.te 1977. 

:i:En la lit.e.-at.ura exist.en otras relaciones de reducción de términos más est.-ictas (corno ejemplo véa.se Shütte 
1977), para tas que la forma normal result.ant.e es t.-ivialmente única. Sin embargo, hemos decidido opt.ar por 
una relación reductiva más lib.-e por parecernos más nat.ural. 
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Red3.- tI t> t2 ====:.. t3u tf t> t3u t2 
Red.{.- t~T C> t2T => t'{Tt3 C> t2Tt3 

Red5.- tI t> t; y t2 t> t3 ==> tf t> t3 

Si tf C> t2 , decimos que tT se reduce a t;. Escribimos tf t> 1 t2, si es que t~ se obtuvo de 

tf por medio de convertir un redex de t'f. Nótese que la. relación C>, es Ja cerradura. reflexiva y 

transitiva de C>1. 

U na sucesión rcductivn. es una sucesión de térn1inos t 1 , • • ·, tn tal que t 1 C> • • • C> tn . Di reinos 

que una sucesión rcductiva tcnnina si tn está en forma norn1a.l. Así, nuestro objetivo funda.

mental es el de n1ostrar que para cualquier térn1ino del sistema existe una sucesión reductiva 

que termina. 

DEFINICIÓN (de FN. CFN. FN., GFN,) 

FN es el conjunto de Lodos Jos tCnninos en forma nonnal. CFN es el conjunto de todos los 

Lérnlinos cerrados en forn1a norinal. FNT es el conjunto de todos los térn1inos en forn1a. normal 

de tipo T y, por últin10, CFNT es el conjunto de todos los términos cerrados en forma norn1a) 

de tipo r. 

PROPOSICIÓN. 3 

Para to<lo término t. t E F N syss t tiene unn. de la.<J siguientes formas: 

º·Seº, I<O'T• KuTaT, S¡>O"T• SpoTUpO'T ... sfM'TªpoTl:JPO. JT, JTto···t2, :rT, xTt1···tn. 

Donde ti.··· ,t0 E FN, to E FN, to o¡f O, y to no de la forma St'. 

Demostración.- Directo de las definiciones anteriores. • 

3 Dcbido a que el sin1bolo t se utiliza en la. presente proposición como n1elavariable de dislinlos lipo.s seg1í11 
el caso, no hacc1nos referencia explícita al mi.."imo. Lo mismo debe hacerse notar de los términos to,···, tn y 
t'. Sieinpre que no hagamos referencia explicita a los tipos consideraremos que "encajan correctB.ltlente". Por 
ejernplo en x"' t 1 • • • t,., se supondrá que exist.cn tipos cr, TI•·••, 'Tn, tales que T = TI · · · T,.O", donde t, es de lipo T, 
para i $ n, y z'"t1. ·.t..,. e.<1 de tipo O". A part.ir de al1ora y cuando no se preste a confusiones, en aJgunos ca.<1os, 
para facilitar la notación, uo se hará referencia. al lipo. 
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PROPOSICIÓN.- Si tº E CFN.,. entonces tº es un nu1neral. 

Demostración.- Sea tº E CFN.,. Probaremos por inducción sobre la complejidad de tº. que 

tº es un nu1ucral. 

Ahora bien, tº no puede co1nenzar con un combinador KaT o SpoT• pues entonces tº es un 

rcdex y tº 1/.. CFN0 • 

Supongatnos que tº = JTa1l1 · · · tn. Por H.J. a1 es un nun1eral (pues a1 es un término 

cerrado de tipo o de longitud Jlll'HOr que tº) y tº es un redex. Por lo tanto tº 1/.. C F N 0 • 

Suponga1nos que tº = Sti o que tº =: O. Corno por H.I. ty es un numeral, de cualquier forma 

tcne1nos que tº es un numeral. • 

Co1no consecuencia relevante de la proposición anterior tenen1os que los ele1ncntos de CFN0 

pueden ser evaluados, pues si todo ténnino cerrado de tipo cero puede ser llevado a una forrna 

norrna.I única,41 entonces todo ténnino cerrado de tipo cero puede ser evaluado efectiva1nente y 

por lo tanto la igualdad entre ténninos de tipo o, definida a partir de la identidad sintáctica. de 

sus formas norinales, es triviahnc>nte decidiblc. 

Observación: Nótese que t [> t' y t ~ t'. sólo puede darse si t contiene un redex, pues la 

relación de reducción [> está generada a partir de l C> l y lconvt' por las cláusulas Red3-RedS. 

por lo que si t E F N y t [> t', entonces tenemos que t =: t'. 

PROPOSICIÓN.- Todo termino tT es reducible a forma normal. 

Demostracións.- La. presente demostración utiliza los Predicados de Calculabilidad6 de Tait(1967) 

en su forn1a más sencilla. 

4 La unicidad dr la íonna normal se demuestra más adelante en la sección 2.4.2. 
sourante Ja presente demostración Jos símbolos lógicos V, V,/\, etc. , deberan entenderse como símbolos en 

el metalenguaje. 
ªEn Tait "'Computab&l1ty Pred1cal~$" (Comp ... ). 
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Para cada tipo r dcfinilnos recursiva.mente el predica.do Calc-r por 111edio de la.s siguiculcs 

cláusulas: 

i) Galc0 (tº) <t-t tº es reducible a forma normal, y tº C!I de t.ipo o. 

ii) Calca-r (tª .... ) +-i> Vtl (Calca (t'{) -to Cale.,.. (lªTtf)) y tº-r es reducible n forma normal. 

Cale.,.. (t.,..) debe int.erpreta.r::Je o leerse co1no ••tT es un tér1nino calculable de tipo -r". 

Nótese que basta con demostrar que todo térinino primitivo es calculable, pues si Calc0 .,.. (tf.,..) 

y Calc0 (t~), entonces Cale.,.. (tfTt~!). 

Para co111e11zar, recordemos que si o es un tipo, entonces puede ser escrito en forma única 

con10 a 1 · · · OnO de modo que: 

Observación 1: Si ti C> t;: y CalcT (t2), entonces se tiene que CalcT (t)). 

Calc0 (0) 

Inmediato. pues O E FN0 y OC> O. 

Calcoo (S) 

Si tº es un término cualquiera tal que Calc0 (tº), entonces existe tf E F No tal que 

tº C> t':. Por lo tanto tenemos que Stº C> St~. donde Stf E F Na, y Caleo (Stº). 

Fino.lmente por (1) se tiene que Calc00 (S). 

Calc.,..a.,.. (Ka.,..) 

Sean f{ y t~ tales que Cale.,.. (tf) y Calca (t2)- En tal caso Ka.,..f{t~ C>1 tI Y por la 

Observación 1 tenemos que Cal~ (K0 .... tit2)- Como 
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t.ene1nos que CaleruT (KoT). 

Sean t)T. t~. t~. términos cualesquiera tales que CalcPfZT (tf'"T) • Calcpu (t~) • y 

Calcp (t~) - En tal caso Spo:Ttf"Tt~t~ t>t tiTt~ (t~t~) y como Caler (tf7Tt~ (t~t~)), 

tenemos que CalcT (Spa,..tr7Tt~t~)- Es decir: 

Sea T = •1 - ··•no y sca.n t;• tales que Cale.,.., (t?) •para toda i E {1, - · ·, n}- En tal 

caso para. cada tj• exh¡,te un término aj• tal que aj• E FN,.., y ti' t> aj•. 

Por lo tanto, x,..tI• ---t:_" t> x,..aI1 ---a:." y como Calc0 (x,..aI 1 -··a-;,."), se tiene que 

Calc0 (xT t;• --· t;,_ .. ). En. resumen: 

de donde Lcnc111os que Caler (x,..) _ 

CalCo(TT)TT (JT) 

Sea tº, un ténnino tal que Caleo (tº). Definimos para. cada k E N un conjunto Dk : 

tº E Dk +-i' tº tiene forma. nonnal Skti con ti normal y ti no es de la forma St~ 

donde sk denota k-aplicacioncs del funcional sucesor. Diremos que tº E D 0 , si no 

existe tri.l k. 

Observación 2: Nótese que Calc0 =U {Dk : k E N} 
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Mostraremos por inducción sobre k que : 

Caso 1.1) k =O, y tº t> O. 

Caso 1.2) k = o, tº E> t'{;;t O. 

En este ca.so JTtºaTTbT tiene for1na normal JTtfaI.,..bI, donde afT y bJ son las formas 

normales de aTT y IJT respectivamente. Sea -r = Tt • • • Tno y tomemos términos s¡ de 

tipo T¡ para cada• E { 1. · · · n} tales que CalcT, (s¡) y s¡ C> s~, con s: E FNT,. Entonces 

JTtºaTTbT si · · · sn C> JTtí'afTbJ sj · · · s~. donde JTtiaITbf s~ · · · s~ E FN0 • Por Jo tanto 

Calc0 (JTtjaJTbJsí · · · s~) y entonces de (1) se sigue que Cal~ (JTt.ºaTTbT). 

Ca.so 3) Paso inductivo. 

Sea tº tal que tº E> s""-+ 1tí', donde sk+ 1t¡ E FN0 , y tj no comienza con S. Entonces: 

Como §kt¡ E Dk. tenemos por Hl que Caler (JT (sktf)aTTbT). Se sigue que 

Caler (d"") y, por lo tanto que Cal~ (JTt0 aTTbT) 

En resumen: 

de donde se observa que Calco(TT)TT (JT). 

Por lo que, para todo tipo r y todo término tT. tenemos que Cale,.. (tT) y por Jo tanto existe un 

término tI tal que tT 1> tI y tf E FN-r. • 
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2.4.2 Unicidad 

DEFINICIÓN.- (de t>") 

La reln.ción t>•, entre términos del tnismo tipo7 se define recursiva.mente mediante las si

guientes cláusulas: 

i) t t>. t 

ii) tconut' => t t>• t' 

iii) t t>• t' y s t>. s';::::;. ts t>. t'!J' 

Escribiren1os t t>;1 t', cutLndo exista. una sucesión <le térnlinos t 0 , · · ·, tn tal que: 

Observación 1: Nótese que t>• no es transitiva.; pues t t>"' t' syss t = t' o t' se obtiene por 

rncdio <le conve1·tir silnultánca.tncntc un conjunto finito de rctlcxe!-> disjuntos dos a. d~. 

Observación 2: Nót.1..~~c aden1<\s, qut! co1no t> es la. ccrr:ulura. transitiva. de t>• ~ entonces se 

sigue de las dcfinicióncs anteriores que a t> b syss 3 TH >O tal que a t>:n, b 

LEMA (Lema del Diamante) 

Si t p• t' y t. t>"' t", entonces existe un térnüoo t"'. ta\ qur. t.' t>"' t"' y t" t>* t"•. 

t' t" 

t'" 

Demostrnción:9 Por definición de t t>"' t', t' puede ser obtenido por 1nedio de un número finito 

de aplicnciones de hL<i cláusula.e;; (i) n (iii) y los pa...,.os pueden ser arregla.dos 1inca.1.n1entc. Por 

7 PoT lo t.aut.u, ~h lo 'l\1C sigue supTirnircn1os tol uso de In. rcft_·1cncia al t.ipo. 
11 Dchc cntcndl.'TSe que existen tipos o y r, tale& f¡ue t (y por lo Ulnto t') es de tipo GT, y• (y par lo &.a.llt.o "') 

es de t.ipo a. 
9 0bvia1ncutc s11pondrc1nos que t'=/c t", -"ºªque cst.c Ci\SO es tr1.,..1al 
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eje1nplo, si t [> • t'. entonces: existe una sucesión finita 

(donde tn = t y t:_ = t') 

en laque para cada i E {l, · ··,n}, t¡ = t~. o t¡convt~, o 3k,rrl < i(t¡ = t1:tm /\ti= t~t~). Si tal 

sucesión existe, dir~rnos c¡ur. t [> .. t', tiene una prueba de longitud n. 

Supongarnos que t C>• t' y t t>• t" se obtienen 111cdia.nte pruebas de longitud n y m, respec

tivanrcntc. Dcrnost1·arc111os el Lcina por inducción sobre n + rn. 

Caso Base (n + m = O) 

Caso 1.- t [>• t' porque tconvt' 

1.1) t = l<oTaTbª, y t' = uT. En tal caso t" = I<aTafb'{, <laude ªT [>.ar y bT [>. bí. 
El lenu1. se obtiene al tornar t 111 := uf. 

1.2) t = s,,.naPªT/JP'7cP, y t' = aP'7TcP(bl'°cP). En este ca.so t 11 = Spa-raf.'nbf°cf., 

donde apoT l>• af"n, IY'° t>• b';'7y ~ t>• e':- Si tmnamos t"' = u';'7Tc';Cb)'cf.) tenemos 

el rcsutn<lo cspt_•rado. 

1.3) t = .JTOaTTl1T, y t' = bT. En tal caso t" ~ J.,.OufTbí, donde b.,.. t>• bf y aT"" p• afT. 

Si ahora to1nnn1os t"' = bf tenernos el resultado buscado. 

1.4) t = JT(sk+lc")aTTbT, y t' = aTT (JT(Skc°)a."" .... b"") . En este ca.."'lo t" = JT(sA·+ 1cº)aíTbi, 

donde u .... T e>* af"", y bí. En este últiino caso hasta con tonm.r t"' = aIT (.!r(Skcº)arTbí). 

Caso 2.- t C>• t", pues tcouvt" 

Se procede co1no en el ca."lo 1. 

Paso Inductivo 

Sean t = tit2, t' = t'1t2. y t" = t'{t'2, donde t1t2 l>• t'1t2 y l1t2 C>• t'{t; (que tienen 

pruebas de longitud n y m, rcspcctivau1cnlt!) se obtuvieron a partir de ti t>• tí, 

t1 C>• tí', t2 e>'" t2, y t2 C>• t~. Por JII podemos cncontrnr tí". y t~'. tales que 

tí l>• tj", t'{ C>'" t'{' y t2 C>• t~', t~ t>• t~'. To1nanclo a t"' E t'{'t;' tenemos que t' t>• t"' 

y t" [> .. t"' .• 
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PROPOSICIÓN.- (Propiedad de Church-Rosser). 

Si t C>~ t' y t e>:r_ t", entonces existe t"' tal que t' e>;,. t"' y t" t>~ t"'. 

t' t" 

t"' 

Demostración.- Por inducción sobre k = n + n1-. 

Caso base (k = 2). 

Lenm. del diamante. 

Paso Inductivo. 

Sean t. t' • y t". ta.les que t C>:i t', y t e>:n, t" • en ta.I caso existe una sucesión ti,·· · • th tn.1 que. 

de donde t C>:i_ 1 t:a_ 1 • Por HI sabemos que existe sm ta.1 que t!._ 1 e>:n_ sm y t" t>;._ 1 s,n-

t' 

En rCsumen: tenemos t!._ 1 C>"' t!. =: t' y t:a_ 1 C>:n srn, de donde se sigue que existe una sucesión 

de términos s 1 •· · · ,srn. tnlcs que t!._ 1 p.• s 1 C>• ••• C>• srn. Aplicando el lemn del diamante nl. 

veces oblenctnos una sucesión de n1 .tértninos t:i,+ 1• · · · , t:i,+m tales que, para ca.da i. E { 1, · · · , n•} , 

se tiene que t:.+r-t C>• t~+i• Y Si t>• t!..+i· 
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./ "' t'n-1 

./ "' "' t'n 81 

"' ./ "' "' t'n+l •2 

"' ./ "' "' t'n+2 "' "' "' l" 

"' ./ 

..... 
"' ./ 

':.+ ... 
Por lo tanto t~~' t>;1 _ 1 sm C>• t~+m; es decir, t" t>;. t~+m· 
Por otro lmlo tenemos la sucesión t:,.. · · ·, t:,.+m para la que t:, C>• t:,_+ 1 C>• • • • C>• t!a+m• y por lo 

lnnto t' = t:, t>;,. l.~1 +m· Si to1na1nos t"' = t:,+m• hernos encontrado el térrnino buscado.• 

COROLARIO.- Si t C> t' y t C> t'', cutonccs existe t"', tal que t' C> t" y t" C> t"'. 

Demostración: Jmncdiato de In proposición anterior y de la observación 2. • 

COROLARIO: La fonnn normal de cualquier tértnino es única.. 

Demostración: De la. sección anterior, se tiene que to<lo término es n.>duciblc a forrna norrnal, 

es decir, sabernos que para todo ténuino t existe t' E FN, tal que t C> t'. Suponga.mas que para 

t existen dos lé!rn1inos t' y t" en fonna norrna.l y con la propiedad de que t t> t' y t t> t". Por el 

corolario anlt.~rior saben.1os que existe t"' tal que t' C> t"' y t" C> t"', siu cn1bargo recordemos que 

si t E FN y t t> t', entonces ta t', de donde se sigue que t' = t" = t"'. • 
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Capítulo 3 

EL SISTEMA FORMAL :FT:F 

3.1 Descripción 

En este capitulo se expondrá el sistema fonnal :FT:F (Funcionales de Tipo Finito). :FT:F es un 

sistetna basado en la lógica clásica de proposiciones. sin cuantifica.dores. cuyos térntinos son los 

ténn.inos funcionales dcscrilo!I y definidos en el capítulo precedente. Adcnui..o; de los símbolos 

introducidos para el sistc1na de tér1ninos, el lenguaje para el sistema :FT:F incluye a los símbolos 

=.V y-.. 

DEFINICIÓN (de lgua.ldad) 1 

Se dice que dos términos aT y b7 del n1isn10 tipo son iguales (aT = bT), syss nrnbos tienen la 

misma forma. nonnal. 

Nótese que la relación = es una relación de equivalencia tal que ao- b.,., implica que 

a = -r; y que a.,. C> bT, in1plica que aT = b'T. 

Sea c'7 un término de tipo a. a T un ténnino de tipo T y XT una variable de tipo 'T. Por ¿e;:). 
denotaremos al térrnino que se obtiene de sustituir todas las presencias de xT por aT en eª. 

a Como el lector habrá. observndo, de los resuh.ados del Capltulo anterior se sigue que la decibilidad del 
predicado de igualdad definido en este sentido puede ser sicrnprc garantizada. para. cualquier tipo T. 
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TEOREMA (de Sltstitución en términos).- Si aT = bT entonces e°'(::)= e°'(!:). 

Demostración: 

(1) Si xT no figura en e°', el resultado es trivial. 

(2) Supongn1nos que xT figura. en eº. Si aT = bT, entonces existe eT E FNT• tn.1 que aT t> cT 

y bT t> eT. Bn..,La con demostrar que si aT t> eT, entonces e°(;:)= e"(::). nm..s esto último 

es inmediato. pues de la. definición de [> se sigue que eº e::) C> e° e::). y por lo tanto existe 

dº E FN17 tal que eº(::) t> dº y eº(::) t> dº. y por lo tanto c 0
(;:) =e°'(::)• 

DEFINICIÓN (de fónuula.) 

(1) Si aT y b7 son té1·nünos de tipo 1 entonces aT = bT es un formula.. 

(2) Si A y B son fó .. mulas entonces (A V B), y -...\.son fórmulas. 

Diremos que una forni.ula es cerrada syss no contiene variables. 

Ahora. introduc:ircn1os ln .. 'i abreviaturas usuales. Con A -+ D, denota.mas a. la fórn1ula 

(-.A V B). Algunas veces, y sien1pre que no se preste a confusiones, omitiren1os el uso de 

paréntesis. Así. en cn<lenas <le in1plicncioncs siempre supondrcntos asociación por la de1·ccha.. 

Con base en lo anterior debe entenderse que la. fónnula A 1 A2 ~ · · · -+ A,., denota a la. 

fórmula. A¡ --+ (..-\::! --+ (- · --+ (An-1 --+ A 11 )) • • ·). 

DEFINICIÓN (de fórmula cerrada).- Se dice que una. fónnu1a. del sistema. :FT:F es cerrada. 

si y solo si no contiene va.ria.bles. 

DEFINICIÓN (de forma nonlinnl) 

Una fonna uo111inal :F de n lugares, es una. cadena finita de símbolos del lenguaje en la. que 

figuran, adc1nA.s de los símbolos del lenguaje, los símbolos notninn.lcs •1.· · · .•n. Si :Fes una 

forma nontinal den lugares, denota.remos con :F{r¡,· · · ,rnl a ln cadena. de símbolos que resulta 

de substituir en :F toda ..... las presencias de •1, · · · .•n· por r1.··· ,rn rcspcctivan1ente. 

Denotareu1os u lns ferinas no1ninales con la sigllicntc caligra.fia: .A, B, C, V, C. :F ,t;;. 
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DEFINICIÓN (recursiva del funcional cero QT. de tipo -r) 

(1) Oº E o 
(2) Oº' = K.,o' 

AXIOMAS DE :FT:F 
(AXk) I<oTaTbo = aT 

(AXs) Spo-rafH7Ttrd' = aP•n¿ (bP°d') 

(AXJo) J-r-OaTT"bT = bT 

(AXJs) JT (Seº) ªTTbT = ªT'T (J-rc°aTTbT) 

(AXsuc) ~ (Saº = O) 

(AX~) a' = b' -> :F (a') -+ :F [b') 

REGLAS BÁSICAS DE INFERENCIA DE :FT:F 
Inducción (Ind.) :F [O}, :F [.rº] _., :F [S:i:D] 1- F(a.º}. donde xº no figura en :F. 

Expansión (Exp.) A 1- A V B 

Contracción (Cont.r.) A V A 1- A 

Asociativa. (Asoc.) (A V B) V C 1- A V (B V C) 

Corte AvB, -,AvCI- BvC 

DEFINICIÓN ( B es deducible de orden n ( rn B) ) 

(1) Si B es un a.xion1a., entonces t--0 B 

(2) Si A 1- B por Exp, Gont o Asoc. y. 1-n A, entonces t-"+ 1 B 

(3) Si Ai. A 2 1- D, por lnd o Corte y, 1-n 1 A 1 y 1-n-z A2, entonces 1-" B, donde 

n = mnx (n1,n2) +l. 

Escribiremos 1- A. siempre que exista una n. E N tal que 1--n A. 

3.2 Reglas Derivadas de Inf"erenCia 

TEOREMA(dcsustitución en fórmuL'l.B).- Si 1--n :F[xT] y ;rT no figura.en :F, entonces 1-n :F(a.T], 

para todo término aT de tipo r. 
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Demostración.- Por inducción sobre n. 

1) Si :F (1·TJ es un axiorna, entonces claramente :F [aT] también lo cs. 

2) Supongamos que 1--n :F [xT]. por medio de Exp, Cont1 Asoc. o Corte. Por ll.l. 1 las 

fórmulas obtenidas a. partir de lns premisas al sustituir en ellas todas las presencias de xT por 

aT, son deducibles y del nli.sn10 orden que las prcn1isa.s. Aplicando Exp1 Cont1 Asoc. o Corte, 

sr.glh1 sea. el caso, obtc11cn1os t-0 :F [aT]. 

3) Supongamos que 1--~• :F [xT} se obtuvo por Ind .. En tal ca.so :F (xT] es una fórmula e {bº) 

tal que 

1-'" t: [O} y 1-"' t: (yº] -> E (Sy'1 

Donde n = 111ax (n 1,n2 ) + 1, y y" no figura en&. Escojan1os una variable zº distinta de xT que 

no figure ni cr1 E, ni en aT. Por H.l. tcncn1os que 

1-"' t: [zº] -> e [Sz'1 

Sea&• la fonna norninal obtenida al sustituir aT en vez de xT en la forn1a. nominal é. Por H.l. 

lCOC1llOS que 

1-"' ¿;-[O} y 

y usando lnd. 

TEOR.EMA(modus poneos).- Si l- A y 1-- A ~ B, entonces l- B. 

Demostración: 

1-- A ......... ........................ 1-lipótcsis 

1-- A ~ E ........................ Hipótesis 

J- ....,,4 V D ................. ....... Lo misn10 que lo anterior 
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f- A V B ............................ Expa.nsión 

f- D V B ............................ Corte 

f- B ................................... Contracción • 

TEOREMA(del tercero excluido).- 1- A V -.A. 

Demostración: 

1-x~oo = o .............................. (AX,.). 

1- K~OO =O-+ (A--> A) .......... (AX~). 

1- A --+ A .................................... M.P. 

f- -.A V A ................................... lo mis1no que Jo anterior. 

1- A V -.A ................................... Conmut.atividad de v 2 • • 

TEOREMA(algu11os resultados básicos del cálculo proposicional). 

(1) 1- A syss 1- -.-.A 

(2) f- A -+ D syss 1- -.B --+ -.A 

(3) f- A V B syss t- B V A 

(4) Si f- A --+ C y 1- B--+ C, entonces f- (A V B) -+ C 

Demostración: 

La demostración se deja al lector como ejercicio. • 

TEOREMA.- Si A es una fórmula. cualquiera., entonces f- Saº = O -+ A 

Demostración: 

1- ~ (Saº = O) ............................... (AXsue) 

f- -. (Saº = O) V A .........•............••• Exp. 

f- Saº =O --+ A ............................. 10 tni:nno que lo anterior.• 

2 Lns demo!Stracioncs de Ja counn1tatividad de v. a.si como de otros resultados básicos del cálculo proposicional 
es piden como ejercicio pa.ra el lector en el siguiente t.corema... 
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TEOR.EMA(Reglns para la Igualdad). 

(= 1) Si 1- :F fal"J entonces 1- aT = bT -+ :F fbT] 

(= 2) 1- UT = Ü.,.. 

(= 3) }- al" = bl" -+ bT = al" 

(= 4) 1- ªT = bl" -+ bl" = el"-+ ªT = cT 

(= 5) 1- (l.l" = bT-+ Cuc:.:> =e""(::> 
(= 6) Si 1- al"= bl" y 1- :F{al"J, entonces 1- :F{bl"J 

Demostración: 

(=!). 

1- a•= b'-+ .F(a']-+ .:F[b'] ................................................ (AX=). 

t- -.(aT = br) v (--.F[aTJ V .F(bT]) .••.....•............•.....•.••......••.•.• 10 mismo que Jo anterior. 

1- -.(aT = bl") V (:F{bl"] V -..:F[aT]) .......................................••.. Conmutatividad de V. 

1- (-.(aT = bl") V .:F(bl"]) V -..:F[aT] .......................................... Asoc. de V. 

1- ~.:F(a'J V (~(u'= b') V.F(b']} ..... 

1-.F(a'] .... 

. ..................... Conmutatividad de V. 

. .... Hipótesis. 

1- .:F(aT] V (-.(a.,..= bl") v F{bl"]) .............................................. Expansión. 

1- (~(a'= b') V .F(b']) V (~(a'= b') v.:F(b']} ....................... Corte. 

1- -.(al" = bl") v :F fb.,. J ..................................••.......•............•.... Contracción. 

t- al" = b.,. -+ .:F [b.,.] ...............•.........................•.......••.....•••.•.. Jo mismo que lo anterior. 

(= 2) 

1- I<0 TaTQ =(l.,. ........................... (AX1<). 

1- I~ul"a.,.0 =al"-+ aT = aT •.•.....•. (= J) . 

...................... M.P. 

(= 3) 

Inmediato de(= 2), npJica.ndo (= 1). 

(= 4) 
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1- -.b...- =c.,.. V (-.a...- = b.,.. V a.,.. =c .... ) .................. lo rnismo que lo anterior. 

1- (-.b,.. =c.,.. V -.a...-= bT) Va.,..= c .... .....•............. Asoc. 

1- (-.a...-= b .... V -.b...- =c.,..) V a .... = c.,.. •••..•....•.••..... Conmutatividad de V. 

1- -.a...- = b.,.. V (--.b'T =c .... V a.,.. = c'T) ................... Asoc. 

1- a.,.. = b.,.. --+ b'T =c.,.. -+ar = cr ........................ lo misn10 que Jo anterior. 

(= 5) 

Por(= 2) tenetnos que t- cO'(;:) = cO'c;:). y por(= l) obtenemos(= 5). 

(=6) 

De (AX,,,,), ar= b.,..--+ :F[ar] -> :F(brJ, aplicando dos veces Modus Poncns tenemos 

(6). 

TEOREMA(lndución lmplícitn).- Si 1- :F(O] y r :F(Sxº] donde xº no figura en :F. entonces 

1- :F [aº}, para todo término aº de tipo o. 

Demostración: En el s[stcmn. :FT.:F se tiene Ja siguiente deducción: 

1- .:F [SxºJ ... por hipótesis. 

1- -.:¡: {xº] V :F [SxºJ ... por Exp. 

r :F [xº] -+ :F [Sxº] .. lo 1nismo que lo nnterior. 

r .:F [O) ... por hipótesis. 

1- :F [a•] ... por Ind. • 

COROLARIO.- Si A es unn. fórmula ccrrn.da. tal que 1- aº= O--+ A y 1- aº= Sxº--+ A, donde 

xº no figura en aº, entonces r A. 

Demostración: Como xº, no figura ni en aº ni en A. entonces por el Tcorc1na. anterior se tiene 

1- aº= aº --+ A y, por (= 2), que 1- A.• 

3.3 Algunos Resultados en :FT:F 

Esta. sección es Ja. má.s extensa de Ja exposición y en ella se presentan los resultados n.rtiméticos y 

las herran1ientas técnicas indispensables para. poder subordinar la consistencia de In Aritmética 

de Peana a la del sistema :F/.:F. 
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3.3.1 Definición por Casos 

DEFINICIÓN ( de los funcionales auxiliares DT y t9). 

DT [aº. bT, cT) = JTaº(J<TTcT)b..,. 

iJ (aº) =: JTaº (J<~O) (SO) 

El funcional auxiliar D.,. permite definir un ténnino por casos. El funcional auxiliar 1' co

rresponde a. la función signo, que asocia a todo nún1cro natural distinto de cero el cero y a éste 

COROLARIO.- La..s siguientes ecuaciones son deducibles en :FT:F. 
(DO) DT [O,¡,•, cT) = b' 

(DS) DT (Saº, b7 , cT} = cT 

(<JO) iJ [O) =SO 

(<IS) iJ (Saº) =O 

Demostración: 

Por (A ... YJo), (AXJs) y (A ... '\'"n.-) tenemos que las siguientes ecuaciones son derivables en 

:FT:F. 

DT (0,IJT.cT) = .ITO(l<TTe)bT = UT 

DT {Sa", bT, cT] = JT (§aº) (J<TTcT)bT = l<ncT (Joº (J<..,.TcT) bT) = cT 

Ln.s fórmula.'"> (t90) y (17§) son en.sos especiales de (DO) y (DS). • 

3.3.2 Adición y Multiplicación 

DEFINICIÓN (de +. y de . ) 3 

(1) aº+ úº = J 0 úºSaº 

(2) aº· /J0 =. ,J0 bº (.J0 uºS)O 

:JSicnipre que no se prest.e a confusiones omitircn1os el uso de paréntesis y convendremos, cuma es usual, que 
el producto tiene precedencia sobre In. suma. 
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COROLARIO.- Las siguientes ecuaciones son deducibles en :FT:F. 

(+O) a 0 +0=aº 

(+S) aº+ Sbº = S (aº+ bº) 

(·O) aº·O=O 

( ·S) aº · Sbº = aº · bº + aº 
Demostración: 

aº+ O= JoOSaº =aº, por (AXJo). 

aº+ Sbº = J 0 (Sb0 )Sa0 = S (J0 bºSaº) = S(aº + bº), por (AXJs). 

aº· O= J 0 0(J0 aºS)O =O, por (AXJo). 

aº· Sbº = Jo (Sbº) (JoaºS) O= J 0 aºS (J0 b0 (J0 aºS) O) = (aº· bº) +aº, por (AXJs). • 

Observación. Tudas las propiedades básicas de + y de · se siguen de las ecuaciones anteriores 

y son deducibles en :FT:F por medio de inferencias Ind .. 

Como ejercicio se deja al JCctor demostrar que las siguientes ccunciones son deducibles en 

:rr:F. 
(1) aº+ (bº +e") = (aº+ bº) +e° 

(2) aº · (bº ·e") = (aº· bº) · e" 

(3) aº + bº = bº + aº 

(4) aº·bº=bº·aº 

3.3.3 El Funcional Identidad l.r y Abstracción ..\. 

DEFINICIÓN (del funcional identidad Ir)• 

/T = ST(TT)TJ«TT)TJ<TT 

COROLARIO.- El funcional /T es de tipo T"T y 1- /TaT = aT. 

Demostración: Por (A ... Ys) y (AXK) tenemos: 

/Ta.,. = Sr(TT)Tl<(TT)TI<TTaT = K(rT)Tar (KTTaT) =ar.• 
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DEFINICIÓN (de Ax• (e•)) 

El sim.bolo ).. sólo tiene sentido cuando apo..rece junto a una variable como se ve en la 

dcfinició1a. 

(1) )..;r.P (xP) E /p 

(2) ).:i;P (cT) = I<pTcT, siempre que xP no figure en cT 

(3) >.xP (oªTbª) :=: SpaT (AxP (aªT)) (...\xP (bº)) 

COROLARIO.- Pa.rn todo término c.,., >.xP (c.,.) es un término de tipo ¡rr en el que no figura 

la variable xP. 

Demostración: Inmediato a partir de la definición. • 

TEOREMA (do nbsta.cción-..\).- r )..xP(c ... )d'' = cT(~:). 

Demostración: Por inducción sobre la complejidad de c.,.. 
{ 1) Si xP := c.,.. entonces: 

(2) Si xP no figura en c.,., entonces: 

(3) Si xP figura en aªT bª, entonces la siguiente igualdad es deducible en :FT:F 

y por l-1. l. tcnctnoY 
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Notación: Para facilitar la escritura. adopta.remos la siguiente convención: 

donde xr• ... x:" deben ser siempre variables distintas. Si las varia.bles xr• ... X~" no figuran 

en ar• ... a:" 1 entonces por el teorema anterior tene1nos que: 

3.3.4 El Funcional Predecesor y Diferencia Entera. 

DEFINICIÓN (del funcional auxiliar U). 

U = >.x00yª (J0 yªS (x00 (SO))) 

COROLARIO.- El funcional U es de tipo (oo) oo y las siguientes ecuaciones son deducibles 

en :FT:F. 

(1) UaººO = a 00 (SO) 

(2) Ua00 (SO) = S (a00 (SO)) 

Demostración: 

Por el tcorcnta. anterior tenemos que 

1- Ua00bª = J 0 bªS (a00 (SO)) 

Usando (AXJo) y (A ... YJs) tenemos inmediatamente (1) y (2). • 

DEFINICIÓN.- (del funcional predecesor P). 

P = >.zª (J00zªU (K000) O) 

COROLARIO.- El funcional predecesor Pes un funcional de tipo oo y las siguientes ecua

ciones son deducibles en :FT:F. 
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(PO}PO =0 

(PS) P(Saº) = aº 

Demostración: Por el teorema de abstracción-,\ y la definición del funcional P tenemos que 

._ Peº= JoocºU (K000) O 

usando (A..-\'."Jo) tenemos lo siguiente: 

1-- PO = .lu0 0U (1<000) O= I<.,,,OO = O 

que es precisamente (PO). Por otra parte usando (AXJs) se tiene que 

1- P(Scº) = J 00 (Seº) U (K000) O= U (J00cºU (K000}} O 

y, usando ( 1) drl corolario anterior, teuc111os que 

ele donde por (.-\ ... \'"Jo) y (A.Y1~-) St! siguc11 

(1) ········· 1- P(SO) = JooOU (KooO} (SO)= K •• O(SO} =o 

y 

1- P (S (Sxº)) = J 00 (S (Sxº)} U (K000) (SO}= U (J0 • (Sxº) U (KooO)} (SO) 

Con base en (2) del corolario anterior, tenernos que 

1- P (S (Sxº)) = S (J00 (Sxº) U (K000) (SO)) = S (P (Sxº)) 
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Ahora. bien de l- P (S (Sxº')) = S (P (S:rº)) y de ( = l) tenemos 

(2) ....•...... 1- P (Sxº) = xº-> P (S (Sx")) = Sxº 

Finalmente usando lnd. de (1) y (2} tene11:1os que 

l- P (Sa.0 ) = aº • 

TEOREMA.- \-So.º= Sbº --.. o.0 = lP. 

Demostración: De(= 5) tenemos que 

l- Saº = Sbº __. P (Sa.0
) = P (Sbº) 

y por (PS) obtenem.os l- Saº = Sbº-+ a.0 = bº • 

DEFlNICJ.ÓN.- {de diferencia. culera. aº~ bº) 

aº ~ bº a: J 0 bº Paº 

COROLAR.10.- Lru; sig:nienles ccua.ciont:":S son deducibles en :FT:F. 

( .:_ O) a 0 
.:_ O = a 0 

(-'- s) a_:_ (Sb") = P(aº .:_ bº) 

Demost.ración: Por la. definición de diferencia. cnt.era. y por (AX Jo) tenemos que 

y usando (AXJs) 

1- a _:_ (Sbº} "' J 0 (Sbº) Paº = P (J0 1>º Paº) :;; P (aº _:_ bº) • 
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TEOREMA 

(1) f- o;_ bº =o 
(2) 1- Saº ....:.. Sbº = aº ...:.. bº 

(3) 1- Saº ...:.. aº = SO 

(4) 1- aº ...:... aº =O 

Demost.rnción: 

( 1) Por el corola.ria anterior tenen1os que 

(1.1) ........... f-0;_0=0 

AdctnM, sabemos que 1- O....:.. (Sxº) = P (o....:.... xº). De esto y usando PO= O por 

(= 1) y(= 6), tenemos que 

( 1.2) .......... t- O .:.... x" = O -t O ....:.. (Sxº) = O 

Fina.ln1eutc de (1.1) y ( 1.2) se obtiene ( 1) por 1ncdio de un infe1·encia. lnd. 

(2) En :F'T:F son c\r.duciblc:s In....; siguientes ecuaciones 

Saº....:.. SO= P (saº..:... o) = I' (Saº) =aº= aº....:.. O 

y por lo l anta: 

(2.1) .t-Suº-SO=uº.:....o 

Tan1bi~n sabctnos que l- Saº ...:... S (Sxº) = P (Saº...:... Sxº) y, por c.:.. s), (= 1) y 
(= 6) tenernos que 

(2.2) ....•.. 1- Saº....:.. §xº =aº ....:.. xº -t Saº...:... S (Sx°) =aº ...:.. Sxº 
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De (2.1) y (2.2) se obtiene (2) por medio de una inferencia Ind. 

(3) De (..:.. O) tenemos que 

(3.1) ..... 1- so.:. o= so 

y de (2) tenentos que 

f- S (Sxº) ..:.. Sxº = Sxº ..:.. xº 

de donde, con base en ( = 1) obtenemos lo siguiente: 

(3.2) ..... f- Sxº ..:.. xº =SO____.,. S (Sxº) ..:.. Sxº = SO 

Finabnente de (3.1) y (3.2) se obtiene (3) mediante una inferencia lnd. 

(4) Por (2) y (3) lcnetuos la siguiente serie de ecuaciones deducibles 

aº..:.. aº = Saº...:.... Saº = P (Saº....:.... aº) = P (SO)= O 

y por lo tanto 1- aº ....:.... aº = O. • 

3.3.5 El Recursor 

Definimos un lérinino auxiliar QT de tipo (orr) (or) o-r de Ja. siguiente forma: 

Por el teorcrna de abstracción->. tenemos que 

1- Q.b~•d"'cº = bº" (Peº) (d"' (Peº)) 

De don-de por (PS) se obtiene 

(1) ............ 1- Q.b•TT d"' (Seº) = b~• eº (d"'cº) 
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DEFINICIÓN (del recursor R.,.) 

n.,. = >.xTyOTT zº [Jurzº (QTyOTT) (I<OTx..,.) zºl 

COROLARIO.- T4 es un término de tipo T (or-r) or, y en :FT:F se tiene que 

Demostración: Imncdia.ta. a. partir de la. definición y del teorema de abstracción-A. • 

TEOREMA (Rccursión. Primitiva Si1nple) 

(RQ) 1- R...,.aTbOTTQ = aT 

(RS) t- RTaTboTT (Seº)= bºTTc0 (R..,.aTb077 cº) 

Demostración: 

(RO) 

(RS) 

es pl'ecisa111cntc igual a ar. 

A pru·tir de (2} y con bru;e en (AXJs) y (AX1~·) se tienen las siguientes ecuaciones 

deducibles en :FT:F: 

n.a•boTT (Seº)= J •• (Seº) (Q.bºTT) (K •• a•) (Seº)= Q.bºTT (J .. eº (Q.bºTT) (K .. a•)) (Seº) 

de lo nntcrior, con base en (1) y (2) :;;e obtiene lo siguiente: 

que es precisa.1ncntc (RS) • 
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Nótese que .14-uT bo-rT es un funcional, diga.JT1os ¡ar de tipo ur, que dependiendo de bOTT y de 

aT define una. función recursiva para la. que se tienen los siguientes resultados: 

3.3.6 Recursión Simultánea. 

TEOREMA (Rt..-curnión Primitiva n-simultá.nea). 

Dados 2n términos a;• y bfT•···T .. T, con i E {l,··· ,n}. existen términos f:n-• tales que las 

siguiente.~ ecuaciones son deducibles en :FT:F para toda i E {l,··· ,n} y para. todo término eº 

de tipo o. 

/;°'' (Seº) = b';'' .. "'•'•cº (f;"'cº) · · · (f:;'"cº) 

Demostración: Por inducción sobre n 

(n = 1) Este ca.so es prccisrunenlc el teorema de rccursión primitiva simple donde 

Supondremos cierto el enunciado para. una cantidad menor a n, y lo probaremos 

paran. Para facilitar Ja escritura, usaremos b¡ en lugar de brr-1 ···T .. T,, e en lugar de 

eº y d en lugar de dº. Además introduciremos las siguientes abreviaturas: 

(or¡) · · · (OTn-d Tn 

42 



donde lns varia.bles :x:~1 , • • • ,.:r:~1 1 no figuran en a~"' y las varia.bles zr'"' •· • •• z:7..:; 1 ,.:rº 

y yº no tiguro.n en b,.. 

Nót.cse que ges un término de tipo a= (o-r1 ) ·· · (o-rn- 1 )-r .... y que debido al teorema. 

de recu1·sión pritnitiva si1nple tencn1os lo siguiente: 

\- 90 = sº 

\- g {Se) = t000 e (ge) 

Por \t\. definición desº y de t.000
, y con ha.se en el teorema. de a.bstra.cción-.X tenemos 

que 

Paro. c::uta. i E { l, · · ·, n} definimos los funcionales a.uxilia.rcs u. y v como sigue: 

u~T· =: l(oT, u;• 

v¡ = >..xºylT 1 ···y~~í'zº (DT", lzº ..:._ x",y~T'zº,lt,.:rº(ylnxº) ··· (y~~í'xº) (gxºyr'"' ···y:;':¡')]) 

Coni.o el lector puede verificar v¡ es un t.énnino du tipo o (o-r1) · · · (07"n-t) OT1-

Por la hipótcis de inducción, existen t.énninos h 1 de tipo oOT¡, tn.lcs que: 

pa.rn todn. i. E {1,· ·· ,n- l} y t.ot\o ténnino e de tipo o. Ahora bien, por el teorema. 
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de abstracción->. tenemos que, si d es un término cualquiera de tipo o, entonces 

(3) ............. 1- h.;Od = a;• 

De 

J- h¡ (Sc)d = v¡c(h¡c) •• · (hn-1c) d 

por el teorema de abstracción->. tenemos que 

(4) ........•.•...... 1- h.; (Sc)d =D., [d..:. c,h;cd,b0c(h 1cc) · · · (hn-icc) (gc(h 1 c) •· · (hn-1c))J 

y usando (DO) y (DS) ' 

(4.1) ........ J- d...:.c=O-+h¡(Sc)d=h.cd 

(4.2) ........ 1- d..:. e= SO--> h, (Sc)d = b;c(li1cc) · · · (hn-1cc) (gc(li1c) · · · (hn-1c)) 

Para. cada. i E { 1, · · · • n - 1} definimos fi• como sigue: 

para el ca.so de que i = n definimos 

f~" E ..>..xº (gxº (hixº) · · · (hn-ixº)) 

De las definiciones a.ntcriorcs1 por el teorema de abstracción-..\ tenemos: 

(5) .............. f- f¡OT•c = h¡ec para. i E {1,··· ,n - l} 

f- f::r"e =ye (hic) · · • (1&.n-i.c) 

y para toda i E { 1, · · · • n - 1} se siguen de (3). (4.2) y (5): 

(6) ········•····· ... fiºº = ar• 
f- fi' (Se)= h¡ (Se) (Se)= b¡e(f:-r1 c) · · · (f:;r_."1-•c) (f~nc) 
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Finalmente de (1) y (5) se sigue que 

(7) ....... f- f.~··o =a~· 

Por otra parte, de (4.1) se sigue que 

t- xº.:.... e= O-+ h¡ (Sc)xº = h¡cxº 

y por (2) 

(8).......... f- xº .:_e= O-> g (Sxº) (ht (Se))··· U•n-l (Se))= 

= buxº (h1c.:rº) · · · (h71 _1cxº) (gxº (h1 (Se)}··· (hn-1 (Se))) 

· Ta..inbicn de Sxº .:.... e = O tenemos, por el tcore1na de diferencia entera., las siguientes 

ce unciones: 

xº .:.... e = §xº .:.... Se= P(Sxº ..:... e) = PO = O 

y usn.ndo (8) y (2) tenemos que 

(9) ... t- (xº.:.... e= O -Jo gxº (h1 (§e))··· (hn-1 (Se))= gxº (h1c) ··· (hn-1c))-+ 

-+ (sx 0
.:.... e= O-+ g (Sxº) (h1 (Se))··· (hra-1 (Se)) = g (Sxº) (h1c) · · · (l1.n-1c)) 

De ( 1) tenemos que 

(10) ... f- O.:_ e= O-> gO (ht (Se))··· (/•n-l (Se)) = gO (h1e) · · · CJ<n-1e) 

nho1·n, de (9) y (10) por medio de Ind. se sigue que 

t- e.:... e= O-+ ge (h1 (Se))··· (hn-1 (Se)) = gc(hic) • · · g (hn-JC) 
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de donde, por el teorema de diferencia entera (1- e..:.. e= o) y (8) se obtiene que 

1- g (Se)(h1 (Se))··· (h 0 _, (Se))= bnc(h1cc) · •• (h0 _,cc) (ge(h1e) ··· (J..-1c)) 

Finalmente por (5) se tiene que 

(11) ......... 1- f::'• (Se)= b,.e(f!"'e) · ·· (f:;'•e) 

Con (6), (7). y (11) el teorema queda demostrado.• 

COROLARIO.- Dados térxninos a;• y bi•···T.,T, con i E {1, ··· .n} y un término a 0 de tipo 

o, existen términos f¡OT• ta.Jes que las siguientes ecuaciones sou deducibles en FTF para toda 

i E { 1, · · · • n} y para. todo término e° de tipo o. 

f;°'' (Seº) = b:"···•••• (a 0 - Seº) (ff"eº) · · · (f:;'"cº) 

Demostración: 

Para. cada i E {l, · · · n} definamos unos térrninos auxiliares u, y V¡ como sigue: 

V¡ >.xºyí' · · · y~"zº (b¡ (aº..:.. Sxº) (yí'xº) · · · (y;7"xº>) 

Por el teorema. anterior, existen términos h, de tipo ocrr, tales que: 

1- h¡O = uf7"• 
1- h; (Se") = v;c" (h1 c") · · · (h.c") 
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de donde para. cuaJquier término dº de tipo o se tienen 

(1) ..... J- h,Odº = KOT,a['d° =a[• 

y 

(2) ..... f- h¡ (Se") d" = .,,eº (h1cº) · · · (hneº) d" = b¡ (aº .'..Seº) (h1c"c") ... (l'nc°cº) 

Definamos f:r, para toda i E {1,· · · ,n} como 

por Jo que 

de donde por ( 1) tenemos que 

Finalmente por (2) y (3) tenemos 

f- f¡°T' (Seº)= h; (Seº) (Seº)= b; (aº_:_ Seº) U;"' eº)··· U:;'"c°) • 

3.3. 7 Inducción 

TEOREMA (Inducción) 

Para toda. i E {1, · · ·, n} sea b; un término de tipo ori • • · TnT;, y sea F[x''.v? ,· · · .u:""J una. 

fónnuJa cuyas variables xº, YÍ', · · ·, yi," son todas distintas y no figuran en la for1na norniuaJ F~ 

ni eu los términos b1, · · ·, bn· Supongarnos ade1nás que: 

i) J-.:F[O yp, ... ,y¡;"] 

ii) f- .:F Cxº, b1xºyp ... Y~"' ... 'b11xºy[1 
••• y¡;"] -) .:F (Sxº, YÍ1

' ••• 'u:"" 1 
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en tal caso 1- :F[a",aT•, ···,a:._ .. J para cualesquiera términos aº, ap, ···.a;. ... 

Demostración: 

Por el Corolario del Teorema de Rcc.ursión Primitiva n-simultánea, dados los términos 

aº,aP,···,a~ .. existen tériuiuos f 10T• de tipo ora, t.a.les que para toda i E {l,···,n} y todo 

término e° de tipo o se tienen: 

(I) ............. 1- 1,~;o =a;• 

(2) ............. 1- ir· (Se")= b; (aº..:_ Seº) Uí'eº) ... u::••eº) 

De la igua.ldacl aº ..:. zº = S.rº se siguen las siguientes ecuaciones 

a" ..:_ Szº = P {aº ...:.. zº) = P (Sxº) = x" 

Al sustituir vl' por fr7"'zº en (ii), de lo anterior y (2) se sigue <¡uc 

Repitiendo la misma sustitución en (i) obtenemos 

(4) 1- a"...:.. zº =O-+ :F [aº...:.. Sz",f'r' (Sz°} ,···· ,f;:r• (Sz")]-> :F [aº...:.. z",frr1 zº,· ·· ,f~nzº] 

Por el Teorema de inducción implícita. a partir de (3) y de (4) se sigue que 

r :F [a..:.. Szº,f~1 (Szº) , ... ,f::'"• (SzºJ]-+ :F [aº...:.. z",Jrr•zº,··· ,f::7' .. zº] 
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y por lo tanto 

(5) 1- (F(aº..:. zº,Ji"'zº,···,f:!T"zº] -+.:F[a0 ,aJ1 ,···,a!"a"])-+ 

--> (:F [aº .:.. Szº, Jf" (Szº), ··, fg'• (Szº) J --> .r [aº,ar•, · · · ,a~·J) 

Por otra pnrtc, de ( 1) se sigue que 

Aplicanclo Ind. a (5) y (6) se obtiene 

1-.:F [aº..:. aº,fi"laº,·· ·,J::.7 
.. aº]-+ :F[aº,aI',··· ,a;.n] 

pero con10 aº ..:. aº =O, por (i), se sigue que 

COROLARIO.- Sea :F [xº, yº] una fórmula. y sean xº y yº variables distint.as de tipo o, que 

no figuran en .:F. Suponga.se ade1ná.s que 

i) 1- .T(.Tº,0) 

ii) 1- .:F[O, y"] 

iii) 1- .:F[xº,yºJ _,. :F[§x0 ,SyºJ 

En tal caso 1- :F [aº, bº] para cualesquiera térmit1os uº y bº e.le tipo o. 

Demostración: 

De zº = P (Szº) y (iii) tenemos 

(1) ......... 1- yº= Szº-+ .r [xº, PyºJ --> .r [Sxº,yºJ 
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Por (i) , también se tiene que 

(2) ..•••... 1- yª = O --> F [xª, Pyª] --> .r (Sxª, yª] 

de (1) y (2), usando el Teorema. de inducción implícita., se sigue que 

(3) ......... 1- .r (xª, Pyº] --> .r (Sxº, yª] 

y, finalmente, de (3) y (ii) tenemos por el Teorema. de Inducción que 

1- F (aº, bº] • 

3.3.8 El Término Característico de una Fórmula Básica. 

DEFINICIÓN (De fórnmla. básica.) 

So dice que una fónnula. es básica syss contiene únicamente igualdades de tipo o. 

DEFINICIÓN (del término ca.ractcrístico x [C] de una fórmula. básica. C) 

Sean aº y bº ténninos de tipo cero y sean A y B fórn1ulas básicas. Definiinos recursivaiucnte 

el término característico de una fórntula. básica. C cmno sigue: 

(1) x(aº = bº] =(aº..:. bº) + (bº..:. aª) 

(2) X (A V B] = X (A]· X (B] 

(3) X (~AJ = d (X (Ali 
Nótese que x [C] es un término de tipo o para toda. fórmula. básica. C. 

LEIVIA 1.- Las siguientes fórmulas son deducibles en :FT:F. 

(1) o+ bº = bº 

(2) o. bº =o 
(3) SO· bº = bº 

(4) aº+ bº =O-;. bº =O 

(5) aº+ bº = O -;. aº = O 

(6) aº · bº = O -;. (aº = O V bº = O) 
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Den"'l.ostración: 

(1) De (+O) y (+S) tcnen1os 

(1.1) ....... 1-0+0=0 y r O+ Sxª = S (O+ xº) 

y por ln.nto 

( 1. 2) ...... t- O + xª = xº -+ O + Sxº = Sxº 

Al aplicar ln<l. a. (1.1) y (1.2) obtenemos (1). 

(2) De (·O) y ( ·S) lc11e1nos 

(2.1) ..... 1-0·0=0 y l- O· Sxª =O· xº +O= O· xº 

y por lnnlo 

(2.2) ..... l- O · xº = O -+ O · Sxº = O 

Al aplicar ln<l. n. (2.1) y (2.2) obtenemos (2) . 

(3) Oc (-O) tenemos 

(3.1) ..... 1-SO·O=O 

Por (·S) y (+S) 

SO· Sxª = SO · xº + SO = S (SO· xº + O) = S (SO · xº) 
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y por tanto 

(3.2) ..••. l- SO· :r" = xº -t- SO· S.:r:" = S:r" 

Al aplicar lnd. a. (3.1) y (3.2) se obtiene (3). 

(4) De (= 2), l- O = O por Exp. tenemos 

( 4.1) ...•. l- aº + O = O -t- O = O 

Como a 0 +S:.t:0 = S (aº+ .:r:º) y l- Sa" =O-+ A, para. todo término a" y toda. fórmula 

A tcnetnos que 

(4.2) ..... l- <J.º+ Sx" =O-+ Sxº =O 

De (4.1) y (4.2) por el teorema de inducción implícita., tenemos (4). 

(5) Se sigue fácilmente <le (4) . 

(6) De O = O por Exp. tenemos 

(6.1) l-aº·O=O-+(aº=OVO=O) 

Además por (4) tenemos que 

l- (a.0 
• xº) +aº = O -+ aº = O 

Y por ( ·S) se tiene que l- aº · Sxº = O -+ aº = O. Por medio de una inferencia. Exp. 

se tiene que 
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(6.2) 1- aº · Sxº = O -+ (aº = O V Sxº = O) 

Finalmcnle usando el Teorema. de Inducción Implícita. de (6.1) y (6.2) se obtiene 

(6) .• 

LEMA 2-- 1- (bº-'- aº)+ aº= (aº-'- bº) + bº 

Demostración: 

Por el tcorcnui. de diferencia entera. y el lema. anterior tenemos 

(o - xº) + xº =O+ xº = xº y (xº..:. o)+ o= xº +o= xº 

De donde se sigue que 

(1) ........ 1- (o-'- xº) +xº = (xº .:_o) +o 

De igua.l for111a po<lc1nos obtener lo siguiente:' 

(2) ......... 1- (uº-'- o) +o= (o-'- uº) +vº 

Del tcorc1nn de diferencia entera., también se siguen 

(§yº - Sx") + Sx" 

(s:r:º ..:_ Syº) + Syº 

de 1nodo que 

(uº -'- xº) + Sxº = S ((uº -'- xº) + xº) 

(xº-'- yº)+ Syº = S ((xº-'- yº)+ vº) 

(3) ......•... 1- (11º-'- '"º) + xº = (xº -'- vº) +yº--> (suº-'- Sxº) + Sxº = (sxº-'- Syº) + Syº 
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De (1) y (3) por el corolario del teorema. de inducción tenemos finalmente que 

1- ( bº .:. aº) + aº = (aº .:. bº) + bº • 

TEOREMA (Del térm.ino característico).- Para toda fórmula básica C se tiene 

(1) •......•••........... 1- X [CJ =O--> C 

(2) ..................... 1- e-> x[C] =o 

Demostración: Por inducción sobre la. complejidad de C. 

(1) CE aº= bº 

De la definición <le X [aº = bº} y por el lema 1 se tienen 

i- X [aº = bº] = O --+ aº ..:.. bº = O 

t-- X [aº = bº] = O --+ bº .:. aº = O 

Y aplicando los Lcnm ... q l ( 1) y 2 se sigue que 

i- aº ..:..... bº = O -+ bº ..:.. aº = O -. aº = bº 

y por lo tanto: 

(1.1) ........... i- x [aº= bº] =O-> aº= bº 

Ahora, co1no x [aº= aº]= (aº..:.... aº)+ (aº..:.... aº)= O+ O= o. se tiene que 

(1.2) ................ aº= bº-+ x[aº = bº] =o 
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(2) G;; -A 

De 1- - (O = O) ---+ {J [OJ = O y 1- - (Sxº = O) ---+ {J [Sx"] = O tenemos que 

f- - (aº = O) ---+ {) [aºJ = O 

Por H.I. se tiene 1- x (A] = O --+ A 6, lo que es lo mismo, 1- -.A -+ -. (x (AJ =O) 

de donde se sigue que 

(2.1). 

f- -A ---+ {)[X (AIJ =O 

f- -A-->x[-AJ=O 

De 1- ,? ¡o¡ = o ---+ - (O = O) y r {) (Sxº] = O --+ -. (Sxº = O) se sigue que 

f- {J [aºJ = O -> - (aº = O) 

Por H.I. tenernos q11c 1- A -+ x [A] = O o. lo que es lo mismo, t- --. (X [AJ = O) --+ -.A, 

de esto y de lo anterior se sigue que 

f- iJ[x[AIJ=O---+-A 

(2.2) .......... f- X [-AJ= O---+ -A 

(3) G;;AVB 

Como X [A V BJ =X [AJ· X [BJ, por el Lema 1(2) 

1- X [AJ = O ---+ X (A V BJ = O 
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Por H.I. tenemos que._ A -+ X [AJ = O y 1- D ---.¡. X [B] = O, y por Jo anterior tenemos 

1- A -+ X (A V B] = O y 1- B -+ X [A V D) = O de donde se sigue 

(3.1) .......... 1- (A V B) --> X [A V BJ =O 

Del Lema 1 (6) se sigue que 

1- Je [AJ· X [BJ =O --> (x [AJ= O V Je [B) =O) 

Por H.I. tenemos 1- X [A] = O -+ A y r x (DJ = O -+ B. y como por definición 

X [A V B] = X [AJ · X [BJ , se tiene que 

(3.2) .......... 1- Je [A V B) =O -> (A V B) • 

COROLARIO.- 1- X [A] =SO-+ (A -+ B), para cualesquiera fórmulas básicas A y B. 

Demostración: 

Por el Tcorcn1a anterior, teuc1nos que para toda fónnula. A, 1- A-+ X [AJ= O y por Jo tanto 

1- X [A) = SO--> (A --> SO= O) 

y como para toda fórmula B. 1- SO= O-+ B tcncn1os el resultado deseado.• 

3.4 Consistencia de :FT:F 

Durante cstn. sección se dcfinirii. un concepto de verdad para fórn1ulas cerradas (es decir fórn1uln.s 

en las que no figuran variables) de :FTF que cvcntunln1cntc tcrrninará por dcmostrn.r la con

sistencia del sistema. Nótese que el concepto de verdad"' definido en lo que sigue solamente 

,.y por ende la consitencia. del sitcma. 
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descansa en la decibilidad efectiva del predicado de igualdad, la. cua.1 a su vez está basada en la 

exist<-•ncia y unicidad de fonnas norrnales. 

Para coincnznr rccordetuos que una. fórn1ula es cerrada syss no contiene variables. 

DEFINICIÓN (Recursiva de fórmula verdadera). 

( l) Una fór1nula. cerrada a.,. = b.,. es verdadera sy.ss ar y b.,. tienen la misn1a forma norn1al. 

(2) Una fórn1ula. cerrada -.A es verdadera syss A no lo es. 

(3) Una. fórmula cerrada A VD es verdadera syss A es verdadera o Bes verdadera.. 

LE!VIA.- Si dos funcionales a.,. y b.,. tienen la n1isrna forma normal, entonces una fórmula 

cerrada :F (a.,.J es verdadera syss F [b.,.J lo cs. 

Den1ostracióu: Por inducciOn sobre la complejidad de :F {ar). 

(l) Sea F{a..,.J =e"(::)= d"{::) y F[b ... J =e"{~:)= d"(!:) por el teorema de sustitución 

eu tér111i110S, Jos funcionales e" e;:) y ti" e;:) tienen Ja 111isn1a. forrna norma] que Jos funcionales 

r."{~:) y d"{~:). y por lo tanto F(nrJ es vcn)m)t_•ra syss :F(b.,.] lo cs. 

(2) Sean F [ar¡ =: -.g [a.,.J y F [b.,.J = --.g [b.,.J, por H.I. g [n.,.] es verdadera. syss g [b.,.J es verdadera 

y por lo tanto F {a.,.] es verdadera syss F [b.,.J lo cs. 

(3) Sea :F (u.,.] = g fa.,.] V 'H. far] y F (bTJ = g [b.,.J V 7i [b.,.J. En este ca.so :F (aT] es verdadera syss 

g (aj es verdadera. o 71. (a.,.J es ven.ladera. Por H.I. tenemos c¡ue lo anterior sucede syss Q (b.,.] es 

verdadera o 7-{ fbr] es verdadera, y esto. por la definición de fór1nula verdndera., se tiene syss 

:F [b.,.J es verdadera. • 
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TEOREMA.- Toda. fórmula cerrada deducible es verdadera. 

Demostrnción: Supongamos C cerrada y ... n. C. Procederemos por inducción sobre n. 

Caso bnse n = O 

(1.1) Sea. C un axioma. (AXK), (AXs), (AXJa) ó (AXJs) 

En este caso e es una. ecuación CT = cr para. la que cT C>t cr. y por lo tanto e es 

verdadera. 

(1.2) Sea Cuna. axioma (AXsuc) 

Aquí ..., (Saº = O) es verdadera syss Saº = O no lo cs. Pero la fonna normal de Saº 

es de la. forn1a. Sb" donde bº E GN F 0 y aº t> bº y por lo t.."l.nto trivialmente Saº y O 

no tienen la 1nis1na. forina. nor1na.1. 

(1.3) Sea C un axioma (AX=) 

C ==:: aT = bT -> .:F(aTJ -> .:F(br]. Si aT = br no es verdadera, entonces a partir 

de la definición C es trivialmente verdadera. Si aT = bT es verdadera, por el lc1na 

anterior se sigue que :F[ar] es verdadera .syss .:F(br) lo es, y por lo ta.nto. con base 

en la. definición, de cualquier fonna se tiene que C es verdadera.. 

Paso Inductivo,. supongamos cierta la afhnación para toda k < n 

(2.1) Sea ._n C :=.A VD obtenida por expansión a pa.rtir de una fórmula cerrada y 

deducible A. Por H.l. A es verdadera. y, por ende, t..atnbién C lo cs. 

(2.2) Sea ._n C obtenida por contracción de una. fórmula cerrada y deducible C V C. 

Por H.l. C V C es verdadera.. de donde se sigue que C es verdadera.. 

58 



(2.3) Sea 1-" C = A V (B VD) obtenida por nsociatividad de una fórmula cerrada y 

deducible (A V B) V D. Por H.I. (A V B) VD es verdadera de donde A es verdadera 

ó n es verdadera ó D lo es, y por lo tanto C es verdadera. 

(2.4) Sea. l- 11 C mediante un corte. Digamos que 1-n C provino de 1-"' A V D y 

1-"2 -.A VD, y que C:::: DVD, donde n = max(n1,n2) +l. Po~ H.I. A VD 

y -.A V B son verdaderas: Si A es verdadera, entonces -.A no lo es, de donde D 

es verdadera. Si A no es verdadera, entonces B es verdadera. En cualquiera de los 

ca ... 'ios se tiene que D V D es verdadera.. 

(2.5) Stm 1- 11 C obtenida por Inducción. Suponga111os que C =: :F [aº] se obtuvó por 

inducción a partir de 1-" 1 .:F(O] y 1-n2 .:F(xº] __.. :F(SxºJ, done.len= max (n 1 ,n2 ) +l. 

Por el teorc1na de su~titución para fónnula.s se sigue que para. toda. nt E N tcne1nos 

que 1-";r .:F[N.,.] -> :F(Nm+1). Por J-1.l. tanto :F(O) como F{N,.,.] __.. .F(Nm+1] son 

fónnu)a ... '> verdaderas. Por inducción sobre n1 en la tnctatcoría tcucnios que :F {Nr] es 

vcrc.Iadcra. para todo nurncra.I Nr. Ahora, co1no la fonna norn1nl de aº es un nurnc1·al 

(pues C PS Cl~l"l"a.da}. al aplicar el l"PSUltado antrrior :;e tiene que Ces verdadera. .• 

Ob:.icrvació11: La ("onvcnm. del l<>orctna anterior no n<>ccsaria.n1c11Lc es cierta.. pues 

es una fónuuln cc>rra.da. verdadera y no dec.Iuciblc. Sin cn1bargo, toda ecuación cerrada. verdadera. 

. es deducible en .:FT.:F. Esto se sigue del hecho de que toda ecuación aT = bT tal que a.-r C> b-r es 

deducible t>ll :FT:F. 

COROLARIO.• El sistcn1a .:FT:F es absolutmnente consistente (i.c. uo toda fórmula. es ·de

ducible). 

Demostración: La forinula. SO= O no es verdadera y por e1 tcoren1a autcrior no es deducible 

cn.:FT.:F.• 
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Capítulo 4 

INTERPRETACIÓN DE AP EN 

:FT:F 

4.1 El Sistema Formal AP 

En esta sección dcfinircrnos un sistema. fornial .AP (Aritmética. de Peana) para la. aritmética 

clásica en el que varios de los resultados importantes de la teoría de los nú1neros pueden ser 

forrna.lizados. 

4.1.1 Símbolos Primitivos de AP 

1.- Un nún1cro nu1ncra.b1c dr. varia.bles libres y de variables acotadas. 

2.- Los shnbolos O, S, +, ·,=,V,--. y V 

3.- Parcntesis redondos. 

4.1.2 "rérminos y Fórmulas de AP 

DEFINICIÓN { de término). 

1.- El símbolo O es un término. 

2.- Toda. variable libre es un término. 

3.- Si t es un término, entonces St también es un término. 
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4.- Si s y t son térrninos, entonces (.~ + t) y (s · t) son términos. 

5.- Sólo son términos aquellas cadenas <le símbolos generadas por un número finito 

de aplicaciones de las cláusulas 1 a 4. 

Por brevedad se 01nitirán en varias ocasiones los paréntesis exteriores, bajo la. convención de 

que · tiene precedencia. sobre +. Asís· t + r denota. a ((s · t) + r). 

Símbolos Sintácticos: 
u, u¡, v, v¡ para variables libres 

:1:~.x1 ,y,y; para varia.bles acotadas 

s, s¡, t, l; para. térn1inos 

DEFINICIÓN ( de fórmula). 

l.- Si ,q y t son térrninos entonces s = t es una fór1nula.. 

2.- Si A y B son fórmulas, entonces también los son -.A y (A V B). 

3.- Si :F [u] es una fórmula en la. que no figura la va.ria.ble acotada x, entonces VxF [x] 

es UIHt. fórruula. 

4.- Sólo son fórinula.s aquellas cadenas de shnbolos generadas por un número finito 

de aplicaciones de la..s cláusulas l a 3. 

Las fonuru; Norninalcs se definen en su fonnn. usua.1 1 y se denotaran por lo general con la 

siguiente tipogrnfia A. B. C, V, é, F, 9, 7-l.. 

4.1.3 Convenciones y Abreviaturas en AP 

Adcrná.<J de los símbolos del lenguaje introducimos los shnbolos _,., /\ 1 ~. 3, como abreviaturas: 

1.- A -l B E -.A V B 

2.- A 1\ D =: - (-A V -B) 

1 Pat'a la drfinición vea.se al principio <lel Capítulo 2. 
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3.- A <-+ B := (A -+ B) /\ (B -+ A) 

4.- 3x =: -.Vx-. 

4-1-4 Axiomas Lógicos de AP 

L- Axioma Proposicional: A V A 

2.- Axioma de Sustitución: Vx:F [x} -t- .;1=" [t) 

3.- Axiom.a de Identidad: u = u 

4.- Axioma de Igualdad: s = t -to :F[s) -t :F[t] 

4.J..5 Axiomas Mat.emáticos de AP 

PA,, ~csx ~O) 

P A 2 : Sx = Sy _,. x = y 

PA3 ::r+O =X 

P.A.: :r+Sy= S (.:e+ y) 

PAs: :r-0 =O 

PA6 : :i:-Sy= (x- y)+ x 

4.l..6 R.eglas de Inferencia de A"P 

l.- Expansión: A V B de A 

2.- Contracción: A de A V A 

3.- Asociativa.: {A VD) V C de A V (B V C) 

4.- Cort.e: B V C de A V B y -.A V C 

5.- V-Introducción: Vx:F(:z:] 

figure en :F (u] . 

de :F (u), siempre que la. variable acotada x no 

6.- Inducción: :F(t] de :F{O) y :F[u]-+ :F(Su], siempre que la variable libre u 

no figure en la. forma. nominal :F. 
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4.2 Algunas Convenciones en :FT:F 

Para poder dnr una interpretación de la.s formulas de .AP en :FTF~ debeDIOS adopLar una. serie 

de convenciones en la notación que prcscntan1os en lo que sigue. 

4.2.1 Sucesiones de Términos de :FT:F. 

En este capitulo trataremos de on1itir el uso de supcríndiccs siempre y cuando esto no se preste 

a cot1fusio11cs. Si t 1 y t2 son térn1i11os de :FT:F, cnto11ccs deberá. entenderse que en lae:.:prcsión 

t1t2 los tipos de los térininos t, y t2 encajan correcta1nente. 

Cambiaremos el uso de los shnbolos sintñcticos en :FT:F. De esta. fon:na. usareDIOS a los 

silnbolos :i:, 1·1, y, y¡, z, z 1 , w, tv¡ para denotar sucesiones finitas, posiblen>enLc vacias. de variables 

distintas del sist.c111n. :FT:F. De igual forma a,n.¡,b,b,,c,e¡ denotan sucesiones fini~ posible-

111cntc vacíns de términos de :FTF. A veces denota.remos por .. :z:.y ... a. L°'" conca.t.enación de las 

sucesiones .i: y y en ese orden. Si a denota a una. sucesión de términos o;-•·----r:a •... ,o:_•----r
y b a una sucesión de térnlinos b'; 1

, - • · , úfir'. entonces dcnotarcrnos ·por o (b) a. la sucesión de 

ténuinos a 1 ó 1 • • · b 111 , • •• , aub1 · · - b,,, con tipos r 1 , • · · , r,. rcspcctiva.rnent.e. Por brevedad siempre 

que b esté denota.do con un sólo síntbolo escribircn1os ab en lugar de a (b). 

Por a= b cntcnderen1os una sucesión de ccua.cioncs a 1 = bt.---,o.,. = b..- Obvianacnte el 

nú111ero ele elcn1e11tos de ln.s sucesiones a y b deberá coincidir y 106 tipos de a¡ y de ba deberán 

ser los n1ismus pa.ra toda i"*E { 1. · · · , n}. 

Ondas dos s11ccsiones e.le ténninos u :=: aí',···,a-:in y b = b~•,---,b!._•. denotaDIOS con 

D[c°.a,b] a la sucesión de ténninos dada por D-r-1 [cº,aI1 ,b"I'J,---.D .... (~,~-.b~·]- Usando 

(DO) y (DS) tcnc1nos que las succ:-iiones de fónnulns: 

eº= O-+ D[cº,a,b] =a y eº= Suº__,. D (cP.a..b) = b 

son deducibles en :F'T:F. 

DEFINICIÓN (de comparabilidad ).- Sean a= a}1
,··· ,a:S .. Y b = b;''.--- .. 6=.-- Decimos 

que la sucesión a es comparable con la. sucesión b (a ,,..,_, b) syss n. = rn. Y Ta = º• para. lAxla. 
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i E { l, · · · • n} . En particular se tiene en el caso en que a y b son sucesiones vacías. 

LEMA 1.- Si a y b son dos sucesiones con el rnisnio ntírnero de términos, entonces exisLe una 

sucesión de variables x tal que xab. 

Demostración: Sean a==: af',··-,a-:,,"' y b ==: b':',···.Y.;."" . Si x :::= x;•···Tn° 1, ... ,:z::_•· 
entonces por definición xab. • 

LEMA 2.- Si dadas k sucesiones x1. · · · 0 x1c de vn.riables distintas y una sucesión de términos 

a, entonces existe una sucesión de términos b que no contiene variables de la sucesión x 1 , •• • • Xk 

tal que: 

Demostración.- Si x 1 , ••• , Xk, es la sucesión de variables yi'" 1 , • • • , Y!'n'" y a es la sucesión 

a;1 , • • • , a~". entonces definimos una sucesión de términos b como sigue 

y como el lector puede verificar, por el tt..>orcma. de abstracción-Á, se tiene J- bx1 • • • Xk = a • 

4.2.2 Fórmulas Generalizadas de :FT:F. 

Una fórmula generalizada es una expresión Vx1 · · · Vxrn3Y1 · · · 3ynA. Donde la variables que 

figuran en x 1 , • • • , Xm, y 1 , • • • , !In son todas distinla.s y A es una fórmula de :F"TF. Obviamente 

man fórinula generalizada no es una expresión del sistema :FT:F" pero es claro lo que se pretende 

decir con elJa. Siguiendo las convenciones habituales para sucesiones de variables escribiremos 

expresiones de la forma Vx3yA para denotar a. )as formulas generalizadas de :FT:F, donde x y 

y son sucesiones de variables distinta.~. 

Para. homogcnizar Ja. notación, por Jo general escribiremos \fx3y:F' [x, y) para. denotar u11a 

fórmula generalizada, donde F es una. fornui. nominal en Ja que no figuran variables de las succ-



sioncs x e y. Adopta.remos la conveución de que dos fórn1ula.s generalizadas son la misn1n. si sólo 

difieren entre ellas por ta elección de sus variables cuantificada.a. Siguiendo estas convenciones 

tene111m~ que dos fórmulas gencra.tizndn.s sientprc se pueden t:".scribir como Vx13y1:F{x1,y1} y 

Vx23y2g {x2,y2}, donde la.s variables que figuran en la. sucesión x1, x2,y1 ,y2 son todas distintas 

y no figuran ni en :F ni en Q. 

4.3 Interpretación de A'P en :FT:F. 

4.3.1 Fórmulas de Interpretación 

DEFINICIÓN ( de fórmula de intcrpretn.ción2 ).- Para. cada formula. F del sistema A"P se 

define unn forn1ula. gcncra.k1.nda F• (la. fónnula. de interpretación <le F) de :FT:F como sigue: 

1.- Si F es una ecuación .<; = t, entonces F• es la. misn1a ecuación, donde s y t deben 

ser entendidos con10 ténninos <le tipo o. 

2.- Si Fes unn fónnula -..4. y A• es la fórmula. cua.11tific:adn Vx3yA{x,y), entonces 

F* es Vy13x-.A lx, y 1 (x)}, donde !Jt es una. nueva succ.sión de varia.bles de los tipos 

apropindos.3 

3.- Si Fes una fónnula. AV D donde ,.t• es Vx 13y1A (x 1 , u 11 y a• csVx23t12B [x2.Y2], 

entonces se define F• como 'v'x1 Vx23y1 3u2 (A {x1, Yt 1 V /3 (x2, y2]) donde las variables 

cu la. sucesión x 1 , x2, y1, y 2 son to<la.t-1 distintas. 

4.- Si F es una. fórtnttla. Vx:F (xl, donde la varia.ble acotada. x no figura. en F. u es 

unn. variable libre que ta1npoco figura en :F y :F {ur está. dada. por la. fórmula. de 

intcq'lrcta.ción Vx3yA [x. y, u], donde u no figura en la. forma nominal A y es distinta. 

de las variables que figuran en la...."l sucesiones x y y, entonce.o; definimos F• con10 

VuV'x3zA [x, y, u]. 

1Como Sl.' ¡¡¡cfm.Ja en el Capítulo l. esta vnrinnte de la interpretación de GOdel ~ debe a Shoenficld (1967). 
;,Nótese que en el apa.rt.ado 2, la eleccción de la SllCe!iión 111 es sietnprc posible como consecuencia del Lema 1 

de In sección 4.2.1. Aunque no es ne<'e.6ario dar una justificación pn.rn la elección de la fórmula de (-.ar , cst.a 
puede ser n¡ot.iv .. da por el ~iguiente axioma de elección: 

(AE) Vr3y.F\.r,y] -to 3::V:r:F- [r,:(:r)J 
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PROPOSICIÓN.- Si A es una formula. de :A.'P sin cuant.ificadores (a las fórmulas sin cuan

tificadores les llamaremos abiertas), cnt.onces A• es A. 

Demostración: Por inducción sobre la complejidad de A 

1.- Si A es de la forma. s = t, cnt.onccs por definición A• es A. 

2.- Si A es de la for~a B V C, entonces por H.I. que o• es B y e• es C. Por lo 

tanto (BV cr es B V C. 

3.- Si A es de la forma. -.D, entonces por H.I. n• es By por lo tanto (-.B)9 es -.B. 

Por lo que pa.ra toda fórmula abierta. A de A'P se tiene que A• es A • 

4.3.2 Validez 

DEFINICIÓN (de validez).- Una formula. de inlcrprct.n.ción Vx3y:F (x, y] se dice que es válida 

syss existe una sucesión a de términos de :FT:F, tal que 1- F[x,a) .4 

4.4 Consistencia de AP. 

En ésta sección demostrn.rernos que .A'P es consistente. Primero cnuncinrcn1os el Tcore111a de 

lnterprct.a.ción y dcn108traren1os la consistencia de A'P corno un corolario de éste. Después de 

probar el corolario se dará. la. demostración del Teorema de Interpretación. 

TEOREMA (de Interpretación).-. Si Fes una fórmula deducible en .AP, entonces su fórmula 

de intcrpret.ación F• es válida. 

COROLARIO-- El sistema. formal A'P es consistente, es decir, no existe una. fórmula A en 

A'P, tal que A y -.A sca.n an1bas deducibles en .A'P. 

4 Est.a definición de va.lid~ basa.da. en exhibir los objet.os acerca. de lo:> cuales se asegura. la exist.cncia., es una. 
de las caract.erist.icas que hacen de Ja int.erprel.a.ción de GOdel una herTarnient.a t.an apreciada dentro del ámbito 
de las mat.emáticn.s conat.ruct.ivas. 
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Demostración.- Si F =- SO = O, entonces por el corolario de la pñ.gino. 59 (consistencia de 

:FT:F) tenetnos que F no es deducible en :F"T:F, y como F• = F, se tiene que F• no es válida, 

de donde se sigue del teoren1a anterior que F no puede ser deducible en AP. Supongamos que 

existe un fórmula A tal que AP l- A y AP l- -.A. en consecuencia. en AP se tiene la. siguiente 

deducción: 

l- A V SO = O ....•..............••.... por Expansión. 

1- -.A V SO= O .... ---·---····--···-Pºr Expansión. 

1- SO= O V §0 = O ...............•. por Corte. 

t- SO= () ............................... por Contracción. 

lo que es una. contradicción (ya que F no es deducible), y por lo tanto AP es consistente.• 

Demostración del Teorema de Interpretación.!> 

P1·occdctnos por inducción sobre los lcoren1ns de AP. 

L- lnterpret.nción de los Axiomns Lógicos. 

1.1 F es un axioma proposicional -....t. V A. 

Si A• es 1a. fórmula de interpretación Vx 1 3y1 •• 4 {x 1 , !Jt}. entonces después de un cam· 

bio d<.! v<u-ia.hlcs, (-..1\)• es Vy23x2-..A. lx2,J/2 (x2)} y F• es 

Debctllos ha.llar sucesiones de ténninos a y b tales que: 

:FT:F f-- .A [x., a} V -.A [b, y2 (b)] 

Si tonuunos n a con10 Y2 (x1) y a b con10 Xt, entonces 

.A [x1, u] V -.A [b, Y2 (b)] es la fórmula A [x1, !J2 (:r1 )] V -.A lx1.112 (x1 )) 

$Durant.c la pn.~nt.c demost.ra.ción se harlL referencia con~t.ant.c a los n~sult.ados alcan:i.ados en la sección 3.3. 
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que por el teorema del tercero excluido es deducible en :FT:F. 

1.2 F es un axioma de sustitución Vx:F [x) -+ :F [t} 

Si (Vx:F{:z:])• es la fórmula cuantificada. VuVx13y1A [xi. y¡, u), entonces (-.Vx:F[x])• 

y :F [t)" es 

Vx3yA[x,y,t] 

y por tanto F• es 

Debemos hallar sucesiones de términos b y e, y un término aº tales que: 

(1) ........ -A[b,112 (aº,b) ,aº] V A[x,c,t] 

sea deducible en :F'T:F. 

Si tomamos aº corno t, b como x y e como Y2 (t,x), entonces (1) es la fórmula.: 

-A [z, 112 (t, z) , t] V A [x, 1/2 (!, x) , t] 

que por el teorema. del tercero excluido es deducible en :FT:F. 
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1.3 F es un axiomn. de identidad u = u 

Como Fes abierta entonces F• es F, y por (= 2), es deducible en :FT:F. 

1.4 F es un axioma de igualdad s = t. -t :F [s] -t :F [t.] 

Si :F [sr es ln. fórmula. 'V'x3yA [x, y, s\ y :F ltr ln. fórmula 'V'x3y.A [x,y, t], entonces 

..... :F[s]• es V'y13x1-.A\x1,y1 (xl.) ,s} y por lo tanto (:F\s]-t :F\t}r es 

y cu consecuencia. F .. es 

V'y1"Vx3x13y (-.s = t V -.A.[x1,y1 (x1) ,s\ V .A[x,y, t}) 

Dcbc111os ha.llar ténninos a y b ta.les que 

(1) .......•... -s = t V -A [a,y1 (a), s] V A [x, b, t] 

sen. deducible en :F'T:F. Tomando n cmno x y b como !11 (x) la fórmula. (1) es 

-s = t V -A[x,y1 (x) ,s] V A[x,y1 (x), t] 

que es un axioma de igualdad y por tanto deducible en :FT:F. 

BrA 
SALIR 
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11.- Interpretación de Jos Axiomas Matemáticos. 

Si Fes un axioma PA1 - PA&, entonces, como Fes abierta, F• (que es F) es una fórmula 

que por Jos resultados del capítulo anterior (sección 3.3) es deducible en :FTF. 

111.- Interpretación de las Inferencias de AP. 

IIJ.1 Expansión.- F = A V B obtenida a partir de A. 

Si A• es Vx3yA(x,y) y n• es Vx13y1B[xi.y1L entonces por H.1. A• es válida y 

existe una sucesión de términos a tal que: 

:F'r:F 1- A [x, a] 

Ahora, por Expansión en :F'T:F, si tomamos una sucesión cualquiera de términos b 

con los tipos apropiados y tal que Yt ...... b, entonces tenemos 

:FT:F 1- A [x, a] V B [xi, b] 

de donde F• que es VxVx1 3y3y1 (A [x,yJ V B[x1,y1J), es válida. 

111.2 Contracción.- F inferida a partir de F V F. 

Si F• es Vx3y:F [x, y]. entonces (F V Fr que es 

VxVx,3y3y¡ (:F[x,y] V :F[x1,111]) 

es válida, y por lo tanto existen sucesiones de términos a y b tales que 

:FT:F 1- :F [x, a] V :F [xi, b] 
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Sustituyendo x por x 1 en lo anterior se tiene que 

:FT:F f- :F [xi, a) V :F [x., b) 

Si definimos una suce!iión de términos e por casos como sigue: 

e= D [x [:F[xi.a]J ,a,bJ 

entonces se tiene que l- x [:F [x1 , e]] = O y, por el Teorema del término característico 

se infic1·c que que 1- :F (xi, cJ -

III.3 Asodat.iva.- Fes (A V B) V C, inferida de A V (B V C). 

Si A• , n· y e· son las fórmulas 

respectivamente, entonces F• es 

Vx13y1A[x¡,yt] 

Vx23y2B [x:i:, Y2] 

Vx33y3C [x3, y3) 

por H.I. existen sucesiones de térn1inos a, b, y e ta.les que 

:FT:F f- A [xi, aj V (B [x,, b) V C [xo. e)) 
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que por Asociatividad en :FT:F implica que 

:rT:F 1- (A [xi, a] V B [x,, b}l V C (x., e] 

111.4 Corte.- F es B V C. obtenida de A V D y de -.A V C 

Si A• • D• y e• son las fórmulas 

entonces (A V ar es 

y (-.A ve)• es 

Vx13u1A[x1,yt) 

Vx23y2B (x2, Y2] 

V:c33y3C [x3, y3] 

Por 1-1.l. cxh>ten sucesiones de ténninos n 1 ,a2 ,b1, y l'2 tn.Jcs que c11 :FT:F 

(1) ........ 1- A[x1 ,ai)VB[x.,a2] 

(2) ........ 1- ~A[b1 ,y~(b1 )]vC[x.,b,] 

por el Lctnn 2 po<lc111os cncontrn.r una sucesión de térn1inos e en la. que no figuran 

varia.bles de la. sucesión x1 • x2 tal que 

(3) ........... r CX2X1 = a¡ 
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que por(!) y (3) 

Si sustituin1os YÍ por cx2 en (2). entonces tenemos que 

y si sustituimos x¡ por b 1 en (4), se sigue que 

Po.- lo c¡ue aplicando Corte a (6) y (5) se obtiene que 

y puesto c¡ue F• es 

se tiene <111c F• es válida. 

111.5 V-Intro<lucción.- Fes Vx:F [x), obtenida de :F :uJ. donde la. variable acotada ::e no figura. 

en :F(u). 

Si (:F {u))"' es la. fórmula 

Vx13y1A (x¡.y¡. u} 

cntoncc."i F• f>-"i 

Pero como debido a. que por H.l. Vx13y1A [x1. Yt. u} es válida, entonces existe una. 
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sucesión de términos a, tal que 

y por tanto F* es válida.. 

IU.6 Inducción.· Fes F[t], inforida de .F[O] y de .F(u] -Jo .r[Su] 

Si :F for es la Fórmula 

Vx3yA [x. y, O} 

entonces por H.J. existe una sucesión de términos a1 tal que 

(l) ......... l-A[x.a1 ,0j 

Si F Cur y :F (sur lns fórmulas 

Yx13y1A[x1,Y1,u] y Vx23v.z.Af.:r2,!/'.2,Su) 

respectivamente. entonces (.:F (u] ---.. :F (Su]}• es Ja fórmula 

Sabemos por H.I. que existen sucesiones de términos 02 y a 3 tales que 

Ahora bien, por el Jcrna 2, podemos encontrar una sucesión b de términos, en Jos 

que no figura.u varia.bles de Ja. sucesión x 1 tal que 

(3) ...••••. 1- bx, = ª' 
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De (1) y (3) se obtiene quc 

(4) ....... l-A[x,bx 1 ,0} 

ahora, sustituyendo x por x1 en lo anterior se tiene que 

(5) ....... 1- A [x1 ,bx1 ,0) 

Toinemos una sucesión de términos d, tales que no figuren en elJos variables de Ja 

sucesión u,!/i,xi tal que 

de esto y (2) obtc11eu10s 

Por el tcorcina de rccursión sin1uJtánca. sabcu1os que existc una sucesión de términos 

f tn.l que: 

(7) ....... 1- fO = b 

(8) ....... 1- f (Su)= du (fu) 

De (5) y (7) se .sigue 

(9) ....... 1- A[x1,fOx1,0} 

Por otro lado sustituyendo y; por fu en (6) tenemos 

de donde por (8) se sigue que 

1- A[a,.fu (a2) ,u)--> A[x.,f(Su)xi,Su) 
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Usando de nuevo el lema 2 tomemos una sucesión g de términos en la que no figuren 

variables de las sucesiones u y :r1 tal que 

por Jo que 

(11) ...... 1- .A. [gux1,/u (gu:ri) •u] --+A (xi, f(Su):rhSu] 

ahora, al aplicar el Tuorcmn. de Inducción a (9) y (11), se obtiene que para todo 

término t de tipo o y para cualquier sucesión de variables x tal que x - :r1 se tiene 

que 

1- A [x, ftx, t) 

Final1ncnle como (.:F[t])• es una. fórmula Je Ja forul.a Vx3y.A.(x,y,tJ, tenc1nos que 

(.:F[t]Jº es válida.• 
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