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Introducción 

La transformada de Legendre F": an-:-> R de una función F: an-+ R de 
clase C 1 se define mediante la fórmula implícita 

F"(y) =y· x - F(x) 

y= VF(x) 

cuando V F an -+ R" es invertible. Fº tiene la importante propiedad de 
que 

X= VFº(y) 

es decir, 

VF" = (VF}-1
• 

En 1949 W. Fenchel introdujo el concepto de función conjugada o trans­
formada de Fenchel que generaliza la noción de transformada de Legendre a 
funciones no necesarimnente diferenciables o cuyo gradiente no es necesaria­
mente invertible. La transformada de Fenchel fue posteriormente extendida 
a espacios vectoriales topológicos por Bronst.ed ((Br]), Moreau ((M]} y Ro­
ckafellar ((Ro2]}. 

El significado geométrico de la transformada de Legendre es el siguiente: 
Dado y E R" hay un único punto (x.F(x)) en la gráfica de F en el que (y, -1) 
es perpendicular a dicha gráfica (por la invertibilidad de V F) . La ecuación 
del hiperplano tangente a la gráfica en (x.F(x)) es 
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t =y· { - Fº(y), {eRn, te R. 

Es decir -Fº(y) es la ordenada al origen del único hiperplano afín per­
pendicular a (y, -1) tangente a la gráfica de F. 

Si F : Rn -+ R es convexa y semicontinua inferiorrnente (s.c.i.) su 
epigráfica 

epi F= {({,t) E Rn x R : F({) :5 t} 

es convexa y cerrada. Por el teorema de Hahn - Banach existe un hiper­
plano soporte perpendicular a (y, -1} para cada y E R". La transformada 
de Fenchel Fº(y) de F en y es el negativo de la ordenada al origen de dicho 
plano Definición (1.3.6}. 

La propiedad de reciprocidad de 'V F y V Fº que carece de sentido si 
F o p• no son diferenciables o 'V" F no es invertible, recobra su sent.ido en 
términos del concepto de subdifcrenciabilidad de una función convexa. El 
subgradiente V F(x) de una función convexa y s.c.i. es el conjunto de todas 
las pendientes de los hiperplanos soporte de la epigráfica de F en el punto 
(x.F(x)). El Teorema de Reciprocidad {1.4.5} dice entonces que 

y E VF(x) si y sólo si x E "VFº(y). 

Como aplicación de la dualidad de Fenchel probaremos la existencia de 
una solución periódica del sistema Harniltoniano 

:i: = JV'H(x) {0.0.1} 

sobre una superficie de nivel S = H-1 (a) dada. Aquí HE G 1 (R2",R) es 
no-negativa, estrict8.lllente convexa y coerciva y 
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(Teorerna 3.1.1). 

La convexidad y la coercitividad de H juegan un papel muy importante. 
Implican, en particular, que Ses frontera de un convexo acotado. Podemos 
sustituir entonces a H por otra función H homogénea positiva de grado 
1 < q < 2, con S = ñ- 1 (1), y tal que cualquier solución periódica de 

x = JVH(x) (0.0.2) 

se puede "jalar" a una solución periódica de (0.0.1) sobre la superficie S 
Proposición (3.2.3). El problema (0.0.2) se puede plantear como un problema 
variacional, es decir, las soluciones de período 1 de (0.0.2) corresponden a los 
puntos críticos de 

1 1 
F(x) = j (:~x · J:i; - H(x)) dt 

o 

para X: [O, l] - a 2 n en un espacio adecuado de curvas de período 1 (REF). 
Este es un problema difícil ya que F no esta acotada ni superior ni inferior­
mente. Más aún, el operador x >-> J:i; tiene una infinidad de eigenvalores 
positivos y una infinidad de eigenvalores negativos. 

El problema variacional se simplifica considerablemente aplicando primero 
dualidad de Fenchel: haciendo 

z=-J± (0.0.3) 

obtenemos de (0.0.2) que 

z = VH(x) 

y por dualidad de Fenchel, esta ecuación es equivalente a 

X= VHº(i:) 

y de (0.0.3) obtenemos 

Jz - VHº(.:i::) =e 

donde e es una constante, cuyas soluciones corresponden a los puntos críticos 
de 
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1 

F"(z) =/ (vñ"(z) - ~z. Jz) dt 
o 

en un espacio adecuado de curvas de periodo l. ecuación (3.3.8). Es fácil 
ver que Fº es coerciva y s.c.i. Proposición (3.3.9) por lo tanto está acotada 
inferiormente y alcanza su núnimo. Teorema (2.1.1). 

El primer capítulo lo dividimos en cuatro secciones. 

En la primera sección estudiamos las distintas versiones del Teorema de 
Hahn-Banach y algunas aplicaciones sencillas. 

Dentro la segunda sección definimos lo que es una función covexa y una 
función sernicontinua inferiormente. Vemos que la convexidad de una función 
es equivalente a que su epigráfica sea convexa y que una función sea semicon­
tinua inferiormente es equivalente a que su epigráfica sea cerrada, además si 
una función es convexa y semicontinua inferiormente es equivalente a que sea 
seIIl.Ícontinua inferiormente en la topología débil. Un resultado importante es 
que la continuidad. de funciones convexas es equivalente a que sea localmente 
acotada. 

En la tercera sección definimos a r (V) como el conjunto de las funciones 
convexas semicontinuas inferiormente que no toman el valor de -cx::i a menos 
que sea la constante -oo. Definimos la polar o transformada de Fenchel de 
una función la cuál es convexa sin importar como es la función original así 
mismo definimos la bipolar de una función y est.ablecemos la dualidad que 
existe entre r (V) y r (Vº) (Dualidad de Fenchel-Moreau). 

Y en la última sección introducimos el concepto de snbdiferencial de una 
función convexa el cuál es una generalización de la noción de derivada. Exis­
ten ejemplos de funciones convexas y estrictamente convexas no diferenciables 
y pero aq•ú hacemos ver que sí son subdiferenciables y hablamos un poco de 
lo que es el cálculo subdiferencial. En esta sección probarnos el resultado de 
reciprocidad de V F y V Fº para la transformada de Fenchel. 

El capítulo dos lo dividimos en dos secciones. 

En la primera sección vemos que una función coerciva y semicontinua 
inferiormente, esta acotado por aba.jo y alcanza su mínimo; y darnos condi­
ciones para que una función convexa seinicontinua inferiormente y propia 
alcanza su núnimo. 
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En la segunda sección caracterizarnos las soluciones de los problemas de 
mininúzación como solución de desigualdades variacionales. 

El último capítulo trata de la dualidad de Fencbel en la existencia de 
soluciones periódicas en un sistema Hamiltoniano sobre una superficie de 
nivel dada mencionado arriba. Este capítulo Jo dividimos en tres secciones, 
en la primera sección introduciinos el concepto de sistema Hamiltoniano. La 
segunda sección asegura que podemos cambiar nuestro Hamiltoniano por otro 
al cual le podemos aplicar algunos resultados de Jos capítulos anteriores. Y 
en la última sección establecemos bien el problema variacional a resolver y 
encontrarnos la solución. 
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Capítulo 1 

Funciones Convexas 

§1.1 La separación de conjuntos convexos 

Sea V un espacio vectorial sobre R. Si u y v son dos puntos de V denotaremos 
al segmento con extremos u y v como {u, v], es decir, 

{u,v] ={~u+ (1- ~)v 1 O :5 ~ :5 l}. 

Un conjunto A e V es convexo si y sólo si para cualquier par de puntos 
u, v de A el segmento {u, v] está. contenido en A. 

Figura 1.1: Un conjunto conuexo y otro no convexo. 

1.1.1 Proposición. Un conjunto A e V es convexo si y s6lo si para 
cualquier subconjunto finito u., u 2 , • • • , u.. de elementos de A, y para cualquier 
familia de números reales positivos ~1 , ~2 , • • ·, >.,. cuya suma sea la unidad, 
tenemos: 

n 

L~•Ui E A. 
•=l 

1 
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Demostración. 

Por inducción sobre n, para n = 2 haciendo >.2 = 1 - >.1 tenemos exacta­
mente la definición. Supongamos válido para n = k y demostraremos para 
n = k+ l. 

Podemos suponer que existe un >.; ~ 1 y entonces 

ya que por hipótesis de inducción :t: 
1 
.>.~";.; E A. 

<i#;j 

El recíproco se obtiene haciendo n = 2 y >.2 = 1 - >. 1 • • 

1.1.2 Observación. El espacio V y el vacío son conjuntos convexos. 

1.1.3 Proposición. La intersección de conjuntos convexos es convexa. La 
uni6n de conjuntos convexos no necesariamente lo es. 

Demostración. 

Sea u =/:ir e,, con ci conjuntos convexos, y sean u, V E u, luego u, V E c. 
para toda i E I. Por lo tanto >.u+ (1 - >.)v E C, para toda i E I, de donde 
>.u+ (1 - >.)v E n G, = U. 

•EI . 
Para ver que la unión no necesariamente es convexa daremos el siguiente 

ejemplo, claramente el segmento [u, vJ no pertenece a la unión. 

Figura 1.2: La unión de dos conjuntos convexos no siempre es convexa. 
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Sea A C V, la intersección de todos los conjuntos covexos que contienen a 
A es por la Proposición 1.1.3 un conjunto convexo, y es el conjunto convexo 
más pequeño que contiene a A. Este conjunto es llamado la envolvente 
convexa de A y lo denotaremos como co A. 

1.1.4 Proposición. Sí A e V, entonces. 

co A = {E Á;'Ui 
i=-1 

n EN, E Á; = 1, Á; ~O, 'Ui E A, l :5 i :5 n}. 
•=1 

Demostración. 

Primeros probaremos que U= {,E Á;'Ui 1 n EN, 'i: Á, = 1, Á, ;;:::: o, 
i=l 

u¡: e A, 1 :5 i :5 n} es convexo. Sean x, y E U entonces 

x =E O!;U; y =E µ·v· 
izml j=l 

3 3 con f; º• =E µ; = l; aa ~ O ; µ 3 ~ O 
•=1 .i=l 

u, y v; elementos de A. 

(1 - Á) x+Áy = (1 - .Á) E ar;u,+Á E µ;v; =E (1 - Á) 0<;U;+ E Áµ;v; E U 
i=l j=l i:s:el j:r::l 

ya que, (1 - Á) oo ~ O, Áµ; ~ O y 

'i: c1 - Á> a,+ f: Áµ; = c1 - Á) 'i: ª• + Á f: µ; = c1 - Á> + Á = 1. 
•-=l ;-1 i=l ,; .... 1 
Por definición A e U y como U es convexo se sigue que co A e U. 
Para ver que U e co A obeervesnos que por ser co A la intersección de 

conjuntos convexos co A es convexo; y por la Proposición (1.1.1) U eco A. 
Entonces U = co A. • 

A 

Figura 1.3: La envolvente convexa de tres puntos 
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Diremos que HcV es tm hiperplano afín si existe una funcional lineal 
l: V--+ R no trivial tal que z-t {a)= H para algtrna °'E R. Los conjuntos 

{ueV ll(u)<k} 

{ueV ll(u):Sk} 

{u E V ll(u) > k} 

{ue V ll(u) ~ k} 

donde k E R., son llam.ados semi-espacios abiertos o cerrados respectiva.­
mente acotados por H. 

Un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial V con una 
topología que hace continuas a las operaciones: 

(u, v) --+u+ tJ 

{A, u) --+ AU. 

Sea V un espacio vectorial topológico y H un hiperplano afín con ecuacióio 
1 {u) = <> donde 1 es una ftrnción lineal distinta de cero sobre V y <> E R. Se 
puede probar que Hes topológicamente cerrado si y sólo si 1 es continua ([Bre) 
Proposición 1.5). Con estas condiciones los semiespacios cerrados (abiertos) 
serán cerrados (abiertos) en sentido topológico. 

En un espacio vectorial topológico la cerradura de un conjunto convexo 
es convexo y el interior de llll conjunto convexo es convexo (posiblerriente el 
vacío) [V) Teorema 2.23. 

Si A es un subespacio de V, la intersección de todos los subconjuntos 
cerrados convexos que contienen a A es el más pequeño subconjunto cerrado 
convexo que contiene a A. Lo denotaremos co A y lo llamaremos la ºenvol­
vente convexa cerrada de A. 

1.1.5 Proposición. La cerradura de la envolvente convexa de A coincide 
con la envolvente convexa ceTTada de A. 

Demostración. 

Sea U la intersección de todos los conjuntos convexos cerrados que con­
tienen a A, entonces U es un conjunto convexo y cerrado que contiene a A 
luego A e co A e U, por lo t.anto co Ac U . Ahora, por definición de U, 
tenemos que U Ceo A ya que co A es un convexo y cerra.do que contienen a 
A.• 
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1.1.6 Observación. co A no es la envolvente convexa de la cerradura. 
Por ejemplo, sea A la gráfica de la función ~ con x E R\ {O}, entonces 
la envolvente convexa serd el serniplano superior abierto, rnientras que la 
cerradura de la envolvente convexa será el semiplano superior cerrado. 

Figura 1.4: A = A = { {x, y); x ~ O, y = ~} coA=co A. 

Este ejemplo prueba que co A % co A . Observemos que co A e co A, 
ya que .A se puede ver corno la intersección de todos los conjuntos cerrados 
que contienen a A, y 00 A es la intersección de solo los conjuntos cerrados y 
convexos que contienen a A, de donde A C CD A, y como 00 A es convexo se 
tiene que co A e co A. 

1.1.7 Definición. Sea V un espacio vectorial sobre R decirnos que p es 
una función aub-lineal de V en R si para todo u, v E V, y A > O se satisface: 

p (Au) = .>.p (u), (1.1.1) 

p(u+v) :Sp(u)+p(v), {1.1.2) 

Es obvio que toda función lineal es sublineal, pero la función valor abso­
luto es sublineal y no es lineal. 

Antes de ver la forma analitica del Teorema de Hahn-Banach recorde­
mos el Lema de Zorn. 

1.1.8 Definición. Un conjunto P con una relación binaria :S se llama 
i-Y"Cialnaente ordenado si satisface: 
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(i) a::;; a para tod.o a E P, 
(ii) a ::;; b y b < c entonces a ::;; c, a, b, c E P 
(iii) Si a ::;; b y b ::;; a se tiene que a = b, a, b E P. 
Q un subconjunto de P se llama totalmente ordenado si para. todo 

a, b E Q ocurre a :::; b ó bien b ::;; a. 
Sea Q e P; c E P sella.na cota .superior de Q sic~ a para todo a 

E A; m E Q se llama elemento naaziTnal de Q si m ::;; x con x E Q irnplica 
que x = m. 

P es inductivo si todo subconjunto totalrnente ordenado de P tiene cota 
superior. 

1.1.9 Lema de Zorn. Todo conjunto parcialrnente ordenado no vacío e 
inductivo tiene un eleTnento Tnaximal. 

1.1.10 Teorema de Hahn - Banach.Sea V un espacio vectorial sobre 
R y Vo C V subespacio vectorial; sea p una función sublineal definida en V, 
y fo : Vo -+ R una función lineal tal que: 

fo(v) ::;;p(v) para todo v E Va. 

Entonces existe f : V -+ R función lineal tal que 

y 

Demostración. 

f (v) =fo (v) 

f(v) ::;p(v) 

para todo v E Va 

para todo v E V. 

(1.1.3) 

Sea. P= {µ.: V,. -+ R 1 Va e V,. e V, µ.es lineal, µ. lv0 = fo yµ. (v) ::;; p (v) 
para todo v E V,.}. Le damos a P la relación de orden: µ., ::;; µ 2 = V,., e 
V,., y µ.2lv,.

1
=·µ.1. 

Este es un orden parcial. P no es va.cío, ya. que /o E P. Ahora vea.tnos 
que Pes inductivo: Sea Q = {µ... 1 i E I} con Q C P, totalmente ordenado 

entonces definamos a Jí.:,\rr V,., -+ R por /í. lv,.; = µ.;. Jí. E P ·y es cota. 

superior de Q. Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal..·.7>;' ' \'.,.,.. :-:-+ 
~~R ... 

Ahora veremos que Vm.=V; sí suponemos que existe vo E V\Vm., con­
struya.I11os una. función iñ. de la siguiente manera.: 
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iñ.: Rvo $V.,.-> R; iñ. (avo+ v) = a-y0 + m. (v). 
Ahora buscaremos 'Yo tal que: 

<>")'o+ rn (v) :s; p (avo+ v) para todo°' E R y v E V.,. 
o eqtúvalentemente si °' > O 

"Yo :s; p ( Vo + ;:;) - m. (;:;) para todo °' > O y vE V.,. {l.1.4) 

sia-<0; 

'Yo~ -p (-vo - ~) + m. (-~) para todo °' < O y VE v .... (1.1.5) 

Entonces queremos asegurar que siempre existe "Yo que satisface (1.1.4) 
y(l.1.5). 

Dados Y1, Y2 E V.,. se tiene que para todo z E V, 

rn(Y2) - m.(y,) :s; p(y2 - Y1) = p((Y2 + z) - (y,+ z)) :s; p(Y2 + z) + p(-y1 - z) 

y, por tanto, 

-p(-y1 - z) - Tn(y,) :$ -m.(y2) + p(y2 + z). 

Sea c 1 =sup [-p(-y1 - z) - m.(yi)J 

'" c2 =i"f}[ [-rn(Y2) + p(712 + z)J 
por ser y 1 y y 2 arbitrarios c2 ;;:=: c 1 y podemos escoger c 1 :5 "Yo :s; c 2 • 

Y así llegamos a una contradicción de que m. sea elemento maximal, por 
lo tanto V.,. = V. • 

1.1.11 Corolario. Sea V un espacio vectorial norTnado, y G un subespacio 
vectorial de V, l una .funcional lineal y continua sobre G, con norma: 

lllll. = sup l(v). 
vEG 

llvl/Sl 

Entonces existe una .funcional lineal y continua f que extiende a l y tal que: 

llfll. = JlllJ •. 
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Demostración. 

Aplicar el Teorema de Hahn-Banach con p(v) = llLll. !lvll. La continuidad 
de/, se sigue de que 11111. = \llll. lo que implica que fes un operador• acotado 
y por lo tanto continuo. • 

Ahora veremos la versión geométrica del Teorema de Hahn-Ba.nach. 
Supondremos de aquí en adelante que V es un espacio vectorial norrnado. 
Lema. (F\mcional de Minkowski de 'm convexo).- Sea C e V un con-

vexo abierto con O E O. Para todo v E V se define: 

p(v) = inf {a > O \ ~ E O} 
(Se dice que pes la funcional de Minkowski de O). Entonces p cumple 
(1.1.1), (1.1.2) y 

existe r tal que O :5 p(v) :5 !. llvll 
r 

para todo v E V (1.1.6) 

O={veV lp(v)<l} (1.1.7) 

Demostración. 

La propiedad (1.1.1) es evidente. 
Demostraremos primero (1.1.6); sea r >O tal que B(O,r) e O; es claro 

rv 1 
que ¡¡:;;jf E 0 por lo tanto p(v) :5 r \lvll para todo v E V. 

Ahora demostraremos (1.1.7). Supongrunos que V E e. Como o es 

abierto, (1 + e:)v E O con e> O suficientemente pequeño; así p(v) :5 
1

: e < 
l. 

Inversamente, si p(u) < 1, existe O < a < 1 tal que a-1 v E C y así 
v = a(a-1 v) + (1 - a)O E C. 

Y para finalizar demostraremos (1.1.2); sean v., u elementos de V y sea 

e > O de (1.1.1) y (1.1.7) se sabe que ( ~ + E O y ( )' + E O. Y pu e pv e · 
por ser 0 convexo: tu + (l - t)v E O con O < t < l. Ahora para 

p(u) +e p(v) +e - -

t = p(u) +e , obtenemos ue: '1J. +V E 0 
p(u) + p(v) + 2e q p(u) + p(v) + 2e 
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entonces p(u + v) < p(u) + p(v) + 2e: pa.ra todo e > O. Y haciendo e--+ O se 
obtiene (1.1.2). • 

Figura 1.5: La funcional de Minkowsky aplicada al intervalo G = {-1, 1). 

Decimos que un hiperplano afín cerrado H separa (separa estricta­
mente) a dos conjuntos A y B si uno de los semiespacios cerrados (abiertos) 
determinados por H contiene a uno de ellos y el otro semiespacio al otro. 
Escrito analíticamente; si l (u) =o es la ecuación de H, entonces; 

l (u) S a, para todo u E A, 

(l (u) < a, para todo u E A, 

l(u) 2': a, 'tu E B 

l (u) > a, Vu E B). 

1.1.12 Lema. Sea G e V convexo abierto, no vacío y sea v 0 E V con 
vo '1. C. Entonces existe un hiperplano afín cerrado H que separa {va} de C. 

Demostración. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que O E C. Sea Pe la 
funcional de Minkowsky de G . Consideramos G = Rv0 y la función lineal 
g definida en G por: 

g(tvo) = t, t eR 

Si t < O es fácil ver que g(tv0 ) = t S pc(tvo) y si t > O, sabemos que 
1 S pc(vo) entonces g(tvo) = t S tpa(vo) = Pc(tvo) por lo tanto g(v) S pc(v) 
para todo ., E G. 

Por el teorema de Hahn-Banach existe una función lineal f sobre V 
que extiende a g, tal que 
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f(v) :5 Pc(v) para todo v E V 

En particular se tiene que f(vo) = 1 y /(v) < 1 para todo V E e, por lo 
que Vo Y C quedan separados por el biperpiano que deterntlna f = l. • 

1.1.13 Teorerna. Sea V un espacio vectorial noTTnado, A un conjunto 
abierto convexo no vacío, B un conjunto convexo no vacío que no intersecta 
a A. Entonces existe un hiperplano cerrado afin que separa a A y B. 

Dernostración. 

Hacemos C =A - B = {a - b E V : a E A, b E B}. Entonces Ces con­
vexo y es abierto ya que G = U (A - y); corno A y B son ajenos O !t C. 

yEB 

Por el lema anterior existe f lineal· y continua tal que f(v) <O para todo 
v E Ces .:lecir f(x) < f(y) para todo x E A y y E B. 

Ahora tomrunos a E R tal que 

sup f(x) :5 a :5 inf f(y) 
zeA ~eB 

y entonces el hiperplano de ecuación f =a separa a A y B.• 

-1.1.14 Teorerna {Hahn-Banach, foTTna geométrica}. Sea V un espacio 
vectorial noTTnado, A y B dos conjuntos convexos, no vacíos y disjuntos. Su­
pongamos que A es cerrado y B es compacto. Entonces existe un hiperplano 
cerrado que separa estrictaniente a A y B . 

Demostración. 

Para E:> O sean A. =A+ B(O, E:) y B. = B + B(O, E:), de forma que A. y 
Be. son convexos, abiertos y no vacíos. Además, para e > O suficientemente 
pequeño, A. y B, son disjuntos (en caso contrario, se podrían encontrar 
sucesiones E:n -+O, Xn E A e Yn E B tales que llxn - Ynll < 2E:n; y se podría 
extraer una aubsucesión Yn, -+ y E A n B). Por el teorema anterior existe tm 
biperplano f = a que separa a A. y B • . Entonces tenemos: 

f(x + E:z) :5 a :5 /(y+ e:z) Vx E A, Vy E B, Vz E B(O, 1), 

de donde resulta que 
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f(x) - E: llfll :5 °' :5 f(y) +e llfll , V'x E A,. V'y E E, 

como llfll #O entonces f =a separa estrictamente A y B.• 

1.1.15 Definición. Sea A un subconjunto de V y H un hiperplano afin 
cerra.do que contiene al menos un punto u E A, tal que A está totalmente 
contenido en u.no de los semiespacios determinados por H; diremos que H 
es un plano soporte y u un punto soporte de A. 

Entonces: 

1.1.16 Corolario. Sea V un espacio vectorial nonnado y A un conjunto 
convexo con int(A) # 0 . Entonces cualquier punto frontera de A es un 
punto soporte de A. 

Demostración. 

Aplicar el Teorema {1.1.14); tomando al punto soporte como el conjunto 
convexo compacto y a int(A) como el otro conjunto convexo.• 

1.1.17 Corolario. En un espacio vectorial nonnado V, cualquier conjunto 
convexo cerrado es la intersección de semiespacios cerrados que lo contengan. 

Todos estos resultados tienen una gran importancia dentro del análisis, 
en especial ayuda a visulizar diversos aspectos de la teoría de la dualidad. 

Si V es un espacio vectorial normado, el Teorema de Hahn-Banach nos 
garantiza la existencia de una funcional lineal distinta de cero sobre V; es 
suficiente tomar dos puntos u, v de V, y separarlos por un hiperplano cerrado 
afín H con ecuación l-1 (a), la función. l : V - Res continua ya que H es 
cerrado y cumple que l(v) ,¡: l(u) por lo que 1 # O. El espacio vectorial de 
todas las ñmcionales lineales en V denotado por v• es llamado el dual de 
V . Los elementos de v- serán denotados por v• y (v, vº) denotará el valor 
de la funcional u• E V• en v. 
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§1.2 Convexidad y semi-continuidad 

Funciones Convexas. 

V denotará como antes un espacio vectorial sobre R y las funciones 
descritas tendrán como dominio a. A e V y como codominio a. R. = R U 
{+oo,-oo}. 

Sea. A un subespacio convexo de V, y F una función de A en :ñ.. Diremos 
que F es convexa si para. toda. u, v e A: 

F(>.u + (1 - >.)v) :5 >.F(u) + (1 - >.)F(v) con >. e [O, 1] (1.2.1) 

siempre y cuando la. suma. del la.do derecho tenga. sentido (es decir, excepto 
cuando F(u) = -F(v) = ±oo ). 

u V 

Figura. 1.6: Representación gráfica. de una. función convexa 

1.2.1 Proposición. Si F es convexa entonces para cualquier conjunto 
finito u 1 , u 2 , .•• ,u.. de puntos en V y para cualquier familia Ai. ... , >.,. de 
números reales no negativos cuya surna es la unidad se tiene que: 

siempre y cuando la suma del lado derecho esté bien definida. 



§1.2 Convexidad y semi-continuidad 13 

Demostración. 

Por inducción sobre n, para n = 2 haciendo >.2 = 1 - >. 1 tenemos exac­
ta.mente la definición, por lo tanto suponemos válido para n = k y de­
mostraremos para n = k + l. 

Existe un>.; <F 1 y entonces 

F (".E1 >.,u,) = F (>.3u 3 + {1 - >.;) ".E1 ~) 
•=l t=l , 

s >.3F (u;) + (1 - >.;);

3

(. ".E1 f!:r) 
t=l J 
·~j 

y por hipótesis de inducción tenemos que: 

por lo tanto 

(

k+l ) F ¡: >.,u, 
•=l 

k+l 
:SE >.,F (u;).• 

i=l 

Es fácil ver que, si F : V -+ R. es convexa, los conjuntos 

{u 1 F(u) :S a} y {u 1 F(u) <a} 

con a e R, son conjuntos convexos de V. El inverso es falso. 

{1.2.2) 

Si F es convexa y G : A -+ A es una función creciente entonces G o F : 
V -+ :A. tendrá. secciones convexas pero no será. convexa en general. Un 
ejemplo seria si F(x) = x y G(x) = x 3 , la composición sería x 3 la cual sólo 
tiene secciones convexas. 

Sea F : V -+ R., denotaremos a: 

dom F ={u IF(u) < oo} (1.2.3) 

el dominio efectivo de F el cual es convexo si F es convexa. 
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Figura l. 7: La gráfica de la función x 3 

Pennitiremos el valor de +oo por lo siguiente. Si F es un mapeo de 
A e V en R, le podemos asociar F definida en V como: 

{ 

F(u) 
F(u) = 

+oo 

si u E A 
(1.2.4} 

si u <t A. 

Entonces fr es convexa si y sólo si A C V es convexo y F es convexa. 
Para A C V definimos la función característica XA de A como: 

XA(u) = { O 
+oo 

si u E A 
(1.2.5} 

si u~ A. 

A es convexo si y sólo si XA es una función convexa. Entonces el estudio 
de conjuntos convexos se reduce al estudio de funciones convexas. 

1.2.2 Definición. La epigrá,fico. de una función f : V --> R es el con-
junto: 

epi/=;o{(u,a)eVxR (f(u}Sa} (1.2.6} 

Es decir es el conjunto de puntos de V x R que están arriba. de la. gráfica 
de f. La proyección de epi f en V da como resultado el dom f. 
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Figura 1.8: La epigráfica de una función. 

1.2.3 Proposición. Una función f es convexa si y sólo si su epigráfica es 
convexa. 

Demostración. 

Sea f convexa tomamos (u, a) , (u, b) en la. epi f, entonces por definición 
f(u.) ::5 a < +oo y f(v) ::5 b < +oo , si O ::5 A ::5 1 tenemos: 

f(Au. + {l - A)v) ::5 A/(u) + {l - A)f(v) ::5 Aa + {l - A)b 

por lo tanto A{u, a)+ (1 - A)(v, b) e epi f. 
Inversa.mente supongamos que epi f es convexa. La proyección sobre V 

también es convexa, entonces sean u y ven dDTn f, a~ f(u), b ~ f(v). Por 
hipótesis, A(u., a)+ (1 - A)(v, b) e epi f y esto se cumple para todo A e (O, l] 
por lo tanto: 

f(Au + (1 - A)v) ::5 Aa + (1 - A)b 

Si f(u.) y f(v) son finitos, es suficiente tomar a = f(u.) y b 
f(u) o f(v) es igual a -oo hacemos tender a a ó b a -oo. • 

1.2.4 Proposición. 

f(v). Si 

(i) Si F : V - fi. es convexa y A un nú111eTV real positivo, entonces >.F 
es convexa. 

(ii) Si F y G son funciones convexas de V en R., entonces F + G es 
convexa. Definimos (F + G)(u.) = +oo si F(u) = -G(u.) = ±oo. 

(iii) Si (F;);er es una fa111ilia de funciones convexas de V en R., entonces 
F(u) =sup {F;(u.)} es convexa. 

•eI 
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Demostración. 

Por ser F convexa y >. un número real positivo tenemos que: 

>.F(µu + {l - µ)v) :5 >. (µF(u) + (1 - µ)F(v)) = µ>.F(u) + (1 - µ)>.F(v), 

es decir >.F es convexa. 
Para demostrar la segunda afirmación observemos que: 

(F + G)(µu + (1 - µ)v) = F(µu + {l - µ)v) + G(µu + {l - µ)v), 

y por ser F y G convexas: 
(F + G){µu + {l - µ)v) :5 µF(u) + {l - µ)F(v) + µG(u) + (1 - µ)G(v) 

= µ(F + G)(u) + {l - µ)(F + G)(v). 
de donde F + G es convexa. 

Para la última afirmación tenemos que para cada F;: 
F,(µu + (1 - µ)v) :5 µF,(u) + (1 - µ)F,(v) 

:5 µ sup {F;(u)} + (1 - µ) sup {F,(v)} 
iEI t.eI 

:5 µF(u) + {l - µ)F(v). 
Luego: 
F(µu + (1 - µ)v) =sup {F;(µu + (1 - µ)v)} 

iEI 
:5 µF(u) + {l - µ)F(v). 

es decir F es convexa. • 

1.2.5 Definición. Sea A un conjunto convexo de V y F un 1napeo de V en 
R. F es eatráctatnente con veza si para todo u, v E A, u =F v y >. E JO, 1 [ 
se tiene que: 

F(>.u + (1 - >.)v) < >.F{u) + {l - >.)F(v) 
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~·'.:(v) 
(u : 

i ¡ 
u " 

Figura 1.9: Gráfica de una función estrictamente convexa. 

Funciones semi-cont:inuas inf"eriorment:e 

Supondrexnos ahora que V es un espacio topológico. 

1.2.6 Deftnición.Dire7nos que una función F: V-> R. es senoicontinua 
inferiorrnente en a E V (s.c.i.), si para todo.>. < F(a) existe una vecindad 
W de a tal que .>. < F(W). Y dire7nos que F es s.c.i. en V si es s.c.i. en 
todo punto de V. 

1.2.T Observación. Una función F: V-+ R. es s.c.i. en V, es equivalente 
a decir que para todo .>. E A, el conjunto: 

{u E V 1 F(u) :5 .>.} es cerrado; 

o bien que para todo .>. E A el conjunto 

{u E V J F(u) > .>.} es abi.erto. (1.2.7) 

También diremos que F : V -+ R. es semicontinua superiormente 
(s.c.s.) si -Fes s.c.i. 
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Figura 1.10: Una función sernicontinua superiorrnente y otra sernicontinua 
inf eriorniente. 

Ejemplos: 
1.- Sea fn: R--+ R definida como: 

{ 

0 si X= 0, 
fn(x) = 

x-n si X ,¡. O. 

Sin par, /.,.... es s.c.i. en O, y sin es impar no es s.c.s. ni s.c.i. en O. 

+ 
Figura 1.11: Gráficas paran par y n impar respectivamente. 

2.- Sea g : R --+ R definida por: 

{ 

O si x es racional, 
g(x) = 

1 si x es irracional. 
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La función g es s.c.i. en los racionales y es s.c.s. en los irracionales, pero 
en R no conserva ninguna de estas propiedades. 

3.- La función característica XA de un conjunto A C V, es s.c.i. si y sólo 
si A es cerrado y s.c.s. si y sólo si A es abierto. 

1.2.8 Definición. Sea Wu el conjunto de todas las vecindades de u en­
tonces definiTnos a: 

de la misma manera 

lirr:,-~up F(v) = sup 
uew .... 

sup F(x) 
zEU 

inf F(x). 
zEU 

1.2.9 Proposición. F es s.c.i. en a E V si y sólo si: 

F(a) S!~ inf F(u). 

Demostración. 

Si Fes s.c.i. en a, entonces dado )1 < F(a); existe una vecindad W de a 
tal que )1 $ F(W), y tenemos también que: 

.>.$F(W), de donde ..ll $~ inf F(u). 

Como esto se tiene para todo A< F(a), obtenemos que: 

F(a) S!i.S inf F(u). 

Recíprocamente, suponemos que F(a) $lim inf F(u). Para t.odo ..ll < 
F(a), existe una vecindad W de a tal que.>. ~-F(a), es decir Fes s.c.i. en a.• 

1.2.10 Proposición. Una función F 
epigráfica es cerrada. 

V -+ R. es s.c.i. si y sólo si su 
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Demostración. 

Demostraremos que el complemento de la epigráfica es abierto. Si F es 
s.c.i. en V, entonces para todo (u,>.) tal que .X < F(u), es decir, (u,>.) E 
(epi F)c; y para todo µ tal que >. < µ < F(u), tenemos que existe una 
vecindad W de u con la propiedad de queµ < F(v) para todo v E W. De 
donde se sigue que existe una vecindad de (u,>.), W x [-oo, µ[contenida en 
(epi F)c de donde (epi F)° es abierto. 

Inversamente, definamos a cp : V x R -+ R como cp(u, a) = F(u) - a, y 
Tr (u, a) = (u, a + r). Entonces para todo r E R ,el conjunto: 

{(u,a} lcp(u,a):5r}={(u,a) IF(u)-a:5r} 
= {(u,a) 1 F(u) :5 r+a} 
= {(u,a) 1 (u,r +a) E epi F} 
= T_r(epi F) 

lo cuál implica que si la epi Fes cerrada entonces t..p es s.c.i., es dec:.r, que F 
es s .. c.i. • 

1.2.11 Proposición. 
(i) Si F : V -+ fi es s.c.i. y >. un número real positivo, entonces >.F es 

s.c.i. 
(ii) Si F y G son funciones s.c.i. de V en fi, entonces F + G es s.c.i. 

Definimos (F + G)(u) = +oo si F(u) = -G(u) = ±oo. 
(iii) Si (Fi);er es una familia de funciones s.c.i. de V en fi, entonces 

F(u) =sup {Fi(u)} es s.c.i. 
iEI 

Demostración. 

(i) Tenemos que demostrar que el conjunto {u l.XF(u) :S k} es cerrado 
¡:>ara toda k E R, por ser >. > O, entonces es equivalente a demostrar que 
{u IF(u} :5 ~} es cerrado para toda k, y haciendo r = i. obtenemos la 
afirmación ya que Fes s.c.i. 

(ii) Sean F y G s.c.i., y sea .X< F(u)+G(u}, podemos escribir .X= a+/3, 
con 0t < F(u} y f3 < G(u). Entonces existen vecindades U, W de u, tal 
que 0t < F(v}, y /3 < G(v) para toda v E U y toda v E W. Entonces 
.X=°'+ f3 < (F + G)(v) para todo v E Un W, de donde F +Ges s.c.i. 

Para demostrar {iii}, veremos que epi F =,Q, epi F,. Sabemos que epi 

F e epi Fi para todo i E I por lo tanto epi F e n epi F,. Ahora sea (u, a) E 
•E/ 
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,':}
1 

epi F; por definición F,(u) ::5 a para todo i E I, luego, F(u) =~~f 

{F,(u)} ::5 a, y entonces (u, a) E epi F. • 

1.2.12 Definición. La regulará.zación a.c.i. de F : V --+ R. es la mayor 
.función F : V--+ R. s.c.i. tal que F(u) ::5 F(u) para todo u E V. 

Figura 1.12: Una nmción F con su regularización s.c.i. F 

1.2.13 Lema. Sea F 
epigráfica. 

Demostración. 

V - H., entonces el conjunto epi F es una 

Sea (u,a) E epi F existe una sucesión (un,an) E epi F que converge 
a (u, a). Sea b > a, entonces para algtma n, tenemos que iln ::5 b, luego 
F(Un) ::5 iln ::5 b de donde (un. b) E epi F y pasando al límite (u, b) e epi F. 

Es decir, si (u, a) E epi F entonces {u} x (a, oo) C epi F . Sea G(u) 
inf {a e (-oo, oo) : (u, a) E epi F}. Entonces epi G =epi F.• 

1.2.14 Corolario. Sea F : V --+ R. y F su regularización s.c.i.entonces: 

epi F =epi F, {1.2.8) 

Demostración. 

Como Fes una función s.c.i. menor que F, epi Fes un conjunto cerrado 
y sabemos que epi Fe epi F por lo tanto epi Fe epi F. 

Corno epi F es tma epigráfica, sea G una función tal que epi G = epi F 
entonces Ges s.c.i. y como epi Fe epi F =epi G, se sigue que G ::5 F; pero 
como Fes el supremo de todas las funciones s.c.i. menores que F, G ::5 F 
por lo tanto epi F e epi G = epi F . • 
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1.2.15 Definición. F : V -+ R. es débiltnente s.c.i. si F es s.c.i. en la 
topología débil a(V, V"). 

1.2.16 Corolario. Una función F convexa de un espacio vectorial nor­
mado V en R. es s.c.i. si y sólo si F es débilmente s.c.i. 

Demostración. 

La epigráfica de F es un conjunto convexo. Por lo tanto es cerrado si sólo 
si es débilrriente cerrado [Bre], Teorema 111.7 a 

Notemos que la convexidad es esencial ya que si V es un espacio vectorial 
normado de dimensión in..'inita se sabe que C = {v J JJvll = 1}, es cerrado 
en la topología fuerte y no es cerrado en la topología débil u(V, V") de hecho 
su cerradura en u(V, V") es G = {v 1 llvll ::5 l}. 

1.2.17 Proposición. Sea V un espacio vectorial normado. Si F : V -+ R. 
es una función convexa s.c.i. y toma el valor -oo, entonces no puede tomar 
ningún valor finito. 

Demostración. 

Suponemos que existe ü E V tal que F(ü) E R. Tomemos a E R con 
a < F(ü), y podemos separa estrict.arnente a (ü,ü.) de epi F por ser un 
conjunto convexo cerrado. Entonces existe una función lineal continua. l 
distinta de cero de V y a E R tal que: 

para todo (u, a) E epiF, l(ü) +ali < l(u) + aa 
como (ü, F(ü)) E epiF, obtenemos que l(ü) + aü. < l(ü) + aF(ü) es decir, 
a(F(ü) - a) > O, por lo tanto a > O. 

Podemos fijarnos sólo en los puntos (u, F(u)) E epi F, y tenemos que 
para todo u E V : 

l(ü) + aü. < l(u) + aF(u) 

.!.1(11 - u) +a < F(u) 
a 

(1.2.9) 

y esto es una contradicción ya que el primer miembro siempre es finito y por 
hipótesis sabemos que F toma el valor de -oo. • 
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Continuidad de funciones convexas. 

De aquí en adelante V denotará. un espacio vectorial normado. El estudio 
de continuidad de las funciones convexas esta basado en el siguiente lema.. 

1.2.18 Lema. Sea F una funci6n convexa con F(O) = O. Si existe una 
vecindad W siTnétrica del origen en la cuál F está acotada por arriba, por 
una constante a finita 1 entonces F es continua en O. 

Demostración. 

Sea e E )O, l[. Si v E eW, tenemos por convexidad que: 

para. todo ; E W F(v) = F ( (1 - e)O +e;) ~ eF (;) :5 ea 

para. todo V E w o= F (--1-v + __ e_ e~)) 
e l+e l+e e 

:5 1 ~ eF(v) + 1.: eF (~v) 
es decir para. todo-; E W - ea :5 -eF (~v) :5 F(v). 

Entonces IF(v)I :5 ea para. toda. v E eW. • 

Figura. 1.13: Por ser F una. función convexa su gráfica. debe estar en la. parte 
sobreada.. 
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1.2.19 Definición. Una funci6n convexa F de V en R. es propia si no 
to?na el valor de -oo y F no es idénticamente igual a +ex:>. 

1.2.20 Proposición. Sea F: V-> R. una.funci6n convexa. Las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

(i) Existe un conjunto abierto no vacío U en el cuál F no es idénticamente 
-ex:> y está acotada por una constante a < +ex:>. 

(ii) F es una función propia7 y es continua en el interior de su dorninio 
efectivo, int(dorn F). 

Demostración. 

Probaremos que i) => ii). La otra implicación es obvia. Sea u E U e 
int(d01n F), tal que F(u) > -ex>, por el lema anterior Fes continua en u, y 
por lo tanto finita en una vecindad de u, es decir F es propia. Ahora vamos 
a demostrar que para todo v E int(dorn F) existe una vecindad de v en la 
cuál F es acotada por arriba. Sea v E int(dorn F), existe p > 1 tal que 
w = u+ p(v - u) E int(dom F). La homotecia h(t) = w - ( 1 - ~)(w - t) 
con centro en w y radio 1 - ~ 

~ U V 'ID 

Figura 1.14: Homotecia. h con centro en w y radio 1 - ~ 

transforma. a. u en v y a U en una. vecindad h(U) abierta de v. Sea v' E h(U) 
sabemos que: 

v' - w = 1 - .!. es decir v' = (1 - -P
1

) h- 1 (v') + ~P 
h 1 (v'}-w p 
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y por convexidad 

F(v') :5 ( 1 - ~) F(h-'(v')) + ~F(w) :5 ( 1 - ~)a+ ~F(w). 

Entonces con h(U) como vecindad de v, Fes acotada por arriba y por el 
lema (1.2.18) Fes continua en h(U). • 

1.2.21 Corolario. Cualquier .funci6n convexa propia en un espacio de di­
mensión finita es continua en el interior de su dominio efectivo. 

Demostración. 

Sean la dimensión de V. Si int(darn F) no es vacío, entonces existen u 1 , 

u2, ... Un, Un+i afínrunente independientes tal que conjunto abierto: 

{

n+l 1 n+l } w = L >.,u, ~ .>., = 1, y .>., > o, para todo i e int(darnF). 
1.=l t=l 

Por convexidad tenemos que F está acotada en W por is'1's~I F(u,). • 

No diCerenciabilidad de Cunciones convexas 

Hasta ahora hemos demostrado que toda ñmción convexa en un espacio 
de dimensión finita es continua en el interior de su dominio efectivo, existen 
funciones que son estrictamente convexas y no son derivables en el interior de 
su dominio efectivo, es decir pedir que una función sea estrictamente convexa 
no implica que la función sea derivable. Un ejemplo es el siguiente: 

F(x) = { (x;;;; 1)2 si SÍ X<.! 
x>.12 xeR. 

-2 

_,_,. __ ,,...__,._ _____ ~------------·-~-·-------~ ·-·----"'-~""'~ ... ...,,,.... _ _..._ .. ____ -
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Figura. 1.15: La. gráfica. de una función estricta-mente convexa no derivable. 

§1.3 Funciones polares y dualidad 

Sea. V un espacio vectorial norma.do. Una. función afín continua es del tipo 
v ,_. l(v) +a, donde l es una. ftmción lineal continua. sobre V y °' E R. 

1.3.1 Definición. El conjunto de funciones F : V -+ R. que son el supremo 
puntual de una familia de funciones continuas afines es denotado por r(V). 
Como las constantes +oo y -oo son elementos de r(V), denotaremos a 
ro(V) = r(V) \ { +oo, -oo} . 

Se.hemos que si Fes continua. y afín entonces Fes s.c.i. y convexa. por lo 
tanto si FE r(V) entonces Fes s.c.i. y convexa (véase Proposiciones 1.2.4 
y 1.2.11). 

1.3.2 Proposición. Las siguientes pmpiedades son equivalentes: 
(i) FE r{V) 
(ii) F es una función convexa s.c.i. de V en R. y si F toma el valor -oo 

entonces F =: -ex:>. 

Demostración. 

Notemos que el supremo ptmtual del vacío es -oo y si el conjunto de 
funciones considera.do no es el vacío , F no puede tomar el valor de -oo. 
Entonces i) => ii). 
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Ahora suponemos que Fes una función convexa s.c.i. de V en R. y que no 
toma el valor de -oc. Si F es la constante +oc, es claro que es el supremo de 
todas las funciones afines continuas de V en R. Tenemos que demostrar que 
para todo ü E V, y para toda a < F(ü) existe una función cp afín continua 
de V en R. tal que a< cp(u) y cp(u) < F(u) para todo u E V. 

Tenemos que epi F es un conjunto cerrado y convexo el cuál no contiene al 
punto (u, a). Entonces por el Teorema de Hahn-Banach (1.1.14) los podemos 
separar estrictamente con 1-m hiperplano H cuya ecuación es: 

H ={(u, a) E V x R 1 l(u) +<>a= /3} (1.3.1) 

donde l es una función lineal y continua de V en R, o y /3 E R tal que: 

l(ü) + °'ª < /3 

y para todo (u, a) E epiF, l(u) + oa > /3. 

Ahora tenemos dos casos: 
(i) °' oF o 
(ii)o =O. 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

Si o oF O definimos cp(u) = !; (/3 - l(u)). Entonces por (1.3.2) a < cp(ü) y 
si F(u) < oc, como (u, F(u)) E epi F, por (1.3.3), se tiene que cp(u) < F(u). 

Si et= O la función /3-l(u) cumple que es mayor que cero en ü. y menor que 
cero sobre el darn F de modo que F(ü.) = oo. Por el caso anterior podemos 
construir una función afín continua 'Y - rn(u) menor que F . Entonces para 
toda c > O 'Y - Tn(u) + c(/3 - l(u)) es una función afín continua menor que 
F, y sólo hay que escoger c suficientemente grande tal que: 

'Y - Tn(ü) + c(/3 - l(ü.)) > a. • (1.3.4) 

1.3.3 Proposición y Definición. Sean F y G dos funciones de V en R. 
Las siguientes afinnaciones son equivalentes: 

(i) G es el supremo puntual de todas las funciones afines, continuas 
?nenores que F. 

(ii) G es el supremo puntual de funciones de f'(V) Tnenores que F. G 
será llaTTlada la r-regular&.zocaón de F. 

Demostración. 
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Lla.rnaremos a G1 el supremo de todas las funciones afines, continuas 
menores que F; y a G 2 el supremo de las funciones de r(V) menores que 
F. G 1 y G2 pertenecen a r(V), por que G 1 es supremo de funciones afines 
y G2 es supremo de funciones de r(V), entonces tenemos que G 1 :::; G 2 • 

Y además cualquier función afín continua menor que G 2 es una función de 
r(V) menor que F. Y por definición de ta.rnbién es menor que G 1 • Entonces 
hemos llegado a que todas las funciones afines continuas menores que G 1 

ta.ID.bién son menores que G 2 e. inversamente; pero como son elementos de 
r(V), debemos tener que G1 == G2. • 

En particular si F E r(V), entonces F coincide con sur-regularización. 
En general, podemos construir la epigráfica de lar - regularización, como la 
envolvente convexa cerrada de la epigráfica de la función (ver Proposiciones 
(1.1.4)y(l.1.5)). 

1.3.4 Proposición. Sea F: V --+ R, y G sur-regularización. Si existe 
una función afín continua Tnenor que F, entonces: 

epiG =co epiF 

Demostración. 

Sea 4' una función afín, continua. menor que F; entonces epi cl.J es un 
conjunto convexo, cerrado y por ser menor que F tenemos que: 

epi F eco epi F e epi 4>. 

Ahora sea G tal que epi G =Có epiF; esta función G existe gracias al 
Corolario 1.1.16; entonces tenemos que 4>::; G::; F por lo tanto GE r(V). 

Sea G 1 $ F con G 1 E r(V), entonces la epi G 1 es un conjunto cerrado y 
convexo que contiene a epi F, y ta.rnbién contiene a Có epiF = epi G, lo que 
significa que G 1 ::; G. Por tanto Ges lar-regularización de F.• 

Ejemplo: 
Sea A e V, la r-regularización de su función característica XA es la 

función característica de la envolvente convexa cerrada de A. 
Anteriormente definimos F; como la mayor función F: V--+ R., s.c.i. tal 

que F(u) ::; F(u) para todo u E V. 
Ahora vamos a ver que relación existe entre F, F y a sur-regularización. 
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Figura 1.16: Una función F y sur - regularización. 

1.3.5 Proposición. Sea F : V -+ R., y G su r-regularización, entonces: 
(i) G :5 F :5 F 
(ii) Si existe una función afin continua menor que F y si F es convexa 

entonces F = G. 

Demostración. 

Sabemos que epi F e epi Fcco epi F, de donde ii) => i). 
Ahora si F es convexa tenemos que epi F = co epi F y entonces e'Pi F= 

ca epi F, es decir, F = G. • 

Funciones polares y dualidad de Fenchel 

Si V es un espacio vectorial normado denotamos por v• a sn dual, es 
decir, V" es el espacio de la funciones lineales continuas de V --> R. La 
norma de v· está dada por: 

llu"ll. = sup iu"(u)I. 

Denotemos por {u,u") = u"(u). 

uEV 
llullSl 

Sea F : V -+ R, u" e V" y a e R. Observemos que la función afín 
u t-o {u, u") - a es menor o igual que F si y sólo si a ;::::: {u, u") - F(u) para 
todo u e v. 

Es decir: 
a;::::: F"(u") (1.3.5) 

donde 
F"(u") =sup {{u,u") - F(u}}. (1.3.6) 

uev 
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1.3.6 Definición. F: V-+ :ñ., definimos a F" : v· -+ R, F"(u") = 
sup {(u,u") - F(u)}, y la llamaremos la función polar ó conjuga.da. de F. 
uEV 
F" se llama también la transforma.da. de Legendre-Fenchel de F. 

Es claro que (1.3.6} lo podemos restringir a u en dom F: 

F"(u") = sup {(u,u") - F(u)} (1.3. 7) 
uEdOTn F 

y de aquí es fácil ver que F" es el supremo puntual de la familia de funciones 
afines cp : v• -+ R, cp(u") = (u,u") - F(u}, para u E dom F. Entonces 
podemos concluir que F" E r(V"}, y en particular que F" es s.c.i. y convexa 
(aún cuando F no lo sea). Notemos que si Fes la constante +oo, dom F = 0 
entonces F" es la constante -oo. Cuando V= R, y en general el significado 
geométrico es el siguiente: para saber el valor de F"(u") tomarnos una recta 
l con pendiente u• y la acercamos hasta que toque a la gráfica de F y las 
intersección de.dicha recta con el eje y será igual a -F"(u"). 

F(u) 

Figura 1.17: Significado geométrico de la función polar. 

Ahora veremos algunas propiedades: 

1.3. 7 Proposición. 
(a) F"(O} = - _!$. F(u) 
(b) Si F 5 G,entonces F" ;::: G" 
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(c) (~nf F;)" =sup F; 
•EI iE/ 

(sup .F,)• :5inf F; 
i.EI •ET 

para. cualquier familia (F;)<EI funciones de V;. 
(d) (..\F)º(uº) = >.Fº ('f) 

para. toda >. > O 
(e) (F +o)• = Fº - °' 
Para toda a E V, denotaremos por Fa a la traslaci6n de F, es decir, 

Fa(v) = F(v - a). Entonces 
(f) (Fa)º(u•) = F•(uº) +(a, uº} 

Demostración. 

(a) Sabemos que F•(o) =~!:e { -F(u)} = - l$ F(u). 

(b) Como F:::; G, se sigue que, (u, u•)-G(u) :::; (u, u•) -F(u) tomando 
el supremo sobre V obtenemos el resultado. 

(e) sup F;(u•) =sup {sup {(u, u•) - F,(u)}} 
iE/ iE/ ueV 

=sup {(u, u•)+ sup {-F,(u)}} 
uEV iE/ 

=sup {<u, u•) - i.nf F;(u)} 
uEV -se/ 

= (iru F,)· (uº). 
iE/ 

(d) ..\Fº (~) =~~e {(u,u•) - >.F(u)} = (>.F)"(uº). 

(e) (F + a)"(uº) =sup {(u, u•) - F(u)} - a: = F•(u•) - a. 
UEV 

(/) (Fa)°(u•) =sup {(u,u•) - F(u - a)} 
uEV 

=sup {(v +a, u•) - F(v)} 
vEV 

= Fº(uº) + (a, u•) . • 

1.3.8 Definición. La ;función bipolar de F es la funci6n de V en R. 
definida como sigue: 

F .. (u) = sup {(u, u•) - Fº(u•)}. (1.3.8) 
u•ev· 



32 l. Funciones Convexas 

Figura. 1.18: Aquí podemos ver gráfica.mente que si G > F entonces, 
F"(u") > G"(u•). 

Sabemos que (u,-) : v• -+ Res lineal pa.ra. ver que es continua. observe­
mosque: 

1 (u, u") - (u, v") 1 = 1 (u, u• - v") 1 :5 llull llu" - v" 11. 

de donde se sigue que es continua. De igual manera. obtenemos que p•• E 
I'(V). Ahora podemos comparar a. F y F••, que están definidas sobre el 
mismo espacio. 

1.3.9 Teorema (Fenchel - Moreau). Sea F una funci6n de V en R. 
Entonces su bipolar F•• , es su r-regularización. En particular, si F e 
I'(V), p•• =F. 

Demostración. 

Por definición, la. I'-regulariza.ción, es el supremo de todas la.s funciones 
afines menores que F. Basta fijarnos en las funciones afines del tipo: 

u -+ (u, u•) - F" (uº) (1.3.9) 

ya que son funciones a.fines continuas máximas (1.3.5). 
Y el supremo de estas funciones es p•• , de donde p•• es la. I'-regulariza­

ción. Ahora. si F E I'(V), entonces, por la. Definición 1.3.3, F coincide con 
I' - regularización, y por lo tanto F•• = F. • 
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1.3.10 Corolario. a) Si F1 y F2 pertenecen a r{V) y Fi 
F1 = F2. 

F.¡ entonces 

b) Si G E r(V) y G < F entonces G < F ... 

Demostración. 

Como Fi = Fi y F1,F2 E r(V), se sigue que F 1 = Fi• = F;• = F 2. 
Sabernos que G < F por 1.3.7 b) obtenernos que p• < e· y también 

G .. < F .. pero G .. = G de donde G < F ... • 

1.3.11 Corolario. Para cualquier función F : V 
p• .. =F·. 

Demostración. 

R., tenernos que 

Como F•• es la I"-regularización de F, t.enernos que p•• ::; F y por la 
Proposición {1.3.7) (b) se sigue que: 

p• :5 p· ... 

Ahora por definición tenemos que : 
(F• )'(u) = sup {(u, u•) - F•(u•)} 2:: (u, u•) - F•(u•) es decir; 

u•ev• 
(u,u•) - F .. (u•) :5 F•(u•) tornando el supremo sobre u E V e v· 

obtenemos que; 
F• .. (u) =sup {(u,u•) - F .. (u)} :5 F•(u"). • 

uEV 
Esto nos indica que F E r(V) si solo si p•• = F; y da lugar a una· 

definición. 
Ya vimos que la polaridad restringida a r(V) es una función de r(V) en 

r(V•). Ahora por el Corolario 1.3.10 es inyectiva y para ver que es suprayec­
tiva sea G E r{V") entonces G• E r(v••), ahora recordemos que V e V .. 
ya que se t.iene In. inyección canónica J : V - v•• definida como sigue: 
sea tJ E V fijo, la aplicación v• ,_. (u•, v} de v· en R es una función lineal 
continua. sobre v•, es decir un elemento de v··. Así pues, 

(Jv,v·>v••,v• = (v",v}v·,v paratodo v E V, y todo u• E v·. 
De hec.ho J es una isornetría. Por lo tanto podernos pensar a G" E r(v••) 

corno e• E r(V) restringiendo Q• a V entonces G .. E r(V"),y por el Teorema 
1.3.9 G .. = G con lo cual concluirnos que la. polaridad establece una. biyección 
entre r(V) y r(V•). 
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1.3.12 Definición. Si F E r(V) y G E r(V*) diremos que están en du­
alidad si: 

F= Gºlv y G=F* (1.3.10) 

Las constantes ±oo en V y ±oo en v• están en dualidad. 
Sea V un espacio normado y v· su dual, denot.aremos por 11 · ll la norma 

en V y por 11·11. a la norma en V*. Tomamos una función el> E ro(R) par y 
denotaremos a el>* a su función conjugada la cuál trunbién pertenece a r 0 (R). 

Entonces definimos a F : V -> R y G : V* -> R por: 

F(u) =el> Cllull) 

G(u) =el>* Cllull.) · 

1.3.13 Proposición. Bajo estas hipótesis, F y G están en dualidad. 

Demostración. 

Como el> y el>* son elementos de r 0 (R) entonces, F y G también pertenecen 
a r 0 (V) y a r 0 (V*) respectivamente. Por lo tant.o es suficiente probar que 
p• =G. 

F*(u*) =sup {(u,u*) - cl>(llull)} =sup { snp {(u,u*) - cl>(llull)}} 
-V QO -V 

llull~t 

=sup {t lluºll. - cl>(t)} 
t~O 

como el> es par sup {t lluºll. - cl>(t)} = cl>*(llull.). • 
ten. 

Ejemplo: 
Sean <t>(t) =!;!tiª y <l>*(t) = ~ ltlª" con a y a• E (1, oo) tal que,!;-+~- = 

1. Entonces cl>(t) y cl>º(t) pertenecen a ro(R). Probernos ahora que son 
conjugadas. 

De la desigualdad de Young 
lstl :5 !; lslª + ;. ltlª" ahora 

cl>*(t) =snp {Jstl - !; ltlª} :5 
aEV 

sup {.!.Is!º+-'= Jtlª
0 

- .l. !tiº} =sup {-1- Jslª
0

} = ;. Jtlª
0 

• 

aEV a n o aE\' ar 
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Ahora como <l>(t) y <l>"(t) son pares continuas y convexas pertenecen á 
ro(R). 

Entonces, por la Proposición 1.3.13 podemos deducir que: 

F(u) = ~ llullª 
°' 

y G(u) = ..!._ llull:' 0 

a• 

son funciones convexas conjugadas. 

§1.4 La subdiferencial 

Supondremos como antes que V es un espacio normado. Diremos que una 
función afín continua l menor o igual que F es exacta en el punto u E V 
si l(u) = F(u). En particular, F(u) E R. La función l será entonces de la 
forma: 

l(v) = (v - u, u") + F(u) = (v, u") + F(u) - (u, u"). 

Necesariamente l es máxima, por lo que el término constante deberá sa­
tisfacer: 

F(u) - (u, uº)= -F"(u"). (1.4.1) 

1.4.1 Definición. Una función F de V en R. es aubdiferenciable en el 
punto u E V si existe una función afín continua exacta en u. La "pendiente 11 

u• E V" de tal función afín continua será llamada el aubgradiente de F en 
u, y el conjunto de subgradientes en u será el aubdiferencial en u y será 
denotado por 8F(u). 

Si F no es subdiferenciable en u, teneJDos que 8F(u) = 0. Tenemos la 
siguiente caracterización, inmediata de la definición: 

u• E 8F(u) si y sólo si F(u) es finito y 

(11 - u, u") + F(u) :5 F(u), para todo v E V 

(1.4.2) 

Sea luna función afín continua menor que F exacta en u, entonces l(u) :5 
F""(u) :5 F(u), pero por ser l exacta en u, Fº"(u) = F(u.). Entonces tenernos 
los siguientes resultados: 

Si 8F(u) =F 0, entonces F(u) = F""(u). (1.4.3) 
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----------- --------

Figura 1.19: La subdiferencial en O, de la función valor absoluto; es el 
conjunto {u• E v· : lu"I ::5 l}. 

Si F(u) = F .. (u), entonces 8F(u) = 8F""(u). (1.4.4) 

Esto da a lugar a una propiedad, que juega un papel muy importante 
dentro la subdiferenciación en los problemas de optimización: 

1.4.2 Proposición. Si F es propia entonces 

F(u) =~itJ F(v) si y sólo si O E 8F(u) (1.4.5) 

Demostración. 

O E 8F(u) si y sólo si (v - u, O} + F(u) ::; F(v), para todo v E V, es 
decir, si y sólo si F(u) =~tt F(v). • 

1.4.3 Proposición. Sea F una función de V en fi. y F" su polar. Entonces 
u• E 8F(u) si y sólo si: 

F(u.) + F"(u") (u, u"} (1.4.6) 

Demostración. 
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Figura 1.20: Una función diferenciable que no es subdiferenciable. 

Sea u• E 8F(u) entonces F(u) - (u,u•) = -F•(-u•), por (1.4.1}. 
Ahora si se satisface que F(u} +F•(u•) = (u, u•), entonces la función afín 

continua: 
l(v} = {v, u•} + F(u) - (u, u•) (1.4.7) 

es menor que F, ya que el térIDino constante es igual a -F•(u•) , y es exacta 
enu.• 

Figura 1.21: Significado gcómetrico de F(u) + F•(u•) = (u, u•) . 

1.4.4 Proposición. Para cada u E V, 8F(u) es cerrado y convexo. 

Demostración. 
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Por definición de F*, tenemos que: 

F"(u") - (u,u"};:::: -F(u). 

Entonces la Proposición (1.4.3) puede ser escrita como: 

8F(u) ={u" E V" 1 F"(u") - (u,u"} :S -F(u)} 

y como F" E r(V"), F" - (u,-} es s.c.i. y convexa por lo tanto 8F(u) es 
cerrado y convexo. • 

1.4.5 Corolario. Para toda función F de V en R, tenemos que: 

si u• E 8F(u) entonces u E é}F"(u"). (1.4.8) 

Si además F E r(V) tenemos que: 

u• E 8F(u) si y sólo si u E 8F"(u"). ~1.4.9) 
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Demost;ración. 

Como F .. :5 F, si u• E éJF(u), entonces: 

Fºº(u) + Fº(uº) :5 F(u) + Fº(uº) = (u,uº) 

es decir, 
Fºº(u) - (u, uº) :5 -Fº(uº) 

y por definición de p•• se tiene la igualdad, por lo tanto u E éJFº(uº). 
Si F E r(V), F•• = F, y 

Fºº(u) + Fº(uº) = F(u) + Fº(uº) = (u,uº) 

es decir, u• E éJF(u) si y sólo si u E éJF*(uº). • 

1.4.6 Corolario. Si FE ro (Rn), la gráfica {(u, u•) E Rn x Rn f u• E 
éJF(u)} de éJF es cerra.da. 

Demost;ración. 

39 

Sea {uk,uk} una en R"' X an tal que, u¡ E 8F(uk), Uk-+ u,y u¡ -- u•. 
Para todo w E an, tenemos que: 

(u¡, w - Uk) + F(uk) :5 F(w) para toda k E N, 

F(w) ;:::liE.~ (u¡, w - Uk) + F(uk) ;::: (uº, w - u) + F(u) 

por lo tanto u• E OF(u). • 
Recordemos (Véase ejemplo al final de la sección 1.2) que una función 

continua convexa no necesaria.mente es diferenciable. A continuación veremos 
que sí es subdiferenciable. 

1.4. 7 Proposición. Sea F una función convexa de V en t't, finita y con­
tinua en el punto u E V. Entonces OF(u) <F 0 para todo 11 E int(dorn F) y en 
particular OF(u) <F 0. 
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Demostración. 

Como F es finita y continua en u, entonces F es acotada por arriba en 
una vecindad de u y por la Proposición {1.2.20), continua y finita en int(dorn 
F). Entonces es suficiente probar que 8F(u) ""' 0. 

Como F es covexa, epi F es convexo. Por ser F continua existe una 
vecindad O de u en la cuál F es acotada por arriba por una c E R; el 
conjunto O x ]c, +oo( es un conjunto abierto de V x R contenido en epi F, 
de donde el int(epi F)""' 0. 

Corno (u, F(u)) pertenece a la frontera de epi F, entonces lo podernos 
separar de int(dorn F) por un hiperplano afín; obteniendo un hiperplano 
soporte H de epi F, que co.!'tiene a (u, F(u)), con ecuación: 

H = {(v, a) E V x R 1 (v, u")+ aa = /3} donde u• E V", a y /3 E R. 

donde no todos los coeficientes son cero, y cumplen que: 

para todo (v, a) E epi F, (v, u") + aa 2:: /3 

(u, u") + aF(u) = /3. 

De modo que si o""' O, 

.!_ ((_,u") + /3) ' 
a 

es una función afín continua menor o igual que F, exacta en u. 
Si a = O, tenemos que: 

para todo v E dam F (u, u")+aF(u) :5 (v, u")+aF(v) es decir O :5 (v - u, u"), 

de donde, la función afín l(v) = (v - u, u•), es no negativa, en dam F =V. 
Por lo tanto como l(u) =O, u• =O, y esto es una contradicción.• 

1.4.8 Definición .. Sea F una función de V en R., si 

lim F(u + >.v) - F(u) 
>.-o.._ >- (1.4.10) 

existe entonces dicho límite será llamado la derivada direccional de F 
en la direcci6n v, y lo denotaremos por F'(u; v). 
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Si la función F es convexa dicho lílllite tiene algunas propiedades que son 
las siguientes. Sean u y v elementos de V y F una función convexa de V en 
R., entonces definimos una función G como 

G(>.) = F(u+>.v) - F(u) 
>. 

Ahora sean O < k < h por ser F convexa tenemos que: 

y multiplicando por i- se sigue que: 

F (u+ kv) - F (u) F (u+ hv) - F(u) 
k :5 h 

es decir, G(k) :S G(h); sucede lo mismo si h y k son negativos. El significado 
geométrico esta representado en la siguiente figura. 

u u+k u+h 

Figura 1.22: La pendiente de F(u) a F(u + h) es mayor que de F(u) a 
F(u+ k). 

Si existe u• e V" tal que: 

para todo v E V F'(u; v) = {v, u.") 
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diremos que F es Gateaux-diferenciable en u, y llamaremos a u• el gra­
diente en u de F, y lo denotaremos por V' F(u). La unicidad de la diferen­
cial de Gii.teaux se sigue de la definición ya que si existe u• E V* tal que 
F'(u; v) = (v, u*) = (v, ü*) se sigue que (v, u• - ü*) =O para todo v E V, 
lo cuál implica que u• = u•. 

Sea F tma función de V en R. convexa, 

1.4.9 Proposición. Si F es convexa entonces para todo .>. ER y todo 
ve V. 

F(u) + >.F'(u; v) ::5 F(u + .>.v) 

Demostración. 

Sea .>. > O entonces sabemos que la función 

G(.>.) = F(u+.>.v) - F(u) 
.>. 

es creciente, es decir, que 

.>.F'(u; v) ::5 F(u + .>.v) - F(u). 

Ahora si >. < O, la función G es creciente de donde: 

y así 

F (u+ .>.v) - F (u) ::5 F'(u; v) 
.>. 

.>.F'(u; v) ::5 F (u+ >.v) - F (u).• 

1.4.10 Proposición. Sea F una función convexa de V en R. y u E V tal 
que F es finita. Entonces u* E 8F(u) si y sólo si F'(u; v) ;::: (u, u*) para 
todo v E V. 

Demostración. 

Por definición u* E 8F(u) si y sólo si (v - u, u*) +F(u) ::5 F(v), para todo 
11 E V. Haciendo v = u+ew, obtenemos e (w,u*) +F(u) :5 F(u+ew), w E 
V para todo e > O, de donde (v, u*) :5 F'(u; v) y esto es para todo .,, E V. 

El regreso es análogo. • 
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1.4.11 Teorema. Sea F unafunci6n convexa de V en ii.. Si Fes Gateaux­
diferenciable en u E V, entonces es subdiferenciable en u y 8F(u) = {'V' F(u)}. 
Inversamente, si en el punto u E V, F es continua y finita y tiene sólo un 
subgradiente, entonces Fes Gateaux-diferenciable en u y 8F(u) = {'V' F(u)}. 

Demostración. 

Si F es Gateaux-diferenciable en u entonces F'(u) E 8F(u); ahora va­
mos a demostrar la. unicidad; sea u• E 8F(u) por la. Proposición (1.4.10) 
tenemos que (v, u") :5 F'(u; v) = (u, F'(u)), para todo v E V, es decir, 
O :5 (v, F'(u) - u") v E V, y se sigue que u•= F'(u). 

Inversa.mente, por la Proposición (1.4.9), tenemos que: 

F(u) + J\F'(u; v) :5 F(u + J\v) para todo)\ E R y todo v E V 

Es decir, la. recta. en V x R definida. como: 

.C = {(u+ J\v, F(u) + J\F'(u; v))I )\ E R} , 

no intersecta. el interior de epi F. Pero el int(epi F) es un conj•mto abierto 
convexo y no vacío, porque F es continua y finita. Por el Teorema de Ha.hn­
Banach, existe un biperplano afín H que contiene a .C y no intersecta a 
int(epi F). Como (u, F(u)) E .C, entonces Hes la. gráfica de .ma función afín 
y continua menor que F y exacta. en u. Por hipótesis el subgradiente u• de 
F en u es único, así q11e u• es la pendiente de H. y corno H contiene a .C : 

.F'(u;v) = (v,u"). • 

1.4.1:Z Deftnición.Denotaremos por 0 1 (R", R) al conjunto de funciones 
F : R" - R. tal que su derivada es continua. 

1.4.13 Proposición. Si Fe C 1 (R", R), estrictamente convexa y tal que 

F(u) . 
Uull - oo s• Uull - oo. (1.4.11) 

Entonces F• E C 1 (R",R). 
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Demostración. 

La demostración la haremos en tres etapas: 
1.- Como F E C 1 (Rn, R), F es Gil.teaux diferenciable, por el Teorema 

1.4.lly el Corolario 1.4.5 tenemos que 8F(u) =u" si y sólo si u= 8F"(u"). 
2.- La función EJF• : Rn -+ R"'; u•-+ u donde u= EJF•(u•), es continua 

por el Corolario 1.4.6 la gráfica de 8F" es cerrada entonces es suficiente 
probar que la imagen de conjuntos acotados es acotada. Sea IJu" IJ :5 p y 
u= 8F"(u") entonces 8F(u) =u" de donde 

F(O);:::: F(u) - (u",u) 

y por la desigualdad de Cauchy 

IF(o)
11
-:;:(<u>1 :5 IJu"ll :5 p 

y por (1.4.11) IJulJ es acotado. 
3.- Sea u= 8F"(u") y uh = 8F"(u"+h) para algún u" E Rn, h E Rn\ {O}, 

por la definición de subdiferencial, tenemos que: 

O 
F"(u"+h)-F"(u")-{h,u) {h,uh-u) JI 11 

:5 llhlJ :5 IJhlJ :5 uh - u · 

Y como 8F" es continua, si h -+ O entonces uh -+ u de donde F" es dife­
renciable en v con 'i7 F"(u") =u= 8F"(u"). Por lo tanto F" E C 1 (R", R). • 

1.4.14 Proposición. Sea F una función Gii.teaux-diferenciable, de A e V 
en R con A convexo. Entonce.s las siguientes afirrriaciones son equivalentes: 

F es convexa sobre A 

F(v) ;:::: F(u) + (v - u, F'(u)), para todo u, v E A. 

De igual manera son equivalentes: 

F es estrictamente convexa sobre A 

F(v) > F(u) + (t1 - u, F'(u)), para todo u, v E A u 7'= v. 

{1.4.12) 

(1.4.13) 

{1.4.14) 

{1.4.15) 
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Demostración. 

Por la Proposición (1.4.11), sabemos que (1.4.12) implica(l.4.13). Ahora 
la desigualdad (1.4.13) se puede escribir con uy (1-A)u+Av tal que u,v E A, 
A E JO, l[, de modo que 

F(u) 2:: F((l - A)u +Av)+ (A(u - v), F'(Av + {l - A)u)) 

= F(u + A(v - u))+ A (u - v, F'(A(v - u)+ u)). 

Por lo tanto, 

(1 - A)F(u) 2: {l - A) (F(u + A(v - u))+ A ({u - v), F'(A(v - u)+ u))). 
(1.4.16) 

También la desigualdad (1.4.13) se puede ver como: 

F(v) '2:; F((l - A)u +Av)+ (v - (Av+ (1 - A)u), F'(Au + (1 - A)u)) 

= F(u + A(v - u))+ (1 - A) (v - u, F'(A(u - u) +u)). 

Por lo tanto, 

AF(v) ;::::; A (F(u. + A(v - u))+ (1 - A) (v - u, F'(A(v - u)+ u))). (1.4.17} 

Sumando (1.4.16) y (1.4.17) obtenemos: 

F(u + A(v - u)) :5 AF(v) + (1 - A)F(v). 

Para. ver que {1.4.14) implica. (1.4.15), sabemos que por ser F estricta­
mente convexa se sigue que: 

F(u + A(u - u)) < (1 - A)F(u) + AF(v) 

(v - u, F'(u)) :5 F(u + A(v ~u)) - F(u) < F(v) - F(u). 

Para. demostrar que de (1.4.15) se signe (1.4.14), sólo hay que t.omar en 
cuenta que las desigualdades son estrictas si u ~ u.. • 
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La convexidad de lma función es lo mismo que la diferencial de Gíiteaux 
sea. monótona: 

1.4.15 Proposición. Sea F una función Gateaux-diferenciable de A e V 
en R., con A convexo. Entonces F es convexa si y sólo si la diferencial F' es 
un rnapeo rrionótono de V en V*, es decir: 

para todo u 1 ,u2 E V, (u1 - u2, F'(ui) - F'(u2)) 2:: O. (1.4.18) 

Demostraci6n. 

Corno Fes convexa por la Proposición (1.4.14), F'(u1) y F'(u2) son sub­
gradientes de F en u 1 y u 2 , es decir, para todo u 1 y u 2 en V se tiene que: 

(u2 - u1, F'(u1)) + F(u1) :5 F(u2), 

(u1 - uz, F'(u2)) + F(u2 ) :5 F(u1 ), 

Slllilando obtenemos: 

(u1 - uz, F'(ui) - F'(u2)) ;::: O. 

Inversrunente, si F es Gii.teaux-diferenciable y si F' es monótona, la 
f1mción <f> de [O, l] a R definida corno: 

</>(.>.) = F (u+ .>.(v - u)) para todo u, v E V 

es diferenciable, es decir: 

</>'(.>.) = (v - u, F' (u+ .>.(v - u))) . 

Por ser F' monótona. se sigue que, </>' es creciente, entonces </> es convexa 
en [O, l] , y en particular para todo .>. E [O, l] : 

</>(.>.) :5 (1 - .>.)<f>(O) + .>.<f>(l), 

es decir, 
F p.,,+ (1 - .>.)u) ::; .>.F(u) + (1 - .>.)F(u). • 
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Cálculo su.bdiferencial. 

J..4.J.6 Proposición. Sea F : V --+ ñ. y.>. > O. Tenemos que para todo 
u e V: 

a (.>.F) (u) = .>.8F(u), 

Demostración. 

u• E 8 (-"F) (u.), si y sólo si 

(u", v - u} + .>.F(u) $ .>.F(v) para todo v E V, 

si y sólo si 

('~" ,v- u) +F(u) $ F(v) para todo v E V, 

si y sólo si u• E .>.8F(u). • 

(1.4.19) 

1..4.J. 7 Proposición. Sea F 1 y F 2 : V - R. Entonces para todo u E V : 

8F, (u) + 8F2 (u) e a (F1 + F2) (u), 

Demostración. 

Sea ui E 8F1 (u) y u.;; E 8F2 (u.) entonces para. todo v E V : 

(u;:, v - u}+ Fi(u) $ F 1 (v), 

(u;;, v - u} + F2(u) $ F2(v), 

sumando obtenemos: 

(uj + ...:¡, v - u}+ Fi(u) + F2(u) $ F 1 (v) + F2(v), 

lo cnál implica que ui + u2 E 8(F1 + F2) (u), para todo u E V.• 

(1.4.20) 

J..4.J.8 Proposición. Si F1 y F2 E r(V), y si existe un ü E dcrrnF,ndomF2, 
donde F 1 es continua, entonces: 

para todo u E V. {1.4.21) 
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Demostración. 

Lo que t.enemos que demostrar es que para todo u• E l) (F1 + F 2 ) (u) 
se puede escribir como ui + u;;, con u; E 8F1 (u) y u;; E 8F2 (u). Corno 
u• E l) (F1 + F 2 ) (u), se tiene que: 

para todo v E V (1.4.22) 

Consideranios a los conjuntos: 

e,= {(v, a) IF1(v) - (v - u,u•) - F,(u) ::5 a} 

C2 = {(v, a) IF2(u) - F2(v) 2': a}. 

Por (1.4.22) C 1 y C 2 sólo tienen puntos frontera en común. 
Vamos a ver que los conjuntos son convexos. Sean (w, a) y (v, b) elementos 

de C 2 y para todo >. E [O, 1] : 

>.a :5 >.F2(u) - >.F2(w) 

(1 - >.)b :5 (1 - >.)F2(u) - (1 - >.)F2(v) 

sumando obtenemos: 

y como F2 es convexa: 

>.a+ (1 - >.)b :5 F2(u) - F2 ((1 - >.)v + >.w) 

que es lo mismo que ((1 - >.)v + >.w, >.a+ (1 - >.)b) E C2 para todo >. E 
[O, 1]; lo cuál implica que C 2 es convexo. C 1 es la epigráfica de la función: 

G(u) = F 1 (u) - (u",v) - F 1 (u) + (u•,u) 

la cual es convexa y continua en ü. Entonces C 1 es un conjnnt.o convexo con 
interior no vacío. Podemos separar int(C1 ) y C 2 por un hiperplano cerrado 
afín. Es fácil ver que H no es vert.ical y por lo t.ant.o es la gráfica de una 
función afín continua. 

u-+ (v, u•) +o, donde v• E y• y oe E R. 
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Figura 1.23: 

La condición de separación puede ser escrita de la siguiente manera para 
todo v E V: 

F2(u) - F2(v) :5 (v,vº) +oc :5 F1(v) - (v - u,uº) - F 1(u), 

evaluando en v =u., obtenemos a= - (u, v•), y entonces: 

y también: 

F2(u) - {v, vº) +(u, vº) :5 F 2 (v), 

{v - u, -vº) + F2{u) :5 F2{v), 

{v, vº) - {u, vº) + {v - u, uº) + F1 (u) :5 F1 (v), 

(v-u,u•+vº)+F1(u) :5 F1(v). 

De donde -v• E 8F2(u) y u• + v• E 8F1(u). Haciendo ui = u• + v• y 
u;; = -v• obtenemoe el resultado. • 

Diferenciabilidad de Frechet: 

Sea V un espacio vectorial normado. 

1.4.19 Definición. Una fu.nci6n F : V -+ R, es F'rechet di.ferenci.able 
en u E V si existe u• E Vº tal que: 

F(u + h) - F(u) = (uº, h) +oc{ u, h) 
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donde 
la:(u,h)I 

0 llhll --+ cuando llhll --+O. 

A (u•, h) se le lla'TTta diferencial de E'rechet y al operador u• deriva.da 
fuerte de F en el punto u. DenotareTTtos esta derivada por F'(u). 

La unicidad de la derivada se sigue de la definición en efecto, supongamos 
que: 

entonces, 

de donde 

F(u + h) - F(u) = (u•, h) + a:(u, h) = (ü.•, h) +&(u, h); 

i(u•, h) - (;;.·, h}I 
llhll 

i(u•, h) - e;;.·, h)I 
llhll 

l&(u, h) - a:(u, h)I 
llhll 

--+o si llhll-+ o. 

Si existe h t.al que: 

tendremos que para toda E: ~ O 

i(u•,gh} - (ü.•,gh)I = .>. 
llhll 

y est.o es una contradicción ya que (1.4.23) no se cumple. 
Señalemos algunos resultados que se siguen de la definición. 
l. Si F(u) = k con k una constante entonces F'(u) := O. 

(1.4.23) 

2. La derivada de una funcional lineal L continua es ella misma, en 
cfecto:L(u + h) - L(u) = L(h). 

3. Sean F y G funciones Frechet diferenciables y a E R; entonces F + G 
y aF son Frechet. diferenciables. 

Las propiedades de Frechet. diferenciable y Gi\.t.eaux diferenciable consti­
tuyen conceptos diferent.e.s incluso en el ca.so de espacios de dimensión finita. 
Efectivamente es bien sabido que para una función j : an --+ R con n ;::: 2 
la existencia de: 

lim f(x +.>.y) - f(x) 
.>.-o .>. 
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para todo y no implica que f sea diferenciable; mas aun que sea Gii.teaux 
diferenciable no implica Frechet diferenciable. Corno ejemplo sea f : R 2 -+ 

R: 

f(x,y) = { 
six2 +y2 ~0 

o si x 2 +y2 =O. 

Esta función es continua en todo R 2 . Y es Gateaux diferenciable en (O, O), 
ya que: 

Y no es Frechet diferenciable ya que 

1J~V2 
a(O, v) = f(O + v) - /(O} - v, + v2 = - 4--2 · 

V1 +v2 

Entonces tomando v 2 = v?, tendremos: 

lim a(O, v) = lim v~ = _21 ~O. 
llvll-O llvll "•-0 2vtJv~ + vt 

Pero si una ftmción es Frechet diferenciable entonces es Giiteanx dife­
renciable además las diferenciales coinciden. En efecto sea F tma función 
F'rechet diferenciable, entonces tenemos: 

F(u +Av) - F(u) = {F'(u), Av}+ a(Av) =A {F'(u}, v) + a(At1} 

de donde 

F(u +Av) - F(u) {F'( ) } a(Av) (F'( ) ) A = u , u + --A-- - u , l' . 

Las condiciones para las cuales Gatcanx difercnciable implica Frechet 
diferenciable están dadas en el siguient.c teorema. 

1.4.20 Teorema. Si una función F es Griteaux diferenciable en una vecin­
dad U de u 0 y la derivada débil de F es continua en dicha vecindad, entonces 
F es F'rechet diferenciable en u.o y las derivadas coinciden. 
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Demostración. 

Por hipótesis la función es Gii.teaux diferenciable en uo es decir F'(u0 , v) = 
(F'(uo),v} sea v tal que v + uo E U y consideremos la expresión: 

o(uo, v) = F(uo + v) - F(uo) - (F'(u0 ), v}. 

Definimos la ftmción f : [O, 1] --+ R como f(t) = F(uo + tv), esta función 
es diferenciable con derivada f'(t) = (F'(uo + tv), v} y por ser f diferenciable 
sabemos que existe fJ e [0, l] tal que: 

f(O) - f(l) = f'(O) 

es decir: 

F(u,,) - F(uo + v) = (F'(uo + Bv), v) con B E [O, 1]. 

De donde 

o(uo, v) = (F'(uo + Bv), v} - (F'(uo), v} = (F'(uo + Bv) - F'(u0 ), v}, 

con BE [O, 1] y además 

Ja(uo, v)J ::5 llF'(uo + Bv) - F'(uo)ll JJvll 

y como F'(uo) es continua: 

O ::5 Jo:(ü,';j¡v)I ::5 llF'(uo + Bv) - F'(uo)ll ---+O si llvll --+O. 

Con esto queda demostrado que F es Frechet diferenciable y además su 
derivada coincide con la derivada de Gii.teaux. • 

Ejemplo: 
Sea V un espacio de Hilbert y F(u) = llull 2

. Entonces 

llu + hll 2 
- llull 2 

= 2 (u, h) + llhll 2 

de donde F'(u) = 2u. 



Capítulo 2 

Minimización y Desigualdades 
Variacionales 

§2.1 Resultados sobre existencia 

Recordemos que un espacio de Banach es reflexivo si y sólo si la bola 
unitaria es compacta en la topología débil [Bre] Teorema 111.16. Esto implica 
que cualquier sucesión acotada tiene una subsucesión débilmente convergente. 

Los espacios de Hilbert y los espacios L1' (1 < p < oo) son reflexivos 
[Bre] Teorema IV.10. 

Nos interesa el problema 

~~!, F(v). (2.1.1) 

Un elemento de u E G t.al que: 

F(u) =inf F(v) 
vEC 

(2.1.2) 

es nna solución de nuestro problema. 
Un criterio para la existencia de soluciones es el siguiente: 

2.1.1 Teorema. Sea V un espacio reflexivo de Banach con norma 11·11, Y 
M C V un subconjunto débilmente cerrado de V. Si F : M --+ RU { oo} es 
tal que: 

(i) F coerciva en M con respecto a V, es decir, F(u.) -+ oo si llull -+ cxi, u E M. 
(2.1.3) 
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(ii) Para toda u E M y toda sucesión Um en M 
tal que Um ~ u débilmente en V se cumple que : 

F(u) ::5li~-~f F(~). 

Entonces F es acotada por abajo en M y alcanza su ínfimo en M. 

(2.1.4) 

El concepto de sucesiones minimizantes ofrece una prueba aparentemente 
constructiva. 

Demostración .. 

Si F = oo no hay nada que probar. Su.pongamos pues que F no es 
idénticamente +oo en M. Sea a:0 = inf F(u) y sea um u.na sucesión rnini­

uEM 
rnizante en M; es decir tal que F(-um) --+ o 0 • 

Ahora veremos que u,,. es acotada; F(-um) converge a a 0 .¡. +oo, si supo­
nemos que Um no es acotada es decir llumll --+ oo, esto contradice que F sea 
coerciva, por lo tanto Urn. es acotada. 

Como V es reflexivo, existe una subsucesión de ~que converge débilmente 
a u E V. Pero corno Mes débilmente cerrado se sigue que u E M, y por (ii) 
tenemos que: 

F(u) ::5li~-~nf F(um) =°'O· 

• En la siguiente gráfica se dan ejemplos mostrando que las hipótesis (i) y 
(ii) son necesarias. 

--~ 
Figura 2.1: F no satisface (i) F no satisface (ii). 

Sea V un espacio de Banach reflexivo con norma 11 · ll y G un subconjunto 
de V convexo., cerrado no vacío. Tomamos una función F de C en R y 
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supondremos que: 
Fes convexa y s.c.i. (2.1.5) 

En algunos ca.sos es preferible cambiar el problema (2.1.1) por un pro­
blema de minimización sobre todo el espacio V; para esto a la función F y 
al conjunto e le asociamos una función F : V --> :R., definida por: 

{ 

F(u) 
P(u) = 

+CXl 

si u E C, 
(2.1.6) 

si u~ C. 

Por (1.2.5) y la observación (1.2.6) es obvio que F es convexa y s.c.i.; 
entonces el problema: 

inf P(u) 
uEV 

(2.1.7) 

es idéntico al problema (2.1.1), el ínfimo es el mismo, así como el conjunto 
de soluciones. 

2.1.2 Proposición. El conjunto de soluciones de (2.1.1} es un conjunto 
cerrado convexo contenido en G; (puede ser vac-ío). 

Demostración. 

Denotaremos al ínfimo en (2.1.1) como 0<. El conjunto de soluciones es: 

{u e V jF(u) :::; °'} e e 
y el resultado se sigue por (1.2.3), y (1.2.8). • 

Si en el Teorema (2.1.l)cambiamos las hipótesis de que Mes débilmente 
cerrado y (ii), por (2.1.5) y suponemos que Fes coerciva ó que Ges acotado 
obtenemos el siguiente resultado. 

2.1.3 Corolario. Sea F: G--. R convexa y s.c.i. Supongamos que, o bien 

el conjunto e es acotado, (2.1.8) 

o bien que la función F es coerciva sobre G, es decir: 

lim F(u) = +CX>, para u E C, llull--> CXl. (2.1.9) 

Entonces el problema (2.1.1) tiene al menos una solución. Tiene una 
solución única si la función F es estrictamente convexa sobre C. 
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Demostración. 

Como Ces convexo y cerrado es débilmente cerrado en V ([Bre) Teorema 
III.7 }. Y como Fes s.c.i., satisface (2.1.4) (véase Corolario 1.2.16). 

Si Fes coerciva en C se satisfacen (2.1.3), (2.1.4) y por tanto F alcanza 
su ínfimo en C. Y, si Ces acotado Fes trivialmente, coerciva en C. 

Si u 1 y 'tL2 son soluciones, con F estrictamente convexa, tenemos que: 

F (
u1 +

2 
u2) 1 < 2 (F(ui) + F(u2)) =a:. 

y esto es una cont.radicción. • 

Figura 2.2: Si definimos la función 1/x en el cerrrado [a, +oc), obtenemos 
una. función convexa que no tiene mínimo. 

2.1.4 Proposición. Sea a(u,v) una forma bilineal continua sobre V, coer­
civa en el sentido de: 

a(u,u) <:::a llull 2 Vu E V, con a:>O. (2.1.10) 

Para toda l E Vº, existe una única u tal que la función: 

F(11) = a(v, u) - 2 (l, v}, (2.1.11) 

alcanza su Tn'Ínimo. 

Demostración. 

Esta propiedad es una consecuencia del corolario anterior sólo basta. de­
mostrar que la función, v-+ a(11,11); es estricta.mente convexa.. Por (2.1.10), 
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a(v - w, v - w) 2:: o llv - wll 2
, y si v ~ w entonces a(v - w, v - w) > O, 

entonces: 
2a(v, w) < a(v, v) + a(UJ, w), 

sea A E JO, l[, por (2.1.12), tenemos que: 

2A(l - >.)a(v,w) < A(l - .>.) (a(v,v) + a(w,'w)) 

ahora veremos que es estrictaJDente convexa: 

(2.1.12) 

(2.1.13) 

a(>.v+(l -Á)w, >.v+(l->.)w) = ..X2 a(v,v)+2..X(l-A)a(v,w) +(l -A) 2 a(v, v) 

y por (2.1.13) se sigue que: 

< A(l - >.)(a(v, v) + a(UJ, w)) + ..X2 a(v, v) + (1 - >.) 2 a(v, v) 

= ..Xa(v, v) + (1 - >.)a(v, v). 

Para probar que F, cumple (2.1.9) observemos que: 

es decir: 

ahora: 

y por (2.1.14): 

(o llvll - 2 lllll.)2 + 2o llvll fllll. <:::O 

a2 llvll 2 
- 2a: flvll lllll. + 4 llllJ~ <:::O 

°' llvll 2 
- 2 Jlvll lllll. <::: -~ lllll~ 

F(v) = a(v, v) - 2 {l, v) <::: °' llvll 2 
- 2 llvlJ lllll. 

a: 2 4 2 
F(v) <::: 2 llvll - 0 llllJ. · 

Cuando Ges acotado, (2.1.10) puede ser reemplazada por: 

a(u, u);:::: O, Vue V.• 

(2.1.14) 
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§2.2 Caracterizaciones de soluciones. 

Es bien sabido que si F: V - Res Gateaux-diferenciable y si F(u) = 
~V" F(v) entonces (F'(u), w) =O para todo w E V. (Véase 1.4.2 y 1.4.11). 

El inverso no es cierto corno lo muestra el siguiente ejemplo a menos que 
F sea convexa. 

F(x) = x 3 , xeR 

De hecho, si F es convexa todos los puntos críticos son necesariamente 
mínimos y se pueden caracterizar como sigue: 

2.2.1 Proposición. Sea F que satisface (2.1.5} y es Gáteaux-diferenciable 
con derivada continua F'. Entonces si u. e G, las siguientes tres condiciones 
son equivalentes: 

Demostración. 

u es solución de (2.1.1}, 

(F'(u), v - u) 2= O 

(F'(u), v - u) :::= O 

'<tveG, 

'<tv eG. 

Si u es solución de (2.1.1), entonces: 

de donde: 

F(u) :5 F((l - .A)u +.Av), '<tv E C, y 'V.A E JO, 1[ 

F(u + .A(v - u)) - F(u) 2= O • 
.A 

Y si .>.. -+ O+, tenemos: 

(F'(u), v - u) :::=O '<tv ec. 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

(2.2.3) 
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Inversrunent.e si u. ctunple con (2.2.2) por ser F convexa, tenemos: 

F(11) - F(u) ~ F(u + >.(v ~u)) - F(u) Vu E C, y VA E 10, 1{ 

Ahora si A~ O+., tenernos: 

F(v) - F(u) ~ (F'(u), v - u) ~O Vv E C, 

es decir: 
F(v) - F(u) ~ O Vv E C, 

lo cual demuestra que u es solución de (2.1.1). 
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Demostraremos que (2.2.2) es equivalente a (2.2.3). F' es 1u1 operador 
monótono de V en v·, (prop.1.4.11), es decir, 

(F'(u) - F'(u),11 - u)~ O, Vu,v E V. (2.2.4) 

Si u cumple (2.2.2): 

(F'(u),v - u)~ O Vv EC, 

s1unando estas dos 1ütirnas dc:;igualdades obtenernos: 

(F'(11),11 - u)~ O '<lv E C. 

Inversamente si u satisface (2.2.3), tomando V= (1 - >.)u+ AW, w E e, 
A E 10, 1{, tenemos que: 

(F' ((1 - >.)u+ >.w), (1 - >.)u+ >.w - u) = (F' ((1 - >.)u+ >.w), >.(w - u)) 

es decir: 
A (F' ((1 - >.)u+ >.w), w - u) ~ O= 

(F' ((1 - .>.)u+ >.w), w - u) ~ O (2.2.5) 

La función >. -+ (F'(u + >.(w - u)), w - u), es la derivada de la función 
A -+ F(u + >.(w - u)); que por hipótesis es continua. y entonces, cuando 
.>.-+O, (2.2.5) se convierte en: 

(F'(u), w - u) ~ O VwEC.• 

Nótese que la continuidad de la. derivada se usó t'mica.mente para. probar 
la equivalencia de (2.2.3) con las anteriores. 
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Ejemplo: 
Sea F como en la Proposición (2.1.4) su diferencial est.á dada por: 

(F'(u),v) = 2{a(u,v) - (!,v)}, Vv E V, 

entonces el hecho de que u se el mínimo de (??) en e es equivalente a las 
siguientes condiciones: 

a(u, v - u) - (!, v - u) 2:: 0, Vv E C, y u E C, 

o 
a(v, v - u) - (!,V - u) 2:: 0, Vv E C, y u E C. 

2.2.2 Proposición. Sea F = F 1 + F 2, F1 y F2 funciones convexas s.c.i. 
de C en R., F 1 Gti.teaux-diferenciable con derivada continua Ff. Entonces si 
u E C, las siguientes afi:rrnaciones son equivalentes: 

u es soluci6n de (2.1.1), 

(F{(u), v - u}+ F 2(v) - F2(u) 2:: O 

(F{(11),v - u}+ F 2(v) - F2(u) 2:: O 

Demostración. 

Si u es el mínimo en (2.1.1) cnt.onces: 

V11EC, 

Vv E C,. 

F(u) ::::; F((l - >.)u+ >.v), Vv E C, V>. E }O, l[, 

pero 

F((l - .A)u + >.v) = F1((l - >.)u+ .Av)+ F2((l - >.)u+ >.v) 

y por convexidad de F 2 : 

es decir: 

(2.2.6) 

(2.2.'."") 

(2.2.8) 
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de donde: 

O :5 Fi(u + >.(v - u)) - Fi(u) + >.(F2(v) - F2(u)) 

O :5 F,(u + >.(v ~u)) - F,(u) + F2(v) - F2(u) 

y haciendo .>. - O+ obtenemos: 

(F{(u), v - u)+ F2(v} - F2(u) 2:: O 

Inversamente como F 1 es convexa: 

Fi(v) - F1(u) - {F{(u), v - u);:::: O, 

y si sumarnos (2.2.7) y (2.2.9) se sigue que: 

VvE C. 

VvE G, 

F 1 (v) - F 1 (u) + F 2 (v) - F 2 (u) 2:: O 

lo cual indica: 
F(v) - F(u) ;;:::: O 'rlvE G 

y por lo tanto u es solución de (2.1.1). 
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(2.2.9) 

Ahora demostraremos la equivalencia entre (2.2.7) y (2.2.8}. Sabemos 
que F'{ es monótono: 

(F{(v) - F{(u), v - u) 2:: O, 

si sumarnos esta desigualdad con (2.2. 7) tenemos que: 

(F{(v),v - u)+ F2(v) - F2(u);:::: O VveG. 

Inversamente si u cumple con (2.2.8), tomamos v = (1 - .>.) u+>.w, w E 
G, .>. E ]O, l[ , y vemos que: 

(F{ {(l - .>.)u+ >.w), (1 - .>.)u+ >.w - u)+F2 {(l - .>.)u+ >.w)-F2(u);:::: O Vw E C, 

.>. (F'{ ((1- >.)u+ >.w) ,w - u)+F2 {(1- >.)u+ >.w)-F2(u) :=:::O 

y por convexidad de F 2 : 

.>. (F{ {(l - .>.)u+ >.w), w - u)+.>. (F2 (w) - F2(u)) 2:: O 

Dividiendo entre.>. y haciendo.>.-+ O+, obtenemos: 

(F{(u), w - u)+ F2(w} - F2(u} 2:: O VweG.• 

VweG, 

'rlwEG, 
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2.2.3 Observación. La proposición (2.2.2} es una generalización de la 
proposición (2.2.1}. 

Ejemplo: 
Desigualdades Variacionales. 
Sea V tm espacio de Hilbert con producto interior denotado por (·,-),y 

sea <p tma ftmción propia convexa, s.c.i. de V en Res decir, <p E r 0 (V). Sea: 

F= F1 +F2, 

1 2 
F1(u) = 2 llu - xll , x E V, fijo. 

Corno F 1 es est.rictrunente convexa y s.c.i. por la observación (2.1.4), 
entonces se sigue que F es est.rict.amente convexa y s.c.i. Ahora vamos a 
demostra.r que la ftmción Fes coerciva sobre V; corno <.p E r 0 (V), existe una 
función afín continua menor que cp la cuál la podernos escribir como: 

(y,-)+ª• <>E R, 

entonces 

F(u) ;::: ! llu - xll 2 + (y, u) +a 

ahora observemos que: 
! llu - xll 2 + (y, u) = ! (u - x, u - x) + (y, u) 

=~(u - x, u - x) +(u - x, y)+ (y, x) +~(y, y) 
-! (y, y) - ! (x, x) + ! (x, x) 

= ! (u - x, u - x) +(u - x, y)+! (y, y) - ! (y, y) 
+ (y,x) - ! (x,x) + ! (x,x) 

= ! (u+y - x,u+y -x)-! (y- x,y- x)+~ (x,x) 
= ! llu +Y - xll 2 

- ~ llY - xll
2 

+ ! llxll
2 

por lo t.anto obtenernos que: 

F(u) ;::: ! llu +y - xll2 - ! llY - xll2 + ! llxll2 
+a, 

de donde se deduce que F es coerciva. 
Entonces podemos aplicar el corolario (2.1.3), con G =V; existe un tínico 

elemento u E V tal qnc la función: 
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F(v) = ~ \lv - xll 2 + cp(v). 

alcanza su ínfimo en u y por la proposición (2.2.2) sabemos que u est.a ca­
racterizado por las siguientes condiciones: 

(u - x, v - u) + cp(v) - cp(u) ~ O, 

(v - x, v - u)+ cp(v) - cp(u) ~ O, 

Vv E V, 

VvE V. 

es decir, que estas desigualdades tienen solución única. 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

Estas desigualdades se llaman desigualdades variacionales y aparecen en 
problen1as de n:tlnimización de funciones convexas. Por ejemplo, si c.p = xc es 
la función característica de un subconjunto C de V entonces las ecuaciones 
anteriores se transforman en: 

uEC y (x - u, 11 - u) :5 O Vv E C 

Representación geométrica de la desigualdad variacional. 

y u es el tínico punto de e que minimiza la distancia ax. 
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Capítulo 3 

Sistemas Hamiltonianos 

§3.1 Soluciones periódicas de Sistemas Hamil-
tonianos 

Sea H: R 2 " -+ Runa función de clase C 1 . Una curva x(t) = (p(t), q(t)) , en 
R 2 "', t E R, que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales: 

{ 
'i>.= -Hq(p,q) 

q = Hp(p,q) 

se llmna una solución del sistema HaIDiltoniano (3.1.1). 
escribir este sistema en forma matricial como sigue: 

± = JVH(x) 

donde 

J=(~ -¡/) 

(3.1.1) 

Podemos 

(3.1.2) 

con I la matriz identidad de nxn. Notemos que x·Jx =O para todo x E R 2
". 

Queremos encontrar soluciones periódicas del sistema es decir solu­
ciones tales que x(t) = x(t + T) para todo t E R y algún periodo TE R. 

Observemos que toda. solución x(t) de (3.1.2) está cont.enida en alguna 
superficie de nivel de H. En efecto, por la regla de la cadena, 

:t H (x(t)) =V H (x(t)) · ±(t) 
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Así, H (x(t)) =constante. 

3. Sistemas Harniltonianos 

= 'V H (x(t)) · J'V H(x) 

=o. 

En esta sección probaremos el siguiente teorema: 

3.1.1 Teorema. Sea HE C 1 (R2 n,R) estrictamente convexa, no-negativa 
y coerciva. Supongamos que H(O) =O. Entonces para toda a:> O existe una 
soluci6n peri6dica x(t) de (3.1.2) con H (x(t)) =a para todo t E R. 

Este teorema se debe a P.H. Rabinmvitz (1973) , (1978) y A. Weinstein 
(1978) , además generaliza un resultado previo de H. Seifert (1948) . La de­
mostración que aquí daremos se debe a F. Cla.rke. 

§3.2 Cambiando el Hamiltoniano 

Empecemos notando que 

3.2.l. Proposición. Si H : R 2 " _. R, es coerciva, no-negativa y estric-
tamente convexa, con H(O) O, entonces para toda a > O, el conjunto 
Ca= {x E R 2

n : H(x) ::S a} es estrictamente convexo y acotado. 

Demostración.. 

Ya sabemos que Ca. es un conjunto estrictamente convexo, ahora si supo­
nemos que no es acotado, podemos encontrar una sucesión {xn} contenida 
en Ca tal que llxnll -> OO. Pero H(xn) ::S a:. Esto contradice que H sea 
coerciva. • 

3.2.2 Proposición. Si HE C 1 (R2 n, R) es coerciva, no-negativa y estric­
tamente convexa, con H(O) =O, entonces dadas a> O y x E R 2

n \{O} existe 
un única número µ(x) > O tal que µ(x)x E S 0 = {x E R 2

n : H(x) = a:}. 
Más aún, la funci6n 

µ: R2n \{O} - (0,oo) 

es de clase C 1 • 
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Demostración. 

Primero veremos que la función µ está bien definida. Por la observación 
anterior tenemos que S 0 es un conjunto acotado y además acota a una vecin­
dad estrictamente convexa del origen. Ahora para todo x E a 2 n nos fijamos 
en la recta L,, = {tx J t E a+}; por ser 8 0 acotado se sigue que S 0 nL,, 'F 0; 
suponemos que existen u y u en S 0 n L,,, con Jlull < Jlvll, entonces existe 
T E {O, 1) tal que u = T · O +(1 - r)v , por ser H estrictrunente convexa 
tenemos que, 

a= H(u) < rH(O) + (1 - r)H(v) = (1 - r)H(v) = (1 - r)a 

Figura 3.1: La funciónµ 

y esto es una contradicción. Entonces existe un único u E Son L,, y por estar 
en L,, existe tui to E a+ tal que u= tox, es decir µ(x) = to. 

Para ver que µ es de clase C 1 aplicamos el teorema de la función implícita 
a F : R 2" X R-+ R, F(x, µ) = H(µx)-a, de la siguiente manera: F E G 1 • ya 
que H lo es. Dado x E R 2 n \{O}, podemos encontraraµ tal que H(µx) = a, 
es decir F(x,µ) =O para todox E R 2 "\{0}. Por ser H estrictamente convexa 
y por la proposición 1.4.15 tenemos que (µx - O) · (V H(µx) - V H{O)) > O 
de donde µx · VH(¡Lx) > O comoµ > O se sigue que x · VH(µx) > O por 

éJF 
lo tanto oµ = x · V H(µx) > O, y por el Teorema de la función ímplicita 

([Ru], Teorema 9.18) µ(x) E C 1 (R2
n \{O}).• 
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Ahora vamos a calcular µ(.>.x), sabemos que µ(.>.x).>.x = µ(x)x de donde 
µ(.>.x).>. = µ(x) es decir 

µ(.>.x) = µ(x). 
.>. 

Sea 1 < q < 2 , vamos a reemplazar H por la siguiente función: 

- { (µ(~))· 
H(x) = 

o 

si llxll #0 

si llxll =O. 

La gráfica de esta frmción es de la forma: 

Figura 3.2: La gráfica de H. 

Observemos que: 

(3.2.1) 

3.2.3 Proposición. Sean H y a como en la proposición anterior. En-
tonces: 

(a) HE C 1 (R2n,R). 
(b) H es estrictamente convexa, no negativa. 
(c) H(.>.x) = ),9H(x) para A~ o, X E R 2". 

(d) Si z(s) es una solución no trivial, periódica de z = J'V H(z) entonces 
existen e> O y una reparametrización s = s(t) de z tales que x(t) = cz (s(t)) 
es solución de (3.1.2) en 8 0 = H- 1 (<>). 
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Demostración. 

Demostración de ( b). Para ver que El es estricta.IDente convexa, sean u, 11 e 
a 2n con H(u) = n y H(v) = rn podemos suponer que rn :::; n., de donde 
u, v E Cn =: { x E R 2 " : H ( x) :5 n} , pero como Gn es estricta.mente convexo 

se sigue que tu+(l - t) v E int Cn si t E (O, 1), es decir H (tu+ (1 - t) v) < t 
H(u) + (1 - t) H(v). 

Demostremos (c), H(>.x) = (µ(Jzll' y por 3.2.1 H(>.x) = c,,t":))• = >.•H(x). 
Ahora demostremos (a), sabemos por 3.2.2 que HE C 1 (H.2 n \ {O}). Sean 

x E R 2n\ {O},>.> O. Dado h""' O escribámoslo como t>. =h. Entonces, dado 
V E R 2 n, 

H(>.x + hv) - H(>.x) 
h 

H(>.x + t>.v) - H(>.x) = >.•-l H(x + tv) - H(x) 
t>. t 

y tomando el límite cuando t --+ O tenemos que 

H'(>.x; v) = >.•-1 H(x; v) 

y como HE C 1 (R2
n \{O}), 

V H(>.x) = >.•-"'v H(x). 

Dado y E n.:m \{O} lo escribimos como y= >.x con x E 8 0 , >. > O. Como 
Sa es compacto y VH(x), x E S 0 , es continuo, IVH(x)I < K para alguna 

constante K > O. Entonces O :5 ¡v H(y)I = >.•-1 ¡v H(x)I :S >.•- 1 K - O si 
>.--+O es decir, VH(y)--+ O si y--+ O. 

Para demostrar la última afirmación podemos suponer que existe c > O tal 

que H (z(s)) = ..!.. para todas ya que z es no trivial. Sea u= cz. Entonces 
- - cO -

H(u) = &H(z) = 1, es decir, u E H-1(1) = Sa = H-1(0). Por el inciso 
anterior obtenemos que 

v H(>.x) = >.•- 1 v H(x). (3.2.2) 

Ahora bien, ü = c.:i:, pero .:i: = JVH(z), es decir, ü = cJVH(z) = cJVH (~) 
y por (3.2.2) 

ü = c2-•JVH(x). (3.2.3) 
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Además como H tiene a a como valor regular y H tiene a 1 como valor 
regular entonces se sigue que 'VH(x) <FO y 'VH(x) '16 O en S 0 de donde se 
sigue que: 

'VH(x) = A(x)'VH(x) para toda x E S 0 

con A(x) >O, de hecho: 
A(x) = ll'V H(x) 11 

llvft(x)ll 
por lo tanto A(x) es continua. 

Así, reparainetrizando u como 

x(t) =u. (s(t)) 

donde s(t) satisface 
s = cq-2 A (u(s)). 

Esta existe ya que buscamos 

s tal que s = F(s) con F continua. 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

Y por el Teorema Fundamental del Cálculo la integral indefinida de una 
ft.mción continua siempre existe por lo tanto la función s que buscamos existe. 

Ahora veremos que la función x(t) definida por (3.2.6) es periódica. Como 
z es periódica implica que u = cz es periódica y por lo tanto x es 1ma función 
periódica sobre la superficie de nivel S 0 que satisface 

x = ü(s)s = c 2 -qJ'V H (u(s)) cq-2 A (u(s)) = J'V H(x). 

La relevancia del resultado anterior es que nos permite olvidarnos de la 
condición de que la solución esté en 8 0 . Basta encontrar cualquier solución 
periódica del nuevo hamiltoniano 

x = J'VH(x). 

Para simplificar notación supondremos de aquí en adelante que H = 
H, °' = l y denotaremos por S = ft- 1 (1). • 

Sea Hº la polar de H, es decir, 

Hº(y) = sup {x ·y - H(x)}. 
zER2n 
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3.2.4 Proposición. 
{a) H• E C 1 {R2n) y H"(O) =O 
(b) H" es estrictarnente convexa 

{e) H"(>.y) = ).Pflº(y) para todo.>.?: O, y E R 2 n donde.!:_+.!:_= l. 
p q 

Demostración. 

Por la Proposición 1.4.13 tenemos que H" E C 1 {R2 n). 
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Por definición tenemos que H"(O) =O y además por la Definición 1.3.12 
sabemos que H• es estrictamente convexa. 

Para demostrar la última afirmación podemos suponer que >. > O: 
H*(.>.y) = sup {x ·>.y - H(x)} 

:i:ER2 ... 

= c~)P sup {x ·>.y - H(x)} 
A :reJt.:2n 

=.>.P sup {~x-y-H(x)} 
:i:ER2"' AP )...P 

= ).P x~'Z- { ).;_, . y - H ( :~) } . 

pero como.!+ l.= 1, se sigue que E = p - 1, y haciendo u= x.e obt.enemos: 
p q q )\.q 

H*(.>.y) = ).P sup {u· y - H (u)}= ).PH"(y). • 
uea2n 

§3.3 El problema variacional 
Consideremos los espacios (p > 2 como antes) 

Ll: ={Y e V ([O, l] ,R2n) l I ydt =O} (3.3.8) 

W 1·P(S1) = {X E W'-P (¡o, l]. a 2n) 1 x(O) = x{l)}. 

Que y E V {[O, l], R 2n) significa que y = (y,, Y2 •... , Y2n), y que Y• E 
V'([O, l], R) para 1 :S i :S 2n. De la misma manera que x E W 1·P ([O, l], R 2 n) 
quiere decir que x = (x 1 , x 2 , ••• , x2n), y que x, E W'-P([O, l], R) para 1 :Si ::S 
2n, el espacio de Sobolev ([Bre) Capítulo VII) de las curvas absolut.ament.e 
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1 
continuas [O, l] ---> R cuya derivada está en L". Por último f ydt = O es lo 

o 
1 

mismo que f y,dt = O para 1 :::; i :::; 2n. 
o 

3.3.5 Proposión. El espacio Ll) es de Banach. 

DeKDostt"ación .. 

Consideremos la funcional lineal y continua 

V' ([O, 1] , R 2 n) ~ R 
1 

y ---> f ydt. 
o 

1 
Primero veremos que está bien definida es decir que f y;dt < oo con 

o 

y; E LP([O, 1] , R), por la desigualdad de Holder obtenemos que j IY<I dt :::; 
o 

llY• llP < oc de aq'ú ta.rribién se sigue que w es continua. Entonces Ll) es el 
núcleo de w por lo tanto es un subespacio cerrado de un espacio de Banach 
[W] por lo tanto Ll) es de Banach. • 

Observemos que es importante que w sea. continua porql.1e en general que 
sea. lineal no implica que sea continua., y entonces no podernos a.segurar que 
LS sea un subespacio cerrado. 

Al espacio V' ([O, 1], R 2 n) le podemos asociar una norma definida como: 

(
2n )1/p 

llYllLP = ~ lly;I\~. 

donde llY•llL• = (~ IY•IP dt) l/p es la norma en V' ([O, l], R). 

Y en el espacio W 1 •P(S1 ) tomaremos como norma: 

(3.3.9) 

la cual es equivalente a la usual: 1lxllw1 .• = llxllL• + ll±llL• ([Bre], Proposición 
VIII.12). 
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La función 
W 1•P(S1 ) ~ Lf; 

X -+ -J:i; 
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es lineal y continua. Primero veremos que su imagen está en L~. Como x e 
W 1·P(S1) se sigue que± E V de donde -Jx E V, para ver que es tmelemento 

1 
de Lf; vemos que ! -Jxdt = -Jx(l) + Jx(O) = -J (x(l) - x(O)) =O (véase 

[Bre], Teorema VIII) de donde ó(x) E Lf;. Para probar que es lineal, sean x 
y y en W 1 ·P(S1 ) entonces ó(x +y)= -J(x + f¡) = -Jx - Jf¡ = ó(x) + ó(y), 
de igual manera ó(Ax) = -JAx = .M(x). 

Para demostrar que es continua, observemos que 11-Jxll Lp = 11±11 Lp; 
sean x y y elementos de W 1·P(S1 ), entonces 

lló(x) - ó(y)llLP = 11-Jx + JyllLP 
= llJ(f¡ - x)llLP 
= ll!i-xllLP 

.- = flx - Yllw1.p · 
De donde 6 es continua., de hecho es una isometría. 
Más aún podemos definir a: 

LS 
como 

t 

"Y(y)(t) = f Jy(s)ds, y E Lfí, t E [O, l] , 
o 

la cuál también es lineal y continua: Sea y E Lfí entonces sea x(t) = 
t 

-y(y)(t) =f Jy(s) ds es claro que x(O) = O, pero también como y E Lfí ten-

º l 
emos que f y,dt =O para 1 ::Si ::S 2n, es decir x(l) =O, además x(t) = Jy(t), 

o 
es decir x(t) E Lfí, por lo tanto x(t) E W 1 ·P(S1 ). 

Como J y la integral son lineales se sigue que -y es lineal. Para ver que 
t 

es continua sean y y x elementos de Lfí ent.onces definimos 1J(t) = -y(y)(t) ==f 
o 

Jy(s)ds, y u(t) = -y(x)(t) ==Í Jx(s)ds, de donde iJ(t) = Jy(t), y ü(t) = Jx(t). 
o 

Ahora: 
llu - ullw1.p = lli1 - üllLP = llJy - JxllLP = llY - xllLP 

es decir "Y es continua. 



74 3. Sistemas Hruniltonianos 

Por último observemos que: 

1 o ó(x) = x - x(O) 

óo 1(y) =y. 

3.3.6 Proposición. Si x E W 1 ·" ([O, l]) y satisface que :i; 

tonces x E C 1 ((0, l]). 

Demostración. 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

VH(x), en-

Como x E W 1·" ([O, l]), x es continua en [O, l] (véase [Bre], Teorema 
VIII.2) y como He C 1 (R2 n), la composición :i: = VH(x) es continua en 
[0,1] .• 

3.3. 7 Proposición. X E W 1 ·" es una solución de periodo 1 de :i; = JV H(x) 
si y sólo si y = ó(x) E L!; es solución de 

V H"(y) = 1(y) + xo en L" 

para algún xo E R 2". 

Demostración. 

Por lo anterior 

y= ó(x) = -J:i: = VH(x) EL!;. 

Por Proposición 1.4.11, Corolario 1.4.5 y (3.3.10) 

VH"(y) = x = 1(y) + x(O). 

Inversamente, 

x = 1(y) + xo =V H"(y) e W 1
·" (s1

), 

y por la Proposición 1.4.11, Corolario 1.4.5 y (3.3.11) 

V H(x) =y= ó(x) = -J:i: . 

• 

(3.3.12) 

-·~·-·"" -~----------·"'--- ·-······ ····-·--·-----.- ... 
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3.3.8 Proposición. y E Lf; satisface (3.3.12) si y sólo si 

l 

j (VH"(y) - 7(y)) · z dt =O para todo z E Lf;. 
o 

(3.3.13) 

donde w. z denota el producto escalar usual en a 2 n. 

Demostración. 

l 
Si y E Lf; satisface (3.3.12) se sigue que J (VH"(y) - -y(y)) · z dt 

o 
l l 

=J Xo · zdt = xo· J zdt =O para todo z E Lf;. 
o o 

l 
Ahora si y E Lf;, satisface que J (V H•(y) - -y(y)) · z dt = O para todo 

o 
l 

z E Lf; entonces J (VH•(y) - 7(y) - a)· z dt =O, para toda a E R y todo 
o 

z E Lf;, en efecto 
l l 1 
J (V H"(y) - -y(y) - a)· z dt =J (V H•(y) - -y(y)) · z dt - a· J z dt 
o o o 

l 
=J (V H•(y) - -y(y)) · z dt =O. 

o 
Primero veremos que VH•(y) - -y(y) E LP; como H" E C 1 y y E Lf; 

tenemos que VH"(y) E LP además tenemos que -y(y) E W 1·", por lo tanto 
l 

VH•(y)--y(y) E LP, ahora si definimos ax0 =J (VH"(y) --y(y))dt tenemos 
o 

que V H"(y) - -y(y) - xo E Lf;. Sea z(t) = V H"(y) - 7(y) - xo, se sigue que: 
1 
f (V H"(y) - -y(y) - x 0) · (V H"(y) - 7(y) - xo) dt =O. 
o 
De donde VH"(y) - -y(y) - x 0 =O, casi dondequiera en [O, 1]. • 
Consideremos la funcional 

F":Lf;-R 

F"(y) = i ( H"(y) - ~y. 7(y)) dt. 
o 
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3.3.9 Proposición. 
a) F" es Gateaux-diferenciable en L!; y su derivada está dada por 

l 

DF"(y)z = j (VH"(y) - -y(y)) · zdt, y,z EL!;. 
o 

b) F• es coerciva 

Demostración. 

Para ver que es GB.teaux-diferenciable en Lb sean y y z en Lb, entonces 
F"(y + sz) - F"(y) = 

l l 
J (H"(y + sz) - ~(y+ sz) · (-y(y + sz))) dt- J (H"(y) - ~y· -y(y)) dt = 
o o 

} (H"(y + sz) - ~(Y+ sz) · (-y(y + sz)) - H"(y) +~y· -y(y)) dt = 
o 
l l 
[ (H"(y + sz) - H"(y)) dt - ~ [((y+ sz) · ('Y(y + sz)) - y· 7(y)) dt = 

l l 
[ (H"(y + sz) - H"(y)) dt- ~ [((y+ sz) · (-y(y) + s7(z)) - y· -y(y)) dt = 

l 1 
[ (H"(y + sz) - H"(y)) dt - ~ [(y· s-y(z) + sz · -y(y) + s 2 z · -y(z)) dt. 

Por lo tanto: 
F" (y+ sz) - F"(y) 

s 
j (H"(y + sz) - H"(y)) dt _ .!_ j (y· s-y(z) + sz · -y(y) + s 2 z · 7(z)) dt = 
o s 2 o s 

j (H"(y + sz) - H•(y)) dt - .!. } (y· -y(z) + z · -y(y) + sz · -y(z)) dt = 
o s 2 o 

y tomando el límite: 
(F")' (y; z) = 

lim [} (H"(y + sz) - H"(y)) dt - .!. } (y· -y(z) + z · -y(y) + sz · -y(z)) dt] . 
.s-o o s 2 o 

El límite puede pasar dentro de la integral debido al Teorema de Conver­
gencia acotada ver (Roy], de modo que 

(F")' (y; z) =f V H"(y) · zdt - .!. } (y· -y(z) + z · -y(y)) dt. 
o 2 o 
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Ahora veremos que: 

1 

j (z · -y(y) - y· -y(z)) dt =O. 
o 

Como -y(z) y -y(y) tienen período 1, 

O =j f. (T(z) · J-y(y)) dt 
o 

=J (f,-y(z) · J-y(y)) dt+ J (1(z) · J1,_-y(y)) dt 
o o 

=J (-Jf,-y(z) · -y(y)) dt- f ( -y(z) · (-J) f,-y(y)) dt 
o o 
l 1 

=I z · -y(y) dt- J -r(z). y dt 
o o 

y con esto probamos 3.3.14 lo cual es equivalente a: 

1 l . 

-~ j (y· -y(z) + z · -y(y)) dt = - j z · -y(y)dt. 
o o 

Por lo tanto 

1 

DF"(y)z = j (VH"(y) - -y(y)) · zdt, 
o 

y,z E Lf;. 
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(3.3.14) 

Para ver que F* es coerciva sea {Yn} una sucesión tal que llYnllL• --+ oo 
sin--+ oo, sea Yn = AnUn con IJu,..llL• = l. 

F"(AnUn) =J (H"(AnUn) - ~.AnUn • -y{.Anun)) dt 
o 

={ (A::_· H"(un) - ~~Un· -y(un)) dt 

=A~ (.>.::_-2 J H"(un)dt - !.. J Un· -y(u,..) dt) 
o 2 o 

para ver que F•(>-nUn} -+ex> si n - ex> tenemos que demostrar qne 

IÍ y. -y(y) dtl :5 K para toda llYIJL• = 1 
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\{y. -y(y) dt\ ${ \y. -y(y)\ dt 

pero 

\y· -y(y)\ =\y· { Jy(s)ds\ 

= 1-y¡ { Yn+1(s)ds - · .. + Y2n l Yn(s)ds\ 

y como 
$ \y1\ ll Yn+1(s)ds\ + · · · + IY2nl \{ Yn(s)ds\ 

1 
t 1 t l f y,(s)ds $f \y,(s)\ds $f \y;(s)\ ds $ llY•llLP $ 1 (Holder) para. toda. i 
o o o 

se sigue que 

\y• -y(y)\ $ \yi\ + • · • + \Y2n\ 
por lo tanto 

\{Y· ")'(y) dt\ ${ \y1\ + · · · + \Y2n\ dt 

$ \ly1\ILP + • · • + llY2n\ILP 

(
2n )l/p 

$ E. llY1ll~ = llYlb =l. 
Ahora como F" es Gii.tea.ux diferencia.ble en particular es s.c.i., de modo 

que la función Fº cumple la.s hipótesis del T...orema 2.1.2, por lo tanto existe 
l 

y" E L!; ta.l que Fº a.lca.nza. su mínimo y a.demás f (V Hº(y) - "Y(Y)) · z 
o 

dt = O para todo z E L!;. Sólo falta. probar que y• # O y para. eso probaremos 
que existen valores para los cuáles la. ftmcional F" es menor que O. 

3.3.10 Corolario. (3.3.13) tiene una solución no-trivial. 

Demostración. 

1 t2 1 
F"(tx) = tP. { Hº(x) dt - 2 ~ x · -y(x) dt, es decir F"(tx) = A(x)tP -

B(x)~. Ahora. veremos que B(x) >O para. alguna x, es decir, que existe x(t) 
1 

ta.l que f x · "Y(x) dt > O. 
o 
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Sea e,= (O, ... , 1, ... , O) el i - ésirno véctor coordenado en R 2 n. Sea 
x(t) = (sen27rt) · e1 - (cos27Tt)en+l E LIJ 
-y(x)(t) = (! cos 2?Tsds) e, + (! sen2?Tsds) en+l 

= (~sen27rt) e¡ - i:tr (cos27Tt - 1) en+l 

por lo tanto (x · -y(x)) · (t) = -1; (1 - cos 27Tt) y 

f X· '")'(X) dt = __!__ > Q. 
o 27T 
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De donde B(x) > O y como p > 2, y para valores de t cercanos a O se 
tiene que F"(tx) <O, por lo tanto inf F" <O.• 

... -~·-·-~· ---··-------

fSTA1 
SAim 
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