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Introduccion

La transformada de Legendre F* : R" — R de una funcién F : R™® — R de
clase C! se define mediante la férmula implicita

F*(y) =y-z — F(x)

y = VF(z)

cuando VF : R®™ — R"™ es invertible. F* tiene la importante propiedad de
que

x = VF*(y)
es decir,

VEF = (VF)™'.

En 1949 W. Fenchel introdujo el concepto de funcién conjugada o trans-
formada de Fenchel que generaliza la nocién de transformada de Legendre a
funciones no necesariamente diferenciables o cuyo gradiente no es necesaria-
mente invertible. La transformada de Fenchel fue posteriormente extendida
a espacios vectoriales topolégicos por Bronsted ([Br]), Moreau ([M}) ¥y Ro-
ckafellar ([Ro2]).

El significado geométrico de la transformada de Legendre es el siguiente:
Dado y € R™ hay un 1inico punto (z.F(x)) en la grifica de F en €l que (y, —1)
es perpendicular a dicha grédfica (por la invertibilidad de VF) . La ecuacién
del hiperplano tangente a la grifica en (z.F(x)) es

i
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Introduccién

t=y-£—~ F*(v), £eR™ teR.

Es decir — F™*(y) es la ordenada al origen del 1tinico hiperplano afin per-
pendicular a (y, —1) tangente a la grifica de F.

Si F : R* — R es convexa y semicontinua inferiormente (s.c.i.) su
epigréfica

epi F={(§,t) eR* xR : F(§) <t}

es convexa y cerrada. Por el teorema de Hahn — Banach existe un hiper-
plano soporte perpendicular a (y, —1) para cada y € R". La transformada
de Fenchel F*(y) de F en y es el negativo de la ordenada al origen de dicho
plano Definicién (1.3.6).

La propiedad de reciprocidad de V.F y VF* que carece de sentido si
F o F* no son diferenciables o VF no es invertible, recobra su sentido en
términos del concepto de subdiferenciabilidad de una funcién convexa. El
subgradiente VF(z) de una funcién convexa y s.c.i. es el conjunto de todas
las pendientes de los hiperplanos soporte de la epigriafica de F en el punto
(z.F(x)). El Teorema de Reciprocidad (1.4.5) dice entonces que

v € VF(x) si ysdlo si x € VF*(y).
Como aplicacién de la dualidad de Fenchel probaremos la existencia de
una solucién periédica del sistema Hamiltoniano

& = JVH(x) (0.0.1)

sobre una superficie de nivel $ = H-1(a) dada. Aqui H € C! (R*",R) es
no-negativa, estrictamente convexa y coerciva y

7=(2 )
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(Teorema 3.1.1).

La convexidad y la coercitividad de H juegan un papel muy importante.
Implican, en particular, que S es frontera de un convexo acotado. Podemos
sustituir entonces a_H por otra funcién H homogénea positiva de grado
1 < gqg< 2, conS=H"1(1), y tal que cualquier solucién periédica de

& = JVH(x) (0.0.2)

se puede “jalar” a una solucién periédica de (0.0.1) sobre la superficie S
Proposicién (3.2.3). El problema (0.0.2) se puede plantear como un problema
variacional, es decir, las soluciones de periodo 1 de (0.0.2) corresponden a los

puntos criticos de
T
F(z) = (—z . JE— H(z)) dt
/G

para z : [0,1] — R?" en un espacio adecuado de curvas de periodo 1 (REF).
Este es un problema dificil ya que F no esta acotada ni superior ni inferior-
mente. Mads atn, el operador z — Jz tiene una infinidad de eigenvalores

positivos y una infinidad de eigenvalores negativos.
El problema variacional se simplifica considerablemente aplicando primero
dualidad de Fenchel: haciendo
= —Ji (0.0.3)
obtenemos de (0.0.2) que
: = VH(zx)
y por dualidad de Fenchel, esta ecuacién es equivalente a
T = VH"(2)
y de (0.0.3) obtenemos
Jz — VH"(2) =c
donde ¢ es una constante, cuyas soluciones corresponden a los puntos criticos
de
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F(3) =7 (vz?'(z') - %2 . Jz) dt
o

en un espacio adecuado de curvas de periodo 1. ecuacién (3.3.8). Es facil
ver que F* es coerciva y s.c.i. Proposicién (3.3.9) por lo tanto estd acotada
inferiormente y alcanza su minimo. Teorema (2.1.1).

El primer capitulo lo dividimos en cuatro secciones.

En la primera seccién estudiamos las distintas versiones del Teorema de
Hahn-Banach y algunas aplicaciones sencillas.

Dentro la segunda seccién definimos lo que es una funcién covexa y una
funcién semicontinua inferiormente. Vemos que la convexidad de una funcién
es equivalente a que su epigrdfica sea convexa y que una funcién sea semicon-
tinua inferiormente es equivalente a que su epigrafica sea cerrada, ademads si
una funcién es convexa y semicontinua inferiormente es equivalente a que sea
semicontinua inferiormente en la topologia débil. Un resultado importante es
que la continuidad de funciones convexas es equivalente a que sea localmente
acotada.

En la tercera seccién definimos a I' (V') como el conjunto de las funciones
convexas semicontinuas inferiormente que no toman el valor de —oo a menos
que sea la constante —oo. Definimos la polar o transformada de Fenchel de
una funcién la cudl es convexa sin importar como es la funcién original asi
mismo definimos la bipolar de una funcién y establecemos la dualidad que
existe entre I' (V') y ' (V") (Dualidad de Fenchel-Moreau) .

Y en lailtima seccién introducimos el concepto de subdiferencial de una
funcién convexa el cudl es una generalizacién de la nocién de derivada. Exis-
ten ejemplos de funciones convexas y estrictamente convexas no diferenciables
y pero aqui hacemos ver que si son subdiferenciables y hablamos un poco de
lo que es el cdlculo subdiferencial. En esta seccién probamos el resultado de
reciprocidad de VF y VF* para la transformada de Fenchel.

El capitulo dos lo dividimos en dos secciones.

En la primera seccién vemos que una funcién coerciva y semicontinua
inferiormente, esta acotado por abajo y alcanza su minimo; y damos condi-
ciones para que una funcién convexa semicontinua inferiormente y propia
alcanza su minimo.
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En la segunda seccién caracterizamos las soluciones de los problemas de
minimizacién como solucién de desigualdades variacionales.

El iltimo capitulo trata de la dualidad de Fenchel en la existencia de
soluciones periédicas en un sisterna Harmniltoniano sobre una superficie de
nivel dada mencionado arriba. Este capitulo lo dividimos en tres secciones,
en la primera seccién introducimos el concepto de sistema Hamiltoniano. La
segunda seccién asegura que podemos cambiar nuestro Hamiltoniano por otro
al cual le podemos aplicar algunos resultados de los capitulos anteriores. Y
en la iltimma seccién establecemos bien el problema variacional a resolver y

encontramos la solucién.
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Capitulo 1

Funciones Convexas

§1.1 La separacion de conjuntos convexos

Sea V un espacio vectorial sobre R. Si u y v son dos puntos de V' denotaremos
al segmento con extremos u y v como [u, v}, es decir,

[, ={Au+ (1 —-Nv |j0<A<1}.

Un conjunto A C V es convexo si y s6lo si para cualquier par de puntos
u,v de A el segmento [u, v] estid contenido en A.

G B

Figura 1.1: Un conjunto convero y otro no convexo.

1.1.1 Proposicién. Un conjunto A C V es convero si y sélo si para

cualquier subconjunto finito u,, uz, - - - , u,, de elementos de A, y para cualquier
familia de nimeros reales positivos A1, Az, - --, A, cuya suma sea la unidad,
tenemos: "

2 Aiu; € Al

=1
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Demostracién.

Por induccién sobre n, para n = 2 haciendo A2 = 1 — Aj;tenemos exacta-~
mente la definicién. Supongamos vilido para n = &k y demostraremos para
n=k+ 1.

Podemos suponer que existe un A; # 1 y entonces : L P
k1 k+1l
3 A=A+ (-2 30 75 S e g
i=1 1—2y . P -
.;e, N 3

+1
ya que por hipétesis de induccién Z: —'u:\— € A.
J
=
El reciproco se obtiene haciendo n =2y A2 =1—-)\;. @

1.1.2 Observacidén. El espacio V' y el vacio son conjuntos convezros.

1.1.3 Proposicién. La interseccion de conjuntos con S €8s cor . La

union de conjuntos convexos no necesariamente lo es.
Demostracion.

Sea U =‘QI Ci, con C;; conjuntos convexos, y sean u,v € U, luego u,v € C;
para toda i € I. Por lo tanto Au + (1 — A)v € C; para toda z € I, de donde
Au+ (1 —ANv e o C; =U.

Para ver que la unién no necesariamente es convexa daremos el siguiente
ejemplo, claramente el segmento [u, v] no pertenece a la unién.

Figura 1.2: La unién de dos conjuntos convexos no siempre es convexa.
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Sea A C V, la interseccién de todos los conjuntos covexos que contienen a
A es por la Proposicién 1.1.3 un conjunto convexo, y €8 el conjunto convexo
mds pequenio que contiene a A. Este conjunto es llamado la envolvente

convexa de A y lo denotaremos como co A.

1.1.4 Proposicién. Si A C V, entonces.

coA=33" Ay lneN, 3 A=1,A2>0, u.-eA,lsisn}.
=] =1

Demostracién.

Primeros probaremos que U = {il Au; | ne N, f:l Ai=1, A =0,

1 SiSn} es convexo. Sean z,y € U entonces

u; € A,

m n m

v =23 u;v; con 3 ;=3 pu;=1
F=1 I=1

n
T =3 onuy
=1

u; y v; elementos de A.

205 ;20

=1

(I =N z+ay = (1~ A) 3 avuy+A
y F=1

=1

m n m
2 Hiv; =Z; (A —Naww+ 3 Apju; €U
=1 =

yaque, (1 —A)a; =0, Auy; >0y
™ ”
SA=Nat 5 A =0—-AN T a+A 5 gy =10—-N+Ar=1
=l F=1 =1 F=1

Por definicién A C U y como U es convexo se sigue que co A C U.
Para ver que U C co A obsexrvemos que por ser co A la interseccién de
conjuntos convexos co A es convexo; y por la Proposicién (1.1.1) U C co A.

Entonces U =co A. 8

A

-

'4 t] de tres puntos

Figura 1.3: La
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Diremos que ACV es un hiperplano afin si existe una funcional lineal
l: V — R no trivial tal que {~! (a) = H para alguna o € R. Los conjuntos

{ueV |l(u) <k} {ue VvV |I(v) >k}
{ueV [l(u) <k} {ue VvV [l(u) =k}

donde k& € R, son lamados semi-espacios abiertos o cerrados respe(_tlva—
mente acotados por H.

Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial V' con una
topologia que hace continuas a las operaciones:

(uw,v) - u+v

(A, u) = Au.

Sea V un espacio vectorial topolégico y H un hiperplano afin con ecuacié:
{ (u) = a donde ! es una funcidn lineal distinta de cero sobre V y a € R. Se
puede probar que H es topolégicamente cerrado si y sélo si ! es continua ([Bre}
Proposicién 1.5). Con estas condiciones los semiespacios cerrados (abiertos)
seran cerrados (abiertos) en sentido topoldgico. ‘

En un espacio vectorial topolégico la cerradura de un conjunto convexo
es convexo Yy el interior de un conjunto convexo es convexo (posiblemente el
vacio) [V] Teorema 2.23.

Si A es un subespacio de V, la interseccién de todos los subconjuntos
cerrados convexos que contienen a A es el mis pequeifio subconjunto cerrado
convexo que contiene a A. Lo denotaremos & A y lo llamaremos la envol-
vente convexa cerrada de A.

1.1.5 Proposicién. La cerradura de la envolvente convera de A coincide
con la envolvente convera cerrada de A.

Demostracion.

Sea U la interseccién de todos los conjuntos convexos cerrados que con-
tienen a A, entonces U es un conjunto _convexo y cerrado que contiene a A
luego A C co A C U, por lo tanto co AC U . Ahora, por definicién de U,
tenemos que U Cco A ya que co A es un convexo y cerrado que contienen a
AW
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1.1.6 Observacién. €6 A no es la ermolvente convera de la cerradura.
Por ejemplo, sea A la grdfica de la funcion Jx con = € R\ {0}, entonces

la envolvente convexa serd el semiplano superior abierto, mientras que la

cerradura de la envolvente co serd el iplanoc superior cerrado.

Figural.4:A=A={(z,y);x#0,y=;‘;} co A=co A.

Este ejemplo prueba que 6 A € co A . Observemos que co A C &@ A,
ya que A se puede ver como la interseccién de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A, y ¢o A es la interseccién de solo los conjuntos cerrados y
convexos que contienen a A, de donde A C & A, y como &6 A es convexo se
tiene que co A C &b A.

1.1.7 Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre R decimos que p es
una funcion sub-lineal de V en R si para todo u,v € V, y A > 0 se satisface:

P (u) = Ap(u), (1.1.1)

p(u+v) <p(u)+p(v), (1.1.2)

Es obvio que toda funcién lineal es sublineal, pero la funcién valor abso-
luto es sublineal y no es lineal.

Antes de ver la formma analitica del Teorema de Hahn-Banach recorde-
mos el Lema de Zorn.

1.1.8 Deflnicién. Un conjunto P con una relacidén binaria < se llama
parcialmente ordenado si satisface:
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(i) a < a paratodo a € P,

(ii)a<b y b<c entonces a<c, a,b,ceP

(iti) Si a<b y b<a se tiene quea=b, a,be P

Q un subconjunto de P se llama totalmente ordenado si para todo
a,be Q ocurrea < b 6 bien b < a.

Sea Q C P; c € P se llama cota superior de Q si ¢ = a para todo a
€ A;m € Q se llama elemento mazimal de Q sim < x conz € Q implica
que T = 1.

P es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenado de P tiene cota
superior.

1.1.9 Lema de Zorn. Todo conjunto parcialmente ordenado no wvacio e
inductivo tiene un elemento maxzimal.

1.1.10 Teorema de Hahn — Banach.Sea V un espacio vectorial sobre

R y Vp C V subespacio vectorial; sea p una funcidn sublineal definida en V,
y fo: Vo — R una funcidn lineal tal que:

fo () < p(w) para todo v € V.
Entonces existe f : V — R funcidn lineal tal que
f ) = fo(v) para todo v € Vp (1.1.3)

v f@) =<p) para todo v € V.

Demaostraciéon.

Sea P={u:Vy »R| Vo C V. CV, peslineal, ulu=foy u(v) <p()
para todo v € V,} . Le damos a P la relacién de orden: pu; < uz < V,,‘ [
Via ¥ p2lv,=m.

Este es un orden parcial. P no es vacio, ya que fg € P. Ahora veamos
que P es inductivo: Sea Q = {p;| i€ I} con Q c P, t.ot.almente ordenado
entonces definamos a m .'Léjz Vu — R por p qu Fi- e P ¥y es cota

superior de Q. Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal-m: V,,, —
R,en P.

Ahora veremos que V,,=V; s8i suponemos que existe vg € V\Vm, con-
struyarmos una funcién /m de la siguiente manera:
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M Ruwpd Vi, — R; ™ {(avg + v) = oy +m (v).
Ahora buscaremos -y tal que:

ayo + m(v) < p(avg + v) paratodca e R y wveEV,

o equivalentemente si a > 0

v v

< —) - _
’Yo_P(vo-i—a) m(a)

si o < O;
v v

Yo = —p (—uo — ;) +m (_;) paratodoa <0 y wvelV,. (1.1.5)
Entonces queremos asegurar que siempre existe -7y que satisface (1.1.4)

y(1.1.5).
Dados ¥, ¥2 € Vin se tiene que para todo 2 € V,

myz) —m(y) < p(y2 — u1) = p((y2 + 2) — (v1 +2)) < p(y2+2) + p(—11 — 2)

paratodoa >0 y wveEV, (1.1.4)

Y, por tanto,
—p(—~y1 — z) —m() < —m(y2) + p(y2 + 2).

Sea 1 =sup [~p(—31 — 2) — m(wn)]
cz2 =ipf [—m(y2) + p(y2 + 2)]

por ser y; y y2 arbitrarios c2 = ¢, y podemos escoger ¢; < v < ca.
Y asi llegamos a una contradiccién de que m sea elemento maximal, por

lotanto V,, =V. @8

1.1.11 Corolario. Sea V un espacio vectorial normado, y G un subespacio
vectorial de V', | una funcional lineal y continua sobre G, con norma:

i = { .
el sup (v)
fleli<1

Entonces existe una funcional lineal y continua f que extiende a l y tal que:

Iri = Hedl. -
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Demostracién.

Aplicar el Teorema de Hahn-Banach con p(v) = ||I}|, }lv]} . La continunidad
de f, se sigue de que || fil, = ||I||, 1o que implica que f es un operador acotado
y por lo tanto continuo. B

Ahora veremos la versién geométrica del Teorema de Hahn-Banach.
Supondremos de aqui en adelante que V' es un espacio vectorial normado

Lema. (Funcional de Minkowski de un convexo).- Sea C < V un con-
vexo abierto con 0 € C. Para todo v € V se define:

p(v)=inf{a>0‘£€C}

( Se dice que p es la funcional de Minkowski de C ). Entonces p cumple
(11.1), 11.2) y

existe r tal que 0 < p(v) < % v} paratodov eV (1.1.6)

C={veV |p) <1} (1.1.7)

Demostracion.
La propiedad (1.1.1) es evidente.
Demosttaremos primero (1.1.6); sea r > 0 tal que B(0,r) < C; es claro
“U" € C por lo tanto p(v) < -1— lflvll para todov € V. o

Ahora demostraremos (1.1. 7) Supongamos que v € C. Como C es
abierto, (1 4 €)v € C con £ > O suficientemente pequeiio; asi p(v) <

qu

1.

<
.

Inversamente, si p(v) < 1, existe 0 < @ < 1 tal que e~ 'v € C y asi
=ala"v)+ (1l —a)0 € C.
Y para finalizar demostraremos (1.1.2); sean u , v elementos de V' y sea
v
£ > 0 de (1.1.1) ¥ (1.1.7) se sabe que m e Cy m (S C Y

tu (1 —t)v
" C 0<t< 1 Ah
por ser C convexo p(u) T e —+ p('u) o (=] con < < ora para
_ p(u) + ¢ i u+ v
= @) + plo) ¥ 2° obtenemos que:

p(u) + p(v) + 2 ec
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entonces p(u + v) < p(u) + p(v) + 2¢ para todo € > 0. Y haciendo € — 0 se
obtiene (1.1.2). @

!

Figura 1.5: La funcional de Minkowsky aplicada al intervalo C = (—1,1).

Decimos que un hiperplano afin cerrado H separa (separa estricta-
mente) a dos conjuntos A y B si uno de los semiespacios cerrados (abiertos)
determinados por H contiene a uno de ellos y el otro semiespacio al otro.
Escrito analiticamente; si [ (1) = a es la ecuacién de H, entonces;

l(u) € @, para todou € A4, l{(u)>a, VuedrB

({ (u) < o, para todo u¢€ A, l(u) >a, VYue B).
1.1.12 Lema. Sea C C V convexo abierto, no vacio y sea vg € V con
vo ¢ C. Entonces eriste un hiperplano afin cerrado H que separa {uwo} de C.

Demostraciéon.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 € C. Sea pc la
funcional de Minkowsky de C . Consideramos G = Ruvg ¥ la funcidén lineal
g definida en G por:

g(tve) =1t, teR

Sit < O es fdcil ver que g(tw) =t < pc(twve) ¥y si ¢ > O, sabemos que
1 < pc(vo) entonces g(tvo) =t < tpc(vo) = pc(tve) por lo tanto g(v) < po(v)
para todo v € G.
Por el teorerna de Hahn-Banach existe una funcién lineal f sobre V'
que extiende a g, tal que
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f(v) €< pc(v) paratodov eV

En particular se tiene que f(vw) =1y f(v) <1 paratodo v € C, por lo
que 7o y C quedan separados por el hiperplano que determina f = 1. @

1.1.13 Teorema. Sea V un espacio vectorial normado, A un conjunto
abterto convexo no vacio, B un conjunto convexo no vacio que no intersecta
a A. Entonces eriste un hiperplano cerrado afin que separa a A y B.

Demostracién.

Hacemos C=A—B={a—be€V :ac A, b € B}. Entonces C es con-
vexo y es abierto ya que C = %JB (A — y); como Ay B son ajenos 0 ¢ C.
} 4
Por el lema anterior existe f lineal'y continua tal que f(v) < 0 para todo
v € C es decir f(x) < f(y) paratodoxz € Ay y e B.
Ahora tomamos o € R. tal que

sup f(@) L <inf F(v)

y entonces el hiperplano de ecuacién f = aseparaa Ay B. #

"1.1.14 Teorema (Hahn-Banach, forma geométrica). Sea V un espacio
vectorial normado, A y B dos conjuntos converos, no vacios y disjuntos. Su-
pongamos que A es cerrado y B es compacto. Entonces existe un hiperplano
cerrado que separa estrictamente a A y B .

Demostracién.

Para € > O sean A, = A+ B(0,e) y B. = B + B(0,¢), de forma que A, y
B, son convexos, abiertos y no vacios. Ademads, para £ > 0 suficientemente
pequeiio, A, y B. son disjuntos (en caso contrario, se podrian encontrar
sucesiones &, — 0, z,, € A e ¥y, € B tales que ||z, — ynl| < 2e,; ¥y se podria
extraer una subsucesién y,,, — y € AN B). Por el teorema anterior existe un
hiperplano f = « que separa a A. y B, . Entonces tenemos:

flz+ez)<a< fly+ez) VYrxEA VyeB, Vze B(0,1),

de donde resulta que
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f@)—elifl <a< f@)+cellfll, Vz€ A, VyeB,
como || f|| # O entonces f = « separa estrictamente Ay B. @

1.1.15 Definicidn. Sea A un subconjunto de V' y H un hiperplano afin
cerrado que contiene al menos un punto u € A, tal que A estd totalmente
contenido en uno de los semiespacios determinados por H; dirernos que H
es un plano soporte y u un punto soporte de A.

Entonces:

1.1.16 Corolario. Sea V un espacio vectorial normado y A un conjunto
convexo con int(A) # O . FEntonces cualquier punto frontera de A es un
punto soporte de A.

Demostracién.

Aplicar el Teorema (1.1.14); tomando al punto soporte como el conjunto
convexo compacto y a int(A) como el otro conjunto convexo. @

1.1.17 Corolario. En un espacio vectorial normado V, cualquier conjunto
convezo cerrado es la interseccion de semiespacios cerrados que lo contengan.

Todos estos resultados tienen una gran importancia dentro del andlisis,
en especial ayuda a visulizar diversos aspectos de la teoria de la dualidad.

Si V es un espacio vectorial normado, el Teorema de Hahn-Banach nos
garantiza la existencia de una funcional lineal distinta de cero sobre V; es
suficiente tomar dos puntos u, v de V, y separarlos por un hiperplano cerrado
afin H con ecuacién {~!(a), la funcién I : V — R es continua ya que H es
cerrado y cumple que I(v) 7 l(u) por lo que I # 0. El espacio vectorial de
todas las funcionales lineales en V denotado por V* es lamado el dual de
V . Los elementos de V* serdan denotados por v* y (v,v*) denotara el valor
de la funcional ©* € V* en v.
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§1.2 Convexidad y semi-continuidad

Funciones Convexas.

V denotard como antes un espacio vectorial sobre R y las funciones
descritas tendrin como dominio a A € V y como codominio a R =R U
{400, —o0}.

Sea .A un subespacio convexo de V, y F una funcién de A en R. Diremos
que F es convexa si para toda u,v € A:

F(u+ (1 — A)) < AF(u) + (1 — A)F(v) con A € [0,1] (1.2.1)

siempre y cuando la suma del lado derecho tenga sentido (es decir, excepto
cuando F(u) = —F(v) = doo ).

Figura 1.6: Representacién gréfica de una funcién conveza

1.2.1 Proposicidn. Si F es convera entonces para cualquier conjunto
finito uy,ug,...,u, de puntos en V y para cualquier familia Ay, ..., A, de
nimeros reales no negativos cuya suma es la unidad se tiene que:

F (i A ) <30 AF(u)
=1

i=1

siempre y cuando la suma del lado derecho esté bien definida.
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Demostracion.
Por induccién sobre n, para n = 2 haciendo A; = 1 — A; tenemos exac-
tamente la definicién, por lo tanto suponemos vdlido para n = k y de-

mostraremos para n = k + 1.
Existe un A; # 1 y entonces

kt1 ka1l o
FlZ A} =F 2w + (1 —2y) Pl v
- iy
k41 Agus
S NF(u) + A= AF | 32 15

g
Yy por hipétesis de induccién tenemos que:

11— Ay 1—A;

(1= 2)F ("f Aqs ) < (-2 5 AE0) 82 e
i = b=

por lo tanto
k+1 ka1l
F (zl Aiu.-) < AF(u). =
= i=1
Es fdcil ver que, si F : V — R es convexa, los conjuntos

{u | Fw sa} y {u]F(u) <a} (1:2.2)

con a € R, son conjuntos convexos de V. El inverso es falso.

Si F es convexa y G : R — R es una funcién creciente entonces G o F :
V — R tendra secciones convexas pero no sers convexa en general. Un
ejemplo seria si F(x) = z y G(z) = z°, la composicién seria 3 la cual s6lo
tiene secciones convexas.

Sea F : V — R, denotaremos a:

dom F = {u |F(u) < oo} (1.2.3)

el dominio efectivo de F el cual es convexo si F' es convexa.
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Figura 1.7: La gréfica de la funcién =3

Permitiremos el valor de +oco_por lo siguiente. Si F es un mapeo de
A CV en R, le podemos asociar F' definida en V como:

F(u) si ue A
F(u) = { (1.2.4)
+oo si u g A

Entonces F' es convexa si y sélo si A C V es convexo y F es convexa.
Para A C V definimos la funcién caracteristica x4 de A como:

1] si ue A
xa(u) = { (1.2.5)
+oo si u¢ A

A es convexo si y s6lo si xa es una funcién convexa. Entonces el estudio

de conjuntos convexos se reduce al estudio de funciones convexas.

1.2.2 Definicién. La epigrdfica de una funcién f : V — R es el con-
Jjunto:

epi f={(u,a) eVxR | f(u)<a} (1.2.6)

Es decir es el conjunto de puntos de V' X R que estidn arriba de la gréifica
de f. La proyeccién de epi f en V da como resultado el dom f.
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Figura 1.8: La epigrad fica de una funcién.

1.2.3 Propaosicién. Una funcidn f es convexa si y sdlo si su epigrdfica es
conveza.

Demostracién.

Sea f convexa tomamos (u,a) , (u,b) en la epi f, entonces por definicién
f(u) fa<+ooy f(v) <b< +o00,sl0=< A <1 tenemos:

fOu+ A=A < Af(W)+ QA =-ANf@) <Aa+ (11— )b
por lo tanto A(u,a) + (1 — A)(v,b) € epi f.

Inversamente supongamos que epi f es convexa. La proyeccién sobre V'
también es convexa, entonces sean u y v en dom f, a > f(u), b = f(v). Por
hipétesis, A(u,a) + (1 — A)(v, b) € epi f y esto se cumple para todo A € [0, 1]
por lo tanto:

fF(Au+4+ (1 = 2A)v) < da+ (1 — A

Si f(u) y f(v) son finitos, es suficiente tomar a = f(u) y b = f(v). Si

F(u) o f(v) es igual a —oo hacemos tender aaéba —co. B
1.2.4 Proposicién.

(i) Si F : V — R es convexa y A\ un nimero real positivo, entonces \F
€S COnvera.

(i) Si F y G son funciones converas de V en R, entonces F + G es
conveza. Definimos (F + G)(u) = +oo si F(u) = —G(u) = Foo.

(iii) Si (Fi)icr es una familia de funciones converas de V en R, entonces
F(u) =sup {Fi(u)} es conveza.

€
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Demostracién.

Por ser F convexa y A un niimero real positivo tenemos que:
AF(pu+ (1 — p)v) < A (uF () + (1 — p)F(v)) = pAF(u) + (1 — p)AF(»),

es decir AF es convexa.
Para demostrar la segunda afirrnacién observemos que:

(F + G)(puu + (1 — p)v) = Fpu+ (1 — p)v) + Gpu + (1 — pw)v),

y por ser F y G convexas:
(F+ G pu+ (1~ p)v) < pF(u) + (1 = p)F(v) + pG(u) + (1 — p)G(v)
= u(F + G)(u) + (1 — p)(F + G)(v),
de donde F + G es convexa.
Para la iltima afirmacién tenemos que para cada Fj:
Fi(pu + (1 — p)v) < pF(u) + (1 — p) Fi(v)
= psup {Fi(uw)} + (1 — p) sup {Fi(v)}
< pF(u) + (1 — p)F(v).

A

Luego:
F(pu + (1 — p)v) =sup {Fi(pu+ (1 — p)v)}
< pF(u) + (1 — p)F(v),
es decir F es convexa. @

1.2.5 Deflnicién. Sea A un conjunto convezo de V' y F un mapeo de V en
R. F es estrictamente convezxa si para todo u,v € A,u # v y A € ]0,1{
se tiene que:

FQwu+ (1 — A)v) < AF(u) + (1 — A F(v)
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u | v
Figura 1.9: Gréafica de una funcién estrictamente convexa.

Funciones semi-continuas inferiormente
Supondremos ahora que V es un espacio topolégico.

1.2.6 Definicién.Diremos que una funcion F : V — R es semicontinua
inferiormente ena € V (s.c.i.), si para todo A\ < F(a) eriste una vecindad
W de a tal que A < F(W). Y diremos que F es s.ci. en V si es s.c.i. en
todo punto de V.

1.2.7 Observacién. Una funcion F : V — R es s.c.i. en V, es equivalente
a decir que para todo A € R, el conjunto:

{ueV | F(u) < A} es cerrado;
o bien gue para todo A € R el conjunto
{fueV | F(u) > A} es abierto. (1.2.7)

También diremos que F' : V — !_1 es semicontinua superiormente
(s.c.8.) si —F es s.c.i.
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Figura 1.10: Una funcidn semicontinua superiormernte y otra semicontinua
in feriormente.

Ejemplos:
1.- Sea f, : R — R definida como:

Ostz =0,
fn(x)={

™™ si x # 0.

, Si n par, f, es s.c.i. en 0, y si n es impar no es s.c.s. ni s.c.i. en 0.

N ?‘
N

Figura 1.11: Graificas para n par y n impar respectivamente.

2.- Sea g : R — R definida por:

0 si x es racional,
g(z) =

1 si x es irracional.
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La funcién g es s.c.i. en los racionales y es s.c.s. en los irracionales, pero
en R no conserva ninguna de estas propiedades.

3.- La funcién caracteristica x4 de un conjunto A C V, es s.c.i. si y sélo
si A es cerrado y s.c.s. si y sélo si A es abierto.

1.2.8 Definicion. Sea W, el conjunto de todas las vecindades de u en-
tonces defintrmos a:

lim inf F(v) =uiélv£.. ::g F(x)
de la misma manera

lim sup F(v) =sup inf F(x).
— Uew. =€U

1.2.9 Proposicién. F' es s.c.i. ena € V st y sélo si:

F(a) <lim inf F(u).

Demostracidn.

Si F es s.c.i. en a, entonces dado A < F(a); existe una vecindad W de a
tal que A < F (W), y tenemos también que:

A <F(W), de donde A <lim inf F(u).
Como esto se tiene para todo A < F'(a), obtenemos que:
F(a) <lim inf F(u).
Reciprocamente, suponemos que F(a) <lim inf F(u). Para todo A <

F(a), existe una vecindad W de a tal que A < F(a), es decir F es s.c.i. en
a. @

1.2.10 Proposicién. Una funcién F : V — R es s.c.i. si y sélo si su
epigrdfica es cerrada.
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Demostracion.

Demostraremos que el complemento de la epigrifica es abierto. Si F es
s.c.i. en V, entonces para todo (u,A) tal que A < F(u), es decir, (u,A) €
(epi F)° y para todo u tal que A < u < F'(u), tenemos que existe una
vecindad W de u con la propiedad de que u < F(v) para todo v € W. De
donde se sigue que existe una vecindad de (u, \), W x [—oo0, u[ contenida en
(epi F)° de donde (epi F)° es abierto.

Inversamente, definamos a ¢ : V x R — R como ¢(u,a) = F(u) —a, y
T (u,a) = (u,a + r). Entonces para todo r € R ,el conjunto:

{(v,a) | p(u,a) <7} ={(w,a) | F(u) —a <r}

= {(w,a) | F(uw) <7 +a}

= {(u,a) | (u,7r+a) Eepi F}

= T_,(epi F)
lo cudl implica que si la epi F es cerrada entonces ¢ es s.c.i., es decir, que F
es s.c.i. @

1.2.11 Proposicién.
(i) Si F: V — R es s.ci. y A un ndmero real positivo, entonces \F es
s.c.2.
(ii) Si F y G son funciones s.c.i. de V en R, entonces F + G es s.c.i.
Definimos (F + G)(u) = +oo si F(u) = —-G(u) = *oo.
(iii) Si (Fi)ier es una familia de funciones s.c.i. de V en R, entonces
F(u) =sup {Fi(u)} es s.ci.

Demostracién.

() Tenemos que demostrar que el conjunto {u |AF(u) < k} es cerrado
para toda k£ € R, por ser A > 0, entonces es equivalente a demostrar que
{u lF(u) < %} es cerrado para toda k, y haciendo r = £, obtenemos la
afirmacién ya que F es s.c.i.

(éi) Sean F' y G s.c.i., y sea A < F(u)+G(u), podemos escribir A = a+ 3,
con o < F(u) y 8 < G(u). Entonces existen vecindades U, W de u, tal
que o« < F(3), y 8 < G(v) para toda o € U y toda v € W. Entonces

=a+ G < (F + G)(v) para todo v € U NW, de donde F + G es s.c.i.

Para demostrar (iii), veremos que epi F =i|2l epi F;. Sabemos que epi

F C epi F; paratodoi € I por lotanto epi F C‘QI epi F;. Ahora sea (u,a) €
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_r;ll epi F; por definicién F;(u) < a para todo i € I, luego, F(u) =sup
i ierf
{Fi(u)} < a, y entonces (u,a) € epi F. @

1.2.12 Definicién. La regularizacion s.c.i. de F : V — R es la mayor

funcion F: V — R s.c.i. tal que F(u) < F(u) para todo u € V.

' F "F
Figura 1.12: Una funcién F con su regularizacién s.c.i. F

1.2.13 Lema. Sea F : V — R, entonces el conjunto epi F es una
epigrdfica.

Demostracion.

Sea (u,a) € epi F existe una sucesién (u,,a,) € epi F que converge
a (u,a). Sea b > a, entonces para alguna n, tenemos que a,, < b, luego
F(u,) < an < b de donde (u,,d) € epi F y pasando al limite (u,b) € epi F.

Es decir, si (u,a) € epi F entonces {u} x [a,00) C epi F . Sea G(u) =
inf{a.e [—o0,00] : (u,a) € epi F}. Entonces epi G = epi F. ®

1.2.14 Corolario. Sea F : V — R y F su regularizacidn s.c.i.entonces:
epi F =epi F, (1.2.8)

Demostracion.

Como F es una funcidn s.c.i. menor que F, epi F' es un conjunto cerrado
y sabemos que epi F C epi F por lo tanto epi F C epi F.

Como epi F es una epigrifica, sea G una funcién tal que epi G = epi F
entonces G es s.c.i. y como epi F C epi F = epi G, se sigue que G < F'; pero
como F es el supremo de todas las funciones s.c.i. menores que F, G < F
porlotantoepi FCepi G=epi F . 8
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1.2.15 Definicién. F : V — R es débilmente s.c.i. si F es s.c.i. en la
topologia débil o(V,V*).

1.2.16 Corolario. Una funcién F convexra de un espacio vectorial nor-
mado V en R es s.c.i. si y sdlo si F es débilmente s.c.i.

Demostraciéon.

La epigréafica de F’ es un conjunto convexo. Por lo tanto es cerrado si sélo
si es débilmente cerrado [Bre], Teorema IIL.7 B.

Notemos que la convexidad es esencial ya que si V' es un espacio vectorial
normado de dimensién infinita se sabe que C = {v | ||v|] = 1}, es cerrado
en la topologia fuerte y no es cerrado en la topologia débil o(V, V*) de hecho
su cerradura en o(V,V=)es C = {v | ||v|]| < 1}.

1.2.17 Proposicién. Sea V un espacio vectorial normado. Si F:V — R
es una funcidn convezxa s.c.i. y toma el valor —oo, entonces no puede tomar
ningiun valor finito.

Demostracién.

Suponemos que existe & € V tal que F(4d) € R. Tomemos @ € R con
a < F(a), y podemos separa estrictamente a (&,a) de epi F por ser un
conjunto convexo cerrado. Entonces existe una funcién lineal continua !
distinta de cero de V y o € R tal que:

para todo (u,a) € epi F, () + ad < () + aa
como (i, F(i)) € epiF, obtenemos que (&) + ad < (@) + aF (i) es decir,
a(F (@) — a) > 0, por lo tanto a > 0.

Podemos fijarnos sélo en los puntos (u, F(u)) € epi F, y tenemos que
para todo v € V :

i(a) + ad < l(u) + aF(u)

lz(a —w)+a < F(u) (1.2.9)

¥ esto es una contradiccién ya que el primer miembro siempre es finito y por
hipétesis sabemos que F' toma el valor de —oco. B
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Continuidad de funciones convexas.

De aqui en adelante V denotard un espacio vectorial normado. El estudio
de continuidad de las funciones convexas esta basado en el siguiente lema.

1.2.18 Lema. Sea F una funcién convexa con F(0) = 0. Si existe una
vecindad W simétrica del origen en la cudl F estd acotada por arriba, por

una constante a finita, entonces F es continua en O.

Demostracion.

Sea £ € |0, 1[. Si v € eW, tenemos por convexidad que:
paratodo 2 € W  F(v) = F ((1 — o4+ sf’e-) <eF (g) <ea

v 1 3 —v
para todo -z ew 0=F (ﬁ_—sv+ (?))

1+¢
1 5 —v
< =
- 1+5F(v)+ 1+5F( € )
es decir para todo ———Z— ew —ea < —eF (:EE) < F(v).

Entonces |F(v)| < €a para todav € ceW. 8

Figura 1.13: Por ser F una funcién conveza su grafica debe estar en la parte
sobreada.
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1.2.19 Definicién. Una funcién convera F de V en R es propia si no
toma el valor de —oo y F' no es idénticamente igual a +oc.

1.2.20 Proposicién. Sea F : V ~» R una funcidn conveza. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un conjunto abierto no vacio U en el cudl F' no es idénticamente
—oo0 Yy estd acotada por una constante a << +oo.
(ii) F es una funcién propia, y es continua en el interior de su dominio
efectivo, int(dom F).

Demostracién.

Probaremos que i) = 7i). La otra implicacién es obvia. Sea v € U C
int(dom F), tal que F(u) > —oo, por el lema anterior F es continua en u, y
por lo tanto finita en una vecindad de u, es decir F es propia. Ahora vamos
a demostrar que para todo v € int(dom F) existe una vecindad de v en la
cudl F es acotada por arriba. Sea v € int(dom F'), existe p > 1 tal que
w = u + p(v — u) € int(dom F). La homotecia h(t) = w — (1 — ) (w —¢)
con centro en w y radio 1 — ‘l’

Figura 1.14: Homotecia h con centro en w y radio 1 — %

transforma a u en v y a U en una vecindad A(U) abierta de v. Sea v’ € h(U)
sabemos que:

1
es decir v = (1 - —) RV (') + z
P P
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¥ por convexidad
F') < (1 - l) F(h='(v")) + LF(w) < (1 - l) a+ Lrw).
P P P )
Entonces con A{U) como vecindad de v, F es acotada por arriba y por el
lema (1.2.18) F es continua en A(U). &

1.2.21 Corolario. Cualquier funcidon conveza propia en un espacio de di-
mension finita es continua en el interior de su dominio efectivo.

Demostracion.

Sea n la dimensién de V. Si int(dom F') no es vacio, entonces existen u,,
Uz, . . . Un, Uny1 afinamente independientes tal que conjunto abierto:
n+1

3T Ai=1, y A > 0, para todo i} C int(domF).

i=1

ntl
W = Z At

i=1

Por convexidad tenemos que F estd acotada en W por (Jnax F(u;). @
==n

No diferenciabilidad de funciones convexas

Hasta ahora hemos demostrado que toda funcién convexa en un espacio
de dimension finita continua en el interior de su dominio efectivo, existen
funciones que son estrictamente convexas y no son derivables en el interior de
su dominio efectivo, es decir pedir que una funcién sea estrictamente convexa
no implica que la funcién sea derivable. Un ejemplo es el siguiente:

2 1
F(z)={ @17 Sz;”?z zeR.
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x® (:z:-I)z

Figura 1.15: La gréifica de una funcién estrictamente convexa no derivable.

§1.3 Funciones polares y dualidad

Sea V' un espacio vectorial normado. Una funcién afin continua es del tipo
v+ (V) 4 a, donde ! es una funcién lineal continua sobre V y & € R..

1.3.1 Definicién. El conjunto de funciones F : V — R que son el supremo
puntual de una familia de funciones continuas afines es denotado por I'(V).

. Como las constantes +oo y —oo son elementos de I'(V'), denotaremos a
T'o(V) = (V) \ {+00,—00}.

Sabemos que si F es continua y afin entonces F es s.c.i. y convexa por lo

tanto si F € I’'(V) entonces F es s.c.i. y convexa (véase Proposiciones 1.2.4
y 1.2.11).

1.3.2 Proposicién. Las siguientes propiedades son equivalentes:
() FeIl(V)
(ii) F es una funcidén conveza s.c.i. de V en R y si F toma el valor —oo
entonces F = —oo.

Demostracion.

Notemos que el supremo puntual del vacio es —oo y s8i el conjunto de
funciones considerado no es el vacio , F no puede tomar el valor de --oo.
Entonces i) = ii).
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Ahora suponemos que F es una funcién convexa s.c.i. de V en R y que no
toma el valor de —oo. Si F es la constante +o00, es claro que es el supremo de
todas las funciones afines continuas de V' en R. Tenemos que demostrar que
para todo @ € V, y para toda @ < F(z) existe una funcién ¢ afin continua
de V en R tal que @ < @(@) y p(u) < F(u) para todo u € V.

Tenemos que ept F es un conjunto cerrado y convexo el cudl no contiene al
punto (%, a). Entonces por el Teorema de Hahn-Banach (1.1.14) los podemos
separar estrictamente con un hiperplano H cuya ecuacién es:

H={(u,a) € V xR | {(u) +aa =73} (1.3.1)

donde ! es una funcién lineal y continnade V en R, oy 8 € R tal que:

(gt aoa < B (1.3.2)
v para todo (u,a) € epiF, l(u) +aa > 8. (1.3.3)
Ahora tenemos dos casos:
(i) as#0
(id)a = 0.

Si a 5% 0 definimos p(u) = L (8 — I(v)) . Entonces por (1.3.2) 2 < p(@) ¥y
si F(u) << oo, como (u, F(u)) € epi F, por (1.3.3), se tiene que @(u) < F(u).

Si & = 0 la funcién 8—I(u) cumple que es mayor que cero en % y menor que
cero sobre el dom F de modo que F(iz) = oo. Por el caso anterior podemos
construir una funcién afin continua v — m(u) menor que F' . Entonces para
toda ¢ > 0 v — m(u) + (8 — I(u)) una funcién afin continua menor que
F, y sélo hay que escoger ¢ suficientemente grande tal que:

y—m(i)+c(B—Il(a)) >a . (1.3.4)

1.3.3 Proposicién y Definicién. Sean F' y G dos funciones de V en R
. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) G es el supremo puntual de todas las funciones afines, continuas
menores que F.
(i) G es el supremo puntual de funciones de I'(V) menores que F. G
serd llamada la T~ regularizacién de F.

Demostracién.
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Llamaremos a G, el supremo de todas las funciones afines, continuas
menores que F'; y a G2 el supremo de las funciones de I'(V') menores que
F. G, y G2 pertenecen a I'(V), por que G, es supremo de funciones afines
Y G2 es supremo de funciones de I’'(V), entonces tenernos que G; < Gj.
Y adermas cualquier funcién afin continua menor que G5 es una funcién de
(V) menor que F. Y por definicién de también es menor que ;. Entonces
hemos llegado a que todas las funciones afines continuas menores que G,
también son menores que G, e inversamente; pero como son elementos de
'(V), debemos tener que G, = G2. @

En particular si F' € T'(V'), entonces F coincide con su I'—regularizacion.
En general, podemos construir la epigriafica de la I —regularizacién, como la

envolvente convexa cerrada de la epigrifica de la funcién (ver Proposiciones
(1.1.4)y(1.1.5)).

1.3.4 Proposicién. Sea F : V — R, y G su I'—regularizacién. Si existe
una funcidn afin continua menor que F, entonces:

epiG =& epiF

Demostracion.

Sea ® una funcién afin, continua menor que F; entonces epi & es un
conjunto convexo, cerrado y por ser menor que F tenemos que:

epi F Céoepi F C epi P.
Ahora sea G tal que epi G =¢&o epiF; esta funcién G existe gracias al
Corolario 1.1.16; entonces tenemos que ® < G < F por lo tanto G € I'(V).
Sea Gy < F con G, € T'(V), entonces la epi G, es un conjunto cerrado y

convexo que contiene a epi F', y también contiene a o epi F = epi G, 1o que
significa que G, < < G. Por tanto G es la T— —regularizacién de F. 8

Ejemplo:
Sea A C V, la I'—regularizacién de su funcién caracteristica x4 es la
funcién caracteristica de la envolvente convexa cerrada de A.

Anteriormente definimos F; como la mayor funcién F: V — R, s.c.i. tal
que F'(u) < F(u) para todo u € V.

Ahora vamos a ver que relacidn existe entre F, F' y a su I'—regularizacién
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PN
~ ~

Figura 1.16: Una funcién F' y su I’ — regularizacion.

1.3.5 Proposicién. Sea F : V — R, y G su I'—regularizacidn, entonces:
(GB)G<F<F
(ii) Si existe una funcidn afin continua menor que F' y si F es conveza
entonces F = G.

Demostracion.

Sabemos que epi F Cepi FCé&o epi F, de donde i) = i). o
Ahora si F es convexa tenemos que epi F = co epi F y entonces epi F=

co epi F, es decir, F=G. B
Funciones polares y dualidad de Fenchel

Si V' es un espacio vectorial normado denotamos por V* a su dual, es
decir, V" es el espacio de la funciones lineales continuas de V — R.. La
norma de V* estd dada por:

wtll. = sup |u(u)].
ueV
flulisa

Denotemos por (u,u®) = u*(u).
Sea F : V — R, u” € V* y € R. Observemos que la funcién afin
u — (u,u*) — ¢ es menor o igual que F si y sélo si a = (u,u*) ~ F(u) para
todou € V.
Es decir:
o > F*(u*) (1.3.5)
donde
F*(u*) =sup {(u,u*) — F(u)}. (1.3.6)
ue
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1.3.6 Definicién. F: V — R, definimos a F*: V- - R, F*(u*) =
sup {{u,u*) — F(u)}, yla llama,remos la funcion polar ¢ conjugada de F.

F‘ se llama también la transformada de Legendre-Fenchel de F.
Es claro que (1.3.6) lo podemos restringir a u en dom F :
F*(u*) = sup {{(u,u*) — F(u)} (1.3.7)
ucdom F

y de aqui es facil ver que F* es el supremo puntual de la familia de funciones
afines v : V* — R, ¢(u") = (u,u*) — F(u), para u € dom F. Entonces
podemos concluir que F* € T'(V*), y en particular que F* es s.c.i. y convexa
(arin cuando F no lo sea). Notemos que si F es la constante +o00, dom F = 0
entonces F'* es la constante —oo. Cuando V' = R, y en general el significado
geométrico es el siguiente: para saber el valor de F*(u*) tomarmmos una recta
l con pendiente u* y la acercamos hasta que toque a la grifica de F y las
interseccién de dicha recta con el eje y sera igual a —F™(u*).

F(u)

-F*(u®*
Figura 1.17: Significado geométrico de la funcién polar.
Ahora veremos algunas propiedades:
1.3.7 Proposicién.

(@) F=(0) = — inf F(u)
(b) Si F < G,entonces F* = G*
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(c) (inf F;)* =sup F?
il icl
(sup F)* <inf Fy
ierl i€r

para cualguier farmilia (F;)ict funciones de V;.

(d) AF)*(w) = AF* (%)
para toda A >0

(e) (F+a) =F* —«

Para toda a € V, denotaremos por F, a la traslacién de F, es decir,
F,(v) = F(v — a). Entonces

(F) (Fa)"(u") = F*(u") + (a,u”)

Demostracién.

(a) Sabemos que F*(0) =sup {—F(u)} = — :!E‘lf‘; F(u).

(b) Como F < G, se sigue que, (u,u*) —G(u) < (u,u*)— F(u) tomando
el supremo sobre V obtenemos el resultado.

(e sup Fr(u=) =sup {3‘25 {{u,u) — R(u)}}
—azp { )+ app (om0 |
=sup {(u,u") — ipf Fu(w)}
= (s R) 0.
(d) AF* (1-) =sup {(u,u") — AF()} = (AF)"(u").
(€) (F + @) (u") =sup {(u,u") — Fw)} —a = F(v") — e
(f) (Fa)* (") =sup {{u,u”) — F(u—a)}
—su‘e {{v+a,u") — F(v)}
= F*(u*) + {(a,u"). @
1.3.8 Definicién. La funcidn bipolar de F es la funcién de V en R
definida como sigue:

F** (u) = sup {{u,u") — F*(u")}. (1.3.8)
uecv-
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Figura 1.18: Aquf podemos ver grificamente que si G > F entonces,
F*(u®) > G*(u*).

Sabemos que (u,-) : V* — R es lineal para ver que es continua observe-
mos que:

K, u®) — (u, v7)| = [(u, u* — v%)| < flull flu” — v,

de donde se sigue que es continua. De igual manera obtenemos que F** &
(V). Ahora podemos comparar a F y F**, que estdn definidas sobre el
mismo espacio.

1.3.9 Teorema (Fenchel — Moreau). Sea F una funcién de V en R .

Entonces su bipolar F** , es su I'—regularizacién. En particular, si F €
V), F** = F.

Demostracién.

Por definicién, la I'—regularizacién, es el supremo de todas las funciones
afines menores que F. Basta fijarnos en las funciones afines del tipo:

u — (u,u* ) — F* (u*) (1.3.9)

ya que son funciones afines continuas maximas (1.3.5) .

Y el supremo de estas funciones es F** , de donde F** eslaI'—regulariza-
cién. Ahora si FF € T'(V), entonces, por la Definicién 1.3.3, F coincide con
' — regularizacién, y por lo tanto F** = F. ®
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1.3.10 Corolario. a) Si Fy y F; pertenecen a I'(V) y Fy = Fy entonces
Fy, = F,.
b) SiG e I'(V) y G < F entonces G < F*~.

Demostracién.
Como FYy = Fy y F1,F>; € I'(V), se sigue que Fy = Fy* = F3* = F}.

Sabemos que G < F por 1.3.7 b) obtenemos que F* < G* y también
G** < F** pero G** = G dedonde G < F**. @

1.3.11 Corolario. Para cualquier funcién F : V — R, tenemos que
Frees — P,

Demostracion.
Como F™* es la I'—regularizacién de F, tenemos que F** < F y por la
Proposicién (1.3.7) (b) se sigue que:
Fe < Fe*,

Abora por definicién tenemos que :
(F* )" (u) = sup {{(u,u*) — F*(u*)} = (u,u*) — F*(u*) es decir;
(u,u") — F“(u‘) < F*(u*) tomando el supremo sobre v € V < V=
obtenemos que;
Fe*(u) —=sup {(u,u") — F**(w)} < F~(u"). W
uev

Esto nos indica que F € (V) si solo si F** = F; y da lugar a una-

definicién.

Ya vimos que la polaridad restringida a I'(V') es una funcién de I'(V') en
I’(V*). Ahora por el Corolario 1.3.10 es inyectiva y para ver que es suprayec-
tiva sea G € I'(V*) entonces G € I'(V*""), ahora recordemos que V < V**
ya que se tiene la inyeccién candnica J : V — V** definida como sigue:
sea v € V fijo, la aplicacién v* — (v”,v) de V* en R es una funcién lineal
continua sobre V*, es decir un elemento de V**. Asi pues,

(JU, V) yau po = (V" V) e v paratodo v € V, y todo v* € V"

De hecho .J es una isometria. Por lo tanto podemos pensar a G* € I'(V**)
como G* € T'(V) restringiendo G* a V entonces G** € I'(V*),y por el Teorema
1.3.9 G** = G con lo cual concluimos que la polaridad establece una biyeccién
entre T(V) y T'(V*).

1
i
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1.3.12 Definicidén. §i F € T'(V) y G € T'(V*) diremos que estdn en du-
alidad si:

F=G"|v Y G = F~ (1.3.10)

Las constantes d=oo en V' y oo en V* estan en dualidad.
Sea V un espacio normado y V* su dual, denotaremos por ||-]| la norma
en V' y por ||-||, & la norma en V*. Tomamos una funcién ® € I'o(R) par y

denotaremos a ®* a su funcién conjugada la cudl también pertenece a I'o(R).
Entonces definimosa F: V —- Ry G: V* — R por:

F(u) = @ (|lu|)
Gu) = @ (|ull,) .
1.3.13 Proposicién. Bajo estas hipdtesis, F y G estdn en dualidad.

Demostracion.

Como @ y ®* son elementos de I'g(R) entonces, F y G también pertenecen
a T'o(V) y a I'o(V") respectivarmente. Por lo tanto es suficiente probar que
= G.

Fr(u") =sup {(u,u") — ®(|ul)} =sup § sup {(u,u") — (i)}
ueV >0 ueVv

{full=¢
=8 t]|u* — P(t
t‘;op {tllu|l, )}

como ® es par sup {¢||u*|, — ®()} = &*(J|ull.)- ®
teER

Ejemplo: .

Sean ®(t) = L |t[y @*(2) = X |t|° conay a” € (1,00) tal que, L+ =
1. Entonces ®(t) y ®°(t) pertenecen a ['((R). Probemos ahora que son
conjugadas.

De la desigualdad de Young
Ist] < 11s|® + X |t|* ahora
O (2) =s st — Liti*l <

(@) =sup {Istl — L 1t|"} <

1 o 1 L= al __ A a* I o

sup {& 1s17 + 2= 141 21617} =sup { oI} = 2= 1l
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Ahora como ®(t) y $°*(t) son pares continuas y convexas pertenecen a
To(R).
Entonces, por la Proposicién 1.3.13 podemos deducir que:

1 o 1 -
Fw =2l vy G@)=_:lu2

son funciones convexas conjugadas.

§1.4 La subdiferencial

Supondremos como antes que V es un espacio normado. Dirermos que una
funcién afin continua ! menor o igual que F' exacta en el punto z &€ V
si {(u) = F(u). En particular, F'(u) € R. La funcién ! serd entonces de la
forma.:

() = {v — u,u") + F(u) = (v,u") + F(u) - (x,u").

Necesariamente ! es mdxima, por lo que el término constante debersi sa-
tisfacer:

F(u) — (u,u”) = —F*(u"). (1.4.1)

1.4.1 Definicién. Una funcidn F de V en R es subdiferenciable en el
punto u € V st eriste una funcion afin continua exacta en u. La “pendiente”
u®* € V* de tal funcién afin continua serd llamada el subgradiente de F en
u, ¥y el conjunto de subgradientes en u serd el subdiferencial en u y serd
denotado por OF (u).

Si F no es subdiferenciable en u, tenemos que 9F(u) = @. Tenemos la
siguiente caracterizacién, inmediata de la definicién:

u* € OF(u) siy sélosi F(u)esfinitoy (1.4.2)

(v —u,u*) + F(u) < F(v), paratodoveV

Sea ! una funcién afin continua menor que F exacta en u, entonces [(u) <
F**(u) < F(u), pero por ser Il exacta en u, F**(u) = F(u). Entonces tenemos
los siguientes resultados:

Si OF(u) # 0, entonces F(u) = F**(u). (1.4.3)




36 1. Funciones Convexas

Fy -~
-
~ -
-~ -
-~ -
-~ -
-~ -
~ -
-~ -
- ———
—— ~ 7. ——
T — N TN - = e — —
——— = ~ T — —
—_— - ~ —_
-~ —_—
- -~ —
— -~
- ~
-~
~
~
~

Figura 1.19: La subdiferencial en 0, de la funcién valor absoluto; es el
conjunto {u* € V* : |u*| < 1}.

Si  F(u) = F*~(u), entonces 8F(u) = F**(u). (1.4.4)

Esto da a lugar a una propiedad, que juega un papel muy importante
dentro la subdiferenciacién en los problemas de optimizacidén:

1.4.2 Proposicion. Si F es propia entonces
F(u) =x‘21‘r/x F(v) siysdlosi 0e€ dF(u) (1.4.5)
Demostracién.

0 € 8F(u) si y sélo si (v —u,0) + F(u) < F(v), para todowv € V, es
decir, si y sdélo si F'(u) =1§151‘x/1 F(v). =

1.4.3 Proposicién. Sea F una funcién de V en R. y F* su polar. Entonces
u* € F(u) si y solo si:

F(u) + Fr(u") = (u,u") (1.4.6)

Demostracién.



81.5 La subdiferencial 37

/ \

Figura 1.20: Una funcién diferenciable que no es subdi ferenciable.

Sea u* € 8F (u) entonces F'(u) — (u,u*) = —F*(u"), por (1.4.1).
Ahora si se satisface que F(u) + F*(u®) = (u,u"), entonces la funcién afin
continua:
L(v) = (v,u*) + F(u) — (u,u*) (1.4.7)
es menor que F, ya que el término constante es igual a —F*(u*) , y es exacta
en u. @

Figura 1.21: Significado geémetrico de F(u) + F*(u*) = (u,u").

1.4.4 Proposicién. Para cada u € V, 8F(u) es cerrado y convezo.

Demostracién.

H
!
i
!
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Por definicién de F*, tenemos que:

F*(u) — (u,u”) = —F(w).
Entonces la Proposicién (1.4.3) puede ser escrita como:
OF(u) ={u" € V" | F*(u*) — (u,u*) < —F(u)}

¥y como F* € I'(V*), F* — (u,.) es s.c.i. y convexa por lo tanto 9F(u) es
cerrado y convexo. B

1.4.5 Corolario. Para toda funcién F de V en R, tenemos que:
siu® € OF(u) entonces u € 9F"(u"). (1.4.8)
St ademds F € T'(V) tenemos que:

u* € 8F(u) st y sélo si u € BF*(u”). (1.4.9)
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Demostracién.
Como F** < F, si u* € 8F(u), entonces:
F**(u) + F*(u*) < F(u) + F*(u”) = (u,u")

es decir,
F*(u) — (u,u*) < —F*(u*)

y por definicién de F** se tiene la igualdad, por lo tanto u € 9F* (u*).
SiFel(V), F**=F, y

F*~(u) + F*(u*) = F(u) + F*(u*) = {u,u")
es decir, u* € 9F(u) si y sélo si u € OF*(u*). W™

1.4.6 Corolario. §i F € T'o (R"), la grifica {(u,u*) € R x R"| u* €
OF(u)} de OF es cerrada.

Demostracion.

Sea {uk,up} una en R™ x R” tal que, u} € 8F (ux), ux — w,y up — u".
Para todo w € R", tenemos que:

{up, w — ux) + F(ur) < F(w) para toda k£ € N,
F(w) Zli‘{nia!nlf (ug, w — ug) + Fue) = (u*,w — u) + F(u)

por lo tanto u® € 9F (u). @
Recordemos (Véase ejemplo al final de la seccién 1.2) que una funcién
continua convexa no necesariamente es diferenciable. A continuacién veremos

que si es subdiferenciable.

1.4.7 Propaosicién. Sea F una funcion convezxa de V en R, finita y con-
tinua en el punto u € V. Entonces OF(v) # @ para todo v € int(dom F') y en
particular 9F (u) # 0.
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Demostraciéon.

Como F es finita y continua en u, entonces F es acotada por arriba en
una vecindad de u y por la Proposicién (1.2.20), continua y finita en int(dom
F). Entonces es suficiente probar que 8F (u) # 0.

Como F es covexa, ept F' es convexo. Por ser F continua existe una
vecindad O de u en la cudl F es acotada por arriba por una ¢ € R, el
conjunto O % ]¢, +o0o[ es un conjunto abierto de V' x R. contenido en epi F,
de donde el int(epi F') # 0.

Comeo (u, F(u)) pertenece a la frontera de epi F, entonces lo podemos
separar de int(dom F) por un hiperplano afin; obteniendo un hiperplano
soporte H de epi F, que contiene a (u, F(u)), con ecuacién:

H={(v,a) e VxR | (v,u")+aa=pF} donde u" €V, ay R
donde no todos los coeficientes son cero, y cumplen que:
para todo (v,a) € epi F, (v,u*) +aa =f
(u,u”) + aF(u) = 8.
De modo que si o # 0,
L (u) +8)
= W= y

es una funcién afin continua menor o igual que F, exacta en u.
Si a = 0, tenemos que:

para todo v € dom F (u,u")+aF(u) < (v,u")+aF(v) decir 0 < (v —u,u"),

de donde, la funcién afin {(v) = (v — u, ©*), es no negativa, en dom F = V.
Por lo tanto como I(u) = 0, u* = 0, y esto es una contradiccién. B

1.4.8 Definicién.. Sea F una funcion de V en R, si

i F+ 2v) = F(u)

Jim 2 (1.4.10)

existe entonces dicho limite serd llamado la derivada direccional de F
en la direccidn v, y lo denotaremos por F’(u;v).
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Si la funcién F es convexa dicho limite tiene algunas propiedades que son
las siguientes. Sean u y v elementos de V' y F una funcién convexa de V en
R, entonces definimos una funcién G como

G = F(u—f-,\';)—-F(u)

Ahora sean 0 < k < h por ser F convexa tenemos que:
k k k k
F(u—+ kv) =F 1-—71- u+x(u+hv) < I_E F(u)+EF(u+h-u)

vy multiplicando por i— se sigue que:

F (u+ kv) — F (u) - F(u+ hv) — F(u)
k - h

es decir, G (k) < G(h); sucede lo mismo si h y k son negativos. El significado
geométrico esta representado en la siguiente figura.

]u u+k uth

Figura 1.22: La pendiente de F(u) a F(u + h) es mayor que de F(u) a
F(u-+ k).

Si existe u* € V* tal que:

para todov e V F'(u;v) = (v,u*)
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diremos que F es Gateaux-diferenciable en u, y llamaremos a u* el gra-
diente en u de F, y lo denotaremos por VF(u). La unicidad de la diferen-
cial de Gateaux se sigue de la definicidén ya que si existe @* € V* tal que
F'(u;v) = (v,u") = (v,4") se sigue que (v,u” — @*) = 0 para todo v € V,
1o cudl implica que u* = 4*.

Sea F' una funcién de V en R convexa,

1.4.9 Proposicién. Si F es convexa entonces para todo A\ €R y todo
ve V.
F(u) + AF'(u;v) < F(u+ 2v)

Demostracién.

Sea A > 0 entonces sabemos que la funcién

G =

F (u+ Av) — F (u)
A

es creciente, es decir, que
AF (u;v) < Fu+ Av) — F(u).
Ahora si A < 0, la funcién G es creciente de donde:

F(u+ Av) — F(u)
A

< F'(u;v)
y asi
AF (o) < F(u+Av) — F(u). ®

1.4.10 Proposicién. Sea F una funcién conveza de V en R yu € V tal
que F es finita. Entonces u* € F(u) si y sélo si F'(u;v) = (v,u”) para
todo v € V.

Demostracion.

Por definicién u* € JF (u) siy sélo si (v — u,u*)+F(u) < F(v), para todo

- 1 € V. Haciendo v = u + ew, obtenemos € (w,u") + F(u) < Flu+egw), we€E

V para todo € > 0, de donde (v, u*) < F'(u;v) y esto es para todo v € V.
El regreso es andlogo. B
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1.4.11 Teorema. Sea F una funcidn conveza deV en R. Si F' es Gdteauz-
diferenciable enu € V, entonces es subdiferenciable enu y F(u) = {VF(u)}.
Inversamente, si en el punto u € V, F es continua y finita y tiene sdlo un
subgradiente, entonces F es Gdteauz-diferenciable enu y 9F(u) = {VF(u)}.

Demostracion.

Si F es Gateaux-diferenciable en u entonces F'(u) € 8F(u); ahora va-
mos a demostrar la unicidad; sea u* € 9F'(u) por la Proposicién (1.4.10)
tenemos que (v,u*) < F'(u;v) = (v, F’(u)), para todo v € V, es decir,

0 < (v, F'(u) —u*) v € V,y se sigue que u* == F’(u).
Inversamente, por la Proposicién (1.4.9), tenemos que:

F(u) + AF' (u;v) < F(lu+ Av) paratodo A€ Ry todoveEV

Es decir, la recta en V x R definida como:
£ = {(u+ Av, F(u) + AF'(u; v))| X € R},
no intersecta el interior de epi F. Pero el int(epi F) es un conjunto abierto
convexo y no vacio, porque F' es continua y finita. Por el Teorema de Hahn-
Banach, existe un hiperplano afin H que contiene a £ y no intersecta a
int(epi F). Como (u, F(u)) € £, entonces H es la grifica de una funcién afin

y continua menor que F y exacta en u. Por hipétesis el subgradiente u* de
F en u es dnico, as{ que u* es la pendiente de H.y como H contiene a £ :

F(u;v) = (v,u*). @

1.4.12 Definicién.Denctaremos por C'(R™, R) al conjunto de funciones
F : R™ — R tal que su derivada es continua.

1.4.13 Proposicién. Si F € C'(R"™, R), estrictamente convezra y tal que

% — oo si |lu|| — oo. (1.4.11)

Entonces F* € C'(R", R).
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Demostracion.

La demostracién la haremos en tres etapas:

1.- Como F € C'(R", R), F es Gateaux diferenciable, por el Teorema
1.4.11y el Corolario 1.4.5 tenemos que 8F (u) = u" si y sélo si u = F*(u*).

2.- La funcién 8F* : R®* — R"; u* — u donde u = 8F*(u"), es continua
por el Corolario 1.4.6 la grifica de 9F* es cerrada entonces es suficiente
probar que la imagen de conjuntos acotados es acotada. Sea ||[u*l] < p ¥y
u = OF"*(u") entonces dF(u) = u* de donde

F(0) = F(u) — (u*,u)
¥ por la desigualdad de Cauchy

|F(0) — F(u)]
llul|
y por (1.4.11) [|lu|| es acotado.
3.- Seau = 9F*(u*) y un = 8F*(u*+h) para algin uv* € R", h € R\ {0},
por la.definicién de subdiferencial, tenemos que:
(h, Up — 'u)
kil

Y como 8F* es continua, si A — 0 entonces u; — u de donde F* es dife-
renciable en v con VF*(u*) = u = 8F*(u*). Por lo tanto F* € C'(R",R). @

slell<e

< Fru by = Fru) — (hw)

< |lun —u|] -
I1=]]

o]

=

1.4.14 Proposicién. Sea F una funcidén Gdteauz-diferenciable, de A C V
en R con A convexo. Fntonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

F es convexra sobre A (1.4.12)
F(v) = F(u) + (v — u, F'(u)), para todo u,v € A. (1.4.13)
De igual manera son equivalentes:

F es estrictamente convera sobre A (1.4.14)

F(v) > F(u) + (v — u, F'(u)), para todo v, v € A uzv. (1.4.15)
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Demostracién.

Por la Proposicién (1.4.11), sabemos que (1.4.12) implica(1.4.13). Ahora
la desigualdad (1.4.13) se puede escribir con vy (1 —A)u+Av tal que u,v € A,
A € ]0,1[, de modo que
F(u) = F>((1 — Au+ 2v) + (A(u — v), F'(Qv + (1 — N)u))
= Fu+A(v—u))+ A(u— v, F/(A(v — u) +u)).
Por lo tanto,

A =NF@)zZ A=A (F(u+Av—u)) + A((u — ), FF(Mv —u) +1(1)))~

1.4.16)
También la desigualdad (1.4.13) se puede ver como:
F(v) 2 F((1 — XNu+ Av) + (v — (Av + (1 — A)u), F/(dv + (1 — Nu))

=Fu+4+ (v —u))+ (1 - A){v—u, F/(AM(v —u) +u)).
Por lo tanto,

AF@) 2 A(F(u+2(v —u))+ (1 — A (v —u, F'(AMv —u) +u))). (1.4.17)
Sumando (1.4.16) y (1.4.17) obtenemos:
F(u+ A(v —u)) < AF@) + (1 — A)F(v).

Para ver que (1.4.14) implica (1.4.15), sabemos que por ser F estricta-
mente convexa se sigue que:

Fu+ Xv — u)) < (1 — A)F(u) + AF(v)

(v —w, FP(u)) < F(u + A(v ;u)) — F(u)

< F(v) — F(u).

Para demostrar que de (1.4.15) se sigue (1.4.14), sélo hay que tomar en
cuenta que las desigualdades son estrictas si v 7% u. B
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La convexidad de una funcién es lo mismo que la diferencial de Gateaux
sea mondtona:

1.4.15 Proposicidn. Sea F une funcidn Géteauz-diferenciable de A C V'

en R, con A convexo. Entonces F es convera si y sélo si la diferencial F' es
un mapeo mondtono de V en V*, es decir:

para todo uy,uz € V, {ur — uz, F'(uy) — F'(u2)) = 0. (1.4.18)

Demostracién.

Como F es convexa por la Proposicién (1.4.14), F/(u,) y F'(uz2) son sub-
gradientes de F' en u,; y ug, es decir, para todo u, y u2 en V se tiene que:

{uz — w1, F'(wy)) + F(u,) < F(uz2),

(uy — ua, F'(uz2)) + F(u2) < F(u,),
sumando obtenemos:

(uy — ug, F'(u,) — F'(us)) = 0.

Inversamente, si F es Gateaux-diferenciable y si F’ es mondtona, la
funcién ¢ de [0, 1] a R definida como:

P(A) = F(u+ AM(v — u)) para todo uv,v € V
es diferenciable, es decir:
PN = (v —u, F' (u + A(v — u))).

Por ser F’ mondtona se sigue que, ¢’ es creciente, entonces ¢ es convexa
en [0, 1], y en particular para todo A € [0,1] :

d(A) = (1 — XN)¢(0) + Ap(1),
es decir,
Fu+ Q1 —MNu) < AF(@)+ (11— ANF(u). @
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Calculo subdiferencial.

1.4.16 Proposicién. Sea FF : V — R y A > 0. Tenemos que para todo
ueV:
O (AF) (u) = AOF (u), (1.4.19)

Demostracién.
u* € 9 (AF)(u), siy sélo si
(u*, v — u) + AF(u) < AF(v) para todo v € V,
si y sdlo si .
uT,‘u — u.> + F(u) < F(v) para todo v € V,
siy s6lo si u® € AGF(u). @
1.4.17 Proposicidén. Sea F} y F2 : V — R. Entonces para todou € V :
OFy (u) + 8F% (u) C 8 (Fy + F3) (u), (1.4.20)
Demostracién.
Sea uj € 9F; (u) y u3 € 8F; (u) entonces para todov € V :
(ui, v —u) + Fi(u) < Fi(v),
(u3,v —u) + Fa(u) < Fa(v),
sumando obtenemos:
(4 + u3,v — u) + Fy(u) + Fa(u) < Fi(v) + Fa(v),
lo cual implica que u] + u3 € (F) + F2) (u), paratodou e V. @

1.4.18 Proposicidn. Si F, y F; € T'(V), y si existe un @ € domFiNdomFx,
donde F, es continua, entonces:

OF; (u) +0F% (u) = 8 (Fy + F2) (u), para todo uw € V. (1.4.21)
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Demostracién.

Lo que tenemos que demostrar es que para todo u* € 8 (F) + F2) (u)
se puede escribir como uj + u3, con u} € IF1(u) y uj € 9Fz (u). Como
u* € 8 (F1 + F) (u), se tiene que:

(u*, v — u) + Fi(u) + Fo(u) < Fy(v) + Fa(v), para todo v € V' (1.4.22)
Comnsideramos a los conjuntos:
C, = {(v,a) |FA@)—(v—-u,u") — F(u)<a}

Cz = {(v,a) |Fa(u) — F2(v) = a}.
Por (1.4.22) C, y C2 sdlo tienen puntos frontera en comin.

Vamos a ver que los conjuntos son convexos. Sean (w,a) y (v, b) elementos
de C, y para todo A € [0,1] :

Aa < AFR(u) — AFp(w)

1 =26 < (1= 2NFe(u) — (1 — X)F(v)
sumando obtenemos:

Aa + (1 — N)b < Fo(u) — (1 — A Fp(v) — AFa(w)
Yy como F) es convexa:
Aa+ (1 — Ab < Fp(u) — Fz (1 — A)v + Aw)

que es lo mismo que ((L — A)v + Aw,Aa+ (1L — A\)b) € Cz para todo A €
[0, 1] ; lo cudl implica que C, es convexo. C) es la epigrafica de la funcién:

G(v) = Fi(v) — (u*,v) — Fy(u) + {u*,u)
la cual es convexa y continua en %. Entonces €, es un conjunto convexo con

interior no vacio. Podemos separar int{(C,) y C2 por un hiperplano cerrado

afin. Es fdcil ver que H no es vertical y por lo tanto es la grifica de una
funcién afin continua.

v— {(v,v")+a, donde v eV y acR.
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Figura 1.23:

La condicién de separacién puede ser escrita de la siguiente manera para
todov € V:

Fp(u) — F2(v) < (v,2") + o < Fi(v) — (v — u,v") — Fi(xn),
evaluando en v = u, obtenemos a = — (u, v") , y entonces:
Fa(u) — (v,v7) + (u,v°) < Fa(v),
(v —u,~v*) + Fa(u) < Fp(v),
y también:
(v, v%) — (u,v") + (v —u,u") + Fi(u) < Fi(v),

(v — u,u* 4+ v°) + Fi(u) < F(v).

De donde —v* € 8F3(u) y u* + v* € 9F 1(u). Haciendo u} = u* + v~ y
u3 = —v"* obtenemos el resultado. @

Diferenciabilidad de Frechet
Sea V un espacio vectorial normado.

1.4.19 Definicién. Una funcién F : V — R, es Frechet diferenciable
en u €V sieriste u* € V* tal que:

F(u+ h) — F(u) = (u*, h) + a(u, h)
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donde %"ﬁ — 0 cuando ||kh]] — O.

A (u”, h) se le llama diferencial de Frechet y al operadoru* derivada
SJuerte de F en el punto u. Denotaremos esta derivada por F'(u).

La unicidad de la derivada se sigue de la definicién en efecto, supongamos
que:

F(u + h) — F(u) = (u*, h) + a(u, h) = (@, h) + &(u, h);
entonces,
{ur, k) — (@, )| _ |&(u, h) — a(u, h)|
] IRl

de donde .
Mﬁﬁﬂ —0 s |l —o. (1.4.23)

Si existe h tal que:

Wus, kY — (@ Byl _
AT A#0

tendremos que para toda ¢ % 0

{u*, eh) — {(G*,eh)| _
W&

y esto es una contradiccién ya que (1.4.23) no se cumple.

Sefialemos algunos resultados que se siguen de la definicién.

1. Si F(u) = k con k una constante entonces F’(u) = 0.

2. La derivada de una funcional lineal L continua es ella misma, en
efecto:L{u + h) — L(u) = L(h).

3. Sean F y G funciones Frechet diferenciables y a € R; entonces F + G
y aF son Frechet diferenciables.

Las propiedades de Frechet diferenciable y Gateaux diferenciable consti-
tuyen conceptos diferentes inclhuso en el caso de espacios de dimensién finita.

Efectivamente es bien sabido que para una funcién f : R* — R con n > 2
la existencia de:

A

i £E+20) = F()
A0 A
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para todo y no implica que f sea diferenciable; mas aun que sea Gateaux
diferenciable no implica Frechet diferenciable. Como ejemplo sea f : R2 —
R:

T+y+ o sizZ+y?2#0
fl=y) = +y

(o] si 2 4-y2 = 0.

Esta funcién es continua en todo R?. Y es Gateaux diferenciable en (0, 0),
ya que:

A3viav,

X Xuf+Azgf T Uz

SO+ ) — £(0)
/\.

f'(0;v) =lim =lim v + vz +

Y no es Frechet diferenciable ya que

3
= - - — _viv2
a(0,v) = f(0O+v) — F(O) - vy + v pyr g
Entonces tomando vz = v}, tendremos:
a(0, v) . v} 1
lim ———* =lim ——Ll_—. — ~ £ 0.
vli—o  [lvif v1—0 2 Sl 4 ui 2

Pero si una funcién es Frechet diferenciable entonces es Gateaux dife-
renciable ademas las diferenciales coinciden. En efecto sea F una funcién
Frechet diferenciable, entonces tenemos:

F(u + Av) — F(u) = (F'(u), Av) + a(dv) = A (F'(u),v) + a(iv)
de donde
F(u+ Av) — F(u)
A

Las condiciones para las cuales Giteaux diferenciable implica Frechet
diferenciable estin dadas en el siguiente teorema.

= (F"(u), v) + °—‘(1’\\L) —a (F(w), Y.

1.4.20 Teorema. Si una funcidn F es Gdteaux diferenciable en una vecin-
dad U de ug y la derivada débil de F' es continua en dicha vecindad, entonces
F es Frechet diferenciable en uy y las derivadas coinciden.
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Demostracién.

Por hipditesis la funcién es Gateaux diferenciable en ug es decir F/(ug, v) =
(F'(uo),v) sea v tal que v + ug € U y consideremos la expresiéon:

a(ug, v) = F(ug+ v) — F(ug) — (F'(ug),v).
Definimos la funcién f : [0,1] — R como f(t) = F(up + tv), esta funcién

es diferenciable con derivada f'(t) = (F'(ue¢ + tv),v) y por ser f diferenciable
sabemos que existe # € [0, 1] tal que:

f(0) — F£(1) = £'(6)
P es decir:
F(ug) — F(ug + v) = (F'(uo + 8v),v) con 6 € [0,1].

De donde

a(uo, v) = (F'(uo + 6v), v) — (F'(u0),v) = (F'(uo + 0v) — F'(uo),v),
con 6 € [0,1] y ademas

la(uo, v)| < |F'(uo + 6v) — F'(uo)|l {Iv|

y como F'(ug) es continua:

‘ lax(uo, v)|
0=

Con esto queda demostrado que F es Frechet diferenciable y ademéds su
derivada coincide con la derivada de Gateaux. @

Ejemplo:

Sea V un espacio de Hilbert y F(u) = ||uj|?>. Entonces

< | F'(uo + 6v) — F'(up)ll — 0 si |jvll — 0.

e + AN = llal® = 2 (u, k) + |2l
de donde F'(u) = 2u.




Capitulo 2

Minimizacién y Desigualdades
Variacionales

§2.1 Resultados sobre existencia

Recordemos que un espacio de Banach es reflexivo si y sdélo si la bola
unitaria es compacta en la topologia débil [Bre] Teorema I11.16. Esto implica
que cualquier sucesidén acotada tiene una subsucesién débilmente convergente.

Los espacios de Hilbert y los espacios LP (1 < p < oo) son reflexivos
[Bre] Teorema IV.10.

Nos interesa el problema

ye'xg F(v). (2.1.1)
Un elemento de u € C tal que:
F(u) ='1Ixelg F(v) (2.1.2)
es una solucién de nuestro problema.
Un criterio para la existencia de soluciones es el siguiente:
2.1.1 Teorema. Sea V un espacio reflerivo de Banach con norma \|-||, ¥

M C V un subconjunto débilmente cerrado de V. Si F : M — RU {oco} es
tal que:

(i) F coerciva en M con respecto a V, es decir, F(u) — oo st ||lu|| — oo, u € M.

(2-1.3)
53
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(i2) Para toda u € M y toda sucesidén u, en M (2.1.4)
tal que u,, — u débilmente en V se cumple que:

F(u) =<lim _inf F(tum).
Entonces F es acotada por abajo en M y alcanza su infimo en M.

El concepto de sucesiones minimizantes ofrece una prueba aparentemente
constructiva.

Demostracién.

Si FF = oo no hay nada que probar. Supongamos pues que F no es
idénticamente -+oo en M. Sea ag = uléll{‘ F(u) y sea u, una sucesién mini-
mizante en M; es decir tal que F(um) — ao.

Ahora veremos que u,, es acotada; F'(u,,) converge a ag # +oo, si supo-
nemos que u,, no es acotada es decir [jun|] — oo, esto contradice que F sea
coerciva, por lo tanto u,, es acotada.

Como V es reflexivo, existe una subsucesién de u,. que converge débilmente
a u € V. Pero como M es débilmente cerrado se sigue que u € M, y por (i)
tenemos que:

F(u) <lim _inf F(um) = ag.
-

En la siguiente gréifica se dan ejemplos mostrando que las hipdtesis (Z) y
(ii) son necesarias.

Figura 2.1: F no satisface (i) F' no satisface (i%).
Sea V un espacio de Banach reflexivo con norma ||-|| y C un subconjunto

de V convexo, cerrado no vacio. Tomamos una funcién F de C en R y
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supondremos que:
F es conveza y s.c.i. (2.1.5)

En algunos casos es preferible cambiar el problema (2.1.1) por un pro-
blema de minimizacién sobre todo el espacio V; para esto a la funcién F y
al conjunto C le asociamos una funcién F' : V — R, definida por:

F(u) si we C,
F(u) = { (2.1.6)
+oo st ug C.

Por (1.2.5) y la observacién (1.2.6) es obvio que F es convexa y s.c.i.;
entonces el problemas:

inf F(u) (2.1.7)

es idéntico al problema (2.1.1), el infimo es el mismo, asi como el conjunto
de soluciones.

2.1.2 Proposicién. El conjunto de soluciones de (2.1.1) es un conjunto
cerrado convezo contenido en C; (puede ser vacio).

Demostracién.

Denotaremos al infimo en (2.1.1) como «. El conjunto de soluciones es:
{uEV Iﬁ'(u)ga}cc

y el resultado se sigue por (1.2.3), y (1.2.8). 8
Si en el Teorema (2.1.1)cambiamos las hipétesis de que M es débilmente

cerrado y (ii), por (2.1.5) y suponemos que F' es coerciva 6 que C es acotado
obtenemos el siguiente resultado.

2.1.3 Corolario. Sea F : C — R conveza y s.c.i. Supongamos que, o bien
el conjunto C es acotado, (2.1.8)

o bien que la funcion F es coerciva sobre C, es decir:
lim F(u) = +o0, para u€C, |lu||— oco. (2.1.9)

Entonces el problema (2.1.1) tiene al menos una solucion. Tiene una
solucidén dnica si la funcion F es estrictamente conveza sobre C.
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Demostracién.

Como C es convexo y cerrado es débilmente cerrado en V ([Bre] Teorema
IIL.7 ). Y como F es s.c.i., satisface (2.1.4) (véase Corolario 1.2.16).

Si F es coerciva en C se satisfacen (2.1.3), (2.1.4) y por tanto ¥ alcanza
su infimo en C. Y, si C es acotado F es trivialmente, coerciva en C.

Si u, y u2z son soluciones, con F estrictamente convexa, tenemos que:

F (%) < % (Flw) + F(uz) = a.

¥y esto es una contradiccién. @

|

&

Figura 2.2: Si definimos la funcién 1/z en el cerrrado [a, +-o0), obtenemos
una funcién convexa que no tiene minimo.

2.1.4 Proposicién. Sea a(u,v) una forma bilineal continua sobre V, coer-
civa en el sentido de:

alu,u) = aflul? vueVv, con a>0.

(2.1.10)
Para toda Il € V*, eriste una 1inica u tal que la funcidén:

F(v) = a(v,v) —2(,v), (2.1.11)
alcanza su minimo.

Demostracion.

Esta propiedad es una consecuencia del corolario anterior sélo basta de-
mostrar que la funcién, v — a(wv, v); es estrictamente convexa. Por (2.1.10),
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a(v —w,v —w) = a|lv—w|?, ¥ si v # w entonces a(v — w,v — w) > O,
entonces:
2a(v,w) < a(v,v) + a(w, w), (2.1.12)

sea A € ]0, 1[, por (2.1.12), tenemos que:

2A(1 — ANa(v,w) < A(1 — A) (a(v, v) + a(w,w)) (2.1.13)
ahora veremos que es estrictamente convexa: 7
a(Av+ (1 —A)w, Av+ (1 —A)w) = A2a(v,v) +2A(1 — Aa(v, w) + (1 — A)2a(v, v)
¥ por (2.1.13) se sigue que:

< A(1 — A)(a(v, v) + a(w, w)) + A2a(v,v) + (1 — A)2a(v,v)
= Aa(v,v) + (1 — Aa(v,v).
Para probar que F, cumple (2.1.9) observemos que:

(e llvll —2i2ll)° + 2a ol fl2ll. = ©

es decir:
o |o|* — 2 (ol 12ll. + 422 = 0
4
allvll® — 2 lwl . = - 12
(= 4
a flvli* — 2wl N2l = 3 ol — 2 12 (2-1.14)
ahora:

F(v) = a(v,v) = 2(,v) = a|lvl* —2{l 1.
y por (2.1.14):
Fy = S ill? — 2 .

Cuando C es acotado, (2.1.10) puede ser reemplazada por:

a(u,u) = 0, VueV. @

FEE NP RO SRRV TURE S S NP SR
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§2.2 Caracterizaciones de soluciones.

Es bien sabido que si F' : V — R es Gateaux-diferenciable y si F(u) =
x‘gx‘r’x F(v) entonces (F'(u),w) = 0 para todo w € V. (Véase 1.4.2 y 1.4.11).
El inverso no es cierto como lo muestra el siguiente ejemplo a menos que

F sea convexa.

Fzx)=z% =xeR

De hecho, si F' es convexa todos los puntos criticos son necesariamente
minimos y se pueden caracterizar como sigue:

2.2.1 Proposicién. Sea F que satisface (2.1.5) y es Gdteaux-diferenciable
con derivada continua F'. Entonces si u € C, las siguientes tres condiciones
son equivalentes:

u es solucién de (2.1.1), (2.2.1)
(F'(u),v—u) =0 Vv € C, (2.2.2)
(F'(v),v —u) =0 vv e C. (2.2.3)

Demostracion.
Si u es solucién de (2.1.1), entonces:
F(u) < F(1—Mu+ M), YweC, yvaelol]
de donde:

Flu+ Mo —w) = F(w) _
- > 0.

Y si A — 04, tenemos:
(F'(u),v —u) =0 Vv € C.
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Inversamente si v cumple con (2.2.2) por ser F convexa, tenemos:
F Alv — —
Fv) — Fu) > T+ A A“)) W vuec, yvaelo ]
Ahora si A — 04, tenemos:
F(v) — F(u) 2 (F(u),v—u) =0 Vvecl,
es decir:
F(uv)— F(u) =0 vvedl,
lo cual demuestra que u es solucién de (2.1.1).
Demostraremos que (2.2.2) es equivalente a (2.2.3). F’ es un operador
monétono de V en V*, (prop.1.4.11), es decir,
(F'(v) — F'(u),v —u) 20, Vu,veV (2.2.4)

Si u cumple (2.2.2):

(F'(u),v—u) >0 v € C,

sumando estas dos iltimas desigualdades obtenemos:
(F'(v),v—u)y =0 vv € C.

Inversamente si u satisface (2.2.3), tomando v = (1 — Nu + dw, w € C,
A €10,1[, tenemos que:
(F' (1 — Nu 4+ 2w), (1 — Nu+dw — u) = (F' ((1 — Au+ Aw), Mw — u))
es decir:
AMF' (1= Nu+ Aw),w —u) = 0 <>
(FF (A —Nu+2xw)y,w—u)=0 (2.2.5)
La funcién A — (F'(u + AMw — w)), w — u), es la derivada de la funcién

A — F(u + XMw — u)); que por hipdtesis es continua y entonces, cuando
A — 0, (2.2.5) se convierte en:

(Fi(w),w—u) =0 YVweC. @

Nétese que la continuidad de la derivada se usé tinicamente para probar
la equivalencia de (2.2.3) con las anteriores.
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Ejemplo:
Sea F' como en la Proposicién (2.1.4) su diferencial estd dada por:
(F'(u),v) = 2{a(u,v) — {, )}, Yv €V,

entonces el hecho de que

se el minimo de (7?) en C es equivalente a las
siguientes condiciones:

a(u,v —u) — {{L,v—u) =20, YVvel yuel,

a(v,iv—u) —(LLv—u)y=0, Vvel, yueC.

2.2.2 Proposicién. Sea F = F, + F», Fi y Fy funciones convezxas s.c.i.
de C en R, F| Gdteauz-diferenciable con derivada continua Fi{. Entonces si
u € C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

u es solucidon de (2.1.1), (2.2.6)
(F{(u),v —u) + Fao(v) — F2(u) 2 0 vv e C, (2.2.7)
(Fi(v),v — u) + Fa(v) — Fp(u) =0 Vv e C,. (2.2.8)

Demostracién.
Si u es el minimo en (2.1.1) entonces:

F(u) < F((1 — Mu + Av), YuveC, Vieloil,

pero

F((1—MNu+2) = Fi((1 —XNu+ ) + Fo((1 — Mu+ dv)

y por convexidad de F3 :

< Fi((1 — Mu + Av) + (1 — N Fe(u) + AFz(v)

es decir:

Fi(u) + Fo(u) < Fi((1 — Nu + Av) + (1 — A Fa(u) + AF2(v)
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de donde:
0 < Fi(u+ A(v — u)) — Fi(u) + A(Fe(v) — F2(w))

o< BELAC =W = A6 | p)  mw

vy haciendo A — O, obtenemos:
(Fi(u),v — u) + Fa(v) — Fo(u) =0 Vv e C.
Inversamente como F) es convexa:
Fi(v) — Fi(u) — (Fj(u),v —u) >0, Vv € C, (2.2.9)
¥ si sumamos (2.2.7) y (2.2.9) se sigue que:
Fi(v) — Fi(u) + Fe(v) — Fa(u) =20
lo cual indica:
F(v) — F(u)y >0 vve C
¥ por lo tanto u es solucién de (2.1.1).
Ahora demostraremos la equivalencia entre (2.2.7) y (2.2.8).
que F] es mondtono:

Sabemos

(F{(v) — F{(u),v—u) = 0,
si sumamos esta desigualdad con (2.2.7) tenemos que:
(F{(v),v — u) + Fa(v) — Fa(u) >0 vv e C.

Inversamente si u cumple con (2.2.8), tomamos v = (1 — A} u+Aw,
C, A €]0,1], y vemos que:
(F{({(1—MNu+Aw),(1 —A)u+dw—uw)+F (1 — A u+ Aw)—Fp(u) 20 Vw € C,

w e

AFI (1= Nu+2A2w),w —u)+F (1 - A)u+ Aw)—~Fa(u) >0 vYw e C,
¥y por convexidad de F; :
A(F{ (1 — A)u+ Aw) ,w — u) + A (Fz (w) — F2(u)) =0 vw € C,

Dividiendo entre A y haciendo A — 0., obtenemos:
(F{(u), w — u) + Fo(w) — Fo(u) >0 vweC.®
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2.2.3 Observacidn. La proposicidn (2.2.2) es una generalizacién de la
proposicion (2.2.1).

Ejemplo:

Desigualdades Variacionales.

Sea V' un espacio de Hilbert con proditcto interior denotado por {(-,:), ¥
sea ¢ una funcién propia convexa, s.c.i. de V en R es decir, o € I'g(V). Sea:

F=F, + F, Fa(u) = p(u),

1
A@=3llu-zl?, =€V, fjo.

Como F} es estrictamente convexa y s.c.i. por la observacién (2.1.4),
entonces se sigue que F' es estrictamente convexa y s.c.i. Ahora vamos a
demostrar que la funcién F es coerciva sobre V'; como ¢ &€ I'g(V"), existe una
funcién afin continua menor que ¢ la cudl la podemos escribir como:

(y,*) + xR,
entonces
Fu) = v —2l® + (y,u) + a

ahora observemos que:
fllu—=zlP +(yw) = § (u — =, u — 2) + (y,u)
=3(u—z,u—z)+{u—z,y) + (g, z) + 3 (v, »)
—3 (v ¥) — j(z,x) + 3 (=, )
=i(u—z,u—z)+{u—z,v)+ (v v) — v, ¥
-+ (y, ) — 3 (z,z) + } (=, x) \

=i{u+y—zut+y—z)—3 (¥ —x,y — 2)+3 {z,T)
=%illu+y —z|® - iy —z)®+ L=

por lo tanto obtenemos que: .

Fu) = jlle+y — =l ~ §lly ~ =l + 5 llzl® + o,
de donde se deduce que F es coerciva.

Entonces podemos aplicar el corolario (2.1.3), con C = V; existe un tinico
elemento © € V tal gue la funcién:
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F(v) = 3 lv - z|* + (v).

alcanza su infimo en u y por la proposicién (2.2.2) sabemos que u esta ca-
racterizado por las siguientes condiciones:

(u— =z, v —u) + (@) —p(u) =2 0, Vv eV, (2.2.10)

(v —z,v—u) + p(v) —(u) =0, Vv e V. (2.2.11)

es decir, que estas desigualdades tienen solucién tnica.

Estas desigualdades se llaman desigualdades variacionales y aparecen en
problemas de minimizacién de funciones convexas. Por ejemplo, si ¢ = xc es
la funcién caracteristica de un subconjunto C de V entonces las ecuaciones
anteriores se transforman en:

uve C y (x —u,v —u) <0 Vv e C

axr
ey
Tu
R 7
Representacién geométrica de la desigualdad variacional.

y u es el \inico punto de C que minimiza la distancia a x.
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Capitulo 3

Sistemas Hamiltonianos

§3.1 Soluciones peridédicas de Sistemas Hamil-
tonianos

Sea H : R?>™ — R una funcién de clase C!. Una curva z(t) = (p(t),q(¢)), en
R?2", t € R, que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales:

p=—Hyp,q)
. 3.1.1
{ q = Hy(p,q) ( )
se llama una solucién del sistema Hamiltoniano (3.1.1). Podemos
escribir este sistema en forma matricial como sigue:
= JVH(x) (3.1.2)

donde
{0 —rI
7=(79)
con I la matriz identidad de n < n. Notemos que - Jx == O para todo z € R2".
Queremos encontrar soluciones periédicas del sistema es decir solu-
ciones tales que x=(t) = (¢ + T') para todo t € R y algiin periodo T € R..

Observemos que toda solucién z(t) de (3.1.2) estd contenida en alguna
superficie de nivel de H. En efecto, por la regla de la cadena,

2 H (2(®)) = VH (2(8)) - (8)

65
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= VH (z(t)) - IVH(z)
= 0.

Asi, H (x(t)) =constante.
En esta seccién probaremos el siguiente teorema:

3.1.1 Teorema. Sea H € C'(R?*", R) estrictamente convera, no-negativa
y coerciva. Supongamos que H(0) = 0. Entonces para toda @ > 0 existe una
solucion periddica x(t) de (3.1.2) con H (x(t)) = o para todo t € R.

Este teorema se debe a P.H. Rabinowitz [1973], [1978] y A. Weinstein
[1978] , ademas generaliza un resultado previo de H. Seifert [{1948]}. La de-
mostracién gue aqui daremos se debe a F. Ciarke.

§3.2 Cambiando el Hamiltoniano

Empecemos notando que

3.2.1 Proposicién. Si H : R*" — R, es coerciva, no-negativa y estric-
tamente converxa, con H(0) = 0, entonces para toda o« > 0, el conjunto
C,= {x € R* : H(x) < a} es estrictamente convezo y acotado.

Demostracion.

Ya sabemos que C, es un conjunto estrictamente convexo, ahora si supo-
nemos que no es acotado, podemos encontrar una sucesién {z,} contenida

en C, tal que ||z,|] — oo. Pero H(z,) < «. Esto contradice que H sea
coerciva. B

3.2.2 Proposicién. Si H € C'(R?*,R) es coerciva, no-negativa y estric-
tamente conveza, con H(0) = 0, entonces dados & > 0 y z € R?*\ {0} existe
un dnico nimero pu(x) > 0 tal que p(x)x € So = {z € R*™ : H(z) = a}.
Mds ain, la funcion

p: R?\ {0} — (0,00)

es de clase C*.
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Demostracién.

Primero veremos que la funcién g estd bien definida. Por la observacién
anterior tenemos que S, es un conjunto acotado y ademds acota a una vecin-
dad estrictamente convexa del origen. Ahora para todo z € R?" nos fijamos
en larecta L, = {tx | t € R+ }; por ser .S, acotado se sigue que S,N L. #% @;
suponemos que existen u y v en S, M L., con [lu|| < ||v||, entonces existe
7+ € (0,1) tal que v = 7 -0 +(1 — T)v , por ser H estrictamente convexa
tenemos que,

a=H@)<tTHO)+(1-7)H@) =1 —-7)H@@)=(1 —7)x

Figura 3.1: La funcién u

¥y esto es una contradiccién. Entonces existe un tinico « € S.N L, y por estar
en L, existe un to € R+ tal que u = toz, es decir u(x) = to.

Para ver que u es de clase C! aplicamos el teorema de la funcién implicita
aF:R"™xR — R, F(zx,u) = H(uz)—c, de lasigniente manera: F € C!, ya
que H lo es. Dado =z € R?"\ {0}, podemos encontrara u tal que H(uzx) = a,
es decir F(z, u) = O para todo z € R?™\ {0} . Por ser H estrictamente convexa
¥ por la proposicién 1.4.15 tenemos que (uz — 0) - (VH (uz) — VH(0)) >0
de donde ux - VH(yz) > 0 como pu > 0 se sigue que z - VH(ux) > 0 por

lo tanto —#- = x - VH(uz) > 0, y por el Teorema de la funcién implicita
({Ru], Teorema 9.18) u(xz) € C* (R*"\ {0}).®
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Ahora vamos a calcular pu(Az), sabemos que p(Ax) z = pu(z)xr de donde
w( Az = p(x) es decir

n(hz) = @ (3.2.1)
Sea 1l < g < 2, vamos a reemplazar H por la siguiente funcién:
_ Gone st =zl #0
H(z) =
o si  |lz|} = 0.

La gréifica de esta funcién es de la forma.:

Figura 3.2: La gréfica de H.
Observemos que:

3.2.3 Proposicién. Sean H y o como en la proposicién anterior. En-

tonces:

(a) H € C'(R?™,R).

(b) H es estrictamente convera, no negativa.

() H(Azx) = M H(x) para A = 0, T € R?>",

(d) Si z(s) es una solucidn no trivial, periddica de £ = JV H(z) entonces
eristen ¢ > 0 y una reparametrizacion s = s(t) de z tales que z(t) = cz (s(t))
es solucidn de (3.1.2) en S, = H™'(«).
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Demostracién.

Demostracién de (b). Para ver que H es estrictamente convexa, sean u, v €
R2" con H(u) = ny H(v) = m podemos suponer que m < n, de donde
u, v € Cy {:z eR? : H(z) < n} pero como C, es estrictamente convexo
se sigue que tu+(1 — t) v € int Cpsit € (0,1), esdecir A (tu+ (1 —t)w) <t
H(u) + (1 —t) H(v). _

Demostremos (c), H(Az) = T\W y por 3.2.1 H(\z) = (,))u = MNH ().

Ahora demostremos (a), sabemos por 3.2.2 que H € C! R2" \ {0}) . Sean

z € R?*\ {0}, A > 0. Dado & # 0 escribdamoslo como t\ = h.. Entonces, dado
v € R2",

HOx +hv) — HQAz) _ HOx +tav) — HOz) sa-1 H(z + tv) — H(x)
h - tA - t

y tomando el limite cuando ¢ — 0 tenemos que

H' (Az;v) = A1 H(x; v)
y como H € C' (R \ {0}),
VH(MAx) = A1V H(x).

Dado y € R®" \ {0} lo escribimos como y = Az con z € Sa, A > 0. Como
Sa es compacto y VH(z), x € Sa, es continuo, IVH(::)I < K para alguna
constante K > 0. Entonces 0 < lVfi(y)' = At IVI:I(:J:)I < AlK — O si
A — O es decir, VH(y) — 0 si y — O.

Para demostrar la dltima afirmacién podemos suponer que existe ¢ > 0 tal
que H (z(s)) = —cl; para toda s ya que z es no trivial. Sea u© = cz. Entonces
H(u) = c"H(2) = 1, es decir, u € H-1(1) = Sa = H~'(a). Por el inciso
anterior obtenemos que

VH(Az) = AV H(x). (3.2.2)

Aliora bien, &z = cz, pero 3 = JVH(z), es decir, u = ¢cJVH(z) = cJVH (1—:-)
¥ por (3.2.2) B
= c? 9 IVH(x). (3.2.3)
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Ademsds como H tiene a o como valor regular y H tiene a 1 como valor
regular entonces se sigue que VH(z) #£ 0y VH(z) # 0 en S, de donde se
sigue que:

VH(z) = Mz)VH(z) para toda = € S, (3.2.4)
con A(x) > 0, de hecho:
Az) = IVH@I (3.2.5)
[va@]
por lo tanto A(z) es continua.
Asfi, reparametrizando u como
z(t) = u(s(t)) (3.2.6)
donde s(t) satisface
§ = 7% (u(s)) . (3.2.7)

Esta existe ya que buscamos
s talque § = F(s) con F continua.

Y por el Teorema Fundamental del Cdlculo la integral indefinida de una
funcién continua siempre existe por lo tanto la funcién s que buscamos existe.

Ahora veremos que la funcién z(t) definida por (3.2.6) es periédica. Como
2z es periédica implica que u = cz es periédica y por lo tanto x es una funcién
periédica sobre la superficie de nivel S, que satisface

& = 1u(s)s = 2 IIVH (u(s)) 2 (u(s)) = JVH(x).

La relevancia del resultado anterior es que nos permite olvidarnos de la
condicién de que la solucién esté en S,. Basta encontrar cualquier solucién
periédica del nuevo hamiltoniano

& = JYVH(z).
Para simplificar notacién supondremos de aqui en adelante que H=
H,a =1y denotaremos por S =H"!(1). ®
Sea H* la polar de H, es decir,

H*(y) =sup {z-y— H(z)}.
TERIn




3.3 El problema variacional 71
3.2.4 Proposicién.
(a) H* € C}*(R?") y H*(0) =
(b) H* es estrictamente convexa

(c) H*(A\y) = \2PH"(y) para todo X\ = 0, y € R?" donde ;lo + 1.

1

Qi

Demaostracién.

Por la Proposicién 1.4.13 tenemos que H* € C!(R?").

Por definicién tenemos que H*(0) = 0 y ademas por la Definicién 1.3.12
sabemos que H* es estrictamente convexa.

Para demostrar la iiltirna afirmacién podemos suponer que A > O:
H*(Ay) = sup {z -y — H(z)}

= (%)p sup {z - Ay — H(z)}

zeRn
= AP sup {—z Yy — —— H(I)
zeR2"
p— P .
v g (v ()}
pero como  + i = 1, se sigue que § = p—1, y haciendo u = —'—EE obtenemos:

[

H*(Ay) = A sup {u-y— H(u)} = 2ZH"(y). @
u€R3I"

§3.3 El problema wvariacional

Consideremos los espacios (p > 2 como antes)
1
LE = {y e L7 ([0,1] ,R*") ‘ j ydt = o} (3.3.8)
[

wir(sh) = {z e W' ([0,1],R**) | z(0) = =(1) }.

Que y € L*([0,1],R?") significa que y = (¥1.¥2,.--,%2n), ¥y Que y; €
Lr({0,1],R) para 1 < i < 2n. De la misma manera que x € W'* ({0, 1] ,R?")
quiere decir que £ = (z;, Tz,...,T2.),y Quez; € WiP([0,1] , R)paral <i <
2n, el espacio de Sobolev ([Bre] Capitulo VII) de las curvas absolutamente
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1
continuas [0, 1] — R cuya derivada estd en LP. Por dltimo [ ydt = O es lo
[+3

1
mismo que [ y;dt = 0 para 1 < i < 2n.
()

3.3.5 Proposion. El espacio L] es de Banach.

Demostracién.
Consideremos la funcional lineal y continua

LP([0,1],R?") 2% R
1
y — J ydt.
[+

1
Primero veremos que esti bien definida es decir que [ ydt < oo con
o

1
y: € L?([0,1],R), por la desigualdad de Hélder obtenemos que [ |y:|dt <
°

fluill, < oo de agui también se sigue que w es continua. Entonces L} es el

0
miicleo de w por lo tanto es un subespacio cerrado de un espacio de Banach
[W] por lo tanto L es de Banach. B

Observemos que es importante que w sea continua porque en general que
sea lineal no implica que sea continua, y entonces no podemos asegurar que
L§ sea un subespacio cerrado.

Al espacio LP ([0, 1], R?") le podemos asociar una norma definida como:

2n 1/p
= Az .
hohee = (2 et
1 1/p
donde |yl = '£ {y:l” at es la norma en L* ([0,1],R).

Y en el espacio W'P(S!) tomaremos como norma:

Nzliwsre = 12l s (3.3.9)

la cual es equivalente a la usual: |xljy. = ||zl .+ 12|l ([Bre], Proposicién
VIIL12).
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La funcién
wie(sty L, L
x — —J&

es lineal y continua. Primero veremos que su imagen estd en L}. Como = €
WlP(S!) se sigue que & € LP dedonde —.J% & LP, para ver que es un elemento

1
de L vemos que [ —Jidt = —Jxz(1) + Jz(0) = —J (z(1) — =(0)) = O (véase
[Bre], Teorema VIII) de donde &6(z) € L. Para probar que es lineal, sean =
y v en WP(S51) entonces §(z + y) = —J(& +9) = —J& — Jy = 6(x) + 6§(v),
de igual manera §(Az) = —JAx = A6(x).
Para demostrar que es continua, observemos que [|—Jz| r, = &l r,;
sean x y y elementos de W' ?(S'), entonces
l16(z) — 8o = lI=J& + JYll,n
=§J@ — £).»
=g — &ll.»

= [lz — yllwis-
De donde é§ es continua, de hecho es una isometria.
MaA&s aun podemos definir a:

5y = wir(st)
como R
@) =[ Jy(s)ds, yeI8 te(o1].
2]

la cudl también es lineal y continua: Sea y & LJ entonces sea z(t) =
t .

Y(¥)(t) =S Jy(s) ds es claro que z(0) = 0, pero también como y € L} ten-
o

1
emos que [ y;dt = O para l < i < 2n, es decir z(1) = 0, ademas z(t) = Jy(t),
o

es decir #(t) € L}, por lo tanto =(t) € W-P(S!).
Comeo J y la integral son lineales se sigue que -~ es lineal. Para ver que

¢
es continua sean y y z elementos de L§ entonces definimos »(t) = v(y)(¢) =
°

Jy(s)ds, y u(t) = vy(x)(t) E_Z Jzx(s)ds, de donde o(t) = Jy(t), y u(t) = J=(t).

Ahora:
Ho —ullwie = o~ ully = |7y — Izl = lly — =l s

es decir -y es continua.
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Por iltimo observemos que:
v o b(x) = x — z(0) (3.3.10)
Sovy(y) =y. (3.3.11)

3.3.6 Proposicidén. Si z € WP ([0,1]) y satisface que & = VH(x), en-
tonces z € C* ({0,1]).

Demostracion.

Como z € WP ([0,1]), = es continua en [0,1] (véase [Bre], Teorema
VIIL.2) y como H € C!(R?"), la composicién & = VH(x) es continua en
[0,1]. @

3.3.7 Proposicién. x € WP es una solucidn de periodo 1 de & = JV H(x)
si y sdlo siy = &6(x) € LY es solucidn de

VH*(y) =v(y) + zo en LP (3.3.12)
para algin zo € R?™.
Demostracion.
Por lo anterior
y = 6(x) = —-Ji = VH(z) € L§.

Por Proposicién 1.4.11, Corolario 1.4.5 y (3.3.10)
VH*(y) =z = v(y) + z(0).
Inversamente,
z = ~v{y) +z0 = VH"(y) € Wi* (57),
y por la Proposicién 1.4.11, Corolario 1.4.5 y (3.3.11)
VH(z) =y =6=x)=—Jz.
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3.3.8 Proposicién. y € L} satisface (3.3.12) si y sdlo si
1
[ (VH* () —¥(¥)) -2 dt =0 para todo z € L3, (3.3.13)
o

donde w - z denota el producto escalar usual en R?".

Demostracion.

Si y € Lj satisface (3.3.12) se sigue que {:‘ (VH*(y) —v(v)) -z dt
=:{ xg - zdt = To- Z zdt = 0 para todo z € Lj.

Ahora si y € L}, satisface que Z (VH*(y) —v(y¥)) - zdt =0 para todo
z € L} entonces } (VH*(y) — v(y) —a) - z dt = 0, para toda a € R y todo
z € L§, en et'ect,oo

I(VH @) —vw) = @) -z dt =] (VH'@) —7W) -2 dt —a- | = dt

=] (VH"@) — 7)) - z dt = 0.

Primero veremos que VH*(y) — v(y) € LP; como H* € C' yy € L§
tenemos que VH*(y) € L? adems4s tenemos que v(y) € WP, por lo tanto

1
VH*(y)—~(y) € LP, ahora si definimos a x¢ =(j)' (VH*(y) — v(y)) dt tenemos
que VH*(y) —v(y) — zo € LE. Sea 2(t) = VH*(y) — v(y) — o, se sigue que:
1
! (VH*(y) - v(y) — =o) - (VH*(y) — v(y) — zo)dt = 0.
De donde VH*(y) — v(y) — xo = 0, casi dondequiera en [0,1] . 8
Consideremos la funcional

F*:Lj — R

F*(y) =7 (H'(y) - —;—y ~'7(y)) dt.
o
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3.3.9 Proposicion.
a) F* es Gdteauz-diferenciable en LY y su derivada estd dada por

1
DF W)z =[ (VH ) —v@)) - 2dt, v,z e L.
[¢]

b) F* es coerciva
Demostracion.

Para ver que es Gateaux-diferenciable en L] sean y y z en L}, entonces
F*(y+sz) — F~(y) =

1 1

T (H w+s2) = §(w+s2)- (v(y +s2)) de— [ (H"(w) ~ 3v - v(v)) dt =
J(H @ +s2) =} (w+s2) - (W + s2)) — H" @) + du - v@)) dt =

o

[ @+ s2) — H-@)dt — } ] (+32) - (7w +52)) =y - 7(w)) dt =

I

S (H*(y + sz) — H*(y))dt— 3

1
I
o
[+ s2) - (v(@) + 57(2)) —y - (@) dt =

= O

JE @+ s2) — H @) dt— § | (v 57(2) + 32 - 7(v) + 572 - 7(2)) dt.

Por lo tanto:
Fr(y+sz)— F (y) _

(=)

P ) B @)y, L @or(2) ez (@) + sz (=)
o S 2 [} s
JUE D W) gy L}y 92 + 2 () + 52 () de =
Yy to(:'nando el limite: °
(1':‘)' (y3 2) = . .
tig [ LD Z B gy L Fy () + 22900 + 52 () ]

El limite puede pasar dentro de la integral debido al Teorema de Conver-
gencia acotada ver [Roy], de modo que

(F*Y =) = VH(9) - 2dt — 2 | (- 7(2) + =+ 7)) dt.
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Ahora veremos que:
1
/ (z-7@) —y-v(2))dt =0. (3.3.14)
o

Como v(z) y v(y) tienen periodo 1,
1
0=J & (v(z) - Jv(w)) dt
=] (£7() - Jv@) de+ [ (v(2) - Tv()) e
1 1
=[ (—I&7(2) 7)) dt— [ (+(2) (=) Erw)) de
=Z z-~(y) dt— {1)' Y(2) -y dt
¥y con esto probamos 3.3.14 lo cual es equivalente a:

1

) _
—5 [ @@+ 2N de =~ [ = ~@)de.
o [4)

Por lo tanto

1
DF*(y)z = [ (VH" () — ¥(¥)) -zdt,  y,z € L&
o

Para ver que F* es coerciva sea {y.} una sucesién tal que |jya||,, — oo
si n — 00, sea Yn = AnUn con [[ua]l,, = 1.

F*Oun) =] (H*Qntin) = $Antin - 7(Antun)) dt

1 22
=} (A:: CH(up) — 2hy,, -w(un)) dt
(] 2

1
=2 (Ar:? [ H=(ua)dt — 2+ [ n - (un) dt)
o [i]

para ver que F*(A,u,) — 00 si n — oo tenemos que demostrar que

< K para toda |ly||,, =1

1
f y-v(y) dt
1]
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\z y -y dt‘ S(}) ly- v dt
pero

ly- vyl = \y- z Jy(s)ds

t t
- \—’yl _{)‘yn+1(3)ds — .+ Y2n .g yn(s)ds

< |yl ‘z Yni1(s)ds

et yan) ‘5 y..(s)ds\
y como

t
I vi(s)ds
°
se sigue que

- v < lnl + ..+ jy2al
por lo tanto

‘z y- @) dt\ Sl’ lyal + ..+ lyzn| dt
= “‘.Uluu +... ':; l\yznllu
2n P
< (8 haiiz.) " =liwllze = 1.

Ahora como F*

Sz lu(s)lds Sz lyi(s)lds < |lwillr < 1 (Hélder) para toda i

es Gateaux diferenciable en particular es s.c.i., de modo
que la funcién F'* cumple las hipStesis del Teorema 2.1.2, por lo tanto existe

1
y* € LJ tal que F*® alcanza su minimo y ademss _‘I" (VH*(y) — @) - 2
dt = 0 paratodo z € L§. Sélo falta probar que y* # O y para eso probaremos

que existen valores para los cudles la funcional F* es menor que 0.

3.3.10 Corolario. (3.3.13) tiene una solucién no-trivial.

Demostracién.

F*(tz) = tP- }o H*(x) dt — % _1[ z - y(x) dt, es decir F*(tz) = A(x)tF —
o

B(z)t—z-. Ahora veremos que B(x) > O para alguna x, es decir, que existe x(t)
1

tal que [ = - v(z) dt > O.
o
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Sea e; = (0,..., .,0) el i — ésimo véctor coordenado en R2". Sea
z(t) = (sen27rt) ex — (cos27rt)e,.+1 e L}
¥y(x)(t) = (j cos2msds | e; + f sen27rsds) en+1

° o

= (L sen2mt) ey — 2‘ﬂ (cos 27t — 1) ent1
por lo tanto (z - —y(:t)) (t) = &£ (1 —cos2nt) y
1
- dt = — > 0.
_(/)'a: ¥(z) Ey o
De donde B(x) > 0 y como p > 2, y para valores de t cercanos a 0 se
tiene que F*(tx) < 0, por lo tanto inf F" < 0.8
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