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Iutroducción 

El concepto de transformación es quizá el más iIDportante en las Matemá­
ticas. Tanto así, que llevó a Felix Klein a proponer en su famoso Programa. 
de Erliingen que a cualquier geometría le correspondía. un grupo de trans­
formaciones, que respetaban sus propiedades e inversa.mente a un grupo 
de transformaciones le correspondería. una. geometría. Este punto de vista. 
reveló una veta que aún en nuestros días no se ha agotado y aún continúa 
brindando frutos. 

En el presente trabajo, estudiaremos los grupos de isometrías de las ge­
ometrías esférica., Euclidiana e hiperbólica, su estructura. y relación intrín­
seca con el espacio en el que actúan. Para esto nos será muy útil considerar 
en estos, además de su estructura algebraica, una topológica, con el fin 
de analizar propiedades locales en los grupos de isometrías. Con esta ber­
ra.mienta podremos, ha.jo ciertas condiciones, obtener información del grupo 
por su acción en el espacio y viceversa. Como elementos de gran importan­
cia surgen los grupos discretos de isometrías, ya que en estos espacios, su 
espacio de órbitas se puede recuperar también como un espacio de órbitas 
en una r~gión más pequeña; la. región funda.JUental. Esta región bajo ciertas 
condiciones es el interior de un poliedro. El estudio de esta. clase de grupos 
es nuestro objetivo principal. 

En el primer capítulo expondremos algunas herramientas básicas para 
el curso de la tesis; las definiciones de las geometrías esférica., Euclidiana 
e hiperbólica., las cuales servirán de marco a nuestro objetivo. Algunos 
resultados de geometría inversa. y la. topología compacto-abierta. también 
se incluirán. Sin embargo el lector interesado, deberá recurrir a los libros 
de Beardon (B] y Dugundji (Du] para un tratamiento mas amplio. 

En el segundo capítulo veremos algo de la teoría de grupos topológicos. 
El concepto de grupo topológico abarca. la noci6n de un gru¡x» continuo de 
transformaciones de un espacio de dimensión n, fue desarrollado principal­
mente por Lie, Cartan y Killing a finales del siglo XIX. Aplicaremos estos 
resulta.dos, especialmente, a los grupos de isometría.s de espacios métricos 
finitarnente compactos. Estudiando las soluciones a. ecuaciones diferencia.­
bles Poincaré encontró que los grupos discretos estaban estrechamente vin­
culados con los grupos discontinuos probando para grupos de isometrías del 
espacio hiperbólico el teorema 2.9. Veremos algunos resultados a.cerca de los 
grupos discretos de isometrías Euclidianos. Los grupos elementales fueron 
introducidos por Ford en 1929, aunque nuestra definición está basa.da en el 
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Introducción 

texto de Beardon. 
El tercer capítulo desarrolla la teoría de poliedros y politopos desde un 

punto de vista de la topología de conjuntos, esto nos servirá. para estudiar 
en el capítulo cuarto las regiones fundamentales de los grupos discretos de 
isoinetrías, y las condiciones bajo las que un grupo de isometrías induce 
una teselación en el espacio por regiones fundamenta.les. 

Por último clasificaremos los grupos discretos de reflexiones en simplejos, 
se introducen los grupos de Coxeter, viendo que los grupos de reflexiones 
en simplejos con ángulos diédricos submúltiplos de 7r tienen una repre­
sentación como grupos de Coxeter, para estos grupos de reflexiones, tienen 
asociadas gráficas dadas por Coxeter en 1935. Los grupos triá.ngulares de 
reflexión fueron determina.dos por Schwarz en 1873. Los grupos tetraédricos 
hiperbólicos de reflexiones fueron considerados por Dyck en 1883. Se darán 
teoremas que inducen la construcción de las gráficas de Coxeter para los 
grupos de reflexiones simplejos compactos y no compactos de las tres ge­
ometrías. De la teoría de grupos cristalográficos damos una breve aproxi­
mación llegando a su clasificación en el teorema de Bieberbach. 

Este trabajo está. basado en el libro de John G. Ratcliffe .F'undations o/ 
Hyperbolic Manifolds. 
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Preliminares. 

En el presente capítulo se exponen las definiciones y resultados básicos de 
las distintas geometrías de las que se ocupa este trabajo. Las demostra­
ciones las omitimos, el lector interesado puede encontrarlas en los· libros 
que se dan en la bibliografía. Se numerarán principahnente los enunciados 
a los que se hace referencia en capítulos posteriores. 

1.1 El Espacio Euclidiano. 

Un modelo vectorial común para el espacio Euclidiano es R"' 1 el espacio 
vectorial real de dimensión n. En este espacio se define el producto interior 
Euclidiano entre dos vectores x = (x1 , •.. , Xn). y = (y1 , ••. , Yn) en 1R." por 

X· Y= XJYl + ··· + XnYn· 

Algunas propiedades de esta operación son más generales y se desarrcr 
llan alrededor de la siguiente. 

Definición. Un producto interior en un espacio vectorial V es una 
funci6n ( , ) : V x V - R denotada por (v, w) - (v, U1), tal que para 
todos v, w en V, 

{1} (v, ) 11 ( , w), son funciones lineales de V a R (bilinealidad}; 
(1!} (v, w) = (w, v) (siTnetr<a); 
(3) si v #O, entonces existe una w # O tal que (v, U1) #O (no degenera­

do}. 
Un producto interior es definido positivo si (v, v) > O para todo vector v 

distinto de cero en V. 

Ejemplo .. El producto interior Euclidiano en an es bilineal, simétrico, 
es no degenerado, y es definido positivo. 

Un producto interior ( , ) define una función 1111 : V - R, llaJDada norma, 
de la manera usual: 

llvll = (v,v)t. 

La norma de x en an inducida por el producto interior Euclidiano es la 
norma Euclidiana y la denotaremos por lxl . 
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Si en V, está definido un. producto interior entonces para todo v y w en 
V se cumple 

\(v,w)\ ~ l\v\11\wl\ 

la igualdad se satisface si y sólo si v y w son vectores linealmente depen­
dientes. Esta es la desigualdad de Ca.uchy-Schwa.rz. 

1.1.1 ESPACIOS MÉTRICOS. 

Definición. Una métrica en un conjunto X es una función d : X x X - IR 
tal que 

(1) d(x, x) ~O (definida positiva}; 
(2) d(x, y) =O si y s6lo si x = y; 
(3) d(x, y) = d(y, x) (siTT<etría); y 
(4) d(x, y) ~ d(x, z) + d(z,y) (desigualdad del triángulo}. 
Un espacio métrico X es un conjunto dotado de una métrica. 

Un elemento de un espacio métrico es lhunado un punto. Sea. X un espacio 
métrico con métrica d. La bola abierta de radio r > O, centra.da en el punto 
a de X, está definida. como el conjunto 

B(a,r) = {x E X: d(a,x) < r}. 

La bola cerrada de radio r >O, centrada en el punto a de X, está definida 
como el conjunto 

C(a,r) = {x E X: d(a,x) ~ r}. 

La nube abierta de radio r > O, de un subconjunto A de X es el conjunto 

N(A, r) = U B(a, r). 
a EA 

La topología generada por las bolas abiertas es llamada la topología métrica 
inducida por den X. A menos que se afirme lo contrario, de aquí en ade­
lante, supondremos a todo espacio métrico X dotado de la topología in­
ducida por su métrica. 

La distancia Euclidiana entre dos vectores x, y en R"' está definida por 

dE(x,y) = \x - y\. 

La métrica dE de E"' se llama la métrica Euclidiana. 

Definición. Un espacio 7nétrico X es finita-mente compacto si todas las 
bolas cerradas son compactas, esto es 

C(a,r) = {x E X\ d(a,x) $ r}, 
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es compacto para toda a E X y toda r > O. 

Definición.. Una isometría de un espacio métrico X a un espacio métrico 
Y es una biyección <P entre ellos que preserva distancias. En tal caso di­
re771os que X y Y son isométricos. Cuando X = Y diremos que <P es una 
isoTnetria de X. 

La inversa de una isometria es una isometría, además la composición de 
isometrías es una isometría. El conjunto de isometrfas de un espacio a sí 
mismo forma un grupo I(X) con la operación multiplicación. Este es el 
llamado grupo de isometrías de X. 

1.1.2 TRANSFORMACIONES ORTOGONALES. 

Definición. Una función <P : R"- R" es una tmnsfonnación ortogonal si 

..P(x) · ..p(y) = X• y 

para todos x,y en R". 

Definición. Una base {v1 , ••• ,v,..J de R" se dice ortonorrnal si 

vi ·V_; = 6ij (Delta de Kroenecker) para todos i, j. 

Una función</>: R"- R" es ortogonal si es lineal y {<P(ei), •.. , ifJ(e,.)} forma 
una base ortonormal de R". Además cada transformación ortogonal es una 
isometría Euclidiana. Una matriz A se dice ortogonal si la transformación 
lineal asociada a A es ortogonal. El conjunto de todas las matrices de n x n 
ortogonales junto con la multiplicación de matrices como operación forma 
un grupo O(n) llamado el grupo ortogonal de matrices den x n. 

Una. función es una isometría Euclidiana. si y sólo si preserva distancias. 
Más aún, las isometrías Euclidianas son todas las funciones de la forma 
..P(x) =a+ Ax donde A es una matriz ortogonal y a= ..P(O). 

1.1.3 ACCIONES DE GRUPOS. 

Definición. Un grupo actúa en un conjunto X si, existe una .función 4Jo : 
G x X - X, tal que 

(1) .Z.(Id, x) = x para toda x E X 
(2) .Z.(g, <l>(h, x)) = <l>(gh, x). 

A una funci,ón C07710 ésta se le llaTna una acción de G en X. 

Una acción de un grupo G en un conjunto X se dice transitiva si y s6lo 
si para cada x, y en X, existe una gen G tal que gx =y. 
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Ejemplo. Un m-plano de E" es una clase lateral a+ V de un subespacio 
vectorial V de dimensión 'T11 de lR". 

Definición.. Dos subconjuntos S y T en un espacio métrico se dicen 
congruentes si existe una isometrla tf1 de X tal que <P(S) =T. 

1.1.4 GEODÉSICAS. 

Definición. Una curva en un espacio X es una función -y : (a, bJ - X 
continua donde (a, bJ es el intervalo cerra.do en lR con a < b. Si X es un 
espacio métrico y ""Y es una función que preserva distancias decim.os que es 
un arco geodésico. 

'reorerna 1.1 Una curva o : (ci 1 bJ - X es un arco geodésico si y sólo si 
es lineal y lo'(t)I = 1 para toda t en [a,b]. 

Un segmento geodésico que une un par de puntos x, y de un espacio X, 
es la imagen de un arco geodésico cuyos puntos inicial y terminal son x, y 
respectivamente. 

Un subconjunto C de En se dice convexo si y sólo si para cada par de 
puntos distintos x, y en X existe uno y sólo un arco geodésico contenido 
en e que los une. 

Definición.. Una curva geodésica en un espacio métrico X es una curva 
"'Y : [a, bJ - X que preserva distancias localmente. Una línea geodésica es 
una función "Y : R - X que localmente preserva distancias. Una geodésica 
en un espacio métrico X es la imagen de una l{nea geodésica. 

1.2 El Espacio Esférico. 

El modelo más usual para la. geometría esférica de dimensión n es la. esfera 
unitaria S" en an+t definida por: 

sn = {x E Rn+t : lxl = l}. 

Dos vectores x, y en S" se dicen antípodas si x = -y. Sean x, y dos 
vectores en S" y sea 8(x,y) el ángulo Euclidiano entre x y. y. La distancia 
esférica entre x y y está dada por 

ds(x,y) = O(x,y). 

Notemos que 

O :5 ds(x, y) :5 7r 
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y ds(:x, y) = 7r si y sólo si x y y son antípodas. Así definida ds(:x, y) resulta 
ser una. métrica la cual es llamada la métrica esférica. La topología. inducida 
por la métrica. esférica coincide con la restringida. de la. Euclidiana. El es­
pacio métrico que consiste de sn y ds es el espacio esférico de dimensión n. 
De aquí en adelante sn. denotará al espacio esférico. Una isometría esférica 
es una isometría de sn en S". 

rieorema J..2 Cada transfo7Tnación ortogonal de R"+ 1 se restri.nge a una 
isornetria de sn, y cada ÍSOTnetr{a de sn Se extiende a Una tran.sfOrTnaciÓn 
ortogonal única de R"+ 1 • 

".l'eorema 1.3 Sea a: [a,b) - S" una curva con b - a< 7r. Entonces las 
siguientes son equ:ivalentes: 

(1) La curva a es un arco geodésico. 
(2) Existen vectores ortogonales x, y en sn tales que 

o(t) = (cos(t - a))x + ((sen(t - a))y. 
(3) La curva a satisface la ecuación diferencial o:" + o: = O. 

Además, una función ~ : R - sn es una linea geodésica si y sólo si existen 
vectores ortogonales :x, y en S" tales que 

A(t) = (cos t)x +(sen t)y 

es decir, las geodésicas de S" son los círculos máxiTno-~. 

'reorema 1.4 Sea T(A, B, G) un triángulo esférico cuyos ángulos en cada 
vértice son o, {3,..., respectivamente. Entonces: 

<>+/3+-r>rr. 

AdeTnás, su área es 

rr-a-/3--r. 

Identifiquemos R"" con R" X {o} en an+ 1 • La proyección gnomónica 

V: R"' -+S"' 

está definida como la composición de la translación vertical de an. por e.a+t 
seguida de la proyección a S"' _ Ver la figura. 1.1. Una fórmula explícita para. 
v está dada por 

v(x) = x+en+t . 
lx +en+il 
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Figura 1.1. La proyección gnomónica v de R en S 1 

1.3 Geometría Hiperbólica. 

1.3.1 EL ESPACIO DE LORENTZ. 

Sean x, y vectores en :R." con n > l. El producto interior de Lorentz de x 
y y está dado por 

X O Y= -X¡y¡ + X2Y2 + .... + XnYn· 

Así definido el producto interior de Lorentz es un producto interior. Al 
espacio R"' dotado con el producto interior de Lorentz se le conoce como el 
espacio de Lorentz de dimensión n, y se denota por lR. 1 ·""- 1 • La. norma de 
Lorentz de un vector x en IR" se define, corno 

JlxJI = (xox)t. 

Aquí llxll es un real positivo, cero o un imaginario positivo, según el caso 
se dice que x es un vector espacial, luminoso o temporal respectivamente. 
Si JlxJI es imaginario, denotamos su valor absoluto (módulo) por IJlxJll. El 
conjunto de todos los vectores x en IR" tales que 11.:r\\ = O es el h.ipercono 
cn- 1 , también conocido como el cono de luz en lR."', ver figura . Diremos que 
un vector x en Ul"' es positivo (respectivaincnte negativo), cuando x 1 > O 
(respectivamente x 1 < O). 

Teorema 1 .. 5 Si x y y son vectores ternporales positivos (negativos) en R"' 
y t > O, entonces 

{1} el vector tx es un vector ternporal positivo (respectivamente negativo) 
(2) el vector x +y es un vector temporal positivo (respectivamente nega­

tivo). 

Corolario 1. El conjunto de vectores teTTlporales positivos (respectiva-
111ente negativos) es convexo. 
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Figura 1.2. El cono de luz C 2 en R'2 •
1 > 

1.3.2 TRANSFORMACIONES DE LORENTZ. 

Definición. Una funci6n <P : Rn. - JRn es una transfonnación de Lorentz 
si 

<P(x) o<f>(y) = xoy para todos x,y en Rn. 

Una base { v1, ... , Vn} en JR" es ortonorrnal de Lorentz si v1 o v1 = -1 y 
Vi ovi = 6,; en otro caso. Notefnos que la base canónica {e1, ... ,en} es una 
base ortonorrnal de Lorentz. 

'Deorema 1.6 Una funci6n tf> : R" -+ R."' es una transformación de Lorentz 
si y sólo si tP es lineal y {tf'J(e 1 ), ••• , efJ(en)} es una base ortonorrnal de Lorentz 
paraRn. . 

Por definición diremos que una matriz A es de Lorentz si su transfor­
mación lineal asociada es de Lorentz. Sea. 

0(1,n - 1) ={A E GL(n,R): A es de Lorentz} 

este conjunto con la multiplicación de matrices tiene estructura de grupo, 
llamado el grupo de Lorentz de n x n. Este es isomorfo al grupo de trans­
formaciones de Lorentz de R.". 

Una. matriz de Lorentz se dice positiva (respectivamente negativa) si 
manda vectores temporales positivos (resp. negativos) a vectores tempo­
rales positivos (resp. negativos). Por continuidad cada. matriz es positiva o 
bien es negativa. Sea. PO(l,n - 1) el conjunto de todas la.s matrices posi­
tivas en 0(1, n - 1). Este es un subgrupo de índice dos en 0(1t n - 1). El 
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grupo de niatrices positivas es el grupo de Lorentz positivo. 

Definición. Dos vectores x, y en lR" son ortogonales de Lorentz si y 
s6lo si x oy =O. 

Teorema 1 .. T Sean x, y dos vectores distintos de cero ortogonales de Lorentz. 
Si x es temporal, entonces y es espacial. 

Definición. Sea V un subespacio de R.", V se dice 
( 1) temporal si V contiene un vector te17lporal, 
(2) espacial si cada vector distinto de cero en V es espacial, o 
(3) luminoso en otro caso. 

1.4 El Espacio Hiperbólico. 

Como la esfera. de radio r en R."+ 1 es de curvatura. constante l/r2 y como el 
espacio hiperbólico es de curvatura constante negativa, la dualidad entre las 
geometrías esféricas e hiperbólicas, nos sugiere que el espacio hiperbólico 
debe ser una. esfera de radio imaginario. Como las distancias im.aginarias son 
posibles en el espacio de Lorentz toma.remos como un modelo del espn.cio 
hiperbólico a. la esfera. unitaria de radio imaginario 

r = {x € JRR: \lr\1 2 = -1}. 

El problema con este coajunto es que es disconexo 1 es un hiperboloide 
de dos hojas. El conjunto Hn de todos los X en r tales que X1 > o es la 
hoja. positiva de F", éste es un hiperboloide de una. hoja. y es un modelo 
conveniente para el espacio hiperbólico de dimensión n. 

Sean x, y en H" y sea 7J(x,y) el ángulo de Lorentz entre x y y. La. 
distancia hiperbólica. entre x y y está. definida. como el nú.xnero real 

dy(x,y) = 71(x,y). 

Como x o y = \lr\l \ly\\ coshdH (x, y), tenemos la ecuación 

coshdH(x,y) = -x oy. 

du es una métrica en H"'. Al espacio Hn dotado dH se le llama. el espa­
cio hiperbólico de dimensión n. Una i.sometría. de Hn en sí mismo es una. 
isometría hiperbólica. 

'Teorema 1.8 Cada trasformación de Lorentz positiva de an+l. se restringe 
a una isoTnetrla de H", y cada isoTnetria de H"' se extiende a una única 
tra.nsfonnaci6n de Lorentz de an+l.. 

Corolario. El grupo de isometrias I(Hn) es isomorfo al grupo positivo 
de Lorentz PO(l, n - 1). 
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1.4.1 GEODÉSICAS HIPERBÓLICAS. 

Definición Una línea hiperbólica de H" es la intersección de H'" con un 
subespacio vectorial temporal de dimensión 2 de JR."+ 1 • 

Tres puntos x, y, z de H" son hiperbólicamente colineales si existe una 
línea hiperbólica L de H'" que los contiene. Si x, y, zen H", cumplen 

'T/(X, y) + 11(Y, z) = 'T/(X, z) 

entonces x, y, z son colineales. Dos vectores x, y en .JR."+ 1 son ortogonales 
de Lorentz si /lx/1 2 = -1, x o y= O y llY/1 2 = l. 

Teorema 1..9 Sea a: (a,bJ - H" una curva. Entonces, son equivalentes: 
(1} La curvan es un arco geodésico. 

· (2) Existen vectores x, y, Lorentz ortonorrnales tales que 

a(t) = (cosh(t - a).x+senh(t - a)y). 

(9) La curva a satisface la ecuación diferencial 0
11 

- a = O. 

Una función >. : IR. - H" es una línea geodésica si y sólo si existen dos 
vectores x, y en a 0 + l tales que 

A(t) = (cosht)x + (senh t)y. 

Así, las geodésicas en H"' son sus líneas hiperbólicas. 

Teorema 1.1.0 Sea T(A, B, C) un triángulo hiperbólico, con et, /3, 7 sus 
ángulos en cada vért.ice. Entonces: 

Q + /3 +-y > 7r. 

Además, su área es 

Q + /3 +-y - 7r. 

Definición. Un m-plano hiperbólico de H'" es la intersecci6n de un 
subespacio vectorial temporal de dimensión 7n + 1. 

1.5 Geometria Inversa. 

Sea a un vector unitario en En y sea t un número real. Consideremos el 
hiperplano de E'" definido por 

P(x,t) = {x E En :a·x= t}. 

Observemos que cada punto x en P(a, t) satisface la ecuación 
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a · (x - ta) = O. 

De aquí P(a? t:) es el h.iperpla.no de En con vector unitario normal a, que 
pasa por el punto ta. 
La reflexión p de En en el lúperplano P(a, t) está definida. por la fórmula 

p(x) = x + s(t - a.x)a. 

Cada isometría es la composición de a lo más n + 1 reftexiones en hiper­
planos. Sea a un punto de E" y sea r un nÚIDero real posit;ivo. La esfera 
con centro a y radio r se define como el conjunto 

S(a,r) = {xE En: lx-al =r}. 

La reflexión u de E"' en Ja esfera S(a, r) se define mediante 

r 
u(x) = a+ ( lx _al )2(x - a). 

1.5.1 PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA. 

Identificamos En con En x l O} en En+ 1 . La proyección estereográfica 7r de 
E" sobre sn\ {en+l}' está definida proyectando un punto X en En hacia 
en+t hast;a que corta con la esfera unitaria sn en el punto 7r(x). Ver figura 
1.3. Una fórmula explícita para la proyección estereográfica es 

1T(x) = (~, ... , 2x., 
2

, lxl:-1). 
1 + lxl 1 + !xi !xi + 1 

La función w es una biyección de En en sn\{en+tl· 

·· .. _ 

Fibrura 1.3. La proyección estereográfica 1T de E 2 sobre S 2 
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Sea ex> un punto que no está. en En+i, definamos En =En U {CXJ}, y 
extendamos 11" a una biyección 7i': .En - S". poniendo 7?(00) = en+t 1 y sea 
d una métrica en En dada por la fórmula 

d(x, y) = /7r(x) - 7r(y)/. 

La métrica d es la llamada métrica cordal en En. Por definición la función 
7? es una isometría de En, con la métrica cordal a sn con la métrica Eu­
clidiana. La topología métrica cordal es la misma que la Euclidiana en 
E", ya que tr manda En homeomorficrunente sobre subconjuntos abiertos 
S"\{en+l} de sn. El espacio métrico .En es compacto y se obtiene de E" 
por adjuntar un punto al infinito. Por esta razón En es llamada la com­
pactación por un punto de E". La compactación por un punto del plano 
complejo Ces la famosa esfera de Riemann C =Cu {oo}. 

Sean u, v, x, y puntos de En, tales que u-:¡!:: v, y x ~ y. La razón cruzada 
de estos puntos está definida como el nútncro 

d(u, x)d(v, y) 
[u, v, x, y] = d(u, v)d(x, y)· 

La razón cruzada es una función continua en cuatro variables, ya que la 
métrica d : .En x .En - IR es una función continua. 

1.5.2 TRANSFORMACIONES DE Mosrus. 
Una esfera E de .En está definida como unS: esfera Euclidiana S(a, r) o un 
plano extendido P(a, t) = P(a, t) U {oo}. Vale la pena notar que É3(a, t) es 
una esfera topológica. 

Definición Una transformación de IY!Obius de En es una composición 
finita de reflexiones en esferas de E". 

Sea M(iE") el conjunto de todas las transformaciones de Méibius de .En. 
Entonces M (En) forma un grupo bajo la composición. Como cada isometría 
de En se extiende de manera única a una transformación de Méibius en En. 
podemos considerar al grupo de isometrias Euclidianas como un subgrupo 
de M(En). 

Más aún 9 la homotecia µ1e : En - .En definida por µA:(x) = kx, es la 
composición de la reflexión S(O, l) con la reflexión en S(O, v'k), de modo 
que también podemos considerar al grupo de similaridades S(En) de E" 
como un subgrupo de M(En). 

"Xeorema 1.11 Una fención </> : En - Eri es una transformación de 
Miibius si y s6lo si preserva razones cruzadas. 
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Teorema 1 .. 12 Una transformación <P de En fija oo si y sólo si </> es una 
similaridad. 

Es un hecho conocido de la teoría de transformaciones de MObius que 
si <P es una transformación de MObius en En, y E es una esfera de En 
entonces t/>(E) es también una esfera de En, todavía más la acción natural 
de M(E") es transitiva. en el conjunto de esferas de En. 

'l.eorema 1.13 Si </> es un~ transformación de MObius de En fJ...U.e fija un 
punto en u.na esfera E de E". entonces tP es la identidad en En o es la 
reflexión en I::. 

Definición.. Dada u.na reflexión <T en una esfera E de É", dos puntos 
x, y en En se dicen puntos inversos con respecto a E si y sólo si y= a(x). 

'Ieorema 1.14 Sea rP una transfonnación de MObius de En. Si x y y son 
puntos inver~"los con respecto a una esfera E de En, entonces t/J(x) y ,P(y) 
son puntos inversos con respecto a q'>(E). 

1.5.3 LA EXTENSIÓN DE POINCARÉ. 

Bajo la identificación de E"'- 1 con En-l x {O} en E"', un punto x de E"'- 1 

corresponde al punto X = (x, O) de En. Sea <P una transformación de En- 1
1 

extenderemos <P a. una transformación de E" de la siguiente manera. Si <f1 es 
la reflexión de En-l en P(a, t), entonces;¡ es la reflexión en fi(Cí, t). Si q'> es 
la reflexión en S(a, r), entonces;¡; es la reflexión en S(Ci, r). En ambos ca.sos 
J;(x) = (4>(x),O) para toda x en En-t. De este modo J; deja invariante a 
.En- 1 y al semiespacio superior 

un= {(x,, ... ,xn) E En: Xn >O}. 

Si </;> es una transformación de MObius arbitraria de Jtn-l. Entonces <P es 
una composición de reflexiones</;>= ªl···ª'"' definitnos a J = 0:1 ... éi"". Esta 
definición no depende de la descomposición en reflexiones. A la función ~ 
la ll&IDaremos la extensión de Poincaré de q,. 

Tuorema 1.15 Una tran.sform.aci6n de MObius del serniespacio superior 
En deja invariante a U" si y sólo si t:/J es la extensión de Poincaré de una 
transforrnaci6n de MObius en Jtn-1. 

Definición. Una transformación de MObius del sem.iespacio superior 
un es u.na transfonnación de MObiu.s que deja a U" invariante. 

Sea M(U") el conjunto de transformaciones de MObius de U"'. Este es 
un subgrupo de J\.f(.En-1). Dos esferas E y E' de Jtn se dicen ortogonales 
si y sólo si se intersecan en E" y en cada punto de intersección sus líneas 
normales son ortogonales. 
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Sea u la reflexión de En e!1 la esfera S(en, '-12). Entonces 

<T(x) = en + 2(x - enl. 
Jx -enl 

La función u manda al semiespacio inferior -Un en la n bola unitaria. 
abierta 

Bn = {x E En : Jxl < 1 }. 

Sea p la. reflexión de En en En y definamos r¡ = ap. Entonces 71 manda a 
un homeomórficamente en Bn. La transformación 71 es la transformación 
can6nica de un a B". 

Definición. Una transformación de MObiu.s de S" es una función <P : 
sn -+ S"' tal que 7r- 1q,7í es una transformación de MObiu.s de E", donde 
rr : .En - S" es la proyección estereográfica. 

Sea J\,f(S"') el conjunto de todas las transformaciones de MObius de S"'. 
Entonces M(S"') forma un grupo bajo la composición. La función dado. por 
1/J ..- "Tr1/,nr- 1 es un isomorfismo de M(E"-) a .Nf(S"'). 

Sea <P una transformación de Méibius de s 0
-

1 • La extensi611 de Poincaré 
de tP es la transformación ;¡; = r¡;¡,r¡- 1 , donde ;¡;es la extensión de Poincaré 
de 1/.J = 71- 1 t1n7 y r¡ es la transformación de transformación canónica. de U" 
a Bn. La transformación de MObius ;¡;extiende a <P y deja invariante a Eº; 
más aún ;¡,es la única con esta propiedad. 

Teorema 1.16 Sea <P una transfoTTnación de MObius de B"'. Entonces 
,P(O) = O si y sólo si </> es una transfonnaci6n ortogonal de E". 

1.6 Modelos para el Espacio Hiperbólico. 

1.6.1 EL MODELO DE LA BOLA CONFORME. 

Trabajaremos con el espacio hiperbólico de dimensión n en JR"'• 1 • Redefi­
namos el producto de Lorentz en an+l por 

X o Y= X1Y1 + ... + XnYn - Xn+1Yn+l· 

Todos los resultados de la sección 1.4 se siguen CUIDpliendo salvo que 
el orden de las coordenadas se revierte. El grupo de Lorentz de R."• 1 lo 
denotaremos por O(n, 1). Identificaremos IR" con :R." x {O} en R"'+ 1 • La. 
proyección estereográfica. e de la bola unitaria abierta B"' sobre el espacio 
hiperbólico H"' está definida proyectando un punto x en Bº desde -en+t 
hasta que corte a Hn en el único punto e(x). Una fórmula explícita para e 
es 



1.6. Modelo& para el Espacio Hiperbolico. 14 

( 
2x1 2xn 1 + lxl2

) 

{(x) = 1 - lxl2 ' ••• , 1 - lxl2 ' 1 - lxl2 • 

e es una hiyección entre Bn y H"' su inversa e- 1 está da.da por 

e-'(y) =(--Y-•-, ... , Yn ) . 
1 +Yn+l 1 + 'lln+l 

Definamos una métrica ds en Bn mediante 

ds(x,y) = dH({(x),{(y)). 

La métrica. da es llamad.a la métrica de Poincaré en nn. Por definición e 
es una isometría. de B"' con Hn. El espacio métrico que consiste de sn 
con la métrica da es llamado el modelo de la bola conforme del espacio 
hiperbólico de dimensión n. 

'Ieorema 1.17 La 111étrica d 8 en B"' está da.da por 

coshds(x, y)= 1 + 21~ - Yl2 2 • 

(1 - lxl )(1 - IYI ) 
Sea b un punto distinto de cero en nn y b. = ~. Definamos la transfor­

mación de MObius 'Tb de Bn por la fórmula 

lbºf-1 (1xl2 +2x·b+l). 
Tb(X) = lx - b•l2 x + lx + b"l2 b . 

que en términos de b, nos da la. fórmula 

1 - lbl2 (lxl2 + 2x · b + 1) b 
T•(x) = (lbl2 lxl2 + 2x · b + 1) x + (lbl2 lxl2 + 2x · b + 1) · (1.1) 

La. función .,." es la composición de dos reflexiones en hiperplanos ortogo­
nales a la línea(-~,~), la. transformación Tb actúa como una translación 
a lo largo de esta línea.9 definimos To como la identidad. Entonces •b{O) = b 
para todo b en B"'. La función Tb es lla.rnada. la translación hiperbólica de 
Bn por b. 

Teorema 1.18 Cada transformación de Mi.ibiua de nn .se reatringe a una 
isometría. de B"'. Inversamente, cada isotnetr(a de B"' .se eztiende a una 
única tra.ns/orTnación de Mi.ibius de B"'. 

Una consecuencia inmediata. a este teorerna es que los grupos l{Bn) y 
M(Bn) son isomórficos. Una horosfera E de Bn, basada en un punto b de 
sn- t, se define como la intersección de B" con una esfera Euclidiana en F 
tangente a S"'- 1 • Una horosfera de dimensi6n dos es también llamada un 
horociclo. El interior de una horosfera es llamada. una borobola. El interior 
de un horociclo ea llaJDado también un horodieco. 
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1.6.2 EL MODELO DEL SEMIESPACIO SUPERIOR. 

Sea TJ la transformación canónica del semiespacio U" a la bola unitaria B". 
Entonces T} = up, donde pes la reflexión de En en el hiperplano E"-1 y u 
es la reflexión de En en el hiperplano E"- 1 y <Tes la reflexión de En en la 
esfera S(en, yl2'). Definamos una métrica du en U" por la fórmula 

du(x, y)= ds(71(x), 77(y)). 

La métrica du es llamada la métrica de Poinca.ré en U". Por definición, 1J 
es una isometría de U" con la métrica du al modelo de la. bola conforme B" 
del espacio hiperbólico de dimensión n. AJ espacio métrico que consta de 
U" con la métrica du se le conoce como el modelo del semiespacio superior 
del espacio hiperbólico de dimensión n. 

Teorema 1.19 La métrica du en U" está dada por 

lx-Yl2 

coshdu(x,y) = 1 + -
2
---. 
XnYn 

Teorema 1 .. 20 Cada transfonnación de MObius de U" se restringe a una 
isometría del modelo del serniespacio superior U", y cada i.sometría de U"' 
se extiende a una única transfonnación de Miibius de U". 

Luego podemos identificar el grupo I(U") de isometrías del semiespacio 
superior con el grupo M (U") de transformaciones de U". Es más, los grupos 
I(U") y M(U") son isomorfos, todavía más, I(U") y I(H") son isomorfos 
ya que U" y H" son isométricos, también tenemos que M(U") es isomorfo 
a M(.En- 1 ). De esta forma I(Hn) y M(.En-l) son también isomorfos. En­
tenderemos por una línea hiperbólica de U"' a un 1-plano hiperbólico de 
un. El elemento de longitud de arco hiperbólico del semiespacio superior 
un es 

El elemento de volumen hiperbólico del semiespacio hiperbólico U" es 

dx1 ... dxn 
(xn)n 

1.6.3 EL MODELO DEL DISCO PROYECTIVO. 

El n-disco unitario abierto en R" está definido como el conjunto 

Dn = {x E Rn: lxl < l}. 
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Notemos que G" es el mismo conjwito que B". La razón para esta nueva 
notación es que una. nueva métrica du en D" será definida, de ta.l forma que 
ID>n y B" se convierten en diferentes espacios métricos. 

Identificaremos R" con R" X {O} en R"+ 1 • La. proyección gnomónicaµ de 
ID>" sobre H" está. definida como la composición de la translación vertical de 
ID>" por en+t seguida por la. proyección radial a H". Una fórmula. explícita. 
está dada por 

x+en+l 
µ(x) = lllx + en+1lll' 

La función JL : JD>n -+ H" es una biyección. La inversa de µ está. dada por 

µ- 1{x¡, ... 1 Xn+1) = (x1/Xn+1, ... ,xn/Xn.+1) 1 

Definamos una. métrica dn en D" por 

Por definición, µ. es una isometría de D", con la. métrica dp, a.l n-espacio 
hiperbólico H". El espacio métrico que consiste de D"', junto con la. métrica 
do, es el llama.do modelo del disco proyectivo del n-espacio hiperbólico. 

7'eorema 1.21 La fl'létrica do en llll" está dada por 

coshdn(x,y)= 1 -x·y . 
J(l - lxl2 )(1 - IYl2

) 

'Xeorema 1.22 Cada isometria de D" se extiende a una única transfor­
tnación proyectiva del n-espa.cio proyectivo clásico r y cada tra.nsfor­
tnación proyectiva de R" que deja a G" invariante, se TEStringe a una 
isoT11etrla de D"'. 

'reorema 1.23 Una función </> : D" -+ D" que fija al origen es una 
iscnnetná. de D" si y sólo si es la restricción de una transformación or­
togonal de R". 

Un co¡tjwito P de on se dice un Tn.-plano hiperbólico de D" si µ.(P) es 
un m.-plano hiperbólico de H". 

"Deorema 1.24 Un subconjunto P de D" es un -m-plano hiperbólico de on 
si y sólo si es la inter.sección no vacia con un rn-plano de R". 

Una. línea. hiperbólica. de D" se define como un 1-plano de D"'. 

Corolario. La..s línea..s hiperbólicas de on son las cuerdas abiertas de D". 
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Not:a: El hecho de que los m-planos hiperbólicos de .ID>" coincidan con 
ro-planos euclidianos hace del modelo proyectivo una base muy útil para 
argumentos de convexidad. En todo caso, se debe tener siempre en mente 
que los ángulos hiperbólicos de Jll>" no necesariamente coinciden con los 
ángulos euclidianos; en otras palabras, llll" no es un modelo conforme del 
n-espacio hiperbólico. 

1. 7 Espacios de Transformaciones. 

1. 7.1 CLASIFICACIÓN DE LAS TRANSFORMACIONES. 

Sea tP una transformación de MObius de B". Entonces </> manda la bola 
cerrad.a F a sí mismo. Por el teorema del punto fijo de Brouwer, q, tiene 
un punto fijo en F. La transformación <P se dice 

( 1) elíptica si "' fija un punto de sn. 
(2) parabólica si "' no fija puntos en sn y fija sólo un punto de sn- 1 • 

(3) hiperbólica si <P no fija puntos en Bn y fija al menos dos puntos de 
sn-1. 

Sea F.¡, el conjunto de todos los puntos fijos de tP en F, y sea 1/,J una 
transformación de MObius de B". Entonces 

F.,,.,,.,,_, = >t-(F.¡,). 

De aquí que </>sea elíptica, parabólica o hiperbólica sólo depende de la clase 
de coajugación de q, en lkl(Bn). 

Caracterizamos ahora las transformaciones elípticas de sn. 
"reorema 1.25 Una tronsfonnación <P de B"' es elíptica si y sólo si </> es 
conjugada en M(B") a una transfonnación ortogonal de E". 

Con el fin de caracterizar las transformaciones parabólicas e hiperbólicas, 
es conveniente trabajar en el modelo del semiespacio superior del espacio 
hiperbólico. Las transformaciones elípticas, parabólicas e hiperbólicas de 
U"' están definidas en la misma manera que en el modelo de la bola con­
forme B"'. Para precisar una transformación de MObius de U", q, se dice 

1) elíptica si</> fija un punto de U"'. 
2) parabólica si </,J no fija puntos de un y fija a un único punto de .En- l: 
3) hiperbólico si q, no fija puntos en un y fija al menos dos puntos de 

,En-1. 
Ahora podemos caracterizar las transformaciones parabólicas de un. 

~rema 1.28 Una transformación de Miibius q, de un es parabólica si 
y s6lo si tf> es conjugado en M(U") a la extensión de Poincaré de una 
isornetría que no tiene puntos fijos en en- 1 • 

Sigue la. caracterización de las transformaciones hiperbólicas en un. 



1.7. Espacios de 'Iransforrnaciones. 18 

"Thorema 1 .. 27 Una trana/onnaci6n de MObius q, de U" es hiperbólica si 
y sólo si </> es conjugada en M(U"-) a la extensión de Poincaré de una 
.riTnilaridad ..¡, de E"- 1 de la forma 1/l(x) = kAx, donde k > 1, y A es una 
transfof'Tnación ortogonal de En- l. 

1.7.2 LA TOPOLOGÍA COMPACTO ABIERTA. 

A continuación damos algunos resultados fundamentales de la topología 
compacto-abierta para un conjunto de fwiciones continuas, para una mejor 
exposición ver (Du]. Sea 

G(X,X) = {f: X - X: fes continua}. 

Definición. La topología com.pacto-abierta en C(X, X) está generada 
por abiertos subbásicos de la forma (K, U) = {/ E C(X, X) 1 f(K) e U} 
donde K es un compacto en X, y U un abierto en X. 

La siguiente definición es muy útil para caracterizar a. la topología com­
pacto-abierta. mediante sucesiones. A partir de ahora considera.remos a. 
C(X, X) y a cualquier subespacio de éste dotad.os por la topología compacto­
a.bierta. 

Deftnici6n. Sea X un espacio Tnétri.co. Una sucesión {f,,} en C(X,X) 
se dice que converge uni/orrneTnente en conjuntos coTnpactos en C(X, X) 
si para cada com.pacto K C X y cada e> O, existe un entero N = N(K, e) 
tal que d(f(k), fn(k)) < E para toda n ~ N y toda k E K. 

'reorema 1.28 Sea X un espacio Tnétri.co, entonces una sucesión {/n} 
converge en C(X, X) si y sólo si conve'1Je unifonnernente en conjuntos 
con>pactos en G(X, X). 

El espacio C(X, X) es Hausdorff si y sólo si X es de Hausdorff. Más aún 
G(X, X) es regular si y sólo si X es regular. 

'Teorema 1.29 La función composición en el espacio C(X, X) es con­
tinuo. 

Definición. La función e: C(X,X)xX - X definida por (f,x) - f(x) 
es llamada la función evaluación. 

'Ieorem.a 1.30 La restricción e:c en cada punto x en X de la .función e­
valuación es continua. 

'Ieorema 1.31 Una sucesión {,P;,} de isotnetrías de un espacio Tnétrico X 
conveFYe en I(X) a una isornetrfa </> si y sólo si {4'a(x)} converge a ,P(x) 
para cada punto x E X. 
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Isometrías del Espacio 
Hiperbólico. 

Haremos aquí un estudio de la topología del grupo I(Hn) de isometrías del 
espacio hiperbólico. Empezaremos primero con una introducción a los gru­
pos topológicos. La estructura del grupo topológico de /(H") se estudiará 
en la segunda sección. Los subgrupos discretos de I (H") son de fundamen­
tal importancia para el estudio de las variedades hiperbólicas 9 por lo que 
las propiedades básicas de los subgrupos discretos de I(H") serán exami­
nadas en la tercera sección. Una caracterización de los subgrupos discretos 
de I(f)n) está dada en la cuarta sección. Terminaremos el capítulo con una 
caracterización de todos los subgrupos discretos de I(H"): 

2.1 Grupos Topológicos. 

Definición. Un gMLpo topol6gico es un gn.tpo G que es también un espacio 
topológico, tal que la Tnultiplicación (g,h) - gh y la inversión g - g- 1 , 

son funciones continuas. 

Los siguientes son ejemplos de grupos topológicos. 

Ejemplo 1. R" el n-espacio real, con la operación de adición vectorial. 

Ejemplo 2. C" el n-espacio complejo, con la operación de suma vectorial. 

Ejemplo 3. S 1 el círculo unitario, en el plano complejo con la operación 
de multiplicación compleja. 

Ejemplo 4. R+ los reales positivos, con la multiplicación. 

Ejemplo 5. e• los números complejos distintos de cero, con la operación 
de multiplicación compleja.. 

Sea C" el espacio vectorial n-dimensional complejo. El producto interior 
Hermitia.no de z y w, vectores de C", es 

z • W = z1üi1 + ··· + ZnW'n. 
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La norma. Herm.itiana de un vector z en en es: 

lzl = (z * z) 112 = (lz11
2 + ··· + lznl

2
) 112 . (2.1) 

La norJDa Hermitiana determina la. rnétrica en <C" 

dc(z,w)=lz-wj. (2.2) 

El espacio métrico (C",dc) es llamado el n-espacio complejo. 
Si definimos 'P: C"- R 2 "' corno 

<p(z1 1 •••• ,zn) = (Rez1,lmz1 1 •••• 1 Rezn,Imzn)-

Entonces r.p es un isomorfismo de espacios vectoriales reales. Mas aún, 

(<p(z), <p(w)) = Re(z • w). 

Como ip preserva productos interiores, i.p preserva. normas, por tanto, c.p es 
una isornetría. Por esta razón, llamarnos da a la. métrica. euclidiana en C". 

Ejemplo 6. El Grupo Linea.! General. 
Sea. GL(n,C") el conjunto de todas las matrices complejas invertibles 

de n X n, éste es un grupo bajo la operación de multiplicación matricial, 
llamado grupo general lineal de matrices n x n COIIlplejas. 

La norma de una matriz compleja n x n, A= (aaj) está definida por: 

( ) 

1/2 

IAI = _L la•; 12 

,,,=1 
(2.3) 

Esta norma determina la llamada métrica Euclidiana. en GL(n, C). El grupo 
lineal GL(n,C), con la topología inducida por la métrica euclidiana, es un 
grupo topológico. 

Obee~ción~ Cualquier subgrupo H de un grupo topológico G es un 
grupo topológico con la topología del subespacio., por ejemplo cada uno 
de los siguientes subgrupos de GL(n, C) es un grupo topológico con la 
topología inducida por la métrica euclidiana: 

Ejemplo T .. S L( n, C) el grupo especial lineal, de todas las matrices com­
plejas n x n con determinante igual a uno. 

Ejemplo 8 .. GL(n, R) el grupo general lineal, de todas las matrices reales 
n x n invertibles. 
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Ejemplo 9. O(n) el grupo ortogonal, de las matrices A E GL(n. R) que 
cumplen AA'= I. 

Ejemplo 10. SO(n) el grupo especial ortogonal, de las matrices A en 
O(n) de determinante l. 

Ejemplo 11. El Grupo Unitario. 
Una matriz A E GL(n, C) se dice unitaria si y sólo si 

(Az) •(A=)= z • UJ 

para todos z, w E C"'. El conjunto de todas las matrices unitarias forma un 
subgrupo U(n), llamado el grupo unitario de matrices complejas den x n. 

Dos vectores z y w en C" se dicen ortogonales si y sólo si z * w = O. Una 
base { v 1 , ••• , vn.} de C" se dice ortonormal si y sólo si V¡ * v; = Ó¡j, para 
toda i, j, donde 6 es la delta de Kroenecker. Una matriz real es unitaria si 
y sólo si es ortogonal. 

Sea A una matriz unitaria, como AAt = I, tenemos JdetAI = l. Sea 
SU(n) el conjunto de todas las matrices A en U(n) tales que det A = l. 
El grupo SU(n} es el grupo unitario especial de las matrices complejas de 
n x n. El grupo unitario U(n) es compacto. Así, O(n) también es compacto 
ya que es un subgrupo cerrado de U(n). 

2.1.l GRUPOS TOPOLÓGICOS COCIENTE 

Lema 1 .. Si h es un elemento de un grupo topológico G, entonces las fun­
ciones Li. : G - G dada por Li.(g) = h- 1 g y Ri. : G - G dada por 
Rh(g) = gh, son hoTneom.or/ism.os. 

Demost;ración: 
Ambas funciones son continuas pues son la. restricción sobre h (o h- 1 ) 

del producto de elementos y como tienen inversas g - h- 1 g y g - gh- 1 , 

respectivamente (que son continuas por el mismo argumento). Entonces las 
funciones dadas son homeomorfismos. • 

Sea H un subgrupo de un grupo topológico G. El espacio de las clases 
laterales G/H es el conjunto {gH: g E G} con la topología cociente. La 
función cociente se denotará por 7r : G - G /H. 

Lema 2 .. Si H es un subgrupo de un grupo topológico G, entonces la 
función cociente 7r : G - G / H es u.na función abierta. 

Demoat;ración: 
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Sea U un abierto en G. Entonces 7r(U) es abierto si y sólo si 7r- 1 (rr(U)) 
es abierto en G por la definición de Ja topología cociente en G /H. Pero 
cada. Uh es abierto por el lema l. Así 1T es una función abierta. • 

'Thorema 2.1 Sea N un subgrupo normal de un grupo topológico G. En­
tonces G/N, con la topología cociente, es un grupo topol6gico. 

Demostración: 
Sea. 7r : G - G / N la función cociente. Entonces tenemos el siguiente 

diagrama conmutativo. 

G ---~9~-~9~--'--- G 

~ 1 l ~ 
G/N gN-g 'N G/N 

Veamos que la inversión gN - g- 1 N es continua. Sea U un abierto en 
G/N, 7r-l(U) es abierto, pues rr es continua¡ si t. es la. función que invierte 
en G, ,,-1 cw- 1 (U)) es también abierto en G pues t. es continua. Luego 
como 7r es abierta en G/N, como el diagrama conmuta 7r(t.- 1 {7r- 1 (U))) = 
t.G}N(U) donde t.G}N es la función que invierte, entonces t.Q}N es continua. 

Análogamente del diagrama conmutativo 

G X G __ <~9'-'·-h~)--_~g_h __ G 

~x~l 1~ 
G/N X G/~gN,hN) - gh-WIN 

Como rr es una función abierta 7r x 7r es también abierta. Del diagrama 
se deduce que la multiplicación en G/N es continua. • 

Por el teorema 2.1 los siguientes grupos cocientes, con la topología co­
ciente son grupos topológicos: 

Ejemplo 12. El grupo proyectivo lineal general complejo 

PGL(n,C) =GL(n,C)/N 

aquí N es el subgrupo normal {kI: k E Cº}. 

Ejemplo 13 .. El grupo proyectivo lineal especial complejo 
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PSL(n,C) =SL(n,C)/N, 
donde N es el subgrupo normal {wI: w es una raíz de la unidad}. 

Ejemplo 14. El grupo proyectivo lineal general real 

PGL(n, 1R) =GL(n.1R)/Ñ 

siendo N el subgrupo normal {kI: k E R• }. 

Ejemplo 15. El grupo proyectivo especial unitario 

PSU(n) = SU(n)/N, 

N es el subgrupo normal {wI: w es una n-ésima raíz de la unidad}. 

Definición. Dos grupos topológicos G y H son topológicamente isomor­
fos si y sólo si existe un isomorfismo de grupos t.p : G - H que es taTnbién 
un hoTneomorfisnl.o. 

Ejemplos 
1.- Los espacios C'" y R 2 n son grupos topológicos isomorfos, en notación 

C" E!' a2"'. 
<op 

2.- {R.,+) ~ {R, ·)mediante el modismo Exp: lR. - JR, dado por 
top 

Exp(x) =ex. 

3.- ce·.·) S!! R+ X S 1 ¡ la función f: e· - R+ X S 1 dada por 
top 

f(z) = (lzl, z/ /zl), 

es un isomorfismo de grupos topológicos. 
4.- (S1 , ·) S< 80(2), la función g: S 1 - 80(2), definida por 

top 

(z) _ e cos(arg(z)) 
g - -sen(arg(z)) 

es un isomorfismo de grupos topológicos. 

sen(arg(z)) ) 
cos(arg(z)) 

7\eorerna 2.2 Sea H un subgrupo de un grupo topológico G, y sea T/ : G. -
X una función continua tal que ,,- 1(71(g)) = gH, para cada g E G. Si 
tT : X - G es una inversa derecha, continua de 71, entonces la función 
tlt : X x H - G, definida por cf>{x, h) = cr(x)h, es un horneoTnorfismo, más 
aún la función 7j: G/ H - X inducida por T/~ es un hoTneornorfismo. 
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2.2 Grupos de Isometrias 

Sea X un espacio métrico. De aquí en adelante supondremos que el grupo 
I(X) de isometrfas de X y el grupo S(X) de similaridades de X están 
dotados con la topología inducida como subespacios de G(X, X) el espa­
cio de las funciones continuas de X en X con la topología compacto-abierta. 

'Ieorema 2.3 Si X ea un espacio Tnétrico finitamente ccnnpacto, entonces 
I(X) es un grupo topol6gico. 

Demostración: 
Por el teorema 1.29, la función composición (<P, 1") - tfnP es continua. 

Como X es finitamenre compacto, es también localmente compacto. Cada 
espacio métrico finitaJDente compacto tiene una base numerable, G(X, X) 
lo es, y de aquí, I(X) tiene una base numerable. Probaremos que la in­
versión tP - q,- 1 es continua. usando sucesiones. Supongamos que q,, - tjJ 
en I(X), luego .P;(x) - ,P(x) para cada x E X. Sean E > O, x un punto 
de X, y y= q,- 1 (x}. De lo anterior, existe un entero k tal que para todo 
i ~ k, tenemos d(<fJ.(y), </J(y)) < E, entonces 

d(<Pi' (x), .p- 1 (x)) = d(.p,q,¡ 1 (x), .p,.p- 1 (x)) = d(x, .p,.p- 1 (x)) 
= d(,P.p- 1 (x),,P;,P- 1(x)) = d(,P(y),,P;(y)) <E. 

Así q,,(x) - q,- 1 (x). Por el teorema 1.31, tenemos <Pj 1 - cp- 1 • Esto mues­
traque la. inversión es continua y, por tanto, I(X) es un grupo topológico• 

~rema 2.4 Las siguientes .funciones definidas por las reatricciones co­
rrespondientes, son isoTnorfisrnoa de gru.poa topológicos. 

1) p: O(n + 1) - I(Sn). 
2) .p: en x O(n) - I(en). 
9) t;: PO(n, l) - I(Hn). 

Demostración: 
(1) Sabemos que p es un modismo biyectivo de grupos. Solo necesitamos 

probar que pes un homeomorfismo. Supongamos que A, - A en O(n + 1), 
entonces A,x-+ Ax para todo :z: en S". Por el teorema 1.31 Ai -. A en 
I(S") . Recíprocamente, supongaJDos que A, - A en I(S"). De modo que 
A,e3 - Ae; para cada. j = i, ... , n +l. Así A, - A en O(n + 1). Por tanto 
p es un homeomorfismo. 

(2) Sea e : I(ER) - En la función evaluación definida por e(,P) = ,P(O), 
por el teorema 1.30, e es continua. Definimos T : E" x E" - E" por 
T(a, x) = a+ x. Entonces T es obviamente continua., t&Rlbién la función 
correspondiente 'T': en - I(ER) definida por 'T'(a)(x) =a+ x, es también 
continua. La función T es una inversa derecha de e. 
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Identifiquemos O{n) con el grupo de isometrías que dejan fijo al origen. 
De (1), la topología compacto-abierta en O(n) es la misma que la topología 
euclidiana en O(n). Para cada tP E I(E"), tenemos: 

e- 1 (e(<f>)) = <f>O(n) 

con esto, <P es un bomeomorfismo por 2.2. 
(3) Por el teorema 1.8, e es un isomorfismo de grupos. SupongaJDOS 

A.¿ - A en PO(n, 1). Entonces, A,x-+ Ax para todo x en H". De modo 
que A,-+ A en l(H") por el teorema 1.31. Recíprocamente, supongamos 
que A¡-+ A en l(H"). Entonces A,en+l-+ Aen+l· Para ca.da j = 1, ... ,n 
el vector v; = e; + v'2en+I está. en H"'. De aquí, A,vj - Av3 para cada 
j = 1, ... , n. Por tanto: 

A.¡:e; + '\/'2Aen+1 - Ae; + v'2Aen+l 

de esta manera A,ej - Ae; para cada j = 1, ... , n. Por todo lo anterior 
A,-+ A en PO(n, 1), y entonces e es un homeomorfismo. • 

El grupo T(En) de las translaciones de En es un subgrupo de I(En), y 
por tanto, T(E") es un grupo topol6gico con la topología de subespacio. 

Corolario. La evaluación e : T(E") -+ E", definida por la fórmula 
e(T) = T(O), es un isomorfismo de grupos topológicos. 

2.2.1 GRUPOS DE TRANSFORMACIONES DE MOBIUS 

Cada transformación de MObius que envía la bola unitaria B"' sobre sí 
misma está determinada completamente por su acción en 8B" = S"'- 1 , 

esto es una consecuencia de la extensión de Poincaré. La topología de sn-l 
determina. de manera natural una topología en el grupo M(Bn), la inducida 
por la 1nétrica definida por 

Ds(<P, t/I) = sup l4>(x) - t/l(x)l -
zes••-• 

La topología inducida. por Ds en M(Bn), coincide con la que hereda del 
espacio ccsn-1,sn-l) de funciones continuas de sn-l en sí mismo, con la. 
topología compacto-abierta. 

Lema 1. Si <P está en M(B"'), entonces 

sup 
:z:,JIES"- 1 

Demoa~ración: 

lt/>(x) - <f>(y)I = expD (O <f>(O)) 
lx-yl B ' . 

Suponga.moa que t/J( oo) = oo. Entonces </>es ortogonal, por tan.to, tenernos 
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l</>(x) - </>(y)I - 1 - expD (O O) 
lx-yl - - B ' • 

Ahora supongamos que t/>(ex>) ::/:= oo. Entonces </> = ,Pcr, donde cr es la 
reftexión en la esfera S(a, r) ortogonal a sn-l y ..P es una transformación 
ortogona. De manera que r 2 = lal2 

- l; y además: 

l</>(x) - </>(y)I r 2 lal 2 
- 1 

lx - YI = lx - al IY - al = lx - al IY - al' 

de la igualdad lx - al2 = lxl2 
- 2x ·a+ lal 2 y de la desigualdad de Cauchy­

Schwarz la· xi::;; lal lxl = lal, se sigue lxl2 -2x·a+lal2 2' lxl2 -2 lal+lal 2
, 

por tanto el mínimo valor para jx - aJ se obtiene cuando x = ~' esto 
implica 

Como 

sup 
:l:l,:llES••-1 

l<f>(x) - </>(y)I 
lx-yl 

lal 2 
- 1 lal + 1 

(lal - 1)2 = lal - 1 · 

lal2 
-1 

u(x) =a+ lx - al2 (x - a), 

o-(0) =~'y por tanto, !al= r.Plcrn· De aquí 

lal + 1 1+14>(0)1 
lal -1 = 1 -1</>(0)I = expDa(O,</>(O)). 

• 
Sea T/ : U" - B"', dada por la proyección estereográfica compuesta con 

la gnomónica. Entonces TJ induce un isomorfismo r¡. : M(U") - M(Bn) 
definido por 71.(4>) = 1]r/n]- 1 • La restricción de T/ a En-les la proyección es­
tereográfica 7r : En-l - sn-l. Sea d la métrica cordal en En-l. Definamos 
una métrica Du en M(Un) por Du(.P, .P) = sup d(,P(x), .P(x)). Entonces 

Z'eE••-1 

Du(</>, .P) = sup l?T</>(x) - ,,-,¡,(x)I = sup ¡,,-.p,,.-l(y) - ,,..p,,.-1 (y)j 
= Ds(T/<f>'rl- 1 ,T/1/JT/-1 ) = Ds(T/.(.P).T/.(.P)). 

Por tanto, 77.: M(U") - M(B") es una isometría. 

'Ii!orema 2.5 Son grupos topológicos 
1) (M(Bn),Ds). 
!!) (M(S"- 1 ),Dá) donde D'8 es la Tnétrica inducida por Ds en sn- 1 • 

:J) (M(Un),Du). 
4) (M(En-1),Du). 
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Demostración: 
Probaremos solo el enunciado (1), éste implica de manera inmediata los 

otros enunciados. Sean c/>,t/Jo,t/J,l/Jo E M(Bn). Por el lema. 1, existe una 
constante positiva k(<P) tal que 

1-t>(x) - ,P(y)I :S k(,P) lx - YI 

para. todos x,y E sn- 1• Como 1/.1 se restringe a una biyección en 5n-t, 
tenemos Ds(,Pt/J, -t>otP) = Ds(,P, <Po). De esto se sigue 

Ds(t/>,P, <PotPo) :S Ds(#, -t>o.P) + Ds(,Po,P, -t>o.Po) 
:S Ds(-t>, -t>o) + k(,Po)Ds(tP, .Po)· 

Esto implica que la composición (t/J, t/J) - </ni~ es continua en (<Po, t/10 ). Si­
milarmente, la función <P -+ q,- 1 es continua en <Po ya que 

• 
La extensión de Poincaré induce un homeomorfismo de M ( sn- t) a M(B"') 

y un homeomorfismo de J\f(i!;n-l) a 11.f(Un). 

Teorema 2.6 Las funciones 
1} <lo: sn X O(n) - Jl.,f(Hn), dada por ol>(b, A)= r.A. y 
2)'11: snxO(n)- I(Bn), dadapor'l!(b,A) =r•A sonhomeomorfismos. 

Demostración: 
(1) Sea e 0 : M.(Bn) - Bn la evaluación, definida por e(,P) = ,P(O). 

Supongamos que D(<P,I) < r. Como la imagen <P(La) de cada diámetro 
euclidiano está contenida en una línea de B" cuyos puntos extremos distan 
a lo más r de los extremos de </>{L 0 ), el cilindro euclidiano Co. con eje en 
Lo. y radio r contiene a </>(La)· Entonces eo es continua en la identidad, ya 
que 

{,P(O)} CQ <f>(La) CQ Ca= {x E En : jxj < r}. 

Supongamos ahora, que {t/>i} es una sucesión en M(B") que converge a 
,P. Entonces t/>- 1 q,i converge a I, ya que 1'-l(Bn) es un grupo topológico, 
luego q,- 1 .p.(O) converge a O, así, <!>;(O) converge a ,P(O). De modo que 
ea es continua en todo punto. Definamos éJT : B"' X sn-l - sn-l por 
OT(b,x) = Tb(x). Por la fórmula en 1.1, tenemos 

r.(x) = (1 - lbl
2

) x + 2(1 + x · b) b 
(lbl2 lxl2 + 2x · b + 1) lx + bl 2 
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Por tanto, éJT es continua. De aquí, la función 8T : B"' - M(S"'- 1 ) 

definida por éJT(b)(x) = T111(x), es continua, ya que la topología inducida por 
Ds en M(S"') es la misma que la topología compacto-abierta. Así también, 
la función:¡:: Bn - M(BR) definida por r(b)(x) = 'Tb(x) es continua, ya 
que la función de M (S"- 1 ) a M (B"') inducida por la extensión de Poincaré, 
es un homeomorfismo. La función Tes una inversa derecha de e. 

Sea q, E M(Bn), luego </>O(n) e e-1(e(,P)). Supongamos que ..¡, está. en 
e- 1 (e(cf>)). Entonces ..P(O) = ,P(O), y por tanto q,- 1 ..p(O) =O, tenemos que 
q,- 1 ..¡, está. en O(n) de aquí ..¡, E </>O(n). Así e- 1 (e(<P)) = </>O(n). De esta 
manera cft es un homeomorfismo por el teorema 2.2. 

(2) Definamos 'T: Bn X Bn - Bn por r(b,x) = 'Tb(x). Sean by x E B". 
Por la fórmula 1.1 tenemos 

'T (x) = (1 - lbl
2

) x + (lxl
2 + 2x · b + 1) b 

• (!bl2 lxl 2 + 2x · b + 1) (lbl2 lxl 2 + 2x · b + 1) . 

Por tanto, T es continua. También, la función T : B"' --+ I(B"), definida 
por T(b)(x) = -n,(x), es continua. La función Tes una inversa derecha de e. 

Identificaremos a O(n) con el grupo de todas las isometrías de B" que 
dejan fijo al origen. Por el mismo argumento que en 2.4(1), con e;/2, la 
topología compacto-abierta en O(n) es la misma que la topología. Eucli­
diana en O(n). Como e- 1 (e(,P)) = q,D(n). >I> es un homeomorfismo por el 
teorema 2.2. • 

'Teorema 2.T Las restricciones 
1) p: M(Bn) - I(Bn). 
2) p: M(U") - I(Un). 
3) P: (.En-1) - S(E"-1). 

Son isomorfismos de grupos topol6gicos. 

Demoat.ración.: 
(1) La función pes un isomorfismo por el teorema 1.18. Las funciones 

<I> : Bn x O(n) - M(Bn) y >I> : B" x O(n) - I(Bn) son homeomorfismos 
el teore1na 2.6. Como p = -.¡,-+- 1 , t.enemos que pes un homeomorfismo. 

(2) Se sigue inmediatamente de (1). 
(3) El grupo S(En-l) de_ similaridades de En-> es isomorfo, por la ex­

tensión a oo, al grupo M(En-1 ) 00 de transforIDaciones en M(E"-1 ) que 
fijan al oo. La topología inducida en M(.En- 1 ) 00 por la 1nétrica Du es 
la. misma que la topología compact.o-abierta, ya que En-l es compacto. 
Supongamos que ..¡,, - ..¡.. en M(E;n-l)~. Entonces .,P;(x) - .,P(x) para 
cada punto x en é"- 1 • Se puede probar que p(t/Ji)--+ p(-r/J) y por tanto pes 
continua. 

Supongamos que q,, - <P en S(En-1), luego ,P;(x) - </>(:r) para cada 
punto x en E"-1 • Sea ;;1a extensión de ~oiJ.!ca.ré de tf!· Entonces ;¡i - 'J; en 
M(Un) por los teoremas 1.31y2.7. Sea <P : E"-1 - E"-1 la extensión de <P 
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definida por ;¡;{ex>)= oo. Entonces;¡;¡ - ;¡;,ya que la extensión de Poincaré 
induce un homeomorfismo de M(É"-1 ) a M(U"). Como p(¡;) =<P. tenemos 
p-1 {q)¡} - p-1 • Por tanto p-1 es continua. Así pes un homeomorfismo. • 

Ejemplo 1. PSU(2) y S0(3) son isomorfos. 

Ejemplo 2. SU(2) y S 2 son isomorfos. 

Ejernplo 3. S 3 / {±1} y S0(3), son isomorfos. 

2.3 Grupos Discretos 

En esto. sección, estudiaremos las propiedades básicas de los grupos discre­
tos de isometrías de S", E", y H". 

Definición. Un grupo discreto es un grupo topol6gico r donde todos sus 
puntos son abiertos, i. e., la topolog{a de r es la discreta. 

Lema 1. Si r es un grupo topológico, entonces r es discreto si y s6lo si 
{l} es abierto en r. 

Demostración: 
Si res discreto, entonces {l} es abierto. Recíprocamente, supongamos 

que {l} es abierto. Sea g E r, entonces la multiplicación por la izquierda 
por g es un homeomorfismo de r. Por tanto, el conjunto g{l} = {g} es 
abierto en r. • 

Lema 2. Un espacio T1létrico X es discreto si y sólo si cada sucesión 
converyente en X es eventualT1lente constante. 

Demo11traci6n: 
Supong&IDOS que X es discreto y Xn - x en X. Entonces existe una 

r > O tal que B(x, r) = {x}. Como x 0 - x, existe un entero m tal 
que Xn E B(x,r) para toda n ~ Tn. Así Xn = x para toda n ~ Tn. 

Recíproca.mente, supongamos que X no es discreto. Entonces existe un 
punto x tal que {x} no es abierto. Así B(x, l/n) ':F {x} para cada entero 
n > O. Escojamos X'n E B(:i:, l/n} tal que Xn ?'=- x. Por tanto, Xn - x, pero 
{ X'n} no es eventualmente constante. • 

Lema 3. Si G es un grupo topológico con una topología inducida por 
una nlétrica, entonces cada su.bgnJ.po discreto de G es cerra.do en G. 

Demc::.tración: 
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Un subespacio discreto de un espacio Hausdorff es cerrado. • 

Asignándole la topología. discreta. a cualquier grupo r, se puede consi­
derar como un grupo discreto. Sin embargo, en este traba.jo, nos concen­
traremos en el estudio de los subgrupos discretos de un grupo continuo 
como R"' o GL(n, C.). A continuación ponemos algunos ejemplos de sub­
grupos discretos de grupos continuos familiares. 

Ejemplo 1. Los enteros Z es un subgrupo discreto de R. 

Ejemplo 2. Los enteros ga.ussianos Z{i] = {1J'l,. + n{i}: 1J'l,.,n E Z} es un 
s~bgrupo discreto de C. 

Ejemplo 3. El conjunto {k"' : n E Z} es un subgrupo discreto de R+ 
para cada k > O. 

Ejemplo 4. El grupo {exp(211"iTn/n) : m. =O, 1, ... , n-1} de las n-ésimas 
raíces de la unidad es un subgrupo discreto de S 1 para cada entero positivo 
n. 

Ejemplo 5. El conjunto {kn 1 ne Z} es un subgrupo discreto de C"\S 1 

para cada k en e• \S1 • 

Ejemplo 6. Un subgrupo r de U(n) es discreto si y sólo si r es finit.o. 

Ejemplo T. Un subgrupo r de O(n) es discreto si y sólo sir es finito. 

Deflnici6n. El grupo de simetrías de un subconjunto S de u.n espacio 
Tnétrico X es el grupo de todas las simetrías de X que dejan a S invariante. 

Ejemplo 8. Es conocido desde la antigüedad que los cinco sólidos pueden 
ser inscritos en una esfera; de hecho una construcción está dada en el libro 
13 de los elementos de Euclides. El grupo de simetrías de un sólido regular 
P inscrito en S 2 es un subgrupo finito de 0(3) cuyo orden es 24 si P es un 
tetraedro; 48 si P es un cubo o un octaedro; y 120 si P es un dodecaedro 
o un icosaedro. 

Definición: Una latiz de R" es un su.bgMJ.po generado por "711. vectores 
linealnl.ente independientes de R". 

Ejemplo 9 .. Un subgrupo r de R"" es discreto si y sólo si I"' es una la.tiz. 

Ejemplo 10 .. Sea r el conjunto de puntos de R.4 de la forma !Cm, n. 1 p, q) 
donde m, n, p, q son todos enteros paree o todos impares. Entonces r es 
una latiz de R 4 • Esta latiz es interesante porque contiene 24 vectores uní-
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tarios ±ei para i = 1,2,3,4 y{±~,±~,±~,±~) todos los cuales forman 
la vecindad más cercana al cero en r. Vale mencionar que estos 24 puntos 
son los vértices de un poliedro regular en R 4 llamado la 24-celda. 

Definición .. Sea SL(n,<C) el grupo de las Tnatrices den x n cuyo deter­
minante es ±1. 

Ejemplo 11 .. Un subgrupo r de ft(n, <C) es discreto si y sólo si para 
cada r > O, el conjunto {A E r : IAI S r} es finito. En consecuencia, un 
subgrupo discreto de §L(n,C) es numerable. 

Ejemplo 12- Observemos que el grupo modular SL(n, Z) y el unimcr 
dular GL(n,Z) son subgrupos discretos de §L(n,C) por el ejexnplo 11. 

2.3.1 GRUPOS DISCONTINUOS 

Definición .. Sea G un grupo en un conjunto X y sea x un elemento de X. 
{1) El subgrupo G:r: = {g E G: gx = x} de G es el grupo estabilizador 

de x en G. 
(2) El subconjunto Gx = {gx : g E G} de X es la G-órbita a través de 

x. Las G-órbitas forman una partición de X. 

Observación. Definamos la función <P: G/Gz - Gx por if'(gGz) = gx. 
Entonces <P es una biyección. Por tanto, el índice de Gz en G es la cardi­
nalidad de la órbita Gx. 

Definición: Sea G actuando en un espacio topológico X, decimos que: 
i) G actúa discontinuamente en X si y s6lo si paro cada subconjunto 

compacto K de X, el conjunto K n gK es no vac{o sólo para un número 
finito de elementos de G. 

ii) G es discontinuo en caso de que G es un grupo de homeornorfismos 
de X actuando discontinuaTnente en X. 

Lema 4 .. Si un grupo G actúa discontinuarnente en un espacio topológico 
X, entonces cada grupo estabilizador es finito. 

Demostración: 
Sea x un punto de X. El estabilizador Gz de x es finito, ya que {x} es 

compacto. • 

Definición: Una colección S de subconjuntos de un espacio topológico X 
es localTT&ente finita si y sólo si para. cada punto x de X, existe una vecindad 
abierta U de x en X tal que U interseca únicamente a un número finito 
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de eleTnentos de S. 

Una subcolección de una colección localmente finita S es también local­
mente finita. TaIDbién la unión de los miembros de una colección localmente 
finita S de conjuntos cerrados es cerrada. 

Lema 5. Si un grupo G actúa discontinuamente sobre un espacio métrico 
X, entonces cada G-órbita es un subconjunto cerrado de X. 

Demostración: 
Sea x un punto en X. Mostraremos que la colección de subconjuntos de 

un sólo elemento de Gx es localmente finita. Suponganios que y es un punto 
de X tal que cada vecindad de y contiene un número infinito de puntos de 
Gx. Ya que X es métrico, existe una sucesión infinita {g1 } de elementos 
distintos de G tal que {g1x} converge a y. Entonces 

K = {x,y,g1 x, ... } 

es un conjunto compacto de X. Como g 1 x está en K n g 1 K para cada i, 
tenemos una contradicción. Así { {gx} : g E G} es una. familia localn:iente 
finita de subconjuntos cerrados de X. Por tanto, cada subconjunto de Gx 
es cerrado en X . .De manera que Gx es un cerrado en X. • 

Teorema 2.8 Sea r un g'Mlpo de similaridades de un espacio métrico X. 
Entonces r es discontinuo si y sólo si 

{1) cada est.abi.li.za_dor de r es finito, y 
(2) cada r-órbita es un subconjunto cerra.do discreto de X. 

Demostración: 
Si r es discontinuo, entonces r satisface (1) y (2) por los lemas 4 y 5. 

Recíprocamente, supongamos que r no es discontinuo pero que satisface 
(1) y (2). Entonces existe un subconjunto compacto K de X y una sucesión 
infinita {g1} de elementos distintos de r tales que K y g,.K se intersecan, 
de esta forma también g¡- 1 K y K se intersecan. Por medio de una sub­
sucesión, podemos suponer 9• :¡i:. gj 1 para toda i =/:: ,j, y reemplazando g, 
si es necesario, podemos elegir al factor de escala k,¡ de g¡ menor que uno. 
Para cada -i, existe una x 1 en K tal que usx• E K. Como K es compacto, 
la sucesión {z1 } tiene un punto de acumulación x en K. Pasando a una 
subsucesión, podemos suponer que {:r¡} converge a x. Análoga.mente, se 
construye {g1x 1 } que converge a y en K. Obsérvemos que 

d(g,x, y) :5 d(g;:r, g;x;} + d(g;:r;, y) = k;d(:r, :r;) + d(g;:r;, y) 

Por tanto, {g.¡x} converge a y. Para cada i, sólo hay un nú1uero finito de 
índices j tales que g¡x = gjx (1). De aquí, existe una subsucesión infinita 
de {g.¡x}, cuyos términos son todos distintos que converge a y; pero esto 
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contradice (2). Por tanto r es discontinuo. • 

Lema 6. Si X es un espacio rnétrico finitarnente cornpacto, entonces 
I(X) es cerro.do en C(X, X). 

Demostración: 
El espacio X tiene una. base numerable, ya que X es finitamente com­

pacto. Por tanto, C{X, X) tiene una base numerable. De aqt.ú, /(X) es 
cerra.do en G(X, X) si y s6lo si cada sucesión infinita de elementos de I(X) 
que converge en C(X, X), converge en /(X). 

Sea {q,,} una sucesión en I( .. Y) que converge a una funci6n <P: X-+ X. 
Entonces para. cada par de puntos x, y en X, tenemos que 

d(.P;(x), .P;(y)) - d(.p(x), q'>(y)) 

por tanto, 

d(x, y) = d(.P(x), .p(y)). 

Así <P preserva distancias. Ya estamos cerca de probar que <Pes una isometría, 
mostraremos, para. acabar, que <P es suprayectiva. Sea a un punto base de 
X y sea. C(a, r) la bola cerrada centrada en a con radio r > O. Entonces 
el conjunto <P(C(a,r}) es cerrado en X, ya que C(a,2r) es compacto. Por 
contra.dicción, supongamos que y es un punto de C(q)(a), r) que no está en 
t/>(C(a, 2r)). Sea 

s =dist(y, .P(C(a, 2r))). 

Entonces O < s ::S r. Como r/J• -- q) uniformemente en C(a, 2r), existe un 
índice, tal que 

d(.P;(x),q'>(x)) < s, 

para. cada punto x en C(a, 2r). Observemos que: 

d(y, 4'3 (a)) :S d(y, .P(a)) + d(.P(a), <Pi (a)) :S r + s :S 2r. 

Luego y E C(.P.;(a), 2r), y como <Pi manda a C(a, 2r) sobre C(.Pj(a), 2r), 
existe un punto x en C(a,2r) tal que q':t,(x) =y. Tenemos la contradicción 

d(y,.p(x)) = d(.P,(x),.P(x)) <s. 

De esto, 

C(.P(a),r) e t/>(C(a, 2r)). 
X = U C(,P(a), r) e U .P(C(a., 2r)) = lm .P 

r>O r>O 
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Luego, <P es suprayectiva. Por tanto, <P es una isometria. Con todo lo ante­
rior, se sigue que la sucesión {t/>i} converge en I{X), en consecuencia, I(X) 
es cerra.do en C(X,X). • 

'reorema. 2 .. 9 Sea X un espacio Tnétri.co finitamente compacto. Entonces 
un grupo r de I(X) es discreto si y sólo si r es discontinuo. 

Demostración: Supongamos que r es discontinuo. Sea X E X 1 entonces 
la órbita rx es discreta y el subgrupo estabilizador r ~ es finito por el 
teorema 2.8. Sea E:r. : r - rx la evaluación en x. Entonces éz es continua.. 
Por tanto, el conjunto e~ 1 (x) = r:r. es abierto en r. De aquí, se sigue que 
la identidad de X es un abierto en r, y por esto, r es discreto, por el Lema 
1. 

Recíprocamente, supongamos que res discreto. X es finita.mente com­
pacto. Así C(X, X) es regular, ya que X lo es. De esta forma se concluye que 
C(X, X) es metriza.ble. Así, res cerrado en !(X) por el Lema 3, entonces 
cerrado en C(X1 X) por el Lema 6. 

Supongamos que r no es discontinuo. Entonces existe un punto y de X y 
una sucesión infinita S = {t/>•} de elementos diferentes de r tal que {tf>i(Y)) 
converge a un punto de X. El conjunto S es cerrado en C(X, X) 1 ya que r 
es un subconjunto cerrado discreto de C(X, X). También Ses equicontinuo 
en X, ya que para. cada x E X, r > O, i E N, tenemos 

q,,(B(x,r)) = B(Q>,(x),r). 

Sea x un punto arbitrario de X. Entonces E:i:(S) = {tf.ti(x)}. Observemos 
que para todo i, también 

d(</>;(x), q,,(y)) = d(x, y). 

Sea r = d(x,y). De manera que 

{</>;(x)} e JV({<f>,(y)},r), 

donde N({q,,(y)},r),= y B(Q>,(y),r), que es compacto. ya que {<f>,(y)) es 

a.cotado. Por tanto, como Ses equicontinua y cerra.da y e%(S) es compacto 
para cada x E X, por el Teorema de Arzela.-Ascoli [Dudjundi, pág 267] 
-S = S es compacto. Como S es discreto, S debe resultar finito, una con­
tradicción, luego r es discontinuo. • 

2.4 Grupos Euclidianos Discretos. 

En esta. sección caracterizamos los subgrupos discretos del grupo I(En) de 
isornetrías de En. 
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Definición: Una iscnnetría </> de E" es elíptica si fija al 7nenos un punto 
de E"; de otra forma, e.s parabólica. 

Observación. tP E I(E") es elíptica (rcsp. parabólica) si y sólo si su 
extensión de Poinca.ré 'J; en /\f(U"+ 1 ) es elíptica (rcsp. parabólica). 

Cada elemento tP de I(E") es de la forma ó(x) = a+ Ax con a en En y 
A en O(n). Escribiren1os simplemente <P =a+ A. 

Teorema 2.10 Sea <P en I(E"). Entonces</> es parab6lica .si y sólo si existe 
una linea L de E" en. la cual q, actúa corno una translación. no trivial. 
Adeni.ás existe una isometría .,¡,, de E" que fija los puntos de L y una 
tro.nslaci6n no trivial T que deja a L invariante, tales que <P = 1,P. 

Demostración: 
Supongamos que <P = a+A es parabólica. Entonces <P no tiene puntos fijos 

en E" por definición. Sean V= {x E E"¡ Ax= x} y W su complemento 
ortogonal. Escribamos X = V + 'W con V e V y w E \.V. La transformación 
ortogonal A deja a la descomposición En = V E0 W invariante. De a.qui, 
A-I manda a W en sí misn10. Como V es el núcleo de A-1 y VnW = {O}, 
tenemos que A - I es un isomorfismo de W en sí mismo. Observemos que 
la ecuación: 

a+Ax=x 

es equivalente a la ecuación: 

(b +e) + v + Aw = v + w, con a= b +e, x = v + 'W 

luego: 

(A - I)w = -b - c. 

En consecuencia b #- O. Puesto que de otra manera se podría resolver Ja 
última ecuación para tu y obtener un punto fijo para</>. Escojamos una y en 
E" de tal forma que (A - I)y = -c. Sea L la línea cuya forma pa.ramétrica 
es x = tb+y, con ten R. Entonces, t/1 actúa como una translación no trivial 
en L, ya que 

cf>(tb+y) =a+ A(tb+ y)= a+ Atb+ Ay 
=a+ tb +y+ e= (t + l)b +y. 

Recíprocamente, supongamos que existe una línea L de E" en la cual </> 
actúa como una translación no trivial. Entonces, <P manda a cada. hiperpla.no 
de E"' ortogonal a. L a otro hiperplano ortogonal a L. Luego <P no tiene 
puntos fijos en E"', por tanto <P es parabólica. 

EscojaJDos y tal que (A - I)y = e, y sea L la línea x = tb +y con t E R, 
1/J = c+A y -r = b+I. Entonces cf> = -r,P, además 
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..P(tb +y) = e+ tb + Ay= tb + y 

y 

r(tb+y) = (1 +t)b+y, 

de modo que 1/,J fija a cada punto de L y T la deja invariante. • 
Corolario 1. Si</> E I(E") es parabólica, entonces r = (</>) es discreto. 

Demos'tración: 
Por el teorema 2.10, existe una línea L de E" en la. cual </> actúa como 

una translación no trivial. Sea x un punto en L. Entonces la órbita rx es un 
conjunto discreto. Como la función e: r - rx definida por e(</>m) = tf>"'(x), 
es continua, tenemos que e- 1 {x) = {I} es abierto en r, y por tanto r es 
discreto. • 

Observación. Sea</> E I{E") elíptica, entonces r = (</>) es discreto si y 
sólo si tP tiene orden finito. 

2.4.1 CONMUTATIVIDAD EN GRUPOS DISCRETOS 
EUCLIDIANOS 

El siguiente teorema. es un resultado clásico del Algebra Lineal. 

Teorema 2 .. 11 Sea A una tnatriz ortogonal de n X n. Entonces existen 
ángulos 91, ... , 8m con O S 81 S" •• • S 9rn S 7r', tal que A es conjugada en 
O(n) una '1latriz de bloque de la fonna 

o 

B(8~) 

donde B(O) = 1, B(7r) = -1, y en otro caso, 

B(O·) = ( Cos 8; 
3 Sen 8i 

-Sen 8i 
Cos (Ji )· 

Deflnicldn. Lo.• ángulos 91, ... , 6rn en el teoretna 2.11 se llam.an los 
ángulos de rotación de A. 

Los ángulos de rotacion de una matriz A determinan completamente 
su clase de conjugación en O(n), ya que e*ª8 •, ••• , e±iB~" son los vectores 
propios de A, contando multiplicidades. Mas aún, A es conjugad.a en U{n) 
a una matriz diagonal con entradas en la diagonal e±&Bi , ••• , e±as ...... Notemos 
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que A tiene orden finito si y sólo si cada ángulo de rotación de A es un 
múltiplo racional de 71'. 

Lema 1. Sean A y BE M(n,111.) y :r E E". Entonces: 

1) IA:rl $ IAI l:rl. 
2) IABI $ IAI IBI. 
3) IA ± BI $ IAI + IBI. 

Además~ si B es ortogonal 

4) IBAI = IAI = IABI. 
s> IBAB- 1 - r¡ = IA - II. 

Lema 2. Si A está en O(n) y IA - II < 2, entonces A es una rotación 
con todos sus ángulos de rotación Tnenores que 7r /2. 

Demost.ración: 
Por el Lema 1 (5) supongamos que A está en la forma de matriz diagonal 

por bloques del teorema 2.11. Ya que IA - IJ < 2~ ningún ángulo de rotación 
es igual a 11"' y por tanto A es una rotación. Mas aún, para. cada ángulo de 
rotación (J > O, tenemos: 

IB(0)12 = (Cos O -1)2+Sen2 O+Sen2 O+ (Cos O - 1)2 < 4. 

De aquí: 

4-4Cos O< 4. 

Por tanto, Cos (J > O. Así O < 7r /2 para cada ángulo de rotación de A. • 

Lema 3. Sean A, BE GL(n,C}, donde A es una matriz conjugada a 
una Tnatri.z ortogonal y sea C" = Vi EB ... E;B V.n. la descarnposición en es­
pacios propios de C" relativa a A. Entonces A y B conm.utan si y sólo si 
B(V;) = V; para cada j. 

Demost.ración: 
Sea e~ el vector propio asociado al subespacio propio ~' para cada j. 

Entonces por definición V; = ker(A - c;I). De aqW: 

B(V;) = ker B(A - c;;I)B- 1 = ker(BAB- 1 - c,I). 

Por tanto: 

es la descomposición en espacios propios de C" relativa BAB- 1 • 

Supongamos que A y B conmutan. Entonces BAB-1 = A. y por tanto 
B(ltj) = V; para cada j. Recíprocamente, supongamos que B(Vj) = V, 
para cada j. Sea v un vector arbitrario en C". Entonces podemos escribir 
v = vi + ... + Vm. con v; en V,. Observemos que 
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y 

ABv; = A(Bv,) = c;Bv;, 

pero esto implica que BAv = ABv, por tanto BA = AB. • 

Lema 4. Sean A, B en O(n) con IB - II < 2. Si A conmuta con 
BAB- 1 , entonces A conniuta con B. 

Demostración: 
Por el lema 2, tenemos que B es una rotación con todos sus ángulos 

menores que 7r/2. Entonces, todos los valores propios de B tienen partes 
reales positivas. Sea C" = W 1 ffi ... ffi W 1 la descomposición en subesp8.cios 
propios de C" relativa a B. Los espacios l-Vj son mutuamente ortogonales, 
ya que B es ortogonal. Sea w un vector distinto de cero en C"' y escribamos 
w = w 1 + ... + Wz con UJ; en Wj. Sea c.; el valor propio correspondiente a 
W;. Entonces 

Re((Bw) * w) = Re((2:c;w;) * ¿wk) = Rc2:c; lw;l 2 >O. 

Por esto B no puede mandar a un vector distinto de cero a un vector 
ortogonal a él. Sea C" = Vi ffi ... ffi v, .... la descomposición ortogonal de Ct'l 
relativa a A. Entonces, 

en= B(Vi)E;9 ... ffiB(Vn) 

es la descomposición de Ct'l relativa a BAB- 1 . Ya que BAB- 1 y A con­
mutan, A(B(Vj )) = B(Vj) para cada j por el lema 3. Tenemos que 

B(Vj) =EB (B(Vj) n V.,) 
k 

es la descomposición por espacios propios de B(Vj) relativa. a A. Ya que B 
no puede mandar ningún vector distinto de cero en C" a uno ortogonal a el, 
debemos tener que B(Vj)nVk ={O} con i >6 k. Así B(V,) = B(V,)nV, e V, 
y por tanto, B(V;) = V; para toda j, y de esta forma, deducimos que A 
conmuta con B, por el lema 3. • 

Lema 5. Sea r un subgrupo discreto de I(E") y sean tf> = a+ A y ""= b+B en r, si IA - II < 1/2 y IB - II < 2, entonces A y B conmutan. 

Demostración: 
Supongamos que BA #- AB. Definamos una sucesión { l/Jrn} en r median­

te 1/Jo = l/J y -rbm+l = t/Jm</J-rb;;,,1• Sean Brn en O(n) y bm en E", tales que 
1/.lm = brn + Brn· Por un cálculo directo 

T/Jrn+l = brn + Brna - BrnAB;;,,1 brn + BrnAB;;;1
• 
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De aquí, Bm+t = BmAB;;.1 • Como JBo - II < 2 y 

IA - Bm+t I = jA - BmAB;;.' j 
= IABm - BmAI = l(A - Bm)(A - I) - (A - I)(A - Bm)I 

:5 l(A - Bm)(A - I)I + i(A - I)(A - Bm)I 
$ 2IA -IllA-Bml < IA-Bml· 

Así Bm+I es más cercano a A que Bm, luego los términos de la sucesión 
{Bm}, y por tanto de {v'.rm}, son distintos. Observemos que 

bm+t = (I - Bm.AB,-;. 1 )bm + Bma 

entonces, 

lbm+t I :5 4 Jbml + jaj • 

Consecuentemente /bml está acotado por 2 faJ + lbl para toda 1n, de esta 
manera la sucesión { bna} tiene una subsucesión convergente { bm, } , más 
aún como O(n) es compacto, {Bm,} tiene también una subsucesion con­
vergente, así { 1/.rm} tiene una subsucesión en I(E") que converge en r, pues 
res cerrado en I(En). Con10 los términos de {1/.rm.} son distintos, tenemos 
una contradicción con que r es discreto por el lema 2 de 2.3. • 

Lema 6. Sean r un subgr1.lpo discreto de I(E" }, </>=a+ A y t/.r = b + B 
elem.entos en r con IA - IJ < 1 y JE - I/ < l. Si A y B conmutan, en­
tonces <P y 1/J conmutan. 

Demostración: 
Sea [Q'>, 1.f;J = </Jt/,JcP- 1 1/.r- 1 , n1ediante operaciones directas se llega a. que 

[q>, ..pj = (A - I)b + (I - B)a + I. 

Sean e= (A - J)b + (I - B)a, y {<l>m) la sucesión en r definida por 
.Pt = [.P, [q), ..PJJ y <l>m = [.P,q)m-d· Entonces 1>1 =(A -I)c+I, y en general 
<Pm =(A- I)mc +l. Ahora 

l(A - I)mc¡ :5 IA - IJm Jcj, 

como IA - II < 1, tenemos que (A - I)m.c - O en E". Así 4'rn. -+ I en r. 
De aquí se sigue que { t'/Jrn.} es eventualmente constante por el lema 2 de 2.3. 
Luego (A - I)mc = O para alguna m. 

Sea V el espacio de todos los vectores en En que fija A y sea W su 
complemento ortogonal, de manera que e = v + w con v E V y w E J.V. 
Entonces 
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Como A es ortogonal, A-I manda a W isomórficamente sobre sí mismo. Así 
w = O, de modo que e es un punto fijo de A. Usando el mismo argumento, 
Ja sucesión {1/Jm}, definida por 1/J1 = [1/J, [.P,1/JIJ y 1/'m = [1/J,1/Jm], converge a 
I, se puede deducir que e es también un punto fijo de B. 

Observemos que (A-I)b está en W. luego es ortogonal a c. Análoga.mente 
(I - B)a es ortogonal a c. Como e = (A - I)b + (I - B)a, tenemos que e 
es ortogonal a sí mismo, esto sólo pasa cuando e = O. De modo que </> y 1/,J 
conmutan. • 

Lema 7. Si X es un espacio métrico compacto, entonces, para cada 
r > O, existe un número máxiTno k(r) de puntos en X, cuyas distancias 
entre si son al menos r. 

Demostración: 
Supongamos que no existe una cota. superior al número de puntos de 

X cuyas distancias entre ellos son al menos r. Ya que X es compacto, 
se puede cubrir por un número finito de bolas de radio r/2, <ligarnos 
B(x1 , r/2), ... , B(xm, r/2). Sean Yt, ...• Ym.+1, -rn + 1 puntos de X cuyas dis­
tancias entre sí son al 1nenos r. Entonces alguna. bola B(xi, r/2) contiene 
dos puntos Yi y Yk· Pero 

d(yj, Y•) :S d(yj, x;) + d(x;, Y•) < r/2 + r/2 = r 

que es una contradicción. .. 
Lema 8. Sea r un subgrupo de I(E") y ¡1ara cada T > º· sea r r el 

subgrupo de r generado por todos los elementos <P = a + A en r. con 
IA - II < r. y sea kn(r) el rnáximo número de elementos de O(n) cuyas dis­
tancias Tnutuas sean menores a r, rclati1.•a.s a la métrica d(A, B) = IA - BI . 
Entonces rr esunsubgrttpo nonnalde r y [r: rr) =:::; kn(r) para cada T >o. 

Demostración: 
Sea q, =a+ A en rr. con IA - II < r, y sea t/,J = b +BE r. Entonces 

tj.Jt/11/,J-1 =e+ BAB- 1 para algún e en E". De aquí 

IBAB- 1 
- II = IA - II < r. 

Así -rprJnP- 1 está en r r· Consecuentemente r r es un subgrupo normal de 
r. Sea -rp, = b, + Bi, para i = 1, ... , m, el número maxirnal de elementos de 
r tal que las distancia..~ mutuas entre los B1, ... , Bm. son al menos r. De este 
modo m ~ kn(r). Sea t/,J = b + B un elemento cualquiera en r. Entonces 
existe un índice j tal que IB - Bj 1 < r; de otra manera W, 1/.11, ... , tbrn serían 
771+ 1 elementos cuyas distancias entre los B, B1, •.. , BTTI. son al menos r. De 
aquí IBB.J1 

- II < r. Como tb1/.Jj 1 = c+BBj 1 para algún e E E", tenernos 
que t/J1/Jj1. está en r,... Así t/J está en la clase lateral r ,..-rµ,. Por tanto 

r = rr1/J1 u ... urr1/Jm· 
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De lo anterior [r: rr):;; m :S k,.(r). • 
"l:eorema 2.12 Sea r un subgMJpo discreto de I(E"). Entonces r contiene 
a un subgrupo normal abeliano N de i'ndice finito que contiene a todas las 
translaciones en r,. el indice de N está acotado por un nú'71.ern que sólo 
depende de n. 

Demostración: 
Sea N = r 1 ¡ 2 • Entonces tenernos por el lema 8 que N es un subgrupo 

normal de r con {r: N} =:; kn(l/2); mas aún, N es abeliano por los lemas 
5 y 6. Clarrunente N contiene a las translaciones que están en r. • 

Ejemplo l.. Sea r el grupo de simetrías de Z" en E"'. Entonces r(O) = 
Z"'; más aún, el estabilizador ro es el subgrupo de O(n) de todas las matri­
ces con entradas enteras, además es un grupo finito. La. función e : r -+ Z"', 
definida por e(,P) = 4>(0), es continua. Por tanto, e- 1 (0) =ro es abierto en 
r. Así res discreto. 

Si <P = a+A E r, entonces A E r 0 • Así, la función a+A-+ A determina 
una sucesión exacta corta 

donde T es el subgrupo de translaciones de r. La sucesión se escinde, ya 
que ro es un subgt"t1po der. Así r = Tr0 es un producto semidirecto. En 
particular, el índice T en r es el orden de ro. 

Definición: Sea G un grupo que actúa en un conjunto X. 
(1) Un elerriento g E G actúa trivialmente si y s6lo si gx = x para todo 

x en X. 
(2) El grupo G actúa trivialTnente en X si y sólo si cada ele'71.ento de G 

actúa tri.vialTnente en G. 
(3) El grupo G actúa efectivamente en G si y sólo si 1 es el único ele­

mento de G que actúa trivia/'71.ente en X. 

Teorema 2.13 Sea r un subgrupo discreto abeliano de I(E"'). Entonces 
existen subgrupos H y K de r y un Tn-plano P de E"' tal que 

(1) el grupo r tiene la descornposici6n por SU'7la directa["= KEBH; 
(2) el grupo K es finito y actúa trivialmente en P; y 
(3) el grupo H es abeliano libre de rango Tn y actúa efectivaTnente en P 

~º"'º un grupo de translaciones. 

Demostración: 
La prueba. es por inducción en la dimensión n. El teorema es trivial 

cuando n = O. Supongamos que n > O y el teorema es cierto para todas las 
dimensiones menores que n. Escojamos <f> = a+A en[" tal que la dimensión 
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del espacio V de todos los vectores en E" fijos por A es tan peque1ia como 
sea posible. Si V = E"', entonces r es un grupo de translaciones y por tanto 
el teorema se cumple para r por según el ejemplo 9 de 2.3 con H = r y P 
el espacio vectorial generado por la. órbita r(o). 

Supongamos que dim V < n, sea W el complemento ortogonal de V en 
En. Escribamos a= v +w con v E V y w E W. Ya que la imagen de A - I 
es W, existe u.na y tal que (A - I)y = w. Sea. T = y + I. Entonces 

T</>T- 1 = T</>(-y + f) = T(a - Ay+ A) 
= y+a -Ay+A= a-w+A 

=v+A. 

Conjugando el grupo r por r, podemos suponer que a es un punto fijo de 
A. Sea 1/,J = b + B en r. De la prueba del Lema 6, tenemos 

[</>, wJ = (A - I)b + (I - B)a + I. 

Así (A-I)b+ (I-B)a =O. Como A y B conmutan, B(V) =V y entonces 
(B - I)(V) e V. De Ja ecuación 

(B - I)a + (I - A)b, 

deducimos que (B - I)a está en V n W = {O}. Así B fija a y A fija b. Se 
sigue que b está en V. De manera que 1/,J, y por tanto r, dejan a V invariante. 

Conjugando el grupo r por una rotación apropiada, podemos suponer 
que V = Ek con k < n.. Sea f' el subgrupo de I(Ek) que se obtiene de 
restringir las isometría.s de r en V y p : r -+ r la restricción. El núcleo 
de pes un subgrupo discreto de O(n) y es por tanto finito de acuerdo con 
el ejemplo 6 de 2.3. Como r actúa discontinuamente en Ek, el grupo I' lo 
hace también y por tanto es discreto. Por hipótesis de inducción, existen 
subgrupos H, K de r y un rn-plano p de E. tal que (1) r = H EB K, (2) 
K es finito y actúa. trivialmente en P, y (3) Hes abeliano libre de rango 
ni y actúa trivialmente en P como un grupo discreto de translaciones. 
Sea K = p- 1 (K). Entonces K es un subgrupo discreto de r, actuando 
trivialmente en P. Más aún existe una sucesión exacta. corta 

1 - K -+ r - H-+ l. 

La sucesión se escinde, ya que H es abeliano libre. De aquí, existe un sulr 
grupo H de r tal que r = K $ H y p manda H isomórficamente sobre H. 
Por tanto, H es abeliano libre de rango 1TI y H actúa efectivamente en P 
como un grupo discreto de translaciones. Esto completa la inducción. • 

Definición. Un subgrupo latiz r de I(E") es un grupo r generado por 
ni :s;: n tro.11.1/aciones lineal7nente independientes. 
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Corolario 3. Un subgrupo r de I(E") es u.n subgr'Upo latiz si y sólo si 
r es diacreto y abelfuno libre de rango Tn . 

.Lema 12. Sea H un subgrupo de Zndice finato en un grupo topológico r 
con una topolog'Ía inducida por una métrica. Si H e...<1 discreto, entonces r 
es discreto. 

Demc>11tración: 
Supongamos que H es discreto. Entonces H es cerrado en r por el Lema 

3 de 1.3. Ya que Hes de índice finito en r, existen elementos gi,92, ···•Drn 
en r, con 91 = 1, tal que 

I' = g1HU ... UgmH· 

Así, 

H = l'-92HU ... UgmH. 

Como cada clase lateral g¡H es cerrada en r, Hes abierto en r. También 
{l} es abierto en r. Así res discreto. • 

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de los teorema.'S 2.12 y 2.13, 
y el lema 9. 

'Deorema 2.14 Sea r un subgrupo de I(E"). Entonces r es discreto si y 
sólo si r tiene un subgrupo abeliano libre H de rango T1l y de índice finito 
tal que H actúa efectivamente en un Tn-plano P de En como un grupo 
discreto de tro:nslaciones. 

Mostraremos que el m-plano P en el teorema 2.14 puede escogerse de 
manera que P es invariante bajo r. El siguiente lema considera el caso 
Tn=O. 

Lema 10. Sir es un subgrupo finito de I(E"), entonces r fija un punto 
de E". 

Dem1>11tración: 
Sea Tn = 11'1 y hagamos 

a=..!.. E 4>(o). 
Tn 4'Er 

Entonces para t/J = b + B en r, tenemos 

,P(a) = b + ..!.. E BQ>(O) = ..!.. E (b + B4>(0)) 
Tn 4>er Tn q,er 

= ..!.. E ,pq,(o) = ..!.. E 4>(0) = a. 
Tn .¡,er Tn .¡,er 
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• 
Teorema 2 .. 15 Sea r un subgrupo discreto de I(E"L entonces 

(1) el grupo r tiene un subgru.po libre abeliano de -tndice finito H; 
(~) existe un Tn-plano P de E" en donde H actúa efectivarnente corno 

un gMLpo discreto de tro.nslaciónes; y 
(3) el 'In-plano p es invariante bajo r. 
Demos~ración: 
Por el teorema 2.12 el grupo r tiene un subgrupo abeliano normal N 

de índice finito. Por el teorema 2.13, el grupo N contiene a un subgrupo 
abeliano libre H de rango Tn y de índice finito, existe un ?n-plano Q de 
En tal que H actúa efectivamente en Q como un subgrupo discreto de 
translaciones, y N actúa en Q vía translaciones. Conjugando r en I(E"), 
podemos suponer que Q = Em. Sea <f> = a + A un elemento arbitrario de 
N. Como q"J{O) = a, encontramos que a está en En y </> actúa en Ern, por 
translación por a. Luego, A fija cada punto de Ern. Sea V<I> el subespacio de 
E" de elementos fijos por A y definamos V= <l>~N V<J>. Entonces Eme V. 

Sea t/J = b + B un elemento arbitrario de r. Mostraremos que l/,J deja V 
invariante. Primero, 

B(V) = B(,,.¡;1N V,.) =,,.rN BV.,, 

= ,,P~N V..µ.pv..-1 = <l>~N v..,. = v. 
Por tanto, B deja invariante a V. Sea. </> = a + A en N. Entonces 

Como ,Pt/n/.J- 1 está en N, existe una ven En tal que 

(I - BAB-1 )d + Ba =v. 

Observemos que 

Ba = v + (BAB- 1 - I)d 

es la descomposici6n ortogonal de Bacon respecto a Vv.,,¡..w-1· Como Ba 
está en V, teneIDos que (BAB- 1 - I)d =O, entonces d = O. Por tanto, 
b e Vw.p,p- 1 para cada <P E N. Así b está en V. Y de esta forma t/1 deja a V 
invariante. Más aún Ba está en ETn para cada a E Ern. Luego B deja E" 
invariante. 

Conjugando r por una rotación apropiada de En que deja a. ETn fijo, 
podemos suponer que V =E' ·con l 2: rn. Sea "1 : E' - E 1-m la proyecci6n 
definida por 

17(x1 •.•. ,x1) = (xm+11···1Xt)· 
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Defin&nlos cr : E 1--rn - E' por 

<T(X1 • ••• , Xl-m.) = (0, ... , 0, Xt, ••• , Xt-rn)· 

Entonces cr es un inverso derecho de TJ. Por el teorema 2.2 tenemos que TJ 
induce un isomorfismo de grupos topológicos 

Ti: E'/E"' - E 1-rn. 

Defina.ro.os una IDétrica. en E 1 / Cl1. por 

d(x + E~,y +E~)= l11(x) - 77(y)¡. 

Entonces 7f es una isometría. Definimos una acción de r / N en E'/ Ern 
mediante 

(N,P}(x+En) = fjJ(x) +Em = b+ Bx+Em. 

Esta acción está bien definida, ya que N actúa en E' por translaci6n por los 
elementos de Ern y B deja ET'R invariante. Más aún r / N actúa en E 1 /E""' 
vía isometrías. Por el lema 6, el grupo finito r / N fija un punto p = X+ Ern. 
de E 1 / Em.. De aquí r deja el Tn-pla.no P invariante, y H actúa. efectiva­
mente en P como un grupo de translaciones. • 

2.5 Grupos Elementales. 

En esta sección, cara.eterizamos los subgrupos discretos elementales de 
M(Bn). 

Definición. Un subgrupo G de M(B") es eleniental si G tiene una 
6rbita fin.ita en la bola cerro.da 13"'. 

Definición. Sea G un subgrupo ele>nental de M(Bn). 
(1) El grupo G se dice del tipo elíptico si G tiene una órbita. finita en 

Bn. 
(2) El grupo G se dice del tipo~rab6lico si G fija un punto en sn- 1 y 

no tiene otnzs órbitas finitas en B . 
(3) El grupo G se dice del tipo hiperb6lico si G no es ni del tipo parob6lico 

ni del tipo elíptico. 

Sea <f> E M(Bn) y x un punto de F. Entonces 

(<f>G<f>- 1 )<f>(x) = t/>(Gx). 

En otras palabras, la <f>G<f>- 1-órbita de <f>(x) es la <J>.irnagen de la G-órbita 
de x. Esto illlplica. que q,G</;l-1 es talnbién eleIDental; más aún, G y q,a,¡,- 1 

tienen el mismo tipo. Aa(, el tipo elemental de G depende sólo de la clase 
de conjugación de G. 
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2.5.I GRUPOS ELEMENTALES DEL TIPO ELÍPTICO. 

'Xeorema 2 .. 16 Sea G un subgrupo elemental de 1\f(B"). Entonces los 
siguientes enunciados son equivalentes: 

(1) El grupo G es del tipo elíptico. 
(2) El grupo G fija un punto de En. 
(3) El grupo G es conjugado en M(Bn) a un su.bgrupo de O(n). 
Ade7nás será un grupo discreto elemental del tipo elíptico si y s6lo si G 

es finito. 

Demostración: 
Supongamos que G es del tipo eüptico. Pasa.remos al modelo del hiper­

boloide H" del espacio lúperbólico y consideramos a G como un subgrupo 
de PO(n, 1). Como Ges del tipo elíptico tiene una órbita finita {v1 , ..• , Vm} 

en Hn. Sea v = vi + ... + Vm.. Entonces v es un vector temporal positivo de 
R."•1 por el teorema 1.5. 

Sea vo = v/ lflvlll, entonces vo está en IHI". Si A está en G, A permuta 
los elementos de {v1, ... , Vni} con la multiplicación por la izquierda. De esta 
manera, 

A _ Av _ Av1 + ... +Av'" 
vo - 11/vl/I - 11/vll/ 

V1 + ... +vm 
l/lvlll 

= vo. 

Así G fija a vo. Esto es (1) implica (2). Supongamos que G fija un punto 
b de B"'. Sea</> una transformación de MObius de B" tal que t/.>(O) = b. 
Entonces q,- 1 ocp fija al O, una transformación de MObius que fija al cero es 
ortogonal. Luego (2) implica (3). Si existe una <PE M(Bn) tal que <PG<P- 1 

es un subgrupo de O(n), entonces G fija <P(O), y por tanto, (3) implica (1). 
La última. observación se sigue de la definición de ser discreto. • 

2.5.2 GRUPOS ELEMENTALES DEL TIPO PARABÓLICO 

Con el fin de analizar los grupos del tipo parabólico e hiperbólico será 
conveniente trabajar en el modelo del semi-espacio superior un del espa­
cio hiperbólico. Subgrupos elementales de .A~(U") de los tipos elípticos, 
parabólicos e hiperbólicos se definen de la misma manera que en el modelo 
de la bola B". La ventaja principal. de este modelo, es que el grupo de 
similaridades euclidianas S(E"- 1 ) es isomorfo a la extensión de Poincaré 
del es~abilizador de CX> en M(Un). 

'Doorema 3.lT Sea G un subgrupo elemental de M(Un). Entonces los 
siguientes aon equivalentes: 

(1) El grupo G ea del tapo parabdlico. 
(2) El grupo G tiene un único punto fijo en Ji:n- l. 
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(3) El grupo G es conjugado en J\f(Un) a un subgrupo de S(En-1 ) tal 
que no fija puntos en E"-J.. 

Demostración: 
(1) implica (2) d" la definición. (2) y (3) son equivalentes. Probaremos 

que (2) implica (1) por contradicción. Supongamos que G fija a un único 
punto a E .En-l y que G no es del tipo parabólico. Entonces G tiene una 
órbita finita {u1 , ••• , um} en U", por el teorema 2.16, Ges del tipo elíptico, 
y por tanto fija a un punto u E U". De esta manera, G fija a la línea 
hiperbólica L que cornienza. en a y pasa por u. Pero esto implica. que G fija 
el otro punto extremo de L contra.ria a. la unicidad de a. Así { u 1 , ••• , uTO.} 
debe estar contenido en En-J.. Como a es el único punto fijo de Gen En- 1 , 

debemos tener 1n ~ 2. El índice de ca.da. estabilizador Gu. es ni. Se sigue 
que H = Gu 1 n Gu"J es de índice finito en G. Más aún, ca.da elemento de H 
es elíptico, ya que H fija los tres puntos a,u1 ,u2 . De aquí, H fija la línea 
hiperbólica L que une a con u 1 • Sea u cualquier punto en L. Como Gu 
contiene a H 1 tenemos que Gu es de índice finito en G. Así, la órbita Gu. 
es finita.. Esto lleva a una contradicción. Luego G debe ser parabólico. • 

'I\!orema 2.18 Sean rp, tP en M(Un) con tP hiperbólico. Si tP y ,P tienen 
exactaJnente un punto fijo en conu.ín. Entonces el subgrupo generado por <P 
y 1/J no es discreto. 

Demostración: 
Conjugando en M(Un), podemos suponer que el punto fijo en común 

es oo. Así, consideremos a tP y 1/J en S(En- 1 ), también, conjugando en 
S(E"'- 1 ) supongamos que 1/,J fija al O. Entonces, existen escalares positivos 
r, s y matrices A, B E O(n - 1), y un punto a distinto de cero en En-l 
tal que .P(x) = a+ rAx y T,l>(x) = sBx. Reemplazando ,P con ,¡,-t si es 
necesario, tomemos a s de modo que O < s < 1. Entonces tenemos 

'f/,J'""t/n/.J-'""(x) = s""B'""a + rB'""AB-'""x 

para cada entero positivo f'n. Los términos de la sucesión {t/l""t/J..P-""'} son 
todos di..qtintos, ya que son distintos 

,¡,~.p,¡,-~(O) = ,.~B~a con a >¡6 O. 

Como O( n- 1) es compacto, la sucesión { B"" AB-rn} tiene una subsucesión 
convergente {B"".;AB-'""J}. Sea r-m. la translación de En-J. por S""B""a. 
Entonces {rrn} converge a I por el Corolario 1 de 2.2. Como 

tP'""H-"' = rm.rB""AB-""', 

la sucesión { .,pm,; #-rn;} es convergente, pero no es eventual.m.ente cons­
tante. Así, el grupo (4>,,P) no es diacreto por el lema 2 de 2.3. • 
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"Deorema 2 .. 19 Un subgrupo r de M(U") es un subgr11.po discreto eleTnen­
tal del tipo parabólico si y sólo sir es conjugado en M(U") a un subgrupo 
infinito discreto de I(En-l ). 

Demost.ración: 
Supongamos que r es un subgrupo discreto elemental del tipo parabólico. 

Por el teorema 2.17 podemos pensar que res un subgrupo de S(E"- 1 ) que 
no fija puntos de E"- 1 • Por el teore1na 2.18, el grupo r no tiene elementos 
hiperbólicos, de otra. manera r no fijaría a un punto de E"- 1 • Consecuente­
mente, cada elemento q, de res de la forma cf>(x) =a+ Ax, donde A está 
en O(n -1) y a está en En- 1 • Así res un subgrupo de I(E"- 1 ). El grupo 
r debe ser in.finito, en otro caso, sería del tipo elíptico. 

Recíprocamente, suponga.moa que r es un subgrupo discreto infinito de 
I(sn- 1 ), y supongamos que r fija a un punto de en- 1 • Conjugando en 
I(E"- 1 )~ podemos suponer que r fija al cero. Entonces res un subgrupo 
de O(n - 1). Pero r es discreto, por tanto debe ser finito, pero este no 
es el caso. Por lo anterior r no fija puntos de En- 1 • Luego, r es del tipo 
parabólico por el teorema 2.17. • 

2.5.3 GRUPOS ELEMENTALES DEL TIPO HIPERBÓLICO. 

Sea S(E"- 1 ). el subgrupo de M(E"-1 ) de todas las transformaciones que 
dejan invariante al conjunto {O, ex>}. El grupo S(E"- 1 ) 0 de todas las si­
milaridades que fijan al O y al oo, es un subgrupo de índice dos del grupo 
S(En- 1 ) •• Identifiquemos S(En-•¡. con el subgrupo de M(Un) de todas 
las transformaciones que dejan a {O,oo} invariante. 

'reorema 2 .. 20 Sea G un subgrupo elemental de l\f(U"). Entonces los 
siguientes son equivalentes: 

(1) El grupo G es del tipo hiperb6lico. 
(2) La u.ni.ón de todas las órbitas finitas de G en U" consiste de dos 

puntos de En-1. 
(3) El grupo Ges conjugo.do en M(Un) o. un subgrupo de S(E"-1 ). que 

no fija algún punto del enésinl.o eje positivo. 
Además un su.bgrupo r de M(U") es un subgrupo elemental discreto del 

tipo hiperbólico si y sólo sir es conjugado en M(U") a un subgru.po discreto 
infinito de S(En- 1 ) •• 

Demoa~ración: 

Suponga.moa que G es del ti~ hiperbólico. Entonces todas las órbitas 
finitas de G están contenidas en En-1 , ya que G no es del tipo elíptico. Sea 
{u.1 , ••• ,u.ni} la unión de un nú..m.ero finito de G-órbitas distintas. Entonces 
cada uno de loe estabilizadores Gu. es de índice fi.Wto en G 7 ya que cada 
una de las órbitas Gu., es finita. Sea 
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H=G .... , n ... nGu.-.· 
Entonces Hes de índice finito en G y fija a cada u.. Si ~ ~ 3, el grupo H 
debe ser del tipo elíptico; pero esto implica que G es del tipo elíptico que 
no es el caso. Luego 771 puede ser a lo más 2. El caso de una sola órbita 
finita, que consiste en un sólo punto, está descartado por el teorema 2.17. 
De esta forma, G tiene o una órbita finita que consiste de dos puntos o dos 
órbitas finitas que consisten de un sólo punto cada una. Esto es (1) implica 
(2). De la definición de S(E"- 1 ). se sigue que (2) implica (3). 

Supongamos que Ges un subgrupo de S(E"- 1 ). que no fija puntos.en el 
enésimo eje positivo. Entonces G fija al cero, al CXJ o {O, ex>} es una G-órbita. 
Consecuentemente G no es del tiPo parabólico. Veamos, que tampoco es del 
tipo elíptico. Si G fija a O y al ex>, entonces G fija al enésimo eje positivo, 
que no es el caso. Por tanto {O. CXJ} es una O-órbita. El estabilizador G 0 
es de índice dos en G y fija al O y al ex>. De aquí, G 0 fija al enésimo eje 
positivo L e intercambia sus puntos extremos. Por ello, </> tiene un punto 
fijo u en L. Corno G 0 y </> generan a G, el grupo G fija a u, lo cual es una 
contradicción. Se sigue que G es del tipo hiperbólico. • 

La estructura de un subgrupo discreto infinito r de S(E"- 1 ). es sencilla 
de describir. Sea ro el subgrupo de r que fija a O. Entonces r 0 es de índice 
1 o 2 en r. Cada elemento de ro es de la forma kA, donde k es un escalar 
positivo y A está en O(n - 1). Sea 

p: ro-.R+ 

el homomorfismo definido por p(kA) = k. El núcleo de pes el grupo I'o n 
O(n - 1), el cual es finito. Como la órbita roen. es discreta, encontramos 
que la imagen de p es un subgrupo discreto infinito de R+· De aquí que 
existe un escalar s > 1 tal que 

p(C'o) = {s~: Tn E Z}. 

Así r"o tiene un número finito de ciclos infinitos. Sea tP un elemento de ro 
tal que p('f/,J) =B. Entonces res el producto semidirecto del subgrupo finito 
ron O(n - 1} y el subgrupo cíclico infinito generado por 1/J. Luego, r tiene 
un subgrupo cíclico infinito generado por una transformación hiperbólica 
como un subgrupo de índice finito. Esto conduce al siguiente teorema. 

Teorema 2.21 Un subgrupo r de M(U") es un subgrupo eleFnental dis­
creto del t'ipo hiperbólico si y sólo si r contiene a un subgrupo c(clico infinito 
generado por una transfonnac'ión hiperbólica corno un subgrupo de indice 
finito. 

Demost;ración: 
Supongamos que r contiene un subgrupo cíclico infinito H generado por 

una transformación hiperb6lica tP como un subgrupo de índice finito. Sean 
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a y b puntos fijos de t/,J. Como r ª contiene a H, tenemos que r a. es de índice 
finito en r. Por tanto, la órbita raes fin.ita. Análogamente rb es finita. De 
esta manera, r es elemental. Como H no tiene puntos fijos en U", el tipo 
de r no es del tipo elíptico por el teorema 2.16. 1\-Jás aún, r no es del tipo 
parabólico, ya que la unión de todas Ia.s órbitas finitas de r contienen al 
menos a los puntos a y b. Por tanto, r debe ser del tipo hiperbólico. Sea L 
el eje de tP y sea x un punto en L. Entonces la órbita Hx es un conjunto 
discreto. Como la función e : H - Hx, definida como e(t/l'n) = ,µm.(x) es 
continua, e- 1 (x) = {I} es abierto en H, y por tanto Hes discreto. Así r 
es discreto por el lema 8 de 1.4. El recíproco se sigue del teorema 2.20 y de 
forma análoga a la discusión anterior. • 

Ejemplo 1. Sea µla dilatación de U" definida por JL(x) = 2x, y sea u 
la inversión de U" definida por u(x) = x/ lxl 2

• Sea r el grupo generado 
por µ y u como uµu = µ- 1 , el grupo cíclico infinito (µ) tiene índice dos 
en r. Por tanto, res un subgrupo elemental discreto de M(U") del tipo 
hiperbólico por el teorema 2.21. Observemos que I"' deja el conjunto {O, oo} 
invariante pero no fija ni a O ni a oo. 

2.5.4 GRUPOS SOLUBLES. 

Sea F.¡, el conjunto de todos los puntos fijos en Ji" de una transformación 
de MObius <P de B". Si c/J, 1,b están en M(B"), entonces 

F,,,.,,,,_, =t/>(F.,). 

Esta observación tan simple es la clave de la prueba del siguiente lema. 

Lema 1 .. Cada subgrupo abeliano de M(B"') es eleTnental. 

Demostración; 
La prueba es por inducción en n. El teorema es claro cuando n = O, ya que 

Bº = {O} por definición. Supongamos, ahora que n > O y que el teorema 
es cierto para todas las dimensiones menores que n. Sea G un subgrupo 
abeliano de M(B"). Supongamos primero que G tiene un elemento que es 
parabólico o hiperbólico. Entonces F.¡. consiste de uno o dos puntos. Como 
?Ju/:n/J- 1 = q,, tenemos que .,P(F.p) =F.¡. para toda t/.J en G, y por tanto Ges 
elemental. 

Ahora pensemos que todos los elementos de G son elípticos. Sea ti> en 
G. Entonces F.p es la cerradura de E" de un Tn-plano hiperbólico de B", 
ya que</> es conjugado en M(B") a un elemento de O(n). Por tanto, F.¡, 
es un 171-disco cerrado. Escojamos <P en G de tal manera que la dimensión 
de F.p sea tan pequeña como sea posible. Si dimF.¡. = n, entonces Ges 
trivial, así que supongamos que dimF.p < n. Conjugando Gen M(B"), 
podemos suponer que F4' = Er"' con m < n. Como G es a.beliano, tenemos 
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que 1/~(F.p) = FIP para toda .,P en G; en otras palabras, G deja. invariante a. 
un. Más aún G deja invariante a. ETn por el teorema 1.14. 

Más aún, sea G el grupo de transformaciones en En que se obtiene de G 
re.stringiendo a sus elementos. Entonces?: es un subgrupo de M(BTn) por 
el teorema 1.11. G es a.belio.no, ya que Ges una imagen homomórfica de 
0nPor hipótesis de inducción, G, y por tanto G, tiene una órbita finita en 
B , luego Ges elemental. • 

Teorema 2.22 Sea r un subgru.po discreto de M(B"). Entonces r es un 
grupo elemental si y sólo si contiene a un subgMJ.po abeliano de indice finito. 
Más aún7 si r es eleTnental, entonces contiene a u.n subgru.po abeliano libre 
de índice finito cuyo rango es o si r es elíptico, 1 si r es hiperbólico, ó k • 
con O < k < n, si r es parabólico. 

Demostración: 
Si r es elemental, entonces contiene un subgrupo abeliano libre de índice 

finito por los teoremas 2.14, 2.16, 2.19 y 2.21 cuyo rango es O sir es eliptico, 
1 si r es hiperbólico, o k, con o < k < n, si r es parabólico. 

Recíprocamente, supongamos que r contiene un subgrupo abeliano H de 
índice finito. Entonces Hes elemental por el lema l. Sea x un punto en F 
tal que Hx es finito. Como [r : H} es finito, existen elementos <P1, •.. , <P"" en r 
tales que r = </J1HU ... U</>nH. Por esto tenemos que rx = </>1Hxu ... Ut/l.,.Hx, 
es finito. Por tanto r es elemental. • 

'Thorema 2.23 Cada subgrupo soluble de M(B"') es elemental. 

Demos-. ración: 
Sea G un subgrupo soluble de Af(Bn). Definamos una cadena de grupos 

de la siguiente manera G<0 > = G y G(k) = [GCk-1),G(k-l)} para k > O. 
Entonces G(k) = 1 para algún k, tomemos de estos k al más pequeño. 
Probamos que G es elemental por inducción sobre k. Esto es claro si k = O 
así que supongamos que k > O y que todos los subgrupos de M(Bn) de 
solubilidad k-1 son elementales. Como el grado de solubilidad de H = G(l) 
es k - 1, tenemos que Hes elemental. 

Supongamos que H es del tipo parabólico o del tipo hiperbólico. En­
tonces la unión de las órbitas finitas de H en S"'- 1 es un conjunto de uno o 
dos puntos. Sea h en H y gen G. Entonces g- 1 hg está en H, ya que Hes 
un subgrupo normal de g. Así g- 1 hg(F) = F, por tanto hg(F) = g(F). Así 
g(F) es una unión de órbitas finitas de H, y entonces g(G) =F. De aquí 
G contiene una órbita finita y entonces G es elemental. Supongamos ahora 
que H es eliptico. Sea F el conjunto de todos los puntos de B"' que fija 
H. Entonces Fes un 71l-plano de B". Conjugando Gen M(B'"), podemos 
suponer que F = BTn. Si x está. en F, h está en H, y g en G, entonces 
g-1 hgx = x y por tanto hgx = gx, así gx está en F. Tenemos también que 
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G manda a F sobre sí mismo. Sea Gel subgrupo de J.\.l(B") que se obtiene 
de restringir G a F. Entonces H es un subgrupo del núcleo del homomor­
fismo restricción p: G - G. Así p induce un homomorfismo de G/H sobre 
G. Como G/H es abeliano, G ~ aheliano. Por tanto Ges elemental por el 
lema l. Así G y luego G, tienen una órbita finita en F, de esta manera, G 
es elemental. • 

"Ieorema 2.24 Si G es un subgrupo no elemental de M(B") que no tiene 
rn-planos de B" invariantes, entonces G no contiene subgrupos normales 
elementales no triviales. 

Demost:ración: 
Sea H un subgrupo normal elemental no trivial de G. Supongamos 

primero que H es del tipo elíptico. Entonces el conjunto G de todos los 
puntos de B" fijos de H es un rn-plano propio de sn. Sea X un punto de 
F, tfJ en H y 1/J en G. Entonces ..pq,..p-•(x) = x, luego </>1/J(x) = 1/J(x). De 
aquí ?Jl(x) es un punto fijo de </J. Como cf> es arbitrario en H, tenen1os que 
?Jl(x) está en G. Como 1/.J es arbitrario en G se deduce que G deja a F inva­
riante, que no es el caso. Ahora supongamos que H no es del tipo elíptico. 
Entonces, la unión de todas las órbitas: finitas de H es un conjunto F de 
uno o dos puntos. Sea t/J en G. Entonces 

..¡,- 1 H,P(F) = HF =H. 

De esto H..P(F) = 1/J(F). Por tanto, 1/J(F) = F. Como 1/J es arbitrario 
en G, deducimos que GF = F, pero esta es una contradicción a que G es 
elemental. • 

Corolario 1 Si n > 1, entonces l\I(B") no tiene subgrupos solubles, 
norTnales no triviales. 

Demoa~ración: 
M(B") no deja a ningún m-plano propio de B" invariante. Más aún, ya 

que A-f(B") actúa trivialmente en sn- 1 , se sigue que ftf(B") no es elemen­
tal paran> l. Por tanto M(B") no contiene subgrupos normales solubles 
no triviales por los teoremas 2.23 y 2.24. • 

Observación. El grupo M(B") es isomorfo a I(H"). Por esto I(H"') no 
contiene subgrupos normales solubles no triviales paran> l. En contraste 
I(S") y /(E") tienen ambos, subgrupos normales solubles no triviales. 

El grupo M(B") contiene un grupo cociente abeliano no trivial, porque 
el subgrupo Mo(B") de isometrías que preservan la orientación en sn tiene 
índice dos. Se sigue del próximo teorema que kfo (B") es el único subgrupo 
normal propio de M(E") cuyo grupo de clases laterales es aheliano. 
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Teorema 2.25 En el grupo Mo(B"') todo grupo cociente abeliano es trivial. 

Demostración: 
Es suficiente mostrar que kfo(B"') es igual a su conmutador. Para esto, 

usaremos el modelo del semiespacio superior U". El grupo M 0 (U") está 
generado por todos los productos "Y= u1u2 de dos reflexiones en esferas Et y 
E'2 de En que son ortogonales a E"'- 1 y tangentes a una esfera E de fi:n que 
es ortogonal a E"- 1 • Sea a la reflexión en E. Entonces /31 = a 1 cr y 132. = crcr2 

son translaciones parabólicas. Esto es claro poniendo las esferas de tal forma 
que oo es el punto de tangencia. Como -y= /31132, encontramos que Mo(U"') 
está genera.do por el conjunto de todas las translaciones parabólicas de U"'. 

Como cualquier translación parabólica de U"' es conjugada en Af0 (U") a 
la translación parabólica 'T de U"' definida por T(x) =et +X, es suficiente 
mostrar que T es un conmutador. Seaµ la dilatación de U" definida por 
µ(x) = 2x. Entonces 

µrµ- 1r- 1 (x) = µrµ- 1 (-e1 + x) = µr(-et/2+ x/2) 
= µ(et/2 + x/2) = e 1 + x =T. 

Po.r tanto T = [µ, r]. • 
Definición. Un su.bgrupo r de I(H"') es ele'Tnental si y sólo si el sub­

grupo ere- 1 de I(B"') corresponde a un su.bgrupo elernental de ./\tf(B"') bajo 
el isomorfisn¡o natural de I(B") a M(Bn). 

Todos los resultados de está sección se aplican ahora a los subgrupos 
elementales de I(H"). Más aún, se pueden definir en una manera similar 
los subgrupos elementales de el grupo de isometrías en cualquier modelo 
del espacio hiperbólico. 
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Conjuntos Convexos, Politopos. 

En este capítulo estudiarnos la geometría. de los grupos discretos de isometrfas 
de S", En, Hn. Comienzaremos con una. introducción al modelo del disco 
proyectivo del n-espa.cio hiperbólico. Conjuntos convexos, poliedros y poli­
topos en S", E" y H" se estudian en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3 respecti­
va.mente. 

3.1 Conjuntos Convexos. 

A través de esta sección X = S", E" o H" con n > O. Un par de puntos 
x, y de X se dicen propios si y sólo si x, y son distintos y no son pun­
tos antípodas cuando X= S". Si x, y es un par de puntos propios de X, 
entonces existe un único segmento geodésico en X que une x a y. Deno­
taremos este segmento por [x, y). 

Definición: Un subconjunto C de X es convexo si y sólo si para cada 
par de puntos propios X, y de C, el segmento geodésico [x, y) está contenido 
en C. 

Con el fin de tener uniformidad en la terminología, definamos a un m­
plano de S" como la intersección de un subespacio de E"+ 1 de dimensión 
Tn + 1 con sn' llamaremos a. esta intersección una Tn-esfera en S". 

Ejemplo 1. Cada 771-plano de X es convexo. Cada par de puntos antípodas 
de S" es convexo. También la intersección arbitraria de conjuntos convexos 
en X es convexa. 

Deflnlción. Sea. O un subconjunto no vaci"o de X. 
(1) La diFnenaión de e está definida corno el menor entero Tn tal que e 

está contenido en un m-plano de X. 
(2) Si dim C = Tn, entonces C está contenido en un único m-plano de 

X, el cual está denotado por (C). 
(3) El interior de C es el interior topológico de C en {C} y se denota 

por Oº. 
(4) La frontera de C es la frontera topológica de C en (C) y se denota 

por ac. 
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(5) La cerradura de G es la cerradura topol6gica de C en {C) y está 
denotada por C. Notemos que C es también la cerradura topológica de C 
en X, ya que {C) es cenudo en C. ObsenJtmos que G es la unión ajena 
de ac y Cº. 

Si C es el conjunto vacío, ent.onces la. dimensión de C está indefinida, y 
todos los conjuntos {C) , Gº, 8C y G son vacíos por definición. 

Lema l. Sea x, y un par de puntos propios de X. Entonces existe r >O 
tal que si u. está en B(x, r) y v está en B(y, r}, entonces u, v es un par de 
puntos propios. 

Demostración: 
Esto es claro si X= En o H"'. Supongamos que X= sn, los conjuntos 

{±x} y {±y} son ajenos, ya que x, y es un par de punt.os propios de X. 
Sea r la mitad de la distancia de {±x} a {±y}. Entonces B(x, r), B(y, r) y 
B(-x, r) son mutua.mente ajenos. Como -B(x, r) = B(x, r}, ningún punto 
de B(x, r) puede ser antípoda a un punto de B(x, r). • 

El siguiente es un teorema. muy conocido en la teoría de conjuntos con­
vexos. 

'Xeorema 3 .. 1 Sea C un subconjunto convexo de X, entonces se cumplen 
las siguientea afinnaciones: 

i) e e.5 convexo; 
ii) _,.¡ :r, y es un par de puntos propios de e, si X e Cº entonces [x, y) e 

Cº; y 
iii} Gº ea convexo. 

3.1.1 LADOS DE UN CONJUNTO CONVEXO 

Definición.. Un lado de un subconjunto convexo G de X es un subconjunto 
convexo, f1lazirnal no vacío de ac. 

Ejemplo 2 .. Sea C un cilindro recto circular en E 3 puesto como se ve 
en la Figura 3.1. Entonces los lados de O son las tapas superior e inferior 
de e y todos las segtnentos de línea verticales en ac que unen la tapas de 
C como (a, b] en la figura 3.1. Notemos que C tiene un nÚ.Inero infinito de 
lados. 

"Ieorema 3 .. 2 Si S es un lado de un subconjunto convexo C de X, entonces 
Cn(S) =S. 

Demoe~ración: 
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b 

Figura 3.1. Un Cilindro Cicular Recto en E 3 

El resultado es claro cuando dim S = O, supongamos pues que dim S > O. 
Mostrarelllos que Cº y (S) son ajenos. Supongamos que x está en Cº n (S) , 
entonces Sº es no vacío por el teorema 3.1 como dim S > O, escojamos una 
y en Sº tal que X y y no son antípodas. Como Cº y ac son ajenos, X ::¡/= y. 
De aquí x, y es un par de puntos propios. Ya que y está en Sº, existe r > O 
tal que 

B(y, r) n (S) e S. 

Por el teorema 3.1, el seginento geodésico semiabierto [x, y) está contenido 
en Cº 1 pero observemos que 

[x,y) nB(y ,r) e Se éJC, 

lo cual es una contradicción. Por tanto Cº y (S) son ajenos. 
Como C es convexo, G n (S) es un subconjunto convexo de 8C que con-

tiene a S. Por tanto G n (S) = S por la. maximalidad de S. • 

'Deorema 3.3 Sea P un rn-plano de X que contiene un lado S de di­
m.en.si6n Tn - 1 de un conjunto convexo C de X. Entonces Cº n P está 
contenido en una de las componentes de P\ (S) : además G n P está con­
tenido en uno de los serniespacios cerrados de P acotados por (S) • 

Demoet;ración: 
Si Cº n P = 0, entonces C n P = S. ya que G n P es un convexo en 

lJC y contiene a S, luego en este caso no hay nada que hacer por Jo que 
podemos suponer que Cº n P '# 0, entonces P e (C} ya que (S) e P y 
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P contiene un punto de C°. Por tanto Cª n Pes un subconjunto abierto, 
no vacío convexo de P - (S) . Como dim(Cª n P) > O, podemos suponer 
que x y y no son antípodas. Ahora ya que [x, y] es conexo, debe contener 
un punto de (S). Pero [x, y) está contenido en Cª por el teorema 3.1 y 
Cª es ajeno a (S) por el teorema 3.2, lo cual es una contra.dicción. Por 
tanto, Cª n P está contenido en una componente de P - (S) . Claramente 
tenemos 0° n p e e n P. Sea y en ac n p y escojamos X en Cª n p tal 
que x, y no son antípodas. Por el teorema 3.1, {x, y) e 0° n P y entonces 
C 0 n P = C n P. Consecuentemente G n P está contenido en uno de los 
semiespacios cerrados de P acotados por (S) , por la primera parte del teo­
re1na. • 

'I'eorema 3.4 Si C es un subconjunto convexo de X, entonces 
(1) cada subconjunto convexo no vacío de 8C está contenido en un lado 

de C; 
(2) cada lado de e es cerrado; 
(3) los lados de e se intersecan únicamente a lo largo de sus fronteras. 

Demostración: 
(1) Sea K un subconjunto convexo no vacío de ac y sea JC el conjunto 

de todos los subconjuntos convexos de ac que contienen a K. Entonces JC 
está parcialmente ordenado por inclusión y es no vacío, ya que contiene a 
K. Sea Cuna cadena de IC.. La unión de los elementos de Ces un convexo 
y además es una cota superior para C. Por tanto IC contiene un elemento 
ma.x.imal por el Lema de Zorn. 

(2) Sea S un lado de C. Entonces -S es convexo por el teorema 3.1. 
También S está contenido en 8C, pues 8G es cerrado luego S = S ya que 
S es maximal en C. 

(3) Sean S y T lados distintos de C. Supongamos que x está en S n Tª. 
Como S y T son subconjuntos convexos maximales distintos de 8C, el lado 
T no está contenido en S. Así, existe un punto y de T que no está en S. 
Por el teorema 3.2, tenemos que C n (S) = S, y entonces y no está en 
(S) . Supongamos primero que dim T = O. Entonces x y y son antípodas. 
Como S no está. contenido en T contiene un punto z =I= x. Sea S{x, z] la 
única (n - 1)-esfera de S" que pasa por x y z. Entonces S[x, z] también 
contiene y= -x. Como S[x, z) está. contenida en (S), encontrarnos que y 
está también en (S) lo cual es una contradicción. 

Si dimT >O. Entonces T-S es un subconjunto abierto de T por (2). Por 
tanto podemos suponer que y no es antípoda de x. Sea L la única geodésica 
de X que pasa por x y y, y sea P el plano de dimensión 1 + dim S que 
contiene (S) y L. Como x está en Tª, existe una r > O tal que 

B(:r, r) n (S) e T. 

Observemos que B(x. r) n L está. en B.IDbos lados de (S) en P y 
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B(x, r) n L e B(x, r) e Te ac. 
Por tanto, existen puntos de C en ambos lados de (S} en P contrario al 

teorema 3.3, se sigue que S y Tº son ajenos. Así S y T se intersecan a lo 
largo de sus fronteras. 

3.2 Poliedros Convexos. 

A través de esta sección, X será sn 1 E" o Hn con n > O. 

Definición. Un poliedro convexo P en X es un subconjunto convexo1 

cerrado, no vacío de X tal que la colecci6n S de sus lados es localmente 
finita en X. 

Observación. Localmente finito en S" es lo mismo que finito, ya que 
S" es compacto; y cada colección localmente finita de subconjuntos de En 
o H" es numerable, ya que E" y H" son espacios métricos finitamente 
compactos. 

Teorema 3.5 Sea P un poliedro convexo de dimensión n en X que no es 
todo X. Para cada lado S de P, sea Hs el semiespacio cerrado de X tal 
que 8Hs = (S} y Pe Hs. Entonces P = n{Hs : S es un lado de P}. 

Demost;ración: 
Sea K = n{Hs : Ses un lado de P}. Claramente, tenemos que Pe K. 

Sea x un punto de X - P y y un punto de Pº que no es antípoda de x. 
Entonces el SCgIDento [x,y] contiene a un punto z de aP, ya que {x,y] es 
conexo. Sea S un lado de P que contiene a z. Entonces x y y están en 
lados opuestos del hiperplano (S}. De aquí y no está. en Hs. Por tanto 
X - P e X - K y entonces K e P. Así P = K. • 

'I'eorema 3.6 Si x es un punto en la frontera de un lado S de un poliedro 
conve%o P en X, entonces x está en la frontera de otro lado de P. 

Demostración: 
Podemos su¡x>ner que (P) = X. Supongamos que x no está contenido en 

otro lado de P. Ya que la colección de los lados de P es localmente finita, 
existe r > O tal que B(x, r) interseca a sólo un número finito de lados de P. 
Como Ses el único lado de P que contiene a x 1 podemos estrechar B(x, r) 
para evitar que los otros lados lo intersequen. Por tanto, podemos suponer 
que B(:r,r) n aP es y que r < 7</2. Como X está en 8P, la bola B(x,r) 
contiene a un punto z de (S} -S. Ahora z está en X - P, ya que Pn (S) = S 
por el teorema 3.2. En consecuencia., el segmento geodésico [y, z) contiene 
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a un punto w de 8P. Ver figura 3.2. Como B(x. r) n lJP e S, el punto tt1 

está en S. Como z, w están en (S) , deducimos que y está en {S), lo cual 
es una. contradicción, ya que P n {S) = S. Se sigue que x está. contenido 
en algún lado T de P; más aún, x debe estar en la frontera de T por el 
teorema. 3.4 {3). • 

s 

Figura 3.2. Los cuatro puntos z, y, w, z de la prueba del teorema 3.6 

'reorema 3.7 Sean S y T lados distintos de un subconjunto convexo C 
de X, y sean x, y un par de puntos propios de C con x en Sº, y en Tº. 
Entonces el segrr1ento geodésico (x,y) está contenido en Cº. 

Demostración: 
Supongamos primero que [x, y] está contenido en 8C. Entonces [x, y] está. 

contenido en un lado R de G por el teorema 3.4 (1). Como R interseca a 
Sº en x, R = S por el teorema 3.4 (3), pero R también interseca a Tº en y, 
y entonces R = T, lo cual es una contradicción. Por tanto, (x, y) contiene 
a un punto z de Oº. Más aún, (x, z] y [z, y) están contenidos en Cº por el 
teorema 3.L Así (.x, y) está contenido en Cº. • 

Llegamos al siguiente resultado: 

'Thorema 3.8 Cada lado de un poUedro convexo P de dimensión Tn en X 
es un poliedro convexo de dimensi6n m - 1. 

Dem011tración: 
Sea S un lado de P. Entonces S es convexo y distinto del vacío por 

definición; más aún, S es cerrado por el teorema 3.4 (2). Claramente S es 
un poliedro convexo si la dhnensión de S es O ó 1, así podemos pensar que 
dimS >l. 
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Sea "R. una colección de Jades de S. Proba.remos que 'R es localmente 
finita en X. Sea x un punto de X. Como la coJección S de lados de P 
es Jocahnente finita, existe una r > O tal que B(x, r) interseca sólo en un 
número finito de lados de P. Supongamos que r < 7T /2. Sea 'R.o la colección 
de todos Jos Jados de S que intersecan a B(x, r). Tomemos una R en 1?,o. 
Entonces B(x, r) contiene a un punto y de Rº, ya que B(x, r) es abierto. 
Por el teorema 3.6, para cada lado R podemos escoger un lado f(R) de P 
distinto de S que contiene a y, esto induce una función f : 7-l-0 - S. Sean 
R 1 y R 2 lados distintos de S en "R-0 t.al que f(R1 ) = f(R,). De este ruodo 
f(~) contiene a un punto y¡ de Rf n B(x, r) para i = 1, 2. Como r < rr/2, 
tenemos que y 1 y Y2 no son antípodas. Por el teorema 3. 7, el segmento 
geodésico abierto (Y1 .Y2) está contenido en Sº. Pero fY1 .112} está contenido 
en f(R.t.) por la convexidad de f(Rs). lo cual es una contradicción. Por 
tanto, f es inyectiva. Corno B(x, r) interseca a un número finito de lados 
de P, la imagen de f es finita. Por tanto °R-0 es finito. Esto muestra que 'R.. 
es Jocalmente finita. A.sí S es un poliedro convexo. • 

Definición. Una arista de un poliedro convexo P es un lado de un lado 
de P. 

Tuorema 3.9 Si R es una arista de un poliedro convexo P en X, entonces 
(I) Jl:> corta e:ractarnente a dos lados 8 1 y S 2 de P; 
(2) R es un lado de S1 11 S2; 
(3) R=S1 nS2. 

Demostración: 
Podemos suponer que (P} = X. Sea R un lado de un lado 5 1 de P. 

Escojamos un punto R° y una r > O tal que B(x, r) n (R) e R. Por el 
teorema 3.6 existe otro Jado S 2 de P que contiene a x en su frontera. DeJ 
teorema 3.8, sabemos que (Si} y {S2) son hiperplanos de X. Por el teorema 
3.3, el conjunto convexo P está contenido en uno de los dos semi-espacios 
cerrados de X acotados por (S2 ). Así, cada diámetro de B(x, r) en R debe 
estar en {S2}. Por tanto, B(x, r)nR C S2. ~fás aún, por el teorema 3.4(1), 
el conjunto convexo B(x, r) n R está contenido en un lado R2 de 82. Sea 
R 1 =R. Entonces por el teorema 3.8, (R1) y (R2) tienen a.xnbos dimensión 
n-2. Como B(x,r)nR e R,, tenemos que (R1 ) = (R,). Ahora (S1 )n(S2) 
contiene a (R). Por tanto dim((S1 ) n (S,)) ;?: n - 2, si en esta la igualdad 
se cumple, tendríamos que (S1} = (S2) 1 el cual no es el caso por el teorema 
3.2. Por tanto (S1 ) n (S,) = (R). De aqtú, para cada i, tenemos 

R; = S; n (R) = p n (S;) n (R) 
= P n (Si) n (S2) = s, ns,. 

Así R1 = R2. Por tanto R es un lado de S1 y 82, además R = S1 n S2. 
Supongamos que W corta a un tercer lado S3 de P. Entonces con el 

mismo argumento que el anterior, se muestra que Res un lado de S3 y que 
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R = S 1 n S 3 . Más aún {S3} es también un hiperplano de X. El conjunto 
X - (S1} U (S2) tiene cuatro componentes C1, C2, C3 y C 4 una de ellas, 
digamos 0 1 , contiene a .P° por el teorema 3.3. Además P está contenido 
en C 1 • Como S 3 está en C 1 , el hiperplano (Sa} divide a Ct en dos partes, 
esto es, C - {S3 ) tiene dos componentes C 11 y C 12 • Ver figura 3.3. Por el 
teorema 3.3, tenemos que P° está contenido en Cu y en 0 12 , lo que es una. 
coutra.dicción. Por esto tenemos que Rº corta exactamente a dos lados de 
P. • 

Figura 3.3. La subdivisión de E 2 por tres líneas concurrentes 

~rema 3.10 Un poliedro convexo P de diT1lensión Tn en En o en H", 
con·m >O, es compacto si y sólo si 

( 1 J el poliedro tiene al nienos "'"" + 1 lados; 
(2) el poliedro tiene sólo un nú-rnero finito de lados; y 
(3) cada lado de P es compacto. 

Demoei;ración: 
Suponga.ID.os que ni. = n. La prueba es por inducción en n. El teorema es 

cierto cuando n = 1, así que veremos el ca.so en que n > 1 y supondremos 
que el teorema. es cierto para n - 1. Sea Y = En o H". 

Supong&JDOS ahora. que p es compacto. Entonces ap es no vacío; de 
otra manera. P sería. Y, que no es el caso. Por tanto P tiene al menos 
un lado S por el teoreIDa 3.4(1), Ses un poliedro convexo de dimensión 
n-1, compacto. Luego, S tiene al menos n la.dos R1, ... , Rn por la hipótesis 
inducción. Cada R.. es un lado de otro la.do S, de P; además, los lados 
S 1 , ••• , Sn son distintos ya que S n S, = ~. De esta forma P tiene al menos 
n + 1 la.dos. 

Para ca.da x en P~ exist.e r(x) > O tal que B(x, r(x)) corta a un número 
finito de lados de P. Como P es compacto, existe un subconjunto finito 
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{x1, ... ,:rn} de P talque la unión de las bolas B(x1,r(x1)) cubren a P. Por 
tanto, P tiene sólo un nÚJoero firúto de lados; no sólo esto, cada lado de P 
es compacto. 

Recíproca.mente, suponga.JDos que P satisface las propiedades (1), (2) 
y (3). Por el teorema 3.4 (1), la frontera de P es la unión de todos los 
lados de P. I>e esta manera 8P es compacta. Sea x en Po, entonces ex­
iste r > O tal que B(x, r) contiene a 8P, ya que 8P está acota.da. Sea y 
un punto en 8P y sea z el punto extremo del radio de B(x, r) que pasa 
por y. Entonces z no está. en P por el teorema 3.1. Por tanto, el conjunto 
S(x, r) - P es no vacío. Como la esfera S(x, r) es conexa paran > 1, el 
conjunto S(x, r) n Po es vacío. Así S(x, r) está contenida en Y - P. Como 
Pes conexo P C B(x, r). Se sigue que P está a.cotado, luego, es compacto.• 

'leorema 3.11 Sea P un poliedro convexo de dirnensi6n m en S", con 
rn > O. Entonces las siguientes son equivalentes: 

(1) P está contenido en una herniesfera abierta de sn; 
(2) P tiene al menos rn + 1 lados y cada lado S de P está contenido en 

una herniesfera abierta de (S} ; y 
(3) P tiene un lado S que está contenido en una hem.iesfera abierta de 

{S). 

Demost:raclón: 
Supongamos que P está contenida en una hemiesfera abierta H de sn, 

digamos, la hemiesfera superior de S". Entonces por la proyección gnomónica, 
podemos ver a P como un poliedro convexo compacto de En, por el teo­
rema anterior P tiene al menos T7l + 1 lados. Si S es un lado de P, entonces 
S está contenido en la hemiesfera H n (S). Así (1) implica (2). Claramente 
(2) implica (3). 

Supongamos que rn = n, que P tiene un lado S que está contenido en 
una hemiesfera abierta de {S) y que no está. contenido en una hemiesfera 
abierta de sn. Por tanto (S) = 511.-l y P está contenido en la hemiesfera 
cerrada del sur S~ de sn. Entonces dist(en,P) = w/2. Sea y un punto 
de sn. Entonces dist(y, P) ::5 Tr/2; de otra manera P estaría contenido 
en la semiesfera abierta opuesta a y. De aquí, existe un punto x e P tal 
que 6(x, y) ::5 7r/2. Supongamos ahora que y ::1: ±en. Entonces x está. en 
S~ n C(y, rr/2). En consecuencia, existe una sucesión de puntos {y1 } de 
[en, y] que converge a en y una sucesión de puntos {xi} de P tales que Xi 

está en S~ nG(y1 , 7r/2) para cada i. Como Pes compacto, la sucesión {x1} 
tiene un punto límite de x 0 en Pnsn-I = S contenido en la hemiesfera de 
511.-I cuyo centro es la intersección de la gran circunferencia. a través de en 
y y con sn- 1 • Así S tiene la propiedad que cada hemiesfera cerrada de (S} 
contiene un punto de S, lo cual es una contradicción. Así (3) implica (1)• 
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3.2.1 CARAS DE UN POLIEDRO CONVEXO. 

Sea P un poliedro de dimensión m de X. Una k-cara de P pa.ra cada 
k = 0 1 l, ... ,771 se define inductivamente como sigue: La única m-cara. de P 
es P mismo. Supongamos que todas las (k+l)-cara.s de P han sido definidas 
y cada una es un poliedro convexo de dllnensión k + 1 en X. Entonces una 
k-cara de Pes uu ludo de una (k+ !)-cara de P. Por los teoremas 3.8 y 3.7, 
una k-cara de P es un poliedro convexo de dimensión k en X. Una cara 
propia de P es una k-cara de P con k < m. Notemos que una cara propia 
de Pes en realidad, un lado de un lado ... de un lado de P. De esta manera, 
una cara E de una cara F de P es una cara de P. En otras palabras, la 
relación de ser cnra de un poliedro es una relación transitiva en el conjunto 
de los poliedros. Además la intersección no vacía de lados de P resulta ser 
una cara de P. 

Los siguientes son tcorernas conocidos de la teoría de poliedros, cuya 
demostración omitin1os. 

'Deorema 3.l.2 Los interiores de todas las caras de un poliedro convexo P 
en X forman una partición de P. 

'Ieorenia 3.l.3 Si E es una k-cara de un poliedro convexo P de dimensión 
m en X, entonces 

(1) E es una cara de cada lado de P que corta Eº; 
(2) E es una cara de sólo un número finito de lados de P¡ 
(3) E es una cara de al menos rn - k lados de P¡ 
(4) E es la intersecci6n de todas las cara.a de P que cortan a Eº o E= P. 

Teorema 3.l.4 Sea P un poliedro de dirnensión m en S". Entonces11 

(.I) el poliedro P es 771-esfera de S"; 
(2) la intersección de todos los Lados de P es una gran k-esfera de S; o 
(3) el poliedro P está contenido en una hemiesfera de S". 

3.2.2 VÉRTICES DE UN POLIEDRO CONVEXO. 

Una O-cara de un poliedro convexo P en X consiste de un sólo punto o un 
par de puntos antípodas. 

Definición .. Un vértice de un poliedro Pes un punto en una O-cara de P. 

Definición. La envolvente convexa de un subconjunto S de X es la in­
tersección de todos Los subconjuntos convexos de X que contienen a S. 

'Teorema 3.15 Un poliedro convexo P en en o H" es compacto si y s6Lo 
si P tiene un número finito de vértices y P es la envolvente convexa de sus 
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vértices. 

Demost;ración: 
Consideremos primero que P está en En. La prueba es por inducción en. 

la dimensión Tn de P. El teorema es verdadero cuando Tn = O, supongamos 
que 7n >O, que el teorema es cierto cuando la dimensión es m -1, y que P 
es compacto. Entonces por el teorema 3.10, el poliedro P tiene un número 
finito de lados y cada lado es compacto. Por la hipótesis de inducción, 
cada. lado de P tiene sólo un número finito de vértices y es la envolvente 
convexa de éstos. Por tanto, P tiene solo un número finito de vértices. Sea 
V el conjunto de vértices de P. Entonces la envolvente convexa C(V) está 
contenida en P, ya que Pes convexo. Sea x un punto en P. Si x está en un 
lado de S de P, entonces x es una combinación convexa de los vértices de 
S por la hipótesis de inducción. De aquí que podemos suponer que x está 
en Pº. Sea vo un vértice de P. Entonces el rayo de v 0 que pasa. por x corta. 
a 8P en un punto y distinto de v 0 , ya que P está acotado. Por el teorema 
3.1, el punto x está entre v 0 y y. De esta manera, existe un número real t 
entre O y 1 tal que 

x = (1 - t)vo + ty. 

Sea S un lado de P que contiene a y. Por la. hipótesis de inducción, existen 
vértices v1, ... , vk des y números reales positivos ti, ... , tk tales que 

Observemos que 

k k 

y =E t,v, y E t, = 1. 
i=l i=l 

x = (1 - t)v0 + t f:. t,v. 
i=l 

es una combinación convexa de v 0 , ••• , vk. De aquí deducimos que x está 
en C(V). Por tanto P = C(V). Recíprocamente, supongamos que P tiene 
solo un número finito de vértices y que P está en la envolvente convexa de 
sus vértices. Sea r > O tal que la bola B(O, r) contiene al conjunto V de 
vértices de P. Entonces B(O? r) contiene a la envolvente convexa C(V), ya 
que B(O, r) es convexo. Así P está acotado y entonces Pes compacto. Esto 
completa la inducción. 

Supongamos que P está en Hn. Pasamos al modelo del disco proyectivo 
D". Si Pes compacto, entonces Pes un poliedro euclidiano, por tanto tiene 
un número finito de vértices y es la envolvente convexa de sus vértices por 
el caso euclidiano. Recíproca.mente, si P tiene un número finito de vértices 
y P es la envolvente convexa de sus vértices. Entonces P es compacto por 
el mismo argumento que en el caso euclidiano. • 
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~rema 3 .. 16 Un poliedro convexo P de di711ensi6n 1n > O en S", está 
contenido en una he711iesfera abierta de §"' si y sólo si P es la en·volvente 
con ve.xa de sus vértices. 

Demostración: 
Suponga.mos que P está contenido en la hemiesfera abierta del norte 

de sn. Por Ja proyección gnomónica, podemos ver a P como un poliedro 
compacto en E. Entonces Pes la envolvente convexa de sus vértices por el 
teorema 3.15. 

Recíprocamente, suponganios que P es la envolvente convexa de sus 
vértices, y que no está contenido en una hemiesfera abierta de S". Entonces 
Ja intersección Po de todos los lados de P es una gran k-esfera de sn por 
el teorema 3.14. Ahora Po "está contenido en cada O-cara de P, ya que una 
O-cara de P es la intersección de todos los lados de P que la contienen por 
el teorema 3.13. Por tanto, dim Po =O, y entonces Po es un par de puntos 
antípodas. De aquí, P tiene solo dos vértices. Por esto, la envolvente con­
vexa de los vértices de Pes P 0 , lo que es una contradicción, ya que Tn > O• 

3.2.3 ESLABONES DE UN POLIEDRO CONVEXO. 

Sea :z: un punto de un poliedro convexo P en X. Entonces existe un número 
real r tal que O< r < 7r/2 y es menor que la distancia de :r a cualquier lado 
de P que no contiene a :r, ya que el conjunto de lados de Pes localmente 
finito. El conjunto 

L(x) = P n S(:z:, r) 

es llamado un eslabón de x en el poliedro P. La geometría esférica del 
eslabón L(:r) está únicamente determinada por :r salvo un cambio de escala 
inducida por la proyección radial de :z:. 

Por sirnplicidad, hemos considerado poliedros esféricos en S"'. Ya que con 
un sencillo cambio de escala, la teoría de poliedros esféricos en S" se gene­
raliza a poliedros en cualquier esfera de X. 

':reorema 3.1 T Sea :r un punto en un poliedro convexo P de di711ensión 
7n en X con m > O, y sea r un nú711en> real tal que O < r < 7r/2 y r es 
11lenor que la distancia de :r a cualquier lado de P que no contenga a :r. 
Entonces el eslabón L(x) = P n S(:r, r) de x en P es un poliedro convexo 
de dimensión 771 - 1 en la esfera S(x, r). Más aún, si S(x) es el conjunto 
de lados de P que contienen a x,entonces {T n S(:r, r) : T e S(:r)} es el 
conjunto de lados de L(:r). 

Demoa~ración: 
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La prueba es por inducción en TTJ.. El teorema es cierto para Tn = 1, 
supongamos que Tn > O y que el teorema se cumple en todos los poliedros 
convexos de dimensión TR -1 en X. Podemos suponer que Tn = n. Si x está 
en .Po, entonces L(x) = S(x, r), veamos qué pasa cuando x está en éJP. 
Sea Sel conjunto de lados de P. Para cada Ten S, sea HT el semiespa.cio 
cerrado de X acotado por el hiperplano (T) y que contiene a P. Entonces 
tenemos 

P= n HT. 
TES 

Como HT n S(x, r) = S(x, r) para cada T que no contiene ax, tenernos 

p n S(x, r) = TeíJ(:) (HT n S(x, r)). 

Ahora HTn(x, r) es una semiesfera cerrada de S(x, r) para cada Ten S(x). 
Por tanto L(x) es un subconjunto convexo cerrado de S(x, r). 

Sea y un punto de Po tal que y no es antípoda de x. Modificando r, 
si es necesario, podemos suponer que d(x, r) ;:::_ r. Entonces el segmento 
geodésico [:r, y] interseca a S{x, r) en un punto z de .P° por el teorema 
3.1. Por tanto P° n S(x, r) es un subconjunto abierto no vacío de S(x, r) 
contenido en L(x). De aquí dimL(x) = n - l. Como 

P" n S(x, r) e L(x)º, 

tenemos que 

8L(x) e 8P n S(x, r). 

Sea T un lado de P que contiene ax. Por hipótesis de inducción, TnS(x, r) 
es un poliedro convexo de dimensión n-2 en S(x, r). Ahora ya que Pe HT, 
ningún punto de TnS(x, r) tiene una vecindad abierta en S(x, r) contenida 
en L{x). Por tanto 

T n S(x, r) e 8L(x). 

De aquí, 

8P n S(x, r) e 8L(x). 

De esto 

8L(x) = 8P n S(x, r). 

El conjunto convexo T n S{x, r) está contenido en un lado T de L{x) por 
el teorema 3.4 (1). Como 

8P n S(x, r) = Te'i{:l (T n S(x, r)), 

tenemos que 
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8L(x) = U T. 
res(z) 

Por tanto {T: TE S(x)} es el conjunto de lados de L(x) por el teorema 
3.4 (3). Luego, L(x) sólo tiene un número finito de lados. De esta manera. 
L(x) es un poliedro convexo en S(x, r). Por el teorema 3.4 (3), tenemos 
Tº e T n S(x, r), se sigue que T = T n S(x, r) para cada T en S(x). 
Entonces 

{T n S(x, r) : TE S(x)} 

es el conjunto de lados de L(x). • 
'Eeorerna 3.18 Sea P un poliedro convexo en D". Entonces su cerradura 
P en E" es un subconjunto convexo de E" tal que P n D" = P y 

8(P) = 8PU(Pnsn-•) 

Más aún, si S es un lado de P, entonces su cernidura.Sen E" es un lado 
de P, y si u es un punto de 8(P) que no está en la cerradura. euclidiana 
de un lado de P entonces {u} es un lado de P. 

Demost.ración: 
Podemos suponer que (P) = D". Como P es un subconjunto convexo de 

E", tenemos que Pes un subconjunto convexo de E"' por el teorema 3.1. 
Como D" es abierto en E" y P es cerrado en D", tenemos 

J5n Dn = P, Po e (P0
), y 8P e 8(P). 

Clar&IDente, tenernos que P n sn- 1 e 8(i>). Por lo que Pº = (75)0 y 

8(P) =8PU(Pnsn-•¡ 

Si S es un lado de P, S está. contenido en un lado S de P. Ahora § n D" 
es un subconjunto convexo de 8P contenido en S. Luego S n D" = S y 
entonces 

§nsn-• c8(S). 

Por tanto So e S, y § = S por el teorema 3.1. 
Sea u un punto de a(P) que no está. en la cerradura de un lado de P. 

Sea U un lado de a(P) que contiene a u. Entonces U no es la cerradura de 
un lado de P. De aquí Uº es ajeno a 8P, y entonces Uº e S"- 1 • Por tanto, 
U= {u}. • 

Sea K. : D" - B" la isometría de D" a B". Dada por 
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K(:r)= ~· 
1 + yl - lxJ 2 

(3.1) 

La inversa de K. está dada por 

Observemos que /< se extiende a un homeomorfismo 

K:75"-"IJ"", 

Jo cual es Ja identidad en sn-1. 

(3.2) 

Definición: Un punto ideal de un poliedro convexo P en B" es un punto 
u de P n S"-1 , donde P es la cerradura de P en E". 

'leorema 3.19 Sea u un punto ideal de un poliedro P en B". Entonces 
para cada punto x de P. existe un rayo geodésico [x, u) en P que comienza 
en x 1J termina en u. 

Demostración: 
Ya que Ja isornetría k : D" - B" se extiende a un homeomorfismo 

k : U' - El"', podemos pasar al modelo proyectivo del disco D" del es­
pacio hiperbólico. Sea x un punto de P, P es un subconjunto convexo de 
E"', el segmento de recta. fx, uJ está en P. Ya que [x, uJ n sn- 1 = {u} y 
PnD" = P, tenemos que fx.uJ e P. • 

Definición.. Un lado S de un poliedro convexo P en B" es incidente 
con un punto ideal u de P si y sólo si u está en la cerradura de S en E". 

'Ileorema 3 .. 20 Sea cx::i un punto ideal de un. poliedro convexo P en U". 
Entonces un lado S de P es incidente con oo .'ii y sólo si S es vertical. 

Demosf:.ración: 
Cada lado hemiesférico de P está acotado en E". Por tanto, si un lado 

S de P es incidente con oc, entonces S debe ser vertical. 
Recíproca.mente, supongamos que S es un lado vertical de P. Sea x un 

punto de S. Por el teorema 3.19, existe un rayo geodésico fx, oo) en P que 
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empieza en x y termina en CXJ. Ya que [x, ex>) y {S) son verticales, deduci­
mos que [.x, oo) e (S) n P =S. Por tanto Ses incidente con ex>. • 

Definición. Un horopunto de un poliedro convexo P en sn es un punto 
ideal u de P para el cual existe una horoesfera E de B" basada en u tal 
que E interseca sólo a los lados de P incidentes con u. 

Notemos que si P tiene un número finito de lados, entonces cada punto 
ideal de P es un horopunto. 

Sea u un horopunto de un poliedro convexo P en B". Entonces existe 
una horoesfera E de Bn. basada en u tal que E corta sólo a los lados de P 
incidentes con u. El conjunto 

L(u) = PnE 

es llamado un eslabón de u en el poliedro P- La geometría euclidiana del 
eslabón L(u) está única.mente determinada por u salvo una similaridad in­
ducida por la proyección radial de u. 

'Ieorema 3 .. 21 Sea u un horopunto de un poliedro convexo P de dirnensi6n 
rn en sn basada en u tal que E corta sólo a los lados de P incidentes con 
u. Entonces el eslabón 

L(u) = PnE 

de u en P es un poliedro convexo de dimensión m - 1 en la horoesfero. E. 
Más aún, si S(u) es el conjunto de lados de P incidentes con u, entonces 

{S n E : Se S(u)} 

es el conjunto de lados de L(u). 

Demoet.ración: 
Pasamos al modelo del semiespacio superior U" de espacio hiperbólico, 

podemos suponer que u = oo. La prueba es por inducción en Tn, el teorema 
es cierto cuando ni = 1, supongamos que m > 1 y que el teorema es cierto 
para todos los poliedros convexos de dimensión 111 - 1 en U"'. Podemos 
pedir que 7n = n. Por el teorema 3.20, un lado de P es incidente con oo 
si y sólo si es vertical. Si P no tiene lados verticales, entonces L(u) = E, 
podemos pensar que P tiene un Ja.do vertical. Sea S el conjunto de lados 
de P. Para cada Sen S sea Hs el serniespacio cerrado de un. acotado por 
el hiperplano {S) y que contiene a. P. Entonces tenemos 

P =s';isHs. 
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Como Hs n E= E para cada lado hemiesférico S de P, tenemos 

PnE= n (H5 nE). 
TES( u) 

De esta forma Hs n E es un seIDiespacio cerra.do de E para cada Sen S(u). 
Por tanto, L(u) es un subconjunto convexo cerrado de E. 

Sea :e un punto de Pº. Estrechando a E si es necesario, podemos pensar 
que :r no está dentro de E. Entonces el rayo geodésico [x, oo) interseca a. E 
en un punto y de Pº por el teorema. 3.1 aplicado a la cerradura. euclidiana 
de P en el disco proyectivo. Por tanto Pº n E es un subconjunto abiert.o 
no vacío de E contenido en L(u). De aquí ditnL(u) = n -1. Como 

Pon E e L(u)º, 

tenemos que 

8L(u) e ap n E. 

Sea. S un lado vertical de P. Por hipótesis de inducción, SnE es un poliedro 
convexo de dimensión n - 2 en E. Ya. que P e H s, ningún punto de S n E 
tiene una vecindad abierta en E contenida en L(u). Por tanto S n E e 
8L(u). De aquí, 

ap n E e 8L(u). 

T&IDbién, 

8L(u) = aP n E. 

El conjunto convexo S n E está contenido en un lado S de L(u) por el 
teorema 3.4 (1). Como 

aPnE= u (SnE). 
SES( u) 

tenemos 

8L(u) =se'icu) §. 

Por tanto, {.§ : S E S(u)} es el conjunto de lados de L(u) por el teorema 
3.4 (3). Por el teorema. 3.4 (3), tenemos 

Sº e SnE. 

Luego S = S n E pa.ra. ca.da. S en S(u). Así 

{SnE:SeS(u)} 
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es el conjunto de la.dos de L(u). Más aún, el conjunto de la.dos de L(u) 
esºlocahnente finito en 1:: 1 ya. que el conjunto de lados de Pes localmente 
finito en U"'. Así L(u) es un poliedro convexo en "E. • 

Existe una rna.ncrn interesante de representar el eslab6n de un horopunto 
u .de un poliedro P en U". Si ponemos P de tal manera que u = oo., entonces 
la proyección vertical 

proyecta L(u) sobre un poliedro similar en En-t que no depende de la 
elección de la horoesfera E de U" tal que L(u) = P n E. Ver figura 3.4. 

Figura 3.4. El eslabón en ex> de un poliedro en U 3 

Definición. Un vértice ideal de. un poliedro convexo P en B" es un 
horopunto de P cuyo eslabón es coTnpacto. 

Por ejemplo, el poliedro en la figura 3.4 tiene un vértice ideal en oo. 

Teorema 3.22 Sea P un poliedro convexo en D". Entonces su ce1"'7'0dura 
P en E"' es un poliedro convexo en E"' si y s6lo si cada punto ideal de P 
es un vértice ideal de P. 

Demoe~raci6n: 
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Sea 7Tl = dim P > O. Supongamos que P es un poliedro convexo en 
E~. Sea u un punto ideal de P. Mostraremos que u es un vértice de P. 
Supongamos que u no es un vértice de P. Entonces u está en el interior 
de una k-ca.ra F de P para alguna. k > O. De esto, existe un segmento de 
línea euclidiano abierto en F que contiene a u. Pero un segtncnto de línea. 
como éste no puede estar enteramente en 15". ya que u esta en S"- 1 , luego 
u debe ser un vértice de P. 

Si Tn = 1, los la.dos de P son los dos puntos extremos de P. Si m ~ 1, los 
lados de P son las cerraduras de los lados de P. Como Pes compacto, P 
tiene un número finito de lados. Por tanto P sólo tiene un número finito de 
lados. Sea u un punto ideal de P, entonces u c...c; un horopunto de P. Sea E 
una horoesfera basada en u tal que E corta sólo a los lados de P incidentes 
con u. Decimos que P n E es compacto. La prueba es por inducción en rn. 
Esto es verdadero para. m = 1, o.sí que pensemos que m > 1 y supongamos 
que se P n E es compacto para todos los poliedros convexos de dimensión 
1TI - 1 en D". Ahora el vértice u de P corta al menos a m lados de P por 
el teorema 3.13. Por tanto P n E es compacto por el teorema 3.10. Así u 
es un vértice ideal de P. 

Recíprocamente supongamos que cada punto ideal de. P es un vértice 
ideal. Podemos suponer que m > l. Entonces cada punto ideal de P está. 
en la cerradura de un lado de P. De o.quí P es un subconjunto cerrado de 
E" cuyos lados son las cerraduras de los lados de P por el teorema 3.18. 
Mostraremos ahora. que el conjunto de lados de J5 es localmente finito en 
E". Sea x un punto de E". Necesitamos encontrar una vecindad abierta N 
de x en E" que interseca sólo a un número finito de lados de P. Si x está. 
en E"' - P, podemos tomar N =E" - P. Si x está en D", entonces una 
N corno ésta existe, ya que el conjunto de lados de P es localmente finito 
en Dn. Por tanto, podemos suponer que x es un vértice ideal de P. 

Pasamos al modelo del semiespacio superior U" del espacio hiperbólico 
y ponemos P de tal manera que x = oo. Sea :E una horoesfera horizon­
tal de U" que corta sólo a los lados de P que inciden con oo. Entonces 
L(oo) = P n "E es compacto. Por el teorema 3.20, los lados de P que inci­
den. con oo son la.dos verticales de P. Sea B la bola en E" centrada en algún 
punto de E"-1 tal que L(oo) e B. Entonces B contiene a lo.s cerraduras 
de todos los lados hemiesféricos de P, ya que todos los lados h.e1niesféricos 
de P esta.n bajo L(oo). Por tanto N = E" - Bes una vecindad abierta de 
oo en En que corta sólo a los lados de P que contienen a oo. Como L(oo) 
es compacto, L(oo) tiene sólo un número finito de lados. Por tanto P sólo 
tiene un número finito de la.dos incidentes con oo por el teorema. 3.21. De 
aquí N corta. sólo finita.mente a los la.dos de P. Regresamos al modelo del 
disco proyectivo D" del espacio hiperbólico. Entonces el conjunto de lados 
de P es localmente finito en E". Por tanto P es un poliedro convexo en E"'.• 

Definición .. Un vértice generalizado de un poliedro convexo P en Bn es 
o bien un vértice de P o un vértice ideal de P. 
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Definición. La envolvente convexa en Dn de un subconjunto S de -¡:ya 
es la intersección de la envolvente convexa de S en En con Dn _ 

'reorema 3.23 Sea P un. poliedro convexo en Dn. Entonces su ce"FTO.dura 
P en En es un poliedro convexo en En si y sólo si P tiene un nÚ'11lero 
finito de vértices generalizados y P es la envolvente convexa de sus vértices 
generalizados. 

Demost;ración: 
Sea Tn = dim P. Poden1os suponer que m > O. Supongamos que P es un 

poliedro convexo en E". Si Tn = 1, los lados de P son las cerraduras de los 
lados de P. A.firmamos que los vértices de P son los vértices generalizados 
de P. La prueba es por inducción en Tn. El teorema se cumple cuando 
rri = 1 1 así que supongamos que rn > 1. Los vértices de P son los vértices 
de los lados de /5. Por tanto, los vértices de P son los vértices generalizados 
de p por la. hipótesis de inducción. Sea V un vértice de p en sn- 1 • Entonces 
v es un vértice ideal de P por el teorema 3.22. Así, cada. vértice de P es 
un vértice generalizado de P. Así v es un vértice ideal de cada lado de P 
incidente con v y por tanto v es un vértice de P. De aquí, cada vértice 
generalizado de Pes un vértice de P. Así, los vértices de P son los vértices 
generalizados de P, lo cual completa la inducción. 

Sea V el conjunto de vértices de P. Como P es compacto, V es finito y 
P = G(V). De aquí P tiene sólo un número finito de vértices generalizados 
y P es la envolvente convexa de sus vértices generalizados, ya que 

P=PnDn. 

Recíprocamente, supongamos que P sólo tiene un número finito de vértices 
generalizados y, además, que P es la envolvente convexa de sus vértices ge­
neralizados. Sea V el conjunto de vértices generalizados de P y sea C(V) 
la envolvente convexa. de V en En. Entonces tenemos 

P = C(V) nen. 

Como V e Dn y 75"' es un subconjunto convexo de En 1 tenemos que 
C(V) e "'J5"'. Claramente tenemos 

C(V) nsn- 1 e V. 

Por tanto, 

C(V) =PUV. 

C(V) es un subconjunto cerrado de E que contiene a P, ya que V es finito. 
Luego 

pe C(V) = PUV cP. 
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Tenemos que P = PU V. Por tanto, cada punto ideal de P es un vértice 
ideal de P. De aquí P es un poliedro convexo en E". • 

'Ieorema 3.24 Sea P un poliedro convexo de diTn.ensión '111. en D", con 
711. > l. Entonces su cerradura P en En es un poliedro convc:xo en E" si y 
sólo si P tiene sólo un número finito de lados y P tiene un volumen finito 
en (P). 

Demostración: 
Podemos suponer que m. = n y que P es un poliedro convexo en E". Por 

el teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados cin P. Como 
P es compacto, JS tiene sólo un número finito de la.dos. Por tanto P tiene 
sólo un número finito de lados. 

Por el argumento en la prueba del teorema 3.22, cada punto ideal de P 
es un vértice de P. Como Pes compacto, P sólo tiene un número finito de 
vértices. Por tanto P tiene sólo un numero finito de puntos ideales. Cada 
punto ideal de Pes un vértice ideal de P por el teorema 3.22. Sean v 11 ••• , v1c 
los vértices ideales de P. Para cada i, escojamos una horoboJa B¡ basada 
en V¡ tal que E¡ corta sólo a los lados de P incidentes con v¡. Entonces el 
conjunto 

es compacto y por tanto tiene volumen finito. De aquí, es suficiente mostrar 
que P n Bi tiene volumen finito para cada i = 1, .. ., k. 

Sea v un vértice ideal de P y sea V la horobola correspondiente. Ahora 
pasamos al modelo del semiespacio superior U". Sin pérdida de generalidad, 
podemos suponer que v = oo. Entonces B es de Ja forma 

{x E U" : Xn > s} 

para alguna s > O. Todos Jos Ja.dos de P incidentes con oo son verticales. 
Sea V: un - En-l Ja proyección vertical. Entonces tenemos 

l(p B) r dx, ... dx., J.~ {J. } dx., 
Vo n = Jpns (:rn)" = • v(PnBB) dx1 ... dXn-1 (xn)" 

[ 
1 -1 ]~ l 1 = Vol(v(P n lJB)) (n _ I) :;:;;::T = n=!Vol(v(P n lJB));;;:=¡. 

El conjunto P n éJB es compacto, ya que r es un vértice ideal de P. Por 
tanto Vol(P n B) es finito. Así P tiene volumen finito. 

Recíprocamente, supongamos que P sólo tiene un número finito de lados 
y que P tiene volumen finito en D". Entonces ca.da punto ideal de Pes 
un horopunto de P. El cálculo de volumen de más arriba muestra que el 
eslabón de cada punto ideal de P tiene un volumen finito y por tanto es 
compacto. A.sí cada punto idea] de P es un vértice ideal. Por tanto, P es 
un poliedro convexo en E". • 
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3.3 Politopos 

Como siempre X= E",S", o H" con n >O. 

Definición: Un politopo en X es un poliedro convexo P en X tal que 
( 1) P sólo tiene un núf1lero finito de vértices; 
(2) P es la envolvente convexa de sus vértices; 
(3) P no es un par de puntos antípodas de S". 

Teorema 3.25 Un poliedro convexo P en X es un politopo en X si. y 
sólo si P es corripacto~ y si X = S" 1 entonces P está contenido en una 
semiesfera de S". 

Demostración: 
Se sigue inmediata.mente de los teoremas 3.15 y 3.16. • 

Teorema 3.26 Un politopo P de dirriensi6n Tn en X tiene al nlenos Tn + 1 
vértices. 

Demost.ración: 
Supongamos primero que P está en E". La prueba es por inducción en la 

dimensión Tn. El teorema es cierto cuando Tn = O, así que supongamos que 
Tn >O y que el teorema se cumple cuando la dimensión es Tn -1. Sea S un 
lado de P. Entonces Ses un politopo por el teorema 3.25. Por la hipótesis 
de inducción S tiene al menos m la.dos. Ya. que P es la. envolvente convexa 
de sus vértices, S no puede contener a todos los vértices de P. Por tanto, 
P tiene al menos m + 1 vértices. Esto completa. la. inducción. 

Supongamos ahora que P está en S". Entonces mediante la proyección 
gnomónica podemos ver a P como un poliedro euclidiano, por tanto P tiene 
al menos Tn + 1 vértices. 

Sea P un politopo en H". Pasamos al modelo del disco proyectivo 1lll". 
Entonces P es un poliedro euclidiano ya que P es compacto. Por tanto P 
tiene al menos 7n + 1 vértices por el caso euclidiano. • 

Definición. Un m-siT11.plejo en X es un politopo de dimensión m en X 
con exactamente 77l + 1 vértices. 

Un subconjunto S de E'" es un rn-simplejo si y sólo si S es la envolvente 
convexa. de algún subconjunto de ni + 1 puntos afínmente independientes 
{v1 1 ••• ,vm} de E". 

Ejemplo 1 .. El m.-simplejo canónico ~rn en E'", con m ~O~ es la envol­
vente convexa. de los puntos O: P-! •.•• , ern de E"'. 
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~rema 3.27 Un politopo de dimensión TTi en X, con Tn > O, tiene al 
711.enos 711 + l lados. 

Demostración: 
Se sigue de Jos teoremas 3.10, 3.11 y 3.25. • 

Teorema 3 .. 28 Un politopo de dimensión ni > O en X, es un rn-simplejo 
si y sólo si P tiene exactaniente rn + 1 lados. 

Demostración: 
La prueba es por inducción en m. El teorema es cierto para m = 1, 

supongamos pues que 771 > 1, y que Pes un 771-simplcjo. Entonces P tiene 
al menos m + 1 lados por el teorema 3.27. Sea S un lado de P, S no contiene 
a. todos los vértices de P, ya que Pes Ja envolvente convexa de sus vértices, 
S tiene a lo mas 771 vértices. De aquí Ses un (m - 1)-simplejo, luego, ca.da. 
lado de P es la envolvente convexa de ~ vértices de P. Ya que el conjunto 
de 771+1 vértices de P tiene exactamente 711+1 subconjuntos de rn vértices, 
P tiene a lo mas 771 + 1 lados. Por tanto P tiene exactamente 771 + 1 lados. 

Reciproc.amente, supongamos que P tiene exactamente m + 1 lados. En­
tonces P tiene al menos m + 1 vértices por el teorema 3.26. Por el teorema 
3.13, cada vértice de P es la intersección de todos los lados de P. Como 
la intersección de todos los lados de P está contenida en cada vértice de 
P, debe ser vacía. De esta manera cada vértice de P es la intersección de 
exacta.niente Tn lados de P. Ya que el conjunto de rn + 1 lados de P tiene 
exactamente Tn + 1 subconjuntos con rn lados, P tiene n lo mas m + 1 
vértices. Por tanto, P tiene exactamente m + 1 vértices, luego P es un 
Tn-simplejo. • 

Teorema 3 .. 29 Sea P un politopo en X. Entonces el grupo de isometrias 
de P en (P) es finito. 

Demostración: 
La prueba es por inducción en dim P = rn. El teorema es cierto si m =O, 

a.sí que suponga.ro.os que Tn > O y que el teorema es cierto para todos los 
politopos de dimensión rn - 1 en X. Sea r el grupo de simetrías de P en 
(P} . Entonces r actúa. en el conjunto finito S de lados de P. S no es va.cío 
por el teorema 3.27 y cada lado de P es un politopo de dimensión rn - 1 
por el teorema. 3.25. Por hipótesis de inducción, el estabilizador de cada 
lado de P es finito. Por tanto r es finito. • 

Definición: El centroi·de de un politopo P en X con vértices v 1 , .•• , Vk 

es el punto 
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{ 

(v1 + ... + vk)/k si X= E~ 

(v, + ... + Vk)/k si X= sn 
e= l(v1 + ... + vk)/kl 

(vi + ... + vk)/k si X= Hn 
lll(v, + ... + v,.)/klll 

Notemos que e está. bien definido. Un politopo P en X contiene a su 
centroide e, ya que e está en la envolvente convexa de sus vértices de P. Es 
más e está contenido en el interior de P. • 

Teore01a 3.30 Sea P u.n politopo en X. Entonces cada simetria de P fija 
el centroide de P. 

Demostración: 
Sea g una simetría de P. Entonces g permuta los vértices v 1 , ••• , v1c de 

P. Si X= E", entonces existe un punto a de E" y un A en O(n) tal que 
g = a + A. Si X = S" o H", entonces g es lineal. Por tanto, tenemos, 

g (V¡ + -~· + Vk ) 

De esta manera, g(c) = c. 

V¡+ ... + Vk 

k 

3.3.1 POLlTOPOS GENERALIZADOS. 

• 

Generalizamos el concepto de politopo en H" para permitir vértices ideales 
en la esfera al infinito de H". Será tnás conveniente para nosotros trabajar 
en un modelo del espacio hiperbólico que permita una representación di­
recta de la esfera al infinito, éste será el modelo del disco proyectivo para. 
el espacio hiperbólico. 

Definición. Un poli.topo generalizado en ID>" es un voli.edro convexo P 
en ID>" tal que P tiene sólo un número finito de vértices generalizados. 

'I1eore01a. 3.31 Sea P un poliedro convexo en D" _ Son equivalentes 
(i) P es un politopo generalizado en I[)n 

(ii} P es un politopo en En. 
(iii} P tiene un número finito de lados y volumen finito en (P) . 

Es más, si la dimensi6n de P en ID>n es m, P tiene al menos Tn + 1 vérti.ces 
y m + 1 lados. 
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Demostración: 
(i) <=> (ii) Se sigue inmediata.mente de los teoremas 3.23 y 3.25. 
(i) <=> (iii}Se sigue inmelliatamente de los teoremas 3.23 y 3.22. 
Tenemos que P es un poli topo en E". Por el t.corema 3.25 tenemos que 

P tiene al menos 7n + 1 vértices. l.Tsnndo el raisn10 argumento de la prueba 
del teorema 3.23, los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por 
tanto P tiene al menos m + 1 vértices generalizados. Finalmente, por el 
teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados de P. Ahora 
por 3.27, tenemos que P tiene al menos 7n + 1 lados. Por tanto P tiene a.l 
menos m + 1 lados. • 

Definición Un rn-simplejo generalizado en ID>"' es un politopo generali­
zado de dimensión m en ID>" con exactamente m + 1 vértices generalizados. 

Notemos que un 0-sirnplejo generalizado es sólo un punto. Un 1-simplejo 
es ya sea un seginento geodésico o un rayo geodésico o una geodésica. 

'Ieore111a 3.32 Un poliedro convexo en ID>"' es un rn-sirnplejo generalizado 
en lll>"' si y sólo si su cerradura en E"' es un m-sfrnplejo en E". 

Demostración: 
Supongamos que Pes un m-simplejo. Por el teorema 3.31, tenctnos que 

P es un politopo en E. Por el argumento de la prueba del teorema 3.23, 
los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por tanto P tiene 
exactamente 77l -t- 1 vértices. Así P es un rn-sitnplcjo en En. 

Recíprocamente, supongamos que Pes un 1n-siruplejo en E"'. Entonces 
P es un politopo en ID>" por el teorema 3.31. Por el a.rgwnento en la prueba 
del teore1Da 3.23, los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por 
tanto P tiene exactamente 1n + 1 vértices generalizados. De esta manera, 
P es un m-simplejo generalizado. • 

Teorema 3.33 Un politopo generalizado P, de dimensión m, en ID>n, con 
m. > 1, es un rn-simplejo generalizado si y sólo si P tiene exactamente 
~+ 1 lados. 

Demoat;ración: 
Por el teorema 3.31, P es un politopo en En. Por el teorema 3.32, P 

es un 71l-simplejo generalizado si y sólo si P es un m-simplejo en E". Por 
el teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados de P. Por 
tanto, P es un rn-simplejo si y sólo si P tiene exactamente Tn + 1 lados por 
el teorema 3.28. • 

Definición.. Un rn-sirnplejo ideal de D" es un politopo generalizado, de 
diTn.ensión Jn, en D>" cuyos vértices son todos ideales. 
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Ejemplo 2 .. Sean v 0 , .•• , Vnu Tn + 1 vectores afísunente independientes 
en S"- 1 , con Tn >O. Entonces su envolvente convexa es un rn.-simplejo A 
inscrito en S". Por tanto A menos sus vértices es un Tn-simplejo ideal en 
lDJ" por e] teorezna 3.32. 

Teore:rn.a 3.34 Sea P un politopo generalizado en ID>" que no es una geodésica 
de ID>n. Entonces el grupo de simetrías de P en (P) es finito. 

Demostración: 
Sea r el grupo de simetrías de P en (P) . Entonces r permuta los vértices 

generalizados de P. Sea g un elemento de r que fija a todos los vértices 
generalizados de P. A.firman1os que g es la. identidad. La prueba es por 
inducción en rn = dirn P. Esto es cierto para rn = O, a.sí supongamos que 
ni. > O y que la n.firntación se cu1uple en todos los politopos generalizados 
de dimensión ni - 1 en ID>n que no son geodésicas. Sea v un vértice gen­
eralizado de P. Entonces P tiene un lado S que no es incidente con v, ya 
que P es la envolvente convexa de sus vértices generalizados y no es una 
geodésica. Si Ses una geodésica. en JO>", entonces g = Id, ya que g fija 
los puntos extremos de S y v. Si S no es una geodésica, entonces por la. 
hipótesis de inducción, g es la identidad en (S). Por tanto g = Id por el 
teorema 1.13. De aquí, r se inyecta dentro del grupo de pertnutaciones de 
los vértices generaJizados de P. Por tanto r es finito. • 

3.3.2 POLITOPOS REGULARES. 

Sea P un poJitopo de dimensión T1l en X. Una bandera de Pes una sucesión 
(F0 , ••• , Fm) de ca.ras de P tales que dirnF, = i para cada i y F¡ es un lado 
de Fi+1 para cada i < m. Sea F el conjunto de todas las banderas de P y 
sea r el grupo de simetrías de P en (P). Entonces r actúa en F con 

g(Fo, ... , Fm) = (gFo, ... , gFm). 

Definición: Un politopo regular en X es un politopo P en X cuyo grupo 
de si1'netria.s en (P) actúa transitivamente en el con.Junto de su.a banderas. 

Teorema 3.35 Sea P un politopo regular en X. Entonces P está inscrito 
en una esfera de (P) centra.da en el centroide de P. 

Demostración: 
Sea r el ,grupo de simetrías de P. Entonces r actúa transitivaniente en 

Jos vértices V1' ... , Vk de P. Cada elemento de r fija el centroide e de p por 
el teorema 3.30. Por tanto 

d(c.v1 ) = d(c,v¡) para cada i. 

, ... __ 
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De aquí P está inscrito en la esfera de {e) centrado. en e de radio d(c .. v 1 ). 

Los politopos regulares de X están completamente clasificados. La clasi­
ficación de los politopos regulares euclidianos en las distintas dimensiones 
la ponemos en los siguientes ejemplos: • 

Ejemplo 3 .. Un politopo regular euclidiano de dimensión 1 es un seg­
mento de línea. 

Ejemplo 4. Un politopo regular euclidiano de dimensión 2 es un polígono 
regular. 

Ejemplo 5 .. Un politopo regular euclidiano de dimensión 3 es un sólido 
regular. Salvo similaridades sólo hay 5 sólidos regulares, el tetraedro regu­
lar, el cubo, el octaedro. el dodecaedro y el icosaedro. 

Ejemplo 6 .. Existen salvo similaridades sólo seis poÚedros regulares eu­
clidianos. Son. la 5-celda. la 8-celda., la 16-celda.. la 24-cclda., la 120-celda y 
la 600-celda. 

Ejemplo 7 .. Para. n ~ 5, existen, salvo similaridades, sólo tres poli topos 
regulares euclidianos, el n-simplejo regular con n + 1 lados, el n-cubo con 
2n lados y su dual con 2n Indos. 

La clasificación de politopos regulares en sn y H" es esencialmente la 
misma que la clasificación de los politopos regulares en E"'. La diferencia 
estriba en que en sn y Hn politopos regulares del mismo tipo combinatorio 
pueden no ser semejantes cuando cambia su tamai10. 

Teorema 3 .. 36 Sea P un politopo en S". Entonces P es regular, con cen­
troide en+l• si y .sólo si la proyección gnórnonica en En de Pes regular con 
centroide O. 

Ade71lás, un politopo P en D"' es regular con centroide O s'i y sólo si P 
es regular en E" con centroide O. 

Demostración: 
Podemos suponer que {P) = sn. Si Pes regular con centroide en.+l· Sea 

A E O{n + 1) una simetría de P. Corno A(en+1) = Cn+1 1 la restricción de 
A en E"' es un elemento A de O(n). La proyección gnomónica des¡ sobre 
En está dada por tP(x) = X/xn+l• donde X= (x1 1 •••• Xn). Observemos que 

.P(Ax) = Ax/(Ax)n+l = Ax/xn+1 = Ax/xn+l = A,P(x). 

Con esto encontran:ios 

A<t>(P) = ql(AP) = <t>(P). 
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De aquí A es una simetría de <f>(P). Por tanto <f>(P) es regular en E". Sean 
v 1 , ••• ,v" los vértices de P. Entonces 

v1 + ... +VA:= lv1 + ... + vkl /en+l· 

Por tanto, 

V¡ + ... +V.1i: = 0. 

Observemos que 

Luego, 

De aquí 

(v1 )n+l = (vdn+l para toda i. 

(vt/(vtl .. +tl + ... + (v,./(vk)n+1) 
k 

V¡ + ... +VA:= Q. 

k(vtln+41 

Concluimos que el centroide de </>(P) es O. 
Recíprocamente, supongamos que <P(P) es regular con centroide en O. 

Sea A una simetría de <l>(P). Entonces A es un elemento de O(n). Sea A el 
elemento de O(n + 1) que extiende a A y que fija en+l· Entonces tenemos 
A<f> = cf>A. De aquí, 

AP = .Aq,-•q,(P) = q,- 1A,P(P) = ,p-1,p(P) =P. 

Así, A es una simetría de P. Por tanto Pes regular. Ya que las simetrías 
de P de la forma de A fijan en+l y actúan transitivamente en los vértices 
de P, concluimos como antes que 

De esta manera 

luego 

y entonces 

V1+ ••• +V1c 

k(v1)n+1 
(vt/(v1)n+1) + ... + (v,./(v.,)n+il =O, 

k 

V1 + ... +V1c =O, 

V¡+ ••. +vk = lv1 + ... +v.1i:len+l· 

Así el centroide de P es en+ 1 · 
La segunda parte del teorema se sigue de la. misma manera reem.plazando 

S"' por Dn.. • 
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3.3.3 POLITOPOS REGULARES IDEALES. 

Sea P un politopo ideal en D". Una bandera de P está definida exacta­
mente como antes e..~cepto que los vértices ahora son ideales. 

Definición: Un politopo regular ideal en D" es un politopo ideal P en 
D" cuyo grupo de si:rnetrías en (P) actúa transitivaTnente en el conjunto 
de sus banderas. 

~orema 3.37 Un politopo ideal P en I[l)" es regular si y sólo si P es 
congruente a un politopo ideal en 11>" cuya cerradura en E" es ttn politopo 
regular en E". 

Demostración: 
Podemos suponer que (P) = D" y n > l. Sea r el grupo de simetrías 

de p_ Entonces res finito por el teorema 3.34. De aquí r fija un punto de 
JIJI"' por el teorema 2.16 y 2.16. Conjugando r apropiadamente, podemos 
suponer que r fija al cero. Entonces cada simetría de P es un simetría de 
P. Por tanto, si Pes regular, entonces P e.s regular. 

Recíprocamente, supongamos que Pes regular. Entonces el centroide de 
P está inscrito en sn- 1 • De aquí, cada. simetría de P es una simetría. de P. 
Por tanto P es regular. • 
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Dominios Funda.mentales. 

Las propiedades básicas de los dominios fundamenta.les para un grupo dis­
creto son examinadas en las secciones 4.1 y 4.2. EJ capítulo términa con un 
estudio de las propiedades básicas de teselaciones de S", E"' y H". 

Sea r un grupo que actúa en un espacio métrico X. El espacio de órbitas 
de Ja acción de r en X está definido como el conjunto de r-órbitas 

x¡r = {rx: x e X}. 

Al que añadimos la topología. cociente heredada de X bajo Ja proyección 
orbital 7r : X - X/r, 7r(x) = I'x. Recordemos que si A y B son subcon­
juntos de X, entonces la distancia de A a B en X está definida como 

dist(A,B) = inf{d(x,y): x E A y y E B}. 

El espacio de órbitas admite una distancia, 

dr : x¡r x x¡r - IR: 

definida por Ja fórmula 

dr(rx, r'y) = dist(rx, r'y). (4.1) 

'Thorema 4.1 Sea r un grupo de isometri'as de un espacio Tnétrico X. 
Entonces dr es una métrica en X/r si y sólo si cada I'-órbita es un sub­
conjunto cerTado de X. 

Demost;ración: 
Sean x, y en X y g, h en r. Entonces 

d(gx,gy) = d(x,g- 1 hy). 

Por tanto, 

dist(rx, r'y) = dist(x, r'y). 

supongam.os que dr es una métrica y que r.x 7': ry. Entonces tenernos que 
B(x, y) e X - r'y. De aquí X - r'y es abierto y por tanto r'y es cerrado. 
Por tanto, cada r-6rbita es un subconjunto cerrado de X. Si .x, y están en 
X y r.x -:¡6 I'y, entonces 
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dr(rx, ry) = dist(x, ry) >o. 

Luego 1 dr es no degenerada. 
Ahora sean x, y, z en X y g, h, en r. Entonces 

De modo que 

d(x,gy) +d(y,hz) = d(x,ry) +d(gy,ghz) 
::: d(x, ghz) ::: d(x, rz). 

dist(x, rz) :S dist(x, ry) + dist(y, rz). 

De aquí dr satisface la desigualdad del triángulo, con esto, dr es una métrica 
enX/r. • 

Corolario 1. Si Fes un grupo discontinuo de isoTTietrías de un espacio 
Tnétri.co X, entonces d'C' es una métrica en x/r. 

Demostración: 
Por el teorema 2.8, cada órbitO: es un subconjunto cerrado de X. 

'I\:M>rema 4.2 Sea r un grupo de isornetrias de un espacio métrico X 
tal que dr es una métrica en X/r. Entonces la topologia inducida por la 
métrica en X/r detenninada pordr es la topologia cociente si 7T: X-+ X/r 
es la función cociente, entonces para cada x en X y r >O, tenernos 

7r(B(x,r)) = B(7r(X),r). 

Demostración: 
Sea x en X y supongamos que r > O. Entonces 

7r(B(x, r)) e B(7r(x), r). 

Ahora tomemos una y en .)C tal que dr(rx, ry) < r. Así 

d(x,ry) < r. 

Consecuentemente, existe una gen r tal que d(x, gy) < r. Más aún, tenemos 
7r(gy) = ry. Luego 

7r(B(x,r)) = B(7r(x),r). 

De aquí 7r es abierta y continua con respecto a la topología inducida por la 
métrica dr en x¡r. 

Sea U un subconjunto abierto de X/r con respecto a la. topología co­
ciente. Entonces 7T- 1 (U) es abierto en X. Por tanto U = 7T(tr- 1 (U)) es 
abierto en la topología métrica. en X/r. Sea x en X y supongamos que 
r > O. Se sigue 
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1T-• (B(10(x), r) = U B (gx, r) 
ger 

por tanto, B(rr(x), ·r) es abierto en Ja topología cociente en X/r. Así la. 
topología en X/I' determinada por dr es In topología cociente. • 

4.1 Regiones Fundamentales. 

Definición. Un subconjunto R de un espacio métrico X es una región 
fundamental para un grupo r de iso1netria.9 de X si y .sólo si 

( 1) el conjunto R en X es abierto; 
(2) los miem.bro.:,; de {gR: g E r} son 7nUtuarncnte ajenos; 
(3) X= U{gR: !l E r}. 

Definición. Un subconjurtto D de un espacio métrico X es un doTninio 
fundamental para un grupo r de isornetrias de X si y sólo si D es una 
región fundamental conexa para r. 

'I'eorema 4.3 Si un grupo r de isometrias de un espacio métrico X tiene 
una región fundamental entonces r es un subgrupo discreto de I(X). 

Demostración: 
Sea x un punto en una región fundamental R, para. un grupo de isometrías 

r de un espacio métrico X. Entonces la función evaluación 

e: r-rx, 
definida por e(g) = gx, es continua. El punto x es abierto en rx, ya que 
R n rx = {x}. Más aún, el estabilizador r 2 es trivial. De aquí I = e- 1 (x) 
es abierto en r. Por tanto, res discreto por la prueba del lema 1 de 2.3.• 

'I"eorerna 4.4 Si R es una región .fundaTnental para un grupo r de isom.etria.s 
de un espacio métrico X, entonces para cada o# Id en r, teneTnOS 

RngR.caR. 

Demostración: 
Sea x un punto en RnuR. Entonces para. cualquier B(x, r), existen pun­

tos w e R n B(:z:, r), z E gR n B(x, r). Cor:no R y gR son ajenos, B(:z:, r) 
corta a R y a X - R. Entonces x está en BR. Y así R n uR está contenido 
en 8R para cada g # Id en r. • 
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Definición. Una región fundaTnental R para un grupo discreto de isonietrias 
de X= sn, E", o H" es propia si y sólo si Vol(8R) =O. 

Ejemplo J.. Sea o la. función antípoda de sn. Entonces r = {Id, o} es 
un subgrupo discreto de I(Srt) y cualquier setnicsfera abierta de S" es un 
dominio fundamental parar. El espacio de órbitas sn¡r es el n-espa.cio 
elíptico pn. 

Eje01plo 2. Sea Tt la traslación de E" por e¡ para cada i = 1, ... ,11. 
Entonces {r1 •... , Tn} genera un subgrupo discreto r de I(E"). Un dominio 
fundamental propio parar es el n-cubo abierto unitario (0, 1) ... en E". El 
espacio de órbitas E"/f' es similar al n-toro (S 1 ) .... 

Ejemplo 3. Sea p la. reflexión de H" en un hipcrplano P. Entonces 
r = {Id, p} es un subgrupo discreto de I(H"). Cualquiera de los dossemies­
pacios abiertos de H" acotados por P es un dominio fundamental propio 
para. r. El espacio de órbitas H" /r es isométrico a un setniespncio cerrado 
deH". 

Teore01a 4.5 Si r es un grupo discreto de isoTnetrías de X = S", E" 
o H", entonces todas las regiones fundaTnentales propias para r tienen el 
111isnio volumen. 

Demost.ración: 
Sean R y S regiones fundamentales propias para r. Obsen..-emos que 

Entonces 

De aquí 

X - u gS e u g8S. 
gEí' uer 

Vol(X- U gS) =O. 
gEI' 

Vol(R) = Vol(Rn (u gS)) =Vol( u RngS) 
ger ger 

=L: Vol(RngS) =L: Vol(g- 1RnS) = Vol(S). 
oer ger 

• 
'reorema 4.6 Si. R es u.na regi.ón fundaTnental para un grupo r de isorrietrias 
de un espacio métrico X y g es un eleTnento de r que fija un punto de X, 
entonces g es conjugado en r a un eleTnento h tal que h fija un punto de 
lJR. 
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Demost;ración: 
El resultado es cierto cuando g =Id, así que supongamos que g 7': Id. 

Sea x un punto fijo de g. Enronccs existe un punto y de R y un elemento 
f de r tnl que fx = y. Sea h = fgf- 1 • Entonces h fija y. Como R y hR 
son ajenos, y está en an. • 

Corolario l.. Sea R una región .fundamental para un grupo discreto r 
de isornetrias de E" o H.,.. Si g es un elemento el-íptico de r, entonces es 
conjugado en r a un eleTnento h tal que h Ji;ja un punto de 8R. 

Demostración: 
Ca.da elemento eüptico de r tiene un punto fijo. • 
Lema l.. Si r es un grupo discreto de i..so7netrias de H" tal que H" ¡r 

es coTnpacto, entonces existe u.na l > O tal que d(x, hx) 2:: l para toda x en 
nn. y toda h no elíptica en r. 

Demostración: 
Sea x un punto arbitrario de H" y sea. 

r(x) = !dist(x, rx - {x}). 

Entonces cualesquiera dos bolas abiertas del conjunto: 

{B(gx,r(x)): g E r} 

o son la misma o son ajenas. Sea 7r : H" - H" ¡r la función cociente. 
Como H" /r es compacto, la cubierta abierta 

{B(,,-(y), r(y)) : y E Hn} 

tiene un número de Lebesgue l > O. De aquí, existe una y en H"' tal que 
B(,,-(y), r(y)) contiene a la bola B(,,-(x),1). En consecuencia 9~r B(gy,r(y)) 

contiene a B(x, l). Como B(x, l) es conexa, existe una g en r tal que 
B(gy, r(y)) contiene B(x, l). Reemplazando y con gy, podemos suponer 
que g =Id. Sea h un elemento arbitrario no elíptico der. Como B(y, r(y)) 
y B(hy, r(y)) son ajenas, B(x, l) y B(hx, 1) también lo son. Por tanto, 
d(x, hx) 2: l. • 

"reorema 4. 7 Sea r un gn1po discreto de iso711etrias de H". entonces 
(i) Si H" /r es compacto, ca.da eleniento de r es elíptico o hiperbólico. 
(ii) Si r tiene un elemento parabólico, entonces toda regi6n fundamental 

de r es no acotada. 
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Demostración: 
i) Por contradicción, supongamos que r tiene un elemento parabólico 

f. Pasamos al modelo del semiespacio superior U"'. Podemos suponer, sin 
pérdida de generalidad, f(oo) = oo. Entonces fes la extensión de Poincaré 
de una isometría de En- 1 • Por el teorema 1.19, tenemos para cada t >O, 

coshd(teno f(en)) = 1 + ¡ten - f(ten)I = 1 + le,. - f(e,.)I 
2t2 2t2 

De aquí 

Luego 

Pero esto contradice al lema.. 
ii) Sea R una. región funda.mental para r. Si R fuera acotado, entonces R 

sería compacto; pero la función cociente rr : Hn - Hn ¡r manda R sobre 
H"' ¡r t y entonces nn ;r sería compacto y por i) r sólo tendría elementos 
elípticos o hiperbólicos. • 

4.1.1 REGIONES FUNDAMENTALES LOCALMENTE FINITAS. 

Definición: Una región fundamental R para un grupo r de isometrias de 
un espacio métrico X es localmente finita si y sólo si {gR : g E r} es una 
familia localmente finita de subcon,7untos de X. 

Ejemplo 4- Cada región fundamental de un grupo discreto de isometrfa.s 
de sn es localmente finita, ya que r es finito. 

Sea R una región fundamental para un grupo discontinuo r de isometrías 
de un espacio métrico X, y sea. R¡r la colección de subconjuntos ajenos de 
R., 

{rxnR.: x E R}, 

con la topología cociente. En oca.siones7 será muy útil adoptar R¡r como 
un modelo geométrico para X/r. La importancia de la. propiedad de ser 
localmente finita en este esquema7 subyace en el siguiente teorema. 

Teorema 4 .. 8 Si R es una región funda:mental para un grupo discontinuo 
r de i.sometríaa de un espacio Tllétrico X, entonces la inclusión 1.: R - X 
induce una biyecci6n continua K. : R/r - X/r, además K. es un homeo­
mor./isrno si y sólo si R es local-mente finita. 
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Demostración: 
Ln función ,.._ está definida por K(rxnll) = rx. Si x, y están R y rx = ry, 

entonces tenemos 

rxnR=l'ynR. 

Por tanto K. es inyectiva. Como R contiene a un conjunto fund&111ental, K. 

es sobreyectiva. Sea r¡ : R - R.¡r la función cociente entonces tenemos un 
diagrama conmutativo. 

~i 7,,. 
R.¡r -----,,---- x¡r 

Esto implica que K es continua. A.sí K. es una biyección. Supongamos 
que R es localmente fi1úta. Para probar que K. es un homeomorfismo es 
suficiente mostrar que K. es una función abierta. Sea U un subconjunto 
abierto de R/r. Como r¡ es continua, y sobreyectiva, existe un abierto V 
de X tal que ~-1 (U) = R.n V y ~(RnV) =U. Sea 

W =
9
'<frg(Rn V). 

Entonces 

7r(W) = rr(R n V) = m(R n V) = w<(R n V) = 1<(U). 

Con el fin de probar que K(U) es abierto, es suficiente probar que W es un 
abierto en X, ya que 7r es una función abierta. Sea w E W. Mostraremos 
que W contiene a una bola abierta centrada en w. Como W es r-invariante, 
podernos suponer que w es R n V. Como R es localmente finito, existe una 
bola abierta E centrada en w que corta sólo a. un número finito de las 
r-irnágenes de R. digamos 01R, ... ,gm,R. Entonces 

B cy,R. u ... uy~R.. 

Si gill no contiene w, entonces B - a1.R es una vecindad abierta de w, 
podernos estrechar B para evitar que corte a 01.R. De esta manera, podemos 
suponer que cada 01.R contiene w, entonces oi 1UJ está en R. para cada i. 
Como 71(g¡ 1UJ) = r¡(w), tenernos que g¡- 1w está en 77-1(U) = R n V. De 
aquí UJ está en g¡, V para cada i. Estrechando B aún más, suponernos que 

Bc9,Vn ... n9~V. 

Consecuentemente B C W, yo. que si x está en B, entonces x está en 
ambos 9iR y g•V para algún i, y entonces :e está en Oi(Rn V)~ lo cual está 
contenido en W: Por tanto, W es abierto y "' es una función abierta. Así 1e 

es un homeomorfismo. 
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Recíprocamente, supongamos que K. es un hon1eomorfismo y que existe 
un punto y de X en el cual R no es localtnente finita. Entonces existe 
una sucesión {x¡}~ 1 de puntos en R y una sucesión {g¡ n~. de elementos 
distintos de r tales que g¡X¡ - y. Como gR es abierto y ajeno de cualquier 
otra r-imagen de R, el punto y no está en cualquier gR. Sea k = {x1 , x 2 , ••• }. 

Como K e R, tenemos que 7r(y) no está en 7r(K). 
Veamos que K es cerrado en X. Sea x en X - J<. Ahora ry - {x} es un 

subconjunto cerrado de X, por el teorema 2.8. Por tanto 

dist(x, ry - {x}) >o 
Sea 

r= ?¡-dist(x,ry- {x}). 

Como las g¡ son distintas, x es igual a lo más a un número finito de g-;- 1 y, 
ya que I'y es finito. Así d(x, gi 1 y) 2:: 2r para una i suficientemente grande. 
De aquí que para una i suficientemente grande. 

2r $ d(x,g¡- 1 y) $ d(x,x.) +d(x,,g¡- 1 y) 

y 

r < 2r- d(g,x;,y) :$ d(x,x¡). 

Así B(x, r) contiene a sólo un número finito de puntos de K, entonces existe 
una bola centrada en x que no corta a K. De esta manera X - K es abierto 
y por tanto K es cerrado. 

Como K e R, tenemos que 77- 1(q(K)) = K, y entonces 17(K) es cerrado. 
Por tanto K71(K) = 7r(K) es cerrado en X/r, ya que K es un horneomorfis­
mo. Corno 7f' es continua, tenemos que 7r(g¡x¡) - 7r(y), esto es 7r(x¡) - 1T(y). 
Corno 7r(K) es cerrado, 7r(Y) está en 7r(K), lo cual es una contradicción. 
Así R es localmente finito. • 

Teorema 4 .. 9 Sea x un punto de la frontera. de una región fundamental 
localmente finita R, de un grupo r de isornetría.s de un espacio métrico X. 
Entonces 8R n rx es finito, además existe una r >O tal que si N(R, r) e~"I 
lar-vecindad de R en X, entonces 

N(R,r) nrx = 8Rnrx. 

Demostración: 
Como Res localmente finito, existe una r > O tal que B(x, r) cortn a sólo 

un número finito de r-imágenes de R. digamos gJ 1R., ... ? g;;.,1 R.. Estrechando 
r, si es necesario, suponemos que e está en cada gi 1R. Supongamos que gx 
está también en 8R. Entonces x está. en g- 1 R y g = g¡ para alguna i. De 
aquí 
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8Rnrx e {g1 x, ... ,g~x}. 

Más aún, para. cada i, existe Yi. eu 8R tal que x = g~ 1 y,. Por tanto 

éJRnrx= {g1 x, ... ,gmx} 

Supongamos que d(gx,y) < r con y en R. Entonces d(x,g- 1 y) < r. De 
aquí g está en {g¡, ····Orn} y luego gx está en 8r. Así 

N(R, x) n rx = DR n rx. • 
Teorema 4~10 Sea R una región fundamental para un grupo discontinuo 
r de i..'1ometrias de un espacio métrico X localmente compacto tal que X ¡r 
es compacto. Entonce.9 R es localmente finito si y sólo si R es coTnpacto. 

Demostración: 
Supongamos que Res compacto. Entonces la función k : R./r-. x¡r es 

una biyección continua de un espacio co1npacto a un espacio de Hausdorff, 
de modo que K es un homeomorfis1no. Por tanto, R es localmente finito por 
el teorema 4.8. 

Recíprocan1ente 1 supongamos que Res localmente finito. Como X/res 
compacto {7r(x.¡)} tiene una subsucesión convergente. Pasando a esta sub­
sucesión, podernos pensar que {7r(x¡)} converge en x;r. Como la función 
cociente 7r manda a R sobre X /r, existe un punto x E R. tal que la sucesión 
7r(x1) converge a 7T(.x). Como 7r 1uanda a R homcornórficamente sobre rr(R), 
el punto X debe estar en aR. Por el teoren1a 4.9, existe r >o tal que 

N(R,r)nrx = 8Rnrx. 

Más aún, existe sólo un número finito de elementos g1, .. ., Ym de r tales que 

8Rn rx = {g1 x, ... ,gmx}. 

Estrechando r, si es necesario podemos suponer que Ei(g,x, r) es compacto 
para. cada i = 1, ... , rn. Como 7r(x1)-. 7r(x) 1 existe k >O tal que 

dist(I'x¡, rx) < r 

para. todos los i ~ k. De aquí, existe una. h 1 en r para cada i ~ k tal que 

d(x;, h;x) < r. 

Ya que 

N(R,r) n rx = 8Rn rx, 
tenemos h 1 x = g;¡:.r para algún j = 1, ... , m. De aquí x 1 está en el conjunto 
compacto 

B(g1 x,r) U ... UB(g~x,r) 
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para toda i 2=: k. Pero esto implica que {X¡} tiene una subsucesión conver­
gente., así R es compacto. • 

'Teorema 4e 11 Si R es una región fundamental localrncnte finita para un 
grupo r de isornetrías de un espacio métrico conexo X, en.tau.ces r está 
generado por el conjunto "'= {g E r: RngR es no vacio}. 

Demostración: 
Sea H el subgrupo de r generado por \}/, y sea x en X. Entonces existe 

una g en r tal que gx está en R. Supongamos que h es otro cle111ento de 
r tal que hx está. en R. Luego gx está en R n gh - 1 Ry entonces gh- 1 está 
en '11. De aquí que Hg = Hh. Esto implica que existe una función bien 
definida t.P: X - r/H, dada por if.>(x) =Hg. donde g.1: está en R. 

Como R. es locnlmente finito existe una bola abierta B centrada eu x que 
corta finitamente a las r-in1ágenes de R. digamos g 1R, ... ,g,...R. Podemos 
suponer que cada g¡R contiene ax. Entonces ten.canos 

Be g,Ru ... UgmR· 

Si y E B, entonces y E g;.R. para algún i y entonces 

</>(y)= Hg¡ 1 = </>(x). 

Luego <P es constante en B. De esta. manera, la...<; fibras de la función </> son 
abiertas. Como X es conexo, <P es constante. 

Sea g en r, sea u en 1R, y sea v en g- 1 R. Entonces 

H =</>(u)= </>(t>) = Hg 

y por tanto g E H. Esto muestra que H = r, es decir, W genera ar. • 

4.1.2 ESPACIOS MÉTRICOS RÍGIDOS. 

Definición .. Un espacio rnétrico X es rígido si y sólo si la únt.ca similari­
dad que fija cada punto de un abierto no vacío de X es la identidad en X. 

Teorema 4 .. 12 Si X es un espacio métrico geodésicarnente conexo y geo­
désicamente completo entonces X es rígido. 

Demostración: 
Sea q, una similaridad de X que fija cada punto de un abierto no vacío W 

de X. Entonces el factor de escala de <P es uno y t.P es una isometría de X. 
Sea w un punto de W y x un punto arbitrario de X distinto de w. Existe 
una línea geodésica ..\ : R -X cuya imagen contiene a w y a x. Observemos 
que 
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es también una línea geodésica y <jl). coincide con ..\ en el conjunto abierto 
..x- 1 (W). Corno cada arco geodésico en X se extiende a una única linea 
geodésica deducirnos que 4>..\ = A. Por tanto tP(x) = x. Y entonces X es 
rígido. • 

Ejemplo 5. Por lo anterior S", E", H" son espacios métricos rígidos. 

Definici6n: Un subconjunto F de un espacio Tnétrico X es un conjunto 
fundamental para un grupo r de isonietrías de X si y sólo si F contiene 
exactaTnente un punto de cada r-órbita en X. 

Teorema 4.l.3 Un subconjunto abierto R de un espacio Tnétri.co rígido X 
es una TY!gión fundarnental para un grupo r de isornetrias de X si y sólo si 
existe un conjunto .fundarncntal F para r tal que R e F e R. 

Demostración: 
Supongamos que R es una región fundamental para r. Entonces los 

miembros de {gR : g E r} son ajenos dos n dos. Por tanto R contiene 
n lo más un elemento de cada l"-órbita en X. Como 

Y = U{gR : g E r}. 

por el axioma de elección existe un conjunto fundamental F para r tal que 
R e F e R.. Recíprocamente supóngase que existe un conjunto fundamen­
tal F para el grupo r tal que R e F e R y supongamos que g y h son 
elementos de [" tales que gR n hR es no vacío. Entonces existen puntos x, 
y en R tales que gx = hy. De aquí h- 1 gx = y. Como x, y están en F, 
deducimos que h- 1gx = x. Por tanto h- 1 g fija cada punto de Rng- 1 hR. 
Como X es rígido, h-1 g =l. De esta manera, lo miembros de {gR: g E r} 
son ajenos dos a dos. 

Como F e R. tenemos 

X= u gF= u gR. ger ger 

Luego Res una región fundamental parar. • 
Si R es una región fundamental para un gru¡x> r de isometrías de un 

espacio métrico X, entonces el estabilizador de cada punto de R es trivial. 
Consideraremos un ejemplo de un grupo discontinuo de isometrías de un 
espacio métrico X tal que cada punto de X es un punto fijo para algún 
elemento distinto de la identidad en r. De esta forma, este grupo no tiene 
una región fundamental. 

Ejemplo 6. Sea X la unión del eje X y el eje Y de E 2 y sea 
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r = {l,p, ,,., a}, 

donde p y u son las reflexiones en el eje X y en el eje Y respectivamente, y 
a es la función antípoda. Entonces r es un grupo discontinuo de isometrfas 
de X, ya que r es finito. Observemos que cada punto de X es un punto fijo 
de algún elemento r distinto de la identidad. y por tanto, r no tiene una 
región fundamental. Más aún X no es rígido. 

'Ileorema 4.14 Sea r un grupo discontinuo de isornetrías de un espacio 
métrico rígido X. Entonces eriste un punto X de X cuyo estabilizador r.:r: 
es trivial. 

Demost:ración: 
Ya que r es discontinuo, el estabilizador de cada punto de X es finito. Sea 

x un punto de X tal que el orden del estabilizador r .:r: sen lo más pequeño 
como posible. Sea s la mitad de la distancia de X a rx - {X}. Entonces para 
cada g E r, tenemos que B(x, s) corta B(gx, s) si y sólo si gx = x. De aquí, 
para cada punto y de B(y,s), tenemos que r 11 e rol: y por tanto r 11 = rz 
por la minifllalidad del orden de r z· De aquí, cada punto de B(x, s) es un 
punto fijo para cada elemento de rz. Por tanto, rx = {Id}, ya que X es 
rfgido. 

4.1.3 DOMINIOS DE DIRICHLET. 

Sea r un grupo discontinuo de isometría.s de un espacio métrico, y sea u 
un punto de X cuyo estabilizador r u es trivial. Para cada. g '# Id en r, 
definamos 

Hg(u) = {x E X: d(.r,u) < d(x,gu)}. 

Observemos que el conjunto Hg(u) es abierto en X. ?vfá.s aún, si X= S", 
E"', o H", entonces Hg(u) es el serniespacio abierto de X que contiene a u 
cuya frontera. es el bisector perpendicular de cada segmento geodésico que 
une a u con gu. Ver Ja figura 4.1. El domhúo de Dirichlet D(u) parar, con 
centro u, es X si r es trivial o 

D(u) = n{Hg(u) : g oF Id en r} 

si r no es trivial. • 
Teorema 4.15 Sea D(u) el dominio de Dirichlet, con centro u, para un 
fF"Jpo discontinuo r de isornetrías de un e . .:;pacio métrico X tal que 

(1) X es geodésicamente conexo; 
(!J) X es geodésicam.ente completo; 
(3) X es finitamcnte compacto. 
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Figura 4.1. El semiespacio H 9 (u) 

Entonces 
(i} ~es un dominio fundamental localmente finito parar. 
(ii) D(u) = {x E X: es un punto más cercano de rx a u.}. 

Demostración: 
(i) El teorema es claro si r es trivial, así que supongamos que r no es 

trivial. Sea r > O, entonces C(u, r) es compacto. De aquí C(u., r) contiene 
sólo un ntimero finito de puntos de una órbita rx, ya que res discontinuo. 
Sea K 9 = X - Hg(u) para cada g # Id en r. Entonces K es cerrado en 
X. Mostraremos que {K9 : g ::¡!:. Id en r} es una familia localmente finita 
de conjuntos en X. Supongamos que B(u,r) corta a K 9 en un punto x. 
Entonces 

d(u, gu) $ d(u, x) + d(x, gu) $ d(u, x) + d(x, u) < 2r. 

De aquí B(u,2r) contiene a gu. Como B(u,2r) contiene sólo un número 
finito de puntos de ru, la bola B(u, r) corta finitamente a los conjuntos K 9 • 

Por tanto, {K9 : g ::¡!=Id en r} es una familia localmente finita de conjuntos 
cerrados en X. De aquí 

X - D(u) = U{Kg : g ~Id en r} 

es un conjunto cerrado. Así D(u) es abierto. 
De cada órbita rx, escojamos al punto n1ás cercano a u y sea F el 

conjunto de estos puntos. Entonces Fes un conjunto fundamental parar. 
Si x está en D(u) y g :¡!=Id en r, entonces 

d(x,u) < d(x,gu) = d(g-•x,u) 

luego x es el único punto de la órbita rx que está más cerca a u. Así 
D(u) e F. 
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Sea. x un punto arbitrario de F que no sea u y sea g '#-Id en r, entonces 
d(x, u) S d(x, gu), ya que de otra manera tendríamos 

d(x,u) > d(x, gu) = d(g- 1 x, u), 

contrario a la suposición de que x está en F. Sea [u,x] un segmento 
geodésico en X que une u con x. Sea y un punto en el segmento abierto 
(u, x). Entonces 

d(x,ga) = d(x,u) -d(x,y) ~ d(x,gu) - d(x,y) ~ d(y,gu) 

con igualdad en el caso: 

d(x, gu) = d(x, y)+ d(y, gu). 

Suponganios que tenemos la igualdad. Sea (x, y) el segtnento geodésico en 
[x, u] que une x con y y sea [u, gu] un segmento geodésico en X que une 
y a gu. Por el teorema 1.4.3 (Preliminares), tenemos que [x, yJ U [y, gu] es 
un segmento geodésico [x,guJ en X que une x con gu. [x,u] y (gu,y} se 
extienden a [x, y] y tienen la misma longitud. Por tanto [x, u] = [x, gu] , 
ya que X es geodésicamente completo. De aquí u = gtt, lo cual es una 

. contra.dicción. Por tanto, debemos tener 

d(y,u) < d(y,gu). 

Luego y está en H 9 (u) para toda g #- Id en r. Por tanto y está en D(u). 
Se deduce {u,x) C D(u). Y entonces x está en D(u). De aquí F C D(u.). 
Así D(u) es una región fundamental parar por los teoremas 4.12 y 4.13. 
Más aún, si x está en D(u), entonces [u, x] e D(u). y así D(u) es conexo. 

Queda sólo mostrar que D(u) es localmente finito. Supongamos r > O y 
B(u, r) corta sólo gD(u). Entonces existe algún x E D(u) tal que d(u, gx) < 
r. Más aún 

d(u,gu) $ d(u,gx) + d(gx,gu) ~ r + d(x, u)~ r + d(x,g- 1u) = 
r + d(gx, u) < 2r. 

Pero esto es posible sólo para un número finito de gen P. Luego D(u) es 
localmente finito. 

(ii) Para cada g ':¡Í= Id definamos 

L 9 = {x E X: d(x,u) $ d(x,gu)}. 

Entonces L 0 es un subconjunto cerra.do de X que contiene a. H 9 • Ya que 

L 9 = {x E X: d(x,u) $ d(g-•x,u)}, 

tenemos n{Lu : g #- Id en r} es igual a 

{x E X : x es un punto más cercano de rx a u} 
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Más aún, como 

D(u) = n{H9 (u) : g ,¡,Id en r}, 

tenemos 

D(u) e n{L9 : g oF Id en r}. 

Supongamos que x el punto más cercano de rx a u. Entonces podemos 
est.:oger un conjunto fundamental F para r que contiene a X tal que cada 
punto de F es un punto de los más cercanos en su órbita a u. De la prueba 
del teorema 4.15, tenemos Fe D(u). Así x está en D(u). De tal manera 

D(u) = {x E X : x es un punto de los más cercanos de rx a u} . 

• 
4.2 Poliedros Convexos Fundamentales. 

Sea r un grupo discreto de isometrías de X. Por el teorema 4.14, existe 
un punto u de X cuyo estabilizador ru es trivial. Sea D(u) el dominio de 
Dirichlet parar con centro u; D(u.) es convexo, ya que por definición D(u) 
es X o bien la intersección de semiespacios abiertos de X y D(u) es local­
mente finito por el teorema 4.15. De aquí r tiene un dominio funda.mental 
convexo localmente finito. 

Lema 1. Si D es un dominio fundamental convexo localtnente finito 
para un grupo di.screto r de isometrias de X. entonces para cada punto X 

de 8D, existe una g '# Id en r tal que x está en 15 n g15. 

Demostración: 
Corno Des localmente finito, existe r > O tal que B(x, r) corta a sólo un 

n1Ílnero finito de r-imá.genes de 15, digamos 0175, ... 1 grn75 donde g 1 =Id. 
Canibia.ndo r de manera adecuada., podemos pensar que x está. en cada 9i]j· 
Como Des convexo aD = 875. Por tanto B(x, r) contk:ne un punto que no 
está en 75. De aquí que m. > l. Así, existe una g '# Id en D tal que x E g15.• 

'I'eorema 4.18 Si D es un doTninio fundamental convexo localmente finito 
para un grupo discreto r de i.sometrias de X, entonces 75 es un poliedro 
convexo. 

Demostración: 
Va que D es convexo en X, D es cerrado y convexo en X. Sea S el 

conjunto de lados de D. Necesitamos mostrar que S es localmente finito. 
Sea. x un punto arbitrario de X. Si x está. en D, entonces Des una vecindad 
de x que no interseca a ningún lado de D; si está en X -75, entonces X -75 es 
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una vecindad de x que no corta a ningún lado de D. Podemos suponer que 
x está en 8D. Como Des localmente finito, existe r > O tal que B(x, r) 
corta s6lo finitamente a las r-imágenes de 15, digamos go75, ... ,gm.15 con 
9o =Id. Tomando una r más chica, si es necesario, podemos suponer que 
x está. en cada gi75, luego 15 n gi15 es un subconjunto convexo no vacío de 
8D. Por el teorema 3.4 (1), existe un lados, de D que contiene a 75nus75. 
Por el lema 1, tenemos 

B(x,r) nOD c_Ü (15ng,75) . 
• ~1 

Por tanto 

B(x, r) n OD e Si U ... U S~. 

Ahora supongamos que S es un lado de D que corta B(x, r). Entonces 
B(x, r) corta a Sº, ya que S 0 = S = S. Por el teorema 3.4 (3), tenemos 
que S = Si para alguna i. Así, 75 es un poliedro convexo. • 

4.2.1 POLIEDROS FUNDAMENTALES. 

Definición: Un poliedro fundamental convexo para un grupo discreto r de 
isoTnetr(as de X es un poliedro convexo P en X cuyo interior es un do­
TTlinio fundamental localmente finito para r. 

Sea r un grupo discreto de isometrías de X. Por el teorema 4.16 la 
cerradura 15 de cualquier dominio fundamental convexo, localmente finito 
D para r es un poliedro convexo fundamental para r. En particular, la 
cerradura 15{u) de cualquier dominio de Dirichlet es un poliedro convexo 
fundamental parar, llamado el poliedro de Dirichlet parar con centro u. 

Ejemplo 1. Sea r = PSL(2,Z), considérernoslo como un subgrupo de 
I(U2 ). Entonces res discreto. Sea T el triángulo generalizado hiperbólico 
con vértices±!+ :{ji.i y ex:>. Ver la figura 4.2. Entonces Tes el polígono de 
Dirichlet para r con centro ti para cualquier t > l. 

1 
Sea r un grupo discreto de isometrías de X y u un punto de X cuyo 

estabilizador r u es trivial. Para cada g #- Id en r, definamos 

P 9 (u) = {:r E X: d(:r,y) = d(x,gu)}. 

Entonces P 9 (u) es el único hiperplano de X que bisecta y que es ortogonal 
al segmento geodésico en X que une u a gu. 



4.2. Poliedros Convexos Fundamentales. 99 

_____ LJ ____ _ 
,. ,. ... ,. ... ' , , ... , ... ... , , \ , \ \ 

I I V 1 1 

-1 
_ _j_ 

2 o _l_ 
2 

Figura 4.2. Una region fundamental. 

'l.1eore1na 4.17 Sea S un lado de un doTninio de Dirichlet D(u), con centro 
u para un grupo discreto r de isometrias de X. Entonces existe un único 
elemento g :¡i; Id de r que satisface cada una de propiedades siguientes: 

(1} {S) = P 9 (u); 
(!2) S = D(u) n gD(u); 
(3) y- 1 s es un lado de D(u). 

Demostración: 
(1) Ya que lJD(u) e u{P.,(u) : g ~Id en r}, tenemos que 

S e u{P.,(u) : g ~ Id en r}. 

Por tanto 

S = u{Sn P.,(u): g ~Id en r}. 

Sn P 9 (u) es un subconjunto convexo cerrado de X para cada g #Id en r. 
Como r es numerable, debemos tener: 

dim(S n P 9 (u)) = n - 1, 

para alguna g; de otra manera, el volumen de dimensión n - 1 de S sería 
cero. Ya que: 

dim(S n P 9 (u)) = n - l. 

tenemos que {S) = P 9 (u). 
Sean g, h elementos de r tales que P 9 (u) = {S) = Ph(u). 

Como P 9 (u) es la bisectriz perpendicular de un seg¡nento geodésico que va 
de u a gu 1 tenemos que gu = hu. Pero u sólo es punto fijo de la identidad de 
r, entonces g =h. Así, existe un único elemento g de r tal que {S) = P 9 (u). 
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(2) Por (1) existe un único elemento g"" Id de r tal que Se P 9 (u). Sea 
x un punto arbitrario de S. Entonces d(x, u) = d(x, gu). Por el teorema 
4.15, tenemos que x es de los puntos más cercanos de rx a u. También 

d(g- 1 x, u)= d(x, gu) = d(x, u). 

Por tanto, g- 1 x es también de los más cercanos de rx a u. Así g- 1 x está 
en D(u) por el teorema 4.15. Por tanto, g- 1 s e D(u). De aqtÚ 

Se D(u) ngD(u), 

de hecho se da la igualdad por ser D(u) n g75(u) un subconjunto convexo 
de 8D(u) y S es maximal como subconjunto convexo de 8D(u). 
Supongamos que h es otro elemento distinto de la identidad de r tal que 

S = D(u) n gD(u). 

ya que Ses un subconjunto maximal convexo de 8D(u). Supongamos que 
h es otro elemento distinto de la identidad de r tal que 

S = D(u) n hD(u). 

Sea x un punto arbitrario de S. Entonces h- 1 x está en D(u) y entonces 

d(x, u) = d(h- 1 x, u)= d(x, hu). 

De aquí x está en P1¡(u). Así g = h por la unicidad de gen (1). Así, existe 
un tlnico g :¡!:Id en r tal que 

S = D(u) n gD(u). 

(3) Por (2), existe un elemento único g-::¡!:. Id de r tal que 

S = D(u) n gD(u). 

Entonces 

g-1 s = g- 1 D(u) n D(u). 

Por tanto, g- 1 S e 8D(u). De aquí, existe un lado T de D(u) que contiene 
a g-1 S. Por (1) existe un único elemento h :¡!:Id de r tal que 

T = D(u) n hD(u). 

Así, tenernos 

g- 1 s e D(u) n hD(u) 

y 

Se gD(u) n ghD(u). 

De esta forma. 
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Se D(u) n ghD(u). 

Supongamos que gh #:Id. Ya que Ses un subconjunto convexo maximal 
de éJD(u), 

s = D(u) n hD(u). 

Entonces gh = g por (2), y también h = Id, lo cual es una contradicción. 
Luego gh =Id y por tanto h = y- 1 • Así g- 1 5 =T. 

Supongarnos que f es otro elemento distinto de la identidad en r ta.l que 
f- 1 s es un la.do de D(u), entonces f- 1 s = 75(u) n f- 175(u) y por esto 
tenemos S = 75(u)nf75(u). Luego f = g por (2). De esta manera probamos 
que existe un único elemento g '::F Id en r tal que g- 1 s es un lado de D(u).• 

Definiciónª Un poliedro convexo fttndarncntal P para r es exacto si y 
sólo si para cada lado S de P exi.."'t.e un clernento g de r tal que S = PngP. 

Se sigue del teorema 4.17 (2) que cada poliedro de Dirich.let para un 
grupo discreto es exacto. La figura. 4.3 ilustra un polígono P fundamental 
convexo inexacto para PSL(2, Z). El polígono Pes inexacto, ya que los <los 
lados acotados de P no son ui congruentes ni invariantes izquierdos por un 
elemento de PSL(2, Z). Ver el siguiente teorema . 

, 
' ' 
-1 

• -----.... ~-~~ 
, 

' ' . 
', , . , 

" 
o 

', . . . . . 

Figura 4.3. Un poligono fundamental convexo no exacto P para PSL(2, Z) 

Teorema 4.18 Si S es un lado de un poliedro fundamental convexo exacto 
P para un grupo discreto de isoTnetrias de X, entonces existe un elemento 
único g ,,& Id de r tal que 

S= PngP; 
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rná.s aún. g-1 s es un lado de P. 

Demostración: 
Va que P es exacto, existe un elemento g de r tal que S = P n gP. 

Claramente g #=Id. Si h 7'= Id es otro elemento de r tal que S = P n hP, 
entonces gPo y hPo se intersecan; por tanto, gPº = hPº luego g =h. Así 
existe un elemento único g =f: / d de r tal que S = P n gP. La prueba que 
g- 1 s es un lado de Pes la ru.jsrna que la prueba del teorema 4.17 (3) . 

4.3 Teselaciones 

A través de esta sección, X = Sº 1 En, o Hn con n > O. 

Definición.. Una teselación de X es una colección. P de poliedros 
vexos de dimensión n en X tales que 

(1) los interiores de los poliedros en P son mutuamente ajenos; 
(2) la unión de los poliedros en P es X; y 
(3) la colecci6n P es localmente finita. 

• 

Definición.. Una teselación P de X es exacta si y sólo .'ii cada lado S 
de un poliedro P en P es un lado de exactamente dos poliedros P y Q en P. 

Un ejemplo de una teselación exacta es la de malla. de E 2 dada por 
cuadrados congruentes. Un ejemplo de una teselación no exacta es la fa­
milia de ladrillos en una pared en E 2 formada por rectángulos congruentes. 

Definición.. Una teselación regular de X es una teselación de X que 
consiste de politopos regulares. 

En el plano sólo hay tres teselaciones regulares, por triángulos equiláteros, 
por cuadrados y por hexágonos regulares, estas han sido conocidas desde 
la antjgüedad. Los sólidos platónicos inducen cinco teselaciones regulares 
en la esfera, las cuales se conocen desde la edad media. Las teselaciones 
de X por poHedros congruentes, nos interesan sobre todo por el siguiente 
teorema. 

"'reorema 4..19 Sea P un poliedro convexo de dimensión n en X y sea r 
un grupo de isometrías de X. Entonces r es discreto y P es un poliedro 
{exacto) fundaTnental convexo parar si y s6lo si 

'P = {gP: g E r} 
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es una teselación (exacta) de X. 

DeDJ.ostración: 
Supongamos que r es discreto y que P es un poliedro fundamental con­

vexo para r. Entonces P es un dominio fundamental localmente convexo 
parar, luego Pes un dominio fundamental localmente finito parar. De 
aquí tenemos, 

(1) los 1niernbros de {gPº : g E r}, son mutuamente ajenos; 
(2) X= U{gP: g E I"'}; y 
(3) la colección P es localmente finita.. 

Así P es una teselación de X. Supongamos que P es exacto. Sea. S un lado 
de P. Entonces existe un único elemento g =¡f Id de r tal que S = P ngP; 
más aún g- 1 s es un la.do de P. Así Ses un lado de gP. Por tanto Ses un 
lado de exactatncntt_• dos poliedros P y gP de P. Como Pes r-invariante, 
lo mismo es cierto para cualquier lado de cualquier poliedro en P. A.sí P 
es exacta. 

Recíprocamente, supongamos que P es una tcsclación de X. Entonces 
(1) los miembros de {gPº : g E r} son mutuamente ajenos; 
(2) X = U{gP : g E I"'}; 
(3) la colección P es localmente finita. 

De esta manera Pº es un dominio fundamental localmente finito parar. 
Por tanto r es discreto por el teorema 4.3 y P es un poliedro convexo para 
el grupo r. Ahora supongamos que "P es exacta. Entonces para cada lado 
S de P, existe una gen r de tal manera que Ses un lado de gP. De aquí 
Se PngP. Ya que PngP e ap y Ses un subconjunto maximal convexo 
de 8P, tenernos que S = P n gP. Así P es exacto. • 

Definición. Una colección "P de poliedros convexos de dimensión n en 
X se dice que es conexa si y sólo si para cada par P, Q en P existe una 
sucesión finita Pi, ... , Pm en P tal que P = Pi, Pm = Q, P,_ 1 y P, com­
parten un lado en común para cada i > l. 

Teorema 4.20 Cada tese/ación exacta de .:'< es conexa. 

DeDJ.ostración: 
La prueba es por inducción en la dimensión n de X. El teore1na es cierto 

si n = 1, luego supongamos que n > 1 y que el teorema es cierto en la 
dimensión n - l. Sea "P una teselaci6n exacta de X y sea P un poliedro 
en P. Sea U la unión de todos los poliedros Q E P para los cuales existe 
una sucesión finita P 1 , ••• ,Pfn en 'P tal que P = P 1 , Q = Pm, Pi-l y P-t 
comparten un la.do en común para cada i > l. Entonces U es cerrado ya 
que P es localmente finita. 

Mostraremos que U es abierto en X. Sea x un punto en U. Escojamos 
una r tal que O < r < ~ y que C(x, r) corta sólo a los poliedros de P 
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que contienen a X- Sea Q un poliedro en "P que contiene a x. Entonces r 
es menor que la distancia de x a cualquier lado de Q que no contiene a x. 
Por el teorema 3.17, el conjunto Q n S(x,r) es un poliedro de din1ensión 
n-1 convexo en S(x, r); más aún, si S(x) es el conjunto de lados de Q que 
contienen ax, entonces {TnS(x,r): TE S(x)} es el conjunto de lados de 
Q n S(x, r). Por tanto "P se restringe a una tcselación exacta T de S(x 1 r). 
Por hipótesis de inducción, T es conexo. Consecuentemente cada. poliedro 
en 'P que contiene ax está contenido en U. Luego U contienen. B(x, r). Así 
U es abierto y cerrado en X. Como X es conexo, U= X. De esta manera 
'P es conexa. • 

'reorema 4.21 Sea P un poliedro convexo exacto para u.n grupo discreto 
r de isornetrías de X. Entonces r está generado por el conjunto 

<I>= {gE r: PngP es un lado de P}. 

Demoet.raci6n: 
Tenemos por los teoremas anteriores que la teselación "P = {gP: g E r} 

de X es exacta y conexa. Sea g un elemento arbitrario de r. Entonces existe 
una sucesión finita de elementos g 1 , ... ,gni de r con P = g¡P, g""P = gP, y 
91-1P comparte un lado con g,P para cada. i > l. Esto implica. que 91 =Id, 
9rn = g, y que P comparte un lado con g¡:!1 g,P para cada i > l. Podemos 
suponer que 9i-t '::/= g¡ para cada i > l. Entonces g,-_\g, está en 4» para 
cada i >l. Como g = g1(g¡ 1g2) ... (g;;.~ 1 om), tenetnos que el> genera ar.• 

Corolario 1. Si un gMLpo discreto r de isoTnetría.s de X tiene un poliedro 
fundamental convexo, exacto y con un núrncro finito de lados, entonces es 
./initaniente generado. 

Demostración: 
Por el teorema 4.18 el conjunto de lados de S de P está en correspon­

dencia uno a uno con el conjunto 4J = {g E r : P n gP E S}. Por tanto el> 
es finito y entonces r es finitamente generado. • 

4.3.1 PAREO DE LADOS. 

Sea S un lado de un poliedro convexo, fundamental exacto P para un grupo 
discreto r de isometrías de X, por el teorema 4.18 existe un elemento único 
Os de r tal que 

S = Pngs(P). 

Más aún S' = g5 1 (S) es un lado de P. El lado S' se dice que está. pareado 
con el la.do S por el elemento gs de r. Como 
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S' = Pnu:;'(S), 

tenernos que os• = uS 1
• Por tanto, S está pareado con S' por oS 1 y S'' =S. 

El r-pareo de P c._c;tá definido como el conjunto 

•I> = {gs : Ses un lado de P}. 

Los elementos de <I> se Hnman transformaciones de pareo de lados de P. 
Dos puntos x, x' de P se dicen que están pareados por el-, y escribimos 

x ~ x', si y sólo si existe un lado S de P tal que x está en S, x' está en 
S' y us(x') = x. Si g 5 (x') = x, entonces us•(x) = x'. Por tanto x ~ x' si 
y sólo si x' ~ x. Dos puntos :r, y de P se dice que están relacionados por 
cf>, y escribirnos x ~ y, si x = y o existe una sucesión finita x 1 , ••••• , Xni de 
puntos tales que 

X = .TJ ~ ••• ~ X1Tl = y. 

El estar relacionados por <I> es clarrunente una relación de equivalencia en 
P. Las clases de equivalencia en P son los llamados ciclos de cf>. Si x está 
en P, denotamos el ciclo de cf> que contiene ax por fx]. 

'l'leorerna 4 .. 22 Si P es un poliedro fu.ndanlental convexo exacto, de un 
grupo discreto de isornetria.9 de X, entonces para ca.da punto x de P, 

(I) el ciclo [x] es finito, y 
(2) [x] = Pnf'z. 

Demos~ración: 
(1} Se sigue de la definición de un ciclo que [x] e P n r~. Por tanto (x} 

es finito por el teorema 4.9. 
(2) Sea y en Pnrz. Entonces existe una f en r tal que y= fx. De aquí, 

x está en f- 1P. Como Pes localmente finito, existe una r > O tal que 
B(x, r) corta sólo finitamente a las r-irnágenes de P, digamos 91 P, ... , gm,P. 
Tornando una r más pequeña, podemos pensar que x está en 9iP para cada 
i, aún más, podemos pedir que r < Tr/2 y que res menor que la distancia 
de x a cualquier lado de g.¡P que no contiene ax. Para cada i, el conjunto 
otPnS(x, r) es un poliedro convexo de dimensión n-1 en la esfera S(x, r) 
por el teorema 3.17. Además 

T = {g,PnS(x,r): i = 1, .. .,712} 

es una tcselación exacta de S(x, r). Por el teorema 4.20, la teselación T 
es conexa. Por tanto, existen elementos f1, ... ,fL de r tales que x está en 
ftP para cada i, P= f 1-

1P, f- 1P= fL- 1P, yfi~11 P comparte un lado con 
f¡- 1 P para cada i > l. Esto implica que f1 =Id, fL = f, y que P comparte 
un lado S.¡ en común con f¡-1f1-:-

1p para cada i >l. Podemos suponer que 
fi-1 '#- fi para cada i > l. Entonces f1-1fi-l = gs0 para cada i > l. Sea 
z1 = x y .x, = f,x para cada i > l. Como x está en f¡-l P, tenemos que fix 
est;á en P. De aquí x, está en P para cada i. Luego 
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9So(:z:a) = /s-1/.¡-1(x¡) = ft-lX = Xi-1· 

De aquí x,_ 1 está en Png5 .(P). Por tanto x,_ 1 está en S¿ y x, está en s: 
para cada i >l. De aquí tenemos 

X = Xl ::::: ••• ::::: X~ = X. 

Por tanto, X - y. Así [x] = p n r :z:• • 
4.3.2 ÁNGULOS DIÉDRICOS. 

Sea P un poliedro convexo de dimensión m en X. Los lados S y T de P se 
dicen adyacentes si y sólo si, X= S 1 y S. T son lados de Pon> 1 y SnT 
es un lado de S y de T. En particular el único lado de un semicírculo en 
si es adyacente a si rnismo. 

Sean S y T lados de P. Ahora definimos el ángulo diédrico 9(S, T) de 
P entre S y T. Primero que todo, si S = T, entonces 8(S, T) se define 
corno 1r. Si S y T son distintos y no son lados adyacentes de P, entonces a 
6(S, T) lo definimos como O. Supongamos ahora. que S y T son adyacentes. 
Si X = si, entonces 8(S, T) está definido como el ángulo entre los puntos 
extremos de P. 

Supongamos que n > l. Entonces los biperplanos (S) y (T) subdividen 
a X en cuatro regiones, una de las cuales contiene a P; más aún, 

(S} n (T} = (S n T} . 

Sea :z: cualquier punto en S n T y sea .>-, µ : R -+X líneas geodésicas tales 
que 

(1) .\(O) = X =µ(O); 
(2) .\ y µ son normales a (S} y (T} , respectivamente; y 
(3) ~'(O) y µ.'(O) están dirigidos hacia los semiespacios respectivos de X 

que contienen a P. 

Sea o el ángulo entre ..X y µ en el punto x. Claramente a no depende de la 
elecci6n de x. El ángulo diédrico de P entre S y T se define como el ángulo 

O(S, T) = 7r - a. 

Ver la.6gura4.4. Notemos que como O< a:< 7r 1 Y O< 9(S,T) < w. Tenemos 
que 

O :5 O(S, T) < 7r. 

El ángulo diédrico 8(S, T) se dice que es propio si y sólo si 

O< O(S,T) < rr. 

Notemos que 9(S, T) es propio si y sólo si S y T son lados adyacentes 
distintos de P. 
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s T 

Figura 4.4. El ángulo diédrico B(S. T) ent.re lados adyacentes 

Figura 4.5. Un ciclo de triángulos equiláteros en E 2 

4.3.3 CICLOS DE POLIEDROS. 

Definición: Un ciclo de poliedro.s en X es un conjunto finito 

C = {Po •... ,P--1} 

de poliedros convexos de diTnensión n en X tale• que para. cada. i (mod 771) 1 

(1} existen lados adyacentes s .. U S1+1 de P;. tal que Pin Fi+1 = S&+1; 
~-· (2) E 9(S;,S;+1) = 211"; 11 •-o 

(3) si n > 1, enton.ce.s R = ~ñ1 
Pi ea un lado ele s. para cada i. 

•=O 
Ver la figura 4.5. Notemoa que una colección C de segmentos geodésicoa 

en S 1 es un ciclo si y sólo si e es una teselación de S 1 • 

"J.eorema 4.23 Sea R un ealab6n de un poliedro P de una teselaci6n "P 
de X. En.ton.cea el conjunto de todos los poliedros en "P que contienen a R 
fonnan un ciclo cuya intersección es R-



.t.3. Teselaciones 108 

Demostración: 
Sea S uno de los lados de P que contienen a. R. Definimos las sucesiones 

de manera inductiva 

Po,Pi,··· y So,S1, .... 

tales que para cada i, 
(1} P, está en -P y S, es un lado de Pi¡ 
(2) Po = P y So = S; 
(3) Res un lado de S,; 
(4) S¡ y Si+l son lados adyacentes de P¡; y 
(5) P, n P;+1 = S,+1· 

R está contenido en sólo un número finito de poliedros en -P, ya que "P 
es localmente finito. Se deduce que la sucesión {Pi} involucra s6lo a un 
número finito de poliedros distintos. Evidentemente, P 0 , P 1 , ••• , Pk-t son 
distintos si 

De aquí, la primera repetición de la sucesión ocurre en el primer poliedro 
Pm tal que 

E O(S,, S;+1) > 2,,-. 
i=O 

Claramente P.,.,., interseca al interior de Po y entonces Pm. 
S~=Soy 

Como 

tenemoe que 

E O(S;, S;+1) = 2,,-. ·-
R = s, n S,+ 1 para cada 'i, 

~-1 

R=a~P,. 

Po. De aquí 

Por tanto {Po, ... , Pm.-l} es un ciclo de poliedros cuya intersección es R. 
Sea Q cualquier poliedro en "P que contiene R. Entonces claraniente Q 

corta al interior de u~P,. Esto i1nplica que Q corta al interior de P& para 
alguna i, y luego Q = P,. Así {P0 , ••• , Prn-1} es el conjunto de poliedros en 
"P que contienen a R. • 
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4.3.4 RELACIONES DE CICLOS. 

Sea P un poliedro fundamental convexo exacto, para un grupo discreto r 
de isometrías de X. Consideraremos ciertas relaciones en r que se pueden 
derivar de las aristas y lados de P. 

Sea R un lado de un lado S de P. Definamos la sucesión {S.;}~ 1 de lados 
de P mediante 

(l} Sea S 1 = S 
(2) Sea S 2 el lado de P adyacente a s: tal que us, (S~ n 8 2 ) = R. 
(3) Sea Si+l el lado de P adyacente a s; ta.l que 

us. (s; nS.+1) = s;_1 n S¡ para cada i > l. 

Llamamos a {S¡}~ 1 la sucesión de lados de P determinados por R y S. 

Teorema 4.24 Sea R un lado de un lado de S un poliedro .fundaTnen· 
tal convexo exacto P para un grupo di.screto r de isoTnetr(as de X, y sea 
{S¡}~1 la sucesión de lados de P deterTninados por R y S. Entonces e:riste 
un entero Tni"nimo t y un entero positivo k tal que 

(1) S&+t = S¡ para cada i, 
(2) E:=, B(S,,S,+i> = 27</k, 11 
(3) el eleniento 9s1 US~···9S1 tiene orden k. 

Demostración: 
Definamos una sucesión {g¡}~o de elementos de r por 9o =Id y 

9& = gs,gs2 ••• gs. para cada i >O. 

A continuación probareJDos que {g¡P}~0 forman un ciclo de poliedros en 
X. Como Si y Si+l son lados adyacentes de P para cada i, tenemos que g,s: y g.;.Si+t son lados adyacentes de g¡P para cada i; más a1ln, 

gsPng,+1P =g¡(Pngs.+1 P) = g,Ss+1 

y gsS•+1 = 9i+1St+i para cada i > l. Luego, para cada i >O, tenemos que 

g¡S¡+1 n 9t+1S,+2 = 91+1B:+1 n 9i+1Si+2 
= 9&+1(Si+1 nS¡+2) = g¡(S! nSs+1) = 9s-1S¡ ng¡S¡+I· 

Por tanto, 

Por el teorema 4.23, existe un entero ni > O tal que {g¡P}~Q1 es un ciclo 
de poliedros. Así 9i+rnP = g¡P para cada i, y entonces 91.+n1. = g¡ para 
cada i. Ya que 
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9&-1Si+rn = Oi+rn-tSi+rn = Ui+m-1 P n Yi+m.P 
= Oi-1Png¡P = g,_1$¡, 

encontramos que Ss+rn = S¡ para cada i. 
Sea t el entero positivo mínimo tal que Si+t = S¡ para cada i. Entonces 

k = m/l es un entero positivo. Como 

f: 8(g,s:,g,S;+i) = 211", 
i=l 

tenemos que 

Más aún, corno Um = Id, tenemos que g~ = Id, ya que OL -:¡!:. Id para 
1 < j < -rn, deducimos que k es el orden de UL· • 

Sea R el lado de un lado S de un poliedro fundamental convexo exacto 
P para un grupo discreto de isometrías de X, y sea {S¡ }~0 la sucesión de 
lados de P determinada por R y S. Por el teorema 4.24, existe un mínimo 
entero positivo e tal que S•+t = S, para cada i. La sucesión finita. {S¡}~=O 
es llama.da el ciclo de lados de P determinados por R y S. El elemento 
0Sa9S""····9St de res la llamada transformación cíclica de los lados {S,}f=1· 
Por el teorema 4.24, la transformación cíclica gs1 9Sa ... gs, tiene orden finito 
k. La relación 

(os1 os"" ... gs,)1c = 1 

en r es llamada la relación cíclica de r determinada por el ciclo de lados 
{S.}f=t· Para cada lado S de P, la relación 

YsYs• = l 

es llamada la relación de pareo de lados determinada por el lado S. 

Nota: Las relaciones cíclicas junto con las relaciones de pareo de lados 
forman un conjunto completo de relaciones para los generadores 

• = {gs : Ses un lado de P} 

del grupo r; esto es, cualquier relación entre los generadores cli> puede ser 
derivada de estas relaciones. 

Ejemplo 1. Sean L, S, R los tres lados que ocurren de la izquierda a 
la derecha en el polígono de Dirichlet T para PSL(2,Z) en la figura 4.2. 
Entonces 

Un{z) = z + l y Ys(z) = -1/z. 
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Así R' = L, S' = S, y L' = R. Observemos que {S,R} es un ciclo de 
la.dos de T cuyn transformación cíclica 9s9n tiene orden tres. Más aún g 5 
tiene orden dos. Las relaciones (uson) 3 = 1 y g~ = 1 forman un conjunto 
completo de relaciones para los generadores {os. un} de PSL(2, Z). 
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Grupos Discretos Clásicos. 

En este capítulo, estudiamos algunos grupos discretos clásicos de isometrías 
de S"', E.,,. y Hn, a menos que se afirme lo contrario representaremos a estos 
espacios genericamente por X y n será mayor que O. Comenzamos con la 
teoría de grupos discretos de reflexiones en poliedros o en simplejos. En la 
última sección estudiaremos los de grupos cristalográficos. 

5.1 Grupos de Reflexiones. 

Lema 1 .. Sea x un punto dentro de la horoesfera ~ de Hn.. Entonces la dis­
tancia más corta de x a E se alcanza a lo largo de la única línea hiperbólica 
que pasa por x y que es Lorentz ort"f!onal a E. 

Demos t. ración: 
Usaremos el modelo de la bola conforme B" del espacio hiperbólico, con 

la ayuda de una isometría podemos suponer que x es el origen. Entonces 
la distancia más corta de O a E se alcanza sobre el único diámetro de B" 
ortogonal a. E. Ver figura 5.1. • 

Figura 5.1. Una figura 

Sea S un lado de un poliedro convexo P de dimensión nen X. La re­
flexión de X en el lado S de P es la reflexión de X en el hiperplano (S) 
generad.o por S. 
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Teorema 5 .. 1 Sea G el gnipo generado por las reflexiones de X en los 
lados de un poliedro convexo P de dimensión n 1 de volumen finito y con un 
ntfrnero finito de ln..do.<1. Entonces 

X = U{gP : g E G}. 

Demostración: 
La prueba es por inducción en la dimensión n. El teorema es cierto 

cuando n = 1 1 supongamos que n > 1, y que el teorema es cierto cuando la 
dimensión es n-1. Sea x un punto de P, G(x) el subgrupo de G genera.do 
por todas las reflexiones de X en los lados de P que contienen ax, y r(x) un 
número real talque O< r(x) < 7r/2 y que la bola.C(x,r(x)) corta solo a los 
la.dos de P que contienen ax. Por el teorema 3.17, el conjunto PnS(x, r(x)) 
es un poliedro convexo de dimensión n - 1 en la esfera S(x, r(x)). De la 
hipótesis de inducción, tenemos 

S(x, r(x)) = U{g(P n S(x, r(x)) : g E G}. 

ya que P es convexo, deducirnos que 

B(x, r(x)) e U{gP: g E G(x)} }. 

Por los teoremas 3.23 y 3.24, el poliedro P tiene solo un número finito de 
vértices ideales, digamos v1, ... , Vrn· Para cada i, sea B.: la horobola. basa.da 
en va tal que B.: corta solo a los lados incidentes con va. Para cada i, sea 
G, el subgrupo de G genera.do por todas las reflexiones de X en los lados 
de P que inciden en va. Por el teorema 3.21, el conjunto P n 8Ba es un 
poliedro compacto euclidiano convexo de dimensión n - 1 en la horoesíera 
as,. Deducimos, de la hipótesis inducción, que 

B, e U{gP: g E G,}. 

Por lema 1, existe una horobola s: basada en V¡ tal que s; e Bs y 
dist(B;, 8Bs) = 1 para cada i. Definanos 

Po= P- ,Q
1 

B;. 

Así definido Po es compacto por el teorema 3.24. Sea I! > O el número de 
Lebesgue para la cubierta abierta. {B(x, r(x)) : x E Po} de Po tal que I! < l. 
Sea 

U = U{gP : g E G}. 

Decimos que N(P, e) e u. Observemos que N(Po, t) e u. Sea X un punto 
de P ns;. Entonces tenernos 

B(x,e) e B, e U. 
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De aquí N(B~. t) e U para cada i. Por tanto N(P, e) e U como se dijo. 
Como U es G-equivariante, deducimos que N(gP, C) C U para cada gen 
G. Por tanto N(U, f) e U, y entonces U = X. 

Sea P un poliedro fundamental convexo, exacto para un grupo discreto 
r de isometrías de X. Entonces para cada lado S de P, existe un único 
elemento 9S de r tal que 

S = P ng5 (P). 

El grupo resta definido como el grupo discreto de reflexiones, con respecto 
al poliedro P, si y sólo si Ys es la reflexión de X en el hiperplano (S) para 
cada S de P. • 

Definición: Un ángulo o: es un subm.últiplo de un ángulo /3 si y sólo si 
e.:r:iste un entero positivo k tal que a= {3/k o /3 = o/oo =O. 

'Ieorema 5~2 Sea r un grupo discreto de reflexiones con respecto al poliedro 
P. Entonces todos los ángulos diédricos de P son submúltiplos de 7r ,· rnás 
aún, si 9s y 9T son las reflexiones en los lados adyacentes S y T de P, y 
B(S, T) = 2rr/k, entonces gs9T tiene orden k en r. 

Demost.ración: 
Sean S, T lados adyacentes de P. Entonces {S, T} es un ciclo de lados 

de P. Por el teorema 4.24, existe un entero positivo k tal que 

28(S, T) = 2rr/k 

y el elemento 9S9T tiene orden k en r. • 
~orema 5~3 Sea P un poliedro convexo de dirnensión n con un número 
finito de lados en X, con volumen finito, todos de cuyos ángulos diédricos 
son sulnnúltiplos de 7r. Entonces el grupo r generado por las reflexiones de 
X en los lados de P es un gMJ.po discreto de reflexiones con respecto al 
poliedro. 

Demost.ra.ción: 
(1) La prueba es por inducción en n. El teorema es cierto cuando n = 1, 

así supongamos que n > 1 y el teorema es cierto en la. dimensión n - l. La 
idea de la prueba es construir un espacio topológico X homeomorfo a X 
en el que el teorema se cumpla claramente y de a.hi inducirlo mediante un 
argumento de espacio cubriente. 

(2) Sea r X p el producto cartesiano de r y de P. Consideremos en r 
la topología discreta y en r X p la topología producto inducida por la 
topología en P. Entonces r x Pes la suma topológica de los subespacios 
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{{y} X P: y E r}. 

Más aún, la función (g, x) - gx es un homeo1norfismo de {g} x P sobre 
gP para cada g en r. 

(3) Sea.Sel conjunto de lados de P y para cada. S E S, sea. Os la reflexión 
de X en el lado S de P, y <I> = {Ys: SES}. Dos puntos (y,x) y (h,y) de 
r X p se dicen parea.dos por clJo, escrito (g,X) ~ (h,y), Si y sólo si g-lh esta. 
en <I> y gx = hy. Supongamos que (g,x) ~ (h,y), entonces existe un lado 
s de p tal que g- 1 h =OS· Como nS 1 = gs, tenemos que (h,y) = (g,x), 
adetuás, x esta en P ng8 (P) = S, y de esta manera x = gsx =y. 

Dos puntos (g, x) y (h, y) de r X p se dicen relacionados por el», escrito 
(g, x) ,....., (h, y), si y sólo si existe una sucesión finita {(g0 , xo), .. ., (gk, Xk)), 
de puntos de r X p tales que 

(g,z) = (yo,xo), (yk,xk) = (h,y), y 
{g¡_¡,X¡-1) ~ (g¡,x.¡) parai = l, .... ,k. 

El estar relacionados por ti> es una relación de equivalencia en r x P; más 
aún, si (g, x) ,....., (h, y), entonces x =y. Sea (g, x] la clase de equivalencia de 
(g, x) y sea X el espacio cociente de r x P en clases de equivalencia. 

(4) Si (y, x) = (h, x), entonces claramente (fy, x) = (fh, x),pare cada f 
en r. De aquír actúa en X mediante f (g,x] = [fg,xJ. Para un subconjunto 
A de P, haga.JDos 

[AJ= {ll,xl :x E A}. 

Si g esta en r, tenemos 

y [AJ = {[y, x] : x E A}. 

Si (g,x) esta en r X Pº, entonces [g,x) = {(g,x)}. Consecuentemente, los 
miembros de {g [Pº] : g E r} son mutuamente ajenos en X. 

(5) Mostraremos que X es conexo. Sea TJ : r X p - X la función cociente. 
Como TJ manda a {g} x P sobre g [P], tenemos que g [PJ es conexo. En vista. 
del hecho 

.X = u{y [PJ : y e r}, 

es suficiente mostrar que para cualquier gen r, existe una sucesión finita 
Yo, ... , Yk en r tal que [P] = Yo [P], Yk (PJ = y [P] , y Y•-1 [P] y y; [PJ se 
intersecan para cada i > O. Como [" esta generado por los elementos de 4t, 
existen lados Ss de P tal que g = os, ... gs,,,.. Sea Yo = 1 y O• = gs, •.. gs, para 
i = 1, ... ,k. Como 

s, = P n ys.(P), 

tenemos que 

[S;) e [P] n Ys. [P] . 
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Así Jé es conexo. 
(6) Sea x un punto de P, sea S(.x) el conjunto de todos los lados de P 

que contienen ax, y sea r(x) el subgrupo de r generado por los elementos 
de {gs: SE S(x)}. Mostraremos que r(x) es finito. Sea r un núrncro real 
tal que O < r < 7r/2 y menor que la distancia de x a cualquier Indo de P 
que no contiene a x. Por el teorema 3.17, tenemos que P n S(x, r) es un 
poliedro convexo de dimensión n - 1 en la esfera S(x. r) y 

{Tn S(x,r): TE S(x)} 

es el conjunto de lados de PnS(x, r). Claramente PnS(x, r) es compacto y 
todos los ángulos diédricos de PnS(x, r) son los subn1últiplos de tr. Por la. 
hipótesis de inducción, r(x) se restringe a un grupo discreto de reflexiones 
con respecto a PnS(x, r). De aquí r(x) es finito yn que S(x, r) es compacto. 

(7) Lo que sigue es mostrar que 

[l,x] = {(g,x): g E r{x)}. 

Sea (g,x) en [1,x). Entonces existe una sucesión finita g 0 , ••• ,gk en r tal 
que (I,x) = (go,x), (g.,,x) = (g,x), y (g;_ 1 ,x) ~ (g;,x) para todo i >O. 
De aquí g,x = x para toda i, y existe un lado S, en S(x) tal que Ui = 
Ui-lOS para cada i = 1, ... , k. Por tanto, g = 9S1 ••• g5,,.. Así gesta en r(x). 
Consecuentemente 

[l,x) C {(g,x): g E r(x)}. 

Sea g un elemento de r(x). Ya que S(x) esta generado por el conjunto 
{os : Se S}, existen lados Si en S(x) tales que g = us1 ••• 95,.. Sea go = 1 
y g;. = gs1 ···OS. para toda i. Como g¡:_1

1g¡ = Os., tenemos que (g¡-1, x) ::::::= 
(g;, x) para toda i > O. De aquí (l, x) ~ (g, x). Así 

[l,xj = ((g,x): g E r(x)}. 

(8) Para cada punto x de P y número real r como en (6), definamos 

B(x, r) =.,e~(z) g[P n B(x, r)J. 

SupongalllOS que g esta en r(x) y y esta en p n B(x, r). Entonces S(y) e 
S(x), y r(y) e r(x). Como [1,y) = {(h,y) : h E r(y)}. Tenemos que 
[g,yJ = {(gh, y) : h E r(y)}. Consecuentemente .,-•(ii(x, r)) = .. E~(z) {g} X 

(Pn B(x, r)). De aquí B(x, r) es una vecindad abierta de [l,x] en X; más 
aún i3(x, r) interseca g {PJ si y sólo si gesta en r(x). 

(9) Sea K. : X - X la función definida por K [g, xJ = gx. Mostraremos 
que K. manda ii(x, r) sobre B(x, r). Por el teorema 4.19, tenemos que 

{gP n S(x, r): g E r(x)} 

es una teselación de S(x, r). Consecuentemente, los miembros de 
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{g.P" n B(x, r) : g E r(x)} 

son 1nutuamentc ajenos y 

B(x, r) = ge'r'c:J (gP n B(x, r)). 

Como K manda a g[P n B(x, r)J sobre gP n B(x, r) para cada g en r(x), 
tenemos que K envía a ii(x. r) sobre B(x, r). 

(10) Mostrare1nos que K manda ii(x, r) inyectivamente en B(x, r). Sean 
g, h elementos en r(x). sean y, z elementos en p n B(x, r), y suponga.IDOS 
que K (g, y} = K [h. z]. Entonces gy = hz. De esto se deduce que P y g- 1 hP 
se intersecan en y = g- 1 hz. Como y esta en P n B(x,r), tenemos que 
r(y) e r(x). Existe unas >O tal que B(y, s) e B(x, r), y B(y, s) = /e'f'c:J 

(f PnB(y, s)). De aqtú y- 1 hPnB(y, s) int.ersecan f PºnB(u, s) para algún 
f en r(y). Pero los nliembros de 

{/ Pº n B(x, r) : f E r(x)} 

son mutuamente ajenos. Por tanto g- 1 h = f para algún f en r(y). Luego 

y= ¡-ty = h-lgy = z, y 
[g,y] = g [1,y] = g [g-th,y) = [h,y] = [h, z]. 

Entonces K manda ii(x, r) biyectivamente sobre B(x, r). 
(11) Proba.remos que K. manda B(x, r) homeoruorficamente sobre B(x, r). 

Sea g en r(x). Co1no KTJ manda a {g} X p n B(x, r) homeomorficamente 
sobre gPnB(x, r), tenemos que K. manda (gPnB(x, r)] homeomorficamente 
sobre gP n B(x, r). Como 

B(x,r) =
9

e'r'c:J (gPnB(x,r)), 

y cada conjunto gP n B(x, r) es cerrado en B(x, r), y r(x) es finito, de­
ducbnos que K manda a B(x, r) homeomorficamente sobre B(x, r). 

(12) Sea g un elemento der. Entonces la multiplicación por la izquierda 
por g es un homeomorfismo de X y que lo es en r X P. De aquí oB(x, r) 
es una vecindad abierta de [g, x] en X. Como 1<(gB(x, r)) = g><(B(x, r)), 
tenemos que K. manda gii(x, r) homeomorficamente sobre B(gx, r). Así K 

es un homeomorfismo local. 
(13) Sigue mostrar que X es Hausdorlf. Sean 

[g,x] = {(gi.x), ... , (gk, x)}, 
[h,y] = {(h,,y), ... ,(hk,y)} 

puntos distintos de X. Entonces estos son subconjuntos ajenos de r X P. Es­
cojamos ar como antes de tal forJDaque K. manda ii(x, r) homeomórficamente 
sobre B(y,r). Podemos escoger r suficientemente pequeña de tal manera 
que 
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71- 1 (gB(x,r)) =;~, {g;} x (PnB(x,r)), 

71-'(hB(y,r)) =,~, {h,} x (PnB(y,r)) 

son puntos distintos de r x P, ya. que g¡ 7'::- hj, entonces {g1 } x P y {h¡} x P. 
son ajenos; mientras que si x =¡/=y, podemos escoger una r suficientemente 
pequeña tal que B(x, r) y B(y. r) son ajenos. Por tanto g.i3(x, r) y hñ(y, r) 
son vecindades ajenas de [g,x) y {h,y], respectivntnente, en X. Así X es 
de Hausdorff. 

(14) Sea v un vértice ideal de P, sea S(v) el conjunto de todos los lados 
de P incidentes con v, se r(v} el subgrupo de r generado por el conjunto 
{gs: SE S(v)}. Sea B la horobola basada en v tal que 1J corta solo a los 
la.dos de S(v}. Entonces PnaB está en un poliedro convexo euclidiano, de 
dimensión n - 1 en la horoesfera as y 

{Sn8B: s E S(v)} 

es el conjunto de lados de Pn8B. Claramente PnaB es compacto y todos 
los ángulos diédricos de P n lJB son submúltiplos de n. Por la hipótesis de 
inducción, r(v) se restringe a un grupo discreto de reflexión con respecto 
aPn8B. 

(15} Definamos 

jj = .,e\J(z) [gP n B] . 

Por el mismo argumento de (8}, tenemos 

71- 1 (.B) = u {g} x (PnB) . 
.11Er(v) 

De aquí.Bes un subconjunto abierto de X, y J3 interseca a g(P) si y sólo 
si gesta en r(v). Por los mismos argumentos que en (9) y en (10), se sigue 
que K manda a ii homeomórficamente sobre B. 

(16) Sean V¡, ••• ,vrn los vértices ideales de P y para. cada i, sea B¡ una 
horobola basada en V¡, tal que B. corta solo los lados de P incidentes con 
V,¡. Sea s; la horobola basada en Vi tal que s: e Vi y dist(B;, lJB¡,) = l. 
Definamos 

Po= P- .9:, B;. 

Entonces Po es compacto. Sea x un punto de P y escojamos r(x) >O como 
antes de tal manera que IC manda a .B(x, r(x)) homeomórficamente sobre 
B(x, r(x)). Entonces, la cubierta abierta {B(x, r(x)) : x E Po} tiene un 
número de Lebesgue e •tal que o < e < l. Si X esta en Po, sea y un punto 
de Po tal que B(x, e) e B(y, r(y)), y sea B(x) el subconjunto de B(y, r(y)) 
que está en la imagen de B(x, i) bajo K.. Entonces ii(x) es una vecindad 
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abierta de [I, xJ en X que es mandada homeomórficamente sobre B(x, I!) 
por K • .lVIás nún, si gesta en r, entonces g.Íi(x) es una vecindad abierta. de 
fg, xJ en }é que es 1naudado homeomórficamente sobre B(gx, l) por K. Si y 
esta en la imagen de K., entonces B(y, l) esta en la imagen de K.. Por tanto, 
,.._ es sobrcycctiva.. 

(17) Sea o : fa. bJ - X un arco goedésico de y a z tal que Jo/ < l y 
suponga111os que K fg,x] = y. Most.raremos que u se levanta a una curva 
única a : [a, bJ - Jy tal que ñ(a) = (g, xJ. Corno ,.., manda a gñ(x) 
homeon1órficn.mentc sobre B(gx, l), Ja función a se levanta a una curva 
ii: [a,bJ - X tal que ii(a) = fg,xJ y o(fa,b]) e gB(x). Supongamos que 
éi : [a, bJ - X es un levanta.miento distinto de o co1ncnzando en (g. x] . 
Entonces 0- 1 (gi3(x)) es una vecindad abierta propia de a en fa, bJ, ya que 
éi es continua y distinta a éi. Sea t el primer punto de fa, b] que no esta 
en esta vecindad. Entonces ii(t) ~ O(t). Corno X es de Hausdorff, existen 
vecindades abiertas ajenas U y V de éi(t) y éi(t), rcspectivan1ente. Esco­
jamos s <ten la vecindad abierta Q- 1 (U) n Q- 1 (V) de t. Entonces li(s) 
esta en gli(x) y debe ser igual a Ci(s). Como U y V son ajenas, tenetnos 
una contradicción. Por tanto, el levantamiento éi es único. 

(18) Mostraremos que K : X - X es una proyección cubriente. Sea. 
z un punto de X. Veremos también que B(z, 1!) está uniformemente cu­
bierto por K.. Ya que K es sobreyectiva, existe un punto [g, xJ de X tal 
que x:. [g, xJ = z. Entonces K. manda la vecindad abierta g.ii(x) de fg, x] 
en X homeomórficamente sobre B(z,i). Supongamos que [h,y) =¡!:. fg,x] 
y K {h, yJ = z. Decimos que g.ii(x) y hii(y) son ajenos. Por el contrario, 
supongamos que [f, wJ esta en gB(x) n hB(y). Sea a : [a, bJ - X un arco 
geodésico de za f'U.J. Como fw esta en B(z,i), tenemos que !ad <e. De aquí 
Q es un levantamiento a Jas curvas únicas éi1 , 0 2 : [a, bJ -+ X comenzando 
en [g, xJ y {h, yJ, respectivamente. Ambas éi1 y éi2 terminan en [f, wJ, ya 
que [f, wJ es el único punto en gB(x) y en hB(y) que es mandado a fw 
por K.. Por Ja. unicidad del levantaniiento de Q-l comenzando en [f, wJ, 
tenemos que (g,x] = (h, yJ, lo que es una contradicción. De esto gB(x) y 
hii(y) son ajenos y por tanto B(z, l) esta cubierto uniformemente por K.. 

Así K. es una proyección cubriente. 
(19) K.: X-+ X es un homeomorfismo, ya que X es simpleID.ente conexo. 

Por tanto las vecindades de {gPº : g E P} son mutuamente ajenos, ya que 
Jos miembros de {g [PºJ : g E r} son mutuamente ajenos 

X= U{gP ' g E rf 

ya que tenemos 

X = U{g [PJ : g E r¡. 
(20) Mostraremos que 
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'P = {gP : g E r} 

es localniente finito. Sea_J1 un punto arbitrario de X. Entonces existe un 
elemento único (f, x] de X tal que K (f, x] = y. Sea r tal que O < r < rr /2 y 
que r es menor que la distancia de cualquier lado de P que no contiene a 
x. Entonces la vecindad abierta fi3(x, r) de [f, x] interseca g [PJ si y sólo 
si ¡-1 g esta en r(x). De aquí, que el conjunto 

K{f B(x, r)) = B(fx, r) = B(y, r) 

interseca a gP si y sólo si 1- 1 g está en r(x). Como r(x) es finito, tenemos 
que B(y, r) interseca solo a un número finito de miembros de P. Así Pes 
localmente finito. 

(21) Si gS es un lado de gP, entonces gS es también un lado de ggsP, 
ya que 

gP n ggsP = gS, 

gP y ggsP son los únicos poliedros de P que contienen a gS como un lado. 
Así "P es una teselación exacta de X. Por tanto r es discreto y P es un 
poliedro fundamental convexo exacto parar por el teorema 4.19. Así res 
un grupo de reflexiones con respecto al poliedro P. • 

Ejemplo 1. Sea 

p = {x E 5n: Xi ~ 0 para i = 1, ... , n + l}. 

Entonces P un n-sirnplejo regular en sn cuyo ángulo diédrico es 7r /2. Por 
tanto el grupo r generado por las reftexiones en lo lados de P es un grupo 
de reflexiones discreto con respecto a P por el teorema 1.23. La tesela.ción 
{gP: g e r} de sn contiene 2n.+t simplejos. y entonces r tiene orden 2"+ 1 • 

Vale la pena. notar que los vértices de la teselación regular {gP: ge r} de 
sn están los vértices de un poli topo euclidiano regular inscrito en S". 

Ejemplo 2. Sea P un n-cubo en E". Entonces Pes un politopo en En 
cuyo ángulo diédrico es 7r /2. Por tanto, el grupo r genera.do por las reflex­
iones en los lados de P es un grupo de reflexiones discreto con respecto a 
P por el teorema 5.3. 

Ejemplo 3. Formemos un ciclo de triángulos hiperbólicos reflejando en 
los lados de un triángulo 30° - 45º hiperbólico, manteniendo siempre el 
vértice en el ángulo de 30º fijo. Como 30° = 360° /12, existen 12 triángulos 
en este ciclo, su unión es un hexágono regular hiperbólico P cuyos ángulos 
diédricos son 90º. Sea r el grupo generado por las reflexiones en los lados 
de P. Entonces r es un grupo de reflexiones con respecto a. P por el teorema 
5.3. 
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Ejemplo 4. Sea D(v) un dodecaedro regular inscrito en la esfera S(O, r) 
C>n E 3 con O< r < l. Entonces D(v) es un dodecaedro hiperbólico regular 
en el modelo del disco proyectivo Dll3 del espacio hiperbólico de dimensión 3. 
Sea 8(r) el ángulo hiperbólico diédrico de D(r). Cuando res pequeño, 8(1·) 
es aproximada.mente 116.6°. Cuando r se incrementa a 1, el ángulo B(x) 
decrece continuamente a su valor limite 9(1), el ángulo de un dodecaedro 
regular ideal en ID>"". 

Para encontrar el vnlor de t9(1), consideremos a un dodecaedro regular 
ideal en el modelo del semiespacio superior U 3 del espacio hiperbólico de 
tercera dimensión con un vértice ideal en ex>. Ya que el dodecaedro es 
regular, el eslabón del vértice ideal en ex> es un triángulo equilatero. Por 
tanto B(l) = 60°. Ver figura. 5.2. 

Figura 5.2. Un dodecaedro ideal en U 3 con un vértice en oo. 

Como 8(r) es una función continua de r que toma. valores en el intervalo 
[B(l), B(O)], existe un único valor de r tal que B(r) = 90°. Sea P = D(r) 
para esta r. Entonces P es un dodecaedro regular hiperbólico cuyo ángulo 
es 7r /2. Sea. r el grupo generado por las reflexiones en los lados de P. En­
tonces r es un grupo discreto de reflexiones con respecto a P por el teorema 
5.3. 

Ejemplo 5. Por la. discusión previa., un dodecaedro regular ideal P en 
H3 tiene algún ángulo diédrico 7r /3. Sea r el grupo generado por las re­
flexiones en Jos lados de P. Entonces r es un grupo discreto de reflexiones 
con respecto a P por el teorema 5.3. 

Ejemplo 6. Los 24 puntos ±e¡, para i = 1,2,3,41 y(±~,±~,±!,±~) 
de S 3 son los vértices de una 24-celda. en E 4 • Sea P la 24-celda regular 
en B 4 correspondiente. El esla.lxSn de un vértice ideal de P es un cubo. 
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Por tanto, el ángulo diédrico de P es ?T /2. Sen r el grupo generado por las 
reflexiones en los lados de P. Entonces r es un grupo discreto de reflexiones 
con respecto a P por el teorema 5.3. 

Sea r el grupo de reflexiones discreto con respecto a un poliedro P. 
Entonces todos los ángulos diédricos de P son submúltiplos de ?T por el 
teorema 5.2. Sean {Si} los lados de P y para cada para de índices i, j, 
sea ki; = ?T/8(Si,S;). Sea Gel grupo libre generado por los símbolos {Si} 
y sea 9s. la reflexión de X en el hiperplano (S¡). Entonces rfl : F -+ r, 
definido por <P(S¡) = gs., es un cpimorfismo. Por el teorema 5.2 el kernel 
de <P contiene a las palabras (SiSJ)k,,, siempre que ki3 es finito. 

Sea G el coci~nte de F por la cerradura normal de las palabras 

{(S;Sj)k;J : k;, es finito}. 

Entonces q, induce un epimorfismo 1/J : G - r. Probaremos que <P es un 
isomorfismo cuando P tiene un número finito de lados y volumen finito. 
Este hecho usualmente se expresa diciendo que 

es una presentación del grupo parar bajo la función S; -+ gSi. Entendiéndo 
que cuando ki; = CX> entonces borramos el elemento (S-¡S; )k•.1 correspondi­
ente. 

'reorema 5 .. 4 Sea r un g~po de reflexiones discreto con respecto a un 
poliedro con un núTnerv finito de lados P en X de volumen finito. Sea 
{S,} el conjunto de lados de P y para cada par de indices i,j, sea k-¡3 = 
7r /B(S;, s, ). Entonces 

es una preaentaci6n de gMJ.po paro r bajo la función si -+ os •. 
Dema.traci6n: 
La prueba se sigue con la misma idea del teorema 5.3, y entonces solo 

daremos las alteraciones necesarias . El comienzo de la inducción requiere 
una prueba. Si n = 1, entonces P es un segmento geodésico y r es obvia­
mente un grupo diédrico de orden 2k12· Es un hecho conocido de la teoría 
de representaciones de grupos que r tiene la representación 

(S,, S2; s'f,5?, (S1S2)k"). 

La alteración principal en la prueba del teorema 5.3 es reemplazar r 
por G en la construcción del es:Pacio cubriente X. Todo va a través de 
como se había hecho antes excepto cuando la. lúpótesis de inducción se usa 
en los pe.sos (6) y (14). Aquí se añade la conclusión de que r(x) tiene la 
presentación 
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(S, E S(x); (S,Sj)'"' ). 

Ya que el subgrupo G(x) de G generado por el conjunto {S, : S 1 E 
S(x)} satisface las mismas relaciones y funciones sobre en r(x), deducimos 
que G(.:r) tiene la misma presentación. En particular, la función S, - gS¡ 
induce un isomorfismo de G(.:r) sobre r(x). Ahora todo sigue como antes. 
Ln conclusión final es que la función S¡ - gSi. induce un homomorfismo de 
Gar. 

5.1.1 GRUPOS DE COXETER. 

Definición. Un grupo de Coxeter G es un grupo abstracto definido por 
una representactón de la fonna (Si.; (Si.S:i )k•; ), donde 

(1) los -índices i, j, varían sobre algún conjunto de -índices nunien:J.ble Z; 
(2) los e.zponentes k¡j son un nÚfnero positivo o ex> paro. cada i, j; 
(3) k,; = k;,; 
(4) k¡.¡, = 1 para cada i; 
( 6) si ks; = ex>, entonces la ~lación (S¡S:i )lf.•; se oTnite. 

Notemos que si i ~ j, entonces la relación (Si.S;)"J• se deriva. de las rela­
ciones $f, SJ, y (Si.S,)"'•J¡ y por tanto solo una de las relaciones (S¡S;)"'•; 
y (S3 Ss)"';• se necesita, la otra. se puede quitar. 

Sea G = (S¡, i E Z; (Si.S;)""·') un grupo de Coxeter. La gráfica de Coxeter 
es la gráfica etiquetada con vértices en X y aristas 

Cada arista (i,,i) esta etiquetada por kij· Por simplicidad, las etiquetas 
correspondientes a las k 1; = 3 se omiten. 

Ejemplo 7. El grupo de Coxeter G = (S1; S\') es un grupo cíclico de 
orden dos. Su gráfica consiste en un solo vértice. 

Ejemplo 8. El grupo de Coxeter G(k) = (S1, S2; Sf, S¡f, (S1S2)") es un 
grupo diédrico de orden 2k. Su gráfica. de Coxeter, cuando k > 2, es une. 
arista única con etiqueta k. 

Sea r un grupo discreto de reftexiónes con respecto a. un poliedro P con 
un número finito de lados y con volumen finito. Si {S¡} es el conjunto de 
lados de P, y para cada. pe.r de índices i, j, definimos ki.; = 7r/9(S¡,S;). 
Entonces el grupo de Coxeter 

es isomorfo ar por el teorema. 5.4. Así res un grupo de Coxeter. 
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Ejemplo 9. Sea r es grupo generado por las reffe:xiones en los lados de 
un reCtángulo P en E 2 • Por el teorema 5.4, el grupo r tiene la presentación 

La gráfica de Coxeter de r consiste en dos aristas ajenas etiquetadas por oo. 

Un grupo de Coxeter se dice que es irreducible o reducible de acuerdo 
a que su gráfica de Coxeter sea conexa o discoucxa. Se verá que un grupo 
de Coxeter reducible es el producto directo de los grupos irreducibles de 
Coxeter representadas por las componentes conexas de su gráfica. Por ejeru­
plo, el grupo de reflexiones en el ejemplo 9 es el producto directo de dos 
grupos diédricos, infinitos (S1 , $3; ~,S~) y (S2, 84;~ 1 ~). Esto no es sor­
prendente, ya que un rectángulo en E 2 es el producto cartesiano de dos 
segIDentos de línea. En general, la base geométrica para la descomposición 
en producto directo de un grupo de reflexiones discreto reducible es el hecho 
de que las re.flexiones ortogonales conmutan. 

5.2 Grupos de Reflexiones Simpliciales. 

A través de esta sección X = S"', E"', o H". con n > O. Sea .6. un n-simplejo 
en X todos cuyos ángulos son submúltiplos de 7r. Por el teorema 5.3, el 
grupo r generado por las reftexiones de X en los lados de .6. es un grupo 
discreto de isometrías de X. El gru¡:x> r es llamado un grupo de reflexiones 
del n-aimplejo. 

I>ebemos incluir también el caso de un 0-simplejo a en sº. Consideremos 
la función antípoda a de Sº como una reftexión de Sº. Ya que {A, a (A)} 
es una teselación de Sº, también llamamos aJ grupo r generado por a, un 
grupo de reflexión (~simplejo). La gráfica de Coxeter de r está definida 
como un solo vértice. 

Supongamos que n = l. Entonces A es un segmento geodésico en X. 
Claramente res un grupo diéd.rico de orden 21e, con K > 1, donde n/1e es el 
ángulo de A. La gráfica de Coxeter de r esta constituida por dos vértices 
si K. = 2 o un vértice etiquetado por "' si "' > 2 . Si X = S 1 ' K es finito, 
mientras que si X = E 1 o H 1 , entonces 1e = oo. 

Cuando n = 2 1 existen enteros a, b, e, con 2 $ a S b ::s;; c 1 tales que A. 
es un triángulo T(a,b,c) en X cuyos ángulos son n/a, 7r/b, 7r/c. Notemos 
que T(a, b, e) está determinado salvo una similaridad por los enteros a, b, c. 
El grupo generado por las reflexiones en los lados de T(a, b, e) se denota 
por G(a, b, e). Sea Go(a, b, e} el subgrupo de G(a, b, e) de isometrías que 
preservan la orientación. Entonces Go(a, b, e) tiene índice dos en G(a, b, e). 
El grupo Go(a, b, e) es llamad.o el grupo triangular, mientras que G(a, b, e) 
es llamado el grupo triangular de reflexiones. 
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GRUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO 
ESFÉRICO. 

Supongamos que X= S 2 • Por el teorema 1.4 tenemos 

7f 7f 7f 
~+-¡;+e >rr. 

Por tanto, los enteros a, b, e satisfacen la desigualdad 

!. + !. + !. > l. 
a b e 

Existen un número infinito de soluciones pa.ra 

1 1 1 
2 + 2 + ~ > l, 

y solo tres soluciones mas, 

1 1 1 
2 + 3 + 3 > l, 

1 1 1 
2 +¡¡ + ¡ > 1, 

La gráfica de Coxeter del grupo G(2, 2 1 2) consiste de tres vértices y en­
tonces G(2 1 2, 2) es un 2-grupo elemental de orden 8. La gráfica de Coxeter 
de G(2 1 2, e) 1 para e > 2 es la unión ajena de un vértice y una arista etique­
tada por c. De aquí G{21 2, e) es el producto directo de un grupo de orden 
2 y un grupo diédrico de orden 2c. Así G{2, 2, c) tiene orden 4c. 

La tesele.ción de S 2 generada por la reftex.i6n en los lados del triángulo 
T(2, 2, 5) está ilustrada en la figura 5.3 (a). 

Por el teorema 1.4. El área de T(2, 3, 3) es 

11" /2 + 11" /3 + 11" /3 - .,.. = 11" /6. 
Como el área de S 2 es 41", la teselación 

{gT(2, 3, 3) : g E G(2, 3, 3)} 

contiene 24 triángulos, y entonces G{2 1 3, 3) tiene orden 24. La teselaci6n 
se puede partir en 4 ciclos, cada uno formado por 6 triángulos girando 
alrededor de un vértice de 60º _ La unión de cada uno de estos ciclos es un 
triángulo equilátero esférico. Ver figura 5.3 (b). Esto nos da una tesele.ción 
regular de 5 2 en 4 triángulos equiláteros. Es claro de la geometría de estas 
dos tesele.ciones que G(2, 3 1 3) es el grupo de simetrías del tetraedro regular 
inscrito en 5 2 con sus vértices en las esquinas de los 4 triángulos. Con­
secuentemente G{2, 3, 3) es un grupo simétrico de cuatro letras. El grupo 
triangular Go{2, 3, 3) es un grupo alternante en cuatro letras llamado el 
grupo tetraédrico. La gráfica de Coxeter de G{2 1 3 1 3) es 

El área de T(2, 3, 4) es 11" /12. Por tanto, la teselación 

{gT(2, 3, 4) : g E G(2, 3, 4)} 
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Figura 5.3. Teselaciones en S 2 obtenidas de reflejar en los lados de un triángulo . 

• • • 
Figura 5.4. 

contiene 48 triángulos, y entonces G(2,3,4) tiene orden 48. La teselación 
puede ser partida dentro de 6 ciclos, cada unos consiste en 8 triángulos 
girando alrededor de un vértice de 45°. La unión de cada uno de estos 
ciclos es un cuadrilátero regular esférico. Ver figura 5.3 (e). Esto da una 
teaelación de 8 2 por 6 cuadriláteros. Es claro de la geometría de estas dos 
teseJaciones que G(2, 3, 4) es el grupo de simetrías del cubo inscrito en 
8 2 con sus vértices en las esquinas de los 6 cuadriláteros. La tes.elación 
de 8 2 por 48 triángulos puede también ser partida en 8 ciclos, cada uno 
formado por 6 triángulos rotando alrededor de un vértice de 60º. La wúón 
de cada uno de estos ciclos es un triángulo esférico equilátero. Ver figura 
5.3 (e). Esto da una teselación regular de S 2 por 8 triángulos equilateros. 
Es claro de la geometría de estas dos teselaciones que G{2, 3, 4) es el grupo 
de simetrías del octaedro regular inscrito en S 2 con sus vértices en las 
esquinas de los 8 triángulos equiláteros. Ya que un octaedro regular es 
antípodamente simétrico, tenemos 

G(2,3,4) = {±1} x Go(2,3,4). 
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El grupo triangular G 0 (2, 3, 4) es un grupo simétrico en cuatro letras lla­
mado el grupo octaédrico, su gr1ifica. de Coxcter es 

4 • • • 
Figura 5.5. 

El área del triángulo T(2,3,4) es 71'/30. Por tanto, la tesclación 

{gT(2, 3, 5) : g E G(2,3, 5)} 

contiene 120 triángulos, entonces G(2, 3, 5) tiene orden 120. La teselación 
puede partirse en 12 ciclos, cada uno consiste en 10 triángulos rotando en 
un vértice de 36º. La unión de ca.da uno de estos ciclos, es un pentágono 
regular esférico. Ver figura 5.3 (d). Esto no da una teselación regular de S 2 

por 12 pentágonos. Es claro de la geometría de estas dos tesela.ciones que 
G{2, 3, 5) es el grupo de simetrías del dodecaedro regular inscrito en S 2 con 
sus vértices en la.s esquinas de los 12 pentágonos. La teselación también 
puede tainbién partirse 20 ciclos cada uno consistiendo en 6 triángulos, 
rotando alrededor de un vértice de 60º. La unión de cada uno de estos 
ciclos es un triángulo equilátero esférico. Ver figura 5.3 (d). Esto nos da. 
una teselación regular de 8 2 por 20 triángulos equiláteros. Es claro de la 
geometría de estas dos teselaciones que G(2, 3, 5) es el grupo de simetrías 
del icosaedro regular inscrito en S 2 con sus vértices en las esquinas de los 
20 triángulos equiláteros. Ya que un icosaedro regular es antípoda.mente 
simétrico, tenemos 

G(2,3,5) = {±1} x G 0 (2,3,5). 

El grupo triangular Go(2,3,5) es un grupo alternante en cinco letras lla­
mado el grupo icosaédrico. La gráfica de Coxeter de G(2, 3, 5) es 

5.2.2 

s • • • 
Figura 5.6. 

GRUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO 
EUCLIDIANO. 

Supongamos que X= E 2 • Entonces tenemos 
.,,. 71" .,,. 
- +-+- =1T. a b e 
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De aquí, los enteros a, b, e satisfacen la ecuación 

!+!+!=l. 
a b e 

Existen exactamente tres soluciones, 

1 1 1 
3 +;¡ + 3 = l, 

1 1 1 
2 + ¡ +¡ = 1, 

1 1 1 
2+3+5=1. 

Notemos que T(3, 3, 3) es un triángulo equilátero, T(2, 4, 4) es un triángulo 
rectángulo isosceles, y T(2, 3, 6) es un triángulo rectángulo de ángulos 30° -
600. La teselación de E 2 generada reflejando por Jos lados de T(a,b,c). 
La gráfica de Coxeter de los grupos G(3, 3, 3), G(2, 4, 4) y G(2, 3, 6) son 
respectivamente, 

A 4 4 • • • • 6 • • 
Figura 5.7. 

5.2.3 GRUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO 
HIPERBÓLICO. 

Supongamos que X= H 2 • Por el teorema I.10, tenemos 

71" 71" 71" 
~+-¡;+e< 1'". 

De aquí, los enteros a, b, e satisfacen la desigualdad 

1 1 1 
ª+¡;+;;<l. 

Existe un número infinito de soluciones para esta desigualdad. Cada solución, 
determina a un único triángulo hiperbólico T(a, b, e) y a su grupo de re­
Oexiones correspondiente G(a,b,c). De todos estos triángulos el de menor 
área es el T(2, 3, 7), que es 42/11". 

La gráfica de Coxeter de un grupo hiperbólico de reflexiones G(a., b, e) es 
ya sea. 

de acuerdo a que a = 2 o a > l. 

Teorema 5.5 Sean a, b, e, a', b', e' enteros tales que 2 $ a. $ b =::;: e y 2 :=:::; 
a' :S b' ;:5" e'. Entonces los grupos G(a,b,c) y G(a',b',c') son isomorfos si y 
s6/o si (a,b,c) = (a',b',c'). 
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b e • • • ó 

Figura 5.8 . 

. Demostración: 
Supongamos que G(a, b, e) y G(a', b', e') son isomorfos. Supongamos primero 

que G(a, b, e) es finito. Entonces G(a, b, e) y G(a', b1
1 e') son grupos de reOex­

iones triá.ngulares esféricos isomorfos. De la. descripción de todos los grupos 
triangulares esféricos de reflexiones, deducimos que (a, b, e)= (a', b', e'). 

Así podemos suponer que G(a, b, e) es infinito. Entonces G(a, b, e) es un 
grupo triangular de reflexiones Euclidiano o uno hiperbólico. En cualquiera. 
de los casos cada clc1nento de orden finito de G(a 1 b, e) es elíptico. Por el 
teorema 4.6, cada elemento de orden finito es conjugado en G(a, b, e) a un 
elemento que fija un punto en la frontera del triángulo T(a, b, e). Sean x. y, z 
los vértices de T(a,b,c) correspondientes a los ángulos 7r/a, 1r/b, 7f'/c. En 
vista. del hecho de que 

{gT(a, b, e) : g E G(a, b, e)} 

es una teselación de X, el subgrupo estabilizador de cada lado de T(a, b, e) 
es el grupo de orden dos generado por la reflexión en el lado correspondiente 
de T(a, b, e). Más aún, el subgrupo estabilizador en el vértice x, y o z es el 
grupo diédrico de orden 2a, 2b, 2c respectivamente. 

Sea v un vértice arbitrario de T(a, b, e) y sea Gv el subgrupo estabilizador 
de v. Entonces 

{gT(a,b,c): g E Go} 

forma un ciclo de triángulos alrededor del vértice v. Consecuentemente, 
ningún par de vértices de T(a, b, e) está en la misma órbita. Por tanto, dos 
elementos en Gz U G.,, U G.i; son conjugados en G(a,b,c) si y sólo si están 
conjugados en el mismo estabilizador B, ya que gG11g- 1 = Ggv· De a.qui, los 
enteros {2, a, b, e} están caracterizados por G(a, b, e). Como este conjunto 
es invariante bajo isomorfismos tenemos que {2,a,b,c} = {2,a',b' 1 c'}. Por 
tanto (a, b, e) = (a', b', e'). • 

Subdivisión Baricéntrica. 

Sea P un politopo de dimensión n en X. La subdivisión baricéntrica de P 
es la subdivisión de P en los n-simplejos cuyos vértices pueden ordenarse 
{uo, ... 1 vn} de tal forma que Vk es el centroide de una k-cara F1e de P para 
cada. k y F1e es un lado de F1r+t para cada k =O, ... , n - l. En particular, 
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todos los simplejos de la subdivisión baricéntrica de P comparten el ccn­
troide de P como un vértice común, y el lado de ese simplejo opuesto al 
centroide de P es parte de la subdivisión baricéntrica de un lado de P. 

5.2.4 GRUPOS TETRAÉDRICOS DE REFLEXIONES. 

Consideraremos algunos ejemplos de grupo de reflexiones tetraedricos de­
terminados por teselaciones regulares de S 3 , E 3 • y H 3 . 

Ejemplo 1. Sea P un 4-simplejo inscrito en S 3 . Entonces la proyección 
radial de 8P sobre S 3 da una. teselación regular de S 3 por 5 tetraedros. Ya 
que tres de estos tetraedros se cortan a lo largo de cada arista, su ángulo 
diédrico es 2rr /3. Sea T uno de estos tetraedros. Entonces la subdivisión 
baricéntrica parte a T en 24 tetraedros congruentes. Sea A uno de estos 
tetraedros. Entonces los ángulos diédricos de .4 son todos submúltiplos de 
7r. Por tanto, el grupo r generado por reflejar en los lados de d es un grupo 
de reflexiones discreto con respecto a A por el teorema 5.3. Es claro de la 
geometría de A y T que r es el grupo de simetrías de P. Por tanto r es un 
grupo simétrico de 5 letras, y entonces r tiene orden 5! = 120. La gráfica 
de Coxeter r es 

• • • • 
Figura 5.9. 

Ejemplo 2 .. Sea P un cubo en E 3 . El ángulo diédrico de Pes rr/2. 
Observemos que la subdivisión baricéntrica divide a P en 48 tetraedros 
congruentes. Sea A uno de estos tetraedros. Entonces los ángulos diédricos 
de A son todos submúltiplos de rr. Por ta.nto 9 el grupo r genera.do por 
reflejar en los lados de ~ es un grupo de reflexiones discreto con respecto 
a A por el teorema 5.3. La gráfica de Coxeter de r es 

4 4 • • • • 
Figura 5.10. 

Ejemplo 3. Por el argumento en el ejemplo 4 de §5.1, existe un dcr 
decaedro hiperbólico regular P cuyo ángulo diédrico es 2rr/5. Observemos 
que la subdivisión baricéntrica divide a P en 120 tetraedros congruentes. 
Sea A uno de estos tetraedros. Entonces el ángulo diédrico de ~ son todos 
submúltiplos de 1r. Por tanto, el grupo r generado por las reflexiones en 
los lados de A es un grupo de reflexiones discreto con respecto a ~ por 



5.2. Grupos de R.eftexiones Sim.pliciales. 131 

el teorema 5.3. Vale la pena notar que r es el grupo de simetrías de la 
teselnción regular de H 3 por dodecaedros obtenidos reflejando en los lados 
de P. La gráfica. de Coxeter de res 

s s • • • • 
Figura 5.11. 

5.2.5 FORMAS BILINEALES. 

Una forma bilineal en un espacio vectorial real V es una. función de V x V 
a IR, denotada por (v,w) - (v,w), tal que para todos v, w en V: 

(1.) (v, ) y ( , w) son funciones lineales de V en R (bilinealidad). 
(2)(v, w) = (w, v) (simetría). 
Además, ( , ) se dice no degenerada si, 
(3) si v #O, entonces existe un w #O tal que (v,w) #O. 

Observación. Una forma bilineal no degenerada es lo núsmo que un 
producto interior en V. 

Una forma bilineal ( , ) en V se dice semidefinida positiva si, 
(4) (v, v) ~O para todo ven V. 

Finalmente, una forma bilineal ( , ) en v se dice definida. positiva si, 
(5)(v,v) >O para toda v distinta de cero en V. 
Supongamos que ( , ) es una fonna bilineal en an. La matriz A de ( , ) 

es la matriz real den x n, (a.;;) definida por: 

ª•; = (e,,e;). 

Observemos que A es una matriz simétrica. Decimos que A es definida 
positiva., semidefinida positiva, o no degenerada. de acuerdo con que ( , ) 
tenga la misma propiedad. Por el proceso de Gram-Sclunidt, existe una 
base u., ····'Un de an tal que 

(u.,u;} =O si i # j 

{ 

lsil$iSp 
(u,,u,) = -1. si p+ 1 $ i $ q 

Osiq+1Si:$n 

donde p, q son enteros tales que O S p S q :=::; n. Notemos que A es 
(semi)definida positiva si y s6lo si (p = q) p = n~ y A es no degenerada si 
y sólo si q = n. Más aún q es igual al rango de A. El par (q, q - p) denota 
el tipo de A. Dada. cualquier matriz real simétrica de n X n, A, definimos 
la forrna bilineal de A en R" por la formula 
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(x,y) = x ·Ay. 

Claramente, A es la matriz de la forma bilineal de A. El espacio nulo de 
una forma bilineal ( , ) en Rn es el conjunto {y e Rn : (x, y) =O para toda 
x en R"}. El espacio nulo de la forma bilineal de una matriz A es el espacio 
nulo de A. 

Definición. La Tnatriz de Gram de un n-simplejo a en X cuyos lados 
son, 81, S2 1 ••• , Sn+l es la (n + 1) X (n + 1) m.atriz cuya i, j-ésima entrada 
es - cosO(S;, S¡). 

'Xeorema 5.6 Sea Bt; para i,j = 1, ... , n + 1, los números reales tales que 

(1) 8;¡ = O¡, para toda i, j. 
(2) 9._ = 1r paro cada i, y 
(3) 8,; está en el intervalo (0,11"/2] si i ,,t. j. 
Sea A la niatriz de (n+l) X (n+l) cuya ij-ésirna entrada es -cos9i.j y 

sea A, la matriz de n x n que se obtiene de A borrando la i-ésima colufnna 
1J el i-ésimo renglón. Entonces existe un n-simplejo a en S", E" o H" 
cuya niatriz de GraTn es A si y sólo si A, es definida positiva para cada 
i = l, ... ,n+ l. Más aún .L\. es 

(1} esférico si y sólo si A es definida positiva; 
(2) Euclidiano si y sólo si A es del tipo (n,O); 
(3) hiperbólico si y sólo si A es del tipo (n, 1). 
La demostración de este teorema esta basada en elementos de Algebra 

Lineal. 

5.2.6 CLASIFICACIÓN DE GRUPOS DE REFLEXIONES EN 
SIMPLEJOS. 

Sea r el grupo generado por las reflexiones de X en los lados de un n­
si.Jnplejo .6 todos de cuyos ángulos diédricos son submúltiplos de 1r. Sea v 
un vértice de .L\. y r., el subgrupo de r que consiste en los elementos que 
fijan a 11. Entonces r., es un grupo esférico de reflexiones en un (n - 1}­
simplejo. Más aún, la subgráfica de Coxeter. de r 1 se obtiene de borrar los 
vértices correspondientes al lado opuesto y sus aristas adjuntas, es la gráfica 
de r u· Por inducción, cada subgráfica de Coxeter de r que se obtiene de 
borrar vértices y sus aristas correspondientes es la gráfica de Coxeter de 
un grupo de reflexiones en un simplejo esférico. 

El grupo r se dice irreducible si y sólo si, su gráfica de Coxeter es conexa. 
Supongamos que r es irreducible. Entonces podemos borrar vértices y sus 
aristas adjuntas de la gráfica de Coxeter de r, y cada vez que hagamos esto 
obtenemos una subgráfi.ca conexa. Ahora las únicas etiquetas de los grupos 
de reflexiones en un simplejo esférico son 3, 4, y 5. Por tanto si n > 2, 
la gráfica de Coxeter de r tiene solo 3 1 4 y 5 como posibles etiquetas. 
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De aquí que existen solo un nÚIDero finito de posibles Gráficas de Coxeter 
para un grupo de reffexiones en un n-simplejo para cada n > O. En vista del 
teorema 5.6, es directo listar a todas las gráficas de Coxeter de los grupos de 
reflexiones en n-simplejos. Los grupos de reftexiones en n-simplejos esféricos 
y Euclidianos existen en todas las dimensiones n; sin embargo, los grupos de 
reflexiones hiperbólicos en n-siIDplejos existen solo en dimensiones menores 
que 4. Las figuras 5.12-5.14 ilustran las gráficas de Coxeter de todos los 
grupos irreducibles de reflexiones en sirnplejos. 
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1 

Fisura 5.12. Los grupos irreducibles de reftexiones en simplejos esféricos. 

5.3 Grupos de Reflexiones en Simplejos 
Generalizados. 

Sea ~ un n-simplejo generalizado en H"' todos de sus ángulos diédricos son 
submúlUplos de .,,. . El grupo r generado por las reflexiones de H" en los 
lados de ~ es por el teorema 5.3 un grupo discreto de isometrías de H". r 
se llaIDa un grupo (generalizado) de reflexiones en un simplejo. La figura 
5.15 ilustra la teselación de B 2 que se obtiene por reflejar en los lados de 
un triángulo ideal. 

Ejemplo 1. Sea r el subgrupo de P0(2, l) de todas las matrices con 
entradas enteras. Entonces res un subgrupo discreto de P0(2, 1), ya que 
res un subgrupo del grupo discreto GL(3,Z). Mostraremos que res un 
grupo discreto de reflexiones con respecto a un triángulo T(2, 4, oo) en 
H 2 • Clara.mente r actúa. en el conjunto S = H 2 n Z 3 . Observemos que el 
punto e3 = (0,0, 1) esta. en S. El estabilizador de e 3 en res isomorfo a 
0(2) n GL(2,Z). De aquí I' es un grupo diédrico de orden 8 generado por 
la rotación de 90° alrededor del eje z y la reflexión en el plano xz. 
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A D 

1 
J 

o 
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Figura 5.13. Los grupos de reflexiones en simplejos Euclidianos 

Observemos que los puntos de S - { e3} rnás cercanos a e 3 son los cuatro 
puntos {±2, ±2, 3) . Sea A la. matriz Lorentziana que representa Ja única 
reflexión de H 2 que manda e3 a (2, 2, 3). Entonces A= A-1 = (JAJ)'. Por 
tanto A es de la forrna 

b 
e 

-2 ~). 
Como las colUJDDa.s de A forman una base de Lorentz ortonorma.l de JR.2•1 

y det A = -1, deducimos que 

A= ( =~ =i 
-2 -2 

~ ) . 
-2 

Por tanto, A esta en r. Observemos que A fija al plano z = X+ y. De aquí 
A fija a la. línea hiperbólica de H 2 dada por 

z = x +y, x 2 + y 2 - z 2 = -1, z > O. 
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o 
Figura 5.14. Los grupos de reftexiones en simplejos hiperbólicos 

Sustituyendo la primera. ecuación dentro de la segunda, vemos que A fija. a 
la línea hiperbólica de H 2 da.da por la ecuación xy = 1/2. 

A continuación notemos que las reflexiones 

(x, y, z) - (x, -y, z) y (x, y, z) - (y, x, z) 

fijan a las líneas hlperbólicas y = O y x = y, respectivamente. Sea T el 
triángulo en H 2 definida por las desigualdades 

xy ::5 1/2, y ~ 0, x ~ y. 

Entonces claramente T = T(2, 4, oo). Ver la figura 5.16. Sea ri el subgrupo 
de r generado por las matrices representando las reflexiones en los lados 
de T. Entonces r 1 es un grupo discreto de reflexiones con respecto a T. 

Sea g un elemento en r. Entonces existe una f en ri tal que /ge3 está 
en T. Por tanto /ge3 = e3, de esta manera. /g está en el estabilizador de 
ea en r. Como el estabilizador de ea en res un subgrupo de ri, tenemos 
que g está en r¡. De esta nianera r = r¡. Así res un grupo triangular de 
reflexiones con respecto a.l triángulo T(2, 4, ex>). Una buena consecuencia 
de este hecho es que el conjunto S de puntos enteros de H 2 es el conjunto 
de centros hiperbólicos de todos los cuadrados ideales de la teselación de 
H 2 en la figura 5.17. 

Sea r 0 el subgrupo de PO(n,1) que consiste en todas las matrices con 
entra.das enteras. Entonces r,, es un subgrupo discreto de PO(n, 1), ya que 
rn. es un subgrupo discreto de GL(n + 1,Z). El grupo rn. es un grupo de 
reflexiones en un n-simplejo hiperbólico no compacto paran= 2,3, ... ,n. 
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Figura 5.15. La teseJación de 8 2 que se obtiene de reftejar en un triángulo ideal 

Las gráficas de Coxeter están ilustradas en la figura 5.18. 

Definición. La Tnatriz de GraTn de un n-siTnplejo generalizado A en 
Hn, con lados 8 11 ••• , Sn+l • es la (n + 1) x (n + 1) matriz cu.ya entrada i j 
es -cos8(S&,Sj)-

El siguiente teorema se deduce del teorema 5.6. 

'I\eorema 5.7 Sea 9.;.,;, para i,j = 1, ... 1 n + 1 1 núTneros reales tales que 

(1) 9,; = 9,;• paro todos i,j 
(2) 91.i = 7r para toda i, y 
(3) o,:i e [O, 7r/2] si i ,¡, j. 
Sea A la m.atriz de (n + 1) x (n + 1) cuya entro.da ij es - cos8¡,; y A, la 

m.atriz de n x n que se obtiene de A bonundo la i-ésim.a coluTnna y el i­
ésimo renglón. Entonces existe un A n-simplejo generalizado no compacto 
en H" cuya Tnatriz de GraTn es A s'i. y sólo si 

(1) cada columna A tiene más de una entrada distinta de cero; 
(2) la Tnatriz A¡: es la Tnatri..z de Gram de ya sea un (n - l)-simplejo 

euclidiano o esférico para cada i = 1, ... , n + 1; y 
(3) la matriz A¡: es la matriz de GraTn de un (n-1)-simplejo Euclidiano 

para algún i. 

Se sigue del teorema 5. 7 y del hecho de que las gráficas de Coxeter de 
los grupos de reflexiones en un simplejos euclidiano son conexas, que una 
gráfica de Coxeter es la gráfica de un grupo de reflexiones en un n-simplejo 
hiperbólico no compacto si y sólo si se cumplen las siguientes propiedades: 
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Figura 5.16. Un triángulo T{2.4,oo) en H 2 • 

(1) El número de vértices es n +l. 
(2) La gráfica es conexa. 
(3) Cualquier subgráfica se obtiene de borrar un vértice y sus aristas 

adjuntas es la gráfica de Coxeter de ya sea un grupo de reflexiones en un 
n-simplejo esférico o euclidiano. 

(4) Alguna subgráfica obtenida. de borrar un vértice y sus arista adjuntas 
es la gráfica de Coxeter de un grupo de reflexiones de un (n - 1)-siruplejo 
euclidiano. 

Para cada dimensión n ~ 3, existen solo un número finito de tales gráficas 
y tales gráficas existen solo para n :::; 9. La. figura 5.19 ilustra las gráficas 
de Coxeter de todos los grupos de reflexión hiperbólicos, tetraédricos no 
compactos. El número de gráficas de Coxeter de grupos de reflexión para 
n = 4, 5,6, 7, 8, 9 es 9, 12,3, 4,4, 5 respectivamente. 

5.4 Grupos Cristalográficos. 

En esta sección revisamos brevemente la teoría de grupos cristalográficos. 
Deftnición: Un gru.po cristalográfico de dim.ensión n es un grupo dis­

creto r de En tales que E"' /r es compacto. 

Son ejemplos de grupos cristalográficos los grupos de reflexiones de sim­
plejos euclidianos dados en la figura 5.13. 

"reorema 5~8 Sea r un grupo discreto de isometrias de E". Entonces las 
siguientes afiT'T11.aciones son equivalentes: 
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Figura 5.17. La teselación del disco unitario por cuadrad.os ideales. 

r. .. CJO 

.. .. 
r.~.. ••--•--¡--• -- ...,!... 

Figura 5.18. Las gráficas de Coxeter para los grupos r .. paran= 2,3,4,5,6, 7,8,9 

{1} El grupo r es cristalográfico. 
(2) Cada poliedro convexo fundaFnental de r es COFnpacto. 
(3) El grupo r tiene un poliedro de Dirichlet COTnpacto. 

Demoatración: 
(1) linplica (2) por el teorema 4.10. Claramente se dan las otras impli-

caciones. • 

Sea P un poliedro convexo fundamental para un grupo cristalográfico 
r de dimensión n. P es compacto por el teorema 5.9. Por tanto P esta 
acotado y solo tiene un nÚ.Dlero finito de lados. Consideremos a P como el 
modelo de un cristal de dimensión n, y a la teselación {gP: ge r} de E" 
como el IDodelo de una estructura cristalina. 

El estudio de las estructuras cristalinas se llama cristalografia. Para el 
final del siglo XIX, los cristalogra.fistas habían clasificado los grupos crista­
lográficos de dimensiones 1. 2 y 3. Para cada. una de estas di.J:nensiones, 
se determinó que solo existen un número finito de grupos cristalográficos 
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6 
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Ficura 5.19. Loa grupos de reflexiones en tetraedros hiperbólicos no compactos. 

esenciahnente distintos. Esto llevó a Hilbert a preguntarse si existen un 
solo nÚJDero finito de grupos cristalográficos en cada dimensión esencial­
mente distintos. Este es el problema 18 de su famosa lista de problemas y 
fue contestado afirmativamente por Bieberbach en 1910. Bieberbach probó 
que solo había un nú.J:nero finito de clases de isomorfismos de grupos crista­
lográficos de dimensión n para cada n. En esta sección, probaremos el 
teorema de Bieberbach. 

Lema 1 .. Si H es un su~po de ind.¡ce finito de un grupo di.ttcreto r de 
iscnnetría.s de X= E" o H", entonces X/res C0TT1pacto si y sólo si X/H 
e3 ccnnpacto. 
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Demostración: 
Supongamos que X/ H es compacto. Definamos una función 

<P: X/H- X/r' 

por <P(Hx) = rx. Sean 7r: X - X/r y T/: X - X/H las pro}-ecciones nat­
ura.les. Entonces 7T = </rq. Por tanto rP es continua. Como tP es suprayectiva, 
x¡r es compacto. 

Recíprocamente, supongamos que X/r es compacto. Sea D un dominio 
de Dirichlct para r. Entonces D es un dominio fundamental localmente 
finito parar. Por tanto 75 es compacto por el teorema4.10. Sean g 1 H, ... ,gm.H 
las clases laterales de H en r y definamos 

K = gJ 175U ... Ug;;._175. 

Entonces I< es un subconjunto compacto de X. Sea x un punto de X. En­
tonces existe unn. g E r tal que gx esta en 75; más aún, existe un índice i 
tal que g = g¡}l para alguna h en H. De aquí, hx esta en gi115. Así Hx esta 
en TJ(K). Esto muestra que X/H = TJ(K) y por tanto X/Hes compacto. 

Teorema 5 .. 9 Sea r un grupo discreto de isometrías de E". Entonces r es 
cristalográfico si y sólo si el subgrupo T de translaciones de r es de índice 
finito y tiene rango n. 

Demostración: 
Supongamos que r es cristalográfico. Por el teorema 2.12, el grupo r 

tiene un subgrupo abeliano H de índice finito que contiene a T; además, 
Hes también cristalográfico por el Lema l. Por el teorema 2.13, existe un 
m-plano P de E" en el cual H actúa por translaciones. Ya que los puntos 
a distanciad de P permanecen a distancia. d de P bajo la. acción de H, el 
espacio de órbitas E"/ H no es acotado si Tn < n. Luego H es un subgrupo 
latiz de I(E"). De aquí H =T. Tes de índice finito en r y tiene rango n. 

Recíprocamente, supongamos que el subgrupo T de translaciones de r 
es de índice finito y tiene rango n. Por el ejemplo 9 de 2.3, existe una base 
{ v 1 , ..• , Vn} de lR" tal que T es el grupo generado por las translaciones de 
E" por v 1 , ••• , Vn. Claramente, el paralelepípedo P generado por V¡, ••• , Vn es 
un poliedro convexo fundamental para T. Como P es un compacto, E" /T 
es también compacto. Por tanto E" /Tes compacto por el Lema l. • 

Sea. r un grupo cristalográfico de dimensión n y T = T(r) su grupo de 
translaciones. Entonces T es un grupo abeliano libre de rango n y tiene 
índice finito en r por el teorema. 5.9. Más aún, por el teorema 2.13, el 
subgrupo T de r esta caracterizado como el único subgrupo abeliano li­
bre maximal der. Consecuentemente, el rango n de Tes invariante bajo 
isomorfismos der. Por tanto, la dimensión n de res un invariante en r. 
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Sea T/ : r - O(n) la proyección natural definida por 'l(a +A) = A. La 
imagen Il de 'fJ es Uamada el grupo puntual der. Como Tes el kernel de 
71, tenemos una sucesión exacta de grupos: 

1-T-r~n-1 

Por tanto, T es un subgrupo normal de r y n es un grupo finito. Más aún, 
la conjugación en r induce a una acción izquierda de Il en T que convierte a 
Ten un H-m6dulo. Sea L = L(r) el subgrupo latiz de R" que corresponde 
a T. Si a+ A esta en r y b esta en L 9 entonces: 

(a+ A)(b + I)(a + A)- 1 = Ab + I. 

De aquí Il actúa en L mediante la multiplicación de matrices por la izquierda. 
Por el teorema 2.13 el grupo Tes un subgrupo abeliano maximal der. Se 
sigue que Il actúa en T y por tanto en L. Consecuentemente, tenemos una 
representación de JI en Aut(L) dada por A - <PA donde <PA(x) = Ax. 
Como L es isomórfico a Z 9 tenemos una sucesión exacta de grupos: 

o-z"-r-Q-1 (5.1) 

donde Q es un subgrupo finito de GL(nZ) y la acción izquierda de Q en 
zn inducida por la conjugación en r es la acción natural de Q en zn. 
El método más común para probar que existen solo un número finito de 
clases de isomorfismos de grupos cristalográficos de dimensión n, es probar 
que existen solo un número finito de clases de isomorfismos de extensiones 
de grupos de la forma (5.1). Tomaremos un acercamiento diferente, más 
geométrico, el cual explota la geometría de las !atices de R". 

Lema 2. Sea B(a9 r) la bola abierla en E" con centro a y radio r. 
Entonces existe una constante positiva c..i, dependiendo solo en n, tal que 

Vol(B(a,r)) = c.,rn. 

Demoetración: 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = O. Integrando con 

respecto a las coordenadas esféricas, tenernos 
Vol(B(O, r)) = f;w fo~ - · · J; pn- 1senn-2 e, · · ·sen8n-2dpdO, · · • dOn-l 

rn 
= -nVol(sn- 1 ¡. 

De aquí, la constante buscada es: 
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• 
Definición.. Una latiz L en R" es .le eacala cornpleta si y sólo si todos 

los vértices distintos de cero de L tienen norTna tsl nienos 1. 

LeDJa 3 .. Sea L una latiz conipleta en Rn y para cada r ~ O, sea N(r) 
el núTnero de vectores en L cuya norma es a lo Tnás r. Entonces 

N(r) $ (2r + I)n. 

Demostración: 
Ya. que L es de escala completa, la distancia entre cualesquiera dos vec­

tores distintos es al menos l. Consecuentemente, las bolas abiertas de radio 
1/2 centradas en los N(r) vectores de L, cuya nortna. es a. lo más r, son 
ajenas dos a dos y están contenidas en la bola de radio r + 1/2 centrada 
en el origen. Comparando los volún1enes, deducimos del lema 2 que 

N{r)(~)n S (r+ !Jn. 

• 
Lerna 4. Sea { v 1 , ••. , Vn.} una base de 1R."'. Entonces para cada x en IR.", 

existen enteros k 1 , ••• , kn tales que 

Delllostración: 
Sea. x en IR.". Entonces existen números reales t 1 •••• , tn ta.les que x = ~ 

i=O 
t¡v1 • Sea ka: el entero más cercano a t¡ en R. Entonces tenemos 

lx- ,i?, k;v,¡ $ l,i?, (t; - v;)v;I '5,~1 l(t; - k;)v;I $!Civil+ ... + lvnll· 

• 
Lema 5 .. Sea V un subespacio vectorial de R" generado por m vectores 

unitarios linealmente independientes v 1 , ••• , Vn-a de una latiz de escala coTn· 
pleta en IR.". Si un vector u en L no esta en V 1 entonces su V.L-componente 
w tiene norma 

Deniostración: 
Sea. u un vector en L cuya. V.L-componentc w satisface 

Sea 
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Entonces k lwJ S l. De aquí, los vectores O, u, 2u, ... , ku están a distancia a lo 
más 1 de V. Por el lema 4, podemos añadir combinaciones lineales enteras de 
v 1 , ••• , Vm. adecuadas a cada uno de estos vectores para obtener n + 1 nuevos 
vectores distintos en L cuyas V..l.-componentes no han cambiado, pero cuyas 
V-componentes tienen norma menor que rn/2. Estos k + 1 vectores de L 
tienen norma menor que 

r =(~)+l. 

Por el lema 3, tenemos 

k + 1 :S N(v) :S (2r + l)n = (m + 3)n 

lo cual es una contradicción. Por tanto 

!wl > (m + 3)-n. 

• 
Definición. Un grupo cristalográfico r de dim.ensión esta nortnalizado 

si y sólo si ~u latiz L(r) es de escala coTnpleta y contiene n vectores uni­
tarios linealmente independientes. 

Lema 6. Sea r un grupo cristalográfico de dimensión n. Entonces r es 
isornorfo a un grupo cristalográfico norTnalizado de di1nen.sión n. 

Demost.ración: 
Cambiando la escala, podemos suponer que los vectores distinto de cero, 

con la norma mas pequeña en L(r) son vectores unitarios. Supongamos 
por inducción que L(r} es de escala completa y que contiene m. < n vec­
tores unitarios linealmente independientes v 1 , ••• , Vm. Debemos encontrar 
un grupo cristalográfico r' de dimensión n isomorfo a r tal que L(r') es 
de escala completa y que contiene n + 1 vectores unitarios. linealmente in­
dependientes. Sea V un subespacio vectorial de Rn generado por v 1 ••.• , t.lm.. 

Supongamos primero que la acción del grupo puntual II de r en. L(f') no 
deja a V invariante. Entonces existe un elemento A de Il y un índice i tal 
que Avino esta en V. Sea Vm.+l =Av •. Entonces v¡, ... ,vm.+l son ni+ 1 
vectores linealmente independientes unitarios en L(r). Por tanto7 res el 
grupo buscado. 

Supongo.mas ahora que Il deja a V invariante. Entonces II tan1bién deja 
a v...J.. invariante. Para cada t >O, definamos un automorfismo lineal ett de 
JR.n por la formula 

Ot(U.} =V+ tw, 



5.4. Grupos Cristalogra.6.cos. 145 

donde u= v+w, con u e V y w E VJ... Sea a.+ A en r. Como A deja a V 
y a y.J.. invariantes, tenemos 

a,(a + A)o;- 1 = o,(a) +A. 

De aquí, para cada. t > O, el grupo 

re = acrot 1 = ac(a) +A. 

es un subgrupo de /(E"). Como 

T(r,) = a,T(r)a;- 1 

y T(rt) es de índice finito en rt para cada t > O, tenem.os que rt es un 
grupo cristalográfico de ditncnsión n para cada t. Más aún, tenemos 

L(r,) = o,(L(r)). 

Sea u un vector arbitrario en L(r) - V y escribamos u= v + w con v en 
V y w en V.L. Entonces para. t tal que 

O< t $ \w\- 1 (m+3)-n, 

el vector v + tw esta en L(rc) - V y 

\tw\ $ (=+3)-n. 

Por el lema 5, la. latiz L(rt) no puede ser de escala completa. Sea. 

s = inf{t: L(r,) es de escala completa}. 

Entonces O < s =::;; 1. Como lat(u)I 2: 1 para toda t > s, tenemos que 
lo:.(u.)I ~ 1 1 ya que \oc(u)I es una. función continua de t. Por tanto L(r.) 
es de escala completa. 

Sea Uo el vector de norma más pequeña. en L(rt) - V. Afirmamos que 
u.o es un vector unitario. Si por el contrario, luol > 1, reemplazando r por 
r., podemos suponer que s = 1. Escribamos uo = vo + w 0 con vo en V y 
wo en V.J... Como lu\2 ?! luol2 

, tenemos: 

\v\2 + \w\2 ~ \vo\2 + \wo\2
• 

Sea t = luol- 1
, entonces 

\a0 (u)\2 = \v + tw\2 
= \v\2 + t 2 \w\ 2 ~ \v\ 2 + t 2 (\v0 \

2 + \w0 \
2 

- \v\2
) 

= \v\2 
(1 - t 2 ) + t 2 \u0 \

2 ~ t2 \uo\2 = 1, 

por tanto L(rt) es de escala completa contrario a la. minimalidad de s. En­
tonces, tenemos que Vrn+t =u.o es un vector unitario. De aquí v1, ... , Vm.+l 

son Tn+ 1 vectores unitarios linea.hnente independientes en L(r. ). Por tanto 
r. es el grupo deseado. Esto completa la inducción. y a.sí r es isomorfo a 
un grupo cristalográfico normalizado de dimensión n. • 
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Teorema 5 .. 10 (Teorema de Bieberbach) Para cada dirnensi6n n, existen 
solo un número finito de clases de isom.orfisrnos de gnipos cristalográficos 
de dimen.si6n n. 

Demostración: 
Fijemos un entero positivo n. Por el lema. 6 es suficiente mostrar que 

existen solo un número finito de clases de isomorfismos de grupos crista­
lográficos normalizad.os de dimensión n. Sea r un grupo de estos. Entonces 
L(r) contienen vectores unitarios linealmente independientes w 1 , •.. ,wn. 

Para cada i, sea wi = W¡ + I la translación correspondiente en r, y sea 
H el subgrupo de T(r) generado por tV1 1 ••• , Wn. Entonces H es un grupo 
abeliano libre de rango n y por tanto tiene indice finito en T(r). Por el 
teorema 5.9 1 el grupo T(r) tiene indice finito en r. De aquí Hes de índice 
finito en r. 

Por el lema 4, podemos escoger para cada. clase lateral HUJ de H en r 
un representante w = w + A cuyo vector de tran~dación w tiene norrnn 
Jwl :=:;;: n/2. Sean UJn+l • ••• , Wm. las clases laterales escogidas. Entonces cada 
elemento cP de r puede expresarse únicamente en la. forma 

donde a 1 , ... , ª" y p son enteros con n + 1 :=:;;: p ::5 ni. Llamaremos a esta 
expresión la forma normal de q,, 

Ya que cada elemento de r tiene una única forma norrnal 7 existen para 
cada i,j = l? ... ,Tn, enteros únicos Cijk y f(i,j) > n tal que 

W¡Wj = (CtjJWt + ... + CjjnWn + I)wf(i,j)· 

Los enteros ct_,1c y f(i,j) determinan completamente ar, ya que uno puede 
encontrar la forma normal de un producto de elementos <P, tP de r dadas 
sus formas normales para c/J, 1/.J y W¡Wj para cada i,j = 1, .... m. Para ver 
esto, sean 

<P = (a1w1 + ... + anWn + I)wp. 
,,P = (b1w1 + ... + bnWn + I)wq 

las formas normales para <P y l/J. Entonces 

</'rr.P = (a1w1 + ... + anwn + l)wp(w~' ... w~ .. )wq· 

Para. encontrar la forma normal para <tn/.J, es suficiente encontrar la forma 
normal de wp(w~' ... w~º )w9 • Si b 1 > 0 1 reemplazamos tvpWt por su forma 
normal. Esto tiene el efecto de disminuir b 1 a bi-1. Si b1 <O, reemplazamos 
tvpw} 1 por su forma normal 

WpW}
1 = (d1w1 + ... + dnWn + I)w¡. 

Observemos que 
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WiWJ = (-d1W1 - ... - dnWn + I)wp. 

Entonces i es el único entero tal que p = f(i,j); má.s aún d1e = -ca11e para 
cada k = 1, ... , n. A.sí, podemos elevar 6 1 a b 1 + l. Es claro que por la 
aplicación repetida. de estos dos pasos podemos encontrar la forma normal 
de efn/'-

Algo más es cierto. Los enteros c.a3 1i: y f(i, j) dererminan ar salvo isomor­
fismos, en el sentido de que sir' es otro grupo cristalográfico normalizado de 
dimensión n, con los mismos enteros, entonces r y r' son isomórñcos. Para 
ver esto, sean w;, ... ,w:i los vectores unitarios correspondentes de L(r') y 
sean w:i+ 1 , ... , w:n las cln.ses laterales representativas correspondientes. En­
tonces la función e ! r - r' 1 defitúda por 

{((a1w1 + ... + anWn + I)wp) = (a1 UJ; + ... + anw:i + I)w~, 
es un isomorfismo, ya. que e es una biyección, y el mismo algoritmo deter-
1ni11a la forma. nor1ual para un producto en cada. grupo. A.sí, para probar 
que existen solo un número finito de clases de isomorfismos de grupos crista­
lográficos de dimensión n, es suficiente mostrar que los va.lores absolutos 
de los enteros c.;;k y 7n tienen una cota superior dependiendo solo de la 
dimensión n. 

Los elementos wa, Ulj y Wf(i,J) tienen vectores de translación de longitud 
n lo más n/2. Consecuentemente, el vector translación de 

CájJWt + ... + l!ijnWn + I = W¡,WjWJ(~,j) 

tiene longitud a lo más 3n/2. Sea VA: la componente de w1i: perpendicular al 
hiperplano generado por w 1 , ••• ,W1t-J,Wk+l i ···•wn.. Entonces 

Por el lema 5, tenemos que 

De aquí, para cada i, J, k, tenemos 

Je;;.,J :5 ~(n + 2)". 

Ahora encontraremos una cota superior para m.. Primero que todo, te­
nemos que 

m - n = [r: H) = [r: T(r))[T(r): H). 

Las translaciones entre los representantes Wn+ 1 , ••. , Wm forman un conjunto 
completo de clases latera.les de representantes para H en T(r). Cada vector 
translaCión w¡, tiene norma a lo más n/2 y, por el lema 3, es uno de a lo 
más (n + l)" vectores en L(r). De aquí · 

[T(r) : H) :5 (n + I)". 
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Ahora observemos que 

¡r: T(r)J = JIIJ. 
donde n es el grupo puntual der. Sea A en U. Entonces A está. determinado 
de manera única por las imagenes Aw¿ para i = l, ... ,n. Por el lema 3, el 
vector Aws es uno de al lo más 3"' vectores unitarios distintos en L(r). De 
aquí A es uno de a lo más (3"')"' matrices diferentes en O(n). De aquí 

[r : T(r)] :5 (3n r. 
Así, tenemos 

• 
Observación. El número exacto de clases de isomorfismo de grupos 

cristalográficos de dimensión n paran= 1,2,3,4 es 2 1 17, 219,4783, respec­
tiva.mente. 
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