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Introduccién

El concepto de transformacién es quizi el mis importante en las Materna-~
ticas. Tanto asi, que llevé a Felix Klein a proponer en su famoso Programa
de Erlangen que a cualquier geometria le correspondia un grupo de trans-
formaciones, que respetaban sus propiedades e inversamente a un grupo
de transformaciones le corresponderia una geometria. Este punto de vista
revelé una veta que atin en nuestros dias no se ha agotado y adn continta
brindando frutos.

En el presente trabajo, estudiaremos los grupos de isometrias de las ge-
ometrias esférica, Euclidiana e hiperbélica, su estructura y relacién intrin-
seca con el espacio en el que actiian. Para esto nos serda muy 1itil considerar
en estos, ademds de su estructura algebraica, una topoldgica, con el fin
de analizar propiedades locales en los grupos de isometrias. Con esta her-
ramienta podremos, bajo ciertas condiciones, obtener informacién del grupo
por su accién en el espacio y viceversa. Como elementos de gran importan-
cia surgen los grupos discretos de isometrias, ya que en estos espacios, su
espacio de érbitas se puede recuperar también como un espacio de Srbitas
en una regién més pequeiia; la regién fundamental. Esta regién bajo ciertas
condiciones es el interior de un poliedro. El estudio de esta clase de grupos
es nuestro objetivo principal.

En el primer capitulo expondremos algunas herramientas basicas para
el curso de la tesis; las definiciones de las geometrias esférica, Euclidiana
e hiperbélica, las cuales servirdn de marco a nuestro objetivo. Algunos
resultados de geometria inversa y la topologia compacto-abierta también
se incluirdn. Sin embargo el lector interesado, deberi recurrir a los libros
de Beardon [B] y Dugundji [Du] para un tratamiento mas amplio.

En el segundo capftulo veremos algo de la teoria de grupos topolégicos.
El concepto de grupo topolégico abarca la nocién de un grupo continuo de
transformaciones de un espacio de dimensién n, fue desarrollado principal-
mente por Lie, Cartan y Killing a finales del siglo XIX. Aplicaremos estos
resultados, especialmente, a los grupos de isometrias de espacios métricos
finitamente compactos. Estudiando las soluciones a ecuaciones diferencia-
bles Poincaré encontré que los grupos discretos estaban estrechamente vin-
culados con los grupos discontinuos probando para grupos de isometrias del
espacio hiperbélico el teorema 2.9. Veremos algunos resultados acerca de los
grupos discretos de isometrias Euclidianos. Los grupos elementales fueron
introducidos por Ford en 1929, aunque nuestra definicién estd basada en el
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Introduccién i

texto de Beardon.

El tercer capitulo desarrolla la teoria de poliedros y politopos desde un
punto de vista de la topologia de conjuntos, esto nos servird para estudiar
en el capftulo cuarto las regiones fundamentales de los grupos discretos de
isornetrias, y las condiciones bajo las que un grupo de isometrias induce
una teselacién en el espacio por regiones fundamentales.

Por idltimo clasificaremos los grupos discretos de reflexiones en simplejos,
se introducen los grupos de Coxeter, viendo que los grupos de reflexiones
en simplejos con angulos diédricos submiiltiplos de 7 tienen una repre-
sentacién como grupos de Coxeter, para estos grupos de reflexiones, tienen
asociadas grédficas dadas por Coxeter en 1935. Los grupos tridingulares de
reflexién fueron determinados por Schwarz en 1873. Los grupos tetraédricos
hiperbdélicos de reflexiones fueron considerados por Dyck en 1883. Se dardn
teoremas que inducen la construccién de las grdficas de Coxeter para los
grupos de reflexiones simplejos compactos y no compactos de las tres ge-
ometrias. De la teoria de grupos cristalogrificos damos una breve aproxi-
macién llegando a su clasificacién en el teorema de Bieberbach.

Este trabajo estd basado en el libro de John G. Ratcliffe Fundations of
Hyperbolic Manifolds.
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Preliminares.

En el presente capitulo se exponen las definiciones y resultados basicos de
las distintas georetrias de las que se ocupa este trabajo. Las demostra-
ciones las omitimos, el lector interesado puede encontrarlas en los libros
que se dan en la bibliografia. Se numerardn principalmente los enunciados
a los que se hace referencia en capitulos posteriores.

1.1 El Espacio Euclidiano.

Un modelo vectorial comiin para el espacio Euclidiano es R™, el espacio
vectorial real de dimensién n. En este espacio se define el producto interior
Euclidiano entre dos vectores x = (Z1,.--»Zn), ¥ = (¥1,...,¥n) €n R™ por

T-y=T1yyy + --- + TnlYn.

Algunas propiedades de esta operacion son mas generales y se desarro-
llan alrededor de la siguiente.

Definicié Un producto interior en un espacio vectorial V es una
funcidn (,) : V x V — R denotada por (v,w) — (v,w), tal que para
todos v,w en V,

(1) (v, ) v { ,w), son funciones lineales de V a R (bilinealidad);

(2) {v,w) = (w,v) (simetria);

(3) st v # 0, entonces existe una w # 0 tal que (v, w) # O (no degenera-
do).

Un producto interior es definido positivo si (v,v) > O para todo vector v
distinto de cero en V.

Ejemplo. El producto interior Euclidiano en R™ es bilineal, simétrico,
es no degenerado, y es definido positivo.

Un producto interior {, ) define una funcién {||| : V' — R, llamada norma,
de la manera usual:

flwll = (w,v)¥ .

La norma de z en R™ inducida por el producto interior Euclidiano es la
norma Euclidiana y la denotaremos por |(z].
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Si en V, esta definido un producto interior entonces para todo v y w en
V se cumple

Ko, wh| < el fwll

la igualdad se satisface si y sélo si v y w son vectores linealmente depen-
dientes. Esta es la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

1.1.1 EspPAcros METRICOS.
Definicién. Una métrica en un conjunto X es una funcisnd : X x X — R
tal que

(1) d(x, x) = 0 (definida positiva);

(2) d(x,y) =0 si y sdlo si T = y;

(3) d(zx,y) = d(y, x) (simetria); y

(4) d(=,v) < d(z, 2) + d(=z,y) (desigualdad del triingulo).

Un espacio métrico X es un conjunto dotado de una métrica.

Un elemento de un espacio métrico es llamado un punto. Sea X un espacio
métrico con métrica d. La bola abierta de radio » > 0, centrada en el punto
a de X, estd definida como el conjunto

B(a,r) = {xz € X :d(a,x) < r}.

La bola cerrada de radio r > 0, centrada en el punto a de X, estd definida
como el conjunto

Ca,7)={z € X :d(a,x) <r}.
La nube abierta de radio r > 0, de un subconjunto A de X es el conjunto
N(A, 1) =nléJA B(a,r).
La topologia generada por las bolas abiertas es llamada la topologia métrica

inducida por d en X. A menos que se afirme lo contrario, de aqui en ade-

lante, supondremos a todo espacio métrico X dotado de la topologia in-
ducida por su métrica.

La distancia Euclidiana entre dos vectores x, y en R™ estd definida por
dg(z,y) =1z —yl.
La métrica dg de E™ se llama la métrica Euclidiana.

Definicién. Un espacio métrico X es finit te
bolas cerradas son compactas, esto es

pacto st todas las

Cla,r) = {zre€ X \|d(a,x) <T},
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es compacto para toda a € X y toda r > 0.

Definicié Una i tria de un esp métrico X a un espacio métrico
Y es una biyeccion ¢ entre ellos que preserva distancias. En tal caso di-
remos que X y Y son isométricos. Cuando X = Y diremos que ¢ es una
isometria de X.

La inversa de una isometria es una isometrfa, ademds la composicién de
isometrias es una isometria. El conjunto de isometrias de un espacio a si
mismo forma un grupo /(X) con la operacién multiplicacién. Este es el
llamado grupo de isometrias de X.

1.1.2 TRANSFORMACIONES ORTOGONALES.
Definicién. Una funcion ¢ : R*— R™ es una transformacidn ortogonal si

#(z) -dy) ==y

para todos x,y en R™.
Definicién. Una base {vi,...,vn} de R™ se dice ortonormal si
v - v; = 8;; (Delta de Kroenecker) para todos i, j.

Una funcién ¢ : R?— R" es ortogonal si es lineal y {¢#(e1), ..., #(en)} forma
una base ortonormal de R™. Ademais cada transformacién ortogonal es una
isometria Euclidiana. Una matriz A4 se dice ortogonal si la transformacién
lineal asociada a A es ortogonal. El conjunto de todas las matricesdenxn
ortogonales junto con la multiplicacién de matrices como operacién forma
un grupo O(n) llamado el grupo ortogonal de matrices de 2 x n.

Una funcién es una isometria Euclidiana si y sélo si preserva distancias.
Ma4ds atn, las isometrfas Euclidianas son todas las funciones de la forma
#(z) = a + Ax donde A es una matriz ortogonal y a = ¢(0).

1.1.3 ACCIONES DE GRUPOS.
Deflnicién. Un grupo actiia en un conjunto X si, eriste una funcion P :
G x X — X, tal que

(1) ®(Id,z) = x para toda * € X

(2) ®(g9,P(h,x)) = ®(gh, 7).
A una funcidn como €sta se le llama una accion de G en X.

Una accién de un grupo G en un conjunto X se dice transitiva si y sélo
si para cada z, y en X, existe una g en G tal que g = y.
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Ejemplo. Un m-plano de E" es una clase lateral a+ V' de un subespacio
vectorial V' de dimensién m de R™.

Definicidén. Dos subconjuntos S y T en un espacio métrico se dicen
iste una i tria ¢ de X tal que ¢(S) =T

congr tes si

1.1.4 GEODESICAS.

Definicién. Una curva en un espacio X es una funcion v : [a,b] — X
continua donde [a,b] es el intervalo cerrado en R con a < b. Si X es un
espacio métrico y vy es una funcion que preserva distancias decimos que es
un arco geodésico.

Teorema 1.1 Una curva « : [a,b] — X es un arco geodésico si y sdlo si
es lineal y |&'(t)| = 1 para toda t en {a,b].

Un segmento geodésico que une un par de puntos z, ¥ de un espacio X,
es la imagen de un arco geodésico cuyos puntos inicial ¥ terminal son z, ¥

respectivamente.
Un subconjunto C de E™ se dice convexo si y sélo si para cada par de

puntos distintos z, ¥ en X existe uno y sélo un arco geodésico contenido
en C que los une.

Definicién. Una curva geodésica en un espacio métrico X es una curva
v : [a, b} — X que preserva distancias localmente. Una linea geodésica es
una funcion v : R — X que localmente preserva distancias. Una geodési
en un espacio métrico X es la imagen de una linea geodésica.

1.2 EIl Espacio Esférico.
El modelo mds usual para la geometria esférica de dimensién n es la esfera
unitaria 8" en R*+! definida por:

8" = {z € R"*! : |x] = 1}.

Dos vectores z, ¥y en 8™ se dicen antipodos si z = —y. Sean z, ¥ dos
vectores en S™ y sea §(x,y) el dngulo Euclidiano entre = y y. La distancia

esférica entre = y y estd dada por
ds(z,v) = 6(z,y).

Notemos que
0<ds(z,y) <m
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y ds(x, y) = 7 si y sélo si z y v son antipodos. Asi definida dg(z, y) resulta
ser una métrica la cual es llamada la métrica esférica. La topologia inducida
por la métrica esférica coincide con la restringida de la Euclidiana. El es-
pacio métrico que consiste de 8™ y dg es el espacio esférico de dimensién n.
De aqui en adelante 8™ denotarsi al espacio esférico. Una isometria esférica
es una isometria de 8™ en 8™.

‘Teorema 1.2 Cada transformacidon ortogonal de R™"+! se restringe a una
isometria de 8", y cada isometria de S™ se extiende a una transformacidn
ortogonal inica de R™*+1,

Teorema 1.3 Sea o : [a,b] — 8" una curva con b — a < 7w. Entonces las

siguientes son eq
(1) La curva o« es un arco geodésico.
(2) Existen vectores ortogonales x,y en S™ tales que

a(t) = (cos(t — a))x + ({sen(t — a))y.
(3) La curva a satisface la ecuacidon diferencial a’ + o = 0.

Adernds, una funcion A : R — 8" es una linea geodésica si y sélo si existen
vectores ortogonales x,y en 8™ tales que

A(t) = (cost)x + (sent)y
es decir, las geodésicas de S™ son los circulos mdrxrimas.

‘Teorema 1.4 Sea T(A, B,C) un tridngulo esférico cuyos dngulos en cada
vértice son a, 3,y respectivamente. Entonces:

a+ G4y >

Ademnds, su drea es

T—a— 00—
Identifiquemos R™ con R" x {0} en R"+1, La proyeccién gnomdnica

v:R? — 8*

estA definida como la composicién de la translacion vertical de R™ por e, 41
seguida de la proyeccién a S™. Ver la figura 1.1. Una férmula explicita para
v estd dada por
T + €en41

v(=) = lx +ensa]”
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zte,

Figura 1.1. La proyeccién gnoménica v de R en S*
1.3 Geometria Hiperbdlica.

1.3.1 EL EsrPAcCIO DE LORENTZ.

Sean x, y vectores en R™ con n > 1. El producto interior de Lorentz de x
Y y esta dado por

Toy= —I 1y + T2yz + .... + Tnln.

Asi definido el producto interior de Lorentz es un producto interior. Al
espacio R™ dotado con el producto interior de Lorentz se le conoce como el
espacio de Lorentz de dimensién n, y se denota por R'"~!, La norma de
Lorentz de un vector x en R™ se define, como

llzll = (xo z)}.

Aqui ||z|| es un real positivo, cero o un imaginario positivo, segiin el caso
se dice que x es un vector espacial, luminoso o temporal respectivamente.
Si {|z]l es imaginario, denotamos su valor absoluto (médule) por |||x|i|. El
conjunto de todos los vectores £ en R™ tales que ||z|| = O es el hipercono
Cm™—1, también conocido como el cono de luz en R, ver figura . Diremos que
un vector xr en R" es positivo (respectivamente negativo), cuando =; > 0
(respectivamente z; < 0).

Teorema 1.5 Six yy son vectores temporales positivos (negativos) en R™
yt >0, entonces
(1) el vector tx es un vector temporal positi (7 2 ente negativo)
(2) el vector z + y es un vector temporal positivo (respect;vamente nega-
tivo).

Corolario 1. El conjunto de vectores temporales positivos (respectiva-
mente negativos) e€s convero.
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Figura 1.2. El cono de luz C? en R(?:1}

1.3.2 TRANSFORMACIONES DE LORENTZ.

Definicién. Una funcidn ¢ : R™ — R" es una transformacion de Lorentz
£

#(z) e #(y) = T oy pare todos x,y en R™.

Una base {v;,...,vn} en R™ es ortonormal de Lorentz si viovy = —1 y
v ov; = &;; en otro caso. Notemos que la base candnica {e;,...,en} es una
base ortonormal de Lorentz.

Teorema 1.6 Una funcidsn ¢ : R™ — R™ es una transformacién de Lorentz
st y solo sip es lineal y {P(e1), ..., #(en)} es una base ortonormal de Lorentz
para R™.

Por definicién diremos que una matriz A es de Lorentz si su transfor-
macién lineal asociada es de Lorentz. Sea

o(1,n—1)={A € GL(n,R) : A es de Lorentz}

este conjunto con la multiplicacién de matrices tiene estructura de grupo,
llamado el grupo de Lorentz de nn x n. Este es isomorfo al grupo de trans-
formaciones de Lorentz de R"™.

Una matriz de Lorentz se dice positiva (respectivamente negativa) si
manda vectores temporales positivos (resp. negativos) a vectores tempo-
rales positivos (resp. negativos). Por continuidad cada matriz es positiva o
bien es negativa. Sea PO(1,n — 1) el conjunto de todas las matrices posi-
tivas en O(1,n — 1). Este es un subgrupo de indice dos en O(1,n — 1). El
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grupo de matrices positivas es el grupo de Lorentz positivo.

Definicién. Dos vectores r, y en R™ son ortogonales de Lorentz si y
sélo si z oy = 0.

‘Teorema 1.7 Sean T,y dos vectores distintos de cero ortogonales de Lorentz.
Si x es temporal, entonces y es espacial.

Definiciém. Sea V un subespacio de R™, V se dice

(1) temporal si V contiene un vector temporal,

(2) espacial si cada vector distinto de cere en V es espacial, o
(3) luminoso en otro caso.

1.4 EIl Espacio Hiperbdlico.

Como la esfera de radio r en R"*! es de curvatura constante 1/72 y como el
espacio hiperbélico es de curvatura constante negativa, la dualidad entre las
geometrias esféricas e hiperbdlicas, nos sugiere que el espacio hiperbdlico
debe ser una esfera de radio imaginario. Como las distancias imaginarias son
posibles en el espacio de Lorentz tomaremos como un modelo del espacio
hiperbélico a la esfera unitaria de radio imaginario

F™ = {z € R" : {z||* = —1}.
El problema con este conjunto es que es disconexo, es un hiperboloide

de dos hojas. El conjunto H" de todos los £ en F™ tales que x; > Q es la

hoja positiva de F™, éste es un hiperboloide de una hoja y es un modelo
conveniente para el espacio hiperbélico de dimensién n.

Sean z, y en H" y sea n(x,y) el dngulo de Lorentz entre = y y. La
distancia hiperbélica entre z y y esta definida como el ntmero resl
du(xz,y) = n(z,y).
Como z o y = ||z|| iyll coshdy (x, y), tenemos la ecuacién
coshdy/{x,y) = -z oy.
dj; es una métrica en H™. Al espacio H™ dotado dy se le llama el espa-

cio hiperbdlico de dimensién n. Una isometria de H™ en si mismo es una
isometria hiperbélica.

Teorema 1.8 Cada trasformacién de Lorentz positiva de R™*1! se restringe

a una isometria de H™, y cada isometria de H™ se extiende a una inica
transformacion de Lorentz de R™+1,

Corolario. El grupo de isometrias I(H™) es isomorfo al grupo positivo
de Lorentz PO(1,n — 1).
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1.4.1 GEoDESICAS HIPERBOLICAS.
Definicién Una linea hiperbdlica de H™ es la interseccion de H™ con un
subespacio vectorial temporal de dim ion 2 de R"+!.

Tres puntos r, ¥,  de H™ son hiperbélicamente colineales si existe una
linea hiperbdlica L de H™ que los contiene. Si z, ¥, z en A", cumplen
oz, y) +n(y, 2) = n(z, )
entonces x, y, z son colineales. Dos vectores z, ¥y en R™**+? son ortogonales
de Lorentz si |[z)|2 = —1, zoy =0 y [|y})® = 1.
Teorema 1.9 Sea a: [a,b] — H™ una curva. Entonces, son equivalentes:

(1) La curve o es un arco geodésico.
'(2) Eristen vectores x,y, Lorentz ortonormales tales que

a(t) = (cosh(t — a)z+senh(t — a)v).
(8) La curva o satisface la ecuacién diferencial o’ — a = 0.
Una funcién A : R — H™ es una linea geodésica si y sélo si existen dos
vectores r,y en R"+! tales que
A(t) = (cosht)x + (senh t)y.

Asi, las geodésicas en H"™ son sus lineas hiperbdlicas.

Teorema 1.10 Sea T(A, B,C) un tridngulo hiperbdlico, con o, 3, v sus
dngulos en cada vértice. Entonces:

a+ B+ >m
Ademds, su drea es

a4 G4y~

Definicién. Un m-plano hiperbdlico de H™ es la interseccion de un
subespacio vectorial temporal de dimensidn m + 1.

1.5 Geometria Inversa.

Sea a un vector unitario en E™ y sea ¢ un numero real. Consideremos el
hiperplano de E™ definido por
P(z,t) = {r€ E™ :a-z = t}.

Observemos que cada punto x en P(a,t) satisface la ecuacién
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a-(x—ta) =0.

De aqui P(a,t) es el hiperplano de E™ con vector unitario normal a, que

pasa por el punto ta.

La reflexién p de E™ en el hiperplano P(a,t) esta definida por la férmula
pl(x) = = + s(t — a.xz)a.

Cada isometria es la composicién de a lo méds n + 1 reflexiones en hiper-

planos. Sea a un punto de E™ y sea r un niimero real positivo. La esfera

con centro a y radio r se define como el conjunto

S(a,r) = {x € E™: |z —a|=r71}.

La reflexion o de E™ en la esfera S(a,r) se define mediante
r

o(xr) = a+ (m)z(z — a).

1.5.1 PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

Identificamos E™ con E™ x {0} en E™*+1_ La proyeccién estereogrifica 7 de
E™ sobre 8™\ {€n4+1}, estd definida proyectando un punto z en E™ hacia
€n41 hasta que corta con la esfera unitaria S™ en el punto w(x). Ver figura
1.3. Una férmula explicita para la proyeccién estereogrdfica es

)-

2x, 2z, |z*—1
L4+ 1z 1+ |2 2P -1

w(z) = (

La funciédn 7 es una biyeccién de E™ en S™\{en4+1}.

Figura 1.3. La proyeccién estereografica v de £2 sobre S?
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Sea oo un punto que no esta en E"+!, definamos E" = E" U {oo}, ¥
extendamos 7 a una biyeccién 7 : £ -— 8", poniendo 7(0o) = e,,41, ¥ sea
d una métrica en £ dada por la férmula

d(z,y) = |7(z) — 7(y)] -

La métrica d es la llamada métrica cordal en E™. Por definicién la funcién
7 es una isometria de E™, con la métrica cordal a 8™ con la métrica Eu-
clidiana. La topologia métrica cordal es la misma que la Euclidiana en
E", ya que m manda E" homeomorficamente sobre subconjuntos abiertos
S"\{en+1} de 8. El espacio métrico E™ es compacto y se obtiene de E™
por adjuntar un punto al infinito. Por esta razén E™ es llamada la com-
pactacién por un punto de E". La compactacién por un punto del plano
complejo C es la famosa esfera de Riemann C = C U {oo}.

Sean u, v, z,¥ puntos de E"", tales que u ¥ v, y x ¥ y. La razén cruzada
de estos puntos esta definida como el nimero
d(u, x)d(v, y)
(o v =] = G DGz 2y

La razén cruzada _es una funcién continua en cuatro variables, ya que la
métrica d : E™ x E™ — R es una funcién continua.

1.5.2 TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Una esfera 3, de En ests definida como una esfera Euclidiana S(a,r) o un
plano extendido P(a,t) = P(a,t) U {co}. Vale la pena notar que P(a,t) es
una esfera topolégica.

Definicién Una zmmfomacio‘n‘de Msbius de E™ es una composicidén
finita de reflexiones en esferas de E™.

Sea M(E™) el conjunto de todas las transformaciones de Mébius de E™.
Entonces M (E™) forma un grupo bajo la composicién. Como cada isometria
de E" se extiende de manera dUnica a una transformacion de Mébius en £7,
podemos considerar al grupo de isometrias Euclidianas como un subgrupo
de M(E™). _ N
- Mads atn, la homotecia px : £E™ — E™ definida por usx(zx) = kx, es la

composicién de la reflexién S(0,1) con la reflexién en S(0, vk), de modo
que también podemos considerar al grupo de similaridades S(£") de E™
como un subgrupo de A (E™).

Teorema 1.11 Una funcion ¢ : En — En es una transformacion de
Mobius si y sdlo si preserva razones cruzadas.
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Teorema 1.12 Una transformacidn ¢ de En fija co si y sélo si ¢ es una
similaridad.

Es un hecho conocido de la teoria de transformaciones de Mbbius que
si ¢ es una transformacién de Mébius en E™, y ¥ es una esfera de E™

entonces ¢(X) es también una esfera de £™, todavia mas la accién natural
de M (E™) es transitiva en el conjunto de esferas de E™.

Teorema 1.13 Si ¢ es una_transformacion de Mobius de En que fija un
punto en una esfera X de E™, entonces ¢ es la identidad en E™ o es la
reflexion en X.

Definicién. Dada una refleridon o en una esfera ¥ de E" dos puntos
z,y en En se dicen puntos inversos con respecto a X si y sélo si y = o(x).

Teorema 1.14 Sea ¢ una transformacion de Mdbius de En. Sixz vy son
puntos inversos con respecto a una esfera ¥ de E™, entonces o(x) v ¢(y)
son puntos inversos con respecto a ().

1.5.3 LA EXTENSION DE POINCARE.

Bajo la identificacién de E”~! con E*~! x {0} en E", un punto =z de E"—!
corresponde al punto ¥ = (x,0) de E". Sea ¢ una transformacién de En~1,

extenderemos ¢ a una transformacién de E™ de la siguiente manera. Si ¢ es
la reflexién de E"~! en P(a,t). entonces ¢ es la reflexién en P(a t). Si ¢ es
la reflexién en S(a,r), entonces & es la reflexién en S(&, 7). En ambos casos
¢(::) (#(x),0) para toda = en E™"~!. De este modo ¢ deja invariante a

En—1 y al semiespacio superior
U™ = {(x1,..-,Tn) € £™ : 2, > 0}.

Si ¢ es una transformacién de Md&bius arbitraria de E"‘:l . Entonces ¢ es
una composicién de reflexiones ¢ = 71...0m, definimos a ¢ = &1...0m. Esta
definicién no depende de la descomposicién en reflexiones. A la funcién ¢
la lamaremos la extensién de Poincaré de ¢.

Teorema 1.15 Una transformacidn de Mobius del semiespacio superior
En deja tnvariante a U™ si y solo si ¢ es la extension de Poincaré de una
transformacién de Mdbius en En—1,

Definiciédn. Una transformacion de Mébius del semiespacio superior
U™ es una transformaciéon de Mébius que deja a U™ invariante.

Sea M(U™) el conjunto de transformaciones de Md&bius de U”. Este es
un subgrupo de M(E"—1), Dos esferas - y &’ de E" se dicen ortogonales
si y sSlo si se intersecan en E™ y en cada punto de interseccién sus lineas
normales son ortogonales.
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Sea o la reflexién de E™ en la esfera S(e,, v2). Entonces

2(x — en)

ag(x) = en + .
lz — enl®

La funcién o manda al semiespacio inferior —U™ en la n bola unitaria
abierta

Br={zre E™:|z| < 1}.

Sea p 1a reflexién de E™ en En y definamos 77 = op. Entonces 7 manda a
U™ homeomdrficamente en B™. La transformacidén 7 es la transformacién
candnica de U™ a B™.

Definicién. Una transformacison de Mdbius de S™ es una funcidn ¢ :
8™ — S" tal que w—l¢mr es una transformacion de Mébius de E™, donde
7w E™ — 8" es la proyeccidn estereogrdfica.

Sea M(S™) el conjunto de todas las transformaciones de M&bius de S™.
Entonces M(S") forma un grupo bajo la composicién. La funcién dada por
Y +— TPt es un isomorfismo de M(E™) a M(S™).

Sea ¢ una transformacién de M&bius de S*~'. La extensién de Poincaré
de ¢ es la transformacién ¢ = nyn—!, donde ¥ es la extensién de Poincaré
de ¢ =7n"l¢ny n es la transformacidn de transformacién canénica de U™
a B™. La transformacién de Mobius ¢ extiende a ¢ y deja invariante a B";
maés aiin ¢ es la iinica con esta propiedad.

Teorema 1.168 Sea ¢ una transformacidén de Mobius de B™. Entonces
#(0) = 0 si y sdlo si ¢ es una transformacidén ortogonal de E™.

1.6 Modelos para el Espacio Hiperbdlico.

1.6.1 EL MODELO DE LA BoLA CONFORME.

Trabajaremos con el espacio hiperbélico de dimensién n en R™!. Redefi-
namos el producto de Lorentz en R™*+! por

zoy=x1Y1 + ... + Tn¥Yn — Tn4+1¥n+1-

Todos los resultados de la seccién 1.4 se siguen cumpliendo salvo que
el orden de las coordenadas se revierte. El grupo de Lorentz de R"! lo
denotaremos por O(n,1). Identificaremos R™ con R” x {0} en R*+! La
proyeccidén estereogrdfica £ de la bola unitaria abierta B™ sobre el espacio
hiperbélico H" esta definida proyectando un punto = en B™ desde —en4a
hasta que corte a H” en el 1inico punto £(x). Una férmula explicita para £
es
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2z, 2zr, 1+ |x?
x) = N .
&= (1—|z|2' T2 1= el

£ es una biyeccién entre B™ y H™ su inversa £—! estd dada por

—1 _ w1 Yn
NS (1+‘yn+1' ,l+yn+l)‘

Definamos una métrica dp en B™ mediante

dp(z,¥) = du(§(x), £(v))-

La métrica dg es llamada la métrica de Poincaré en B™. Por definicién &
es una isometria de B™ con H"™. El espacio métrico que consiste de B"
con la métrica dg es llamado el modelo de la bola conforme del espacio
hiperbélico de dimensién n.

Teorema 1.17 La métricadg en B™ estd dada por
2|z —y|*
a-1=:Ha - 1w

Sea b un punto distinto de cero en B™ y b* = I%T’ Definamos la transfor-
macién de Mdbius 7, de B” por la férmula

coshdg(z,y) =1+

(b — 1 (1= + 22 -+ 1)
zT = b,

= — b |z + b*|

que en términos de b, nos da la fSrmula

To(T) =

1 — b2 (=2 + 25 -b+1)
To(x) = T+ b. 1.1
» (=) 6%z + 2z -6+ 1) (o1? 1z + 22 - b+ 1) (.1
La funcién 7, es la composiciéon de dos reflexiones en hiperplanos ortogo-
nales a la linea (—]—:[ N 1%;), la transformacién 7, actia como una translacién
a lo largo de esta linea, definimos 70 como la identidad. Entonces 7,(0) = b

‘para todo b en B™. La funcién 7, es llamada la translacién hiperbélica de
B™ por b.

Teorema 1.18 Cada transformacion de Mobius de B™ se restringe a una
isometria de B™. Inversamente, cada isometria de B™ se extiende a una
tinica transformacién de Mdobius de B™.

Una cc ia i diata a este teorema es que los grupos I(B") y
M (B™) son isomdrficos. Una horosfera £ de B™, basada en un punto b de
S"—1, se define como la interseccién de B™ con una esfera Euclidiana en B"
tangente a 8™~ 1. Una horosfera de dimensién dos es también llamada un
horociclo. El interior de una horosfera es llamada una horobola. El interior
de un horociclo es llamado también un horodisco.



1.6. Modelos para el E: io Hiperbolico. 15

1.6.2 EL MODELO DEL SEMIESPACIO SUPERIOR.

Sea 77 la transformacion candnica del semiespacio U™ a la bola unitaria B™.

Entonces 77 = op, donde p es la reflexién de E™ en el hiperplano E"- yo
es la reflexién de E™ en el hiperplano E"~! y o es la reflexién de E™ en la
esfera S(en, \/_) Definamos una métrica dyy en U™ por la fé6rmula

dy(x,y) = dg(n(z), 1(v)).

La métrica dy es llamada la métrica de Poincaré en U™. Por definicidn, i
es una isometria de U™ con la métrica diy al modelo de la bola conforme B™
del espacio hiperbdlico de dimensién n. Al espacio métrico que consta de
U™ con la métrica dyy se le conoce como el modelo del semiespacio superior
del espacio hiperbdélico de dimensién n.

Teorema 1.19 La métrica dy en U™ estd dada por
Iz —yl®

2Tnyn

Teorema 1.20 Cada transformacién de Mobius de U™ se restringe a una
isometria del modelo del semiespacio superior U™, y cada isometria de U™
se extiende a una tnica transformacion de Mdobius de U™.

coshdy(z,y) =1+

Luego podemos identificar el grupo J(U™) de isometrias del semiespacio
superior con el grupo M (U™) de transformaciones de U". Es mas, los grupos
I(U™) y M(U™) son isomorfos, todavia mas, I(U™) y I(H™) son isomorfos
ya que U™ y H™ son isométricos, tambiél}_ tenemos que M (U™) es isomorfo
a M(E™~1). De esta forma I(H") y M(E™!) son también isomorfos. En-
tenderemos por una linea hiperbédlica de U™ a un 1-plano hiperbélico de
U™, El elemento de longitud de arco hiperbélico del semiespacio superior
U™ es

ldz|
Ty
El elemento de volumen hiperbélico del semiespacio hiperbélico U™ es
dx,..dzx,
(zn )"

1.6.3 EL MODELO DEL DI1sco PROYECTIVO.
El n-disco unitario abierto en R™ estd definido como el conjunto

={zxe€eR": |z| < 1}.



1.6. Modelos para el Espacio Hiperbolico. 16

Notemos que D" es el mismo conjunto que B™. La razén para esta nueva
notacién es que una nueva métrica dp en D" serd definida, de tal forma que
D™ y B" se convierten en diferentes espacios métricos.

Identificaremos R"™ con R" x {0} en R"+!. La proyeccién gnomdnica u de
D™ sobre H™ esta definida como la composicién de la translacién vertical de

D™ por en41 seguida por la proyeccién radial a H™. Una férmula explicita
esta dada por

T+ Enya
iz + ensalll’
La funcién g : D™ — H™ es una biyeccién. La inversa de u estd dada por

p(x) =

2N Zr, ey Tna1) = (21/Tng1y e Bn/Tnga),

Definamos una meétrica dp en D™ por

dp(x,y) = du (p(x), u(v)),

Por definicién, & es una isometria de D", con la métrica dp, al n-espacio
hiperbdlico H™. El espacio métrico que consiste de D™, junto con la métrica
dp, es el lamado modelo del disco proyectivo del n-espacio hiperbdlico.

Teorema 1.21 La métrica dp en D" estd dada por
1—x-y i
Va—izHa - i)
Teorema 1.22 Cada isometria de D™ se extiende a una tinica transfor-

macion proyectiva del n-espacio proyectivo cldsico ) y cada transfor-

macién proyectiva de que deja a D™ invariante, se restringe a una
isometria de D™.

coshdp(z,y) =

Teorema 1.23 Una funcién ¢ : D* — D" que fija al origen es una

isometria de D™ si y solo si es la restriccion de una transformacion or-
togonal de R™.

Un conjunto P de D™ se dice un m~plano hiperbdlico de D™ si p(P) es
un m-plano hiperbélico de H™.

Teorema 1.24 Un subconjunto P de D" es un m-plano hiperbdlico de D™
si y s6lo si es la interseccidon no vacia con un m-plano de R™.

Una linea hiperbélica de D™ se define como un 1-plano de D™,

Corolario. Las lineas hiperbdlicas de D™ son las cuerdas abiertas de D™.



1.7. Espacios de Transformaciones. 17

Nota: El hecho de que los m-planos hiperbdélicos de D™ coincidan con
m-planos euclidianos hace del modelo proyectivo una base muy iitil para
argumentos de convexidad. En todo caso, se debe tener siempre en mente
que los dngulos hiperbdélicos de D™ no necesariamente coinciden con los
dngulos euclidianos; en otras palabras, D™ no es un modelo conforme del

n-espacio hiperbdlico.

1.7 Espacios de Transformaciones.

1.7.1 CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES.
Sea ¢ luﬁl"transformacio‘n de Mébbius de B™. Entonces ¢ manda la bola
cerrada B a si mismo. Por el teorema del punto fijo de Brouwer, ¢ tiene
un punto fijo en B . La transformacidn ¢ se dice

(1) eliptica si ¢ fija un punto de B”™.

(2) parabdlica si ¢ no fija puntos en B™ y fija sélo un punto de S™*~1,

(3) hiperbélica si ¢ no fija puntos en B™ y fija al menos dos puntos de
s,
Sea F, el conjunto de todos los puntos fijos de ¢ en B, y sea ¥ una
transformacion de Mébius de B"™. Entonces

Fpyg—r = (Fy)-

De aquf que ¢ sea eliptica, parabdlica o hiperbdlica sélo depende de la clase
de conjugacion de ¢ en AL (B™).

Caracterizamos ahora las transformaciones elipticas de B"
Teorema 1.25 Una transformacion ¢ de B™ es eliptica si y sd6lo si ¢} es
conjugada en M(B™) a una transf ortog { de E™.

Con el fin de caracterizar las transformaciones parabélicas e hiperbélicas,
es conveniente trabajar en el modelo del semiespacio superior del espacio
hiperbélico. Las transformaciones elipticas, parabdlicas e hiperbdélicas de

U™ estdn definidas en la mismma manera que en el modelo de la bola con-
Para precisar una transformacién de Modbius de U™, ¢ se dice

forme B™.

1) eliptica si ¢ fija un punto de U™,

2) parabélica si ¢ no fija puntos de U™ y fija a un tnico punto de E"—1;

3) hiperbélico si ¢ no fija puntos en U™ y fija al menos dos puntos de
En1,

Ahora podemos caracterizar las transformaciones parabdlicas de U™.
Teorema 1.286 Una transformacion de Moébius ¢ de U™ es parabdlica si
y s6lo si ¢ es conjugado en M(U™) a la extension de Poincaré de una
isometria que no tiene puntos fijos en En—1,

Sigue la caracterizacidn de las transformaciones hiperbdlicas en U™.
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‘Teorema 1.27 Una transformacion de Mobius ¢ de U™ es hiperbdlica si
y sdlo si ¢ es conjugada en M(U™) a la extension de Poincaré de una
similaridad vy de E™—! de la forma ¥(x) = kAz, donde k > 1, y A es una
transformacién ortogonal de E"—1.

1.7.2 LA ToPOLOGIA COMPACTO ABIERTA.

A continuacién damos algunos resultados fundamentales de la topologia
compacto-abierta para un conjunto de funciones continuas, para una mejor
exposicién ver [Du]. Sea

C(X,X) = {f:XﬁX:feswntinua).

Definicié La topologic 12 ierta en C(X, X) estd generada
por abiertos subbdsicos de la fonna (K, U) {feC(X, X)| SF(K)ycU}
donde K es un compacto en X, y U un abierto en X.

La siguiente definicién es muy titil para caracterizar a la topologia com-
pacto-abierta mediante sucesiones. A partir de ahora consideraremos a
C(X, X) y a cualquier subespacio de éste dotados por la topologia compacto-
abierta.

Definicién. Sea X un espacio métrico. Una sucesion {fn} en C(X,X)
se dice gque converge uniformemente en conjuntos compactos en C(X,X)
8i para cada compacto K C X y cada € > 0, existe un entero N = N(K,¢€)
tal que d(f(k), fn(k)) < € para toda n > N y toda k € K.

Teorema 1.28 Sea X un espacio métrico, entonces una sucesién {fn,}
converge en C(X,X) si y solo si converge uniformemente en conjuntos
compactos en C(X, X).

El espacio C(X, X) es Hausdorff si y sélo si X es de Hausdorff. Mis ain
C(X, X) es regular si y sélo si X es regular.

Teorema 1.29 La funcidn composicidon en el espacio C(X,X) es con-
tinuo.

Deflnicién. Lafunc:on e: C(X X)xX — X definida por (f,x) — f(x)

es Ll da la ft id

Teorema 1.30 La restriccidn er en cada punto x en X de la funcion e-
valuacidn es continua.

Teorema 1.31 Una sucesidn {¢:} de isometrias de un espacio métrico X
converge en I(X) a una isometria ¢ si y sélo si {p:(x)} converge a ¢(x)
para cada punto x € X.
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Isometrias del Espacio
Hiperbdlico.

Haremos aqui un estudio de la topologia del grupo /(H") de isometrias del
espacio hiperbélico. Empezaremos primero con una introduccién a los gru-
pos topolégicos. La estructura del grupo topoldgico de I(H™) se estudiard
en la segunda seccién. Los subgrupos discretos de I (H™) son de fundamen-
tal importancia para el estudio de las variedades hiperbélicas, por lo que
las propiedades bdsicas de los subgrupos discretos de I(H™) serdn exami-
nadas en la tercera seccién. Una caracterizacién de los subgrupos discretos
de I(E™) estd dada en la cuarta seccién. Terminaremos el capitulo con una
caracterizacion de todos los subgrupos discretos de I(H"™):

2.1 Grupos Topolégicos.

Definicién. Un grupo topoldgico es un grupo G que es también un espacio
topoldgico, tal que la mnultiplicacidn (g,h) — gh y la inversion g — g},
son funciones continuas.

Los sigui son ej los de grupos topolégicos.
Ejemplo 1. R" el n-espacio real, con la operacién de adicién vectorial.
Ejemplo 2. C" el n-espacio complejo, con la operacién de surmna vectorial.

Ejemplo 3. S! el circulo unitario, en el plano complejo con la operacién
de multiplicacién compleja.

Ejemplo 4. R, los reales positivos, con la multiplicacién.

Ej lo 5. C* los nu os complejos distintos de cero, con la operacion
de multiplicacién lej

Sea C™ el espacio vectorial n-dimensional complejo. El producto interior
Hermitiano de z y w, vectores de C», es

zew = W + ... + 2nWn.
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La norma Hermitiana de un vector z en C™ es:

|z] = (2 = 2)}2 = (|21]% + ... + |2 |?)1/2. (2.1)

La norma Hermitiana determina la métrica en C”

de (z,w) = |z — wj. (2.2)
El espacio métrico (C™,dc) es llamado el n-espacio complejo.
Si definimos ¢ : C*— R?*" como
w(z1,....v2n) = (Rezy, Imm z,,....,Re z,,,Im z,,) .
Entonces @ es un isomorfismo de espacios vectoriales reales. Mas atin,
{¥p(2), p(w)) = Re(z = w).
Como ¢ preserva productos interiores, @ preserva normas, por tanto, ¢ es

una isometria. Por esta razdn, llamamos dc a la métrica euclidiana en C™.

Ejemplo 6. El Grupo Lineal General.

Sea GL(n,C™) el conjunto de todas las matrices complejas invertibles
de 2 X nn, éste es un grupo bajo la operacién de multiplicacién matricial,
llamado grupo general lineal de matrices n x n complejas.

La norma de una matriz compleja n x n, A = (a;;) estd definida por:

n 1/2
14| = (Z la.-,-I’) . (2.3)

=1
Esta norma determina la llamada métrica Euclidiana en GL(n, C). El grupo
lineal GL(n,C), con la topologia inducida por la métrica euclidiana, es un
grupo topoldgico.

Ob ién. Cualquier subgrupo H de un grupo topolégico G es un
grupo topolégico con la topologia del bespacio, por ej plo cada uno
de los siguientes subgrupos de GL(n,C) es un grupo topolégico con la
topologia inducida por la métrica euclidiana:

Ejemplo 7. SL(n,C) el grupo especial lineal, de todas las matrices com-
plejas n x nn con determinante igual a uno.

Ejemplo 8. GL(n,R) el grupo general lineal, de todas las matrices reales
n X n invertibles.
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Ejemplo 9. O(n) el grupo ortogonal, de las matrices A € GL(n.R) que
cumplen AA* =1,

Ejemplo 10. SO(n) el grupo especial ortogonal, de las matrices A en
O(n) de determinante 1.

Ejemplo 11. El Grupo Unitario.
Una matriz A € GL(n,C) se dice unitaria si y sélo si

(Az) » (Aw) =z+w

para todos z, w € C™. El conjunto de todas las matrices unitarias forma un
subgrupo U{(n), llamado el grupo unitario de matrices complejas de n x n.

Dos vectores z ¥y w en C™ se dicen ortogonales si y sSlo si z*w = 0. Una
base {v1,...,vn} de C" se dice ortonormal si y sélo si v; = v; = §;;, para
toda i, j, donde § es la delta de Kroenecker. Una matriz real es unitaria si
y sdlo si es ortogonal.

Sea A una matriz unitaria, como AAf = J, tenemos |det A| = 1. Sea
SU(n) el conjunto de todas las matrices A en U(n) tales que det 4 = 1.
El grupo SU(n) es el grupo unitario especial de las matrices complejas de
nxn. El grupo unitario U(n) es compacto. Asf, O(n) también es compacto
ya que es un subgrupo cerrado de U (n).

2.1.1 GRUPOS TopPOLOGICOS COCIENTE

Lema 1. Si h es un elemento de un grupo topoldgico G, entonces las fun-
ciones Ly : G — G dada por L,(g) = h~g y Rn : G — G dada por
Rn(g) = gh, son homeomorfismos.

Demostracién:

Ambas funciones son continuas pues son la restriccién sobre & (o A~1)
del producto de elementos y como tienen inversas g — h~lgy g — gh—?,
respectivamente (Que son continuas por el mismo argumento). Entonces las
funciones dadas son homeomorfismos. -

Sea H un subgrupo de un grupo topolégico G. El espacio de las clases
laterales G/ H es el conjunto {gH : g € G} con la topologia cociente. La
funcién cociente se denotard por w : G — G/H.

Lema 2. Si H es un subgrupo de un grupo topoldgico G, entonces la
Sfuncion cociente 7 : G — G/H es una funcion abierta.

Demostracién:
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Sea U un abierto en G. Entonces w(U) es abierto si y sélo si w~1(w(U))
es abierto en G por la definicién de la topologia cociente en G'/H. Pero
cada Uh es abierto por el lema 1. Asi 7w es una funcién abierta. a

Teorema 2.1 Sea N un subgrupo normal de un grupo topolégico G. En-
tonces G/N, con la topologia cociente, es un grupo topoldgico.

Demostracion:
Sea m : G — G/N la funcién cociente. Entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

—1
el g—g G

. |-

- .
G/N ~— =iy G/N

Veamos que la inversién gV — g~ !/ es continua. Sea U un abierto en
G/N , #=1(U) es abierto, pues 7 es continua,; si ¢ es la funcién que invierte
en G, 7Y (#~1(U)) es también abierto en G pues ¢ es continua. Luego
como 7 es abierta en G/N, como el diagrama conmuta 7w(¢~ (7w~ (U))) =
LE}N (U) donde LE;N es la funcién que invierte, entonces "c—:;/v es continua.

Andlogamente del diagrama conmutativo

Exa (g.h) — gh c

mTXT J?l'
CIN x CINGR RNy = ar

Como 7 es una funcién abierta 7w x 7 es también abierta. Del diagrama
se deduce que la multiplicacién en G/ es continua. -

Por el teorema 2.1 los sigui grupos coci , con la topologia co-
ciente son grupos topolégicos:

Ejemplo 12. El grupo proyectivo lineal general complejo
PGL(n,C) =GL(n,C)/N
aqui NV es el subgrupo normal {kI : k € C*}.

Ejemplo 13. El grupo proyectivo lineal especial complejo
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PSL(n,C) =SL(n,C)/N,
donde N es el subgrupo normal {w/ : w es una rafz de la unidad}.
Ejemplo 14. El grupo proyectivo lineal general real
PGL(n,R) =GL(n,R)/N

siendo J/V el subgrupo normal {k7 : k € R*}.

Ejemplo 15. El grupo proyectivo especial unitario
PSU(n) = SU(n)/N,
NV es el subgrupo normal {w/7 : w es una n-ésima raiz de la unidad}.
Definicién. Dos grupos topoldgicos G y H son topoldgi rente S
fos si y sdlo si existe un isomorfismmo de grupos @ : G — H que es también

un homeomorfismo.

Ejemplos
1.- Los espacios C™ y R?" son grupos topolégicos isomorfos, en notacién

Ccn > Rzn_
top
2.- (R, +) ‘%p (R, -) mediante el morfismo Exp: R — IR, dado por
ol
Erp(x) = e®.
3.- (C*, ) = R4+ x 8!; la funcién f : C* — R x 8! dada por
op

S ()= (=,z/1z),

es un isomorfismo de grupos topolégicos.
4.- (81,-) ‘%‘ S50(2), la funcién g : 8' — SO(2), definida por
"

(arg(2)) (arg())
9(2) =( Bt v2d St e ot

es un isomorfismo de grupos topolégicos.

Teorema 2.2 Sea H un subgrupo de un grupo topolégico G, y sean : G —
X wuna funcidn continua tal que n~'(n(g)) = gH, para cada g € G. Si
a : X — G es una inversa derecha, continua de mn, entonces la funcion
®: X x H — G, definida por ®(x, h) = o(x)h, es un homeomorfismo, mds
avn la funcion 7 : G/H — X inducida por n, es un homeomorfismo.
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2.2 Grupos de Isometrias

Sea X un espacio métrico. De aqui en adelante supondremos que el grupo
I(X) de isometrfas de X y el grupo S(X) de similaridades de X estdn
dotados con la topologia inducida como subespacios de C(X, X) el espa-
cio de las funciones continuas de X en X con la topologia compacto-abierta.

Teorema 2.3 Si X es un espacio métrico finitamente compacto, entonces
I(X) es un grupo topoldgico.

Demostracioén:

Por el teorema 1.29, la funcién composicién (¢, ¥) — ¢ es continua.
Como X es finitamente compacto, es también localmente compacto. Cada
espacio métrico finit ite compacto tiene una base numerable, C(X, X)
lo es, y de aqui, 7(X) tiene una base numerable. Probaremos que la in-
versién ¢ — ¢! es continua usando sucesiones. Supongamos que ¢; — ¢
en I(X), luego ¢;(x) — ¢(x) para cada r € X. Sean € > 0, £ un punto

de X, ¥y y = ¢~ '(x). De lo anterior, existe un entero k£ tal que para todo

i > k, tenemos d(¢;(y), #(v)) < €, entonces
d(¢-’(z) #—1(x)) = d(did; (), P~} () = d(z, dip~ (=)
d(pp~ (), pip~ () = d(P(v). $:(¥)) < e
Asf ¢;(x) — ¢~ 1(x). Por el teorema 1.31, tenemos ¢; ! — ¢—1. Esto mues-
tra que la inversién es continua y, por tanto, 7(X) es un grupo topolégicom

finidas por las restricciones co-

Teorema 2.4 Las siguientes fu 7 s
rrespondientes, son isomorfismos de grupos topoldgicos.

1) p: O(n+ 1) — I(S™).

2) ¢ : E™ x O(n) — I(E™).

3) £ : PO(n,1) — I(H™).

Demostracién:

(1) Sabemos que p es un morfismo biyectivo de grupos. Solo necesitamos
probar que p es un homeomorfismo. Supongamos que A; — 4 en O(n + 1),
entonces A;x — Ax para todo x en S8". Por el teocrema 1.31 A; — A en
I(S™) . Reciprocamente, supongamos que 4; — A en /(8™). De modo que
A;e; — Ae; para cada j = i,...,n + 1. Asf A; — A en O(n -+ 1). Por tanto
p es un homeomorfismo.

(2) Sea e : I(E™) — E™ la funcién evaluacién definida por e(¢) = #(0),
por el teorema 1.30, e es continua. Definimos v : E" x E™ -» E™ por
r(a,x) = a + x. Entonces 7 es obvi i también la funcién
correspondiente 7 : E" — I(E™) definida por 7(a)(x) = a + x, es también
continua. La funcién 7 una inversa derecha de e.
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Identifiquemos O(n) con el grupo de isometrias que dejan fijo al origen.
De (1), la topologia compacto-abierta en O(n) es la misma que la topologia
euclidiana en O(n). Para cada ¢ € I{E™), tenemos:

e~ (e(e)) = dO(n)
con esto, ¢ es un homeomorfismo por 2.2.

(3) Por el teorema 1.8, £ es un isomorfismo de grupos. Supongamos
A; — A en PO(n,1). Entonces, A;x — Ax para todo z en H™. De modo
que A; — A en I(H™) por el teorema 1.31. Reciprocamente, supongamos
que A; — A en I(H"). Entonces A;e,41 — Ae ). Paracada j =1,...,n
el vector v; = e; + VZ2ens1 estd en H™. De aqui, A;v; — Av; para cada
7 =1,...,n. Por tanto:

Aje; + VZAeny1 — Ae; + V2Aenia
de esta manera A;e; — Ae; para cada j = 1,...,n. Por todo lo anterior

A; — A en PO(n, 1), y entonces £ es un homeomorfismo. -

El grupo T(£™) de las translaciones de E™ es un subgrupo de I(E"), y
por tanto, T(E"™) es un grupo topolégico con la topologia de subespacio.

Corolario. La evaluacién e : T(E") — E", definida por la férmula
e(r) = 7(0), es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

2.2.1 GRUPOS DE TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Cada transformacién de Mdbius que envia la bola unitaria B™ sobre si
misma estd determinada completamente por su accién en dB™ = S},
esto es una consecuencia de la extensién de Poincaré. La topologia de S™—!
determina de manera natural una topologia en el grupo M(B"), la inducida
por la métrica definida por

Dp(d,¥) = sup |o(x) — ¥(x)]-
zesn-1
La topologia inducida por Dg en M(B™), coincide con la que hereda del
espacio C(S"~1,8"—1) de funciones continuas de S"~! en si mismo, con la

topologia compacto-abierta.

Lema 1. Si ¢ estd en M(B™), entonces

lo(x) — &)l
xms:sg_' _—_II 7 = exp Dg(0, ¢(0)).
Demostracién:

Supongamos que ¢{o0) = oo. Entonces ¢ es ortogonal, por tanto, tenemos
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L@;M = 1 = exp Dg(0,0).

lz — vl
Ahora supongamos que ¢(o0) # oo. Entonces ¢ = o, donde o es la
reflexién en la esfera S(a,r) ortogonal a S"~! y ¥ es una transformacicn
ortogona. De manera que r2 = |a[? — 1; y ademés:
18(x) — d() _ 2 o la®—1
le —yl l~ally—al = |z —ally—al’
de la igualdad Jz — a|? = |z|* — 2z - a + |e|? y de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz |a - =| < |a| |z| = |al, se sigue |z]* —2x-a+}a}® = |z|%2 — 2 |a| +]a|?,
por tanto el minimo valor para |z — a| se obtiene cuando = = 3, esto
implica
sup 2@ =0 _ lal’—1 _ laj+1
z,yES" -1 Iz —yl (laf —1)2 la] —1
Como
o(x) =a+ IL.—I-—7(I —a),
a(0) = 24, y por tanto, |la} = ]7(57[ De aqui

1o = T3] = =@ Do (0. #(@)).
-

Sea 77 : U™ — B", dada por la proyeccién mtereogré.ﬁca compuesta con
la gnoménica. Entonces 7 induce un isomorfismo 7. : M(U™) — M(B")
definido por 7. (zz&) nq&n" La restricciSn den a En-1 eg la proyeccién es-

tereografica T : — S™—1, Sea d la métrica cordal en £"—!, Definamos
una métrica Du en M(U") por Dy(¢, %) = sup d(¢(z),¥(z)). Entonces
e Bt

sup |wé(z) — TY(z)| = sup lrpn = (y) — nepm = ()]
Da(ngm™, nvn~') = Da(n.(). 1. (¥))-

Por tanto, 7. : M(U?) — M(B") es una isometria.

Dy (s, %)

Teorema 2.5 Son grupos topoldgicos
1) (M(B™), Dg).
2) (M(S™—1), DY) donde D'y es la métrica inducida por Dg en S™~1,
3) (M(U™), Du).
4) (M(E™™1), Dy).
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Demostracién:
Probaremos solo el enunciado (1), éste implica de manera inmediata los

otros enunciados. Sean ¢, ¢, %, w0 € M(B™). Por el lema 1, existe una
constante positiva &(¢) tal que

lé(z) — ()] < k(&) [= — vl

para todos xz,y € S*~!. Como 3 se restringe a una biyeccién en S"~1,
tenemos Dg (¢, pop) = Dpg(P, $a). De esto se sigue

Dg(d¥, dovo) < Du(dy, pov) + Da(dow, povo)
< Dg(d,P0) + k(da)Da (¥, vo)-

Esto implica que la composicién (¢, ¥) — ¢y es continua en (¢g, ¥o). Si-
milarmente, la funcién ¢ — ¢! es continua en ¢g ya que

Dp(¢~1, ¢5') = Dp(d~ 1, ¢5 ' ¢)
= Dg(¢5 ' ¢0, 05 ') < k(¢5 ') Dp(do. 8)- -

La extensidn de Poincaré induce un homeomorfismo de M (S"~!) a M(B™)
y un homeomorfismo de AL(E™=1) a AL(U™).

Teorema 2.6 Las funciones
1) d : B™ x O(n) — M(B"), dada por ®(b, A) = 1A, y
2) ¥ : B®"xO(n) — I(B™), dada por ¥(b, A) = 1, A son homecmorfismos.

Demostracién:

(1) Sea €0 : M(B™) — B"™ la evaluacién, definida por e(¢) = ¢(0).
Supongamos que D(¢, ) < r. Corno la imagen ¢(L,) de cada didmetro
euclidiano esta contenida en una linea de B™ cuyos puntos extremos distan
a lo mds r de los extremos de ¢(La,), el cilindro euclidiano C, con eje en
L, y radio r contiene a ¢(L.). Entonces eg es continua en la identidad, ya
que

{#(0)} €O H(La) CN Ca = {z € B™ : |z| <7}

Supongamos ahora, que {¢;} es una sucesién en M (B") que converge a
¢. Entonces ¢~ 1¢; converge a I, ya que Af{B") es un grupo topoldgico,
luego ¢~ 1¢i(0) converge a 0, asi, ¢;(0) converge a ¢(0). De modo que
€p es continua en todo punto. Definamos dr : B" x §°~! — S"—1 por
B7(b, ) = Ts(x). Por la férmula en 1.1, tenemos

1 — 6% L2tz 8,
(187 |z]* + 2z - b+ 1) |z + &%

To(x) =
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Por tanto, 3r es continua. De aquf, la funcién 87 : B®* — M(S""1)
definida por &7 (b)(x) = 7s(x), es continua, ya que la topologia inducida por
Dpg en M{S™) es la misma que la topologia compacto-abierta. Asi también,
la funcién 7 : B® — M(B") definida por 7(b)(x) = 71u(x) es continua, ya
que la funcién de M (S™~!) a M(B™) inducida por la extensién de Poincaré,
es un homeomorfismo. La funcién 7 es una inversa derecha de e.

Sea ¢ € M(B™), luego ¢O(n) < e '(e(¢)). Supongamos que 1y esti en
e~ !(e(¢)). Entonces ¥(0) = ¢(0), y por tanto ¢—14(0) = 0, tenemos que

~13 estd en O(n) de aqui ¥ € PpO(n). Asi e~ '(e(®)) = HO(n). De esta
manera ¢ es un homeomorfismo por el teorema 2.2.

(2) Definamos 7 : B® x B™ — B™ por 7(b,z) = 1p(x). Sean by x € B™.

Por la férmula 1.1 tenemos

(2 = a—1u1% (=% + 2z - b+ 1)
T P 1z + 22 - b+ n- 6 =2 +2z-b+1)

Por tanto, T es continua. También, la funcién ¥ : B® — I(B™), definida
por T(b)(x) = 1p(x), es continua. La funcién ¥ es una inversa derecha de e.

Identificaremos a O(n) con el grupo de todas las isometrias de B™ que
dejan fijo al origen. Por el mismo argumento que en 2.4(1), con €;/2, la
topologia compacto-abierta en O(n) es la misma que la topologia Eucli-

diana en O(n). Como e~ !(e(d)) = pO(n), ¥ un homeomorfismo por el
teorema 2.2. -

Teorema 2.7 Las restricciones
1) p: M(B™) — I(B™).
2) p: M(U™) — I(U™).
3) p: (En—1)y — S(E™ ).
Son isomorfismos de grupos topoldgicos.

Demostracién:

(1) La funcién p es un isomorfismo por el teorema 1.18. Las funciones
®: B™ x O(n) — M(B™) y ¥ : B®” x O(n) — I(B™) son homeomorfismos
el teorema 2.6. Como p = ¢!, tenemos que p es un homeomorfismo.

(2) Se sigue inmediatamente de (1).

(3) El grupo S(E™~!) de similaridades de E™—! es isomorfo, por la ex-
tensién a oo, al grupo M(E"—1),, de transformaciones en M(E™~1) que
fijan al co. La topologia inducida en M(E™—!),, por_la métrica Dy es
la misma que la topologia compacto-abierta, ya que En—! es compacto.
Supongamos que ¥ — ¥ en M(E™1)o,. Entonces ¥;(x) — y¥(r) para
cada punto = en E™~!, Se puede probar que p(¢;) — p(#’) ¥y por tanto p es
continua.

Supongamos que ¢; — ¢ en S(E™1), luego ¢i(z) — ¢(x) para cada
punto r en E™"~1. Sea & la extension de Poincaré de ¢. Entonces d,. — ¢ en
M(U™) por los teoremas 1.31 y 2.7. Sea ¢ En—1 — Em—1 la extensién de ¢
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definida por $(oo) = oo. Entonces #: — ¢, yaque la extensién de Poincaré
induce un homeomorfismo de M(£"~1) a M(U™). Como p($) = ¢, tenemos
p~ () — p~}. Por tanto p—! es continua. As{ p es un homeomorfismo. ®

Ejemplo 1. PSU(2) y SO(3) son isomorfos.
Ejemplo 2. SU(2) y S? son isomorfos.

Ejemplo 3. 83/ {+1} y SO(3), son isomorfos.

2.3 Grupos Discretos

En esta seccién, estudiaremos las propiedades basicas de los grupos discre-
tos de isometrias de S™, E™, y H™.

Definicién. Un grupo discreto es un grupo topoldgico I' donde todos sus
puntos son abiertos, i.e., la topologia de T es la discreta.

Lema 1. Si I' es un grupo topoldgico, entonces I' es discreto si y sdlo si
{1} es abierto en T.

Demostracién:

Si T es discreto, entonces {1} es abierto. Reciprocamente, supongamos
que {1} es abierto. Sea g € T, entonces la multiplicacién por la izquierda
por g es un homeomorfismo de I'. Por tanto, el conjunto g{1} = {g} es
abierto en I'.

Lema 2. Un espacio métrico X es discreto si y sdlo si cada sucesion
convergente en X es eventualmente constante.

Demostracién:

Supongamos que X es discreto y r, — z en X. Entonces existe una
r > 0 tal que B(x,r) = {xr}. Como z¢ — =z, existe un entero m tal
que x, € B(zx,r) para toda n > m. As{ ¥, = x para toda n > m.
Reciprocamente, supongamos que X no es discreto. Entonces existe un
punto x tal que {x} no es abierto. Asi B(x,1/n) # {z} para cada entero
n > 0. Escojamos . € B(x,1/n) tal que z, # x. Por tanto, z,, — x, pero
{xn} no es eventualmente constante.

Lema 3. Si G es un grupo topoldgico con una topologia inducida por
una métrica, entonces cada subgrupo discreto de G es cerrado en G.

Demostracién:
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Un subespacio discreto de un espacio Hausdorff es cerrado. -

Asigndndole la topologia discreta a cualquier grupo I', se puede consi-
derar como un grupo discreto. Sin embargo, en este trabajo, nos concen-
traremos en el estudio de los subgrupos discretos de un grupo continuo
como R”™ o GL(n,C). A continuacién ponemos algunos ejemplos de sub-
grupos discretos de grupos continuos familiares.

Ejemplo 1. Los enteros Z es un subgrupo discreto de R.

Ejemplo 2. Los enteros gaussianos Z(i] = {m + n{i} : m,n € Z} es un
subgrupo discreto de C.

Ejemplo 3. El conjunto {k™ : n € Z} es un subgrupo discreto de R
para cada k > 0.

Ejemplo 4. El grupo {exp(27rim/n) : m =0,1,...,n1—1} de las n-ésimas

raices de la unidad es un subgrupo discreto de 8! para cada entero positivo
n.

Ejemplo 5. El conjunto {k™ | n € Z} es un subgrupo discreto de C*\S!
para cada k en C*\S'.

Ejemplo 6. Un subgrupo I' de U(n) es discreto si y sélo si I' es finito.
Ejemplo 7. Un subgrupo I' de O(n) es discreto si y sdlo si ' es finito.

Definicién. El grupo de simetrias de un subconjunto S de un espacio
métrico X es el grupo de todas las simetrias de X que dejan a S invariante.

Ejemplo 8. Es conocido desde la antigiiedad que los cinco sélidos pueden
ser inscritos en una esfera; de hecho una construccion esta dada en el libro
13 de los elementos de Euclides. El grupo de simetrias de un sélido regular
P inscrito en $? es un subgrupo finito de O(3) cuyo orden es 24 si P es un

tetraedro; 48 si P es un cubo o un octaedro; y 120 si P es un dodecaedro
© un icosaedro.

Definicién: Una latiz de R" es un subgrupo generado por m vectores
li I te independientes de R™.

Ejemplo 8. Un subgrupo I' de R™ es discreto si y sé6lo si I es una latiz.

Ejemplo 10. Sea I' el conjunto de puntos de R* de la forma %(m, n,p,q)
donde m, n, p, ¢ son todos enteros pares o todos impares. Entonces I’ es
una latiz de R*. Esta latiz es i porque conti 24 vectores uni-
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tarios +e; para i = 1,2,3,4 ¥ (+4,+3,+1,+1) todos los cuales forman
la vecindad mds cercana al cero en I'. Vale mencionar que estos 24 puntos
son los vértices de un poliedro regular en R* llamado la 24-celda.

Definicién. Sea §Z(n,C) el grupo de las matrices de n X n cuyo deter-
minante es +1.

Ejemplo 11. Un subgrupo I' de S'_l:(n,C) es discreto si y sélo si para
cada r > 0, el conjunto {4 € T : |A| < r} es finito. En consecuencia, un
subgrupo discreto de SL(n,C) es numerable.

Ejemplo 12. Observemos que el grupo modular SL(n,Z) y el unimo-
dular GL(n,Z) son subgrupos discretos de SL(n,C) por el ejemplo 11.

2.3.1 GRUPOS DISCONTINUOS

Definicién. Sea G un grupo en un conjunto X y sea x un elemento de X.
(1) El subgrupo G, = {g € G : gr = x} de G es el grupo estabilizador
de x en G.
(2) El subconjunto Gxr = {gxr : g € G} de X es la G-Jrbita a través de
z. Las G-drbitas forman una particién de X.

Observacién. Definamos la funcién ¢ : G/G: — Gz por #(gGz) = gr.
Entonces ¢ es una biyeccién. Por tanto, el indice de G- en G es la cardi-
nalidad de la 6rbita Gx.

Definicidn: Sea G actuando en un espacio topoldgico X, decimnos que:

i) G actida discontinuamente en X si y sélo si para cada subconjunto
compacto K de X, el conjunto K N gK es no vacio sélo para un nimero
finito de elementos de G.

ii) G es discontinuo en caso de que G es un grupo de homeomorfismos
de X 2 do disconti te en X.

Lema 4. St un grupo G actiia discontinuamente en un espacio topoldgico
X, entonces cada grupo estabilizador es finito.

Demostracién:
Sea x un punto de X . El estabilizador G, de x es finito, ya que {x} es
compacto. . -

Definicidn: Una coleccién S de subconjuntos de un espacio topoldgico X
es localmente finita si y sdlo si para cada punto = de X, existe una vecindad
abierta U de x en X tal que U interseca te a un nu © finito
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de elemnentos de S.

Una subcoleccién de una coleccién localmente finita S también lecal-
mente finita. También la unién de los miembros de una coleccidn localmente
finita S de conjuntos cerrados es cerrada.

Lema 5. Si un grupo G actiia disc X te sobre un espacio métrico
X, entonces cada G-drbita es un subconjunto cerrado de X.

Demostracién:

Sea = un punto en X. Mostraremos que la coleccién de subconjuntos de
un sélo elemento de Gz es localmente finita. Supongamos que ¥ es un punto
de X tal que cada vecindad de y contiene un nimero infinito de puntos de
Gz. Ya que X es métrico, existe una sucesidn infinita {g;} de elementos
distintos de G tal que {g:x} converge a . Entonces

K = {z,y,q17,...}

es un conjunto compacto de X. Como g;z estd en K N g; K para cada i,
tenemos una contradiccién. Asi {{gzx} : g € G} es una familia localmente
finita de subconjuntos cerrados de X . Por tanto, cada subconjunto de Gz
es cerrado en X. De manera que Gz es un cerrado en X. -

N

ilaridades de un io Tnétrico X.

Teorema 2.8 Sea I’ un grupo de
Entonces I' es discontinuo si y solo si

(1) cada estabilizador de I es finito, y

(2) cada I'-6rbita es un subconjunto cerrado discreto de X.

Demostracién:

Si I es discontinuo, entonces I' satisface (1) y (2) por los lemas 4 y 5.
Reciprocamente, supongamos que I' no es discontinuo pero que satisface
(1) ¥ (2). Entonces existe un subconjunto compacto K de X y una sucesién
infinita {g:} de elementos distintos de I' tales que K y g: K se intersecan,
de esta forma también g 'K y K se intersecan. Por medio de una sub-
sucesién, podemos suponer g; 7#* gj_1 para toda i # 7, y reemplazando g;
si es necesario, podemos elegir al factor de escala k; de g; menor que uno.
Para cada i, existe una r; en K tal que g;x; € K. Como K es compacto,
la sucesién {z;} tiene un punto de acumulacién x en K. Pasando a una
subsucesién, podemos suponer que {x;} converge a x. Anidlogamente, se
construye {g:z;} que converge a y en K. Obsérvemos que

d{giz,y) < d(giz, gizi) + d(gixi, V) = kid(x, z:) + d(g:iz:, y)

Por tanto, {g;r} converge a y. Para cada i, sélo hay un nimero finito de
indices j tales que g;x = g;x (1). De aqui, existe una subsucesién infinita
de {gix}, cuyos términos son todos distintos que converge a y; pero esto
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contradice (2). Por tanto I es discontinuo. -

Lema 6. Si X es un espacio métrico finitarmnente compacto, entonces
I(X) es cerrado en C(X, X).

Demostracion:

El espacio X tiene una base numerable, ya que X es finitamente com-
pacto. Por tanto, C'(X, X) tiene una base numerable. De aqui, I(X) es
cerrado en C(X, X)) si y sélo si cada sucesién infinita de elementos de I(X)
que converge en C(X, X), converge en I(X).

Sea {¢;} una sucesién en I(X) que converge a una funcién ¢ : X — X.
Entonces para cada par de puntos x,y en X, tenemos que

d(#i(z), #i(v)) — d(@(x), S(v))
por tanto,
d(x,y) = d(é(z), #(v)).

As{ ¢ preserva distancias. Ya estamos cerca de probar que ¢ es una isometria,
mostraremos, para acabar, que ¢ es suprayectiva. Sea @ un punto base de
X y sea C(a,r) la bola cerrada centrada en a con radio » > 0. Entonces
el conjunto ¢{C(a,r)) es cerrado en X, ya que C(a,2r) es compacto. Por
contradiccidn, supongamos que ¥ es un punto de C(¢{a), r) que no estd en
#(C(a,2r)). Sea

s =dist(y, #(C(a, 2r))).

Entonces 0 < 8 < 7. Como ¢; — ¢ uniformemente en C{(a,2r), existe un
fndice, tal que

d(pi(x), d(x)) < s,
para cada punto £ en C(a, 2r). Observemos que:
d(y, ¢;(a)) < d(y, #(a)) + d(#(a),¢;(a)) <7+ s < 2r.

Luego v € C(¢;(a),2r), y como ¢; manda a C(a,2r) sobre C(¢;(a), 2r),
existe un punto x en C(a,2r) tal que ¢;(x) = y. Tenemos la contradiccién

d(y, ¢(x)) = d(@;(z), #(x)) < s.

De esto,

C(¢#(a), r) € ¢(C(a, 2r)).
X = U Cla(a)r) € U #(Cla,2r) =Ime
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Luego, ¢ es suprayectiva. Por tanto, ¢ es una isometria. Con todo lo ante-

rior, se sigue que la sucesion {¢;} converge en I(X), en consecuencia, 7{X)
es cerrado en C(X, X).

Teorema 2.9 Sea X un espacio métrico finitamente compacto. Entonces
un grupo T de I(X) es discreto si y sélo si I es discontinuo.

Der i6

: Supot »s que I' es discontinuo. Sea r € X, entonces
la 6rbita Tx es discreta y el subgrupo estabilizador I'; es finito por el
teorema 2.8. Sea €, : T' — 'z la evaluacién en z. Entonces £, es continua.
Por tanto, el conjunto eZ'(x) = I', es abierto en I'. De aqui, se sigue que
la identidad de X es un abierto en I', y por esto, I es discreto, por el Lema
1.

Reciprocamente, supongamos que I' es discreto. X es finitamente com-
pacto. Asi C(X, X) es regular, ya que X lo es. De esta forma se concluye que
C(X, X) es metrizable. Asi, T’ es cerrado en I(X) por el Lema 3, entonces
cerrado en C(X, X) por el Lema 6.

Supongarmos que I’ no es discontinuo. Entonces existe un punto y de X y
una sucesién infinita § = {¢;} de elementos diferentes de T" tal que {¢: ()}
converge a un punto de X. El conjunto S es cerrado en C(X, X), ya que T’
es un subconjunto cerrado discreto de C(X, X). También S es equicontinuo

en X, ya que paracada z € X, r > 0, i € N, tenemos

¢:(B(z, 1)) = B(¢i(x). 7).
Sea £ un punto arbitrario de X. Entonces €:(5) = {¢:(x)}. Observemos
que para todo i, también

d(d:i(x), d:(y)) = d(=z,v).

Sea r = d(z,v). De manera que

{#:()} €« N({#:()}, 1),
donde N ({¢:(1)},7),= U B($:(1),7), que es compacta ya que {$:(¥)} es

acotado. Por tanto, como S es equicontinua y cerrada y £:(S) es compacto
para cada r € X, por el Teorema de Arzela-Ascoli [Dudjundi, piag 267)

S = S es compacto. Como S es discreto, S debe resultar finito, una con-
tradiccidén, luego I' es discontinuo.

2.4 Grupos Euclidianos Discretos.

En esta seccién caracterizamos los subgrupos discretos del grupo I(E™) de
isometrias de E™.
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Definicién: Una isometria ¢ de E™ es eliptica si fija al menos un punto
de E™; de otra forma, es parabdlica.

Observacién. ¢ € I(E") es eliptica (resp. parabdlica) si y sélo si su
extensién de Poincaré ¢ en AM(U™+?!) es eliptica (resp. parabélica).

Cada elemento ¢ de J(E™) es de la forma ¢(x) = a + Az con a en E™ y
A en O(n). Escribiremos simplemente ¢ = a + A.

Teorema 2.10 Sea ¢ en I(E™). Entonces ¢ es parabslica si y sdlo si existe
una linea L de E™ en la cual ¢p actiia como una translacidn no trivial.
Ademds eriste una isometria Y de E™ que fija los puntos de L y una
translacién no trivial v que deja a L invariante, tales que ¢ = T.

Demostracién:

Supongamos que ¢ = a+.A es parabdlica. Entonces ¢ no tiene puntos fijos
en E™ por definicién. Sean V = {zx € E"; Axr = z} ¥y W su complemento
ortogonal. Escribamos z = v+ wcon v € V y w € W. La transformacidn
ortogonal A deja a la descomposicién E™ = V P W invariante. De aqui,
A—TI manda a W en sf mismo. Como V es el niicleode A—I'y VNW = {0},
tenemos que A — I es un isomorfismo de W en si mismo. Observemos que
la ecuacién:

a+ Ar ==x
es equivalente a la ecuacién:
(b+c)+v+Aw=v+w,cona=b+c, r=v+w
luego:
(A—TNw=—-b—c.

En consecuencia b 7% 0. Puesto que de otra manera se podria resolver la
tiltima ecuacion para w y obtener un punto fijo para . Escojamos una y en
E™ de tal forma que (A — I)y = —c. Sea L la linea cuya forma paramétrica
es r = tb+y, cont en R. Entonces, ¢ actiia como una translacién no trivial
en L, ya que

P(tb+y) =a+ A(tb+ y) = a + Atb + Ay
=a+th+y+c=((+1)b+y.

Reciprocamente, supongamos que existe una linea L de E™ en la cual ¢
actia como una translacién no trivial. Entonces, ¢» manda a cada hiperplano
de E™ ortogonal a L a otro hiperplano ortogonal a L. Luego ¢ no tiene
puntos fijos en E™, por tanto ¢ es parabdlica.

Escojamos y tal que (A — )y =c,ysea Llalineaz=tb+y cont € R,
PYp=c+ Ay T=>b+ 1. Entonces ¢ = 7Y, ademas
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PY(tbh+y) =c+tb+ Ay=tb+ y

T(b+y)=(1+t)o+y,
de modo que ¥ fija a cada punto de L y 7 la deja invariante. -

Corolario 1. §5i ¢¢ € I(E™) es parabdlica, entonces I" = (¢) es discreto.

Demostracién:
Por el tecorema 2.10, existe una linea L de £E™ en la cual ¢ actia como

una translacién no trivial. Sea & un punto en L. Entonces la érbita 'z es un
conjunto discreto. Como la funcién e : I' — 'z definida por e(¢™) = ¢™(x),
es continua, tenemos que e~ !(z) = {/} es abierto en I', y por tanto I' es
discreto. -

Observacién. Sea ¢ € I(E™) eliptica, entonces I' = (¢) discreto si y
sélo si ¢ tiene orden finito.

2.4.1 CONMUTATIVIDAD EN GRUPOS DISCRETOS
EUCLIDIANOS
El siguiente teorema es un resultado cldsico del Algebra Lineal.

Teorema 2.11 Sea A una matriz ortogonal de n x n. Entonces existen
dngulos 8y,...,0, con 0 < 6, < ... £ 0, < 7, tal que A es conjugada en
O(n) una matriz de blogque de la forma

B(6,) 0
Y B(6m)
donde B(0) = 1, B(wr) = —1, y en otro caso,

N o Cos 6; —Sen 8;
B(05) = Sen 6; Cos 6,

Definiciédn. Los dngulos 0,,...,6,, en el teorema 2.11 se llaman los
dngulos de rotacion de A.

Los dngulos de rotacion de una matriz A determinan completamente
su clase de conjugacién en O(n), ya que e*i® e+~ 5o0n los vectores
propios de A4, contando multiplicidades. Mas aiin, A es conjugada en U(n)
a una matriz diagonal con entradas en la diagonal et | ..., e+~ Notemos
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que A tiene orden finito si ¥ sélo si cada dngulo de rotacién de A es un
muiltiplo racional de 7.
Lema 1. Sean A y B € M(n,R) y x € E™. Entonces:
1) |Az] < |A||=|.
2) |AB] < |A||Bj.
3) A+ B| < A+ |B|.

Ademds, si B es ortogonal

4) |BA| = |A] = |AB|.
5) |BAB~! —I|=|A—I|.

Lema 2. Si A estd en O(n) y |A—I| < 2, entonces A es una rotacidén
con todos sus dngulos de rotacidon menores que w/2.

Demostracién:

Por el Lema 1 (5) supongamos que A estd en la forma de matriz diagonal
por bloques del teorema 2.11. Ya que |4 — | < 2, ningdn dngulo de rotacién
es igual a 7 y por tanto A es una rotacién. Mas atin, para cada dangulo de
rotacién @ > 0, tenemos:

|B(8))2 = (Cos 8 —1)2+Sen? §+4-Sen? @ + (Cos § — 1)? < 4.
De aqui:
. 4~ 4Cos 0 < 4.
Por tanto, Cos € > 0. Asf{ 8 < w/2 para cada angulo de rotacibon de A. =@

Lema 3. Sean A, B € GL(n,C), donde A es una matriz conjugada a
una matriz ortogonal y sea C" = Vi @ ... P Vin la descomposicién en es-
pacios propios de C" relativa a A. Entonces A y B conmutan si y sdlo si
B(V;) = V; para cada j.

Demostracién:
Sea c; el vector propio asociado al subespacio propio Vj, para cada j.
Entonces por definicién V; = ker(A — ¢;I). De aqui:

B(V;) = ker B(A — c; I)B~! = ker(BAB~! — ¢, I).
Por tanto:
C" = B(Vi) D ... @ B(Vin)

es la descomposicién en espacios propios de C™ relativa BAB—1.

Supongamos que A y B conmutan. Entonces BAB~! = 4 y por tanto
B(V;) = V; para cada j. Reciprocamente, supongamos que B(V;) = V;
para cada j. Sea v un vector arbitrario en C™. Entonces podemos escribir
v = vy + ... + Uy con v; en V;. Observemos que
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BAv; = Bcejv; = c; By,

Yy
ABv; = A(Bv;) = ¢; Bv;,
pero esto implica que BAv = ABv, por tanto BA = AB. -
Lema 4. Sean A, B en O(n) con [B—I] < 2. Si A conmuta con
BAB™?, entonces A conmuta con B.

Demostracién:
Por el lema 2, tenemos que B es una rotacién con todos sus dngulos

menores que 7/2. Entonces, todos los valores propios de B tienen partes
reales positivas. Sea C" = W; @ ... @ W, la descomposicién en subespacios
propios de C™ relativa a B. Los espacios W; son mutuamente ortogonales,
ya que B es ortogonal. Sea w un vector distinto de cero en C™ y escribamos
w = w; + ... + wy con w; en W;. Sea ¢; el valor propio correspondiente a

W;. Entonces
Re((Bw) « w) = Re (( c;w;) * 3 wi) = Re T ¢; |w;]® > 0.
Por esto B no puede mandar a un vector distinto de cero a un vector

ortogonal a él. Sea C" = V; € ... @ Vin la descomposicién ortogonal de C”
relativa a A. Entonces,

T = BWV)D...E B(Va)

es la descomposicién de C” relativa a BAB~!. Ya que BAB~! y A con-
mutan, A(B(V;)) = B(V;) para cada j por el lema 3. Tenemos que
B(V;) =? (B(V;)N Vi)

es la descomposicién por espacios propios de B(V;) relativa a 4. Ya que B
no puede mandar ningiin vector distinto de cero en C” a uno ortogonal a el,
debemos tener que B(V;)NVi; = {0} con i # k. Asi B(V;) = B(V;)NV; C V;
¥ por tanto, B(V;) = V; para toda j, y de esta forma, deducimos que A
conmuta con B, por el lema 3. [ ]

Lema 5. Sea I' un subgrupo discreto de I(E™) y sean ¢¢ = a + A y
YW=b4+Benl,si|A-1I|<1/2y|B — I| < 2, entonces A y B conmutan.

Demostracién:

Supongamos que BA # AB. Definamos una sucesidon {¢¥,, } en I"' median-
te Yo = ¥V ¥y Ymy1 = Ymodwn!. Sean B,, en O(n) y b, en E™, tales que

m = bm + Bm. Por un cdlculo directo

Yma1 = bm + Bma — B AB L by + B ABY.
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De aquf, Bpy1 = BmABZ!. Como [Bo — 1| <2 y
A~ Bmpl=|Aa— B ABL
=[ABpy ~ BmA| = |[(A—~ Bnp)(A—1)—(A—I}A— By)|
= (A - Bm)(A— D] +[(A~ (A~ Bn)l
<2|A—-1||A—- B,| < |A— Bml.

Asi By, ;) es mds cercano a A que B,,, luego los términos de la sucesién
{B,.}, ¥y por tanto de {y1, }, son distintos. Observemos que

bog1 = (L = BmABZ})bm + Bma

entonces,
1oma1l < & 16| + |al .

Consecuentemente |b,| esti acotado por 2 {a| + |b] para toda m, de esta
manera la sucesién {b,,} tiene una subsucesién convergente {b,,,}, mas
atin como O(n) es compacto, {Bp,,} tiene también una subsucesion con-
vergente, asi {¥y,m} tiene una subsucesion en J{(£") que converge en I', pues
I’ es cerrado en 7(£E"). Como los términos de {1, } son distintos, tenemos
una contradiccién con que I' es discreto por el lema 2 de 2.3. -

Lema 6. Sean I' un subgrupo discreto de I(E™), p =a+ Ay p=b+ 8B
elementos en I" con |A—I| <1y |B—1I| <1 8i Ay B conmutan, en-

tonces ¢ y Y conmutan.

Demostracién:
Sea [, ¥] = ¢~y ~!, mediante operaciones directas sc llega a que

[Py =(A—-Db+ (1~ Bla+ 1.

Sean ¢ = (A — I)b+ (I — B)a, y {#mn]} la sucesién en I' definida por
@1 = [¢, [¢, Y]] ¥ Pm = [#, Pm_1]. Entonces ¢¢; = (A — I)c+ 1, y en general
(A—TI)"c+ 1. Ahora

I(A—Dymel < |A—-TT e,

como {A — I| < 1, tenemos que (A — [})™c— Oen E”. Asi¢y;, — T en .
De aqui se sigue que {¢, } es eventualmente constante por el lema 2 de 2.3.
Luego (A — I)™c = 0 para alguna m.

Sea V el espacio de todos los vectores en E™ que fija A y sea W su
=v+wconveVyweW

bm =

complemento ortogonal, de manera que ¢
Entonces
(A—INMe= (A~ I)"w.
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Como A es ortogonal, A—J manda a W isomdérficamente sobre si mismo. Asi
w = 0, de modo que ¢ es un punto fijo de A. Usando el mismo argumento,
la sucesién {¥m}, definida por ¥1 = [¥, [¢, %]] ¥ Vm = [, Pm], converge a
I, se puede deducir que ¢ es también un punto fijo de B.

Observemos que (A—7)b estd en W, luego es ortogonal a c. Andlogamente
(I — B)a es ortogonal a ¢. Como ¢ = (A — I)b + (I — B)a, tenemos que c
es ortogonal a si mismo, esto sélo pasa cuando ¢ = 0. De modo que ¢ y
conmutan. - -

Lema 7. S§i X es un espacio métrico compacto, entonces, para cada
r > 0, existe un nimero mdrimo k(r) de puntos en X, cuyas distancias
entre s son al menos r.

Demostracion:

Supongamos que no existe una cota superior al nimero de puntos de
X cuyas distancias entre ellos son al menos r. Ya que X es compacto,
se puede cubrir por un niimero finito de bolas de radio r/2, digamos
B(x1,r/2),..., B(xm,7/2). Sean ¥1, ..., Um+1, . + 1 puntos de X cuyas dis-
tancias entre sf son al menos r. Entonces alguna bola B(x;,7/2) contiene
dos puntos y; ¥ yx. Pero

d(y; yx) < d(yj, x:) +d(zi, ye) < 7/2+71/2 =71

que es una contradiccidén. -]

Lema 8. Sea I' un subgrupo de I(E"™) y para cada r > 0, sea 'y el

subgrupo de T’ generado por todos los elementos ¢ = a+ A en I', con
{A — I| < r. y sea kn(r) el mdrimo nimero de elementos de O(n) cuyas dis-
tancias mutuas sean menores a r, relativas a la métrica d(A, B) = |A — B].

Entonces ', es un subgrupo normal de I y [I" : [';] < k,(r) para cada r > 0.

Demostracién:
Sea¢p=a+Aenl,,con|A—I|<r yseaty =b+ B €TI. Entonces
Yy~ = c+ BAB™! para algiin ¢ en E". De aqui

|BAB-! —I|=|A—1I| <7

Asi ¥y~ ! estd en I',.. Consecuentemente I',. es un subgrupo normal de
I'. Sea Y, = b; + B,, para i = 1,...,m, el nimero maximal de elementos de
I" tal que las distancias mutuas entre los B), ..., Bm son al menos r. De este
modo m < k,(7). Sea ¥ = b+ B un elemento cualquiera en I'. Entonces
existe un indice 5 tal que |B — B;| < r; de otra manera ¥, ¥, ..., ¥m serian
m + 1 elementos cuyas distancias entre los B, By, ..., B, son al menos r. De
aquf [BBJ—l - I] < r. Como 11)111_7»_1 = c+B’13’_,—l para algin ¢ € E™, tenemaos
que t/ubj_l estd en I',. As{ ¢ estd en la clase lateral I',¢;. Por tanto

=Ty U... U Y0,
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De lo anterior [I": I'y] < m < k,(r). -

Teorema 2.12 Seal un subgrupo discreto de I(E™). Entonces I' contiene
a un subgrupo normal abeliano N de indice finito que contiene a todas las
translaciones en I', el indice de N estd tado por un ni o que sdlo

depende de n.

Demostracién:
Sea N = I'y;/2 - Entonces tenemos por el lema 8 que /V es un subgrupo

normal de I" con [I" : N} < k,(1/2); mas aitin, /V es abeliano por los lemas
5 y 6. Claramente /V contiene a las translaciones que estan en I''. -

Ejemplo 1. Sea I' el grupo de simetrias de Z™ en E™. Entonces I'(0) =
Z"™; mas atin, el estabilizador I'g es el subgrupo de O(n) de todas las matri-
ces con entradas enteras, adema4s es un grupo finito. La funciéne : T" — 27,
definida por e(#) = &(0), es continua. Por tanto, e~1(0) = I'g es abierto en

I'. Asi I’ es discreto.
Si¢p =a+ AT, entonces A € I'g. Asi, la funcién a + A — A determina

una sucesién exacta corta

1T —-I' =Ty —1
donde T es el subgrupo de translaciones de I'. La sucesién se escinde, ya
que Iy es un subgrupo de I'. Asi I' = TT es un producto semidirecto. En
particular, el indice T en I es el orden de Ip.

Definicién: Sea G un grupo gque actia en un conjunto X.
(1) Un elemento g € G actiia trivialmente si y sélo si gr = x para todo

r en X.
(2) El grupo G actiia trivialmente en X si y sélo si cada elemento de G

actia trivialmente en G.
(3) El grupo G actia efectivamente en G si y sdlo si 1 es el dnico ele-

mento de G que actiia trivialmente en X.

Teorema 2.13 Sea I' un subgrupo discreto abeliano de I(E™). Entonces
existen subgrupos H y K de T y un m-plano P de E™ tal que

(1) el grupo T tiene la descompostc:dn por suma dlrecta r=KH;

(2) el grupo K es finito y acttia tri te en P;

(3) el grupo H es abeliano libre de rango m y actia efectlvamente en P
como un grupo de translaciones.

Demostracién:
La prueba es por induccién en la dimensién n. El teorema es trivial

cuando n = 0. Supongamos que 72 > 0 y el teorema es cierto para todas las
dimensiones menores que n. Escojamos ¢ = a+ A4 en I’ tal que la dirnensién
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del espacio V' de todos los vectores en E™ fijos por A es tan pequeiia como
sea posible. Si V = E™, entonces I' es un grupo de translaciones y por tanto
el teorema se cumple para I' por segiin el ejemplo 9de 23 con H =T y P
el espacio vectorial generado por la érbita I'(0).

Supongamos que dimV < n, sea W el complemento ortogonal de V en
E™. Escribamosa=v+wconv € Vywe& W. Yaquelaimagende A — 1
es W, existe una y tal que (A — I)y = w. Sea 7 = y + /. Entonces

7l =7h(—y + 1) =7(a — Ay + A)
=y+a—Ay+A=a—w+ A
= v+ A.

Conjugando el grupo I' por 77, podemos suponer que a es un punto fijo de
A. Sea = b+ B en I'. De la prueba del Lema 6, tenemos

[6,%] =(A—-TI)b+ (I — B)a—+ 1.
Asi (A—I)o+ (I —~B)a=0. Como A y B conmutan, B(V)
(B — I)(V) < V. De la ecuacién
(B —Ia+ (I — A)b,

deducimos que (B — I')a estd en VW = {0}. Asi B fija a y A fija b. Se
sigue que b estd en V. De manera que %, y por tanto I', dejan a V invariante.

Conjugando el grupo I' por una rotacién apropiada, podemos suponer
que V = E* con k < n. Sea T el subgrupo de J(E*) que se obtiene de
restringir las isometrias de ' en V y p : I’ — T la restricciéon. El nticleo
de p es un subgrupo discreto de O(n) y es por tanto finito de acuerdo con
el ejemplo 6 de 2.3. Como I' actiia discontinuamente en E*, el grupo I lo
hace también y por tanto es discreto. Por hipétesis de induccidn, existen
subgrupos H, K de T y un m-plano P de E* tal que (1) T = HQBK (2)
K es finito y actia trivialmente en P, y (3) H es abeliano libre de rango
T y actia trivialmente en P como un grupo discreto de translaciones.
Sea K = p~1(¥X). Entonces K es un subgrupo discreto de I', actuando
trivialmente en P. M4s aiin existe una sucesién exacta corta

1K I -H—1.

= V" y entonces

La sucesién se escinde, ya que H es abeliano libre. De aqui, existe un sub-
grupo M deTl tal que I' = K @ H y p manda H isomdérficamente sobre H.
Por tanto, H es abeliano libre de rango m y H actuia efectivamente en P
como un grupo discreto de translaciones, Esto completa la induccién. -

Definicién. Un subgrupo latiz 1" de I(E") es un grupo I' generado por

m < n translaci te P
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Corolario 3. Un subgrupo T de I(E"™) es un subgrupo latiz si y sdlo si
I' es discreto y abeliano libre de rango m.

Lema 12. Sea H un subgrupo de indice finito en un grupo topoldgico I’
con una topologia inducida por una métrica. Si H es discreto, entonces I'

es discreto.

Demostraciéon:
Supongamos que H es discreto. Entonces & es cerrado en I'" por el Lema
3 de 1.3. Ya que H de indice finito en I, existen elementos g1, g2, ..., 9m

en I, con g; = 1, tal que
F=gHU..UgnH.
Asi,
H=I—gHuU.. .Ug,H.

Como cada clase lateral g;H es cerrada en I', H es abierto en I'. También
{1} es abierto en I'. Asi I'" es discreto. -

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de los teoremas 2.12 y 2.13,
¥ el lema 9.
Teorema 2.14 Sea I' un subgrupo de I(E™). Entonces I' es discreto si y
s6lo si I tiene un subgrupo abeliano libre H de rango m y de indice finito
tal que H actia efectivamente en un m-plano P de E™ como un grupo
discreto de translaciones.

Mostraremos que el m-plano P en el teorema 2.14 puede escogerse de
manera que P es invariante bajo I'. El sigui lema considera el caso
m = 0.

Lema 10. 5i I es un subgrupo finito de I(E™), entonces I' fija un punto
de E™. .

Demostracién:
Sea m = || y hagamos

L > 40

m g€r

a =

Entonces para ¢ = b+ B en I, tenemos

W@ =b+ L 5 BaO) =L 5 (b-+ Bs(0))
m ser FEr

1
m
=Ll s yso =1 > 40)=a.

1
™ ger m ser
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Teorema 2.15 Sea I' un subgrupo discreto de I(E™), entonces
(1) el grupo T tiene un subgrupo libre abeliano de indice finito H;

(2) existe un m-plano P de E™ en donde H actia efectivamente como
un grupo discreto de translaciones; y

(3) el m-plano P es invariante bajo I,

Demostracién:

Por el teorema 2.12 el grupo T tiene un subgrupo abeliano normal N
de indice finito. Por el teorema 2.13, el grupo N contiene a un subgrupo
abeliano libre H de rango m y de {ndice finito, existe un m-plano Q de
E™ tal que H actia efectivamente en @ como un subgrupo discreto de
translaciones, y IV actia en Q via translaciones. Conjugando I" en I(E"™),
podemos suponer que @ = E™. Sea ¢» = a + A un elemento arbitrario de
N. Como ¢(0) = a, encontramos que a estid en E™ y ¢ actiia en E™, por
translacién por a. Luego, A fija cada punto de E™. Sea V, el subespacio de
E™ de elementos fijos por A y definamos V' =¢Q~ Vs. Entonces E™ C V.

Sea 3 = b + B un elemento arbitrario de I'. Mostraremos que 3 deja V'
invariante. Primero,

B(V) = B( 0O, V) = 0 BV,
Tl Yot = 0 Vo=V
Por tanto, B deja invariante a V. Sea ¢ = a + A en N. Entonces
Yo~ = (I — BAB~ )b+ Ba+ BAB™'.
Como Y@~ estid en N, existe una v en E™ tal que

(I —BAB ')d + Ba=v.
Observemos que

Ba=v+(BAB~!-Id

es la descomposicién ortogonal de Ba con respecto a Vyuy-1. Como Ba
estid en V, tenemos que (BAB~! — I)d = 0, entonces d = (0. Por tanto,
b € Vypu-1 paracada ¢ € N. Asi b estd en V. Y de esta forma ¢ dejaa V
invariante. Mds aiin Ba estd en E™ para cada a € E™. Luego B deja E™
invariante.

Conjugando I' por una rotacién apropiada de E" que deja a E™ fijo,
podemos suponer que V = Ef.conl = m. Sean : E' — E'~™ la proyeccién
definida por

1. T) = (Tomaers ooy Tt)-
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Definamos o : E'~™ — E! por

(X1, .0y Tt=m) = (0,...,0,F1,.ce, Ti—rm)-
Entonces o es un inverso derecho de 7. Por €l teorema 2.2 tenemos que n
induce un isomorfismo de grupos topolégicos
7: EY/E™ — EI-™,
Definamos una métrica en E!/E™ por
d(z + E™,y + E™) = |n(z) — n(¥)l.
Entonces 77 es una isometria. Definimos una accién de I'/N en E!/E™
mediante
(NY)(z + E™) = Y(x) + E™ = b+ Bz + E™.
Esta accién esta bien definida, ya que /N actiia en E' por translacién por los
elementos de E™ y B deja E™ invariante. Mds aiin I’/N actia en E!'/E™
via isometrias. Por el lema 6, el grupo finito I'/N fija un punto P = =+ E™

de E'/E™. De aquf T" deja el m-plano P invariante, y H actia efectiva-
mente en P como un grupo de translaciones. -

2.5 Grupos Elementales.

En esta seccién, caracterizamos los subgrupos discretos elementales de

M(B™).

Definicién. Un subgrupo G de M(B™) es elemental si G tiene una
drbita finita en la bola cerrada B™.

Definicién. Sea G un subgrupo elemental de M(B™).
(1) El grupo G se dice del tipo eliptico si G tiene una dSrbita finita en
B,

(2) El grupo G se dice del hpo__e‘avubéhco si G fija un punto en S*~! y
nio tiene otras orbitas finitas en B

(8) El grupo G se dice del tipo Iuperbolu:o si G no es ni del tipo parabdhca
ni del tipo eliptico.

Sea ¢ € M(B™) y = un punto de B". Entonces
(6Go~)o(x) = $(Gx).
En otras palabras, la $G¢—'-6rbita de ¢(x) es la ¢-imagen de la G-Srbita

de z. Esto implica que $G¢~! es también elemental; més aidn, G vy ¢Gp—?!

tienen el mismo tipo. Asf, el tipo elemental de G depende sélo de la clase
de conjugacion de G.
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2.5.1 GRrupros ELEMENTALES DEL Tipo ELiPTICO.

Teorema 2.1686 Sea G un subgrupo elemental de A{(B"™). Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) El grupo G es del tipo eliptico.

(2) El grupo G fija un punto de B™.

(3) El grupo G es conjugado en M(B™) a un subgrupo de O(n).

Ademds serd un grupo discreto elemental del tipo eliptico si y sélo si G
es finito.

Demostracién:

Supongamos que G es del tipo eliptico. Pasaremos al modelo del hiper-
boloide H"™ del espacio hiperbélico y consideramos a G como un subgrupo
de PO(mn,1). Como G es del tipo eliptico tiene una dérbita finita {v;, ..., vm }
en H". Sea v = v + ... + uvm. Entonces v es un vector temporal positivo de
R™! por el teorema 1.5.

Sea vo = v/ |||v[[[, entonces vo estd en H™. Si A estd en G, A permuta

los elementos de {v;, ..., Um } con la multiplicacién por la izquierda. De esta

manera,

Av Avy + .ol 4 Avpy U+ .. Uy »
= = vp.

Avo = R = Mol = e

Asi G fija a vp. Esto es (1) implica (2). Supongamos que G fija un punto
b de B™. Sea ¢ una transformacién de Mdbius de B" tal que ¢(0) = b.
Entonces ¢~ 1G¢ fija al 0, una transformacién de M&bius que fija al cero es
ortogonal. Luego (2) implica (3). Si existe una ¢ € AM(B") tal que ¢pGp—?
es un subgrupo de O(n), entonces G fija ¢#(0), y por tanto, (3) implica (1).
La tdltima observacidén se sigue de la definicién de ser discreto. -

2.5.2 GRUPOS ELEMENTALES DEL TIPO PARABGOLICO

Con el fin de analizar los grupos del tipo parabdlico e hiperbdlico serd
conveniente trabajar en el modelo del semi-espacio superior U™ del espa-
cio hiperbélico. Subgrupos elementales de Af(U™) de los tipos elipticos,
parabdlicos e hiperbélicos se definen de la misma manera que en el modelo
de la bola B™. La ventaja principal, de este modelo, es que el grupo de
similaridades euclidianas S(E"~!) es isomorfo a la extensién de Poincaré
del estabilizador de oo en M(U™).

Teorema 2.17 Sea G un subgrupo elemental de M(U™). Entonces los
igus son eguivalentes:
(1) El grupo G es del tipo parabdlico. N
(2) El grupo G tiene un tnico punto fijo en E"—1,
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(3) El grupo G es coﬂ]ugado en AM(U™) a un subgrupo de S(E™—1) tal
que no fija puntos en E"—1

Demostracién:

(1) implica (2) de la definicién. (2) y (3) son equivalentes. Probaremos
que (2) 1mpllca (1) por contradiccién. Supongamos que G fija a un tnico
punto a € En—t ¥ que G no es del tipo parabdlico. Entonces G tiene una
6rbita finita {u1, ..., um} en U™, por el teorema 2.16, G es del tipo eliptico,
¥ por tanto fija a un punto u € U"™. De esta manera, G fija a la linea
hiperbdlica L que comienza en a y pasa por u. Pero esto implica que G fija
el otro punto extremo de L contrario a la unicidad de a. Asi {u1,...,%Um}
debe estar contenido en E*—!. Como a es el tinico punto fijode G en En—? y
debemos tener 2 > 2. El indice de cada estabilizador G, es m. Se sigue
que H = Gy, NGy, es de indice finito en . Mds ain, cada elemento de H
es eliptico, ya que H fija los tres puntos a,u;,u2z. De aqui, / fija la linea
hiperbdlica L que une a con u;. Sea u cualquier punto en L. Como G,
contiene a H, tenemos que G, es de indice finito en G. Asf, la 6rbita G,
es finita. Esto lleva a una contradiccién. Luego G debe ser parabdlico. B

Teorema 2.18 Sean ¢,y en M(U™) con i hiperbdlico. Si ¢ y ¢ tienen
eractamente un punto fijo en comin. Entonces el subgrupo generado por ¢
Yy Y no es discreto.

Demostracién:

Conjugando en M(U™), podemos suponer que el punto fijo en comiin
es oco. Asi, consideremos a ¢ y ¢ en S(E™""!), también, conjugando en
S(Em—1) supongamos que 3 fija al 0. Entonces, existen escalares positivos
7, s y matrices A, B € O(n — 1), y un punto a distinto de cero en E"—1
tal que ¢(z) = a + rAr y Y(xr) = sBzx. Reemplazando ¥ con ¥~? si es
necesario, tomemos a s de modo que 0 << s < 1. Entonces tenemos

YWY~ ™ (x) = smB"a + rBmABTx

para cada entero positivo m. Los términos de la sucesién {™#1~™} son
todos distintos, ya que son distintos

YMpY~"(0) = s™B™a cona % 0.
Como O(n—1) es compacto, la sucesién { B AB~"™} tiene una subsucesién

convergente {B™;AB~™/}. Sea T, la translacién de E*~! por S™B™a
Entonces {Tm} converge a I por el Corolario 1 de 2.2. Como

YMIYT™ = T rBT"ABT™,

la sucesidén {Yy™/ @y~ ™5} es convergente, pero no es eventualmente cons-
tante. Asi, el grupo (¢, ¥) no es discreto por el lema 2 de 2.3. »
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Teorema 2.19 Un subgrupo I’ de M(U") es un subgrupo discreto elemen-
tal del tipo parabdlico si y solo si T es conjugado en M{(U™) a un subgrupo
infinito discreto de I(E™—1).

Demostracién:

Supongamos que I’ es un subgrupo discreto elemental del tipo parabdlico.
Por el teorema 2.17 podemos pensar que I'" es un subgrupo de S(E™~1!) que
no fija puntos de £"~!. Por el teorema 2.18, el grupo I' no tiene elementos
hiperbélicos, de otra manera I'" no fijaria a un punto de E™*~!, Consecuente-
mente, cada elemento ¢ de I es de la forma ¢(x) = a + Ax, donde A esta
en O(n—1) y a estd en E"— 1. AsiI" es un subgrupo de 7(E"—1). El grupo
I" debe ser infinito, en otro caso, seria del tipo eliptico.

Reciprocamente, supongamos que [" es un subgrupo discreto infinito de
I(E™"1!), y supongamos que I' fija a un punto de E"~!. Conjugando en
I(E™"1), podemos suponer que I fija al cero. Entonces I" es un subgrupo
de O(n — 1). Pero I' es discreto, por tanto debe ser finito, pero este no
es el caso. Por lo anterior I' no fija puntos de E™*~'. Luego, ' es del tipo
parabdlico por el teorema 2.17. ™

2.5.3 GRrRuUPOS ELEMENTALES DEL TIirOo HIPERBOLICO.

Sea S(E™—!). el subgrupo de M (£"~!) de todas las transformaciones que
dejan invariante al conjunto {0,00}. El grupo S(E™"!)q de todas las si-
milaridades que fijan al 0 y al oo, es un subgrupo de indice dos del grupo
S(E™"1),. Identifiquemos S(E™"!). con el subgrupo de M(U™) de todas
las transformaciones que dejan a {0, 00} invariante.

Teorema 2.20 Sea G un subgrupo elemental de Af(U™). Entonces los
siguientes son egquivalentes:

(1) El grupo G es del tipo hiperbdlico.

(2) La union de todas las orbitas finitas de G en TU" consiste de dos
puntos de E™—1,

(3) El grupo G es conjugado en M(U™) a un subgrupo de S(E™1), que
no fija algin punto del enésimo eje positivo.

Ademds un subgrupo I"' de M(U™) es un subgrupo elemental discreto del
tipo hiperbdslico si y solo si " es conjugado en M(U™) a un subgrupo discreto
infinito de S(E™—1)..

Demostracién:

Supongamos que G es del tipo hiperbdlico. Entonces todas las érbitas
finitas de G estdan contenidas en E”~1, ya que G no es del tipo eliptico. Sea
{u1, ..., um} la unién de un niimero finito de G-4rbitas distintas. Entonces
cada uno de los estabilizadores Gy, es de indice finito en G, ya que cada
una de las Srbitas Gu; es finita. Sea
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H =G, N..NG.,.,.

Entonces H es de indice finito en G y fija a cada u;. Si m > 3, el grupo H
debe ser del tipo eliptico; pero esto implica que G es del tipo eliptico que
no es el caso. Luego m puede ser a lo mds 2. El caso de una sola drbita
finita, que consiste en un sSlo punto, estd descartado por el teorema 2.17.
De esta forma, G tiene o una Srbita finita que consiste de dos puntos o dos
Srbitas finitas que consisten de un sélo punto cada una. Esto es (1) implica
(2). De la definicién de S(E"~1). se sigue que (2) implica (3).
Supongamos que G es un subgrupo de S(E™~!), que no fija puntos en el
enésimo eje positivo. Entonces G fija al cero, al co o {0, co} es una G-6rbita.
Consecuentemente G no es del tipo parabélico. Veamos, que tampoco es del
tipo eliptico. Si G fija a 0 y al oo, entonces G fija al enésimo eje positivo,
que no es el caso. Por tanto {0, o0} es una G-6rbita. El estabilizador Gg
es de indice dos en G y fija al 0 y al co. De aqui, Go fija al enésimo eje
positivo L e intercambia sus puntos extremos. Por ello, ¢ tiene un punto
fijo u en L. Como Gg y ¢ generan a G, el grupo & fija a u, lo cual es una
contradiccidn. Se sigue que G es del tipo hiperbélico. -

La estructura de un subgrupo discreto infinito I' de S(E™~!), es sencilla
de describir. Sea I'p el subgrupo de I' que fija a 0. Entonces I'g es de indice
1 0 2 en I'. Cada elemento de I'g es de la forma kA, donde k£ es un escalar
positivo y A estd en O(n — 1). Sea

p:To— R4

el homomorfismo definido por p(kA) = k. El nucleo de p es el grupo ['e N
O(n — 1), el cual es finito. Como la 6rbita I'ge,, es discreta, encontramos
que la imagen de p es un subgrupo discreto infinito de R4. De aqui que
existe un escalar s > 1 tal que

(L) = {s™ :m € Z}.

Asi I'g tiene un numero finito de ciclos infinitos. Sea ¢ un elemento de I'g
tal que p(¥) = s. Entonces I' es el producto semidirecto del subgrupo finito
Lo NO(n — 1) y el subgrupo ciclico infinito generado por . Luego, I'' tiene
un subgrupo ciclico infinito generado por una transformacién hiperbdélica
como un subgrupo de indice finito. Esto conduce al siguiente teorema.

Teorema 2.21 Un subgrupo I’ de M(U™) es un subgrupo elemental dis-
creto del tipo hiperbdlico si y sdlo si ' contiene a un subgrupo ctclico infinito
generado por una transformacion hiperbdlica como un subgrupo de indice

Jfinito.

Demostracién:
Supongamos que I' contiene un subgrupo ciclico infinito A generado por

una transformacién hiperbdlica ¢¢ como un subgrupo de indice finito. Sean



2.5. Grupos Elementales. 50

a y b puntos fijos de y. Como ', contiene a H, tenemos que [, es de indice
finito en I'. Por tanto, la érbita I'a es finita. Andlogamente I'b es finita. De
esta manera, I' es elemental. Como H no tiene puntos fijos en U", el tipo
de I" no es del tipo eliptico por el teorema 2.16. Mds aiin, I" no es del tipo
parabdlico, ya que la unién de todas las érbitas finitas de I' contienen al
menos a los puntos a y b. Por tanto, I debe ser del tipo hiperbélico. Sea L
el eje de ¥ ¥ sea z un punto en L. Entonces la érbita Hx es un conjunto
discreto. Como la funcién e : H — Hx, definida como e(¥"™) = ¢¥'"™(x) es
continua, e~!(z) = {I} es abierto en H, y por tanto H es discreto. Asf I"
es discreto por el lema 8 de 1.4. El reciproco se sigue del teorema 2.20 y de
forma anidloga a la discusién anterior. -

Ejemplo 1. Sea u la dilatacién de U™ definida por u(x) = 2x, y sea o
1a inversién de U" definida por o(z) = z/|z|®. Sea I' el grupo generado
por 4 y o como cuc = p~', el grupo ciclico infinito (u) tiene indice dos
en I'. Por tanto, I' es un subgrupo elemental discreto de M(U™) del tipo
hiperbélico por el teorema 2.21. Observemos que I" deja el conjunto {0, co}
invariante pero no fija ni a 0 ni a co.

2.5.4 GRUPOS SOLUBLES.
Sea F, el conjunto de todos los puntos fijos en B” de una transformacidn
de Mébius ¢ de B". Si ¢, ¥ estdn en A (B"™), entonces

Fupu—t = P(Fs).

Esta observacidn tan simple es la clave de la prueba del siguiente lema.
Lema 1. Cada subgrupo abeliano de M(B™) es elemental.

Demostracion:
La prueba es por induccién en n. El teorema es claro cuando n = 0, ya que

B° = {0} por definicién. Supongamos, ahora que n > 0 y que el teorema
es cierto para todas las dimensiones menores que n. Sea G un subgrupo
abeliano de AM(B"™). Supongamos primero que G tiene un elemento que es
parabélico o hiperbélico. E es F,, consi de uno o dos puntos. Como
Yo~ = ¢, tenemos que Y(Fy) = Fy para toda ¥ en G, y por tanto G es
elemental.

Ahora pensemos que todos los elementos de G son elipticos. Sea & en
G. Entonces F, es la cerradura de B" de un m-plano hiperbdlico de B™,
ya que ¢ es conjugado en Af(B") a un elemento de O(n). Por tanto, F,
es un m-disco cerrado. Escojamos ¢ en G de tal manera que la dimensién
de F, sea tan pequeiia como sea posible. Si dim F, = n, entonces G es
trivial, as{ que supongamos que dim F; < n. Conjugando G en M(B"),
podemos suponer que Fy = B con m < n. Como G es abeliano, tenemos
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que ¥(F,) = F, para toda 3 en G en otras palabras, G deja invariante a
B™". Mas aiin G deja invariante a E™ por el teorerna 1.14.

Msis atin, sea G el grupo de transformaciones en E™ que se obtiene de G
restringiendo a sus elementos. Entonces G es un subgrupo de M(B™) por
el teorema 1.11. G es abeliano, ), ya que G es una imagen homomérfica de

G. Por hipdtesis de induccién, G, y por tanto G, tiene una érbita finita en
B, luego G es elemental. -

Teorema 2.22 Sea I' un subgrupo discreto de M(B™). Entonces I" es un
grupo elemental si y sdlo si contiene a un subgrupo abeliano de tndice finito.
Mds ain, st T es elernental, entonces contiene a un subgrupo abeliano libre
de indice finito cuyo rango es 0 si I es eliptico, 1 si T" es hiperbdlico, 6 k ,
con 0 < k <n, siI” es parabslico.

Demostraciéon:

Si I es elemental, entonces contiene un subgrupo abeliano libre de indice
finito por los teoremas 2.14, 2.16, 2.19 y 2.21 cuyo rango es 0 si I” es eliptico,
1 si " es hiperbdlico, o &k, con 0 < k& < n, si I" es parabdlico.

Reciprocamente, supongamos que I contiene un subgrupo abeliano H de
indice finito. Entonces H es elemental por el lema 1. Sea x un punto en B
tal que Hr es finito. Como [I" : F] es finito, existen elementos ¢,,...,¢m en T

tales que I’ = 1 HU...U¢, H. Por esto tenemos que ' = ¢ Hzu...Up Hzx,
es finito. Por tanto I'' es elemental. [ ]

Teorema 2.23 Cada subgrupo soluble de M(B™) es elemental.

Demostracion:

Sea G un subgrupo soluble de Af(B™). Definamos una cadena de grupos
de la siguiente manera G® = G y G® = [G*— 1D, G—1] para & > 0.
Entonces G() = 1 para algin k, tomemos de estos k al m&as pequefio.
Probamos que G es elemental por induccién sobre k. Esto es claro si k =0
asi que supongamos que k£ > 0 y que todos los subgrupos de M(B") de
solubilidad k—1 son elementales. Como el grado de solubilidad de H = G(1)
es k — 1, tenemos que H es elemental.

Supongamos que H es del tipo parabdlico o del tipo hiperbélico. En-
tonces Ia unién de las érbitas finitas de H en 8"~ ! es un conjunto de uno o
dos puntos. Sea h en H y g en G. Entonces g~ ! hg esta en H, ya que H es
un subgrupo normal de g. Asf g~ 'hg(F) = F, por tanto hg(F) = g(F). Asi
g(F) es una unién de dérbitas finitas de H, y entonces g(G) = F. De aqui
G contiene una érbita finita y entonces G es elemental. Supongamos ahora
que H es eliptico. Sea F' el conjunto de todos los puntos de B™ que fija
H. Entonces F es un m-plano de B™. Conjugando G en A (B™), podemos
suponer que FF = B™, Si x estd en F, h estd en H, y g en G, entonces
g~ 'hgx = x y por tanto hgr = gz, asi gx estd en F. Tenemos también que
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G manda a F sobre sf mismo. Sea G el subgrupo de Af{B™) que se obtiene
de restringir G a F. Entonces H es un subgrupo del niicleo del homomor-
fismo restriccién p : G — G. Asf p induce un homomorfismo de G/ H sobre
G. Como G/H es abeliano, G es abeliano. Por tanto G es elemental por el
lema 1. Asi G y luego G, tienen una 6rbita finita en F, de esta manera, G
es elemental. -

Teorema 2.24 Si G es un subgrupo no elemental de M(B™) que no tiene
m-planos de B" invariantes, entonces G no contiene subgrupos normales
elementales no triviales.

Demostraciéon:

Sea H un subgrupo normal elemental no trivial de G. Supongamos
primero que H es del tipo eliptico. Entonces el conjunto G de todos los
puntos de B" fijos de H es un m-plano propio de B"™. Sea x un punto de
F, ¢ en H y i en G. Entonces ¥y~ !(z) = z, luego ¢y(r) = ¥(z). De
aqui ¥(r) es un punto fijo de ¢. Como ¢ es arbitrario en H, tenemos que
() esti en G. Como ¥ es arbitrario en G se deduce que G deja a F inva-
riante, que no es el caso. Ahora supongamos que H no es del tipo eliptico.
Entonces, la unién de todas las érbitas finitas de H es un conjunto F de
uno o dos puntos. Sea ¥ en GG. Entonces

Y lHY(F) =HF = H.

De esto HyY(F) = ¥(F). Por tanto, ¥(F) = F. Como 3 es arbitrario
en G, deducimos que GF = F, pero esta es una contradiccién a que G es
elemental. -

Corolario 1 Si n > 1, entonces M(B™) no tiene subgrupos solubles,
normales no triviales.

Demostracién:

M({B") no deja a ningiin m-plano propio de B™ invariante. M4ds atn, ya
que M (B™) actia trivialmente en S™—?, se sigue que Af(B™) no es elemen-
tal para n > 1. Por tanto A (B™) no contiene subgrupos normales solubles
no triviales por los teoremas 2.23 y 2.24. [ ]

Observacidn. El grupo M (B"™) es isomorfo a I(H"™). Por esto I{(H™) no
contiene subgrupos normales solubles no triviales para n > 1. En contraste
I(S™) y I(£") tienen ambos, subgrupos normales solubles no triviales.

El grupo M (B") contiene un grupo cociente abeliano no trivial, porque
el subgrupo Mo (B") de isometrfas que preservan la orientacién en B™ tiene
indice dos. Se sigue del préximo teorema que Mp(B") es el dnico subgrupo
normal propio de Af(E™) cuyo grupo de clases laterales es abeliano.
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Teorema 2.25 En el grupo Mo(B™) todo grupo cociente abeliano es trivial.

Demostracién:

Es suficiente mostrar que Mo (B™) es igual a su conmutador. Para esto,
usaremos el rmodelo del semiespacio superior U™. El grupo Mo(U™) estd
generado por todos los productos v = al o2 de dos reflexiones en esferas &, y
=, de En que son ortogonales a E"—! y tangentes a una esfera ¥ de En que
es ortogonal a E™ 1. Sea o la reflexién en . Entonces §; = 010 y 2 = ooz
son translaciones parabdlicas. Esto claro poniendo las esferas de tal forma
que oo es el punto de tangencia. Como vy = ;1 3;, encontramos que Mo(U™)
estd generado por el conjunto de todas las translaciones parabdlicas de U™.

Como cualquier translacién parabdlica de U™ es conjugada en Afp(U™) a
la translacién parabdlica T de U™ definida por 7(x) = €, + z, es suficiente
mostrar que T es un conmutador. Sea u la dilatacién de U™ definida por
#(x) = 2z. Entonces

pru~ 't (x) = prp=t(—es + x) = pr(—e1/2+ x/2)

=ul{ey/2+z/2)=e1+x=T.

Por tanto T = [u, 7]. [ ]
Definicién. Un subgrupo I' de I(H™) es elemental si y solo si el sub-

grupo ETE~1 de I(B"™) corresponde a un subgrupo elemental de M(B™) bajo

el isomorfismo natural de I(B™) a M(B"™).

Todos los resultados de estd seccién se aplican ahora a los subgrupos
elementales de J(H™). M4ds ain, se pueden definir en una manera similar
los subgrupos elementales de el grupo de isometrias en cualquier modelo
del espacio hiperbdlico.
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Conjuntos Convexos, Politopos.

En este capitulo estudiamos la geometria de los grupos discretos de isometrias
de S, E™, H™. Comienzaremos con una introduccién al modelo del disco
proyectivo del n-espacio hiperbélico. Conjuntos convexos, poliedros y poli-
topos en 8™, E™ y H™ se estudian en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3 respecti-

varnente.

3.1 Conjuntos Convexos.

A través de esta seccién X = 8™, E™ o A" con n > 0. Un par de puntos
z, y de X se dicen propios si y sélo si r, ¥ son distintos y no son pun-
tos antipodas cuando X = S". Si z, ¥ es un par de puntos propios de X,
entonces existe un iinico segmento geodésico en X que une x a y. Deno-
taremos este segmento por [z,y].

Definicién: Un subconjunto C de X es convezo si y sdlo si para cada
par de puntos propios x, y de C, el segmento geodésico [x,y] estd contenido
en C.

Con el fin de tener uniformidad en la terminologia, definamos a un m-
planoc de S™ como la interseccién de un subespacio de E"+! de dimensién
m + 1 con S™, llamaremos a esta interseccién una m-esfera en S".

Ejemplo 1. Cada m-plano de X es convexo. Cada par de puntos antipodas
de S™ es convexo. También la interseccién arbitraria de conjuntos convexos
en X es convexa.

Definicién. Sea C un subconjunto no vacio de X.

(1) La dimension de C estd definida como el menor entero m tal que C
estd contenido en un m-plano de X.

(2) Si dim C = m, entonces C estd contenido en un inico m-plano de
X, el cual estd denotado por {(C).

(3) El interior de C es el interior topoldgico de C en (C) y se denota
por C°.

(4) La frontera de C es la frontera topoldgica de C en (C) y se denota
por 8C.
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(5) La cerradura de C es la_cerradura topoldgica de C en (C) y estd
denotada por C. Notemos que C es también la cerradura topoldgica de C

en X, ya que (C) es cerrado en C. Observemos que C es la unidén ajena
de 8C y C°.

Si C es el conjunto vacio, entonces la dimensién de C estd indefinida, y
todos los conjuntos (C), C°,8C y C son vacios por definicién.

Lema 1. Sea x, ¥ un par de puntos propios de X. Entonces eriste r > 0
tal que si u estd en B(x,r) y v estd en B(y,r), entonces u, v es un par de
pPuntos propios.

Demostracién:

Esto es claro si X = E™ o H"™. Supongamos que X = 8", los conjuntos
{*zx} ¥ {#+v]} son ajenos, ya que z, ¥y es un par de puntos propios de X.
Sea r la mitad de la distancia de {3z} a {zy}. Entonces B(xz,r), B(y,7r) y
B(—z,r) son mutuamente ajenos. Como —B(zx,r) = B{(x, r), ningan punto
de B(x,r) puede ser antipoda a un punto de B(zx,r). -

El siguiente un teorema muy conocido en la teoria de conjuntos con-
vexos.

Teorema 3.1 Sea C un subconjunto convexo de X, entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

i) C es convezo;

ii) si z,y es un par de puntos propios de C, si © € C° entonces [z,y) C
[

iii) C° es convero.

3.1.1 LADOS DE UN CONJUNTO CONVEXO

Deflnicién. Un lado de un subconjunto convezxo C de X es un subconjunto
convexo, maximal no vacio de 8C.

Ejemplo 2. Sea C un cilindro recto circular en E3 puesto como se ve
en la Figura 3.1. Entonces los lados de C son las tapas superior e inferior
de C y todos las segimentos de linea verticales en 3C que unen la tapas de
C como [a,b] en la figura 3.1. Notemos que C tiene un ntimero infinito de
lados.

Teorema 3.2 Si S es un lado de un subconjunto convezxo C de X, entonces
CN{(S)=3=S.

Demostracion:
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Figura 3.1. Un Cilindro Cicular Recto en E3

El resultado es claro cuando dim § = 0, supongamos pues que dim S > 0.
Mostraremos que C° y (S) son ajenos. Supongamos que x estd en C°N(S),
entonces S° es no vacio por el teorema 3.1 como dimm S > 0, escojamos una
v en S° tal que x ¥ ¥ no son antipodas. Como C° y 8C son ajenos, = # y.
De aqui z, y es un par de puntos propios. Ya que y estd en S°, existe r > 0
tal que

B(y,r)N{(S)cC S.

Por el teorema 3.1, el segmento geodésico semiabierto [z, y) estd contenido
en C°, pero observemos que

[z, ¥) "By ,r) € S cCaC,

lo cual es una contradiccién. Por tanto C° y (S) son ajenos.
Como € es convexo, C N (S) es un subconjunto convexo de 8C' que con-
tiene a S. Por tanto C M (S) = S por la maximalidad de S. -

Teorema 3.3 Sea P un m-plano de X que contiene un lado S de di-
mensién m — 1 de un conjunto convero C de X. Entonces C° N P estd
contenido en una de las componentes de P\ (S): ademds C N P estd con-
tenido en uno de los semiespacios cerrados de P acotados por (S).

Demostracién: _
SiC°NP =9, entonces CNP =S5, yaque C NP un convexo en

8C y contiene a S, luego en este caso no hay nada que hacer por lo que
podemos suponer que C° M P % @, entonces P < (C) yaque (S) C Py
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P contiene un punto de C°. Por tanto C° N P es un subconjunto abierto,
no vacio convexo de P — (§). Como dim(C® M P) > 0, podemos suponer
que r y y no son antipodas. Ahora ya que [z, y] es conexo, debe contener
un punto de (S). Pero [z,y] estd contenido en C° por el teorema 3.1 y
C*® es ajeno a (S) por el teorema 3.2, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, C° N P estid contenido en una componente de P — (S). Claramente
tenemos C° M P C CNP. Seayen 3C N P y escojamos x en C° M P tal
que T, ¥ no son antipodas. Por el teorema 3.1, [x,y) € C° N P y entonces
C° M P = C N P. Consecuentemente C M P estid contenido en uno de los
semiespacios cerrados de P acotados por (S), por la primera parte del teo-
rema. -

Teorema 3.4 5i C es un subconjunto convexre de X, entonces

(1) cada subconjunto convexo no vacio de 8C estd contenido en un lado
de C;

(2) cada lado de C' es cerrado;

(3) los lados de C se intersecan tunicamente a lo largo de sus fronteras.

Demaostracién:

(1) Sea K un subconjunto convexo no vacfo de 8C y sea X el conjunto
de todos los subconjuntos convexos de 3C que contienen a K. Entonces AC
estd parcialmmente ordenado por inclusién y es no vacio, ya que contiene a
K. Sea C una cadena de K. La unién de los elementos de C es un convexo
y ademsds es una cota superior para C. Por tanto K contiene un elemento
maximal por el Lema de Zorn.

(2) Sea S un lado de C. Entonces S es convexo por el teorema 3.1.
También S estd contenido en 9C, pues JC es cerrado luego § = S ya que
S maximal en C.

(3) Sean S y T lados distintos de C. Supongamos que x estd en SN T°.
Como S y T son subconjuntos convexos maximales distintos de 8C, el lado
T no esta contenido en S. Asf, existe un punto y de T" que no estd en S.
Por el teorema 3.2, tenemos que C M (§) = S, y entonces y no estd en
{S) . Supongamos primero que dim T = 0. Entonces z y ¥ son antipodas.
Como S no estid contenido en T' contiene un punto z 7 z. Sea S{z,z] la
tinica (n — 1)-esfera de S™ que pasa por z y z. Entonces S[x, z] también
contiene y = —x. Como S|z, z] estd contenida en (S}, encontramos que y
estd también en (S) lo cual es una contradiccién.

Si dim T > 0. Entonces T'— S es un subconjunto abierto de T por (2). Por
tanto podemos suponer que y no es antipoda de x. Sea L la \inica geodésica
de X que pasa por x y ¥, Y sea P el plano de dimensién 1 + dim S que
contiene (S) y L. Como z estd en T°, existe una r > 0 tal que

B(x,r)N{(S)yc T.
Observemos que B(xz,r) M L estd en ambos lados de (S)en P y
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B(z,vr)NLc B(x,r) Cc T c a8cC.
Por tanto, existen puntos de C en ambos lados de (S) en P contrario al
* teorema 3.3, se sigue que S y T° son ajenos. As{ § y T se intersecan a lo
largo de sus fronteras.

3.2 Poliedros Convexos.

A través de esta seccidn, X sera 8%, E” o H™ con n > 0.

Definicié Un poliedro c P en X es un subconjunto convexo,
cerrado, no vacio de X tal que la coleccidn & de sus lados es localmente
finita en X.

Observacién. Localmente finito en 8™ es lo mismo que finito, ya que
8" es compacto; y cada coleccién localmente finita de subconjuntos de E™
o H™ es numerable, ya que E™ y H™ son espacios métricos finitamente
compactos.

Teorema 3.5 Sea P un poliedro convezo de dimension n en X que no es
todo X. Para cada lado S de P, sea Hg el semiespacio cerrado de X tal
que @Hs = (S) y P C Hs. Entonces P =N{Hg : S es un lado de P}.

Demostracién:

Sea K = N{Hs : S es un lado de P}. Claramente, tenemos que P C K.
Sea x un punto de X — P y y un punto de P° que no es antipoda de z.
Entonces el segmento [z,y] contiene a un punto z de JP, ya que {z,y} es
conexo. Sea S un lado de P que contiene a z. Entonces z y y estin en
lados opuestos del hiperplano (§). De aqui ¥ no estd en Hg. Por tanto
X —PcC X — K yentonces K C P. Asi P = K. -

Teorema 3.8 Six es un punto en la frontera de un lado S de un poliedro
convezo P en X, entonces x estd en la frontera de otro lado de P.

Demostracion:

Podemos suponer que {P) = X. Supongarnos que x no estd contenido en
otro lado de P. Ya que la coleccién de los lados de P es localmente finita,
existe r > O tal que B(z, r) interseca a sélo un nimero finito de lados de P.
Como S es el iinico lado de P que contiene a x, podemos estrechar B(x, r)
para evitar que los otros lados lo intersequen. Por tanto, podemos suponer
que B(z,r)MNOP C S y que r < w/2. Como x esta en JP, la bola B(zx,r)
contiene a un punto z de {(§) —S. Ahora z estd en X — P, yaque PN(S) = §
por el teorema 3.2. En consecuencia, el segmento geodésico [y, z] contiene



3.2. Poliedros Convexos. 59

a un punto w de 8P. Ver figura 3.2. Como B(zx,r) N8P C &, el punto w
estd en S. Como 2, w estian en {S), deducimos que y estd en {(S), lo cual

es una contradiccién, ya que P M (S) = S. Se sigue que x estd contenido
en alghin lado T' de P; mas atin, x debe estar en la frontera de T por el
teorema 3.4 (3). -
P
S

Figura 3.2. Los cuatro puntos z, y, w, z de la prueba del teorema 3.6

Teorema 3.7 Sean § y T lados distintos de un subconjunto convexo C
de X, y sean =,y un par de puntos propios de C con = en S°, y en T°,
Entonces el segmento geodésico (x,y) estd contenido en C°.

Demostracién:

Supongamos primero que [z, y] esti contenido en 8C. Entonces [z, y] estd
contenido en un lado R de C por el teorema 3.4 (1). Como R interseca a
S° en z, R = S por el teorema 3.4 (3), pero R también interseca a T° en y,
y entonces R = T, lo cual es una contradiccién. Por tanto, (x, ) contiene
a un punto r de C°. M4is aun, (z, z] y [z,y) estdn contenidos en C° por el
teorema 3.1. Asf{ (x, y) estd contenido en C°. -

Llegamos al siguiente resultado:

Teorema 3.8 Cada lado de un poliedro convexo P de dimensidn m en X
es un poliedro convezo de dimension m — 1.

Demostracién:

Sea S un lado de P. Entonces S es convexo y distinto del vacio por
definicién; mds aun, S es cerrado por el teorema 3.4 (2). Claramente S es
un poliedro convexo si la dimensién de S es 0 6 1, asi podemos pensar que
dim S > 1.
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Sea R una coleccién de lados de S. Probaremos que R es localmente
finita en X. Sea £ un punto de X. Como la coleccion & de lados de P
es localmente finita, existe una r > 0 tal que B(x, r) interseca sélo en un
nidmero finito de lados de P. Supongamos que r < 7/2. Sea Rg la coleccién
de todos los lados de S que intersecan a B(x,r). Tomemos una R en Rg.
Entonces B(x,r) contiene a un punto ¥ de R°, ya que B(a, r) es abierto.
Por el teorema 3.6, para cada lado R podemos escoger un lado f(R) de P
distinto de S que contiene a y, esto induce una funcién f : Ry — S. Sean
R; y R lados distintos de S en Ry tal que f(R;) = f(R2). De este modo

=1,2. Como r < 7/2,

f(R;) contiene a un punto y; de R N B(x,r) parai =
tenemos que y; y y2 no son antipodas. Por el teorema 3.7, el segmento

geodsésico abierto (v, y2) estd contenido en S°. Pero [y;, y2} esta contenido
en f(R:) por la convexidad de f(f;), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, f es inyectiva. Como B(x,r) interseca a un numero finito de lados
de P, la imagen de f es finita. Por tanto Rg es finito. Esto muestra que %

-

es localmente finita. Asi S es un poliedro convexo.
Definicién. Una arista de un poliedro convero P es un lado de un lado

de P.
Teorema 3.9 Si R es una arista de un poliedro convexo P en X, entonces
(1) R® corta eractamente a dos lados S y S2 de P;
(2) R es un lado de S y Sa;
(3) R=51NS>.

Demostracién:

Podemos suponer que () = X. Sea R un lado de un lado S; de P.
Escojamos un punto R° y una r > 0 tal que B(x,r) N (R) < R. Por el
teorema 3.6 existe otro lado S; de P que contiene a x en su frontera. Del
teorema 3.8, sabemos que {(.5)) y (S2) son hiperplanos de X. Por el teorema
3.3, el conjunto convexo P estd contenido en uno de los dos semi-espacios
cerrados de X acotados por {S3). Asi, cada didAmetro de B(xx, r) en R debe
estar en (S2) . Por tanto, B(z, r)N AR C S2. Mds atn, por el teorema 3.4(1),
el conjunto convexo B(zx,r) N R estid contenido en un lado Rz de S». Sea
R; = R. Entonces por el teorema 3.8, (K1} ¥y (R2) tienen ambos dimensién
n-—2. Como B(z,r)NRA C Ra, tenemos que {(f,;) = (R2) . Ahora (5;)N(S2)
contiene a {R) . Por tanto dim({S1) N (S2)) > n — 2, si en esta la igualdad
se cumple, tendriamos que {S;) = (S2) , el cual no es el caso por el teorema
3.2. Por tanto {(S1) N {S2) = (R). De aqui, para cada i, tenemos

R; = §; N (R) = PN{(S) N (R)
= P MN{S:)MN{S2) = S1 NSz

Asf R; = R2. Por tanto R es un lado de S y S§2, ademds R = S; N Sa.

Supongamos que R° corta a un tercer lado S3 de P. Entonces con el
mismo argumento que el anterior, se muestra que R es un lado de S;3 y que
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R = S; N S;. Mas ain (S3) es también un hiperplano de X. El conjunto
X — {S1) U (S2) tiene cuatro componentes Cy, Cz, Cs y C4 una de ellas,
digamos ', contiecne a P° por el teorema 3.3. Ad as P estid contenido
en C1. Como Sj estd en Ch, el hiperplano (S3) divide a C; en dos partes,
esto es, C — (S3) tiene dos componentes C,; y Ciz2. Ver figura 3.3. Por el
teorema 3.3, tenemos que P° estid contenido en Ch, ¥ en Cha, lo Que es una

contradiccidn. Por esto tenemos que R° corta exactamente a dos lados de
P. ) -

Figura 3.3. La subdivisién de E? por tres lineas concurrentes

Teorema 3.10 Un poliedro convexo P de dimensién rm en E™ o en H™,
con'm > 0, es compacto st y sdlo si

(1) el poliedro tiene al menos m + 1 lados;

(2) el poliedro tiene sélo un nimero finito de lados;

v
(8) cada lado de P es compacto.

Demostracion:

Supongamos que m = n. La prueba es por induccién en n. El teorema es
cierto cuando n = 1, asi que veremos el caso en que n > 1 y supondremos
que el teorema es cierto paran — 1. Sea Y = E™ o H™.

Supongamos ahora que P es compacto. Entonces 9P es no vacio; de
otra manera P seria Y, que no es el caso. Por tanto P tiene al menos
un lado S por el teorema 3.4(1), S es un poliedro convexo de dimensién
n— 1, compacto. Luego, S tiene al menos n lados R,, ..., R, por la hipétesis
induccién. Cada R, es un lado de otro lado §; de P; ademais, los lados
51, ...y Sn son distintos ya que SN S; = R;. De esta forma P tiene al menos
n + 1 lados.

Para cada r en P, existe r(x) > 0 tal que B(x, r(z)) corta a un nimero
finito de lados de P. Como P es compacto, existe un subconjunto finito
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{z31,..., o} de P tal que la unién de las bolas B(r;, r(x;)) cubren a P. Por
tanto, P tiene sdlo un ndmero finito de lados; no sélo esto, cada lado de P
es compacto.

Reciprocamente, supongamos que F satisface las propiedades (1), (2)
y (3). Por el teorema 3.4 (1), la frontera de P es la unién de todos los
lados de P. De esta manera 9P compacta. Sea x en P°, entonces ex-
iste r > O tal que B(x,r) contiene a 9P, ya que P esti acotada. Sea y
un punto en 9P y sea z el punto extremo del radio de B(z,r) que pasa
por y. Entonces z no esta en P por el teorema 3.1. Por tanto, el conjunto
S(x,r) — P es no vacio. Como la esfera S(z,r) es conexa para n > 1, el
conjunto S(z, r) N P° es vacio. Asi S(x, r) estd contenida en ¥ — P. Como
P es conexo P C B(x, r). Se sigue que P estd acotado, luego, es compacto.®

Teorema 3.11 Sea P un poliedro convexo de dimension m en 8™, con
m > 0. Ent las siguientes son egquivalentes:

(1) P estd contenido en una hemiesfera abierta de S™;

(2) P tiene al menos m + 1 lados y cada lado S de P estd contenido en
una herniesfera abierta de (S); y

(3) P tiene un lado S que estd contenido en una hemiesfera abierta de

(8).

Demostracién:

Supongamos que P esti contenida en una hemiesfera abierta H de S™,
digamos, la hemiesfera superior de S™. Entonces por la proyeccién gnomdnica,
podemos ver a P como un poliedro convexo compacto de E™, por el teo-
rema anterior P tiene al menos m+ 1 lados. Si S es un lado de P, entonces
S esta contenido en la hemiesfera H M {S) . Asi (1) implica (2). Claramente
(2) implica (3).

Supongamos que m = n, que P tiene un lado S que estd contenido en
una hemiesfera abierta de {S) y que no estia contenido en una hemiesfera
abierta de S™. Por tanto (S§) = S"~! y P estd contenido en la hemiesfera
cerrada del sur 87 de S". Entonces dist(e,, P) = w/2. Sea y un punto
de S". Entonces dist(y, P) < 7/2; de otra manera P estaria contenido
en la semiesfera abierta opuesta a y. De aqui, existe un punto x € P tal
que O(x,y) < w/2. Supongamos ahora que y ¥ =c,. Entonces z esta en
S” N C(y,7/2). En consecuencia, existe una sucesién de puntos {y;} de
[en, ¥] que converge a e, y una sucesién de puntos {x;} de P tales que z;
estd en S® NC(y;, 7/2) para cada i. Como P es compacto, la sucesién {x¢}
tiene un punto limite de o en PNS"*~! = § contenido en la hemiesfera de
Sn—! cuyo centro es la interseccién de la gran circunferencia a través de en
y ¥ con 8”1, Asi S tiene la propiedad que cada hemiesfera cerrada de (S)
contiene un punto de S, lo cual es una contradiccién. Asi (3) implica (1).8
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3.2.1 CARAS DE UN POLIEDRC CONVEXO.
Sea P un poliedro de dimensién m de X. Una k-cara de P para cada
k=0,1,...,m se define inductivamente corno sigue: La tnica m-cara de P
es P mismo. Supongamos que todas las (k+1)-caras de P han sido definidas
¥ cada una es un poliedro convexo de dimensién k£ + 1 en X. Entonces una
k-cara de P es un lado de una (k+ 1)-cara de P. Por los teoremas 3.8 y 3.7,
una k-cara de £ es un poliedro convexo de dimensién £ en X. Una cara
propia de P es una k-cara de P con k& < m. Notemos que una cara propia
de P es en realidad, un lado de un lado... de un lado de P. De esta manera,
una cara £ de una cara F de P es una cara de P. En otras palabras, la
relacidn de ser cara de un poliedro es una relacién transitiva en el conjunto
de los poliedros. Ademads la interseccién no vacia de lados de P resulta ser
una cara de P.

Los siguientes son teoremas conocidos de la teoria de poliedros, cuya
demostracién omitimos.
Teorema 3.12 Los interiores de todas las caras de un poliedro convezo P
en X forman una particion de P.
Teorema 3.13 Si E es una k-cara de un poliedro convero P de dimensién
m en X, entonces

(1) FE es una cara de cada lado de P que corta E°;

(2) E es una cara de solo un namero finito de lados de P;

(32) E es una cara de al menos m — k lados de P;
(4) E es la interseccidn de todas las caras de P que cortan a E° o E = P.

Teorema 3.14 Sea P un poliedro de dimensién m en S™. Entonces,
(1) el poliedro P es m-esfera de S8™;
(2) la interseccion de todos los lados de P es una gran k-esfera de 8§; o
(8) el poliedro P estd contenido en una hemiesfera de 8™,

3.2.2 VERTICES DE UN POLIEDRO CONVEXO.
Una O-cara de un poliedro convexo P en X consiste de un sélo punto o un
par de puntos antipodas.

Definicién. Un vértice de un poliedro P es un punto en una O-cara de P.

Definicién. La envolvente convera de un subconjunto S de X es la in-
terseccion de todos los subconjuntos convexos de X que contienen a S.

Teorema 3.15 Un poliedro convexo P en E™ o H™ es compacto si y sdlo
si P tiene un numero finito de vértices y P es la envolvente convexa de sus



3.2. Poliedros Convexos. 64

wvértices.

Demostracién:

Consideremos primero que P estd en E™. La prueba por induccién en
la dimensién m de P. El teorema es verdadero cuando m = 0, supongamos
que m > 0, que el teorema es cierto cuando la dimensién es m — 1, y que P
compacto. Entonces por el teorema 3.10, el poliedro P tiene un nimero
finito de lados y cada lado es compacto. Por la hipdtesis de induccién,
cada lado de P tiene sélo un niimero finito de vértices y es la envolvente
convexa de éstos. Por tanto, P tiene solo un nimero finito de vértices. Sea
V el conjunto de vértices de P. Entonces la envolvente convexa C(V') esta
contenida en P, ya que P es convexo. Sea x un punto en P. Si x estd en un
lado de S de P, entonces x es una combinacién convexa de los vértices de
S por la hipétesis de induccién. De aqui que podermnos suponer que x esti
en P°. Sea vp un vértice de P. Entonces el rayo de vg que pasa por r corta
a OP en un punto y distinto de vg, ya que P estd acotado. Por el teorema
3.1, el punto z esté entre vg y y. De esta manera, existe un nimero real t
entre O y 1 tal que

x = (1 — t)vo + ty.

Sea S un lado de P que contiene a y. Por la hipdtesis de induccidén, existen
vértices vy, ..., vx de s y niimeros reales positivos £;, ..., tx tales que

k A
y=3 tivuy > ti=1.
i=1 =1
Observemos que
L3
z=(1—t)vo+¢t Y t;vs
i=1

es una combinacién convexa de vg, ..., vx. De aqui deducimos que x estd
en C(V'). Por tanto P = C(V'). Reciprocamente, supongamos que ~ tiene
solo un niimero finito de vértices y que P estd en la envolvente convexa de
sus vértices. Sea r > 0 tal que la bola B(0,r) contiene al conjunto V de
vértices de P. Entonces B(0, r) contiene a la envolvente convexa C(V), ya
que B(0, r) es convexo. Asi P estd acotado y entonces P es compacto. Esto
completa la induccién.

Supongamos que P estd en A", Pasamos al modelo del disco proyectivo
D", Si P es compacto, entonces P es un poliedro euclidiano, por tanto tiene
un nimero finito de vértices y es la envolvente convexa de sus vértices por
el caso euclidiano. Reciprocamente, si P tiene un nimero finito de vértices
¥ P es la envolvente convexa de sus vértices. Entonces P es cornpacto por
el mismo argumento que en el caso euclidiano.
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Teorema 3.16 Un poliedro convexo P de dimensién m > 0 en S™, estd
contenido en una hermniesfera abierta de S™ s8i y sélo si P es la envolvente

convexa de sus vértices.

Demostracién:
Supongamos que P estia contenido en la hemiesfera abierta del norte

de S™. Por la proyeccién gnomodnica, podemos ver a P como un poliedro
compacto en E. Entonces P es la envolvente convexa de sus vértices por el
teorema 3.15.

Reciprocamente, supongamos que P es la envolvente convexa de sus
vértices, y que no esti contenido en una hemiesfera abierta de S™. Entonces
la interseccidn Fy de todos los lados de P es una gran k-esfera de S™ por
el teorema 3.14. Ahora P, esti contenido en cada O-cara de P, ya que una
O-cara de P es la interseccién de todos los lados de P que la contienen por
el teorema 3.13. Por tanto, dim Py = 0, ¥ entonces Fp un par de puntos
antipodas. De aqui, P tiene solo dos vértices. Por esto, la envolvente con-
vexa de los vértices de P es Fp, lo que es una contradiccién, ya que m > 0.8

3.2.3 ESLABONES DE UN POLIEDRO CONVEXO.
Sea x un punto de un poliedro convexo P en X. Entonces existe un niimero
real r tal que 0 < r < /2 y es menor que la distancia de = a cualquier lado
de P que no contiene a z, ya que el conjunto de lados de P es localmente
finito. El conjunto

L(x) = PNS(z,7)

es llamado un eslabén de r en el poliedro P. La geometria esférica del
eslabén L(x) esta anicamente determinada por x salvo un cambio de escala
inducida por la proyeccién radial de x.

Por simplicidad, hemos considerado poliedros esféricos en S™. Ya que con
un sencillo cambio de escala, la teoria de poliedros esféricos en S™ se gene-
raliza a poliedros en cualquier esfera de X.

Teorema 3.17 Sea r un punto en un poliedro convexo P de dimension
men X conm > 0, y sea r un ntimero real tal que 0 < r < w/2 yr es
menor gque la distancia de x a cualquier lado de P gque no contenga a x.
Entonces el eslabén L(xz) = PN S(x,7) de x en P es un poliedro convexo
de dimensidon m — 1 en la esfera S(x,r). Mds ain, si S(x) es el conjunto
de lados de P que contienen a z,entonces {T'N S(z,r) : T € S(x)} es el
conjunto de lados de L(x).

Demostracién:
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La prueba es por induccién en m. El teorema es cierto para m = 1,
supongamos que 1 > 0 y que el teorema se cumple en todos los poliedros
convexos de dimensién m — 1 en X. Podemos suponer que m = n. Si r esta
en P°, entonces L(x) = S(x,r), veamos qué pasa cuando x estd en SP.
Sea S el conjunto de lados de P. Para cada T en S, sea Hr el semiespacio

cerrado de X acotado por el hiperplano (T) y que contiene a P. Entonces
tenemos

P =Tgs Hr.
Como Hry N S(zx,r) = S(z,r) para cada T que no contiene a z, tenemos

PnNS(x,7) _Tersw(:) (Hr Sz, 7).
Ahora HrN(x,r) es una semiesfera cerrada de S(z, r) para cada T en S(x).
Por tanto L(z) es un subconjunto convexo cerrado de S(z, r).

Sea y un punto de P° tal que y no es antipoda de x. Modificando r,
s8i es necesario, podemos suponer que d(z,r) = r. Entonces el segmento
geodésico {z,y] interseca a S(x,7T) en un punto z de P° por el teorema
3.1. Por tanto P° N S(z,r) es un subconjunto abierto no vacfo de S(x, r)
contenido en L{x). De aquf dim L(x) = n — 1. Como

P° N S(z, 1) C L(x)°,
tenemos que
AL(x) € PN S(z,T).

Sea T un lado de P que contiene a x. Por hipétesis de induccién, TNS(zx, r)
es un poliedro co o de di idn n—2en S(x,r). Ahorayaque P C Hr,
ningin punto de TN S(x, r) tiene una vecindad abierta en S§(x, r) contenida
en L(x). Por tanto

TN S(z,r) < 8L(x).
De aqui,

OP N S(x,r) Cc SL(z).
De esto
8L(x) = 8PN S(xz, 7).

El conjunto convexo T M S(x,r) esté contenido en un lado T° de L(x) por
el teorema 3.4 (1). Como
P N S(xz, 1) =TEL5J(=) (T Sz, 1)),

tenemos que
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AL(x) = TES(:)
Por tanto {T : T € S(z)} es el conjunto de lados de L(z) por el teorema
3.4 (3). Luego, L(x) sélo tiene un niimero finito de lados. De esta manera
L(x) es un poliedro convexo en S(x,7). Por el teorema 3.4 (3), tenemos
T° < T N S(zx,r), se sigue que T = T N S(z,r) para cada T en S(x).
Entonces
{TNS(z,7r): T € S(x)}

es el conjunto de lados de L{x). -

Teorema 3.18 Sea P un poliedro convero en D™. Entonces su cerradura
= =Py

P en E™ es un subconjunto convexo de E™ tal gue PN D"
(P) =9PU(PNnS-1)
Mds aiin, si S es un lado de P, entonces su cerradura § en E™ es un lado

de P, y si u es un punto de 9(P) que no estd en la cerradura euclidiana
de un lado de P entonces {u} es un lado de P.

Demostracién:
Podemos suponer que (P) = D™. Como P es un subconjunto convexo de

E™, tenemos que P es un subconjunto convexo de E™ por el teorema 3.1.
Como D" es abierto en E™ y P es cerrado en D", tenemos

PND"™= P, P°cC (P°),y P c 9(P).
Claramente, tenemos que P M S"~! c 8(P). Por lo que P° = (P)° y
3(P) =8P U (PnNS"1)
Si S es un lado de P, § esti contenido en un lado § de P. Ahora Snopn
es un subconjunto convexo de 8P contenido en S. Luego SN D™ = S y
entonces
Snsn-1 ¢ 3(5).

Por tanto 8o S,y & = S por el teorema 3.1.
Sea u un punto de 8(F) que no estd en la cerradura de un lado de P.

Sea U un lado de 8(P) que contiene a u. Entonces U no es la cerradura de
un lado de P. De aqui U° es ajeno a 9P, y entonces U° < S™~!, Por tanto,

U = {u}. »
Sea x : D™ — B™ la isometria de D™ a B". Dada por
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= 3.1)

x(x) = :——‘/_——-_T_;

La inversa de x estd dada por

2y (3.2)

-—1 -
O =T

Observemos que x se extiende a un homeomorfismo
: D — B,

lo cual es la identidad en S™~1.

Definicién: Un punto ideal de un poliedro convezo P en B™ es un punto

u de PN S, donde P es la cerradura de P en E™.

Teorema 3.19 Sea u un punto tdeal de un poliedro P en B™. Entonces
para cada punto x de P, eriste un rayo geodésico [x,u) en P que comienza

en T Yy termina en u.
Demostraciéon:

_ Ya que la isometria & : D" — B" se extiende a un homeomorfismo

k: D — B, podemos pasar al modelo proyectivo del disco D" del es-

pacio hiperbdlico. Sea x un punto de P,f es un subconjunto convexo de

E™, el segmento de recta [z,u] estd en P. Ya que [r,u] N S*~! = {u} y
PN D™ = P, tenemos que [r,u] C P. -

Definicién. Un lado S de un poliedro convezo P en B™ es incidente
con un punto ideal u de P si y sdlo si u estd en la cerradura de S en E™.

Teorema 3.20 Sea co un punto ideal de un poliedro convero P en U™.
FEntonces un lado S de P es incidente con oo st y sdlo s1 § es vertical.

Demostracién:
Cada lado hemiesférico de P estd acotado en E™. Por tanto, si un lado

S de P es incidente con oc, enttonces S debe ser vertical.
Reciprocamente, supongamos que S es un lado vertical de P. Sea = un
punto de 5. Por el teorema 3.19, existe un rayo geodésico [z, 0o) en P que
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empieza en r y termina en co. Ya que [x, oo) ¥y {S) son verticales, deduci-
mos que [z,00) C (§) N P = S. Por tanto § es incidente con co. -

Definicié Un horopunto de un polied: P en B™ es un punto
ideal u de P para el cual existe una horoes]era ¥ de B" basada en u tal
gque X interseca solo a los lados de P incidentes con u.

Notemos que si P tiene un nimero finito de lados, entonces cada punto
ideal de P es un horopunto.

Sea u un horopunto de un poliedro convexo P en B". Entonces existe
una horoesfera 3 de B™ basada en u tal que X corta sSlo a los lados de P
incidentes con u. El conjunto

L(u)=PNE

es llamado un eslabdn de u en el poliedro P. La geometria euclidiana del
eslabdn L(u) estd tinicamente determinada por u salvo una similaridad in-
ducida por la proyeccién radial de wu.

Teorema 3.21 Sea u un horopunto de un poliedro convexo P de dirmnensién
m en B™ basada en u tal que 33 corta sdlo a los lados de P incidentes con
u. Entonces el eslabén

L(u)=PNT

de u en P es un poliedro convexo de dimension m — 1 en la horoesfera 3.
Mds aiin, si S(u) es el conjunto de lados de P incidentes con u, entonces

{SN:SeS)}

es el conjunto de lados de L(u).

Demostracién:

Pasamos al modelo del semiespacio superior U™ de espacio hiperbélico,
podemos suponer que u© = oo. La prueba es por induccién en m, el teorema
es cierto cuando m = 1, supongamos que m > 1 y que el teorema es cierto
para todos los poliedros convexos de dimensién m — 1 en U™. Podemos
pedir que m = n. Por el teorema 3.20, un lado de P es incidente con co
si y sélo si es vertical. Si P no tiene lados verticales, entonces L(u) = X,
podemos pensar que P tiene un lado vertical. Sea S el conjunto de lados
de P. Para cada S en S sea Hs el semiespacio cerrado de U™ acotado por
el hiperplano {S) y que contiene a P. Entonces tenemos

P =sgs Hs.
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Como Hs NI = L para cada lado hemiesférico S de P, tenemos

- N .
PNE=_0 (HsNET)

De esta forma HsMNX es un semiespacio cerrado de £ para cada S en S(u).
Por tanto, L(u) es un subconjunto convexo cerrado de X.

Sea x un punto de P°, Estrechando a I si es necesario, podemos pensar
que z no estd dentro de . Entonces el rayo geodésico [z, o0) interseca a &
en un punto y de P° por el teorema 3.1 aplicado a la cerradura euclidiana
de P en el disco proyectivo. Por tanto P° 1 £ es un subconjunto abierto
no vacio de X contenido en L(u). De aqui dim L(u) = n — 1. Como

P°NE C L(u)°,
tenemos que
8L(u) C BPNE.

Sea S un lado vertical de P. Por hipdtesis de induccién, SNX es un poliedro
convexo de dimensién n — 2 en . Ya que P C Hg, ningiin puntode SN X
tiene una vecindad abierta en ¥ contenida en L({u). Por tanto SN X C
OL(u). De aqui,

P N C 3L(u)-
También,

OL(u) =3P NX.
El conjunto convexo S N £ estd contenido en un lado § de L(u) por el
teorema 3.4 (1). Como

PN =_U (SNZI).
Se5(u)

tenemos

SL(w) =) g

Por tanto, {§ : & € S(u)} es el conjunto de lados de L(u) por el teorema
3.4 (3). Por el teorema 3.4 (3), tenemos
Secsn=
Luego § = SN X paracada S en S(u). Asi
{SNE:5 €S}
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es el conjunto de lados de L(u). Mas aiin, el conjunto de lados de L(u)
es’localmente finito en T, ya que ¢l conjunto de lados de P es localmente
finito en U™, Asi L(u) es un poliedro convexo en . -

Existe una manera interesante de representar el eslabén de un horopunto

u de un poliedro P en U™. Si ponemos P de tal manera que @ = oo, entonces
la proyeccién vertical

v:U" — E™}

proyecta L(u) sobre un poliedro similar en E"~! que no depende de la
eleccién de la horoesfera © de U™ tal que L(u) = PN Z. Ver figura 3.4.

Figura 3.4, El eslabén en oo de un poliedro en U?

Definicién. Un vértice ideal de un poliedro convexo P en B™ es un
horopunto de P cuyo eslabén es compacto.

Por ejemplo, el poliedro en la figura 3.4 tiene un vértice ideal en oco.

Teorema 3.22 Sea P un poliedro convexo en D™. Entonces su cerradura

P en E™ es un poliedro convezo en E™ si y sdlo si cada punto ideal de P
es un vértice ideal de P.

Demostracién:
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Sea mm = dim P > 0. Supongamos que P es un poliedro convexo en
E™. Sea u un punto ideal de P. Mostraremos que u es un vértice de P.
Supongamos que u no es un vértice de P. Entonces u estd en el interior
de una k-cara F de P para alguna k > 0. De esto, existe un segmento de
linea euclidiano abierto en F que contiene a u. Pero un segmento de Ifnea
como éste no puede estar enteramente en ﬁ", ya que u esta en 8™~!, luego
u debe ser un vértice de P.

Sim =1, los lados de P son los dos puntos extremos de P.Sim>1,los
lados de P son las cerraduras de los lados de P. Como P es compacto, P
tiene un nimero finito de lados. Por tanto P sélo tiene un nimero finito de
lados. Sea u un punto ideal de P, entonces u es un horopunto de P. Sea ¥
una horoesfera basada en u tal que ¥ corta sélo a los lados de P incidentes
con uz. Decimos que P M X es compacto. La prueba es por induccién en m.
Esto es verdadero para m = 1, asi que pensemos que m > 1 y supongamos
que se P M X es compacto para todos los poliedros convexos de dimensién
m — 1 en D™. Ahora el vértice u de P corta al menos a m lados de P por
el teorema 3.13. Por tanto P M £ es compacto por el teorema 3.10. Asi u»
es un vértice ideal de P.

Reciprocamente supongamos que cada punto ideal de. P es un vértice
ideal. Podemos suponer que m > 1. Entonces cada punto ideal de P esta
en la cerradura de un lado de P. De aqui P es un subconjunto cerrado de
E™ cuyos lados son las cerraduras de los lados de P por el teorema 3.18.
Mostraremos ahora que el conjunto de lados de P es localmente finito en
E™. Sea r un punto de E™. Necesitamos encontrar una vecindad abierta N
de £ en E™ que interseca sélo a un numero finito de lados de P. Si x esta
en E™ — P podemos tomar N = E™ — P. Si x estd en D™, entonces una
N como ésta existe, ya que el conjunto de lados de P es localmente finito
en D™. Por tanto, podemos suponer que x es un vértice ideal de P.

Pasamos al modelo del semiespacio superior U™ del espacio hiperbdlico
¥ ponemos P de tal manera que x = oco. Sea ¥ una horoesfera horizon-
tal de U™ que corta sélo a los lados de P que inciden con oco. Entonces
L(occ) = PN X es compacto. Por el teorema 3.20, los lados de P que inci-
den con oo son lados verticales de P. Sea B la bola en E™ centrada en algin
punto de E™~! tal que L(oco) € B. Entonces B conticne a las cerraduras
de todos los lados hemiesféricos de P, ya que todos los lados hemiesféricos
de P estan bajo L(oco). Por tanto N = E™ — B es una vecindad abierta de
oo en E™ que corta sélo a los lados de P que contienen a oco. Como L(co)
es compacto, L(oo) tiene s6lo un nimero finito de lados. Por tanto P sélo
tiene un nmimero finito de lados incidentes con oo por el teorema 3.21. De
aqui N corta sélo finitamente a los lados de P. Regresamos al modelo del
disco proyectivo D" del espacio hiperbélico. Entonces el conjunto de lados
de P es localmente finito en E™. Por tanto P es un poliedro convexo en E™ .

Definicién. Un vértice generalizado de un poliedro convezxo P en B™
o bien un vértice de P o un vértice ideal de P.
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Definicién. La envolvente conucz:a. en D™ de un subconjunto S de o
es la inter ion de la de S en E™ con D™.

Teorema 3.23 Sea I’ un poliedro convexo en D"™. Entonces su cerradura
P en E™ es un poliedro convero en E™ si y sélo si P tiene un nimero
finito de vértices generalizados y P es la envolvente convera de sus vértices
generalizados.

Demostracion:

Sea m = dim P. Podemos suponer que m > 0. Supongamos que P es un
poliedro convexo en E®. Si m = 1, los lados de P son las cerraduras de los
lados de P. Afirmamos que los vértices de P son los vértices generalizados
de P. La prucba es por induccién en m. El teorema se cumple cuando
m = 1, asi que _supongamos que m > 1. Los vértices de P son los vértices
de los lados de P. Por tanto, los vértices de P son los vértices generahzados
de P por la hipdtesis de induccién. Sea v un vértice de P en S™~'. Entonces
v es un vértice ideal de P por el teorema 3.22. Asi, cada vért.lce de P es
un vértice generalizado de P. Asi v es un vértice ideal de cada lado de P
incidente con v y por tanto v es un vértice de PP. De aqui, cada vértice
generalizado de P es un vértice de P. Asi, los vértices de P son los vértices
generalizados de P, lo cual compieta la induccidn.

Sea V el conjunto de vértices de P. Como P es compacto, V es finito y
P = C(V). De aqui P tiene sélo un ntmero finito de vértices generalizados
y P es la envolvente convexa de sus vértices generalizados, ya que

P=PnD"

Reciprocamente, supongamos que P sélo tiene un nimero finito de vértices
generalizados y, ademas, que P es la envolvente convexa de sus vértices ge-
neralizados. Sea V el conjunto de vértices generalizados de P y sea C(V')
la envolvente convexa de V' en E™. Entonces tenemos

P=C(VYnCm.

Como V C D™ y D es un subconjunto convexo de E™, tenemos que
C(V) € D. Claramente tenemos

c(vyns~?cv.
Por tanto,
C(V)y=PuUV.

C(V) es un subconjunto cerrado de E que contiene a P, ya que V es finito.
Luego

PcC(V)y=PuVv cP.
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Tenemos que P = PUV. Por tanto, cada punto ideal de £ es un vértice
ideal de P. De aqui P es un poliedro convexo en E™. -

Teorema 3.24 Sea P un poliedro convexo de dimension m en D™, con
m > 1. Entonces su cerradura P en E™ es un poliedro convero en E™ si y
solo st P tiene sdélo un nimero finito de lados y P tiene un volumen finito
‘en {P).

Demostracién:

Podemos suponer que m = 1 y que P es un poliedro convexo en E™. Por
el teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados de P. Como
P es compacto, P tiene sélo un nimero finito de lados. Por tanto P tiene

sdlo un nimero finito de lados.
Por el argumento en la prueba del teorema 3.22, cada punto ideal de P

es un vértice de P. Como P es compacto, P sélo tiene un ntimero finito de
vértices. Por tanto P tiene sélo un numero finito de puntos ideales. Cada
punto ideal de P es un vértice ideal de P por el teorema 3.22. Sean v,, ..., vx
los vértices ideales de . Para cada 7, escojamos una horobola B; basada
en v; tal que B, corta sélo a los lados de P incidentes con v;. Entonces el

conjunto
P — (B uU...UBxk)
es compacto y por tanto tiene volumen finito. De aqui, es suficiente mostrar

que P N B; tiene volumen finito para cada i = 1, ..., k.
Sea v un vértice ideal de P y sea V la horobola correspondiente. Ahora
’

pasamos al modelo del semiespacio superior U™. Sin pérdida de generalidad.
podemos suponer que v = co. Entonces B es de la forma

{zcU": xz, > s}

para alguna s > 0. Todos los lados de P incidentes con oo son verticales.
Sea v : U™ — E™—! la proyeccién vertical. Entonces tenemos
dx,,

dzx,...dxz,
Vol(PNB)= [png _W =0 {fy(PnaB) dzy...dTn—1 (_,L."),.
T Vol((P N OB)) 5y

= Vol(v(P N 8B)) [Fl—i—ﬁ;—:_l—,] ==

El conjunto P N 8B es compacto, ya que r es un vértice ideal de P. Por
tanto Vol(P N B) es finito. Asf P tiene volumen finito.
Reciprocamente, supongamos que P sdlo tiene un nidmero finito de lados
y que P tiene volumen finito en D". Entonces cada punto ideal de P es
un horopunto de P. El cdlculo de volumen de mdés arriba muestra que el
eslabén de cada punto ideal de # tiene un volumen finito y por tanto es
compacto. Asf cada punto ideal de P es un vértice ideal. Por tanto, P es
-

un poliedro convexo en E7.
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3.3 Politopos
Como siempre X = E™, 8™, 0 H" conn > 0.

Definicién: Un politopo en X es un poliedro convero P en X tal que
(1) P solo tiene un nimero finito de vértices;
(2) P es la envolvente convera de sus vértices;
(3) P no es un par de puntos antipodas de S™.

Teorema 3.25 Un poliedro convero P en X es un politopo en X si y
sdlo st P es compacto, y st X = 8™, entonces P estd contenido en una
semiesfera de S™.

Demostracion:
Se sigue inmediatamente de los teoremas 3.15 y 3.16. -

Teorema 3.26 Un politopo P de dimensidn m en X tiene al menos m—+1
vértices.

Demostraciéon:

Supongamos primero que P estd en E™. La prueba es por induccién en la
dimensién m. El teorema cierto cuando m = 0, asi que supongamos que
m > 0 y que el teorema se cumple cuando la dimensién es m — 1. Sea S un
lado de P. Entonces S es un politopo por el teorema 3.25. Por la hipétesis
de induccién S tiene al menos m lados. Ya que P es la envolvente convexa
de sus vértices, S no puede contener a todos los vértices de P. Por tanto,
P tiene al menos m + 1 vértices. Esto completa la induccién.

Supongamos ahora que P estd en S". Entonces mediante la proyeccién
gnomdnica podemos ver a P como un poliedro euclidiano, por tanto P tiene
al menos m + 1 vértices.

Sea P un politopo en H". Pasamos al modelo del disco proyectivo D™,
Entonces P es un poliedro euclidiano ya que P es compacto. Por tanto P
tiene al menos m -+ 1 vértices por el caso euclidiano. [ ]

Definicién. Un m-simplejo en X es un politopo de dimensién m en X
con exactamente m + 1 vértices.

Un subconjunto S de E™ es un m-simplejo si y sélo si S es la envolvente
convexa de algiin subconjunto de m + 1 puntos afinmente independientes
{v1,...,vm} de E™.

Ejemplo 1. El m-simplejo canénico A™ en E™, con m > 0, es la envol-
vente convexa de los puntos 0, es, ..., &, de E™,
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sidn m en X, con m > 0, tiene al

Teorema 3.27 Un politop

menos m + 1 lados.
Demostracién:

Se sigue de los teoremas 3.10, 3.11 y 3.25. -

Teorema 3.28 Un politopo de dimensién m > 0 en X, es un m-simplejo
st y solo si P tiene exactamente m + 1 lados.

Demostracion:
La prueba es por induccién en mn. El teorema es cierto para m = 1,

supongamos pues que 1t > 1, y que P es un m-simplejo. Entonces P tiene
al menos m 1 lados por el teorema 3.27. Sea .S un lado de P, S no contiene
a todos los vértices de P, ya que P es la envolvente convexa de sus vértices,
S tiene a lo mas m vértices. De aqui § es un (m — 1)-simplejo, luego, cada
lado de P es la envolvente convexa de m vértices de P. Ya que el conjunto
de m+ 1 vértices de P tiene exactamente m + 1 subconjuntos de m vértices,
P tiene a lo mas m + 1 lados. Por tanto P tiene exactamente m + 1 lados.
Reciprocamente, supongamos que P tiene exactamente m + 1 lados. En-
tonces P tiene al menos m + 1 vértices por el teorema 3.26. Por el teorema
3.13, cada vértice de P es la interseccion de todos los lados de . Como
la interseccién de todos los lados de P estd contenida en cada vértice de
P, debe ser vacia. De esta manera cada vértice de P es la interseccidn de
exactamente m lados de P. Ya que el conjunto de m + 1 lados de P tiene
exactamente i + 1 subconjuntos con mm lados, P tiene a lo mas m + 1
vértices. Por tanto, P tiene exactamente m -+ 1 vértices, luego P es un
-

m~simplejo.

Teorema 3.29 Sea P un politopo en X. Entonces el grupo de isometrias
de P en (P) es finito.

Demostracién:

La prueba es por induccién en dim P = m. El teorema es cierto si m = 0,
as{ que supongamos que m > 0 ¥ que el teorema es cierto para todos los
politopos de dimensién m — 1 en X. Sea I el grupo de simetrias de P en
() . Entonces I actiia en el conjunto finito S de lados de P. S no es vacio
por el teorema 3.27 y cada lado de P es un politopo de dimensién m — 1
por el teorema 3.25. Por hipétesis de induccién, el estabilizador de cada

-

lado de P es finito. Por tanto I' es finito.
Definicién: FEl! centroide de un politopo P en X con vértices vy, ..., Ux

" es el punto
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(vi +... +wv)/ksi X =E™

(vi + ... +ve)/k

e=13 T ¥ wo)sk] =X=8S

(1 + ... +ve)/k
(v + ... 4 vx)/kl]
Notemos que ¢ estid bien definido. Un politopo P en X contiene a su

centroide ¢, ya que ¢ esti en la envolvente convexa de sus vértices de P. Es
mas ¢ estd contenido en el interior de P. -

siX=H"

Teorema 3.30 Sea P un politopo en X. Entonces cada simetria de P fija
el centroide de P.

Demostracion:

Sea g una simetria de P. Entonces g permuta los vértices vy, ..., vx de
P. Si X = E™, entonces existe un punto a de E" y un A en O(n) tal que

=a+ A. Si X = 8" o H", entonces g es lineal. Por tanto, tenemos,

v+ .+ Ui _ v . Uk
g x - %

De esta manera, g(c) = c. -

3.3.1 PoLITOPOS GENERALIZADOS.

Generalizamos el concepto de politopo en H™ para permitir vértices ideales
en la esfera al infinito de H ™. Seri 1nds conveniente para nosotros trabajar
en un modelo del espacio hiperbélico que permita una representacién di-
recta de la esfera al infinito, éste serd el modelo del disco proyectivo para
el espacio hiperbdlico.

Definicién. Un politopo generalizado en D™ es un poliedro convexo P
en D™ tal que P tiene sdlo un numero finito de vértices generulizados.

Teorema 3.31 Sea P un poliedro convero en D". Son equivalentes

(i) P es un politopo generalizado en D™

(ii) P es un politopo en E™.

(iii) P tiene un numero finito de lados y volumen finito en (P).
Es mds, si la dimension de P en D™ es m, P tiene al menos m + 1 vértices
v m+ 1 lados.
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Demostracién:

(Z) < (ii) Se sigue inmediatamente de los teoremas 3.23 y 3.25.

() < (iii)Se sigue inmediatamente de los teoremas 3.23 y 3.22.

Tenemos que P es un politopo en E". Por el tcorema 3.25 tenemos que
P tiene al menos m + 1 vértices. Usando el mismo argumento de la prueba
del teorema 3.23, los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por
tanto P tiene al menos m + 1 vértices generalizados. Finalmente, por el
teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados de P. Ahora
por 3.27, tenemos que P tiene al menos m + 1 lados. Por tanto P tiene al
menos m + 1 lados. -

Definicién Un m-simplejo generulizado en D™ es un politopo generali-
zado de dimension m en D™ con exactamente m -+ 1 vértices generalizados.

Notemos que un O-simplejo generalizado es sélo un punto. Un 1-simplejo
es ya sea un segmento geodésico o un rayo geodésico o una geodésica.

Teorema 3.32 Un poliedro convero en D™ es un m-simplejo generalizado
en D™ si y sélo si su cerradura en E™ es un m-simplejo en E™.

Demostracién:

Supongamos que P es un m-simplejo. Por ¢l teorema 3.31, tenemos que
P es un politopo en E. Por el argumento de la prueba del teorema 3.23,
los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por tanto P tiene
exactamente m -+ 1 vértices. Asi P es un m-simplejo en E™.

Reciprocamente, supongamos que P es un m-simplejo en E". Entonces
P es un politopo en D™ por el teorema 3.31. Por el argumento en la prueba
del teorema 3.23, los vértices de P son los vértices generalizados de P. Por
tanto P tiene exactamente m + 1 vértices generalizados. De esta manera,
P es un m-simplejo generalizado. -

Teorema 3.33 Un politopo generalizado P, de dimensién m, en D™, con
m > 1, es un m-simplejo generalizado si y sélo si P tiene eractamente
m + 1 lados.

Demostracién:

Por el teorema 3.31, P es un politopo en E™. Por el teorema 3.32, P
es un m-simplejo generalizado si y sélo si P es un m-simplejo en E™. Por
el teorema 3.18, los lados de P son las cerraduras de los lados de P. Por
tanto, P es un m-simplejo si y sélo si P tiene exactamente m -+ 1 lados por
el teorema 3.28. ]

Definicién. Un m-simplejo ideal de D™ es un politopo generalizado, de
dimensidon m, en D" cuyos vértices son todos ideales.
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Ejemplo 2. Sean vg,...,vm, m + 1 vectores affinmente independientes
en 8"~ !, con m > 0. Entonces su envolvente convexa es un m-simplejo A
inscrito en 87. Por tanto A menos sus vértices es un m-simplejo ideal en
D" por el teorema 3.32.

Teorema 3.34 Sca P un politopo generalizado en D" que no es una geodésica
de D", Entonces el grupo de simetrias de P en {P) es finito.

Demostracién:

Sea I’ el grupo de simetrias de P en (£) . Entonces I permuta los vértices
generalizados de P. Sea g un elemento de I' que fija a todos los vértices
generalizados de P. Afirmamos que g es la identidad. La prueba es por
induccién en m = dim /7. Esto es cierto para m = 0, asi supongamos que
m > 0 y que la afirmacién se cumple en todos los politopos generalizados
de dimensién m — 1 en D" que no son geodésicas. Sea v un vértice gen-~
eralizado de P. Entonces P tiene un lado S que no es incidente con v, ya
que P es la envolvente convexa de sus vértices generalizados y no es una
geodésica. Si § es una geodésica en D", entonces g = Id, ya que g fija
los puntos extremos de S y v. Si § no es una geodésica, entonces por la
hipdtesis de induccidn, g es la identidad en (S5). Por tanto g = /d por el
teorema 1.13. De aqui, I’ se inyecta dentro del grupo de permutaciones de
los vértices generalizados de P. Por tanto I'” es finito. [ ]

3.3.2 PoLiTorPos REGULARES.
Sea P un politopo de dimensién m en X. Una bandera de P es una sucesion
(Fa,..-» Fin) de caras de P tales que dim F; = i para cada ¢ y F; es un lado
de Fi41 para cada i < m. Sea F el conjunto de todas las banderas de P y
sea I el grupo de simetrias de P en (P). Entonces I" actia en F con

g(Fo,.... Fin) = (9F0. ..., gFm).

Definicién: Un politopo regular en X es un politopo P en X cuyo grupo
de sirnetrias en (P) actia transitivamente en el conjunto de sus banderas.

Teorema 3.35 Sea P un politopo regular en X. Entonces P estd inscrito
en una esfera de {P) centrada en el centroide de P.

Demostraciéon:
Sea I’ el grupo de simetrias de P. Entonces I actia transitivamente en
los vértices vy, ..., v4x de P. Cada elemento de I fija el centroide ¢ de P por
el teorema 3.30. Por tanto
d(c, v1) = d(c, v;} para cada 3.
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De aqui P estd inscrito en la esfera de (e) centrada en ¢ de radio d{c, v1).

L.os politopos regulares de X estidn completamente clasificados. La clasi-

ficacién de los politopos regulares euclidianos en las distintas dimensiones
la ponemos en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3. Un politopo regular euclidiano de dimensién 1 es un seg-
mento de linea.

Ejemplo 4. Un politopo regular euclidiano de dimensién 2 es un poligono
regular.

Ejemplo 5. Un politopo regular euclidiano de dimensién 3 es un sdélido
regular. Salvo similaridades s6lo hay 5 sdlidos regulares, el tetraedro regu-
lar, el cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Ejemplo 6. Existen salvo similaridades s6lo seis poﬁedros regulares eu-

clidianos. Son la 5-celda, la 8-celda, la 16-celda, la 24-celda, la 120-celda y
la 600-celda.

Ejemplo 7. Para it = 5, existen, salvo similaridades, sdlo tres politopos

regulares euclidianos, el n-simplejo regular con n + 1 lados, el n-cubo con
2n lados y su dual con 2" lados.

La clasificacién de politopos regulares en 8™ y H"™ es esencialmente la
misma que la clasificacién de los politopos regulares en E™. La diferencia

estriba en que en 8™ y H™ politopos regulares del mismo tipo combinatorio
pueden no ser semejantes cuando cambia su tamano.

Teorema 3.36 Sea P un politopo en S". Entonces P es regular, con cen-

troide en41, si y sélo si la proyeccion gnémonica en E™ de P es regular con
centroide 0.

Ademds, un politopo P en D™ es regular con centroide 0 si y sdlo si P
es regular en E™ con centroide O.

Demostracién:

Podemos suponer que (P) = §", Si P es regular con centroide e,,4+1. Sea
A € O(n+ 1) una simetria de P. Como A(en+1) = €n41, la restriccién de
A en E™ es un elemento A de O(n). La proyeccién gnoménica de 87 sobre
E™ estd dada por ¢(x) = T/xn+1, donde T = (x1,...,Tn). Observernos que
H(Az) = AT /(AT)ns1 = AT /Tns1 = AT/ Tnir = AP(z).

Con esto encontramos

Ad(P) = ¢(AP) = ¢(P).
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De aqui A es una simetria de ¢(P). Por tanto ¢(P) es regular en E™, Sean
V1, ..., U lOs vértices de P. Entonces .
vy H e+ Uk = |y H ..+ k| fEngy-

Por tanto,
Ty + ... + Tpe = 0.
Observemos que
cos B(vi-€ny1) = v5.€np1 = (Vi)nga.
Luego,
(v1)n+1 = (Vi)n41 para toda i.

De aqui

@/ (Wr)dns1) + .+ @ /(Ua)nt1) _ 1+ .o ve _ o
k k(v1)n+ar .

Concluimos que el centroide de ¢(F) es 0.

Reciprocamente, supongamos que ¢{FP) es regular con centroide en O.
Sea A una simetria de ¢(P). Entonces A es un elemento de O(n). Sea A el
elemento_de O(n + 1) que extiende a A y que fija e,,;;. Entonces tenemos
A¢ = ¢pA. De aqui,

AP = A¢p7'a(P) = ¢ AB(P) = ¢ p(P) = P.
Asf, Aes una simetria de P. Por tanto P es regular. Ya que las simetrias
de P de la forma de A fijan en4; ¥y actian transitivamente en los vértices
de P, concluimos como antes que

(¥1)n+1 = (¥i)14+n para toda i.
De esta rnanera
Tyt ... + Tk _ (T1/(W1)nwr) + ... + Tx/(Vi)nsr) _ o
k(v1)n+1 k ’

luego
Ty + ... +Tx =0,

¥ entonces
v 4+ .. vk = |vg + .o+ Ur) Engr

Asf el centroide de P es e,4.1.
La segunda parte del teorema se sigue de la misma manera reemplazando

S™ por D™. -
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3.3.3 PoLITOPOS REGULARES IDEALES.

Sea P un politopo ideal en D”. Una bandera de P estd definida exacta-
mente como antes excepto que los vértices ahora son ideales.

Definicién: Un politopo regular ideal en D™ es un politopo ideal P en
D™ cuyo grupo de simetrias en (P) actia transitivamente en el conjunto
de sus banderas.

Teorema 3.37 Un politopo ideal P en D" es regular si y sdlo si P es
congruente a un politopo ideal en D™ cuya cerradura en E" es un politopo
regular en E™,

Demostracién:

Podemos suponer que {(P) = D™ y n > 1. Sea I'' el grupo de simetrias
de P. Entonces I'" es finito por el teorema 3.34. De aqui I fija un punto de
D™ por el teorema 2.16 y 2.16. Conjugando I' apropiadamente, podemos
suponer que I' fija al cero. Entonces cada simetria de P es un simetria de
P. Por tanto, si P es regular, entonces P es regular.

Recfprocamente, supongamos que P es regular. Entonces el centroide de
P esta inscrito en 8™~ 1. De aqui, cada simetria de P es una simetria de P.
Por tanto P es regular. )



4
Dominios Fundamentales.

Las propiedades bdsicas de los dominios fundamentales para un grupo dis-
creto son examinadas en las secciones 4.1 y 4.2. El capitulo términa con un
estudio de las propiedades bdsicas de teselaciones de 87, E™ y H™.

Sea I un grupo que actiia en un espacio métrico X. El espacio de érbitas
de la accidn de I en X estd definido como el conjunto de I'-Grbitas

X/P={l'rz:xz€ X}.

Al que afiadimos la topologia cociente heredada de X bajo la proyeccién
orbital v : X — X/I', m(x) = I'r. Recordemos que si 4 y B son subcon-
juntos de X, entonces la distancia de A a B en X estd definida como

dist(A, B) =inf{d(x,y) :x € Ay y € B}.

El espacio de érbitas admite una distancia, )
dr: X/ x X/T — R

definida por la férmula

dr(I'z, Cy) = dist(Cz,Ty). (4.1)
Teorema 4.1 Sea I’ un grupo de isometrias de un espacio métrico X.
Entonces dr es una métrica en X/I" si y sdlo si cada ['-Orbita es un sub-

conjunto cerrado de X.

Demostracion:
Sean z, y en X y g, h en I'. Entonces

d(gx, gy) = d(z, g~ hy).
Por tanto,
dist(Cx,T'y) = dist(x,Ty).

supongamos que dr es una métrica y que 't 3 I'y. Entonces tenernos que
B(zx,y) € X —T'y. De aqui X — I'y es abierto y por tanto I'y es cerrado.
Por tanto, cada I’-6rbita es un subconjunto cerrado de X. Si z, ¥ estdn en

X y 'z # 'y, entonces
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dp(Cx,Ty) = dist(z,Cy) > 0.
Luego, dr es no degenerada.
Ahora sean z, ¥, zen X y g, h, en I'. Entonces
d(z, gy) + d(y, hz) = d(x, Ty) + d(gy, ghz)
> d(z,ghz) = d(x,Cz).
De modo que
dist(x,'z) < dist(zx,Ty) + dist(y,Tz).

De aqui dr satisface la desigualdad del tridngulo, con esto, dr es una métrica

en X/I. -

Corolario 1. Si F es un grupo discontinuo de isometrias de un espacio
métrico X, entonces dr es una métrica en =/T.

Demostracién: R
Por el teorema 2.8, cada Srbita es un subconjunto cerrado de X,

Teorema 4.2 Sea I' un grupo de isometrias de un espacio métrico X
tal que dr es una métrica en X/I'. Entonces la topologia inducida por la
métrica en X/I" determinada pordr es la topologia cociente siw : X — X/T
es la funcion cociente, entonces para cada x en X y r > 0, tenemos

w(B(z,r)) = B(n(x),r).
Demostracién:
Sea r en X y supongamos que r > 0. Entonces
w(B(x,r)) € B(xw(x), 7).
Ahora tomemos una y en X tal que dr(I'r, 'y) < r. Asi
d(z,Ty) < r.
Consecuentemente, existe una g en I tal que d(z, gy) < r. Mds atin, tenemos
7{gy) = Cy. Luego
w(B(x,r)) = B(w(x),r).

De aqui 7 es abierta y continua con respecto a la topologia inducida por la
métrica dr en X/T.

Sea U un subconjunto abierto de X/I" con respecto a la topologfa co-
ciente. Entonces 7w~ !(U/) es abierto en X. Por tanto U = w{(x~Y(U)) es
abierto en la topologia métrica en X/I'. Sea £ en X y supongamos que
r > 0. Se sigue
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7Y B(w(z),r) =U B (9z,7)
ger

por tanto, B(w(x),r) abierto en la topologia cociente en X/I". Asi la
topologia en X/I" determinada por dr es la topologia cociente. -

4.1 Regiones Fundamentales.

Definicién. Un subconjunto R de un espacio méirico X es una region
Jundamental para un grupo I de isornetrias de X si y solo si

(1) el conjunto R en X es abierto;

(2) los miembros de {gR: g € T} son mutuamente ajenos;

() X =u{gRR:9€TI}.

Definicién. Un subconjunto D de un espacio métrico X es un dominio
Sundamental para un grupo I' de isometrias de X si y solo si D es una
region fundamental conexa para I''.

Teorema 4.3 Si un grupo I de tsometrias de un espacio métrico X tiene
una region fundamental entonces I' es un subgrupo discreto de I(X).

Demostracién:
Sea x un punto en una regién fundamental R, para un grupo de isometrias
I’ de un espacio métrico X. Entonces la funcién evaluacién

e: I —I'x,
definida por £(g) = gz, es continua. El punto x es abierto en I'r, ya que

RNz = {z}. Mas aln, el estabilizador I'; es trivial. De aqui 7 = e~ (x)
es abierto en I'. Por tanto, I" es discreto por la prueba del lema 1 de 2.3.®m

Teorema 4.4 Si R es una region fundamental para un grupo I"' de isometrias
de un espacio métrico X, entonces para cada g # Id en I, tenemos

RNgR c3R.

Demostracién:
Sea z un punto en RMNgHR. Entonces para cualquier B{(z, r), existen pun-

tos w € RN B(z,r), z € gRN B(x,r). Como Ry gi son ajenos, B(x,T)
corta a Ry a X — R. Entonces = estd en OR. Y as{ R M gi estd contenido
-

en SR para cada g 7% Iden I''.
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Definicién. Una regidn fundamental R para un grupo discreto de isometrias
de X =8, E™, o H™ ¢s propia si y sdlo si Vol(OR) = 0.

Ejemplo 1. Sea a la funcién antipoda de S™. Entonces I' = {/d, a} es
un subgrupo discreto de J(S") y cualquier semiesfera abierta de S™ es un
dominio fundamental para I'. El espacio de érbitas S"/T" es el n-espacio
eliptico P™.

Ejemplo 2. Sea 7; la traslacién de E™ por e; para cada i = 1,...,n.
Entonces {71,..., Tn } genera un subgrupo discreto I’ de J(£™). Un dominio
fundamental propio para I" es el n-cubo abierto unitario (0,1)" en E™. El
espacio de Srbitas E™ /I’ es similar al n-toro (S!)".

Ejemplo 3. Sea p la reflexidn de H™ en un hiperplano P. Entonces
' = {Id, p} es un subgrupo discreto de J(H ™). Cualquiera de los dos semies-
pacios abiertos de A" acotados por P es un dominio fundamental propio
para I'. El espacio de érbitas H"/T" es isométrico a un semiespacio cerrado
de H™.

Teorema 4.5 Si I es un grupo discreto de isometrias de X = 8§, E™
o H™, entonces todas las regiones fundamentales propias para I'" tienen el
mismo volumen.

Demostraciéon:
Sean R y S regiones fundamentales propias para I"'. Observemos que

- S U gdS.
X gLeJl‘ 7 Cger 9
Entonces

Vol(X— gléJr g8) = 0.

De aqui
Vol(R) = Vol(RN (ggr g5)) = Vol(yélr RMNgSs)
=3 Vol(RMNgS) =3 Vol(g"*RN S) = Vol(5).
ger ger

Teorema 4.6 Si R es una regién fundamental para un grupo I' de isometrfas
de un espacio métrico X y g es un elemento de I' que fija un punto de X,
entonces g es conjugado en I' a un elemento h tal gque h fija un punto de
OR.



Demostracion:
El resultado es cierto cuando g = Id, asi que supongamos que g # Id.

Sea z un punto fijo de g. Entonces existe un punto y de R y un elemento

fde I tal que fxr = y. Sea h = fgf—'. Entonces h fija y. Como Ry hR
-

son ajenos, y esta en OR.

Corolario 1. Sea R una region fundamental para un grupo discreto I'
de isometrias de E™ o H™. Si g es un elemnento eliptico de I", entonces es
conjugado en T" a un elemento h tal que h fija un punto de 8R.

Demostracion:
Cada elemento eliptico de I' tiene un punto fijo. -

Lema 1. Si I es un grupo discreto de isometrias de H™ tal que H™/T"
es comnpacto, entonces eriste una { > 0 tal que d(x, hx) > | para toda x en
H™ y toda h no eliptica en I.

Demaostracidon:

Sea z un punto arbitrario de H™ y sea

r(x) = -%di.st(::, rr — {z}).
Entonces cualesquiera dos bolas abiertas del conjunto:
{B(gz,v(x)): g €T}
o son la misma o son ajenas. Sea v : A* — H"/I' la funcién cociente.
Como H™ /T es compacto, la cubierta abierta
{B(w(y),r(v)) : vy € H"}
tiene un ntimero de Lebesgue I > 0. De aqui, existe una y en H™ tal que
B(n(y), r(y)) contiene a la bola B(w(zx),!). En consecuencia 'éjr B(gy,r(v))
9

contiene a B(zx,!). Como B(x,l) es conexa, existe una g en I' tal que
B(gy,r(y)) contiene B(x,!). Reemplazando y con gy, podemos suponer
que g = Id. Sea h un elemento arbitrario no eliptico de I'. Como B(y, r(v))
y B(hy,r(y)) son ajenas, B(x,l) y B(hx,l) también lo son. Por tanto,

d(x,hx) = L. -

Teorema 4.7 Sea’ un grupo discreto de isornetrias de H™, entonces
(i) Si H"/T es p i nto de I es eliptico o hiperbdlico.

(it) Si I tiene un elementa parabdlico, entonces toda region fundamental
de I es no acotada.
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Demostracién:

i) Por contradiccién, supongamos que I' tiene un elemento parabdlico
f. Pasamos al modelo del semiespacio superior U™. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, f(oc) = oo. Entonces f es la extensién de Poincaré
de una isometria de £E*~!. Por el teorema 1.19, tenemos para cada t > 0,

lten — f(ten)l _ len — f(en)l
2¢2 - 22 .

coshd(te,,, f(e,)) =1+ 1+

De aqui

[
-

lim coshd(te,. f(ten)) =
t—eoo

Luego
Jlim d(ten, f(ten)) = 0.

Pero esto contradice al lema.

ii) Sea R una regidén fundamental para I'. Si R fuera acotado, entonces &
serfa compacto; pero la funcién cociente 7 : H™ — H" /I’ manda R sobre
H"/T", y entonces H™ /I" serfa compacto y por i) I' sélo tendria elementos
elipticos o hiperbdlicos. -

4.1.1 REGIONES FUNDAMENTALES LOCALMENTE FINITAS.
Definicién: Una region fundamental R para un grupe I de isometrias de
un espacio métrico X es localmente finita si y solo si {gR: g € '} es una
Sfamilia localmente finita de subconjuntos de X.

Ejemplo 4. Cada regién fundamental de un grupo discreto de isometrias
de 8™ es localmente finita, ya que I es finito.

Sea R una regién fundamental para un grupo discontinuo I' de isometrias
de un espacio métrico X, y sea R/TI" la coleccién de subconjuntos ajenos de
R,

{rzNR:x € R},
con la topologia cociente. En ocasiones, serda muy 1util adoptar I_Z/F como

un modelo geométrico para X/I'. La importancia de la propiedad de ser
localmente finita en este esquema, subyace en el siguiente teorema.

Teorema 4.8 Si R es una regidon fundamental para un grupo discontinuo
P de isometrias de un espacio métrico X, entonces la inclusion ¢ : B — X
d: una biy ién continua x : R/T" — X/T, ademds x es un homeo-

morfismo si y sdlo si R es localmente finita.




Demostracién:
La funcién « estd definida por kx(TzNR) = Fz. Siz,yestdn Ry 'z = I'y,
entonces tenemos

rcNR=TyNRA

Por tanto s es inyectiva. Como R contiene a un conjunto fundamental, x

es sobreyectiva. Sea 11 : R — R/I" la funcién cociente entonces tenemos un
diagrama conmutativo.

R

n -

R/T 7 Xx/T

Esto implica que x es continua. Asi x es una biyeccién. Supongamos
que R es localmente finita. Para probar que x es un homeomorfismo es
suficiente mostrar que x es una funcién abierta. Sea U un subconjunto
abierto de R/I". Como 7 es continua, y sobreyectiva, existe un abierto V'
de X talque n~ ' (U) =RNV yn(RNV) =U. Sea

W=y g(RNV).

Entonces
T(W) = T(BENV)=m(RNV)=n(RENV)=xU).

Con el fin de probar que x(U) es abierto, es suficiente probar que W es un
abierto en X, ya que 7 una funcién abierta. Sea w € W. Mostraremos
que W contiene a una bola abierta centrada en w. Como W es I'-invariante,
podemos suponer que w es KM V. Como R es localmente finito, existe una
bola abierta B_centrada en w que corta sélo a un nimero finito de las
I-imdgenes de R, digamos g R,..., ng. Entonces

BcgiRU...UgnR.

Si g;R no contiene w, entonces B — g;R es una vecindad abierta de w,
podemos estrechar B para evitar que corte a giR. De esta manera, podemos
suponer que cada g;F contiene w, entonces g; Tlw estd en R para cada i.
Como 7n(g;” lw) = 7n(w), tenemos que g; Tlw estd en n_‘(U) =RNV. De
aqui w estd en g;V para cada i. Estrechando B aiin mais, suponemos que

BcaVnNn..NngmV.

Consecuentemente B C W, ya que si z estid en B, entonces x estd en
ambos g;R y ¢:V para algin i, y entonces z estd en g;(X N V), lo cual estd
contenido en W. Por tanto, W es abierto y x es una funcién abierta. Asi x
es un homeomorfismo.
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Reciprocamente, supongamos que x es un homeomorfismo y que existe
un punto y de X en el cual R no es localmente finita. Entonces existe
una sucesién {z;}{2; de puntos en R y una sucesién {g:}{2, de elementos
distintos de I' tales que g;x; — . Como gR es abierto y ajeno de cualquier
otra '-imagen de R, el punto ¥ no estai en cualquier gRR. Sea k = {x,, T2, ...}.

Como K C R, tenemos que 7(y) no estd en w(K).
Veamos que K es cerrado en X. Sea z en X — K. Ahora I'y — {z} es un

subconjunto cerrado de X, por el teorema 2.8. Por tanto

dist(z, Ty — {x}) > O

Sea
r = Ydist(z,Cy — {x}).
Como las g; son distintas, = m igual a lo mas a un nimero finito de g;~ 1y,
ya que I'y es finito. Asf d(z, g; 'y) = 2r para una i suficientecmente grande.
De aqui que para una i suficientemente grande.

2r < d(z, g7 'y) < d(=x, ) + d(xi, 97 'y)

r < 2r —d(gizi,y) < d(x,z:i).

As{ B(x, T) contiene a s6lo un numero finito de puntos de K, entonces existe
una bola centrada en x que no corta a K. De esta manera X — K es abierto
¥ por tanto K es cerrado.

Como K C R, tenemos que n~1(n(K)) = K, y entonces n(K’) es cerrado.
Por tanto &n(K) = w(K') es cerrado en X /I, ya que x es un homeomorfis-
mo. Como 7 es continua, tenemos que 7(g:ix;) — 7(y), esto es w(x;) — 7(V).
Como 7(K) es cerrado, w(Y’) esta en n(K'), lo cual es una contradicecidn.
Asi R es localmente finito. -

Teorema 4.9 Sea = un punto de la frontera de una region fundamental
localmente finita R, de un grupo I' de isometrias de un espacio métrico X.
Entonces SR NIz es finito, ademds existe una r > 0 tal que si N(R,r) es
la r-vecindad de R en X, entonces

N(E,r)NTx = 9RNC=x.

Demostraciéon:
Como R es localmente finito, existe una » > 0 tal que B(:z: r) corta a sélo

un niimero finito de I'-imagenes de R, digamos g7 , 9l R. Estrechando
T, si es necesario, suponemos que c estd en cada g; ' £. Supongamos que gz
estd también en OR. Entonces x estd en g~ 'R y g = g; para alguna i. De

aqgui
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ORNTCz C {g1x,...,9mT}.
Mads awn, para cada i, existe y; en R tal que x = g‘-_’y.-. Por tanto
ORNTx = {g12, ..., gmT}
Supongamos que d{gx,y) < 7 con y en . Entonces d{z,g~'y) < r. De
aqui g estd en {gy,....gm } ¥y luego gxr estd en 8r. Asi
N(R,z)NTx = IRNTx.

Teorema 4.10 Sea I@ una region fundamental para un grupo discontinuo
I’ de isometrias de un espacio métrico X localmente compacto tal que X/T"
es compacto. Entonces R es localmente finito si y sélo si R es compacto.

Demostracién: _
Supongamos que R es compacto. Entonces la funcidn k& : #/I" — X/T" es

una biyeccién continua de un espacio compacto a un espacio de Hausdorff,
de modo que x es un homeomorfisino. Por tanto, R es localmente finito por
el teorema 4.8.

Reciprocamente, supongamos que R es localmente finito. Como X /T es
compacto {w(z;)} tiene una subsucesién convergente. Pasando a esta sub-
sucesién, podemos pensar que {7 (z;)} converge en X/I'. Como la funcién
cociente m manda a R sobre X/T", existe un punto r € R tal que la sucesién
#(x;) converge a w(z). Como 7 manda a R homeomdrficamente sobre m(R),
el punto = debe estar en 8R. Por el teorema 4.9, existe r > 0 tal que

N(R,r)NI'z = RN I'z.

Ma4s atin, existe sélo un nimero finito de elementos gi, ..., g9m de I' tales que
ORNTzx = {g1T,...,gmzx}.

Estrechando r, si es necesario podemos suponer que B(g:z, r) es compacto
para cada i = 1, ..., m. Como w(x;) — w(x), existe k£ > O tal que

dist(TC'z;, Tx) < r
para todos los i = k. De aqui, existe una h; en I para cada ¢ > k tal que
d(zi, hiT) <
Ya que
N@E,r)NTzx = 3RNTCx,

,m. De aqui x; estd en el conjunto

tenemos h;xr = g;x para algiin j = 1,
compacto
B(g1z,7)U ... UB(gmz,7)
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para toda i > k. Pero esto implica que {x;} tiene una subsucesién conver-
gente, asi /2 es compacto. -

Teorema 4.11 Si R es una region fundamental localmente finita para un
grupo ' de isometrias de un espacio métrico conexo X, entonces I' estd
generado por el conjunto

¥={gel:EngR es no vacio}.

Demostracién:

Sea H el subgrupo de I"' generado por ¥, y sea  en X. Entonces existe
una g en I' tal que gz estd en R. Supongamos que h es otro elemento de
I tal que hx estd en R. Luego gr estdi en RN gh~ 'Ry entonces gh™! estd
en ¥. De aqui que Hg = Hh. Esto implica que existe una funcién bien
definida ¢ : — I'/H, dada por ¢(z) = Hg, donde gx estd en R.

Como R es locnlmente finito existe una bola abierta B centrada en r que
corta finitamente a las I-imdgenes de R, digamos g1 R, ..., g;n B- Podemos
suponer que cada g; R contiene a . Entonces tenemos

B C g,ﬁu Ugm—I—i.
Si y € B, entonces y € g; R para algiin 7 y entonces
#(v) = Hg' = ().

Luego ¢ es constante en B. De esta manera, las fibras de la funcién ¢ son
abiertas. Como X es conexo, ¢ es constante.
Sea gen I, sea u en R, y sea v en g—! R. Entonces

H = ¢(u) = é(v) =
y por tanto g € H. Esto muestra que H = I', es decir, ¥ genera a I". -

4.1.2 EspAcios METRICOS RIGIDOS.

Definicién. Un espacio métrico X es rigido si y sdlo si la tinica similari-
dad gque fija cada punto de un abierto no vacio de X es la identidad en X.

Teorema 4.12 Si X es un espacio métrico geodésicamente c v geo-
désicarnente completo entonces X es rigido.

Demaostracion:

Sea ¢ una similaridad de X que fija cada punto de un abierto no vacio W
de X. Entonces el factor de escala de ¢ es uno ¥ ¢ es una isometrfa de X.
Sea w un punto de W y z un punto arbitrario de X distinto de w. Existe
una lfnea geodésica A : R — X cuya imagen contiene a w y a . Observemos
que
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PA:R —X
es también una linea geodésica y ¢\ coincide con A en el conjunto abierto
A~1(W). Como cada arco geodésico en X se extiende a una tnica linea
geodésica deducimos que ¢A = A. Por tanto ¢(x) = x. Y entonces X
rigido. -
Ejemplo 5. Por lo anterior 8™, E™, H™ son espacios métricos rigidos.

Definicién: Un subconjunto F de un espacio métrico X es un conjunto
Sfundamental para un grupo I' de isometrias de X si y sdlo si F contiene
eractamente un punto de cada I-drbita en X.

Teorema 4.13 Un subconjunto abierto R de un espacio métrico rigido X
es una regién fundamental para un grupo I' de isometrias de X si y sdlo si
eriste un conjunto fundamental F paraT tal que RC F C R.

Demostracién:
Supongamos que R es una regién fundamental para I'. Entonces los
miembros de {gR : g € I'} son ajenos dos a dos. Por tanto R contiene

a lo mds un elemento de cada -drbita en X. Como
Y =u{gR:g €T},

por el axioma de eleccién existe un conjunto fundamental F para I' tal que
R C F < R. Reciprocamente supéngase que existe un conjunto fundamen-
tal F° para el grupo I' tal que R € F < R y supongamos que g y h son
elementos de I' tales que gR M AR es no vacio. Entonces existen puntos x,
v en R tales que gr = hy. De aqui h—'gr = y. Como =z, y estdn en F,
deducimos que h~1gx = x. Por tanto h—lg fija cada punto de RNg~—'hR.
Como X esrigido, 4~ 'g = 1. De esta manera, lo miembros de {gR:g €T}
son ajenos dos a dos.

Como F C R, tenemos

x _gLEJl‘ ¥ _ggl‘ gR.

Luego R es una regién fundamental para I'. -

Si R es una regién fundamental para un grupo I' de isometrias de un
espacio métrico X, entonces el estabilizador de cada punto de R es trivial.
Consideraremos un ejemplo de un grupo discontinuo de isometrias de un
espacio métrico X tal que cada punto de X es un punto fijo para algin
elemento distinto de la identidad en I'. De esta forma, este grupo no tiene
una regién fundamental.

Ejemplo 6. Sea X la unién del eje X y el eje Y de E? y sea
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= {1,p,0,a},

donde p y o son las reflexiones en el eje X y en el eje Y respectivamente, y
« es la funcién antipoda. Entonces I' es un grupo discontinuo de isometrias
de X, ya que I es finito. Observemos que cada punto de X es un punto fijo
de algin elemento I distinto de la identidad. Y por tanto, I no tiene una
regién fundamental. M4ds atin X no rigido.
Teorema 4.14 Sea I' un grupo discontinuo de isometrias de un espacio
métrico rigido X. Entonces existe un punto x de X cuyo estabilizador '
es trivial.

Demostracién:

Ya que I es discontinuo, el estabilizador de cada punto de X es finito. Sea
z un punto de X tal que el orden del estabilizador ['; sea lo mds pequeiio
como posible. Sea s la mitad de la distancia de = a 't — {x}. Entonces para
cada g € I'', tenemos que B(z, s) corta B(gz, s) si y sélo si gxr = z. De aqui,
para cada punto y de B(y, s), tenemos que I';, € I'; y por tanto ', = 'z
por la minimalidad del orden de I';. De aqui, cada punto de B(z, s) es un
punto fijo para cada elemento de I'z. Por tanto, I'z: = {Id}, yva que X es

rigido.

4.1.3 DOMINIOS DE DIRICHLET.
Sea I' un grupo discontinuo de isometrfas de un espacio métrico, y sea u
un punto de X cuyo estabilizador I',, es trivial. Para cada g # Id en T,
definamos
Hg(u) = {x € X : d(x,u) < d(zx,gu)}.
Observemos que el conjunto Hg(u) es abierto en X. Mds aun, si X = 8™,
E™, o H™, entonces Hg(u) es el semiespacio abierto de X que contiene a u
cuya frontera es el bisector perpendicular de cada segmento geodésico que
une a u con gu. Ver la figura 4.1. E! dominio de Dirichlet D(u) para I', con
centro u, es X si I es trivial o
D(u) =N{Hg(u) :g# Iden '}

si I no es trivial. -

Teorema 4.15 Sea D(u) el dominio de Dirichlet, con centro u, para un
grupo discontinuo I' de isometrias de un espacio métrico X tal que

(1) X es geodésicarmnente conezo;

(2) X es geodésicarmnente completo;

(3) X es finitamente compacto.
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H(w)

u

Figura 4.1. E] semiespacio Hg(u)

Entonces
(i) D(u) es un d inio fund tal locals te finito para I'.
(ii) D(u) = {x € X : es un punto mds cercano de 'z a u}.

Demostracién:
(i) El teorema es claro si I' es trivial, asi que supongamos que I’ no es

trivial. Sea r > 0, entonces C(u, r) es compacto. De aqui C(u, r) contiene
sGlo un nimero finito de puntos de una 6rbita I'z, ya que I es discontinuo.

Sea K, = X — Hg(u) para cada g # I/d en I'. Entonces K es cerrado en
X. Mostraremos que {K, : g 7 Id en I'} es una familia localmente finita

de conjuntos en X. Supongamos que B(u,r) corta a K, en un punto x.
Entonces

d(u, gu) < d(u,x) + d(x, gu) < d(u, x) +d(z,u) < 2r.
De aqui B(u,2r) contiene a gu. Como B(u,2r) contiene sélo un nimero

)
finito de puntos de 'y, la bola B(u, r) corta finitamente a los conjuntos K.
Por tanto, {K,; : ¢ # Id en I'} es una familia localmente finita de conjuntos

cerrados en X. De aqui
X —D(u)y=U{Kg:g7# Idenl}
es un conjunto cerrado. Asi D(u) es abierto.

De cada dSrbita 'z, escojamos al punto maés cercano a u y sea F el
conjunto de estos puntos. Entonces F es un conjunto fundamental para I'.

Si z estd en D(u) y g # Id en I', entonces
d(x,u) < d(x, gu) = d(g~ 'z, u)

luego x es el tnico punto de la &rbita ['r que est4d mas cerca a u. Asf

D(u) < F.
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Sea z un punto arbitrario de F que no sea u y sea g # Id en I', entonces
d(x,u) < d(x, gu), ya que de otra manera tendriamos

d(z,u) > d(z, gu) = d{g— 'z, u),

contrario a la suposicién de que r estd en F. Sea [u,z] un segmento
geodésico en X que une u con x. Sea y un punto en el segmento abierto
(u, ). Entonces

d(x, ga) = d(z, u) — d(=,y) < d(x,gu) — d(x,y) < d(y, gu)
con igualdad en el caso:
d(x, gu) = d(z,y) + d(y, gu).

Supongamos que tenemos la igualdad. Sea [z, y] el seginento geodésico en

[x,u] que une x con ¥ y sea [u,gu] un segmento geodésico en X que une

v a gu. Por el teorema 1.4.3 (Preliminares), tenemos que [x,y] U {y, gu} es

un segmento geodésico [z, gu] en X que une x con gu. [r,u] ¥ [gu,y] se

extienden a [z,} y tienen la misma longitud. Por tanto [z,u] = [z, g9u],

ya que X es geodésicamente completo. De aqui © = gu, lo cual es una
. contradiccién. Por tanto, debemos tener

d(y,u) < d(y, gu).

Luego y estd en H,(u) para toda g 3 Id en I'. Por tanto y estd en D(u).
Se deduce {u,x) € D(u). Y entonces x estd en D(u). De aqui F C D(u).
Asi D(u) es una regién fundamental para I' por los teoremas 4.12 y 4.13.
Mas aiin, si x estd en D(u), entonces [u, x] € D(u). y asi D(u) es conexo.

Queda sélo mostrar que D(u) es localmente finito. Supongamos r > 0 y
B(u, r) corta sélo gD(u). Entonces existe algiin £ € D(u) tal que d(u, gz) <
7. Méds aiun

d(u, gu) < d(u, gz) + d(gz, gu) < 7 +d(x, u) < r + d(z, 9~ 'u) =
r +d(gr,u) < 2r.

Pero esto es posible s6lo para un nimero finito de g en P. Luego D(u) es
localmente finito.
(ii) Para cada g # Id definamos

L, ={z € X :d(x,u) <d(x,gu)}.
Entonces L, es un subconjunto cerrado de X que contiene a H,. Ya que
Ly={z € X :d(z,u) < d(g='z.u)},
tenemos M{L, : g # Id en T} es igual a

{zx € X : x es un punto més cercano de 't a u}
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M4is atin, como
D(u) = N{Hg(u) : g # Id en T'},
tenemos
D(uy cN{Ly:g# JdenT}.

Supongamos que r el punto mas cercano de I'r a u. Entonces podemos
escoger un conjunto fundamental F para [’ que contiene a x tal que cada
punto de F es un punto de los mds cercanos en su érbita a u. De la prueba
del teorema 4.15, tenemos F < D(u). Asi x estd en D(u). De tal manera

D(u) = {x € X : £ es un punto de los mas cercanos de 'z a u}.

4.2 Poliedros Convexos Fundamentales.

Sea T'" un grupo discreto de isometrias de X. Por el teorema 4.14, existe
un punto u de X cuyo estabilizador I'u es trivial. Sea D(u) el dominio de
Dirichlet para I' con centro u; D(u) es convexo, ya que por definicién D(u)
es X o bien la interseccién de semiespacios abiertos de X y D(u) es local-
mente finito por el teorema 4.15. De aqui I” tiene un dominio fundamental
convexo localmente finito.

Lema 1. Si D es un dominio fundamental convero localmente finito
para un grupo discreto I' de isometrias de X, entonces para cada punto x
de 8D, eriste una g # Id en ' tal que z estd en DN gD.

Demostracién:

Como D es localmente finito, existe r > 0 tal que B(z,r) corta a sélo un
niimero finito de I'imdgenes de D, digamos g1 D, ...,gmD donde g, = Id.
Cambiando r de manera adecuada, podemos pensar que x estd en cada g; D.
Como D es convexo 8D = 3D. Por tanto B(x, r) conticne un punto que no
estd en D. De aquf que m > 1. Asi, existeuna g % Iden D talque x € gD.B

Teorema 4.18 Si D es un dominio fundamental convero localmente finito
para un grupo discreto I" de isomnetrias de X, entonces D es un poliedro
convexo.

Demostraciéon:

Ya que D es convexo en X, D es cerrado y convexo en X. Sea S el
conjunto de lados de D. Necesitamos mostrar que S es localmente finito.
Sea x un punto arbitrario de X. Si x estd en D, entonces D es una vecindad
de x que no interseca a ningin lado de D; si estd en X — D, entonces X —D es
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una vecindad de x que no corta a ningitin lado de D. Podemos suponer que
x estd en OD. Como D es localmente finito, existe v > O tal que B(r,r)
corta sélo finit: te a las [-iméd de D, digamos goD,...,gmD con
go = Id. Tomando una r mas chica, si es necesario, podemos suponer que
x estd en cada ¢:D, luego D M ¢;D es un subconjunto convexo no vacio de
8D. Por el teorema 3.4 (1), existe un lado S; de D que contiene a Dng;D.
Por el lema 1, tenemos

B(z,v)ynap c U (D naD).
Por tanto
B(x,r)N3D C S1 V... U Snm.

Ahora supongamos que S es un lado de D que corta B(x, 7). Entonces
B(x,T) corta a §°, ya que §° = § = S. Por el teorema 3.4 (3), tenemos
que § = S; para alguna i. Asi, D es un poliedro convexo. [ ]

4.2.1 POLIEDROS FUNDAMENTALES.

Definicién: Un poliedro fundamental convero para un grupo discreto I de
isometrias de X es un poliedro convero P en X cuyo interior es un do-
minio fundamental localmente finito para I'.

Sea T un grupo discreto de isometrias de X. Por el teorema 4.16 la
cerradura D de cualquier dominio fundamental convexo, localmente finito
D para T’ es un poliedro convexo fundamental para I'. En particular, la
cerradura D(u) de cualquier dominio de Dirichlet es un poliedro convexo
fundamental para I', llamado el poliedro de Dirichlet para I" con centro .

Ejemplo 1. Sea I' = PSL(2,2Z), considéremoslo como un subgrupo de
I(U?). Entonces I' es discreto. Sea T el tridngulo generalizado hiperbélico
con vértices :I:é + >§’:i y oo. Ver la figura 4.2. Entonces T es el poligono de
Dirichlet para I' con centro ti para cualquier ¢ > 1.

1

Sea ' un grupo discreto de isometrias de X y u un punto de X cuyo
estabilizador 'y es trivial. Para cada g # /d en T, definamos

Py(u) = {z € X : d(=,y) = d(x, gu)}.

Entonces F,(u) es el uinico hiperplano de X que bisecta y que es ortogonal
al segmento geodésico en X que une u a gu.
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Figura 4.2. Una region fundamental.

Teorema 4.17 Sea S un lado de un dormninio de Dirichlet D(u), con centro
u© para un grupo discreto I' de isometrias de X. Entonces existe un unico
elemento g # Id de T" que satisface cada una de propiedades siguientes:

(1) {S) = Py(u); _

(2) § = D(u) NngD(u);

(3) g=15 es un lado de D(u).

Demostracién:
(1) Ya que 8D(u) € U{FP,(u) : g # Id en I'}, tenemos que

S cu{P(u):g# IdenT}.

Por tanto
S=uU{SNPFPy(u):g#IdenT}.
S5 M Py(u) es un subconjunto convexo cerrado de X para cada g # Iden I
Como I’ es numerable, debemos tener:
dim(S N Fy(u)) =n—1,
para alguna g; de otra manera, el volumen de dimensién n — 1 de S seria
cero. Ya que:
dim(SNFPy(u)) =n—1,
tenemos que (S) = P,(u).
Sean g, h elementos de I tales que FPp(u) = (S) = Pu(u).
Como F,(u) es la bisectriz perpendicular de un segmento geodésico que va

de u a gu, tenemos que gu = Au. Pero u sélo es punto fijo de la identidad de
I, entonces g = h. Asf, existe un tinico elemento g de I tal que (S) = F,(u).
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(2) Por (1) existe un tnico elemento g #% Id de I tal que § C Fy(u). Sea
z un punto arbitrario de S. Entonces d(x,u) = d(x, gu). Por el teorema
4.15, tenemos que x es de los puntos mads cercanos de 'z a u. También

d(g—'z,u) = d(x, gu) = d(z,u).

Por tanto, g~ 'z es también de los mis cercanos de I't a u. Asf g~ lx esta
en D(u) por el teorema 4.15. Por tanto, g~ 'S < D(u). De aqui

S c D(u) NngD(w),

de hecho se da la igualdad por ser D(u) N gD () un subconjunto convexo
de 8D(u) y S es maximal como subconjunto convexo de D ().
Supongamos que A es otro elemento distinto de la identidad de I" tal que

S = D(u) N gD(u).

ya que S es un subconjunto maximal convexo de dD(u). Supongamos que
h es otro elemento distinto de la identidad de I'' tal que

S = D(u) N hD(u).

Sea T un punto arbitrario de S. Entonces h~!x estd en D(u) y entonces
d(z,u) = d{h~ 'z, u) = d(x, hu).

De aqui x esta en P, (u). Asf g = A por la unicidad de g en (1). Asi, existe
un tinico g # Id en I tal que

S = D(u) NgD(u).

(3) Por (2), existe un elemento inico g # I/d de I' tal que

8§ = D(u) N gD(u).

Entonces
9718 = g—1D(u) N D(u).

Por tanto, g—'5 c 8D(u). De aqui, existe un lado 7" de D(u) que contiene
a g—'S. Por (1) existe un tnico elemento h 7 Id de I" tal que

T = D(u) N hD(u).

Asi, tenemos
g~18 < D(u) N AD(u)

8 < gD(u) N ghD(u).

De esta forma
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S < D(u) N ghD(u).

Supongamos que gh # Id. Ya que S es un subconjunto convexo maximal
de 3D(u),

S = D(u) N hD(u).

Entonces gh = g por (2), y también A = Id, lo cual es una contradiccién.
Luego gh = Id y por tanto h = g—'. Asi g~1S =T

Supongamos que f es otro elemento distinto de la identidad en I tal que
f~185 es un lado de D(u), entonces f~18 = D(u) N f~'D(u) y por esto
tenemos S = D(u)N fD(u). Luego f = g por (2). De esta manera probamos
que existe un tinico elemento g ¥ fden I tal que g— 'S es un lado de D(u).®

Definicién. Un poliedro convexo fundamental P para I' es exacto si y
sdlo si para cada lado S de P existe un elemento g de I' tal que §S = PnNghP.

Se sigue del teorema 4.17 (2) que cada poliedro de Dirichlet para un
grupo discreto es exacto. La figura 4.3 ilustra un poligono P fundamental
convexo inexacto para PSL(2,Z). El poligono P es inexacto, ya que los dos
lados acotados de P no son ni congruentes ni invariantes izquierdos por un
elemento de PSL(2,Z). Ver el siguiente teorema.

Figura 4.3. Un poligono fundamental convexo no exacto P para PSL(2,Z)

Teorema 4.18 SiS es un lado de un poliedro fundamental convero exacto
P para un grupo discreto de isometrias de X, entonces eriste un elemento

tnico g # Id de I tal que
S =FPNgP;
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mds atin, g—'S es un lado de P.

Demostracién:

Ya que P es exacto, existe un elemento g de I' tal que S = PN gP.
Claramente g # Id. Si h 7 Id es otro elemento de I"' tal que S = PN hP,
entonces gP° y hP° se intersecan; por tanto, gP° = hP® luego g = h. Asi
existe un elemento tnico g # Id de T tal que § = PN gP. La prueba que
g~ %S es un lado de P es la misma que la prueba del teorema 4.17 (3).

. -

4.3 'Teselaciones
A través de esta seccidén, X = 8", E™ o HA™ con n > 0.

Definicién. Una teselacion de X es una coleccion P de poliedros con-
vexos de dimension n en X tales que

(1) los interiores de los poliedros en P son mutuamente ajenos;

(2) la union de los poliedros en P es X; y

(3) la coleccién P es localmente finita.

Definicié Una t lacién P de X es eracta si y sélo si cada lado S
de un poliedro P en P es un lado de exactamente dos poliedros P y Q en P.

Un ejemplo de una teselacién exacta es la de malla de E? dada por
cuadrados congruentes. Un ejemplo de una teselacién no exacta es la fa-
milia de ladrillos en una pared en E? formada por rectangulos congruentes.

Definicién. Una teselacidn regular de X es una teselacion de X que
consiste de politopos regulares.

En el plano sélo hay tres teselaciones regulares, por tridngulos equildteros,
por cuadrados y por hexdgonos regulares, estas han sido conocidas desde
la antigiiedad. Los sélidos platénicos inducen cinco teselaciones regulares
en la esfera, las cuales se conocen desde la edad media. Las teselaciones
de X por poliedros congruentes, nos interesan sobre todo por el siguicnte
teorema.

Teorema 4.19 Sea P un poliedro convero de dimension n en X y sea I’
un grupo de isometrias de X. Entonces T" es discreto y P es un poliedro
(exacto) fundarnental convexro para I' si y sdlo si

P={gP:gel}
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es una teselacion (exacta) de X.

Demostracién:

Supongamos que I es discreto y que P es un poliedro fundamental con-
vexo para I'. Entonces P es un dominio fundamental localmente convexo
para I, luego P es un dominio fundamental localmente finito para I'. De
aqui tenemos,

(1) los miembros de {gP° : g € '}, son mutuamente ajenos;

(2) X =uU{gP:geT}hy

(3) la coleccién P es localmente finita.

Asi P es una teselacién de X. Supongamos que P es exacto. Sea .S un lado
de P. Entonces existe un inico elemento g £ Id de I tal que S = PNghP;
m4és aiin g~ 'S es un lado de P. Asi S es un lado de gP. Por tanto S es un
lado de exactamentc dos poliedros P y g7 de P. Como P es I-invariante,
lo mismo es cierto para cualquier lado de cualquier poliedro en P. Asi P
es exacta.

Reciprocamente, supongamos que P es una teselacién de X. Entonces

(1) los miembros de {gP° : g € '} son mutuamente ajenos;

(2) X =u{gP:geTl}h

(3) la coleccidén P es localmente finita.

De esta manera P° es un dominio fundamental localmente finito para I'.
Por tanto I es discreto por el teorema 4.3 y P es un poliedro convexo para
el grupo I'. Ahora supongamos que P es exacta. Entonces para cada lado
S de P, existe una g en I' de tal manera que § es un lado de gP. De aqui
S c PNgP. Yaque PNgP C 3P y S es un subconjunto maximal convexo
de 9P, tenemos que § = PN gP. Asf P es exacto. -

Definicién. Una coleccion P de poliedros converos de dimension n en
X se dice que es conera st y sdlo st para cada par P, Q en P existe una
sucesion finita Py,..., Py, en P tal que P = P, P,, = Q, P, y P; com-
parten un lado en comin para cada i > 1.

Teorema 4.20 Cada teselacion eracta de X es coneza.

Demostracién:

La prueba es por induccién en la dimensién n de X. El teorema es cierto
si n = 1, luego supongamos que n > 1 y que el teorema es cierto en la
dimensién n — 1. Sea P una teselacién exacta de X y sea P un poliedro
en P. Sea U la unién de todos los poliedros @ € P para los cuales existe
una sucesién finita Py, ..., Py en P tal que P = P, Q = P,,, Pi_1 y P
comparten un lado en comiin para cada i > 1. Entonces U es cerrado ya
que P es localmente finita.

Mostraremos que U es abierto en X. Sea x un punto en U. Escojamos

una r tal que 0 < r < § y que C(x,7r) corta sélo a los poliedros de P
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que contienen a x. Sea Q un poliedro en P que contiene a x. Entonces r
es menor que la distancia de z a cualquier lado de Q que no contiene a x.
Por el teorema 3.17, el conjunto Q M S(x,r) es un poliedro de dimensién
n — 1 convexo en Sz, r); mids adn, si S{z) es el conjunto de lados de Q que
contienen a x, entonces {TNS(z,r) : T € S(x)} es el conjunto de lados de
Q N S(zx, 7). Por tanto P se restringe a una teselacién exacta T de S(x, 7).
Por hipétesis de induccién, 7 es conexo. Consecuentemente cada poliedro
en P que contiene a x esti contenido en U. Luego U contiene a B(x,r). Asi

U es abierto y cerrado en X. Como X es conexo, U = X. De esta manera
P es conexa. ]

Teorema 4.21 Sea P un poliedro convero exacto para un grupo discreto
I de isornetrias de X. Entonces I estd generado por el conjunto

P ={gel': PNgP es un lado de P}.

Demostracién:

Tenemos por los teoremas anteriores que la teselacion P = {(gP : g € T}
de X es exacta y conexa. Sea g un elemento arbitrario de I'. Entonces existe
una sucesién finita de elementos g;,...,gm deTCcon P =g, P, gnP =gP, y
gi—1P comparte un lado con g: P paracada i > 1. Esto implica que g, = Id,
gm = @, ¥y Que P comparte un lado con gi__‘,g.-P para cada 7 > 1. Podemos
suponer que gi—1 ¥ g: para cada 7 > 1. Entonces g_-__‘lgi estd en ¥ para
cada i > 1. Como g = gl(gl‘lgg)...(g,':_l_,g,,.), tenemos que ¥ genera a ['. @

Corolario 1. Si un grupo discreto I' de isometrias de X tiene un poliedro

Sfundamental converxo, eracto y con un niumero finito de lados, entonces es
finitamente generado.

Demostracién:
Por el teorema 4.18 el conjunto de lados de S de P esta en correspon-

dencia uno a uno con el conjunto ® = {g€ L : PNgP € S}. Por tanto &
es finito y entonces I es finitamente generado. -m

4.3.1 PAREO DE LADOS. .
Sea S un lado de un poliedro convexo, fundamental exacto /7 para un grupo

discreto I’ de isometrias de X, por el teorema 4.18 existe un elemento tinico
gs de T’ tal que

§ = Pngs(P).

Mas adn 5’ = g5*(S) es un lado de P. El lado S’ se dice que estd pareado
con el lado § por el elemento gs de I'. Como
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$'=PnNgs'(s),
tenemos que ggr = g_;‘. Por tanto, S esta pareado con S’ por g;’ yS&” =25
El I'-pareo de P estid definido como el conjunto
Db = {gs : S es un lado de P}.
Los elementos de ® se llaman transformaciones de pareo de lados de P.
Dos puntos x, ' de P se dicen que estin pareados por ¥, y escribimos
x ~ z’, si y sélo si existe un lado S de P tal que z estd en S, =’ estd en
S’ y gs(x’) = «x. Si gs(x’) = x, entonces gg-(xr) = z’. Por tanto = =~ z’ si
¥y solo si £’ =~ x. Dos puntos x, ¥ de P se dice que estan relacionados por
®, y escribimos x ~ y, si £ = y o existe una sucesién finita xy,..... » Tm de
puntos tales que
T =) ...y, = Y.
El estar relacionados por & es claramente una relacidn de equivalencia en
P. Las clases de equivalencia en £ son los llamados ciclos de ®¥. Si x estd

en P, denotamos el ciclo de ¢ que contiene a = por {z].

liedro fund tal ¢ exacto, de un

Teorema 4.22 Si P es un p
grupo discreto de isometrias de X, entonces para cada punto x de P,
(1) el ciclo {x] es finito, y
(2) [z} = PN,

Demostracidn:

(1) Se sigue de la definicién de un ciclo que {z] € PN I';. Por tanto (]
es finito por el teorema 4.9.

(2) Sea ¥ en PNI;. Entonces existe una f en I'' tal que y = fx. De aqui,
x estd en f—!'P. Como P es localmente finito, existe una r > O tal que
B(zx, r) corta sélo finitamente a las I-imdgenes de P, digamos g1 P, ..., gm P.
Tomando una r mas pequefia, podemos pensar que x estd en g; P para cada
Z, alin mdas, podemos pedir que » << 7/2 y que r es menor que la distancia
de z a cualquier lado de g; P que no contiene a x. Para cada i, el conjunto
9i PN S(x, ) es un poliedro convexo de dimensién n — 1 en la esfera S(z, r)

por el teorema 3.17. Ademais

T ={gPNS(z,r):2=1,..,m}
es una teselacién exacta de S(z,r). Por el teorema 4.20, la teselacién 77
es conexa. Por tanto, existen elementos fi, ..., fe de I'' tales que z estd en
fiP paracada i, P = fi7'P, f~'P = f;71P, y fZ!, P comparte un lado con
fi‘lP para cada i > 1. Esto implica que fi = Id, fe = f, y que P comparte
un lado S; en comiin con fi_, f; ! P para cada i > 1. Podemos suponer que
Jfi—1 7 fi para cada 7 > 1. Entonces f(—l.f.-_l = gs, para cada i > 1. Sea
Ty = x y x4 = fix paracada i > 1. Como z estd en f,-"’P, tenemos que f;x
estda en P. De aquf x,; estd en P para cada Z. Luego
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gsi(z) = Sic1 ST (=) = fiiaz = i
De aqui z;_; estd en PN gg, (P). Por tanto r;__; estd en S; y x; estd en S}
para cada i > 1. De aqui tenemos
L =Xy .. .2T¢=c.

Por tanto, x ~y. Asi [z] = PNI;. -

4.3.2 ANGuLos DIEDRICOS.

Sea P un poliedro convexo de dimensién m en X. Los lados S y T de P se
dicen adyacentes siy s6losi, X =S! y S, T sonladosde Pon> 1y SNT
es un lado de S y de T'. En particular el tinico lado de un semicirculo en
S! es adyacente a si mismo.

Sean S y T lados de P. Ahora definimos el dngulo diédrico 8(S,T) de
P entre § y T. Primero que todo, si § = T, entonces @(S,T) se define
como 7. Si § y T son distintos y no son lados adyacentes de P, entonces a
(S, T) lo definimos como 0. Supongamos ahora que S y T son adyacentes.
Si X = S!, entonces (S, T) estd definido como el dngulo entre los puntos
extremos de P,

Supongamos que n > 1. Entonces los hiperplanos {(S) y (T) subdividen
a X en cuatro regiones, una de las cuales contiene a P; mds ain,

(SYyN(TYy =(SNT).
Sea x cualquier punto en SN T y sea A\, u: R —X lineas geodésicas tales
que
(1) M0) = X = u(0);
(2) A y x4 son normales a (S) y (T") , respectivamente; y

(3) M(0) y u#’(0) estian dirigidos hacia los semiespacios respectivos de X
que contienen a P.

Sea o el dngulo entre A y i en el punto z. Claramente a no depende de la
eleccién de x. El dngulo diédrico de P entre S y T se define como el dngulo
8(8,T)y=nm—a.

Ver la figura 4.4. Notemos que como 0 < a < w,y 0 < 6(S5,T) < 7. Tenemos
que

0<6(S,T)<~.
Etl dAngulo diédrico (S, T') se dice que es propio si y sélo si
0< (S, T)< =

Notemos que #(S5,T") es propio si ¥y sélo si S y T son lados adyacentes
distintos de P. .
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(ST

Figura 4.4. El dangulo diédrico 8(S.T) entre lados adyacentes

Figura 4.5. Un ciclo de triAngulos equiliteros en E?

4.3.3 CiCLOS DE POLIEDROS.
Definicién: Un ciclo de poliedros en X es un conjunto finito
C = {Po,..., Pm—1}

de poliedros convexzos de dimnension n en X tales que para cada i (mod m),
(1) ezisten lados adyacentes S; y Siy1 de P: tal que P; N\ Piyy = Siga;
m—1
2) ‘20 (S, Sis1) =2m y

(3) si n > 1, entonces R="F\Z P; es un lado de S para cada i.

Ver la figura 4.5. Notemos que una coleccién C' de segmentos geodésicos
en S! es un ciclo si y sélo si C es una teselacién de S!.

Teorema 4.23 Sea R un eslabén de un poliedro P de una teselacién P

de X. Entonces el conjunto de todos los poliedros en P que contienen a R
Sforman un ciclo cuya interseccidén es R.
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Demostracién:

Sea S uno de los lados de P que contienen a R. Definimos las sucesiones
de manera inductiva

Py, Py,... ¥ So, 51, ..cc

tales que para cada i,

(1) P; estd en P y S; es un lado de F;;

(2 Po=Py So=S;

(3) R es un lado de S;;

(4) S ¥ Sit+) son lados adyacentes de P;; y

(5) PinN Py = Sig.
R esti contenido en sélo un numero finito de poliedros en P, ya que P
es localmente finito. Se deduce que la sucesién {F;} involucra sélo a un
nimero finito de poliedros distintos. Evidentemente, Py, P,..., Pr—1 son
distintos si

m—1
3> 6(Si, Siy1) < 2.
r=0

De aqui, la primera repeticién de la sucesién ocurre en el primer poliedro
P,, tal que

> 6(Si, Sigr) > 2.
i=0
Claramente FP,, interseca al interior de P y entonces P,, = FPy. De aqui
'm = So ¥y
Y 6(Si, Siv1) = 2m.
=1
Como
R = S:N Sy, para cada i,

tenemos que

R="H"P.
=0
Por tanto {Fp, ..., Pm_1} es8 un ciclo de poliedros cuya interseccién R.

Sea Q cualquier poliedro en P que contiene R. Entonces claramente Q
corta al interior de U2, P;. Esto implica que Q corta al interior de P: para
alguna i, y luego Q = P;. Asi {Fp,..., Pn-1} es el conjunto de poliedros en
P que contienen a R. a
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4.3.4 RELACIONES DE CICLOS.
Sea P un poliedro fundamental convexo exacto, para un grupo discreto I'
de isometrias de X. Considerarernos ciertas relaciones en I" que se pueden

derivar de las aristas y lados de P.
Sea R un lado de un lado S de P. Definamos la sucesidén {S;}72, de lados

de P mediante
(1) Sea §1 = S -
(2) Sea S2 el lado de P adyacente a S} tal que gs, (] N S2) = R.
(3) Sea Si41 el lado de P adyacente a S} tal que

gs5.(S! NSiy1) = S{_, NS, para cada i > 1.

Llamamos a {8:}$2, la sucesion de lados de P determinados por Ry S.

Teorema 4.24 Sea R un lado de un lado de S un poliedro fundamen-
tal convezo exacto P para un grupo discreto I' de isometrtas de X, y sea
{S:}2, la sucesidn de lados de P determinados por R y S. Entonces existe
un entero minimo € y un entero positivo k tal que

(1) Siye = Si para cada i,

(2) 6, 0(Si, Sia) = 2n/k, ¥

(3) el elermmento gs, gs,...9s, tiene orden k.

Demostracién:
Definamos una sucesién {g:}{2 de elementos de I’ por g9 = Id y
9i = g5,9s5,..-9s; para cada i > 0.

A continuacién probaremos que {g;P}{2, forman un ciclo de poliedros en
X. Como S! y Si41 son lados adyacentes de P para cada i, tenemos que
9¢S! ¥ 9iSi41 son lados adyacentes de g; P para cada i; mds aiin,

9P Ngi 1 P=gi(PNgs,, ,P) = giSis1
Y 9iSi+1 = gi+1S5!,, para cada i > 1. Luego, para cada i > 0, tenemos que

9iSi+1 N Gi+18i42 = Gi+1 841 N Gi+1Sip2

= 9i4+1(Si41 N Siv2) = gi(S{ N Sit1) = 9i-15: N GiSiy1-
Por tanto,
D, 9P =S1Ngs(S2) = R

Por el teorema 4.23, existe un entero m > 0 tal que (g;P}‘-";T)l es un ciclo
de poliedros. Asi g, mP = g;P para cada i, y entonces gy, = g: para
cada . Ya que
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Gi—1Si+m = Gi+m—15i4m = Gi+m—1L M GiamF
=gi-1PNgiP = gi_15;,
encontramos que Sy, = S; para cada i.
Sea € el entero positivo minimo tal que S;+¢ = S; para cada i. Entonces
k = m/€ es un entero positivo. Como

_Zl 8(9:5!,9iSi41) = 27,
=
tenemos que
4
k 3 8(8!, Siy1) = 2m.
i=1

Maids atin, como g,, = JId, tenemos que gf = Id, ya que g # Id para
1 < j < m, deducimos que k es el orden de g¢. -

Sea R el lado de un lado S de un poliedro fundamental convexo exacto
P para un grupo discreto de isometrias de X, y sea {Si}{2, la sucesién de
lados de P determinada por R y S. Por el teorema 4.24, existe un minimo
entero positivo € tal que S, ¢ = S; para cada i. La sucesién finita {S;}{—¢
-es llamada el ciclo de lados de P determinados por R y S. El elemento
95, 98;----95, de [ es la llamada transformacién ciclica de los lados {S:}{_,.
Por el teorema 4.24, la transformacidn ciclica gs, gs,...gs, tiene orden finito
k. La relacion

(95,95,--95.)% =1
en I es llamada la relacidn ciclica de I' determinada por el ciclo de lados
{S:}¢_,. Para cada lado S de P, la relacién
g9sgs: =1
es llamada la relacidén de pareo de lados determinada por el lado S.

Nota: Las relaciones ciclicas junto con las relaciones de pareo de lados
forman un conjunto completo de relaciones para los generadores

¢ = {gs:S es un lado de P}

del grupo I; esto es, cualquier relacién entre los generadores ® puede ser
derivada de estas relaciones.

Ejemplo 1. Sean L, S, R los tres lados que ocurren de la izquierda a
la derecha en el polfgono de Dirichlet T° para PSL(2,Z) en la figura 4.2.
Entonces

gr(2) = z+ 1y gs(z) = —1/=
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Asi R = L, 8’ = S, y L’ = R. Observemos que {S,R} es un ciclo de
lados de T" cuya transformacidn ciclica gsgr tiene orden tres. Mds ain ggs
tiene orden dos. Las relaciones (gsgr)? = 1 y g2 = 1 forman un conjunto
completo de relaciones para los generadores {gs.gr} de PSL(2,2Z).
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Grupos Discretos Clasicos.

En este capitulo, estudiamos algunos grupos discretos cldsicos de isometrias
de 8™, E™ y H"™, a menos que se afirme lo contrario representaremos a estos
espacios genericamente por X y n serd mayor que 0. Comenzamos con la
teoria de grupos discretos de reflexiones en poliedros o en simplejos. En la
ultima seccidn estudiaremos los de grupos cristalogrdficos.

5.1 Grupos de Reflexiones.

Lema 1. Sea x un punto dentro de la horoesfera . de H™. Entonces la dis-
tancia mds corta de © a £ se alcanza a lo largo de la vnica linea hiperbdlica
que pasa por r y que es Lorentz ortogonal ¢ =.

Demostracién:
Usaremos el modelo de la bola conforme B™ del espacio hiperbdlico, con
la ayuda de una isometria podemos suponer que  es el origen. Entonces

la distancia més corta de 0 a T se alcanza sobre el iinico diametro de B™
ortogonal a . Ver figura 5.1. [ ]

Figura 5.1. Una figura

Sea S un lado de un poliedro convexo P de dimensién n en X. La re-
flexién de X en el lado S de P es la reflexién de X en el hiperplano {S)
generado por S.
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Teorema 5.1 Sea G el grupo generado por las refleriones de X en los
lados de un poliedro convexo P de dimension n, de volumen finito y con un
nimero finito de lados. Entonces

X =u{gP:9c G}.

Demostracion:

La prueba es por induccién en la dimensién 7. El teorema es cierto
cuando n = 1, supongamos que n > 1, y que el teorema es cierto cuando la
dimensién es n — 1. Sea £ un punto de P, G(x) el subgrupo de G generado
por todas las reflexiones de X en los lados de P que contienen a x, y r(z) un
nimero real tal que 0 < r(z) < 7w/2 y que la bola C(x, r(x)) corta solo a los
lados de P que contienen a z. Por el teorema 3.17, el conjunto PNS(x, r(z))
es un poliedro convexo de dimensién n — 1 en la esfera S(z,r(z)). De la
hipdStesis de induccidn, tenemos

Sz, r(z)) = u{g(PN S(z,r(x)) : g € G}.
ya que P es convexo, deducimos que
B(z,r(z)) c U{gP:g € G(x)}}.

Por los teoremas 3.23 y 3.24, el poliedro P tiene solo un niimero finito de
vértices ideales, digamos vy, ..., Un,. Para cada i, sea B; la horobola basada
en v; tal que B; corta solo a los lados incidentes con v;. Para cada i, sea
G; el subgrupo de G generado por todas las reflexiones de X en los lados
de P que inciden en v;. Por el teorema 3.21, el conjunto P N 8B, es un
poliedro compacto euclidiano convexo de dimensién n — 1 en la horoesfera
8B;. Deducimos, de la hipétesis induccién, que

B; cu{gP:gc G}
Por lema 1, existe una horobola B basada en v; tal que B c B; y
dist(B!,3B;) = 1 para cada i. Definanos
Po = P— .ﬂ‘ Bl

Asf definido Py es compacto por el teorema 3.24. Sea € > 0 el nimero de
Lebesgue para la cubierta abierta {B(z,r(x)) : * € P} de Fp talque £ < 1.
Sea

U=vu{gP:ge€ G}.

Decimos que N (P, £) C U. Observemos que N(Fp, ) C U. Sea = un punto
de P i B!. Entonces tenemos

B(z,€) c B, c U.
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De aquf N(B!,€) C U para cada i. Por tanto N(P, ) C U como se dijo.
Como U es G-equivariante, deducimos que N(gP, {} € U para cada g en
G. Por tanto N(U,€) c U, y entonces U = X.

Sea P un poliedro fundamental convexo, exacto para un grupo discreto

T de isometrias de X. Entonces para cada lado S de P, existe un tnico
elemento gs de T tal que

S =Pngs(P).

El grupo T esta definido como el grupo discreto de reflexiones, con respecto

al poliedro P, si y sélo si gs es la reflexién de X en el hiperplano (S) para
cada S de P.

Definicién: Un dngulo o es un submiltiplo de un dngulo 8 si y sdlo si
eriste un entero positivo k tal que a = 3/k 0o B = a/oo = 0.

Teorema 5.2 Seal un grupo discreto de refleriones con respecto al poliedro
P. Entonces todos los dngulos diédricos de P son submiiltiplos de ©n; mds
ain, si gs y gr son las reflexiones en los lados adyacentes S y T de P, y
8(S,T) = 2r/k, entonces gsgr tiene orden k en I'.

Demostracidén:

Sean S, T lados adyacentes de P. Entonces {S,T} es un ciclo de lados
de P. Por el teorema 4.24, existe un entero positivo k£ tal que

26(S,T) = 2n/k

v el elemento gsgr tiene orden k en T, [ ]

Teorema 5.3 Sea P un poliedro convero de dimensidn n con un nimero
finito de lados en X, con volumen finito, todos de cuyos dngulos diédricos
son submiiltiplos de w. Entonces el grupo T' generado por las reflexiones de

X en los lados de P es un grupo discreto de refleriones con respecto al
poliedro.

Demostracion:

(1) La prueba es por induccién en n. El teorema es cierto cuando n =1,
asi supongamos que n > 1 y el teorema es cierto en la dimensiénn — 1. La
idea de la prueba es construir un espacio topolégico X homeomorfo a X
en el que el teorema se cumpla claramente y de ahi inducirlo mediante un
argumento de espacio cubriente.

(2) Sea I x P el producto cartesiano de I’ y de P. Consideremos en I'
la topologia discreta y en I' x P la topologia producto inducida por la
topologia en P. Entonces I' x P es la suma topolégica de los subespacios
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{{g}y x P:ge T}

Mais ain, la funcién (g, x) — gz es un homeomorfismo de {g} x P sobre
gP para cada gen .

(3) Sea S el conjunto de lados de P y para cada S € S, sea gs la reflexién
de X en el lado S de P,y ® = {gs : § € S§}. Dos puntos (g,z) y (h,y) de
I" x P se dicen pareados por ®, escrito (g, x) = (h,y), si y sélo si g—'h esta
en ® y gr = hy. Supongamos que (g,x) =~ (h,y), entonces existe un lado
S de P tal que g7'h = gs. Como gg' = gs, tenemos que (h,y) = (g,x),
ademss, = esta en PNggs(P) = S, y de esta manera r = gst = y.

Dos puntos (g,) y (h,y) de I’ x P se dicen relacionados por ®, escrito
(g, x) ~ (h,y), si y sdlo si existe una sucesién finita ({(go, o), ..., (Fk, T&)),
de puntos de I' x P tales que

(g9,2) = (go, xa), (gx.Tx) = (h,¥), ¥
(gi—1,xTi—1) =~ (gi,xs) parai = 1,..... k.

El estar relacionados por € es una relacién de equivalencia en I' x FP; mds
aun, si (g, x) ~ (h,y), entonces x = y. Sea [g, z] la clase de equivalencia de
(g,x) ¥ sea X el espacio cociente de I x P en clases de equivalencia.

(4) Si (g,x) =~ (h, ), entonces claramente (fg,x) = (fh, z),pare cada f
enT. De aqui T actia en X mediante f [g,z] = [fg, x]. Para un subconjunto
A de P, hagamos

[A]l = {I1, =} : x € A}.
Si g esta en I', tenemos
g(A} = {lg.z} : = € A}.

Si (g, ) esta en I x P°, entonces {g,x] = {(g,z)} Consecuentemente, los
miembros de {g[P°] : g € T'} son mutuamente ajenos en X.

(5) Mostraremos que X es conexo. Sean: I' x P — X la funcién cociente.
Como np manda a {g} x P sobre g [P], tenemos que g [P] es conexo. En vista
del hecho

X =u{glP):ger},

es suficiente mostrar que para cualquier g en I', existe una sucesién finita
go,.--19x en I tal que [P] = go[P], gx{P] = g[P]. y gi-1[P] ¥ g:[P] se
intersecan para cada i > 0. Como I'" esta generado por los elementos de &,
existen lados S; de P tal que g = gs,...95.. Sea go =1 y gi = gs,...gs, para
i=1,..., k. Como

Sy = PMgs,(P),
tenemos que

[Sil c (P]ngs, (P].
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Asi X conexo.
(6) Sea r un punto de P, sea S(z) el conjunto de todos los lados de P

que contienena x, y sea I'(x) el subgrupo de I' generado por los elementos
de {gs : S € S(x)}. Mostraremos que I'(x) es finito. Sea r» un mimero real
tal que 0 < r < /2 y menor que la distancia de x a cualquier lado de P
que no contiene a x. Por el teorema 3.17, tenemos que P N S(x,7) es un
poliedro convexo de dimensién n — 1 en la esfera S(x.7) y
{Tr'nS(z,r): T € S(x)}
es el conjunto de lados de PN &S (x, r). Claramente PNS(x, r) es compacto y
todos los dngulos diédricos de PN S(x, r) son los submiuiltiplos de 7. Por la
hipétesis de induccién, '(x) se restringe a un grupo discreto de reflexiones
con respecto a PMNS(zx, r). De aqui I'(x) es finito ya que S(r, r) es compacto.
(7) Lo que sigue es mostrar que R
[1.x] = {(g9,x) : g € T(x) }.

Sea (g,z) en [1,z]. Entonces existe una sucesion finita go,...,gx en I' tal
que (1,z) = (go, =), (9x, ) = (9,%), ¥ (gi—1,%) == (gi,T) para todo i > 0.
De aqui g;x = x para toda i, y existe un lado S; en S(x) tal que g; =
gi—19s para cada i = 1, ..., k. Por tanto, g = gs, ...gs.. Asi g esta en I'(x).
Comnsecuentemente

[1,z] € {(9,%) : g € [(x)}-
Sea g un elemento de I'(z). Ya que S(x) esta generado por el conjunto
{9s : S € S}, existen lados S; en S(z) tales que g = gs,...95.- Sea go = 1
Y 9¢ = gs,---gs. para toda i. Como g;”!1gi = gs,, tenemos que (gi—1,T) =
(g:i, ) para toda i > 0. De aqui (1,z) ~ (g,zx). Asi
[1,z] = {(g9,2) : g € ['(x) }.
(8) Para cada punto x de P y nimero real r como en (6), definamos

B(z,T) = eFin glP N B(x,r)].

Supongamos que g esta en I'(z) y y esta en P N B(x,r). Entonces S(y) C
S(x), ¥ T(v) C I(z). Como [1,5] = {(k.y) : kb & T@)} Tenemos que

[9.v] = {(9*,v) : h € ['(y)}. Consecuentemente ! (B(=z,r)) =gst‘J( N {g} =

(P ﬁ?(z, r)). De aquf B(z,r) es una vecindad abierta de [1,z] en X; més

aiin B(z,r) interseca g[P] si y sélo si g esta en I'(x).
(9) Sea x: X — X la funcién definida por x {g,z] = gz. Mostraremos
que x manda B(x, r) sobre B(x,r). Por el teorema 4.19, tenemos que

{gP N S(z,7):9 €' (x)}

es una teselacién de S(x,r). Consecuentemente, los miembros de
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{gP° N B(zx,r):g € T(x)}
son mutuamente ajenos y

B(x,r) gell.‘J(z) (gP N B(z,7)).

Como < manda a g[P~ﬁ B(z, )] sobre gP M B(x, r) para cada g en I'(x),
tenemos que £ envia a B(x,r) sobre B(x,r).

(10) Mostraremos que x« manda B(xz, r) inyectivamente en B(z,r). Sean
g, h elementos en I'(x), sean y, z elementos en P N B(x,7), y supongamos
que x [g, ¥} = « [h, z] . Entonces gy = hz. De esto se deduce que Py g—'hP
se intersecan en y = g~ 'hz. Como y esta en P N B(x,r), tenermos que
I'(y) < I'(z). Existe una s > 0 tal que B(y,s) C B(x,r), y B(y,s) =,E\‘__J( )

=
(f PN B(y, s)). De aquf g—'hPMNB(y, s) intersecan fP°MNB(u, s) para algin
f en I'(y). Pero los miembros de

{fP°NB(x,7): fe(x)}
son mutuamente ajenos. Por tanto g—'h = f para algin f en I'(y). Luego

y=f"ly=hTlgy=2z,y
9.9l =gl vl =g [g7 h,y] = [h,y] = {h,2].

Entonces x manda B(z,r) biyectivamente sobre B(z, r).

{11) Probaremos que « manda B(z, r) homeomorficamente sobre B(x, 7).
Sea g en I'(z). Como xn manda a {g} x P N B(x, r) homeomorficamente
sobre gPNB(x, ), tenemos que x manda [gPNB(z, r)] homeomorficamente
sobre gP N B(x,r). Como

B(z,r) =, 4 _ (9PN Bz,
y cada conjunto gP M B(x,r) es cerrado en B(xz,r), y ['(z) es finito, de-
ducimos que x manda a B(x,r) homeomorficamente sobre B(x, r).

(12) Sea g un elemento de . Entonces la multiplicacién por la izquierda
por g es un homeomorfismo de X y que lo es en I’ x P. De aqui 25(1:, r)
es una vecindad abierta de [g,x] en X. Como x(gB(x, 7)) = ge(B(x, 7)),
tenemos que x manda gB(z,r) homeomorficamente sobre B{gx,r). Asi x
es un homeomorfismo local.

(13) Sigue mostrar que X es Hausdorff. Sean

{g,x] = {(g1, %)y, (gr. T)},
hy] = {(h1,yw), -, (Be, 9D}

puntos distintos de X . Entonces estos son subconjuntos ajenos de I’ x P. Es-
cojamos a r como antes de tal forma que x manda B(z, r) homeomdrficamente

sobre E(y. 7). Podemos escoger r suficientemente pequeiia de tal manera
que
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7 (9B(z,7) =0, {9} x (PN Bz, ),
7 (hBw, ™) =5, {hs} > (PN Bly,)

son puntos distintos de I’ x P, ya que g; # /t;, entonces {g:} x Py {h:} x P _
son ajenos; mientras que si T 5% y, podemos escoger una r suﬁcxcntemente
pequeiia tal que B(x,r) y B(y, r) son ajenos. Por tanto gB(r r) Yy hE(J, r)
son vecindades ajenas de [g,z] y [h,y], respectivamente, en X. Asi X es
de Hausdorff.

(14) Sea v un vértice ideal de P, sea S(v) el conjunto de todos los lados
de P incidentes con v, se I'(v) el subgrupo de I generado por el conjunto
{g9s : § € S(v)}. Sea B la horobola basada en v tal que B corta solo a los
lados de S(v). Entonces PN 3B estid en un poliedro convexo euclidiano, de
dimensién n — 1 en la horoesfera 8B y

{S§N8B: S e S(v)}

es el conjunto de lados de PN &8. Claramente PN3B es compacto y todos
los dngulos diédricos de P N 8B son submiiltiplos de r. Por la hipétesis de
induccién, ['(v) se restringe a un grupo discreto de reflexién con respecto
a PNaB.

(15) Definamos

B= u PnNB].
gEr(=x) lo 1

Por el mismo argumento de (8), tenemos

-1 5
7U(B) =, {9} x (PN B).
De aqui B es un subconjunto abierto de ).(', Y B interseca a g(P) si y sélo
si g esta en I'(v). Por los mismos argumentos que en (9) y en (10), se sigue
que x manda a B homeomérficamente sobre B.

(16) Sean vi,..., vm los vértices ideales de P y para cada i, sea B; una
horobola basada en v; tal que B; corta solo los lados de P incidentes con
vi. Sea B{ la horobola basada en v; tal que B! C Vi y dist(B!,9B;) =
Definamos

P,=pP— Bl
==}

Entonces P es compacto. Sea £ un punto de P y escojamos r(x) > 0 como
antes de tal manera que x manda a B(x, r(x)) homeomdérficamente sobre
B(x,r(x)). Entonces, la cubierta abierta {B(x,r(z)) : £ € Fp} tiene un
niimero de Lebesgue € tal que 0 < ¢ < 1, Si z esta en Fp, sea ¥y un punto
de P tal que B(zx, £) C B(y,r(¥)), y sea B(x) el subconjunto de By, r())
que estd en la imagen de B(z, £) bajo x. Entonces B(z) es una vecindad
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abierta de [1,z] en X que es mandada homeomdrficamente sobre B(z, €)
por s I\/Ié's aln, si g esta en I, entonces gE(.r) es una vecindad abierta de
{g,x] en X que es mandado homeomdrficamente sobre B(gx, £) por x. Si v
esta en la imagen de &, entonces B(y, £) esta en la imagen de x. Por tanto,
K es sobreyectiva.

(17) Sea a : [a,b] — X un arco goedésico de y a z tal que |a] < € ¥y
supongamos que x (g, .z:] = y. Mostraremos que o se levanta a una curva
Gnica & : [a,b] — X tal que &(a) = [g9,z]. Como ~ manda a gB(z)
homeoxnorﬁuxmentc sobre B(gz,¥#), la funcién « se levanta a una curva

: [a,b) — X tal que &(a) = [g, 7] y &([a,b]) C gB(x). Supongamos que

& : [a, 0] — X es un levantamiento distinto de « comenzando en (g, z].
Entonces &~ !(gB(z)) es una vecindad abierta propia de a en [a,¥], ya que
& es continua y distinta a & Sea t el primer punto de [a, 5] que no esta
en esta vecindad. Entonces &(t) # &(t). Como X es de Hausdorff, existen
vecindades abiertas ajenas U y V de &(t) y @(t), respectivamente. Esco-
jamos s < t en la vecindad abicrta &~ (U) N a— (V) de t. Entonces &(s)
esta en gE(z) y debe ser igual a &(s). Como U y V son ajenas, tenemos
una contradiccién. Por tanto, el levantamiento & es tnico.
(18) Mostraremos que 5 : X — X es una proyeccién cubriente. Sea
z un punto de X. Veremos también que B(z,¢) estd uniformemente cu-
bierto por x. Ya que Kk es sobreyectiva, existe un punto [gA,'z] de X tal
quef[g, zx] = z. Entonces « manda la vecindad abierta gB(z) de [g,z]
en X homeomdérficamente sobre B(z, 8) Supongamos que [h,y] # [g,x]
y x|h,y] = z. Decimos que gB(z) v hB(y) son ajenos. Por el contrario,
supongamos que [f,w] esta en 9B(x) M hB(y). Sea a: [a,b] — X un arco
geodésico de z a fw. Como fw estaen B(z,¥f), tenemos que |a| < ¢. De aqui
o es un levantamiento a las curvas tnicas &'1. 52 : [a,b) — X comenzando
en [9,z] ¥ [k, Y], respectivamente. _ Ambas a, y &2 terminan en [f,w], ya
que [f,w)] es el iinico punto en yB(z) ¥y en hB(y) que es mandado a fw
por K. Por la unicidad del levantamiento de a—! comenzando en [f, w],
tenemos que [g,z] = [h,y], lo que es una contradiccién. De esto gB(z) y
h.B(y) son ajenos y por tanto B(z,€) esta cubierto uniformernente por x.
Asi x es una proyeccién cubriente.

(19) < : X — X es un homeomorfismo, ya que X es simplemente conexo.
Por tanto las vecindades de {gFP° : g € P} son mutuamente ajenos, ya que
los miembros de {g {P°] : g € '} son mutuamente ajenos

X =U{gP:g €T}

ya que tenemmos
X =u{g[P):geT}.

(20) Mostraremos que
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P={gP:9gel}

es localmente finito. Sea_y un punto arbitrario de X. Entonces existe un
elemento tnico [f,z] de X tal que k|[f,z] = y. Sear talque 0 < r < 7/2 y
que r es menor que la distancia de_cualquier lado de P que no contiene a
x. Entonces la vecindad abierta fB(x,r) de [f, z] interseca g [P] si y sdlo
si f—1g esta en I'(x). De aqui, que el conjunto

w(fB(z,7)) = B(fz,7) = B(y,7)

interseca a g P si y sélo si f~1g estd en ['(x). Como I'(z) es finito, tenemos
que B(y,r) interseca solo a un nimero finito de miembros de P. Asi P es
localmente finito.

(21) Si gS es un lado de gP, entonces g5 es también un lado de ggsP,
ya que

gP NggsP = g8,

gP y ggs P son los iinicos poliedros de P que contienen a ¢S como un lado.
Asi P es una teselacién exacta de X. Por tanto I' es discreto y P es un
poliedro fundamental convexo exacto para I por el teorema 4.19. Asi T es
un grupo de reflexiones con respecto al poliedro P. -

Ejemplo 1. Sea
P={reS":zx;, >0parai=1,...,n+ 1}.

Entonces P un n-simplejo regular en 8™ cuyo dngulo diédrico es 7 /2. Por
tanto el grupo I' generado por las reflexiones en lo lados de P es un grupo
de reflexiones discreto con respecto a P por el teorema 1.23. La teselacién
{gP : g € T} de 8" contiene 2"+! simplejos, y entonces I tiene orden 2"+?.
Vale la pena notar que los vértices de la teselacién regular {gP : g € T'} de
8" estdn los vértices de un politopo euclidiano regular inscrito en 8™,

Ejemplo 2. Sea P un n-cubo en E". Entonces P es un politopo en E™
cuyo dngulo diédrico es 7 /2. Por tanto, €l grupo I’ generado por las reflex-
iones en los lados de P es un grupo de reflexiones discreto con respecto a
P por el teorema 5.3.

Ejemplo 3. Formemos un ciclo de tridngulos hiperbdlicos reflejando en
los lados de un tridngulo 30° — 45° hiperbdlico, manteniendo siempre el
vértice en el Angulo de 30° fijo. Como 30° = 360°/12, existen 12 tridngulos
en este ciclo, su unién es un hexdgono regular hiperbélico P cuyos angulos
diédricos son 90°. Sea I el grupo generado por las reflexiones en los lados
de P. Entonces I" es un grupo de reflexiones con respecto a P por el teorema
5.3.
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Ejemplo 4. Sea D(v) un dodecaedro regular inscrito en la esfera S(0,7)
en E3 con 0 < r < 1. Entonces D(v) es un dodecaedro hiperbélico regular
en el modelo del disco proyectivo D3 del espacio hiperbdlico de dimensién 3.
Sea 6(7) el dngulo hiperbélico diédrico de D(r). Cuando r es pequeiio, §(r)
es aproximadamente 116.6°. Cuando r se incrementa a 1, el dngulo 6(x)
decrece continuamente a su valor limite 6(1), el Angulo de un dodecaedro
regular ideal en D™,

Para encontrar el valor de 6(1), consideremos a un dodecaedro regular
ideal en el modelo del semiespacio superior U2 del espacio hiperbdlico de
tercera dimensién con un vértice ideal en oo. Ya que el dodecaedro es
regular, el eslabdn del vértice ideal en oo es un tridngulo equilatero. Por
tanto #(1) = 60°. Ver figura 5.2.

Figura 5.2. Un dodecaedro ideal en I/? con un vértice en oco.

Como 6(r) es una funcién continua de r que toma valores en el intervalo
[6(1), 6(0)], existe un iinico valor de r tal que 8(r) = 90°. Sea P = D(r)
para esta r. Entonces P es un dodecaedro regular hiperbdlico cuyo dngulo
es w/2. Sea I' el grupo generado por las reflexiones en los lados de P. En-
tonces I’ es un grupo discreto de reflexiones con respecto a P por el teorema
5.3.

Ejemplo 5. Por la discusién previa, un dodecaedro regular ideal P en
H?3 tiene algiin dngulo diédrico 7/3. Sea I' el grupo generado por las re-
flexiones en los lados de P. Entonces I' es un grupo discreto de reflexiones
con respecto a P por el teorema 5.3.

Ejemplo 6. Los 24 puntos =e;, parai = 1,2,3,4, y (£,+1,+31,+1)
de S3 son los vértices de una 24-celda en E4. Sea P la 24-celda regular
en B4 correspondiente. El eslabén de un vértice ideal de P es un cubo.
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Por tanto, el dngulo diédrico de P es 7w /2. Sea I el grupo generado por las
reflexiones en los lados de P. Entonces [ es un grupo discreto de reflexiones
con respecto a P por el teorema 5.3.

Sea I’ el grupo de reflexiones discreto con respecto a un poliedro P.
Entonces todos los dangulos diédricos de P son submiiltiplos de 7 por el
teorema 5.2. Sean {S;} los lados de P y para cada para de indices i, 7,
sea k;; = w/6(S;, S;). Sea G el grupo libre generado por los simbolos {S;}
y sea gs, la reflexién de X en el hiperplano (S;). Entonces ¢¢ : F — T,
definido por ¢(S;) = gs,, es un epimorfismo. Por el teorema 5.2 el kernel
de ¢ contiene a las palabras (S:S;)* siempre que k;; es finito.

Sea G el cociente de F por la cerradura normal de las palabras

{(S:S;)*% : k;; es finito}.

Entonces ¢ induce un epimorfismo ¢ : G — I'. Probaremos que ¢ es un
isomorfismo cuando P tiene un nimero finito de lados y volumen finito.
Este hecho usualmente se expresa diciendo que

(St t (S:85)%+)

es una presentacién del grupo para I bajo la funcién S; — gS;. Entendiéndo
que cuando k;; = oo entonces borramos el elemento (S;S;)* correspondi-
ente.

Teorema 5.4 Sea I’ un grupo de refleriones discreto con respecto a un
poliedro con un nitimero finito de lados P en X de volumen finito. Sea
{S:} el conjunto de lados de P y para cada par de indices i,j, sea ki; =
w/8(S:, S;). Entonces

(83 (S:iS5)%+4)

es una presentacién de grupo para I' bajo la funcion S; — gs, .

Demostracién:

La prueba se sigue con la misma idea del teorema 5.3, y entonces solo
daremos las alteraciones ias . El comi > de la induccién requiere
una prueba. Si n = 1, entonces P es un segmento geodésico y I’ es obvia-
mente un grupo diédrico de orden 2k;2. Es un hecho conocido de la teoria
de representaciones de grupos que I tiene la representacién

(S1,S2; S, 83, (S$1S2)%12).

La alteracién principal en la prueba del teorema 5.3 es reemplazar I"
por G en la construccién del espacio cubriente X. Todo va a través de
como se habfa hecho antes excepto cuando la hip6tesis de induccién se usa
en los pasos (6) y (14). Aqui se afade la conclusién de que I['(x) tiene la
presentacién
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(Si € S(x); (5:5;)%4).

Ya que el subgrupo G(x) de G generado por el conjunto {S; : S; €
S(x)} satisface las mismas relaciones y funciones sobre en I'(z), deducimos
que G(z) tiene la misma presentacién. En particular, 1a funcién S; — gS8;
induce un isomorfismo de G(xz) sobre I'(z). Ahora todo sigue como antes.

La conclusidn final es que la funcién S; — ¢S; induce un homomorfismo de
GarT.

5.1.1 GRuUPOS DE COXETER.

Definicién. Un grupo de Cozxeter G es un grupo abstracto definido por
una representacion de la forma (S;; (5:5;)%), donde
(1) los indices i, j, varian sobre algin conjunto de ¥ndices numerable I;
(2) los exponentes ki; son un nidmero positivo o oo para cada i, j;
(3) ki = kji3
(4) kii = 1 para cada i;
(6) si ki = oo, entonces la relacion (S:S;)* se omite.

Notemos que si i 3 j, entonces la relacién (5;5;)* se deriva de las rela-
ciones $Z, 7, y (S:S;)*%; y por tanto solo una de las relaciones (S;S;)*
vy (SyS:)*+ se necesita, la otra se puede quitar.

Sea G = (S;, i € I; (S:S5;)*) un grupo de Coxeter. La grafica de Coxeter
es la grifica etiquetada con vértices en I y aristas

{(4,3) 1 ki > 2}
Cada arista (i,7) esta etiquetada por k;;. Por simplicidad, las etiquetas

correspondientes a las k;; = 3 se omiten.

Ejemplo 7. El grupo de Coxeter G = (S:;S57) es un grupo ciclico de
orden dos. Su grifica consiste en un solo vértice.

Ejemplo 8. El grupo de Coxeter G(k) = (S, S2; 57, S2%,(5152)%) es un
grupo diédrico de orden 2k. Su gréifica de Coxeter, cuando & > 2, es una
arista \inica con etiqueta k.

Sea I un grupo discreto de reflexiénes con respecto a un poliedro P con
un niumero finito de lados y con volumen finito. Si {S;} es el conjunto de
lados de P, y para cada par de indices i, j, definimmos k;; = =/8(S:,S;).
Entonces el grupo de Coxeter

G = (Si; (S:S5)*)

es isomorfo a I" por el teorema 5.4. Asi I" es un grupo de Coxeter.
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Ejemplo 9. Sea I es grupo generado por las reflexiones en los lados de
un rectdngulo P en E2. Por el teorema 5.4, el grupo I tiene la presentacién

(S1, 52,53, 84; S?, (S:Si+1)? imod 4).
La gréfica de Coxeter de I consiste en dos aristas ajenas etiquetadas por oco.

Un grupo de Coxeter se dice que es irreducible o reducible de acuerdo
a que su grifica de Coxeter sea conexa o disconexa. Se vera que un grupo
de Coxeter reducible es el producto directo de los grupos irreducibles de
Coxeter representadas por las componentes conexas de su grifica. Por ejern-
plo, el grupo de reflexiones en el ejemplo 9 es el producto directo de dos
grupos diédricos, infinitos (S, S$a; $7,53) ¥ (S2, 54:5%,5%). Esto no es sor-
prendente, ya que un rectangulo en E? es el producto cartesiano de dos
segmentos de linea. En general, la base geométrica para la descomposicién
en producto directo de un grupo de reflexiones discreto reducible es el hecho
de que las reflexiones ortogonales conmutan.

5.2 Grupos de Reflexiones Simpliciales.

A través de esta seccién X = 8™, E", o H™ con n > 0. Sea A un n-simplejo
en X todos cuyos dngulos son submiltiplos de 7. Por el teorema 5.3, el
grupo I’ generado por las reflexiones de X en los lados de A es un grupo
discreto de isometrias de X. El grupo I'" es llamado un grupo de reflexiones

del n-simplejo.

Debemos incluir también el caso de un O-simplejo A en §°. Consideremos
la funcién antipoda o de S° como una reflexién de S°. Ya que {A,a (A)}
es una teselacién de S°, también llamamos al grupo I'' generado por a, un
grupo de reflexién (0-simplejo). La grdfica de Coxeter de I' estd definida
como un solo vértice.

Supongamos que n = 1. Entonces A es un segmento geodésico en X.
Claramente I'' es un grupo diédrico de orden 2x, con x > 1, donde n/x es el
dngulo de A. La grifica de Coxeter de I esta constituida por dos vértices
si & = 2 o un vértice etiquetado por K si x > 2 . Si X = 8!, k es finito,
mientras que si X = E! o H!, entonces x = oo.

Cuando n = 2, existen enteros a,b,c, con 2 < a < b < ¢, tales que A
es un tridngulo T'(a, b, c) en X cuyos dngulos son w/a, 7/b, w/c. Notemos
que T'(a, b, c) estd determinado salvo una similaridad por los enteros a, b, c.
El grupo generado por las reflexiones en los lados de T'(a, b, c) se denota
por G(a,b,c). Sea Gg(a,b,c) el subgrupo de G(a,b,c) de isometrfas que
preservan la orientacién. Entonces Go(a, b, ¢) tiene indice dos en G(a, b, c).
El grupo Go(a, b,c) es lamado el grupo triangular, mientras que G(a, b,¢)
es llamado el grupo triangular de reflexiones.
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5.2.1 GRUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO
ESFERICO.

Supongamos que X = S2. Por el teorema 1.4 tenemos

z =+ z -+ z > .
a b c
Por tanto, los enteros a, b, ¢ satisfacen la desigualdad
LI S Y
a b c
Existen un numero infinito de soluciones para
1 1 1
3 + 3 + - >1,
y solo tres soluciones mas,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
z+3+3>1l z+z+z>1L g+z+g>1

La grifica de Coxeter del grupo G(2, 2, 2) consiste de tres vértices y en-
tonces G(2,2,2) es un 2-grupo elemental de orden 8. La grifica de Coxeter
de G(2,2,c), para ¢ > 2 es la unién ajena de un vértice y una arista etique-
tada por c. De aquf G(2, 2, ¢) es el producto directo de un grupo de orden
2 y un grupo diédrico de orden 2¢. Asi G(2,2, c) tiene orden 4c.

La teselacién de S2? generada por la reflexién en los lados del tridngulo
T(2,2,5) estd ilustrada en la figura 5.3 (a).

Por el teorema 1.4. El drea de T(2,3,3) es

n/24+7/34+n/3—7w=m/6.
Como el drea de S? es 4w, la teselacién

{9T(2,3,3) : g € G(2,3,3)}

contiene 24 tridngulos, y entonces G(2,3,3) tiene orden 24. La teselacién
se puede partir en 4 ciclos, cada uno formado por 6 tridngulos girando
alrededor de un vértice de 60°. La unién de cada uno de estos ciclos es un
tridngulo equildtero esférico. Ver figura 5.3 (b). Esto nos da una teselacién
regular de S2? en 4 tridngulos equildteros. Es claro de la geometria de estas
dos teselaciones que G(2, 3, 3) es el grupo de simetrias del tetraedro regular
inscrito en 82 con sus vértices en las esquinas de los 4 tridngulos. Con-
secuentemente G(2,3,3) es un grupo simétrico de cuatro letras. El grupo
triangular Gy(2,3,3) es un grupo alternante en cuatro letras llamado el
grupo tetraédrico. La grifica de Coxeter de G(2,3,3) es

El drea de 7'(2,3,4) es /12, Por tanto, la teselacién

{9T(2,3,4) : g € G(2,3,4)}
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©

Figura 5.3. Teselaciones en §? obtenidas de reflejar en los lados de un tridngulo.
U o ]

Figura 5.4

contiene 48 tridngulos, y entonces G(2,3,4) tiene orden 48. La teselacién
puede ser partida dentro de 6 ciclos, cada unos consiste en 8 tridngulos
girando alrededor de un vértice de 45°. La unién de cada uno de estos
ciclos es un cuadrildtero regular esférico. Ver figura 5.3 (c). Esto da una
teselacién de S2 por 6 cuadrildteros. Es claro de la geometria de estas dos
teselaciones que G(2,3,4) es el grupo de simetrias del cubo inscrito en
S2? con sus vértices en las esquinas de los 6 cuadrildteros. La teselacién
de S2 por 48 tridingulos puede también ser partida en 8 ciclos, cada uno
formado por 6 tridngulos rotando alrededor de un vértice de 60°. La unién
de cada uno de estos ciclos es un tridngulo esférico equildtero. Ver figura
5.3 (c). Esto da una teselacién regular de §2 por 8 tridngulos equilateros.
Es claro de la geometria de estas dos teselaciones que G(2, 3, 4) es el grupo
de simetrias del octaedro regular inscrito en S2 con sus vértices en las
esquinas de los 8 tridngulos equildteros. Ya que un octaedro regular es

antipodamente simétrico, tenemos
G(2,3,4) = {£1} x Go(2,3,4).
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El grupo triangular Go(2,3,4) es un grupo simétrico en cuatro letras lla-
mado el grupo octaédrico, su grifica de Coxeter

4
[ e o

Figura 5.5.

El drea del tridngulo 7°(2, 3,4) es 7 /30. Por ta.n":o, la teselacién
{9T(2,3,5) : g € G(2,3,5)}

contiene 120 tridngulos, entonces G(2,3, 5) tiene orden 120. La teselacién
puede partirse en 12 ciclos, cada uno consiste en 10 tridngulos rotando en
un vértice de 36°. La unién de cada uno de estos ciclos, es un pentigono
regular esférico. Ver figura 5.3 (d). Esto no da una teselacién regular de S2
por 12 pentigonos. Es claro de la geometria de estas dos teselaciones que
G(2,3,5) es el grupo de simetrias del dodecaedro regular inscrito en $2 con
sus vértices en las esquinas de los 12 p digonos. La teselacién también
puede también partirse 20 ciclos cada uno consistiendo en 6 tridngulos,
rotando alrededor de un vértice de 60°. La unién de cada uno de estos
ciclos es un tridngulo equildtero esférico. Ver figura 5.3 (d). Esto nos da
una teselacién regular de S? por 20 tridngulos equiliteros. Es claro de la
geometria de estas dos teselaciones que G(2,3,5) es el grupo de simetrias
del icosaedro regular inscrito en S2? con sus vértices en las esquinas de los
20 tridngulos equildteros. Ya que un icosaedro regular es antipodamente
simétrico, tenernos

G(2,3,5) = {*1} x Go(2, 3, 5).

El grupo triangular Go(2,3,5) es un grupo alternante en cinco letras lla-
mado el grupo icosaédrico. La griafica de Coxeter de G(2,3,5) es

S
Pr——lem—l)

Figura 5.6.

5.2.2 GRUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO
EUCLIDIANO.

Supongamos que X = E2. Entonces tenemos
T 7~ m
-+ -+ ==
a b c
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De aquf, los enteros a, b, c satisfacen la ecuacién

1 + 1 + 1 = 1.
a b c
Existen exactamente tres soluciones,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
gtgtzg=l z+i+tg=1L z+z+g=1

Notemos que T'(3, 3, 3) es un tridangulo equildtero, 7°(2, 4, 4) es un tridngulo
rectangulo isosceles, y T'(2, 3,6) un tridngulo rectdngulo de dngulos 30° —
60°. La teseclacién de E? generada reflejando por los lados de T(a, b, c).
La grdfica de Coxeter de los grupos G(3,3,3), G(2,4,4) y G(2,3,6) son
respectivamente,

A 4 4 6
Py L e o ]
Figura 5.7.

5.2.3 GRuUPOS TRIANGULARES DE REFLEXIONES, CASO
HIPERBOLICO.
Supongamos que X = H2. Por el teorema 1.10, tenemos
r
b
De aqui, los enteros a, b, c satisfacen la desigualdad
1,1,
a b c
Existe un nimero infinito de soluciones para esta desigualdad. Cada solucidn,
determina a un tnico tridangulo hiperbdlico T'(a,b,c) ¥y a su grupo de re-
flexiones correspondiente G(a, b,c). De todos estos tridngulos el de menor
drea es el T'(2,3,7), que es 42/7.
La grdfica de Coxeter de un grupo hiperbdlico de reflexiones G(a, b, c) es
ya sea

™ T
-+ + — < .
a c

de acuerdo aque a =20 a > 1.

Teorema 5.5 Sean a,b,c,a’,b’',c’ enteros tales que 2 < a < b < cy2 <
a’ < ¥ < . Entonces los grupos G(a, b,c) y G(a’,¥,c’) son isomorfos si y
sélo si (a,b,c) = (a’, ¥, ). .
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Figura 5.8.

-PDemostracién:

Supongamos que G(a, b, c) y G(a’, ¥, ) son isomorfos. Supongamos primero

que G(a, b, c) es finito. Entonces G{a, b, c) y G(a’, ¥, ’) son grupos de reflex-
iones tridingulares esféricos isomorfos. De la descripcién de todos los grupos
triangulares esféricos de reflexiones, deducimos que (a, b,¢) = (a’, d",c’).

Asfi podemos suponer que G(a,b,c) es infinito. Entonces G(a, b,c) es un
grupo triangular de reflexiones Euclidiano o uno hiperbélico. En cualquiera
de los casos cada clemento de orden finito de G(a, b, c) es eliptico. Por el
teorema 4.6, cada elemento de orden finito es conjugado en G(a,b,c) a un
elemento que fija un punto en la frontera del tridngulo T'(a, b,c). Sean x, y, z
los vértices de T'(a, b, c) correspondientes a los dngulos w/a, /b, wv/c. En
vista del hecho de que

{9T(a,b,c) : g € G(a,b,c)}

es una teselacién de X, el subgrupo estabilizador de cada lado de T'(a, b, c)
es el grupo de orden dos generado por la reflexién en el lado correspondiente
de T'(a,b, c). M4ds atn, el subgrupo estabilizador en el vértice z, ¥y o z es el
grupo diédrico de orden 2a, 2b, 2¢ respectivamente.

Sea v un vértice arbitrario de T'(a, b, ¢) y sea G, el subgrupo estabilizador
de v. Entonces

{9T(a,b,¢) : g € Go}

forma un ciclo de tridngulos alrededor del vértice v. Consecuentemente,
ningin par de vértices de T'(a, b, c) estd en la misma Srbita. Por tanto, dos
elementos en G, U Gy, U G son conjugados en G(a,b,c) si y sélo si estdn
conjugados en el mismo estabilizador B, ya que gGuvg—! = Ggv. De aqui, los
enteros {2, a, b, c} estdn caracterizados por G(a, b, c). Como este conjunto
es invariante bajo isomorfismos tenemos que {2, a,b,c} = {2,a’,%’,¢'}. Por
tanto (a, b,c) = (a’, ¥, ). -

Subdivisién Baricéntrica.

Sea P un politopo de dimensién n en X. La subdivisidon baricéntrica de P
es la subdivisién de P en los n-simplejos cuyos vértices pueden ordenarse
{vo,...,un} de tal forma que vix es el centroide de una k-cara F; de P para
cada k y Fx es un lado de Fiy4, para cada k = 0,...,n — 1. En particular,
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todos los simplejos de la subdivision baricéntrica de P comparten el cen-
troide de P como un vértice comiin, y el lado de ese simplejo opuesto al
centroide de P es parte de la subdivisién baricéntrica de un lado de P.

5.2.4 GRUPOS TETRAEDRICOS DE REFLEXIONES.

Consideraremos algunos ejemplos de grupo de reflexiones tetraedricos de-
terminados por teselaciones regulares de §%, E3, y H3.

Ejemplo 1. Sea P un 4-simplejo inscrito en S2. Entonces la proyeccién
radial de 9P sobre 8% da una teselacién regular de S3 por 5 tetraedros. Ya
que tres de estos tetraedros se cortan a lo largo de cada arista, su dngulo
diédrico es 27 /3. Sea T uno de estos tetraedros. Entonces la subdivisién
baricéntrica parte a T en 24 tetraedros congruentes. Sea A uno de estos
tetraedros. Entonces los dngulos diédricos de A son todos submiiltiplos de
7. Por tanto, el grupo I' generado por reflejar en los lados de A es un grupo
de reflexiones discreto con respecto a A por el teorema 5.3. Es claro de la
geometria de A y 7" que I es el grupo de simetrias de P. Por tanto I' es un
grupo simétrico de 5 letras, y entonces I' tiene orden 5! = 120. La grdfica
de Coxeter I' es

[ e o o

Figura 5.9.

Ejemplo 2. Sea P un cubo en E®. El dngulo diédrico de P es 7/2.
Observemos que la subdivisién baricéntrica divide a P en 48 tetraedros
congruentes. Sea A uno de estos tetraedros. Entonces los d4ngulos diédricos
de A son todos submiiltiplos de w. Por tanto, el grupo I' generado por
reflejar en los lados de A es un grupo de reflexiones discreto con respecto
a A por el teorema 5.3. La grifica de Coxeter de I' es

4 4
PPl

Figura 5.10.

Ejemplo 3. Por el argumento en el ejemplo 4 de §5.1, existe un do-
decaedro hiperbdlico regular P cuyo édngulo diédrico es 27/5. Observemos
que la subdivisién baricéntrica divide a P en 120 tetraedros congruentes.
Sea A uno de estos tetraedros. Entonces el angulo diédrico de A son todos
submuiltiplos de w. Por tanto, el grupo I' generado por las reflexiones en
los lados de A es un grupo de reflexiones discreto con respecto a A por
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el teorema 5.3. Vale la pena notar que I es el grupo de simetrias de la
teselacién regular de H® por dodecaedros obtenidos reflejando en los lados
de P. La grifica de Coxeter de I es

5 s
> —ne——

Figura 5.11.

5.2.5 FORMAS BILINEALES.

Una forma bilineal en un espacio vectorial real V' es una funcién de V x V'
a IR, denotada por (v,w) — (v,w), tal que para todos v, w en V :

(1) (v, ) ¥ { ,w) son funciones lineales de V en R (bilinealidad).

(2){v, w) = (w, v) (simetria).

Ademas, (, ) se dice no degenerada si,

(3) si v # 0, entonces existe un w # 0 tal que (v,w) # O.

Observacién. Una forma bilineal no degenerada es lo mismo que un
producto interior en V.

Una forma bilineal { ,) en V se dice semidefinida positiva si,
(4) {v,v) 2 0 para todo ven V.
Finalmente, una forma bilineal ( , ) en v se dice definida positiva si,
(5){v,v) > O para toda v distinta de cero en V.
Supongamos que { , ) es una forma bilineal en R"™. La matriz A de (, )
es la matriz real de n x n, (a,;) definida por:

a;; = (eq,ej).

Observemos que. Aes una matriz simétrica. Decimos que A es definida
positiva, idefinida pc , © no d ada de acuerdo con que (,)
tenga la misma propiedad. Por el proceso de Gram-Schmidt, existe una
base u;, ..., un de R" tal que

{us,uj) =0s8ii5%j
lsil<i<

(i, wi) = ¢ —lsip+1<i<g
Osig+1<i<n
donde p, ¢ son enteros tales que 0 < p < g < n. Notemos que A es

(semi)definida positiva si y s6lo si (p = q) p =71, y A es no degenerada si
y s6lo si ¢ = n. Mas aiin q es igual al rango de A. El par (g,g9 — p) denota
el tipo de A. Dada cualquier matriz real simétrica de n x n, A, definimos
la forma bilineal de A en R" por la formula
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(z,y) =z Ay.

Claramente, A4 la matriz de la forma bilineal de A. El espacio nulo de
una forma bilineal ( , ) en R" es el conjunto {y € R" : (z,y) = O para toda
x en R™}. El espacio nulo de la forma bilineal de una matriz A es el espacio

nulo de 4.

Definicién. La rnatriz de Gramn de un n-simplejo A en X cuyos lados
son, S1, 82,...,8041 es la (n+ 1) x (n+ 1) matriz cuya i, j-€sima entrada
es - cosf(S;, S;).

Teorema 5.6 Sea 8;; para i,j=1,...,n + 1, los nimeros reales tales que

T para cada i, y

(3 0., estd en el intervalo (0,7/2] si i #£ j.

Sea A la matriz de (n+ 1) x (n+ 1) cuya ij-é€sima entrada es —cos6;; y
sea A; la matriz de n x n que se obtiene de A borrando la i-€sirna columna
y el i-€simo renglon. Entonces existe un n-simplejo A en S™, E™ o H™
cuya matriz de Gram es A si y sdélo si A; es definida positivae para cada
i=1,...,n+ 1. Mds atin A es

(1) esférico si y sélo si A es definida positiva;

(2) FEuclidiano si y sdlo si A es del tipo (n,0);

(3) hiperbslico si y sdlo si A es del tipo (n,1).

La demostracién de este teorema esta basada en elementos de Algebra

Lineal.

5.2.6 CLASIFICACION DE GRUPOS DE REFLEXIONES EN
SIMPLEJOS.

Sea I' el grupo generado por las reflexiones de X en los lados de un n-
simplejo A todos de cuyos angulos diédricos son submiiltiplos de n. Sea v
un vértice de A y I'y el subgrupo de I' que consi en los el >3 que
fijan a v. Entonces 'y es un grupo esférico de reflexiones en un (n — 1)-
simplejo. M4s aitin, la subgrdfica de Coxeter de I', se obtiene de borrar los
vértices correspondientes al lado opuesto y sus aristas adjuntas, es la grdfica
de I',,. Por induccién, cada subgrdifica de Coxeter de I’ que se obtiene de
borrar vértices y sus aristas correspondientes es la grifica de Coxeter de
un grupo de reflexiones en un simplejo esférico.

El grupo I’ se dice irreducible si y sélo si, su grifica de Coxeter es conexa.
Supongamos que I' es irreducible. Entonces podemos borrar vértices y sus
aristas adjuntas de la grifica de Coxeter de I, y cada vez que hagamos esto
obtenemos una subgrafica conexa. Ahora las tnicas etiquetas de los grupos
de reflexiones en un simplejo esférico son 3, 4, y 5. Por tanto si n.> 2,
la grdfica de Coxeter de I' tiene solo 3, 4 ¥y 5 como posibles etiquetas.




5.2. Grupos de Reflexi Si licial 133

De aquf que existen solo un nimero finito de posibles Grificas de Coxeter
para un grupo de reflexiones en un n-simplejo para cada n > 0. En vista del
teorema 5.6, es directo listar a todas las grificas de Coxeter de los grupos de
reflexiones en n-simplejos. Los grupos de reflexiones en n-simplejos esféricos
y Euclidianos existen en todas las dimensiones n; sin embargo, los grupos de
reflexiones hiperbdélicos en n-simplejos existen solo en dimensiones menores
que 4. Las figuras 5.12-5.14 ilustran las grdficas de Coxeter de todos los
grupos irreducibles de reflexiones en simplejos.
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Figura 5.12. Los grupos irreducibles de i i lejos esféricos.

5.3 Grupos de Reflexiones en Simplejos
Generalizados.

Sea A un n-simplejo generalizado en H™ todos de sus Angulos diédricos son
submiiltiplos de . El grupo I’ generado por las reflexiones de H"™ en los
lados de A es por el teorema 5.3 un grupo discreto de isometrias de H™. I'
se llama un grupo (generalizado) de reflexiones en un simplejo. La figura
5.15 ilustra la teselacién de B2 que se obtiene por reflejar en los lados de
un tridngulo ideal.

Ejemplo 1. Sea I el subgrupo de PO(2,1) de todas las matrices con
entradas enteras. Entonces I' es un subgrupo discreto de PO(2, 1), ya que
I’ es un subgrupo del grupo discreto GL(3,2Z). Mostraremos que I'' es un
grupo discreto de reflexiones con respecto a un tridngulo 7'(2,4,00) en
H?2. Claramente I' actiia en el conjunto § = H2 M Z3. Observemos que el
punto ez = (0,0,1) esta en S. El estabilizador de e3 en ' es isomorfo a
O(2) N GL(2,2). De aquf I"' es un grupo diédrico de orden 8 generado por
la rotacién de 90° alrededor del eje z y la reflexién en el plano x=.
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Figura 5.13. Los grupos de reflexi en si lejos Euclidi

Observemos que los puntos de S — {e3} m4s cercanos a e3 son los cuatro
puntos (£2,+2,3). Sea A la matriz Lorentziana que representa la idnica
reflexién de H? que manda e3 a (2,2, 3). Entonces A = A~1 = (JAJ)*. Por

tanto A es de la forma
a b 2
b c 2 .
-2 -2 3

Como las columnas de A forman una base de Lorentz ortonormal de R2:1
y det A = —1, deducimos que

-1 -2 2
A= —2 —1 2 .
—2 —2 —2
Por tanto, A esta en I'. Observemos que A fija al plano 2z = x + y. De aqui

A fija a la linea hiperbdlica de H? dada por
z=zx4+y, a2 +y? —-22=—1,2>0.
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Figura 5.14. Los grupos de refl en si lejos hiperbéli

Sustituyendo la primera ecuacién dentro de la segunda, vemos que A fija a
1a linea hiperbdlica de H? dada por la ecuacién zy = 1/2.
A continuacién notemos que las reflexiones

(z,y,2) = (z,—y,2) ¥ (z,¥,2) = (v, %, 2)

fijan a las lineas hiperbdélicas y = 0 y £ = y, respectivamente. Sea T el
triangulo en H? definida por las desigualdades

Ty <1/2, y =0, x = y.

Entonces claramente T = T(2,4, 0c0). Ver la figura 5.16. Sea I'1 el subgrupo
de I’ generado por las matrices representando las reflexiones en los lados
de T. Entonces I'; es un grupo discreto de reflexiones con respecto a T'.

Sea g un elemento en I'. Entonces existe una f en I'; tal que fges estd
en T. Por tanto fgez = e3, de esta manera fg estad en el estabilizador de
e3 en I'. Como el estabilizador de ez en I' es un subgrupo de I'1, tenemos
que g estd en I';. De esta maneraI' =T';. Asi I es un grupo triangular de
reflexiones con respecto al tridngulo T(2,4,c0). Una buena consecuencia
de este hecho es que el conjunto § de puntos enteros de H? es el conjunto
de centros hiperbélicos de todos los cuadrados ideales de la teselacién de
H? en la figura 5.17.

Sea I, el subgrupo de PO(n,1) que consiste en todas las matrices con
entradas enteras. Entonces I';, es un subgrupo discreto de PO(n, 1), ya que
I,. es un subgrupo discreto de GL(n + 1,Z). El grupo I',, es un grupo de
reflexiones en un n-simplejo hiperbélico no compacto para n = 2,3,...,7n.
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en un tria lo ideal

Figura 5.15. La teselacién de B? gue se obtiene de reflej

Las grdficas de Coxeter estidn ilustradas en la figura 5.18.

Definicién. La matriz de Gram de un n-simplejo generalizado A en

H"™, con lados S1,..., Sp41, €s la (n+ 1) x (n + 1) matriz cuya entrada i j

es — cos 8(S;, S;)-
El siguiente teorema se deduce del teorema 5.6.
Teorema 8.7 Sea 0;;, para i, j = 1,...,n+ 1, nuimeros reales tales que

(1) 6i; = 6;; para todos i,j

(2) i = 7 para toda i, y

(8) 6;; € [0,7/2] si i # ;.

ea A la matriz de (n+ 1) x (n + 1) cuya entrada ij es —cos6;; y A; la

matriz de n x n que se obtiene de A borrando la i-ésimna columna y el i-
€simo renglon. Entonces existe un A n-simplejo generalizado no compacto
en A™ cuya matriz de Gram es A si y sdlo si

(1) cada columna A tiene mds de una entrada distinta de cero;

(2) la matriz A; es la matriz de Gram de ya sea un (n - 1)-simplejo
euclidiano o esférico paracada i =1,...,n+ 1, ¥

(3) la matriz A; es la matriz de Gram de un (n — 1)-simplejo Euclidiano
para algin i.

Se sigue del teorema 5.7 y del hecho de que las grdficas de Coxeter de
los grupos de reflexiones en un sirnplejos euclidiano son conexas, que una
grifica de Coxeter es la grdfica de un grupo de reflexiones en un n-simplejo
hiperbélico no compacto si y sélo si se cumplen las siguientes propiedades:
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Figura 5.16. Un tridangulo T(2,4,00) en H?2.

(1) El nimero de vértices es 1 + 1.

(2) La grédfica es conexa.

(3) Cualquier subgrdfica se obtiene de borrar un vértice y sus aristas
adjuntas es la grifica de Coxeter de ya sea un grupo de reflexiones en un
n~-simplejo esférico o euclidiano.

(4) Alguna subgrifica obtenida de borrar un vértice y sus arista adjuntas

es la griafica de Coxeter de un grupo de reflexiones de un (n — 1)-simplejo
euclidiano.

Para cada dimensién n > 3, existen solo un nimero finito de tales graficas
¥ tales grdficas existen solo para n < 9. La figura 5.19 ilustra las grdficas
de Coxeter de todos los grupos de reflexiéon hiperbdlicos, tetraédricos no
compactos. El nimero de grdficas de Coxeter de grupos de reflexién para
n=4,56,7,8,9es 9,12,3,4,4,5 respectivamente.

5.4 Grupos Cristalogradficos.

En esta seccién revisamos brevemente la teoria de grupos cristalogrédficos.
Deflnicién: Un grupo cristalogrdfico de dimensidn n es un grupo dis-
creto T' de E™ tales que E™ /T es compacto.

Son ejemplos de grupos cristalogrdaficos los grupos de reflexiones de sim-
plejos euclidianos dados en la figura 5.13.

Teorema 5.8 Sea I' un grupo discreto de isometrias de E™. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Figura 5.17. La teselacién del disco i io por drados ideal
n .‘*2‘
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Figura 5.18. Las grificas de Coxeter para los grupos I',, paran = 2,3,4,5,6,7,8,9

(1) El grupo T es crutalogrqﬁco.
(2) Cada poliedro fu tal de " es compacto.
(3) El grupo I tiene un poliedro de Dirichlet compacto.

Demostracién:
(1) implica (2) por el teorema 4.10. Claramente se dan las otras impli-
caciones. -

Sea P un poliedro convexo fundamental para un grupo cristalogrifico
I" de dimmensién n. P es compacto por el teorema 5.9. Por tanto P esta
acotado y solo tiene un nimero finito de lados. Consideremos a P como el
modelo de un cristal de dimensién n, y a la teselacién {gP : g € '} de E™
como el modelo de una estructura cristalina.

El estudio de las estructuras cristalinas se llama cristalografia. Para el
final del siglo XIX, los cristalografistas habian clasificado los grupos crista-
logrdaficos de dimensiones 1, 2 y 3. Para cada una de estas dimensiones,
se determiné que solo existen un niimero finito de grupos cristalogrdficos



5.4. Grupos Cristalograficos. 140

4 4 4 4 4
Lo e e 4 L o o
4 &
4
- -

i
0
.

-4
& > [
G i——)

[ a 6
C———e @ G e
s 6 6 3
>———— P LAY

Figura 5.19. Los grupos de reflexiones en tetraedros hiperbélicos no compactos.

<o te distint.

[: »s. Esto llevé a Hilbert a preguntarse si existen un
solo numero finito de grupos cristalogrificos en cada dimensién esencial-
mente distintos. Este es el problema 18 de su famosa lista de problemas y
fue cont do afirmativ. te por Bieberbach en 1910. Bieberbach probé
que solo habia un nimero finito de clases de isomorfismos de grupos crista-
logrdficos de dimensién n para cada n. En esta seccién, probaremos el
teorema de Bieberbach.

Lema 1. Si H es un subgrupo de indice finito de un grupo discreto I de
isomnetrias de X = E™ o H™, entonces X/I" es compacto si y sdlo si X/H
es compacto.
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Demostracién:
Supongamos que X/H compacto. Definamos una funcién

¢: X/H — X/T

por ¢(Hz) =Tx. Sennw : X — X/T'y 17: X — X /H las proyecciones nat-
urales. Entonces m = ¢7. Por tanto ¢ es continua. Como ¢ es suprayectiva,
X/T" es compacto.

Reciprocamente, supongamos que X/I" es compacto. Sea D un dominio
de Dirichlet para I'. Entonces D es un dominio fundamental localmente
finito para I'. Por tanto IJ es compacto por el teorema 4.10. Sean g1 H, ..., gmH
las clases laterales de H en I' y definamos

K=g7'Du..ugi'D.

Entonces K es un subconjunto compacto de X. Sea £ un punto de X. En-
tonces existe una g € [ tal que gr esta en IJ; mas aiin, existe un indice i
tal que g = g;h para alguna h en H. De aquf, hr esta en g 'D. As{ Hr esta
en n(K). Esto muestra que X/H = n(K) y por tanto X/H es compacto.

Teorema 5.9 Seal un grupo discreto de isometrias de E™. Entonces T es
cristalogrdfico si y sdlo si el subgrupo T de translaciones de ' es de indice
Sfinito y tiene rango n.

Demostracién:

Supongamos que I' es cristalogrdfico. Por el teorema 2.12, el grupo I'
tiene un subgrupo abeliano H de indice finito que contiene a T'; adermnas,
H es también cristalogrdfico por el Lema 1. Por el teorema 2.13, existe un
m-~plano P de E™ en el cual H actia por translaciones. Ya que los puntos
a distancia d de P permanecen a distancia d de P bajo la accién de H, el
espacio de 6rbitas E™ /H no es acotado si m < n. Luego H es un subgrupo
latiz de J(E™). De aqui H = T, T es de indice finito en I'"' y tiene rango n.

Reciprocamente, supongamos que el subgrupo 7" de translaciones de I
de indice finito y tiene rango n. Por el ejemplo 9 de 2.3, existe una base
{v1,...,vn} de R™ tal que T es el grupo generado por las translaciones de
FE™ por v, ..., vn. Claramente, el paralelepipedo P generado por vy, ..., v, es
un poliedro convexo fundamental para T. Como P es un compacto, E™/T
es también compacto. Por tanto E7 /T es compacto por el Lema 1. -

Sea I' un grupo cristalogrifico de dimensién n y T = T'(I') su grupo de
translaciones. Entonces T es un grupo abeliano libre de rango n y tiene
indice finito en I' por el teorema 5.9. Mas aun, por el teorema 2.13, el
subgrupo T de I' esta caracterizado como el utnico subgrupo abeliano li-
bre maximal de I'. Consecuentemente, el rango n de T es invariante bajo
isomorfismos de I'. Por tanto, la dimensidn n de I" es un invariante en T.
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Sea 1 : ' — O(n) la proyeccién natural definida por n(a + A) = A. La
lmagen II de n es liamada el grupo puntual de I'. Como T es el kernel de
L/ oS una i6n exacta de grupos:

1T —-=r3mnm—1
Por tanto, T" es un subgrupo normal de I"' y IT es un grupo finito. Mas aiin,
la conjugacién en I induce a una accién izquierda de IT en T" que convierte a
T en un H-mdédulo. Sea L = L(I') el subgrupo latiz de R™ que corresponde
aTl. Sia+ AestaenI ybestaen L, entonces:
(a+ A} b+ I)(a+ A)"' = Ab+ 1.

De aqui IT actiia en L mediante la multiplicacién de matrices por la izquierda.

Por el teorema 2.13 el grupo T es un subgrupo abeliano maximal de I'"'. Se
te, t Os una

sigue que IT actia en T y por tanto en L. Consec
representacién de Il en Aut(L) dada por A — ¢4 donde ¢ (x) = Azx.
Como L es isomdrfico a Z, tenemos una sucesién exacta de grupos:

(5.1)

0—Z" - T —-Q—1

donde @ es un subgrupo finito de GL(nZ) y la accién izquierda de Q en
Z" inducida por la conjugacién en I" la accién natural de Q en Z™.
El método més comiin para probar que existen solo un niimero finito de
clases de isormorfismos de grupos cristalogrdficos de dimensién n, es probar
que existen solo un nimero finito de clases de isomorfismos de extensiones
de grupos de la forma (5.1). Tomaremos un acercamiento diferente, ma4s
geomeétrico, el cual explota la geometria de las latices de R™

Lema 2. Sea B(a,r) la bola abierta en E™ con centro a y radio r.

113 Cn, dependiendo solo en n, tal que

Entonces eriste una constante p
Vol(B(a,r)) = c,r™.
Demostracién:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 0. Integrando con
respecto a las coordenadas esféricas, tenemos
Vol(B(0,7)) = " Jo - - Jo pP*"1sen" 26, - - -senb,_2dpd6) - - - dbp_3 =
= Zvorsn-1)
=5 .

De aquf, la constante buscada es:
en = Vol(S™1).
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. -
Definicién. Una latiz L en R™ es de escala completa si y sdlo si todos
los vértices distintos de cero de L tienen norma al menos 1.

Lema 3. Sea L una latiz completa en R" y para cada r = 0, sea N(r)
el nimero de vectores en L cuya norma es a lo mds r. Entonces

N(r) < (2r + 1)".

Demostracién:

Ya que L es de escala completa, la distancia entre cualesquiera dos vec-
tores distintos es al menos 1. Consecuentemente, las bolas abiertas de radio
1/2 centradas en los N(r) vectores de L, cuya norma es a lo mas r, son
ajenas dos a dos y estin contenidas en la bola de radio » + 1/2 centrada
en el origen. Comparando los voltimenes, deducimos del lema 2 que

NEE" S (r+ P

. -
Lema 4. Sea {v),...,vn} una base de R™. Entonces para cada xr en R",
eristen enterovs ki,..., k, tales que
n
,1— Z, kav.'l < vl + . + [val)-
=
Demostracién: .
Sea r en R™. Entonces existen nimeros reales t;,...,¢, tales que r = &
i=0
t;v;. Sea k; el entero més cercano a t; en R. Entonces tenemos
n n n 1
z— B k| < | X (4 — v =z I — kv < (v} + .o +{ual)
i= i= i=
-

Lema 5. Sea V un subespacio vectorial de R™ generado por m vectores
unitarios linealmente independientes vy, ..., vm de una latiz de escala com-
pleta en R™. Si un vector u en L no esta en V, entonces su V-L-componente
w tiene norma

lwl > (m+ 3)~".

Demostracién:
Sea u un vector en L cuya V'-componente w satisface

0 < jw = (m+3)"".

Sea
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k= (m+3)".

Entonces k |w| < 1. De aqui, los vectores 0, u, 2u, ..., ku estdn a distancia a lo
mas 1 de V. Por el lema 4, podemos afiadir combinaciones lineales enteras de
V1, ..., Um adecuadas a cada uno de estos vectores para obtener n + 1 nuevos
vectores distintos en L cuyas V+-componentes no han cambiado, pero cuyas
V-componentes tienen norma menor que m/2. Estos k + 1 vectores de L
tienen norma menor que

r=(3)+ 1
Por el lema 3, tenemos
k+1< N(@) <(2r+1)" = (m+3)"
lo cual es una contradiccién. Por tanto
lwl > (e + 3)7 ™.
-

Definicién. Un grupo cristalogrdfico I' de dimension esta normalizado
st y sdlo si su latiz L(I") es de escala completa y contiene n vectores uni-
tarios linealmente independientes.

Lema 6. Sea I' un grupo cristalogrdfico de dimensién n. Entonces I es
isomorfo a un grupo cristalogrdfico normalizado de dimnensicn n.

Demostracién:

Cambiando la escala, podemos suponer que los vectores distinto de cero,
con la norma mas pequeria en L(I’) son vectores unitarios. Supongamos
por induccién que L(I') es de escala completa y que contiene m < n vec-
tores unitarios linealmente independientes v,,..., vm. Debemos encontrar
un grupo cristalogrdfico I'’ de dimensién n isomorfo a I tal que L(I) es
de escala completa y que contiene n + 1 vectores unitarios linealmente in-
dependientes. Sea V' un subespacio vectorial de R™ generado por v, ..., tm.
Supongamos primero que la accién del grupo puntual IT de I en L(I") no
deja a V invariante. Entonces existe un elemento A de IT y un indice i tal
que Av; no esta en V. Sea vy = Av;. Entonces vy,..., Uy son m + 1
vectores linealmente independientes unitarios en L(I"). Por tanto, I" es el
grupo buscado.

Supongamos ahora que Il deja a V' invariante. Entonces I1 también deja
a V4 invariante. Para cada ¢ > 0, definamos un automorfismo lineal o, de
R™ por la formula

a(u) = v+ tw,
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dondeu=v+w,conuc€V ywe VL. Seaa+ AenTI'. Como AdejaaV
¥y a V<4 invariantes, tenemos

a(a + A)a;! = ala) + A.
De aquf, para cada ¢t > 0, el grupo
e = aCa;! = ay(a) + A.
es un subgrupo de I(E"™). Como
T(T,) = a: T(May?
y T(T'¢) es de indice finito en I'y para cada t > 0, tenemos que I'; es un
grupo cristalogrdfico de dimensién n para cada t. Méas aidn, tenemos
L(T) = ae(L(T))-
Sea u un vector arbitrario en L(I') — V y escribamos u = v+ w con v en
V y w en V4. Entonces para t tal que
) 0<t<|w™ (m+3)~",
el vector v+ tw estaen L(I,) — V y
ltw| < (m +3)~".
Por el lema 5, la latiz L(I'¢) no puede ser de escala completa. Sea
8 = inf{t : L(T";) es de escala completa}.

Entonces 0 < s < 1. Como ja.(u)] = 1 para toda t > s, tenemos que
las(w)] = 1, ya que |a:(u)| es una funcién continua de t. Por tanto L(T,)
es de escala completa.

Sea ug el vector de norma mas pequeiia en L(I';) — V. Afirmamos que
ug es un vector unitario. Si por el contrario, |ug| > 1, reemplazando I" por
T',, podemos suponer que s = 1. Escribamos ug = vo +~wp con vpen V y
wp en VL. Como |u|? = jug|? , tenemos:

1912 + fwl® = vol® + lwol?.
Seat = luol_‘, entonces
2 2 2
lro (W)l = |v + twl® = 1of? + 2 [wi? = |v]® + £2(Jvol? + fwol® — |v])
= 12[* (1 — %) + £ juol® = % {uol® =1,
por tanto L(I':) es de escala completa contrario a la minimalidad de s. En-
tonces, tenemos que Um4-1 = Ug €S un vector unitario. De aqui v1,..., V41
son m-+1 vectores unitarios linealmente independientes en L(I", ). Por tanto

T's es el grupo deseado. Esto completa la induccién. Y asi " es isomorfo a
un grupo cristalografico normalizado de dimensién n. -
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Teorema 5.10 (Teorema de Bieberbach) Para cada dimensién n, eristen
solo un nimero finito de clases de isomorfismos de grupos cristalogrdficos
de dimensién n.

Demostracién:

Fijemos un entero positivo n. Por el lema 6 es suficiente mostrar que
existen solo un nidmero finito de clases de isomorfismos de grupos crista-
logrificos normalizados de dimensién n. Sea I' un grupo de estos. Entonces
L(I') contiene n vectores unitarios linealmente independientes wy,...,wn.
Para cada i, sea w; = w; + I la translacién correspondiente en T, y sea
H el subgrupo de T(I') generado por wh, ..., w,. Entonces A es un grupo
abeliano libre de rango n y por tanto tiene indice finito en T'(I"). Por el
teorema 5.9, el grupo T(T') tiene indice finito en I'. De aqui H es de indice
finito en .

Por el lema 4, podemos escoger para cada clase lateral Hw de H en I
un representante w = w -+ A cuyo vector de translacién w tiene norma
lw| < n/2. Sean w41, ..., W las clases laterales escogidas. Entonces cada
elemento ¢ de I’ puede expresarse tinicamente en la forma

¢ = (@r1wr + ... + @pwn + Nwp,

donde a;,...,a, ¥ p son enteros con n + 1 < p < m. Llamaremos a esta
expresion la forma normal de ¢.

Ya que cada elemento de I tiene una tinica forma normal, existen para
cada ,j = 1, ..., m, enteros Gnicos c;x ¥ f(i,7) > n tal que

wiw; = (Cij1wn + ... + Cijndn + DWpei iy-

Los enteros cijx ¥ f(,7) determinan completamente a I', ya que uno puede
encontrar la forma normal de un producto de elementos ¢, de ' dadas
sus formas normales para ¢, ¥ ¥y wsw; para cada #,5 = 1,....m. Para ver
esto, sean

¢ = (a1w) + ... + anwp + wp,
Y = (brwy + ... + bpwn + Tw,

las formas normales para ¢ y 3. Entonces
DY = (@1W1 + ... + Grwn + Dwy (W .. wh )w,.

Para encontrar la forrna normal para ¢, es suficiente encontrar la forma
normal de wp(wf' ... w8 )w,. Si by > 0, reemplazamos wpw) por su forma
normal. Esto tiene el efecto de disminuir b; a b;—1. Si b, < 0, reemplazamos
wpwi ! por su forma normal

w,,wl_l = (diwq + ... + dpwn + DNw;.

Observemos que
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cwiwn = (~—dien — ... — dpwn + DHwy.
Entonces i es el tinico entero tal que p = f(i,7); mds alin dx = —c;1x para

cada k = 1,...,n. Asi, podemos elevar b; a b; + 1. Es claro que por la
aplicacién repetida de estos dos pasos podemos encontrar la forma normal

de ¢ipr.
Algo mas es cierto. Los enteros ¢,;x y f(Z, 7) determinan a I'" salvo isomor-

fismos, en el sentido de que si I'’ es otro grupo cristalogridfico normalizado de
dimensién n, con los mismos enteros, entonces I' y I'” son isomédérficos. Para
ver esto, sean wj,...,w}, los vectores unitarios correspondentes de L(I"') y
sean w1, ..., w, las clases laterales representativas correspondientes. En-
tonces la funcién £ : I' — I/, definida por
E((arwr + ... + anwn + Nwy) = (a1w] +-.. + aw], + D)oy,

es un isomorfismo, ya que £ es una biyeccién, y el mismo algoritmo deter-
mina la forma normal para un producto en cada grupo. Asi, para probar
que existen solo un nirmero finito de clases de isomorfismos de grupos crista-
logrédficos de dimensién n, es suficiente mostrar que los valores absolutos
de los enteros c¢;;x ¥y m tienen una cota superior dependiendo solo de la

dimensién n.
Los elementos w;, w; ¥y wy(,;) tienen vectores de translacién de longitud

a lo méds n/2. Consecuentemente, el vector translacion de
Cij1Wy + .o F Cijnwn + 1 = wiij!—(lid)
tiene longitud a lo mis 3n/2. Sea v la componente de wx perpendicular al
hiperplano generado por wj, ...,wk—1,Wk+1,.--, wn. Entonces
leikval < 3n/2.

Por el lema 5, tenemos que
Jok| > (n+ 2)— .
De aqui, para cada i, j, &, tenemos
lesi]l < 3 (n+2)".
Ahora encontraremos una cota superior para m. Primero que todo, te-
nemos que
m—n=[: H} = [ : T(D)][T(T) : H].

Las translaciones entre los representantes wn41, ...,wm forman un conjunto
completo de clases laterales de representantes para i en 7°(I'). Cada vector
translacién w; tiene norma a lo méas n/2 y, por el lema 3, es uno de a lo
m4ds (n + 1) vectores en L(I'). De aqui :

[T(T) : H] < (n+1)™.
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Ahora observemos que

[T 7)) =,
donde IT es el grupo puntual de I'. Sea A en I1. Entonces A estéa determinado
de manera tnica por las imagenes Aw; para i = 1,...,n. Por el lema 3, el
vector Aw; es uno de al lo mds 3™ vectores unitarios distintos en L(I'). De
aqui A es uno de a lo mas (3™)™ matrices diferentes en O(n). De aqui

[ : T()] < (3™)".
Asi, tenemos

m < n+ (37)* (n+ 1)".
-

Observacién. El nimero exacto de clases de isomorfismo de grupos
cristalogrdficos de dimmensién n paran =1,2,3,4 2,17,219,4783, respec-

tivamente.
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