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Introducción 

Recientemente, una serie de fenómenos biológicos han suscita.do un interés 
creciente por parte de la comunidad científica.. Grupos interdiciplinarios han 
unido esfuerzos con la finalidad de afrontar problemas cada vez máa comple­
jos. Este traba.jo, como un ejeDiplo de dicha. actividad interdisciplinaria, se 
encuentra. niotivado por el problema biológico del movimiento de las proteínas 
motoras a través del citoesqueleto celular. 

El movimiento de las proteínas motoras en el citoesqueleto celular, es un 
problema. que no ha sido entendido cabalmente; su estudio ha dado lugar a 
diversas líneas de investigación (como es nuestro caso) que provean de ideas 
"claves" para explicar dicho tra11Bporte. 

Como punto de partida, en el capítulo primero, estudiaremos algunas de 
las funciones más importantes del citoesqueleto celular 1 veremos su importan­
cia en el tTansporte de sustancias químicas dentro de la célula y el papel que 
juegan las proteínas motoras en dicho transporte. Como un primer intento 
para. entender el movimiento de las proteínas motoras, abordaremos una dis­
cusión hecha por Richard Feynrna.n, donde introduce el concepto de potencial 
de rueda dentada y establece las condiciones bajo las cuales es posible rec­
tificar las fluctuaciones brownianas para obtener traba.jo neto. Con base en 
ello, revisaremos una serie de trabajos relacionados con estos potenciales. El 
tipo de sisteuias en los que vamos a estar interesados, son aquellos en los 
que tendremos una partícula sometida a un potencial periódico y asim.étrico. 
Dicha partícula se encontrará. sometida a una fuerza externa cuyo prome­
dio temporal es igual a cero. En traba.jos previos se ha cncontra.do1 que a 
pesar de que la fuerza total aplicada a la partícula es cero en ca.da período 
del forzamiento externo, la partícula observa un desplaza.nüento neto en el 
espacio, o bien, una corriente diferente de cero. 

En el capítulo segundo, analiza.remos la dinámica caótica del péndulo, por 
ser un problema semejante el que estudiaremos, e introduciremos los canee~ 
tos de espacio fase, sección de Poincaré 1 atractores extraños y diagra.:m.as de 
bifurcación, como herramientas básicas para la descripción de la dinámica de 
las partículas. 

Durante el tercer capítuloi analizarenl.os los diferentes tipos de transporte 
que pueden experimentar las partículas sujetas a potenciales periódicos y 
asimétricos. Comenzaremos con el caso sobream.ortiguado {donde se despre-



cia. el término inercial) y estudiaremos el movimiento unidireccional de las 
partículas a través del potencial. Posteriormente, introduciremos el término 
inercial y, a diferencia del caso anterior, notaremos una. inversión en la co­
rriente, es decir, las partículas podrán moverse hacia ambos lados en el po­
tencial. Para concluir mencionaremos las características más importantes en 
la corriente cuando se introduce ruido. 

En el capítulo cuarto, se describirán los resultados numéricos obtenidos 
para el problema del transporte de las partícu1as en estos potenciales asimétricos 
cuando la dinámica que gobierna su comporta.Illiento se transforma de períodica 
en caótica. Veremos, que este sistema tiene una dinámica muy rica y da 
lugar a diagramas de bifurcación, ciclos límite y atractores extr8.Ilos. La im­
portancia de este análisis radica en que, actualmente, ño se han estudiado 
ampliamente este tipo de problemas con un enfoque puramente determinista. 

En este trabajo, se mostrará que bajo estas condiciones, podemos encon­
trar una inversión de la corriente y que las partículas pueden observar un 
comportam.iento difusivo tanto normal como anómalo. 

Finalmente, me gustaría expresar mi más sincero agradecimiento al Dr. 
Mateos por haber dirigjdo este trabajo de tesis. 



1 Potenciales de Rueda Dentada 

1.1 Introducción 
En este capítulo introducirenios el concepto de motor molecular y explicare­
mos el papel que juega en la fisiología celular. Con la idea de entender los 
motores moleculares, abordaremos una discusión hecha por R. Feynm.an, en 
la que establece las condiciones bajo las cuales es posible extraer trabajo 
del movimiento browniano. Fina.hnente, se revisarán una serie de trabajos 
donde se intenta. explicar el comportazn.iento de una partícula brownia.na en 
Wl régimen sobreamortiguado sujeta a un potencial periódico y asimétrico. 

1.2 Proteínas Motoras 
A través de la historia de la evolución biológica, las células eucariontes han 
desarrollado una enorme complejidad en sus funciones y estructuras. 

Su habilidad para adoptar una. gran variedad de form88 1 y llevar a cabo 
movim...ientos coordinados y dirigidos, ha dependido de una red compleja. de 
filam.entos proteínicos que se extiende a lo largo de todo el citoplasma. Esta 
red es conocida como el citoesqueleto celular [1}. 

La diversidad de actividades del citoesqueleto depende solamente de tres 
tipos de filamentos proteínicos: filamentos de actina, rnicrotúbulos y fila.m.en­
tos intermedios: 

Los filamentos de actina, también conocidos como microfilamentos, son 
dos polímeros de actina enrollados. Tienen estructura. flexible con un diámetro 
de 5 a 9 nm y están organizados dentro de una variedad de paquetes lineales, 
redes en dos dimensiones y geles tridimensionales. A pesar de que los fil~ 
mentas de actina están dispersados en toda la célula, se encuentran princi­
palmente concentrados en la corteza, justo debajo de la membrana plásmica 
(fig. 1.1). 

Los m.icrotúbulos son cilindros huecos largos hechos de tubulina; con un 
diámetro exterior de 25 nm son mucho más rígidos que los fila.rn.entos de 
actina. Los microtúbulos son largos y rectos y típica.mente tienen un extremo 
unido al centrosoma (centro de organización de los microtúbulos) como se 
muestra en la figura (1.2) [1]. 

Los fila.mentas intermedios son fibras con un diámetro de alrededor de 10 
lllll, están hechos de proteínas que constituyen una. gran familia heterogénea. 



Un tipo de filaJnentos intermedios forma Ja red lla.xnada lámina nuclear, justo 
detrás de la membrana nuclear interna. Otros tipos se extienden a través del 
citoplasma dando a l&B células firmeza mecánica. 

Cada tipo de filamentos está formado de monómeros proteínicoR y da Ju­
gar a una gran cantidad de proteínas accesorias, que Je permiten participar 
en una gran variedad de funciones en diferentes regiones de Ja célula. Algu­
nas de las proteínas asociada.s se unen a Jos filanientos de algún otro tipo de 
componentes celulares tal como la membrana plasmática. Otras controlan 
dónde y cómo los filamentos de actina y los microtúbulos son ensambla­
dos en la célula para regular la rapidez y extender su polimerización. Aún 
más, las proteínas asociadas interactúan con los filamentos para producir 
movimientos¡ Jos dos ejemplos mejor entendidos son la. contracción muscular, 
que depende de los filamentos de actina; y el movimiento de los cilios que 
depende de los ntlcrotúbulos. 

Existen proteínas motoras dentro de las células que se desplazan sobre 
el citoesqueleto y ayudan a realizar todo tipo de funciones esenciales: trans­
portan sustancias químicas a través de la célula, ayudan a mover y ordenar 
los cromosomas en la divisón celular, proveen movilidad a células completas 
impulsadas por cilios y flagelos, mueven los músculos y por lo tanto a los 
organismos completos. 

El primer motor proteínico que se descubrió fue la rniosina, una proteína 
que se mueve a lo largo de los filamentos de actina y es especiahnentc abun­
dante en el sistema muscular. Otros tipos de miosinas fueron descubiertos 
posteriormente en células no musculares. 

Las proteínas motoras que se mueven a través de los microtúbulos son 
distintas de las ntlosina.s y pertenecen a otras dos familias (fig 1.3): la cinesina 
que generalmente se mueve hacia el lado positivo del microtúbulo (alejandose 
del centrosoma) y las dineína.s que se mueven en dirección opuesta (hacia el 
centrosoma). Como las miosinas, cada proteína motora lleva diferente carga 
cuando se mueve. 

El tamaño típico de estos motores ensamblados es como de 20 nm. fl]. 
Esto es aproximada.mente 30 veces n1enor que la longitud de onda de la 
luz visible, y, aún bajo el m.icroscópio electrónico, su estructura dificilmentc 
puede ser distinguida. 

Todos estos motores consumen moléculas de trifosfato de adenosína (ATP, 
de sus siglas en inglés) para moverse. El ATP es una molécula importante 
para el transporte de energía dentro de las células¡ la energía es almacenada 
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en los enlaces de fosfato y es liberada cuando el enlace se hidroliza, en una 
reacción del tipo ATP + H20 - ADP + P +Energía. Sin embargo, aún no se 
ha. entendido clara.mente como la reacción química puede crear un gradiente 
espacial que defina una dirección preferente de niovimiento[l]. 

A pesar de que las tres principales subunidades de polímeros en el citoesquc­
leto, así como muchas de las proteínas accesorias ha.n sido aisladas y sus se­
cuencias de aminoácidos determinadas, ha sido muy difícil establecer como 
esas proteínas funcionan en la célula. Además la complejidad que surge 
cuando un gran número de proteínas son consideradas, dos características 
generales hacen que el citoesqueleto sea difícil de entender. Primero, la 
función del citoesqueleto depende de ensaIIlbles complejos de proteínas, las 
cuales se unen en grupos cooperativos a los filamentos. Es relativn.Ill.ente 
directo exrun.inar los efectos de u.n fila.tnento de una sola proteína accesoria, 
pero más complicado los efectos de una mezcla de varios tipos de proteínas. 
Este problema no es único del citocsqueleto, pero es especialmente delicado 
aquí. Segundo, las funciones del citoesqueleto son más difíciles de analizar 
que las funciones de otros grandes complejos de proteínas. Los procesos de 
síntesis de RNA y DNA, por ejemplo, que involucran la formación de nuevos 
polímeros lleva consigo enlaces covalcntes, que pueden ser rápidamente anal­
izados in vitro, en parte, porque los productos de las reacciones in vitro son 
más fácil.mente medidos y comparados con sus correspondientes productos 
hechos por la célula. El citoesqueleto, en contraste, ejerce fuerzas y ge­
nera movimientos sin gran ca.Illbio químico. Esto hace particularmente difícil 
analizar las funciones del sistema citoesquelético que han sido reconstruidas 
in vitro por sus componentes purificados. 

Para comprender como trabajan las proteínas motoras, debemo::i tener 
en mente que viven en un mundo diferente al nuestro: no son lo suficiente­
mente pequeñas para. considerarlas como partículas cuánticas, ni aún para 
que puedan tener W1 cantina libre medio, por el contrario, son lo suficien­
temente pequeñas para sentir fuertemente el bombardeo brownia.no. Este 
régimen lo denotaremos como régimen brownia.no[2]. 

1.3 La rueda dentada 

En esta sección, como un primer intento para entender las proteínas motoras, 
introduciremos una construcción termodinámica propuesta por Feynman so­
bre una rueda dentada en el régimen brownia.no. 
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Feyn.nlan (3, 4J, explica las condiciones bajo las cuales es posible obtener 
un trabajo neto a partir del movimiento browniano. Su ra.zonw:n.iento es 
como sigue: 

Supongamos que construimos un dispositivo que solamente pueda girar 
en un sentido, por ejemplo, una rueda dentada con su trinquete (fig. 1.4). La 
rueda posee unas muescas, que, por uu Jado tienen un corte vertical, mientras 
que por el otro, son redondeadas. La rueda se halla sobre un eje y existe un 
retén con muelle que lo mantiene apoyado. 

Tendremos que la rueda puede girar en un sentido. Si se la intenta hacer 
girar en el otro, las partes verticales de los dientes son detenidas y la rueda 
no avanzará., mientras que en el sentido contrario, todo girará suavemente. 

Conectemos la rueda con un eje que lleva acopladas cuatro aspas como 
se muestra en la figura (1.5). Supongnn1os que las aspas están inmersas en 
una atmósfera de gas y son continuwnente bombardeadas de forma irregular 
por las moléculas del gas, de manera que unas veces son empujadas en un 
sentido y otras veces en el contrario. 

Cuando las aspas son empujadas en uno de los dos sentidos, el retén 
no permite que giren, mientras que, cuando son empujadas en el opuesto, 
el eje y la rueda giran continua.mente y, por lo tanto, logramos un mecan­
ismo aparente de movimiento perpetuo. Esto es debido a que la rueda y el 
trinquete siguen un movimiento irreversible. 

Pero veámoslo con más detalle. El mecanismo funciona de forma que 
cuando la rueda gira en una dirección Jevn.nta al retén que vuelve a caer sobre 
la muesca. El retén vucJvc a saltar y, de ser éste perfect8.Illcote elástico, va 
ir saltando y saltando y la rueda irá girando a medida que el retén vaya 
leva.ntandosc. Sin embargo, este mecanismo no funcionará a menos que el 
retén efectiva.m_ente impida a la rueda girar en un sentido y no en el otro. 
Si el retén salta y retiene la rueda., deberá producirse una resistencia, una 
fricción que generará calor, con lo que la rueda irá poniendose más y más 
caliente. Pero al alcanzar una determinada temperatura empieza a ocurrir un 
nuevo fenómeno. De la misma manera que existe un movimiento browniano, 
un movhn.iento irregular del ga.s alrededor de las aspas, sea cual fuere el 
material del que está construido el aparato, éste, al ir calentándose, empezará 
a moverse de manera más irregular. LJcgará un momento en que la rueda 
estará tan caliente que el retén se moverá debido simplemente al movimiento 
de las moléculas de su interior, es decir, debido a lo mismo que hace mover 
las aspas. El retén saltará sobre la rueda hacia arriba y hacia abajo y como 
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estará tanto tiem.po bajado como levantado l<>B dientes de la rueda se moverán 
tanto en un sentido como en otro. 

Supong&n1.oe ahora que la temperatura de !.Y asp.'18 es Ti y la temperatura. 
de lBB ruedBB es T,, donde T1 > T2. Debido a que la rueda está más fría y 
las fluctuaciones del trinquete son menos probables, será m.uy difícil para el 
trinquete tener la energía suficiente para levantarse y saltar a la siguiente 
muesca. Dada. la alta temperatura. Ti, las aspas frecuentemente tendrán. la 
energía necesaria. para levantar el trinquete a la punta del diente, por lo tanto, 
el dispositivo irá en una sola dirección como fue diseñado. Es fácil demostrar 
[4] que con este dispositivo pueden levantarse pesos debido a que las ftuctu&­
ciones brown.ianas hacen que la máquina se mueva preferenciahnente en un 
sentido que en otro. 

1.4 Transporte en potenciales tipo rueda dentada 
A principios este Biglo, Marian von Smoluchowski [5], mostró que en ausen­
cU.. de una. crea.tura euperinteligente 1 es decir, un demonio de Maxwell, una 
corriente neta, tal y como aparece en la rueda dentada. de Feynznan, no 
ten.dría lugar. E:eta. situación cambia drá&ticam.ente en presencia. de fuerzas 
fuera de equilibrio. En un potencial de rueda dentada que es periódico pero 
que ca.rece de simetría, se pueden rectificar Buctuaciones fuera de equilibrio 
creando una corriente neta.. En otras palabras, con un sistema de rueda 
dentada podemos m.°""r partículas con una velocidad diferent;e de cero en 
aW!leD.ci& de fuerzas macroscópicas dirigidas, tales COID.O, gradientes de po­
tencial eléctrico, térmico o químico. 

Estrictatnente, definiremos un sistema del tipo rueda dentada como un 
sistema que puede transportar partícula.B en una estructura. periódica con 
una velocidad macroecópica diferente de cero, a pesar de que en promedio, 
ninguna fuerza 1nacroscópica esté actuando. 

Como un ejemplo, consideremos un potencial periódico y si.métrico, apli­
cado períodicamente durante un sellliperíodo y &p&flado durante el siguiente, 
co1no ae Jnueatra en la figura (1.6). 

Una distribución de partículas se encuentra inicialm.ente en un mínimo, 
cuando el potencial está prendido. Al apaga.me el potencial, la distribución 
de partículas comenzará a. dispersarse si.métricam.ente a ambos lados del po­
tencial. 

Cuando el potencial es prendido nuevam.ente 1 una parte de la distribución 
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se encontrará en el mínimo de la izquierda., apareciendo así, una corriente 
dirigida. hacia. la. izquierda.. 

Estos sistemas han sido estudiados extensa.IUente en la literatura, debido 
a su conexión con el problema del movimiento de las proteínas motoras. A su 
vez, han sucitado una serie de experimentos que concuerdan cualitativamente 
con los modelos. 

Una caracterización [6] completa de todas las variantes alrededor de estos 
sistemas es de la siguiente forma: 

i) Una primera clase de sistemas son aquellos cuyos potenciales se están 
prendiendo y a.pagando, como el del ejemplo anterior. Aqu! las partículas ex­
perimentan un perfil de energía. fluctuante, es decir, el potencial se ·~rende" 
y se "a.paga." durante intervalos discretos de tiempo(7-8]. 

ii) Otra clase, como se estudiará. más adelante, son aquellas en las que las 
partículas están moviendose en un potencial periódico y asimétrico sujetas 
a fuerzas con promedios espo.cia.les y temporales iguales a cero. Existen tres 
subclases: 

(a) Oscilatorios: En el cual las partículas experimentan la acción de 
fucrL.as espacia.hnente uniformes y periódicas y deterministas en el tiempo[9-
14]. 

{b) Difusivas: Cuando son forzadas por un coeficiente de difusión periódico 
en el tiempo y uniformes en el espo.cio[l5}. 

(c) Correlación: Cuando son forzadas por fuerzas estocásticas uniforme­
mente espacia.les con promedio cerof16]. 

Existe una gran variedad de trabajos relaciona.dos a. todas esta.a clases de 
potencial.es; cada. uno presenta características particulares en el transporte 
de las partículas. 

Hasta el momento, todos los sistemas estudia.dos poseen cualidades gene-
rales que creemos, son esenciales para el transporte: 

i) Potencial asimétrico 
ii) Fuerza externa (con promedio cero) 
iii) Término disipa.tivo 
En el capítulo tree retomaremos estos sistemas y estudiaremos con detalle 

las propiedad.es asociadas con la corriente. 
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Fig. l.f En la figura. se n1ucstrau de arriba abajo los micC"ofilamcntos, mi­
crotúbulos y los filamentos intermedios. A Ja derecha de cada uno puede verse 
su sección transversal (tomado de {lJ). 
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Fig. 1.3 l\lotorcs n1olccula.rc.s sohrt? un microtúbuJo. LB.8 flechas indican la 
qirección del movimiento (tontada de (IJ) 



Fig. 1.4 Rueda dentada y trinquete (tomada de [3]) 
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._____l/ 

Fig. 1.5 Rueda. con aspa.e¡ (tomada do (4]) 

0<~ 
\ -< 
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Fig. 1.6 La figura muestra la evolución de una distribución de partfcuJSH en 
un potencial dn "prendido y apaga.do" (tomado de [6J) 



2 Dinámica no Lineal y Caos en Potenciales 
Simétricos 

2.1 El Péndulo 
En este capítulo revisaremos algunas herramientas útiles en el estudio de los 
sistemas dináJ:nicos [17-20]: espacio fase, sección de Poincaré, a.tractores y 
diagramas de bifurcación. 

Se utilizará el problema del péndulo como ejemplo para introducir los 
conceptos por su estrecha relación con el problema de la rueda dentada. 

La ecuación de movimiento del péndulo amortiguado y forzado está dada 
por 

d2x dx 
Tnl dt• +-Y dt + mgsen(x) = Bcos(w,t) (2.1) 

donde x es el ángulo que forma el péndulo respecto a la vertical, B la amplitud 
de la fuerza externa, w 11 su frecuencia, ,.. es un factor relacionado con la 
disipación del sistema, m y l representan la longitud y masa del péndulo, 
respectiVRlllente (ver figura (2.1)). 

Para. reducir el nú.niero de parámetros hagamos las siguientes transfor-
maciones: 

(2.2) 

entonces 

gd2x J9dx ~' 
Tnl7d(2 +-ry7 dt' +mgsen(x) = Bcos(w.yl/gt) (2.3) 

o bien 
d'x -y ltdx B ¡,;: -d •2 + -- -l-d, + sen(x) = -cos(w.yl/gt') 

t rng t mg 
(2.4) 

sean t = t', I/q = -y/rn.../iíl, w = w.¡i79 y A = B/Tng sustituyendo en (2.4) 
obtenemos finalmente 

d2x Idx 
dt2 + q dt + sen(x) = Acos(wt) (2.5) 

El p0tencial del péndulo está dado por V(x) = -Vo(l - cos(x)) ver figura 
(2.2); para nuestro caso Vo = l. 
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Este potencial es periódico y además simétrico, es decir, la deriva.da del 
potencial en ambos lados del mínimo es la. misma. 

Más adelante, en el capítulo 3, analizaremos el caso de potenciales periódi­
cos, pero asimétricos. 

2.2 El espacio fase 

Un sistema. dinámico con N grados de libertad tiene 2N coordenadas generali­
zadas: q 1 , q2 , ••. , QN· Las correspondientes variables canónicEUnente conju­
gadas son: p¡,1J2 1 ···•PN· El e..qpacio fase de este sistema está formado por 
estas 2N variables y será un espacio de dimensión 2N. 

En el caso que nos ocupa, tenemos únicamente tm grado de libertad, dado 
que la coordenada generalizada x, representa el ángulo del péndulo respecto 
a la vertical. La correspondiente variable canónicamente conjugada es rnl2 X. 
Por lo tanto, el espacio fase del péndulo libre (no forzado) es bidimensional 
y está. caracterizado por las variables (x, X). 

La.a órbitas trazadas en el espacio fase, usual.mente, se las conoce como 
trayectorias faae. Una importante característica de las trayectorias fase es 
que dos órbitas nunca se cruzan. Esta propiedad es una consecuencia de la 
unicidad de las soluciones de la ecuación. Físicrunente, esta característica 
puede derivarse a partir d'~l hecho de que el pasado y el futuro de un sis­
tema mecánico esta completamente determinado si se conoce el estado del 
sistema en un tieinpo dado. Una wubigiiedad en los estados futuros y pasa­
dos podría surgir si las trayectorias se cruzaran, dejando, por lo tanto, al 
sistema indeterminado. 

Otra característica importante es la conservación de "áreas". Esto sig­
nifica que todos los puntos situados en una región del espacio fase, para un 
tiempo dado, se moverán de tal rua.nera que, a un tiempo posterior, el área 
ocupada por estos puntos será la rri.isma. Esta característica se ilustra en la 
figura (2.3), donde hemos co11Biderado que dx/dt =O y A =O en la ecuación 
(2.7). 

La propiedad de conservación de área en el espacio fase es una carac­
terística de los sistemas conservativos. 

A diferencia de los sistemas conservativos, para los sistemas dinámicos 
disipativos el término de fricción está presente(~~ O). En este caso el área 
en el espacio fase disntinuye con el tiempo. 
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La contracción de áreas se muestra en la figura (2.4). Se le conoce como 
atractor puntual al punto donde convergen las órbitas. 

Otros tipos de atractores [18] son conocidos como ciclos límite y se los 
puede caracterizar de la. siguiente manera: Supongamos una diná.tnica aco­
tada, un ciclo límite es una órbita periódica cerrada en cuya vecindad las 
órbitas convergen. Si las órbitas convergen cuando t - oo, entonces decimos 
que es un ciclo límite estable y si, por el contrario, convergen a éste cuando 
t -+ -oo decimos que es un ciclo límite inestable (fig 2.5). 

En muchas ocasiones, la dinámica puede ser más complicada que un ci­
clo límite o un atractor puntual. Para ciertos valores de los parámetros de 
la ecuación (2.5) podemos encontrar otro tipo de atractores conocidos como 
atractores caóticos o extraños. Un a.tractor caótico [19], es un a.tractor para 
el cual dos órbitas cercanas permanecen acotadas pero divergen exponencial­
mente la una de la otra. Además, su estructura es tal que, para escalas más 
y más finas, los patrones básicos se repiten consecutiva.ID.ente. Esta autosi­
milaridad es una característica de estos atractores extraños. En la figura 
(2.6) se muestra un a.tractor extraño del péndulo. Tanto en este capítulo, 
como a lo largo de la tesis, esta.remos an: ,izando exclusiva.ro.ente el caso del 
caos disipativo en el cua.1 1 como se ment.: ..>nÓ, existen a.tractores. 

2.3 Sección de Poincaré2º 
Una técnica estandar concerniente al espacio de fase extendido (x, X, t) del 
péndulo periódicaJD.ente forzado, es inspeccionar la proyección (x, X) cuando 
t es un múltiplo de r = ~' como se muestra en la figura (2.7). Aquí r es el 
período del forzantlento externo de la ecuación (2.5). 

El resultado de inspeccionar las proyecciones de fase solo para tiempos 
específicos t = mr, es una. secuencia de puntos en el plano (x, X), que rep­
resentan el mapeo de Poincaré, llamado a.si en honor del gran matemático 
francés Henri Poincaré, quien exploró por primera vez esta técnica. 

Frecuentemente es llamada una. técnica estroboscópica, por razones ob­
vias. Los movimientos transitorios aparecerán como puntos esparcidos y la 
emergencia de una solución estable daría lugar a puntos fijos del mapeo. 
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2.4 Diagramas de bifurcación 

El espacio de fa.se y la sección de Poinca.ré proveen información de la dinámica 
del sistema para valores especificados de los pará.Inetros. La dinámica puede 
tambien ser vista más globalmente sobre un intervalo de valores de los paráme­
tros, permitiendo una comparación de los comportamientos periódico y caótico. 
Los diagramas de bifurcación poseen un resumen de la dinám..ica esencial y 
son, por lo tanto, una berra.mienta lÍtil [16-17]. 

En la figura. (2.8) se ha graficado un diagrama de bifurcación para el 
péndulo con q = 2 y w = 3/2. El eje horizontal corresponde a la amplitud 
del forza.miento A, mientras que el vertical a la velocidad X. Para explicar 
el diagra.IDa ha.remos uso de la sección de Poincaré. Puede observarse en la 
gráfica que cuando 0.8 ::;- A :5 1.0, el diagrama es una línea. La sección de 
Poincaré correspondiente a éstos puntos se verá como un solo punto, por lo 
tanto, se tienen órbitas de período uno. Cuando avanzamos sobre el diagrama 
de bifurcaciones (incrementando A) nos encontraremos con un doblamiento 
de período, es decir, la dinátnica pa.sa de ser de período uno a período dos y 
en la sección de Poincaré aparecerán dos puntos, en lugar de uno. De manera 
análoga, cada una de éstas trayectorias experimentará, para un cierto valor 
de A, un nuevo doblamiento de período, obteniendo así, 6rbitas de período 
cuatro, posteriormente de período ocho, dieciseis, etc. 

Para un cierto valor crítico de A, la dinámica pasará de tener órbitas con 
períodos finitos a órbitas de períodos infinitos, es decir, aperíodicas. Para 
valorea de A mayores al crítico, el sistema presenta una dinámica caótica. 
Este paso de una dinámica. periódica. a una caótica duplicando el período se 
le conoce como uruta al caos por doblruniento de período. 

En la figura (2.8), podemos observar que para un cierto valor de A la 
dinámica caótica cambia abrutamente a periódica. Las regiones en los dia­
gramas de bifurcación donde sucede este fenómeno son conocidas como uven­
tanas". En la figura se observa una ventana para A ~ 1.12 con órbitas de 
período tres. De manera inversa, cuando la dinámica pasa de ser periódica 
a caótica repentinam.ente, decimos que una bifurcación tangente ha ocur­
rido[19, 20]. 
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2.5 Una caracterización del caos21 

Más adelante, estaremos interesados en caracterizar la dinámica. que presen­
tan las partículas en los potenciales de rueda dentada.. Diremos que tienen 
una dinám.ica. caótica, si podemos observar las siguientes propiedades: 

1) Aperiódico, lo cual significa que el estado de un sistema nunca se repite 
en. dos ocasiones. A pesar de que las simulaciones en la computadora o las 
iteraciones gráficas siempre dejan alguna duda del comportamiento periódico 
del sistema, la presencia de largos ciclos o de una dinámica aperiódica en las 
simulaciones es una evidencia parcial del caos. 

2) Acotado, que significa que para iteraciones sucesivas, las varia.bles que 
caracterizan el sistema (en nuesrto caso x y :i:) permanecen en un intervalo 
de valores y nunca se aproximan a ±oo 

3) Deterillinista, es decir, existe una regla definida sin términos azarosos 
gobernando la diná.tnica. 

4) Sensibilidad ante condiciones iniciales, implica que dos puntos inicial-
1nente cercanos se alejarán en. forma exponencial en el tiempo. Este es un 
aspecto esencial del caos. Quiere decir que somos capaces de predecir que 
sucederá para tiempos cortos, pero para tiempos largos la predicción será 
imposible debido a que nunca podemos estar completamente seguros de los 
valores exactos de las condiciones iniciales de cualquier sistema real. 

En este traba.jo estaremos interesados única.m.ente en caos disipativo. 

2.6 La corriente 

En el futuro, estaremos interesa.dos en caracterizar el comportam.iento prome­
dio de las partículas. Comenzaremos definiendo el promedio de ensamble de 
un sistema como: 

(x(t)) = ;.r. :Z:,(t) ,_, 
El promedio de ensamble se realiza de la. siguiente manera: se escogen N 
condiciones iniciales para la ecuación del péndulo, de manera tal que su 
promedio (tanto de velocidades como de posiciones iniciales) es cero. Una. 
vez que se deja evolucionar el sistema a. un t.iempo to se promedian todas las 
veJ,..cidades correspondientes a ese tiempo obteniendo (±(to)), y así sucesiva.­
ment:e para diferentes tiempos. 
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Se definirá la corriente J de un sistema como el siguiente promedio: 

l ¡(m.+n)r 
J = -( ) (x(t)) dt nr rnr 

donde r = 2rr/w representa el período de la fuerza externaj rn, n son dos 
números enteros. 

En la figura (2.9) se muestra un diagrama del promedio de ensamble 
{X(t)} contra el tiempo. Puede notarse, que después de un transitorio, la 
corriente se hace cero, la explicación es como sigue: Supongamos que una 
partícula se encuentra en el potencial al tiempo t. La acción de la fuerza 
externa es inclinar el potencial hacia un lado y hacia el otro (ya que la fuerza 
es períodica). Entonces, en un semiperíodo el potencial se inclinará hacia un 
lado haciendo que la partícula se desplace en una dirección. En el siguiente 
semiperíodo, el potencial se inclinará hacia el lado contrario y la partícula 
se movera, en esta ocasión, en la dirección opuesta. Debido a la simetría 
del potencial y de la fuerza externa, no hay una dirección privilegiada del 
movimiento, por lo tanto, el.1 promedio la partícula no se desplazará. 
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Fig. 2.3 Conse~-ación de áreas en el espacio fase (tomado de (17j). 

Fig. 2.4 Coutraccióu de árna.."4 en cJ espacio fase (tomado de (171). 



Fig. 2.5 Cfclo limite [tomado de (18)) 

Fi~. 2.0 .-\tractor cxtraiiu dc>I péndulo q = 4, A = 1.5, w = ;J/2 



Fig. 2. 7 &pacio fase tridirncmlional mostt·ando la sección de Poincaré (tomado 

de (20)) 
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Fig. 2.8 Digrama de bifurcación del péndulo w = 3/2, q = 2 (tomado de [17]) 



0.15 

0.1 

-0.1 

-0.150 L~~~~2'--~~-4"'-~~~6~~~-8~~~-1~0~~~~1~2~~---:-14 

f 
Fig. 2.9 L& figura 1nucstra el promedio de ensamble (:t) contra el tiempo. 



3 Transporte en Potenciales Asimétricos 

3.1 'I'ransporte en ausencia de ruido 

En esta sección estudiaremos el transporte en potenciales periódicos y asimétricos 
en ausencia de ruido. Nuestra discusión estará basada principalmente en los 
trabajos de R. Bartussek et al. [22] y Ajdari et al. [23]. 

Consideremos una partícula en un potencial periódico y simétrico bajo la 
acción de una fuerza externa simétrica en el tiempo, cuyo promedio temporal 
es cero. Puede mostrarse fácilmente l6] que la partícula permanecerá, en 
promedio, en un lugar fijo. 

Cuando se pre:ienta un rompirniento en Ja shnetría temi:.oral de la fuerza 
externa o en la simetría espacial del potencial, la evolución de la partícula 
en el tiempo resultará en una corriente macroscópica con promedio temporal 
diferente de cero. 

A diferencia del capítulo anterior, consideremos ahora la diná.tnica de una 
partícula de masa 111. sujeta a una fuerza debida a un potencial unidimensional 
períodico V(x) con período L, es decir, V(x) = V(x+L). Sin embargo, ahora 
este potencial es asimétrico, como se muestra en la figura (3.1). Para este 
potencial tendremos la forma: 

1 1 
V(x) = ¡.;[sen(kx) + :¡sen(2kx)] (3.1) 

donde k= ~-
La partícula además está sujeta a una fuerza externa oscilante de la forma 

F(t) = Asen(wt) Esta fuerza es periódica, y su promedio temporal es cero. 
La ecuación de movimiento está dada por: 

x + -yx + 8r[V(x) - xF(t)] = O (3.2) 

donde i':Í: es una fuerza de fricción. Si suponemos que i':Í: » rnX entonces 

-yx + 8r[V(x) - xF(t)] =O (3.3) 

Dado que no tenemos ruido, la ecuación es determinista. 
Suponga.rrios ahora A = O, la corriente se anula (véase 2.5) debido a la 

presencia de la di..c;ipación. 
En la fig. (3.2a, b) se ilustran alguna.....:; trayectorias deterministas x(t). 

Una mirada a las gráficas revela que la dinámica determinista es, por si sola, 
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un problema no trivial. Primera.m.ente, para grandes A no necesariamente 
implica una corriente J grande. Segundo 1 para una selección especial de los 
parámetros (A = 3, w = 7) uno puede encontrar dos trayectorias estables. 
Por lo tanto, diferentes condiciones iniciales pueden resultar en diferentes 
cuenca.....; de a.tracción para la solución x(t). En la figura (3.2b) puede verse 
que la trayectoria 1 está centrada en un mínimo, mientras que la trayectoria 
2 se localiza alrededor del máximo del potencial. 

En la figura (3.1) se muestra el potencial V(x). La acción de la fuerza 
externa (véase caítulo 4), hará que el potencial, oscile arriba y abajo man.te­
niendo fijo el origen. Para las figuras (3.2a, b), podemos observar que la cor­
riente no cambia de Bigno. Además, la aparición de la corriente corresponde 
a un valor de la amplitud de la. fuerza externa Am..:n = O. 75 cuya acción sobre 
el potencial es permitir que la partícula pase de un pozo del potencial a otro 
pozo hacia el lado en el cual la pendiente del potencial es mínima (derecha). 
El máximo de la corriente se obtiene para uno. amplitud de Am.az = 1.5 en 
la cual las partículas están en el umbral de vencer la pendiente máxima del 
potencial. Teóricamente y numéricamente uno obtiene que Arna:i: = 1.5 y 
A.,.;n = 0.75 

Para A > ~ la partícula podrá 1noverse en ambas direcciones. Esto 
hace posible una corriente máxima alrededor de Afna:r• 

Otra propiedad intrigante de la corriente determinista es la cua.ntización 
del tamaño de los E!Scalones en unidades de ~- Claramente, en el límite 
asintótico, donde X es una función periódica de t con período r, la posición 
de la partícula al tiempo t difiere de la posición al tiempo t + T por un 
múltiplo entero de L, esto inmediatamente implica una cuantización. 

Finalmente mencionaremos la propiedad de distancia y ancho de los 
escalones. Entenderemos por distancia Ja medida desde la aparición de un 
escalón hasta. la aparición del siguiente escalón. Las simulaciones hechas por 
Bartussek et al muestran una distancia constante en cada escalón, tnientras 
que sus anchos decrecen monotónica.IDente dentro de una corriente constante 
como es mostrado en la figura(3.3b). 

Por otro lado, si se rompe la simetría temporal en la fuerza. externa, 
es decir, F(t) = F(t + r) y F(t) 'f< -F(t + f) donde r es el período, se 
experimenta una corriente diferente de cero. Adjari et al. [23) han estudiado 
en 1etalle este caso. 
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3.2 Transporte caótico: efectos del término inercial 

Cuando el término inercial es considerado, es decir, X. -=FO puede observarse 
que aparecen nuevas propiedades en el transporte: las trayectorias pueden 
ser caóticas a.demás de presenta.J.· un ca.tn.bio neto en la dirección del flujo. 

Jung et al. [24) cara.et.erizan esta nueva dinámica utilizando cumulantes 
para distinguir el cornportam..iento periódico del caótico. Muestra. que el 
primer cumulante de la densidad de probabilidad de las partículas describe 
una corriente estacione.ria que exhibe cambios en su sentido cuando se in­
crementa la am.plitud del forza.miento, mientra que el segundo cumulan.te 
establece una medida de su invariancia. Finalmente, muestra que el trans­
porte caótico exhibe un comportanliento de escalamiento gaussiano. 

3.3 Transporte Browniano 

En este capítulo hemos considerado la ecuac~6n 

d + :i: = -a~[V(x) - xF(t)] 3.4 

Vemos que cuando X = O se puede obtener una corriente neta. si existe 
un rompimiento en la simetría. temporal o espacial del potencial o la. fuerza 
externa respectivamente. 

Estos traba.jos difieren del resto en el hecho de que se trata de una 
diná.xnica determ1nista y no hay ruido. Sin embargo, estos mismos autores 
analizan el caso en que el ruido está. presente y el término inercial es despre­
ciable. En este caso, una de las diferencias es que puede ocurrir una inversión 
de corriente. Es decir, si tenemos ruido entonces la. ecuación que resulta es 

x = -Bx[V(x) - xF(t)] + ~(t) 3.5 

donde ~(t) es un ruido blanco gaussiano. 
En el siguiente capítulo mostraremos que aún en ausencia de ruido, pero 

considerando el término inercial podemos encontrar una inversión de co­
rriente. 
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4 'I'ransporte Caótico en Potenciales Asimétricos 

4.1 Introducción 

En este capítulo se describirán los resultados nUilléricos que fueron obtenidos 
en el estuclio de la ecuación 

EX+ :i; + a~[V(x) - xF(t)] =o (4.la) 

donde V(x) = ;Hsen(kx) + ~sen(2kx)] con k = 21T, es el potencial al que se 
encuentra sometido la partícula y F(t) = Asen(wt) la fuerza externa. En 
todo el capítulo consideraremos que w = 0.25. 

Posteriormente, será útil tener la ecuación ( 4.la) en la siguiente forma: 

EX+ :i: + V'(x) = F(t) (4.lb) 

4.2 Análisis del Comportamiento del Potencial y la 
Fuerza Externa 

Consideremos el lado derecho de la ecuación {4.la) 

8z[V(X) - xF(t)J (4.2) 

En Ja figura (4.1) se ha grafica.do el potencial V(x) contra x. El efecto 
de sumar dos senos con diferentes amplitudes y frecuencias ha creado una 
a.simetría respecto al origen en el potencial. 

Fijémonos en un mínimo del potencial. A la derecha del mínimo el po­
tencial tiene wia pendiente positiva, llamemos Vniin al valor absoluto de la 
pendiente máxima de esa pared del potencial. Numéricamente encontramos 
que Vniin = 0.83. De manera análoga, llamemos Vniax al valor absoluto del 
máximo de la pendiente de la pared izquierda del potencial, tenemos que 
Vnt.0% ::::: 1.5. Consideremos ahora los términos V(x) - xF(t); el efecto de la 
fuerza externa sobre V(x) es hacerlo oscilar respecto al origen. En la figura. 
(4.2) se muestra. V(x) - xF(t) cuando la amplitud de Ja fuerza externa A 
vale 0.83. Nótese que para este valor de la pendiente Vni.:n practicamente vale 
ccr--i. 

Una situación análoga se exhibe en la figura (4.3) en donde A = 1.5. 
Vemos que el valor de Vnla.% e!'i cercano a cero. 
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Los valores de A = 0.83 y A = 1.5, son muy importantes ya que para ellos 
una partícula en el potencial podrá practicamente desplazarse a la derecha o 
a la izquierda respectivamente. 

4.3 La Corriente Promedio 

En la figura (4.4) se muestra una gráfica de la corriente promedio J (véase 
la sección 2.6) contra la a.niplitud del forza.núento. Tomemos E= 0.5, puede 
observarse que la figura presenta la forma de una escalera. Para valores 
de O ~ A ~ 0.8 la corriente es cero. Esto puede ser fácilmente explicado: 
El efecto de la fuerza externa es hacer oscilar el potencial, pero, debido a 
que sus amplitudes son pequeñas, las partículas permanecerá.u. en los pozos 
del potencial sin poder "brincar" de uno a otro, por lo tanto, no habrá un 
desplazB.IDiento neto de las partículas en el potencial y J = O. 

Cuando A es un poco mayor se presenta un fenómeno importante: la 
corriente deja de ser cero. Nótese que este valor de la amplitud es tal que 
Vm.in :::::::: O y las partículas pueden moverse hacia el lado derecho del potencial. 

¿Porqué se presenta un máximo en la escalera? Cuando A varía de 0.8 a 
1.5 las partículas t:1olrunente pueden moverse hacia la derecha del potencial, 
ya que la a.inplitud de la fuerza externa no es lo suficientemente grande para 
que las partículas puedan uvencer" la pared izquierda del potencial. Cuando 
A = 1.5 las partículas comenzaran a moverse hacia ru:nbos lados del poten­
cial. Conforme A siga allnlentando, el potencial comenzará a presentarles 
menos resistencia y en cada oscilación viajarán tanto a la izquierda como a 
la. derecha, por lo que J, al ser promedio, disminuye. 

Para va.lores de A > 4 encontrarnos que la corriente fluctua sobre una 
línea base, como es mostrado en la figura (4.4). 

Finalmente, como se discutió en el capítulo 3, uno puede observar una 
cuantización en la corriente. Esto se debe a que la partícula durante un 
período "salta" un número fijo de pozos. 

4.4 Análisis de trayectorias y espacio fase 

En las figuras (4.5-7) se mue..o;;tran las gráficas de la posición contra el tiempo, 
la velocidad como fundón del tiempo y el espacio fa.se, respectivamente, para 
A= 1.3 y E= 0.5 Puede verse en la gráfica (4.4) que para éstos parámetros 
la diná.Inica corresponde al séptimo escalón del lado izquierdo de la escalera. 
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Utilizando el método de mínimos cuadrados se calculó la pendiente de la recta 
que mejor ajusta la. curva en la figura {4.5) 1 obteniendo un valor de aproxi­
mado de 7 1 consistente con el valor promedio. Se ve que para un semiperíodo 
la partícula avanzará mientras que para el otro semiperíodo permanecerá 
práctica.tnente inmóvil (Para este valor de la amplitud de la fuerza externa, 
todavía no se puede rebasar la pendiente izquierda del potencial). 

Otra manera de caracterizar la órbita particular, puede ser a partir de la 
gráfica de :i: contra ~ (fig. 4.6). 

La gráfica presenta una serie de picos. Hagamos ciertas consideraciones 
para poder explicarlos: si el término d.isipativo ::i: es comparable con el forza­
miento F(t), entonces podemos considerar que la energía total del sistema 
está. fluctuando alrededor de una constante E, ya que la energía que se pierde 
debido a la disipación, se compensa con la que recibe del exterior. (Cuando 
analicemos el espacio fase, veremos que esta hipótesis es correcta). Ten­
dremos que la energía cinética T de la partícula y su energía potencial V van 
a satisfacer que: 

T+V=E. 

Entonces, cada vez que la partícula .. salte" un pozo veremos que su veloci­
dad presentará un mínimo relativo (ya que la energía del sistema es aproxi­
madamente una constante). En la figura podemos contar 7 mínimos 1 lo que 
significa que en cada período la partícula se desplazará 7 pozos, acorde a lo 
anterior. 

El espacio fase es mostrado en la figura (4.7). Nótese que la separación 
entre cada mínimo relativo de la velocidad corresponde exacta.mente a la 
separación entre dos pozos contiguos del potencial, validando así nuestra 
hipótesis. 

Puede observarse en la figura oscilaciones alrededor del cero, éstas corres­
ponden al semiperíodo cuando está inclinado y no logra superar la pendiente 
máxima. Como la partícula no posee la suficiente energía para cruzar los 
máximos de la izquierda del potencial, se quedará oscilando en un pozo. 
Esto corresponde a. las partes planas en la figura {4.5). 

4.5 Atractores Extraños 

Al r incrementando los valores de la a.rnplitud de forza.m.ien.to A la dinántica 
del sistema deja de ser periódica para transforma.se en caótica. 
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Las figuras {4.8 y 9) muestran un atractor extraño para los valores de 
A = 1.5 1 w = 0.25 y E = 0.25. Dado que el potencial tiene período L, 
tomaremos la variable x en forma acotada, identificando x con x + L. es 
decir, tomaremos un mapeo con x módulo L. 

La figura {4.8) sugiere la existencias de dos atractores, es probable que la 
competencia entre ellos de lugar a bifurcaciones tangentes. 

Una ampliación del atractor se muestra en la figura (4.9). Nótese que el 
atractor presenta una estructura autosimilar. 

4.6 Diagramas de bifurcación 

En la figura (4.10) se muestra un diagrama de bifurcación. Varios comentar­
ios pueden hacerse después de analizar la gráfica: 

1) Para valores de la amplitud A desde O hasta 1.5 la dinámica es periódica. 
2) A partir de 1.5 aparece Uil cambio brusco en la diná.rn.ica y pasa de ser 

periódica a caótica. Este fenómeno es conocido como bifurcación tangente 
(18]. 

3) El valor de la a.m.plitud A~ 1.5 no es arbitro.ria, sino que, corresponde 
con el valor máximo de la corriente y el punto para el cual todas las partículas 
en una oscilación pueden viajar hacia runbos lados del potencial. Este valor, 
está estrechamente ligado con la forma del potencial. 

La figura (4.11) muestra una ampliaci6n del diagrama de bifurcación. 
Puede observarse que la bifurcación tangente no es la única ruta al caos que 
presenta la dinámica del sistema, sino tmnbién por doblamiento de período. 

Puede también apreciarse la aparición de bifurcaciones invertidas en la 
dinámica. Este comportamiento aparece en el ca.so del péndulo (ver :fig. 
(2.8)). 

Las ventanas, otra característica de los diagrrunas de bifurcación donde 
la diná.mlca pasa de ser caótica a períodica, aparecen muy a menudo en esta 
dinámica a todas las escalas. Compárese el diagrama de bifurcación con su 
ampliación. 

4. 7 'I'ransporte normal y anómalo 

Hemos encontrado en las figuras (4.12 y 13) que las partículas en estos po­
tenciales presentan un transporte difusivo normal y anómalo dependiendo 
del valor de los parámetros. 
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En Ja figura. (4.12), se muestra Ja gráfica del ln((x2 )) como función de 
ln(t), la pendiente de la recta para. valores asintóticos es aproximadamente 
dos; de aquí puede concluirse que (x2 ) ex. t 2 para tiempos grandes, es de­
cir, la dinámica. corresponde a un proceso difusión anómala o superdifusivo. 
Cuando Ja masa de la partícula es aumentada de E = l a E = 120 (fig. 4.13) 
obtenemos que el valor del exponente es cercano a 1 y la partícula presenta 
un comportamiento difusivo normal, es decir, (x2 ) :::::::s t. 
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Fig. 4.1 Potencial V(x) = [sen(k:r) + .OJen(2kx)/k)/J..4 contra :r. 
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5 Conclusiones 

El movimiento de las proteínas motoras a través del citoesquclcto celular, ha 
motivado una gran cantidad de trabajos, dentro de los cueles se encuentra 
nuestro estudio. En el traba.jo hemos estudiado, el comportamiento de las 
partículas en potencia.les períodicos y asimétricos cuando son sometidas a la 
acci6n de una fuerza. externa cuyo promedio temporal es cero. A diferencia 
de la mayoría de los traba.jos existentes en la literatura, se ha puesto énfasis 
en un en.foque puramente determinista1 por ser un caso poco estudiado. 

Hasta el momento, los resultados de las simulaciones numéricas han es­
tablecido que las condiciones necesarias para que pueda existir un trant:1porte 
diferente de cero son: 
i) Asimetría espacial en el potencial, ya que, como se describió en el capítulo 
dos, una simetría en el potencial causaría necesariamente una corriente igual 
a cero. 
ii) Forzamiento externo, ya que de ser cero, el sistema única.mente estaría 
disipando energía y la dinámica se reduciría, después de un tiempo finito, a 
un punto. 
iii) Si el térnüno disipativo fuera. cero, el sistema podría acoplarse con la 
fuerza externa y permanecer oscilando después de un transitorio. 

En nuestro sistema, a partir de un valor crítico de la amplitud de forza­
miento, para la cual la partícula. puede vencer el potencial, obtendremos una 
corriente diferente de cero. Es importante mencionar que la corriente (fig. 
(4.4)), presenta estados "cuantiza.dos" 1 esto es debido a que, después de una 
período del forza.m.lento externo, la partícula se mueve un número entero de 
pozos en el potencial. Como se explicó en el capítulo 4, el estudio de una 
órbita particular, puede ofrecer una explicación factible del comportruniento 
de la corriente. 

Otro caso interesante de mencionar, cuando la corriente es diferente de 
cero, es que el sistema presenta una dinámica períodica o caótica, dependi­
endo del valor de los parámetros. Las rutas al caos que presenta el sistema 
pueden ser por dobla.ntlento de período o por bifurcaciones tangentes. Como 
se mostró en el capítulo 4, cuando tenemos órbitas ca6ticns, la dinámica. del 
isistema está atrapada en un atractor extraño. 

Si considera.ni os la. din árnica del sistema totna.ndo en cuenta la periodici­
daa del potencial, vemos que en el caso caótico, a diferencia del periódico, 
los posibles valores que puede asumir la velocidad, dada una posición fija en 
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el potencial, pertenecen a un conjunto de Cantor. 
Como fue mencionado en el capítulo 3, la inversión en la corriente aparece 

cuando se introduce, además de la fuerza externa, ruido. En nuestro caso, que 
es determinista, aparece nuevamente una inversi6n en la. corriente. La justi­
ficaci6n de dicho fenómeno, es que el caos intrínseco que se está. generando, 
juega el papel del ruido externo. 

Finalmente, encontramos que para valores muy pequeños de la masa.(€ « 
1) el transporte que presentan la partículas es superdifusivo, es decir, ((x2 ) ~ 
t 2 ). Cuando el valor de la. masa se incrementa lo suficiente, (E: ::3> 1), las 
partículas experimentarán un proceso difusivo normal((x2 ) ~ t). 
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