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Introduccién

Recientemente, una serie de fenémenos biolégicos han suscitado un interés
creciente por parte de la comunidad cientifica. Grupos interdiciplinarios han
unido esfuerzos con la finalidad de afrontar problemas cada vez més comple-
jos. Este trabajo, como un ejemplo de dicha actividad interdisciplinaria, se
encuentra motivado por el problema biolégico del movimiento de las proteinas
motoras a través del citoesqueleto celular.

El movimiento de las proteinas motoras en el citoesqueleto celular, es un
problema que no ha sido entendido cabalmente; su estudio ha dado lugar a
diversas lineas de investigacién (como es nuestro caso) que provean de ideas
“claves” para explicar dicho transporte.

Como punto de partida, en el capitulo primero, estudiaremos algunas de
las funciones mas importantes del citoesqueleto celular, veremos su importan-
cia en el transporte de sustancias quimicas dentro de la célula y el papel que
juegan las proteinas motoras en dicho transporte. Como un primer intento
para entender el movimiento de las proteinas motoras, abordaremos una dis-
cusién hecha por Richard Feynman, donde introduce el concepto de potencial
de rueda dentada y establece las condiciones bajo las cuales es posible rec-
tificar las fluctuaciones brownianas para obtener trabajo neto. Con base en
ello, revisaremos una serie de trabajos relacionados con estos potenciales. El
tipo de sistemas en los que vamos a estar interesados, son aquellos en los
que tendremos una particula sometida a un potencial periédico y asimétrico.
Dicha particula se encontrarid sometida a una fuerza externa cuyo prome-
dio temporal es igual a cero. En trabajos previos se ha encontrado, que a
pesar de que la fuerza total aplicada a la particula es cero en cada periodo
del forzamiento externo, la particula observa un desplazamiento neto en el
espacio, o bien, una corriente diferente de cero.

En el capitulo segundo, analizaremos la dindmica cadtica del péndulo, por
ser un problema semejante al que estudiaremos, e introduciremos los concep-
tos de espacio fase, seccién de Poincaré, atractores extrafios y diagramas de
bifurcacién, como herramientas bdsicas para la descripcién de la dindmica de
las particulas.

Durante el tercer capitulo, analizaremos los diferentes tipos de transporte
que pueden experimentar las particulas sujetas a potenciales periédicos y
asimétricos. Comenzaremos con el caso sobreamortiguado (donde se despre-



cia el término inercial) y estudiaremos el movimiento unidireccional de las
particulas a través del potencial. Posteriormente, introduciremos el término
inercial y, a diferencia del caso anterior, notaremos una inversién en la co-
rriente, es decir, las particulas podrin moverse hacia ambos lados en el po-
tencial. Para concluir mencionaremos las caracteristicas mds importantes en
la corriente cuando se introduce ruido.

En el capftulo cuarto, se describirdn los resultados numéricos obtenidos
para el problema del transporte de las particulas en estos potenciales asimétricos
cuando la dindmica que gobierna su comportamiento se transforma de periodica
en cadtica. Veremos, que este sistema tiene una dinamica muy rica y da
lugar a diagramas de bifurcacién, ciclos limite y atractores extrafios. La im-
portancia de este andlisis radica en que, actualmente, no se han estudiado
ampliamente este tipo de problemas con un enfoque puramente determinista.

En este trabajo, se mostraria que bajo estas condiciones, podemos encon-
trar una inversién de la corriente y que las partfculas pueden observar un
comportamiento difusivo tanto normal como anémalo.

Finalmente, me gustaria expresar mi mas sincero agradecimiento al Dr.
Mateos por haber dirigido este trabajo de tesis.



1 Potenciales de Rueda Dentada

1.1 Introduccién

En este capitulo introduciremos el concepto de motor molecular y explicare-
mos el papel que juega en la fisiologia celular. Con la idea de entender los
motores moleculares, abordaremos una discusién hecha por R. Feynman, en
la que establece las condiciones bajo las cuales es posible extraer trabajo
del movimiento browniano. Finalmente, se revisardn una serie de trabajos
donde se intenta explicar el comportamiento de una particula browniana en
un régimen sobreamortiguado sujeta a un potencial periddico y asimétrico.

1.2 Proteinas Motoras

A través de la historia de la cvolucién biolégica, las células eucariontes han
desarrollado una enorme complejidad en sus funciones y estructuras.

Su habilidad para adoptar una gran variedad de formas, y llevar a cabo
movimientos coordinados y dirigidos, ha dependido de una red compleja de
filamentos proteinicos que se extiende a lo largo de todo el citoplasma. Esta
red es conocida como el citoesqueleto celular {1].

La diversidad de actividades del citoesqueleto depende solamente de tres
tipos de filamentos protefnicos: filamentos de actina, microtiibulos y filamen-
tos intermedios:

Los filamentos de actina, también conocidos como microfilamentos, son
dos polimeros de actina enrollados. Tienen estructura flexible con un didmetro
de 5 a 9 nm y estdn organizados dentro de una variedad de paquetes lineales,
redes en dos dimensiones y geles tridimensionales. A pesar de que los fila-
mentos de actina estdn dispersados en toda la célula, se encuentran princi-
palmente concentrados en la corteza, justo debajo de la membrana pldsmica
(fig. 1.1).

Los microtibulos son cilindros huecos largos hechos de tubulina; con un
didmetro exterior de 25 nm son mucho maés rigidos que los filamentos de
actina. Los microtibulos son largos y rectos y tipicamente tiecnen un extremo
unido al centrosoma (centro de organizacién de los microtiibulos) como se
muestra en la figura (1.2) [1].

Los filamentos intermedios son fibras con un didmetro de alrededor de 10
nin, estdn hechos de protefnas que constituyen una gran familia heterogénea.



Un tipo de filamentos intermedios forma la red llamada ldmina nuclear, justo
detréds de la membrana nuclear interna. Otros tipos se extienden a través del
citoplasma dando a las células firmeza mecdnica.

Cada tipo de filamentos estd formado de mondémeros protefnicos y da lu-
gar a una gran cantidad de proteinas accesorias, que le permiten participar
en una gran variedad de funciones en diferentes regiones de la célula. Algu-
nas de las protefnas asociadas se unen a los filamentos de algiin otro tipo de
componentes celulares tal como la membrana plasmaética. Otras controlan
dénde y cémo los filamentos de actina y los microtibulos son ensambla-
dos en la célula para regular la rapidez y extender su polimerizacién. Adudn
mas, las proteinas asociadas interactiian con los filamentos para producir
movimientos; los dos ejemplos mejor entendidos son la contraccién muscular,
que depende de los filamentos de actina; y el movimiento de los cilios que
depende de los microtiibulas.

Existen proteinas motoras dentro de las células que se desplazan sobre
el citoesqueleto y ayudan a realizar todo tipo de funciones esencijales: trans-
portan sustancias quimicas a través de la célula, ayudan a mover y ordenar
los cromosomas en la divisén celular, proveen movilidad a células completas
impulsadas por cilios y flagelos, mueven los musculos y por lo tanto a los
organismos completos.

El primer motor proteinico que se descubrié fue la miosina, una proteina
que se mueve a lo largo de los filamentos de actina y es especialmente abun-
dante en el sistema muscular. Otros tipos de miosinas fueron descubiertos
posteriormente en células no musculares.

Las protefnas motoras que se mueven a través de los microtibulos son
distintas de las miosinas y pertenecen a otras dos familias (fig 1.3): la cinesina
que generalmente se mueve hacia el lado positivo del microtibulo (alejandose
del centrosoma) y las dineinas que se mueven en direccién opuesta (hacia el
centrosoma). Como las miosinas, cada protefina motora lleva diferente carga
cuando se mueve.

El tamaifio tipico de estos motores ensamblados es como de 20 nm [1].
Esto es aproximadamente 30 veces menor que la longitud de onda de la
luz visible, y, atin bajo el microseépio electrénico, su estructura dificilmente
puede ser distinguida.

Todos estos motores consumen moléculas de trifosfato de adenosina (ATP,
de sus siglas en inglés) para moverse. El ATP es una molécula importante
para el transporte de energia dentro de las células; la energia es almacenada
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en los enlaces de fosfato y es liberada cuando cl enlace se hidroliza, en una
reaccion del tipo ATP + H20 — ADP + P + Energia. Sin embargo, atin no se
ha entendido claramente como la reaccién quimica puede crear un gradiente
espacial que defina una direccién preferente de movimiento[1].

A pesar de que las tres principales subunidades de polimeros en el citoesque-
leto, asf como muchas de las protefnas accesorias han sido aisladas y sus se-
cuencias de aminodcidos determinadas, ha sido muy dificil establecer como
esas proteinas funcionan en la célula. Ademséds la complejidad que surge
cuando un gran ndmero de proteinas son consideradas, dos caracteristicas
generales hacen que el citoesqueleto sea dificil de entender. Primero, la
funcién del citoesqueleto depende de ensambles complejos de protefnas, las
cuales se unen en grupos cooperativos a los filamentos. Es relativamente
directo examinar los efectos de un filamento de una sola protefna accesoria,
pero mas complicado los efectos de una mezcla de varios tipos de proteinas.
Este problema no es tinico del citoesqueleto, pero es especialmente delicado
aqui. Segundo, las funciones del citoesqueleto son mias dificiles de analizar
que las funciones de otros grandes complejos de proteinas. Los procesos de
sintesis de RNA y DNA, por ejemplo, que involucran la formacién de nuevos
polimeros lleva consigo enlaces covalentes, que pueden ser rapidamente anal-
izados in wvitro, en parte, porque los productos de las reacciones in vitro son
msés facilmente medidos y comparados con sus correspondientes productos
hechos por la célula. El citoesqueleto, en contraste, ejerce fuerzas y ge-
nera movimientos sin gran cambio qufmico. Esto hace particularmente dificil
analizar las funciones del sistema citoesquelético que han sido reconstruidas
in vitro por sus componentes purificados.

Para comprender como trabajan las proteinas motoras, debemos tener
en mente que viven en un mundo diferente al nuestro: no son lo suficiente-
mente pequefias para considerarlas como particulas cudnticas, ni atn para
que puedan tener un camino libre medio, por el contrario, son lo suficien-
temente pequciias para sentir fuertemente el bombardeo browniano. Este
régimen lo denotaremos como régimen brownianof2].

1.3 La rueda dentada

En esta seccién, como un primer intento para entender las proteinas motoras,
introduciremos una construccién termodinimica propuesta por Feynman so-
bre una rucda dentada en el régimen browniano.
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Feynman (3, 4], explica las condiciones bajo las cuales ¢s posible obtener
un trabajo neto a partir del movimiento browniano. Su razonamiento es
como sigue:

Supongamos que construimos un dispositive que solamente pueda girar
en un sentido, por ejemplo, una rueda dentada con su trinquete (fig. 1.4). La
rueda posee itnas muescas, que, por un lado tienen un corte vertical, mientras
que por €l otro, son redondeadas. La rueda se halla sobre un eje y existe un
retén con muelle que lo mantiene apoyado.

Tendremos que la rueda puede girar en un sentido. Si se la intenta hacer
girar en el otro, las partes verticales de los dientes son detenidas y la rueda
no avanzard, mientras que en el sentido contrario, todo girari suavemente.

Conectemos la rueda con un eje que lleva acopladas cuatro aspas como
se muestra cn la figura (1.5). Supongamos que las aspas estdan inmersas en
una atmdsfera de gas y son continuamente bombardeadas de forma irregular
por las moléculas del gas, de manera que unas veces son empujadas en un
sentido y otras veces en el contrario.

Cuando las aspas son empujadas en uno de los dos sentidos, el retén
no permite que giren, mientras que, cuando son empujadas en el opuesto,
el eje y la rueda giran continuamente y, por lo tanto, logramos un mecan-
ismo aparente de movimiento perpetuo. Esto es debido a que la rueda y el
trinquete siguen un movimiento irreversible.

Pero veiAmoslo con mds detalle. El mecanismo funciona de forma que
cuando la rueda gira en una direccién levanta al retén que vuelve a caer sobre
la. muesca. El retén vuclve a saltar y, de ser éste perfectamente eldstico, va
ir saltando y saltando y la rueda irda girando a medida que el retén vaya
levantandose. Sin embargo, este mecanismo no funcionard a menos que el
retén efectivamente impida a la rueda girar en un sentido y no en el otro.
Si el retén salta y retiene la rueda, deberd producirse una resistencia, una
friccién que generard calor, con lo que la rueda ird poniendose mds y mds
caliente. Pero al alcanzar una determinada temperatura empieza a ocurrir un
nuevo fenédmeno. De la misma manera gue existe un movimiento browniano,
un movimiento irregular del gas alrededor de las aspas, sea cual fuere el
material del que estéi construido el aparato, éste, al ir calentdndose, empezari
a moverse de manera mads irregular. Llegard un momento en que la rueda
estarid tan caliente que el retén se moverd debido simplemente al movimiento
de las moléculas de su interior, es decir, debido a lo mismo que hace mover
las aspas. El retén saltard sobre la rueda hacia arriba y hacia abajo y como
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estari tanto tiempo bajado como levantado los dientes de la rueda se moveridn
tanto en un sentido como en otro.

Supongamos ahora que la temperatura de lag aspas es T} y la temperatura
de las ruedas es 73, donde T3 > T,. Debido a que la rueda estd& mas fria y
las fluct i del tri son menos probables, serd muy dificil para el
trinquete tener la energia suficiente para levantarse y saltar a la siguiente
muesca. Dada la alta temperatura T}, las aspas frecuer tendrén la
energia nd ia para le tar el trinquete a la punta del diente, por lo tanto,
€l dispositivo ird en una sola direccién como fue disefiado. Es f4cil demostrar
[4] que con este dispositivo pueden levantarse pesas debido a que las fluctua-

ciones brownianas hacen que la miquina se mueva preferencialmente en un
sentido que en otro.

1.4 Transporte en potenciales tipo rueda dentada

A principios este siglo, Marian von Smoluchowski [5}, mostré que en ausen-
cia de una creatura superinteligente, es decir, un demonio de Maxwell, una
corriente neta, tal y como aparece en la rueda dem:ada de Feynman no
tendria lugar. Esta sit i6n cambia drasti ia de fuerzas
fuera de equilibrio. En un potencial de rueda dentada que es periédico pero
que carece de simetria, se pueden rectificar fluctuaciones fuera de equilibrio
creando una corriente neta. En otras palabras, con un sistema de rueda
dentada podemos mover particulas con una velocidad diferente de cero en
ausencia de fuerzas macroscépicas dirigidas, tales como, gradientes de po-
tencial eléctrico, térmico o qufmico.

Estrictamente, definiremos un sistema del tipo rueda dentada como un
gistema que puede tranaportar particulas en una estructura periédica con
una velocidad macroscépica diferente de cero, a pesar de que en promedio.
ninguna fuerza macroscépica esté actuando.

Como un ejemplo, consideremos un potencial periédico y simétrico, apli-
cado perfodicamente durante un semiperfodo y apagado durante el siguiente,
como se muestra en la figura (1.6).

Una distribucién de particulas se encuentra inicialmente en un mfnimo,
cuando el potencial estd prendido. Al apagarse el pc jal, la distribucié

de particulas comenzari a dispersarse simétricamente a ambos lados del po-
tencial.

Cuando el potencial es prendido nuevamente, una parte de la distribucién
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se encontrard en el mfnimo de la izquierda, apareciendo asf, una corriente
dirigida hacia la izquierda.

Estos sistemas han sido estudiados extensamente en la literatura, debido
a su conexién con el problema del movimiento de las proteinas motoras. A su
vez, han sucitado una serie de experimentos que concuerdan cualitativamente
con los modelos.

Una caracterizacién {6] completa de todas las variantes alrededor de estos
sistemas es de la siguicnte forma:

i) Una primera clasc de sistemas son aquellos cuyos potenciales se estédn
prendiendo y apagando, como el del ejemplo anterior. Aquf las particulas ex-
perimentan un perfil de energfa fluctuante, es decir, el potencial se “prende’
¥ se “apaga” durante intervalos discretos de tiempo({7-8].

ii) Otra clase, como se estudiard m4s adelante, son aquellas en las que las
particulas estdn moviendose en un potencial periédico y asimétrico sujetas
a fuerzas con promedios espaciales y temporales iguales a cero. Existen tres
subclases:

(a) Oscilatorios:

En el cual las particulas experimentan la accién de
fucrzas espacialmente uniformes y periédicas y deterministas en el tiempo({9-
14).

(b) Difusivas: Cuando son forzadas por un coeficiente de difusién periédico
en el tiempo y uniformes en el espacio{l5].

{¢) Correlacién: Cuando son forzadas por fuerzas estocésticas uniforme-
mente espaciales con promedio cero{16].

Existe una gran variedad de trabajos relacionados a todas estas clases de
potenciales; cada uno presenta caracteristicas particulares en el transporte
de las particulas.

Hasta el momento, todos los sistemas estudiados poseen cualidades gene-
rales que creemos, son esenciales para el transporte:

i) Potencial asimétrico

ii) Fuerza externa (con promedio cero)

iii) Término disipativo

En el capitulo tres retomaremos estos sistemas y estudiaremos con detalle
las propiedades asociadas con la corriente.
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Fig. 1.1 En la fgura sc muestran de arriba abajo los microfilamentos, mi-
crotiibulos v los filamentos intermedios. A la derecha de¢ cada uno puede verse
su seccién transversal (tomado de {1}).




Tix. 1.2 Centrasoma celular. Los segpmentos saliontes indican las mirrofila-
mentos (tomado de {1]) -

KINESINS

PLUS
END

motor
adaptor
cargo

microtubule

DYNEINS

Fig. 1.3 Motores moleculares sohre un microtibulo. Las flechas indican la
direccién del movimiento (tomada de [1])



Fig. 1.4 Rueda dentada y trinquete (tomada de [3])

O<t<T72

x

Fig. 1.6 La figura muecstra la cvolucién de una distribucién de partfculas en
un potencial de “prendido y apagado” (tomado de ()]




2 Dinamica no Lineal y Caos en Potenciales
Simétricos
2.1 El Péndulo

En este capitulo revisaremos algunas herramientas ttiles en el estudio de los
sistemas dindmicos [17-20]: espacio fase, seccién de Poincaré, atractores y
diagramas de bifurcacién.

Se utilizarda el problema del péndulo como ejemplo para introducir los
conceptos por su estrecha relacién con el problema de la rueda dentada.

La ecuacién de movimiento del péndulo amortiguado y forzado estd dada
por
ml%i—": + 7%::— + mygsen(x) = Bcos(w,t) (2.1)
donde z es el dngulo que forma el péndulo respecto a la vertical, B la amplitud
de la fuerza externa, w, su frecuencia, <y es un factor relacionado con la
disipacién del sistema, m y { representan la longitud y masa del péndulo,

respectivamente (ver figura (2.1)).
Para reducir el ndimero de pardmetros hagamos las siguientes transfor-

maciones:
= ,/%: (2.2)
entonces
gz | [Gd=z - ,
mll 7= T WTar + mgsen(x) = Bcos(ws\/1/gt’) (2.3)
o bien o o B
. e Y [g _
preis P \/_l'—;ﬁ + sen(z) = -—mgoos(w,,/l/yt’) (2.4)

sean t =t’, 1/g = v/m+/gl, w = w,\/l/g ¥y A = B/mg sustituyendo cn (2.4)
obtenemos finalmente

d?x | ldz
iz + 7t + sen(z) = Acos(wt) (2.5)

El potencial del péndulo estd dado por V(z) = —V5(1 — cos(z)) ver figura

(2.2); para nuestro caso V5 = 1.



Este potencial es periédico y ademds simétrico, es decir, la derivada del
potencial en ambos lados del minimo es la misma.
Més adelante, en el capitulo 3, analizaremos el caso de potenciales periédi-

cos, pero asimétricos.

2.2 El espacio fase

Un sistema dindmico con V grados de libertad tiene 2/V coordenadas generali-
zadas: ¢i,¢2,...,qn. Las corrcspondientes variables candnicamente conju-
gadas son: p1,po,-...,pn. El espacio fase de este sistema estd formado por
estas 2/V variables y serd un espacio de dimensién 2/V.

En el caso que nos ocupa, tenemos Unicamente un grado de libertad, dado
que la coordenada generalizada z, representa el dngulo del péndulo respecto
a la vertical. La correspondiente variable canénicamente conjugada es mi2i.
Por lo tanto, el espacio fase del péndulo libre (no forzado) es bidimensional
¥y estd caracterizado por las variables (z, &).

Las 6rbitas trazadas en el espacio fase, usualmente, se las conoce como
trayectorias fase. Una importante caracteristica de¢ las trayectorias fase es
que dos 6rbitas nunca se cruzan. Esta propiedad es una consecuencia de la
unicidad de las soluciones de la ecuacién. Fisicamente, esta caracteristica
puede derivarse a partir del hecho de que el pasado y el futuro de un sis-
tema mecédnico esta completamente determinado si se conoce el estado del
sistema en un tiempo dado. Una ambigiiedad en los estados futuros y pasa-
dos podria surgir si las trayectorias se cruzaran, dejando, por lo tanto, al
sistema indeterminado.

Otra caracteristica importante es la conservacién de “dreas”. Esto sig-
nifica que todos los puntos situados en una regién del espacio fase, para un
tiempo dado, se moverdn de tal manera que, a un tiempo posterior, el drea
ocupada por estos puntos serd la misma. Esta caracteristica se ilustra en la
figura (2.3), donde hemos considerado que dz/dt = 0y A = 0 en la ecuacién
(2.7).
La propiedad de conservacién de drea en el espacio fase es una carac-
teristica de los sistemas conservativos.

A diferencia de los sistemas conservativos, para los sistemas dindmicos
disipativos el término de friccién esté presente (% # 0). En este caso el drea
en el espacio fase disminuye con el tiempo.



La contraccién de Areas se muestra en la figura (2.4). Se le conoce como
atractor puntual al punto donde convergen las érbitas.

Otros tipos de atractores [18] son conocidos como ciclos limite y se los
puede caracterizar de la siguiente manera: Supongamos una dindmica aco-
tada, un ciclo limite es una Srbita periédica cerrada en cuya vecindad las
érbitas convergen. Si las érbitas convergen cuando t — oo, entonces decimos
que es un ciclo limite estable y si, por el contrario, convergen a éste cuando
t — —oo decimos que es un ciclo limite inestable (fig 2.5).

En muchas ocasiones, la dindmica puede ser més complicada que un ci-
clo limite o un atractor puntual. Para ciertos valores de los pardmetros de
la ecuacién (2.5) podemos encontrar otro tipo de atractores conocidos como
atractores caéticos o extrafios. Un atractor caético [19], es un atractor para
el cual dos Srbitas cercanas permanecen acotadas pero divergen exponencial-
mente la una de la otra. Ademas, su estructura es tal que, para escalas mads
y mas finas, los patrones basicos se repiten consecutivamente. Esta autosi-
milaridad es una caracteristica de estos atractores extrabos. En la figura
(2.6) se muestra un atractor extrafio del péndulo. Tanto en este capitulo,
como a lo largo de la tesis, estaremos an: ‘izando exclusivamente el caso del
caos disipativo en el cual, como se menc oné, existen atractores.

2.3 Seccién de Poincaré??

Una técnica estandar concerniente al espacio de fase extendido (z, #,t) del
péndulo periédicamente forzado, es inspeccionar la proyeccién (x, ) cuando
t es un miltiplo de 7 = 2%, como se muestra en la figura (2.7). Aquf T es el
perfodo del forzamiento externo de la ecuacidén (2.5).

El resultado de inspeccionar las proyecciones de fase solo para tiempos
especificos ¢ = mT, es una secuencia de puntos en el plano (z, %), que rep-
resentan el mapeo de Poincaré, llamado asi en honor del gran matemaético
francés Henri Poincaré, quien exploré por primera vez esta técnica.

Frecuentemente es llamada una técnica estroboscdpica, por razones ob-
vias. Los movimientos transitorios aparecerédn como puntos esparcidos y la
emergencia de una solucién estable daria lugar a puntos fijos del mapeo.



2.4 Diagramas de bifurcacién

El espacio de fase y la seccién de Poincaré proveen informacién de la dindmica
del sistema para valores especificados de los parémetros. La dindmica puede
tambien ser vista més globalmente sobre un intervalo de valores de los pardme-
tros, permitiendo una comparacién de los comportamientos periddico y cadtico.
Los diagramas de bifurcacién poseen un resumen de la dindmica esencial y
son, por lo tanto, una herramienta 1itil (16-17].

En la figura (2.8) se ha graficado un diagrama de bifurcacién para el
péndulo con ¢ = 2 y w = 3/2. El eje horizontal corresponde a la amplitud
del forzamiento A, mientras que el vertical a la velocidad . Para explicar
el diagrama haremos uso de la secciéon de Poincaré. Puede observarse en la
grafica que cuando 0.8 < A < 1.0, el diagrama es una linea. La seccién de
Poincaré correspondiente a éstos puntos se verd como un solo punto, por lo
tanto, se tienen Srbitas de periodo uno. Cuando avanzamos sobre el diagrama
de bifurcaciones (incrementando A) nos encontraremos con un doblamiento
de perfodo, es decir, la dindmica pasa de ser de perfodo uno a periodo dos y
en la seccién de Poincaré apareceran dos puntos, en lugar de uno. De manera
analoga, cada una de éstas trayectorias experimentard, para un cierto valor
de A, un nuevo doblamiento de perfodo, obteniendo as{, érbitas de periodo
cuatro, posteriormente de periodo ocho, dieciseis, etc.

Para un cierto valor critico de A, la dindmica pasara de tener 6rbitas con
perfodos finitos a Srbitas de perfodos infinitos, es decir, aperfodicas. Para
valores de A mayores al critico, el sisterna presenta una dindmica cadtica.
Este paso de una dindmica periédica a una cadtica duplicando el perfodo se
le conoce como “ruta al caos por doblamiento de perfodo.

En la figura (2.8), podemos observar que para un cierto valor de A la
dindmica cadtica cambia abrutamente a periédica. Las regiones en los dia-
gramas de bifurcacién donde sucede este fenémeno son conocidas como “ven-
tanas”. En la figura se observa una ventana para A == 1.12 con érbitas de
perfodo tres. De manera inversa, cuando la dindmica pasa de ser periddica
a cadtica repentinamente, decimos que una bifurcacién tangente ha ocur-
rido{19, 20}.
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2.5 Una caracterizacién del caos?!

Mi4s adelante, estaremos interesados en caracterizar la dindmica que presen-
tan las partfculas en los potenciales de rueda dentada. Diremos que tienen
una dindmica cadtica, si podemos observar las siguientes propiedades:

1) Aperiédico, lo cual significa que el estado de un sistema nunca se repite
en dos ocasiones. A pesar de que las simulaciones en la computadora o las
iteraciones gréficas siempre dejan alguna duda del comportamiento periédico
del sistema, la presencia de largos ciclos o de una dindmica aperiédica en las
simulaciones es una evidencia parcial del caos.

2) Acotado, que significa que para iteraciones sucesivas, las variables que
caracterizan el sistema (en nuesrto caso x y #) permanecen en un intervalo
de valores y nunca sc¢ aproximan a $oo

3) Determinista, es decir, existe una regla definida sin términos azarosos
gobernando la dindrnica.

4) Sensibilidad ante condiciones iniciales, implica que dos puntos inicial-
mente cercanos se alejardn en forma exponencial en el tiempo. Este es un
aspecto esencial del caos. Quicre decir que somos capaces de predecir que
sucederd para tiempos cortos, pero para tiempos largos la prediccién serd
imposible debido a que nunca podemos estar completamente seguros de los
valores exactos de las condiciones iniciales de cualquier sistema real.

En este trabajo estaremos interesados \inicamente en caos disipativo.

2.6 La corriente

En el futuro, estaremos interesados en caracterizar el comportamiento prome-
dio de las partfculas. Comenzaremos definiendo el promedio de ensamble de
un sistema como:

1 N
@) = 773 #:(0)
i=1

El promedio de ensamble se realiza de la siguiente manera: se escogen N
condiciones iniciales para la ecuacién del péndulo, de manera tal que su
promedio (tanto de velocidades como de posiciones iniciales) es cero. Una
vez que se deja evolucionar el sistema a un tiempo tg se promedian todas las
vel~cidades correspondientes a ese tiempo obteniendo (Z(Zo)), ¥ asi sucesiva-

mente para diferentes tiempos.
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Se definird la corriente J de un sistema como el siguniente promedio:
1 {(m+n)r

= (nr)Jms

donde 7 = 27 /w representa el perfodo de la fuerza externa; mm, n son dos
nimeros enteros.

En la figura (2.9) se muestra un diagrama del promedio de ensamble
{#(t)) contra el tiempo. Puede notarse, que después de un transitorio, la
corriente se hace cero, la explicacién es como sigue: Supongamos que una
particula se encuentra en el potencial al tiempo ¢t. La accién de la fuerza
externa es inclinar el potencial hacia un lado y hacia el otro (ya que la fuerza
es periodica). Entonces, en un semiperiodo el potencial se inclinard hacia un
lado haciendo que la particula se desplace en una direccién. En el siguiente
semiperiodo, el potencial se inclinard hacia el lado contrario y la partfcula
se movera, en esta ocasién, en la direccién opuesta. Debido a la simetria
del potencial y de la fuerza externa, no hay una direccién privilegiada del
movimiento, por lo tanto, en promedio la partfcula no se desplazari.

{(£(¢)) dt
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Fig. 2.1 Péndulo rigido con fuerzas actuando sobre él (tomado de [20])
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Fig. 2.3 Conservacién de dreas en el espacio fase (tomado de {17]).

Fig. 2.4 Contraccién dec dreas en cl espacio fasc (tomado de (17)).



Fig. 2.6 Atractor extraiio del péndulo g = 4, 4 = 1.5,w = 3/2
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Fig. 2.8 Digrama de bifurcacién del péndulo w = 3/2, g = 2 (tomado de [a7h
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3 Transporte en Potenciales Asimétricos

3.1 Transporte en ausencia de ruido

En esta seccién estudiaremos el transporte en potenciales periédicos y asimétricos
en ausencia de ruido. Nuestra discusién estard basada principalmente en los
trabajos de R. Bartussek et al. [22] y Ajdari et al. [23].

Consideremos una. particula en un potencial periédico y simétrico bajo la
accion de una fuerza externa simétrica en el tiempo, cuyo promedio temporal
es cero. Puede mostrarse fdcilmente [6] que la particula permanecerd, en
promedio, en un lugar fijo.

Cuando se presenta un rompimiento en la simnetria temgporal de la fuerza
externa o en la simetria espacial del potencial, la evolucién de la particula
en el tiempo resultard en una corriente macroscépica con promedio temporal
diferente de cero.

A diferencia del capitulo anterior, consideremos ahora la dindmica de una
particula de masa m sujeta a una fuerza debida a un potencial unidimensional
perfodico V' (z) con periodo L, es decir, V(z) = V(z+L). Sin embargo, ahora
este potencial es asimétrico, como se muestra en la figura (3.1). Para este
potencial tendremos la forma:

V(z) = % [sen(kz) + %3611(21(:::)] (3.1)

donde & = 2%,
La particula ademads estd sujeta a una fuerza externa oscilante de la forma

F(t) = Asen(wt) Esta fuerza es periédica, y su promedio temporal es cero.
La ecuacién de movimiento estd dada por:

&+ v+ O [V(z) — xF(t)) =0
donde v+ es una fuerza de friccién. Si suponemos que <yi > i entonces

i+ 8 [V(z) — =F(t)] = 0 (3.3)

(3.2)

Dado que no tenemos ruido, la ecuacién es determinista.
Supongamos ahora A = 0, la corriente se anula (véasc 2.5) debido a la

presencia de la disipacién.
En la fig. (3.2a, b) se ilustran algunas trayectorias deterministas x(¢).

Una mirada a las grificas revela que la dindmica determinista es, por si sola,

13




un problema no trivial. Primeramente, para grandes A no necesariamente
implica una corriente J grande. Segundo, para una scleccién especial de los
pardmetros (A = 3,w = 7) uno pucde encontrar dos trayectorias estables.
Por lo tanto, diferentes condiciones iniciales pueden resultar en diferentes
cuencas de atraccién para la solucién x(¢). En la figura (3.2b) puede verse
que la trayectoria 1 esté centrada en un minimo, mientras que la trayectoria
2 se localiza alrededor del maximo del potencial.

En la figura (3.1) se muestra el potencial V(x). La accién de la fuerza
externa (véase caitulo 4), hard que el potencial, oscile arriba y abajo mante-
niendo fijo el origen. Para las figuras (3.2a, b), podemos observar que la cor-
riente no cambia de signo. Ademads, la aparicién de la corriente corresponde
a un valor de la amplitud de la fuerza externa A,., = 0.75 cuya accién sobre
el potencial es permitir que la partfcula pase de un pozo del potencial a otro
pozo hacia el lado en el cual la pendiente del potencial es minima (derecha).

El méximo de la corriente se obtiene para una amplitud de Agaz = 1.5 en

la cual las particulas estin en el umbral de vencer la pendiente méxima del

potencial. Tedricamente y numéricamente uno obtiene que Aper = 1.5 y
in = 0.75

Para A > Apna.: la particula podrd moverse en ambas direcciones. Esto
hace posible una corriente méaxima alrededor de Az

Otra propiedad intrigante de la corriente determinista es la cuantizacién
del tamafio de los escalones en unidades de % Claramente, cn el limite
asintético, donde # es una funcidn periédica de ¢t con periodo T, la posicién
de la particula al tiempo ¢ difiere de la posicién al tiempo ¢ + T por un
muiltiplo entero de L, esto inmediatamente implica una cuantizacién.

Finalmente mencionaremos la propiedad de distancia y ancho de los
escalones. Entenderemos por distancia la medida desde la aparicién de un
escalén hasta la aparicién del siguiente escalén. Las simulaciones hechas por
Bartussek et al muestran una distancia constante en cada escalén, mientras
que sus anchos decrecen monotdnicamente dentro de una corriente constante
como es mostrado en la figura(3.3b).

Por otro lado, si se rompe la simetrfa temporal en la fuerza externa,
es decir, F(t) = F(t+ 1)y F(t) # —F( + %) donde T es el perfodo, se
experimenta una corricente diferente de cero. Adjari et al. [23] han estudiado
en -etalle este caso.
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3.2 Transporte cadtico: efectos del término inercial

Cuando el término inercial cs considerado, es decir, & # O puede observarse
que aparecen nuevas propicdades en el transporte: las trayectorias pueden
ser cadticas ademss de presentar un cambio neto en la direccién del flujo.

Jung et al. |24)] caracterizan esta nueva dindmica utilizando cumulantes
para distinguir el comportamiento periddico del caético. Muestra que el
primer cumulante de la densidad de probabilidad de las particulas describe
una corriente estacioneria que exhibe cambios en su sentido cuando se in-
crementa la amplitud del forzamicnto, mientra que el segundo cumulante
establece una medida de su invariancia. Finalmente, muestra que el trans-
porte cadtico exhibe un comportamiento de escalamiento gaussiano.

3.3 Transporte Browniano

En este capitulo hemos considerado la ecuacién

€x + & = —8:[V(2) — zF(t)] 3.4

Vemos que cuando Z = O se puede obtener una corriente neta si existe
un rompimiento en la simetria temporal o espacial del potencial o la fuerza
externa respectivamente.

Estos trabajos difieren del resto en el hecho de que se trata de una
dindmica determinista y no hay ruido. Sin embargo, estos mismos autores
analizan el caso en que el ruido estd presente y el término inercial es despre-
ciable. En este caso, una de las diferencias es que puede ocurrir una inversién
de corriente. Es decir, si tenemos ruido entonces la ecuacién que resulta es

& = —8,[V(z) — zF(t)] + £(t) 3.5

donde £(t) es un ruido blanco gaussiano.
En el siguiente capftulo mostraremos que ain en ausencia de ruido, pero

considerando el término inercial podemos encontrar una inversién de co-
rriente.
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4 Transporte Cadtico en Potenciales Asimétricos

4.1 Introduccién

En este capitulo se describirdn los resultados numeéricos que fueron obtenidos
en el estudio de la ecuacién

€& + &+ Oz[V(z) — zF(t)] =0 (4.1a)

donde V' (x) = %[sen(kz) + isen(2kz)] con k = 2m, es el potencial al que se
encuentra sometido la particula y F(t) = Asen(wt) la fuerza externa. En
todo el capitulo consideraremos que w = 0.25.

Posteriormente, serd 1itil tener la ecuacién (4.1a) en la siguiente forma:

&% + & + V'(z) = F(t) (4.15)

4.2 Amnadlisis del Comportamiento del Potencial y la
Fuerza Externa

Consideremos €l lado derecho de la ecuacién (4.1a)
BV (X) — zF(2)] (4.2)

En la figura (4.1) se ha graficado el potencial V(z) contra z. El efecto
de sumar dos senos con diferentes amplitudes y frecuencias ha creado una
asimetria respecto al origen en el potencial.

Fijémonos cn un minimo del potencial. A la derecha del minimo el po-
tencial tiene una pendiente positiva, llamemos V,,:n al valor absoluto de la
pendiente méixima de esa pared del potencial. Numéricamente encontramos
que V,;» = 0.83. De manera ansloga, llamemos V.., al valor absoluto del
méximo de la pendiente de la pared izquierda del potencial, tenemos que
Vinez = 1.5. Consideremos ahora los términos V(z) — xF(t); el cfecto de la
fuerza externa sobre V(z) es hacerlo oscilar respecto al origen. En la figura
(4.2) se muestra V(z) — oF'(t) cuando la amplitud de la fuerza externa A
vale 0.83. Nétese que para cste valor de la pendiente V,,;, practicamente vale
cern.

Une situacién andloga se exhibe en la figura (4.3) en donde A = 1.5.
Vemos que el valor de V., es cercano a cero.
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Los valores de A = 0.83 y A = 1.5, son muy importantes ya quc para ellos
una particula en el potencial podra practicamente desplazarse a la derecha o
a la izquierda respectivamente.

4.3 La Corriente Promedio

En la figura (4.4) se muestra una grifica de la corriente promedio J (véase
la seccién 2.6) contra la amplitud del forzamiento. Tomemos € = 0.5, puede
observarse que la figura presenta la forma de una escalera. Para valores
de 0 < A < 0.8 la corriente cs cero. Esto puede ser facilmente explicado:
El efecto de la fuerza externa es hacer oscilar el potencial, pero, debido a
que sus amplitudes son pequceiias, las particulas permanecerdn en los pozos
del potencial sin poder “brincar” de uno a otro, por lo tanto, no habra un
desplazamiento neto de las particulas en el potencial y J = 0.

Cuando A es un poco mayor se presenta un fendémeno importante: la
corriente deja de ser cero. Nétese que este valor de la amplitud es tal que
Viin == 0 y las particulas pueden moverse hacia el lado derecho del potencial.

LPorqué se presenta un maximo en la escalera? Cuando A varfa de 0.8 a
1.5 las particulas solamente pueden moverse hacia la derecha del potencial,
ya que la amplitud de la fuerza externa no es lo suficicntemente grande para
que las particulas puedan “vencer” la pared izquierda del potencial. Cuando
A = 1.5 las particulas comenzaran a moverse hacia ambos lados del poten-
cial. Conforme A siga aumentando, el potencial comenzard a presentarles
menos resistencia y en cada oscilacién viajaran tanto a la izquierda como a
la derecha, por lo que J, al ser promedio, disminuye.

Para valores de A > 4 encontramos que la corriente fluctua sobre una
linea base, como es mostrado en la figura (4.4).

Finalmente, como se discutié en el capitulo 3, uno puede observar una
cuantizacién en la corriente. Esto se debe a que la particula durante un
perfodo “salta” un mimero fijo de pozos.

4.4 Anadlisis de trayectorias y espacio fase

En las figuras (4.5-7) se muestran las grdficas de la posicién contra el tiempo,
1a velocidad como funcién del tiempo y el espacio fase, respectivamente, para
A = 1.3 y ¢ = 0.5 Puede verse en la grifica (4.4) que para éstos pardmetros
la dindmica corresponde al séptimo escalén del lado izquierdo de la escalera.
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Utilizando el método de minimos cuadrados se calculé la pendiente de la recta
que mejor ajusta la curva en la figura (4.5), obteniendo un valor de aproxi-
mado de 7, consistente con el valor promedio. Se ve que para un semiperiodo
la particula avanzard mientras que para el otro semiperfodo permaneceri
pricticamente inmdévil (Para este valor de la amplitud de la fuerza externa,
todavia no se puede rebasar la pendiente izquierda del potencial).

Otra manera de caracterizar la 6érbita particular, puede ser a partir de la
grifica de & contra ¢ (fig. 4.6).

La grafica presenta una serie de picos. Hagamos ciertas consideraciones
para poder explicarlos: si el término disipativo £ es comparable con el forza-
miento F(t), entonces podemos considerar que la energfa total del sistema
esta fluctuando alrededor de una constante £, ya que la energia que se pierde
debido a la disipacién, se compensa con la que recibe del exterior. (Cuando
analicemos el espacio fase, veremos que esta hipétesis es correcta). Ten-
dremos que la energia cinética 7" de la particula y su energfa potencial ¥V van
a satisfacer que:

T+V=EFE.

Entonces, cada vez que la particula “salte” un pozo veremos que su veloci-
dad presentarid un minimo relativo (ya que la energfa del sistema es aproxi-
madamente una constante). En la figura podemos contar 7 minimos, lo que
significa que en cada periodo la particula se desplazard 7 pozos, acorde a lo
anterior.

El cspacio fase es mostrado en la figura (4.7). Nétese que la separacién
entre cada minimo reclativo de la velocidad corresponde exactamente a la
separacién entre dos pozos contiguos del potencial, validando asi nuestra
hipétesis.

Puede observarse en la figura. oscilaciones alrededor del cero, éstas corres-
ponden al semiperiodo cuando esté inclinado y no logra superar la pendiente
méxima. Como la particula no posee la suficiente energia para cruzar los
méaximos de la izquierda del potencial, se quedard oscilando en un pozo.
Esto corresponde a las partes planas en la figura (4.5).

4.5 Atractores Extrafios

Al r incrementando los valores de la amplitud de forzamiento A la dindmica
del sistema deja de ser periddica para transformase en caética.
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Las figuras (4.8 y 9) muestran un atractor extrafio para los valores de
A = 15, w = 025 y € = 0.25. Dado que el potencial tiene periodo L,
tomaremos la variable z en forma acotada, identificando z con = + L, es
decir, tomaremos un mapeo con x médulo L.

La figura (4.8) sugiere la existencias de dos atractores, es probable que la
competencia entre ellos de lugar a bifurcaciones tangentes.

Una ampliacién del atractor se muestra en la figura (4.9). Nétese que el
atractor presenta una estructura autosimilar.

4.6 Diagramas de bifurcacién

En la figura (4.10) se muestra un diagrama de bifurcacién. Varios comentar-
ios pueden hacerse después de analizar la griafica:

1) Para valores de la amplitud A desde O hasta 1.5 la dindmica es periédica.

2) A partir de 1.5 aparece un cambio brusco en la dindmica y pasa de ser
periédica a cadética. Este fenémeno es conocido como bifurcacién tangente
[18}.

3) El valor de la amplitud A = 1.5 no es arbitrario, sino que, corresponde
con el valor méaximo de la corriente y el punto para el cual todas las particulas
en una oscilacién pueden viajar hacia ambos lados del potencial. Este valor,
estA estrechamente ligado con la forma del potencial.

La figura (4.11) muestra una ampliacién del diagrama de bifurcacién.
Puede observarse que la bifurcacién tangente no es la tinica ruta al caos que
presenta la dindmica del sistema, sino también por doblamiento de periodo.

Puede también apreciarse la aparicién de bifurcaciones invertidas en la
dindmica. Este comportamiento aparece cn el caso del péndulo (ver fig.
(2.8)).

Las ventanas, otra caracteristica de los diagramas de bifurcacién donde
la dindmica pasa de ser cadtica a periodica, aparecen muy a menudo en esta
dindmica a todas las escalas. Compdrese el diagrama de bifurcacién con su
ampliacién.

4.7 Transporte normal y anémalo

Hemos encontrado en las figuras (4.12 y 13) que las particulas en estos po-
tenciales presentan un transporte difusivo normal y anémalo dependiendo
del valor de los parametros.
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En la figura (4.12), se muestra la gréafica del 12({z?)) como funcién de
in(t), la pendiente de la recta para valores asintéticos es aproximadamente
dos; de aquf puede concluirse que (r?) o t? para tiempos grandes, cs de-
cir, la dindmica corresponde a un proceso difusién anémala o superdifusivo.
Cuando la masa de la partfcula es aumentada de € = 1 a € = 120 (fig. 4.13)
obtenemos que el valor del exponente es cercano a 1 y la particula presenta
un comportamiento difusivo normal, es decir, {(z2?) == t.

i
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P
|
{
i
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Fig. 4.1 Potencial V() = [sen(kx) + sen(2kz)/k}/k contra x.
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Fig. 4.2 Gréfica del potencial V(x)-+zF(t) para una amplitud de forzamiento
A=0.83
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Fig. 4.3 Gréifica del potencial V(x)+xF(t) para una amplitud de forzemiento
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Fig. 4.5 Gréfica de la posicién contra €l tiempo € = 0.5

Fig.

4.6 Gréfica de la velocidad contra ¢l tiempo € = 0.5
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5 Conclusiones

E! movimiento de las proteinas motoras a través del citoesqueleto celular, ha
motivado una gran cantidad de trabajos, dentro de los cuales se encuentra
nuestro estudio. En el trabajo hemos estudiado, el comportamiento de las
particulas en potenciales periodicos y asimétricos cuando son sometidas a la
accién de una fuerza externa cuyo promedio temporal es cero. A diferencia
de la mayorfa de los trabajos existentes en la literatura, se ha puesto énfasis
en un enfoque puramente determinista, por ser un caso poco estudiado.

Hasta el momento, los resultados de las simulaciones numéricas han es-
tablecido que las condiciones necesarias para que pueda existir un transporte
diferente de cero son:

i} Asimetria espacial en el potencial, ya que, como se describié en el capitulo
dos, una simetrifa en el potencial causaria necesariamente una corriente igual
a cero.

ii) Forzamiento externo, ya que de ser cero, el sistema unicamente estaria
disipando energfa y la dinamica se reducirfa, después de un tiempo finito, a
un punto.

iif) Si el término disipativo fuera cero, el sistema podria acoplarse con la
fuerza externa y permanecer oscilando después de un transitorio.

En nuestro sistema, a partir de un valor critico de la amplitud de forza-
miento, para la cual la partfcula puede vencer el potencial, obtendremos una
corriente diferente de cero. Es importante mencionar que la corriente (fig.
(4.4)), presenta estados ‘“cuantizados”, esto es debido a que, después de una
perfodo del forzamiento externo, la particula se mueve un niimero entero de
pozos en el potencial. Como se explicé en el capfitulo 4, el estudio de una
Srbita particular, puede ofrecer una explicacién factible del comportamiento
de la corriente.

Otro caso interesante de mencionar, cuando la corriente es diferente de
cero, es que el sistema presenta una dindmica periodica o caética, dependi-
endo del valor de los parametros. Las rutas al caos que presenta el sistema
pueden ser por doblamiento de periodo o por bifurcaciones tangentes. Como
se mostré en el capitulo 4, cuando tenemos érbitas cadticas, la dindmica del
sistema esta atrapada en un atractor extraiio.

Si consideramos la dinémica del sistema tomando en cuenta la periodici-
daa del potencial, vemos que en el caso caético, a diferencia del periédico,
los posibles valores que puede asumir la velocidad, dada una posicién fija en
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el potencial, pertenecen a un conjunto de Cantor.

Como fue mencionado en el capftulo 3, la inversién en la corriente aparece
cuando se introduce, ademis de la fuerza externa, ruido. En nuestro caso, que
es determinista, aparece nuevamente una inversién en la corriente. La justi-
ficacién de dicho fenédmeno, es que el caos intrinseco que se estd generando,
juega el papel del ruido externo.

Finalmente, encontramos que para valores muy pequeiios de la masa (¢ <
1) el transporte que presentan la partfculas es superdifusivo, es decir, ({(z?) =
t?). Cuando el valor de la masa se incrementa lo suficiente, (e 3 1), las
particulas experimentardn un proceso difusivo normal({z?) = t).
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