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lNTRODUCCION 

INTRODUCCIÓN 

_.o.,. lo largo de los años hemos aprendido que las n1atemáticas sirven para 

tener precisión en tas cosas. En ese afán de búsquecb de ta precisión hemos 

intcnUJ:do sic1npre ajustar las cosas del inundo real a modelos n1ate111:iticos precisos. 

Debido a lo anterior nos hemos alejado de una verdadera representación del mwtdo 

que nos rodea. es decir. aquellos modelos que hemos utilizado no están completos 

porque sien1pre queremos tomar todo en fonna ex.acta. descartando 101 incertidu1nbre 

existente. 

Por tanto. existe la necesicbd de una teoría en cuyos conceptos se acepte la 

inccnidUJubre c·to borroso .. ) canto parte ligada a la rc:ilidad de las cosas. 

En 1965 L. A. Zadeh basándose en la lógica multivalente de Lukasie'\vicz 

introduce la noción de membresía ponderada. Un elemento entonces puede 

penenecer. más o menos. a un subconjunto. y de ahí panir a un concepto 

funclarncnt:J.I. el de subcol)junto borroso. como una _generalización funcional de la 

teorfa de conjuntos. 

Así. la teoría OOrrosa es un paso :il acercantiento entre la precisión deseada 

y la imprecisión del inundo real. La teoría _borrosa maneja las matemáticas y lo 

borroso en forma conj unUJ:. lo que hace que se encuentren nuevas líneas de 

inve~t.ig;ic.iJ.~11Lcn..dive..csos .campos.....camo:.Ja.. psicalogía.._sociología .. filosofia •.. cicncias 

políticas. economía. lingüístic:i. investigación de operaciones. administración. 

intel!gencia .artificial.. y. otros. 

Es intcrcs;inte observar que a pesar de sus n1últiples aplicaciones. la teoría 

borrosa es_poco.canocida y. su_clifu.s.ión .no ha sido.muy ronuita. perdiéndose ..así la 

oponunidad de conocer otr:i forma~ y en ocasiones más adecuada. de resolver los 

problcrnas_quc se.pueden presentar en. algún..n101ncnto. 



INTRODUCCIÓN 

Por csm razón hemos querido hacer un trnb:ijo que sea lo más fücil de 

comprender~ de manera que se pueda utilizar como de consulta y que no resulte 

tedioso y ::iburrido trat:indo de. evitar tecnicismos. aunque en ocasiones esto no sea 

posible. de 111anera que resulte lo más sencillo de entender. Con esto querc111os 

sentar un precedente que si.n.-a como base y referencia para trabajos futuros de 

quienes quisieran ahondar en este intcres;intisin10 y fascinante c:unpo. 

El presente trabajo está rc:iliz::ido con l.il finalidad de dar a conocer en 

forrrui general los principios matemáticos de la teoría borrosa .. así como algunas 

aplicaciones :ictuales de esta teoría. Para ello. lo hemos dividid.o en seis c:apítulos. 

El primer capitulo presenta los antecedentes de la teoría de subconjuntos 

borrosos. Damos a conocer algunos antecedentes que dieron lugar a la teorfa 

borrosa. como una necesidad para represenmr la realid:ld. 

El capítulo dos nos presenta las nociones brl.sic:is de la teoría de conjuntos 

ordinarios tales como el concepto de conjunto. relación. función. y otras. así como 

sus propied:ldes y operaciones: y las nociones sobre lógica booleana y sus 

operaciones. que serán necesarias para poder comprender Ja..teoria borrosa. 

En el tercer capítulo presentarnos el concepto de subconjuntos borrosos. 

operaciones y propiedad.es. y el manejo de la runción de n1e1nbrcsúi con10 pane 

fundi:lmenttll de la teoría borrosa. 

El capitulo cuatro muestra el concepto de relación :.· correspondencia a 

panir de la .noción de subconjuntos borrosos. y las propiedades _.que poseen .J.:¡s 

relaciones. 

En el c:ipítulo cinco vemos la lógica desde el punto de visttl borroso. parn 

ello basándonos enpane de la lógiC<.l boolc:lna. 

En el capitulo seis se propone una extensión de los subconjWltos borrosos 

hncia una est~ctu~ muy general como lo son los reticulndos. 

2 



INTROOUCCION 

De este modo nos introducimos JXlCO a poco en la teoría borrosa. de. manera 

que se con1prenclan los conceptos ®dos en cnd:l capitulo' y así ver. ~lgunas 

aplicaciones en las que es posible aplicnrlos. 

Debido a que este trabajo es sólo introductorio. los aplicncioncs .que 

prcscnta111os no están con1plcta.mcntc desarrolladas. sólo se apJ ica la teoría borrosa 

en la panc que lo :1n1cri1a. clando así una idea general de 111anera éiuc. en trabajos 

futuros. se pueda indagar 111ás a rondo sobre c:ida :iplicación. 

3 



ANTECEOEMTES 

CAPÍTULO~ 

.ANIECEDENTES 

1.1 LA MATEMÁTICA Y LA MODELIZACIÓN MATEMÁTICA 

El desconocimiento de los íenómenos naturales. entre los que hay que 

incluir a la naturaleza humana. las relaciones entre los hombres y sus 

org:inizaciones. han producido las interrogaciones a las que la ciencia Lrata de 

responder con los métodos 1ntls SC!:,~ros. con los que ofrezca una nmyor _.garantia de 

que las respuestas se ajustaran a los hechos observados previamente. 

Todo ello es posible debido. en principio. a la espccü1l condición del 

cerebro humano y a la posesión del instrun1ento del lenguaje. Hay que aclar:Jr no 

obstante. que los fenómenos que se dan en nuestra propia naturaleza y en el mundo 

exterior deben ser tal como sean. y no exactainente como se expresan. se traducen. 

se representan. por medio del lenguaje. En este sentido. el lenguaje natural con el 

que nos e::\.-presarnos presenta vacíos de precisión. por una parte. y exceso de 

sobreentendidos. por otra~ al ma.r;-gen en que los sentidos y el cerebro no_pueden. por 

si solos y sin la ayuda de l::i experimentación. traducir la realidad de la m<lyor parte 

de los..fenómenos. 

A través de los años el ser hun1ano h_a comprendido todo esto. y par::i 

satisf::icer su ineludible necesicbd de conocer_y colt}prendcr. ha debido. :..yudól.rse de 

··técnicas- que precisen y depuren los procesos para llegar al conocinliento. De ahi 

que el estudio de la Lógica. con10 ciencia _que intenta con:iprcnder canto se. produce 

el razonamiento. y regul:..r sus leyes p:..ra controlar su corrección e incorrección. sea 

tan antigua con10 nuestra prppia civilización. 

5 



CAPITULO 1 

Tenernos el lenguaje que es una supcrcstn1ctura en Ja que debemos 

representar el conocimiento. pero en el cual no podemos con.fiar totaln1cnte. Una de 

las técnicas de control cntpleacb por el ser huntano desde hace mucho tiempo es la 

M:llcntática. sc:i en la forma de cálculos que ayuden al razonamiento. sea con el 

establecimiento de .\fodelos ,.\4are111áticos que permitan una ex-plic::ición 

S:Jtisfactoria. hasta un cierto grado. de los .fenómenos que.se estudian. 

Para ··n1atematizar·· un proble1na se precisa de una ~ase previa de 

conocimiento~ de cl::isificación de sus con1poncntcs.. de la arde.nación de las n1isn14.ls 

y esenci::iJrnente. del esuiblecimiento de varü:ables cuantificables numéric:imente. 

evalu:iblcs o mcd.iblcs. que permitan volcar sobre el problema los conocintientos. los 

resultados. de que la matem:itica dispone. Esencialmente. un modelo matemático 

debe traducirse hoy por hoy en ecuaciones~ que pe.an.i.J.a.n seguir .efectuando medidas. 

Para lograrlo hay que situarse en una posición desde la cual se tenga una 

,;S_i~:m de los problemas del conocimiento de naturalcz.a FUNCIONAL. esto cs. la 

búsqueda de modelos mediante el uso sistemático de los recursos del análisis 

matemático. 

De esta manera y a punir de una clasificación más o menos buena del 

conjunto de variables básicas dadas por las primeras evaluaciones que purczcan 

tener éxito. se llega a un modelo inicial que. de una pane. da las prin1eras relaciones 

entre aguellas clases de variables. generalntentc traducidas por ecuaciones. y de otra 

parte lleva a Ja realización de nuevas mediciones o evalu::iciones que. entre otros 

puntos. obliguen a rechazar otras que no se correspondan con l:i experimentación 

verificada. La realización de experimentos es esenci:il. debido a que comporro una 

simulación de los..fenówcnos~ estudiar. 

Tal expcrintentación produce un conocintiento entpírico del 

coIJlponanticnto del fenó1neno en condiciones bien conocid:is. lo .guc conl.tcva a la 

peñccción del n1odclo. el cual mrdc o temprano se volverá obsoleto Y. deberá 

sustituirse por otro que C='.'Pl!que nuls o mejor 1:-is cosas. Parece claro .que cuantas 
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ANTECEDENTES 

n1ás _cesas . e..xpliquc .el .modelo mnto mejor. será .. la. :·re:il.idadº que ..con -él no.t> 

reprusenre1nos. aunque muchas Yeces un modelo nl.ás simple puede ser muy 

satisfi:u::torio_pa.ca iniciar.el lCl.bajo de investigación en.llll :ir.ea dacb. 

En conclusión. sucede que en la "'•realidad- se nos escapa y que sólo tiene 

sentido el representarla . median.te modetos en evolución y ..pecmanente.llle.Dle 

contr:uados por una cicna vía e~-pcrimcntal que comporta la ·•fabricación de 

anefru::tos .de control ..... ..sea ésta .m.ateri.al o pura.me.nte coru:.c.pwal. 

Pero además de los modelos es necesario el establecimiento. es decir. la 

consu:ucción de ·~artefactos .de .evaluación··. de comparación_ de ...inedi.da.. e.te. Sin 

mies artefi1ctos. aparatos. escalas. etc.. gencralntente traducidos en números (es 

decir, que u:adw:cn las variables bas.icas..cn cienos números relativos a cienos de.sus 

estados) por con1paración con sin1acioncs iniciales o ideales. es dificilmente 

contralabl.e _la .confianza que _puede tener.se en .el .modelo y. hislóric:i.ntcnte •. el 

proceso de av:mce en el dol71inio del fenómeno se esm.nca. 

Desde el. purua de vista .filosófica_ .el mayor é.:<lto alcanzado hast.a._aho.ca 

está en ta modelización n1atem:itica de los juegos de azar y de todos los fenómenos 

que se _producen .análogamente. Su formal.iz:Jción. se .ha. realizado .en .el.. marco .de . .lll 

teoría de conjuntos asociada a la lógica ºclásica··. y el anefacto de cvalwición. es 

decir Ja probabilidad 

George Boole aplicó el modelo que construye la lógica aristotélica a ta 

fundamentación del. c:ilculo de la probabilidades. de las medidas del. azar. Habia 

empezado. aunque los anefactos fuesen primitivos. el an:ilisis matem:ítico de los 

fen~ucrando 11'-U'REC:l-SIÓN. 

Quedaban por estudiar otros tipos de fenómenos componando i1nprccisión. 

Todo ello _parece romper con el esquema de la lógica clásica pero _para su an:ílisis .es 

preciso utilizar la matcn1:itica. que está fundada en ella. 

7 



CAPITULO 1 

1.2 COMENTARIOS DE LA LÓGICA BOOLEANA Y LA TEORÍA 
DE CONJUNTOS 

Desde Aristóteles a Boole los lógicos se han preocupado del estudio de la 

Jcyc:;s que rigen el pcnsantiento. tal es la creencia de que todo esta reglamentado. que 

se ha cbdo por_ desconmdo que el propio razonantiento humano sjguc unas leyes 

descritas. por tos. propios hombres. El estudio de dichas leyes está siguiendo una 

evolución paralela a l::a del conocimiento. siendo en el siglo pas:ido cuando las 

matentáticns e111pezaronah:J:cer acto de .presencüi eo ~-

Posiblcntcntc es uno de los m:ís prometedores c:impos de invcstig::ición de 

los próximos .años .. Además .de Ja .creencia en la posibilid:Jd de est:iblccer leyes 

lógicas y de poder efectuar su :imílisis matemático en base al de~rrollo lógico de los 

últi!JU>s. añ0&. 

En cienos mo1nen1os. puede señalarse más o menos cuando en el cnmpo de 

las matemáticas. se tropieza.. con .la.s. lla1ru:idas. paradojas • ..aparece. propiamente .13 

lógica 1naten1ática. el estudio de las propiedades y las leyes de los sistcn1as fonnales 

o que dan...origcn proposi.ciones~~t..em:i.ticas .. como ·:ningún nún1eLo . .racional . .ti.ene 

CU&ld.r:ldo igunl a 2·~- así como el análisis de las deducciones precisas pora establecer 

su cnrácter de vcrda~ y todo ello.con los 111isn1os métodos de lns mmemáticas. 

1.3 VARIABLE ALEATORIA Y EXPERIMENTOS BOOLEANOS 

El ciilculo de. probabilidades. facilita.. al investigador o al ingeniero los 

modelos 1natcmáticos que le permiten solucionar numerosos problemas. En general 

cual_Quicr estudio sobre Ja evolución. de carácter aleatorio de un fenómeao. -aGS 

descubre procesos aleatorios; este fenómeno puede ser de orden fisico (pluviomctría 

de una región_ por. ejemplo) ... sociaL. econóntico. (cosunto de Wl. producto. por .l..lila 

población). etc. 

Se entiende por proceso la evolución en el tien~po de un sistcn1a en el que 

el nzar intcn·icne continu~uncnlc (o al 111enos. en una serie indcfinid:1 de instm1t.c.s). 

8 



ANTECEDENTES 

Un proceso que genera un conjunlo de cl3tos es conocido .por -los ..esta.dísticos como 

experin1ento. 

En un e:-rq:lerin1ento se genera un conjunto de posibles resultados. a este 

conjunto se le denomina espacio n1ucstral. Un c:\-pcrin1cnto puede ser el número de 

reservaciones no canceladas para un vuelo. el número de llegadas a un servicio o la 

duración de un dctenninado con1poncnte. Todos estos son ejemplos de fenómenos 

impredecibles con un dctern1im1do nún1ero de posibles resultados. pero estos 

resultados pueden ser finitos o infinitos. 

Los experimentos se conciben de ntancra que los resultados en un espacio 

mucstral sean cualit::uivos o cuantit:ltivos. Al_gunos ejemplos de resultados 

cunlita.tivos son: el lanzamiento de una moneda es --cara·· o ··cruz··~ un producto 

manufacturado en una fábrica _que puede esbr ··defectuoso- o Hno defectuoso··. 

l+,,-fediantc la cu:intificación de los resultados cualito:uivos 1 de un cs¡:).acio muestral se 

puede estudiar su con,1pon.amicnto aleatorio. es decir. _proporcionar una variable 

aleatoria para relacionar cualquier resultado de una medid:l cuantitativa. 

La ~able alcat.o.ria:: es una función de probabilidad que se encuentra 

definida en un espacio muestral. Esta función transfornta los resultados del espacio 

muestra! en puntos sobre la recta de los reales. es decir. c:.tntid:ldcs nmnéricas. Por 

ejemplo; un espacio muestra! está constituido por dos posibles resultados ... caril.·· y 

1 Por qoemplo. él espacio muestra\ c.¡uc·da una Jcscripcicin dd..allada de QOO \mo ~los n=sult.udc.2' posiblc:s J..:1 
lanz.:imiaito de una mon<i:!Ja o;21 3 oe:ucion.::s. pu1..-de CS'-.Tibin.:: 

S - 1 HHH. HHT. HTH. THH. HTT. Tl-IT. TTH. rrr } 
Si lo que interesa es sólo d nUmc:ro dd caras qud ~ obli..,h3t • .:ntona:s ~ podrfa asignar un valor numCricu 
dd O. t. '2 O 3 a cida uno de los puntos muir:str.11.=s. 

:; El tCnnino de vnrfabld ul.:utoria -=s W1 poc.'"O confilso; la fwu ... -iún aleatoria Sdria mñs .apropiado pui5 lu 

variable indcpcndic:ntc ~ un punto .:n un espacio mu~L es dei..'"'ir. constituye el rcsutt.ado de un 

experimento. 
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CAPITULO 1 

ucn.12:" ;··Sea X(cruz=O) y X(cara=1 ); de estn manera se han. transformado los dos 

posibles rcsulmdos del cspólcio nu1estral en puntos sobre la r,ec:=ta. 

El gro.n auge que han tenido los estudios -~bre :i1gebras _ ctC Boole se ha 

debido en buena pane n dos derivaciones: las aplicaciones aJa teoría de circuitos .. de 

iritportancia vital para el diseño de- ordenadores y= las·&1Pli~ciones a la descripción 

dé los 1Í:u~1ados ··sucesos aleatorios"" sobre los cúaie~ St? ciefi~~ la probabilidad. 

·A partir de la observación de los juegaél.orCs de azar. de sus propios juegos. 

o. causa de la necesidad de proveer de :ilguna forma las posibilidades de ganar. de 

Obtener un as. etc ... se inició el estudio matemático de las llamadas 
0

leycs del azar. 

que ·intentaron describirse mediante leyes esmdístiC<lS a partir del concepto de 

frecuencia. que lle\.·a directamente a la noción de probabilidad. 

·El razonamiento sobre juegos como el de lanzar un dado y preguntarse 

acerca de qué número de puntos se obtendrá... lleva a la idea de establecer una 

definición de experiencia al azar. Pa.ra real.izar una experiencia al azar es algo que 

se efectúa en las siguientes condiciones: 

Existe un:i descri_pción de la experiencia que puede ser de tipo fisico o 

conceptual. 

Tal. dcscri~ión ha de ser reducible a la elección de un subconjunto y uno 

sólo. d~..cierto.canjuntoX sobre.cuyos elen1entos. se actúa. 

No· obsmnte ha.y que notar que la experiencia en sí no interes:i sino la 

predicción...accrca.de preguntas.sobre los resultados de la n1isn1a;. por ejemplo .. _en el 

caso ·del dado. interesan preguntas del tipo ¿saldrá un nún1cro impar co1no 

reSuttado? .. o. ¿existe ..algún. nún1ero. que mida la salida de nún1eros. impa.res1 ... CDn 

esto .. se-. ha llegado al punto crucial. el de la ··medidaº en el sentido de 

interi-ogaciones _::icerca de los posibles resultados de las experiencias al azar:... para 

ello es preciso conocer la estructura de las variables o magnitudes a medir .. que aquí 

son nada.tncnos. que prcg.un.ms. 

lll 



ANTECEDENTES 

Pero tengamos en _cuenta que rio basta coÍ1 efectuar una pregunta acerca .de 

los posibles resultados. sino que se querrá hacer más de una. 

Análogamente. 113 de .interesar el no-algo: ¿saldrá un nú.nu:ro que no sea 

múltiplo de 3"!. Por consiguientc::9 hay que aceptar que sobre una experiencia al azar 

interesa no sólo preg.unt:;l.S. sino más bien f"a.i1Ulias razonables .de ellas. Por ..tanto. 

cada pregunta ha de traducirse en un subconjunto de un cierto conjunto X. al aplicar 

aquí el mismo tipo de razonamientQ qUe ha servido para representar .,proposiciones o 

enunciados afirmativos. resulta que la familia de preguntas se traduce. por su 

razonabilida~ en una clase de subconjuntos de X que sera cerrada para uniones. 

intersecciones y p:iso al complementario. por Jo que será un álgebra de Boole de 

panes. de X. ya -que si A· es cualquiera de sus elementos al hacerlo también A . lo 

son 0=;AnAy X=AvA. 

De esta manera los result:J.dos de Wl:l expcrienci:i al :izar sobre los 

elementos de un conjunto X se traducen por medio de un álgebra de Boole de 

subconjuntos o de ··sucesos .. de X. que puede ser como ntinin10 la {O.X; (la menor 

álgebra de Boolc de panes de X) o como má.ximo P(X) (la mayo• álgebra de Boole 

de panes de X). Designaremos dicha álgebra por JJ. Al par (X..:/3') se conoce como 

-expansión_n1cdible .. o ··experimental boolc::ino·· y ha sido deducido de acuerdo con 

el c:ilculo proposicional clásico. llegándose a una estructura ··conjunto-familia de 

subconjuntos··. 

Entonces reconsideremos el establecimiento de medidas de las preguntas y 

pensemos en medidas de los subconjuntos que las traducen. Tales medidas ser:in 

::iplic:iciones µ:23 __. R-. y nada aparece en contra de que µ(0) = o. pero es preciso 

que teng:in más propiedades: una de ellas~ .que aparece de inmediato~ es que si 

A e:: B (ambos de .7.í) entonces es µ(..-l.) :S ,u(B). que traduce el hecho ··a. más 

result:J.dos posibles. más medida". Adentás. canto V'A e .7.J es A e:.\ ... resulta que 

11 



CAPITULO 1 

µ(.\.) es el valor n1ayor deµ. No se acept:ln medidas que no se:in de R~ y que 

µ( .. \)=l. con lo que ser.i: 

µ:.7.J-+(O.tj 

AÍl:ilicen1os el crecintiento deµ;. p:lra ello se consideran dos sucesos A y B 

de :E ·-tales que.A. e::. .. B .. Como .-1 - B.= B ,.:_::;¡. es.A .- B e B. y .. como 
; ¡ . 

(B -A),-,,¡,,. (B -.:::i) ,-, ,¡ = B ,-, B = 0. resulta que B =A .._, {B- .. -!) es la reunión 

disjunui de elementos de 23. 3 c:ius:i de la vari:J.blc del principio de no-contradicción 

entre J:is pregunt:ls. Visto esto. se requiere una elección acerca de si se prelende o no 

que la medida. µ sea una valoración o por lo menos si se pretende que t.a media de 

una reunión disjunt:l sea la suma de l::is medidas de. sus componentes. 

Es decir. que se ha visto que los sucesos crecen por yu..xt:lposición disjunta. 

Está claro. que. en principio. ~be pensar que el crecimiento de la -medida sea según 

el máximo .. es decir .. de la forma µ(AvB)=max{µ(A).).(B)} .• ~,-,B=CZJ. Por 

ejemplo. Una urna que conLienc 20 bolas numerad.as e indistinguibles al t:icLo. l:is 

cuales se e:\.'traen al azar y sobre los que consideramos sucesos con10 A= ""bolas que 

llevan un numero múltiplo de 3'9 = {3. 6. 9. 12. 15. 18}. Tal suceso es reunión de 

los A1~{6 • .ll-".18} y A~=:{3._9. 15}. 

Parece cluro. por l:i forma de sacar l:is bolas y por su naturaleza. que cada 

una tiene la misnui.probabílidad de 541lir que las otras y con10 todas estánjuruas en 

In urna y las sacamos de unu en una. entonces se admite que 1 /:o es la n1edida de 

cida suceso.{ l.~_{2}. ~·lo que se amplia a que por ejcmplo .... µ(A1 ) = 3 · 1/=o. que.es 

la hipótesis de :iditivid.ad implícitamente. Con elln 

-µ( .. -!)~.,µ(_,¡,u .-t>) = µ(A1) + µ(_.,iz) .. Nólese que..no.se..nos ocurre 

µ(A)= ma...l _¿_ .2... ...!...} = ...!... 
~l:::?o :?O• 20 :?O 
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JX>r')J.IC . ..ello 5ignificaria .que La ...agregación .de .elenu:ntos de med.id:l no-nula no 

aument:iria la medida. 

Tales medidas 11'ln sido llamadas PROBAB!LJD.-IDES y se definen. por 

tanto. sobre un cxperhnenUll boole:ano (X..7-f) como funciones P: .z ~ [ 0.1] tales que: 

b) P(X) = l. con lo cual se garantiza que. 

e) P(A:) = 1- P(A): ya que 

1 = P(x) = P{AuA) = 1'.(A)+i{A), 

d>P(0) =o.ya que P(0) = P(3<),,,F~ P(x): 

e) Si A e: B. PCA) ,;; P(B): ya·~~e:;B ~;A:u B (B - A) y de ahi que 

P(B) = P(A) + P(B - Al<:. P(A)>:.;i'.'.•· 
;..··'..e: .. ,·"',. ; 

Además. se trata de valoracion~. :~i ;.;etiCuJ¡Ído 21. ya que para A.. B de 51 

cualquiera.. _es .P(Av . .B)=P(Au(B~A)}=P(A.).+.P(.B~A).de .una .pane. y 

P(B) =.{.(.B-.A) v(N-ill)} = P(B~ A) ·td!(Ar> B).de otra. .de -.donde . .i:csult::l 

P(AvB)+P(A,-,B)=P(A)+P(B). cualquiera que sea la. probabilidad P. Por 

consiguiente. la modelización matemática de las C:'\.]Xricncias al azar del tipo lanzar 

un dado. h1nzar una moneda. extrner bot;::is de una. urna. etc.. nos h:J. llev:ido a. la 

terrn:i (X • .73. P) o ··espacio de propabilicbd~·. donde JJ tiene una estructura de 

álgebra de Boole debido al supuesto conocintiento tot:il de los resultados de la 

experiencia al azar y donde P es una valoración ADITIVA del retículo .73. debido 

prccis:imcntc a las caractcristic:is de los tipos de problemas que requieren 

modelizarsc niatcn1ática1ncntc con P. 
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CAPiTULO .1 

Ahora .consi~ercmos un tipo panicular de álgebra de, ~o_ole de p~rtes de X. 

que se presenta en 1nuchos casos en que Ja obsen..·aci6n JJC'\.·:i :i un:i clasi.fic:ación de 

X en un número .finito de partes disjuntas; se:in A, ..... An to.les panes. Es 

..411.~~ ... 12~.~~...-:i,,= .. \-eit ~~to ~ue .Au-1..-'ÍJ=C2Jsii;1:j. Si estos A, son Jos sucesos 

i~'ú:i~l~s~··c·~J.Jonsidcrar·~1~S····de1-: tipo· A11vA1-:.v .•• v..-l1,. .. dónde (ih i~~: ... ir) es una 

v:irincióri ·sin~rcíJeticióÚ dc.(1·.,·2 ...... n). se tiene que todos Jos posibles d:J.n un 

álgebra d~ B.~1~~'.':i::-~ ~-~1~ebra dC Boole es la más pequeña que contiene :i las clases 

A1 ...... ~/que' ·.sol1 ·~slls· ·áton1os. Entonces, se Je desigm1 a tal álgebra por ~; en el 
. 1: .. ' 

experimento·. bÓoléano' (X, :71) es posible detenninar todas las probabilidades 

P:..AT0 ,7[?·~1i~·:<\:;~:'.;'::·.7"que. un. elemento .-4 e.;;, arbitr:irio .se verificará 

P(A)=_i:>{.AJ:'-'·'·~AJ..) =.P(Au) +.P(A~)+ ... +_¡:>(Au)- . can . lo .que .. basta el 

conocimiento : de· números p1=P(A.~-E(O,lj. !SISn. que . verifiquen 

l :"' i:fX) "'.'.-~Atu; .. ....,A.) =.pi+ p2+ .•• +pn •. _para conocer la _probabilidad de 

cualquier . ..il .JE2 . 

Con ello. hay uintas probabilidades sobre (X~ como selecciones de n 

números O ..S .p1..S J • <le .suma uno .p 1 ...-..p;:..,.. ••• ~p .. =: 1. se .puede hacer •. can. asignacio.ncs 

Pt = P(AJ convenientes. Queda de manifiesto cómo en este sencillo caso de 

e:\.-perimcntal booleano ha.y una gran.fum.ili.a .de .probabilidades.:. su eleccián.cn_cad;i 

caso dependerá de las condiciones del problcm:i. 
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NOCIONES sASICAS 

CAPÍTULO 2 

NOCIONES BÁSICAS 

2. 1 TEORÍA DE CONJUNTOS 

2.1.1 DEFINICIÓN DE CON.JUNTO 

Un conjunto es una lista. colección. o clase de objetos bien definidos. 

objetos que pueden ser cualquiera: nú111cros. personas. letras. etc. Estos elementos se 

llatn:ln clen1cnLos o 1niembros del conjunto. Los conjuntos se denotan por letras 

n'layúsculas y los elementos se representan por tetras minúsculas. Ejemplos: 

.-l={l.3.7.10} 

B = {.~ 1 x es pan 

fOrma tabular 

for1.1.Ju. de ~finicil)n por comprensión 

Si un objeto x es elemento de un conjunto A. es decir. si A contiene ax 

como uno de sus elementos. se escribe 

xeA 

que puede leerse mn1bién ··x pertenece a .-r· o ··x esta en .-l ..... Si por el contrario .. un 

objeto-~ no es elemento de un conjunto .-1. es decir. si A no contiene a·"' entre sus 

elementos. se escribe 

2.1.2 DEFINICIÓN DE SUBCON.JUNTO 

Si todo ele1nento de un conjunto .-1 es también elemento de un conjunto B. 

entonces se dice que ..-1 es un subconjunto de B. En otras palabras • .-1 es un 

subconjunto de B si x e A in1plica x e B. y se denota esta relación como 
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CAPllTUL02 

2.1.3 DIAGRAMAS DE VENN-EULER 

Los diagr:imas de Vcnn-Eulcr son utiliza.dos para representar gráficamente 

de manera sencilla e instructiva las rel:iciones entre conjuntos. 

Ejen1plo 2-l. Sµpóngase A e B y A :;é B. Entonces A y B se describen coñ 

uno de los di::igramas: 

16 

Ejemplo 2-2. Si A y B no son comparables se les puede representtlr por el 

diagrama de la derecha si son disjuntos o por el de la izquierda 

si no lo son. 

Ejemplo 2-3. Se3n ~~ ·-~1:-{-~:·:·b. 'C.:.;;} .;··jj 1/~ ~ d .e • ./}. Se ilu.sua.a.estos 

?onjun~os ~~-~ u~-·cli~-~~ d~ ·ye~. 
B 
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2.1.4 DIAGRAMAS LINEALES 

Otra manera útil e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es 

el cn:ipleo de los.llamados dia.gram.as lineales. Si A e: B. se escribe entonces B más 

arriba que A y se les conect:J. por un segmento 

B 

1 
.-1 

Si A cB yBc:C. se pone 

e 

1 
B 

1 

2.1.5-<>PERACIONES CON-CON.JUNTOS 

En aritmética se sum::a. resta y multiplica. es decir. a cad:l par de números 

x. y se le -:lsigna un número X"T"y Uanlados sun1a de s e y. Estas asignaciones se 

llaman operaciones de adición. sustracción y 1nultiplicación de nümeros. En el caso 

de c:onjuntos -se definen las operaciones de unión. uuersecci6n. y clijf:!rencia_. es 

decir. se van a asignar o a hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos 

.-1 y B. 

UNIÓN 

L3 uniVn de los conjuntos A y B es el conjunto de todos los elementos que 

pcrtenec.e1LJL4 o .aB o a ambos. Se denota 13.unión de A .Y B por .-l u B. 

17 



CAP,llTU.LO 2 

Ejemplo 2-i: SeanS== {a. h. e, el l y T= {f. b, d, g }. Entonces 

Su T = {a. b. c. d.f. g} 

En algunos casos Ja unión de .A ,y B - se dcnotn por A + B y se llama sutruJ 

conjuntist:I de A y B. 

INTERSECCIÓN 

La intersección de los -conjúnÍ~s A y B es el -conjunto de los elementos que 

son conumes a A y B. Se denota Ja iflte~seccióri de A y B -por .-l f""'\ B. 

Ejemplo 2-5: Sean S= {a. b. c., d} y T=·{f. b.·cf. ·g }.'.Eni,onces 

·sn T.~ fb.-·a:: 

En algunos casos. sobre cC;~~ :~~~·:;~C~~biÍÍ~~- ·i~~- inte~SCéCión de A y B se 

dcnom por .~B y se llama producto ~o;j~;~f~s~;j~6~:}.·;:;. : 
DIFERENCIA ::~\:~-~-~:·?·,{:~,-,,.,-::·Y-'···.~~-~-, <·'-Y'-

La c/ifarencia de los conjlÍnto~--~°"' --y ·.s\:s·'._·~{C~~Ju~tO de· elementos que 

penenecen a A. pero no a B. Se dénota Ja 'd..UereriCia dé·A.i,"B ~r A - B. 
' .• .. . ,. ~. -

Ejemplo 2-6: Sean S= {a. b, e, d J y T= {j; b.·cJ. g }. Se tiene 

.S-.T"'!"' .. {~-e-} 

La di:ferenciil. de ..-l y B se denota :i veces por .rl/B o bien por . ..J - B. 

2.1,S-oEFTNICIÓN- OE 'FUNCIÓN 

Si a cada elemento de un conjunto ..-1 se le hace corresponder de algún 

modo Wt elen1enl0 único-de W1 conjunto B. -se .dice ·.que .esa .correspondencia-es.una 

fi1nción. Denotando esta correspondencia por f. y se escribe 

f.-.-1-B 
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El conjunto A se llanta d0minlo de la función}:. y B se Üama codonu"nio de 

;: Por otra parte .. si u E Ay el elentento de B que le corresponde a a se llama imagen 

de a y se denota ¡X>rf(a). 

Ejemplo 2 .. 7: Sean A = (a, h. c. d} y B = {a, b, e J. Definase una función 

fdcA en B por la correspondenciaj?'aJ = b,f(b.J = c,f(c) =e, yf(d) = b. Según esta 

definición. la intagcn por ejcntplo de h es c. 

APLICACIONES, OPERADORES, TRANSFORMACIONES 

Si .-1 y B son conjuntos en general. no necesariamente conjunto de números. 

se dice por lo común que una función f de A en B es una aplicación de A en B y la 

notación 

f:A-B 

se lee entonces ·y· aplica A ·en s··. T.a.n1bi.én se .puede .sinlbol.iz.:u" .con10 A _J'-+ B o 

por el diagrama 

FUNCIONES INYECTIVAS 

Sea f un:i aplic:ición de .-1 en B. Entonccsfse dice inyectiva si elementos 

distinlos·de B corresponden a elementos .distint.os . .de-4--es..decir .. si dos elementos de 

A tienen imágenes distintas.f: .-t-+ Bes inycctiv:i sif(u) =f(a") implica a=:i·. 

Ejemplo 2-8: Sea la funciónf: R-- R definida por la fónnulafr.:~J = x~ -f.cs 

una aplicación inyectiva puesto que los cubos de dos números reales distintos son 

distintos ellos mismos. 
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FUNCIONES SOBREYECTIVAS 

Sea f una runción de A en B. El dominio de imágenes deft..JJ de La fWlción 

fes un subconjunto de B. esto cs. fr.-1.J e B. SiJr.·-V =f(B}. es decir. si todo elemento 

de B es imagen de .al n1enos un elemento de A. se dice entonces. que ·:r es um.1 

función sohreyectiva de Á en BH o ·y· :iplic:J. :i A sobre B'\ 

Ejemplo 2-9: Sea_-J = la. h .. c. d. e. f_} y B ""'.f A. B .. C,_D l 

.-1 B 

Es una función sobrc)o·ectiva ya gue a todo elemento de B recibe al n1enos 

un elemento de A. 

FUNCIÓN-REciPROCA 

Se:i. ./" una función de A en B. En generat f ·1 (bJ puede tener más de un 

elemento o aún ser el conjunto vacío. Ahora. bien. si f: A .-. B es una función 

inyectiva y sobreyectiva. entonces pnr:i c:::td:l b -e B. la reciproca.r·' fb) const:l de un· 

sólo elemento de A. Se tiene enton~.e~ _una correspondencia gue asi~a a c:ida b e B 

un e~e1nen10 único. def-~fbJ ~e .• ~~ ~i. que .. j~.i es una .función de Ben ..-1.Y se_p~e~e 

escr.ibir; 

F' ;B--.-1. 

En .este,~a..~.f: ..::1 ~ .B_es . .iny..ectivn. y _sobrey.ectiva.~ .. f ~f ..se J..lamn. 

función reciproca def. 

1 LDi fi.mciónJ s.: aio.'\.: que c:i"biycct.ivn 
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Ejemplo 2-1 O: Sea la funciónf: A - JJ definid:! por el diagran1::i 

A 'f B 

Nótese que 1· es inyectiv:i y sobreyectiva. Por tanto.. existe Una f ·1 • ta 

función reciproca. 

B r' A 

2.1. 7 RELACIONES 

Una relación 7( consiste en to siguiente: 

(1) Un conjunto.-! 

(2) Un conjunto B 

(3) Un enunciado formal P(.~. y) tal que P(a. b) es verdadero o falso 

par:i todo par ordenado (a. b) de A x B . 

Se dice entonces que !X es una relación f!ntre A y BY se le denota por 

:R =(A, B,P(x, y)) 

Además. si P(a, b}' es verdadero se escribe a 7? h-, 

2 En nlgun~ casos~ lhtma rcladón D h1 expresión /'(x, >')~dando ror sc:nuido imPliciUnn.:nlc que li:is variables 
:e e y ti.;:nen por dominios rcsp ... "C..1.ivos ci ... -rtos conjuntos A)· 11. es deci~. · qÚ..: P(.~-.y) es un:a tü.nción lúgica 
d.:!li11i~ta sobri! ci~n 1,..--..lnjunlo pn.,...lu ... 1.o.-t x B. 
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GRAFOS DE RELACIONES 

Sea:/?= (A. B. P(.-c. <<)) una relación. El conjunto de los elementos (a. b) 

de A x B p~a Jo~ ~.~é~'.:c~.,: ~).es .veidider.o .. -.. se ll:;J.u.la _..conjunto . .solución .7? .. .de la 

relación.??. E!.-dCCii-·:--= c_·~:_ó_~=-- °" =--~-:~:::- : . ..,.,_~ .. ,::·:. ·: --~- ,,____. _, __ 
···•;;;?~ :,;('{'J;);) !'d·e fb•.:,· ~¡/'pc;,:b)~s ~j~ito.·{ 

,- .. -. . . ~~; . ~:s~::r4·' -~·;·~:•:.:~-.. :p:-~~"-J .. '' ·-~~---~-'. ... ~-.:~~· :-:-;\'(, '~:·/~'.~- .~. .. . 
E~ ~ra(~,~-~ ~~~ ~el-~~~-?~-~-~~t~<~~}'.~ f?~-~~ ~~~-os -~-~n~os del dü1gram de 

coorde~~:1::1!·~~1~~~~~rse:~·~~~~~i~ftTu:~~.}4 },B = { 3. 4. 5, 

6 } y P(X •. y) _sigfimea··~~;diviCÍ~_;i y . .E_ntonCes e~- conjunto solución es 

7( = { (2. 4). (2. 6). (5, 3), (3, 6). ( 4, 4) } 

El diagnuna de coordenadas Ax B se muestra el conjunto solución..de::K . 

.5 

3 

2 3 

RELACIONES-REF..LEX/lLAS 

Sea fi = (.-l. .-l. P(.l: • • vJ) una relación en un conjunto .:.4~ es decir. sea~ un 

subconjunto--dc A x .:l. Se dice que .;K:-es una-relación rtljlexiva. si.~.todo..a .e.A ... 

(a.a) e~ 
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o lo que es Jo 111is1110. 7( es rcncxiva si todo clc1ncnto de A está rch1cionndo consigo 

111isn10. 

Ejemplo 2-12: Seu 1 · ~ : /. :!, 3, ./ ; y 7~ = : (/, /). (:!,./), (3,3). (./, /). (./,./)} · 

Esta 9? no es una relación reflexiva. ya que (2.2) no pcrlcnccc a 7(. Téng..'tsc 

en cuenta que todos los pares ordcnndos (o. a) deben pctcnccer a 7( para que 7( sea 

reflexiva. 

Ejen1plo 2-13: Sen ".71 una familia de conjuntos y sea 7< la relación dcíinida 

en :JI por ··.l." es un subconjunto de .lr. Esta relación -7c" es rcncxi\'a porque todo 

conjunto es subconjunto de sí 111is1110. 

RELACIONES SIMÉTRICAS 

Sea 7c' un subconjunto de .-l x A. es decir. sea 7.( una relación en A. Se dice 

que .7( es una rC!laciún ... imétrica si 

(a. h) e Ji> implic&J (h. a) e 7r' 

esto cs. que si a está relacionado con b. entonces b cstü relacionado con a. 

Ejcn1plo 2-14: Sea :7( la relación en los números naturales _\'que viene 

dclínid:i por ·-x divide a y··. Esta 7( no es sintétrica. pues si 2 divide o. 4 . ..i. no divide 

u 2. Es decir. (2. 4) e .?i' pero (4. 2) e .7?. 

Ejcntplo 2-15: Sea V= [ 1, 2. 3 } y 7< = f (J./). (/.2). (1,3). (2.1)'1 (2,2). 

(:!,3). (3. /), (3.2). (3,3) } 

Esta 7( es una relación sintélricn. puesto que (2.3)e.!K y to.mbién (3~2)e.7<. 

RELACIONES ANTISIMÉTRICAS 

Una relación _tft en un conjunto .-t. o sea un subconjunto de A x A. se dice 

relación antisimétrica si 
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(a. h) e .7( y. (h. a) e !7< implican a= h 

O. en o~ras pn_lnbras. si _a =-=_ h~ c111011Ccs p~c~c a cst.nr .l'"cl~cionado con h., o 

bien b rclacionndo con a. pero no l.as ~os_ co_sns. 

Ejemplo 2-16: Sea IV - { J, 2, :3 •. ./ J.y sea[R= (U.-i): ·p.-1). (-1.4) J 

Es una relación antisimétrica é:il'.Jf':-~~:~~~1~:qúC' (2~ .4·)-e: .7~ pcr~ ·(4.:2) ~ 7<. 
-" ~ ;,:,_'" . ~;;_, -,•- ~ ·~-::;7.-, ;, ,;-::::;-;:,:_· ·"""' ·-··'.·"-~ ''::;.~--~ - '"~ 

Ejcinp1o 2-17: Se..~ ?J ~111a ·rai~~¡]'j~· dd-~~~ji~ri·t.~~:·',Y~s~·di ·l:i fCtación definida 

en~ por .. x es un subc~nj1_::,:t:7.]:5~/~~~11~~jt~~-:i1:isi:•~~ír;~ porque 
RELACIONES TRANS/TIVA.~•-~i';i_ bé¡;f''.fl~l¡:;,~?, 

Una relación .7c' en ~ut~~¿;~jJ'ril~.:~''.'~~;di~~:~~/~~Í~j-,;~ ~r~i1sl tivn si 
-... ·""' -~ __ ··.:ll:~;.)~~~:;;·;:'.-~ '. ~~'..:; '.:.~'- ~-~-:··.- -

(a. b) e 7i';~·:·(btcr E'\91',fmplien ca;<c)'e .!il' 
;·,;;-: ,':.. ;é~:; -_ t,'.í>' ·~ '~ 

O sea que si a.cst:í.rct;'ci~~~UdO>:oa{b;.)<1/esiá 'rClaciOnado con c .. entonces 

a está relacionado con 'c. ·. ·>i~il: .,:;·.5:;-: .... :~~ ·.:~:,'.;/::::·.,_ 
Ejemplo 2-1s: SC..~ U~-~-¡ ,~-.- .. b·.·~-¿-:}· y~~ Di"= { (a.b) .. (c.b) .. (b,a) .. (t1,CJ } 

Est..1 relación !l? no es transitiv;i:porquc (c. h) e ·Ye y -.(b.~-~) .. e ·!7~ intplica 

(c. a) « :;'? 

Ejemplo 2-19: Dada.?/. una fa111ilia de conjuntos .. sen~ J:i. rCtaCió~: d~finicta 

en 71 _por .. x es un subconjunto dc_v··. Aquí 7( es una relación transitiva P?'rquc A~ B 

y /1 e e intplica .-1 e: c. 

RELACIONES DE EQUIVALENCIA 

Una relación '.17 en un conjunto A es una relacid11 de equivaiencill ·si 

1) 7..:' es reflexiva. esto cs. para tocb a e ..-1 .. a cst.."'i 1-clacionado 

consigo n1isn10. 
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2) !7t es shnétrica. esto cs. si a está relacionado con b. entonces h 

está relacionado con a. 

3) .7( es transitiva .. esto cS,. si ·a está ~hl~~·iOn~·do con h.~· b está 

relacionado con c .. cnto;,c~-~ cs~:_d~rcº1~~¡·c;·nad~·co'~ _;c. 
·~- :y·, 

Ejemplo 2-20: Sea A ~ f:1;' .:ú:S) y 9<''.~.{ (l.'}). {1;2);(1,3). (2,1), (2,2). 
(2.3). (3, 1). (3,2). (3,3) }.: ' ' ·, ·:''•.:·'.'·•·· :":·.··/'"·: •·: ',' ./:•: .·· ....... 

Res una relación de equivalencia y_a que se cu1nptc por cjcn1plo 

( 1.1 ). (2.2), (3,3) pertenecen a 9i' • re,flexivi<lad 

(L2) .. (2 .. 1 ). ( 1 .. 3) .. (3 .. 1) pertenecen a 7< ... ime1ria 

(1.2). (2.3). (l.3) pertenecen a.?i'. transiJJ»;dad 

CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 

Un ordun parcial en un cor~juntoA .CS.J.llla relación.7( en A 

1) reflexiva. es decir. (a .. a) e !7< para todo a e~ .. 

2) anlisimétriea, esto es, (a, b) e 91' y (b. a)= 7( .illlpli=n a = b. 

3) transilivn .. es decir .. (ti~'?) e .7( y .<h .. e) e 7< in1plican (a,. e) e 'R .. 

Si una rclac~~n·D'?·_c~·L~~.·definc un orden pa.rci.:.ll en A~ entonces (a~ b) e 7e 

se dcnotn par 

'~ ·. ,-·· ~'.<_' aSb 

que se lec ""a aritCri~~ ·a· b~~. 

EjcmP,1~'2-21: Sea JV= {a, b, c. d. e}. El diagrama 
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n 

/"-
b .e "" .. /""" d e 

define un orden parcial en u· de ta siguiente manera:.~ s_v si .-' =y o si se puede ir 

de .Y a y en el diagr:una yendo en la dirección :isccndcntc indicada. Nótese. que b s 

ct~dsu. y ese. 

CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 

Si cada par de clcn1cntos de un conjunto parciahncntc o~dcnado _4 son. 

comparables entonces et orden parcial en A se llasnn orden total en .A_ •. Enton'?es un 

orden total en un conjunto A es un orden parcial en A nuis la prop~~ciaCt" 

a -<h. a= b ó a>-- h 
. .. -···.'. ;.· : .. »·'. :: ; 

Para cualesquiera dos clcn1cntos a y b de A.· un·conjllnto ~4 y un orden total 

dndo en A constituyen un con}unto tot~/lnente orcle"nádO;-- · 
' .· ·_;_ ,_ ..... - :···, 

Ejemplo 2-22:. Sean el conji.1.~110-·J,".=-."":_( 2.-.·S;:.·3?. ·~:] rcprcscntado_¡:x>r el 

siguiente diagranu1 

El conjunto es ~otahncnlc ordenado porque 2 -< 4-< 8-< 32. 
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2.1.8 ÁLGEBRA DE CON.JUNTOS 

Us operaciones de unión. intersección y de con1plcn1cnto entre conjuntos 

cun1plen varia leyes. 

LEYES DEL ÁLGEBRA DE CONJUNTOS 

Leyes de idcmpotcncia 

.-!u.·l=.-1 .-1,...,A=.-! 

Leyes Asociath·as 

(.-1 uB)uC=.-l v (BvC) .-1,...,B)r.C=An(BnC) 

Leyes Con~utativa.s 

..-tuB=BuA .-l.nB=Bn.-1. 

Leyes Distributivas 

.-! u (B ,-., C) =(.-!'--' B) r.{.-lvC) -~n-(BvC)=(.-1 nB)v (A,..., C) 

Au0=.-I 

.-!vU=U 

Le.yes de Identidad 

Ar.0=:-1 

Ar.0=0 

. Leye-9 de Com1t&c:A1Cnte 

.-!vA·=u. 

(A")' =A 

.-1,-.,.-1·=0 

U'=0 .0· =U 

Leyes de De Morga.o 

{.-1 r. B)'·=.-1' "-'-B._ 

Ejemplo 2-23: Demostrar l.-l v B) ,..., (A v B') =A 

(.-! v B) ,.-, (A v s·¡ =A u (B ,..., B') Ley distributiva 

Br.B'=0 Ley del complemento 

.·.(A vB),..., (A vB') =A u 0 Sustitución 

.-lv0= A Ley de identid:id 
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.·.(.-! .__, B) ,-, (.-! .__, Bº) =.-l Sustitución 

2.2...Á 1 GFBRA-BOOU:ANA 

2.2.1..DEFUIUClÓN 

Las leyes que se emplean para definir una estructura nl.ate1nática abstracm 

llanl.ada ál.gcbr.a booleana~ por~l..nombre del George.Boole. 

Un álgebra booleana es· un conjunto B de elementos a. b, ... dotado de dos 

operadores binarUis llantas .swna y .praduclo~ _que se detonan· respectivamente ..por -r

Y •tal que: 

1) Ley Conmutilt.ixa; 

A. a-b=b+a 

2) Ley Asociath:a: 

A. (a-h) - e = a - (b-c) 

3) Ley DistriblUi.-a: 

A. a - (b*c) = (a-b) *(a-e) 

""-> .Elcmcmos~~cau.ros: 

A.a-O=a 

:5) Complemeato: 

A. a -a'=L· 

2.2,;! T.EOR.EMAS .FI •NO A MEN"l'.ALES 

Teorema 2.1. Ley de ldcmpotcncia: 

l).a-a=a 

Tcorcm:1 2.2. /) a + U = U 

28 

B. a• b == b •a 

B. (a*b) •e= a * (b*c) 

B. a • (b~c) = (a*b) ~ (a*c) 

B. a• ú"=a 

a. a. a'=[/ 

Ji) .a •a = . .a 

11) (1 .. o= o 



NOCIONES BASICAS 

Teorema 2.3. Ley de ln,·olución: 

(a')'= a 

/) L"' - o 11¡ o· - l.: 

Teorema 2.5. Le~· de De Mor,:!an: 

[) (a - b)' ~a· *h' //) (a * b)' = a· - b ' 

2.2.3 DISEÑOS DE CIRCUITOS 

Sean A. B sendos intcrrnptores eléctricos y se:in A y .-1 ' interruptores t::ilcs 

que cuando el uno está. ::ibieno el otro está cerrado. y vice·vers:i. Dos interruptores. A 

y B. por ejen1plo. se pueden conectar por un nlnmbre en serie o en pura.lelo: 

-·-----1,__~~~······~t--~-· 
Coni::xión c:n pu.r:slir:lo. Av B 

Sean A /'\. B y A v B. l::i. indicación de que .-l y B están en serie y de que .·1 y 

B están en p;:lr::ilclo. respectivamente. 

Un circuito conn1utador boole::a.no es . un dispositivo de ::ilan1bres e 

interruptores que se puede construir medh:inte combinaciones en serie y en ¡xi.mielo; 

por tanto. se le puede describir con las conectivas /\.y v. 
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Ejemplo 2-2~. ·. . 

• ~ 
.. . . 

.

·· ..... · .· .•.. ·. •.··· .-:.: __ ,.· ~ ... -· ____ '. -~.----.· ··. .· . < ... . .. ·A" .. . 

. · '· ·. . . B 

. . . e 

• 

El circuito se puede describir por (A "B') v [(A' v C) "B ]. 

~ indicoi ahora por l. y O res_pectivantentc~ que un interruptor esta ccrrndo 

o ª~.!.~~º:. Las. dos t:Jblos siguientes describen el funcionamiento de un circuito en 

paralelo.~ v B. 

o 

o o 
o 

o 

o 

o 

A B .~ vB 

o 

o o 

o 

o 

La robla slglliente muestra la relación entre un intcrn.iptor A y un 

interruptor A~. 

f 1 

o 

El álgebra de un circuito lx>oleano es un álgebra booleana. Para averiguar 

el funciom1miento de un circuito booleano se construye una tabla de vcrd3d 
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Ejemplo 2-25. El funciom1n1icnlo del circuito anterior se indica en la 

siguiente tabla de verdad para (.-1 "a·¡ v ( (.-!" v C) "B ): 

A n e (A " R') V /(A' V C) " JJ/ 

o o o () o 1 o l l o o o 
o () 1 () o l o l 1 1 () o 
o 1 o () () o 1 1 1 o 1 1 

o 1 1 o o o 1 1 l l l 1 

1 o o 1 l 1 1 o o o o o 
1 o l l 1 1 1 o 1 1 o o 
1 1 o 1 o o o O- o o o 1 

1 1 1 1 () o 1 o 1 1 1 1 
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CAPÍTULO 3 

SUBCONJUNTOS BORROSOS 

3.1 INTRODUCCIÓN 

La ··oorrosidad"" no es un concepto que se entienda en primera instancia y 

por lo tanto exige alguna explicación. La teoria de los subconjuntos borrosos es un 

paso hacia un acercamiento entre la precisión de tas matemdticas cldsicas y la 

imprecisión .e~istcnLC cn cl mu.ndo r.ca.L nacido .de Ja intcnn.i.n.3.bJ.c bllsqucda del 

hontbrc por lograr una mejor comprensión de los procesos mentales y del 

conocifltieflto. 

El concepto fundamental. en matetn:iticas. es el del conjunto (una colección 

de olaje1.os.) . .P=o en el . mundo .r.eal .m=bo. o ;;:::isi .1'l .to"1llda<i. .Qcl saber y ~ la 

interrelación de los humanos con el mundo implica construcciones abstracms que no 

son ~:coaj.untos·~ ..estrictamente h:J.bl~. s.iDo ...nlás bien. -~s bonosos·~ (o 

··subconjuntos borrosos""). es decir clases con limites indeterminados. en las que la 

transici.Qn ..de ntembresi:l ..;¡ .no mei;gbresi~ ..es ..mas bic.a. ..gr.a4&,¡.;¡J .que ~-. ¿Qué 

significa para un matemático la pal:ibra bonoso <.o sus sinónimos>? Signifíc:i que un 

elern.emo es micmbr'o .de un s:a.1bcoaj•1n&.o .sólo .de .m.;w,ern .i~: uUemrn .que. por 

el contrario. ta m:nemátic:i nos cnseful que sólo hay dos situaciones :.tceptables para 

un el.e.mena.o: pcncnecer o no pen.enecer.a nn .subconj•u:u0 • T.od.01...b .lógi.m.fonnaL J.a 

lógica booleana. reposa en esta base: penenccer o no pencnccer a un subconjunto de 

un conjunto referencia. 

Es in1port:intc recalcar que debe decirse .. subconjunto lx>rroso.. y no 

·•conj.unt.o .bonoso·· debido a que ,;:l .coajum.o,;ic .xc.Ccra>cla no es .borroso; la .LCOcia de 
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tos conjuntos ordin:irios (basaclos en la lógica ji>r111a{) es un c:.iso p:irticul:ir de l:i 

teorí:l ..de tos subconjurÍtos. borrosos. 

La tcorfa borrosa es una teori:i matcn1ñtica. y lo que es llamado borrosid:ld 

se tomae1t.un..nspect?.de.i.11certiduu1bre .. La.borrosida.d.es L:i :1.n1bigücdad .que puede 

encontrarse-en. la,.defiriición de un concepto ó el signific:ido de un:i ¡xil:ibra .. Por 

cjen~. la .incertidumbre en expresiones co.mo ··.persona vieja ..... ~ ··te..mpa:aturn_aJtaº. 

o -núntero pequeñoº puede ser llamad:.t borrosidad . 

.. Hasta ahora la probabilidad ha sido la única iru:enidumbre cail Ja cual. h= 

trabaj::ido tás n1atcmáticas. L:i inccnidumbrc de la probabilid:ld gener::il.mente ·se -

relaciona -a la -ocurrencia -de fenó1nenos. y está sin.1bolizada. por -el. conceplo .de 

ale::itoricd:ld. Por ejemplo ... lloverá rnañan::i .... ••tirar los dados y obtener un trcs

tienen la inccnidun1bre de ocurrencias íenotnenológicas. 

La aleatoricd::id y la borrosid:.td difieren en naturalez::i.: eso cs. son ::aspectos 

difcrontcs-,<ie .la jncertidUJHbre. Por tjemplo .. la. inccrtidWllbre .de la. ~rcsión 

-11overá ntañ::ana·· es si sucederá debido a un::a predicción hecha antes de que llegue 

el ··maüana·:_ pero.ésm--se aclarará.por el paso dcJ -tic.mpo ~~la llegada del n~. 

La incenidumbre en .. tirar los dados y obtener un tres·· es también un producto de 

adiVinar· antes .de: Jn. tirada. y .si efectivamente tira..wos el. dado y probamos.. Jri 

proposición se vuelve ciert:.t. Sin cnttxlrgo. ló.1 incertidumbre encontrnda en -p:rsona 

viej:i--:o :"telll.peratu.ra. altan. no .se .pierde con .el paso.del tiCDlpO o probando.J..:i 

ambigi.\edad yace en el significado de las palabras,. y puesto que ésta es una 

caract-cristica esencial de las-paJabras.-sicmpre las acompaña;C11 alguna nta.ne.ra.. 

Toda la gente piensa y transmite sus pensamientos e infonn::ación por 

ntedio-de palabras. Si la probabilidad no .fuera .conocid:l. por. la.-gente a través de 

repones clin1áticos. por ejemplo. sólo la· gente que gusta de los juegos de nzar,. 

~quéllos -que se pr.epnran para e.x.1.m.cnes de .ingreso. e.te... tendrían a.lg.o. que .ver. con 

ella. Sin cn1bargo. todo el mundo está involucrado con In borrosidad., y éste es un 

tipo de jnccrlidu1ubre -que cualquiera puede -entender. Si este tipo de inccrtidu1nbre 



SUBCOMJUNTOS BORROSOS 

pudiera ser manejada con matemáticas y la ingcnieria pudiera hacer uso de ella. los 

efectos seri:in inmensurables. Se dice que li.1 diferencia entre li.ls co1nputi.ldoras (las 

cuales pueden procesar soli.lmcntc infonnación de dos valores) y la gente. es que esta 

últilna puede tratar con la ambigiledld.. pero ahora esta sobresaliente habilidnd 

humana puede ser cxprcs:ida por la tcoria borrosa. n1ancj:ida sobre comput::idoras y 

aplicada a la ingeniería. 

La teoria de los conjuntos borrosos se expandió a áreas tales como la 

medición y la lógica para la teoria..d.e siS1.Ctu::as. ~· f..uc...dcs.;i.n-oll~..;u.u.pliamcnte par.o. 

incluir ntetodologias para aplic::icioncs tales como n1odelado. evaluación.. 

optilllización . ..to.m.a de decisiones.. COJl.lrol .. di? 1~nºsrico .e in.far.in:.ic.i~ T.am.b.i.én se 

han realizado pn.icbas en varios problemas reales tales con10 control. inteligencia 

artificial. y ..ad.a:M11istración. y b l~ borr.os;;i ..d.c .hecho ~ siendo ..utili~ en 

algunas de estas áreas. Las aplicaciones de la teoría de los sisten1as borrosos no 

estao rcstriggjd;¡5 ~ 5U .ia.uoducción .dirrn y ha.y planes .paca W1 desarrollo 

difundido de los conceptos básicos de la teoría borrosa. Ademó.s. los efectos de la 

amb~ ~ r..cconoci.dos ..desde el pun.t.o ..de vi~ .de l.i -ingenicr~ borrosa. :!>" 

este c:impo está a,·anzando activamente en la incorporación de estos conceptos. 

Ya que la teoría de los sistemas borrosos est.ri.. en ...el . .punto .de inicio ~ 

desarrollar modelos de pcnsan1icntos an1biguos y procesos de juicio. se pueden 

concebtr los siguientes campos de :splicación; 

l) U creación de modelos hun1anos que pueden ser utilizados para 

problemas de ad.tninistración y sociales. 

2) La imitación de las habilidades humanas de :::ilto nivel para el uso en 

autotnatización y-en sistemas.de. infu.on:sción. 

3) Desarrollo de interfaces orientadas al usuario. para una mejor 

comunicación entre Jas personas y las .nt:iquiu.as. 
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· 4) Otr:is ;:aplicaciones sociales y en inteligencia arti.ficinl {:málisis de 

riesgos~ predicción.. desarrollo de.disposiUvos.funcionales). 

La tabln 3.J cb una visión general de los compos de aplicación de la teoría 

de los-si-stc1uas borrosos. 

Tabla 3.1 Visión General <l~ Aplica.cionc-.:s dr.: In Tc:oria Ur.: Sish ... -mus Borrosos. 

~n·'-'C'""'f'O Administración/ 

C1asiftcactó~ Sociedad 

(1) modclo!I hum1H1oa> pluneación 

to1nu do: d~siom:s 

organiza ... "ion 

ro:lacion\.."S humanas 

. Jnte&igencta 

Artlflctal 

e Información 

(2) imitación de las 
cupacidadc!I 
humunu.s 

toma J.: Jo:\..;sion.:s sistemas .:xp..:rtos 

(3) inrerface.s 
humunus 

(·O otros 

sist~s de apoyo bllSCS de datos 

sisto.."ntas de apoyo 

salalamioitOSIJ>ublicidad aitr.u:la de voz 
.::..¡uipo pura 

personas 

disc:lpucit.ada.s 

amilisis de ric.:sgos 
prcdi~ón d.: fallas 

(rc:m.:ton:8 nuclc;::un::s. 

~c.) 

lc:lJ'USlfiguras 
despliegue: y 
reconocimiento de: 

natrones 

dcsatTOllo de: 
dispositivos de 
r.:azonumic::nto 

lngenierfa de Control 

"-"Onll"oJ do: pnx."C:SOS 

opcraciom:s de 

.:nt.n:namiOllo 

3.2 COME-NTARtOS SOBRE t.OS SUBCONJUNTOS..ao&aOSOS 

Con10 con otros modelos. hay tanto puntos buenos con10 dcsvcntaj.::J.s en los 

conjuntos lx>rrosos. Si se utilizan sin considerar sus dcsvcntaj.::J.s o cu.::J.ndo otro 

n1odc10 fuera n1:.ís .::J.propi.::J.do. el resultado scrü que uno se dirigirü al problema de 
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realiz:ir los cálculos y construir el modelo~ pero ser:i incapaz de intcrprel:lrlo y no se 

cntendcrtln los resultados. 

Cuando hacen1os uso de los conjuntos borrosos. debemos :iclarnr los 

siguiente~ puntos: 

( 1) ¿ Qué parte del problen1a la hacernos borrosa. y para qué propósito "? 

(2) ¿ Qué tipo de n1odelo borroso w.i.li.z.rlren1os "? 

Para entender las c3racterísticas de los subconjuntos borrosos y con10 se 

:.tptican al ntDdelado . .es. n1c.ior d.h .. ·idir rn.&eSU:l .forma .de ..pensar .en .dos ..ca.Leg.Or.i3s. 

""1nodclos conjunto·· y ··borrosidad"". Dentas primero un visl:lZo al problen1::i de 

model3r con conjuntos ordinarios . Puesto que los conjuntos son grupos hechos de 

constantes. variables. y funciones del sistema objeto. 1:1 c~-presión es macroscópic::i y 

1nás ambigua que los modelos que no están basados en. agrupantientos. con10 

cuando se ntucstra el rungo en el CU<ll un valor numérico existe. pero no es tan 

estricto .como para declarar un valor. Si el estado y limitantes de un sistema o St1S 

entradas. s:tlidas y cvalu:J.ción están e:-...-prcsadas como un conjunto ordinario. eso en 

sí introduce .un.tipo de ambigüedad En este caso. las -1eyes·· del sistema (relaciones 

entr:ldalsalid:l. lilnitantcs. cte.) son los ··m.apcos·· que exprcs;in las relaciones entre 

los ~onjuntos. C~ndo las funciones son utili.zadas para eJ mapeo.. el JDOdelo. se 

acerca a ser un n1odcto ttl.:.ltcm:itico. pero también las operaciones lógic:Js son 

com~nes. y en este caso.oblenen10s un -modelo de tipo lógico.. 

A continuación viene la conversión a conjuntos borrosos. esto es hecho 

mediante-la graduación de los limites de los est&ldos. relaciones .. lintitantes. y nlClaS 

del modelo del sistema hecho con conjuntos ordinarios. Hacer que los líntites de los 

conjuntos sean vagos tiene un significado completamente -diferente de la variación 

est:id.ística. ya que se puede delinear libremente una situación mnbigU:J. utilizando 

elementos con10 l.a subjetividad individual. experiencias .. y el sentido común. Par 

otro lado. la variación estad.ístic:J. cxprcs:J. que prop:irción del total de un número 

grande datos cst:.i ocup:J.cb JXJr un ci~rto tipo de dalos. Por consiguiente. cuando hay 
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pocos elatos. cuando ·el_ núme~':' total de, cbtos est:í- ocüp:ido~ .O' cuando. Jii · ~urrcnci~ 
de los-- eventos no es Clira..~·-la· Proh?bili~d._Ti(:> ~·Pu~d~·::exprcsar:.b.cant.idad .de 

ambigücd:ld. . _,._,_, ____ ·:··_;:.;_·,~~-••.e __ .'.·.<. ·., .•. ·:·~· 
, _ . -··-. ·_·?_,~f:":·r~.¡;-~·~·:_-~.:~~,.~:::,:.~\>:t~~~~.: t:::~-:f:!:~ ·}_.·. :._,_,~-::,:· . ___ .. 

DesJ:>ués Oos enCOJ.núnilmos a:utiliz-:ir CstOs:SubconjuntOS.borro~os. Para 

~:aJ;:.u:;;:~~~si~éJ~!~~;~1:i~~g~~~~'.~~~fl~~-.fü1~r;:: 
de 1ruiguina .. st~ih~S-)~:jiriciri~~-~j?~:itiiri;~~= 1;i:~·iá~ii~~.iitlg~1Ü~>:. para: ios 

siguientes fi~es~r., <'! }:_:·-~~~~~;!/:¡~~~:~:.: .;,/~.{.é~.~\< }:~¡-;:~-;~L·:~::~:.~;.~·~\:1t::~i:~¿- ::'~~,-, 

( 1) ::::~e~~a:!tt~:;~=it:WI~~~i-d~,·c~~~n'. etc .. en una 
(2) Realizar ~~élo~·-d~-1~-~«--~~~~-¡~:¡~n:~~.-~~~f~~~·~;~-del lenguaje. 

. ·' ..... ·' '' ' ' . -

(J),__ .Imitar ;··el reconocimiento de. -;pn.tr-ones_. -hwnanos. _juicios. o 

e~t~nd.im.it?nto en general. 

(.J.) .. Convenir inform::1.ción a una forma ,que la. .gente ··pueda entender 

fácilmente. 

(5) Coqiprimir; _grandes cantid3des de i-ri.ronnación. 

l6) Realizar modelos de la psicología hwnana o del componantiento. 

(7) Realizar n1odelos de sistemas sociales. 

Una vez que se ha decidido la 1neta. surge el problema de qué pane del 

sistell14l _v de qué forma se to111ará la .conversión a subconjuntos borrosos. Hay 

muchas forma.s de modelos de sistcnu1s. muchos de ellos incluyen lo siguiente: 

vari~bles...dc estado. variables independientes. variables de. decisión. penurbaciones. 

leyes de causa y efecto (transición). sus valores de verdacl met.as. limitantes. 

funciones de eva.Ju3ción. y varios tipos.de constantes. 

H:iy dos n1étodos para desarrollar modelos borrosos: utilizar las leyes de 

cau~O.:)"--CÍCCLO-Y uLiliz:n los leyes de tr¡insición. Lns primcrns h:icen uso de las leyes 
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para las operaciones con conjuntos~ de n1ancra que las reglas para composición y 

razonamiento e.xprcsan fas relaciones entre las variri.bles en los conjuntos. 

El otro método utiliza ecuaciones ordinarias. para expresar relaciones de 

causa y efecto. y Jos subconjuntos borrosos son utiJizn.dos para las v:iriables. En este 

e.aso el significado del 1nod.eJo en si está claro. de manera que los result:idos de la 

conversión a subconjuntos borrosos es fácil de explicar. 

El procedimiento para desarrollar un n1odelo borroso sigue idealmente un 

orden de dos et:Jpas. Los conjuntos y las relaciones lógicas se esmblecen primero. y 

después tiene lugar. b .conversión a subconjuntos borrosos. 

3.3 CONCEPTO DE SUBCONJUNTO BORROSO 

Una representación abstracui de un subconjunto borroso de un conjunto~\· 

podri::i asemejarse a algo parecido a la figura 3.1. 

(.·· -~) 
X ••• •• l 

Fig. 3.1 Subcortiunto Borroso .j, 

El marco rectangular .representa aJ conjunto .\: el circuJo pun1cado 

representa el borde ambiguo de lo que est.:í fuera o dentro de él y es .~ . un 

subconjunto borroso de X. La teoría de Jos.subconjuntos borrosos deJ'ine el grado al 

cual un elemento x del conjunto.\:" está incJuido en este subconjunto. La función que 

da el grado al cual el elemento esta incluido en el subcoajunto se l.bniafuncicin de 

mf!mbresia. El miembro es el elemento :c. Por ejemplo. el grado de membresia del 

elemcnlo x en el área d estd expresado por 

39 



CAPiTUL03 

µd(x,)-U.3. µ.,¡(-Y:,)-0. 

etc.µ es la fun~iÓn de 1~1~n1br~sia·;:~- ~Í~:~dO :de"-~l~-.~breSia. un valor desde cero 

hasta· l .. ~t subíndice 4· ~ tlluc~.~-~:-~-i:}C~.J;~-Í~~-~mbre.W de .. :l .. 
' ' .• ,,• ,•o ; • , - > '• •,• • , • ' .-, ; J;_~_-' • •:.::~: • • ,• ' 

·La. ~gur~ · 3_. _l_~-.. es::~1n·:~i~tC~~;_.;~~(;d~~-~y-~:~iitltitativantente .la ambigüedad 

de.o::! .,por medio- de la :f1.iflció~f.U2f(:C):{;~1:;.leiTmticilinente. no podemos asumir la 
~' ·. -: ·. ..· -·. -·· · . ~-·.~:v~r.;{b~;~~;;~~~;~{{;~ ;;:s:f;::_:::. ·_;._':"·>:· •. 

existencia de un área· amb~-~~~::~~.~/J~~~f~~;:~~e ~ste Proceso no define subconjuntos 
borrosos. Una definición fom1al ~cría C?_n:'<?rs_igue. 

DEFINICIÓN 

Sea."< un conjunto. enumerabt.~ o_ no .. y ."C un elemento de .Y. Entonces. un 

.. subconjunto borrosoº ·:! de ... Y es un c~njunto de .pares orde.n3dos: 

donde µd (x) es una ··función característica de membresí:i·· que toma sus v<llores en 

un conjunto totalmente orde11:1do .\1 que indica el -grado·· o ··niver· de membresia . 

. \1 se denominará ··conjunto de membi:.csía~·. 

Un conjunto o un subconjunto lo reprcscnt:ircn1os por medio de letras: A. 

X. E • .... Un subca.ajw:uD borroso se clcsig.=r:i par .le=s .debajo de .llls .cuales se 

colocará el simbolo - . Así. 

·:!· s.4. 

representar.in subconjuntos borrosos. 

Ejcn'lplo 3-1. Sea un conjunto finito: 

E'~ { a. b. e, d. e .. J.J 
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y el conjunto finito ordenado: 

.\/ - { O. l/2. I 

Entonces .. 

• J - {tul 0). ( b J 1¡. (el 1/2). (di O). (el 1/2). <.J1 O)} 

3.4 OPERACIONES DE SUBCONJUNTOS BORROSOS 

Puesto que los subconjuntos borrosos están definidos por la función de 

1nen1bresia debemos emplearla en la definición de las operaciones. 

INCLUSIÓN 

Sean .\· un conjunto y .\,/ subconjunto de membresía asociado .. -:! y ªdos 

subconjuntos borrosos de.\-~ se dir:i que d est:i iu.cluido en J! si: 

ºxe.\"': µ.3 sµI! 

esto se representará por: 

Ejemplo 3-1: 

X= { x,. x:. x,. x.. ) •• \/=(O. 1) 

·.:! = { (X¡ \ OA). (X:\ 0.2). (x, \ ll). (x., \ l) } 

¡¿ = ( Cx1 \ 0.3). (x: 1 O). (x, 10). Cx.. I 0) } 

Se tiene: 

.¿ e: ll. pues 0.3 < OA. O< 0.2. O= O, O< l. 

~I 
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Ejemplo 3-2: 

Sean -~ e= E. /}e= E, Al= [O. l l. 

Si 

V'xe E: µ!! (x). 

entonces 

l}c=~J. 

IGUALOAD 

Sea .\- un conjunto y .\./ su conjunto de mernbrcsia :isociado. ._:-! y f! dos 

subconjuntos borrosos. de.X:. se di.ci que ··1 y . .J¿. sonJguoiles.si y snlnmepte..si .: 

V' :e e.\-: µ_~ (.~) = Jll.! (x) 

y se representará por 

-:! = /}. 

COMPLEMENTACIÓN 

Sea _y un conjunto y.\/ su conjunto de membrcsia :..saciado. -:! y ¡¿dos 

subcoajuntos borrosos de.\'": se dirá que -:1 y J¿ son c.o.n~plc.1ucntari.os si : 

':/X e.\": 

y se representará por 

E;jcmplo 3-3: 
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-1 = { (x, 10.13). (x: i·0.61->d><> i-0~.-<x..fo>.{x, I H.·(>¡,, 1 o.03) } 

f! = { (x1 10.87). (x: 10.39). (x1 l I ). <x.. l 1 ). (x, I OJ. {X.; 1O.97) J 

se tiene que: 

-1=f!. 

INTERSECCIÓN 

Sea .\- un conjunto y J/ su conjunto de membrcsia asociado. -:.1 y f! dos 

subconjuntos borrosos de_\-: se define h:1 intersección: 

como el subconjunto lx>rroso más gr;inde contenido. ::i l::i. vez. en ~ y /} . Es decir: 

':f.~ E.\": µ .,Jr> !! (X)= J\,llN(.J.1.,¡ (.~). µ'! (x)). 

Ejemplo 34: 

.:j ={ (x1 I0.2),{x:I0.7},(x,J.i.).{X..~~:-{x5 l-0.5)} 

f! = { (x, 10.5). (X: 10.3), {x, l l).-{xA0.-1-) • {xs I 0.5) } 

UNIÓN 

Se::i _.y un conjunto y A/ su conjunto de membresia asoci::ido. -~ y .f! dos 

subconjuntos borrosos de .Y: se define la unión: 

.juf!. 
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por eJ subconjunto borroso más pequeño que contiene tanto :i 4'j con10 a ª . Es 

decir: 

.u .jv !! (:e) = MÁX( Jt _1 ( . .-). µ <! (:e)). 

Ejcm_plo J-5: 

.Tentando en cuenta los conjuntos del ejentplo (3-+) 101. unión queda de la 

sigujcmc_sanua; 

·:!uf! = : (x, /0.5). (x2 I 0.7). (x, / 1). ex./ 0.1). (x, 10.5)} 

SUMA DISYUNTIVA 

La swna disyuntiva de dos subconjuntos borrosos se define en tén1~inos de 
la uz:üón -e -intersección-de la manera sig\.tiente: 

·:! 6f! = C-:! nª )u(:;j r.l}) 

Ve;imos un ejen1plo,. en _este caso emplearemos los utiliz:idos en la 

intersección y en la .unión. 

Ejemplo J-6: 

-:! = { (x, 1 0.2), (x: 1o.7). (x, / i). ex.. / 0). (xs 10.5) } 

B= {(x1 10.5), (x: 10.3), (x, / i). cx. I 0.1), (xs I 05)} 

-~ = { (:'<; / 0.8), (x: / 0.3)_ {x3 /-0}.. {x., l 1)_-{x,l0.5}..} 

!} = { (x1 10.5), (x: 10.7). (x3 I O), (x., / 0.9), (xs 10.5) J 
·:!,...., !} = { (x, 10.2). (X: 1o.7). (x, I O). cx.. I 0). (xs 10.5) } 

-:! ,--., !} = f (x, 10.5). (x: 10.3). ex,/ O>. Cx. / 0.1). (xs J 0.5)} 

·:le lJ = { ex, 1 o.s>. ex: 1o.1>. cx, I o>. cx. /.o. n. ex, 1 o.5> } 

DIFERENCIA 

La diferencia se define por la relación: 

-:! - -!! =-:! ,...., !! 
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Considerando los conjuntos del.ejemplo (3-6)-0btenemos: 

.;) r. 7j = 1 (x1 i 0.2). (x: i O. 7). (x3 i O). (x.. i U). (xs i 0.5) } 

Excepto en c:isos particulares. tenemos que: 

3.4.1 OTRAS OPERACIONES CON SUBCON.JUNTOS BORROSOS 

DISTANCIA DE HAMlllllNG 

Consideren1os tres subconjuntos borrosos -1 · !¿ ~ t;" e:_\-... \- finito. y card 

.'\-=n. 

..... x::. XJ Xn 

-~ ª' ª= l a,j ª" 
.... , X• .r, ..r.. 

l} 1 b, 1 b:. J b3 1 h, 

... ..... x-. :C3 . -e, 

<;; e, 1 c=·J ·c,··I C4 

Podemos definir la distancia 'ZJ(a,.b,) ,CntrC a,:,:Y. ~~-para todo i = 1, 2, ....• n, 

e igualmente para (b, .. c 1) y (a;.c,) como 

± Zl(a,.c,) s ± Zl(a1.b1) + ± 'ZJ(b,.c,) 
¡,,.¡ r•l ' r=-1 
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Considerando el c:iso en que la función de membresía tonta sus valores en 

.:.\1=.IO~ lJ, se tiene que au b¡. c 1 e LO~ IJ~ i = L 2 • .... 11. Ton1ando ahora: 

V(a,.b,) = 1 a, - b, 1. :D(b,.c,) = 1 b, - e, 1. iJ(a,.c,) = 1 a,-c, 

Se definen dos tipos de distancias: 

DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA O LINEAL 

Ésm se define por: 

d(.:!. {J)= L 1.u., (x,)-p 8 (.'"°,)i. 
•=l 

DIST.ANCJA El'CL IOIª NA O .DIST ANCJA .c.t.JAORÁ TICA 

Ésro se define por: 

La cantidad e=c -:4. !¿) se llama - .. vor1na Euclicliana·~ 

1:: e.u.; <---.> - .uf!<---·>>=. 
1=1 

DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA RELATIVA 

"'--:!- f3-J= ~ L \ .u.J (x,)- .Uf<(x,JI. 

'""' 

DISTANCIA EUCLIDIANA RELATIVA 

G\ -:! -
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Ejemplo 3-7; Se:w: 

X1 X: X3 X.1 X$ 

l·lT.7-1 ·0.2 1 o·j·:o.6 l 0".5 

"' X¡ X: XJ. ""' Xs 

1 0.2 U': I·• 0 1 Q.6:1 

= (0.5)' + (O.;?): + (O):+ (O)=·+ (0.3)= +· (U.6)= + (1): 

=l.7-4 

e(.:!. ~) = ../L'74 = 1.32 

e( .j. ~)=(e(.:!. ~))1../7 = (1.32)/ ..f7 = OA9 

INDICE DE BORROSIDAD 

Se pueden considcr:ir. entre otros. dos indices de tx>rrosidad: el ··índice 

lineal de lxurosidad •.. definido· a -pan.je. de· la .Qi-slancta 4e HalTI.fl1iftg ~neralizada 

relativa. y el ··indice cuadrático de borrosidad •.. definido a partir de la distancia. 

euclidiana relativ:i. 

Se designarán respectivan1cntc por 
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., -
v(.:'J)= ¿d(.:J .• :J) ó v(.j)= 2 L: 

n . ..: .. 1 

Mfl'IC µ<! (.~.>- µ ;:! (x,)) 

El número 2 aparece en el numerador para obtener: 

O S v( ·:!) S l y OS l")( .:J) S 1 

pues: 

EVALUACIÓN DE LA BORROSIDAD MEDIANTE LA ENTROPIA 

La entropía de un sistcnta mide el nivel de desorden de las componentes 

del ··siste1na :i partir de las prob:lbilidades de estado. Si un sistema tiene • .V estados C1. 

e:. ·-- cN-- éstos son asociados con . probabilidades Ph P:~ .... P!-1; ent.oACCS ·'".la 

entropía,. del sistema está definida por 

H (p1,p:, ...• ¡:jS) =·"± P• Inp; 

·~· 
Es fácil de demostrar que: 

H=O (H min) para 

H=InN (H má.'<) para 

Si se toma la fórmula: 

p,= l. r E {l, 2, ...•• V} 

p,.= o. i.: r. 

1 
Pt = P: = ··- = Ps = P = ,y · 



SUBCONJUNTOS BORROSOS 

HC .. .l ·~ 
p,. P: • .. ., p,,) =·.-In 'I "- p, lnp¡ 

~ ' 1=1 

cnlonccs la entropía Cs una ~anudad QUe varia elttrC O. y· 1·. 

Ejemplo 3-8: .~e3 un subconju?to borroso ~ : 

Haciendo: 

( . ..-,) = 

±:µ,:!(XI) 
·1=1 

"'<! (x1) = 7/37. ;r<! (x:) = 9/37.· rr<! (X>)= O."<! (x,) = 6/37. ;r<! ( • ..-5) = 5/37, 

Entonces: 

=0.89 

SUBCONJUNTO ORDINARIO DE NIVEL a 

Sea ..:< e. {O • .l l- .se. llamara. :·subcOJljunto ""1inari<> .<le .ni=! .a- .de un 

conjunto borroso -d ~ -:11 subconjunto ordinario: 
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Ejemplo 3-9: Sea· 

Xt X:: X" "-' ·x-c -"" x., 

0.8 0;1 · 1 1 ·a.3: l:ó.GJo.2 J osl. 
X1 X:: . x~' "-' X~ :"" x., 

Ao.J = 1 
o l. o 

X1 X:: XJ "-' X.e: "" X-: 

Ao.ss = 1 o 1 
¡· 

1 o o 1 o l 
3.5 PROPIEDADES DE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS 

Si .j . ª. <;; son subconjuntos borrosos de .\·. se verifican todas las 

propiedades _para los sulxonjuntos ordinarios a excepción de dos. Se .puede definir 

un complemento único. pero las propiedades que no se cumplen sólo existen para 

los conjuntos ordinarios . 

. ;! .--.1} = l! ...... . ;! 

.;!u/}=/!'-'·:! 

(.;! ...... /!).--.<;; = .;! ....... (l}r..t;;:') 

( .;!vl})v(' = .;! u ( l}vt;;:') 

.;!.--..;! = -:! 

.ju.;!=·:! 

.;!.--.(l}v<;; )=(.;! r.f! )u(.;!..-.. q) 

.ju([! ..-..q )=(-:!uf! )r.(.j.v q) 

.;!r.0=0 

.;!u0= .;! 

50 

conntutativa 

asociativa 

idempotencia 

distributiva 

donde 0 es el subconjlH1to <>rdinario-tal-quc: 'rtx, 

e X: µo(x,) = O. 



-1 '""\"= -1 
.juX=X 

3.6 APLICACIONES 

BASES DE DATOS 

SUBCONJUNTOS BORROSOS 

donde . ..\ .. es el subconjunto ordinario tal que 'rtx, 

e ~Y: µ,\· (.~, ) = l.. es decir. el conjunto 

referencia. 

· irivotuCión 

Teorent::is de De l'vlorgan 

Un ejemplo claro de n.plic:iciones reales donde los subconjuntos borrosoS

puedcn ser aplicados lo tenernos en l:is bases de datos. Ivluchas de l3s lxlses de datos 

actuales están clasifica.das de acuerdo 3 un modelo de cómo los d!ltos estin vistos 

¡:x>r el usuario. Entre todos los tipos de bases de datos cn1plcados~ el modelo 

relacional es en el que mejor se pueden aplicar los subconjuntos borrosos. 

En un n1odclo l'"Clacional. la base de datos es un grupo de relaciones. Las 

relaciones son esencialmente las mismas como en 1::1 teoria de conjuntos. y son 

expresadas usualn1ente en .fonna. de tablas como Jas de la fiJ:.,~rn 3.2. la cual n1uestra 

una txise de datos conforn1ada de tres relaciones: PARTE. PROVEEDOR... y EM 

(embargue). En las t:J.blas. los datos en e.ad.., renglón esttln conectados: por ejemplo. 

si mir:imos al primer renglón de ht rel:ición P.~TE. nos muestra que el nún1ero de 

p:Jrt~ (P#) es PI. el nombre de la p:J.ne <.PNOI\.1BRE) tucrc:i. de color rajo. el peso 

12. y J;:i loc::ilidad de aln1:i.cenamiento (CIUDAD) Londres. La líne:i. de elementos 

que conforman un renglón se le llan1:J. tupla. se escribe con la siguiente notación 

<PL. tuerca. rojo. 12. Londres>. Los notnbres cbdos a las colurnna.s tales como P#. 

PNOL\r1BRE. cte. son llmn:i.dos arrib111os. Los elementos de Ja t¡ibla t~lcs.cruno. Pl. 
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tuerc:i .. etc. son 1Jan1ados valores de atributo. El conjunto de valores de :itributo de 

wt alributo es 1lan1nd::1 el dominio del atributo. 

PARTE 
P# PNOMBRE COLOR PESO CIUDAD 

PI rojo 12 Londres 
r= p ... "1"110 v ... TUC 17 París 

PJ ton1ilk• 07u) 17 Rotna 
N tom1Jlo rojo 14 Lon"'°"" 

PROVEEDOR 
S# SNOMBRE ESTADO CIUDAD 

SI Smith =o Londres 
S2 Jonc:s 10 París. 
SJ Blal....,, .lo Paris 

EM 
S# P# CANT 

SI PI 3000 

SI P2 :ooo 
SI PJ 4000 

S2 PI 3000 

S2 P2 4000 

53 P2 :ooo 

Ffg. 3.2 Expresión To.bular de una Base de Datos 

Si Cscribimos mn sólo el entorno de Ja OOse de Wtos de Ja figura 3.2~ 

obtenemos 

PARTE(P#, PNOJMBRE. COLOR. PESO, CIUDAD) 

PROVEEDOR(S#. SNOMBRE, ESTADO, CIUDAD) 

EM(S#, P#. CANT) 

P~r::{ aJrÍ1ac~nar: recuperar .. y procc~r los datos ambiguos que existen en el 

mundo ré:í1-.. - lo~·-··.:i~odcios'" dé cm·tos·: utÚi~-adOs hasta ahora no han sido los 

sufi~i~·.:.temi::~t~-- c_tn.~.c~?s: -~e manera que . h~n 'sido propuest:is las bases de datos 

borrosaS.~ C:1.si"tOdaS Jas boscs de é:l:1.to·s· borrósns son extensiones de los n1odclos 
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rcl:icionales. pero su formulación difiere de acuerdo al tipo de antbigücdad que estCn 

intcnt:indo C~'Prcsar y n1anipular. 

Pritnero. podentos considerar un modelo de dalos para relaciones estándar. 

el cu:il utiliz:i ta teoría borrosa en la condiciones de recuperación de datos para los 

queries (peticiones de información a la base de d&ltos). Se puede uliliz:ir un método 

de proccsuanicnto para tos queries borrosos baso.do en el len.guaje de manipulación 

de datos llnmndo SQL. 

Considercn1os un \xi.se de cfutos de cntple:.idos como en la figura 3.3. 

Podemos considerar. en printer lugar el conjllltto de \':llores lingüísticos..bor.r.osos J1UC 

puede ser utilizado par::i los atributos. Por ejen1plo podcn1os usar 

T(E:q.AD) =.{. :"áe.t0-jove11_ 1nuy viejo. n.o v.iejo_Jl:lás_o-menos v4cjo •... 

T(SALARIO) = : alto. bajo. muy alto. ntás o menos alto .... } 

.T(E!tv1P-AÑ0) =; {.reciente.. 1u.:is o ml.!.D.OS recien.1c... .muy. recien.t.c. -·· .! . 

donde no podcn1os realizar qucrics borrosos para nombres. Los conjuntos T(X) 

equivalen a:los conjuntos dc'3"efer.cncia y los valores.lingüísticos.borrosos equi'\'alen 

a tos subconjuntos lx>ITosos. Al h3cer esto. est:imos en la ¡:x>sibilidad de ..:scribir tos 

siguientes queries los CU3les contienen eoadiciones borrO&ílS. 

El'l<IP 
NOMBRE EDAD SALARIO EMP-ANO 
And"""" .JO =oooo ¡97....¡. 

S.own 30 t.!'i ººº 1974 

Long =s 40000 197= 
~c!lson ,, =oooo 19!50 

Smith ~s ::s-ooo l-97!5 

Fig. 3.3 Tabla de Empleados 

QUERY 1 

¿ De la gente. quién es joven o se empleó recientemente. y cuáles son los 

nombres de aquellos quienes tienen salorios altos ? 

SELECT NOMBRE 
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FROMEMP 
WITH ( EDAD= •joven,. o EMP-AÑO = ··reciente .. ) 

v SALARIO= ··alto .. ·.· .• .. ,,· 

QUERY2 
:. ',. : ·: 

¿De In gen-te:-quié~ es.Yiejo.·--~·se empleó m:is o n1enos recientemente y con 

snlarios muy altos ? 

SELECT NOMBRE. EDAD. SALARIO 
FROMEMP 
WITH EDAD= .. viejo .. o 

E?\ltft-AJ.'Kl.= '""más o tttenos _"l"Cciente·· 

y SALARIO= -muy alto .. 

Consideremos -el -método para: procesar el 'query 1. L:i. primer .tupla pac la 

base de cbtos EIVIP .. (Anderson. 30. 20000. 197.+) .. tiene una función de men1bresía 

µ;~~(30) para el valor de atributo de EDAD. Puesto que ·joven·· esttl .en TCEDAD). 

el método (Xlra c:alcular µ10ven(30) se puede obtener a partir de l:is gr:ífic:is de la 

figura 3...1-. -en este caSQ J..iJOlo'om {30) = 0..5. 

~~-
º ' :o .JO ~a ~o 

-~· ' 

J~ 
1970 191: 197.. Ut76 ltt1tl ~OS 

~··~-. ' o ' • 
.looua :ooon ~ .-...> .-

Fig. 3.4 Gráficas tle Jos Fwu:iones de Membresfo. 
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De la n1isn1a .fonna. el V3.lor de EMP-AÑO es 197..J. así que hacemos 

f.Lt~-.:•cutc( 197~) = 0.6~ El s:ilario es 20000: 'e~-l~n,~es J.lu1t0 (20 óooi ~ 0.5. 

En los qu-crics sc-cn1pt<:in :ias OJ?C~CiOi~-~~- .;•aild .... y ··ornen las condiciones. 

que están definidas co1110 

.-y(p ánd q) = min{Y(p): y(q)) 
-y(p or_q) =,máx(y(pl.. -y(.q)) 

El qucry co111plc10 tiene .u·~ g~ad_~-:dc:· -,~ ·, 

mín(mdx(O.S.0.6).0.5) = .DlÍn(o.6:u..s) =. 0 . .5 

Esto puede ser llevado ii cabo· para laS 1upl:1s·rcstantcs. Los rcsult:J.dos están 

resumidos en l::i tabla 3.2. 

------- Condición 

Tupla ------- · 
:..And ... ri.un. .lO. 20000. 197-J) 

··oro,••n. JO. 1!1000. 1974~ 

\ Luog. 2!'. -U>OOO, l 97Z.-

:smirb. 2!1'. 2!1000. 1973 ~ 

EDAD= : ·-· 0.!'1 

0.!'1 

'·" 
EMP-AÑO= SALARIO= .. Alto" .._. 

0,6 o~ 

0,6 

O.!I 

0,8 0.8 

Tabla 3.2 Valor.:s de Verdad par.a QJ..Lt:ri.es.Bo.rrosos 

QUERY 
COMPLETO 

º"" 

o 

0.8 
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CAPÍTULO 4 

RELACIONES BORROSAS 

4.1 CONCEPTO DE RELACIÓN BORROSA 

Una relación borrosa estri defi~ .por .P un ..co.ajuw.o producto de n 

conjuntos y.\/ su conjunto de n1cn1bresia: una relación n-aria borrosa es un conjunto 

l:x>rroso de P que toma sus valores en.\./. 

Ejemplo 4-1: Sean: 

y.\/= [ o, 1 1-

La t:lbla siguiente expresa una relación 2-arta borÍ'osa: 

r. Yt y~ Y> Y.t ::v, 
-"t o o 0.1 .0..3 ·-.:i 

X: o <Ú o•' .y. 1 

·'"• º·" <t.'4 ~,:,; .. -~ ·-{).! 

Una relación borrosa en~\'1 .X .Y::se-e;i.;;presa ~-.co.ano: 

:e E .Y1.:.v E_ .. \-~ : X !J] y 

Los símbolos empleodos-para las-relaciones·boFFOsas son: 

v Este sín1bolo representa el má.ximo respecto a un elemento o varfa.ble ."C. 

/'\. Este sin1bolo representa el n1ínimo respecto a un elemento o va.riable x. 
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De esta forma se puede escribir: 

µ1 (x)= vµ(.<.y) equivale a µ¡ (x) = MAX(x.y) 
.v ,v 

y 

,U: (X)= A,u(x.y) equivale a µ: (.'<) = 11.<~(x.y) 
y 

4.2 OPERACIONES CON RELACIONES BORROSAS 

UNIÓN DE DOS RELACIONES 

La ··unión .. de dos relaciones 2J y :Z . es representada por ?_!u .Z 6 

::[! + :Z es una relación tal que: 

58 

µ.:?!'-'~ (.T.y) = µ~ (x.y) v P:¿ (:c .. y) 

µ~.¿ (x,y) = 11.<L"-X[µ~ (.1'.,V), µ.¿ (.1'.y)]. 

Ejen1plo 4-2: Sea las siguie~tes relaciones 

!{! y, .. v: Y> 

.1'¡ o o 0.2 

X: 0.5 ._O.l 

."1:'3 . 0.8 o 

!{!Ué? Y.: -y3 Y• 

.1'¡ o:5 0.1 0.2 'OA 

X:, o.s 0.1 0.7 

X3 0.9 0.9 0.9 

Y• 

o 

0.2 
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INTERSECCIÓN DE DOS RELACIONES 

Se define la ··intersección .. de dos relaciones !{! y q .. represenroda por 

.7_f"' :Z . por la C:'(prcsión: 

.U;y,-.¿ (x. y)= l'vflN[ µ;y ( . .-,y), µ:Z. (x.y)_J. 

Ejemplo ~-3: 

Se:in las siguientes ~l::iciones 

7f .VI Y: :.v3 Y• :z y, Y: _v3 Y• 
•' 

-'"• o:·· '.0.1 •_o,·· :o.~ 
.. 

x, :.0.1 :1 o . 0.2 ·0-5 

.t':· 0.5 J '· o 0.7 X: l.: o ,1 0.1 

X3 0.8 0.9 0.9 :. 1 X3 :_o.9' ,OA• 0.7 o 

Calcul:lr 5-Jn:z. 

'!fr>:Z y, .. v: . .Vl~ ·,y4 e 

-. ...----.---r--:r---. 
º· 'Ó: OA 

·. i o 0.7. 

X3 0.8 DA 
.. 

0:7 '.· o 
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PRODUCTO ALGEBRAICO DE DOS RELACIONES 

Se define el producto algebraico de dos relaciones !1J y !! . reprcscnL::tdo 

por !:!f • :Z ~ mediante la expresión: 

µ~·~ (."C.y) = µ~ (x.y) • µ~ (x •• v). 

En el n1iembro de la derecha. el símbolo(•) iodica el producto numérico. 

Ejcmplo~-4: 

Sean t:is siguientes relaciones 

~ Y1 Y= Y> Y• :z Y• Y= .V.3 Y• 

:c1 .: '· o OA X¡ ,0.1 o 0.2 0.5 

.l:':, .0.5. ';0.7, X: : o 0.1 

X3 .0.8 .1 X3 .0.9 OA 0.7. o 

:,, . 
Caléuiru: !? • !l . 

~-:z Y1 Y: Y> Y• 

-"1 o . O· o: 0.2 

,: " x:. o 1 o: 0.7 

X3 0.72 o.'J6 ·o.6J o 
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SUMA ALGEBRAICA DE DOS RELACIONES 

Se define la sum:i algebraica de dos relaciones :JJ y :Z. representada por 

'7J +. :Z . ntcdiante la es.presión: 

µ ::!;.2 lX.y) = .u.'J' (X.y)+ J.l¿ (x.y) - µ_~(X.y). µ:z (.\:'.y) 

donde el símbolo····· indica 13 multiplic:ición ordinaria. y··+·· la suma algebraica. 

Ejemplo 4-5: 

Sean l:is siguientes relaciones 

7J y, Yz >'3_ '··-:·.V.i !l .l--"t 
···~ ---~ ·"" 

x, o O,l o 0.4 "" -0.l ·O {}.2 o.s 

."C: ~,5 -.¡ ±o' ;e.7 .. !'t',: ·-0 ·i. .-Q.i. 'i. 

-o:is- 0.9 'éí:9 1· X3 -0:\) ~.* o-:-r· o 

Calculnr !{! + • :z . 

'.{!+él .v1 . v: .' Y> .... v .. 

-"'I 0.1 O.l 0.2 0:7' 

x:: 0.5 O.l 

X3 0.98 0,94 0.97 
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COMPLEMENTO DE UNA RELACIÓN 

Et ~~mplcn1cnto de una relación ?¿.representado-por- !:;_fes t:il-que: 

'<f(x.y) eE1 xE=.: µ"! (x.y) = -l - µ~{«.y> .. ·. 

Ejemplo ~-5: 

:{Y Yt ·"'= Y> Y• y, 

x, 0.3 OA 0.2 o ... , 0.7 0.6 0.8 l 

X~ 0.5 o 0.7 X: 0.5 1 o 0.3 

x, DA o 0.1 OA 0.6 1 0.9 0.6 

SUMA DISYUNTIVA DE DOS RELACIONES BORROSAS 

Se define la swna disyuntiva como 7.J e :Z . n1ediante la siguiente 

expresión: 

Ejemplo ~-6: 

Calcular !J.! E9 !Z 

Y> y, Y: Y> 

0.5 o 0.1 

x, 0.8 0.9 0.9 o 
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~ 
y, Y:: _\.'3 ·'.? y, ~V:: y) 

X¡ 0.5 o X¡ o 0.9 

X:: 0.2 0.1 0.1 ,:Cz 0.1 0.6 

!J! ,-., .:z Y1· Y:: Y> !J! r..:z Yt Y:: .. Y3: 

x, 0.5 o o x, o o 0.1 

Xo 0.1 0.6 0.9 X" o.2 0.1: ·o 

2]@q Y1 Y:: Yl 

X¡ 0.5 0 0.1 

Xo Q,2 -006 0:9 

De maner:i silllililr. se define Ja oper:lción complcincntari::i: 

'J5 e :z = !J!EEl .:z 
= C!{f '-' ,Z) ,-., C:z!'--'.:Z>. 

Ejemplo -1-7: 

Tomando en cuenui 

!{f e .:z y, Y:: Y> !:ZfEB :z y, Y:: ,V3 

:e, 0.5 o 0.1 X¡ 0.5 0.9 

-'t":: 0.2 0.6 0.9 .-C:: 0.8 OA 0.1 
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'l.! e !:! _\.'1 Y: y) !?_<'e ?. y, Y: Y> 

-"1 0.5 o 0.1 -"1 0.5 0.9 

X~ 0.2 0.6 0.9 X: o.s 0.4 O.l 

4.3. COMPOSICIÓN DE RELACIONES BORROSAS 

4.3.1 COMPOSICIÓN MAX-MIN 

Se3ll dos .relaciones borrosas que no pertenecen al nUsn10 conjunto de 

referencia: 

Se define la .. composición MA.X-1\.r~ de 2] 1 y 95= borrosas. 

representada por 'J.!~ 0 J.! 1 • por la expresión: 

dondc.'t' e .Y.y e Y.: e Z. 

El siguiente ejemplo muestra la con1posición !'vtA..-X-~UN de dos relaciones 

borrosas. 

Ejemplo 4-S: 

Sea.a las sigui.entes relaciones :{! 1 y 9J:; 
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~1 y, Y= Y> Y• Ys. 

x, 0.1 0.2 o 0.7 

X: 0.3. 0.5. o 0.2 

."<3 0.8 "O -o~ "0.3 

7.!: =· == => =· 

·""' 0.9 o 0.3 0.-1-

Y:: 0.2 0.8 o 

.\.'3 0.8 o 0.7 

Y• DA 0 . .2 0.3 o 

Ys o o 0.8 

Obtener la con1posición tvIA...X-1\IIIN !7J:: 0 .7_! 1 : 

Solución:- Para obtener los valores <le la con1posición M.A..:~-MIN".se...1Dm.a la 

expresión que la define 

.u,,.,., tx.=)= !vlAX[l'vUN(µ,,. (x.y). µ,. (Y.=))J 
- :: -1 ·" - , - : 

El primer vnlor de In composición a detenninar es (x .. => = ( x 1• =t ). Para 

ello se tom.an todos los tvUN'(µ~ (x19.y¡) ,µ::r (v, .. =1)) donde i = 1 .. 29·3~ 4. 5~ 
-1 -:: 

MIN( µ _ _,, (-"i• y,). µ"' (vi. =1)) = JV!IN (O. l. 0.9) = 0.1 
- t - :: 

!vlIN(_µ.,. (-"l ·Y.:) •. µ"" .tv.=. =1» = rvCIN (0.2. 0.2) = 0.2 -, -:: . ' 
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MIN(µ., ( . ..-,.y4 ). µ,,. (.v4 .:1))=l'v!IN(l.OA)=OA 
-1 - : 

Altora sC toma eJ rná.-dmo de -los_)'¡, el cual será el valor (x1. :1). 

MAX[MIN(µ,,. <·"•·Y·.>.µ,; (v;;z,))], 
·", . - 1 . -.: ' 

= MAX (!U, Ü.2; O.'Q.4. Q} 

=OA 

Seu (x. :) = ('x1 • z:) 

MlN( µ~, ( . ..-,.y;) ; µi!, (.v,.·::)) = MIN (O. l. O)= O 

MIN( µ,,. (xi. y~). µ~ (~:. ~:)) ,;,;,· MIN (0.2, l) = 0.2 ... 
- ¡ - - : . '•- -" ·r . 

. , ·.-·-,.' .. _· . ., .. ;: 

y así sucesivan1ente h:isui llegar a· dete~n.irlar (-'C~.;' : 4 i en este cnso. 

Los resultados están dados en la sigulentC...ri::lación.;. 
:, . ; .. , 

23:º 9-!t ::: ~~: =i·:: 

·"• OA '0.7 O.J• 'o~7 

ll.J o:s 0.8· 

.'<"3 0.8 O.J O. 7 

Ejemplo 4-9: 

Sean dos relaciones borroS&lS .T: .7_! 1 y y .v !:?.! ~ = donde x ... .v--= e .a•. 

Supongamos: 

6C. 

µ~ (x.y) = e-k(x-.v):. k C!:: l. 
-' 

µ;p (.v.=>= e-k<.'-'-=>::.. k ~ 1. -, 
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Se quiere derem1inar ahora µ :1r o::::i' (.\''; :). Consideremos dos valores X = a 
-:: -, 

y = -= h del.ns varü:Jbles x y=· En este caso las runcioncs de men1bresfa .nnceriorcs 

son conlinu.ns en el inten.:alo ro .. ce]: podemos escribir: 

µ,. .,.. (a. h) = v _[µ_.,. (a,y) /\_µ,,. (v. h)J 
-:: -, ...... - , - ::! 

La con1posició.n de q 1 y de !!f~ mediante In- operación máx-min se 

representa en J.n figur.n ~. 1: 

o 

Puede verse C1cjlmenre...q.ue.se . ..tie.ne 

{ a+b)
2 

µ __ fo -1>-)=-e-k~a-z-
:i'~""'""t""""• -: -, 

L-~~~'--''-~~~~~ ... .v 
a -b-

o 

-k(ª~b)2 
e 2 -

y 
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e-k(a-.v>: 

e-k_C.v-h>: 

··a b 
· .. ·2 ,. 

Fig'. 4.1. con'i¡iosiciÓn .MAX-MIN 

Y (XI~ todo valor d~.~~ y=.:·:--

'i,:· .: ;,'•, ··: ··: .: -k 1--~1= 
.''µ~-:-o"~• .. <~~:) = e 4 

.•· 

Por sintplicidad se, ha. considerado aquí dos funciones µ :."J J (x .. • ""> y 

µ ~: (v~ :) idénticas. pero el rnzonamiento seria el mismo p:ira funciones distint:1.s. 

Sobreponer µ~1.(a~_v) yµ~: (v. b).Y dcterntlnar la curvaµ~1 (a._v) Aµ;r:: (v. b) en 

función dey. Tomnr el valor máxin10 de la curva. Jo cual da ta abscisa y la ordenada 

de este má.xin10 .en función de .v. El proble111a se con1plica si la abscisa del máximo 

no es Unica. Es necesario entonces hacer intervenir consideraciones n1ñs 

complicadas. 

4.3.2 COMPOSICIÓN MAX-PROOUCTO 

En este caso .. el operador A de la composición MA...X-rv11N se reern.plaz.:ini 

por el opero.dar ( •) p:lra represent:lr el producto; entonces la fórmula de In 

com¡x>sición n1:i.x-producto quedará de Ja fonna siguiente: 

µ"' 0 ,,(x.:)= v [µ,.(x.y)•µ.:.(.V.=)J 
- - .v - -

Mf.'X I'( µ'!(:<,y) • Jt.z (v, =))] 
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... 3.3 SUBCONJUNTO ORDINARIO DE NIVEL 11 EN UNA RELACIÓN 
BORROSA 

Sea a. e ¡n .. LJ: se llama ··subconjunto ordinario de nivel cC de una relación 

borrosa ~e: .. \· x Y .. al subconjunto ordinario: 

G.,,= {(x.y) 1 µ~!(x.y);;?.a.}. 

Ejemplo ~.-JO: 

.~Yt Y:: Y> 

x, 0.3 0.8 1 o 

:e:: 0.5 1 0.3 0.9 

1 0 .. 2 0.6 0.7 

Gott ={(Xi.Y:). (x1 .. .VJ): (."l:'::: .. Y:::)- (.l:':._v.a) .. (X3._v1)J. 

Se puede definir el sutx:onjunto ordinario Ga. de otra forma. con la ·ayuda 

de una relación .??a. tal que: 

µ~.(x .. y)=l si µ~(x.y)~a. 

Entonces la relación anterior puede quedar co1110: 

.Vt Y:: YJ .v., 

o 1 1 o 

.7t'o.s= X.: o 1 o 1 

x, l o .o o 
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,_, ...... :.'.! , 

4.3.4 TEOREMA DE DESCOMPOSICION 

Toda co1nposición borros;i ~ puede dcsco111poncrsc en la .fonna : 

.7t' = V CL •.??a. • 0 < or. ::;; 1 
- a 

donde 

µ,..~ (x.y)= l si µ'i!'(x.y);,a. 

=O si µ~(x'"y)<or. 

Y a •.??a. significa que todos los element~s .de· ~::i rela~ió.n ordinaria . .??a. son 

ntultiplic:idos por a.. 

Ejemplo ~-1 1: 

0.3 0.8 o 

-~t-o.s· 0.3 0.9 

0.1 0 .. 6 0.7 

1 1 1 o 
1 1 1 1 

1 1 1 1 

o 
·1 

o o 
0.5. 1 ·.1 

-o 

o .o 

0.7 • o ::o 
o o 

D 
o o o 

º' o o 
o o o 

o 
0.9. o I· ··O 

o o .. o 
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4.4 SUBCONJUNTO BORROSO INDUCIDO POR UNA 
APLICACIÓN 

Sea una aplicación1 del conjunto .Y1 en el conjunto_\·:. represent::J.da por: 

_ve r {:e} 

Sea _u d (x) la función de membresía del subconjunto borroso .. :! e .XJ; 

entonces. la aplicación r induce en.\·: un subconjunto borroso fl e::: .. \·: cuy:i función 

de mcmbresia es: 

µFt (.v) = x~f:1.-};:, [µ<!(:<)],sir' {y) .. "'· 

= o. si r-1 Lv) = 0 

Ejemplo·~-12: Sean 

y una aplicación r t::J.1 que: 

r{ xs} ={y,}. r{x.} = {_v:.l-

r{."(';}={_v ... }. 

Se:i tantbién ta aplicación i.nve~ _ C-1
: 
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r 1 ÍY1_·:_={x:.Xl::c:~J. 1 1 {y:J=fx1.x6}. 

r 1 
{ .v~ }.= { x-1 :-.· r 1 

{ Y4 l = ·t -~:::. -~; :. 

Y. finalntentc. sea el subconj~~to }~rro~:-d. C-Y1: 

-::! = rcx, 1 o.3J. ex: 1 o.7J. c.~, i 1>. cx:. I í1>. cxs I 0~2i. c.:...1 o.\IJ. ex~ 1 o.sii 

Se tiene entonces 

: µa,l.i·1')'= ;_',l·L·L\::: ( 0.7: 1: 0.2) =l. 
· - · lx:;,XJ.x:sl 

'µ s (v>) = .IL4.\" ( O ) = O. 
- 1.l." .. ! 

µ '! (v,) = ¡~f~~; ( O. 7: 0.8 ) = 0.8. 

Estos resultndos se muestran en Ja siguiente figu.r.i 4-.2. 

(.------~ ... : 
0.3 

y, 

0.9 
y, 

-::! o /} 
y, 

0.8' 
y, 

Fig. 4.2 Subconjunto Borroso Inducido por unn Aplicación. 



RELACIONES BORROSAS 

4.5 ,SUBCONJUNTO BORROSO CONDICJONADO 

Un subconjunto borroso ~ (.l:) e.\·:: se llama ··condicionado en .\·1 •• si su 

función de met:nbresía depende de x e .\-1 co1uo pará.ntelro. 

La función condicional de mcn1brcsía se cscribird. entonces: 

µl!C;·LI x) •• dondc . ..-e_"\."1 y yeX,. 

Esm función define una aplicación dc_\.-1 en el conjunto de los.subconjuntos 

borrosos definidos en .\·::- Así un subconjunto borroso ..,:! e:: .. Yt inducirá un 

subconjunto borroso !! e .. \"= cuya función de men1bresia será: 

µ'!(y)= ·~~}:~- (MIN[µ'! (vil x). µ_~ (x}]) 

Ejemplo -i-13; 

Sea una relación borrosa :t! que.e.:ciste entre 

y defulida_por; 

'7J .VI y~ y, 

.... , 0.3 0.7 o 

X: 0.2 0.5 o 

x, o o.s 

..... o 0.5 

Xs 0.3 ..l -0,4 

..... 0.8; o . t) 
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.--. . -: -· -· --·- -

Supongamos que se"-ti~~e···un.·,sl1bcri~jun~6 tX,-iToso ~ de ... Y1 definido -por: 
·.:·:;·-\:";' 

.;1 =re . .-, 1«j~s >. ¿ .~,'io._2 ·;: < -~31 o'.~\. c~:.-.11 >. < x, lo.7 >.ex. I o>}. 
,_·:--· ;.,;.;· 

_A e~~~----~-~:~j-~~~-~;z~~,f~;~-~\;~~- s-:~i1 le corresponde entonces un subconjunto 

borroso ·· en -,:·_\.-~'···. :;-;fGi~~-~;~:-_:.~:--~!!"~---- ... \~ 
A·.l4X (MINC.U,.(v 11\.); ~;,{:.-)]).' 
x<:..\'"I' : ~-- 7_:· ·.'''-~<.-·-_,;_-

74 

SoluCióil: .-

MIN[µ{I (v1 11 X:). µ~ (."<:)] = MIN[0.2.0.2] = 0.2. 

MIN[µ,? (v1 11 x3) • • u~(.<",)]'= MIN[l.0.8] =O.Se 

i'vUN[ µ-C' (vi 1.1 x.>). ~µ,¡ (."<4));;. l\<[!N[o; l] ;;=o, · 
- t"'-~; ;.· '~~:-¡ ' ¡ 

IVITN[µ!! (v1JI x;¡:::U'.~·(x~)] ;;,;¡i;fiN¡(Ú,0.7] = 0.3. 
-... -.- .. , _¡ .. :¡.·f:_';'i."F'):.,;:,_\:;-.-.\·:-;:' - . ,· . 

~=~-~:;Jj°}:tt,Ztfüif ~~~;~~~~~:-s.oí .=·o. 
Xz • ";'.>-; ··,..::::::· ·\;';',::"·· ···.,;· ---::·~-' 

= M&'-cco.:i: 0:2/0.s;o;a·s; ói:;. lú. 
' ··..;> .:::;1, ~· . --~; 

Se hará· Jo misn10 ~;.¡·~v~; -)~.~ i:u~gc; ~~z:~(Y;~ Fi~Cntc se tendci: 
' • • ' • . ' ~ • • "J. ~ ' ' , • . . ..• ,_,.·~:o;; ' - . - '.·.' ~ . 
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Es decir. 

ft= [(v1 10.8). (v: l J>. (v, 1 u.8)}. 

Otra forma de rcprescnmr los subconjuntos borrosos condicionados consiste 
' ' 

en lo siguiente. Se::i .. ~: :..1-. e:: E_1~.';_ ~: .. ·~.)~;y ln.!clación.borr<:>sa: !:{!_que _eXistc:enfre E 1 y 

_.y-. = :,.:..:! .·entonces -r =·.11 por la relación 

Si .u~- (:c .. :~~)· .e~ ~a~ ft!'Tt~~-~·~-~-de·_·m_~n:,bre~i::i de _la relación· borrosa !J.!. µ .j (.'t") 

la de .j. µ ! (v) -1~_,-~~ ·.fi __ (~i:i.~~~~~,~ .. ~~· Í:Íe~-~-~--_:_· 
µiü,/;..~~{<MnJc:u~ <-'<>,.·µ~<-'< . .vm 

= ': [µ;,¡ <·:> Aµ'i!' <;"< .. V)). 

Ejemplo 4-14: Sea: 

' ' 

.:¡ = {(x1 i'0.3): (.'<: 1 0.7). (-'"~ J l)}; 

' ' 

E:= tV1;·y:.·_v3.:V~~y5}. 

'?! Yt Y: Y• j .. ~· Y!o 

X¡ 0.8 o 0.3 0.7. 

-'t":: 0.8 0.3 0.8. 0.4 0.7 

X3 0.2 0.3 o 0.2· 

.:J se puede prcsent:lr con10 sigUc: 

7S 
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-~ 0.3 0.7 

Solución: 

Se efectúa la operació~·l\.:'u~.P3r.a todos l~s elementos de ·::1 con Ja columna 

Y1 de 2..f: esto da comO-rCs~J~~~;'. .. , .. 

-, : ·_~,:_~>i~'.~~~i ~.: ,_ :·_ .. '.:.\,º¡ 

o~'.~>:\,~·s 

,0:7·:{' 0~8. 

.1-'t 

§ 
. ~ ; 

Ahora·se·.efectúaº-¡~: 6~~~ió'n'._~~ en los elen1entos de Ja colurnna 

obtenida.: esto da: 

Ü.3 VÓ.7 V 0.2 = 0.7. 

Así ténemos q••e: · 

Lo mismo se hnr.i entre los elementos de .:J. y las colun1nas de 2J. Jo que 

da p>mo· resultado: 

µ!! (.voi= 0.3. µ!!(y,)= 0.7. µ!! (.v,) = 0.4. µ!!(.v.>= l. 

Y finatinente obtcnemo~ J! : 

/} = {(.v1 10.7). (V: 10.3). (v, 1 0.7). (v, 1 0.4). (vs 1 l)J. 

o bien 

7<· 
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Y1 

fl. 0.7 0.3 0.7 OA 

4.5.1 SUBCON.IUNTOS BORROSOS QUE SE CONDICIONAN 
SUCESIVAMENTE 

Si .J 1 induce a ...-J:.por ~i .. si d:.inducca -:_l3por ?:· ..... -~n·I induce 

a ·:! n por 'J3 n • I• entonces .-:!- 1 induce a .:J.,,por 9_! n -J 
0 7J .a--·º .... 0 ~ l• 

Ejemplo ~-15: Senn: 

-i \ o.s j o.3 

~1 = Xt 0.~ 
f-~--+~~-+-~--1 

X: 0.8 

E,=: ·~=\ .. .:.....~~-
, 

=t.¡· Z:. ::, 
Y• o:7 o:~ 

~:= Y.: 0.2- o 0.8 

Y> o 0.3 0.9 
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Solución: 

zt:: =· =:: =· 
X¡ x, ~1 ·y1 :V:: Y• ·0.7· OA l. 

l o.8j 0:3 ·0.3 o ·-0.8 

0.8 :U'.3· 0.9 

'?!= =· ::: Z3 

.Vt· .V:? y, 0.7 OA =· =:? =· 
0.3 0.8 0.3 

1 
o 0.2 o 0.8 = l 0.3 o_.3 0.8 e:: E, 

o 0.3 0.9 

4.~.:f'~tEOADES-OE -LAS.-RE-lACIONES .. BJNA-RtAS. aoRROSAS 

Se consider:in los siguientes conjuntos donde: 

E1 =Eo =.E.y.V=.(O._lj 

los cu:iles se ocupar:in de l:is propied:ldes de las relaciones borrOS3S en E x E. 

Ejemplo 4"16: .S=n: 

E= :A. B. C. D. E}. 

_V=.{O.. .ll: 

la tabl::i o mi'..ltriz de la figura ..i..3 representa una relación en E x E. 

711 
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73 A B e D E 

A 0.1 o () 0.8 

B 0.8 0.3 o 0.7 

e 0.8 0.3 0.2 () 0.9 

D 0.6 o 0.5 o 

E 0.2 o.s 0.6 UA 

·--Ag. "·3 
En sc_guid:l se ex:iminar:ín las .princip:iles propiedades de 1:15 relaciones 

borrosas. Para represent:ir la función de membrCsi:i que define a I:i-. rel::ición borro53. .. 

se uúlizar:i la notación .u-;s <-~.y). 

4.6.1 Sll\6ET~ 

Una relación bin:iria borros:i simétric:i está defiiticl:l por: 

':/ ( . ..-.y) e Ex E: Luo: (x. y) ,,;;,Ji)·';"'. (µo:.(;,,."<)=µ). 

Ejemplo ~-17: 

~ ,'J B e 'D E . 

A o 0.1 o ·0.1· 0.9 

B 0.1 0.2 0.3 OA 

e u U.2 U.8 U.8 

D 0.1 0.3 0.8 0.7 

E U.9 OA o 
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4.6.2 REFLEXIVIDAD 

Esra propiccfud está definida por: 

'v' (x. -~>e Ex E: µ'!! (x. x) = l. 

Ejemplo -l--18: 

·':!! A B .e D 

.-1 o· :0:2 o,3 

B o o.!' _'¡ 

,. 
e 0.2 0.7 1: 0.4 

D o ·o.-i. •.: 1 
1·. 

4.6,_3_T.RANSITIVIDAD 

Esta propied::td en una relación borrosa se define: 

Sc:in: x~_v .. = e E. 

"v' (x. y). (v, z). (x. :) e Ex E: 

Tal relnción también se puede escribir US3ndo otros símbolos: 

µ,,. (x. :) ;;,; v [ µ,. (x. y) A µ"(v.:)]. 
- .v - -

Donde: v es un símbolo que significa ~·1ná.ximo de·•. 

A es un símbolo.que si.&nifica ... minimo den. 

En otro caso la propiedad de transitividad,en las relaciones formales se 

dcfiJl,C..J:OJllO: 
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'O' (x. y). (v, zJ •. (.r. =l ..s E" E: 

(x.y) e Üy (v.=> e G = ( . .-.=>e G. 

Lo que también se escri~ 

·- µ 0 (x • .v>.= 1 y.µd (v.=>= 1- = ·.uo ( . .-;· => = l;. 

es un c:iso panic~1ar de I~ ~r6-pi~~d-~ transitivi~d-~ra 1as··~el.acioncs-bcirrosas. 
. . ' ' 

La o~rnciÓn A (i\..iÍ:N) ~O~~sponde .: ~1 -y- de., la -'p~opoSiciO~ · tói.icu. ·~/ la 

operación ': (MAX respcciO 3. todas. las-~) ~or.r~spond~ ~~1--.r-é:SúÍta~ _Que se puede 

obtener po,rJ.a ~. 

Ejemplo 4-19: 

Verificar-si.J:::i-.si.guie.n..u: .re.L:lción..es. tmns.wii.a 

Solución.: 

Arco (A • .-1). 

A 

B 

e 
D 

.-1 

0.2 

o 

o 

0.1 

µ(.-J • .-1) A_µ(.4. • ..J) = 0.2 A 0.2 = 0.2 •. 

µ(..-!. B)" µ(B . .-1) = 1 "o= O. 

µ(.-l. C) "µ(C • .-1) = OA" O= O. 

µ~-1. D) " µ(D • .-1) = OA A 0.1 =O. l. 

MA.,'(_(0.2. o. o, 0. lj = 0.2. 

µ(.-1. A)= 0.2;;,: 0.2. 

B e D 

1 0.4 OA 

0.6 0.3 o 

1 

1 

0.3 o 

1 0.1 

.-lrco (.-1. 8). 

_µ(.-! • .-l)" µ(.-!. B) = 0.2" 1 = 0.2. 

µ(.-1. B) " µ(B. B) = 1 " 0.6 = 0.6. 

_µ(.-!, C) "µ(C. B) = OA" 1 = OA, 

µ(.-!. D)" µ(D. B) = OA" 1 = OA. 

l'v!AX J0.2, 0.6, OA, 0.4] = 0.6. 

µ(.-1. /J) = 1 2: 0.6. 
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Arco (A. C). 

µ(.~ • • ·l) A µ(.·l. C:) = 0.2 A UA = 0.2. 

µ(A. B) A µ(B. C) = 1 A U,3 = 0.3. 

µ(A. C) A µ(C. C) = OA A 0.3 = 0.3. 

µ(A. D) A µ(D. C) = OA A 1 = OA. 

MA.X [0.2. 0.3. 0.3. o . .¡.¡= OA, 

µ(A. C) =!JA <o UA. 

Arco (.-1.D). 

µ(A.A) A µ(.-1. D) = 0.2 A OA = 0.2. 

µ(A. B) A µ(B,D) = 1 AO =O, 

µ(A. C) A µ(C. D> = OA A O= O.· 

µ(.-!, D) A µ(D. D) = O . .i A 0.1 =_O. I, 

MAX [0.2. O. O. O. IJ = 0.2. 

µ(.-l. D) = OA <o 0.2. 

Arco (B.A). 

µ(B. A) A ¡l(A • • -!) =O A 0.2 = 0. 

µ(B. B) A µ(B •• -!)= 0.6 A o= o, 
µ(B. C) A µ(C. A) = 0.3 A O = O. 

µ(B. D) A µ(D. A) = O A 0.1 =O. 

lVlA.X [O, O, O. O] =O. 

µ(8.A)=OC.0. 
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Arco (B, B). 

µ(B • .-1) A µ(A. B) = o A 1 = o. 
µ(B. B) A µ(B, 8) = 0.6 A 0.6 = 0.6. 

µ(B. C) A µ(C. B) = 0.3 A 1 = 0.3, 

µ(B. D) A µ(D, B) = O A 1 = O, 

MA..X (O, 0.6. 0.3, OJ = 0.6. 

µ(B.B) = 0.6 <o 0.6 . 

• 4rco (B, C). 

µ(B.A) A µ(A. C) =O A OA =O. 

µ(B, B) A µ(B. C) = 0.6 A 0.3 = 0.3. 

µ(B. C) A µ(C. C) = 0.3 A 0.3 = 0.3. 

. µ(B, D) A µ(D. C) = o A 1 = o. 
!VIAX [O, 0.3. 0.3. OJ = 0.3. 

µ(B. C) = 0.3 <o 0.3. 

Arco (B, D). 

µ(B.A) A µ(A. D) =O A OA =O. 

µ(B, B) A µ(B. D) = 0.6 A o =o. 
µ(B, C) A µ(C. D) = 0.3 A o= o. 
µ(B. D) A µ(D, D) =O /\ 0.1 =O. 

MAX [O. O, O. O) =O. 

µ(B. D) =O <o O. 



.-!reo (C.A). 

µ(C.A) A µ(.4 . .4) =o A 0.2 =o. 

µ(C. B) r. µ(B • .-1) = l A O= O. 

µ(C. C) r. µ(C. A)= 0.3 r. O= O. 

µ(C. D> A µ(D. A)= o A 0.1 = º· 
1v!A.X ¡o. O. O. 01 =O. 

µ(C, .-l) =O;,: o. 

Arco (C. B). 

µ(C • ..t) r. µ(A. B) =O r. l = 0, 

µ(C. B) r. µ(B. B) = l r. 0.6 = 0.6. 

µ(C. C) r. µ(C. B) = 0.3 r. l = 0.3, 

µ(C. D) r. µ(D. B) =O A l =O. 

MAX [O. 0.6. 0.3, OJ = 0.6. 

µ(C. B) = 1 ;,: 0.6. 

Arco (C, C). 

µ(C,.4) r. µ(A, C) =O A OA =O. 

µ(C. B) A µ(B, C) = l r. 0.3 = 0.3. 

µ(C. C) A µ(C. C) = 0.3 A 0.3 = 0.3. 

µ(C. D) A p.(D. C) = O A 1 =O. 

MAX [O. 0.3. 0.3. O) = 0.3. 

µ(C. C) = 0.3;,: 0.3. 
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.-lrco (C. D). 

µ(C •• -l) A µ(A. D) =O A OA =O. 

µ(C. B) A µ(B. D) = l A O =O. 

µ(C. C) A µ(C. D) = 0.3 A o=º· 

µ(C. D) A µ(D. D) =O. l A O = O. 

!VIA."'< [O, O. O. OJ =O. 

µ(C, D) = o ;,: o. 

Arco (D •• 4). 

µ(D,A) A µ(.4 • .-1) = 0.1A0.2 =O. l. 

µ(D, B) A j.L(B.A) = 1 A o= o. 

µ(D, C) A µ(C,.-l) = l A 0 = 0, 

µ(D.-D) r.µ(D,A) = 0.1A0.1 =O. l. 

MAX (0.1. O,º· 0.1) = 0.1. 

µ(D.A) =O.l ;,:O.!. 

Arco.{D.-B). 

µ(D,A)I'. µ(:.-1, B) = 0.1A1=0.1, 

,µ(D,.B)"r._µ(B. B) = 1A0.6 =.0.6. 

µ(D, C) A µ(C, B) = l A l = l. 

p.(D.D) A µ(D, B) = 0.1Al=0.1. 

MAX [O. l. 0.6, l. 0.1] = l. 

p.(D, B) = 1 ;,: l. 
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Arcu (D. C). 

µCD. Al,..._ µ(.-l. C) = 0.1 ,..._o.~= 0.1. 

µ(D. B) A µ(B. C) = 1 A 0.3 = U.3. 

µ(D. C) A µ(C. C) = l A 0.3 = 0.3. 

µ(D. D) " µ(D. C) = 0.1 " 1 =O. l. 

MAX LO. l. 0.3. 0.3. O. lj = U.3. 

µ(D. C) = 1 :>: 0.3. 

.-!reo (D. D). 

µ(D .• ·l) A µt.·l. D) = 0.1 A OA =U. l. 

µ(D. 8) A µ(B. D) = 1 .,.. o = u. 
µ(D. C) A µ(C. D> = 1 "u= u. 
µ(D. Dl " µ(D. D) = 0.1 " 0.1 = O. l. 

MA..X fU. l. O. O. O. lJ =O. l. 

µ(D, D) = U. l :>: O. 1. 

Por lo tanto l:i. relación ~ es transiti\.;l. 

La operación definida para la propied:ld transitiva se- efectúa ··renglones 

por columnas .. _ .como se.1iace.orclin:uiamell1e.en.clcilc.ulo m:urí.c;,,i. 

La figura 4~..S. indica como proceder para. obt~nei-:: 

v [(-'GJ A xJµ....(x6 A .i:-:;) •. (xi3.A:C3j).. ____ ( .. Tu,..1 A x~i,;;).:(x.,, r;x0j)J. 

Flg. 4.4 
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4.6.4 CLAUSURA TRANSITIVA DE UNA RELACIÓN BINARIA BORROSA 

Sea 'J] una relación borrosa en E x E. que se define co1110 sigue: 

por 

µ ·"!.' (.~. :l = .IL;:!.\º [J\.UN ( µ_~ (.~.yl. µ·?(v. :))J. 

donde-"'· y. = e E. 

L::t expresión anterior puede escribirse tan1bién de la siguiente manera: 

µ'!: (.~. :) = ': f µ~(.~.y) Aµ~ (V. :)J. 

La propiedad que dc!fine la transitividad también se . ..p.u.ede pr.csent:lr de 101 

manera siguiente: 

Se:i: 

yde aquí: 

Y también. evidentemente: 

?k e: ~. k =J. 2. 3 ..••.. 

Se llama ·~clausura tr:lltsitiv:1." 'de una relación bin:iria borrosa !J]. ta 

relac.ié.n; 

:jj =•::(!U .:¿y=u ::(! 3 V ... 

Teorema I. La clausura transitiva de una relación binari:i borrosa 

cualquiera es_ una relación borrOsa iransitiva. 
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Denrostruc:idn. Se tienen las propicd:ldes siguientes: 

( :z! => 23 =) <=> ( 7j = f! > ~ !:!._< es transitiva. 

El tcorenta 1 da pues. el medio de constntir una relación transitiva a panir 

de una relación.cualquiera. 

Teorenrtt JI. Se:i !J3 una relación borrosa binaria cualquiera. si a partir de 

un ciCno k se tiene: 

Eñtoné:es: 

De"'ostruciún. Se tiene: 

Pero se_puecle i_gualni.ente ver aparecer un fenómeno cíclico t:il que: 

·'.2:é'k= ~~~ = ~k~ = ... y ~k-<-t = ~~l = ~~s= ... 

Ejemplo ~-20: 

Se da una relación :;_'! cualquier:i. . 
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73 .-1 B e 

.-1 0.8 0.1 

B o OA o 

e . 0~3 o:· 0.2 

Obtener la ~lausU~~ ·t~;ri~Íii~~;;:·--~ . 
SoluCión: ·· Prinl~~~~~- ~·ici;1~::·~=---~---~·· 0 !73. 

:7J .-1 B. e 53.: .-1 B e 

A 0.8, l O.l .-1 0.8 0.8 0.1 

B ,::';O,.' OA o = B º· OA o 

e 0.3. o 0.2 e 0~3 ··o.3· 0.2 

Ah~~ 6~1.cúl~mos · 2J 3 • 
·' 

73= A 'B' e !!! 
_ _¡ B e .. 

!!!' 'A B e 

.-1 0.8 0.8 0.1 .-1 0.8 0.1· .-1 0.8 0.8 0.1 

B o OA o B o OA o· B o OA o 

e 0.3 0.3 0.2 e 0.3. o 0.2 e 0.3 0.3 0.2 

Se puede ver . que !J3 ~ ?.! .: y debido al Teorema 11 y:i no es necesario 

continuar c~n el proCeso. 
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Finnl1nente 

'!i Á B e !!f = .·I B e /? .-1 B e 

.4 0.8 0.1 A 0.8 n.8 0.1 .-1 0.8 ll.l 

B o 0.-1- o u B o 0.4 [) B ll 0.4 1) 

e 0.3 o· 0.2 e 0.3 0.3 0.2 e 0.3 n.3 0.2 

Tmnbién se puede verificar que :ij = c. !' se clunple. 

·~ _.¡ B e B e ;? .1 B e 

A 0.8 0.1 .-1 0.8 l l 0.1 .-1 0.8 0.8 0.1 

B o 0.-1- O B o o.~ 1 1) B o 0.4 o 

e 0.3 o.3 02 e 0.3 0.3 l 0.2 e 0.3 U.3 0.2 

4.6.5 RELACIÓN DE PREOROEN BORROSA 

Una relaciór.-binaria OOrrosa que posee las. propiedades de refle:rividad y de 

transitividad es una relación de preordcn borrosa.. 
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Teorernu. J. Si !{! es Lra.nsitiv.a y reflexiva.. .c.o.1.0.oCcs: 

?!k= .:g. k= l. 2. 3 .... 

Demostración. Basta recordar la definición de transilividad y demostrar: 

Puesto que: 

J5;: = _:;:_< • .si _se i.w.~ .que 

'V x: µ~(.\" .. ~)=l. 

:;y== ::[! ~ ."JJ. si tiene 



igunles: 

RELACIONES BORROSAS 

El n1icn1bro de la derecha de la igualdad anterior contiene dos ténninos 

µ'!:<·'"··'">" µ"!(x.=>=:_µ"!lx.=J·r. µ"!(=.=l= µ:>J:(x.=>· 

Y se tiene 

µ"!:(X • • Y)= µ"! (=. => = 1 (rejlexividacl). 

Recordemos C¡uC !JJ. es transitiva. es decir: 

í.i.~ (-'"· :) <!:v [µ_ .. (x.y)" µ., Lv, :)]; - _.., - -

resulta entonces que µ~ 'es ~ayor o igual que todos los términos µ~ (-~ .. J .. ') /\ 

µ~ .{v~ =) .. esto es el valor del n1ien1bro de la dercéha de .fl~, (x .. =J, y se tiene 

Teorema II. Si ::¿? es un preorden .cn.t.oDCcS: 

:g ·= :;y=.d:. .... =' ~k = ••. = ij. 

Ejemplo ~-21: 

Verific:ir que ~a fiSU!~ 4-.5 ~~r~senta un preorden en: 

B 

e 
D 

E 

E~{A: B. C.·D.:E·} 

B e D 

1 0.7 0.8 0.5 

o 1 0.3 o 

o 0.7 1 o 

0.6 1 0.9 1 

o o o o 
""Fig. ·4;s 

E 

0.5 

0.2 

0.2 

1 0.6 

1 
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Solución: 

Primero se vcrific:i la transitividad con ayuda de la relación :{!=e:{!. 

~== -¿<' o z~ 

.'.?_? A lJ e D E 'R A B e D E 

.·I 0.7 tJ.8 0.5 0.5 -~ 0.7 0.8 0.5 0.5 

B 11 U.3 () o.::. lJ o 0.3 o o.::. 

e o 0.7 u o.::. e o 0.7 o 0.2 

D 0.6 0.9 0.6 D 0.6 0.9 0.6 

E o o o () E () o o o 

~·= .·I B e D E 

A 0.7 08 0.5 0.5 

B o 0.3 o o.::. 

e o 0.7 o o.::. 

D 0.6 09 0.6 

E o o o o 

Entonces la relación es transitiva. 

A continuación se verifica la reflexividad. La re.tlexh;d:ld aparece 

directamente por la presencia de los l. en la diagonal principal. 

Por último se verifica que :;;y= = 'J]. 
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Y! ,.¡ B e D E' Y!º A B e D E 

A _¡ '0,7 , 0.8. 0.5. , o.s A , ,¡ 0.7. 0.8. 0.5- 0.5 

s· -O ·l ·0.3 {) 0.2 -B ·{) ·l -0.3 ~Q 0.2._ 

e -1) "{).7, · 1 o "O.".:!· ·-e ·o ·o.7· ·1 .-o _""t).:! 

D 0.6 0.9' 0.6 D 0.6 l. 0.9 l. 0.6" 

E o o o o E {) o o ll 

SEMIPREORDEN BORROSO 

Una relación borrosa transitiv3 pero no reflexiva se llama .... semipreordcn 

borrq..so··- o Jainbién..preordcn bon:oso.no re.0.e"'ÓVO. 

Ejcn1plo -4-2:?.: 

La relación rcprcsent:ida en la figur01. ..,\..6 es transitiva pero no retlexivn. es 

un ··scn1iprcorden··. 

.-! B e 

0.2 1 OA 

B o 0.6 0.3 

e o l 0.3 

Fig. •.& 

PREORDEN BORROSO ANTIRREFL.EXJJa:) 

Un caso particular de scmipreorden borroso es en el que: 

'v' x e E: µ'!(:c • .:e)= O 
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CAPiTULO 4 

Se dice entonces que el preordcn es nntirreflcxivo. 

Ejemplo ~-23: 

Ln rel~ció_n de Pr<?or~n representa~' c¡:¡~_ 1~_'.fi~gu,r:i ·~.? ~s n-~tir;cncxiva. 

•.•· e 

o 1 UA• 

B o o o 

e o 1 o 

Fig. •.7 

4.e.e RELACIÓN DE SIMILITUD 

Una relación binaria borrosa que es: 

• Transitiva. 

• Reflcxivn. 

• Simétrica. 

se llama ··relación de si1'l1ilitzu./ .. o ··relación de equivalencia borrosa··. Es. 

evidentemente un preceden. 

Teo,.elfta l. Sea 7J :::: E :..: E una relación de similitud. Sean tres elementos x. y. : e 

E. Se establece que: 

a= µ"!!.(:r •• v) = µ"!!(.v. :r). 

b =µ"!!(.v.:)= µ"!!<=-Y>-

Entonces: 

c~a=b y a~b=c y b;;:.c=a. 
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Dicho de esta rornta.. estas tres cantidades a .. b y .e_ dos.al n~cnos son i!:,'U3.lcs y 

la tercera es 111cnor que las otras dos. 

DemoS1ru~oión.. .Se 1icnc ya . .por .h.i.pátesis: 

Supongan1os que se tiene: 

c2'.a A b .. 

b 2:c Aa. 

a 2: b A C. 

c2:h >a • 

.Entonces.e~ a P.. b y b .2: e./'\. a se veri.fic:in... pero no a~ b A e:. y si.se toma 

que b =a. se verifican las tres relaciones. 

ce:=. a> b. 

Entonces e 2. a " b y a ~ b A .e se veri.fic:::m._ pero. no b :2!.c A a:. y. si. se 10m.a 

que a =h. se verific:in 101s tres relaciones. 

No se_pucde . .1elle..r.c.~ b > a ni c.2 a > b. pero. por lo coruc.rio: 

e 2: a = b concuerdól. 

De la -misma-manera se ~u:u-:i.que_no.:se.pw:d&:.teDCr a-"' b >e ó 

a 2:c>b. Pero 

el 2: b > e concucrdól. 

También se demostrara _que no se.puede tener b 2: e > a o b 2: a > e,. pero 

b 2: n = e concuerda. 

Así. es necesario que sean i~01les dos de los tres valores. 

Por consiguiente 101s desigualdades qucd:ln como sigue: 
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Si a=b: 

Si h=c: 

Si e=- a: 

Ejemplo -4-2-4: 

c~aAb. 

b =e A a. 

a=b /\.C. 

c=aAb. 

b =e A a. 

a~b /\.C. 

c=aAb. 

b C::.CAD. 

a=bAc. 

Verific:tr que la siguiente rel:ición se:i relación de similitud. 

B e D E 

1 o.s 0.7 1 0.9 

B 0.S 1 0.7 o.s o.s 

e 0.7 0.7 1 0.7 0.7 

D 1 0.8 0.7 1 0.9 

E 0.9 o.s 0.7 0.9 1 

Solución: 

Se puede verificar dircct3mente la reflexividad y la simetría de la rel:ición. 

Para verificar ta transitividad.. basta calcular 7_!:::. 



RELACIONES BORROSAS 

'{!º A B e D E 

.-i 0:8 0.7 0.9 
.. •-

B 0.8 0.7 0.8 0.8 

e 0.7 ~0.7. 0.7 0.7 

·v 0.8 0.7 0.9 

E 0.9 0.8 0.7 0.9 

Entonces 7] es transitiva. ya que !J3 ~e !J.!, por lo tanto ~ es de similitud. 

4.&;7 SUBRELACIÓN DE SIMILITUD EN UN PREOROEN BORROSO 

Sea ~ e E x E una ret::ación de preordcn borroso. Si existe un subconjunto 

ordinario Et e E: tal que: "'::;' x. _ve Et : .u~ (x. y)= .u~ (.v. x). los elementos de E 1 

formnrón entre ellos una rcl:ición de similitud que dcnotnin::ircmos .. subrclación de 

similitud'" en el preorden 7(. 

Se considera que un:i subrelación de similitud es maxi1nnl si no es una 

subrelación de similitud de ninguna otra de 13 1nistna naturaleza en la relación 

considerada. Todas las subrelaciones de similitud in:iximales son disjuntas. es decir. 

si c:ida uno de los elementos del conjunto referencia respectivo. si éste pcnenece a 

una subrelación ma.ximal de similitud... no penenece a ninguna otra. Los 

subconjuntos origin01dos por tales subrelaciones maxin1alcs de similitud disjuntas 

fonn01n lo que se conoce como ··ctases de similitud·~ del preorden. 

Ejemplo 4-25: 

Sea la relación 
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?! -~ B e E F D G 

.-1. 0.2 0.2 0.2 o.z 0.3 0.4 

B 0.2 o.s 0.2 0.2 0.3 0.5 

e 0.2 0.5 0.2 0.2 0.3 0.5 

E 0.2 0.2 0.1 0.8 0.3 o.s 

F 0.2 0.2 0.2 0.8 o.:; 0.5 

D 0.2 0.2 0.2 0.2 o.z 0.4 

G 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 o.:: 

Se puede "·criticar que la relación es un prcordcn. pero no es una relación 

siméuica. Podemos ,·cr que la relación .:¿< puede descomponerse en tres 

subrcl&1cioncs: ~1 rchuiva a f.-l. B. C. E. FJ: ..:Z(: relativa a :o:. y ~J rchuiva a 

{G}. Los subconjuntos ordinarios K 1 = f.-l. B. C. E, FJ. K; = lDJ, J.:3 = icr} son 

ma.....:imales para la propiedad de similitud. De acuerdo a esto la relación "7] de 

prcordcn borroso se puede descomponer en las clases de sintilitud formadas por las 

subrel:iciones maximales de similitud disjuntas que fom1an K 1• K=.. y K 3 • 

Ejcn1plo 4--26: La figura 4-.8 representa un:i relación de preordcn borrosa. 

'!! A B e D 

.-! 0.2 0.2 o.s 

B 0.2. 0.2 0.2 

e 0.5 0.2 o.s 

D 0.2 0.2 0.2 

Flg. 4.8 
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En esta relaCión encontramos tres subrclacioncs de sintilitud:· ~ 1 • !{!::.~y 

' . . 

:7J 3. pero si bien son n1a.xim:iles no son disjuntas y. po~ .. ttint~: no constituy~n cl:lscs 

~e sin1ilitud. 

:Z"• .-1 B '!!?= B e ~; B D 

-~ ~ 
B m B 

~ B e D ' 1 1 

PREORDEN BORROSO REDUCIBLE 

Cuando un prcordcn borroso se puede dcscontponcr en cfases de similitud 

se deno1nina Hprcorden borroso reducible··. Así.. el ejemplo &J.ntcrior podemos decir 

que no es reducible. 

Aún cuando los cjentplos anteriores hacen referenci:i a un conjunto finito. 

la descomposición en clases de sintilitud es válida si el conjunto es infinito. es decir. 

las clases pueden ser tinil;ls o no. y su número finito o infinito. 

BÚSQUEDA DE SUBRELACIONES OE SIMILJTUD M4 !CIM.41 es DE UN 
PRE ORDEN 

Cuando se tienen casos simples. al examiruir Jos pares de elementos para 

los que se tiene la simetría. se obtienen imncdin2mczu.e las .subrelaciones de 

silnilitud ma.ximalcs. que pueden ser disjuntas o no. En casos no tan simples se 

dispone de un procedintiento ntás general que se describe a continuación. y que 

posteriormente se utilizara para la búsqueda de subrelaciones ntaximales de 

similitud. 
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Alg~,,;,,..o de ,A,lu/grunge. En este algoritmo se traOOja con una n1atriz 

booleana asociada a un grafo .. de la cual se consideran ciertas subruatriccs necesarias 

para la 01plicación del algoritmo. y son: 

··Subn1atriz completa"". es una subrnatriz cu"'ºs elementos son 1 sin 

excepción. 

··Submatriz. principar o -*Submatriz complera maximal-. es una 

sub~iauiz--eomple&a .que no está contenida en ninguna oua subm::l1l:iz 

completa. 

-Cobenura·· de una m:uriz boole:ana. es un conjunto de submatrices 

completas que cubren lodos los~- de ~-:alor 1 de esta ma1riz. 

P:U"a iniciar. pan.:amos de un:a lll.3triz booleana (.\1). 

.~ 

(.~f)= B 

e 
D 

o 
l 

o 
o 

b 

1 o 
o 1 

1 -o· 
1 ~ 

d f 
1 1 1 

o o o 
1. 1 o 

i) .o l 

Sean J el coqjunto de ren,g.lones y J el conjunto de colunutas de una matriz 

booleana. Cada submatriz complem se define por la pareja de subconjuntos 

ordinarios (/p .. Jq) con fp e: I _v Jq e: J. Definamos a dos submatrices completas 

cualesquiera de la matriz booleana ¡.if): 

98 

(A/J definida por (/1 • J~) y (.~/=] definida porª= • J=>· 

Las operaciones i.u ')r" r-'I hacen corresponder i::J. las dos subm.iltrices: 

¡,v,) v [.V,) = (.IF) definida por J:i parcj:i (I1 v I= • J 1 n Jo). 

[.V,] n [.l/0 ) = [.lI'") cl<:finida por l:i pareja (/1 n fo. J1 vJ,). 



RELACIONES BORROSAS 

y se demuestra que son operaciones internas en el conjunto .\/ de submatrices 

completas de(.\/]. 

Al aplicar de manera alternada las rcgl:is siguientes a las submatriccs 

con1plctas de una cobcnura: 

C = {(.\Ji]. (.\fol ..... (.Hrl:. 

hasta donde ya no sea posible. nos permite obtener todas las submalrices principales 

de la matriz [.AJ) en un número finito de pasos. 

Pri11Jera regla. Se suprime toda n1atriz [..:\:fkl contenida en otra submatriz 

[.IJ1J de la cobertura C. 

Segunda regla. Se añaden a C las submatriccs obtenidas por las 

operaciones u y ,..... definidas antcrionnentc y aplicachls a todos los JXlrCs de matrices 

(4\/¡J y LA/1] conservadas en la cobenura (excepto si la submatriz completa est..; 

contenida en una submatriz que figure en C. lo que evita un proceso infinito). 

Veamos un ejemplo empleando 1;:1 matriz [.\-fl dcfinid3 anteriormente. 

Calculemos las subm.:uriccs principales de la m:llriz booleana[.\/]. 

Fase 1. Escojamos la cobenura. 

b d f 
(A/1]=.-I ¡,\-/:)=B 

b d b 

(.\l3]=C [.'"1•1=0 l ·1 

Fase :!. (Segunda regla). 

Vamos a calcular las uniones e inlersecciones. 

/1 v l= = {A, B} 

/1 vi,= {A. C} 

J, r.J==,0. 

J, rtJ3 ={h. el, e}. 

G:EJ 
f 

l 
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de donde! Se obtiene una nueva subniatriz: 

b el 

[.lt,]= 

; 1 1 1 1 

/1 u /4 ={A. D= . J1 ~-!.4 ::=" {b.J1. 

de donde se obtiene una nueva. submatriz: 

'b d 

[.11.]= ~ 8±8 
/:u'3={B.C}. J:0J~~-~-
I: u /4 _, :s. Dl • J: r-.J4 = {~} ,-' _ 

de donde se obtiene una nueva. subm:atriz: 

e 

(.\/,]= 

de donde se obtiene un:i nuc\"a sumbutriz: 

b 

(A/•]= ~E8 
Todas l:is intersecciones / 1 11 ~ • 'o' i. J. son vacías: por lo t:.:1.nto. no es 

neces:irio c:ilcul:ir los J¡ \..J ~-

Fas·e 3. (Pri1nera reglu). La nuc,·a cobertura es: 
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e·= .u.v, 1- ¡.11:1 _¡.11,¡ .•. tu.1 .•. (Alsl-- (.11"1 •. [A--1,1 • .{.v.u.-
. . 

No se conserva 1.\/3 1. ~·a que cslli conlcnida en [Al,]. 

Fa. .. ~-1. {Segunda rcg.lnl. Calcularemos bs-~o~:S.c Í:Otci-scccio.ncs: 

/1 u Is = (A. C} . 

11 ~/,,.={,LD~. 

lt V];= fA.B. o:. 
11 u/~.= {....t .. e_ D} .. 

J1 f'"'\Js = (b .. d .. e}. 
Jl r.Jñ-= {b_J1_ 

J, r.J7 =0. 

Esto da una nueva subtnatriz: 

l=.vls=~ . .B. e~ .. 
1: v Ir.= {A. B. D} • 

1: u.'7 =.{.B •. D}. 

/: V Ís = lB. C. D1 •. 

b 

A·§¡· e 1 

D 1 

J:r..Js =0. 

J:r.J;.'=0. 

:J'! n.J, ~=_,:-.c.;._; 
i:.p_¿s= 0 .. 

/ 4 u,/,. -=.L:L, C..D;... ;.,_.-!_~/::::-f~~r~~b.l_ .. 
"¡~:V;~'== :c .. ~. D}··-~~~<;,·:. ·J4 ·r.·,J;,·= fb .. 11. 

da[M,I.' 

dii:i.11h¡. 

.d:l.(.V..l: 

da[.\/.]: 

. .Qa (.V.l: 1~·-01~-:=jB .. -~D~'::~::~:~( :~t/J/d:.iJ~i,~--f4 ·· 
14 6i~- ~~YC.·D1~;~~.-2}'~·:. ;_~·~:~·-J/~ Js:-""' tb1 .. 

Is'--!¡~~--~-~ -~~-l~~~ -:-~i>>-~s?15J6·=.1b.: .. 
_/~ u_-~7 -~- ~~~-~:~,~- ~?;9;:-·~·\:·· Js ~ J-;. = 0 .. 

incluida en [.\/ol: 

.daµt.,i: 

/5 u I~~.'{A~~c:: D} ~ :te~ .J~-~Js' = .. :b:-.. 
16~I'!.;,,,·tA~_,:·B.~·iJ.f~ ;.- J6nJ;~0. 
16 u.1-s ~.{Á .. :C..D}, •. :~. . .J,, ro.Je =.{b.}_ 

11 u la::: .{..-l?. C. Df • ., 

11 .._,,1 .. ~·.{n~ e_ Ó}: •. 

'· ,... 1. = {.-1 l • 

Ji f}Jv= {b}. 

,J, ,-,J.= o. 
Ji uJs = {b. el. c.j}. 
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11 r"'\/7 = 0. 

1:,-,l,=0. 

l, ,.-..1. = :<.:>. 
1: ,.-..1.= 0. 

1: ,-.,J-r = fB}. .1: '-JJ1 ={a. e}. 

l.s ni~= 0: 

/4,-.,16 = {D}.. J_,, \...JJ6 = lb~ c . ./}. 

/4 f'"'l1 = lD}·. J.s '-'J:.~ {b;,c • ./)~ 

l.s r-ils =s {Dl. J~ ~·Js ~· {~.~ c_ .. ./1 . .-
J, ,-.. fe;= fA} .. J,~Jti=·{b:-d~e.J}. 

/5 r"'\Írt = {C}.. J, .;_j~J'!I ~-''ib~··d. e} .. 

16 r.1-: = {Dl. J6 0J-: ~,(h. d .. jJ .. 
/,; n /g = {Df. .J6 '-'J-& = f~,Jl. 
1-: nlw = fD}. J-: uJg = {b. e}. 

da {Af:J; 

da {.l\-/4J; 

da [A/4]; 

da ¡,~/41: 

da¡,~/¡); 

incluida en (.\fo]: 

da(.V.J; 

incluida en (.\/4]: 

incluida en [A/4J; 

Fase 5. (Printera regla). La nuC'\o·a cobenura es: 

(.\/•l ha sido eliminada porque está contenida en [A/9 ). 

Fase 6. (Segunda regla). Haciendo el calculo de las uniones e 

intersecciones nocamos que ya no es posible encontrar submaLrices completas que no 

sean iguales o que no estén contenidas en las subm:itriccs de l:i últim.a cobcnura: por 

lo que ést:l cobertura da el conjunto de submatrices principales: 

b d " f a e 

[M1J=.-l [,H,J=B CT[l] 
b b d " 

~ 1 1 1 1 
102 



e 

[,\fo)= [.\bj= BE8 D 1 

RELACIONES BORROSAS 

[.\fo]= 

b 

~~ 
D t±j 

Búsq11eda de .~uhrt!lacU~ mari-o'· .. s..Jc g¡.;urud 

Una vez que se ha descrito el algoritmo de l\rlalgrangc. podcn1os ahora 

emplearlo_p:ua la bW¡queda de las. subrel.:u:iDiJcs ma.ximalcs.dc .similiwd. 

Ton1arcmos conto ejemplo el graf"o ordinario simétrico y reflexivo que a 

continuación se muestra y del eual delenninaremos. a partir de la matriz bool== 

asociada. las submatriccs principales que fonn.an una cobcnura de esta matriz. De 

éstaS últimas. las .que .sean eu.aamdas ~ las subrelaeiones buscad'1S. 
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b d f 
1 1 1 1 () 1 

b 1 1 o 1 o 1 

e 1 () 1 1 IJ () 

d 1 1 1 1 o 1 

o o o o 1 1 

f 1 1 o 1 1 1 

Antes de iniciar~ rcorden:ircmos la 1natriz de nmnera que se encuentren sus 

elementos en orden correspondiente a los renglones (y p:>r tanto a las columnas) que 

tengan el ntayor número de 1 ·s. 

[Ali!= 

d 

f 
b 

1 

1 

1 

1 

1 

l) 

<I f b e 

1 1 1 1 o 

1 1 1 1 D 

1 1 1 o 1 

1 1 1 o o 

1 l) l) 1 o 
o 1 o o 1 

Fase J. Tomaremos la cobenura siguiente: 

d 

f 
b 

ª d f b 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

d 

[Ah]= e ~~-~-~ 

f e 

[Ah]="~. 



Fase 2. (Segunda regla). 

de donde obtenemos una nueva submatriz: 

1, r.I; =O. 

/1 ,._, h = {'1. d.,J: b. e} 

1, r..[,= 0, 

d 

f 

ªI d 1 

f ... l. 
b • 1 

e 1 

e 

fGJ 
.. Q 

11 uL, ={a. d.f, h, e}, J, r.J. =0, 

REL~CIONES BORROSAS 

I 1 r'\I"' ={a. d} .' J1 vJ4 = {n. d,f. b. cJ. 
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de donde obtencn1os una nueva subn1atriz: 

d f b 

[M•J= 

11 v J,. ={a .. d .. f.. b .. e~.. J, r'\Js = 0 .. 

11 r.15 = (/}. J¡ UJ5 = (n;d,f. b, e}; 

de donde obtenemos una nueva subm:ltriz: 

d f b 

[M•]= f 1 1 1 l 1 t · 1 l l 

1: u /3-= {c. e~ .. 

1:! ('"'\ /3 =e. 
1: v /4 = {a .. el. e},. 

f:("'"\l.i={c} .. 

l: u 1, = {é:J; e}, 

l:r.15 =0. 

hu/~ ~» (~ .. -·d~- ~<~,}~ 
/3 ("'"\ /4·;,,,.. 0 .. 

J, vis= if. e}.· 

J: r.J4 ={e}. 

·;¡: o.;,}J. ={a.. d. e}. 

J: r.Js = 0. 

J, nJs ={e}. 

/3 n Is= {e}. J3 u_Js =U: e} .. 

/4 vis= {a. d. c. e • ./}.·. J4 r.J, = 0, 

J.,, n/$=0 .. 

Fase 3. (Segunda regla). 1.:1 nueva cobertura es: 

da [.\.J4J 

da {.\1:1 

C ={[Ali). [Al:), [Al,). [.\14). [•\Is). 1-lf.;J .1-lb]. (,.\f•l • (.\19)} 

Fase -l. (Primera regla). 

/ 1 vl6 ={a, d.f. b, e}. J, r.J6 ={a. d} 

11 n Ir.= {a, d,f.·b). J, u Jo= {a. d.f. b} 
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ft u /7 ={a. d.f. h. e}. 

/1 ni~= fa. ct .. j; b}., 

J1 0J.,= {!1 
J, 0Ji ={a; d.f. b) . . . 

da [A/7 ). 

da["\/¡], 

/1 v Is= {a. d.f. bl ·; Jir.J~={a;d.f.bl~ da[A/1], 

~:: ~:: ~:: ~~;. bL "j:c;:;5isJ~:~~ :·;~} · : ~'.~~:~: 
:1, r.J9 = ul .. " ., J1. G_-!~·~}-a; "~'1= b:·.e} 
l:.-v, .. 16 =.{a,. d .. f. b. e}.:_::. J{r:..J~·~ _{Q~·cr; .. 
12 r""IÍ6 ={e}.. Jz,.VJ6 ,.;"{a. d., ·el 

1: u /1 ={a. d,f. h. e, e}. J: ,-,J;;., 0. 

1: ,-,¡, = 0, 

/:uia= [a. d .. el .. 

esto da una nue"-a sub1natriz: 

a J e 

l:,.., 1. = 0. 

I:.'-' lo= tc.J} • 

/:,-,/9 =0. 

[.\/10!= d 

e 

1 

1 

1 

/1v16 = [a. d .. f. ~-.ª·e} .. J3 ·0J6 = 0 .. 
J, ,-,/6= o. 

1 1 

l l 

1 1 

da [,\/o), 

da[.\./.). 

da [A/:J, 

i]u/7 =(a. d.f. b. e}. J3 ,-,J, = ui.. da[.\·/,). 

/3 r-\/1 ={e}. J3 uJ7 ={f. el. da [A/3), 

/1 vis= {a. el. e}. J1 nJs =U}.. incluida en[~\/;]. 

¡,,-,1.=0. 

/3U/o=if.e}. 

esto da una nueva submatriz: 

(07 
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10!1 

f e 

[.\/11]= fEEEE 
1, .-.1.=0. 
/4 u /6 =(a. d~J: b ... ·ci .. ·.· J~·nJ~'-:= ·0 .. 

/4 n 4 =·-~~ .. -.d .. :.~}~· ·:·>··~)~ .. -:~.~~·:7'-~f:i.:·d .. é} ... 
[, vh ={a. d.J: h~·c. e}J;¿,j~',;. 0;'. . 

-~~ ~~~~~~~I~1it~~[=~:~-f. · "· 
Is v J• ='(éd.J: b:·c. e};J,'i->'Ji;;= 0. 

JI: nv~·::.lJ::.;~{'11"·,.;;~,:l .. ;··,-.t~h~:·~.J' . '}'('.,'};/;,.{a.. d. el. , ' i[8;:;,';,: 0. 

JI¡:•~··¡~:.: ~f.·~í.J;~~tI~é~Y;,~~:~1::·;: e). 

'. ~ . ' ··;·,: .- .. ~ .. '.;' 
1, ~ 1~ ~: ii:,~)·:~~;~~?f:·.ktr-· /;i-r~/J9 .. -= .. {eh 
lsni0 =V:J'.• •':';,:: .. :. · J$1..YJo={a.d.f-b.eJ. 

1 • .._. J, .;,;,{a. ~l./. i2~.:~}.:7J. nJi= 0. 

16 nl-:··=:·:a/d~f-:b:}.:( ·;;ó uJ, ={a .. cl .. f..l~ 
J,,,_v Is ~-_{0 .... úJJ;:_b·."-dj. -. J~ nJ. .. = {a .. el}. 

1 • .-.1a·=ia:.d}.' .J.uJa={a.d.f.b.cl. 

lo 0 Io = {a~.d,j: b. e}. Jo r.Jo ={a. d}. 

lo r.Jo = {/}.. J• u Jo= {a.. d.f. b. e). 

b vis= {a .. d .. J: b .. e} .. J-: r.Js = {/} .. 
!, r.Js ={a. d}. J, u Jo= {a. d.f. b. e}. 

/7 u /9 ={a. d .. f. b. e}~ J1 r"'!J9 = {/}~ 

.incluida = 1-\.:úl
da [.\l,J. 

mtM.J. 

incluida en [.\.fo]. 

d:l.{.\fnl. 

da [.\.fs). 

da[.MoJ. 

incluida en [,\.f1 l

da [Af&). 

da.[Al,J. 

da ¡,\10 ). 

da (.Mol

da [M,). 

da(.Msl

da [.M,]. 
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J., n/g= U1 ... 
I'lJuI9= :a.d .. j}. 

Is,.-..¡.= 0. 

J7 uJ9 =la. cl.f. b. el. d;J. (.\/9}. 

J'IJ..r:'.J.9·= fa. d.¡: b}_. incluid.a en (.\/t). 

Fase S (.SCiunda regla). La- nucvii Cobenu~ es:· 

C .. = {[.1111. [Alol. (AJ,). ¡,11.1. (.\/9) :.t.\/1.,t. [.\/11Jl 

Se han eliminado [Al:]. [AJ,l. [.114 1 • [.\l,). incluidas en otras submatrices. 

Fase 6. (Prin1era regla). Debido a que y:i no es posible ob1ener nuevas 

m.atrices. la cobenura e·· es 13 que da todns l:is m:itrices principales: 

[.\/¡]= ,, 

f 
b 

1 

l 

1 

1 

" f b 

1 l 1 

1 1 1 

l 1 1 

l 1 1 

d 

e 

d 

[.Ho]= f 
h 

e 

1 

1 

1 

1 

1 

d 

1 

1 

1 (.\17)= 

1· 

1 ... , 

[.\fu J= ' f tf::GJ 
e [!IU 

f 
a 

1 d 

f 
b 

'.:~ 

Como se puede ver. hay tres submatrices cuadradas [.\!¡) • (.\./10] • y [Af11 J: 
éstas dan las tres subrelaciones que son no disjuntas. En la figura siguiente se 

presentan est35 subrelaciones. 
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• 
• e 

h " f b " f 

1 1 1 1 1 1 1 

b 1 1 1 1 b 

1 l l 

d 1 1. 1 l. d 1 l . l.. 

> . ... : 

f 1 t.· 1 . 1 f 

• 
• e 

110 
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b e-- J .r 

b 

J 

f 

4 ••• a ANTISIMETRÍA 

Una relación borrosa se dice que es -antisimétric:iº si: 

'i (..r .. _v) e Ex E con ."C :;::_v: 

La figura -1-.9 da algunos ejemplos de rel:iciones borrosas antisimétricas. 

h_.¡ 
• ..J 

B 

e 
D 

E 

o 

o .. s 

o 

0 . .5 

o 

B e 

0.3 o 

0.8 0.6 

0 . .5 l 

.1 0.2 

o o 

D E 

0.9 1 

0.8 o 

o 1 

l 0.3 

0.2 o 

h.¡ 
A 

B 

e 
D 

o 

o 

l 

l 

B 

o 

o 

0.2 

o 

Flg. 41.9 R~lnciones Borrosas ~tricas. 

Otro ejemplo puede ser la relación !!_<. tal que: 

µ~ (x. _v) = e-+.ar ... b»J a>b>l ... 

y también es nntisimétrica. 

e D 

o 0.8 

0.6 o 

0.3 l 

o l 

111 
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GRAFO ANTISIMÉTRICO ORDINARIO ASOCIADO A UNA RELACIÓN 
BORROSA ANTISIMÉTRICA 

A toda relación borrosa nmisimétricu ~ se le asociara un ()' uno solo) 

grafo antisimé&.rico G ordinario tal que: 

'<t(x.y) e Ex E; 

1) x :;=c ).'y .u·? (:c. y) > µ_"!(v. x) => (x • . v) e G y (v. x) E G. 

:::?.) x ;e;.• y µ.~ (x._t.') = .u:.-:! (x.y) =O==- (x.y) e G y (.t.•. x) e~-

Se tomará (arbitrariamente) para G: 

'<1(.~. y) e E x E: (x • . ~) e O. 

Ejemplo -'-27: 

Las figuras 4.10 y 4-.11 representan los grafos oncisimécricos ordinarios 

asociados a las relaciones de la figura 4-.9. 

112 

~A B C D E 

A 

B 

e 
D 

E 

1 

1 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

1 

o 

o 1 1 

1 o o 

1 o 1 

1 .1 1 

o o 1 

A 

Flg. 4.10 
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B C D 

1 o o o 

o 1 1 o 

1 o 1 1 

1 o o 1 

Flg. •.11 

ANTISIMETRIA PERFECTA 

Una relación Hilntisimétrica peñecm·· es la que: 

'V (.\".y) e E x E con x ::;:=y: 

µ~ (.\"._1/) > 0 ::=- µ~!(.v. X)= 0. 

Ejemplo ~-28: · 

La figura 4.12 representa unn relación antisimétric:i perfecta. 

h A B e D E F 

..¡ o 0.8 o.~ 0.6 o o 

B o 0.3 o 0.6 o 0.7 

e o .0.3 .. :, .:: ;0.2 0.6 

D o O· o·; ·o.s I• o 0.3 

E .o o.s· · .• <, 
o .. o o 

F 0.7 o .. oc:· o o 

Flg. •.12 
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4.6.9 RELACIÓN DE ORDEN BORROSA 

Una relación binaria que es: 

l. Reflexiva 

2.Transith·a 

:;. Antisimétrica 

es una relación de orden borros::i. Se puede enunciar también esta propiedad de la 

manera siguiente: una relación de preordcn borTOSa que es antisimétrica es una 

relación de orden borrosa. 

Ejcanplo -4-29: 

L:1s figurn.s -4.13 y -4.14 reprcsen1an relaciones de orden bonoso. Se 

verifican que son: 

• reflexh·as 

• transitivas 

• antisimétricas . 

?-;:.¡ B e D hA B e D 

.-J 1 0.8 o o A 1 0.8 0.8 0.8. 

B 0.2 0.1 o 0.5 0.6 

... I'· i; 'o.:S e 0.3 OA ,0.1' ii .; 1 

D o o o o.5 0.6 0.6 

FJg. 4.13 Flg. 4.14 

Teorema. Toda relación de orden borros:i induce un orden en el conjunto 

referencia. por la relación: 

µ<! (x. Y):>: µ<! (•·. x). 

Este orden se representa así: y;::x. 

11~ 
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Demostración. Basta considerar el grafo antisimétrico ordinario asociado a 

l::i relación de orden borrosa. 

Ejemplo ~-30: 

Las figur:is ~.15 y ~- l6 representan respectivamente los grafos 

antisimétricos ordinarios asoci::idos a las relaciones de orden borrosas cbdas las 

figuras 4.13 y 4. 14. 

~A 
.-1 

B 

e 
D 

l 

o 
l 

o 

;:-·r-1 
A l. 

'B 

e 
D 

o 
o 
o 

B C D 

l o o 
l o o 

l l l 

o o l 

Flg. •.1!5 

B C D 

l l l 

l o l 

l l l 

o o 1 

Flg. •.111 

Relac;ñ,. Borrosa de Ord.:n T«al. 

B 

e 

Una relación borrosa es de orden total si su gr.llo ordinario ::isociado 

representa un orden tot;il. 

Ulilizando l::i nol3ción: 

_t.•::::.xsi µ7!(.'C.y)> µ~(y.x). 
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En la ligura -".16 se rcprescnlál la rclo:ición borrosa de orden 101al. Se tiene 

entonces: 

D2:B2:C2:.-!. 

R.:lucián Horrm1u de Orden Parcial. 

Una relación borrosa es de orden parcial si su grafo ordinario :isociado es 

de orden parcial. 

En la figura ~- l S se representa esta relación. Se tiene: 

B ;,,A 2: C. 

D2:C. 

Rel.aciún Je OrW:n no Estri,.,o y Rehu:ióN J.! Or .. .E,¡¡trJeto. 

Una relación de orden no estricto es aquella que se puede distin&uir por su 

transithid:J.<t. reflex.h·id:ld. y anlisimctri'1 (lambién es.~ -relación .de o.-dcn""). 

Est3 relación se representa por; 

y~x. 

Una relación de orden estricto es aquella que present:i transitividad. 

antirrdk.xh•i.dad. y .aiuisinJ.Ct~ ~ es llAruad:l ºre.lación .de orden no 

reflexiva""). Un orden estricto se representa por: 

y>.'C. 

Ejemplo ~-31: 

La figura .a.. 1 7 da un ejemplo de relación de orden estricto (tan1bién es una 

relación de orden peñecto y de orden total). 
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?- A 

A o 

B 

e 
D 

o 

o 

o 

B e 

0.8 0.7 

o 0.6 

o o 

o o 

Flg. 4.17 

Se puede verificar que se tiene: 

A <B<C<D. 

4.e.10 RELACIÓN DE DISIMILITUD 

D 

0.7 

OA 

OA 

o 

Para definir la relación de disimilitud consideremos una relación :;;y de 

similitud y sus tres propiedades: 

l. " (x. y). (.v.:). e:. X) • .. E X E: 

µ~ (x. ;) ~ v [ µ:,. (x._v),.... µ._..,(J.'.=> l- (transitil!idad). - -" - -
2. '1" (x • . l') e Ex E: µ·! (x. x) = l. (reflexiVidad). 

3. 'V ex.y) E E X E: µ~! (.'t'. y)= µ_y (v. x). (simetría). 

En seguida asociemos :i !;y waa relación :¿io 1.:11 ,que: 

'1" (."<.y) e Ex E: µ?!(."<.y)= 1 • µ~(x.y). 

Como 7J tiene las propiedades de transilividad.. reflexividad y sitnetría.. 

por lo tanto. ~ tiene las n1ismas. 

Comencemos por la propiedad de transithidad. Se tiene: 
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De :1.cucrdo :i los Teorcn1a de Margan: 

ll - µ~(x.y)) A[l - µ~(y.z)) = 1- µ~(x.y)v µ"!(.v.:). 

Así tendremos to siguiente: 

J - µ'!(X.;:) 2: ': [ J - µ'if (X. y) V µ'if (y.=> 1. 

owmbién: 

µ'ii (x. => S ~ [ µ'ii ( . ..-.y) v µ'!(.v.=> 1. 

Esta propiec:bd se denon1ina transitividad MIN-MAX. 

Ahor:l tomemos ta renexivid::ld.. se tendr:i: 

µ~(X • . '\"') =- 1 - µ~!(X. X) = 1 - 1 :::s 0. 

Por último. la simetría se conserva. Así. tenemos lo siguiente: 

l. "1 (x, y). (.v. :). (:. x). e E x E: 

µ'!(:c. => S ~ [ µ'i (."<.y) v µ'!(y. :) J. (lransltivl<lcuf .\IJN-AL.J..'I.). 

2. "\/ (x. x) e Ex E: µ?j (x .. . l") =O .. (anl/rrejlexividacf). 

3. "1 (x • .v> e Ex E: µ'i (x. ,>") = µ"!(y. xJ. (simetría). 

Urui relación binaria que posee l:is propiedades anteriores se denomina 

•·relación de disimilitmr•. 

Ejemplo -4-3 2: 

La figura -l.18 representa una relación de disimilitud. 
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'?'!' A B e D E 

A o 0.2 0.3 o .0.1 

B 0.2 '" o O.Je 0.2. 0.2 

e 0.3 0.3 .. ;'.'oi ·o.3· 0.3 

D o 0.2' :<>:3 ·º 0.1 

E 0.1 0.2: 0:3 0.1 o 
. Fig;•.18 

Para verificar que la relacióO:' tiene· tmnsitividad MIN-1\flA.-X tomnrcmos 

algunos pares de elementos. 

Arco (.-1. BJ 

µ(.-J • .-J) V µ(,-1, fl> = 0 V 0.2 = 0.2. 

µ(A. 8) V µ(B;:f!> ·.'.": .0.2 V 0 = 0.2, 

µ(A, C) V µ(C; B>':=: 0.3 V 0.3 - 0.3. 

µ(.-.!. D) vµ(D;~-)~0 v 0.2 = 0.2, 

µ(.-!. E) V µ{E.' Bi ,.;: 0.1 V 0.2 = 0.2. 

MIN ¡c{:?:o~2:'003'.:º(Í'_2;'d:2J'= ·o.2. 

µ(.-!:~) ~ó,2 ~()-2.:'f _,;;·~ ., •: .... 
Arco (--.l. C) : <~ ,·\::, ~:·~:~>;.:~:/·~·~: ·.·.-·,·:.~~···'.: 

µ(.-1 • ..t> " ~c.-1."6 ',ji> J_o:3·= o.3. 
:~~: ~: :~~ ~ ;{::2~·i:;::~3; ·· 

µ(.-.l;D) v µ5f:_9,~~v:<!~~h°.:3• 
µ(A. E) V µ(E.'C) = 0.1V0.3 = 0.3. 

MIN [0.3; 0.3'. Ó~3; Ó.3':'6.3] ;;;_· 0.3. 

µ(.-1, C) = 0~3 i;tl'.3.' 
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y así sucesivamente. 

La simetría y Ja anlirrcJlcxividad se pueden obscn:a.r fücilmcntc en l:i 

figura. 

Distancia MIN-MAX entre elementos en una relación de similitud. 

Sc;i ~ una relación de similitud. Se llanta --wstanci::s 1\llJN-~lAx-- entre 

los elcntentos :r y y _ • ...-.y e E. :;y e E :-.:: E: 

J·,? (X. y) = 1 - J.1 =!(X •• \."). 

Esta definición respeta los axiom::ss de In. noción de distancia: 

No negatividad: d1x. yl <::O. 

Simetría: d(x. y) = d(..-•. ~J. 

• Transitividad MIN-ESTRELLA: d(x. :) s dCx.y) • (•·.:).donde• es 

la operación consideradD. entre tas distanci.is d(x. yl. 

d(x. X)= 0. 

Ejen1plo .+-33: La figura -".19 reprcscnui una relación de similitud 1J y lu 

figura ..... 20 representa la relación de disimilitud asocü1da a la relación de sintilitud. 

A 

B 

e 
D 

E 

120 

1 

0.8 

0.7 

1 

0.9 

B e 

0.8 0.7 

1 0.7 

0.7 1 

0.8 0.7 

0.8 0.7 

Fig. 4.19 

D E 

1 0.9 

0.8 0.8 

0.7 .0.7 

l. 0.9 

0.9 1 

?' -~ B e D E 

.·l o 0.2 O.J o 0.1 

B 0.2 o 0.3 0.2 0.2 

e 0.3 0.3 o 0.3 0.3 

D o 0.2 0.3 o 0.1 

E 0.1 0.2 0.3 0.1 o 
Fig. 4.20 



Se tiene finaln1cntc: 

d~? {.-l. 8) = n.2. 

"'! l-·l. C) = 0.3. 

"'! l..l.D)=O . 

... etc. 

4.S.11 RELACIÓN DE SEMEJANZA 

Una relación ~ t.:il que: 

l. 'V lx. x) e Ex E: µ'! (x. x) = 1 trejlexividaci), 

2. "\/ (x. ·"') e E ..:: E: µ ·"!(:~·y) = .µ"::'!{y • .rl l..si.JJU!lr.f.a). 

se denomina rct:sción de semejanza. 

Ejemplo -4-3-4: 

La figura -4.:? l representa una relación de semejanza. 

7f .-! B e -D E 

.-! 0.1 U.8 0.2 0.3 

B u.r· u 0.3 

e o.s· . O'· .; l U.7 o 

D O.:? .o.3 0.7 0.6 

E 0.3 o 0.6 

Flg. 4.21 

RELACIONES BORROSAS 
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DISTANCIA MIN-MAX EN UNA RELACIÓN DE SEMEJANZA 

Si :J! es una.r.ebci.óo .dc.sen1·~_jnn·1 ·1.eJll.OD.CCS ;y ... .su. cl..ausu.n:t u-.a.nsiti,,·.a.. es 

una rcl;1cióo de similitud.. Se puede definir C.D.lonccs la noción de dist.anci3 .rvt.IN

MA...X en !7] por la de f!. Así: 

•:I"_"':' {X.y)= l - µ.y(x.y). 

Ejemplo -4-35: 

Considerando la figura 4-.1: 1 se ha c:ilculado la clausura. tra.n.Sitiva de !j_!. es 

deci.i:.. .jft. La figura •.:U represenu a c;J • Luego ..,.i.:u::llculado ? . al.que: 

µ~(:e.y)= l - µ~(x.y): 

el resultado se indica en la figura -'.23. 

B e D E ~ A B e D E 

l 0.6 0.8 0.7 U.6 A o 0.4 0.2 0.3 OA 

B 0.6 1 0.6 0.ó 1 B OA o OA OA o 

0.8 0.6 1 0.7 0.6 e 0.2 OA o 0.3 º·"' 
D 0.7 0.6 0.7 l 0.6 D 0.3 o.• 0.3 o o OA 

E 0.6 l 0.6 0.6 1 E o:• o OA OA o 
Flg. 4.22 

·. 
Flg. 4.23 

Se tiene. finalmente: 

"~ (.-l. B) = OA. 
~! . 

~ (.-!. C) = 0.2. 

"~ (.-!. D) = 0.3; ... etc. 
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CLAUSURA TRANSITIVA "MAX-PRODUCTO" DE UNA RELACIÓN DE 
SEMEJANZA 

Sea J! una relación de semejanza. La distancia que existe entre los 

elementos de una relación de semejanza se 111ide mediante la opcroción MA...X

PRODUCTO. es decir .. utilizar ta siguiente función de membresía: 

µ "!.' (:c. :) = ': [ µ 'i! (x. y) • µ ~ (v. :) ) . 

La clausura transitiva MA...X-PRODUCTO de una relación es: 

donde 

Ejemplo ~-Je>: . · 
En 1a·fi~';:~:~24-:~~-~ü~~c~ obSCrV;r t_O~.~ibu~cis,~c ~~,. :?!3 ~ti'~~ .. ~." 

~ A ÉJ c. D E 

A 1·· 0:1· ·o;s .. o.3 .. 

B ·t 
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_3 
~_! 

.-1 B e D E ~ -~ B e D E 

.-1 0.3 0.8 l>.56 0.336 .! 0.336 0.8 0.56 0.336 

B _0.3 0.42 0.6 B 0.336 0.42 0.6 

e 0.8 0.2 0.7 0.42 e 0.8 ll.42 0.7 º·""'2 
D 0.56 0.6 ll.7 0.6 0.7 o.6 

E 0.336 1. 0.42 º·""'2 0.6 

~ .-1 B e ·a e D E 

.-1 0.336. 0.336 0.8 0.56 0-336 

B 0..336 .. l . 1 .O.A2 . .0.6 

e .Q,S .. .. 0.2 1 .¡ ·0.7· -0~2- .. c . ·-0-.8· . <l.-*2 . ·l .0,7 -.0.•2 

D -1:!'"56 0:6 ·o.7 ·t ·0:6 -D "t.1.-:>6· "1"1.6 0:7 0.6 

E ""'0."'336 1 0:*2" 0.6 i E .. U.336 "fJ:.+2 ·o.G· 

•?ig;-C.2' 

4.&.12 RELACIÓN DE DESEMEJANZA 

Utl!l relación '7Y es denominada ··relación de deseff1ejan:a·•. si cumple con 

las siguientes propicd.::l.des: 

l. '7 t."t"". x) e Ex E: µ·! (x. :e)= O (antirrcJlexividad). 

2. ~ Cx • . "·) e Ex E: µ .. ~ (x. y)= JI!.~(\.". x) (simetría). 

Ejemplo 4-.3.7c 

La figura 4.25 mucstr:.1 una relación de desemejanza. 
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.·I R e D E 

o 0.3 0.9 1 ,~.2 

B 0.3 o 0.4 Q.I i:I 

e 0.9 o.~ o u.s U.1 

D 1 0.1 o.s o 1 

E 0.2 o 0.1 1 o 

Flg. 4.25 

4.6.13 PROPIEDADES REFERENT.ES A.L.A SEMF 'AlllZA Y A LA 
SIMILITUD 

TEOREMA DE. DESCOMPOSICIÓN DE UNA RELACIÓN DE SIMILITUD. 

Se::i ~ unn relación de si111ililud en E ' E. Entonces Jy puede 

descomponerse bajo la fonna 

.?J = vet.•Arz 

con cx.1 > ce.: ==- 7t':? =.i .??1. donde las 7'a. son relaciones de equivalencia en el sentido 

de la teori:i de los conjuntos ordinarios y et. • 7~ si.gnifi.c:J LtUC .todas .los .c.lcJ:w:nU)s de 

l:i relación ordinari:i~oi. son multiplicados por a. 

Dernnslracid11. 

Primero. JI-! (x. x) = J: se sigue que l-"'· xl e ??t'I. para a e [O. 11 y osí .J(a. 

tiene la propiedad de reflexividad. 

Luego. haciendo (x._v) e JC'o.. a e [O. ll. esto implica queµ~ (:c .. v) ~a. y. 

por sin1ctria de :JJ: µ;r (v. x) ~a.. Ast .??u. tiene la propiedad de simetría. 
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Por último. 'V tx. e lO • 1). suponemos que (x. ~v> e 5'?a. y ("'· =l e ~ª• 

entonces µ~ (x • .v> <ex. y µ':::.!(J.'.=>~ ce.~ luego por transitividad µ~ (x. => 2 a y así 

Y'?u. es tr::insitiva. 

Dado que !l?Q. es reflexiva.. simétrica y transitiva. es entonces una relación 

de equivalencia. 

El teorenta recíproco es igualmente válido. 

Demostración dél recfproco. 

A', no es vac~" (~,:X) ¿·~,)~así 

µ_~ (x~ . . ~) ~ ... l~ .. ;,,¡¡~,~·E. entonces 7_S es una relación borros:i reflexiva. 

Por otra parte. refiri~ndosc a ~ = ~u. • 7?a. se puede escribir: 

.'V (x.y) e E>< E: µ'!! (x.y> = ~e.e.• µ,..ª (x. y). 

Es evidente que la simctri:i de cada !i? ª implica la simetría de ~ . 

Por último. sea 

µ'! (x. y)= a.y µ'! Cy. :) = (3: 

entonces: 

<x. y) e ~a..--ll y (.v.:) e 2?.:u..p,· 

Como consecuencia: 

porque .?(>a..,\l es transitiva. 

Se sigue que: 

y así 
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Lo que demuestra la transitividad de ~. Esta reciproca .pcnnite la síntesis 

de las relaciones de similitud. 

Ejemplo -'-38: 

En la figura ~.:?6 se presenta la descon1posición de una relación de 

sinülitud 

~ .-1 B e D E 

A 0.8 0.7 0.9 

B 0.8 0.7 0.8 o.s 

e 0.7 0.7 0.7 0.7 

D 0.8 0.7 0.9 

E 0.9 0.8 0.7 0.9 

.7t'o.7 570.8 

l l l o l l 

I< l l o 1 1 

·o o ' o o 
l l o 1 l 

·l l o 1 l 

o o . o. 

o o· o· o 

(0.9) o: .o·· ~ 1 ., o~ o <'l Q O- ~o'.: 

l. o o o o '.·o 

,, o o o o o ,. 
Flg. •.28 
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Ejemplo -'-38: 

Ahora se n1uestra un eje1nplo de síntesis .. Sean ,.las cu:itro relaciones de 

equi'."'al~ncia,~nclui~~ ~u~~sivamente unas en otras (m<;>stmdas,_en la figura -'.27). 

Se tiene entOnccs: 

... 
B 

e 

D 

-~ 

B o 

e o o o e o o o 

D o o o D O O O 

Flg. •.27 

GRAFOS TRANSITIVOS DE DISTANCIAS 

C3da relación de similitud prcsenu grafos transitivos que corresponden a 

las disroncias rvUN-MA..,.X. Algunos ejemplos se muestran enseguida. 

Ejemplo -'-39: 

U figura ...a..28 da un ejemplo de rcl.ación de similitud. En la siguiente 

figura se representan los grafos transitivos correspondientes a li:1s diferentes 

distnnci:is. 
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A 

A 1 

Distancias 
B o· iguul.:saO: 

e . ,, 
D 

E o 

RELACIONES BORROSAS 

2J .-! B e ·D E 

.-! o 0.2 0.8 o 0.1 

B 0:2 i.o --
o.8' 0:2- '0.2-

c. o:s 0.8' o,· {J:R 0.8· 

D o ·0.2 -0.S -O 0.1 

E 0:1 0.2.- 1},8' fi. \ " 
Flg. 4.28 

B e o· E A B C D E 

!' o l :~ . o.. .~ 1 o o .. 1 .. i 

)" o o Dü.1ancins int\,.-rionz 
B o l o o o o• 

··º ""'t ·. " 
_,, 

·o.- o t· .,,. 
o o " 

Distancias int'=riore» 
o iguali=s a O.:: 

o igual.::s a 0.1: 

e u ,, 1 ,, 'O 

D 1 " " 1 1 

E ' o o ' ' 
A B C D E 

1 1 o 1 1 

B 1 1 o 1 1 

e o o 1 o o 

D 1 1 o 1 l 

E l l o 1 l 
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Ejemplo ~40: 

Distancias inferiores 
o igual.:s a 0.8: 

A 

B 

e 

D 

E 

Flg. •.29 

A B C D E 
' 

1 1 1 .. 1 

1 1 ., l 1 

1 1 ~ 1 1 1 

1 l 1 1 • 
1 1 1 • 1 

Se:i la clausura transitiva de la relación de semejanza. obtener la 

descomposición. 

~ -~ B e D E 

A o o ... 0.2 0.3 OA 

B o ... o o ... OA o 

e o.: OA o 0.3 o ... 

o ... 

o 
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A B C D E 

,.¡ o l. 

Di!t"t.Dncins infi .. Tiorcs 
o igual~ u O,J: B o o o 

e 1 o 1 l.~ ·º 
D o •¡ \O 

E o l o ·O .. ·! 

,.¡ .. B .D E 
. · . . 

A '~ .1· 1· ·1 
. 

Distancias inferiores 
o igualc=1 a 0.4: B .. 

e 

D 

E 

Flg. 4.30 

ARBORESCENCIA OE DESCOMPOSICIÓN 

En la figura 4.:?6 se obsen:a que. a medida que a. toma los valores 0.7. 0.8. 

0.9 y l .. la panición del conjunto E en clases de equivalencia incluye más y más 

subconjuntos. Esta descomposición se efectúa de acuerdo :a un esquema 

art:x>rcscente. que se ha representado en la figura 4.31. Tales esquemas ordenados se 

denominan -arborescencia de descomposición··. 
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7<'1 ............. ¡A 1 D ¡ ..... :[U .......... :{~}·--·--····0 

.!/? o9 •••••••••••••· A 

.7e 0.8 •••••••••••.•••••• · •• 

:/?o., ··························· A 

Oi:>tum .. -ia 
~U!'."-MA."'\'.: 

o 

:s; 0.1 

so.2 

S0.3 

Se consuara que dos elementos x y .v que pencnecen a E. peneneccn a la 

misma clase en el nivel o:. si. y solamcnre si. ~ (x. _i.·l ;?!: a. 

Est:i arborescencia de descomposición refleja Ja estructura de Ja relación de 

similitud .o . .agrupa.mientas de Jos elementos por sus disl.aJlC.bs tr.ansitivas. unos 

respecto a los otros. 

Una arborescencia se puede representar de diferentes maneras. 

l. Se puede utilizar la nomción de Jingilistas y escribir secuencialmente. 

siguiendo Ja :irborescenci:i. por ejemplo el de Ja figura ~.31. 

0.7(0.8(0.9(1{.~. DJ. !{E]). 0.9(1{B})). 0,8(0.9(1(C}))). 

Se puede uriliz::ir también la notación de pil::i y represenr:ir 

secuencialmente Ja arborescencia (de Ja figura ~.31 ). con la secuencü1: 

O. 7(.~ BCD E) 0.8(.'1 B DE) 0.9(..l DE) l(A D) 
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0.9(,-1 D F.) l(.E) U.9(A D F.) 0.S(A B D .E) U.9(BJ 

l(BJ 0.9(8) O.S(A B D F.) 0.7(.4 BCD F.) 0.S(C) 0.9(C) 

)(C) 0.9<C) O.S(C) O. 7t l /J CD E). 

Esta notación est:l asocinda 3 otra. denominad!l ··nutacíUn polaca"". 

SEL.ECCIÓN DE MENSAJES MAS TRANSO"Jl/A/JllENTE CERCANOS 

Se puede considerar un subconjunto borroso como un mcns~je que es 

borroso en lugar de ser binario. 

Sea F un conjunto ordinario de subconjuntos borrosos ·":! 1 que pertenecen :il 

misnto conjunto de referencia E: 

F = t -:! 1. ·:! :. . . .• -~ n } • 

Se propone determinar cuales son los subconjuntos borrosos o mensajes 

borrosos n1ás transitiv::m1ente cerc:inos. 

Se opera de l:i siguicncc 1nanera (al m.is1no tiempo se e~-plicani lo que se 

entiende por transitivumente cercano): 

l. Para cada par ( .. j •.. :JJ ). i~j = 1,:?, ...• n, se ~-alúa la distancia de 

Han1núng generaliz;ida relativa 6 ( .:J 1• ·:!i ). lo que da una relación de 

desemejanza -':! . 

2. Se toma la clausura transitiva MIN-~tA....X. la cual se expresa ¡x:>r: 

~= !7J n(!7J • !7J) n(z¡'- • !7J • !7J> .-. .... 
y 

µ '!" :! (x. => = ~ [ µ'.! (x. y)" µ'.! lv. =>J. 

La rcl:icióll :e obtenida de las djsroncfos .tr.;uisi.1iv.as .MIN"-~!A.X; 

6v!; .. :J;>. 
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3. Se d~com~nc lt:icgo ? y se' obtienen Jos subconjuntos ordinarios de 

Fsiguicntes: 

McnS:Jjcs transitivan'1ente v~inos para los cuales se tiene: 

ac1 .. 1;) =o. 
. ,, . . 

1\rfcnsajés transith;ámcntC -vecinos para los cu:ilcs se tiene: 

O< 8 ( .. :J ¡~ -dj) = cx.1 <a:< ... 

Mensajes transitivamente vecinos para los cu:ites se tiene: 

º < ª' < a< .1,~ .:J j > = ª= < a.3 < ... 

... etc. 

~- Construir l:J. arborescencia de 1::1 descomposición correspondiente. 

Ejemplo ~-41: 

Sea E un conjunto de refcrcncfa. finito con cird(E) 

subconjuntos o mensajes .. j ,~ i=l. 2. 3 ..... 6 . 

7 y los seis 

.. , ·'<> ... ... .'r, ..• ..,, 

-::!• = 10.1 1 o.s ¡ 0.3 
1 1 

0.1 
1 

o 

.. 12 = 10.3, 0.8 
1 

0.1 
1 

L' 
1 

o 
1 

0.7 

13.J 
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... .., 
-d>~.10.7 ¡ 1 o.s j 0.3 ¡ 0.7 1 . 

• :J 4 = 1 u.1 j o:s j o:-r 1 o· j 0.1 1 1 0.3 

.I º Jº»7J.º,s.I &d l 

1 

1 

: .. '>·\ --:-

-Se c:ilculan entonces las ~sbn~i~-dc/~arrÜning genero.liz01d:ls rel:uivas: 

lo que da ta relación de desemejania .!? .... ~(Í".tgU~- .i..32)~ Se calcula entonces.· la 

V .. : .. ·. --. , 
clausura transitiva l\fllN-rvt.AX .:z, lo cu:il da las dist:lncias transitivas ó . 

:z -:! t ·1' -:! ~ -d• ·:l• .. j .. ,, .. j, ·:!' -.:!s -:1· .:J' .:J6 
J 

-:i.1 O· o.:5; o.3-i o ..... o.:s 0.34 -.:!1 o o.~5 o.:s 0.3: o.:s o.3': 

A· 0.2.5 o 0.31 0,3'% 0.42 0.40 ..;!: o.::s o O.:s 0.3:: o.:s 0.3: -.-. 
1) ·0:34 0.31;º o .. 0.61 0.14° o.~..i· .. ~; o::s . 0.28" o 0.3: 0.14 0.3: 

-d• ........ .032· ·0.15\· ··O-·. . 0.'64· 0.·27· :.1 . .- ·9;3"2· ·O.~%· oA.~2- o ·0:32 ·0.27· 

-d• ·o::s 0.4: 0.14 .0.64 o º·'"'· -1~ o.:s. o.::s. 0.14, 0.3: o .. 0.3.: 

.:J. Ó.34 -o.40 0.54 o.::7 0.54 o .. :J .. 0.32 0.32 0.32 o.:7 0.3: o 

Flg. 4.32 
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Disundas 
tr.msitivus 

-o 

Oistmlcia.s 
tr:msitivas 

S0.:2' 

OUunciu 
traruiitivas 

S0.28 

13(, 

3 6 

.. 

3 

4 

6 

2 

3 

4 

6 

: 

: 

3 

4 

5 

6 6 

Fig. 4.33 Grafos Trnns.itivos 



Flg. 4.34 Arborescencia ~ D.&!Scomposición 

RELACIONES BORROSAS 

Distnncin 
Transith-a 
MIN-:\.rAX 

=O 

,,;0.14 

-S0.25 

:S0.27 

:s:;0.:?.8 

:$ 0.3:: 

PROPIEDADES DE LAS PRINCIPALES RELACIONES BORROSAS 

RcfteUvki:MI AndrreneUvk!:aJ TriuuiU,·idad TrunsilivlJad Sh•clrta ,\.n&blmetri• 
:\.lA..X-MIN ~lL'\i-M.A.."<. 

Preonlea ./ ./ 

ShnlUtutl ./ ./ 

Dbbnill ..... ./ 

Senwjwaza ./ 

DesrmeJllllZa ./ 

Orden no ./ ./ 
estricto 

Orden ./ , ./ 
estri.:tu 
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4.7 APLICACIONES 

DIAGNÓSTICO 

Dentro de este tema hablaremos sobre Ja ambigticdad que acompaña al 

diagnóstico de rallas ~· al diagnóstico ntédico y de cómo es ~j;lda esa 

ambigüedad. Hay varias propuestas y mucha invcstig:ición experimental sobre 

métodos para diagnóstico que incluyen ambigü.cd.old: de éstos consi.derarcn1os 

solamente dos métodos básicos. En primer Jug:ir. hablaremos sobre casos en los 

cu&iles las relaciones entre los sin tomas y las causas .esi.á.a .c..xpresacbs en té.rm.i nos de 

ecuaciones borrosas relacionales y sobre J:i correspondencia enlre el proceso de 

diagnóstico y la resolución de problentas inversos involucrando tales relaciones. 

Firuilmentc hab•arcmos sobre algunos enCoques por medio de l:i ingenieri::i del 

conocimiento. 

AMBIGÜEDAD EN EL DIAGNÓSTICO 

Cuando habfamos acerca de t111Jas o en.fernu:dad qucren1os decir que uiu 

facilid:J.d o un cuerpo hum3no cst.:i en una condición que se desvía de 13 nonna. 

Diagnóstico significa. en el caso de una íaJla. las ~ de ~ción. 

sistema. área. y grado; en el c:iso de enCennedad. significa caracteristicas como Ja 

pane :úectada y el grado y nombre de la enfermedad. En muchos casos. el 

diagnóstico está enlazado a medidas que traen un regreso a lo nortnill. eso cs.. la 

reparación de la falla o el tratamiento de la enfenned:id. 

Especialmente en las etapas tempranas de una faUa o enfermedad. hay 

casos en los cuales obtenemos solamente información ambigua. con frecuencia 

sensorial. mi como un ruido C;\.-U-año intennircnte y el olor a quemado. o una ligera 

elev:ición de la temperatura. En gencr::il podemos decir que entre tnás pronto 

tratantes de diagnosticar una anormalidad.. Jos indic::J.dorcs son más ambiguos. No 

in1port::J. cuanto diagnostiquemos. no es co.ll.l.Ún iC.DcI .circ.u..ns1:l.nebs en las cuales 
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debamos hacer algún juicio o predicción utilizando este tipo de inf"onnación 

ambigua. 

En contraste con fallas en plantas o fábricas. el objeto del diagnóstico 

médico es . .l.:i.gentc. y hay una necesidad de un diagnóstico.preciso basado .en 1'l 

enorme cantidad del conocimiento existente. Sin embargo. en casos donde la 

diferencia enue Jo nor.IUal y lo anormal no es clara. tales coo10 en 1:1 detección 

temprana de una cnfern1edad psicológica. rencmos que lrat:ir con información 

ambigua. 

Resumiendo simpkmcnte. el diagnóstico médico es la realización de juicios 

acere:¡ de u= enfermedad deLpacierue utilizando el conocimiento .de especialistas. 

¡xro Ja observación de Jos sintoni.as incluye resultados de pruebas. obsen:::tción 

directa de Ja dolencia principal. varios signos del _paciente. Ja historia médli:a . .de.J 

paciente. y además. las circunstancias del diagnóstico. 

Las .,p:1labras que usaJI1os concernientes a los sintomas a menudo contienen 

expresiones de frecuencia y probabilidad. tales como ··en muchos casos·· ..... de vez en 

cuandD"". ··al.principio .. _ y ··casi ... .En contraste a este tipo de ambigüedad l.ingüisti=.. 

existen circunstancias ambiguas en la observación de Ja condición del paciente. tales 

como tener resultados diferentes en distintos latx>ratorios de la medición de 

concentración de una sustancia en solución. o cuando faltan los datos neces:irios 

para un diagnóstico. En aflicciones como las barreras.psicológicas. y por.encima de 

la clificult::Jd de especificar fa panc a.fect:Jda. hay casos en los cuales Ja frontera entre 

lo normal y Jo anormal cubre un rango amplio en las primeras etapas. 

DIAGNÓSTICO UTILIZANDO RELACIONES BORROSAS 

En este método considerar.cmos Jos .síntomas. los .cuales.son indi=<loresAe 

las anornkllicbdcs. como el resuhado de una cierta c:iusa~ y el diagnóstico como un 

es¡x:cific:idor de esa cal153. 
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Se:i el conjunto form:id~. Por elementos sintomáticos Y= { .v1 •• i.·;: •••••• \.'n }. 

Además. sea r~; la expresión· de . .ta· CXistencia de una conexión entre X1 y y,¡ y su 

profundidad. y considcre1nos una _.miit.rii de 1n renglones y n colun1n:is,. R = {r,.il· En 

este cuso. la rclaci_~~ ·bo_'::º~-:,~~~·~'"-~~~.~~~~_por 
1~--·-. ·~v =x ~ R 

lo cual significa qué: se tienen taS Operaciones de ta ccwición 

j=l.2 •...• n 

v y A significan má.xirno y mínimo respectiv:::uncnte. 

En genero:al. encontrnmos x. cbdo y _v la relación R~ y esto corresponde al 

proceso de diagnóstico. Especialmente cuando YJ y r,J son valores dentro del 

intervalo ro. l]. este _problema es Ilam:ido el problema inverso de una ecuación 

relacionnl borrosa. Antes de continuar con la solución. examinemos el significado 

de la ecuación yj = '( { ."t'1 A r,j. l. Por simplicid.:ld. consideramos la lógica de dos 

valores: en otras palabras. v y A corresponden a las operaciones booleanas and y or. 

Eso _es. 

Cu.a.ndo el factor primario i ocurre. x, = 1. 

Cuando el síntoma./ aparece. y 1 =l. 

Cuando el factor i ocul'TC y el síntoma} aparece. r,1 = l. 

Cualgu.ier otr.a circunsta.n.ci.a es cero. 

En este caso. poden1os escribir 

J= l. 2 . .... n 

para el síntoma}. CuandoyJ =Leso es. cu:indo el síntoma} aparece. por lo menos 

uno de los .factores conectad.os con este elemento ocurre.. y del mismo modo. cuando 

Y; = O ninguno de los factores conectad.os con este elemento ocurre. lo cual puede ser 

conrµ::-.riu.do.con la CCl1ación-a111crioc. 

140 



RELACIONES BORROSAS 

En seguida. n1ostrarcn1os como resolver el problema inverso en el cu::1l 

encontramos x 1 cuando todos los·"'' y r., están dados. 

Primero. definiremos las composiciones CJ> y éii . 

Definición. Dado p. e¡ e [O. 1) 

q sip>q 

pooq = [q. l] sip=q 

0 sip<q 

[O, q] sip>q 

pWq= [O. l] sipSq 

En cst:i definición la composición de m es la solución al problema im•crso 

""p y q están dados: encontrar :: tal que p A ;: = e¡"'. Entonces 0 indica que no hay 

solución. Usando los símbolos de esta composición. el algoritmo para la solución 

puede dividirse en tres panes: 

( l) Encontrar las matrices f.J y éJ . 
(J= {u,;l = {r1;~v;J. 

~-: = {u ij} = {r¡; ro .\.J}. 

(2) Encontrar la lTlóltriz JV= ~'W'¡,}. 

r z1,; 
W¡j = i 

lu IJ 

para3 1 i e CiJ.u¡i;:0} 

para otras i 

Donde 3 1 i significa seleccionar solamente un elemento del renglón i t:Jl 

que µ,j ;: 0 para c:ida columm1 j. En general. puesto que hay muchas m::1nera.s 

posibles de hacer esta selección. podemos encontrar muchos tipos de n1atriz IV. Para 

distinguirlas. utilizamos el super indice k. y escribimos H·"' = {ltf\; }. 

(3) Para cada k. calculamos 

i = 1,2 • .... n 
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Jo cuaJ da Ja solución. 

Cu.ando no existe al menos: un.:i solución pa.ra U·p en la ecuación del punto 

(2)~ signific:i que no hay solucióri que satisf:l.g:i Ja ecuación original. 

EJ algoritmO anterior·puede ser e.'-'.tenclido f:iciJmente para cubrir casos en 

Jos cll&lJes Jos cle111entO dcR Y_v.están dados por intervalos dentro de {O. JJ. 

1~2 

-- ·::.·: 

E;jemplo: . s~· R; y d~finidos como 

R =[: 0°

1

) 
0.3 ) 

y= (1 0.5). 

(1) Encontrar Uy O. 

. [I. 
U= ~ 

(2) Encontr:ir 1r: 

W' =C 
w• [~ 

(3) Encontrar .r. 

[0~1]1 
0.5 ~ 

[o;.Jv 
(o.s.1 

[o~lv · 
(o.o.s 

iY == 

fV 2 

irr• 

x 1 =(l. [O:s;iJ. [0.0:51). 

r = (1, [O.IJ. 0.5). 

. ...-" = ([O.IJ. 1: [0.0.51): 

x 4 = ([O,IJ. l. 0.5). 

[= (0.~.5J 

= [~ º~] 
[~ º~] 
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Poden1os confirmar que estas cuatro soluciones s:itisfacen la ecuación 

relaciom:il barros:>. original calculando y= :c1,: 0 R (k = L 2. ) 9 4). En el caso de 

diagnóstico. de esuis cuatro soluciones. :c3 está excluida. pero .~1 y x~ se juzgan como 

que v<ln a ocurrir. 

APLICACIONES DE LA INGENIERÍA DEL CONOCIMIENTO Y 
DIAGNÓSTICO 

En lo que va del uso de la ingeniería del conocinticnto. desde que 

Shortliffe publicó su sistema llamado MYCIN. el cual tuvo como su objeto el 

dü1gnóstico y tratamiento de sintomas de infección bacteria!. en 1976. mtls de veinte 

sistem::is han sido propuestos. de los cu:iles hay explicaciones sobresalientes. 

Hay dos grandes panes de los son llauiados sistemas de l:i ingeniería del 

conocimiento. Eso es. existe 101 colección de conocimiento expresado en la fonna .. SI 

A ENTONCES B ... y el mecanismo de inferenci:i que corresponde para el uso de ese 

conocimiento. ?\.tYCtN ha sido puesto en uso para el diagnóstico médico y 

tratamiento. pero en su desarrollo ha sido enlazado al sistema ll01m.ado TEtREISIAS 

de R. Da.vis. y más adelante. en 1980 W. Van l\felle construyó el sistema llamado 

EMYCIN. el cu:il va m:is :ill:i del di:i¡p1óstico médico y puede ser utiliz:ido muy 

ampliamente. Si el conocimiento de un expcno en ~r campo puede expresado 

de la forma ··s1 A ENTONCES B". éste puede ser utiliz:ido. Debido a que este tipo 

de sistema coloca el conocimiento de expenos o b e..icp:riencin de .especialistas en la 

memoria de una computadora y lo utiliza. es llamado un sistema e,._-peno. y muchos 

in,,·estigadores han centrado su atención en tales sistemas. 

H:iy c:isos en los cuales la A y la B de .. SI A ENTONCES B'" son 

preposiciones borrosas. y por lo cual la veracidild de ··51 A ENTONCES a·· en si 

misma no está completa. K. P. Adlassing desarrolló un sistema expcno llamado 

CADIAG (Computcr Assisted 1\-fodical Di:ignosis) en el cu:il los di:ignósticos son 
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hechos dejando In ambigüedad en el sistema. Podemos considerar los sig;uicntcs 

cuntro clem'entos en cs1e sistema: 

S: síntomas. indicadores y resultados de prueb01s 

D: non1bre de Ja cnfcr111ctWd o diagnóstico 

SC: con1binaciones de síntomas 

JC: combinaciones internas. 

Diremos que 0 significa desconocido o incletenninaclo. T está dctenniru:ida 

por la ecuación siguiente: 

T =r0.1Ju0. 

Cada sín1onm S, está caracterizado por µs
1 

• la cual tiene un valor en es~ 

T. y su tamaño se entiende como el grado al cu:il el síntoma aparece. Sin embargo. a 

difcrenci:i de lns funciones de mcn1bresía normales. ésta toma el valor 0; y la 

intersección. wiión. y complemento de los conjuntos borroso~ están definidas por: 

( min ¡.\'."1 •• "(':?} sL\·1 e (O. l] y ..l:'.: E {O • .lj 
.\·¡A.\"':= 1 

l 0 si.\'"1 =0 ,_ifo x,=·e 

( max fx1, -l:=}. si_\·1 e ro. !J y X=e [O. l.J 
1 x, si-Y-1 E {O. l] y X== C2l 

.\·, vX== { 
1 _\., 5¡_t·, =0 y X= E [O. l] 
l 0 si x, =e y X== C2l 

r l-Xl si .. \'"1 e ro. lJ 
.t', { 

l 0 siX,=0 

Además. podemos considerar !:is siguientes relaciones borrosas entre 

elementos: síntoma-enfermedad (SO). combir13CÍÓR -de sinlmn.a - cnfenned.3d 

((SC)D). síntoma - síntoma (SS) y cnfcnncdad-cnfcn11cdad (DO). La profundidad 

de Jn rcl¿ición entre c:1d.::1 ctc111Cnto cst:í dad:J ~ ¡x:u-tir .de das .ladas: b rr.ccu:.::nda y la 
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fuerza de confirmación. Por ejemplo .. p:ara hacer SD .. escribimos el conocimiento 

que relaciona sinton1a - erúermcdad en la siguiente fonna: 

sr A ENTONCES B CON (0. Cl 

A es el término rclaciom1do al síntoma y B es el término rcktcionado al 

diagnóstico. Las ex-presiones lingüísticas encontradas en la tabla siguiente pueden 

ser empleacbs para O y C. pero finaln1ente las relaciones borros::as son construidas 

utilizando nún1cros reprcscntati,·os. 

Valor Lingüístico 

(Fucrz.u Je; conJinnudón m()) 

sh:mpre (sic:rnpre) 

casi siempre (casi siempre) 

muy frecuente (muy fuenc) 

frecuente (fucnc) 

algunas veces (medio) 
.. ;:, 

.• .. 

raramente (d.;bil) 

muy rara va (muy do!bil) 

casi nunca (casi nunca) 

nunca (nunca) 

desconocido ( dc:sconocido) 

Intcn·alo 

[l, l] 

[0.98. 0.99] 

[0.83,0.97] 

¡o.·6s;o.s.::1 

ciúJ ;e o.'67] 

[0.18. 03:?] 

[0.03, 0.17] 

¡0.01,0.0::1 

[O, O) 

0 

Valor 

Rc:prcsc:ntnti vo 

0.99 

0.9 

: ... 0.75 . 
,~,::' o~s 

.· O.:?S 

0.1 

0.01 

o 

0 

Si los datos concernientes al p:¡ciente están cbdos. todo lo que tenemos que 

hacer es realizar la composición de las relaciones borroS<lS y los cbtos borrosos. En 

otras palabras. utilizando las reglas composicionalcs de l3 inferencia de Zadeh.. Ja 

confirma.ción o la exclusión de la. enfermedad puede ser llevada a cabo. 

En cuanto a aplicaciones de dfagnóstico con conjuntos borrosos. un punto 

importante es el de cómo n1an~j:u la a111higüedad que crece con el proceso de 
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diagnóstico. Debemos buscar en los resultados de la investigación especi:ilizada. en 

cnda c:impo. el conocinúcnto necesario y la lógica para el dfagnóstico. 

Existen aún pocos sistemas de ingenieria del conocin1iento. y es neceS:J.rio 

desarrollar sistenms e"'-pertos borrosos para proccS:J.r la an1bigüedad apropiada y 

simulcineamente con la construcción de siste1nas que se enfoquen en un nivel de 

habilidad de doctores especialistas. 
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CAPÍTULO 5 

LÓGICA BORROSA 

5.1 FUNCIÓN CARACTERÍSTICA DE~ SUBCONJUNTO 
BORROSO. VARIABLES BORROSAS. 

Sabcn1os que en el álgebra binaria de Boole. las variables Ullcs con10 ''· b, 

sólo pueden to111ar los valores O ó l. Asitnis.wo. en la teoW borrosa se tienen 

correspondencias con 13 tcoria booleana. y se refieren no sólo a las ñtnciones 

camcteristicas o funciones de membresia bool.c.;u;¡a 1\.1 = .,: o_ l ~- ~ .J.ambién a las 

borrosas con M = [O. l ). 

Sea x un elemento del conjunto referencia E y .:J. I¿ • ... subconjuntos 

borrosos de este conjunto referencia. Esmbleccrnos 

q = µ ,;; (x). f?. = µ '! (:<) •••.• q . f?. •.•• e M = [O. l ]. 

Se definir..i las operaciones siguientes para las c:intidades '!. /;?_ •••• 

q "-!?. = MlN(.q. €l. 

<¿ v € = MA.X( q . f?. ). 

Refiriéndonos a las propiedades de los subconjuntos borrosos. podemos 

escribir: 

'!"Q-Q .... q 

qv~-~v{! 
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(q/'\'1_)-'~ ... t;!A(/¿I'\~) 

(~v~)vf" ""t¿v(l}v'2_) 

':!1'-(/¿_ V~)-( q Alz )v( {!A~·) 

f:! v(Q. A!;)-(qA~ )A(~ V~) 

'!"o-o 

'!A/¿_-~v~ 

qv~- q .... ~ 

Distributividou.i 

al c.1s.o donJ.: ~I - (O. 1 J 

VARIABLES BORROSAS. FUNCIONES DE lw'AR~LES BORROSAS. 

Las variables q . ~ .... e [O. l) se dcnonúnarán.. en esta teorfr1. ··,•ariables 

borrosas··. Las funciones construidas con la .:;&."'"Ud.a ~ ~ \~les se 

denonlinarrin ""ji1nciunes ele variah/t!s borrosas-. cumpliendo con la siguiente 

condición: 

Sea .1_· ( q .. f?. •.•• > un:i función de q . ~ •... Para que esta función se pueda 

denon1inac -runción de variables borro~··. es necesario que sólo dependa de 

'\--aria.bles 1:x>1Tosas y que 

OS.( SI. 
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Teorema. Si .{_ ( q 7 ~ • • •• ) contiene sólo ·variables txJrrosas y los 

operadores (A). (v). y{-}. entonces la condición anterior se satisface. 

Denru.,-rración. Es evidente ya que ninguna operación (A). {v) o (-l con las 

variables q. 1z •.•• e (O. l] puede h:icer salir el result.:ldo fuera de los líni.itcs o y l. 

5.1.1 SIMPLIFICACIÓN DE FUNCIONES DE VARIABLES BORROSAS 

Las funciones de ..:·ariables borrosas. a diferencia de la funciones bim:iria.s 

boolen.nas no pueden ser analizadas en tablas de verdad. Tan1poco pueden 

simplificarse f:ícilmcntc. debido a la ausencia de dos propiecbdcs: 

a•;;=o a~ a= l 

para las cuales las ex-presiones correspondientes no se satisíacen: 

'.!A~ ~ O. excepto para q =O ó c.: = l. 

qv~ ~l. excepto para q=Oó q =l. 

Tan1bién a causa de esto. no se les puede descomponer en formas 

c:inónic:is {1ninitérn1inos y ma.xitCnninos).Sin embargo. empleando Unicamente las 

denlás propiedades. puede efectuarse ütilmente cieno número de simplificaciones. 

Ejemplo 5-1: 

Simplifiquese la función 

_[(q./!)= qv(qAq) 

=qA(lvq) 

=q 

De acuerdo a 

qA(l v!!)=(qA l)v(qA!!) 

=qv(qA!!) 

Segúnlv~=l 
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Así q v (~A!!.·) = ~ . Esto se denon'lina .. propiedad de ah.\·nrciOn··~ de 

n1ancr:i si n1i lar se tiene que · ~ " < e V € ) = q . 

Ejemplo 5-2: - Simplifiqucsc la función 

_[(q.[!.f)=('!"-é"~)v lq"-(~-..<f)lv ~v([!Ap) 

= ('!A~ A~ ) V (q A~ ) V ( ~" !: >, V q V (!!"E). 

Observación. Toda operación v puede rcempl~arse por_ un:1: ope~ción A 9 y 

recíprocamente. En erecto: 

'!" !! = !"VUN(Q, !! ) 

=l-MAX(q.~) 

Así. basta utiliz:ir los operadores (A) y(-) o tos operadores (v) y (-) para 

representar cu:ilquicr función de variables borrosas donde intervienen tos shnbotos 

(A). (v) y(-). pero la. escritura entonces se vuelve n1Us pesada. 

5.1.2 TABLA DE VALORES DE UNA FUNCIÓN DE VARIABLES 
BORROSAS 

En el estudio de las funciones bin:irias booleanas se utilizan lo que se 

ll::unan ··1ab/a:,· de verdad'°. donde se asignan a t:is variables booleanas todos los 

valores posibles y se obtienen asi los valores de la función. En el caso de las 

funciones de las variables borrosas tal tabla de verdad no tendria senlido. pero 

pueden construirse tablas de natur:i.leza diícrcnte que desempeñen un p01pel similar. 

Para estudiar una función de 1 v01riable q bo"osa.. se examina su valor en 

los dos casos siguientes: 

Para estudiar una función de 2 vari01b1es <:! y f!. borrosas. se examin01 su 

valor en los 8 casos siguientes: 
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Para estudiar una funci~~'° de 3 \.-ariablcs !! ~ é y E borrosas. se exanlina su 

valor en los .a.s casos siguientes~ se presentan sin el signo :::; para ahorrar esp:icio: 

f!~E~~~ 
'.!~E€~~ 
q~~~é~ 

f?~EEé~ 
'!~E€é~ 
~!!E~·~e 

€é~€~f!, 
~~€~é':? 
E~E€é~ 

é.s: e ~E é 
~E~'!~~ 
é-~ !! ~·e~-, 

·é~qqf.~' 

~~~~E é'· 

¡E°€.'! E e 
!i E.!! ~-~-é 
~-~ ~ g_€_2 

'! € é ~ ~~ 
!!€~éE!! 
'!~tl~'E~: 

-'! -~ é·-~ .E~~-· 

€-E~ é~~-~. 

a c-h ¡;-:~a - - - - :- - .. -. 

q~E··~ é. E: f!-~ 
~ ~ ~ ~\·€·~ 

q € ~ .é. € .f! 

e q·é ~~E 
-_€~~-~-~--E=---

. ::~·~_:f~·_:!i-E. 

:€ ~:~ é: ~ ~~·: 
E·l:! é-;~-~ .. ~ 

--E·€,~ e-;~ E

:·":~-~~·~:-~ e·-

~~:~ é ·f! E 

-{! ~ ~~~~ 

é~~€~~ 
éq:E~q~ 

-é ~-€ ~-q ~ 

é~EE~~ 
--~ é'E E~ é 

~~ .. E. e.~ e 
~~eE'!é 
.é ~~E q e 
.Eé!!~~E 
:É·é ~-~--~ ... € 

'··e·~-f!-~ e E 
="---~- ~-"~ g ,é. ~ . 
:E.e·-~~~ e . 
E_e· € f! ~ € 

<E~e~éE 
-~~~'!é€ 
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Ejemplo 5-3: 

Enumere todos los valores de la función: 

l<e.t>=(eAiJv(iAlzAi~ 

el result:ldo lo da la ~bla de la figuro 5.1. 

s .s s qA~ ~Af!A~ (e:<"e>v<e"'t ~t>" 
!! lz ~ !! !! é .. · h ;>b·· .: ... :. .. .. · -· ·• 

. !! é é !! !! ~ ;' :. '· .... ··''"·'é·.· 

!! é t !! !! !!''' '.' ·~ '.:· : ','~~~- .. 

!! é é !! !! ~·· : ·r ·. c. q.": ..:·. 

é '! '! é !! lz '! 

é '! '! ~ '! é !! 

lz !! '! lz !! i !! 

lz '! '! lz '! i '! 

Flg. 5.1 

IGUAL.DAD DE DOS FUNCIONES DE VARIABLES BORROSAS 

Podemos decir que dos funciones de variables borrosas .[ 1 y .[ = son 

iguales (o idénticas) si producen la misma tabla de valores mediante ta enun1eración 

de todos los c350s posibles. 
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OPERACIONES MIXTAS 

L;is variables ~ . i! . ... e JO. l] pueden so1nctcrsc a otro tipo de 

operaciones diferentes a (v)~ (A) y (-) para fom1ar lo que se lla1nar.in °fi111ciones 

111ixta..*; de variables borrosas·•. 

Entre estas operaciones se incluyen: 

Producto: 

Suma: 

'! • e .. donde se ,·critica fáciln1cntc que 

'! e [U. l]. e e. {O. lJ = '!•e e (U. l J 

'! + ?!_ = '! + ~ - f! • ~ donde la propiedad anterior 

también se verifica. 

Considerando lo anterior ta función: 

es una titnción tnixta. 

5.2 FORMA5 .POUNOMIAUS 

Dacbs las propiedades de distributhid.'.ld. tod.'.I función ;_· ( <:! • q .... ) puede 

expresarse en una forma. polinomi::ril respecto a. r.. o respecto a v. 

Ejemplo s.....i: Sea: 

;_· < q .q_. c...)= (~A~) v.(~-"'Ju"-€>. 

Esta función esta presentada en una forma polinomial respecto a v (dos 

monomios en /'\ conjuntados por v). Se puede t.ransform:ir a lll'l3 forma polinomial 

rcspec10~ A: 
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Ejemplo 5-5: Sea la función 

Esto por absorción del tercer ténnino por el segundo. 

Desarrollando se tiene: 

./_" (<_! .i?_ • <;;)=.(-'.!"-€)V(~"-€)• 

que da una...fo.r.nia polin.am.ia.l respecto .a. v. en J.an1o que ( ~ v ~ ) A. ~ está. en .forma 

polinomial res¡xcto a A. 

llllONONllO MAXlllllAL 

Se:i una función J_" ( q . q_ •.•• ) expresada en fonna polinomial respecto a "~ 

un monon1io de esta fonna polinomial se ltam3rá ··,naximar~ si no es absorbido ¡x>r 

ningU.n otro monontio de fonua p:ll.inamial. 

5.2.1 FORMA POLINOMIAL REDUCIDA 

Cuando una form.a polinom.ial respecto a contiene sólo mooontios 

ma~imales en "'· se dcnon1in:i "Jorma po/ino1nia/ reducida respecto a v-. 

Intercambiando v y /\.... se obtiene una de.fi.nición simétric.a..quc. corcespoode a una 

·:forma polinomial reducida rf!spttcto a A ... 

Ejemplo S-6; . La.tunción 

se presenta bajo una forma ¡x>linomial reducida respecto a v. 

Su forma. polinomial reducida respecto a A. es: 
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Teoren1a. El .nÚJTicro de formas polinonüales reducidas distintas de n 

variables borros..1s es finito y este níuncro es unn cota superior del nún1cro de 

funciones analíticas distintas de /1 variables borrosas. 

5.3 ANÁLISIS DE UNA FUNCIÓN DE VARIABLES BORROSAS • 
.-Máeoo-OE-MAtUNOS. 

Dcscoru.pong:i.ruos el intervalo M = (O .. 1 J en m in.terValos. un.idos cerrados a 

la izquierda y abiertos a In derecha. a excepción del último. 

l 1 = j O.,, = 0. Cf.L { • l, =. { Cf.¡. C<.z { , ••••• , lm =: {.et.- - 1, a_ = l ), 

donde 

M =([a..,=º·°'•[) V ( [ª•·a,[) V ••••• V ([or. __ .. a_= llJ. 

Busguc1nos. cntonccsp las condiciones en las que una función de n variables 

borrosas 

'.! ¡ e [O, IJ . i = l. 2 •...• n. 

pcnenccc a un intervalo I". 

Ejemplo 5-7: Sea: 

.{ ( '.! • /¿ • f ) = (!!°A i! ) V ( '.! A é A~). 

En cuya.s condiciones se tiene: 

.[. ( '.!. é, f) e r •• es decir. a.- 1 s .{ ( !! • é , E) s ª•· 
El miembro de la derecha de la función est:i formado por dos términos de 

los que se debe tomar el más grande. Se p3ne de una primera hipótesis. 

Hipótesis/: 

lo que implica que: 

C'l.k- 1 S !i A~ < CLi. ª•-• s MIN(f!" .~) < ª• 
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lo que es igual a 

CLk _ 1 s; MIN( 1 - q . 1 - /¡ ) < °'•· 
Como ~ y é no se sitúan arbitrarian1cnte el uno respecto al otro .. es 

necesario: 

y l - q <a.• y/a.1-.f!.. <a... 

También se puede escribir como 

y f! > 1 - ak y/o 1!_ > l - a.J.:.1 

Hipótesis JI: 

esto implica: 

a.;._ 1 .S:.MIN(q ./¿.~)<a.< 

o lo que es t3.mbién 

ª•-' s i.'vlIN{ q. I¿ .1 - ~)<a.. 

Como '!. ~ y € no están situados los unos respecto a los otros es 

necesario primero: 

y 

Lo_que también se puede escribir así: 

1 En lo que r~oct..:i a ta a>l:l inferior a... 1• ~ neccsni-in· que 1 • &.4 y 1 - .... seno • nmbos.. supcrforcs o igualo=s 
a a.,..,. l\.Tu et lo c.¡u .. ·~rdlt:rca a.,.. hn~uqucl.sól~1 una de Ja '7:mtid.1d:; 1 - ~ "' 1 - é: 5c:I i11l;..Tiora ~-
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Final1nente. estos resultados se pueden reagrupar en dáS propiedades: 

Propiedad./;'. 

Propiedad~-

[(!! > 1 -CL0 y/o (lz. > 1-at0J y.[(!! <cxk) y/o Clz. <a.0 y/o (f > 1-ak)]. 

Para que se satisf"ag::i cx.k -. t s .(_. ( ~ . .{?: • € ) s cc.1c es necesario y suficiente 

que las propied.:ld~s .?=ty ~ se s:uisfagan. A manero de indic:ición parn el c:ílculo de 

.[ ( q . ~ ~ € ). para ciertos v01lores numéricos. supongamos que: 

Se tiene: 

q = 0.55. lz. = 0.57. € = 0.80. 

.{ ( !! . f?. • f) = .{ (0.55. 0.57. O.SO) 

= (qA~) V (qAqA~) 

= (0.~5 A OA3) V (0.55 A 0.57 A 0.20) 

=0 . ..&.3 V 0.20 

=OA3. 

Ve:i.mos un ejentplo nu..mérico completo. 

Ejemplo 5-8: Sea: 

.{<!!•lz.•€)=(!!A~)V(q-0f)V €• 

y suJX>ndrcmos que [O. 1] se divide eó. ireS inté~aloS: 

(O, 0.2( .J0.2. 0.3(~ J0.3. 1J. 
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y 

y 

y 
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Analiccn1os prim<?~º el in~crvalo [O. "o.2]. 

Hipótesis I; 

Hipótesis II: 

Se tiene entonces 

HipOU:sisJll: 

Se tiene . .entonces 

:_:· :''.:,,,. · .. ···' .'- . .-<·' .. '. , 
o··.; MIN<<:! •. 1.~ .~) < 0.2. 

<:!<o:oy,~s1. 

!! <o.2:y10· ~:>·0:8 

O s. ~" f'. .< 0.2. es decir 

os; lMIN(l - <:!. €) < 0.2. 

g.Sl y ¡;<o:O 

~ > 0.8 y/o ~ < 0.2. 

. 0.:S. f < 0..2.. es .decir 

o s; 1 - € < 0.2. 

0.8 < f! s; l. 

Analicemos para el intervalo.I0.2,. 0.3J. 

Hipótesis/: 

0.2 S !! A~ < 0.J. 

<;!<o:0.2 y éS0.8 

-~ < 0.3 y/o ~ > O~ 7 



y 

y 

y 

y 

y 

Hipótesis II: 

Hlpóte~is fil; 

0.2 S: ~A'= < 0.3. 

~ so.s y ~·~0.2 

~>0.7y/o E<0.3. 

0.2 s· €. < 0.3;c-·.-.· 

€ so.8 y ~ >0:7: 
- - . - . 

An<llicemos para el intervalo c~:3. 1L 
Hipótesis I: 

Hipótesis 11: 

Hipótesis JJI: 

~A~ >;~A:tE:·~·,,.'~~~-:> €• 

0.3 s ·!!';;.~ S L 

!!;i0.3: y é s 0.7 

!! s l. y/o -~-;«o 

!! ;,: O y/o € s l. 

0.3 s € s l. 

€ S0.7 y € Cl:O. 

LóGICA BORROSA 

Fin:tlmente. los rcsult.idos se pueden re:igrupar de la form::i siguiente: 
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a) o s .[ ( q. é . e) < 0.2. 

Propiedad 7-\ t 1 1: 

[(!!2:0) y (QS l)J y/o [(qs l) y (!':2:0)f y/o (qs 1). 

Propiedad ~< 1 >: 

[( '.! < 0.2) ~·/o ( !! > 0.8)] y [( '.! > 0.8) . y/o ( "< 0.2)] y (e> 0.8). 

Si se cumplen las .pro.piedades a_nterio.res.., entonces se verifica a. 

b> 0.2 s .[ ( !! • é. e> < o .. 3. 

Propiedad ,7\t~>: 

[( !! 2:. 0.2) y ( é s 0.8)) : y/o·· [( g s 0.8) y (e 2: 0.2)) y/o ( q's 0.8). 

Propiedad :J"=i=i;.. 

[(!! < 0.3; y/O 'cf>0.7)] y [( '.! > 0.7) y/o ( q< 0.3)] y (e 0.7). . .· . " . -

AJ satisfucerse bS dos pi-opiedadcs anteriOres. entonccs·se tiene h. 
. . ~ -

e) 0:3 s .[ ( q; é ; fi ) s l. 

Propiedad!i=\l3 l: 

[(q2:0.3).Y (éS0.7)) y/o [(qS0.7) y (q?:.0.3)) y/o (qS0.7). 

Prop;edad.:;=>}»; 

[( !!S 1) y/o (é"' O)J y [(!! 2: 0.7) y/o ( fS 1)) y (¡¿<!:O). 

Si se las. propiedades anteriores se verifican se tiene c. 
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5.4 ESTRUCTURA LÓGICA DE UNA FUNCIÓN DE VARIABLES 
BORROSAS. 

El :ilgebra proposicional en l:i que intervienen las proposiciones: 

··y-- representada por (_\) 

··yto·· representada por (V) 

complemento representado por(-) 

siguen las misn1:1s reglas que el álgebra del Boolc. 

P:ira presentar la estructura lógic::i de las relaciones que intervienen en un:i 

función lógic:i utilizaren1os los siguientes simtx>los: 

(~) está asociada a (r-.). 

(V) está asociada a('-'). 

(-)está asociada a(-). 

considerando un intervalo [cx.k· 1· cx.k[. 

Sea .{ ( q . ~ ..... L ) una función de las variables borrosas q . ~ , ...• [ y un 

intervalo [a.k: • 1• a:.k.[· Si ·!y y son v::iriables de J_". utilizaremos los símbolos 

siguientes: 

7-'_! =<-!I ~ ;;,;"'-•-•>
?:g =(-!:1·!"'1-a. •. ¡), 

::? -! = <-!1 ·! < "'-•>-
::? :'f = ( ~ 1 ~ > 1 - "'-k. 1 ). 

Supongamos que .(_ { <:! , ~ • • ••• L ) esté presentada en fornm polinomial 

rcducid:I. respecto ::i v. P:ira obtener la. estructu..r::i lógica reducida en el intervalo (a.k:. 

i. a.kL. se operará con10 sigue: 
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l. Toda cxp~sión dc:,la . .i:-orma.:~A~SC reemplazará por una expresión 

?-! ~ ::P¿: • Así. por ejcmP:~º~ una C~t'-~~s~~n. como '!!' r.: Q. "~ scrd reen1plazad:l por 

"''?: :: t"r\TI;~rJ~i,*:º;:·~·º v ~ci" =m .. =- ~· 
n1onon1ios en 7-'obtcnidos··en',.L)~'.y-'~Unidos por-cl,símbolo v. Así por cjcn1plo. 
- . ' -. ~": :·', -~~' -;~~--'~-:<~~~-!-¡":f?:-:~~·l;~~~:~'::~:::;:::_~~:'.t\:j:., __ ,;,..lf·· ''-o,·> .- ~, -_. -

( "! AQ Af!.) .V (.q_ ,,,_·!;°}_scrá.s:eemplaza.d:J.:por (.'?__;; A.7-' b D.!P-c) V.(:;? b A::P e). 

, ' :· ,>; ·~-'.· ·:::>::~·;.:;-·ii;~:·:~t?l{l\W;:~f~1):~;t".~· ;·iS'.:.::_/~-:~.r>·:1 
:_.-.:-- ~:: ::.:·,_ -_:,-·. ·- - -

3. Tonur el dua! y_:la'"forma lógica obtenida. en 2), reemplazando ::Px por 
- _ .;\-C'-i.' · __ {~f~-~}'.\~:~-:~~~~;~~:~~k~/:r-~?{~~~:;JJ·>~·::;.·:_-·:_·_-:·_:_:_'::::·?·- .. ':_: ._ .. _ - -

7-' x, ::P x, por ::P'. x; A·~r.V, V'por··t>.;·Así; por_tjemplo.:(.7-' a A ::P b A ::P e) V 

<::P; D.?.:> sctº+~~~~~:!r~-~fq_i-~~~-> ~Y~-~ v; ~ >~ - . 
~. Reurtlr eon:el sí~lo:~:1~n,.u1ta00s obtenidos en 2) y 3). Esto da .la 

expresión lógl~ r;l~r'~~.-~J.;i7+ i;Je~Ü1~ [a..-1• ª•I· Así, por ejemplo. en lo que 

se reliere_a1·ejemPló"Y:i·C.~iiiadÓ~aÍ1.teÍiOnúente en 1) .. 2) y 3). se tendrá par:i 

la exprcsió_n lógica:. 

Si .[ (t.!.~ ..... l) está prescnt:tda en forma polinomial respecto a A. las 

reglas 1) a 4) anteriores se modifican como sigue: 

1. Toda C='iPresión de la .for.ma ~ v.~ se reemplazará por una expresión 
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2. Los monomios de .(. unidos por el sin1bo1o A serán reentplaz.ados por 

1\\ono1uios en .7->corrcspondientes unidos por el sin1bolo .:.\. 

3. Tomar el dual de :?.). 

~. Unir los resultados de 2) y 3) por medio del símbolo d. 

Ejemplo 5-9: Se<>: 

.[ ({!./¿.€.el ) = ({!V~) " (/¿V<!.) A (~V el). 

Se tendrá: 

7-'= ((7' {!V 7-' ~) 6 (7.> /¿ V 7' i[) 6 (7' ~V 7' tf. )] d 

[('.? {! 6.'.? ~)V (7' 1¿ 67-' <f.) V(.'?~ 6 7-'" el )J. 

Suponiendo que: 

(CL~·l • a.i<[ = [ 0.6; 0.8[. 

Entonces .?'="se escribir:i como:_ .. : 

[(g<0.8 y l¿>0.2) y/o (l¿<0.8 y<!. >O.:?.) y/o <.;:>0.2 y el <0.8)). 

.Vota. Si una vari:ibles borrosa ~ toma sus valores en un inten.-alo: 

V g = [a1. ao( e: [O. 11. 

entonces la vari:ible ~ = l - q tom.ar:i sus v:ilores en el intervalo: 

V q =] l - ª=· 1 - ai] e: [O. l]. 

Si '.! ton1a sus valores ~n el intervalo: 

i) q = [O. a, [ V [a=• .ll. 

entonces ~ tomará sus valores en el intervalo: 
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5.5 COMPOSICIÓN DE LOS INTERVALOS 

Sc:in: 

l?_ e lJ /;? = [b1. bol 

entonces se tiene que el intervalo 'ZJ ~,..l.!. al que penenece ~A~ : 

~"~e bq .... 1?_=fa1Ab1.a.:r..h:f. 

De igual n1anera se obtendrá: 

~v~ eZlqv!!=[a1 vh 1.a:,vb:[. 

Ejemplo 5-JO: S=n: 

'.ZJ q = [0.6. O.!lf y '.ZJ l?_ = f0.2~ 0.7[ 

Se tendr:i: 

ZJ q • l?_ = [0.6 "0.2. 0.9 "o. 7[ 

= [0.2. 0.7[. 

ZJq ·. i?_ = (0.6 V 0.2. 0.9 V 0.71 

= [0.6. 0.9[. 

Debido .:a las propiedades de asociath..idad.. se tendrá por e~-iensión; si: 

entow:es: 

y '! V-2 Vf E Z>!? ...,.~ ... ~=(a¡ V b1 V Ch a.:v b: V c.:[. 

Cuando se da eJ caso de vari:lbles borros.::i' .. que toman sus valores en el 

intervalo complement:irio. si: 

V q=[O,a¡fu[a0 , IJ. 
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y V 1z. =LO. b1 { .._, {b:. l], 

se tendr.in los resultados siguientes 

entonces: 

entonces: 

.1_· ( '!: !! ) ._, q ,...,¡_: '!e V q. I:?_ e V 1z.. 

V q A!!= {a1 "b\~ a: A'h;,[. 

f(a.b)= ª""·-a e;¡¡ a-·,, e 'ZJ¡,. - - - ·.-. - - -. -- : -- - - . -

Ejemplo 5-11: 

Z> q A q_ = {O-,a, ·,;. h:( _0 {a: "b:. h:[. 

. Se va a deterinin.fi~' C{_-~o~i~io .ck:: 

..( ( '! -!! ) := q "~: 
' .. ·:; 

sabiendo que: 

Entonces tenemos que: 

Vq ~!:?_ = j(l - a:) A b,. (1- a1) A·.b:J. 

= ((1 - a:) A b,. O - a,)" b:l. 

por lo t:lnto: 

J(l - a:)" bi. (1 - a,j A b:f, 

= [( l - a:) A b1. (1 ~.a\) 1' b:[. 

1 - a: S b 1 

1 ""'.a:> bt 

1· - a: s. b1 

l~a:~bt 

y l - ª' s. b:. 

y l - ª' ,. b:. 

y 1 - ª' > b: .. 

y l - ~1 > b:. 

V;;!,, q_ = J(l - a:)" b,, (Í- ·a,),..: b:J: 
= [(1-a:) Ab1, (1-a,) AD~]. 

j "."'a:~ h1 y 1 - a, ·S b:. 

_Í · __ :o·~'>" b
1 

. y 1 - 'a, ~ b:,. 
' - ., 

por lo..1!UUO: 

= )tl - a:}Ab.,_.(l -.a,).Ab:[.'.:. 

[(l - a:) A.b1; Ü - ª''·" b:[ •.. · 

_l _- a:.S bt · y -.1 -.a1 > b:4 

1 -. a: >. b 1 y l - a 1 > h:. 

si ~1 ~a:> b, y 1 - a 1 s b:. 
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= ) 1 - a 0 • b:[. 

= [b1. b:f-

si 1 - a-:! S b 1 y 1 - a 1 > h-:.. 

si 1 - Ll-:, > b 1 y 1 - a, > hz. 

CASO DE UNA FUNCIÓN DE MEMBRES/A DISCRETA 

Su.JX>ngamos que el intervalo {O. lJ se descompone en 

esto dctcrmin:i once valores discretos: 

M =.{O. O.L 0.2. 0.3_ 0.4. 0.5. 0.6. 0.7. 0.8. 0.9. 

diez. partes .iguales. 

1 }. 

Podemos esmbleccr t:iblas para las principo:iJes funciones de variables 

borrosas:: .. las cu.a.les se presentan en Ja .figura. 5...2. 

";! .• ~ . 1 ·- ..3 .• -' .. .7 .. . . 
o 

.1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 

.2 .1 -· ..2 -' ..2 ..2 -" .2 ..2 .2 

..3 .1 .2 -' .3 .3 ..3 .3 .3 .3 .3 .. .J. ..2. ..... . . 
-' o .1 ·- . 3 " ·' ·' " ·' ·' .• .1 .2 ,:;. " .. ,6 

.7 .1 .. .3 ·' .. .. .1 ·' .. ~ .. .• ·.• . . ,7 .. .. .. .1 ·- . 3 .. .. 
1 ·- .3 ~ .. 

~"~ .1 .2 .3 " ,7 .. .• 
. 1 ·- .3 ·' .• " ·' . . 

• 1 . 1 ·- ..3 .•. ·' .. . 7 .. .• .• 
.2 • 1 ·- .3 " .. .. .s .1 

.3 .J ..2 ..3. .. -' ... . 7 .7 .7 .7 .• . 1 .2 -' " .. .. .6 .. . . 
" .D ,.J ..:. ..l .. -'. .5 -' .5 " " .. . t .2 ..3 .. .. .. . . . . . . 
.7 ... .. ·- 3 .3 3 ..3· .,;... .3 ..3 .3 .. .1 .2 .2 .2 .2 .2 ·- .2 .2 .2 

... ;1· ·.t- .t ·.I •.I ·.t· ·.t .t ·.1 .1 

o o o o o· o 

2 Estas bbhu; juegan un paJ>d simil:ar al de l:as Lilbl:ss do.!' ""ercbd en el 1'$1.udio d.:: fas funciono. d..: variables 
booluimns,-rcro·cn 1Ug:n"' do.!' utltizar-d. >!' w1ores pnra cuJa variabl..:. se tcndnin o qui ono= vafor..:s de O a 1. 
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~(\~ .l . 2 .3 .• .. . 7 .. .. .6 ·' .J ·- .l 

.l .. .. .a .7 .6 ·' .. .3 ·' .1 

·- .7 ·' .J ·- .1 

.J .7 .7 .7 .6 ·' .. .3 .2 .1 .. .ó .ó .6 .. .3 .2 
_, ·' ·' ·' ·' _, ·' -' _, .1 .. ... .. .J .2 

.7 .3 -' .J .3 .3 .J .3 .J .2 .l 

.a ·- ·- ·- _, ·- ·- ·- ·- ·- .l .. .1 .l .I· .1 .1 .1 .<- .1 

o 

.¿v~ .l ·- .J ·' .• . 7 ·' . . 
.1 .2 .. . . 

. l .1 ·- .• ·' 
·- ·.:? ·- ·- .• .. ·' ·' 
.3 .3 .3 .3 .3 ··' ·' ... . ·.• .. . . .. 
·' _, _, _, .. .. .. .. .7 . . 
.6 .. .. .. .. .. . 6 . . .7 .s· 
.7 .7 .7 .7 .7 

.s .. .. .• . . .. . . . . .. .. .9 

~vh ·- • . 6 ·' • .. 
1 

• 1 .9 .. .. .. .. -~ . ... .. . . 
. 2 .. .. .. .. .. .. . . .. . . 
.3 .7 .·7 ·' .7· .7· .7 .7 .7· .•· .. .. .. . 6 .6 .6 .6 .6 .6 .7 .1 .9 

·' _,. ·' .. ·' .. .. .. .7 .1 "' .6 ... ... ... ... .. .6 .7 . . .9 

.7. .3 -' .3 .3 .. .ó .7 .• ·.• 

.1 .2 .2 .2 -' ... _, .. .7 .1 .. .. :-t ·' .2 .3 ·' ·.• .7 " .. 
. l .2 .3 ... _, .6 .7 .1 .. 
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~V~ .1 .2 .J .4- ·" .6 

o 
.1 

.2 

.J ... 

.9 .9 .!.» .9 .9 

.1 .a .1 .B .s .s .a .. .7 .7 .7 .7 ,, .7 .7 .. .7 .6 .6 .6 .n .6 .6 .6 

..$ .Y .8 .7 .ó ·-' -' .~ ,,, .!- .~ 

~ 3 ~ ~ A ~ ~ ~ A ~ 

.7 .. .• 
t 

.s .7 ,6 ..5 .J ..3 .J . .l 

.J. .. .1 .7 .6 ..5 .... ..3 ~ 1 .l .. 
<e ,...é> ... 
< e ..... tz > .• .2 .J . .i .., .6 .• .• .9 

o .J ..l .J _... ·"· .6 .7 .9 .1 

.1 .1 .1 .2 .J . .- _, .6 .7 .a .9 .<J 

~ ~ ~ ..3 ·-" ~ .6 .2 .1 .S .I• 

..3 .l .3 _) .J .... _, .6 .7 .7 .7 .7 

... .... "' ...... ·-~ .-6- .6 _, _,_,_,_,,_,_,_,,_,_,_,_, 

.6 ·:ft ~- --~ '6 •. w -~ .4 -~-

.7 .7 .7 .7 .7 .6 ·' .J .• ~ .3 . .J 
.S' ._.., ·.J 

.9 .9 .9 •• .7 .6 _, ..... .J ·- .1 .1 

1 · .sr ."S :7 .6 ..!! . .i- ..l ·- .i o· 

(-=!v~)I\ 

<i!vt> .1 .2 .3 .... __, .6 .1 .a 

o .!> .. .7 .6 _, ·""· ...J ..?. .1 

.1 .9 .9 .1 .7 .6 . .!I ·" .J . .! .l -• 

.2 _. -..1 • .. ..'? .Ji ..3 ..3 ••• : ~ .:? 

.3 .7 .7 .7 .7 .6 _, ·"' J .J ..3 ..3 

.4 -'· .6 ·A .6 -.6 .-' "" ..¡ ... 

_,, -' _, __, _, _, ..5 ..5 _, ·' _, _, 

.6 ............... 4 .... -~ . ':-6 ~ .6 :6 .6 

.7 ..1 .3 ..J .3 ·"' ..5 .6 .7 .7 .7 .7 

•• :'!~~.3- . .&~·.6 •• :S':S .. 
1 

.1 .1 

.1 

. J .7 .• .9 

.3 ..... _, .6 .•.. 1 .9 

Fig. 5.2 
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Vean1os algunos ejemplos de como se c1nplean cst:l.S tabl:is. 

Ejen1plo 5-1 :?: Sea: 

con ~ e {0.2 .. 0.3. 0.4 .. 0.5}. 

'1. e{O.O.l}'u{0.7.0.8.0,91. 

En la figura. .5.3 se muestran Jos dominios (sombrea.do:S) de ~A~ • 

q A.i]_ E f0. 0.1} U ~0.S .. 0.6. 0.7. 0.8} . 

~ .... ~ . 1 .2 .J .. _, .6 .7 .. 
.1 .2 .J .. ·' .. 

.1 . 1 .2 .3 ·' .6 . 7 .. 

I 
.2 .2 .3 .7 

.3 .1 ·- .3 .ó .7 .7 .. .1 .2 ... ·' .ó 

_, o .1 ·- .3 .• ·' _, ·' .• ·- .3 .. 1 .. 
.7 .1 ·- _, .3 .. o .1 ·- .2 ·- ·- ·- ·-.. .1 .1 .1 .1 .1 .1 

Flg. 5.3 

Ejemplo S-13: Sea: 

.[(q.é.f)=(qA~Af)V f• 
donde q e {0.3. OA. O.S}. 

é e {0.J, 0.2} V {0.6}. 

€ e {0, 0.1} V {0.7, 0.8. 0.9, !} 

.• 

.9 .. . . 
.7 

.> ·' 

.. ; .3 

·- ·-
.1 
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Solución: 

Primero van1os a definir: 

y cnfcuJcn1os el dominio-de- cf.- Con. Ja :1yuda de la t:1bJa de fa figura 5.4 (lo:::t cual es la 

tr.:u~spuest3 a Ia-i."tbla de Ja figura 5.3). en Ja cual se encuentra que: 

!f= qA"ji e {0.3. OA. 0.5}. 

Al10.r:i c:ilculcmos eJ dominio de: 

con l:i ayuda de la l:lbla de la figura 5.5. en la cual se eocucrura que: 

~= "Í"'€ = q""~"'€ e {O,,O.IJ u{0.3.o . ..i.o.s:. 

Por último. e1Jculemos el dontinio de: 

con la ayuda de la l:lbla de 13 figur.i 5.6. se encuentra que: 

.. { { q .~. ~) e (O. 0.1. 0.2. 0.3. 0.4. O.SJ u {0.9. l }. 

-J - ""' ;; ... ·-º-+-· '-.--'---+-.3-.--_·•....-.o·'+-_,1-'-"....--_,,--'-·• ...... ..o..., 

.l .1 .1 .1 .1 .J .J .J .J .J 

. 2 ..! _, ..! ..! ..! _, _, ..! ..! . .J 

I .J .3 .J ..l .J .J ..l .J .2 .1 

... ::. .:. .. ::. .J ·- .J o 
_, _, _, ·' _, _, _, .J .2 .J 

• 6 .6 .• ·' .. .J ·-
.7 ·' .. .. ... .6 -· ..• .J _, .l .. .. ·' .. _, .. .J .2 

.9 .9 ·' .6 ·' .. .J .2 .J 

. • .. .. _, .. .J .2 

Fig .. 5.4 

170 



LóGICA BORROSA 

--'! •t!_ ..... = .1 ·- .3 .. ·' .. .7 .. 
·o o 

.1 o .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 .1 

.2 o .1 .2 .2 .2 .2 .2 ·- ·- .2 .2 

I .3 ·- .3 -.3 ·.3 .3 "' ·.3 ·.3 .. o .1 .2 .3 . . ... 
·' o .i .i .3 .. .; .; .; ;, ·' ·' 
.6 ·- .3 .6 

.7 o .1 ·- .3 ·' .6 .7 .7 .7 .7 

. 8 ... -~ .3 ·' . 7 ... ... 
·- .. .7 .8 .9 

.1 .2 .3 ·' .6 .7 .9 

Flg . . S..!i 

___.. 
,. -~ ,. .1 ·- .3 ·' . 6 .7 .• .9 

I .8 ·' .3 ·- .1 

.1 • 9 .. .7 ·' .3 ·- .1 

.2 ... _, ..l -- .2 

I .J .. ·' .3 .J .3 .3 

:. · 1 -~· .7 .ó ·' .. .. -·.:i .:. .. 
·' .8 .7 .6 ·' ·' ·' ·' _, ·' 

.7 .6 .6 

.7 -º· ... .7 ..z .7 .! .7 . .. 7. .! .7 .. .. .s 

.9 .9 .9 .9 .9 .9 .9 

Flg. 5.6 
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5.6 SÍNTESIS DE UNA FUNCIÓN DE VARIABLES BORROSAS 

E.xaminemos un problcn1a. en el cual tenemos dos variables '!. y '1.. para 

construir una función .[ { 'l · '2.) que lon1c sus valores en el intervalo fo:.i: .r. 0:.1.:(. Pero 

la función tiene varias soluciones. este caso escoj:llnos una función del tipo ~A[? 

que tontc sus valores en el intervalo fa.k.t· ak[. 

Para esto. es ncces:irio satisfacer una forma polino1nial respecto a V o 

respecto a _\ en lo que refiere a las condiciones del tipo .?. Para esm función 

escojamos l:i forma p:>Jinomial respecto a ..l. 

es decir refiriéndose a las convenciones de l:i estructura lógica: 

A.hora supong3mos que lruo coros irüeriores o superiores referentes a 135 

vari.ilbles q y /¿ están dad:J.s por los siguientes valores: 

{ '! 2: W¡ y ~ 2: W: } y { f'-:! < lV3 y/O '1_ < W4 }. 

Se introducirán entonces los -coeficientes de ajusre·· ~ tambiéit llanmdos 

-n1ultiplicadores- de las lecnologías~ sean: 

Para construir tecnológic;imente una función -( ( '.! .. ~ ) que tome sus 

valore en el intcn'.lllo (cx.k .. 1 .. etk(. cuando las dos vnri:.bles !.! y ~ de las que ella 

depende se sitúen en Jos intervalos de [w1 .. w::( y [w3,. w.s[. se construirá un esquema 

ele principio. 
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Un esquema de principio empica los simbolos siguientes: 

@ dis¡x>sitivo de ajuslc paramétrico para restituir los Uk-1 y D.l¡. 

(§:) elemento lógico que realiza el ·:v·· (and). 

(QZ;> elemento lógico que realiza el -:,v/o·· (or/and). 

~ elemento lógico que realiza la neg:::s.ción (no). 

I 
~ dispositivo que realiza una coui inferior. 

s 
~ dispositivo que realiza. una cota superior. 

Entonces el csqucn1a de principio del problema .[ ( q .. é: ) = {! A~ es: 

Engendra «1o-1 ,;; .[ ( !! . ~ ) 
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Ejemplo 5-14: Rc3lizar una síntesis que dé: 

utilizando Ja función: _ 

.[ ({!.V= ( '! Aé) V ( !! "é).. -
- -· . . ·, . -. i -

_ Refirié~<::tos·e a 1'á regia ~da e~·:~truc;ura:LóCic~·de Una FunC:ión (tema 

5 A), se _tendr.i _que: . 

7'=_C<!?·~--·-dé.~!-2;~~.~~t~l~i~t%¡;f¿v?é>.'¿<7'~-~7'é>J. 
Lo que se escribirá de la siguiente forma: 

-;: : :·:.yy,1~~-;s~:~~i~~~~f-~"~-is:~,y~ : : ::·)~ 
. . -· .:-)i:_-'-J_, ···--, 

Si las co~s son h1s sigui_~~le~:=J~:~·,' ·:-. ;.~··'.!:''. 
·- .s~,, '_._, ' 

( '! <?: w; Y;é s,w, )y/o . -~-- - . ~-: : ~ .: .. :: 
--

y (O ~ < Ws y/o · é_ · > w6 ) y !! > w., y/D é. < Ws ). 

se tendr:i entonces: 

... 1-a'" A.-=---. 
-- w6 

Por lo tanto .. se obtendrá el esquema de principio de la función. 
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CIRCUITOS 1111/XTOS 

Para construir un circuito n1ixto .. se utilizar:in Jos primales que serán l:is 

condiciones que dan: 

ª•·•s.[ (f!.q .... ) 

y los duales que ser.in las condiciones que cbn: 

.!_" ( {!. 2 •... ) < ª•· 
Con estas condiciones se puede hacer peñectamente un circuito mi:ri..-to .. sólo 

basta cns::imbla.r .. mediante un operador tecnológico Al"lD .. un circuito _printal para 

ªk-1 s ¿· ( '! · I?. •••• )con un circuito dual para J_" { <¿ .. ~ ..... ) < ª'-· 

Ejemplo S-IS; Sea: 

lX.k-1 s .1_· \{-q ... ~..) =~~ 

y 

Para ;_· 1 se tienen las siguientes condiciones prim.ales: 

es decir: 

Para J_: .: se tienen las siguientes condiciones duales: 

es decir: 
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Agrupan.do J= condici.ancs..prim:ll.cs y ..duales. .po~ .=<:dio .de 1'l conjunción 

··y·· se tiene: 

Y finahnente se obtiene la síntesis del circuito mi.xto9 presenta~· en la 

siguiente figuro: 

a b ~ 

mediante un ajuste de A.u. 
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5.7 RED DE ELEMENTOS BORROSOS 

Es interesante c1nplear l:i representación de una red como se hace en 

algunas teorias donde se puede reducirse a asociaciones en serie y/o par:llelo. 

ELEMENTO BORROSO DE UNA RED 

A toda variable borrosa q e [O. l] le asociaremos un cle1nento q 

representado ¡xtr el misnto símbolo: y se construiremos entonces una red que posee 

elementos co1no q . 

A la función ~r..!z asociaremos una red representada en la figura 5.7. A la 

función q v I? asociarentos una red representada en la figúra 5.8. L3 primera se 

denominará red en serie-. la segunda ··red en paralelo-. Se definirá.. para an1bas 

redes.. una entrada E y una salida S . . .AJ resultado de la operación efectuada entre los 

elementos de la red se le llamará Jlujo en Ja red". 

Por ejcn1plo. en el caso de la red en serie. si ~ = O. 7 y 1!. = 0.4. entecos el 

flujo será igual aº·-"· Yen el caso de la reden paralelo el flujo será igual a 0.7. 

Fig. 5.7 
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Teorema L A .toda .función analítica de var.Ublcs borrosas .[ ( !! • e .... ) se 

le ~.9Cdc ~ .una -..red .de elementos borrosos- donde la coloc:ición en serie está 

asoCi::u:l:l a ta operación r... y la coloc::ición en paralelo esui asociada a la operación v. 

Deniostración. A toda .función [ ( q .. lz ..... ) analítica se le puede asociar 

por c1s::Jln.ición urui fonna polinomial reducida respecto a 1' o respecto a. v . .Por lo que 

se le puede asociar una red a cada una de ellas. 

Eje1u¡:ilo 5-17: 

A ta siguiente función presentada en fonna polinomi:il reducida respecto a 
v: 

se le :isocia la red de la figura 5.9. 

o E w ~ .. ~.~ 
~ • i!, .•~li.'' 'T"·-· .. ·e' ' ~ -

.s E 
o 

·i:1g. 5.9 ..... 
,:.", .. ,::, :·}·(¡·).H;-,-'. :_,~~!. ~-.:···, 

La red correspondiente' 3 la· ffiisrn.3 · ~~~¿::L- ~'~.j': Presenroda en forma 

polinomial rcducid::L respecto a "es: 

l (g ./!. !<) = (gA~) A (gv~) A (g'v {í ;.;·(~v~) "(~V!<) 
está repÍ'esenbda en la figu~ 5.10. 
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s 

ITINEIVJRJO 

Se llama Itinerario-o -cami'1~- a ·un~· ~c~~ncia de elementos encontrados 

unidos E (entrada) y S (salida), en la,~gu~.5 •. ?_.,s.e Pu~de observar un itinerario (e .. 

~- c;l. 

Un itinerio es ··si111ple- si contiene sólo una vez :il elemento :e y no más de 

urut vez al mismo elemento x . .En la .figura 5.10 contiene un itinerario sim.ple. 

( ~ . q . ~. ~ . !z ) es un itinerario. 

( q. ~. ~ . i?_ ) es un itinerario simple. 

Se consider:i que un itinerario. respecto a la operación r... es conmutativo y 

asociativo; el orden eo que se encue.w.ran los clcmen1os es in~ 

ITINERARIO SlllllPL.E llllAXIMAL. 

Sea I el conjunto ordinario de los itinerarios sintPles de una red: eruonc~ 

todo itinerio simple que no est:i contenido en otro itinerio de l. es un ilinerario 

simple 111ax1111al. 

PROPIEDAD FUNDAMENTAL. 

Colocando en paralelo todos los itinerarios simples ma.ximaJes.. . se 

construye una red equivalente a una forma polinomial reducida respecto a v. Esta 

propied:.1d es c'idcntc dada b fonua en que se construyen. 
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Considere1nos la red de Ja figura 5.11 .. que corresponde a 

E 
o 

Fig. _s;11 

El conjunto de- itine~os ·e~: 

(<e~~~~). < q-~ q. € ). < ~ > }. 

El conjunto de itinerarios simples es: 

{ < q.é. e.)_.(.,,_~)_.(~) i. 

El conjunto de ltiru:r:ir.ios simples .maximales es: 

{ ( q. é . !O). ( ~) }. 

A éste le corresponde 1:1. fonna polino~ial reducida en v: 

.[_ (q ,~--f:J =.(<¡.é •~)V(~). 

y l::i red 5jn1plificnd3.cs (.figura .5.12): 

E 

Flg. 5.12 

·S 
o 

s 
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Ejemplo 5-19: 

En este cnso se tcndni ~lgo más com~lica~o. E.1 conjunto de itinerarios es: 

<'!·é-E>· (q.!H!>· (q.!;.!;.:q-~€>-.(q.l¿,.~.€~q). (q~/¿.~.f:-€·é··€>. 

e /¿ • ..q-q.l.. e é· ~-€ > •. <i!-~ ,é. i:- qJ •.. c~:'E-E·i!~~) c~~!:·E·é- ~-€-'i! >. 
~' J·~'' 'J .-;,".,1; 

y su red es (fi!,'llca 5. 13 )! · 

E s 

~;>1~L;t%;\;.;~.~;,:2--r ~:-Ó· .. ·. ,. 
El conjunto de itiner.lri?s .simples es: 

{( q ./¿-€.l.. _( q. tz). (~.~.~-€~.(~ .. ~./¿.~). .(q-~.l¿ ·€·-€,).. .(q./¿.!;). 

<~-é-€>; <q.~.1¿ -€>· <é ·f!·:!i>. <q. ~-é. €H 

El conjunto de itinerarios simples nia.'Ximales es: 

rcq.é.€>- <~-é-€>- <!¿--:.€>. <<!·€>} 
A éste le corresponde Ja forma pofinomial reducida en v: 

.{ ( '!. é. !: ) = ( q A/¿" E) V ( ~" é "€)V ( é "€"E) V ( '!" € ). 

y su red serie·para.Jelo se muestra en la figura 3.14. 
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E s 

REDPLANAR 

Si en una red no existen enue dos Hi:ieas que se conen una a otra cuando se 

dibuja en un plano entre E y S. se dice qUC: la red es ·:aplicable en 1111 plano- o 

.. planar··. en c:iso contrario. se dice Que l::i rCd.CS -'!¿, p/anar-. Un ejemplo de una red 

planar es la red de la figura 5.11 y de un red .no planar es la red de Ja figura 3.13. 

Propiedad Las redes que corresponden a las f"onru:IS polinomiales en A o 

en v son planares. 

En efecto . a tod:l fbrma polinoniial en r. corresponde una réd pélrnlelo

serie que es planar. y a tocl3 forma polinomial en v corresponde una red ·scrie

paralelo que es planar. 

DUAL. DE UNA RED PL.ANAR 

Sea R un41 red planear. en Ja CU3l se pueden definir las caras a. P~-·· 9 

limitadas par lJ.neas y elementos {ver .fig..S-15).. En =.da una de las caras se colocará 

un punto de unión de lineas y se hará lo ntlsmo polro. Ja c:ir.o. definida arriba de ES y 

la definida .abajo de ES. 
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Se :.plica la siguiente reg.la para obtener el du:Jl de un:i red pl:Jn:ir: 

Unir n1cd.iante urui linc:i cada elcniento con cl pun10 de unión de 

tod:i c:ua que te es adyacente. se fonna una nueva red R' que se denon1ina el -c1uar 

de R. 

Ejemplo :5-20: 

En la. figura. 5.15 se hil. representado con Hnc:is punteadas la red R' du:ll de 

R. Enseguida .. en la figura 5.16. se 113 representado dcfinith:amcnte R'. 

os 

, •.•••••••••.••••••••••• (>..<; •••••••••••••••••••• , 

E 

$' 

o 
E° 

Fig. 5.15 

Una red y su du:ll tiene la propiedad de demostrar que: 

(R") = R. 

es decir. .el dual .del dual de W1'l red es =u: .red. 
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"' s· 

Fig. 5.16 

MÉTODO DE LOS CONTRA-rrtNERARIOS. 

Sea una red planar R y su dual n·. Se llama -contra-itinerario- de R al 

itincrio que corresponde a n·. Los itinerarios 1ninimales de R' darán contra

iliner:irios reducidos minimales de R. y estos últimos darán una forma polinomial en 

A de la función .[ ( q. ~ .. €) representada por la red R. A esta form:i polino1nfo.1 en 

"' se le asocfr1r..í una red paralelo-serie equivalente a la red dada. 

Ejemplo 5-21: 

Sea la redR de la figura 5.17 cuyo d\1'11 R' se reproduce en la figura 5.18. 
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s· 
··:.::.:-~· ....... . 

.. ·· .. ······•· 

E 

···-.. 
'\.: ................. a ············~· ... . 

o-~--<111-~~~~~~~~~~ 

_ .. :º··············· 
'-~~~~~~~~~ b 

··· ... 
"-.o E' 

Flg. 5.17 

Fig. 5.18 

Los contra-itinerarios de R' son Jos contra-itinerarios de R. 

s 

s· 
o 

El conjunto de itinerarios de R' (el conjunto de C.>11>.lm-l&incrario de R) es: 
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El conj=to3 de itinerarios simples es: 

{ < é. ~. !i >. < é. q. q >1; < é 'q; q ». < é . ~ . q • !i >. < é. il ). < /¿ • il . q n. 
El corlj~nto.·dc ~o~tra-itinC~~os simples m:ixirnales es: 

La fc;>rn1a reducida en !' que CC?~~si)onde a la red paraleJ.o-scrie {fig. 19) es: 

.[ ( q • é -!: ) = (!!V é V E) A ( q V q V é ) " ( é V il ). 

s 

Flg. .5.19 

Por el método de itinerarios se cncontr:irri. p:;ira Ja fom1a polinontial en v: 

está r~resent:tda en 1:::1 figura 5.20. Se puede verificar. efectuando desarrollos 

aclecu.:ldos. que .[ ( q. é, E)= ( q v ?¡ v E) A ( q v q v é) A ( é "il) y .[ ( q. é . !: ) = 

{ q "~ A !E) v ( ~" é ) .~ ( ?¿ ). represenmn Ja misn1a función. 

J El itiner:irio se puede rc.-pr~tar con los mismos sin1hnlos. como (a,b,c)l y (u,b,c)::. pero se trata de 
dif~csirinaaarios: t...:i di~nción dc:srp:rrccc-ca:mdo'5C'"p3S3 :t.itincrarionn:i~nlo..'S ret.1ucidos. 
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F= : ~ E" s-
o U] III o 

Flg. 5.20 

5.8 APUCACIONES 

CONTROL 

Cuando las ideas de ta lógic:i borTOSól son aplicadas al control. se le llama 

generalmente control borroso. El control borroso fue la primera aplic:ición de l:a 

teoría borrosa en lfantar la atención. y es un campo que tui dado grandes pasos. El 

conlrol de n1olinos de ccntento. trenes eléctricos. plant:J.s de purificación de agua_ y 

ocras tareas están siendo IJe'\·adas a cabo actualmente. Aqui nos centraremos en las 

herr.unicntas necesarias para llevar a cabo el control borroso y se dará un bosquejo 

del pensamienlo detrás de ello. 

LA FORMA DE LAS REGLAS DE CONTROL BORROSO Y MÉTODOS 
DI! INFERENCIA 

El control borroso describe el algoritn10 para el control de procesos como 

una re.bción borrosa entre. la infonnación sobre la cond.icióo del . proceso a .ser 

controlado. x y."'. y Ja entrada para el proceso (c:inticbd de trabajo) =· El algoritmo 

de conuol est.i dado en expresiones ·•si - entonces ..... ules como 

Si :r: es ¡:x::queño y y es grande. entonces : es nlcdiano. 

Si :e es grande y y es .median~ entonces..= es grande. 
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Éstas son llamildaS reglas de control borro.so. La cláusula ""si"" de las rcglils 

es llan1ad:l antecedente y Ja cláusula ··entonces ... se llanta consecuente. En general. 

las variables x y y son llantadas e111radas y= es 13.'sa/ida.- ··Pequeño·· y ··grande·· son 

v~llores borrosos p::lr:l :e y y (al,b'l.tnas veces llant::idas v::iriables borrosas). y estrln 

expresados por conjuntoS borrosos. 

Los conrroladares borrosos están construidos por grupos de cst:is reglas de 

control borroso. y cuando es dada una .en..LCJ.da...la salida es .c.:Uculnd::i por 1nedio de 

injerencia borrosa. Ln inferencia borros:i está basad:i en l:i lógic::i borrosa. pero son 

usad~s métodos sintplcs por considerar el tiempo para los c:.ilculos. La inferencia 

para el control borroso es diferente de la intcrcncia borroS3 cstánd3r en li:1 que las 

proposiciones (las eru..radas actuales para el control::idor borroso) son comúnn1cnu: 

valores numéricos cstám:br. no valores borrosos. Lil principal diferencia entre los 

métodos utilizados en á.rcn.s Lil.les como las .reglas de producción pa.c 1:1 in.g.e.n.ic:rti 

del conocimiento y el control OOrroso es que éste último pcrntitc expresiones 

borrosas (inferencia de una soJa e~pa) mientras que el anterior es casi si~pre 

multi-cwpa. 

Por situplicidad.. se utilizará la not:lción A(."C') para indicar la función de 

mcmbresia al conjunto borroso .. ·L Las formas tontadas por las reglas de control 

borroso están cl3sific::idas por tres puntos -l::i forma de los antecedentes y 

consecuentes. la form::i de las variables borros:is. y el método de inferencia.. Del 

Ultin10 punto hablaremos sobre tres de ellos. 

Método de Jnrerencla 1 

Existen dos tipo de vari::iblcs borrosns. continuas y discretas. La figura 

siguiente muestra las variables continuas y discretas .. lils primeras adoptan un tipo 

de c:unpana y las discretas un tipo triangular .. ambas especifican una variable 

borrosn con dos parámetros; NB. zo .. PS. etc .. indicando significados con10 Grande 

Negativo. Cero y Pequeño Positivo (Negative Big. Zero~ Positive Sm:ill). 
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Variables Borl'09as Continua• 

Estas expresan subc:onjwuos borrosos (o números borrosos) del inicn::ilo [-

1. l J. En el caso del control bo1Toso. el dominio de las variables de entrada y de 

salida que _pueden tener y:i sc:a valores positivos o negath:os. está comúnmente 

esl3nd3rizado a [-1. lJ. y pora las que pueden tener solamente v'1lores positivos está 

estandarizado a (O. 1]. Debido a esto. _podemos usar variables borrosas similares 

para todas las variables. La tabla siguiente es un ejemplo de variables borrosas 

discretas. Sin embargo. el grado está expresado por enteros de cero a 10. El dontinio 

de las variables de entrada y salida es discreto en el rango de los enteros desde -6 a 

6. y cst.3 especificada una variable borrosa única para tres parámetros. 

Tabl• de Variables 8orros•• Dis.i:~••• 

.... -5 -4 -3 -2 -1 o +l +2 +3 +4 +5 +6 

PB o o o o o o o o o o 3 7 10 

PM o o o o o o o o 3 7 10 7 3 

PS o o o o o o 3 7 10 7 3 o o 
za o o o o 3 7 10 7 3 o o o o 
NS o o 3 7 10 7 3 o o o o o o 
NM 3 7 10 . 7· 3 o o o o o o o -:·o . 
NB o o o o o o o 
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En el método de inferencia t. es común tener de cinco a siete v:iriables 

borrosas. Sin en1bargo. el ajuste de p01rtimetros -no es necesario~ y pueden ser usadas 

las variables estándar. Un ejemplo de dos cntro:idas y uria salida de eSte método es 

como sigue: Fijan1os Jas_siguientes d0s .. regl_a~ de_~ori~~º.~ 
... ;_7::'es-!11~.-... ~ '"< - ·· '::eñtonCes)(Cs 8 1 .,_._ . 

. -· -~: .-éS A~~ ' · -'· : __ , ~nióri~~~ -.~ ,~::~~-~:~-": ., :'-· ·:,r·. 
__ Si :e~ eSA::1 • 

u~ éj~~lPtCJ de-:Cs1e· ti~ es· uit.«:oiitror_dC ·i:;~~~Só __ de.·putúO ··eSuib~CéidÓ con 
una entrada y una'~ücb. yPociemos considera.(e_l C?;So:·~~:c~_"C~:l1 ·~"Y'.Ae (el c:imbio 

en e duraitte un··mueStreo) son elegidos p3ra l~::e~trada··:ci~í-~contr~-10.dor,_·y ó.u (el 

c:imbio en el control) para h1 ~lid.a. 

·Ahora sean las entradas Xt = x1º y··x~ =· XZ,0
.·" Primero encontre111os la 

compatibilidad para cada una de las condiciones· antecedentes de las reglas y la 

entrada. En general. sea A(xª) la compatibilidad para el antecedente--~ es Aº~ eso 

es. la función de mernbresia. de .-eº para el conjunto borroso A. Aquí el antecedente. es 

bid.imensioO.at de ese n1odo. sc:i la. compatibilidad 

001 =A11<x1ª) • Ac(x~ª); i = L2. 

i es el número de la regla. y • es ta multiplicación. 

Enseguida. se:in los resultados de la. inferencia para. la i - ésirna regla 

y es oo/31 • pero mJJ,(y) = e.o¡ x B,(v). 

Hay casos donde una operación mín. como en 

co,B,(.v) = co, " B,(v). 

reemplaz'!Ja..multipli=ción. 

El result:ido completo de la inferencia.yª esti construido a partir de m1B1 y 
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y encontrado en términos del eje central de la función de tnembresía de B*. En otra.s 

palabras. tcncn1os 

_i.o = J B • cv)yc{v / J B • lv)c{\.' 

El proceso de infürencia mostrado antcriom1cnte esta confonnado de tres 

pasos. Son esencia.J.mente los misinos para todos los mél.QdQ&..de .inferencia. 

( l) C:ilcular la con1p;¡tibilidad par:i la entr.lcb y antecedentes de las 

reglas. 

(2) Encontrar los resultados de la irúerencia para cada regla. 

(3) Encontrar Jos resultados completos de la infi:rcnci3 con10 ll.n:l media 

ponderadi:I de los resultados de 13 inferencia para cada regl.&1 con 

respecto a las comJX11i"ªid;vtcs. 

Este método está especialmente indicado para 135 variables que tienen 

funciones de mentbresia monotónicas. con10 se mucstr.l en la si_guicnte figur.J.. 

-1 o 
Variables Borrosas Monolónicas 

Como puede ser '\isto. hay sólo dos tipos de variables. Positivas y 

Negativas. y se utiliza arctan(x) para l::i función de membresia. por lo que hay 

algunos cambios consecuentes. 

Como ejemplo. consideremos las siguientes dos reglas. 
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Si-~1 es.V. 

Si-~ye~P,' 

X: es P. entonces y es ~v. 

LOGICA BORROSA 

L:i CorñpiiiibilÍdiid -de - 10:~ _..,~~t~¿~cj~fitCs ~ Pnr:i - las entradas x1° y x:Q es 

encontrada co~~~~ ~'ri-~i'-~~~~~, ~;~·~.~?~~~!~0~: ~~~-- 'L~s r~sultados de la inferencia .V1 

y Y: -(v:ilores :n0 00:1-ros~~)-. -~ra-:cic±i --~~gÍ~ '.~~~·: C~~ontrados utilizando las siguientes 
ccuacion-é~ ret~Cio-~ritcS:;·~·· ._.-;,.:· .:,;: .. , --",..·. i~··· · ~ ··· 

c:.:>o = P(vo). 

El resulmdo global de la inferencia está d:ldo por 

\la.:: í..O 1Y1 + ro ?-'-"2 

r m,+oo:: 

ton1ando la media ponderad:l de Yt y Y=· El proceso de inferencia es mostrado en la 

figura siguiente. 

Método de Inferencia 2 

Generalmente se dice que son ncces:irias menos reglas para este ntétodo 

que para el printero .. y es apropiado cuando hay muchas v::iriables de entr::ida. Sin 

emtxirgo. al haber menos variables borrosas .. no es un método muy apropi::ado para 

poner el conocimiento de expertos. el cual toma una forma lingüística. dentro de 

una forma lógica. 
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Método de Inferencia 3 

Los antecedentes utilizados en este método se hacen de proposiciones 

borrosas. y los consecuentes son eC1.Lilciones relacionales estándar de entradas y 

salidas. Ésto fue concebido más bien para el modelado de procesos borrosos que 

para el control borroso. 

Las variables borrosas usac:bs en los antecedentes son .. corno se muestra en 

la figura más adelante. aquéllas que tienen funciones de men1brcsia de fonna 

trapezoidal construida con líneas rectas. 

• 
Variable Borroaa Trapezoidal 

Consideremos las siguientes dos reglas. 

Si x, es A u .. :e:: es.-11::. entonces _v =.Ji t_x1. x::). 

Six1 esA.::1 .. enlOnccs .v = _h(x1 •• "('::). 

Si Ja compatibilidad de los antecedentes para x 1° y .r::º es co1 y 0>::, los 

resultados de la inCerencia para cada una de las reglas son calculados directamente a 

panir de las ecuaciones escritas en los consecuentes. El resultado completo de Ja 

irúerencia es encontrado usando la siguiente ecuación.. como en el método de 

inferencia 2: 

vº = ro 1Ji (x1 ~ .. x:? 
0

) + co 2h (x1 º .x2") 
• CO¡+CO:, 

Aqut f es usualmente una ecuación relaci.ooal lineal. Si el número de 

reglas es l. las panes antecedente ya no son necesarias. sólo queda la panc 

consecuente~ así el resultado es el mismo como tener una expresión lineal. Si hay 

más de una regla~ el intervalo de entrada es particionado en subespacios y es 
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encontracb una relo.ción l~neal d~ entrada/salida para Cilda subespacio: ese grupo nos 

da algo lnuy simihir:a la 'reh1ción no line:il de entrad:l/s:ilida glob:il. Este ntétodo no 

es apropiadO ¡xira'L exprcs~tj~es. lingüísticas .. pero excede a Jos otros en capacidad 

descripti~~~-,:-L~i~ r¿~~s·-~cja~ e~_-el método de inferencia 1 no van más allá de la 

descri~ió·~-~~ de-:,.~ :~~.~~,i~~-CS }~~rl~itntivas. Por ejemplo.. no hay diferencia en la 

estructUnl· de la "reláC:ión··:,: 

x,=PS. entonces y = .VA1 

y 

entonces y = -6. 

~E~·--c;~;J/~úibr:iS .. 'So·n· t:iblas numéricas y solamente cuantific::in cantidad. 

En c'?~l~~~~~;~~~!:~~~:{~~;~~as·>- que;- surgen us:indo las condiciones (subesp.acios) 

espc;~in~~~-i;.{·]~~-~ri~tC~ede~tes en el tercer n1étodo son escritas direcromente en 

tOs coh-~~~~~~:;~~:~ ;'; 
LOS · raiuécedentes en las reglas en las tres formas son md.s fáciles de 

entender cun.ndo son interpreUldos como particionantientos an1biguos de los espacios 

de entrada.. eso es.. especificadores de subesP3cios borrosos.. más bien que 

descz::ipciones de condiciones. Hay tantas rcgh.1s como ptlrticiones haya. Además .. la 

compatibilidad de los antecedentes no es otra cosa que el grado al cunl la entracb 

(.l:'1° .. x::º) penenece al subespacio borroso especificado por el antecedente. eso es. el 

valor de men1bresfa. 

PLANEACIÓN DE CONTROLADORES BORROSOS 

El problema cuando el control borroso va a ser usado en un proceso actu::il 

es el diseño del controlador. Diseñar un controlador significa dctermin::ir la forma 

de las reglas de control y escribirlas concretan1ente. y el problenta puede dividirse 

en dos panes. l::i detcnninación de los antecedentes y la detenninación de los 

consecuentes. En lo que concierne a los antecedentes .. se tienen que determinar tres 

cosas. Prin1cro. es seleccionada la información de entrada para x 1 •• l:'=:~ etc .• la cual 
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tiene que ser usa.da en los antecedentes: segundo. la determinación de las 

condiciones9 eso es. las panicioncs borrosas de la entrada: y tercero. la 

determinación de Jos par:imctros p&Jra las variables lxtrrosa.s. Por lo que toca al 

consecuente._ la salida es generalmente el control de cntr:icb p:ara el proceso. El 

único problema resmntc es los par3mctros borrosos. De allí. l:i determinación de los 

consecuentes no es dificil. y el problema complctan1cntc es la determinación de los 

antecedentes. Gcncr:uncntc hablando existen tres métodos diseñados para ésto. 

La Exp1Hlencl11 y Conocimiento de Expertos 

Éste es el enfoque de los sistemas cxpenos. Se puede decir que el control 

borroso es actualmente el primer ejcn1plo real de un sistema expeno. La e:\.-pcriencia 

de operadores calificados y el conocimiento de ingenieros en control es expresada 

cualitati\:amentc en palabras. y si éstas son colocadas en formas lógiC61s como reglas 

de control borroso. puede ser planeado un controlador. 

El principal problema es l:is particiones borrosas del espacio de entr3da. el 

cual debe ser dctenn.inado básicamente por medio de enll'e'\.'iSl:ls con los operadores 

y mediante el uso del instinto de los ingenieros de control. Si se utiliza el método de 

inferencia L el cual es apropiado para este tipo de disefto. no es necesario 

preocuparse demasiado por los parán1etros para las variables borrosas. 

La operación de procesos complicados es desempellada ~lmcnte por 

expertos .. pero no es sie111pre fácil poner el cómo lo hacen en una fonna lógica. Por 

ejemplo. los ex-penos no podrían ser c:ipaccs de e""-presar su trabajo en palabras: 

como el conducir un auto. para ello el expeno aprende una operación con sus manos 

y pies .. y en consecucnci:i es imposible expresar las habilidades en palabras. Además 

hay ocasiones en las que no podemos obtener la cooperación de los operadores por 

no esur en el mismo sitio. 
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Un método de disedo· e.fectivo en estos c:isos es un modelo de las ñ1ncioncs 

llev::idas a Clb<>" por el operador. Esto significa hacer un modelo de la relación de 

entracfu/salida entre l:i in.fortruJción usada por el op::rador y su salida funcional.: Si -

una .forma """si - entonces·~ como en k1s regfas de control es elegida p:ira et modelo. 

éste puede ser utilizado como lo que cs .. un controlador borroso. L:i identificación 

del modelo emplea la entrada y salida del operador. 

Modelos Borrosos de /os Procesos 

En los métodos anteriores se construye un modelo e~perto y: s-e 'ronna· un 

controlador borroso. pero este 111odclo no puede supcr:ir a los e~~~O:~.~, C~~·ndO, el. 

objeto es un proceso sin la :l)'Uda de e:\.-pertos u operadores humanOs~.-se,tiene.un 

n1étodo mejor basado en un modelo borroso del proceso .. ~.l'.1->~1 , diseño . de· un 

controlador dirigido al control de alta calidad. 
-.:.-·-- -. -· - ' 

Aqui un ntodclo borroso significa describir las caracteristkas del ·proceso 

usando una fonna ··si - entonces .... de Ja misma manero q~e en lá~>~-~gJ-~ de c~ntrol 
. ' -":~ '· ·::·· '. - -·;_, ·. 

borroso. Una fornta de este tipo es llamada una ac~ión, del °J?r~ceso -~- r'!g~a .. d'fl 

proceso. o sea el modelo borroso siendo un número de_ es~ reglas del proceso 

agrupad3s conjuntantcnte. Los conceptos de un sistenta. de control borroso se 

muestran en la siguiente figura_ 

Objeto Je Control 
ControJoc.Jor Borroso -- Control Ret'C:rencin --

Cru-ncteristicns del Objt:to 

Sisrema Je Control Borrojó 
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Us:indo el método de inferencia 3. en el cual el consecuente es una 

descripción de la relación de entrada/salida del proceso. nos da una forma del 

modelo que es conveniente para los c:isos en los cuales un sistema multi-variado de 

alto orden es el objeto. La identificación .está di.,,·Ktida..c.A Jo ..que .es el antecedente y 

el consecuente. pero la identificación de la conclusión es escnci:ilmcntc la misma 

como la identificación de un modelo lineal. El consecuente. para cada r.egla de 

proceso corresponde a los modelos line:iles cn1plc:1dos hasta ahora. de ese modo hay 

un incremento en la c.antidad de cálculos. Por lo que se refiere a la estructura del 

antecedente. debemos consider<.lr las siguientes dos cosas: 

l. la selección de variables de cnuada. es decir, '1qUcllils variables de 

entrada saliendo de todos los procesos de entrada deben ir en los 

an~:. 

2. las pmniciones borrosas. un problema similar a la situación anterior de 

~niciooamienlo del esplCÍO de CDU~. 

Hay dos fonnas posibles de ver el diseño de controlack>rcs bonosos a panir 

de modelos borrasos: ambos cmpkan conjuntos de reglas de procesos que describen 

acciones pgrciales del proceso. 

regla de proceso~ objeto de conuol = regla de control. 

regla de pl'OCCSO x regla de control = acción de proceso ideal. 

La primera es un mctodo pa= encontrar Ja regla de conuol que. por 

ejemplo. minimice una función de c,·aluación panicular. y la segunda es un método 

que compensa las reglas de proceso (acciones) mediante regi= de control, y busca 

traer la mejor acción de proceso posible. La idea común en ambas es hacer que las 

caracteristicas de las c.xpresiones del sistema de control borroso trabajen bien 

encontrando una regla de control que corrcs¡x>nda a cada regla de proceso. Puesto 

que una regla e..xpresa una acción parcial. la regla de control correspondiente es 

parcial en naturalc7.a (en un subcspacio OOrroso) y hecha condicional por el··~¡ .. 
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CARACTERÍSTICAS DEL CONTROL BORROSO 

El control borroso tiene las siguientes tres c:uacteristicas: 

1. control lógico: 

2. control ¡xaralclo (disperso): 

3. control lingüístico 

En el punto uno .. -Jógico·· quiere decir la expresión libre de los algoritinos 

de control uS&litdo la f~rma ··si - entonces· ... La cló.usula ··s¡•·. en panicular. puede 

describir_ una atnplia variedad de condiciones utilizando con1binaciones lógicas con 

··or~ Y-"'."'and·~. El. punto dos significa que las políticas generales de control pueden ser 

hechas para tralxljar en Una manera dispcrs::a por medio de reglas de control. Esto 

difiere cualit.aliv.am.entc de los métodos de UD3 sola ecuación empleados hasu ahora. 

y podríamos decir que es posible la coexistencia del control con lógicas diferentes. 

En el punto tres se entiende que es posible utilizar vari:i.blcs lingüisticas :unbigu.:i.s. 

especialmente en los antecedentes de las reglns. Para la gente es fácil de entender el 

lenguaje cualit:J..tivai:n.cnte. y el control empicando ditl.logo con los operadores es 

posible. Además. por n1ccüo del uso efectivo de las car.icteristicas anteriores. ser.i 

posible usar los ··ajos·· cntren:idos por la experiencia de los operadores en .procesos 

de observación como entradas externas y otras cosas con10 las condiciones del 

proceso. como WUl infonu.ación efectiva parn el control. Entre OlrólS vcn~jas.. los 

procedimientos inusuales que sien1prc acompañan las operaciones de un proceso 

real pueden ser traídas dentro del algoriuuo de control. 
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CAPiTULO 6 

GENERALIZACIÓN DE LA NOCIÓN DE 
SUBCONJUNTOS BORROSOS 

6.1 INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se verá una gencralizacíon de los trabajos de Zadeh 

propuesta por J.A. Gogucn. Tal proposición. a .dif'crcncia de la teoría desarrollada 

por' Za.d.ch en la que se toman los valores de la función de membrcsia en un 

intervalo total.incnte ordenado ~l=[O. l ]. consiste en escoger tales valores en una 

estructura de orden parcial L. que es más general. L3 estructura utilizad:¡ nuis 

habitualmente será e\ rcticulado. 

Debido :i lo anterior. se tendrin entonces ··subconjuntos OOrrosos·· en el 

sentido de Zadeh. y ··L-subconjuntos borrosos·· en el sentido de Goguen. 

P:u::i entender mejor este estudio. se dara tan1bién un brc'\.·c repaso a las 

nociones sobre la teoría de rcticulados. 

6.2 OPERACIONES CON LOS CONJUNTOS ORDINARIOS 

En el capítulo. dos cfectuainos operaciones con subconjunt.os ordi.narios de 

un conjunto rcfcrenci:i: ahora veremos de nuevo tres de estas operaciones.. pero 

referidas esta vez no a subconjuntos de un miS1110 conjunto referencia. sino a 

conjuntos distintos o no. 
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PRODUCTO DE DOS SUBCONJUNTOS 

Sean dos conjuntos E 1 y E: donde_\: e Ei. y e E=.~ el conjunto de parejas (_x. 

y) se llamará ... producto de E 1 por E:"" o -conjunto producto" formado por E."'1 con E:. 

y se rcprcsent:lrá por E 1 x E:!.. 

Se tiene: 

E1 x E:= E: x E 1• excepto si E:= E 1• (no c0Tu11utatividad). 

(E1 x E: ) x E~ ~ E1 _x, (E= ·x ,E3),. (asociatiVidacl). 

Ejemplo 6-1: 

Si: 

E 1 = {A.B}. 

E, x E: = {<A. CL). c;.-i; 13> . <A. 1>,i es'.~> ;.(~. 13>. cs. 1n. 

E: x E1 = [(a. A). (a.. 8)" (¡3'. '.~)'i (Í3~B)'~'(y.;;;J) ;'(.,.?B)}~ 

,"•r :• r,',, 

entonces: (E1 x E:) x E 3 = {(A. CL, a) ; <.4.' .;.. b) ~\..i; 13. !:') . CA. ¡3. b) , 

(.-1 • .,., a).( • .¡ • .,.;b). (B~ a.. a), (8. a.. b). 

(8. 13. a) • (8. ¡3. b) ' (B. i'· a) • (8, y. b)}. 

De igual manera se puede realizar E 1 x (B: x E,). 

P:J.ra n conjuntos E1. E: ....• En. se definirá: 

Interviniendo el orden. se pueden definir. si todos estos conjuntos son diferentes: 

n! = n Cn - 1) ... , 2. 1 

conjunto~.productos distintos. 
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SUMA DISYUNTIVA DE DOS CONJUNTOS 

Se definird la sun1a disyuntiva E1 e E: como el conjunto forn1ado por los 

elementos de E 1 y de E:. • con excepción de los que pencncccn a la vez a E1 y a E:,. 

Ejemplo 6-2: 

Consider:lndo de nuevo los conjuntos del ejemplo 6-1 tenen1os que: 

E, EE> E,= (.-l. B. ex., j3. y¡. 

Lo anterior es rcsult:ldo de que E1 y E~ no tienen ningún elemento en 

con1ún. 

\te:1.mos las propiedades de la suma disyuntiva: 

(conmuraLividad}. 

(E1 E6 E,) E6 E 3 = E, e· (Eo e E» (asociatividad). 

Existe la propiedad de distrlbutiv.idad enLre el producto y la suma 

disyuntiva: 

(t.fistribu1ividad a Ja izquierda~~ a /~derecha para 9). 

Ejemplo 6-3: 

Vamos a considerar~ nuevo los conjuntos del ejemplo 6-1: 

E, e E, = {oc.; j3. y, a, ~} ~ • 

E, X (Eo EEl E•.>= {(.4, CL) •• c.-1, J3). (.-1. y). (.4. a). (.4. b) 

: (B, CL) , (B, J3). (B. y). (B. a) • (B. b)} , 

E, X E,= {(.4,"a); c:-1. J3) • (A. y). (B. CL). (B. J3). (B. y)}' 
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cE, x Eo> e cE, x E,)= {CA. OI.). (A. J3). (A. 7>. ca. ar.). en. J3>. 

(B. y). (A. a). (.-l. b). (B, a). (B. b)}. 

Podemos verificar que existe una igualdad entre E 1 x (E-i _e .. E,) y _(E1 _.x . E,) e 
(E, X E,). 

Se· observará que Ja d.istributividad a la izquierda o a la derecha no es 

·verdadera para el producto. 

E, e CE: x E» "' <E1 e Eo> x cE, e E»' 

E: x E 3 = {(a.. a) • (a.. b) . (J3, a), (J3, b), (·r. a) • (y, b)} 

E, e (E: X E» = {A. B. (a... a) ; (a.. b) • (J3, a) • (J3. b) • (y. a) • (y. b)} • 

E, e E: = {A. B. a. P.. n_. 
E 1 ffJE, ={A. B, a; b}. 

(E, e E:) X (E1 e E,) - {(A • • 4) .• (A. B) • (A. a) • (A. b) • (B. Á) • (B. B). 

(B. a) • (B. b). (a • .4) • (a. B). (a.. a). (a.. b). 

(J3 . .-1). (J3. B). (J3. a) • (J3. b). (y • .4). (y. BJ. 

(y. a) • (y. b)}. 

CONJUNTO DE LAS APLICACIONES DE E, EN Ez 

El conjunto de las :iplicaciones funcionales (aplicaciones unívocas) de R1 

en E=. se representará por: 

Ef1 _ (como una potencia). 

L Esto e& lo mismo qu-=: sucw=dc.: para -=:l produ1,."lo y la adki1.in ordin.irios con ll>S nUm.:ros: 
a(b - e) ,,... ah -.. ac .r 
a - be - (u + b) (a ..._ e) 
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Ejemplo 6-4: Vamos a considerar de nuevo los conjuntos del ejcntplo 6-1 y 

Ulilizaremos las aplicaciones de la figura 6. 1 

'1ª A/ª .. /ª j: 
• a. 

>13 •13 
B/13 

•13 
B ,., . .., . .., ., e Y .. 

'/ª 
e CL 

:)( • 13 
B 

• ·1 ., 
Fig. 6.1 

Se ve en la figura 6.1 que si: 

entonces: 

E1 ={A .. BJ y 

Ef• = U<A 1 a.L (B 1 a.)} • ((.-! 1 a.). (B ¡'13)}. (CA 1 a.); (B ly)}. 

:CA 113>. (B 1 a.)}. ICA-1!3;)Bl'13)}:{(.-I1. 13>. csl y)}. 

((.-1 iy). (B 1 a.)} • ((.41-f)~ (B 1 ¡3)}; {(A 1-,): (B 1 y)}. 

La cardinalidad de Ef• · es: 

•a. 

.4,13 B'y 
•ª 

'\ • 13 
B ., 
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Par:i este ejemplo: card ( Ef• ) = 3.: = 9. 

Si E 1 y/o E:~ es infinito. card ( Ef1 ) es infinito. 

PRINCIPALES OPERACIONES CON LOS CONJUNTOS 

En la tabla 6. l se n1uestran las principales OP.Cr:J.cioncs que se pueden 

realizar con conjuntos. 

Tabla 6.1 PrincipaJcs Operaciones con los Conjuntos 

E, X (E: X E» = (E, X E,) X E, 

E," cE, SE»= (E, x E,¡ e cE, x E,¡ 

6.3 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL CONJUNTO DE LAS 
APLICACIONES DE UN CONJUNTO EN OTRO 

Se representa al conjunto de 1"15 :ipHc:icioncs de E en L como sigue: 

LE 

Se enuncia entonces lil propiedad fundamental siguiente: Tocia ley interna 

®definida en L induce una ley interna • correspondiente en LE. 

206 



GENERALIZACIÓN DE LA NOCIÓN DE SUBCONJUNTOS BORROSOS 

Ejemplo 6-5: Consideremos 

={{(Ala.>. (8la.)} .{(Ala.) .. (8113>l\{(.-tl<;">. (8ly)}. 
{(.-1113>. <Bl a.)} :«<A Í 13);~1J'i'j;>{){cÁ 1 i3>;;(sl y)}. 

• . ... , . __ , •. , . "'<' ~:: -~ ,~:· ,-,, . •'• 

<<.4h>.'81 a.n, {(.<1 h) ~ (8 l J3)l. {cÁ \y>~ csh>:. 
• ,, .. ··.'.:-»,,~~··-····. ,' ... · -

y vamos a establecer 

.-11 ={(A 1 a.). (8 l 'ii)} 

.-1, = {(.-11 a,). (B l'.m} 

.-1, ='{(.-11 a.): (BI-()} 

.-1. = {(A l~L (B 1 cü} 

.-Is= {(.-l] j3). (81 13)} 

.-lo = {(A 1 j3) • (B 1 :y)} 

.-11 = {(.-1 1-y) • (81 CL)} 

As = {(A 1 y) • CB.l J3H 

.-lo= {(..J h>. (Bl-y)} 

con E= ~A. 8}. y . L = (e<. j3. y}. 

Consideremos la ley interna• definida en L: 

. a. 13 y 

CL J3 J3 a. 

J3 "! J3 CL 

., J3 CL "! 

y veanl.os cómo se in.duce una ley en LE. 
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Por ejemplo: .4,G .-lo= :<A I u.). <B 113> * {(.4113). (B l..,.)} 
={(A la.* 13>, (BI 13 *y)} 
= { (.4 1 13> • (B Je~)} 

=.·=l.,. 

Se obtiene de esta manera una ley 0 para Le .. como sigue: 

G> .~1 Az . -b .-1 • .. 1, .·lo .·h A• .·I• 

.-11 ..¡, .-!, .-1. .~, .~, .-1. .~, .-1, .-11 

A: .-1_ .. A ... .·1..i _.¡, A:<; .~ . .-1, .-1, .-11 

.·h .~, A..i A. .-1, A.i A. Az .-11 .. ¡, 

.-1. A.¡ .-1~ .~, A!i A, ..r .. .~: .~, Ai 

,.¡, ..¡,, ..r~ ,.(, .-1 • . -1!" A.s .-1, .-1, .-11 

.~. As ..¡, A<l .-1, A.s .~. .-1, .-11 .·-h 

_.¡, As . +s .~ . .-1, .·h .-11 .~ . .-Li¡ ..¡, 

.-1. .-1 • .·!, ..¡, .-1, ..!: .-11 .~. A¡¡ A1 

. ~. As .-1. A • .-1: .-11 .-b .·h .·h .-lo 

Ejemplo 6-6: Sea un conjunto finito: 

L ={O~ l} ; 

entonces Le da el conjunto de subconjuntos (conjunto de subconjuntos ordinarios 

incluyendo a 0). 
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El operador producto (•) en L induce al operador r"\ en LE: el operador 

suma ( +) en L induce el operador v en LE; el operador cornplement.ación en L 

induce el operador coni.plen1cnt:lción en LE. 

Las conclusiones anteriores son válidas para todo E que teng:i la potencia 

de los enteros naturales o del continuo. 

Ejemplo 6-7: Sea un conjunto finito: 

E= (.'\"'¡ •• 'C~ ••••• Xn} 

y 

L =[O. l]. 

entonces LE da el conjunto de subconjuntos borrosos. 

El operador A en L induce el oper:i.dor'"""' en LE: el operador ven L induce 

v en LE; el operador complementación en L induce la compleni.enmción en L6
: el 

operador producto(•) en L induce(•) Le: el operador (.+)en L induce e en LE: 

De nuevo. las conclusiones :i.ntcriorcs ro.n1bién son válidas cu:indo E tiene 

la potencia de los enteros naturales o del continuo. 

Ejemplo 6-8: Sean: 

E=L 

L=[O. I]. 

entonces LL representa al conjunto de todos los números borrosos .y tales que .'C e 

-~ e: [O. lJ. µ.r (."t")e[O.lJ. 

Es fi:icil demostrar que: si • es la ley de L yO es la ley de LE inducido por 

•. entonces se tienen la.s implicaciones fonnalcs siguientes: 

• es :i.sociativa 

* es conmutativa 

• es idempotentc 

@ es asociativa. 

@ es conmutativa. 

@ es iden1potente. 
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ESTRUCTURAS POSIBLES DE L 

Se pueden tener para L tant:is estructuras como se desee: p..-ir:i un:i 

operaciónG> se tendrá u.n:i o pe.ración * en LH. Se pueden in1aginar dos ..operaciones 

• 1 }· • 2 asociadas: eso induce dos operaciones correspondientes en LE. Así. si existe 

un:i estructUCJ can un aperador (monoide. grupo. e~ en L. se te.ndr.:i que verificar 

si ~st:t estructura tan1bién se encuentra en LE. o bien cuál otra estructura es la de Le. 

En la teoría de Jos _subconjuntos borrosos.. L tiene la estnJ.ctura de wi 

retjculado vectorial distributivo para las operaciones A y v : este reticul41do es el 

intervalo (O. 11 de.R... el cual induce enL6 1ll1 reticu.b:ldo vectorial distributivo par.a:-"-\ 

y u. formando el conjunto de los subconjuntos borrosos. 

6.~ RETICULADOS 

Se:i un conjunto ordenado L. Supongamos que para todo conjunto ordinario 

~-\~¡ •. \j} de L c.xiste un elemento de L .. y solam.cnlC uno. que constituye una cou 

inferior de {.\~ •• \j}. y que también existe un elemento de L. y solainentc uno. que 

constituye una cota superior de {_ \"1• _ \~.:: en este ciso se dice que L es un ··reticulado·· 

o -conjunto rcticufado ... 

y 

Se cstableceA.: 

La definición de un reticulado puede e::'\.-presarsc así: 

3 l.\
0

k =-Yi ó.\j y 

3 ! .. \lo =.Y; V .\j y 

x.eL. 

.. \j.e L 

(el sin1bolo 3 J significa "existe uno. y sóto_ uno .. ). 
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Las opcr::icioncs ~ y V t.an1bién pueden considerarse como aplic:icioncs de L 

x Len L .. que a todo par { .. \~ .... \jl .... \'"¡ .... \j e L le h::acen corresponder el elcn1ento .. \·,u 

.. y; de una pane y el elemento .. \:'"¡ V ... \~ de la otn. Se dcntuestra que. en un reticulado~ 

se tienen las cuatro propiedades dwiles siguientes: 

sean: .-1.B.CeL 

d t>.B=BA..t 

A V B = B V A co,,mutatividacl. 

,.¡ A (B <l. C) - '-! A B) A C 

,.¡ V (B VC) = (A V B) V C 

. -!t>.A=A 

,.¡VA=.-! 

At>.(AVB)=~t 

A V(AAB)=.d 

asociatividad .. 

idempotencia. 

absorción. 

Ejemplo 6-9: En la figura 6.2 se present:l un ejemplo de reticul:ido. En 

la misma figura se presenta el diagrama de las c:idcnas ma."Ximnles o diagrama de 

Hasse. 

E e 

A 

Flg. 6.2 
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Se tiene: 

L = {.-!. B. C. D. E. F} 

Se puede verificar que ~ tiene: 

A~A =A 

A~B=A 

AAC=A 

C1..\D=B 

E~F=E 

F~F=F 

A VA =A • 

A VB=B 

.4VC=C. 

CVD=F. 

EVF=F. 
FVF=F. 

Examinando el conjunto ordenado de la figura 6.2 se puede escribir. 

utilizando l::a noción_\~ .....: .\j si .\-1 precede a.\~: 

{
.-1 ...:B..;:C..;:F. 
A ""'B"'"'D""F. 
A.....:B.:'.E""'F. 

Asi este conjunto ordenado posee tres cadenas que se califican como 

maxim:ilcs. ya que ninguna está incluida en otra c:idena del conjunto ordenado. El 

grafo ordinario no oricnmdo que forman las c:idenas m:iximales se llama ... diagrama 

de las cadenas maxim3lcs .. o ""diagrama de Hasse ... 

•••• 1 TIPOS DE RETICULADOS 

RET1CULADO MODULAR 

Se dice que un reticulildo L es ··modular·· cuando. para tres elementos 

cualesquicra .\"1 •• \·.: ... Y3 e L. se tiene: 

donde S representa a la relación de orden del reticulado. 
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De este modo .. el reticulado de la figura 6.3 es modular. Podemos verificar 

esto para A. B. y C. 

Se tiene: 

.-ISC 

y también. tonmndo acbitrari:::amentc B: 

• .J V' (B ~ C) =.-1 V' A =.-1 

(A V B) .!. e= B d e= .-1 

Se verificará igualmente la propiedad (.\'."1 s XJ) = '-\""1 V' (X= <l. X,)) 

((.\"1 V'.\:,) <l. X;) para las otras tripletas. 

B 

RETICULAOO DISTRIBUTIVO 

.-1 

Flg. 6.3 

D 

Un reticuf.ado L es ""distributivo" cuando satisf:ice las condiciones: 

X 1 V' (.\", .!. X,) = (.\"1 V'.\-=) .!. (. \ 1 V' X;) 

X 1 .i. (.\"", V' X,)= (.\"1 .!.X,) V' (.li <l.X;) 

Se puede verific:ir que estas condiciones se ~tisf'acen por las 20 t.ripletas 

del reticulado de la figura 6.4. 
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Por cjen1plo: 

B "' (C '1 El 

(B "' C) '1 ( B "' /:.) 

=/J..'.E=B 

=.1'1B=B 

Se den1ucstra que todo rcticul~do distributivo es 111odular. 

F 

D~E 
B~C 

.-! 

Flg. 6.4 

S11brL"'ticultldo. Consideremos un reticulado L y sea A e: L donde A está 

ordem1do por el orden inducido. Si 'V' _y e A. '7 Y e A._\-~ l' e A. y_\- V Y e .-L 

entonces .-les un subreticulado de L. 

Se dcn1ucstra qu~ todo subrcticulado L · de un rcticulado L distributivo es 

dístributivo. 

RETICULADO COMPLEMENTADO 

Si suponemos que un reticulado L posee un elemento O que sea ta cota 

inferior del reticulado L complcn1cnto. y que posee también un ele1nento U que sea 

la cot:l superior de este ntismo reticulado. entonces. se U;:ima .. complemento de.\~- a 

un elemento.\~ .. amlx>s pencnccientcs a L. tal que 

.\;..'..\;=o. 

X, '7 .\j =U. 

Un complemento de .\"1 se represenUl por .Y, . Este complemento de .\-1• 

cuando existe. no es for.1:osamcntc único. 
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En la figura 6.5 .. todos los elementos tienen un complen1ento: 

O=U. D=BoCoA. C=D, B=D. A=D. V=O. 

B 

u 

o 
Fig. 6.5 

D 

Se dice que un reticulado L es .... complementado·· cuando: 

L Posee un elemento único O = INF (L) y un elemento único 

U=SUP(L). 

2. Cada ·'i e L posee en L nl menos un complemento. 

Puede entonces decirse que el r.ct.iculado que contiene la figura 6.5 es 

complcn1entado. 

En un reticul<Jdo distributivo. se demuestra que.. cuando existe el 

complemento de un elctnento .\·, .. siempre es único. 

RETICULADO DISTRIBUTIVO Y COllllPL.E/lllENTADO O "RETICULADO 
DEBOOL.E" . 

Cuando un reticul&Jdo es a la vez d.istributi'\o"O y complementado se le llama 

.. reticulado de Boole·· (reticulado OOolcano). 

En la figura 6.6 se muestra un ejemplo de reticulado booleano. 
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u 

o 
Fig. 6.6 

e 

F 

AJgunas propiedades de los reúc;ulados booleanos son: 

l. Para cada elemento existe un complemenLo. y sólo uno. 

2. P:J.ra c:icb ..-\i se tiene: 

3. Se verific:in las relaciones: 

• \'", .6.. \', = .\',V.\', 

.\-, V_\-J = J:=,~yJ 

-1-. Todo reticulado booleano finito es isomorf"o al rcticulado del 

conjunto de subconjuntos de un conjunto para la inclusión. y 

recíproc:imcntc. 

RETICULADO VECTORIAL 

Sean n conjuntos A. B .... S. cada uno 1otalmen1e ordenado por una relación 

-<: entonces el conjunto producto: 

AxBx ... xS 

es orden:ido y fornta un reticulado llam::ido .. reticulado vectoriar\ y la relación de 

orden es la de dominancia. 
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Un ejemplo de rcticulado vectorial se puede ver en la figura 6.7. forntado 

por el producto de los conjuntos: 

A= {A1.A::). 

Es dese:ible rec:ilcar una propiecbd impon.ante: todo reticulado vectorial es 

distributivo. pero no complementado. a ntenos. evidentemente. que este reticulado 

vectorial sea un reticulaclo de Boole. 

233 

11 J 

Fig. 6.7 

RETICULADO VECTORIAL LEXICOGRAFICO 

Es un reticulado vectorial que se reduce a un orden total. En este tipo de 

reticulado se considera la relación de dominancia siguiente. Una n - upla (Ah B,.,. .04. 
Sr) dominará a unan - upla (A 1•• BJ·· ...• Se) si los r primeros eletncntos (pa.niendo 

arbitrarinrnente de la izquierda) de las dos n - uplas son iguales. pero el (r + l)'"imo 
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elemento de la primera es superior Cp:ira la relación de orden que le concierne) al 

(1· + l)e.uno elemento de la segunda. obteniéndose así un orden total. 

Los rcticulados de la figura 6.8. son reticulados lexicográficos. 

(C.C) 

(C. B) 

(C.A) 

(B. C) 

(B,B) 

(8,A) 

(A.C) 

(A. B) 

(A.A) 

Flg. 6.8 

(B.B,B) 

(B.B.A) 

(B,A,B) 

(B.A.A) 

(A.B.Bl 

(A.B.A) 

(A,A.B) 

(A.A.A) 

6.4.2 PRODUCTO DE RETICULADOS 

Sean dos rcticulados L 1 y L 2 • entonces el producto de estos dos conjunto da 

un rcticulado. Es decir: 

(L1 es un reticulado y L:. es un reticulado) =-- (L, x L: es un reticulado). 

Ejemplo 6-10: Scnn: 

L 1 = {A. B. C. D. E. F} • 

L=. = (ex.~ 13 .. ~, .. 8 .. &l 

teniendo cada uno respectivamente la estruc:tu.ra de reticulado indicada en la figura 

6.9 
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.. ( 

B D 

Lt 

F 
Ffg. B.9 

En el reticulado L 1 se detectan las cadenas tna.x..intalcs: 

y en el reticulado L:: 

c-<y-<J3-<a.e-<0-<cc.. 

Ahora consideremos dos parejas ( ... \'i. l'j) e L 1 x L:. (_\-1·· l~·) domina a 

(~\i • .\'j) se escribirá: 

<Xi· •• \j·) >- (.\~. -\;> 

donde >- representa aquí la relación de orden de dominancia. A.si. L 1 x L: es 

ordenado y se puede const:itar que las relaciones de asociath,;dad.. idcmpotencia y 

absorción se veri..fic:in para esta estructura: por lo tanto. es un rcticulado. 

Para constnúr el reticulado 

L =L, XL=. 

se examinan todas las parejas ( .. \i~ -~). unas respecto a otras. para determinar cu:iles 

son las que domiuan a las otras; esto dará las cadenas maximalcs de L = L 1 x L:. y 

penuite especificar el reticul:ado producto. Por ejen1plo: 

(F, s) -< (F. y) -< (F. J3) -< (F, a.) 
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(F. &) -< (E. &) -< ••• etc. 

Es necesario con1pnr:ir todas las parejas unas con otras. L3S operaciones 

pueden siinplific:usc considerando tas c;1dcn:is maxin1alcs tanto de L 1 como las de 

L 2 unas respecto a otros. 

Un caso panicular intponante es aquel donde L, y Lz son totalmente 

ordenados. entonces L = L 1 x L: fonn:i un rcliculado vectorial. 

Tantbién se tiene una propiedad general que si L 1 y L~ son distributivos. 

entonces L = L 1 x L: es distributivo. 

6.4.3 CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO QUE NO FORMA UN 
RETICULADO 

Es evidente. todo conjunto parcialntentc ordenado no forma un reticulado 

(ver figura 6.101. 

H 

G 

Fig. 5.10 

Por ejemplo: 

HV l EL . 

.-1 dB EL. 

Propiedad. Par:i todo subconjunto ordin:irio (.Yu ... Yj) de L~ la cot:l superior 

de { .. \¡, .\j} pertenece a L~ se dice entonces que Les un ·•sup-scnlirrcticulado··. Si se 
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trol.3 de la co1.:1 inferior. se dice que Les un ·•in.f-semirreticulado'". Un reticul:ado es a 

la vez un inf'y un sup-semirreticulado. 

En la figura 6.11 se prescnt:an sem.irreticulados y, como se puede ver .. el 

conjunto orden:ido representado en la figura 6.10 no es ni un inf ni un sup

semirreticul;:ido. 

B e .-1 

D B 

e 

F G 
Flg. 6.11 

6.4.4 ESTRUCTURA DE ANILLO 

Consideren1os un conjunto F dorodo de dos leyes internas • y 0 
• tales que. 

para todo_\·¡~ .\~.-\-k e F: 

l. ( .. \-, * .\~) • .\-k =.\~ • (.\~ * .\"k>. asociativid&Jd para•. 

existencia de un neutro e para •. 

existencia de un simétrico para todo.\~. 

conmutatividad para •. 
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3. distributivicbd a Ja izquierda y 

a la derecha 

respecto a•. 

Se dice entonces que F tiene tu1a cstructur::a de anillo. Si la ley ª es tan1bién 

conmutativa .. se dice entonces que el anillo es co11n1uL:J.tivo. 

La figum. 6.12 d:i un ejemplo de estn1ctum de .o:nillo. A es el neutro. 

'A 
A A 

B B 

e e 

D D 

B 

13 

e 

D 

A 

e D 

e D 

D A 

A B 

B e 

Flg. 6.12 

'A 
A A 

B 

e 

D 

A 

A 

A 

B 

A 

B 

e 

D 

C D 

A A 

e D 

A e 

e B 

RET/CULADO DE BOOLE Y ANILLO DE BOOLE 

Debido a que el reticuJado de Boolc es un reticulado distributivo y 

complement::ado~ se veriflc:in en él? par:i ... \~ .. _\; ... \ic e L: 

222 

.\~ •. L\j =.\j ~-\i 

. \í V .Y, =.\j V ... \í 

.Y; .:1 C.Yj AXk) = C.Yi A.'J} AXk. 

X,..'. (.\j .:1Xk) =(.Y; ó.\j) óXk . 

... \"i.:l ... \'i=.\º¡. 

-\i V ... \i = ... \í 

conmurarividad . 

asociatividad. 

ldempotencia. 

.Y; A (.\j V Xu = (,Yj ó.r;) V (Xi óXk). 

.Y, 17 (.\j óXk) = (.\j 'V ,\j) A (.Yj 'V Xk), 

-Yi~ .. -r',=0. 

distributividacl de V respecro 

a ~y reciprocan1ente. 
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-Yi V -Y', =U . 

• \i.<i.O=O. 

_.Y¡ V O=-\·¡ . 

• Y;AU=X;. 

X;VU=U. 

(-'-"•)=Xi . 
... Y,a..YJ = X, v ... YJ 

x,v."<-, = .?',A.?'1 

Teoren1a ele De ~\forgan. 

Abo~ se puede considerar un conjunto E y Le donde L tiene un.::J. 

estructura de anillo y donde se pueden definir las operaciones <3 y O a panir de 

*yº. 

Entonces. para todo A. B, Ce Le. se poclr:i verific:ir: 

(.4 Gl B)G C=A G (BG C). 

.-tG 0=0Gl.-1=.-1. 

..1@.-1=0. 

asociatividad para G> 

existencia de un neutro para @ . 

e."'C'isrencia de un si111étrico. que es A 
misn10. 

A G B = B @ A • con111uratividad para @ • 

A <SI (BQ C) =(A@ B) G C asociatividad para@ . 

(.4 @ B> O C = (A O C) G (BO C) • disrributividad a la i=quierda y 

CG (..!G B)=(C<5'A¡<3 (C0 B). ala derecha. 

Así .. la estructura de Le es la de un anillo que se llama ··anillo de Boole"". Se 

puede demostrar que en este anillo. si E = (0,. 1 } .. entonces 0 corresponde a la 

suma disyuntiva e. yG corresponde a la intersección n. 
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6.5 GENERALIZACIÓN DE LA NOCIÓN DE SUBCONJUNTO 
BORROSO 

Para comprender mejor la generalización~ veamos algunos ejen1plos donde 

se aplica la generalización de la noción de los subconjuntos borrosos. 

Ejemplo 6-11: Supongamos que: 

L = {O. ex.. p. l }. y E= {A. B}. 

Supongan1os t:lmbién que L tiene Ja es~ructura de un reticulado booleano 

(es decir. distributivo y complemenmdo),. como se muestra en la figura 6.13. 

o 

Flg. 6.13 

Para las operaciones .6. y V se tend.r:in los resull!ldos siguientes para L 

.>. o V O 

o o o o o o o ... p 1 

o a o a a i3 l 1 

p o o p ·P i3 l p 1 

o a p l 1 l l l 

Se establecen las siguientes propiedades de LE : 

X1.x:,..'f:3.y1.y:.y3 E {0.a..f-\.1} 
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X,= {(Al x1). (B 1 y,)}. 

y se tiene que: 

X, = {(A 1 .:"<o)., (B 1 y,)}. 

:y, ={(Al x,)
0

; {13 ly)}. 

X, QXo=((,;,._l _..,,'v;,).cBI~~. Vy,)}. 

X1 v X,= {(A 1 ."<1 V x,). (B 1 y, V y,)l. 

Puesto que L tiene la estrucwra de un reticulado de Boole. se tienen para 6 

y V las propiedades siguientes: 

asociatividad 

conmutativichld.. 

idcmpotcncia. 

absorción. 

distributividad respecto a 6 y respecto a V. 

existencia ele un complemento. 

Ahora examinemos las propiect:ides.. de LE .. para .C! y U. 

Se puede observ::ir que !:! es asociativa debido a que A lo es. lo mismo parn 

V debido a V. También se puede demostrar fácilme~te. la corunutatividad. la 

idempotencia y la obsorción .. 

Demostremos li:l distributividad: 

X1 v (.Y, Q X,)= {Al x, '17 (x, Ax,)). (B 1 Yt '17 (y0 Ay,))J 

X1 v (Xo Q X,)= {A 1 x1 '17 x,) A (x1 V x,)). (B 1 Yt '17 y,) A·(v1 '17 yJ))} 

.\-1 v (X, Q XJ) = (X1 v X,) Q (X1 v X,) 

Demostren1os ta con1plementación. 

Se csuibtccc: 
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Se vcrific:i que: 

De igual nta.ncra: 

.• Y. Q ~Y-1 = {(Aix1 ~ X1) .. (Bl_\.'1 a _V1)J 

={(Al O). (B 10). 

X,;::; X,= ((Al 1). (BI l>. 

Por Jo tanto~ LE poSee la estructura de un rcliculado de Boole. con10 L. Esta 

estructuro se representa en Ja figura 6.14. 

Ejemplo 6-12: Sea 

L={O .. a. .. J3 ... 1] .. 

00 
xy significa 

{(A i X), (B i y)} 

Flg. 6.14 

O<a.<¡3<1 

113 

10 

y E=(A.B} 

En este ejemplo la estructura de L es la de un reticulado con una caden01 

única. figura 6.15. Este reticufa.do es distributivo pero no complementado (es decir .. 

es un reticulado vectorial). Para las oper.:lciones ~ y V' se tienen los resultados dados 

por: 
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-" o 

o o o o o 

o a " a 

o a 13 13 

o u µ 1 

o 
Flg. 6.15 

L posee las siguientes propiedades: 

3SOCinth;ct:Jd, 

conrnutalividad.. 

idempotencia. 

absorción. 

V O 

o o a 

a a 

p p p 

1 1 

distributivicbd respecto a ~ y respecto a V'. 

13 

13 1 

13 l. 

13 1 

1 1 

Se verific:i fáciln1entc que Lª posee las mismas propiedades. por lo tanto 

también es un rcticulado Yectorial. En la figura 6.16 se muestra el rcticufado 

vectorial. 
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01 

Ejemplo 6-13: Sean 

11 

00 

xy significa 
{(Aix). (B ly)} 

Fig. 6.16 

L={o.cc.~ f3.1J. E= ~A. BJ. 

!O 

La estructura de L es la de un inf-sentirreticulado. como se muestra en la 

figuro 6.17. Puesto que es un inf-semirreticulado. sólo se define la operación de .il.: 

" o 13 

o o o o o 

o a a " 
13 o a 13 a 

o a a T 
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D 
Flg. 6.17 

Se obtienen para L t.as siguientes propiedades: 

Asociatividad para ~. 

con.mutatividad para ó. 

idcmpolcncia para ~~ 

y 

y se tiene por est..nlctura un in.f'-semirreticulado (figura 6.18). 

yO 

DD 

Fig. 6.18 

Ejemplo 6-1~: Sean: 

L = {ot. 13. y. S} y E= {A. B}. 
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L01 estructura de L que se 1nues1r01 en Ju figura 6.19. no es un 

semirreticulado. Ya que no tiene cot:a inf'erior ni superior para algum1s.parcjas. Pero. 

se puede definir una estructura de LE para la relación de donlinancia. Oc esta 

manera se obtiene la estructura de la figura 6.20. 

'I r 
a. 13 

Flg. 6.19 

Fig. 6.20 

6.5.1 CASO DONDE L TIENE UNA CONFIGURACIÓN DE PREORDEN 

Si L tiene una configuración de prcordcn ordinario. entonces es posible 

encontrar en este conjunto preordenndo clases de equiv01lencia. y estas cl:iscs fonn:in 

entre ellas un orden (parcial o total). De esta. forn1a se operará donde el caso de que 

L tiene una configuración de prcordcn. Por eje111plo: 

L = t a.. J3. -,. o. T'}. µ. V} E= fA. B; 

Consideremos que L tenga un.:i configuración de preordcn con10 se n1uestra 

en la figura 6.21 (grafo ordinario). De esta configuración de preorden obtcnd.ren1os: 

cuatro clases de cquivalenci:i (fig. 6.22). el orden de estas clases (fig. 6.23). y las 

cadc11::1s nmxitnalcs de este orden (fig. 6.24.) 
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µ 

Flg. 6.21 

Se puede obscrv:Jr que !:is clases focm.an un sup-sernirreticuJ:ido. Para un 

empleo inmediato. se nota que: 

.. · .. · .. · 
-..... -·::::· 

·. .. .. 
···········¡,-¡9_ 8.22 
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Fig. 11.23 

c. !'- e, 

e, 

Fig.11.24 

Por comodidad de la escritura~ asociaremos una letra a cada clase para 

representarl:J: 

a.: e,, b,. Co. 

El sup-semirretictdado L puede e:\.-presarse en la relación siguiente: 

b e d 

• b b d 

b b b b b 

e b b e b 

d d b b d 

La figura 6.25 representa el sup-semirreticul&1do LE donde x:v es el 

representante de la clase. 
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bb 

Flg. 6.25 

En este sup-semirreticulado existe 16 clases de equiv::ilencias. Así. la clase 

c.0 = {(a. j3). (a.v). (y. j3). (y. v). (µ. )3). (µ.y)}. 

Y se observa que los 64 elemeritos ~e L~ se descompone como sigue: 

cbb contiene ..a.. elementos. 
Cec1 ~ 2 .' 
Cob 2 .. 

º"" 4'. .. 
Ccb ,-;\ .. 4 

cba .. 6 
cdo 

C:ab 6 
Coc 2 

e= ._4: 

e°" 2 
Coa 3 
Cad 3 
c •• .. 6 
c .. 6 
Caa· 9 

Por Jo tanto. Le es un prCorden ordiruuio que contiene 16 clases de 

equivalencias. 
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6.5.Z CASO DONDE L TIENE UNA ESTRUCTURA DE ANILLO 

P:ira este caso tenemos que: 

L = {e. i:.r.. J}. Yl- E={ABJ. 

• p 

• • a p 

a p T 

p p T • 
T T • Q 

Se estable que : 

T • 
• 
a p 

" T 

A= {(Al x,), (B l_v,)} 

B ={(Al x=), (B l.v,)} 

• 

• 

y 

p T 

• • 
p 7 

7 • ji 

.T p 

dondex1. x:.Y1-Y: e L y A.. Be E: 

A• B ={(Al .... ,G.'<",>. <B l_v1 •y,)}. 

A 0 B ={(Al x.'3 .... ,). (B ly1 ° y,);. 

Se obtiene para LE una estructura de anillo. presentadas en dos tablas (fig. 

6.26 y fig. 6.27). donde se mi utiliz3do .ty para representar {(A :e). (B y)}. 

En los casos presentados anteriormente se pudo ~emostrar que: 

Si L es un preorden ordin::ario entonces LE es un preorden ordinario. 

Si L es un orden ordinario entonces LE es un orden ordinario. 

Si Les un inf-semirreticulildo entonces LE es un in.f-sem.irreticulado. 

Si L es un sup-semirrcticulado entonces LE es un sup-semirreticulado. 

Si L es un rcticulado entonces LE es un reticulado. 

Si Les un anillo entonces L8 es un anillo. 

Por lo tanto. c.,istc una trnnsfcrcncin de propicd.:1dcs. 
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n·· ,,n, ,,,,,. rl..- Afl. n,., n.,,. .,,., .,A. 
-·~ 

eB ,.n '"" nn n.,. R12 n..-. .,n 

- "" 0- 0P n, '"' .,,,,. .,... .,A, 

·--- ·-" n... n,. nn r.i. _,,, 

,..... , "" no rl-.. u... n.. •• ' 

Oe rlP rl.-.. l'A n., 

Ba. n... nrt n.., n ... 

BB "" n,., RP R,.-y ·1H 

Bv n., n... n., r:in 

-.n 
-,\ 1 

·1B -,n .,...,. 1 .,,,,. 

cd3 

Be 

"" "" a-, 

-,p 

,n 

"""• ,·,R, N" , ... 

( tR ... ,,,. ,.,,., nn n,., AP H.-

.... n f\·i u... n~ nn 

Fig. 6.26 

--p 

"" "" tlP 1\f~ \p R/> ··P ., \ ·•P ! •A .... 

·16 Pn. Pn. .,,,,. ·d\ .,.,,, .,1t ee """ ""A .,.112 -,.n .,,,. .,n, 

.... 11: .,n n... n., nn n.-. r•A ,.n 

Flg. 6.27 
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6.5.3_DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA RELATIVA EN EL 
CASO DONDE L ES UN RETICULADO. 

En este caso cxantinaremos la distancia de Hil.ntming generalizad.;]. rcl.:itiva 

donde L es un reticulado y adenlás. en una fonna más gener:iliz:ida. el grafo no 

oricnt3do. P.:1ra comprender este C3SO primero ·veamos a lo que se llam:J. -distancia 

enlre dos vértices .. en un gr.Do no orientado conexo. 

L3 distancia entre dos vénices de un grafo ordinario no orientado conexo es 

la longitud d.:.I camino más cono no orientado (número de aristas del camino más 

cono). Se representara con 7-J(Xi. X1) la distancia que existe entre X, y X 1 definida de 

es&a manera. 

Ahora se comprobar:í si los a..xiomas referentes a la distancia se vcrific:in. 

Sea .Y el conjunto de los véniccs del gr.:úo no orient:Jdo considerando que: 

Ademas 

"';/ X¡. XJ X1i; e _\

Z>(X,. X;) <?: o 
Zl(X,. X,) = Zl(X,, XJ. 

Z,(X,. Xk) s Zl(X.. X,) -;. :Zl(X;. X•>· 

Zl(X,, X,) = O. 

Estas condiciones se cu.n1plen para la -1a distancia entre dos vértices-. Por 

ejemplo. en la figura 6.28 se puede observar un grafo ordinario no orientado conexo. 

y e~ la figura 6.29 se tiene Ja matriz de las distancias Z>(X¡. X,) en este grafo. 

G 

e o 

B H 
Fig. 6.28 
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~ A B C·. .O e· F G H MAX 

A o 1: 2, 3 4 3 3. 3 4 

B 1 o 1·:.:: 2·: •3 : 4 ~ 3 3 3 4 

e 1 · º' :'-1.:- '·2\ .·3'. 2 2 ·2; 3 

o 2 2 'i,: ;o· 1 :2: ','1 .1 1' 2 Flg. 6.29 

e 3 '3 :2~ ·•oF o· ·'.1 ~ 1-.c 2· 2' . 3 

F 4 4 3 '2' 1: O· .. 1 2 4 

G 3 3 2 1· .1 o 3 

H 3 3 2 2 2 o 3 

3 3 2 2 1 • 1 o 3 

Consideremos ahora o>I caso donde se tenga un conjunto E cuyos 

sutx:onjuntos ordenados to111en los valores en L. sabic-ndo que- L es un conjunto 

ordenm:lo. Se construir:i un di:ig.ra1n.a de Hassc del conjunto ordcn:.do para obtener 

un grafo ordenado no orientado: en este grafo no orientado se utilizarán la dismnci:1 

/J(X,. X_.) eñtrc los vCrticcs. 

Sea: 

E"= :.\"1 •• \";. x.l· ·"'-'· x ... . \",,.:. 

un conjunto cuy:. función de n1c1nbresia de los elementos tom:. sus valores "de un 

conjunto ordenado L. su diagrama de H:issc esta rcprescnt:ldo en la figura 6.30 y su 

1natriz de disianci:1s h<X1. XJ) en 1:1 fi,bFUra 6.31. 
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H 

E 

B 

D A a e o 
A 

B 

e 
o 

F 

G 

H 

J 

o 
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2 

2 

2 

3 

3 

3 

4 
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o 
2 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

4 

1 2 

2 1 

o 2 

2 o 
3 2 

1 1 

2 2 

3 3 

2 2 

3 3 

Flg.11.30 

é F G H 

2 2 3 31 

1 :;: 2 2 1 

3 1 2 31 

2 1 2 31 

o = 1 1 1 

2 1 o 1 ::? ! 
1 1 .o 1 1 

1 2 1 o 1 

3 1 2 3 1 

4 2 3 41 

Fig. 6.31 

.J 

F 

e 

3 

3 

2 

2 1 

3 

1 

2 

3 

o 
1 

4 

4 

3 

3 

.. 
2 

3 

4 

1 

o 

4 

4 

3 

3 

4 

3 

4 

Supongan1os que consideramos dos subcónjun.tos .~ y !J. de E. 

.J D A C J F J 
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Se c\.·oJluarán primero las distancias D(Xi.. XjJ que existen entre.! Jos 

-""·:dores- o -"·énicc~ del grafo ... esto para C"Jda clc1ncnto x, e,/::. ESws 'dist::mcias se 

deducen de la n1a1riz de distancias (Jig. 6 . .3 1 ). 

Entonces se tiene 

lJ.r1 <D. G> = 2. 'b"" cA.. E.l = 2 

b. •.• (C. Cl =o. ü . ., (J. Al =4. 

/.J,T, (F. H> = 2. V,., <J. C>,= ;;. 
Esws distancias son prcscnl:Jdas en una misn1a li~cu. 

2 2 () 4 ~ 3 

AhorJ se dctcrn1inar:i el ditlmctro de las distancias. es decir. el in:i~or de 

los c:uninos m:is conos que existen entre dos vértices cualesquiera en un gmJb 

ordinario no orientado conexo. Por ~jc1nplo. en la m.::uriz de distancias de la figura 

6.29. el ditln1e1ro es igwJJ a ..¡. <ver columna l\.IA..'X). P.lra este c:iso. el di:imetro del 

grJfo de la figura 6.J 1 i.:s igual a .&.. Entonces. las distancias ser.in divididas c:ntrc ~ y 

s: obtendrá: 

x, 

0.5 0.5 o 0.5 0.75 

De esta nmncra se obtienen nún1eros que pertenecen a (O. I]. 



CAPITUL06 

Enscguid:i se dctcnnina Ja distancia de Hanuning gcncmliznda relativa 

entre . l y iJ por: 

0t .1. n > = ~ 10.s ...... o . .s +o+ 1 + o.s +o. 75] = o.54 
·- -- 6 

La distancia de Han1n1ing generalizada rclati\'a entre dos sutxonjuntos 

borrosos de un misn10 conjunto de referencia puede gcncraliz:irse si se ad1nitc que 

cada clcn1cnto x, e /::_-. donde i = 1. 2 ..... n puede ser evaluado según un criterio que 

le será panicular o no. De aqui que se de un algoritn10 general. 

ALGORITMO GENERAL 

L Prcsenbr c:uJa criterio bajo l.il forn1a de una 1natriz del e:1111ino 

n1ás cono en un grafo ordinario no orientado. 

Considerar dos subconjuntos borrosos: 

-'"1 x: x_" -<"n 

-:• 

donde a1 y a" 1 son las C'\'31uacioncs por posición para el criterio de .\:1 al 

cu:1l corresponder:i un d.ián1etro ;. 1• 

h: y b ·: son las c,·atuacioncs por posición para el criterio de .\:: al 

cual corrcspondcr:i un di:i1neuo ;.:. 

In y /"11 son las CY:lluacioncs por posición p:ira el criterio de x 11 ::1.l 

cual corrcsponder:i un di:intetro ;.,1. 
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3. Cnlcular lns distancias Zl(a1• a'1). iiCbi. b' 1) ...... VCli.. /' 1) y dividir 

cndn dislnncia entre el dián1ctro. sco:i . 

• _ 2>(a1.a'1 ) • _ V(h2 .. b'2 ) • _ 
A (a,. a 1) - A., • A (h1. h 1) - .)_

2 
••••• A."0 • In> -

VC/.,.I'.,) 
;tri 

..i.. Ton1ar la distancia de Hanuuing generalizada rclath·a: 

15(.:.f. IJ) =..!.¡A (a,. n'1) +A (h 1 • h'1) + ... +A(/.,. l'n) ]. 
- n 

6.6 OPERACIONES CON LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS 
GENERALIZADOS 

En todo rcticulndo L. por definición_ n lodo pnr {u. ~"\ l se le puede hacer 

corresponder un elc111cn10. y sólo uno. d!= L llnnmdo ··cota inferior de (a. f\ ;.·· 

(rcprcscnlndo por u. ..\ (3). y tnntbién se puede hnccr corresponder un clcn1cnto. y 

sólo uno. de L lln111ado ··cota superior de :a. ¡:\;·· (representado por a V ~-\). Por 

tanto. el conjunto de los elementos de ¡_ posee dos leyes internas .._\. y V definidas 

parn todos los elementos. 

Entplcando los reticulados L. se puede generalizar Jo desarrollado para los 

conjuntos .\/ de mcn1brcsia .. los cuales cst:lban limitados a conjuntos totaltncntc 

ordenados. Considerando lo anterior .. veremos lo realizado para los conjuntos 4\1 

pero ahora sustituidos por un rcticulado L. " 

Sea E el conjunto referencia y L un reli'?l~lado y sea ot. e L. Sabe111os que el 

conjunto de conjuntos es LE . Un subcOnjun~Ó borroso 4:! e E o tantbién .. _:! e LE 

sera tal que a cada x e E se le agregar~.u~1-~lemento a e/.: este elentento ex. esL.·uñ 

representado por ;t -:..1 (:e). De acuerdo con esto. ahora ,·eren1os algunns extensiones 

de las propiedades ya vistas. pero en un ejcntplo de rcticuludo. siendo válidas para 

2~1 
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un conjunlo de referencia H finito o no. y no in1ponimdo cuál rcticulado L finito o 

no. 

INCLUSIÓN 

Sea .::: la relación de orden del rcliculado L: se escribirá que .J está 

incluido en /} si: 

'V x, E E: Ad (.l",) ~ 21! (X¡) 

y se rcprcscnt:irá 

Se puede escribir tmnbién: 

242 

(("1 x, e E) 2 .. 1(x,) :::¡ .l.9(X¡JJ=(-:J C::: /}). 

Dos subconjuntos borrosos son co111parables si 

1) Los valores respectivos. to1nados por Ja función de mc111brcsía en el 

rcticulado L. son con1p..1rablcs. 

2) Existe una relación de don1inancia entre los dos subconjuntos 

borrosos. 

Ejemplo 6-15: 

Sea el rcticufodo como se 1nucstra en la figura 6.32 y E= {A. B. Cl: 

r 

b 

Ftg. 6.32 
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.1 = :<.-1 I h). ¡!JI al. ccl e>:. 

11 = :<.1 l th. <111 e>. rcl c'l:: 

.·J 1-' (l son coinparablcs. pues h :::;: d . a .:::: e • e ::: e . y se tiene: 

._/ e 11. 

Sea tan1bién: 

e = :<-~ 1.1). en/ h>. 1cl •hl. 

Se ,.e que ~ no es con1p:iroblc con . l pues e y d. que intervienen para C no son 

co1nparablcs: t:arnpoco ~· es con1parJblc con '!. 

Se::1. t.a.rnbién: 

o = 11.-1 1 ,,, • CIJ 1 "> . ce 1 h 1: . 

p no es con1par::iblc con . _l: se tiene h ~ ti. t1 :::;: €!. 

dominanci::1. entre IJ y . l . 

IGUALDAD 

Dos sub;onjmuos borrosos son ig~Jcs si. y sólo si. 

7x, e E 

T;unbiCn ~puede escribir como: 

t'7 x, i: E·: : Á. 1 (.r,) = _;.¡1 (X,)) =1.~ 

COllllPLEMENTACIÓN 

:=_ h. pero no C.'i:istc 

IJ). 

En el t...--:Jso de los rcticuJ::idos. no se tr:ua de la misnto con1pJcn1cn1ación 

empleada por Zadeh cuando se considera un conjun10 .\/ = fU. l f. Para los 

subconjunros borrosos en este Ultirno caso se tenía: 

( 7! = ·'"Í) c=i. ('cr' x. E¡._- : .Po (.r1J = l - .l.l.i(X:)J. 
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P:ua que los rcticul:1.dos sean coÍ'nplcn1ci:atados. hcn1os visto que se tiene 

que cun~pJir que 

,-:.\rl ~.)..\:,~o- Y •":..\rl V .\j = Li • 

pero e~ nccc~:iiO:~iú1lbién-·qu~~-~-~-~-c~rl1pic~1ci110 sea único. Esto es posible cuando el 

rcÚcu·l-ado··-cs: __ ·d¡·s't:f.Ú~~~-¡~:e;~ ~pbr '~~,o-·-~· ~d~~-it considcrJr rcticulados·distributivos y 
•• -·. --\· • ' '·..1 • 

c0111Plcn~C~1~dOS~~l~s'.·distribÚ_ih:os crcticufados de Boolc) son necesarios ~ra hacer 

corrcspo~~cr,:·~.::~~-_;-_~-•:C_I!~~~~'? --~~_):.;·un con1plcmcn10 único. y por consiguiente a 
cada· elcrilc~t~··dC.l~--~--;.X~--~~~~~--q~C- Les entonces un reticulado de Boolc. uunbiCn 
tO ~S Le_,_··;. )·, r·:xr.2·_.-0:,,~!-,:·¡.·~::;1:~~--', ,. 

! ·.-.·:. ~-.::>~ ·.\:,'.:·:-~ -:}:. 
Se cSCribe .. cfi'tóOc·Cs: - · 

l 'ij =< .. } ~)~6 '(-7':~-cj~e.-'~- :r~. '1/ . .f (X1) :-\ .u l! (.~,) = o y µ .-1 (x,) V µ B (X1) = L) -
·:._;' ·-

d~n':1~- ·~ _~S: I; ~~'ol:l'·¡_~C-~io~\ ~el rcticulado de Boolc L y L: es la cota superior: en este 

ClS~ 0 ').~)!.._~- n·~.-~~·ri\~!¿~~~~~~O~·- ~ino lo~ clcn1cntos extremos definidos en.\-, _,_\ .\~1 = 0 y 

-~i 'V.\~= ( - . 

Ohsen.+a,·iti11. Si el rcticulado L es un rcticulado d.istributh:o y 

co1nplcn1entado. entonces trab:l.jar con las funciones de mcmbrcsia de E es idéntico 

a tr..ibujar con probabilidades. Con lo que se 111ucstra cómo esm gcneraliL:.ición 

gcncrJliza t:Jn1bicn Ja tcoria de las probabilidades. 

INTERSECCIÓN 

L::I intersección . l r. JI s~ define en los rcticulados por la propiedad: 

'7 X, E E ;_ l H (X)= ;,._, (.\") .. \ Á.!1 (,\") · 

La intersección sólo puede tener sentido a condición de que la relación de 

orden que define a L sea un inf-~111irrcticulado. 
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Considcr:indo 

se tiene: 

UNIÓN 

A= {(A 1 bJ. <B 1 ai. (CI e)}. C: = :<.-1 l.f). (/J 1 h¡. <CI cfll 

.} r. C = :c..ilb_\./).(Bla_\h).(Clc-\c/) 

= :c.1 I h>. cBI a). <CI hJl 

Se define la unión 

por la propiedad: 

'VxeE: ; •. 1 B (.\"') = A._.. (.'\"'l V Á. 8 (X). 

La unión sólo puede tener sentido a condición de que la relación de orden 

que define a L sea un sup-scnlirrcticulado. 

se tiene: 

Ejemplo 6-17: Considcrcn1os: 

A= :<Alh>. <Bla1. 1Có c)I. <:;=HA 1.f). cBlh).1Clcl>: 

.~u e= :u i h v./). <Blav b). <Clc v <l\l 

= :l.·l V•. (.-11 h). (CIJ): . 

SUMA DISYUNTIVA 

Esl:l se define a condición de que L sea un reticulado distributivo y 

con1plc1ttcnt.ado. es decir. un rcticulado de Boolc. Entonces se tcnctra: 

.1 '9 B = 1 .-l r, f!. 1 u ( -~ r. f!). 

DIFERENCIA 

Esta tiene tas 111.ism:is linütaciones que la sun1a disyunth:a. por tanto se 

tcndci: 

• 1 - B = ._l ,-.. /J . 
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PROPIEDADES DEL Y DEL"' 

Todas las prop1ccfack.'""S de /.u ixar:a "·u~ la complemcnl;:ición <en el caso de 

que exista) se deducen de las de l. para \. V y Ja complcmcnración <cuando e.xistc>. 

Enlonccs. como se puede \'Cr. la gcncrali..i:ación de Ju 1coria de los subconjunlos 

borrosos en el sentido de Zadch (.\ I = 10. 11> es aquella donde /. es un rcticulado 

\·cclorial con: 

/ .. =.\/1 ·"' .\/::. x ... .,r. .\f,1 con .\f..= fo. IJ i =l. 2 •...• n 

En cs1c c:aso. si u.1 e .\/1• u::. e.\/::. ..... ·~· e.\/" se lcndria: 

(a 1.crl·····ª,,)=<l -•:L1. J -u::. ..... ,x,1). 

Otra gcncrJli...-::;ición se refiere .al caso donde se ton1a: 

L =.\/1 x.\f::. x ... x ,\/11 con.\/,= l. 2 . .... n. 

que tiene Ja contigurJción de un rcticulado de Boolc. 

En el caso cuando no se introduce la noción de complementación se puede 

construir una teoría ~ Jos subconjuntos borrosos no i1npormndo para qué tipo de 

rcaiculado. 

6.7 CONCEPTO DE CATEGORÍA 

Consideremos un conjunto 1:.·1 y un conjunto r::.. 

CORRESPONDENCIA 

r es UruJ correspondencia entre E::, y 1:.-:. si se da un gratb ordinario G e E1 

.o: E:.. el cual constituye el graCo de la correspondencia r. 

2..J6 
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APLICACIÓN 

Correspondencia que ~r:i '7 x e l:..." 1 hace ~orrespondcr al menos una_\. ,; 

SOBREYECCIÓN 

ApliC:Jción t..al que tod:l .v e E:. es la ünagen del al 111enos una.-"· e E 1• 

INYECCIÓN 

Aplicación tal que a toda y e E: es b imagen de sólo una o ninguna :e e 

BIYECCIÓN 

Aplicación que es a la vez inycctiv:1. y sobrc~ecth·a. 

FUNCIÓN 

Aplicación ul que a '7 x e E 1 corresponde una.,.. sólo una. y -= E:.. 

ISOTONÍA ENTRE DOS CONJUNTOS ORDENADOS 

Li n:.i aplicadón r 54.!TÚ isóton:.i si cons.:rva el orden. es decir. si '7 x, e E 1 _ '7 

X)€: E, : (X,= X1) =- ('7 :n. E r :.x1 : e E:- 'I:;" y¡ E r •. \". : =E:: Yt :=.y¡). 

llllORFISMO ENTRE DOS CONJUNTOS ORDENADOS 

Una ;.iplicación r de un conjunto ordenado E: en un conjunto orden:ido E:. 

que es isótona es un 111orfismo. 

EPIMORFISllllO 

Es un n1orfis1110 ..:n el ~ual la aplic.:icion r de Ei en E:. es sobreycctiv3. 



CAPITUL06 

llllONOllllORFISllllO 

Es un n1orfismo en d cual Ja aplicación r de E 1 en H: es in)·ccth::i. 

ISOllllORFISllllO 

Es un 111orfismo que cs. a la vez. un c:pintorlismo y un monon1orfis1no. Es 

decir. tal que la aplicación r es biyccli'\":1. 

ENDOllllORFISllllO 

Un ntorfisn10 de un conjunto orden:1do E en si misnto es lla111ado 

Hcndon1Crfisn10··. 

AUTOllllORFISllllO 

Un ison1orfis1110 de E en sí ntismo se ll:im::1 ··:iutomortismo-. 

DUALIDAD 

Dos conjuntos ordcn:1dos E y E' se llan1an ""dl1411cs·· uno respecto del otro. 

si sus aplicaciones reciprocas r y r: son bi~cctivas ~- antitonas. 

COllllPOSICIÓN DE llllORFISllllOS 

Teore111u l. Si r 1 es un 1norfisnto de conjuntos estructurados.\" en 1· y r: es 

un morfis1110 de conjuntos cslructurados 1· en L. entonces r1..: = r 1 ° r.: es un 

morfismo de.\" en Z. 

Teore111a 11. Si r1 es un n1ort1s1110 de conjuntos ordenados.\- en }" y r.: es 

un n1orfisn10 de conjuntos ordenados r en L. entonces rJ.: = r, 0 r: l!S un 1norfisn10 

de X en Z. 
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CONCEPTO DE CATEGORIA 

Una c:itcgoria (·es un conjunto de objetos tal que. "1 (.\-. }) •• \- e C. y }'- e C .. 

existe un conjunto de 111orfismos de.\- en 1· que tienen una propiedad cspccilicada y 

representada por MOR(_\-. n. 
Estos 1norfismos lhunados c·-111orfis1nos. tendrán por definición las 

propicd..,dcs siguientes: 

L MOR(.\: 1) n MOR¡_\"". ¡-¡ = 0 sí y sólo si. (X. J) ""'<X". ¡-). 

:?. Sí r, e MORC-Y- })y r: E MOR(Y. Z'l. 

entonces r1.: = r: 0 r, e MORCX. Z>. 

3. r3 o (r:: o r,) = <r~ o r:> o r, = r;\ o r:: o r1: asociatividacl 

donde r, e MORIX. 1). r: e MOR(}". Z> y r 3 e !l<IOR(Z. 1). 

4-. Existe r· tal que r :i r· s.= r y r· s 0 r· = r·. 
donde r e MOR1.\". n y r· e MORO"-.\). 

Ejemplo 6-18: Sean dos conjuntos ordenados E y F con10 se n1ucstra !?ll 

la fil::.-.ura 6.33. Estos dos son dos sup-scmirreticuJ:.1dos .Vt y .V:: que constituirán el 

conjunto de objetos de la catcgoria C. 

:¡ 
a 

.V1 -(E.V) .\'~ -- CF. V) 

Flg. 6.33 

Estos dos sup-scn1irrcticulados pueden considerarse como dos conjuntos 

estructurados para las rcla.cioncs respectivas 'V y v· tfigura 6.3.J.) que definen :i las 

cola.S superiores de las parejas de .::.: y las pa_rcjas de F. 



CAPiTUL06 

'V h .... 
" 

¡,· 
" 

o 1 b e a e e· 

b b 1 h e /• bº e·-

" e 1 e e e e e· e 

E= :a.h.c: F= :" h'. e'": 
Fig. 6.:W 

U noción de n1orfisn10 de.\·, en .\j . i. j = l.:! es la aplicación funcional 

isótona. Los cu•llro ..:onjuntos tvlOR(.\"1 •. \",J. :'\.JOR(.\'1 •• \":). tvlOR1.\": .. \·? l y 

MOR(.\··: ... \.~) se dan en la figura 6.~='· 

MORc.\", f~I f :i'f f: f f ;-¡ f ;f f;l f :f E:f F!:f f :f 
1-1 1 ·: ¡ ·~ 1·.1. ¡·., 1 ·.. ¡ ·. l"'l J ·., 1 ·11· 

MORf.\"1 _,·,1 

f:,A ~ FtA f; .. A Lb f:A E2> 
rr1 1·!: r·1;. l "11 C ~ 1 · .. , 1·,. 

MOR<S: _,·,1 

61 ~~1 x.;f A::Í xJ ~ &J x·~'I A··f 
r,. r •.. ,,., 

MOR1x, _v,. 

~ <:s;b A;'~A ~A /\CD 
r:?"" r:s l":·• r·:-o:· 1·_,1 

60~~6b 
r.i: ¡-_l:\ r.u r_,~ 

Flg. 6.35 
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La C" •• .ucgoria formada por los dos conjuntos estructurados t-"1 . .\':; es tnl 

MORC.V1 • ,\'1 ~ = 111. 

. MORC.\'1 _·.\'o~ = 7. 

1 MORC,.\'o • .\"1 ~ ='J. 

_ 1 MORC.Vo • .Vo~ ='J. 

La aplicación idéntica de .. \"1 en si 111is1ua es r 1 ... y ta aplicación idéntkil a 

.. V~ en sí misana es r~:"· Se tiene:., 

r. o r11'1 .. ~ r~'.~~¡ ~- .~ .. 2~·-~·-·- 17 

rtt.1º r.7.r¡_ i ~) .... :?.~,:,-~".~~_,:~/~is. t9 •...• 26 

r; 0 r_,, = rJ ... / ~, ts;:;·~:~~-~~-:;.-:3,~:··: 

t 7. ¡ = 27. ~s ..... 3.5 
- .. :. ,;•··. - •. -.";.· !',.,,.,>, .. 

Se observa que no todos· los r.~ se cOmponen con un r, para l.iJ. ley de 

con1posición ordinaria 0 clc relacicincS! l~: ~bÍ.il. sibruicntc cb los resultados (fi,;.~ra 
6.36). 

ri ... 10. 

r11 ol'T 

r1Ma:6 

r::-"$' 

·····r, .. 1u e ~lORt.V1 • .'\"1). 

r,, .. ,.":'e MORt.Y, •. \º:>

'•". 06 e ?vlORl.\"o • .\"o). 

'=7•3' e MOR!.\"o • .\":J. 

r'"''º . r,, .. ,- r,"" .. 1.-. r:- .. ).i; 

r, '''º rn .. 1-

·' .·-
r1 "',º r11.11'7 

rucft:tt r=.":'.,:i.i; 

r1:K .. ::cs r:-" ~i; 
Fig. 8.36 
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6.8 APLICACIONES 

TEORÍA DE LA CUANTIFICACIÓN 

En ténninos generales. los 1né1odos de cuantificación son un medio de 

lrJt..ar los dalos de n1ancra sc111cj::intc a los juicios y cvalu::icioncs hun1anas. los 

cuales no csuin dados nonnahncnlc en csprcsioncs nu111éricas. o en lénninos de 

cantidades p:ua poder entenderlos. En la actualidad.. el reconocimiento y las 

:icti,·idadcs de juicio y evaluación que los bu111anos llevan a cabo esltln expresadas 

conulnn1cntc en 1érn1ino cualit::ith·os lingüísticos tales como pesado. 

extrc111adamcnte ligero. o r:ipido. Seria más f:icil comparar tos juicios cualitati"\OS y 

aprender la .,zstn1ctura cvaluath·a inherente a ellos si pudiéran1os reemplazar las 

expresiones cualitati,·as con expresiones nutnéricas. Para logrJr esto. utili:1".a111os 

tnétodos de cuantificación que son un tip:> de an:ílisis n1ulti."\·ariado. 

En Japón. la tcoria de: cuantificación propuesta por Chikio Hayashi i::n 1950 

es bien conocida co1110 un lnétodo para la cuantificación de juicios cualitati"\ os y 

evaluaciones. Esta teoría de cuantificación consiste de cualro n1étodos. l. 11. 111 y IV. 

Esm serie de tnCtodos de cuantificación lt:1cc uso de los valores : l. o; los 

cuales indic-Jn juicios : si. no:. y el an:ilisis puede llevarse a cabo por sit11ptcs 

n1étodos tale..~ como a rcsoh:cr problcnias de ~igcn,·alorcs. El análisis por 

co1nputadora es fücil en consecuencia. por lo que estos 111étodos de cuantificación 

son cn1plcados para el análisis de problc11135 reales en nuntcrosas áreas como 

Ciencias de la -~dministración. 1\-fercadotccnia. Psit.;ologia. Sociologia. Ingeniería_ y 

Mcdicin.a. 

En este punto nos ccntrarc1nos en el método de cuantificación 111: la tcoria 

de CU;Jntificación borrosa manejada será explicada en tCnninos del concepto de 

c"\·cntos borrosos. usando "\'atores sobre (t>. 11 que expresa juicios cualitativos. 
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CARACTERÍSTICAS DE LA TEORÍA DE LA CUANTIFICACIÓN 
BORROSA 

Aquí c:xplicarcn1os el 1nancjo de los datos y c,·cntos borrosos que 

proporcionan la base para la teoría de la cuantificación borrosa. Puesto los conjuntos 

de 111ucstras son llamados co111únmcntc g.n1pos en anúlisis multivariado. llamaremos 

a los conjuntos borrosos que forman las n1ucstr:is corno grupos lx>rrosos. 

Consideremos pri111cro un estudio concerniente a las rasuradoras rcafi¿ado 

por dos rabriCJntcs de clcctrodon1Cslicos. la compañia . t y la co111pa1lia fJ para 

detcnninar los factores de contpra priln::arios. AJnOOs comp;iñías especificaron las 

características. el precio. y la apariencia de su producto. Preguntaron curil es el 

grndo de disposición par:i con1pr:ir y el grado de observación (consider:ición) de las 

carJctcristicas. precio y aparicnci:.i. especificados en ,·atores sobre (O. l J. Por 

cjen1plo. la disposición del cnue,·istado a para comprar la rasurndora de la 

con1pa1'\ia .1 fue 0.8. y sus grados de .:onsidcración di:: las características. del precio y 

de la :1paricncia fueron 0.9. 0.2 y o.7 respectivan1ente. En este caso tenen1os un 

conjunto borroso pura la preferencia por la rasuradorn de la compat1ía .L y el valor 

de 1ncmbrcsía del entrevistado u para este conjunto OOrroso es o.~. 

Utilizando este tipo de in.fonnación puede realizarse un an:ilisis .i panir de 

la infonnación dctalladri obtcnid.u. de la gente que respondió al estudio. y es posible 

basar el anrilisis sobre la realidad Los c,·cntos definidos (X>r este tipo de conjuntos 

borrosos son llan1ados eventos borrosos. 

La probabilidad P(.-1, del .:vento borroso dctcnninado por el conjunto 

borroso . l sobre el intcrv:ilo n-di111cnsional R 11
• esta definid:l por et grado de 

probabilidrid P utilizando la ecuacion: 

?(.-{)= fR"µ_,( . ..-)dP 
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Donde 1 .. "(J.1.1 > es el valor cspCrado purn Ju función de 1nc111brcsín µ "·· 

Ejcm~Jo: La probubili~d discreta 

=;o. J_ U.2. ()_..&._ 0.2. O. I: 

csuí dcfinid:t sobre :.-rl. x~.<~.J- x.,. x5:. En este cjc111plo Ja 'probabilicbd /'(1·"1 par-J el 

evento borroso 

¡;-=O.ti/ .\0 1 + 1 ·º' -~= + 0.5/ .'C''.' + 0.2/ X..a 

puede ser c:ilculada canto sigue: 

PcF) = 0.1 ·=-: u.6 +u.:? x 1.0 + o . ..i. < u.s + 0.2 ;< 0.2 = u.5. 

Utiliz:mdo la ecuación que define a P<. I ). la n1cdia borrosa. y la '\'arianza 

borrosa para J;¡ Y:Jri:.iblc .'t" puede ser c:llculacb como sibruc: 

'"·' = -
1-{J- xµ 1 (xlclP} 

/'(.-1) . R" , . 

1 fJ, , } = --1 Cx-111 1 )-µ 1 (.<")tlP. 
P(. I) l R" . . 

TantbiCn. cu:indo S:Jbcn1os que el evento borroso .·l ,.a a ocurrir. fa 

probabilict.Jd del e\·ento borroso /J. l'. 1(Bl es 

1 1 - 'f P, !Bl = --- ¡j µ 11 (xJµ 1 (.'<lclP 
. /'(. l) . R'' • , 

= E. 11µ 8 1. 

Ejen1plo: Cuando la v:uiablc x del cjen1plo anterior es :r1 = 6. :e·.: = 2. X3 == 
5 • . '\"., = 1 y x'!- = 2. Ja inedia OOrrosa y la vari:anza borrosa rcsulun corno sigue 

111.-1 = 0~, : 6 x 0.1 :( o.6 + 2 :< 0.2 ..e J .o -'- .s x o.~ '"' o.s -+- 1 .-..:. o.:! . o . .2; 

=3.6 

a:"== 3.0..¡.. 
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Surgen las sig.u~cntcs ~elaciones en lo que toco.1 al c\·c11to borroso. 

. . - ,. . '• . 
Ocfinircanos Jos ~tos cst~di~:l~ico:~·(in~dia ;,:i·~~itraL·\·ariá·~~a ;nucstral> pttra 

' : ,.:; ."''..·;.,.:'·_,.;-:··:-: .¿»' "í• ' ..• > :, ,· .. ' .· -
la mucstr.1 dada cx1 ...... x 11}. conc'?rnicntcs·:_al:.c'·cnt~ ~_t:ior~!=>So.'::1. _E~ tamaf'io del 

conjunto borroso es cxprcsadO ~cont~ ~·i.gu~:_ c~lP'ica~·do, 1-c;:~· ~¡~·n1cillo's ·d~l· cOnjunto: 
, ·.' · .e- ... ~ ... :; '-• ... <:~~-·c:.:~/·;-~-t'.,·;,.::.":.·:';'~:;':7,.::;~~--;~,.._·-.• ~.-.·, .-

.\~CA)"-.= _-.f µ'.~~~.;;é~f~i'~'.~'.·t···.·, .. ; \'-~- ..... , .... ':":, 
.. , ... 1 

.:~:- -- .-. :. ;: . 
Aplicando esta idea del ta111:11lo del conjunto· borroso' .\'¿-l)' a la muestra. 

podcn1os dclinir la nicdia 111uestrJl 111. 1 y la varinnzo: a.,.:'~0-tTÍo Sigue: 

111_., = -.-- ~x,,,µ _ _,:~.\"~) l { "< . . } 
.\ ( .-1) N=I 

- 1 {" , l cr~_, - NlA) '5'"'. (x,.., -111_.,) µ_4 (x,,, )J . 
.... ~. ~ 

Utilizando csuis definiciones. podreauos explic:.tr la variación entre grupos. 

la variación dentro de gn1pos. y la ,·ariación total de los grupos borrosos. 

Sea la 111uestra .\" 1,, (ttJ = 1. .... n ) dada .. y la función de mentbresia del grupo 

borroso .J. (i = l. ....... .\.J definida por µ . ..,, (.\9,.,)~ En este c:iso_ l;:i media total 111 y la 

111cdia '"·'· cn1ple:indo el grupo borroso .·h cst:in expresados por las siguie1ues 

ecuaciones: 

111 
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'"·'· 
1 r n 1 

sr.! J lL x,.,µ._,, 1x .. , )J· 
' "'"'' 

Aquí lcncn1os que 

• x = ¿ _,·1.1,) . 
i-1· --

La variación lotal T. la -~·~riri~ión cntrC los grupos lx>rrosos B. y la variación 

dentro de un grupo borroso E csuin dcfini~s con10 

n l.: 

T = ~.¿(-~,~ -m)~µ _ _,, (.\9,~) 
".!:.' ... 1, ... 1 

., ¡..-

B L L ~111:_,; -111):1 µ. . .,, <-~~) 
'""'11=1 

" ,... 
E ~L<xl\)-111_.,1 )~µ...,,(x,,,) 

'-"=1 t=l 

respccth:a111entc. Aparece la siguiente relación: 

T=B+E. 

TEORÍA DE LA CUANTIFICACIÓN BORROSA 111 

La Teoría de la Cuantificación Borrosa lll es un método en el cual es hecha 

ulQ clnsiticación de patrones: fuecon desarcollados varios 1nétodos 

indcpcndicn1cn1cntc en diferentes países. Son conocidos con nombres dilCrcntcs 

tales con10 t.!S<:aia1,,iento dual. 'mcíiisis ele corrt:.\pondencuz. cla ... "ijicación de 

pa1ro11e.\·. etc. 

La Teoría de la Cuantificación Borros;i es un mC:todo en el cu:iL si 101 

111ucstras son 101nadas poi' cjc1nplo de gente jo\"cn_ pensamos en estas muestras como 

clcn1cntos pcncnccicntes a un conjunto borroso R. ··gente jo,·cn··- y se intenta 
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clasific:lr cuanlÍt:lliva111cntc cada n1ucs1ra <11 y c:ida categoría al considerar los 

,·atores de 111cn1brcsia de este conjunto borroso. En este caso. la respuesta a cada 

categoría está dada con10 un grado de atribución. 110 sobre :o. l: sino sobre 10. 11.· y 

dctcnninan1os si el patrón de respuesta par:i c:u:ta muestra difiere. Espcciahncntc 

cuando la respuesta a las c:itcgori:is están c:bdas por : O. l ; • podcn1os pcn~r en la 

frecuencia de los patrones co1no un grado de atribución. 

Ejcntplo: En Ja tabla siguiente se encuentran los datos recolectados de la 

gente jO\.'Cn sobre J:is tiendas y marcas que prefieren cuando compr:in productos. La 

cl:isificación de patrones fue hecha para aprender sobre el co1npon:unicnto que tiene 

:il con1prar Ja gente. 

Datos sobre las actividades de compra de la gente joven 

LUGAR DE COMPRA CONOOMIEt-ITQ DEL 
PRODUCTO 

MUESTRA SUPER TIENDAS TIEtlC:~S NIMGUUO MUCHO 
MERCADOS ESPECIA· OE?A.?'l""A. 

LIZAOAS MEMT~L:S 

6 

7 

MARCA-t~OMBRE DEL 
PRODUCTO 

NO 
IMPORTA 

COMPRADOS 
USUALMENTE 

JUVENTUD 

o.: 

1.0 

º·" 
O.I 

1.0 

O.R 

º·" 

En este punto. fue posible c:iptar las ~ctividadcs conto consun1idor de Ja 

gente jo,·en consider:indo el grado de juventud de cada encuestado co1no se muestra 

en la tabla si!::,.ruicnte. 
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u ... :u, ... 11..::: 

No.,,, GRUPO CATEGORÍA ·TOTAL 
BORROSO /J 1 ... i ... K 

,., j,lH(I}, J,t1(_!) •. "-~( l)·~~-. µ-;_z( 1) 1i11 

\•: :: µH(::) - J.lt\2), •• : ~lt{2J .. ~, µ5.:(2) . m: 

v, .. '" n1 ... 

••n n 

111,., = '!:µ,(m): <•' = L .. ·H /1 

WJ. tabla anterior mucStr~:una -ycn~i-ali7.ación de los datos m:incjados por ta 

teoría de cuantificación borrosa 111. El objeto de esta teoría es et de dar un ,·alor 

nunlC:rico n1utuan1cntc cercano 3 las reacciones scn1cjantcs de las muestras. cuando 

los \.-:tlorcs nun1Cric:>s reales v ..• y 11 1 son asignados a las 1nucstr.is en y a tas diferentes 

categorías 1. y al misn10 ticni.po dnr un valor nu111érico cercano a las c::ucgorfas 

sen1~jantes. Para log.rar esto. el coeficiente de correlación de la catcg.oria es utilizado 

conto un indicador. 

El t:unallo de las reacciones para toci.as tas c;itcg,orias por muestra «) esta 

definido COtllO 

¡; 

'"'" = L_µ,(.<n,. 
'1 

Las ntuestras con un valor de n1embresia grande al conjunto borroso B son 

c\.'aluadas altamente en este análisis. y las que ucncn un valor bajo no se toman 

mucho en consideración. Coano resultado. la reacción para todos los datos cst:i 

definida con10 el producto de los va lores de mctnbrcsia :.il conjunto borroso JJ ~ la 

ecuación anterior: 
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n 

T = L11111,µR(,O\). 

•u 1 

Las inedias " y v. las varianzas "'=" y n::., .• y la covarian.1:a rr,." para los 

valores nu111éiicos u,;. v,". ~~~~ :~·-~-~.·~~¡;~~l~ ~º~;oS~ B·~ C¡uCdan cOmo sigue: 

"-f.{t. ~;~~~fi~t·l • 
' V=+{· f /,;[.Ll~(~~'tfi·}' ~L .. ,. 

T "'""'' ·~._-·'. :<:····/·.:::·~·/~ :· .. 

a7, = +.{t,'t:t.:t(?~':'(<" )11:,~}- ü~ 

Basándose en la Condición de que ii = o: y \- = O. él · problenta aquí es 

detcrntinar los u¡ y v,... que 111axin1iccn el coeficiente de correlación 

Una diferenciación parcial de los coeficientes de correlación 11¡.;; ~·. vt' nos da 

k= l ..... ¡;: 

G-p =O: 
Cv't' 

r=·l • ... n. 
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Si rc:Jli¿:1111os estos c:ilculos. obtenemos lo siguiente: 

,, . " 
L J.l.k{<O)J.l.u(r/1 w,.1 = p~ LJ..1.k(rn)µ.o(CJl)Uk 

"'"'"' t:;" ru.=.J 

Eli111in:1ndo "" obtcne111os 

Para consolidar lo anterior. introducintos la nowción siguiente: 

' . 
:,.. =..Jb1ru1r:. k= L .... ·K 

=· = (:, •.... =•I· 
Utilizando esto. la expresión n\iltricial de la ecuación anterior da por 

resu1t.ado to siguiente: 

h1.-=Lµ1.-lmlµsH11): k=L .... K 
•tJ=I 

k= l ..... K 

l ~ Ug(Cfl) 
cb =~ ¿,_-·---µ.1.-Cm)µ,(CJl): k.i = 1. .... K 

.,¡hkh, <u=l nr,,, 
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e= lnol 
=· = l:r ....• =d 
c==p==. 

En otras palabrns. bajo las condiciones de 11 = O y v = O. todo lo que 

tenemos que hacer es cncontr;ir Jos valores n1áximos par;i la ecuación de cigenvalor. 

Además. si se r~suclvc basdndosc en Ja condición de que r. es ( l/p • c./cr,.) = l. nos 

d:J 

\'' = __!_{± µ, (T)U,}. 
'"-= 1=-1 

Un:i vez que anaJizamos el cjc111plo por medio de la teoria de cuantificación 

borrosa JU. descrilll antcriorn1cntc. se muestran en las tablas siguientes Jos 

resultados obtenidos: los coeficientes de correlación JX]ra cada eje. el porccntaj~ de 

contribución acunn1J;ido. y los pesos de las catcgorü1s. 

Coeficientes de correlación y porcentajeS de contribución para el 
estudio •obre la compra de 1a gente jovien 

EJE#1 

EJE#2 

COEFICIENTE DE CORRELACIÓN 

6.13 

4.98 

PORCENTAJE !JE 
CONTRIBUCION ACUMULADO 

83.7º'6 

Pesos de las categorías para fa compra de la gente joven 

EJE#1 

EJE#2 

CONOCIMIEt JTO 
DEL PRODUCTO 

MARCA-NOMBRE DEL 
PRODUCTO 

SUPER TIENDAS 71E .: ;S MINGUMO MUCHO MO COMPRADOS 
MERCADOS ESPECIAL!· o;::o;.._¡:;-.:.MEN- IMPORTA USUALMENTE 

0.337 

0.902 

.::A.DAS T;.L.:3 

-1 .404 

0.408 

1.411 

-D.253 

1.255 -D.616 D.311 

0.503 -436 1.949 

0.560 

-1.286 
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La figur:.i mucstr:i el 3rrcglo por c:ucgori3 utiliz:indo los pesos de las 

cntcgorias. De este arrc,t;lo. podemos clasíficar las muestrns en_ cuatro. grupos. El 

primer grupo es de ;iqucllos que no ti':ncn conocilnicnto del producto y conli;¡n en el 

prestigio de l:J.s tiendas dcJXtn:uuenmles o non1brcs de man .. "'":.I < ... tt.rupo de p1«' ... ligio J. 

El segundo grupo es de aquellos que con1pran en supermercados~ sin hacer caso del 

producto <grupo int!Ui;rentc). El tercer grupo es de aquellos· que co1~1prJ1t 

principalmente productos de rn:irca en ticnd.as cspcciali:.ladas que tienen amplio 

conocimiento :iccrca de ellos lf.!.rupo inc/i\•ic/ua/ de aira calidad). El cuano grupo es 

de .ilqucllos que confian en sus propios conocinticntos de los productos y contpraran 

productos de 111arcn sí son de su preferencia (S!rupo d</ cv11oci111ie1110 de•/ proclucto). 

L:Js 111ucs&ras 3. -'· ~ <> pueden ser dasificad:ls en el grupo l. las 1nucstr.is 1 y 7 en el 

grupo :!. la ntucstra 2 en el grupo 3 y la 1uucstra 5 en el grupo -'· 
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Grupo 
Conocimiento 
del Producto 

Tiendas 
EspecialtZadas 

-1.5 -1.0 -0.5 . 
Gran Cantidad 

de conocimiento 

Grupo Individual 
de Alta Calidad -1.5 

Eje# 2 

2.0 

1.5 -

1.0 

-. Nada 
Grupo 

Indiferente 

• Supermercados 

0.5 

o 

-0.5· 

-1.0 

0.5 

Productos 
de Marca 

1.0 

e Sin 
Conocimiento 

1.5 
•Tiendas 

Depanamentales 

Grupo de 
Prestigio 

Distribución de Categorias en el Estudio de Rasuradoraa Eléctricas 



CONCLUSIONES 

CONCLUSIONES 

Con este Lrab~jo se presentan los ckn1cnLos que conforman a ta lcoria . 

borros:i y su estructura~ iniciondo por las nociones b<.isicas sobre lógica y_ conjuntos 

ordinarios que perntitcn co111prcndcr los conocintientos prin1ordiales_ul_ili~ad~s.Para, 

definir los conceptos de to borroso tales como los subconjuntos borros?s.', relaciones 

borrosas. lógica borrosa. c:ncgorio. cte. Un concepto fundan1cntal -es et .de la función 
. ""'-·,., ":-

de 111cn1brcsía. la cu:Jl es .la OOsc de está tcoria. ~::1 q~e ~.n-:1~: _el_~-~~~-~;--~~ _cu.a~ 

pcnenccc o no una variable. borrosa a un su~onjunu:~.· ~tr'~~;A. ~y , , ~-~pe~ en el 

inter'\"alo ro. 1 ). 

Al ope:rJr sobre este intervalo tenemos un~ 'ap_roxin1a~ió.n ·más cercana a la 

rcalid:ld. porque en ella se presentan situ:iciones -~oor:fosas~~·~:~~-:-dccir .. existe 

inccnidun1bre que no puede ser representada por un si o un~;. no .. una verdad o una 

falsedad.. un cero o un uno. con10 se hace en los subconjuntos ordinarios o en la 

lógica boolc:inu. 

Queda claro que se ll:unan subconjuntos borrosos y·_nO Conjuntos borrosos 

porque el conjunlo de referencia no es borroso. es sien1pre.un conjunlo ordinario y 

son los subconjunLos cn1plcados en esta teoría los que son borrosos. 

Todas las propiedades de los subconjuntos ordinilrios se encuentran en los 

subconjuntos borrosos. excepto .l n:T = 0 y ..t uÁ. =:'E'<donde E·cs el conjunto 

referencia). debido a que ya no se maneja un álgebra en el sentido de la teoría de los 

conjuntos ordinarios~ la cstmcLura es la de un reLiculado vectoriaL 

Las aplicaciones se cs.:ogieron de tal ·1110do qu~ ·co~corda~·n- 'con· 1os · te1ila.S 

prcscnmdos en cada capitulo. de fonna que se logr:ira tener una visión real de la. 
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Leoría borros:.1. y que fueran fáciles de csplic:ir y contprendcr n1cjor los conccpLos 

,·isLos previamenLc. 

Las aplicaciones que se ntuesu·:in en cada c:ipilulo. son sólo una pequeña 

parte de to que se puede hacer uliti~ando ta teoría borrosa. Quedan por desarrollar 

n1uchas aplic:iciones en 111uchos campos. y n1cjor .. ir las ya existentes: en esLe sentido. 

para quienes así lo deseen. se pueden cnfoc:ir sobre un cantpo en cspccfo.l de 

aplicación y desarrollar aún más el trabajo que aquí hemos 1nostr:ido de una n101ncra 

muy general. 

A pesar de sus n1ú1Liples ventajas. la teoría borrosa tiene algunas 

dcsvcnujas. Por cjcn1plo. si se quiere i1nplcn1cntar la teoria borrosa en sistcntas con 

comput.adoras actuales. se nos presenta un problcn1a. ya que al operar la 

co111putadora con señales digitales tlJ. 1) se tiene que realizar en un principio una 

transforn1ación hacia una fom1a discreta de la situación bonosa para que de este 

1nodo sea posible m::in~jar el problcn1a. y con10 resultado obtenemos un 

alargan1iento del proceso de resolución del mismo. Esto se ¡xxlrá n1ejorar con el 

advcninticnto de con1putadoras u otros d.isposuh·os ntás ntodcrnos que permitan un 

ntam:jo en paralelo de la inforn1ación. a diforencia del 111ancjo en forn1a secuencial 

con que se cuenta en las co111putador..is actuales. 

Se ha in,·esugado bastante sobre la teori:i borrosa. pero f:iha mucho por 

ltaccr aún. sobre aedo en el desarrollo de metodologías para llegar a. una 

··oorrosificación"" de las situaciones reales. debido a que no se tienen reglas bien 

definidas que nos lle'" en a establecer cuando se debe aplic:ar la teoría borrosa. 

Espcran1os que al concluir este trabajo se haya logrado despenar el interés 

por ~~ubrir nu~·os cantinos hacia el n1cjor entendimiento de la txtrrosidad como 

otra alternativa para la conceptualización n1aten1ática del inundo real. 
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CategorJa. 

Conjunto. 

GLOSARIO 

GLOSARIO 

Et. un c.."llftjuntu J.: uhjdm; t.al~ 4u..: ":t (X. Y). X e C y Y e C • .:xi~..: un 

c.."r.Jlljuntu de: tnor1ismuto do: X ~1 Y 4u.: ti'2lc=n uno propio..'"'l.i:IJ c=sp~-iti...::1® 

y ro..,.,ro..~"t1tada por ~IOR(X. Y). 

Es una list.a. cul~-iínt. o clu~ de: objdus bic:n Jdinidoti (núm'-'Tt.>ll. 

p.:rsonos. lr.!tr.ls. .:te.) qu.: ».: lloaman c ...... rnaitoa o miembros d.:l cunjunto. 

Conjunto de membresJa. ~ d e&.lfljunto d.: voalorcs que: tomo la fund"ln ck: m..:mbn:sia c:n c:I 

intcn:alu ¡o. l J. 

Distancia de Hammlng. Se: llama Jist.anda d.: Hununingo;:n~Ay U u tu cantidad 

Entropfa. 

Forma polinomial. 

d(A.B)-~ 1 µ-:! (.T,)· µ!!(r,)I 
1::1 

Es unu mr:dida dd grndo do: d~rdC21 c::xistc=nte en un sist~a. 

E:. una forma d.: o:"J>n=iión d.: unu función borrns4 husada ~ las 

propic..-daJc.os &: distributividad m«l.iunt.: la c..,aal toda t'Undün bu~sn 

pu ... -d.: o?:'q>r.:su~ .:n una s.:ri..: d.: mononunios n=specto a " o ~~o a 

Función de mem bresJa. Es d grudo al c..-ual c:I .:lc."'fll~lo o:st.á incluido c:n .:1 sub..."l.mjuntu y~ dotot.a 

por µ .. I (.i:-). 

Query. P ... "lic..--iun do: infonnaci"ln a uno hot;e d.: datos. 

Reticulado. Es un ... ""Ottjunto onknado de .:1eriiaitos. '1u.: ti~.: una y sólo una. cut.a 

inl'=rior y una y sólo unu ~ ~up_~or •. ~uC rOfman ~ª red. 

SQL. 

Subconjunto. 

. .. --
(S_ysts:m Quc:ry ~"S:";~S"> ', ~~~j"_ -~-- ~z:"ipulo'--ión Jo: Jutos pura 

pn.~r los qu.:ri.:s. 
; ' .:~' . 

Es LU1 .. "'\1njwno -c...~~--~l;.,;n~l~ ~, c.:unt.:nidos .:n U(ro '"''"junto 

daiot.adl1por..-I C:BóB-:t...i:.· 



GLOSARIO 

Subconjunto borrowo. 
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Eff un ... -...njunto .-~ ... ...,,yos .:J ... .,,.11..:ntoto. qu~ ti...-n.:n un gr.ido ,, nh·~I d.: 

ni ... 'tnbr<.:tiia. p..:rt..:n~1 a un ~111jw1tu orJinarh.1.\". y~ J.:t1l'l.a p .. •r 
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