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INTRODUCCION

Es indudable que. en nuestro Uriverso. todo evoluciona, nada permancce cstitico en el
tiempo: hecho quc se liga. por definicidn. con la vida misma. Al paso de los afios todo cambia: el
medio ambiente. Ja estructura de las sociedades, las rclaciones entre diferemes culturas, las
costumbres v, deiris de todo lo anterior el hombre mismo. En ¢l desarrollo  intelectual de

cualquier ser humano, jucga un papel primordial su educac

n y. detras de esta. de importancia
fundamental es ¢l aprendizaje de dos temas basicos (Barajas 1994): lengua nacional y
matematicas.

En el ambito de la educaciéon matemadtica. recientemente sc¢ han desarrollado diversos

trabajos en torno al método de trabajo conocido como R Juci de Probl En el

Bachillerato Universitario, ha sido retomado y ha generado trabajos e investigaciones abocados a
la ensefianza del algebra.

Aunque los trabajos e in\'csligacidnes son recicntes, se ha podido observar ciera
eficiencia en el proceso de ensefianza del dlgebra en los centros educativos en que se ha
implementado.

Por lo que respecta al Plantel Sur del Bachillerato del CCH de la UNAM. la situacién ha
sido alentadora. adn cuando ha persistido ¢l reducido nimero de problemas a utilizar con los
alumnos. debido a la dificultad de crear y dissfar problemas y al escaso tiempo que la planta
docente dispone para ello.

Es en este sentido que este wrabajo esta dirigido. es decir, se intenta scleccionar y disefiar
material para una propuesta cducativa consistente en la “resolucién de problemas™ que sirva de
apoyo a los profesores para enfrentar la situacién planteada.

La inquiectud por desarrollar este trabajo. surge de la experiencia profesional que he tenido
participando en la docencia en multiples curses. tanto a nivel bachillerato como en licenciatura.
Sc¢ ha observado que ¢l primer contacto de les alumnos con las matematicas formales. se da a
través del dlgebra, contacto que persistira en el desarrollo de casi cualquier rama (v.g. geometria

analitica, cdlculo. cte.), de lo cual se desprencz que la manera en que s¢ desarrolle este primer




encuentro. repercutird cn el progreso de 12 relacion matematicas-alumno. Asi mismo me he dado
cuenta de la carencia de material acorde con un método de trabajo “Resolucian de Problemas™
que permita a los alumnos obtener mejorss resuliados en sus cursos.

Desde lucgo, no se pretende propener una metodologia de trabajo. Gnicamente se propone
una alternativa: tampoco se pretende sustituir (o en todo caso completar) los textos de uso gencral
para cste tipo de cursos sino de complementar la bibliografia existente. Se sabe que cada profesor,
» también que cada grupo escolar tiene una forma propia de trabajo; sin embargo. no basta con
tener estos ejercicios sino querer trabajar ¢n ellos para (ejercitarse).

En este trabajo. se presenta un marco conceptual puara desarrollar el tema de ecuaciones
lineales de primer grado, que corresponde a la segunda unidad dentro del curso de matematicas 1.
Siendo la priinera unidad Variacion Proporcional y Funciones Lincales. También se presenta el
material necesario (ejercicios) para estudiario.

La idea central  ¢s que nuestros alumnos ¥y profesores cuenten con un “texto™ que
responda al nuevo plan de estudios ¥ que pueda servir de guia u orientacion.

No se trata de quc se desarrollen todos los problemas, sino que se elijan de acuerdo a las
necesidades, el tiempo y caracteristicas de cada grupo. Se sugiere que scan tomados en cuenta los
problemas complementarios marcados con asterisco, trabajandolos conjuntamente (profesor-
alumno).

En efecto, en la actualidad se ha medificado e implementado ¢! plan de estudios
actualizado del Colegio de Ciencias y Humanidades. de la UNAM en el que se inicia con algunos
clementos en cuanto a enfoque y metodologia de la ensefanza y a las caracieristicas de los
estudiantes.

Se consideran los antecedentes histdricos del Algebra[17]dado que éstos nos dan
clementos para la actividad didactica y nos permiten detectar dificultades en ¢l aprendizaje del
Algebra a nivel bachillerato.

Se presentan los Estandares Curricularss en los cuales se dan los lincamicntos de la
comunidad de matemitica educativa en Estades Unidos a nivel de primaria y» secundaria. en
cuanto a enfoque. contenidos ¥ metodologia de la enscfianza ante la actual crisis en el aprendizaje

» cnseflanza de la matematica. los cuales en cierzo grado coinciden con los propuestas en ¢l nuevo



plan de estudios del Colegio de Ciencias ¥ Humanidades (CCH) y han sido objeto del interés de

muchos profesores cn cuanto a su aplicacidon en el saldn de clase.

.

Se tratan algunos trabajos de investigacién en torno a al prec cn la

del Algebra con el propédsito de tratar de entender las dificultades a las gque se enfrentan los
estudiantes a nivel secundaria y bachillerato, buscar las estrategias didacticas que permitan
resolver tales dificultades.

El método de trabajo que esencialmente se propone cn el nuevo plan de estudios del CCH

es el de “R lucién de Probl ", por lo que al final del capitulo 1 consideramos algunos

trabajos a nivel secundaria, prey dria y i i a de sus principales exponentes como son
Polya y Schoenfeld.

Se proponen diferentes problemas para cuya solucién se utilizan los Métodos de Tanteo,
Diagrama, Tabulacién, Grifico y Algebraico, que son los que se sugieren en el nuevo programa

de matcmiticas para ¢l CCH, guiados por los cuatro pasos fund les pre >s por Polya

[12] Estos son:
1. Entender el problema
< Qué trato de encontrar?
+Qué datos tengo?
&Cuil es la condicién?

+Qué deseo obtener?

2. Disefiar un plan
<2Cudl ¢s la incignita?
2Por qué medios puedo obtener el valor de 1a incégnita?
< Cuiles datos necesito para obtener el valor de la incégnita?

cHer Ito algin probl imilar?

2 Qué otros métodos puedo utilizar para resclver cl problema?

_ 3. Lievar a cabo dicho plan

o Cusles resultados se obtuvicron?

&

ZEn ¢ otros para resolver ¢l problema?




4. Regresar a analizar el proceso de solucién
.Parece razonable la solucién?

LEstablcci la solucién con claridad?

La idea de cada uno de los métodos es la siguiente: i

a) En los problemas de Mdétodo de Tanteo se pretende que los alumnos resuelvan los
problemas a través de proponer, mids o menos un valor solucion, factible para despudés realizar las
aperaciones pertinentes y verificar que cumple con las condiciones del problema, lo cual significa
que se ha encontrado 1a solucidn correcta.

b) En los problemas con Método de Tabulacién los datos se ordenan en una wbla y se
encuentran los multiplos de los datos que tenemos con la informacion dada, mediante los cuales
se obtienc el valor solucidn.

¢) En los problemas mediante ¢l Método de Diagrama se espera que los alumnos se
apoyen en ¢l uso de dibujos o diagramas, para poder encontrar la solucién del problema.

d) En los problemas de Método Grifico se pretende que ellos puedan elaborar una grifica
a partir de los datos del problema, en donde puecden localizar ¢l valor solucién del problema.

e) En los problemas resueltos mediante el Método Algebraico se busca que los alumnos a
partir dcl iad d )|

una ecuacidn utilizando el Lenguaje Algebraico. Como la
ecuacién representa la situacién descrita en el problema, entonces al resolver dicha ecuacidon se
estara resolviendo €l problema dado.

En ¢l capitulo 1 se presenta el marco tedrico que da fundamento a esta tesis.
En el capitulo 2

2 se da una propuesta cducativa para la unidad 2 del Programa de
Matematicas 1 *Ecuaciones Lincales™, basindosz en los trabajos de Polya. y de Schoenfeld.

Como se observa en estos puntos. ¢l madelo educative del CCH contempla la esencia de
ellos. Es decir. se espera que ¢l motor de 1a actividad Ensefianza-Aprendizaje sca el alumno. De él
1ambidén se espera que genere expectativas para ampliar el camino que ¢l profesor debera tener
trazado. No para seguirlo rutinariamente sino para evitar que el alumno disperse su atencion,
situacion que podria provocar su inexperiencia en el 4rea.

Asi. entonces la tarea urgente que tiensz la comunidad (profesores principalimente) del
CCH ahora cs 1a de crear y trazar cse camino. En esto espero contribuir con este trabajo.



CAPITULO I. BASES TEORICAS

En este capitulo se menciona el plan de estudios actualizado del CCH, en donde cambia el
papel del profesor al de auxiliador del proceso de aprendizaje. También se ve la historia del
algebra como un proceso evolutivo, el cual es el resultado de como el hombre va enfrentando los
problemas en sus vida cotidiana hasta nuestros dias.

Se toman en cuenta los estindares curriculares de la NCTM (National Council of Teachers
of Mathematics) porque debido a la actual crisis en el aprendizaje y la cnsefianza de las

matemiticas. ellos proponen que cada alumno debe tener varias actitudes matematicas entre ellas
do mayor énfasis en problemas del mundo

ser capaz de resolver probl dticos, pc
real que en los de los textos comunes. Se hace un comentario del papel que desempeiian las letras

en el dlgebra, por decir algunos toman el papel de letras como objetos, como numero

generalizado y como variables.

También se mencionan varios puntos de vista de Investigadores de la ensefianza como
Schoenfeld, Polya, ete., por citar dos. Ellos concuerdan en que un problema debe ser familiar o
sea pasar de lo conocido a lo mas laborioso y utilizar la heuristica o sea que distinga Ia
informacién de! problema con preguntas como ;Qué tengo?, (Qué es lo que deseo?, etc.

Halmos (1980) sugirié que el resolver problemas es el corazén de la matematica.

Kleiner (1986, p31) dijo gque “la historia de la matemdtica muestra que los avances

matematicos casi siempre se originan en un esfuerzo por resolver un problema especifico™.
dtica 23 probl que han sido fuente

Hilbert (1990) presentd ante la comunidad nr

de inspiracién para el desarrollo del conocimiento matematico.




1.1 PLAN DE ESTUDIOS ACTUALIZADO C.C.H. 1996.

De acuerdo al Plan y Programas de Estudio del CCH (1996). el Colegio de Ciencias y

Hur idades es una i in de a media superior, ocupa por consiguiente una posicién

intermedia entre la enseilanza bidsica (la secundaria) y los estudios de licenciatura,

Sin embargo, el Bachillerato tiene funciones especificas que le vonfieren identidad y valor
por si mismo y excluyen concebirlo como mero transito entre los estudios bdsicos y los
profesionales, repeticién y ampliacién de los primeros o anticipacién de los segundos. Es
propedéutico. general y unico, puesto que se orienta a la adquisicién de la preparacién necesaria
para cursar con €xito estudios profesionales

Corno parte de Ja maxima casa de estudios, ¢l bachillerato del CCH tiene una enormne
responsabilidajconsistente en formar alumnos en los dmbitos intelectual, ético y social, capaces
no sélo de asimilar el conocimiento, sino ademds de construirlo y utilizarlo en beneficio de la
sociedad; capaces de investigar, experimentar y expresar su opinién, es decir, de participar
activamente en ¢l proceso educativo, o sea, individuos criticos, creativos y utiles.

Formar alumnos capaces de impulsar el desarrollo econémico, social y cultural de
México, de aleanzar los niveles de excelencia que espera la sociedad.

Sintetizan estas concepciones las frases que la comunidad del Bachillerato del Colegio ha

tornado como grandes ori de su queh educativo, y cuya interpretacién fundamental
se propone a continuacién.

Aprender a aprender significa la apropiacién de una autonomia en la adquisicién de
nuevos conocimientos congruentes con la edad de los alumnos .

Aprender a hacer se refiere, en primera instancia, a la adquisicién de habilidades, supone

conocimicntos y el tos de m diversos ¥, en consecuencia. determina enfoques

ped icos y procedimientos de trabajo en clase (aprender haciende).

Aprender a ser, enuncia el propésito de atender a la forrnacién del alumno no sélo en la
esfera del conocimiento, sino en los valores humanos, particularmente los éticos, los civicos ¥ los

de la sensibilidad estética.




Alumno critico apunta a la capacidad de juzgar acerca de la validez de los conocimientos
que se presentan a su examen, sin lo cual no puede concebirse la constitucion de un sujeto de la

cultura ni la posesion personal del conocimiento cientifico o de los valores legitimamente
adoptados.

Interdisciplinariedad sirve en este contexto para significar la atencién a las relaciones
entre los distintos campos del saber y el propdsito de considerar problemas y temas combinando
disciplinas ¥ enfoques metodoldgicos, de manera que se constituya cn el conocimiento la unidad

de los aspectos de la realidad que la divisién disciplinaria de nuestro tiempo obliga a examinar
por separado.

En la practica docente del  Bachillerato del Colegio, los aspectos pedagdgicos y sus
concreciones didacticas han disfrutado de una primacia que en ocasiones llegd a oscurecer su

condicién de instrumentos al servicio de un proyecto definido, en primera instancia, por sus

aspectos propiamente académicos y por una concepcion de la cultura y del aprendizaje que
privilegian los aspectos basicos del saber - habilidades y conocimientos fundamentales en los

distintos campos -, como garantia de un proceso de aprendizaje sin términos en el que el alumno
se encuentra desde ahora comprometido como sujeto. Asi, ha parecido a veces que son esencia
del Bachillerato del Colegio sus i i

¥y aportaci de didactica activa, sin suficiente
atencién al carfcter basico y riguroso de los contenidos del aprendizaje.
Ahora bien, de la prioritaria concepcién del alumno como sujeto de la cultura y de su

propia educacién, se derivan enfoques pedagdgicos penerales caracterizados por proponerse

reconocer ¥ respetar en la docencia aquella condicién fundamental del

alumno y, en
consccuencia, atender a:

a) Formar ¢ incrementar en el alumno actitudes como la propia del conocimiento
cientifico ante la recalidad, la curiosidad y ¢l desco de aprender, asi como aptitudes- para la
reflexidn mewddica y rigurosa,

b) Acentuar su participaciédn  y actividad, puesto que la cultura basica tiene como

esenciales habilidades dec trabajo intelectual para inquirir y acopiar. ordenar y
clasificar informacién, la adquisicién

componentes

de las cuales depende de su ejercicio. a través del
planteamiento y la resolucion de probl

la experi

la observacidn sistematica, la

investigacion en fi y modernas, la discusién.

doc! ales, cla



<) Favarecer su libertad de opinién y que ésta se ejerza de manera cada vez mas exigente,
asf como fomentar, en ¢l trabajo de grupo y en las distintas formas de produccién personal,
principalmente escrita, 1a critica fundada de 1a validez de la informacién y de las aserciones que
otros o ¢l mismo formulen.

En esta perspectiva, el profesor cumple funciones no de dispensador, sino de guia  del
aprendizaje, es decir, responsable de proponer a los alumnos las experi

de aprendizaje que
les permitan, a través de la informacién y la reflexién rigurosa y sistemitica, no sélo adquirir

nuevos conocimientos, sino tomar conciencia creciente de coémo proceder para continuar por su
cuenta esta actividad.

PLAN DE ESTUDIOS ACTUALIZADO 1996.

T BAJ N UPO

RABAJG DEL ALUMN
ESCOLAR

Procedimientos de trabajo

Presentacién de conacimientos
fundamentates

Ejerciclos
Primeras aplicaciones

Ejercicios
Apiicaciones

Lecturas complemaeantarias,
informacion e investigacion

Revision y supervision




El papel del profesor como sujeto facilitador o auxiliar del proceso de aprendizaje y no
como repetidor o mero instructor.

En cl drea de ati los al

percibiran a esta disciplina como una ciencia en
constante desarrollo, que se origina de las necesidades de los hombres de conocer y descubrir

entorno fisico y social. Ellos deben percibir que 1a matemdtica posee una naturaleza dual:
propio cardcter de ciencia y un valor funcional como herramienta.

La matemaitica es un saber que s€ construye: sus conceptos y métodos surgen de un
proceso ligado a 1a resoluciéon de problemas concretos, procedentes con frecuencia de otros
campos del conocimiento de 1a actividad del hombre.

El profesor deberi propiciar la socializaciéon del trabajo cntre  los  cstudiantes
permitiéndoles la discusion en equipo y en grupo de las diversas idcas matematicas, al igual que
alentar ¢l uso de diferentes formas de expresién de las mismas

El desarrollo de los contenidos debers hacerse de manera que el estudiante perciba las
conexiones entre las distintas ramas de las matematicas, en particular la gecometria y el algebra ;
es decir el profesor debera evitar un tratamiento de los distintos contenidos de las ramas o©
campos, como si fueran partes separadas de la matcmética.

Muchos contenidos deberan tratarse a wavés de cjemplos. Si bien algunos ejemplos se
plantean sdlo a titulo ilustrativo, no significa esto que podran ser sustituidos por cualquier otro.
El profesor no dcbe pretender dar la teoria de los cjemplos presentados; si , en cambio, debe
proporcionar numerosas oportunidades para que el diante i

pr q los pr dimi
basicos y equilibrar adecuadamente cste aspecto con los desarrolios conceptuales. para cllo las

nociones ¥y procedimicntos matemadticos deberzn introducirse mediante actividades y problemas
que los doten de significado; las precisiones tedricas deberan establecerse cuando los alumnos

dispongan de la experiencia ¥ los ejemplos suficientes para garantizar su comprension

Los conocimientos por aprender deben surgir como necesidades ¢n la solucion de

de sol

prob\cmas adecuados y de la sistematizacion, 1anto en representaciones como en conceptos, de
procedi

i6n que se lleven a cabo conforme las posibilidades actuales de los
estudiantes. Esto determina un nivel en el zprendizaje de los conocimientos - que puede

en

denominarse como significacién contextualizaia-. al que debe scguirse una actividad practica de
'H i i )

oncs con contexto mas diversificado, para que tales  significaciones



adquieran mayor generalidad, se genersn nuevos ptos y las repr i adquieran

estatus de sistemas sintdcticos utiles para simbolizar y resolver problemas.
) 1iento  de situaciones

Introducir el estudio de contenidos el
problemiticas que inicialmente no comprenden dificultades operatorias con distintos tipos de

nameros; sélo hasta un segundo momento, abordar situaciones con esta dificuliad y dar un
repaso de tales operaciones con diversas clases de numeros.

Promover el desarrollo de estrategias para la resolucién de problemas alentando a los
estudiantes a descubrir o aplicar técnicas a través de procesos como escribir modelos verbales o
algebraicos, introduccidon de variables, utilizacidén de procedimientos mentales para resolver el
modelo, realizar procesos inversos en el cambio de un tipo de registro a otro.

El perfil del estudiante del colegio de Ciencias ¥ Humanidades (Plan de estudios

actualizado. Julio 1996 pag. 15).
Los alumnos que ingresan al Colegio de Ciencias y Humanidades son mas jévenes y

més dependientes que ¢n el pasado.

Una proporcién creciente de alumnos de nuevo ingreso (95 % en 1995, 81 % cn 1988) se
sinia entre los 15 y los 18 afios de edad. El 76 % de los alumnos que ingresaron al Colegio en
1994 tenia 15 afios 0 menos, mientras que en 1996 tenia esa edad el 86 %.

La gran mayoria de los alumnos del Colegio provicnen de secundarias publicas: en la

i6n 1992, Oni cl 1.5 % de los alumnos procedian de escuelas privadas.
la secundaria ptblica no logra desarrollar habilidades de

Si se considera que en general
aprendizaje auténomo ni habitos de estudio, este dato resulta altamente significativo. Sélo tienen
las nociones de nuimeros, ecuaciones, fitnciones y geometria de sus cursos de secundaria a un
nivel bésico introductoria.

Han disminuido los alumnos que afirman trabajar. Ya en 1988 ¢l numero de quiencs
decian trabajar al menos 6 horas diarias, alcanzaba sélo el 5.5 % frente a un 24.9 % en 1976.

Alumnos con escasas posibilidades de contar en su familia con orientaciéon y apoyo para
el trabajo escolar. E1 40 % de los padres y ¢l 60 2% de las madres de los alumnos de la generacién
1993 tenian una escolaridad mixima de primaria, mientas que la licenciatura o ¢l posgrado cra el

nivel mas alto alcanzado por el 11.5 % de los padres y el 3.2 % de las madres.




La gran proporcién (86 %) de alumnos que tienen 15 ailos o menos al ingresar al Colegio,

refleja una poblacién regular en sus estudios previos, pucs se trata evidentemente de alumnos

que probablemente no han perdido ningan afo escolar. Ademas, el hecho de que el 90 % no

trabaje de manera estable significa que cuentan con el tiempo practicamente completo para

1o a su for n

‘Nuestros alumnos tienen bien definida su aspiracién de Jograr una formacion universitaria
en sentido pleno: en un estudio realizado en 1988, el 95 % manifesté intenciones de continuar
sus estudios.

Dada la necesidad de intensificar el trabajo escolar en grupo, estos datos representan
condiciones del alumnado favorables para este propdsito.

De acucrdo a los lincamientos del C.C.H, se puede observar que con este método de
ensefianza se logra que el alumno se convierta en un ser autdbnomo, ya que se le ensefian ciertas
habilidades que €1 las asimilara al ver los beneficios que puede obtener al llevarlas a la practica,
que cn este caso €s en Ja resolucién de probi Estas habilid

des formaran parte de lo que ¢l
serd como persona, y que posteriormente las podré utilizar para aprender otros conocimientos por
si mismo sin la ayuda de un profesor.




1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS DEL ALGEBRA [17]

La historia de la matemadtica de acuerdo a Socas y otros (1989) ha sido utilizada por la
didictica de la matemitica bajo distinies puntos de vista: desde informacionces histéricas que

sirven para motivar un tema nuevo, hasta la construccion de secuencias diddcticas inspiradas en la

progresion histérica seguida en ¢l desarrollo de algunas teorias. En cualquier caso, la historia nos -

ofrece difercntes ideas para la actividad didactica e incluso puede ser utilizada por el profesor
como referencia para anticipar dificultades o errores posibles en ¢l aprendizaje de los alumnos.

En esta parte se¢ presentan los conceptos basicos del dlgebra denwro de su marco histérico.

Lo cual permite reflexionar sobre las conceptos basicos del dlpebra en cada época, viendo
sus posibilidades y sus limites e insistiendo cn los estudiantes en la idea de que las matematicas
evolucionan y que no cs una ciencia hecha y fija.

. El dlgebra se caracteriza por sus métodos, que conllevan cl uso de letras y expresiones
literales sobre las que se realizan opcraciones.

Para dar una idea de los inicios del dlgebra es imprescindible remontarse al concepto de
numero. Los niimeros eron percibidos por los antiguos como una propiedad inscparable de una
coleccién de objetos, propiedad que ellos no podian distinguir claramente, Mas adelante,
aparccen las operaciones con miimeros como reflejo de las relaciones cntre los objetos concretos,
¥ los hombres fueron descubriendo y asimilando las relaciones entre los niimeros. Finalmente, a
medida que la vida social se hizo mas intensa » complicada. fueron aparcciendo problemas mas
complcjos que impulsaron a perfeccionar los nombres y simbolos de los nameros.

La primera etapa hacia los signos matematicos y las formulas en general, la constituye la
aparicién de los simbolos numéricos, que aparentemente s¢ produjo al mismo tiempo que la
escritura y que jugd un papel fundamental en el desarrollo de la aritmética. Todavia en este
tiempo. cualquier ley o la resolucién de un problerna matemadtico se expresaba con palabras. pues
la utilizacién de signos para las operaciones aritméticas y la designacion literal para Ia incégnita

tuvo lugar mucho mas tarde.



Para estudiar la historia del algebrma se divide su desarrollo en tres fases:

La primera fase, que comprende ¢l periodo de 1700 a. de c. a 1700 4d. de c., se caracterizd
por la invencién gradual de simbolos y resolucién de ccuaciones. Dentro de esta fase
encontramos un dlgebra desarrollada por los griegos (300 a.C.), llamada dlgebra geométrica, rica
en métodos geométricos para resolver ecuaciones algebraicas.

La introduccion de la notacién simboélica asociada a Viéte (1540-1603), marca el inicio de
una nueva ctapa en la cual Descartes (1596-16350) contribuye de forma importante al desarrollo de
esa notacién. En este momento. €l dlgebra se convierte en la Ciencia de los Cilculos Simbdlicos
y de las Ecuaciones. Posteriormente, Euler (1707-1783) la define como la Teoria de los Calculos
con Cantidades de Distintas Clases (Calculos con numeros enteros, fracciones, raices cuadradas y
cibicas, progresiones y todo tipo de ecuaciones).

A George Peacock (1791-1858) se debe ¢l principio de permanencia que decia:

“Todos los resultados del digebra que se deducen por aplicacién de sus reglas, y son

generales en su forma, aunque particulares en su valor, son igual; r ltados del digebra

simbdlica, donde son generales tanto en su valor como en su forma”

Distinguiendo entre dlgebra aritmética, donde las letras representan nimeros naturales y
los signos + y - ticnen el significado aritmético ordinario, y ¢l algebra simbolica, donde siguen
actuando las leyes del algebra aritmética, pero s elimina la restriccién a los naturales.

El principio de permanencia afirmaba que todas las reglas que se verifican con los
naturales. por ejemplo, conmutativa y asociativa de la suma y de la multiplicacién, y distributiva
de la multiplicacién respecto de 1a suma, seguian verificindose para todos los demas nimeros u
objetos representados por las letras, lo cual posteriormente se encontré que no se cumplia. Asi, la
importancia del significado de los simbolos quedd relegada a un secgundo término ante la
primacia de los simbolos por si mismos y sus leyes de combinacién; por ejemplo, la adicién
significara cualquier proceso que se ajuste a determinadas leyes.

Hasta finales del siglo XVIII y primera mitad del XX, el dlgebra era la ciencia de las
ecuaciones ¥ su problema fundamental radicaba en la teoria de resolucién de ccuaciones
algebraicas.



En la segunda mitad del siglo XIX, el dlgebra presentd un notable impulso debido a
grandes matematicos, entre los cuales destacamos las ideas de Galois (1801-1832) sobre la tecoria
de ccuaciones algebraicas. Teorias tales como la de grupos, determinantes y matrices, por citar
algunas. alcanzaron un profundo desarrollo.

Todo esto favorecio el nacimiento del dlgebra abstracta contemporanea (dlgebra moderna).
En este periodo se prescinde de los numeros, de ahi el nombre de abstracta, y los objetos
utilizados pueden ser cualquiera (matrices. vectores, tensores, etc.) sobre los cuales se definen
ciertas operaciones _que verifican unas determinadas propiedades, construyéndosc el dlgebra a
partir de axiomas previamente definidos.

En la actualidad. la revolucién de los ordenadores estd creando nucvos problemas sobre la
mecanizacién de los calculos algebraicos, lo que légicamente conducira a un desarrollo aun
mayor del dlgebra,

La notacidén algebraica presenta también tres periodos claramente diferenciados:

© El periodo retérico o verbal, en el cual las operaciones se describian con palabras. Este
periodo se extiende desde los babilonios (1700 a.C.) hasta Diophante (250 d.C.).

© El periodo sincopado o abreviado, cuando empiezan a utilizarse algunas abreviaciones
para simplificar la resolucién de los problemas. Esie periodo comienza con Diophante y dura
hasta comienzos del siglo XVI.

® El periodo simbdlico aparece en el siglo XVI y utiliza ya diferentes simbolos y signos
matematicos. Esta notacién que fue mads o menos estable en tiempos de Isaac Newiton (1642-
1727), se mantiene actualmente sin uniformidad total.

Nuestra notacién moderna es debida a Descartes (1596-1650), con ligeras modificaciones
postcriores,

A través del desarrollo histérico notamos tres etapas en el dlgebra: dlgebra geométrica de
los griegos. la resolucién de ccuaciones a través de los tiempos, por su incidencia directa en la
ensefianza y el dlgebra moderna.

El dlgebra geométrica. Los griegos, aunque se crce que conocian los métodos de los

lucién de ecuaci desarrollaron

babilonios (métodos puramente algebraicos) para la resc

métodos geométricos para resolverlas ¥ comprobar diversas propiedades.



Los egipcios nos dejaron en sus papiros (sobre todo en ¢l de Rhind - 1650 a.C. - y ¢l de
Moscii - 1850 a.C.) muliitud de problemas matematicos resueltos. La mayoria de ellos son de tipo
aritmético y respondian a situaciones concretas de Ia vida diaria.

Las ecuaciones mas utilizadas por los egipcios cran de la forma:

X+ax=b
x+ax+bx=0
donde a, b ¥ ¢ eran nimeros conocidos y x la incégnita que ellos denominaban aha o montén.

Una ecuacidn lineal que aparece en cl papiro de Rhind responde al problema siguiente:

“Un montdn y un séptimo del mismo es igual a 247

en notacién moderna, la ecuacién seria

1
X+ =

-
7 24

La solucion la obtenian por un método que hoy conocemos con ¢l nombre de mdrodo de la
Jalsa posicion o regula fulsi. Consiste en tomar un valor concrelo para la incégnita. probamos con
¢l y si se verifica la igualdad ya tenemos la solucidn, si no, mediante cilculos obtendremos la
solucidén exacta., Supongamos que fucra 7 la solucién

1
=7 =
7 7 8

¥ como nuestra solucion es 24, es decir, 8 * 3. la solucion es 21 = 3 * 7. puesto que

37+ 3 e 7y=24,

Gencralmente cl cileulo de la solucion correcta no era tan ficil como en este caso e

implicaba numerosas operaciones con fracciones unitarias (fracciones con numerador la unidad).

Los babilonios (el mayor nimero de documentos corresponde al periodo 600 a.C. a 300

d.C.) casi no le presiaron atencidén a las ecuaciones lineales, cntre las pocas que aparecen,
tenemos la ecuacidn 5x = 8, en las tablas ¢n base sexagésimal.

Los matemdticos griegos no tuvieron problemas con las ccuaciones lincales y,

exceptuando a Diophante (250 d.c.), no se dedizaron mucho al algebra. su preocupacion cra la
geometria. Sobre la vida de Diophante aparece en los siglos V o VI un epigrama algebraico que
constituye una ecuacién lineal y dice:



griegro), alguien describid

“ Después de la mucerie de Dioph (un fe
su vida con un acertijo. Transeunte, ésta es la rtumba de Diophante

Fue nifio durante un sexto de su vida.

Después de un doceavo mds ruve barba.

Después de un sdprimo se caso.

En el quinto aiio de su matrimanio nacio su hijo.

Su hijo vivié la mitad de los aiios que vivio él.

Diafanto muric cuarro aios despuds que su hijo.

éCudniros aflos 1enia Diofanio cuando muric?

Ecuaciones Linealcs.

Una ecuacién lineal es una expresién de la forma ax + b = ¢, donde x es la incégnitay a, b
b la solucién proced: asf: el deben

¥ ¢ son nimeros conocid Para
los dos miembros:
ax +b + (-b) =c + (-b)
ax=c -b
multiplicamos por el inverso de a:
1
alax = ;(c -b)

¥ obtenemos Ja solucién de x:

Pero para llegar al proceso actual de resolucidn han pasado mas de tres mil afios. Los
ind que existen (data del siglo 111 d.c.) son los Sulvasutras,

primeros doct

donde se recogen todos los cc imi 13 jos para construir los templos.



Ejemplo:

“Hallar el lado de un recidngulo. conociendo el otro lado y sabiendo que su drea es igual

al drea de un cuadrado dado ™

s
S x
a b
S=a*x S*'=0b2
es decir,
a*x=b?
Lo resolvian utilizando el método de la falsa posicién, como Jos egip

Posteriormente, Brahmagupta (siglo VII) expresa, ya de forma sincopada, ¢cémo resolver

ecuaciones lineales. I.a incégnita la repr ba por la abreviatura “ya”, y las operaciones por la

primera silaba de las palabras.
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E i Cuadriti

Una ecuacién de segundo grado con una incdgnita es de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde
x ¢s la incégnita y a, b y ¢ son nimeros conocidos con a=0.

Resolverla consiste en hallar los valores de x que la satisfagan.

En los documentos cgipcios casi no aparecen estas ecuaciones. Sin embargo, los
babilonios si las resolvian con soltura ya que poseian las tablas de las raices cuadradas. Entre los
problemas que ellos resolvian tenemos el siguiente ejemplo:

“Hallar el lado de un cuadrado si su drea menos el lado es issual ¢ 870"

Expresando su solucién ¢n notacion actual seria:
x* —x =870

Los babjlonios dejaron varios ejemplos de resolucion de ecuaciones cubicas, Por ejemplo,
de la forma x* = a. las resolvian directamente con las tablas de raices cubicas que manejabun con
soltura,

Herdn (100 d. ¢.) resuelve la ecuacion x® - 4x = 896, buscando un cuadrado perfecto.

Los hindies (IV d.C.) en los tratados sobre construccion de altares resuclven ya la
ccuacién cuadritica del tipo ax?® + bx = c. Aryvebhata (500 d. ¢.) da ¢l método para resolver la
ecuacion.

La palabra ALGEBRA provicne del titulo de un libro Al-jubr (algunos usan Al-gebr)
w'al-mugabalah, escrito cn Bagdad, alrededor del afio 825 por ¢l matematico y astrénomo
Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi (Mohammed hijo de Musa native de Khwarizm), que
muestra en sus trabajos la primera fdormula general para la resolucion de ecuaciones de primero y

segundo grados.

El tiwulo Al-jabr w'al-mugabalah significa ciencia de la restauraciin 3 oposiciéon o
ra icion y climinacié

o, como expresa Carl Boyer. 1a transferencia de términos al otro




miembro de la ecuacidn (al-jabr) y la cancelacién de términos i

en 1 P
ecuacién (al-muqabalah).

os de la

Asi, dada la ecuacion

x?+3x+7=7-2x+4x>
al-jabr da

x? +5x+7=7+4x>
vy al-muqabalah da
x? +5x = 4x®
Esta obra fue traducida al latin en los primeros afios del siglo XII por Juan de Sevilla y
Gerardo de Cremona, y con el tiempo se l¢ llamé simplemente Algebra.

El origen del vocablo responde satisfactoriamente al contenido real de la ciencia misma.

El algebra comicnza en realidad do los aticos

pi a ir se por las
opcraciones qQue se pueden hacer con cualquier nimero, mas que por los mismos nimeros; s, en
esencia, la doctrina de las operaciones matematicas considerada formalmente desde un punto de
vista general con abstraccién de los nimeros concretos.

Algebra Abstracta.

Con todo el material acumulado en los Gltimos afios se fueron gestando a lo largoe del siglo
XIX las bases del algebra modema. En este siglo

P ptos fund !

tales como
wvectores, cuaterniones y matrices por citar algunos, y se desarrollan las teorias sobre estructuras:
grupos, anillos y cuerpos.

Entre los precursores del algebra modema. podemos scfialar al va citado Peacock, que
junto a Gregory (1813-1844) y a De Morgan (1806-1871) intentaron hacer del dlgebra una ciencia
independiente de las propiedades de los numeros reales y complejos . El problema fundamental

del Algebra siguié ocupando a un nimero importanie de matemiticos dando origen a la 7eoriag de
grupos.



Un paso decisivo fue la demostrazion de que la ecuacién de quinto grado (o superior) no
¢s posible resolverla mediante radicales. conseguida primero por Ruffini en 1799 ¥ de forma
rigurosa por Abel en 1826. Tanto Rufiini como Cauchy (1789-1857) esbozan el concepto de
grupo. pero es Galois (1811-1832) a quizn debemos la idea de aplicar la teoria de grupos a la

resoluciéon de ecuaciones. Estas teorias, ¢=¢ tardaron en divulgarse. poseen gran importancia en el
su clisico programa de Erfangen (1872) la utilizé para

desarrollo de teorias posteriores. Klein, ¢
sistematizar las geometria y Lie (1842-1£99) las aplica a ecuaciones en diferencias con derivadas

parciales.
Los numeros complejos fueron estudiados simultancamente por varios autores, entre los
que se encontraba Gauss (1777- 1855). el cuzl aportd la presentacion geomdétrica de dichos
nameros, pero no le fue posible extendar esta idea al espacio de tres dimensiones. Hamilton
(1805-1865). paralelamente y partiendo da2 parejas algebraicas, creé los cuaterniones.

Otro desarrollo importante es la teoriz de matrices. Recordemos que éstas tienen un
precedente en los métodos chinos de resolucién de ecuaciones lincales. Posteriormente Kow:
(1683) sistematizd este método ¥y Leibnitz cred los determinantes en los que trabajo Cramer
(1704-1752).

Aunque la idea de matriz esta implicita en Jos cuaterniones de Hamilton y cn la extensién
a n-uplas de Grassmann (1809 - 1877), se atribuye a Cayley (1821 - 1895) su creacién.

La teoria de matrices de Cayley tuvo su origen cn ¢l estudio de las transformaciones
lineales. Simultincamente, Sylvester (1814 - 1897) amplia la teoria de los determinantes y
publica. entre otros. un método para eliminar x d2 dos ecuaciones polinomicas de grados n ¥ m.

Posteriormente Dodgson (1823 - 1898). mas conocido como Lewis Carroll. enriqueceri la
teoria sobre determinantes y otros, como Froberius ¥ Jordan. trabajardn sobre matrices.

Las nociones de determinante y matriz consideradas cono innovaciones cn ¢l lenguaje
matemitico se revelaron altamente itiles. no séio en el desarrollo misimo de las matematicas, sino
como instrumento de cilculo que forma parte de las téenicas del matematico moderno.

A Greorge Boole (1815 - 1874) debemos otro tipo de algebra. ¢! algebra de Boole. gue se

aplica al algebra de conjuntos o a la légica y. més recientemente. en el disco de computadoras.




preckes

Después de 1870, con la obra de Benjamin Pierce (1809 - 1880) se da un paso hacia una
concepcién mas abstracta con ¢l concepto de dlgebras lineales asociativas, las cuales incluyen
como casos particulares el algebra ordinaria, 1os vectores y los cuaterniones.

Como hemos observado de la exposicién anterior ¢l desarrollo del algebra no fue
uniforme en ¢l tiempo ni en el espacio geografico. Por supuesto este desarrollo esta determinado
por las diversas situaciones por las que atravesaban las sociedades de esa época.

Pero en todas ellas. la caracteristica comun era que se acumulaban no solo la informacién
necesaria para avanzar. sino que también se¢ rcunian las personas adecuadas en el lugar propicio
para dar el avance en cuestion.

Nosotros profesores. tenemos Que hacer patente esto a los alumnos. y hasta donde sea
posible, hacer que cl alumno llegue a tener la necesidad intelectual » hacer esa sintesis conceptual
que el algebra la requiere para la compresion de un determinado tema. Tenemos que ser capaces
que ¢l alumno haga suyo, sicnta como parte de si el tema a tratar. Solo asi ¢l concepto serd
relevante para el alumno ¥ las tarcas que haga lo llevaran, indudablemente a un grado mis
adelante del conocimiento del dlgebra.

En esta eiapa seria muy conveniente mencionar v ejemplificar que el algebra no es un
tema acabado dc¢ la Matemiitica. Que asi como en la antiptiedad habia problemas que tomaba
mucho tiempo resolverlos y a ello se dedicaron mucho tiempo hombres de diferentes épocas. asi,

ahora hay problemas en los que muchos cientificos dedican gran parte de su vida




1.3 LOS ESTANDARES CURRICULARES DE LA NCTM
DE ALGEBRA, 1989 [23].

Una comisién especial de la NCTNM (National Council of Teachers of Mathematics)
(1989). en Estados Unidos claboré estindares para curricula ¥ evaluacion de matemiiticas del
nive! primario y secundario. para resporder de ¢sta manera a las inquietudes que existen en torno
a la educacion matematica.

Un estandar especifico es un criterio que se usa para juzgar la calidad del curriculum en
matematicas o los métados de evaluacién.

Estos estindares s¢ deben ver como una componente de la respuesta de la comunidad de
matematica educativa a la actual crisis en el aprendizaje ¥ la ensefianza de la matematica. Hay
conscnso que la mayoria de los estudiantes necesitan aprender mas y muchas veces diferentes
matematicas. No solamente los enfoques principales y los contenidos matemadticos tienen que
cambiar, sino también la mctodologia de enscfianza. Esta debe  incluir experimentacién,
investigacidén ¥ comunicacion de ideas matematicas asi como razonamiento matematico.

De acuerdo con ia NCTM en los niveles desde preprimaria hasta el ultimo afo de la

ensefianza media- superior. Cada alumno debe:

1) Ser capaz de resolver problemas matematicos.
2) Aprender a comunicarse matemiticamente.
3) Aprender a razonar matemadticamente.

4) Saber valorar las matematicas.

icas.

5) Tener confianza en su capacidad de hacer mr

Esto implica que los estudiantes deben tener numerosas y variadas eXperiencias

relacionadas que les permitan:




1. Resolver problemas complejos.

2. Leer, escribir v discutir matematicas.

3. Formular conjeturas. probar y formar argumentos acerca de la validez de una conjewra.

4. Valorar la empresa intelectual lamada matemiticas. los habitos del pensamiento
matematico vy el papel de la v

icaenel g humano.
5. Explorar, adivinar y cometer errores para ganar confianza en sus actividades
matematicas.

En panicular, los estindares curriculares para el nivel
siguientes areas de contenidos:

medio~superior prevén las
1. Matematicas como resolucién de problemas.

2. Matematicas como comunicacidn.

3. Matemdticas como razonamicnto.

4. Conexiones e interrciaciones entre diversos 1d6picos matematicos,
5. Algebra.

6. Funciones.

7. Geometria desde el punto de vista siniético.

8. Geometria desde el punto de vista algebraico.
Q. Trigonometria.

10. Estadistica.
11. Probabilidad.

12. Mawemaiticas discretas.

13. Fundamentos conceptuales del caleulo.
14. Estructuras matematicas.

Lo importante de los cambios curriculares esid en et enfoque

y la metodologia de trabajo.
con la cual los estudiantes desarrollan su potencial matemdtico v
funcional en matemadticas.

adquirirdn una compelencia

Se espera que todos 1os alumnos tengan un curriculum amplio ¥y rico en matespaticas.




En el estudio del Algebra:

- el uso de problemas del mundo real recibiran mas atencidn para motivar y aplicar
la teoria,

- los problemas de texto rutinarios tal como los relacionados con smonedas v
digitos, recibirdn menos atencién,

En el estdndar 1 (Matematicas como resolucién de problemas) se debe incluir el

refinomiento y la extensidn de los métodos de la resolucién de probiemas matemiiticos para que
todos los alumnos puedan:

- aplicar. con confianza creciente. cstrategias de resolucion de problemas para
resolver problemas dentro ¥ fuera de la matematica,

- reconocer y formular problemas dentro y fuera de las matemadticas,

- aplicar el proceso de modelacién matemadtica a situaciones de problemas del

mundo rcal.

En el estandar 5 (Algebra) se debe incluir el estudio de conceplos y métodos algebraicos
para que todos puedan:

- representar situaciones que involucran contenidos variables con expresiones,
ecuaciones.

- usar tablas y grificas como herramienta para interpretar expresiones. ccuacijones.
- resolver ecuaciones.
- apreciar el poder de 1a abstraccion y el simbolismo matematico.

Los estandares.curriculares recogen las inquietudes que existian en varios lugares en torno
a tener estudiantes con una mejor cducacion matematica. En México en 1970 - 1971 estas
inquictudes también las 1enian diversos especialistas del area de las matematicas que se dedicaban
a la docencia, tal es el caso del Dr. Santiago Lépez de Medrano. M en C. Miguel Lara Aparicio
que en conjunto con otros profesores paniciparon en la creacion del CCH.
Ponicndo énfasis en el tipo de estudiames que querian formar en esos colegios. Con cstos
objetivos cllos estaban sentando las bases de los requerimientos que un estudiante deberia de
lener en conocimientos en el drea de las matematicas. Estas ideas con el paso del tiempo tambien
fueron consideradas en los estidndares curriculares NCTM (1989).



1.4 ALGUNOS PROBLEMAS EN LA ENSENANZA DEL ALGEBRA[7]

A través de la ensefianza de las operaciones llega ¢l momento crucial en que se sustituye

el nimero por las letras ¥ en ese preciso in

stante se entra de lleno al algebra.

Para la Diddctica de las matematicas es importante analizar cdmo sc produce ese paso de
las expresiones y operaciones concretas 2 las abstractas. qué procesos siguen los estudiantes en
sus razonamicntos durante este paso, qus dificuliades o errores surgen en cada momento, cuiles
son sus causas y. finalmente, conseguir que entizndan con la menor dificultad el significado de lo
que ahora aparece.

De acuerdo a Gutiérrez (1994) para los 2lumnos. las letras de las expresiones algebraicas
no siempre significan lo mismo. y lo analiza en ‘res aspectos:

1. La comprensién de las letras
2. El significado del signo =

3. El aprendizaje de la resolucién de ecuaciones.

Una investigacion realizada en Inglaterra (Hart, 1981). es 1a primera que da una respuesta
concreta y detallada al problema de la interpretacion de las letras por los estudiantes. Se puede
resumir diciendo que perciben las letras con varios significados diferentes. lo cual refleja un
progreso en su comprension, hasta llegar finalmente a la interpretacion correcta.

a) LETRAS EVALUADAS. Se presenta cuando toman contacto con las letras, consiste

en considerarlas como marcas de las posiciones J¢ niameros concretos.

N =l 3

Anilogos algebraicos pueden ser
Jcuanto vale “a” en 3+a =87

seudl es el valor de 3a~3 sia =227




Los cstudiantes piensan que el cuzdrito ha sido sustituido por 1a letra. pero que el ejercicio
es el mismo por io 1anto. a la letra no se 12 da ¢l valor de variable, sino de nimero especifico.
b) LETRAS IGNORADAS. Cuando cambiamos a expresiones alpebraicas mds complejas
cl significado anterior desaparece.
~ Six+y =42, entonces X + ¥ + 6 = ., ¢sto cs una utilizacion de letras muy poco
uatil, que hay que evitar en lo posible.
¢) LETRAS COMO OBJETOS. Esta interpretacion consiste en considerar las letras como
abreviatura del nombre de un objeto. por ejemplo:
i) Calcular el drea del rectangulo que tiene como base b, y allura h .

Donde ¢l drcaesta dadaporA=bx h

ii) Simplificar la expresion
AX+ 3y +Ax-y =

En este cjemplo la letras son objctos en si mismas, que los estudiantes manejan,
agrupando por una parte todos los términos que llevan a x ¥ por otra parte los que llevan y. Por lo
tanto. shora Ia x y la ¥ no tienen un significado concreto. Esta interpretacion de las letras como
objetos ya empicza a ser util para formar ¢l concepto matemitico. pues permite a los estudiantes
manejar determinadas  expresiones algebraicas, comprendiendo qué significa el ejercicio
propucsto ¥ qué tienc que hacer.

d) LETRAS COMO INCOGNITAS ESPECIFICAS. En este caso. una lewras representa

un numero particufar pero desconocido. ¥ los estudiantes pueden operar directamente con ella,
veamos unos ciemplos



- Calcular el perimetro del rectangulo de la figura.

(5]
3

- Calcular el perimetro de un poligono de n lados. si cada lado mide 2 em.

2n

Es impontante diferenciar la primera imerpretacion (letras evaluadas) de ésta. En el primer
caso. las letras representan niameros concretos, determinados. que pucden o deben colocarse en la
posicion de las letras, mientras que ahora las letras representan numeros indeterminados. En el
primer cjemplo, las letras tienen un sélo valor posible, mientras que, en los cjemplos anteriores m
puede ser cualquier longitud y n puede ser cualquier nimero natural. Por lo tanio, estos
estudiantes entienden que para cada letra hay un conjunto (finito o infinito) de numeros,
cualquicra de los cuales puede ponerse en el lugar de las letras.

e) LETRAS COMO NUMEROS GENERALIZADOS. Ahora las letras pueden
representar varios valores numéricos desconocidos ¥ no sélo uno. Por cjemplo:

- Calcular los valores de n para los que se verifica que 3n + 1 <19. Ahora una letra
se entiende como un sustituto de numeros. de manera que la letra no es una abreviatura del
numero. sino del propio conjunto.

) LETRAS COMO VARIABLES. Estc es cl significado matematico estdndar, donde las
letras representan conjunitos indeterminados de numeros. de manera que hay una relacién concreta
entre los diferentes conjuntos que aparecen en la misma expresion algebraica. Por ejemplo:

LQué esmayor, 2+né2n?

Y=f(x) (y=5~3x).f(x

Los ejemplos anteriores representan dos formas diferentes de aparecer las variables: una

)=c¢

sola variable o varias variables relacionadas. La idea de variable se ve mads claramente al mancjar

expresiones o probjemas con varias variables.




El planteamicnto y cl anilisis dicictico de estas distinciones de los significados que los

estudiantes dan a las letras ha hecho avanzar mucho el trabajo de los profesores en la ensefianza
del dlgebra. pues le ha permitido comprender por qué sus alumnos contestabun de la manera que
lo hacian. E] objetivo de esta clasificacion no es sugerir a los profesores que presenten a sus
alummnos todos estos significades para que los aprendan. sino para comprender porque algunos
estudiantes contestan de una determinada manera » poderlos situar en ¢l camino correcto de una

interpretacion algebraica.
sunt uno de los elenmientes basicos del dlgebra. las ccuaciones son otro de

2.- Si las let
cllos. En el aprendizaje de la resolucidn de ecusciones. el signo = juega un pape! central para la
correcta comprensién de 'qué es el resolver una ecuacion™. y gué manipulaciones se pueden
realizar con las ecuaciones para llegar a la solucian.

En las expresiones aritmdticas los estudiantes interpretan de la misma manera 5+ 7 = 12
que la expresion algebraica 3x + 4 = 25, pero van a tener dificultades con 3x + 4 = 7x - 5 para
interpretar. porque aqui el signo = no puede ¢jercer el papel de enlazar las operaciones con su

resultado.

Un segundo significado que tienc el signo = es conectar dos expresiones ¢n las que se

deben realizar acciones similares:
- Lo que se haga a un lado del signo =, se debe hacer al otro lado. Esta interpretaciéon suele
preceder de la ensefanza en la cual los primeros contactos con cl dlgebra son transformaciones de

ecuaciones para su resojucién.
Por uliimo. el tercer significado que le atribuyen los estudiantes al! signo

significado correcto de equivalencia entre dos axpresiones algebraicas.
Hemos visto que el problema surge porque los estudiantes mancjan expresiones

algebraijcas que tienen la misma forma que otras expresiones aritméticas conocidas. por los que

=. es ¢l

wransfieren ¢l significado y los métodos aritméticos al algebra.

Posteriormente los cstudiantes resuelven una ecuacion utilizando diversas reglas. tales

comao:
transposicion de términos, realizar Ia misma operacion a ambos lados del signo igual.

Muchos estudiantes no utilizan esto porcue no entienden su significado. Para resolver esta

dificultad. a veces se trabaja con las ecuaciones 2n contextas fisicos que estén relacionados con el



estudiante. como por cjemplo, balanzas ex equilibrio, donde cada brazo representa cada una de las
expresiones de los lados del signo =, y la manipulaciones permitidas son Gnicamente aqucllas que
mantienen ¢l equilibrio.

Ouro contexto en el que se pueden cepresentar las ecuaciones es el contexto geométrico. en
el cual e! producto de dos factores es el arza de un rectingulo.

Ejemplos:

El producio 5x se representa mediante un rectangulo cuya base mide 5 y altura x, o al
revés. Esta forma de hacer dlgebra es mas antigua que el dlpebra misma. porque ya en los
Elemoentos de Euclides se encuentran problemas como éste (Proposicion 4 del Libro Il en
Euclides. 1991).

Otro ejemplo reciente ( Kizran 1990 )

Jna persona tiene un campo de A metros de ancho ¥ x metros de largo. Esta persona
compra un campo contiguo al anterior d2 B metros cuadrados de drea. Una scgunda persona lo
propone intercambiar esta propiedad por otro campo proximo que tiene la misma area total y el
mismo largo. pero con una forma mejor. Cuil debe ser el largo de los campos para que el
intercambio sea justo?™




De este enunciado se deducen las

guientes figuras:

X ons.

A mis. C s,

De las figuras (condiciones del problema) tenemos que
Ax +B=Cx
de donde se tiene que

“w-o
esto solo es valido cuando C > A,

Al sustituir las letras A, B y C por nimeros, se obtiene un cnunciado concreto de este tipo.
Por ecjemplo, si A=4.B=12y C=6entoncesx = 6., y conlos valores A=8. B =20 y C=10.
tenemos que x = 10

La solucién se obtiene representando graficamente el problema. El trabajo de los
estudiantes es ir transformando las diferentes partes del texto en elementos geométricos. Si se
eligen los coeficientes de las ecuaciones con :uidado. se puede sugerir a los estudiantes que
realicen las figuras correspondicntes con papel cuadriculado,
pues solamente ¢l hecho de dibujar las figuras correspondientes lleva al resultado. mediante un
proceso de descomposicion y de comparacion ¢z areas.

Asi pues, con este contexto se pretends ayudar a los estudiantes para que aprendan a
entender qué son las ecuaciones y a darle un significado a su resolucion.



s interpretaciones de las

En nuestra practica docente los profesores usamos una o va
presentadas aqui. Y las usamos en diferentes drdenes y momentos, de acuerdo al interés y
conformacion de nuestros diversos grupos de alumnos.

Lo que no debemos dejar de hacer es tener en cuenta que estamos presentando al alumno
una nucva forma de ver a los numeros. esto ¢s ver a los nameros a través de letras. Asi mismo

hacer énfasis en qué nos va a represeniar una ecuacién ¥ qué significa resolverla. o sea, el

alumno pasard cl enunciado al lenguaje algebraico para obtener una eccuacién. para

posteriormente resolverla. Eso lo podemos rezlizar con proposiciones sencillas que permitan
hacer la analogia entre la proposicion expresada en un lenguaje usual y ésta misma expresada en
el lenguaje matematico. Esto podria aclarar el proceso de no solo resolver una ecuacién sino del
proceso mismo de plantearla, o sea el alumno pasara el enunciado que tiene al lenguaje algebraico

para obtener una ccuacion y después su solucion. se espera que hagan las dos cosas.
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1.5 LA RESOLUCION DE PROBLEMAS[12]

Para George Polya (1967) en la enseflanza por medio de problemas el objetivo principal.
es enseilar a los jovenes a pensar, y los objetivos secundarios serian el pensamicnto independiente
» habitos de mejorar en ¢l trabajo; pero nuestra ensefianza debe considerar todos los aspectos
principales del pensamiento matemitico. Une no puede aprenderlas  » apreciarlas  sin una
participacion activa. Si deseamos desarrollar la inteligencia de los alumnos debemos darles lo
mas facil para después pasar a lo mas complicado por ejemplo: adivinar es mas ficil que
demostrar, resolver problemas concrctos ¢s mas natural que construir estructuras conceptuales.

En general, lo concreto va antes de lo abstracto. la accién v la percepcion anteceden a las
palabras y los conceptos, 10s conceptos antes que los simbolos. ctc.

Puesto que el alumno debera aprender no receptivamente sino por su propio esfuerzo, €l
debe familiarizarse con las formas de su entorno lo concreto luego con lo abstracto: con variedad
de expecriencias después con la unificacién de cenceptos, etc.

Esto conduce a la resolucién de problemas matematicos, que es la actividad mds cercana
al pensamiento de todos los dias.

Cuando deseamos alpo pensamos como lograrlo as{ debemos abordar un problema.

La solucidn de problemas cotidianos conduce a los problemas matemaiticos simples.

La resolucién de problemas es la espina Jdorsal de la ensefianza de las matemiticas desde
la época del papiro de Rhind.

Hay problemas rutinarios y 1os que no lo son. los problemas rutinarios pueden ser ttiles

» necesario! son administrados en una dosis ‘usta.
Debemos elegir problemas interesantes 3 a la vez volverlos atrayenies.
Asi. ¢l problema debe tener sentido y» artibar a un propasito. desde ¢l punto de vista del
alumno. Debe estar en relaciéon natural con las cosas que le son familiares. ¥ debe servir a un fin

(objetiva) comprensibie al alumno. caracteristicas del aprendizaje significativo de Ausubel, que

de acuerdo con Novak (1982) es un proceso per ¢l qué se relaciona nueva informacion con algun




aspecto ya exislente de la estructura cogr.itiva del individuo y que sea relevante para el material
que se desea aprender.

No solo la eleccion, sino también su presentacion merece nuestra atencian, Jos alumnos
deberan trabajar un problema de invesiigacion sin prisa. de acuerdo con el principio de la
enseflanza activa, ¥ podrin descubrir la solucion. conducienda al descubrimicento. si encaramos
el desarrollo de la inteligencia de 1os alumnos como el objetive principal de la e¢nsefanza. v el
trabajo de los alumnos el resolver los problemas como el medio principal (o mejor ) para
alcanzar este {in. entonces ¢l maestro dzbe conducir al alumno a descubrir la solucién por si
mismo. E! maestro debe dar sugerencias que permitan el nacimiento de ideas por parte del
alumno.

La heuristica es ¢l estudio de los caminos » medios del descubrimiento » la invencién.

si su objetivo esta

para resolver un problema cotidiano preguntesz ;qué es lo gue yo desco?.
claro. examine todo lo que este a su disposicién. todo lo que pueda utilizar para obtenerlo, y
pregintese ,qué cs lo que tengo? ¥ cuando revise todo lo que puede utilizar en €] momento
adecuado. entonces puede regresar a su primera pregunta v desarrollarla: ;qué es lo que yo
quiero? ..céme es que pucdo obtenerlo?. ¢ (puzdo yo obtenerlo? » en un interrogatorio de este
tipo, s¢ puede acercar a la solucién de un problema. En un problema matemitico, el maestro
pregunta ;qué desea usted? jcual es la incodgnita? si esto es claro el maestro puede continuar (qué
es lo que usted tiene?, cudles son los dates?, (cudl es la condicién? si la respuesta es clara a estas
preguntas ¢l maestro regresarit a la pregunta inicial para desarrollarla. (qué desea obtener?, cqué
cs lo desconacido?, ; por qué medios puede obiener la incégnita?. ga partir de que datos puede
determinar la incdgnita? cstas preguntas pueder conducirlo mejor a la solucién.

Dichas preguntas son muestras de una heuristica prictica. A la larga ¢l alumno
comprendera el método y aprendera a utilizar. estas pregunias: aprenderd asi a dirigir su atencién
sobre los puntos esenciales, cuando encucntre  un  problema. De esta manera. tendra un
pensamiento metdédico aunque jamas utilicen las matemadticas en su profesion.

Polya nos ensefia como abordar un preblema matematico en clase (1967). Esto se hace
cuando se pretende resolver un problema con preguntas cequivalentes, sc debe buscar que el

alumno adquiera la capacidad de ver la informacziéon que da ¢l problema.



Por ejemplo: ;de dénde se obtiersn los datos?, jqué conozco y qué es lo desconocido?,
Jeoémo puedo plantearlo? y jcudntas respuesta pide el problema?.

El objetivo es que el alumno sepa distinguir toda la informacién del problema y despuds
pueda ordenarla para que finalmente plan:ze la ecuacion que da la respuesta, esto quiere decir que
es un trabajo de Heuristica. para que el zlumno sepa pensar. Por este motivo sc dice que se les
enseia a pensar es decir, se trata de que aprendz esta metodologia. y no come podria entenderse
que “no sabe pensar™ pues todos tenemos esa capacidad desde que nacemos.

Otra forma de ver csta problematica ¢s expresada por el Dr. Barajas {2](1978 ). En
opinién de ¢l, cuando se habla de que una de las 1areas de la educacion es enseiiar a pensar a los

iovenes, no se entiende bien qué se quiers Jecir. No se trata de paradojas ni de sutilezas

filosoficas. habiendo platicado con varios amiges suyos (matemiticos) concluycron gue esas
operaciones que Hlamamos enrender ¥ pensar no tienen una significaciéon muy clara, Y ¢so que

en matematicas v fisica, es donde hay menos confusién.
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fucién de probl {15] (1987)

El Trabajo de Schocenfeld en cuantoala r

ije de las matematicas, los alumnos estudian conceptos matematicos,

Durante el apre
teoremas. algoritmos. definiciones, » varias estrategias gue son utilizadas para resolver

praoblemas. Halmost (1980) sugirié que el resolver problemas es el corazdén de las matematicas.
Diudonne reconocié que *“la historia de las matematicas nuestra que los avances matematicos casi
siempre sc originan en un esfuerzo por resolver un problema especifico™ (Kleincr. 1986, p 31).
Hilbert (1900) presentd ante la comunidad matemadtica 23 problemas que han sido fuente de
nspiracién para el desarrollo del conocimiento matemitico. Actualmente existe interés en

identificar las estrategias que se utilizan en el proceso de resolver problemas ¢ incorporar

actividades de aprendizaje que se relacionen con el uso de estas estrategias en el saldn de clases.
Alan Schoenfeid (1987) investipd por qué Jas ideas de Polya no daban resultados o por

qué cstas ideas no eran consideradas como guia en Jos entrcnamientos de los estudiantes que

participarian en diversas competencias matematicas, fundamenta su propucsta en Jo que

denomina la adopcion de un “microcosmo matematico™ en el salén de clases. Esto es, propiciar
en el aula condiciones similares a las condiciones que los matemiticos experimentan en el

proceso de desarrollo de las matematicas. En el estudio de las diferencias entre expertos y
estudiantes, ¢l reconoce que la claridad en el entendimiento del! problema resulta determinante en

el proceso de resolver problemas. En esta primera fase de acercamiento hacia ¢l problema es
imponante reflexionar en cuestiones tales como “qué se pide™, *qué se tiene™ ¥ “a dénde se quiere
Hegar”. Encontré que Jos expertos dedican mas tiempo en la fase de entendimiento del problema
que los estudiantes ¥ csto repercute en ¢l éxito al intentar resolverlo.

Polya distingue algunos componentes fundamentales quc caracterizan ¢l proceso de
resolver problemas. y presenta varios ejemplos donde se ilustra el uso de diversas estrategias. las
cuatro componentes son: el entendimiento del problema, el disefio de un plan, ¢l proceso de levar
a cabo e] plan, el analisis retrospectivo del proceso empleado para resolver ¢l problema ¥ la
posibilidad de la solucién o soluciones. En los ¢jemplos se ilustra ¢l uso de diversos métodos

heuristicos. los cuales incluye: dividir o descomponer el problema en problemas mas simples,
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usar diagramas o graficas y trabajar el problema en sentido inverso, Schoenfeld indica que
algunos estudiantes pucden tener éxito con este método cuando resuelven problemas en el mismo
contexio, pero a menudo experimentan diticultades cuando ¢l contexto del problema es diferente.

De acuerdo con Schoenfeld [1€] (1983). se les pidid a algunos alumnos de la

Universidad de Rochester resolver los siguientes problemas:
1 ) Demuestra que los segmentos de linea PV y QV tiencn la misma longitud, y

2) Demuestra Que el segmento de linea CV bisecta al dangulo PVQ. en relacién a la

sipuiente figura.

P

I
C/ \Y

Q

Fig. 1. Problemas de demostracién 1 y 2.

El circulo en esta figura s tangente a las dos lineas dadas en los puntos P » Q.

Trabajando en grupo, lo resolvieron en menos de tres minutos. Después se les puso el
problema 3:

3) Se dan dos lineas rectas que se interceptan ¥ un punto P sefialado en una de ellas.
Muestra ¢émo construir, usando regla y compias. un circulo que sea tangente a ambas lincas ¥

que P sca ¢l punto de 1angencia con la linea de ariba.
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Fig. 2. Un problema de construccién.

Los estudiantes argumentaron durante mas de 10 minutos sin resolver el problema.

Como los estudiantes resolvieron el problema 1, se debieron de haber dado cucnta de que
para encontrar el punto Q sélo debieron abrir el compiis del punto de interseccion V al punto P.

Como resolvieron el problema 2, sabian que el centro estaba sobre la bisectriz del dngulo
PVQ, y este se encuentra en la interseccién de la bisectriz v la recta PQ. Sin embargo, no
resolvieron el problema.

Este incidente ilustra un fenémeno
ciertas

ampliamente conocido en el cual los estudiantes

icas pero proceden actuando como sf las

ponen en evidencia clara que
ignoraran completamente.
En una serie de estudios de entrevistas a estudiantes de la preparatoria ¥ universitarios

realizada desde 1979 hasta 1984 (Schoenfeld 1983; Schoenfeld 1985 , cap. 5). mas del 90% de

los estudiantes a quienes se les solicité resolver el problema 3. lo hicieron mediante ensayo y

error, probando sus hipétesis realizando las construcciones y aceptindolas o rechazdndolas sobre

bases empiricas.
Despuds esos estudiantes mostraron sus ¢or i de las m aticas deductivas

relevantes demostrando los teoremas de los problema 1y 2.

conductuales dificilmente estdn limitadas a Ja geometria

Tales inconsistencias

(Carpenter et. al. 1983, 656 - 657).
En el tercer examen Nacional de Progresos Educativos (1983) (NAEP), se hicieron los

siguientes comentarios.
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Los estudiantes sienten muy fuertzmente que en las matematicas siempre existe una regla
a seguir para resolver problemas. Como resolver un problema es tan importante como cntender la
solucién y saber por qué una respuesta es correcta ¢s lan importante como obtener la respuesta
correcta.

A pesar del hecho de que casi la mitad de los estudiantes ven a las matematicas en su
mMay'or parte como mesmorizacién, tres cuartas partes de ellos opinan que las matematicas ayudan
a las personas a pensar logicamente, ¥ mads de tres quintas partes opinaron que el justificar las
afirmaciones que uno hace es una parte muy importante de las matematicas,

Es posible que estas tltimas actitudes reflejen las creencias de los maestras o una opinién
social mas general en lugar de que surjan de su propia experiencia con las matemadticas escolares
(Carpenter ct al. 1983, 656-7 ).

Un amplio rango de factores afectivos incluyen el comportamiento de los estudiantes
(véase Reyes 1984). Por ejemplo, la confianza que manifiestan tanto en general como frente a los

probl der ticas. Remontdndonos a la National Longitudinal Study of Mathematical

Abilities (Crosswhite 1972), los estudios de investigacién han mostrado correlaciones positivas

entre confianza y apro hami Analo la motivacién y la utilidad percibida de las

matematicas se correlacionan positivamente con el aprovechamiento.
En un estudio sobre las creencias y conducta matematica (Guilfor et. al. 1973, 151 - 154),

en general, los estudi ideran a las icas como una disciplina objetiva
£ P

objetivamente evaluada que puede ser dominada. Creen que es el trabajo ¥ no la buena suerte lo
que cuenta para obtener buenas calificaciones, ¥ ponen mucho mais énfasis cn ef trabajo que en el
talento inherente. si los estudiantes tienen malas calificaciones, creen que es culpa suya.

Las actitudes de los maestros hacia sus estudiantes no son consideradas como un factor
que influya en la evaluacion.

Percepciones de las Matematicas por los Estudiantes (Actitud Matematica), incluyendo
geometria.

Todas las respuestas reflejan la practica escolar.

.Qué tan importante ¢s la memorizacion en el aprendizaje de las matematicas? ellos
opinan quc “*deben saber ciertas reglas, las cuales son parte de las matematicas. Sin conocer estas

reglas no se puede resolver con éxito un problema™. *La memorizacion €s muy importante ¥ en
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geometria. especialmente para cl examen final”. “La memorizacién de ecuaciones y férmulas es

len ati

Si se memorizan entonces se conecta la variable y se resuelve lo que se
busca™.

Précticas cn el saldén de clases,

El maestro pregunta al alumno dando oportunidad, suficiente de responder. ;(Cudnto
tiempo deberia tomar ¢l resolver un ejemplo tipico de la tarca? ellos opinaron en promedio que 2
minutos.

Puntos de vista de los estudiantes acerca de las matemadticas, el inglés y las ciencias
sociales de la escucla,

cAlgunas personas son bucnas en matemidticas y otras no? los cstudiantes creen
firmemente en la habilidad innata, particularmente en las matematicas.

En general los estudiantes ¢recen que sus éxitos son por suerte ¥ sus fracasos por Ia
carencia de habilidad. Conforme es mejor el estudiante, ¢s menos probable que crea que las
matematicas son en su mayor parte memorizacidn, que el éxito depende de la memorizacién o
que Jos problemas se resuelven de principio a fin, por procedimientos paso por paso. Aquellos
que se ven a si mismos como buenos en malematicas, también tienden a encontrarlas interesantes,
Y los mejores estudiantes (en todos los grados » en matemiticas) se perciben a si mismos cémo
que trabajan mas duro en matemiticas que la mayoria,

Los estudiantes estaban muy motivados, piensan que es muy importante aprender la
maieria para pensar claramente; el método de ensefianza es “socratico™ y los cstudiantes tienen
amplia oportunidad de ar la pr

que se les ha planteado, dicen que son tratados con
respeto ¥ que la materia puede ser dominada si trabajan en clla. y cuando sale bien creen que han
tenido éxito porque han trabajado duro.

La retérica de la solucién de problemas se ha vuelio familiar pero 1a realidad es que en el
salén de clase los problemas fueron pocos y esporadicos y solo para lograr el dominio de la
materia.

A pesar de sus afirmaciones de que las matematicas ayudan a pensar légicamente y de que

se puede scr creativo en ellas, afirman que las matematicas se aprenden mejor por medio de la
memorizacion.
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Lo que cuenta en las situacionss de resolucién de problemas ¢s la conducta de los
estudiantes. y esa conducta parece estar mucho mas dirigida por las experiencias de los
estudiantes que por las creencias que profesan.

Schoenfeld [15] (1987) enfoca su investigacidn a la siguiente pregunta: ;jqué nivel de
explicacion es necesario para que, los estudiantes puedan en realidad usar las cstrategias que uno
considera importantes?. Los resultados Jde la respuesta a esta pregunta gencraron informacién
acerca del por qué las ideas de Polya no estaban funcionando en el salén de clases , la razdén es
que los métodos heuristicos propucstos por Polya no son realmente coherentes “recalcéd* en
resumen. las caracterizaciones de Polya son etiquelas bajo las cuales familias de estrategias
relacionadas estan subsumidas “presentd varios ejemplos en los cuales una estrategia
caracterizada por Polya producia muchas similares pero basicamente diferentes subestrategias.

Como resultado del anterior analisis, la principal implicacién practica para la ensefianza
de las matematicas fue diseflar actividades de aprendizaje que permitan:

a) identificar el uso de una estrategia en particular;

b) di ir la est gia en sufici detalle de manera descriptiva;

c) dar a los estudiantes un apropiado grado de entendimiento para su uso.

Los resultados de este estilo descriptivo mostraron un progreso en la forma en que los
estudiantes resuelven problemas. Sin embargo, reconocid que este método no era suficiente.
También observé que los estudiantes a menudo no usaban el contenido matemitico que

conocian cuando intentaban resolver los problemas. Ellos escogian caminos y persistian en

atn do no existia ningun progreso en la solucién del problema.
En varios estudios, encontré que exisien cuatro dimensiones que influyen en el proceso de
resolver problemas: dominio del conocimiento, estrategias cognoscitivas. estrategias
metacognoscitivas y sistemas de creencias.
En el dominio del conocimienio incluyen definiciones. hechos ¥ procedimientos usados en
¢l dominio matematico, las estrategias cognoscitivas incluyen métodos heuristicos tales como
descomponer ¢l problema en casos mas simples, establecer metas relacionadas. invertir ¢l

problema. ¥ dibujar diagramas. las estrategias metacognoscitivas se relacionan con ¢l monitoreo
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empleado al resolver el problema. por ¢’smplo. ¢l proceso de seleccion de una cstrategia y la
necesidad de cambiar la direccién como resultado de una evaluacién permanente del proceso, y
los sistemas de creencias incluye las ideas que los estudiantes tienen acerca de las matematicas y
como resolver problemas

Schoenfeld. [15] en (1989) indicd que los estudiantes deben reconocer los principios
cpistemologicos de esta disciplina. Por ejemplo los estudiantes deben reconocer que:

a) Encontrar la solucién de un problema matemdtico no es el final de la empresa
matemadtica. sino el punto inicial para encontrar otras soluciones. extensiones, generalizaciones de
ese problema.

b) Aprender matematicas es un proceso activo el cual requiere discusién de conjeturas y

pruebas. Este proceso puede guiar a los estudiante a nuevas ideas matematicas. Algunas de las

actividades de aprendi utilizadas por Schoenfeld son:

b.1) Resolver problemas nuevos para mostrar a los estudiantes las decisiones tomadas
durante el proceso de resolver problemas.

b.2) Mostrar videos de otros estudiantes resolviendo problemas en clase.

b.3) Actuar como moderador micntras los estudiantes discuten problemas en clase, el
moderador puede proveer algunas direcciones que son de valor para la discusién.

b.4) Dividir la clase en pequeifios grupos los cuales discuten problemas matemiticos. El
papel del coordinar es el de elaborar preguntas que Aayudcn a los estudiantes a reflexionar los que
estan haciendo. Por cjemplo, por qué han seleccionado determinada estrategia. o por qué deben
buscar otras alternativas.

En 1988 Schoenfeld sugirié que e! principal objetivo en la instrucciéon matemdtica es
ayudar a los estudiantes a ser auténomos. es decir, que la instruccién matematica debe incorporar
estrategias para aprender a leer, conceptualizar v escribir argumentos matematicos. Aqui €l

identificé una quinta dimensién ., “actividades de aprendizaje” donde los estudiantes son

expucstos a estrategias que pueden ayudarlos a leer argumecenios aticos. Por ejemplo, los
estudiantes son motivados a or izar sus argur matemditicos en una secucncia de tres
fases:
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convéncete a ti mismo,
convence a un amigo,
) enfonces convence a un encmigo.

Gerdner (1985) sugiere que para ¢ntender ¢l proceso de resolver problemas uno tiene que
considerar informacién de areas como psicologia, filosofia, inteligencia artificial, lingiiistica y
antropologia,

Para Santos [15] (1993) sefiala quz el uso de estralegias para la resolucién  de problemas
en el salon de clase, se hace en tres partes.

1) Se dan varias interpretaciones dz la implementacién en la solucion de problemas (las

estrategias que Polya utifiza para la solucién de problemas)

2) Se estudian las ciencias cognoscitivas. o sea las actividades que deben ser

implementadas en el salén de clases.

3) Schoenfeld investigd el uso de solucién de problemas en diferentes contextos.
En la solucién de problemas Branca [16] (1980) identifica 3 interpretaciones.

1.1) Como meta. La solucién de problemas es la actividad principal.
1.2) Como proceso. Cuando la solucién de problemas es un proceso, la atencion es hacia
los métodos, procedimientos y estrategias.

1.3) Como herramienta. ldentificacion de tipos especificos de problemas

" A la vez Schoeder y Lester [16] (1989) distinguen 3 interpretaciones en esto mismo
1) “Enseiando acerca de la solucién de problemas™

- Esta aproximacidn hace énfasis en los 4 estados de Polya como un proceso
2) “Enseiiando, para solucién de problemas™

Es enfocada sobre el uso o aplicacion del ido atico en la apli ién en

lugar de la comprensién del contenido matematico.
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3) “Enseflando via solucién de problemas™
En el proceso de hacer suyo el contenido Stanic y Kilpatrich [16] (1998)

identifican 3 temas que caracterizan el papel de la solucién de problemas en la historia de las
matematicas.

i) La solucién de probiemas. Proporcions las condiciones para las metas en el estudio de
las matematicas.

ij) La solucion de problemas . Como unz herramienta tienen que scr aprendidas estas
herramientas ¥ hay una jerarquia de herramientas.

iii) La solucién de problemas. Como un arte, punto de vista de Polya.

Schoenfeld menciona lo que es de interés estudiar por los matemidticos y que se tomen en
cuenta las siguientes investigaciones: ;"qué es lo que la gente piensa hacerca de las
matemiticas™ ¥ como entender e} desarrollo de los conceptos de las matematicas?.

Solucién de problemas y heuristica (Polya).

El sugiere utilizar diagramas, trabajar dando marcha atras y usando mdtodos de
contradiccion, el uso de heuristica, tal como diagramas, tablas; asi como la consideracién de
casos simples, ¢ informacién listada sistematicamente que puede ser vista como un modelo
matematico.

El disefio de un plan para su solucién, €l realce de estrategias heuristicas en la ensefianza

para la solucién de probl esta relaci do con la suposicién que por imitacién de la forma

que los expertos resuclven Jos problemas los alumnos pueden llegar a ser buenos solucionando
problemas.

Lester ¥ Garofalo [16] (1982) v Mayer [16] (1982) sefialan que es necesario establecer
comunicacién entre psicélogos y maestros de matematicas, lo mismo opina Schoenfeld basado
en entrevistas Mayer representa 2 estados en la resolucién de problemas:

i) La repr ioén del probl 1o cual depende de la linglistica.

ii) La solucion del problema, la cual estd asociada con algoritmos y estrategias del

conocimiento.

Mayer [16] (1982) sugirié que los esiudiantes experimentan dificuliades en la etapa de
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representacion.

Silver {16] (1987) resalid que la representacién del problema es central ya que esto puede
convertirlo dificil o imposible de resolver.

Mayer [16} (1987) sugirié que 1a principal instruccién realza los procesos de solucién.

Davis [16] (1986) indicé que si 2] prodlema estd en mi mente en todo momento, debe
tener una represcntacion.

La habilidad de recordar o invenuir ¢jerzplos parecidos

La capacidad de hacer juicios. Lester [16] (1982) sugirié que la psicologia cognoscitiva
tiene una larga historia de estudiar el 2preniizaje y la ensefianza a través de un enfoque
matematico.

Schoenfeld [16] (1982) cstablecia que 12 unica razén para ¢nsefiar matematicas ¢s porque
resulta ser una disciplina ideal para entrenar a los estudianies en *‘como pensar™.

Vergnaud [16] (1984) rccomendd que la representacién es importante e identifica 3
niveles del problema de representacion y simbolizacién.

i) El nivel de referencia el cual distribuye con ¢l mundo real como es visto por el sujeto.

ii) El nivel de significado el cual se refiere a una teoria de representacién.

iii) El nivel de simbolismo, el cual sc refiere al uso de diferentes sistemas simbdlicos
(graficas, diagramas o dlgcebras)

Silver [16] (1987) discutid los perfiles 3¢ solucionar problemas satisfactoriamente, €l sc
enfocd sobre varias caracteristicas.

chrescnlqcién inicial, que desarrolla comprensién, csquema de memoria, un
conocimiento que describa las propiedades y meta-procesos.

Kilpatrick {16} (1987) resaité la imporiancia de Ja formulacién de problemas como un
medio y una mcta de la ensefianza, para hacerla activa.

Lave et. al. sugirieron que la solucién de problemas estimula (animar) una practica
matematica ¥ la evolucion de aprendiz de matemitico a maestro en matematicas.

Schoenfeld Hlamo a esto un microcosmo de la cultura matematica.

Lave et. al. ligaron esto con el trabajo d2 Schoenfeld , se incluyen 4 dimensiones en sus

aproximaciones:
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i) Recursos matecmaticos

i) Estrategias cognoscitivas

iii) Estrategias metacognoscitivas

iv) Sistemas en torno a la opinién acerca de la solucién de problemas matematicos.

Lave [16] (1988) mencionaron un proyecto en el desarrollo, el cual esti muy relacionado
con este tipo de pricticas matematicas en la U. de California, el cual consta de preguntas para los
estudiantes.
a) Encontrar patrones interesantgs en Jos numeros dar forma y procedimientos para
comparar los patrones, cntenderlos. generalizarlos hasta que fallen y hacerlos plausibles. ¢
b) Problemas variados que ellos dan,

©) Inventar sus propios problemas e inventar problemas para otros.

d) Cambiar su propia ién a la investigacién » seguir a través de dias o semanas.
e) Desarrollar mas de una solucién para un problema, mas de una formulacién de una

solucién. H
de su dimi > y como ellos Jlegar a ese

f) Considerar el caracter ¥ limi
entendimiento.
g8) Usar el mundo para provocar ¥ ejemplificar nociones matemdticas.

i

h) E far a otros di la forma en la cual ellos ensefian, el orden para resolver un

problema: e! estudiante interactia con otros estudiantes.

Los recursos que utilizan son los siguientes: N

- Contenido matematico. :

- Estr i cc itivas, m gnoscitivas.

- Sistemas de verdad.

Perkins 3 Simmons [16] (1988) introdujeron un modelo en el que se discuten 4 marcos de, H

conocimiento:
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i) Contenido.

ii) Solucién del problema.
iii) Epistemologia.

iv) Indagacién.

La idea en el uso de este modelo ¢s para relacionar que tipo de experiencias matematicas
estdn asaciadas con la forma en que los estudiantes solucionan o aproximan el problema. algunas
dificultades que los estudiantes pueden experimentar en el proceso de aprender matemadticas y
que estdn relacionadas con cada uno de los marcos de referencia del conocimiento.

Los estudiantes pueden experimentar dificultades en ¢l uso de un concepto especifico,
pero aun estando familiarizados con dicho concepto, les falta el conocimiento de 1a estructura
bdsica que esta relacionada con su uso.

Estrategias contradictorias que los estudiantes pueden exhibir mientras estudian
matematicas, por ejemplo el uso no sistemitico del método “tanteo v error”. Exploran un caso
mas general. en el que las condiciones del problema son variados.

Perkins y Simmeons [16] (1988) indicaron que la instruccién convencional. no ofrece al
i6én del problema y csto puede

estudiante 1a oportunidad de participar cn el p. de for
limitarlos para hacer, mas adelante, analisis de la solucién.

Schoenfeld [16] (1987) reconocié haber sido inicialmente inspirado por el libro de Polya

“Como resolverlo™, en este libro se identifican 4 niveles:

- Entender ¢] problema.
- Disefar un plan.
- Llevar a cabo dicho plan.

- Regresar a analizar ¢l proceso de solucion.

Schoenfeld aceptd haber usado esas estrategias varias veces. observa que Jos profesores no

ponen cn practica esto, sino que ellos dicen *‘uno aprendc a resolver problemas satisfactoriamente

resolviendo un gran numero de problemas™.,
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La primera tarea emprendida, “ue investipar porqué las ideas de Polya no habian
funcionado; revisé algunos estudios llevados a cabo en ciencias cognoscitivas e inteligencia
artificial, encontré que la gente en estas z-eas ha hecho programas de computadora donde se usa
16gica simbdlica v cdlculo. Es necesario iamar en cuenta el orden para entender el proceso usado
por los *‘resolvedores™ de problemas de mziemaricas.

La pregunta central fue “‘qué nive. de detalle es necesario para que cl estudiante pueda en
esO0s momentos usar las estrategias que 1ma vez considerd Gtiles”. El resultado nos dice porqué
las ideas de Polya no funcionan en cl salén de clase *“la rdzon es que las estrategias heuristicas de
Polya no son realimente coherentes en 1odo: la caracterizacion de Polya fue amplia y descriptiva
en lugar de prescriptiva™.

En resumen, las caracterizaciones de Polya son etiquetas bajo las cuales, se agrupan
fumilias de estrategias relacionadas. Schoenfeld proporcioné varios ¢jemplos en los cuales una
estrategia, caracterizada por Polya producia varias subestrategias similares. pero bdsicamente

distintas,
Para cada estrategia discutida, Polya diseda actjvidades de aprendizaje:

i) Identificar el uso de una estrategia particular.
ii) Discutir la estrategia con suficiente detalle de una manera descriptiva.

iii) Proveer al estudiante con el apropiado grado de educacién.

Schoenfeld reconoce que esta aproximacién no fue suficiente. por cjemplo el estudiante,
puede reconocer la estrategia, sin saber cuando usarla: como un resultado incluye un conjunto de
estrategias administrativas como parte de la instruccién para realizar este punto. Los resultados
obtenidos por Schoenfeld mostraron ser favorables en el uso de soluciones de problemas, sin
embargo, notd que sus estudiantes Jo hicieron bien porque ellos fueron cuestionados para usar las
estrategias en un contexto especifico atn con problemas complicados, ellos conocian las
estratcgias. ¢l contenido y una posible aproximacion del problema.

La siguiente fase de la investigacion de Schoenfeld empezdé cuando examing el video que
mostraba la solucién de problemas en diferentes contextos. observé que los estudiantes por lo

regular no usan mas contenido matemdtico que ¢l que les es familiar para resolver un problema.
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cllos seleccionan una direccion y persisten en usarla no importa cual sea: ¢l sugirio actividades de
aprendizaje que podrian ayudar a las formas de resolver problemas. uno ticne que extender el

contexto ¥ enfocarse en factores basicos jue infiuencien las formas en ios cuales los estudiantes
resuclven problemas.

Schoenfeld vio que hay 4 dime

ones que influyen en la forma de como se resuelven
problemas,

- Dominio del conocimiento.
- Estrategias cognoscitivas.
- Estrategias metacognoscitivas.

- Sistemas dec creencias.

Dominio del conocimiento.

Incluye definiciones. hechos y procedimientos usados en el dominio matematico.

Estratcgias cognoscitivas.
Incluyen estrategias heuristicas tales como descomposicion del problema en problemas

mas simples, subobjetivos establecidos, diagramas de trazo, retrospectivas del trabajo.

Estr i i

Involucran el monitorear la seleccién de estrategias mientras se resucive el problema, es

decir. decidir los tipos de cambio que necesitan ser hechos cuando una sitwacién particular es
problematica.

S

stemas de creencias.

Incluyen las formas en las cuales los estudiantes piensan de Ja matemadtica v de resolver
problemas.

Schoenteld [16] (87-89) subrayo la importancia de relacionar la naturaleza dcl desarrollo

de la matematica. con ¢l proceso de resolver problemas matematicos: menciond que ¢l principal
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objetivo de aprender matemadticas. e; ver la conexidn ¥ hacer sensibles las estructuras

matematicas, en realidad para alcanzar este obiztivo jos estudiantes tiecnen que discutir sus ideas,

negociar ¥ especular acerca de los posities ejemplos ¥ contragiemplos, que puedan confirmar o
desechar sus ideas. El establecio lo sig

cnte:

"para que los estudiantes vean a las matematicas
como una actividad sensible (agradable de hacar. cllos tienen que sentirla interiormente™. indicd

que los estudiantes podrian aprender de D05 obi2tivos epistemolégicos bisicos de las instrucciones
para resofver problemas: Hallar 1a soluc:3n de un problema matematico no es ¢l {in de 1a aventura
matematica. sino el punto inicial para hzllar otras soluciones extenciones y peneralizaciones.

Aprender matematicas es un proceso activo que requivre disposicién para conjeturar
prucbas de idecas matemdticas. este procese lleva a los estudiantes al desarrollo de nucvas
contenidos matematicos.

Schoenfeld [16] (1989) indica que es necesarie considerar las actividades del salén de
clases, como consistentes con aquellos objetivos epistemolégicos. Por ¢jemplo. ayudar a los
estudiantes a explotar lo que cllos conocen ¥ usar su conocimiento efectivamente en el objetivo

del curso.

Algunas de las actividades para a2 resolucion de problemas:

1) Resolver nuevos problemas para demostrar a los estudiantes las soluciones encontradas
durante e} proceso de resolver problemas. halladas por ellos.
2) Mostrar videos de otros estudiantes resolviendo problemas.

3) Actuar como moderador mientras la clase entera discute los problemas v proveer
alpuna direccion,

Dividir la clase en grupos pequefios. en los cuales los problemas son discutidos y el
instructor hara prepuntas especificas que ayuden al estudiante o memorizar su proceso mientras s¢
resuclve el problema.

Schoenfeld sugirid que el anilisis de los estudiantes para resolver problemas incluiria:

- Su comprension de las fuentes matemaiticas.,

- E) uso de estrategias cognoscitivas y metacognoscitivas

- Conceptualizacion de las matematicas v 1a resolucion de problemas.
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Segun Mancera [10] (1993). er la actualidad algunas personas. consideran que un
estudiante tiene formaci

n matematica ctando muestra conocimiento y mancjo de temas diversos
de matematicas.

Se pri

ilegia la memoria. en vez &2 la capacidad de razonamiento.

Esta concepcion ha propiciado muches crrores en la educacion y tormacion de los
estudiantes.

Se olvida frecuentemente que en (1 educacion la pregunta clave no e¢s [ Qué?. sino (Para

que?. El cantenido que se incorpora a los planes de estudio debe respander a necesidades sobre la

formacién de individuos o a perfiles de ciertas profesiones. pero también debe ser transmitido en
formas adecuadas para el logro de las me:ias planteadas.

La matematica es una manera de “!er ¢f mundo™. que permite participar en la creacién ¥
el descubrimicnto.

El punto de despegue. fué el planteamiento de problemas v los intentos por resolverlos.
“Detrds de un gran tema de matemdticas hay un gran problema™. Incluso cn la actualidad gran
parte de la actividad matematica creativa es provocada por el surgimiento de un problema, por la
inquietud de explorar nucvos horizontes. Sin embargo, no todos Jos problemas estuvicron ligados
a necesidades sociales sino que los hay también provocados por el desarrollo de la teoria.

A pesar de la importancia que se da a los problemas en el desarrolio de la matematica, en
los ultimos 20 afos se ha observado su ausencia en la enseflanza.

Tal vez como reaccidn a este abandona se ha planteado que los problemas matematicos
tienen un papcl importante en la ensefianza.

Para Mancera [10] (1993) un problema debe ser una situacion que despierte el interés del
estudiante.

Hay consenso en quec un problema no implica exclusivamente l1a aplicacion de féormulas o
rutinas, Se espera que un problema propicie la reflexiéon. Entre nuestro estudiantes se requicre

motivar esta curiosidad y actitud de biisqueda.

Los problemas que se refieran a situaciones conocidas por los estudiantes o que puedan
scr entendidas por ellos. les permiten construir o imaginarse modelos para identificar las

rclaciones.



En relacion con los aspectos didasticos. los problemas deben propiciar la presentacion de

muchas soluciones. porque la intencion zn el aula es buscar la discusién y ascgurar que los
estudiantes puedan resolver un problema de alguna manera. para evitar la frustracion e
incrementar su autoestima. con ¢l fin de cue se motiven por la posibilidad patente de enfrentar un
problema a partir de sus propios recursos: con 1o que saben o con lo que ticnen. No importa que
tengan limitaciones o defectos en la comunicacion de sus ideas. pues la discusidn permitird
corregir algunas de esas diticultades.

Mancera [10] (1993) seiala que una &2 las objeciones principales para desarrollar el
enfoque de solucién de problemas ¢s la raha de claridad de la manera en que se pueden aleanzar
Jos objetivos educativos. Porque resolver un problema es una actividad que lleva mucho tiempo y
esto limitaria el tratamiento de los contenides que seiala ¢l programa.

En la ensefianza tradicional se considera que los problemas deben incluirse. pero al final
de una clase expositiva donde se le indica al estudiante como resolverlos. o se le proporcionan las
“herramientas™ para construir la solucioén.

Se espera que una nueva propuesia pueda meodificar la situacidn actual. pero Jo que si se
conoce es que las pricticas tradicionales no han rendido los frutos esperados en el nivel medio
superior. En los examenes de diagnéstico de algunas faculiades, como ingenicria. obticnen
resultados insatisfactorios.

Los estudiantes resuclven problemas con los conocimientos que poscen. con las
habilidades que tienen. con la perspectiva que les sienta mcjor a su estilo. Eso esta mal. si se
queda en este nivel, no se exploran » mejoran las cstrategias. ¥ no se maodifican los
procedimientos erréneos.

E! maestro debe utilizar las posibilidades de los alumnos como plataforma para construir
el nuevoe conocimiento.

Un alumno puede resolver un problema por una estrategia propia: esio puede hacer que
dicha estraiegia se asraigue en €] » sea decisiva en un futuro. pero si somos capaces Jde mostrarle
que esa es limitada o que existen otras mejores que le simplifican el trabajo. con toda seguridad
que estard dispuesto al cambio.

En ésta nucva propuesta nuestro papel de maestro cambiard a la de orientador v

coordinador de trabajo. ¥ el papel del alumno se modificara. de una actitud pasiva y receptiva. a



una de trabajo y busqueda de sus propios caminos. en la resolucion de problemas: se produce cl
ambito propicio para la construccién del conocimiento.

Mancera [10] (1993) agrega que el enfoque de solucion de problemas requiere una vision
difecrente no solo de la clase de matemiticas. sino también una revalorizacién de sus contenidos.
metas y significados.

La perspectiva estructural » estitica de las matematicas ha conducido a desarrollar
actitudes o creencias acerca de la solucion de un problema. Cuando se le solicita a un alumno que
encuenire la solucién a un problema. algunas veces, entiende que sélo hay un camino para llegar
a clla. por lo cual se tiene que aclarar que lo puede resolver de diversas formas.

La ventaja didactica de esta actividad es la de cvitar las inutiles ropeticiones de
procedimicntos al resolver problemas del mismo tipo. Cuando las estudiantes discuten los
problemas. resulta interesante 1a forma en que argumentan su propuesta. v como cllos mismos
pucden idemificar si la soluciéon que proponen cumple. o no las condiciones solicitadas.

Por otra parte, s¢ impulsa ¢l desarrollo de aptitudes o habilidades matematicas bdsicas
como: flexibilidad del pensamiento. reversibilidad, gencralizacion, estimacion y transferencia.
cntre otras (Krutetskii; 1976)

La habilidad para resolver problemas. o mejor dicho. 1a aptitud para ** hacer matematicas™,
es lo mis importante que puede aportarnos la escugla, ya sea como alumnos o como macestros. De
nada sirve estudiar hasta el cansancio diversos temas de matemiticas si no aprendemos a
relacionarlos. a utilizarlos para obtener nuevas estrategias.

Mancera [10] (1993) concluye que el usar los problemas como introduccidn a los temas
del curso. permite a los estudiantes darse cuenia de la importancia, en términos de utilidad. de lo
que se intenta abordar en clase. De esta forma, preguntas como: Para gue sirve?. quedan
nulificadas o por lo menos. matizadas.

Evidentemente una propuesta come la presentada con anterioridad implicard maodificar la
tradicional “catedra™ de matematicas. Requiere una transformacion radical del trabajo del
docente. en la que los estudiantes puedan discutir. exponer ¥ valorar sus puntos de vista,

(Como se puede desarrollar el pensamiento critico si no se ¢gjerce continuamente en

clase?. La matematica ha perdido este sentido educativo. y tenemos gue recuperario,

"
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Sobre todo hay que asegurarnos de gue los estudiantes son capaces de procesar la
informacién que obtienen. El conocimiento resulia inutil si no se sabe comeo relacionario.

La matematica -se dice- tienc la runcién de apoyar a los estudiantes en el desarrollo del
razonamiento.

LComo se puede lograr esto por méiodes que enfatizan la repeticion v la imitacion? Se

aprendce a lcer, leyvendo; a escribir, escribiendo: por extension, podemos decir: se aprende
matemiticas.  baciendo  matematicas.  paricipando con las  creaciones  personales,
compromctiéndose cn el descubrimienmo Jde relaciones cuantitativas y espaciales.

La matemadtica no estd acabada, no es ur conocimicnto terminado: se construye dia a dia,
¥ en las aulas podemos participar en e¢s2 construccién creando nuestras matemiticas
conjuntamente con nuestros alumnos. ;Dejemc: que Jlas matematicas entren a nuestra clase de
matematicas!.

Como se pucde observar existen diverses estudios en cuanto a resolucién de problemas.
Estudios que a mi en particular se me hacen muy interesantes ¥ acertados. Con esto quiero decir
que comparto sus ideas.

En el inicio del CCH los profesores de matematicas tenian presente que e} alumno iba a
ser el agente principal en ¢l proceso de Ensefianza-Aprendizaje. Tenfan presente que el alumno
debia reflexionar y participar activamente cn el estudio del algebra, calculo. etc. Aun asi, algunos
optaron por seguir un texio. que tampoco habia como ahora. Otros mias audaces empezaron a
recopilar material o incluso a elaborarlo. Estos ultimos se dieron cuenta entonces tal vez de

manera diferente ¥y sin una clara conciencia de 1o que sefalaba Schoendfeld (1987)

a) Identificar el uso de una estrategia en particular,
b) Discutir 1a estratcgia con suficiente detalle de manera descriptiva.

c) Dar a los estudiantes un apropiado grado de entendimiento para su uso.

Todo esto ellos ponian en practica. ahora como entonces los macstros estidn creando nuevo

material para realizar su trabajo y en esto espero ayudar.




CAPITULO 2. PROPUESTA EDUCATIVA
“ECUACIONES LINEALES MEDIANTE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS*

Ln este capitulo se mencionan los temas de Matematicas [, asi como los objetivos de Ja
unidad 1anto generales como particulares. Se desarrollard ¢! tema con problemas que se resuelven
con difcrentes métodos, que son por Tanteo. Diagrama, Graficacion, Tabulacion y Algebraico,
siendo este ultimo el de mayor interés para nosotros va que una de las cosas que se pretende es
quc el alumno adquiera el lenguaje algetraico ¥ sepa como obtener la informacian del problema
para después obtener la ccuacién lineal que lo resuelve. Teniendo un problema y resolviéndolo, al
obtener su resultado nosotros alteramos la informacién del problema asi como también su
resultado para obtener otra serie de problemas como lo propone Schoacnfeld. Se ve ¢l mapa
conceptual y por ultimo, las partes de que consta la propuesta:

1) La plancacién del curso. Solo es una sugerencia pero el profesor decidira en que dosis
se daran los problemas de acuerdo a las caracteristicas de sus grupos.

2) Material diddctico. En donde el profesor vera que hay muchos ¢jercicios para que él
seleccione solo algunos, basados en €l método de Polya. También se ve 1a teoria de las ecuaciones
¥ se aclaran dudas.

3) Los examenes de evaluaciéon. Con ¢l examen de diagnostico se pretende ver qué
conocimientos tienen los estudiantes para saber de donde partir para comenzar el tema. El
objetivo del examen final es ver si logramos nuestro objetivo.

4) Ejercicios complementarios. Estos ejercicios se proponen para que cl profesor jos

trabaje en conjunte con sus alumno. utilizando el método de Schoenfeld.
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2.1 INTRODUCCION.

En este capitulo se presenta una rropussta cducativa para la enscilanza de la Unidad 2

“Ecuuciones Lineales™ del curso de Matematicas [ del Colegio de Ciencias y Humanidades, en la

cual se toman como bases icdricas. La Resoluzién de Problemas de Polya. Schoenfeld y Los
Estandares Curriculares de la NCTM.

Se cmpieza con problemas sencillos (2on naturales) que el maesiro seleccionard solo
algunos para después seleccionar otros de numceros Racionales v para finalizar propongo el
problema de llenado de un tanque para trab:jarlo con los alumnos asi como los problemas
marcados con asterisco =+,

I.a Propuesta Educativa fue disedada ¢z acuerdo al Plan de Estudios Actualizado del

Colegio de Ciencias y Humanidades (1996).
La Unidad “Ecuaciones Lineales ™ es ]la ssgunda unidad del curso de Matematicas I .
Primera Unidad : “Variacién Proporcioaal y Funciones Lineales™.

Las cinco tltimas unidades son:

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ecuaciones Cuadraticas y Factorizacion

Geometria del Triangulo y Figuras Basicas

Prismas y Cilindros

Circulo y Esfera.

Como se especifica en ¢l Programa los primeros cuatro temas de Algebra ¥ los ultimos de
Geometria. son independientes entre si.

vertablas 1.2 ¥ 3
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SECUENCIA DE UNIDADES POR SEMESTRE

r

<ot (" SEMESTRE <o i insd 3 SEMESTRE S 5 5] <. $*SEMESTRE 4" SEMESTRE 21|
MATEMATICAS ) MATEMATICAS 11 MATEMATICAS Il MATEMATICAS IV
Variacién proporcional y funcioncs | Funciones cuadrticas y aplicacio- | Solucidn pumrica de sistemas de | Matrices y modelos matemdticos.
lineales. nes. ecuaciones lincales.
Ecuaciones lincales. Expresiones racionales y con radi- | Algcbra ds los némeros complejos. | Técnicas de contoo y teorema def
cales. hinomio
Suistemas de ecuaciones lincales. | Incovaciones y regiones en el plano, | Feuaciones de grado superior & dos. { Ajuste de curvas,
Fouaciones cuadriticas y facton- | Semejanza de figuras y teorcma de ) Graficacion de funciones. Funciones exponenciales y loga-
acitn, Pitdgoras. fitmicas,
Geometria del tridngulo y figuras | Pirdmides y conos. Ecuacidn cartesianade fatecta. | Secciones cnicas.
bisicas.
Prismas y cilindros. Razones trigonométricas y resolu- | Ecuaciones cartesianas de la circun- | Ecuaciones cartesianas de la clipse
: cion de tridngulos. ferencia y La paribola. yla hipérbola.
Circulo y esfera. Funciones trigonométricas de un | Sistemas de coordenadas no rectan- | Areas, volimenes y métodos infin-
ingulo arbitrario. gulases. tesimales.
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MATEMATICAS |

UNIDAD 2: ECUACIONES LINEALES

TEMATICA

1HOMAS OMJETIVOS EDUCATIVOS ESTRATEGIAS DE ENSERANZA-APRENDIZAJE, | REFERENCIAS
BIBLIOGRAFICAS
10 |eProblemas introductorios, su solu- | Ohjetive particular: Usar modelos algebraicos lincales en situa- Nimero
cin por inversion de operaciones y| E1 proposito de esta unidad es que ¢l alumno | ciones concretas cercanas al estudiante para) 4 Cap. 2

otros métodos, por ¢jemplo, por medio
de una tabla de valores, de una grifica
0 de un mocclo o diagrama geométrico.
eMétodos algebraicos de solucidn:
operactones con ambos miembros de
una ecuacion, trasposicion de témmi-
nos y solucion de ecuaciones de la
forma:  artb=c ; ar¢bateed,
nth=crHd ; efcétera y casos sencillos
de ecuaciones con paréniesis.
o'lanico y solucién de problemas que
conducen 2 ecuaciones lineales.

desarrolle su habilidad para e} plantes de pro-
blemas que conducen a ecuaciones lineales y su
solucion por métodos algebraicos. EI profusor
deberd fomar en cuenta qug este &8 un fema cono-
cido por los alumnos desde 2 sooundaria por lo
que en lugar de cacr en repasos sistemilicos,
deberdn enftizarse las actividades que permi-
tan revisar bo olvidado y dotar de sentido a los
procedimientos algebraicos.

Objetive especifice:

Al finalizar la unidad ¢l alumno:

—Sabrd planiear y resolver por méiodos alge-
braicos problemas que dan lugar a una ecwa-
cidn lineal operando con ambos lados de la
iguakdad, traspomiendo términos de un lado 3
ofro y aplicando, cusado s¢ requiera, la propie-
dad distributiva de la multiplicacidn respecto 2
la suma,

desperiar sy interés v alencion hacia los
topicos que se abordan, en funcidn del sig-
nificado que poscen para ¢f y de la ulilidad
prictica de 1ales conocimientos.

Diversificar los problemas que se resuclven
medianic el uso de ecuaciones fineales para
enfatizar que una misma técnica pucde; o}
uthzarse en diferenies contextos; &) servir de
fundamento para otas técnicas de cesolucion
de problemas.

Introducir casos de ecuaciones con decima-
les sblo hasta que los estudiantes hayan
comprendido las ténicas de resolucidn en
casos mis simples. Obiener soluciones
exactas y aproximadas de ecuaciones con
decimales. Modelar y resolver problemas
que involucren operaciones con fraccioncs.
Destacar L relacion entre ecuaciones  y
funcioes de primer grado considerando a
las primeras como casos especiales de estas
Gltimas al adoptar alguna de las variables
involucradas un valor especifico,

Soficitar un trabajo de investigacion a los
estudiantes sobre ¢ desarrollo histrico del
dgebra en relacién al planieamiento y sofu-
cidn de ecuaciones lineales.

85




zf

e g e

—

2.2 SUGERENCIAS PARA SU APLICACION.

Al principio de la unidad, ¢l profesor explica las caracteristicas y Jos propésitos del plan
de trabajo. el uso de materiales ¥ evaluzcidn. para que los estudiantes conozcan cémo sc va a
trabajar, Qué se espera de ellos y cOmo se va a evaluar.

Se pide a los alumnos formar cquipos de 4 personas para trabajar lon problemas que el
profesar llegara a plantear. se pretende quz se resuelvan éstos para después discutirlos en el
grupo. Esto enriquecera y unificara los conocimientos del tema.

Para apoyar y reforzar el conocimiento se dejaran tareas, cuyas dudas serdn resueltas en la
clase.

De esta forma tenemos que:

a) En los problemas de Tanteo sc pretende que los alumnos resuelvan los problemas a
través de proponer, mds o menos un valor solucién, factible para después realizar los operaciones
pertinentes y verificar que puede o no cumplir con las condiciones del problema, lo cual significa
que si no cumple debe proponer otro valor para realizar las operaciones pertinentes hasta
encontrar la solucién correcta,

b) En los problemas de Diagrama se espera que los alumnos se apoyen en el uso de
dibujos o diagramas, para poner sus datos en el dibujo y poder encontrar la solucién del
problema.

<) En los problemas de Tabulacién los datos se escriben en una tabla y se encuentran los
muliiplos de los datos que tenemos con la informacion dada, mediante los cuales se obtienc el
valor solucion.

d) En los problemas Grificos se pretende que cllos puedan elaborar una grifica a partir de
los datos del problema, o sea dados algunos puntos se grafican. de donde pueden localizar el
valor solucién del problema.

e) En los problemas Algebraicos se busca que Jos alumnos puedan a partir del enunciado

reconocer los datos y las incégni en ¢l probl para poder pasarlo al lenguaje algebraico y

despuds poder plantear y resolver la ecuacion planteada por el problema.
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Plancacién de 1a Unidad 2 del Curso de M ati 1 “E: i Li tes™

De acuerdo con el programa de estudio de Matematicas [ del CCH (1996) los objetivos de

Ia unidad son:

Objetivos Generales:

Propiciar la soluciéon de problemas, buscando que los conocimicntos matematicos
adquieran sentido para los alumnos y se desarrolle su capacidad de trabajo personal, lo mismo
que sus actitudes para la investigacién.

El estudio de 1a Unidad 2 de Matematicas I contribuird a:

- La consolidacién de significados y a la prictica frecuente de los procedimientos para
operar con expresiones polinomiales y resolver ecuaciones lineales y cuadrdaticas.

- El estudio de las funciones lineales y sus gréficas, comportamiento y aplicaciones a la

solucién de problemas.

Objetivo Particular:

El propésito de esta unidad serd que el alumno desarrolle su habilidad para el

1 bl

o de pr que cond a ccuaciones lineales y¥ a su solucién por métodos

algebraicos.
Objetivos Especificos:

Plantear y resolver por métodas algebraicos problemas que dan lugar a una ecuacion lineal.
Los contenidos de la unidad son:

° Problemas introductorios que se resuelven por diferentes métodos. entre los gue se encuentran:

Método de Tanteo
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Método de Diagrama o Modelo Geométrico

Método Grifico

Método de Tabulacién
® Métodos Algebraicos de Solucién.
® Problemas que conducen a ecuaciones lineales y su solucién por el Método Algebraico.

Luego a partir del siguiente mapa conceptual de “Ecuaciones Lineales™, podemos
observar que para abordar esta unidad se requiere que el alumno conozca:

Numeros Reales, Expresiones Algebraicas y Plano Cartesiano.

Mapa conceptual

Expresiones Algebraicas

—

Ecuaciones Cuadriticas
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Asi la propuesta educativa consta Je cuairo partes:

La planeacién del curso
Los materiales didacticos
EJ examen de cvaluacién

Ejercicios complementarics.

Y para la implementacién de esia propucsta educativa:

- El profesor debera propiciar la socializacién del trabajo entre los estudiantes
permitiéndoles la discusion en equipo ¥ en grupo, de las diversas ideas matemiiticas, al igual que
alentar el uso de diferentes formas de expresién de las mismas,

- Muchos contenidos deberdan tratarse a través de ejemplos. Las noci y
procedimientos matemaiticos deberan introducirse mediante actividades y problemas que los
doten de significado; las precisiones tedricas deberan establecerse cuando los alumnos dispongan
para gar i su compresion.

de la experiencia y los ejemplos sufi
- La deduccién deberd abordarse a niveles locales y no bajo una perspectiva

axiomdtica.
- Los conocimientos por aprender deben surgir como nccesidades en la solucion de

problemas.
- Promover el desarrollo de estrategias para la resolucién de problemas.

La etapa de pl. i6n impli 1 ionar y llevar a cabo uno o mis métodos para
resolver problemas. Algunos de los métodos utiles, es resolverlos por TFanteo, Diagrama

Geométrico, Tabulacién o Algebraico.

Se dispone de un total de 10 horas distribuidas de la siguiente manera:

(2 semanas ) 4 clases de 2 horas y 2clases de | hora.



3

Actividades:

Primera Clase. (2 horas )
Examen Diagnéstico
Introduccion:
Problema 1 (Método de tanteo)
Problema 2 (Método de Diagrama Geométrico)
Tarea 1:
a) Problema 3 (Md¢todo de tanteo).
b) Repaso de las Propiedades de los niumeros R.
¢) Trabajo de Investigacion Sobre ¢l Desarrollo Histérico del Algebra

Scgunda Ciase. ( 2 horas)
Problema 4 (Método grafico)
Problema 5 (Método de tabulacidn)
Problema 6 (Método grafico)
Problema 7 (Método de tabulacion)
Tarea 2 :
a) Problema 8 (Método de tabulacidn).
b) Hacer un resumen de los métodos algebraicos de solucion.

Tercera Clase. (1 hora)
Revisar y aclarar los métodos algebraicos de solucion.

Tarea 3:
a) Resolver 3 ejercicios aplicando los méitodos algebraicos.

b) Problema 9 (Método algebraico)

63



Cuarta Clase (2 horas ).
Problema 10 (Método algebraico)
Problema 11 (Método algebraico)
Problema 12 (Método algebraico)

Tarea 4. Problema 13 (M¢todo algebraico).

Quinta clase (2 horas)
Se sugiere resolver problemas del material complementario (*)
Problema 14 ( Método de diagrama )
Problema 14 (Método de tabulacién )
Problema 15 (Método de tabulacién)
Integracion del material estudiado en las sesiones anteriores.
Tarea 5.
Problema 16 (Método tanteo)
Problema 16 (Método diagrama)
Problema 16 (Método algebraico)

Sexta Clase. (1 hora)

Examen final.



2.3 MATERIAL DIDACTICO.

Act

ridades:

Primera Clase (2 horas)

Introduccidn

Vamos a estudiar el 1ema de ccuaciones lineales. La importancia que tiene este tema es
que esid relacionado con el tipo de ecuaciones mas sencillas que hay en la teoria algebraica. por
ejemplo. ax + b=c,ax +bx +c=d, ax + b = ¢cx + d, etcétera 6 ecunciones sencillas con
paréntesis. Ademas de Que es un medio propicio para aplicar y adquirir prdctica en el uso de las

reglas algebraicas y de las propiedades de los nimeros reales. Como los problemas que estin

i dos con i lineales son en cierta forma **

rel

sencillos™. considero que es un buen

punto de partida para ensciiarles las diferentes formas de “atacar ", plantear y enconurar la

solucién de un problema dado, esto es, que aprendan a r De esto
dependera la confianza que tengan en su capacidad para hacer matematicas y poder aplicarla
como herramienta en otras dreas de estudio.

Utilizaremos ¢l Método de Polya para la solucién de problemas, que consiste de los
siguientes pasos:

* Entender el problema.

* Disecflar un plan.

* Llevar a cabo el plan.

* Regresar a analizar ¢l proceso de solucion,

Cuando se quiere resolver un problema puede utilizarse la siguicnte guia para la

resolucién de problemas:
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1.- ENTENDER EL PROBLEMA.
&Qué trato de encontrar?
& Qué datos tengo?
&Cuidl es la condicion?
&Qué desco obtener ?

2.- DISENAR UN PLAN .

&Cudl es la incdgnita?
ZPor qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?
(Cuidles datos necesito para obtener el valor de la incSgnita?
¢He resuelto algiin problema similar? ’

4Qué otros métodos puedo utilizar para resolver el problema?

3.- LLEVAR A CABO DICHO PLAN.
& Cuiles resultados se obtuvieron?
&Encontré la solucién al problema?

ZEncontré otros métodos para resolver cl problema?

4.- REGRESAR A ANALIZAR EL PROCESO DE SOLUCION
¢ Parcce razonable la solucién?
¢ Establec{ la solucién con claridad?

La etapa de pl 6 plica la

resolver probl Uno de los métod

s, es resolverlos por tanteo.

para llevar a cabo uno o mas métodos para
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Problema 1 (Método del Tanted).

Un numero es mayor en 12 respecto a otro . La suma de los dos nimeros es 48.

£Cudles son los dos niomeros?

1. Entender el problema
Queé trato de encontrar?

Dos numeros

&Qué datos tengo?

Un numero es mayor en 12 respecto a otro y la suma de los dos ntimeros es 48,

2. Disefiar un plan.
iPor qué medio puedo encontrar el valor de las incdgnitas?

Por el método de tanteo.

3. Llevar a cabo dicho plan.
& Cudles resultados se obtuvieron?
S como primer nimero. 5 + 12 = 17, el segundo nimero
17 + 5 = 22 Muy bajo. Intentemos con un nimero més grande.
20 como primer nimero. 20 + 12 = 32, el segundo namero
20 + 32 = 52 Alto, pero muy cerca. Intentemos con un namero mas
chico.
18 como primer nimero. 18 + 12 ex = 30, el segundo niimero
18 + 30 = 48 Correcto.

4. Regresar a analizar cl proceso de solucién
(Parece razonable la soluciéon?

Si.yaque 18+30=48 y 30=18+12
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Prob 2 (Mé Diag! o Geomeétrico).

La distancia entre la superficie del mar y |a cima de una montafia submarina en el
Océano Pacifico es de 8700 metros. La distancia desde |la base de la montafia hasta la
superficie es de 14250 metros. (Cuidl es

altura de esta montana?

1. Entender el problema.
&Qué trato de enconwrar?

& Cual es la altura de la montafia?.
o Qué datos tengo?
De la base a la superficie del mar hay 14250 metros; y de la cima de Ja montafia a

la superficie del mar se tiencn 8700 meuos.

2. Disefiar un plan.

Hacemos un dibujo que ilustre la situacién del problema

3. Llevar a cabo dicho plan.

8700 m

14 250 m
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¢Cuales datos necesito para obtener ¢l valor de 1a incégnita?
La altura de la base de la montafiz a 1a superficie del mar (14250 metros), y la
altura de la cima de la montafia a la superficie (8700 mewo).
altura = 14250 - 8700 = 3550m

&Cuil es el resultado?

La altura de la montana es 3550 m.

4.- Regresar a analizar el proceso de solucion.

,Parece razonable la solucién ?

Si, pues al sumar la altura de la ia que er con la di ia de la

cima de la montaiia a la superficie del mar, obtenemos la distancia de la base de la

montaifia a la superficie.
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Tarea 1:
a) Problema 3 (Método de Tanteo).

Un numero es cuatro veces mayor que otro. La suma de éstos es 60, Jcubles son
esos nimeros?

1. Entender el problema
. Qué trato de encontrar?

Dos nameros

Qué datos tengo?
60 que ex Ia suma de los dos nameros ¥ uno de ellos es cuatro veces mayor que el

©otro namero.

2. Disefiar un plan.

LPor qué medio puedo encontrar el valor de las incognitas?
Por cl método de tantco, pox-' ejemplo.

3. Llevar a cabo dicho plan.

. Cuadles resultados se obtuvieron?

5 como primer nimero. 4 * 5 = 20, el segundo numero

5+ 20 =25 Muy bajo. Intentemos con un namero mdas grande,

20 como primer nimero. 4 * 20 = 80, el segundo numero

20 + 80 = 100 Alto. pero muy cerca. Intentemos con un nimero mas
chico.

18 como primer numero. 4 * 18 = 72, el segundo namero

18 + 72 = 90 Alto. pero muy cerca. Intentemos con un nimero mas
chico.

15 como primer nimero. 4 * 15 = 60, el segundo nimero

15 + 60 = 75 Alto. pero mas cerca. Intentemos con un ntmero mas

chico.



7 como primer nmimero. 4 * 7 = 28, el segundo namero

7 + 28 = 35. Muy bajo. pero muy cerca. Intentemos con un ntimero mdas
grande,

12 como primer numero. 4 * 12 = 48, el segundo numero 3

12 + 48 = 60 Correcto. ¢

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

L Parece razonable la soluciéon?
Si.yaque 12+ 48 =60 v 48=4*12
b) Repaso de las propiedades de los numeros Reales,
sugerencia bibliografica, Algebra Barnet / Nolasco.
c) Trabajo de investigacién sobre ¢l desarrollo histérico del Algebra en relacién al

planteamiento y solucién de ecuaci lineales (1 ).
Iniciacion al Algebra
Martin Manuel Socas
Editorial Sintesis
(Ecuaciones lincales)
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Propiedades de los Nuimeros Reales [19]

(Material para que el alumno se apoye para la parte b) de la tarea 1)

El conjunto de los nimeros Reales tiene definidas dos operaciones binarias, la suma +, y el

producto *, las cuales operaran sobre éstos nimeros. Ademas éstas operaciones cumplen con la

popiedad de cerradura. Esto es si sumo o multiplico dos nimeros Reales, me da otro nismero Real

hora bien, para cualquier terma de numeros Reales a, b y ¢ se tiene que se cumplen las siguientes

propiedades:

Para nameros Realesa, by c

Adicion

Multiplicacion

Propiedad Conmutativa

a+b=5b+a

a*b=Db"a

Propiedad Asociativa

(8 +b) +c =a + (b +c)

(a *b)¥c =a*b ¥ c)

Propiedad del elemento
Neutro

a+ 0 =0+ a=a
( Al 0 s¢ Je conoce como elemento

neutro de la adicion )

a*™]1=1%"a=a
( al 1 se le conoce como elemento

neutro de la multiplicacién )

Propiedad de la existencia del

Inverso

a+(-a)=(-a)+a=
a

( -z cs el inverso aditivo dea )

el 1o, _

a a
a*at=a'*a=1
a=0
1 -1

(;=a se le conoce cono ¢l

inverso multiplicativo o reciproco
dea)

Propiedad Distributiva
( de la Multiplicacion sobre Ja
Adicién )

a*(b+c)=a*b+a=*c
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Resolver ecuaciones como x + 5 = -7, es dejar a la variable sola en uno de los lados de
la i6n. Para

guir esto se pueden utilizar las siguientes propiedades.

Propiedad aditiva de la igualdad.
Para toda terna de niimeros realesa, byc,sia = b,entonces a + ¢ =b + c.

Ejemplo. Resolver la ecuaciéonx + 5 = -7

X + 5 = _7

algin na a 5 para ™ nos” del §

como -5 cs el inverso aditivo de 5 cntonces 5 + (-5) = O

X + 5 + («5) = .7 + (-5)
x + 0 = .12

sumamos a ambos lados -5

como O cs ¢l neutro aditive
X = .12

Otra propiedad util es
Propiedad i a delai ldad

Para toda terna de nameros realesa, by ¢, sia = b, entonces a®c= b*c

Aclaracioén, se acostumbra d una multiplicacion con los signos: “( )™, "7, “x™y
“ab™.
Por ejemplo. Resolver la ecuacion 12s = 1440

12s = 1440 multiplicamas 12s por algin nimero para “deshacernos™

del 12
como 75 es el inverso multiplicativo de 12, 12*5=1
: 1 1
. 125 = == 1440* = multiplicamos ambos lados por 75
: 1s = 120 como 1 es el ncutro multiplicative
: s = 120

3
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Hay ecjemplos en los les es

io utilizar ambas propiedades.

Para resolver ecuaciones, podemos itar apli

de las propiedad

y aditiva de la igualdad

Ejemplo. Resolver la ecuacion 3x + 4 = 13

3x + 4 =13
3x + 4 + (-4) =

13 + (-4) utiliza la propiedad aditiva al sumar -4 en ambos lados
3x =9
3x‘%=9‘% utiliza la picdad icativa al ambos
1ados por 3
x =3

Verificacién: Ix + 4 = 13
33) + 413

9+ 4113

13 113

x = 3 es la solucion correcta.

Red. Py

de térmi i]

Si hay términos semejantes en un lado de la ecuacién, los reducimos,
Ejemplo. Resolver la ecuacidén 6x + 2x = 15,

6x + 2x = 15
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8x = 135 reduce 1érminos semcjantes

1 1
8x ‘E =15* Iy multiplica ambos lados por 3
15

r=F

Ecuaciones lineales con paréntesis.

Resolver la ecuacién 2 (2y + 3) = 14

2@y + 3)
4y + 6

4y + 6 + (-6)
4y

ay = 1

4

- 14

= 14

= 14 + (-6)

= 8

=8 * ]
4

1a tiva

utilizando 1a propicdad aditiva

ly = 2

y =2

Resolver,
3(m-2)-1
3n-6-1
3n-7

=2

=2-
= -5n-23
3n+5n-7=-5n+5n-23

-5@m+5)

S5n-25 aplicando la propiedad distributiva

grup

utiliza la propiedad aditiva.

8n-7=-23

8n-7+7=-23+7
8n =-16

1.

8

l -
8n g " 18

utiliza la propiedad multiplicativa,

n = .2

s ders i ATt e




Verificando:
3(n-2)-1= 2-5(+5)
3(2-2)-1=2-5(-2+5)
3(4)-1=2-5(3)
-12-1 = 2-15
-13 =-13

n = -2 es lasolucion correcta.
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Segunda Clase. (2 horas)

Problema 4 (Método Grifico).

Ana camina a 4 km/h ¢Cuéntos kilometros recorre en 5 horas?
1. Entender el problema

&Qué trato de encontrar?

El numero de kildmetros que camind Ana.

4 Qué datos tengo?

La velocidad que camina Ana es 4 km en cada hora y ha caminado durante 5 horas.

2. Disefiar un plan.
&Por qué medio puedo encontrar el valor de la incognita?
Por ejemplo haciendo una grafica que represente la situacion descrita.

3. Llevar a cabo dicho plan.
T i T T T

SR

Y
1§




¢Cuiles resultados se obtuvieron?
En una hora camina 4 kildmetros, en dos horas camina 8 kildmetros y estos dos

puntos determinan una recta, Por Jo tanto la grafica muestra que en 5 horas camina
20 kilémetros.

4. Regresar a analizar el proceso de solucion.

(Parece razonable la solucidn?

Si, ya que si en 1 hora camina 4 km, en S horas camina 5 * (4 km) = 20 km

Prob S (Mét de tabul

7).
Lupe va a un almacén y observa que varios vestidos cuestan $ 87. Si tiene $1000
Lpara cuntos vestidos le alcanza?

1. Entender el problema
(Qué trato de encontrar?

El namero de vestidos que se puede comprar.

Qué datos tengo?

Un vestido cuesta $ 87 y tiene $ 1000 para gastar.

2. Disefiar un plan.
(Por qué medio puedo encontrar el nimero de vestidos?
Por ejemplo haciendo una tabla.

7%



3. Llevar a cabo dicho plan,

1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10 11 12

3 87 174 261 348 435 522 609 696 783 870 987 (1044

(Cuailes resultados se obtuvieron?

La tabla muestra que podemos comprar 11 vestidos.

4. Regresar a analizar el proceso de solucion
(Parece razonable la solucidn?
Si, yaque 11 * 87 = 957 y le quedarian § 43, lo cual no es suficiente para

comprarse otro vestido,

Problema 6 (Método grifico).

El modeio a escala de un avién experimental mide 2.5 metros de la punta de un ala
a la punta de la otra. E! avién real tendrké 60 metros entre esas mismas puntas. Si el
modelo cabe justo debajo de un banco de trabajo de ¥: metro de attura, ;Qué altura debe
tener el hangar del avién?

1. Entender el problema
¢Qué trato de encontrar?

Los metros de altura del hangar

Qué datos tengo?
el modelo mide de un ala a la otra 2.5 metros,
el avién real tendra 60 metros,
el modelo cabe debajo de un banco de % metro de altura.

oTh TESIS 1O
sfm & LA BIBLISTECA
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2. Diseflar un plan,
(Cual es la incognita?

La altura real del hangar.

JPor qué medio puedo encontrar Ia altura de hangar?

Haciendo una grafica que represente la situacion, Debido a que 10s rangos de las
di que se

a nivel del moédelo a escala y en la realidad son muy
diferentes, nos vemos obligados a utilizar dos escalas distintas para poder realizar
una grafica en la cual se pueda apreciar con mayor claridad la situacion que se esta

pl do en el enunciado del probl

3. Llevar a cabo dicho plan.

m reales (hangar)
60

50 -

40

30

20 _|_

m escala (banco)

(Cuales resultados se obtuvieron?

La grafica muestra que 2.5 m del modelo, corresponden a una longitud real de
60 m; obviamente, para longitud cero del modelo, tenemos longitud real nula.

i
!
!
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Estos dos puntos determinan una recta, trazandola se puede ver que 2.0 m de
1 itud del delo corresponden a unal

itud real de 48 mts y analogamente
1.0 m a escala, corresponden a 24 m reales. Por lo tanto para 0.5 m a escala la
altura real debe ser de 12 m.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
{Parece razonable la solucién?
Si, ya que observando la grafica, su altura concuerda con la escala, pues
0.5 metros =12 metros
1 metros = 24 metros
1.25 metros = 30 metros
2 metros = 48 metro

2.5 metros = 60 metros.

Problema 7 (Método tabular)

Segun la escala de un mapa de carreteras, 2 cm representan 40 km.

Si en el
mapa dos ciudades estin separadas por 10 cm, 2Qué distancia hay entre ellas?

1.-Entender el problema

LQué trato de encontrar?

L.a distancia de las ciudades.

{Qué datos tengo?

2 cm representan 40 km,

en el mapa estan separadas las dos ciudades por 10 cm.

1
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2.-Disefiar un plan
(Cudl es la incognita?
La distancia real de las dos ciudades.

(Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?
Planteando la siguiente tabla.

3.-Llevar a cabo dicho plan

¢(Cudles resultados se obtuvieron?
En la tabla se puede ver que la distancia real es de 200 km.

4.-Regresar a analizar el proceso de solucién
(Parece razonable la solucion?

Si, pues si vemos en la tabla concuerda resultado, por el renglén
correspondiente a 10 cm,

esto es si 2 cm representan 40 km,

4 cm representan 80 km,

8 ecm representan 160 km,

por Jo tanto

10 cm representan 200 km.
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Tarea 2:
a) Problema 8. Método Tabla de Valores.
Los empleados de una iinea de carga estiman que pueden cargar 8 cajas en 20

minutos. A este ritmo, ¢ Cudntas cajas pueden cargar en una hora?

1.- Entender el problema
(Qué trato de encontrar?
Cuantas cajas pueden cargar en una hora.

(Queé datos tengo?
Cargan 8 cajas en 20 minutos. )

2.-Disefiar un plan
(Por qué medios puedo saber el numero de cajas que pueden cargar?

Planteando la siguiente tabla.

3.-Llevar a cabo dicho plan

min cajas

20 8
40 16
60 23
80 32

ZCuidles resultados se obtuvieron?
De la tabla se puede apreciar que en una hora cargaran 24 cajas.

4.-Regresar a analizar el proceso de solucion

(Parece razonable la solucion?
Si, pues si vemos la tabla es correcta,

83

ka7



esto es si en 20 min cargan 8 cajas
40 min cargan 16 cajas,

por lo tanto en 60 min cargan 24 cajas.

b) Estudiar, investigar (hacer un resumen) y realizar algunos cjercicios sobre los “Métodos
Algebraicos de Solucién™, “Transposicion de Términos”, “Solucidén de Ecuaciones Lineales de la
forma 5x + 8 = 1B; 3x + 7x + 1 = 21; 5x — 3 = 2x -2 ; etcétera” y ecuaciones que contengan
paréntesis.
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Meétodos algebraicos para la solucién de ec 1 1i ||

(Material de apoyo para la parte b) de la tare 2)

En el aflo 2000 a. C., los babilonios utilizaban métodos algebraicos para resolver
problemas. Sin embargo, no usaban simbolos ati mas jos que los numerales
primitivos. Esta falta de simbolos en el algebra persistio durante muchos siglos. Pero apenas cerca
del afio 1500 d. C., el algebra simbdlica comenzé a emerger.

En algebra usamos simb

los para repr

ar numeros. Uno de los tipos de simbolos que
usamos se llama variable. Una variable es una letra, como v, x o m, que representa uno o mas
nOmeros.

Una expresién puede constar de uno, dos & mas nameros, en los que aparecen signos de
operacién (+, -, *, /). Una expresién que contiene al menos una variable, se llama expresion
algebraica. Podemos reemplazar una variable con un namero, que se llama swstfituro de la
wvariable. Para evaluar una expresion algebraica, sustituiimos cada variable con un numero y
realizamos los calculos. Los valores (sustituciones) que hacen verdadera a la ecuacidén se llama
solucién y Resolver una Ecuacidn significa encontrar todas sus soluciones.

85




s i

Exploracién.

Un cubo y dos canicas equilibran a seis canicas en una balanza. Si cada canica pesa un

kilogramo, (cuanto pesa el cubo?

RS c0O
S SO0
/N

Una ecuacidn es una afirmacion matematica que utiliza el signo = para establecer que dos

expr repr el mi nimero o son equivalentes. Esto es, una ecuacidén es como una

; si agr el mi peso en ambos lados dela b

ésta per 4 en equilibrio.
De la misma manera, si sumamos la misma cantidad en ambos lados de una ecuacién, las
expresiones seguiran siendo equivalentes,
8i x representa el peso del cubo, entonzes se tiene que
X+ 2 =6
Al numero que resuelve la ecuacion se le llama solucicn.
Apoyandonos en el médelo de la balarza, por las propiedades de los Reales y propiedades

de la i Idad en una ion se puede sumar, restar, multiplicar y dividir las dos expresiones al

lado del signo “=" por el mismo numero y se obtendri una ecuacién equivalente (con la misma
solucion).




a) Usando lo antes dicho debemos restar 2 en ambas expresiones
X + 24(-2) =6 +(-2)
X + 2-2 =6 -2

X=6-2
x = 4
esto es, el cubo pesa 4 kilogramos. Soluciénx =4

b) Analogo a lo anterior, si tuvieramos <) x+7=10

que resolver una ecuaciéon como Xx+7-7=10-7

La solucién es 4, La solucidn es 2

x=3
X+5=9
X+5-5=9.5

i x=4
\ La solucidén es 4. La solucién es 3.
& 3s=12 ©) 4x+5=13
H 383 =12/3 4x+5-5=13-5
| s=a ax=8
i 4x/4 = 8/4
: x=2
:
i
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Dos ecuaci con las mi. solucidnes son equivalentes.

Ecuaciones equivalentes: E iones no equivalentes:
misma solucién soluciones distintas

x + 4 = 10 S x + 8 = 10 2

X + 6 = 12 6 x + 8 = 14 6

Teniendo en mente el pto de la bal pod: >s decir que las ecuaciones

x + 7 =12,

x + 9 = 14,

son equivalentes ya que a la primera ecuacidn se le sumo 2 para obtener la segunda.

De lo anterior podemos concluir que, se obtienen ecuaciones equivalentes si:

- el mi ¥ 0 en las dos expresi de una i6
-r el mi 7 o en las dos expresiones de una ecuacién,
- Itipli las dos expresi de una i6n por el

namero.

3

dimos las dos expresiones de una por el

distinto de cero.
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Ejemplo:
- Las dos ecuaciones siguientes
X +2=3

x + 5 =8

son equivalentes porque a las dos expresiones, de la primer ecuacion, se les sumé 3
a cada miembro para obtener la segunda
también

4x = 20
x =5
son ecuaciones equivalentes porque se dividio la primer ecuacion entre 4.

1
—x =8B
3%
3
5 x = 24

son equivalentes ya que la segunda se obtuvo de la primera al multiplicarla por 3. Obsérvese que la
segunda ecuacion es equivalente también a

x = 24
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Usando propiedades de los Rezles, resolveremos las siguientes ecuaciones.

4x + 12 = 6x
4x = 6x = -12
2x=-12
2x=12
x=12/2

x=6

“3x+4=x+1
3x-x+4=1
-4x=1-4
-4x =-3

x =

x
1
210 4

(Ra+1)+(2a+3)+(2a+5) =123
6a+ 9 =123

Sa=123 -9

Ga = 1146

a=114/6

a=19

AN +12 - 6x = 6x - 6%
4x - 6x +12=0
2x+12-12=-12
2% = .12

=12

=3

x=6

X =

x+3x+ (x+ 3x)-60=180
4x + 4x - 60 = 180

8x = 180 + 60

8x = 240

x=240/8

x =30

4 +5x/2=14
5x/2=14-4
Sx/2=10
Sx=10(2)
Sx =20
x=20/5
x=4
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Tercera Clase (1 hora).

Lluvia de ideas para estudiar y aclarar los métodos algebraicos de solucién (tarea ! y 2) e

integracion del material estudiado en las clases anteriores.
Al resolver problemas no hay un camino unico para llegar a la
observar de los problemas anteriores para encontrar sus soluciones utilizamos varios metddos

i

L it Como p

(método de tanteo, diagrama o modelo geométrico, grafico y de tabulacién)

Tarea 3:
a) Resolver tres ejercicios aplicando los métodos algebraicos.

Problema 8 (Método Algebraico).
E! punto de ebullicién del alcoho! etilico es de 78.3 °c,
alcohol metilico. ¢Cuidl es el puntc de ebullicién del alcohol metilico?

13.5 °c méis que el del

1. Entender el problema
¢Qué trato de encontrar?
Punto de ebullicion del alcohol metilico?

&Qué datos tengo?
Punto de ebullicion del alcohol etilico: 78.3 °c. Esto es 13.5 °c mas que el del

alcohol metilico.

2. Disefiar un plan.

4Cual es la incognita?
Seay = punto de ebullicion del alcoho!l metilico
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JPor qué medios puedo obtener 21 valor de la incognita?
A través de la siguiente ecuacion

y + 13.5 = 78.3

3. Llevar a cabo dicho plan.

y=783-13.5

,Cuiles resultados se obtuvieron?

y = 64.5°%

4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
(Parece razonable la solucion?

Si, ya que ésta temperatura es menor que la del alcoho etilico, en 13.5°.

(Punto de ebullicién del alcohol metilico)
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Cuarta Clase (2 horas)

Problema 10 (Método Algebraico).
En un cine entraron en taquilla $438.75 por 117 clientes. ;Cudl era el precio del

boleto?

1. Entender el problema
4 Qué trato de encontrar?
Cual es el precio del boleto.

<4 Qué datos tengo?
Entradas en taquilla: $438.7S. Nimero de clientes: 117

2. Disefiar un plan.
& Cual es la incognita?
Sea z = el precio del boleto

LPor qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?
Planteando la siguiente ecuacion y resolviéndola
z (117) = 438.75

3. Llevar a cabo dicho plan
z= 438.75/(117)

&Cuidles resultados se obtuvieron?
z = 438.75/117
z=S83.75
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4. Regresar a analizar el proceso de solucion.

JParece razonable la solucién?
Si, porque si tenemos {17 clientes y el precio del boleto es de $3.75 obtenemos $
438.75.

Problema 11 (Método Aigebraico).
La poblacién de una ciudad en expansién es de 5 200 habitantes. Si la poblacién
crece 300 por afio, cdentro de cuantos afos liegaré la poblacién a 9 400 personas?.

1. Entender el problema

¢ Qué trato de encontrar?

En cud afios la poblacion sera de 9 400 personas.

Qué datos tengo?
En la poblacién hay 5 200 habitantes y crece 300 por afio.

2. Disefiar un plan.
oCual es la incognita?
Seax = numero de afios.

300 x = Ila poblacion que habra at do despues de x aflos.

oPor qué medios puedo obtener el valor de la incognita?
Planteando la ecuacion y resolviéndola
Poblacion actual + Incr de poblaciéon = Poblacién futura
5200 + 300x = 9400
300x = 9400 - 5200
300x = 4200
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3. Llevar a cabo dicho plan.
= 4200
300

iCudles resultados se obtuvieron?
X = 14 afios

4, Regresar a analizar el proceso de solucién.

(Parece razonable la solucion?
Si, ya que 300 (14 ) = 4200, entonces
5 200 habitantes que hay mas 4 200 que es el incremento en 14 afios dan un total de

9 400, que es lo que se queria tener.

Problema 12 (Método Algebraico),
investigaciones para determinar un método de

Una universidad realiza
distribucion de terminales de doras en su [ dos es. La
opcién 1 es una minicomputadora de $65 000 cuyas terminales cuestan $1 500 cada una.
de red de $20 000 cuyas terminales cuestan $3 000 cada una.

La opcién 2 es un
cCudntas terminales tendria que instalar la universidad para que el costo total de la

opcidn 2 fuera igual al costo total de la opcién 1?

1. Entender el problema

Qué trato de encontrar?
Cuantas terminales tendria que instalar la universidad para que el casto total del

sistema de red fuera igual al costo total de la minicomputadora

.Qué datos tengo?
La minicomputadora cuesta $65 000 y cada terminal $1 500 opcion 1.

La red cuesta $20 000 y cada termninal $3 000 opcion 2.

o5



2. Diseilar un plan.
&Cual es la incégnita?
Sea x = el nimero de terminales, entonces
1500 x = costo de x nimero de terminales para la opcién 1, y

3000 x = costo de x terminales para la red opcion 2,

(Por qué medios puedo obtener ¢l valor de la incognita?
Planteando la siguiente ecuacion y resolviéndola
Costo de la opcién 1 = Costo de la opcion 2
65000 + 1500 x = 20000 + 3000 x

3. Llevar a cabo dicho plan.
65000 + 1500 x = 20000 + 3000 x
65000 - 20000= 3000x - 1500 x
45000 = 1500 x

45000
1500

=X
Cual es el resultado?
x = 30

4. Regresar a analizar el proceso de solucion,
(Parece razonable la solucién?
1500 ( 30) = 45000
3000 ( 30) = 90000
Por lo tanto
65000 + 45000 = 20000 + 90000
110 000 = 110000

Atiende 30 terminales y gastan $110 000 en cualquiera de las dos opciones.




Tarea 4. Problema 13 (Método Algebraico).

Una persona tiene un terreno de 4 metros de ancho y x metros de largo. Esta
persona compra un terreno contiguo al anterior de 12 metros cuadrados de area. Una
segunda persona le propone intercambiar esta propiedad por otro terreno préximo que
tiene la misma drea total , el mismo largo con 6 metros de ancho, pero con una forma
rectangular. ;Cuél debe ser el largo de los terrenos para que el intercambio sea justo?

Supongamos que la situacion es lJa que muestra en las siguientes figuras:

X
12 I

1. Entender el problema
¢Qué trato de encontrar?

Cual debe ser el largo de los terrenos para que las areas sean iguales.

&Qué datos tengo?
Uno mide de area 4x + 12 y el otro 6x.

2. Diseilar un plan.
(Cual es la incognita?

Sea x = largo
(Por qué medio puedo encontrar el valor de la incognita?

Planteando Ia siguiente ecuacion y resolviéndola.
4x +12=6x
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3. Lievar a cabo dicho plan.
4x + 12 =6x
4x - 6x = -12
Ox=- 12
2x /(-2 ) =-~12/(-2)
xX=6

(Cuales resultados se obtuvieron?

X =6 o sea el largo tiene que ser 6 metros.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

(Parece razonable la solucidon?
Si, ya que si saco el area de los dos terrenos es 4(6) + 12 = 36
vy el otro su drea sera 6(6) = 36
Que es lo que deseabamos, que sus areas sean iguales.
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Quinta Clase (2 horas).

Probiema 14 {Por dos métodos distintos).

Problema 14 (Método de Diagrama).
Una cuadrilla de una compania minera necesita perforar cerca de 200 metros en

una montafla para alcanzar los depésitos de minerales. Cada dia pueden perforar 50
metros. Cada noche, cuando no estin trabajando, cerca de 20 metros del tunel se llenan
de roca. A este ritmo (cuéntos dias le tomaré a la compania llegar a los depdsitos de

minerales? ( Adaptado de Smith y otros, 1994[19])

1.- Entender el problema
¢Qué trato de encontrar?
El nimero de dias que deben perforar para llegar a los depédsitos de minerales

(200 metros)

(Qué datos tengo?
Cada dia ganan 50 metros; cada noche pierden 20 metros, se necesitan perforar

200 metros.

2.- Disefiar un plan.
Por qué medios puedo obtener el valor de 1a incognita?
Podemos hacer un diagrama que muestre la situacién del problema
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3.- Llevar a cabo dicho plan.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

| b

i) A A

LCuiles resultados se obtuvieron?

El diagrama muestra que la cuadrilla alcanzara el depdsito en 6 dias.

4.- Regresar a analizar el proceso de solucién.

(Parece razonable Ja solucién?

Esta resp a parecer puesto que cada dia se avanza 30 metros, excepto

el ultimo dia, que se avanzan 50 metros ya que se alcanzd el objetivo antes de que

fuera de noche.



Pr 14 (Método de Tabulacién).
Una cuadrilla de una compaiia minera necesita perforar cerca de 200 metros en
una montafna para alcanzar los depésitos de mineraies. Cada dia pueden perforar 50
metros. Cada noche, cuando no estan trabajando, cerca de 20 metros del tunel se flenan
de roca. A este ritmo scuantos dias le tomars a la companfiia llegar a los depdsitos de
minerales? ( Adaptado de Smith y otros, 1994[15))

1.- Entender el problema
¢Qué trato de encontrar?

El numero de dias que deben perforar para llegar a los depositos de minerales
(200metros)

Qué datos tengo?

Cada dia ganan 50 metros; cada noche pierden 20 metros, se necesitan perforar
200 metros.

2.- Disefiar un plan.
(Por qué medios puedo obtener el valor de la incognita

Podemos hacer una tabla que muestre la situacién del problema

3.- Llevar a cabo dicho plan.

dias mis| noche
1 0+ 50=350 - 20
2 30 + 50 = 80 - 20
3 60+ 50 =110 -20
4 90 + 50 = 140 -20
s 120+ 50 =170 -20
6 150 + 50 = 200




(Cudles resultados se obtuviercn?
La tabla muestra que la cuadrilla alcanzara el depdsito en 6 dias.

4.- Regresar a analizar el proceso de solucién.

.Parece razonable la solucion?
Esta respuesta parece razonable puesto que cada dia se avanza 30 metros, excepto

el Gltimo dia, que se avanzan 30 metros ya que se alcanzo el objetivo antes de que

fuera de noche.

Pr 15 (Método de Tabulacidn).
Una television a color utiliza cerca de 420 kilovatios-hora (kvh) de energia eléctrica

en un aflo. Que es 3.5 veces |a cantidad que utiliza la de blanco y negro. ¢Cuéntos kvh

utiliza una de blanco y negro en un ato?.

1. Entender el problema

(Qué trato de encontrar?
Cuantos kvh utiliza en un afio un equipo de blanco y negro.

<Qué datos tengo?
Un equipo de color utiliza 420(kvh) en un afio. Esta cantidad es 3.5 veces la

utilizada por un equipo de blanco y negro.

2. Diseilar un plan.

(Cudl es la incognita?
Sea b = ntimero de kvh utilizados por un equipo de blanco y negro.
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JPor qué medios puedo obtener &l valor de la incognita?

Si 3.5 b es igual al numero de kvh utilizado por un televisor a color, entonces por H
medio de la siguiente ecuacion, puedo encontrar el valor de b, H
(3.5b = 420

3. Llevar a cabo dicho plan 1
b = 42035
b= 120 kvh

por lo tanto la de blanco ¥ negro utiliza 120 kvh. i

4. Regresar a analizar el proceso de solucion.
(Parece razonable la soluciéon?

Si, ya que 3.5 veces 120 nos da como resultado 420.

diad

Integracién del material en las i anteriores.

Como se puede cbservar, para resolver un problema no existe un camino Unico de

solucién, sino que hay varios métodos para llegar a ella.
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Tarea S:

Problema 168 (Método de Tanteo).

Un cohete tiene tres secciones: la de “carga y navegacion” arriba, la de
“combustible” en la parte media y el “propuisor” abajo. La seccién de carga y
navegacién mide una sexta parte de ia longitud del propuisor, y este ultimo tiens la mitad
de la longitud total del coheta. La longitud total es de 180 metros. ;Qué longitud tiene
cada seccién?

1. Entender el problema
Qué trato de encontrar?

Cuanto mide cada seccion del cohete.

LQué datos tengo?
La longitud total del cohete: 180 mts.
longitud del propulsor: ia mitad de la longitud total del cohete,
longitud de carga y navegacion: un sexto de la longitud del propulsor.

2. Disefar un plan
(Por qué medios puedo obtener el valor de las partes del cohete?

Haciendo una tabla y resolviendo por tanteo

Lal itud total del coh 180 mts.
longitud del propulsor: la mitad de la longitud total del cohete
180/2 =90

longitud de carga y navegacion: un sexto de la longitud del propulsor
90/6 = 15

3.- Llevar a cabo dicho plan
Tengo que la longitud del propulsor es 90
y la de navegacion es 15

© sea sumando obtengo 105
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, quiero rar un namero que al sumarlo con 105 me de 180. Para lo cual construyo

la siguiente tabla

Nuamero Resultado
Propuesto
25 130
+2 137
B85 190
70 175
73 178
75 180

LCuales resultados se obtuvieron ?
De la tabla deduzco que
105 + 75 = 180
esto es, 75 es el numero buscado.
Por lo tanto la longitud de la seccién de:
combustible es de 75 metros.
propulsor es de 90
carga y navegacién es de 15

4.-Regresar a analizar el proceso de solucion
(Parece razonable la solucion?
Si, pues si sumamos sus partes nos da el total de 180mts.
75+ 90+ 15=180
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Problema 16 (Método por Diagrama).
Un cohete tiens tres secciones: {a de “carga y navegacién” arriba, la de

“combustible” en |la parte media y el “propulsor” abajo. La seccién de carga y
navegacion mide una sexta parte de la longitud del propulsor, y este ultimo tiene la mitad

de |a longitud total del cohete. La longitud total es de 180 metros. ¢Qué longitud tiene
cada seccién?

1. Emender el problema
Queé trato de encontrar?

Cuanto mide cada seccion del cohete.

oQué datos tengo?
La longitud total del cohete: 180 mits.
longitud del propulsor: 1a mitad de la longitud total del cohete,

longitud de carga y navegacion: un sexto de la longitud del propulsor.

2. Diseflar un plan
LPor qué medios puedo obtener el valor de la incognita?

Haciendo un dibujo o diagrama que ilustre la situacién del problema.
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3.- Llevar a cabo dicho plan

15 carga y navegacion
—t (una sexta parte de la longitud del propulsor)

combustible

90 propulsor (la mitad de la Jongitud total)

El cohete mide en total 180 metros.

(Cuales resultados se obtuvieron?

Con las siguientes operaciones

180
propulsor: - = 90

carga y havegacion: 269 =15
90 +15 =105
entonces
180 -105=75
por lo tanto l1a longitud de la seccion de combustible es de 75 metros.
propulsor = 90
carga ¥y navegacién = 15
combustible = 75,
4.-Regresar a analizar el proceso de soluciéon
(Parece razonable la solucion?
Si, pues si sumamas sus partes nos da el total de 180mts.
75 +90+ 15 =180
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Probi 16 ( Algebraiceo).

Un cohete tiene tres secciones: la de *“carga y navegacién” arriba, la de
“combustible’ en la parte media y el “propulsor' abajo. La seccién de carga y
navegaciéon mide una sexta parte de la longitud del propuisor, y este uitimo tiene la mitad
de la longitud total del cohete. La longitud total es de 180 metros. LQué longitud tiene
cada seccién?

1. Entender el problema
(Qué trato de encontrar?

Cuanto mide cada seccion del cohete,

&Qué datos tengo?
La longitud total del cohete: 180 mts.
longitud del propulsor: la mitad de la longitud total del cohete,
longitud de carga y navegacion: un sexto de la longitud del propulsor.

2. Disefiar un pian

{Cual es la incdgnita?
Sea x la Jongitud de la parte (media) del combustibie, entonces de los datos tengo
que:
la longitud total del cohete: 180 mts.
longitud del propulsor: la mitad de la longitud total del cohete: 180/2 = 90
longitud de carga y navegacion: un sexto de la longitud del propulsor; 20/6 = 15

(Por qué medios puedo obtener la incognita?

Planteando la siguiente ecuacién y resolviéndola
90 + 15 + x = 180
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3.- Lilevar a cabo dicho plan
(Cuiles resultados se abtuvieron ?

Despejando x obtenemos

105 +x =180
x = 180- 105
x=75

por lo 1anto la longitud de la seccion de:
combustible es de 75 metros
propulsor es de 90

carga y navegacion es de 15
4.-Regresar a analizar el proceso de solucion
(Parece razonable la solucién?

Si, pues si sumamos sus partes nos da el total de 180mts.
75+ 90+ 15 =180

Sexta Clase (1 hora).

Examen final.

- - R e s
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2.4 INSTRUMENTOS DE EVALUACION.

Con este examen se pretende observar hasta donde los alumnos manejan este material, en

especial los métodos que utilizan para la resolucién de los problemas

Primera parte.

Examen de Diagnéstico.

a) 35+8-3+9= b) -(8+(3-2)+5)=
) 3+5)(7-2)= d) ~((-12) - (S + (-7 =
9.1 7
<) :'E= i3] 5*5:
—5—, m 1+ =
2 e 2 6
3
h Lel 3 3,4 _1_
havz*3= P g+rs—3=
3
K 1-7735= n HI=
3
2 1
m) ]_TB= n I+—g-=

83 4(=2),.5 0) 5+8 =x+3
R A -
)
1 3
pP) 7 +4 =x+5 Q) x+7 =8

r) (35 + 28) 16 =
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Segunda parte,
Problemas. Resuélvelos por el método que prefieras.

1) Un ndmero es mayor cn 12 que otro nimero. La suma de los dos niimeros es 48. ;Cuiiles son
los dos niimeros?

2) Un cientifico experto en vida salvaje estima que en cierto afio el niimero de cervatillos machos
serd + del nimero de hembras adultas. Supongamos que nacieron 1131 cervatitlos machos,

Jcudntas hembras hay?.

3) Al observar las calificaciones finales del grupo 1304 de matemdticas 1, se pudo notar que los

s .
alumnos que obtuvieron NP son - de los que acreditaron, y los que obtuvieron NA son la quinta
parte de Jos que obtuvieron NP. Si la lista consta de un total de 32 alumnos, ;Cudntos acreditaron

el curso?
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Examen final

Con cste examen se pretende evaluar la capacidad del alumno para aplicar el método

solicitado, en especial el método algebraico, después de haber trabajado la propuesta educativa.

1) (Método de Tanteo). Un mimero es mayor en 12 que otro. La suma de los dos es 48. ;Cudles
son ?

2) (Método de Diagrama). Un cientifico experto en vida salvaje estima que en cierto afio el
ntimero de cervatillos machos serd + del nimero de hembras adultas. Supongamos que hay 1131
cervatillos machos. ccudntas hembras hay 7.

3) (Método de Tabla de Valores). Un estudiante tiene que ir al museo y después a la biblioteca,
por lo cual debe utilizar el metro dos veces. Para ir al museo va con siete de sus compaifieros y
después a la biblioteca con sus tres hermanos. Si €] costo de un boleto es de § 1.30, jcudnto

dinero se gasta en boletos en su recorrido si el va a pagar lo de todos?

4) (Método Griéfico). Una bicicleta se mueve con una velocidad de 5 Km/hr. (Cuénto tiempo le
tomard recorrer 60 Km?

5) (Método Algebraico). Al observar las calificaciones finales del grupo 1304 de matemnadticas 1,
5
se pudo notar que los alumnos que obtuvieron NP son 5 de los que acreditaron, y los que

obtuvieron NA son la quinta parte de los que obtuvieron NP. Si la lista consta de un total de 32
alumnos. ;Cudntos acreditaron el curso?




Respuestas del examen final:

D
1. Entender el problema .
4Qué trato de encontrar?
Dos ntimeros
Qué datos tengo?
Un ndmero es mayor en 12 que ¢l otro y la suma de los dos nimeros es 48.
2. Disefiar un plan.
&Por qué medio puedo encontrar el valor de las incégnitas?
Por el método de tanteo.
3. Llevar a cabo dicho plan.
Cudles resultados se obtuvieron?
S\como primer nimero. 5 + 12 = 17, el segundo mimero
17 + § = 22 Muy bajo. Intentemos con un ntimero mds grande.
20 como primer nimero. 20 + 12 = 32, el segundo m.'lrm:ro_
20 + 32 = 52 Alto, pero muy cerca. Intentemos con un niimero més
chico.
18 como primer ndmero. 18 + 12 = 30, el segundo nimero
18 + 30 = 48 Correcto.
. 4. Regresar a analizar el proceso de solucién

(Parece razonable la solucién?

S.f.yaquc 18 +30=48 y 30=18+ 12

Respuesta: Los niimeros buscados son ¢l 18 v 30.
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1.- Entender cl problema
Qué trato de encontrar?

E) mimero de hembras que hay.

. Qué datos tengo?
El niimero de cervatillos machos serd un tercio de hembras adultas.

2- Disefiar un plan.
<Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?

Podemos hacer un diagrama que muestre la situacién del problema.

3.- Llevar a cabo dicho plan.

W=
— wit

1131

3393

,Cudles resultados se obtuvieron?

El diagrama muestra que la cantidad de hembras adultas es de 3393,
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4.- Regresar a analizar el proceso de solucién.
¢(Parece razonable la solucién?
Esta respuesta parece razonable puesto que el mimero de cervatillos machos es un

tercio del nimero de hembras adulias y al sumar 1131 tres veces obtengo 3393 o
sea la unidad.

3)
1.- Entender ¢l problema
Qué trato de encontrar?
Cuinto dinero gastari en los doce boletos que necesita comprar.
L Qué datos tengo?
Tiene que licvar a sicte amigos al museo y a tres de sus hermanos al biblioteca.
Cada boleto cuesta $1.30,
2.- Disefiar un plan
.Por qué medios puedo encontrar el dinero que gastara?
Planteando la siguiente tabla,
3.- Llevar a cabo dicho plan
S 1 2 3 3 5 [+ rd 8 9 he] 11 12 13
Boletos 1.30 | 2.60 | a.90 | 5.20 | 6.50| 7.80| 9.10| 10.40 |11.70 [13.00]|14.30] 15.60| 18.90

. Cuiles resultados se obtuvieron?

De la tabla se puede apreciar que en total tendra un gasto de S15.60.
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4.- Regresar a analizar el proceso de solucién

.Parece razonable 1a solucién?

Si, pues si vernos la tabla es correcta , esto es, si un boleto cuesta $1.30, entonces

el costo de doce boletos es $15.60.

4)
1.- Entender el problema
& Qué trato de encontrar?

Cuinto tiempo le tomar4 recorrer 60 km.

. Qué datos tengo?
Tiene una velocidad de 5 km/hr

2.- Diseflar un plan
JPor qué medios puedo encontrar ¢l tiempo?

Haciendo Ja siguiente grifica para representar la situacidn,
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3.- Lievar a cabo dicho plan

Cuiles resultados se obtuvieron?

La grifica muestra que en una hora recorre 5 km. y en dos horas 10 km. De

donde estos dos puntos determinan una linea recta. Por 1o tanto la grafica muestra
que en 12 horas recorrers los 60 km.

4.- Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable la solucién?

Sf, ya que en una hora recorre 5 kim/hr, en 12 horas recorrers

12 (5 km/hr) = 60 km.

nz
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5)
1. Entender el problema
& Qué trato de encontrar?
Cudntos alumnos acreditaron el curso.
Qué datos tengo?

. 5
Hay un total de 32 alumnos. Los alumnos que obtuvieron NP son > de los que
acreditaron, y los que obtuviecron NA son la quinta parte de los que obtuvieron NP,

2. Disefiar un plan.
¢ Cudl es la inc6gnita?
Sea x = el nimero de alumnos que acreditaron.

Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?
i6n y resolviéndol

Planteando la

x = nimero de alumnos que obtuvieron NP,

[N V-

%(%x) = mimero de los que obtuvieron NA.

por lo tanto la ecuaciodn es.
5 1(5
RERXOEH

3.- Llevar a cabo dicho plan
x +§x + %x =32

2x+5x+x=64
8x=64

+Cudles resulitados se obtluvieron?
x=8
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4.- Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable la solucién?

Se tiene que:

8 alumnos acreditaron,

20 alumnos sacaron NP y

4 alumnos sacaron NA

81, pues si sumo obtengo 32.

ST,
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i
i
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2.5 MATERIAL COMPLEMENTARIO.

Este mateiral complementario es para que ¢l profesor tenga mdis opciones de donde elegir
otro problemas, asf como también, que los alumnos tengan mdis ejemplos para practicar y
reafirmar los nuevos conocimientos adquirides. Se trabaja con mimeros Racionales y se aplican
las sugerencias de como resolver un problema a traves de las sugerencias de Schoenfeld y Polya.

Al final del capitulo hay m4s problemas con las cinco métodos.

Ejemplo 1.
Un automdvil viaja durante una hora & una velocidad de 90 km/h. (A qué
veiocidad debe viajar otra hora para que la velocidad promedio sea de 135 kmvh?

1. Entender el problema
¢ Qué trato de encontrar?

La velocidad durante la segunda hora.

L Qué datos tengo?
La velocidad v, durante la primer hora: 90 km/h, y la velocidad promedio durante
las dos horas: 135 km/h y el tiempo t de cada intervalo. que es de una hora.

Sea v, = la velocidad durante la segunda hora.

2. Disefiar un plan.
. Por qué medio puedo encontrar el valor de la inc6gnita?
Planteando y resolviendo una ecuacién.
Asi para ¢l primer recorrido se tiene que
d, = vz

Yy para el segundo recorrido
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d, =v,t
La distancia total que recorrié ¢l automoévil es

d,+d; =vit+vyt

d, +d; =(v, +v)t
Entonces se tiene que, la distancia promedio que recorrié el automévil en cada
hora fue. !

di+d, (v +vo)r

2

entonces la velocidad promedio es

v=2
T
d +d, Oy + vt
135= —2—=—2
1 2z

3. Lievar a cabo dicho plan.
¢ Cudles resultados se obtuvieron?
(v, + v, )1

135= 27
otV
135= -
90+ v,
135= >
270=90+ v,
270—-90= 1w,
v,= 180 km/h

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

i Parcce razonable la solucién?

Si, ya que concuerda con la media aritmética, como se muestra a continuacién



et e WDt b

P

_90+v,
- 2
_90+180
T2

135

' 135

270
135=——

135=135

Ejemplo 2.
Juan ha en sus exsé de & las a,
7, S y 10. Como é! qui tener un pr de 8 en esa materia, ccudl es la calificacién

que tiene que sacar en su Gltimo examen?

1. Entender el problema
& Qué trato de encontrar?
La calificacién x para su dltimo examen.

&Qué datos tengo?
Cuatro calificaciones conocidas 8, 7, 5y 10, una calificacién desconocida x. En

total serfan cinco calificaciones

2. Diseiiar un plan.

iPor qué medio puedo encontrar el valor de las incégnitas?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacidn.

_8+7+5+10+x

8 s
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3. Llevar a cabo dicho plan.

¢Cudles resultados se obtuvieron?

30+ x
5 =8
- x=(8%5)—30
x=10

Su dltima calificacién tiene que ser de 10.

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién
(Parece razonable la solucién?
Sf, ya que si saco ¢l promedio de *“todas™ sus calificaciones, tengo que
B+7+5+10+10_ 40 _ . 1
5 =5= ¢

encuentro ¢l promedio 8 de las calificaciones.

R q

da que se por media aritmética de los datos x,, X, Xy,.... X, al
cociente de su suma entre el mimero de ellos (N),

o X X, x4,

X N
Si (N = 5) y el promedio que quiere tener es 8, que vendrfa siendo la media
ari ica de sus calificaci (X =8) que:

= Xy F Xy + X Foo 4,

N
sustituyendo los datos obtengo
_8+7+5+10+x

8

30+x=s
x=(8*5)—30
x=10

Suiltima calificacién tiene que ser de 10.
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Ejemplo 3.
Un recténgulo tiene de Jargo 25 cm. y tiene la misma drea de un cuadrado de lado
20 cm. ¢Cuil es st ancho del recténgulo?.

xcm 400 cm? 20 cm 400 cm?

25cm

20cm
1. Entender ¢l problema .
4 Qué wrato de encontrar?

El ancho del rectdngulo.

& Qué datos tengo?
E]l largo del rectdngulo, que es igual a 25 ¢cm, ¥ el lado del cuadrado que es igual
a 20 cm. También que sus freas son iguales.

2. Disefiar un plan.
¢Por qué medio puedo encontrar el valor de la inc6gnita?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién.
Seca x = al ancho del rectangulo, y como las dreas son iguales, por lo tanto
20(20) = 25x

. 3. Llevar a cabo dicho plan.
& Culdles resultados se obtuvieron?
20(20) = 25x
400 = 25x

El ancho del rectdngulo es 16 cm.




4. Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable Ja solucién?
Sf, ya que 20 (20) = 25 (16)
400 = 400

Existe otro método para obtener la solucién?
Sf, viéndolo desde otro punto de vista, esto es, se tienen dos nimeros, un ndmero

conocido igual a 25 y otro desconocido, y se quiere que la media

geométrica de los 2 niimeros sea igual a 20.

Se define la media geomérrica, X, de los nimeros x, ,X, +X, ....Xx, como la rafz enésima

del producto de ellos.

Y5 = ”,/x,xz.r_.,....r,v

Ejemplo 4.
Un recténgulo tiene por largo una longitud de 25 cm. y tiens Ia misma drea de un

cuadrado de iado 20 cm. ¢ Cudl es el ancho del rectdngulo?.
Resolvamos ¢l problema desde este nuevo enfoque.
1. Entender ¢l problema

& Qué trato de encontrar?
EIl nimero desconocido, x.

. Qué€ datos tengo?
Un mimero conocido, otro desconocido y su media geométrica.



2. Diseflar un plan

iPor qué medios puedo encontrar ¢l valor de la incégnita?
Planteando y resolviendo una ecuacién
Sustituyendo datos del problema en sus pardmetros correspondientes en la
ecuacién que define a la media g étrica, obi 1a sigui i d

20 = f25(x)

3. Llevar a cabo dicho plan

¢ Cudles resultados se obtuvieron?

20 = .[25(.\')

20? = 25(x)
400
25~ ~F

x = 16cm.

El otro nimero es el 16.

4, Regresar a analizar el proceso de solucién
Parece razonable la solucién?

Si, yaque al sustitnir 16y si calculamos su media geométrica obtenemos que

es 20
X, =258
X =200
Xz =20

que es la longitud de los lados del cuadrado.
De donde ( 20, 20 ) y ( 25, 16 ) ambas parejas de nimeros tienen la misma media
geométrica.
No solamente se habla de media gecométrica para enteros puede ser para racionales ¢

irracionales. Tanto la media geométrica como los datos pueden ser no erteros,

ciSaarns

3
H
!
i
i




Ejemplo 5.
Se Ia ica de 3 nG , que es 4, y los nUmeros son: x, 4y
8. Calcular el valor de x.

1. Entender el problema
. Qué trato de encontrar?

El valor del niimero x.

+Qué datos tengo?
Los siguientes mimeros: 4 y 8, la media geométrica, que es 4, y la definicién de

media geométrica

Xo =y xXoxyeexp

2. Disefiar un plan.
(Por qué medio puedo encontrar el valor de las inc6gnitas?
Sustituyendo los valores en la siguiente ecuacién paran =3
X =frxmxxy
4=Yx*a*8

3. Llevar a cabo dicho plan.
. Cuiles resultados se obtuvieron?
2 = WFTAE)’

4% = x*4a+*8

63 = x*32
-

32
x=2

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién
JParece razonable 1a solucién?

Si, ya que si sustituimos los valores obtenemos
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X, =Y354%8 = V&3
—X_G=4

que es ¢l valor de 1a media geométrica que se tiene como dato.

¢ Elemplo 8.

Un automévil recorre un circuito a una velocidad de 80 km/h. L A qué velocidad
debe recorrer otra vez el mismo circuito para que ia vel pr io de b
N

tdmcd

recorridos sea 120 kKmvh?

Nota: La velocidad ia utilizaremos en estos problemas, sin perder da vista que es
realmenie ia rapidez en Fisica.

1. Entender el problema

Qué trato de encontrar?
La velocidad con la que deberad recorrsr de nuevo el circuito sea v tal velocidad .
Qu¢ datos tengo?
Las siguientes velocidades: 90 km/h y 1a velocidad promedio de ambos que es
120 km/h .
La longitud d del circuito.

2. Disefiar un plan.

Por qué medio pucdo encontrar €l valor de 1a incégnita?

Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién.

3
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Sabemos que ¢l ticmpo que Je tomna a un automévil recorrer una distancia D
cuando se desplaza con una velocidad V, esta dado por la ecuacién

D
T=v
de donde para el primer recorrido, se ticne que el tiempo es
f =
'~ 90
¥y para ¢l segundo recorrido, el tiempo es
d
1, =—

v

Se tiene que la distancia total que recorrié el automévil es 2d y el tiempo que le

—_

90 v’
Obsérvese que cl automévil debe recorrer dos veces el mismo circuito, 2d,

. : d d
tomdé recorrer esa distanciaes t, +1,=

desplazdndose en cada ocasién con una velocidad distinta, de tal manera que su
‘elocidad promedio sea de 120 kmv/h. Como el tiempo para realizar estos

recorridos es t, + t, se puede plantear la siguiente ecuacién
D
v==
T

2d 2
W= =
Vo= T =T 1
90 v 90 v
observa, como la velocidad promedio quedo en términos de las velocidades de los
2 recorridos 90y v.

En general si las velocidades hubieran sido v y w y procediendo de manera igual a

lo anterior encontrarfamos que la velocidad promedio seria
2

1 1
- —
v oow

A este nimero se le conoce como media arménica de vy w

i
i
i
1
H
1




3. Llevar a cabo dicho plan.

(Cuidles resultados se obtuvicron?

2 2 180v
120= T=7+90"v+50
90 v 90v
180v
120=77756

180y = 120(v + 90)
180v = 120v + 10800
180v ~ 120v = 10800

60v = 10800
. = losoo
T 60

v = 180 km/h

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
(Parece razonable la solucién?
Sf, ya que al sustituir concuerda con la media arménica
180v
120 = ————-
0 v+ 90
_ 180(180)
~ 180+90
32400
1 =
20 270

120=120

120
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» Ejemplo 7.
Un automdvil recorre un circuito con una velocidad de 150 kim/h y posteriormente
on otro recorrido recorre & mismo circuito a 175 km/h ¢ Cuil es !a velocidad Promedio?.

1. Entender el problema
_Qué trato de encontrar?
La velocidad promedio de las dos velocidades.

& Qué datos tengo?
Las siguientes velocidades: 150 kmv/h, 175 kmv/h

2. Diseflar un plan.
&Por qué medio puedo encontrar el valor de la incégnita?

Recordemos que ladistancia recorrida se obtiene multiplicando la velocidad por el
di ia, v 1a velocidad y t es tiempo; obtenemosd = v t,

tiempo si, d d la
que se Jee, distancia = velocidad por tiempo.
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién
Como el automévil recorre siempre 1a misma distancia, (la del circuito, d)
entonces para cada velocidad, se tiene que el tiempo que le toma es
re2
de donde para el primer recorrido, el tiempo es
d
=150
y para el segundo recorrido, ¢1 tiempo es
-
175
Se tiene que la distancia total que recorrié el automévil es 2d y el tiempo que le

- . d d
tomo recorrer esa distanciaes t, +t,= R+1—75.

ll

t2

Por lo tanto la velocidad promedio del automévil es:
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=4_.2d
vET="a a 1 1
=i +—
150 175 150 175
3. Llevar a cabo dicho plan.
L Cuiles resultados se obtuvieron?
= 2 2 2100
X, = ‘—+1=—_13—=T=16]'54 km/h
150 175 1050

X, = 16154 km/h

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

iParece razonable 1a solucién?
La media arménica (X, ) de a y b es el valor inverso de Ia media de los
inversosdeayb.

La media arménica de a y de b es un valor Y‘ tal que
2 1 1
X, "a"%b

También puede expresarse como
- 2

X, =

o=

1
—+
a

la velocidad promedio es la Media

Cuando se tienen distancias iguales,

ica de las
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# Ejemplo 8 (Método Algebraico)
Doa aviones salen de Puebls a ia vez y vuelan en direcciones opuestas. Si uno
viaja a 600 kiw/h y @l otro a 500 km/h, (cudénto tiempo les tomard estar a 3 850 km. de
distancia el uno del otro?

1. Entender el problema
& Qué trato de encontrar?

Cudnto tiempo t, les tomar4 estar a 3 850 km. de distancia el uno del otro.

. Qué datos tengo?
Las velocidades de los aviones son 600 kmv/h y 500 kmv/h.

Los aviones viajan describiendo una recta y en direcciones opuestas.
R . . d .
La velocidad de un objeto esta dada por la ecuacién v = e donde v es la velocidad

con la cual se esta moviendo ¢l objeto, d la distancia que ha recorrido y r el tiempo
que le toma recorrer csa distancia.
El tiempo t que les tomard a los aviones estar separados una distancia de 3 850 km

es el mismo.

2. Disefiar un plan.
&Cudl es la incégnita?

t = cl tiempo que debe transcurrir para que estén separados esa distancia.

Por qué medio puedo encontrar el tiempo ?
Planteando la ecuacién correspondiente y resolviéndola.
Por ]a forma en que se estin desplazando los aviones, se tiene que la distancia que
estén separados los aviones en un momento t seré 1a suma de sus desplazamientos,
esto es

dl +d2=3850

133

ers et S o e e A ek S s 0



donde d1 es la distancia que ha recorrido el avién de velocidad 600 kmv/h y d2 la

distancia que ha recorrido el avién cuya velocidad es de 500 km/h Por lo tanto,
usando la ecuacién que define la velocidad de un objeto se tiene que:
600 = # y 300= i':—
de estas dos igualdades se obtiene que
dl =600t y 2 = 5001
Por lo tanto la ecuacién que describe el problemas es
6001+ 500t = 3 850
11001 = 3850

3. Llevar a cabo dicho plan.
1{ 600 + 500) = 3 850
11100 = 3850
- 3850
1100
t = 3.5 horas

I

de esto se concluye que tienen que pasar 3.5 horas para que los aviones estén
separados una distancia de 3 850 km

4. Regresar a analizar el proceso de solucion
JParece razonable la solucién?
idl + d2 = 3850?
Sf, porque tomando ese tiempo tenemos que,
dl = 6001 = 600(3.5)
dl = 2100 km
d2 =500t =500(3.5)
d2 = 1750 km
entonces
dl + d2 = 2100 + 1750
dl + d2 = 3850 km

it ss i A e




Existe otro método para resolver este mismo problema?
Sf, con la regla de tres. Analizando el problema vemos que en 1 hora los aviones
han recorrido las distancias de 600 km y 500 km, respectivamente.
Entonces los aviones estardn separados 1100 km en una hora. Entonces tenemos
que:
1 hr —— 1100km
3 850km

entonces ¢l tiempo que les tomara estar separados una distancia de 3850 km estd

x hr

dada por: i
_ 1(3850) _ 3850

1100 1100
x=3.5hr

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién
LParece razonable la solucién?
¢dl + d2 = 38507
Si, porque tomando ese tiempo tenemos que,
dl =600t = 600 (3.5)
dl = 2100 km
d2 =500t = 500(3.5)
d2 = 1750 km
entonces
di + d2 = 2100 + 1750
dl + d2 = 3850km

Ahora modifiquemos los datos para que sean exactamente 4 horas. Esta condicién que se i

plantea da origen el siguiente problema:

i e e



len de Puebla

Dos aviones vez y I en di § opL Despué

de 4 hor. os aviones estén separados una distancia de 3 850 km. Si uno de los aviones
timne una velocidad de 400 km/h. ¢ cusdl debe ser

velocidad del otro avién?

Porqué medios puedo obtener la solucién?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacidn
Sea x = la velocidad desconocida, entonces la suma de las distancias que recorre
cada uno de los aviones debe ser 3850 km. esto es,
400t + xt = 3850
pero como en este caso t =4 hr, entonces
400 (4) + x (4) = 3850
1600 +4 x = 3850
4x = 3850 - 1600 = 2250
225

0
x=—r=5625 km/h

Por lo tanto la velocidad del segundo avién es de S62.5 km/h.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
¢ Parecce razonable la solucién?
Si, ya que la distancia que recorren 1os aviones en 4 horas es,
400 (4) + 562.5 (1)
1600 + 2250 =
3850 km

que es la distancia que deben estar separados los dos aviones después de 4 horas.

Otra sitnacién que surge de inmediato es la siguiente:

o SO - o e
Canamiaieh st
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4Qué distancia recorri6é cada uno de los dos aviones do las

que del problema inmediato anterior?

iPorqué medios pucdo obtener la solucidn?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién

Sea x = la distancia de separacién entre los aviones, entonces

4 hr 3850 km
1 hr x km

. 3850

- 4

x=962.5km

Esto nos dice que los dos aviones estdn separados una distancia de 962.5 km en
una hora.
Ahora tenemos que cncontrar la distancia recorrida de cada uno de ¢llos en una
hora.
Para cl avién que se desplaza a 400 km/h, se tiene que en una hora ha recorrido
una distancia de 400 km. Por lo tanto Ja distancia 4 que ha recorrido el otro avién
estd dada por la siguiente igualdad,
d=962.5 - 400
d=562.5km
Los aviones recorricron las distancias de 400 km y de 562.5 km, en una hora, as{
que en 4 horas los aviones recorrerin las distancias de 300 (4) y de 562.5 (4), esto
es de 1600 km y de 2250 km.
Sumando las distancias recorridas en 4 horas por cada uno de los aviones nos da
1600 + 2250 = 3850 km

iQue es lo que esperdbamos!
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-+« Ejemplo 9 (Método Algebraico)

Si una bomba de agua puede bombear a razén de 12 litros por minuto. (Cudnto
tiempo le tomaré bombear 30 litros?.

1. Entender el problema
' Qué trato de encontrar?

Cudnto tiempo le tomard bombear 30 litros.

L Qué datos tengo?

La bomba puede bombear a razén de 12 Jitros por minuto.

2. Diseflar un plan.
&Cudl es 1a incSgnita?

x = el tiempo que debe transcurrir para bombear 30 litros.

¢Por qué medio puedo encontrar ¢l tiempo ?
Planteando la ecuacién correspondiente y resolviéndola.
121

X min 30n

1 min

3. Llevar a cabo dicho plan.
x = 2.5 min

que es lo mismo que 2 mij con 30 d

De esto se concluye que tienen que pasar 2.5 min para que los pucda bombear.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

JParece razonable la solucion?

i Sf, ya que en un min. bombea 12 si multiplico 12( 2.5) = 30!



Ahora modificaremos los datos para que sean exactamente 3 min. el tiempo que le toma
bombear 30 litros. Entonces Ja preguntas es:

b b 30 Jitros. (A cuiintos litros por minuto

Si una b ba tarda 3 mi en

trabajé la bomba?

< Porqué medios puedo obtener la solucién?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién.
81 x = el mimero de litros que son bombeados en un minuto, entonces

0on 3 min
x It 1 min

3(h 30
x——3— 10
x=101

Esto nos dice que 10 litros son bombeados en 1 minuto.

Ahora comprobhemos el resultado.
Sca x = los minutos que tarda en bombear 30 litros Ia bomba, entonces

30 x min
10k ~ 1 min
(1)
10
x =3 min

iQue es Jo que ya se sabia!
Consideremos ahora que 2 minutos exactos es el tiempo que tarda la bomba en bombear
los 30 litros. [ Cudl serd el tiempo que tarda en bombear 12 Jitros?
{Como puedo obtener la solucién?
Pl do la sigui i6n y resolviéndola.

Sea x = el tiempo que le tomard bombear 12 litros. entonces

30n 2 min

121t X min
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24
30

»®
|

x = 0.8 min
Como comprobacidn utilicemos esta respuesta para ver €n cuanto tiempo x, se

bombean 30 litros.

i 12 0.8
30 x
30(08) 24
X = — e
12 12

X = 2 min

iQue es lo que esperdbamos encontrar, o sea 2 min!

R N Y 4 e R e 4+

% Ejempilo 10 (Método Algebraico)
? Si una miaquina pusde llenar y tapar 20 botellas por minuto y otra puede jllenar y
tapar 30 botellas por minuto. ZCu#nto tiempo les tomard a las dos miquinas trabajando

juntas completar una orden de 30 000 botelias ?

13
i

1. Entender el problema
LQué trato de encontrar?
Cudnto tiempo les tomarid Henar y tapar 30 000 botellas, con las dos miquinas

trabajando juntas.
Qué datos tengo?

Una mdquina A, puede llenar y tapar 20 botellas por minuto, y otra méquina

B, puede llenar y 1apar 30 botellas por minuto.
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2. Disefiar un plan.

LCudl es la incégnita?
Sea x = el tiempo que debe transcurrir para llenar y tapar las 30 000 botellas.

Por qué medio puedo encontrar el tiempo ?
Planteando la ecuacién correspondiente y resolviéndola.
Se tiene que cuando las dos méquinas estdn trabajando

50 botellas

30 000

1 min

X min

3. Llevar a cabo dicho plan
x= 30000
50
x = 600 min
Recordemos que 60 minutos = 1 hora, por lo tanto

x = 10 horas
De esto se concluye que tienen que pasar 10 horas para que las dos méquinas

puedan terminar el trabajo.
LExiste otra forma de solucién?
Si, planteando la siguiente ecuacién.
Sea t = el tiempo en minutos entonces
201t + 30t = 30 000
50t = 30000
¢ = 30000
50
600 min
10 hr

t

]

]

t

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

_Parece razonable Ja solucién?



Sf, ya que por los dos caminos obtengo lo mismo. Ahora comprobemos el
resultado. La miquina que trubaja a razén de 20 botellas por minuto, en 600

minutos llenar4 y tapard
20 botellas
x botellas
20(600)
X = =
1
x = 12000 botellas
¥ la otra méquina que trabaja a razén de 30 botellas por minuto, en ese mismo

1 min
600 min

tiempo llenard y tapard
30 botellas 1 min
600 min

x botellas

_ 30(600)
- 1

x = 18 000 botellas
Por lo tanto en 600 minutos las dos mdquina llenaron y taparon 30 000 botellas.

iQue es lo que se pedia en el problema!

Ahora modificaremos un poco la situacién descrita en el problema anterior.

el trabajo si la segunda méquina (la mads

Hallar el ti io para

ripida, B) comienza a trabajar una hora mas tarde que la primera, ¥y ambas continian

hasta que el trabajo esté terminado.

La mdquina A en I minuto llena y tapa 20 botellas, por Jo tanto cn 60 minutos

(1 hr) llenars y tapard 1 200 botellas.
La méquina B en 1 minuto llena y tapa 30 botelias, por lo tanto en 60 minutos

(1 hr) llenars y tapard 1 800 botellas.

De cstos dos resultados se tiene que:
a) Las dos méquinas trabajando juntas. llenan y tapan 3 000 botellas en 1 hora.



b) En la primera hora de trabajo 1a méquina A llené 1200 botellas. entonces sélo
les resta a las dos médquinas por llenar y tapar 28 800 botellas,

De estos enunciados se tiene 1a siguiente relacién

1 hr 3 000 botellas
X hr 28 800 botellas
28800
X = —
3000
X = 9.6 hr

El tiempo total para llenar y tapar las 30 000 botellas ¢s de 10.6 horas
_Existe otra forma de encontrar la respuesta?
Sf. planteando una ecuacidn .
En el momento en que las dos midquinas empiczan a trabajar juntas ya hay 1200
botellas llenas y tapadas, ya que la mdaquina lenta estuvo trabajando durante una
hora. Si
= es el tiempo que sc necesita para realizar el pedido, medido a partir de
que las dos miquinas empiezan a trabajar juntas, tenemos que la
ccuacion que representa la situacién de nuesiro problemas es,
(1200 + 1200t) + 1800t = 30000
(1200 + 1800)t = 30000 - 1200
3000t = 28 800
_ 28800
~ 3000
t =9.6 horas
Si tomamos en cuema la hora que sélo trabajé Ja maquina A, el tiempo total para

llenar y tapar las 30 000 botellas es 10.6 horas.

Modifiquemos el enunciado del problema.
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Hallar el ti io para pletar el trabajo si la segunda maquina ( la més

rapida, B) comienza a trabajar dos horas maiis tarde que la primera, y ambas contindan

hasta que el trabajo esté terminado.

,Cémo puedo obtener la solucién?

Planteando la siguiente ecuacién y resolviéndola

Como en 2 horas ( A ) produce 2 300 botellas. resto esia cantidad de 30 000
30000 - 2 400 = 27 600
Entonces como a partir de este momento las dos maquinas trabajan
simultdneamente, pucdo plantcar la siguiente relacién.
1 hr 3 000 botellas
x hr 27 600 botellas
27600
3000
x = 9.2 horas
Ahora sumo las 2 horas que trabajo la miquina (A) sola, por lo tanto, el tiempo

1otal que tardaron ambas maquinas en llenar y tapar 30 000 botellas es 11.2 horas.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

oParece razonable la solucién?

; Si, puesto que la méiquina mds rdpida se tardé 2 horas en entrar a trabajar,

entonces el tiempo que les toma para realizar e) pedido debe ser mayor!

Ademads, como se abservé mds arriba. las dos mdquinas trabajando juntas pueden

llenar y tapar 3 Q00 botellas por hora. por lo tanto en 9.2 horas terminarin

3 000 (9.2) = 27 600 botellas,

si a esta cantidad le sumo Ja cantidad de botellas que llend y tapé la miquina A
27 600 + 243400 = 30000 botellas

Ambas méiquinas tardarin 9.2 horas en llenar v tapar 27 600 mds 2 horas que tardé

la miquina (A) esto da el total de 30 000 botellas.

Por lo tanto, tardan 11.2 horas




Modifiquemos alin mis el enunciado del problema.

el trabajo si lJa primer maquina (la mas

Hallar el tiempo io para pl
lenta, A) comienza a trabajar dos hora después de que lo hizo 1a miaquina B.

+C6mo puedo obtener la solucién?
planteando la siguiente cecuacién y resolviéndola
Como en 2 horas ( B ) produce 3 600 botellas, resto esta cantidad de 30 000
30 000 - 3 600 = 26 400
Entonces como a partir de este momento las dos mdéquinas trabajan
simultdneamente, puedo plantear la siguiente relacién,
1 hr 3 000 botellas
x hr 26 400 botcllas
26400
3000
= 8.8 horas
Ahora sumo las 2 horas que trabajé la méquina (B) sola, por lo tanto, el tiempo
total que tardaron ambas méquinas en llenar y tapar 30 000 botellas es 10.8 horas,

X =

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

. Parece razonable la solucién?
;1 Sf, puesto que la miquina mds lenta sc tardo 2 horas en entrar a trabajar, entonces

el tiempo que lcs toma para realizar ¢] pedido debe ser menor al del problema

anterior!
Ahora como las dos méquinas llenan y tapan 3 000 botellas en una hora, entonces

en 8.8 horas terminarén
3 000 (8.8) = 26 400 botellas
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H si a esta cantidad le sumo Jas que terminé la miquina B, obtengo el total de
: botellas que se llenaron y taparon en 10.8 horas

i 26 400 + 3 600 = 30000 botellas

iQue es el resultado esperado!
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Estos ejercicios son para que cl profesor los irabaje con el alumno por tres méiodos
distintos para que observen una vez miés que podemos llegar a la solucién del problema por
distintos caminos. Con estos ejemplos una vez mas se pone de manifiesto el hecho de que atin
cuando existen varios métodos para resolver problemas, algunos de ellos solo pueden resolver un
cierto tipo de problemas, exceptuando al método algebraico, el cual es ¢l més poderoso de todos
ellos. Cabe seiialar que se incluye este problema debido a que el proceso de andlisis se considera

intercsante.

Resolveremos un problemas por medio de tres métodos para constatar 1o antes dicho.

% Ejemplo 11 (Método de Tanteo)
Un depdsito de agua pued

flenarse con dos Haves, una de ellas puede hacerlo en
10 minutos, si descarga a toda su capacidad. La otra, también, a toda su capacidad,
puede lienario en 40 minutos. Si amba:

aves descargan simultineamente a toda su
r el tanque?

Lcuénto po tardarén en

1. Entender ¢l problema.
4Que trato de encontrar?

El tiempo de llenado del tanque.

LQué datos tengo?

En 10 minutos Jo llena una tlave, otra llave 1o hace en 40 minutos.

Cudl cs la condicién?

Que 1as dos ilaves lo llenen simulidneamente.

2. Disefiar un plan.

LPor qué medios pucdo encontrar el valor de la incégnita?
Por el método de tantco.

3. Llevar a cabo dicho plan.

2 minutos como primer nimero
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La llave A llenarid del tanque

Lallave B llenari

glu 5'“

del tanque

Ambas llaves llenardn
2 2 1 1

IR AT
simplificando y realizando la suma obtengo

4 1 5 1

20%3-20" 3

De acuerdo al metodo gue estoy empleando observo que es muy bajo.
con un nimero de minutos mds grande.
5 minutos, entonces se llenarfa

La lave A llenard ! del tanque

La llave B llenard del tanque

simplificando y realizando la suma obtengo
4.1_5
8 8 8
Todavfa bajo. Intentemos con un numero de minutos més grande,

9 minutos, entonces se llenaria

9
La Have A lenard 0 del tanque

9
La llave B llenard 30 del tanque

Ambas llaves llenarin

5.9 36 9
1040 30 40

. Intentemos
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simplificando y realizando la suma obtengo
36,9 45 9
40 40 40 8
Lo cual excede la capacidad del tanque.
Intentemos con un nimero de minutos mis pequefio,

8 minutos, entonces se llenaria

8 4
La llave A llenard 10°3
8 1
La Have B llenard 63
Ambas llaves llenarén
4 1
§+ 5= 1

Correcto, pues obtenemos el entero. o sea, que en 8 minutos se llena ¢l tanque con Jas

dos Naves, simultineamente,

4. Regresar a analizar el proceso de solucién.

.Parece razonable la solucién?
51, pues una sola llave lo llena en 10 minutos, por lo tanto las dos llaves lo deben

de llenar en menos minutos.
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#* Ejemplo 11 (Método Grifico)
Un poésito de agua pued:

llenarse con de dos {laves, una de ellas puede hacerlo
en 10 minutos, si descarga a toda su capacidad. La otra, también a toda su capacidad,
puede llenario en 40 minutos. Si

gan simt a toda su

Lcudnto ti po tardardn en llenar el tanque?

1. Entender el problema
L Qué trato de encontrar?

Cudnto tiempo tardardn en llenar el tanque.

- Qué datos tengo?

En 10 minutos lo llena una liave, otra llave lo hace en 40 minutos.

2. Disefar un plan.
Cudl es la incégnita?

El tiempo que tarda en llenarse el tanque.

LPor qué medio puedo encontrar el tiempo de llenado?

Haciendo una grifica que represente la situacién

3. Llevar a cabo dicho plan.

Para encontrar la grifica del problema, se itan al

dos p . Del
enunciado del problema tenemos que la llave A llena el tanque en 10 minutos, y
l1a Have B lo llena en 40minutos. Para encontrar en cuanto ha contribuido cada
llave para llenar el tanque durante un intervalo de tiempo de 2 minutos utilizamos
la regla de tres. Haciendo esto, se encuentra que la tlave A lo ha llenado en

2 1 2 1
0357 lallave B lo lleno en 30 =36 Entonces. ¢l tanque se habré llenado con

ambas llaves en



1 1
Ahora en 5 minutos la llave A llenaun = del tanque, y lallave B T Por lo

tanto las dos llaves simultdneamente llenardn el tanque en

S
¥ con esto determino los dos puntos ( 2, % YY (S, s ) porlo tanto obtengo

la siguiente grifica

Llenado

minuios
& Cudles resultados se obtuvieron?
La gréfica muestra que:
en 2 minutos se llena el tanque en 2/8 = % de su capacidad,
en 4 minutos se llena el tanque en 4/8 = 2 de su capacidad,
en 5 minutos se llena el tanque en 5/8 de su capacidad,
en 8 minutos se Ilena el tanque en 8/8 = 1 de su capacidad.
4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
i Parece razonable la soltucién?
Si, ya que observando la grifica su llenado concuerda

[



1
pues 2 min. se ha lienado by del tanque,

!
en 4 min. se ha llenado 3 del tanque

¥ finalmente en 8 min. se llena el tanque completo.
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#* Ejemplo 11 (Método Alg ico)
Un depdésito de agua puede llenarse con dos llaves, una de ellas puede hacerio en

ién a toda su capacidad,

10 minutos, si descarga a toda su § La otra,
puede llenario en 40 minutos. Si ambas llaves descargan simultineamente a toda su

capacidad, {cudénto tiempo tardarén en llenar el tanque?

1. Entender ¢] problema
& Qué trato de encontrar?
Cudnto tiempo tardardn en llenar el 1anque.

& Qué datos tengo?
En 10 minutos lo llena una llave, otra Jlave Io hace en 40 minutos.

2. Disefiar un plan.
4Cudl es la inc6gnita?
x = el tiempo que tarda en llenarse el tanque.

Por qué medio puedo encontrar el tiempo de llenado?
P dola i6n correspondi ¥ resolviéndola.

Como la llave (llamémosle A) lo llena en 10 minutos, entonces en 5 minutos,

1 1
llenard 5 del tanque, y la )Jlave B en 5 minutos llenard s de tanque, de manera que
. s
juntas llenan s de tanque. Como
5/10=17/2
5/30 =1/8

Yy
172+ 1/8 =(4+1)/8= 5/8

por lo 1anto en 5 minutos se llena 5/8 de tanque

si x es el tiempo obtenemos Ja proporcién



S5 min. 5/8

x min,

3. Llevar a cabo dicho plan. (resolviendo)
x=5/(5/8)=40/5 =8

de esto se concluye que tardan 8 min. en llenar el tanque.

4. Regresar a analizar e] proceso de solucién
.Parece razonable la solucién?

§f, ya que dio el mismo resultado con los distintos metodos
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¥ Ejemplo 12 (Método Algebraico)
(Resoclviendolo de otra manera pero usando este método.)

Un depdsito de agua puede lienarse con dos Haves, una de ellas puede hacerio en

10 minutos, si descarga a toda su capacidad. La otra, también a toda su capacidad,

puede llenario en 20 inut: Ssi ] descargan simuitdineamente a toda su
d, ¢cudnto po tardarén en llenar el tanque?
Llave A Lave B
10 min. 20 min.

I—_—_::q] D:l

1. Entender ¢l problema
4 Qué trato de encontrar?
El tiempo de llenado del tanque.

{Qué datos tengo?
En 10 min. lo llena una llave, otra llave lo hace en 20 min.

¢Cuél es 1a condicién?
Que las dos llaves lo llenen simultdneamente.

2. Disefiar un plan

(Cudles la‘incégnila?
Sea x, el tiempo que tarda en licnarse ¢l tanque con ambas llaves.
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(Por qué medios puedo obtener ¢l valor de la incégnita?
Planteando la siguiente ecuacién y resolviéndola.
Como una llave (llamémosle A), lo llena en 10 min. entonces en 5 minutos llenard

la mitad (1/2) del tanque, y la llave B , en 5 min., llenard un 4, de manera que
juntas habrdn llenado 1/2 +1/4 =3/4 del depésito, esto es

(%) ~—— S min.

@) — s

esto es, en 5 min. se llené el tanque en g

3. Llevar a cabo dicho plan
. Cuiles resultados se obtuvieron?

De la proporcidn anterior se tiene que

1 5 .
by —_— 3 min.
estd relacién nos dice que, el cuarto faltante se llenard en la tercera parte de 5
minutos.
De esta forma la solucién serfa:
S5+$=5+1%4=6% min.

Encontré otros métodos para resolver el problema?
Si, otra solucién seria usando una regla de tres.
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¥ Ej lo 12 Alg )
Un depésito de agua pusde llena:

10 minutos, si descarga a toda su capacidad. La otra, también a toda su capacidad,
pusde lienario en 20 minutos. Si ambas liaves descargan simulténeaments a toda su

con dos llaves, una de siias puede hacerio en

capacidad, ¢cuénto tiempo tardarén en lienar sl tanque?

1. Entender el problema
. Qué trato de encontrar?

El tiempo de llenado del tanque,

Qué datos tengo?
En"10 min. lo llena una llave, otra llave Jo hace en 20 min.

(Cudl es la condicién?

Que las dos llaves lo llenen simultdneamente.

2. Disefiar un plan
(Cuil es la incégnita?

Sea x, el tiempo que tarda en llenarse el tanque con ambas llaves.

.Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?

P la

i6n y resolviéndola.

Como la llave A lo llena en 10 minutos, ¥y la llave B en 20 minutos, entonces en 5
minutos la llave A lo llenara s6lo a la mitad de su capacidad, y l1a llave B
sélo lo llenard en un cuarto de su capacidad. Por lo tanto, en 5 minutos ambas

1 1 3 3
Naves lograran llenar cl tanque en Ehdriad z.Asf que, 5 minutos es a 2 como x
minutos es a 1, que es lo mismo que,

5 minutos

- blw

X minutos
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3. Llevar a cabo dicho plan
.Cudles resultados se obtuvieron?

De la proporcién anterior tengo que

x= ~;r min
2

x=63

x = 6.665

por lo tanto, el tangue se llenard en 6% de minuto aproximadamente.

El método de regla de tres se usara frecuentemente.

LEncontré otros métodos para resolver el problema?

Sf, una solucién muy ingeniosa, la propuso una nifa.

Ejemplo 12.

Un po de agua puede llenarse con dos llaves, una de ellas puede hacerlo en

10 minutos, sl descarga a toda su 1] La otra, a toda su capacidad,

puede llenario en 20 Si deacargan simultineamente a toda su
paci ecudh { po tardardn en llenar el tanque?

Se ticne que “Una llave es la mds lenta, la de 20 minutos: y otra es mds rdpida, la
de 10 minutos, si la mds rdpida se divide en dos salidas de agua se obtienen dos
llaves de 20 minutaos, de tal manera que cuando la llave de 20 minutos llena Ja

tercera parte del tanque la otra ya llend lo que faltaba:
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3. Llevar a cabo dicho plan
iCuidles resultados se obruvieron?

Entonces, se tiene que 1a solucién es 20/3 = 6.666

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable la solucién?
Si, ya que por los tres métodos se llego a la misma solucién.

Sec encontré asf 1a solucién, y jahora qué? Tradicionalmente esto significaria ¢l fin
de la actividad.

Pero coincidiendo con al

investigadores (Schoenfeld), llegar a la solucién de
un problema es el inicio de una rica experiencia matematica.
Esta actividad pleta el ciclo pr

P para manejar los problemas en clase y
promover ¢l trabajo matemitico en el aula . Tal tipo de actividades simulan en
parte, las que realiza un matematico formal.

En el problema anterior teniamos que en 5 min. se llcnaban 34 del tanque, nos
preguntdbamos en cuinto tiempo se llenars todo, es decir:

~—— S min.

- plw

x min.
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de donde

esto es, tarda en lienarse 6.666 minutos aproximadamente.

Veamos qué pasa con los mismos datos pero preguntindonos ;cudnto se llenaen 2 min.?

'

1. Entender el problema

«Qué trato de cncontrar?

Cuanto se ha llenado el tanque.

4Qué datos tengo?

En 10 min. lo llena una llave. La otra llave lo hace en 20 min.

. Cuil es la condicién?

Que las dos llaves lo llenen simultdneamente.

2. Disefiar un plan
&Cudl es 1a incégnita?

El volumen que se llenard en 2 minutos.

oPor qué medios pucdo obtener el valor de la incégnita?

Pl do la sigui i6n y resolviéndola.

Lallave de 10 min. llena 2/10=1/5 detanque en 2 minutos
Lallave dec 20 min. liena 2/20 =1/10 de tanque en 2 minutos
o secaqueen 2 minutos se tiene que

a 10 min. corresponde 1/5 A
a 20 min. corresponde 1710

Por lo tanto
175+ 1/10= (2+1)/10= 3/10
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En 2 minutos las llaves juntas llenan el tanque a 3/10 de su capacidad.

Si, ya que para saber en cudnto tiempo se llenara el se pl la si

relacién con el dato encontrado
2 min. 3/10

x min. 1

3. Llevar a cabo dicho plan
¢ Cudles resultados se obtuvieron?
De la proporcién anterior tengo que
2min. ____ 3/10
x min.  __ 1

x = 2/(3/10) = 20/3 = 6.666"

que es el mismo resultado que ya se habfa encontrado anteriormente.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

i Parece razonable la solucién?

Si, pues es el mismo resultado anterior. Por 1o tanto el resultado es correcto.

Ahora qué pasa si le damos los mismos datos pero preg ind Cqué fr

ranque se llena en 7 minutos?.
1. Entender el problema
2 Qué trato de encontrar?

Cuanto sc ha llenado ¢l tanque.

& Qué datos tengo?

En 10 min. lo llena una llave. La otra llave lo hace en 20 min.

del
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. Cuiil s la condicién?

Que las dos llaves lo llenen simultaneamente.

2. Disefiar un plan
&Cudl es la incégnita?

En 7 minutos, cuanto se habr4 llenado ¢l tanque con ambas llaves.

Por qué medios puedo obtener ¢l valor de la incégnita?
Analizando lo siguiente:

la Nave de 10 min. llena 7710 detanque en 7 minutos

¥ la llave de 20 min. llcna 7 /20 de tanque en 7 minutos

Entre las dos llenan el tanque a

T7/10+7/20 =14/20+7/20 =21/ 20 =1 1/20

3. Llevar a cabo dicho plan
. Cudles resultados se obtuvieron?
1
=15z
20
éste resultado nos indica que, 7 minutos ¢s demasiado tiempo para llenar el tanque,

ya que ocasionard que el agua se derrame (puesto que hay un exceso de 1/20) de la
capacidad dcl tanque.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

o Parece razonable la solucién?

Sf, ya que para llenarse el tanque s6lo se necesita de un tiempo de 6.666 minutos
aproximados.

Queda por realizar una actividad mds. se concluye la experiencia regresando al
problema original, pero solicitando que se den los datos necesarios para obtencr

como solucién 7 minutos cxactos. También se puede pedir que el tiempo de




llenado de una de las llaves sca el mismo, la solucién sea otra, y que se encuentre

el tiempo de llenado con la otra llave.

Ahora se piden los datos necesarios para obtener 7 minutos cxactamente, es decir que no
exista derrame alguno. Para conseguir esto. la condicion es ver que valores debe tener la
division de fracciones (lex de la torta), para que el resuitado me dé exactamente 7 minutos, o
sea irabajamos en sentido conirario (de arrds para adelante).

Tomando como base el ejemplo principal ( resuelto por la regla de 1res)

34 S min.
1 J— X min.
de donde
x =5/% =20/3 = 6.666
puesto que ahora queremos que ¢l resultado sea 7, analicemos algunas fracciones
que sean equivalentes al resultado buscado:
14/2 ,21/3,28/4, 35/5,63/9, ...
Usando como ejemplo la cuana fraccién de la lista, se tendré la siguiente igualdad:
35 (5

X =T === —

5 5

VIRV

consideremos ahora el primer cociente de la lista 14/2, dejemos gue ¢l

denominador per igual y busquemos una pareja de niimeros tal que al
multiplicarlos den 14, (es decir, factoricemos el numerador) por cjemplo el 7 y el

2, esto nos da:

w
9
9l

o sea, vamos de atrds para adelante, tomando como base los pasos de la solucién

del problerna inicial.
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Analizando ambas expresiones, se observa que el numerador de la segunda fraccién se
factoriza para dar origen, por medio de la regla de la “torta™, al cociente final que involucra un

entero ¥ una fracciéon mds.
Esto nos indica, que la solucién del problema (en el primer caso de la lista), se deberia

plantear de la manera siguiente:

2 -
7 —— 2min
1 — X min
asf que
x=3-l2o,
7

que es lo que se quiere.

Por lo tanto, €l planteamiento del problema para que el tanque se llene exactamente en 7
minutos, serfa que en 2 minutos ambas lNaves deberdn cubrir 2/7 del volumen total.  Si
arbitrariamente fijamos la velocidad de flujo de una de las llaves, el problema se reduce a
encontrar 1a de Ja otra Jlave. Obviamente, cada una de las llaves por separado, deberd llenar una
fraccién menor a 2/7.

Supongamos entonces que una de las Haves llena 2/20 del tanque en 2 min (este valor lo
doy arbitrario), necesitamos encontrar ahora la capacidad u que llena la otra llave en el mismo
tiempo. pero con la condicién de que n« sea mayor que cero (# > 0), puesto que no tiene sentido
hablar de volimenes negativos, entonces Ja contribucién de las dos llaves para llenar el tanque

debe estar expresada por

Lpor qué 2/7 ?, porque esta condicion sc daba en el ¢jercicio anterior, o sea que juntas lienan el

tanque en esa fraccién. Despejando para enconirar ¢l valor de u:

2 2 2 2
T T R e

2 2 40—14 26 13
H=373~ 130 14070

por lo tanto




. 13
Entonces en 2 minutos Ja otra llave llena ——

70
2
el tanque en 7- Realizamos la operacitn
2,13
20 70
En donde
7 13 20

10 7070770 70"

Ahora veamos en cuantos minutos se llena
resolvermnos de Ja siguiente mancra: en 2 min se llenan

se dio antes), por lo tanto en

regla de tres.

2 — 2
20
x —_— 1
al resolverla obtenemos
2 40
x=r3y==2 =%°
(E

x = 20 min.

del tanque por lo que juntas deberdn llenar

.

7
el tanque con cada llave sola. Esto lo
2

%0 con la primera llave (esta condicién

x min deberd llenarse totalmente. Como se puede observar ¢s una

Por lo 1anto, lallave A llena el tanque en 20 minutos.

Ahora veamos en cuanto tiempo se Ilena con la llave B

]
2 min. -7—3
x min.  ___ 1

cntonces
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40
por lo tanto, la llave B lo llena en T3 min.

Veamos, ;cudnto se tardard en llenar el tanque si se usan Jas dos llaves?

2/7 2 min.
1 x min.
De donde
2 14

X= mom=—=7

iQUE ES LO QUE QUERIAMOS!

Es decir. si A llena el tanque en 20 min y B lo hace 140/13, entonces juntas lo llenan
exactamente en 7 min.

Ahora otra pregunta serfa si consideramos un lapso de tiempo de 5 min. ;Qué fraccién del
tanque llenard por separado cada llave, A y B? (del mismo ejemplo anterior).

Se ticne que cn 5 minutos la llave A Hena el tanque en 5/20 = 1/4, mientras que la llave B
lo ha llenado en 5/( 140/13 ) esto es:

s s s s 3
130 = 2(70) ~ 200D - 2CNENT) 8
13 13 13 3

En este tiempo, el tanque se ha llenado en

1,13 7 a3
T BT T




<=7

s nate PRSPV

Por lo que

es decir el tanque se llena en 7 min.
Veamos ahora otro ejemplo para que ¢l tanque sc llene en 7 minutos. Consideremos la
quinta fraccién de la lista original. es decir 63/9. entonces:
63 _213) _ 3

de aqui se infiere Ia regla de tres:
2

21

1 — X min.

— 3 min.

. 9
por lo que se concluye que en 3 min,, las dos llaves llenan 37 del tanque,

I 3
Entonces, arbitrariamente proponemos que la llave A llene el tanque hasta 5 de su

pacidad total (opci I y miiltiplo de 3 para facilitar los cdlculos). Ahora para calcular en

cuanto ha cooperado la lave B, sc plantea Ja siguiente ecuacién

2w
E) 21
3 3 9 3
579 %375
9 3 3 3_27-21_6 2
¥E2IT9T7TeT 63 Te3T 2
entonces
2
u=37

3 1 2
Por lo tanto. en 3 minutos la llave A llena el tanque en ; = '5‘ ylallave B en ,,—1. €sto s,

9 :
el tanque se ha llenado en 7= con las llaves juntas. Comprobando:



en consecuencia, para averiguar en cudnto tiempo llena el tanque cada llave sola, plunteamos las

siguientes reglas de tres

|ra

3 min. =1/3 3 min.

X min.

-

x min. —_—
esto nos da los tiempos buscados:

x=@=T—9min. x=[;)_

El enunciado del problema seria: se tiene una llave A, que tarda en llenar el tanque 9

= 31.5 min.

(5]

w
[}
~J
W
vlg

63 . . .
minutos, y otra llave B tarda — min. ;Qué fraccién del tanque se llenard en 3 min. usando
ambas llaves?

La Have A, llena %: del tanque en 3 min. Lallave B llena =

1
3

por lo tanto en 3 min. juntas llenardn

Finalmente, para averiguar en cudintos minutos se llena el tanque con ambas llaves,

tenemos:

de donde

;QUE ES LO QUE QUERIAMOS!

Ahora, qué fraccién del tanque se llenard en 5 min.



La llave A lo llena en 5/9 mientras que la ilave B lo hace en 5/(63/2)= 10/63.

En este tiempo las dos llaves han llenado el tanque en

5,10 _ 05
9 63 567
de donde, para saber cuanto tardan en llenar las dos Ilaves el tanque, se plantea lo siguiente

S min 205
min. 567

xmin. ____ 1

de donde x = 7 min. igual a lo anterior.
Ahora tomo minutos arbitrarios y el llenado que sea miiltiplo de ese niimero

por ejemplo:

7 min.
14 min. 7714
35 min. 7/ 35

de donde
7/14 +7/35=1/2+ /5 =(5+ 2)/10=7/10

O sea las dos llaves Ilenan el tanque en 7 /10 de capacidad en 7 min.

Planteando esto tenemos
7minee—_ 7/10

x min. 1

de donde
x=7/(7/10) =70/ 7 =10 min.

X = 10 min

Por lo tanto se llena en 10 min.

Ahora daremos minutos arbitrarios y llenado arbitrario.

7 min.

a) 1/6 detanque
b) 7/14 =2 de tanque
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a)

b)

Encontrar en cuanto tiempo lena el tanque cada llave.

7 min. — 116 (se llena 1/6 de tanque )

x min.

X =7 /(1/6) =42/} =42
X =42

Por lo tanto se llena en 42 min. el tanque

7 min. 7/14a=%
X min. 1
x=7/7(71/14)= 98/7=14
x=14

En 14 min. se llena el tanque

DE DONDE SE CONCLUYE QUE
a) llena en 42 min el tanque

b) llena en 14 min el tanque

4En cuantos min. llenan el tangue las llaves?
En 7 min. las llaves llenan por separado 1/6 y 7/14 entonces

1764+ 7/14=1 /6 +1/2 (reduciendo) =4/6 =2/3

7 min, ——— /3
xmin, — 1
x=7/(2/3)=21/2=10.5
x = 10.5

Por lo tanto en 10.5 minutos se llena el tanque.

1 (en cuantos min. se llenara el tanque)

170



A conti ién se pr an alg pr que se resuelven por distintos método.

Ejemplo 13 (Método de Tanteo).
La suma de ios dos nimeros es 73, uno de ellos es 25. ;Cuikl es e] otro nimero?

1. Entender el problema

+Qué trato de encontrar?

Un nimero que sumado con 25 sea jgual a 73.
4Qué datos tengo?

Un niimero es 25.

2. Diseiiar un plan.
LPor qué medio puedo encontrar el valor de las inc6gnitas?
Por el método de tanteo.

3. Llevar a cabo dicho plan.
¢Cudles resultados se obtuvieron?
5 como primer nimero. 5 + 25 = 30,
Muy bajo. Intentemos con un mimero mds grande.
20 como primer nimero. 20 + 25 = 45,
Muy bajo. Intentemos con un ndmero més grande.
65 como primer mimero. 65 + 25 = 90,
Muy alto, pero muy cerca. Intentemos con un nidmero mis chico.
50 como primer nimero. 50 + 25 = 75,
Alto, pero muy cerca. Intentemos ¢on un nimero mis chico.
48 como primer nimero. 48 + 25 = 73,
El nimero 48 es el correcto.
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4. Regresar a i el p

¢ Parece razonable 1a solucién?

o de sol

Sf,yaque 48 +25=73

Ejemplo 14 (Método de Tanteo)

Encontrar el nimero que falta en la ecuacién
3" ()« = 11

2

1. Entender el problema

& Qué trato de encontrar?

Un nimero que cumpla con la ecuacién anterior.

Qué datos tengo?
La siguiente ecuacién
3A* )+ 7 =11

2

2. Disefiar un plan.

Por qué medio puedo encontrar ¢l valor de las inc6gnitas?
Por el método de tanteo,

3. Llevar a cabo dicho plan.

.Cuiles resultados se obtuvicron?

8+ 24 +7
8 como el nimero. Verifi i6 3 = 7 = =

2 2

w|¥

W)=



1
ya que 155 es mayor que 1 1, entonces 8 es muy grande. Intentemos con 4.
4 como el nimero. Verificacién =3 =5 = gE

1
yaque 9-5 es menor que 11, por lo tanto 4 es muy pequefio. Intentemos con S.

3*5+7 15+7 22
5 como el nimero . Verificacién corrcclo——z—— =—F—=—5-=11, correcto

El mimero que faltaba erael 5.

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién
(Parece razonable la solucién?
Sf, ya que al sustituir el 5 en la ecuacién se verifica la igualdad.

Problemas.

Resolver usando el método de Tanteo.
)] 2*()-1=239
2) S5(3+()) =40
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lucién de Probl Medi

Diagramas.

Otro de los métodos titiles es hacer un diagrama (dibujo) de la situacién.

Ejempto 15.

Se le pidié al administrador de una plaza comercial que cercara con una cuerda una

énr gular del 1] para una exhibicién de autos. El érea cercada
fue de 250 por 300 metros. Se colocaron postes cada 25 metros alr de la é
2C [ se itaron?

1. Eatender ¢l problema

Qué trato de encontrar?

C postes se itan para delimitar el 4rea.

oQué datos tengo?

Se da el ancho y la altura.

2. Disefiar un plan.

Como los postes se van ha colocar en el contorno de la superficie , entonces
calculo el perimetro, esto es: 300 (2) + 250 (2) = 1100,

(Cudl es la incégnita?

Conocerel niimero de postes caben en una longitud de 1100 metros, si se colocan
cada 25 metros.
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3. Llevar a cabo dicho plan,

300

Divido el perfmetro entre 1a distancia que hay entre los postes

1100/25=44, por lo tanto sc requieren 44 postes.

Cudles resultados se obtuvicron?

Se pueden colocar 44 postes alrededor del terreno.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable la solucién?

Sf, pues si multiplicamos 44 x 25 nos da la longitud del perimetro del terreno.

Problema.

Una ranita estaba jugando y se cayd a un pozo. El pozo tiene 13 metros de
profundidad. Durante el dia |a ranita sube por Ias paredes del pozo 4 metroa y durante ia
noche se resbala 1 metro. ¢ Cuéntos dias tardars en salir del pozo Ia ranita?.

Problema.

Una hormiga cayé en un de p o lisas. El recipiente mide 12
cer os de prof Durante el dia ia hormiga sube por las paredes del
v P 4 o8 ¥y durante la noche se resbala 1 centimetro. ¢Cudintas horas

tardard en salir del recipiente {a hormiga?.
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Método por Tabla de Valores.

Otro de los métodos mis usados es por medio de wna rabulacidn. Se dan algunos

14

ejemplos a cc¢

Ejemplo 16.
Un transporte colectivo recorre 5 Km. en 20 minutos. (Cuéntos kildmetros

recorrerd en 2 horas?

1. Entender cl problema
& Qué€ trato de encontrar?
Cuiéntos kilémetros recorrerd un colectivo en 2 horas (120 minutos).

2 Qué datos tengo?
Un colectivo recorre 5 Km. en 20 minutos.

2. Disefiar un plan.
JPor qué medio puedo encontrar ¢l ntimero de kilémetros recorridos?

Realizando la siguiente tabla.



3. Llevar a cabo dicho plan.

Min| Km.
20 s

40 10
60 15
80 20
100 2s
120 30
140 35
160 40
180 45

(Cudles resultados se obtuvieron?
La tabla muestra que en 120 minutos (2 Hrs.) ¢l colectivo recorrerd 30 kilémetros.

4, Regresar a analizar el proceso de solucién
(Parece razonable la solucién?
Sf, puesto que con 6 intervalos de 20 minutos se obtiene en total un intervalo de
120 minutos, entonces en esos 6 intervalos se habrén recorrido 30 Km (= 5 Km.* 6).
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Ejemplo 17.

Un taxi cobra $ 2 el banderazo y $ 7 por 5 minutos. ;Cuanto cobraré por 45

minutos?
1. Entender el problema

& Qué trato de encontrar?

Cuanto cobrara un taxi por 45 minutos.

& Qué datos tengo?
Un taxi cobra $ 7 por $ minutos y $ 2 el banderazo.

2. Diseiiar un plan.

¢Por qué medio puedo ar ¢l costo o cobro?

Realizando la siguiente tabla

3. Llevar a cabo dicho plan.

Min s

5 7
10 14
15 21
20 28
s 35
30 42
35 49
40 56
a5 63
50 70
55 77
60 B4




& Cuiles resultados se obtuvieron?

La tabla muestra que por 45 minutos , el taxista deberd de cobrar 363 mis $ 2
del banderazo que es en total  $65.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

(Parece razonable la solucién?

Sf, ya que 45 es miiltiplo de 5 (5 * 9 = 45) entonces el costo serd $7 * 9 = $63
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grificas.

Un método también may litil es elaborar una grdfica para ver su relacién y obtener el

resultado.

Ejemplo 18.
Una maquina se tarda 3 minutos en cortar un tron: en dos 2Cud se

tardars cortario en 12 piezas?
1. Entender el problema
¢{Qué trato de encontrar?
Cuanto se tardaré cortar un tronco en 12 piezas.

. Qué datos tengo?
Se tarda 3 rninutos cortar un tronco en dos piezas.

2. Disefiar un plan.
io para cortar un tronco en 12 piezas?

¢ Por qué medio pued ar el tiemp
Haciendo una gréfica que represente la situacién.

3. Llevar a cabo dicho plan.

180




+Cudles resultados se obtuvieron?
En 3 min se corta en 2 partes y en 6 min en 4, como estos dos puntos determinan
una recta, entonces en 12 min se corta en 8 partes, en 15 min en 10 partes; por lo tanto, viendo la

grifica se concluye que se tardardn 18 minutos en cortarlo en 12 partes.

4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
iParece razonable la solucién?
Sf, ya que observando la grifica se tiene que en 3 minutos se coné el tronco en 2

partes, en 6 minutos se corta en 4 partes, etc. Por Jo tanto en 18 minutos se cortard en 12 partes.

Ejempio 18.
Los Trabajadores de limpia del DDF, je comentan a su jefe que una
persona puede limpiar de propaganda electoral ocho cuadras en dos horas. Si

hay 48 L as por i iar, & personas se necesitaran para limpiarias en’
ias mismas dos horas?

1. Entender el problema
& Qué trato de encontrar?
Cuidntas personas sc necesitaran para limpiar 48 cuadras en dos horas,

(Qué datos tengo?
Una persona puede limpiar ocho cuadras en dos horas.

2. Discfiar un plan.
iPor qué medio puedo encontrar el mimero de personas de Iimpia?
Haciendo una grifica que represente la situacién. Debido a que 1os rangos de las

cuadras y el niimero de los trabajadores en muy diferente, nos vemos obligados a
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utilizar dos escalas distintas para poder realizar una grifica en la cual se pueda

apreciar con mayor claridad la situacién que se esta pl do en e} 1o

del problema.

3. Llevar a cabo dicho plan.

cuadras
4B

40 3

321

24 _|

-

iCuiles resultados se obtuvieron?
La grafica que un trabajador puede limpiar 8 cuadras en 2 horas, 2

trabajadores 16 cuadras en el mismo tiempo, como estos dos puntos determinan
una recta, la grifica muestra que con 6 trabajadores se pueden limpiar las 48

cuadras en dos horas.

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién.

iParcce razonable la solucién?
Sf, ya que la relacién trabajador-cuadras es 1 trabajador limpia 8, 2 wrabajadores
limpian 16, etc. Por lo tanto con 6 trabajadores se limpiardn 48 cuadras.
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R lucién de probl i el pl : de una 25

algebraica.

Anteriormente se han estudindo métodos que se pueden utilizar para resolver problemas
matemiticos. Un método poderoso es planrear una ecuacidon. Muchos de los problemas con Jos

que trabajaremos se pueden resolver planteando y resolviendo una ecuacién.

Cémo plantear y resolver una ecuacién.

Puedo usar una variable para representar un nimero desconocido?

e

¢Puedo repr otras en términos de la variable?
iPuedo encontrar expresiones equivalentes?

i Puedo plantear y resolver una ecuacién?

Ejemplo 20.
El salario de José este afio es de $23400. Esto es $1700 mis de lo que gand el
afio pasado. ;Cuidl fue su salario e! afio pasado?

1. Entender el problema
LQué trato de encontrar ?
Cual fue el salario de José el afio pasado.

L Qué datos tengo?
José gand $23400 este afio. Esto es 51700 mas de lo que gané el afio pasado.



2. Diseflar un plan.

& Cudl es la incSgnita?

Seca I el salario del afio pasado. Esta variable es utilizada para repr lo que

tratamos de encontrar.

o Cudles datos necesito para obtener el valor de la incégnita?
Nuestros datos nos dicen gue 23400 es 1700 mds que L Es10 es lo mismo que la
ecuacidn
1700 + I= 23400
También podemos decir que ¢l salario del afio pasado fue 1700 menos que el
salario de este afio
=23400 - 1700

3. Llevar a cabo dicho plan.
¢ Cudles resultados sec obtuvieron?
De donde ? = $21700

4. Regresar a analizar ¢l proceso de solucién.

iParece razonable la solucién?
Sf. ya que si sumo $21700 que fué su salario del afio pasado y los $1700 que le
dieron de mis éste afio, se obtiene los $23400 que gano éste afio.



Ejemplo 21.
Alberto tiene $48 menos que Mariana. Si Mariana tiesne $115, cudnto tiens
Alberto?

1. Entender el problema
L Qué trato de encontrar?

Cuinto tiene Alberto.

& Qué datos tengo?
Mariana tiene $115. Alberto tiene $48 menos que Mariana.

2. Disefiar un plan.
& Cudl es la incégnita?
Seca x = lo que tiene Alberto

ZPor qué medio puedo encontrar ¢l valor de la incégnita?

P do la sigui <8 st dal

Y resolv;
x = 115 - 48

3. Llevar a cabo dicho plan.
x = 115 - 48
x =67

& Cudles resultados se obtuvieron?
x = 67

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
. Parece razonable 1a solucién?
Sf{, ya que si sumo lo que tiene Alberto, 67, mis 48 obtengo 115, ya que es lo que

tiene Mariana
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Ejemplo 22.

Una puilgada es igual a 2.54 centimetros. Un metro tiene 100 centimetros.
LCuéntas pulgadas hay en un metro?

1. Entender el problema
Qué trato de encontrar?

Cuidntas pulgadas hay en un metro.

Qué datos tengo?

Una pulgada es igual a 2.54 centimetros. Un metro tiene 100 centfmetros.

2. Disecfiar un plan.
(Cuadl es la incégnita?

Sca y ¢l ntimero de pulgadas en un metro (o lo que es lo mismo, en 100
centimetros).

LPor que medios pucdo encontrar el valor de la incégnita?

Pl do la sigui i6n y resolviéndola.
Como sabemos que hay 2.54 cm en cada pulgada debe satisfacerse que
¥(2.54) = 100

3. Llevar a cabo dicho plan.
¥(2.54) = 100

LCudles resultados se obtuvieron?
y =100

2.54

y= 39.37
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4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
iParece razonable la solucién?

8f, ya que si multiplico 2.54 cm por 39.37 obtengo 100 cm, es decir un metro.

Ejemplo 23.
La suma de dos enteros positivos pares consecutivos es 94. ;Cudies son esos
enteros?

1.Entender el problema
L Qué trato de encontrar?

Cudles son los enteros buscados

¢ Qué€ datos tengo?

Los enteros son pares ivos que dos dan 94.

2. Disefiar un plan.
. Cudles son las incégnitas?

Sean z, w Jos enteros buscados.

(Por qué medios puedo obtener ¢l valor de Jas incSgnitas?

F la

PO e

y resolviendola

Como son pares conseculivos, son de la siguiente forma
z=2a, w=2a+2
¥ como su suma es 94, tengo la siguiente ecuacién
z+ w =94

2a4+(2a+2)=94
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3.- Llevar a cabo dicho plan.
2a+(2a+2)=94
4a+2 =94
4a =92
a=92/4 =23
porlotantoz=2a=46 y w=2a+2=48

. Cudles resultados se obtuvieron?

z=46 y w=48

4.- Regresar a analizar el proceso de solucién.
.Parece razonable la solucién?
Sf, pues si sumo los dos nimeros, se obtiene
46+ 48 =954
94 =94.

Ejemplo 24.
La suma de tres enteros impares consecutivos es 123, (Cudles son esos
enteros? ‘

1.Entender ¢l problema
¢ Qué trato de encontrar?

Cudles son esos enteros impares

< Qué datos tengo?

La suma de los tres enteros consecutivos impares es 123.



2. Diseflar un plan.
& Cuil es la incégnita?

Sean x, y ., z los mimeros buscados.

i Por qué medios puedo obtener ¢l valor de la incOgnita?
Planteando la siguiente ecuacién y resolviéndola.
X+y+z=123

como son impares consecutivos son de 1a siguiente forma

x=2a+1l,y=2a+3,

z=2a+5

Ra+1)+QRa+3N+(2a+5=123

3.Llevar a cabo dicho plan
Qa+ 1)+ (Ca+3)+(2a+5)=123
6a+9 =123
6a = 123-9
6a=114
a=114/6
a=19

porlotantox =2(19)+ 1, x=38+1, x=39, y=41,

{Cuiles resultados se obtuvieron?

x =39 =41 z=43

4.- Regresar a analizar ¢] proceso de solucién.
¢(Parece razonable 1a solucién?

Sf, pues si sumo 39+ 41 +43 = 123,

123 =123
obtengo lo esperado.

Para algun a en los enteros

z=43,
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Ejemplo 25.

El éng de un tr -] as 4 la del otro. El tercer dnguio es igual

a la suma de los otros dos. (Qué medida tiene el ingulo mis pequefio? (

La suma de los éngulos interlores de un tridngulo es de 180%.)

1.-Entender ¢l problema
. Qué trato de encontrar?

Las medidas de los d4ngulos,cn particular la del 4ngulo més pequefio

¢ Qué datos tengo?

Un éngulo es 4 veces el tamafiio del otro. E} tercero es igual a la suma de los

otros dos

2.-Disefiar un plan
4Cudl es la incégnita?

Sea x el dngulo buscado ¢l que mide menos.

iPor qué medios puedo obtener el valor de Ja incégnita?

P > 1a sigui ién y resolviendola

Sea x el tamafio de uno de los dngulos, entonces los otros dos son 4x
X +4x = 5x

X +4x + 5x = 180

3.-Llevar a cabo dicho plan
X +4x + 5x = 180

10x = 180
x = 180/10
x=18



LCufles resultados se obtuvieron?
x=18
Por lo tanto, los 4ngulos son: 18°, 4(18)=72° y 5(18) = 90°
18° + 72° + 90° = 180°

4.-Regresar a analizar ¢} proceso de solucién
¢(Parece razonable la solucién?
Sf, pues sumo los dngulos 18 + 72 + 90
obtengo 180°

Ejempio 26.
Una varilla de 84 cm. de longitud estd pintada de rojo y negro. La parte roja es &
cm. menos que la parte de gro. E ta [-1 de cada parte.

1. Entender el problema
4 Qué trato de encontrar?

Hallar 1a Jongitud de cada parte.

Qué datos tengo?

Longitud de la varilla: 84 cm. Seccién roja es 4 cm. menos que la parte pintada de
negro.

2. Disefiar un plan.
¢Cudl es la incégnita?
Sea x = laseccién negra

x- 4 = lasecccién roja




JPor qué medios puedo obtencr el valor de la incégnita?
6n y resolviendola.

F do la sij
‘x 4+ (x - 4) =84

3.-Llevar a cabo dicho plan
x + (x-4) = 84

XxX+x-4 =84
2x-4 =84
84 + 4 = 88
x = 28

2

x =44

2x =

¢ Cudles resultados se obtuvieron?
x =44

longitud de la seccién negra: 44 cm.
Jongitud de la seccién roja : 40 cm.

4.-Regresar a analizar el proceso de solucién

(Parece razonable la solucién
Sf, pues si sumo obtengo el total de la varilla.

Ejemplo 27.

Las edades de un padre y su hijo suman 83 afios. La edad del padre excede en
tres afios al triple de la edad del hijo. E

1. Entender ¢l problema

i Qué trato de encontrar?
Hallar las edades del hijo y del padre.
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(Qué datos tengo?
La edad del hijo y del] padre suman 83 afios. La edad del padre excede en tres afios

al triple de la edad del hijo.

2. Disefiar un plan.

. Cudl es la incégnita?
Sea x = la edad del hijo
3x + 3 = edad del padre

(Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?

do la sigui i6én y resolviendol

3x + 3) + x = 83

3.-Llevar a cabo dicho plan
4x = 83 - 3 = 80
- %
4
x =20
iCudles resultados se obtuvieron?
x = 20

4.-Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable 1a solucién?

Sf pues

la edad del hijo: 20 afios,

la edad del padre: 63 afios

3(20)+3 =63 edad del padre es el triple de su hijo mis 3

y sumando obtengo 83afios.
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Ejempto 28.
Dado un plano dond @ de sus no estidn pecificad; tratar de

ancontrarias, ar sus es.

i
H
3
i

; t+4 le. l ty2_ o 2t+ 1
H
H t 10
; e 2 3t-3 1 J'
;f T 3 L Q— J t+ l——a
i
v "
?
; 1.-Entender el problema
; &Qué trato de encontrar?
' La longitud de cada uno de los segmentos del plano.
f & Qué datos tengo?
: La i6n de varios que estan en funcién del pardmetro t
2.-Disefiar un plan
&Cudl es la incSgnita?
Seat la incégnita
LPor qué medios puedo obtener el valor de Ja incégnita?
Sumando las iones que repr las longitudes de los segmentos

inferiores del rectdngulo, se¢ plantea la siguiente ecuacién y se resuelve.
(+3)+(+2)+@qQ+1)=15




3.-Llevar a cabo dicho plan
t+3+t+2+t+1 =15

At+6 =15
3t=15-6
3t=9

9
1—3—3
t=3

i Cudles resultados se obtuvieron?
t=3
Sustituyendo este valor de t en todas las expresiones se encuentra la magnitud

i
L

de los segmentos indicados en la figura siguiente

a4 6

NN
|

|

Tk—u—a

| PR p

<~
3
N

4.-Regresar a analizar cl proceso de solucién
iParece razonable Ja solucién?
Tarmbién podemos calcular ¢l valor de t usando las expresiones de los segmentos
del lado vertical izquierdo. De aquf{ se tiene la expresién
t+(2t+1)=10
3t=9
t=3
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Ejempio 29.

Dividir 254 en tres partes tales que: la segunda sea el triple de la primera y 40

unidades mayor que |a tercera.

1. Entender el problemna
i Qué trato de encontrar?
Dividir 254 en tres partes.

& Qué datos tengo?
la segunda parte es ¢l triple de la primera y 40 unidades mayor que Ja tercera

parte.

2. Disefiar un plan.

.Cudl es la incSgnita?
La segunda parte (de las tres en que se dividié 254)

iPor qué medios puedo obtener el valor de las incégnitas?
Pl do la sigui i6n y resolviéndol

x .
Sea 3= la primera pante,

x = lasegunda partcy
x - 40 = ]a tercera parte

§+x+(x—40)=254
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3.-Llevar a cabo dicho plan

L;- +2x—~40=254

X
F+2x=254+40=294

A+ 6x =882
7x = 882
882

,Cudles resultados se obtuvieron?
Por lo tanto:
primera parte: 42
segunda parte: 126

86
lercera parte: ':;5—4

4.-Regresar a analizar el proceso de solucién

cParece razonable la solucién?

81, pues sumando obtengo el ntimero 254

et e A b it
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Ejempio 30.
Al observar las calificaciones finales del grupo 1304 de matemiticas 1, se pudo

5
observar que los alumnos que obtuvieron NP son 3 de los que acreditaron, y ios que
obtuvieron NA son ia quinta parte de los que obtuvieron NP. Si Ia lista consta de un total

de 32 alumnos, (Cuéntos alumnos acreditaron el curso?

1. Entender ¢l problema
L Qué trato de encontrar?

Cuintos alumnos acreditaron el curso.
+Qué datos engo?
. . s
Hay un total de 32 alumnos. Los alumnos que obtuvieron NP son 3 de los que

acreditaron, y los que obtuvieron NA son la quinta parte de los que obtuvieron NP,

2. Disefiar un plan.

Cuil es la incégnita?

Sea x = el nimero de alumnos que acreditaron.

LPor qué medios puedo obtener ¢l valor de la incégnita?

Planteando la siguiente ecuacién y resolviéndala.

5 .
- = nimero de alumnos que obtuvieron NP,

2
1(5 . -
sz = nimero de los que obtuvieron NA.

por lo tanto la ecuacién es.

RENTCR
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3.-Llevar a cabo dicho plan

5 1
x+ox+5x=32

2 2
2x+5x+x =64
Bx=64

_64
=%
x=8

£Cudles resultados sc obtuvieron?

x=8

4.-Regresar a analizar el proceso de solucién
i Parece razonable la solucién?

Se tiene que:

8 alumnos acreditaron,

20 alumnos sacaron NP y

4 alumnos sacaron NA

Si, pues si sumo obtengo 32.
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Ejemplo 31.
Después de la muerte de Di (un o griego), algulen

describié au vida con un acertijo.

Fué nifio durante un sexto de su vida.

Después de un d miés tuvo barba.
Después da un séptimo se casd.

En el quinto afio de su matrimonio nacid su hijo.
Su hijo vivié Ia mitad de ios afios que vivié él.
Diofanto murié cuatro afios después que su hijo.
&Cudntos afios tenia Diofanto cuando murié?

1.Entender el problema
&Qué trato de encontrar?
A qué edad murié Diofanto

& Qué datos tengo?
Un sexto de su vida fué nifio, un doceavo después tuvo barba, un séptimo posterior
se casé, al quinto afio de rnatrimonio nacié su hijo, quien murié cuatro afios antes

que €] habiendo vivido sé6lo la mitad de afios que su padre.

2.- Diseifiar un plan.
. Cudl es la inc6gnita?
Sea x el miimero de aiios que vivié Diofanto

. Por qué medios puedo obtener el valor de 1a incégnita?
Plantcando la siguiente ecuacién y resolviéndola
E los imi de su vida dan origen a la siguiente ecuacién:

X X X X
E+E+7+5+5+4=x

SR . . . T e e b




3. Llevar a cabo dicho plan.
Resolviendo la ecuacién anterior
2x  x . x 6x
T4 S5+ — 4=
I I I T il
2x+x+6x+£+9_x
12 7 -
9x x
12+7+9—x
3x x
T+;+9—x
2lv+4x
28
25x
2§ o=

+9=x

. Cudles resultados se obtuvieron?
x =84

Diofanto vivié 84 afios.

4.~ Regresar a analizar el proceso de solucién

iParece razonable la solucién?
i.e. fué nifio durante 14 afios, despuds de los 21 afios tuvo barba, a los 33
afos se casé, a los 38 aflos naci6 su hijo, el cual vivié 42 afios; Diofanto
murié 4 aios despuds que su hijo o sea a la edad de 84 aiios.

51, pues si sustituyo el valor de x en la ecuacién, se obtiene

B84 84 84 84
3 +E+7+S+T+4_84




14+ 7+12 +54+42+4=84
84 =84

Ejempio 32.
Cuatro personas se repartieron un numero indeterminado de naranjas que habfa

en un frutero. La primera de eilas tomo 6 naranjas, la segunda un sexto del total original,
ia tercera 14 naranjas y la llitima cinco catorceavos del total (Cudntas naranjas habia

criginaimente en el frutero?

1. Entender e] problema
L Que trato de encontrar?.
Cuéntas naranjas habia en el frutero.

Qué datos tengo?
Cuatro personas se repantieron la fruta, tomaron 6, 1/6 del total, 14 y 5/14 del wotal.

2. Disefiar un plan.
Cudl es Ja incSgnita?
Sea x el total de naranjas.

.Por qué medios puedo obtener ¢l valor de la incégnita?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién.
De los datos se tiene que
Sx

X
6+g-¢-14+1—4

3. Llevar a cabo dicho plan.

x Sx
6+6+14+14—.x
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—10x =—20(21)

—10x = —420
—10x _ —420
-10 ~ -10
x=42

. Cuailes resultados se obtuvieron?

x = 42
4. Regresar a analizar el proceso de solucién
LParece razonable 1a solucién?

51, ya que si sustituimos el valor, se tiene que
6+ 42/6 +14 +5(42) /14 =42

6+7 +14+15=42

42=42
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Ejempilo 33.

Seis personas se repartieron las
canasta. Se dié un tercio, un cuarto, un octavo y un quinto, respectivamente, a cuatro de
Ias personas. La quinta persona 10 m , qQu una nada miés para la
sexta. Encontrar el nimaero original de manzanas en ia canasta.

lectad

as que r en una

1. Entender el problema
Qué trato de encontrar?
Cudntas manzanas habfa en la canasia.

+Qué datos tengo?
Cuatro personas se repartieron un tercio, un cuano, un octavo y un quinto del

ibieron 10y 1 n resy v

total, Jas dos p T T¢

2. Disefiar un plan.
iCudl es la incégnita?
Sea x el total de manzanas.

iPor qué medios puedo obtener el valor de la inc6gnita?
Planteando y resolviendo la siguiente ecuacion.

X X X X
3+2+8+g+10+l—x

3. Llevar a cabo dicho plan.
X x x x
§+:+8+5+10+1—x

40x+30x+15x +24x
e X 1l =x

120x 109x
120 120




20
120D =11x
1320=11x

¢Cudles resuliados se obtuvieron?
120 = x

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable Ja solucién?
81, ya que se sustituye ¢l valor x = 120 en la ecuacién.
120 120 120 120
Veri P —— Y —— =12
erificando: 3t t 8 *3 +10+1=120
40+ 30 +15 + 24 +10+1 =120

120 = 120.

Ejemplo 34.

Carola compartié un paquete de papel para graficar con tres de sus amigos. Did
un cuarto del paquete a Memo, Sara obtuve un tercio de lo que quedd, luego Marce tomd
un sexto de lo quedd en el paquete. Si Carola conservé 30 hojas, (Cudntas hojas habla

enelp orig He?

1. Entender el probiema
L Qué€ trato de encontrar?
Cudntas hojas habfa al principio.
& Qué datos tengo?
Se repartieron: un cuarto del paquete, un tercio del resto y un sexto de lo que

sobrs; quedaron 30 hojas.



2. Disefiar un plan.
(Cudl es laincégnita?

Sea x el total de hojas,

Por qué medios puedo obtener el valor de 1a incégnita?

Planteando y resolviendo la siguiente ecuacién,
entonces

x 1 x 1 X 1 x
4+§(x_.z)+z((x_ 4)_. 3(,_-2))... 0=x
3. Llevar a cabo dicho plan.

x 1 3x 1 3x 1 3x

TIP3 0=
x x 1 3x x
-;+-;+-6—(T——Z)+30=x

2x 1

2x o
Yy +E(T)+3 =x

X X
ST +30=x

212
6x+ x
12 +30=x
Tx
ﬁ+30=x
7x
30=x—~l-£
S5x
30=]—£
12(30)
= o x

LCuifles resultados sc obtuvieron?
x=72

El nimero de hojas era de 72.



4. Regresar a analizar el proceso de solucién.
(Purece razonable la solucién?
S{, ya que si se sustituye el valor x = 72 en la ecuacién se obtiene:
iy
18+l(54)+—]'((54) —1(54))+30— 72
3 6 3 -

72 1 72 1 72 1 72
(72— (T2 =y = —— =
+ 3(7.. 2 )+ 6((7 2 ) 3(72 ry N+30=72

18+18+é(54—IS)+30=72

18+18+ 6 +30 =72
72=72
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PROPORCIONES

La razén de dos cantidades es su cociente. Por ejemplo, la razén entre la edad de un padre
de 34 afios y la de un nifio de 10 afios es 34 a 10. La razén de 34 a 10 se puede expresar de varias
maneras.

34:10, 34/10, 34

10°

siguientes son proporciones.

Una ecuacién que establece que dos razones son iguales se llama proporcién . Las

2-6 s=.25 x=2 9=32
3 9 7 35 24 3 y 81
Como las proporciones son eccuaciones, las propiedades que sirven para resolver
también pueden usarse para resolver proporciones.
Ejemplo. Resolver.
X =2
63 9
63.x =63.2 (utiliza la propicdad multiplicativa.)
63
x = 14
Ejemplo. Resolver
65=13
10 x
10x (65) = 10x (13)
10 x
65x = 130

1(65x)=1(130)
65 65

x=2
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Ejemplo as.

(.a escala de un mapa indica que 0.5 cm representan 25 km.

En el mapa |a

distancia entre dos ciudades es 5 cm. Cuil es la distancia real de las dos ciudades

1. Entender el problema
. Qué trato de encontrar?

La distancia de las dos ciudades.

¢ Qué datos tengo?

0.5cm son 25 km y en ¢l mapa hay 5 cm de distancia.

2. Disefiar un plan
&Cudl es la incégnita?

Sca x la distancia real de las dos ciudades.

. Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?
P1 do la sigui i6n y resolviéndol
0.5/25 = 5/x
x=25(5)/05

3. Llevar a cabo dicho plan
x = 25(5)7/0.5
x=25(5)/.5
x=115/.5
X =250 km

¢ Cudles resultados se obtuvieron?
250 km

- . e e e et i



4. Regresar a analizar el proceso de solucién
iParece razonable la solucién?
Si, pues 0.5/25 = 5/250
Esto es si 0.5 cm representa 25 km,
1 cm representa 50 km,

Por lo tanto 5 cm representa 250 km.

Ejemplo 36.

Segun |a escala de un mapa de carreteras, tres pulgadas representan 40 millas. Si

d LQué di

en el mapa dos ciudades estin separadas por 10 pul
elias?

1. Entender el problema
.Qué trato de encontrar?
Ladi ia de las ciudad

i Qué datos tengo?
3 pulgadas representan 30 millas, en ¢l mapa estdn scparadas por 10

pulgadas.
2. Disefiar un plan
(Cudl es la incégnita?
Sea x la distancia de las ciudades.

(Por qué medios puedo obtener el valor de la inc6gnita?
Planteando )a siguiente ecuacién y resolviéndola.
3/40 = 10/x

hay entre



3. Llevar a cabo dicho plan

3/40 = 10/x

x = 40(10)/3

% = (40 (10) )/3
x = 400/3

x = 133.33 millas

(Cudles resultados se obtuvieron?

x = 133.33 millas aproximadamente

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
.Parece razonable 1a solucién?

Sf, pues si multiplico 3(133.33) = 400

Esto es si 3 pulgadas representan 40 millas

y 6 pulgadas representan 80 mill

Ejemplo 37.

Una escuela tiene un reglamento que indica que en viajes escolares, cada grupo
de 15 d ser pai por 2 adultos. ZCua d
para llevar a 180 estudiantes de viaje?

1. Entender ¢l problema
Qué trato de encontrar?

Cudntos adultos necesito.

,Qué datos tengo?

2 adultos deben ir por cada 15 eswudiantes.



2. Disefiar un plan

4 Cuil es 1a incédgnita?

Sea X el mimero de adultos.

JPor qué medios pucdo obtener el valor de la incSgnita?
Planteando la siguiente ecuacidn y resolviéndola

2/15 = x/180 (Piensa* 2 es a 15 como x es a 180™)

3. Llevar a cabo dicho plan

2/15 = x/180
x = 180(2)/15
x = 360/15

x = 24 adultos
& Cuiles resultados se obtuvieron?
X = 24 adultos

4. Regresar a analizar el proceso de solucién

.Parcce razonable la solucién?

Sf, pues 24(12) = 360 cstudiantes.

1
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Ejemplo 38,

Para hacer e 1 itan 4 d:

de arena por cada 5 de

grava,
LCuéntias paladas de grava se necesitan para 64 de arena?

1. Emender el problema
+Qué trato de encontrar?

Cuéntas paladas de grava se necesitan para 64 de arena.
.Qué datos rengo?

Se necesitan 4 paladas de arena por cada 5 de grava.
2. Disefiar un plan
Cudl es la incégnita?
Sea x las paladas de grava.

Por qué medios puedo obtener el valor de la incégnita?

Pl Y
P

la sigui i6

4/5 = 64/x

y resolviéndola

3. Llevar a cabo dicho plan

415 = 64/x
x = 64(5)/4
x = 320/4
x =80

i Cuiles resultados se obtuvieron?

x = 80 paladas de grava

4. Regresar a analizar el proceso de solucién
¢Parece razonable la solucién?

Sf, pues 80(3) = 320.



Comentarios finales.

El modelo educativo del C.C.H. contempla formar alumnos criticos y conscientes de su
entomo. En cl caso de la matemidtica ese modelo es igualmente aplicable y méas adn, es

compatible con ¢l método de R lucién de Problema:

En cfecto, el aprendizaje del dlgebra requiere que €l alumno sea critico, reflexivo y
propositivo ante una expresidn algebraica. Mds aun, debe reflexionar qué significa una expresién
algebraica y qué significa encontrar la solucién a una ecuacién. El alumno no debe quedarse en el
mecanisismo usual. Esa no es una actividad de un alumno critico.

Es por ello que considero itil y aplicable la resolucién de problemas en el estudio de las
Ecuaciones Lineales.

A continuacién escribo algunas observaciones de varios especialistas en tormo 2 la
resolucién de problemas, comentarios con los que estoy de acuerdo

“Encontrar la solucién de un problema matemiético no es la finalidad de las matemniticas.

sino el punto inicial para encontrar otras soluciones, ex jiones y generali de ese
problema”. Schoenfeld y Polya

Aprender matemiticas €s un proceso activo el cual requiere discusién de conjeturas y
pruebas. Schoenfeld y Polya

Con este proceso se puede guiar al estudiante a puevas ideas matemdticas con esta
finalidad en clase se pretende dividir en grupos de cuatro alumnos para que discutan problemas
en clase, ] maestro actuard como moderador y dard algunas direcciones que son de valor para la
discusién Meyer (1982) representa dos estados en 1a resolucién de problemas 1) la representacién
del problema, lo cual depende de la lingllistica, 2) la solucién del problema la cual esta asociada

con algoritmos y estr ias del i o

Schoenfeld (1982) establecié que 1a razén para enseflar matematicas es porque resultar ser
la disciplina ideal para entrenar a los estudiantes en “como pensar” y hacerlos auténomos, €l
utiliza estas frases “‘convéncete a ti mismo. convence a tu amigo y después convence a un
enemigo™.

Segidn Mancera (1993) en la actualidad se privilegia Ja memoria. en vez de la capacidad de

razonamiento esto ha propiciado muchos errores. Para €1 un problema debe despertar el interés y




, aunque resolver problemas leva mucho tiempo, con esto se impulsan

curiosidad del estudi
las habilidades icas basi como:
flexibilidad del pensamiento, reversibilidad, generalizacién, entre otras (Krutetskii 1976).

La actitud para “hacer matemadticas™ es o mds impornante que puede aportarnos la escuela,

al ver problemas como introduccién a los temas del curso permite a Jos estudiantes darse cuenta
de la importancia de la utilidad de los que se intenta ver en clase.

De csta forma preguntas como:
;Para qué sirve? queda nula de lo que se intenta abordar en clase.
iMe servird esto para otra clase 6 materia? queda también anulada pues el nuevo programa
1 en todos los temas y cursos. Este trabajo retoma esto para

pla lar Iucién de prob
su claboracién y desarrollo, se toman ¢n cuenta las jdeas de resolucién de problemas de Polya y

Schoenfeld y desarrollo estos problemas con cstas bases.
Con este trabajo espero aportar algo para los alumnos y maestros del C.C.H. y para todo aquel

que le interese.
En Jos problemas complementarios se desarrollé la
dos para enfrentar de forma diferente Jos problemas. Por ejemplo el del

idea de Schoenfeld sobre el ir

biando Jos
deposito de agua., con 2 laves, los aviones que salen de Puebla, o las méquinas que tapan

botellas entre otros.
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