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Resumen

En la actualidad. las sociedades modernas experimentan la creciente necesidad de
transmitir informacion a altas tasas en tiempo real. por esta razon en los paises
desarollados se realizan grandes esfuerzos por comercializar aplicaciones tales como
el telefono de manos libres. el video-telefono. los sistemas personales de comunica-
ciones mediante enlaces satelitales v las comunnicaciones moviles en general. Lstas
aplicaciones requieren de la transmision a tasas mavores que las que permite el ancho
de banda utilizable del canal. por lo cual se impone el uso de técincas de igualacion
de canal. Una de las técnicas mas populares en la actualidad para igualar canal lo
constituyen los algoritmo adaptables. los cuales han impuesto su hegemonia en este
campo debido principalmente a que no requieren de un conocimiento a priori de la
funcion de transferencia del canal. ni de los estadisticos de las senales transmitidas
v. ademas pueden modificar la funcion de respuesta al impulso del filtro igualador
para compensar los cambios en la funcion de transferencia del canal.

Fiste trabajo tiene como objetivoestudiar v evaluar el desempleno individual de
los algoritmos adaptables mas populares para diversos canales tanto a fase minima
como a fase no minima. Debido a la amplia gama de algoritmos que existen se selec-
cionaron los algoritmos que han gozado de una aceptacion “universal™: se escogio el
algoritmo "normalized least mean squares™ va que actualmente esta consituido en
una especie de "patron” contra el cual se comparan los algoritmos de inspiracion mas
fast

reciente: se escogieron dos meétodos representativos de los minimos cuadrados:

trausversal filter™ v el “leat squares lattice™ v, finalimente se escogion un algoritimo
de filtrado HR como lo es el "simple hyperestable adaptive recursive filter”,

Ademas se compara el desempeno de estos algoritmos con el objeto de recomen-
dar cual de todos estos métodos exhibe las mejores propiedades para su aplicacién
en la practica de acuerdo a los requerimientos del enlace de comunicaciones.

C'omo resultado de las evaluaciones realizadas se concluve que los canales mas
dificiles de igualar son aquéllos que presentan “antiresonancias™ en su respuesta en
frecuencia v. que ademas son de fase no minima. Esto debido a que el filtro ignalador
requerido es a respuesta impulsional finita v de un orden muy elevado para poder
igualar el canal de manera satisfactoria. Al elevar el orden del filtro el nimero de
operaciones flotantes por muestra de salida sufre un incremento no conveniente para
la transmision de datos a tasas clevadas y en tiempo real. por lo que se impone
el uso de algoritmos rapidos tales como el FTIE o el LSL. De estos dos ultimos se
prefiere al LSL debido a su robustez numérica sin embargo. dado que el F'TF realiza
menos operaciones por muestra de salida se optara por este ultimo cuando la tasa
de transmision sea de vital importancia para el enlace de comunicaciones.
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Introduccién

La igualacion de canal es un tema crucial dentro del contexto de las comunica-
ciones digitales modernas debido a la creciente necesidad de la sociedad moderna

de transmitir informacion en tiempo real a altas velocidades de transmision de un
punto a otro.

El problema basico para poder transmitir grandes cantidades de informacion
on tiempo real a traves de un medio fisico radica principalmente en las restricciones
impuestas por la propia naturaleza del medio a emplear. Estas limitaciones [isicas
propias del medio imponen una severa restriccion en el aucho de banda que es
aprovechable para poder transmitir informacion. En caso de contar con un ancho
de banda infinito. se podria transmitir a una tasa infinita por lo cual no existiria
la necesidad de desarollar técnicas para poder trausmitior a tasas por arriba de las
permitidas por el canal. Sin embargo como este 1o es el caso. se impone buscar
alguna técnica para poder transmitir en tiempo real a tasas superiores a la que nos
permite el canal.

La idea fundamental es igualar el canal mediante un filtro cuva respuesta en
frecuencia sea la inversa a la del canal. de tal manera que la accién del canal se anule.
I'sta idea es bastante sencilla de concebir sin embargo para llevarla a la practica
existen varios problemas que resolver. Primero. si descamos disenar un filtro que
tenga una respuesta en frecuencia inversa a la del canal, resulta logico que se debe
conocer la respuesta en frecuencia del canal. de lo contrario es imposible disenar el
lliro requerido. I sezundo problema parte del hecho de que estamos suponiendo
gue Ja funcion de transferencia del canal es de fase minima. pues de lo contrario
el filtro resultante serd inestable. lo cual no es tolerable. Por ailtimo v aunque de
momento parezea descabellado se debe de disponer de un método que considere las
posibles variaciones de la funcion de transterencia del canal. Lste dltimo punto es
de tmportancia fundamental v esta relacionado con el segundo punto. va que si e}
canal es de fase minima pero debido a cierta causa esta condicion va no sigue siendo
valida entonces el filtro igualador sera incstable.

Con el objeto deilustrar la posiblidad de la variacion del patron de polos y ceros
de la funcion de transferencia de un canal considere un sistema de comunicaciones
moviles. En este caso existira el fenémeno llamado propagacion multitravectoria el
cual consiste en que la senal transmitida viaja a lo largo de diferentes trayectorias:
por lo que el receptor recibira una combinacion de replicas de la misma senal pero
con distinto retraso. El problema surge cuando por alguna circunstancia una o mas
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Introduccion

La igualacion de canal es nn tema crucial dentro del contexto de las comunica-
ciones digitales modernas debido a la creciente necesidad de la sociedad moderna
de transmitir informacion en tiempo real a altas velocidades de transmision de un
punto a otro.

Xl problema basico para poder transmitir grandes cantidades de informacion
en tiempo real a traveés de un medio fisico radica principalimente en las restricciones
impuestas por la propia naturaleza del medio a emplear. Fstas limitaciones [isicas
propias el medio imponen una severa restriccion en ¢l ancho de banda que es
aprovechable para poder transmitir informacion. n caso de contar con un ancho
de handa infinito. se podria transmitir a una tasa intinita por lo cual no existiria
la necesidad de desarollar técnicas para poder transmitior a tasas por arriba de las
permitidas por el canal. Sin embargo como este no es el caso. se impone buscar
alguna técnica para poder transmitir en tiempo real a tasas superiores a la que nos
permite el canal.

La idea fundamental es igualar el canal mediante un liltro cuya respuesta en
[recuencia sea la inversa a la del canal. de tal manera que la accidn del canal se anule.
Esta idea es bastante sencilla de concebir sin embargo para llevarla a la practica
existen varios problemas que resolver. Primero. si deseamos disenar un tiltro que
el canal. resulta logico que se debe

tenga una respuesta en frecuencia inversa a la «
conocer la respuesta en frecuencia del canal. de lo contrario es imposible disenar el
filtro requerido. El segundo problema parte del hecho de que estamos suponiendo
que la funcion de transferencia del canal es de fase minima. pues de lo contrario
el liltro resultante sera inestable. lo cual no es tolerable. Por dltimo v aunque de
momento parezca descabellado se debe de disponer de un método que considere las
posibles variaciones de la funcion de transterencia del canal. Este daltimo punto es
de importancia fundamental v esta relacionado con el segundo punto. va que si el
canal es de fase minima pero debido a cierta causa esta condicion va no sigue siendo
valida entonces el filtro igualador sera inestable.

Con el objeto de ilustrar la posiblidad de la variacion del patron de polos y ceros
de la funcion de transferencia de un canal considere un sistema de comunicaciones
moviles. En este caso existira el fendémeno llamado propagacion multitrayectoria el
cual consiste en que la senal transmitida viaja a lo largo de diferentes trayectorias;
por lo que el receptor recibird una combinacion de replicas de la misma senal pero
con distinto retraso. El problema surge cuando por alguna circunstancia una o mas
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de T senales que no se propagan a traves de la linea de vista tienen una potencia
mavor que la senial que si se propaga a traves de la linea de vista: se puede demostrar
que esto ocasionard la aparicion de ceros fuera del circulo unitario en la funcion de
transferencia del canal lo que ocasionara que el sistema deje de ser de fase minima.

A lo largo del desarollo de las telecomunicaciones se han empleado diversas
soluciones. las cuales como resulta natural van cediendo su lugar a soluciones mas
eficientes conforme el desarollo tecnologico alcanza nuevos horizontes,

Historicamente nna de las primeras soluciones adoptadas consisto en emplear
un igualador fijo cuvo diseno se basaba en la elaboracion de un modelo para el canal
que se deseaba igualar. Fsta solucion no puede compensar los efectos debidos a lax
variaciones del canal v. dado que en general la funcion de transferencia del canal es
desconocida resulta ser um método bastante ineliciente v no permite la transmision
de datos a tasas muy elevadas de transmision por lo cual este méto no perdurd en
la practica.

Otro desarollo notable [o constituvo la aparicion del algoritimo de “zero fore-
g Fste algonitmo compensa la distorsion pico que se presemnta a la entrada del
receptor. Sin embargo uno de los inconvenientes de este método es que no puede
compensar los efectos del canal 81 la distorsion de pico en el receptor es mayor del
1007 o cual corresponde a situaciones en las que la accion del canal sobre la senal
transmitida no es muy severa. \ pesar de la significancia de este método en el de-
sarollo de las comunicaciones v debido a la necesidad cada vez mas imperiosa de
elevar aun mas la tasa de transmision este método tuvo que dejar su lugar a otras
1eenicas mas clicientes,

I la actualidad las téenicas mas acepradas en la practica la constituven los
algoritmos adaptables: fos cuales st pueden efectuar un seguimiento de las variaciones
de la Tuncion de transferencia del canal. I objetivo de este trabajo consiste en ol

analisis de los algoritmos mias importantes empleados para ignalar canal,

Dentro de estos algoritimos v debido a la importancia que han tenido en el
desarollo de las telecomunicaciones existe una gran variedad de los mismos. Ndemas
de lo cual existen pricipalmente dos estrncturas para reahzar la implantaon del
filtro ienatador: va sea que se prefiera una estructura transversal o una estructura

lattice. Debido a esta gran variedad de aleoritimos v las posibles formas de llevar

a cabo s implantacion practica resnlta muy laborioso sino imposible realizar un

analisis al detalle de cada aleoritmo del cual se tiene conocimiento a traveés de la
Hteratura referente al tema de laigualacion de canal. De aqui fa imperiosa necesidad
de establecer claramente los fines v propositos del presente trabajo.

Ll presente trabajo se centrara de una manera especial en los algoritmos: “leat
mean squares”. los algoritmos rapidos de minimos cuadrados tanto para una estruc-
tura transversal como lattice del tiltro igualador: v finalmente se trataran los algo-
ritmos que retroalimentan los simbolos va decodificados con el objeto de mejorar la
ignalacion.

[-n el capitulo uno se abordara de una manera general el problema de la
ignalacion en el contexto de las telecomunicaciones tratando de dar una perspec-
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tiva del problema asi como englobar lTas diversas solnctones al nismo.

En la parte dos de este trabajo se trataran en detalle los algoritnios mas popu-
lares utilizados en la actualidad para igualar canal. Como se menciono anteriormente.
debido a la gran importancia que reviste este problema existe un nidmero sin fin de
algoritmos y variantes de los mismos dificultando de esta manera la tarea de analizar
cada uno de estos por separado y paso a paso: por lo tanto se prefirio tratar los mas
importantes en el sentido tanto de su importancia tedrica como practica.

Cabe senalar que dentro de estos algoritmos también se analizaron los algo-
ritmos que utilizan un filtro de respuesta impulsional infinita para igualar el canal.
C'omo veremos en el capitulo cuatro estos algoritinos tienen importantes venta-
jas sobre su contraparte de respuesta impulsional linita. Sin embargo. el desarollo
matematico es mucho mas complicado v aun no se ha logrado resolver satisfactoria-
mente los problemas que con lleva la utilizacion de un filtro de respuesta impulsional
para igualar el canal. Ademas la imitacion mas seria de estos filtros lo constituve
el hecho de que nada mas pueden ser utilizados para igualar canales de fase minima
micntras que por otro lado la gran mavoria de los canales que se presentan en la
practiea son de lase no mmima lo cual limita la utilidad de un algoritmo de este
tipo.

En la parte tres se presentan los resultados de efectuar las distintas evalu-
actones v ocomparaciones entre los siguientes algoritmos: “normalized leat mean
squares”™. "fasi transversal filter algorithm™. “least squares lattice algorithm™ v el
“simple hvperestable adaptive recursive filter”. Finalmente se poresentan las con-
clusiones v perspectivas « ue constituven el punto medular de este trabajo.



Parte 1

Filtrado e Igualacion de Canal



Capitulo 1

Generalidades de la Igualacion de
Canal

En este capitulo se da un panaorama general del problema del filtrado adaptable
aphicado en la igualacion de canal. como primer punto se hace un énfasis en la
importancia de la ignalacion de canal. para lo cual se abordan algunos aspectos
listoricos que nos serviran pas situar el problema de la igualacion de cxanal a traveés
del tiempo v. ademas lo mas importante consiste en precisar como ha evolucionado
este problema conforme las crecientes necesidades de transmitir una mavor cantidad
de datos en tiempo real auimenta dia con dia en las sociedades modernas.

A continuacion se establece que la necesidad de igualar el canal proviene prin-
cipalmente de que éste se comporta como un filtro. Por lo tanto el canal. en general.
tanto atenuara como distorsionara a la senal que se propaga a través de él. De esta
manera se ven alectas las caracteristicas de las lormas de onda que son especialmente
disenadas para detectar los simbolos transmitidos a través del canal. Aunado a esto
si consideramos la necesidad de transmitir senales a través del canal a tasa mavores
a las permitidad por el ancho de banda se impone la imperiosa necesida de igualar
el canal con el lin de restaurar las senales tal cual fueron transmitidas para poder
efectuar la detecion en el receptor,

A continuacion se hace énfasis en que cualquier canal puede ser representado
por un “tapped delay line filter”. de esta manera la senal en el receptor es una
combinacion lineal no solo del simbolo presente sino tambvién de los contiguos (esto
se le conoce como interterencia intersimbolos (I1SI)). lo cual dificulta la deteccion en
el receptor.

Después se hace enfdsis cn el hecho de que para poder transmitir a altas tasa
de transmision se debe de poder seguir las variaciones en el canal, para lo cual es
necesario un igualador adaptivo: de lo contrario no se pueden lograr altas tasas de
transmision.

a continuacion se estudian las diversas estructuras para los igualadores lineales;
lo cual no significa que se esten menospreciando los igualadores no lineales basados
en el criterio de la méaxima verosimilitud del simbolo transmitido que ademas se
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combinan con el algoritmo de vitterbi para lograr resultados sorprentes [bsHO.
Esta clase de algoritmos no se han abordado en este trabajo debido a la necesidad
de mantener a este dentro de un limite razonable para su extension.

Finalmente, se meciona brevemente que para poder solucionar el problema de
la igualacion de canal se requiere de la inversion de matrices; sin embargo como se
vera en la parte dos de este trabajo existen métodos recursivos que soluciionan este
problema sin necesidad de realizar la inversion matricial.

1.1 Antecedentes Histdricos.

La revolucion en las comunicaciones digitales pnede fecharse desde la invencion de
la igualacion automatica v adaptiva de canal a finales de la decada de los sesenta
[GHW92]. El concepto de un igualador lineal. digital v adaptivo de canal fue intro-
duceido en la decada de los sesenta. i aquél entones la senal recibida era muestreada
a la tasa de simbolos: lo cual era suficiente para identificar la funcion de respuesta
al impulso de canales de {ase no minima pero con [uncion de respuesta al impulso
finita [TFJ96]. Algoritmos de igualacion de canal con v sin entrenamiento fueron
introducidos en los anos sesenta. Los algoritmos con entrenamiento rapidamente se
volvieron los mas populares en aplicaciones tales como la telefonia.

[Los anos setenta presenciaron el surgimiento de los igualadores de canal frac-
clonalmente espaciados . este término se debe a que este tipo de equalizadores re-
quieren qite la senal en el receptor sea muestreada a una f{recuencia mavor a la tasa
de stmbolos [TFJ96]. ('abe hacer notar qué los algoritmos de adaptacion casi no
requiricron moditicaciones para sun implementacion dentro de este nuevo esquema.

Durante la década de los ochenta. la igualacion ciega paso de la teoria la
practica: pero no [uc sino hasta los noventa cuando la igualacion ciega fué incorpo-
rada a aplicaciones tales como la television por cable [T17J96].

1.2 Sistemas Modernos para la Transmision de
Datos.

La figura 1.1 muestra un diagrama de bloques de un sistema de comunicaciones
digitales. Los datos son alimentados al modulador. el cual convierte cada dato en-
una senal analdgica de banda limitada v. cuva frecuencia es la adecuada para la
transimicion. Al propagarse la senal hacia el receptor. esta se retrasa, se atenua v,
algunas veces sufre una distorsion qué depende de su frecuencia [TFJ96]. Todos
estos efectos estan considerados en el modelo del canal, mientras que el ruido y la
interferencia se piensa. para efectos de modelado, que estan presentes a la entrada
del receptor. el cual intenta recuperar la secuencia original de datos.

La transmision de datos rnoderna esta basada en la idea de transmitir pul-
sos. los cales tienen un ancho de banda limitado [Bin88]. Los datos de entrada
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generalmente son particionados en conjuntos de N bits. Fstos birs son usados para

Ruido
Adlitivo

Datos Modulador | ‘ Receptor Datos
— v — (Canal — — v -
’[‘l'anSn]iSUl' | D(,\nlodu]ador R_(’(‘upel'a(los

Interferencia
Aditiva

Figura 1.1 Modelo de un Sistema de Comunicaciones.

determinar la fase. frecuencia o amplitud de pico del pulso que sera transmitido.-La
forma del pulso se debe escoger de forma tal que su espectro sea de banda limitada.
Il receptor esta disenado para determinar la amplitud, fase v/o [recuencia de cada
pulso recibido: a aparir de esta informacion determinara cual de los 2 simbolos fue
transmitido v. finalmente nos dara la combinacion de bits que correspoude a dicho
simbolo. La forma del pulso esta especialmente disenada para transnitiv los pulsos
tan rapido como sea posible v que todavi a el receptor pueda distingirlos [TFJ96].
De aqui se puede vishumbrar que el tipo de canal utihzado para establecer la comu-

nicacion ipondra ciertas restricciones que deberan observarse para la seleccion de
la tasa de transmision de datos, en el tipo de modulacion empleada. en el tipo de

codificacion empleada para corregir v detectar errores, ete.

1.3 Efectos de la Transmicidn a través de Canales
no Ideales.

La limitante mas seria de cualquier canal de comunicaciones no ideal es su ancho
de banda limitado v. aunque éste no [uera el caso existen otras consideraciones de
indole técnica que restringen el ancho de banda disponible tales como el multiplexaje
en frecuencia comunmente utilizado para dar servicio a varios usuarios al mismo
tiempo, lo cual implica que el ancho de banda disponible para un solo usuario se
ve reducido proporcionalmente con el numeéro de usuarios con el objeto de evitar la
interferencia ¢ crosstalking entre étos. Finalmente. en la practica se deben respetar
las normas existentes que regulan el ancho de banda del cual se puede disponer para
cierta aplicacion.



Considere las siguientes defimciones: se dice que nn canal ¢ con ancho de
banda W, no distorsiona la senal si:

| C(f)| < contante. YV [ < W (1.1)

¥y '
T(f) = —A)ld(%j—] = constante V[ < W (1.2)

2r df

donde | C'(f) | v 0(f) son la magniiud v la fase de la respuesta en frecuencia
del canal. En caso de que no se cumpla (1.1) se dice que el canal distorsiona la
senal transmitida en aplitud v. en caso de que no se cumpla (1.2) se dice que ef
canal distorsiona la senal transmitida en lase. Dado que la fase a una determinada
frecuencia. fi. se puede asosiar con ¢l retardo de propagacion que sufre una senal
senoidal de frecuencia f.a traveés de canal: el hecho de que la fase de la respuesta en
[recuencia del canal no sca constante implica gue la senal sufrira un retardo distinto
segun sea su contenido frecuencial [Pro9sl.

Como resultado de fa distorsion en amplitud y fase causada por la respuesta
en frecuencia de un canal no ideal. la transmision de una susecion pulsos. a traves
de dicho canal. a una tasa de transmision comparable con el ancho de banda del
canal causard un “ensanchamiento” del soporte temporal de cada uno de los pulsos
transmitidos de tal manera que la deteceion de Jos simbolos transmitidos por parte
del demodulador se vuelve mas dilil conforme mas alta es la tasa de transmicién
hasta llegar a un punto en el cual es imposible determinar que simbolo fué trans-
mitido: en ésta ultima condicion se dice que los simbolos sufre un aliasing temporal
severo 6 bien se dice que existe una interlrencia intersimbolo significativa [Pro93].
Como un cjemplo de la interferencia intersimbolo considere una senal modulada en
PAM. donde la forma basica del pulso a transmitir es disenada de tal forma que sus
cruces por cero ocurran on £ £271, ete. De esta manera en un canal sin distorsion
ex posible transmitiv el siguiente simbolo PAM justo cuando ocurre ¢l primer eruce
por cero del anterior. esto es posible va que Ta senal PAN conveva fa informacion
en la amplitnd. Por otro lado para nn canal con distorsion en fase los cruces por
cero del pulso recibido va no ocurren en +£71. £2°1. ete. ni tampoco estan equiespa-
ciados temporalmente, por tanto en estos intantes de tiempo tendremos un aliasing
temporal de pulsos. En caso de que este aliasing temporal de pulsos sea muy pro-
nunciado es posible que los picos de los pulsos no sean discernibles. por lo tanto.
el demodulador no podra llevar a cabo su tarea de una manera satisfactoria. Es
éte aliasing temporal de pulsos lo que se conoce como interferencia intersimbolos
[Pro95]. Matematicamente la interfrencia intersimbolo puede exprease de la sigu-
iente manera: dado que la senal recibida r(t) es la superposicion de las respuesta al
impulso de cada uno de los simbolos transmitidos. la podemos expresar como:

r(t) = Z.rjh(l - 3T + n(t) (1.3)
J

donde n(t) representa una senal utlizada para modelar el ruido en el canal. La senal
recibida debe ser muestreada en los intantes dados por: &T +t,, donde ¢, se requiere



para tomar en cuenta los efectos de retardo de propacacion de la senal a traves del
canal v, el empo inicio de la accion del muestrador. De esta manera al muestrear
la senal r(t) tenemos:

r(ty + kT) = x4h(t,) + Y a,h(t, + kT — JT) + n(t, + kT) (1.4)
Ik

El primer término en la derecha es la senal deseada dado que puede ser usada para
identificar la amplitud del pulso transmitido. El dltimo término representa el ruido
aditivo, mientras que el segundo término representa la interferencia de los simbolos
advacentes [Quyd2]. Cada término de la suma es directamente proporcional a una
muestra de la respuesta al impulso del canal dada por h(t, + ¢T). La interferencia
intersimbolo (1ST) es igual a cero st v solo st h(t, +1T) = 0 para s # 0: esto es. si
la respuesta al impulso del canal presenta cruces por cero a intervalos de T,

Cnando la respuesta al impulso tiene cruces por cero uniformemente espaci-
ados. se dice que satisface el primer eriterio de Nvquist [QuyR2]. Fn términos del
dominio de la frecuencia. esta condicion es equivalente a:

'

CH{f)y = constanle para | [| < 121 (1.3)

donde C(I) es la respuesta en frecuencia del canal v (7(f) es la respuesta en frecuen-
cia del canal después de haber realizado ¢l muestreo a la tasa de simobolos. A la
banda de frecuencias dada por | f | < 1/27 se le llama ancho de handa de Nyquist
o ancho de banda minimo . '

A continuacion se deseribe otro efecto que sufre la senal transmitida: considere
el caso de un transnision de datos mediante una antena omnidireccional. I'sto sig-
mlica que la antena receptora no es lo suficientemente selectiva para suprimir la
recepcion de distintas versiones de la senal transmitida. que son reflejadas por car-
acteristicas topograficas del terreno v por distintos objetos hechos por el hombre: a
este fendmeno se le conoce como propagacion multitravectoria . Por tanto el demod-
wlador tendra gue decidir que simbolo fue transmitido a apriir de la senal recibida.
la v es ima suma de las distintas versiones retrasadas v atenuadas de la snal
fransttida,

Todos los electos que sufre la senal transmitida son considerados dentro del
modelo del canal (liltro). Al filtrar un pulso. dste tiende a ensancharse en el do-
minio del tiempo. Este ensanchamiento dependera de las caracteristicas del filtro
(en este caso del canal) [TFJ96]. Si esta distorsion es lo suficientemente grande el
demodulacdor producira una secuencia de simobolos errénea.

1.4 Caracterizacion de los Canales de Propagacion.

Bello fue el primero en introduccir el modelo de un canal de propagacién como un
“tapped delay line filter” del tipo que se muestra en la figura 1.2 [Bel63]. Bello mostré
que practicamente cualquier canal de propagacion real puede ser adecuadamente
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modelado mediante la seleccion adecnada de fos espaciamientos del “tap™ v los
coeficientes de ponderacion. En la seleccion de los espaciamientos del tap . cabe
hacer notar que dichos espaciamientos deben ser menores al inverso del ancho de
banda de la senal transmitida. es decir, se debe satisfacer el teorema de Nyquist
[TFJ96]. Como resultado es comun modelar al canal de propagacion como un filtro
de respuesta impulsional finita (FIR) . cuyos "taps” estan espaciados por el periodo
de muestreo y los coeficientes de ponderacién son seleccionados para modelar de una
manera adecuada la respuesta al impulso del canal [TF.J96].

Bello introdujo dos conceptos de utilidad el “delay spread™ v el "Doppler
spread”[Bel63]. EI "delay spread™ de un canal es el soporte temporal de un canal
FIR. v mide el grado del ensanchamiento temporal de un pulso al ser transmitido a
traves del canal. Il Doppler spread mide el grado del ensanchamiento espectral de
la senal transiinida. Il delay spread pude ser visto como la duracion de la respuesta
del canal a la funcion impulso. mientras que el Dopler spread puede ser visto como
el ancho del espectro de la senal de salida del canal cuando la entrada al canal es
una senoide.

Senal Retraso. Retraso: IRmr.-w:u: R_el_raso’f
_ R L. I R -
A 1A I A
G Ao A O Oy A
%) ® L@ ~x) =Xx)
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T Salida

“gura 120 Modelo para un Canal de Propagacion lineal.
I'ig 1.2: Model ( [ de P gacion lineal



1.5 Importancia del Igualador Adaptivo

El diseno del igualador adaptivo toma especial importancia por tres razones [TFJY6]:
(1) su desempeno es crucial en la maximizacion de la tasa de transmision, (2) es la
parte mas complicada del demodulador. y (3) consume la mayor parte del tiempo de
procesamiento que le toma al demodulador efectuar su tarea. Retomando el iltimo
punto es importante limitar la longitud del igualador de tal manera que se logre un
desempeno adecuado del demodulador [TEFJ96].

Debido a la necesidad de reducir el tiemipo de procesamiento del igulador
decanal. los primeros demoduladores empleardn los “T-spaced cqualizers”[Binds|.
Después de las operacciones de filtrado. control de ganancia v remocion de portadora.
la senal de entrada era muestreada una vez por simbolo (pulso) cada T segundos. Ll
periodo de muestreo era ajustado de tal manera que las muestras fueran tomadas
en el “top dead center” de los pulsos recividos [TFJ96]. Estas muestras son las que
el liltro de igualacion procesa. La salida del igulador es una combinacion lineal de
dichas muestras: esta salida se alimenta a las etapas de medicion v comparacion.
Las mediciones del error hechas en el circnito de desicion son retroalimentadas al
algoritmo de adaptacion que utiliza el igualador. de esta manera se optimiza la
seleceion de los coelicientes de ponderacion del filtro de igualacion.

Aunque es tedricamente rasonable v computacionalmente eficiente muestrar a
la tasa de simbolos. el diseno practico de modems de alta velocidad se ha alejado
de los “T-spaced -equalizers™ dando un giro hacia los igualadores fracionalmente
espaciados (I'SE de sus siglas en inglés). Hamados de esta manera debido a que
el espaciamiento temporal de los taps del igualador es una fraccion del inverso de
la tasa de simbolos (duracion del simbolo. la cual denotamos con T) [TFJ96!. Por
lo tanto. Ja entrada al ignalador es muestreada a una tasa mayor que la tasa de
simbolos. [5. La salida del ignalador tiene una tasa igual a la tasa de simbolos. por
lo tanto el igulador fraccionalmente espaciado realiza una decimacion o remuestreo
[117J96].

Dado que los igualadores fraccionalmente espaciados consunien mayor tienmpo
de procesamiento que los “'-spaced equalizers™. surge la pregunta: ;por qué uti-
lizar un igualador [raccionalmente espaciado?. La razon principal para preferir un
igualador [raccionalmente espaciado sobre un “T-spaced equalizer”™ es que a pesar
de que los pulsos tienen una tasa fg. el ancho de banda de la senal es un poco mavor
que [g. tipicamente de un 10% a un 10% mayor {I'FJ96]. Como resultado. muestrar
la senal de entrada a la tasa de simbolos. fg Hz. no es suficiente para satisfacer
el teorema de Nyquist. Esta consideracion no es de importancia cn el caso de que
todos los parametros de la senal sean conocidos. pero este no es el caso ya que la
senal recibida debe ser procesada para extraer con excatitud informacion apartir
de la cual se debe estimar sobre la {ase v la portadora de la senal transmitida. En
conclusion muestrear la sefal recibida a la tasa de simbolos no es suficiente [TFJ96].

La cleccion mas connin para la tasa de muestreo de la senal recibida es sim-
plemente muestrear a dos veces la tasa de simbolos, es decir a 2fg. de tal manera
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que el espactamiento temporal entre los taps del tiltro ignalador sea ignal a mitad
de Ja duracion del simbolo transmitido. es decir T/2 [TFJY6]. Por tanto. si no se
desea operar a una tasa fraccional la entrada al iguladaor debe ser decimada por un
factor de dos, produciendo una muestra de salida por cada dos muestras de entrada

ITFJ96).

1.6 Estructuras Basicas de los Igualadores de
Canal.

Dos estructuras hasicas de igualacion son empleadas en la practica [TTFJ96]. La
primera que se muestra en la ligura [.3.a. os conocida como igualador lineal v. se
localiza en cascada entre el canal v el bloque de medicion de pulsos. El igualador
es lincal debido a gue su salida es una combinacion lineal de la entrada (la cual es
a s vez una combinacion de distintas versiones retrasadas v ateniadas de la senal
de entrada al canal). Ll Igalador de desicion retroalimentada ¢ “decision feedback
equalizer™ (DI'E). mostrado en la figura 1.3.h. es un procesador no lineal dado que la
entrada al blogue de medicion de pulsos consiste de una senal filtrada de entrada v
una version filtrada de la salida del circuito de desicion [TFI96]. A continuacic se da
nna breve descrpeion de ambas estructuras de los igualadores arriba mencionados.

1.6.1 El Igualador Lineal.

loxisten dos tipos de estructuras o topologia para los iguladores lineales no recursivos:
los 1gualadores lineales que utilizan una estreuctura en lattice v aquellos que utilizan
mna estructura transversal. tambie llamada “tapped delay line™, como la que se
mnestra en la ligura 120 La siguiente disension toma como base el igulador lineal
transversal no recursivo. mostrado en la ligura 1.2, Obsérvese gue esta estruclura
ex exactamente ignal a fa que se utiliza para modelar al canal. lo inico que cambia
son los valores de los coelicientes, los cnales representan la respuesta al impulso del
canal O la del igualaor segin sea ol caso.

Il tgualador transversal mostrado en la tignra 1.2 es lincal dado que su salida
piede expresarse como una combinacion fineal del valor presente de la senal recibida.
r(t). v de sus valores pasados v(t -n'l').

I\l igualar transversal adaptivo se puede implementar de una manera analogica
o bien de una manera digital. Para el caso de una implementacion analdgica. la
senal de salida del igualador z(t) cs muestreada a la tasa de simbolos: las muestras
resultantes, z(n'l). se utilizan para decidir que simbolo fue transmitido. Por otro
lado. si la implementacion es digital. la senal recibida r(t) se muestra a la tasa de
simbolos: las muestras reslutantes r(nT) se alinacenan en un registro de corrimiento
o memoria y. la salida del igualador se calcula digitalmente, una vez por simbolo,
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Figura 1.3: "Linear decision feedback equalizaers™

de acuerdo a:
N

o= Y et + kT = 0t (1.6)
=1
loxisten principalmente tres criterios para ajustar ol valor de los coeficientes del
igualador: el agoritmo de “zero foreing™ (Z17). el agoritmo “least mean squares”
(LMS) v el algoritmo de minimos cuadrados (151, Dado que mas adelante se abor-
daran en detalle los algoritmo LMS v los LS. os cuales son los mas utilizados en la
practica. a continuacion se describe con cierto detalle ol algoritmo ZI°.

1.6.1.1 El Algoritmo "Zero Forcing” (ZF)

[:] algoritmo ZI" tiene como ubjetivo reduciy la distorsion pico a la salida del igual-
ador. la cual se define de la siguiente manera: la distorsion pico es el peor caso
de interferencia de intersimbolos a la salida del igualador. La minimizacién de este
indice de desemperio se conoce con el nombre de criterio de la distorsion pico. El
criterio de la distorsion pico para un igualagor de longitud finita 2K+ esta dado



por:
N+ L -1 N+ -1
D = Z lga | = Z 'ZCJ*f'I—J| (1.7)
n=-K n = - J

n# 0 n# 0

donde ¢, v f, son los coeficientes de la respuesta al impulso del igualador y del
canal respectivamente. ('abe hacer notar que debido a la longuitud finita del igual-
ador siempre se tendra una interferencia intersimbolos residual. aun cuando se los
coeficientes de la respuesta al impulso del igualador sean los optimos de acuerdo al
criterio de la distorsion pico dada por la ecuaciéon 1.7: dicho de otra forma se re-
quicre de un igualador de longitud infinita para eliminar la interferencia intersimbolo
completamente [ProY5].

los coclicientes ¢, se determinan al minimizar la ccuacion (1.7). para lo cual
1o existe un procedimiento computacionalmente sencillo excepto para el caso en el
que la distorsion a la entrada del igualador esté dada por:

| L

Do = T z |fn| (I‘S)

»’0 I |

donde Dy sea menor a fa unidad. El algoritmo utilizado para minimizar la ecuacion
anterior recibe el nombre de “zevo forcing”. Liste consite en lorzar que la correlacién
cruzada entre ol error ¢ = I =1 v la informacion {I} sca cero para desplazamientos
de 0 <! n[< K. Aqguiseomite el procedimicnto que conduce a la sguiente recursion
para actualizar los parametros del ignalador [Pro93]:

Ao NG = <A =L 0 LR (1.9)

donde ('(/“ es el valor del j-¢simo coeliciente al iempo = K.« = I = ig~ es la
senal de error al tiempo t = KT, v A es un lactor de escala que controla la tasa de
adaptacion.

I“inalmente cabe hacer la siguiente observacion con respecto al algoritmo ZF:
la condicion de distorsion pico Dy < L. para la cual esta disenado el algoritmo Z1I7.
representa una interferencia de intersimbolos no muy severa. por lo cual no es de
intercs para aquellos casos donde la velocidad de transmision es mucho mavor que
el ancho de banda del canal. por ello el algoritmo ZF fue relegado de la practica por
los algoritmos LMS v LS. los cuales presentan un desempeno superior.

1.6.2 Igualador Retroalimentado 6 ” Decision Feedback Equal-
izer” (DFE)

Fn los igualadores DFE la senal de salida es la suina de las salidas de las partes for-
ward v feedback del igualador. La parte forward del igualador es excatamente igual
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a la deligualador lineal transversal que se diseutio en la seceion anterior, Las desi-
ciones tomadas sobre la senal igualada son retroalimentadas mediante un segundo
filtro transversal. La idea basica s que silos simbolos detectados con anterioridad
son correctos, entonces la contribuccidn de estos simbolos a la ISI puede ser can-
celada de una manera excata. al sustraer de la salida del igualador los simbolos
pasados con los apropiados coeficientes de ponderacién. Estos coeficientes de pon-
deracion son muestras de la “cola” de la respuesta al impulso del canal v de la parte
forward del igualador [Quy32].

[.os coeficientes forward v feedback pueden ser ajustados de una manera si-
multanea para minimizar el error cuadratico medio. La recursion para los coeficientes
feeback es excatamente igual a la del igulador lineal:

bodk + 1) = b(b) = Nexdi—e. m = 1. ... M (1.10)

donde dy es el k-¢simo simbolo va equalizado. b, (k) es el ésimo coeficiente feedback
al tiempo k. Cabe hacer mencion que para la obtencion de la ecuacion anterior se
utilizo el eriterio de minimizar el error cuadratico medio.

Dado nn numero igual de coeficientes para un igualador lineal v un igualador
DI'EL cabria preguntarse: ;Sioel ignalador DFE logra un error cuadratico medio
menor e el logrado por un igualacdor lineal”. No existe una respuesta detinitiva
a ésta pregunta. bl desempeno de cada tipo de igualador esta influenciado por las
caracteriticas del canal. fase del muestreador. asi come ambién del numeéro de coe-
ficientes del igualador v la posicion o referencia del principal tap del igualador. Sin
embargo. un igualador DFE puede compensar distorsiones de amplitud sin realzar
b ruido tal v como lo hace el igualadopr lineal. Ademas el igualador DFL es menos
sensitivo a la fase del muestreador [Quyx2',

1.7 Igualadores Fraccionalmente Espaciados (FSE)

[lasta este punto se ha considerado que la separacion entre los taps del igualador es
igual a la duraccidn T de los simbolos. Sin embargo en un igualador del tipo ['SE la
separaccion de sus taps es una fraccion de T. de aqui el nombre de fraccionalmente
espaciados (FSE). LI espaciamiento entre taps 7 se selecciona de tal manera que el
ancho de banda B ocupado por la senal a la entrada del igualador sea:

BW | < 1/2r (1.11)

[ista 1ltima ecuacion implica que el nuestreo a la tasa 7 realizado a la senal de
entrada al igualador satisfase el teorema del muestreo. En una implementacion
analdgica no existe restriccion sobre r mientras que en una implementacion digi-
tal tau esta dada por:

r=KT/M (1.12)
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donde Ix v M son enteros tales gue N> K. la practica, por conveniencia, se
escoge 7 = 1'/M. donde Nl es un entero pequeno; por ejemplo supongase que la
senal recibida es muestreada y alimentada al igualador a la tasa de 2/T, entonces la
salida del igualador es producida a la tasa de simbolos (una muestra de salida del
igualador por cada dos muestras que entran al mismo). Matematicamente:

N -1
so= 3 curlty + KT = nT/2) (1.13)

n=20

izados una vez por simmbolo
de acuerdo con el error calculado para dicho simbolo segin la siguiente recursion:

Los coeficientes de un equalizador T/2 pueden ser actua

cilh + 1) = k) = Aewr(t, + NT = nl'/2). n=0.1.....N8 — 1 (L4

Una propiedad importante de los igualadores fraccionalmente espaciados (FSI) con-
siste en que su desempeno no es sensible a la fase del muestreador, Sin embargo el
minimo valor del error cuadratico medio que se puede lograr con igualador [rac-
cionalmente espaciado si es una funcion de la fase del muestreados [Quy32]. Por
ultimo cabe senalar que dado que el espaciamiento 7 cumple con el teorema del
muestreo. no existe traslape espectral a la entrada de un igualador FSE.

[Minalmente. la literatura reporta una comparacion ente un cqualizador espa-
ciado a la tasa de simbolos v uno espaciado a T/2 [Quy32]. la modulacion utilizada
fue QAN v se transmitid en canales telefonicos. Los resultados reportados son los
siguientes: (a) el igualador T/2 con el mismo numéro de coelicientes que el igual-
ador T. tiene un desempeno tan bueno o mejor que éste ultimo: (b) no se requiere
de un tiltro de preignalacion para el caso del igualador T/2: (¢) para canales con
una severa distorsion de fase alrededor de su frecuencia maxima v minima de su
banda de paso. el igualador T/2 se desemipena mucho mejor que el igualador T sin
nnportar cual sea la fase del muestreador.

1.8 Igualadores para Senales en Cuadratura

Hasta este punto solo se han discutido igualadores para sistemas de comnnicaciones
gue utilizan PAM en banda base, sin embargo los modems que operan a altas tasa de
transmision (mavores a 4300 bits/s) utlizan una modulacion QAM. En los sistema
que utilizan este tipo de modulacion es conveniente representar a la componente en-
fase v a la componente en cuadratura de la senal recibida como la parte real v la
parte imaginaria del proceso complejo v(t). De aqui que se presenten dos formas
distintas de implementar el igualador de canal: la primera forma consiste en que el
igualador opere en banda base sobre la senal compleja y(t), para lo cual la senal
recibida r(t) debe ser desplazada en frecuencia a banda base (multiplicar a r(t) por
una exponencial compleja) de esta manera se genera una senal compleja y(t), la cual
es alimentada al igualador para producir la salida compleja z(t) = z,(t)+)z,(t). Dado
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que el igualador opera sobre senales complejas se dice gue es un igualador complejo.
Por otro lado. el igualador dentro de un sistema de comunicaciones que utilze un
esquema de modulacién QA M también puede ser implementado en la banda de paso.
es decir, antes de que la demodulacion se lleve a cabo. En este caso la senal en el
receptor r(t) debe ser descompuesta en sus componentes de fase y en cuadratura
mediante un par de filtros de particion de lase. es decir, con respuestas en magnitud
iguales pero respuestas en fase diferen en 90°. La senal compleja obtenida a la salida
de estos filtros es muestreada a la tasa de simbolos v alimentada al igualador de
la misima manera que para el caso en handa base. La salida compleja z(n'l) del
igualador debe ser demodulada (multiplicada por una exponencial compleja). para
poder deeidir que simbolo fue transmitido v de acuerdo a esta desicion calcular ¢l
error. ¢l cnal a su vez debe ser modulado antes de que sea utilizado por el igualador
complejo. La principal ventaja de éste tipo de implementacion es que la senal de
ervor puede ser retroalimentada sin retraso para corregir la fase. por lo tauto, los
“saltos” indeseables en la fase pueden ser corregidos de una forma mas efectiva, La
misima ventaja se pude obtener con un igualador en banda base si se utiliza un lazo
de seguimiento de “saltos™ de fase despuds del igualador [Quy32).

1.9 Consideraciones sobre la Longitud del Igual-
ador.

La necesidad del espaciamiento fraccional en un diseno practico de alto desepeno
impacta de nna manera directa a la carga computacional del demodulador. Por lo
gue surge ta pregunta: (qué tan lareo debe ser el equalizador. de tal manera que
se compense adecnadamente la dispersion del canal?. In realidad 1o existe una
respiesta delinitiva a este problema. por lo que la investigacion al respecto continua
abierta T11J961. Solo se mencionara. que fa longitud del igualador depende del tipo
de canal que se desee ignalar,

i la practica es comun seleccionar la longitnd del canal de acuerdo a cualquiera
de los dos siguientes metodos empiricos: el primero consiste en simplemente con-
struir nn prototipo de un canal real v comparalo contra una gran varicdad de canales
reales: ol segundo método consiste en emplear reglas empiricas que estan lo bastante
probadas en la practica. Iistas reglas generalmente presuponen que la respuesta al
impulso del equalizador convergera. al terminar ¢l proceso de adaptacion, con la
suficiente excatitud al invesro de Ja respuesta al impulso del canal. En caso de que
el canal sea adecnadamente modelado mediante una respuesta al impulso finita de
longitud L. las regla empiricas que generalmente se aplican para determinar la lon-
gitud del igualador requeriran que la longitud del igualador L. sea varias veces mayor
que el “delay spread” del canal, tal vez de tres a cinco veces L. Sin embargo. en el
caso de los iguladores fracionalmente espaciados esta longitud resulta muy grande.
al menos tedricamente [TFJ96]: por lo que una reduccion de la longitud del igulador
permitira reducir la carga computacional sin afectar su desempno.
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1.10 Solucion Global al Problema de la Igualacion
de Canal

La solucion al problema de la igualacion puede plantearse como la solucion al prob-
lema de la minimizacion de:

ein) = yn) — dn) (1.15)

donde d(n) es la respuesta deseada. vin) ex la estimacion de la senal transmitida v
e(n) es el error de estimacion. De esta manera se desea determinar los coeficientes de
nn filtro tal que al liltrar la senal recibida u(n) nos de por resultado el estimado de la
senal transmitida, Aqui cabe senalar que <e utilizarn liliro de respuesta impulsional
finita dado que el desarollo matematico es mas sencillo.

Los coelicientes del liltro de estimacion se encuentran al minimizar el error de
estimacion dado por 113, Cuando se logra esto. el error de estimacion es ortogonal
a la senal estimada v(u):

lo= L!/ (nn'(n)] =0 (1.16)

donde y, v ¢, son los valores dptimos para los cuales el error de estimacion es
ortogonal a la senal estrimada v(n). A la ccuacién anterior se le conoce con el
nombre de principio de la ortogoonalidad.

Se puede demostrar utilizando el principio de la ortogonalidad que los coefi-
cientes del filtro de estimacio estan dados por la solucion a la ecuacion de Wiener-
Hopf [Hayal]:

w = R™'p (1.17)

donde los coelicientes del filtro de estimacion estan dados por:
‘ o 8
W,:k“’()A..,.W\_\[;H . (llv\]

[ 4 . [
y esta dado pors Ela()d™ (] v, R esta dado por £ u(nu? (n)]: donde u(u) es ol
| ! [ } por 1|
¢ estimacion:

vector de ninestras de entrada al hiltro «

u(n) = [utn). win — oo caine — Mo+ ])}T (L 19

Cabe senalar que esta solucion al problema de Ta tgualacion requiere de la inversion
de la matriz R, sin embargo como se vera en la parte Il de este trabajo existen

algoritmos recursivos que evitan el calculo directo de la inversa de R.

1.11 Conclusiones

I'n este capitulo se dio un panorama del problema de la igualacion de canal. Dentro
de este panorama se mencionaron brevemente las distintas soluciones que se han
propuesto para resolver el problema de la igualacion, de la necesidad de igualar el
canal. de la caracterizacion del mismo como un “tapped delay line filter”. de la

o
oL



necesidad de un igualador adaptivo, de fas diferentes estructuras de los ignaladoes
lineales v, finalmente se dio una solucion “global™ al problema de la igualacion de
canal. Pero jamas se entro en los detalles de la algoritinica de la igualacion de canal
pués a pesar de todo es el meollo central de este trabajo y de la igualacién de
canal; pués sin un procedimiento para determinar los coeficientes del igualador de
acuerdo a algun criterio de minimizacion. solo se dara “palos de ciego” logrando una
igualacion suboptima en la cual no se podran lograr altas tasas de transmision.

En la siguiente parte de este trabajo sc abordaran en detalle los algoritinos
utilizados para determinar los coewficientes del filtro igualador. Como se ha hecho
mencion dada la gran cantidad de algoritmos solo se abordaran los que de una u
otra manera han logrado una aceptacion universal sin por ello no dejar de hacer
una breve mencion de algunos de los algoritmos que no han logrado dicha popu-
laridad. En ol capitulo dos se abordaran los coeficientes basados en el gradiente
estocastico. mientras que en el capitulo tres se mencionaran los algoritmos de los
minmos cnadrados los que hov por hov son los mas populares v: hnalinente en el
capitulo cnatro se trataran los algoritmos que utilizan retroalimentacion.



Parte 11

Algoritmos Recursivos Para La
Igualacion de Canal
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Capitulo 2

Algoritmos De Gradiente
Estocastico

In este capitulo se dan las ideas fundamentales de los iguladores lineales de canal
de respuesta al impulso finita. Primeramente se desarolla ¢l método del "steepest
descent™ para el ajuste recursivo de los taps del filtro de Wiener. A continuacion
se utiliza el método del “steepest descent”™ para derivar el algoritino de los minimos
cuadrados (MC).

Cabe senalar que estos dos métodos hasados en el gradiente estocastico no son
los unicos para resolver el problema de la igualacion, sin embargo si son convenientes
dado que evitan la inversién de la matriz de correlacién que se presenta al solucionar
¢l problema de la igualacion mediante un filtro de Wiener.

La existencia de métodos no recursivos o “globales” para resolver el problema
de la igualacion de canal es abundante en la literatura v dado que el tratamiento
de cada uno de estos métodos en detalle sale del objetivo de este trabajo se prefiere
hace 0lo una breve mencion de los mismos. [n estos algoritimos generalmente se fija
un modelo va sea autoregresivo. de promedio movil 6 una combinacion de asmbos
ARMA para el filtro igualador. Una vez hecho esto. generalmente se requiere de la
mversion matricial para obtener los paramctros del modelo fijado. Como ejemplos
de estos algoritmos tenemos: el algoritmo de Levinson Durbin [PRLNY2]. el filtro de
Wiener [Hav91] y, los algoritmos cicloestacionarios propuestos por Zhi Ding [LD9].

2.1 Algoritmo del Steepest Descent

Este algoritmo es basico para el entendimiento de las diversas maneras en que son
implementados los algoritinos de adaptacion basada en el gradiente. El método del
steepest descent es recursivo en el sentido de que empieza de algun valor inicial arbi-
trario para el vector de coeficientes del igualador, el cual se refina al incrementar el
numero de iteraciones. El valor final del vector de coeficientes converge a la solucion
de Wiener. El punto importante es que el método del steepest descent encuentra el
minimo punto de la superficie de error sin ningun conocimiento de la misma [Hay91].
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Considere un hilvro transversal cuva entrada es: o) ou(e =11 ouin =M+ 1)
voeuyos coeficientes son: woln ). wi(n). - wary(n). Las entradas son muestras gen-
eradas por un proceso estocastico estacionario en sentido amplio (WSS) con matriz
de correlacion R y media cero. Ademads de estos parameétros, se le debe proporcionar
al igulador una "respuesta deseada” d(n) (en nuestro caso una secuencia de entre-
namiento). En la figura 3.1 se muestra un diagrama para la accion del filtro igulador
hasta aqui descrito.

El vector de entrada al tiempo n se denota mediante u(n). v el estimado de la
respuesta deseada sc denota mediante ci(n|u,1), donde U, es el subespacio generado

para las entradas al filtro u(n). w(n — 1), -~ u(n = M + 1).
u(n) -y a(n-M+2) 1 /] um-M+1)
-—.i. "_—-— —.-"—- — wiv eyl —h
N B e
Win) f,l L W(n )__) W (")_.-‘

¢ o

-

) S _._..( T

d(n| )

-— . Algoritmo de *“(“)_-/:_\:

) \
Adaptacion o

d(n)

Figura 2.1: Estructra de un filtro transversal adaptivo.

LI error de estimacion al tiempo n se define como la diferencia entre el valor
de la respuesta deseada al tiempo n y su valor estimado tambien al tiempo n;
matematicaniente tenemos:

ein) = dn) — din|Uy)
(2.1)

d(n) — wH(n)u(n)
donde w(n) = [wo(n), wi(n),..., u,m_l(n)]T es el vector de coeficientes del filtro
igulador : wH (n)u(n) es el producto interno entre vector de coeficientes del filtro
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gulador voel vector de entrada, o forma expandida el veetor de entrada se eseribe
como: u(n) = [u(n) uln — ). ..ooutn = M + l)]l'.

En caso de que el vector de entrada u(n) y la respuesta deseada sean conjun-
tamente estacionarias, entonces el error cuadratico medio J(n) al; tiempo n es una
funcion cuadratica del vector de coeficientes, por lo que la ecuacion 1.5 es valida
[Hay9l].

La superficie descrita por la ec. (1.5) tiene la fornia de un paraboloide con un
minimounico. Esta superficie se le conoce con el nombre de supetficie del error (error
performance surface) del filtro adaptivo [\WSR5]. LI proceso de adaptacion consiste
en buscar el punto minimo de esta superticie: en éste punto el valor del vector de
coeficientes adquiere su valor optimo w .. el cual esta definido por las ecuaciones de
Wiener-Hopf :

RW, = p (2.2)

Al valuar el error cuadratico medio en este punto. se tiene:
d H -
Jo = 0 — pw, (2.3

2.1.1 EIl Algoritmo "Steepest Descent”.

Una manera de resolver directamente la ec. de Wiener-Hopf es al invertir la matriz

war la estructura lToeplitz de la matriz Hermiteana R al
aplicar el meétodo de Levinson [Hay91]. El método del "steepest descent™. encuentra
el valor minimo de la funcién de costo. J,,,.. mediante el siguiente procedimiento:

R. otra forma es aprovec

1. Se escoge arbitrariamente un valor inicial. W(0). para el vector de
coeficientes Wik, Fl valor W(0) proveera una suposicion inicial
acerca de la focalizacion del punto minimo de la superficie repre-
sentada por J(n).

2. Usando el valor micial o presente del vector de coeficientes Wose
caleula el gradiente de la tuncion de costo J{n),

3. Se caleula la siguiente estimacion para el valor minimo de del vector
W. Iste vector debe tener un sentido opuesto al gradiente caleulado
en el punto anterior,

4. Se regresa al paso 2 v se repite el proceso.

Matematicamente las ideas anteriores se pueden expresar de la siguiente manera:
sea V(J(n)) el gradiente de la funcion de costo al tiempo n; con lo cual el valor
actualizado al tiempo n+1 del vector de coeficientes del filtro adaptivo se puede
expresar como:

win + 1) = win) + é[t[—V(J(H])] (2.4)

donde g es un parametro conocido como el tamaiio de paso de adaptacion. El gra-
diente, V de la funcion de costo esta dado por [Hay9l]:

(8%
[
—

V(J(n)) = =2p + 2Rw(n) (
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Sustituvendo Ta ecuacion 3.3 en fa 340 obtenemos la siguiente recursion para ol
vector de coeficientes w(n):

w(n + 1) = w(n) + glp — Rw(n)], n =012 ... (2.6)

Obsérvese que el tamano del paso de adaptacion. u, controla la correcidn que se le
aplica al vector de coeficientes del filtro al tiempo n. para obtener el valor de este
vector al tiempo n+1. De acurdo a esta ultima ecuacion la correcion aplicada a w(n)
es igual a u[p — Rw(n)].
La condicion necesaria v suliciente para que el algoritmo del “Steepest descent”
converga es [Hayv9l]:
)
0 < p < — (2.7)
/\nlfll'
donde A, es el eigen valor maximo de la matriz de autocorrelacion. R . Dado que
N < M R(0). un limite mas restrictivo para g es [PRLN92]:
2
0 < pn < - (2.8)
M - R(0)
donde R(0) = E {{u(k)]*}. Como se senala en [llav9l] v en [\WS83]. la convergencia
del algoritmo "Steepest descent™ es altamente sensible a las variaciones de u y el
esparcimiento (varancia) de los eigen valores de la matriz R.

2.1.2 Organigrama del Algoritmo Steepest Descent

C‘ondiciones Iniciales

w(l) =0

[.cuaciones

R e e e === —M
din) = wh(mju(n) (3.1)
e(n) = dn) - d(n) (3.1)

w(n 4+ 1) = wn) + u[p — Rw(n)] (3.6) 1

N

Tabla 2.1: El método del "Steepest Descent”
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2.2 Algoritmo LMS (”Least Mean Squares”).

I2] algoritmo LMS fue desarolloado por Widrow v Hoft [WS85]. Este algoritmo como
el método del Steep descent esta basado en el gradiente de la funcion de costo. sin
embargo el algoritmo LMS ha ganado gran aceptacion debido a su simplicidad. dado
que no requiere del conocimiento de los estadisticos de la senal de entrada al filtro
igulador v. admas es recursivo de tal manera que evita la inversion de la matriz de
autocorrelacion de la senal de entrada. R. para resolver la ecuacion de Wiener-Hopfl.
(‘abe mecionar que el algoritmo LMS sea convertido en un patrén contra el cual se
comparan los algoritmos adaptivos mas recientes.

2.2.1 Estructura del Algoritmo "Least Mean Squares”

Operacionalmente el algoritmo LMS puede ser descrito de la siguiente manera [WS85]:

1. Consta de un proceso adaptivo, el cual involucra el ajuste au-
tomatico del vector de coeficientes del filtro del igulador.

2. Un proceso de filtrado. en el cual se estima la respuesta deseada
mediante el producto interno entre el vector de entrada v el vector
de coeficientes del filtro: finalmente se obtiene el error de estimacion
al comparar la respuesta descada con su valor estimado. Iiste error
de estimacion es a su vez utilizado para actualizar el proceso adapt-
able. de tal manera que exita un lazo cerrado de retroalimentacion.

I2] algoritimo LMS no requiere de un conocimiento de los estadisticos de la senal de
entrada al filtro del igulador. va que los promedios probabiblisticos requeridos por el
método del Steepest descent son sustituidos por promedios temporales (asumiendo
nn proceso estocastico ergodico). Al electuar dicho cambio se lia observado que tanto
el gradiente como el vector de coeficientes adquicren un compottamiento ruidoso.
lo que trae como consecuencia que el algoritmo LMS no nos de el valor éptimo
(solucion de las ecunacions de Wiener-Hoplil) para el vector de coelicientes sino nn
valor muy cercano al valor optimo. Cabe hacer notar que al aumentar el numero de
iteraciones el valor del vector de coeficientes estara variando de una maucra ruidosa

alrededor del punto minimo de la funcion de costo.

2.2.2 Algoritmo LMS

Dado que el algoritmo LIS sustituye los promedios probabilisticos con promedios
lemporales (asumiendo ergodicidad), entonces en la expresion del gradiente del algo-
ritmo steepest descent es necesario sustituir la matriz de correlacion, R. y el vector
de la correlacion cruzada entre los datos de entrada v la respuesta deseada, p, por

sis respectivas estimaciones:

R = u(n)u(n) (2.9)
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p(n) = u{n)d*(n) (2.10)
Utilizando estas estimaciones el gradiente esta dado por:
V(J(n)) = =2u(n)d*(n) + 2u(n)u?(n)W(n) (2.11)

Sustituyendo 3.11 en la ecuacion 3.4 del algoritmo steepest descent obtenemos la
siguiente expreseion para el estimado del vector de coeficientes:

W(n + 1) = W(n) + pu(n) [d*(n) = uf (n)w(n)] (2.12)

2.2.3 Organigrama del Algoritmo LMS.

Condiciones Iniciales

Ww(0) = 0

I'cuaciones

42(1)) = W (n)u(n) (3.13)

Py
1l
=3
z

N |
=~
=
st
ine
[
—

Tabla 2.2: Mgortimo LMS

2.2.4 Propiedades del Algoritmo LMS.

('uando los datos de entrada. u(k). son estacionarios. el algoritmo LMS tiene las
siguientes propiedades [Hay91] [WS85]:

l. El algoritmo es convergente en la media. esto es, £ {w(n)} — w, cuando
n — oc.si el tamno del paso p satisface 0 < p < 2/M 4.

2. El algoritmo LMS es convergente en el valor cuadratico medio:

E{J()} = Jmin + E{Jex(00)},
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donde J(n) esta dado por (1.5). {A,} son los cigen valores de Ry F{ L (x )}
os el exceso del error cuadratico medio:

E(Jorlo0)} = ””'”“":Z:--'—\ (2.16)

- M Zr—l

3. Si el algoritmo es convergente en el cuadrado de la media, también lo es en la
media. Esto es consecuencia de:

18
-1

Z A (-

=1

Lo ED tamano del paso g es Ta memoria del algoritmo LNS. Sty o5 pequeno. el
algoritmo LMY se adapta lentamente v £ {.J, ()} sera pequeno. Por otro
lado. st g es grande. el algoritmo se adapta rapidamente a las expensas de un
gran valor de £ {1 ,(x)}.

5. La tasa de convergencia del algoritino es lenta si. la matriz de autocorrelacion.
R. delos datos de entrada exhibe una gran dispersion de sus eigen valores. l a
dispersion de la eigen valores se detine como: (A7 A ).

G. L2 algoritmo LMS exhibe un desajuste en el estado estable, IZsto es. M =
LA ()} /. el enal se incrementa linealmente con .

2.3 Conclusiones

I este capitulo se trataron los algoritmo “steepest descent”™ v el algoritmo LMS. En
estos algoritmos no se requiere de la inversion directa de la matriz de autocorrelacion
delos datos de entrada sino gue esta se caleula de una forma indirecta en un nimero
menor de operaciones

Como se vio el algoritmo “steepest descent” requicre del conocimiento de los
estadisticos de la senal de entrada al receptor vde Ta senal deseada. Lsto representa
cierto inconveniente en la practica pucs no siempre se dispone de este conocimiento.
sino por el contrario nop de dispone de él. De aqui que para solucionar este problema
Widrow propuso ¢l algoritmo “Least Mean Squares (LMS)™. el cual no requiere del
conocimiento de los estaditicos de la senal de entrada al igualador. Esta caracteritica
del algoritmo LMY aunada a su robustez numérica lo ha vuelto el "patron” contra
el cual se compara cualquier algoritmo que se propone en la literatura.

A pesar de las grandes priopiedades del algoritmo LMS. sigue siendo un al-
goritmo de gradiente, el cual no converge a la solucién ptima con cierta lentitud
en comparacion con los algoritmos de los minimos cuadrados. A pesar de que esto
a parentemente no representa mavor problema recordemos que la transmision de
datos cada vez se realiza a una mayor tasa. lo cual implica la constante busqueda de
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nuevoa algoritmos que convergan mas rapido voralizen un menor niimero de opera-
ciones por muestra de salida con el fin de satisfacer de una manera mas adecuada
estos requerimentos. De aqui que se hallan desarollados los algoritmos rapidos de
minimos cuadrados. los cuales convergen mas rapido y también realizan un nimero
menor de operaciones. En el siguiente capitulo se abordaran estos algoritmos tanto
para una topologia transversal del filtro igualador como una tpologia en lattice. Es-
tos algoritmos se utilizan en situaciones que requieren tasas mas altas de transmisién
por lo cual resultan de extremada importancia para el tema aqui tratado.



Capitulo 3

Algoritmo de los Minimos
Cuadrados (MC)

En este capitulo se tratara el algoritmo de los minimos cuadrados ("least squares
(LS)7) el cudl para resolver el problema de la igulacion de canal (filtrado) no requiere
del conocimiento de los estadisticos de la senal de entrada al igulador.

Dado que el algoritmo de los minimos cuadrados requiere de la inversion de la
matriz de la autocorrelacion de los datos de entra al filtro y. dado que la inversion de
matrices es un proceso computacionalmente costoso se prefiere recurrir a algoritmos
recursivos en los que no se invierte dicha matriz directamente sino de una mmanera
recursiva, Asi el algoritmo MC nos conduce de una manera natural hacia su solucidn
recursiva, dando por resultado el algoritimo recursivo de los minimos cuadrados’
(MCR).

A partir de este dltimo algoritmo v debido a la necesidad de realizar un proce-
samiento en tiempo real. se han desarollado los algoritmos rapidos de los cuales en
este capitulo se analizard el “Fasl Transversal Filter (F'TF)”.

Finalmente. se analizara el algoritmo “recursive least squares "lattice™ algo-
rithm (LSL)" que en lugar de utilizar una estructura transversal para el filtro adap-

tivo utiliza una estructura en = lattice™”

3.1 Desarollo del Algoritmo de los Minimos Cuadra-
dos (MC)

La idea bhasica del algoritmo de los minimos cuadrados es la siguiente: supongase
que se dispone del siguiente conjunto de datos obtenidos de la observacion de un ex-
perimento o fenémeno determinado: u(l). u(2), ..., u(n) donde estas observaciones
fueron realizadas en los tiempos: ty, {y, ..., , respectivamente. Dadas estos datos
el algoritmo de los minimos cuadrados obtiene la curva que mejor los aproximne en el
sentido de minimizar la suma de los cuadrados de la diferencia entre la senal deseada.
¥ su estimacion respectiva a cada instante de tiempo n [PRLN92].
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3.1.1 La Funcidn de Costo en el Algoritmo de los Minimos
Cuadrados

Spongase que se desea estudiar un fendmeno determinado el cual no deseamos mod-
elar de una forma directa, es decir, no se desea establecer un modelo del sistema
a través del estudio de su estructura interna; mas bien lo que se pretende es es-
tablecer un modelo a través de la observacion de la relacidn que existe entre las
senales de entrada y las de salida. Para este fin. definamos la variable d(i) como
la respuesta de este fendmeno o sistema cuando se aplica el siguiente conjunto de
entradas: w(e). w(2). ... u(e = M +1). Por simplicidad se asume que la relacion
que guarda la salida con la(s) entrada(s) es lineal. por lo que podeinos expresar a
d(i) como un modelo de promedio movil o de respuesta impulsional finita (6 FIR de
sus siglas en Inglés):

M-

d(1) = Z whu(t — k) + €,(2) (3.1)

k=0
donde w?, son los pardmetros del sistema v. ¢, representa el error de modelado.
I'ste error es una variable aleatoria no observable que se introduce en el modelo
con fines de cuantificar la excatitud con que se ajusta a la "realidad”. Generalmente
algunos autores prefieren evitar las complicaciones que pudieran surgir de un analisis
mas profundo de la exactitud de este tipo de modelado y asumen que el error de
modelado es un proceso “blanco™ con media cero y variancia 0¥, es decir:

E'e () =0 (3.2)
v
: I atl =k .
Ee,e (k)] = { 0. 4k (3.3)
["sta suposicion implica que al aplicar el operador valor esperado a la ec. 3,18 obteng-
antos:
M-l
Eld)) = > wiut — k) (3.1)
k=0

Nuestro problema es el encontrar los cocficientes del modelo que mejor se ajusten a
los datos experimentalmente observados: sin embargo esta labor es imposible si no
definimos un criterio basado en las mediciones del error entre los valores observados
y los estimados: una vez definido este criterio se le debe aplicar una técnica de
minimizacion para encontrar los parametros de nuestro modelo. w,. Por tanto, se
define el error de estimacion comno la diferencia entre la respuesta deseada y la salida

del filtro:

(i) = d(i) = yi) (3.5)
donde y(i) esta dada por:
M-l
y(i) = Z wpu(l = k) (3.6)
k=0

— - - e .-



por lo gque el error de estimacion. e(i). se puede expresar como:

-1
(i) = dt) = Y wiu(i = k) (3.7)

k=0

De esta manera. el algoritmo de los minimos cuadrados minimiza la siguiente funcion
de costo para derivar los coeficientes del filtro:

12

E(wo, wl. ... wy-y) = z | e(2) |? (3.8)

=1

donde ¢y e 15 son los indices que definen los limites sobre los que la ininimizacion es
llevacla a cabo. L] valor que se le asigne a estos limites depende del tipo de ventana
emipleada para los datos de entrada [Alest. Hay9l].

3.1.2 Derivacion de las Ecuaciones Normales
3.1.2.1 Principio de la Ortogonalidad

La funcion de costo. ec. (2.25) se puede expresar como:

N
Eltor o wya) = 3 eli)e(i) (3.9)
=M

donde el error de estimacion esta dado por la ec. (2.24). Si en ésta tultima ecuacién
se sustituven los coelicientes del liltro. wg. por:

wy = a; + Jbg. A=0.1....M — 1 (3.10)

obtenemos la siguiente ecuacion:
M-l
(1) = di) = Y (ue = jbe)u(i — k) (3.11)
k=0

l.a k-¢sima componente del gradiente de la luncion de costo. &. para el algoritmo de
los minimos cuadrados se define como:
0ot _
Vil€) = +— + i (3.12)
()(M ()b;\
Efectuando las derivadas correspondientes se demuestra se obtiene [Ale36. Hay91]:

N

V(&) = =2 u(i = k)er(2) (3.13)

1=\

La minimizacion de la funcion de costo. £, con respecto a los coeficientes del filtro
Wo. Wy . ... Wy~ Tequiere que:

ViE) =0, k=0 12... M= (3.14)
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C'uando este sistema de ecuaciones lineales es satisfecho. el error de estimacion es
minimo, emm. Por tanto cuando la funcion de costo es minimizada la ec. (2.39) se
puede expresar como:

N
Youli - ken i) =0, k=01...M-] (3.15)

=M

Esta dltima ecuacidn es el principio de la ortogonalidad en su version temporal. Fste
principio establece lo siguiente:

1. Elerror de estimacidu. €, (7). resultante del proceso de
optimizacion de la funcion de costo. €. es ortogonal al
vector de entrada u(i).

3.1.2.2 Ecuaciones Normales
Ll error de estimacion mimimo, ¢ ,,,. esta dado por:
M-
{nlxn(” = ([(l) - Z “(’ - ’) (‘lG)
t=0 ’

donde el vector de coeficientes del filtro. @@}, es la solucion al problema de los minimos
cuadrados. Sustituvendo la ec.(2.32) en ésta tltima ecnacion. tenemos:

N

N
W Y u(i = k=) = Y wi = k. k=000 M = 1 (3.17)

=0 =M =\

Deliniendo:
N
ol k) = Y u(i = ki =) 0 ok <M - | (3.18)
=\
v
\ R
(k) = D uli = M), 0 < k<M - | (3.19)
=M
podemos expresar 2.34 como [Alel6. Hay9l]:
M-1
3 ot k) = O(=k)k =001 M (3.20)
=0

[iste ultimo sistema de ecuaciones representa el sistema expandido de las ecuaciones
normales para un filtro lineal de minimos cuadrados [Alc86, Hay91|. En forma ma-
tricial tenemos:

dw = 0 (3.21)
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donde:

0(0. 0) o1L0) oM = 1.0)
o(0, 1) o(l. 1) o(M - 1.1)
o0, M = 1) (1M = 1) o oM =1, M~ 1)

es la matriz de autocorrelacion de las muestras de entrada. w(e), u(z — 1), ..., u(1 —
M — 1) al filtro: ademas:

0 = [80). O(=1). ....0(=M + )T (3.23)
es el vector de la correlacion cruzada de las muestras de entrada. w(2). u(: —
e ooooufe = M = Doal filtro v la respuesta deseada d(i). Finalmente:

W= [ g by ]! (3.24)

La ecuacion 23X es la forma matricial de las ecuaciones normales para los liltros
lincales de minimos cuadrdos.
3.1.3 Propiedades del Algoritmo de Minimos Cuadrados

A continuacion se presenta un resumen de las propiedades del algoritmo de los
minimos cuadrados. para las demostrasiones colsute la referencia; [Aled6, Hay9l]:

1. La estimacion del vector de coelicientes del filtro. W es no sesgado.
si el proceso estocastico del error de modelado {c.(7)} tiene media

CCro.

2. Cuando el error de modelado {e (7)) es "blanco™ con media cero
vovariancia af, fa matriz de covariancia del estimado W oes igual a

n..’(b—l'

3. Cnando el error de modelado {¢ (2)} es "blanco™ con media cero.
el estimado W es el mejor estimador lincal no sesgado.

4. Cuando ¢l error de modelado {¢.(1)} es blanco. gaussiano v con

media cero. el estimado W es igual al limite inferior " Cramér-Rao”
para estimadores no sesgados.

3.2 Algoritmo Adaptable de los Minimos Cuadra-
dos

) sistema expandido de las ecuaciones normales para un filtro lineal de minimos
cuadrados. ec. 3.38. puede ser resuelto mediante la inversion de la matriz de au-
tocorrelacion de las muestras de entrada al filtro, ®. siempre y cuando la inversa
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exista. Sinembargo, la inversion de matrices es compntacionalmente cara, por lo
que se prefiere resolver el sistema de ecuaciones representado por la ec. 2,33 de una
manera recursiva.

Il algoritmo que en esta seccion se presenta es un algoritmo recursivo en el
sentido de que el calculo de la estimacion del vector de coeficientes del filtro al
tiempo n, se calcula en base a la estimacion de eéste mismo vector al tiempon - |-
v a las nuevas muestras que van entrando al filtro; por tanto, nos referinmos a éste
algoritmo como el algoritmo de los minimos cuadrados recursivos.

3.2.1 Desarollo del Algoritmo MCR

Lin este algoritmo asi como en los algoritinos rapidos basados en la estimacién de
minimos cuadrados se inclnve un factor de ponderacion ¢ “factor de olvido™ en la
lineion de costo dada por la ec. 3.8 con el objeto de que el algoritmo pueda hacer
un seguimiento de los estadisticos de la senales en un ambiente no estacionario. de
esta manera tencimos;

ft

Em) =Y 3o i) e(n) ! (3.25)

=1
donde ¢(i) es el error de estimacion deflinido por la ecuacion 3.5, la cual se puede
expresar vectorialmente como:

“nyule) (3.26)

(1) = d(r) —w

donde u(i) es el vector de muestras de entrada al filtro:

u(/) = fu()owle — Dooooouwle = M+ |)]T (3.27)
v w(n) es el veetor de coelicientes del liltro al tiempo n:
win) = [wo(n) (). ... u'\,_,(n)]T (3.2%)

Il Tactor de olvido. J. introducido en Ta eenacion 3.25 tiene la siguiente propiedad
LALen6. TTay9l]:
0 < J(n.o) < 1. =200 0 (3.29)

Este factor tiene el objetivo de ponderar el error de estimacion. de tal manera que
al tirmpo presente se tenga un factor de ponderacion cercano a uno., mientras que
para tiempos anteriores este factor decrezca de tal manera que el “pasado lejano”
afecte de una manera menos significativa a las estimaciones en el tienipo presente.
IZsto da como resultado que los algoritmos de minimos cuadrados puedan seguir las
variaciones en los cstadisticos de la senal de entrada al filtro. cuando ésta no es
eslacionaria [Aled36. Hav9l]. De aqui que. una forma cominmente aceptada para el
factor de olvido sea la siguiente:

Jn,) = A" =12, .00 (3.30)



donde N es una constante cercana pero menor que nuno. Cuando V es igual a uno
tenetnos el algoritmo ordinario de los minimos cuadrados. 12l inverso de [-\ es una
medida burda de la memoria del algoritmo [Alc36. Hav9l]. por lo que cuando A es
igual a uno, la memoria del filtro es infinita. Si se suastituye la ec. 3.30 en la 3.25
tenemos el algoritmo de los mninimos cuadrados con una ponderacion exponencial,

cuva luncion de costo es:

"

Eim) = Y A" ) ? (3.31)
=1
Recuérdese que el algoritmo de los minimos cuadrados recursivos {MCR) resuelve
el sistema expandido de ecuaciones normales para un filtro lineal de estimacion por
minimos cuadrados. por lo que el valor optimo para el vector de coeficientes del
liltro esta dado por la solucion a la ecuacion 3.21. Por tanto. para poder desarollar
ol algoritmo MCR debemos deducir una ecuacion recursiva para el calculo del vector
de coelicientes, para tal electo definase la matriz de autocorrelacion de las muestras.
de entrada al filtro como:
n
®(n) = Y \"upul() (3.32)
1=1
v definase ol vector de correlacion cruzada de las muestras de entrada al filtro v la
respuiesta deseada como:
"
o(n) = S Nta()d () (3.33)
1=
donde el asterisco denota el complejo conjugado. La recursion para la matriz de
autocorrelacion de las muestras de entrada al tiltiro se hava al aislar el término para
el cnal 1 = n.en la ecuacion (3.32):
n—1

@ = \| Y Araenad (0 + unun) (3.34)

=1

Iu esta dltima ecuacion. la expresion eutre paréntesis cunadrados es igual a la matriz
de autocorrelacion de las muestras de entrada al liltro al tiempo n -1, por lo tanto:

®(n) = \P(n — 1)+ u(n)ul(n) (3.35)

donde ®(n - 1) es el valor de la matriz de autocorrelacion de las muestras de entrada
al tiempo n - 1. v el producto matricial u(n)u”(n) es la correcion que se le aplica a
u(n)u’(n) para obtener ®(n).

Similarmente se desarolla una recursion para el vector de la correlacién cruzada
de las muestras de entrada al filtro v la respuesta deseada. Partiendo de la ec. 3.33
se puede demostrar que [Ale86. Hay91]:

6(n) = M(n — 1) + u(n)d(n) (3.36)
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La siguiente recursion que se desarolla ex Ta recursion para la matriz inversa de .
El desarollo de esta recursion consiste simplemente en aplicar el lema de inversion
matricial a la ecuacion 3.33, con lo cual obtenemos (ver Apéndice A):

A7t~ (n — Du(n)ufl(n)®'(n - 1)

-1 — ~i&-1i,, _ _ A M.t ) - . : 17
®'(n) = \'® (n - 1) PG T —TTa (3.37)

Por conveniencia se define:

P(n) = & '(n) (3.38)

\ NP(n = lu(n) .
kin) = ———55 T (3.39)
I+ A-tuf(n)P(n — lu(n)
Al vector k(n) de dimension M x| algunos autores lo Haman "vector de ganancia
pero por otro lado también se le conoce como ganancia de Kalman [Ale86]. Susti-
tuyendo (3.39) v (3.38) en la ecuacion (3.37) obtenemos:

P(n) = \'P(n = 1) = MK ()P0 = 1) (3.40)

A continuacion se desarollara una expresion alternativa para el vector de ganancia,
k(n). que nos sera de utilidad en nuestro desarollo posterior del algoritino de minimos
cuadrados recursivos. Notese que la ecuacion 3.39 se puede expresar como:

k(n) = A'P(n = Lu(n) = N 'k(npu"(m)P(n = Lu(n)

, (3.41)
= A 'P(n — 1) = Ak(m)uf ()P0 - I)]u(n)

L

De la ec. 3010 se observa que la expresion entre paréntesis es igual a P(n). por lo
que tenemos:

kin) = P(nju(n) (3.42)

La altma eenacion junto con la ec. 3.38 da por resultado:
k() = @ "(n)ju(n) (3.43)

Esta ccuacion nos dice que el vector de ganancia es igual al vector de muestras de
entrada transformado por la inversa de la matriz de autocorrelacion de las muestras
de entrada al filtro.

3.2.1.1 Recursion para el Vector de Coeficientes del Filtro

Recuerdese qué descamos resolver las ecuaciones normales para un filtro lineal que
utiliza la estimacion por minimos cuadrados de una manera recursiva, por lo que
resulta logico sustituir las recursiones desarolladas en las secciones anteriores en la
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expresion matricial para las ecuaciones normales. Por tanto. sustituveudo 3.36 v
3.38 en 3.21 tenemos:

w(n) = & !(n)f(n)
= P(n)(n) (3.-+4)
= AP(m)¥(n — 1) + P(n)u(n)d (n)

Sustituyendo 3.40 solo en el lado izquierdo de 3.14. tenemos:

win) = P — D = 1) = k(mu(mP(n = 1)0(n - 1) + P(n)u(n)d*
= &' — e = 1) = k(nyu"(m®-tn = DB — 1) + Pnyu(n)d

= win — ) = k(mu"tmyw(n = 1) + P(n)u(nid=(n)
(3.13)

Finalmente utilizando la ecuacion 3,12 en la anterior. tenemos:

w = wn - 1)+ kn) [11'(12) —u'tm)w(n — 1)
(3.46)

= w(n - 1)+ k(n)a~(n)

donde a(n) se le conoce con ¢l nombre de inovacion v, esta dada por la expresion
entre parentesis cuadrados en la ecnacion anterior:

aln) = dini — upowrin = 1)
(3.47)

e — Tatn)

= dnl — w
121 producto interno dado por win — Lju(n) representa la estinmacion de la respuesta
desecada. d(n). tomando como base fa estimacion del vector de cocficientes del filtro al
tiempo anterior. De acuerdo a esto. a a{n) también se le llama ol error de estimacion
a priori. Nu se debe confundir este error con el error de estimacion a posteriori dado
por:

cn) = dn)y = wH(njuin) (3.43)



3.2.2 Organigrama del Algoritmo de Minimos Cuadrados
Recursivos

, ] ("ondicioneﬁn_iéia_l:és- ____ _. - j|

‘T_ ———— —
|

w(0) =0 !
Para n = |. 2. ..., calcule
w(n) = ul(n)P(n - 1) (3.49)
Kn) = N+ m(njua(n) (3.50)
kin) = = (3.51)

ali) = din) — Wi — Du(n)  (3.47)

win) = win — 1) + k(n)a~(n) | (3.46) |

Pin = 1) = k(n)z(n) (3.32)

Pin) = (P(n 1) - Pln = 1)) (3.53)

1
\

Tabla 3.1: 1 algoritmo e Minimos Cuadrados Recur-

sivos (MOR)Y.
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3.3 Algoritmos Rapidos para La Igualaciéon de
Canal

En la seccion anterior se tratd el algoritmo de los minimos cuadrados recursivos, el
cual resuelve las ecuaciones normales de una manera recursiva, es decir. calcula el
estimado del vector de coelicientes del filtro al tienipo n hasandose en la estimacion
de dicho vector al tiempo n-1. Fste algoritmio tiene una complejidad computacional
del orden de M4 [Aled6. Havol], donde M es el mimero de coeficientes del filtro
de igualacion. Cuando ¢l tiempo de procesamiento es un factor primordial en de-
terminada aplicacion. tal como generalmente ocurre en el caso de la igualacion de
canal. debemos recurrir a un algoritmo rapido. I2u la literatura se entiende por un

algoritmo rapido como aquel algoritmo cuva complejidad computacional se incre-
menta de una forma lineal con el mimero de variables libres o parametros a ajustar
[A1exG. Havol).

I'n laactualidad con el incremento de las aplicaciones de tipo multinmedia
donde se requicre la transmision en tiempo real tanto de datos. imagenes. audio v
video a través de redes de comunicaciones: es indispensable el uso de algoritmos
rapidos para la igualacion de canal. Por tanto. los algoritmos rapidos de filtrado
adaptable han experimentado un creciente interés en el amito de la investigacion v
en del desarollo tecnologico.

Lon esta seecidon se presentan dos temas fundamentales para el desarollo de los
algoritmos rapidos del filtrado adaptable: la prediceion adaptiva hacia adelante v la
prediceion adaptiva hacia atras,

3.3.1 Prin ipios Basicos ¢

3.3.1.1 Prediccion Adaptiva Lineal Hacia Adelante

Considere el predictor ineal hacia adelante de orden M mostrado en Ta figura 3.1,
donde Ta estimacion del vector de cocficientes del filtro. w. alcanza su valor optimo
{de acnerdo al eriterio de minimizacion de los minimos cuadrados) durante el mter-

valo de observacion < 7 < . Denotemos con fy(r) el error de prediceion hacia
adelante producido por el predictor al ticpo i en respuesta al vector de muestras de
entrada al filtro u,, (7 — 1):

fyti) = ui) = Wiy = 1), 1 <0< n (3.54)
dénde u(i) representa la respuesta deseada v, uy(: — 1) en lorma extendida esta

dada por:

ul (0 = 1) = [ufi = Dou(i = 2), ou(i = M) (3.55)
["sualmente en la literatura se refiere a fy;(7) como el error de prediccion a posteriori.
va que su calculo se basa en el valor de la estimacién del vector de coeficientes del
filtro al tiempo n.
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[Figura 3.1: Predictor hacia adelante de orden M.

L problema de la prediccion lineal adaptiva hacia adelante también se puede
lovmular al especiticar el liltro de prediceion del error que se muestra en la figura
3.2, Sea ay(n) el vector de coeficientes del liltro de orden M de prediccion del error
al tiempo n. Notese que éste veetor guarda la siguiente relacion con el vector de
coclicientes del Rltro win):

\

'ﬂ,\/(H) = —W(n) (3.56)

Se define al vector de muestras de entrada al filtro uyy 4. al orden M+1 como:

ulr)
uyvis — 1)

Uype ) = (3.57)
Con lo culal el error de predicet] on a posteriori hacia adelaute. fy, (7). tambicn se
puede expresar mediante:

fute) = alinuy oo I <0< n (3.58)

l.a estimacion del vector de coelicientes, w. del predictor forward es la solucion
obtenida del problemade minimizar la suma del cuadrado de los errores de prediceion
hacia adelante para el intervalo de observacion: | < 7 < n. De manera analoga. el
vector de coelicientes, ayy (1), del filtro de prediccion del error es la solucidon al mismo
problema de minimizacion solo que formulado en términos del filtro de prediccion del
error. es decir. sujeto a la restriccion de gue el primer elemento de ayg(n) es igual a
la unidad [Ale86. Hay91]. En cualquier caso. la solucion al problema de los minimos
cuadrados se puede expresar en términos de las ecuaciones normales extendidas para
la prediccion lineal hacia adelante:

Drrpi(n)avin) = ]:"6(”) (3.59)
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Figura 3.2 Filtro de Prediceion del Frror.

donde 0 es el vector nulo de M x 1. El escalar Fy(n) es el valor minimo de la suma
ponderada del cuadrado e los errores a posteriori de prediccion hacia adelante:

i

Fuln) = Y N7 fale) P (3.60)

=1
La matriz @y, (n) de (M+!) por (M+1) es la matriz de autocorrelacion del vector
de muestras de entrada al filtro de prediccion del ervor uyy 4 (7):

.
®yppi(n) = 3N T uypg (Dudh () (3.61)
=1

[tilizando la ec. 337 podemos expresar a ®4y4,(n) como:

Uy (n) l}{"(n)

Oy @y - 1) (3.62)

Pr(n) =
donde i) es Ta suma ponderada del enadrado de Ja “respuesta deseada™ utilizada

para la prediceidn hacia adelante:

Uy(n) = Z.\"_‘ () ]? (3.03)

=1
O,(n) es el vector de M x 1 de la correlacion cruzada del vector de muestras de
entrada al predictor (ver fig. 3.1). v la respuesta deseada u(i):

H

On) = Z/\‘”—lul"(i — 1t (2) (3.64)
=1
Finalmente. ®,.(n — 1) es la matriz de autocorrelacion del vector de muestras de
entrada. uy (v — 1). al filtro predictor de la figura 3.1:
Dy(n — 1) = T, A um( - 1)
(3.65)

Yot A=Y=y (udl ()



A continuacion debemos resolver of problenia de la prediceion lneal hacia adelante
de una manera adaptiva utilizando el algoritmo de mimimos cuadrados recursivos
(MCR) tratado en la seccion anterior. Para este efecto algunos autores utilizan la
analogia entre los parametros del algoritmo MCR y de la prediccion lineal hacia
adelante mostrada en la tabla 3.1[Alc86, Hay91]. De las ecuaciones (3.43). (3.46) y
(3.47) se deduce la siguiente recursion para el vector de coeficientes del predictor:

win) = win — 1) + ka(n — )y, (n) (3.66)

donde yy(n) es el error a priori de prediccion hacia adelante, esto es la diferencia
entre la respuesta deseada v su estimacion:

yyv(n) = ult) - WH(N — Duy(n = 1) (3.67)

vky(r = 1Y es el vector de ganancia para la prediccio lineal hacia adelante de orden
\M:

Kyin — 1) = &3/ (n = Duy(n - 1) (3.63)
donde el indice M se utiliza para denotar el orden del predictor. Sustituvendo la
ecuacion 3.66 en la ec. 3.56 obtenemos la recursion para el vector e coeficientes del
liltro de prediccion del error:

| 0 N o
ay(nl = ay(n — 1) - ku(n — 1) Ny (n) (3.69)
donde:
() = [l =W = 1] uu(uz,(”l )
' (3.70)
= alhn — Duyg(n)

Finalmente, utilizando la siguiente ecuacion correspondiente al algoritimo de minimos

cuadrados recursivos _Alexe, [lay9l}:
Ennin) = A n = 1) + a~(n)(n) (3.71)

tenenios la siguiente recursion para ol minimo valor de la suma del cnadrado de los
errores ponderados de prediccion hacia adelante:

Fuln) = AFyn = 1) + yga(n)fiy(n) (3.72)

0.

3.3.1.2 Prediccion Lineal Adaptiva Hacia Atras

C'onsidere el predictor lineal hacia atras de orden M que se muestra en la figura
3.3, cuyo vector de coeficientes. g(n). se ha optimizado de acuerdo al criterio de

<t
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e

|
Parametro MCR | Predictor | Predictor |
| hacia adelante | hacia atras |

vector de
entrada u(n) uy(n = 1) uy(n)

respuesta
descada d(n) u(n) u(n - M)

vector de

coclicientes win) . w(n) g(n)
- error ' 1
a posteriori e(n) Iy(n) bag(n)

de estimacion

error
a priori afn) ar(n) var(n)
de estimacion ‘

veetor de

sanancia © kin) kyin = 1) k()

Valor mimimo
dela suma de &, (n) Fiin) By(n)
crrores al cuad.

Tabla 3.2: Analogia de parametros entre el algoritino de
minimos cuadrados recursivos. la prediccion lineal hacia
adelante v la prediceion lineal hacia atras.



minmnnizacion del error del algorttimo de MO, en el intervalo de observacion: 1
1< n.Sea by () el error de prediccion hacia atras producido por el predictor de la
hg. 3.3 al tiempo i en respuesta al vector de muestras de entrada uy(/):

ba(i) = u(i = M) — gf(n)uy(i) (3.73)

donde u(i- M) es la "respuesta deseada™ v:
ufy () = [W()oule = 1) u(e = Mo+ 1)) (3.74)
Usalamente en la iteratura by (/) se le conoce como el error a posteriori de prediceion

hacia atras. va que su calculo se basa en el valor del vector de coeficientes del
predictor de Ta figura 3.3 al tiemipo n. es decir en g(n).

u(i) ] uli-1) ] u(i-M+1) 0 u(i-\)
= e P ——— T T — ... ) ST =,
=i o 2
Cuiln) ) Cga(n) ) [ gy () o
e N N Prcx.h(mon
Lineal
N de u(i-M)
o { +'}__"_—-b ——o(_h. - L
el

Figura 3.3: Predictor hacia atras de orden M.

De nna manera analoga al caso de la prediceion lineal hacia adelante. el prob-
lema de Ja predicion lineal hacia atras pnede plantearse en términos del liltro de
prediceion del error que se muestra en la lig. 3.1 Sea ey (n) el vector de M x 1 de
coclicientes del Rltro de orden N de prediceion del errvor. Ll vector cag(n) guarda
la signiente relacion con el veetor de coelicientes. by(2). del predictor lineal hacia
atras:

—gln) 0
cyvin) = gl (3.75)

Sea uary (1) el vector. de (M + 1) x . qué tiene la respuesta deseada u(i -
M) como su ultimo elemento v a los elementos del vector uas(2) como sus elementos
restantes: ‘

: uar (1) =
uy 1) = . 3.76
l+l( ) “(1 _ ‘I) ( )
[‘ntonces el error de prediccion hacia atras puede ser redefinido como:

bu(i) = cfhiinuan (). 1 << (3.77)
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Iigura 3.4: Filtro de Prediccion hacia atras del error.

El vector de coeficientes del predictor lineal hacia atras g(n) es la solucion que resulta
de la minimizacion de la suma del cuadrado de los errores a posteriori de prediccion
ponderados para el intervalo de observacion: 1 < ¢ < n. De una mancra analoga. el
vector de coelicientes del liltro de prediccion del error ¢y (1) es la solucion al mismo
problema de minimizacion solo que sujeto a la restriccion adicional de que é| dltimo
elemento del vector ey (1) debe ser igual a la unidad [Ale86. Hav9l]. En cualquier
caso la solucion al problema de los minimos cuadrados puede ser escrita en términos
de las ecuaciones normales extendidas para la prediccion lineal hacia atras:

0 -
[

Byi(n) (3.18)

Dy (n)ey(n) =

donde 0 ¢s ¢ veetor nulo de M x 1 Tl escalar B(n) es el minimo valor de la suma
del cuadrado de los erroves a posteriort de porediecion ponderados:

"
)

Byn) = Y N7 by |

A
=1

(3.79)

[La matriz @y (n) de (NMA+1) x (M+1) es la matriz de autocorrelacion del vecror de

muestras de entrada al filtro de prediccion del error uy4) (7). Utilizando la ec. 3.76
la matriz ® /4, (n) se puede expresar en forma particionada como [Ale36, Hay91]:

Dy (n) 0,(n)

0H(n)  Us(n) (3.30)

Para(n)
donde Uy(n) es la suma del cuadrado de los valores ponderados de la respuesta
deseada para la prediccion lineal hacia atras:

Un) = T AV u(i = M)
(3.31)
— z‘n=—l.\l /\(n—M)—l | {l(i) |2



Oy{n) es el vector de Mox 1 de Ta correlacion cruzada de las muestras de entrada al

predictor de la ig. 3.3 v la respuesta deseada u(i - M):

N
O2(n) = 3 A tup(ufh(d) , (3.82)
1=1
De una manera analoga al caso de la prediccion lineal adaptiva hacia adelante para
poder desarollar |a teoria correspondiente a la prediccion lineal adaptiva hacia atras
se recurre a la analogia entre los parametros del algoritmo recursivo de minimos
cuadrados y los de la prediccion lineal hacia atras (ver tabla 3.1). De esta manera
utilizando las ecs. (2.60). (2.63) v (2.64) podemos deducir la siguiente recursién para
el vector de coeficientes del predictor hacia atras glossarvvector de coeficientes del
predictor hacia atras] Aled6. Hav9l):

gln) = gin — 1) + ky(n)ei(n) (3.83)
donde t2y(n) es el error a priori de prediccion hacia atras:
can) = aln — MY — gfin = Duy(n) (3.81)

v kartn) es el vector de ganancia para la precdiceion lineal hacia atras de orden M:

ky(n) = &5/ (n)ua(n) (3.85)"

Sustituvendo 3.83 en 3.75 podemos expresar la recursion para el vector de coefi-
cientes del filtro del error de prediceidn hacia atras como:

cy(n) = cyln — 1) k'\’o(”) vy(n) (3.86)
donde:

. _ (_gH, _ uy(n)

var(n) = 8 (n . u(n — M)

(3.87)

clin = Ljuy oy (n)

Finalmente de la cc. 3.71 se deduee la siguiente recursion para el minimo valor de
la suma del cuadrado de los errores a posteriori ponderados de prediccion:

Bu(n) = ABy(n = 1) + var(n)by(n) (3.88)

a.



3.3.1.3 Recursion para el Vector de Ganancia

Por extension de la ecuacion 3.8 se puede definir el vector de ganancia al orden
M+1 como:
kay41(n) = @7 (n)upsi(n) (3.89)

donde ®7/, (n) esta dada por la ecuacion 3.62. La inversa de 3.62 se halla aplicando
el lema de inversion matricial (ver apendice A):

0 07\-1 + __l.__ﬁaw(“)aH(n) {3.90)
0y @3/ (n — 1) Fuln) . .

3, (n) =
donde 0y es el vector nulo de M x 1, ay(n) es el vector de (M+1) x 1 de coeficientes
del filtro de orden M de prediccion hacia adelante del ervor. v Fy(n) es el valor
minimo de la suma del cuadrado de los errores ponderados a posteriori de predicc’on
hacia adelante.

Posmultiplicando ambos lados de la ecuacion 3.90 por la particion de uag,(n)
dada por la ec. 3.57 (en la cual se reemiplaza i por n). y utilizando la ecuci]’on 3.58
(para i = n) tenemos la siguiente recursion para el vector de ganacia extendido
Ales6. Hayoll:

0
Kyi(n) = [k_\,(n _ } "—7(:\\:((7];1))3.\!(”) (3.91)

De una manera analoga se puede desarollar la recursion para el vector de ganancia al
orden M+1 para el caso de la prediceion lineal adaptiva hacia atras [Alc86. Hay91]:

cyin) (3.92)

Kya(n) = [k*"(”) } by(n)

0 By(n)
3.3.1.4 Factor de Conversiéon (Angulo Variable)
Ll vector de ganancia puede ser visto como la solucion de las ecuaciones normales

cuando la respuesta deseada esta dada por [Ale6. Hay91]:

di) = { L= (3.93)

0, 2 C20.0.n = |

|

El error de estimacion se define como la diferencia entre la respuesta deseada y su
estimacion: "
wu(n) =1 = Kyj(n)uy(n)
(3.94)
- H -1
= ] - u_\,[n)QM (r[)u‘\][n)

El error de estimacion representa la salida de un filtro transversal cuyo vector de
coeficientes es igual al vector de ganancia kas(n). y cuya entrada es el vector de
muestras de entrada ua(n) (ver fig. 5.3).
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Figura 3.5: Filtro transversal utilizado para definir el error de estimacion vy {n).

Elerror de estimacion. <y (n) tiene la siguiente propiedad [Aled6. Hav9l]:
0 < 2p(n) <1 (3.95)

Il parametro 5y puede ser visto como un factor de conversion [GMKS3]. De acuerdo
a esta inlerpretacion. vy nos sirve para determinar el valor del error a posteriori
de estimacion a partir del valor correspondiente del error a priori de estimacion. vy
tiene las siguientes interpretaciones como un factor de conversion:

[. Para nuna estimacion recursiva por mininos cuadrados tenemos:

) cyin) o
wamln) = il 3 (3.96)
ayin)

donde e ypin) es el error a posteriort de estimacion v ey (1) es el error a priori
de estimacion, sta ailtima ecnacion establece que dado el error a priovi de
estimacion ayy(n). podemos determinar el valor correspondiente del error a
posteriort de estimacion ¢y{n) al multiplicar ayg(n) por =ap{ne). Por lo tanto
podemos ver a ay(n) como un valor tentativo del error de estimacion e yy(n)
voa sy(n) como un factor correctivo multiplicativo,

2. Para la prediccion lincal adaptiva hacia adelante. tenemos:

wln = 1) = f\_,(n_) (3.97)
nag(n)

Por lo tanto podemos ver a na(n) como un valor tentativo del error a priori
de prediccion hacia adelante fy(n) y a yar(n — 1) como el factor de correcion.
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3. Para la prediceion meal adapriva hacia atras, tencimos:

{
pu(n) = bnl (3.95)
uag(n)

4. Por lo tanto. se puede ver a yay(n) como un valor tentativo para el error de
prediccion hacia atras by(n) v a 4y(n) como el factor de correcion.

Concluimos que a través del uso de este factor de conversion podemos calcular
los errores a posteriori ey, fa(1n) v by(n) al tiempo n antes de que los vectores
de coeficientes de los liltros pertinentes ( esto es: Wyg(n). ay(n). v cy(n) ) sean
calculados [ Ale¥6. Havol).

Diferentes Recursiones Para El Factor de Conversion. .\ continuacion se
e conversion. las cuales pro-

presentan cuatro diferentes recursiones para el factor «
baran su utilidad en el desarollo de las distintas versiones de los algortmos rapidos

[Alex6. Havol]:

e La primera recursion mvoluera tanto al orden como al tienipo:

Tvertn) = agn = 1) S (3.99)

e La siguiente recursion es sobre el orden del factor de conversion:

by(n)|?

L hti ol (Y 3.100
B.\Il“’ ( )

et = ()

e [linahmente se obtienen las dos sigimentes recursiones al manipular

las dos anteriores [AIeRG. Havoll];
L . i

« Futn — 1) .
. SR E LR S 3.101
M) Frin) (1 ) ( )
) Byin — 1)
() = AT () (3.102)
By(n)
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3.3.1.5 Resumen de Férmulas

“Prediccion Lineal I_X(ilaptiva‘
Hacia Adelante

—— — _-1."

ay(n) = ayn — 1) - [ k\,(no_ h ] ny(n) | (3.69)

na(n) = alj(n — Luyg(n) (3.70)
Fuln) = NFyn = 1) + ga(n)f5(n) (3.72)

Tabla 3.3: Prediccion lineal Adaptiva hacia adelante.

Prediccion Tineal Adaptiva
Hacia Atras

= ——

enln) = cyln = 1) - [k"’o‘”’]«'x,m | (3.36)

C_’\{,(Il — Iy () {3.87)

il

gt

By(n) = My(n = 1)+ oa(mbyin) (3.88)

Tabla 3.4 Prediceion lineal Adaptiva hacia atras.
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V oclon de Ganancia

0 n
karni(n) = [kM(n _ 1)] ﬁ?%n) m(n) | (3.91)
k,\[+|(l2) = [ k-’\lo(”) ] + %&II—(("%CNI(”) | (3'92)

Tabla 3.5 Vector de Ganancia.

e -

Factor de Conversion N

Deliniciones del
I"actor de Conversion

| T o —

i) = 2L | (3.96) |
|

quln = 1) = D (3.97) ;
|

ar(n) = 2L (3.98)

Formulas de recursion:

() = qun = 1) = RS (3.99)

\,(n)lz I

L) = awln) - By in) ‘ (3.100) ‘

‘ rsr(n) = \f"(\;ll;) a(n — 1) ‘ (3.101)

| n-— {
Tarn(n) = By () (3.102) ‘

Tabla 3.6: Factor de Conversion

6!
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3.3.2 Algoritmos Rapidos: Estructura Transversal

El algoritmo de filtrado acdaptable que se presenta en esta seccidn. se conoce como
"fast transversal fitters (FTF) algorithm™ [GMKS3] [C'k84]. Este algoritmo se basa
en los sigulentes cuatro filtros transversales que fuerdn tratados en la seccion ante-
rior: el filtro de prediccion del error hacia adelante con coeficientes axy. que para el
desarollo del algoritmo I'TF v. con fines de simplicidad lo llamaremos simplemente
filtro tranversal \: el filtro de prediccion del error hacia atras con coeficientes cpy.
qué lo llamaremos simplemente filtro transversal B; el filtro transversal de prediccion
del error de estimacion con coeficientes Ky, qué lo llamaremos siniplemente filtro
transversal ' v: el predictor hacia adelante de orden M con coehicientes wyr, qué lo
llamaremos simplemente filtro transversal D.

3.3.2.1 Desarollo del Algoritmo FTF

Ll desarollo del algoritmo FTF es como sigue: recordemos que al aplicar el vector
uy+(n) a la entrada del filtro A, obtenemos el error a priori de prediccion hacia
adelante {(ver ec. 3.70):

naln) = a(\’,(z; — 1uager(n) ) (3.103)

Al multiplicar gy (1) por el error de estimacion 5y (n — 1) obtenemos el error a
posteriori de prediccion hacia adelante (ver ec. 3.97):

Ja(n) = 3u(n = Dipy(n) (3.104)

l.a recursion para la suma del cuadrado de los errores ponderados de prediccion
hacia adelante es la siguiente (ver ec. 3.72):

Fuln) = NFyn = 1Y+ ) fy () (3.103)
A continuacion usamos la ec, 3.101 para actualizar el factor de conversion:

\f.\_/_('_n_ ~ 1

() = ‘7_-.\’(']',—) sa(n = 1) (3.106)

Para obtener la recursion para el vector de ganancia procedemos de la siguiente
manera: sustituimos la ec. 3.69 en la cc. 3.91 con lo cual obtenemos:

_ () far(n) 0 Ty(n) o
kyi(n) = (l - _j-'"'\,(”)"—) [k,\,(n - [)} + f\_l(”_)a,\/(n = 1) (3.107)

Usando la ec. 3.71 v luego la 3.101 tenemos:

PRIV AYIL) R W VIV S
Farln) - Farin) 3
(3.108)
",\ltl(”)
Ayp(n = 1)
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Usando la cos 396 v a continnacion Ta ees 3101 tenemos:

Jacd oy (n = 1)
Farln) Farln)

(3.109)
A-Emadnhagg (n)
Faln-1)

Finalmente la recursion para el vector de ganancia se obtiene sustituyendo la ec.

3.109 v la 3.108 en la 3.107:

Saa(n) 0 4! na (1) a4 (1)

‘,V\;(H_— | ke = 1) Fyuin — 1)

Kyirln) = vl — 1) (3.110)

Por conveniencia en esta presentacion del desarollo del algoritmo FTE detinimos el
vector de ganancia normalizado:

- k
ky(n) = ) (3.111)
()
Con lo cual la recursion 3.110 pnede expresarse como:
. 0 oy ha(n)
k = | - + AT - 3002
vl Ky(n - 1) Fuln - l)a'\l[” ! ( )

Ista altima ecuacion es a recursion que utiliza el algoritmo F'TT para actualizar el
vector de ganancia normalizado.

A continuacion se utiliza la ec, 3.0 v la ee. 3,96 con Lo cual podemos redefinir
la recursion del vector de coclicientes del iiltro de prediceion del error hacia adelante

dada por la ec. 3.6Y como:

a — « - l - " s l] 1 ~
() ayyn ) v n Nyl Kyin — 1)

(3.113)
()

= ay(n — 1) = [y(n) R,\l(“ )

[lasta este punto hemos actualizado temporalmente el filtro de prediccion del error
hacia adelante (filtro A) v el vector de ganacia ([ltro (') no solo en tiempo sino
también en orden.

Nuestra siguiente tarea consiste en : (1) corregir el incremento en el orden del
filtro (" de M a M+ causado por el uso de la ec. 3.106, v (2) encontrar la recursion
para actualizar temporalmente el filtro de prediccidn del ervor hacia atras (filtro B).
Para realizar estas tareas, primero sustituimos la ec. 3.86 en la ec. 3.92 con lo cual
después de agrupar términos semejantes obtenemos:

(12 b [kt | bt
kyi(n) = (l 00 0 + Bl\’(”)c.\;(n 1) (3.114)
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Considerando los ultimos elementos de los vectores de la ecnacion anterior. hallamos

que [Ale86, Hay9l]:
bas(n)

Rarpiaraa(n) = () (3.115)

Normalizando con respecto a yy4(n) podemos expresar el ultimo elemento de

K41(n) como:
karer aren(n)

AV.\I+1.;\I+I = Aar4r(n)
(3.116)
_ hym)
T () Bag(n)
Utilizando las ces. 3930 3,102 en 3,116, tenemos:
; varn) Lo
Rypprarean) = (3.117)

(1 1By(n)

Se puede expresar el ervor a priori de prediceion hacia atras vy (n) en terminos del
wtimo elemento del vector de ganancia normalizado ka4 () cono:

catn) = AByln = Dk arg () (3.11=)

Resolviendo la ec. 3,102 para ~y(n). tenemos:

By(n)

) = (3.119)

ABy(n — 1)

Uando la ec. 3.88 v luego la 3.116. podemos escribir:

l"\‘gf_'- - 1) ) _ J\,(('-V".I,(-'t)
\ Gt = Byl
(3.120)
= | - 1-'\1(”l"_\l+|(”}A'Rl+l..\l+l(”)
Sustituvendo la e 30120 en la 3009 tenemos:
' ) . 1-1 . YR
= 1= carln e Ok e 00 e () (3.121)
Notese que:
VIR STV ¢ 7] B R LA L VIR R VST SI) (3.122)

La ecuacion 3.121 corrige el incremento en el orden del liltro ¢ de N a M+ que
resulta del uso de la ecuacion 3.106. U'na vez que se han calculado los valores de
sy (n) v de psiyg(n). podemos utilizar la ec. 3.98 para calcular el error a posteriori
de prediccion hacia atras:

bar(n) = 7a(n)ear(n) (3.123)
Ademas podemos usar la recursion expresada por la ec. 3.88 para actualizar el valor
minimo de la suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de prediccion
hacia atras:

By(n) = ABy(n — 1) + war(n)by(n) (3.124)
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Mediante las ees. 31200 3.1020 3000 v 30016 la ees 3001 puede exprearse como
[Ale36, Hayyl]:

[kMO(N)J = kani(n) - /;‘.\1+1,,\1+1(")C,\1(’l - 1) (3.125)

A continuacidn se utliza la ecuacion 3.36 para actualizar el vector de coeficientes del
filtro de prediccion hacia atras del error:

ca(n) = eyn — 1) - L‘},(n)[ k,\lotn)}
- (3.126)
= culn = 1) - ”.‘\1(”)[ k'\lo(n)]

donde en la iltima linea de la ecuacion anterior se ha utilizado 3.98 v 3.111.

Hasta este punto hemos hallado la recursion para el vector de ganancia (filtro
(") v para ¢l filtro de prediccion hacia atras del error (filtro B). Ahora sélo hace falta
encontrar la recursion para el vector de coeficientes del filtro D: lo cual se hace a
continuacion:

Se utiliza la ec. 3.79 para calcular el error a posteriori de estimacion:

ayv(n) = dn) - W’\I,(n — Duyy(n) (3.127)
A continuacion se usa la ec. 3.96 para calcular el error de estimacion:
cafn) = vUphayg(n) (3.123)
Finalmente se nsa la ce. 3.78 para actualizar el veetor de coeficientes del filtro adap-
tivo (filtro D):
win) = Wyln — 1) + k\,[ll)()f\,(llj

(3.129)
= Wytn — 1)+ kycy(n)

donde en la dltima linea de la ecuacion anterior se han utilizado las ces. 3,128 v la

3L
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3.3.2.2 Organigrama del Algoritmo FTF

En la sigulente tabla se muestra el organigrama del algoritmo FTF, donde se han
recolectado las recursiones desarolladas en la presente seccion. Ademas se muestra.

la manera de inizializar el algoritmo [Alc86, Hay91]:

n=1 -
A = Co) =1 kott) =0
Wi(1) = & (1)/u* (1) =o(1) = 1
| A A =) 14 u(l) # 0 - ]
;- Para2 < n € M+ 1

Mm=2ln) = an

mosn = 1 Un(n)

a,_, -1 ]

a,_{n) = —ut /ey |

fu—atn) = nnopin = Vhymoo(n)

Foi(ny = V5, _;in = 1)

Fuo2a() = Fuoy 0 + a2 (i) ()

() = S - 1)

~ 0

k,.- (n)y = ~ + it ~Qn_2(n -1
! k.,-;(u -1 XFa-_:n=1) 2( )

Choi(n) = [ —ut (M- (K () ] . caleulse cuandon = M + 1

1

Booiin) = spoptn) | wlt) 14 calewdese cuando n = M 4 1

oot = AU = W (0= WLy ()

v ) = A0y = W 0 = Dl 200

Croyn) = oo (nhanoy(n)

.. 2 W,,_ {(rn = 1}

Sitn <MW () = !

i < (1) ["’:x—l(”)"“.(”j'

Sin=>M+ I.W.,_l(") = Wu-—|(” - 1)+ kn—l(”)f,‘,_l(”)

Tabla 3.7: Organigrama del algoritmo FTF

3.3.3 Algoritmos Rapidos: Estructura ”Lattice”

En esta seccion se desarollara la segunda clase de algoritmos rapidos basados en un
filtro "lattice™. Los algoritmos aqui tratados son conocidos como: "recursive least
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squares lattice” (LSL) algorithms™. los cuales involucran recursiones en el tienipo
v en el orden de los parametros que manejan. Su eficiencia es la misma que la del
algoritmo FTF en el sentido de que logran la misma tasa de convergencia a expensas
de que el tiempo de procesamiento se incremente linealmente con el nimero de
parametros ajustables [Alc86, Hay9l]. También los algoritmos LSL poseen la misma
insensibilidad a la dispersion de los eigen valores de la matriz de correlacion de datos
de entrada al filtro adaptivo.

3.3.3.1 Antecedentes.

Considere un filtro de prediccion hacia adelante del error (ver fig. 3.2) cuyos coeli-
cientes denotaremos con a,, (1). Por definicion el primer elemento de a, (n) es igual
ala umdad. Seau,, () el vector de M x 1 de muestras de entrada al filtro al tiempo
i.donde I < ¢ < i Elerror a posteriori de prediceion hacia adelante producido a
la salida del filtro como respuesta a la entrada u,,+,(7). esta dado por:

: " : a1

D) = ag(nuy (). 1 <0< (3.130)
Se asume el uso del "prewindowing”. de tal manera que podemos hacer u(i) = 0 para
¢ < 0. La suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de prediccion
hacia adelante es igual a;

Fuln) = SN i) [ (3.131)

=1

donde A es el factor exponencial de ponderacion. El vector de coelicientes del filtro
a,, (1) es el resnltado de mimimizar la funcion de costo F, (n).

De una manera analoga a la que se procedio en el caso de la prediceion hacia
adelante. podemos derivar los resultados de la prediccion hacia atrds: considere el
filtro de preciceion del error hacia atras (ver fig. 3.1 ) cuvo vector de coelicientes

denotaremos mediante ey (1), Por delinicion el dltimo elemento de ¢, (1) es igual a
la unidad. I\l error a posteriori de prediccion hacia atras producido a la salida del

filtro como respuesta a u,(n) es igual a:
buli) = ellmuy(). 1 <0< (3.132)

La suma del cuadrado de los errores ponderados a posteriori de prediccion hacia
atras esta dada por:

n

By(n) = Y A" [ bnli) ? (3.133)

=1
El vector de coeficientes ¢,,(n) es el resultado de minimizar la funcion de costo B,,(n)
sujeta a la restriccion de que el dltimo elemento de ¢,,(n) sea igual a la unidad.



3.3.3.2 Recursiones en el Orden

Sea ®,,4(n) la matriz, de (m+1) x (m+1). de correlacion del vector de muestras
de entrada ,u,,4,(2). al filtro (de orden m) de prediccion del error hacia adelante:
donde | < 1 < n. Se puede caracterizar al filtro de prediccién del error hacia
adelante mediante las ecuaciones normales extendidas (ver ec. 3.39):

Fou(n)

0. (3.134)

S, pi(man(n) =

donde 0,, es el vector nulo de m x .

A continuacion utilizamos una particion de la matriz ®,,,, que nos perniita
relacionar el vector de coelicientes a,, (1) relativo a la prediccion de orden m. con ¢l
vector de coelicientes a,,, _y (1} relativo al predictor de orden m - 1 ex decir uilizamos
Alex6. Havoll:

| ®(n) By(n) e
(I)m+l(”) - ()W)_ml_) (513))

donde @, (n) s la matriz (de mx m) e la autocorrelacion del vector de muestras
de entrada u,, (71, @) es el vector (de m x 1) de
voull - m). v i) es la suma ponderada del cuadrado de los valores de la entrada
uft - m) para I < 0o< o Multiplicando a 3,135 por un vector de (m+1) x |

a correlacion cruzada de u,. (1)

cuvos primeros m elementos son los elementos del vector a, - (n) v cuvos ultimos
elementos son cero. tenemos: [Aledt, Hav9l]:

& . ) | Booith @, (n) | Oy(n) || am_aln)
mE ) a W?I} Ty (] 0

(3.136}
®, (nia.,_,in)
I)f,[(u JA -y 1)

Para un lihtro de orden m-1 de prediccion del error hacia adelante. las ecuaciones

normales extendidas al tiempo n estan dadas por:

fm,—l(”)

0, (3.137)

¢m(”/]a,,,._<1(”} =

donde F,_1(n) es la suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de
prediccion hacia adelante. v 0,,-; es ¢l vector nulo de (m - 1) x 1. Definamos el

escalar:
Aiin) = 8 nan i (n) (3.133)
Cou lo cual podemos expresar la ec. 3.136 como:
}-m—l(")
®,51(n) a’"'o‘(”) =] 0n,y (3.139)
Am—l(n)



Considere cuseguida el liltro de orden m de prediccion hacia atras def ervor qud esta

caracterizado por las ecuaciones normales extendidas en su forma matricial:
0

B (n)

donde 0,, es el vector nulo de m x 1. Para el caso backward se usa la siguiente
particion de la matriz @, (n) [Alc36. Hav9l]:

ey 08 () :
@m*—l(“) - Tl(n-j—'-' @Tl(-ll__j_[-j_ (;]41)

D, (n)ew(n) = (3.140)

donde Uy (1) es la suma ponderada de los valores al cuadrado de la entrada u(i) para
el intervalo de tiempo: | -2 7 < n0(n) es el vector. de m x 1. de la correlacion
cruzada de u,, (0 — 11y @, (n — 1) es la matriz. de m x m. de la autocorrelacion de
W., (¢ — 1). De una manera analoga al caso forward. posmultiplicamos a ®,,,,(n) por.

nn vector de (m+1) X 1 envo primer elemento es cero v cuvos m elementos restantes

son los elementos del veetor ¢, (1 — 1): por lo tanto:
] B Uy l)]”(n) 0
Pogifn) c._ln = 1) - Oin)y ®,(n - 1) Cooy(n — 1)

f’)‘l"(n)c,,,_l(u - 1)
b,.(n — e, yn = D)

(3.142)
Para un liltro de orden m - 1 de prediccion hacia atras del error. las ecuaciones
normales extendidas en forma matricial al tiempo n - 1 estan dadas por:

0., oo
b0 — lic,_in — 11 = s (3.113)
B._yin = 1)
donde B, _y(n = 1) es la suma ponderada del cnadrado de los errores a posterior
de prediceton hacia atras al tiempo n - 1. Delinamos el escalar:
AL )= 0 e, i = 1) (3.144)

Entonees Ta ec. 3,136 se puede expresar como:

0 Alm—l(”)
‘D.\/'f'l(“.) c (” _ [) = Om—l ('1113)
et Bvu—l[” - ])

Multiplicando la ecuacion anterior por N, 2y (n)/B, - (n — 1) v restando el resultado
de la ec. 3.139 tenemos [Alc36. Havyl]:
am—l(”) Aim-y(n) 0
Pir(n] 0 Bpi(n=1) Con-t(n — 1)
{3.146)

Qi1 (n)d,, (1)
Fon-1(n) — ==l

0.
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Mediante la comparacion de 31310 v 3116 podemos deducin Tas dos siciientes recur-

siones en el orden:

_ | ana(n) Anoi(n) 0 ol n
am(”) h |: O } - Bm—-l(_n _ l) |: cm—l(n _ ]):| ) (3141)

QApa(n)A, i (n)
B,_i(n — 1)
De una manera andloga que para la prediccion hacia adelante. las recursiones en el
orden para ¢, (n) v B, (n) pueden ser halladas de la siguiente manera: multiplicando

laec. 3.139 por A, _ (1)/F.1(n) v restando el resultado de la ec. 3115 tenemos:

anl—l(”)
)

= [B,”_ltn - 1) - 7‘—"—'-‘,‘%‘(:’1—{‘(—“]

fm(”) = f"l—l(”) - (3148)

1

m—

U ..\, (n)
QH ] = __”I_l-__
‘+l[ V) C:u—l(” -1 )

(3.149)

Comparando las ees. 3140 con la ecuacion anterior tenemos la siguientes recursiones

en el orden:

-/L_m—](”)

C,,‘[I)) =

0 - A:-.-I(Z)
B 0

am-—l(”) j| (3130)

St (1))

3.151
fm-‘l(”) ( ’ )

lgm(”) - L;,,,<|(]l — l) —
3.3.3.3 Relacién entre los Parametros N, _(n) y A\, _ (»)

Los parametros Xy, oy(e) v A, o delinidos por Tas eeso 30138 v 3001 respectiva-

mente, estan relacionados mediante [AeS6. [Tav9l
Aol = AL () (3.152)

donde A®

sy es el conjugado de A, Zy(n).

3.3.3.4 Recursiones en el Orden para los Errores A Posteriori de Prediccion

Se deline el coeliciente de reflexion hacia adelante como:

Iy nln) = B 1 O R (3.153)

Bm-—l(” - l)

donde M es el orden final del predictor "lattice”.
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De una manera semejante se deline el cocliciente de rellexion hacia atras como:

Ay in)
rb, m ( ”) = = )'51_:(7) (3 ]54)

Al (n) ;
— = = )
-Fm—l(“). m l‘ EEER A‘l

Utilizando estas definiciones las ecuaciones 3.147 v 3,150 pueden expresarse como

sigue:
I I . 0 .
a,(n) = 0 + 'yon(n) ol = 1) (3.135)
%
0 . a,-(n) .
cnin) = - 3.156
n(1) ot — 1) + () 0 (3.156)
donde m = 1.2, ... M. Istas dos dltimas ecuaciones pueden ser vistas como la

contra parte deterministica de la reenrsion de Levinson-Durbin.
Il error a posteriori de prediceion hacia adelante f,,(n) es la respuesta del filtro
de orden m de prediceion hacia adelante del error cuando la entrada es uyy4,(n):

L) = all () (n) (3.157)

I veetor de muestras de entrada al filtro. w,, 4, (7). se puede particionar como:

um(”) . -0
u n) = 3.158
vu+l( ] “(” _ ,”) ( )
O de una manera alternativa como:
uiny .
Uoip (1) = 3.159
ik (1) u,fn — 1) ( )

Sustituvendo la ec. 3155 en la 3,157 v usando la forma particionada para u,, 4+, dada
por lace. 3158 para el lado derecho de 3.155 v la ec. 3,159 para el segundo término,
tenenos la siguiente recursion en el orden para el error a posteriori de prediccion

hacia adelante:
Tty = [ooln) + 17 )byt = 1) o= 12000 M (3.160)

donde f,._1(n) es el error a posteriori de prediccion hacia adelante al orden m - L,y
bp_1(n — 1) es la version retrasada del error a posteriori de prediccion hacia atras
también al orden m - |,

Para el caso de la prediccion hacia atras se procede de una manera analoga al
caso de la prediccion hacia adelante: el error a posteriori de prediccion hacia atras
b (1) es igual a la respuesta del filtro de orden m de prediccion hacia atras del error,
cuando la entrada es u,, 4 (n):

H

bm(”) = Cm(”)um+l(n) (3161)

71



Sustituyendo la ec. 3,156 en Ja e 31610 v usando la forma particionarda de W, (1)
dada por la ec. 3.159 para el lado derecho de 3,156 v la cc. 3,158 para el segundo
término, tenemos la siguiente recursion en el orden para el error a posteriori de
prediccion hacia atrés:

bn(n) = bnoi(n — 1) + Tp . (n) finoa(n), m=12 .., M (3.162)

Las ecuaciones 3.160 y 3.162 estan representadas por el diagrama de bloques que se
muestra en la fig. 3.6.

FEETN .
.I'ru—l(”) e T T 1 _*I\+}—’ _Im(”)
J\ ki

Figura 3.6: [tapa del Filtro “Lattice™.

[l orden. m. de prediccion es un parametro gue toma los valores 0. 1. ..., M.
donde M es el valor final del orden del predictor. CCuando m = 0. no se efectia
prediceion alguna sobre los datos de entrada. Iista condicion corresponde a los valores
iniciales:

foln) = byin) = u(n) (3.163)
donde utn) es la muestra de entrada al liltro en el tiempo n. Por lo tanto. variamos
el orden del predictor desde cero hasta M. para obtener el predictor en “lattice™ que

se muestra en la figura 3.7

3.3.3.5 Recursiones en el Orden para las Sumas Ponderadas del Cuadrado
de los Errores A Posteriori de Prediccién

Las recursiones para la suma ponderada de los errores a posteriori tanto de prediccion
hacia adelante como de prediccidon hacia atras estan dadas por las ecuaciones 3.148
v 3151, respectivamente. Usando la relacion entre A _,(n) v A,,_i(n) dada por la
ecuacion 3.132. podemos expresar estas dos recursiones como:

! Am—l[n] |2

Fuln) = Funoy(n) - Bt = 1) (3.164)

-1
[V
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Joln) film) Ta-a(n) ()

= . n — .\t/) -

| To.1(n) Ty arin)
- .
u_( n) . t ></ 3 '\
§ ) N
P \ e ) ™
l Iy () Y ).IJ
-\._‘_, & _TF

. -1 L / ) —_ =1 - S
- + .. 2. r ‘b*’
4’\-/' by(n) byr(n)

bo(n) by (n) -

Figura 3.7: Filtro "Lattice™.

v
| Am-r(n) |? ,

Buln) = Byl = 1) = 152t (3.165)

donde m = 1.2, ... M. Las ccuaciones 3.160, 3.162. 3.16+ v 3.163. junto con las

definiciones de los coelicientes de reflexion 3,153 v 3,154, constituven basicamente
fas recursiones en el orden para ol predictor “lattice™ [Alex6. Havol].

3.3.3.6 Recursion en el Orden para =, (n — |)

21 error de estimacion o factor de conversion 5,,(n — 1) resulta de aplicar ¢l vector
de muestras de entradau, (1 — 1) al filtro transversal cuvo vector de coelicientes es
el vector de ganancia k. (n = ). Recordemos que este iultimo vector se actualiza

de la siguiente manera (ver ec. 3,92):

o km—l(” - ]) l’m—l(_L_ ])\ B . S
kn-,(ll - l) = I: 0 ] + g:_l—(” ~ I)Cm—l(” l) (3166)

donde i = 1.2, ..... M. Posmultiplicando la Herimiteana de la ecuacion anterior

por Um(n — 1). tenemos:

KM — Duy(n — 1) = [k,’,{_l(n - 1], 0]11,,1(11 - 1)

(3.167)
by (n—1)

H _
1 (n — Du,(n 1)

m=1

3



Por definicion tenemos:

kpo(n = D = 1) = 1= (i = 1) (3.168)
kH(n - Dug(n = 1) = [kH (n— 1) 0} Upoi(n = 1)
m m m—1 . u(” - ”I)
= kH_(n = Dumoy(n = 1) (3.169)
= | = =1
v
c,’;{_l(n — Duin = 1) = b, _y(n = 1) 3170)

Por lo tanto usando las ecnaciones de la 3068 ala 3,170 en la 3.167 tenemos:

![),,_|(II - 1) |z

=1.2.....1] 3T
B,._iin - 1) mo=1 1317

‘y'ni(” - l) = ‘,--_-l(l} — l) —
I'sta es la recursion en el orden para 5, (n — 1).

3.3.3.7 Recursiones en el Tiempo

Las recursiones anteriormente desarolladas son sobre el orden de los predictores. sin
embargo debido a la naturaleza adaptiva del algoritmo aqui desarollado es necesario
que estas recursiones también actuen sobre el tiempo. para lo cuél se debe derivar
una recursion en el tiempo para el parimetro A, _(n). la cual invohicre el caleulo
de lax recursiones en el orden [Ales6. Hay9l].

(‘onsidere el vector de coclicientes a,, _y(n — 1) relativo al filtro de prediceion
del error hacia adelante de orden m-1. evaluado al tiemipo n-1. Dado que el primer
clemento de a,,_ (1 — 1) es uno. podemos expresar N, - (n) como sigie [ \lex6,
Hayv9l]:

A i) = !A,,,_l(u_l. 0! o B - lll (3.172)

Al tomar la Hermiteana de la ec. 30115 v usando Ta ec. 30132 tenemos:

[0. = 1) [ @) = | Nuyn) 0L, Bu_yn — l)} (3.173)

m-—]

La sustitucion de 3.173 en 3.172 da:

Sucalm) = [0 el in = 1) [ @yl | 10 T (3.174)

La recursion en el tiempo para la matriz de correlacion ®,,4,(n) esta dada por (ver
ec. 2.52);

Da(n) =A@, (0 = 1) + umH(n)u,le(n) (3.175)
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Fsta altima ecuacion se puede utibizar para exprear 3171 como:

Anca(n) = A[0 el = 1) [ @i (n - 1)[%—!(8 - I)J
+ [0‘ Cr’v{—l(” - 1) ]Umﬂ(n)u,’:H(n) [ a'”_l(g - l)}
(3.176)

De la definicion del error a priori de prediccién hacia adelante tenemos:

i (u){a'”—l(” A [u,’,{(n). W in — m) } [a”"'(g - 1)}

= u,’,{(n)a,,,_l(n - 1)

-y ()

(3.177)
v de la definicion del error a posteriori de prediccion hacia atras tenemos:
[ H B ] _ . H _ \l u(n)
LU ("” ..l(” l) Jurrv+l(’l) U Cm—l(“ l) | [ulY-(]] . l)
3.178
= cﬁ{_l(n - Duy(n = 1) (3.178)
= bypoy(n = 1)
Al sustituir n-1 por n en 3. 139 tenemos:
fm,—l(” - l)
am—l(” - l] K -
D0 - 1) 0 = 0, (3.179)

N = 1)
["sando estailtima ecuacion v el hecho de que el altimo elemento del vector €, -y (10—
I') es ignal a uno: podemos escribir el primer termino del lado derecho de la ec. 3.176
(excepto por el factor A) como:

rO‘ CH (” _ l) '¢m+l(” _ l) [ am—l(z; - l) :l

1
m-—1
L Fl

frn—l(” - l)

= 0, C,I;{_l(l.l — l)] Om-l (3180)
Am—l(” - l)
= Am—l(” - I)

~1
N1



Sustituyendo las ees, 300770 3178 v 300180 en 3076, podemos expresar la recursion
en el tiempo para \,,_;(n) simplemente como [Ale36. Hayvyl]:

Am—l(”) = /\._\m—l(” - l) + bm—l(n - l)’]:"_l(”) ('3181)

El error a priori de prediccion hacia adelante n,,-1(n) esta relacionado al error a-
posteriori de prediccion hacia adelante f,,_(n) mediante (ver ec. 3.97):
Jm(n) PEEIRE
Nm-i(n) = (3.182)
m-r(n = 1)
Finahmente. al utilizar la ec. 3.182 en la 3.181 da por resultado la recursion en el
tiempo para el lactor de conversion:
by—y(n = DV (n)
-A'rf—l(”) = ’\Am—l(” - l) + e e =~ (‘183)
motn — 1)
Fl término de correcion en esta iltima ecuacion esta amplificado por el reciproco
del factor de conversion =, .1(n — 1), liste pardmetro permite al algoritmo LS.
adaptarse rapidamente a los cambios repentinos en los datos de entrada [NML73].

3.3.3.8 Proceso de Estimacion Conjunta

Para un filtro predictor en estructura “lattice™ de m etapas. el algoritmo LSL pro-
duce una secuencia de errores de prediceion hacia atras: by(n). by(n). ... ba(n).
los cuales estan decorrelacionados entre si, Esto es la matriz de autocorrelacion de
los crrores de predicaion hacia atras es una matriz diagonal. Iista propiedad del
algoritmo LS se conoce como propiedad de desacoplamiento [Aled6. Hav9l].

Siose utilizan lox errores de prediceion hacia atras by(n). by(n). ... byu(n)
como entradas a un liltro transversal cuvo vector de coclicientes esta formado por
los coelicientes de regresion: Ky, . . ... K. (ver g 3.8) obtenemos el estimado de
la respuesta descada d(n) [AleX6, Hav91]. Nos referimos a la estructra de la figura
3.8 como el estimador conjunto dado que resuelve el problema de estimacion del
proceso {din)} a partir de las observaciones del proceso {u(n)} al formar el proceso
coujunto {din). u(n)}.

Propiedad de Desacoplamiento del Algoritmo LSL A coutinuacion se de-
mostrara la propiedad de desacoplamiento del algoritmo LSL.

Considere un filtro de orden m de prediccion hacia atras del error, cuvo vector
de coeficientes optimizado de acuerdo al criterio de los minimos cuadrados en el
intervalo 1 < ¢ < n. se denota mediante c,,(n). De una forma explicita tenemos:

cT(u) = [emom(n). c+mom—=1(n). ..., 1] (3.134)

"

Sea b, (¢). el error a posteriori de prediccion hacia atrés, la respuesta del filtro cuando
la entrada es el vector de m x 11 Uy (7). En forma explicita tenemos:

ul (@) = [ui)oule — U ooou(i = m)]. 1> m (3.185)
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fo(n) A film) Faoin)

— 1 W

u(n) ( o
¢
'\l']m
\\_/‘/
Iy
bo(n) A b)) by

}- e _.k+ }__. b + A
/ \"-I . \ / \\‘
| ky(n) | | ki(n) | -t k_\,(n))

N < N N A LN
/\\ \,,r\\ \/\ \/\
: \ |
— (o fore e g s ¢}
d(n) " «1(n) — ea(n) " eyoa(n) “ear(n)
Figura 3.8: Proceso de estimacion conjunta,
Por o tanto. podemos expresar el error b, (71 como:
i) = C(‘{(’?)ll,,,+](i}
: 3. ING
SO e s m o< 1 < on. | )
- 9 C Anyulr o — o+ ).
k=0 Sy VIO mo= 0. 1.2, ..

Sea b, 41(1) el vector de m x | cuvos elementos son los errores a posteriori de
prediccion hacia atras:

i >m o 1 am
m = 0. 1.2, (3.187

bT (1) = [bo[l) by(1). .. .. [)m(i)l‘ )

m+| !

Sustituyendo la ecuacion 3.186 en la ecuacion anterior. podemos expresar la transfor-
macion de los datos de entrada en su correspondiente conjunto de errores a posteriori
de prediccion hacia atras como:

bm+1“) = Lnl(n)unl+l(i) (3188)

-1



donde la matriz de transtormacion, Lo n). de dimension (m4-1) 8 (m+1) esta
definida como:

[ 0 0
¢y (n 1 S 0

L.(n) = "'.( ) , o (3.189)
p;z.w(’” Cv-n.m—-l(”) l

Ll indice men L, (n) se refiere al orden mas alto del filtro de prediccion hacia atras
del error. Notese:

o l.os clementos dilerentes de cero en la fila | de la matriz L,,(n) son
los coeficientes del filtro de prediccion hacia atras del error. cuyvo
orden es (L - 1),

o Lous elementos de la diagonal principal de L., (n) son iguales a uno:
dado que el ultimo elemento del vector de coelicientes del hltro de
prediccion hacia atras del error es uno.

o Ll determinante de la matriz Ly, (n) es igual a uno para toda m: de
aqui que la matriz inversa de Ly, (1) exista [Ale86, Hay91].

Se define la matriz de correlacion del vector by, 4y como:

n
e T m <1 <o .
Dm-H(“,) = Z'\z Ibm-}-l([)bm.(.l(l)- m = U l 9 (3190)
=1 o T
Sustituvendo la ecnacion anterior en 3188, obtenemos:
D.(m) = S, VLo, 0u (0L )
(3.191)

= L.(n) S, N u tull ) L ()

o Ta dltima linea de la ccuacion anterior la expresion entre paréntesis es igual a la
matriz de correlacion del vector de muestras de entrada v+ me + 1)

d, (0 = Z,\' ll,,,+lni'tlf,{+l(1] (3.192)

=1

Con fo cual podemos expresar 3.191 como:
Dosi(n) = Lu(n)®usi(n)L](n) (3.193)

Se puede demostrar que la matriz D, 4, (n) es diagonal v los elementos de su diagonal
principal son igulaes a la suma ponderada de los errores a posteriori de prediccion
hacia atras:By(n). By(n). .... B,(n)[Alc86, Hay9l]: esto es:

Drsi(n) = Ln(n)®mii(n)L(n)
(3.194)
= diag|[Bo(n). By(n), .... By(n)]

=1

(9.2}



Ista ultima ecnacion establece que fos ervores a posteriort de prediceion hacia atras
b(1). by(n), ... by(n) producidos por las diferentes etapas de un liltro predictor
de estructura “lattice™ estan decorrelacionados en todos los instantes de tiempo
(asumimos que el proceso es ergédico).

Cabe hacer notar que la transformacion que lleva a cabo el algoritmo LSL sobre
la secuencia correlacionada de datos de entrada a la secuencia no correlacionada de
errores a posteriori de prediccion hacia atras puede interpretarse como una forma
determinitica del algoritino Gram=Schmidt (ver apéndice A).

Transformacion de la Solucién de Minimos Cuadrados Recursivos (on-
siderc el filtro trausversal que se muestra en la figura 3.9: donde las muestras de
entrada u(n). u(n — 1. ... u(n — m) son derivadas del proceso {u{n}} v los
coeficientes del filtro se denotan por: wo(n). wy(n). ... w,(n). Recuérdese que la
solucion al problema de Tos minimos cuadrados esta dada por:

an-l(”)wm(”) = 0:n+l(”) (319.))

donde @, 4 (1) es la matriz de correlacion del vector de muestras de entrada U, (1)
Vol () eselvector.de (m+1) x | de la correlacion cruzada del vector de muestras

de entrada al filtvo w1 (1) v la respuesta descada.

u(n) = u(n-1) sl u(n-M+1) ] u(n-M)
. J 7 [z~ , . . e I
E 1 = A = S
[ wsin) wyinj o YA ‘\u’_‘"(n)}
— oo N S Prediccion
! | lineal
. A
1 o . ... -(___‘\_ _.{\___\—.

Figura 3.9: Iiltro transversal.

La ecuacion 3.195 <¢ modificara mediante las dos siguientes manipulaciones
algebraicas: (1) se premultiplicara por la matriz de transformacion L, (n). v (2) se
intercalara la matriz identidad T = Lﬁf(l?)L;(H(lz) entre la matriz ®,,4,(n) v el

vector W, (1), Efectiando estas operaciones, tenemos:
L., (1)@ ()L g L ()W () = Lon(n)8nga (1) (3.196)

De la ecuacion 3.194 sabemos que el producto matricial Ly, (n)®,,., (1)L (n) es
igual a la matriz diagonal D, (n). Mientras que el producto Ly (n)fn4(n) es
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igual al vector. de (m+1) x 1. de la correlacion eruzada de los errores a posteriort de
prediccion hacia atras y la respuesta deseacda. Denotemos mediante t,,, (1) a éste
vector de correlacion cruzada. Entonces por definicién tenemos:

n
tmir(n) = 3 A by ()d*(0) (3.197)
=1
donde d(i) ¢s la respuesta descada. Sustituvendo la ec. 3.188 en la ecuacion anterior.
tenemos:

tm+l(”) = z,n:l/\”-iLnx(”)unl+l(")d-(i)
= Lm(]l)zzl:l ,\”_'um-{-[([.)f.[-(/.) (‘;lqg}

= L,yy(”)()_\l-i’l(”)

['sta ltima ecuacion es el resultado que buscabamos. Sustituvendo la ecuacion 3,193
vila 3198 en la 3196, tenemos la <olucion transformada de los minimos cuadrados
recursivos:

Do (DL ()W (1) = tag (0) (3.199)
Hasta aqui hemos considerado: como la aplicacion de la matriz triangular inferior,
L..(n). transtorma la solucion de los minimos cuadrados recursivos para el vector
de coeficientes del filtro transversal que se muestra en la fig. 3.9. A continuacién
deseamos hallar la solucién para el vector de coeficientes de regresion. s,,(n) del
filtro que se muestra en la fig. 3.8. El vector de coeficientes de regresion estd dado
por:

kL) = [woo s oo k(0] (3.200)

Il vector de coelicientes de regresion se obtiene mintmizando la siguiente ecuacion
de desempeno:
!

Zl\”" [ d(1) — b,’,1+1(1);\‘,',1(11)

=1

donde k(1) se mantiene constante durante el intervalo de observacion | < ¢ < n,
l.a solucion a este problema de minimos cuadrados recursivos puede expresarse cono
[Ales6. Hav9l]:

Doy (1)Ru (1) = tagi(n) (3.201)
Al comparar la solucion transformada de los minimos cuadrados recursivos dada por
la ec. 3.199 con la solucion de los minimos cuadrados recursivos dada por la ecuacion
anterior deducimos la sigulente relacion:

Km(n) = L,—”H(”)Wru(n) (3.202)
6 de una manera equivalente:

W, (n) = L)k (n) (3.203)

m
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Nuevamente. en estas dos ultimas cataciones la matriz de transformacion triangu-
lar, L, (n), representa la conexion entre las soluciones al problema de los minimos
cuadrados para los vectores de coeficientes de los filtros representados en las figuras

3.8 y 3.9 [Alc86, Hay91].

Recursion para el Vector de Coeficientes de Regresion «,,(n) Resolviendo
las ecuaciones 3.198 v la 3.101 en términos del vector de coeficientes de regresion.
tenemos [Ale36. Hayyl]:

Ke() = DL (0L (10)0 40 (0) (3.204)
Dado que la matriz D, 4 (1) es diagonal. su inversa también lo es [Wat91]:
D\, (n) = diag [BU“(n). B'(n). ... B;,'(n)] (3.205)

De aqui que. solo m+1 divisiones por un escalar sean requeridas en el calculo del
vector de coeficientes de regresion. v, (n). lou particular, la sustitucion de las ecua-
crones 3,139 v 3.205 en 3.204 nos da como resultado un sistema de M+1 ecuaciones
escalares:

Kmln) = B;l'(n)c”(n)(),,,ﬂ(n). m o= 0.1.....\ (3.206)

m

donde M es el valor tinal del orden de prediccion. Para desarollar una recursion en
el tiempo para el coeliciente &, (n). definimos el escalar:

poln) = im0, (). m =0.1..... M (3.207)

m

Podemos redefinir el cocficiente de regresion dado por la ec. 3.206 en Lérminos de
P (1) como sigue:
Po(2) .
Kupdn) = = . mo=0.1......\ (3.203)
B..(n)
Recordemos la siguiente recursion en el tiempo para el vector de coeficientes del
filtro de prediccion hacia atras del error:

b ) | Ko ()

A (3.209)

Co(n) = cpuln = 1)

donde K, (n) es el vector de ganancia (de m x 1). Ademas recuérdese que la recursion
en el tiempo para el vector de correlacion cruzada 8,4, (1) esta dada por:

Opisr(n) = Mugi(n = 1) + unpi(n)d*(n) (3.210)

Sustituyendo las ecuaciones 3.209 vy 3.210 en 3.207, y utilizando el hecho de que
~m(n) es real. obtenemos:

puin) = Aef(n = Dlnsi(n = 1) + egl(n = Dunyi(n)d*(n)

m

(3.211)

!

—ng(n)ﬁm(n)

i (n)

0 &)
—



el dltimo término de la ecuacion anterior. se uso el hecho de que [os primeros
clementos del vector 8,4 (1) son iguales a los elementos del vector 8,,(n). v dado
que el ultimo elemento del vector de dimension (m+1) x 1 en el lado derecho de la ec.
3.209 es cero: solo los primmeros m elementos de #,,,(n) entran en la multiplicacion
del término ¢! (n) por 6,,,(n). La ec. 3.211 se puede expresar como sigue:

o De la ecuacion 3.207. se deduce que 'Alcd6. Hay9l]:

poln — 1} = anl(n — DNlp(in = 1)

o Dela definicion del error a priori de prediceion hacia atras. tenemos:

{‘.m(“) = C,I.I,(” - l)uru-f-l(”)

o Ademas. dado que vy, (n) es igual a la razon de b, (n) a 5,,(1n). tenemos que:

by (11)

"
" .,'uz(”)

'

c.\n - l)um-‘rl(”] =

e Dado que el vector de ganancia k,(n) es igual a @7 (nju,(n) v. a que la
matriz @, (n) ex Hermiteana. tenemos que [Ale86. Hay9l):
k''omg, 00 = ulltn) @ (n)b,(n)
(3.212)
= ulimiW,._(n)

donde en Ja dltima Hinea de la ecnacion anterior se han usado las ecuaciones
normales para la estimacion por minitos cuadrados. El producto interno
u 0w (i) esigual al complejo conjugado de la estimacion por minimos
cuadrados de Ta respuesta deseada d(n). Sea d(n [U,,) el valor de la estimacion
por minimos cuadrados de la respuesta deseada. donde 4, es el expacio gener-

ado por los elementos del vector u,, ().
De acuerdo a lo anterior la ec. 3.211 se puede expresar como:

bm(”_l [([.(”) - (i-(” Z'(n)] ('3'213}

Ym (1)

pm(”) = ’\pm[” - l) +

Se define el error a posteriori de estimacion, basandose en las m muestras de entrada.

de acuerdo a: i
em(n) = d(n) — d(n|Uy)
(3.214)

= d(n) = WH_ (n)un(n)

82



Sustituyvendo la tiltima ecnacion en 3213, tenemos:
pm(n) = Apm(n — 1) + -—)c,'n(n). m=0.1.2.....M (3.215)

Excepto por v,,(n). podemos interpretar a p,, como la correlacion cruzada de b, (n)
Y €p(n).

Para completar el procedimiento de recursion para el proceso de estimacion
conjunta, es necesario desarollar una recursion en el orden para el error de esti-
macion: esto se logra remplazando m por m+1 en la cc. 3.214:

Capr{n) = dn) - Wﬁ(n)u,w n) (3.216)

Dado que el procucto interno w! (n)u,, 4 (1) esigual a k21 (n)b,, 4 (1) (verecs. 3,188
v 3.203). podemos expresar a ¢4 (1) como sigue:

(m,+ll”) = ‘[[”) - "'H(”)bm-f-l(”)

n

(3.217)

Il

diy = Sy R )b(n)

Aislando el producto interno w7, (n)b,, (1) del resto de los términos de la suma del

n
lado derecho de la ecuacion anterior v. reconociendo que la suma es igual a:
m=1
din) — Z_ W) = e,(n) (3.213)

=U

entoces podemos expresar fa recursion e el orden para el error a posteriori de

estimacion cono:
Cooer (1) = i) = w50, (n). m=0.1..... U (3.219)

Notese que el mimero de cocficientes de regresion excede el orden final de prediccion.

M. por uno.
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3.3.3.9 Organigrama del Algoritmo LSL

Prediccién: ‘
Paran = 1,2, 3, ... calcule las sig. recursiones en el orden:
bm—tln = 1if2 _ini
Apot(n) = Adpmoi(n ~ 1) + - Ym0 - lill- ‘

. wq b 1)

Fpom(n) = ===
AN ik

rb.m(”) = —}‘m_:“_,

fm(”) = ./‘m—l(”) + l‘_./_m(”)l)m~l(” -1
bvu(”) = bm—}l” - 1)+ l‘;‘,,,(”)/‘m—l(”)
fm{”] - fm—l(”) - [:!%.,_‘Il_l%li

Bi(n) = Byoiln = 1) = Sp=rlt

m=1lM]

- — bpagin = 11"
(= 1) = o(n = 1) = "L?,,,_,L.'lil_— l_l_-i

R — —__“_J

Filtrado:
Paran = 1. 2.3, ... caleule las sig. recursiones en el orden:

| P — S —

13

I"m[”) = ’\/’m{” - IJ + .;%’,"]'f;rx(")

i
N = =

B.,.n

’nl+l(”) = ’ml“.‘ - lr‘r,(””’”l(“)

Tabla 3.8: Organigrama del algoritmo LS.



Para inicializar el algoritmo al tiempo n = 0:

v0(0) =1

pm(0) =0

Para cada n > 1. genere los parametros de orden cero:

foln) = bo(n) = u(n)

fo(n) = B()(H) = ,\fo(}l - l)+ |II(II) |.2

Tabla 3.9: Inicializacion del algoritmo LS.

3.3.3.10 Algoritmo LSL Usando Errores A Priori de Estimacidn

in esta seccidn se describe una version del algoritmo LSL que usa formas a priori de
los errores de prediccion hacia adelante, de los errores de prediccion hacia atras. y de
los errores de estimacion del proceso de estimacion conjuuto. como los parametros
de interés.

Recordemos que el error a posteriori de prediccion hacia adelante, f,(n), y el
error a priori de prediccion hacia adelante, 7, (n). estan relacionados mediante (ver
ec. 3.97):

frm(n) = ym(n = Dnm(n) (3.220)
Recuérdese. también qué la relacion entre el error a posteriori de prediccion hacia
atras b,,(n) y. el error a priori de prediccion hacia atras ¥,,(n) esta dada por (ver

(o' ¥]
e



ce. 3 U

b () = ml1)m(n) (3.221)

De la relacion entre el error a posteriori de estimacion, €,,(n), y el error a priori de
estimacion a,(n), tenemos (ver ec. 3.96):

em(n) = yn(n)an(n) (3.222)

También recuérdese la relaciones que existen para actualizar en el tiempo la suma
ponderada del cuadrado de los errores tanto de prediccion hacia adelante como de
prediccion hacia atras (ver ces, 3.72 v 3.38):

Fooaln) = NF o0 = 1) 4 jasi(n) f -y (0) (3.223)

Bo_n) = AB_i(n — 1) + vpoq(n)b),_ (n) (3.221)

Al usar las ecuaciones 30153, 30181, 3.220. 3.221 v 3.224 en 3.162. se obtiene la
siguiente recursion en el orden para el error a priori de prediccion hacia adelante:

i) = () + 5 0 = Do = 1o mo= 102000, Moo(3.225)

Similarmente utilizando las ces, 31540 3181, 3,220, 3.221 v 3.223 en 3.164, se obtiene
la siguiente recursion en ¢l orden para el error a priori de prediccién hacia atras:

Vo) = oo = L)+ U e = Do (n). omo= 1020 Mo (3.226)

Finalmente usando las ccuaciones 32080 30205, 32200 3.222 v 32220 en 3217, s¢
obtiene la siguiente recursion en el orden para el error a priori de estimacion:

Qo) = agln) = K5 (0= D e, mo=0.1.2.....M (3.227)

Combinando las recursiones anteriores en el orden con las siguientes recursiones: (1)
recursion en el tiempo para correlacion cruzada X, (n). en términos de los errores
a priori de prediccion i, o (1) v a0 = 1): (2) recursiones en el tiempo para las
sutnas ponderadas del cuadrado de los errores a posteriori de prediccion F,, _y(n)
v Baoi(n) vi (3) recursiones en el tiempo para la correlacion cruzada p,, (1) refor-
mulada en términos de los errores a priori a,(n) v vy, (n): obtenemos la segunda
version del algoritmo LST. [Hay91. LNP8&5. LS33].



3.3.3.11 Organigrama del Algoritmo LSL Usando Errores A Priori de
Estimacion

| B ) I . |

Prediccion: |
Paran = 1,2, 3. .. . calcule las sig. recursiones en el orden: ||
— ..*I
’)m(n) = ’Im—l(”) + r"[‘m(” - ])U'm—l(” - l)
Vin(n) = Wmoi(n = 1)+ T 00 = D () ‘
Am—l(”) = /\An,_l(” - l) + Ym-1(n = Deyoy(n - l)’):n-l(”) |
|
fm—\(n) = /\-rm-l(n - l) + 'lm—l(” - l)"]m—l(”) |:Z |
Bm—l(”) = ABm—l(” - l) + ‘)m—l(”) ' L‘m—l(”)|iZ |
Pyomin) = = gometinl
- AL _.(n)
Poomfn) = = Fm=
i metn )
Tmn) = qmoi(n) = ’—'—.L{':_':(_,];—
Filtrado:
Paran = 1. 2. 3. .. calcule las sig. recursiones en el orden:

/’m(”) = ’\l}m(” - 1) + ','vu(“)L'm(")”:n(”)
”nH—l(”) = “"l(”) - N;n(” - l)LA'“(”)

B(n) = MBn(n) + 3m(n) | vmn) [?

g
Z,
E

0
&5

Tabla 3.10: Organigrama del algoritmo LSL usando errores a priori de estimacion.
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Para inicializar el algoritmo al tiempo n = 0: |

= — — 4

A (0) =0

Fuil0) = 8 0 <6 «<
B, (0) =@

(rn(0) = Thn(0) = 0
J0(0) = 1

pn(0) = 0

Para cada n > |. genere los parametros de orden cero:

noln) = voln) = u(n)

Foln) = By(n) = AFgln — 1)+ |u(n)|?

Tabla 3.11: Inicializacién del algoritmo LSL usando errores a priori de estimacion.



3.4 Conclusiones

En este capitulo se planteo el problema de los minimos cuadrados cuya solucion
directa requiere de la inversion de la matriz de autocorrelacion de los datos de
entrada, lo cual no es conveniente computacionalmente debido al elevado nimero
de operaciones necesarias para invertir esta matriz. De aqui que se halla buscado
la manera de resolver este problema de forma recursiva dando origen al algoritino
recursivo de los minimos cuadrados.

A pesar de que el algoritmo recursivo de los minimos cuadrados requiere de
un numero menor de operaciones que la inversion directa de la matriz de autocor-
relacion de los datos de entrada al receptor: se ha demostrado que existe la manera
de realizar menos operaciones dando de esta manera paso a los algoritmos rapidos.
('omo se recortdara se dice que un algoritino es rapido si al aumentar ¢l mimero de
izar aumenta de una manera

coeficientes a ajustar. el nimero de operacciones a rea
lineal. De aqui la gran importancia de estos algoritmos para igualar canales en los
que se requiere de un numero considerable de coeficientes para lograr un resultado
satislactorio. A pesar de las bondades de estos algoritmos. no son la panacea univer-
sal para el problema del liltrado adaptable pues como se verd en el siguiente capitulo
si el igualador ideal es un filtro HR que sea estable. entoncees los algoritmos de hiltrado
adaptable que adaptan los cocficientes de un filtro 1R se desempenan mucho mejor.
va que logran converger en un mimero menor de iteraciones que los algoritmos aqui
tratados. Ademas dichos algoritmos requeriran de un mimero menor de coeficientes
a ajustar que si se emplea un filtro I'IR. el cual requerira de un namero muy elevado
de coeficientes para aproximar la respuesta impulsional infinita del igualador ideal.



Capitulo 4

Algoritmos Adaptables Para
Filtros A Respuesta Impulsional
Infinita

Los liltros adaptables a respuesta impulsional finita (FIR) han gozado de una gran
aceptacion dado que la formulacion matematica del problema del filtrado adaptable.
en terminos de estos filtros es sencilla v, ademas da como resultado que la superficie
del crror cuadratico medio sea igual a un paraboloide [ITav9l. WS85]: por lo tanto,
la minimizacion del error cuadradico medio siempre dara el mismo resultado sin
importar el valor que se le asigne como condiciom incial al vector de coeficientes
del Hltro. De aqui proviene la gran aceptacion de los algoritmos de filtrado adapt-
able para filtros a respuesta impulsional finita. sin embargo existen casos en los
cnales la aplicacion de un filtro adaptable a respnesta impulsional finita no resuelve
el problema de una manera satisfactoria [FJR6. (RIS LTCRIR0]. esto se debe
principalmente a que el liltro adaptable a respuesta impulsional linita requiere de
un gran numero de coeficientes para poder levar a cabo sn tarea de una manera
eliciente en el sentido de converger a la sohicion optima mas no en un tiempo rel-
ativamente corto. lo cual se debe al excesivo mimero de operacciones resultado del
aran mimero de coelicientes requeridos por el algoritmo de filtrado adaptable. Fl
requerimento de un gran mimero de coeficientes para producir una solucién optima
con respecto a algun criterio de minimizacion es resultado de que el fenomeno bajo
estudio no se piuede modelar de una manera conveniente mediante un modelo todo
cero (también llamado de promedio movil) sino que se requiere en general de un
modelo que coutemple polos v ceros: lo cual, como se vera mas adelante, ademas de
complicar el desarollo matematico en lo que respecta a la minimizacién del criterio
del error. ocasionara problemas de inestabilidad en lo que se refiere a las actualiza-
ciones de| vector de coeficientes que dan por resultado un filtro inestable; aunado a
todos estos problemas, la superficie descrita por el criterio del error no posee un sélo
minimo absoluto como en el caso de los filtros adaptables a respuesta impulsional
finita sino qué dicha superficie poseera varios minimos en general, por lo cual el
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algoritino no siempre convergera a la solucion optima sino a alguna otra solucion, la
cual no siempre serd la adecuada para el problema que se esté resolviendo. Il hecho
de que la superficie que describe el criterio del error tenga varios minimos implica
que la eleccion de las condiciones iniciales juega un papel critico en la convergencia
del algoritmo a la solucion optima.

A pesar de todos estos problemas, la necesidad de desarollar algoritmos adapt-
ables para filtros a respuesta impulsional infinita tiene dos motivaciones principales,
la primera es el deseo de reducuir el nimero de iteraciones necesarias para converger
a la solucion dptima en aquéllos casos en que la aplicacion de un liltro de respusta
impulsional finita sea impractica debido al gran nimero de coelicientes requeridos
para obtener la solucion optima de acuerdo a algin criterio de minimizacion del er-
ror v. la segunda proviene del deseo de identificar o ajustar un modelo a un sistema
desconocido. el cual generalmente v debido a su naturaleza sera mejor represen-
tado por un modelo que cotemple la posibilidad de Ja coexitencia de polos v ceros
(Hamado autoregresivo v de promedio movil ARNMA ).

4.1 Antecedentes Histdricos

l.os primeros trabajos sobre algoritmos adaptables para [ltros a respuesta impul-
stonal infinita se centran en la idea de extrapolar el algoritino LMS propuesto
por Widrow para el caso del los filtros adaptables a respuesta nmpulsional infinita
basandose en las técnicas del gradiente estocastco|CRILTT. PATS. SEAT6. WhiTs.
WNITT]. Sin emibargo. como se vera mas adelante estos algoritmos sufren de ciertas
limitaciones 1o que restringe su uso practico [F.J36].

Después de estos intentos. se decichio dar un giro a la direceion de los esluerzos
por formular algoritmos de filtrado parva filtros a respuesta impulsional infinita con
propiedades de convergencia en principio suceptibles de demostrar matematicamente.,
I"ste nuevo giro consistio en reformular el problema del filtrado adaptable para filtros
a respuesta impulsional inlinita en términos de un problema mas estudiado v com-
prendido hasta aquél entonces. qué es el problema de la identificacion de sistemas
[GS8ALLSS3] Fiste cambio de enfoque abrio nuevas prespectivas desde las cuales at-
acar el problema del filtrado adaptable para liltros a respuesta impulsional infinita.
un ejemplo de ello lo constituyen una famila de algoritmos basados en las ideas de la
hyperestabilidad[JT79. CRJ73. CRJS4. CRJTS80. CRJLTD3I1. PSATY. LTCRIS0].
Fntre éstos algoritmos se ha demostrado que el "hyperstable adaptive recursive fil-
ter” (HARF) es asitoticamente convergente bajo la condicion de “strict positive
reality” (SPR) [LTCRJ30]. Esta 1iltima condicion constituye un obsticulo mayor en

la aplicacion practica del algoritmo HARF[CRJ34, CRJT30. CRJLTDS1. PSATY].

91



4.2 Formulacion del Problema del Filtrado Adapt-
able IIR

Fundamentalmente existen dos vertientes para proponer soluciones al problema del
filtrado adaptable, estas son: la formulacion de la ecuacion de error y la formulacion
del error de salida . Estos métodos tienen su origen en dos interpretaciones diferentes
del error de prediccion como veremos mas adelante.

A pesar de los esfuerzos realizados. ambos métodos presentan problemas que
impiden su aceptacion universal tal v como Jo han logrado los algoritmos FIR de
filtrado adaptable. Estos problemas son: 1) el método de la ecuacion de error puede
dar como resnltado estimaciones sesgadas del vector de coeficientes que caracteriza
al filtro adaptable [ShyR9]: 2) el método del error de la salida no presenta el problema
anterior. sin embargo dado que ¢s un algoritimo recursivo sobre la salida si presenta
problemas de estabilidad sobre todo st los polos estan cercanos al circulo unitario:
ademas puede converger a un minimo local en lugar de hacerlo al minimo global v,
finalmente es dificil predecir su convergencia [Shy8Y).

4.2.1 Meétodo de la Ecuacion de Error

Considere el filtro adaptivo caractérizado por la siguiente ecuacion:

V-1 M-l
Ye(n) = Z an(n)dn — m) + Z b(n)r(n — m) (+.1)
m =1 ne =0

Donde a,, v by, son los coelicientes del filtro adaptivo. x es la senal de entrada. d es la
respuesta deseada v. g, es la salida del liltro adaptivo para el método de la ecuacion
del error. Obsérvese que la ec. 1.1 representa un hiltro de dos entradas v una salida. la
cual depende de las muestras de la senal de entrada x(n-m),mo = 0.... .. V-1, vde
las muestras de la respuesta deseada d(n-m).m = 0..... N = |. Dado que el filtro
no vs recursivo sobre la salida. ésto es no presenta retroalimentacion, la salida es una
funcion lineal de los coeficientes del filtro. Esta propiedad simplifica la formulacion
de los algoritmos de filtrado adaptable basados en el gradiente estocdstico, va que la
salida del filtro y.(n) no depende de sus valores pasados, los cuales a su vez dependen
de los valores pasados de los paramétros del filtro. En cambio y, solo depende de los
parameétros del filtro al igual que x(n) v d(n).
La ecuacion (4.1) se puede escribir de un modo mas couveniente mediante:

y.(n) = A(n, q)d(n) + B(n, ¢)x(n) (4.2)

donde los polinomios en q representan filtros variantes en el tiempo:

N-1 M-
Ancg) = Yan()g™™ y Bn.g) = Y ba(n)g™" (4.3)
m=1 m=0



donde ¢ representa la operaceion de atrasar nna senal en el tempo. es decir i
g Me(n) = w(n o~ m).

Obsérvese que |a salida del hitro y. solo depende de las inuestras anteriores de
d, lo cual nos revela la idea basica del método de la ecuacion de error, la cudl consite
en estimar la muestra presente de la respuesta deseada a partir de sus muestras
pasados y de las muestras de la senal de entrada. [nsencialmente opera como un
filtro FIR de dos entradas v una salida de tal manera que el polinomio asosiado a
los polos del filtro 11R . 1 - A(q), se adapta como si fuese un filtro FIR. Después de
cada actualizacion de los coeficientes del hltro. el inverso del polinoniio | - A(q) es
copiado al filtro todo polar. el cual a su vez esta conectado en cascada con B(n. q).
De esta manera se logra adaptar el tiltro IR como si se tratase de un filtro FIR.
sht embargo observeése que si los ceros del polinomio caen luera del circulo unitario
entonees el filtro IR es inestable, por lo gque éste método no resuelve el problema
de las actualizaciones inestables. Asi de esta manera cuando los ceros de |- A(q)
caen fuera del civculo unitario se requerira de un método para provectarlos dentro
de éste dltimo.

l.a ecuacion de error esta dada por:

c.(n) = din)y = y.(n) (l._H

Se e flama ecuacion de error porque s generada al substraer dox ecuaciones de

diferencias: [1 - A(q)Jd(n) v Bln. q)x(n). Notese que ¢, también es una funcion

lineal de los voelicientes del filtro: por lo tanto el crror cuadratico para el inétodo

dela ecuacion de error (MSEE) es una funcion enadratica con un soélo minimo.
Obsérvese que la ecuacion (1.1) puede escribirse como:

yoln) = /)[‘(n)o,(n) (-1.5)

donde 0 es el vector de coelicientes. v el vector de senales esta dado por o, . cada

uno de longitud N+ N - | es decir:
Oin) = Jay(n)eagln). oo cavon) byl oo /)_\l_l(nlj'l
. (1.6)
odn) = [dn = ooodin = N+ Dowin)coooeln = Mo+ |)]1

Obsérvese que la ecuacion 1.5 tiene la forma de una regresion lineal. la cual es
comunmente utilizada en estadistica [M177]. donde # corresponde a los parametros
estimados v ¢. es el vector de regresion (vector de datos). El regresor es inde-
pendiente de los coeficientes dado que d(u) v x(1n) no son lunciones de A(n, ¢) v de
B(n. q). Muchos de los algoritmos v técnicas utilizadas en la inferencia estadistica de
paramétros pueden ser utilizados para encontrar el conjunto de parametros optimos.
Algunos de estos métodos son: el algoritmo de verosimiltud maxima [Men37]. max-
. minimos cuadrados [Hay9l] y error cuadratico medio

imun a posteriori [Men37

[WS85)].
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4.2.2 Meétodo del Error de Salida

£l método del error de salida esta caracterizado por la siguiente ecuacion cuando
v(n) =0 (ver fig. 4.1):

N -1 M-1
yu(”) = Z (lm(”)!/o(” - ”’) + Z bm(”')‘l'(” - ]”) (17)
m =1 m =20

la cual depende en las muestras pasadas de y,. las cuales a su vez dependen de los
valores pasados de los paramdtros del filtro. lo cual hace muy complicada la ob-
tencion del gradiente del error como veremos mas adelante. Esta ultima ccuacion
nos indica que el problema aqui tratado es reformulado restringuiendo la generalidad
del mismo: pues anteriormente la senal descada v(n) era cualquier senal. mientras
que en esta meva relormulacion del problema se considerara a la senal deseada
como la salida de una planta. la cual se modela mediante un proceso autoregresivo
vode promedio movil (ARNA) Obsérvese que esta “restriccion™ no es de ninguna
manera excesiva va que el modelo mas general para una senal es el modelo ARNMA
v. dado que estamos en libertad de fijar tanto el nimero de polos como el numero
de ceros se considera que podemos generar cualquier senal. Ademas si henios de
considerar senales producidas tanto por la naturaleza como por el hombre no ten-
enmos ningdn motivo de preocupacion por la restriccidn impuesta por este nuevo
enfoque del problema tratado. pnues toda senal de este tipo puede ser modelada por
un proceso ARN AL La ecuacion 1.7 se puede escribir en términos de la ecuacién 4.3
gy = [Pl ) (1.8)
I = An. q)
Faibién la ecnacion 1.7 se puede eseribir de una manera compacta como:

yoln) = ()’(um,m] K]

donde el vector de coclicientes # esta dado por la ecuacion (1.6) pero el veetor de
senales esta dado por:

odn) = [ule = ooyl = N+ Lol oo nin = M+ |)]1. (110

l.a ecuacion 4.9 no es una regresion lineal pero dado que tiene la forma de la ec. 1.3
se le conoce como regresion pseudolineal [LS33]. Se pueden aplicar téenicas similares
al caso de la regresion lineal pero la solucion obtenida no sera la optima a nmenos

que se cumpla con la condicion SPR [Lan79]. la cudl abordaremos posteriormente
en este mismo capitulo.

El error de salida esta dado por €,(n) = d(n) — ys(n): recibe éste nombre
debido a que se genera al restar d(n) de la ecuacié 1.8. Claramente, €,(n) es una
funcién no lineal de €. por lo tanto. el error cuadratico medio del método del error
de salida (MSEOE) puede tener varios minimos locales ya que no es una funcién

cuadratica [Ste31]. Matematicamente ¢, se puede expresar como (ver fig. 4.1):
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Figura 1.1: Método del Error de Salida.

Thi ity

c.(n) = Z{h[ - i),(lz)}.z'(lz — )+ Z{uhz/,(n =) =a (g =0} +e(n) (1L

(=0 =

donde n, 2 n, vy 2 np. De aquien adelante se asumira sin perdida de generalidad

que n, = ng v que ny = ny. Para minimizar la funcion de costo:
J = E{e(n)} (112)
basta con hacer i), = b v a; = q,. de esta manera tenemos:
N
eJn) = Za,-e(n — 1) 4 v(n) (4.13)
=1
debido a la estabilidad de (4.11) tenemos:
lim e,(n) = v(n) (4.14)
n—
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Antes de proseguir cabe hacer una distineion entre el problema de la identificacion
de sistemas v el problema aqui tratado: en el primer caso el error resultante de la
diferencia de la senal deseada de su respectiva estimada, se utiliza sélo como un
medio para lograr un error pequno de los parametros estimados con respecto a los
parametros "reales”; mientras que en el problema del filtrado el fin es lograr que el
error en cuestion sea lo mas cercanamente posible a cero cuando v(n) = 0, ¢ en caso
contrario que ¢ (n) sea igual a v(n)[LTCRJ30].

4.2.2.1 Superficies de Error para el Método del Error de Salida

Una vez que hemos establecido el método del error de salida para el problema
del filtrado adaptable para filtros a respuesta impulsional iufinita (IIR) podenmos
referirnos al estudio de las superhicies de error para dicha modalidad del problema
aqni tratado.

Recordemos de los capitulos anteriores que las funciones de costo para cl
caso del liltrado adaptable para tiltros a respuesta impulsional finita (FIR) son
nnimodales con respecto al vector de cocticientes del filtro 0 v, ademas estan repre-
sentadas por hyperparabolotdes de dimensio n. Por tanto vesulta logico la utilizacion
de la fancion gradiente para hallav el valor optimo del vector de coeficientes del fil-
tro. ¢l enal esta dado por el mimino de la funcién de costo. Sin embargo para el
presente problema estas superficies carecen de estas dos valiosas caracteristicas que
contribuveron enormemente a la simplificacion del problema del filtrado adaptable
atilizando filtros a respuesta impulsional finita. por tanto la solucién del presente
problema se complica de sobre manera si consideramos que la superficie que rep-
resenta a la funcion de costo tiene varios minimos. Esto implica que el algoritmo
puede converger a una solucion gque no es la dptima: por ello se han hecho var-
1os esfierzos por estidiar el comportamiento de Tas saperlicies de error. entre estos
estidios uno de los mas destacados es of realizado por Stearns [Sted1]. Fneste estu-
dio se analiza el comportamiento de las superficies de error mediante simulaciones
por computadora. es decir, de nuna forma numdérica mas no analitica. Stearns llega
a la signiente conclusion: “si el filtro adaptable es de suficiente orden {eslo es. si
Ny, v 2 g véase la figso L) v ademas. st la senal de entrada al filtro x(n)
es ruido blanco entonces la superticie del error dada por el valor esperado de ¢4(n)
es unimodal, Tomando como base esta conclusion. las superficies de error para el
meétodo del error de salida de los [iltroa adaptables a respuesta imipulsional infinita
que trabajan en un ambiente estacionario se pueden clasificar aproximadamente de
la siguiente manera:

1) de suficiente orden con ruido blanco como excitacion.
2) de suficiente orden con ruido coloreado como excitacion.
3) de orden reducido con ruido blanco como excitacion.
4) de orden reducido con ruido coloreado como excitacion.

Las superficies de error para el caso | son unimodales de acuerdo con Stearns [Ste8]].
[En lo que respecta a los tres casos restantes, las superficies de error son multimodales
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en general. .\ continuacion se citan algunas fuentes donde se muestra la multimodal-
idad de las superficies de error: la multimodalidad para el caso dos queda mostrada
en [S75] y para el caso tres en [CRJL77. Sted1]. Finalmente la multimodalidad para
el caso cuatro se puede demostrar generalizando el ejemplo que se da en [S75) como
se muestra en [FJ86]. Por iltimo cabe hacer mencion de que apesar de los estudios
realizados, se tiene un conocimiento bastante limitado de las superficies de error

[FJ36)].

4.2.3 Problemas Relativos a los Métodos de la Ecuacion
de Error y el Error dc Salida

(‘omo se menciond anteriormente los algoritmos basados en el método del error
pueden converger a un resultado. el enal sufre de un sesgo con respecto a la solucion
optima. Dentro del contexto de la identiticacion de sistemas. este problema se man-
iflesta en estimaciones incorrectas del vector de parametros 0. es decir el limite de
£{0(n)} cuando n tiende a infinito es igual a #, 4 scsgo. Se puede demostrar que
este sesgo os igual a cero si cualquiera de las dos siguientes condiciones se cumple:
que no exista ruido o bien que A(n. ) = 0 (lo que corresponde a un filtro I'IR).
Notese que la ecuacion de error puede ser expresada como una vefsion filtrada del

error de salida [ShyR9]: ¢ (n) = [1. = A(n, g)]e.(n).
Notese que la magnitud del sesgo es directamente proporcional a la potencia
del ruido dado qué éste.también es hltrado por | — A(n. q). En electo. el sesgo

se debe a que el filtro adaptivo intenta minimizar la potencia del ruido que afecta
a (1), mientras que por otro lado trata de identificar los polos del sistema. A
pesar de que los métodos basados en la ecuacion del error convergen rapidamente.
su desempeno puede ser completamente insatisfactorio si el sesgo es significativo.

L.os algoritmos hasados en el metodo del error de salida tienen una complejidad
mavor que los algoritmos basados en el método de la ecuacion del error pero no
presentan ¢l problema de la solucion sesgada. Sin embargo. pueden converger a un
minimo local de la superficie de error (MSOLE) [Ste’l]. Es por ello. que se han
realizado estudios para investigar las condiciones suficientes para la no existencia de
nimimos locales eu la superficie del error MSOE [Nay88. 575, $5821: (1) la funcién de
transferencia del liltro adaptivo debe der ser al menos del orden suticiente (1nismo
nimero de polos v ceros) para modelar de una manera adecuada al sistema que
se desea identificar, (2) la senal de entrada x(n) debe ser una secuencia de ruido
blanco. v (3) el orden del numerador del filtro adaptivo debe ser mavor que el orden
del denominador del sistema que se desea modelar. Notese que éstas son condiciones
para el caso de la identificacion de sistemas, para el problema del filtrado deben de
existir condiciones similares para la no existencia de minimos locales, sin embargo
existen pocos estudios al respecto[Shy89].

En lo que concierne al problema de los minimos locales, la condicion inicial
para el vector de parametros influve en tanto en la rapidez de la connvergencia asi
como al minimo al cual el algoritmo converge: por lo tanto 8(0)) se debe escoger
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de tal forma que este cerca del mmimo global o gue este en algnna travectoria qie
conduzea a éste ultimo.[Shy3Y)].

Claramente existe un compromiso entre los dos métodos arriba mencionados.
Por un lado, la ecuacion del error es una funcion lineal de los coeficientes de tal
manera que la superficie del MSEE sdlo tiene un minimo. Los algoritmos derivados
de la formulacion de la ecuacion del error convergen rapidamente pero convergeran
inevitablemente a una solucion sesgada sienipre que exista ruido. Por otra parte, el
error de salida es una funcion no lineal de los parametros del filtro v de la superficie
del error MSOL. la cnal pucde presentar minimos locales. Los algoritmos derivados
de este método tiene una convergencia mas lenta con respecto a los derivados me-
diante el método de la ccuacion de ervor v ademas pueden converger a una solucion
no optima (minimo local).

4.3 Forma General de los Algoritmos para Fil-
trado Adaptable a Respuesta Impulsional In-
finita

los algoritmos de filtrado adaptable basados va sea en el método de la ecuacion de
error 6 en el método del error de salida se pueden expresar de acuerdo a la siguiente
[orma génerica conocida como el algoritmo recursivo de Gauss-Newton [LS83]:

Bin + 1) = 0n) + a7 (n + Dos(n)eg(n) (4.13)
donde o v e (n) son versiones liltradas de ofn) v e(n). es decir og(n) = ['(n.g)o(n)
Vo) o= (An. g () respectivamente, Notese que aqui no se ha utilizado el

subindice e wo para o v (1) dado que ¢stas variables nos dan una representacion
senerica de los aleoritmos de hltrado adaptable TR L] escalar positivo a es el paso
deadapracion vo Ring es ol estimado de Ta matrix Hessianas Ta enal se actualiza de
acuerdo a:

i + 1) = \i(n) + (w_,‘_rtu_)o}'(n) (1.16)

donde X = |~ a es el factor de olvido. Dado que el calenlo de Ta inversa de una

matriz, en ¢stecaso (i), es computacionalmente costoso v complejo. se prefiere

hacer el caleulo de una forma recursiva. De esta manera. para desarollar la recursion

para la inversa de R{n) =c aplica el lemma de la inversion matricial (ver apendie A):

2—1 ¢ T -1
B+ 1) = LR - BEesm)op ()R ()

3 Ma + o R (nogm)) T

La estimacion de la matriz Hessiana se incorpora para mejorar la tasa de convergen-
cia del algoritmo a costa de un incremento en la carga computacional del mismo. De
otra manera. la actualizacion en .12 6 en 4.13 no se lleva a caboy R(n + 1) en 4.11
es igual a la matriz identidad 1. A los algoritmos de la forma dada por la ec. 4.11
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se les conoce como algoritmos del gradiente estocastico [Hlav9l1]. los cuales tienen
wna tasa de convergencia pequena. Sin embargo. la complejidad de estos algoritmos
es del orden de M + N operaciones. en lugar de (M + N)? que les corresponde a
los algoritmos de la forma dada por la ecuiacion 4.11 en donde la esbimacion de la
matriz Hessiana es diferente de la identidad.

Para que 4.11 converga es necesario que la matriz R siempre sea definida
positiva (positive definite. esto es que exista la inversa) y, que los ceros de | — A4(z)
caigan dentro del circulo unitario.

Se puede demostrar facilmente para el método de la ecuacion de error que
Fin,gq) = Gn.q) = 1. es decir. no se liltra el regresor de la ecuacion de
error. Al algoritmo correspondiente se le conoce como el algoritmo RLS de ganancia
normalizada [Ljud7]. v para el caso de R = [ se le llama algoritimo LMS.
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4.4 El Algoritmo HARF

En esta seccion se presenta el algoritmo HARF, el cual se flundamenta en la teoria
de la Hyperestabilidad [CRJ78, TLJ78], la cual es una poderosa herramienta que
fue originalmente desarollada para el analisis de sistemas no lineales y variantes en
el tiempo [PopT73]. La importancia del algoritmo HARF radica en que es el primer
algoritmo propuesto para filtros adaptables a respuesta impulsional infinita que tiene
propiedades de convergencia suceptibles de demostrar matematicamente [CRJT73].

El primero en presentar un algoritmo para estimar los parametros de un pro-
ceso ARMA tomando como base las ideas de la teoria de la hvperestabilidad fue
Landau [Lan76]. cuvo trabajo Hleva por titulo: “hyperstable output error identilier™.
Este trabajo ex la base del algoritmo HARE dado que éste es ima modilicacion del
primero: esta modificacion tiene el objetivo de que el algoritimo pueda ser aplicado
al campo del procesamiento digital de senales. Fn concreto las modilicaciones que
debe sufrir el algoritmo de Landau para su aplicacion exitosa al problema del fil-
trado acdaptable son las siguientes: 1} el algoritmo original de Landau contempla
una disiminucion gradual de los factores de ganancia. los cuales deben de converger
a cero. listo dltimo aunque es adecuado para identificar una planta con parametros
constantes. resulta inadecuado para el problema del filtrado estable en un ambicnte
no estacionario donde se requiere de un scguimiento de los estadistcos de la senal de
entrada al liltro adaptable: por lo que se debe modificar el algoritmo de Landau para
poder efectuar dicho seguimiento v: 2) el algoritmo de Landau no es estrictamente
estable [Lan76]. va que requiere del valor presente de la senal deseada para poder
caleular las estimaciones de los parametros de la planta al tiempo presente. aunque
esta condicion es razonable para ol problema de la identilicacion de sistemas no lo es
para el problema del filtrado adaptable. por lo qué es necesario deshacerse de esta
condicion ‘Ll‘('lf.lx\\l]].

4.4.1 Introduccion a la Teoria de la Hyperestabilidad

Cabe mencionar que el concepto de la hivperestabilidad de los sistemas se debe a
Popov [Pop73]. quidn utilizd este concepto dentro del drea del control principal-
mente para analizar sistemas no lineales v variantes en el tiempo. De esta manera.
a éste concepto, la comunidad cientilica dedicada al procesamiento de senales le
presto poca atencion hasta que se propuso el algoritmo HARE [LTCRJ30], con
esto v debido a qué este algoritmo es el primero en poseer propiedades de conver-
gencia matematicamente probables [CRJT8] surgié un vivo interés en la teoria de
la hyperestabilidad. sin embargo a pesar de resolver el problema de la convergen-
cia. el algoritmo HARF', como veremos mas adelante plantea el reto de eliminar la
condicion de strictly positive real (SPR)™ [JTT79]. la cual es un serio obstaculo para
la aplicacion practica de este algoritmo [CRJT80, PSAT9, CRJLTDS1].

l.a hyperestabilidad se define para el caso discreto como sigue [And68, Lar79]:
sea (G(z) una funcién de transferencia racional y escalar de un sistema lineal e
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mvartante en ol tiempo cuva entrada se denota con n(k) v su salida con v(k}. Se dice
que dicho sistema es hyperestable si su vector de estado mantiene una magnitud
finita para todas las posibles senales de entrada con sus correspondientes senales de
salida que satistagan [CG83]:

[\‘0
Y ulhy(l) < K VK (4.18)
(=0

Los algoritmos discutidos en [JT79, CG85. LTCRJI80] no utilizan esta definicion tal
cual sino una variacion de la misma conocida como Hvperestabilidad asintética. la
cual requicre que todos los elemtos del vector de estado convergan a cero para la clase
de senales de entrada diseutidas en el parrafo anterior v descritas matematicamente
por la ec. L.16: de aquien adelante al hacer relerencia al término de hyperestabilidad
se entendera que se alnde a esta altima definicion. Notese que s la funeidon de trans-
ferencia (4(z) es racional propia. la salida v(n) también decaera a cero [LTCRJS0].
A continuacion enucianos el teorema de la hyperestabilidad [And68. Pop73]:
“Fl sistema anteriormente deserito es hyperestable si v solo si la parte real de su
funcion de transferencia es estrictamente positiva (SPR de sus siglas en inglés)
[H:\UQJ. esto es:
RelCi(z)] > 0. = ¢° (4.19)

I'sto ex. un sistema que cumpla con la condicion SPR tendra una salida finita cuando
la senal de entrada satisfaga la cc. 1.16. Aqui es necesario hacer notar que esta
itima condicion es suliciente mas no necesaria. pues pueden existir secuencias de
entrada divergentes para las cnales la salida del sistema siempre tiene un valor finito
(LTCRINOL

b concepto e Ta hivperestabilidad es de utilidad para el filtrado adaptable
cuando se considera su aplicacion al sistema de malla cerrada mostrado en la fignra
12 OGRS laadaptacion de los parametros de los filtros adaptables puede ser
redefinida en términos de esta confignracion [Lar?)]. Sea u(n) una secuencia derivada
como nma hncion no lineal v variente en el tiempo de la salida del sistema: si el
clemento de retroalimentacion 17(z) es lineal. la BIBO estabilidad del sistema puede
<er facilimente verificada en el dominio de la frecuencia, al hallar los ceros de:

I+ ()02 (4.20)

(‘nalquier cero que se localize luera del circulo unitario implica que el sistema de la
fig. 1.2 es inestable. Una interpretacion {isica de este hecho establece que la ganancia
de lazo cerrado a cualquicr frecuencia jamas debe ser igual a -1. es decir. no se debe
presentar un defasamiento de 180°. U'na condicion suficiente mas no necesaria para
cumplir con este ltimo requisito. consiste en restringir la contribuccion a la fase
del sistema de lazo cerrado tanto de [(z) como de G(z) para que cada una de estas
contribuciones sea menor en magnitud a un defasamiento de 90°. Esto es, si tanto
['(z como Gi(z) cumplen con la condicion SPR, el sistema de lazo cerrado sera estable

(CG83).
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[Figura 1.2: Sistema de lazo cerrado a excitacion nula.

Ista condicion no es atil cuando se desean analizar sistemas que involucran
una retroalimentacion no lineal v variante en el tiempo. por lo que para estos casos
se requiere reformular esta condicién en términos mas generales. Sea F un elemento
general de refroalimentacion. el cual generalmente sera no lineal y variante en el
tiempo: v sea v(n) la senal de entrada a este elemento. Entonces si tenemos una
configuracion igual a la de la figura 4.2 con la unica excepcion de que hay que
sustitur al elemento lineal de retroalimentacion. F(z). por el elemento general de
retroalimentacion F tendremos que la salida de este dltimo elemento estara dada
por w(k) = -u(k). Entouices si se cumple que:

ey > ~=5. YR > 0. (4.21)

e sigue ques

Youlhy(l) <~ YA > 0. (4.22)

De esta mancra. si G(z) cumple con la SPR entonces el sistema de lazo cerrado sera
hyperstable [CG83]. Esto representa una lorina de generalizar la condicion SPR al
caso de sistemas de lazo cerrado con retroalimentacion no lineal v variante en el
tiempo. En lo que respecta a los sistemas lineales. se puede demostrar mediante el
analisis de eigenfunciones que esta condicion de hecho asegura que la fase a cualquier
[recuencia tanto de la planta como del elemento de retroalimentacioén no excedera en
magnitud a los 90° [LTCRJ80]. Desde un punto de vista mads ingenieril si la energia
alimentada al elemento de retroalimentacion JF:

Z e(Dw(l) (4.23)

cumple con la ec. 4.19. entonces F es disipativo [CGR5]. Concluyendo, el teorema de
la hyperestabilidad garantiza la estabilidad para una clase de sistemas intrisecamente
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no lineales v varantes en ol tiempo. Claramente ol requisito expresado por i e,
4.16 representa una condicion suliciente mas no necesaria. por lo cual es demasiado
restrictiva [CG85]. Para el caso lineal citado anteriormente, la condicion SPR tanto
para la planta como para el elemento de retroalimentacién no es necesaria para
que el sistema sea estable. Por tanto. en el caso general se puede esperar que estas
condicignes no sean necesarias: de aqui qué sea necesaria la formulacion de un criterio
menos restrictivo para el caso de los sistemas no lineales. sin embargo la teoria hasta
aqui tratada es satisfactoria para el analisis de los algoritmos de filtrado adaptable
abordados en este capitulo.

4.4.2 EIl Algoritmo HARF

Considere la ligura 1.3, donde 4 denota el vector de coelicientes backward dado por
[ay.. ... avje B es ol vector de coelcientes forward dado por [by..... by]: (" es ol
vector de coefetentes del proceso de promedio movil (el cual se utiliza para suavizar
el error dado por la diferencia de f{n) v d(n)). explicitamente ¢ = [¢1.. ... énl v
finalmente. n denota el indice 1emporal. De esta Agura se observa inmediatamente
que ademas del filtro adaptivo principal con salida v(11) tenemos el proceso auxiliar
[(n) dado por:

\ \f
fony = Y am + 0ftr =)+ Y bin + Da(n = j) (4.24)

=1 =0

Mientras que v{n) esta dada por:

N M
yln) = Z:‘l,(n)./‘(n — 7} + Zhv/(n)‘r(u - Jj) (-1.23)
=1 =0
Notese que los parametros en la cc. 1,22 se lan adaptado un paso mas con respecto

a los que aparecen en la ecuacion 1210 Obsérvese gue silinalmente el algoritino ha
de converger.entonces a (n+ 1) = a,{n). !‘)[[u + 1) = bn) v ademas v(n) converge
asitoticamente a {(k). Sin embargo. en el proceso de adaptacion. la distineion entre
vin) v [(n) es necesaria.

l.a formulacion hyperestable del algoritmo HHARE continua con la adaptacion
de los parametros backward v forward [CGS5):

a(ny = an —-1)+ ﬁj(n - = 1) ({dn = 1) = yln = 1)}
+ Z,P:lq {din =1 = 1) = fin =1 - l)}) | <0 <N,
b(n) = bn — 1) + L5e(n = j = 1) ({dn = 1) = y(n - 1)}

q(n)”

+oleddn == 1) = fln -1 =1)}) 0<j <M
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[eura L3: Implementacion del algoritmo 1TARL.

donde en las dos ultimas ecuaciones (k) es un factor de normalizacion mayor que
la nuidad.

N AY)
gy = L+ Y ffin = 1= 1)+ Y put(in =1 = 1) (4.28)
=1 =0

donde i v pp son constantes positivas de valor arbitrario. Ademas las P constantes
c; deben ser escogidas por el disennador de tal manera que la tuncion de transferencia:
P -t
1 + Z(:l Ci~
N o
D DR (-l
cunipla con el criterio SPR. Bajo esta condicion se puede demostrar [CRJ78], que

G(z) = (4.29)

la variable:

aldn = 1) = fin = 1)) (4.30)

M~

vln) = (din) = f(n)) +

i



('Oll\'t'l‘g(’ a cerv como l'(“.\'lllliltl() llt‘:
y(n) — f(n) — d(n) (4.31)

lo que representa el desempeiio deseado. Finalmente, cabe mencionar que en [CRJ78]
se demuestra que el algoritmo hasta aqui descrito satisface las condiciones impuestas
por la teoria de la hyperestabilidad.

4.4.3 Organigrama del Algoritmo HARF.

Fcuaciones

f) = X i + D= i)+ S+ Datn - j) (4.22)
yn) = X an)fin — i) + Z‘}\LOZ)J(H)J'(H - J) |(4.23)
|
afn) = afn-=1)+ 2o fln—1-1) ({din = 1) — yn —1)} i |
(4.24) |
+ Sladn=1=1) = fir=1=1} 1<i< N, | .|
||
.
i)](n) = lA)J(n -1) + lI[—'y").r(n —J=0 ({dn=1) = yn—1)} | '
| (£.25)
+ Sl addin = =1 = flr=1=1)}) 0< )<L '
g = L+ St =D =) M gt =1 = 1) (1.26)

Tabla 1.1: Algoritmo HARL.



4.4.4 El Algoritmo SARF

A pesar de la solucion que brinda el algoritmo HART al problema del filtrado adapt-
able para filtros de respuesta impulsional infinjta, dicho algoritmo es computacional-
mente costoso pués sufre de los dos siguientes problemas: 1) para poder calcular la
saltda del filtro, y(n), se requiere del calculo del proceso auxiliar {(n), el cual a su
vez es necesario para actualizar los parametros del filtro adaptivo v: 2) por cada
iteracion del algoritmo se requiere calcular el factor de normalizacion q(n). Estos
dos problemas incrementan substancialmente el costo de la implementacion del al-
goritmo. por lo que se impone la necesidad de buscar alguna simplificacion al mismo
que lo vuelva mas suceptible de aplicar en problemas de indole practica y no mer-
amente teoricos. Con el objetivo de poder aplicar ol algoritmo HARE a problemas
de tiempo real en [LTCRJS0] se proponen la siguiente modificacion: especificar las
constatutes y v p lo suficientemente pequenas de tal manera que los pardmetros del
filtro sulran un cambio pequeno de iteracion en iteracion. es deeir:
afn + 1) = a,(n)
(1.32)
:;;j(n + 1) = b(n)

Sixe utiliza esta dltima aproximacion en las ecuaciones (4.22) v (4.23) tenemos:
fn) = yin)

Iintonces (4.23) se puede expresar como:

N

A
yln) = Zdi[u]y(u — )+ Zh_‘,[n).x‘(/, - ) {(1.33)

=1 =0

por tanto. el proceso de promedio movil vn). dado por la ec.(-1.28). se puede expresar
conio:

) P )
cin) = Adn) — y(n)}y + S, aldin = 1) = y(n = U}
(4.34)
— P |
= on) + Yo actn = 1)
Finalmente. notese que el factor de normalizacion ¢(n) controla la tasa instantanea
de adaptacion mediante la reduccion del factor de correcion aplicado a los parametros
del filtro para grandes valores tanto de la senal de entrada como de la senal de salida
del filtro. De esta manera y dado que anteriormente se asumio que tanto g como p
toman valores pequenos. se puede asumir que:

g(n) = 1
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Siose usan las aproximaciones desritas anteriormente., las ecuaciones para actualizar
los parametros del filtro sc pueden expresar como:

=

P
>

N
174

(n = 1)+ piy(n = 1 = o = 1). 1
(n = 1)+ pe(n =1 = jle(n = 1), 1

IN

P <N (4.35)
J <M (4.36)

a;
b,

'\)O-)
e
IN

[l conjunto de ecuaciones que comprende desde la ec. 4.21 hasta la ec. 1.24 contituye
la version simplificada del algoritmo HARF. de ahi que esta version simplificada
reciba el nombre de “simple hvperstable adaptive recursive filter (SARF)™.

Notese que en el algoritmo SARF para actualizar los parametros del liltro sélo
¢ requiere ¢l conocimiento del error de salida suavizado v(n). lo cual reduce de
manera signilicativa el tiempo de procesamiento con respecto al algoritmo HARE,
Sin embargo. esta reduccion en el tiempo de procesamiento se realiza a costa de
no satisfacer de una manera rigurosa la condicion de hvperestabilidad dada por
la ec. 119, por o que la convergencia no esta garautizada para cualquier par de
valores positivos que se le asignen a pov p [CG83). Sin embargo. algunos autores
conjeturan que para ¢l caso de nna adaptacion lenta el algoritmo SARF presenta
hyperestabilidad [CGRS. LTCRIR0].

4.4.5 rganigrama del Algoritmo SARF.

Ecuaciones

yn) = z;\;lr)'(n)j/(n — )+ Z'\L[,i)‘,(zz).z'(lz - ) (1.31)

el = Adiny — yom} + Z!;l('/{l/(ll =) = ytn = 0}
(1.32)
= o)+ S = .

a(n) = adn — 1)+ optn = L= Oen o~ 1) <0 < N (1.33)

Tabla 4.2: Algoritmo SARI".
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4.5 Algoritmos SIM, AFM e IF

4.5.1 ”Leat Mean Square Error Equation”

Nuevamente. para el desarollo de este algoritmo se recurre al método del error de
se discutio anteriormente. De la figura 4.1 tenemos:

salida, el cua

win) = ia,u‘(l: - )+ ib,w(n — 1) (4.37)
o = e (134
yln) = ‘: a,(n)yln — 1) + i: biln)e(n — i) (4.39)
((n) = .;j?':) - y(n) - {+.40)

Bl mayor problema para la formulacion de un algoritmo de filtrado adaprable. cuva
estructura se ilustra en la igura 1.1 v su representacion matematica esta dada por las
cuatro ecuaciones anteriores. radica en las recursiones sobre las variables w(n) v p(n):
estas recursiones dificultan la solucion matematica al problema de la minimizacion
de la funcién de costo J = L{c*}. Fn la literatura referente a la indentificacion de
sistemas se ha prpuesto solucionar este problema mediante el filtrado de la senal de
error a través de un liltro todo cero, el cual es igual al denominador de la funcion
e transferencia del hltro adaptivo. de tal manera que la senal filtrada del error o
ecuacion de error sea una funcion lincal de los parametros del filtro adaptivo: @,(n)
v de by (n) [AET1]. Esto ex. st consideramos por el momento a 2'(n) como la entrada.
a ¢ (n) como ol ervor de salida v a ¢'(n) como la perturbacion (vease la tig. 1.2):

entoncees efn) se convierte en la ecnacton de error vose expresa como:

((n) = () — Zfl,(n](’(n - 1) (1. 1)
c= 1
donde:

(I(n) = ,1/((1)) — ') (h12)
na Tp

win) = Zu,u"(n - )+ Z ha'(n — 1) (1.-43)
=1 =0

y'(n) = win) + cn) (4.44)

vi(n) = vn) + l a,(nype’(n = 1) (4.45)

=1

Ny ny N ,

Py = Y almy(n =)+ 3 biln)a'(n =) (4.46)
=1 1 =0

Notese que el conjunto de ecuaciones que comprende de la ecuacion 4.40 a la 4.44
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Figura 1.4: Modo de Identificacion de sistemas para el algoritmo SIM.,

es analogo a las ecuaciones £33, 136, 137 v L3R, Sustituvendo las ecuaciones 1.-40

v M en B39 tenemos:

’

(n) = y(n) — Z:i';lt‘z,(zi)li/'(zz - 7)) - Fll)’(ll) - Z;'i_,,(l,(u))}/(n - 1)]

y'(u) — Z:I“_‘__l(l,(n)y'(n - 1) - Z;.‘I':u i),[l)).l‘/(ll - )
(4.17)

[on esta 1ltima ecuacion e(n) sera una funcion lineal de los parametros @,(n) y Z),[rz)
solo si tanto y'(n) como &'(n) son independientes de estos misnios parametros. Si se
cumple lo anterior la minimizacion de la funcién de costo J = E{e?(n)} se puede
llevar a cabo mediante el método "least mean squares (LMS)” [FJ86]. es decir:

ket = 2e(n)grmyeln)

ta,(n)

(4.48)

= =2e(n)y'(n —1), 1 =1,2 -0,
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Elesing) = 2c(n) (n)

by () iy (1)

(1.19)
= 2e(n)r'(n — ), 1 =01 iy
donde las recursiones para los pardmetroa estan dadas por:
a(n) + 2/\‘16(11)]/,(” -0, = 1,2 0, (4.50)

i

bin) + 2kye(n)r'(n — ). =010y (L3

+ +
T

donde Ay v A, son constantes. Il método hasta aqui descrito recibe ¢l nombre de
“least mean square equation error (LMSEE)". Este método conduce a la mini-
mizacion del cuadrado del error de salida sélo en el caso de que el minimo valor
de este crror sea ignal a cero. esto corresponde a los casos uno v dos de la clasifi-
cacion de las superlicies del error que se mencionardn en la seccion tres del presente
capitulo.

4.5.2 Desarollo de los Algoritmos SIM, AFM e IF

Los algoritimos aqui tratados proponen prefiltrar la senal de entrada x(n). a través
de un liltro todo polo qué es ignal al inverso del denominador del filtro adaptivo; tal
como se muestra en la lig. 1.1, Note que la respuesta de este liltro dada por e(n) en
general no es igual a la respuesta del fitro de la figura 4.1, esto debido a la varianza
en el tienmpo que presentan ambos filtros. Sin embargo. algunos autores conjeturan
que en el caso de una adaptacion lenta. el filtro de la figura -1.4 se aproxima al de
la figura b1 [FJS86]. Notese ademas que ambos filtros son equivalentes, en el caso de
que convergan. Por lo tanto. la ecuacion de error e(n) con respecto a &' (n) puede
interpretarse como el error de salida cuando la entrada es x(n) [FJ36]. Entonces el
esquema de minimizacion del error. dado por el conjunto de ecuaciones que com-
prende de Taconacion 139 a la ceo L9, prede ser aplicado sioa'(n) o //’(NA) son
independicntes de los parametros del filtro adaptivo, es decir. de a,(n) v de b (n).
I'sto aparenteniente no es cierto debido a la operaccion de prefiltrado. Sin embargo.
se observa que la ecnacion 147 es valida dado que tanto '(n) comno y' (1) son inde-
pendientes de los coeficientes b v a que la derivada de e(n) con respecto a @,(n) se
puede aproximar mediante [FJ36]:

) & —w'(n =) =2, (4.52)

da,(n)
Note que esta aproximacion es razonable debido a que tanto v(n) como ¢'(n) no se
pueden medir, por lo que y'(n — j) es la dnica variable que se puede utilizar para
estimar w'(n — J). Notese que esta aproximacion es exacta para el caso v(n) = 0.
y ademas nos permite aplicar el esquema de minimizacion dado por el conjunto de
ecuaciones que comprende de la ecuacion 4.29 a la ec. 4.39, al filtro adaptable de la
figura 1.1
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Finalmente, el algorttmo en s modo de identificacion de sistemas (SIM ] esta

dado por las ecuaciones -1.39. A0, dobL LA20 4430 444 143 v LY. junto con:

xr(n) = z(n) + i&,(n)l‘l(n - 1) (4.53)

1= 1
Notese que el algoritmo SIM no es realizable en los siguientes casos:

e Dado qué tanto v(n) como v'(n) son cantidades no mensurables, la ec. 4.43
nos indica que el algoritmo SIM no es realizable cuando v(n) # 0.

o [l algoritmo no es realizable para su modo de filtrado adaptable. donde y(n)
es la respuesta descada. ya que y'(1n) no se puede obtener mediante la medicion
de la senal de salida de la planta cuando a ésta se le alimenta con '(n) (tal v
como es deserito por las ees. 1 v L 13). dado que la funcion de transferencia
de la planta se desconoce [I786;. Por tanto. se propone otra version de este
algoritmo. la cual esta dada por las siguientes ecuaciones (4.39). (1.410), (4.-14).
(HAS) (49 (1.51) W

Na

y(n) = yin) + Z am)y'(n = 1) ' (4.54)

=1

donde y(n) es la respuesta descada. Notese que las dos etapas de prefiltrado dadas
por las ecuaciones 4.5 v 1.52 son necesarias para obtener x'(n) e y'(n), las cuales
a su vez so necesarias para actualizar los coeficientes. Sin embargo. no es necesatio
calcular e(n) usando (139). (1 10) (LA (B31) v ((£.52). De hecho. dado que se
puede considerar que en el caso de una adaptacion lenta. que la etapa de prefiltrado
se cancela con la de posiiltrado. e(n) se puede calcular directamente de (4.38). Por
lo tanto. el modo de hiltrado adaptivo de este algoritmo (algoritmo AFM) esta dado
por las ecuaciones (L37). (L38). (LAX) (LA9). (151) v (4.52). En la figura 1.5
se muestra la implementacion de este algoritmo. la cudl es mas eficiente que la
implementacion mostrada en la lig. 1.1, va que solo utiliza dos [iltros adicionales al
filtro adaptivo v al mecanismo de actualizacion de pardametros[FJ86].

De una manera andloga a la utilizada por Setarns [CRJ3 L SEATE]. se puede
obtener una version mas compleja del algoritmo propuesto. de la siguiente manera:
en lugar de usar una version temporalmente desplazada de y'(n) v de @'(1) como se
hizo en (4.48) v (4.49). un conjunto de variables independientemente filtradas (.1';(11)

! vy . . . .
v y;(n)) es utilizado. Estas variables se obtienen mediante:

yin) = y(n = i) + Z Wy (n — m). i = 1.2 dots. i, (4.35)
m =1

I;(H) =uxn - )+ Z &,,1()1).1';(:1 —m), ) =0,1,..., 10 (4.56)
m =1
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\ 1 I : |
= y(n)
[ __’f 1=y anm:t | B ;
‘ 1=] )
G — = IS |
75‘..'.!»' -'\I“.\ itivo N — .-- )
oo Y—e  \lecanismo
x(n) sz(”):_‘ R /‘t\ de
—_— = —e{ + } . - i ~
iR '( / Ajuste de ,
. <=l yin) |
- z:;(m”)' —  Parametros ‘
1
eln) .
L r(n)
= S
" 1—2:(1,(:))~ ! -

Figura 1.5 Modo de liltrado adaptive para ol algoritmo A YN

Iistas dos ultimas ecuactones pueden ser aplicadas tanto al algoritmo SIN como al
[, sin embargo dado que este altimo tiene una mavor aplicabilidal a casos practicos
voque ademas puede ser utilizado para identificar sistemas: solo s¢ considerara la
version correspondiente al algoritmo AN A esta version del algoritmo AI'M se
le conoce como “idependent filtering algorithm (IF)". A pesar que la literatura
reporta que este ultimo algoritnio no exhibe mavores ventajas computacionales que
los algoritmos AFNM y SINU[FJR6]. sise ha demostrado de una manera rigurosa su
convergencia [Fans5).

Por ultimo cabe hacer notar que en los algoritmos aqui tratados. la estabil-
idad no esta de ninguna manera garantizada por lo que se requiere incorporar un
mecanismo encargado de verificar la estabilidad del algoritmo v. en caso necesario
lograr la estabilizacion del mismo [[Fan®3. CRJ84|. Sin embargo. sea ha especulado
sin ninguna prueba rigurosa que para el caso de que las constantes k) y k; sean lo
suficientermente pequenas. no se necesita verificar la estabilidad del algoritino [FFJ86].
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4.5.3 Organigrama de los Algoritmos SIM, AFM e IF

Ecuaciones

ai(n + 1) = ain) + 2ke(n)y’'(n — i), 1= 1,2, .0,

~ |

biln + 1) = bi(n) + 2hpe(n)r’(n = i), = 0,1, 0y | (4.49)

dn) = an) + Ll a(n)e’(n =) (4.31)
en) = (n) = SiL a(n)e(n = 1) C(4.39)
e(n) = y'n) ~ j'(n) (£.34)
wi(n) = S’ (n = 1) + S balin = i) (141)
y(n) = win) + c'(n) (1.42)
v'in) = en) 4+ L a(me’(n = i) (4.43)
Y'(n) = Sl any e = i) = Sty biona'(n = i) (4.44)

Tabla 1.3 Algoritmo SN
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Lcuaciones

ailn + 1) = a/(n) + 2ke(n)y'(n — 1) 1= 1.2, i, ‘ (4.48) |
. _
b + 1) = b(n) + 2kge(n)a'(n = i), &= 0.1, hy ‘ (449) |
pin) = wln = i)+ s dnlny(n = m). 0= L2 dots iy (452)
) =) 4 T adn)e’(no = ) (451)
en) = yin) — jin) Has)
§n) = Sisamn)i'te = i) + Titeh(n)a'(n — 1) (37
e |
Tabla 4.4: Algoritmo AFM.
A
a(n + 1) = an) + k). 0= 102000, | (1.53) l!
bin + 1) = b(n) + ko) (). j =01 ..o (156

,l/:(ll) =yn =)+ Z:;l‘:lfl,,,(n)y:(u — ). c= 10200000y (4.93)

Ar:(ui =uin - )+ Z:I;I':I&.,,(n)‘x'_',(n = m) =000 o0 (45

c(n) = yln) = yn) (4.38)
i S | I

pn) = Yl anypn =)+ Ly bn)e(n = ) (4.37)

Tabla 4.5: Algoritmo IF.
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4.6 Realizaciones Alternativas

Con el objeto de resolver algunos de los problemas asociados con la forma directa de
los filtros adaptivos 11R. se han propuesto algoritmos para el filtrado adaptable [IR
en arquitecturas u estructuras alternativas tales como: la forma paralela. en cascada
v en “lattice”. Estas estructuras ofrecen un monitoreo mas sencillo de la estabilidad
v tienen una sensibilidad menor a los errores de tipo numérico que se presentan por
efectos de cuantizacion. redondeo v truncamiento [Shy39).

4.6.1 Estructura en Paralelo

La estructura paralela [JN36] se deriva de la expansion en fracciones parciales del
filtro IR dado por la ecuacion 1.8, Iista expansion trae cono consecuencia que
el iltro dado por la ec. 1.8 se pueda sustitic por una estructura en paralelo de
L = (N — 172 filtros de segundo orden [ShyvaY]. La ventaja de este tipo de
estructura es que el monitoreo de la estabilidad es un proceso trivial dado que sdlo
se requiere cheehar la estabilidad de un sistema de scgundo orden L veces: adenias
las componentes del gradiente se caleulan facilmente debido a que los diferentes
filtros son independientes entre si. es decir. el gradiente de un hiltro no depende de
los coeficientes de otro filtro [Shy&9].

La desventaja principal de la estructura paralela radica en que existen varios
minimos globales a los que ¢l algoritmio pnede converger de acuerdo al ordenamiento
o distribuccion de polos que se realize para cada filtro o seccidon de la estructura
paralelalShvay].

4.6.2 Estructura “"Lattice”

Al igual que en el caso de lox filtrox adaptables FIR. se ha propuesto el uso de
una estructura lattice™. La principal ventaja de esta estructura consiste en que
¢l monitoreo de la estabilidad se vuelve un proceso trivial dado que requiere que
el valor absolnto de cada coeliciente de reflexion sea menor a uno [NMAGT6]. Una
vemtaja de la estructura “lattice” sobre la estructura paralela es que solo existe una
representacion para cualquier conjunto de coeficientes de la forma divecta o del filtro
de la ee. 4.8, Esto implica que no existen puntos de silla en la superficie del error
como en el caso de la estructura en paralelo.

4,7 Conclusiones

IXn este capitulo se introdujeron los algoritmos que adaptan los coeficientes de un
filtro TIR. como se senalo en su oportunidad el desarolloma matematico de este tipo
de algoritmos se vuelve mucho mas complicado debido a la retoalimentacion que
existe. Estos algoritmos se pueden clasificar como en los que se basan en la ecuacion
de error y. los que se basan en el error de salida. Los dos métodos presentan sus
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propios problemas: el mdétodo de fa ecnacion de error en la presencia de ruido nos
da como resultado una solucion sesgada. mientras que el método del error de salida
puede converger a un minimo local. Estos dos problemas son en esencia un serio
obstaculo para la utilizacion de estos métodos ya que por un lado si sabemos que
el canal es ruidoso entonces la solucion que se obtenga por medio de un algoritmo
que se base en el método de la ecuacion de error no sera la dptima sino sera una
solucién suboptima. Mienlras que por otro lado la utilizacién de un algoritmo basado
en el método del error de salida puede converger a un minimo local. Aunque se ha
demostrado la no existencia de minimos locales bajo clertas circunstancias muy
especificas para el caso de la identificvacion de sistemas esto no es de gran ayuda
para el caso del filirado dado que se requiere de un incremento en el orden del filtro
lo cual desde el punto de vista comiputacional no es de ninguna manera eficiente.
Ademas en este Ultimo caso no se ha demostrado ningun resultado similar aunque se
especule con su existencia. Sin embargo. debemos recordar que la igualacion de canal
presenta problemas v retos diferentes al de la identificacion de sistemas por lo que
el problema aqui tratado debe ser considerado tomando en cuenta estas diferencias.

Finalmente cabe hacer mencion que el problema de la igualacion de canal no
se ha resuelto de ninguna manera v, para mostrarlo considere que para el caso de un
canal de fase no minima no existe su inverso por lo tanto lo unico que se puede hacer
desde el punto de vista de los algoritmos tratados en este trabajo es aproximarnos
a dicha respuesta v mediante otros medios lograr la probabilidad de bit en error
requerida. .

Is por ello que existen otros tipos de igualadores no lineales que se basan en el
eriterio de la maxima verosimilitud para determinar que simbolo fue el transmitido
(bSHY4]. sin embargo dado que estos métodos no forman parte del objetivo del pre-
sente trabajo se prefiere solo dar la referencia en caso de que el lector este interesado
en osta clase de algoritmos.

Fxta clase de algoritmos reporta un desenipeno superior al de los aqui tratados.
sin embargo el precio gite se paga es una carga compntacional considerable. por lo
que la investigacion continua abierta en este fasinante tema.,
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Capitulo 5

Evaluacion de los Algoritmos

i este capitulo se presentan las evaluaciones v resultados obtenidos para los al-
goritmos adaptables aplicados al problema de la igualacion de canal. Debido a la
gran riqueza de la teoria del filtrado adaptable y a la gran variedad de algoritimos
existentes asi como a sus multiples variantes. no es posible analizar cada uno de los
algoritmos asi como sus respectivas variaciones v, mantener este trabajo dentro de
un limite razonable en cuanto a su extension: es por ello que se ha decidido analizar
solo algunos algoritmos con el fin de analizar su comportamiento. Los algoritmos se-
lecionados para este tin son los siguientes: " Normalized Least Mean Squares”, " Fast
Least Squares™. ""Lattice” Least Squares™ v el algoritmo “The Simple Hyperstable
Recursive Filter™ (SARF).

El objetivo de estas evaluaciones lo constituve el analisis del comportamiento
asi como del desempeno de estos algoritmos para distintos tipos de canales. los
cuales a su vez pueden ser clasificados de acuerdo a su fase [PRLN92]. Supogamos
que tenemos un canal cuya funcion de transterencia es racional. esto es:

sy = B (3.1)
A(z)

donde A{z) v B(z) son polinomios en z v, el grado de A(z). n. es mavor que el grado
de B{z). m. De esta manera tenemos un canal con respuesta impulsional inlinita
(IR}, Entonces bajo la suposicion de que el sistema dado por H{z) es estable v
causal. podemos decir que se trata de un sistema de fase minima si todos sus ceros
no triviales caen dentro del circulo unitario, por otro lado si todos los ceros caen
fuera del circulo unitario se dice que el sistema es de fase maxima y, finalmente
tenemos el caso de que algunos ceros caigan fuera del circulo unitario mientras que
otros caigan dentro. en ¢ste caso se dice que tenemos un sistema de fase mixta o no
minima. Dentro de éste contexto. cabe senalar que el objetivo de la igualacion de
canal es encontrar el sistema inverso, H='(z), del canal de tal manera que:

H()H(:Y' =1 (5.2)
Siempre tendremos problemas con los canales de fase no minima, ya que éstos no

son invertibles. {lna vez sea dicho de paso que cualquier sistema de fase no mininia
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se puede expresar como un sistema de fase mimima en cascada con un sistema paso
todas [PNI196].

De la discusion anterior resulta obvio que los igualdadores de estructura FFIR
presentaran problemas al intentar igualar un canal de fase no minima. pues en
realidad el igualador ideal sera inestable, por lo que es de esperar que este tipo
de igualadores necesite de un gran nimero de coeficientes para producir resultados
aceptables. Por otro lado el uso de un "Feedback equalizer” para el caso de canales
de fase no minima no es posible va que el inverso del canal es inestable. por lo que
solo se ntilizan este tipo de algoritmos cuando se conoce con certeza que el canal es
de fase mimima [CGR3]. Considérese el caso de la propagacion multitrayvectoria: en
el caso de que las senales que signen travectorias difrentes de la linea de vista sean
mas debiles que la senal que se propaga siguiendo la linea de vista. el canal es de

fase minima: por otro lado si por alguna razon una o mas de las senales que siguen
travectorias diferentes a la lines de vista tiene nna SNR mavor que la senal que
sigue la Hinea de vista, la funcion de transferencia del canal sera de fase no minima.
Por lo que en éste tiltimo caso no se podra aplicar un exquema de igualacion con
retroalimentacion.

5.1 Descripcion de las Evaluaciones

Lo esta seccion se describira bajo que condiciones fueron realizadas las evalua-
ciones, Con el objeto de estandarizar las pruebas realizadas v, de esta manera evitar
cnalquier sesgo en la evalnacion de los algoritinos aqui tratados. todos los alqorit-
mos fueron implantados en MATLAB v, se utilizo una senal P AN de cuatro niveles
generada a partir de ruido blanco gaussiano de variancia unitaria v media cero. Los
canales utihizados para las distintas evaluaciones. se seleccionaron de la literatura de
la ieualacion de canal. Sin embargo cabe mencionar que no todos los canales fueron
utilizados en todas las evaluaciones. pues en el caso de los algoritmos de filtrado
adaptable que utilizan retroalimentacion (en esie caso el algoritmo SARI). sélo
pueden utilizarse para igualar canales de fase iminima: por fo tanto no se efectuaron
evalnaciones del desempeno del algoritmo SARLE para canales de fase no minima.
I'n cuanto al resto de los algoritmos aqui tratados ~e electuaron las evaluaciones
correspontdientes tanto para ol caso de canales de Tase minima. como para el caso
de canales de fase no minima. dado que estos algoritmos no presentan problemas de
inestabilidad va que adaptan los coeficientes de un filtro I'IR.

5.1.1 Comentarios Acerca de las Evaluaciones

En esta seccion, se hace un énfasis especial en que los resultados aqui presentados
dependen en cierta medida del juicio que se emplee para determinar si la calidad de
un resultado determinado. dado que no se utilizé un criterio fundamentado en algun
indice de desempeno del sistema de comunicaciones como lo es la probabilidad de
bit en error. En cambio para determinar la convergencia del algoritmo se ulilizaron
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varios criterios: el primiero consiste en observar la magnitnd al enadrado del vector
de coeficientes del liltro adaptivo. si esta se manteiene mas o menos constante atraves
del tiempo entoces se dice que el algoritmo ha convergido de acuerdo a este criterio;
el segundo criterio consite en que la convolucion de las respuestas al impulso del
canal y del igualador de como resultado una secuencia de muestras igual a cero
excepto para un solo valor del tiempo discreto en el cual la muestra correpondiente
sea igual a la unidad. ¢sto nos indicard a un nivel cualitativo que gran parte de la
interlerencia intersimbolos ha sido cancelada por medio del ignalador. Finalmente
el tercer eriterio consiste en comparar la respuestas en frecuencia tanto del canal
como del igualador. I's claro que a la frecuencia donde la respuesta en frecuencia
del canal presente una resonancia o “pico”. la respuesta en [recuencia del igualador
debe presentar una “antiresonancia” O “valle” v. viceversa.

FEn caso de que estos tres criterios no coincidieran del todo se analizara la
correlacion cruzada de senal de entrada al canal con la senal de salida del igualador.
la cual debe serigual a la antocorrelacion de la senal de entrada al canal. De esta
mainera, se puede comprender de mejor manera el desempeno del igualador: aunque
cabe senalar que en este dltimo criterio. la semejanza de dichas correlaciones no
e ningun modo la lidelidad de Ta senal de salida del igualador [LTCRJR0].

Finalmente cabe senalar que el mimero de operaciones fotantes se midio me-
diante la funcion Hops de MNTLAB. fa cual regersa el nimero total de operaciones
lotantes que se han realizado hasta el momento de su llamada. Esta funcidon no
siemipre cuenta el mimero de operaciones Hotantes pero de acuerdo con el manual

garantiza

del MATLADB si cuenta las operaciones mas importantes. Las adicciones y substrac-
ciones se cnenta como una operacion (lotante si los operandos son mimeros reales.
en caso de ser complejos se cuentan como dos operaciones llotantes. Las multiplica-
clones v divisiones se cuentan como una operacion Hotante si el resultado es real. en
casv contrario se cucntan como seis operaciones totantes,

De esta manera s obtuvo el numero de operaciones Hlotantes. el cual se dividio
cntre el nmimero de muestras de fa senal de entrada al igualador para obtener ol
mimero de operaciones tlotantes por muestra de salida.

5.1,.2 Canales Utilizados en las Evaluaciones

Los canales utilizados en las evaluaciones se tomaron de articulos en donde éstos
fucron utilizados para validar los métodos ahi propuestos. De esta manera los canales
utilizados son los signientes:

=) = (1 = 110017 + 0.0801:"2] (5.3)

Este canal tiene sus ceros en 0.99¢ £49988% o1 |0 tanto se trata de un canal de fase
minima. Este canal fue tomado de [PF89]. [l siguente canal esta dado por:

Hyz) = [I — 1131427 4+ 0.6400: 2] (5.4)
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1+ 4. HUR5

Joste canal tiene sus ceros en (.8¢ L por o tanto se trata de an canal de fase

minima. Este canal [ue tomado de [PF39]. Ll siguiente canal esta dado por:
L + 1.5000:7"
I — 1.64453z-1 + 0.740818:-2

+)17.188°

Hy(z) = (5.5)
Los polos de este canal estan dados por 0.86071¢€ . Este canal tiene un cero en
-1.5 por lo tanto es de fase maxima. Este canal fue tomado de [.D94]. El siguiente
canal esta dado por:

- 9 (12690 ~ - IRG - =2

27— 202620270 + 1.01389:74) o

(3} = g e (5.6)
— 2.96999z-1 + 3390002 — 1.7582427% 4+ 0.349938- ¢
El cual es una versién sobre muestreada del siguiente canal analdgico:
(N 4+ 100)S — 100)

H(S) = e T —
(S 4+ 180085 + 2250000)(S% 4+ 240085 + 2250000)

(5.7)
Através de este canal coninmente se transmiten senales moduladas en PAM con
una duraciéon de simbolo igual a T = 1043s. Los polos de la version discreta de
este canal estan dados por 0. 7983171702\« () 7105 £/12920%, Jog ceros de este canal
estan dados por 11248 v 0.9011. por lo tanto se 1rata de un canal de fase no minima.
L'ste canal fue tomado de [LD94]. El siguiente canal esta dado por:
| "+ 0.6000:"" — 0.3937-*
I — 0.6561:-1

Este canal ticne cuatro polos en 0.9000¢ 2457 v en 0.9000¢ 2197 los ceros se localizan
en 0.8252¢E1H e 05781, por lo tanto este canal es de fase minima. Este canal

se tomo de [LDY1]. Ll siguiente canal esta dado por:

iHs(z) = [0.01 = 0.05:7" + 0077 — 0217

() = (3.8)

=057 + 07257 4+ 03627 + 02077 4+ 00327 + 0.07:77)
(5.9)
Fste ex nncanal de fase no mimima v e tomado de [PREN92]E] siguiente canal
esta dado por: ) .
H:(z) = 0407 — 081527 + 0.107:7° (5.10)
I’ste canal es de lase no minima v fue tomado de [Pro93]. El siguiente canal esta
dado por:
Hs(z) = [0.227 = 0460:7" + 0.688:7% — 0.460:7" — 0277 (511
Este canal es de lase no minima y fue tomado de [ProY5].

La siguiente funcion de transferencia se utilizo en la calibracion de los algorit-
mos tratados en este capitulo. Esta fue tomada de [LTCRJS80]:

) 0.057
I — 1.6452=" + 0.9025z-2

Los polos de Hy(z) estan dados por 0.95¢%/30°.

Hq(z) =
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5.2 Presentacion de Resultados

5.2.1 Evaluaciones con el Algoritmo SARF

Durante el proceso de validacién de este algoritmo. se hicieron algunas pruebas tanto
para la identificacion de la funcion de transferencia del canal como para la igualacion
del mismo.

Una de las primeras cuestiones que surge esta directamente relacionada con la
estructura R del algoritmo. por lo que cabe senialar que es recomendable aplicar
éste algoritmo s6lo cuando el igualador ideal sea estable v ademas tenga una funcion
de respuesta al impulso infinita. lo que nos conduce a que el canal sea de fase mimima.
Sicel canal no es de fase minima cualquier algoritmo de filtrado adaptable [IR es
inaplicable pueés los polos del filtro adaptivo tendran forzosamente ue abandonar
¢l cireulo nnitario antes de que el algoritmo converga. Por otro lado considere el
caso de un canal cuva [t cion de transferencia sea todo polo. entonces la funcion
de transterencia del igualador estara dada por un filtro todo cero: en este caso la
estructura HR del algoritmo SARTF se reduce a una estructura FIR: por lo tanto.
para cste caso. ol algoritmo SARI pnede ser visto como un algoritino I'IR basado
en ol gradiente estocastico. n este dltimo caso. el algoritmo SARFE no presenta los
problemas de imestabilidad v de su posible convergencia a un minimo local. de aqui
que se pueda utilzar la teoria del Gltrado adaprable para tiltros FIR. la cual esta
mucho mas desarollada que su contraparte para liliros HR.

(‘omo se menciono antertormente uno de los principales problemas de los al-
goritimos de filtrado adaptable 1R basados en el método del error de salida ex su
posible convergeneiaa un minimo local. Se ha demostrado la no exitencia de minimos
locales cuando el alporitmo es conligurado para operar en su modo deidentificacion

de sistemas bajo las <iguientes condiciones 1875, 88%2]:
o Ll liltro adaptivo tiene el suliciente orden para modelar al sistema desconoctdao.
e Lo cutrada al sistema a modelar es ruido blanco.

o Il orden del numerador del filtro adaptivo excede al orden del denominador

del sistema desconocido.

(Cabe mencionar que estos resultados han sido derivados para el caso de la
ientificacion de sistemas. en lo que respecta al caso del filtrado no existe ningtin
resultacdo similar sino que solo se especula con la existencia del mismo [Shy3Yy].
No cabe la menor duda de que este resultado ex importante para la problematica
de la identificacion de sistemas, sin enibargo s6lo nos indica cuando no existe un
minimo local en cietras condiciones muy restrictivas las cuales presuponen cierto
conocimiento a prioti del sistema a identificar.

Quizas para el caso de la identificacion de sistemas estas condiciones no sean
demasiado restrictivas pero supdngase ue se hallase un resultado similar para el
problema del tiltrado: esto no daria una solucion definitiva a varios problemas:
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¢ comnnicaciones moviles e

pensemos en laigualacion de canal para un sistema
donde las condiciones de la transmision no =on tan predecibles v. ademas como se
sabe se presenta el fenomeno de la propagacion multitrayectoria. En este caso como
se menciono anteriormente existe la posibilidad de que alguna de las senales que no
se propagan a traves de la Iinea de vista tenga una SNR mayor que la senal que se
propaga a través de la linea de vista lo cual ocasionara la introduccidn de un cero
fuera del circulo unitarto en la funcion de transferencia del canal; por lo que ademas
de variar el orden de la funcion de transferencia. su caracteristica relativa a la fase
ha cambiado de una fase minima a una lase no minima para la cual la aplicacién de
un algoritmo adaptable con estrunctura R no es posible. De aqui que al contrario
del problema de la identificacion de sistemas donde es bastante razonable suponer
que el orden del sistema es invariante en el tiempo. en el caso del fltrado esto no
es siempre posible. De aqui que en un caso como el hasta aqui tratado habria que
proceder de cualguicra de las dos signientes maneras: 1) aumentar el orden del filtro
adaptable de tal ianera que siempre sea menor al del canal a igualar. lo que traeria
como conseciencia nn autiento inevitable en el naméro de operaciones a realizar
e el proceso de laignalacion de canal. lo que se traduciria inevitablemente en un
atmento del tempo necesario tanto para comenzar la transmision de datos como

en el proceso de demodualacion de los mismos en el receptor: produciendose de esta
manera un retardo en la comunicacion. lo cual no es de ninguna manera aceptable
para un elnace de conmunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmision; 2)
por otro lado podriamos estimar of orden del canal, de tal manera que el orden
del filtro sca del minimo requerido. Este método también traera las mismas conse-
cuencias citadas para ol caso anterior. pucs el algoritmo de estimacion del orden del
canal tambicn nos conduce aun aumento del tiempo requerido para comenzar la
fransmision de datos: ademas se requiere de un monitoreo del orden del canal para
compensar las variaciones del mismo lo cual inerementara la carga computacional

del receptor ocasionando los problemas citados en este mismo parrafo.

5.2.1.1 Evaluaciones con el Algoritmio SARF para Identificar el Canal

En el modo de identificacion de sistemas se observo que no siempre existen minimos

locales, sin embargo en otros casos el algoritmo converge a un minimo local por lo
cual fue necesario incrementar el orden del liltro. To cual trae consigo los efectos
anteriormente citados.

Para el caso de identificar la funcion Hqy(z) se observo que el algoritino conver-
aio a la solucion correcta sin necesidad de incrementar el orden del filtro. por lo que
en este caso se especula que no existen minhnos locales en la superficie de la funcion
de costo. A pesar de ¢ste hecho se decidio aumentar el orden del filtro a pesar de las
consecuencias anteriormente citadas con el objeto de estudiar el comportamiento del
algoritmo. Se observo que al incrementar el orden del filtro, el algoritmo converge
mas rapido (vease la tabla 5.1 en donde se muestran los reultados de identificar la
funcion Hg con el algoritmo SARF). Los pasos de adaptacion utilizados para realizar
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estas evaluaciones son: p o= 0000 5 = 001 v e = —0.5,

Notese que en estas evaluaciones el nimero de polos siempre excede en dos al
numero de ceros y, ademas cuando el orden del filtro es mayvor que el orden del canal
se observa que los polos v ceros se tienden a acomodor de tal manera que los polos
sobrantes se anulan con los ceros. asi los dos polos restantes corresponden a los del
sistema que se desea identificar. En las graficas correspondientes a la migracién de
polos se puede observar que los polos describen travectorias rectas, de tal manera
que los dos polos que no se cancelan con los ceros tienden en linea recta hacia los
polos del canal. Para corroborar esto ultimo se presenta la grafica de la figura 5.1.

—— = i
Orden del = Convergencia Nimero de
Moclo | en Iteraciones  Operaciones I'lotantes
por lteracion
2 polos 90 000 73.86
1 polos 8 000 . 2 136.11
2 ceros : .
{
= == = i
6 polos 3000 71518
| ceros
X polos 2750 12 360.37
O ceros

Tabla 5.1: Resultados obtenidos de aplicar el algoritmo

SART para identificar Hy

("abe senalar que este comportamiento solo se observa en el caso de que se dé |a
cancelacion de polos y ceros anteriormente descrita, en caso contrario los polos y
ceros del sistema no seguiran este comportamiento. De cualquier manera segiin la
literatura no es muy conveniente analizar el comportamiento del algoritmo SARF
mediante este tipo de graficas [LTCRJS80], sin embargo en este caso nos ayuda a
visualizar el por qué el algoritnio converge mas rapido cuando se aumenta el orden
del filtro. Si se compara este comportamiento de los polos con el obtenido para el
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filtro del orden estrictamente necesario para identiticar la funcion {1,12). se observa
de la grafica de migracion de polos para este ultimo caso. que los polos no siguen
una trayectoria recta hacia los polos del canal: por lo que resulta légico suponer que
el algoritmo tardard mas en converger para este ultimo caso.

Mlgracio?\Ode P°l?§5o1 4

~ 0.71261

0.47507"

180

270

Figura 5.1 Migracion de polos para el algoritmo SARFE.
Se utilizo un filtro de seis polos v cuatro ceros.

Para corroborar esto ultimo se presentan las graficas de las figuras 5.1 v 5.2,
donde se puede apreciar la migracion de polos para el algoritmo SARVF para el caso
de utilizar un filtro adaptivo de 4 polos v dos ceros v. para el caso de utilizar un filtro
del mismo orden que las funcion de transferencia del canal que se desea identificar,
respectivamenite.

(abe senalar que este comportamiento del algoritmo SARF sdlo se observo
para el caso en el que se dio la cancelacion de polos y ceros anteriormente descrita,
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0.71444

0.47629"

023815

’

180

270

Figura 5.2 Migracion de polos para el algoritmo SARI.
Se utilizo nu filtro de dos polos tnicamente.

La slewtente prueba que se realizo con el algoritmo SAREF. en su modo de
identificacion de sistemas consistio en la variacion del fltrado que s lleva a cabo
sobre la senal del error de salida. Como se menciono en el capitulo sobre filtrado
adaptable [IR. este filtrado sobre la senal del error de xalida no solamente restringe
la region del circulo unitario donde se cumple la condicion SPR sino que también
alecta la convergencia del algoritmo. Para esta prueba se considero un filtro de un
solo coeficiente. Se utilizo un filtro adaptivo de cuatro polos v dos ceros. Los pasos de
adatacion utilizados fueron de ¢ = 0.01 v una p de 0.001. Los resultados obtenidos
en cuanto a la variacion de este coeficiente muestran una tendencia en el aumento
de la rapidez con que converge el algoritmo al aumentar el valor del coeficiente del
filtro de promedio movil que se aplico a la senal de salida del error (vease la tabla
5.2).
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Parametro del Filtro ¢, ‘ Convergencia en Iteraciones

-1.0 ! 8 000 |
|

0.0 6 500

0.8 5000

1.0 5 500

1.5 + 500

Tabla 5.2: Resultados obtenidos de variar el pardmetro
ey del filtrado sobre la senal del error de salida en el
algoritmo SARI. utilizado a su vez para identiticar Hy

Finalmente se haran algunos comentarios sobre la rapidez con la que el algo

ritmo converge vosobre la complejidad computacional del mismo. Como se menciono
en el capitnlo correspondiente. el algoritmo SARL es una version simplificada del al-
goritmo [TARE [ILTCRIS0J. Esta simplificacion segin la literatura es necesaria para
poder aplicar el algoritmo HAREF a problemas en tiempo real. debido a la excesiva
carga coniputacional que este impone: sin embargo se debe pagar algin precio al
realizar la simplilicacion del algoritino LIARI. que en su momento nos condujo al
algoritmo SARVF: este precio consiste en que la convergencia del algoritmo SARFE al
contrario que la del algoritmo HARF no esta totalmente garantizada para cualquier
valor de constantes de adaptacion, ni siquiera se ha demostrado de una manera rig-
urosa la convergencia del algoritmo SARF sino que se especula con el hecho de que
¢i los pasos de adaptacion sou lo suficientemente pequenos el algoritmo convergera.
Por lo tanto ¢ste hecho trae como consecuencia que el algoritmo SARI no se puede
aplicar en problemas en los que se requiera de una adaptacién ripida.
I.xperimentalmente se hicieron pruebas para obtener un limite maximo para
los pasos de adaptacion. estos limites resultaron en una u de 0.01 y en una p de
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0.001. =1 se trava de aumentar los pasos de adaptacion el algoritmo no converge. Por
otro lado al disminuir estos parametros la convergencia del algoritno es demasiado
lenta.

En cuanto a la carga computacional del algoritmo SARF como la de cualquier
algoritmo adaptable [IR. se debe en gran parte a la necesidad de checar la estabilidad
del filtro adaptivo en cada iteracién. En este trabajo se comprobo que esto se debe
realizar a pesar de que en la literatura [CG85. LTCRJR0. Shy8Y]. se argumente que
para pasos pequenos de adaptacion” esto no es necesario. En caso de que no se
verifique la estabilidad del filtro este no converge a la solucion éptima debido a que
los polos cercanos al eirculo unitario provocan que en cualquier iteracion el liltro se
vielva inestable por la simple v sencilla razon de que los polos abandonen el circulo
mnitario. Esto debido a que se ntilizan estimadores “ruidosos™ para evaluar los valores
esperados. va que no se conocen con excatitud las densidades de probabilidad del
riido que alecta al canal ni de la senal que se propaga a traveés de este. sta [alta de
conoctiento de dichas densidades de probabilidad trae como consecuencia que los
estimadores presenten “ruido” que se manifiesta a través de la oscilacion del vector
de coelicientes del filtro adaptivo alrededor de snovalor 6ptimo. lo cual puede traer
conto consecuencia que los pulos abandonen el eirculo unitario.

Porotro lado. en la Hiteratura se sugiere la disminucion de los pasos de adptacion
cada vez que se detecte que el algoritmo es inestable {mediante algin algoritmo como
la prueba de estabilidad de Shiir-Cohn). como una alternativa a proyectar las raices
(polos) dentro del ¢irenlo unitario [FJ36. CRJS]. Sin embargo, esta practica no es.
muy recomendable pucs en algunos casos se observo que los pasos de adaptacion
toman un valor practicamente ignal a cero sin que el algoritmo hayva convergido. Por
lo tanto. el problema de la estabilidad de los hiltros adaptivos [1R constituye una
problematica abierta. va que por un lado el caleulo directo de las raices consume
demasiados recursos computacionales: mientras que por otro lado la reduccion de

los pasos de adaptacion no Tunciona en todos 1o casos.

5.2.1.2 Evaluaciones con el Algoritimo SARF para la Igualaciéon de Canal

Una vez calibrado el algoritmo para la ydentificacion de Ta funcion de transleren-
cia del canal. se efectuaron evaluaciones para la igualacion de canales de fase no
minima. va que como recordara el lector. los algoritmos de filtrado adaptable 1R
no se pueden aplicar a canales de [ase no minima. De esta manera solo se realizaron
pruchas para los canales ;. H, v. H;. Cabe mencionar que para igualar los canales
[, v Hy. el algoritmo SARE tuvo un desempeno excelente con una convergencia
aproximada en mil iteraciones tanto para I, como para Il,. Sin embargo {ue nece-
sariv elevar el orden de los filtros utilizados pués con el orden justo el algoritmo
convergio a un minimo local en los dos casos hasta aqui tatados. Aunque el elevar
¢l orden del filtro es benefisioso en cuanto al aumento de la rapidez con que el al-
gorithio converge. el precio que se paga es el aumento en el nimero de operaciones
Hotantes por muestra de salida (vedse la tabla 5.2). Por otro lado, para el canal H;
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Canal | Orden del Convergencia | Nimero de
Moelo  en [teraciones | Operaciones Flotantes ||
' | por Iteracion ‘

Hy(z) | 2 polos 10 000 73.86 .
H(z) 6 polos | 000 711518
1 ceros
Hi(z) 2 polos 10 000 73.36
Hy(z) | 6 polos 1 000 7115.18
1 ceros

Tabla 5.3: Resultados obtenidos de aplicar el algoritmo
SARL para ignalar los canales 11, H,

el desempeno del algoritmo no es tan bueno como en los casos anteriores. pueés en
las evaluaciones realizadas a pesar de que la convolucion de la respuesta al impulso
del canal con la respuesta al impulso del igualador es casi igual al impulso discreto
salvo en algunas muestras menores a 0.1: la vespuesta en frecuencia del igualador
no es excatamente igual a la inversa del canal. Esta dificultad en igualar el canal

puede deberse a la configuracion de los polos v ceros del mismo. Si se observa con
mas detenimiento esta conliguracion se notarad de inmediato que el canal tienc un
par de polos complejos conjugados en 0.9000¢/'**" v un par de ceros complejos
conjugados en 0.8252¢E7M*145” e aqui la suposicion de que esta cercania entre los
polos y ceros del canal de alguna manera pueda alectar el desempeno del igualador
debido a errores numericos. los cuales puedan provocar una cancelacion no deseable
de polos y ceros.

Los resultados de las evaluaciones efectuadas con el canal Hs(z) se pueden
resumir de la sigulente manera:

e La convolucion de la respuesta al impulso del canal con la del igualador casi
da un pulso. sin embargo la respuesta en frecuencia del igualador no es muy
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buena (ver ligua 5.3),

De aqui que el algoritmo no iguale el canal de la mejor forma. lo que queda ple-
namente corroborado de las figuras 5.4, 5.3 v 5.6, donde se muestra la correlacion.
cruzada de la senal de entrada al canal con la sefnal de salida del igualador; la au-
tocorrelacion de la senal de entrada al canal v: la correlacion cruzada de la senal de
entrada al canal con la senal de salida del canal.

Respuestas en frecuencia del canal y del igualador

1 T T !\ T T T/ !
| /

0.9 (! ’ 4
| | / |
II | 4 ’
0 BHI [ ’ ’ 4‘
| \ | /
, |
II | / | |
07k [ K :
1
| ’
| ’
06k | ' / 1
\ /
k] l_ | / ’ /
gos \ ll 2 Tl { -I
04r t 1
I'|ll |
03r

\ ,"I
02r \ / *

01+

i 1 i

) L
100 200 300 400 500 600
Frecuencia

0l

o

Figura 5.3: Respuestas en [recuencia del canal v del
igualador como resultado de aplicar el algoritmo SARF
para igualar el canal H5(z). Linea continua (Canal).
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Ampilitud

Correlacion Entrada-Salida
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Muestras

["igura 3.4 Corrvelacion cruzada de la senal de entrada al
canal con la senal de salida del mismo como resultado de
aplicar el algoritmo SARI para igualar el canal H;(z).
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Figura 5.5 Atocorrelacion de la senal de entrada al
canal como resultado de aplicar el algoritmo SARY para
ienalar el canal H5({z).



Correlacion Entrada-Saiida Canal
1 T T T -1 T T T T

08F : 8

Amplitud

04 ! ! L L I I L i
0 02 04 06 0.8 i 12 14 1.6 18 2

Muestras 4

IFigura 5.6: Correlacion de la senal de entrada al canal
on la senal de salida del canal.

5.2.2 Evaluacioness con el Algoritmo ”Normalized Least
Mean Squares (NLMS)”

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo NLMS
a los sigulentes canales: H,, Ha. Hy, Hy. Hs, Hs. Hs. Hg, H- v, Hs. Notese que H,,
H, v Hs son canales de fase minima, mientras que el resto son de fase no minima.
En general en todos estos casos el igualador necesitara de muchos coeficientes
para producir resultados muy buenos. pues el igualador ideal tiene una respuesta
impulsional infinita. la cual se esta aproximando mediante un filtro FIR. Ademas
de esta dificultad el igualador se encontrara con la dificil tarea de igualar el canal.
cuando éste se caracterize por una fase no minima pués en este caso ademas de
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que el igualador ideal tiene nua respuesta impulsional infmita. éste es inestable:
por lo tanto el algoritmo de igualacion solo dara una aproximacion al igunalador
ideal. Esta aproximacion sera mejor mientras mds grande sea el soporte del filtro

1 '

I Orden del | Numero de Operaciones
;l Filtro Flotantes por Muestra de Salida ‘
L o |l
6 e B
3 | 212.17 '
W 30412
T 207
E 3602
6797 ]
i —wie ]
Tw o wms
2 1191.82
201395t |
R |
| 28 | 185067 ]
30 2103.62 |
10 360337 -
o0 5503.12
0 10302.62
00 2100187 |

Fabla 5. 1 Namero de operaciones llotantes por muestra
de salida para el algoritino NLMS

adaptivo. sin embargo esto tracra como consecuencia el incremento en el numero de
operaciones Hotantes, lo que se traducira en un mayor tiempo de procesamiento lo
cual afecta directamente a la posibilidad de establecer un enlace de comunicaciones
en tiempo real. Ademas recuerde la detinicion de un algoritmo rapido que dice que
un algoritmo puede clasificarse como tal si el namero de operaciones a efectuar crece
de una manera lincal con respecto al mimero de parametros a ajustar [Hay9l|; dado.
que el algoritmo NLMS no es un algoritmo rapido se experimentara un crecimiento
no lineal del nimero de operaciones con respecto al incremento en el orden del filtro
adaptivo (vease la tabla 5.3).
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5.2.2.1 Canales de Fase Minima

Canal H\(z) En esta seccion se compara el desempeno del algoritmo nlms para
los canales de fase minina, para lo cual se comenzara comentando los resultados
obtenidos para el canal H,(z). C'abe senalar que dado que el igualador ideal para
este tipo de canal es de respuesta impulsional infinita se requirio de un filtro de un
orden de al menos 22 para producir un resultado bueno; sin embargo aun para este
orden la convolucion de la respuesta al impulso del canal con la del igualador no da

Magnitud de las respestas en frecuencia del canal y del igualador
7\ T T T

06 / ! ‘

Amplitud
o
on
T

04r ! \

0 | 1 L ! L
0 1 2 3 4 5 6 7
Frecuencia

[Figura 5.7: Respuesta en frecuencia del igualador v del
canal. Linea continua (('anal).

una sola muestra sino que se puede apreciar que existe una pequena interferencia
intersimbolos por lo cual se elevo el orden del filtro adaptivo. A pesar de este in-
cremento en el orden del filtro adaptivo. las graficas siempre muestran que siempre
existird una pequena interferencia intersimbolos dado que la mejoria es muy gradual
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v.otal vez dependiendo de las especicaciones del enlace de comunicaciones requerido.
con un filtro de orden 22 sea suliciente para igualar el canal. Lo mas signilicativo es
que la antiresonancia que en baja frecuencia presenta el canal no se logra compensar
ni aun con un filtro de orden 100 (vedse la fig. 5.7). Esto quiere decir que cualquier
senal que se propage a través del canal a dicha frecuencia serda atenuada. Por otro
lado esto no se presentd cuando se igualo el canal con el algoritmo SARF: en este
ultimo caso se logrd una igualacion casi perfecta v se logré compensar totalmente
el efecto descrito anteriormente. Con el objeto de dar una muestra de los resultados
obtenidos en la figura 5.7 se muestra tanto la respuesta del canal como la respuesta
del igualador. en las cuales se puede observar el problema hasta aqui descrito.

[n cuanto a la convergencia del algoritmo NLMS cabe senalar que esta casi se
mantiene constante frente a las variaciones del orden del liltro. puces las variaciones
observadas sélo son de 400 iteraciones v, la convergencia en promedio se produce poco
después de las 1100 iteraciones. Aqui cabe senalar que para acelerar la convergencia
del algoritmo en las primeras iteracciones para estas pruchas se selecciono un paso
de adaptacion de 1.5, lo que producira un rapido acercamiento a la solucion dptima:
despues de Tas 1050 iteraciones se cambio el paso de adaptacion a 0.09 cou lo cual
se logra disminuir el error en exceso [\WS351

Canal /1, De nueva cuenta. el hecho de igualar un canal cuvo igualador ideal
es todo polo, mediante un liltro adaptivo FIR implica que se requerird de un gran
nimero de coclicientes para lograr buenos resultados. Lo primero que debemos notar
es que los polos de [y v los polos de Hy solo varian en su magnitud. Dado que la
magnitud de los polos de {1, es menor a la magnitnd de los polos de Hy cabria esperar
que el algoritmo NLMS pueda compensar de una mejor manera la antiresonancia
del canal ubicada aproximadamente en 7 /4 dado que en el caso aqui tradado no es
tan pronunciada como en el caso anterior.

Aun cuando la antiresonancia el canal /1, no ex tan pronunciada como la
de 11y se requiere de al menos de un filtro de orden I'L para Jogar un resultado
aceptable en el sentido de que al realizar la convolncion normalizada de las respuestas

al impulso del canal v la del igualador se observan muestras de magnitud menor
a 0.1: fas cuales indican una hgera mterferencia intersimbolos. Siose requicre de
m mejor resultado se debe utilizar un liltro de orden 220 sin embargo como se
observa de la tabla 3.4 esto tracra como consecuencia inevitable ol aumento en un
poco mas del doble de las operaciones realizadas por iteracion o por muestra de
salida. Cualquier aumento en cste indice de desempno no es bueno para el caso
de que sea requerido un enlace de comunicaciones en tiempo real a alta velocidad.
Por otro lado se observo que la convergencia al igual que en el caso anterior no
sufre grandes variaciones con respecto al orden del filtro empleado. La convergencia
promedio es de 1700 iteraciones mientras que la maxima es de 5500 y la minima es
de 4500. Sin embargo. como la convergencia del algoritmo se estima de la grafica de
la magnitud de coeficientes del filtro adaptivo contra las iteraciones, el valor que se
proporciona es resultado de una apreciacion subjetiva. Por lo tanto se puede decir
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que la convergencia del algoritmo NLNIS para ol canal 1], se produce a las 1700
iteraciones. L estas evaluaciones se uso de una g = 1.54 para las primeras 1125
iteraciones y luego se cambio a 0.09 con el objeto de reducir el error en exceso.

Energia del vector de coelicientes |
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Figura 5.8: Energia del vector de coeficientes. Método
nlms. Canal H,(z).

Notese que la convergencia del algoritmo NLNIS es mas lenta que para el caso
anterior. es decir que para H,: esto se debe en parte a la estrategia que se utilizo en
la variacion de la constante de adaptacion; la cual consiste en realizar las primeras
iteraciones con una g grande v, después se decrementa el parametro de adaptacion
con el fin de disminuir el llamado error en exceso [WS85]. El nimero de iteraciones
que se requieren para que el vector de coeficientes alcanze su valor éptimo varia en
funcion del valor de g inicial y del instante en el que se realize su cambio de valor.
Para ilustrar este ultimo punto vease las graficas de las figuras 5.8 y 5.9.
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Finalmente se presenta la gralica de la ligura 5.10 donde se muestran tanto la
respuesta en frecuancia del canal como la del igualador. Para obtener esta grafica
se aplico el método nlms con un filtro adaptivo de orden 22, un parametro de
adaptacion g = 1.5, el cual se cambio a 0.09 después de las 1050 iteraciones.
En esta grafica se puede apreciar que existe un ligero defasamiento entre la reso-

Energia del vector de coeficientes
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Figura 5.9: Inergia del vector de coeficientes. NMétodo

nhns, Canal Hy(2).

nancia del igualador y la antiresonancia del canal. lo cual se debe principalmente
a que el filtro adaptivo tiene que aproximar la respuesta impulsional infinita del.
igualador ideal mediante un nimero finito de coeficientes. Por lo tanto, como se ha
mencionado a lo largo del presente capitulo, esto traerd como consecuencia que solo
tengamos una aproximacion al igualador ideal: esta aproximacion se puede mejorar
aumentando el nimero de coeficientes. Fste aumento en el nimero de coeficientes
no es muy conveniente desde el punto de vista del tiempo procesamiento requerido
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para igualar el canal, ni mucho menos en el caso de un algoritmo no rapido. en ¢l
cual el aumento en el nmimero de operaciones con respecto al mimero de coelicientes
a ajustar no es lineal como se puede observar en la tabla 3.5. Fin esta tabla se nota
que el nimero de operaciones por iteracion o por muestra de salida es aproximada-
mente siete veces mayor cuando el orden del filtro es 22 que si se utiliza un filtro de
orden diez.

Magnitud de Ias respestas en frecuencia del canal y del igualador
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Figura 5.10: Respuesta en {recuencia del igualador v del
canal. Algoritmo NLMS con g = 1.5 v de 0.09 a partir
de las 1050 iteraciones. Clanal Hy(z).
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Canal Hs(z)

A continuacion se analiza el desempeno del algoritmo NLNS para
igualar el canal Hs(z). Ln este caso se requiere de un filtro de orden 30 para igualar

el canal, aunque se puede considerar que con un orden igual a 10 la igualacion
es aceptable dado que la convolucién de las respuestas al impulso del canal y del
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Figura 3.11: Respuestas en [recuencia tanto del canal

como del igualador. Linea punteada (Canal). Algoritmo
NLMS con pp =

1.0 v de 0.09 a un tercio del numero
total de iteraciones. Canal Hs(z).

igualador presenta muestras secundarias menores a 0.25. Las evaluaciones efectuadas:
indican que para un orden del filtro entre 25 y 30 los resultados son 6ptimos en el
sentido de que al elevar aun mas el orden del filtro que se emplea para igualar

el canal, se produce una mejorta muy gradual que no compensa el aumento del
nimero de operaciones flotantes por muestra de salida. Por otro lado, la respuesta
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en frecuencia deligualador salvo ligeros corrimientos en frecnencia de sus resonancias
v antiresonaicias constituve va una muy buena aproximacion a su respuesta ideal.

5.2.2.2 Canales de Fase No Minima

Canal H; A continuacion se presentan los resultados obtenidos al aplicar el algo-
ritmo NLMS para igualar el canal Hj, el cual es un canal de fase maxima. Por lo
tanto el igualador ideal es inestable. Por lo tanto cabria esperar que se necesitase de

Convolucion de la Respuesta al impuiso del Canal con la del Igualador
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Figura 5.12: Convolucion de la respuesta al impulso del
canal con la del igualador. Algoritmo NLMScon y = 1.0
y de 0.09. Canal Hs(z). Linea continua (Canal).

un gran numero de coeficientes para aproximar la respuesta al impulso del igualador
ideal sin emargo a partir de seis coeficicntes se logra una respuesta aceptable en
el sentido de que las especificaciones del elnace de comunicaciones lo permitan. A
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pesar de esto con un orden del filtro igual a diez se obtiene un resultado bastante.
aceptable pues la convolucion de la respuesta al impulso de canal con la del igual-
ador presenta una muestra unitaria y todas las demas son menores a 0.t. De aqui
que tomando en cuenta las caracteristicas del canal y dado que no se puede utilizar
un filtro adaptable IR, se puede decir que se obtiene un buen resultado ya que un
filtro de orden diez es perfectamente realizable en la practica,

Con el objeto de dar una idea de los resultados obtenidos en la figura 1.12
se muestra la convolucion de la respuesta al impulso del canal con la respuesta al
impulso del igualador. En este caso se emplearon 30 coeficientes para igualar el canal
v un paso de adaptacion de g = 1.0 para las primeras 300 iteracioues y de 0.09Y
para el resto. De esta grafica se puede apreciar que todavia existe una interferencia
intersimbolos residual. la cual podria atenuarse aun mas si se aumenta el orden del
filtro. Sin embargo obsérsevese de la tabla 5.4 que para un orden del filtro igual a :30
se tienen aproximadamente 2100 operaciones flotantes por muestra de salida, lo que
va es demasiado para una aplicacion en tiempo real. Por lo tanto aumentar el orden
del Tiltro no es una huena idea v mas si se considera que el aumento en el mimero
de operaciones con respecto al aumento en el nimero de coelicientes no es lineal por
tanto seria mejor considerar un algoritmo rapido donde esta realcion si es lineal.
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Canal Hy(z) A continuacion se presentan los resultados obtenidos al igualar el
canal Hy(z) con el algoritmo uhus. El resultado obtenido cou un orden del filtro
adaptivo igual a diez no es bueno, va que la convolucidn de la respuesta al impulso
del canal con la del igualador muestra un interferencia intersimbolos considerable.
Sin embargo este resultado puede mejorarse conforme se incrementa el orden del
filtro. lo que no es conveniente por las razones anteriormente citadas. Cuando se tiene
un orden igual a 30 se logra una igualacion mas o menos buena, sin embargo siguen
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Figura 5.13: Convolucién delas respuestas al impulso
del canal y del igualador. Algoritmo NLMS con ¢ = 1.0
v de 0.09 a un tercio del nimero total de iteraciones.

Canal Hy(z).

existiendo algunos pulsos en la convolucion de las respuestas al impulso aunque
todos son muy pequenos en comparacion con la unidad (vease la figura 5.13).
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AMignal que en los casos antertores la vanacion de la convergencia con respecto
al orden del filtro no es muy grande v puede deberse a un sinmiple error de apreciacion:
la convergencia pronedio se produce alredeor de las 700 iteraciones, la maxima en
800 y la minima en 500.

Canal Hs Los resultados obtenidos con un orden del filtro entre 10 v 15 no son
buenos, va que en la grafica de la convolucidon de las respuestas al impulso del canal
v el igualador se observo adenas de la muestra unitaria, muestras secundarias de
una magnitud de hasta 0.35. lo que nos indica que todavia existe nna interferencia
intersimbolos de consideracion. Sin embargo a apartir de un orden 20 los resultados
son aceptables.
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Figura 5.11: Respuesta en frecuencia del canal v del
igualador. Algoritmo NLMS con y¢ = 1.0y de 0.09 a las
500 iteraciones. Canal Hg(z). Linea continua (Canal),

En [Pro95] se dice que s es representativo de un canal telefénico de buena
calidad. lo que se corrobora con los resultados aqui presentados pues a pesar de ser
un canal de fase no minima, la igualacion no presenta graves problemas. Para ilustrar
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los resultados obtenidos. en la figura 5.15 se presenta la vespuesta en frecuencia del
canal y la del igualador para un filtro de orden 30.

Canal H7(z) A continuacién se comentaran los resultados obtenidos para Hy. Al
igual que en los casos anteriores al tratarse de un canal de fase minima se espera
tener dificultades para la igualacion del canal, ademas dado que el canal es IR,
el igualador ideal serd IIR e inestable por lo que sdlo se puede obtener una aproxi-
macién al mistno. Esta aproximacion sera mucho mejor mientras mas coelicientes se
consideren para igualar el canal sin embargo al realizar las evaluaciones se ohservo
que con un orden igual a diez se obtienen resultados excelentes sin necesidad de
incrementar el orden del filtro empleado para igualar el canal. Aparentemente un

Magnitud de las respestas en irecuencid del canal y del iqualador
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Figura 5.15: Respuesta en [recuencia del canal v del
ignalador. Algoritmo NLMS con g = 1.5 v de 0.09 a las
1200 iteraciones, Canal [[7(z). Linea continua (Canal).

filtro de orden diez no es un filtro de un orden exagerado para implementar en la
practica, sin embargo si tomamnos en cuenta que la respuesta al impulso del canal
solo consta de tres cueficientes nos damos cuenta de que en realidad se necesito de
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aproximadamente del triple de coelicientes para lograr una respnesta adecanada, De
la grafica de la convolucion de las respuestas al impulso se observa ademas de la
muestra unitaria, muestras de magnitud aproximada a 0.] alternadas en signo, lo
que indica que todavia existe una interferencia intersimbolo que no se ha podido
cancelar. Sin embargo, la respuesta en frecuencia del igualador es va una buena
aproximacion a la respuesta ideal. Para ilustrar este dltimo punto vease la figura
5.16. en donde se presenta la grafica de las respuestas en frecuencia tanto del canal
como la del igualador.

Canal Hy(z) De acuredo con [Pro9s] este canal presenta las peores caracteristicas
espectrales con respecto a los canales Hy(z), I1:(2). lo cual dificulta la tarea de la
ignalacion de canal. De aqui que se requicra de un filtro de orden 30 para igualar
el canal: pero a diferencia de Hi donde tambié se requirié de un filtro de orden 30,
aqui la convergencia es mas lenta requiriendo de 1 000 iteraciones para converger
utilizando una g = 1.5 para la primeras 2750 iteraciones v de 0.09 para el resto. en
comparacion con las dos mil iteraciones que se requieron para lograr la convergencia
para el canal 1(z).

De Ta gralica de la convolucion se aprecia una interferencia intersimbolos de
cierta consideracion va que aun se observan muestras de -0.2 v de 0.1: las cuales como
estan alternadas en signo son representativas de un comportamiento oscilatorio. Sin
embargo esta interferencia intersimbolos residual dififilmente se lograra cancelar al
incrementar el orden del filtro adaptivo, pues se observa que al incrementar el orden
del filtro las mejoras son minimas por un lado. mientras que por el otro el aumento
del mimero de las operaciones flotantes que ¢sto acarrea hace irrealizable el filtro para
un caso practico. Por lo que para este caso se recomienda aceptar este desempeno a
cosla de obtener por ofros medios la calidad deseada eu la recepcion,

l.a tnica mejora sensible al incrementar el orden del filtro radica en que la
resonancia que presenta la respuesta en frecuencia del igualador compenasa de una
mejor manera ¢l efecto de la antiresonancia del canal. De aqui podemos concluir,
que los dos canales mas dificiles de igualar son los que presentan antiresonancias en
st respuestaen {recuencia tal v como xe refiere en [ProYi).

146



Magnitud de las respestas en Irecuencia del canal y del igualador

©

=

a
E
<

5
F recuencia

Figura 5.16:

Respuesta en frecuencia del canal v del
igualador. Algoritmo NLNS con g = 1.5y de 0.09 a las

2750 iteraciones. Canal Hg(z). Linea continua (Canal).




5.2.3 Evaluaciones con el Algoritmo " Fast Transversal Fil-
ters FTF”

En esta seccion se presentaran los resultados que se obtuvieron de aplicar el algo-
ritmo FTF para igualar los canales tratados en este trabajo. En general los resulta-
dos obtenidos para el algoritmo FTF no difieren de los obtenidos para el caso del
algoritmo NLMS por lo que solo se hara referencia a las diferencias entre ambos
niétodos.

| Orden del Numero de Operaciones
Iiltro Flotantes por Muestra de Salida
6 ' 173.90
TN 223.95
IR 272.96 !
12 322,13 I
BT B
16 121.25 I
T amen ]
20 519.91 |
(> 569.18 I
24 61Nl I
26 667.60 f
I CT16.Ty |
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00 [ 213051

Tabla 3.5: Ndamero de operaciones flotantes por muestra
de salida para el algoritmo F'TT

Como lo indica el mismo nombre del algoritnio FTT, éste es un método rapido
lo cual nos indica que el numero de operaciones flotantes se incrementa de una
forma linal con respecto al incremento del numero de coeficientes a ajustar del filtro
adaptivo [Hay91]. Este hecho es de gran repercusion para los canales aqui tratados ya
que como se menciono en la seccién anterior los canales de fase no minima en general
requieren de un gran numero de coeficientes para lograr una igualacion aceptable;
sin embargo no es muy recomendable aplicar el algoritmo nlms en estos casos debido

118



a que el aumento en el nimero de operaciones flotantes con respecto al mimero de
coeficientes a ajustar no es lineal. lo cual finalmente afecta nuestra habilidad para
establecer un enlace de comunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmision.
Sin embargo, para el caso del algoritmo F'TF es posible incrementar un poco mas
el orden del filtro, lo cual nos permite una mejor igualacion sin pagar el costo del
exagerado aunento en el nimero de operaciones flotantes que se tiene que pagar en
el caso del algoritimo nlms (compare las tablas 3.4 v 5.5).

Otra de las ventajas del algoritmo FTI" es que converge mas rapido a la solncion
optima que los algoritmos adaptivos basados en el gradiente estocastico. como lo es
en este caso el algoritmo nlms. Por lo cual desde el punto de vista e la rapidez de
convergencia v del mimero de operaciones es mas recomendable utilizar el algoritmo
punto de vista
de ma implementacion en un procesador digital de senales de punto fijo es necesario

[T para los canales tratados en este trabajo. Sin emibargo. desde e

analizar la estabilidad nimerica de los algoritmos. lo cual esta fuera del objetivo de
oste trabajo.

5.2.3.1 Canales de Fase Minima

I esta seecion se analiza ol desempeno del algoritmo I'T'L aplicado enla igualacion
de canales de fase mimima. En general los resultados son semejantes a los obtenidos
con cl algoritmo nlms.

Canal //,(:) Ll problema lundamental que presenta el algoritmo I'TT para la
igualacion de este canal radica a igual que para el algoritmo nlms. en que no puede
compensar debidamente la antiresonancia que presenta el canal en baja frecuencia.

Se puede pensar que al incrementar ol orden del canal. éste nulo tendrda que ser
compensado a partiv de crerto valor para el orden del liltvo. Sin embargo los henelicios
que se obtienen al clevar el orden del canal son muy graduales. de esta manera se
alcanza un orden de 100 v no se logra compensar este nulo. Por lo que se sugiere el
uso del algoritmo SARIE. el cual no tuvo mavores problemas para igualar el canal
agqui tratado. Para tener una tdea de los resultados obtenidos vease la ligura 5.7, la
cual se obtuvo utilizando el método nlms. sin embargo como el resultado es muy
similar al obtenido con el método FTE se prefirio no ser repetitivo,

Ndemads como en el caso anterior la convolucion de las respuestas al impulso
del igualador con la del canal muestra una interferencia intersimbolos residual que
no ha podido ser compensada mediante la accion del igualador. Esta inteferencia se
debe a que la convolucion no es sélo wia muestra unitaria sino que presenta muestras
secundarias de una magnitud menor a 0.1 para un orden del filtro adaptivo igual
a 30. Sin embargo el algoritmo F'TE para este caso converge alrededor de las 1000
iteraciones micntras que el algoritmo nims converge a aproximadamente a las 1100
iteraciones pero haciendo uso del recurso de cambiar el paso de adaptacion despues
de las 1050 iteraciones: sin cmargo recuerdese que en esta estrategia el numero de
iteraciones en que converge el algoritmo depende del instante de tiempo en el que
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se cambie el valor del paso de adapracion. Por otro lado el nimero de operaciones
Hotautes por muestra de salida para este ultimo caso es de 765.86 para el algoritno
FTF y de de 2 103.62 para el caso del algoritmo nlms.

Canal H; Los resultados obtenidos para este canal son bastante similares a los
obtenidos con el algoritmo nlms. En este caso debido a que la antiresonancia del
canal es menos pronunciada que en el caso anterior. los algoritmos NLMS y FTF
logran una mejor igualacion.

Ll orden del liltro adaptivo se vario desde ¥ hasta 30, los mejores resultados
se obtuvieron con un orden igual a 30. sin embargo a partir de un orden igual a 13
se obtienen buenos resultados. In todos estos casos la resonacia del igualador no
coincide excatamente con la antiresonancia del canal sino que presenta nn corrim-
tlento hacia baja frecuencia. ¢l cnal va disminuvendo conforme se aumenta el orden
del liltro adaptivo.

Dado que los resultados son muy semejantes a los obtenidos con el algoritino
nliis se prefirio no incluir mas gralicas para no ser repetitivos, Sin embargo es
conveniiente comparar los resultados obtenidos utilizando ambos algoritmos para
un orden del liltro igual a 30: el algoritmo 1T para este caso converge alrededor
de las mil iteraciones. mientras que el algoritmo NLMS converge a las cinco mil
iteraciones a pesar de usar una g de 1.5 para las primeras 1050 iteraciones y una
jede 0.09 para las restantes, Iin cuanto al mimero de operaciones flotantes por
muestra de salida el algoritmo {tf claramente es superior. va que este indice es tres
veces menor que para el caso del algorttimo NLMS.

Canal H:(z) Iste canal resulto dificil de igualar cunando se le aplico el algoritmo
SARLE debido a la posicion relativa de sus polos v ceros. Dada la proximidad que
existe entre el par de polos conjugado dado por 0.9000¢ £ v el par de ceros conju-
vado dado por 0.8252¢ FHHAST 50p Tas razones anteriormente citadas se puede pro-
duciruna cancalacion indescable de polos v ceros dando por resultado una igualacion
no muy buena. Sinembargo para los métos T v NLMS Ta igualcion que se logra
es muy buena cnando se utiliza un filtro de orden entre 25 v 30, Sin embargo los
resultados se pneden considerar buenos a partiv de un orden 10, Los resultados son
mejores en estos dos 1iltimos casos debido a gue se esta utilizando un filtro IR de
un gran numero de cocticientes para aprosimar la respuesta impulsional infinita del
canal.

Aquicomo en los casos anteriores se refiere al lector a la figura 5.11 para obtener
una idea de los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo F'TF para igualar el canal
aqui tratado, ya que los resultados obtenidos no varian en gran medida con respecto
a los resultados obtenidos para este mismo canal pero con el algoritmo NLMS.
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5.2.3.2 Canales de Fase no Minima

Canal H; En este caso a pesar de que I3 es un canal de fase no minima apartir
de un orden seis para el fitro adaptivo la igualacion es buena en el sentido de que la
convolucion de las respuestas al impulso del canal y del igualador presenta ademas
de la muestra unitaria, muestras secundarias de valor menor a 0.2. Sin embargo,
esto se puede mejorar si se incrententa el orden del filtro a 10, de esta manera las
muestras secundarias que aparecen en la convolucién son menoreas a 0.1.

Fn cuanto a la convergencia de este algoritimo para el canal aqui tratado. de la
grafica de la magnitud del vector de coeficientes del filtro adaptivo contra el numero
de iteraciones se puede apreciar que ¢l algoritmo converge aproximadamente a las
4000 iteraciones dado gue ésta curva tiene una pendiente sumamente pequena. Por
otro lado el algoritmo NLMS converge a las 25 mil iteraciones cuando se usa una p
de uno. Dado que los resultados obtenidos con el algoritmo I'I'F son semejantes a
los obtenidos con el algoritmo NS, se refiere a lector a la figura 1,12, para obtener
una idea de los resultados obtenidos.

Canal //; Ln este caso se logra una muy buena igualacion a partir de un orden
30 para el filtro adaptivo. en el sentido de que la convolucion de las respuestas al
impilso presenta muestras secundarias menores a 0.05 en magnitud. [n este caso
la convergencia se logra alrededor de Tas 100 iteraciones. mientrtas que el algoritmo
NLMS converge a las 500 1teraciones utilizando una yc de 1.0 v a la tercera parte del
naniero de iteraciones totales se cambia a 0.09.

Il orden del Hltro se vario desde 10. donde la convolucion de las respuestas al
impulso presenta muestras secunadiras menores 0.2: hasta llegar a un orden 30 donde
la convolucion es casi una sola muestra unitaria salvo una o dos muestras de valor
menor a U.1 v el resto de un valor practicamente igual a cero. Iin cuanto a la respuesta
en frecuencia del igualador. ésta es muy semejante a la obtenida con el algoritmo
NLENS. Sinembargo. la diferencia mas notable entre ambos algoritmos radica al igual
gue en los casos anteriores en la convergencia v en el namero de operaciones llotantes.
Mientras que of algoritmo I'IF converge a las 100 iteraciones aproximadamente. el
algoritmo NLMS converge aproximadamente a las 700 iteraciones utilizando una y
de 1.0 para el primer tercio del nimero total de iteraciones v de (.09 para el resto.

Para obtener una idea de los resultados obtenidos vease la figura 5. 13,

Canal Hs Este canal como se meciono anteriormente es el modelo de un cable
telefonico de buena calidad [Pro95] por lo tanto no presenta nulos 6 antiresonacias.
lo cual facilita la tarea del igualador [Pro93).

Al variar el orden del filtro adaptivo se observo que a partir de un orden igual a
15 se obtiene una convolucion cuyas muestras secundarias no exceden de un décimo
de la muestra unitaria por lo que se puede considerar un resultado bueno si las
especificaciones del enlace de comunicaciones nos lo permiten. Como es natural se
obtienen niejores resultados al ir incrementando el orden del filtro hasta llegar a
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un orden entre 25 v 30 donde los resultados son excelentes. Recuerdese que para ol
algoritimo I'TT el incremento en el nimero de operaciones Ilotantes por muestra de
salida con respecto al incremento en el numero de coeficientes a ajustar es lineal. por
lo que no es tan drastico aumentar el orden del filtro para obtener mejores resultados
en la igualacion de canal como en el caso del algoritmo NLMS.

I2I algoritmo I"T'F para este caso converge alrededor de las 50 iteraciones
mientras que el algoritmo NLMS converge a las 1300 iteraciones con una g de
0.09. Finalmente dado que los resultados obtenidos para igualar el canal hasta aqui
tratado. utilizando el algoritmo F'TF son muy similares a los obtenidos con el algo-
ritino NLMS se refiere al lector a la Agura 5.14.

Canal fI- Fste canal presenta peores caracteristicas espectrales que el anterior
segin [Prods]. De aqui que si se utiliza un filtro de orden 30 para igualar el canal
se obtengan resultados muy buenos. sin embargo la convolocion de las respuestas al
impulso del canal v del igualador sigue presentando muestras secundarias menorea a
0.1. Esto quiere decir que existe cierta interferencia intersimbolos que no ha podido
ser compensada por el igualador. Sin embargo si se utiliza un filtro de orden igual a
U se obtiene una convolucion la cudl practicamente es igual a una sola muestra. sin
embargo el algoritmo FTF para este orden converge alrededor de las 3500 iteraciones.
Notese que el mimero de operaciones flotantes por muestra de salida para este ultimo
caso es de [T40. Este mismio numero de operaciones corresponde a un filtro de
aproximadamente orden 28 implementado con el algoritmo NLMS. Por lo tanto,
tanto desde el punto de vista de la convergencia como del numero de operaciones
flotantes conviene utilizar el algoritmo I'I'l". Aqui cabe senalar que esta ultima
recomendacion es tomando en cuenta que los algoritmos se implementaran en punto
Hotante 6 que la longitud de palabra es infinita: va que para implementaciones
en punto fijo con una longitud de palabra tinita sera necesario hacer un analisis
de fa estabilidad mimérica de ambos algoritmos [rente a crrores de cuantizacion.
Finalmente, va qe los resultados son bastante similares con respecto a los obtenidos
con ol algoritmo nlms. se refiere al lector a la lig. 5.15 para obtener una idea de los
resultados obtenidos con el algoritmo aqui tratado.

Canal Hs(z) Este canal muestra caracteristicas espectrales mas pobres con re-
specto a los dos casos anteriores; por lo tanto cabe esperar que los resultados de la
igualacion no scan tan buenos como los que se obtuvieron para Hg v ;.
Nucvamente los resultados no difieren demasiado de los obtenidos utilizando
el algoritmo NLMS. Un filtro de orden igual a 30, produce buenos resultados en el
sentido de que la convolucion de las respuestas al impulso del canal y del igualador
presenta muestras secundarias menores a 0.1: lo cual es indicativo de una inter-
ferencia intersimbolos residual que no ha podido ser eliminada por la accion del
igualador. Por otro lado, se observa que el incremento en el orden del filtro adaptivo
produce una mejoria en los resultados obtenidos muy gradual, de tal manera que los
resultados no compensan el incremento en el numero de operaciones flotantes por

152



muestra de salida,

Elagoritmo F'TT converge a las dos mil iteraciones aproximadamente, mientras
que el algoritmo NLMS converge aproximadamente entre las 4000 v 4300 iteraciones
cuando se usa una g de 1.5 para las primeras 2750 v una g de 0.09 para el resto
de las iteraciones. Finalmente para obtener una idea de los resultados obtenidos y
dado que éstos son muy similares a los obtenidos al aplicar el algoritmo NLMS. se
refiere al lector a la fig. 5.16.

5.2.4 Evaluaciones con el Algoritmo Least " Lattice” Squares
(LSL) con Errores A Posteriori de Estimacion

En esta seccidn se comentaran los resultados de aplicar el algoritmo LSL a la
igualacion de los canales tratados en este capitulo. Fn general los resultados obtenidos
son iguales a los que se obtuvieron en las evaluaciones que se realizaron con el algo-
ritmo FTF. La diferencia mas notable con respecto al algoritimo FTF radica en el
mimero de operaciones {lotantes que realiza el algoritmo LSL por muestra de salida.
Stose compara la tabla 5.0 con las tablas 3.5 v 5.4 se observa que el algoritmo LSL
realiza mas operaciones por muestra de salida. lo cnal no es muy coveniente para
los algoritmos tratados en este capitulo va que como se senalo en su oprtunidad los
igualadores ideales para los canales aqui presentados en general tienen una respuesta
mpulsional infinita v si el canal es de fase no minina entoces ol igualador ideal sera
mestable, Isto nos condnce de una manera inevitable a aproximar una respuesta
impulsional mfinita con un nimero finito de coclicientes 6 taps del igualador. Por
lo tanto resu

ta logico que se requiera de un orden elevado del filtro adaptable para
lograr una ignalacion adecnada. Dado que el algoritmo LSL realiza una mavor can-
tidad de operaciones flotantes por muestra de salida que el algoritmo FTI. también

sera el que mas tiempo de procesamiento requicra. Sin embargo. su convergencia
es igual a la del algoritmo I'T'F, por lo cual converge mas rapido que el algoritmo
NLAIS.

Por otro lado la gran ventaja de wna estructura “lattice™ es su alto grado de
modularidad. para visualizar esto de una mejor lorma considere el caso en el que la
funcion de transterencia del canal cambie de orden frente al tiempo 6 bien considere
el caso en el cual no se conoce con exactitud el orden de la funcion de transferencia
del canal que se desea igualar. En esto casos si se desea aumentar el orden o disminuir
el orden del fltro adaptivo de una lforma dinamica basta con solo agregar o elimninar
respectivamente las ctapas necesarias del filtro para lograr el orden que se desee.
Mientras que en el caso de un filtro de estructura transversal esto dltimo no es
posible, por lo que se tiene que volver a realizar la estimacion con el orden del filtro
deseardo o bien se tiene que estar haciendo continuamente la conversion entre los
coeficiéhhes ldeHEve ¢tabsoritsab . s readiicienbssogerneflones fl ptanet gpopler Hlaestra
dehralidw quue ksl goredimodell Hakfilebe dequeaiawilerreabizs adeausidaes en el tiempo
sino que también realiza recursiones en el orden. las cuales incrementan el numero
de operaciones Hotantes que intervienen en la cuenta que realiza el comando fops
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f
Orden del Nimero de Operaciones
| Filtro | Flotantes por Muestra de Salida

6 279.02
3 377.05 I
10 175.08
12 5301 ||
™ 14 ] 671.14 o
T - 769.17 1l
I o R67.20 |
20) 965.23 1
o es2e T
o | 116129
A ‘
SR |
30 I FE TS 1
0 | 19553 1
30 o 2435.68
0 341598 B
0 I T B

Tabla 5.6: Niamero de operaciones Hotantes por muestra
e salida para el algoritmo LS

de NIATLAR.

5.3 Conclusiones

[ este capitulo se analizo el desenmipeno por separado de cada uno de los algoritmos
aqui tratados sin dejar de mencionar las diferencias mas notables donde se con-
sidero oportuno. Dado que el objetivo de este trabajo cousiste en comparar ademas
de analizar el desempeno de los distintos algoritmos aqui tratados. en el siguiente
capitulo se compararan los resultados obtenidos para los distintos algoritinos y. se
idicara cual de todos los algoritmos es el idonco para igualar el canal segun las
especificaciones previamente establecidas para el enlace de comunicaciones.

I'n lo que respecta a los distintos tipos de canal se observa que los algoritmos
yue poseen antiresonancias o nulos espectrales son los mas dificiles de gualar en
el seutido de que se requiere de un filtro de mayor orden para lograr resultados
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satislactorios. lin este iltimo caso siel canal es de fase minima =¢ pnede aplicar
un algoritmo adaptable 1IR. el cual produce los resultados adecuados. Sin embargo.
cabe hacer notar que estos algoritmos ven limitada su utilidad seriamente va que
solo se aplican a canales de fase minima pero en la practica la gran mayoria de los
canales son de fase no minima [bSH94]. Por tanto la investigacion continua abierta
y nias aun si tomamos en cuenta la creciente necesidad de las sociedades modernas
de transmitir grandes cantidades de informacion en tiempo real.



Capitulo 6

Comparacion de los Algoritmos

Lo este capitulo se compara el desempeno de los algoritmos tratados indiviodual-
mente en el capitulo ¢inco. aungne va se havan mencionado algunas de las diferencias
entre cada uno de los métodos tradados en este trabajo. Se ha preferido separar las
evaluaciones individnales de cada algoritmo de las comparaciones entre estos con
el objeto de hacer un eénfasis mavor en las diferencias resultantes de aplicar cada
algoritmo tratado a cada uno de los canales aquitratados. dado que el objetivo linal
de este trabajo es dar una serie de recomendaciones referentes a la aplicacion de los
distintos algoritmos de igualacidn de canal.

' este capitulo se ineluiran mas.graficas donde sea necesario con ¢l objeto de
efectuar las comparaciones entre los distintos algoritmos aqui tradados.

6.1 Comparacion de Resultados

Como primer prnuto para electuar esta comparacion de resultados es interesante
comparar el mimero de operaciones Hotantes por muestra de salida que realiza cada
algoritmo, di o que este indice de desempeno nos dara una idea de cual es el algo-

ritimo mas rapido bajo el tipo ¢ rquitectura empleada,

Como ex de esperarse los aigoritmos rapidos. en este caso el algoritimo 711
voel algoritmo LSLL guardan una relacion lineal entre el namero de coeficientes a
ajustar v el namero de operaciones flotantes por muestra se salida: por otro lado
en el aleoritmo NLMS nel nimero de operaciones [lotantes por muestra de salida
crece a una tasa mavor que el nimero de coclicientes a ajustar. De aqui que si se
requicre de un gran nimero de coeficientes para igualar un dterminado canal. sea
mas conveniente utilizar un algoritino rapido va sea el F'1'FF o el LSL.

Otra caracteristica importante de cual:quier algoritmo de filtrado adaptable es
el numero de iteraciones que realiza para converger a la solucion optima. Como era
de esperase los algoritmos rapidos convergen de una manera mas rapida a la solucion
optima que los algoritmos de gradiente; por lo cual se recomienda la utilizacion de
algoritmos rapidos como el FTF y el LSL en caso que se requiera un enlace de
comunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmision.
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| Ordendel | NLMS| FTF| LSL
Filtro ‘ ' {
6 [ 136.22] mgoT 279.02
s T 2345 37705|
10 | 30412 m%] 175.08 |
12 | 41207 | 32243 57311 |
T 336.02 ) 37186 | 67114
D16 67597 42125 [ 769.17
TR 170.60 | 867.20 |
D20 [ 100387 | 51991 1 963.23
22 T 119182 T 56908 | 1063.26 |
20 I395.07 1 GINAL 116129
260 161572 667.60 | 1259.32
TUINALGT | TI6.T5 | 1357.35
2103.62 1 763.86 '1_1)) 38 |
3603.37 | 1010.81 | 1945.5:
50 5303.12 12.-)-1.‘(”24.5.3.@7]
L T0 T 10502.62 7 1739.66 | 341598 |
100 2100187 [ 245951 | 1886.43 |

Tabla 6.1 Niimero de operaciones Hotantes por muestra

de salida para los algoritmos NLMS, FTE v LSL

Otro punto importante a tomar en cuenta en la implantacion de un algo-
ritmo de liltrado adaptable en un procesador de punto lijo lo contituve su robustez
mimerica. Dado que la estructura “lattice™ presenta mejores propiedades numéricas
que la estructura transversal. se prefiere pagar ¢l aumento en el mimero de op-
craciones flotantes por muestra e salida que representa el algoritimo LSL en com-
paracion del algoritmo FTF a cambio de una mejor robustez numérica. Sélo se
preeferira el algoritmo FTT en caso en los que el nimero de operaciones flotantes
por muestra de salida sea una consideracion critica para el enlace de comunicaciones.
En tal caso se debera compensar la robustez numérica mas pobre del algoritmo FTF
utilizando un procesador de mmavor longitud de palabra. Por otro lado el algoritmo
NLMS presenta buenas propiedades numéricas por lo que si las especificaciones del
enlace en cuanto a velocidad de trsnsmision lo permite se implantara este algoritmo.



6.1.1 Canales de Fase Minima
6.1.1.1 Canal H,(z)

En este caso el tinico algoritmo que puede compensar perfectsamente la antiresonacia
que presenta la respuesta en frecuencia del canal es el algorirtmo SARF: sin embargo
se debe pagar cierto precio por este alto desempeno. En primer lugar fue necesario
elevar el orden del filtro va que de lo contrario el algoritmo converge a un minimo
local. lo que no es muy conveniente desde el punto de vista computacional ya que
de no existir un minimo local en este caso, el algoritmo realizaria del orden de 74
operaciones flotantes por muestra de salida sin embargo al clevarse el orden a cuatro
ceros v sets polos el algoritmo realiza cerca de 7100 iteraciones por muestra de salida.
lo que si se compara con los algoritmos de estructra FIR corresponderia a un filtro
de un orden entre 30 v 70 para el algoritmo NLMS. a un liltro de orden mavor que
100 para los algoritmos T v LSL. De aqui que no sea tan grande el ahorro que
propone el algoritimo SARL. sin eimbargo si lo que se desea es calidad necesitaremos
recurriv a €l. Para obtener una idea de los resultados obtenidos se presenta eu la
figura 6.1 la gralica de la respuesta en [recnencia del canal v del igualador para la
ignalacion del canal {f,(z) utilizando el algoritmo SARY: la cual se debe comparar
con la hgura 5.7 del capitulo anterior que representa el mismo resultado pero usando
el algoritmo NLAMIS. .

Antes de abandonar este tema cabe senalar, como se menciono a su debido
tiempo, que los algoritmos que utilizan polos v ceros sufren de problemas de inesta-
bilidad. Por lo tanto en muchos casos se hace necesario un moiitoreo de la estabilidad
lo que provoca el gran aumento en el nimero de operaciones tlotantes que realiza
an algoritino de este tipo por muestra de salida. Se han propuesto varios métodos
para monitorear la estabilidad de esta clase de filtros pero en gencral ninguno ha
resuleto el problema de una forma satisfactoria [CRINH.

Por otro lado si no se requiere de nua igualacion de alta calidad se puede optar
por el algoritmo I'T'F para igualar este canal. Se puede usar un filtro de orden 30
para ¢l cual el algoritmo FTI realiza aproximadamente 766 operaciones lotantes
por muestra de salida viasi aunque la igualacion no es tan buena se alivia la carga
computacional del receptor en cuanto al proceso de igualacion se refiere vilo mas
importante se puede cumplir con las especificaciones del enlace por otros medios
como seria el utilizar un codigo para detectar v corregir errores mas efliciente. elevar
la potencia de transmision. etc.



Respuestas en frecuencia del canal y del igualador
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Figura 6.1: Respuesta en frecuencia del canal v del igual-
ador cuando se utiliza el algoritmo SARY para igualar
el canal H,(z). Linca punteada (igualador).
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6.1.1.2 Canal //,

Aqui nuevamente como en el caso anterior si lo que se desea es una alta calidad en la
igualacion se debe utilizar el algoritmo SARL". El preeio a pagar es como en el caso
anterior una elevada carga computacional debida a los dos siguientes factores: 1) la
necesidad de elevar el orden del filtro por que de lo contrario el algoritmo converge a
un minimo local v, 2) principalmente a la necesidad del monitoreo de la estabilidad
del filtro. Dado que el orden del filtro se elevo de un modelo de dos polos a un modelo
de seis polos y cuatro ceros. el algoritmo realiza aproximadamente 7 100 operaciones
flotantas por muestra de salida. lo cual va es de consideracion. De esta menera si no

-
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Figura 6.2: Respuesta en frecuencia del canal v del igual-
ador cuando se utiliza el algoritmo SARI" para igualar
el canal H,(z). Linea punteada (igualador).

es necesaria una igualacion de tan alta calidad v aprovechando el hecho de que la
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antiresonacia espectral gue presenta este canal es mas sencilla de igualar se puede
usar un algoritmo F'IT con un orden de 30. el cuél solo realizara 766 operaciones
flotantes por muestra de salida, lo que se traducira en una reduccion muy notoria de
la carga computacional en el receptor. Al mismo tiempo que se realiza este cambio
se puede buscar por otros medios el cumplimiento de las especificaciones del enlace
de comunicaciones.

Magnitud de las respuestas en frecuencia del canal y del igualador
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[igura 6.3: Respuesta en frecuencia del canal v del igual-
ador cuando se utiliza el algoritmo I'I'F para igualar el
canal (=), Linca punteada (igualador).

("on el objeto de dar una idea de los resultados obtenidos al igular este canal
con el algoritmo SARF y el algoritmo TI" se presentan en las figuras 6.2 y 6.3
las respuestas en frecuencia de los igualadores ohtenidos al aplicar aplicar estos
algoritmos para igualar el canal aqui tratado. En la figura 6.2, se tiene los resultados
de aplicar el algoritmo SARF para igular el canal aqui tratado con un filtro de
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seis polos v cuatro ceros dado que para un liltro de orden inferior el algoritmo
converge a un minimo local. Mientras que por otro lado en la figura 6.3 se muestra
la misma grafica para el caso del algoritmo FTI utilizando un filtro de orden 12.
Para este iltimo caso el algoritmo convergio aproximadaniente poco después de las
500 iteraciones. Como se puede apreciar de ambas graficas el resultado obtenido con
el algoritmo SARF es el idoneo, mientras que el resuitado obtenido con el algoritmo
FTF no es tan bueno pero como se explico anteriormente realiza un menor numero
de operaciones flotantes por muestra de salida. Por lo tanto. para los algoritmos
adaptables TIR es vital el desarollo de un mecanismo computacionalmente eficiente
para estabilizar el igualador.
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6.1.1.3 Canal /.

En este caso el algoritmo SARL no es capaz de igualar el canal correctamente, de-
bido a la cercania de los polos y ccros de este sistema. lo cual implica que debido a
errores numeéricos puede ocurrir una cancelacion indeseable de polos y ceros dando
lugar a una mala igualacion de este canal. Iis por ello que los algoritmos de es-
tructura FIR funcionan mejor. va que ellos solo necesitaran de un gran nimero de
coeficientes para aproximar la respuesta impulsional infinita del igualador ideal. de
esta manera lograran una igualacion muy buena pero al costo de utilizar un filtro de
un orden relativamente grande. Iste costo como se hizo mencio para los dos casos
anteriores esta en entre dicho. va que la necesidad de monitorear la estabilidad del
filtro incrementa demasiado el costo computacional de aplicar un algoritmo de este
" Tho.

Por otra parte. si la priovidad es ignalar el canal en tiempo real. el algoritmo
que se debe seleceionar <in dwda alguna os el T Sin embargo si se requiere im-
plementar el algoritmo en punto lijo sera necesario un analisis de la estabilidadl
numerica de los algoritmos aquitratados. Por lo que esta recomendacion tiene lugar
s la implementacion se leva a cabo en punto tlotante,

Finalmente no se debe monospreciar la Hexibilidad de la estructura “lattice™.
la cual puede resultar de extrema utilidad va que para aumentar ¢ disminuir el orden
del filtro adaptivo solo se requiere de anmentar o disminur el nimero adecuado de
etapas para obtener un [iltro del orden deseado. mientras que para el caso de una
estructura transversal esto no es posible. Por lo tanto. la estructura “lattice™ resulta
de utilidad si se requicre de variar el orden del filtro de una manera adaptiva.

(‘on el objeto de obtener nma idea de los resultados obtenidos al igualasr este
canal observese las grificas de Tas fignras 5.3 v Ja figura 5. 11 donde se comparan las
respuestas en frecuencia del igualador con la del canal obtenidas con el algoritino
SARE v el algoritmo NLMS. Aqui se prefivid no inchuiv mas figuras para no ser
repetitivos. va que los resultados obtenidos con el algoritmo 711 v LS. son similares
a los obtenidos con el algoritmo NLMS. [a unica diferencia es que el algoritmo NLMS
converge mas despacio a la sohicion optina.



6.1.2 Canales de Fase no Minima

('omo se senalo anteriormente ¢sta clase de canales no pueden ser igualados uti-
lizando un filtro adaptivo IR [CGRS], por lo que es necesario recurrir a un filtro de
estructura FIR. Sin embargo. estos esquemas de ignalacién presentaran el inconve-
niente de requerir un gran numero de coeficientes para poder realizar la igualacion
de una manera satisfactoria. Esto debido a que el igualador 1deal para un canal de
fase no minima sera inestable v de respuesta impulsional infinita.

Como se demostro anteriormente. en general para poder igualar los canales
de fase no minima aqui tratados se requirid de un gran mumero de coeficientes
para lograr una igualacion satisfactoria. Sin embargo el hecho de elevar el nimero
de coeficientes de esta manera nos conduce inevitablemente a la seleccion de un
algoritmo rapido para poder igualar el canal con el minimo mimero de operaciones
Hotantes por muestra de salida. Sin embargo. st se quiere efectuar nna implantacion
de estos algoritmos en punto tijo sera necesario hacer un andlisis de la estabilidad
nunierica de lox mismos por lo que nuestra seleceion final del algoritmo también se
vera influida por el tipo de arquitectura empleada asi como la presicion numérica
disponible para dicha arquitectura.

Aunque analizar las caracteristicas de robustez v estabilidad numeérica no es el
proposito del poresente trabajo cabe senalar que el algoritmo LSL es de gran intercs
en el caso de Hevar a cabo una implementacion del mismo en punto fijo. va que la
estructura lattce” del liltro igualador presenta mejores propiedades de robustez v
estabilidad numeérica que su contraparte transversal [PM96]. Ademas cabe senalar
que tambien existen algoritimos adaptables IR de estructura “lattice”™, los cuales
tienen el gran atractivo de que no es necesario obtener los polos del fitro TR para
verificar su estabilidad sino basta con gne todos los coelicientes de reflexion sean
menores a la unidad. Asi de esta manera no se requiere de calcular los polos del
fltro adaprable para cada iteracion del algoritmo sino solo para aqudllas iteraciones

e que el algoritmo sea inestable,

6.1.2.1 Presentacion de Graficas

Como sc¢ menciono anteriormente. los algoritmos NENISO 1T v LS no difieren

en sus resultados para los canales tratados en este trabajo pues la solucion a la
que convergen es poracticamente la misma (vease el capitulo cinco). la diferencia
fundamental es la rapidez de convergencia: mientras los algoritmos FTF v LSL
convergen practicaniente en el mismo nimero de iteraciones para un orden del filtro
dado. el algoritmo NI.MS necesita de un nimero mucho mayor de iteraciones para
converger a la misma solucion para el mismo canal v el mismo orden del filtro
empleado. a pesar de en el algoritmo NLMS se utilizo una p relativamente grande
para las primeras iteraciones v luego se cambio a una y pequena para el resto de las
iteraciones. Se hubiera podido presentar un cuadro sindptico donde se compararan el
nuniero de iteraciones a las cuales converge cada algoritmo sin embargo dado que la
determinacion del nimero exacto de iteracioners a las cuales converge el algoritmo
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es ina niedida an tanto subjetiva, se dejari nzgar al lector este ndice de desempeno
a partir de las correspondientes griaficas. ('omo ejemnplo de esta situacion se muestra’
en las figuras 6.4, 6.5 v 6.6 se presentan las graficas de la magnitud al cuadrado del
vector de coeficientes del filtro adaptivo como resultado de igualar el canal Hy(z)
con los algoritmos NLMS, FTF y LSL respectivamente respectivamente.
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[igura 6.4: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo
NLMS para igualar el canal Hy(z).



Energia del estimado vector de coeficientes
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Figura 6.5 Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo
['I'F para igualar el canal Hy(z).
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P todos ostos casos ~e utihizo nn hltro de orden 340 para jenalar ol canal.
Observese que para el algoritmo NLMS se ntilizd fa estrategia de atlizar un paso
de adaptacion de 1.0 para las primeras 300 iteraciones después de las cualees éste
parametro se cambio a 0.09. a pesar de lo cual el algoritino converge de una manera
mucho mas lenta en comparacion a los algoritmos FTF v LSL. Finalmente dada
la impotanacia practica del canal Hg(z) se presentan las respectivas graficas de la
magnitud al cuadrado del vector de parametros del filtro adaptivo para los tres
algoritmos tratados en este capitulo.
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Figura 6.7: Magnitud al cuadrado del vector de coeti-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo
NLMS para igualar el canal ff(z).
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cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo
FTE para igualar el canal Hg(z).
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Figura 6.9: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo
LSL para igualar el canal Hg(z)
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Enlo que respecta a las figs. 6.7. 6.3 v 6.9 para igualar el canal se ntilizo un
filtro adaptivo de orden 30 en los tres casos aqui tratados. Ll tamatio de paso de
adaptacion utilizado en el algoritmo NLMS fue de 0.09 v se mantuvo constante para
todo el nimero de iteraciones realizadas. ®oino se’puede observar de las graficas los
algoritmos F'TF y LSL convergen alrededor de la iteracion cien sino es que antes.
mientras que el algoritmo NLMS converge alrededor de las 2000 iteraciones. de aqui
que se recomiende utilizar el algoritmo FTF 6 LSL para igualar canales de fase no
minima, sin embargo para efectuar una implantacion practica en punto fijo se debe
de hacer un analisis de las propiedades nuniéricas de los algoritmos que se deseen
implantar. lo cual sale fucra del objetivo de este trabajo.

6.2 Conclusiones

[.a diferencia fundamental en cuanto a los algoritmos tratados en este capitulo radica
en ol numero de iteraciones con que cada uno converge. Por un lado. el algoritino
NLMS es él que mis iteraciones requiere. mientras que los algoritmos FTEF v LS,
convergen en un mimero relativamente pequeno de iteraciones. lo que los vuelve
de especial interes para el caso de aplicaciones en las que se requigre de enlaces de
comunicaciones en tiempo real v que manejen altas tasas de transmision.

Cabe setalar que la estructura “lattice™ del filtro adaptivo que utiliza el al-
goritmo LSL posee mejores propiedades numéricas que las de un filtro transversal
como el del algoritmo I'TT: por lo cual el algoritmo LSL es mas popular en las
implantaciones practicas que el algoritmo I'TE a pesar de realizar mas operaciones
flotantes por muestra de salida. Sélo en lo casos en que la velocidad de transmision
sea de esencial importancia se preferiva el algoritmo F'TF. pero se debera compensar
sus propiedades numéricas mas pobres mediante la utilizacion de un procesador de
mavor longitud de palabra. PMOG).
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Conclusiones

De las evaluaciones realizadas a los algoritmo es facil darse cuenta que los canales
que presenta mavor problema para lograr su igualacion son aquéllos que presentan
antiresonancias espectrales de consideracion. las cuales estan representadas por po-
los de magnitud cercana a uno 6 mavor qnue uno. kn caso de que los ceros caiagn
dentro del eirculo unitario. el problema de la igualacion se resuelve de una manera
satislactoria aplicando un algoritmo que adaopte los coelicientes de un filtro [IR. el
precio a pagar lo constituve el gran mimero de operacciones a realizar el cual se debe
fundamentalmente a la necesidad de verificar la estabilidad del filtro [IR. En caso
de que algun cero caiga fuera del circulo unitario no es posible aplicar un algoritmo
de este tipo por lo que habra que recurrir a un algoritmo rapido.

En cuanto a los algoritmos que adaptan los coeficientes de un filtro IR se com-
probd a pesar de todos las especulaciones que se puedan encontrar en la literatura
qué es necesario verificar la estabilidad del mismo. Por otro lado. el mecanismo mas
seguro para estabilizar el filtro consiste en provectar las raices dentro del circulo
unitario dado que si se opta por reduceir los parametros de adaptacion cada vez que
se detecte un polo Tuera del circulo unitario. se corve el riesgo de reducir a cero los
parametros de adaptacion antes de que el algoritmo converga a la solucion dptima.

Los algoritmos mas adecnados para ignalar canales de fase minima son los
rapidos dado que se puede aumentar el mimero de coelicientes sin anmentar de una
manera exagerada el nlimero de operacciones tlotantes a realizar por muestra de
salida como sucede en el caso del algoritmo NLNS,

Ion cuanto a los algorimos en “lattice™ estos son mas adecuados para su im-
plantacion en procesadoires digitales de punto lijo va que la estructura “lattice”
presenta mejor robustez a errore mimericos que la estructura transversal [?. PNI96].
Solo se preferira la estructura transversal cnando la velocidad de transmision sea una
consideracion esencial para el enlace de comunicaciones pero se debera compensar
1t robustez numérica mas pobre seleccionando un procesador digital de senales de
mavor longitud de palabra. lo cual incrementara el costo del sistema.



Perspectivas

El problema de la igualcion de canal es un problema dinamico el cual a través del
tiempo se ha vuelto mas complejo debido a las nuevas tecnologias emergentes v a
las crecientes necesidades de transmitir una mavor cantidad de inlormacion a traves
de un elance de comunicaciones. el cual puede consistir desde una red telefonica
hasta un enlace satelital. En la actualidad en los paises industrializados se real-
izan grandes esfuerzos por desarollar el teleféno de manos libres. las comunicaiones
moviles personales via satelite. etc. Estas nuevas vertientes del desarollo de las tele-
conunicaciones han impuesto nuevos retos a los va existentes para poder concretar
esta aplicaciones a un nivel comercial tan desarollado como el de la telefonia tradi-
clonal.

La necesidad de la sociedad moderna por mayores cantidades de informacion
lista para procesarse requiere forzosamente de la transmison a altas tasas para poder
disponer de dicha informacion en tiempo real. Debido a las restricciones tanto [isicas
como legales siempre se dispondra de un ancho de banda limitado. lo que restringe
demasiado la maxima tasa de transmision v nos conduce a la necesidad de transmitir
atasas por arriba de las que permite el ancho de banda del canal. Esto ocasiona una
seria interferencia intersimbolos en la recepeion la cual impide al receptor la toma
de una correcta decision sobre el simbolo transmitido: para cllo se hace necesario la
ignalacion adaptiva del canal.

l.os principales problemas de la igualacion clisica de canal lo constituye el
siguiente hecho [BSHYJ:

e La mavoria de los canales utihizados para la trausmision de datos son de lase

1o Mminima.

De acuerdo con esto el igualador ideal para estos canales es inestable. Este altimo
hecho tiene profundas consecuencias para la igualacion adaptiva pues en la mayoria
de los casos no se podra aplicar un esquema de igualacion con retroalimentacion
debido a que forzosamente en algin instante del proceso de adaptacion los polos
abandonaran el circulo unitario. Lo que nos conduce a los algoritmos de estructura
FIR. sin aembago estos requeriran de un gran numero de coeficientes para poder
igualar el canal de una manera satisfactoria lo cual tampoco es recomendable para
el tipo de aplicaciones que se pretende en la actualidad.

Por otro lado considere la transmision de senales en el marco de las comunica-
ciones moviles inalambricas, En esta situacion existe la propagacion multitrayectoria,
la cual ha demostrado la necesidad de esquemas de igualacién de canal en los que no
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se ntilize nna secnencia de entrenmiento (bSO Esto debido a gne Ta propagacion
de una misma senal a traves de travectorias multiples puede ocasionar una interfer-
encia substractiva en el receptor ocasionando que la senal recibida sea muy debil.
s esto se llega a presentar en el proceso de entrenamiento del canal la igualacion
que se logra es deficiente [bSH94]. Este fenémeno nos conduce a la hisqueda de
métodos para igualar el canal en los que se precinda de la senal de entrenamiento,
estos métodos reciben el nombre génerico de algoritmos de igualacion ciega.

Los algoritmos de igualacion ciega a pesar de su nombre necesitan cierto
conocimiento de los estadisticos de las senales de entrada al canal. Se han hecho
grandes esfuerzos en este sentido, sin embargo el problema mas grave de estos algo-
ritmos radica en el hecho de que para estimar los diversos momentos estadisticos ha-
cen la suposcion de que las senales (ranamitidas a traveés del canal son realizaciones,
de procesos estocasticos ergodicos. Esto implica que los promedios estadisticos se
pueden aproximar utihzando promedios temporales. sin embargo ese es el problema:
para que estos promedios temporales sean buenos en el sentido de que se aproxi-
men a los promedios estadisticos se requiere promediar una gran cantidad de datos.
lo cnal incrementa de una manera excesiva la carga computacional en el receptor.
De tal manera se tiene que recurrir a otro tipos de algoritmos 0 a arquitecturas en
paralelo.

Porotro lado. ¢l profesor William A. Gardner v su equipo de investigadores en
la Universidad de California en Davis. ha realizado grandes esfuerzos en el modelado
de las senales que se utilizan en las comunicaciones como realizaciones de procesos
cicloestacionarios [(Gar86]. Los resultados obtenidos al modelar las senales modu-
ladas mediante las distintas téenicas utilizadas en las comunicaciones digitales son
bastante interesantes. va que se logra nna reduceion en el orden de los estaditicos
utilizados para identiticar ¢ wgualar el canal. Shn embargo. no es posible identificar
ta funcion de transferencia del canal utilizando solamente estaditicos de segundo or-
den sino que se hace necesario nna interpolacion para supliv la iformacion faltante
DY por lo tanto se requiere de estadisticos de orden superior.

Por altimo la teoria de la cicloestacionareidad es bastante interesante, sin
cmbargo debido al desarollo actual de la electronica es dificil su aplicacion v mas si se

trata de problemas en tiempo real en donde no se conocen las ciclo frecuencias de las
senales transmitidas por el canal. Sin embargo en la gran mavoria de las aplicaciones
en comunicaciones se conoce el tipo de modulacion empleada para transmitir las
senales. lo que ayuda a determinar de una manera a priori las ciclo frecuencias
de interés. Lste conocimiento se hace imperativo si se desea aplicar esta teoria a
la igualacion de canal. va que en caso coutrario seria necesario el calculo del ciclo
espectro sobre todo el rango de ciclo frecuencias, lo que computacionalmente es un
proceso demasiado extensivo e indudablemente requerira del uso de arquitecturas
en paralelo. lo cual encarecera de una manera exagerada el costo del receptor de tal
manera que resulta impractica la aplicacion de esta teoria.

Finalmente. la técnica mas promisoria para la igualacion ciega de canal es la
“maximum likelihood sequence estimation (MLSE)™. Esta técnica se puede combi-
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nar con la "hlind channel estimation™ por medio del algoritmo de Viterhi{Se<uu)].
Las técnicas de igualacion basadas en la MLSE usnalmente se desempenan mejor
que los igualadores lineales de canal v. pueden igualar canales con antiresonancias
espectrales pronunciadas sin mayores problemas [bSH94|. El costo de estas técnicas
es su complejidad lo que se traduce en la utilizacion de un mayor numero de recursos
para su implementactén.

La aplicacion de las técnicas anteriormente mencionadas depende de un inavor
desarollo de la electronica de estado sélido v del procesamiento en paralello. Por lo
que correponde al futuro inmediato. las técnicas basadas en la MLSE son las que
tienen las mayores probabilidades de imponerse.

Por todo lo anterior. se puede concluir que la igualacion de canal es un area de
vital importancia en el desarollo de los sistemas de comunicaciones actuales. Gran
parte de los desarollos futuros en el area de las comunicaciones dependen en gran
medida de los logros que se puedan obtener en la resolucion de este problema.
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Apéndice A
Fundamentos del Algebra Lineal

La impotancia del algebra lineal cn el procesamiento digital de senales tiene
como {undamento ¢l hecho de gue los algoritmos para procesar senales son en re--
alidad procedimientos para manipular eficazmente vectores v matrices. Por tanto.
desde el punto de vista del algebra lineal. los algoritmos para el procesamiento de
senales pueden ser escritos en términos de operaciones matriciales. Estas operaciones
matriciales estan disenadas para revelar la estructura subyacente de las ohservaciones
v.extraer los estadisticos de mavor relevancia para derivar inferencias,

En este apéndice se hara una breve revision de la teoria de matrices y del
algebra lineal. Se comenzara con los espacios vectoriales para luego proseguir con
matrices v transformaciones lineales, Se estudiara la estructura de los espacios Eu-
clideanos v sus subespacios. Il estudio de los cigen valores v los eigen vectores nos
conducira a la teoria espectral de las matries Hermiteanas v a los operadores de
proveccion,

A.1 Espacios Vectoriales

Sea R" el conjunto de todos los vectores reales de la forma x = [w 0, ... et El
conjunto R" s un espacio vectorial lincal porque. para cualquier escalar real @ € R
v.opara dos vectores cnalesquiera X £ R vy € R los siguientes veetores tambien
pertenecen a R": :

X € R = ux = [eryary,.... (1.1',1]7 e R

XER . yeR' = x+y=1[+y.....0 + yn]T ¢ R

Se llamma ax multiplicacién escalary a x + y adicién vectorial.



A.1.1 Espacios Euclideanos.
Se define la norma Euclideana de cualquier vector x € R" cono:

n /2

| x| = (xTx)w = | 2 (A.1)

El espacio real lineal R". con la norma Euclideana definida en A. 1. es un espacio vec-
torial lineal normado que aqui llamaremos espacio Euclideano de dimension n. Esta
norma puede utilizarse para medir la distancia entre dos vectores x v y contenidos

en R™:
dieyh=lx —yl= =y x =) = |Sn -0 (A2

Esta métrica satisface las condiciones [Sch¥1]):
Loflx =yl 2 0yf[x=yl=0—x=y
2 x -yl = ly - x| (simelria):
o llx =yl |

5

X —2z| + ||z — y| (desigualdad del triangulo);

Ahora R™ es un espacio métrico [Schyl].

A.1.2 Espacios de Hilbert

I\l producto interno entre dos veetores enalesgiiera. no nulos. en R" se define como:

x'y Z Lol (A3

=1

Si x'y = 0. se dice que X vy son ortogonales. Todo espacio vectorial lineal normacdo
en el qué toda secuencia de Cauchy converge v en donde ademas esta definido el
producto interno, se llama espacio de Hilbert [Schyl].

A.1.3 Matrices.

Los vectores X; los agrupamos cn matrices X = [X;. X .. .. Xx,| v decimos que
X pertenece al espacio vectorial lineal R 7. [iste espacio vectorial lineal contiene
todas las inatrices reales que consisten de p vectores de dimension n o. de una manera
equivalente. de np escalares de la forma X = {ur,,}. Este espacio vectorial lineal es
cerrado bajo la multiplicacion por escalar v la adici’'on de matrices [Sch9l].



A.2 Independencia Lineal

Silasuma a\ X, +azX2+. . .+ a,X, esigual acerosélocuandoay = ay; = ... = u, =0,
entonces decimos que los vectores (X, Xz, ... ,X,) soi linealmente independientes.
En caso de que uno 6 mas de los coeficientes a sea diferente de cero se dice que los
vectores son linealmente dependientes [Str88].

A.2.1 Determinante Gramiano

[.a matriz Gramiana para la matriz de datos X se define como [Sch91]:

donder g, = xIx,. El determinante de la matriz Gramiana se llama Determinante
Gramiano. Su importancia radica en el siguiente teorema:

Teorema A.1 Los vectores (X;.X,. ... .X,) son linealmente independientes si
el determinante de Gram es diferente de cero.

A.3 Factores QR

l-xiste otra forma de saber si un conjunto de p vectores es o no linealmente inde-
pendiente: se translorma al conjunto de p vectores en otro conjunto equivalente
de vectores ortogonales para saber cuantos vectores ortogonales distintos de cero
pueden ser generados. Ista idea nos conduce al estudio de esquemas de ortogonal-
izacion. o factorizacion QR de matrices de datos. Al referirnos los [actores QR de
una matriz X, tenemos einente la siguiente representacion:

X = [x1.X0. .0 x,, = QR
Fie e "'y .
r)) (AD)
= | u uy ... u,
Ppp
En esta representacion los vectores (X.Xz2. ... .X,) son linealmente independientes,
v los vectores (uy. Uy, ... .u,) son ortogonales. De aqui que QT'Q = L. por lo que

Q es una matriz ortognal [\Vat91].
Antes de proceder al estudio de los algoritmos para la factorizacion QR de
una matriz de datos. recordenos las siguientes interpretaciones del factor X = QR:

e X = QR: La forma de sintesis de la factorizaciéon QR que muestra como las
columnas ortogonales de Q son utilizadas para formar las columnas

linealmente independientes de X;
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eQ = XR% La forma de anahisis de la factonzacion QR que muestra comeo

las columnas linealmente independientes de X son analizadas para
producir las columnas ortogonales de Q:

eQ'X = R: La forma de correlacion cruzada de la factorizacion QR que muestra

como la matriz de datos X al ser premultiplicada por la matriz
ortogonal QT es transformada a una matriz triangular superior:
también muestra que los vectores ortogonales u, estan causalmente

decorrelacionados con los vectores linealmente independientes x,:

u'x, = 0paras > j[Schyll:

e X’X = R'R: La matriz Gramiana de X es igual a los factores RTR de una de-

scomposicion LU {Schyl].

A.3.1 Procedimiento de Gram-Schmidt

12l procediniiento de Gram-Schmidt comienza con la inizializacion [Wat91]:

y -
= X u = 1 A
yl 1 1 ”ylH (\b)
Construvase u; como sigue:
— v xly — T . _ Y -
= x, — XY = - X Uy = AT
Yo = Xp - gnYr = X - Xpmup Uy = oy (A7)

El vectoru; = 0si x, = ax,. lo cual significa que x, es linealmente dependiente con
respecto a X;. Astimase que u, # 0. entonces u; v u; son linealmente v ortogonales
[Watol]:

x{y

y: [y fufuy = yly, = xly, = fyly, (A.8)
= 0

Continne este procedimiento. generando cada nuevo vector uy como sigue [Watgl):

k=1 (o790 ). — Y
Vi = Xp — Yo (Xklh). U = (AY)
El vector ug = 0 si Xg es una combinacion lineal de {uy.uz. ... cuge_y) [Wat9l].
ste procedimiento mapea los vectores (X). Xy, X3, Xq. ... . X,) en los vectores
(up.ug. ... .u,). kn el dltimo conjunto de vectores habra r vectores diferentes de

cero que son lincahnente independientes v ortogonales v. (p — 1) vectores iguales a
cero. Para cada u; que es cero. concluimos que el correspondiente x; es linealmente
dependiente.

Cuando ¢l proceso de Gram-Schmidt termina, tenemos la siguiente repre-



sentacion para los vectores (up.Uy. ... .U, )

Q = XR™!
Q= [u“u'l*'-'-“p] X =[x, X200 X,
(TR Y aj, (A.10)
a2

Se dice que la matriz de datos es analizada para produccir los veclores ortogonales
u,. Cada a,, cs diferente de cero siempre v cuando X, sea linealmente independiente
de (). X2. ... . X,y ).

Existen otras formas de obtener Q. R o R™'. entre las cuales se encuentran las
transformaciones de Householder v Givens. Iistas son las mas populares ya que gen-
eran la matriz Q mediante una secuencia de sencillas transformaciones ortogonales

[Wat91].

A.3.2 Transformacion Householder.

Asumamos que la matriz de datos X = [x).x,... .. X, ] tiene n columnas linealmente
independientes x,. v representemos la factorizacion QR de la matriz de datos como:

Q'X =R (A1)

La transformacion Houschlder encuentra una representacion para la matriz Q7 que
transforma colummna por columma a la matriz de datos X en una matriz triangular
superior [Sch91]. de tal manera que Q1 e pueda expresar comor

Q' =Q'Ql., Q! (A12)

donde cada una de las transformaciones QF es ortogonal: Q! Q, = I Al realizar esta

transformacion. la matriz Q estara almacenada implicitamente en las matrices Q,.
La matriz Q/ tiene la siguiente forma [Schol]:

: Ii-, | O :

I = e A3
donde Q] es tal que:

Qlk, = | ™ (A1)

0

donde rig es el vector colimna de k X | v 0 es el vector nulo de n-k X 1. Lsto es
Q/ produce ceros en la k-¢sima columna de X sin alterar las columas anteriores. las
cuales tienen la forma [Schyl]:
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ry
0

donde | < r v 0 es el vector nulo de n-1 X 1. Se puede demostrar que Q[ esta dada
por [Sch9l]:

NT _ dvev/]

Qi =1 V‘[;:‘

(A.15)

It

Vi Xp = I xi | e

donde e; = [1.0.---.0].

A.3.3 Transformacion de Givens

[La secuencia de las transformaciones de Householder convierten colmmna por columna
a la matriz de datos X en la matviz triangular superior R: mientras que las rota-
ciones de Givens electian dicha translormacion elemento por elemento [Sch9t]. La
idea basica s la misma: transformar la matriz X en la matriz R mediante una
secuencia de transformaciones ortogonales, Ll esquema consiste en introducir ceros
elemento por elemento para completar un rengldn antes de proceder con el siguiente:.

* ok x ok
Q:]’ll X = oo
* LA SN S 4

QIHQ.{IX = 0

(N 16)
[ w * * * -‘
L U * »
Qf{‘JQ-'IHQélx = 0 0 % =
L * * * * ]
[ % % %]
FE AT 0 » =
Qi1QnQyLQLX = 0 . =
L 0 *
De este patrdn. se observa que QX = R se puede expresar como:
a =1
[ITIQ/X =R (A.17)
=2 =1

>
~



l.a matriz Qll) transforma e ceros ol j-esimo elemento del renglon i o bicn ol 1-¢stno
clemento de la columna j. i > j:

o
J‘JJ

Qlx, = |: (A.18)
0
L x”_[ J

donde el rotador de Givens. Q! . esta dado por:

I
cos(0,,) s (d,,)
Qf, = I
—sin (0,,) cos(0,,) (A.19)
I
cos(l,) = sin(f,)) = ——
W e EXEN

Obsérvese que Q,’, es ortogonal v que preserva los ceros inducidos anteriormente:

QQ =1 (A.20)

A.4 Espacios Lineales

Sea (X).Xg. ... X,) nnconjunto de vectores donde x, € R 1)l espacio generado
por estos vectores es el conjunto de todos los vectores, X € R". que pueden ser

generados mediante una combinacion lineal del conjunto [Suas!
S(X1. X o.0X,) = (x| X :Zu,x, (A.2])

El espacio generado S es un subespacio vectorial lincal de R". En este apéndice se
tomaran los términos “espacio generado” v subespacio como equivalentes.

A.4.1 Bases

Si todos los vectores dependientes en el conjunto (Xy.Xy, ... ,X,) son desechados
(utilizando el algoritmo de ortogonalizacion Gram-Schiidt). y dejamos todos los
vectores linealmente independientes, entonces estos vectores lorman una base del
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subespacio S, Sea esta base (x“).x(z)k .X(,,)). oS e entonees cada vector

del subespacio § podra ser escrito como la suma [StrSN]:

X =y ax; = Xa: X = [x“).xm. Co X (A22)

A.4.2 Subespacios Directos

r

Sea {x(,)}l un conjunto de vectores linealmente independientes. el cual puede ser
dividido en k conjuntos disjuntos de vectores. Cada conjunto disjunto genera su
respectivo subespacio S, (6 lorma una base para el espacio que genera). Por lo tanto.
el subespacio S puede ser escrito como una suma directa de subespacios disjuntos

[S(‘hi”]:

No= 5 0N, s N,

S o= {x I x = Yey u,x[,,}: [, ) = Cstmosubconjuntodisjuntode {1.2.....r}

(A.23),
De manera similar. si los vectores ortogonales {u(,,}: son dividos en subconjuntos.
emonces 5 puede ser expresada como la suma directa de los subespacios ortogonales

[Schyl]:

S = Uy @ Py v & 1
' (A24)
U, = {X X = 2ol [’zu(')}
A.4.3 Dimension, Rango y Nulidad
Sea S el subespacio generado por los vectores (XX, ... X, )
;
S{X) X X)) = (X | X = Z”'x" (N.25)
=1
Los vectores [Xp.Xg. ... X,] pueden ser organizados en la matriz de datos X =
(X X, ... X, v el subespacio S puede ser representado por:
R(X) = {x | x = Xa} (A.26)

Este conjunto se conoce con el nombre de rango de la transformacion lineal x = Xa-
v, lo denotamos por R(X) o (X) [Sch91]. Por tanto. 5 = 7(X) = (X). La dimension
del subespacio S. dim S. es el numéro maximo de vectores linealinente independientes
en el conjunto (X, Xy, ... ,X,). La dimension del subespacio S es a su vez igual al
nimero de columnas linealmente independientes de la matriz X [Str38]. Por tanto,
lamamos a ¢ste numero el rango o clase de X v lo denotamos con p (X). Por lo
tanto. tenemos la identidad:

dimsS = dimR(X) = p(X) (A.2T)



Detinimos como ol nulo de
atales que Xa = ):

a transtormacion lincal x = Xa. al conjunto de vectores

N(X) = {A | Xa = 0} (A.28)

Asumase que existe una base para N(X) de la forma (aj.a;. ... .a,,):

NX) = {a | a = f):—lr‘)ral} .

(A.29)
dim N(X) = p —»r

Las dimensiones de RX) v de N(X) estan relacionadas mediante la ley de la Nnlidad
de Svlvester[Schyl]:
dimR(X) = »

dim N(X) = p —r (A.30)

dime R(X) + dim N(X) = p

A.5 Matrices Hermiteanas

['na matriz Hermiteana. R. es igual al complejo conjugado de su transpuesta:
(R")’ = R. Para simplificar la notacion hacemos (RT)‘ = R*. Existe un nimero
importante de resultados relativos a las matrices Hermiteanas, aquisolo mencionare-
mos los mas relevantes para los fines del presente trabajo. Para el desarollo de estos
resultados véase [Wat9l]]:

o Los Eigenvalores de una matriz Hermiteana son reales.
o Los Eigenvectores de una matriz Hermiteana son ortogonales.
o Las matrices Hermiteanas son diagonalizables.

A.6 Descomposicion en Valores Singulares

La descomposicion en valores singulares (DV'S) es una poderosa representacion para
las matrices rectangulares. La DVS diagonaliza simultaneamente la matriz Gramiana
H'H v ol producto exterior HH! [Sch9l]. Lsta iltima propicdad garantiza que
la matriz Gramiana H"H v la proyeccion H (H”H)_I H" sean simultaneamente
diagonalizables [Sch9l].

Considere una matriz H de N x p v. su matriz Gramiana G = HYH. La
matriz Gramiana es Hermiteana vy definida no negativa [Sch91]. Sean Af..... AL los
eigenvalores de G (también tenemos quer Ay .. .. A, son los valores singulares de
H). Del teorema de Gram se tiene que el rango de la matriz G es igual al rango de
H [Sch9l]. Asumamos que r < p. Entones:

N> NSNS0 Ny = A= =0, =0 (A1)



Los resultados de Ta seccion A5 pueden ser utilizados para vepresentar la matriz

Giramiana como:

At O A4
G = [ ViV, ] [ 0' f *'\:5] [V"l{r}

VIGV, = Ali VIV, = I A = diag [N\
VIGV, = *3 VIV, = I A} = diag[0---0)

Vf,'Vl =0

lstas ccuaciones pueden organizarse en la ecuacion [Seh9l]:

v
v

Af 0

]H”H[vl vz}z [0 ¥

—

Se sigue que H es una matriz de la forma [Sch9l]:

[ A
H[V, V.| =|u, Uzl[ + 0 }
donde Uy v U, son matrices unitarias:
UII p . 1 0
o [o = [6 7]

Se resuelve para H como sigue:

' . H
H = [y, UZ,[Q‘ ‘.),th}

- UA VII

Il

U [U. UZI: vz[v, vz]

(A.32)

(\.33)

(AL34)

(A36)

I'sta es la descomposicion en valores singulares de H. La matriz U s de N x p y U,
esde N xr. Lamatriz V7 esdepxpy Viesderx p. LamatrizAesdepxpy A
es una matriz diagonal. de r x r. cuyos elementos son los valores singulares distintos
de cero de la matriz H. Obsérvese que las matrices HYH y HHY se pueden expresar



como [Ht'|19|j:
HYH = VAV + VonsvY

(A.37)
HHY = U,A VIV A UY + UAVEV,AUE '

- M
= UAU;
De aquigqne se diga que la descomposicion en valores singulares diagonaliza si-

multaneamente el producto interno H'H v el producto externo HH' [Schvl].

A.6.1 Rango y Espacio Nulo
Recnerdese Ta detinicion de rango v espacto nulo:

. RtH) = {x | x = H0}

(A3Y)
2. N(H = {01 x = H) = 0}

De la descomposicion en valores singulares de H. podemos expresar estos espacios
como [Sch9ll:

. H(H) = {x x = Un V”I)}
= {x| x = Ud}
= [(Uy)
2. N(H) = {u x = UAV1) = 0} (A.39)

{0 vilo = o}
— ’ 1
= NV (Vi)
Se dice que el rango de H es igual al rango de Uy v. que el espacio mulo de H es

igual al espacio nulo de VH [Schdl]. La dimension del rango es r. v la dimension del

espacio nuloes p - 1.

A.6.2 Aproximacién de Bajo Rango

Sea H una matriz de rango p. la cual se aproxima mediante una matriz de rango r:
para ello se define el siguiente error entre H y su aproximacion [Schylj:



‘= t(H - H)"H - H,) (A10)

I'ste error se conoce como la norma de Frobenius de H — H,, la cual es la suma
del cuadrado de todos los elementos [Sch9l]. Sea H, = UY,VH. donde 3=, =
diag|\y +++ A, 0 -+ 0]. Entonces:

= V(Y - Taultuy - 5 VA

N (A1)
= Z{'-rl ‘\:
Il ervor H — H, s ortogonal a H.:
(H- H ' H! = 'S - savivs, ul
(AL 12)
= U(E - Zr')ZrU” =0
I'sto hace de Ho = U,V eq la aproximacion por mininios cuadrados. de rango
roa la matriz H {Sch9l].
A.6.3 Descomposicion de la Matriz Identidad
Considere la descomposicion de la matriz S:
s-fu v [0V \ 43
I\l Gramiano de S es {Sehoi:
. T2 v/
e Y ABY |
§78 =V, V-’[o Zi} {WT}
(AWEY]
i | Y‘Z 0 L“H
n _ 1 2. 1
ss = U, L"‘[O S{}[Ugr.
Por tanto. la matriz identidad se puede escribir como [Seh91]:
- U”
I = s(s"s) s = U, Uz]l ;,}
i U} .
(A1)

= U,U" + UUY

ste resultado es una forma mas de expresar que los subespacios (U) v (U,) generan
el espacio R [Sch9l].



A.7 Proyecciones, Rotacciones y Pseudo-inversas

Sean la matricess H = [h;, hy - h,] v A = [a,.a; -+ av_,] de dimension N
x py Nx (N-p) respectivamente. Denotamos los subespacios generados por la
columnas de Hy de A como (H) v (A) respectivamente. Asumiremos que que tanto
H como A son de rango completo v que. ATH = 0. Por lo tanto: [ H A ] =
[hy. hy - hy aoa, -+ ayx-,| es una matriz de rango completo. de N x N. cuyas.
columnas generan el espacio: RV, Se dice que los subespacios (H) v (A) forman una
descomposicion ortogonal de RN [Sch9l]. Ll subespacio (H) es llamado subespacio
senal . v (A) subespacio ortogonal.

Las matrices reales H v A tienen la siguiente descomposicion en valores sin-
gulares:

H=U;T,V/: A= U, Vi (A.16)

donde Uyo Uyo Viygov Vson matrices ortogonales, Los subespacios (Uy) v (Uy)
son idénticos a los subespacios (H) vo (A) respectivamente [Sch9l].

A.7.1 Proyecciones

l.a descomposicion del vector x < R" en dos componentes ortogonales. una que
vace en (H) v la otra en (A). esti dada por [Schil]:

X = P//X + P.,x (A7)

donde Py v Py estan dadas por:

. - . . -1 .
Py =H(H'H) H' P,=A(A'A) A" =1-Py (A48)
De una manera equivalente se tiene:

P, = UyUl, P, =U,Ul =1~ U,U},

(AL 1Y)
P, + P, =1
['sando las ecuaciones anteriores X se puede expresar como [Schyl):
x = UyUl,x + U, U/x (A.50)

A.7.2 Rotacciones

U'n vector x € RY puede ser rotado en el subespacio (H) 6 “rotado alrrededor del

subespacio A”, mediante la transformacién [Sch91]):

Qux (A.51)
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donde Qs una matriz de rotaceion que se construyve a partir de Py Pyov de nna
matriz ortogonal Q [Schol]:

Qu = UyQUj, + P, (A.52)

A.7.3 La Pseudo-inversa

La pseudo-inversa de una matriz real H esta definida por:

H* = (H'H) H'

(A.53)
=V }:—luT
= e i
l.a pseudo-inversa de una matriz tiene las siguientes cuatro propiedades fundamen-
tales:
H*H =1
HH* = Py
(A.54)
HH*H = H

H*HH* = H*

L.a matriz pseudo inversa solnciona el problema de Tos minimos cuadrados [Sch9l]:

ming(y — HO' (y = HO)

(A.5H)
0 = H*y
La matriz de proveceion Pyyosoluct nacel siguiente problema [Sehyl]:
Migx =He (Y — X)° (¥ — X)
(A.56)

x = Pny

I\l error entye y v X es ortogonal a X:

(y — )" % = y"(I - Py)Pyy

A
p
o
~1

—

= 0

A.7.4 Representaciones Ortogonales

l.a DVS diagonaliza simultaneamente la proyeccion Py. la matriz Gramiana Gy =
H7H. v la pseudo-inversa H#:
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— I o r
PH—U[OO}U

Gy = Vyrv7?

# -1q17T. -1 _
H* = vEo'uh. o7t = | o7

SH 0]

Por lo tanto. los estimadores § v X pueden expresarse como [Sch9l]:
§ = ViuTy

» 1 T
=1 TKV,U, y

. v "
X = ZIZl ulul y
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A.8 Formulas de Inversion de Matrices

Existen dos lemas fundamentales de inversion matricial que nos dan una repre-
sentacion para la inversa de una matriz particionada [Sch9l].

Lema 1 (Inversa de una matriz particionada). Sea R una matriz parti-
cionada:

A B -
R = [C} (A.60)

AF = -B (260

H=D-CA'B

Se asumne que todas las inversas existen. Las matrices E v H se les conoce como el
complemento de Schur de la matriz A, v de la matriz D. respectivamente [Sch91].0

Lema 2 (Lema de Inversién Matricial) Sea E el complemento de Schur
de la matriz A:

E=A - BD'C (N.62)

La inversa de E exta dada por ISchy 1}

E-' = A + FH'G

AF = -B
(A.63)
GA = -C
H=D-CA'B

Los lemas | v 2 se combinan para dar lugar a la siguiente representacion para la
inversa de una matriz particionada.0

Teorema (Inversa de una Matriz Particionada) La inversa de una matriz
particionada:

A B .
R = [__.;C , D] (A.64)
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esta dada por [(Schvly:

=f A
R = [.6‘ .%] [f } H) [ G 1]
GA = -C
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Glosario

o AFM: "adaptive filter mode™. la traduccion propuesta al espanol de este an-
glicismo es: "modo de lilirado adaptable™.

o AR: Tautoregresive™, la traduccion propuesta al espanol de este anglicismo es:
proceso autoregreviso.

o ARMA: "autoregresive moving average™, la traduccion propuesta de este an-.
glicisino al espanol es: ™ proceso autoregresivo v de promedio movil™,

o FTF: "fast rransversal filter”. la traduccion propuesta al espanol de este an-
glicismo es: "liltro rapido transversal”.

e HARF: "hyvperestable adaptive recursive filter”. la traduccion propuesta al
espanol de este anglicismo es: [iltro adaptivo hyperstable™.

o IF: "independent tiltering algorithm™. la traduccion propuesta al espanol de
este anglicisimo es: Talgoritmo de filtrado independiente”™.

o ISI: "intersvimbol interference”™. la traduccion propuesta al espanol de este

anglicismo es: “interferencia intersimbolos™.

o LMS: “least mean square”™. la traduccion propuesta al espanol de este angli-
cismo es: " minimos cuadrados medios™.

o LSL: “least squares lattice™, la traduccion propuesta al espanol de este angli-
¢ismo es: “minimos cuadrados en lattice™.

o LS: "least squares”, la traduccién propuesta al espanol de este anglicismo es:-
"minimos cuadrados”.

e MA: "moving average”. la traduccion propuesta al espanol de este anglicismo
es: promedio movil.

e MSE: “error cuadratico medio™. la traduccion propuesta al espanol de este
anglicismo es: “error cuadratico medio”.
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o NLMS: "normalized least mean square”™. fa traduccion propuesta al espanol
e este anglicismo es: “minimos cuadrados medios normalizados™.

e PAM: "Pulse Amplitude Modulation™, la traduccién propuesta al espanol de
este anglicismo es: "pulse amplitude modulation”

o QAM: "quadrature amplitude modulation”. la traduccién propuesta al espanol
de este anglicismo es: "modulacion en amplitud de cuadratura”™.

o RLS: "recursive leats squares”. la traduccion propuesta al esparnol de este.
anglicisimo es: minimos cuadrados recursivos.

o SARF: "simple hyperestable adaptive recursive filter”, la traduccidn prop-
uesta al espanol de este anglicismo es: “filtro hyperestable adaptivo simplifi-
cado™.

o SIM: "svstem identification mode™. la traduccién propuesta al espanol de este
anglicismo es: "modo de identificacion de sistemas”.

e SNR: "signal to noise ratio”. la traduccion propuesta al espanol de este an-
glicismo es: “razon senal a ruido™.

e SPR: "strictly positive real”. la traduccion propuesta al espanol de este an-
glicisimo es: “estrictamentc positivo v real”.

e SVD: “singular value decomposition”. la traduccién propuesta al espanol de

este anglicismo es: “descomposicion en valores singulares”.

o ZF: "zero lorcing”. la traduccion propuesta al espanol de este anglicismo es:
“algoritmo de forzado a cero”,
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