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Resumen 

En la actualidad, las sociedades modernas experimentan la creciente necesidad de 
transmitir información a altas tasas en tiempo real, por esta razón en los paises 
desarollados se realizan grandes esfuerzos por comercializar aplicaciones tales como 
el telefono de manos libres, el video-telefóno, los sistemas personales de comunica-
ciones mediante enlaces satelitales y las comunnicaciones móviles en general. Estas 
aplicaciones requieren de la transmisión a tasas mayores que las que permite el ancho 
de banda utilizable del canal, por lo cual se impone el uso de técincas de igualación 
de canal. Una de las técnicas más populares en la actualidad para igualar canal lo 
constituyen los algoritmo adaptables, los cuales han impuesto su hegemonía en este 
campo debido principalmente a que no requieren de un conocimiento a priori de la 
función de transferencia del canal, ni de los estadísticos de las señales transmitidas 
y, además pueden modificar la función de respuesta al impulso del filtro igualador 
para compensar los cambios en la función de transferencia del canal. 

Este trabajo tiene como objetivo estudiar y evaluar el desemp[eño individual de 
los algoritmos adaptables más populares para diversos canales tanto a fase mínima 
como a fase no mínima. Debido a la amplia gama de algoritmos que existen se selec-
cionaron los algoritmos que han gozado de una aceptación "universal": se escogió el 
algoritmo "normalízed least mean squares" ya que actualmente esta consituido en 
una especie de "patrón" contra el cual se comparan los algoritmos de inspiración más 
reciente: se escogieron dos métodos representativos de los mínimos cuadrados: " fast 
transversal filter" y el "leat squares lattice" y. finalmente se escogión un algoritmo 
de filtrado IIR como lo es el "simple hyperestable adaptive recursive filter". 

Además se compara el desempeño de estos algoritmos con el objeto de recomen-
dar cual de todos estos métodos exhibe las mejores propiedades para su aplicación 
en la práctica de acuerdo a los requerimientos del enlace de comunicaciones. 

('orno resultado de las evaluaciones realizadas se concluye que los canales más 
díficiles de igualar son aquéllos que presentan "antiresonancias" en su respuesta en 
frecuencia y, que además son de fase no mínima. Esto debido a que el filtro igualador 
requerido es a respuesta itnpulsional finita y de un orden muy elevado para poder 
igualar el canal de manera satisfactoria. Al elevar el orden del filtro el número de 
operaciones flotantes por muestra de salida sufre un incremento no conveniente para 
la transmisión de datos a tasas elevadas y en tiempo real, por lo que se impone 
el uso de algoritmos rápidos tales como el FTF o el LSL. De estos dos últimos se 
prefiere al LSL debido a su robustez numérica sin embargo, dado que el FTF realiza 
menos operaciones por muestra de salida se optará por este último cuando la tasa 
de transmisión sea de vital importancia para el enlace de comunicaciones. 
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Introducción 

La igualación de canal es un terna crucial dentro del contexto de las comunica-
ciones digitales modernas debido a la creciente necesidad de la sociedad moderna 
de transmitir información en tiempo real a altas velocidades de transmisión de un 
punto a otro. 

El problema básico para poder transmitir grandes cantidades de información 
en tiempo real a través de un medio físico radica principalmente en las restricciones 
impuestas por la propia naturaleza del medio a emplear. Estas limitaciones físicas 
propias del medio imponen una severa restricción en el ancho de banda que es 
aprovechable para poder transmitir información. En caso de contar con un ancho 
de banda infinito. se  podría transmitir a una tasa infinita por ld cual no existiría 
la necesidad de desarollar técnicas para poder transmitior a tasas por arriba de las 
permitidas por el canal. Sin embargo como este no es el caso, se impone buscar 
alguna técnica para poder transmitir en tiempo real a tasas superiores a la que nos 
permite el canal. 

La idea fundamental es igualar el canal mediante un filtro cuya respuesta en 
frecuencia sea la inversa a la del canal, de tal manera que la acción del canal se anule. 
Esta idea es bastante sencilla de concebir sin embargo para llevarla a la práctica 
existen varios problemas que resolver. Primero, si deseamos diseñar un filtro que 
tenga una respuesta en frecuencia inversa a la del canal, resulta lógico que se debe 
conocer la respuesta en frecuencia del canal, de lo contrario es imposible diseñar el 
filtro requerido. El segundo problema parte del hecho de que estamos suponiendo 
que la función de transferencia del canal es de fase mínima, pues de lo contrario 
el filtro resultante será inestable, lo cual no es tolerable. Por último y aunque de 
momento parezca descabellado se debe de disponer de un método que considere las 
posibles variaciones de la función de transferencia del canal. Este último punto es 
de importancia fundamental y esta relacionado con el segundo punto, ya que si el 
canal es de fase mínima pero debido a cierta causa esta condición ya no sigue siendo 
válida entonces el filtro igualador será inestable. 

Con el objeto de ilustrar la posiblidad de la variación del patrón de polos y ceros 
de la función de transferencia de un canal considere un sistema de comunicaciones 
móviles. En este caso existirá el fenómeno llamado propagación multitrayectoria el 
cual consiste en que la señal transmitida viaja a lo largo de diferentes trayectorias; 
por lo que el receptor recibirá una combinación de replicas de la misma señal pero 
con distinto retraso. El problema surge cuando por alguna circunstancia una o más 
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válida entonces el filtro igualador será inestable. 

Con el objeto de ilustrar la posiblidad de la variación del patrón de polos y ceros 
de la función de transferencia de un canal considere un sistema de comunicaciones 
móviles. En este caso existirá el fenómeno llamado propagación rnultitrayectoria el 
cual consiste en que la señal transmitida viaja a lo largo de diferentes trayectorias; 
por lo que el receptor recibirá una combinación de replicas de la misma señal pero 
con distinto retraso. El problema surge cuando por alguna circunstancia una o más 
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de las señales que no se propagan a través de la línea de vista tienen una potencia 

mayor que la señal que si se propaga a través de la línea de vista: se puede demostrar 

que esto ocasionará la aparición de ceros fuera del círculo unitario en la función de 

transferencia del canal lo que ocasionará que el sistema deje de ser de fase mínima. 
A lo largo del desarollo de las telecomunicaciones se han empleado diversas 

soluciones, las cuales como resulta natural van cediendo su lugar a soluciones más 
eficientes conforme el desarollo tecnológico alcanza nuevos horizontes. 

Históricamente una de las primeras soluciones adoptadas consistó en emplear 

un igualador fijo cuyo diseño se basaba en la elaboración de un modelo para el canal 
que se deseaba igualar. Esta solución no puede compensar los efectos debidos a las 

variaciones del canal y. dado que en general la función de transferencia del canal es 
desconocida resulta ser um método bastante ineficiente y no permite la transmisión 
de datos a tasas muy elevadas de transmisión por lo cual este méto no perduró en 
la práctica. 

Otro desarollo notable lo constituyo la aparición del algoritmo de "zero forc-
ing". Este algoritmo compensa la distorsión pico que se presemnta a la entrada del 

receptor. Sin embargo uno de los inconvenientes de este método es que no puede 
compensar los efectos del canal si la distorsión de pico en el receptor es mayor del 

100W • lo cual corresponde a situaciones en las que la acción del canal sobre la señal 

transmitida no es muy severa. A pesar de la significancia de este método en el de-
sarollo de las comunicaciones y debido a la necesidad cada vez más imperiosa de 
elevar aun más la tasa de transmisión este método tuvo que dejar su lugar a otras 
técnicas más eficientes. 

En la actualidad las técnicas más aceptadas en la práctica la constituyen los 

algoritmos adaptables: los cuales si pueden efectuar un seguimiento de las variaciones 
de la función de transferencia del canal. El objetivo de este trabajo consiste en el 

análisis de los algoritmos más importantes empleados para igualar canal. 
Dentro de estos algoritmos y debido a la importancia que han tenido en el 

desarollo de las telecomunicaciones existe una gran variedad de los mismos. Además 
de lo cual existen pricipalmente dos estructuras para realizar la implantción del 

filtro igualador: ya sea que se prefiera una estructura transversal o una estructura 
lattice. Debido a esta gran variedad de algoritmos y a las posibles formas de llevar 

a cabo su implantación práctica resulta muy laborioso sino imposible realizar un 
análisis al detalle de cada algoritmo del cual se tiene conocimiento a través de la 

literatura referente al tema de la igualación de canal. De aquí la imperiosa necesidad 

de establecer claramente los fines y própositos del presente trabajo. 
El presente trabajo se centrará de una manera especial en los algoritmos: "leat 

mean squares", los algoritmos rápidos de mínimos cuadrados tanto para una estruc-

tura transversal como lattice del filtro igualador; y finalmente se tratarán los algo-
ritmos que retroalimentan los símbolos ya decodificados con el objeto de mejorar la 

igualación. 
En el capítulo uno se abordará de una manera general el problema de la 

igualación en el contexto de las telecomunicaciones tratando de dar una perspec- 
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tiva del problema asi como englobar las diversas soluciones al mismo. 
En la parte dos de este trabajo se tratarán en detalle los algoritmos más popu-

lares utilizados en la actualidad para igualar canal. Como se mencionó anteriormente, 
debido a la gran importancia que reviste este problema existe un número sin fin de 
algoritmos y variantes de los mismos dificultando de esta manera la tarea de analizar 
cada uno de estos por separado y paso a paso: por lo tanto se prefirió tratar tos más 
importantes en el sentido tanto de su importancia teórica como práctica. 

Cabe señalar que dentro de estos algoritmos también se analizaron los algo-
ritmos que utilizan un filtro de respuesta impulsional infinita para igualar el canal. 
Como veremos en el capítulo cuatro estos algoritmos tienen importantes venta-
jas sobre su contraparte de respuesta impulsional finita. Sin embargo, el desarollo 
matemático es mucho más complicado y aun no se ha logrado resolver satisfactoria-
mente los problemas que con lleva la utilización de un filtro de respuesta impulsional 
para igualar el canal. Además la limitación más seria de estos filtros lo constituye 
el hecho de que nada más pueden ser utilizados para igualar canales de fase mínima 
mientras que por otro lado la gran mayoría de los canales que se presentan en la 
práctica son de fase no mínima lo cual limita la utilidad de un algoritmo de este 
tipo. 

En la parte tres se presentan los resultados de efectuar las distintas evalu-
aciones y comparaciones entre los siguientes algoritmos: "normalized leat mean 
squares", "fasi transversal filter algorithm". "least squares lattice algorithm" y el 
"simple hyperestahle adaptive recursive filter". Finalmente se poresentan las con-
clusiones y perspectivas (itie constituyen el punto medular de este trabajo. 
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Parte I 

Filtrado e Igualación de Canal 



Capítulo 1 

Generalidades de la Igualación de 
Canal 

En este capítulo se da un panaorama general del problema del filtrado adaptable 
aplicado en la igualación de canal. como primer punto se hace un énfasis en la 
importancia de la igualación de canal, para lo cual se abordan algunos aspectos 
históricos que nos servirán pas situar el problema (le la igualación de cxanal a través 
del tiempo y. además lo más importante consiste en precisar corno ha evolucionado 
este problema conforme las crecientes necesidades de transmitir una mayor cantidad 
de datos en tiempo real aumenta día con día en las sociedades modernas. 

A continuación se establece que la necesidad de igualar el canal proviene prin-
cipalmente de que éste se comporta como un filtro. Por lo tanto el canal, en general, 
tanto atenuará como distorsionará a la señal que se propaga a través de él. De esta 
manera se ven afectas las características de las formas de onda que son especialmente 
diseñadas para detectar los símbolos transmitidos a través del canal. Aunado a esto 
si consideramos la necesidad de transmitir señales a través del canal a tasa mayores 
a las permit idad por el ancho de banda se impone la imperiosa necesida de igualar 
el canal con el fin de restaurar las señales tal cual fueron transmitidas para poder 
efectuar la deteción en el receptor. 

A continuación se hace énfasis en que cualquier canal puede ser representado 
por un "tapped delay line filter", de esta manera la señal en el receptor es una 
combinación lineal no solo del símbolo presente sino tambvién de los contiguos (esto 
se le conoce como interferencia intersímbolos (1S1)), lo cual dificulta la detección en 
el receptor. 

Después se hace enfásis en el hecho de que para poder transmitir a altas tasa 
de transmisión se debe de poder seguir las variaciones en el canal, para lo cual es 
necesario un igualador adaptivo; de lo contrario no se pueden lograr altas tasas de 
transmisión. 

a continuación se estudian las diversas estructuras para los igualadores lineales; 
lo cual no significa que se esten menospreciando los igualadores no lineales basados 
en el criterio de la máxima verosimilitud del símbolo transmitido que además se 
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combinan con el algoritmo de vitterbi para lograr resultados sorprentes [bS119-l]. 
Esta clase de algoritmos no se han abordado en este trabajo debido a la necesidad 
de mantener a este dentro de un límite razonable para su extensión. 

Finalmente, se meciona brevemente que para poder solucionar el problema de 
la igualación de canal se requiere de la inversión de matrices; sin embargo como se 
verá en la parte dos de este trabajo existen métodos recursivos que soluciionan este 
problema sin necesidad de realizar la inversión matricial. 

1.1 Antecedentes Históricos. 

La revolución en las comunicaciones digitales puede fecharse desde la invención de 
la igualación automática y adaptiva de canal a finales de la decada de los sesenta 
[GHW92]. El concepto de un igualador lineal, digital y adaptivo de canal fue intro-
duccido en la decada de los sesenta. En aquél entones la señal recibida era muestreada 
a la tasa de símbolos; lo cual era suficiente para identificar la función de respuesta 
al impulso de canales de fase no minima pero con función de respuesta al impulso 
finita [TFJ96[. Algoritmos de igualación de canal con y sin entrenamiento fueron 
introducidos en los años sesenta, Los algoritmos con entrenamiento rápidamente se 
volvierón los más populares en aplicaciones tales como la telefonía. 

Los años setenta presenciarón el surgimiento de los igualadores de canal frac-
cionalmente espaciados , este término se debe a que este tipo de equalizadores re-
quieren que la señal en el receptor sea muestreada a una frecuencia mayor a la tasa 
de símbolos [TE,1961. Cabe hacer notar qué los algoritmos de adaptación casi no 
requirieron modificaciones para sun implementación dentro de este nuevo esquema. 

Durante la década de los ochenta, la igualación ciega paso de la teoría la 
práctica; pero no fué sino hasta los noventa cuando la igualación ciega fué incorpo-
rada a aplicaciones tales como la televisión por cable [TFJ96). 

1.2 Sistemas Modernos para la Transmisión de 
Datos. 

La figura 1.1 muestra un diagrama de bloques de un sistema de comunicaciones 
digitales. Los datos son alimentados al modulador, el cual convierte cada dato en-
una señal analógica de banda limitada y, cuya frecuencia es la adecuada para la 
transmición. Al propagarse la señal hacia el receptor, esta se retrasa, se atenúa y, 
algunas veces sufre una distorsion qué depende de su frecuencia [TFJ96]. Todos 
estos efectos estan considerados en el modelo del canal, mientrás que el ruido y la 
interferencia se piensa, para efectos de modelado, que están presentes a la entrada 
del receptor, el cual intenta recuperar la secuencia original de datos. 

La transmisión de datos moderna esta basada en la idea de transmitir pul-
sos, los cales tienen un ancho de banda limitado [Bin881. Los datos de entrada 
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Figura 1.1: Modelo de un Sistema de Comunicaciones. 

determinar la fase, frecuencia o amplitud de pico del pulso que será transmitido. .La 
forma del pulso se debe escoger de forma tal que su espectro sea de banda limitada. 
El receptor esta diseñado para determinar la amplitud, fase y/o frecuencia de cada 
pulso recibido; a aparir de esta información determinará cual de los 2N símbolos fue 
transmitido y. finalmente nos dará la combinación de bits que corresponde a dicho 
símbolo. La forma del pulso esta especialmente diseñada para transnitir los pulsos 
tan rápido como sea posible y que todaví a el receptor pueda distingirlos [TFJ961. 
De aqui se puede vislumbrar que el tipo de canal utilizado para establecer la comu-
nicación impondrá ciertas restricciones que deberán observarse para la selección de 
la tasa de transmisión de datos, en el tipo de modulación empleada, en el tipo de 
codificación empleada para corregir y detectar errores. etc. 

1.3 	Efectos de la Transinición a través de Canales 
no Ideales. 

La limitante más seria (le cualquier canal de comunicaciones no ideal es su ancho 
de batida limitado y, aunque éste no fuera el caso existen otras consideraciones de 
indole técnica que restringen el ancho de banda disponible tales como el multiplexaje 
en frecuencia comúnmente utilizado para dar servicio a varios usuarios al mismo 
tiempo, lo cual implica que el ancho de banda disponible para un solo usuario se 
ve reducido proporcionalmente con el numéro de usuarios con el objeto de evitar la 
interferencia ó crosstalking entre étos. Finalmente, en la práctica se deben respetar 
las normas existentes que regulan el ancho de banda del cual se puede disponer para 
cierta aplicación. 
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Considere las siguientes definiciones; se dice que un canal (' con ancho de 
banda W, no distorsiona la serial si: 

1 C(f) I 5_ contante, 	V f < W 	 (1.1) 

1 0(f) 
r(f) = 2 	

= constante V f < W 	 (1.2) 
7r

d 
 df 

donde 1 C(f) I y 0(f) son la magnitud y la fase de la respuesta en frecuencia 
del canal. En caso de que no se cumpla (1.1) se dice que el canal distorsiona la 
señal transmitida en aptitud y, en caso de que no se cumpla (1.2) se dice que el 
canal distorsiona la serial transmitida en fase. Dado que la fase a una determinada 
frecuencia, f„ se puede asosiar con el retardo de propagación que sufre una señal 
senoidal de frecuencia fo  a través de canal; el hecho de que la fase de la respuesta en 
frecuencia del canal no sea constante implica que la señal sufrirá un retardo distinto 
según sea su contenido frecuencial [Pro95]. 

Como resultado de la distorsión en amplitud y fase causada por la respuesta 
en frecuencia de un canal no ideal. la  transmisión de una suseción pulsos, a través 
de dicho canal, a una tasa de transmisión comparable con el ancho de banda del 
canal causará un "ensanchamiento" del soporte temporal de cada uno de los pulsos 
transmitidos de tal manera que la detección de los símbolos transmitidos por parte 
del demodulador se vuelve más difil conforme más alta es la tasa de transmición 
hasta llegar a un punto en el cuál es imposible determinar que símbolo fué trans-
mitido; en ésta última condición se dice que los símbolos sufre un aliasing temporal 
severo ó bien se dice que existe una interfrencia intersímbolo significativa [Pro95]. 
Como un ejemplo de la interferencia intersimbolo considere una señal modulada en 
PA11, donde la forma básica del pulso a transmitir es diseñada de tal forma que sus 
cruces por cero ocurran en ±1. ±2T. etc. De esta manera en un canal sin distorsión 
es posible transmitir el siguiente símbolo l'AN1 justo cuando ocurre el primer cruce 
por cero del anterior, esto es posible ya que la señal PAN' conyeva la información 
en la amplitud. Por otro lacio para un canal con distorsión en fase los cruces por 
cero del pulso recibido ya no ocurren en ±T, ±2T, etc. ni  tampoco estar equiespa-
ciados temporalmente, por tanto en estos imantes de tiempo tendremos un aliasing 
temporal de pulsos. En caso de que este aliasing temporal de pulsos sea muy pro-
nunciado es posible que los picos de los pulsos no sean discernibles, por lo tanto. 
el demodulador no podrá llevar a cabo su tarea de una manera satisfactoria. Es 
éte aliasing temporal de pulsos lo que se conoce como interferencia intersímbolos 
[Pro95]. Matemáticamente la interfrencia intersímbolo puede exprease de la sigu-
iente manera: dado que la señal recibida r(t) es la superposición de las respuesta al 
impulso de cada uno de los símbolos transmitidos, la podemos expresar como: 

r(t) = 	rih(t - jT) + n(t) 	 (1.3) 

donde n(t) representa una señal utlizada para modelar el ruido en el canal. La señal 
recibida debe ser muestreada en los intántes dados por: kT + to, donde t o  se requiere 
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para tomar en cuenta los efectos de retardo de propagación de la señal a través del 

canal y, el tiempo inicio de la acción del muestrador. De esta manera al muestrear 

la señal r(t) tenemos: 

r(to  + kT) = xk h(to ) + E rh(to  + kT — jT) + n(to  + kT) 	(1.1) 
k 

El primer término en la derecha es la señal deseada dado que puede ser usada para 

identificar la amplitud del pulso transmitido. El último término representa el ruido 

aditivo, mientras que el segundo término representa la interferencia de los símbolos 

adyacentes [Quy82]. Cada término de la suma es directamente proporcional a una 

muestra de la respuesta al impulso del canal dada por h(t0  + iT). La interferencia 

intersímbolo (ISI) es igual a cero si y sólo si h(to  + iT) = O para i # O: esto es. si 

la respuesta al impulso del canal presenta cruces por cero a intervalos de T. 

Cuando la respuesta al impulso tiene cruces por cero uniformemente espaci-

ados, se dice que satisface el primer criterio de Nyquist [Quy$21. En términos del 

dominio de la frecuencia, ésta condición es equivalente a: 

CV) = constante para 	f < 1/2T 
	

(1.5) 

donde C(f ) es la respuesta en frecuencia del canal y C(f ) es la respuesta en frecuen-

cia del canal después de haber realizado el muestreo a la tasa de símobolos. A la 

banda de frecuencias dada por 1 f l< 1/2T se le llama ancho de batida de Nyquist 

o ancho de banda mínimo . 

A continuación se describe otro efecto que sufre la señal transmitida: considere 

el caso de un transmisión de datos mediante una antena omnidireccional. Esto sig-

nifica que la antena receptora no es lo suficientemente selectiva para suprimir la 

recepción de distintas versiones de la señal transmitida, que son reflejadas por car-

acterísticas topográficas del terreno y por distintos objetos hechos por el hombre; a 

este fenómeno se le conoce como propagación multitrayectoria . Por tanto el demod-

ulador tendrá que decidir que símbolo fue transmitido a aprtir de la señal recibida, 

la cu; es una suma de las distintas versiones retrasadas y atenuadas de la sñal 

transmitida. 

Todos los efectos que sufre la señal transmitida son considerados dentro del 

modelo del canal (filtro). Al filtrar un pulso, éste tiende a ensancharse en el do-

minio del tiempo. Este ensanchamiento dependerá de las características del filtro 

(en este caso del canal) [TE.196). Si esta distorsión es lo suficientemente grande el 

demodulador producirá una secuencia de símobolos errónea. 

1.4 	Caracterización de los Canales de Propagación. 

Bello fue el primero en introduccir el modelo de un canal de propagación como un 

"tapped delay line filter" del tipo que se muestra en la figura 1.2 [Be163]. Bello mostró 

que prácticamente cualquier canal de propagación real puede ser adecuadamente 
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Retraso 	Retraso Retraso Retraso Señal 

modelado mediante la selección adecuada de los espaciamientos del "tap" y los 

coeficientes de ponderación. En la selección de los espaciamientos del tap , cabe 

hacer notar que dichos espaciamientos deben ser menores al inverso del ancho de 

banda de la señal transmitida, es decir, se debe satisfacer el teorema de Nyquist 

[TFJ961. Como resultado es común modelar al canal de propagación como un filtro 

de respuesta impulsional finita (FIR) , cuyos "taps" estan espaciados por el periodo 

de muestreo y los coeficientes de ponderación son seleccionados para modelar de una 

manera adecuada la respuesta al impulso del canal [TFJ961. 

Bello introdujo dos conceptos de utilidad el "delay spread" y el "Doppler 

spread"[Be1631. El "delay spread" de un canal es el soporte temporal de un canal 

FIR, y mide el grado del ensanchamiento temporal de un pulso al ser transmitido a 

través del canal. El Doppler spread mide el grado del ensanchamiento espectral de 

la señal transmitida. El delay spread pude ser visto como la duración de la respuesta 

del canal a la función impulso. mientras que el Dopler spread puede ser visto como 

el ancho del espectro de la señal de salida del canal cuando la entrada al canal es 

una senoide. 

Figura 1.2: Modelo para un ('anal de Propagación lineal. 
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1.5 Importancia del Igualador Adaptivo 

El diseño del igualador adaptivo toma especial importancia por tres razones [TFJ96J: 
(1) su desempeño es crucial en la maximización de la tasa de transmisión, (2) es la 
parte más complicada del demodulador, y (3) consume la mayor parte del tiempo de 
procesamiento que le toma al demodulador efectuar su tarea. Retomando el último 
punto es importante limitar la longitud del igualador de tal manera que se logre un 
desempeño adecuado del demodulador [TEJ961. 

Debido a la necesidad de reducir el tiempo de procesamiento del igulador 
decana', los primeros demoduladores emplearán los "T-spaced equalizers"[13in88]. 
Después de las operacciones de filtrado. control de ganancia y remoción de portadora, 
la señal de entrada era muestreada una vez por símbolo (pulso) cada T segundos. El 
periodo de muestreo era ajustado de tal manera que las muestras fueran tomadas 
en el "top dead center" de los pulsos recividos [TFJ96]. Estas muestras son las que 
el filtro de igualación procesa. La salida del igulador es una combinación lineal de 
dichas muestras; esta salida se alimenta a las etapas de medición y comparación. 
Las mediciones del error hechas en el circuito de desición son retroalimentadas al 
algoritmo de adaptación que utiliza el igualador, de esta manera se optimiza la 
selección de los coeficientes de ponderación del filtro de igualación.. 

Aunque es teóricamente rasonable y computacionalmente eficiente muestrar a 
la tasa de símbolos, el diseño práctico de modems de alta velocidad se ha alejado 
de los "T-spaced equalizers" dando un giro hacia los igualadores fracionalmente 
espaciados (FSE de sus siglas en inglés), llamados de esta manera debido a que 
el espaciamiento temporal de los taps del igualador es una fracción del inverso de 
la tasa de símbolos (duración del símbolo, la cual denotamos con T) [TFJ96]. Por 
lo tanto, la entrada al igualador es muestreada a una tasa mayor que la tasa de 
símbolos, f B. La salida (lel igualador tiene una tasa igual a la tasa de símbolos, por 
lo tanto el igulador fraccionalmente espaciado realiza una declinación o remuestreo 
[TFJ961. 

Dado que los igualadores fraccionalmente espaciados consumen mayor tiempo 
de procesamiento que los "T-spaced equalizers". surge la pregunta: ¿por qué uti-
lizar un igualador fraccionalmente espaciado?. La razón principal para preferir un 
igualador fraccionalmente espaciado sobre un "T-spaced equalizer" es que a pesar 
(le que los pulsos tienen una tasa f B, el ancho de banda de la señal es un poco mayor 
que f B, tipícamente de un 10% a un 40% mayor [TFJ96]. Como resultado, muestrar 
la señal de entrada a la tasa de símbolos, f B  Hz, no es suficiente para satisfacer 
el teorema de Nyquist. Esta consideración no es de importancia en el caso de que 
todos los parámetros de la señal sean conocidos, pero este no es el caso ya que la 
señal recibida debe ser procesada para extraer con excatitud información apartir 
de la cual se debe estimar sobre la fase y la portadora de la señal transmitida. En 
conclusión muestrear la señal recibida a la tasa de símbolos no es suficiente [TFJ961. 

La elección más común para la tasa de muestreo de la señal recibida es sim-
plemente muestrear a dos veces la tasa de símbolos, es decir a 2f 8, de tal manera 

21 



que el espaciamiento temporal entre los taps del filtro igualador sea igual a mitad 
de la duración del símbolo transmitido, es decir T/2 [TF.196]. Por tanto, si no se 
desea operar a una tasa fraccional la entrada al iguladaor debe ser declinada por un 
factor de dos, produciendo una muestra de salida por cada dos muestras de entrada 
[TFJ96]. 

1.6 Estructuras Básicas de los Igualadores de 
Canal. 

Dos estructuras básicas de igualación son empleadas en la práctica [TFJ96]. La 
primera que se muestra en la figura 1.3.a, es conocida como igualador lineal y, se 
localiza en cascada entre el canal y el bloque de medición de pulsos. El igualador 
es lineal debido a que su salida es una combinación lineal de la entrada (la cual es 
a su vez una combinación de distintas versiones retrasadas y atenuadas de la serial 
de entrada al canal). El Igalador de desición retroalimentada ó "decision feedback 
equalizer" (DEE), mostrado en la figura 1.3.13, es un procesador no lineal dado que la 
ent rada al bloque de medición de pulsos consiste de una señal filtrada de entrada y 
una versión filtrada de la salida del circuito de desición [TFJ96]. A continuació se da 
una breve descrpción de ambas estructuras de los igualadores arriba mencionados. 

1.6.1 El Igualador Lineal. 
Existen dos tipos de estructuras o topología para los iguladores lineales no recursivos: 
los igualadores lineales que utilizan una est reuctura en lattice y aquellos que utilizan 
una estructura transversal, tambié llamada -I apped delay line", como la que se 
muesi ra en la figura 1.2. La siguiente discusión toma como base el igulador lineal 
transversal no recursivo, mostrado en la figura 1.2. Obsérvese que esta estructura 
es exactamente igual a la que se utiliza para modelar al canal, lo único que cambia 
son los valores de los coeficientes, los cuales representan la respuesta al impulso del 
canal ó la del igualaor según sea el caso. 

El igualador transversal mostrado en la figura 1.2 es lineal dado que su salida 
puede expresarse como una combinación lineal del valor presente de la señal recibida, 
r(t), y de sus valores pasados r(t -nT). 

El igualar transversal adaptivo se puede implementar de una manera analógica 
o bien de una manera digital. Para el caso de una implementación analógica, la 
señal de salida del igualador z(t ) es muestreada ala tasa de símbolos; las muestras 
resultantes, z(nT), se utilizan para decidir que símbolo fue transmitido. Por otro 
lado, si la implementación es digital, la señal recibida r(t) se muestra a la tasa de 
símbolos; las muestras reslutantes r(nT) se almacenan en un registro de corrimiento 
o memoria y, la salida del igualador se calcula digitalmente, una vez por símbolo, 

22 



Circuito 
de 

Desicion .1
- Igualador , 

Lineal 

(a) 

DECISION Regenerated 
FEEDBACK 4---> Symbols 

FILTER 

Circuito 

de 

Desicion Decisions 

Reciver 	FEED 
FO RD 

Input FILTER 

(b) 

Figura 1.3: "Linear decision feedback equalizaers". 

de acuerdo a: 
- 1 

= E enr(to + 	— nt) 	 (1.6) 

Existen principalmente tres criterios para ajustar el valor de los coeficientes del 
igualador: el agoritmo de "zero forcing" (ZF), el agoritmo "least mean squares" 
(1,\IS) y, el algoritmo de mínimos cuadrados (LS). Dado que más adelante se abor-
darán en detalle los algoritmo LNIS y los LS, los cuales son los más utilizados en la 
práctica, a continuación se describe con cierto detalle el algoritmo ZF. 

1.6.1.1 El Algorit ni° "Zero Forcing" (ZF) 

El algoritmo ZF tiene como objetivo reducir la distorsión pico a la salida del igual-
ador, la cual se define de la siguiente manera: la distorsión pico es el peor caso 
de interferencia de intersimbolos a la salida del igualador. La minimización de este 
indice de desempeño se conoce con el nombre de criterio de la distorsión pico. El 
criterio de la distorsión pico para un igualagor de longitud finita 2K+1 está dado 
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por: 
K + L —1 	 K+L— 1  

= E I q„ = E Ec, „_, 	(1.7) 
n = 	 n = —K ' 

n # O 	 n # O 

donde c„ y f„ son los coeficientes de la respuesta al impulso del igualador y del 
canal respectivamente. Cabe hacer notar que debido a la longuitud finita del igual-
ador siempre se tendrá una interferencia intersímbolos residual, aun cuando se los 
coeficientes de la respuesta al impulso del igualador sean los optimos de acuerdo al 
criterio de la distorsión pico dada por la ecuación 1.7; dicho de otra forma se re-
quiere de un igualador de longitud infinita para eliminar la interferencia intersimbolo 
complet amei 	I' ro95]. 

Los coeficientes c„ se determinan al minimizar la ecuación (1.7), para lo cual 
no existe un procedimiento computacionahnente sencillo excepto para el caso en el 
qué la distorsión a la entrada del igualador esté dada por: 

L 
ro= ,,E 	 ( 1.8 ) 

JO  , 
 
I n = 1 

donde ro  sea menor a la unidad. El algoritmo utilizado para minimizar la ecuación 
anterior recibe el nombre de "zero forcing". Este consite en forzar que la correlación 
cruzada entre el error t k  =1k—ik y la información {Ik} sea cero para desplazamientos 
de 0 <I u I< K. Aquí se omite el procedimiento que conduce a la sguiente recursión 
para actualizar los parámetros del igualador [Pro951: 

C
, 
"" = c 	 k• j(k) 	 -j =  —h..... —1, 0,1, 	K (1.9) 

donde cj(k)  es el valor del j-ésimo coeficiente al iempo t = kT. ck  — Ik = Ik es la 
señal de error al tiempo t = kT, y 	es un factor de escala que controla la tasa de 
adaptación. 

Finalmente cabe hacer la siguiente observación con respecto al algoritmo ZF: 
la condición de distorsion pico 'Po  < 1, para la cual esta diseñado el algoritmo ZF. 
representa una interferencia de intersímbolos no muy severa, por lo cual no es de 
interés para aquellos casos donde la velocidad de transmisión es mucho mayor que 
el ancho de banda del canal, por ello el algoritmo ZF fue relegado de la práctica por 
los algoritmos IAIS y 1,S, los cuales presentan un desempeño superior. 

1.6.2 Igualador Retroalimentado ó "Decision Feedback Equal-

izer" (DFE) 

En los igualadores DFE la señal de salida es la suma de las salidas de las partes for-
ward y feedback del igualador. La parte forward del igualador es excatamente igual 
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a la del igualador lineal transversal que se discutió en la sección anterior. Las desi-
dones tomadas sobre la serial igualada son retroalimentadas mediante un segundo 
filtro transversal. La idea básica es que sí los simbolos detectados con anterioridad 
son correctos, entonces la contribucción de estos símbolos a la ISI puede ser can-
celada de una manera excata, al sustraer de la salida del igualador los símbolos 
pasados con los apropiados coeficientes de ponderación. Estos coeficientes de pon-
deración son muestras de la "cola" de la respuesta al impulso del canal y de la parte 
forward del igualador [Quy82]. 

Los coeficientes forward y feedback pueden ser ajustados de una manera si-
multánea para minimizar el error cuadrático medio. La recursion para los coeficientes 
feeback es excatamente igual a la del igulador lineal: 

bm (k + 	= bm (k) 	ekdk-rn. 	rn = 	M 	(1.10) 

donde dk  es el k-ésimo símbolo ya equalizado, bm(k) es el ésimo coeficiente feedback 
al tiempo k. Cabe hacer mención que para la obtención de la ecuación anterior se 
utilizo el criterio de minimizar el error cuadrático medio. 

Dado un numéro igual de coeficientes para un igualador lineal y un igualador 
DFE. cabría preguntarse: ¿,Si el igualador DFE logra un error cuadrático medio 
menor que el logrado por un igualador lineal?. No existe una respuesta definitiva 
a ésta pregunta. El desempeño de cada tipo de igualador está influenciado por las 
caracteríticas del canal, fase del muestreador, así come ambién del numero de coe-
ficientes del igualador y la posición o referencia del principal tap del igualador. Sin 
embargo, un igualador DFE puede compensar distorsiones de amplitud sin realzar 
el ruido tal y como lo hace el igualadopr lineal. Además el igualador DFE es menos 
sensitivo a la fase del muestreador [Quy82]. 

1.7 	Igualadores Fraccionalmente Espaciados (FSE) 

Hasta este punto se ha considerado que la separación entre los taps del igualador es 
igual a la duracción T de los símbolos. Sin embargo en un igualador del tipo FSE la 
separacción de sus taps es una fracción de T. de aquí el nombre de fraccionalmente 
espaciados (FSE). El espaciamiento entre taps r se selecciona de tal manera que el 
ancho de banda BW ocupado por la señal a la entrada del igualador sea: 

BU' l< 1/2r 	 ( 1.11 ) 

Esta última ecuación implica que el muestreo a la tasa r realizado a la serial de 
entrada al igualador satisfase el teorema del muestreo. En una implementación 
analógica no existe restricción sobre r mientras que en una implementación digi-
tal tau esta dada por: 

r 	= 	KT I .11 	 (1.12) 
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donde K y NI son enteros tales que NI > K. En la práctica, por conveniencia, se 
escoge r = T/ M11, donde M es un entero pequeño; por ejemplo supóngase que la 
señal recibida es muestreada y alimentada al igualador a la tasa de 2/T, entonces la 
salida del igualador es producida a la tasa de símbolos (una muestra de salida del 
igualador por cada dos muestras que entran al mismo). Matemáticamente: 

N —1 
Zk = E cnr(to  + kT — nT 12) 

n=0 
(1.13) 

Los coeficientes de un equalizador T/2 pueden ser actualizados una vez por símbolo 
de acuerdo con el error calculado para dicho símbolo según la siguiente recursión: 

cn(k + 1) = c fl(k) — _Se k r(t, + KT — nT 12), 	n = 0, 1. 	— 1 (1.14) 

na propiedad importante de los igualadores fraccionalmente espaciados (FSE) con-
siste en que su desempeño no es sensible a la fase del muestreador. Sin embargo el 
mínimo valor del error cuadrático medio que se puede lograr con igualador frac-
cionalmente espaciado si es una función de la fase del muestreados [Quy82]. Por -
último cabe señalar que (lado que el espaciamiento r cumple con el teorema del 
muestreo, no existe traslape espectral a la entrada de un igualad& FSE. 

Finalmente, la literatura reporta una comparación ente un equalizador espa-
ciado a la tasa de símbolos y uno espaciado a T/2 [Quy82], la modulación utilizada 
fue QANI y se tránsmitió en canales telefónicos. Los resultados reportados son los 
siguientes: (a) el igualador T/2 con el mismo numero de coeficientes que el igual-
ador T, tiene un desempeño tan bueno o mejor que éste último; (b) no se requiere 
de un filtro de preigualación para el caso del igualador T/2; (c) para canales con 
una severa distorsión de fase alrededor de su frecuencia máxima y mínima de su 
banda de paso, el igualador T/2 se desempeña mucho mejor que el igualador T sin 
importar cual sea la fase del milestreador. 

1.8 Igualadores para Señales en Cuadratura 

Hasta este punto sólo se han discutido igualadores para sistemas de comunicaciones 
que utilizan PA NI en banda base, sin embargo los modems que operan a altas tasa de 
transmisión (mayores a 4800 bits/s) utlizan una modulación QANI. En los sistema 
que utilizan este tipo de modulación es conveniente representar a la componente en• 
fase y a la componente en cuadratura de la señal recibida como la parte real y la 
parte imaginaria del proceso complejo y(t). De aqui que se presenten dos formas 
distintas de implementar el igualador de canal: la primera forma consiste en que el 
igualador opere en banda base sobre la señal compleja y(t), para lo cual la señal 
recibida r(t) debe ser desplazada en frecuencia a banda base (multiplicar a r(t) por 
una exponencial compleja) de esta manera se genera una señal compleja y(t), la cuál 
es alimentada al igualador para producir la salida compleja z(t) = zr (t)-1-jzi(t). Dado 
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que el igualador opera sobre señales complejas se dice que es un igualador complejo, 

Por otro lado, el igualador dentro de un sistema de comunicaciones que utilze un 

esquema de modulación QAM también puede ser implementado en la banda de paso, 

es decir, antes de que la demodulación se lleve a cabo. En este caso la señal en el 

receptor r(t) debe ser descompuesta en sus componentes de fase y en cuadratura 

mediante un par de filtros de partición de fase, es decir, con respuestas en magnitud 

iguales pero respuestas en fase diferen en 90°. La señal compleja obtenida a la salida 

de estos filtros es muestreada a la tasa de símbolos y alimentada al igualador de 

la misma manera que para el caso en banda base. La salida compleja z(nT) del 

igualador debe ser demodulada (multiplicada por una exponencial compleja), para 

poder decidir que símbolo fue transmitido y de acuerdo a esta desición calcular el 

error, el cuál a su vez debe ser modulado antes de que sea utilizado por el igualador 

complejo. La principal ventaja de éste tipo de implementación es que la señal de 

error puede ser retroalitnentada sin retraso para corregir la fase, por lo tanto, los 

"saltos" indeseables en la fase pueden ser corregidos de una forma más efectiva. La 

misma ventaja se pude obtener con un igualador en banda base si se utiliza un lazo 

de seguimiento de "saltos" de fase después del igualador [QuyS2]. 

1.9 Consideraciones sobre la Longitud del Igual-
ador. 

La necesidad del espaciamiento fraccional en un diseño práctico de alto desepeño 

impacta de una manera directa a la carga computacional del demodulador. Por lo 

que surge la pregunta: ¿qué tan largo debe ser el equalizador, de tal manera que 

se compense adecuadamente la dispersión del canal?. En realidad no existe una 

respuesta definitiva a este problema, por lo que la investigación al respecto continúa 

abierta [TF.196]. Sólo se mencionará, que la longitud del igualador depende del tipo 

de canal que se desee igualar. 

En la práctica es común seleccionar la longitud del canal de acuerdo a cualquiera 

de los dos siguientes metodos empíricos: el primero consiste en simplemente con-

struir un prototipo de un canal real y comparalo contra una gran variedad de canales 

reales; el segundo método consiste en emplear reglas empirícas que estan lo bastante 

probadas en la práctica. Estas reglas generalmente presuponen que la respuesta al 

impulso del equalizador convergerá, al terminar el proceso de adaptación, con la 

suficiente excatitud al invesro de la respuesta al impulso del canal. En caso de que 

el canal sea adecuadamente modelado mediante una respuesta al impulso finita de 

longitud L, las regla empíricas que generalmente se aplican para determinar la lon-

gitud del igualador requerirán que la longitud del igualador Le  sea varias veces mayor 

que el "delay spread" del canal, tal vez de tres a cinco veces Le . Sin embargo, en el 

caso de los iguladores fracionalmente espaciados esta longitud resulta muy grande, 

al menos teóricamente [TFJ96]; por lo que una reducción de la longitud del igulador 

permitirá reducir la carga computacional sin afectar su desempño. 
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1.10 Solución Global al Problema de la Igualación 
de Canal 

La solución al problema de la igualación puede plantearse corno la solución al prob-
lema de la minimización de: 

t(n) = y(n) — d(n) 	 (1.15) 

donde d(n) es la respuesta deseada, y(n) es la estimación de la señal transmitida y 
e(n) es el error de estimación. De esta manera se desea determinar los coeficientes de 
un filtro tal que al filtrar la señal recibida u(n) nos de por resultado el estimado de la 
señal transmitida. Aquí cabe señalar que se utilizarn filtro de respuesta impulsional 
finita dado que el desarollo matemático es más sencillo. 

Los coeficientes del filtro de estimación se encuentran al minimizar el error de 
estimación dado por 1.15. Cuando se logra esto, el error de estimación es ortogonal 
a la señal estimada y(n): 

E = [y0 (n)e:(1?)] = 0 	 (1.16) 

donde y, y f a  son los valores óptimos para los cuales el error de estimación es 
ortogonal a la señal estrimada y(n). A la ecuación anterior se le conoce con el 
nombre de principio de la ortogoonalidad. 

Se puede demostrar utilizando el principio de la ortogonalidad que los coefi-
cientes del filtro de estimació estan (lados por la solución a la ecuación de Wiener-
Hopf [Hay91]: 

w,, = 
	

(1.17) 

donde los coeficientes del filtro de estimación est an dados por: 

Wo = [ww• 	 (1.18) 

p esta dado por: E [u(o)(1*(71)] y. R esta dado por E [W11)0( n )1; donde u(n) es el 
vector de muestras de entrada al filtro (le estimación: 

u(n) = [u(n), u(n — 1) 	 u(n — .11 + 1)17. 	(1.19) 

Cabe señalar que esta solución al problema de la igualación requiere de la inversión 
de la matriz R. sin embargo como se verá en la parte II de este trabajo existen 
algoritmos recursivos que evitan el calculo directo de la inversa de R. 

1.11 Conclusiones 

En este capítulo se dio un panorama del problema de la igualación de canal. Dentro 
de este panorama se mencionaron brevemente las distintas soluciones que se han 
propuesto para resolver el problema de la igualación, de la necesidad de igualar el 
canal, de la caracterización del mismo como un "tapped delay line filter", de la 
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necesidad de un igualador adapt ivo, de las diferentes estructuras de los igualadoes 
lineales y, finalmente se dio una solución "global" al problema de la igualación de 
canal. Pero jamas se entro en los detalles de la algoritmica de la igualación de canal 
pués a pesar de todo es el meollo central de este trabajo y de la igualación de 
canal: pués sin un procedimiento para determinar los coeficientes del igualador de 
acuerdo a algún criterio de minirnización, sólo se Jara "palos de ciego" logrando una 
igualación subóptima en la cual no se podrán lograr altas tasas de transmisión. 

En la siguiente parte de este trabajo se abordarán en detalle los algoritmos 
utilizados para determinar los coewficientes del filtro igualador, Como se ha hecho 
mención dada la gran cantidad de algoritmos solo se abordarán los que de una u 
otra manera han logrado una aceptación universal sin por ello no dejar de hacer 
una breve mención de algunos de los algoritmos que no han logrado dicha popu-
laridad. En el capítulo dos se abordarán los coeficientes basados en el gradiente 
estocástico. mientras que en el capítulo tres se mencionarán los algoritmos de los 
mínimos cuadrados los que hoy por hoy son los más populares y: finalmente en el 
capítulo cuatro se tratarán los algoritmos que utilizan retroalimentación. 
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Parte II 

Algoritmos Recursivos Para La 
Igualación de Canal 



Capítulo 2 

Algoritmos De Gradiente 
Estocástico 

En este capítulo se dan las ideas fundamentales de los iguladores lineales de canal 
de respuesta al impulso finita. Primeramente se desarolla el método del "steepest 
descent" para el ajuste recursivo de los taps del filtro de Wiener. A continuación 
se utiliza el método del "steepest descent" para derivar el algoritmo de los minimos 
cuadrados (MC). 

Cabe señalar que estos dos Métodos basados en el gradiente estocástico no son 
los unicos para resolver el problema de la igualación, sin embargo sí son convenientes 
dado que evitan la inversión de la matriz de correlación que se presenta al solucionar 
el problema de la igualación mediante un filtro de Wiener. 

La existencia de métodos no recursivos o "globales" para resolver el problema 
de la igualación de canal es abundante en la literatura y dado que el tratamiento 
de cada uno de estos métodos en detalle sale del objetivo de este trabajo se prefiere 
hace sólo una breve mención de los mismos. En estos algoritmos generalmente se fija 
un modelo ya sea autoregresivo, de promedio móvil ó una combinación de asmbos 
ARMA para el filtro igualador. Una vez hecho esto, generalmente se requiere de la 
inversión matricial para obtener los paramétros del modelo fijado. Como ejemplos 
de estos algoritmos tenemos: el algoritmo de Levinson Durbin [PRLN921. el filtro de 
Welter [Hay91] y, los algoritmos cicloest.acionarios propuestos por Zhi Ding [LD9411. 

2.1 Algoritmo del Steepest Descent 

Este algoritmo es básico para el entendimiento de las diversas maneras en que son 
implementados los algoritmos de adaptación basada en el gradiente. El método del 
steepest descent es recursivo en el sentido de que empieza de algún valor inicial arbi-
trario para el vector de coeficientes del igualador, el cuál se refina al incrementar el 
número de iteraciones. El valor final del vector de coeficientes converge a la solución 
de Wiener. El punto importante es que el método del steepest descent encuentra el 
mínimo punto de la superficie de error sin ningun conocimiento de la misma [1-lay911. 
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Algoritmo de 
Adaptacion 

u(n-M+2) 	u(n-M+1) 

1 

d(n 	) 

d(n) 

e • - MI.* 

Considere un lilt ro transversal cuya entrada es: u( n ), u(n —1), • • • . u( n — .11 + 1) 
y cuyos coeficientes son: wo( u), w1 (n). • • • , ¿t'Al  _ i (n). Las entradas son muestras gen-
eradas por un proceso estocástico estacionario en sentido amplio (WSS) con matriz 
de correlación R y media cero. Además de estos paramétros, se le debe proporcionar 
al igulador una "respuesta deseada" d(n) (en nuestro caso una secuencia de entre-
namiento). En la figura 3.1 se muestra un diagrama para la acción del filtro igulador 
hasta aquí descrito. 

El vector de entrada al tiempo n se denota mediante u(n), y el estimado de la 
respuesta deseada se denota mediante ci(n1U,,), donde U„ es el subespacio generado 
para las entradas al filtro u(n), u(n — 1), • • • , u(n — M + 1). 

Figura 2.1: Est ructra de un filtro transversal adaptivo. 

El error de estimación al tiempo n se define como la diferencia entre el valor 
de la respuesta deseada al tiempo n y su valor estimado también al tiempo n; 
matemáticamente tenemos: 

e(n) = d(n) — :1(n i 	) 
(2.1) 

= d(n) — w1(n)u(n) 

donde w(n) = [wo(n), wi (n),... , w A!  _ 1(n)1T  es el vector de coeficientes del filtro 

igulador ; w1(n)u(n) es el producto interno entre vector de coeficientes del filtro 

32 

IP Ir., 



igulador y el vector de entrada. En forma expandida el vector de entrada se escribe 
corno: u(n) = [u(n), u(n — 1), 	u(n 	M + 1)I T . 

En caso de que el vector de entrada u(n) y la respuesta deseada sean conjun-
tamente estacionarias, entonces el error cuadrático medio J(n) al; tiempo n es una 
función cuadrática del vector de coeficientes, por lo que la ecuación 1.5 es valida 
[Ilay91]. 

La superficie descrita por la ec. (1.5) tiene la forma de un paraboloide con un 
mínimo único. Esta superficie se le conoce con el nombre de superficie del error (error 
performance surface) del filtro adaptivo [WS85]. El proceso de adaptación consiste 
en buscar el punto mínimo de esta superficie: en éste punto el valor del vector de 
coeficientes adquiere su valor óptimo w0, el cuál esta definido por las ecuaciones de 
Wiener-Hopf : 

RW0 = p 	 (2.2) 

Al valuar el error (l'adral leo medio en este punto. se  tiene: 

J711 f /I 	er cj 	pHwo 	 (2.3) 

2.1.1 El Algoritmo "Steepest Descent". 

Una manera de resolver directamente la ec. de Wiener-Hopf es al invertir la matriz 
R. otra forma es aprovechar la estructura Toeplitz de la matriz Hermiteana R al 
aplicar el método de Levinson [llay911. El método del "steepest descent encuentra 
el valor mínimo de la función de costo, imin mediante el siguiente procedimiento: 

1. Se escoge arbitrariamente un valor inicial, W(0), para el vector de 
coeficientes W(k). El valor W(0) proveerá una suposición inicial 
acerca de la localización del punto mínimo de la superficie repre-
sentada por J(n). 

2. Usando el valor inicial o presente del vector de coeficientes W se 
calcula el gradiente de la función de costo J(n). 

3. Se calcula la siguiente estimación para el valor mínimo de del vector 
W. Este vector debe tener un sentido opuesto al gradiente calculado 
en el punto anterior. 

4. Se regresa al paso 2 y se repite el proceso. 

Matemáticamente las ideas anteriores se pueden expresar de la siguiente manera: 
sea V(J(n)) el gradiente de la función de costo al tiempo n; con lo cual el valor 
actualizado al tiempo n+1 del vector de coeficientes del filtro adaptivo se puede 
expresar como: 

w(n + 1) = w(n) + 2µ [—V(J(n))] 	 (2.4) 

donde p, es un parámetro conocido como el tamaño de paso de adaptación. El gra-
diente, V de la función de costo está dado por [Hay91]: 

	

V(J(n)) = —2p + 2Rw(n) 	 (2.5)•  
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Sustituyendo la ecuación 3.5 en la 3.4, obtenemos la siguiente t•ecursión para el 
vector de coeficientes w(n): 

w(n + 1) = w(n) + p [p — Rw(n)] , 	n = 0, 1, 2, ... 	(2.6) 

Obsérvese que el tamaño del paso de adaptación, p, controla la correción que se le 
aplica al vector de coeficientes del filtro al tiempo n, para obtener el valor de este 
vector al tiempo n+1. De acurdo a esta última ecuación la correción aplicada a w(n) 
es igual a p [p — Rw(n)]. 

La condición necesaria y suficiente para que el algoritmo del "Steepest descent" 
convenga es [Hay91]: 

2 
0 < p < 	 (2.7) 

Amar 

donde A„,„,. es el eigen valor máximo de la matriz de autocorrelación, R . Dado que 
\ n,„ < .1/ • R(0), un límite más restrictivo para p es [PRLN92]: 

O < p <(2.8) 
.1/ R(0) 

dónde R(0) = E {iu(k)12 }. Como se señala en iliay911 yen [WS85], la convergencia 
del algoritmo "Steepest descent" es altamente sensible a las variaciones de p y el 
esparcimiento ( varancia) de los eigen valores de la matriz R. 

2.1.2 Organigrama del Algoritmo Steepest Descent 

1 	oll(II( 	D'Hl', 	1111Clitit's 

W(0) = O 

Ecuaciones 

d(n) = wll (n)u(n) 

e(n) = d(n) — á(n) 

w(n + 1) = w(n) 1- µ [p — Rw(n)] 

(3.1) 

(3.1) 

(3.6) 

Tabla 2.1: El método del "Steepest Descent" 
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2.2 Algoritmo LMS ("Least Mean Squares"). 

El algoritmo LMS fue desarolloado por Widrow y Hoff [WS851. Este algoritmo como 
el método del Steep descent esta basado en el gradiente de la función de costo, sin 
embargo el algoritmo LMS ha ganado gran aceptación debido a su simplicidad, dado 
que no requiere del conocimiento de los estadísticos de la serial de entrada al filtro 
igulador y. admás es recursivo de tal manera que evita la inversión de la matriz de 
autocorrelación de la serial de entrada, R, para resolver la ecuación de Wiener-Hopff. 
Cabe mecionar que el algoritmo LMS sea convertido en un patrón contra el cual se 
comparan los algoritmos adaptivos más recientes. 

2.2.1 Estructura del Algoritmo "Least Mean Squares" 

Operacionalmente el algoritmo LMS puede ser descrito de la siguiente manera [WS85): 

1. Consta de un proceso adaptivo, el cuál involucra el ajuste au-
tomático del vector de coeficientes del filtro del igulador. 

2. Un proceso de filtrado, en el cual se estima la respuesta deseada 
mediante el producto interno entre el vector de entrada y el vector 
de coeficientes del filtro; finalmente se obtiene el error de estimación 
al comparar la respuesta deseada con su valor estimado. Este error 
de estimación es a su vez utilizado para actualizar el proceso adapt-
able, de tal manera que exita un lazo cerrado de retroalimentación. 

El algoritmo LMS no requiere de un conocimiento de los estadísticos de la señal de 
entrada al filtro del igulador, ya que los promedios probabiblísticos requeridos por el 
método del Steepest descent son sustituidos por promedios temporales (asumiendo 
un proceso estocástico ergódico). Al efectuar dicho cambio se ha observado que tanto 
el gradiente como el vector de coeficientes adquieren un comportamiento ruidoso, 
lo que trae como consecuencia que el algoritmo LMS no nos de el valor óptimo 
(solución de las ecuacions de Wiener-Hopff ) para el vector de coeficientes sino un 
valor muy cercano al valor óptimo. Cabe hacer notar que al aumentar el numero de 
iteraciones el valor del vector de coeficientes estará variando de una manera ruidosa. 
alrededor del punto mínimo de la función de costo. 

2.2.2 Algoritmo LMS 

Dado que el algoritmo LMS sustituye los promedios probabilísticos con promedios 
temporales (asumiendo ergodicidad), entonces en la expresión del gradiente del algo-
ritmo steepest descent es necesario sustituir la matriz de correlación, R, y el vector 
de la correlación cruzada entre los datos de entrada y la respuesta deseada, p, por 
sus respectivas estimaciones: 

ft = u(n)uH  (n) 	 (2.9) 
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*(0) = 

Ecuaciones 

a(n) = 011  (71)00 (3.13) 

c(n) = d(n) — d(n) (3.14) 

Vv(n + 1) = *(ri) + pu(n) • e*(n) (3.15) 

p(n) = u(n)(/*(n) 	 (2.10) 

Utilizando estas estimaciones el gradiente está dado por: 

7(J(n)) = —2u(n)d'(n) 	2u(n)uH(n)*(n) 	(2.11) 

Sustituyendo 3.11 en la ecuación 3.4 del algoritmo steepest descent obtenemos la 
siguiente expreseión para el estimado del vector de coeficientes: 

*(n + 1) = w(n) + ¡zu(n) [d"(n) — uf' (n)*(n)] 	(2.12) 

2.2.3 Organigrama del Algoritmo LMS. 

'rabia 2.2: Algoritmo LMS 

2.2.4 Propiedades del Algoritmo LMS. 

Cuando los datos de entrada, u(k), son estacionarios, el algoritmo LMS tiene las 
siguientes propiedades [Ilay91] [WS85]: 

1. El algoritmo es convergente en la media, esto es, E {*(n)} 	w, cuando 
n --+ oc, si el tantito del paso ji satisface O < p < 2/Amar. 

2. El algoritmo LMS es convergente en el valor cuadrático medio: 

E {J(n)} = J,7 + E {J„(oc)}, 

2  
siO < p < 

E,=1 
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dónde J(n) esta dado por (1.5), {A, } son los eigen valores de R, y E {.1,(Dc)} 
es el exceso del error cuadrático medio: 

E {J„(co} 	
2 — E,, Ai 
	 (2.16) 

3. Si el algoritmo es convergente en el cuadrado de la media, también lo es en la 
media. Esto es consecuencia de: 

.k1 

Amar 	E At (2.17) 
tra 

-I. El tamaño del paso /i es la memoria del algoritmo LMS. Si p es pequeño, el 
algoritmo LMS se adapta lentamente y E {,/„.(3c )} será pequeño. Por otro 
lado, si p es grande. el algoritmo se adapta rápidamente a las expensas de un 
gran valor de E {J,,(x)}. 

5. La tasa de convergencia del algoritmo es lenta si. la matriz de autocorrelación, 
R. de los datos de entrada exhibe una gran dispersión de sus eigen valores. La 
dispersión de la eigen valores se define como: (A./Amin). 

6. El algoritmo LMS exhibe un desajuste en el estado estable. Esto es, M = 
E {,1,(Dc)} / Jr„,„. el cuál se incrementa linealmente con p. 

2.3 Conclusiones 

t-le capítulo se trataron los algoritmo -si eepest descent" y el algoritmo LMS. En 
estos algoritmos no se requiere de la inversión directa de la matriz de autocorrelación 
de los datos (le entrada sino que esta se calcula de una forma indirecta en un número 
menor de operaciones. 

Corno se vio el algoritmo -steepest descent -  requiere del conocimiento de los 
estadísticos de la señal de entrada al receptor y de la señal deseada. Esto representa 
cierto inconveniente en la práctica pués no siempre se dispone de este conocimiento. 
sino por el contrario nop de dispone de él. De aquí que para solucionar este problema 
Widrow propuso el algoritmo "Least Mean Squares (LMS)". el cual no requiere del 
conocimiento de los estadíticos de la señal de entrada al igualador. Esta caracterítica 
del algoritmo LMS aunada a su robustez numérica lo ha vuelto el "patrón" contra 
el cual se compara cualquier algoritmo que se propone en la literatura. 

A pesar de las grandes priopiedades del algoritmo LMS, sigue siendo un al-
goritmo de gradiente, el cuál no converge a la solución óptima con cierta lentitud 
en comparación con los algoritmos de los mínimos cuadrados. A pesar de que esto 
a parentemente no representa mayor problema recordemos que la transmisión de 
datos cada vez se realiza a una mayor tasa, lo cual implica la constante búsqueda de 
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nuevoa algoritmos que convergan más rápido y ralizen un menor número de opera-
ciones por muestra de salida con el fin de satisfacer de una manera más adecuada 
estos requerimentos. De aquí que se hallan desarollados los algoritmos rápidos de 
mínimos cuadrados. los cuales convergen más rápido y también realizan un número 
menor de operaciones. En el siguiente capítulo se abordarán estos algoritmos tanto 
para una topología transversal del filtro igualador como una tpología en lattice. Es-
tos algoritmos se utilizan en situaciones que requieren tasas más altas de transmisión 
por lo cual resultan de extremada importancia para el tema aquí tratado. 
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Capítulo 3 

Algoritmo de los Mínimos 
Cuadrados (MC) 

En este capítulo se tratará el algorit nio de los mínimos cuadrados ("least squares 
( LS)" ) el cuál para resolver el problema de la igulación de canal (filtrado) no requiere 
del conocimiento de los estadísticos de la señal de entrada al igulador. 

Dado que el algoritmo de los mínimos cuadrados requiere de la inversión de la 
matriz de la autocorrelación de los datos de entra al filtro y, dado que la inversión de 
matrices es un proceso computacionalmente costoso se prefiere recurrir a algoritmos 
recursivos en los que no se invierte dicha matriz directamente sino de una manera 
recursiva. Así el algoritmo MC nos conduce de una manera natural hacia su solución 
recursiva, dando por resultado el algoritmo recursivo de los mínimos cuadrados' 
(MCS). 

A partir de este último algoritmo y debido a la necesidad de realizar un proce-
samiento en tiempo real, se han desatollado los algoritmos rápidos de los cuales en 
este capitulo se analizará el Fast transversal Filter (b-IFF)". 

Finalmente, se analizará el algoritmo "recursive least squares "lattice" algo-
rithm (LS1)-  que en lugar de utilizar una estructura transversal para el filtro adap-
tivo utiliza una estructura. en "lattice"". 

3.1 	Desarollo del Algoritmo de los Mínimos Cuadra-
dos (MC) 

La idea básica del algoritmo de los mínimos cuadrados es la siguiente: supongáse 
que se dispone del siguiente conjunto de datos obtenidos de la observación de un ex- 
perimento o fenómeno determinado: u(1), u(2), 	u(n) dónde estas observaciones 
fueron realizadas en los tiempos: t i , 12 , 	, t„ respectivamente. Dadas estos datos 
el algoritmo de los mínimos cuadrados obtiene la curva que mejor los aproxime en el 
sentido de minimizar la suma de los cuadrados de la diferencia entre la señal deseada 
y su estimación respectiva a cada instante de tiempo n [PRLN92]. 
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3.1.1 La Función de Costo en el Algoritmo de los Mínimos 
Cuadrados 

Spongase que se desea estudiar un fenómeno determinado el cual no deseamos mod-
elar de una forma directa, es decir, no se desea establecer un modelo del sistema 
a través del estudio de su estructura interna; más bien lo que se pretende es es-
tablecer un modelo a través de la observación de la relación que existe entre las 
señales de entrada y las de salida. Para este fin, definamos la variable d(i) como 
la respuesta de este fenómeno o sistema cuando se aplica el siguiente conjunto de 
entradas: u(i), u(2), 	, u(i 	M + 1). Por simplicidad se asume que la relación 
que guarda la salida con la(s) entrada(s) es lineal, por lo que podemos expresar a 
d(i) como un modelo de promedio móvil o de respuesta impulsional finita (ó FIR de 
sus siglas en Inglés): 

u-1 
d(i) = E wo'k u(i — k) 	e0(i) 

	
(3.1) 

k =o 

dónde te:k  son los parámetros del sistema y, ea  representa el error de modelado. 
Este error es una variable aleatoria no observable que se introduce en el modelo 
con fines de cuantificar la excatitud con que se ajusta a la "realidad". Generalmente 
algunos autores prefieren evitar las complicaciones que pudieran surgir de un análisis 
más profundo de la exactitud de este tipo de modelado y asumen que el error de 
modelado es un proceso "blanco" con media cero y variancia a', es decir: 

E k0(i)1 = 0 	 (3.2) 

(„2, 	= k 
E  k 'E. (k)] = {o. 	i 	k 

Esta suposición implica que al aplicar el operador valor esperado a la ec. 3.18 obteng- 
amos: 

.11-1 

E [d(i)1 = E tv:ku(i - k) 
k=o 

Nuestro problema es el encontrar los coeficientes del modelo que 
los datos experimentalmente observados; sin embargo esta labor 
definimos un criterio basado en las mediciones del error entre los 
y los estimados; una vez definido este criterio se le debe aplic 
minimización para encontrar los parámetros de nuestro modelo 
define el error de estimación como la diferencia entre la respuesta 
del filtro: 

(3.4) 

mejor se ajusten a 
es imposible si no 
valores observados 
ar una técnica de 

wo. Por tanto, se 
deseada y la salida 

e(i) = d(i) — y(i) 
	

(3.5) 

dónde y(i) esta dada por: 

y(i) = E 	- k) 
A4.-1  

(3.6) 
k=o 
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por lo que el error de estimación. e(i), se puede expresar como: 

.11-1 

e(i) = d(i) — E 	— k) 	 (3.7) 
k=0 

De esta manera, el algoritmo de los mínimos cuadrados minimiza la siguiente función 
de costo para derivar los coeficientes del filtro: 

e(wo, wl, 	wm_i) = E 1 e(i) 12 	 (3.8) 
1=11 

dónde i t  e i2  son los indices que definen los limites sobre los que la minimización es 
llevada a cabo. El valor que se le asigne a estos limites depende del tipo de ventana 
empleada para los datos de entrada [A1c86, Hay91j. 

3.1.2 Derivación de las Ecuaciones Normales 

3.1.2.1 Principio de la Ortogonalidad 

La función de costo. ec. (2.25) se puede expresar como: 

N 

e(W0, 	WM-I) = E f(i)1'(i) 	 (3.9) 
1=011 

donde el error de estimación esta dado por la ec. (2.24). Si en ésta última ecuación 
se sustituyen los coeficientes del filtro, wk, por: 

wk  = a k 	jbk , 	k = 0, 1. 	, M — 1 	 (3.10) 

obtenemos la siguiente ecuación: 

A/-1 
e(i) = d(i) — E (ak — jbk)u(i — k) 

k=0 
(3.11) 

La k-ésima componente del gradiente de la función de costo, C. para el algoritmo de 
los mínimos cuadrados se define como: 

	

a e 	.de 

	

dak 	dbk  

Efectuando las derivadas correspondientes se demuestra se obtiene [Alc86, Hay9l]: 

N 

Vk(e) = —2 E u(i — k)e(i) 	 (3.13) 
¡=.11 

La minimización de la función de costo. C. con respecto a los coeficientes del filtro 
wo, wi , 	wm_ i  requiere que: 

	

k(C) = 0, 	k = 0, 	1, 2, ... 	M — 1 	 (3.14) 
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Cuando este sistema de ecuaciones lineales es satisfecho, el error (le estimación es 
mínimo, emin . Por tanto cuando la función de costo es minimizada la ec. (2.39) se 
puede expresar como: 

N 

E u(i — k)e:flin(i) = O, 	k = 0, 1. 	M — 1 	(3.15) 
t=m 

Esta última ecuación es el principio de la ortogonalidad en su versión temporal. Este 
principio establece lo siguiente: 

1. El error de estimación, emin(i), resultante del proceso de 
optimización de la función de costo, E, es ortogonal al 
vector de entrada u( i). 

• 

3.1.2.2 Ecuaciones Normales 

El error de estimación mínimo, cmin , esta ciado por: 

fmtn( 

M —1 
) 	d(i) — E uci — o (3.16) 

t=0 

dónde el vector de coeficientes del filtro, 	es la solución al problema de los mínimos 
cuadrados. Sustituyendo la ec.(2.32) en ésta última ecuación, tenemos: 

.11-1 	N 	 N 
E ?i , t  E u(i — k)u•(i — t) = E 	— k)(1*(i), 	k = 0, 	, 	— 1 (3.17) 
t.° i=M 	 i=M 

Definiendo: 

k) = E u(i 	k)u*( — t), 	0 < t. k < 	— 1 	(3.18) 
s=m 

y 
N 

(—k) = E 	— k)(11(t), 	O < k < .11 — 1 
i=A1 

podemos expresar 2.34 como [Alc86, Hay911: 

.51-1 
E tbt (1)(t, k) = 0(—k),k = 0, 1, ..., M — 1 
1.0 

Este último sistema de ecuaciones representa el sistema expandido de las ecuaciones 
normales para un filtro lineal de mínimos cuadrados [Alc86, Ilay91]. En forma ma-
t ricial tenemos: 

4hvir = 9 	 (3.21) 

(3.19) 

(3.20) 
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donde: 

• = 

0(0, 0) 	Ø(1, 0) 	. . 	001 - 1, 0) 	- 
0(0, 1) 	0(1, 1) 	.. 	0(M — 1,1) 

(3.22) 

0(0, M — 1) 0(1, M — 1) 	0(M — 1, M — 1) 

es la matriz de autocorrelación de las muestras de entrada, u(i), u(i — 1), ..., u( 
M — 1) al filtro: además: 

O = [0(0), 0( —1). 	0( —M + 1)jT 	 (3.23) 

es el vector de la correlación cruzada de las muestras de entrada, u(i), u(i —
1), .... u(i — .1! — 1), al filtro y la respuesta deseada d(i). Finalmente: 

lir (3.24) 

La ecuación 2.38 es la forma matricial de las ecuaciones normales para los filtros 
lineales de mínimos cuadrdos. 

3.1.3 Propiedades del Algoritmo de Mínimos Cuadrados 

A continuación se presenta un resumen de las propiedades del algoritmo de los 
mínimos cuadrados, para las demostrasiones colsute la referencia: [A1c86, Hay91j: 

1. La estimación del vector de coeficientes del filtro, * es no sesgado. 
si  el proceso estocástico del error de modelado {eo(i)} tiene inedia 
cero. 

2. Cuando el error de modelado {f„(i)} es "blanco" con media cero 
y variancia 0'2 , la matriz de covariancia del estimado * es igual a 
(721-1.  

3. Cuando el error de modelado {e,,(i)} es "blanco" con media cero. 
el estimado * es el mejor estimador lineal no sesgado. 

4. Cuando el error de modelado {t,,(i)} es blanco, gaussiano y con 
media cero, el estimado * es igual al límite inferior "Cramér-Rao" 
para estimadores no sesgados. 

3.2 	Algoritmo Adaptable de los Mínimos Cuadra- 
dos 

El sistema expandido de las ecuaciones normales para un filtro lineal de mínimos 
cuadrados. ec. 3.38, puede ser resuelto mediante la inversión de la matriz de au-
tocorrelación de las muestras de entrada al filtro, 43, siempre y cuando la inversa 
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exista. Sin embargo, la inversión de matrices es coinputacionalmente cara. por lo 
que se prefiere resolver el sistema de ecuaciones representado por la ec. 2.38 de una 
manera recursiva. 

El algoritmo que en esta sección se presenta es un algoritmo recursivo en el 
sentido de que el cálculo de la estimación del vector de coeficientes del filtro al 
tiempo n, se calcula en base a la estimación de éste mismo vector al tiempo n - 
y a las nuevas muestras que van entrando al filtro: por tanto, nos referimos a éste 
algoritmo como el algoritmo de los mínimos cuadrados recursivos. 

3.2.1 Desarollo del Algoritmo MCR 

En este algoritmo así como en los algoritmos rápidos basados en la estimación de 
mínimos cuadrados se incluye un factor de ponderación ó "factor de olvido" en la 
función de costo dada por la ec. 3.8 con el objeto de que el algoritmo pueda hacer 
un seguimiento de los estadísticos de la señales en un ambiente no estacionario, de 
esta manera tenemos: 

/I 

e(n) = 	3(n, 	10012 
	

(3.25) 
1=1 

dónde e(i) es el error de estimación definido por la ecuación 3.5. la cual se puede 
expresar vectorialmente como: 

c(i) = d(i) 	w H (n)u(i) 	 (3.26) 

donde u(i) es el vector de muestras de entrada al filtro: 

u(i) = [u(i). u(i — 1). 	u(i — M + 1)]T 	 (3.27) 

y w(n) es el vector de coeficientes del filtro al tiempo n: 	

11 w(n) = [tro(n), wi (n), 	u'.11-t(n)1T  (3.28) 

El factor de olvido, 3. introducido en la ecuación 3.25 tiene la siguiente propiedad 
[Alc86, Ilay91]: 

< 3(n, i) < 1, 	i = 1, 2, 	n 	 (3.29) 

Este factor tiene el objetivo de ponderar el error de estimación. de tal manera que 
al tiempo presente se tenga un factor de ponderación cercano a uno, mientras que 
para tiempos anteriores este factor decrezca de tal manera que el "pasado lejano" 
afecte de una manera menos significativa a las estimaciones en el tiempo presente. 
Esto da como resultado que los algoritmos de mínimos cuadrados puedan seguir las 
variaciones en los estadísticos de la señal de entrada al filtro, cuando ésta no es 
estacionaria [A1c86, Hay91]. De aquí que. una forma comúnmente aceptada para el 
factor de olvido sea la siguiente: 

3(n, i) = 	i = 1, 2, ..., n 	 (3.30).  
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donde A es una constante cercana pero menor que uno. Cuando A es igual a uno 
tenemos el algoritmo ordinario de los mínimos cuadrados. El inverso de 1-A es una 
medida burda de la memoria del algoritmo [Alc86, Hay91], por lo que cuando \ es 
igual a uno, la memoria del filtro es infinita. Si se suastituye la ec. 3.30 en la 3.25 
tenernos el algoritmo de los mínimos cuadrados con una ponderación exponencial, 
cuya función de costo es: 

e(n) = EA"' 1 c(i)12 
	

(3.31) 
1=1 

Recuérdese que el algoritmo de los mínimos cuadrados recursivos (MCR) resuelve 
el sistema expandido de ecuaciones normales para un filtro lineal de estimación por 
mínimos cuadrados. por lo que el valor óptimo para el vector de coeficientes del 
filtro está dado por la solución a la ecuación 3.21. Por tanto. para poder desarollar 
el algoritmo \ICH debemos deducir una ecuación recursiva para el cálculo del vector 
de coeficientes, para tal efecto definase la matriz de autocorrelación de las muestras. 
de entrada al filtro corno: 

= 	A"-sti(i)tim(r) 
	

(3.32) 
:=1 

y definase el vector de correlación cruzada de las muestras de entrada al filtro y la 
respuesta deseada como: 

0(n) = E A"-iu( i)d.( i) 	 (3.33) 
.1 

dónde el asterisco denota el complejo conjugado. La recursión para la matriz de 
autocorrelación de las muestras de entrada al filtro se haya al aislar el término para 
el cual i = u, en la ecuación (3.32): 

= 
 A [

n-1 
E An-i-iuwoH + u(n)u1(n) 	(3.34) 
a=1 

En esta última ecuación, la expresión entre paréntesis cuadrados es igual a la matriz 
de autocorrelación de las muestras de entrada al filtro al tiempo n -1. por lo tanto: 

0(n) = A4)(n — 1) + u(n)u1(n) 	 (3.35) 

dónde (1)(n - 1) es el valor de la matriz de autocorrelación de las muestras de entrada 
al tiempo n - 1. y el producto matricial u(n)uH(n) es la correción que se le aplica a 
u(n)uH (n) para obtener 0(n). 

Similarmente se desarolla una recursión para el vector de la correlación cruzada 
de las muestras de entrada al filtro y la respuesta deseada. Partiendo de la ec. 3.33 
se puede demostrar que [A1c86, Hay911: 

0(n) = A0(n — 1) + u(n)d'(n) 	 (3.36) 
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La siguiente reclusión que se desarolla es la recursión para la matriz inversa de .1. 
El desarollo de esta recursión consiste simplemente en aplicar el lema de inversión 
niatricial a la ecuación 3.35, con lo cual obtenemos (ver Apéndice A): 

1-1(n) = A-1 -1(n - 	A-29-1(n - 1)u(n)ull(n).-1(n - 1) 4, 	
1 + A-10(n)41-1(n - 1)u(n) 

	(3.37) 

Por conveniencia se define: 
P(n) = *-1(n) 	 (3.38) 

k(n) 	
1 + 1,--111H(n)P(n - 1)u(n) 

A-ip(77 — 1)u(n) 

Al vector k(n) de dimensión M x 1 algunos autores lo llaman "vector de ganancia 
pero por otro lado también se le conoce como ganancia de palman [Alc86]. Susti-
tuyendo (3.39) y (3.3s1 en la ecuación (3.37) obtenemos: 

	

P(n) = )-'P(n - 1) - A-1K(n)ull(n)P(n - 1) 	(3.40) 

A continuación se desarollará una expresión alternativa para el vector de ganancia, 
k( n). que nos será de utilidad en nuestro desarollo posterior del algoritmo de mínimos 
cuadrados recursivos. Nótese que la ecuación 3.39 se puede expresar como: 

k(n) = 	— 1)u(n) 	A-1k(n)u1  (n)P(ti - 1)u(n) 

	

[\ -'P(n - 1) - A-Ik(n)ull(n)P(n - 1)] u(n) 
	(3.41)' 

De la ec. 3.40 se observa que la expresión entre paréntesis es igual a P(n), por lo 
que tenemos: 

k(n) = P(n)u(n) 	 (3.42) 

La última ecuación junto con la cc. 3.38 da por resultado: 

k(n) = 	-1(n)u(n) 	 (3.43) 

Esta ecuación nos dice que el vector de ganancia es igual al vector de muestras de 
entrada transformado por la inversa de la matriz de autocorrelación de las muestras 
de entrada al filtro. 

3.2.1.1 Recursión para el Vector de Coeficientes del Filtro 

Recuerdese qué deseamos resolver las ecuaciones normales para un filtro lineal que 
utiliza la estimación por mínimos cuadrados de una manera recursiva, por lo que 
resulta lógico sustituir las recursiones desarolladas en las secciones anteriores en la 

(3.39) 
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expresión tnatricial para las ecuaciones normales. Por tanto. sustituyendo 3.36 y 
3.38 en 3.21 tenemos: 

*(n) = 1-1(n)0(n) 

= P(n)0(n) 	 (3.44) 

= ,\P(n)0(n — 1) + P(n)u(n)ci*(n) 

Sustituyendo 3.40 sólo en el lado izquierdo de 3.44, tenernos: 

liv(//) = P(n — 1)0(n — 1) — k(n)ull (n)P(n — 1)0(n — 1) + P(n)u(n)d' 

01) -- '(n — 1)0(n — 1) — k(n)u11 (n).-1 (n — 1)0(n — 1) + P(n)u(n)d' 

= 	*(n — 1) — k(n)un (n)*(n — 1) + P (n)u(n )(I* (n) 
(3.45) 

Finalmente utilizando la ecuación 3.42 en la anterior, tenemos: 

* 	= 	*(n — I) + k(n) 	(n) 	uH (n)*(n — t)1 
(3.46) 

= *(n — 1) 	k(n)a*(n) 

dónde a(n) se le conoce con el nombre de inovación y, está dada por la expresión 
entre paréntesis cuadrados en la ecuación anterior: 

n(n) = d(n) — ur (11)**(11 — 1) 
(3.47) 

d(n) — *11  (n — 1)u( u )  

El producto interno dado por 0( n — 1)u( n) representa la estimación de la respuesta 
deseada. d(n), tomando como base la estimación del vector de coeficientes del filtro al 
tiempo anterior. De acuerdo a esto, a o(n) también se le llama el error de estimación 
a priori. No se debe confundir este error con el error de estimación a posteriori dado 
por: 	

e(n) = d(n) — 1T H  (n)u(n) 	 (3.48) 
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3.2.2 Organigrama del Algoritmo de Mínimos Cuadrados 
Recursivos 

Condiciones Iniciales 

P(0) = b-II, 	<S = cte. positiva pequeña 

*(0) = O 

Para n = 1, 2, ..., calcule 

r(n) 	= ulf (n)P(n 	— 1) 

N(n) = A + r(n)u(n) 

k(n) = '11 

o(n) 	= d(n) 	— Vvii (n 	— 	1)u(n) 

*(n) = *(n — 1) + k(n)a*(n) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.47) 

(3,46) 

P'(n — 	1) 	= k(n)r(n) (3.52) 

P(n) = 	(P(n — 1) — P'(n — 1 )) (3.53) 

Tabla 3.1: El algoritmo (le Mínimos Cuadrados Recur-
sivos (MCR). 
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3.3 Algoritmos Rápidos para La Igualación de 
Canal 

En la sección anterior se trató el algoritmo de los mínimos cuadrados recursivos, el 
cual resuelve las ecuaciones normales de una manera recursiva, es decir, calcula el 
estimado del vector de coeficientes del filtro al tiempo n basandóse en la estimación 
de dicho vector al tiempo n-1. Este algoritmo tiene una complejidad computacional 
del orden de A/ 2  [Alc86, Hay91], dónde NI es el número de coeficientes del filtro 
de igualación. Cuando el tiempo de procesamiento es un factor primordial en de-
terminada aplicación, tal como generalmente ocurre en el caso de la igualación de 
canal, debemos recurrir a un algoritmo rápido. En la literatura se entiende por un 
algoritmo rápido como áquel algoritmo cuya complejidad computacional se incre-
menta de una forma lineal con el número de variables libres o parámetros a ajustar 
[A1c86, Hay91]. 

En la actualidad con el incremento de las aplicaciones de tipo multimedia 
dónde se requiere la transmisión en tiempo real tanto de datos, imágenes, audio y 
video a través de redes de comunicaciones: es indispensable el uso de algoritmos 
rápidos para la igualación de canal. Por tanto, los algoritmos rápidos de filtrado 
adaptable han experimentado un creciente interés en el ámito de la investigación y 
en del desarollo tecnológico. 

En esta sección se presentan dos tenias fundamentales para el desarollo de los 
algoritmos rápidos del filtrado adaptable: la predicción adaptiva hacia adelante y la 
predicción adaptiva hacia atrás. 

3.3.1 Prin ipios Básicos 	c 

3.3.1.1 Predicción Adaptiva Lineal Hacia Adelante 

Considere el predictor lineal hacia adelante de orden \l mostrado en la figura 3.1. 
dónde la estimación del vector de coeficientes del filtro, *. alcanza su valor óptimo.  
(de acuerdo al criterio de minitnización de los mínimos cuadrados) durante el inter-
valo de observación 1 < i < n, Denotemos con fm(i) el error de predicción hacia 
adelante producido por el predictor al tiepo i en respuesta al vector de muestras de 
entrada al filtro um(i — 1 ): 

fm(i) = u(i) — vir li (n)um(i — 1), 	1 < i < n 
	

(3.54) 

dónde u(i) representa la respuesta deseada y, um(i — 1) en forma extendida está 
dada por: 

— 1) = [u(i — 1), u(i — 2), ..., u(i — Al)] 	(3.55) 

Usualmente en la literatura se refiere a f%f (i) como el error de predicción a posteriori, 
ya que su cálculo se basa en el valor de la estimación del vector de coeficientes del 
filtro al tiempo n. 
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u(i-M+ ) 	u(i-M) 

Prediccion 
Lineal 
de u(i) 

Figura 3.1: Predictor hacia adelante de orden M. 

El problema de la predicción lineal adaptiva hacia adelante también se puede 
formular al especificar el filtro de predicción del error que se muestra en la figura 
3.2, Sea am ) el vector de coeficientes del filtro de orden M de predicción del error 
al tiempo n. Nótese que éste vector guarda la siguiente relación con el vector (le 
coeficientes del filtro Ar( ): 

a.t/(n) 	1  —0( n)  

Se define al vector de muestras de entrada al filtro um+1. al orden M+1 como: 

11.11-1-z(i) = um(i — 1) 

Con lo cural el error de predicciron a posteriori hacia adelante, fm(i), también se 
puede expresar mediante: 

f.u( ) = 	 1. 	1 < t < n 	 (3.58) 

La estimación del vector de coeficientes. 0. del predictor forward es la solución 
obtenida del problema de minimizar la suma del cuadrado de los errores de predicción 
hacia adelante para el intervalo de observación: 1 < i < n. De manera análoga, el 
vector de coeficientes, am (rz), del filtro de predicción del error es la solución al mismo 
problema de minimización sólo que formulado en términos del filtro de predicción del 
error, es decir, sujeto a la restricción de que el primer elemento de am(n) es igual a 
la unidad [A1c86, Hay91]. En cualquier caso, la solución al problema de los mínimos 
cuadrados se puede expresar en términos de las ecuaciones normales extendidas para 
la predicción lineal hacia adelante: 

I 	
Y.,[ 	n 

m-1-1(71)am(n) = 	O 
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Figura 3.2: Filtro de Predicción del Error. 

donde 0 es el vector nulo de M x 1. El escalar ,Fm(n) es el valor mínimo de la suma 
ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de predicción hacia adelante: 

FAt(n) = EA"-' 1 Mi) V 	 (3.60) 
=l 

La matriz Om+1  (n) de (M+!) por (M+1) es la matriz de autocorrelación del vector 
de muestras de entrada al filtro de predicción del error um+I (i): 

N 
.m.4.1 (n) = 	A"'um-4-1(i)u /Alf+1(i) 	 (3.61) 

=1 

Utilizando la ec. :3.57 podemos expresar a •M+1  (n) como: 

	

rbm+i(n) = 	
Or (n) 

01(n)•m(n — 1)1 

donde U1 (n) es la suma ponderada del cuadrado de la "respuesta deseada" utilizada 
para la predicción hacia adelante: 

	

Uj(n) 	E 	1 u(i)12 	 (3.63) 

01 (0 es el vector de M x 1 de la correlación cruzada del vector de muestras de 
entrada al predictor (ver fig. 3.1), y la respuesta deseada u(i): 

01(12) = E 	— 1)u*(i) 	 (3.64) 
=i 

Finalmente, 0,„(n — 1) es la matriz de autocorrelación del vector de muestras de 
entrada. um(i — 1), al filtro predictor de la figura 3.1: 

Sm(n — 1) = 	An-ium(i — 1) 
(3.65) 

= zwomn_u_sum(oul(i)  
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continuación debemos resolver el problema de la predicción lineal hacia adelante 

de una manera adaptiva utilizando el algoritmo de mínimos cuadrados recursivos 

(MCR) tratado en la sección anterior, Para este efecto algunos autores utilizan la 

analogía entre los parámetros del algoritmo MCR y de la predicción lineal hacia 

adelante mostrada en la tabla 3.1[A1c86, Hay91]. De las ecuaciones (3.43), (3.46) y 

(3.47) se deduce la siguiente recursión para el vector de coeficientes del predictor: 

*(n) = liv(n — 1) + km(n — 1)r1*Ai(n) 	 (3.66) 

donde rim(n) es el error a priori de predicción hacia adelante, esto es la diferencia 

entre la respuesta deseada y su estimación: 

11.51( 71 ) = u(i) — 	OUNI(n — 1) 	 (3.67) 

y km( n — 1) es el vector de ganancia para la predicció lineal hacia adelante de orden 

km(ri — 1) = OW(n — 1)um(rt — 1) 	 (3.68) 

donde el indice M se utiliza para denotar el orden del predictor. Sustituyendo la 

ecuación 3.66 en la ec. 3.56 obtenemos la recursión para el vector de coeficientes del 

filtro de predicción del error: 

am(n). = am(n — 1) — 	 I r/A,(n) í 
km(n

o 

 — 1) 
	 (3.69) 

donde: 

( n ) = [1. —01(n — 1)1 	
u(n) 

um(n — 1) 

= alAit(n — 1)um+1(n) 

Finalmente. utilizando la siguiente ecuación correspondiente al algoritmo de mínimos 

cuadrados recursivos [A1c86, Ilay91]: 

emin( n ) 	Aem ,„(,, — 	+ o Me(n) 	 (3.71) 

tenemos la siguiente recursión para el mínimo valor de la suma del cuadrado de los 

errores ponderados de predicción hacia adelante: 

Ym(n) = AYm(n — 1) + iim(n)fl(n) 	 (3.72) 

3,3.1.2 Predicción Lineal Adaptiva Hacia At ras 

Considere el predictor lineal hacia atrás de orden M que se muestra en la figura 

3.3, cuyo vector de coeficientes, g(n), se ha optimizado de acuerdo al criterio de 
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Parámetro MCR Predictor 
hacia adelante 

Predictor 
hacia atrás 

vector de 
entrada u(n) um(n — 1) um(n) 

respuesta 
deseada d(n) u(n) u(n - M) 

vector de 
coeficientes *(o) *(n) g(n) 

error 
a posteriori 

de estimación 
e(n) fu(n) bm(n) 

error 
a priori 

de estimación 
a(n) riilf ( n ) ?i,m(n) 

vector de 
ganancia k(n) 	km(n 	— 1) km ( n) 

Valor muumo 
de la suma de 

errores al cuad. 
em,,i(n) FAI(n) 13.11( o) 

Tabla 3.2: Analogía de parámetros entre el algoritmo de 
mínimos cuadrados recursivos, la predicción lineal hacia 
adelante y la predicción lineal hacia atrás. 
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u(i) 

ininimización del error del algoritmo de MC, en el intervalo de observación: 1 < 
i < u. Sea bm(i) el error de predicción hacia atrás producido por el predictor de la 
fig. 3.3 al tiempo i en respuesta al vector de muestras de entrada uM(i): 

bm(i) = u(i — M) 	gll(n)um(i) 	 (3.73) 

donde u(i - M) es la "respuesta deseada" y: 

= [u(i), u(i — 1), ..., u( — Al + 1)] 	 (3.74) 

Usalamente en la literatura bm(i ) se le conoce como el error a posteriori de predicción 
hacia atrás, ya que su cálculo se basa en el valor del vector de coeficientes del 
predictor de la figura 3.3 al tiempo n, es decir en g(n). 

(3.75) 

= (3.76) 

(3.77) 

u(i-M+1) 	u(i-M) 

Prediccion 
Lineal 

de u(i-M) 

Figura 3.3: Predictor hacia atrás de orden M. 

De una manera análoga al caso de la predicción lineal hacia adelante. el prob-
lema de la predición lineal hacia atrás puede plantearse en términos del filtro de 
predicción del error que se ¡nuestra en la fig. 3.4. Sea cm(n) el vector de NI x 1 de 
coeficientes del filtro de orden NI de predicción del error. El vector cm(n) guarda 
la siguiente relación con el vector de coeficientes, bm(i), del predictor lineal hacia 
atrás: 

Cm(n) = 	
—g(n) 

1 

Sea um+1(i) el vector, de (M + 1) x 1, qué tiene la respuesta deseada u(i -
M) como su último elemento y a los elementos del vector um(i) como sus elementos 
restantes: 

tim(i) 
u(i M) 

Entonces el error de predicción hacia atrás puede ser redefinido como: 

bm(i) = c 5.11(n)uNi+I (i), 	1 < i < 
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Figura 3.4: Filtro de Predicción hacia atrás del error. 

El vector de coeficientes del predictor lineal hacia atrás g(n) es la solución que resulta 
de la minimización de la suma del cuadrado de los errores a posteriori de predicción 
ponderados para el intervalo de observación: 1 < i < u. De una manera análoga, el 
vector de coeficientes del filtro de predicción del error cm(n ) es la solución al mismo 
problema de minimización sólo que sujeto a la restricción adicional de que él último 
elemento del vector cm(n) debe ser igual a la unidad [A1c86, Hay91]. En cualquier 
caso la solución al problema de los mínimos cuadrados puede ser escrita en términos 
de las ecuaciones normales extendidas para la predicción lineal hacia atrás: 

A1+I(n)cm(71) = 	° 
eti(n) 

donde O es el vector nulo de M x 1. El escalar 8( n ) es el mínimo valor de la suma 
del cuadrado de los errores a posteriori de poredicción ponderados: 

I! 

smpo = E A H-` 1 bm(i) 12 	 (3.79) 

La matriz 410 A/4.1 ( n) de (M+1) x (M+1) es la matriz de autocorrelación del vector de 
muestras de entrada al filtro de predicción del error um+i (i). Utilizando la ec. 3.76 
la matriz Im+1(n) se puede expresar en forma particionada como [Alc86, Hay91]: 

tm( 02 n  
I.41+1(n )i(n)  = 	0 1(n

n
)

) 
 U2

(
(n

) 
 ) 

donde 112(n) es la suma del cuadrado de los valores ponderados de la respuesta 
deseada para la predicción lineal hacia atrás: 

U2(n) = 	An"' 1 u(i — M) 1 2  
(3.81) 

En-
1
,fA(n-M)-i 1 u(i) 12 
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02(n) es el vector de \l x 1 de la correlación cruzada de las muestras de <mi rada al 
predictor de la fig. 3.3 y la respuesta deseada u(i - 151): 

N 
02(n) = 	An-iUm(i)1114(i) 

	
(3.82) 

:=1 

De una manera análoga al caso de la predicción lineal adaptiva hacia adelante para 
poder desarollar la teoría correspondiente a la predicción lineal adaptiva hacia atrás 
se recurre a la analogía entre los parámetros del algoritmo recursivo de mínimos 
cuadrados y los de la predicción lineal hacia atrás (ver tabla 3.1). De esta manera 
utilizando las ecs. (2.60), (2.63) y (2.64) podemos deducir la siguiente recursión para 
el vector de coeficientes del predictor hacia atrás glossaryvector de coeficientes del 
predictor hacia atrás[A1c86. Hay91]: 

g(n) = g(n — 	+ km(n)t'ti(n) 	 (3.83) 

donde 1 ,m(pi) es el error a priori de predicción hacia atrás: 

um(n) = u(n — M) — gll 	— Uum(n) 	 (3.84) 

y km(n) es el vector de ganancia para la predicción lineal hacia atrás de orden M: 

km(n) = 01,7j(n)um(n) 
	

(3.85) 

Sustituyendo 3.83 en 3.75 podemos expresar la recursión para el vector de coefi-
cientes del filtro del error de predicción hacia atrás como: 

C:11(n) = cm(n 
— 1) — {  kw(n) 	1,»51( „ )  

O 
(3.86) 

donde: 	y.51( 	= Hgll(n 	1), 	ti(un.m_(%)  I 	

(3.87) 

= cZ(n — 1)um_1 (n) 

Finalmente de la ec. 3.71 se deduce la siguiente recursión para el minimo valor de 
la suma del cuadrado de los errores a posteriori ponderados de predicción: 

Bm(n) = A8m(n — 1) + ti,m(n)b i(n) 
	

(3.88) 
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3.3.1.3 Recursión para el Vector de Ganancia 

Por extensión de la ecuación 3.85 se puede definir el vector de ganancia al orden 
M+1 como: 

km+i(n) = 4-1(n)um+I(n) 	 (3.89) 

donde 0s/+1(n) esta dada por la ecuación 3.62. La inversa de 3.62 se halla aplicando 
el lema de inversión matricial (ver apendice A): 

O Cql 	 1  
9V+i(11 ) 7-= au(n)al(n) 	(3.90) 

Om 	n — 1) 	Fm(n ) 

donde Om es el vector nulo de SI x 1, am(n) es el vector de (M+1) x 1 de coeficientes 
del filtro de orden M de predicción hacia adelante del error, y ,FM(n) es el valor 
mínimo de la suma del cuadrado de los errores ponderados a posteriori de predicc'on 
hacia adelante. 

Posmultiplicando ambos lados de la ecuación 3.90 por la partición de um+i (n) 
dada por la ec. 3.57 (en la cual se reemplaza i por n), y utilizando la ecuciron 3.58 
(para i = n) tenemos la siguiente recursión para el vector de ganada extendido 
[11c86, Hay91]: 

km+,(n) = [ 	o 	fm(n).. 
-r 

kAr (71 — 1) 	Fm(n) 
(3.91) 

• 
De una manera análoga se puede desarollar la recursión para el vector de ganancia al 
orden M+1 para el caso de la predicción lineal adaptiva hacia atrás [Alc86, Hay91]: 

k 114.1(n) = 
kAt(n ) 4_ hm(u)  

o 	J 	8\1(11) 
cm(n) 	 (3.92) 

  

3.3.1.4 Factor de Conversión (Angulo Variable) 

El vector de ganancia puede ser visto como la solución de las ecuaciones normales 
cuando la respuesta deseada esta dada por [A1c86. Hay91]: 

d(i) = { 1, i = n 
O, i = 1, 2, 	n — 1 

El error de estimación se define como la diferencia entre la respuesta deseada y su 
estimación: 

-m(n) = 1 — kl(n)um(n) 
(3.94) 

= 1 — ul(n)075"(n)um(n) 

El error de estimación representa la salida de un filtro transversal cuyo vector de 
coeficientes es igual al vector de ganancia km(n), y cuya entrada es el vector de 
muestras de entrada um(n) (ver fig. 5.3). 

57 

(3.93) 



1 

Figura 3.5: Filtro transversal utilizado para definir el error de estimación Im(n). 

El error de estimación. -m(n) tiene la siguiente propiedad [A1c86, Hay91]: 

< -y3i (n) < 1 	 (3.95) 

El parámetro ?A1  puede ser visto como un factor de conversión [GMK83]. De acuerdo 
a esta interpretación. 'ym nos sirve para determinar el valor del error a posteriori 
de estimación a partir del valor correspondiente del error a priori de estimación. ".51 

tiene las siguientes interpretaciones como un factor de conversión: 

1. Para una estimación recursiva por mínimos cuadrados tenemos: 

"1.11( 11 ) = (3.96) 

donde cm( u) es el error a posteriori de estimación y o A/ (7/ ) es el error a priori 
de estimación. Esta última ecuación establece que dado el error a priori de 
estimación oM (n). podemos determinar el valor correspondiente del error a 
posteriori de estimación e,11 ( u) al multiplicar am(n) por -1.5 /(n ). Por lo tanto 
podemos ver a am(n) como un valor tentativo del error de estimación m(n) 
y a 7,t1(n) como un factor correctivo multiplicativo. 

2. Para la predicción lineal adaptiva hacia adelante, tenemos: 

1m(n — 1) = fm(n)  
rim(n) 

(3.97) 

Por lo tanto podemos ver a "M(n) como un valor tentativo del error a priori 
de predicción hacia adelante fm(n) y a 1M(n — 1) como el factor de correción. 
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2 fist(n)1 

3. Para la predicción lineal adaptiva hacia atrás, tenemos: 

1m(n) = 
hm(  n)  

'm(n) 
	 (3.98) 

4. Por lo tanto, se puede ver a 4,m(n) como un valor tentativo para el error de 
predicción hacia atrás bm(n) y a 111(n) como el factor de correción. 

Concluimos que a través del uso de este factor de conversión podernos calcular 
los errores a posteriori t Af , f 1/ (n) y b,11(n) al tiempo n antes de que los vectores 
de coeficientes de los filtros pertinentes ( esto es: km(n), am(n). y cm(n) ) sean 

calculados [Alc86, Hay911. 

Diferentes Recursiones Para El Factor de Conversión. A continuación se 
presentan cuatro diferentes recursiones para el factor de conversión, las cuales pro-
barán su utilidad en el desarollo de las distintas versiones de los algortmos rápidos 
[Alc86, Hay91): 

• La primera reclusión involucra tanto al orden como al tiempo: 

i.1/-1-1(n) = -1.1/(n — 1) 
Fm(n) 

• La siguiente recursión es sobre el orden del factor de conversión: 

1 frr(n) 1 2  -fst+I(//) = 1.1i(u) 	 (3.100) 
811(n) 

• Finalmente se obtienen las dos siguientes recursiones al manipular 
las dos anteriores [Alc86, Hay91]: 

,Tmin — 1) 
lAt+i(n) = A 	-1 .5/ (n — 1) 

A 
estIn — 1) 	 "Ym+i(n) = 	 .1,11\ 71 1 

8.11(n) 

(3.101) 

(3.102) 

59 

(3.99) 



Predicción Lineal Adaptiva 
Hacia Adelante 

am(n) = am(n — 1) — 	1)  I rib( 
	

(3.69) 

nm(n) = aZ(n — 1)tt+1(n) 
	

(3.70) 

ym(n) = AFAI(r/ — 1) + rim(n)./1(n) 
	

(3.72) 

3.3.1.5 Resumen de Fórmulas 

Tabla 3.3: Predicción lineal Adaptiva hacia adelante. 

Predicción Lineal Adaptiva 
Hacia Atras 

 

  

Cm(U) = CAI(71 — 1) —[ 
kl,f  
'o(n 
	

U 
) 1 

:Ir( 71) 

cu(o) = cl(11 	Humn(n) 

8,51(n) = )8 ,(n — 1) + em(n)b*m(n) 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

  

Tabla 3.4: Predicción lineal Adaptiva hacia atrás. 
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Vector de Ganancia 

o ht()I1  
kM(n — 1) I + -ntRaM(n)  

km(n) 
0 1 	' 5i7(n) )//112/  

(3.91) 

(3.92) 

km+i(n) = 

km+i (n) 

Tabla 3.5: Vector de Ganancia. 

Factor de Conversión 

Definiciones del 
Factor de Conversión 

elf(nn) ) "Ym(n) (3.96) — m( 

(3.97) 1) /31(n — 	= 	Tfilm'Innl 

(3.98) ié'm(n) 

Formulas de recursión: 

-)áfi-1( 	'Y 	1) 	if  u) 	= 	Ai(n 	— 	j1.;;7„)12  (3.99) 

"im+i(n) 	 ijitH212  (3.100) = lAt(n) 

AN.!:(7,7)1)1m(n lm.4.1 (n) 	= — 1) (3.101) 

1m+1(n) = (3.102) AW-Ym(n) 

Tabla 3.6: Factor de Conversión 
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3.3.2 Algoritmos Rápidos: Estructura Transversal 
El algoritmo de filtrado adaptable que se presenta en esta sección, se conoce como 
"fast transversal filters (FTF) algorithm" [GMK83] [CK84]. Este algoritmo se basa 
en los siguientes cuatro filtros transversales que fuerón tratados en la sección ante-
rior: el filtro de predicción del error hacia adelante con coeficientes am, que para el 
desarollo del algoritmo FTF y, con fines de simplicidad lo llamaremos simplemente 
filtro tranversal A; el filtro de predicción del error hacia atrás con coeficientes cm, 
qué lo llamaremos simplemente filtro transversal B; el filtro transversal de predicción 
del error de estimación con coeficientes Km, qué lo llamaremos simplemente filtro 
transversal (' y; el predictor hacia adelante de orden M con coeficientes wm, qué lo 
llamaremos simplemente filtro transversal D. 

3.3.2.1 Desarollo del Algoritmo FTF 

El desarollo del algoritmo UF es como sigue: recordemos que al aplicar el vector 
um+i (n) a la entrada del filtro A. obtenemos el error a priori de predicción hacia 
adelante (ver ec. 3.70): 

	

qm(n) = a si ( n — 1)u3t+I (n) 
	

(3.103) 

Al multiplicar gm(n) por el error de estimación ^yAi(n — 1) obtenemos el error a 
posteriori de predicción hacia adelante (ver ec. 3.97): 

	

fm(n) = 13.1(n — 1)q3t(n) 	 (3.104) 

La recursión para la suma del cuadrado de los errores ponderados de predicción.  
hacia adelante es la siguiente ( ver ec. 3.72): 

f m(a) = Afm(i? — 1) + trst (ri)fli (n) 	 (3.105) 

A continuación usamos la ec. 3.101 para actualizar el factor de conversión: 

Fm(n — 1) 
1.5f+i(n) = A 	

Tm( 7? 	
")M n — 	 (3.106) 

Para obtener la recursión para el vector de ganancia procedemos de la siguiente 
manera: sustituimos la ec. 3.69 en la ec. 3.91 con lo cual obtenemos: 

km+i(n) = (1 	
iitii(n)h(n)) 

Fm(n) 	km(n — 1) + 	i(1: )  1)
a m(n — 1) (3.107) 

Usando la ec. 3.71 y luego la :3.101 tenemos: 

1 	li(n).fm(n) 	A .Fm (n - 1) 
FM(n) 	 YM(n) 

(3.108) 
nr+i(n)  

-,m(n - 1) 
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111~1•1 COM 
	

•-• ...I • • 11~ Rir TOP 

Usando la ec. 3.96 y a continuación la ec, 3.101 tenemos: 

11A4(nP111(n — 11 
YA'( n) 

(3.109) 
= ,-I"rm+ 

Adn-11 

Finalmente la recursión para el vector de ganancia se obtiene sustituyendo la ec. 
3.109 y la 3.108 en la 3.107: 

km4.1(11) 	1m+1(11 ) 	0 	rim(nhm+i(n) 	, 

1m(n — 1) km(ti — 1) 	"7-  /1-1 Fm (n — 1) aml — 1) (3.110) 

Por conveniencia en esta presentación del desarollo del algoritmo FTF definimos el 
vector de ganancia normalizado: 

Im(n) = kki(n)  
1m(n) 

Con lo cual la recursión 3.110 puede expresarse como: 

km-4-1(n) = 	r 	
O 	

+ A-1 _11.511n) 	a ki(n — 1) 	(3.112) 
km (ti — 1) 	.F51(n-1)  

Esta última ecuación es la recursión que utiliza el algoritmo FTF para actualizar el 
vector de ganancia normalizado. 

A continuación se utiliza la ec. 3.111 y la ec. 3.96 con lo cual podemos redefinir 
la recursión del vector de coeficientes del filtro de predicción del error hacia adelante 
dada por la cc. 3.69 como: 

a,1(n) = am(ii 
	

í

—  1 ) — ..) Al ( 11 — 1 )11111 ( 11  ) 	1 % i ( II — 1 ) 

0 	I 

(3.113) 

am(n — 1) — f;i(n) 1:51(11
0 — 1) J 

Hasta este punto liemos actualizado temporalmente el fi tro de predicción del error 
hacia adelante (filtro A) y el vector de ganada (litro C) no sólo en tiempo sino 
también en orden. 

Nuestra siguiente tarea consiste en : (1) corregir el incremento en el orden del 
filtro C de M a M+1 causado por el uso de la ec. :3.106, y (2) encontrar la recursión 
para actualizar temporalmente el filtro de predicción del error hacia atrás (filtro B). 
Para realizar estas tareas, primero sustituimos la ec. 3.86 en la ec. 3.92 con lo cuál 
después de agrupar términos semejantes obtenemos: 

km +1(n) = (I 	ell(n)bm(n))  [ km(n)  1 + bM(n) 
 cm(n — 1) 

B m(n) 	0 j 	Bm(n) 
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Considerando los últimos elementos de los vectores de la ecuación anterior, hallamos 
que [A1c86, Hay91]: 

hi(n) 
m+i„vt +i(n) = 	 (3.115) 

8A1(n) 

Normalizando con respecto a -l iti+I (n) podemos expresar el último elemento de 
ÑA14.1(n) COMO: 

kA94-1,M+1 = 
km+um+i(n) 

nr.4.1(n) 

(3.116) 
bm(n)  

-1m+ (n)0Adn) 

Utilizando las ecs. 3.98, 3.102 en 3.116, tenemos: 

k.11-4-1.A14-1( 11 ) 
1A1+1(n)8m(n) 

Se puede expresar el error a priori (le predicción hacia atrás 0,54(n) en términos del 
líltimo elemento del vector de ganancia normalizado 1,51+1(n) como: 

cm( n) = At3m(n — 1)km+I.At+I(n) 	 (3.118) 

Resolviendo la cc. 3,102 para "ym(n), tenemos: 

Bitt(n)  
*).st(n) = 

AtiAf(
'
n — 1) 

['ando la cc. 3.88 y luego la 3.116, podemos escribir: 

Att,(,, 	
1 	L'.17(n)b11(n)  

= 	1 — um(n) 1m+i(n)01i+LAi+1(11 ) 

Sustituyendo la ec. 3.120 en la 3.119 tenernos: 

1  
"rAt(n) = 	— v.rit(t/hm+i(n)iii+1,m+iM

-t .
131+1(n) 

Nótese que: 

(3.119) 

(3.120) 

(3.121) 

em(n)k11+1,A1.4.1 (11) = Vm(n)lem+i,m+I(n) 	 (3.122) 

La ecuación 3.121 corrige el incremento en el orden del filtro (' de NI a M+1 que 
resulta del uso de la ecuación 3.106. Una vez que se han calculado los valores de 

ri ) y de psi,u(n). podemos utilizar la ec. 3.98 para calcular el error a posteriori 
de predicción hacia atrás: 

bm(n) = .ym(n)4,m(n) 	 (3.123) 

Además podemos usar la recursión expresada por la ec. 3.88 para actualizar el valor 
mínimo de la suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de predicción 
hacia atrás: 

Bm(n) = ABm (n — 1) + 11.,m(n)bl,f(n) 	 (3.124) 
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Mediante las ecs. 3.120, 3.102, 3.111 y 3.116 la ec. 3.111 puede exprearse como 
[A1c86, Hay911: 

= Im+I(n) — km+i,m+i(n)cm(n (3.125) 

A continuación se utliza la ecuación 3.86 para actualizar el vector de coeficientes del 
filtro de predicción hacia atrás del error: 

kktln ' 

(3.126) 

c m(n — 1) — btvf (n) km(n)  
0 

donde en la última línea de la ecuación anterior se ha utilizado 3.98 y 3.111. 
Hasta este punto hemos hallado la recursión para el vector de ganancia (filtro 

C) y para el filtro de predicción hacia atrás del error (filtro B). Ahora sólo hace falta 
encontrar la recursión para el vector de coeficientes del filtro D; lo cuál se hace a 
continuación: 

Se utiliza la ec. 3.79 para calcular el error a posteriori de estimación: 

am (n) 	d(n) 	— 1)um(n) 	 (3.127) 

A continuación se usa la ec. 3.96 para calcular el error de estimación: 

cm(n) — "131( 7 )PhaAt(n) 	 (3.128) 

Finalmente se usa la ec. 3.78 para actualizar el vector de coeficientes del filtro adap-
tivo (filtro D): 

*(n) = 	— 1) + 1(11(12)0;1(n) 
(3.129) 

*m(n — 1) + 1cm("A1(n) 

donde en la última linea de la ecuación anterior se han utilizado las ecs. 3.128 y la 

3.111. 
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1,,_1(n) = 
O 

lu-¿(n - 1) 	
Han-2(n - 1) 

= 1 

110(1) = Co(1) = 1 	k0(1) a O 

*1(1) = d*(1)/u*(1) 	,f0(1) ac 1 

Fo(1) 	I u(1) 1 2 , 	24 (1) # O 
ara 2 < n < .11 + 1: 

nn-2(n) = 111_2 (n - 1)11u.-1(n) 

en- 

	

1(n)  = 	 - 1) [ 

f”-2(n) = ^5n-2(n - 1)% -2(n) 

f„-11n) = \.Fn-2(n - 1) 

f„_2(n) = fn-i(n) + nn-2(n)1,1_2(n) 

	

tin I(n) =  	- 

í c,, _ 1  ( „ ) ,_ 	- u•(1)-v,...1 (n)1.-1 (n) J ,cálculsecuandon=M+1 
1 

	

(n) = 	u) 1 u(1) (2 , cálculese euando n = M + 1 

= d(n) - 	(u - 	(n) 

= d(n) - 	- 111.1.„_1(n) 

	

e,_1(n) = 	-1(n)an-i(u) 

Si: n < 	Iktn(n) = 	-1(1,(:;./j 11)) 

Si n = Al + 1, *n-i(n) = 	 - 1) + 

3.3.2.2 Organigrama del Algoritmo FTF 

En la siguiente tabla se muestra el organigrama del algoritmo FTF, donde se han 
recolectado las recursiones desarolladas en la presente sección. Además se muestra. 
la  manera de inizializar el algoritmo [Alc86, Hay91]: 

Tabla 3.7: Organigrama del algoritmo FTF 

3.3.3 Algoritmos Rápidos: Estructura "Lattice" 

En esta sección se desarollará la segunda clase de algoritmos rápidos basados en un 
filtro "lattice". Los algoritmos aquí tratados son conocidos como: "recursive least 
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squares "lattice" (LSL) algorithms". los cuales involucran recursiones en el tiempo 

y en el orden de los parámetros que manejan. Su eficiencia es la misma que la del 

algoritmo FTF en el sentido de que logran la misma tasa de convergencia a expensas 

de que el tiempo de procesamiento se incremente linealmente con el número de 

parámetros ajustables [A1c86, Hay91]. También los algoritmos LSL poseen la misma 

insensibilidad a la dispersión de los eigen valores de la matriz de correlación de datos 

de entrada al filtro adaptivo. 

3.3.3.1 Antecedentes. 

Considere un filtro de predicción hacia adelante del error (ver fig. 3.2) cuyos coefi-

cientes denotaremos con arn(n)• Por definición el primer elemento de am(n) es igual 

a la unidad. Sea u,,,+1( i) el vector de M x 1 de muestras de entrada al filtro al tiempo 

i. donde 1 < i < n. El error a posteriori de predicción hacia adelante producido a 

la salida del filtro como respuesta a la entrada um.4.1(i), está dado por: 

J.11( t) = anill(n)um+I(i). 
	1 < i < n 	 (3.130) 

Se asume el uso del "prewindowing". de tal manera que podemos hacer u(i) = O para 

i < 0. La suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de predicción 

hacia adelante es igual a: 

	

.Fm(n) = 	An-' I fni(i) V 	 (3.131) 

donde \ es el factor exponencial de ponderación. El vector de coeficientes del filtro 

a, (n) es el resultado de minimizar la función de costo ,F,,,(n). 

De una manera análoga a la que se procedio en el caso de la predicción hacia 

adelante, podemos derivar los resultados de la predicción hacia atrás: considere el 

filtro de predicción del error hacia atrás (ver fig. 3.1 ) cuyo vector de coeficientes 

denotaremos mediante em(n ). Por definición el último elemento de c,,,(n) es igual a 

la unidad. El error a posteriori de predicción hacia atrás producido a la salida del 

filtro como respuesta a 1.1,n(n) es igual a: 

	

bm(i) = el( n )u 	 1 < i < 
	

(3.132) 

La suma del cuadrado de los errores ponderados a posteriori de predicción hacia 

atrás esta dada por: 

	

3.5/(n) = 	An-` 1 bm(i) i2 	 (3.133) 

El vector de coeficientes cm(n) es el resultado de minimizar la función de costo 13, (n) 

sujeta a la restricción de que el último elemento de cm(n) sea igual a la unidad. 
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3.3.3.2 Recursiones en el Orden 

Sea 0,,4.1 (n) la matriz, de (m+1) x (m+1), de correlación del vector de muestras 
de entrada ,u,n+i (i). al filtro (de orden m) de predicción del error hacia adelante: 
donde 1 < i < n. Se puede caracterizar al filtro de predicción del error hacia 
adelante mediante las ecuaciones normales extendidas (ver ec. 3.59): 

í 0 m+1(n)am(n) = Fm(n) I 
Om  

(3.134) 

donde 0,„ es el vector nulo de ni x 1. 
A continuación utilizamos una partición de la matriz .m4-1 que nos permita 

relacionar el vector de coeficientes a,,, (n) relativo a la predicción de orden m. con el 
vector de coeficientes an,_ 1 (n) relativo al predictor de orden m - 1: es decir uilizamos 
[Alc86. Ray911: 

omcioi 02(n)  

o1 (1t) j 1I2(n) 

donde 0,„ (n) es la matriz (de m x ni) de la atitocorrelación del vector de muestras 
de entrada u„,(i). 02(n) es el vector (de m x 1) de la correlación cruzada de u,,, (1) 
y u(i - ni). y U2 (n) es la suma ponderada del cuadrado de los valores de la entrada 
u(i - ni) para 1 < i < n. Multiplicando a 3.135 por un vector de (m+1) x 1 
cuyos primeros ni elementos son los elementos del vector am-1(n) y cuyos últimos 
elementos son cero. tenemos: [Alc86. Hay911: 

am-i(n)  
417,4-ikn, 

 

ti,m(n) 02(n1)  I  am-i(n)  
97(n) 1  112(n) 	O 

 

   

 

(3.136) 

(V(11)a„,-1 (n) J 
1  011(n)a,„_ 1 (n) 

l'ara un filtro de orden ni-1 de predicción del error hacia adelante, las ecuaciones 
normales extendidas al tiempo n están dadas por: 

{.T 	I 
(n)an, -1 (n) = 	

m -1(n ) 	 (3.137) 
Om..1  

donde ,F,„... i (n) es la suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori de 
predicción hacia adelante. y 0„,-1  es el vector nulo de (m - 1) x 1. Definamos el 
escalar: 

	

= 0t1(n)am-i(n) 	 (3.138) 

Con lo cual podemos expresar la ec. 3.136 como: 

4m+i(n) am-¿(n)  1 = 	7.0m-1(in)  (3.139) 
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Considere enseguida el filtro de orden ni de predicción hacia atrás del error qué esta 
caracterizado por las ecuaciones normales extendidas en su forma matricial: 

(3.140) 

01(n) 410„(n - 1) } tni+t(n) = 	 (3.141) 

donde /A (n ) es la suma ponderada de los valores al cuadrado de la entrada u(i) para 
el intervalo de tiempo: 1 < i < o, 01 (n) es el vector, de ni x 1, de la correlación 
cruzada de un, (i - 1) y •m  (n - 1) es la matriz, de m x m, de la autocorrelación de 
u,„( - 1). De una manera análoga al caso forward, posmultiplicamos a 0,4-1(o) por. 
un vector de (m+1) x 1 cuyo primer elemento es cero y cuyos m elementos restantes 
son los elementos del vector em _ i (n - 1): por lo tamo: 

_ 
- 	

[111 (n) Of "I (o) 
- 1) 	01 (n) 	40,n (n - 1) 	Í e)))-1(o - 1) I 

011(n)cm-1(n - 1) — 	
•,n(71 	1)cm_i(n  - 1) I 

(3.142) 
Para un filtro de orden ni - 1 de predicción hacia atrás del error, las ecuaciones 
normales extendidas en forma matricial al tiempo n - 1 están dadas por: 

O 771-1 
Bn)-1(11 - 

donde 1.3„_ 1 (n - 1) es la suma ponderada del cuadrado de los errores a posteriori 
de predicción hacia atrás al tiempo n - 1. Definamos el escalar: 

.5,„_1 (n) = 0111(0)c)n-1(71 - 	 (3.144) 

Entonces la ec. 3.136 se puede expresar como: 

(3.145) 
*A1+1(n) 	- I 	= 	O 

- 1) 

O 
- 

Multiplicando la ecuación anterior por 	(n)/8,-t (o - 1) y restando el resultado 
de la ec. 3.139 tenemos [Alc86, Hay91]: 

	

am-1(n)
4n))+1(o) s„,_ (n- 1) 	cm -1(n. 

O ám-,(n)  

donde O, es el vector nulo de m x 1. Para el caso backward se usa la siguiente 
partición de la matriz 0,(n) [A1c86, Hay91]: 

tido) Oil  (n) 

8,,,(11)] 
9,n+I (n)c,n(n) = 	

O, 

(1),„(o - 1)c„)--1(o - 	= (3.143) 

Ym-1(//) 
	klm-1  (n)A;,,, (n) 

(fl - 1) 

	 (3.146) 

0,n  
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Mediante la comparación de 3.134 y 3.146 podemos deducir las dos siguientes reclu-
siones en el orden: 

y: 

am(n) 	am-1(n)  1.1m-1(n) 	0 	1 

1. 0 	8m-1(n — 1) cm-1(12 — 1) 
(3.147) 

,F,n(n) = 	- .1•71-1(n)á,n-1(n)  
8„,_ 1(n — 1) 
	 (3.148) s  

De una manera análoga que para la predicción hacia adelante, las recursiones en el 
orden para cm  (n) y 13,,(0) pueden ser halladas de la siguiente manera: multiplicando 
la ec. 3.139 por ..Vm _1 (n)/F,n _ i (n) y restando el resultado de la ec. 3.145 tenemos: 

Ln4-1(//) 

 

0I a',„_,(n)  am-1(n ) 11 
c„,_1(11 - 1) 	Tm-1(n) 	0 

(3.149) 

  

= {Brn-1( 71  — 1) 	
ám-1(11)4Vm-ill  

4 
Comparando las ecs. 3.140 con la ecuación anterior tenemos la siguientes recursiones 
en el orden: 

	

. 	.1,,a_1 (77)  í a„,-i(n) I cm(n) = 
 

	

cm-1(n — 1) 	F„-i(n) 	O 

..1„-t(n)-5,-t(n)  B,„(n) = 	- 	
Fm-i(n) 

(3.150) 

(3.151) 

3.3.3.3 Relación entre los Parámetros ....1,,,-1(11)  y -1m-1(n) 	 • 

Los parámetros ...1„,...1 (n) y 	definidos por las ecs. 3.135 y 3.144 respectiva- 
mente. están relacionados mediante [Alc86. Hay9I]: 

= 	 (3.152) 

donde 	es el conjugado de á„,_1 (n). 

3.3.3.4 Recursiones en el Orden para los Errores A Posteriori de Predicción 

Se define el coeficiente de reflexión hacia adelante como: 

Am-i(n) = 1, 2, 	M 	(3.153) 
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De una manera semejante se define el coeficiente de reflexión hacia atrás como: 

á n..1(n) 
(n) 

(3.154) 

m = 1, 2, ... M 

rb, m (11) — 

Utilizando estas definiciones las ecuaciones 3.147 y 3.150 pueden expresarse como 
sigue: 

am (n) = 	a„,_1(7?) I + rf, m(n)  
0 Cm-1(n — 1) I ) (3.155) 

cm(n 	
O 

) = 	c„,_ I  ( ri — 1) 	
+ r6.,(70 í am-1(11 

0 	
(3.156) 

donde ni = 1. 2. .... .11. Estas dos últimas ecuaciones pueden ser vistas como la 
contra parte determinística de la recursión d 	 i 

é 

e Levinson-Durbin. 	 i 

	

El error a posteriori de predicción hacia adelante fni (n) es la respuesta del filtro 	 1 
de orden ni de predicción hacia adelante del error cuando la entrada es um+I (ti ): 

El vector de muestras de entrada al filtro, t,„4.1 (n), se puede particionar como: 

um+i(n) = 	— 

6 de una manera alternativa como: 

u(n) 
„, u ( n — I) 

(3.159) 

  

Sustituyendo la ec. 3.155 en la 3.157 y usando la forma particionada para u„+1  dada 
por la cc. :3.158 para el lado derecho de :3.155 y, la ec. 3.159 para el segundo término, 
tenemos la siguiente recursión en el orden para el error a posteriori de predicción 
hacia adelante: 

Un) = f„,_ 1 (11) 	rf ,,,(n)141 _ 1 (n — 1). 	m = 1. 2, .... M 	(3.160) 

donde fm _ i (n) es el error a posteriori de predicción hacia adelante al orden ni - 1, y 
bm _ 1 (n — 1) es la versión retrasada del error a posteriori de predicción hacia atrás 
también al orden ni - I. 

Para el caso de la predicción hacia atrás se procede de una manera análoga al 
caso de la predicción hacia adelante: el error a posteriori de predicción hacia atrás 
bm(n) es igual a la respuesta del filtro de orden ni de predicción hacia atrás del error, 
cuando la entrada es um+i (n): 

b„,(n) = cH,n (n)um+i (n) 	 (3.161) 
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.f m (n) = amll(n)um+I (n) 	 (3.157) 

um (n) 
u(n 

(3.158) 



Sustituyendo la ec. 3.156 en la ec. 3,161. y usando la forma particionada de u,„+1( ) 
dada por la ec. 3.159 para el lado derecho de 3.156 y la ec. 3.158 para el segundo 
término, tenernos la siguiente recursión en el orden para el error a posteriori de 
predicción hacia atrás: 

19,7,(n) = bm _1 (n — 1) + 1-1',,,(n)fm _1 (n), 	m = 1, 2, ..., Al 	(3.162) 

Las ecuaciones 3.160 y 3.162 estan representadas por el diagrama de bloques que se 
muestra en la fig. 3.6. 

fin-i(n) 

Figura 3.6: Etapa del Filtro "Lattice". 

El orden, m, de predicción es un parámetro cine toma los valores 0. 1, .... A/. 
donde NI es el valor final del orden del predictor. Cuando m = 0, no se efectúa 
predicción alguna sobre los datos de entrada. Esta condición corresponde a los valores 
iniciales: 

,fo(n) = bo(n) = u(n) 	 (3.163) 

donde u( n) es la muestra de entrada al filtro en el tiempo n. Por lo tanto, variamos 
el orden del predictor desde cero hasta M. para obtener el predictor en "lat t ice" que 
se muestra en la figura 3.7. 

3.3.3.5 Recursiones en el Orden para las Sumas Ponderadas del Cuadrado 
de los Errores A Posteriori de Predicción 

Las recursiones para la suma ponderada de los errores a posteriori tanto de predicción 
hacia adelante como de predicción hacia atrás están dadas por las ecuaciones 3.148 
y 3.151, respectivamente. Usando la relación entre ...5,n _1 (n) y ‘,5,,...1 (n) dada por la 
ecuación 3.152, podemos expresar estas dos recursiones como: 

I ám-r(n) 	i 2  
'm(n) = ,F,,_ 1 (n) 	 (3.164) 

13,,_ 1(11 — 1) 
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fo(n) fi(n) 

bo(n) 	 

Figura 3.7: Filtro "Lattice". 

u(n) 

y: 

8m(n) = 13„,_1 (n — 1) 	
1.1„,-1(n) 	 (3.165) 

Fm-t ( ti )  

donde m = 1, 2, 	A/. Las ecuaciones 3.160, 3.162. 3.164 y 3.165, junto con las 
definiciones de los coeficientes de reflexión 3.153 y 3.154. constituyen básicamente 
las recursiones en el orden para el predictor lattice" [Alc86. Hay91]. 

3.3.3.6 Recursión en el Orden para -1,„(n — 1) 

El error de estimación ó factor de conversión -1„,(11 — 1) resulta de aplicar el vector 
de muestras de entradau,„(n — 1) al filtro transversal cuyo vector de coeficientes es 
el vector de ganancia km (n — 1). Recordemos que este último vector se actualiza 
de la siguiente manera (ver ec, 3.92): 

km-1( — 	bm _ i (n — 1) 
km(n — 1) = 	

O 	+ 	— 1) cm-1(11  — 	
(3.166) 

donde m = 1, 2, , 	Posmultiplicando la Herimiteana de la ecuación anterior 

por um (n — 1), tenemos: 

ie,(n — 1)u„,(7i — 1) = 	kLi (n — 1), 0 um(n — 1) 

(3.167) 
b.  + ern"  1(  

,(
n
n  -1)c 1) 	(7-1 — 1)un,(n — 1) 

m _
H-t m 
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Por definición tenemos: 

	

— 	1)um (ii 	— 	1) = 	1 	— 

— 1)u,,,(n — 1) 	= 	kl_1 (n — 1). 	0 

= 	— 1)u„,_1 (n 

= 	1 — 1,_1 (n — 1) 

	

c,/,'1_1 (n 	— 	1)u,,(n 	— 	1) 	= 

— 	1) 

um-1(n  — 1)  I Il 	u(n — m) 

— 	1) 

— 	1) 

(3.168) 

(3.169) 

(3.170) 

Por lo tanto usando las ecuaciones de la 3.168 a la 3.170 en la 3.167 tenemos: 

1 1)„,_ 1( 	— 1) 1 2  
— 1) = 	— 1) 

— 1) 

Esta es la recursión en el orden para ¡„,(n — 1). 

rn = 1, 2. 	M (3.171) 

3.3.3.7 Recursiones en el Tiempo 

Las recursiones anteriormente desarolladas son sobre el orden de los predictores, sin 
embargo debido a la naturaleza adaptiva del algoritmo aquí desarollado es necesario 
que éstas recursiones también actuen sobre el tiempo, para lo cuál se debe derivar 
una recursión en el tiempo para el parámetro ..1„,_1 (n), la cuál involucre el cálculo 
de las recursiones en el orden [Alc86, Hay91]. 

Considere el vector de coeficientes a, _ (n — 1) relativo al filtro de predicción 
del error hacia adelante de orden in-1. evaluado al tiempo n-1. Dado que el primer 
elemento de a,,, _1 ( n — 1) es uno. podemos expresar -5.-1 (n) como sigue [Alc86. 
Ilay91]: 

Ani-1(12 ) = 	 - 	a"'1 % - (3 179  - ) 

Al tomar la liermiteana de la ec. 3.115 y usando la ec. 3.152 tenemos: 

0, Cm-1(n — 1) I •m+1 (n) 	 8,1(n — 	I 
	

(3.173) 

La sustitución de 3.173 en 3.172 da: 

ám _ i (n) = 	O, 	— 1) 1„,+.1 (n) am-1(n 
	

(3.174) 

La recursión en el tiempo para la matriz de correlación (1)„,.4.1 (n) está dada por (ver 
ec. 2.52): 

en,+.1 (n) = Alm.4.1 (n — 1) + un, 4.1 (n)u,H+1(11) 
	

(3.175) 
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Esta última ecuación se puede utilizar para exprear 3.171 como: 

= A 10. 	- 1) 1  ern4.1 (11 - 1) am -i(ou 	" 

+ [ O, cm-1 (n - 1) J  um+I (n)unill+I (n) I 
am-1(n - 1) 

(3.176) 
De la definición del error a priori de predicción hacia adelante tenemos: 

ía
n,_1 (n - 1) 1 	 am-1(n — 1 ) u,I,I,+i (n) 	 = 	í u,i,l,(11), 	u• (ir — in)] 

y de la definición del error a 

O, 	cl 	- 	n I _1 (n 	ti 	I 

Al sustituir n-1 por n en 3.139 

41m4.1(n 	— 	1 ) 

= 	u lmi  (n)am _ 1(n 

= 	117n-1M 

posteriori de predicción 

= 	[ O. 

= 	el-1 (n 

b„,_1 (11 

tenemos: 

pini-1(u — 	1 ) 

o 

- 1)u,n (n 

- 1) 

— 1) 

hacia 

- 1) 

- 

atrás tenemos: 

{ 	
u(n) 

U,„(n — 

1) 

— 	1) 

- 	1) 

1) 	

I 

(3.177) 

(3.178) 

(3.179) 

Usando esta última ecuación y el hecho de que el último elemento del vector c, _ ( n — 
I) es igual a uno; podemos escribir el primer término del lado derecho de la ec. 3.176 
(excepto por el factor A) corno: 

O, Cm-1(r1 - I) 	- o am-10- 1) I 

,F„,_1 (11 - 1) 

1 

Om- I 

(3.180) 

- 1) 

= [o. cl_,(71 — 1) 1 

= 	- 1) 
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Sustituyendo las ecs. 3.177, 3.178 y 3.180 en 3.176, podemos expresar la reclusión 
en el tiempo para ..5,_1 (n) simplemente como [A1c86, Hay91.]: 

ám _1 (n) = 	— 1) + 	1)71;;,_1 (n) 	(3.181) 

El error a priori de predicción hacia adelante 1bn _1(n) esta relacionado al error a,  
posteriori de predicción hacia adelante fm _1 (n) mediante (ver ec. 3.97): 

rim-i(n) = 
	An-1(n) 

— 1) 

Finalmente. al  utilizar la ec. 3.182 en la 3.181 da por resultado la recursión en el 
tiempo para el factor de conversión: 

( n 	— 1)f,n1(7 ) 
.5„,-1(n) = A--5,1(1¿ — 	+  	(3.183) 

-),„_1 (n — 1) 

El término de correción en esta última ecuación esta amplificado por el recíproco 
del factor de conversión •)„,_1 (n — 1). Este parámetro permite al algoritmo LSI, 
adaptarse rápidamente a los cambios repentinos en los datos de entrada [ML78]. 

3.3.3.8 Proceso de Estimación Conjunta 

Para un filtro predictor en estructura "lattice" de m etapas, el algoritmo LSL pro- 
duce una secuencia de errores de predicción hacia atrás: bo(n), b1 (n), 	bm(n), 
los cuales están decorrelacionados entre sí. Esto es la matriz de autocorrelación de 
los errores de predicción hacia atrás es una matriz diagonal. Esta propiedad del 
algoritmo LSL se conoce como propiedad de desacoplamiento [Alc86, Hay91]. 

Si se utilizan los errores de predicción hacia atrás bo(n), b1 (n), 	, bm (n) 
como entradas a un filtro transversal cuyo vector de coeficientes esta formado por 
los coeficientes de regresión: NO. n1, 	 k,n , (ver fig. 3.8), obtenemos el estimado de 
la respuesta deseada d(n) [Alc86, Hay91]. Nos referimos a la estructra de la figura 
3,8 como el estimador conjunto dado que resuelve el problema de estimación del 
proceso {d(n)} a partir de las observaciones del proceso {u(n)} al formar el proceso 

conjunto {d(n), u(n)}. 

Propiedad de Desacoplamiento del Algoritmo LSL A continuación se de-

mostrará la propiedad de desacoplamiento del algoritmo LSL. 
Considere un filtro de orden ni de predicción hacia atrás del error, cuyo vector 

de coeficientes optimizado de acuerdo al criterio de los mínimos cuadrados en el 
intervalo 1 < i < n, se denota mediante c,„(n). De una forma explícita tenemos: 

cm(n) 	 c+ m, m — 1(n), ... 1] 	 (3.184) 

Sea bm(i), el error a posteriori de predicción hacia atrás, la respuesta del filtro cuando 
la entrada es el vector de m x 1: um+i (i). En forma explícita tenemos: 

uT,n+I (i) = [u(i), u(i — 1), 	u(i — ni)), 	i > m 	(3.185) 
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fo(n) 	 fi(n) 	f m -1(n) 	 ht(n) 

u(n) 

61 (n) 	bu  _1 (n) 	 (n) 

d(n) 	e i (n) 	 (7 2 (n) 	r 	e f -1(n) 

Figura 3.8: Proceso de estimación conjunta. 

Por lo tanto, podemos expresar el error b,,, (i) como: 

b(i) = cl/ (n)u,,,+1(i) 

m < i < n 	
(3.186) 

 = 	 - m + 

Sea 13,,.4.1 (i) el vector de m x 1 cuyos elementos son los errores a posteriori de 
predicción hacia atrás: 

13,7,i+1 (i) = [bo(i), 1)1(0, 	, b„,(i)] , 	
> m 	

(3.187) 
m = O, 1, 2, ... 

Sustituyendo la ecuación 3.186 en la ecuación anterior, podemos expresar la transfor-
mación de los datos de entrada en su correspondiente conjunto de errores a posteriori 
de predicción hacia atrás como: 

= 1,„(n)u„,.+4 (i) 	 (3.188) 
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donde la matriz de transformación Lmpo, de dimensión (m+1) x (m+1) esta 
definida como: 

L,n (n) = 

" 	1 	0 	••• 0 - 
c73(n) 	1 

(3.189) 

  

    

c,,, m (n) cm,m-1(11) 	1 _ 

El indice m en 1,,,,(n) se refiere al orden más alto del filtro de predicción hacia atrás 
del error. Nótese: 

• Los elementos diferentes de cero en la fila I de la matriz Lm (n) son 
los coeficientes del filtro de predicción hacia atrás del error, cuyo 
orden es (I - 1). 

• Los elementos de la diagonal principal de 1.,,,(n) son iguales a uno; 
dado que el ultimo elemento del vector de coeficientes del filtro de 
predicción hacia atrás del error es uno. 

• El determinante de la matriz Lni (n) es igual a uno para toda ni: de 
aquí que la matriz inversa de L„,(n) exista [A1c86, Hay91). 

Se define la matriz de correlación del vector 13,4.1  como: 

DVY1+1.( n  = E An-ibm+I(i)bmil+I(i), 
i=1 

< I < 
m = 0. 1, 2, ... 

(3.190) 

Sustituyendo la ecuación anterior en 3,188, obtenemos: 

n ) 	= 	A" 	( n )um+1( )ull+1( )Liu!, ( n ) 
(3.191) 

= L,„(//) 1E;' Ar'sum+i(i)u +I (i)] 14/(n) 

En la última línea de la ecuación anterior la expresión entre paréntesis es igual a la 
matriz de correlación del vector de muestras de entrada u + m + 1(i): 

cip„, +I (n) = E 	) 
	

(3.192) 

Con lo cual podemos expresar 3.191 como: 

	

Dm+I (n) = Lm (11)4),„+.1 (n)L,(1 ) 
	

(3.193) 

Se puede demostrar que la matriz Dm+1( n ) es diagonal y los elementos de su diagonal 
principal son igulaes a la suma ponderada de los errores a posteriori de predicción 
hacia atrás:80(n), 81 (n), 	8„,(n)[Alc86, Hay91); esto es: 

Dm+i(n) = 14„,(n)0,+1(n)1,1(n) 
(3.194) 

= diag[Bo(n). 81(n)' • ' 8m(n)I 
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u(n) 	 u(n-1) u(n-N1+1) 	u(n-M) 

Prediccion 
Lineal 

Esta ultima ecuación establece que los errores a posteriori de predicción hacia atrás 

bo(n), bi(n), 	bm (n) producidos por las diferentes etapas de un filtro predictor 

de estructura "lattice" estan decorrelacionados en todos los instantes de tiempo 

(asumimos que el proceso es ergódico). 

Cabe hacer notar que la transformación que lleva a cabo el algoritmo LSL sobre 

la secuencia correlacionada de datos de entrada a la secuencia no correlacionada de 

errores a posteriori de predicción hacia atrás puede interpretarse como una forma 

determinítica del algoritmo Gram=Schmidt (ver apéndice A). 

Transformación de la Solución de Mínimos Cuadrados Recursivos Con-

sidere el filtro transversal que se muestra en la figura :3.9: donde las muestras de 
entrada u(n), u(n - 1), 	u( n - m) son derivadas del proceso { u( n )} y los 

coeficientes del filtro se denotan por: ti.,o(n). 	 éi,„,(n). Recuérdese que la 

solución al problema de los mínimos cuadrados está dada por: 

en1+1( 7 )*,n(n) = 0.-4-1(n) 	 (3.195) 

donde em+I (n) es la matriz de correlación del vector de muestras de entrada u„,4_1(n) 

y, 0,„ (n) es el vector, de ( m+1) x 1. de la correlación cruzada del vector de muestras 

de entrada al filtro th,.4.1(n ) y la respuesta deseada. 

Figura :3.9: Filtro transversal. 

La ecuación 3.195 se modificará mediante las dos siguientes manipulaciones 

algebraicas: (1) se premultiplicará por la matriz de transformación Lm(n), y (2) se 

intercalará la matriz identidad I = L,H,,(n)14-,,H(n) entre la matriz •m+1(n)  y el 

vector 1,„,(rz). Efectúando estas operaciones, tenemos: 

L,„(n)em+i(n)L,/!,(1t)14;H(n)*,,(n) = L„,(n)0,,n+I(n) 	(3.196) 

De la ecuación 3.194 sabemos que el producto matricial L,n(n).,n+I(n)L,,,H(n) es 

igual a la matriz diagonal Dm+I(n). Mientras que el producto I n(n)0,n+1(n) es 

79 

1A 



igual al vector, de (m+1) x I. de la correlación cruzada de los errores a posteriori de 
predicción hacia atrás y la respuesta deseada. Denotemos mediante tm+I (n) a éste 
vector de correlación cruzada. Entonces por definición tenemos: 

tm+i (n) = 	An-Ibm+I(i)ds(i) 	 (3.197) 
,=1 

donde d(i) es la respuesta deseada. Sustituyendo la ec. 3.188 en la ecuación anterior, 
tenemos: 

tm+i (n) = E: L1  An'Lm(n)um+i(i)ds(i) 

= 	 (3.198) 

1,,,(n)Om+I (n) 

Esta última ecuación es el resultado que buscabamos. Sustituyendo la ecuación 3.193 
y la 3.198 en la 3.196. tenemos la solución transformada de los mínimos cuadrados 
recursi vos: 

Dm +I(n)L:1/ (7?)*,(//) = tm+I(n) 	 (3.199) 

Hasta aquí hemos considerado: como la aplicación de la matriz triangular inferior, 
transforma la solución de los mínimos cuadrados recursivos para el vector 

de coeficientes del filtro transversal que se muestra en la fig. 3.9. A continuación 
deseamos hallar la solución para el vector de coeficientes de regresión, N,n(n) del 
filtro que se muestra en la fig. 3.8. El vector de coeficientes de regresión está dado 
por: 

Km(n) = [No* 1. 1( n )* ''" K m (" ) ] 

	
(3.200) 

El vector de coeficientes de regresión se obtiene minimizando la siguiente ecuación 
de desempeño: 

11 

An-' 1/0) — bTin-fi(/)K„(n)1¿  
i=1 

donde K„,(n) se mantiene constante durante el intervalo de observación 1 < i < n. 
La solución a este problema de mínimos cuadrados recursivos puede expresarse como 

[Aleas, Hay911: 
Dm+i (n)K„,(n) = tm+1(n) 	 (3.201) ,  

Al comparar la solución transformada de los mínimos cuadrados recursivos dada por 
la ec. 3.199 con la solución de los mínimos cuadrados recursivos dada por la ecuación 
anterior deducimos la siguiente relación: 

	

K nz (n) = L,T,H(n)*„.,(n) 	 (3.202) 

ó de una manera equivalente: 

*,„(n) = L,,(n) 	(n) 	 (3.203) 
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Nuevamente, en est as (los últimas ecuaciones la matriz de transformación triangu-
lar, Lm (n), representa la conexión entre las soluciones al problema de los mínimos 
cuadrados para los vectores de coeficientes de los filtros representados en las figuras 
3.8 y 3.9 [A1c86, Hay911. 

Recursión para el Vector de Coeficientes de Regresión K m (n) Resolviendo 
las ecuaciones 3.198 y la 3.101 en términos del vector de coeficientes de regresión, 
tenemos [A1c86, Hay91]: 

K, (n) = Din4.1 (n)Lin (n)0,.„.4.1 (n) 	 (3.204) 

Dado que la matriz Dm+I (n) es diagonal, su inversa también lo es [Wat91.]: 

D,+1 (n) = diag [ 0 1(71), Bnn), 	13,7,1(n)1 	(3.205) 

De aquí que, sólo m+1 divisiones por un escalar sean requeridas en el cálculo del 
vector de coeficientes de regresión, K m (n). En particular, la sustitución de las ecua-
ciones 3.189 y 3.205 en 3.204 nos da como resultado un sistema de M+1 ecuaciones 
escalares: 

m(n) = 13ni-i(n)c,H„(12)9,n+I(n), 	m = 0. 1, 	 (3.206) 

donde M es el valor final del orden de predicción. Para desarollar una recursión en 
el tiempo para el coeficiente Km (n), definimos el escalar: 

Pm(n) = c,117,(n)em+1(n), 	m = 0, 1, .... .11 	(3.207) 

Podemos redefinir el coeficiente de regresión dado por la ec. 3.206 en términos de 
p,,, (n) como sigue: 

h.  m(71) = 	.un = 0. 1, 	, 	 (3.208) 

Recordemos la siguiente recursión en el tiempo para el vector de coeficientes del 
filtro de predicción hacia atrás del error: 

Cm(n) = cm (71 — 1) 	,..T1117:2 )) í icl( n)  

donde km  (n) es el vector de ganancia (de m x 1). Además recuérdese que la recursión 
en el tiempo para el vector de correlación cruzada 0„,.4.1 (n) esta dada por: 

0,i+I (n) = 	— 1) + un,4.1(n)(/*(n) 	(3.210) 

Sustituyendo las ecuaciones 3.209 y 3.210 en 3.207, y utilizando el hecho de que 
1,7,(n) es real, obtenemos: 

pu,(71) = Acl(n — 1)0,,,+1(n — 1) + 	— 1)11,4.1 (n)d*(n) 
(3.211) 

b,,m{nn}k1(72)0m(n)  
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En el último término de la ecuación anterior. se  usó el hecho de que los primeros ni 
elementos del vector 0„4.1 (n) son iguales a los elementos del vector 0,n (n), y dado 
que el último elemento del vector de dimensión ( m+1 ) x 1 en el lado derecho de la ec. 
3.209 es cero; sólo los primeros m elementos de 0,4.1 (n) entran en la multiplicación 
del término c,,H(n) por 0,4_1 (n). La ec. 3.211 se puede expresar como sigue: 

e De la ecuación 3.207, se deduce que (A1c86, Hay91): 

Pm (7/ — 1) = Cm (n — 1)0,71+1( 12  — 1) 

• De la definición del error a priori de predicción hacia atrás, tenemos: 

v,„(n) = 	— 1)tim+1(n) 

• 	Además, dado que 4',,, (n) es igual a la razón de b„ (n) a -1,„ (n), tenemos que: 

c1,1,(n — 1)um+1 (n) = bm(n) 
"tm(n) 

• Dado que el vector de ganancia km (n) es igual a 9,721(n)u„,(n) y, a que la 
matriz Ir, (n) es Hermiteana. tenemos que [A1c86. Hay911: 

ki„1,(1)0,n(n)= uii(n).;;'(n)0,(n) 

= urn(n)*,i(n) 

donde en la última línea de la ecuación anterior se han usado las ecuaciones 
normales para la estimación por mínimos cuadrados. El producto interno 
u,H„(n)*„,_ 1 (n) es igual al complejo conjugado de la estimación por mínimos 
cuadrados de la respuesta deseada d(n). Sea d(n 	) el valor de la estimación 
por mínimos cuadrados de la respuesta deseada. donde ti„ es el espacio gener-
ado por los elementos del vector u, (n). 

De acuerdo a lo anterior la ec. 3.211 se puede expresar como: 

Pm(11) = Ap.(n 
bm (n) 

— 1) +
1.(n) 	

(n) — ii*(n I U,,)I (3.213) 

Se define el error a posteriori de estimación, basándose en las m muestras de entrada, 
de acuerdo a: 

em(n) = d(n) — d(n Un ) 

= d(n) — Irv,1,_1(12)u„(1t) 
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Sustituyendo la última ecuación en 3.213, tenemos: 

Pm(n) = Ap,„(n — 1) + bor(n)e* (n), 	m = 0, 1, 2, ... M 	(3.215) 
1.(n) 

Excepto por 7,,,(n), podemos interpretar a pm  como la correlación cruzada de bm(n) 
em(n). 

Para completar el procedimiento de recursión para el proceso de estimación 
conjunta, es necesario desarollar una recursión en el orden para el error de esti-
mación: esto se logra remplazando m por m+1 en la ec. 3.21-1: 

	

cm+. 1 (n) = d(n) — 	(n)um+  n) 	 (3.216) 

Dado que el producto interno e(n)uni+ I(ri) es igual a K„,11(n)13,7,4.1 (n) (ver ecs. 3.188 
y 3.203). podemos expresar a cm.s.i (n) como sigue: 

e,,,.4.1 (n) = d(n) — Kllm (n)bm.4.1 (n) 
(3.217) 

= 	d(n) — 	o  KT(n)bi(n) 

Aislando el producto interno s',,(n)b,(n) del resto de los términos de la suma del 
lado derecho de la ecuación anterior y, reconociendo que la suma es igual a: 

m-1 
d(n) — E N7(n )14(n ) = em(n) 	 (3.218) 

t.o 

entoces podemos expresar la reclusión en el orden para el error a posteriori de 
estimación como: 

	

t m.f.i (n) = e m (n) — t;:(n)b,„(n). 	m = 0, 1, 	.11 	(3.219) 

Nótese que el número de coeficientes de regresión excede el orden final de predicción. 
NI, por uno. 
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Predicción: 
Para n = 1, 2, 3, 	calcule las sig. recursiones en el orden: 

ni_i(tt) = 	_ 1)  + 	- tv:„_,(n) 
- 1) 

- 

ár„._ 1 (n 
fb,m(n) = 	y„,_,,n) 

fm(n) = fm-1(11) + 	 — 1) 

b,, (n) = 	- 1 ) 4' r.r.,,m(n)fm-1(n) 

fm(t1) = fm-1(TI) 	1:41t 	n21:)  

= 	- 1) 	14,1 '-`' 17,0,1  

Im(tt - 1) = 7,_1 (n- 1) 	1 1.-u 1)I' 
- 11 

Filtrado: 
Para n = 1, 2, 3, ... calcule las sig. recursiones en el orden: 

Pm ( 11 ) = APm(11  - 1) + b,". ,=0,E;n(tt) 

= Prn n 
o7711 

cm+I(P) = fm(u) - H:»(n)b,(11 ) 

3.3.3.9 Organigrama del Algoritmo LSL 

'rabia 3.8: Organigrama del algoritmo LSL. 
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Para inicializar el algoritmo al tiempo n = O: 

= O 

= 6, 	O < 6 « 

8.-1(0) = 

lo(0) = 1 

p,„(0) = O 

Para cada o > 1, genere los parámetros de orden cero: 

.Í0(o) = bo(o) = u(o) 

Yo(n) = 80(n) 	AF0(o — 1) + 1 u(n) 1 2  

-10(o — 1) = 1 

co(o) = d(o) 

Tabla 3.9: Inicialización del algoritmo LSL. 

3.3.3.10 Algoritmo LSL Usando Errores A Priori de Estimación 

En esta sección se describe una versión del algoritmo LSL que usa formas a priori de 
los errores de predicción hacia adelante, de los errores de predicción hacia atrás, y de 
los errores de estimación del proceso de estimación conjunto, como los parámetros 
de interés. 

Recordemos que el error a posteriori de predicción hacia adelante, fm(n), y el 
error a priori de predicción hacia adelante, qm (n), están relacionados mediante (ver 
cc. 3.97): 

fm(n) = -Trn (n — 1)71,n (n) 	 (3.220) 

Recuérdese, también qué la relación entre el error a posteriori de predicción hacia 
atrás bm (n) y, el error a priori de predicción hacia atrás tY„,(n) esta dada por (ver 
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ec. 3.98): 

	

bm(n) = /m(n)1'ml n 	 (3.221) 

De la relación entre el error a posteriori de estimación, em(n), y el error a priori de 
estimación om (n), tenemos (ver ec. 3.96): 

em (n) = 1m(n)am(n) 	 (3.222) 

También recuérdese la relaciones que existen para actualizar en el tiempo la suma 
ponderada del cuadrado de los errores tanto de predicción hacia adelante como de 
predicción hacia atrás (ver ecs. 3.72 y 3.88): 

= A.F.-1(1i - 	+ rim-1(n).rn-t(n) 
	

(3.223) 

Y: 

	

87„ _ 1 (71) = ,\13,„ _ 1 (n — 1) + yrn-1(12)6 7,_ 1 (n) 	(3.224) 

Al usar las ecuaciones 3.1.53. 3.181, 3.220. 3.221 y 3.224 en 3.162, se obtiene la 
siguiente reclusión en el orden para el error a priori de predicción hacia adelante: 

ibn(n) = 11„,_ 1 (n) 	r7„,(// — 1)k,,n_1(7? — 1), 	m = 1, 2, ... 	(1225) 

Similarmente utilizando las ecs. 3.154, 3.181. 3.220, 3.221 y 3.223 en 3.164, se obtiene 
la siguiente recursión en el orden para el error a priori de predicción hacia atrás: 

ern(n) = 	— 1) + 	— 1)11,,_ 1 (n). 	111 = 1, 2, ... , 	(3.226) 

Finalmente usando las ecuaciones 3.208. 3.215. 3.221, 3.222 y 3.224 en 3.217. se 
obtiene la siguiente recursión en el orden para el error a priori de estimación: 

am.4.1 (1i) = am( 11 ) — N;;(ri — 1)v,„(n), 	111 = 0, 1. 2, .....11 	(3.227) 

Combinando las recursiones anteriores en el orden con las siguientes recursiones: (1) 
recursión en el tiempo para correlación cruzada .1m (n), en términos de los errores 
a priori de predicción qm—i(n) y 	— 1): (2) recursiones en el tiempo para las 
sumas ponderadas del cuadrado de los errores a posteriori de predicción .Fin-i (n) 
y 8,„_1(n) y; (3) recursiones en el tiempo para la correlación cruzada prn (n) refor-
mulada en términos de los errores a priori om (n) y i'm (n); obtenemos la segunda 
versión del algoritmo LSL [Hay91, LMP85, LS831. 
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Predicción: 
Para n = 1, 2, 3, ... calcule las sig. recursiones en el orden: 

ihn(n) = Thri-1(n) + rf ,,„(ri - 1)4'm _ 1(n - 1) 

um(n) = 	- 1) + F¡. ,,(n - UtIm-i(n) 

ám-1(n) = A-1.1-1(n - 1) + ?m-1(n - 1)Yrn-1(n - 1)9„1-1(11) 

.F„,_ 1 (n) = AF,n _ 1 (n - 1) + -1„4-1(11 - 1)177.-1(n) 12  

ern-.1(n) ='" 	 - 1) + 7,n-1(n) 1 ,n-1(n) 

(n = — 	" rra 	11 

r b 	( 11)  = 

7m(n) = /„1-1(n) 

Filtrado: 
Para n = 1, 2, 3, ... calcule las sig. recursiones en el orden: 

Pm(n) = Apn,(n - 1) + 1,,,(n)uni( 71 )arn(n) 

orri+i(n) = orn (n) - s n (n 	1)v,„(n) 

13„,(n) = )B (n) + 1,n(n)1 ',n(n) 12  

hm(n) 

   

   

3.3.3.11 Organigrama del Algoritmo LSL Usando Errores A Priori de 
Estimación 

Tabla 3.10: Organigrama del algoritmo LSL usando errores a priori de estimación. 
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Para inicializar el algoritmo al tiempo n = O: 

-5,,_1 (0) = O 

Y„,_1 (0) = 15, O < b < 

/3„,-1(0) = 

F f  = rb,m(o)  = o 

-,0(o) = 1 

Pm(0) = O 

Para cada n > 1, genere los parámetros de orden cero: 

go(n) = Co(n) = u(u) 

To(n) = 8o(n) = Vo(n — 	+ U(1)12  

.. 0(1?) = 

no(n) = d( ir ) 

Tabla 3.11: Inicialización del algoritmo LSL usando errores a priori de estimación. 
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3.4 Conclusiones 

En este capítulo se planteo el problema de los mínimos cuadrados cuya solución 
directa requiere de la inversión de la matriz de autocorrelación de los datos de 
entrada, lo cual no es conveniente computacionalmente debido al elevado número 
de operaciones necesarias para invertir esta matriz. De aquí que se halla buscado 
la manera de resolver este problema de forma recursiva dando origen al algoritmo 
recursivo de los mínimos cuadrados. 

A pesar de que el algoritmo recursivo de los mínimos cuadrados requiere de 
un número menor de operaciones que la inversión directa de la matriz de autocor-
relación de los datos de entrada al receptor; se ha demostrado que existe la manera 
de realizar menos operaciones dando de esta manera paso a los algoritmos rápidos. 
Como se recortdará se dice que un algoritmo es rápido si al aumentar el número de 
coeficientes a ajustar, el número de operacciones a realizar aumenta de una manera 
lineal. De aquí la gran importancia de estos algoritmos para igualar canales en los 
que se requiere de un nunn considerable de coeficientes para lograr un resultado 
satisfactorio. A pesar de las bondades de estos algoritmos, no son la panacea univer-
sal para el problema del filtrado adaptable pues como se verá en el siguiente capítulo 
si el igualador ideal es un filtro MI que sea estable. entonces los algoritmos de filtrado 
adaptable que adaptan los coeficientes de un filtro IIR se desempeñan mucho mejor, 
ya que logran converger en un número menor de iteraciones que los algoritmos aquí 
tratados. Además dichos algoritmos requeriran de un número menor de coeficientes 
a ajustar que si se emplea un filtro FIR, el cual requerirá de un número muy elevado 
de coeficientes para aproximar la respuesta impulsional infinita del igualador ideal. 

89 



Capítulo 4 

Algoritmos Adaptables Para 
Filtros A Respuesta Impulsional 
Infinita 

Los filtros adaptables a respuesta impulsional finita (FIR) han gozado de una gran 

aceptación dado que la formulación matemática del problema del filtrado adaptable. 
en terminos de estos filtros es sencilla y, además da como resultado que la superficie 
del error cuadrático medio sea igual a un parabóloide [Hay91, WS85]; por lo tanto, 

la minimización del error cuadrádico medio siempre dará el mismo resultado sin 

importar el valor que se le asigne como condicióm inicial al vector de coeficientes 
del filtro. De aquí proviene la gran aceptación de los algoritmos de filtrado adapt-

able para filtros a respuesta impulsional finita, sin embargo existen casos en los 
cuales la aplicación de un filtro adaptable a respuesta impulsional finita no resuelve 

el problema de una manera satisfactoria [FJ86, CR.18-1, LTCR.180], esto se debe 
principalmente a que el filtro adaptable a respuesta impulsional finita requiere de 

un gran numero de coeficientes para poder llevar a cabo su tarea de una manera 

eficiente en el sentido de converger a la solución óptima mas no en un tiempo rel-
ativamente corto, lo cual se debe al excesivo número de operacciones resultado del 

gran número de coeficientes requeridos por el algoritmo de filtrado adaptable. El 

requerimento de un gran número de coeficientes para producir una solución óptima 
con respecto a algún criterio de minimización es resultado de que el fenómeno bajo 

estudio no se puede modelar de una manera conveniente mediante un modelo todo 
cero (también llamado de promedio móvil) sino que se requiere en general de un 

modelo que contemple polos y ceros; lo cuál, como se verá más adelante, además de 

complicar el desatollo matemático en lo que respecta a la minimización del criterio 
del error, ocasionará problemas de inestabilidad en lo que se refiere a las actualiza-

ciones del vector de coeficientes que dan por resultado un filtro inestable; aunado a 

todos estos problemas, la superficie descrita por el criterio del error no posee un sólo 
mínimo absoluto como en el caso de los filtros adaptables a respuesta impulsional 

finita sino qué dicha superficie poseerá varios mínimos en general, por lo cuál el 
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algoritmo no siempre convergerá a la solución óptima sino a alguna ot ra solución, la 
cual no siempre será la adecuada para el problema que se esté resolviendo. El hecho 
de que la superficie que describe el criterio del error tenga varios mínimos implica 
que la elección de las condiciones iniciales juega un papel crítico en la convergencia 
del algoritmo a la solución óptiMa. 

A pesar de todos estos problemas, la necesidad de desatollar algoritmos adapt-
ables para filtros a respuesta impulsional infinita tiene dos motivaciones principales, 
la primera es el deseo de reducuir el número de iteraciones necesarias para converger 
a la solución óptima en aquéllos casos en que la aplicación de un filtro de respusta 
impulsional finita sea impráctica debido al gran número de coeficientes requeridos 
para obtener la solución óptima de acuerdo a algún criterio de minimización del er-
ror y, la segunda proviene del deseo de identificar o ajustar un modelo a un sistema 
desconocido, el cuál generalmente y debido a su naturaleza será mejor represen-
tado por un modelo que cotemple la posibilidad de la coexitencia de polos y ceros 
(llamado autoregresivo y de promedio móvil ARMA ). 

4.1 Antecedentes Históricos 

Los primeros t rabajos sobre algoritmos adaptables para filtros a respuesta impul-
sional infinita se centran en la idea de extrapolar el algoritmo LMS propuesto 
por Widrow para el caso del los filtros adaptables a respuesta impulsional infinita 
basándose en las técnicas del gradiente estocástco[CRJL77, PA78, SEA76, Whi75, 
WM77]. Sin embargo, como se verá más adelante estos algoritmos sufren de ciertas 
limitaciones lo que restringe su uso práctico [FJ86]. 

Después de estos intentos, se decidió dar un giro a la dirección de los esfuerzos 
1)01' formular algoritmos de filtrado para filtros a respuesta impulsional infinita con 
propiedades (le convergencia en principio suceptibles de demostrar matemáticamente. 
Este nuevo giro consistio en reformular el problema del filtrado adaptable para filtros 
a respuesta in ► pulsional infinita en términos de un problema más estudiado y com-
prendido hasta aquél entonces, qué es el problema de la identificación de sistemas 
[GSS4. LS83]. Este cambio de enfoque abrió nuevas prespectivas desde las cuales at-
acar el problema del filtrado adaptable para filtros a respuesta impulsional infinita, 
un ejemplo de ello lo constituyen una fallida de algoritmos basados en las ideas de la 
hyperestabilidad[JT79, ('RJ78, CRJ84, CRJT80, (TULTD81, PSA79. LTCR.1801. 
Entre éstos algoritmos se ha demostrado que el "hyperstable adaptive recursive fil-
ter" (HARF) es asítoticamente convergente bajo la condición de "strict positive 
reality" (SPR) [LTCRJ80]. Esta última condición constituye un obstáculo mayor en 
la aplicación práctica del algoritmo HARFECRJ84, CRJT80, CRJLTD81, PSA79]. 
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4.2 	Formulación del Problema del Filtrado Adapt- 
able IIR 

Fundamentalmente existen dos vertientes para proponer soluciones al problema del 
filtrado adaptable, estas son: la formulación de la ecuación de error y la formulación 
del error de salida . Estos métodos tienen su origen en dos interpretaciones diferentes 
del error de predicción como veremos más adelante. 

A pesar de los esfuerzos realizados, ambos métodos presentan problemas que 
impiden su aceptación universal tal y como lo han logrado los algoritmos FIR de 
filtrado adaptable. Estos problemas son: 1) el método de la ecuación de error• puede 
dar como resultado estimaciones sesgadas del vector de coeficientes que caracteriza 
al filtro adaptable [Shy89]; 2) el método del error de la salida no presenta el problema 
anterior, sin embargo dado que es un algoritmo recursivo sobre la salida si presenta 
problemas de estabilidad sobre todo si los polos estan cercanos al circulo unitario; 
además puede converger a un mínimo local en lugar de hacerlo al mínimo global y, 
finalmente es díficil predecir su convergencia [ShyS9]. 

4.2.1 Método de la Ecuación de Error 

Considere el filtro adaptivo caracterizado por la siguiente ecuación: 

sí -3 
) 	E a m (n)d(n 	m) + E bm(n)x(n - m) 	(4.1) 

= I 	 rn = O 

Donde a„, y b„, son los coeficientes del filtro adaptivo, x es la señal de entrada, des la 
respuesta deseada y. y, es la salida del filtro adaptivo para el método de la ecuación 
del error. Obsérvese que la ec. 4.1 representa un filtro de dos entradas y una salida, la 
cuál depende de las muestras de la señal de entrada x( n - m), m = 0, 	 - 1, y de 
las muestras de la respuesta deseada d(n - m). rn = 0.  	- 1. Dado que el filtro 
no es recursivo sobre la salida, ésto es no presenta retroalimentación, la salida es una 
función lineal de los coeficientes del filtro. Esta propiedad simplifica la formulación 
(le los algoritmos de filtrado adaptable basados en el gradiente estocástico, ya que la 
salida del filtro ye( n) no depende de sus valores pasados, los cuales a su vez dependen 
de los valores pasados de los paramétros del filtro. En cambio ye  sólo depende de los 
paramétros del filtro al igual que x(n) y d(n). 

La ecuación (4.1) se puede escribir de un modo más conveniente mediante: 

	

ye(n) = A(n, 9)d(n) + B(n, 4)x(n) 	 (4.2) 

donde los polinomios en q representan filtros variantes en el tiempo: 

N-1 	 M-1 
.4(n. q) = E a ( )qin y B(n, q) = E bm (n)q-'71  

rn=1 	 rn = O 

Ye( 

(4.3) 
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donde q representa la operacción (le atrasar una señal en el tiempo, es decir si 

q-mx(n) = x(it — m). 

Obsérvese que la salida del filtro y, sólo depende de las muestras anteriores de 

d, lo cual nos revela la idea básica del método de la ecuación de error, la cuál consite 

en estimar la muestra presente de la respuesta deseada a partir de sus muestras 

pasados y de las muestras de la señal de entrada. Ensencialmente opera como un 

filtro FIR de dos entradas y una salida de tal manera que el polinomio asosiado a 

los polos del filtro IIR , 1 - A(q), se adapta como si fuese un filtro FIR. Después de' 

cada actualización de los coeficientes del filtro, el inverso del polinomio 1 - A(q) es 

copiado al filtro todo polar, el cuál a su vez ceta conectado en cascada con R(n, q). 

De está manera se logra adaptar el filtro IIR corno si se tratase de un filtro FIR, 

sin embargo observése que si los ceros del polinomio caen fuera del círculo unitario 

entonces el filtro 111 es inestable, por lo que éste método no resuelve el problema 

de las actualizaciones inestables. Así de esta manera cuando los ceros de 1 - A(q) 

caen fuera del círculo unitario se requerirá de un método para proyectarlos dentro 

de éste último. 

La ecuación de error está dada por: 

e,(n) = d(n) — ge(n) 	 (4.4) 

Se le llama ecuación de error porque es generada al substraer dos ecuaciones de 

diferencias: [1 - A(q)id(n) y 13(n, q)x(n). Nótese que e, también es una función 

lineal de los coeficientes del filtro: por lo tanto el error cuadrático para el método 

de la ecuación de error (:ASEE) es una función cuadrática con un sólo mínimo. 

Obsérvese que la ecuación (1.1) puede escribirse como: 

y,(n) = OT (n)0,(n) 	 (1.5) 

donde O es el vector de coeficientes, y el vector de señales esta dado por 0,, cada 

uno de longitud NI + N - 1, es decir: 

0(0 	[a i (n), a2(n), 	 bo(n), 	bm_ 1(n)11- 

(4.6) 

0,(n) = [d(n — 1), 	d(n — 	+ 1), x(n), 	x(o — M 	1)1T  

Obsérvese que la ecuación 1.5 tiene la forma de una regresión lineal, la cual es 

comúnmente utilizada en estadística [MT77], donde O corresponde a los parámetros 

estimados y 0, es el vector de regresión (vector de datos). El regresor es inde-

pendiente de los coeficientes dado que d(n) y x(n) no son funciones de A(n, q) y de 

B(n. q). Muchos de los algoritmos y técnicas utilizadas en la inferencia estadística de 

paramétros pueden ser utilizados para encontrar el conjunto de parámetros óptimos. 

Algunos de estos métodos son: el algoritmo de verosímiltud máxima [Men87], max-

imun a posteriori [Men87], mínimos cuadrados [Hay91] y error cuadrático medio 

[WS851. 
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Yo(n) = 	B(n. 	 1 	
x(n) — (4.8) 

4.2.2 Método del Error de Salida 
El método del error de salida esta caracterizado por la siguiente ecuación cuando 
v(n) = O (ver fig. 4.1): 

N - 1 	 m-1 
Yo(n) = E am(n)Yo(n 	m) + E bm(n)x(n — m) 	(4.7) 

m = t 	 m=0 

la cual depende en las muestras pasadas de yo, las cuales a su vez dependen de los 
valores pasados de los paramétros del filtro, lo cual hace muy complicada la ob-
tención del gradiente del error como veremos más adelante. Esta última ecuación 
nos indica que el problema aquí tratado es reformulado restringuiendo la generalidad 
del mismo; pués anteriormente la señal deseada y(n) era cualquier señal, mientrás 
que en esta nueva reformulación del problema se considerará a la señal deseada 
como la salida de una planta, la cual se modela mediante un proceso autoregresivo 
y de promedio móvil (ARMA). Obsérvese que esta "restricción" no es de ninguna 
manera excesiva ya que el modelo más general para una señal es el modelo ARMA 
y, dado que estamos en libertad de fijar tanto el número de polos como el número 
de ceros se considera que podemos generar cualquier señal. Además si hemos de 
considerar señales producidas tanto por la naturaleza como por el hombre no ten-
emos ningún motivo de preocupación por la restricción impuesta por este nuevo 
enfoque del problema tratado. pués toda señal de este tipo puede ser modelada por 
un proceso ARMA. La ecuación 4.7 se puede escribir en términos de la ecuación 4.3: 

También la ecuación 4,7 se puede escribir de una manera compacta como: 

	

y0(n) = OT  ( 11 )00(n) 	 (4.9) 

donde el vector de coeficientes O esta dado por la ecuación (1.6) pero el vector de 
señales está dado por: 

	

0,(n) = [1,(n — 1), .... y„(n — .V + 1), .r(n), 	.r(n — 	+ 1)1T 	(4.10) 

La ecuación 4.9 no es una regresión lineal pero dacio que tiene la forma de la ec. 4.5 
se le conoce como regresión pseudolineal [LS83]. Se pueden aplicar técnicas similares 
al caso de la regresión lineal pero la solución obtenida no será la óptima a menos 
que se cumpla con la condición SPR [Lan79], la cuál abordaremos posteriormente 
en este mismo capítulo. 

El error de salida esta dado por eo(n) = d(n) — yo(n); recibe éste nombre 
debido a que se genera al restar d(n) de la ecuació 4.8. Claramente, ea(n) es una 
función no lineal de O, por lo tanto, el error cuadrático medio del método del error 
de salida (MSEOE) puede tener varios mínimos locales ya que no es una función 
cuadrática [Ste81]. Matemáticamente e°  se puede expresar corno (ver fig. 4.1): 
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w(n) yo(n) 
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x(n) 

Error 
e( n) 

Filtro Adaptivo 

1-04  

1 —rIañiz —i 

Figura 4.1: Método del Error de Salida. 

t o(?) = E{b, — bi(n)}x(n — 	E {a,y,(n — i) — ii i (n)bÁn — 	+ v(n) (4.11) 
=o 	 ,=1 

dónde fia  > 'la  y /l b  > nb. De aquí en adelante se asumirá sin perdida de generalidad 
que h a  = n a  y que fu, = nb. Para minimizar la función de costo: 

J = E{el(n)} 	 (4.12) 

basta con hacer b, = I);  y 	de esta manera tenernos: 

N 

eo(n) = 	aie(n — i) + v(n) 
	

(4.13) 

debido a la estabilidad de (4.11) tenemos: 

n
lim ea(n) = v(n) 	 (4.14) 
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Antes de proseguir cabe hacer una distinción entre el problema de la identificación 
de sistemas y el problema aquí tratado: en el primer caso el error resultante de la 
diferencia de la señal deseada de su respectiva estimada, se utiliza sólo como un 
medio para lograr un error pequño de los parámetros estimados con respecto a los 
parámetros "reales"; mientras que en el problema del filtrado el fin es lograr que el 
error en cuestión sea lo más cercanamente posible a cero cuando v(n) = O, ó en caso 
contrario que eo(n) sea igual a v(n)[LTCRJ80]. 

4.2.2.1 Superficies de Error para el Método del Error de Salida 

Una vez que hemos establecido el método del error de salida para el problema 
del filtrado adaptable para filtros a respuesta impulsional infinita (11R) podemos 
referirnos al estudio de las superficies de error para dicha modalidad del problema 
aquí tratado. 

Recordemos de los capítulos anteriores que las funciones de costo para el 
caso del filtrado adaptable para filtros a respuesta impulsional finita (FIR) son 
unimodales con respecto al vector de coeficientes del filtro O y, además estan repre-
sentadas por hyperparaboloides (le dimensió n. Por tanto resulta lógico la utilización 
(le la función gradiente para hallar el valor óptimo del vector de coeficientes del fil-
tro, él cual esta dado por el mímino de la función de costo. Sin embargo para el 
presente problema estas superficies carecen de estas dos valiosas características que 
contribuyerón enormemente a la simplificación del problema del filtrado adaptable 
utilizando filtros a respuesta impulsional finita, por tanto la solución del presente 
problema se complica de sobre manera si consideramos que la superficie que rep-
resenta a la función de costo tiene varios mínimos. Esto implica que el algoritmo 
puede converger a una solución que no es la óptima; por ello se han hecho var-
ios esfuerzos por estudiar el comportamiento de las superficies de error, entre estos 
estudios uno de los más destacados es el realizado por Stearns [Ste811. En este estu-
dio se analiza el comportamiento de las superficies de error mediante simulaciones 
por computadora. es decir, de una forma numérica mas no analítica. Stearns llega 
a la siguiente conclusión: "si el filtro adaptable es de suficiente orden (esto es, si 

> na  y in, > nb véase la fig. 4.1) y además. si  la señal (le entrada al filtro x(n) 
es ruido blanco entonces la superficie del error (lada por el valor esperado de e2 (n) 
es unimodal. Tomando como base esta conclusión, las superficies de error para el 
método del error de salida de los filtroa adaptables a respuesta impulsional infinita 
que trabajan en un ambiente estacionario se pueden clasificar aproximadamente de 
la siguiente manera: 

1) de suficiente orden con ruido blanco como excitación. 
2) de suficiente orden con ruido coloreado como excitación. 
3) de orden reducido con ruido blanco como excitación. 
4) de orden reducido con ruido coloreado como excitación. 

Las superficies de error para el caso 1 son unimodales de acuerdo con Stearns [Ste81]. 
En lo que respecta a los tres casos restantes, las superficies de error son multimodales 
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en general. A continuación se citan algunas fuentes donde se muestra la multimodal-
idad de las superficies de error: la multimodalidad para el caso dos queda mostrada 
en [575] y para el caso tres en [CRJ L77, Ste81]. Finalmente la multimodalidad para 
el caso cuatro se puede demostrar generalizando el ejemplo que se da en [S75] como 
se muestra en [FJ86]. Por último cabe hacer mención de que apesar de los estudios 
realizados, se tiene un conocimiento bastante limitado de las superficies de error 
[FJ86]. 

4.2.3 Problemas Relativos a los Métodos de la Ecuación 
de Error y el Error de Salida 

Como se mencionó ¿interiormente los algoritmos basados en el método del error 
pueden converger a un resultado, el cuál sufre de un sesgo con respecto a la solución 
óptima. Dentro del contexto de la identificación de sistemas, este problema se man-
ifiesta en estimaciones incorrectas del vector de parámetros O, es decir el límite de 
E {0(n)} cuando n tiende a infinito es igual a O. + sesgo. Se puede demostrar que 
este sesgo es igual a cero si cualquiera de las dos siguientes condiciones se cumple: 
que no exista ruido o bien que A(n, q) = O (lo que corresponde a un filtro FIR). 
Nótese que la ecuación de error puede ser expresada como una versión filtrada del 
error de salida [Shy89]: ee (n) = [1. — .4(n, q)]eo(n). 

Nótese que la magnitud del sesgo es directamente proporcional a la potencia 
del ruido dado qué éste .también es filtrado por 1 — .4(n, q). En efecto, el sesgo 
se debe a que el filtro adaptivo intenta minimizar la potencia del ruido que afecta 
a ( ,( ), mientras que por otro lado trata de identificar los polos del sistema. A 
pesar de que los métodos basados en la ecuación del error convergen rápidamente, 
su desempeño puede ser completamente insatisfactorio si el sesgo es significativo. 

Los algoritmos basados en el método del error de salida tienen una complejidad 
mayor que los algoritmos basados en el método de la ecuación del error pero no 
presentan el problema de la solución sesgada. Sin embargo, pueden converger a un 
mínimo local de la superficie de error (MSOE) [Ste81]. Es por ello, que se han 
realizado estudios para investigar las condiciones suficientes para la no existencia de 
mínimos locales en la superficie del error MSOE [Nay88, 575, 5S82]: (1) la función de 
transferencia del filtro adaptivo debe der ser al menos del orden suficiente (mismo 
número de polos y ceros) para modelar de una manera adecuada al sistema que 
se desea identificar, (2) la señal de entrada x(n) debe ser una secuencia de ruido 
blanco, y (3) el orden del numerador del filtro adaptivo debe ser mayor que el orden 
del denominador del sistema que se desea modelar. Nótese que éstas son condiciones 
para el caso de la identificación de sistemas, para el problema del filtrado deben de 
existir condiciones similares para la no existencia de mínimos locales, sin embargo 
existen pocos estudios al respecto[Shy89]. 

En lo que concierne al problema de los mínimos locales, la condición inicial 
para el vector de parámetros influye en tanto en la rapidez de la connvergencia asi 
como al mínimo al cuál el algoritmo converge: por lo tanto 0(0) se debe escoger 
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de tal furnia que este cerca del mínimo global ó que este en alguna trayectoria que 

conduzca a éste último.[Shy89]. 
Claramente existe un compromiso entre los dos métodos arriba mencionados. 

Por un lado, la ecuación del error es una función lineal de los coeficientes de tal 
manera que la superficie del MSEE sólo tiene un mínimo. Los algoritmos derivados 
de la formulación de la ecuación del error convergen rápidamente pero convergerán 
inevitablemente a una solución sesgada siempre que exista ruido. Por otra parte, el 
error de salida es una función no lineal de los parámetros del filtro y de la superficie 
del error MSOE. la  cuál puede presentar mínimos locales. Los algoritmos derivados 
de este método tiene una convergencia más lenta con respecto a los derivados me-
diante el método de la ecuación de error y además pueden converger a una solución 
no óptima (mínimo local). 

4.3 Forma General de los Algoritmos para Fil-
trado Adaptable a Respuesta Impulsional In-
finita 

Los algoritmos de filtrado adaptable basados ya sea en el método de la ecuación de 
error ó en el método del error de salida se pueden expresar de acuerdo a la siguiente 
forma génerica conocida como el algoritmo recursivo de Gauss-Newton [LS83]: 

	

0(n + 1) = 0(n) + 	+ 1),ctif (n)ef (n) 	 (4.15) 

donde 	y ef( o) son versiones filtradas de o(n) y e( n). es decir Of(o) = F( 71 . (1)0(n) 
y cf (n) = G(n. (1)(o). respectivamente. Nótese que aquí no se ha utilizado el 
subindice e u o para o y t(n) dado que éstas variables nos dan una representación 

génerica de los algoritmos de filtrado adaptable IIR. El escalar positivo o es el paso 

de adaptación y, R( n) es el estimado de la matrix l-lessiana. la  cuál se actualiza de 

acuerdo a: 
R(n + 1) = AR(n) + oo f (n)oj(n) 	 (1.1(i) 

donde A = 1 — a es el factor de olvido. Dado que el cálculo de la inversa de una 
matriz. en éste caso R(n), es computacionalmente costoso y complejo. se  prefiere 
hacer el cálculo de una forma recursiva. De esta manera, para desatollar la recursión 
para la inversa de R(n) se aplica el lemma de la inversión matricial (ver apendie A): 

1
( 	R-1  (n)0 f(n)0j(n)R-1(n) 

1?-1(n + 1) = 	R (n) 	
\/a

07/,( )R_1( n  )0f(  )) 	(4.17) 

La estimación de la matriz Hessiana se incorpora para mejorar la tasa de convergen-
cia del algoritmo a costa de un incremento en la carga computacional del mismo. De 
otra manera, la actualización en 4.12 ó en 4.13 no se lleva a cabo y R(n + 1) en 4.11 
es igual a la matriz identidad 1. A los algoritmos de la forma dada por la ec. 4.11 
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se les conoce como algoritmos del gradiente estocástico [Hay91], los cuales tienen 
una tasa de convergencia pequeña. Sin embargo, la complejidad de estos algoritmos 
es del orden de M + N operaciones, en lugar de (M 	N)2  que les corresponde a 
los algoritmos de la forma dada por la ecuiación 4.11 en donde la eltjwación de la 
matriz Hessiana es diferente de la identidad. 

Para que 4.11 converga es necesario que la matriz R siempre sea definida 
positiva (positive definite, esto es que exista la inversa) y, que los ceros de 1 — A(z) 
caigan dentro del circulo unitario. 

Se puede demostrar fácilmente para el método de la ecuación de error que 
F(n, q) = G(n, q) = 1, es decir, no se filtra el regresor de la ecuación de 
error. Al algoritmo correspondiente se le conoce como el algoritmo RLS de ganancia 
normalizada [LjuSi], y para el caso de R = I se le llama algoritmo LMS. 
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4.4 El Algoritmo HARF 

En esta sección se presenta el algoritmo HARF, el cuál se fundamenta en la teoría 
de la Hyperestabilidad [CRJ78, TU78], la cuál es una poderosa herramienta que 
fue originalmente desarollada para el análisis de sistemas no lineales y variantes en 
el tiempo [Pop73]. La importancia del algoritmo HARF radica en que es el primer 
algoritmo propuesto para filtros adaptables a respuesta impulsional infinita que tiene 
propiedades de convergencia suceptibles de demostrar matemáticamente [CRJ78]. 

El primero en presentar un algoritmo para estimar los parámetros de un pro-
ceso ARMA tomando como base las ideas de la teoría de la hyperestabilidad fue 
Laudan [Lan76], cuyo trabajo lleva por titulo: "hyperstable output error identifier". 
Este trabajo es la base del algoritmo FIARE dado que éste es una modificación del 
primero; esta modificación tiene el objetivo de que el algoritmo pueda ser aplicado 
al campo del procesamiento digital de señales. En concreto las modificaciones que 
debe sufrir el algoritmo de Landau para su aplicación exitosa al problema del fil-
trado adaptable son las siguientes: 1) el algoritmo original de Landau contempla 
una disminución gradual de los factores de ganancia. los cuales deben de converger 
a cero. Esto último aunque es adecuado para identificar una planta con parámetros 
constantes, resulta. inadecuado para el problema del filtrado estable en un ambiente.  
no estacionario donde se requiere de un seguimiento de los estadístcos de la señal de 
entrada al filtro adaptable; por lo que se debe modificar el algoritmo de Landau para 
poder efectuar dicho seguimiento y; 2) .el algoritmo de Landau no es estrictamente 
est afile [Lan76], ya que requiere del valor presente de la señal deseada para poder 
calcular las estimaciones de los parámetros de la planta al tiempo presente, aunque 
est a condición es razonable para el problema de la identificación de sistemas no lo es 
para e1 problema del filtrado adaptable, por lo qué es necesario deshacerse de esta 
condición [LT(11.180]. 

4.4.1 Introducción a la Teoría de la Hyperestabilidad 

Cabe mencionar que el concepto de la hyperestabilidad de los sistemas se debe a 
Popov [Pop73], quién utilizó este concepto dentro del área del control principal-
mente para analizar sistemas no lineales y variantes en el tiempo. De esta manera, 
a éste concepto, la comunidad científica dedicada al procesamiento de señales le 
presto poca atención hasta que se propuso el algoritmo FIARE [LTCRJ80], con 
esto y debido a qué este algoritmo es el primero en poseer propiedades de conver-
gencia matemáticamente probables [CRJ78] surgió un vivo interés en la teoría de 
la hyperestabilidad, sin embargo a pesar de resolver el problema de la convergen-
cia. el algoritmo HARF, como veremos más adelante plantea el reto de eliminar la 
condición de "strictly positive real (SPR)" [JT79], la cuál es un serio obstáculo para 
la aplicación práctica de este algoritmo [CRJT80, PSA79, CRJLTD81]. 

La hyperestabilidad se define para el caso discreto como sigue [And68, Lar79]: 
sea G(z) una función de transferencia racional y escalar de un sistema lineal e 
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invariante en el tiempo cuya entrada se denota con u( k) y su salida con y(k). Se dice 
que dicho sistema es hyperestable si su vector de estado mantiene una magnitud 
finita para todas las posibles señales de entrada con sus correspondientes señales de 
salida que satisfagan [CG85]: 

KO E u(1)y(1) < K 2, 	V lío 	 (4.18) 
1.0 

Los algoritmos discutidos en [JT79, CG85, LTCRJ801 no utilizan esta definición tal 
cual sino una variación de la misma conocida como Hyperestabilidad asintótica, la 
cual requiere que todos los elemtos del vector de estado convergan a cero para la clase 
de señales de entrada discutidas en el parráfo anterior y descritas matemáticamente 
por la ec. 4.16; de aquí en adelante al hacer referencia al término de hyperestabilidad 
se entenderá que se alude a esta última definición. Nótese que si la función de trans-
ferencia G( z ) es racional propia. la  salida y(n) también decaerá a cero [LTCR,180]. 

A continuación enuciamos el teorema de la hyperestabilidad [And68, Pop73]: 
"El sistema anteriormente descrito es hyperestable si y sólo si la parte real de su 
función de transferencia es estrictamente positiva (SPR de sus siglas en inglés) 
[HA69]. esto es: 

Rc [G(z)] > 0, 	z = 	 (4.19) 

Esto es, un sistema que cumpla con la condición SPR tendrá una salida finita cuando 
la señal de entrada satisfaga la ec. 4.16. Aquí es necesario hacer notar que está 
última condición es suficiente mas no necesaria, pués pueden existir secuencias de 
entrada divergentes para las cuales la salida del sistema siempre tiene un valor finito 
[1.TCRJ801. 

El concepto de la hyperestabilidad es de utilidad para el filtrado adaptable 
cuando se considera su aplicación al sistema de malla cerrada mostrado en la figura 
1.2 [CG85]; la adaptación de los parámetros de los filtros adaptables puede ser 
redefinida en términos de esta configuración [Lar79]. Sea u(n) una secuencia derivada 
como una función no lineal y variente en el tiempo de la salida del sistema; si el 
elemento de retroalimentación F(z) es lineal, la BIBO estabilidad del sistema puede 
ser fácilmente verificada en el dominio de la frecuencia, al hallar los ceros de: 

1 + F(z)G(z) 	 (4.20) 

Cualquier cero que se localize fuera del círculo unitario implica que el sistema de la 
fig. 4.2 es inestable. Una interpretación física de este hecho establece que la ganancia 
de lazo cerrado a cualquier frecuencia jamás debe ser igual a -1, es decir, no se debe 
presentar un defasamiento de 180°. Una condición suficiente mas no necesaria para 
cumplir con este último requisito, consiste en restringir la contribucción a la fase 
del sistema de lazo cerrado tanto de F(z) como de G(z) para que cada una de estas 
contribuciones sea menor en magnitud a un defasamiento de 90°. Esto es, si tanto 
F(z como G(z) cumplen con la condición SPR, el sistema de lazo cerrado será estable 
[CG85]. 
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v(n) 
G(z) 

w(n) 
F(z) 

Figura 4.2: Sistema de lazo cerrado a excitación nula. 

Esta condición no es útil cuando se desean analizar sistemas que involucran 
una retroalimentación no lineal y variante en el tiempo, por lo que para estos casos 
se requiere reformular esta condición en términos más generales. Sea Y un elemento 
general de retroalimentación, el cual generalmente será no lineal y variante en el 
tiempo: y sea v(n) la señal de entrada a este elemento. Entonces si tenemos una 
configuración igual a la de la figura 4.2 con la unica excepción de que hay que 
sustitur al elemento lineal de retroalimentación, F(z), por el elemento general de 

	

retroalimentación 	tendremos que la 	salida de este último elemento estará dada 
por w(k) = -u(k ). Entonces si se cumple que: 

	

E v( t)w( t )  > 	d lí > 0, 	 (4.21) 
tr.o 

se sigue que: 

	

u(l)y(l) < 	V K > 0, 	 (4.22) 
1.0 

De esta manera, si 0(z) cumple con la SPR entonces el sistema de lazo cerrado será 
hyperstable [CCM]. Esto representa una forma de generalizar la condición SPR al 
caso de sistemas de lazo cerrado con retroalimentación no lineal y variante en el 
tiempo. En lo que respecta a los sistemas lineales, se puede demostrar mediante el 
análisis de eigenfunciones que esta condición de hecho asegura que la fase a cualquier 
frecuencia tanto de la planta como del elemento de retroalimentación no excederá en 
magnitud a los 90° [LTCRJ80]. Desde un punto de vista más ingenieril si la energía 
alimentada al elemento de retroalimentación Y': 

E v(t)w(i) 
1=0 

(4.23) 

cumple con la ec. 4.19, entonces Y es disipativo [C0851. Concluyendo, el teorema de 
la hyperestabilidad garantiza la estabilidad para una clase de sistemas intrísecamente 
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N 

11(11) = Et. ,(11),T(11 
i=1 

A1 

- i) 	E bi(n)x(ti — j) 
j=o 

(4.25) 

no lineales y variantes en el tiempo. Claramente el requisito expresado por la er. 
4.16 representa una condición suficiente mas no necesaria, por lo cuál es demasiado 
restrictiva [CG85]. Para el caso lineal citado anteriormente, la condición SPR tanto 
para la planta como para el elemento de retroalimentación no es necesaria para 
que el sistema sea estable. Por tanto, en el caso general se puede esperar que estas 
condiciones no sean necesarias: de aquí qué sea necesaria la formulación de un criterio 
menos restrictivo para el caso de los sistemas no lineales, sin embargo la teoría hasta 
aquí tratada es satisfactoria para el análisis de los algoritmos de filtrado adaptable 
abordados en este capítulo. 

4.4.2 El Algoritmo HARF 

Considere la figura 4.3. donde .4 denota el vector de coeficientes backward dado por 
	 "á N ]: 8 es el vector de coefcientes forward dado por [k, 	1) N]; C' es el 

vector de coefcientes del proceso de promedio móvil (el cuál se utiliza para suavizar 
el error dado por la diferencia de f(n) y d(n)). explicítamente 	= [él 	 C:v] y; 
finalmente. n denota el indice temporal. De esta figura se observa inmediatamente 
que además del filtro adaptivo principal con salida y( n) tenemos el proceso auxiliar 
f(n) dado por: 

.1/ 
f(n) = Eiz,(n + 1)f(n — 	+ El))( n + 1).r(n — j) 	(4.24) 

i=1 	 J=0 

Mientrás que y(n) esta dada por: 

Nótese que los parámetros en la ec. 4.22 se han adaptado un paso más con respecto 
a los que aparecen en la ecuación 4.21. Obsérvese que si finalmente el algoritmo ha 
de converger, entonces 	o + 1) = 	+ 1) = iii (o) y, además y(n) converge 
asitóticamente a f(k). Sin embargo. en el proceso de adaptación, la distinción entre 
y(n) y f(n) es necesaria. 

La formulación hyperestable del algoritmo HARF continua con la adaptación 
de los parámetros backward y forward [C085]: 

a i(n) = el i (n — 1) + ,-W(n — i — 1) ({d(n — 1) — y(n — 1)} 

+ 	► c, (d( 7i 	1 — 1) — f(1l — I — 1)}) 	1 < i < N, 

(4.26) 
(n) = ii) (n — 1) + 	x(n 	j — 1) ({d(n — 1) — y(n — 1)} 

+ Err., e, {d(n — / — 1) — f(n — 1 — 1)}) 	O < j 
	

M, 

(4.27) 
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Algoritmo 

de 

Adaptación 

d(n) 

Figura 4.3: Implementación del algoritmo HARF. 

donde en las dos últimas ecuaciones q(k) es un factor de normalización mayor que 
la unidad. 

.51 

q(n) = 1 + 	p if 2 (n — 1 — 1) + 	pi x 2 (n — 1 — 1) 	(4.28) 
1=0 

donde pi y pi son constantes positivas de valor arbitrario. Además las P constantes 
ci  deben ser escogidas por el diseñador de tal manera que la función de transferencia: 

1 + 	- cié -1  
G(z) =  	 (4.29) 

1 — 	- a1 z-,  

cumpla con el criterio SPR. Bajo esta condición se puede demostrar [CRJ78], que 
la variable: 

P 
r(n) = (d(n) — f(n)) + 	— 1) 	f(n — 1)) 	(4.30) 

1=1 
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converge a cero como resultado de: 

y(n) --> f(n) 	d(n) 	 (4.31) 

lo que representa el desempeño deseado. Finalmente, cabe mencionar que en [CRJ781 
se demuestra que el algoritmo hasta aqui descrito satisface las condiciones impuestas 
por la teoría de la hyperestabilidad. 

4.4.3 Organigrama del Algoritmo HAR F. 

bliitHwies 

f(n) 	+ of(n — 	+ E,10  bj(n + 1)x(n - j) 

Y(n) = Eiv-1 ai(u).nn - 	+ E'"-f-obj(n)s(n 	j) 

(4.22) 

(4.23) 

i (n) = - 1) + 	711;11, f(n - i - 1) ({d(n - 1) - y(72 - 1)} 
(4.24) 

i) j (n) = 

{d(n - 1 - I) - f(n - 1 - 1)}) 	< 	< N, 

k(n - 1) + 	x(n - j - 1) ({d(n - 1) - y(n - 1)} 

(4.25) 
+ Ef:.3  {d(n 	1 - 1) - f(n - 1 - 1)}) 	o < j < M, 

q(n) = 	1 +. m )  t.- f 2(0 - 1 - 1) -EE 	i x 2 (n - 1 - 1) (4.26) 

Tabla 4.1: Algoritmo HARF. 
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4.4.4 El Algoritmo SARF 

pesar de la solución que brinda el algoritmo HARE al problema del filtrado adapt-
able para filtros de respuesta impulsional infinita, dicho algoritmo es computacional-
mente costoso pués sufre de los dos siguientes problemas: 1) para poder calcular la 
salida del filtro, y(n), se requiere del calculo del proceso auxiliar f(n), el cuál a su 
vez es necesario para actualizar los parámetros del filtro adaptivo y: 2) por cada 
iteración del algoritmo se requiere calcular el factor de normalización q(n). Estos 
dos problemas incrementan substancialmente el costo de la implementación del al-
goritmo, por lo que se impone la necesidad de buscar alguna simplificación al mismo 
que lo vuelva más suceptible de aplicar en problemas de indole práctica y no mer-
amente teóricos. Con el objetivo de poder aplicar el algoritmo HARF a problemas 
de tiempo real en [LTCR.I801 se proponen la siguiente modificación: especificar las 
constatntes p y p lo suficientemente pequeñas de tal manera que los parámetros del 
filtro sufran un cambio pequeño de iteración en iteración, es decir: 

ii,(n + 1) 	¿i i(n) 
(4.32) 

bi(n + 1) 	b3(n) 

Si se utiliza esta última aproximación en las ecuaciones (4.22) y (4.23) tenemos: 

f(n) 	y(n) 

Entonces (4.23) se puede expresar como: 

Y(71) = E b i (n)y(ir — 
J.) 

+ E bi (n)r(n — j) 
F.o 

(4.33) 

por tanto. el proceso de promedio móvil v(n), dado por la ec.(4.28). se puede expresar 
como: 

r(n) 	{d(n) — y(71)} + Ef:,c,{d(n — 1) — y(n — 1)) 
(4.34) 

e(n) + >t r elf(n — 1 ), 

Finalmente, nótese que el factor de normalización q(n) controla la tasa instantánea 
de adaptación mediante la reducción del factor de correción aplicado a los parámetros 
del filtro para grandes valores tanto de la señal de entrada como de la señal de salida 
del filtro. De esta manera y dado que anteriormente se asumio que tantoµ como p 
toman valores pequeños, se puede asumir que: 

q(n) 	1 
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Si se usan las aproximaciones desritas anteriormente, las ecuaciones para actualizar 
los parámetros del filtro se pueden expresar como: 

ai(n — 1) + µiy(n — 1 — i)v(n — 1), 	1 < i < N 	(4.35) 

bi(n) 	bj(n — 1) + pi r(n — 1 — j)v(n — 1), 	1 < j < M (4.36) 

El conjunto de ecuaciones que comprende desde la ec. 4.21 hasta la ec. 4.24 contituye 
la versión simplificada del algoritmo HARF, de ahí que esta versión simplificada 
reciba el nombre de "simple hyperstable adaptive recursive filter (SARF)". 

Nótese que en el algoritmo SARF para actualizar los parámetros del filtro sólo 
se requiere el conocimiento del error de salida suavizado v(n), lo cuál reduce de 
manera significativa el tiempo de procesamiento con respecto al algoritmo HARF. 
Sin embargo. esta reducción en el tiempo de procesamiento se realiza a costa de 
no satisfacer de una manera rigurosa la condición de hyperestabilidad dada por 
la ec. 4.19, por lo que la convergencia no está garantizada para cualquier par de 
valores positivos que se le asignen a 11 y p [CG851. Sin embargo. algunos autores 
conjeturan que para el caso de una adaptación lenta el algoritmo SARF presenta 
hyperestabilidad [C( 	LTCR.1801. 

4.4.5 	)rganigrama del Algoritmo SARF. 

l:, naciones 

Y(n) 	= 	Ei\--1¿/ ,( n)Y(// 	— 	+ 27.;‘,.__10 1) j (n),r(n 	— 1) 

c(n) 	{d(n) 	— y(n)} + Et:I ci{d(n 	— 1) — y(n — I)} 

(4.31) 

= 

ii,(n) 

t(n) + Er_ien-(n — 1),  

— 1) + pi y(n — 1 — 	)v(n — 1), 	< 	N 

(4.32) 

(4.33) 

bi (n) 	.1.1 (n — 1) + pi x(n — 1 	— j)v(n — 1), 	1 5 j A/ (4.34) 

Tabla 4.2: Algoritmo SARF. 
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4.5 Algoritmos SIM, AFM e IF 

4.5.1 "Leat Mean Square Error Equation" 

Nuevamente, para el desarollo de este algoritmo se recurre al método del error de 
salida, el cuál se discutió anteriormente. De la figura 4.1 tenemos: 

no 	 nb 

W(//) = E a,w(n — i) + E bi x(n — ) 	 (4.37) 
= 	 =o 

w(n) + &'(n) 	 (4.38) 

ii,(n)1(n 	E bi(n ),r(n — i) 	(4.39) 
i=i 	 t= o 
y(n) — b(n) 	 (4.40) 

El mayor problema para la formulación de un algoritmo de filtrado adaptable, cuya 
estructura se ilustra en la figura 4.1 y su representación matemática esta dada por las 
cuatro ecuaciones anteriores, radica en las recursiones sobre las variables w(n) y 9(n); 
estas recursiones dificultan la solución matemática al problema de la minimización 
de la función de costo J = E{c 2 }. En la literatura referente a la indentificación de 
sistemas se ha prpuesto solucionar este problema mediante el filtrado de la señal de 
error a través de un filtro todo cero, el cuál es igual al denominador de la función 
de transferencia del filtro adaptivo, de tal manera que la señal filtrada del error o 
ecuación de error sea una función lineal de los parámetros del filtro adaptivo: ¿i i (n) 
y de k(n) [AE71]. Esto es. si consideramos por el momento a .r'(n) como la entrada, 
a ci(n) como el error de salida y, a v'(n) como la perturbación (vease la fig. 4.2): 
entonces e( n) se convierte en la ecuación de error y se expresa como: 

(n ) = E (n) — 	— ) 	 (1.41) 

dónde: 

f' (n)= Y'(n) — b'(n) 	 (4.42) 

	

no 	 nb 

te'(n) = E ai tv'(n — i) + E bi x'cn — i ) 	 (4.43) 

	

I= t 	 , = o 

y'(n) = u,' (n) + e'(n) 	 (4.44) 
7,1, 

vi  (n) = v(n) + E ai( n ) t,' ( r/ — i) 	 (4.45) 
i =1 

	

no 	 4 

ú'(n) = E iii( ng'(n — i )  + E 1),(n)ri  (n — i) 	(4.46) 

	

,....1 	 , =o 

Nótese que el conjunto de ecuaciones que comprende de la ecuación 4.40 a la 4.44 
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Figura 4.4: Modo de Identificación de sistemas para el algoritmo SINL 

es análogo a las ecuaciones 4.35. 4.36, 4.37 y 1.38. Sustituyendo las ecuaciones 4.40 
y 4.44 en 4.39 tenemos: 

f(n) = y'(n) — 	iii(n)Y i ( 1? — 	— W(n) — 	iii( 71 )y'(n — 

1(n) — EiA1. 1  ái (n)y'(n — 	— 	o /4(10x' (n — 
(4.47) 

En esta última ecuación e(n) será una función lineal de los parámetros iii(n) y 19.(n) 
solo si tanto y'(n) como .r'(n) son independientes de estos mismos parámetros. Si se 
cumple lo anterior la minimización de la función de costo J = E{e2(n)} se puede 
llevar a cabo mediante el método "least mean squares (LMS)" [FJ861, es decir: 

5en, E{e2(n)} 	26(11) 343(n) 6(n) 

(4.48) 
= —2e(n)y'(n — 	i = 1, 2, • • . 1 ña 

109 



E j  
36,(n) (n)}ti 2c(n)--2--e(n) 

36,(n) 

= —2e(n)xl(n — i), i = 0, 1, 	fib 

donde las recursiones para los parámetroa están dadas por: 

	

+ 1) = ai(n) + 2kie(n)ys(n — i), 	i = 1, 2, • • • ñ 	(4.50) 

	

bi(n + 1) = bi(n) + 2k2e(n).r'(n — i), 	i = 0, 1, • • 	(4.51) 

donde ki  y k2  son constantes. El método hasta aquí descrito recibe el nombre de 
"least mean square equation error (LMSEE)". Este método conduce a la mini-
mización del cuadrado del error de salida sólo en el caso de que el mínimo valor 
de este error sea igual a cero, esto corresponde a los casos uno y dos de la clasifi-
cación de las superficies del error que se mencionarán en la sección tres del presente 

capítulo. 

4.5.2 Desarollo de los Algoritmos SIM, AFM e IF 

Los algoritmos aquí tratados proponen prefiltrar la señal de entrada x(n), a través 

de un filtro todo polo qué es igual al inverso del denominador del filtro adaptivo; tal 

como se muestra en la fig. 4.4. Note que la respuesta de este filtro dada por e(n) en 
general no es igual a la respuesta del fitro de la figura 4.1, esto debido a la varianza 

en el tiempo que presentan ambos filtros. Sin embargo, algunos autores conjeturan 
que en el caso de una adaptación lenta, el filtro de la figura 4.4 se aproxima al de 
la figura 4.1 [FJ86]. Nótese además que ambos filtros son equivalentes, en el caso de 
que convengan. Por lo tanto, la ecuación de error e(n) con respecto a x'(n) puede 

interpretarse como el error de salida cuando la entrada es x(n) [FJ86]. Entonces el 
esquema de minimización del error, dado por el conjunto de ecuaciones que com-
prende de la ecuación 4.39 a la ec. 4.49, puede ser aplicado si I.' (n) e y'(n) son 

independientes de los parámetros del filtro adaptivo, es decir, de ái (n) y de bi (n). 
Esto aparentemente no es cierto debido a la operacción de prefiltrado. Sin embargo, 

se observa que la ecuación 4.47 es válida dado que tanto z' (n) como y'(n) son inde-

pendientes de los coeficientes i)i ; y a que la derivada de e(n) con respecto a Cii(n) se 

puede aproximar mediante [FJ86]: 

i = 1, 2, • • • ña 	 (4.52) 	e(n) 	(n — 
da,(n) 

Note que esta aproximación es razonable debido a que tanto v(n) como e'(n) no se 

pueden medir, por lo que y'(n — j) es la única variable que se puede utilizar para 

estimar w'(n — j). Nótese que esta aproximación es exacta para el caso v(n) 	0, 

y además nos permite aplicar el esquema de minimización dado por el conjunto de 

ecuaciones que comprende de la ecuación 4.29 a la ec. 4.39, al filtro adaptable de la 

figura 4.4. 

(4.49) 
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Finalmente, el algoritmo en su modo de identificación de sistemas (SIM) está 
dado por las ecuaciones 4.39, 4.40, 4.41, 4.42, 4.43, 4.44, 4.48 y 4.49, junto con: 

(n) = x(n) + E *iii(n)s g (n — i) 
ha  

= 
	 (4.53) 

Nótese que el algoritmo SIM no es realizable en los siguientes casos: 

• Dado qué tanto v(n) como vi(n) son cantidades no mensurables, la ec. 4.43 
nos indica que el algoritmo SIM no es realizable cuando v(n) # 0. 

• El algoritmo no es realizable para su modo de filtrado adaptable, donde y(n) 
es la respuesta deseada, ya que !"(n) no se puede obtener mediante la medición 
de la serial de salida de la planta cuando a ésta se le alimenta con (n) (tal y 
como es descrito por las ecs. 4.41 y 4.43), dado que la función de transferencia 
de la planta se desconoce [F.186]. Por tanto, se propone otra versión de este 
algoritmo, la cuál esta dada por las siguientes ecuaciones (4.39), (4.40), (4.44), 
(4.48), (4.49), (4.51) y: 

/1( 12 ) = 11(n) + E izi(n)y'tn 
	 (4.54) 

donde y(n) es la respuesta deseada. Nótese que las dos etapas de prefiltrado dadas 
por las ecuaciones 4.51 y 4.52 son necesarias para obtener xi (n) e y'(n), las cuales 
a su vez so necesarias para actualizar los coeficientes. Sin embargo. no es necesario 
calcular e(n) usando (4.39), (4.40), (4.44), (4.51) y (4.52). De hecho, dado que se 
puede considerar que en el caso de una adaptación lenta, que la etapa de prefiltrado 
se cancela con la de posfiltrado, e(n) se puede calcular directamente de (4.38). Por 
lo tanto, el modo de filtrado adaptivo de este algoritmo (algoritmo AFNI) está dado 
por las ecuaciones (4.37), (4.38), (4.48), (4.49), (4.51) y (4.52). En la figura 4.5 
se muestra la implementación de este algoritmo, la cuál es más eficiente que la 
implementación mostrada en la fig. 4.4. ya que sólo utiliza dos filtros adicionales al 
filtro adaptivo y al mecanismo de actualización (le parámetros[FJ86]. 

De una manera análoga a la utilizada por Set arns [CRJ84, SEA76], se puede 
obtener una versión más compleja del algoritmo propuesto, de la siguiente manera: 
en lugar de usar una versión temporalmente desplazada de y'(n) y de x'(n) como se 
hizo en (4.48) y (4.49), un conjunto de variables independientemente filtradas (x;(n) 
y y:(n)) es utilizado. Estas variables se obtienen mediante: 

Y:(n) = y(n — i) + E a (n)Y:(n — m), 	i = 1, 2, dots, 91a 	(4.55) 
m = 

.r (n) = x(n — 	+ E 	(n — 111), 	j = 0, 1, • .., lb 
	(4.56) 
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Figura .1.5: Modo de filtrado adaptivo para el algoritmo AFM. 

Estas dos últimas ecuaciones pueden ser aplicadas tanto al algoritmo SIN1 como al 
1E, sin embargo dado que este último tiene una mayor aplicabilidad a casos prácticos 
y qué además puede ser utilizado para identificar sistemas: sólo se considerará la 
versión correspondiente al algoritmo AFM. A esta versión del algoritmo AFM se 
le conoce como "idependent filtering algorithm (IF)". A pesar que la literatura 
reporta que este último algoritmo no exhibe mayores ventajas computacionales que 
los algoritmos AFM y SIN! [F.1861, sí se ha demostrado de una manera rigurosa su 
convergencia [Fan851. 

Por último cabe hacer notar que en los algoritmos aquí tratados, la estabil-
idad no esta de ninguna manera garantizada por lo que se requiere incorporar un 
mecánismo encargado de verificar la estabilidad del algoritmo y, en caso necesario 
lograr la estabilización del mismo [Fan85, CRJS-li. Sin embargo, sea ha especulado 
sin ninguna prueba rigurosa que para el caso de que las constantes ki  y k2  sean lo 
suficientemente pequeñas, no se necesita verificar la estabilidad del algoritmo [FJ86]. 
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F:cuaciones 

&1(n + 1) 	= 	iti(n) 	+ 21ci e(n)yi(n — i), 	i = 	1, 2, • • , ña  (4.48) 

bi(n 	+ 	1) 	= 	bi (n) + 2k2 e(n),r'(n 	— i), 	i 	= 0, 1, • • 

x'(n) 	= r(n) + 	ái (n),r1 (n 	— i) 

711, (4.49) 

(4.51) 

e(n) 	= 	(11) 	— 	1 ¿ii( 	)e'(71 	— 	i) (4.59) 

(n) 	= 	(n) 	— 	(n) (4.54) 

11/(n) 	= 	E,"2. 	a,u,' 	— 	Ei",_ o  bt .r'(n 	— i) (4.41) 

(n) 	= 	(n) + 	(n) (4.42) 

(n) 	= 	v(n) 	+ 	t,(n)v'(n 	i) (4.43) 

Y ? (n) 	— 	t ai(n)Y'(11 	— i) 	— 	obi(n)í(n 	— i) (4.44) 

4.5.3 Organigrama de los Algoritmos SIM, AFM e IF 

Tabla 4.3: Algoritmo SIN1. 
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Ecuaciones 

+ 1) = 	+ 21cl e(n)y'(n — i), 	i = 1, 2, 	• , ña  (4.48) 

k(n + 1) = 	+ 2k2 e(n)xi(n — i), 	i = 0, 1, 	, ñb (4.49) 

y:(12) 	= y(n — 	i) 	E1:3. 1 a,,,(n)y:(n 	— m), 	i 	= 	1, 2, dots, iz a  (4.52) 

r(n) 	= x(n) 	-+ 	ii t (n)x s  (71 	— (4,51) 

E(n) 	= Y(n) — y(n) (4.38) 

= Etit 	bi(n)yn — i) + Efit / o in(n)i(P1  — i) (4.37) 

Tabla 4.4: Algoritmo AFNI. 

Ecuaciones 

ai(n 	+ 	1) 	= 	+ 2kie(n)Y:(n), 	i = 	1. 2, 	ña (4.55) 

k(n 	+ 	1) 	= 	'fr,(n) 	+ 2k2 e(n)x (n), 	j 	= 	0, 1, ..., (4.56) 

Y:(u) 	= 	Y(// 	— 	i) + 	1 ám(n)Y;(n 	— 	ro), 	i 	= 	1, 2. (4,53) 

.r1 (n) 	= 	,r(n — j) + E7= 	O,i (n).r (n 	— 	tn). 	j 	= 0, 1... 	,hb (4.54) 

t(n) 	= 	y(n) 	b(n) (4.38) 

= 	 — 	+ 	 — j) (4.37) 

Tabla 4.5: Algoritmo IF. 
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4.6 Realizaciones Alternativas 
Con el objeto de resolver algunos de los problemas asociados con la forma directa de 
los filtros adaptivos IIR, se han propuesto algoritmos para el filtrado adaptable IIR 
en arquitecturas u estructuras alternativas tales como: la forma paralela, en cascada 
y en "lattice". Estas estructuras ofrecen un monitoreo más sencillo de la estabilidad 
y tienen una sensibilidad menor a los errores de tipo numérico que se presentan por 
efectos de cuantización, redondeo y truncamiento [ShyS9]. 

4.6.1 Estructura en Paralelo 

La estruct ura paralela [,1N86) se deriva de la expansión en fracciones parciales del 
filtro IIR dado por la ecuación 4.8. Esta expansión trae como consecuencia que 
el filtro dado por la ec. 4.S se pueda sustitir por una estructura en paralelo de 
L = 	— 1)/2 filtros de segundo orden [Shy89]. La ventaja de este tipo de 
estructura es que el monitoreo de la estabilidad es un proceso trivial dado que sólo 
se requiere (lechar la estabilidad de un sistema de segundo orden L veces; además 
las componentes del gradiente se calculan fácilmente debido a que los diferentes 
filtros son independientes entre sí, es decir, el gradiente de un filtro no depende de 
los coeficientes de otro filtro [Shy89]. 

La desventaja principal de la estructura paralela radica en que existen varios 
mínimos globales a los que el algoritmo puede converger de acuerdo al ordenamiento 
ó distribucción de polos que se realize para cada filtro o sección de la estructura 
paralela[ShyS9]. 

4.6.2 Estructura "Lattice" 
Al igual que en el caso de los filtros adaptables FIR, se ha propuesto el uso de 
una estructura "lattice". La principal ventaja de esta estructura consiste en que 
el monitoreo de la estabilidad se vuelve un proceso trivial dado que requiere que 
el valor absoluto de cada coeficiente de reflexión sea menor a uno [MAG76]. Una 
ventaja de la estructura lat t ice" sobre la estructura paralela es que sólo existe una 
representación para cualquier conjunto de coeficientes de la forma directa ó del filtro 
de la ec. 4.S. Esto implica que no existen puntos de silla en la superficie del error 
como en el caso de la estructura en paralelo. 

4.7 Conclusiones 

En este capítulo se introdujeron los algoritmos que adaptan los coeficientes de un 
filtro IIR, como se señalo en su oportunidad el desarolloma matemático de este tipo 
de algoritmos se vuelve mucho más complicado debido a la retoalimentación que 
existe. Estos algoritmos se pueden clasificar como en los que se basan en la ecuación 
de error y, los que se basan en el error de salida. Los dos métodos presentan sus 
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propios problemas: el método de la ecuación de error en la presencia de ruido nos 
da como resultado una solución sesgada, mientras que el método del error de salida 
puede converger a un mínimo local. Estos dos problemas son en esencia un serio 
obstáculo para la utilización de estos métodos ya que por un lado si sabemos que 
el canal es ruidoso entonces la solución que se obtenga por medio de un algoritmo 
que se base en el método de la ecuación de error no será la óptima sino será una 
solución suboptima. Mientrás que por otro lado la utilización de un algoritmo basado 
en el método del error de salida puede converger a un mínimo local. Aunque se ha 
demostrado la no existencia de mínimos locales bajo ciertas circunstancias muy 
específicas para el caso de la identificvación de sistemas esto no es de gran ayuda 
para el caso del filtrado dado que se requiere de un incremento en el orden del filtro 
lo cual desde el punto de vista computacional no es de ninguna manera eficiente. 
Además en este último caso no se ha demostrado ningun resultado similar aunque se 
especule con su existencia. Sin embargo, debemos recordar que la igualación de canal 
presenta problemas y retos diferentes al de la identificación de sistemas por lo que 
el problema aquí tratado debe ser considerado tomando en cuenta estas diferencias. 

Finalmente cabe hacer mención que el problema de la igualación de canal no 
se ha resuelto de ninguna manera y, para mostrarlo considere que para el caso de un 
canal de fase no mínima no existe su inverso por lo tanto lo unico que se puede hacer 
desde el punto de vista de los algoritmos tratados en este trabajo es aproximarnos 
a dicha respuesta y mediante otros medios lograr la probabilidad de bit en error 
requerida. 

Es por ello que existen otros tipos de igualadores no lineales que se basan en el 
criterio de la máxima verosimilitud para determinar que símbolo fue el transmitido 
[bSH94], sin embargo dado que estos métodos no forman parte del objetivo del pre-
sente trabajo se prefiere sólo dar la referencia en caso de que el lector este interesado 
en esta clase (le algoritmos. 

Esta clase (le algoritmos reporta un desempeño superior al de los aquí tratados. 
sin embargo el precio que se paga es una carga computacional considerable, por lo 
que la investigación continua abierta en este fasinante tema. 
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Parte III 

Implementación de los Algoritmos 
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Capítulo 5 

Evaluación de los Algoritmos 

En este capitulo se presentan las evaluaciones y resultados obtenidos para los al-
goritmos adaptables aplicados al problema de la igualación de canal. Debido a la 
gran riqueza de la teoría del filtrado adaptable y a la gran variedad de algoritmos 
existentes así como a sus múltiples variantes, no es posible analizar cada uno de los 
algoritmos así como sus respectivas variaciones y, mantener este trabajo dentro de 
un limite razonable en cuanto a su extensión; es por ello que se ha decidido analizar 
sólo algunos algoritmos con el fin de analizar su comportamiento. Los algoritmos se-
lecionados para este fin son los siguientes: "Normalized Least Mean Squares", "Fast 
Least Squares", "" Lattice" Least Squares" y el algoritmo "The Simple Hyperstable 
Recursive Filter" (SARF). 

El objetivo de estas evaluaciones lo constituye el análisis del comportamiento 
asi como del desempeño de estos algoritmos para distintos tipos de canales, los 
cuales a su vez pueden ser clasificados de acuerdo a su fase [PRLN92]. Supogamos 
que tenemos un canal cuya función (le transferencia es racional, esto es: 

11(z) = B(.: ) 
	

(5.1) 
) 

donde A(z) y B(z) son polinomios en z y. el grado de A(z), n, es mayor que el grado 
de B(z), ni. De esta manera tenemos un canal con respuesta impulsional infinita 
(IIR). Entonces bajo la suposición de que el sistema dado por H(z) es estable y 
causal, podemos decir que se trata de un sistema de fase mínima si todos sus ceros 
no triviales caen dentro del circulo unitario, por otro lado si todos los ceros caen 
fuera del círculo unitario se dice que el sistema es de fase máxima y, finalmente 
tenemos el caso de que algunos ceros caigan fuera del círculo unitario mientras que 
otros caigan dentro, en éste caso se dice que tenernos un sistema de fase mixta ó no 
mínima. Dentro de éste contexto, cabe señalar que el objetivo de la igualación de 
canal es encontrar el sistema inverso, N-1(z), del canal de tal manera que: 

H(z)H(z)-1  = 1 	 (5.2) 

Siempre tendremos problemas con los canales de fase no mínima, ya que éstos no 
son invertibles. Una vez sea dicho de paso que cualquier sistema de fase no mínima 
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se puede expresar como un sistema de fase mínima en cascada con un sistema paso 

todas [PN196]. 

De la discusión anterior resulta obvio que los igualdadores de estructura FIR• 

presentarán problemas al intentar igualar un canal de fase no mínima, pues en 

realidad el igualador ideal será inestable, por lo que es de esperar que este tipo 

de igualadores necesite de un gran número de coeficientes para producir resultados 

aceptables. Por otro lado el uso de un "Feedback equalizer" para el caso de canales 

de fase no mínima no es posible ya que el inverso del canal es inestable, por lo que 

sólo se utilizan este tipo de algoritmos cuando se conoce con certeza que el canal es 

de fase mínima KG851. Considérese el caso de la propagación multitrayectoria: en 

el caso de que las señales que siguen trayectorias difrentes de la línea de vista sean 

más débiles que la señal que se propaga siguiendo la línea de vista, el canal es de 

fase mínima: por otro lado si por alguna razón una o más de las señales que siguen 

trayectorias diferentes a la línes de vista tiene una Still mayor que la señal que 

sigue la línea de vista. la  función de transferencia del canal será de fase no mínima. 

Por lo que en éste último caso no se podrá aplicar un esquema de igualación con 

retroalimentación. 

5.1 Descripción de las Evaluaciones 

En esta sección se describirá .bajo que condiciones fueron realizadas las evalua-

ciones. Con el objeto de estandarizar las pruebas realizadas y. de esta manera evitar 

cualquier sesgo en la evaluación de los algoritmos aquí tratados. todos los algorit-

mos fueron implantados en MATLAB y, se utilizó una señal PAPI de cuatro niveles 

generada a partir de ruido blanco gaussiano de variancia unitaria y media cero. Los 

canales utilizados para las distintas evaluaciones, se seleccionaron de la literatura de 

la igualación de canal. Sin embargo cabe mencionar que no todos los canales fueron 

utilizados en todas las evaluaciones, pués en el caso de los algoritmos de filtrado 

adaptable que utilizan retroalimentación (en este caso el algoritmo SARE), sólo 

pueden ut ilizarse para igualar canales de fase mínima: por lo tanto no se efectuaron 

evaluaciones del desempeño del algoritmo SARE para canales de fase no mínima. 

En cuanto al resto de los algoritmos aquí tratados se efectuaron las evaluaciones 

correspondientes tanto para el caso de canales de fase mínima, como para el caso 

de canales de fase no mínima, dado que estos algoritmos no presentan problemas de 

inestabilidad ya que adaptan los coeficientes de un filtro FIR. 

5.1.1 Comentarios Acerca de las Evaluaciones 

En esla sección, se hace un énfasis especial en que los resultados aquí presentados 

dependen en cierta medida del juicio que se emplee para determinar si la calidad de.  

un resultado determinado, dado que no se utilizó un criterio fundamentado en algún 

indice de desempeño del sistema de comunicaciones como lo es la probabilidad de 

bit en error. En cambio para determinar la convergencia del algoritmo se utilizaron 
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varios criterios: el primero consiste en observar la magnitud al cuadrado del vector 
de coeficientes del filtro adaptivo, si esta se manteiene más o menos constante atráves 
del tiempo entoces se dice que el algoritmo ha convergido de acuerdo a este criterio; 
el segundo criterio consite en que la convolución de las respuestas al impulso del 
canal y del igualador de como resultado una secuencia de muestras igual a cero 
excepto para un sólo valor del tiempo discreto en el cuál la muestra correpondiente 
sea igual a la unidad, ésto nos indicará a un nivel cualitativo que gran parte de la 
interferencia intersímbolos ha sido cancelada por medio del igualador. Finalmente 
el tercer criterio consiste en comparar la respuestas en frecuencia tanto del canal 
como del igualador. Es claro que a la frecuencia donde la respuesta en frecuencia 
del canal presente una resonancia o "pico", la respuesta en frecuencia del igualador 
debe presentar una "antiresonancia" ó "valle" y, viceversa. 

En caso de que estos tres criterios no coincidieran del todo se analizará la 
correlación cruzada de señal de entrada al canal con la señal de salida del igualador. 
la  cual debe ser igual a la autocorrelación de la señal de entrada al canal. De esta 
manera. se  puede comprender de mejor manera el desempeño del igualador: aunque 
cabe señalar que en este último criterio, la semejanza de dichas correlaciones no 
garantiza de ningún modo la fidelidad de la señal de salida del igualador [LTCRJ801. 

Finalmente cabe señalar que el número de operaciones flotantes se midio me-
diante la función flops de MATLAB. la  cuál regersa el número total de operaciones 
flotantes que se han realizado hasta el momento de su llamada. Esta función no 
siempre cuenta el número de operaciones flotantes pero de acuerdo con el manual 
del MATLAB sí cuenta las operaciones más importantes. Las adicciones y substrac-
ciones se cuenta como una operación flotante si los operandos son números reales, 
en caso de ser complejos se cuentan como dos operaciones flotantes. Las multiplica-
ciones y divisiones se cuentan como una operación flotante si el resultado es real, en 
caso contrario se cuentan como seis operaciones flotantes. 

De esta manera se obtuvo el número de operaciones flotantes, el cuál se dividio 
entre el número de muestras de la señal de entrada al igualador para obtener el 
número de operaciones flotantes por muestra de salida. 

5.1.2 Canales Utilizados en las Evaluaciones 

Los canales utilizados en las evaluaciones se tomaron de artículos en dónde éstos 
fueron utilizados para validar los métodos ahí propuestos. De esta manera los canales 
utilizados son los siguientes: 

	

= [i — 1.4001z-i  + 0.9801:1 	 (5.3) 

Este canal tiene sus ceros en 0.99e±)44.9988°,  por lo tanto se trata de un canal de fase 
mínima. Este canal fue tomado de [PF89]. El siguente canal esta dado por: 

	

1/2(z) = [1 — 1.1314z-1  + 0.6400z-2 1 	 (5.4) 
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Este canal tiene sus ceros en 0.8c±J44.9985', por lo tanto se trata de un canal de fase 
mínima. Este canal fue tomado de [PF89]. El siguiente canal esta dado por: 

1 + 1.5000z-1  
H3(z) =  	 (5.5) 

1 - 1.64453z-1  + 0.740818.z-2  

Los polos de este canal estan dados por 0.86071e±317.188°. Este canal tiene un cero en 
-1.5 por lo tanto es de fase máxima. Este canal fue tomado de [LD94]. El siguiente 
canal esta dado por: 

	

114(z) = 	
z-1  (1 - 2.02620z-1  + 1.01389z-2 ) 

(5.6) 
1 - 2.96999z-1  + 3.39000z-2  - 1.75824z-3  + 0.349938z-4  

El cual es una versión sobre muestreada del siguiente canal analógico: 

	

H 	= 	
(S + 400)(S - 400) 	

7) (S) (S2  + 18005 + 2250000)(S2  + 2400S + 2 	
(5 

250000) 	' 

Através de este canal comúnmente se transmiten señales moduladas en PAM con 
una duración de símbolo igual a T = 10z3s. Los polos de la versión discreta de 
este canal están dados por 0.7988e±-'171"2°  y, 0.7405c±J12.924°: los ceros de este canal 
estan dados por 1.1248 y 0.9014, por lo tanto se trata de un canal de fase no mínima. 
Este canal fue tomado de [LD94]. El siguiente canal esta dado por 

1 '+ 0.6000z-1  - 0.3937-3  
H5(z) =  	 (5.8) 

1 - 0.6561z-4  

Este canal tiene cuatro polos en 0.9000e±)4&°  y en 0.9000e±i135° ; los ceros se localizan 
en 0.8252e±J134.46' y en 0.5781, por lo tanto este canal es de fase mínima. Este canal 
se tomo de [LD94]. El siguiente canal esta dado por: 

116(z) = [0.04 - 0.05z-1  + 0.07z-2  - 0.21z-3  

H7(z) = [0.407 - 0.815z-1  + 0.407z-21 	 (5,10) 

Este canal es de fase no mínima y fue tomado de [Pro95]. El siguiente canal esta 
dado por: 

H8(z) = [0.227 - 0.460z-1  + 0.688z-2  - 0.460z-3  - 0.227z-41 	(5.11) 

Este canal es de fase no mínima y fue tomado de [Pro95]. 
La siguiente función de transferencia se utilizo en la calibración de los algorit- 

mos tratados en este capítulo. Esta fue tomada de [LTCRJ80]: 

H9(z) = 	
0.057 

	 (5.12) 
1 - 1.645z-1  + 0.9025z-2  

Los polos de H8(z) estan dados por 0.95e±J30°. 
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- 0.5z-4  + 0.72z-5  + 0.36z-6  + 0.21z-7  + 0.03. -s  + 0.07z-9) 
(5.9) 

Este es un canal de fase no mínima y fue tomado de [PRLN92]. El siguiente canal 
esta dado por: 



5.2 Presentación de Resultados 

5.2.1 Evaluaciones con el Algoritmo SARF 

Durante el proceso de validación de este algoritmo, se hicieron algunas pruebas tanto 
para la identificación de la función de transferencia del canal como para la igualación 
del mismo. 

Una de las primeras cuestiones que surge está directamente relacionada con la 
estructura IIR del algoritmo, por lo que cabe señalar que es recomendable aplicar 
éste algoritmo sólo cuando el igualador ideal sea estable y además tenga una función 
de respuesta al impulso infinita, lo que nos conduce a que el canal sea de fase mínima. 
Si el canal no es de fase mínima cualquier algoritmo de filtrado adaptable IIR es 
inaplicable pués los polos del filtro adaptivo tendrán forzosamente que abandonar 
el círculo unitario antes de que el algoritmo converga. Por otro lado considere el 
caso de un canal cuya fi ción de transferencia sea todo polo, entonces la función 
de transferencia del igualador estará dada por un filtro todo cero; en este caso la 
estructura IIR del algoritmo SARF' se reduce a una estructura FIR; por lo tanto, 
para este caso, el algoritmo SARF puede ser visto como un algoritmo FIR básado 
en el gradiente estocástico. En este último caso, el algoritmo SARF no presenta los 
problemas de inestabilidad y de su posible convergencia a un mínimo local, de aquí 
que se pueda utilzar la teoría del filtrado adaptable para filtros FIR. la  cuál esta 
mucho más desarollada que su contraparte para filtros IIR. 

Como se menciono anteriormente uno de los principales problemas de los al-
goritmos de filtrado adaptable IIR basados en el método del error de salida es su 
posible convergencia a un mínimo local. Se ha demostrado la no exitencia de mínimos 
locales cuando el algoritmo es configurado para operar en su modo de identificación 
de sistemas bajo las siguientes condiciones [S 	SS*2.]: 

• filt ro adaptivo tiene el suficiente orden para modelar al sistema desconocido. 

• I.a ent rada al sistema a modelar es ruido blanco. 

• orden del numerador del filtro adaptivo excede al orden del denominador 
lel sistema desconocido. 

Cabe mencionar que estos resultados han sido derivados para el caso de la 
identificación de sistemas. en lo que respecta al caso del filtrado no existe ningún 
resultado similar sino que sólo se especula con la existencia del mismo [Shy89]. 
No cabe la menor duda de que este resultado es importante para la problemática 
de la identificación cle sistemas, sin embargo sólo nos indica cuando no existe un 
mínimo local en cietras condiciones muy restrictivas las cuales presuponen cierto 
conocimiento a priori del sistema a identificar. 

Quizas para el caso de la identificación de sistemas estas condiciones no sean 
demasiado restrictivas pero supóngase que se hallase un resultado similar para el 
problema del filtrado; esto no daría una solución definitiva a varios problemas: 
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pensemos en la igualación de canal para un sistema de comunicaciones móviles en 
donde las condiciones de la transmisión no son tan predecibles y, además corno se 
sabe se presenta el fenómeno de la propagación multitrayectoria. En este caso como 
se menciono anteriormente existe la posibilidad de que alguna de las señales que no 
se propagan a través de la línea de vista tenga una SNR mayor que la señal que se 
propaga a través de la línea de vista lo cual ocasionará la introducción de un cero 
fuera del círculo unitario en la función de transferencia del canal; por lo que además 
de variar el orden de la función de transferencia, su característica relativa a la fase 
ha cambiado de una fase mínima a una fase no mínima para la cual la aplicación de 
un algoritmo adaptable con estructura lIR no es posible. De aquí que al contrario 
del problema de la identificación de sistemas donde es bastante razonable suponer 
que el orden del sistema es invariante en el tiempo, en el caso del filtrado esto no 
es siempre posible. De aquí que en un caso como el hasta aquí tratado habría que 
proceder de cualquiera de las dos siguientes maneras: 1) aumentar el orden del filtro 
adaptable de tal manera que siempre sea menor al del canal a igualar, lo que traería 
como consecuencia un aumento inevitable en el núméro de operaciones a realizar 
en el proceso de la igualación de canal, lo que se traduciría inevitablemente en un 
aumento del tiempo necesario tanto para comenzar la transmisión de datos como 
en el proceso de demodulación de los mismos en el receptor; produciendose de esta 
manera un retardo en la comunicación, lo cuál no es de ninguna manera aceptable 
para un elnace de comunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmisión; 2) 
por otro lado podríamos estimar el orden del canal, de tal manera que el orden 
del filtro sea del mínimo requerido. Este método también traerá las mismas conse-
cuencias citadas para el caso anterior, pués el algoritmo de estimación del orden del 
canal también nos conduce a un aumento del tiempo requerido para comenzar• la 
transmisión de datos; además se requiere de un monitoreo del orden del canal para 
compensar las variaciones del mismo lo cual incrementará la carga computacional 
del receptor ocasionando los problemas citados en este mismo párrafo, 

5,2.1.1 Evaluaciones con el Algoritmo SARF para Identificar el Canal 

En el modo de identificación de sistemas se observó que no siempre existen mínimos 
locales, sin embargo en otros casos el algoritmo converge a un mínimo local por lo 
cuál fue necesario incrementar el orden del filtro, lo cual trae consigo los efectos 
anteriormente citados. 

Para el caso de identificar la función 14(z) se observo que el algoritmo conver-
gio a la solución correcta sin necesidad de incrementar el orden del filtro, por lo que 
en este caso se especula que no existen mínimos locales en la superficie de la función 
de costo. A pesar de éste hecho se decidio aumentar el orden del filtro a pesar de las 
consecuencias anteriormente citadas con el objeto de estudiar el comportamiento del 
algoritmo. Se observo que al incrementar el orden del filtro, el algoritmo converge 
más rápido (vease la tabla 5.1 en donde se muestran los reultados de identificar la 
función H9 con el algoritmo SARF). Los pasos de adaptación utilizados para realizar 
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estas evaluaciones son: p = 0.001, p = 0.01 y el  = —0.8. 
Nótese que en estas evaluaciones el número de polos siempre excede en dos al 

número de ceros y, además cuando el orden del filtro es mayor que el orden del canal 
se observa que los polos y ceros se tienden a acomodor de tal manera que los polos 
sobrantes se anulan con los ceros, así los dos polos restantes corresponden a los del 
sistema que se desea identificar. En las gráficas correspondientes a la migración de 
polos se puede observar que los polos describen trayectorias rectas, de tal manera 
que los dos polos que no se cancelan con los ceros tienden en línea recta hacia los 
polos del canal. Para corroborar esto último se presenta la gráfica de la figura 5.1. 

Orden del 
Moelo 

Convergencia 
en Iteraciones 

Número de 
Operaciones Flotantes 

por Iteración 

2 polos 90 000 73.86 

4 polos 
2 ceros 

8 000 
• 

2 136.11 

6 polos 
1 ceros 

3 000 7 115.18 

8 polos 
6 ceros 

2 750 12 360.87 

Tabla 5.1: Resultados obtenidos de aplicar el algoritmo 
SARF para identificar 1/9  

Cabe señalar que este comportamiento solo se observa en el caso de que se dé la 
cancelación de polos y ceros anteriormente descrita, en caso contrario los polos y 
ceros del sistema no seguirán este comportamiento. De cualquier manera según la 
literatura no es muy conveniente analizar el comportamiento del algoritmo SARF 
mediante este tipo de gráficas [LTCRJ801, sin embargo en este caso nos ayuda a 
visualizar el por qué el algoritmo converge más rápido cuando se aumenta el orden 
del filtro. Si se compara este comportamiento de los polos con el obtenido para el 
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filtro (lel orden estrictamente necesario para identificar la función 119(z), se observa 
de la gráfica de migración de polos para este último caso, que los polos no siguen 
una trayectoria recta hacia los polos del canal; por lo que resulta lógico suponer que 
el algoritmo tardará más en converger para este último caso. 

Figura 5.1: Migración de polos para el algoritmo SARF. 
Se utilizo un filtro de seis polos y cuatro ceros. 

Para corroborar esto último se presentan las gráficas de las figuras 5.1 y 5.2. 
donde se puede apreciar la migración de polos para el algoritmo SARF para el caso 
de utilizar un filtro adaptivo de 4 polos y dos ceros y, para el caso de utilizar un filtro 
del mismo orden que las función de transferencia del canal que se desea identificar, 
respectivamente. 

Cabe señalar que este comportamiento del algoritmo SARF sólo se observo 
para el caso en el que se dio la cancelación de polos y ceros anteriormente descrita, 
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Figura 5.2: Migración de polos para el algoritmo SARF. 
Se utilizo un filtro de dos polos únicamente. 

La siguiente prueba que se realizó con el algoritmo SARF. en su modo de 
identificación de sistemas consistio en la variación del filtrado que se lleva a cabo 
sobre la señal del error de salida. Como se menciono en el capítulo sobre filtrado 
adaptable 11R. este filtrado sobre la señal del error de salida no solamente restringe 
la región del círculo unitario donde se cumple la condición SPR sino que también 
afecta la convergencia del algoritmo. Para esta prueba se considero un filtro de un 
sólo coeficiente. Se utilizo un filtro adaptivo de cuatro polos y dos ceros. Los pasos de 
adatación utilizados fueron de p = 0.01 y una p de 0.001. Los resultados obtenidos 
en cuanto a la variación de este coeficiente muestran una tendencia en el aumento 
de la rapidez con que converge el algoritmo al aumentar el valor del coeficiente del 
filtro de promedio móvil que se aplico a la señal de salida del error (vease la tabla 
5.2). 
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Parámetro del Filtro c1  Convergencia en Iteraciones 

-1.0 8 000 

0.0 6 500 

0.8 5 000 

1.0 5 500 

1.5 4 500 

Tabla 5.2: Resultados obtenidos de variar el parámetro 
c1  del filtrado sobre la señal del error de salida en el 
algoritmo SARF, utilizado a su vez para identificar 1/9  

Finalmente se harán algunos comentarios sobre la rapidez con la que el algo-
ritmo converge y sobre la complejidad computacional del mismo. Como se menciono 
en el capítulo correspondiente, el algoritmo SARF es una versión simplificada del al-
goritmo 11A8 [LTCR,180]. Esta simplificación según la literatura es necesaria para 
poder aplicar el algoritmo HARF a problemas en tiempo real, debido a la excesiva 
carga computacional que este impone; sin embargo se debe pagar algún precio al 
realizar la simplificación del algoritmo HARF, que en su momento nos condujo al 
algoritmo SARF; este precio consiste en que la convergencia del algoritmo SARF al 
contrario que la del algoritmo HARF no esta totalmente garantizada para cualquier 
valor de constantes de adaptación, ni siquiera se ha demostrado de una manera rig-
urosa la convergencia del algoritmo SARF sino que se especula con el hecho de que 
si los pasos de adaptación son lo suficientemente pequeños el algoritmo convergerá. 
Por lo tanto éste hecho trae como consecuencia que el algoritmo SARF no se puede 
aplicar en problemas en los que se requiera de una adaptación rápida. 

Experimentalmente se hicieron pruebas para obtener un límite máximo para 
los pasos de adaptación, estos limites resultaron en una p de 0.01 y en una p de 
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0.001, si se trata de aumentar los pasos de adaptación el algoritmo no converge. Por 
otro lado al disminuir estos parámetros la convergencia del algoritmo es demasiado 
lenta. 

En cuanto a la carga computacional del algoritmo SARF como la de cualquier 
algoritmo adaptable IIR, se debe en gran parte a la necesidad de checar la estabilidad 
del filtro adaptivo en cada iteración. En este trabajo se comprobo que esto se debe 
realizar a pesar de que en la literatura [CG85, UTCRJ80, Shy89], se argumente que 
para pasos "pequeños de adaptación" esto no es necesario. En caso de que no se 
verifique la estabilidad del filtro éste no converge a la solución óptima debido a que 
los polos cercanos al círculo unitario provocan que en cualquier iteración el filtro se 
vuelva inestable por la simple y sencilla razón de que los polos abandonen el círculo 
unit ario. Esto debido a que se utilizan estimadores "ruidosos" para evaluar los valores 
esperados, ya que no se conocen con excatitud las densidades de probabilidad del 
ruido que afecta al canal ni (le la señal que se propaga a través de este. Esta falta de 
conocimiento de dichas densidades de probabilidad trae como consecuencia que los 
estimadores presenten "ruido" que se manifiesta a través de la oscilación del vector 
de coeficientes del filtro adaptivo alrededor de su valor óptimo, lo cual puede traer 
como consecuencia que los polos abandonen el círculo unitario. 

Por otro lado, en la literatura se sugiere la disminución de los pasos de adptación 
cada vez que se detecte que el algoritmo es inestable (mediante algún algoritmo corno 
la prueba de estabilidad (le Shür-Cohn), como una alternativa a proyectar las raices 
(polos) dentro del círculo unitario [FJ86. CRJ84]. Sin embargo, está práctica no es. 
muy recomendable pués en algunos casos se observó que los pasos de adaptación 
toman un valor prácticamente igual a cero sin que el algoritmo haya convergido. Por 
lo tanto, el problema de la estabilidad de los filtros adaptivos IIR constituye una 
problemática abierta. ya que por un lado el cálculo directo de las raices consume 
demasiados recursos computacionales: mientras que por otro lado la reducción de 
los pasos de adaptación no funciona en todos lo casos. 

5.2.1.2 Evaluaciones con el Algoritmo SARF para la Igualación de Canal 

Una vez calibrado el algoritmo para la identificación de la función de transferen-
cia del canal, se efectuaron evaluaciones para la igualación de canales de fase no 
mínima. ya que como recordará el lector, los algoritmos de filtrado adaptable IIR 
no se pueden aplicar a canales (le fase no mínima. De esta manera sólo se realizaron 
pruebas para los canales H1 . H2  y, H5. Cabe mencionar que para igualar los canales 
lit  y H2 , el algoritmo SARF tuvo un desempeño excelente con una convergencia 
aproximada en mil iteraciones tanto para. Hl  como para H2. Sin embargo fue nece-
sario elevar el orden de los filtros utilizados pués con el orden justo el algoritmo 
convergio a un mínimo local en los dos casos hasta aquí tatados. Aunque el elevar 
el orden del filtro es benefisioso en cuanto al aumento de la rapidez con que el al-
goritmo converge, el precio que se paga es el aumento en el número de operaciones 
flotantes por muestra de salida (veáse la tabla 5.2). Por otro lado, para el canal 1/5  
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Canal Orden del 
Moelo 

Convergencia 
en Iteraciones Operaciones 

por 

Número de 
Flotantes 

Iteración 

Hi (z) 2 polos 10 000 73.86 

' 	Hi (z) 6 polos 
4 ceros 

1 000 7 115.18 

Hi (z) 2 polos 10 000 73.86 

H2 (z) 6 polos 
4 ceros 

1 000 7 115.18 

Tabla 5.3: Resultados obtenidos de aplicar el algoritmo 
SARF para igualar los canales Hl , 1/2  

el desempeño del algoritmo no es tan bueno como en los casos anteriores, pués en 
las evaluaciones realizadas a pesar de que la convolución de la respuesta al impulso 
del canal con la respuesta al impulso del igualador es casi igual al impulso discreto 
salvo en algunas muestras menores a 0.1; la respuesta en frecuencia del igualador 
no es excatamente igual a la inversa del canal. Esta dificultad en igualar el canal 
puede deberse a la configuración de los polos y ceros del mismo. Si se observa con 
más detenimiento esta configuración se notará de inmediato que el canal tiene un 
par de polos complejos conjugados en 0.9000e±Ji35°  y un par de ceros complejos 
conjugados en 0.8252E±J134.46';  de aquí la suposición de que esta cercanía entre los 
polos y ceros del canal de alguna manera pueda afectar el desempeño del igualador 
debido a errores numéricos, los cuales puedan provocar una cancelacion no deseable 
de polos y ceros. 

Los resultados de las evaluaciones efectuadas con el canal H5(z) se pueden 

resumir de la siguiente manera: 

.41 La convolución de la respuesta al impulso del canal con la del igualador casi 
da un pulso, sin embargo la respuesta en frecuencia del igualador no es muy 
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buena (ver figua 5.3). 

De aquí que el algoritmo no iguale el canal de la mejor forma, lo que queda ple-
namente corroborado de las figuras 5.4, 5.5 y 5.6, donde se muestra la correlación. 
cruzada de la señal de entrada al canal con la señal de salida del igualador; la au-
tocorrelación de la serial de entrada al canal y; la correlación cruzada de la señal de 
entrada al canal con la señal de salida del canal. 

Respuestas en frecuencia del canal y del igualador 
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Figura 5.3: Respuestas en frecuencia del canal y del 
igualador como resultado de aplicar el algoritmo SARF 
para igualar el canal I/5(z). Línea continua (Canal). 
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1 
Correlecion Entrada-811M 

0.8 - - 

0.8 - 

0.4 - - 
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Muestras x 104  

Figura 5.4: Correlación cruzada de la señal de entrada al 
canal con la señal de salida del mismo como resultado de 
aplicar el algoritmo SARF para igualar el canal H5 ( z ). 

131 



1.2 
Autocorrelacion Entrada 
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Figura 5.5: Autocorrelación de la señal de entrada al 
canal como resultado de aplicar el algoritmo SARF para 
igualar el canal /15(:). 
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Correlacion Entrada-Salida Canal 
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Figura 5.6: Correlación de la señal de entrada al canal 
on la señal de salida del canal, 

5.2.2 Evaluacioness con el Algoritmo "Norinalized Least 
Mean Squares (NLMS)" 

En esta sección se presentarán los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo NLMS 
a los siguientes canales: H. 112 , 1/3, 114. 115, H6, Hs, 116, 11 y, Hs. Nótese que Hl , 
H2  y 115  son canales de fase mínima, mientras que el resto son de fase no mínima. 

En general en todos estos casos el igualador necesitara de muchos coeficientes 
para producir resultados muy buenos, pues el igualador ideal tiene una respuesta 
impulsional infinita, la cuál se esta aproximando mediante un filtro FIR. Además 
de esta dificultad el igualador se encontrará con la díficil tarea de igualar el canal. 
cuando éste se caracterize por una fase no mínima pués en este caso además de 
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que el igualador ideal tiene una respuesta impulsional infinita, éste es inestable:• 
por lo tanto el algoritmo de igualación solo dara una aproximación al igualador 
ideal. Esta aproximación será mejor mientras más grande sea el soporte del filtro 

Orden del 
Filtro 

Número de Operaciones 
Flotantes por Muestra de Salida 

6 136.22 
8 212.17 
10 304.12 
12 412.07 
14 536.02 
16 675.97 
18 	 831.92 
20 	 1003.87 
9 • ) 1191.82 
2 I 1395.77 
2(1 1615.72 
.).., 1851.67 
30 2103.62 
10 3603.37 
50 5503.12 
70 10502.62 

100 21001.87 

Tabla 5.4: Número de operaciones flotantes por muestra 
de salida para el algoritmo NLMS 

adaptivo, sin embargo esto traera como consecuencia el incremento en el número de 
operaciones flotantes, lo que se traducirá en un mayor tiempo de procesamiento lo 
cual afecta directamente a la posibilidad de establecer un enlace de comunicaciones 
en tiempo real. Además recuerde la definición de un algoritmo rápido que dice que 
un algoritmo puede clasificarse como tal si el número de operaciones a efectuar crece 
de una manera lineal con respecto al número de parámetros a ajustar [Hay911; dado. 
que el algoritmo NLMS no es un algoritmo rápido se experimentará un crecimiento 
no lineal del número de operaciones con respecto al incremento en el orden del filtro 
adaptivo (vease la tabla 5.3). 
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5.2.2.1 Canales de Fase Mínima 

Canal H1(z) En esta sección se compara el desempeño del algoritmo nlms para 
los canales de fase mínima, para lo cual se comenzara comentando los resultados 
obtenidos para el canal 111 (z). Cabe señalar que dado que el igualador ideal para 
este tipo de canal es de respuesta impulsional infinita se requirio de un filtro de un 
orden de al menos 22 para producir un resultado bueno; sin embargo aun para este 
orden la convolución de la respuesta al impulso del canal con la del igualador no da 
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Figura 5.7: Respuesta en frecuencia del igualador y del 
canal. Línea continua (Canal). 

una sola muestra sino que se puede apreciar que existe una pequeña interferencia 
intersímbolos por lo cual se elevo el orden del filtro adaptivo. A pesar de este in-
cremento en el orden del filtro adaptivo, las gráficas siempre muestran que siempre 
existirá una pequeña interferencia intersímbolos dado que la mejoría es muy gradual 
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y. tal vez dependiendo de las especícaciones del enlace de comunicaciones requerido. 
con un filtro de orden 22 sea suficiente para igualar el canal. Lo más significativo es 
que la antiresonancia que en baja frecuencia presenta el canal no se logra compensar 
ni aun con un filtro de orden 100 (veáse la fig. 5.7). Esto quiere decir que cualquier 
señal que se propage a través del canal a dicha frecuencia será atenuada. Por otro 
lado esto no se presentó cuando se igualó el canal con el algoritmo SARF; en este 
último caso se logró una igualación casi perfecta y se logró compensar totalmente 
el efecto descrito anteriormente. Con el objeto de dar una muestra de los resultados 
obtenidos en la figura 5.7 se muestra tanto la respuesta del canal corno la respuesta 
del igualador, en las cuales se puede observar el problema hasta aquí descrito. 

En cuanto a la convergencia del algoritmo NLMS cabe señalar que esta casi se 
mantiene constante frente a las variaciones del orden del filtro. pués las variaciones 
observadas sólo son de 400 iteraciones y, la convergencia en promedio se produce poco 
después de las 1100 iteraciones. Aquí cabe señalar que para acelerar la convergencia 
del algoritmo en las primeras iteracciones para estas pruebas se selecciono un paso 
(le adaptación de 1.5, lo que producira un rápido acercamiento a la solución óptima: 
después de las 1050 iteraciones se cambio el paso de adaptación a 0.09 con lo cuál 
se logra disminuir el error en exceso [WS85]. 

Canal 1/2  De nueva cuenta, el hecho de igualar un canal cuyo igualador ideal. 
es  todo polo, mediante un filtro adaptivo FIR implica que se requerirá de un gran 
número de coeficientes para lograr buemis resultados. Lo primero que debemos notar 
es que los polos de H2 y los polos de H1  solo varian en su magnitud. Dado que la 
magnitud (le los polos de 112  es menor ala magnitud de los polos de H►  cabría esperar 
que el algoritmo NLMS pueda compensar de una mejor manera la antiresonancia 
del canal ubicada aproximadamente en 7r/4 dado que en el caso aquí tradado no es 
tan pronunciada como en el caso anterior. 

Aun cuando la antiresonancia del canal 112  no es tan pronunciada como la 
de t/ ►  se requiere de al menos de un filtro de orden 14 para logar un resultado 
aceptable en el sentido de que al realizar la convolución normalizada de las respuestas 
al impulso del canal y la del igualador se observan muestras de magnitud menor 
a 0.1: las cuales indican una ligera interferencia intersímbolos. Si se requiere de 
un mejor resultado se debe utilizar un filtro de orden 22. sin embargo como se 
observa (le la tabla 5.4 esto traerá como consecuencia inevitable el aumento en un 
poco más del doble de las operaciones realizadas por iteración o por muestra de 
salida. Cualquier aumento en este indice de desempño no es bueno para el caso 
de que sea requerido un enlace de comunicaciones en tiempo real a alta velocidad. 
Por otro lado se observo que la convergencia al igual que en el caso anterior no 
sufre grandes variaciones con respecto al orden del filtro empleado. La convergencia 
promedio es de 4700 iteraciones mimarás que la máxima es de 5500 y la mínima es 
de 4500. Sin embargo, como la convergencia del algoritmo se estima de la gráfica de 
la Magnitud de coeficientes del filtro adaptivo contra las iteraciones, el valor que se 
proporciona es resultado de una apreciación subjetiva. Por lo tanto se puede decir 
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que la convergencia del algoritmo NLMS para el canal 112  se produce a las 4700 
iteraciones. En estas evaluaciones se uso de una µ = 1.54 para las primeras 1125 
iteraciones y luego se cambio a 0.09 con el objeto de reducir el error en exceso. 

Figura 5.8: Energía del vector de coeficientes, Método 

nlms. Canal H1(z). 

Nótese que la convergencia del algoritmo N I.N1 ti es más lenta que para el caso 

anterior, es decir que para Hl; esto se debe en parte a la estrategia que se utilizó en 

la variación de la constante de adaptación; la cual consiste en realizar las primeras 

iteraciones con unaµ grande y, después se decrementa el parámetro de adaptación 

con el fin de disminuir el llamado error en exceso [WS85]. El número de iteraciones 
que se requieren para que el vector de coeficientes alcanze su valor óptimo varia en 

función del valor de tt inicial y del instánte en el que se realize su cambio de valor. 

Para ilustrar este último punto vease las graficas de las figuras 5.8 y 5.9. 
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Finalmente se presenta la gráfica (le la figura 3.10 donde se muestran tanto la, 
respuesta en frecuancia del canal como la del igualador. Para obtener esta gráfica 
se aplico el método nlms con un filtro adaptivo de orden 22, un parámetro de 
adaptación µ = 1.5, el cual se cambio a 0.09 después de las 1050 iteraciones. 
En esta gráfica se puede apreciar que existe un ligero defasamiento entre la reso- 

r 
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Figura 5.9: Energía del vector de coeficientes, Método 
nlms. Canal 112(:). 

nancia del igualador y la antiresonancia del canal, lo cual se debe principalmente 
a que el filtro adaptivo tiene que aproximar la respuesta impulsional infinita del, 
igualador ideal mediante un número finito de coeficientes. Por lo tanto, como se ha 
mencionado a lo largo del presente capítulo, esto traerá como consecuencia que sólo 
tengamos una aproximación al igualador ideal; esta aproximación se puede mejorar 
aumentando el número de coeficientes. Este aumento en el número de coeficientes 
no es muy conveniente desde el punto de vista del tiempo procesamiento requerido 
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para igualar el canal, ni mucho menos en el caso de un algoritmo no rápido. en el 
cuál el aumento en el número de operaciones con respecto al número de coeficientes 
a ajustar no es lineal como se puede observar en la tabla 5.5. En esta tabla se nota 
que el número de operaciones por iteración o por muestra de salida es aproximada-
mente siete veces mayor cuando el orden del filtro es 22 que si se utiliza un filtro de 
orden diez. 

Figura 5.10: Respuesta en frecuencia del igualador y del 
canal. Algoritmo NLMS con p = 1.5 y de 0.09 a partir 
de las 1050 iteraciones. Canal 1/2(z). 
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Canal //s(z) A continuación se analiza el desempeño del algoritmo N LNIS para 
igualar el canal Hs(z). En este caso se requiere de un filtro de orden 30 para igualar 
el canal, aunque se puede considerar que con un orden igual a 10 la igualación 
es aceptable dado que la convolución de las respuestas al impulso del canal y del 
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Figura 5.11: Respuestas en frecuencia tanto del canal 
como del igualador. Línea punteada (Canal). Algoritmo 
NLMS con p = 1.0 y de 0.09 a un tercio del número 
total de iteraciones. Canal H5(z). 

igualador presenta muestras secundarias menores a 0.25. Las evaluaciones efectuadas' 
indican que para un orden del filtro entre 25 y 30 los resultados son óptimos en el 
sentido de que al elevar aun más el orden del filtro que se emplea para igualar 
el canal, se produce una mejoría muy gradual que no compensa el aumento del 
número de operaciones flotantes por muestra de salida. Por otro lado, la respuesta 
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en frecuencia del igualador salvo ligeros corrimientos en frecuencia de sus resonancias 
y antiresonancias constituye ya una muy buena aproximación a su respuesta ideal. 

5.2.2.2 Canales de Fase No Mínima 

Canal H3  A continuación se presentan los resultados obtenidos al aplicar el algo-
ritmo NLNIS para igualar el canal 113, el cual es un canal de fase máxima. Por lo 
tanto el igualador ideal es inestable. Por lo tanto cabría esperar que se necesitase de 

1.2 
Convolucion de la Respuesta al Impulso del Canal con la del Igualador 
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Figura 5.12: Convolución de la respuesta al impulso del 
canal con la del igualador. Algoritmo NLMS con u = 1.0 
y de 0.09. Canal H3(z). Línea continua (Canal). 

un gran número de coeficientes para aproximar la respuesta al impulso del igualador 
ideal sin einargo a partir de seis coeficientes se logra una respuesta aceptable en 
el sentido de que las especificaciones del elnace de comunicaciones lo permitan. A 
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pesar de esto con un orden del filtro igual a diez se obtiene un resultado bastante. 
aceptable pues la convolución de la respuesta al impulso de canal con la del igual-
ador presenta una !nuestra unitaria y todas las dernas son menores a 0.1. De aquí 
que tomando en cuenta las características del canal y dado que no se puede utilizar 
un filtro adaptable IIR, se puede decir que se obtiene un buen resultado ya que un 
filtro de orden diez es perfectamente realizable en la práctica, 

Con el objeto de dar una idea de los resultados obtenidos en la figura 1.12 
se muestra la convolución de la respuesta al impulso del canal con la respuesta al 
impulso del igualador. En este caso se emplearon 30 coeficientes para igualar el canal 
y un paso de adaptación de kt = 1.0 para las primeras 500 iteraciones y de 0.09 
para el resto. De esta gráfica se puede apreciar que todavía existe una interferencia 
intersímbolos residual, la cual podría atenuarse aun más si se aumenta el orden del 
filtro. Sin embargo obsérsevese de la tabla 5.4 que para un orden del filtro igual a 30 
se tienen aproximadamente 2100 operaciones flotantes por muestra de salida, lo que 
ya es demasiado para una aplicación en tiempo real. Por lo tanto aumentar el orden 
del filtro no es una buena idea y más si se considera que el aumento en el número 
de operaciones con respecto al aumento en el número de coeficientes no es lineal por 
tanto sería mejor considerar un algoritmo rápido donde esta realción sí es lineal. 
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Canal 114 (z) A continuación se presentan los resultados obtenidos al igualar el 
canal 114(z) con el algoritmo nlms. El resultado obtenido con un orden del filtro 
adaptivo iguala diez no es bueno, ya que la convolución de la respuesta al impulso 
del canal con la del igualador muestra un interferencia intersímbolos considerable. 
Sin embargo este resultado puede mejorarse conforme se incrementa el orden del 
filtro, lo que no es conveniente por las razones anteriormente citadas. Cuando se tiene 
un orden igual a 30 se logra una igualación más o menos buena, sin embargo siguen 
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Figura 3.13: Convolución delas respuestas al impulso 
del canal y del igualador. Algoritmo NLMS con I/ = 1.0 
y de 0.09 a un tercio del número total de iteraciones. 
Canal 1/4(z). 

existiendo algunos pulsos en la convolución de las respuestas al impulso aunque 
todos son muy pequeños en comparación con la unidad (vease la figura 5.13). 
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Al igual que en los casos anteriores la variación de la convergencia con respecto 
al orden del filtro no es muy grande y puede deberse a un simple error de apreciación; 
la convergencia promedio se produce alredeor de las 700 iteraciones, la máxima en 
800 y la mínima en 500. 

Canal H6 Los resultados obtenidos con un orden del filtro entre 10 y 15 no son 
buenos, ya que en la gráfica de la convolución de las respuestas al impulso del canal 
y del igualador se observo además de la muestra unitaria, muestras secundarias de 
una magnitud de hasta 0.35, lo que nos indica que todavía existe una interferencia 
intersímbolos de consideración. Sin embargo a apart ir de un orden 20 los resultados 
son aceptables. 
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Figura 5.14: Respuesta en frecuencia del canal y del 
igualador. Algoritmo NLMS con ji = 1.0 y de 0.09 a las 
500 iteraciones. Canal 1/6(z.). Línea continua (Canal). 

En [Pro95} se dice que H6  es representativo de un canal telefónico de buena 
calidad, lo que se corrobora con los resultados aquí presentados pues a pesar de ser 
un canal de fase no mínima, la igualación no presenta graves problemas. Para ilustrar 
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los resultados obtenidos, en la figura 5.15 se presenta la respuesta en frecuencia del 
canal y la del igualador para un filtro de orden 30. 

Canal 117 (z) A continuación se comentarán los resultados obtenidos para 1-17. Al 
igual que en los casos anteriores al tratarse de un canal de fase mínima se espera 
tener dificultades para la igualación del canal, además dado que el canal es FIR, 
el igualador ideal será IIR e inestable por lo que sólo se puede obtener una aproxi-
mación al mismo. Esta aproximación sera mucho mejor tnientrás más coeficientes se 
consideren para igualar el canal sin embargo al realizar las evaluaciones se observo 
que con un orden igual a diez se obtienen resultados excelentes sin necesidad de 
incrementar el orden del filtro empleado para igualar el canal. Aparentemente un 
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Figura 5.15: Respuesta en frecuencia del canal y del 
igualador. Algoritmo NLMS con 1.1 = 1.5 y de 0.09 a las 
1200 iteraciones. Canal 1-17(z). Línea continua (Canal). 

filtro de orden diez no es un filtro de un orden exagerado para implementar en la 
práctica, sin embargo si tomamos en cuenta que la respuesta al impulso del canal 
sólo consta de tres coeficientes nos damos cuenta de que en realidad se necesito de 
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aproximadamente del triple de coeficientes para lograr tina respuesta adecuada. De 
la gráfica de la convolución de las respuestas al impulso se observa además de la 
muestra unitaria, muestras de magnitud aproximada a 0.1 alternadas en signo, lo 
que indica que todavía existe una interferencia intersímbolo que no se ha podido 
cancelar. Sin embargo, la respuesta en frecuencia del igualador es ya una buena 
aproximación a la respuesta ideal. Para ilustrar este último punto vease la figura 
5.16, en donde se presenta la gráfica de las respuestas en frecuencia tanto del canal 
como la del igualador. 

Canal 118(z) De acuredo con [Pro95J este canal presenta las peores características 
espectrales con respecto a los canales 1/6(z), 117 (z), lo cual dificulta la tarea de la 
igualación de canal. De aquí que se requiera de un filtro de orden 30 para igualar 
el canal• pero a diferencia de //,; donde tambié se requirió de un filtro de orden 30, 
aquí la convergencia es más lenta requiriendo de 4 000 iteraciones para converger 
utilizando una fi = 1.5 para la primeras 2750 iteraciones y de 0.09 para el resto, en 
comparación con las dos mil iteraciones que se requieron para lograr la convergencia 
para el canal //6( z). 

De la gráfica de la convolución se aprecia una interferencia intersímbolos de 
cierta consideración ya que aun se observan muestras de -0.2 y de 0.1; las cuales corno 
estan alternadas en signo son representativas de un comportamiento oscilatorio. Sin 
embargo esta interferencia intersímbolos residual dífifilmente se logrará cancelar al 
incrementar el orden del filtro adaptiv6, pues se observa que al incrementar el orden 
del filtro las mejoras son mínimas por un lado, mientras que por el otro el aumento 
del número de las operaciones flotantes que ésto acarrea hace irrealizable el filtro para 
un caso práctico. Por lo que para este caso se recomienda aceptar este desempeño a 
costa de obtener por otros medios la calidad deseada en la recepción. 

La única mejora sensible al incrementar el orden del filtro radica en que la 
resonancia que presenta la respuesta en frecuencia del igualador compenasa de una 
mejor manera el efecto de la antiresonancia del canal. De aquí podemos concluir. 
que los dos canales más díficiles de igualar son los que presentan antiresonancias en 
su respuesta en frecuencia tal y como se refiere en [Pro95]. 
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Figura 3.16: Respuesta en frecuencia del canal y del 
igualador. Algoritmo NLMS con p = 1.5 y de 0.09 a las 
2750 iteraciones. Canal H8(z). Línea continua (Canal). 
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5.2.3 Evaluaciones con el Algoritmo "Fast Transversal Fil-
ters FTF" 

En esta sección se presentarán los resultados que se obtuvieron de aplicar el algo-
ritmo FTF para igualar los canales tratados en este trabajo. En general los resulta-
dos obtenidos para el algoritmo FTF no difieren de los obtenidos para el caso del 
algoritmo NLMS por lo que solo se hará referencia a las diferencias entre ambos 
métodos. 

Orden del 
Filtro 

Número de Operaciones 
Flotantes por Muestra de Salida 

6 173.90 
8 223.95 
10 272.96 
12 322.43 
14 371.86 
16 421.25 
18 470.60 
20 519,91 
22 569.18 
24 618.41. 
26 667.60 
28 716.75 
30 765.86 
40 1010.81 
50 1254.76 
70 1739.66 

100 2459.51 

Tabla 5.5: Número de operaciones flotantes por muestra 
de salida para el algoritmo FTF 

Como lo indica el mismo nombre del algoritmo FTF, éste es un método rápido 
lo cual nos indica que el número de operaciones flotantes se incrementa de una 
forma !Mal con respecto al incremento del número de coeficientes a ajustar del filtro 
adaptivo [Ilay91]. Este hecho es de gran repercusión para los canales aquí tratados ya 
que como se menciono en la sección anterior los canales de fase no mínima en general 
requieren de un gran número de coeficientes para lograr una igualación aceptable; 
sin embargo no es muy recomendable aplicar el algoritmo nlms en estos casos debido 
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a que el aumento en el número de operaciones flotantes con respecto al número de 
coeficientes a ajustar no es lineal. lo cuál finalmente afecta nuestra habilidad para 
establecer un enlace de comunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmisión. 
Sin embargo, para el caso del algoritmo FTF es posible incrementar un poco más 
el orden del filtro, lo cuál nos permite una mejor igualación sin pagar el costo del 
exagerado aumento en el número de operaciones flotantes que se tiene que pagar en 
el caso del algoritmo nlms (compare las tablas 5.4 y 5.5). 

Otra de las ventajas del algoritmo FTF es que converge más rápido a la solución 
óptima que los algoritmos adaptivos basados en el gradiente estocástico, como lo es 
en este caso el algoritmo nlms. Por lo cuál desde el punto de vista de la rapidez de 
convergencia y del número de operaciones es más recomendable utilizar el algoritmo 
FTF para los canales tratados en este trabajo. Sin embargo, desde el punto de vista 
de una implementación en un procesador digital de señales de punto fijo es necesario 
analizar la estabilidad númerica de los algoritmos, lo cuál esta fuera del objetivo de 
est e trabajo. 

5.2.3.1 Canales de Fase Mínima 

En esta sección se analiza el desempeño del algoritmo FTF aplicado en la igualación 
de canales de fase mímima. En general los resultados son semejantes a los obtenidos 
con el algoritmo nlms. 

Canal H1 (:) El problema fundamental que presenta el algoritmo FTF para la 
igualación de este canal radica a igual que para el algoritmo nlms, en que no puede 
compensar debidamente la antiresonancia que presenta el canal en baja frecuencia. 
Se puede pensar que al incrementar el orden del canal, éste nulo tendrá que ser 
compensado a partir de cierto valor para el orden del filtro. Sin embargo los beneficios 
que se obtienen al elevar el orden del canal son muy graduales. de esta manera se 
alcanza un orden de 100 y no se logra compensar este nulo. Por lo que se sugiere el 
uso del algoritmo SARF, el cual no tuvo mayores problemas para igualar el canal 
aquí tratado. Para tener una idea de los resultados obtenidos s'ease la figura 5,7, la 
cuál se obtuvo utilizando el método nlms, sin embargo como el resultado es muy 
similar al obtenido con el método FTF se prefirio no ser repetitivo. 

Además corno en el caso anterior la convolución de las respuestas al impulso 
del igualador con la del canal muestra una interferencia intersímbolos residual que 
no ha podido ser compensada mediante la acción del igualador. Esta inteferencia se 
debe a que la convolución no es sólo una muestra unitaria sino que presenta muestras 
secundarias de una magnitud menor a 0.1 para un orden del filtro adaptivo igual 
a 30. Sin embargo el algoritmo FTF para este caso converge alrededor de las 1000 
iteraciones miela rás que el algoritmo nlms converge a aproximadamente a las 1100 
iteraciones pero haciendo uso del recurso de cambiar el paso de adaptación despues 
de las 1050 iteraciones: sin emargo recuerdese que en esta estrategia el número de 
iteraciones en que converge el algoritmo depende del instante de tiempo en el que 
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se cambie el valor del paso de adaptación. Por otro lado el número de operaciones 
flotantes por muestra de salida para este último caso es de 765.86 para el algoritmo 
FTF y de de 2 103.62 para el caso del algoritmo nlms. 

Canal H2 Los resultados obtenidos para este canal son bastante similares a los 
obtenidos con el algoritmo nlms. En este caso debido a que la antiresonancia del 
canal es menos pronunciada que en el caso anterior, los algoritmos NLMS y FTF 
logran una mejor igualación. 

El orden del filtro adaptivo se vario desde 8 hasta 30, los mejores resultados 
se obtuvieron con un orden igual a :10, sin embargo a partir de un orden igual a 18 
se obtienen buenos resultados. En todos estos casos la resonacia del igualador no 
coincide excatamente con la antiresonancia del canal sino que presenta un corrim-
iento hacia baja frecuencia, él cual va disminuyendo conforme se aumenta el orden 
del filtro adaptivo. 

Dado que los resultados son muy semejantes a los obtenidos con el algoritmo 
nlms se prefirió no incluir más gráficas para no ser repetitivos. Sin embargo es 
conveniiente comparar los resultados obtenidos utilizando ambos algoritmos para 
un orden del filtro igual a 30: el algoritmo FTF para este caso converge alrededor 
de las mil iteraciones. mientras que el algoritmo NLMS converge a las cinco mil 
iteraciones a pesar de usar una p de 1.5 para las primeras 1050 iteraciones y una 
p de 0.09 para las restantes. En cuanto al número de operaciones flotantes por 
muestra de salida el algoritmo ftf claramente es superior, ya que este indice es tres 
veces menor que para el caso del algoritmo NLMS. 

Canal H5 (z) Este canal resulto dificil de igualar cuando se le aplico el algoritmo 
SMIF debido a la posición relativa de sus polos y ceros. Dada la proximidad que 
existe entre el par de polos conjugado dado por 0.9000eii135' y el par de ceros conju-
gado dado por 0.2512( ±j 13'1 '46'  por las razones anteriormente citadas se puede pro-
ducir una cancalación indeseable de polos y ceros dando por resultado una igualación 
no muy buena. Sin embargo para los nietos FU' y NLNIS, la igualción que se logra 
es muy buena cuando se utiliza un filtro de orden entre 25 y 30. Sin embargo los 
resultados se pueden considerar buenos a partir de un orden 10. Los resultados son 
mejores en estos dos últimos casos debido a que se esta utilizando un filt ro FIR de 
un gran número de coeficientes para aproximar la respuesta imptdsional infinita del 
canal. 

Aquí como en los casos anteriores se refiere al lector a la figura 5.11 para obtener 
una idea de los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo FTF para igualar el canal 
aquí tratado, ya. que los resultados obtenidos no varían en gran medida con respecto 
a los resultados obtenidos para este mismo canal pero con el algoritmo NLMS. 
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5.2.3.2 Canales de Fase no Mínima 

Canal 113  En este caso a pesar de que 1/3  es un canal de fase no mínima apartir 
de un orden seis para el Otro adaptivo la igualación es buena en el sentido de que la 
convolución de las respuestas al impulso del canal y del igualador presenta además 
de la muestra unitaria, muestras secundarias de valor menor a 0.2. Sin embargo, 
esto se puede mejorar si se incrementa el orden del filtro a 10, de esta manera las 
muestras secundarias que aparecen en la convolución son menoreas a 0.1. 

En cuanto a la convergencia de este algoritmo para el canal aquí tratado, de la 
gráfica de la magnitud del vector de coeficientes del filtro adaptivo contra el número 
de iteraciones se puede apreciar que el algoritmo converge aproximadamente a las 
4000 iteraciones dado que ésta curva tiene una pendiente sumamente pequeña. Por 
otro lado el algoritmo NLMS converge a las 25 mil iteraciones cuando se usa una p 

de uno. Dado que los resultados obtenidos con el algoritmo FTF son semejantes a 
los obtenidos con el algoritmo NI.N1S, se refiere a lector a la figura 1.12, para obtener 
una idea de los resultados obtenidos. 

Canal 1/4  En este caso se logra una muy buena igualación a partir de un orden 
30 para el filtro adaptivo, en el sentido de que la convolución de las respuestas al 
impulso presenta muestras secundarias menores a 0.05 en magmitud. En este caso 
la convergencia se logra alrededor de las 100 iteraciones, mientrtas que el algoritmo 
NI, \ IS converge a las 500 iteraciones utilizando una p de 1.0 y a la tercera parte del 
número de iteraciones totales se cambia a 0.09. 

El orden del filtro se vario desde 10, donde la convolución de las respuestas al 
impulso presenta muestras secunadiras menores 0.2: hasta llegar aun orden 30 donde 
la convolución es casi una sola ¡nuestra unitaria salvo una o dos muestras de valor 
menor a 0.1 y el resto de un valor prácticamente igual a cero. En cuanto a la respuesta 
en frecuencia del igualador, ésta es muy semejante a la obtenida con el algoritmo 

IS. Sin embargo, la diferencia más notable entre ambos algoritmos radica al igual 
que en los casos anteriores en la convergencia y en el número de operaciones flotantes. 
\ helaras que el algoritmo FTF converge a las 100 iteraciones aproximadamente, el 
algorit mo NLN1S converge aproximadamente a las 700 iteraciones utilizando una íi 
de 1.0 para el primer tercio del número total de iteraciones y de 0.09 para el resto. 
Para obtener una idea de los resultados obtenidos vease la figura 5.13. 

Canal He  Este canal como se meciono anteriormente es el modelo de un cable 
telefónico de buena calidad [Pro951 por lo tanto no presenta nulos ó antiresonacias, 
lo cual facilita la tarea del igualador [Pro95]. 

Al variar el orden del filtro adaptivo se observo que a partir de un orden igual a 
15 se obtiene una convolución cuyas muestras secundarias no exceden de un décimo 
de la muestra unitaria por lo que se puede considerar un resultado bueno sí las 
especificaciones del enlace de comunicaciones nos lo permiten. Como es natural se 
obtienen mejores resultados al ir incrementando el orden del filtro hasta llegar a 
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un orden entre 25 y 30 donde los resultados son excelentes. Recuerdese que para el 
algoritmo FTF el incremento en el número de operaciones flotantes por muestra de 
salida con respecto al incremento en el número de coeficientes a ajustar es lineal, por 
lo que no es tan drástico aumentar el orden del filtro para obtener mejores resultados 
en la igualación de canal como en el caso del algoritmo NLMS. 

El algoritmo FTF para este caso converge alrededor de las 50 iteraciones 
mientrás que el algoritmo NLMS converge a las 1800 iteraciones con una µ de 
0.09. Finalmente dado que los resultados obtenidos para igualar el canal hasta aqui 
tratado, utilizando el algoritmo FTF son muy similares a los obtenidos con el algo-
ritmo NLMS se refiere al lector a la figura 5.14. 

Canal HT  Este canal presenta peores características espectrales que el anterior 
según [Pro95]. De aqui que si se utiliza un filtro de orden 30 para igualar el canal 
se obtengan resultados muy buenos, sin embargo la convoloción de las respuestas al 
impulso del canal y del igualador sigue presentando muestras secundarias tnenorea a 
0.1. Esto quiere decir que existe cierta interferencia intersímbolos que no ha podido 
ser compensada por el igualador. Sin embargo si se utiliza un filtro de orden igual a 
70 se obtiene una convolución la cuál prácticamente es igual a una sola muestra, sin 
embargo el algoritmo FTF para este orden converge alrededor de las 3500 iteraciones. 
Nótese que el número de operaciones flotantes por muestra de salida para este último 
caso es de 1740. Este mismo número de operaciones corresponde a un filtro de 
aproximadamente orden 28 implementado con el algoritmo NLMS. Por lo tanto, 
tanto desde el punto de vista de la convergencia como del número de operaciones 
flotantes conviene utilizar el algoritmo FTF. Aquí cabe señalar que esta última 
recomendación es tomando en cuenta que los algoritmos se implementarán en punto 
flotante ó que la longitud de palabra es infinita; ya que para implementaciones 
en punto fijo con una longit u.l de palabra finita será necesario hacer un análisis 
de la estabilidad numérica de ambos algoritmos frente a errores de cuantización. 
Finalmente, ya qe los resultados son bastante similares con respecto a los obtenidos 
con el algoritmo nlms, se refiere al lector a la fig. 5.15 para obtener una idea de los 
resultados obtenidos con el algoritmo aquí tratado. 

Canal 118(z) Este canal muestra características espectrales más pobres con re-
specto a los dos casos anteriores; por lo tanto cabe esperar que los resultados de la 
igualación no sean tan buenos corno los que se obtuvieron para H6  y 

Nuevamente los resultados no difieren demasiado de los obtenidos utilizando 
el algoritmo NLMS. Un filtro de orden igual a 30, produce buenos resultados en el 
sentido de que la convolución de las respuestas al impulso del canal y del igualador 
presenta muestras secundarias menores a 0.1; lo cuál es indicativo de una inter-
ferencia intersímbolos residual que no ha podido ser eliminada por la acción del 
igualador. Por otro lado, se observa que el incremento en el orden del filtro adaptivo 
produce una mejoria en los resultados obtenidos muy gradual, de tal manera que los 
resultados no compensan el incremento en el número de operaciones flotantes por 
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muestra de salida. 
El agoritmo FTF converge a las dos mil iteraciones aproximadamente. mientras 

que el algoritmo NLMS converge aproximadamente entre las 4000 y 4500 iteraciones 
cuando se usa unaµ de 1.5 para las primeras 2750 y una ,u  de 0.09 para el resto 
de las iteraciones. Finalmente para obtener una idea de los resultados obtenidos y 
dado que éstos son muy similares a los obtenidos al aplicar el algoritmo NLMS, se 
refiere al lector a la fig. 5.16. 

5.2.4 Evaluaciones con el Algoritmo Least "Lattice" Squares 
(LSL) con Errores A Posteriori de Estimación 

En esta sección se comentarán los resultados de aplicar el algoritmo LSL a la 
igualación de los canales tratados en este capítulo. En general los resultados obtenidos 
son iguales a los que se obtuvieron en las evaluaciones que se realizaron con el algo-
ritmo FTF. La diferencia más notable con respecto al algoritmo FTF radica en el 
número de operaciones flotantes que realiza el algoritmo LSL por muestra de salida. 
Si se compara la tabla 5.6 con las tablas 5.5 y 5.4 se observa que el algoritmo LSL 
realiza más operaciones por muestra de salida, lo cual no es muy coveniente para 
los algoritmos tratados en este capítulo ya que como se señalo en 1u oprt unidad los 
igualadores ideales para los canales aquí presentados en general tienen una respuesta 
impulsional infinita y, si el canal es de fase no mínima entoces el igualador ideal será 
inestable. Esto nos conduce de una manera inevitable a aproximar una respuesta 
impulsional infinita con un número finito de coeficientes ó taps del igualador. Por 
lo tanto resulta lógico que se requiera de un orden elevado del filtro adaptable para 
lograr una igualación adecuada. Dado que el algoritmo LSL realiza una mayor can-
tidad de operaciones flotantes por muestra de salida que el algoritmo FTF, también 
será el que más tiempo de procesamiento requiera. Sin embargo, su convergencia 
es igual a la del algoritmo FTF, por lo cual converge más rápido que el algoritmo 
NLMS. 

Por otro lado la gran ventaja de una estructura "lattice" es su alto grado de 
modularidad, para visualizar esto de una mejor forma considere el caso en el que la 
función de transferencia del canal cambie de orden frente al tiempo ó bien considere 
el caso en el cual no se conoce con exactitud el orden de la función de transferencia 
del canal que se desea igualar. En esto casos si se desea aumentar el orden o disminuir 
el orden del filtro adaptivo de una forma dinámica basta con sólo agregar o eliminar 
respectivamente las etapas necesarias del filtro para lograr el orden que se desee. 
Mientras que en el caso de un filtro de estructura transversal esto último no es 
posible, por lo que se tiene que volver a realizar la estimación con el orden del filtro 
deseado o bien se tiene que estar haciendo continuamente la conversión entre los 
coefickilewldrailitw ttakorit3ab Líjb Paliligi en tiemfie redisrúá tpialnat 4»]Fier dientra 
debatid« gunlioalgarit notlit 	dequnala hálorevailliaadeuugidaes en el tiempo 
sino que también realiza recursiones en el orden, las cuales incrementan el número 
de operaciones flotantes que intervienen en la cuenta que realiza el comando fiops 
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Orden del 
Filtro 

Número de Operaciones 
Flotantes por Muestra de Salida 

6 279.02 
8 377.05 
10 475.08 
12 573.11 
14 671.14 
16 769.17 
18 867.20 
20 965.23 
22 1063.26 
21 1161.29 
26 

7  
1259.32 

28 1357.35 
30 
10 

1455.38 
1945.53 

50 2435.68 
70 3415.98 

1— 	100 4886.43 

Tabla 5.6: Número de operaciones flotantes por muestra 
de salida para el algoritmo LSL 

de N1.\'11 \11. 

5.3 Conclusiones 

En este capítulo se analizo el desempeño por separado de cada uno de los algoritmos 
aquí tratados sin dejar (le mencionar las diferencias más notables donde se con-
sidero oportuno. Dado que el objetivo de este trabajo consiste en comparar además 
de analizar el desempeño de los distintos algoritmos aquí tratados. en el siguiente 
capítulo se compararan los resultados obtenidos para los distintos algoritmos y, se 
idicará cual de todos los algoritmos es el idoneo para igualar el canal según las 
especificaciones previamente establecidas para el enlace de comunicaciones. 

En lo que respecta a los distintos tipos de canal se observa que los algoritmos 
que poseen antiresonancias o nulos espectrales son los más dificiles de gualar en 
el sentido de que se requiere de un filtro de mayor orden para lograr resultados 
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satisfactorios. En este último caso si el canal es (le fase mínima se puede aplicar 
un algoritmo adaptable IIR, el cual produce los resultados adecuados. Sin embargo, 
cabe hacer notar que estos algoritmos ven limitada su utilidad seriamente ya que 
sólo se aplican a canales de fase mínima pero en la práctica la gran mayoría de los 
canales son de fase no mínima [13SH94]. Por tanto la investigación continua abierta. 
y más aun si tomamos en cuenta la creciente necesidad de las sociedades modernas 
de transmitir grandes cantidades de información en tiempo real. 
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Capítulo 6 

Comparación de los Algoritmos 

En este capítulo se compara el desempeño de los algoritmos tratados indiviodual-
mente en el capítulo cinco, aunque ya se hayan mencionado algunas de las diferencias 
entre cada uno de los métodos tradados en este trabajo. Se ha preferido separar las 
evaluaciones individuales de cada algoritmo de las comparaciones entre estos con 
el objeto (le hacer un énfasis mayor en las diferencias resultantes de aplicar cada 
algoritmo tratado a cada uno de los canales aquí tratados, dado que el objetivo final. 
de este trabajo es dar una serie de recomendaciones referentes a la aplicación de los 
distintos algoritmos de igualación de canal. 

En este capítulo se incluirán más•gráficas donde sea necesario con el objeto de 
efectuar las comparaciones entre los distintos algoritmos aquí tradados. 

6.1 Comparación de Resultados 
Como primer punto para efectuar esta comparación de resultados es interesante 
comparar el número de operaciones flotantes por muestra de salida que realiza cada 
algoritmo. E. ., que este indice 'le desempeño nos dará una idea de cual es el algo-
ritmo más rápido bajo el tipo d arquitectura empleada. 

Como es de esperarse los algoritmos rápidos, en este caso el algoritmo FTF 
y el algoritmo LSL, guardan una relación lineal entre el número de coeficientes a 
ajustar y el número de operaciones flotantes por muestra se salida; por otro lado 
en el algoritmo NLNIS nel número de operaciones flotantes por muestra (le salida 
crece a una tasa mayor que el número de coeficientes a ajustar. De aquí que si se 
requiere de un gran número de coeficientes para igualar un dterminado canal, sea 
más conveniente utilizar un algoritmo rápido ya sea el FTF o el LSL. 

Otra característica importante de cual;quier algoritmo de filtrado adaptable es 
el número de iteraciones que realiza para converger a la solución óptima. Como era 
de esperase los algoritmos rápidos convergen de una manera más rápida a la solución 
óptima que los algoritmos de gradiente; por lo cual se recomienda la utilización de 
algoritmos rápidos como el FTF y el LSL en caso que se requiera un enlace de 
comunicaciones en tiempo real a altas tasas de transmisión. 
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Orden del 
Filtro 

1 	NLMS FTF LSL 

6 136.22 173.90 279.02 
8 212.17 223.45 377.05 
10 304.12 272.96 475.08 
12 412.07 322.43 573.11 
14 536.02 371.86 671.14 
16 675.97 421.25 769.17 
18 831.42 470.60 867.20 
20 1003.87 519.91 965.23 
22 1191.82 569.18 1063.26 
24 	1395.77 618.41 1161.29 
26 1615.72 667.60 1259.32 
28 1851.67 716.75 1357.35 
30 2103.62 765.86 1455.38 
40 3603.37 1010.81 1945.53 
50 5503.12 1254.76 2435.68 
70 10502.62 1739.66 3415.98 

100 21001.87 2459.51 486.43 

Tabla 6.1: Número de operaciones flotantes por muestra 
de salida para los algoritmos NLMS, FTF y LSL 

Otro punto importante a tomar en cuenta en la implantación de un algo-
ritmo de filtrado adaptable en un procesador de punto fijo lo contituye su robustez 
numérica. Dado que la estructura "lattice" presenta mejores propiedades numéricas 
que la estructura transversal, se prefiere pagar el aumento en el número de op-
eraciones flotantes por muestra de salida que representa el algoritmo LSL en com-
paración del algoritmo FTF a cambio de una mejor robustez numérica. Sólo se 
prteferirá el algoritmo FTF en caso en los que el número de operaciones flotantes 
por muestra de salida sea una consideración crítica para el enlace de comunicaciones. 
En tal caso se deberá compensar la robustez numérica más pobre del algoritmo FTF 
utilizando un procesador de mayor longitud de palabra. Por otro lado el algoritmo 
NLMS presenta buenas propiedades numéricas por lo que si las especifícaciones del 
enlace en cuanto a velocidad de trsnsmisión lo permite se implantará este algoritmo. 
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6.1.1 Canales de Fase Mínima 

6.1.1.1 Canal Hl  

En este caso el único algoritmo que puede compensar perfectsamente la antiresonacia 
que presenta la respuesta en frecuencia del canal es el algorirtmo SARF; sin embargo 
se debe pagar cierto precio por este alto desempeño. En primer lugar fue necesario 
elevar el orden del filtro ya que de lo contrario el algoritmo converge a un mínimo 
local, lo que no es muy conveniente desde el punto de vista computacional ya que 
de no existir un mínimo local en este caso, el algoritmo realizaría del orden de 74 
operaciones flotantes por muestra de salida sin embargo al elevarse el orden a cuatro 
ceros y seis polos el algoritmo realiza cerca de 7100 iteraciones por muestra de salida, 
lo que si se compara con los algoritmos de est ructra FIR correspondería a un filtro 
de un orden entre 50 y 70 para el algoritmo NLMS, a un filtro de orden mayor que 
100 para los algoritmos FTF y LSL. De aquí que no sea tan grande el ahorro que 
propone el algoritmo SAR I', sin embargo si lo que se desea es calidad necesitaremos 
recurrir a él. Para obtener una idea de los resultados obtenidos se presenta en la 
figura 6.1 la gráfica de la respuesta en frecuencia del canal y del igualador para la 
igualación del canal Hl ( z) utilizando el algoritmo SARF; la cual se debe comparar 
con la figura 5.7 del capítulo anterior que representa el mismo resultado pero usando 
el algoritmo NLMS. 

Antes de abandonar este tema cabe señalar, como se mencionó a su debido 
tiempo, que los algoritmos que utilizan polos y ceros sufren de problemas de inesta-
bilidad. Por lo tanto en muchos casos se hace necesario un monitoreo de la estabilidad 
lo que provoca el gran aumento en el número de operaciones flotantes que realiza 
un algoritmo de este tipo por muestra de salida. Se han propuesto varios métodos 
para monitorear la estabilidad de esta clase de filtros pero en general ninguno ha 
resuleto el problema de una forma satisfactoria [CRJ84]. 

Por otro lado si no se requiere de una igualación de alta calidad se puede optar 
por el algoritmo FTF para igualar este canal. Se puede usar un filtro de orden 30 
para el cual el algoritmo FTF realiza aproximadamente 766 operaciones flotantes 
por muestra de salida y; así aunque la igualación no es tan buena se alivia la carga 
computacional del receptor en cuanto al proceso de igualación se refiere y; lo más 
importante se puede cumplir con las específicaciones del enlace por otros medios 
como sería el utilizar un código para detectar y corregir errores más eficiente, elevar 
la potencia de transmisión, etc. 
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Respuestas en frecuencia del canal y del igualador 

— , 	1 I 1 

0.9 \ 

0.8- \ 

0,7- ‘ - 

\ 
0.6 - ‘ - 

3 \ 

0.4 - 

k 

- 

\ . ' 
‘ . 

\ / 

I I 1 I O 
O 	 100 200 300 400 500 600 

Frecuencia 

Figura 6.1: Respuesta en frecuencia del canal y del igual- 
ador cuando se utiliza el algoritmo SARF para igualar 
el canal Hl  (z). Línea punteada (igualador). 
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6.1.1.2 Canal 112  

Aquí nuevamente como en el caso anterior si lo que se desea es una alta calidad en la 
igualación se debe utilizar el algoritmo SARF. El precio a pagar es como en el caso 
anterior una elevada carga computacional debida a los dos siguientes factores: 1) la 
necesidad de elevar el orden del filtro por que de lo contrario el algoritmo converge a 
un mínimo local y, 2) principalmente a la necesidad del monitoreo de la estabilidad 
del filtro. Dado que el orden del filtro se elevo de un modelo de dos polos a un modelo 
de seis polos y cuatro ceros, el algoritmo realiza aproximadamente 7 100 operaciones 
flotantas por muestra de salida, lo cual ya es de consideración. De esta menera si no 

Figura 6.2: Respuesta en frecuencia del canal y del igual-
ador cuando se utiliza el algoritmo SARF para igualar 
el canal 1/2 (z). Línea punteada (igualador). 

es necesaria una igualación de tan alta calidad y aprovechando el hecho de que la 
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antiresonacia espectral que presenta este canal es más sencilla de igualar se puede 
usar un algoritmo FTf con un orden de 30, el cuál sólo realizará 766 operaciones 
flotantes por muestra de salida, lo que se traducirá en una reducción muy notoria de 
la carga computacional en el receptor. Al mismo tiempo que se realiza este cambio 
se puede buscar por otros medios el cumplimiento de las especificaciones del enlace 
de comunicaciones. 

1 
Magnitud de las respuestas en frecuencia del canal y del igualador 
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Figura 6.3: Respuesta en frecuencia del canal y del igual-
ador cuando se utiliza el algoritmo FTF para igualar el 
canal H.2(:). Línea punteada (igualador). 

Con el objeto de dar una idea de los resultados obtenidos al igular este canal 
con el algoritmo SARF y el algoritmo FTF se presentan en las figuras 6.2 y 6.3 
las respuestas en frecuencia de los igualadores obtenidos al aplicar aplicar estos 
algoritmos para igualar el canal aquí tratado. En la figura 6.2, se tiene los resultados 
de aplicar el algoritmo SARF para igular el canal aquí tratado con un filtro de 
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seis polos y cuatro ceros dado que para un filtro de orden inferior el algoritmo 
converge a un mínimo local. Mientras que por otro lado en la figura 6.3 se muestra 
la misma gráfica para el caso del algoritmo FTF utilizando un filtro de orden 12. 
Para este último caso el algoritmo convergio aproximadamente poco después de las 
500 iteraciones. Como se puede apreciar de ambas gráficas el resultado obtenido con 
el algoritmo SARF es el idoneo, mientras que el resultado obtenido con el algoritmo 
FTF no es tan bueno pero como se explico anteriormente realiza un menor número 
de operaciones flotantes por muestra de salida. Por lo tanto, para los algoritmos 
adaptables IIR es vital el desarollo de un mecanismo computacionalmente eficiente 
para estabilizar el igualador. 
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6.1.1.3 Canal 1/-,k 

En este caso el algoritmo SARF no es capaz de igualar el canal correctamente, de-
bido a la cercania de los polos y ceros de este sistema. lo cuál implica que debido a 
errores numéricos puede ocurrir una cancelación indeseable de polos y ceros dando 
lugar a una mala igualación de este canal. Es por ello que los algoritmos de es-
tructura FIR funcionan mejor, ya que ellos sólo necesitarán de un gran número de 
coeficientes para aproximar la respuesta impulsional infinita del igualador ideal, de 
esta manera lograrán una igualación muy buena pero al costo de utilizar un filtro de 
un orden relativamente grande. Este costo como se hizo mencio para los dos casos 
anteriores esta en entre dicho, ya que la necesidad de monitorear la estabilidad del 
filtro incrementa demasiado el costo computacional de aplicar un algoritmo de este 
tipo. 

Por otra parte, si la prioridad es igualar el canal en tiempo real, el algoritmo 
que se debe seleccionar sin duda alguna es el FTF. Sin embargo si se requiere im-
plementar el algoritmo en punto fijo será necesario un análisis de la estabilidad 
numérica de los algoritmos aquí tratados. Por lo que esta recomendación tiene lugar 
si la implementación se lleva a cabo en punto flotante. 

Finalmente no se debe monospreciar la flexibilidad de la estructura "lattice", 
la cual puede resultar de extrema utilidad ya que para aumentar ó disminuir el orden 
del filtro adaptivo solo se requiere de aumentar o disminur el número adecuado de 
etapas para obtener un filtro del orden deseado, mientras que para el caso de una 
estructura transversal esto no es posible. Por lo tanto, la estructura "lattice" resulta 
de utilidad si se requiere de variar el orden del filtro de una manera adaptiva. 

Con el objeto de obtener una idea de los resultados obtenidos al igualan este 
canal observese las gráficas de las figuras 5.3 y la figura 5.11 donde se comparan las 
respuestas en frecuencia del igualador con la del canal obtenidas con el algoritmo 
SARF y el algoritmo NLMS. Aquí se prefirió no incluir más figuras para no ser 
repetitivos, ya que los resultados obtenidos con el algoritmo FTF y LSI, son similares 
a los obtenidos con el algoritmo NI. \ IS, la única diferencia es que el algoritmo NLMS 
converge más despacio a la solución optima. 
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6.1.2 Canales de Fase no Mínima 

Corno se señalo anteriormente ésta clase de canales no pueden ser igualados uti-
lizando un filtro adaptivo IIR [CG85], por lo que es necesario recurrir a un filtro de 
estructura FIR. Sin embargo, estos esquemas de igualación presentaran el inconve-
niente de requerir un gran número de coeficientes para poder realizar la igualación 
de una manera satisfactoria. Esto debido a que el igualador ideal para un canal de 
fase no mínima será inestable y de respuesta impulsional infinita. 

Como se demostro anteriormente, en general para poder igualar los canales 
de fase no mínima aquí tratados se requirió de un gran número de coeficientes 
para lograr una igualación satisfactoria. Sin embargo el hecho de elevar el número 
de coeficientes de esta manera nos conduce inevitablemente a la selección de un 
algoritmo rápido para poder igualar el canal con el mínimo número de operaciones 
flotantes por muestra de salida. Sin embargo, si se quiere efectuar una implantación 
de estos algoritmos en punto fijo será necesario hacer un análisis de la estabilidad 
numérica de los mismos por lo que nuestra selección final del algoritmo también se 
verá influida por el tipo de arquitectura empleada así como la presición numérica 
disponible para dicha arquitectura. 

Aunque analizar las características de robustez y estabilidad numérica no es el 
propósito del poresente trabajo cabe señalar que el algoritmo LSL es de gran interés 
en el caso de llevar a cabo una implementación del mismo en punto fijo. ya que la 
estructura "lattice-  del filtro igualador presenta mejores propiedades de robustez y 
estabilidad numérica que su contraparte transversal [PM96]. Además cabe señalar 
que también existen algoritmos adaptables IIR de estructura "lattice", los cuales 
tienen el gran atractivo de que no es necesario obtener los polos del litro IIR para 
verificar su estabilidad sino basta con que todos los coeficientes de reflexión sean 
menores a la unidad. Así de esta manera no se requiere de calcular los polos del 
litro adaptable para cada iteración del algoritmo sino solo para aquéllas iteraciones 
en que el algoritmo sea inestable. 

6.1.2.1 Presentación de Gráficas 

Como se menciono anteriormente. los algoritmos NI,NIS, FTF y LSL no difieren 
en sus resultados para los canales tratados en este trabajo pues la solución a la 
que convergen es porácticamente la misma (veáse el capítulo cinco), la diferencia 
fundamental es la rapidez de convergencia; mientras los algoritmos FTF y LSL 
convergen prácticamente en el mismo número de iteraciones para un orden del filtro 
dado, el algoritmo NLMS necesita de un número mucho mayor de iteraciones para 
converger a la misma solución para el mismo canal y el mismo orden del filtro 
empleado, a pesar cle en el algoritmo NLMS se utilizó una µ relativamente grande 
para las primeras iteraciones y luego se cambió a una ít pequeña para el resto de las 
iteraciones. Se hubiera podido presentar un cuadro sinóptico donde se compararán el 
número de iteraciones a las cuales converge cada algoritmo sin embargo dado que la 
determinación del número exacto de iteracioners a las cuales converge el algoritmo 
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es una medida un tanto subjetiva, se dejará juzgar al lector este indice de desempeño 

a. partir de las correspondientes gráficas. Como ejemplo de esta situación se muestra' 
en las figuras 6.4, 6.5 y 6.6 se presentan las gráficas de la magnitud al cuadrado del 

vector de coeficientes del filtro adaptivo como resultado de igualar el canal 114(z) 
con los algoritmos NLMS, FTF y LSL respectivamente respectivamente. 
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Figura 6.4: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-

cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo 

NLMS para igualar el canal /14(z). 
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Energia del estimado vector de coeficientes 
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Figura 6.5: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo 
FTF para igualar el canal H4(z). 
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todos estos casos 	utilizo un I ilt ro de orden 30 para igualar el canal. 
Observese que para el algoritmo NLMS se utilizó la estrategia de utlizar un paso 
de adaptación de 1.0 para las primeras 500 iteraciones después de las cualees éste 
parámetro se cambio a 0.09, a pesar de lo cual el algoritmo converge de una manera 
mucho más lenta en comparación a los algoritmos FTF y LSL. Finalmente dada 
la impotanacia práctica del canal H6(z) se presentan las respectivas gráficas de la 
magnitud al cuadrado del vector de parámetros del filtro adaptivo para los tres 
algoritmos tratados en este capítulo. 
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Figura 6.7: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo 
NLMS para igualar el canal H6(z). 
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Energía del estimado del vector de coeficientes 
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Figura 6.9: Magnitud al cuadrado del vector de coefi-
cientes del filtro adaptivo cuando se utiliza el algoritmo 
LSL para igualar el canal 1/6(z) 
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En lo que respecta a las figs. 6.7, 6.8 y 6.9 para igualar el canal se utilizo un 
filtro adaptivo de orden 30 en los tres casos aquí tratados. El tamaño de paso de 
adaptación utilizado en el algoritmo NLMS fue de 0.09 y se mantuvo constante para 
todo el número de iteraciones realizadas."Nmo se puedeobservar de las gráficas los 
algoritmos FTF y LSL convergen alrededor de la iteración cien sino es que antes, 
mientras que el algoritmo NLMS converge alrededor de las 2000 iteraciones. de aquí 
que se recomiende utilizar el algoritmo FTF ó LSL para igualar canales de fase no 
mínima, sin embargo para efectuar una implantación práctica en punto fijo se debe 
de hacer un análisis de las propiedades numéricas de los algoritmos que se deseen 
implantar, lo cual sale fuera del objetivo de este trabajo. 

6.2 Conclusiones 
La diferencia fundamental en cuanto a los algoritmos tratados en este capítulo radica 
en el número de iteraciones con que cada uno converge. Por un lado, el algoritmo 
NLNIS es él que más iteraciones requiere, mientras que los algoritmos FTF y LSL 
convergen en un número relativamente pequeño de iteraciones, lo que los vuelve 
de especial interes para el caso de aplicaciones en las que se requiere de enlaces de 
comunicaciones en tiempo real y que manejen altas tasas de transmisión. 

Cabe señalar que la estructura "lattice" del filtro adaptivo que utiliza el al-
goritmo LSL posee mejores propiedades numéricas que las de un filtro transversal 
como el del algoritmo FTF; por lo cual el algoritmo LSL es más popular en las 
implantaciones prácticas que el algoritmo FTF a pesar de realizar más operaciones 
flotantes por muestra de salida. Sólo en lo casos en que la velocidad de transmisión 
sea de esencial importancia se preferirá el algoritmo FTF, pero se deberá compensar 
sus propiedades numéricas más pobres mediante la utilización de un procesador (le 
mayor longitud (le palabra.[P1196]. 
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Conclusiones 

De las evaluaciones realizadas a los algoritmo es fácil darse cuenta que los canales 
que presenta mayor problema para lograr su igualación son aquéllos que presentan 
antiresonancias espectrales de consideración, las cuales están representadas por po-
los de magnitud cercana a uno ó mayor que uno. En caso de que los ceros caiagn 
dentro del circulo unitario, el problema de la igualación se resuelve de una manera 
satisfactoria aplicando un algoritmo que adaopte los coeficientes de un filtro IIR. el 
precio a pagar lo constituye el gran número de operacciones a realizar el cual se debe 
fundamentalmente a la necesidad de verificar la estabilidad del filtro IIR. En caso 
de que algún cero caiga fuera del círculo unitario no es posible aplicar un algoritmo 
de este tipo por lo que habrá que recurrir a un algoritmo rápido. 

En cuanto a los algoritmos que adaptan los coeficientes de un filtro IIR se com-
probó a pesar de todos las especulaciones que se puedan encontrar en la literatura 
qué es necesario verificar la estabilidad del mismo. Por otro lado, el mecanismo más 
seguro para estabilizar el filtro consiste en proyectar las raices dentro del círculo 
unitario dado que si se opta por reduccir los parámetros de adaptación cada vez que 
se detecte un polo fuera del círculo unitario, se corre el riesgo de reducir a cero los 
parámetros de adaptación antes de que el algoritmo converga a la solución óptima. 

Los algoritmos más adecuados para igualar canales de fase mínima son los 
rápidos dacio que se puede aumentar el número de coeficientes sin aumentar de una 
manera exagerada el número de operacciones flotantes a realizar por muestra de 
salida como sucede en el caso del algoritmo NL\IS. 

En cuanto a los algorimos en "lattice" estos son más adecuados para su im-
plantación en procesadoires digitales de punto fijo ya que la estructura "lattice" 
presenta mejor robustez a errore númericos que la estructura transversal [?, PM96]. 
Sólo se preferirá la estructura transversal cuando la velocidad de transmisión sea una 
consideración esencial para el enlace de comunicaciones pero se debera compensar 
su robustez numérica más pobre seleccionando un procesador digital de señales de 
mayor longitud de palabra, lo cual incrementará el costo del sistema. 
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Perspectivas 

El problema de la igualción de canal es un problema dinámico el cual a través del 
tiempo se ha vuelto más complejo debido a las nuevas tecnologías emergentes y a 
las crecientes necesidades de transmitir una mayor cantidad de información a través 
de un elance de comunicaciones, el cual puede consistir desde una red telefónica 
hasta un enlace satelital. En la actualidad en los paises industrializados se real-
izan grandes esfuerzos por desarollar el telefóno de manos libres, las comunicaiones 
móviles personales via satelite, etc. Estas nuevas vertientes del desarollo de las tele-
comunicaciones han impuesto nuevos retos a los ya existentes para poder concretar 
esta aplicaciones a un nivel comercial tan desarollado como el de la telefonía tradi-
cional. 

La necesidad de la sociedad moderna por mayores cantidades de información 
lista para procesarse requiere forzosamente de la transmisón a altas tasas para poder 
disponer de dicha información en tiempo real. Debido a las restricciones tanto físicas 
corno legales siempre se dispondrá de un ancho de banda limitado, lo que restringe 
demasiado la máxima tasa de transmisión y nos conduce a la necesidad de transmitir 
a tasas por arriba de las que permite el ancho de banda del canal. Esto ocasiona una 
seria interferencia intersímbolos en la recepción la cual impide al receptor la toma 
de una correcta decisión sobre el símbolo transmitido; para ello se hace necesario la 
igualación adaptiva del canal. 

Los principales problemas de la igualación clásica de canal lo constituye el 
siguiente hecho [b,SH9,11: 

• La mayoría de los canales utilizados para la transmisión de datos son de fase 
no mínima. 

De acuerdo con esto el igualador ideal para estos canales es inestable. Este último 
hecho tiene profundas consecuencias para la igualación adaptiva pues en la mayoría 
de los casos no se podrá aplicar un esquema de igualación con retroalimentación 
debido a que forzosamente en algún instante del proceso de adaptación los polos 
abandonarán el círculo unitario. Lo que nos conduce a los algoritmos de estructura 
FM. sin aembago estos requeriran de un gran número de coeficientes para poder 
igualar el canal de una manera satisfactoria lo cual tampoco es recomendable para 
el tipo de aplicaciones que se pretende en la actualidad. 

Por otro lado considere la transmisión de señales en el marco de las comunica-
ciones móviles inalambricas. En esta situación existe la propagación multitrayectoria, 
la cuál ha demostrado la necesidad de esquemas de igualación de canal en los que no 
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se utilize una secuencia de eni renamiento [bS119-1j. Esto debido a que la propagación 

de una misma señal a través de trayectorias tnultiples puede ocasionar una interfer-

encia substractiva en el receptor ocasionando que la señal recibida sea muy debil, 

si esto se llega a presentar en el proceso de entrenamiento del canal la igualación 

que se logra es deficiente [bSH94). Este fenómeno nos conduce a la búsqueda de 

métodos para igualar el canal en los que se precinda de la señal de entrenamiento, 

estos métodos reciben el nombre génerico de algoritmos de igualación ciega. 

Los algoritmos de igualación ciega a pesar de su nombre necesitan cierto 

conocimiento de los estadísticos de las señales de entrada al canal. Se han hecho 

grandes esfuerzos en este sentido, sin embargo el problema más grave de estos algo-

ritmos radica en el hecho de que para estimar los diversos momentos estadísticos ha-

cen la suposción de que las señales tranamitidas a través del canal son realizaciones. 

de procesos estocásticos ergódicos. Esto implica que los promedios estadísticos se 

pueden aproximar utilizando promedios temporales, sin embargo ese es el problema: 

para que estos promedios temporales sean buenos en el sentido de que se aproxi-

men a los promedios estadísticos se requiere promediar una gran cantidad de datos, 

lo cual incrementa de una manera excesiva la carga computacional en el receptor. 

De tal manera se tiene que recurrir a otro tipos de algoritmos ó a arquitecturas en 

paralelo. 

Por otro lado, el profesor William A. Gardner y su equipo de investigadores en 

la Universidad de California en Davis, ha realizado grandes esfuerzos en el modelado 

de las señales que se utilizan en las comunicaciones como realizaciones de procesos 

cicloestacionarios [GarS6). Los resultados obtenidos al modelar las señales modu-

ladas mediante las distintas técnicas utilizadas en las comunicaciones digitales son 

bastante interesantes, ya que se logra una reducción en el orden de los estadíticos 

utilizados para identificar ó igualar el canal. Sin embargo, no es posible identificar 

la función de transferencia del canal utilizando solamente estadíticos de segundo or-

den sino que se hace necesario una interpolación para suplir la información faltante 

[LD9-11: por lo tanto se requiere de estadísticos de orden superior. 

Por último la teoría de la cicloestacionareidad es bastante interesante, sin 

embargo debido al desarollo actual de la electrónica es difícil su aplicación y más si se' 

trata de problemas en tiempo real en donde no se conocen las ciclo frecuencias de las 

señales transmitidas por el canal. Sin embargo en la gran mayoría de las aplicaciones 

en comunicaciones se conoce el tipo de modulación empleada para transmitir las 

señales, lo que ayuda a determinar de una manera a priori las ciclo frecuencias 

de interés. Este conocimiento se hace imperativo si se desea aplicar esta teoría a 

la igualación de canal. ya que en caso contrario sería necesario el cálculo del ciclo 

espectro sobre todo el rango de ciclo frecuencias, lo que computacionalmente es un 

proceso demasiado extensivo e indudablemente requerira del uso de arquitecturas 

en paralelo, lo cual encarecerá de una manera exagerada el costo del receptor de tal 

manera que resulta impráctica la aplicación de esta teoría. 

Finalmente, la técnica más promisoria para la igualación ciega de canal es la 

"maximum likelihood sequence estimation (MLSE)". Esta técnica se puede combi- 
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tiar con la -1)lind channel estimation-  por medio del algoritmo de Viterbi[Ses90]. 
Las técnicas de igualación básadas en la \ILSE usualmente se desempeñan mejor 
que los igualadores lineales de canal y, pueden igualar canales con antiresonancias 
espectrales pronunciadas sin mayores problemas [bSH94]. El costo de estas técnicas 
es su complejidad lo que se traduce en la utilización de un mayor número de recursos 
para su implementación. 

La aplicación de las técnicas anteriormente mencionadas depende de un mayor 
desarollo de la electrónica de estado sólido y del procesamiento en paralello. Por lo 
que correponde al futuro inmediato, las técnicas basadas en la MLSE son las que 
tienen las mayores probabilidades de imponerse. 

Por todo lo anterior, se puede concluir que la igualación de canal es un área de 
vital importancia en el desarollo de los sistemas de comunicaciones actuales. Gran 
parte de los desarollos futuros en el área de las comunicaciones dependen en gran 
medida de los logros que se puedan obtener en la resolución de este problema. 
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Apéndice A 

Fundamentos del Algebra Lineal 

La impotancia del algebra lineal en el procesamiento digital de señales tiene 
como fundamento el hecho de que los algoritmos para procesar señales son en re-• 
alidad procedimientos para manipular eficazmente vectores y matrices. Por tanto, 
desde el punto de vista del algebra lineal, los algoritmos para el procesamiento de 
señales pueden ser escritos en términos de operaciones matriciales. Estas operaciones 
mat riciales est an diseñadas para revelar la estructura subyacente de las observaciones 
y, extraer los estadísticos de mayor relevancia para derivar inferencias. 

En este apéndice se liará una breve revisión de la teoría de matrices y del 
algebra lineal. Se comenzará con los espacios vectoriales para luego proseguir con 
matrices y transformaciones lineales. Se estudiará la estructura de los espacios Eu-
clideanos y sus subespacios. El estudio de los eigen valores y los eigen vectores nos 
conducirá a la teoría espectral de las matries Hermiteanas y a los operadores de 
proyección. 

A.1 Espacios Vectoriales 

	

Sea R" el conjunto de todos los vectores reales de la forma x 	 X n IT  El 
conjunto I?" es un espacio vectorial lineal porque. para cualquier escalar real a E 
y. para dos vectores cualesquiera x E R" y y E 1?", los siguientes vectores también 
pertenecen a 3?": 

	

X E Rn 	ax = [ax i ,a.r 2 ,...,arr]T  E Vi  

	

X E r y E Rn 	x + y = 	+ yi,...,z,, 	ytti r  E r 

Se llama ax multiplicación escalary a x + y adición vectorial. 
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A.1.1 Espacios Euclideanos. 

Se define la norma Euclideana de cualquier vector x E Rn como: 

(xrx)1/2  (E .rf) 
1/2 

i=1 
(A.1) 

El espacio real lineal R", con la norma Euclideana definida en A.1, es un espacio vec-
torial lineal normado que aquí llamaremos espacio Euclideano de dimensión n. Esta 
norma puede utilizarse para medir la distancia entre dos vectores x y y contenidos 
en In: 

d(x, y) = II x — y II = [(x - yr)T (x - y)]
2 
 = 	(1'; - y.)2 

 tt, 	
(A.2) 

Esta métrica satisface las condiciones [Sch91]: 

1.  Ilx — Y11 > 0.ylix—yll= O —1 x= y 

2.  li x 	— 	Y II = II y 	— 	x II (.siiintria); 

3.  II x 	— 	y II 5 x — z 	+ 	z — y 	(desigualdad del triángulo); 

Ahora R" es un espacio métrico [Sch911. 

A.1.2 Espacios de Hilbert 

El producto interno entre dos vectores cualesquiera. no nulos, en In se define como: 

xTy = 	•1',+J ; 
	 (A.3) 

1=1 

Si xry = O, se dice que x y y son ortogonales. Todo espacio vectorial lineal normado 
en el qué toda secuencia de Cauchy converge y en donde además esta definido el 
producto interno, se llama espacio de Hilbert [Sch91]. 

A.1.3 Matrices. 

Los vectores x, los agrupamos en matrices X = [xi. x2, ... ,xp] y decimos que 
X pertenece al espacio vectorial lineal ?R"1.  P. Este espacio vectorial lineal contiene 
todas las matrices reales que consisten de p vectores de dimensión n o, de una manera 
equivalente, de np escalares de la forma X = {xii}. Este espacio vectorial lineal es 
cerrado bajo la multiplicación por escalar y la adici'on de matrices [Sch91]. 
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A.2 Independencia Lineal 

Si la suma atXt -f-a2x2+...-Fan X„ es igual a cero sólo cuando a l  = 0 2  = . . . = an  = O, 
entonces decimos que los vectores (xi , x2, 	, xn ) son linealmente independientes. 
En caso de que uno ó más de los coeficientes ak  sea diferente de cero se dice que los 
vectores son linealtnente dependientes [Str88]. 

A.2.1 Determinante Gramiano 

La matriz Grarniana para la matriz de datos X se define corno [Sch91]: 

G = XTX = {gi,} 
	

(A.4) 

donde: 	= x[xj. El determinante de la matriz Gramiana se llama Determinante 
Gramiano. Su importancia radica en el siguiente teorema: 

Teorema A.1 Los vectores (xi , 	, xp ) son linealmente independientes si 
el determinante de Grarn es diferente de cero. 

A.3 Factores QR 

Existe otra forma de saber si un conjunto de p vectores es o no linealmente inde-
pendiente: se transforma al conjunto de p vectores en otro conjunto equivalente 
de vectores ortogonales para saber cuantos vectores ortogonales distintos de cero 
pueden ser generados. Esta idea nos conduce al estudio de esquemas de ortogonal-
ización, o factorización QR de matrices de datos. Al referirnos los factores QR de 
una matriz X, tenemos en mente la siguiente representación: 

X 	. 	Xp] = QR 

     

 

ll 	1.12 	. . 

 

rt 1 	1'12 	• • • 	r1  

1'22 

rPP 

(A.5) 

    

     

En esta representación los vectores (xi , x2 , 	x„) son linealmente independientes, 
y los vectores (ui , u2 , 	un ) son ortogonales. De aquí que QTQ = I, por lo que 
Q es una matriz ortognal [Wat91]. 

Antes de proceder al estudio de los algoritmos para la factorización QR de 
una matriz de datos, recordemos las siguientes interpretaciones del factor X = QR: 

• X = QR: La forma de síntesis de la factorización QR que muestra como las 
columnas ortogonales de Q son utilizadas para formar las columnas 
linealmente independientes de X; 
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• Q = XR I : 

	

	I.a forma de análisis de la factorización QR que muestra coiiiu 
las columnas linealmente independientes de X son analizadas para 
producir las columnas ortogonales de Q; 

• QTX = R: 

	

	La forma de correlación cruzada de la factorización QR que muestra. 
como la matriz de datos X al ser premultiplicada por la matriz 
ortogonal QT es transformada a una matriz triangular superior: 
también muestra que los vectores ortogonales u i  est an causalmente 
decorrelacionados con los vectores linealmente independientes xj: 
uTx, = 0 para i > j [Sch91]; 

• X TX 

	

	RTR: La matriz Gramiana de X es igual a los factores RTR de una de- 
scomposición LU [Sch91]. 

A.3.1 Procedimiento de Gram-Schmidt 

11 procedimiento de Grain-Schmidt comienza con la inizialización (Wat911: 

xi: u1 = IlYiil 

Construyase u2  como sigue: 

y2  = x2 — 52,71 RxrYi 	= x2 — XIUJUI; U2 = IlyY22 11 

El vector u2  = O si x2  = ax1. lo cual significa que x2  es linealmente dependiente con 
respecto a x1 . Asúmase que u2 	O. entonces u1  y u2  son linealmente y ortogonales 
[Wa t 91] : 

X2Yl  uT.„ 
Y2 MI 	H u..ui 	yrYt 	 Ily,112 J 1 J1 

= 0 

Com inue este procedimiento, generando cada nuevo vector uh• como sigue [Wat911: 

yk  = xk  — 	(x[11,) ; uk = Ilykif (A.9) 

El vector uk  = O si xk  es una combinación lineal de (u1 , U2. 	) [Wat911. 
Este procedimiento mapea los vectores (x1, X2, x3, X4, 	X) en los vectores 

(u1, u2, ... , un ). En el último conjunto de vectores habrá r vectores diferentes de 
cero que son linealmente independientes y ortogonales y, (p — r) vectores iguales a 
cero. Para cada Ui que es cero, concluimos que el correspondiente xi  es linealmente 

dependiente. 
Cuando el proceso de Gram-Schmidt termina, tenemos la siguiente repre- 

(A.8) 
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sentación para los vectores u,, 	. ti, ): 

Q = 

Q = fui , u2 , 	11,1 	X = 	x2.... , xp j 

ait 	a12 	• • • a 1p 
	 (.1.10) 

R-1  = 

 

an 

   

Se dice que la matriz de datos es analizada para produccir los vectores ortogonales 
Cada 	es diferente de cero siempre y cuando x, sea linealmente independiente 

de (xi . x2 , . • • , x.-1)• 
Existen otras formas de obtener Q, R o R-'. entre las cuales se encuentran las 

transformaciones de Householder y Givens. Estas son las más populares ya que gen-
eran la matriz Q mediante una secuencia de sencillas transformaciones ortogonales 
[Wat91]. 

A.3.2 Transformación Householder. 

Asumamos que la matriz de datos X = x t , x1 	 x„I tiene n columnas linealmente 
independientes 	y representemos la lactorización QR de la matriz de datos como: 

QTX R 	 (A.11) 

La transformación Househlder encuentra una representación para la matriz QT que 
transforma columna por columna a la matriz de datos X en una matriz triangular 
superior [Sch91], de tal manera que QT se pueda expresar como: 

QT  = 	 (A.12). 

donde cada una de las transformaciones QT es ortogonal:Q[Q, = I. Al realizar esta 

transformación, la matriz Q estará almacenada implícitamente en las matrices 
La matriz Q tiene la siguiente forma [Sch91]: 

(41. 	í 	O  

I O 	(1[ 

donde Q1 es tal que: 

  

[rkk  
4Ikk = O (A.14) 

  

donde rkk es el vector columna de k X1 y O es el vector nulo de n-k X 1. Esto es 

Q produce ceros en la k-ésima columna de X sin alterar las columas anteriores, las 
cuales tienen la forma [Sch91]: 
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donde 1 < r y O es el vector nulo de n-1 X 1. Se puede demostrar que QL.  está dada 
por [Sch911: 

C = 
2VkV ir 

  

(A.15) 
Nrk 
	

= xk - II Xk II el 

donde el  = [1.0.• • • .0]. 

A.3.3 Transformación de Givens 

La secuencia de las transformaciones de llouseholder convierten columna por columna 
a la matriz de datos X en la matriz triangular superior R: mientras que las rota-
ciones de Givens efectúan dicha transformación elemento por elemento [Sch91]. La 
idea básica es la misma: transformar la matriz X en la matriz R mediante una 
secuencia de transformaciones ortogonales. El esquema consiste en introducir ceros 
elemento por elemento para completar un renglón antes de proceder con el siguiente:. 

* * 

* * 

O 

* 

* * 

* 
* * 

= 

W1(2.̀21 x = 

 

   

( A .16 ) 

Q:112 04:11(2.'21 x 
(I * * * 

* * * * 

  

* * 

O * * * 

o o * * 
O * * 

De este patrón, se observa que QTX = R se puede expresar como: 

nt-1   

illl  QTX = R 
s=2.1=1 
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La matriz QT transforma en ceros el j-eximo elemento del renglón i, o bien el 	:no 
elemento de la columna j, i > j: 

(A.18) 

_ x„, 

donde el rotador de Givens. 4,rj , está dado por: 

-I 

QT 

cos (O, ) 

—sin 	) (A.19) 

cos (0 J.) ) =  	.sin (O ) 
(1- 1 	r?,)'" 	 (rj, + r12 )1" 

Obsérvese que CV', es ortogonal y que preserva los ceros inducidos anteriormente: 

cV,Q, = (A.20) 

A.4 Espacios Lineales 

Sea (x1 , x2, ... ,x,,) un conjunto de vectores donde xi E 4?". El espacio generado 
por estos vectores es el conjunto de todos los vectores, x E a". que pueden ser 
generados mediante una combinación lineal del conjunto [Str88): 

S (XI. X2. ... .Xp 	{ ) = x 1 x = E a ixi 	 (A.21) 
.-...1 

El espacio generado S es un subespacio vectorial lineal de Rn. En este apéndice se 
tomarán los términos "espacio generado" y subespacio como equivalentes. 

A.4.1 Bases 

Si todos los vectores dependientes en el conjunto (xi , x2, ... ,xp ) son desechados 
(utilizando el algoritmo de ortogonalización Gram-Schmidt), y dejamos todos los 
vectores linealmente independientes, entonces estos vectores forman una base del 
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subespacio S. Sea esta base (x(1), x(2), ... , X( p)) , 	r < p. entonces cada vector 
del subespacio S podrá ser escrito como la suma [Str88]: 

X = 	aixw  = Xa; X = [x(1),x(2), •• • ,x(r)I 	(A.22) 

A.4.2 Subespacios Directos 

Sea {xw} un conjunto de vectores linealmente independientes, el cuál puede ser 
dividido en k conjuntos disjuntos de vectores. Cada conjunto disjunto genera su 
respectivo subespacio 	(ó forma una base para el espacio que genera). Por lo tanto, 
el subespacio S puede ser escrito como una suma directa de subespacios disjuntos 
[Sch91]: 

{x 1 x = Ei E 1, aix(,)} /, : j — simo subcon junto dr unto de {1,2 	 r} 
(A.23). 

De manera similar, si los vectores ortogonales {uw} son dividos en subconjuntos, 
entonces S puede ser expresada como la suma directa de los subespacios ortogonales 
[Sch91]: 

s = 1.7 1 	U2 ,f4 	• 	Uk 

= {x I x= Ei E biti( o} 

	 (A.24) 

A.4.3 Dimensión. Rango y Nulidad 

Sea S el subespacio generado por los vectores (x1 . x2. ... xp ): 

S(xl , x2.... ,x1,) = {x 1 x = 	a,x,} 	 (A.25) 
=1 

Los vectores [xl , x2, ... xp] pueden ser organizados en la matriz de datos X = 
[x1 , x2 , 	. xp], y el subespacio 5 puede ser representado por: 

R(X) = {x x = Xa} 	 (A.26) 

Este conjunto se conoce con el nombre de rango de la transformación lineal x = Xa• 
y, lo denotamos por R(X) o (X) [Sch91]. Por tanto, S = R (X) = (X). La dimensión 
del subespacio S, dim S, es el numero máximo de vectores linealmente independientes 
en el conjunto (xi , x2, 	, xp). La dimensión del subespacio S es a su vez igual al 
número de columnas linealmente independientes de la matriz X [Str88]. Por tanto, 
llamamos a éste número el rango o clase de X y lo denotamos con p (X). Por lo 
tanto. tenemos la identidad: 

dimS = dimR(X) = p(X) 	 (A.27) 
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Detinimo, como el nulo de la t ran,formaciOn lineal X = Xa. al conjunto de vectores 
a tales que Xa = ): 

N(X) = 	Xa = O) 
	

(A.28) 

Asúmase que existe una base para N(X) de la forma (a l , a2 . 	, ap,): 

N(X) = {a a = 	osa.} 	

(A.29)•  
dim N (X) = p — 

Las dimensiones de RX) y de N(X) están relacionadas mediante la ley de la Nulidad 
de Sylvester[Sch911: 

din/ R (X) = 

dial ,V (X) = p — r 	 (A.30) 

,lira II (X) + dim .V (X) = p 

A.5 Matrices Hermiteanas 
Una. matriz Hermiteana. R. es igual al complejo conjugado de su transpuesta: 
(RT)*  = R. Para simplificar la notación hacernos (RT)*  = RH. Existe un número 
importante (le resultados relativos a las matrices Hermiteanas, aquí solo mencionare-
mos los más relevantes para los fines del presente trabajo. Para el desarollo de estos 
resultados véase [Wat91]: 

• Los Eigenvalores de una matriz Hermiteana son reales. 
• Los Eigenvectores de una matriz Hermiteana son ortogonales. 
• Las matrices Hermiteanas son diagonalizables. 

A.6 Descomposición en Valores Singulares 
La descomposición en valores singulares (DVS) es una poderosa representación para 
las matrices rectangulares. La DVS diagonaliza simultáneamente la matriz Gramiana 
HH H y el producto exterior HHH  [Sch911. Esta última propiedad garantiza que 

la matriz Gramiana HHH y la proyección H (HHH) -I  HH sean simultáneamente 

diagonalizables [Sch911. 
Considere una matriz H de N x p y, su matriz Gramiana G = HHH. La 

matriz Gramiana es Hermiteana y definida no negativa [Sch911. Sean Al, 	, Ap2  los 
eigenvalores de G (también tenemos que: 	Ap son los valores singulares de 
11). Del teorema de Gram se tiene que el rango de la matriz G es igual al rango de 
H [Sch911. Asumamos que r < p. Entones: 

> 	> • 	> O; '\r+i = 4+2 = • • = Ap = O 	(A.31).  

185 



Los resultados de la sección A.5 pueden ser utilizados para representar la matriz 
Gramiana como: 

A 	I 	ST1 1 G= [VII V2 j 0
i O 

Al [-Yr ] 

GV = Al; VHV1  = I; Al = diag 	• • • 

V 11  GV 2  = Aj; VIIV2  = I; A2 = diag [O • • 01 

VYV 1  = 

Estas ecuaciones pueden organizarse en la ecuación [Sch91]: 

A 2 
{ 	

1 
HHH  [ Vi V2  I = 	A 

0 

j 

Se sigue que H es una matriz de la forma [Sch911: 

I 
H rVi  V2  = [ U1  U2 ] 

A l  O 
 

0 A2  

donde U1  y U2  son matrices unitarias: 

/jul) I Ui  U2 	
O 

O I 

Se resuelve para H como sigue: 

(A.32)  

(A.33)  

(A.34)  

(A.35)  

H = 	111  U2  { 0AI 
 o 2 	N‘TrIt; I 

= U A vH 
	 (A.36) 

U = U1  u, 	= [ V, v, 

Esta es la descomposición en valores singulares de H. La matriz U es de N x p y U1  
es de N x r. La matriz VH es de pxpy Vi  es de r x p. La matriz A es de pxpy A1  
es una matriz diagonal, de r x r. cuyos elementos son los valores singulares distintos 
de cero de la matriz H. Obsérvese que las matrices HHH y HHH  se pueden expresar 
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como [Sc1 911: 

HHH = 	+ V2 AjVY 

= V1A?Vr 

(A.37) 
HHH  = U1 A I VIIVI A I U/11  + U2 A2V1/V2 A2 U1/ 

= 

De aquíque se diga que la descomposición en valores singulares diagonaliza si-
multáneamente el producto interno HIS y el producto externo HHH  [Sch91]. 

A.6.1 Rango y Espacio Nulo 

Recúerdese la definición de rango y espacio nulo: 

1. R(H) = 	x = HO} 
(A.38) 

2. .V (H) = {O x = HO = O} 

De la descomposición en valores singulares de H, podemos expresar estos espacios 
corno [Sch91]: 

1. R(H) = {x 1 x = U AVH0} 

{x x = Uiel} 

R (U i ) 

2. .V(H) = {o I x = U A V"0 = o} 	(A.39) 

{o vfío o} 

.v (v11) 

Se dice que el rango (le H es igual al rango de U1  y, que el espacio nulo de H es 
igual al espacio nulo de VI/ [Sch91]. La dimensión del rango es r. y la dimensión del 
espacio nulo es p - r. 

A.6.2 Aproximación de Bajo Rango 

Sea H una matriz de rango p, la cual se aproxima mediante una matriz de rango r; 
para ello se define el siguiente error entre H y su aproximación [Sch911: 
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t 2  = tr (H — 11411 (H — Hr) 	 (A.40) 

Este error se conoce como la norma de Frobenius de H — Hr , la cual es la suma 
del cuadrado de todos los elementos [Sch91]. Sea 11, = UE,VH, donde 2, = 
diag [A1  • • • A, O • • • 0]. Entonces: 

E 2  = t IV (E — E r )UHU (E — E r )VH 

= EP 12 
rI "i 

(A.41)  

El error H 	Hr es ortogonal a Hr: 

(H — H„)111./ = U(E — Er )VIIVE,Vii 
(A.42)  

= U (E — 2,)E ru" = o 

Esto hace de Hr = U E r Vii es la aproximación por mínimos cuadrados, de rango 
r. a la matriz H [Sch91]. 

A.6.3 Descomposición de la Matriz Identidad 

Considere la descomposición de la matriz S: 

S= Ui U2 j o 22  --VT,r- 
( A.43) 

  

El Gramiano de S es [Sch91]: 

Si/S = 	j 011 

 oz,,  pv74:7 1 

(A.44) 

U1  u2 I { (V1  lj 	tJUI: I 

Por tanto, la matriz identidad se puede escribir corno [Sch91]: 

u" = s (sllsr sn = u1  u2 	tj2i, 
1 (A.45) 

= U1 U11  + U2 U11  

Este resultado es una forma más de expresar que los subespacios (U1 ) y (U2 ) generan 
el espacio RN [Sch91]. 
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A.7 	Proyecciones, Rotacciones y Pseudo-inversas 
Sean la matrices: H = [hl , h2  • • • hpi y A = 	a2  • • • a,\  _ p j de dimensión N 
x p y N x (N - p), respectivamente. Denotamos los subespacios generados por la 
columnas de H y de A como (H) y (A) respectivamente. Asumiremos que que tanto 
H como A son de rango completo y que, ATH = O. Por lo tanto: [H A l = 
[h l , h2  • • • hp  al , a2  • • • aiv_p] es una matriz de rango completo, de N x N, cuyas. 
columnas generan el espacio: RN. Se dice que los subespacios (H) y (A) forman una 
descomposición ortogonal de 92N [Sch91]. El subespacio (H) es llamado subespacio 
serial , y (A) subespacio ortogonal. 

Las matrices reales H y A tienen la siguiente descomposición en valores sin-
gulares: 

H = UHEI/ VTI: A = UA E A VI/4' 	 (A.46) 

donde UH. U.4. V. y VA son matrices ortogonales. Los subespacios (UH)  y (U.4) 
son idénticos a los subespacios (H) y, (A) respectivamente [Sc11911. 

A.7.1 Proyecciones 

La descomposición del vector x E In en dos componentes ortogonales, una que 
yace en (H) y la otra en (A), está dada por [Sch911: 

X = Pf/X 	P.4 x 	 (A.47) 

donde Pu y PA estan dadas por: 

PH  = H 	Hri  HT P.4 = A (A l- AY-1  AT = I — PI/ 
	(A.4$) 

De una inainTa equivalente se tiene: 

Py = UH Ufi PA = UAU = I - UH UD 
(A.49) 

Pff + PA = I 

1 sondo las ecuaciones anteriores x se puede expresar como [Sch91]: 

x = UHUji. x + UA U1,:tx 	 (A.50) 

A.7.2 Rotacciones 

Un vector x 	RN  puede ser rotado en el subespacio (H) ó "rotado alrrededor del 
subespacio A'', mediante la transformación [Sch91j: 

Qilx 	 (A.51) 

189 



donde QH  es una matriz de rotacción que se construye a partir de PU, PA y de una 
matriz ortogonal Q [Sch91]: 

irrT QH = Uyvnvidy + PA 

A.7.3 La Pseudo-inversa 

(A.52) 

La pseudo-inversa de una matriz real H esta definida por: 

11# = (HTH) -1  HT 	
(A.53) 

= Vff E7/11.31 

La pseudo-inversa de una matriz tiene las siguientes cuatro propiedades fundamen-
tales: 

(A.54) 

H#HH# = 

La matriz pseudo inversa soluciona el problema de los mínimos cuadrados [Sch91]: 

mine (y — HO)T  (y — HO) 
(A.55) 

ti 	H#y 

La mal riz de proyección jp, solue;, na el siguiente problema [Sch91]: 

minx, = He (y - x)T  (y - x) 

= Plly 
El error entre y y k es ortogonal a k: 

(y 	 SOT 	 = yT (1 	p i )p lly  

= 0 

(A.56)  

(A.57)  

A.7.4 Representaciones Ortogonales 
La DVS diagonaliza simultáneamente la proyección PH, la matriz Gramiatta GH = 
1-11 11. y la pseudo-inversa H#: 
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YH = 
1 O 
o o 

  

GH = VE 2 \71 	 (A.58) 

00  

Por lo tanto, los estimadores B y Sc pueden expresarse corno [Sch911: 

= v E-1UTy 

= 	¡ LIT 
	

(A.59) 

= 	thuTy 
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A.8 Fórmulas de Inversión de Matrices 

Existen dos lemas fundamentales de inversión matricial que nos dan una repre-
sentación para la inversa de una matriz part Hollada [Sch91]. 

Lema 1 (Inversa de una matriz particionada). Sea R una matriz parti-
cionada: 

11 

La inversa de R esta dada por: 

A II 
• D (A.60) 

  

FII-1   1 11-1  = 
H-'G H-1  

E = A — BD-1 C 

AF = —B 
	 (A.61) 

GA = —C 

H = D — CA-1 B 

Se asume que todas las inversas existen. Las matrices E y H se les conoce como el 
complemento de Schur de la matriz A. y de la matriz D, respectivamente [Sch91].0 

Lema 2 (Lema de Inversión Nlatricial) Sea E el complemento de Schur 
de la matriz A: 

E =A—BD-'C 

La inversa de E esta dada por [Sch91]: 

E-' = A-' + FH'G 

AF = —B 

GA = —C 

(A.62)  

(A.63)  

H = D — CA'B 

Los lemas 1 y 2 se combinan para dar lugar a la siguiente representación para la 
inversa de una matriz particionada.0 

Teorema (Inversa de una Matriz Particionada) La inversa de una matriz 
part icionada: 

R p
kirl  1 
CID] 
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o F 
1 

A -1  
o 

(A.65) AF 	B 

GA -C 

H = D - CA-113 
o. 

F1-11 G ► I I 

193 

esta dada por [Se11911: 



Glosario 

• AFM: "adaptive filter mode". la traducción propuesta al español de este an-
glicismo es: "modo de filtrado adaptable". 

• AR: "autoregresive", la traducción propuesta al español de este anglicismo es: 
proceso autoregreviso. 

• ARMA: "autoregresive moving average", la traducción propuesta de este an-, 
glicisnio al español es: " proceso autoregresivo y de promedio móvil". 

• FTF: "fast transversal filter". la traducción propuesta al español de este an-
glicismo es: "filtro rápido transversal". 

• HARF: "hyperestable adaptive recursive filter", la traducción propuesta al 
español de este anglicismo es: filtro adaptivo hyperstable". 

• IF: "independent filtering algorithm", la traducción propuesta al español de 
este anglicismo es: "algoritmo de filtrado independiente". 

• ISI: "intersymbol interference", la traducción propuesta al español de este 
anglicismo es: "interferencia intersímbolos". 

• LMS: "least mean square", la traducción propuesta al español de este angli-
cismo es: "mínimos cuadrados medios". 

• LSL: "least squares lattice", la traducción propuesta al español de este angli-
cismo es: "mínimos cuadrados en latt ice" . 

• LS: "least squares", la traducción propuesta al español de este anglicismo es:. 
"mínimos cuadrados". 

• MA: "moving average", la traducción propuesta al español de este anglicismo 
es: promedio móvil. 

• MSE: "error cuadrático medio", la traducción propuesta al español de este 
anglicismo es: "error cuadrático medio". 
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• NLMS: -normalized least mean square", la traducción propuesta al español 
de este anglicismo es: "mínimos cuadrados medios normalizados". 

• PAM: "Pulse Amplitude Modulation", la traducción propuesta al español de 
este anglicismo es: "pulse amplitude modulation" 

• QAM: "quadrature amplitude modulation", la traducción propuesta al español 
de este anglicismo es: "modulación en amplitud de cuadratura". 

• RLS: "recursive leats squares", la traducción propuesta al español de este. 
anglicismo es: mínimos cuadrados recursivos. 

• SARF: "simple hyperestable adaptive recursive filter", la traducción prop-
uesta al español de este anglicismo es: "filtro hyperestable adaptivo simplifi-
cado". 

• SIM: "system identification mode", la traducción propuesta al español de este 
anglicismo es: "modo de identificación de sistemas". 

• SNR: "signal to noise ratio", la traducción propuesta al español de este an-
glicismo es: "razón señal a ruido". 

• SPR: "strictly positive real". la traducción propuesta al español de este an-
glicismo es: "estrictamente positivo y real". 

• SVD: "singular value decomposition", la traducción propuesta al español de 
este anglicismo es: "descomposición en valores singulares". 

• ZF: "zero forcittg", la traducción propuesta al español de este anglicismo es: 
"algoritmo de forzado a cero". 
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