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Capítulo 1 

Introducci6n 

N.-tro trabajo aborda el tema de la ten•ión en hipergráficam 
regulare8, concepto que aparece por primera vez a principioe de 
lo8 90 (ver [2]) y que con•tituye una generalización natural de 
la definición de conexidad para gráficam. 

Diremom que una hipergráfica em regular •i tod- •u• hiper
ari•t- tienen la miama cardinalidad, ai eata cardinalidad ea k, 
llamaremoa a. la hipergráfica una k - gró/aca. 

Una k-gráfica em tena& •i para cualquier coloración de au• 
vérticem utilizando k colore., exiate al men09 una hiperari.ta he
terocromática (donde - utilizan todom lom colorea). Como ae 
puede ob.ervar, para k = 2, eatamom en preaencia de una de l .. 
caracterizacione11 de conexidad para laa gráficaa usuales. 

El problema que noa intereaa em el emtudio de 1<>11 3 - órbolea 
(3-gráficam ten.- minimalem, en el -ntido de que ai quitam09 
una terna, dejan de -r tenaam). Una vez ma., para k = 2, un 
2-árbol ea un árbol en el aentido umual. Ea intereaante obmervar 
que a diferencia de 109 árbolem en gráficam, que tienen el mismo 
taanaño (núrnero de aristaa) para un número fijo de vérticem, 
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en el .,._de IOll 3-árbote. (i: = 3) no tienen •iempre el mi111110 

taniaiio. 

En (2) - da una cota inferior para el número mínimo de 
tero- en un 3-árbol de orden n (•n) y - conjetura que •iempre 
- alcanza. Ahí .., demuemtra que ... ~ r n<¡-2q y podemOll 
encontrar un elegante método para conmtruir una funilia infinita 
de 3-árbolem mínim011 (alcanzan la cota) para todo primo p. tal 
que el número de vértice. em n = (p - 1)/2. 

De aquí que n<» pregunternom si realmente la conjetura es 
cierta para todo n. Para continuar, em importante conocer que 
la traza de un vértice v en una 3-gráfica em la gráfica 7r( v) = 
(V......_ {v} ,E), donde {z,11} e E, •i y ..Slo si {v,z,11}.,. una 
terna en la 3-gráfica. La primera obeervación e. que ai exiate un 
3-árbol mínimo y n = O, 2(rnod 3), entonce. la traza de todos la. 
vértic... man árbolem, sin= l(rnod3) una de la. trazaa contiene 
un ciclo y el re.to árbol.,.. Si con•iderarna. el ~ particular en 
que la. árboles son cadenas, entonce. a la 3-gráfica la llamaremos 
3 - cadena y repr-nta la inmenión de una gráfica completa en 
una superficie con frontera. donde tod09 la. vérticem yacen mobre 
la frontera (camo n = O, 2{mod 3)) en otro caso, cuando una de 
1- t.razaa ea un ciclo, tod.09 loa vértices yacen 11c>bre la frontera, 
excepto uno y denominaremoa a la ~gráfica caai 3 - cadena. En 
el Capítulo 2 se abordará este tema con detalle. 

Contando con esta interpretación topológica de laa 3-cadenaa, 
em natural que analicema. con detalle IOll trabajos de Ringel, 
White y otra. (ver (7)), .abre el número cromático de una su
perficie cerrada S, definido corno: x(S) =~ x(G) , donde el 
máximo ae toma sobre el número cromático de tod- laa poai-
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bles grá&caa que pueden -.. dibujad- 80bre Ja •uperftcie S. La 
molución de ate problema con.i.te ....,ncialmente en encontrar el 
máximo n tal que la gráfica completa "'9 puede -r dibujada en 
la •uperftcie S ( S di•tinta de la emfera). E. intere.ante o~r
VU' que para el ca.o en que la auperficie cerrada es una emfera, 
emtarnom en p~ncia del Problema de lom Cuatro Colore., que 
emtablece originalmente que man •uficientea 4 colorem para col
orear la. "paímea" de cualquier mapa 110bre la esfera de manera 
que paí- con frontera común (di•tinta de un punto) -tán colo
reado. de diferente color. En la terminología adoptada anterior
mente, el problema conaiate en probar que el número cromático 
de la -rera em 4. 

No e8 dificil observar que ai tomam<NI la inmersión de una 
gráfica completa K..+1 en una superficie cerrada y le extraernos 
un vértice y todaa 1- ternaa que lo contienen, obtenemos una 3-
cadena, ea decir, tenem011 una 3-gráfica candidata a .er ~árbol 
mínimo (aquí laa ternaa man lom triángulos determinado. por la 
triangulación de la superficie). 

E.to realmente es aorprendente, a primera vista podría.moa 
pen.ar que hemom dado un gran pamo para probar la conje
tura ante. mencionada, ya que tenemos un buen número de 
3-gráficam candidatas a 3-árboles y podríamos investigar su com
portamiento con respecto a la tensión. 

Deeafortunadarnente, probar tensión para k ~ 3 parece ser 
un problema difícil, e. necetNUio conocer muy bien la estructura 
de la k-gráfica para atacar este problema con éxito. 

H-ta el momento no aabem~ ai 80D tenaa. o no eat- 3-
gráfie&8 candidatas a ser 3-árboles mínimos . 
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AD- de puar al reault...do principal de nuestro tr..,_;o, ce
rr- el Capítulo 2 b.ciendo una _.,...ición de loe resultad°"' 
~en (3), donde - conatruyen famili- infinit- de 3-
gráfica8 te- y no te..-, inducid- por inmenionea de gráft.,.. 
conaplet- en •uperficiai cerrad- y con frontera. 

Finalmente, en el Capítulo 3 exponemao un método para 
con.truir 3-árboh9 lllÚÚJDOOl paran• 3,4(mod6). 

Para el e-. n E 3 (mod 6). loo 3-árbolea obtenid001 pueden 
-r interpret...llOOI COll10 inrnenionea de gráfica8 complet- en •u
perficiea no orientabl- con frontera, de manera que todo vértice 
yace 80bre la frontera (ver (3)). Se car.eterizan 1- •uperficie. 
obtenid- de acuerdo al número de C001ponentea de la frontera. 
<>curre que para n lE 3, 15 (mod 18) la frontera - conexa, por 
lo que - puede obtener un 3-ciclo teD80 (ver (3)) pegando un 
cono de triúigula. con centro en un nuevo vértice. Serla intere
.... te in-igar •i 1- 3-gráfica8 obtenid- 80n i80morf- o no a 
1- corr-pondiente. en (7) (ver Capítulo 2, Sección 2.2). 

E. interesante o~rva.r que 1- 3-caden- obtenid- 80D ex
tenmoo- natural- de •i•tem- de tero- de Steioer co08truido. 
utilizando el método de Slr.olem (ver (1)). 

La 80lucióo para el ~ n = 4(mod 6) - obtiene mediante 
una COD8truccióo topológica a partir del ~ anterior. Aquí 
tod011 lo. vértices, excepto uno, yacen 80bre la frontera (conexa) 
de una superficie no orientable. 

Como 81! puede ver, la conjetura que ne. motivó eate trabajo 
no - ha probado totalmente. Sabem001 que paran iE O(mod6) 
- cierta. Loe C&808 n = l(mod6) y n = 2(mod3) constituyen 
el próximo reto. ¡Mucha •uerte al que 1<>11 ataque! 



Capítulo 2 

De la tensión en hipergráftcas a 
las triangulaciones de 
superficies 

En este capítulo - dan 109 primer09 reaultad09 11<>bre tensión 
(ver [2]). A partir del problema de construir 3-árbolea mínimos 
na. introducimoe de manera natural en el emtudio del número 
cromático de superficies (ver (7)) y hacemos énf-is en loa resul
tad~ mobre tensión que están eatrechaznente rehu:ionadom: con el 
tema mencionado anteriormente. 

2-1 Tensión en hipergráflc-

En e8ta aección vamoa a ver con detalle el concepto de tensión 
en bipergráficaa y loa primeros reaultad09 obtenid09 en esta línea 
de trabajo. En la exp09ición nos apoyaremos fundamentalmente 
en (2). 

lntroducirema. el concepto de número beterocromático de 
una hipergráfica, inspirado en la inconexión adclica libre de 
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triáacuJc- dirigidoe, en to~. 

Entenderemos por una t - coloración de una hipergrálica 
H = (V, E), Wla función .obre,Yecti- de V a un COl\ÍUDto de car
dinalidad t. Una t - coloración f _,...,. .. a la hiperarina ar e E 
lli ia. imaaenea por f de 1 .. vérticee de a .,.. diatint- d09 a d09. 
Diremom que f - Aeterocromátiaa •i f separa aJcuna hiperariata 
de H. El número heterocromático de H, denotado por hc(H), 
- el máximo t para el cual exiate una (t-1)-coloración que no ea 
heterocl'Olllática. 

Nó- que hc(H) S n + 1 donde n denota el número de 
vérticee de H. Por otra parte, auponiendo que E ~ I, - tiene 
que hc(H) ~ naín {lorl ,a e E} y hc(H) - el mínimo número 
t para el que cualquier t-coloración de H - heterocromática. 
Nóteae que •i H' - una aubhipergrálica generadora de H, en
toncee hc(H') ~ hc(H). 

Una le - gráficca ea una hipergráftca donde tod- •u• hiper
ariataa tienen exactasnente le vérticee. Nó- que para le = 2 
-tamo. hablando de •- gráfi~ uaualea. Claramente, para una 
gráfica G, hc(G) =e+ 1, donde e ea el número de componentes 
.,.,....,... de G. Luego, G ... conexa ai y sólo •i hc(G) = 2. 

Diremos que una k-gráftca ea tensa •i y sólo ai hc(H) =le. En 
una k-grálica tensa, aiempre hay una hiperariata heterocromáti
ca para cualquier k-coloración. 

Una k-gráfica tensa H = (V, E) ea un le - árbol ai para 
cualquier hiperarista a E E, la k-gráftca H "'-a= (V, E' {a}) 
no e. tensa. 

Como - puede observar, para 2-gráft~, la definición anterior 
caracteriza a le• árbole., que aiempre tienen el mi•mo número 
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de -iataa •i lijan>.,. el número de vérticem. Curi08&111ente, para 
A: ~ 3, - no ocurre, k-árbot- definido. mobre el mi•mo con
junto de vérticem pueden diferir en •u tunaño (i.e. •u número 
de hiperari•t-), por ejemplo, 108 3-árbolem M>bre 6 vérticem con 
conjun- de bipermri.-

y 

{ 
{1,2,3} ,{l,2,4} ,{1,2,5},{l,3,4} ,{1,3,6}.} 
{1,4, 5}. {1,4,6}. {2,3,5}. {2,3,6}. {2, 5,6} 

{ 
{1,2,3},{l,3,4},{l,4,5},{l,5,6},} 
{2,4,6}. {2,5,6}. {2,3,5}. {3,4,6} 

Sea H = (V, E) una k-gráfica y X un •ubconjunto no vacío 
de V. Definim08 la traza de X como la (k-1)-gráfica '.n-c(X) = 
(V\ X, Ex) donde 

Ex= {{vi.t12, ... ,V•-il ~ V\Xl3ze X,{v,,t12, ... ,.,._,,,.} E E} 

y el e•queleto de H.,. la (k-1)-gráfica N(H) =(V, S) donde 

S = {{vi."2,···•"•-il ~V l 32: E V,{v1,tJ2, ... ,v._1,:z:} E E} 

Lema Dúico 2.1 ( Aroc:ba, Bracho y Neumann-Lara) 
G =(V, E) e• una k-gráfica te ... a ai 11 •ólo ai JJClnl todo •u6con
;unto no vado X de V, '.n-c(X) ea una (A: - 1)-grájico tenao. 

Prueba C=-) Supongam.08 que exi•te un conjunto no vacío 
X de V tal que 7\-c(X) no .,. te09&, entone... exi•te / : V \ 
X -+ {l, ... ,A: - l} que no.,. una coloración heterocromática de 
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'.n-a(X). Si ~ b vft\ice9 de X con el color A: obtene
moe una A: - colorcacián de G que no - heterocrolllática, luego 
ano----

<-=> su.,........._ que G no - - y que n-ro e-. no 
- trivial, i.e. IVI = n ~ A:, enton.,.,. exi•te una A: - coloración 
/:V-+ {1, ... ,k} que no - beten>cromática. 

Sea X = ¡-•(A:), en&ollce9 la ..-tricción de/ a V\X no puede 
..,.. una colora.ción heterocromática de '.n-a(X), luego '.n-a(X) no 
-ie-. e 

Sea p : V -+ V' una función ~iva del c:oajunto de 
vértice. V de la k-sráfica H = (V, E) en el conjunto V'. La 
k-sráfica H' =(V', E') con 

E'= {{v~, ... ,v~} 1 3{va, ... ,.,.}E E, p(v;) = v:, i = 1, ... ,k} 

- llamada el cocaente de H por p, y - denotada por H/ p. 

Pro..-icicSn 2.2 Cociente• de k-gróJicaa tena<U •on tenao•. 

Prueba Si / - una coloración de H/ p, entonce. / o p 
- una coloración de H. Como H - ten-, existe una arimta 
{va."2 •... ,.,.} 91!parada por /o p, luego {p(v1},p(v,), ... ,p(v.)} 
- ....,...ad& por/. e 

Grahani y Lovúz [5] definen un k - boaque como la k-gráfica 
tal que cualquiera de •um hiperari.t- - 8ep&rada por alguna co
loración que no 9"'p&ra a ninguna otra hiperari•ta. Claramente 
una k-gráfica .,. un k-árbol •i y sólo •i - un k-b09que tenso. En 
[5], Lovúz demomtró que el tamaño máximo de un k-bosque con 
n vértice8 ee e:::). 
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a-&r.-. en el -udio del &amaAo mínimo(~) de un 
k-úbol COD n rirtia9. & Ucil ...._,,_ que ..slo pua • = 2 
k-ú....._ y k-ár....._ míaimom coinciden, - aa. :ka.m- uaualee 
(ean ~ = n - 1). 

ea.oa.r1o :ii.a ~ ~ .. _,. 

P.--ba Raulta inmedia&<>de tomar UD k-árbol minimal CDll 

n + 1 v.&tic=-, identificar dom v.&tic:em y aplicar Propomici6n 2.2. 
e 

Para V E V~ por Val(v) el DtÍlllen> de --- .... 
7\-(v). 

Prapc19lci6• 2.c ~ ;;? (nl•>~=l· 

Prueba Sea H = (V. E) un 3-árbol mioimal 80bre el con
junto de 'Vfttic:ee V, donde IVI = n. Por el Lema Búico 2.1, para 
cualquier v E V. la traza 7\-(v) - teo.a. Luego, Val(v) ;;? •==l 
y 

•IEI 

IEI 
~ 

E Val(v) ;;? n•:=l 
... v 

<? (nl•>~=l 
;;? (nl•>•==l 
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Prueba Iterando la cota de la Propoeición 2.4 • tiene que: 

•! :!: (i)•!=l :!: (i) (:: :)~=I :!: ··· 

:!: <~)e:=:) ... (:=~:= :n ·==:===: 
Corno ·~ = n - 1, - tiene que: 

•! :!: (i)(::!)···(n-;+3)Cn-l:+l) 
(i) e:= ! ) ... (n - : + 2) (n - ~ + 1) n - ! + 2 

~ :!: f(:)n-!+2l· 
o 

A partir de ahora V&lll09 a ocuparn09 del C&90 particular l: = 3 
y por •implicidad denotarem09 •n = ~-

Proposieida :a.e fn',.52 >1 S ... S (,.;1
). 

Prueba Con.cuencia directa de la Propomición anterior y 
la cota •uperior dada por Lovúz para k-árboles con n vértices. 
o 

Co•tura 2.T •,. = fn<¡-211. 
E.ta conjetura fue establecida por primera vez en [2], en dicho 

trabajo 8e muestra la primera familia. infinita de 3-grlUica. ten .... 
que la -wfacen y que p..-ntarem09 pomteriormente. 
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De ..:uenlo al Lema &Mico 2.1, - c:ocüetura establece que 
para todo 3-6rbol mínimo, la traaa de todo vértice - UD 6rbol 
(.,_ n • O, 2(mod 3)) o UD& de ._ u- contiene UD ciclo y 
el~ - ........ e- .. - l(mod3)). 

Ejemp&o. de 3-6rbol- míDilD09 no i8ornorf .. de orden 8: con
•ideremo9 ._ 3-P"6ftcaa Ha y H2, cuyo conjunto de véni~ ea 
Za con coojun- de hiperari- reapectivunente: 

y 

{ 

{0, 1,3}. {0, 1,4}. {0,2, 7}. {0,3, 7} • ¡ 
Ea _ {O, 4, 5}, {O, 5,6}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, 

- {1, 5,6}. {1,6, 7}. {2, 3, 5}. {2,3,6}. 
{2,6,7},{3,4,6},{3,4,7},{4,5,7} 

{ 

{0,1,4},{0,2,5},{0,3,5},{0,3,6}, 1 
~ - {0,3, 7}. {0,4,5}. {1,2,5}. {1,3,6} 

- {l,4,6},{1,4,7},{1,5,6},{2,3,6}, 
{2,4,7},{2,5,7},{2,6,7},{3,4,7} 

Fueron COD11truidoa de manera tal que la función ( ,., -+ ,., + 1) 
ea un automorfiamo. Laa tr- de O aon, respectivamente loa 
6rbol- Ta y T2 de la Fisura 1. Luego, 90n no Poniorloa, y por 
au aimetría no ea dificil comprobar que H, y Ha 90D ten-. 

• • • • • • • -~ • S 4 I , 7 2 
7 4 1 

Fisura l. La traaa de O en H1 y H2 

12 



Deno&emae por p UD DÚJnerO primo y z,. = {O, 1, ... ,p - 1} el 
campo con p elemen-. Sea z; = z,. '- {O} el grupo multi
plicati"° de z,.. 
Pl'Opoücida 2.8 P•rw .,...,...ier 3-colortaeión lle z;. ea.te .,_ 
aolw:ión lle la ~ s + 11 = z con colore• dutinloa. 

Pr-ba Supongunoa que la Propoaición - r.a-. Enk>nce. 
exiate una partición .. = {A, B, C} de z;. en bloqu- no ,,...,,,. 
tal que: 

{ 

(A + B) ne = 1 } 
(C+B)nA=I 
(A+C)nB=I 

Nóteee que ai la partición W' = {A,B,C} -i•face (•) en
tonce. para todos en z;. .,, .. = {sA,sB,zC} - tunbién una 
partición que aatiaface (•). Podem .. •uponer, •in pérdida de 
generalidad que IAI :S IBI Y IAI :S ICI. Si 1 *' A, por la ob-
11er1111eión anterior, para cualquier a E A, la nueva partición 
.. -a .. = {a-ªA,a-ªB,a-ªC} tiene a 1 en el bloque menor. Lueso, 
podem .. -umir que 1 -U en A. Sea t el mayor número tal que 
{1, ... , t} ~ A. Se tiene que t <!: 1 y podemoa •uponer que t + 1 
pertenece a B. 

Aftrmación: Sic E C entonces {c- 1,c - 2, ... ,c- t} ~A. 

Para ver -to. - e = {ca< Cz < ... } y " E {1, ... ,t}. Si 
q - la E B, entonce8 c; = (q - la)+ la, que contradice(•). E.to 
prueba la Afirmación para ca ya que ca > t y por definición, 
ea el menor elemento en C. Supongunoa que la Afirmación -
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verdadera b.ata cier\o C;-1· Si e; - la E C, entc>nom co = e; + la, 
para alsún; < i. Corno z = t + 1 - la E {l, ... ,t}, teoemom 
por hi~• de inducción que c; - z = co - la - (t + 1 - la) = 
e;-(t+l) E A. Pero e+l E B, luego (co-(t+l))+(t+l) =e;, 
que contradice(•). De aqui que e; - la E A, con lo que queda 
demostrada la Atlrmaci6n. 

Por la A6rmación, la función f : C -+ A tal que /(e) = e - 1, 
Ve E C - una inyección de C en A pero no - biyección, ya que 
1 E A pero 2 • C, lo cual contradice el hecho de que A - el 
bloque mú pequeño de la partición. O 

Nóteae que la Proposición 2.8 no puede ser generalizada di
rectunente para 4-coloracionem. Por ejemplo, ai conaiderarnoe la 
4-coloración {{l} ,{-1} ,A,B} donde B = z;'- (AU {1,-1}) 
y 

A= { {2,5,6,9,10, ... ,p-4,p-3}, 
{2,3,6,7, ... ,p-5,p- 4}, 

•i p.,. l(mod 4) 
•i p - 3(mod 4) 

entonce. me tiene que A = -B, luego z: + 11' = 2 no tiene 
aolución, con z E A y 11 E B. De aqui que la ecuación z + 11 + 
z = tu no tiene solución con colorea di•tin-. Nótese que la 
Proposición 2.8 - en cier\o sentido, la venión anti-Raniaey del 
Teorema de Scbur (ver (4)). 

Denotemom por B,. = (z;, E) la 3-gráfica cuyas biperariataa 
aon las tern- { z, 11, z} taa- que z + 11 = z. Por la Proposición 
2.8, 8p - tensa. Sea G un aubgrupo de z; y sea nat: z; -+ Z;/G 
la fUDCÍÓD canónica que a.ocia a cada elemento de z; BU c)aae en 
el cociente Z;JG. Denotemos por B,./G el cociente de B,. por nat. 
Por la Proposición 2.2, B,./G - teoaa. No ea difícil comprobar 
que el grupo de automorfu11n09 de B,./G ea transitivo en vérti~. 
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S-C• = {Vp,E•) = B,./{1,-1}. Entona9V, = (1, ... ,'2¡!1}. 
Le- :a.e Pana to4o Wrtic:e z tle c.. 7\-(z) ea•- cacle-. 

Pr--... Analicemoe la traza de 1 en 8,.- En la ecuación 
z + 11 = z:, loe.,.... z = 1y11 = 1 - lli~rico.. 

Si z = 1, entonc:e8 {11, 2} 80l1 ari- en 7\-(1) de la forma: 
{i,i + 1}, i = 2, .•. ,p - 1 (inducen una cadena de orden p- 2). 

Si z: = 1, entonces {z,11} llOD _._en 7\-(1) de la forma: 
{á, -· + 1}. i = 2, ---· (p- 1)/2. 

En la Figura 2 - muestra la forma de 7\-(1). 

~ ~2 ~· 
~<:r:::: I I 

~ , 2 
2 

Figura 2. La traza de 1 en º•· 
Como loe vértices de Cp llOD loe paree: (z) = {z, -z} , Z = 

1, ... , (p - 1)/2, '.lr([l)) ea la cadena: 

'.lr([l)) : [2] [3] ... [(p - 3)/2) [(p - 1)/2] 

NtSM.e que-· todo "•·"2 e Zr 3ar e z; tal que"•= 0t12. 
eDtoD<:e8 la función p,,.,.,. : z; -+ z; definida como p,,,_.,. { t>) = av, 
Vt>.E z;ea UD &Utomorfiamo de B,. y& que •i {z,11,z} ea tal que 
:z:+11 = z:, entonc:e8 a(z+11) = az+a11 = arz, i.e. {arz, 011, az} ea 
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UD& terna en lf,. AdelDM ,..,.,,.(v1 ) =va, indepeadiea-te de 
cómo - 11-.yua -=asido va y va. lueao el srupo de autornodlamo9 
de lf, • tranaiti,,.. en véftic:e9, de mquí que 71-(1) • Í80IDC>rfa a 
7\-(v), y., E z;. Luego, en C., toda. ._ tr- 110D Í80IDC>rf
(propiec1Ml heredada de manera natural de 8,) y .,n cade.-, 
ya que 7\-((1)) - cadena en t:.p. CJ 

......._ .... 2.10 c., e• un 3-ár6ol mínimo. 

Prueba Sean= (p-1)/2, y denotemoe por w el número de 
te~ en C.,. Por el Lema 2.9, Val(tJ) = n - 2 para todo vértice 
de C.,. Luego 

3w = E Val(v) = n(n - 2) 
O>EV,. 

.., = n(n - 2) 
3 

Por la Propoeición 2.6, •n 2: rncn5- 2 >1, y del hecho de que c., 
ea tell8& - •igue directamente el remultado d.eado. CJ 

CcN-olario 2.11 Si 2n + 1 e• un ntinaero primo, entonce• •n = 
"'"s-2>. 

2.2 Triangulacion- de euperftCies cerradas 

En la aección anterior analizani011 cómo construir una familia 
infinita de 3-árbolem mínim.,. (la familia C.,), pero aún •taina. 
lejom de .aber •i la Conjetura 2. 7 .,. cierta o no. 
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N..-ro trabajo emtá dirigido a demoatrar la validez de esta 
conjetura, i.e. ·+n = fn<n¡-211paran=3,4(mod6). Lo primero 
que .e ne» ocurre em ver ai existen 3-gráficaw conocidaa con el 
número de tero- demeado (aún cuando no aepun.oe cómo se 
comportan con respecto a la tensión). 

Hay una fainilia empecial de 3-gráfica8 que cumplen con este 
requi•ito, -uellaa aonde la traza de todo vértice - un árbol. 
Si la 3-gráfica es de orden n, por cada vértice se cuentan n - 2 
tern&8 (una por cada arista de la traza, que es un árbol) y como 
cada terna la estarnos contando tree veces (dada una terna, una 
vez por cada vértice de la misma) obtenernos el número de ternas 
deweado: nCn¡2>. En particular, •i todas laa trazas son cadenas, 
llaniarema. a la 3-gráfica, 3 - cadena. Como 8e puede observar, 
laa Cp M>n 3-cadenaa. 

Sucede que las 3-cadena.s tienen una interpretación topológica. 
clara. Si ponemos "tela" en sus ternas (vistas comq discos u 
ho~rfoe a estos), cualquier punto tiene una vecindad ho
rneomorfa a un disco o a un semidisco. Es decir, la 3-gráfica re
preeenta una triangulación de una superficie con frontera donde 
la frontera emtá determinada por -uellas aristas que aparecen 
11e>larnente en una terna. Máll aún, la 3-gráfica representa una in
mersión de una gráfica completa en una superficie con frontera, 
·donde inmersión se refiere a que la gráfica está bien encajada. 
o dibujl\da sobre la superficie, es decir, sus aristas no se inter
lleCtan. 

Esta interpretación de las 3-cadenaa nos conduce inmediata
tnente a revisar 108 trabajos de R.ingel, Wbite y otros (ver [7)) 
80bre el número cro111ático (x(S)) de una superficie cerrada S, 

17 



definido como: x(S) ='22f x(G) , donde el máximo - to~ 
11<>bre el número cromático de toda. 1- pomibl- gráfi~ que 
pueden mer dibuj...aa. 11<>bre la auperftcie S. La aolución de -te 
problema conaiate emencialmente en encontrar el máximo n tal 
que la gráfica completa K,. puede -r dibujada en la auperficie 
S ( S diatinta de la eafera). Ea inten.ante ~..,,.... que para el 
CA8D en que la •uperficie cerrada e. una emfera. eetanJ09 en pre
aencia del Problema de loa Cuatro Colorea, que establece origi
nalmente que llOD au&cientea 4 colorea para colorear loa Mpaíaea" 
de cualquier mapa aobre la eefera de manera que paíaea con fron
tera común (distinta de un punto) están coloreadoa de diferente 
color. En la terminología adoptada anteriormente, el problen1a 
con•i•te en probar que el número cromático de la eafera em 4. 

Dirernoa que una 3-gráfica ea un 3 - ciclo ai la traza de todo 
vértice e. un ciclo. No em dificil comprobar que el conjunto de 
tern- determinado por 109 triángul09 de una inmenión de una 
gráfica completa en una superficie cerrada e. un 3-ciclo. Si en 
un 3-ciclo extraemc>11 un vértice y todas 1- ternas que lo con
tienen, obtenemoa una 3-cadena, o 8ea, 3-gráficam candidat- a 
.er te~ mínim-. Ea por e.to que J09 métodom para cons
truir inmenionea de gráfiCA8 completa. en auperficiea cerradaa 
ocuparon nuestro interá y VUD09 a exponer alguna. de este. 
métodoa. Para mayor información ver (7) que trata el terna con 
gran detalle. 

Antea de mostrar una de laa técni~ rnú utilizad- en (7] 
(Método de laa gráfi~ de voltaje) para conatruir 3-cicloa, con
viene introducir algunoa conceptoa. 

Sea C = {Co,C1, ... ,Cn-1} un conjunto de cicloa de orden 
n - 1 talea que en C; no ae repiten elementoa y ; ~ C;, V; e Z,.. 
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No - dificil comprobar que para que esta familia repreaente la 
ino:termióo de Kn en cierta superficie cerrada, de manera que la 
tr- de; - C;, V; e Zn,.,. que - satisfaga la Regla de los 
tri ......... o brevemente Regla ~-

8-la ~:Si en la traza del vértice i se tiene la arista {j,k} 
ea-en la traza del vértice k - tiene la arista {i,j} y en la 
t- de;. la arillta {i,k}. 

R.o&aci6n de una gráfica: Consiste en tomar cada uno de 
los vérticiem de una gráfica y darle un orden cíclico a lam aristas 
incideo- a cada uno de ellos. 

Vaano. a considerar solamente las dOll formas naturales de 
ordenar a 1- aristas que inciden a un vértice: en el aent.ido 
de 1- manecillaa del reloj y en la dirección contraria. Para 
rep~tar la primera forma de ordenación, el vértice será un 
círculo M>mbreado (•} y para repreeentar el orden contrario, et· 
vértice .erá un círculo sin sombrear {o). 

~ 
~ 

Figura 3. RDtación de una gráfica 

Por ejemplo, en la gráfica de la Figura 3 &e tiene la siguiente 
rocacióa: 
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o. 1 2 3 4 
1. 4 o 2 
2. o 3 1 
3. 2 o 4 
4. 3 o 1 

Coruiideremos caminos cerr..S .. (circuito.) en la grállca, de
terminadc. por una rotación de ella. Cuando recorremoe un arco 
en el nüamo mentido de •u orientación "tomani08 al elemento de 
Zn como aparece, en caao contrario tomarnoe a •u invel"90 adi
tivo. En la Figura 3 tenem .. el camino cerrado 120340. Nó
que la condición para t.erminar de recorrer un circuito es alcan
aar el vértice inicial y que dicho circuito puede contener carninoa 
cerradoe (en - c.-> 034 ). 

Nuestro objetivo es con•truir un 3-ciclo de orden n., donde Zn 
..:túe .:>bre 1- trazam, e. decir , ee •u&ciente conocer cómo e9 la 
traza de un vértice para poder reconstruir la traza de cualquier 
otro vértice. Si conocemos la traza del vértice i, con•truimoe la 
traza del vértice j sumando a cada uno de loe elementoe de la 
traza de i, (j - i)(rnodn). Por ejemplo, si paran= 5 tenem .. 
que la traza del vértice 2 - 1403 entonces la traza del 4 será 
3120 (resultado de sumar 4 - 2 = 2 a cada vértice de la traza 
de 2, módulo 5). 

Gr6ftca de voltllje de Zn: Ea u- grállca dirigida y con 
cierta rotación, donde a cada -iata - le asocia un elemento de 
Zn (distinto de cero) que se denominará corriente de la arista. 

Arco ftnal: Arista incidente a un vértice de valencia l. 
Utiliaarernos gráficas de voltaje que deben cumplir laa si

guientes propiedad-: 
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P1. La sráfica ele volu.¡e t.ieae vért.icea ele valencia 3, 2 ó l. 
P2. Si UD vát.ice p - ele wolenci& 2, entoncea UDO ele Jo. 

.....,.,. iacident.e9 a P - un arco aa.I. La conieat.e del oho arco 
fluye hM:ia P y debe duplicar la co.riente del arco flaal. (Ver 
Fisura 4) 

PS. La rotación de la sráfica induce UD ..... circuito. 
P•. C.da elemento d-.le l a ['I] de Z,, _...,.,--.ate 

UD& YeZ COIDO la corrieDt.e ele alpaa arieta de la &ráfic&. 
Pa. Ea cada vértice de valencia tres, la llUlll& ele Jo. volt.aj

que eatraa - igual a la auma de Jo. volt.ajea que .alea. (Esta 
propiedad juatiftca el nombre de laa srállcu que vam.,. a utiliaar, 
por •U aimilit.ud coa laa Leyea de Flujo de Kirchoff) 

P8. Cada elemento de orden dom en el grupo, - corriente de 
un arco final donde uno de •ua ext.remoa - un vértice de arado 
tres. 

PT. Se admite la preaeacia de ari•taa -pecialem llam..t
"arcom de ruptura" que cumplen •- 8iguiente. condicionee: 

i) Un arco de ruptura -tá dividido por au punto medio en 
doa aemiarcoa (-te punto medio no - coaaidera un vértice de 
la sráfica). 

ii) Loe arcoa de rupt.ura tienen ciert.a corriente, al igual que 
laa demú ariataa. 

iii) Amboa aemiarcoa eatán orientadoa hacia su punto medio 
o ea dirección opuesta. 
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J; .. .. 
Figura 4. Un vértice de valencia dos 

Para co1111truir un circuito en una gráfica de voltaje hay que 
tener cuidado al recorrer arcos e9peciale9. Al llegar a un arco fi
nal, •Í •u corriente e. de orden da., no 8e' repitirá el elemento, lo 
coll8iderarema. 80)arnente una vez. Al paaar por el punto medio 
de un arco de ruptura hay que "'multiplicar nuestra conducta 
por -1" , ea decir, •Í me alcanza un vértice de tipo • actuarna. 
como si fuera de tipo o, ai el arco tiena corriente a y lo estarnos 
recorriendo en la miama dirección en que e.tá orientado, eecribi
mos -a en vez de a. Al paaar por el punto rnedio de un arco de 
ruptura por aegunda vez, 009 comportarnoa normalmente. 

¿Cómo con•truirem001 un 3-ciclo que curnpla la Regla A a 
partir de una gráfica de voltaje que -ti•faga estaa propiedades? 

La traza del O estará determinada por el circuito inducido por 
la rotación de la gráfica. Por P3 el circuito no contiene circuitos 
mü pequeñoe, luego la traza del O ea un ciclo que contiene a 
tod- 1 .. ari•t- de la gráfica, d09 vece., una por cada dirección. 
Por P4 el ciclo contiene a todos I001 elementOOI de Z,. \{O}. Por 
ejemplo, en la Figura 5 .., tiene una gráfica de voltaje de Z7 que 
cumple PI, P3 y P4 . La traza del O es: 1 3 2 -1 -3 -2 
donde -i denota el inveno aditivo de i en Z7, Vi E Z7\ {O} • Dada 
la traza del O, obtenern001 la traza de á adicionando i (módulo 7) 
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a cada eleinento de la traza de O, llin C&1Dbi~ el orden en que 
eetán diap...- en dicha tr ...... 

, Z7 
A~A 

:a 
Figura s_. Una gráfica de voltaje de Z 7 

v ...... .,. que - cumple la Regla A. Supong&1J109 que en la 
traza de i tenem09 la arista {;, li:} , entonces en la traza de O 
tene....,. 1- ariat.. {i - i, li: - i} y {- (li: - i), h}, supong&111oa 
que dich- arist.. eatán ~iadaa a un vértice de valencia tres. 
Adicionando li:,(módulo n) tenemoa en la traza de li: la arieta 
{i,h+li:}, por P5 h = (; -i) + (i - li:), luego i =le+ h. De 
aquí que en la traaa de li: aparece la arista { i, ;} . Nót.,.,., que por 
P6, - obtiene el mismo reaultado, independientemente de que 
el elemento k - i 8e& o no de orden d09. 

Adicionando ; = li: + h(mod n) a la arista { -h, i - ;} en la 
traza de O, - tiene la ari•ta {li:, i} en la traza de j. De aquí que la 
Regla A - satisface cuando recorrem.,. la gráfica de voltaje por 
vértices de grado t.rea y uno (esto. últitnoe aaociadoe a elementos 
de orden d<>11 en Zn)· 

Para un vértice de valencia d09 (ver Figura 4), en el siguiente 
e.quema ae observan •- ternas involucrad- en la construcción. 

7\-(0) 21> b -b -21> 
7\-(b) 21> o -b 

'.lr(-b) b o -21> 
7r(2b) b o 

7l-(-2b) o -b 
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Se puede comprobar fkibneote que ena parte de la 3-gráftca 
-ti.rao:e la Regla~-

He....,. visto de manera pneral CÓIDO - conatruyen 3-ciclom 
utilisando gráficam de voltaje. Ve&nlOll una M>lución ingeni~ del 
C8*> donde n a 4(mod 12), utilisando el método antee expueato. 

:1.2.1 e- n 3!E 4(mod 12) 

Considere la aiguiente gráfica de voltaje de Z 1a. Nóteee que hay 
3 arc09 de ruptura. 

: : : : 
~ 

Figura6. 

La traza del O queda determinada por el único circuito de la 
gráfica como sigue: 

4 10 6 12 11 3 2 9 7 14 1 5 8 13 15 . 

Para generalizar eate ejemplo paran= 12s + 4, s 2: 1, conaide
remom la gráfica de voltaje de la Figura 8, la Figura 7 muestra el 
ejemplos = 2. El aemiarco de la derecha con la corriente 2s+ 1 y 
el .emiarco de la izquierda con la rni•ma corriente forman parte 
de un mi•mo arco de ruptura. Claraanente me cumple Pl, no es 
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dificil comprobar que cada uno de loe element09 1, 2, ... ,S.+ 2 -
usado exactaniente una ,,.,., el último de ell09 en UD _.,., &aal 
(..ti8faciend09e P4 y P6). P5 - -iaface en cada vértice de 
grado tnm. En todos los vértice. de grado dos - cumple P2. 
Tunbién - puede comprobar la validez de P3, y de P7 en cada 
uno de los -C09 de ruptura. Luego la 3-gráfica que 8e obtiene a 
~ir de - gráfica de voltaje - un 3-ciclo. 

kk3 k 1 k• Z;u .. • • ,.J 
5 , 7 ' .__:¡____ s 

Figura 7. 

I ... 1 I * I -..1 I •+a Zu•+4 

-1-.. _i___ --1- ~ ~ 
'-+1 2>1 a.+' W • • •• I •+I b+I 

Figura 8. 

Demoatremoe que la superficie cerrada donde está encajada 
la gráfica completa es no orientable. Para ello conaideremos la 
•iguiente ~ de 1- trazas de la 3-gráfica: 

'.n-(0) 
'.n-(2) 

'.n-(4•+2) 

... 8•+2 4•+2 8•+• 
4•+2 8•+4 

o 8•+4 2 
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Si leclama.laorient.ci6o (0,2,6• + 3) a laten>& {0,2,6• + 3}, 
1- orientacionee de {O, 4• + 2, 8• + 4} y {2, 4• + 2, 8• + 4} que
dan determinad- como (O, 4• + 2, S. + 4) y (2, 4• + 2, S.+ 4) 
respectivamente. De aqu( que, independientemente de cómo 
orientemc::Ja la traza de 4• + 2, alguna de 1- orientaciones de 
eet.. d09 últim- tero- no -va a ...tar bien determinada. Luego 
la 1111perficie cerrada obtenida ee no orientable. 

2.2.2 c .... n ;¡¡¡ 10 (mod 12) 

Para remolver este caao na. apoyaremos en algunoe reaultad.a11 
que no dem09traremoe. Para mú detalles vérae [7]. 

Pro-ición 2.12 Ka puede •er dibujado en una auperficie ce
rnada no orientable. 

Propa9ici6n 2 .. 13 Si ezüte una inrneraión tle K2t+2 en una au
per/icie cerrada no orientable, entonce• e:riate una iruneraión de 
K41+2 en una auperficie cerTGde1 no orientable. 

Pro-ición 2.14 Para todo entero no negativo t ezúte una 
inmeraión de K121 en una •uper/icie ceYTUd'a no orientable. 

Propoaici6n 2 .. 15 E:r:iate una inrner•ión de K12.+10 en una au
per/icie cerrada no orientable, para todo entero • 2: l. 

Prueba (Inducción aobre •) 

Por la Propoeición 2.12, Ka puede aer dibujado aobre una 
superficie cerrada no orientable y por la Proposición 2.13, para 
t = 2, exi•te una inrneui6n de Kto en una •uperficie cerrada. no 
orientable. Luego la Propo.ición 2.15 ee cierta para•= O. 
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DIOdo •>O, aupc>ngamc>e q- exi8teD inmenione9 de Kat_. 
y K1t.+10 en •uperflciea cerr..._ DO orientabl- para todo entero 
pomtivo ..... nOI' q- a. 

Por la Propoeici6n 2.14 cuando• ea impar y por hip6te.i• de 
inducci6o cuando .s ee par, exiate una inmeraión de K6-+e en una 
•uperficie cerrada DO orientable. Aplicando la Propoeición 2.13 
para t = 3a + 2 obtenerD08 la inmeni6n de.eada de K12o+10 en 
una •uperficie cerrada no orieotable. a 

Loa .,..,. analizadom (n !!E 4, lO(mod 12)) no fueron toma
dom al azar. A partir de elloe, podem09 conñruir ~ 
eobre •uperficiee no orientablee con frontera conexa, para n 55 

3(mod6), mediante el método ante. mencionado de extr-r un 
vértice y todaa l .. tern- que lo ~n. o-afortunadamente, 
no aabem09 cómo ae comportan eetaa 3-gráfic- con re.pecto a 
la tenai6n. En el Capítulo 3 """'om a moetrar un método para 
cooetruir 3-caden- tenaaa eobre superficies no orientables para 
n i!E 3(mod 6). 

2.3 Superficies trianguladas tensas y no ten
IUUI 

En e11ta aección trataremoa de manera exitoea el problema de 
cómo construir inmersiones de gráfic&8 completa. en •uperficies, 
conociendo el comportamiento de ta. 3-gráficam corr~ndiente. 
con r-pecto a la tenmión. Varnoe a ver algunom de loa r-ultadom 
demarrolladoe en (2) y (3). 
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2.S.1 M•todo de acoplamiento 

Sea H = (V, E) una 3-cadena. La frontera de H (denot..ta por 
8H) - la gr"6ca IJH - (V,E') donde {u,v} E E' ai y ..Slo lli 
., ea un vértice de grado 1 en la cadena 7\-H(u) o equivalente
mente, •i la pareja {u, v} aparece exactmneote en una t.eroa de 
H. Por definición 8H ea regular de grado doa, ea decir una unión 
diajunta de cicloa. 

Sean Ho = (Vo, Eo) y H1 = (\li, Ei) d<>11 3-caden- y 9 : 
8H1 -+ 8Ho un iaornorfiarno de gráfica. (eato irnplica que Ho y 
H1 tienen el mismo orden). Suponguno. que le darn09 cierta 
orientación a cada uno de loa cicl08 de 8Hi, a la digráfica. co
rrespondiente la denotarernos por 8J7. = ( Vo, Et) . 

Deftnición: El acoplarniento de Hoy H1 a travéa de 9 ea 
la 3-gráfica il = Ho<>•H1 =(V, E) cuyo conjunto de vértices ea 
V= Vo U Vi (la unión disjunta de V1 y V.) y laa ternaa definidaa 
por: 
(c1) {u,v,w} e Eo - {u,v,w} e E 
(c:I) {:z:,11, .:} e Ei - {9(:z:),11, .:} , {:z:,9(11), .:} , {:z:,11,9(z)} E E 
(c3) (:z:,11) E E. - {9(:z:),9(11),11}, {:z:,11,9(11)} E E 

Para una 3-cadena H, el acoplamiento de H ea H OH = 
HOUAH, donde id es la función identidad en 8H con deterrninada 
orientación. 

Por ejernplo, el acoplamiento de un triángulo deterrnina el 3-
ciclo correepondiente a una inmersión de K 6 en el plano proyec
tivo. 

En lo adelante, usa.remos laa letra.a u, v y w para denotar 
vértices en Ho y las letra. x, y y z para denotar vértice8 en H1. 
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También abwevia.em .. 7rH, (i = 0, 1) y '.n-¡¡ por '.n-; y n-, 
respectiV111Dente. 

Le .... 2.18 ll = HoO•Ha e• un ~-ciclo. 

Prueba Debema. probar que Ja traza de todo vértice en n
ea un ciclo. 

Ca.al. u e Vo. De (el) .., tiene una inclusión canónica 
Ho c...+ il que induce una inclusión de la subcadena 7'-o(u) en 
7\-(u). 

Sea E= 9-1 (u). Por (c2) tenemos Ja inclusión de Jasubcadena 
'.lr1(z) en ~(u). Luego 7\-(u) contiene d<>11 •ubcadenaa disjun
ta.a, cuya unión contiene a todOll )09 vértices, excepto x, que por 
el momento no sabemos cómo está relacionado con el resto de 
lo. vértices. 

La orientación de aH.' nos induce un orden natural en cada 
ciclo de 8H1 y en 8H2, a través de 6. Dado un vértice z, z
denotará el elemento que le antecede y z+ el que le precede, en 
BH.'. Así que (z-,z) y (z,E+) son 1&9 únicas aristas en E. que 
contienen a"'· Nótese que :z;- y"'+ (u- = 9(z-) y u+ = 9("'+)) 
son los vértice. de grado 1 en 7r1(E) (7\-o(u)). 

Luego, laa tres posibles ocurrencias de u en la parte derecha 
de (c3): {u-,u,E},{z-,E,u} y {u,u+,E+} nos dan las aristas 
que completan el ciclo ~(u) (ver Figura 9). 

~-->;~·'---~ 

~- - - - - .o--o-l 
~ ~ 

>;f•I 
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Figura9. 

e_, 2. :i: E V.. Clar_..te, en 'Jr{:i:) no apuecen ari
de {el). Por (c2) para toda ari•ta {v.:} E 7l-1(:i:) aparecen 1-
aria- {6(11), :} y {v,9{.z:)} en 'Jr(:i:);' que inducen doe cadenaa 
diajunt.. que no contienen a :i: y u (ver Figura 10). 

Por (c3) 8e obtienen trea tern- que determinan que 'Jr(:i:) 
- un ciclo: {:i:-,:i:,u} ,{u,u-,:i:} y {u,u•,:i:} {ver Figura 10). 
o 

,,. ~, ... , .. . ? ~- ~- )<! ¿ 'o .. ... .id .. 
Figura 10. 

Definarnoa una fainilia infinita de auperficies triangulad- apli
cando iterativamente el método de acoplamiento aobre laa 3-
cadenaa obtenida8 en la aub8ección 2.1.l (.Cp)· 

Familia de superficies primas iteradaa. Sea p un número 
primo y C,.,o = .Cp,-1<>.C...-i. donde .Cp.-1 = .e,,. Por el Lerna2.16, 
Cp.O ea un 3-ciclo de orden p - 1 

Para iterar aobre k, tomemoa la 3-cadena: 

.Cp_. =Cp_. - "' 

donde :i: ea un vértice de e,.,,. (la reata indica extraer el vértice y 
todaa laa ternaa que lo contienen) y luego conatruirno. el 3-ciclo: 



e,..., •• = .c,.,,.o.c,.,,. 

En principio, el vértice que - 'V1lo)'a a extr-r y la orient ... 
ción que - le -igne a la &antera, para realizar el acoplamiento, 
afecta la caa- de i80morfiamo de la auperficie prima iterada. Em 
decir, ai -~ v<&ücea a extrM!r diatintoa y/o orienta
cioa- de la frontera diféren-. ae podrían obtener hipergrá6caa 
DO i8omorf-. 

Detlnicidn: Direm09 que un número primo p es conexo si, 
en z;. {~} .. ~ - tranaversal a la partición {[zJJ!<':iº'2 o equiva
lentemente, ai el •Ubgrupo generado por 2 en z; actúa tranaiti
VlllJlellte 80bre .C,.. 

~ que la familia de 3-cicloa {C,....} puede -r extendida 
para k = -1 cuando p .,. conexo. De hecho, para cualquier 
p, 1- cornponent- de a.e,. - co~ponden con laa órbitaa del 
aubgrupo (2) e z; que actúa aobre .ci0 >. De aquí que cuando 
la frontera de .t:.,. - conexa (i.e. cuando p - conexo) podem<>B 
ac:regar UD nuevo vértice, el conjunto de ternas determinado por 
diclao vértice y 1- aristaa originales de la frontera, con lo que se 
ol¿t~tiene el ~ciclo C11.-1 para iniciar el proce80 de iteración. Pos
teiicx:mente veremos como en el caso de que ac.,. no sea conexa 
existe una familia infinita de 3-cicloa no te0809. 

Lema 2.17' Si8H0 a,.., 8H1 no ea coneza, entoncesH = H 0 0,,H1 
no e• terua. 

Prueba Nó-.. que ~(Yi) = IJHo, para ver esto observe 
que 1- únicaa: tern- que tienen exactunente un vértice de 1lj 
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- obtienen a partir del primer srupo de ter.... de (c3). Por el 
Lema BMico 2.1, R - no ten8a lli alguna de •ua tr- no -
conexa. Como 11 - un ~de sr'fie&9 de 8Ha en BHo, 
'.n-(Va) = 8Ho no - conexa, luego il no - tenaa. e 

Teorema 3.18 Sean Ho 11 Ha 3-~ te,..a. con frontera 
co-. Entonce•, para todo úomorfiarno 11 : BHa -+ 8Ho JI 
cualquier orientoci6n de 8Ha, il = HoO•Ha e• tenaa. 

Pr-ba Conaiderema. una 3-coloración arbitraria de il con 
le. colorea rojo, verde y azul. Si loe tres colore. aparecen en 
Vo, como Ho em tensa, exi•te una terna heterocromática. Como 
Ho ..._. il, il ea tenaa. 

Supongama. que uno de la. colore., el azul por ejemplo, no 
aparece en Vo. Si ~(X) ea conexa, donde X es el subconjunto 
de vértice8 de Vi coloread<>11 de azul, claramente existe una terna 
hetorocromática en H. Luego, demostraremoa que '.n-(X) es 
conexa, YX ~ \li mostrando una •uhgrá.fica generadora conexa 
de '.n-(X). Como ~(Vi) = BHo ea conexa por hipótesi•, vamoa 
a auponer que X~ l/i. 

Sea U = B(X) y conaiderema. la aubgráfica de '.n-(X) in
ducida por U a la que denotaremoa por Go = (U: ~(X)). 
Como 1- ÚDÍCB8 ari•t- de esta gráfica provienen de la primera 
parte de (c3), se tiene que Go = (U : 8Ho). Es decir, - una 
aubgráfica propia de un ciclo dirigido (Wo) o equivalentemente, 
Go - la unión de cadenaa dirigidaa (algunas de ellaa podrían 
tener longitud O, i.e., constar de un aolo vértice). 

Por otra parte, con•ideremoa la gráfica G1 con conjunto de 
vértice. V - X - U, con doa ariataa { 8(11 ), z} y {11. B(z)} , para 
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&oda~ {v, z} E '.lr1(X). Por la megunda y tercera parte de 

(c2), claramente Ga - U..a •ubgráfica de ñ°-(X). 

Como H1 - te08&, por el Lema Búico 2.1, 7r1(X) - conexa. 
Luego, por CÓD8truccióo G1 - conexa, excepto cuando '.lra(X) 
- una gráfica bipartita, en cuyo C&80 G 1 tiene d08 componente. 
cooe,.... Nóte8e que en ese C&80, :z: y B(:z:) -tán en componente. 
diatinta.. pAra todo vértices en G1 ~ 

Finalmente, - G la unión de Go y G1 a la que le agregamos 
1- ari- que apAr.-ctm en ñ°-(X) por {c3). G - una •ubgráfica 
generadora de '.lr{X), debem08 probar que es conexa. 

Sea u = B{:z:) un vértice en Go que e8 el vértice inicial de una 
de •U8 C01Dpooente.. U8&Ddo la notación del Lema 2.16, - u
el vértice que le precede a u en BHo, nóte8e que por la fonna en 
que - ba .elecciolllldo u, .. - E Ga. luego z- = B{u-) E Ga. Por 
{c3) tenem09 laa •iguiente. ari•i- en G: {u-,u} {:z:-,u} {ver 
Figura 11). 

De ... uí que laa da. poaible8 componentes de Ga 8e conectan 
a travm de u y·la componente tomada en Go (una cadena, por 
cooñrucci6n) ~ conectada a Ga por •u vértice inicial. Como 
e8to - cumple para cualquier componente de Go. hemoa de
monrado que G e8 conexa. Luego, '.lr{X) ea conexa y el Teo
rema queda demonrado. O 
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~·-~-· 
-~-.q, 
- -
Figura U. 

c-olario 2.19 Sea H una 3-cadena. Entonce• 1 ... nguiente• 
<Vi""41Cionea •on evoow.lente•: 

(a) H 11 8H •on tena .... 
(b) HOH e• ten.a. 

Pr-ba (~b) Teorema 2.18. 
(b=-a) Por el Lema 2.17, BH - ten8& (o conexa) y H -

te-ya que claramente, exiate una función cociente HOH-+ H 
<-r Propomición 2.2). a 

Teore- 2.20 Eziaten 3-ciclo• tenso• de orden (p+l)/211p-l, 
pare todo primo conezo p. 

Prueba Como e,. = .c,..-a ,,. teD8&, al igual que •u frontera, 
para prima. conexa., - tiene que e,.,.. (de orden,. - 1) - te
por el Con>Jario 2.19. Por otra parte, c,..-1 (de orden (p-1)/2+ 
1 = (p + 1)/2) - teruoo porque .,, obtiene de apegar un vértice 
a una ~na ten.. con frontera conexa (aquí Ja frontera -ria 
la traza del nuevo vértice). a 



"niiG9 - :a.:11 &ú- ~-cidtn - ,._ ....... ~(p-3)+2 
('11 - ,_,.,, ~---- - ,_ ....... ~(p- 3) + 1, ,.. .. '°"°,...,... - - p '11 .. ;:? o. 

Pr-ba Para primaa DO conexo., del Lema 2.17 •tiene que 
Cp,11 DO• teaaa. Si extr-maa UD vértice de UD ~clo DO -..,, 

obteDenio9 UD& 3-cadena DO -- Por - hecho y el Con>lario 
2.19 concluíma. inductiV&lllente que c.,.. y e,.,,, para .. 2: O, .. n 
DO-. D 

Finalmente, o~ que llÍ pudier...- .,.resarle al Coro
lario 2.19 UD tercer punto (e) (HOH) - z e• teruo ,..,.. olgún 
vértice zen HOH, entonc:e9 una prueba inductiva llimilar a la 
del Teorema 2.21 podría~ utilisada para hacer mú fuerte el 
Teorema 2.20. Eato requeriría de una -lección correcta de 109 
vérticea a extr-r en el p~ de iteración. 

Veama. cómo • comportan la. 3-cicl09 obtenida. mediante 
el Método de acoplamiento, con .--pecto a la orientabilidad. 

Independientemente de cómo - 1-3-caden- que• acoplan, 
¡¡ = HoO•H1 - no orientable. De hecho, para cualquier terna 
{z,¡,,z) en H1, el canúno aimplicial z,.,,z,z invierte au orienta
ción en H. Para dema.trar -· veam09 la traza de z. (Figura 
10). 



-· Figura 12. 

Si {z,11,B(z)} tiene la orientación (z,11,B(z)), entonas como 
7}:(z) e8tá localmente orientada, la terna {z,8(11), z} tiene la~ 
rientación (z, z, 8(11)) . Entoncee, el mismo argumento baaodo en 
11 y z, determina orientaciooe11 opueat- a { B(z), 11• z} . Eato lo 
podemoe ver en la Figura 12 donde ae preaentan la8 tres term.., 
en jj que - obtienen a partir de {z,11,z} en n •. R-ulta un 
problema abierto ..ber ai existen o no ~icloe orientablea ten-. 



Capítulo 3 

3-árboles mínimos 

En -te capítulo p...-ntaremc. un método para co09truir 3-
árbol- mínimos de orden n, con n !E 3,4(mod6). Paran = 
3(mod6) - parte de UD •iatema de tero- de Steiner, en el otro 
c... propooelDOS una connrucción topolcSgica a partir del an
terior. Se demcriben 1- •uperfici- obtenid- con ~pecto al 
número de componente. de la frontera y la orientabilidad. 

3.1 CBllO DE 3(mod6). 

Con•ider.,...... el grupo abeliano Za e z,, 80• elementom -rán 
108 vértice. de nuemtr- 3-gráfi~. Luego, 108 vértices 11<>0 parea 
ordenada. (a, z). Emcribirern08 caz para denotar al vértice (a, z ). 
Sólo coD8iderarern08 el ~ en que t - impar, luego 
n = IZaeZ,1=3t • 3 (rnod 6). 

Nc>&e.e que uaarerna. a para denotar en elemento de Za y z ó 
11 para denotar element08 de Z 1• El •írnbolo + denotará la •urna 
en el grupo indicado: Z:a. z, 6 Za e z,. 

Si e= {v¡,Vz,"3} - una terna de vérti~ y v - UD vértice 
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en-e+"= {va+ v,va + v,va + v}. Si F - un caajunto 
de tena.. ea&on.,_ F + t> - {./ + vi./ E F}. Di,_._ que un 
conjunto de tero- F - cenw4o •i para todo " E ZseZ, - tiene 
que F-F+u. 

eo...ideremom lom •iguient- conjun- de ternu: 

A:= {{Oz, lz,2z} 1 z E Z,}, 

A:= {{oz,ca11, (o+ 1, 
20

; 
11
)} 1 :.~ ~sz,} y 

Af = {{oz,ca11, (ca+ 1, z+~+ 1)} 1 :.~ ~sz,}. 
Como t ... impar, A: y Af -tán bien definidom. Sea A 

AJ u Af U A~, con.ideremom la 3-gráfica G, = {Zs EB z,, A}. 
lntroduzcamom alguna terminología. Para todo z E z,, lla

marem09 columna aJ conjunto de vértice. {Oz, lz, 2z}. En una 
columna teoema. un orden cíclico natural inducido por el orden 
O < 1 < 2 < O en Zs. Por otro lado para todo a E Zs, al con
junto de vértice. {aO,cal, ... ,{ca, t - l)} lo llamaremom fila. En 
una fila.., tiene un orden cíclico naturaJ inducido por el orden 
O < 1 < 2 < ... < t - 1 < O de z,. E.ta estructura toroidal de 
ZsEBZ, (ver Figura 13) no. permite hablar de la siguiente (pre
via) columna o fila. Nói-e que el conjunto AJ .,. el conjunto de 
column-. 
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Figura 13. El toro Z3 E& z, 
Pl'OpcN1ici6n 3.1 Lo• co,.;..nto• A: ,Al 11 ~1 aon cerTGdoa. 

Pr-ba Sea e = {Oz, lz, 2z} E Al y ., = a11 e Z3 E& z,, 
entonce9 

e+.,= {(a,z +11) ,(a+ 1,z + 11), (a+ 2,z)} E A: 

Juego~ - cerrado. 
Sea e= {az,a11,(a+1,;a)} E A1 y.,= bz E Z3E&Z,, 

entonc:ee 

e+v= {<a+h,z+z),(a+h,11+z),(a+h+l, Z~J/ +~)} 

Como 

z+11+z=~+!!= z+11+2z = (z+z)+(11+z) 
2 2 2 2 2 

Haciendo 

e = a+h 
tu z+z 
r 11+z 



•tieneque: 

e+.,= {eu>,cr, {e+ 1,.., ;-r)} E~ 

Análog11111ente, - coniprueba que Af - cerrado. a 

Sea A~G,) el grupo de automorfiamom de G,. 

Propomici6n S.2 Aut(G1) e• e .. ruitávo en vértáce•. 

Prueba Sean "• • "2 E Z:s e Z 1. Demomtremos que la función 
p.,,,,,. : Z 3 e Z 1 --+ Z:s e z, de&nida como: p.,,,.,. (") = ., + 

("2 - .,,), Vv E Z:se z, - un automor&.mo de G,. 

Clar11111eote p.,,,.,. - una biyec:cióo de Z:s e z, en •í mi•mo, 
pues es una "rotación"' de emte, ademú manda tero- en tern
ya que 

p,,,,.,.(e) =e..¡:. ("2 - 1'1) E A, Ve E A 

pu- por la Propoaicióo 3.1, A - cerrado. Luego p.,,,.,. EAut(G1) 

y manda al vértice "' a v2, y - obtiene el remultado d..-ado. a 

Propomición 3.3 A~ n Aj = e, Vi ,,¡. j. 

Prueba Evidentemente, A: n (A: U Af) = 1 ya que A: em el 
único que contiene tero- con los tre. vértice11 en la miama fila. 
Por lo que llÓlo oom quedaria coniprobar que A: n Af = e. 

Sea e = {00,01, (1, l)} E A:. Como llt1 = l ,;. ~ = 1, 
eoton~ e ~ At. Luego, por la Proposición 3.1, ~ n A, = t. a 
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Proposicl.6n 3.4 El número de temaa en G 1 e• "'¡-2>. 

Pr-ba No.,. dificil comprobar que IA:I = t , IAfl = l.<lo.fl = 
3(;). Por la Proposición 3.3, .e tiene que: 

ló A:I = IA:I + 1~:1 + IAfl · ·-1 
Luego, 

bd, ~:1 = t+3t(t - 1) = 3t(3~ -2) 
n(n-2) 

3 

a 

Proposicl.6n s.a s, = (V, A: u Af) e• un •uteano de tenacu de 
Staner (STS). 

Prueba De la demostración de la Proposición 3.4 sabemos 
que l.4.1U4f) = t + 3(;) = ''31

2-n que e. el número de tern
requerid- para un STS de orden n = 3t. 

Veamoe que todo par de elementos en V, aparece exactamente 
en una terna de S 1• EAencialmente hay trea tipo9 de parej- en 
v. 

Si {vi, v2} estan en la misma columna, claramente hay ex
actamente una terna de ~1 que loe contiene y no aparece en 
ninguna terna de Af. Si {vi.v2} eatán en la misma fila, hay 
exactamente una terna de 4.: que loe contiene y no aparece en 
ninguna terna de ~. Si - encuentran en fila& y column- distin
t-, ein pérdida de generalidad, podemoe •uponer que 111 = oz 
y v, = (a + l, 11). V1 y v, aparecen en una terna de S, si y llÓlo 

41 



si exiate un elemento t'3 = ca:: tal que ~ = 11(mod t) y hay un 
único z que -i•face esta congruencia. O 

Ea importante obmervar que S 1 fue construido utilizando el 
método de Slwlem (ver [1]). 

Propo11lci6n 3.8 Un por de vértice• cuale .. quierca eatá contenido 
en una o tlo• arUtaa de G,. 

Prueba Por la Proposición 3.5 S, ea un STS, luego un par 
de vértice. cualquiera aparece en al menos una terna de G,, por 
la Propo11ición 3.3 ea suficiente probar que para cualquier par de 
vértices {u,v}, existe Ai, i E {1,2,3} tal que {u,v} no forma 
terna en 6~- Si {u,v} están en la mi•ma columna, entonces no 
pertenecen a ..:..: ya que S, ea un STS y {u, v} -tá en una terna 
de 4:, de otra manera {u, v} no forma terna en A:. O 

Teorema 3.T G, ea una 3-gráfica tenaa. 

E•te Teorema ea uno de loa ~•ultadoa má.s importantes en 
eate trabajo 1#' .será dernoatrado paaterionnente. 

Teorema 3.8 Para todo t , G 1 .,_. una 3-cadena. 

Prueba Sea v un vértice de G 1 • Por el Teorema 3. 7 y el 
Lema Básico 2.1, la traza Tra,(v) ea una gráfica conexa. Por 
la Proposición 3.2 y un argumento de conteo simple Tra,(v) no 
tiene cicloe.. Por la Proposición 3.6 tiene que ser una cadena. O 

Analicemos con más detalle la traza de un vértice, la del 
00 por ejemplo. Por definición es la gráfica con conjunto de 
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,,-érticm Z 3 e z, \ {00} y conjunto de ariataa que ea la unión de 
la. conjuntos aiguientea: 

A:COO) = {{10,20}}, 

A:(oo) = {{oz, (1. i)}, {2z, (2, -z)} 1 z e z,} y 

A:(oo) = {{oz, (1. z; 1 )} , {2z, (2, -z - 1)} 1 z e z,} 

NóM!me que la tr.,... de 00 restringida a la fila 2 ea la cadena 

O, -1, 1, -2, 2, -3, .... 

ea la que - omitió la primera coordenada (igual a 2) de cada 
,,-értice. Luego, por la Proposición 3.2 hema. probado que: 

Proposición 3.9 Lo trazo de un llériice era lo filo i, re•tringido 
a lo /ilo i - 1 e• uno codeno. 

Propoaici6n 3.10 Una parejo de vériice• e•tá en la /ronterq de 
G, •i 1f •ólo •i e• de lo forma: {v, v+(l, 1/2)}. Lo. componente• 
c:onez ... de lo frontero •on l ... claaea Z:1 E& Z,/ ((l, 1/2)). Si t = 
O (mod 3) ha11 3 componente•, de otra manera la /ronterq ea 
coneza. 

Prueba Nóteae que el vértice (1, 1/2) tiene valencia 1 en la 
tr.,... de OO. Por la Proposición 3.2 ae tiene que en '.lrc,(v) el 
vértice v + (1, 1/2) ea de grado 1 Vv e Z:1 $ z,, luego la arista 
{ v, v + (1, 1/2)} aparece en la frontera de G, . De aquí que 1-
componentea conexaa de la frontera quedan determinadas por 
laa c1-Z3$Z1/((1,l/2)). Como 1 eagenerador de Z:1Y 1/2 



es generador de z,, •i t =O (mod 3) hay 3 componen-, de 
otra manera la frontera - conexa. O 

Pa.emom a demomtrar el importante Teorema 3. 7. 
Prueba Supoqamom que no . .,. cierto. Sea {R, V, A} una 

3 - coloraci6n propia de Z:s e z, que no deja tero- heterocr<>
máticam en G,. Usa.remoa la notaci6n a : ... k ... para denotar 
que en la fila. a el x-émimo vértice .,.tá en R (está coloreado de 
rojo). 

El "triángulo" de color.,. tiene dom orientacionem: R -+ V -+ 
A -+ R ó R +- V +- A +- R . Veamoe que el orden cíclico 
en una fila heterocromática em compatible con una de ... t .. d.,. 
orientacione. de los colore.. Supongunc. que tenem09 la cole>
ración 

a : ... k ·v' ... k 11A1 
••• 

y denotemom por e al vértice (a+ 1, ~) . 
Como ... terna. {az, (a, 11+1), e} • {a11, (a, :e+ 1), 0} y 

{(a,:c + 1), (a,11+1),9} emtan en Gr (ver Figura 14) entonces 
independientemente del color de e, aparecerá una tema heterc>
cromática. Luego podemoe hablar de la orientación de una fila 
heterocromática, en el sentido anterior. 

Figura 14. L.. fila. tienen orientación 



Sea a una fila ~ic:a. Podemo9 demodl'8' que 
cualquier color (digamos R ) aparece en la •iguiente tila. Sin 
.,...Ud& de pneralidad, tenemc.. la coloración 

a: ... /t ... tJ-"A• ... 
y denotemos por e al vértice (a+ 1.~). Como {az,aw,8} 
y {az, (a, lf + 1). 8} 80D tern- en G, (ver Figura 15). 8 tiene 
que ser R. Por tanto ai una tila - beterocromática, la que le 
llicuetambWnlo-. 

-~ 
Fipra 15. C... de tlla beterocromática 

Si tod- •- fil- mon monocromáti~, toda terna en ~: está 
coloreada con la. t~ colores, lo cual - impo8ible. 

Si UD& tlJa - bicromática, por la Propo8ición 3.9, Diogún 
"*'ice de la •iguiente fila puede estar coloreado con el tercer 
color. 

Su...,......_ que ex.imte UD& 61& bicromática O , dig&ma. rojo
verde. En la fila a + 1 no ha,y vértices azules, por la obmervación 
anterior. Si o + 1 - una fila rojc>-verde, entonce. la fila a + 2 
no tiene vértices azW- y esto coatradice el hecho de que la co
loración - propia. Luego, podema. •uponer que la fila a + 1 
- monocromática roja y que la fila o + 2 tiene vértices azuJ-. 
Si la 61& a+ 2 - monocromática asul, alguna terna de.::.: em 



beterocrom4tica (im-ible). Si la 6la .. + 2 m bicromática, 
independientemente de como .., mcoja el -cundo color, el tercer 
color aparecerá en la 6la aipiente (6la a), lo cual m impoaible. 
Por tanto la 6la a+2 - beterocromática y como habúunoa viato 
anteriormente, todaa laa filaa tienen que aer beterocromá&icaa. 

Conto hay tr- 6laa y doa orientacionea, podemoa suponer que 
hay una fila ( digarnoa la O) tal que la que le aigue tiene la misma 
orientación. 

Si la 6la O no tiene doa vértice. co~utivoa con el mismo 
color, entonce& t = O(mod 3) y tendríarnoa la aiguiente coloración 

o:A~lA ... ll\l~. 
Con1o {10,00,(0,-1)} y {10,01,(0,-1)} aon ternaa en G,, el 

vértice 10 tiene que eatar coloreado de azul y por la aimilitud de 
loa vértice& (Propoaición 3.2) tenema. la coloración 

1:lk-Jl ... :i11v. 
Por el miamo araumento, la 6la 2 tiene la aiguiente coloración 

por lo que cualquier terna en ~~ - beterocromática. 

De aqui que en la fila O hay un vértice Ov tal que (0, 11+1) es 
del miamo color y (0,11 - 1) - de un color diferente. En dicho 
c:aao tenemoa la coloración 

o : ... k .. v. ... 'V' l ·;: ... 
Denotemoa por a el vértice (1.~). Como l .. tero ... 



{(o,z + l),(o,., + 1),9 +01} ,{Oz, (o,.,+ 1),9 + 01}, 
{Oz,(0,11-l),8} y {Oz,0.,,9} 

emtúa en º• entonc:e11 e - rojo y el vértice e + 01 ... azul. Esto 
contradice el hecho de que 1- 61- O y 1 tienen la mi•ma orien
tación (ver Fisura US). e 

·~)'\. .. ~ 
-~-

Fisura US. La contradicción 

3.2 e- n= 4(mod6) 

Sea M - ~na de n vértlcem. Por UD arpunento de CDD&eo 

-cilio n no puede oer eoapuen&e con l(mod 3). Por i.. trüajom 
de Rinpl, Voung y otrom (ver (7)) mabem08 que paran congruente 
0,2(moc13) hay~- con n vértice.. 

Cuando n iE l(mod3), la cota inferior para el número de 
&erw en una 3-gráftca &enaa .,. -<•¡•>+•. E8ta cota puede -r 
alcanaada por una 3-gráftca donde la t.r.aa de un vértice - UD 

ciclo y la de cualquier otro vát.ice - una cadena. A - 3-
cñft.,.. ... u-...... 3·-c:adenaa. 

Sea M una 3-cadena con n vértice. y n := O(mod 3). Si M 
t.iene J t.ern- di•jun"- •in ari•"- en la front.era y la front.era 



de M ew conexa, entonces hay una manera aencilla de obtener 
una cami 3-cadena M con n + 1 vértiee9, pegan.dale un cono de 
tern- con centl'O en un nuevo vértice, a la frontera de M (ver 
Figura 17) y extrayendo el conjunto de ternaa disjunta&. Ea 
intereaante observar que no ae conoce ai el hecho de que M sea 
tenaa conduzca a que M lo sea. 

Figura 17. Pegar un cono a la frontera 

Nuestro propósito es generalizar este método de construcci6n 
para el caso en que la frontera de M no sea conexa. 

Primerantente, va.moa a extraer de M un conjunto T de i 
ternaa disjunta. que no tienen arista. en la frontera de M, obte
niendo una 3-gráfica M'.Nót.ese que M' ya no es superficie, pero 
su !-esqueleto sigue siendo una gráfica completa. Denotemos 
por BM' la gráf'ica frontera de M', es decir, la gráfica cuyas 
arista& son las parejas de vértices de M' que pertenecen exacta
mente a una terna de M'. 

Por construcción, a cada vértice de BM' inciden 2 aristas 
de la frontera de M y dos aristas de una de las ternas de T 

Luego, 8M' ea una gráfica 4-regular. Desea.moa encontrar 
un ciclo harniltoniaoo H en éJM', pero 11<> cualquiera, uno que 
aatiafaga la •iguiente condición: ai v ea un vértice del ciclo H y 
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v-, v+ m>n b v.&-ticem adyacente. a v en H , entonet!9 v- y v+ 
DO -tán ea la miamacompoaeote conexa de la gr6ftca 7r.v(v). 

Si 8M' ...-UD ciclo bamilk>Diaao con -ia. propiedadee, ea
-~ pes&lldo UD cono de w ...... con centro ea UD nuevo vértice, 
a H, obteaelll09 UD& 3-gráfica M y la •iguiente Propo11ición .., 
.atillface. 

Propomici6a 3.11 Me• uno ca.1i 3-callena 

Pr-ba Sea o el nuevo vértice, la trasa de o - el ciclo H. 
Sea v cu.lquier otro vértice ea M. Lo. vérticem .,- y .,+ 800 

ext........,. de ta. clo8 caden- que condituyea la trasa de vea M. 
Con><> -U uniclo8 por la arimtaa {o,v-} y {a,v+}, eatoacem la trasadev __ .,........_ a 

El conjunto ~ de tod- 1-colwnn-.,. un conjunto de tern
dimjUDta. en G 1 que DO tiene arid- ea la frontera. Sea O: = 
{ZaE9 z,, A ' A:}, - H la unión mobre todom lom :.: E z, de 1&8 
cadenaa 

2:.:-+ Oz-+ lz-+ (2,z + 1/2) 

. Conio 1/2 .,. UD paerador de z,, H .,. UD ciclo banültoaiaao, 
Mlemú {2:.:,0:.:} y {Oz, lz}..,.. parej- coateni~ ea tern- de A: y por la Propomición 3.10, el par {lz, (2,:.: + 1/2)} .,. una 
ari8ta de la froa&era de 0 1 • Luego H .,. UD ciclo bainiltoaiaao en 
8(7,. Denaolotren:.- que H cumple con la propiedad e8tablecida 
aaterionnente. 

Propomición 3.12 Para todo vb'fice v, lo• vb'fice• .,- 11 v+ 
deJini4o• por la a'"6aadena de H: .,- -+ v -+ .,+ e•tón en dutin
taa ~entea conezaa de la traza de v en O:-
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Prueba Por 1- Propamici<>IH9 3.2, 3.9 y 3.10 - tiene que la 
traaa de to. vértice9 Da:, lz y 2s, z E z, en a, ..... de la forma: 

'.n-(Oa:) : (1, z + 1/2) ... lz .,.. 2z ... (2, z - lj2) 
'.n-(b) : (2, z + 1/2) ... 2z "" Da: ••• (O, z - 1/2) 
'.n-(2z) : (O, z + 1/2) ... Da: .,.. lz ... (1, Z' - 1/2) 

donde .,.. entre do9 vértic:em •ipifica que no hay ari•ta entre 
ella11. Luego, la traza de cualquier vértice en a, 11<>n da11 cadenam 
(remultado de extraer A: a G, ). Nóte.e que z, tiene una acción 
natural 11<>bre H al adicionar (O, 1/2) . En H hay trem tipom de 
•ubc:ade .... de tamaño trem: 

2s -+ Oz -+ lz, 
Oz-+ lz-+ (2,z + 1/2) y 

lz -+ (2, z + 1/2) -+ (O, z + 1/2) 

que ..... 1- que tienen como vértice central a un vértice de la fila 
O, uno de la fila 1 y uno de la fila 2, respectivan>ente. Se puede 
comprobar en el diasr&01a anterior que lom vértice. 2z y lz emtán 
en cade,... diatint,.. de la traza de Oz en a,, análogamente me 
cumple emta propiedad para lOll vérticem Oz y (2, z + 1/2) en la 
traaa de lz y para to. vérticem lz y (O,z + 1/2) en la traza de 
(2, Z' + 1/2). o 

Corolario S.13 G, e• una caai 3-aulena con fronterG coneza 

Prueba Que G 1 es una caai 3-cadena es consecuencia di
recta de la Propomición anterior. Veamom que •u frontera em 
conexa. Clarunente, ac;, - el conjunto de ari8ta8 "H en ~ 
que no e8tá en H. En ~ hay meim tipOll de ariat..., trem ...,.. 
ciada11 a 1- tero- de A: que 11<>0: {2z,Oa:}, {Oz, lz} E H y 
{lz,2z} E "H y trem tipOll de ariña8 ..x:iadoe a la frontera 
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ele G,. que -= {l.r, (2, Z' + 1/2)} E H y {{2, .z: - 1/2), O.r} , 
{O.r, (l,z + 1/2)} e 7r. Lueao, 71 - la unión mobre todc. lo. 
.z: E z, ele a- cadea-

(2, Z' - 1/2) -+ O.r -+ (1, Z' + 1/2) -+ (2, Z' + 1/2). 

N6- que 71 - ua ciclo haaniltoniano por 1- 1niam- .--...-
que H. O 

Fisura 18. La sr'ftca frontera 8G"3 

'Dlorema 3.14 G1e• una 3-gnf/ü:a ien.a 

Prueba La ha.e de la dema.traci6a -1a prueba del Teorema 
3.7. Sea a el nuevo vértice ea G,. Nuevamente, mea {R, V,A} 
uaa 3-coloraci6n propia ele Za ID z, U a que ao tiene terna. be
terocroanáti~ ea a, . 

Si aingúa vértice di•tinto de o -tá coloreado de rojo, ea
-~ o tiene que -.r coloreado de rojo. Luego alguna arista 
{v,v'} de H - bicolor y la terna {v,o,v'} es heterocromática, 
ele aquí que la coloración - propia ea Za ID z,. 

Nuevamente, a- &a- heterocroanáti~ tieaea orientación ya 
que a- teraa. ele ~: ao aparecen ea la prueba de - parte del 
Teorema 3. 7. Por el miuno argunieato, •i uaa fila - heterocro
mática, la que le !ligue también lo -· 
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Si tod- 1- tita. - anonocromáti.,.., en la •ubcadena de H 

20 - 00 - 10 - (2, 1/2) 
aparece cualquier bicoloración po11ible de una ari•ta por ·lo que 
independienteDMDte del color que - le dé a o, tendremom una 
terna beterocl'Olllática. 

Nóteme que la Propo11ición 3.9 también - -ti•face en G,. De 
&qUÍ que •i UD& fila e9 bicolor, la que le •igue DO e8tá coloread& 
con el ten:er color. 

Sea ca una fila bicoloreada ro~verde. Nuevainente, podema. 
•uponer que la fila ca + l - monocroanática roja y la fila ca + 2 
tiene vértiee9 azW-. La 61& ca+ 2 no puede ~ bicolor ya que el 
tercer color aparecería en la fila ca. Supoocanioe que la fila a + 2 
- 01onocr01Dática azul. Sea v en vértice azul en la fila ca y _. 
v- -+ v -+ .,+ -+ v++ una aubcadeaa ea H que contiene a v. 
Nó- que v- y v++ mon azule9 y que v+ - rojo, de aquí que 
independientemente del color de a me tendría una terna hetero
cromática. Luego, la fila ca + 2 - heterocromática y por t;anto 
tod- 1- &l.. mon heterocromátie&8. 

Podelll09 •uponer que 1- fil- O y 1 tienen la mi•ma orienta
ción. Si la fila O no tiene doe vérticea cooaecutiv09 con el mismo 
color, entonee9 corno en la prueba del Teorema 3.7, poderna. 
concluir que lom vértice. en Z3 EEl z, emtán coloreadom de la si
guiente forma: 

o, k "° l A ... "il v1:.l 
l:lk~.l ... ":lllv' 
2: ~ Jt k ~ ... ¡J-;.l Jl 
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y t • 0(-.13). De aquf que {00, 10}, {01, ll} y {02, 12} ..,.. 
~ ro~-ul, W!l'de-rojo y -ul-~ re11pectivamenw, en H 
y lllcuna de eta- forma con o una --~ica. 

El .,.... en que la tlla O tiene dcJ9 vértice. COD8eCUti- con el 
mi•mo color - demu-tra de la mimma manera que en el Teorema 
3.7. D 

3.3 Sobre la orlentabUidad 

v.,...... COIDO - c:ompoñan a- •uper&c• obwnicta., con ..__ 
pecto ... orientabilidad. 

Propaelci6n 3.15 La. ·~ G 1 11 G 1 aon no orienCGWe•. 

Pr-a.a De hecho, para cualquier trío de elemen- di•tin
en z,, :z:, lf y z, el caaúno úmplicial, Os,O.,,Oz,Os invierte mu o
rientación en G, y G,. Para ver .,.to, ol.ervemoe la traza de O:z: 
en G, y G, en la Figura 19, donde 111! puede notar cómo -án 
ordenada. 1- primer- coordenad- de to. vértic..- en la traza 
de Osen G 1• 

Figura 19. La forma de la traaa de O:z: en G, 



Emta -tructura de la traza de ()z en a, - deduce de la 
Propomición 3.9 y del hecho de que S 1 = (V, A: U Af) ea un 
STS (Propoeición 3.5). Como ..Slo extraemoe una terna de A: 
en G 1 para obtener la traza de Oz en G,, esta traza tiene la 
misma estructura que la traza corrempondiente en G,. De aquí 
que ai a Ja terna {Oz,0¡,,(1,~)} E Af - Je da la orientación 
(Oz,0¡,, (1, ~)), entoncem Ja terna {Oz,Oz, (1, "!-')}tiene la o
rientación (Oz, Oz, (1, ~)),ya que Oz es localmente orientable 
(tanibién lo.,. Ja traza de Oz). Utilizando el mi•mo argumento 
basado en OSI y Oz, obteneD108 orientaciones opuestaa para la 
terna {0¡,,0z,(1,~)} E A1-
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