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sin salir del

4] . Basados en la formulacién de integrales de trayectoria, estudiamos algunos as-
.| " pectos relacionados con la simetrfa de norma en la electrodindmica cudntica a
R temperatura finita; en particular derivamos las identidades de Ward a tempera-
! tura finita. Analizamos la simetrfa de intercambio Z2 entre los campos tipo-1
y tipo-2 y sus consecuencias en las funciones de Green. Asimismo derivamos las
"relaciones de dispersi6n en un plasma compueslo de eleclrones y fotones. Calcu
lamos, ademds, las relaciones de djspersi6n para neutrinos que se propagan en -
un medio compuesto de electrones, protones, neulrones y neutrinos. Después de
la introduccién presentada en el capftulo 1. en el capftulo 2 estudiamos la for
.mulaci6n en integrales de trayectoria de la teorfa de campos a témperatura fini-
;ta. Demostramos que el formalismo de tiempo real conduce a que los grados de -
libertad en los campos se duplique; resultando campos de tipo-{1 y tipo-2. En -
el capitulo 3 presentamos la simetria de intercambio Z2, deducimos las identida
des de Ward.para la electrodindmica cuéntica a Lemperatura finita. En base a -
la simetria Zp ¥y las identidades de Ward, demostramos dque s6lo una funcién de
Green de 3-puntos de las ocho que se tienen inicialmente, es independiente. En
el capftulo 4, presentamos célculos a nivel de un rizo; derjvamos las relaciones
de dispersién para fotones y electrones en un plasma. En el capftulo 5, ponien-
do especial atencién en la invariancia de norma, derivamos las relaciones a dis-

persién para neutrinos que se propagan en un medio compuesto de electrones, pro-
tones, neutrones y neutrinos.
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Summary

Bascd on the path integral formulation, we stiudy some aspects related with
the gauge symmetry in quantiun electrodynamics at [inite temperature. In par-
ticular we derive the Ward identitios at linite temperatinrve. We nnalyze the 2,
interchange symmeltry botween type-1 and-type-2- flelds and its consequences
on the thermal Green hnu.tmns In. addition we derive the dmpusmu rela-
tions for clectrous and photons’in a plasma, We also ealenlate the dispersion

relations for a necutrino that propagales in o medinm composed of clectrons,
protons,neutrons,and ncutrinos.

After the introduction presented in chapter 1, in chapter 2 we study the

ath integral formulation of quantumn field theory at finite temperature. We
show, that real-time formalism yiclds to the degrees of freedon in the ficlds are
duplicated; given as n result type-1 and type-2 ficlds. In chapter 3 we present
the Zz symmetry and deduce the Ward identitios at finite tcmperature. From
these results we show that from cight, therimal Green funclions existing initially,
only onc is independent. In chaptor 4 we present :.\lcl'tlnlmus at. the one loop

level. We derive the dispersion relations of clactrons atid photons propagating

in a plasma. In chapter 5

wa pay special attention on the gauge invariance and
derive the dispersion relatious for a neutrino that propagates in a medium
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Matsubara formulé en 1955 (1] la primera versién de la Teoria de Cam-
pos a Temperatura Finita (TCTF), versién conocida como Formalismo de
Tiempo Imaginario (FTI) debido a que, en dicho formalismo, la tempera-
tura se identifica con la variable temporal puramente imaginaria. En la
TCTF se combinan técnicas de la teoria cudintica de campos y la mecanica
estadistica para obtener cantidades fisicas de sistemas de muchas particulas
en equilibrio térmico.

El formalismo desarrollado por Matsubara involucra energias discretas
imaginarias; una continuacién analitica ¢s necesaria para pasar del eje ima-
ginario al eje real de las energias. Desde ¢l punto de vista operacional,
este procedimiento no es sencillo, sobre todo cuando se analizan funciones
de Green de tres o mds puntos. Una formulacién alternativa que evita la
continuacién analitica es el Formalismo de Tiempo Real (FTR), en el cual las
energias son directamente variables reales. Actualmente existen (al menos)
tres enfoques [2] distintos del RFT: la formulacién en integrales de trayectoria
[3], la formulacién de “Thermo Field Dynamics™ {4, 5, 6] y el formalismo
candnico [7]. Aunquc con enfoques distintos, estas formulaciones son equi-
valentes. La caracteristica fundamental de este formalismo es que involucra
funciones de Grecn ordenadas y anti-ordenadas temporalmente. El niimero
de campos se duplica con respecto al de temperatura cero y esto conduce a
que los propagadores y las autocnergias adquieran una estructura matricial.

La idea del rompimiento espontinco de la simetria (SBS) debida a Nambu
[8] ¥y Goldstone [9] y su generalizacién a campos de norma debida a Higgs [10]
y o Kibble [11], fue de gran tracendencia para el establecimiento del modelo
estandar de las particulas elementales. Es un hecho conocido que cuando

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

un pedazo de hierro es enfriado, puede desarrollar espontineamente un mo-
mento magnético que apunta en una cierta direccién. Con ello se pierde la
simetria rotacional que inicialmente tenfan los momentos dipolares de los
Atomos constituyentes del metal. Si la temperatura del material se eleva por
encima de la temperatura critica, el metal se desmagnetiza y se recupera la
simetria rotacional. En base a estas ideas, Kirzhnitz y Linde [12] sugirieron
en 1972 que una simetria global espontianeamente rota de una teoria de cam-
pos, se podria restablecer elevando suficientemente la temperatura. Dos afios
después, Weinberg [13], Dolan y Jackiw [14] generalizaron las ideas de Kirzh-
nitz y Linde para simetrias locales. Actualmente la idea de la restauracién
de la simetria en teorias de norina ha recobrado interés, principalmente en
el caso de la teoria electrodébil donde la transicién de fasc es crucial para la
bariogénesis [15]. Por otro lado, es conocido que, en las tcorias de norma en
241 dimensiones, ¢l término de Chern-Simons rompe la simetria de paridad.
En un trabajo reciente, Klein y Torres [16] demostraron que, en el caso de
la electrodindmica cudntica en 2 + 1 dimensiones, la simetria de paridad se
restablece a altas temperaturas y densidades. El andlisis en cstos trabajos
se basa principalmente en la teoria de campos a temperatura finita.

Otro escenario en el cual la TCTF es de posible relevancia, es en los
experimentos de colisién de iones pesados. La idea principal de estos expe-
rimentos consiste en la bisqueda del estado de plasma de quarks y gluones,
en el cual los quarks y gluones pueden moverse “libremente” (desconfina-
dos). Cadlculos en la red indican que la transicién de fase de materia nuclear
ordinaria al plasma de quarks y gluones ocurre a temperaturas del orden
de 200 MeV.! Se tiene la esperanza de quc tales temperaturas se puedan
alcanzar en las colisiones de iones pesados con los aceleradores existentes y
los proyectados para e! futuro.

Dentro del marco de la astrofisica, los nticleos de estrcllas de neutrones,
supernovas, gigantes rojas y enanas blancas, estin compuestos de plasmas
muy densos con densidades del orden de 108 — 10'3gr /cin3. Particularmente,
en las estrellas de neutrones se estima [17] que las densidades son del orden
de 101591'/(:!113. Por otro lado, un neutrén, cuyo radio ¢s aproximadamente
1fm tiene una densidad del mismo orden. Es de esperar, por lo tanto,
que los neutrones en cl niicleo de una estrella de neutrones se trastapen y
con ello que formen un plasma de quarks y gluones [18]. Por otro lado,

!El sistema de unidades que utilizaremos en lo subs (a menos que se indique lo
contrario) es aquel en el que i = ¢ = kg = 1, donde ks es la constante de Boltzman. En
estas unidades, 1leV = 1.6021 x 107'? erg = 1.1605 x 10* °K.
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el conocimiento del indice de refraccién de los neutrinos que se propagan
en materia, es un requisito esencial para el estudio del mecanismo MSW,
formulado por Mikheyev y Smirnov [19] y Wolfenstein [20), de oscilaciones
de mneutrinos en un medio. El cual es la explicacion mds natural para el
enigma de los neutrinos solares {21]. Otra vez, la herramienta idénea para
estudiar estos sistemas fisicos es la TCTF.

No obstante la gran aplicabilidad que tiene la TCTF en diferentes con-
textos fisicos, la tinica evidencia experimental (indirecta) es el decaimiento
del plasmén en pares de neutrino y antineutrino [22], el cual es el meca-
nismo dominante en el enfriamiento de las estrellas gigantes rojas y enanas
blancas. Esperamos que, en el futuro, las predicciones de la teoria puedan
ser puestas a prueba en los experimentos de colisién de iones pesados. Una
dificultad importante que presenta la TCTF esta asociada con la invariancia
de norma. Diferentes cdlculos a nivel de un rizo [23, 24, 25] muestran que
la razén de decaimiento de las oscilaciones del plasma de quarks y gluones
cambia en magnitud y signo, segiin la norma que se utilize para los cilculos,
esto implica que ésos cilculos son erréneos. Ha habido avances parciales en
la resolucién de este problema. En particular, el método de “resumacién de
rizos duros” (hard thermal loops resummation) de Braaten y Pisarski [26]
ha resuelto la controversia con el decaimiento de las oscilaciones del plasma
de quarks y gluones, en el caso de muy altas temperaturas comparadas con
otros parametros de la teoria, tales como la masa de las particulas y las ener-
gfas caracteristicas de éstas. Atn queda la duda de que para temperaturas
menores, este procedimiento pueda ser de utilidad para extraer predicciones
invariantes de norma.

Motivados por la situacién descrita, en csta tesis estudiaremos algunos as-
pectos relacionados con la simetria de norma ¢n la electrodinamica cuantica
(QED) a temperatura finita, basindonos principalmente en la formulacién
de integrales de trayectoria. En particular, derivaremos las identidades de
‘Ward a temperatura finita y analizaremos las consecuencias que dichas iden-
tidades tienen sobre las funciones de Green térmicas de dos y tres puntos.
Asimismo, derivaremos las relaciones de dispersién para electrones y fotones
que se propagan en un plasma de QED, en ciertos limites. Ademas, exami-
naremos la posible dependencia en el parimetro de norma en las relaciones
de dispersién para neutrinos que se propagan en un medio compuesto de
electrones, nucleones y neutrinos.

La organizacién de la tesis es la siguiente. En el capitulo 2 estudiaremos
en detalle la formulacidén en integrales de trayectoria de la TCTF. Analizare-
mos las funciones de Green térmicas y las condiciones de analiticidad que



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

deben satisfacer. Basados en los estados coherentes, deduciremos la ex-
presién para la funcional generatriz Z de las funciones de Green térmicas
para distintos campos. Demostraremos que el formalismo de tiempo real
lleva a una duplicacién en los campos (tipo-1 y tipo-2); como consecuencia,
los propagadores libres adquieren una estructura matricial de 2 x 2.

En el tercer capitulo demostraremos que los propagadores completos,
o sea, los que incluyen correcciones radiativas, también adquieren una es-
tructura matricial y, como consecuencia, las autoenergias. De igual forma,
veremos que las componentes, tanto de los propagadores como de las auto-
energias, estidn relacionadas entre si; sdlo una componente es independien-
te. Posteriormente, prescntaremos la simetria de intercambio Z2 entre los
campos 1 y 2, para c¢l caso del camnpo escalar y sus consecuencias, tanto
en la funcional generatriz de las funciones de Green térmicas, como en la
accién funcional. En base a estos resultados, derivaremos una ecuacién de
movimiento efectiva, la cual da cuenta de los modos de propagacién de las
particulas en el medio. Después, estudiaremos la QED a temperatura finita
haciendo énfasis en la generalizacién de la simetria Z2 a esta teoria. En par-
ticular, pondremos atencién en las funciones de Green de dos y tres puntos.
Finalmente, en base a la simmetria de norma, deduciremos las identidades de
Ward. Demostraremos que estas identidades reducen el niimero de vértices
independientes a tres, de ocho que se tienen en principio. Ademads, veremos
que las identidades de Ward predicen que cuatro de los ocho vértices tienen
una singularidad cuando el momento asociado con la linea foténica externa
tiende a cero.

En el cuarto capitulo presentaremos en forma detallada cédlculos a un rizo
de la autoenergia y del vértice en un plasma relativista de QED. En primer
lugar, demostraremos que las identidades de Ward deducidas previamente
se satisfacen hasta el orden de dos rizos. En segundo lugar, derivaremos las
relaciones de dispersién para los fermiones y fotones que se propagan en el
plasma a temperatura muy alta. Para finalizar el capitulo, estudiaremos en
forma general la estructura de Lorentz de la parte real del vértice. Como
veremos, dicha estructura es muy complicada pero se puede simplificar de
forma considerable, gracias a las identidades de Ward y a la ecuacién de
movimiento en el medio. Verificaremos que la componente AY,, del vértice
tiene un polo, tal y como las identidades de Ward lo predicen.

En el capitulo 5 estudiaremos las relaciones de dispersién para un neu-
trino que se propaga en un plasma. Verernos que la parte real de la relacién
de dispersién se puede obtener por dos métodos distintos; con resultados
coincidentes. Uno de ellos estai relacionado directamente con la TCTF y se



basa en el cédlculo de las relaciones de dispersién de los neutrinos. El otro
método es mds intuitivo, consiste en promediar térmicamente la amplitud
de dispersiéon hacia adelante de los neutrinos, por las particulas presentes en
el medio. La parte imaginaria de la relacién de dispersién la obtendremos
de cdlculos a nivel de dos rizos (a nivel de un rizo no existe contribucién).




CAPITULO 2

TEORIA DE CAMPOS A
TEMPERATURA FINITA

2.1 Funciones de Green Térmicas

La teoria de campos a temperatura finita es la combinacién de dos teorias:
la teoria cudntica de campos y la mecdnica estadistica. La primera describe
el comportamiento de las particulas elementales. Esta teoria se utiliza para
describir la dindmica de las particulas, en procesos de colisién, los cuales
pueden ser observados en los aceleradores. Un aspecto fundamental de esta
teoria, es la idea de las fluctuaciones cuidinticas debidas a las relaciones de
incertidumbre de Heisenberg en los procesos fisicos, los cuales son repre-
sentados perturbativamente por diagramas de Feynman. La otra teoria es
la mecdnica cstadistica, que se usa cuando sec quiere estudiar problemas de
muchas particulas y cuya idea principal es la siguiente [27):

a) St un sistema en equilibrio termodindmico puede estar en uno de mu-
chos estados, por ejemplo, con energias discretas y sin degeneracién, entonces
la probabilidad de que el sisterma tenga energia E,, es

e~ En/kT
P(E,) = T ETAT (2.1.1)
donde el denominador es la llamada funcién de particién Z y la suma se

realiza sobre todos los posibles estados del sistema.
b) Si al estado | E, > le corresponde la energia E, y A es un operador
asociado a una observable fisica, entonces el valor esperado de la observable

9



10 CAPITULO 2. TEORIA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA

es
. _1 —En kT
< A >= E" <n|Aln>e . (2.1.2)

Podemos expresar la iltima igualdad en términos del operador de densidad
p = %e_"” para el enscmble canénico, con Z = Tr e~%%, Para el gran
candénico tendremos que usar p = ée“‘"""“”’, donde la funcién de par-
ticion es Z = Tr{e~P#-uN)} para este ensemble. En ambos casos, el valor
esperado de la observable fisica se puede escribir como

< A >= Tr{pA}, (2.1.3)

en donde la traza se toma sobre un conjunto completo de estados.

Las cantidades relevantes en una teoria cuintica de campos son las fun-
ciones de Green. Estas funciones son valores esperados de productos de
campos ordenados temporalmente. Asi, en el caso del vacio, la funcién de
Green de n puntos para un campo ¥ se representa como

Gz, 20) =< 0 | T ®(x1),.... B(z0n) | 0 >, (2.1.4)

donde T es el operador de ordenamiento cronolégico. Si ahora tenemos que
el sistema se encuentra en equilibrio termodinamico, las funciones de Green
térmicas Gg se obtienen de los valores esperados de los productos ordenados
temporalmente. Sin embargo, ahora los valores esperados mo lo son con
respecto al vacio sino que son promedios estadisticos, los cuales se obtienen
de promediar el producto de los campos ordenados temporalmente con el
ensemble de Gibbs, esto es

GEY (@1, v Zn) = Te{pTE(1), ey B(@n)} - (2:1.5)

2.1.1 Analiticidad y condiciones de KMS

Por simplicidad consideraremos un campo escalar real (sin carga) ®, cuya
dindmica es gobernada por el operador hamiltoniano H. Ademas, describire-
mos a los campos en el esquema de Heisenberg, a menos que se indique lo
contrario.

Como veremos, el operador e—PH op la Ec. (2.1.5) puede ser identificado
como un operador de evolucién en tiempo imaginario. Esta identificacién es
de gran utilidad, ya que permite formular la teoria de una manera andloga a
la teoria de campos en el vacio, dando lugar a un desarrollo perturbativo bien
definido. Para que e~?# pueda ser considerado un operador de evolucién en



2.1. FUNCIONES DE GREEN TERMICAS 11

tiempo imginario, se requiere generalizar los argumentos temporales de los
campos al plano complejo. Adicionalmente, es necesario definir un contorno
C en dicho plano; la eleccién del contorno C no es arbitraria. El tiempo
7; en cual comienza el contorno es arbitrario; sin embargo, el tiempo final
queda determinado por 7; — 3. Para poner en forma clara este punto,
consideremos un conjunto completo de estados al tiempo =;, | ¢; 75 >. Al
extender el soporte de los campos al espacio temporal complejo, tenemos
una generalizacién del operador de traslacién temporal:

e PN | pimi >=| piTi +iB > . (2.1.6)

Consideremos ahora, por ejemplo, que la funcién de particién Z es evaluada
usando un conjunto completo de estados | é; 7; >, con lo cual tenemos

z = /D¢<¢;‘rs|e_""l¢;f.->
= /D¢<¢:T;—iﬁ|¢;ra> . (2.1.7)
La 1dltima expresién es reminiscente de la amplitud de transicién:
<g"t"|qgt >.

que puede ser representada de acuerdo al formalismo de integrales de trayec-
toria de Feynman, tomando en cuenta todas las trayectorias que van de
(¢’,t’) a (¢”,t”). De manera similar, esperamos que la funcién de particién
(asf como cualquier funcién de Green) pueda ser representada por una in-
tegral funcional en la cual el tiempo empieza en 7; y termina en 7; — 8.
La construccién explicita de la integral funcional para la funcional gene-
ratriz Z [J] de las funciones de Green térmicas serd el principal objetivo de
este capitulo. Adicionalmente, es necesario generalizar el operador de orde-
namiento a un operador T:: dicho operador ordena los campos a lo largo de
C. En particular, la definicién (2.1.5) puede extenderse a

GO Nz eern) = % Tr{e=PH T, B(x1),.... B(z.)} - (2.1.8)

Antes de continuar con la discusién, vamos a generalizar algunos con-
ceptos que nos seran iitiles mids adelante. Consideremos un contorno C en
el plano complejo temporal que va de un punto inicial 7; a otro punto final
7y ( Fig. 2.1) con 71, 72,.... Th, Puntos que cstin sobre C. a) En este con-
torno podemos definir un orden. Para ello, consideremos los puntos sobre
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1L ImT
[~
ReT
Tn
Ty
Figura 2.1: Contorno C en el plano complejo. A lo largo de C, 71,72,.--.,Tn
estdn ordenados.

el contorno como se indica en la Fig. 2.1. Si 1,,, antecede a Ty (es decir,
Tm Se encuentra mas cerca a T; qUE Tm41) para m = 1,2,....n a lo largo

de C, cntonces decimmos que los puntos estdn ordenados a lo largo del con-
torno C y esto lo denotaremos por Tn > Tn—y > -

-- > 7. b). Con el orden
definido, podemos extender la definicién de operador de ordenamiento tem-

poral para opcradores con argumento temporal complejo. Si A(r) y B(7’)
son dos operadores con argumentos definidos en C, entonces

n_ fAMBE), T>71
T A(TYB() = B(THYA@), ¥ > 7 . (2.1.9)
c) De igual manera, podemos generalizar tanto la delta de Dirac como la
funcién escalén en el contorno C. La funcién delta con soporte en el contorno
C se define como
[drseir — 1y = 5N,
<

mientras que la funcién escalén es

(2.1.10)

-
BT — 1Ty = dr" (" — 1), (2.1.11)
T
donde la integral se realiza a lo largo del contorno.
Adicionalmente, condiciones de analiticidad en las funciones de Green im-
ponen restricciones en C. Para establecer las condiciones que debe satisfacer
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2.1. FUNCIONES DE GREEN TERMICAS

el contorno para que las funciones de Green sean analiticas, consideremos la

funcién de Green térmica de dos puntos

Geo(x1, T2) = Oc(T1 — 72)G (21, 72) + Oc(12 — T1)G < (21, T2), (2.1.12)
donde
Go(z1,22) = 3 Trle ™ B(z1)8(=2)},
(2.1.13)

Gelarza) = 2 Tr{e™ B(z2)8(1)}-

Evaluando el promedio estadistico de G con respecto a un conjunto com-
pleto de estados | n >, los cuales son estados propios del hamiltoniano H,

tenemos

Tr{e ?# &(z,)®(z2)}

I cm | e B(0)e N jn >
mn

x <7n} ' (0)eH ™2 fm >

3" exp{~iEn (71 — 72) +iEm(T1 — 72 + i)}

><'< m|®0){n><n|PO))m>, (2.1.14)

para que la suma anterior sca acotada, es necesario que se cumpla la des-
igualdad -8 < Im(7; — 72) < 0. Similarmente, G- impone la restriccién
0 < Im(7; — m2) < B. Notando que G y G« estin multiplicadas por
Oc(7T1—T12) ¥ O.(72 — 1) respectivamente, lo anterior quiere decir que para que
Ia funcién de Green de dos puntos sea analitica a lo largo del contorno C, se
requiere que la parte imaginaria de dicho contorno sea monétona decreciente
vy, ademas, C debe estar definido en ¢l intervalo ~8 < Im 7 < 5. En general,
es necesario y suficiente que la funcién de Green de dos puntos sea analitica
para que la funcién de Green de n puntos lo sea [28, 29}

Otra propiedad importante que podemos derivar de la definicién de la
funcién de Green de dos puntos, es la llamada condicién de Kubo-Martin-
Schwinger (KMS) [30, 29]. Esta condicién es una consecuencia de la ciclici-
dad de la traza y de que e~9%# se considera como un operador de evolucién.
Esto es, para un operador A se satisface A{7T + 7’) = &' " H# A(7)e~""H_ En

particular
A(T —iB) = e? A(r)e P, (2.1.15)
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Consideremos ahora la funcién G, e introduzcamos el operador unidad
entre los campos

1 - -
Golri,m2) = S Tr{e 7 @(r) e e ()}

= 3 Te{e " &(r2) T(r —iB) }
= G<(m —1iB,712), (2.1.16)

en donde hemos considerado la propiedad de las trazas: Tr{AB} = Tx{BA}.
La relacién entre G y G« dada en la Ec. (2.1.16) es la condicién de KMS.
Esta condicién sera 1itil para determinar los propagadores térmicos [31], esto
es, las funciénes de Green térmicas de dos puntos.

2.2 Integrales de trayectoria a temperatura finita

2.2.1 Funcional generatriz

Una forma elegante de obtener las funciones de Grecn térmicas.es a partir
de la funcional generatriz 2, definida como

ZJ=Tr {e—""n exp {i/dadeJ(x.'r) D(x,7) }}, (2.2.17)

donde la integral sobre la parte espacial se extiende a todo el espacio y la
integral temporal csti definida en el contorno C. Ya hemos demostrado que
C puede ser cualquier contorno que va de 7; a 7; — 3, con la restriccién de
que la parte imaginaria sea mondétona decreciente. Las funciones de Green
térmicas de n puntos estin dadas por

1 1 S5 L)

() (24, ) = _— ... —
G (21, v Zn) = Z0] = 37 (=) 37 (zD) Z[J] o

(2.2.18)

La eleccién mds simple para el contorno C es el segmento rectilineo a
lo largo del eje temporal imaginario desde —t¢ hasta —tg — i8 (ver Fig.
2.2). Este contorno, con t = 0, fue introducido por Matsubara [1] y sirve
de base para el formalismo de tiempo imaginario de la teoria [2]. En él, los
campos estin ordenados temporalmente en términos de la variable 7 = it.
La funcional generatriz en la Ec. (2.2.17) genera funciones de Green térmicas
definidas por los valores esperados de la integral de trayectoria de campos
con argumento temporal imaginario. La ventaja que prescnta el formalismo
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2.2,
lr Im T

o o cy to ReT
4
i S O
H to-ia
1 Ca
4

todp to-p

Figura 2.2: En esta figura, el contorno con linea continua es el que se emplea
para el formalismo de tiempo real, en este, o define una infinidad de posibles
contornos y se considera el limite tg — oco. El contorno con linea interrum-
pida es el contorno empleado para e! formalismo de tiempo imaginario.

de tiempo imaginario es que genera un desarrollo perturbativo similar al de
la teoria en el vacio. Su principal dificultad es que las funciones de Green que
se obtienen son de argumento imaginario; en principio se puede hacer una
continuacién analitica del eje imaginario al eje real, pero este procedimiento
no siempre es sencillo, sobre todo en el caso de funciones de Green de tres o
mas puntos [32, 33, 39].

En el caso del formalismo de tiempo real, el contorno en el plano com-
plejo va del punto inicial ¢ = —¢p al punto final 7, = —¢g — 78 de tal manera
que se incluya al cje real (Fig. 2.2). Esta trayectoria la podemos dividir
en cuatro subcontornos: Cp,C2,C3z y C4, los cuales coinciden con los seg-
mentos rectilineos [—2g,to — i€], [to — 0, —tg — io — i€], [tg — #¢,t0 — i0] ¥
[—~to—io —ie, —to — i3] respectivamente, donde 0 < ¢ < 3 y € es una cantidad
infinitesimal que se agrega para dar pendientes infinitesimales a Jos subcon-
tornos C| y C> para cumplir con el requerimiento de que la trayectoria sea
monétona decreciente en su parte imaginaria. Frecuentemente podemos ig-
norar al factor ¢, sin embargo sera necesario tomarlo en cuenta para asegurar
que la integral de trayectoria sea convergente. Al final se considera el limite
tg —* oo de tal manera que C incluya a todo el ¢je real. Esto permite incor-
porar en el tramo (—tp,#g — ic) a toda la tcoria de campos a temperatura

cero.
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Existe una infinidad de contornos correspondicntes a distintos valores de
o. Por ejemplo, para g = 0 sc tiene el contorno con el cual Keldysh {35] cons-
truyé un formalismo que incluye procesos fuera de equilibrio. Otra eleccién,
debida a Niemi y Semenoff [3], corresponde a poner o = 8/2 y quizas sea el
contorno mas popular dentro del formalismo de tiempo real. Para compro-
bar que las cantidades fisicas son independientes de o [2], deduciremos las
funciones de Green térmicas utilizando un contorno con o arbitrario. En su
momento, tomaremos el valor simétrico o = 3/2.

Tal! y como se ha formulado la teoria de campos sobre el contorno C, se
requicre considerar campos en los cuales el argumento temporal es complejo.
Posteriormente, para el formalismo de tiempo real, demostraremos que es
posible reformular la teoria de tal manera que los argumentos temporales
sean rcales; esto se logra a expensas de duplicar el nimero de grados de
libertad al aparccer campos de tipo-1 y tipo-2. Primeramentc veremos que
1a funcional gencratriz Z puede ser expresada por medio de una integral
de trayectoria y que los campos deben cumplir condiciones especificas de
frontera en los extremos de €. Después, encontraremos los propagadores
bosdénicos y fermidnicos. Finalmente y para concluir este capitulo, construi-
remos las reglas de Feynman para el formalismo de tiempo real.

2.2.2 Campo escalar real

En ¢ésta subseccién encontraremos, por medio de integrales funcionales,
la representacién de la funcional generatriz Z para el campo escalar real.

Consideremos un campo escalar real @ (x) cuya dindmica estd descrita
por el lagrangiano

= -;-(a,,q’)(amx») — 3m?e? — via]. (2.2.19)

Para encontrar la representacidén en integrales de trayectoria de la fun-
cional gencratriz Z para el campo ® (x), consideremos la descomposicién

en términos de las soluciones de la correspondiente ecuacién de movimiento
sin interaccién (V = 0):

&(x,t) = jd’k [a(k) e + al(k) e 7] = @+ (oc, t) + () (x, 1), (2.2.20)

donde dk = 12—",’;‘-;%‘—.. k-z=uwupt —k-X, ¥y wig = VvkZ + m2. Es claro que la
descomposicién

H(z) = jd'ka(k)e""".
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N z) = /d‘k at(k) e—i*=

corresponde a las soluciones de energia positiva y negativa, respectivamente,
de la ecuacidén de Klein-Gordon. En este caso, los estados coherentes son

2.2
(2.2.21)

estados propios de la solucién de energia positiva, esto es
SN (2) | x >= [ dextio e [x >= f(=) x>, (2.2.22)

donde x(k) es el valor propio del operador de aniquilacién, es decir
at(k) | x >= x(k) | x> - (2.2.23)

Como mencionamos en el apéndice A, los valores propios x(k) son niimeros
complejos arbitrarios; es necesario clegirlos de tal manera que se cumpla la
igualdad

x(k) = x"(~k), (2.2.24)

lo cual implica, en particular, que f(z) es real al tiempo £ = 0.
El operador de momento candnico conjugado I1 asociado al campo & estd

dado por la siguiente relacién
H(x,t) = &(x, )= -z'/d’/wk[a(k) e~*r _ gl(k) e** )

= M (x,t) - I (x,2).
Notemos que H{*) satisface una ecuacién de valores propios similar a la que
(2.2.26)

(2.2.25)

satisface ¢(+):
O(z) | x >= —i [dkwxd) e | x >=g(=) [x > .
La representacién de la funcional generatriz Ec. (2.2.17) en la base de los
estados coherentes (ver apéndice A) se puede escribir como
z] = /H dx (k) dx (k) — fdx" 00 xtk)
r 27e

x < x| e—-ﬂlln e.‘_/; P xdr 7 (x,7) ®(x,7) x>, (2.2.27)

donde hemos usado la Ec. (A.1.6) y cstamos tomando en cuenta que los
modos normales son continuos. El hamiltoniano H se obtiene de £ a través

de una transformada de Legendre, e} resultado es
H = /.Pz Enﬂ’ + %(\‘up)? + %m2¢2 + V[@]} = /d"xu. (2.2.28)
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Es conveniente cxpresar Z[J] directamente en términos de los valores propios
() ¥ g(x) de los estados coherentes. Para ello definimos:

= L -
#(x) = \/Elf(x)+l ()],
w(x) = —\15 [9(z) — g™ (=)]. (2.2.29)
Como consecucncia de las definiciones anteriores, ]a relacién
(2.2.30)

[ dixm aoxa) =i [ @z 2 (x)800)

es vilida, con lo cual tanto el producto escalar entre dos estados coherentes
como la medida, en términos de 7w y ¢, son los siguientes

<x x> = eJ&s=ee,

dx"(k)d, d d,
1;1 X (27)n_x(k) — I;‘I 7r(x2)7t¢(>c) (2231

Mientras que la funcién delta estda dada por

S(b(x) — ¢ (x)) = f ) d"(x) i = xE(B0-8C) (2.2.32)

Con los resultados anteriores es ficil convencerse que Z en la Ec. (2.2.27)
puede ser expresada, en términos de ¢ y n, como sigue

Z[J] /H d”(x) d¢(x) .fd’x- w{X) Bd(X)
x < x| e"""”Tc eiLd’zer(x,'r) @(x,7) giroll x>,
(2.2.33)

donde 74 = 7; — i3 y 70 = 7i, adicionalmente hemos utilizado la ciclicidad
de la traza.

Consideremos un contorno C arbitrario (con la restricciéon de que la parte
imaginaria sea monétona decreciente) que emnpieza en 7; y termina en 7 —i8
Sea una particién del mismo con NV +1 puntos 79 = 74, 71,72, ... . Tn = Ti —if3
Yy sea A7p = Tp, — Th—)- La integral en la Ec. (2.2.27) puede aproximarse
por una suma y, tomando en cuenta el ordenamiento temporal, podemos
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introducir N 4 1 conjuntos completos de estados coherentes, con lo cual Z

puede aproximarse como
ZN~ / H dﬂ(x)dd»(x);i:rr., ()ddpn(x) S iy

x.n—o
—i fdx(rp~xdn—70B) H < xn | RS EAT DO 2) 5 s
n=1
(2.2.34)

El operador hamiltoniano se supone ordenado mnormalmente. La aproxi-
macién es vilida hasta ordenes lineales en A7,. Si definimos F = J®(0) —H
¥ escribimos su dependencia en términos de los operadores ® y IT correspon-

dientes a las soluciones de energia positiva y negativa como:
F[H("’, ) o) P ;
tendremos que, utilizando (A.1.10), (2.2.22) y (2.2.26), se obtiene

< Xn 1 F ] Xnm1 >= Flghgnets frir frma]ed €57 @nt (2.2.35)

donde los dos puntos indican ordenamiento normal.! Sustituyendo (2.2.35)
en la Ec. (2.2.34) y utilizando la funcién delta en (2.2.32), vemos que la
integral sobre ¢ y ¢p en (2.2.34) impone la condicién ¢nx = ¢g y obtenemos,

para la funcional generatriz, el resultado

Z[J]= / H ________d?r,,(x)dtﬁ,,(x) exp { —-zngl AT,,/d"’:: (7r“( A:,"—l)

x,n=1
~ Flgs.gn-1; f;,fn_d)} . (2.2.36)

Utilizando las definiciones (2.2.29), podemos identificar ¢,(x) = ¢n(3, 75) ¥,
tomando el limite N — oo de tal forma que A7, — 0, finalmente obtenemos

Z{J]l= -/cnﬁ%:é)_;ﬂ"_gexp {ildfd"z[r&-— 7-[[1r,¢]+.l¢]} .
’ (2.2.37)

1Esto es, en un producto de operadores, todos los operadores de creacién s¢ encuentran

a la jzquierda de los operadores de aniquilacién,
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Esta ¢s la fé6rmula para la funcional generatriz de las funciones de Green,
donde la densidad hamiltoniana H es

1 1 1
Hp, ] = 51:2 + -2-(v4>)2 +3 242 4 Vg, (2.2.38)
¥ la condicion de periodicidad sobre el campo ¢ estd dada por

@(7:) = ¢(1i —if3) . (2.2.39)
DPespués de integrar sobre el momento canénico conjugado en la Ec. (2.2.37),

hasta una constante multiplicativa que podemos absorber en la norma-
lizacién, tendremos que

Z{J= fDd)cxpi /;[L(d»)-\- Jéy. (2.2.40)
donde

pe =11 LT L) = 3 (OucbBEP — M) —V($).  (2.2.41)

En la expresién anterior, el subindice C indica que la derivada temporal es
a lo largo del contorno C.

2.2.3 Campo escalar complejo

De igual forma como hemos hecho para un campo escalar real, podemos
deducir la funcional generatriz para un campo escalar cargado. Introduz-
camos para cllo un doblete de campos reales ®; y ®2 tales que

1
P = —=(P 1do),
\/5( 1+ id2)

ot = -\175(4’1—1'@2). (2.2.42)

Sustituyendo para &, y ®2 los desarrollos de Fourier correspondientes, se
tiene

B(x,7T) = /d‘k [aQk) %= + BY (k) e 57,

ot (x,7) = _[ dk [B(k) 57 + at (k) e~$%7], (2.2.43)
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donde

ak.m) = Jxller)+iaxl)),

alem) = —o(@lter) —ialte ),

b(k.7) = ‘/Li(al(k,f)—iaz(k.f)).

bk, 7) = :/l—i(a{(k,r)-ua;(k,r)), (2.2.44)
con a(k,r) = U~(r,0)a(k)U (7, 0),..., etc. Como consecuencia de las rela-

ciones de conmutacién para &; 2(k) ¥y &z 2(k), tenemos los siguientes conmu-
tadores a tiempos iguales

[a(k, ), at (k. 7)] = [6(k, 7)., B (K’, 7)] = (27)32wié(k — K’) , (2.2.45)

con todos los otros conmutadores, a tiempos iguales, igual a cero. Para una
interaccién que depende de @, cl lagrangiano tiene asociada una simetria
global U(1). Como consecuencia del teorema de Noether, tendremos una
corriente conservada:

J, =: NI, D) — (I, PNHD: . (2.2.46)
La correspondiente carga conservada Q es
Q= / dk{at (k)a(k) — bt (k) b(k)] = N, ~ N, (2.2.47)

a partir de la cual, vemos que los cuantos de tipo a tienen carga eléctrica
positiva y los de tipo b negativa.

Puesto que & y b coonmutan, podemos formar un estado coherente commin
a ambos operadores:

a(k) | Xasxp > = Xa(k) | Xa,xs >
b(k) | xarxs > = xu(k) | xa.x6 > - (2.2.48)

De particular importancia es ¢l siguiente resultado, que serd de utilidad
para obtener las condiciones de frontera andlogas a (2.2.39) para el campo
escalar cargado:

Q| xa, x6 >=] ¥ xa, e Hxs >, (2.2.49)
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este resultado se puede demostrar a pm.'tu‘ de la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorfl: eABe™4 = B + [A, Bl + $[A,[{A.B]l + ..

La funcional generatriz para el campo escalar complejo es

Z1J, I = 'I‘r{e"ﬂ(”_“Q)Tc e S s erary } . (2.2.50)

donde J (J*) es la fuente para ®' (®) y u es el potencial quimico. Para
encontrar una expresién andloga a (2.2.40) usamos (A.1.6) y (2.2.48)

“ AxadXadXidXs — [ di{xzxe+xixs) —B(H—pQ)
Z15,J°) = /H v X4 < xauxp | €

x T e fI"e+8' ) 1y s . (2.2.51)
Procediendo de forma similar al caso del campo escalar real, la funcional
generatriz Z se expresa en términos de los campos ¢ y ¢*:

ZJ,J7 = f TI D¢ (. 1IDP(x, 7) & ST @+ I703J0%) - (3.9 52)
€ x.7

dondc ¢ satisface la condicién de periodicidad ¢(7i) = ePHp(r; — iB) v el
campo ¢~ satisface ¢ (73) = e~ PHg~(r; —if).

2.2.4 Campo fermidnico

La rclacidén espin-estadistica impone relaciones de conmutacién en los

campos bosénicos, mientras que cn los campos fermiénicos impone relaciones
de anticonmutacién. Las Algebras de ndimeros que anticonmutan son las

Algebras de Grassmann y por eso los niineros de Grassmann son adecuados
para describir los campos fermidnicos (ver apéndice A.2).

Los campos de Dirac ¥(z) y ¥'(z) se expanden en términos de los

operadores de creacién y aniquilacién de particulas y antiparticulas de la
siguiente manera

T(z) = fdp‘Z'ln S Bi(p)uilp) €= + dl(pvilp) e =77,
i=1.2

(x) = /dp21n 3. Blpaip) e 7T + di(p)Ti(p) €7 7],(2.2.53)
i=1,2
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donde u(1:2) y v(1:2) gon las soluciones de energia positiva y negativa respec-
tivamente, de la ecuacién de Dirac

F—m)u = O,

FB+m)v = O.

En este caso, la funcional generatriz de las funciones de Green en pre-

sencia de las fuentes grassmmanianas £, £ asociadas a los campos ¥ y WP,
respectivamente, se pueden escribir como (ver apéndice A.2)

216,81 = [T av! (@) dwip) e~ S @' @ w®) <y | g=ptH-ur)
| o

2Ty et L IED SO+ VMED] [ 4 o
(2.2.55)

(2.2.54)

Los resultados anteriores son utilizados para obtener la representacion
de la funcional generatriz como una integral de trayectoria. Procediendo de
forma analoga a los casos de los campos escalares se obtiene que, para un
lagrangiano de la forma

L=T(ED — m) U — Line (P, P), (2.2.56)

la funcional generatriz sera

Z[6,&) = / dypt dip e S (9074 Bu—m) p—Lins (B ) +EIV(TIHH(NEM] (2 2.57)
con las condiciones de frontera ¥ (1:) = —ePPyY (1i—iff) y ¥ (T:) = —e—PHp (1:—
i3). En (2.2.57) hemos omitido, por comodidad, los argumentos temporales

¥y espaciales.

2.2.5 Recapitulacién
Antes de continuar con la discusién resulta conveniente recapitular los
puntos importantes del formalismo presentado hasta ahora:

e Hemos generalizado las funciones de Green térmicas en (2.1.5) a argu-
mentos temporales complejos con soporte en un contorno C (Ec. (2.1.8)).

La condicién de analiticidad en las funciones de Green impone la re-
striccién de que la parte imaginaria del contorno elegido sea mondtona
decreciente y que el contorno esté definido en el intervalo —8 < Im(7—
7’) € B, donde 7,7’ € C, sin restriccién para la parte real. El contorno
se inicia en a un tiempo arbitrario 7;, ¥ termina en 7; — i83.
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e Hemos indicade como las funciones de Green en el contorno C, se
pueden obtener a partir de la funcional generatriz Z (Ees. (2.2.17) y
(2.2.18)).

Para evaluar perturbativamente la funcional generatriz hemos obtenido
una representacién como integral de traycctoria de Z, utilizando la base
de los estados coherentes. Encontramos que, salvo un factor de nor-

malizacién irrelevante, Z puedec ser expresada de la siguiente manera:
i)}Campo escalar real

Z{N= f D4 & S5 @uar—mieh-Viarrdal (2.2.58)
con la condicién de frontera ¢(7;) = ¢(7; — i8).
il) Campo escalar complejo

ZJ, I = fD¢'D¢ & f.U0ud1 (8" ) —m? -V (" $)+ I p+ T %) (2.2.59)

con ¢(7;) = ePrP(ri — if) ¥ ¢ (1) = e PP~ (7 — iB).

iii) Campo fermiénico

Z1E.E)= / dipt dop & Jo PGP Line(BI+EIDNI+ TN |

con las condiciones 1/(7;) =

B (2-2.60)
= —ePryY(ri—iB) vy P (i)

= —e" PP (1;—iP).

La traza en la Ec. (2.2.17) impone de manera natural las condiciones
de periodicidad o antiperiodicidad para los diferentes campos, men-
cionados en los incisos i), ii) e iii} del punto anterior.

Cabe resaltar que hasta ahora la forma del contorno C es arbitraria,
excepto por la condicién de que vaya de 7 hasta 7 — i{3. Maids adelante
analizaremos la estructura de la teoria cuando se elige €l contorno mostrado
en la Fig. 2.2,

2.3 Propagadores térmicos

A continuacién expresaremos la funcional generatriz para el campo es-
calar complejo en una forma convenientemente para los calculos perturba-
tivos y que ademads es titil para analizar las propiedades de simetria.

El
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analisis de la funcional generatriz para el campo espinorial es similar. La
lagrangiana que aparece en la Ec. (2.2.52), puede expresarse en una forma
mds conveniente notando que si el campo se anula en el infinito, entonces

integrando por partes:
/d:’zd'r [(Bud)" (8 P) — 2P~ @] = — /daz:d'r ¢ [ Dec+m2lp, (2.3.61)

en donde recordamos que la derivada temporal se toma a lo largo del contorno
C. Es ficil verificar que la funcional generatriz se puede exprgsar como

Z[J, T = & LtV s tetel 2410, 777, (2.3.62)
donde '
Zo[2.07) = [ DpDpet S Pt (2 [Betmiomsromsrs) (2.3.63)

es la funcional generatriz para la parte libre. En la Ec. (2.3.62) hemos
utilizado la definicién de derivada funcional: %—g—; = 8c(xp — y0)d(x — ¥y).

Hagamos en Zg el cambio de variable ¢ — ¢+ ¢pg; este cambio de variable
no alteran la medida en la integral funcional. Elegimos ¢p de tal forma que
satisfaga la siguiente ecuacién

[Oc+m?)¢o = —J, (2.3.64)
cuya solucién formal es
to(@) = [dPydn,Delz—u)Iw), (2.3.65)
donde
[Oc+ M2 D (z—y) = —bc(z~y). (2.3.66)

Con esto, la funcional generatriz resulta
Z7, I = N L=V isdntatm] ~if v s s @D (== I |
(2.3.67)

con
N = /D¢'D¢ e @rdr & (Detmlo (2.3.68)
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A fin de encontrar la solucién de la ecuacién (2.3.66), notemos prime-
ramente que D, se puede descomponer en la forma
De(®x—y) =61z —Ty))Ds (z~y) + 0. (7y — 7)) D (= —y). (2.3.69)

Usando la condicién de frontera ¢(7) = ePH¢(r — i) conjuntamente con
la solucién para ¢g Ec. (2.3.65), se pucde comprobar que se satisfacen las
condiciones de Kubo-Martin-Schwinger (KMS):

Do(x—yi7s —7y) = Dy (x—yi7: —iB — 7). (2.3.70)

Es conveniente pasar al espacio de momentos a través de una transfor-
mada de Fouricr, sélo en la parte espacial:

De(x —yiTe — Ty) = (_é.,lr_)s' /dilk De (ky e — ) e—tk(x=¥) (2.3.71)

La funcién delta es pues
Sz —y) =6bc(7z — ™) (—2—:;? [dak e~k (x=y) | . (2.3.72)

Sustituyendo estos iltimos resultados en la Ec. (2.3.66) obtenemos la ecuacién
(B2, + X2+ m2) D (k72 — 1Y) = —8c (72 — 1) - (2.3.73)
La solucién para la parte homogénea de esta ccuacién es
DI (ki72 — 1) = A(k) e~ (7=—7) . B(k) Pk (T=—70) | (2.3.74)

con wy = VvkZ F m?2. La solucién de la parte inhomogénea se obtiene uti-
lizando el método de variacidén de pardmetros y estia dada por
1

Dg (K; 7z — 7y) = m

(9::(1‘;- — 7y) eTiwklTa— ) Ocl(ry — T2) eiuk(f.—r')) s

(2.3.75)
combinando los resultados anteriores, la solucién a la Ec. (2.3.73) es

De(k; 7z — 1y) = 0, (72 — 7y) [A(K) e (T=—T0) . B (k) efrlm=—Tw)

T e—wn("'-—'r.)] + 0. (1y — T2) [ A(K) e~ Wal{Ta —7y)
1

Wy

+B(k)etrlr=—"v) 4

e"ux(f-—-'r.)].

(2.3.76)
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2.3.
Aplicando la condicién de KMS encontramos los coeficientes A y B:
1 1
Atk) = i edlwa—u) 17
1 1 (2.3.77)

Bk) = Diwr ePloati) —1°

con lo cual finalmente podemos identificar los resultados

e iwa (v —7y)+B{wa —u) etwalva—7y)

o) . 1

> = 2iwy eflws—pu) 1 Blan+rn) — 14
_ 1 e~ twalre—T7y) e (Te —Ty )+ B(wn +14) .
D<= s logm——T P Torre Ty e . (2.3.78)

que, insertados en (2.3.69), nos dan el propagador para el campo escalar

cargado en el espacio de momentaos:
—iwa (72— Ty)+B(wa —p) eiwe(Ta—7y)

{a, (e =)= Bl —m 1 + BT =1
s (Te =Ty )+ B(ws +11)
eFlwrtu) 1 }'
(2.3.79)

1
De(z—y) = St
ek (Tam7y)

+6e (v — ) [ Famr—m—

De forma analoga, para el campo fermidnico, hacermos el cambio
W) o p(r) — [dr'Setr — "),
en la Ec. (2.2.60), donde S, satisfz;ce la ecuacién
(i — m) Sc(7) = 6. (7).

Salvo un factor de normalizacién irrelevante, la funcional generatriz para el

(2.3.80)

(2.3.81)

campo espinorial esta dada por
Zie. 8 = &t Je Vs L raim] =i S Sy dr = E(x)Se (x—9) £v) (2.3.82)

Con el ansatz
SeT — 7)) = O (7 ~ TNVEAT — T )+ Oc (7 — T)E(T — T, (2.3.83)

¥ las condiciones de frontera antiperiédicas en los campos, reproducimos las

condiciones de KMS:
Se(r — 7)) = —eTPHE (r —iB — 7). (2.3.84)
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La solucién tinica a (2.3.81) que satisface (2.3.84) es

. ) 5 ok e—iEp(ra—7y) +B(Ep—p)
iSe(z—y) = GP, —m) /dpe'l’ = y){ec (e = ) g —
3 Ep(Ta—T4) e—iEplre—Ty)
F o ETa = ) O s - ey
@i Fp (ra =T )+ 5L Ept12)
eB(Ep+u) — 1 } '

(2.3.85)

¢gue es el propagador para el campo fermidnico.

2.4 Formalismo de tiempo real

Los resultados obtenidos hasta ahora son vailidos para un contorno C
arbitrario, con la restriccidén que vaya de v; a 7; — 18. En el formalismo
de tiempo imaginario se elige para C una linea recta que une directamente
to con to ~ i3. Debido a que cl intervalo temporal es finito, las frecuen-
cias del desarrollo de Fourier resultan discretas; las llamadas frecuencias de
Matsubara.

En lo sucesivo consideraremos cl formalismo de tiempo real.
2.4.1 Factorizaciéon de Z

En el caso del contorno € que contiene al eje real (Fig. 2.2), se puede
escribir como la suma de cuatro contribuciones: C = Cy ® C> & C3 ® Cy, tal
¥ como se ilustra en la figura mencionada. La parte libre de Z es bilineal en

el contorno C (ver (2.3.67)), por lo cual sec puede escribir cono una suma de
todas las contribuciones por pares:

jcfcd‘xd"y.l-(x)pc(x—y).l(y)= [‘/; ./c+/¢,/;,+

+ ./.:_. _/q ] dizd*yJ*(z)De(z — ¥)J(y) .  (2.4.86)

Esencial para el formalismo de tiempo real serd el demostrar que podemos
prescindir de las contribuciones que provienen de C3 y Ci, de tal manera
que los argumentos temporales pueden ser considerados reales.

A fin de examinar ¢l comportainiento asintético de cada una de las inte-
grales en (2.4.86), consideramos primero el propagador bosénico D.(x — v)
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con tz,t, € Ci, con lo cual los argumentos temporales son reales y las fun-
ciones escalén en (2.3.76) son funciones escalén ordinarias de argumento real.
Escribiendo en coordenadas esféricas la integral (2.3.71) e integrando sobre
la parte angular, resulta

iD(x—y) = ; _/ooo d— k sen(kr) e~ (waltl)

472r
1 had dk 1
“+ G [) o ksen(k7) cos(w|t]) P

(2.4.87)

donde r = |x — y| y [t]| = |t: — £,]. En la segunda integral, pasando a la
variable de integracién wjy = w, obtenemos

V?Z — m? 4.
2"21'/ dw cos(wl|t]) sen(r Vw m ) -3 (2.4.88)

ésta es la transformada cosecne de una funcién absolutamente integrable.
Podemos, entonces, aplicar el lema de Riemman-Lebesgue [36], el cual es-
tablece que la transformada de Fourier de una funcién absolutamente inte-
grable tiende a cero cuando el valor absoluto de la variable de Fourier tiende
a infinito. La primera integral cn (2.4.87), la cual corresponde al propagador
libre en el vacio, no es absolutamente integrable y por lo tanto no se puede
aplicar el lema anterior. No obstante, puede ser evaluada explicitamente en
términos de funciones cilindricas [37]

1 o dk —ieed — 1 8 Yo(mvitZ = r2) > T
T Jo o Fsen(kne Anr 0r | —2Ko(mVrZ—12) ,r>t
(2.4.89)

La expresién anterior tienec ¢l comportamiento asintético ~ [2]73/2, para
|t] & oo. Con esto hemos demostrado que se cumple la condicién

lim D.(z—y)=0, tr.t,€C. (2.4.90)

[t —ty| oo

Consideremos ahora el caso en que 7 € C; y 7, € C3. Parametricemos
a estas variables temporales en la forma 7. = £ ¥y 7, = #p — iA (recordemos
que se considera el limite tg — oc), con 0 < A < 8. En este caso obtenemos

iD(xz—y) = iDF(x—Yits —1t,-+ir)
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1 = dk i .
_ ak I Wl tl— Awx
= =% Jo - ksen(kr)e

1 o dk ksen(kr)

s, —iwat] — s it
— € e + e €
27n%r Jo  wi ebws — 1% t 1.

(2.4.91)
para tr finito y tg — oo, el lema de Riecmman-Lebesgue es vailido para
ambas integrales en (2.4.91) y por lo tanto D, — 0. Sin embargo, para
t; — oo tendremos que |[t] — O y entonces el lema no es aplicable en este
caso. Para ascgurar que la contribucién que liga C) con C3 é C4 se cancele

completamente, imponemos que las fuentes se anulen en el pasado y el futuro
remoto, esto es

m_-“m LT a7 € C,,C2)=0,

Yim, (2.4.92)

que es la llamada condicién de adiabaticidad, la cual garantiza el resultado
deseado

[ [ a*2d*yI"@)Dutz — I @) — 0, . (2.4.93)
<3 €3
es decir, C; se desacopla de Cy.

De igual manera se encuentra que C) y C4 sc desacoplan. Un anadlisis
similar se utiliza para demostrar que C» se desacopla de C3 y C,.

En conclusidn, considerando la estructura de la funcional generatriz com-
pleta en la Ec. (2.3.67), concluimos que Z puede ser factorizada en la forma

Z[J, )= 2Z12[J.J" ) Z34[J, T}, (2.4.94)

donde Z)2{J, J*] correspondc a la contribucién para puntos sobre Ciz2 =

C) & C2, mientras que Zas[J, J*] representa la contribucién para puntos
sobre C3 & Cs. La parte correspondiente a Z12 esta dada por

Zaa (7. T = Lt iatn ot i), Sy @Dc -0 S

(2.4.95)

Al considerar las funciones de Green térmicas de tiempo real, el factor
Z34 representa un factor multiplicativo que podemos absorber en la norma-
lizacién y por lo tanto. ignorar. Sin embargo, para el cdlculo de variables
termodindamicas tales como la presién o la energia interna del sistema, di-

cho factor no puede ser despreciado [2]. Por lo tanto, en cuanto estemos
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interesados en funciones de Green para un tiempo real, podemos omitir las
contribuciones que provienen de C3 y C4 ¥y considerar la funcional generatriz
simplemente como

Z[J, I )= Z12[J,TJ"]. (2.4.96)

Ahora los grados de libertad tienen soporte en C; y C2. En C) el argumento
temporal 7 = ¢t es puramente real. Por otro lado, si bien en C2 el tiempo
es complejo r = t — io, sélo su parte real varia; consecuentemente podemos
redefinir las funciones de tal manera que todos los argumentos temporales
sean reales. Definiedo las fuentes con soporte en €1 y C2 como fuentes

independientes:
Ji(t) = J()
J2(t) = J(t—io). (2.4.97)

Tomando en cuenta lo anterior, vermmos que la funcional generatriz (2.4.95)
puede ser expresada en la forma:

Z[2, 0] = e—"f:; = {V (L 375 "I'T.I;‘(x)]_"'['!' 20 ‘1"“-’;("] ZolJus T
(2.4.98)

donde el signo menos del segundo término del potencial es una consecuencia
de la orientacién negativa en Cs, la parte libre de Z se escribe como

Zo [Jay J7] = exp{—i _/_°° dtdt,d3y d®z J=(2) D" (z — y) Ju()} . (2.4.99)

Los cuatro propagadores de tiempo real se definen a partir del propagador
libre general en (2.3.69) como

DYW(t. —t,) = Dec(tz—t,).
D'2(t, —ty) = Dc(t: —1ty,+io),
D2 (t, — t,) = Ds(ts—ty, —ic),
D22(t, —t,) = —D.(t,—t;). (2.4.100)

La notacién indica que para D?(¢, — ty) el tiempo t; toma valores en C, y
ty en Cs. Es claro, por ejemplo, que para D!2, sélo cotribuye D« ya que de
acuerdo al ordenamiento definido ¢n C. cualquier tiempo en C; es anterior
a tiempos en Cs.
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Una representacién para 232 como integral de trayectoria estid dada por
212077 = [ Do:Dss exp{ =i [ 'z (#8200 + Vigi, 1]

— V3, p2] ~ JI P> — oI ) } . (2.4.101)

donde se suma sobre indices repetidos con a,b = 1,2 y (D12 son los in-
versos de los propagadores (D)et. Para obtener el resultado anterior, prime-
ramente expresamos la funcional generatriz Zp como integral de trayectoria;
este procedimiento implica invertir los pasos que nos llevaron de (2.3.66) a
(2.3.68), tomando en cuenta que ahora el propagador tiene estructura ma-
tricial. Posteriormente se hacen actuar los términos del potencial para llegar
al resultado deseado.

Las funciones de Green térmicas con ordenamiento temporal se obtienen
derivando funcionalmente con respecto a las fuentes J; y haciendo poste-
riormente J; y J2 igual a cero:

1 1 §

5
Gl 20) = oG G371 =) 3T (=)

Z[J1, J2] (2.4.102)
Jy =0

=J2
Esto implica que sélo los campos de tipo-1, esto es, aquellos cuyo argumento
temporal corresponden al subcontornoe C), pueden aparecer en lineas exter-
nas de diagramas de Feynman. Por eso a los campos tipo-2 se les llama
fantasmas térmicos. Como anunciamos al inicio de este capitulo, hemos lle-
gado, finalmente, a una teoria en la que los grados de libertad en los campos
se han duplicado. Existen dos tipos de campos: campos tipo-1 ¥ tipo-2. Si
bien Ia estructura topoldgica y combinatoria de los diagramas no cambia,
los propagadores son matrices de 2 x 2. Como sec desprende de (2.4.101) a
nivel de arbol existen también vértices de tipo-1 y vértices de tipo-2, donde
la interaccién es sélo entre campos de tipo-2, con el signo de las constantes
de acoplamiento invertido.

2.4.2 Propagadores

De las ccuaciones (2.3.76) y (2.4.97) podemos obtener explicitamente
los propagadores libres para el campo escalar complejo. Una transformada
de Fourier en la parte temporal, da como resultado los propagadores en el
espacio de momentos

iDy1 (k) = iA (k) + 27w np (ko) (k2 — m?),
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a3
iDag (k) = —iA™ (k) + 2w g (ko) 5(kZ — m?),
iD1p(k) = 2me " [ng (ko) + 6(—ko)]S(k% —m?),
iD2 (k) = 2me 7% [ng (ko) + O(ko)]8(k% —m?), (2.4.103)
donde 8 es la funcién escaldén, 775 esta dado por
. 6(ke) 0(—ka)
n8 (ko) = Fuoon T Y sSheTm — T ° (2.4.104)
y
AR = s (2.4.105)
T k2 —mZ? e i

Recordemos que el factor i€ que aparece en A, tiene su origen en las condi-
ciones de analiticidad discutidas en la Secc. 2.1.1; el contorno debe ser
monétonamente decreciente en sut parte imaginaria.

De manera similar, para el campo fermidnico, los propagadores se ob-
tienen usando (2.3.835):

isSu@) = [A@ —2n3r(pa)s@P® —m?)]1PB+m),
iS22 (p) = [—id"(P) — 27 nF (Po) 6(p% — m2) B+ m),
iS12(p) = —27me”P [nr (po) — 8(—pa)}6(p%* — m?) B+ m),
iS21(p) = —2me 7P [np (pe) — 8(po)18(p% — m?) F+m),
(2.4.106)
donde n7F estid dado por
8(po) 9(—po)
P (PO} = Sy 7T T oA G 1 (2.4.107)

2.4.3 Reglas de Feynman

En el formalismo de tiempo imaginario, a difercncia del formalismo de
tiempo real, no hay la duplicidad de los campos que aparece en este forma-
lismo. Las reglas para los diagramas de Feynman en el formalismo de tiempo
imaginario, son anilogas a las reglas que se dan en el vacio. Debido a la
duplicidad en los campos que ocurre en ¢l formalismo de tiecmpo real, las
reglas de Feynman son un poco mas complicadas.

Tomemos como cjemplo sencillo una teoria escalar con interaccién A¢3.
La densidad lagrangiana que se obticne, de acuerdo a (2.4.101), es

$a (D1 gy, + A — Apd, (2.4.108)
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K
40 Das (k)
1

_— —zA .
1
2

2 i

2

Figura 2.3: Reglas de Feynman para la teoria escalar ¢3.

donde el propagador D, estd dado por la Ec. (2.4.103). Las reglas de Feyn-
man se extracn de manera directa de la expresién anterior. Un propagador
tienc indices térmicos a y b: es decir, una linea asociada al propagador Dy

conccta un campo ¢, a otro ¢,. Existen dos tipos de vértices: los tipo-1 y
tipo-2, los cuales difieren por un signo. En el caso particular de la teoria
¢3 asociamos un factor —iX a los vértices tipo-1, mientras que para los de

tipo-2 asociamos cl factor +i), respectivamente. Finalmente, para calcular
una funcién de Green de n puntos, recordemos que los campos en las lineas
externas son sicipre de tipo-1. Por lo tanto, dibujamos todos los diagramas

posibles con n-patas externas de tipo-1, para los vértices internos se suma
sobre todos sus posibles valores. En la Fig. 2.3 se muestran las reglas de
Feynman para la tecoria ¢3.

Para finalizar el capitulo haremos un resumen breve del mismo. Hemos
estudiado la formulacién la teoria de campos a tempertura finita en un con-
torno C, en cl plano complejo temporal, a través de integrales de trayectoria.
Encontramos que, a largo del contorno C, la tcoria de campos a temperatura
finita es similar a la correpondiente teoria del vacio, pero con diferentes
condiciones de frontera que se reflejan en los propagadores. Analizamos de-
talladamente ¢l formalismo de tiempo real (una parte del contorno C incluye

al eje temporal real). Vimos que este formalismo lleva a que los grados de
libertad en los campos se duplique.



CAPITULO 3

SIMETRIAS EN LA
TEORIA DE CAMPOS A
TEMPERATURA FINITA

Las simetrias que presenta la naturaleza nos permite entenderla. Por

ejemplo, cuando un sistema fisico es invariante bajo traslaciones, el momento
lineal se conserva. Si ademds es invariante bajo rotaciones, entonces también
el momento angular es una cantidad conservada, etcétera.

Es bien conocido que la electrodinimica clidsica posee una simetria de
norma: las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo la transformacién de
norma A, (x) — Au(x) + I.A(z), donde A(z) es una funcién arbitraria de
z,. Sin embargo, cuando se requiere una formulacién cudntica de Ia elec-
trodinamica, es necesario fijar la norma. Si bien, algunas cantidades pueden
depender de la condicién de la norma elegida, la simetria de norma se ve re-
flejada en el hecho de que las cantidades fisicas u observables no dependen de
dicha condicién de norma. En la QED en el vacio, las identidades de Ward
son una consecuencia de la invariancia de norma y relacionan distintas fun-
ciones de Green. Podemos preguntarnos si este hecho se hace extensivo para
la teoria térmica y cuales son las correspondientes identidades de Ward. La
respuesta definitiva es uno de los objetivos fundamentales de este capitulo.

Estudiarcmos algunas simetrias relacionadas con el formalismo de tiempo
real de la TCTF, para el campo escalar y la QED. En el caso del campo es-
calar, deduciremos la ecuacién efectiva de movimiento y demostraremos que
ésta es independiente del parametro de contorno o. En la QED a tem-
peratura finita, analizaremos con detalle la simetria de intercambio Z2 en-

35
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tre los campos fisicos y sus fantasmas térmicos y las consecuencias de esta
simetria en las funciones de Grecn de dos y tres puntos. Posteriormente
estudiaremos la simetria de norma en la QED; en particular, deduciremos
las identidades de Ward. Apoyados en la simetria 25 y las identidades de
‘Ward, demostraremos que de ocho funciones de Green de tres puntos que
se tienen inicialmente, sélo tres son independientes. En particular, para la
parte longitudinal de la funcién vértice, probaremos que el nimero de fun-
ciones independientes se reduce a uno. Finalmente, demostraremos que las
identidades de Ward predicen que algunos vértices son singulares cuando el
momento de la linea foténica tiende a cero.

Este capitulo contiene material nuevo y es el micleo de la tesis. Las

aplicaciones, de los resultados que se obtengan aqui, se haran en los siguientes
capitulos.

3.1 Propagador libre

En ¢l capitulo anterior hemos encontrado los propagadores libres para
campos escalares y femidnicos, a partir de la funcional generatriz Z. Como
una consecuencia de imponer que ¢l contorno en el plano complejo temporal
incluya al eje real, los grados de libertad se duplican y, por lo tanto, el
propagador adquicre una estructura matricial de 2 x 2. Denotaremos al
propagador escalar como

D© p©® p@
= (D(O) (0)) » (3.1.1)

con una expresién similar para los fermiones. El superindice 0 indica que
se trata de los propagadores libres. Utilizando las expresiones explicitas

(2.4.103) se comprueba que los clementos del propagador térmico cumplen
con las siguientes ecuaciones

Dﬁ) (k) + Dég) (k) e—oko D(D) (k) + ek D(O) ),
DL (k) — (0§ &))”
(0) (k) = e—20ka gBko Dg:) (k).

l

(3.1.2)
Estas tres restricciones implican, en efecto, que sélo una de las cuatro compo-
nente de D(® es independiente. Podemos elegir, por ejemplo, el propagador
D(m. Alternativamente es posible escoger un propagador con propiedades
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causales bien definidas (el propagador retardado, o el avanzado, o el ordenado
temporalmente). Si bien es posible expresar cualquier resultado en términos
de una componente independiente, en la priactica el desarrollo perturbativo
de la teoria se simplifica recurriendo a la estructura matricial completa.

Utilizando los resultados anteriores y la siguiente representacion de la
funcién delta

1 €

o) = lim mye 1.3

se demuestra que D(®) puede ser factorizado en la forma

DO (k) = Up ko) AR (£)U s(k0) . (3.1.4)
donde
A 0
A= (%" _Jo-) - (3.1.5)

Yy

o (k0) + 1 e ko g {ko)+0(~ka

Up(ko) = . . . Vo5 Ro) ¥1 . (3.1.6)
ervhousarn /oy tRo) + 1

En (3.1.5), A©) = (£2—mZ2+ic)~! es ¢l propagador de Stuckelberg-Feynman
en el vacio, es decir, el propagador con ordenamiento temporal. Este propaga
particulas de energia positiva hacia ¢l futuro y particulas de energia negativa
hacia el pasado. A su vez, —A0) o5 0l propagador anti-ordenado tempo-
ralmente, que propaga particulas de energia negativa hacia el futuro y de
energia positiva hacia el pasado. A temperatura finita, ambos propagadores
contribuyen en los diagramas de Feynman.

Observemos que la informacién térmica estd contenida en la matriz Ug;

con la propiedad: det Ug = 1, y su inverso es

Ugzltko) = o3Ug(koloa
\/m —e%0 gnab!-}as—kﬂ)
- (—e"”‘u 7 {k0)+0(kn) (k';‘;‘:'“ ) (3.1.7)
3')#](&))4—1 '717

donde o3 es la tercera matriz de Pauli.



38 CAPITULO 3. SIMETRIASEN LA ...

3.1.1 Limite T —5 0

Consideremos ahora el limite T” — O. En este limite recuperamaos la teoria
de campos en el vacio, lo cual podemos demostrar ficilmente observando
que (para ¢ # 0) las componentes no diagonales de Uy, asi como np en la
Ec. (3.1.6) ticnden a cero en el limite I — 0. Por lo tanto, Up se reduce
simplemente a la matriz identidad. Esto significa que los campos de tipo-1 y
de tipo-2 se desacoplan y la funcional gencratriz Z;12 {J] en la Ec. (2.4.99) se
factoriza como: 22 [J] = 2, [J]Z2{J]. El segundo factor puede absorberse
en la normalizacién y sélo nos queda Z) [J], la cual genera las funciones de
Green ordinarias en el vacfo.

3.2 Propagador exacto

3.2.1 Campo escalar

El propagador completo, es decir el que incluye las correcciones radiati-
vas, tiene también una estructura matricial. Vamos a deducir el propagador
exacto para un campo escalar. .

Con el valor del parametro o = /2, la matriz Upg adquiere la forma,
particularmente sencilla,

h 6 nhé
Usalko) = (:2:113 vosh ) (3.2.8)
con
1
coshfd = ————————,__1 1l
e—Alkol/2
senhf = ———-—— (3.2.9)

V1 — eBlkal ~
El propagador para un parametro de contormo o arbitrario, se obticne a
través de la transformacién de similitud

ko(20—8)/4
(3} — e 4]
D® =cDp®,,c!, cC= ( 5 e—M?v—B)N) . (3.2.10)

Cabe resaltar que la matriz Ug en (3.2.8) y su andloga fermidnica en
(3.2.22) dan lugar a transformaciones de Bogoliubov en un bafo térmico.
Dichas transformaciones han sido ampliamente discutidas por Umezawa y
colaboradores (4, 5, 6].
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a@b=a b_._ac@g &b

Figura 3.1: Ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador exacto.

En lo que sigue usaremos el valor simétrico del parimetro de contorno
o = B/2.

Es de esperar que el propagador exacto tenga una estructura matricial
andloga a la del propagador libre dado en la Ec. (3.1.4). Existen varias
alternativas para establecer este resultado. Una de ellas se basa en el trabajo
de Semenoff ¥y Umezawa [38], quiencs mostraron que el propagador exacto
tiene la siguiente representacién espectral

o0
Doy (ko.x) = [~ an’ DY (Ko, ') i’ ) , (3.2.11)
donde p es una funcién que sélo depende de las componentes espaciales del

momento x = |k| y &’ = |k’]. Puesto que la matriz U g no depende de «, el
propagador exacto adquiere la forma

A (o]
D=UD(0 __A_)UB. (3.2.12)
Consideremos ahora la ecuacién de Schwinger-Dyson (ver Fig. 3.1)
D=DC4+DO D, (3.2.13)

de la dltima ecuacién y de (3.2.12) y (3.1.4), se sigue que la matriz de
autoenergia se puede escribir como

I (k) = UR (— rz)(k) l’I'o(k)) ugp'. (3.2.14)

De las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.14) podemos concluir que la funcién A es
el propagador de Feynman complcto:

A = 1

B —n? < T ¥ ic 3.2.15)
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De esta forma hemos probado que, al ignal que el propagador, Ja matriz
de autoenergia tiene un sSlo elemento independiente. Por ejemplo, pode-
mos elegir Il como la componente independiente. En términos de dicha
componente las tres restantes son

T2

Tiz2

= TIlgy = —i tanh280 Im 11, ,
= -IiL.

(3.2.16)
Notemos que la Ec. (3.2.14) nos da explicitamente los elementos de I, en
términos de de 11 y I1* como

I1;; = Tlcosh?6 — 1" senh?6,
Tl = TIpy = — (X1 — IT*) senhd coshé . (3.2.17)
Cabe destacar que las relaciones que existen entre las componentes, tanto
de la autocnergia como de los los propagadores, se deben a la simetria de
intercambio Z; entre los campos de tipo-1 y tipo-2, tal y como discutiremos
en la subsecccién 3.3.1. Como hemos mencionado anteriormente, €l caso det
vacio (T = 0) se recupera porque los campos de tipo-1 y tipo-2 se desacoplan.
Resulta de interés analizar la componente 11 del propagador completo.
De (3.2.12) y (3.2.8) obtenemos:
Dui(p) = A cosh?@ 4+ A" senh?6
cosh?6 senh?6
= E oA A TR T o ey — e - 8218
A temperatura cero coshf = 1 y senh8 = 0 y D;1(k) se reduce al propagador
A(k). Los efectos térmicos dan lugar a que A y A" contribuyan a D1y con
amplitudes cosh@ y senhé, respectivamente. Notemos que A® representa un
flujo de encrgia en la direccién opuesta a la A. Una interpretacién mas
clara de estas afirmaciones sc obtiene si utilizamos las expresiones para la
autoencrgia retardada y avanzada

M r(k)
Talk)
para expresar DMy; como

it

i

6(ka)TI(k) + 6(—ko)I17(K) ,
(k).

(3.2.19)
Dy (k) = 9Uk0) cosh?6 — 0(—ko)senh?8 __ §(kg)senh?® — 6(—ko)cosh?0
VAR TR T (k) + ieko

k2?2 — m2 — Y1a(k) — iekg

(3.2.20)
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De donde resulta que, a temperatura finita, las soluciones de energia positiva
(negativa) se propagan tanto al futuro con amplitud coshé (senhf) como
hacia el pasado con amplitud senhf (coshé).

3.2.2 Campo espinorial

Para el caso de los fermiones ¢l procedimiento es andlogo al caso escalar,
por lo cual sélo resumiremos los resultados mds importantes.

El propagador libre esti dado por

P vt o
S (p) = Ur(po) ( o = )Up(po). (3.2.21)
;:m—i-

para o = /2, la matriz Ur adquire la forma

. cosy —e(po) Eg“/zsen“’
Upr(po) = (€(Pa) e=Bn/ 25004 cosp . (3.2.22)
donde ~
_ Sa)e™/3 + §(—po)e=/1
comyg = Vex/2 G e—x/2 ’
S _  B(pa)e=*/1 4+ 0(—po)e*/1
seny = Jesir g o=/ . (3.2.23)

con x = G (po— ). El propagador exacto admite una representacién similar

) — Sr(p) o
S () = Urpo ( 7 _ Siy ) Ur@o). (3.2.24)

con la convensién de que la operacién de conjugacién no opera sobre las
matrices de Dirac.! Usando ahora la ecuacién de Schwinger-Dyson

S=89 s v s, (3.2.25)

se comprueba que la matriz de autoenergia fermidénica se puede escribir como

= = Uy ( > _OE_) Uz, (3.2.26)

! Hemos usado esta uotncién por simplicidad. Una notacién alternativa es: $ = 45S5%90,
la cual tienc el mismo efecto de no conjugar las matrices de Dirac.
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Yy podemos entonces identificar a la funcién S que aparece en el propagador
exacto con

i

S =g e (@.2.21)

De la Ec. (3.2.26), es ficil verificar que se satisfacen las siguientes igualdades
Ti2(p) = —e7 Tz =ie(po) e” /% tan2p ImTn,

Z22(p) = —-Zu(p). (3.2.28)

Es conveniente contar con las expresiones de la autoenergia retardada y
avanzada en términos de los elementos de £,;. Combinando el equivalente
fermidnico de (3.2.19) con la Ec. (3.2.26), obtenernos

Sap) = T +e Pro/2my,,
Ba(p) = In +em/2g,, ., (3.2.29)

Estas relaciones fueron obtenidas por Kobes [39] utilizando una adaptacién
al caso térmico del método causal de 't Hooft. De acderdo a este método, si
consideramos el diagrama de autoenergia con las orientaciones para el flujo
de enecrgia tal y como se muestra en la Fig. 3.2, con pg > 0, entonces g
(Xa4) representa la propagacién del tiempo ¢; a t2, con t2 > t1 (t2 < t1).
Finalmente podemos utilizar (3.2.28) para escribir

ReZg(p) = ReZXa(p)=ReZii(p)
ImEBgr(p) = ~ImEa(p)= e(po)scc(2¢)ImE11(p)
= —ie Prcsc(29)T12(p). (3.2.30)

Si bien es posible calcular cualquier autoenergia a partir de £;;, es miés
simple calcular las partes imaginarias utilizando Xj2, que es una cantidad
puramente imaginaria. Por esta razén y para futura comparacién con el
resultado de la funcién de tres-puntos, hemos escrito la segunda igualdad
para la parte imaginaria de =g.

3.3 Accidén efectiva y ecuaciones de movimiento

3.3.1 Simetria de intercambio

En esta seccién estudiaremos las simetrias y las ecuaciones de movimiento
para el campo escalar.
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Figura 3.2: Autoenergia exacta. Las flechas indican el flujo de energia.

En el capitulo anterior demostramos que la funcional generatriz £ para
las funciones de Green térmicas, puede ser factorizada en tal forma que sélo
los contornos C) y C2 contribuyen a las funciones de Green, con lo cual
los grados de libertad de los campos se duplica. El resultado es una teoria

efectiva cuya funcional gencratriz puede ser representada en la siguiente
forma

21, T = [ Do Doaexp {i [dt (Lisr.dal+ nos + 2e)} . (3:331)

donde la lagrangiana estd dada por

1 -1
Ligi.¢2] = 59 [DL] 7 & — Vien] + Viee]. (3.3.32)
Esta lagrangiana posee una simetria discreta de intercambio Z2 [3]}

L {1, P2l = —L" [¢3, $7], (3.3.33)

en la cual los campos de tipo-1 y tipo-2 se intercambian y, como consecuencia,
la funcional generatriz satisface la siguiente igualdad

Z, J2)= 2" [-J3,—JI71. (3.3.34)
Esta simetria se puede demostrar considerando las ecuaciones (3.3.31) y
(3.3.33), asi como las propiedades del propagador D) que se siguen de
(3.1.2).
A partir de (3.3.34), es fdcil comprobar que Z; se verifica también para
la funcional generatriz de los diagramas de Feynman conexos, es decir:
W 1, Jo] = —W*[—J5. —J[]. (3.3.35)
donde
Wy, J2] = —ilnZ [J1, Jq) . (3.3.36)
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Para cada fuente J;(a = 1,2), los campos clisicos @, estan definidos por

Pa = 5_“,_[‘,1'_"2] , (a=1,2). (3.3.37)
8Ja
Puesto que los campos g son funcionales de las fuentes J; y Jo2, heredan la
simetria de intercambio, de tal forma que

w11, J2] = o5 [-J3, —J7] . (3.3.38)

La funcional generatriz I" [1, w2] de los llamados diagramas de Feynman
irreducibles de una particula (1P1), también llama accién funcional efectiva,
se define a través de la transformada funcional de Legendre:

T {p1,w2] = W [J1, J2] — / Jap® . (3.3.39)

Finalmente, a partir de los resultados anteriores, puede comprobarse que
esta funcional posee también la simetria Zj:

T [p1, 2] = —T" [03, v7]- (3.3.40)

3.3.2 Ecuaciones de movimiento
En el vacio, la ecuacién de movimiento esta dada por la ecuacién

ir__ ;. (3.3.41)
Sy

Si derivamos la Ec. (3.3.39) funcionalmente con respecto a ¢,, obtenemos

Ly
8¢a

La comparacién con (3.3.41) sugicre considerar las anteriores como las ecua-
ciones de movimiento a temperatura finita. Sin embargo, nos interesa pre-
cisar cual es la ecuacién efectiva a partir de la cual podemos extraer infor-
maciéu fisica acerca dec las propiedades del sistema. Por ¢jemplo, ;jCudles
son las caracteristicas de los modos normales que se propagan en el sistema?
Para proceder en esta direccién, recordemos que los campos de tipo-1 son los
campos fisicos, mientras que los del tipo-2 son campos auxiliares o fantas-
mas. Las funciones de Green fisicas son generadas derivando a la funcional

= —Ja, (a=1,2). (3.3.42)



3.3. ACCION EFECTIVA Y ECUACIONES DE MOVIMIENTO 45

generatriz con respecto a J;. Una forma de imponer estas condiciones, suge-
rida por Niemi y Semenoff (3], es pedir en (3.3.42) que J2 8e anule, es decir
se impone la restriccién

ST (1, 02] _ _

= = —J2=0. (3.3.43)
En principio se puede usar esta ecuacién para obtener g2 en funcién de ¢,
o sea w2 = w2[w1]. En particular, en virtud de la Ec. (3.3.38) y debido a
la simetria Z2, se deberia satisfacer g2 ~—» ) en el limite J, -+ 0. Esto nos
lleva a definir la accién efectiva a temperatura finita como

Fsle1] = Tlpi.w2lei]d . (3.3.44)

de donde, la ecuacién de movimicnto efectiva es la siguiente

&L lei] =—J1. (3.3.45)
S
Insistimos en que el campo 2 ¢s considerado como un campo fantasma
y la Ec. (3.3.43) nos permite eliminarlo completamente, de tal forma que
la ecuacién de movimiento efectiviv puede ser escrita sélo en términos de
®1. A partir de la ecuacién anterior, esperamos extraer informacién fisica
acerca de las propicedades del sistema. Sin embargo, tal y como discutiremos
posteriormente, cn ocasiones es necesario imponer condiciones adicionales.
Nos interesa expresar la ecuacién de movimiento en términos de las fun-
ciones de Green que se calculan de diagramas de Feynman. Lo haremos en
la aproximacién lineal, despreciando términos de orden mayor al cuadritico
en la accién efectiva. Recordemos que el propagador exacto D, se obtiene
al derivar dos veces la funcional W con respecto a las fuentes y evaluando
en J; = Jo = 0:

S2W [Jy. .J2) Spulx)
Doy (2. y) = W LT T2] = —9%%alx) B 3.3.46
6 (T V) = BT 80 o — 36w lsamo ( )
mientras que la funcién de dos puntos T,y (x.v). se define como
@ 82T [p1. 2] 8Ja(x)
T T, Y) = ———— = ———— N 3.3.47
ab (% y) Swalx) Spn(y) . =0 [172N¢7) ) Ty ( )

con lo cual se comprueba que I',, es el inverso de Dgg:

; . Sdbu(x) dJc(2)
/dzDuc (x.z)Cep (2.y) = /dz m m

= Sudlzx~y). (3.3.48)
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Consideremos el desarrolle funcional de la accién en serie de potencias
en los campos cldsicos. En el espacio de momentos se obtiene

Tles, el = [akei(k) T k) wulk) + - . (3.3.49)

donde los puntos suspensivos indican términos de orden mayo; en los campos,
los cuales no necesitamos considerar. En la Ec. (3.3.48) hemos probado que
T'ap es el inverso del propagador Dg,s. Si utilizamos las Ecs. (3.1.1) y (3.2.13)
obtendremos
ri ) = (52 — m2?) o3 — Ha(5) . (3.3.50)
donde o3 es la tercera matriz de Pauli. La Ec. (3.3.44) combinada con
(3.3.49) nos permite eliminar ¢2 en términos de ¢; y, utilizando (3.3.50),
encontramos que la ecuacién de movimiento efectiva (3.3.45) toma la forma

2
m; [(k2 —m?)% = (k2 — m?) T (ol — det (n)] o1 = 1.
(3.3.51)
Como habiamos mencionado anteriormente, las cantidades fisicas deben
ser independientes del pardmetro de contorno o. La ecuacién de movimiento
efectiva cumple con dicha condicién. En efecto, la autoencrgia para un valor
arbitrario de o se obticne a partir de la correspondiente matriz con o = 8/2
mediante una relacién de similitud andloga a (3.2.10):

o, =C[M,_z] C*. (3.3.52)

De aqui resulta que Tr(o3ll;) = Tr(osll,—g/2) y det(Xl,) = det(I,—_g/2),
con lo cual se demuestra que la ecuacién dec movimiento (3.3.51) no depende
de o. Empleando (3.2.14), la ecuacién de movimiento efectiva puede ser
escrita en términos de IT y de IT*

1 .2 2 .2 2 - -

T oarrag B0 (- m? —) o1 =gy, (3.3.53)
Alternativamente, si recurrimos a (3.2.19), puede expresarse en términos de
las autoenergias retardadas y avanzadas:

1 .2 2 2 2 =
Y g s Lo (x32=m?—m,) (A2—m?—Ng) e =71. (3.3.59)

La ecuacién de movimiento (3.3.53) 6 (3.3.54) incluye el efecto de las co-
rreciones cuadnticas perturbativas a través de Ja autoenergia. Notemos que
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la ecuacién de movimiento en (3.3.53) tiene el limite correcto a temperatura
cero, en ese limite ITo2 = —II" y recobramos la ecuacién (k2 — m2 — ) ¢ =
Ji. A temperatura finita tanto II como II* contribuyen a la ecuacién de
movimiento.

Para una perturbacién externa del sistema representada por la fuente J;,
la ecuacién de movimiento nos permite despejar el campo ; como funcién
de Ji. Es ficil corroborar que una funcién de Green necesaria para resolver
(3.3.53) esta dada por el propagador D); de la Ec. (3.2.18). En efecto, D),
es inverso de la cantidad que multiplica a ¢, en (3.3.53). Sin embargo, es
necesario imponer una restriccion dictada por las condiciones de frontera o
causalidad. Si Ia perturbacién (J;) se “enciende” a un tiempo 2, la respuesta
debe anularse para tiempos anteriores. Por lo tanto, sélo debemos considerar
la parte retardada del propagador D,;. Con lo cual podemos escribir para
la solucién de la ecuacién de movimiento en el espacio de configuracién:

v@) = [d Gtz — =) J(=") (3.3.55)
donde G r(x — z') es la transformada de Fourier de la contribucién retardada
a Dy, (ver (3.2.20)), es decir

A% _i(e—ry [ 6(Kk0)cosh?0 — 8(—kqg)senh?@
GEni® %% —m? —Tin + icke .(3.3.56)

Gr(z—a) =

Los resultados en (3.3.55) y (3.3.56) son los esperadoes de acuerdo a la teoria
de respuesta lineal [40, 41). Finalmente, notamos que para determinar las
cuasiparticulas, o sea los modos normales que se propagan en el medio,
debemos encontrar los polos del propagador en G g; es decir, se debe resolver
la ecuacién

k%2 —m? = Tp(k), (3.3.57)
¥y la correspondiente ccuacién de movimicnto estd dada por

(K2 —m?® — k) =0. (3.3.58)

3.4 Electrodinamica

3.4.1 QED a temperatura finita

Como discutimos en la introduccién, nuestro interés primordial consiste
en estudiar las simetrias de las teorias de norma a temperatura finita, en
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particular de la electrodindmica cudntica. Consideremos un sistema de
ferrniones y fotones a temperatura finita, descritos por la Lagrangiana de
QED que incluye el término que fija la norma de Lorentz

Lqep = —% 1Y Py + iy (By + i€ ALY — mpp — %(a. A)2.  (3.4.59)

En el contorno C en el plano complejo, la funcional generatriz tiene la ex-
presién formal

Z [Jusm 9] = /[DA;:D!/!DJJ] exp {1./(; (Loep + ¥n + iy + JyA”)} ,
(3.4.60)
con las condiciones de frontera A, (—7;) = A,(—7; — i3) para los campos
de norma y ¥(—%) = —efryY(—7i — iB), ¥(—7) = —e PHP(—7; — iB) para
los campos de Fermi. La accién sin el término que fija la norma y sin los
términos de fuentes, es invariante bajo la transformacién de norma

Ay — Au+ A, P — exp {—ieA} ¥, P — exp {icA} ¥ . (3.4.61)

donde la derivada temporal tiene soporte a lo largo de C. La pregunta que
surge y a la cual responderemos en la subseccién 3.4.3 es si la formulacién
de la teoria en tiempo-real preserva la simetria de norma.

Siguiendo el método explicado en la subseccién 2.2.1, la funcional gene-
ratriz Z puede ser expresada en términos de una integral sobre los campos
en tiempo real, pero con los grados de libertad en los campos duplicados:

Z (It na 7] = [|DALDYaDBalexp {iSes} (3.4.62)
donde la accién efectiva S,y es
Ser = Soep + [ (Pata + latba + JZAL) (3.4.63)

la cual incluye los términos de fuentes y la accién Sgep = [ LgEeDp {15 2] se
ecribe en términos de la lagrangiana a temperatura finita

Loep [1:2) = LgEep [¥1, AY; ¥2, A5]. (3.4.64)

Es conveniente separar en la lagrangiana las contribuciones que provienen de
los campos fermiénicos, de los campos de norma y del término de interaccién:

Lgep[1:2] =Ly + La+ L;, (3.4.65)
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donde

Ly = %a [5(0)];1111‘“

1 —1
ca = au[D@]7 4t
Ci = —[eBtyaptay —611—12'1,,1/:2.4;] . (3.4.66)

El propagador fermidnico libre ya ha sido amplimente examinado en las
secciones anteriores. Para el cainpo de norma, el propagador libre estid dado
por la expresién

1 — [
D (k) = (—g,w + = 5k,,ku—ak2) DO (%,0), (3.4.67)
donde D) (k,0) = D©) (k,m = 0) sc obticne a partir del propagador escalar
(3.1.4) poniendo la masa igual a cero. La derivacién de ¢l propagador del
campo de norma (3.4.67) sc muestra en el apéndice B y en la Ref. [42].

A partir de la expresiones (3.2.21) y (3.4.67), encontramos que el inverso

de los propagadores libres fermidnico y de norma pueden ser expresados en
la forma

[S(U) (p)]_l = ($— m)oz+ie [‘U’F1 (PO)]2 .
PR®W] ™" = [, + (0 — Okuk] 03 — iegu [UF )] -

(3.4.68)

En las expresiones anteriores hemos retenido el término que contiene la can-
tidad infinitesimal ¢, para definir apropiadamente los propagadores en el es-
pacio de Minkowski. A temperatura cero, la cantidad € es incluida como un
factor de convergencia, de tal manecra que las integrales de trayectoria estén
bien definidas. A temperatura finita, este procedimiento es esencial no sélo
para garantizar la convergencia, sino taunbién para mantener la informacién
de la temperatura. De la Ec. (3.4.68), cs claro que toda la informacién de la
temperatura reside en cl términoe que conticne al factor e. Puede observarse,
también, que los campos de tipo-1 y de tipo-2 sc desacoplan en el limite en
que € — 0 6 T — 0. Notemos que la rotacién de Wick puede llevarse a cabo
para Dj;, pero no para para Dg2, donde habria que hacer pp —» —ipo para
evitar los polos. Para el sistema completo de campos fisicos y fantasmas
térmicos no se puede hacer la rotacién de Wick.
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Como una consecuencia de mantener el término proporcional a €, la
accién es no local en la variable temporal. Sustituyendo (3.4.68) en la
Ec. (3.4.65) encontramos, en el espacio de configuracién, las siguientes ex-
presiones que contribuyen a la parte fermidnica de la accién:

[ £o = [ dzodvodxbalzo,) [5(z0 — v0)(ip ~ m)aa

ab
+ieM(zo — 0)] " ¥n (w0, ). (3.4.69)
donde
dk 2 _; —
Mas (zo— vo) = [ T2 [UF o)), emimtowo). (3.4.70)

Similarmente, la contribucién de los campos de norma estd dada por

[ca = 3 [azodyodxati(zo.x)
x[8(x0 — v0){Gu O3 + (£ — 1)8,8.}o3

+icgu N(zo — ¥0)]*®A¥ (vo.x) , (3.4.71)
con
dk - 2 _
N"b(zo — yg) = / _270 [UBl(kO)]abe ika(zo—wo) | (3.4.72)

En el limite de temperatura cero N = M = I5(zo — z0), donde I es la
matriz identidad. En este limite los campos fisicos y los campos fantasma

se desacoplan y la localidad temporal se recupera.
Finalmente, resumimos algunos resultados referentes al propagador térmi-

co del fotén. La ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador completo
toma la forma 1

D (k) = [DE2(X)] T + iMu (%) (3.4.73)
donde [D,(.‘:,,(k)] esti dado por la Ec. (3.4.67) y el tensor de polarizacién
tiene la estructura matricial siguiente

I, (k) = Ug! (ko) (n"‘(’,“"’ —n,,g(k)-) U (ko). (3.4.74)

De manera andloga al caso fermidnico, discutido en la subseccién 3.2.2, se
encuentra el tensor de polarizacién retardado y avanzado como funcién de
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los elementos de la matriz IX,.:
MK = Y+ emfmlngy,
4 (k) = T4 +ePm/2ngy . (3.4.75)

Otras relaciones titiles son las siguientes

Yy = IN4Y = —i tanh26 ImI1YY .,
sy agz)" . (3.4.76)

3.4.2 Simetria Z; en QED

Como ya hemos discutido en la subseccién 3.3.1, la teoria escalar a tem-
peratura finita tiene una simctria Z2 bajo el intercambio de los campos de
tipo-1 y de tipo-2. Para discutir las simetrias discretas de la lagrangiana
de QED a temperatura finita, tal y como hemos hecho en la Ref. [43], es
conveniente expresar los campos de norma y los campos fermiénicos como
espinores de dos componentes

A Y ) - _
o= X)), =(7). &L = . 3.4.
A a) v = (0 (P61 ¥2) (3.4.77)
y de igual forma para las fuentes
m=ct gy, a=(1). a=(m m. (3.4.78)

La parte de la lagrangiana que sdlo contiene los campos de norma en
la Ec. (3.4.65) tiene una simetrin Zo similar a la de! campo escalar. Esta
simetria puede ser escrita en términos de £,4 (3.4.66) como

LalA,] = —CL[o1AL]- (3.4.79)

Por otra parte, cbservemos que el inverso del propagador fermiénico en
la Ec. (3.4.G8) satisface la condicién?

[s@]" = —5[s@] "5, &= (_ief’u,‘,z ie‘z«/z) . (3.4.80)

?Notemos que, para potencial quimico cero, & — —o3. Recordemos que 5° es en

realidad 905" vo.
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A partir de este resultado es inmediato determinar que la simetria de la parte
fermidnica estid dada por

Ly [, 0] = ~C3 [P 5,6F"]. (3.4.81)

Por lo tanto se tienc

Lqep (¥, ¥, A”) = —LLpp [¥°5,6%",01A%], (3.4.82)

¥ como consecuencia de esta igualdad, la funcional generatriz posee también
una simetria Z3 dada por

Z .9 I*) =2 [~-7"5, -9, ~FHo1] . (3.4.83)
Nuevainente consideramos la funcional gencratriz W, de los diagramas conexos,

definida por
W R, 9. 3] = —~iln Z[7,9,34], (3.4.84)

asi como la funcional generatriz I' de las grificas 1PI, definida por la trans-

formacidén de Legendre
O, ¥, A" =W (5,9, 3] — /(,-; T+ g4I AL . (3.4.85)

Derivando funcionalmente la accién anterior con respecto a las fuentes y a
los campos se encuentran las siguientes expresiones:

W ar

372 = A5, Sar = —Jq>»

N “ EYT) u

aw a or .

B = ¥, B =71,

aw - ar . (3.4.86)

o — VT BE T

En las ecuaciones (3.4.85) y (3.4.86) ¥a, ¥, ¥ A, se refieren a los campos
cldsicos. Para confundir al lector, utilizamos la misma notacién para los
campos clasicos y para aquellos que aparecen en la integral de camino. La
simetria Z5 en la teoria se realiza en la funcional I con la condicién

r[¥, ¥, A#}l = —I" [¥°5,6%",01AH]. (3.4.87)
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Esta simetria pucde ser utilizada para reducir el nimero de funciones de

Green irreducibles de una particula (1PI) independientes, tal y como ex-
Las funciones vértice irreducibles se obtienen

plicaremos a continuacién.
derivando I' con respecto a los campos clasicos. La funcién fermidénica de

dos puntos es el inverso del propagador exacto. La relacién explicita en el

espacio de rnomentos es
2
Caly (3.4.88)

4 _aeg—1 - . iprz—py___ S |
@8 — PSS ) /(lrdye & merTenin

Empleando la ecuacién anterior. la condicién dada en (3.4.87) y la ecuacién
de Schwinger-Dyson (Ec. (3.2.25)), se puede demostrar que se satisfacen las
siguientes relaciones entre las componentes de la matriz de autoenergia

T = —¥X3;
£ = e°H%3,. (3.4.89)
Si combinamos estas relaciones con las expresiones para las autoenergias
retardadas y avanzadas (3.2.29), encontramos que la condicién g = X7,
implica la siguiente igualdad

T4 e /2, PP/, 4 Bas = 0. (3.4.90)

Esta ecuacién corresponde exactamente a la llamada “ecuacién circular™,
que resulta de aplicar relaciones de causalidad a las funciones de dos puntos
[39]. Las relaciones (3.4.89) y (3.4.90) muestran que de las cuatro compo-
nentes {complejas) de la matriz de autocnergia, sé6lo una es independiente.
Como habiamos mencionado anteriorinente, la simnetria Zs es la explicacién
de poder escribir la autoenergia y ¢l propagador (ver (3.2.24), (3.2.26)) en
términos de una funcidn independicnte. Si bien el resultado anterior se puede
establecer de otras maneras (por ¢jemplo, recurriendo a la representacion es-
pectral como ilustramos en la Secc. 3.2). el uso de la simetria 25 provee un
método sistematico ue permite simplificar no sélo funciones de dos-puntos,
sino también las de n-puntos.
La funcién vértice I'yy, (q.p) de QED (ver Fig. 3.3), estd definida por
s3r

i 4 gy £2 — . ot (P e—py—ar) ___
i (2m)* 80/ —p=)Dlila.p) = [ drdydse S5 ()5 (WIBAL () o
(3.4.91)

donde el primer indice se refiere a la linea externa foténica con momento ¢q,
el indice intermecdio se refiere a la linea del fermidén entrante con momento
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Figura 3.3: Funcién vértice.

P ¥ el dltimo indice se refiere al fermién saliente que tiene momento p + q.
Notemos que debido a que los indices a, b ¥y ¢ pueden tomar valores 1 y
2, tenemos en total ocho funciones wvértice; sin embargo, como veremos en
seguida, sSlo tres de ellas son independientes.

La simetria Z2, dada en (3.4.87), combinada con la definicién anterior

implica las siguientes relaciones:

IZ22(q,7) = —[Cin(e.P)]",

T'¥21(q. p) e [T¥12(q, P)]" »

T%i2(e,p) = e~ [[ia(q,P)] .

ie2(q,p) = —[IZn(q.P)]" . (3.4.92)

Existe una relacién adicional entre las distintas funciones vértice (ecuacién
circular); dada por

Tfn + e P%/204), + e/, + /2T,
+ e Pr/2PY , o ePP/2DY , + ePT/2Dy, + Ty = 0,(3.4.93)

donde rg = pg+¢go. La Ec. (3.4.93) se obtiene utilizando ¢l método causal de
Kobes [39] a las funciones vértice para QED. Junto con (3.4.92) representan
cinco restricciones complejas, en consecuencia sélo tres funciones son inde-
pendientes. Es conveniente definir estas funciones de forma tal que tengan
propiedades de causalidad bien definidas.

Siguiendo el método de Kobes, introducimos las siguientes funciones de
tres puntos

Tri{g.p) = T+ e P20, + e 220, + 9%/2DY,,,
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Figura 3.4: La figura (a) representa a la funcién retardada I'’y,, mientras
que (b) y (c) representan a las funciones l'";& y l“,‘m. respectivamente.

Yy + e #®/2Th + e™570/20Y, 5 + PPo/2TY 5,
T4, + e P®/204,, + e Po/20Y,, + P7/2TY,, ,
(3.4.94)

I

Trala. p)
Tgala, p)

1l

donde I'y,, D%y v iy son las funciones vértices retardadas con respecto a
la lfnea externa 1, 2 é 3, respectivamente. El 1, 2 y 3 se refieren al fotén, al
electrén con momento p y al electrén con momento p + ¢, respectivamente.
En el caso de la funcién de dos puntos (autoenergia) se puede definir una séla
funcion retardada (ver Fig. 3.2 y discusién de la Secc. 3.2.2). Para el caso de
una funcién de tres puntos. los diagrainas en la Fig. 3.4 ayudan a entender
porque se puede definir tres funciones retardadas. En efecto, consideremos
que las componentes pg y go son positivas, para las orientaciones presentadas
en la Fig. (a), I'4, representa el vértice (al pasar a la representacién del
espacio de configuracién) tal que el tiempo t; es el tiempo mayor (es decir,
ty > t2,t3). Existen otras dos configuraciones independientes mostradas
en las Figs. (b) y (c) correspondicntes a I', ¥y Iy en las cuales, t2 y t3
corresponden al tiempo mayor. Los diagrainas conjugados (o con las flechas
invertidas) representan las funciones vértice avanzadas.
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3.4.3 Identidades de Ward

En esta seccién estudiaremos la simetria de norma de la electrodinamica
cudntica a temperatura finita y las correspondientes identidades de Ward.
Recordemos primero que, a temperatura cero, la lagrangiana de QED es in-
variante bajo una transformacién de norma. Sin embargo, para poder definir
el propagador del fotén es neccsario afladir un término que fija la norma.
Debido a la presencia de cse término, asi como a los que dependen de las
fuentes, la accién efectiva en la funcional generatriz ya no es invariante de
norma. Sin embargo, ain cuando la invariancia de norma de la teoria no
es manifiesta, dicha invariancia preserva en los obscrvables. Las cantidades
fisicas de 1la teoria, expresadas en términos de las funciones de Green, no

dependen de la norma usada, lo cual se logra si las funcionales generatri-
ces Z{J] 6 T son invariantes de norma.

Este requisito da por resultado
condiciones no triviales que conducen a las identidades de Ward de la teoria,
validas a todo orden en teoria de perturbaciones.

Como hemos establecido en la subscccién 3.4.1, 1a lagrangiana de QED
a temperatura finita sin el término que fija la norma, forinulada a lo largo
del contormo complejo C, es invariante de norma. Ya que la teoria ha sido
reformulada en tiempo real, de tal manera que los grados de libertad en los

campos se han duplicado, cabe preguntarse acerca de las propiedades de la
invariancia de norma de la tcoria cfectiva y de sus consccuencias.

Consideremos la transformacién de norma infinitesimal:
AL o AL+ O%A,,
Ya — Ya-—iehatba,

VYa > tatielaa, (3.4.95)
donde A%{z) con a = 1,2 son funciones arbitrarias. De acuerdo a las rela-
ciones anteriores, cada campo térmico se transforma de manera indepen-
diente. La accion efectiva a temperatura finita S,y que aparece en la fun-
cional generatriz en (3.4.62) no es invariante bajo una transformaciéon de
norma. Aligual que en el vacio, §.5 cambia debido a los términos que fijan la
norma Yy alos que contienen las fuentes. Pero ahora aparece una contribucién
nueva al cambio de S¢y debida a los términos que dependen explicitamente
de la temperatura. Lo anterior puede observarse de la Ec. (3.4.69): las com-
ponentes no diagonales de 1a matriz M dan lugar a términos de la forma Wayp
con a # b quec. de acuerdo a las transformaciones (3.4.95), no permanecen
invariantes. Asimismo, debido a que la accién es no local en el tiempo, ni
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siquiera los términos diagonales permanecen invariantes. La interrogante
ahora es si estos términos arruinan la invariancia de norma de la teoria o,
si al igual que en el vacio, podemos exigir que la funcional generatriz Z [J]
Ppermanezca invariante.

A fin de responder la cuestién planteada, es conveniente descomponer en
dos partes la variacién de S,y bajo una transfomacién de norma infinitesimal
Yy escribir

88,5 = 65 + 6ST, (3.4.96)
donde §Sp resulta de la variacién del término que fija la norma y los términos
de las fuentes, mientras que §S7 proviene de la variacién de los términos que
dependen explicitamente de la temperatura. Utilizando las Ecs. (3.4.62)-
(3.4.68) conjuntamente con (3.4.96), resulta

850 (¥, %, A*] = [ dz [~gea (D Aa) O + JED, ~ ic (latba — Vatta)] A .

(3.4.97)
con €; = —e2 = 1. La variacién 657, obtenida combinando (3.4.95) con
(3.4.69) y (3.4.71), estd dada por

851 (%, %, A%] = ic [ axdzodyo{ — A*(0)0%, [Nas(zo ~ y0) 4L (vo)]

“ie [A%(20) ~ A*(w0)] Fa (0. 3) M (z0 — y0)¥u(yo,X) } - (3.4.98)

A pesar de que S,y cambia bajo la transformacién de norma, exigimos que
la funcional generatriz sea invariante de norma. Si sustituimes la variacién
de S,y en la expresién para la funcional generatriz Z, considerando que las
funciones arbitrarias A, son infinitesimales y haciendo ademsdis las sustitu-

ciones
1 6 ~ 1 46 1 4
_— _— =2 [ G
Ya el VYa P AL TaIE" (3.4.99)

la condicién de que Z sea invariante ante una transformacién de norma
implica:

5 & 8 s S 5
I _——, —— S8y | —, —, — 7,n,J4%] = 0. .4.
{30[60’67‘) .5Ju]+ S [617 5% JJ”]}Z[r)nJ] o (3.4.100)
Usando la definicién dada en la Ec. (3.4.84), podemos expresar esta relaciéon
en términos de la funcional W. Finalmente, empleando las ecuaciones (3.4.85)
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¥ (3.4.86), obtenemos la condicién dictada por la invariancia de norma para
la funcional I':

- 5T _ oT
~ €eaD10- A=) + Qugas — e (Yel®) gy — (D 55 =s)

+ ice [ duo [ia(z0) M0 ~ vo)bslyo) + Mz — yo)%g

~ (ao bz e w)| ~ic [ dw0 ot [Nastzo - 20)4h(vo. )] = O,
(3.4.101)

donde hemos utilizado el hecho de que las funciones de norma A, son arbi-
trarias y no se suma sobre el indice a, pero sobre b si. Esta ecuacién refleja
el contenido general de las identidades de Ward en el formalismo de tiempo
real de la teoria de campos a temperatura finita. Derivadas funcionales de
la Ec. (3.4.101) evaluadas en A% = Ya = Ya = 0, generan relaciones entre las
funciones de Green irreducibles de una particula (1PI), las cuales son una
consecuencia de la invariancia de norma de la teoria.

Derivemos primero (3.4.101) con respecto al campo Aj(x) para obtener
una relacién para cl inverso del propagador exacto del fotén Recurriendo a

la definicién

o -
ml =D}, (3.4.102)

obtenemos el siguiente resultado en el espacio de momentos

@*Dil@) = —fosaqug® — icq. [U'an)]” . (3.4.103)
Esta relacién se satisface a todos los érdenes en teoria de perturbaciones. Al
orden mds bajo, empleando (3.4.68) comprobamos que (3.4.103) se satisface
para el caso del propagador libre. Por otro lado, de acuerdo a la ecuacién
de Schwinger-Dyson, el efecto de las correcciones radiativas es agregar un
término de autoenergia I, al propagador desnudo. De esta forma, a partir
de (3.4.103), obtenemos

"I, (q) = O, (3.4.104)
lo cual demuestra que todas las componentes del tensor de polarizacién
del fotdn son transversales con respecto al momento q. Consecuentemente,
cualquier tensor de polarizacién efectivo definido como una combinacién li-
neal de los elementos de IT,,, serd también transversal. De aqui que el tensor
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de polarizacién ordenado temporalinente, el avanzado y el retardado, sean
todos transversales: ¢#Il,, = q“H"“p = q“nf,, =0.

Aunque por lo comiin se acepta que la invariancia de norma no es afec-
tada por la temperatura, recientemente se han hecho sugerencias en el sen-
tido de que las identidades de Ward podrian violarse a temperatura finita
[44, 45]. Nuestro analisis demuestra la falsedad de tales elucubraciones.
Hemos visto que las contribuciones térmicas contenidas en e! término € re-
quieren un tratamiento especial [43). Las contribuciones del parametro de
norma y las del factor € en la Ec. (3.4.103), se cancelan exactamente con las
correspondientes contribuciones que provienen del inverso del propagador
exacto del fotén, de tal forma que, el tensor de polarizacién es manifiesta-
mente transverso a todos los érdenes en teoria de perturbaciones. Con ello
demostramos que las identidades de Ward se satisfacen, no sélo a nivel de
un rizo sino a todos los érdenes cn teoria de perturbaciones.

Como una segunda aplicacién de la igualdad (3.4.101), derivemos dicha
ecuacién con respecto a ¥ y .. Evaluamos cn A% = ¥, = 3, = O y
utilizando la definicidn de la funcién vértice (3.4.91) y la expresién para el
inverso del propagador exacto (3.4.88) del fermién, obtenemos

Tl p) = Sub [SZp+ ) — ie [UF o + )], |
- Sac [s;,‘ (p) — ie [U;l(po)]fb] ] (3.4.105)

Estas son las identidades dec Ward que relacionan el inverso del propa-
gador fermiénico exacto con las funciones vértice.

Las identidades de Ward dadas por (3.4.105) se satisfacen al orden mais
bajo. En efecto, sustituiyendo el inverso del propagador libre (3.4.68), resulta

2u.Th0.(2.p) = Gu 7 €uBabbca » (3.4.106)

la cual es trivialmente satisfecha, ya quc los tinicos vértices distintos de cero
= —I'%,, = 7v*. De acuerdo a esto, podemos escribir

a nivel de drbol son I'f;; =

3Es instructivo comparar la estructura de las identidades de Ward a temiperatura finita
con las correspondientes identidades que se obtienen en el vacio. La Ec. (3.4.105) repre-
scnta ocho relaciones, una para cada clemento de 'Y, | las cuales incluyen contribuciones
explicitas que provienen del término ie. A temperatura cero, Ja matriz Ur (po) se reduce
a la identidad, con lo cual los térninos que deg 1 de € se 1 Adici 1 te loa
campos tipo-1 y tipo-2 se desnacoplan, con lo enal tenemos sélo dos identidades de Ward;
una para los campos fisicos y la otra para los campos fantasinas térmicos.
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la funciones vértice como
(2. P) = Y €adasdca + ALy (q.p) » (3.4.107)

donde A%, .(g,p) representan las correciones radiativas al vértice. Entonces,
las identidades de Ward combinadas con la ecuacién de Schwinger-Dyson
(3.2.25) implican las relaciones

GuAly (g.P) = — [8asZca(p + q) — SacZas(p)] - (3.4.108)
Explicitamente, estas ecuaciones son las siguientes:

9. AMe,p) = —[Enu@+q9) —Zu@)].

quAf12(e.P) = —Z2a(p+49q),

9uAf21(q.P) = ZTha2(p),

quiAi2(g,.p) = O,

QuA'zln(Q-P) = 0,

QuA‘zllz(Q-P) = Xa(p),

guiba(g,p) = —ZE2a(»+q),

guAbr(g.p) = —[To(p+q)— Z2(@)]. (3.4.109)

A partir de la relaciones anteriores, podemos deducir algunos resultados
importantes. En primer lugar, notemos que la funcién vértice, para la cual
los fndices térmicos que se refieren a los fermiones son iguales pero distintos
al indice térmico que etiqueta al fotén, esto es I'iy; ¥ I's);, son vértices
transversos al momento g. Observemos también que las funciones A%, (0, p)
y A’ézz(o,p) pueden ser determinadas en términos de las componentes diago-
nales de la autoencrgia del fermidn:

=
A%,(0,p) _9Zu @) N
Bp,
A522(0,p) = ~9Z=n@) (3.4.110)
Op,

Otros resultados se siguen de comparar la segunda (tercera) igualdad con
la sexta (séptima) igualdad en (3.4.109). De esa manera obtenemos las
_ siguientes relaciones para las partes longitudinales (respecto a g,,)

auhii2(g,P) = —quAbi2(q.p+4q).
Quibay(a.p) = —quAi2(a.p+q). (3.4.111)
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Es de notar que ¢l momento del fermién en el vértice del lado derecho cambia
de p a p+ q. Las cuatro funciones vértice en (3.4.111) son imaginarias puras
ya que T2 ¥ T2; en (3.4.109) también lo son.

Un resultado interesante se obtiene al comprobar que las cuatro fun-
ciones vértice en (3.4.111) son singulares en el limite q,, — 0. En efecto,
en dicho limite las identidades de Ward en (3.4.109) exigen o bien que di-
chos vértices sean singulares en g = 0 6 que los elementos no diagonales
de ¥ se anulen en dicho limite. Como sabemos que, en general, ningin ele-
mento de la autoenergia se cancela, tenemos que concluir que las funciones
vértice (A%, (q,p);b 7 ¢), son singulares en g/ = 0. La estructura de dicha
singularidad serd analizada con mayor detalle en el siguiente capitulo.

Las identidades de Ward que hemos encontrado son titiles no solamente
para probar la invariancia de norma de la teoria, sino también para reducir
el nimero de funciones vértice independientes. Primero combinamos las
relaciones (3.4.92) y (3.4.93), dcbidas a la simetria 23, con (3.4.111) para
obtener la siguiente relacién (valida para las componentes longitudinales)

a.[Im Af1,(q, p)] = ie™P*/2 g, [csc(2pptq) Afar (. P+ )
—esc(2pp)AT21(q,. 0] . (3.4.112)

Utilizando este resultado podemos demostrar que las funciones vértice retar-
dadas definidas en la Ec. (3.4.94), pueden ser escritas en la siguiente forma

ReAR, (¢.7) = ReA%,(¢9.r) = ReAk,(2,p) = ReAln(q.p)
1

ImA%, (9.p) = 3e Pri2 [csc(2@ptq) Af21(q, P+ @) + csc(2pp) A2 (2, P)]
1

ImA%, (g,p) = 7€ Bul2 [esc(2¢0p4 ) AY21(q. P + @) — csc(2pp)AY2, (g, )]

= —ImA% (¢.p)- (3.4.113)
Estas igualdades son de gran utilidad. ya que demuestran que (para la parte
longitudinal) de ocho funciones complejas A%, . que representan el vértice de
QED, sélo una es independiente. La combinacién de las relaciones que se
siguen de la simetria £, con las obtenidas de las identidades de Ward, per-
mite expresar las componentes de A%, . ¥ por lo tanto los vértices retardados,
en términos de una séla funcién compleja. De acuerdo a (3.4.113) podemos
elegir a las funciones ReA%),(q.p) y Afs,(q,.p), para determinar completa-
mente los tres vértices retardados. Es de senalarse que aunque A{s;(q.p) es
singular en el limite ¢# — 0, dicha singularidad se cancela para los vértices
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A',‘:: y A‘,‘h. En consecuencia, sélo A‘,‘z' (g, ) presenta una singularidad en
dicho limite.

De acuerdo con la Ec. (3.2.29), vemos que la parte real e imaginaria
de i se obtienen a partir de ReX;; y I;2, respectivamente. Aqui hemos
encontrado un resultado anilogo para el vértice. Segin (3.4.113) la parte
real e imaginaria de los vértices retardados son determinados por ReAly; ¥
A}z, respectivamente.

Finalmente, combinando (3.4.94) con (3.2.29) y con (3.4.108), podemos
escribir las identidades de Ward para las autoenergias y vértices retardados

y avanzados:

QA% (3.p) = [Talp+9)—Zr®],
ulAR, (2.P) = quAR (g, P) =[Za(p+q)—Tap)]. (3.4.114)

De laiiltima ecuacién notamos que la funcién vértice retardada con el tiempo
mads grande correspondiente al fermién entrante A'I‘z, , se relaciona solamente
con la autocnergia avanzada. Por el contrario, si la lfnea asociada al fotén
entrante tiene el ticmpo mais grande, entonces la identidad de Ward relaciona
al vértice con una combinacién de las autoenergias retardadas y avanzadas.
Cabe destacar que estas ecuaciones son consistentes con el hecho que sélo
A’ (p.g) es singular en g, = 0.

Para finalizar este capitulo, resulta conveniente hacer un resumen de
los resultados mas importantes del mismo. En primer lugar, utilizando la
simetria £2 obtuvimos una ecuacién de movimiento efectiva para el campo
escalar (3.3.54). Con la misma simetria, pero aplicada a la QED, encon-
tramos que s56lo tres de ocho vértices que existen en la tcoria son indepen-
dientes (3.4.94). En segundo lugar, derivamos las identidades de Ward para
la QED a tempertura finita (3.4.109). Mostramos que estas identidades
predicen que algunos de los vértices de QED son singulares cuando el mo-
mento de la linea foténica tiende a cero. Asimismo, hicimos ver que las
identidades de Ward son itiles para reducir el nitimero de funciones vértice
longitudinales a una séla (Ec. (3.4.113)).



CAPITULO 4

EL PLASMA
RELATIVISTA.
CALCULOS
PERTURBATIVOS

En el estudio de la renormalizacién de la Electrodinidmica Cudntica en
el vacio (QED) [46], se consideran tres diagramas: a) la polarizacién del
vacio, b) la autoenergia del electrén y c) el vértice. Los tres procesos son
divergentes, lo cual da lugar a tres constantes de renormalizacidn que pueden
ser reabsorbidas en una redefinicién de la masa del electrén, de la constante
de acoplamiento y de los campos. En este anailisis, la invariancia de norma
y las correspondientes identidades de Ward, resultan de surna importancia.
Por un lado, garantizan que ¢l polo del propagador del fotén permanece en
g2 = 0, es decir, la masa del fotén sigue siendo cero. Por otro lado, dan
lugar al conocido resultado Z; = Z5; donde Z; y Z5 son las constantes de
renormalizacién asociadas al vértice y a la autoenergia del electrén. Las
identidades de Ward son un ingrediente esencial para probar la renormabi-
lizabilidad de la tecoria a todos los ordenes en teoria de perturbaciones. En
efecto, en QED aparecen divergencias traslapadas, las cuales son la prin-
cipal dificultad para probar que la teoria es renormalizable. Esta clase de
divergencias sS6lo aparece en algunos términos de la antoenergia tales comeo
el que se muestra en la Fig.4.2b. En su forma diferencial 38—2 = —A,, las
identidades de Ward esencialmente lo que hacen es insertar a estas graficas
divergentes una linea de fotén de momento cero en cada linea fermiénica in-
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terna. De csta forma, desaparecen las divergencias traslapadas que aparecen
en la autoenergia y se demuestra que la teoria es renormalizable a todos los
ordencs en teoria de perturbaciones.

Los procesos radiativos descritos, nos dan ademas informacién acerca de
fenémenos intrinsccamente cudnticos, tales como el corrimiento Lamb y el
momento magnético anémalo del electrén. Para un medio a temperaturay/o
densidad finita, el andlisis de los tres procesos mencionados también provee
informacién fundamental acerca del sistema. Ejemplos conocidos, abordados
con teorias no-relativistas [31, 41] como la teoria cinética o la tcoria cudntica
de muchos cuerpos, incluyen el plasma no-relativista y el modelo del gas de
electrones. En ambos casos se ticne un sistema de electrones interactuando
entre s y con un fondo estitico de cargas positivas. En este capitulo tratare-
mos principalmente un sistema relativista, que requiere de la teoria cuintica
de campos para su descripcién: el plasma relativista. Este plasma es un sis-
tema ideal formado por electrones, positrones y fotones en equi-librio térmico
a alta temperatura. El estudio de la autoenergia fermidénica y del tensor de
polarizacién nos permiten determinar los modos normales de propagacién
en ¢l medio, mientras que ¢l vértice nos da inforimacién acerca de las inter-
acciones de los fermiones dentro del plasma.

En el formalismo de ticmpo real, las funciones de Green se pueden des-
componer en una contribucién del vacio y en otra dependiente de la tem-
peratura. La primera contribucién contiene las divergencias usuales que
conducen a la renormalizacién. Las contribuciones térmicas son finitas. En
efecto, las distribuciones de Fermi o de Bose (segin el caso) actiian como
reguladores en la regién ultravioleta. Sin embargo, ¢! comportamiento de
las funciones de Green en la regién infrarroja puede ser empeorado por la
temperatura [47].

En QED en el vacio, el vértice a un rizo no tiene singularidades cuando
se toma el limite de momento cero para la linca foténica externa. De igual
forma, la autoenergia del fotén tampoco tiene singularidades en ese mismo
limite. Sin embargo como demostraremos, a temperatura finita, en dicho
limite ambos diagramas no tienen un comportamiento bien definido.

En este capitulo, para empezar, demostraremos explicitamente que las
identidades de Ward se satisfacen hasta orden de dos rizos., Primero, en la
Secc. 4.1 verificaremos que dichas identidades son vdlidas a un rizo. Des-
pués, en la Secc. 4.2, en base al resultado anterior, verificaremos que dichas
identidades se satisfacen también a nivel de dos rizos. Posteriormente, de-
duciremos y analizaremos las relaciones de dispersién para los fermiones y
los fotounes cn el plasma. En la Secc. 4.3. deduciremos las relaciones de
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dispersién para fermiones quirales en el régimen de alta temperatura. A
diferencia del vacio, veremos que existen cuatro soluciones no degeneradas
para las relaciones de energia-momento. Dos de éllas son debidas a los mo-
dos de particula revestida por el medio, mientras que las dos restantes son
debidas a modos de propagacién que no existen en el vacio, las cuales son
excitaciones colectivas del medio. En la siguiente seccién analizaremos las
relaciones de dispersion para los fotones que se propagan en el medio. Como
se sabe, en el vacio el modo iinico de propagacion es el modo transversal. Sin
embargo, en un medio, ademsis del modo transversal existe también el modo
longitudinal, el cual asimismo es una cxcitacién colectiva del medio. Final-
mente estudiaremos ¢l vértice. En la Secc. 4.5, analizaremos la estructura
de Lorentz para la parte real del vértice. Veremnos que la descomposicién
del vértice en factores de forma es mas compleja que en el caso del vacio.
No obstante, demostraremos que puede ser simplificada de manera consi-
derable. Para finalizar, en la Secc. 4.6 mostraremos en forma detallada que
a nivel de un rizo, el vértice AY,, (g, p) tiecne un polo en g = 0, tal y como
las identidades de Ward lo predicen.

4.1 Identidades de Ward. Demostracién a un rizo

En el capitulo anterior dedujimos las identidades de Ward para la QED
a temperatura finita. Una de nuestras motivaciones fue las sugerencias re-
cientes de que dichas identidades se violan a temperatura finita (Fujimoto
et.al. [44] y Kaneko [45]). Esto pone en duda la invariancia de norma de
la teoria. Las afirmaciones de dichos articulos se basan en resultados de
cdlculos a nivel de uno y dos rizos. El trabajo de la Ref. [45] se basa en el
formalismo de tiempo imaginario y. como se supone que los resultados de
este formalismo coinciden con los de tiempo real una vez realizada la con-
tinuacién analitica, creemos que dicha continuacién no se hizo de manera
correcta. En el trabajo de Fujiinoto, basado cn el formalismo de “Thermo
Field Dynamics”, la conclusién es que las identidades de Ward en su forma
diferencial, no se satisfacen para la respectiva componente temporal. En di-
cho dicho trabajo no se tomé en cuenta ¢l término proporcional a la cantidad
e (ver Secc. 3.4), lo cual llevé a una conclusién errénea.

En esta seccién demostraremos explicitamente que las identidades de
Ward se satisfacen a nivel de un rizo. Como primer paso, consideremos el
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Figura 4.1: Diagramas de la autoenergia y del vértice a nivel de un rizo.

propagador libre del fermién (3.2.21)
= o
S(p) = Ugp(p) ( ‘3*’" ) ) Usp)- (4.1.1)

—m— e

Este propagador cumple la siguiente relacién
2 2
(© o) — 2 __e(p*—m?) |
S%p) (p—m) o3+ O {e’ "GE =T o3, (4.1.2)
donde vemos que se pucde tomar sin ningun problema el litnite € — 0 obte-

niendo resultados bien definidos.
En el capitulo anterior mostramos que las identidades de Ward en la

Ec. (3.4.106) sc satisfacen a nivel de drbol. Para demostrar la validez (ver
Ref. [48]) de la Ec. (3.4.109) a nivel de un rizo, consideremos la autoenergia
a4 cuya expresion (ver Fig. 4.1a) es la siguiente:

ZFA
— iTas ) = cacse” [ (%ri;—;v..sab(kmn.?f(p — k). (4.1.3)

Dec manera similar, la correcién radiativa al vértice propio A,, a nivel de
un rizo (Ver Fig. 4.1b) estd dado por la expresién
4’ : 2 dk 4 o
A4y (q,p) = ieacpec € @ Yo Sea(k) ¥ Sacl{q + k)ya Dy (p — k) .
(4.1.4)
Contrayendo la dltima igualdad con el momento g, obtenemos

GDlclg.p) = icacsce € [ 5 ek {4+ B ~m) — (f =)}

xSaclq + k)7 DEP(p — k) . (4.1.5)
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donde hemos sumado y restado el término ¥ —m. De acuerdo a la Ec. (4.1.2),
los térmlnos (d+ ¥ —m) y (¥ — m) de la ecuacién anterior, son identificados
con €4S, (q + k) y €aS5, (k) respectivamente. Por lo tanto, el resultado

anterior se reduce a

— dequAl, (q.p) = esecbaced / or )4 o Sta (kY7 DE (g + p — k)

—epecday €3 f -(g)—,, YaSac(K)ypDE (p — k) -
(4.1.6)

Es inmediata la identificacién del lado derecho en la vltima igualdad, ésta
es la diferencia de autoenergias evaluadas en los momentos ¢ + p ¥ p. Las
ecuaciones en (4.1.6) son las identidades de Ward a nivel de un rizo, las
cuales coinciden con las relaciones generales (3.4.109) que obtuvimos en el
capitulo anterior.

También podeinos corroborar las correspondicntes identidades de Ward
para la autoenergia del fotén. En el capitulo anterior encontramos las rela-
ciones para el tensor de autoenergia del fotén

q.I14; =0, (4.1.7)

vilidas a cualquier orden en tcoria de perturbaciones. Para la demostracién
a nivel de un rizo, consideremos la expresién explicita del tensor
€atlh .

— M@ = Gt e [ A T (S o)V Sanla — P)} . (4.1.8)
Contrayendo el tensor de autoenergia en la Ec. (4.1.8) con el momento q,, y
utilizando otra vez el truco de sumar y restar las cantidades adecuadas; en
este caso f = (f — p — m) — (}5 — m), obtenemos como resultado

uIIgy = ie® Sap (2 oy Tr {Suw(a ~ pI7* = Sas(@)7*} . (4.1.9)

cuando a # b la Ec. (4.1.7) se satisface directamente; cuando a = b la validez
de dicha ecuacién se comprueba haciendo ¢ — p — p en el primer término
de la integral. Una demostracion similar para probar la transversalidad de
II,, al orden de un rizo, fue presentada recienternente por Das y Hott [57].
Notemos que, a este nivel, el tensor de autocnergia del fotén es simétrico bajo
el intercambio de los indices de Lorentz. En efecto, la traza en la Ec. (4.1.8)
es proporcional a la cantidad Tx {y* (p—m)v* (4 —p$—m)}, la cual permanece
invariante ante el intercambio de los indices iz y v, de donde concluimos que
también se satisface q,I1%; = O.
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Figura 4.2: Los diferentes diagramas que contribuyen a la autoenergia del
electrén a nivel de dos rizos

4.2 Demostracion a dos rizos

Consideremos todos los posibles diagramas irreducibles de una particula
que contribuyen al vértice a segundo orden Af.z) (Ver Fig. 4.3). Es de
esperar que estos diagramas de vértice se relacionen con los correspondientes
diagramas para la autoenergia a segundo orden Eg,) (mostrados en la Fig.
4.2) a través de las identidades de Ward. Por ejemplo, los diagramas para el
vértice (a-c) se obtienen de la autoenergia (a) haciendo inserciones de lineas
externas fotdénicas en cada una de las lineas fermidénicas internas.

Para facilitar la demostracién y la notacién es conveniente considerar la
siguiente definicién:

S = sisMgo) (4.2.10)

dondec 1) ¢s la autoenergfa del fermién a nivel de un rizo. De esta definicién
se sigue que

P-m)Sm = TW(E)sS@(p)
S @F-m) = SOEHBN(p). (4.2.11)
La demostracién de que las identidades de Ward sc satisfacen a orden de dos
rizos es directa y sélo ilustraremos el caso de los tres primeros vértices en la
Fig. 4.3; los otros casos se dermuestran de forma andloga. Consideremos los
vértices (a, b y c) de dicha figura. La expresién para estos en términos de S
1
es’

2) =
Al la.p) =AY+ Af,) + AL,

! Los indices térinicos abc no deben confundirse con las etiquetas (a), {b) y (<) que se
reficren a las grificas de la Fig. 4.3
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RS

Figura 4.3: Diagramas del vértice a nivel de dos rizos.

= (miefeacsee [ (anz va{Soa (0 — ISR (b~ k+ )
+S{ (P~ K)r*Fac (P — k+ q)
+5@ (p = DAL @, p— WISD o —k+ )}
xya D (k). (4.2.12)

mientras que la autoenergia del diagrama 4.2a esti dada por la expresién
siguiente

) &k -
5 () = ie%eacs [ T Vo San (= KYn D (R, (4.2.13)

Contrayendo g* con A* en la Ec. (4.2.12), en los dos primeros términos de
la ecuacién anterior, utilizamos la siguiente igualdad: ¢ = (p— ¥+ ¢ —m) —
(¥ — ¥ — m), conjuntamente con la Ec. (4.2.11). Mientras que para el dltimo
término de la Ec. (4.2.13), usameos las identidades de Ward a nivel de un
rizo. Con estas consideraciones, es inmediata la demostracién de que las
identidades de Ward se satisfacen. De igual forma, se puede probar que los
wvértices correspondientes d, ey f ( g, h e 1) mostrados en la Fig. 4.3 estan
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relacionados con la autocnergia b (c) de la Fig. 4.2. Con ello se completa la
demostracién de la validez de las identidades de Ward a nivel de dos rizos.

4.3 Relaciones de dispersién del electrén

En esta scccidn discutiremos las relaciones de dispersién para un fermién
que se propaga en un plasma de fotones, electrones y positrones en el régimen
de temperatura alta (T >» m,p, donde p es el momento del electrén). Debe-
mos hacer notar que un sistema no relativista requiere de un potencial
quimico, de tal manera que se tenga una densidad de particulas no-nula.
En contraste, un sistema ultrarrelativista (I° 3» m) no se encuentra vacio,
afin cuando el potencial quimico se anule. En el plasma a alta temperatura,
las antiparticulas se encontrarin presentes con una densidad igual a la de las
particulas. Uno de los resultados notables del plasma relativista es que, axin

en el limite quiral, el sisteina tiene el doble de grados de libertad fermidnicos
comparado con el caso del vacio.

Adcmis de clectrones y positrones? que
se propagan en el medio, tambjén se ticnen hoyos y antihoyos fermidnicos
propagindose. Para li discusidn, seguiremos de cerca los trabajo de Weldon
[49), Klimov [50] y Pisarski {51].

A temperatura cero, la autoenergia para un electrén es de la forma

Zp) =ap+c, (4.3.14)
donde los coeficientes a y ¢ son funcién de p2. En particular, en el limite
quiral (m = 0) ¢ se anula, esto implica que la simetria quiral del fermién no se
ve alterada por las correciones radiativas; el polo del propagador permanece
en p? = 0, pero con distinto residuo.

En un plasma, las particulas del medio constituyen un marco de refe-
rencia especial; el sistema de referencia donde el plasma estd en reposo. En

general, la teoria sc puede escribir en forma covariante asociando una cuadri-
velocidad u,, con u?

= 1, al medio. En el sistema en reposo del plasma se

tiene u, = (1,0,0,0). Esto indica que la forma mas general de 1a autoenergia
(a nivel de un rizo)3 es

Bip) =ap+ b+ c, (4.3.15)

*Estas particulas por supuesto que estin “revestidas™ por el efecto del medio.

3 A piveles mas altos en teorin de perturbaciones, un término proporcional a p¢ también
contribuye. Adcmis, estainos suponiendo que la teoria posee la simetria CP.
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donde a, b y ¢ son funciones de los escalares de Lorentz

E = p-u,
P} = E2 — p2

los cuales, en el sistema en reposo del medio, coinciden con la energia y la
magnitud del tri-momento. Nuevamente tendremos que en el limite quiral
el coeficiente ¢ se anula. Como estamos interesados en el limite de alta
temperatura (7" >» m) supondremos, a menos que se indique lo contrario,
que m = c = 0.

En el capitulo anterior encontramos que los propagadores, al igual que
la autoenergias, adquieren una estructura matricial. También encontramos
que los modos normales Que se propagan en el medio, se obtienen a partir de
la ecuacién de movimiento efectiva que involucra a la autoenergia retardada
(3.3.57). Por lo tanto, para ¢l fermidn, la ecuacién de movimiento efectiva
en el limite quiral es

P, (4.3.16)

F—ZmU=0. (4.3.17)

Para que los modos normales pucdan existir, se requiere c¢ue las razones
de decaimiento (“damping rates”) provenientes de la parte imaginaria de
la autoenergia, sean pequefias comparadas con las correspondientes partes
reales. La parte imaginaria puede ser despreciada, ya que en el limite de
temperaturas grandes los términos imaginarios dominantes son del orden de
T, mientras que para la parte real son del orden de T2,

De acuerdo a la Ec. (3.2.30) la parte real de i se obtiene de la compo-
nente 313, por lo tanto la ecuacién de movimiento que determina los modos
normales fermiénicos del plasma es

»@—Zn)U=o0. (4.3.18)

Las relaciones de dispersién para el electrén en un plasma estdn determinadas
por la condicién de que la ecuacién anterior tenga soluciones no triviales;
dadas por la ecuacién: det|p — Z;;(p)| = O esto nos conduce, en el caso
quiral, a la ecuacién

(1—a)?p?2+2—2b(1—a)p-u=0. (4.3.19)

Es importante resaltar que esta condicién coincide con la parte real del
polo del propagador 11 dado en la ccuacién (3.2.24). La expresién para la
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autoenergia a nivel de un rizo estd dada en la ecuacién (4.1.3). De esta
ecuacién y de los propagadores fermiénico y bosénico de tipo 11 dados en
las ecuaciones (2.4.106) y (B.1.17) respectivamente, la expresién para la
autoenergia 11 en la norma de Lorentz (§ = 1), para el caso de fermiones
quirales y potencial quimico nulo, es la siguiente:

ie? _ 1 2xis((p — k)2)
Euw) = Goy /damu(;s— B v [(P_ TR T AT 1 ]

1 2mis(k?)
x [—k2 ¥ T 1| - (1320

Se puede observar que la autoenergia contiene dos términos; uno que es de-
bido a las fluctuaciones del vacio y el otro que depende de la temperatura.
Puesto que estamos interesados en la parte real de las correcciones que de-
penden de la temiperatura, la parte de la autocnergia que contribuye a las

relaciones de dispersiéon del fermién que se propaga cn el plasma, puede
expresarse en la forma

-2 WA LIUS) & — ¥)8(k%) 1
ET() = ~ays [ Fk { Pt T+ e =1 | sk (432D

donde, el superindice T en la autoenergia indica que es la parte real depen-
diente de la temperatura. Para obtener el resultado anterior realizamos el
* cambio de variable p — k£ — &, en el primer término.

Es convenicente analizar con cierto detalle las integrales que intervienen

en la Ec. (4.3.21). Consideremos los signuientes vectores covariantes, unitarios
¥y ortogonales

1
Pu=—§(1’u‘£uu)v

I

1
Vi = 53 (Epu — pPuy) , (4.3.22)

en términos de estos vectores, la autoenergia sc puede cxpresar en la siguiente
forma

s =ApP +BY, (4.3.23)

4 Al final de esta seccién comentaremos con respecto a la invariancia de norma.
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4.3.

lo cual resulta conveniente porque los coeficientes se depejan como
A4 = IT(PET},
B = %’n{y 7). (4.3.24)

De acuerdo a (4.3.21), existe una contribucién fermiénica y una bosénica

- 2
a los coeficientes A y B: es decir A = _Tz_'r_)'-"(AF + Ag), B = _Tg—:)"(BF +
Bg). Con los elementos anteriores, podemos calcular las contribuciones

fermidénicas:

_ 4y _ S(E%) p_2 S5(4k2) 1
Ar = “f“ P N L P25k
o0

A eﬁ~+1(_"+ l",rc—z_ ‘“,:Iif”)

I

(4.3.25)

ko 8(k2) 1
S S P =op &
_ Kdr _ E4 x—E, !x+E+’)
= 2P/ l"‘+1( 2In|E_|+In|~__E~l+ln TR N
(4.3.26)

Br

con Ey = %(E = P). Para obtener cl resultado anterior realizamos la inte-
gracién sobre la componente temporal kg, aprovechando la delta que aparece
en el integrando. Posteriormente realizamos la integracién angular, quedando
el resultado como una integral sobre el momento .

Como habiamos mencionado, estamos interesados en el régimen de alta
temperatura (7" > E,P). Es posible obtener una expansién sistemitica para
el desarrollo a altas temperaturas [52]. Sin embargo, los términos domi-
nantes en el desarrollo pueden ser ficilmente obtenidos siguiendo las ideas
introducidas por Braaten y Pisarski [26]. El método consiste en identificar
los términos que, en ausencia de distribucién térmica, tendrian divergencias
ultravioletas. La divergencia de mayor orden da el término dominante, con
la temperatura actuando como parimetro de corte. Por ejemplo, si la inte-
gral, omitiendo la distribucién téninica, diverge cuadriticamente, tendremos

N
entonces que la contribucién dominante serii de orden T2. Podemos utilizar
ahora estas ideas para evaluar los términos dominantes. De la Ec. (4.3.25)
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para Ap, vemos que el primer término (salvo la distribucién térmica) tiene
el comportamiento asintético x, mientras que el segundo término va como
x—1. Por lo tanto, el primer término contribuye al orden T2, mientras que
el segundo da contribuciones de orden In7T que podemos despreciar. En
resumen, el orden dominante para Ap es:

#3772
_,r/ el,n_'_ =5 (4.3.27)
¥y de mancra similar, para Bg, tendremos
w372 Ey
Bp =~ — === . .3.
F 12p E_ (4.3.28)

Bajo el criterio que explicamos anteriormente, la contribucién bosdénica
a la autoenergia proviene de la integral

5(42) ¥
ot —
./“ E Bkl —1 pZ = p ko ApP + Bpy , (4.3.29)

donde los coeficientes Ag y B cn cl limite de alta temperatura son los
siguicntes:

32
Ap = _nT
7372 E;
Bp = ~ 6P In IEI . (4.3.30)

De las ecuaciones anteriores, vemos que la autoenergia en el limite de
alta temperatura se puede aproximar como

272 [ ]

2 +iy1n
- &= (1——'“| t| ) s+ (2= Som B ) 4]

comparando con la Ec. (4.3.18), obtenemos los coeficientes a y b:

_ Ar2 E+P
e = -7 (1 ln

M2 E _ 1 (E? E+P
b = -5 (—;-}-E(Fi‘—l)ln E-—P, R {4.3.32)

=T =

(4.3.31)
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donde hemos definido

272
. (4.3.33)

8

Notemos que a es una funcién par de E, mientras que b es impar. Con

las propiedades anteriores de @ y b y de la relacién de dispersién en la
Ec. (4.3.19), podemos observar que si E es una solucién de la Ec. (4.3.19), en-
tonces también —E es solucién; lo cual es una consecuencia de la invariancia
ante CPT. Por otro lado, esta ecuacién puede factorizarse en la forma

[1—a)(E—P)—-8][(1—a)(E+P)—b]= f(E,P)f(—E,P)=0.(4.3.34)

Ar2

Por consiguiente, la ecuacién anterior tiene cuatro soluciones, ya que ambos
factores que intervienen en dicha ecuacidn tienen soluciones tanto para E (P)
como para —E (P). Sustituyendo las expresiones para a y & obtenemos que,
para E > 0, los modos normales estin determinados por las ecuaciones

SEP) = s,,-p__—(“, (1_*:»),,, z,+pl)=o

I(—EP)—E/.+P+———(1——(1+E" 'E"jﬂ):o.
" (4.3.35)

Donde los subindices p y & se refieren a particula y hoyo, respectivamente.
En P = O las soluciones a estas ecuaciones son E, = E; = M. Podemos
entonces definir a A como la masa térimica dcel fermién que se propaga
en el plasma. Para momentos grandes (P > Af), las soluciones coinciden
nuevamente E, == E, =~ P. Sin embargo, en general, las dos soluciones son
diferentes (ver Fig. 4.4). Podemos encontrar soluciones a las ecuaciones

anteriores en las regiones asintéticas:

E, = M+§ (P<C M),
P
E; == M—g (P M),
2
E, ~ P+l (pmoan),
En =~ P (P> M). (4.3.36)
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Figura 4.4: Relaciones de dispersién para un electrén que se propaga en un
plasma compuesto de electrones y fotones.

Regresando a la ecuacién de movimiento (4.3.18) y utilizando la forma
de la autoencrgia (4.3.15) en el caso quiral, la ecuacién de movimiento puede
ser escrita como (sistema de reposo del medio)

[REY® —y - plU =0, (4.3.37)
donde hemos definido
_ b/E
n=1 T (4.3.38)

En el vacio, la invariancia de Lorentz implica que n = 1 y la ecuacién da
lugar al resultado bien conocido de que la quiralidad y la helicidad coinciden
para particulas de masa nula. Sin embargo, en un medio, los resultados
anteriores permiten comprobar que existen dos soluciones (no-degeneradas)
de energia positiva. Para la solucién de particula, n > 0, la solucién se
obtiene de E,, = P/n Qque no es otra cosa que la primera ecuacién en (4.3.35).
Para la solucién de hoyo n < 0 y por lo tanto, la correspondiente solucién
de energia positiva se obtiene de E; = —P/n (segunda ecuacién en (4.3.35)).

Muitiplicando la Ec. (4.3.37) por 50 ¥ utilizando el hecho que ysvgy =
X es el operador de helicidad, observamos que, para el modo de particula, la
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quiralidad y la helicidad coinciden, mientras que para el modo de hoyo son
opuestas. El primer modo corresponde a una propagacién modificada del
“electrén” quiral en el plasma. El segundo modo representa una excitaciéon
colectiva (a veces llamada hoyo o plasmino) debida al medio, la cual no existe
a temperatura cero. Para el caso de un plasma de quarks y gluones, algunas
consecuencias fisicas de esta excitacién han sido discutidas por Weldon [49]
y por Pisarski [51]. En particular, Weldon ha discutido la posibilidad de que
existan estados mesdénicos quark-hoyo.

Un iltimo comentario se refiere a la posible modificacién de estos resulta-
dos en una norma arbitraria. Para ello deberfamos considerar el propagador
del fotén escrito en forma covariante, con lo cual la autoenergia depende
del parametro de norma £. Sin embargo, aplicando los métodos discutidos
anteriormente a dichos términos, se encuentra que no contribuyen a orden
T2 (las contribuciones son orden de 7). Consecuentemente, la autoenergia
resulta independiente de la norma, al menos en el limite de alta temperatura.

4.4 Relaciones de dispersién para el fotén

En el capftulo anterior demostramos en forma general que el tensor de
autoenergia del fotén es transverso (respecto al momento del fotén). En
particular, en la Secc.4.1 comprobamos explicitamente que lo anterior se
satisface a nivel de un rizo. Debido a esta propiedad y de considerar que el
medio introduce de manera natural el vector u,, una manera conveniente de
expresar Il es la siguiente:

M, = A, Op + B, Iz, (4.4.39)
donde los proyectores sobre las partes longitudinal y transversal estidn dados
por [52]

1
Apr = Gue — Uty + = [&y — wuy,) [k —wu,],

B,. = [k2u,, — wk, ] [k2u, — wk. ], (4.4.40)

conw =%k uysx= (k- u)s — k2. Ya que k* A,,, = k# B, = 0, la condicién
de transversalidad £, IT#" = 0 se satisface automaticamente. Los coeficientes
transversal y longitudinal se pueden obtener como

k2
Iy = —Fu,,u,,n“".
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1 .
IIr = —%nl. + Eguvn“y . (4.4.41)

A orden de un rizo, el tensor de polarizacién esti dado en la Ec. (4.1.8).
El cdlculo de la parte real dependiente de la temperatura de las funciones
dadas en la Ec. (4.4.41), fue realizado por Weldon [52]. En el régimen de
alta temperatura (7" > &,w) dichas funciones estin dadas por

e27? w? w w+ K
Refle = =3 [1_?] [1-szmlg=2]]
e27T2? [w? w2 w w+rl]-
Rellr = =5 [F* [1— ;?] by e ] - (a4

Tal ¥y como habiamos mencionado, el tensor de polarizacién del fotén no
tiene un limite bien definido en la regién infrarroja, en el sentido que los
limites @ — 0,x — 0 no conmutan. En efecto, la parte longitudinal y la
transversal tienen el siguiente comportamiento:

22
Relly(x,0) = < : .
Rellr(x,0) = O,
€272
Rell, (0, w) = .
22
Rellr(0,w) = < g . (4.4.43)

Los modos normales se obticnen a partir de los polos del propagador o
de la ecuacién de movimiento efectiva para el fotén que se propaga en el
plasma, la cual estd dada por

[k2gu — (1 — E)kuky, — T, ] AY = 0. (4.4.44)

Utilizando la Ec. (4.4.39), obtenemos las siguientes ecuaciones que se siguen
de la condicién de que (4.4.44) tenga soluciones no triviales:

(k%2 — M) (k2 —TIL) = 0. (4.4.45)
Con lo cual obtenemos dos soluciones independientes; una para el modo

longitudinal y otra para el transversal. El comportamiento se muestra en la
Fig. 4.5. A partir de (4.4.42), las soluciones aproximadas para la parte real
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Figura 4.5: Relaciones de dispersién para un fotén que se propaga en un
plasma relativista.

de wyz 7 resultan:

22
3 . €T 3. T
wrp = 5 tE~ (w 3
wi = w2 (u»ig—:),

272 6 T
2 ~ £ 22 ~ &
wyr == ) +5I\. (w 3),

22

wi = ~2+e(;:r (w»-e—:—‘). (4.4.46)

En £ = 0, determinamos la masa del “fotén” como M., = e¢T'/3. El modo
transversal puede interpretarse como ¢l mismo modo transversal del vacio,
pero ahora revestido por los efectos del medio. Sin embargo, el modo longi-
tudinal (plasmén) es un resultado del comportamiento colectivo del medio.
Notemos que no hay propagacion para wy, ¥y wr < e€eT'/3 ya que para esta
frecuencia el nimero de onda es puramente imaginario.
En el limite “estitico™ (w = 0), el propagador (longitudinal o transversal)
se comporta aproximadamente como
1
Eriisio=05" (4.4.47)

ESTA TESIS MO ™FBE
SALIR D¥ LA BIBLIGTECA
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Debido al resultado (4.4.43), tendremos una interaccién efectiva apantallada
por el modo longitudinal

Vo~ %e"'/'\" , (4.4.48)
donde la distancia de Debye esti dada por Ap = \/ﬁ/eT. Notemos, sin
embargo, que los modos transversales no son apantallados.

4.5 El vértice, estructura de Lorentz

Como mencionamos al inicio de este capitulo, para las correciones radia-
tivas en el vacio se requiere conocer la autoenergia del electrén, el tensor de
polarizacién y el vértice. En el caso del plasma relativista ya hemos ana-
lizado la dos primeras funciones y sus consccuencias en la propagacién de
las respectivas particulas en el plasma. Ahora consideraremos el vértice y
deduciremos algunas consecuencias generales referentes a la estructura de
Lorentz del mismo.

Recordemos que, en el vacio, la corriente electromagnédtica
Iy = (P vuup)

describe una particula con momento magnético cuya razén giromagnética

es g = 2. Esto se demuestra a partir de las relaciones {v,;, 7} = 29,/ ¥
[Yu, 7] = —2io,,. ¥y de la ecuacién de Dirac libre. Esto da como resultado la

conocida descomposicién de Gordon:

S VD) = =B P + i0wad TulP) » (4.5.49)
donde P = p’' + py g = p’ — p. Cuando sc toman en cuenta las correciones
radiativas provenientes del vértice, la corriente J,, es corregida por el término
@(P") Au(p.p') u(p), donde A, resulta de la parte renormalizada del vértice
propio. A mnivel de un rizo, depués de recurrir a la descomposicién de Gordon,
considerando que los fermiones estin en su capa de masa y que g ~ O, la
corriente que incluye la correccién radiativa esti dada por:

Ju = @@ (. + A)ulp),
= 2—:—":1_4(])’)[1’,, i1+ 2o)oua Tup) . (4.5.50)

de donde se extrae la correccién &

2 a la razén giromagnética.
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En un medio, tal como el plasma relativista, ademas de los vectores
Yus Pu ¥ Py, tenemos que considerar también el vector u,. Por ello, la
descomposicién mids general de la parte real del vértice

', = Rel}!!, (4.5.51)

Qictada por la estructura de Lorentz, contiene 32 factores de forma. No
obstante la gran cantidad de factores de forma, que dificultan la extraccién
de informacidn fisica, veremos que la corriente J,, puede ser expresada en
términos de sélo 5 factores independientes. Para aclarar el punto anterior,
observemos primero que el vértice queda completamente determinado en el
caso en que ¢, = 0. Consideremos las identidades de Ward en su forma
diferencial (ver Ec. (3.4.110))

Af,(0,p) = —% . (4.5.52)
]

Recordando que la expresién mas general para la autoenergia exacta® es
S(p)=ap+bh+ c, (4.5.53)
donde los coeficientes a, b y ¢ son funciones de los escalares E = p-u y

P=+V(p- wy2Z — p2. En virtud de la Ec. (4.5.52), para q,, = 0, el vértice esti
dado por

Af1(0,p) = Fiyu + (F2 + Fap + Fid)pu + (F5 + Fgp -+ Fry)u, , (4.5.54)

con lo cual, vemos que puede ser escrito en términos de siete factores de
forma. Estos factores estdn completamente determinados por las ecuaciones
(4.5.52) y (4.5.53); por ejemplo:

F; = —a,
1 dc
2 = =% .
(204 E Oc¢
P = — ﬁ_;5)_ (4.5.55)

Para g, # 0, adicionalmente, tenemos que tomar en cuenta combina-
ciones lineales que proviecnen de los posibles vectores covariantes que se

*La estructurn mas genernl para la autocnergia es: T(p) = ap + b + ¢ + def . Sin
embargo, se puede denostrar que en cuanto a In corriente J,,, los resultados obtenidos son
equivalentes.
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pueden formar con q,..‘; A pesar de la compleja estructura del vértice, el
andlisis se simplifica si consideramos la corriente electromagnética J,, en el
plasma. formada con dicho vértice:

Ju = U@ETup.PHYWU(p), (4.5.56)

donde p’ = p+ q ¥y los espinores U y U’ son soluciones de las ecuaciones de
movimiento en el medio:?

BP-—m-E@IUEFE = o0,

Uy —m—=(p"] = 0, (4.5.57)
donde la prima en el espinor indica que estd evaluado en p’. Como men-
cionamos, nos interesa la parte real del vértice, por lo tanto podemos suponer
que los coeficientes a.b y ¢ son reales. Adicionalmente supondremos que, al
estar los fermiones en capa de masa, podemos considerar p2 = p'2.

A partir de las identidades de Ward (3.4.109) y la ecuaciones de movimien-
to anteriores, podemos demostrar que J, en (4.5.56) es una corriente con-

servada. En efecto, contrayendo la corriente J, con ¢, y usando (4.5.57)
obtenemos

0T U = U'ld—E¢)—SmEW,
= U'l(# — () —m) — (p— S(@) — m)JU = 0.(4.5.58)

Recurriendo a la ecuacién de movimiento (4.5.57), podemos expresar p
y #’ en términos de y:

U = —1 s qu.

1l—a
o' = I—_I—G,U’[b’;l +1. (4.5.59)

Otro resultado., que nos seria de utilidad para simplificar el vértice, es la
descomposicién de Gordon a temperatura finita, la cual se deduce de manera
similar al caso del vacio; y estd dada por

- 1 1 1 U P |
UlyuU = JUZQu + 5@ + i(ZQY — SQ™)ou U, (4.5.60)

¢ Exhaustivamente, estos son los que se pucden formar con las cantidades: p.. pl, Yu,
Yur B b PP P, Py PP . Por ejemplo, uno de los factorcs que interviene en el
vértice es proporcional al vector pp ¥ v,..

TEn In Ref. [58] se da una demostracién del hecho de que los espinores que se deben

utilizar, en particular para las razones de decaimicento, son los de la solucién de la ecuacién
de movimiento en ¢l medio.
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donde hemos definido Q, = (1 — a)py — bu,,. A temperatura cero, a = b =
a’ =b =0y c=c = m y se recupera el resultado (4.5.49). Los resultados
anteriores permiten reagrupar los 32 factores de forma que aparecen en I',,
de tal manera que, para J,, el nimero de factores de forma se reduce a
nueve. Una forma conveniente de escribir el resultado es la siguiente

Ju = U'[T1Pu+ Coqu + Tau, + (T4 PY + Lsqg” + Cgu* oy,
+#(C7Fy + Caqu + Cow)U , (4.5.61)

donde recordamos que P = p’ + p y q = p’ — p. Debido a la conservacién de
la corriente, atin los nueve factores de forma no son todos independientes.
Empleando la expresion explicita para J, en (4.5.61) y contrayendo con
qu, los términos proporcionales a las matrices identidad, o,, y ¥ se deben
anular por separado en virtud de la Ec. (4.5.58), dando como resultado tres
ecuaciones:

l‘ng +Tgu-q = 0,
Ca[i?,f] +To[dh.4] = O,
Tgg? +Tou-q = 0O, (4.5.62)

donde se tomo en cuenta que P-g = 0. Notemos que la segunda condicién en
(4.5.62) sélo se puede satisfacer en general si Iy y I'g se anulan idénticamente,
por lo cual concluimos que existen sélo cinco factores de forma indepen—
dientes. Combinando (4.5.61) con (4.5.62) obtenemos finalmente

Ju = U'[(T1 + dC7) P, + 500, + (Ca + ¥o)v, U, (4.5.63)

donde hemos definido: v, = u, — %’}q“. Es ilustrativo considerar el limite
de temperatura cero. En este caso, los factores asociados a términos donde
aparece u, se deben cancelar: es decir I'3,'; y g — 0. Con lo cual sdlo
sobreviven I'; y I's. correspondientes a la carga eléctrica y al momento
magnético anémalo del electrén.

Para la interpretacion del resultado general es conveniente considerar el
sisterna de reposo del medio. en cuyo caso ¥ = . Como ya se mencioné
I'y ¥y I's corresponden a los factores de forma de las razones de carga y
del momento magnético anémalo. El tercer factor g’y = 9’y modificard,
en general, la carga. En la representacién usual de las matrices de Dirac
asociamos 7p a la transformacién de paridad, por lo tanto es de esperar que
en un sistema en el que se conserva la paridad, el factor I'; (y de manera
similar I'g) se anulen. En este caso sélo quedardan tres factores de forma.
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En una situacién en la que el medio viole paridad, I'; ¥ 'g seran diferentes
de cero. Un ejemplo de un medio que viola paridad seria el de un plasma
magnetizado. Finalmente, notamos que I'3 permite el acoplamiento de un
campo externo a una corriente proporcional a u, — %34q,,. El cilculo explicito

de los factores de forma para el plasma relativista, es un trabajo que tenemos
en progreso.

4.6 Polo del vértice

En el vacio, el vértice de la QED a nivel de un rizo no presenta sin-
gularidades cuando se toma el limite de momento cero en la linea foténica
externa. La autoencrgia del fotén también es libre de singularidades en ese
mismo limite. de hecho se anula, manteniendo con ello l1a masa del fotén
igual a cero, no sélo a nivel de un rizo sino a todos los érdenecs en teoria de
perturbaciones.®

A temperatura finita las cosas son distintas. Ya hemos demostrado en

la seccién anterior que la parte real del tensor de polarizacién no tiene un
limite bien definido en ¢l infrarrojo:?

lim T (0,1) # lim T (Ko, 0) . (4.6.64)

Para la parte imaginaria de la autoenergia {52], ambos limites coinciden.
Al respecto existen diferentes opiniones. Por un lado [52] se cree que el
comportamiento de la autoenergia es correcto desde el punto de vista fisico;
la. cantidad lixn|k|_,0 11,,.(0.k) describe el apantallamiento de los campos
estiticos en el limite de longitudes de onda grandes, mientras que la cantidad
limgg -0 M. (kg, 0) es la frecuencia de oscilacién del plasma en el limite cuasi-
estdtico. Otro punto de vista [54, 55, 56] es que el limite de momento cero
debe estar bien definido y que la desigualdad en (4.6.64) es mas bien un
problema de tipo matemaitico que de tipo conceptual. En particular, Nieves
y Pal {55] afirman que el “mal comportamiento” de la autoenergia en el limite
de momento cero puede evitarse utilizando los propagadores que incluyen
correcciones radiativas en vez de usar los propagadores desnudos.

En el capitulo anterior hemos observado en forma general que las identi-
dades de Ward predicen que el vértice exacto Ai21(p, q) tiene una sigularidad

®Una demostracién de esta afirmnacién en 2 4+ 1D sc encucntra en la Ref.[53].

®Estc problema no es exclusivo de 1a QED térmica. Se cncuentra también en cilculos
perturbativos de diferentes teorias a temperatura finita.
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en g, = 0. Recordemos que Aj2; sélo contribuye a la parte imaginaria del
vértice retardado. En esta seccién demostraremos explicitamente, a nivel de
un rizo, que Aj2) tiene en efecto un singularidad. Para analizar tal com-
portamiento consideremos el diagrama para dicho vértice, el cual se muestra
en la Fig. 4.1lbparaa = c = 1y b = 2. De la Ec. (4.1.4) y de la ex-
presién explicita de los propagadores en las ecuaciones (2.4.106) y (B.1.17),
encontramos Ja expresién para el vértice:

2
AP (p.g) = — e /20 [k A F(p,q. k), (4.6.65)
donde
Ay = am|2p, — k) +qu] — Upu — ku+9u)P— ’)"‘27”‘@ ¥,
F e(ko)e(po — ko)8(K2)S((p — k)2 — m?) 1
(p~k+qg)2—m?2 Pk _ 1 gﬁ(pu—h:-u) +1°
(4.6.66)

con €(z) la funcién signo. Para facilitar la discusién consideremos el caso de
un fermidén sin masa y potencial quimico cero. Para q,, ~ 0, la parte singular
del vértice tiene el comportamiento

22 oPFro/2 ]
A2t~ —%r)—z—/d"kk'—:i-c(li. k), (4.6.67)
con
1 1

G (P, k) = e(ko)e(po — ko)8 (k)8 — 2p - k) gy — ohme 71 -
(4.6.68)

Cuando contraemos (4.6.67) con g,, el resultado es la autoenergia del electrén
X21(p), lo cual da una prueba directa que la correspondiente identidad de
Ward se satisface.
Por otro lado. el vértice tienc los siguientes comportamientos para Qu
muy pequena
2e2 ePro/2 )

A2, ~ - /d“k —kuk  op k).
w (Oa) BT Klcosa © P+ %)

2e2 e¥ro/2
AP @000 ~ 2o fantet "“c:(p.k), (4.6.69)
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donde a es el dingulo formado por los vectores p y k. De las expresiones
anteriores, se ve claramente el comportamiento singular de AL?! en g, = 0.

Para finalizar el capitulo, haremos un resumen de los puntos mas impor-
tantes del mismo. En primer lugar, hemos demostrado que las identidades
de Ward se satisfucen hasta orden de dos rizos. En segundo lugar, estudia-
mos las relaciones de dispersién para fermiones y fotones que se propagan
en un plasma rclativista a alta temperatura, en una norma fija y despre-
ciando la parte imaginaria. Observamos que, en ambos casos, las relaciones
de dispersién predicen la existencia de modos colectivos del medio. Después,
analizamos la parte real del vértice. Hemos concluido que la compleja es-
tructura inicial del mismo, puede ser reducida en forma considerable gracias
a las identidades de Ward y a las ecuaciones de movimiento. Finalmente,
verificamos, explicitamente, que la parte imaginaria del vértice (Aj;2;) tiene
un polo en ¢, == 0, tal y como lo predicen las identidades de Ward.



CAPITULO 5

RELACIONES DE
DISPERSION PARA UN

NEUTRINO

5.1 Introduccién

Las relaciones de dispersién para un neutrino que se propaga a través
Esto es debido a

de un medio, difiecren en general de aquellos en el vacio.
las interaciones coherentes con las particulas en el medio. Este hecho puede

ser tomado en cuenta a través de un indice de refraccién o por un poten-
cial efectivo V_s, para cada neutrino de un sabor dado (21, = e,,7). EI
conocimiento del potencial efectivo es un requisito esencial en el estudio de
los efectos de la materia sobre las oscilaciones de neutrinos, y de las implica-
ciones fisicas del mecanismo MSW [19, 20} para las transformaciones entre
los neutrinos de diferentes sabores. Dentro del formalismo de tiempo real de
la TCTF, el potencial efectivo es calculado a partir de las contribuciones del
medio a la autoenergia de los neutrinos que se propagan cn el medio. Hasta
cantidades de orden A!‘Tg, las correcciones son proporcionales a la asimetria
particula-antiparticula en el medio y se anulan si el medio es simétrico ante
CP. En tales circunstancias. las corrcciones térmicas del orden de M* que
resultan de considerar los términos que dependen del momento en el propa-
gador del bosén, ticnen que ser consideradas y pueden ser dominantes.

En éste capitulo calcularemos las correciones a las relaciones de dis-
persién dependientes de la temperatura, para un neutrino que se propaga
en un medio compuesto de electrones. protones, neutrinos y sus respectivas
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antiparticulas. La parte real de las relaciones de dispersién fueron determi-
nadas por D'Olivo, Nieves y Torres [59] (ver también las referencias [60, 61)),
mediante el formalismo de tiempo real de la TCTF. Nosotros calcularemos

la parte real de las relaciones de dispersién por un método alternativo {62],
el cual hace mas evidente la fisica del problema.

Este método consiste en
promediar térmicamente la amplitud de dispersién hacia adeclante (Angulo

cero) de un neutrino que se propaga en el media Los neutrinos que estamos
considerando son de masa cero, no obstante, el método puede ser aplicado
para situaciones en que se tengan neutrinos masivos. Demostraremos, a nivel
de un rizo, que el resultado obtenido con la TCTF es equivalente al obtenido
promediando térmicamente la amplitud invariante. Es interesante resaltar
que este resultado es similar al teorema éptico que se encuentra en la teorfa
de la dispersién. Este teorema relaciona la scecién diferencial total a la parte
imaginaria de la amplitud de dispersién a dngulo cero. En nuestro caso, lo
que encontramos es que la parte real de la autoenergia del neutrino se rela-
ciona con el promedio térmico de la amplitud de dispersién a angulo cero.
Para finalizar este capitulo extenderemos ¢l método mencionado anterior-
mente para calcular la parte imaginaria de las relaciones de dispersién. El
conocimiento de la parte imaginaria de las relaciones de dispersién es impor-
tante para dcterminar el tiempo medio en que el ncutrino es absorbido por

el medio (tiempo de termalizacién). En este caso, el cdlculo lo realizaremos
a nivel de dos rizos ya que a primer orden es nulo.

5.2 Parte real

Consideremos un “neutrino de prueba” que sc propaga en un medio que
se encuentra en equilibrio termodindmico. La amplitud de transicién Tri
para la dispersién del neutrino debida a su interaccidén con un fermién f del
medio, esti dada por

Trim 2 e ok — ke s
18 = T (py—pit kg — k)M, (5.2.1)
donde V es el volumen de normalizacién, M es la amplitud invariante para
el proceso vf — vf; ki (ky) ¥ p: (py) son los momentos iniciales (finales)
del ncutrino y el fermién respectivamente. Cuando la dispersién es hacia
adelante, tanto el neutrino como las particulas en el medio conservan sin
cambio sus respectivos momentos.

Este hecho implica que si la transicién
ocurre en un intervalo de tiempo t. entonces podemos emplear la igualdad
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§9(0) = Vt/(2n)*, con lo cual

.
Tyi= iy M. _ (5.2.2)

Para la amplitud de transicién debida a la dispersién a Angulo cero provocada

por una partfcula en el medio.
Ahora construiremos el promedio térmico de la amplitud de transicién,

sumando coherentemente las contribuciones individuales, pesadas con la co-
rrespondiente distribucién de Fermi:

- .t p—
Ty = —1V/d“p6(p2 —m2) KAy (p-u), (5.2.3)
donde my es la masa del fermidén y
_ [ - ) O(—p-u)
ny(p-u)= [e’ e <+ == 51" (5.2.4)

En la ecuacién anterior, € es la funcién escalén y £ = B(p-uw — u), tal y como
habian sido definidas anteriormente. Puesto que estamos suponiendo que el
medio no estd polarizado, la amplitud invariante tiene que ser remplazada
por su promedio sobre los cspines de las particulas en el medio: A41. Por
otro lado, hemos introducido el vector de cuadri-velocidad wu, del medio
para poder expresar en forma conveniente las férmulas que se deriven. En
el sistema de reposo del medio u,, = (1,0) y &, = (w,%).

Como habiamos mencionado en la introduccién, el efecto del medio sobre
la propagacién de los neutrinos puede ser representado en términos de un
potencial efectivo V.s. Podemos definir esta cantidad pidiendo que, al orden
mads bajo en teoria de perturbaciones, la amplitud de transicién del neutrino
dispersado en dicho potencial externo, iguale la amplitud de transicién cal-
culada por la férmula dada en la Ec. (5.2.3). En la aproximacién de Born,
la amplitud de transicién hacia adelante estia dado por

Ty = —i [d'mul@) V) vila)
4
= ~,-__‘2";’ wh (k) up(ki)S(wy —wiVes(ky — ki),  (5.2.5)

con ky = k,;,. En esta ecuacién (x) = ur(k)exp(—ik - z)/\/l—i, son las
soluciones de helicidad izquierda de la ecuacién de Dirac para un neutrino sin
masa normalizadas en una caja de volumen V', y V.r(k) es la transformada
de Fourier de Veri(x).
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Igualando (5.2.3) y (5.2.5) y teniendo en cuenta la condicién de norma-

lizacion utu = 2, resulta
1 dip 2 2=
Vi = E/-(z—ﬂ—s(s(p — m2) K Ansp - ), (5.2.6)
donde A1 es la amplitud invariante para dispersién de particulas en el vacio.
La férmula anterior muestra que el potencial efectivo se puede obtener al

promediar térmicamente la amplitud de dispersién usual (la del vacio) para

angulo cero.

Consideremos ahora la definicién del potencial efectivo de acuerdo al
formalismo de la TCTF. Una definicién alternativa para el potencial efectivo
puede ser dada sustrayendo la energia cinética (en el vacio) de la parte real
de la relacién de dispersiéon del neutrino en el medio. Esto es

Vi =w(r)—=n, (5.2.7)
donde w == k-u y ~» = V2 — k2 son la energia y la magnitud del tri-momento
en sistema en reposo del medio, respectivamente. De acuerdo a los métodos
de la TCTF, w(x) es calculado en términos de la parte real de la contribucién
del medio a la autoenergfa 7. Para ncutrinos izquierdos, £7 es de la forma

=7 = R(aff+byd) L, (5.2.8)
donde L. R = %(1 =Fs), son los proyectores de helicidad izquierda y derecha,
respectivaunente y los coeficientes a y &4, en general dependen de las variables
w ¥y #. En la Ref. [59] sc ha presentado un cdlculo detallado de la autoenergia
del neutrino en un medio general compuesto de leptones cargados, nucleones
¥y ncutrinos. En ése trabajo se demostré que. aunque la autoenergia del
necutrino depende del parimetro de norma. las relaciones de dispersién no
dependen de dicho parametro, al menos hasta ordenes de M,T,". Tomando en
cuenta este resultado, por simplicidad nosotros vamaos a trabajar en la norma
unitaria (§ — o0). En general, w(x) depende de los coeficientes a y b y, por
lo tanto, V., también dependerd de esos coeficientes. No obstante, para las
soluciones perturbativas de las relaciones de energia-momento alrededor del
valor w(x) = x, puede probarse (ver la siguiente seccién) que el potencial
efectivo esta dado aproximmadamente por
Ve =b(w. &), + Olg*). (5.2.9)
donde ¢ es la constante de acoplamiento débil. En términos de la autonergia,
b puede ser expresado en la forma siguiente

b= 4l’rr(,r)::T) . (5.2.10)
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zZ w
z M Af,..r"'»\,‘zg
v v 1 v
(a) ) =)

Figura 5.1: Diagramas para la autoenergia de un neutrino en un bano
térmico compuesto de leptones cargados, mucleones y neutrinos. En (a),
f indica alguna especie de fermién presente en el bafio. En (c), el leptén
cargado I es del mismo sabor que ¢l neutrino.

con

Lowk — r2y). (5.2.11)

Puesto que estamos suponiendo que los neutrinos son de masa nula, a nivel
de un rizo, el campo de Higgs no contribuye a la autoenergia £7 y las tinicas
contribuciones son debidas a la del bosén cargado W y a la del bosén neutro

Z (Ver Fig. 5.1)
Para encontrar el valor del coeficiente b separamos las diferentes con-

tribuciones a este coeficiente:
b=bw + bz + biaga, (5.2.12)

y utilizamos el formalismo descrito en los capitulos anteriores, para obtener:

bo = —3 [ BT (XTE b+ m T AR (K — 9P — mB s,
baa = FTX{XCE}AL <0)/(2,,),'nw+mnr’}6<p —mP) - w),

(5.2.13)

donde B = W, 2 y hemos denotado por I‘"" al correspondiente vértice de la
teoria electrodébil. En el cilculo a un rizo de la autoenergia del neutrino,
empleamos el propagador de los bosones Z y W en el vacio

1 E# kY

A = 2T~ T (5.2.14)
B
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Esta aproximacién es muy buena para temperaturas mucho menores que la
masa del bosén W.

Comparemos ahora el resultado en (5.2.9) y (5.2.10) de la TCTF con
(5.2.6) que se obtiene de promediar térmicamente la amplitud usual de dis-
persién a angulo cero. Para w = x, x¥ se reduce al proyector de energia en
el vacio y puede ser remplazado por su expresién usual en términos de los
espinores libres del vacio. Procediendo de igual forma para p-+m, obtenemos:

4 pe—
b(ws k)l = %f (‘2’”’;35(;)2 — m?) Ky (p-u), (5.2.15)
donde
M = %Z { 3= @R Pulp, )AL (k — p)a(p, s)TEaL (k)
s B=\WV.Z
~aL(WTFuL ()AL O, s Eap. ) |, (5.2.16)

es identificada como la amplitud invariante promediada sobre los espines para
la dispersién hacia adelante del proceso v f — - f, la cual es calculada con las
reglas usuales de Feynman en el vacio. Existe una suma implicita sobre los
diferentes fermiones que contribuyen a la amplitud invariante. De esta forma,
tomando en cuenta la Ec. (5.2.9) y comparando con (5.2.6), concluimos que
ambos métodos conducen a resultados idénticos en un cilculo perturbativo
de V..

Como habiamos mencionado en la introduccidén, los cfectos de la materia
sobre la propagacién de los neutrinos también pueden describirse en términos
del indice de refraccién n. Su relacién con el potencial efectivo puede encon-
trarse sustituyendo Ec. (5.2.7) en la definicién del indice de refraccién:

n= . (5.2.17)

El resultado es el siguiente

n—l:——zﬂ,—
~

. (5.2.18)

con V. calculado con (5.2.6) o con (5.2.10). La Ec. (5.2.18) reproduce la
expresién introducida por Langacker y Liu [63] para evaluar la correcciones
radiativas electrodébiles para el indice de refraccién del neutrino en el uni-
verso temprano.
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5.2.1 Cidlculo del Potencial Efectivo

Como una aplicacién de la Ec. (5.2.6), presentaremos el cilculo al orden
més bajo de las contribuciones al potencial efectivo de un neutrino en un
medio que contiene protones, neutrones, y leptones y sus correspondientes
antiparticulas. El primer paso es evaluar la amplitud invariante para la
dispersién de un neutrino prueba v (k) (I = e, i1, 7) debida a los fermiones
en el medio. Los diagramas de Feynman al orden mads bajo se muestran en la
Fig. 5.2. El diagrama (a) da la misina contribucién para todas las familias de
neutrinos, mientras que (b) y (c) contribuyen sélo cuando el neutrino prueba
y las particulas del medio (neutrinos y leptones cargados, respectivamente)
son de la misma familia. Usando los procedimientos usuales, obtenemos
los siguientes resultados para las amplitudes asociadas con cada una de las
grificas mostradas

Mg = V2Gpr Y lask-p+Brmek - s],
7
M2
My = —V2Gr ——%—=k-p.
9% — M3

Mc=\/§c:p—ﬂ’1—[k oy — vk - s+2—§—(p k4 k- 8)],

(6.2.19)
donde ¢ = p — &, 3,, es el espin del fermién en el medio y la constante de

acoplamiento de Fermi es definida como Gg/V2Z = g2/8Mw2. Los coefi-
cientes ays y (s toman los siguientes valores:

a; = —1 -+ 4sin? G4y, Br=1,
@, =1, P = —1,
para los leptones cargados y los ncutrinos, y
ap =1 — 4sin? 6y, Bp = —1,
ay = -1, Bn=1,

para los nucleones.

Como mencionaanos anteriormente, en un medio no polarizado promedia-
mos la amnplitud invariante sobre los espines de las particulas en el medio; las
contribuciones lineales en el espin se anulan. Adicionalmente, desarrollameos
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Figura 5.2: Diagramas de Feynman a nivel de arbol para la dispersién hacia
adelante de un ncutrino. En (a), f indica cualquier especie de fermién
presente en el medio. En la grafica (b), los neutrinos del medio son del
mismo sabor que el del neutrino prueba. En (c), el leptén cargado I es del

mismo sabor que el neutrino prueba.

el propagador del bosén W en potencias del inverso al cuadrado de la masa

del mismo:

[

~_1 a°
pegnny v - A v o A Sy v (5.2.20)

Este es un desarrollo que serd vilido cuando la temperatura sea mucho menor
que la masa del bosén de norma (I << Mpg). Entonces, despreciando ademas
cantidades proporcionales a mf /MB, encontramos

M, = \/fcpa/k'p-
2
My, = \/2_Gp[k~p M_],
2 k)z (5.2.21)

M. =~ VIGrk-p— 22 F

W
Cuando sustituimos los resultados aproximados en la Ec. (5.2.6), las
correspondientes contribuciones al potencial efectivo pueden ser escritas en

términos de las siguientes integrales

_/(2,,)3#‘6(;: ~mi)nep-u) = Aut,

f—(z,,)a pPpPs(p? —mP)ms(p-u) = Buru¥ + Cgh”., (5.2.22)
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con 775(p - ©) definido en la Ec. (5.2.4). Los escalares A, B y C son evaluados
mas ficilmente en el sistema de reposo del medio. Contrayendo la primera

de las igualdades anteriores con el cuadrivector de velocidad del medio u,, y
tomando en cuenta que u? = 1, resulta

A= %(‘n; - nf) . (5.2.23)

donde mny (11,—) representa la densidad de fermiones (antifermiones) en el
medio

= Ap 1 (5.2.24)
et =91 j (27)3 eBEFuy) 417 -

En la dltima ecuacién, £ = ‘/p2 + 1n'f- y cl factor g5 es igual a la unidad
para neutrinos quirales e igual a dos para leptones cargados y nucleones.

Los otros cocficientes B y C se dcterminan en forma similar; contrayendo la

segunda ecuacién en (5.2.22) con los tcnsores u,u, ¥ g, respectivamente.
Asi, obtendremos

B

%[mz}((i;_l)n, + (-E‘?)nf) - ((E,)n, +-(E,>n;)],
_%[m"}((fl}-)n! + (—E};)n,) —a((Bpns + Bpmy)].
(5.2.25)

donde los promedios térmicos de las energias E¢ y de 1/Ey estan dados por
la siguiente relacién

C =

3
Ny 9f ’p n 1
(Br )y = arz | G B mEm T (5.2.26)

con n = 1,—1. Usando los resultados antcriores en la Ec. (5.2.6), es directo
hallar el potencial efectivo para un neutrino de un sabor dado. Los resultados
se presentan en la Tabla 1 y coinciden a los que se obtuvieron en la Ref. [59].
Ademais de las contribuciones al orden de la constante de acoplamiento G g,
las cuales son proporcionales a la diferencia de densidades de femiones y
antifermiones: ny; — ny; existen también correcciones térmicas del orden de
Gr/MZ, que dependen de (E) 6 (%). Las tltimas correcciones resultan de
los términos que dependen del momento en ¢l propagador del bosén y tienen
el mismo signo para particulas y antiparticulas (ver Eec. (5.2.25)).
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Para el problemna de las oscilaciones de neutrinos en la materia, la canti-

dad relevante es la diferencia entre los potenciales efectivos de los distintos
sabores de neutrinos .

En el caso de la materia normal, compuesta de
protones, neutrones y electrones, todos los neutrinos pueden ser dispersa-
dos por electrones y nucleones a través de la interaccién con la corriente
neutra (Fig. 5.2a), pecro sdlo el v, puede ser dispersado por los electrones
mediante la interaccién con la corriente cargada (Fig. 5.2c). El diagrama
b en la Fig. 5.2 no contribuye, porque en el caso de materia normal no
existen neutrinos en el medio, Esto significa que la diferencia V7 — V)7 6

ef ©
( V"i — 1/¢, )}, recibe contribuciones no nulas del orden de la constante de

Fermi, las cuales son proporcionales a la densidad de electrones en el medio.
Estas son las condiciones que prevalecen en ¢l Sol y que han sido consideradas
en muchos estudios que se han hecho sobre las implicaciones del mecanismo
MSW en el problema de los neutrinos solares {21]. Sin embargo, las cosas
pueden cambiar notablemente en otros contextos astrofisicos o el universo
temprano. En este iltimo caso, usualmente se supone que hubo casi igual
nmimero de particulas y de antiparticulas, lo cual implica que las contribu-
ciones al potencial efectivo proporcionales a ny — ny se anulen o sean muy
pequerias. Bajo estas circunstancias, correcciones del orden de G p/Mg,, las
cuales hemos consi-derado, pueden ser relevantes porque estas correcciones
no se cancelan, atin en medios que tienen simecetria ante CP.

Neutrino Medio Vers
Ve Ups Ur ) *=Z£ (1 — 45sin? 0w ) (np, — np)
Ver Vs Vr n FEZE (10 — na)

ve e t%g(l-u.in’ Ow ) (ne—me)

+ 202522 (n () e ) — Sy (Re By na( B
ve ve £3CE (n,, — np,) — BECEL 0, (B.,) + no. (Es)]
Yy, vr e :t‘y'—z(‘—l + 45in? Oy ) (12, — ng)
Vo Ur ve +=ZE (n,, — ns,)

Tabla 1. Potencial efectivo inducido sobre un neutrino que viaja astravés

de un medio. El signo superior (+) se reficre a ncutrinos y el inferior (-)
indica que es para antinecutrinos.
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5.3 Parte imaginaria

En la seccién anterior hemos calculado la parte real de las relaciones de
dispersién para un neutrino prueba que se propaga en medio. Dichas rela-
ciones las hemos expresado en términos de un potencial efectivo, el cual fue
identificado con el coeficiente b que aparece en la autoenergia (Ec. (5.2.8)).
Ahora consideraremos la parte imaginaria de las relaciones de dispersidn;
como veremos mis adelante, estas contribuciones pueden ser escritas en
términos de la seccién eficaz para el neutrino prueba promediada térmicamen-
te. Tal y como mencionamos en el capitulo anterior, la parte imaginaria de
la autoenergia contribuye a la razén de decaimiento, o de manera mas pre-
cisa, a la rapidez de termalizacion de la particula. Una condicién esencial
para que un modo normal sc propague en el medio, es que las contribu-
ciones reales a la relacién de dispersién dominen sobre la correspondiente
contribucién imaginaria. La parte imaginaria de la autoenergia ¥ se rela-
ciona con la discontinuidad de la misma, en el sentido de que considerada
como una funcién de variable complecja con cortes a lo largo del cje real; se
tiene que DiscI(w) = Z(w + i€) — (w — i€) = —2:ImE(w) es purarnente
imaginaria.

Las reclacion de dispersién para un necutrino que contiene contribuciones
dispersivas y absortivas, se puede calcular a partir de la ecuacién de movimien-
to (ver, por ejemplo, Ec. (4.3.17)). Para el caso de masa nula, la autoen-
ergia se parametriza en términos de los coeficientes a y 4, dando lugar a la
condicién:

(1 —a)(w—K)—b=0. (5.3.27)

En el desarrollo perturbativo a y b son del mismo orden en la constante de
acoplamiento. Para un neutrino relativista, el efecto del medio da lugar a
correcciones perturbativas de la correspondiente relacién de dispersién para
el neutrino libre: dada por w = x. Por lo tanto, es conveniente escribir

(5.3.27) como
b (5.3.28)

A orden de un rizo b ox a o g2, por lo cual la parte real de la relacién de
dispersién a orden g2 es simplemente

Rew =x + Reb|,_,.- (5.3.29)
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Es posible demostrar que a orden g2 las partes imaginarias de a y b se
cancelan (la razdén sera explicada posteriormente), consecuentemente a dicho
orden no existe contribucién a Iirw. De esta forma, las contribuciones de
los coeficientes a y b a la parte imaginaria de la relacién de dispersidén, son
ambas del orden g* y la solucién perturbativa a este orden esti dada por

Imw=1Im b|,_, - (5.3.30)
Es costumbre escribir la solucién a la relacién de dispersién como: w(k) =
Re w + iy, donde Rew(x) determina los modos normales, mientras que -y es
la razdén de decaimiento de la particula. Por lo tanto, en nuestro caso

v == Im bl _.. (5.3.31)
Como demostramos anteriormente (subscccién 3.2.2)

. las partes real e
imaginaria de la autoenergia que intervienen e la relacién de dispersién

se obtienen a partir de las componentes de la matriz de autoenergia Ty y

32, respectivamente. El resultado (con ¢ = 0) puede escribirse en la forma
siguiente

Re® = ReEn
ImE = e(k - u) = (5.3.32
mE = gk 12 5.3.32)

A nivel de dos rizos, los diagramas que contribuyen a £,2 se presentan
en la Fig. 5.3. Para los diagramas (a) y (b) obtenemos
—iS = - [ 28 LD ks, () DETHTT (51200
12 @ma @) 12(q 12
=xTL(iSa1(p — g + ENY(ALL(k = aNni(A(F — )22,
(5.3.33)
mientras que para los diagramas (c) - (f) se obtiene
. _ d4 ds r 3(; 8.
—ify2 = Gy (2")4F Y(1512(@)NT5(iS21(—k + p + gNT T (£S12(p))TE

xi(AL(k — @)iilA 8k — p))ez. (5.3.34)
donde A.B = W, Z y recordamos que T = —T'5. En principio debemos
sumar sobre los indices térmicos (a=1

.2) de los vértices internos, pero de-
bido a que estamos considerando temperaturas mucho menores que la masa
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de los bosones de norma (es decir, T'//My << 1), la matriz de los propa-

gadores bosénicos es diagonal, coincidiendo esencialmente con los propa-
gadores del vacio:

(A2 i1 = —(AX(k))3 = 1 @ — Ky (5.3.35)
v valtilez T g M3I + e M3

El hecho de que el propagador bosdénico sea diagonal, permite entender por
qué la autoenergia del neutrino no recibe contribuciones a orden g2 A
dicho orden, la parte imaginaria de I se obtendria de calcular la autoenergia
del tipo 1-2 para los digramas de la figura 5.1, pero dichas contribuciones
se cancelan porque son proporcionales a (A",‘ﬁ(k))\g. Por el contrario, loe
propagadores fermiénicos 8|2 y S21 ya han sido dados en la Ec. (2.4.106);

poniendo o = 0 nos queda:
Si12(p) = 27is(p® — mAng(zp) — 6(—p- WP+ m),
Sa1(p) = 27is(p? — m3)[ns(zp) — O(p - WP+ m). (5.3.36)

Tomando en cuenta los resultados anteriores tendremos que la razén de
decaimiento se puede escribir como

_ —iE(k - )

= Wiy ZZ_ AD
Ca— {c +C S D }

(5.3.37)
AB=Z\W

donde CAP se obtiene de (5.3.33):

1 &t a3 diQ s s o
cAar = 2 (2—7%5?271;4—(—2'77—):; {’I‘r{p}l“‘, (¢ + m)TEYTr{TT (P + m2)

*TE(Q + ma)H(ALa(k — a) i Ak = )22 }

x(27)*6N(Q — (g + p — k))S(g2 — M) (P? — mB)6(Q% — mB)
x[nF(gz) — 0(—q - W nr(py) — 0(—p - W) [Pr(Q:) — 0(Q - w)],
(5.3.38)

y DAB de (5.3.34):

A _ 1 diq d'p d'Q " B
D = 3 W’Ww{'ﬁ{#ﬂ(é+m1)1‘.~}l"a(Q+m2)

xThlp + ma)H(AL(k — g ni(al ke — P))n}
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Figura 5.3: Diagramas de autocnergia a nivel de dos rizos para un neu-
trino que se propaga en un bafio térinico de leptones cargados, nucleones y
neutrinos. Los diagrama (a) y (b) contribuyen al cuadrado de la amplitud
invariante, mientras que el resto de los diagramas (¢, d, e y f) contibuyen a
los términos de interferencia en la amplitud invariante.

x(27)48(Q — (¢ +p — k))8(g? — m})S(p? — M3)6(Q? — m3)

x[nF(a:) — 8(—~q - W)]nr(py) — 8(~p - u)][nr(Q:) — H(Q - w)].
(5.3.39)

En las ecuaciones anteriores hemos introducido una integral extra sobre el
momento Q, conjuntamente con una funcién delta de Dirac. Notemos que
cada una de las contribuciones anteriores a la parte imaginaria de las rela-
ciones de dispersién son independientes de la norma utilizada. En efecto,
cuando evaluamos cada uno de los coeficientes en w = x, el término s
puede ser remplazado por el correspondiente proyector de energia en el vacio.
Podemos entonces recurrir a la ccuacién de Dirac (§u = 0), con lo cual
las contribuciones dependientes de la norma que provienen de los propa-
gadores bosdnicos se anulan. Claro esta. poniendo neutrinos que satis facen
la ecuacién de Dirac.

Veremos ahora que -y puede ser expresado en términos de amplitudes de

procesos fisicos. Para ello usamos las relaciones

[nr(zi) — O(xz - u)] = =Felx - uyng(Fz).
np(x:) = e (1 —ngp(xi),



5.3. PARTE IMAGINARIA : 101

——nr(z)npy)nr(z) = e ‘np(@InryInr(z)
nr(w)

+e T V(1 — np(2))(1 — np(z))nF(x)
(5.3.40)

y notamos ademds que tanto el momento total como la carga. total son can-
tidades conservadas:

Q-g—p+k = 0,
B — P — py+ pe = 0. (5.3.41)

Adicionalmente, es necesario notar que, al orden considerado, se pucden
utilizar las expresiones para los proyectores fermidnicos

3" wip, s)ilp,s) = p+m,

2"(7" s)Yo(p.s) = p—m. (5.3.42)

Notemos de las ecuaciones (5.3.33) y (5.3.34) que todos los propagadores
fermiénicos internos son del tipo 12 6 21 y por lo tanto, de acuerdo a (5.3.36),
introducen un factor §(p2 — m?) que los coloca en capa de masa. Esto lo
podemos interpretar diciendo que, para el cdlculo de la parte imaginaria,
los diagramas de la Fig. 5.3 son cortados en todas las lineas fermidnicas
internas. Las lineas bosénicas no se cortan porque estos diagramas no in-
cluyen distribucién térinica para T° & M. La inclusién de los proyectores
fermiénicos Ec. (5.3.42) en las ecuaciones (5.3.38) y (5.3.39). permite iden-
tificar en dichas expresiones las amplitudes de dispersién para los procesos
que se obtienen de cortar las lineas fermioénicas internas. Las expresiones que
se obtienen son demasiado’ extensas, sin embargo es posible entender como
construirlas de manera sistemaiitica.

Consideremos los diagramas (a) y (d) de la Fig. 5.3. Al cortar las lineas
fermidnicas, aparecerd un proceso de dispersién ¢* e — r e mediado por un
W que contribuye a la absorcién o desaparicién del neutrino de prueba #*.
En general denotaremos a v* como el neutrino de prueba, mientras que todas
las otras particulas se encuentran en cquilibrio termodindmico. La ampli-
tud del proceso v*e — re aparcceria nmultiplicada por el peso estadistico
71 (p) [1 — nc ()] [T — . (Q)]. Esto muestra claramente que es proporcional a
la densidad de fermiones en el estado inicial, multiplicado por un factor {1 —n]
para cada fermién en el estacdo final. representando el bloqueo de Pauli. La
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reaccién inversa re — v*e contribnye a la produccién o “reaparicién” del
v* y tiene un peso estadistico 2. (g¢)n.- (Q)[1 —n.(p)]. Al sumar! la amplitud

de desaparicidn y reaparicién obtenemos el peso estadistico:
ne(p)1 — ne(q)) + 1 (Q)nc(q) — ne(p)] — ne(p}1 — 12:(q)].

Donde el tiltimo resultado se sigue de la invariancia ante inversién temporal.
Adicionalmente, podrian aparecer procesos de decaimiento v* — ee~ v 6
dec emisién de neutrinos ee™ — r*vr & ee” v — ¢*, multiplicados por sus

correspondientes pesos estadisticos. Sin embargo, en base a consideraciones
-ar que cn la regién de interés sélo debemos

cinema:ticas. se puede deros
considerar los procesos de dispersidn.
A tcmperatura cero, las reglas para obtener la parte imaginaria de una
grifica de Feynman se conocen como reglas de Cutkosky. Las correspon-
dientes reglas de Cutkosky a temperatura finita han sido presentadas anterior-

mente por Kobes y Scemenoff {G4] ¥ por Weldon [65], para el caso de ciertas
interacciones idealizadas a orden de ¢? en donde la parte imaginaria de la

autoenergia a dicho orden no se anula.
En base a estas consideraciones. ¥ puede ser expresado en la siguiente
forma
_ (27 ) {/ 43 dq d3Q - . 2
= 50 2 \J @n93E; (2E, @neEg | MW X © v X
=8Nk +p— g~ Q)1 — nx(EQ)Inx(Ep)

(5.3.43)

-+todos los procesos posibles} N

donde X denota algiin fermion presente en el medio. Por todos los procesos
posibles se entienden aquellos procesos de dispersién que se obtienen al cortaxr
todas las lineas fermidnicas internas en los diagramas de las Fig. 5.3. Dichos

procesos se enlistan en (5.3.48).
Para la dispersidn v* X > v X. la seccion eficaz estid dada por la siguiente

relacién

-1 > 12 EFLres ey

do = sE TV | M P (2D R+ p— g~ Q)
3 3

g a2 (5.3.44)

*@n)92E, (2m)32Eg

1 El hechio de que las amplitudes de aparicién y reaparicién sc deban sumar, se aplica al
enso de feriniones; en el caso hosénico Ins correspondientes amplitudes se deben sustraer.
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donde V.. denota la velocidad relativa entre el neutrino prucba y el fermién
del medio. Por otro lado, esta velocidad puecde expresarse como sigue
L -
{ Ve = _E,,Z , (5.3.45)

entonces, encontramos que v puede ser expresado en la forma

dip k-p
=% | G Es dornxEn.

(5.3.46)
donde
_@m? d3q aQ TA 2 _
(do) = 2qu,,j (3m32E, @mP2Eg k.p S FFP—a—Q)

(1 —nx{Eqg)). (5.3.47)
Observemos que, st despreciamos el término de bloqueo de Pauli (1—nx(Eqg)).
el promedio térmico sobre la scecion eficaz se reduce al resultado que se ob-
tiene de comnsiderar que el proceso se realiza en el vacfo.

Para calcular la parte imaginaria del indice de refraccién para neutrinos
sin masa, despreciaunos el término de bloqueo de Pauli y consideraremos las

siguientes secciones eficaces, que se obtienen de las reglas de Feynman para
el modelo estandar, en la aproximacién g2 < M{l

— G% (52 Gt 2 2
o{ve — ve) -12—1\_[5 — 58 +T71S + mrnc[(? — 8)% — 1}
2 2
o{ve™ — ve ) = —Gi Gk

2 _ 2 — 82 —
12"[5 36+3]S+167rm‘[(2 8) 1],

2
o(viv; = vivi) = G
o(vivy = viv]) = Sk

o(viv; — vivj)

2
olvivy — vivy) = Gk
a(viN — viN) = Sk

o(ViN~ — ;N7) <
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o(vp — vp) = GF [62 + 8+ 115 + GF 'n‘t,,[ts2 1],
olvp— — vp~) = G" E[62 — 5+ 115 + G" m2[62 — 1],
G2
- -y = 152 Se —_ &2 —
o(vv™ —+ee”) = 1217[2(6 — 45+ 5)]S + Tom m2[(2 — &) 1],
2
O(Wer —» vr”) == 16_2':?5' (5.3.48)

donde § =1 — 4senbyyy y S = (k+p)2 = m2 4 2k - p.

En esta aproximacién, en la que se desprecia el término de bloqueo
de Pauli, lo que resta es calcular los promedios térmicos que aparecen en
{5.3.4G). En dicho cilculo es necesario considerar las siguicntes integrales

a1
no= [ Gt 0w + mimx(p-w .
29
I, = (; ;)73(1. P p- u)(S(p +1n\~)71\'(p u), (5.3.49)

por argumentos de covariancia, las integrales anteriores son de la forma
Iy = kyk,(Autu” + Bgh¥)
Iz ky(Cu*) ., (5.3.50)

donde los coeficientes A, B y C son los siguientes:

A = LN,Y(-a(Ex)—m?\,(L)),

Gg
B = —G—Nx((EY)—‘mx( )),
c = EN\, . (5.3.51)
donde hemos introducido las definiciones
By = Ff %E;;nx(sp).
Nx = ox [ (;{%nxusp) . (5.3.52)

coni=1.—-1y gx es igual a lt unidad para neutrinos izquierdos y dos para
leptones cargados. De las ecuaciones previas, obtenemos que la razén de
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decaimiento 7 para un neutrino que s¢ propaga en un medio compuesto
por electrones, protones, neutrones, neutrinos y sus correspondintes an-
tipartl'culm, se puede expresar en forma concisa como:

Dx {2 (o ~ Zmi e 2 ]

r= 127r i 3 (Ex) 3"1.\'(Ex))wa +m%(Ax +Bx) ;.
(5.3.53)
Los dife-

donde la suma en X se realiza sobre todas particulas del medio.
rentes valores que toman Ay y Byx. se muestran en la Tabla II.

X Ax Bx
e 8T 56+ 7 —3[(2—~86)7—1]
e~ 62—35+3 —3[(2—46)—1]
v 6 o
2o 4 o
vi ¥ v 3 0
v #E v 1 Q
N 3 [}]
N~ 1 0
P 52 +45 +1 —3(7-1)
P 52 —~8+1 —3(°—-1)

Tabla II. Los diferentes valores que toman los coeficientes Ay ¥y Bx,
segiin las particulas presentes en el medio. Aqui, § = 1 — 4sen?@yy.

En este capitulo hemos deducido tanto la parte real como la parte ima-
ginaria de las relaciones de dispersién para neutrinos Que se propagan en un
medio compuesto por electrones, protones. neutrones, neutrinos y sus corres-
pondintes antiparticulas. La parte real de las relaciones de dispersién, la
obtuvimos por un método alternativo a la Teoria de Campos a Temperatura
Finita (TCTF); ése método consiste en promediar térmicamente la amplitud
de dispersion a dngulo cero. Demostramos que, cuando los calculos se rea-
lizan a nivel de un rizo en la TCTF y se consideran soluciones perturbativas
de dichas relaciones alredor de w = . los resultados con ambos métodos es

el mismo. Posteriormente, dedujimos la parte imaginaria de las relaciones
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de dispersién con los métodos de la TCTF; también considerando soluciones
perturbativas alrededor de la capa de masa del vacio (w = x). Realizamos
el cdlculo tomando en cuenta contribuciones de diagramas de Feynman a
dos rizos, ya que las contribuciones que provienen de diagramas de un rizo
son nulas para la parte imaginaria. Demostramos que, para las soluciones
perturbativas, la parte imaginaria de las relaciones de dispersién se puede
expresar como una rapidez de decaimiento. Cabe destacar que la parte real
de las relaciones de dispersién es mucho mayor que la parte imaginaria ya

que parte real ~ G5, mientras que la parte imaginaria ~ G%



CAPITULO 6
CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado diferentes cuestiones vinculadas con
la invariancia de norma en la QED térmica. Ademais, poniendo especial
atencién en posibles efectos de la invarancia de norma, calculamos tanto la

parte real como la parte imnaginaria de las relaciones de dispersién para un
neutrino que se propaga en un medio.

En el capitulo 2 presentamos de forma detallada el formaliamo de tiempo
real de la TCTF. Aunque los resultados alli presentados no son novedosos,
hemos reunido y analizado de manera sistematica diferentes ideas que estan
dispersas en la literatura y que podrian ser de utilidad para futuros estudios
o investigaciones.

En el siguiente capitulo analizamos la simmetria discreta 22 y la simetria de
norma asociadas con la QED térmica. Aunque la simetria £z ha sido previa-
mente analizada [3] para el campo escalar, nosotros la generalizamos al caso
de la QED térmica [43]. Esta simetria permite reducir las funciones de Green
irreducibles de una particula independientes. Imponiendo la condicién de
que la funcional generatriz permanezca invariante bajo una transformacién
de norma, derivamos las identidades de Ward a temperatura finita. Aunque
comunmente se acepta que la invariancia de norma no es afectada por la
temperatura, se¢ han hecho sugerencias basadas en cdlculos perturbativos a
nivel de uno y dos rizos [44, 45], de que dichas identidades no se satisfacen.
Nosostros hemos demostrado que las identidades de Ward se satisfacen en
forma general a todo orden y a cualquier temperatura {43]. También de-
mostramos que las mismas predicen que la parte imaginaria de uno de los
vértices retardados posee un singularidad cuando el momento de la linea
foténica exterma tiende a cero. Adicionalinente, probamos que, para la parte

107
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longitudinal, de las ocho componentes del vértice, sdlo una es independiente.

Contrariamente a las sugercncias contenidas en las referencias {44, 45],
en el capitulo 4 demostramos explicitamente que dichas identidades si se
satisfacen perturbativamente a nivel de uno y dos rizos. En dicho capitulo
también estudiamos, a partir de la ecuacién de movimiento encontrada en

el capitulo 3, los modos de propagacién para los fermiones y fotones en un
plasma relativista a alta temperatura.

Falta dar una respuesta precisa a
diversas cuecstiones acerca de las propiedades de las particula en el medio:

i Cuil es 1a forma en que interactian los modos en un medio? jCuil es el
comportamiento dindinico de los modos en presencia de campos externos?
Al respecto, hemos hecho un avance parcial en esta direccién al reducir de
manera considerable la compleja estructura de Lorentz que el vértice posec.
En efecto, las identidades de Ward permiten demostrar que la corriente
electromagnética J, en el medio es una cantidad conservada, lo cual impone
restricciones que reducen el mimero de factores de forma independientes que
aparccen en J,. Aparte de ser importante por si mismo, este resultado
puede ayudar para demostrar en forma general la invariancia de norma en
las relaciones de dispersion, no sélo en el régimen de alta temperatura y/o
densidad, como han sido considerados en la literatura.

En el capitulo 5, dedujimos tanto la parte real como la parte imaginaria
de las relaciones de dispersién para neutrinos que se propagan en un medio
compuesto de electrones, protones, neutrones, ncutrinos y sus respectivas
antiparticulas. Aundque la parte real de las relaciones de dispersién fueron
previamente determinadas (59, 60. 61] a través de los métodos de la TCTF,
nosotros la determinamos por otro procedimiento; haciendo un promedio
térmico de la amplitud invariante de dispersién a angulo cero. Demostramos,
también, que ambos métodos dan resultados equivalentes. Si bien el calculo

que realizamos es a nivel de un rizo, creemos que puede ser generalizado a
todos los ordenes en teoria de perturbaciones.

La parte imaginaria de las
relaciones de dispersién fue determinada utilizando la técnica de la TCTF

mediante un cdlculo a dos rizos, ya que a un rizo la contribucién es nula.
Una de las suposiciones implicitas para que exista propagacion de particulas
en un medio, es que la parte real de las relaciones de dispersiéon sea mucho
menor que la respectiva parte imaginaria. En el caso de los neutrinos, esta
condicién se cumple en materia normal, como el Sol. Sin embargo, en un
medio con simetria CP. tal como €l universo temprano, las contribuciones
dominantes a la parte real {que son proporcionales a la diferencia de densi-
dades de particula-antiparticula) se anulan y las correcciones son del orden
de G r/MG,.

Bajo tales circunstancias. la parte imaginaria que es del or-
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den de G%.. es comparable a la parte real y ¢s relevante para el estudio de
fenémenos que ocurrieron durante el universo temprano. Este estudio esta
en desarrollo. :



APENDICE A

Estados coherentes

En éste apéndice discutirenos algunos aspectos relacionados con los es-

tados coherentes bosoénicos y fermidnicos.

A.1 Estados coherentes bosénicos

En esta scccién analizaremos algunas propiedades de los estados cohe-
rentes bosdnicos.

Una base iitil del espacio de Fock Q, para los cilculos perturbativos de
las funciones de Green a temperatura finita, es la de los estados coherentes
[66], Ia cual es el andlogo de la base de autoestados de posicién en mecéinica
cuintica. Consideremos un sistcina de particulas bosdnicas idénticas.

Una representacién usual del espacio de Fock es la dada por la repre-

sentacién del mimero de ocupacién

fra.nng.e-coing - > (A.1.1)

donde el anterior representa un estado normalizado y simetrizado con na
particulas en el estado | a >, con « caracterizando los niimeros cudnticos
del estado de una particula (por ejemnplo: momento, espin, etc.). El estado
(A.1.1) es estado propio del operador de niimero N = =, alas, donde sus
valores propios denotan el mimero de ocupacién del a-ésimo estado. Los
operadores de creacién &l, y aniquilacién a. satisfacen el dlgebra: [aq. t‘zI,] ==
Sap Y [@a.a3) = [&L.&f]] = 0. El estado (A.1.1) se puede obtener del estado
del vacio | 0 > (definido como d, | 0 >= 0) a través de muiltiples aplicaciones

de los operadores de creacién.
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Los estados colierentes son autoesta.dos del operador de aniquilacién éa,
es decir, .

: (A.1.2)

G | X >= Xa | X >
donde los xo son niimeros complejos arbitrarios y | x >€ 9. Un estado

coherente | x > puede consh-unsc de ln. sngulent.e manera a pa.rtu- del estado
del vacio:

|x>—cxp{zxaa°} |0> . (A.1.3)
El producto escalar de dos estados coherentes estid dado por
<x |x>= exp{zx;'xc}- (A.1.4)
o
Si bien los estados coherentes no forman una base ortonormal, generan el

espacio de Fock. En cfecto, los estados | x > forman un conjunto completo
en el espacio de Fock:

dxidxa - _
/H oo cXP{-;XaXn} Ix><x|=1. (A.1.5)

Usando las propiedades anteriores, podemos expresar la traza de un ope-
rador A sobre un conjunto completo de estados | n > en términos de la base
de estados cohierentes:

E <n|A|n>
dxnd -
/ll X“ x“OXP{—E',x.,Xa}<xIAIx>-
o

(A.1.6)

I

Tr {A}

Un estado cualquiera | ¢ > del espacio de Fock puede ser representado
en la base | x >:

[ ¢ >= /H Exacxe eXP{ - x xa} Slx x>, (A.1.7)

2rd

donde ¢[x"] =< x | ¢ > es una funcional de la variable x~. De la 1dltima
igualdad podemos obtener una representacién para la funcién delta de Dirac
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en la base de los estados coherentes, ya que la funcional ¢ [x'~] =< x' | ¢ >
puede representarse en la base | x > como
. dxsd " .
sl = [T PG exp { - 03— xDxaJelx]. (418
P

donde hemos usado las Ecs. (A.1.7) y (A.1.4). ldentificamos a la funcién
delta como

’ Slx”—x") = fI'I d"° exp{ E(x.,. - xo)xa} - (A.1.9)

Una de las propiedades de los estados coherentes que es de gran utilidad,
es la forma tan simple que toman los elementos de matriz de operadores
ordenados normalmente.! Si A (a' ,@g) representa un operador ordenado
normalmente, entonces es inmediato obtener su accién sobre estados cohe-
rentes:

<x1A@Laa) Ix >=AGa.x2 e { xaxt}.  (A110)
2

A.2 Estados coherentes fermidénicos

La relacién espin-estadistica impone relaciones de conmutacién en los
campos bosénicos, mientras que en los campos ferrniénicos impone relaciones
de anticonmutacién. Las dlgebras de niimeros que anticonmutan son las
dlgebras de Grassmann y por eso los mimeros de Grassmann son adecuados
para describir los campos fermidnicos

Un slgebra de Grassmann estid definida por un conjunto de generadores
{r],,}, con @ = 1, 2...n, los cuales anticonmutan

NaNg + 7137 = 0. (A.2.11)

En particular
72 =0. (A.2.12)

A cada generador 1), se le puede asociar otro generador 7, y con ello formar
una base de 272 generadores. Esto se logra a través de la operacién de

ién se ran

!Esto es, en un producto dec operadores, todos los operadores de cr
a la izquierda de los operadores de aniguilacién.
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conjugacién
(na)” = 75,
(ma)” = 7a,
(Ana)” = Ang,
(namu)”™ = mnpng., (A.2.13)

donde A es un nimero coinplcjo.

El desarrollo en serie de Taylor de una funcién de niimeros de Grassmann
s6lo tiene un nimero finito de términos. Por ejemplo, para fijar ideas, consi-
deremos una funcién analitica de una variable de Grassmann f(7), entonces
su desarrollo es

fy=a+ by, (A.2.14)

donde a y b son mimeros complejos. Todos los otros términos son cero en
virtud de la Ec. (A.2.12).

Sea una funcién A que dependa de las variables 77 y #”. Esta fucién tiene
la forma
A(n°,n) =ao+ain+ an” +azn’n. (A.2.15)

Las nociones de derivada e integracién se pueden extender a esta clase de
nimeros. La derivada se define de manera similar al caso de variable com-
pleja, con la salvedad de que, para que 387, actiie sobre 77, deben encontrarse
adyacentes. Por ejcinplo

o I - -
a—n(n'n) = ——O—n(nn y=-—7n",
9 - —_
51’—:(71 n = 7,
a_n(“’ = 0, (A.2.16)

con a complejo. El orden de derivacién es importante, por ejemplo, para la
funcién A en (A.2.15) tendrcmos

%A(U'dl) = a1 —a3n,

2 A .

rey (n7.n) = a3+ aan,
a o

i

a 3 - .
B o= AT By AT M =as. (A.2.17)
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De igual forma podemos introducir la nocién de integracién para nimeros

de Grassmann:
/ dn1 _[ dp"1=o0,

_/drm = fdn' " =1, (A.2.18)
con lo cual
- - a
_/d'IA("I 1) = a1 —a3”n =31;A,

I

a
/d'l' A(7™, ) a2 +azn = -BFA’

/dn dn® A(n~,m) = -— /dr]' dn A(n®,n) = aa. (A.2.19)
Sea f(n) = a + brn, entonces
/dvl’(n' —)f(n) = f(n). (A.2.20)

A partir de 1o cual podemos definir la funcién delta de Dirac para nimeros
de Grassmann:

S(n.’) = —(m—1n)
= _/ dn”(1 —n"(n —n’))
= / dn" e~ (n—n") (A.2.21)

El producto escalar de dos funciones estd dado por

<flg>= /dvz' dn e " f () g (77) - (A.2.22)

Se puede verificar a partir de: f = fo+ fim7 ¥ g = go + 917, que se satisface
la igualdad

<flg>=figo+ fio- (A.2.23)

En particular, para f = g, cl producto ecscalar es positivo. Con esto hemos
demostrado que las funciones de Grassmann tienen la estructura de un es-
pacio de Hilbert.

Para encontrar una representacién de la funcional generatriz de las fun-
ciones de Green térmicas para los campos fermiénicos en la base de los
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estados colierentes, en primer lugar asociamos un generador del dlgebra de .
Grassmann 7, al operador fermidnico de aniquilacién &, y el asociado con-

jugado %7 al operador de creacién a'. Ademas es necesario que se satisfagan

las siguientes ignaldades

i.a} = O
7 = a'n", (A.2.24)
donde los corchetes indican que se trata de anticonmutadores y la barra
en a significa qque puede tratarse tanto del operador de creacién como del
de aniquilacién, mientras que en 77 indica que pucde ser un generador de
Grassmann o su asociado complejo. En segundo lugar, es necesario definir
un espacio de Fock para fermiones S, el cual es una combinacién lineal de
espacios de Fock § y cuyos coeficientes son niimeros de Grassmann. Asi, si
un estado | ¥ > € [, entonces este puede ser representado en la base &

[%>=3 7 | xa >. (A.2.25)

donde | xXa >€ . Con csto es posible definir los estados coherentes fermiénicos
| 7 >. andlogos a los estados colierentes bosdnicos:

|n> = e— L. mal |0 >
T1G —naal)to >, (A.2.26)
-

it

donde o representa los nidmeros cudnticos del sistema de una particula y
la dltima igualdad en (A.2.26) se sigue en virtud de que 2 = (al)? = 0.
Con esto, es ficil convencerse de que el estado | 7 > es un estado propio del
operador de aniquilacién, esto es

aa |1 >=n4|n>. (A.2.27)

de igual forma se tienec
<nlal =<n|n;. (A.2.28)

El producto escalar entrc dos estados coherentes es

<0 TIO — 738a) (1 — ghal) | 0 >

<nln >

n
eZa Mans (A.2.29)
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¥ la relacién de completez estd dada por
ST anzdnae=Tamne g >< g7 |=1. (A.2.30)
3

La traza sobre un operador A en la base de estados coherentes se puede
calcular en términos a los resultados anteriores y esta dada como

Tr{4} = fH dni dia e L < —n | Aln >, (A.2.31)
S

donde el signo menos en cl bra es debido a las relaciones de anticonmutacién.
También podemos derivar una expresién aniloga a (A.1.8):

| >= /H dnl dna e~ Za B0 4 (9%) | n >, (A.2.32)

donde | ¥ >€ Sp y < 5 | ¥ >= ¢ [5*]. La ventaja de utilizar estados
coherentes es que el elemento de matriz de un operador A4, que es funcién
los operadores & y @' ordenados normalmente, estd dado simplemente por
<nlA@a) |y >=cXam A0, (A.2.33)
de igual forma, la relaciones
e Tadiie | 5 > | ePn >,
<nlerTadlia — <erq], (A.2.34)

I

se satisfacen, con p un mimero real.
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Propagador del fotén

B.1

En este apéndice, a partir del lagrangiano de Stueckelberg [71], derivare-
mos el propagador para un campo vectorial masivo a temperatura finita. El
formalismo que utilizaremnos es el formalismo canénico de la TCTF (7]. Para
ello emplearemos el método de cuantizacién de Gupta-Bleuler. Este enfoque,
que no ha sido presentado en la literatura, elucida el contenido fisico y las
suposiciones que estin atris de las férmulas covariantes del propagador del
fotén.

Nuestro punto de partida es el lagrangiano de Stueckelberg:

L= —%F,WF‘“’ + %nzzA,,A“ - g (8- A)2. (B.1.1)
para £ 7 O, este lagrangiano admite el limite correcto de masa cero, en el
cual estamos interesados. La ecuacién cldasica de movimiento es

(O2+m2A* — (1 - £)0#8- A =0, (B.1.2)
tomando la divergencia de esta ecuacién obtenemos
2
E(D2+%)0-A=0. (B.1.3)

De aqui que, para £ distinto de cero. @- A es un campo escalar que satisface
la ecuacién de Klein-Gordon con masa M? = m2/£. Como consecuencia de
Ia Ec. (B.1.3), el campo A,, sc desdobla en dos partes

A, = AT — ;,%a,.(a Ay, (B.1.4)

119
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donde AZ' es un campo vectorial de espin uno y divergencia cero que satisface
la ecuacién de Klein-Gordon con masa m. Tomando en cuenta el hecho de
que las masas de las componentes de espin uno y espin cero del campo A4,
son diferentes; su desarrollo en ondas planas es

3

d3k —ikex
An@) = [ g I leweute N + e

d3k k ik
+_/_(21r_)3§_¢77;“ [akoe kex h.c.] R (B.1.5)

donde wy y @y estidn dados por

wi = Vk24+m?

W = Vk24 M2, (B.1.6)
¥y los tres vectores espacialoides ortonormales ¢, (&, A) son simultineamente
ortogonales a A, y satisfacen las relaciones

e(k.A)-€(k, A} = — 8.,
(B.1.7)

3

Kk
etk Nenttn) = ~ (g —25) .
A=1

Dentro de este enfoque, la teoria se cuantiza imponiendo reglas de con-
mutacidén de métrica indefinida:
(27)32wi 85 208 (k — k')

[aza. a,L,,\.] =
— (27)32ud(k — k'), (B.1.8)

[ﬂko, “Lo] =
con todos los otros conmutadores igual a cero.

Los elemcntos de la matriz del propagador se determinan sustituyendo
el desarrollo en ondas planas de la Ec. (B.1.5) en el siguiente conjunto de

relaciones

(T (AL (z)A(Y))),

(T (Au(z)A(Y))) .

(Au(y)Au(z)) .

(Au(z)Au(y)) ., (B.1.9)

I

iD"“’,(:c —u)
iD22(z — y)

ir v
iD}2(x — y)
iDiL(z — v)

I
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donde los corchetes angulares denotan el promedio térmico sobre los estados
del sistema y los simbolos T" y T indican ordenamiento cronolégico y anti-
cronolégico, respectivamente. Los promedios estadisticos de los productos
de los operadores de creacién y aniquilacién estin dados por:

(arraln) = (27)32u48a0 8(k — k') (ni + 1),

alaawn) = (27)%2widaa8(k — K)ng.
(aroale) = — (2m)32w8(k — K@i + 1),
{algawo) = — (2m)2@.8(k — K')7ix, (B.1.10)
donde
1
LL7) = m 3
e = e (B.1.11)

e o 1"

con A el inverso de la temperatura. Usando las expresiones anteriores, un
calculo directo da el siguiente resultado
— Ky & 1 1
DIz = Guv _ sl _ _ ]
s (K) kz—m2+1c+ m?2 | k2 —m?2 + i€ k2 — M2 4 ie
— 2min, (K)Ou.

DIL(k) = —2miOu. [, (k) +6(k-w)] ,

D::E(k) = —27i0,, [ny (k) +0(—k-u)],

DIZ(k) = —D.,(k), (B.1.12)
donde

Kk

Opv = —g,,u5(k2 - m2) -+ 2

[6(62 = m?) — 562 — MD)] , (B.1.13)
6 es la funcién escalén y 7, esta definida por

(k) = 6(k-u)ng(x)+ 6(—k- u)ng(—=x)
1

oA =1 " (B.1.14)
Yy
1
nglx) = (B.1.15)

er —1°
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es la distribucién bosénica escrita en términos de la variable
=06k -u. (B.1.16)

La expresién covariante para cl propagador del fotén, tomando en cuenta
el limite de masa cero en la Ec. (B.1.12), es la siguiente

1 5
D}‘L(k) = A {m —27rtr;.,(k)5(k2)} R

D2 (k) = —2miAu. [1,(k)+ 8(k-u))6(Kk2),
D}2(k) = —2miA,. [n,(k)+ 6(—k-u)]5(K?),
D2 (k) = —Dlr(x), (B.1.17)
donde
1 a
Ape = — [-‘hw + (1 - Z-') kukva—kg'] . (B.1.18)

Las férmulas anteriores, para el propagador del fotén, coinciden con la
que se obtienen por cl método de integrales de camino [72] expuesto en
el scgundo capitulo de ecsta tesis. La derivacién que presentamos (ver en
particular la Ec. (B.1.10) ) exhibe en una forma transparente el hecho de
que los grados de libertad no fisicos también se termalizan, a diferencia de
otros enfoques [73, 74, 42], en donde sélo los grados de libertad fisicos son
termalizados.
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