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Basados en la formulación de integrales ele trayectoria, esLudiamos algunos as-
. pectas relacionados con la simetrla de norma en la electrodlnlirnica culintica a 
temperatura finita; en particular derivamos las identidades ele Ward a tempera­
tura finita. Analizamos la simetrfa ele Intercambio Z2 entre los campos tipo-1 
y tipo-2 y sus consecuencias en las funciones ele Green. /\simlsmo derivamos las 

·relaciones de dispersión en un plasma co1ilpuesLo <11~ elP.cLrones y fotones. Calcu 
lamas, ademlis, las relaciones de d~sperslón para neutrlnos que se propagan en-=­
un medio compuesto de electrones, protones, neutrones y neutrlnos. Después de 
la introducción presentada en el cap!l.1110 1, P.n el capltulo 2 estudiamos la far 

,mulación en integrales de trayectoria de la teorla qe campos a temperatura finT-
·, ta. Demostramos que el formalismo de tiempo real conduce a que lo~ grados de -

libertad en los campos se duplique; resultando campcis de tipo-1 t ti~o-2. En -
el capitulo 3 presentamos la slmetr!a de Intercambio Z2. deducimos las identid~ 
des de Ward. para la electrodinlimica c111intlca a temperatura fin! ta. En base a -
la simetr!a Z2 Y las Identidades de Ward, clemosLramos tjue sólo una función de 
Green de 3-puntos de las ocho que se tienen inicialmente, es Independiente. En 
el capitulo 4, presentamos clilculos a nivel de un rizo; derivamos las relaciones 
de dispersión para fotones y electrones en un plasma. En el capltulo 5, ponien­
do especial atención en la invariancia de norma, derivamos las relaciones a dis­
persión para neutrinos que se propagan en ~n medio compuesto de electrones, pro­
tones, neutrones y neutrinos. 
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Su1n1nary 

Based on the pa.t.h integral fnr111nlat.io11, we Hl.ndy Í;.0111~ aspect.s rcla.t.ecl wit.h 
t.hc gaugc syn11nctry in quanl.11111 clc~l.rocly11a111ics n.t, lh;it.C:·t.c111pe1·n.turc. In pn.r­
ticuln.r "\Ve derive t.l;c \Vnrcl ich~ut.il.iPH ni. liuil.c t.•·n1111cÍ·áthl·c. \\7c nnO.lyzc thc Z 2 
intcrchnugc sy1n11u~1.1·y hel.\VP«~ll t.ypl~-1. a.ucl- l.ypt?-2 llcl(fs ntul it.H Conscq\H?tlccs 

on thc thcnnnl Green f1111ct.li?11K. 111 a1lclit.iou '"º c\crfvn l.hc clispcrsion rc\a.­
tions for clecl.rnus atul phnt.onHºiu a plaH111a. \\7,~ also ~~alc11lnt.c t.hc c\if.;pcrsiou 
rclations for n. ucut.rino l.hnt. propaµ.al.es iu a. 1uc<li111u cl11111>osccl of clccl.rons, 
protons,ncu trons,a11d ucu t.ri 11os. 

Aftcr tite introclnct.ion prcscut.ccl in chnpl.er 1, in cha.ptcr 2 wc stucly t.he 
path integral forn1ulntio11 of c¡na11t.n111 fidcl t.hcory at fiuit.c te111perat.urc. 'vVc 
sho'~ that real-time fon11alis111 yiclc\H lo t.he clcgt·ccs of frecclo111 iu tite ficlcls nre 
duplicatecl; givcu as n. rcsnlt. t.ypc-1 aucl t.ypc-2 liclcls. In clrnpt.er 3 we prcsent 
thc Z 2 syn1111cl.ry aud clcclnc"' t.i"' \Varcl icle11t.it.i<'H al; fiuil.c t.cmpcrnbtre. Frotn 
thcsc results we show t.\iat. frc>111 ei~hl. t.lwnual C:n'"" fn11cl.io11s exist.ing iuil.ially, 
only onc is iudepcndent.. 111 c-hapl.cr 'l 'V<~ preRP11t. calc1~\nt.in11:-o at. t.lu~ one loop 
levcl. '7\/c derive the disprr:-;inu rcl;d.ious ol' <'lc«l.ro11s nl·1<1 ph<Jl.011s prup;1ga.t.i11g 
in a plas1nn.. In cha.t>l.cr 5 've.? pay HlH:ciat at.tc.~uU011 ou l.h<! ga.Hg<~ invnriancc nud 
derive thc clispcrsio11 rcla.tions Íor a 1u~11t.ri110 t.hnt. propngat.PH in a. 1uedin1u. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

Matsubara formuló en 1955 [1] la primera versión de la Teoría de Ca.in­
pos a Temperatura Finita (TCTF). versión conocida como Fori:nalisrno de 
Tiempo Imaginario (FTI) debido a. que, en dicho Cormalismo, la tempera­
tura se identifica con Ja. variable temporal pura.incnte imaginaria. En la. 
TCTF se combinan técnicas de la teoría cu.:intica de catnpos y la DJccánica 
estadística para obtener cantidades físicas de sistemas de muchas partículas 
en equilibrio térmico. 

El formalismo desarrollado po1· Matsubru:a involucra energías discretas 
imaginarias; una continuación analítica es necesaria para pasar deJ eje i01a­
gina.rio al eje real de las energías. Desde el punto de vista operacional, 
este procedimiento no es sencillo. sobre todo cuando se analizan funciones 
de Green de tres o más puntos. Una forinulación alternativa. que evita la 
continuación analítica es el Formalismo de Tiempo Real (FTR)., en el cual las 
energías son directruncnt.c v¡u·iablcs reales. Actualmente existen (al menos) 
tres enfoques [2] distintos del RFT: la for111ula.ción en integrales de trayectoria 
[3], Ja formulación de ""Thcr1110 Field Dynamics'" [4, 5, 6] y eJ Cormalisrno 
canónico [7]. Aunque con enfoques distintos, estas formulaciones son cqui .. 
valentes. La característica. funda1nental de este formalismo es que involucra 
funciones de Green ordenadas y anti-01·dcnada..c; temporalmente. El nú01ero 
de campos se duplica con respecto al de temperatura cero y esto conduce a 
que los propagadores y las autocncrgías adquieran una estructura matricial. 

La idea del rompimiento cspontiinco de Ja simetría. (SBS) debida a Na.rnbu 
(8] y Goldstone [9] y su generalización a can1pos de norma debida a Higgs (10] 
y a Kibblc [11], fue de gran traccndcncia para el est.ablecimiento del modelo 
estandar de las partículas clcn1cntn.Jes. Es un hecho conocido que cuando 

3 



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

un pedazo de hierro es enfriado, puede desarrollar espontánea.mente un mo­
mento magnético que apunta. en una cierta dirección. Con ello se pierde la 
simetría rotacional que inicialmente tenían los momentos dipola.rcs de los 
átomos constituyentes del metal. Si la. temperatura. del material se eleva por 
encima de la tempera.tura crítica, el metal se desmagnetiza y se recupera. la 
simetría rotacional. En ha.se a. estas ideas, Kirzhnitz y Linde [12] sugirieron 
en 1972 que una. simctt·ía. global espont.ánca.n1cntc rota. de una. teoría de cauJ.­
pos, se podría restablecer elevando suficientemente la temperatura. Dos años 
después, Wcinberg (13), Dola.n y Jackiw [14] generaliza.ron las ideas de Kirzh­
nit.z y Linde para sitnetrías loca.les. Actualn1cnt.c la idea de la. restauración 
de la. simetría en teorías de nonna. ha. recobrado interés, principalmente en 
el caso de la. teoría clcctrodébil donde la transición de fase es crucial pa.ra la 
bru·iogéncsis [15]. Por otro la.do, es conocido que, en las teorías de norma en 
2+ 1 dimensiones, el término de Chcrn-Simons ron1pc la. sin1ctría de paridad. 
En un traba.jo reciente, Klcin y Torres [16] dcn1ostraro11 que, en el caso de 
la electrodinámica cuántica. en 2 + 1 din1cnsiones, la si1nctría. de paridad se 
restablece a altas ten1pcra.tura.s y densidades. El análisis en estos trabajos 
se basa principalmente en la. teoría. ele cn.1npos a tc1nperatura. finita. 

Otro escenario en el cual la. TCTF es de posible relevancia, es en los 
cxperhnentos de colisión de iones pesados. La. idea. principal de estos expe­
rimentos consiste en la búsqueda. del estado de plasrna de quarks y gluones, 
en el cual los qunrks y gluones pueden 1novcrsc '"librcn1cnte" {dcsconfina­
dos). Cálculos en la. red indican que la transición de fase de 1natei-ia. nuclear 
ordinaria. al plasma de quarks y gluoncs ocurre a temperaturas del orden 
de 200 MeV. 1 Se tiene la. espcrcuiza de que tales tcmpe1·atura.s se puedan 
alcanzar en las colisiones de iones pesados con los aceleradores existentes y 
los proyectados para el futuro. 

Dentro del marco de la astrofísica, los núcleos de estrellas de neutrones, 
superuovas, gigantes rojas y cnn.na.s blancas, están compuestos de plasmas 
muy den.sos con densidades del ordeu de 106 -1015gr/cni3 • Particularmente, 
en las estrella.e;; de neuti·oncs se cstin1a [17) que la.s densidades son del orden 
de 1015gr/crn3 . Por otro lado, un neutrón, cuyo radio es aproxin1adamcnte 
lf'rn tiene una densidad del 11J.isn10 orden. Es de esperar, por lo tanto, 
que los neutrones en el núcleo de una estrella de neutrones se traslapen y 
con ello que for1:ncn un plasma de quarks y gluoncs [18]. Por otro lado, 

1 El sisteDla de unida.des c¡ue utilizaremos en lo subsecuente (a menos que se indique lo 
contrario) es aquel cu el c¡uc T1 = e = k lJ = 1, donde k B es la confioln.utc de Bolt:zma.n.. En 
esta.o;, unida.des. leV = 1.6021 x 10- 12 erg= 1.1605 x 104 ºI(. 
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el conocimiento del índice de refracción de los neutrinos que se propagan 
en materia7 es un requisito esencial pa.ra el estudio del mecanismo MSW, 
Cormulaclo por Mikheyev y Smirnov [19] y Wolfonstein [20], de oscilaciones 
de neutrinos en un medio. El cual es la explicación m.ás na.tura] para el 
enig¡na de los ncutrinos solares [21). Otra vez, la herrainienta idónea para 
estudiar estos sistemas físicos es la TCTF. 

No obstante la gran aplicabilidad que tiene la TCTF en diferentes con­
textos físicos, la única evidencia experimental (indirecta) es el dccaiJDicnto 
del plasmón en pares de neutrino y antineutriuo [22], el cual es el meca­
nismo dominante en el enfriamiento de las estrellas gigantes rojas y enanas 
blancas. Espera.Jnos que, en el futuro, las predicciones de la teoría. puedan 
ser puestas a prueba en los experimentos de colisión de iones peSfldos. Una 
dificultad importante que presenta la TCTF está asociada con Ja invariancia 
de norma. Diferentes cálculos a nivel de un rizo [23, 24, 25] muestran que 
la razón de decaimiento de la.s oscilaciones del plasma de quarks y g]uoncs 
ca.nibia en .DJ.ngnitud y signo, según Ja norma. que se utilizc para Jos cálculos, 
esto implica que ésos cálculos son c1-róneos. Ha habido avances parciales en 
la resolución de este problema. En particular. el método de "resUIYlación de 
rizos duros'" (hard thermal loops resumma.tion) de Braaten y Pisarski [26) 
ha resuelto la controversia con el decaimiento de la.s oscilaciones del plasma 
de quarks y gluones, en el caso de muy altas temperaturas comparadas con 
otros paráznetros de la teoría, tales con10 la masa de Ja.s partículas y las ener­
gías características de éstas. Aún queda la duda de que para temperaturas 
menores, este procedimiento pueda ser de utilidad para extraer predicciones 
invariantes de norma. 

Motivados por la situación descrita. en esta tesis estudiaremos algunos as­
pectos relacionados con la simetría de norma en Ja clectrodinálnica cuántica 
(QED) a temperatura finita, basándonos principalmente en Ja formulación 
de integrales de trayectoria. En particular, derivaremos ]as identidades de 
Ward a temperatura finita y analizaremos las consecuencias que dichas iden­
tidades tienen sobre las funciones de Green térmicas de dos y tres puntos. 
Asimismo, derivaremos las relaciones de dispersión para electrones y fotones 
que se propagan en un plasma. de QED, en ciertos límites. Además, exa.rni­
naremos la posible dependencia. en el parámetro de norma en las relaciones 
de dispersión para neutrinos que se propagan en un medio compuesto de 
electrones, nucleones y neutrinos. 

La organización de la tesis es la siguiente. En el capítulo 2 estudia.remos 
en detalle la formulación en integrales de trayectoria de Ja. TCTF. Analizare­
mos las funciones de Green térmicas y las condiciones de analiticidad que 
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deben satisfacer. Basados en los estados coherentes, deduciremos la ex­
presión para Ja funciona) generatriz Z de las funciones de Green térmicas 
para distintos crunpos. Demostraremos que el f"ormalismo de tiempo real 
lleva a una duplicación en los campos (tipo-1 y tipo-2); como consecuencia, 
los propagadores libres adquieren una estructura matricial de 2 x 2. 

En el tercer capítulo demostraremos que los propagadores completos, 
o sea, los que incluyen correcciones radiativas, ta.nibién adquieren una es­
tructura DJatricial y, como consecuencia, las autoencrgía.s. De igual forma, 
verernos que las componentes, ta.nto de los propagadores como de las auto­
encrgías, están relacionadas entre sí; sólo una componente es independien­
te. Posteriormente, presentaremos la. simetría. de i11terca.n1bio Z2 entre Jos 
caJTipos 1 y 2, para el caso del crunpo escalar y sus consccuencia..c;, tanto 
en la. funcional generatriz de las funciones de Green térn1.icas, como en Ja 
acción f'uncionnl. En base a estos resultados~ derivaremos una. ecuación de 
moviiniento ef'ectiva, la cual da cuenta de los modos de propagación de las 
partículas en el medio. Después, cstudiare1nos In QED a temperatura finita 
haciendo énfasis en. la generalización de Ja simetría Z2 a esta teoría. En par­
ticular, pondremos atención en las f'uncioncs de Green de dos y ti:es puntos. 
Finalmcut.c~ en base a Ja shnetría de nor1na, deduciremos las identidades de 
Ward. Dcn1ostra.reinos que estas identidades reducen el número de vértices 
independientes a tres, de ocho que se tienen en principio. Además, veremos 
que las identidades de Ward predicen que cuatro de los ocho vértices tienen 
una singularidad cuando el rnomcnto asociado con Ja Jfnca fotónica externa 
tiende a cero. 

En el cuarto capítulo presentaremos en forma detallada cálculos a un rizo 
de la autocnergía y del vértice en un plasma relativista de QED. En primer 
lugar, demostraremos que las identidades de Ward deducidas prcvia.nlente 
se satisfacen basta el orden de dos rizos. En segundo lugar, derivaremos las 
relaciones de dispersión para los f'ermiones y fotones que se propagan en el 
plasma a temperatura muy alta. Para finalizar el capítulo, estudiaremos en 
forma general Ja estructura de Lorcntz de Ja parte real del vértice. Corno 
veremos. dicha estructura es muy complicada pero se puede simplificar de 
f'orma considerable, gracias a las identidades de Ward y a Ja ecuación de 
.movimiento c11 e) 111cdio. Verificaremos que Ja componente A'J21 del vértice 
tiene un polo, tal y co1110 Jas identidades de Ward Jo predicen. 

En el capítulo 5 estudiaremos las relaciones de dispersión para un neu­
trino que se propaga en un plasina. Veremos que la parte real de la relación 
de dispersión se puede obtener por dos métodos distintos; con resuJtados 
coincidentes. Uno de ellos está relaciona.do directa.mente con Ja TCTF y se 
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basa. en el cálculo de Ja.s relaciones de dispersión de los neutrinos. El otro 
JDétodo es rnás intuitivo. consiste en promediar térmicamente la a.tnplitud 
de dispersión hacia. adelante de Jos ncutrinos, por Jas partículas presentes en 
el medio. La. parte imaginaria de Ja relacióu de dispersión la obtendremos 
de cálculos a nivel de dos rizos (a uivcl de un rizo no existe contribución). 



CAPÍTULO 2 

TEORÍA DE CAlVIPOS A 
TElVIPERATURA FINITA 

2.1 Funciones de Green Térmicas 

La teoría de can1pos a temperatura finita es Ja combinación de dos teorías: 
la teoría cuántica de ca.n1pos y la mccá.nica. estadística. La. primera describe 
el comportntniento de las part.ícuJa.s clcn1c11talcs. Esta teoría. se utiliza para 
describir la diná.J.nica de las p¿u·tículas, en procesos de colisión, los cuales 
pueden ser observados en los aceleradores. Un aspecto fundamental de esta 
teoría., es Ja idea de las fluctuaciones cuánticas debidas a las relaciones de 
incertidumbre de Hcisenbcrg en los procesos físicos, los cuales son repre­
sentados pcrturbativruncntc por diagramas de Fcynman. La otra teoría es 
Ja mecánica estadística, que se usa cuando se quiere estudiar problemas de 
muchas partículas y cuya idea principal es In siguiente [27]: 

a) Si un sistema en equilibrio tcrmodináJnico puede estar en uno de mu­
chos estados~ por ejemplo~ con energías discretas y sin degeneración, entonces 
la probabilidad de que el sistcrna tenga energía En es 

e-E .. /kT 

P(E,.) = Ln e-E./kT • (2.1.1) 

donde el denominador es la JlaJlla.da función de partición Z y la suma se 
realiza sobre todos Jos posibles estados del sistema. 

h) Si al estado f En > Je corresponde Ja energía En y A es un operador 
asociado a una observable ffsica., entonces el va.Jor esperado de la observable 

9 
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es 
< A >= ~ ~ < n 1 A 1 n >e-E./kT. (2.1.2) 

Podemos expresar la última igualdad en términos del operador de densidad 
p = *e-11 11 para. el ensc1nblc canónico. con Z = 'Tr c-JJH. Pa.ra el gran 
canónico tendremos que usar p = !e-JJ< ll-µN). donde la función de par­
tición es Z = Tr{e-.8Cll-µ.N)} para este cnsen1ble. En a.Ill.bos casos, el valor 
esperado de la observable física se puede escribir como 

< A >= Tr{pA}, (2.1.3) 

en donde la. traza se t.oma sobre un conjunto cornpleto de estados. 
Las cantidades 1·clcvantcs en una. teoría. cuántica de campos son las fun­

ciones de Green. Estas funciones son valores esperados de productos de 
cainpos ordenados tc1nporalmcnte. Así, en el caso del vacío, la función de 
Green de n puntos para un ca.inpo clJo se representa. como 

GCnl(:q, ... , :rn) =< 0 1 T <l>(:ri), ...• <l>(xn) 1 0 >, (2.1.4) 

donde T es el operador de ordcnallliento cronológico. Si ahora tenernos que 
el sistema se encuentra cu equilibrio tcrmodinánlico, las funciones de Green 
térmicas G13 se obtienen de los valores esperados de los productos ordenados 
tempora.hnente. Sin embargo, ahora los valores esperados no lo son con 
respecto al va.cío sino que son promedios estadísticos, los cuales se obtienen 
de proinediar el producto de los ca.n1pos ordenados temporalmente con el 
ensemble de Gibbs. esto es 

G~.¡ (x1, ... , Xn) = Tr{pT<l>(:r¡ ) •... , <l>(:rn)}. (2.1.5) 

2.1.1 Analiticidad y condiciones de KMS 

Por simplicidad consideraremos un ca.ITipo escalar real (sin carga) «I>, cuya 
diná.niica es gobernada por el operador ha.iniltoniano H. Además, describire­
mos a los cainpos en el esquema de Heiscnbcrg, a menos que se indique lo 
contrario. 

Corno veremos, el operador c-/31l en la. Ec. (2.1.5) puede ser identificado 
como un operador de evolución en tiempo imaginario. Esta identificación es 
de gran utilidad. ya que permite forn:1ula.r la. teoría. de una manera análoga a 
la teoría. de ca.inpos en el vacío, dando lugar a un desarrollo perturbativo bien 
definido. Para que e-PJI pueda ser considerado un operador de evolución en 
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tiempo iDlginario, se requiere generalizar los arguDJentOB temporales de los 
c&JDpos al plano complejo. Adicionalmente, es necesario definir un contorno 
e en dicho plano; la elección del contorno e no es arbitraria. El t.ieDlpO 
Ti en cual comienza el contorno es arbitrario; sin enibargo., el tiempo final 
queda determinado por T¡ - i/3. Para poner eu Conna clara este punto, 
consideremos un conjunto completo de estados al tiempo -r¡, J 4'; Ti >. Al 
extender el soporte de los campos al espacio temporal complejo, tenemos 
una generalización del operador de traslación temporal: 

e-/311 1 </>; .,., >=I </>; .,., + i/3 > . (2.1.6) 

Consideremos ahora, por ejemplo, que la función de partición Z es evaluada. 
usando un conjunto coDlpleto de estados J .P; T¡ >., con lo cual teneJD.OB 

z j D.p < </>; -r; 1 e-Pll 1 .P; -r; > 

j D.P < </>; -r; - i¡J 1 </>; -r; > . 

La última expresión es rcminiscentc de la amplitud de transición: 

< q" t" 1 q' t' > . 

(2.1.7) 

que puede ser representada de acuerdo al formalismo de integrales de trayec­
toria de Fcynman, tomando en cuenta todas las trayectorias que van de 
(q', t') a (q", t"). De manera similar, esperB.J::nos que Ja función de partición 
(así como cualquier función de Green} pueda ser representada por una in­
tegral funciona] en la cual el tiempo empieza en r¡ y termina. en r¡ - ip. 
La construcción explícita de Ja integral funcional para la funcional gene­
ratriz Z [JJ de las funciones de Green térmicas será. el principal objetivo de 
este capítulo. Adicionalmente, es necesario generalizar el operador de orde­
namiento a un operador Te: dicho operador ordena los campos a lo largo de 
C. En particular, la definición (2.1.5) puede extenderse a 

(2.1.8) 

Antes de continuar con la discusión, v:unos a generalizar algunos con­
ceptos que nos seran útiles más: adelante. Consideremos un contorno C en 
el plano complejo temporal que va de un punto inicial -r¡ a otro punto final 
Tf ( Fig. 2.1) con TJ. -r2. ···~ Tn, puntos que están sobre C. a) En este con­
torno podemos definir un orden. Para ello. consideremos los puntos sobre 
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:Im 't 

Re't 

Figura 2.1: Contorno e en et plan.o complejo. A lo largo de e, "T¡,'T2, ••• ,Tn 

están ordenados. 

el contorno cotno se indica. en la Fig. 2.1. Si 'Tm antecede a Ttn+l (es decir, 
Tn1 se encuentra. tnás cerca a. T¡ que Tm+l) para Tn = 1, 2, ... , n ·a. lo largo 
de e. entonces dccitnos que los puntos están ordenados a. lo largo del con­
torno e y esto lo denotaremos por "Tn > 'Tn-1 > .. - > Tt• b). Con el orden 
definido, podemos extender la definición de operador de ordena.niiento tcm.­
po1·al para operadores con argumento temporal complejo. Si A(-r) y B(-r') 
son dos opera.dores con argumentos definidos en C, entonces 

T. A(-r)B(-r') = { A(-r)B(-r'), -r > .,., 
e B(-r')A(-r). -r' > -r 

(2.1.9) 

e) De igual manera, podelllos generalizar tanto la delta de Dirac como la 
funci6n escalón en el contorno C. La. funci6n delta con soporte en el contorno 
C se define COIDO 1 d-r lic(-r - -r')f(-r) = f(-r'), 

mientras que la función escalón es 

9c(T - T
1
) = 1~ d-r" '5c('T11 

- T
1
)., 

donde la. integral se realiza a. lo largo del contorno. 

(2.1.10} 

(2.1.11) 

Adicionalmente., condiciones de analiticidad en las funciones de Green im.­
ponen restricciones en C. Para. establecer las condiciones que debe satisfacer 



2.:I.. FUNCIONES DE GREEN TÉRMICAS 13 

el contorno para que las funciones de Green sean analíticas, consideremos Ja 
función de Green térmica de dos puntos 

donde 

~ Tr{e-13"' of>(x, )of>(x:>)}, 

~ Tr{e-13" of>(x2)'1>(xJ)}. 

(2.1.12) 

(2.1.13) 

Evaluando el promedio estadístico de G> con respecto a un conjunto com­
pleto de estados J n >, los cuales son estados propios del haDJ..Htoniano H, 
teneJDos 

L e-/3E~ < ni 1 e•Hr. 4'(0)e-•Jlfr1 1 n > ...... 
X < 72 J e;H..-,<l>(O)e-iH-r, j 171 > 
¿exp{-iEn(TJ - r2) +iE.,.(r1 - r2 + i,B)} 
..,,n 

x < = J 4>(0) J n >< n 1 .Z.(O) 1 rn >, (2.1.14) 

para que Ja suma anterior sea acotada, es necesario que se cumpla Ja des­
igualdad -.B ::;;; Im(r1 - 72) S: O. Similnrmente, G< impone la restricci6n 
O :S l.m(r1 - r2) S: /3. Notando que G> y G< están .multiplicadas por 
8c(T1 -r2) y 8c(7"2-r1) respectivamente~ lo anterior quiere decir que para que 
la función de Green de dos puntos sea analítica a Jo largo del contorno C, se 
requiere que Ja parte imaginaria de dicho contorno sea nionótona decreciente 
y, además, e debe estar definido en el intervalo -/3 :S lm T 5 /3. En general,. 
es necesario y suficjentc que Ja función de Green de dos puntos sea analítica 
para que la función de Green de n puntos lo sea [28, 29]. 

Otra propiedad importante que poden1os derivar de Ja definición de la 
función de Green de dos puntos. es Ja Jlam.ada condición de Kubo-Martin­
Schwinger (KMS) (30, 29]. Esta condición es una consecuencia de Ja ciclici­
dad de Ja traza y de que e-PI/ se considera como un operador de evolución. 
Esto es, para un operador A se satisface A(r + r') = eir'll A(r) e-•rH. En 
particular 

(2.1.15) 
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Consideremos ahora Ja función G>. e introduzca.Inos el operador unidad 
entre los ca.ntpos 

.!... Tr{e-11H <l>(T¡) el111 e-111/ <l>(T2)} z 
~ Tr{e-11/I <l>(T2) <l>(T¡ - i/3)} 

G<(r¡ - i/3,r2), (2.1.16) 

en donde hemos considerado la. propiedad de las trazas: Tr{AB} = Tr{BA}. 
La relación entre G> y G< da.da. en la Ec. (2.1.IG) es la condición de KMS. 
Esta condición será. útil para determinar los propaga.dores térmicos (31], esto 
cs. )as funcióncs de Green tér1nicas de dos puntos. 

2.2 Integrales de trayectoria a temperatura finita 

2.2.1 Funcional generatriz 

Una. forma. elegante de obtener las funciones de Green térn1icas.cs a partir 
de la funcional generatriz Z, definida. como 

Z [J] =Ti· {e-di/Te cxp {-i .l d 3xdr J (x. r) <l>(x, r)}}, (2.2.17) 

donde la. integral sobre la parte espacial se extiende a todo el espacio y la. 
integral temporal está definida en el contorno C. Ya. hemos demostrado que 
C puede ser cualquier contorno que va de T.¡ a -r¡ - i/3., con la restricción. de 
que la parte imaginaria sea monótona decreciente. Las funciones de Green. 
térmicas de n puntos están da.das por 

n 1 1 .S .S 1 G~ ) (x¡, ... ,Xn) = Z [O] in .SJ (x,.) ... .SJ (x¡) Z (J] J=O • (2.2.18) 

La. elección n1á..s siJnplc para. el contorno C es el scgn1ento rectilineo a 
lo largo del eje temporal i1naginario desde -to hasta -to - i/3 (ver Fig. 
2.2). Este contorno., con t = O., fue introducido por Matsubara [l] y sirve 
de base para el formalisn10 de tiempo imaginario de la teoría (2]. En él., los 
ca.Dlpos están ordenados temporalmente en términos de la variable T = it. 
La funcional generatriz en Ja Ec. (2.2.17) genera funciones de Green térmicas 
definida.e; por los va.lores esperados de la integral de trayectoria de caxnpos 
con argtllllcnto teIUporal imaginario. La ventaja. que presenta el formalismo 
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·lo -lo e, .. Re~ 

t 0 -la 

Figura 2.2: En esta figura, el contorno con Jínea continua es eJ que se e.Dlplea 
para el Corma.lismo de tiempo real, en este, cr define una infinidad de posibles 
contornos y se considera el Jín1itc to -i> ClrirO. El contorno con línea interruzn­
pida es el contorno empleado para el formalismo de tiempo imaginario. 

de tiempo imaginario es que genera. un desarrollo perturbativo similar al de 
la teoría en el vacío. Su principal dificultad es que las funciones de Green que 
se obtienen son de argu.ntcnto irnaginario; en principio se puede hacer una 
continuación analítica del eje in1agina.rio al eje real, pero este procedimiento 
no sicJDpre es sencillo, sobre todo en el caso de Funciones de Green de tres o 
más puntos [32, 33, 39J. 

En el caso del formalismo de tiempo real, el contorno en el plano com­
plejo va del punto inicial T¡ = -to al punto final Tf = -to - i/3 de tal manera. 
que se incluya al eje real (Fig. 2.2). Esta trayectoria. la podemos dividir 
en cuatro subcontornos: C1 1 C2, C.-i y C4, Jos cuales coinciden con Jos seg­
mentos rectilincos [-to, to - i~J. [to - ia, -to - ia - ie], [to - fr, to - iaJ y 
[-to-iu-ie, -to-i/3] rcspectivainentc, donde O < a < /3 y E es una ca..n.tidad 
infinitesimal que se agrega para dar pendientes infinitesima.Jcs a Jos subcon­
tornos C1 y C2 para cumplir con el rcqucrhuiento de que la trayectoria sea 
monótona decreciente en su pnrtc imaginaria. Fi·ccucntcrncnte podemos ig­
norar al factor e, sin embargo será. necesario tomarlo en cuenta para asegurar 
que la integral de trayectoria sea convergente. Al final se considera cJ limite 
to _., oo de tal n1a.ncra que C incluya a todo el eje real. Esto permite incor­
porar en el trruno (-to.to - ic) a toda Ja. teoría de can1pos a temperatura 
cero. 
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Existe una. infinidad de contornos correspondientes a distintos valores de 
o. Por ejemplo, para a = O se tiene el contorno con el cual Keldysh [35] cons­
truy6 un forn:1a.1ismo que incluye procesos fuera de equilibrio. Otra. elecci6n., 
debida a Niexni y Semcnoff [3], corresponde a. poner o= /3/2 y quizás sea el 
contorno más popular dentro del formalismo de tiempo real. Para. coi:npro­
bar que las cantidades físicas son independientes de a (2]., deduciremos las 
funciones de Green térmicas utilizando un contorno con a arbitrario. En su 
momento., tomaremos el valor simétdco o= /3/2. 

Tal y como se ha formulado la teoría de ca.nipas sobre el contorno C, se 
requic1·c considerar cainpos en los cuales el argumento tcni.poral es complejo. 
Posteriormente, pnra el foi·malismo de tiempo real, demostraremos que es 
posible rcforrnula.r la. teoría de tal manera. que los argumentos temporales 
sean 1·cales; esto se logra a expensas de duplicar el nú.tncro de grados de 
libertad n.l aparcce1· CéYDpos de tipo-1 y tipo-2. Primeramente. veremos que 
la funcional generatriz Z puede ser expresada por medio de una integral 
de t1·a.ycctoria y que los cainpos deben cumplir condiciones específicas de 
frontera en los extremos de C. Después, encontraremos los propagadores 
bos6nicos y fc1·1niónicos. Fina.ln1cntc y para. concluir este capítulq., construi­
i:entos las reglas de Fcyu.man para. el formalismo de tiempo real. 

2.2.2 Campo escalar real 

En ésta subsección encontraremos, por medio de integrales funcionales, 
la represcntaci6:n de la funcional generatriz Z para el ca.nipa escalar real. 

Considerent.os un canipo escalar real ~(:e) cuya diná.xnica está descrita 
por el lagrangiano 

(2.2.19) 

Para encontrar la representación en integrales de trayectoria de la fun­
cional gencrat1·iz Z para el campo 4' (x), consideremos la descomposición 
en términos de las soluciones de la correspondiente ecuación de rnovimicnto 
sin interacción (V = O): 

4-(x, t) = j dk [a(k) .,-;¡, . .,+a• (k) c;"."'1 := 4'<+> (x, t) + <1><-> (x, t), (2.2.20) 

donde dk = (:..e:fl; .. ,., k ·:e= w1;t - k · x, y w1; = V"k2 + fl"l.2. Es claro que la 
descomposición 
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ot><-l(x) (2.2.21) 

corresponde a las soluciones de energía positiva y negativa, respectiva.mente, 
de la ecuación de KJein-Gordon. En este caso, los estados coherentes son 
estados propios de Ja eoluci6n de energía positiva., esto ea 

4><+>(x) 1 x >= j dkx(k) e-'"-'• 1 x >= f(x) 1 X>, (2.2.22) 

donde x(k) es el valor propio del operador de aniquilación, es decir 

a'(k) 1 x >= x(k) 1 x > . (2.2.23) 

CoDJ,o mencionarnos en el apéndice A, los valores propios x(k) son nú:m.eros 
complejos arbitrarios; es necesario elegirlos de tal manera que se cumpla Ja. 
igualdad 

x(k) = x"(-k), (2.2.24) 

lo cual implica, en particular, que /(x) es real al tiempo t =O. 
EJ operador de momento canónico conjugado n asociado al ca.D1po C1 está 

dado por Ja siguiente relación 

Il(x, t) <i>(x, t) = -i j dk w..,(a(k) e_,., . ., - a•(k) e'"·•1 
= n<+>cx, t) - n<-icx, t). (2.2.2s) 

Notemos que n<+> satisface una ecuación de valores propios .similar a la que 
satisCace ot>C+I: 

n<+>(x) 1 X>= -i j dkwkX(k)e'"·"' 1 X >S g(:z:) f X> . (2.2.26) 

La representación de la füncional generatriz Ec. (2.2.17) en la b- de loa 
estados coherentes (ver apéndice A) se puede escribir como 

Z[J] / rr dx"(k)~x(k) e-fdk:tº(k)x(k) 
k 2?r• 

X < X J e-¡3/fTc e' L d'~J.,..J cx .. r) •cx.r) 'X >' (2.2.27) 

donde hemos usado la Ec. (A.LO) y estamos tomando en cuenta que los 
modos normales son continuos. El haznHtoniano H se obtiene de C. a través 
de una transformada. de Legendre, cJ resultado es 

H = j d 3 x [~n2 + ~("7<J>) 2 + ~.,.24>2 + V[of>J J = j d3x7t. (2.2.28) 
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Es conveniente expresar Z[J] directamente en términos de Jos valores propios 
f(:z:) y g(x) de Jos estados coherentes. Para ello definiJDos: 

,P(x) 
1 

.,/2" [ f(x) + f"(x) J, 

7r(X) ~ [g(x) - g"(x) J. (2.2.29) 

Como consecuencia de las definiciones anteriores,. Ja relación 

j dkx"'(k)x(k) = i j d 3 x ,,.'(x).¡l(x), (2.2.30) 

es vá.Hda, con lo cual tanto el producto escalar entre dos estados coherentes 
colllo la medida, en tér.rninos de 71"' y </>, son Jos siguientes 

<x' lx> 
Il dx"(k)dx(k) 

k 27ri 

e• f J3z ""•(x)~(x) ' 

JI d?r(x)d,P(x) . 
X 271" 

Mientras que la función delta. está dada por 

ó(.¡l(x) - .P'(x)) = jJI d?r(x) e;f d'~ ~cxJC.,.(x)-"''(x)). 
X 27T 

(2.2.31) 

(2.2.32) 

Con Jos resultados anteriores es fácil convencerse que Z en la Ec. (2.2.27) 
puede ser expresa.da, en términos de </>y 7l", como sigue 

Z{J] JIJ d?r(x)d.¡l(x) e•fd'~~cxJ<1>(x) 
X 27r 

x <XI e-irNIITc: e' J: J'3:rJ.,.J (x,-r) c>(x,.,.)ei7lJI./ 1 X>' 

(2.2.33) 

donde TN = T¡ - i/3 y To = T¡, adicionalmente hemos utilizado la ciclicidad. 
de Ja traza. 

Considcrcn1os un contorno C arbitrario (con Ja restricción de que Ja parte 
imaginaria sea monótona decreciente) que empieza en Ti y termina. en T¡ -i/3. 
Sea una partici óu del ulisrno con N + l puntos -r0 = r.¡. TJ ~ r 2 • ••• ~ -r N = r.¡ - i/3 
Y sea Arn = Tn - Tn-l· La integral en Ja Ec. {2.2.27) puede aproximarse 
por una surna. y, tomando en cuenta e] ordenamiento temporal~ podernos 
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introducir N + l conjuntos co111pJetos de estados coherentes, con Jo cual Z 
puede aproxiuiarse como 

Z [J] ""'¡ ñ d'1T(X)def>(x)d71"n(X)dt/>n(X) e-;E:' •• J.Pzr • .¡,. 
x.n=O 2

7r 

N 
xe-ifd3z(rt/>-1f'4'N-'WO..t-) rr < Xn 1 ei6r .. fd3;eo(J(r .. )•(0)-7l) l Xn-1 > . 

n=l 

(2.2.34) 

El operador ha.iniJtoniano se supone ordenado normalmente. La. aproxi­
JDaci6n es válida hasta ordenes lineales en A'Tn• Si definimos F = J~(O) -7-i 
y escribim.os su dependencia en térmjnos de los operadores • y n correspon­
dientes a las soluciones de energía positiva y negativa COIDO: 

F r rr<->, rr<+>; <1><->, <1><+> J; 

tendremos que, utiliza.ndo (A.l.10), (2.2.22) y (2.2.26), se obtiene 

< Xn l:F:J Xn-1 >= Ffg~.g,._¡;f;¡,f,,_iJeÍd'zw.,p._,, (2.2.35) 

donde Jos dos puntos indican ordena.miento normal. 1 Sustituyendo (2.2.35) 
en Ja Ec. (2.2.34) y utilizando la funci6n delta en (2.2.32), vemos que Ja 
integral sobre t/> y .Po en (2.2.34) impone la condición ifJN =<Po y obtenemos~ 
para Ja funcional generatriz, el resulta.do 

Z[JJ= j ñ 
x,n=l 

d71",,(X)d</>,.(X) 
cxp 

N 

{ -i ~ Á'Tn f d3x ( '1Tn(</ln ;.:::.n-1} 
F(g,:.a .. -1; f;;,f,._J])}. (2.2.36) 

Utilizando las definiciones (2.2.29), podemos identificar </>,.{x) = 4>n(X,'Tn) y, 
to02a.ndo el límite N -7- oo de tal forma que .Ó..Tn --+ O, finalmente obtenernos 

Z [J] = [n d1r(X, 'Tddef>(X,'T) cxp {iJ.dTd3 x f 71"if,- ?i(71",ef>] + Jt/>J}-
cx,T 7r e 

(2.2.37) 

1 Esto es, en un producto de opcrndorcs, todos los opcrndore11 de creación se encuientran 
a la jzquierda de los operadores dt.• n11iq11ilnción. 
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Esta es la fórn1ula. para la. funcional generatriz de las funciones de Green., 
donde la densidad harniltonia.na 1-l es 

(2.2.38) 

y la condicion de periodicidad sobre el ca.xn.po <J> está. dada. por 

,P(T¡) = </>(T¡ - i{J). (2.2.39) 

Después de integrar sobre el rnomcnto cru.\Ónico conjugado en la Ec. (2.2.37)., 
basta una. constante multiplicativa. que podemos absorber en la norrna.­
liza.ción. tcndrc1nos que 

Z {J] = 1D,Pcxpi1[L(,P) + J,P], (2.2.40) 

donde 

(2.2.41.) 

En la. expresión anterior, el subíndice C indica. que la. derivada. temporal es 
a lo largo del contorno e. 

2.2.3 Campo escalar co:niplcjo 

De igual foi.Ana co1no hemos hecho para un ca.n:J.po esca.lar real. podemos 
deducir la funcional generatriz para un campo escalar cargado. Introduz­
camos para ello un doblete de ca.znpos reales clio1 y ~2 tales que 

(2.2.42) 

Sustituyendo para 4>1 y cl>2 los desarrollos de Fouricr correspondientes., se 
tiene 

<l>(X,T) 

<l>t (x, T) 

J d-k [ii(k) e•k·r + f,t (k) e-•k·rj, 

J dk [b(k) e•k·r + ¿;1 (k) e-ik·rj, (2.2.43) 
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donde 

ii(k, r) 

b(k.r) 

~(ü1(k,-r) + i Ci2(k,r)), 

~cat(k,r)- ia!,(k,r)). 

~(Ci1(k,r)- iCi2(k,r)), 

~cal (k,r) + ia!,(k, r)). 
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(2.2.44) 

con Ci(k,r) = u-1 (-r,O)ii(k)U(r,O). ...• cte. Como consecuencia de las rela­
ciones de conmutación para. ü1.2(k) y aL2 (k), tenemos los siguientes conmu­
tadores a tiempos iguales 

(2.2.45) 

con todos los otros conmutadores, a tien1pos iguales, igual a. cero. Para. una 
interacción que depende de <.I>ttl>, el lagranginno tiene asociada una simetría 
global U(l). Como consecuencia. del teorema de Noether., tendremos una 
corriente conserva.da: 

(2.2.46) 

La correspondiente carga conserva.da Q es 

Q = j dk(iit (k)ii(k)- bf (k)b(k)J =Na - Nb, (2.2.47) 

a. partir de la cual, vernos que los cuantos de tipo a tienen carga eléctrica 
positiva y los de tipo b negativa. 

Puesto que él y b conmutan, podemos forntar un estado coherente común 
a ambos operadores: 

ii(k) 1 Xa. Xb > 
b(k) J Xa. Xb > 

Xa(k) 1 Xa. Xb > 
Xb(k) 1 Xa• Xb > (2.2.48) 

De particular iinportancia. es el siguiente resultado. que será de utilidad 
para obtener la."'i condicioncR de frontera análogas a (2.2.39) para el ca.nipo 
escalar cargado: 

(2.2.49) 
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este resultado se puede demostrar a partir de la. fórmula de Baker-Ca.:nipbetl­
Hausdorff: eA Be-A = B + [A, B] + ~[A, [A, B]] + .... 

La. funcional gcncrntriz para. el campo esca.lar complejo es 

(2.2.50) 

donde J (J•) es la. fuente para. ,¡z,t {el>) y µ. es el potencial qunn1co. Para. 
encontrar una expresión análoga a (2.2.40) usamos (A.1.6) y (2.2.48) 

Z[J,J"] 

P1·occdicndo de for1na. similar a.1 caso del cainpo escalar real, la f'uncional 
genc1·atdz Z se expresa. en términos de los campos <P y </>*': 

Z (J, J") = 1 n D</>º (x, -r)D</>(X, T) e¡ Í.IL(4>º .4>)+J'4>+J4>ºl , · 
cxor 

(2.2.52) 

donde </> satisface la condición de periodicidad </>(-r¡) = ef1"</>(-r¡ - i/3) y el 
campo q,· satisface </>"(-r,) = e-f1µq,•(.,., - i/3). 

2.2.4 Campo fermiónico 

La relación espín-esta.dística impone relaciones de conmutación en los 
campos bosónicos~ mientras que en los campos fenniónicos impone relaciones 
de anti.con1nutación. Las álgebras de números que anticonxnutan son las 
álgebras de Grassmn.nn y por eso los números de Grassmann son adecuados 
para describir los ca.J:npos fermiónicos (ver apéndice A.2). 

Los cauipos de Dirac \ll(x) y 'l''(x) se expanden en términos de los 
operadores de creación y aniquilaci6n de partículas y antipartículas de la 
siguiente manera 

j dp2m _L [b;(p)u;(p) eip-r + d/(p)v;(p)e-;,,..,], 
•=1.2 

'l'(x) 

>i<(x) j dp2m L [b)(p)¡¡¡(p) e-•v·r + d;(p)i>;(p) e•v·r] ,(2.2.53) 
i=l.2 



2.2. INTEGRALES DE TRAYECTORIA ... 23 

donde u< 1 •2 > y v< 1 •2 > son las soluciones de energía positiva y negativa respec­
tiva.uiente., de la ecuación de Dirac 

(Í'-7n)U 0, 

CP + 7n)v o. (2.2.54) 

En este caso. Ja funcional generatriz de las funciones de Green en pre­
sencia de )as fuentes grassrnmaniana.s e. e as~ciadas a Jos ca.m.pos 1lr y .¡,. 't 
respectiva.incntc. se pueden escribir co1no (ver apéndice A.2) 

Z({,{) = f IT d.pt(p)d,P(p)e-fJp,¡,t(p),¡,(p) < -.,, 1 e-flCH-µN) 
p 

X Te e' J. (((r) '"'(r)+ .. (r){(r)J , .,, > . 
(2.2.55) 

Los resultados anteriores son utilizados para obtener Ja representación 
de la f'uncional generatriz co1no una integral de trayectoria. Procediendo de 
forma. análoga a. los casos de Jos campos escalares se obtiene que, para un 
lagrangiano de Ja fonna 

(2.2.56) 

la funcional generatriz será 

Z [{, {) = J d.pt d,P e' J. [-7•(h•M8M-m) ,¡,-.c; • .(.l',.P>+((r)""(r)+.0(r){(r) J '(2.2.57) 

con las condiciones de frontera .P (r;) = -ellµ.p (r;-i/3) y;¡, (r;) = -e-Pµ..¡, (r;­
i/3). En (2.2.57) hemos omitido, por comodidad, Jos argumentos temporales 
y espaciales. 

2.2.5 Recapitulación 

Antes de continuar con la. discusión resulta conveniente recapitu]ar Jos 
puntos importantes del formalismo presentado ha..o;;ta ahora.: 

• Hemos generalizado ]as funciones de Green térmicas en (2.1.5) a argu­
mentos temporales con1plcjos con soporte en un contorno C (Ec. (2.1.8)). 

La condición de analiticida.d en Jas f1mcioncs de Green impone Ja re­
stricci6n de que la parte imaginaria del contorno elegido sea monótona 
decreciente y que eJ contorno esté definido en el intervalo -/3 $ Im(r­
•') $ {3, donde r, r' E C. sin restricción para Ja parte real. El contorno 
se inicia en a. un tic1npo arbitrario r;, y termina en r; - i/3. 
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• Hemos indica.do como las funciones de Green en el contorno C, se 
pueden obtener a. partir de la funcional generatriz Z (Ecs. (2.2.17) y 
(2.2.18)). 

• Para. evaluar pcrturbn.tivaincnte la. funcional generatriz. hemos obtenido 
una. representación como integral de trayectoria. de Z, utilizando la. base 
de los estados coherentes. Encontrarnos que, salvo un factor de nor­
malización irrelevante, Z puede ser expresa.da. de la. siguiente manera.: 

i) Cn.Illp o escalar real 

Z [J} = j D.P e'f,l~((D.<1>)2-n»<t>'l-Vl<t>l+J<t>] • 

con la. condición de frontcn\ <P(T.¡) = cP(1¡ - i{:J). 
ii) Ca.tupo escalar complejo 

(2.2.58) 

z [J. Jºl = f v.;.· D<J> e' J,HD.<t>J"(D•<t>J-"''-V(<t>º.<t>J+Jº<t>+Jd>"J' (2.2.59) 

con t/>(-r;) = e/J"tf>(r; - i¡3) y <f>º(-r;) = e-/Jµq,•(-r¡ - if3). 
iii) Carn.po fcrmiónico 

Z [ i;, €1 = J d..P' d1/J e' J, {./>(<l/-'"J,P-.C;.,(,/>,,P)+(°(TJ,P(TJ+,/>(T)((T)j • 

(2.2.60) 
con 1'..s condiciones 1/>(-r¡) = -e/J"..P(-r;-i/3) y..¡, (-r;) = -c-11"..¡, (r;-i/3). 

• La traza. en la Ec. (2.2.17) impone de n1a.nern natural las condiciones 
de periodicidad o a.ntiperiodicidad para los diferentes campos., men­
ciona.dos en los incisos i), ii) e iii) del punto anterior. 

Cabe resaltar que hasta ah.ora la. forma del conto1·no C es arbitraria, 
excepto por la. condición de que vaya de 'T¡ hasta Ti - i{3. Más adelante 
ana.liz..~cmos la. cstructu1·a. de la. teoría. cuando se elige el contorno lllOStrado 
en la Fig. 2.2. 

2.3 Propagadores térmicos 

A continuación expresa.reinos la funcional generatriz para el ca.tnpo es­
calar complejo en unn. forma convenientemente para los cálculos pcrturba­
tivos y que a.dcnuís es útil para analizar las propiedades de simetría. El 
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análisis de la. funcional generatriz para el campo espinorial es siuülar. La 
Jagrangiana que aparece en la Ec. (2.2.52), puede expresarse en una Corma. 
más conveniente notando que si el ca.Inpo se anula. en el infinito, entonces 
integrando por partes: 

(2.3.61) 

en donde recorda.n:ios que la. derivada temporal se toma. a lo largo del contorno 
C.. Es fácil verificar que la funcional gcncrat1·iz se puede exprc:sar como 

(2.3.62) 

donde 

Zo (J. J"] = j D<P" D,Pe-•f. .Pz.tr ,,,.. [ D.+m•J9-J-.;.-4>ºJ >. (2.3.63) 

es la funciona] generatriz para la. parte libre. En la. Ec. (2.3.62) hemos 

utilizado la definición de derivada. funcional: f~i:~ = Óc(xo - Yo)d(x - y). 
Haga.inos en Zo el canibio de varia.ble 4'-+ <P+<Po; este cambio de variable 

no alteran la. medida en la integral funcional. Elegimos 4'o de tal forma que 
satisfaga la siguiente ecuación 

-J. (2.3.64) 

cuya solución formal es 

<Po(x) (2.3.65) 

donde 
(De+ m 2 ] De (x - y) = -6c (x - y). (2.3.66) 

Con esto, la funcional generatriz resulta. 

Z [J,J•] = N~lfcd4z\l'(+~.+~J e-iJ_,d"11~zJ•(r)Dc(z-11)JÍJ1),. 

(2.3.67) 

con 
(2.3.68) 



26 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA 

A fin de encontrar la solución de la ccua.ci6n (2.3.66L noteDlos primc­
ranientc que De se puede descomponer en la forma 

(2.3.69) 

Usando la condición de frontera .P(r) = ef3PtfJ(r - i(:J) conjunta.mente con 
Ja. solución para t/>o Ec. (2.3.65), se puede comprobar que se satisfacen las 
condiciones de Kubo-Martin-Schwingcr {KMS): 

(2.3.70) 

Es conveniente pasar al espacio de momentos a. través de una. transfor­
ma.da de Fouricr, s61o en la. parte espacial: 

D, (x - y; Tz - T~) = (
2
!)3 J d 3 k b, (k; Tr - Tu) e-ik-(x-y). (2.3.71) 

La. función delta es pues 

6, (x - y) = 6, (Tz - Tu) (
2
!)3 J d 3 k e-ik· (x-y) . (2.3.72) 

Sustituyendo estos últimos resultados en la. Ec. (2.3.66) obtenemos la. ecuación 

La solución para la pn.rte homogénea de esta ecuación es 

v:1 (k; 'T~ - TJI) = A(k) c-•w•(T .. -T.) + B(k) eiw,t,('T .. - .... >, 

(2.3.73) 

(2.3.74) 

con Wk = \/'k'.l + m2. La solución de la parte inhomogénca se obtiene uti­
lizando el método de variación de pa.rá.Inctros y está dada por 

fJI (k• I - T ) - _1_ (o (1 - T ) c-iwA;(T,..-T.,) +o (1 - T ) e'""""'(T,..-T.>) 
e ~ z JI - 2iwk e :r SI e Y :r ' 

(2.3.75) 
combina11do Jos resultados anteriores, Ja solución a la Ec. (2.3.73) es 

Dc(k; Tz - T.,)= 8, (rz - r.,) (A(k) e-w.C-r.--r.J + B(k) e•w.(-r.--r.> 

+-
2

.1 e-"°"•(T,..-T•>] +Be (ly - 'Tz) (A(k) e-MJ•(T_.-T.) .w., 
+B(k) e ...... •(T,..-T.) + -.1- e''""•(T,..-T.>]. 

2'1W1;: 

(2.3.76) 
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Aplicando la condición de KMS encontrainos los coeficientes A y B: 

A(k) 2iw1... eJJc~. -µ) - 1 " 
1 1 

2iw,k el1C'*'• +µ) - ] " 
(2.3.77) B(k) 

con lo cuaJ finalmente podemos identificar los resultados 

¡ e-ii..Jt.:(r ... --r.)+.B(w4-µ) e~4 ('r .. -r.J 

2iwA: r e.Be ...... -µJ - l + e/J(t..J11:+µ) - J J., 
J e-iw4(r .. -r.J eiw.f1r(T .. -r.,)+/J(w1r+µ) 

2iwk [ e/3("4J• µ) - l + ePC,..,1;+µ) - I ] " (2.3.78) 

que, insertados cu (2.3.69) 1 nos dan el propagador para eJ ca.Dlpo escaJa.r 
cargado en el espacio de momentos: 

Dc(:z:-y) 
1 { e-iw4(r .. -T.,)+,8(w4-p) eiw4fr .. -r.) 

2iw¡,, (Je (rz - T11) f ePCw.-µJ - 1 + eJ'(w•+µ) - I J 
e-iw1:(r .. -T".) e ...... ,r .. -r.J+.B(c.e.1.+µ) } 

+9c (r., - Tz) [ el'Cw.-µJ - 1 + ePCw•+Pl - 1 J . 
(2.3.79) 

De f"orma. análoga, para. el campo Iermiónico, hacemos el cA11Jbio 

.,P(r)-+ ,P(r) - [ dr'Sc(r - r')"1(r'), 

en la Ec. (2.2.00)., donde Se satisface Ja ecuación 

(2.3.80) 

(2.3.81) 

Salvo un Factor de normalización irrelevante. Ja funcional generat:riz para el 
cainpo espinoriaJ está dada por 

z ce.!] =e¡ L d4zV(f '<: ... ,.: l>(~ ... ,J e-i f.: d4vrl4z((:r)S.,, (.r-11) {(11) • 

Con el ansatz 

(2.3.82) 

(2.3.83) 

y las condiciones de frontera antipcri6cHcas en los campos, rcproducü:nos las 
condicjones de KMS: 

(2.3.84) 
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La. so\uci6n única a. (2.3.81) que satisface (2.3.84) es 

iSc(x - y) 

que es el propagador para el caill.po fern.1.iónico. 

2.4 Formalismo de tiempo real 

Los resultados obtenidos hasta ahoi.·a son válidos para un contorno C 
arbitrario. con la. restricción que va.ya. de Ti a T; - if3. En el formalistno 
de tiempo imaginario se elige para. C una. línea recta. que une directa.J.llcntc 
to con to - i{3. Debido a que el intervalo tcn1poral es finito~ las frccucn­
cins del desarrollo de Fouricr resultan discretas; las llamadas fi.·ccucncia.s de 
Ma.tsubara. 

En lo sucesivo consideraremos el formalismo de tiempo real. 

2.4.1 Factorización de Z 

En el caso del contorno C que contiene -...1 eje real (Fig. 2.2), se puede 
escribir como la. suma. de cuati·o contribuciones: C = C1 ED C2 ffi C3 E9 C4, tal 
y como se ilustra en la. figura mencionada.. La parte libre de Z es bilincal en 
el contorno C (ver (2.3.67)), por lo cual se puede escribir co1no una. suma. de 
todas las conti-ibucioncs poi· pares: 

11d'xá'yJ"(x)Dc(X - y)J(y) = [ 11 + 11 + ... 
e e C¡ C¡ C¡ c:r 

+je. L ] á':i:á'yJ"(x)Dc(x - y)J(y). (2.4.86) 

Esencial para el formalismo de tic1npo real será el demostrar que podemos 
prescindir de las contribuciones que provienen de C3 y C4, de tal manera 
que los argumentos tc1npora.lcs pueden ser considerados rea.les. 

A fin de cxa.niina.r el con1.porta.inicnto asintótico de cada. una de las inte­
grales en (2.4.86) .. cousidcra.nios pritncro el propagador bosónico Dc(x - y) 
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con tz, t 11 E C1. con lo cual los argumentos temporales son rea.les y las !"un­
ciones escalón en (2.3.76) son funciones escalón ordinarias de argumento real. 
Escribiendo en coordenadas esféricas la integral (2.3 .. 71) e integrando sobre 
la parte angular, resulta 

iDc(x - y) -- -kscn(kr)e-•(w•l•I> 1 1~ dk . 
47r2 r 0 Wk 

+ 1 1~ dk -
2 2 - ksen(kr) cos(w1oltll 

7r T O Wk 

1 
e/X..I• - 1' 

(2.4.87) 

donde r = lx - YI y !ti = (tz - t.,(. En la segunda integral, pasando a. la 
variable de integración wk = w. obtcnc1nos 

1 J,,~ 1 -
2 2 dw cos(w(t() scn(r Vw2 - m2) -¡¡;:;--

1 
, 

1TTtn e -
(2.4.88) 

ésta es Ja transformada coseno de una función absolutamente integrable. 
Podemos, entonces, aplicar el len1a de Ricmrnan-Lcbesgue (36], el cual es­
tablece que la transformada de Fonrier de una función absolutamente inte­
grable tiende a cero cuando el valor ;l.bsoluto de la variable de Fourier tiende 
a infinito. La primera integral en (2.4.87), la cual corresponde a] propagador 
libre en el vacío. no es absolutan1eute integra.ble y por Jo tanto no se puede 
aplicar el lema anterior. No obstante, puede ser evaluada explícita.ment.e en 
términos de funciones cilíndricas [37) 

.. t > r 

.. r > t 

(2.4.89) 

La expres1on anterior tiene el co111porta.I11ient.o asintótico ,,_ ltl-312 , para 
ltl -+ oo. Con esto hemos dc1nostraclo que se cumple la condición 

(2.4.90) 

Consideremos ahora el caso en que Tz E C1 y -r11 E C3. Parametricemos 
a estas variables temporales en la. forma Tz = tz y Ty =to - i;\ (recordemos 
que se considera el límite to-+ oo), con O< ...\ ::5' {3. En este caso obtenemos 

iDc (x - y) i D:'- (x - y; tr - t 11 + i>.) 
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- 1- {"" ~ ksen(kr} e-•w•l•l--'oJ• 
4w2 r lo wk 

1 {"" dk k scn(kr} [ ,..,. -iw•l•I + ->.w• iw•l•I] 
21f2r Jo ::;¡; e/3W1c - 1 e e e e " 

(2.4.91} 

pm:a tr finito y t 0 -t oo, el lema de Ricmman-Lcbesguc es válido para. 
a.Ill.bas integra.les en (2.4.91) y por lo tanto De -t- O. Sin embargo., para 
tr _. oo teudrc1nos que (t\ _.... O y entonces el lema no es a.plica.ble en este 
caso. Para asegurar que la contribución que liga. C1 con C3 ó C4 se ca.:ncclc 
complctaxncntc, iinponcmos que las fuentes se anulen en el pasn.do y el futuro 
remoto, esto es 

lim J(x,-rEC1,C2}=0, 
RcT-+±oo 

(2.4.92} 

que es la. llamada condición dr. adia.ba.ticida.d, la cual garantiza el resultado 
deseado 

11 d"xd"yJ"(x}Dc(x - y}J(y}-+ O, e, C3 
(2.4.93} 

es decii-., C1 se desacopla. de C3. 
De igual xnanc1.·a. se encuentra que C1 y C4 se desacoplan. Un análisis 

similru· se utiliza. para. demostrar que C2 se desacopla. de Ca y C4. 
En conclusión, considerando In. estructura de la funcional generatriz com­

pleta en la. Ec. (2.3.67), concluimos que Z puede ser fa.eteriza.da. en la. forma. 

Z[J,J"] = Z12[J,J")Z34{J,J"), (2.4.94} 

donde Z12(J, J*] con·espondc a la. contribución para. puntos sobre C12 = 
C1 EB C2, mientras que Z34(J, J•] representa la. contribución pa.ra puntos 
sobre Ca EB C4. La. parte correspondiente a. Z12 está. dada. por 

Z12 [J, J•J = e-•fcn d"zV (~~·+-6J!(.-)l e-ifcu d"yd4rJ•(r)Dc (r-11) J(y). 

(2.4.95} 

Al considerar las fnuciones de Green térmicas de tiempo real, el factor 
Z34 representa un factor ni.ultiplica.tivo que podemos absorber en la norma­
lización y por lo tanto .. ignorar. Sin embai.·go, para. el cálculo de variables 
tennodiná.xnicas tales como la presión o la energía interna del sistema, di­
cho factor no puede ser despreciado [2}. Por lo tanto, en cuanto estemos 
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interesados en funciones de Green para un tielllpo real, podelll.os olllitir las 
contribuciones que provienen de C3 y C4 y considerar la. funcional generatriz 
siniplernente como 

Z[J,J"] = Z12[J,r). (2.4.96) 

Ahora Jos grados de libe1·tacl tienen soporte en C1 y C2. En C1 el argumento 
temporal r = t es puraineutc real. Por otro lado. si bien en C2 el tiempo 
es complejo r = t - io, sólo su parte real va.i-ía; consecuentemente podemos 
redefinh· las funciones de tal 1n.ru1era que todos los argumentos temporales 
sean reales. Definicdo las fuentes con soporte en C1 y C2 como fuentes 
independientes: 

J, (t) J(t) 

h(t) J(t - iu). (2.4.97) 

Tomando en cuenta lo anterior, vemos que la funcional generatriz (2.4.05) 
puede ser expresada en Ja forma: 

Z (J, JºJ =e -i f.:-'~ .,.,,{v Cf~·L,f'.,,1-t' Cf d,r.r.f ,,f,.,l Zo [J,., Jb'J, 

(2.4.98) 

donde el signo menos del segundo término del potencial es una consecuencia. 
de la orient.ación negativa en C2, Ja parte libre de Z se escribe coJDo 

Los cuatro propagadores de tiempo real se definen a partir del propagador 
libre general en (2.3.69) como 

D 11 Ctr - ty) 

D 12(t,, - ty) 

D 21 (tr - ty) 

D 22(t,, - t 11 ) 

Dc(tr - ty). 

D< Ctr - ty +ia), 
D> (t,, - t., -iu), 

-De (t 11 - t,,) . (2.4.100) 

La. notación indica. que para Dªb(t~ - t 11 ) el tiempo tz toma valores en Ca. y 
t"' en Cb. Es claro., por ejemplo, que para D 12, sólo cotribuyc D< ya. que de 
acuerdo a] ordenamiento definido en e_ cualquier tiempo en C1 es anterior 
a tiempos en C2. 
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Una rcprc.scntaci6n para. Z12 con10 integrn.1 de trayectoria está. dada por 

Z12 (J.J"] j D4>:D4>b cxp{ -i j d"'x ( .P:cn- 1)ªb4>b+ V(,Pj,,Pi] 

-v¡q,:;, 4>2] - J;;q,ª - 4>';,Jª)}, (2.4.101) 

donde se suma sobre índices repetidos con a, b = 1, 2 y cn- 1 )ºb son los in­
versos de los propagadores (D)ªb_ Para obtener el resulta.do anterior, priDlc­
ramentc exprcsanios la funcional generatriz Zo como integral de trayectoria; 
este procedini.iento implica invertir los pasos que nos llevaron de (2.3.66) a 
(2.3.68), tomando en cuenta que ahora el propagador tiene estructura ma­
tricial. Posteriormente se hacen actuar los térnliuos del potencial para llegar 
al 1·esultado deseado. 

Las funciones de Green tér1nica...c;; con ordcurunicnto temporal se obtienen 
derivando íuncionahncnte con respecto a. las fuentes Ji y haciendo poste­
riormente J1 y J2 igual a cero: 

1 1 ó ó 1 
G(:r¡, ... ,xn)=~Z[OO)r--J( )···r--J( )Z[J1,h] .(2.4.102) 

t , u 1 Xn U l Xt Ji=J-:i=O 

Esto implica que sólo los campos de tipo-1. esto es, aquellos cuyo argumento 
ten1poral corresponden al sub contorno C1, pueden aparecer en líneas exter­
nas de diagramas de Feynma.n. Poi· eso a los campos tipo-2 se les llania 
fantasmas tér1nicos. Corno a.nuncirunos al inicio de este capítulo, hemos lle­
gado, finahncntc, a una teoría en la que los grados de libertad en los campos 
se ha.n duplicado. Existen dos tipos de cainpos: campos tipo-1 y tipo-2. Si 
bien la. estructura. topológica y conl.binatoria de Jos diagramas no ca.inbia, 
los propagadores son matrices de 2 x 2. Corpo se desprende de (2.4.101) a 
nivel de árbol existen también vértices de tipo-1 y vértices de tipo-2, donde 
la interacción es sólo entre campos de tipo-2, con el signo de las constantes 
de acoplamiento invertido. 

2.4.2 Propagadores 

De las ecuaciones (2.3.76) y (2.4.97) podemos obtener cxplícitruncnte 
los propagadores libres para. el campo escalar complejo. Una transformada. 
de Fourier en la. parte temporal, da co1no resultado los propagadores en el 
espacio de momentos 

iD11 (k) iA (k) + 27rT/B (ko) ó(k2 - m 2 ), 
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i D22 (k) 

i D12 (k) 

i D21 (k) 

-iA" (k) + 27rTJB (ko) ó(k2 - >n2 ), 

2-rr e""ko [ T/B (ko) + 0(-ko)] ó(k2 - rro2 ), 
2-rr e-uko [ TJB (ko) + O(ko)] ó(k2 - >n2 ), (2.4.103) 

donde 6 es la función escalón, "1B está da.do por 

O(ko) 0(-ko) 
TlD (ko) = elJ(J.."0-,,) - 1 + e-tJ(lco-µ) - 1' (2.4.104) 

y 

1 
A (k) = k2 - m2 + iE • (2.4.105) 

Recordemos que el factor i€. que aparece en 6, tiene su origen en las condi­
ciones de analiticidad discutidas cu. la. Secc. 2.1.1; el contorno debe ser 
mon6tonaIDcnte decreciente en s11 parte hnaginaria. 

De manera similnr, para el campo fcnniónico, los propagadores se ob­
tienen usando (2.3.85): 

i Su (p) 

i 822 (p) 

i S12 (p) 

iS21 (p) 

[ iA (p) - 2-rr •JF (po) ó(p2 - >n2 )] (JI+ m), 

[-iA" (p)- 2-rrTJF (po)ó(p2 - >n2 )](J!+ rn), 

-2'11" e"""° [ .,,,.. (po) - 0(-po)] ó(p2 - rn2 ) (JI+ rro), 

-2'1rc-""PD [TJF Ú>o) - O(po)]ó(p2 - m 2 ) (J!+>n), 
(2.4.106) 

donde "f/F está da.do por 

T/F (po) = O(po) + 0(-po) 
e/J (po-1') + 1 e /J (pio-µ) + 1 · 

(2.4.107) 

2.4.3 Reglas de Feynman 

En el formalismo de tiempo hnaginario, a diferencia del formalismo de 
tieIDpo real, no hay la. duplicidad de los Canlpos que aparece en este forma­
lismo. Las reglas para los diagran1a.s de Feynman en el formalismo de tiempo 
im.agina.rio, son análogas a las regla ... -; que se dan en el vacío. Debido a la 
duplicidad en los campos que ocurre en el formalismo de tiempo real, las 
reglas de Fcynn1an son un poco xnás complicadas. 

Tomemos coni.o ejemplo sencillo u un teoría escalar con interacción >..q,3 . 

La densidad lagrangia.na que se obtiene~ de acuerdo a (2.4.101 )., es 

cf>n cv- 1 
)ºb "''' + >.q,f - >.q,~' (2.4.108) 
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k 
b Dab (k) 

-i>.. 

i>. 

Figura. 2.3: Reglas de Fcymnan para. la teoría. escalar ,¡,3 . 

donde el propagador Dab está da.do por la Ec. (2.4.103). Las reglas de Feyn­
rnan se extraen de manera directa. de la expresión anterior. Un propagador 
tiene índices térmicos a y b~ es decir., una. línea asociada al propagador Dab 

conecta un cn.nl.po <Pu notro <Ptr Existen dos tipos de vé1·ticcs: los tipo-1 y 
tipo-2~ los cuales dific1·cn. por un. signo. En el en.so particular de la teoría. 
q,3 a.socia111os un factor -i)t. a los vértices tipo-1, xnientra..c; que para los de 
tipo-2 a.socia1nos el factor +i.X., rcspcctiva.rneutc. Fina.lmcntc1 para calcular 
una función de Green de n puntos., recordemos que los ca.inpos en las líneas 
externas son sicxnprc de tipo-1. Por lo tanto., dibujrunos todos los diagra.xnas 
posibles con n-patas cxtcrnn.s de tipo-1, para. los vértices internos se suma 
sobre todos sus posibles valores. En la. Fig. 2.3 se muestran las reglas de 
Fcynrnan para. la teoría tJ>3 • 

Para finalizar el capít.ulo ha.remos un resumen breve del tnistno. Hcm.os 
estudia.do la. forn1ulación la. teoría. de campos a. tempcrturn finita. en un con­
torno e. en el plano cotuplcjo tcrnporal. a través de integrales de trayectoria. 
Encont1·an1os que, a. largo del contorno C, la. teoría. de crun.pos a temperatura 
finita. es similar a. la correpondientc teoría del vacío. pero con diferentes 
condiciones de frontera que se refleja.u en los propaga.dores. Analizamos de­
talladamente el formalismo de tiempo real (una. parte del contorno e incluye 
al eje tc1uporal real). Vimos que este formalismo lleva a. que los grados de 
libertad en los cainpos se duplique. 



CAPÍTULO 3 

SIMETRÍAS EN LA 
TEORÍA DE CAMPOS A 
TEMPERATURA FINITA 

Las simetrías que presenta la nnt.uraleza nos permite entenderla. Por 
ejemplo., cuando un sistema físico es invariante bajo traslaciones, el monicnto 
lineal se conserva. Si además es invariant.c bajo rotaciones, entonces tan1bién 
el IDomento angular es una cantidad conservada, etcétera. 

Es bien conocido que la elcctrodiná.rn.ica clásica posee una simetría. de 
norma: las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo la transformación de 
norma Aµ(x)-> A,,(x) + 8 1,A(x), donde A(x) es una función arbitraria de 
Xµ· Sin embargo, cuando se requiere una formulaci6n cuántica de Ja clec­
trodinátnica, es necesario fijar la. norina. Si bien, algunas cantidades pueden 
depender de Ja condición de Ja norma elegida, In sirnctria de norma se ve re­
flejada en el hecho de que las cantidades físicas u observables no dependen de 
dicha condición de norma. En la QED en el vncío. las identidades de Ward 
son una consecuencia de la iuvarinncia de norma y relacionan distintas fun­
ciones de Green. Podemos preguntarnos si este hecho se hace extensivo para 
la teoría térmica. y cuales Ron las corrcspondient.es identidades de Ward. La 
respuesta definitiva es uno de los objetivos fundanicntales de este capítulo. 

Estudiaremos algunas simetrías relacionadas con el formalismo de tiempo 
real de la TCTF, para el campo escalar y la QED. En el caso del catnpo es­
calar. deduciremos Ja ecuación efectiva de rn.ovimicnto y demostraremos que 
ésta es independiente del parámetro de contorno a. En Ja QED a tem­
peratura. finita, analizaremos con dct.aJJc Ja simctria de intcrcanibio Z2 en-

35 
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tre los campos físicos y sus fantasmas térmicos y las consecuencias de esta. 
shnetría en las funciones de Green de dos y tres puntos. Posteriormente 
estudiaremos la. sh:nctría. de norma en la QED; en particular, deduciremos 
las identidades de Ward. Apoyados en la. sinietría. ~ y la.s identidad.es de 
Wa.rd, demostraremos que de ocho funciones de Green de tres puntos que 
se tienen inicialmente~ sólo tres son independientes. En particular, para. la. 
parte longitudinal de la. función vértice, probaremos que el número de fun­
ciones independientes se reduce a uno. Finalmente, demostraremos que la.s 
identidades de Ward predicen que algunos vértices son singulares cuando el 
momento de la. línea fotónica. tiende a cero. 

Este capítulo contiene material nuevo y es el núcleo de la tesis. Las 
aplicaciones, de los resultados que se obtengan aquí, se harán en los siguientes 
capítulos. 

3.1 Propagador libre 

En el capítulo anterior hemos encontrado los propagadores libres para 
campos escalares y fcrniónicos, a. partir de la funcional generatriz Z. Como 
'l.tna. consccuc11cia. de imponer que el contorno en el plano complejo temporal 
incluya al eje real, los grados de libertad se duplican y, por lo tanto, el 
propagador adquiere una cstn.ictura. 1natricial de 2 x 2. Denota.remos al 
propagador escalar como 

( 

(O) 

D (O) _ D11 
- (O) 

D21 

D (O)) 
12 

D~'!} , (3.1.1) 

con una expresión similar para. los ferrniones. El superíndice O indica que 
se trata de los propagadores libres. Utilizando las expresiones explícitas 
(2.4.103) se comprueba que los ele111entos del propagador térmico cumplen 
con las siguientes ecuaciones 

Dl~l (k) + D!j!} (k) 

v~W <k> 
v\W <k> 

e_ª .. º Dl~ (k) + eªl<u D~~l (k), 

-CD\~> (kW, 

e-2al<uePko D~~l (k) . (3.1.2) 

Estas tres restricciones implica.u, en efecto, que sólo una de las cuatro compo­
nente de n<O> es independiente. Podemos elegir, por ejcn1plo, el propagador 
Di~>. Altei-na.tiva.nl.cnte es posible escoger un propagador con propiedades 
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causa.les bien definidas (el propagador retardado. o el avanzado .. o el ordenado 
temporalmente). Si bien es posible expresar cualquier resultado en términos 
de una componente independiente, en Ja. práctica el dcsarrolJo perturbativo 
de Ja teoría se si.Dlplifica recurriendo a la estructura. matricial completa. 

Utilizando los resultados anteriores y Ja siguiente representación de Ja 
función delta 

.S(x)=.!.liin ~' 
71"<!:-0 X +e 

se demuestra. que D(O) puede ser fact.oriz.ado en Ja. .fornia 

donde 

y 

o<0 >(k) = Un(ko)A~¡(k)Un(ko), 

( 

../11n(ko) + l 

Un(ko).= e-o-ko't11CkoJ+O(l .. ·oJ 

.,/11H(ko)+J 

eul..·o !ln(ko)+O(-ko)) 
\/T111(ko)+l 

VTJn(ko) + l · 

(3.1.3) 

(3.1.4) 

(3.1.5) 

(3.1.6) 

En (3.1.5), ,ó.(O) = (k2 -rn2+i~)- 1 es el propagador de Stuckelbcrg-Fcynman 
en el vacío, es decir, el propagador con ordenamiento temporal. Este propaga 
partículas de energía positiva hacia el futuro y partículas de energía negativa 
hacia. el pasado. A su vez, -~CD)• es el propagador anti-ordenado teIDpo­
ralmente, que propaga. partículas de energía negativa. hacia el futuro y de 
energía positiva. 11acin el pasado. A tcu1perat1u·a finita, ambos propagadores 
contribuyen en Jos diagrninas de Feynn1an. 

Observemos que Jn informacióu tc!ruJ.ica está contenida en la matriz U 8 ; 
con la. propiedad: det. Un = l. y su iuverso es 

aaUn(ko)a3 

( 

vrTJ-n-(~J,~,o~)~+~~I 

-e-o-ka t71i(A.n)+O(ko) 

v''lH(Á-o)+l 

donde a3 es Ja tercera nus.triz de Pauli. 

'1B( ... )+1 ' (3.1. 7 ) 
-co-ko 2;;loo)+D(-A.."o)) 

,/17n(ko) + l 
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3.1.1 Límite T-+ O 

Consideremos a.hora el límite T ~ O. En este límite recuperamos la. teoría 
de campos en el vacío .. lo cual podemos demostrar fácilmente observando 
que (para. u ::¡/= O) las con1poncntcs no diagonales de Un, así como 'f}B en la 
Ec. (3.1.6) tienden a cero en el límite T ~ O. Por lo tanto., UB se reduce 
simplemente a la matriz identidad. Esto significa. que los campos de tipo·l y 
de tipo-2 se desacoplan y la funcional generatriz Z12 [J] en la Ec. (2.4.99) se 
factoriza como: Z12 [J] = z, [JJZ2 [J]. El segundo factor puede absorberse 
en la. normaliza.ci6n y sólo nos queda Z1 [J)., la. cual genera las funciones de 
Green ordinarias en el vacío. 

3.2 Propagador exacto 

3.2.1 Campo escalar 

El propagador con1plcto, es decir el que incluye las correcciones radiati­
vas, tiene también una. estructura matricial. Vaxn.os a deducir el propagador 
exacto para un campo escalar. 

Con el valor del pará.inctro a = /3/2, la. matriz U B adquiere la forma, 
particularmente sencilla, 

con 

U {k) _ (cosh8 
8 0 - scnh8 

senh8) 
cosh6 ' 

cosh8 

scnh8 

1 

v'I - e-/3 lkol 
e-Plkol/2 

v'1 - e /3lkol • 

El propagador para. un paránietro de contorno 
través de ln. transformación de similitud 

( 
eko(2u-/3)/4 

C= o 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

arbitrario, se obtiene a 

{3.2.10) 

Cabe resaltar que la matriz Un en {3.2.8) y su análoga fermiónica en 
(3.2.22) dn.n lugar a transformaciones de Bogoliubov en un baño térmico. 
Dichas transformaciones han sido arnplirunente discutidas por Umczawa y 
colaboradores [4, 5, 6]. 
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a b + 
a b 

Figura 3.1: Ecuación de Schwinger-Dyson para el propagador exacto. 

En lo que sigue usaremos el valor shnétrico del paráuictro de contorno 
C7 = /3/2. 

Es de esperar que el propagado1· exacto tenga una estructura matricial 
análoga a. la. del propaga.do1· libre dado en la Ec. (3.1.4). Existen varias 
alternativas para establecer cst.e resultado. Una de ellas se basa en el traba.jo 
de Semcnoff y Umcz.awa. [38)., quienes mostraron que el propagador exacto 
tiene la siguiente representación espectral 

(3.2.11) 

donde p es una función que s61o depende de las componentes espaciales del 
ID.omento"-= Jk( y K-

1 = lk'I· Puesto que la matriz Us no depende de te., el 
propagador exacto adquiere la forn1a. 

(3.2.12) 

Consideremos ahora la. ecuación de Schwinger-Dyson (ver Fig. 3.1) 

D =neo>+ neo¡ II D, (3.2.13) 

de la última ecuación y de (3.2.12) y (3.1.4), se sigue que la matriz de 
autoenergía se puede escribir corno 

o )u-1 
Il" (k) B • (3.2.14) 

De las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.14) podemos concluir que la función .O. es 
el propagador de Feynma.n completo: 

.ó.(k) = 1 
k2_,,,2_Il(k)+fr 0 (3.2.15) 
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De esta. forma hemos probado que .. al igual que el propagador., la. tna.triz 
de autoenergía tiene tUl s61o elemento independiente. Por cjem.plo, pode­
mos elegir nu como la componente independiente. En términos de dicha 
co:rnponente las tres restant.es son 

Il21 = -i tanh21Hm Il11 , 

-lli1 - (3.2.16) 

Notemos que la. Ec .. (3.2.14) nos da. explicita.mente los elementos de Ila.b en 
términos de de ll y n• COUl.O 

n cosh26 - n· scnh2 6. 

Il21 = - (Il - n·) senh6 cosh6 - (3.2.17) 

Ca.be destacar que las rcla.c:.ioncs que existen entre la.s componentes., tanto 
de la. autocnergia. coino de los los propn.gndorcs., se deben a la simetría. de 
intcrca.ni.bio Z2 entre los catnpos de tipo-1 y tipo-2, tal y como discutircinos 
en la subscccci6n 3.3.1. Como hemos tncncionado anteriormente, el caso del 
vacío (T = O) se recupera. poi·quc los campos de típo-1 y tipo-2 se desacoplan. 

Resulta. de interés analizar la. componente 11 del propagador completo. 
De (3.2.12) y (3.2.8) obtenemos: 

Du(p) A cosh2 6 + A- scnh2 0 

cosh2 6 scnh2 0 
k 2 - m2 - Il{k) + ÍE + p2 - '7>2 - Il"(k) - iE • (

3 ·2 ·18) 

A temperatura.cero coshO = 1 y scnhO =O y D11(k) se reduce a.l propagador 
A(k). Los efectos térmicos dan lugar a. que A y A• contribuyan a Du con 
atnplitudcs coshO y scnhO~ rcspcctivruncntc. Notemos que A• representa un 
tlujo de energía en la. dirección opuesta a la. ~- Una intcrprctaci6n iná.s 
clara de estas afirmaciones se obtiene si utilizainos las expresiones para. la. 
autocncrgía. retardada. y avanzada 

6(k0 )Il(k) + 6(-ko)Il.{k), 

Ilii(k). (3.2.19) 

para expresar D1 i como 

Du (k) = 6(ko) cosh2 6 - O(-ko)scnh2 0 
k2 - m2 - Iln(k) + iEko 

O(ko)scnh2 6 - 6(-ko)cosh2 6 
k'Z - m2 - Il,t(k) - ieko 

(3.2.20) 
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De donde resulta que,. a. tempei·atura finita. las soluciones de energía positiva. 
(negativa) se propagan tanto al futui-o con amplitud cosh9 (senh8) como 
hacia el pasado con anip1itud scnhO (cosh8). 

3.2.2 Campo espinorial 

Para el caso de los fcrmiones el proccdilniento es análogo al caso escalar, 
por lo cual sólo resumiremos los i·csultados más iniportantcs. 

El propagador libre está. dado por 

g(O) (p) = Up(po) ( íl-'i;+i< ~1 ) Up(po), 
?m-i., 

para u = /3/2, Ja matriz UF a<lquhc la forrna. 

donde 

cos<p 

sen<p 

-E(po) e/Jµ/Zsen<p) 
COSfP 

O(¡>a)ez/4 + 9(-po)e-z/4 

"'e:zo/2 + e-z/2 

O(po)e-z/4 + 9(-po)ez/4 

,/e:zo/2 + e-z/2 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

(3.2.23) 

con x = /3 CPo - µ). El propagador exacto adn1ite una representación sitnilar 

S (1') = Up(po) ( S~(p) -S~(p)) Up(po), (3.2.24) 

con la convcnsión de que la operación de conjugaci6n no opera sobre las 
matrices de Dirac. 1 Usando ahora Ja ecuación de Schwioger-Dyson 

S = 510) + 5(0) ;E S' (3.2.25) 

se comprueba que la matriz de a.ut.ocncrgín fcrmiónica se puede escribir como 

o ) u-• 
-E" F' 

(3.2.26) 

1 H~os usado esta uotnción por silnplicidnd. Uun not.ncióu n.lt.ernativa.es: S = "')oS'""}'o. 
Ja cual tiene e!>l mismo efecto d<- no coujugar la.. ... znntricC"l'i d<- Dirn.c. 
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y podemos entonces identificar a la función S que aparece en el propagador 
exacto con 

S(p) = i 
(>-tTI-E+iE 

(3.2.27) 

De la Ec. (3.2.26), es fácil verificar que se satisfacen la.s siguientes igualdades 

-e-/3¡.¿ E21 = i€{po) e-/1µ/ 2 tan 2cp lmE11 ., 

-Ei¡(p). (3.2.28) 

Es conveniente contar con las expresiones de la autoenergía retardada y 
avanzada en términos de los elementos de Eab· Combinando el equivalente 
fermi6nico de (3.2.19) con Ja Ec. (3.2.26), obtenemos 

E11 + e-t1p0/2 E12, 

Eu + e""°'2 E21 . (3.2.29) 

Estas relaciones fueron obtenidas por Kobcs [39] utilizando una adaptación 
al caso térmico del método causal de 't Hooft. De acúcrdo a este método, si 
considcran1os el diagra.rna de autocncrgía con las orientaciones para. el flujo 
de energía tal y como se muestra en la Fig. 3.2, con Po > O, entonces I::n 
(EA) representa la propagación del tiempo ti a tz, con t2 > ti (t2 < ti). 
Finalmente podemos utilizar (3.2.28) para escribir 

RcEn(p) 

lmEn(p) 

RcEA(p) = RcE11(p) 

-ImEA(p) = E(po)scc(21P)lmE11(p) 

-ie-13"csc(2<p )E12(p). (3.2.30) 

Si bien es posible calcular cualquier autocnerg{a a partir de E11, es más 
simple calcular la.e; partes imaginarias utilizando E12, que es una cantidad 
puramente imaginaria.. Por esta razón y para futura comparación con el 
resultad.o de la función de tres-puntos, bc?Dos escrito la segunda igualdad 
para Ja. parte imaginaria de Ea. 

3.3 Acción efectiva y ecuaciones de movimiento 

3.3.1 Simetría de intercambio 

En esta sección estudiaremos las simetrías y las ecuaciones de movimiento 
para el crunpo escalar. 
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p .. .. p 

Figura. 3.2: Autoenergía exacta. Las ftechas indican el flujo de energía.. 

En el capítulo anterior demost.ra.inos que la. funcional generatriz Z para. 
las funciones de Green térmiclL~~ puede ser factoriz.ada en tal forma que sólo 
los contornos C1 y C2 cont1·ibuycn a las funciones de Green, con lo cual 
los grados de libertad de los ca.n1pos se duplica... El resultado es una. teoría 
efectiva cuya funcional generatriz puede ser rep1·csentada en la siguiente 
forma 

(3.3.31) 

donde la lagra.ngiann. está. dada por 

(3.3.32) 

Esta lagrangiana posee una sin1ct.ría. discreta de intercambio Z2 (3) 

L [4>1. 4>2] = -L" [4>2, .Pi], (3.3.33) 

en la. cual los crun.pos de tipo-1 y tipo-2 se intercambian y, como consecuencia.,. 
la funcional generatriz satisface la siguiente igualdad 

Z[J1,J2] = Z"[-J2,-Jj]. (3.3.34) 

Esta simetría. se puede dcmost.rar considerando las ecuaciones (3.3.31) y 
{3.3.33) .. así con10 la.s propiedades del propagador D(O) que se siguen de 
(3.1.2). 

A partir de (3.3.34), es fácil con1probar que Z2 se verifica también para 
la funcional generatriz de los diagran1as de FcynDJa.n conexos, es decir: 

W[J1,h] = -W"[-J2.-J¡j. (3.3.35) 

donde 
(3.3.36) 
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Para cada fuente J 0 (a = l .. 2), los caJJlpos clásicos 'Po están definidos por 

6W[J1,h] 
'Po.= óJa ' (a= 1,2). (3.3.37) 

Puesto que los campos c.p0 son Cuncionalcs de las fuentes J1 y J2, heredan la. 
simetría de intercainbio, de tal forma que 

(3.3.38) 

La funcional gcnci·atriz r [rp1, 1P2] de los lla.niados diagramas de Fcynman 
irreducibles de una partícula. (lPI), trunbién. llama acción funcional efectiva,. 
se define a través de la transformada funcional de Legendrc: 

(3.3.39) 

Finalmente. a partir de los resultados anteriores, puede comprobarse que 
esta. funciona.! posee también la. simetría Z2: 

(3.3.40) 

3.3.2 Ecuaciones de movimiento 

En el vacío, Ja ecuaci6n de movimiento está dada. por la ecuaci6n 

5r =-J. 
5<p 

(3.3.41) 

Si derivru:nos la Ec. (3.3.39) íuncionahncnte con respecto a "'ª' obtenemos 

(a= 1,2). (3.3.42) 

La comparación con (3.3.41) sugiere considerar las anteriores como las ecua­
ciones de movimiento a temperatura finita. Sin embargo, nos interesa pre­
cisar cua1 es la ecuación efectiva a partir de la cual podemos extraer infor­
macióu física acerca de las propiedades del sistema. Por ejemplo, ¿Cuáles 
son las características de los modos normales que se propagan en el sistema? 
Para. proceder en cst.a dirección._ recordemos que los cainpos de tipo-1 son los 
ca.rn.pos físicos, mientras que los del tipo-2 son campos auxiliares o fantas­
UU\S. La...~ funciones de Green físicas son generadas derivando a Ja funcional 
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generatriz con respecto a J¡. Una forma de imponer estas condiciones, suge­
rida. por Niellli y Semenoff (3)., es pedir en (3.3.42) que J2 se anule, es decir 
se i01.pone la restricci6n 

(3.3.43) 

En principio se puede usar esta. ecuación para obtener 'P2 en función de <p1., 

o sea 'P2 = <p2[ipi]. En particular. en virtud de la Ec. (3.3.38) y debido a 
la sil:netría ~' se debería satisfacer t.pz ~ 'Pl en el límite J 0 -+O. Esto nos 
lleva a definir la. acci6n efectiva. a. ten1peratura. finita. cotno 

de donde, la ecuación de movhnicnto efectiva. es la siguiente 

lir0 [ip¡J =-Ji. 
Ó<p1 

(3.3.44) 

(3.3.45) 

Insistimos en que el crunpo <p;i es considerado como un campo fantasma. 
y la Ec. (3.3.43) nos pennitc cli1niuarlo co1npletamcntc. de tal forma que 
la ecuación de movin1icnto efectiva puede ser escrita sólo en términos de 
'Pl· A partir de la. ecuación anterior. esperamos extraer información física 
acerca de )as propiedades del sistcn1n. Sin c1nba.rgo, tal y como discutiremos 
posteriormente, en ocasiones es necesario imponer condiciones adicionales. 

Nos interesa expresar In ecuación de 1novimiento en términos de las fun­
ciones de Green que se calculan de diagramas de Feynman. Lo harcrnoa en 
Ja aproximación lineal, despreciando tél"In.inos de orden mayor al cuadrático 
en la acción efectiva. Recordcn.ios que el propagador exacto Dab se obtiene 
al derivar dos veces la funcional W con rcspcct.o a las fuentes y evaluando 
en J1 = J2 =O: 

Dab (:i:, y)= ,S2 W [Ji• .J,] 1 = - Ó<pu(:r) 1 , 
.SJ.,(:r) .SJb(Y) J.=O ÓJb(Y) J.=O <3

·
3

·
46

) 

mientras que la fnnción de dos puntos rub (x. y). SC define CODlO 

r~7,lcx,y)= .s2r[ip1.<p2] 1 =-.SJa(:r)I • 
d<p.,(x) liip¡,(y) .,.=O Ó<pb(Y) .,,.=O 

con lo cual se cornprueba que r ª" es el inverso de Dub: 

J dz óqi>0 (x) óJc(z) 
.SJc(Z) óql;>b(Y) 

tSd1,,t5(:r: - y). 

(3.3.47) 

(3.3.48) 
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Consideremos el desarrollo funcional de Ja acción en serie de potencias 
en Jos Ca.J:Dpos clásicos. En el espacio de momentos se obtiene 

(3.3.49) 

donde los puntos suspensivos indican términos de orden mayo; en los campos, 
los cuales no necesitamos considerar. En la. Ec. (3.3.48) hemos probado que 
rao es el inverso del propagador Dab· Si utilizanios las Ecs. (3.1.1) y (3.2.13) 
obtcndretnos 

r~'¡1 (k) = (k 2 
- m 2

) 0-3 - IIao(k). (3.3.50) 

donde 03 es la t.erce1·a matriz de Pauli. La Ec. (3.3.44) combinada con 
(3.3.49) nos pennite eliminar "'2 en términos de .P1 y, utilizando (3.3.50), 
encontranios que la ccuaci6:n de movimiento efectiva (3.3.45) ton1a. la forma. 

k2 _ m~ + rr
22 

[ (k 2 - n>
2

)
2 

- (k
2 

- m
2

) Tr (uafi) - dct (Il)J ip1 = J1. 

(3.3.51) 
Como habíamos mencionado anteriormente. las cantidades fís.icas deben 

ser independientes del pará.rn.etro de contorno u. La ecuación de movimiento 
efectiva. cun1ple con dicha condición. En efecto., Ja autocncrgía para un valor 
arbitrario de u se obtiene a partir de Ja correspondiente matriz con a = /3/2 
mediante una relación de similitud análoga. a (3.2.10): 

(3.3.52) 

De nqui resulta que Tr(u3Il~J = Tr(aalla='1/2 ) y dct(Ila) det(lla='1/2 ), 

con Jo cual se demuestra que la ecuación de Ulovimicnto (3.3.51) no depende 
de o. Empleando (3.2.14)., la ecuaci6n de movimiento efectiva puede ser 
escrita en términos de n y de n· 

k2 _ .,,.~ + n22 (k2 - =2 - rr) (k2 - "'2 -rr·) 'P1 =Ji. (3.3.53) 

Alternativamente, si recurrimos a (3.2.19), puede expresarse en términos de 
las autoenergías retardadas y avanzadas: 

k2 - .,,.,~ + Il22 (k2 - ,.,..2 - rr,.) (k2 - m2 - IIn) 'PI = J,. (3.3.54) 

La ecuación de movimiento (3.3.53) ó (3.3.54) incluye el efecto de las co­
rrecioncs cuánticas pe1·turbativas a través de Ja autocnergía. Notemos que 
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la ecuación de moviiniento en (3.3.53) tiene el líIDite correcto a teDJperatura 
cero., en ese límite Il22 = -rr· y rccobrrunos la ecuación {k2 - m 2 - Il) 'PI = 
J¡. A temperatura finita tant.o TI como n• contribuyen a la ecuación de 
movimiento. 

Para una perturbación externa del sistema representada por la. fuente J1., 
Ja ecuación de movimiento nos permite despejar el ca.inpo 'Pl como función 
de Ji. Es fácil cori·oborar que una función de Green necesaria para resolver 
(3.3.53) está dada por el propagador D11 de la. Ec. (3.2.18). En efecto, D11 
es inverso de la cantidad que 1nultiplica. a cp¡ en (3.3.53). Sin embargo., es 
necesario imponer una restricción dictada por las condiciones de frontera o 
causalidad. Si Ja perturbación (Ji) se w.encicndc" a un tiempo t, la respuesta. 
debe anularse para tiempos anteriores. Poi· Jo tanto, sólo debernos considerar 
la parte retardada del propagador D 11. Con Jo cual podemos escribir para 
Ja solución de la ecuación de Illovhniento en el espacio de confit.rt_tración: 

<p(x) = j dx G n(x - x') J(x') (3.3.55) 

donde G n(x - :x') es Ja transforn1ada de Fouricr de la contribución retardada 
a Du (ver (3.2.20)), es decir 

G ( _ ') = ¡ d
4

k -;1.,.¡r-z') [6(ko)cosh
2
6- 9(-ko)senh2 6J (3 ) 

R x x (211")4 e k2 - .,.2 - IIn + ieko . .3.56 

Los resultados en {3.3.55) y (3.3.5G) son los esperndos de acuerdo a la teoría 
de respuesta linea.) {40, 41]. Finah11entc, notamos que para determinar las 
cuasipartículas,. o sea los 1no<los nonnalcs c¡ue se propagan en el medio .. 
debemos encontrar Jos polos del propagador en Gn; es decir .. se debe resolver 
la ecuación 

k 2 - 1n2 = Iln(k), 

y la correspondiente ecuación de movimiento está dada por 

(k2 - m 2 - Iln(k)),,., =o. 

3.4 Electrodinámica 

3.4.1 QED a temperatura finita 

(3.3.57) 

(3.3.58) 

Como discut.in1os en la introducción._ nuestro interés primordial consiste 
en estudiar las sin1etrías de las teorías de norma a temperatura finita._ en 
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particular de la electrodinámica cuántica. Consideremos un sistema de 
Ceno.iones y fotones a temperatura finita., descritos por la Lagrangiana de 
QED que incluye el término que fija la norma de Lorentz 

(3.4.59) 

En el contorno C en el plano complejo., la funcional generatriz tiene la ex­
presión formal 

z (J,., TI• i¡J = J (DA,.n.pn.¡;J exp { i .[ (.CQED + .¡;T} + •7.P + JvAV)} • 

(3.4.60) 
con las condiciones de frontera Av{-T¡) = Av(-T¡ - i/3) para los campos 
de norma y .p(-T;) = -e11"?f1(-T; - i/3), .¡;(--r;) = -e-11".¡;(--r; - i/3) para 
los cainpos de Fermi. La acción sin e] térinino que fija la norma y sin los 
términos de fuentes., es invariante bajo Ja transformación de norma 

Aµ--> A,.+8,.A, ..¡, --> exp { -ieA} .¡,, .¡; --> cxp { icA} .ff,, (3.4.61) 

donde la deriva.da tcn1poral tiene soporte a. lo largo de C. La. prCgunta que 
surge y a la. cual responderemos en la subsccción 3.4.3 es si la formuln.ció11 
de la. teorín en tiempo-real preserva. Ja. simetría. de norma. 

Siguiendo el método explica.do en Ja. subsccci6n 2.2.1, la. funcional gene­
ratriz Z puede ser expresada. en términos de una integral sobre Jos caI11.pos 
en tiempo real, pero con. los grados de libertad en los campos duplicados: 

(3.4.62) 

donde la acción efectiva St.-/ es 

S,f = SqED + J (.¡;aT/a + iia..Pa + J;!A!;) (3.4.63) 

la cual incluye los términos de fuentes y la acción SqED = f C.qED {1; 2] se 
ecribe en términos de la lagrangiana a temperatura. finita 

.CqeD (l; 2) E .C.QED (,P1, A); ?f12, A~). (3.4.64) 

Es conveniente separru· en la lagrangiana. las contribuciones que provienen de 
los caxn.pos fcrmiónicos, de los cainpos de norma y del término de interacción: 

.CQED (l; 2) = .C,¡, +.CA+ .C;, (3.4.65) 
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donde 

e, 

.,¡;ª [s<0>]:b' •h. 

!_A" [v<0 >]- 1 A" 2 a 1iv ab b' 

- [ e1f, 1 -yµ.Y, 1 A~ - e.¡;2-y,...¡,2 A!l] (3.4.66) 

El propagador fermi6nico libre ya ha. sido a.rnplimcnte examina.do en las 
secciones anteriores. Pa.rn. el ca1npo de nonna.,. el propagador libre está. dado 
por la expresión 

(3.4.67) 

donde D(O) (k, O)""" D(O) (k, 11~ =O) se obtiene a partir del propagador escalar 
(3.1.4) poniendo la Inasa. igual n cero. La derivación de el propagador del 
campo de norma (3.4.67) se muestra. en el apéndice B y en la Reí. [42). 

A partir de la expresiones (3.2.21) y (3.4.67), encontrarnos que el inverso 
de los propagadores libres fcrn1iónico y de norma. pueden ser expresados en 
la. forma 

[s<º><Pir' 
[n~~<kir' 

2 
<P- •n) cr3 + i~ [u¡;1 {pol] , 

[-k2 g 1,., + (1 - l;)kµkv] cr3 - ieg1,., [U0 1 (ko)]2 

(3.4.68) 

En las expresiones anteriores hen1os retenido el término que contiene la can­
tidad infinitesimal e:, para. definir apropiadn.men.tc los propagadores en el es­
pacio de Minkowski. A tcu1pcra.t.ura cero. la. cantidad E es incluida como un 
factor de convergencia.. de t.al n1aucra que las integrales de trayectoria estén 
bien definidas. A t.cn1pcratu.ra. fiuit.a.. este procedimiento es esencial no sólo 
para garantizar la convergencia .. sino t.r:unbiéu para. man.tener la información 
de la temperatura.. De la. Ec. (3.4.GS). es claro que toda. la infonna.ción de la 
temperatura reside en el t.énniao qnc contiene al factor E. Puede observarse., 
también., que los ca.1npos de t.ipo-1 y de tipo-2 se desacoplan en el límite en 
que E -+ O ó T -1> O. Noternos que la rot.a.ción de Wick puede llevarse a cabo 
para. D11., pero no para para D22. donde habría que hacer 1>o -Jo -ipo para 
evitar lOs polos. Para e) sistc111a. cou1plct.o de campos físicos y fantasJDa.s 
térmicos no se puede hacer la i·otación de Wick. 
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Como una consecuencia de mantener el término proporcional a E',. Ja 
acción es no local en Ja variable temporal. Sustituyendo (3.4.68) en la 
Ec. (3.4.65) encontrarnos, en el espacio de configuración, las siguientes ex­
presiones que contribuyen a Ja parte fermiónica de la acción: 

j C,¡, = j dxudyodxijj0 (xo,x) [ó(xo - yo)(i¡J- m)u3 

]

ab 

+i<:M(xo - Yo) .Pt.(yo,x). (3.4.69) 

donde 

M ( ) J dko [u-'(p >]2 -•,,.,Czo-JIQ) 
abXo-yo = 2'n F O 06 e · (3.4.70) 

SiUliJa.nncntc, la contribución de los campos de norilla está dada por 

con 

~ j dxodyodxA~(xo,x) 
x(ó(xo - yo){gµ.,D + ({ - 1)8,..8.,}a3 
+frgµ.,N(xo - Yo)r•Al;'(yo,x), (3.4.71) 

(3.4.72) 

En el límite de temperatura cero N = M = Ió(xo - Yo), donde I es Ja 
matriz identidad.. En este límite Jos campos físicos y Jos caro.pos fantasma 
se desacoplan y la localidad tc1:npora.I se recupera. 

Finalmente, resumimos algunos resultados referentes al propagador térmi­
co del fotón. La. ecuación de Schwingcr-Dyson para el propagador completo 
tollla. la forma 

(3.4.73) 

donde [nt~(k)] está. dado por la Ec. (3.4.67) y el tensor de polarización 
tiene la estructura matricial siguiente 

(3.4.74) 

De manera análoga al caso fermiónico, discutido en la subsección 3.2.2, se 
encuentra el tensor de polarización. retardado y avanzado como función de 
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los elementos de la matriz IIµ..,.: 

Il~(k) 

nÁ"(k) 

Ilfl + e-,Bp0/2nr; t 

Ilfl + e.BPD/2nt;j' . 

Otrae relaciones útiles son las siguientes 

II"" 12 

11
,, ... 
11 

n~r = -i tanh28 IDI n~¡ , 
(Illl:'.;°J". 

3.4.2 Simetría Z 2 en QED 

51 

(3.4.75) 

(3.4.76) 

Como ya. hemos discutido en la subsccción 3.3.l, la teoría escalar a tem­
peratura finita tiene una. simetría. Z2 bajo el intercambio de Jos campos de 
tipo-1 y de tipo-2. Para discutir las simetrías discretas de Ja Jagrangiana 
de QED a temperatura finita, tal y corno hemos hecho en Ja Ref. [43], es 
conveniente expresar los campos de norma y los campos fermiónicos como 
espinares de dos componentes 

A"= C~D. q,=(~~) .z, = ( ,¡,, .P» . (3.4.77) 

y de igual Corma para las fuentes 

J" = ( Jl' J!j). q= (~~) . ij = ( ¡;, .,,., ) . (3.4.78) 

La parte de la Jagrangiana que sólo contiene Jos campos de norma. en 
la Ec. (3.4.65) tiene una simetría Z2 sin1ilar a la del canlpo escalar. Esta 
simetría puede ser escrita en ténninos de .CA (3.4.66) como 

(3.4.79) 

Por otra. parte, observemos que el inverso del propagador fcrmiónico en 
Ja Ec. (3.4.68) satisface la condición2 

s<0 > = -ü s<0 > ü. [ ]-·· [ 1-· (3.4.80) 

2Noteuios que, pn.rn. potcncin.1 <JUÍu1ico c<.-ro, U - -a;i. Recordemos que 5• es en 
realidad -Yo s• "'}'O. 
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A partir de este resulta.do es inmediato detenninar que la simetría de la parte 
íermiónica está dada por 

c.,,, r+. "'1 = -c.~ r+·&. a--I-"J. (3.4.81) 

Por Jo tanto se tiene 

(3.4.82) 

y como consecuencia de esta igualdad, la .funcional generatriz posee también 
una simetría Z2 dada por 

(3.4.83) 

Nueva.in ente consideramos la funcional generatriz W, de Jos diagra.xnas conexos., 
definida. por 

(3.4.84) 

así como la funcional generatriz r de las gráficas lPI, definida por Ja trans-
formación de Lcgcndre · 

(3.4.85) 

Derivando funcionalmente Ja acción anterior con respecto a las fuentes y a 
los caxnpos se encuentran las siguientes expresiones: 

aw 
A;'.,. ar Jª 

aJ;: 8Aj! = - µ.' 

aw ..Pª. .!!E_=-¡¡ª a¡¡a a..pa 

aw ;¡,a• ar a 
(3.4.86) 

°'1ª &;pi = -TJ -

En las ecuaciones (3.4.85) y (3.4.86) ,P0 , ij,0 y A;'.. se refieren a los campos 
clásicos. Para confundir al lector. utilizrunoR Ja DJisma notación para los 
ca.nipos clásicos y para aquellos que aparecen en la integral de crunino. La 
simetría. Z2 en Ja teoría se realiza en Ja funcional r con la condición 

(3.4.87) 



3.4. ELECTRODINÁMICA 53 

Esta simetría puede ser utilizada para reducir el núxncro de funciones de 
Green irreducibles de una pai·tícuJa (lPI) indcpenclientes. tal y co1no ex­
plicaremos a continuación. La.s funciones vértice ineducibJes Be obtienen 
derivando r COll respecto a Jos Ca.JU.pos cJásieo&. Le'"\. fuucÍÓn fertniónica de 
doe puntos es el inverso del propagador exacto.. La relación explícit;a. en el 
espacio de :momentos es 

(2 ) 4 r(p - ') ·5-1 (p) - j i d ¡ (p'z-wl ,s2r 1 
1r " P • ab - <"' ye .S.,P

0
(x)ó.Pb(Y) O• 

(3.4.88) 

Empleando la ecuación a11tcrio1·. la condición da.da. en (3.4.87) y Ja. ecuación 
de Schwinger-Dyson (Ec. (3.2.25)), se puede demostrar que se sa.tisf"a.ccn Ja..o:; 
siguientes relaciones ent1·c las con1ponentes de Ja matriz de autoenergía 

(3.4.89) 

Si combina.mas estas relaciones con las expresiones para las autoenergía.s 
retardadas y avanzadas {3.2.29), encontrarnos que la. condición En = EA 
itnplica la siguiente igualdad 

(3.4.90) 

Esta ecuac1on corresponde exnct.a1nente a la llnmada wccuación circular", 
que resulta de aplicar relaciones de causalidad a las íun.cioncs de dos puntos 
l39J. Las relaciones (3.4.89) y (3.4.90) muestran que de las cuatro compo­
nentes (complejas) de la matriz de autocnergía, sólo una es independiente. 
Como habia.Jllos n1cncionado antcrior1ncntc. la. sirnct.ría Z2 es la explicación 
de poder escribir la autoenergía y el propagador (ver (3.2.24), (3.2.26)) en 
términos de una .función independiente. Si bien el resultado Mttcrior se puede 
establecer de ot;ras 1nanera..s (por cjc1uplo, recurriendo a Ja representación es­
pectral como ilustranJos en Ja Sccc. 3.2). el uso ele la simetría Z2 provee un 
método sistemático que pcrn1itc .siiupJificar no sólo funciones de dos-puntos .. 
sino también las de n-puntos. 

La Cunción vértice r~t>c(q.p) de QED {ver Fig. 3.3). está definida. por 

ie (2:rr)4 ó(p'-p-q)I'1',,._(q.p) = jdxdyd::c'<1h-PJ1-qz) óªr / . 
ª ó.,Pc(z)óTl'b(Y)ÓA~(x) o 

(3.4.91) 
donde el primer índice se refie1·c a Ja línea. cxt.erna fotónica con momento q. 
el índice intermedio se refiere a. la línea del fermión entrante con momento 
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Figura 3.3: F\J.nción vértice. 

p y el último índice se refiere al Ccrniión sa.lientc que tiene IDomcnto p + q. 
Notemos que debido a que los índices a, b y e pueden tomar valores 1 y 
2, tenemos en total ocho funciones vértice; sin embargo, co010 veremos en 
seguida, sólo tres de ellas son independientes. 

La simetría Z2, dada en (3.4.87), combinada con la definición a.n.tcrior 
implica las siguientes relaciones: 

r222(q,p) 

r221 (q,p) 

r212(q,p) 

rr22(q,p) 

- (f't'u (q,p)J" ' 
ePµ (rt'12(q,p))" 

e-Pµ !f't'21 (q,p)]" 

- [f'2u (q,p)]" · {3.4.92) 

Existe una relación adicional entre las distintas funciones vértice (ecuación 
circular); dada por 

rf11 + e-.B90 /2r~11 + e-f:lpo/2rf21 + ePro/2r~21 
+ e-Pro/2r~',2 + ePPD/2 f'!:12 + eP90 / 2rf22 + f'!:22 = 0, (3.4.93) 

donde ro= po+qo. La Ec. (3.4.93) se obtiene utilizando el método causnl de 
Kobes (39] a las funciones vértice para QED. Junto con (3.4.92) representan 
cinco restricciones cornplcjn.s, en consecuencia sólo tres funciones son inde­
pendientes. Es conveniente definir estas funciones de forma ta.l que tengan 
propiedades de causalidad bien definidas. 

Siguiendo el método de Kobes, introducimos las siguientes funciones de 
tres puntos 

r~,(q,p) 
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Figura 3.4: La. figura (a) representa a la función retardada r~u., mientras 
que (b) y (e) representan a ln.s funciones r~ y ~R37 respectiva.mente. 

r'.:.,,(q,p) 

r~(q,p) 

rf11 + e-tJqo/2r~ll + e-t3ro/2r~'12 + ef;fpo/2r~l2. 
rf11 + e-¡jc¡o/2r~ll + e-/3po/2r't21 + e/Jro/2r~21 7 

(3.4.94) 

donde r~J 7 r~ y r~ son las funciones vértices retarda.das con respecto a 
la línea externa l., 2 ó 3., respcctiva.nientc. El l., 2 y 3 se refieren al (otón, al 
electrón con mo1nento p y al electrón con momento p + q, rcspectiV81Jlente. 
En el caso de la función de dos punt.os (autoencrgía) se puede definir una. sóla 
función retardada. (ver Fig. 3.2 y discusión de la Sccc. 3.2.2). Para el caso de 
una función de tres puntos~ los di.a.graina.s en la Fig. 3.4 ayudan a entender 
porque se puede definir tres funciones retarda.das. En efecto., consideremos 
que las component.cs ]JO y qo son positivas. para la..~ orientaciones presentadas 
en la Fig. (a), r"k1 representa. el vértice (al pasar a la representación del 
espacio de configuración) tal que el tiempo t1 es el t.ie:rnpo mayor (es decir, 
t1 > ~2, ta). Existen otras dos configuraciones independientes 01ost.radas 
en las Figs. (b) y (e) correspondicnt.es a r~ y r~ en las cuales. t2 y ta 
corresponden al tic1npo inayor. Los diagra.i1u1..~ conjuga.dos (o con las Hechas 
invertidas) representa.u las funciones vértice avanzadas. 
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3.4.3 Identidades de W"ard 

En esta. sección estudiarcDJ.os la simetría. de norma de la. e\ectrodiná.tnica. 
cuántica. a. tet:Dpcratu.ra. finita. y las correspondientes identidades de Ward. 
Recordemos prime•o que, a tempera.tura. cero .. la. la.grangiana. de QED es in­
variante ha.jo una transforma.ción de norma.. Sin embargo, para. poder definir 
el propagador del fotón es necesario añadir un término que fija. la. norma.. 
Debido a. la. presencia de ese té1-mino, así como a. los que dependen de las 
fuentes., la. acción efectiva en la. funcional generatriz ya. no es invariante de 
norma. Sin embargo, aún cuando la invaria.ncia. de norma. de la. teoría. no 
es manifiesta., dicha. invariancia. preserva. en los observa.bles. Las ca.ntidadcs 
físicas de la. teoría., expresadas en términos de las funciones de Green, no 
dependen de la norma usada, lo cual se logra si \as funciona.les generatri­
ces Z [J) 6 r son invariantes de norma.. Este Tcquisito da por resultado 
condiciones no triviales que conducen a las identidades de Wa.rd de la. teoría.., 
válidas a. todo orden en teoría. de perturbaciones. 

Como hemos establecido en la. subscccióu 3.4.l, la. la.grangiana. de QED 
a. tempera.tura finita sin el término que fija \a norma., fonnula..da. a lo largo 
del contorno complejo C., es invariante de norma. Ya que la teoTÍa. ha. sido 
reformulada. en tiempo real, de ta\ manera. que los grados de libertad en los 
campos se han duplicado., ca.be preguntarse acerca de las propiedades de la. 
invariancia de norma de la. teoría. efectiva. y de sus consecuencias. 

Considcrclllos la trn.nsforrnació:n. de norma infinitesimal: 

A~ --. A~+ éPA 0 ., 

1/Ja -i- 1/ia - ieAa't/Ja ., 

1Pa -+ ij,a + ieAa.¡¡,a, (3.4.95) 

donde J\.º(x) con a= 1.,2 son funciones arbitrarias. De a.cuerdo a las rela­
ciones anteriores, cada cmnpo térmico se transforma de :manera indepen­
diente. La. accion efectiva. a tempera.tura finita Se¡ que aparece en la. fun­
cional generatriz en (3.4.62) no es invariante bajo una transformación de 
norma. Al igual que en el va.cío, Se¡ cambia. debido a. los términos que fijan la. 
norma. y a los que contienen las fuentes. Pero ahora. a.parece una contribución 
nueva. al ca.znbio de Se/ debida. a los tér1ninos que dependen exp\ícitai:ncntc 
de la. tempera.tura.. Lo anterior puede observarse de la. Ec. (3.4.69): las com­
ponentes no diagonales de la matriz M dnn lugar a términos de la. forma.1/!o.tPb 
con a # b que .. de acuerdo n. las transfonna.ciones (3.4.95), no permanecen 
inva.ria.ntcs. Asimismo .. debido a que la acción es no local en el tiempo., ni 
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siquiera los términos diagonales permanecen invariantes. La. interrogante 
ahora es si estos términos arruinan la invariancia de norma de Ja teoría º• 
si al igual que en el vacío. poden1os exigir que la funcional generatriz Z [JJ 
permanezca inva.ria.i1te. 

A fin de responder la cuestión p)ant.cada. es conveniente descomponer en 
dos partes la variación de Sef bajo una tra.nsfoUlaci6n de norma i.nfinitesinial 
y escribir 

óSef = óSo + óSr • (3.4.96) 

donde &So resulta de la variación del tér1nino que fija Ja norma y los términos 
de las fuentes .. mientras que JSr proviene de Ja variación de Jos términos que 
dependen explícita1nente de la. t.etnpcratura. Utilizando las Ecs. (3.4.62)­
(3.4.68) conjuntru.nente con (3.4.9G) .. resulta 

óSo (Cr. ~. A 1'] = j dx (-~"ª (8 · Aa) O+ J:;o,. - ie (Tia.Po - vi;a'la)] Aa, 

(3.4.97) 

con €1 = -~2 = L La variaci6n óSr, obtenida. combinando (3.4.95) con 
(3.4.69) y (3.4.71), está dada por 

óSr (4', ~.Aµ]= iE j dxdxoduo{ - 1\ª(xo)O('~¡ [Nab(Xo - Yo)At(Yo)] 

+ie [Aª(xo) - J\b(Yo)] .Pu(xo. x)Mª6(xo - Yol.Pb(yo,x)}. (3.4.98) 

A pesar de que Sef ca.n1bia bajo Ja. tra.nsformaci6n de norma, exigiIDos que 
Ja funcional generatriz sea iuvarhu1tc de nonna. Si sustituirnos la variación 
de Sef en Ja expresión para Ja funcional generatriz Z, considerando que las 
funciones arbitrarias Aa son iufinitcsin1alcs y 1:1acicndo adenlás las sustitu­
ciones 

l ó 
tPa ---+ i Ó1]a • (3.4.99) 

Ja condición de que Z sea invariante ante una t.ransCormación de norma 
implica: 

{ [
ó ó ó] [ó ,¡ ó]} . óSo Óq. ór¡. óJµ + óSr ór¡. ór¡. -g:¡¡; z [r;. q, JI J = o. (3.4.100) 

Usando la definición da.da en Ja Ec. (3.4.84), podernos expresar esta relación 
en términos de la funcional W. Finahncntc. empleando las ecuaciones (3.4.85) 
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y (3.4.86), obtenemos la condición dictada por la invariancia de norma para 
la funcional r: 

{ .... oa. Aª(:z:) + ª".sA6;'c:z:) - ie ( .P .. C:z:J .s:..~:z:J - .,¡,.(:z:) .s.¡,65,.,)) 

+ fre J dyo [•,;;; .. (xa)Mªb(xo - uo).Pb(Yo) + Mªb(xa - Yo):-:~:~~ 

(a+-> b,xo +->yo) J - fr J dyo8/~i [N ... (xo - YoJA!CYo.xJJ =o, 
(3.4.101) 

donde hemos utilizado el hecho de que las funciones de nor1I1a .1\0 son arbi­
trarias y no se suma. sobre el índice a, pero sobre b sí. Esta ecuación refleja 
el contenido general de las identidades de Ward en el formalisxno de tiempo 
real de la teoría de cainpos a temperatura. finita. Derivadas funcionales de 
la Ec. (3.4.101) evaluadas en A:: = T¡;0 = 1/.Ja =O, generan relaciones entre las 
funciones de Green irreducibles de una partícula (IPI), las cuales son una 
consecuencia de la invariancia de nor01a de Ja teoría. 

Derivemos primero (3.4.101) con respecto al ca.nipa A;!(x) pa.i"a. obtener 
una. relación para el inverso del propagador exacto del fotón. Recurriendo a 
la definición 

.SA~A ... lo = n;;,! ' (3.4.102) 

obtenemos el siguiente resultado en el espacio de momentos 

(3.4.103) 

Esta relación se satisface a todos los órdenes en teoría de perturbaciones. Al 
orden más bajo, empicando (3.4.68) comprobamos que (3.4.103) se satisface 
para el caso del propagador libre. Por otro lado. de acuerdo a Ja ecuación 
de Schwinger-Dyson, el efecto de las correcciones radiativas es agregar un 
término de autocnergía Dµ:v al propagador desnudo. De esta .forma, a par't.ir 
de (3.4.103), obtenemos 

q"IIµ..,(q) = O, (3.4.104) 

Jo cual demuestra que todas las componentes del tensor de polarización 
del fotón son transversales con respecto al momento q. Consecuentemente, 
cualquier tensor de polarización efectivo definido como una combinación li­
neal de los elementos de Ilµv será tanibién transversal. De aquí que el tensor 
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de polarización ordenado temporahncnte., el avanzado y el retardado., sean 
todos transversales: q'-'Il,.,.., = qµn:,, = qJJil-f!",,, =O. 

Aunque por Jo com.ún se acepta que la iuvariancia de nonna no es afec­
tada por la temperatura. recientemente se han hecho sugerencias en el sen­
tido de que las identidades de Ward podrían violarse a temperatura finita. 
[44, 45). Nuestro análisis demuestra la falsedad de tales elucubraciones. 
Hemos visto que las contribuciones térmicas. contenidas en el término E re­
quieren un trata.Iniento especial (43]. Las contribuciones del parámetro de 
:norma y las del factor E en la Ec. (3.4.103), se cancelan exactainente con las 
correspondientes contribuciones que provienen del inverso del propagador 
exacto del fotón, de tal forma que, el tensor de polarización es mn.nifiesta­
rnente transverso a todos Jos órdenes en teoría de perturbaciones. Con ello 
demostra.tnos que Jas identidades de Ward se satisfacen~ no s61o a nivel de 
un rizo sino a. todos los órdenes en teoría de perturbaciones. 

Como una segunda aplicación de la igualdad (3.4.101), derivemos dicha 
ecua.ci6n con respecto a. t/>b y .,¡,e· Evaluanl.Os en A!: = ij,ª = 'f/.!a = O y 
utilizando la. definición de Ja función vértice (3.4.91) y la expresión para el 
inverso del propagado1· exacto (3.4.88) del fermión. obtenernos 

Óab [s,;;,' (p + q) - ic [u¡;' (po + qo)J:
0
J 

Óac [s.;¡,1 (p) -fr [u¡; 1 (PD)J:
6

] • (3.4.105) 

Estas son las identidades de Ward que relacionan el inverso del propa­
gador fermiónico exacto con las funciones vértice.3 

Las identidades de Ward dadas por (3.4.105) se satisfacen al orden :más 
bajo. En efecto, sustituiyendo el inverso del propagador libre (3.4.68), resulta 

(3.4.106) 

Ja cual es trivialmente satisfecha., ya que los únicos vértices distintos de cero 
a. nivel de árbol son r~ 11 = -r~22 = ""(µ. De acuerdo a esto~ podemos escribir 

3 Es instructivo comparar Ja estructura de las identidad ea deo Ward a temperatura &mita 
con las correspondientes ide-ntidades q11e se obtienen ~ el '\'aCÍo. La. Ec:. (3.4.105) rcpr~ 
&e!at:& ocho relaciones, una para cada elemeuto de r:: ..... Jas cunles incluyen contribuciones 
explícitas que- provienen dd término i~. A teinperntura cero, Jn DJatriz UF (pro) ae reduce 
a Ja identidad., con Jo cual Jos tér1ninos que dependen de ~ se anuJIUJ. AdicionaJDJente lo• 
campos tipo-J y tipo-2 se desn.copJan, con Jo cual tenemos sólo dos identidades de \Vard; 
una para Jos cn.•npos físicos y In otra para lo!» cn1npos funta&UUL .. térmicos. 
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la funciones vértice como 

(3.4.107) 

donde A!:bc(q.,p) representan IBB correciones radiativas al vértice. Entonces., 
las identidades de Ward combinadas con la ecuación de Schwingcr-Dyson 
(3.2.25) implican las relaciones 

Explícitamente, estas ecuaciones son las siguientes: 

q,.At11Cq,p) 

q,.At12(q,p) 

q,.At21 (q, p) 

q,.At22(q,p) 

q,.J\1;;11 (q, p) 

q,.Al;;12(q,p) 

q,.Al;;21 (q,p) 

q,.A!l22(q,p) 

- [E11 (p + q) - E11 (p)] , 

-E21(p+q), 

E12(p), 

º· 
º· E21 (p), 

-E21(p +q), 

- [E22(p + q) - E22(p)j . 

(3.4.108) 

(3.4.109) 

A partir de la. rcla.cioncs anteriores, podemos deducir algunos resultados 
importantes. En primer lugar, notemos que la función vértice., para la. cual 
los índices térmicos que se refieren a. los rcrmioncs son iguales pero distintos 
al índice térmico que etiqueta al fotón, esto es r)22 y rtz11, son vértices 
transversos al momento q. Observemos también que las funciones A)11 (O,p) 
y A~22(0,p) pueden ser determinadas en térnúnos de las componentes diago­
nales de la autocncrgía del fermión: 

(3.4.110) 

Otros resultados ae siguen de comparar la. segunda. (tercera) igualdad con 
Ja sexta (séptima) igualdad en (3.4.109). De esa manera obtenemos las 

_ siguientes relaciones para las partes longitudinales (respecto a q,_.) 

q,,A':12(q,p) 

q,.A!h1 (q,p) 

-q,..ll.!.!12(q,p + q). 

-q,.At21 (q.p + q) · (3.4.111) 



3.4. ELECTR.ODINÁMICA 61 

Es de notar que el momento del fcrmión en el vértice del lado derecho ca.inbia 
de p a p+q. Las cuatro funciones vértice en (3.4.111) son imaginaria& puras 
ya que E12 y E21 en (3.4.109) también lo son. 

Un resultado interesante se obtiene al comprobar que las cuatro Cun­
ciones vértice en (3.4.111) son singulares en el límite q,.. -+ O. En efecto, 
en dicho límite las identidades de Ward en (3.4.109) exigen o bien que di­
chos vértices sean singulares cu ql• = O ó que los elementos no diagonales 
de E se anulen en dicho límite. Conl.o sabemos que. en general .. ningún ele­
mento de la autoenergía se cancela. tenemos que concluir que las funciones 
vértice (A~b.t:-(q.,p); b-::¡!= e). son singulares en qlJ =O. La estn1ctura de dicha 
singularidad será analizada con n1a.yor detalle en el siguiente capítulo. 

Las identidades de Ward que hemos encontrado son útiles no solamente 
para probar la invariancia de uonna. de la teoría, sino talllbién para reducir 
el número de funciones vértice independientes. PriDiero combinarnos las 
relaciones (3.4.92) y (3.4.93), debidas a la simetría Z2, con (3.4.111) para 
obtener la siguiente relación (válida para las componentes longitudinales) 

qv[lm A'í1 ¡ (q,p)] = ie-/3"/2 <Jv[csc(2'f'p+q)A'í21(q,p + q) 

-csc(2'f'p)A'í21(q,p)]. (3.4.112) 

Utilizando este resultado podemos den1ostrar que las funciones vértice retar­
dadas definidas en la Ec. (3.4.94), pueden ser cscrit.a.s en la siguiente forma 

ReA'R,(q,p) 

lmA'R,(q,p) 

lmA/,,(q,p) 

ReA'R, (q,p) =Re.AR, (q,p) = ReAi'11(q,p) 

~e-l1µ/2 [csc(2'f'1,+q)A'í21C'7•P + q) + csc(2'f'p)Ai'21 (q,p)] 
i 

~e-11µ/2 [csc(2'f'1,+q)Ai'21 (q,p + q) - csc(2'f'p)Ai'21 (q,p)] 
i 

-ImA/,
3
(q,p). (3.4.113) 

Estas igualdades son de gran utilidad .. ya que demuestran que (para la parte 
longitudinal) de ocho funciones complejas. A!:bc que representan el vértice de 
QED, s6lo una es independiente. La. co1nbinación de las relaciones que se 
siguen de la. simetría Z2 con la..c; obtenidas de las identidades de Ward, per­
mite expresar la.s componentes de A:;bc y por lo tanto los vértices retardados, 
en términos de una sóla función conl.plcja. De acuerdo a (3.4.113) podemos 
elegir a la..c; funciones ReJ\.'f11 (q.p) y A~21 (q.p). para. dctern1i11ar completa­
mente los tres vértices retardados. Es de scúalarse que aunque A'J21 (q.p) es 
singular en el lí1nitc qµ. ~ o. dicha :-;ingula.ridad se cancela. para los vértices 
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A'R
2 

y A~. En consecuencia. sólo J\~1 (q,p) presenta una singularidad en 
dicho U1nite. 

De acuerdo con la Ec. (3.2.29), ve01os que la parte real e imaginaria 
de En se obtienen a partir de ReE11 y E12 .. respectiva.mente. Aquí hemos 
encontrado un resultado análogo para el vértice. Según (3.4.113) la parte 
real e imaginaria de los vértices retardados son determinados por ReA)11 y 
Af21, respectivamente. 

Finalmente, combinando (3.4.94) con (3.2.29) y con (3.4.108), podemos 
escribir las identidades de Ward para las autoencrgías y vértices retardados 
y avanzados: 

q,.A~, (q.p) 

q,.A~,(q,p) 

(EA(p+q)- En(p)]. 

q,.A~ (q,p) = (EA (p + q) - EA (p)]. (3.4.114) 

De la últin:J.a ecuación notarnos que la función vértice retardada con el tieJDpo 
más grande correspondiente al fcrmión entrante A~2 , se relaciona sol&IIJ.ente 
con la autocnergía avanzada. Por el contrario, si la Jínea asociada al fotón 
entrante tiene el tiempo más grande. entonces la identidad de Ward relaciona. 
al vértice con una co1ubinación de las nutocncrgías retardadas y avanzadas. 
Ca.be destacar que estas ecuaciones son consistentes con el hecho que sólo 
A'/,, (p.q) es singular en q,. = O. 

Para finalizar este capítulo., resulta conveniente hacer un resu.nien de 
los resultados más importantes del DlÍsmo. En primer Jugar, utilizando la 
simetría Z2 obtuvimos una ecuación de movimiento efectiva. para el campo 
escalar {3.3.54). Con la misma. simetría, pero aplicad.a a la QED, encon­
tra.Illos que sólo tres de ocho vértices que existen en la teoría son indepen­
dientes (3.4.94). En segundo lugar, derivam.os las identidades de Ward para 
la QED a tempcrtura finita (3.4.109). Mostramos que estas identidades 
predicen que algunos de los vértices de QED son singulares cuando el mo­
lllento de la línea fotónica tiende a cero. Asimismo, hicimos ver que las 
identidades de Wa.rd son útiles para reducir el número de funciones vértice 
longitudinales a una sóla (Ec. (3.4.113)). 



CAPÍTULO 4 

EL PLASMA 
RELATIVISTA. 

# 

CALCULOS 
PERTURBATIVOS 

En el estudio de la rcnormalización de la Electrodiná.tnica Cuántica en 
el vacío (QED) (46], se consideran tres diagramas: a) la polarización del 
vacío, b) la autoenergía del electrón y e) el vértice. Los tres procesos son 
divergentes, lo cual dn lugar a t.rcs constantes de renormalización que pueden 
ser reabsorbida...c; en una redctinición de In 1nnsa. del electrón, de la const.ante 
de acopla.niiento y de los campos. En este análisis, la inva.riancia de norma 
y las correspondientes identidades de Ward, resultan de suma importancia. 
Por un lado, garantizan que el polo del propagador del fotón permanece en 
q 2 = O, es decir, la masa del fotón sigue siendo cero. Por otro lado, dan 
lugar al conocido resultado Z1 = Z2; donde Z1 y Z2 son las constantes de 
renormalización asociadas n.l vértice y a la autoenergía del electrón. Las 
identidades de Ward son un ingrediente esencial para probar la renorma.bi­
lizabilidad de la teoría a todos los ordenes en teoría de perturbaciones. En 
efecto, en QED aparecen divergencias t.raslapada..«i. las cuales son la prin­
cipal dificultad parn probar que la t.eoría es rcnonnalizablc. Esta. clase de 
divergencias sólo aparece en algunos tér1ninos de la. autoenergía tales corno 
el que se muestra. en la Fig.4.2b. En. su fonua. diferencial if/;;E = -A1.,,. las 
identidades de Ward escncinlrnent.c lo que hacen. es insertar a estas gráficas 
divergentes una linea de fotón de nl.omcnto cero en cada linea fcrmiónica. in-

63 
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terna. De esta f'orma., dc8ii.parcccn las divcrgcncin.s traslapndn.s que aparecen. 
e11 la. autoencrgía y se de1nuestra que la teoría es renormalizable a. todos los 
ordenes en teoría de perturbaciones. 

Los procesos radiat.ivos descritos, nos dan adeniás información acerca de 
fcnótnenos intríusccamcntc cuánticos. tales co1no el corrimiento Lrunb y el 
1no1ncuto magnético anón1nlo del clcct1·ón. Para un n1cdio a tcn1pcratura.y/o 
densidad finita. el ru1álisis de los tres procesos n1en.cionados tainbién provee 
infor1nació11 fundamental acerca del sistema.. Ejemplos conocidos, abordados 
con teoría..c; no-relativistas [31, 41] como la teoría cinética o Ja teoría cuántica. 
de muchos cuerpos, incluyen el plasma no-relativista y el Illodclo del gas de 
electrones. En ainbos ca.sos se tiene un sistema de electrones interactuando 
entre sí y con un fondo estático de carga..c; positivas. En este capítulo tratare­
mos principalmente un siste1na. relativista.. que requiere de la teoría cuántica 
de carn.pos para su descripción: el pla..,..ma relativista. Este plasma. es un sis­
tema ideal forn1ado por electrones. positrones y fotones en cqui-librio térmico 
n. alta te111pcratu1·a. El estudio de Ja autocnergía fern1iónica y del tensor de 
polarización nos pcnniten düt.crn1ina.r los 1nodos nornl.ales de propagación 
en el 1ncdio. 111icntras que el vértice nos da. infonnación a.cerca de las inter­
acciones de los fcnnioncs dentro del plasma. 

En el formalismo de ticnl.po rea.l, las funciones de Green se pueden des­
componer en una contribución del vacío y en otra dependiente de la tc1n­
peratura. La primera conti·ibución contiene las divergencias usuales que 
conducen a la. rcnormalización. Las contribuciones térmicas son finitas. En 
efecto, las distribuciones de Fe1·nl.i o de Bose (según el caso) actúan como 
reguladores en la región ultravioleta.. Sin embargo .. el comportamiento de 
las funciones de Gi·cen en la región infrarroja puede ser empeorado por la 
temperatura. [47]. 

En QED en el vacío, el vértice a un rizo no tiene singularidades cuando 
se ton1a el lfrnite de 1nomento cero para la linea fotónica externa. De igual 
forma, la autocnergía del fotón tan1poco tiene singularidades en ese misxno 
límite. Sin embargo como demostraremos, a te1npcratura. finita., en dicho 
límite arnbos diagramas no tienen un comportruniento bien definido. 

En este capítulo, para empezar. demostraren1os cxplícitrun.cntc que las 
identidades de Wa.rd se satisfacen hasta orden de dos rizos. Primero, en la 
Sccc. 4.1 vcl"ificarc1nos que dichas identidades son válidas a un rizo. Des­
pués, en la Sccc. 4.2, en base al resultado anterior. verificaremos que dichas 
identidades se satisfacen trunbién a nivel de dos rizos. Postcrionnente, de­
ducircn1os y nua.liza.ren1os la..c;; relaciones de dispersión para los fermiones y 
los fotones cu el plns1na.. En la Sccc. 4.3. dcd11circ1nos las relaciones de 
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dispersión para fern1iones quiralcs en el régimen de alta temperatura.. A 
diferencia del vacío, veremos que existen cuatro soluciones no degeneradas 
para las relaciones de energía-momento. Dos de éllas son debidas a. los mo­
dos de partícula revestida. por el medio, mientras que las dos restantes son 
debidas a. modos de propagación que no existen en el vacío, las cuales son 
excitaciones colectivas del medio. En la siguiente sección analizaremos las 
relaciones de dispersión para. los fotones que se propagan en el medio. Como 
se sabe, en el vacío el modo único de propagación es el modo transversal. Sin 
embargo, en un medio, adcmá . .s del n:J.odo transversal existe también el modo 
longitudinal, el cual ashnismo es un.a. excitación colectiva del medio. Final­
mente estudiaremos el vértice. En In Sccc. 4.5, analiza.remos la estructura. 
de Lorcntz para la parte real del vértice. Veremos que la descomposición 
del vértice en. factores de forma es más compleja que en el ca....c;o del vacío. 
No obstante, demostraremos que puede ser simplificada de manera consi­
dera.ble. Para finalizar, en la Secc. 4.6 1nostraremos en forma detnllada que 
a nivel de un rizo, el vértice A)21 (q,p) t.ienc un polo en q = O, tal y como 
las identidades de Ward lo predicen. 

4.1 Identidades de "Ward. Demostraci6n a un rizo 

En el capítulo anterior dedujimos lns identidades de Wa.rd para Ja QED 
a teuiperatura finita. Una de nucst.raq ·motivaciones fue las sugerencias re­
cientes de que dichas identidades se violan a temperatura finita (Fujirnoto 
et.al. (44) y Kaneko (45)). Est.o pone en duda la invariancia de norma de 
la teoría. Las afirn1aciones de dichos artículos se basan en resultados de 
cálculos a nivel de uno y dos rizos. El trabajo de la Ref. [45] 8e basa. en el 
formalismo de tiempo imaginario y. con10 se supone que los resultados de 
este formalismo coinciden con los de tiempo real una vez realizada. la con­
tinuación analítica, creemos qne dicha. continuación no se hizo de mane1·a 
correcta. En el traba.jo de F\tjiinot.o. ba....o.;ado en el forrnalisn10 de "'"Thermo 
Field Dynaniics". la conclusión es que las identidades de Ward en su forma 
diferencial, no se satisfacen para la respectiva. componente tc1nporal. En di­
cho dicho trabajo no se tomó en cuenta el término proporcional a la cantidad 
l! (ver Secc. 3.4). lo cual llevó a una conclusión errónea. 

En esta sección dcmostrarcn1os cxplídta.mcnte que las identidades de 
Ward se satisfacen a nivel de un rizo. Coino primer paso. consideremos el 
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p-Jt 

"-~= .. Jt b 

• b 

Figura 4.1: Diagramas de la autoencrgía y deJ vértice a nivel de un rizo. 

propagado1· libre del íermi6n (3.2.21) 

g<O>(p) = UF(p) ( i!-.;;+,. o ) 1 UF(p) · 
-i>-n1-at: 

Este propagador cumple Ja siguiente relación 

(O) { 2 E(p2 - 7712) } 
S (p) c,s- >n) = CT3 + CJ E ' r-2 2)2 2 

\P -111. +E: 

(4.1.l) 

(4.l.2) 

donde vemos que se puede tornar sin ningun problema el límite e -Jo O obte­
niendo resultados bien definidos. 

En el capítulo anterior mostra.xnos que las identidades de Ward en la 
Ec. (3.4.lOG} se satisfacen a nivel de árbol. Para demostrar la validez (ver 
Rcf". [48)) de Ja Ec. (3.4.109) a nivel de un rizo, consideremos la autocncrgía 
Eab cuya expresión (ver Fig. 4.la) es la siguiente: 

·~ {p) 2¡ d4k (k o/3 - '"'-'ab = <'aEbC ( 2,,..) 4 "(oSab ·)-y13Dab (p - k) · (4.1.3) 

De manera similar, la correción radiativa al vértice propio Aµ a nivel de 
un rizo (Ver Fig. 4.Jb) está dado por Ja expresión 

/ 
d 4 k 

A!:bc(q,p) = fraEbEc e 2 (
2

rrj• 'YoSba(k) 'Yµ Sac(q + k)-y13D't/!(p - k). 

(4.l.4) 

Contrayendo la últiina igualdad con el momento qµ, obtenemos 

µ • 2¡ d"k { } qµJ\ 0 bc(q,p) = UnEbEc e (
2

rr)• -roSooCk) (t# + /i - 771) - (;! - 771) 

xS0 c(q + k)-y13D't/!(p - k). (4.1.5) 
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donde hemos sumado y restado el ténnino ¡¿-m. De a.cuerdo a. la Ec. {4.1.2), 
los términos (fl + fi - tn.) y (ll - ni.)ºdc la ecuación anterior, son identificados 
con EaS;t,1(q + k) y ~0 s;;¡,1(k), respcctivruncn.tc. Por lo tanto, el resultado 
anterior se reduce a 

- ieq,.A!:..,(q,p) 

Es i.nniediatn. la. identificación. del la.do dc1·ccho en Ja última igualdad, ést.a. 
es la diíercncia de autocncrgías evaluadas en los momentos q + p y p. Las 
ecuaciones en (4.1.6) son las identidades de Ward a nivel de un rizo,. las 
cuales coinciden con las relaciones generales (3.4.109) que obtuvimos en eJ 
capítulo anterior. 

También pode1nos corroborar la. ... correspondientes identidades de Ward 
para la. autoenergía del Cotón. En el capítulo anterior encontrarnos las rcl.a.­
ciones para el tensor de autocnergía. del fotón 

(4.1. 7) 

válidas a. cualquier orden en tcoria de perturbaciones. Para la demostración 
a nivel de un rizo~ consideremos In expresión explícita de] tensor 

-irr!;¡;{q) = {~:;;4 e 2 j dº1p'I\·{-r"Sab(p)'yvSab(q-p)}. (4.1.8) 

Contra.yendo el tensor de autoenergía en la Ec. (4.1.8) con el momento q,. y 
utilizando otra vez el ti-uco de sun1ar y restar las cantidades adecuadas; en 
este caso ti= (ti - j> - Tn) - (Í' - tn), obtenemos como resultado 

q,.IT!::: = ie2 Óab j (~::;. Tr {Snb(q - p)-rv - Sab(p)-rv}, (4.1.9) 

cuando a -::¡f. b la Ec. ( 4.1. 7) se satisface dircct.a1nentc; cuando a = b la validez 
de dicha ecuación se comprueba. haciendo q - p --. p en el primer término 
de la integral. Una de1nost.racitln siluilnr para probar Ja transversalidad de 
Ilµv al orden de un rizo, fue presentada recientemente por Das y Hott [57]. 
Notemos que, a este nivel. el tensor de autocncrgía del fotón es simétrico bajo 
el intercambio de los índices de Lorcntz. En efecto, la traza. en la Ec. (4.1.8) 
es proporcional a la cantidad Tr {-y'' (p- m )-y" (lf-Jll- tn)}, la cual permanece 
invariante ante el intercambio de los índices ¡¿ y "~ de donde conc]uimos que 
ta.inbién se satisface q,,,.n::;; = O. 
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a e 

Figura 4.2: Los diferentes diagra.tnas que contribuyen a la autoenergía. del 
electrón a. nivel de dos rizos 

4.2 Demostración a dos rizos 

Consideremos todos los posibles diagra.nias irreducibles de una partícula. 
que contribuyen al vértice a segundo orden A!¡) (Ver Fig. 4.3). Es de 
cspc1·ar que estos diagranin.s de vé1·ticc se relacionen con los correspondientes 
dia.gra.tnas para la a.utocnergía a. segundo orden E~7,1 (mostrados en la. Fig. 
4.2) a. t.1·avés de las identidades de Ward. Por ejemplo, los diagra.inas para. el 
vértice (a-e) se obtienen de la. nutocncrgía (a.) haciendo inserciones de líneas 
externas fotónicas en ca.da una. de las líneas fcnniónicas internas. 

Para fa.cili tn.r la. dclllo8tra.ción y la. notaci6n es conveniente considerar la. 
siguiente definición: 

(4.2.10) 

donde El 1 > es la. autoencrgía. del íe1"Ulión a nivel de un rizo. De esta definición 
se sigue que 

(p - ml S(pl 
S(pl <-P- ml 

Ell) (p)Slºl (p) 

g!Ol (p)E!ll(p). (4.2.11) 

La dcu1ost1·ación de que las identidades de Ward se satisfacen a. orden de dos 
rizos es directa y sólo ilustraremos el caso de los tres prilneros vértices en la 
Fig. 4.3; los otros casos se demuestran de forma. análoga.. Consideremos los 
vértices (a, by e) de dicha figura. La. expresión para estos en términos de S 
es1 

A!.~!q.¡>) 
1 Los in(licett térinicos abe no deben confuudirse con la..-. et.iquet.a.s (a), (b) y (e) que se 

refieren a las gráficas de h .. Fig. 4.3 
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Figura. 4.3: Diagramas del vé1·tice a nivel de dos rizos. 

J d
4

k {-(-ie)2EaEbEc (
2

11")4 "fo Sba (p - k)-y"S~~) (p - k + q) 

+SL!!1 (p - k)-r"Sac (p- k + q) 

+s~l (p- k)A~'J:(q,p- k)S~~¡ (p- k+q)} 

X"'(¡JD'bf' (k). (4.2.12) 

Dlientras que la autocnergía del diagraina 4.2a está da.da por la expresión 
siguiente 

(a) {p) . 2 J d"'k S- k µv (k) E 4 b =~e t!at!b ( 27r)4 ""Y1i ab (p - ·)7vDab • , (4.2.13) 

Contrayendo q'' con Aµ en Ja. Ec. (4.2.12)., en Jos dos primeros términos de 
la ecuaci6n antcriol", utilizamos liJ. siguiente igualdad: • = (í>- 4l + • - >71) -
<.;- jl- ni), conjuntan1ente con Ja Ec. (4.2.11). Mientras que para e) último 
término de la. Ec. {4.2.13), usarnos las identidades de Ward a nivel de un 
rizo. Con estas consideraciones, es inincdiat.a Ja. demostración de que las 
identidades de Wa.rd se satisfacen. Oc igual forma~ se puede probar que los 
vértices correspondientes d. e y f ( g, h e i) mostrados en la Fig. 4.3 están 



70 CAPÍTULO 4. EL PLASMA RELATIVISTA ... 

relacionados con la aut.ocnergia b (e) de la Fig. 4.2. Con ello se completa la. 
demostra.ci6n de la. validez de las identidades de Ward a. nivel de dos rizos. 

4.3 Relaciones de dispersión del electrón 

En esta sección discutiremos las relaciones de dispersión para. un ferniión 
que se propaga en un pla ..... 1na de fotones., electrones y positrones en el régimen 
de temperatura alta (T » Tn,p, donde pes el mon1cnto del electrón). Debe­
mos hacer notar que un sisteu1a. no relativista requiere de un potencial 
químico,. de tal ina.i1c1·a que se tenga. uua. densidad de partículas no-nula.. 
En contraste,. un sistc1na. ult.rnrrcln.t.ivista. (T :::3> m) no se encuentra va.cío, 
aún cun.ndo el potencial químico se anule. En el plasma a alta tempera.tura, 
las nn.tipa.rtículas ae cncontrru.·á.n presentes con una. densidad igual a. la de las 
partículas. Uno de los resultados notables del plasma. relativista. es que, aún 
en el lí1nitc quiral, el sistc1na. tiene el doble ele grados de libertad fcnniónicos 
comparado con el caso del va.cío. Además de electrones y positrones2 que 
se propagan en el 1ncdio~ taznb)én se tienen hoyos y a.ntihoyos fermiónicos 
propagándose. Pw.·a. la. discusión, seguiremos de cerca. los ti.·a.ba.jo de Wcldon 
(49). Klimov [50) y Pisarski [51). 

A tcmpc1·atura cc1·0, la a.utoencrgía para un electrón es de la. forma. 

l::(p) = ap+c, (4.3.14) 

donde los coeficientes a y e son función de p 2 • En particular. en el límite 
quiral (n1 = O) e se anula.. esto implica que la shnctría quiral del fermión no se 
ve alterada por las corrccioncs radia.tiva.s; el polo del propagador permanece 
en p 2 = O, pero con distinto residuo. 

En un plasma, las partículas del 1nedio constituyen un marco de refe­
rencia especial; el sistc1na. de referencia donde el plasma. está en reposo. En 
general. la teoría se puede escribir en forma cova.ria.11.tc asociando una cuadri­
velocidad uµ, con u 2 = l. al medio. En el sistema en reposo del plasma se 
tiene Uµ.= (1,0, 0,0). Esto indica. que la. forma más general de la autoenergía. 
(a. nivel de un rizo)3 es 

E(p) = ap+ t>,t+ c. (4.3.15) 

2 Esta.s particulRS poi- supuesto que están 06revcstidas'"' por el efecto del medio. 
:s A niveles más altos en t.-odn. de pertui-hn.cioues~ un término propoi-cional n. .p~ también 

conti-ibu)·e. A<lemá:t, estiunos suponiendo c¡nc ln teoría posee la siuietda CP. 
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donde a., b y e son funciones de los escalares de Lorentz 

E 

IPI 

71 

(4.3.16) 

Jos cuales, en el sistema en reposo del medio, coinciden con la energía y la 
.magnitud del tri-momento. Nueva.mente tendremos que en el límite quiral 
el coeficiente e se a.nula. Como estarnos interesados en el lím.ite de a.Ita 
tempera.tura (T » 7n) supondremos .. a menos que se indique lo contrario,, 
que '71 =e= O. 

En el capítulo anterior encontramos que los propagadores,. al igual que 
la autoenergías, adquieren una estructura n1a.tricial. Ta.nibién encontrarnos 
que los xnodos norn1ales que se propagan en el 1ncdio,. se obtienen a partir de 
la ecuación de movim.iento efectiva que involucra a la autoenergía. retardada 
(3.3.57). Por lo tanto, para el fermión, la ecuación de movimiento efectiva. 
en el lí01ite quiral es 

(p- ~n)U =O. (4.3.17) 

Para que los modos normales puedan existir, se requiere que las razones 
de decaimiento ( "da.rnping ra.tes") provenientes de Ja parte imaginaria de 
Ja autoenergía, sean pequeñas con1paradas con las correspondientes part.es 
reales. La parte imaginaria puede ser despreciada., ya que en el límite de 
tcmpera.t.uras grandes Jos términos imaginarios dominantes son del orden de 
T, mientras que para la parte real son del orden de T2. 

De a.cuerdo a la Ec. (3.2.30) la parte real de En se obtiene de la. compo­
nente Ei1, por lo tanto la ecuación de movi1niento que determina los modos 
normales fcrmi6nicos de) plasma es 

<P- ~ll)U =O. (4.3.18) 

Las relaciones de dispersión para. el electrón en un plasma cst.án determinadas 
por la condición de que la ecuación a.ntci·ior tenga soluciones no triviales; 
dadas por la. ecuación: dct J,S - E11 (p) J = O esto nos conduce., en el caso 
quiraJ, a la ecuación 

(1 - a)2 p 2 + b 2 - 2b(1 - a)p ·u= O. (4.3.19) 

Es importante resaltar que esta condición coincide con la parte real del 
polo del propagador 11 dado cu la ecuación (3.2.24). La expresión para la 
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autoencrgía. n nivel de un rizo está dada. en la ecuación (4.1.3). De esta 
ecuación y de los propagadores fermiónico y bosónico de tipo 11 da.dos en 
las ecuaciones (2.4.IOG) y (B.1.17) respectivaniente, la expresión para la 
a.utocnergía 11 en ln nonna. de Lorcntz (( = 1),4 para el caso de fermiones 
quiralcs y potencial quí1nico nulo, es la siguiente: 

ie2 j 4 ,, [ 1 2...-i.S((p - k)2)] 
(2...-)4 d k "f (p - ji) 'Yµ (p- k)2 + fr + e/3 lpo-kol + 1 

[ 
1 2...-i.S(k2) ] 

X - k 2 + ie - e/Jlkal - 1 • ( 4 ·3 •20) 

Se puede observar que la autoenergía. contiene dos términos; uno que es de­
bido a. la..~ fluct.uacioncs del vacío y el otro que depende de la. tempera.tura. 
Puesto que estamos interesados en la parte i·ca.l de las correcciones que de­
penden de la t.cn1pcratura, la parte de la aut.ocncrgía que contribuye a las 
relaciones de dispersión del fcrmión que se propaga. en el plasxna, puede 
expresarse en la fonna. 

T 2c2 J { ji .S(k2) (i> - ji) .S(k2)} 1 
E (p) = - (2w)3 d4k e/Jlkal + 1 + e/Jlkal - 1 p2 - 2p. k ,( 4 ·3 •21) 

donde~ el supcríndicc T en la. autoencrgía indica que es la parte real depen­
diente de la. tcxnpc1·atura. PnJ.·a obtenc1· el resulta.do anterior rcaliza.01.os el 
cainbio de variable p - k --> k. en el primer término. 

Es conveniente analizar con cierto detalle las integra.les que intervienen 
en la. Ec. (4.3.21). Consideremos los siguientes vectores covaria.ntes, unitarios 
y ortogonales 

1 
P,.. = -P2 (p,, - Eu,..), 

1 2 V,,= p 2 (Ep,, -pu,,), (4.3.22) 

en términos de estos vectores~ la autocncrgía se puede expresar en la siguiente 
fo1-nia. 

(4.3.23) 

•Al final de esta &eeción comcntnren1os con respecto n la. invarin.ncin de norma.. 
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lo cual resulta conveniente porque Jos coeficientes Be depejan coID.o 

A 

B 

¡Tr{pET}, 

{Tr{YET}. 

73 

(4.3.24) 

De acuerdo a (4.3.21), existe una contribución fcrmiónica y una bosónica 
a Jos coeficientes A y B: es decir A= -<~;;3 (AF +As), B = - ci:;,, (Bp + 
Bg). Con los elementos anteriores,. poden-ios calcular las contribuciones 
íermiónicas: 

_!_jd•k .S(k2) +P2jd"k .S(A:2) 1 
2 .,Plkol+l 2 e.Blkol+I p2-2p·k 

7r f
00 ~ (--- + P" [1nf"' - IE+j-1nj1< +E+IJ) fo eP~ + l 4P 1< - E- /< +E-

( 4.3.25) 

f cr'k ko.S(k2 ) 
et'f<-.,1 + 1 p 2 - 2p · k 

..:!:... foo ,_ dt> (-2ln1 E+ 1 +In 11< - E+ 1 +In I" +E+ 1) 
2P fo et'~ + 1 E_ >< - E_ /< + E_ 

(4.3.26) 

con E:t: = ~(E ::i:: P). Para obtener el resultado anterior realiza.Dlos Ja inte­
gración sobre la con1ponentc temporal ka, aprovechando Jn. delta que aparece 
en el integrando. Posteriormente realizamos la integra.ci6n angular, quedando 
el resultado corno una intcg1:al sobre e] mon1cnto K. 

Couto habían1os n1encionado. estamos interesados en el régimen de a.Ita 
temperatura (T ~E. P). Es posible obtener una expansión sistemática para. 
el desarrollo a altas ternperat.uras (52]. Sin en1bargo, los términos domi­
nantes en el desarrollo pueden ser fáciln1cntc obtenidos siguiendo las ideas 
introducida...~ por Bra.a.ten y Pisar.ski f26J. El 1Tiétodo consiste en identificar 
Jos términos que, en ausencia de distribución ténnica., tendrían divergencias 
ultravioletas. La divergencia. de 111ayor orden da el término dominante, con 
la temperatura. act.uaudo como p.arli.tnetro de corte. Por ejemplo, si la. inte­
gral, omitiendo la distribución ténnica. diverge cuadrá.ticaJD.cnte, tendremos 
entonces que la contribución do1ninante sení. de orden T2. Podc1nos utilizar 
ahora est.as ideas para evaluar Jos t.(!rrni11os dominantes. De Ja Ec. (4.3.25) 
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para Ap. vemos que el primer término (salvo la distribuci6n térmica) tiene 
el cornportruniento asintótico "-• n1ientra.s que el segundo térinino va como 
K.- 1 . Por lo ta.nt.o, el pri1ner térn1ino contribuye al orden T 2 • mientras que 
el segundo da contribuciones de orden In T que podemos despreciar. En 
resumen. el orden don1inante para AF es: 

l o::i "' 1r3T2 
AF = - 7r dK.---- = ----, 

0 e/JK+} 6 
(4.3.27) 

y de manera. similar. para. DF. tendremos 

.,..3T2 1E+1 
BF "" - 12P In E_ (4.3.28) 

Bajo el criterio que cxplica.tnos antcdormcntc, la contribución bosónica. 
n la a.utoeucrgía proviene de la. integral 

(4.3.29) 

donde los coeficientes An y Do en el límite de alta tc1npcratura son los 
siguientes: 

An 

Bn 

w3T2 

3 

- 7r3T2 In 1 E+ 1 
6P E_ 

(4.3.30) 

De las ecuaciones anteriores, vemos que Ja autocncrgía en el límite de 
alta temperat.ura se puede aproximar corno 

ET e2:-2 [r + 21Py In 1 :: IJ 
e;~

2 

[- ( 1 - 2~ In 1::1 ) p + (E - ~=In 1::1 ) p] 
(4.3.31) 

comparando con la Ec. (4.3.18)~ obtenemos los coeficientes a y b: 

a - M2 (1 - ¿:_ In 1 E+ P 1) 
p2 2P E-P ' 

b _M2 (-~ + .!_ (E2 -1) ln1~1) 
p P 2 p2 E-P 

(4.3.32) 
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donde hemos definido 

M2 = e2T2 
- 8 

75 

(4.3.33) 

Noteinos que a es una función par de E, mientras que bes hnpar. Con 
]as propiedades anteriores de a y b y de Ja. relación de dispersión en la 
Ec. (4.3.19), pode1nos observar que si E es una solución de la. Ec. (4 .. 3.19)~ en­
tonces ta.nlbién -E es solución; lo cual es una. consecuencia de la invariancia 
ante CPT. Por otro la.do. esta ecuación puede f"actoriza.rse en Ja fon:na. 

f (1 - a) (E - P) - b J [ (1 - a) (E+ P) - b] = f(E, P) f(-E, P) = O.( 4.3.34) 

Por consiguiente. la ecuación anterior tiene cuatro soluciones, ya que ambos 
f'actorcs que intervienen en dicha ecuación tienen soluciones tanto para E (P) 
como para -E (P). Sustituyendo las expresiones para a y b obtenemos que, 
para E > O, los modos nonnales cstilu dctcrininados por )as ecuaciones 

f(E,P) = Ep - P - ~
2 

( 1 + ~ ( 1 - ;-) In 1:: ~ :1) =O, 

M
2 

( 1 ( E,,) 'Eh +PI) f(-E,P)=E1,+P+-p 1-2 l+p- lnEh-P =O. 

(4.3.35) 

Donde Jos subíndices p y h se refieren a partícula y hoyo, respectivain.ente. 
En P = O las soluciones a estas ecuaciones son E¡, = Eh = M. Podemos 
entonces definir a M con10 Ja n1.asa tér111ica del fcrmión que se propaga 
en el plasma. Para momentos grandes (P » M), )as soluciones coinciden 
nuevaincnte Ep ::::::::: Eh :::::::::: P. Sin cn1bargo. en general, las dos soluciones son 
diferentes (ver Fig. 4.4). Podcn1os encontrar soluciones a las ecuaciones 
anteriores en las regiones asintóticas: 

E,, "" M+~ 3 
(P«M), 

E¡, "" M-~ 3 
(P« M), 

E,, 
M2 

(P::;!> M). "" P+--
p 

E¡, "" p (P:»M). (4.3.36) 
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Figura 4.4: Relaciones de dispersión para un electrón que se propaga en un 
plasn1a con1puesto de electrones y fotones. 

Regresando a Ja ecuación de movimiento (4.3.18) y utilizando Ja forma 
de la autocncrgía (4.3.15) en el caso quiral, la ecuación de movimiento puCde 
ser escrita como (sistema de reposo del n1edio) 

donde bcDJ.os definido 

[nE-yº -7 · p]U =O, 

n = 1 - b/E . 
1-a 

(4.3.37) 

(4.3.38) 

En el vacío, Ja invariancia de Lorcntz implica que n = 1 y la ecuación da 
lugar ni resultado bien conocido de que Ja quiralidad y Ja helicidad coinciden 
para. partículas de masa nula. Sin embargo, en un medio, Jos resultados 
anteriores permiten con1proba.r que existen dos soluciones (no-degcnerada.s) 
de energía positiva. Para la solución de partícula .. n > O, la ~olución se 
obtiene de Ep = P/n que no es otra cosa que la primera ecuación en (4.3.35). 
Para Ja solución de hoyo n < O y por lo tanto. la correspondiente solución 
de energía positiva se obtiene de Eh= -P/n (segunda ecuación en (4.3.35)). 

Multiplicando la Ec. (4.3.37) por 'YS70 y utilizando el hecho que 75707 = 
E es el operador de hclicidad. obscrva.rnos que~ para el modo de partícula, la 
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quiralidad y la helicidad coinciden, mientras que para el DJodo de hoyo son 
opuestas. El primer modo corresponde a una propagación modificada del 
"electrón'" quiral en el plasma. El segundo .modo representa una. excitación 
colectiva (a veces llainada hoyo o plasmino) debida al medio, la cual no existe 
a temperatura cero. Para el ca.so de un plasma de quarks y gluones, algunas 
consecuencias físicas de esta excitaci6n han sido discutidas por Wcldon [49] 
y por Pisaniki [51]. En particular, Weldon ha discutido la posibilidad de que 
existan estados mcs6nicos quark-hoyo. 

Un últhno comentario se refiere a. la posible modificación de estos resulta­
dos en una norma arbitraria. Para ello deberíamos considerar el propagador 
del fotón escrito en forma covariantc, con lo cual la autoenergía depende 
del parámetro de norma e. Sin. embargo, aplicando los métodos discutidos 
anteriormente a dichos términos, se encuentra que no contribuyen a orden 
T 2 (las contribuciones son orden de T) .. ConsecucntcmcntcT la. autocncrgía 
resulta independiente de la norma, a.l menos en el límite de alta temperatura. 

4.4 Relaciones de dispersión para el Cotón 

En el capítulo anterior dcmostra.nios en f"orma general que el tensor de 
autoenergía del fot6n es transverso (respecto al momento del fotón). En 
particular, en la Sccc .. 4 .. 1 comprobamos explícitamente que lo anterior se 
satisface a nivel de un rizo. Debido a esta propiedad y de considerar que el 
medio introduce de manera natural el vector u 1J, una manera conveniente de 
expresar n, .. u .. es la siguiente: 

Ilµv = AµvflT + BµvllL, (4.4.39) 

donde los proyectores sobre las partes longitudinal y transversal están dados 
por (52] 

(4.4.40) 

con w = k ·u y "'- = ../Ck · u)2 - k2. Ya. que kµ A,,,.. = kµ B 1Jv = O, la condici6n 
de transversalidad k1JTIJJv = O se satisface a11to1náticru11ente. Los coeficient.es 
transversal y longitudinal se pueden obtener con10 

k2 
- "'-2 uµ-uvnµv , 
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{4.4.41) 

A orden de un rizo, el tensor de polarización está. da.do en la Ec. (4.1.8). 
El cálculo de la. parte real dependiente de la temperatura de las funciones 
da.das en la. Ec. (4.4.41), fue realiza.do por Weldon [52]. En el régimen de 
alta temperatura (T > K-,w) dichas funciones están dadas por 

RcilL e2T2 [1 _w2] [l-~lnlw+,.;I], 
3 K.2 2K. w - K. 

e2T2 [w2 [ w2] w lw + '°I] 
-6- K.2 + 1 - "'2 2,.; In ~ (4.4.42) 

Tal y como había.lllos :rncncionn.do, el tensor de polarización del fotón no 
tiene un límite bien definido en la región infran.·oja., en el sentido que los 
lín1ites w --> O, K. -+ O no conmutan. En efecto. la parte longitudinal y la. 
transversal tienen el siguiente coxnporta.IDiento: 

RcilL(><,0) 
e2T2 
-3-

RcllT(><, O) o, 
RcilL(O,w) 

e2T2 
-9-

RcilT(O,w) 
e2T2 

{4.4.43) -9-

Los modos norma.les se obtienen a partir de los polos del propagador o 
de la ecuación de nl.ovitnicnto efectiva para el fotón que se propaga en el 
plasma, la cual está dada por 

(k2g,,.,. - (1 - t;)k,,k.,. - TI,,.,] A"= O. (4.4.44) 

Utilizando la. Ec. (4 .. 4.39), obtenemos las siguientes ecuaciones que se siguen 
de la condición de que (4.4 .. 44) tenga soluciones no triviales: 

(k2 - IlT) (k 2 - IlL) = 0. (4.4.45) 

Con lo cti...-i.l obtenernos dos soluciones independientes~ una para el modo 
longit.udinal y otra para el transversal. El comportamiento se muestra en la 
Fig. 4.5. A partir de (4.4.42). las soluciones aproxima.das para la parte real 
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Figura 4.5: Relaciones de dispersión para un fotón que se propaga en un 
plasma relativista. 

de WL,T resultan: 

wi 
e 2 T 2 3 . eT = -9-+ 5"'2 (w- 3). 

wl 1<2 
eT = (w> 3). 

w:j. e2T2 + ~1<2 eT = 9 5 (w-3), 

w:j. ,,..2 + e2T2 eT = 6 (w » 3>· (4.4.46) 

En K. = O. dctcrmina.xnos la masa del "'fotónn como M 7 = eT/3. El modo 
transversa] puede interpretarse como el 1nisrno modo transversal del vacío. 
pero ahora revestido por los efectos del medio. Sin c1nbargo. el modo longi­
tudinal (plasmón) es un 1·csultado del con1portamicnto colectivo del medio. 
Notemos que no hay propagación péu·a w¿ y wr < eT/3 ya que para esta 
frecuencia el número de onda es purrunente bnaginario. 

En el Júnitc "estático" (w =O). el propagador (longitudinal o transversal) 
se comporta aproximada.?llcntc corno 

k 2 + IlL.r(w = 0,1<) 

f'STA 
SAJ.IR 

TESIS 
~ LA 

(4.4.47) 

NO !'.7fU 
BIBLIBTECA 
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Debido al resultado (4.4.43), tendremos una interacción efectiva apantallada. 
por el modo longitudinal 

V - ~e-rl-'o, (4.4.48) 

donde la distancia de Dcbyc est.á. dada. por >..o = .../3/eT. Notemos, sin 
embargo. que los xnodos transversales no son apa.:11.tallados. 

4.5 El vértice, estructura de Lorentz 

Como mcnciona.lnos al inicio de este capítulo, para las correcioncs radia­
tivas en el va.cío se requiere conocer la autoenergía del electrón, el tensor de 
pola.rizaci6n y el vértice. En el caso del plasma. relativista. ya. hemos ana­
liza.do la. dos primeras funciones y sus consecuencias en la. propagación de 
las respectivas partículas en el plasma. Ahora. considera.remos el vértice y 
dcducircn1os algunas consecuencias genera.les referentes a la estructura de 
Lorcntz del mismo. 

Recordemos que,. en el vacío, la corriente electromagnética 

describe una partícula con momento magnético cuya. razón giroma.gnética. 
es g = 2. Esto se demuestra a partir de las relaciones {"Y,,,""f,,,} = 2g,.,,,· y 
['Y,.,"Y,,,] = -2ia,,,,, y de la ecuación de Dirac libre. Esto da como resultado la 
conocida descomposición de Gordon: 

(4.5.49) 

donde P = p' + p y q = p' - p. Cuando se toman en cuenta las correcioncs 
radiativas provenientes del vértice. la. corriente J,. es corregida por el término 
ü(p') A,.(p.p') u(p), donde A,. resulta de la parte renormalizada del vértice 
propio. A nivel de un rizo, dcpués de recurrir a. la descomposición de Gordon,. 
considerando que los fermioncs están en su capa. de masa. y que q r-J O, la 
corriente que incluye la corrección radia.tiva está dada por: 

ü(p')(-y,. + A,.)u(p), 

-
2

1 
ü(p')[P,, + i(l + 

2
°' )u,.vqv]u(p). 

7ll. 7r 
(4.5.50) 

de donde se extrae la corrección ~ a la razón giron1agnética. 
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En un medio, tal como el plasma relativista, además de los vectores 
'Yµ, Pµ y p~, tenemos ciue considerar ta.inbién el vector u,.. Por ello, la 
descomposición más general de la. parte real del vértice 

(4.5.51) 

dictada por la estructura de Lorcntz., contiene 32 factores de forma. No 
obstante la. gran cantidad de factores de forma, que dificultan la extracción 
de información física, veremos que la corriente Jµ puede ser expresada. en 
términos de sólo 5 factores independientes. Para aclarar el punto anterior, 
observemos primero que el vértice queda cornplcta.rncntc determinado en el 
caso en que q,_. = O. Considerc111os las identidades de Wa.rd en su forma 
diferencial (ver Ec. (3.4.110)) 

11.µ {O ) _ 8E11 (p) 
111 ' p - - -----¡¡:¡;;;- . (4.5.52) 

Recordando que la expresión niás general para la a.utoencrgía. exacta5 es 

E(p) = ap + IYt,i +e, (4.5.53) 

donde los coeficientes a. b y e son funciones de los escala.res E = p • u. y 
P = v'CP · u)2 - p2. En virtud de la Ec. (4.5.52), para q 1, =O, el vértice está 
dado por 

11.~\ 1 (0,p-) = F,-yµ + (F2 + Faf + F4-¡J,)p1, + {Fs + Fap + F7.¡.)uµ, (4.S.54) 

con lo cua.1. vemos que puede ser csci·ito en términos de siete factores de 
forma. Estos factores están con1plctamente detenninados por las ecuaciones 
(4.5.52) y (4.5.53); por ejemplo: 

Fs 

-a. 
1 De 

-POP' 

-(ªc-~Dc) 
DE P8P . (4.5.55) 

Para qµ '#:- O. adicionalmente. tcnc1nos que tomar en cuenta co111.bina.­
ciones linea.les que provienen de los posibles vectores covariantes que se 

5
La estructun\. má.s genernl para ln. autocnergía es: !:(p) = af> + bJil +e+ d-i'· Sin 

embargo. se puede de1nost1·n.r <¡ne en cuanto a ln corriente J,.. los resultados obtenidos son 
equivalentes. 
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pueden formar con qµ.. 6 A pesar de la compleja. estructura del vértice, el 
análisis se simplifica. si consideraillos la corriente electrotna.gnética. J,~ en el 
plasma. formada. con dicho vértice: 

J,, Ü(p')r,,(p,p')U(p), (4.5.56) 

donde p' = p + q y los espinares U y Ü' son soluciones de las ecuaciones de 
movimiento en el medio: 7 

(JI-"' - E(p)] U(p) 

Ü'(p')!JI' - >n- E(p')] 

o, 
o, (4.5.57) 

donde la. prima en el cspinor indica que está evaluad.o en p'. Como men­
cionan1os., nos interesa la parte real del vértice., por lo tanto podemos suponer 
que los coeficientes a. b y e son reales. Adicionalmente supondremos que, al 
estar los fennioncs en capa de 111asa., podc111os considerar p 2 = p 12. 

A partir de las identidades de Ward (3.4.109) y la. ecuaciones de movin1icn­
to anteriores., podemos demostrar que Jµ en {4.5.56) es una. corriente con­
servada. En efecto. contrayendo la. corriente Jµ con q1, y usando {4.5.57) 
obtenemos 

q"Ü'rµU ü'[4 - E(p') - E(p)]U, 

Ü'((J!' - E(p') - >n) - (p - E(p) - m)]U =O .(4.5.58) 

Recurriendo a la ecuaci6u de movimiento {4.5.57). podemos expresar P 
y p' en tén11i11os de 1': 

pU 

ü'p' 

1 
1-a[~+c]U, 

1 _:a' ü'[b'1' +e']. (4.5.59) 

Otro resultado .. que nos será de utilidad para simplificar el vértice. es la 
descotnposición de Gordon a temperatura. finita. la cual se deduce de manera 
similar al caso del vacío; y cst.á. dada por 

U-, U 1 U'[ 1 Q 1 , . 1 Qv 1 ,,, ] 
'"Yµ = 2 e ,, + ¿Qµ + t( e - ¿Q )aµv u' (4.5.60) 

6 Ex.lin.ustivn1ne11te, estos 5-0ll los que ~e pueden formar con las cantidades: p,., p~, u,., 
-,,., p, p', p, p¡,•, i> ... />' P y 'ÍJ// "· Poi: ejemplo. uno de los factorc-s que interviene en el 
vértice es proporcional n.l vector ÍJ p• "-,,.. 

TEn la. Rcf. (58} se da una dcrnostra.eióu del hecho de que los espinares que se deben 
utilizar, en pn.rticula.r pn.ra ln.s razones de dec:n..imicntu, son los de la solución de la. ecuación 
de movimiento en el i:nc<lio. 
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donde hemos definido Qµ. = (1 - a)pµ - lruµ. A temperatura cero, a= b = 
a'= b' =O y e= e' = rn y se recupera. el resultado (4.5.49). Los resultados 
anteriores permiten reagn.ipar Jos 32 factores de forma. que aparecen en r µ 

de tal tnanera que, para Jµ., el número de factores de forma. se reduce a 
nueve. Una forma conveniente de escribir el resultado es la siguiente 

J,. Ü'(r1Pµ + r2qµ + r:iu,. + (r4pv + rsq" + rGu")uµv 
+1'(r7P., + r8q,. + rgu,.)]U, (4.5.61) 

donde recordarnos que P = p' + p y q = p 1 
- p. Debido a la conservación de 

la corriente, aún los nueve fa.et.ores de fonna no son todos independientes. 
EDlpleando la cxp1·csión explícita para Jµ en (4.5.61) y contrayendo con 
qµ., los términos proporcionales a las n1atrices identidad, CTµv y 'J4 se deben 
anular por separado en virtud de la Ec. (4.5.58). dando como resultado tres 
ecuaciones: 

r2q2 + r3u · q 

r4(Q,tfl + r6(1'.dl 
rsq2 + r,,u . q 

º· 
º· o, (4.5.62) 

donde se tomo en cuenta que P · q = O. Notemos que la segunda. condición en 
{ 4.5.62) sólo se puede sat.isfacer en general sir 4 y ro se anulan idénticamente., 
por lo cual concluimos que existen sólo cinco factores de forma indepen­
dientes. Combinando (4.5.61) con (4.5.02) obtenemos finalmente 

(4.5.63) 

donde hemos definido: v,,, = u 1,, - ,q,,. Es ilustrativo considerar el límite 
de temperatura. cero. En este caso, los fact.orcs asociados a términos donde 
aparece Uµ se deben cancelar: es decir r3. r, y r9 _,. o. Con lo cual sólo 
sobreviven r1 y rs. correspondient.cs a la carga eléctrica. y al momento 
magnético anón1alo del electrón. 

Para la interpretación del resulta.do general es conveniente considerar el 
sistema de reposo del 1ncdio. en cuyo caso ·~ = "YO· Corno ya se mencionó 
r1 y rs corresponden a los factores de forma de las razones de carga y 
del momento magnét.ico anó1na.lo. El tercer factor -,.fr7 = "'ror7 n1odificará.9 

en general., la carga. En la representación usual de las matrices de Dirac 
asociainos ")'o a la transformación de pa.ridnd. por lo tanto es de esperar que 
en un sisten1a en el que se conserva la paridad. el factor r 7 (y de manera 
similar ro) se anulen. En <"st.c caso sólo quedarán tres factores de forma. 
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En una situa.ci6n en la que el medio viole paridad, r1 y r9 serán diferentes 
de cero. Un ejemplo de un medio que viola paridad sería el de un plasma 
JDagnetizado. Finalmente, notanios que ra pennite el acoplamiento de un 
ca1npo externo a una corriente proporcional a uµ - ~qµ. El cálculo explícito 
de los factores de fornl.a para. el plasma 1·clativista., es un trabajo que tenemos 
en progreso. 

4.6 Polo del vértice 

En el vacío .. el vé1·tice de la. QED a nivel de un rizo no presenta. sin­
gularidades cuando se toma el límite de mo1nento cero en la. linea. fotónica 
cxt.crna.. La. autocncrgía del fotón también es libre de singularidades en ese 
mismo límite .. de hecho se anula. .. mantCnicndo con ello la masa del fotón 
igual a cc1·0. 110 sólo a nivel de un i·izo sino a todos los órdenes en teoría de 
pertu1·baciones.8 

A te1nperatura. finita. las cosas son distintas. Ya hemos demostrado en 
la sección anterior que la parte real del tensor de polarización no tiene un 
límite bien definido en el infrarrojo:9 

(4.6.64) 

Para la parte imaginaria de la autoencrgía [52), a.xn.bos límites coinciden. 
Al respecto existen diferentes opiniones. Por un lado (52] se cree que el 
con1portamicnto de la autoenergía es correcto desde el punto de vista. físico; 
la cantidad li1nlkl-+O Il 1w(O. k} describe el npantalla.iniento de los campos 
estáticos en el lí1nite de longitudes de onda grandes, mientras que la cantidad 
lim.r.."0-+0 Ilµv(ko, 0) es la frecuencia de oscilación del plasn1a. en el límite cuasi­
estático. Otro punto de vista. (54, 55._ 56) es que el límite de momento cero 
debe cstai- bien definido y que In desigualdad en (4.6.64) es más bien un 
problcn1a de tipo n1atcmá.tico que de tipo conceptual. En particular, Nieves 
y Pal [55) afirman que el ... mal comportamiento., de la autocncrgía en el límite 
de momento cero puede evitarse utilizando los propagadores que incluyen 
correcciones radiativas en vez de usar los propagadores desnudos. 

En el capítulo anterior hemos observado en forn1a general que la.s identi­
dades de '\Vard predicen que el vértice exacto A121 (p~ q) tiene una. sigularidad 

ªUnn deuiosti·adón de esta a.fin.nación t"'ll 2 +ID se encuentra en la Ref.\53}. 
9 Este problema. no es exchL"iivo de la QED té-rIDicn.. Se encuentra ta.inbién en cftlculos 

perturbntivos de diferentes teorías n. tenJ.pera.tura finita. 
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en qµ = O. Reco1·demos que A121 sólo contribuye a Ja parte imagina.ria del 
vértice retardado. En esta sección demostraremos explícitamente, a nivel de 
un rizo, que A121 tiene en efecto un singularidad. Para analizar tal com­
portauiiento consideremos el diagi.·ama para dicho vértice,. el cual se muestra 
en la. Fig. 4.lb para. a = e = 1 y b = 2. De la Ec. (4.1.4) y de la ex­
presi6n explícita. de los propagadores en las ecuaciones (2.4.106) y (B.1.17), 
encontrainos la expresión para el vértice: 

e2 j A121(p q) = ---efJPo/2-/1µ d"k ~ F(p q k) 
,, • {2n-)2 ,,, ' ' , (4.6.65) 

donde 

4m [ 2(p,, - k,,) + qµ J - 4(p1, - k,. + q,. ){JI- #1) + 2-y,,,(p - ji), 

F 
4'(ko)"(po - ko).S(k'2¡.S((p- k) 2 - m 2 ) 1 1 

(p - k + q)2 - m2 e"¡¡; - 1 ePCPo-l-o-µJ + 1 ' 

(4.6.66) 

con e(x) la función signo. Para facilitar la discusión consideremos el caso de 
un fcrmión sin masa y potencial quín1ico cero. Para. q,_, ,_ o .. la parte singular 
del vértice tiene el comportarniento 

J\121 - 2e2 c/3po/"2 jd•k k,,1/-G( k) 
µ (2rr) 2 k·q p, ' (4.6.67) 

con 

G(p, k) = e(ko)4'(p0 - ko).S(k2 ).S(p2 - 2p · k) Pe !.,> ,,...,1 
e po- - 1 e + l 

(4.6.68) 

Cuando contra.emes ( 4.0.67) con q 1l el resultado es la autocncrgía del electr6n 
E21{p). lo cual da una pn1cba. dircct.a que la co1Tcspondientc identidad de 
Ward se satisface. 

Por otro la.do. el vi'irticc tiene Jos siguicnt.cs co1nporta1nientos para qµ 
muy pequcrla 

A!21 (0,q) 

A!21 (qo,O) (4.6.69) 
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donde a es el ángulo formado por los vectores p y k. De las expresiones 
anteriores, se vu clarruncntc el comporta.miento singular de A!21 en qµ = O. 

Para finalizn1· el capítulo, haremos un resumen de los puntos más impor­
tan.tes del mismo. En pri1ncr lugar, hen1.os dcn1ostrado que las identidades 
de W.a.rd se satisfacen hasta orden de dos rizos. En segundo lugar, estudia­
n1os las relaciones de <lispc1·sió11 para fcrmioncs y fotones que se propagan 
en un pln.sma relativista. a alt.a tctnperatura, en una norma fija y despre­
ciando la pa.rt.c imaginaria. Obscrvan1os que, en a.nibos casos, las relaciones 
de dispersión predicen la existencia de modos colectivos del medio. Después, 
analizn1nos la parte real del vértice. Hemos concluido que la. co1npleja. es­
t.ructu1·a inicial del mistno. puede ser reducida en forma considerable gracias 
a las idcnt.ida.des de Wa.rd y a las ecuaciones de movimiento. Finalmente. 
vcrificrunos. cxplícit:uuentc. que la parte imaginaria del vértice (A121) tiene 
un polo en <¡1, = O. tal y como lo predicen la..c; identidades de Ward. 



CAPÍTULO 5 

RELACIONES DE 
DISPERSIÓN PARA UN 
NEUTRINO 

5.1 Introducción 

Las relaciones de dispersión para un ucutrino que se propaga a través 
de un medio. difieren en general de aquellos en el vacío. Esto es debido a 
las interacioncs coherentes con las pnrtícnlas en el medio. Este hecho puede 
ser tomado en cuenta a través de un índice de refracción o por un poten­
cial cf"ectivo Vef. para cada. ncut.rino de un sabor dado (v¡. l = e,µ, r). El 
conocimiento del potendal efectivo es un requisito esencial en el estudio de 
Jos ef'ectos de Ja rnat.cria sobre las oscilaciones de neutrinos, y de las implica­
ciones ñsicas del meca.nisino MSW [ID~ 20] para Ja.."i transformaciones entre 
Jos neutrínos de dife1·entcs sabores. Dentro del fbrmaUsD1.o de tiempo real de 
Ja TCTF, el potencial efectivo es calculado a. partir de las contribuciones del 
medio a Ja autoenergía de los ncutrinos que se propagan en eJ medio. Hasta 
cantidades de orden llf¡-¡,2 , las correcciones son proporcionales a la asimetría 
partícula-antipartícula en el n1cdio y se au11lan sj e) medio es simétrico ante 
CP. En tales circunstancias. las co1T(!cioncs térmicas de) orden de M 1J,.

4 que 
resultan de considerar los térn1iuos que dependen del momento en el propa­
gador del bosón, tienen que .ser cousidcr:ldas y pueden ser dominantes. 

En éste capítulo calcularemos las corrccioucs a las relaciones de dis­
persión dependientes de Ja tcn1pcrat.ura, para un ncntrino que se propaga 
en un medio coinpucsto de electrones. protones. ncutrinos y sus respectivas 

87 
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antipartículas. La parte real de las relaciones de dispersión fueron determi­
nadas por D'Olivo, Nieves y Torres [59] (ver t.anibién las referencias [60, 61.)), 
mediante el formalismo de tiempo real de la TCTF. Nosotros ca.lcula.recnos 
la parte rea.\ de las relaciones de dispersión por un 111étodo alternativo {62], 
el cual hace más evidente la física del proble::rna. Este IUétodo consiste en 
promediar térlTlican1cutc la. amplitud de dispersión hacia adelante (ángulo 
cero) de un ncutrino que se propaga en el media. Los neutrinos que est.axnos 
considerando son de masa. cero, no obstante .. el rnétodo puede ser aplicado 
para. situaciones en que se tengan neut1·inos masivos. Demostraremos~ a nivel 
de un rizo. que el resulta.do obtenido con la. TCTF es equivalente al obtenido 
promediando térmicanicn.te la. a.tnplitud invariante. Es interesante resaltar 
que este resultado es similar al teorema. óptico que se encuentra en \a teoría 
de la. dispersión. Este teorema relaciona. la. sección diferencial total a. la parte 
imaginaria. de la &Inplitud de dispersión a ángulo ccl"o. En nuestro caso, lo 
que encontra.rnos es que la parte real de la. a.utocnergía. del neutrino se rela­
ciona. con el promedio té1.·1nico de la. amplitud de dispersión a ángulo cero. 
Para fina.tizar este capítulo extcndcreni.os el método menciona.do a.nterior­
ni.ent.c pa1·a calcular la parte hnagina1·ia de \ns relacioues de dispersión. El 
conoci1nicnto de la. pa.rtc imagina.ria de las rcla.ciones de dispersión es ini.por­
tante pa.t·a dct.crminu.1· el tien1po medio en que el ncutrino es absorbido por 
el medio (tiempo de tcnna.liza.ción). En este ca.so, el cálculo lo realizaremos 
a. nivel de. dos rizos ya que a pritncr orden es nulo. 

5.2 Parte real 

Consideremos un ... ncutrino de prueba'" que se propaga en un medio que 
se encuentra en equilibrio termodinátnico. La amplitud de transición T¡¡ 
para la. dispersión del neutrino debida. a su interacción con un fermión f del 
medio .. está da.da. por 

(5.2.1) 

donde V es el volumen de normalización, M es la. a.ni.plitud invariante para 
el proceso 1Jf --+ vf; k; (k¡) y p; (p¡) son los momentos iniciales (finales) 
del ncutrino y el fcrtnióu rcspcctivainente. Cuando la. dispersión es hacia 
adelante. tanto el ncu.trino como las partículas en el medio conservan sin 
catnbio sus respectivos nion1cntos. Este hecho implica. que si la. transición 
oc1u·rc en un int.crvalo de tiempo t. cut.onces podcni.os emplear la igualdad 
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ó<4 >(0) = Vt/(211") 4 , con lo cual 

. t 
Tfi = -· V J\..f • (5.2.2) 

Para la a.mplitud de trao&ición debida a la dispersión a ángulo cero provocada 
por UDa partícula en el medio. 

Ahora construiremos el promedio térmico de la AJDplitud de transici6n, 
stllDando coherentemente las contribuciones individuales, pesadas con la co­
rrespondiente distribución de Fermi: 

(5.2.3) 

donde Tnf es la masa del fcrmión y 

~f(P. u)= [6(p ·u) + 6(-p ·u)] 
., ez + 1 e :r + 1 · (5.2.4) 

En la ecuación anterior, 9 es la función esca.Ión y x = /J(p ·u - µ.), tal y corno 
habían sido definidas anteriormente. Puesto que estarnos suponiendo que el 
Uledio no está polarizado, la amplitud invariante tiene que ser remplazada 
por su promedio sobre los espines de lns partículas en el medio: J\.-1. Por 
otro lado, hemos introducido el vector de cuadri-velocidad uµ del medio 
para. poder expresar en fonua convenicnt.c Ja.s fól"nJ.ulas que se deriven. En 
el sistema de reposo del medio uµ= (1,0) y kµ = (w,as). 

Como habíamos mencionado en la introducción, el efecto de] medio sobre 
la propagación de los neutrinos puede ser representad.o en términos de un 
potencial efectivo VcJ· Podemos definir esta cantidad pidiendo que, al orden 
m.ás bajo en teoría de perturbaciones, Ja amplitud de transición del neutrino 
dispersado en dicho potencial externo, iguale la amplitud de transición cal­
culada por la fórmula dada en la Ec. (5.2.3). En la aproximación de Born, 
Ja auiplitud de transición hacia adelante está dado por 

-; j a 1x..P}Cx) V.,f(x) .,P;(x) 

.(2rr)"1 ¡ 
-z-y-ttL(kf)ttL(k;)ó(wf -w¡)V,f(kf - k;), (5.2.5) 

con kf = k¡. En esta ecuación .,P(x) = UL(k)exp(-ik · x)/VV, son las 
soluciones de hclicidad izquierda de la ecuación de Dirac para un neutrino sin 
masa. normalizadas en tina caja de volumen V., y 'VeJ(k) es Ja transformada 
de Fourier de V.,f(X). 
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Igualando (5.2.3) y (5.2.5) y teniendo en cuenta Ja condición de norJ"Da­
liznción u.tu= 2K. resulta 

l J d
4

p 2 2 -
V.f = ;< (27r)3 ó(p - mf).lv!T¡f(p. u)' (5.2.6) 

donde M es Ja a.nipJitud invariante para dispersión de partículas en el vacío. 
La fórmula anterior lilUestra que el potencial efectivo se puede obtener al 
promediar t.érmica.rncutc la a.inplitud de dispersión usual (Ja del vacío) para 
ángulo cero. 

Considcrcn1os ahorn la definición del potencial efectivo de acuerdo al 
fonnnlismo de la TCTF. Una definición alternativa para el potencial efectivo 
puede ser dada sustrayendo Ja energía ciuét.ica (en el vacío) de la pru·tc real 
de In relación de dispersión del ncut.dno en el 1ncdio. Esto es 

V.f = w(1<) - ,. • (5.2.7) 

donde w = k ·u y,...-_ = ~son Ja energía y la 111a.gnitud del t.ri-n101nento 
en sistema en reposo del 111cdio, respcctivaJUcntc. De acuerdo a Jos métodos 
de ln TCTF. w(K:) es calculado en t.érn1inos de la parte real de Ja. contribución 
del 1nedio a Ja autocnergfo. ET. Para neutrjnos izquierdos. ET es de Ja forma 

(5.2.B) 

donde L. R = ~(l =1="}'5). son Jos proyectores de J1elicidad Í:¡i:quierda y derecha, 
rcspectivruncnt'c y los coeficientes a y b, en general dependen de Ja.s variables 
w y 1.:. En Ja Rcf. f59] se ha presentado un cálculo detallado de la autocnergía 
del ncutrino cu un medio general con1puesto de Jcptones ca.i·gados, nucleones 
y ncut.rinos. En ése trabajo se dcn1ost1·ó que. aunque la autoenergía del 
ncutrino depende del parámetro de norrna. las relaciones de dispersión no 
dependen de dicl10 parámetro, al menos hasta 01·denes de M,y4 . Tomando en 
cuenta este resultado, por simplicidad nosotros vamos a trabajar en la norma 
unitaria ({-+ oo). En general, w(K:) depende de Jos coeficientes a y by, por 
Jo tanto. Vcf trunbién dependerá de esos coeficientes. No obstante, para las 
soluciones pcrtu1·bativas de la.s relaciones de cncrgía-1no1ncnto alrededor del 
valor w(¡.;.) = K-, puede probarse (ver Ja sigtticntc sección) qtte el potencial 
efectivo está dado aproxi111ndan1cntc por 

(5.2.9) 

donde ges la const.ni:J.tc de acoplan1icnto débil. En términos de Ja aut.onergía. 
b puede ser expresa.do en Ja forma siguiente 

b = .!_Tr(,l(ET) (5.2.IO) 4 • 



5.2. PARTE REAL 

z 

-~· V V 

(•) (b) 

w 

a L::\. 
V l V 

(e) 

91 

Figura 5.1: Diagra.nias para la autocu.crgía de un neutrino en un baño 
térmico coIDpucsto de leptoncs cargados., nucleones y neutrinos. En (a), 
f indica alguna especie de fern1ión presente en el baño. En (e), el leptón 
cargado l es del mismo sabor que el ncutrino. 

con 

(5.2.11) 

Puesto que estarnos suponiendo que los neutrinos son de masa nula, a nivel 
de un rizo, el campo de Higgs no contribuyen. Ja. a.utocnergía. ET y las únicas 
contribuciones son debida..~ a la del bosón cargado W y a Ja del bosón neutro 
Z (Ver Fig. 5.1) 

Para encontrar e] valor del coeficiente b separamos las diferentes con­
tribuciones a este coeficiente: 

b = bw + bz + btad. (5.2.12) 

y utilizamos el fonnalismo dcscrit.o en los capítulos anteriores, pa.ra obtener: 

donde B = W, Z y hemos denotado por r{! al correspondiente vértice de la 
teoría electrodébiL En el cálculo a un rizo de la autoenergía del neutrino, 
cmpleaJnos el propagador de Jos bosones Z y W en el va.do 

.Ó.µv _ l ( µv kµkv 
B - k2 - Mj, g - Mj, ) . (5.2.14) 
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Esta. aproximación es Dl.UY buena para tempera.turas mucho menores que la 
masa del bosón W. 

Comparemos ahora el resultado en (5.2.9) y (5.2.10) de la TCTF con 
(5.2.6) que se obtiene de promediar térmicamente la amplitud usual de dis­
persión a ángulo cero. Para. w = ~. "'-1' se reduce al proyector de energía. en 
el vacío y puede !'ter remplazado por su expresión usual en términos de los 
espinares libres del vacío. Procediendo de igual forina. para. ,,S+ni. obtenemos: 

(5.2.15) 

donde 

M ~ L { L ÜL(k)r'{lu(p, s)~'J:(k - p)ü(p. s)r'~ü.L(k) 
" B=\V.Z 

(5.2.16) 

es identificada. con10 la amplitud invariante promediada sobre los espines para 
Ja dispersión hacia adelante del proceso "'f ~ "'f. la cual es calcula.da con las 
reglas usuales de Feynman en el va.cío. Existe una suma implícita. sobre los 
diferentes fcrmioncs que contribuyen a Ja amplitud invariante. De esta forma, 
tomando en cuenta Ja Ec. (5.2.9) y comparando con (5.2.6), concluimos que 
aITibos métodos conducen a resultados idénticos en un cálculo perturbativo 
de V~1· 

Co1no habia.tnos mencionado en la introducción, los efectos de la materia 
sobre la propagación de los ncutrinos también pueden describirse en términos 
del índice de refracción n. Su relación con el potencial efectivo puede encon­
trarse sustituyendo Ec. (5.2. 7) en la definición del índice de refracción: 

El resultado es el siguiente 

" n= w(1<:)" 

~ n-1=- K., 

(5.2.17) 

(5.2.18) 

con V~¡ calculado con (5.2.G) o con (5.2.10). La Ec. (5.2.18) reproduce la 
expresión introducida por Langacker y Liu [63] para evaluar la correcciones 
radiat.iva.~ clcct.rodébiles para el índice de refracción del ncutrino en el uni­
verso temprano. 
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Cálculo del Potencial Efectivo 

Como una aplicación de la Ec. (5.2.6), presentaremos el cálculo al orden 
más bajo de las contribuciones al potencial efectivo de un ncutrino en un 
medio que contiene protones, neutrones., y lcptoncs y sus correspondiente. 
antipartículas. El priDler paso es evaluar la &01plitud invariante para Ja 
dispersión de un neutrino prueba v¡ (k) (l = e,µ, 'T) debida n. los fermiones 
en el medio. Los diagramas de Fey11n1an al orden más bajo se muestran en la 
Fig. 5.2. El diagrama {a) da la mis1na contribución para todas las fani.ilias de 
neutrinos, D'lientras que (b) y (e) contribuyen sóto cuando el neutriuo prueba 
y las partículas del medio (neutrinos y lcptoncs cargados, respectivamente) 
son de la niisma familia. Usando los procedimientos usuales, obtenemos 
los siguientes resultados para las l\.Jilplitudcs asociadas con cada una de las 
gráficas Dlostradas 

donde q = p - k, sµ es el espín del ferrni6n en el medio y Ja constante de 
acoplamiento de Fermi es definida como GF/./2 = g 2/8Mw 2 . Los coefi­
cientes ªf y /3f toman los siguientes valores: 

a¡= -1 + 4 sin2 On .... /31 = l, 

ª"' = 1~ /3v=-l, 

para los leptoncs cargados y los ucutrinos. y 

ap = 1 - 4sin2 0n... /3p = -1. 

a,.=-1. /3,.=1~ 

para los nucleones. 
Como n1e11cionrunos autcrionuentc, en uu 1ncdio no polarizado promedia­

mos la a.inplitucl invariante sobre los espines de las partículas en el medio; las 
contribuciones lineales en el espín se anula.u. Adicionalmente, desarrollarnos 
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f f V V [ V 

V V V V V l 
(a) (b) (e) 

Figura 5.2: Diagramas de Feynma.n a nivel de árbol para la dispersión hacia 
adelante de un ncutrino. En (a), f indica cualquier especie de fermión 
presente en el tncdio. En la gráfica (b}, los ncutrinos del tnedio son del 
n1is1no sabo1· que el del ueutrino prueba. En (e), el leptón cargado l es del 
mismo sabor que el neuti·ino prueba. 

el propagador del bosón W en potencias del inverso al cuadrado de la masa 
del mismo: 

1 q2 
q 2 - M,Í = -Mh(l +MI+ .. ·). (5.2.20) 

Este es un desarrollo que será válido cuando la temperatura sea. mucho menor 
que la masa del bosón de 11or1na (T « M B). Entonces~ despreciando además 
cantidades proporcionales a n1T /Mi, encontrarnos 

../2.GFO:fk ·p, 
2(p. k) 2 

../2.GF[k·p-~], 
z 

2(p· k) 2 

../2.GF [k · P - --¡;p-J. 
IV 

(5.2.21) 

Cuando sustituin1os los resultados aproximados en la Ec. (5.2.6), la.s 
correspondientes cout.ribuciones al potencial efectivo pueden ser escritas en 
térininos de las siguicnt.es integrales 
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con 71¡(p ·u) definido en la Ec. (5.2.4). Los escalares A.By C son evaluados 
má.s fácilmente en el sistema de reposo del medio. Contra.yendo la primera. 
de las igualdades anteriores con el cua.drivector de velocidad del medio u,_. y 
tomando en cuenta que u 2 = 1, resulta. 

1 
A= 2(n¡ - n¡), (5.2.23) 

donde n¡ (n¡) representa. ln. densidad de fcrmioncs (antifermioncs) en el 
medio 

J d31' 1 
n¡.f = g¡ (2;:)3 e/J(E'F',.,l + 1. (5.2.24) 

En la. última. ecuación.., E = .Jp2 +ni} y el factor 9f es igual a la unidad 
para neutrinos quira.les e igual n. dos para lcptoncs cargados y nucleones. 
Los otros coeficientes B y C se determinan en forma similar; contrayendo la 
segunda ecuación en (5.2.22) con los tensores u,,u.,, y 9µv• respectivamente. 
Así, obtendremos 

B Hm}(<~1 )n¡ + (~1)n¡) - (<E¡)n¡ + (E¡)n¡)], 

e -Hm} (< ~1 >111 + < ~1 > .. 1) - 4( <E1>n1 + <Ei>ni)). 
(5.2.25) 

donde los promedios ténnicos de las energías E1 y de l/E1 estan dados por 
la. siguiente relación 

(E" -) - _Jlj_ J dªp E" 1 
f,f - n¡.; (271")3 e/JIE'F'J•Il + 1 • 

(5.2.26) 

con n = 1,-1. Usando los rcsttlt.a.dos anteriores en la Ec. (5.2.6), es directo 
hallar el potencial efectivo para. un ncutrino de un sabor dado. Los resultados 
se presentan en la Tabla. 1 y coinciden a lo.s que se obt.uvieron en la Ref. (59] .. 
Además de las contribuciones al orden de la. const.antc de acoplamiento G F, 

las cuales son p1·oporcionalcs a. la diferencia de densidades de femioncs y 
antifermiones: n1 - n¡; existen taznbién correcciones ténnicas del orden de 
GF/Mfv que dependen de (E) ó (Í;). Las últimas correcciones resultan de 
los términos que dependen del 1uo11l.cnto en el propagador del bosón y tienen 
el mismo signo para partícula.s y n.nt.ipart.íc11la.s (ver Ec. (5.2.25)). 
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Para el problc1nn. de las oscilaciones de neutrinos en la. materia., la. canti­
dad relevante es la. diferencia entre los potencia.les efectivos de los distintos 
sabores de neutrinos v 1 • En el caso de la materia norn1al, compuesta. de 
protones, neutrones y electrones, todos los neutrinos pueden ser dispersa­
dos por electrones y nucleones a. través de la interacción con la corriente 
neutra (Fig. 5.2a), pero sólo el Vr puede ser dispersado por los electrones 
mediante la interacción con la. corriente cargada. (Fig. 5.2c). El dia.gra:cna. 
b en la. Fig. 5.2 no contribuye, porque en el caso de materia normal no 
existen ncutrinos en el 1ncdio. Esto significa. que la. diferencia. v;¡ - v;¡ ó 
( vt; - v:í>· recibe contribuciones no nulas del orden de la constante de 
Fermi, las- cuales son propo1·cionalcs a. la. densidad de electrones en el rnedio. 
Estas son las condiciones que prevalecen en el Sol y que han sido consideradas 
en inuchos estudios que se han hecho sobre la...q implicaciones del mecanismo 
MSW en el p1·oblc1na de los ncutrinos solares [21]. Sin embargo, las cosas 
pueden cambiar notablemente en otros contextos astrofísicos o el universo 
temp1·ano. En este últin-10 caso, usualn1cnte se supone que hubo casi igual 
número de pa1·tículn.s y de a.ntipa.rtícula.s, lo cual implica. que las contribu­
ciones nl potcncio.1 efectivo proporcionales a n¡ - "!se anulen o sean muy 
pequeñas. Bajo estas circunstancias, correcciones del orden de G F / Ma,, las 
cuales bcn1os consi-dcrado, pueden ser relevantes porque estas correcciones 
no se cancela.u, aún en medios que tienen simetría a.ntc CP. 

Neutrino Medio V.¡ 
Ve, Vµ 9 v.,. p ±'4,<(1- 4sin"OwJ(np - n 1,) 

Vc:,Vµ 9 V,,. n =F~{n.n - Tlñ) 

v. e 
±*(1+4ain2 Ow)(n.-nit) 

+ 2~c;..~-~ [n.., <+.-)+nit(-i;)-~(n.(E.)+nit(Eit))) 

v. "• ±~(n.,. - nv.) - 8 3~C:f"' [n.,.(E.,.) + n.,.(E.,.)] 

Vµ., Vr e ±~(-1+4sin~9w)(n. - n,.) 

Vµ..Vr "• ±'77f"(n.,, - n.,,) 

Tabla l. Pot.encinl efectivo inducido sobre un ncutrino que viaja a•través 
de un medio. El signo superior (+) se refiere a ncutrinos y el inferior (-) 
indica que es para. a.ntincutrinos. 
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5.3 Parte imaginaria 

En la sección anterior hemos calculado la parte real de las relaciones de 
dispersi6n para un neutrino prueba. que se propaga en .01cdio.. Dichas rela­
ciones las heDJos expresado en térn1inos de un potencial efectivo,. el cual fue 
identificado con el coeficient.e b que aparece en la a.utoenergía (Ec. (5.2.8)). 
Ahora consideraremos la. parte imaginaria de las relaciones de dispersión; 
como veremos más adelante, estas contribuciones pueden ser escritas en 
términos de Ja sección eficaz para el ncutrino prueba. promediada térmicamen­
te. Tal y como niencionamos en el capítulo anterior, la parte imaginaria de 
Ja autoenei·gía. contribuye a la razón de decaimiento, o de manera más pre­
cisa, a Ja rapidez de tcrn1aliznción de la pai.·tícula. Una condición esencial 
para que un modo normal se propague en el medio. es que las contribu­
ciones reales a Ja relación de dispersión dorn.inen sobre Ja correspondiente 
contribución imaginaria. La parte imaginaria de Ja autocnergía .E se rela­
ciona con la discontinuidad de la misma, en el sentido de que considerada 
como una Cunci6n de variable compleja con cortes a. Jo largo del eje real; se 
tiene que DiscE(w) = E(w + fr) - E(w - fr) = -2ilmE(w) es puramente 
imaginaria. 

Las relación de dispersión para nn ncutrino que contiene contribuciones 
dispersivas y absortivas. se puede calcular a partir de la ecuación de movimien­
to (ver, por ejeniplo, Ec. (4.3.17)). Para el caso de masa nula, la autoen­
ergía se parametriza en térininos de los coeficientes a y b, dando Jugar a Ja 
condición: 

(1 - a)(w - 1<) - b =O. (5.3.27) 

En el desarrolJo perturbativo a y b son del mismo ordeu en la constante de 
acoplamiento. Para un ncutrino relativista, el efecto del medio da Jugar a 
correcciones pcrtui:bativas de la correspondiente relación de dispersión para 
el neutrino libre: dada por w = K. Por lo tanto. es conveniente escribir 
(5.3.27) como 

b 
w=,.;.+---. 

1-a 
(5.3.28) 

A orden de un rizo b oc a oc g 2 
9 por lo cual In parte real de la relación de 

dispersión a orden g 2 es simplemente 

(5.3.29) 
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Es posible dcmostra.i· que a orden g 2 las partes inl.a.ginarias de a y b se 
cancelan (la. n1.zón será explica.da. posteriormente). consecuentemente a. dicho 
orden no existe contribución n. Inrw. De esta for1nn., las contribuciones de 
los coeficientes a y b a. la parte imaginaria de la. rela.ción de dhipcrsión., son 
ambas del orden g 4 y la. solución pcrturbativa a este orden está. dada. por 

(5.3.30) 

Es costumbre escribir la solución a la. relación de dispersión como: w(K.) = 
Re w + i -y, donde Re w(1'i.) dctc1·n1.ina. los modos normales, mientras que 'Y es 
la. razón de decaimiento de la pn.rtícula. Poi· lo tanto, en nuestro caso 

(5.3.31) 

Como dcn1ost1·amos a.nterionncntc (subsccción 3.2.2). las partes real e 
ima.gina.1·ia de la. a.utocncrgía. que intervienen. c1 ... la relación de dispersión 
se obtien.en a partil· de las componentes de la matriz de autoene1·gía. E11 y 
'E12 .. rcspcctivruncnte. El resultado (con a = O) puede escribirse en la. forma 
siguiente 

Re E 

ImE 

RcE11 
e(k ·u) E 

2inF(k ·u) 12 (5.3.32) 

A nivel de clos rizos. los diagrn.1na.s que contribuyen a E12 se presentan 
en ln Fig. 5.3. Pai.·a los dia.gran1a.s (a.) y (b) obtenernos 

-i'E12 - J (;:~4 (;;;4 r'\(iS12(qllr2n·{rf(iS12lP>> 

xrg(iS2i(p - q + k))}i(~~0(k - q))ui(~;;'µ(k - q))22, 

(5.3.33) 

mientras que para los diagramas (e) - (f) se obtiene 

J <;:~. (;::;. r 1
1'(iS12lqlJr::liS2tl-k + P + q))rf(iS12lPllri; 

xi(A~0 (k - q))11 i(A~,J(k - Pll22. (5.3.34) 

donde A. B = W. Z y recorda.n1os que r 1
1' = -r~. En principio debemos 

sumar sob1·c los índices té1·n1icos (a= l. 2) de los vértices internos. pero de­
bido a. que csta.n1os considerando temperaturas n1ucho incnorcs que la masa 
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de los bosones de nonna (es decir .. T/Mw << 1)., la matriz de los propa­
gadores bosónicos es diagonal., coincidiendo esenciabnente con loa propa­
gadores del vacío: 

(5.3.35) 

El hecho de que el propagador bosónico sea. diagonal~ pern1ite entender por 
qué la autocnergía del neutrino no i·ecibe contribuciones a. orden g 2 • A 
dicho orden. la. parte iu1aginnria de ~ se obtc11d1-ía de calcular la autoenergía. 
del tipo 1-2 para los digra.1:11a.s de la figura. 5.1, pero dichas contribuciones 
se cancelan porque son propo1·cionales a (.6~11 (k)h2· Por el contrario. 10& 
propagadores fernJ.iónicos S12 y S21 ya. han sido dados en la Ec. (2.4.106); 
poniendo CT = O nos queda: 

2...-i8(p2 - m 2 )[71¡(xp) - 8(-p • u)]CJ' + m), 

27l"i8(p2 - m 2 J[77¡(xp) - 8(p · u)]CJ' + m). (5.3.36) 

Tomando en cuenta los t'csult.ndos anteriores tendremos que la razón de 
decaimiento se puede escribir como 

- .e(k. IL) {e"'"' cZZ ...... vAº} 'Y - --i--.-- + - L.- ~ 
21.n.p AB=Z~\V 

(5.3.37) 

donde CAB se obtiene de (5.3.33): 

¡ J (~~4 e:':;. (~:~4 {Tr{yfr~'(fl + m1JrnTr{rf(,S+m2) 

xr~(Q + m3J}i(.ó.:0 <k - q) l 11il.ó.:;',,Ck - q)l22} 

x(27l")4 8 14l(Q - (q + p - k))8(q2 
- miJ.S(p2 - m~)ó(Q2 - =5> 

x [7JF(q~) - 8(-q · ul][r1F(Py) - 8(-p ·u)] [TJF(Q:) - 9(Q ·u)], 

(5.3.38) 

y DAB de (5.3.34): 

¡Je::~.<~:;. e~:~. { Tr{?lr\'<'1 + "'' ¡rf}r::<Q + rn2) 

xr:;(p + m3J}i(.ó.:a<k - q)) 11i(.ó.{!,,(k - p) )22} 
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Figura r..3: Diagrruna.s de a.utocncrgía a nivel de dos rizos para un neu­
trino que se Propaga en un baño tér1nico de lcptoncs cargados, nucleones y 
neutrinos. Los diagrania (a) y (b) contribuyen al cuadrado de la amplitud 
invariante, 1I1icntra.s que el resto de los diagramas (e, d, e y f) contibuyen a 
los términos de intcrf'crencia en Ja runplitud invariante. 

x(27r) 4 JC4 l(Q- (q + p - k))ó(q 2 - ni'f)ó(p2 - m~).S(Q2 - m~) 
x[77p(qr) - 0(-q · tt)j[77p(p~) - 0(-p ·u)] [77p(Q,) - O(Q · u)J. 

(5.3.39) 

En las ecuaciones anteriores hemos introducido una integral extra sobre el 
momento Q, conjuntamente con una función delta de Dirac. Notemos que 
cada una de las contdbucioncs anteriores a Ja parte in1aginaria de las rela­
ciones de dispersión son indcpcndient.es de la norma utilizada. En efecto, 
cuando evaluarnos cada uno de Jos coeficientes en w = ~, eJ término ""11 
puede ser rempJa.zado por el correspondiente proyector de energía en el vacío. 
Podemos entonces recurrir a la ecuación de Dirac (¡tu = O), con Jo cual 
las contribuciones dependientes de la norma. que provienen de Jos propa­
gadores bosónicos se anuliUl. Claro está. poniendo neutrinos que satis facen 
Ja ecuación de Dirac. 

Vere1nos ahora que "Y puede ser expresado en términos de amplitudes de 
procesos fisicos. P<u·a. ello usamos )as· rel~ciones 

[77p(x;) - fJ(±x · u)] 

np(:r.¡) 

=Fe(x · u)np(=Fx;). 

e-r;(l -np(x;)}, 
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e-=nF(x)nF(y)nF(Z) 

+e=-z-11+~(1 - nF(x))(l - nF(x))np(x) 

(5.3.40} 

y notarnos además que tanto el momento total como la. carga. total son can­
tidades conserva.das: 

Q-q-p+k o, 
o. (5.3.41) 

Adicionalmente., es necesado nota.i· que, al orden considerado, se pueden 
utilizar las expresiones para los proyccto1·es fcrr11i6nicos 

L tt(71, s)ü.(p, s) 

L u{p, s)·v(v. s) ., - T11. (5.3.42) 

Notemos de lns ecuaciones (5.3.33) y (5.3.34) que todos los propagadores 
fcrmiónicos internos son del tipo 12 ó 21 y por lo tanto, de acuerdo a (5.3.36), 
introducen un factor d{p2 - 1112 ) que los coloca en capa de masa. Esto lo 
podemos interpretar diciendo que, para el cálculo de la parte ilnnginaria, 
los dia.gra.in.as de la Fig. 5.3 son cortados en t.odas las líneas fcrmiónicas 
internas. Las líneas bosónicas no se co1·tan porque estos diagrama.e; no in­
cluyen distribución tér111ica. pn.ra T « M ... 1- La inclusión de los proyectores 
fenniónicos Ec. (5.3.42) en las ecuaciones (5.3.38) y (5.3.30). pcnnitc iden­
tificar en dichas expresiones la."> a1nplit.udes de dispersión para los procesos 
que se obtienen de cort..a.r las línc<L"> fcnuiónica.s internas. Las expresiones que 
se obtienen son dcn1asindo· cxtcnsi ....... sin embargo es posible entender como 
construirlas de manera. siste1nática. 

Consideremos los diagrama.e;; (a.) y (d) de la. Fig. 5.3. Al cortar las líneas 
fcrmiónicas, aparecerá. un proceso de dis¡1crsión v• e -to ve 1ncdiado por un 
W que contribuye a la. absorcicíu o desaparición del ncuti·ino de prueba.,,,•_ 
En general dcnota.ren1os a v* co1no el ncntrino de prueba, mientras que todas 
las otras pa..rt.ícul:L."" se encuentran en equilibrio tcnuodin<'ilnico. La a.inpli­
tud del proceso v* e ~ ,,, e aparecen\. n111lt.iplicada por el peso estadístico 
nc(p) (1 - nr(r¡)] [1 - n,_,.(Q)]. E.st.o iuucst.ra. clara111cntc que es proporcional a. 
la. densidad de fennioncs cu el estado inicial. iuult.iplicado por un factor (1-n) 
para. cada fenuióu cu el cst.aclo tiual. i'c!prcse1ltru1do el bloqueo de Panli. La 
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reacc1on i11ve1·:..a ve -+ v• e coutdbnyc a Ja producción o ... reaparición" del 
v* y tiene un pe.so estadístico nr(q)u.,....(QJ(l-nr{p)]. Al su1na.r1 Ja a.n1plitud 
de desaparición y reaparición obtcnen1os el peso cstadíRtico: 

Donde el tíltimo resultado se sigue de Ja ínvariancia ante inversión temporal. 
Adicionahncut.c, podrían aparecer procesos de decaimiento v* -t ee- v ó 
de crnisión de ncut.rinos e e- -t v•,,, ó e e- v -Jo µ*. n1ultiplica.dos por sus 
con·cspondicnt.cs pesos estadísticos. Sin crnbargo, en base a. consideraciones 
cincuiátic;L<o;. se puede de1uostra1· que en la región de interés sólo dcUemos 
considerar los procesos de di:-t:pr.rsióu. 

A tcn1pcrat.ura cero, Ja._...¡ regla.,c:; para obt.cncr la parte inH1.ginaria de una 
grii.fica. de FcyunJan se conocen couJo regl.a.s de Cutkosky. Las correspon­
dientes reglas de Cutkosky a t.c111pcratura finita han sido presentadas anterior­
mente por Kobes y Sc1ncnoff (G4] y por WeJdon [65} 9 para el ca.so de ciertas 
interacciones idealiza.da...¡ a orden de g 2 cu donde Ja parte imagina.ria de la 
autoencrgfa a dicho orden no se anula. 

En base a estas consideraciones. 1' puede ser expresado en Ja siguiente 
fonna 

+t0<Joslosproccsosposibles} 9 {5.3.43) 

donde X denota. algún fennion presente en el medio. Por todos los procesos 
posibles se entienden aquellos procesos de dispersión que se obtienen al cortar 
todas las líneas fcrniiónicas internas en Jos diagramas de las Fig. 5.3. Dichos 
procesos se enlistan en (5.3.48). 

Para Ja dispersión µ*X ~ vX. Ja sección eficaz está dada por Ja siguiente 
relación 

da= __ 1 ___ 1_ 1 M ¡2 (2rr)4c54(k + p - q - Q) 
2w2Ep j V re/ 1 

d 3 q d 3 Q 
x (2rr)ª2Ey (2rr) 3 2Eq 

(5.3.44) 

1 EJ heclJo de CJUe }ft!'> ftn1pJitud~ de apariC'ióu y renpnrición s<.• cfebn.11 sumnr. se aplica al 
en.so de fennion<.-s; en el caso hosóuko ln."> correspondientes runplitudes se deben sustraer. 
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donde V rrl denota. la velocidad 1·clativa. cnt1·e el ncut1·ino prueba. y el fcrmi6n 
del nl.edio. Por otro la.do. esta velocidad puede expresarse como sigue 

k·p 
1 Vrct l= Epw, (5.3.45) 

entonces, cncontranios que 'Y puede ser expresado en la. forma. 

(5.3.46) 

donde 

(2nl4 j d3q d'Q 1 M ¡2 4 
{dcr) = 2w2E,, (27r)3 2E,

1 
(27r)"2EQ "°k-P f> (k + P - q - Q) 

x(l - nx(EQ)). (5.3.47) 

Observemos que, si dcsp1·ccia1nos el térn"l.ino de bloqueo de Pa.uli (1-n_x (EQ}). 
el promedio térmico sobre ln. sección eficaz se i.·educc al resultado que se ob­
tiene de considerar que el proceso se rentizn en el vacío. 

Para. calcular la partu in1a.g;inn.rin. del índice de 1·efra.cción para ncutrinos 
sin masa., dcsprechunos el tértniuo de bloqueo de Pauli y consideraremos las 
siguientes secciones eficaces, que se obtienen de las reglas de Fcynman para 
el modelo estandar ~ en la. aproxi1nnción q2 «. Mfv: 

u{vc--. ve) 

u(v¡Vj--> V¡Vj) 

CT(V¡N ~ v;N) 
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a(vp-+ vp) G} [cS2 +cS+ l]S+ G}.,,,2¡.s2 -1]. 
12n 16n P 

G} [cS2 - .S + l]S + G} m2¡,s2 - l]. 
12n 16n P 

G} ¡.!.c.s2 - 4.S + 5)]S + G} .,..2[(2 - 6)2 - l] 
1271 2 161r t ' 

G}S 
12n ' (5.3.48) 

donde cS = 1 - 4scn9w y S = (k + p) 2 = ,,.2 + 2k ·p. 
En cst.a aproximación. en la que se desprecia. el ténnino de bloqueo 

de Pauli. lo que resta. es calcular los pro1ncdios ténnicos que aparecen en 
(5.3.46). En dicho cálculo es necesario considerar las siguientes integrales 

r, j (;;.:;3 (k • p)2 0(p · u)cS(p2 + '"~>: )nx(p ·u). 

J ,l4p 
(
2
n)ª (k · p)O(p · u)cS(p2 + m'.(.. )nx (p. u), (5.3.49) 

por argu1ncntos de covariancia. las integrales anteriores son de la forma 

kµk,,,(Auµu"' + Bgl'v) 

k,,(Cu"). 

donde los coeficientes A, B y C son los siguientes: 

A 
1 2 1 

Ggr Nx(4(Ex) - '"x(Ex)), 

B --
1
-Nx((Ex) - m~(-1-)). 

6gr Ex 

e 1 N 
2gr ~Y • 

donde hcillOS int1·oducido las definiciones 

(E.\.) 

(5.3.50) 

(5.3.51) 

(5.3.52) 

con i = 1. -1 y g;y: es igual n la unidad pai·a neutrinos izquierdos y dos para 
leptoncs cru·gados. De la..s ecuaciones previas. obtcnmnos que la razón. de 
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decaimiento "Y pan1. un neutduo que se propaga en un medio compuesto 
por electrones, protones .. neutrones .. neutrinos y sus correspondintes an­
tipartículas, se puede expresar en forma concisa conl.o: 

G} ~ N,.. { 8 2 2 l 2 >} -y = - -- L.- --- ( - (Ex) - -mx (--})"'Ax + rnx (Ax + Bx . 
12.,,- X YX 3 3 Ex 

(5.3.53) 

donde la suma en X se realiza sobre todas pru·tículas del medio. Los dife­
rentes valores que ton1.an Ax y Bx. se muestran en la Tabla II. 

X Ax Bx 
e ó~ -5ó+ 7 -;1[(2 - ó)" - l] 

e ó~-3ó+3 -:ff(2 - ó)" - l] 
V a o 

V 4 o 
Vi #v 3 o 

V; >F V l o 
N 3 o 

N l o 
p ó~+ ó + l -;f(ó"' - 1) 

p ó"'-ó+l -~(ó"' - 1) 

Tabla 11. Los diferentes valores que tornan los coeficientes Ax y Bx .. 
según las partículas presentes en el inedia. Aquí, ó = 1 - 4scn28n'· 

En este capítulo heznos deducido t.anto Ja parte real como la parte ima­
ginaria de las relaciones de dispc1·sión para ncutrinos que se propagan en un 
medio compuesto poi· electrones. prot.ones. neutrones~ nen trinos y sus corrcs­
pondintes antipnrtícuJn.._.;;. La pnrtc real de las 1·claciones de dispersión~ la 
obtuvimos por un método altcruativo a. la Teoría de Canipos a Temperatura 
Finita (TCTF}; ése rnét.odo consiste cu pron1cdia.r ténuic:unentc la arnplitud 
de dispersión a ángulo cero. Dcn1ostrn1nos que. cuando Jos cálculos se rea­
lizan a nivel de un rizo en la TCTF y se consideran solucione.s perturbativas 
de dichas relaciones alredor de w = "-· los resultados con ambos métodos es 
el mismo. Postcriorn1cntc. deduji1nos la parte i1naginaria de las relaciones 
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de dispersión con Jos métodos de la TCTF; también considerando soluciones 
perturbativas alrededor de Ja capa de masa del vacío (w = K-). Realízanios 
el cálculo tomando en cuenta contribuciones de diagranlas de Feynman a 
dos rizos, ya. que las contribuciones que provienen de diagra.inas de un rizo 
son nulas para la parte imaginaria. Demostrarnos que, para las soluciones 
perturba.tivas. Ja parte hnagi11arja de las relaciones de dispersión se puede 
expresar como una rapidez de decaimiento. Cabe destacar que la parte real 
de )as relaciones de dispersión es mucho inayor que la parte imaginaria. ya 
que parte real,...,, Gp,, mient1·as que Ja parte imaginaria'"""' G} 



CAPÍTULO 6 

CONCLUSIONES 

En este trabajo he1nos estudiado diferentes cuestiones vinculadas con 
la invariancia de norma en Ja QED térn1ica. Además. poniendo especial 
atención en posibles efectos de la invarancia de norma, caJcuJarnos tanto Ja 
parte real como la parte imaginaria de Jas relaciones de dispersión para un 
neutrino que se propaga en un medio. 

En el capítulo 2 presentamos de fo1.n1a detallada el formalhrrno de tiempo 
real de la TCTF. Aunque Jos resultados alli presenta.dos no eon novedosos., 
hemos reunido y analizado de n1ancra sistemát.ica dif"ercntes ideas que están 
dispersas en la literatura y que podrían ser de utilidad para futuros estudios 
o investigaciones. 

En el siguiente capítuJo analiza1nos Ja simet.ría discreta Z2 y la simetría de 
norma asociadas con Ja QED ténnica. Aunque Ja. simetría Z2 ha sido previa­
mente analizada [3J para el campo escalar~ nosotroR la generalizarnos aJ caso 
de la QED térmica [43]. Esta simetría permite reducir las funciones de Green 
irreducibles de una partícula independientes. Imponiendo Ja condición de 
que Ja funcional generatriz pcr111anezca. invariante bajo una transformación 
de norma, dcriva.Jllos las identidades de Ward a temperatura finita.. Aunque 
comuninente se acepta que la inva.riancin de norma no es afectada por la 
temperatura, se han hecho sugerencias basadas en cálcul08 perturbativos a 
nivel de uno y dos rizos [44~ 45], de qtte dichas identidades no se satisfacen. 
Nosostros ben1os demostrado qnc las identidades de Ward se satisfacen en 
forma genera) a todo orden y a cualquic1· ten1peratura [43l También de­
mostramos que las mismas predicen que la parte imaginaria de uno de los 
vértices retardados posee un singularidad cuando el momento de Ja línea 
fotónica externa tiende a cero. Adicionahncnte. probarnos que. para la parte 
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longitudinal., de las ocho componentes del vértice, sólo una es independiente. 
Contraria.incntc a las sugerencias contenidas en las referencias {44., 45), 

en el capítulo 4 dcrnostra.n1os cxplícitruncnte q1.1C dichas identidades sí se 
satisfacen pcrturbativan1c11tc a nivel de uno y dos rizos. En dicho capítulo 
ta.tnbién cstudia.n1os, a. partir de la. ecuación de movimiento encontrada. en 
el capítulo 3. los iuodos de p1·opagación para los fc1·mioncs y fotones en un 
plasma. rclntivist.n a. alta. tc1npcn\.tura.. Falta. dar una. respuesta. precisa. a. 
diversas cuestiones acc1·ca. de las propiedades de las partícula. en el medio: 
¿Cuál es la fornl.a. en que intc1·actt."1an los tnodos en un medio? ¿_Cuál es el 
coniportrunicnto diná.tnico de los modos en presencia de ca.1npos externos? 
Al respecto, he1nos hecho un avance parcial en esta. dirección al reducir de 
manera. considerable la co111.plejn estructura de Lorentz que el vértice posee. 
En efecto, las identidades de Ward pern1.itcn demostrar que la. corriente 
clcctro1na.gnética Jµ en el 1ncdio es una cantidad conservada., lo cua.1 impone 
restricciones que reducen el 1n\n1ero de factores de forma. independientes que 
aparecen en Jµ. Apai·tc de ser in1portn.nte por sí mis1no, este resulta.do 
puc<.lc ay udnr pan\. dc1nostrar en for111a. general la. inva.rin.ncia de norma en 
las reh\cioncs de dispersión, no sólo en e\ réghnen de alta temperatura. y/o 
densidad, corno han sido considera.dos en la. H.teratu1-a.. 

En el capítulo 5, dedujimos tau.to la parte real como la parte imaginaria. 
de las relaciones de dispersión para. ncutrinos que se propagan en un medio 
cotnpucsto de electrones, protones, neutrones, ncutl"inos y sus respectivas 
a.ntipartícula.s. Aunque la. parte real de las relaciones de dispersión fueron 
previamente detennina.das (59, 60 .. 61) a. través de los métodos de ln. TCTF. 
nosotros ln. dctennina.rnos por ot1·0 proccdilnicnto; haciendo un promedio 
ténnico del.a. a1nplitud inval·ia.ntc de dispersión a. á.Il.gulo cero. De1nostra.mos. 
tan1.bién. que ambos n1.étodos dan resultados equivalentes. Si bien el cálculo 
que realizattlos es n nivel de un rizo, creernos que puede ser generalizado a. 
todos los ordenes en teoría de perturbaciones. La parte inl.aginaria de las 
relaciones de dispersión fue determinada utilizando la. técnica. de la TCTF 
mediante un cálculo a. dos rizos, ya que a un rizo la contribución es nula.. 
Una de las suposiciones itnplícit.a.s para que exista. propagncíon de partículas 
en un ntcdio, es que ln pn.rtc rca.1 de ln.s relaciones de dispersión sea mucho 
menor que la respectiva parte imaginaria.. En el ca.so de los ncutrinos, esta 
condición se c\.unplc en 1ua.t.crin. nonna.1, con10 el Sol. Sin embargo, en un 
1ucdio con sii:netria CP .. tal co1no el universo tc1upra.no, las contribuciones 
don1inant.cs a. la. pai·t.c real {que son proporcionales a. la diferencia de densi­
dndcs de pai·tícnh\.-a.ntipartículn.) se anulan y la.s correcciones .son del orden 
de G F / Mfv. Dajo tales circunst.a.ncirL'i .. la. parte imaginaria. que es del or-
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den de G}. es con1pai.·n.blc a la. pru:tc real y es 1·clevante para el estudio de 
fenómenos que octn·dcron duraJ.1t.c el universo temprano. Este estudio está 
en desarrollo. 



APÉNDICE A 

Estados coherentes 

En éste apéndice disc11tirc111os aJguuos aspcct.os relacionados con Jos es­
tados coherentes bosónicos y fe1·111ió11icos. 

A.1 Estados coherentes bosónicos 

En esta scccióu auali:.-.arcu1os algttuit..."1 propiedades de los estados cohe­
rentes bosónicos. 

Una base (1t.il del espacio de Fock ü, pa1·n los cálculos pcrturbativos de 
las funciones de Green a tcu1pcrat.ura fiuita. es la de Jos estados cohe1·cntcs 
{66], la cual es el análogo de In base de autocstados de posición en mecánica. 
cuántica. Conside1·e1nos un sistc111n de partículas bosónicas idénticas. 

Una representación usual del espacio de Fock es Ja dada por la repre­
sentación del ntÍlncro de ocupacióu 

J lla. ll.J. • • •• 1t-,. · • • >. (A.1.1) 

donde el anterior representa un estado uor111alizado y sin1etrizado con n 0 

partículas en cJ estado I o >. con u céu·actcri~ando Jos números cuánticos 
deJ estado de una partícula (por ejc1npJo: n10111cnto, espín. etc.}. EJ estado 
(A.1.1} es estado propio del operador de ntí111cro Ñ = ~cz ii!_.ii0 , donde sus 
va]ores propios denotan el ntÍlncro de octtpndón del a-ésimo estado. Los 
operadores de creación iiÍ, y aniquiJación c}0 satisfacen eJ álgebra: [ña-. ñ1J = 
50 p y [ii 0 ,iip} = [ii~.a!,J =O. El estado (A.1.1) se puede obtener del estado 
de] vacío 1 O > (definido c.-01110 ñ 0 1 O >= 0) a través de 1núltipJes aplicaciones 
de los operadores de c1·cación. 

111 
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Los cstn.doR coherentes son n.utoestados del operador de aniquilación ii.0 ., 

es dech·, 

<io 1 X >= X"' 1 X > . (A.1.2) 

donde los Xa son nún1e1·os co1nplejos ru·bitrarios y 1 X >E ~.. Un estado 
cohc1·cntc 1 x > puede const.ruirsc de la siguiente manera a partir del estado 
del vacío: · 

1 X >= exp { ~ Xo at_} 1 O > . (A.1.3) 

El producto escalar de dos esta.dos coherentes está. dado por 

< x' 1 X >= exp { ~ x:: Xn} . (A.1.4) 

Si bien los estados cohc1·cntcs no forman un.a. base ortonormal., generan el 
espacio de Fock. En efecto, los estados 1 X > forman un conjunto completo 
en el espacio de Fock: 

JII dx;.dxa { ~ • } I I 
0 

~ex¡:> - ~ Xn Xa X>< X = 1. (A.1.5) 

Usando las propiedades anteriores, podemos expresar la traza de un ope­
rador A sobre un conjunto conl.plcto de estados 1 n. > en tér1ninos de la base 
de estados cohercnt.cs: 

'I\· {A} L<nlAln> 

(A.1.6) 

Un estado cualquiera 1 <P > del espacio de Fock puede ser representado 
en la base 1 X >: 

1 e/> >= J IJ d~~:ª cxp { - ~ x;'. Xn} t/> [x"J 1 X > ' (A.1.7) 

donde c/> [x"] =< x 1 c/> > es una fnncionnl de la variable x". De la última 
igualdad poclc1nos obtener una representación pnrn. la función delta. de Dirac 
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en la base de Jos esta.dos cohe1·entcs, ya. que la funcional "'[x'•] =< x' 1 q, > 
puede representarse en la base 1 X > como 

(A.1.8) 

donde hemos usado las Ecs. (A.1.7) y (A.1.4). Identificarnos a la función 
delta como 

6 [x• - x'-J = /1) ~~7 exp { - ~(x;, - x::) Xa}. (A.1.9) 

Una de las propiedades de los estados coherentes que es de gran utilidad. .. 
es la forma tan sin1ple que ton1an los elementos de matriz de operadores 
ordenados normalmente. 1 Si A (ii'!.,iip) reprcsent;a un operador ordenado 
normalmente, entonces es inmediato obtener su acción sobre estados cohe­
rentes: 

(A.1.10) 

A.2 Estados coherentes Cermiónicos 

La relaci6n espín-c..~tadístic11. impone relaciones de conmutación en los 
campos bosónicos, mientras que en los campos fermiónicos impone relaciones 
de anticonmutación. Las álgebras de números que anticon:rnutan son las 
álgebras de Grassmann y por eso los números de Grassmann son adecuados 
para describir los campos fcrmiónicos 

Un álgebra de Gra.ss1nann est.á definida. por un conjunto de generadores 
{110 }., con a= 1, 2 ... n. .. los cuales anticonmutan 

7/oT/d + T/1J1/o = O. (A.2.11) 

En particular 

T/~ =o. (A.2.12) 

A cada generador T/o se Je puede a..o.;ocia.r otro generador r¡;_ y con ello Cormar 
una base de 2n generadores. Est.o se logra a través de Ja operación de 

1 Esto es, en un producto de operadores. todos Jos operadores de creación se encuentra.o 
a. Ja. izquierda de los opera.dores de ru•ic¡uiln.ción. 
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conjugación 

(710 )" 77;_ , 
(71;;,)" 71<> • 

(..\71" )" ...\•T¡;;., 

(71o71¡J)" ,.,7111;., (A.2.13) 

donde A es un número cou1.plcjo. 
El desarrollo en serie de Taylor de una. función de números de Grassmann. 

sólo tiene un númc1·0 finito de térn1inos. Po1· ejemplo, para. fijar ideas., consi­
deremos una. función análitica de una varia.ble de Grassmann /(71), entonces 
su desarrollo es 

/(71) =a+ br¡. (A.2.14) 

donde n y b son nú1ncros co1n.plcjos. Todos los otros términos son cero en 
virtud de la Ec. (A.2.12). 

Sen una función A que dependa de las variables 71 y 71•. Esta. fución tiene 
la. fonna 

(A.2.15) 

Las nociones de derivada e integración se pueden extender a. esta clase de 
números. La dcdvada. se define de rnanc1·a. similar n.1 caso de variable com­
pleja.. con la. salvc?ad de que, para que /,; actúe sobre T/, deben encontrarse 
adyacentes. Po1.· eJclnplo 

a ( "> -- é>r¡ 7171 = -71 • 

71. 

O, (A.2.16) 

con a complejo. El 01·dcn de dcrivaci6n es importante, por ejemplo. para la 
funci6n A en (A.2.15) tendremos 

:r¡A(11".1¡) 

0~_ A(71". 71) 

!, 
8
:_ AC71" .71J (A.2.17) 
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De igual forma. podemos introducir la noción de integración para números 
de Grassmann: 

con lo cual 

J d.,,1 

¡d.,,.,, 

j d71A(71" ,.,,) 

j d71" A(71", T/) 

j d"1d11" A(71",T/) 

Sea. /(77) = a+ b.,,, entonces 

J d.,," 1 = º· 
J dt¡" .,- = 1 • 

• a A ª' - ªª T/ = a., 
a 

a2 + aa T/ = a.,• A 

- j dr¡" d"I A(71", 77) = aa · 

J d1¡'(1¡' - t¡}f("I) = f(T/). 

(A.2.18) 

(A.2.19) 

(A.2.20) 

A partir de lo cual podemos definir In funci6n delta de Dirac para. nú01eros 
de Grassrna.nn: 

-(77 - .,,') 

j dr¡"(l - 77"(77 - 77')) 

J d 11 -77"("1-~') 77 e • (A.2.21) 

El producto escalar de dos funciones está dado por 

(A.2.22) 

Se puede verificar n part.ir de: f = fo + ft T/ y g = Yo + g171, que se satisface 
la igua.lda.d 

< f 1 Y >= fo Yo + Ji YI • (A.2.23) 

En pa.rticulnr. para f = g. el producto escalar es positivo. Con esto hemos 
demostrado que las funciones de Gr11.s._q111a..nn tienen la estructura de un es­
pacio de Hilbcrt. 

Para encontrar una rcprcscnt.ación de la f11ncional generatriz de las fun­
ciones de Green térxnica...c;; para los ca.1upos fc1.,niónicos en la. base de los 
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esta.dos coherentes, en primer lugar asociamos un generador del álgebra de . 
Grassma.nn T/o. al operador fer1niónico de aniquilación a.0 y el asocia.do con­
jugado '7: al operador de creación a.t. Adcn'lás es necesario que se satisfagan 
las siguientes igualdades 

{i/. a} 
(T)a)t (A.2.24) 

donde Jos co1·chctcs indica.u que se t.ra.ta de antico1unutadores y la barra 
en il significa. que puede tratarse t.ant.o del operador de creación co1no del 
de aniquilación, micnt.ras que en fj indica que puede ser un generador de 
Grassmann o su asociado complejo. En segundo lugar~ es necesario definir 
un espacio de Fock para fc1·n1ioncs ~F, el cual es una combinación lineal de 
espacios de Fock O y cuyos coeficientes son números de Grassmann. Así, si 
un esta.do 11" >E UF. entonces este puede ser representado en la base ~ 

1 1/> >= L T/a J Xa > • (A.2.25) 

donde 1 Xor >E '.Sl". Con esto es posiblr. definir los esta.dos coherentes feriniónicos 
1 T/ > .. análogos a los estados coherentes bosónicos: 

fTJ> e- I:º "ºª!.. J o > 
rro - T/aa!,) 1 o>, (A.2.26) 

donde a representa los números cuánticos del sistema de una partícula y 
la última. igualdad en (A.2.2G) se sigue en virtud de que T/~ = (a!,.) 2 = O. 
Con esto., es fácil convencerse de que el estado 1 TJ > es un estado propio del 
opc1·a.dor de aniquilación, esto es 

ªº J T/ >= T/n J T/ > • 

de igual forma se tiene 

< T/ J a!,. =< T/ J T/;, • 

El p1·oduct:o escalar cnt.rc dos estados coherentes es 

<o 1 rrn - T/;,ao) (1 - T/:,a!,.) 1 o> 

eI: • .,;.,~. 

(A.2.27) 

(A.2.28) 

(A.2.29) 
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y la relación de con1pletez está dada por 

(A.2.30) 

La traza sobre un operador A en la base de estados coherentes se puede 
calcular en términos a los i.·csultados anteriores y está dada co1no 

(A.2.31) 

donde el signo 1nenos en el bi:a es debido a las relaciones de anticonmutación. 
Ta.Inbién podcDios dcriva.i· una expresión. a.iüi.loga a (A.1.8): 

(A.2.32) 

donde ( ..P >E ~P y < 'i ( ..¡, >= ..P (77°]. La. ventaja de utilizar estados 
coherentes es que el elemento de n1atdz de un operador A. que es función 
los operadores á. y ¿¡t 01·dcnados normahncnte. está dado simplemente por 

de igual forma., la relaciones 

eP:E0 ñ!aa ('7> 

< 77 ( ePLn a!an 

se sa.tisfa.ccn, con p un nú.Jncro real. 

(A.2.33) 

(A.2.34) 
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Propagador del fotón 

B.1 
En este apéndice., a partir del lagrangiano de Stueckclberg (71], derivare­

tnos el propagador para un campo vectorial masivo a. temperatura finita .. El 
formaliSD'lo que utilizaremos es el formalismo canónico de la. TCTF (7]. Para 
ello emplearemos el u1étodo de cunntiznción de Gupta-Bleulcr. Este enfoque, 
que no ha sido presentado en la literatura. elucida el contenido físico y las 
suposiciones que cst.c_í.n atnl.s de Ja.s fórnntlas covarian.tcs del propagador del 
fotón. 

Nuestro punto de partida es el la.grangia.no de Stueckelbcrg: 

(B.1.1) 

para ~ -:¡t. D~ este lagrangiano ad1nitc el límite correcto de masa cero, en el 
cual estamos interesados. La ccttación clásica de movimiento es 

(B.1.2) 

tomando la divergencia de est.a ecuación obtenemos 

1n.-( "') i; D 2 +T D·A=O. (B.1.3) 

De aquí que, para e distinto de cero. é> - A es un campo escalar que satisface 
la ecuación de Klcin-Gordon con 111asa M 2 = 7n.2 /t;.. Como consecuencia de 
la Ec. (B.1.3), el campo A 1, se dcsclobln en dos partes 

Aµ= A"{; - ~D1,(D ·A), (B.1.4) 
171 

11!> 
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donde A?,; es un ca.n1po vectorial de espín uno y divergencia cero que satisface 
Ja ecuación de Klein-Gordon con masa m. Ton1an.do en cuenta el hecho de 
que las masas de las con1ponentes de espín uno y espín cero del Ca.Dlpo Aµ 
son diferentes; su dcsa.rroIJo en ondas planas es 

A,..(x) 

donde Wk y W1.: están dados por 

vk2 + m2 

Vk2 + M2. 

(B.1.5) 

(B.1.6) 

y los tres vectores cspacialoidcs ortonormales eµ(k .. ...\) son simultáneanlente 
ortogonales a kµ. y satisfacen las relaciones 

"(k.A) · "(k, A'J 
3 

L €µ(k, A)€.,(k, A) 
..\=1 

-Ó..\,..\'• 

( 
k k ) 

- 9µv - ::.i .. z."' (B.1.7) 

Dentro de este enfoque .. la teoi-ía. se cuantiza imponiendo reglas de con­
mutación de inét.rica indefinida: 

[ak..\• al'..\'] 
[a4-o, ai,0] 

(27T) 32wkó~.Á·5(k - k'). 

- (27T)32w.,ó(k - k'), 

con todos Jos otros conmutadores igual a cero. 

(B.1.8) 

Los elementos de Ja matriz del propagador se determinan sustituyendo 
el desarrollo en ondas planas de la. Ec. (B.1.5) en el siguiente conjunto de 
relaciones 

iD},~C:c - y) 

iD~~(.x - y) 

iD~~(x-y) 

iD~tcx -v> 

(T (Aµ(x)A.,(y))), 

(T(Aµ(x)A.,(y)J). 

(Av(y)Aµ(.x)}. 

(Aµ(x)A.,(y)), (B.1.9) 
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donde los corchetes angulares denotau el promedio térmico sobre los estados 
del sistema y los símbolos T y T indican ordena.miento cronológico y anti­
cronológico., respcctivainente~ Los pi-on1cdios estadísticos de los productos 
de los operadores de creación y aniquilación están dados por: 

donde 

(aua¡,_..,) 

(al,.akJ-'•) 

{akoalJo) 

{al-oak'o) 

(2.,,.)32wkc5-'.-''c5(k - k'){nk + 1), 

(2"11") 3 2wkc5-'.-''c5(k - k')nk. 

- (27r) 32¡;hc5(k - k'){ttk + 1)' 

- (2,,.) 32w.,c5(k - k')nk, 

e¡3...J• - 1 
1 

ea;;:;,. - 1 

(B.1.10) 

(B.1.11) 

con /3 el inverso de la tc1npcrat.ura. Usando la.s expresiones anteriores, un 
cálculo directo da el siguiente rcsult.a.do 

D~~(k) 

D!~Ck) 
D~~(k) 

-g,.., + k,,k., [ 1 - 1 ] 
k2 - rn2 + ie m2 k2 - 1712 + ie k2 - M2 + ie 
- 271"ir¡..,(k)CJ,..,. 

-27ri0,,., (r¡-,(k) + 8(k ·u)] 

-21ri01,., (r¡..,(k) + 8(-k ·u)] 

-D;.,.11 (k). (B.1.12) 

donde 

o,..,. = -g,..,.S(k2 - m2) + k,.~., [.sck2 - m2) - .S(k2 - M2l] 
1n-

8 es la función escalón y 77.., está. definida por 

r¡-,(k) 

y 

8(k · u)na(x) + 8(-k · u)nn(-x) 
1 

na(x) = er - 1 ~ 

(B.1.13) 

(B.1.14) 

(B.1.15) 
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es la distribución bosónica escrita en. términos de la va.dable 

X= {3k •U. (B.l.16) 

La expresión covaria.nte para el propagador del fotón., tomando en cuenta 
el límit;e de masa cero en la. Ec. (B.1.12)., es la siguiente 

donde 

D!~Ck) 

D~~(k) 
D!;_(k) 

D~~(I.~> 

Aµv { k 2 ~ ie - 271"i717 (k)ó(k2
)} , 

-21riAµv [71..,(k) + 9(k ·u)] ó(k2 ), 

-2,..iA 1w [77.., (k) + 9(-k ·u)] ó(k2 ). 

-D!~"(k), (B.l.17) 

(B.l.18) 

Las fórmulas anteriores, para el propagador del fotón. coinciden con la 
que se obtienen por el método de integrales de camino [72] expuesto en 
el segundo capít.ulo de esta tesis. La derivación que prcsentanlos (ver en 
particular la Ec. (B.1.10) ) exhibe en una forma transparente el hecho de 
que los grados de libertad no fisicos trunbién se tcrmalizan, a diferencia de 
otros enfoques (73. 74, 42], en donde sólo los grados de libertad físicos son 
ternl.alizados. 
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