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Introduccion

Sabemos que por dos puntos cn el plano pasa una iinica recta, y por tres puntos
no colineales una tinica circunferencia. En general nos podemos preguntar; ;Cusdintos
puntos determinan el higar geornétrico de los ceros de un polinomio de grado n en dos
variables?. Para el caso de la cirennferencia se tienen 3, pero existen mis curvas de
grado dos que pasan por tres pnntos no colineales. Se sabe que 5 puntos no colineales

. En general (";2) puntos no colineales . -+ 1 a

tres a tres cdeterminan una iinica ¢éni
7 + 1 determinan unainica curva de grado n. De modo que si se tienen mas de estos
puntos no podemos asegurar que todos ellos enmplan con la ecuacién de un polinomio
de gracdo n. El resultado principal de esta tesis consiste en ver como por n? + n puntos
de interscccion de dos familias de rectas pasa una curva de grado n, y despuds ver varios

ejemplos de eurvas generadas de esta forma.

Los primeros dos capitulos son herramicnta algebraica y pueden ser una breve
introduccién a la geometria algebraica para personas con conocimiento de teoria de
campos. En ellos se prueban los teoremas de Bezont. y Cayley que tienen que ver con

Ia cantidad de puntos de interseccién de dos curvas en el plano proycctivo complcjo.

Para cnunciar estos teoremas hay que definir la multiplicidad de un punto dentro
de Ia interseccién de dos curvas. Una recta y una circunferencia se pueden intersecar en
uno o dos puntos (en el caso de estar cn el plano real puede que no exista la interseccién),
si esta interseccidn consiste de un solo punto, este es ¢l punto de tangencia y lo podemos

pensar como un punto doble de la interseccién o un punto de multiplicidad 2. Si



la interseccién es de dos puntos, entonces podemos pensar que estos puntos tiencn
multiplicidad 1.

Dos rectas se pueden ven como el lugar gecométrico de un polinomio de grado dos.
De modo que una recta se puede interscear con otras dos cn dos puntos o un punto(el
de interscccién de las dos retas). Cuando la recta se interseca con las otras dos en su
punto de interseceidn, se puede pensar este como punto doble o de multiplicidad 2. En

el capitulo 2 se define la multiplicidad.

El teorema de Bezout nos muestra la cantidad de puntos de interseccién de dos
curvas algebraicas de grados mn y n sin componentes en cormin, (en realidad lo que dice
es que la suma de las multiplicidades de cada punto de la interseccidn de las dos curvas
es mn). Mientras que cl teorema de Cayley dice que si mn puntos de los n? puntos de
interseccidén de dos curvas (contando multiplicidades) de grado 7 sin componentes en
comiin estdn en una curva de grado m, entonces los puntos restantes (cuya suma de sus
multiplicidades es n(n — m) segiin el teorema de Bezout) estdn en una curva de grado
n—m.

Del teorema de Cayley se desprende el resultado que nos dari las condiciones que
le pedimos a los n% + n puntos por los que queremos hacer pasar una curva de grado n.
Este resultado es el siguiente: Sean F,,..., P, puntos en el plano proyectivo real tales
que por cada punto % pasan dos rectas {; y ;. Estos n 4+ 1 puntos son colineales si y
s6lo si por los demiis n? 4+ n puntos de interseccién de las rectas [, con las rectas r; pasa

una curva de grado n.

Es importante observar que los teoremas de Bezout y Cayley estdn suponiendo
que se trabaja sobre el campo de los complejos, pero el resultado anterior es valido

también para el plano proyectivo real.

Dentro de una de las configuraciones anteriores de rectas, en cl caso n = 2,
aparece el hexagrama mistico de Pascal: Los vértices de un hexdgono se encuentran en

una cénica st y sélo si las intersccciones de los lados opuestos son colineales.



En el tercer capitulo se prucha la validez de las configuraciones para el caso de

ar trabajando en el campo de los reales en lugar de los complejos. También se da el

desarrollo de un paguete en Mathematica para generar curvas a partir de configuraciones
de rectas como se explicé anteriormente. Este paquete encuentra el polinomio de Ia
curva que pasa por los puntos en cuestiéon y hace el dibvjo de la configuracion de rectas
y de las curva.

. En la implementacion del paquete se tuvo que salvar ciertos detalles como Ia
forma en que se representan los valores muméricos on la computadora. Esto os por
que la representacion decimal de los mimeros reales es imprecisa, lo cnal acarrea como

consecuencia un sistema lineal de ecuaciones que no necesariamente es ¢l que se pretende

resolver y no necesariamente tiene que tener solucién. La forma de atacar este problema
fue representando los niimeros racionales comao cociente de dos enteros primos relativos

entre si, lo que da como resultado una representacion exacta de estos mimeros.

Por iltimo se presenta en el cuarto capitulo varias curvas generndas con oste
paquete. Para la mayoria de estas curvas se eligié aleatoriamente las pendientes de las
rectas con que se generdé cada configuracién y se fijaron los n+1 puntos que tienen que ser
colineales. Se generaron curvas hasta de grado 4 de esta forma. Otras configuraciones
se obtuvieron con valores determinados para las pendientes de las familias de rectas, en

este caso se llegd a ciertas curvas de grado mayor.
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Espacios Proyectivos y Curvas
Algebraicas

Ao largo de este capitulo se definiran los conceptos basicos de geometrin y dlgebra

requeridos para la lectura de esta tesis; no se profundizard demasindo en ciertos tépicos

de divisibilidad de polinomios que se consideran ya conocidos por ol lector, También

se revisarin aljunas propiedades de la geometyin proyectiva que

con detenimiento, ¢s importante tomarias en cuenta para ol desarrollo posterior de ‘este
trabajo.

Introduccién

Existen diferencias immportantes entre la geometria afin ¥ la geometrin proyectiva;

de hechio 1a segunda se puede ver como una extension de la primera. La muts importante

para ¢l trabajo que aqui se presenta consiste en la elilminacion de rectas paralelas, es
e

ir, que cualguier par de rectas distintas siempre se cortan en algiin punto.
Aunque no podainos ver directamente lo gue es €l plano proyectivo como conjunto

se inters

de puntos (a diferencin de la geometria afin) podemos pensar que dos rectas paralelas
an en un punto al infinito y que todos los puntos de este tipo se encuentran

en una recta no visible a la cual denominamaos recta a2l infinito.

Todas las curvas afines que nos interesaran son conjintos de puntos que cumplen

con la ccuncidn de cierto polinomio en dos variables igualado a o

o, lamadas curvas
algebraicas, por lo que seria importante la discusion de ciertas propiedades de estructuras



algebraicas como los anillos de polinomios y sus ideales.
Como las demostraciones de algimos teoremas de variable real qite se usan en

este trabajo sc veran posteriormente como un caso particular de variable compleja, se
tratard el estudio de geometria complcja, aprovechando asi las ventajas de trabajar con

lo que se conoce corno un campo algebraicamente cerrado.

Y poriltimno se estudiardin las condiciones que se requieren para que dos poli-

nornios definan el mismo lugar geométrico.

Espacio Proyectivos
Para definir los espacios proyectivos necesitaremos primero de los espacios afines,

los cuales se pueden ver como un espacio vectorial sobre cualquier campo.

Espacio Afin
Definicién 1 El espacio afin sobre un carmnpo K de dimnensidn n, es el espacio vectorial
de dimensidn n sobre K. Denotaremos a los planos real y complejo afines 2 y C?
respectivamente.

Cabe recordar la existencia de rectas paralelas en la geometria afin. Para definir la
geometria proyecctiva schre cualquier camnpo poensarenios en los puntos de osta gecometria
como rectas que pasan por el origen en un espacio afin de dimensién mayor por uno
a la de el espacio proyectivo que se desce, ¥y a las rectas como los planos que pasan
por el origen, cs decir subespacios vectoriales de dimensién dos del espacio afin. De
esta mancra podemos garantizar que en el plano proyective siempre se intersequen dos

rectas ya cuie dos planos que pasan por el origen en R? siempre se intersecan.

Espacio Proyectivo



Definicién 2 El espacio proyecctivo de dimensiin n P} sobre un campo K es el con-
junto de rectas que pasan por cl origen en K"%'. Se define una recta en P} como un
‘4 LS

subespacio de dimension dos de K7+?Y.,

De acuerdo a la definicién anterior, denotamos con Pi: al plano proycectivo sobre
el campo K.

Los espacios proyectivos también se puceden pensar como las clases de equivalencia
generadas por la relacion ~, en la cunl a ~ b si a = Ab con a $ 0, para alguna A dentro
del campo donde se este definiendo el espacio.

, en los planos proyec-

Realmente se estard trabajando con curvas planas, es deci
tivos, pero mds adelante veremos gue los polinomios se pucden pensar como puntos en
espacios proyectivos de dinmensién mayor.

Durante el transcurso de este trabajo sera conveniente hacer en ciertas ocasiones
transformaciones de los espacios proyectivos de modo que no modifigiten en esencia los

higares geométricos que nmiiis adelante se definirdn como curvas,

Definicién 3 Una transformaciin proyectiva de un espacio proyectivo P" sobre un

i

campo K, se determnina por un automorfismo oo de K"*+', de rmodo qu

p: K"\ {0} — P”

la transformacidon que manda un punto en su clase de equivalencia, entonces

rrrninada por la composicidn po oo p.

la transforinacién proyectiva queda det

Nota. Avin cuando p~! no cs una funcidn, la linealidad de o permite que la
composicién poaop™! esté bien definida como fitncién pues manda clases de equivalencia

en clases de equivalencia.

Coordenadas Homogéneas

Una forma de ver el plano real afin dentro del plano proyectivo es restringiendo

9



K? a el plano z = 1, que si bien no es un subespacio vectorial de K?, podemos pensarlo
como K2 si no tomamos en cuenta la iltima coordenada. Asi, cada recta que no sea
paralcla al plano z = 1 de K? (que representa un punto en P ) se interseea en un punto
con este plano. Las rcctas que pasan por el origen paralelas al plano son los puntos al

infinito, que por supuiesto no aparecen en el plano afin.

Una propiedad importante de los planos proyectives es que dos rectas sicimpre se

intersecan, hecho que serd de gran importancia posteriormente.

Cuando estamos pensando en puntos dentro de planos afines, basta con usar sus
coordenns en la base candénica. Cuando tratainos con planos proyectivos hay que usar
un punto p = (z, ¥, z) de K3\ {0} cl cual representarii a todos los puntos que estian en
la recta que lo contiene y que pasa por el origen. De esta forma, como sc menciona
anteriormente, cada punto de P se pucde pensar como la clase de equivalencia donde
dos elementos de KX*\ {0} estAn relacionados si pertenecen a la misma recta que pasa por
el origen. Cuando necesitemos determinar un punto en un espacio proycctivo usaremos

un representante de su clase de equivalencia,

Curvas algebraicas

Curvas Afines

Denotaremos por A(zy,...,z,} al anillo de polinomios en n indeterminadas con
cocficientes en el anillo A. Cada vez que nos refiramos a un anillo, estaremos pensando

en anillos conmutativos con identidad multiplicativa distinta del cero.

En ocasiones convicne pensar a cada clemento f de un anillo de polinomios con

n indeterminadas como una funcién

S K" — K.

En este contexto podemos pasar a la siguionte definicién.

10



Definicién 4 Una curva algebraica € en el pluno aofin K2 es cl conjunto
C = {(x.y) € K*| f(x,y) = O}.
Polinomios Homogéneos

Ya hemos definido las curvas algebraicas en planos afines. Para dar el salto a

las curvas en planos proyectivos es necesario que los polinomios con los gue definamos

estas cumplan con una caracteristica, ¥ osta os que no importe el representante que
escojamos de los puntos en el plano proyective para gue al ser valuados en alguno de
estos polinoinios den cero. Es deceir, que si f es uno de los polinomios que nos interesan
entonces para 2z € K* y A € K\ {0} sc tenga que:

f(z) =0 = f(Az) =0.

Dec esta forma podemos garantizar que al definir una enrva algebrdica de formn

andloga a la de los planos afines, no importe ¢l representarnte que cscojamos para det.
minar si un punto, pensado como una recta por el origen, se anula en cierto polinomio.
Con coste fin introduciremos dos definiciones que nos ayudarin a determinar estos poli-

nomios.

Definimos

Definiciédn 5 Sea f un polinomio en un nimero finito de indeterminadas.
su grado grad(f) como el mdrimo de los grados de los térmnino de f, donde el grado de

cada término ax'..xg" es la suma de los exponentes a,.

Definicién 6 Un polinomio en cualquicr nimero de indeterminadas se llarmna homogénco

de grado n si cada uno de sus términos cs de grado n.

Obsevacién 7 Estos polinomios cumplen con la caracteristica mencionada, ya que si
f es homagéneo de grado n y x € K" sc tiene que f(Ax) = A" f(x), donde X € K\{0}.

Ademds son los iunicos que cumnplen f(Az) = A" f(x) para todo A € K.

Cuando estamos hablando de planos proyectivos podemos hacer lailtima variable

igual a uno obteniendo nsf, como se menciona anteriormente, los planos afines corre-

11



spondientes, y ademis cada polinomio homogénco f(z,y, z) se puede restringir a un
polinomio en dos variables f(x,y,1). Este proceso se puede invertir de modo que a un
polinomio h(x,y) de grado n le asignamos

ho(x,y,=) == z"h(Z,¥).
Es filcil comprobar que este nuevo polinomio es homogéneo de grado n.

Definicién 8 El proceso anterior se conoce como homogeinizacion de h.

Cadna vez que pensamos en un polinomio f, y en un escalar A #£ 0, f y Af definen el
mismo lugar geomdétrico de ceros, lo cual se parcee a los puntos de un espacio proyectivo,
¥a que si v es un clemento de dicho espacio y A # 0 un clemento del campo con ¢l que
se genera el espacio, entonces Av = v pensados como puntos cn ¢l proyectivo. Como lo
que nos interesa para cl estudio de curvas son los conjuntos de ceros de los polinomios,

pensaremos que f y Af son el mismo polinomio.

Proposicién 9 Los polinomios homogéneos de K|z,y, z] de grado n se pueden pensar

como puntos en el espacio proyectivo sobre K de dimension (";2) — 1.

Prueba. Para cada n podemos construir el siguiente tridngulo con los términos
que pucden tener, salvo multiplicaciéon por escalares, los polinomios homogéneos de
grado 7.

y"
yrlp, ynlz
LYtz it

.zt en

Donde el j—ésimo renglén es y"~?zf y"izilz ...y Uz, y*~Izi. Dc esta
manera cada polinomio se puede pensar como combinacién lineal de estos (";2) términos
con escalares. Aumentando la condicién de que un polinomio multiplicado por un cs-
calar distinto de cero ticne el mismo conjunto de ceros podemos pensar a cada polinomio

homogénco de grado n como un elemento de Py con r = (";’2) -~ 1.

12



Curvas Proyectivas

Para diferenciar un punto en un espacio afin de dimensién n + 1 de su correspon-
diente punto en ¢l espacio proyectivo de dimensién n, usaremos de ahora en adelante
y de acuerdo a la notacién convencional los corchetes para el segundo en vez de los
paréntesis que se usan en el primero. De esta manera, si (z,y, ) € K3\(0,0,0), cn-
tonces [z, y, z] scrd la clase de equivalencia que dicho punto determina en P34 (el punto
(0, 0, 0) no determina ninguna clase lateral).

Podermos pasar ahora a la definicién de enrvas proyectivas sin ninghtn problema,

dicha definicién es completamente andloga a la de curvas afines.

Definicién 10 Una curva algebraica en ¢l plano proycctivo es el conjunto de puntos
C={pePi| fl(p) =0}

donde f es un polinomio homogénco en K|r, y,

Si § es un conjunto de polinomios, denotaremos por V(S) al subconjunto de
puntos £ del espacio correspondiente (afin o proyectivo, segiin se indigne) que anulan
a todos los elementos de S, es decin:

V(S) = {pr | f(p) = 0 para todo f € S}.

Obsevacidén 11 Es fdcil ver que si S © T son conjuntos de polinomios, entonces
V(T) € V(S).

Una parte importante en este trabajo tiene que ver con el tecorema conocido
como Nullstellensatz, el cual da condiciones de cuando dos polinomios describen el
mismo lugar geométrico. Antes de enunciar este teorema serd necesario discutir algu-

nas propiedades algebraicas de los anillos, médulos y dlgebras con los cuales estamos

trabajando.

Estructuras Algebraicas
13



Un campo es algebraicamente cerrado si cada polinomio en una indeterminada
tiene todas sus raices en dicho campo. Los nitmeros reales no son un campo alge-
braicamente cerrado. Por ejemplo z2 + 1 no tiene soluciones reales. Los complejos son
un campo algebraicamente cerrado, propicdad importante sin la cual muchos de los

resultados que a continuacién se presentardn no serian vilidos.

Ideales

Una de Jas principales estructuras algebrajcas con las cuales trabajaremos son los

ideales, que son subceonjuntos de anillos y que nos permitira estudiar a los anillos

Definicién 12 Un ideal I de un anillo R es un subgrupo aditivo de R tal que st a€ 1
v S € R, entonces af € I. Si un ideal I no es {0} ni R diremos que I' es un ideal propio

de R. I es un ideal maximal si no hay un ideal propio que lo contenga.

Sean [fi1,..., fu € I&. Denotamos (f1, ..., fu) al ideal generado por estos clementos.
Este ideal se puede pensar como:

(froen L)={aifi +...+ e, fo]ai,....a, € R}

Proposicién 13 Sea F un anillo. F es campo si y sdlo si F no contiene ideales

propios.

Prueba. Sea F un campo. Cada elemento a € F\{0} tiene su inverso; entonces
si a pertenece a algiin ideal, 1 = ea~! pertencce al mismo ideal; pero esto implica que
dicho ideal es F.

Luego, si F es un anillo sin ideales propios entonces para cada elemento a de F
distinto de 0, su ideal generado el total. Por lo tanto 1 estd dentro de este ideal; de
aquf que exista b € F tal que ab = 1. Con esto se prucba que cada a € F\{0} ticne
inverso multiplicativo. Si b 3£ 0 y ab = 0, podemos escribir @abb~! = al = a = 0, con lo

que sc prueba que F es un dominio entero y por lo tanto un campo. m
Como los anillos con los que estaremos trabajando son los anillos de polinomios,
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cada vez que nos refiramos a un anillo con 1a letra R pensaremos en este, mientras no se

especifique otra cosa, como el anillo de polinomios con cocficientes en K con cualquier
mimero finito de indeterminadas.

Un polinomio f € R se llama irreducible si no existen I, g € R de graddo menor
que f tales que f = hg. Cada anillo R es un dominio entero, peoro ademnis os un dominio

de factorizacidn tinica, es decir, que cada f € R se pude factorizar de forma inica, salvo

escalares y ol orden de los multiplicandos, en clementos irreducibles de R

Todemos definir el cociente de un anillo A sobre uno de sus ideales 7 como of
conjunto de las clases laterales definidas de la signiente forma:

a,b € A estan en In
misma clase si a—b € 1. Es ficil ver que dicha relacidn es ofectivamente de eguivalencia.

Denotamnos al cociente como A/7. También se pucde ver que las operaciones de A

incducen en el cociente operaciones bien definidas con las cuales s
de anillo a A/T.

le puede dar estructura

Si f € Kz, ...,xa], entonces se pucde usar el algoritino de la divisién sobre
Kz, .... zn_1)lzn) de forma que f = g, - (#n — An) + ¢ con cualquier A\, € K, r €
Kty ooy Tnoa) ¥ grad(s) < grad(f). Repitiendo este proceso se pucde os

S = gn- (@u — A0) + g,

:ribir

L@t = Anca) + g — X))

con r € K, pero si K es algebraicamente cerrado entonces g3 (zy — M) + 7 € Klx,) tienc
wna raiz y podemos cscoger Ay de modo que r

0. Por lo tanto cada ideal de la forma
(f) esta contenido en el ideal propio {z,, — An, ..., T1 — M ).

Obsevacién 14 Los ideales de la fortna (£, — tn,...,T1 — a1) con a; € K son ideales
marimales de K[x,,...,z,].

Prueba. Sea f € K un polinomio que no esta ¢n el ideal (x, — a,, ...,z — a1},

cntonces podemos escribir f = go - (@ —an) + ... 4+ g2 - (32 — a2) + gy (x1 — X)) + 7, donde
r# 0 pues f & (T, — an, ..., T1 — a;). De esto se puede deducir que si I es un ideal que

contiene a (x,, — dy, ..., T3 — a1) con f € I, entonces dicho idenl contienc a
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7= f—gn-(Tan—an)+ .. +g2-(z2 — ax) +q1(x1 — Ay),
con r € ¥, lo cual implica que [ es K y por lo tanto {(z,, —a,, ..., 1 —a;) es maximal. B
Proposicién 15 Sim es un ideal mazimal de R, entonces R/m es un campo.

Prueba. Bastard con ver que Ji/m no tiene idcales propios. Sca B = R/m.
Supongamos que cxiste un ideal propio M de B; podemos definir un homomorfismo
de anillos f : R — B/M con la composicién de las inclusiones naturales de R en
B y de B en B/M. Veamos que Ker(f) es un ideal de R. Si a € Ker(f) entonces
f(ab) = f(a)f(b); de aqui que ab € Ker(f). Ker(f) no es R, pucs en cste caso
B/M = 0 y entonces M = B. Tenemos que Ker{f) es un ideal que contiene a ., pero
m % Ker(f) pues se tendria M = 0. Se tienc entonces 0 & m & Ker(f) & R. Entonces

m no es un ideal maximal, lo cual es una contradiccién. B
Mdédulos y Algebras

Cuando hablamos de espacios vectorinles, podernos pensar a estos como la accién
de un campo sobre un grupo que permite la distributividad de las operaciones y respeta
1a propiedad de identidad. Un mddulo es similar a los espacios vectoriales, pero en vez
de usar un campo se trabaja con anillos conmutativos. Cuando hagamos referencia a un
anillo pensaremos siempre en un anillo contmtativoe (la condicién de conmutatividad
no es necesaria en general para la definicién de mdédulo).

Definicién 16 Sca A un anillo, Un A—mddulo (o0 mdédulo sobre A) es un grupo abeliano
M en el que A actia linealmente, es decir, sia,b€ A yu,ve M

i) a(u +v) = au + bv,

ii) (a + b)u = au + bu,

i) (ab)u = a(bu),

) lau = u.
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De esta forma se ticne como cjemplo que los anillos de polinomios Aley, ..., xa] de
cualquier anillo conmutativo A son un A—mddulo.

Sec define naturalmente un homomorfisino entre A—maédulos como una funcién
lineal entre ellos asi como también un A—submédulo de un A—mddulo como un sub-
grupo aditivo cerrado con la operacién de multiplicar por clamentos de A. Se define el

cociente de nn A—mddulo entre alguno de sus A—submddulos como el cociente forimado
por estos como grupos con la adi

n.

Usando los teoremas de isomorfismos de grupos se puede ver que si f : A ——— N

es 1un homomarfismo suprayectivo de médulos entonces N =~ Af/Ker(f).

Al ignal que se hace para un espacio veotorial podemos definir un conjunto B
de generadores de un A—mdédulo Af, si todo elemento A se puede expresar como una
combinacién lincal de elementos de B con clementos de A. Si ademis dicho médule

tiene un conjunto finito de generadores, diremos que es finitamentce generado.

Definicidn 17 Sea (Ai)ier (con I un indice) una familia de A—mddulos. Definimos
la suma directa ‘i{)' A como el A—mddulo generado por ¢l producto cartesiano de las
M con un nadmero finito de entradas distintas de cero, definiendo la suma y el producto
por elementos de A coordenada a coordenada.

De csta manera se puede pensar, por cjemplo, a K{x] como la suma directa de los
K—mddulos de la forma

Nn = {az" | a € K}

Un A—mddulo libre es uno tal que es isomorfo a G_)I M con M; =~ A. Denotaremos
i€

n 'ééx A como A".

i=

Proposicién 18 Sea M un A—mddulo. M es finitamente generado si y sélo si es
isomorfo a un cociente de A" para algin n € N,

Prueba. Supongamos que x4, ..., Z,, generan A, Definiinos ¢ : A™ — M de forma
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que:
@lay,...,an) = a1y + ... + G, T4,

¢ s un homomorfismo suprayectivo de A—mddulos, de esto M == A"/ Ker{(f).
Supongamos ahora que M es un cociente de A™, entonces ¢ : A™ —» M, donde
w es la proyeccién on el cocicente, es un homomorfismo suprayectivo, de esta forma si

e; == (0,...,1,...0) con el 1 en la i—ésima coordenada, se tienc que los clementos (e;)
de M gencran Af. @

De formna siniilar a la definicién de mdédulos podemos pasar a una nueva estructura,
pero en este caso usaremos un anillo en vez de utilizar un grupo abcliano. Estas

estructuras son un caso particular de mdédulos pero cuentan con la nueva operacién del
anillo.

Definicién 19 Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. I3 es una A—dlgebra
8i lo pensamos como un A—mddulo usando la operacidn siguiente: sia € A ybe B,
entonces ab = f(a)b.

Definimos un homomorfisino de dlgebras como un homomorfismo de médulos, esto
se puede porque en particular las dlgebras son mdédulos.

Definicién 20 Una A—dlgebra B es finitamente generada si existen ,, ..., x, € B tales

que cada elemento de B se pucde ver como un polinomio en x,,..., T, Y coeficientes en
F(A).
Asf por cjemplo, el anillo de polinomios K|z, ..., z.] es una K—dlgebra.

Sea A un subanillo del anillo B. Se dice que un clemento de B es entero en A si
es la raiz de un polinomio ménico con coeficientes en A. Asf por ejemplo, los elementos

algebraicos de un eampo son clementos enteros y estin en su cerradura algebraica.

Teorema 21 Sea A un subanillo del anillo B. Si x,,...,x,, € DB son enteros en A

entonces Alzy, ..., z,] es un A—mddulo finitamente generado.
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Prueba. Primero veamos cl caso cunando o = 1. Supongamos que o os ontero en
A, entonces existe un polinomio mdénico f en una variable tal que f(x) = 0. Usando ¢l
algoritmo de la divisidén para polinomios en ina sola indeterminada, enalgnier polinomio
A lo podemaos escribiv como h = gf +r con grad(r) < grad(f). Si grad(f) =t entonces

-1 7

Alz] se puede generar como A—mdédulo con 1,:x,:

Supongamos que Afzy, ..., 0] s nn A—mddulo finitamente generado por Gy, .

también es un anillo, entonces podemos pensar a0 Afry, ., ,00] como Alry, oo, o], 41])-

- mddulo finitamente gene-

Asi, por hipétesis inductiva, Alr, ..., x,.41] cs un Alx,, .

rado. Sean a, ..., ev, generadores de Alxy, ..., Tuy .] como Aflary, ., ,] —mddulo, entonces

cada elemento de Aliry, ..., 2. 41] se escribe como

.
3 a,a, con a, € Alx,, ...
g

Pero cada a, se puede escribir como

é D3, con b, € AL
g

ribir cada clemento de Az, ..., &p41] como

De estas cdos ccunaciones, podemos esc

.t
Y aby () B
7

Ejemplo 22 El mimecro imaginario i es entero sobre R y Rfi] es precisamente C, que

se puede generar como R—mddulo con los elementos 1 e i,

Cadenas Ascendentes

En esta seccién se trabajari con los conjuntos de submadadnlos de un mdédulo dado
¥ como caso particular con los conjuntos de ideales de anillos, que guardan un orden
parcial con la contencién de conjuntes. Nos enfocaremos hacia las eadenas, las cuales
son colecciones {A, }iez de submdédulos de un médulo (o icteales de un anitle) con la
propiedad de que 4; € A, paracada i € Z.

Es fédcil ver que si toda coleceidn no vacia de A—mdédulos tiene elemnento maximal,
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entonces cada cadena es estacionaria, es decir, A, = Ay para cierta N con i > N. El

inverso también es cierto pues si existe una coleccién ne vacin de A—mddulos sin cle-

mento maximal, se puede construir una cadena que no cs estacionaria. A esta condicién

se le llama condicidn ascendente de cadena. Un médulo se lama Noctheriano si cumple

con la condicidén ascendente de cadena para su.

submadulos, lo mismo para un anillo si

cumple con la condicidn para sus ideales.

Teorema 23 Scan Al un A—mddulo y B un anillo.

(1) Al cs Noctheriana si y sélo si cualquier submddulo de A

finitamente ge-

nerardo

(2) B es Noctheriano si y sdlo si cualquier ideal de B es finitaumente gencrado.

Prueba. Se probar:i ¢l primer inciso, el segundo es un easo particular.

Supongamos que N cs un submédulo de Af. Fijémonos en el conjunto I' de todos
los submédulos finitamentc generados de N. 0 € I, por lo que es una coleccidn no vacin
de submdédulos de Af: entonces I tiene un elemento maximal N’ Si N’ # N cntonces
existe £ € N tal que z ¢ N'. NV + x4 es un submdédulo de N finitiunente generado
distinto de N’ y que ademuis lo contiene, lo cual es una contradiceion ya gque N’ es

maximal. As{ cutonces N es finitamente generado,

Supongamos ahora que todo submédulo de Af es finitamente generado. Sea A, ©

UM, es un subimdédulo de

Afp... una cadenn de submddulos de A, Entonces N

Af. Scan x,,. . un conjunto de generadores de V. Para cada &; existe n; tal que

x; € M,,, dedonde oy, ...z, € M, (‘O‘ll r

max(n;), por lo que la cadena os estacionaria

con Ay =N parn i >r. B

De este teorema se pnede deducir directamente el signiente corolario que ocupare-

mos posteriormente.

Corolario 24 Si A un anillo Noectheriano y M un A—mddulo finitamente generado,

entonces M es Noetheriano. @



Polinomios con el Mismo Conjunto de Ceros

En esta seccién se tratarin tecoremas de gran importancia on la geometria alge-
braica; el de la base de Hilbert, y Nullstellensatz, con los cuales se pueden dar condi-
ciones de enando dos polinomios describen ¢l mismo lugar geométrico, Una condicidn
importante ¢s que se trabaje con campos algebraicamente cerrados ya que estos con-

tienen a todos sus elementos enteros.

Teorema 25 (de la base de Hilbert) Si A e¢s un anillo Noctheriane, entonces el

anillo de polinomios Alx] también es Noctheriano.

Pruecba. Sea I un ideal de Afx]. Los cocficientes de los términos de grado miximo
de los elementos de J forman un ideal J en A, el cual es finitammente generado. Sean
as, ..., a,, generadores de J. Para cada generador a; podemos encontrar un elemento
Ji € I cuyo coeficiente cn el término de mayor grado cs a,. Sea r, = grad(fi) y r el
mdximo de los r,. Sca I’ ¢l ideal generado por los f,.

Para cada polinomio f de grado i1 > r podemos generar finitamente un polinomio
del mismo grado g, € I’ de igual coeficiente que f en el término de grado m (pues el
termineo de grado m de [ se pucede gencrar como combinacién lineal de ay, ..., @, ¥ g 10
podemos escribir como combinacién lineal sobre A4 de polinomios ™ f,), de modo que
grad{(f — g) < m — 1 (la desigualdad estricta se da solo en el caso de que cocficientes
de los términos de grado rn — 1 sean también iguales). Este proceso se pucde repetir
sustituyendo f por f — g mientras el grado de f — g sea mayor o igual a ». Como
los términos de grado menor que r se generan con 1,x,x2,...,z7"! como A-mddulos
entonces f se pucde generar con 1,z,z%, ..., 27", fi, ..., fu, por lo enal I es finitamente
generado y por ende A[x] es Noctheriano. &

Usando induccién y el hecho que A[zy, ..., znpa] = Az, ..., £4)[Fn41], Se prucba lo

signiente:
Corolario 26 Si A es Noctheriano entonces Alxy, ...,z.] es Noctheriano. B
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Corolario 27 Sea B es un A—dlgebra finitamente generada. Si A e¢s Noctheriano

entonces B también lo es.

Prucba. Si a,,...,a, generan a B como A-—ilgebra, entonces para el homomor-
fismo suprayectivo ¢ : Alicy, ..., zn] — B tal que @(f) = f(a,,...,a,), a cada ideal de
B le corresponde un ideal en Alx,, ..., z,] que contienc a Ker([f). Por ser A[zx,, ..., Zn]

Noectheriano B también lo es. @

Proposicién 2B Seean A € B € C anillos. Si A es Noectheriano, C finitamente gene-
rado como A—dlgebra ademds de ser finitamente generado como B—mddulo, entances

B es finitamente generado como A—dlgebra.

Prucha. Sean yi, ..., ¥ generadores de C como B—mddulo. Entonces podemos

escribir:
wiy; =32 ey
con ai;x € B, ya que yiy; € C.
Sean z1, ..., Z,n generadores de C como A—4dlgebra. Entonces podemos escribirlos
en términos de los generadores de C coino B—médulo de forma

=2 bk Y-

Sea B’ el A—4dlgebra generada por las a ;i y 188 bk esta es Noetheriana ya que A
es Noetheriano. De esto y por la forma de escribir y.y; ¥y #; en térininos de las yg, cada
elemento de C se puede cscribir como combinacidn lineal de y,, ..., ¥, con clementos de
B’, o lo que es lo mismo, C es un B’—mdédulo finitamente generado. B’ € B, por lo cual
B se puede pensar como un B’—~médula. Se tiene entonces que B es un subtnédulo de C
como B’—mdédulo. Por ser C finitamente generado como B’—médulo, B también lo es,
¥ como ' es finitamente generado como A—dlgebra, entonces tambi¢én B os finitamente

generado como A—dlgebra. @
Todo dominjo entero se puede extender a un campo agregando los inversos mul-
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tiplicativos ¥y completandolo para ser cerrado bajo las sumas y productos. Este campo
es conocido como el campo de cocientes y para el caso de cstar trabajando en un anillo
de polinomios K[ay, ..., a,] basta con agregar los cocientes de polinomios f/g donde

g # 0. Este campo lo denotaremos como K(ay, ...,a,).

Teorema 29 Sea K un campo y E una K—dlgebra finitamente generada. Si £ ¢s un

campo, entonces €s una ertension algebraica finita de K.

Prueba. Sea £ = Klay,...,a,]. Si £ no es algebraico sohre K entonces podemos
reordenar los a, de forma que existen ay, ..., &, tales que cada uno de ellos no se pneda
generar usando las operaciones de campo con los anteriores y los o, restantes sean
algebraicos sobre ¢! campo F = K{(ai, ..., a,). Se tienc entonces e £ es una extension
algebraica finita de F por lo que se puede pensar como un F-—mddulo finitamente

generado y por la proposicién 28 F es una K—dlgebra finitamente generada. Sean

Ji/a,

g. tiene grado mayor que cero.

S/ g« estos generadores con f,, g € Klay, ..., ar] ¥ donde por lo menos algiin

primo relativo con los g

Podemos encontrar un polinoemio irreducible /i que s
(g192...95s + 1 es primo relative de los g,) de forma que ol clemento £~ deberd de estar
en Fy por consigtiente pederse escribir como combinacion lineal de fi/g1, ..., fo/g. con
clementos de K. Pero esto no es posible ya que A es primo relativeo con las g,, lo cual
nos Jleva a una contradiccidn, ¥ por lo tanto £ es una extensiéon algbraica de K, que

ademds es finita. W@

Corolario 30 Sea K un campo algebraicamente cerrudo y A una K—dlgebra finita-

mente generada. Sim es un ideal mazximal de A, entonces A/m es un campo isomorfo

a K.

Prucha. A/m es finitamente generado por serlo A ¥ también ¢s un campo por ser

n maximal. Usando la cerrudura de K se tiene que cualquicr extensién algebraica de
K cs K mismo. B
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La prueba que aqui se presenta del corolario anterior fue dada por Artin y Tate. De
este se desprende lo que se conoce como la versién débil del teorema de Nullstellensatz

que a continuacién se enuncia.

Teorema 31 Sca K un campo algebraicarnente cerrado. Si I es un ideal propio de

K[z, ..., x,), entonces V(I) £ 0.

Prueba. Por ser K [z}, ..., Tn] Noetheriano, existe un ideal maxitnal m que contiene

»&n}/rn = K por lo cual

a I. Basta con fijarnos en m pues V(rn) € V(7). De csto K[z, .
cada z; € Kl[z,,...,x,] lo mandamos mediante la inclusién dentro de Kz, ..., xa]/m
como un elemento a; de K. De esta formma x; — a; € m, pero m es maximal entonces
contiene a los polinomios z, — a; y como el ideal (xn — 4y, ..., 1 — a1) es maximal sec

tiene que a,, — a,, ..., £ — ay generan a m. De aqui que (a;,...,a,) € V(m). =&
Enunciaremos a continuacién Nullstellensatz de una forma que nos permitira apli-

carlo posteriormente.

Teorema 32 (Nullstellensatz) Si f,g € Clx,,...,Ta] tales que V(f) = V(g), cn-

tonces eriste m tal que f divide a g™.

Prucba. Primero nos fijaremos en el ideal J == (f, #4019 — 1) de Clzy, ..., Tripa].
V(J) = 0, pues si f(p) = 0 entonces g(p), y por lo tanto x,,,9(») —1 # 0. Pero entonces
J no es un ideal propio que tampoco es el (0), entonces es el total; lo cual implica que
1 € J. Esto indica que se puede escribir 1 = rf + s(Tns19— 1) con v, s € Cliey, .ory Trgal.
Podemos ahora multiplicar ambos lados de la ecuacidén anterior por 1/T,41 hasta ¢ue
en cada término de 7, 8 ¥ Tns19 — 1 no se tengan potencias positivas de z,4+, 8ino que
aparezcan potencias no negativas de 1/z,41. Asi que podemos reescribir la ecuacién
como 1/zt,, =rf + s(g — 1/Tns1) con 7,5 € Clay, ..., Tn, 1/Ens,]. Como esta ecuacion
no depende del valor de 1/z,, podemos sustituir cste por g, de lo cual se obticne

gt = r(z1, ..y Tn, 9)S (T, oy Za) donde (.. Zn, g) € Clry,y ooy 22,). 8
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II
Interseccién de curvas en el plano
proyectivo

Introduccién

En este capitulo se estudiarin los lugares geométricos que ticnen las intersecciones
de curvas algebraicas en el plano proyectivo complejo, asi que todo el tiempo se estard

trabajando con los complejos a menos que se especifique otro campo. Se vera que s

dos polinomios no tienen componentes en comiin, entonces el mimero de puntos de

interseccion es finito ¥ depende de los grados de los polinomios con los cuales se esta

definiendo Ins curvas asi como de la mnltiplicidad de los puntos de dicha interseccion.
El teorema que nos indica la cantidad de puntos de interseceién de dos curvas es el

teorema de Bezout.,

Supongamos que una recta { ¥y una circunferencia ¢ se intersectan en los puntos
@y ¥ ra.sirotaramos {de manera gue x; ¥ r2 coincidan tendriamos un solo punto de
interseccién de I con . De esta forma el miniero de intersecciones varia, asi que hay
que tomar en cuenta los puntos de este tipo cunando hablemos de la interscecién de dos
curvas. Para este propdésito definiremos la mnltiplicidad que depende de las curvas que
se estén intersccando, que en ¢l caso anterior se define como 1 en xy si no coincide con
R

2y 2 six, = ro.

Del teorema de Bezont se desprende el de Cayley. ¢l cual nos indica que si nm

puntos de los n® de la interseccién de dos curvas de grado 7 cumplen con la ecuacién

de un pelinemio de grado m, entonces los n{n — rn) restantes estin en una curva de
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grado n — m.

Del teorema de Cayley se obticne el resultado principal con el c¢ual se trabajara cl
resto de esta tesis. Este resultado nos habla de la existencia de un polinomio que sc anula
en los puntos de interseccién de cierta configuracién de rectas. Son precisamente estas
configuraciones con sus respectivas curvas lo que sec visualizard a través del programa

que se desarrolla en el capitulo signiente.

Resultantes

Recordemos qtie los polinomios de Cfxz,y, z] se pueden pensar como polinomios
en C(y, z)[x]. Sec observa que los elementos de C(y, z) son cocientes de polinomios en
Clz, y], pero un polinomio de C(y, z)[x] no siempre sc puede pensar en Clz, ¥, z). Pode-
mos ahora definir la resultante de dos polinomios, la cual nos permitiri mads adclante

estudiar ciertas propicdades importantes de la multiplicidad.

Definicién 33 St P(x) = ag+ a1 + ... + a,z" y Qx) == by + bz 4 ... + b,T™ con
a, 7% 0 # b, son dos polinomios en Clx] o en C(y, z){z]. Definirnos la malriz resultante

de P y QQ como la muatriz cuadrada de m + n colummnas:

ag a; ... Q, o] o

0 a a .. a O 0

_ 0 0 .. a a ... a,
Pra=| 4, b, . bw 0 .. o
0 by b ... bm O 0

0 O .. bo b .. O

Es decir, definimos la entrada d;; del i-esimo renglén y la j-csima columna en dos
casos:
(1) Sii<m;dyj;=a; ;parai<jyd;=0sij—i>ndoj—i<O.
(2) Sii>m;dj =bj_em)y prrai—-m < jyd; =0sij—(i-m)>md
j—(i—m)<o.
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Definitmos también la resultante de 1P y Q como ol determinante Rpg de Dpg.

La definicién anterior se puede dar para cualguiier campo en general, pero solo
nos ocuparemos de los campos que ahi se mencionan.

Cuando P y @Q scan clementos de Clz, y, =}, tenemos que Dp g es un polinomio
de Cly, z]. Si ademuiis son homogdneos, tienen grado n y m respectivamente, y cumplen
que P(1,0,0) # 0 3£ (1,0,0), entonces F2(z,a,b) y Q(r,a,b) son polinomios en Clx]

de grado n y m respectivamente con a,b € C.

Lema 34 Sean:

(1) P y Q polinomios en C(y, z){x] de grado n y m respectivamente.

G

(2) P y Q polinomins homogéneos en Clz,y, z] de grado n y m respectivamente
tales que: 12(1,0,0) £ 0 % Q(1,0,0).

Entonces P y Q ticnen algin factor en comiin st y sdlo si Rpg # 0.

Prueba.

(1) Supongamos que P(zx) = ap + a1 T + ... + @ux” y Q(x) == by -+ byx + ... + b, T™,
donde los coeficientes de estos polinomios estdn en C(y, z)[z]. Tenemos que Rpg = 0
si y sélo si existe un vector v # 0 en el espacio vectorial de dimensién n + m sobre
C(y. z), tal que v - Dpg = 0. Podemos denotar este veetor ¢omo

v = (—Bo, =B1sececs —Bine1, 00, Q14 ooy, 1)

donde se puede observar que si v+ Dpg = 0, al menos existen una o; y una g; distintas

de cero. Si definimos:

@) = ag + ayr + oo + a5t
Yy
() = Bo + BT A4 v o+ Bz,

podemos cheear que P(x)w(z) = Q(z)e(x) ya que v - Dpo = 0 st y sélo si
27



X ai-fi= 3 b-aj

itk irj=k
donde & va desde 0 hasta m + n — 1. Supongamos entonces sin pérdida de generalidad
que grad{yp) < grad(y). Si ¥ | ¢ entonces P y @ dificren tan solo en una constantc
multiplicativa, si no es asi entonces existe una componente & de ¥ de grado mayor o
igual a uno que divide a Q y no divide a ¢, como ¥ | Q¢ podemos escribir /2 = RS con
R = /8, donde § también divide a P.

Por otro lado, si /7 y Q tienen una componente en comiin no constante, entonces
podemos escribir P = by @ = 6 con p y ¢ de grado menor que n y i respectivamente
de forma que P(x)y(x) = Q(z)p(x), con lo que podemos definir ¢l vector v tal gue
- Dpg = 0.

(2) Por lo anterior tenemos que P y Q tiencn una componente & € C(y, z)[z)
en comin que no es una constante, por lo que podemos escribir P(z) = 6(z)e(z) ¥y
Q(x) = §(x)y(x) con ¢ y ¥ dentro de C(y, z){z]. Si definimos m(z) € Cly, z} como el
minimo comtiin miiltiplo de los denominadores de cada término de 6, v y ¥, tendremos
que mé, myp y my cstin en Clr,y,z] y

m?2P(x) = m&(z)me(x)
m2Q(x) = mé(z)myp(z)

Pero & ticne términos con la variable £ y m no los tiene, por lo cual mé no
divide a m? pensindolos como polinomios en Clz,y, z]. Asi que cxiste un polinomio
R € Ciz,y, z] de grado mayor o igual a uno que divide a mé pero no divide a m?. De
esto tenemos que 2 dividea Py Q. ®

Usando el hecho de que Clz] € C(y, z)[x] se ticne un caso particular del lema

anterior cuando P y @ son polinomios de Clx].

Lema 35 Sean P(x,y.z) v Q(z,y, z) polinomios homnoyéneos sin factores en comin y

P(1,0,0) # 0 5 Q(1,0,0),

entonces Rpg es un polinomio homogéneo de grado mn en las variables y, z.
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Prueba. Por la definicién tenemos que Dpg os una matriz de 0+ e por 1+ m,
con n y m los grados de P y Q respectivamente. Cada entrada a,y de esta matriz es-un
polinomio en las variables y, z de grado d,;, dondc: -

dij=n+i—jsil<i<m

S
dij=i—=jsim+1<i<n+m

Entonces Rpg es una suma de términos de la forma:

o,

(=1 1wy 2)
donde o es cierta permutacién de {1,2,...,n+m} y s es cierto valor que depende de los
menores de donde se obtiene el producto. Cada une de estos términos s un polinomio

homiogénco de grado

P iy =5 (n i o (D) S (f— o)) = nm + (" P ﬂ(i))
= =1 i=m+1 1

De esto Rp,g es un polinomio homogéneo de grado mn. @

De esta prucha se puede ver que si I” y (2 son polinomios homogéncos en K[z, T2, ..., T,]
y los pensamos comao elementos de K (xg, ..., z,) 2], entonces Ry g es un polinomio ho-

mogénco en K|z, ..., z.}.

Lema 36 Si P(x) = (x — A)...{z — A) v Q(x) = (& — p1)...(x — p1,), entoneces
Rpg = 3! (1; — AW

1€i€ni<i<m

Prucba. Podemos pensar a 7 y 2 como polinomios en las variables o, Ay, ... , An
Y {1,y oo 5 Mm, de donde Rpg es un polinomio homogéneo de grado mn en las variables

Aly vex s Any M1 oo+ 5 fim- Sabemos que Rp g == O si y sélo si existen i, j tales que A;j = pj.

De csto
— A
rzizlsam W9 T M)
difiere de Rpgo tan solo por un factor constante igual a 1 ya que si 4y = gy = 0,
tenemos
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Proposicién 37 Si P, Q y R son polinomios en Clz] o polinomios homogéneos en
Clz,y, z] entonces

Rpqr = RpqRprn.

Prueba. Si P, Q y R estdan en Clz], se tienc el resultado por el lema anterior. Si
cstan en Clx, y, 2] entonces P(z,a,b), Q(x,a,b) y R(x,a,b) estin en Clx] con lo que

Rpgr(a,b) = Rpgla, b)Rp pla,b) para cualesquiera a,b € C, lo cual implica Rpor
RpqRpnr. 8

Multiplicidad

Cuando estemos trahajando con la interseccién de dos curvas, la cantidad de
puntos de esta dependera del grado de las curvas que estemos intersecando y de cierta
propiedad de cada uno de cstos puntos. Para caracterizar esta propiedad usaremos lo
que se conoce como la multiplicidad de la interseccién de dos curvas, la cual se puede

pensar como una funcién del plano proyectivo que asigna a cada punto cierto entero no
negativo o infinito en ciertos casos.

Recordemos que en ¢l plano proyectivo siempre cs posible hacer una transfor-
macién proycctiva tal que si C y D son curvas algebraicas:

a) [1,0,0] no pertenczca a C U D.

b) [1,0,0] no csté en la recta que una dos puntos de C M D.

<) {1,0, 0] no csté una recta tangente a C o D por un punto de C N D.

Cuando el polinomio que genera una curva ticne cornponentes irreducibles vepeti-
das, dicha curva cs la misma que la generada si quitamos las componentes irreducibles
repeticlas del polinomio. En adelante supondremos que los polinomios que definen las

curvas con las que trabajaremos no ticnen componcentes repetidas.
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Definicién 38 Si C y D son las curvas algcbraicas generadas por los polinomios ho-
mogdéneos P y Q@ (sin componentes irreducibles repetidas) respectivamente, definimos su
multiplicidad Ic,p : P? — Z U {oo} de la siguiente forma:

(1) Sip estd en una componente comiin de C y D entonces Icp(p) = oo

(2) Sip ¢ C N D entonces I p(p) =0.

(3) Cuando p pertenesca a CND pero no esté en una componente comin de las dos
curvas, reescribimos C y D de forma que no tengan componentes en cornin elitninando
estas y cambiamos el sisterna coordenado de modo que se cumplan las condicionces a),
b), yc). Sip=[a,b ] en este nuevo sisterna dc coordenadas definimos Ic,np{p) como

el mayor dec los enteros k tales que (bz — ay)* divide a la resultante de P y Q.
Podemos analizar ahora ciertas propiedades de la multiplicidad de dos curvas.

Proposiciéon 39 La multiplicidad de dos curvas cumple con las siguientes propiedades:

(1) Ie,p(p) = Ipc(p).

(2) Ien(p) =0 siysolosipg CnND.

(3) La multiplicidad de dos rectas distintas en su punto de interseccion es uno.

(4) St C, y C:2 estdn definidas por los polinomios 7y y I repectivamcente, C por
P = PP y D es una curva algebraica, entonces Ic p(p) = Ic,n(p) + Ic,.0(p).

(5) Si C y D son curvas definidas por los polinomios P y Q de grado n y m
respectivamente, y £ es la curva definida por PR + Q, con R un polinomio de grado

m — n, se tiene Ic p(p) = Ic.e(p).

Prueba. Para el primer inciso no hay problema si revisamos la definicién de
resultante.

En cl segnndo inciso una implicacién es por definicién y para la otra tomemos
un punto p = [a,b,c] € CN D,y Py Q los polinomios homogéncos que definen a C

y D respectivamente. Tenemos que P(z,b,¢c) = Q(z,b,¢) = 0, de donde el polinomio
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homogéneo Rpg(y, z) es cero cuando ¥y = by z = ¢, por lo que es divisible por bz — cy

con lo que Ic p(p) > 0.
Para el tercer inciso basta con ver que la resultante de dos polinomios homogéncos

de grado uno cs un polinomio homogéneo en dos variables de grado uno.

El cuarto inciso se sigue de la proposicién 37.

Para cl quinto inciso usaremos que el determinante de una matriz es invariante
bajo la operacién de sumar un renglén multiplicado por un escalar a otro renglén de
la misma matriz. Para esto supondremos primero que R(z,y,z) = po(y, z) + ... 4
Pm—nT™ ", ¥ si s; son los renglones de Dpprig y 7 los de Dpg podemos observar que

s;=ricuando i < m
y

—n

Por lo que los renglones de Dp pr+q son sumas de renglones de Dy, multiplicados

por escalares y por lo tanto las dos matrices tienen el mismo determinante. @

Teorema de Bezout

Teorema 40 (Bezout, version débil) Dos curvas de grados m y n sin componentes

en comin se intersecan en a lo mds mn puntos.

Prucba. Sean C y D las curvas en P definidas por los polinomios 22 y @ de
grados n y m respectivamente. Suponemos que C y D sec intersectan en por lo menos
mn + 1 puntos, probaremos que esto implica que C y D tienen una componente en
comin. Sea S un subconjunto de C N D con mn + 1 elementos. Podenios suponer que
se cumplen las condiciones a), b) y c). De forina que P y Q son polinomios homogéncos
tales que

P(1,0,0) 5% 0 # Q(1,0,0).

Entonces, si Rpo(y, z) no es el polinomio cero, por el lema 35 cs un producto de
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mun factores lineales de la forma bz — ey con (B, ¢) € C? — {0}. Sea [u, b, ¢] € S, entonces
P(a,b,c) = Q(a,b,c) = 0 donde b y ¢ no son los dos cero. Pero 1o anterior sucede si y
sélo si la resultante Reo (b, ¢) de los polinomios P(a, b, ¢} y Q(x, b,¢) es cero. Tenemaos

entonces que bz — ¢y # 0 es un factor del polinomio homogénce Ry, ).

Si [a,B8,v] € 8§ es distinto de [a,b,c], entonces bz — cy no es un miltiplo de
Bz — ~vy, de lo contrario [a.b,cl, [a,3,7] y [1,0,0] cstarian en la recta definida por
Esto indica que Rpq(b,c) es

la ecuacidén bz = cy, lo cual contradice la condicién b).

divisible por mmn + 1 factores lineales distintos, pero grad(po(y,z)) = mn, lo cual

es una contradiccién. Por lo tanto Rpg(y, z) = 0 y por ol lema 34 C' y D tienen una
componente en cormin. @

Realmente podemos pensar que dos curvas de grados m y n sin componentes
en comiin se intersecan on exactamente rmn puntos si contdramos las rultiplicidades

de cacda punto en vez del mimero de puntos, esto es lo que nos indica el teorermna de
Bezout.,

Teorema 41 (Bezout) 57 C y D son dos curvas sin cormnponentes en comin de grados

.y n respectivarnente, entonces

= Ien(p) = mn.
peCND

Prucba. Podemos suponer que se cumplen las condiciones a), b) y ¢). Supongarmos
también que las curvas C y D estdn definidas por les polinomios homogéncos 7 y Q
en Clx, vy, z] de grados n y 7 respectivamente. Como C y D no tienen componentes en
comiin, Rp g es un polinomio homogénco distinto de cero de grado mn en Cly, 2] (lemas

34 y 35). Podemos descomponer este polinomio en producto de mn factores lineales,
&
fre(y, 2) =11 (biz ~ can™
i=
donde (b,¢,) no es un miltiplo escalar de (b;,¢;) con i # j, ya que Rpgo(b,c) = 0

implica la existencia de a € C tal que P(a,b,¢) = Q(a, b, ¢) = 0 (lema 34 inciso i)), y si

(Ui, &) v (bj,¢;) fueran miiltiplos por un escalar tendriamos que [1, 0, 0] esta en la recta
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que une (ai, b, ci) con (a;, bj, c;). Entonces k es el mimero de puntos p; = [aq, b, ] de
C N D, y las e; son enteros positivos tales que

e + ... e =mn.

De aqui Ipg(pi) = e,, de donde se obtiene cl resultado. @

De este teorema se desprende un corolario que nos serviri para determninar las

configuraciones ¢ue se pretende visualizar.

Corolario 42 (Teorema de Cayley) Si C y D son dos curvas de grado n sin com-
ponentes en comin, y mn de los n? puntos de CND (contando mutiplicidades) estdn en
una curva irreducible E de grado rn < n. Entonces por los n(n — m) puntos restantes

de C N D pasa una curva de grado n — m.

Prueba. Supongamos que F?, Q y R son los polinomios que determinan C, Dy E
respectivamente. Sea (a,b,¢] un punto en £ queno esté en CMD. Si A = Q(a,b,c) y
pu = P(a,b, c), entonces el polinomio

AP(z, Y, 2) + pQ(z, v, )

interseca a £ en al menos mn + 1 puntos (los mn puntos de interseccién y {a, b, c]). Por
el teorema de Bezout., este polinomio y £ tienen una componente en comiin, que por
ser E irreducible es £ misma, de donde

AP(x,y, z) + pQ(z,y, 2) = R(z,y, 2)S(=z,y, z)

Se tiene que los n(n — m) puntos de € N D que no estdn en E, tienen que estar

en S, que es un polinomio de gradon — m. @

Configuraciones a visualizar

Uno de los objetivos de esta tesis es presentar una nueva forma de generar curvas
algebraicas a partir de ciertas configuraciones de rectas, veremos por cjemplo que el

teorema de Pascal resulta un caso particular de esta forma de generar enrvas,

34



En el capitulo anterior vimos que un polinomio homogéneo de grado n se puede

> dimoenusién (";_fz) — 1, en cl signicnte

pensar como un punto en el espacio proyectivo

capitulo veremos que de esto se desprende que (";“’) — 1 es el mdaximo mimero de puntos

te al menos una curva

en el plano proycectivo con el cual podemeos garantizar gque exis

Si pensamos en el caso del teorama de Pascal,

de grado n gue pasa por estos puntos
tenemos que por los vértices de un hexdgono pasa una curva de grado 2 (en este caso

n = 2) y podemos observar que por 6 puntos no siempre pasa una cénica.

Configuracién

Para nuestro cuso tendremos n? + n puntos por los que pasari nna curva de grado
n, que como sc menciona antes, esto no sucede para culesquiera n? + n puntos.

idades. Esto

Para el siguiente teorema estaremos contando puntos con sus mutipli
también se puede pensar como que los puntos de que hagamos mencién no estén en mds
de dos rectas de las que se estén usando.

Teorema 43 Scan py, ... ,pn 71+1 puntos en el plano proyecctivo complejo. Sean también

lo,... Jdn Yy 7o, ... ra Tectas tales que p; s la interseccidn de l; con v;. Sip,; son los puntos

de interseccicn de lus rectas Ui y v, con i # j, entonces py, ... .Pn son colineales st y sdlo

si los n? + n puntos p;; cstdn en una curva de grado n.

Prueba., Sean L y R las curvas gencradas por los polinomios de grado n + 1

l=1g-.... 0, y r=r1rg-..-1, respectivarncnte.

Si po, ... . son colineales cntonces ostdn en el lugar geométrico de una curva
jrrecducible de grado uno, pero ademis estdn en la intersceceion de las curvas L y 2 de
grado n -+ 1, usando el corolario 42 se tienc que los n(n + 1) puntos restantes py; de

L N R estdn en una curva de grado n.

Por otro lado, si los puntos p,; con Z # j estin en una curva C de grado n,

usaremos repetidamente el truco de la dermostracién del corolario 42, Sea P = Py -...- %
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el polinomio homogéneo de grado n que define a C, con £ polinomios homogéneos

irreducibles. Sea e, = grad(F}), es claro que & < n y que e; + ... + £; = n. Pensermos

también que C, son las curvas definidas por los polinomios 3. Podemos escoger dos

puntos a; ¥ b; que no estén en LN 12 y tales que P (a;) = 17 (&) = 0, recordando que

Ci y L (o R) se intersectan cn e;{n + 1) puntos de la forma p,; {Teorema de Bezout).
Definamos

Uiz, y,2) = Rla) L(z,y,2) — L(ay) R(x, y, z)

Vilz,u,2) = R(b) L(x, y, 2) — L) R(z, v, 2).
Entonces U, y V) son polinomios homogéneos de grado nn + 1, y las curvas que
definen sc intersecan con C) en por lo menos e,(n + 1) + 1 puntos, por lo que podemos
escribir Uy = P S, y Vi = AT, para cicrtos polinomnios S; y 71 de grado n + 1 — e;.

Se puede observar que Si(p,) = T1(p:) = 0 ya que en general los puntos p; € C. Asi
podemos definir

Uz(x,y,2) = Th(a2)5 (x, y, 2) — Si(a2) Tz, v, 2)
Y
Va(z,y, 2} = Ti(b2)S1(z, y, 2) — S1(b)Th (=, ¥, 2)
para ciertos puntos az y b2 dentro de C2 que no estan en L N R, y podemos escribir
Uz = PS5, y Vo = P73 con Sa( pi) = T2(pi) = O polinomios de grado n+ 1 —e; — ea.

Repitiendo el proceso k veces tendremos Uy = FPiSk ¥ Vi = FPiTk con Sk y Tk polinomios
de grado

n+1l—(e+..4+ex)=1

con Si{pi) = Ti(p;) = O para toda % = 0, ...,,n, por lo que definen la misma recta que

contiene a los puntos po, ... ,pn- 8

Teorema de Pascal

Como un caso particular del teorema anterior podemos ver cl teorema de Pascal

el cual nos dice lo siguiente:
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Corolario 44 (Teorema de Pascal) Los vértices de un hecedgonoe estdn en el lu-
gar geométrico de una conica si y silo si las intersecciones de los lados opuestos del

¢ i son coli {

Prucbha. Si los vértices del hexidgono son v, vy, 1, 14, 5 y 6. podemos definir
12 V2,

Lo, Ly y La como las rectas que determinan las parcjas de pantos vz, vy y vsvg

respectivamente, y también podemos definir Rg, f7; y 22 como las rectas que determinan

las parcjas vpva, v4v, vgv;. Entonces las intersecciones de los lados opuestos coinciden
2V3, VaVUs Y Vel

con los puntos p; del teorema 43 con lo que se termina la demostracion. &

El teorema 43 también cs vilido para el plano proyectivo real, pero esto se probara
mas adelante, ya que se deduce del algoritmo que se emplea para encontrar la curva de

grado n a la que hace referencia ¢l teorema.
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I1I
Método de visualizacién

Introduccién

Uno de los principales problemas con ¢l que nos solemos encontrar al intentar hacer
el dibujo de ciertas configuraciones es escoger las partes que lo conforman adecuada~
mente, es decir, de manera que en una sola ilustracién se puedan apreciar claramente
sus partes esenciales. Por ejemplo, si nos fijiramos en un dibujo donde aparecen dos

rectas con pendientes rmuy parecidas, lo mis seguro es que la interseccién de estas no
aparczca en el dibujo.

Las configuraciones con las cuales se trabajars se puieden pensar de la siguiente
forma: Primero se toman n+1 puntos colineales, luego, por cada punto de estos hacemos
pasar una recta de color rojo y una recta de color verde. Expresando esto como en el
teorecma 43, las rectas de color rojo pueden scr las I, y las color verde las r;. Tenemos
(m 4+ 1)2 puntos de interseccién de las I; con las r;, pero hay n + 1 puntos iniciales que

son colineales; si no contamos estos puntos nos quedan

n+12—~(n+1)=n(n+1)
puntos por los cuales, segiin el teorema 43, pasa una curva de grado 7.

El método de visualizacién consiste en generar varias configuraciones; esta forma,
de generarlas puede ser aleatoria, seleccionando asi las més claras y completas, para

después editar cada una de las ilustraciones. La condicién de aleatoriedad se pucde

restringir de acucrdo a ciertas conveniencias para cvitar problemas parecidos al de

38



la inter

O

ién de rectas con pendienfes iy

irnilares.  Como lo que interesa es la

realizacién de grificas, y el teorema mencionado es una doble implicacién, lo primero
que se fija es la recta con los 17 4 1 puntos M, ..., 5. Por cuestiones de simplicidad
se toma dicha recta como el eje de las ordenadas y las coordenadas de los puntos son
(1,0), (2,0),...,(n+1,0). Despuds se trazan las rectas de color rojo y las de color verde
por cada punto uno de los puntos. Es precisamente cn las pendientes de ostas rectas

donde se implementa la condicién de aleatoriedad.

Algoritmo para encontrar la ecuacién de la curva

Para poder cncontrar ¢l polinemio de dicha curva recordemos primero algunas
cosas sobre los espacios vectoriales donde viven los polinomios homogdneos de grado n
como puntos. Para generar dicho espacio pensemos en las coordenadas proyectivas, lo
cual implica trabajar con polinomios homogéneos en tres variables. Cada polinomio de

. . - ‘e 2
estos se puede pensar ¢omo un punto en ¢l espacio proyectivo de dimensién r = (";")

donde se da una base para este espacio con los términos de la pagina 12. Si suponemos
que ag, ..., a, son los cocficientes del polinomio homogéneo de grado n, entonces cada
vez que evaluemos este polinomio en un punto p = {a, b, ¢] tendremos una combinacién
lineal de los cocficientes con el valor de cada término respectivo a®b?c” donde se cumple
que a + 84 = n, ya que este polinomio es homogéneo. Al valuar cl polinomio en cada
punto F; se ticne una combinacién lineal de los coeficientes del polinomio. Como la
curva pasa por cada uno de estos puntos, se tiene un sistema lineal de ecuaciones que

segiin el teorema 43 debe de tener una solucién.

Este sistema tiene a las a, como incégnitas y una ccuacién por cada punto, es
decir, es un sistema de r incégnitas por n(n + 1) ccuaciones, de esto se puede concluir

la siguiente:

Lema 45 Por (";2) — 1 puntos cualesquicra de el plano proyectivo siempre pasa una

curva de grado n siendo este mimero ademds el mdzrimo con esa prapicdad.
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Prueba. Es dirccta de hecho de que si se busca que pase una curva de grado n
por esos puntos se requiere una solucién de un sistema linecal de (";2) incognitas por
(";’2) — 1 ecuaciones, &

Los dibujos que sec pretende visualizar estdn todo el tiecmpo en ¢l plano proyectivo

real, por lo que falta ver la versién del teorema 43 para coordenadas reales.

Teorema 46 Sean P, ... . n -+ 1 puntos en el plano proyectivo real. Scuan también
lo,--- Jn ¥ To, .. ,Tn Tectas taeles que p; es la interseccidn de l; con r;. Si FP,; son los

puntos de interseccion de las rectas l; y 1; con i # j, entonces I, P, son colincales

8i y sélo si los n? + n puntos P.; estdn en una curva de grado n.

Prueba. Podemos pensar F, .. £, como puntos en ¢l plano proyectivo complejo,

as{ como también a las rectas lg,... ,{, y 7o, ... ,7n. Usando el teorema 43, si Py, ... I, son
colineales, existe una solucién distinta del cero para el sistema de ecuaciones lineales
de la forma

kgl arex(Py;) = 0, con r = ("32)‘

donde cada ey(z,y, z) representa un término de la forma z®y?z7 valuado en el punto
Pjiconi#£jya+B8+vy=n.

Sea AL la matriz que determina este sistema de ecuaciones, es claro que las entradas
de esta matriz son mimeros reales. La solucidn al sistema cs un vector a = (a3, ...,a,) €
Cr distinto de cero tal que a - A = 0. Sea a = b + ci con b,c € R", se tiene a - A =
b M +ci-M,donde b- Al = 0 y c- M = 0, por lo que cxiste la solucién real al sistema

con la cual se construye el polinomio de grado n.

Por el otro lado, si los puntos F;, con i # j estin en una curva de grado n, por
lo anterior y el teorema 43 existe una solucién a € C? distinta del cero para el sisterma
de n + 1 ecuaciones de la forma

are (%) + aze2(P,) +aszes(F;) =0,coni=0,..,n

Donde e,(x,z2,%3) = =, con s = 1,2,3. Usando el mismo criterio para el caso
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anterior, existe una solicién real de este sistema con la que se da la ccuacién de la recta
que contiene a los puntos Py, .. P, =

Forma de generar curvas con la computadora

Para generar curvas usando las configuraciones qie se des

iben anteriormente asi
como la visualizacién de estas se desarrolléd un paguitete en Mathematicn (versién 2.2).

En esta seccidén se describe la forma de uso de este paquete.

Como todo paguete que se usa en Mathematica es necesario primero mandarlo
llamar al iniciar cadn sesién. Para esto seri necesario gue el paguete se encuentre
en el subdirectorio packages de ¢l directorio de Mathematica, o especificar la ruta de

biisqueda. Para mandar llamar este paquete se debe de teclear:
<< Direccidn

donde Direcidn es ¢l archivo donde se encuentre el archivo. Los comandos y 1as variables
que se usan tiencn cierto orden de tecleo, ya que algunos dependen de la informacién
obtenida por otros. A continuacion se describen en ¢l orden que pueden ser tecleados

todos lo comandeoes usados en el paguete. Algunos son opcionales

grad[n]. Cambia el valor de n, donde n + 1 cs ¢l mimero de puntos colineales
FPa, ...Pa. También asigna valores aleatorios a las pendientes de las rectas de color verde

¥ rojo. NMientras no sc especifique algiin cambio se tiene n = 2.
recl.

Es el arreglo con las pendicntes de las rectas de color rojo. El comando

grad[n] proporciona valores alcatoriamente a estas rectas, pero cn ocasiones convendra
especificar las pendienftes con valores establecidos.

Para cambiar estas pendientes se
teclen:

recl = {Mo, My, ... , Mg}
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donde AJ; representa la pendiente de color rojo que pasa por el punto 3.

de las rectas de color verde. Se usa igual

rec2. Es cl arreglo con las pendient
que el anterior.

config. Este comando realiza varias tareas y depende de el grado n del polinomio
a buscar asi como de los valores de Ia pendientes de las rectas de color verde y rojo.
Primero crea el dibujo de la configuracién de rectas, después encuentra los puntos £,
de interseccién de las {; con las rj, cnmmnrr;\ la matriz con la cual se determinard el

polinomio de la curva buscada, y con esta matriz encuentra el polinomio de la curva,
dib. Es ¢] comando que dibuja la confignracién de rectas, no pucde scr usado

antes de config ya cque primero es necesario crear el dibujo.

lista. Es el arrcglo de puntos en una matriz donde las colimnas representan
conjuntos de puntos colincales de rectas de color rojo ¥ los renglones conjuntos de
puntos colineales de color verde, por lo que sus entradas son los puntos 7; del teorema
e arreglo no se debe de modificar

43. Depcende directamente de config, por lo que es
ya que guarda informacién obtenida de los comanclos anteriores.
lis. esla lista de puntos por los cuales deberd pasar la curva de grado nn. También

alteraclo.

depende de config, y como el anterior no debe de se

m. Esla matriz que representa el sistema de ecuaciones lineales a resolver para
os datos son

encontrar la cenacién de la curva. Como se menciona anteriormente,
generados durante la ejecucién de config.

polinomio. Es la ecuacion de la curva buscada. Esta ccuacidén se encucntra
durante la gjecucién de config. Si se desea ver esta ecuacién en términos de x,y se
, s¢ evahia ¢l polinomio.

teclea: polinemiolx,yl. En caso de que x, y scan mimero:
edita. Este comandon crea el dibijo de Ia curva en ecnestién. Depende tinicamente

de polinomio por lo cual debe de ser tecleado después cle generado el polinomio (después

de config)..
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con. Es para visualizar la curva con los datos actuales. Para poderlo usar

deberi teclear primero el comando edita, ya que cs este el que genere. el dibujo. En caso
de editar otra configuracién y no usar "cedita™, con dibujars Ia configuracién anterior.

Show(con,dib]. Es un comando de Mathematica que dibuja con y dib al mismo
tiempo.

Realmente los comandos que procesan informacion y obtichen resultados son dos;
config y edita. Para cada uno de los comandos se requiere de informacién previa,

esta informacién estd dada al inicio de cada sesién para el comando genera, y se pucde
manipular la informacién que alimenta a los dos comandos principales sin problema

alguno para lograr distintas configuraciones de rectas.

Durante la ¢jecucién del paquete es posible tener acceso a ayuda de eada uno de

los comandos anteriores anteponiéndoles cl signo de interrogacién.

Principios de Mathematica

Mathematica s un sistema de computo y lenguaje de programacién de alto nivel

que sirve para hacer matemaiticas en general. Se puede usar este paquete para varias
tarens que pueden ir desde cdleculos numeéri

o0s hasta programacién y uso de funciones
matemaéaticas avanzadas, pasando desde luego por métodos de graficacion.

Cuando se esta trabajando en Mathematica se maneja la informacion en bloques
llamados celdas. Existen dos tipos cscenciales de celdas, 1as de entrada y las de salida,

donde la primera contiene informacién que se debe de evaluar y Ia segunda es por lo

general ¢l resultado de esta evaluncion. Es hmportante mencionar que existen otros

tipos de celdas (texto, graficos, secciones, etc.). Paran que se realice una evaluacién se
teclea Ctrl-Return en la celda que contiene la informacién que se desea evaluar, la salida

de esta evalnacién puede estar acompanada de otra celda (texto, grificos, etc.).

Usos del paquete
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Las herramientas de Mathematica que se usan para este programa son esencial-
mente de graficacion y solucién de sistemas lineales. Un hecho importante es la forma en
que trabaja con los mimeros enteros, los cuales, a difercncia de otros lenguajes de pro-
gramacién, puedcen ser de cualquier tamano (es decir, de cualquier niimcero de digitos).
Esto es muy 1itil cuando se requiere de precision al trabajar con niimeros racionales.

Un problema que se presenta al implementar el algoritimo para la visualizacién
= 0 si T es distinto de 0.. Esta

tiene que ver con la exponenciacién del cero, donde 0*

operacién definida en Mathermatica se encuentra protegida, es decir, no se puede definir
de nuevo. Pero es posible quitar la proteccién para definir asi 02 = 1, lo cual es requerido

por el algoritmo que encuentra la curva mencionada.

Aspectos numéricos

Cuando se entra en scsién en Mathematica basta con teclear una operacién numérica
¥ oprimir Ctrl-Return para que en la siguiente salida se desplicgue cl resultado. Cuando
el resultado es un niimero real se puede determinar la precisiéon de este miimero, es de-
cir, la cantidad de digitos de aproximacién al mimero y también la cantidad de digitos

después del punto decimal. Los mimeros enteros pueden ser de cualquier tamaifio que
soporte la memoria de la mégquina. Para los nitmero racionales se le puede pedir a
Mathematica que los manipule como cocientes en lugar de usar aproximaciones deci-
males de cstos, lo cual es muy 11til ya que se pierde ¢l crror en los cdlculos aritméticos.
Otro aspecto importante es que cuando trabaja con mimeros racionales siempre los
despliega en su minima expresién.

En ocasiones es necesario dar valores a ciertas variables, lo cual se hace usando el

signo de igualdad. No es neccesario declarar el tipo de variable, ya que Mathematica lo

hace al momento de asignar el valor. Un ejemplo es:
var = Log{10]

Aqui var toma el valor de el logaritmo natural de 10. De esta forma podemos
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asignar otros valores a esta misma variable, o a cualquicr otra. Si usiunos = on Ingar del

signo de igualdad, estamos definiendo algo que no es una variable, pero puede ser una

constante o una funcién. La diferencia s que cuando usamos

= se evahia la expresion
de la derecha cada vez que se teclea la de la izqguierda, o cual es necesario para declarar
una funcién.

Estructura de las funciones

Cada funcién (ya sca propia del paquete o definida por el usuario) tiene cierta
intaxis y reglas generales. Los argumentos de una funcién se escriben entre corchetes

separados por comas después del nombre de 1a funcién, por ejemplo:

Sinlx]

regresa el valor del seno de x. Las funciones que Mathematica incluye estin compuestas
por palabras o abreviaciones juntas, donde la primera letra de esta palabra o abreviacién

es mayvscula, mientras que por convencionalismo escribimos la funciones creadas por
el usuario con mimisculas,

Para definir una funcién propia hay que indicar cuales son los argumentos de esta

funcién, esto se hace poniendo la linea inferior después de cada una de 1as que serdn las
variables, por cjemplo:
flx.,y.] = x = y

define una funcidn f (x,ylque regresa el producto de x por y.

Cuando se define una funcién, esta pucde ser matemadtica o de algtin otro tipo,
por cjemplo una que dibuje algo. Al definir una funcién, se usan por lo regular otras
funciones que pueden ser incluso comandos de programacién (comando If o For por

cjemplo). Cuando una funcién realiza varins tareas, separamos estas por comas y las
encerrameos entre paréntesis,

Manipulacién de informacién
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Para generar y manipular informacidn, se cuenta con lo que se conoce como listas.
Una tabla es una lista en la cual sus elementos pueden ser a su vez tablas o listas.
Por cjemplo, una matriz es una tabla cuyos elementos son listas del mismo tamafo.
A continuacién se describe en un ejemplo el uso de la funcién Table para generar una
lista con los mimeros del 1 al 10:

lista = Table([i,{i,1,10}]

Donde i representa los valores que se agregardn a la lista y {1,1,10} indica que
i recorrera del 1 al 10. En ocasiones se desea que otra variable como i recorra cicrtos
valores, esto se hace agregando esta variable de la misma forma, por cjemplo:

Tablelisj {i,1.,5},{3.1,5}]

crea una matriz de 5 por 5 donde la i-j-entrada cs i * 7. Las listas y las tablas tiene sus
elementos separados por comas, y se delimitan por llaves. Entonces, si pidiéramos que
se desplicgue lista se tendria:

{1,2.3,4,5,6,7,8,9,10}

Cuando sc quiera obtener el i-esimo elemento de una lista se escribe el nombre de
esta y después, entre dobles corchetes, i. Por ejemplo:

listal(3]1]
tiene el valor 3.
Designemos ahora una lista con las coordenadas (1,0),(2,0) y (3,0)

puntos = Table[{i,0},{i,1,3}]

Asfi, el primer elemento de puntos es {1,0}. Cuando sca nccesario encontrar un
elemento de alguna lista de esta tabla podemos usar los dobles corchetes. Por ejemplo:

puntos([1,2]]

que es cquivalente a:
puntos[[1]][{2]1]
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cuyo valor es 0.
Se usard también una funcién que rota las posiciones de sus elementos cierto
mimero de veces. Daremos un ejemplo de la funcién con lista:

RotateLeft [listal {[1]]

nos regresari ahora 2.

También es posible unir dos tablas distintas sin importar los clementos que con-

tienen a través de la funci

n Union. Si tablal y tabla2 son dos tablas cualesquiiera,

entonces
Union[tablal,tabla2]
une las dos tablas.

Un comando que se utilizara también es Insert que inserta un objeto en una

lista:
Insert[lista,x,1]

inserta el clemento x cn la posicién 1 de lista.

Otra forma de mancjar informacién es con ¢l uso de arreglos, los cuales, & diferen-
cia de las listas usan un solo corchete para desplegar o asignar informacién. El comando
Array es cl que se usa para generar un arreglo. Los arreglos pueden ser de més de una

dimensién, por ejemplo:
Arrayllista, {5,6}]
genera un arreglo lista de 5 arreglos de 6 elementos cada uno.

La forma para ver las partes de un arreglo s muy parecida a la de las listas pero

con un solo corchete, por ejemplo:
listal1,2]
regresa el valor de la segunda entrada del primer arreglo de lista.
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En ocasiaones se desea tener todos los valores de una lista excepto alguno de cllos.

Para csto se tiene la funcién Delete que regresa un arreglo, pero sin la entrada que se

especifique. Por cjemplo:
Delete[lista{2},3]

regresa el valor del arreglo 1ista[2] pero sin la tercer entrada
Una funcién que también serd usada s Sum, la cual nos permite realizar sumas

largas, por ejemplo:
Sumflistal1,il,{i,1,6}]

regresa la suma de los primeros elementos de cada arreglo de lista.

Sistemas lineales y solucidén de ecuaciones

La forma de representar vectores en Mathematica es a través de una lista de

niimeros, y para las matrices se trabaja con una lista de listas del mismo tamaiio. De

forma que si M es una matriz, entonces
MOLi,33]

es la (i,j)-ésima entrada de M. Cada renglén esta representado por
MELi11

Para obtener una columna, lo que se hace os transponer la matriz y luego pedirle

el renglén correspondiente a ka columna que se desea
Transpose M} [[i]1]

Podemos pensar cada matriz como una funcién lineal al aplicarla a un vector, de
forma que el Kernel de esta funcidn lineal es el espacio solucién al sistema de ceuaciones
relacionado con la matriz. La forma de obtener una basie del Kernel de un homomorfisio

determinado por una matriz M es:
NullSpace[M].

48



Problemas de precisién y definiciéon de la funcién
exponencial

La precisién de los nitmero racionales

Para las imigences que se pretende visnalizar es necesario resolver, commo se indica
anteriormente, un sistema lineal de ecunaciones. Este sistema no siempre tiene solucian,
por lo que la representacidn de las variables de este sistema deberd ser exacta, ya que si
usamos, por cjemplo, expansién decimal de mimeros reales, estamos aproximando cada
uno de estos valores, de manera que si descamos resolver el sisteria con una matriz
cuyas entradas son aproximaciones de los valores que realinente debicran de ser, lo més
seguro es (ue oste sisterma no tenga solucjon.

La forma de salvar este problema es usando mimere racionales en su expresidn

mte de dos enteros. Como ya mencionamos, Mathematica mancja los racionales

€como coci:
de esta forma, tanto en su representacién como en las operaciones de suma y multipli-

cacidn.

En algunas ocasiones se requerird generar mimeros racionales de forma aleatoria,
1 tipo

deberd especificar

para esto sc tiene la funcidén Random. En esta funcién

dec mimero y entre gque intervalo se encuentra. Como inicialmente Random no regresa
nimeros racionales, se necesitn implementar alguna forma para lograrlo, lo cual no

represcuta problema alguno ya que se define un racional como el cociente de dos enteros.

La forma de pedir un entero aleatoriamente entre 1 y 1000 es

Random[Integer, {1,1000}].

Cero elevado a la cero

Para la forma en que se implemwenta el algoritmo para encontrar la ecuacién de
Ia curva de las confignraciones a visualizar cs necesario suponer qite 0 = 1, lo cnal no
estit definido en Mathematica.
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n exponencial esta protegida contra escrituras, pero es posible quitar csti

La funci

proteccidn y definir asi nuevarnente esta funcién. Para proteger y desproteger funciones
o constantes se usan las siguientes funciones respectivamente:

Protect{]
UnProtect []

Descripcion del paquete

Usando la informacién anterior podeinos ahora ver el cédigo con el que se imple-
mentd el paquete para visualizar. Faltan solo algunas funciones por describir, estas se

usan para graficos y por ser sencillas se explicardn en ¢l momento que se requiera.

Funciones y variables

Lo primero que hace el paquete cuando se manda llamar es la nueva definicién de
la funcién exponencial cuando elevamos cero a la pofencia cero:

Unprotect[*’~?*?]

0"0 := 1 .

Protect(’’~’’]

Después se define n, que es cl grado del polinomio que se desea:

n=2;

puntos := Table[{i,0}.{i,0,n}];

A continuacién se presenta la funcién que asigna valores aleatorios a las pendientes

de las rectas que pasardn por los n+4-1 puntos colineales. Las listas recl y rec2 contienen
estos valores:

genera := (

recl = Tablel
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Random{Integer, {0,1000}]/Random[Integer,{1,1000}1, {n+1}1

rec2 = Tablel

Random[Integer,{-1000,1}]/Random[Integer,{1,1000}1,{n+1}]:);

Se puede observar que las pendientes de recl son de signo positivo y 1as de rec2
son de signo negativo, esto con el propdsito de que las intersecciones de las rectas

aparezcan en el dibujo claramente.

Cuando se llama al paqucte, este cjeenta la funcién genera para inicializar los
valores de las pendientes, asi como también para cambiar cl grade del polinomio que se
desea encontrar (es decir, el nimero de puntos que inicialmente son colineales menos

1no).

genera

gradla_] := (n=a;genera)

Cuando se ornite el punto y coma al final de cada comando en Mathematica, el

resultado de ese comando aparcce on una celda de salida. Si por ejemplo, se cambia el

punto y coma por una coma en lailtima linea
gradln.] := (n=a,genera)
sc indicard en la celda de salida el valor de a.

El comando configEl siguiente paso cs encontrar todos los puntos de inter-

seceién que nos interesan, es decir, los puntos de interscccién de las rectas I con las r;.
Para csto se resolverdn las ecuaciones simultdaneas en cada caso. La forma de encontrar
la ecuacién de la recta !y es con su pendiente y las coordenadas de los puntos colineales,

si © 3y y son las variables, csta ecuacién se representa en Mathematica por
y==rec1[[1]]*(x-1)

donde el doble signo de igualdad nc indican asignacién de valores como en otros casos,

sino una proposicién que pucde ser cierta o falsa. Para encontrar el punto de interseccién



de esta recta con la recta r; se usa
Solvely==rec1[[{11]+(x-1),y==rec[[21]»(x-2),{x,¥}]

(donde {x,y} indica las variables de las ecuaciones). Aqui definitnos primero el arreglo

bidimensional lista de todos los puntos de interscccién de las rectas l; con las r;. Lo
anterior se escribe:

Arrayl[lista,{n+1},{n+1}];

For([j=0,j<=n,j++,

{lista=Table[

Solve[{y==rec1[[j+1]]*(x-j) ,y==rec[[i+1]1*(x-1i),

{x,y}1001,r,21],{i,0,n},{r,1,2}1,

RotateLeft [puntos],

RotateLeft [recil],

RotateLeft[rec2l} J;

Para poder climinar de este arreglo los puntos que inicialmente son colineales (los
puntos F; ) sc crea una lista vacia 1is a la que agregaremos los puntos de interseccién
de las rectas I; con las r; con i 5% 7

lis={};:

For[i=1,i<n+1,i++,lis=Union[lis,Deleta[listalil],ill];

Dec esta 1iltima lista se obtendra el sistema lineal de ecuaciones a resolver, donde
las entradas de la matriz correspondiente en cada renglén representan el valor de los
términos del polinomio evaluados en cada punto de donde debersi pasar la curva. Re-
presentaremos cada entrada de esta matriz con el arreglo doble coef. A continuacién

asignamos los valores al arreglo:

For[t=1,t<=(n"2+n),t++,
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For [r=1,i=0,i<=n,i++,
For [j=0,j<<=1i,j++,
coef[t,rl=11isl{t,1]] “(n-id1lis((t,21]1 i-3).,r++111;

Después se crea la matriz a resolver y se guarda en pol una base para e} Kernel

de esta matriz, y asi definimos la funcién polinomio que cs ¢l polinomio de la curva en
cuestidén,

m = Array{coef,{n“2 + n, Binomial(n+2,2]1}1;

pel = NullSpace(m];

polinomiolx_,y.] :=

Sum([Sum{pel [[1,Binomial {i+2,2]-i+3j1] x~(n-i) y~(i-3), {3j,0,i}1,{i,0,n}];
Con esto casi se termina lo que la funcién config hace, falta ver la parte de
graficacién. dib es la variable que contiene el grifico. Para entender como funciona
revisaremos algunas funciones de Mathematica. Cuando se quicre dibujar puntos o
lincas, primero se especifica su color con RGBColor, que da los valores de rojo, verde y
azul para componer un color. Las funciones para dibujar lineas y puntos (entre otras)
son Hamadas primitivas en Mathematica, y por esto se usa la funcién Graphics, dentro
de la cual podemos construir las grificas primitivas. La funcién para dibujar un punto

cs Point, y para dibujar una linea se usa Line. Para dibujar cada punto se especifica
su tamaifio con PointSize y lucgo se usa Point. El comando Line wune con una linea
dos puntos consecntivos de un arreglo de puntos. Siempre que se gquiere desplegar un

grifico, se pone cl cédigo de este en ¢l comando Show. Esta es la implementacién de
dib dentro de config:

dib = Show{Graphics{
RGBColoxr [0.000,0.000,0.000],

Line{Union([{{-1,0}}.,puntos, {{n+1,0}}1].
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RGBColor [1.000,0.000,0.000],
Table[Line[listafil},{i,1,n+1}],

RGBColor [0.000,1.000,0.000],

Table([Linel[

Table{listali) [(1+3j]],{i,1,n+1}13,{3.,0,n}],
PointSize[.01],

RGBColor [0.000,0.000,1.000],
Table[Point{listalil ([1+3]1],{i,1,n+1},{j.0.n}].
RGBColor [0.000,0.000,0.000],

PointSize[.01], Table[Point{i,0],{i,0,n}]

11;

Generacién de configuraciones

Hasta el momento hemos encontrado 1a curva en cuestién y se ha hecho el dibujo de
la configuracién de rectas. Falta la parte que dibuja la curva junto con la configuracién
anterior. Para esto se usa una funcién que se encuentra en el paquete Implicit en el
directorio Graphics de Mathematica.

Esta fuincién es ImplicitPlot y se usa para graficar cl lugar geométrico de alguna
ecuacién. Para indicar en esta funcién la variable que serd representada por el cje
horizontal, se encierra esta entre llaves al final de el cédigo, y para que aparezcan todos
los puntos del dibujo, se aiiade al arreglo que tienc la variable todos los valores en esta
coordenada de los puntos a visualizar. Esto iltimo se realiza con un Insert.

edita 1= (

ren = Union[{—0.5,n+ 2.5}, Table[1is[[i, 1]], {i, 1,n"2+n}]};



con = Show|[ImplicitPlot(polinomio{x,y] == 0O,
Insertiren, x, 1}}, Axes— > False))

Es por esto que después de usar config tenemos que llamar a edita, de lo con-
trario sc puede encimar una configuracién de rectas que no corresponda a la curva del
dibujo.
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Iv
Catalogo de curvas

Después de describir el funcionamicnto del paquete para encontrar y dibujar las
curvas que sc desea visualizar se presenta en este capitulo varias de las configuraciones
generadas. Algunas fucron encontradas aleatoriamente. Se agrupan las curvas por el
grado del polinomio que resulta y hay configuraciones en las que se toman los valores de
las pendientes de las rectas igual a 1 en una de las familias y a -1 en la otra familia de
rectas, esto disminuye considerablemente los cdlculos que la méaqnina tiene que hacer,
por lo que es este tipo de configuracionecs se llega a curvas de grado 9. De esta dltima
configuracién se hara variar, en los casos que sea posible, una de las rectas; lo cual dari
como resultado una familia de ciurvas que varia continuamente de acuerdo con la recta
que estemos cambiando.

En cada caso se presenta ¢l dibujo de la configuracién con la curva que se genera,

las pendientes de las rectas con que se conforma y el polinomio de la curva.

Cdénicas

Este caso es el mds sencillo y se presenta una configuracién para cada una de las

cénicas en el plano real. Después, como se menciond, se ve como varia la familia de

curvas al variar una de las rectas en la configuracién final

Cubicas
En este caso se tienen cjemplos de curvas con una y dos componentes. una de
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las curvas tienc la peculiaridad de intersecar a la recta al infinito en tres puntos, esta
configuracién consta de dos componentes; una cerrada y tres pedazos que se unen en
puntos al infinito. Al final se presenta la variacidén de la curva con familias de rectas

con pendientes 1 y -1.

Cuarticas

Este caso es mds interesante por que comienzan a aparecer curvas cerradas con
dos componentes. En esta seccién se incrementa el mimero de ilustraciones ya que se
tienen formas mds complicadas y también se hace variar algunas de las rectas de la
configuracién. Ademéds para curvas de grado mayor la computadora ya no realiza los

dibujos de cualquier configuracién, pues requicre hacer muchos cidlculos.

Curvas de grado mayor

En este tipo de curvas van de grados 5 hasta 9 y sélo se dibujaron configuraciones
en las que una familia de rectas tienen pendientes igual a 1 y la otra -1. Al variar estas
pendientes se incrementan los cdlculos que la computadora tiene que hacer de forma

que no es posible generar cualquier configuracién.
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Pendientes de las rectas

L 22 1
G 23 s
23

Polinomio
2
70269 x 180149 x 1305 y 609413 x y 50763 y
PRty L2222 % L2227 Joiiizy [ z22z2
15290 61160 1529 305800 30580
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Pendientes de las rectas

4 9 3
11 3o 1a
2 4 11
Bos 4
Polinomio
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Pendientes de las rectas

1%
3 -
19
17 a2
- —t==
12
Polinomio
5779 x
600

2 z
823 x 4429 y 10463 x y 829 y

-
1so0 600 1800 600



Polinomio
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D
s
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Pendientes de las rectas

10 8 7
- - - 2s
17 3 18
11 19
== -1 -(==1 -t==)
14 7
Polinomio

z a
2574149 x 1046929 x 190453 x 17039987 y 12760607 x y
- - -

1252860 835240 835240 12528600 8352400

2 2 2 a
2427687 x y 1822019 v 665507 x y 1300279 y

25057200 2088100 1670480 12528600
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Pendientes de las rectas

27 11 16
- - 1 -
1 25 °
11 1 3
-t-=t == -t=2
12 2 2
Polinomio
2 3 2
249289 x 423179 x 2109 x 13271 y 10348 x y 172738 x
- - - . -
46800 93600 2080 15600 7020 280800
2 2 3
203509 y 411829 x y 23039 y
93600 280800 93600
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Pendientes de las rectas

11
- 6 1 5
5
5 5 i6
-t=3 -t=) ~i==1
3 5 5
Polinomio
2 3 -3
209605 x 121933 x 28607 x 29787 y 168565 x y 267295 x Y
52896 35264 LT 52496 158688 634752
z 2z 3
134465 y 186749 x y 11615 y
317376 634752 317376
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Pendientes de las rectas

4 1z e 24
9 135 11 17
1 25 5
2 2 2z
Polinomio
2 3
3870637 x 179009 x 26186 x 9612221 y 271627999 x y
- - - - - .
2425500 269500

606375 3234000 97020000

2 £ 2 3
6283881 x y 97071949 y 420422273 x y 2577269 y

10780000 43120000 388080000 11760000
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Polinomio

2 2
{=3 + 2 %) (=1 + 3 x ~x =y

3
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de 1a configuracion

las rectas

de

Variacion de una
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Pendientes de las rectas

11 1 11 21 s
& 2 15 -] 2
25
~t=s -(==3 ~t==1 ~4
24
Polinomio
2 3 4
856127 x S0B9B1 3 x 61131 x 5961239 x 793711 vy 45756913 x y
1 - - - - - . - - -
235200 604800 %0400 4233600 3880800 145530000
& 3 2 2
1206883327 x  y 11379353 x  y 21719147 y 213856793 x y
- + 2 -
465696000 Z%87 20000 AZ2330000 332640000
< 2 3 3 <
555169 x ¥ 69317 y

316587029 x 20202733 y

2328420000 389080000 25872000 16170000
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Pendientes de las rectas

19 5 11 5
=2 - puted 2 z
13 2 25 2
—t=1  —t==) ===} =g=m)
Polinomio

2 3 4
186069 x 408059 x 1417783 x 165191 x 187961 y  38€4173 x y
- +

61600 147840 1478400 1478400 184800 3396000

2 3 2 2 z 2
11170373 x y 39223239 x vy 27500923 y 50193463 x y 716843 x vy
- -

- -
27104000 81312000 40656000 21312000 5420800

3 a 4
352123 y 209927 x y 8273 y

.
7392000 116160060 1626240
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Polinomio

$772425 = 25090105 x
- - -+ Zo2-

3 4
841375 x 1951081 x 7984861 y 21461 x y
e PO, pe - -+

1185444 T112664 39514

7112664 5927220 17880
5043631 x v

3 B
1831451 x y 621013 y

2 2 2
77653769 x y 844693 x y -
. . - -
35563320 35563320 658580 71126640 3161164
3 3 4
1063609 y 913463 x y 56081 y
23708880 15805920 7302960
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Pendientes de las rectas

4 4 23 4 6
13 kd 17 5 5
-2 ~20 -3
Polinomio
2 3 4

47371 x 3145889 x 23933 x 62463 x 71759 y 10336891 x y

1 - + - + . -
15732 1179%00 26220 569950 31464 2949750
2 a 2 2 2 2
7745539 x Y 3720653 x v 5310077 y 1531518149 x y 12606683 x k4
- 4 - .
4719600 15732000 2949750 94392000 37756800

3 3 a
32020337 y 256859579 x y 2675229 y

62928000 125856000 78513600
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Pendicntes de las rectas

5 24 x2
7 13 7 o5
16 7

“t=<=) === -a
23 17

Polinomio

2 3 a
858203 x 756593 x 109208 x 240241 x 138049 y 23025619 x y

209740 179784 59916 12584880 139032 11745888
2 EY 2 2 2z z
66741421 x y 9865875 x y 44306939 y 3667835 x y 3593675 x y
[ 4 - - .
70475328 70475328 176106232 1468236 6406848
3 3 4
27628607 y 17304135 x y 144461 y
70475328 140950656 4271232
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Polinomio

25 x
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PN SE=N 43
X T TP

e

Variacioén en una de las rectas de la configuracion
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Polinomio

2 3 4 2 2 2 2 4
{=5 + 2 %) (=24 + 100 x - 95 x + 30 x - 3 x = 45y + 50 xy =-10x y = 3 y }

izo
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Polinomio
2 3 4 5 6 2
{=7 + 2 x) (=180 + 882 x - 1155 x + 637 x - 168 x + 21l X = x - 46% y +

2 2 2z N . 2 4 a 2
B33 x y - 462 x y + 9B x y -Tx y -T0y +4%xy -1 x y -y
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Polinomio
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\

Polinomio

+ 21060 x

a
- 95049 x

« 219168

{~9 + 2 x) (-40320

2 2

- 234210 x y +

3 £
2670 x + 180 x

-5 x

3 2z

88560 x vy

4
- 29925 y +

.
- 17070 x y <

L3

6
- 1050 y + 540 x y -

z 4

“
35532 x y - 14154 x 0y 4+

2 &
60 x y - Sy
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