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Introducción 

Sabemos que por dos puntos en el plru10 pn.~n. una tÍnicn recta., y por tres puntos 

no colincalcs nna 1ínicn. drcnufcrcncia. En gcnPrnl nos podernos preguntar; ¿Ctuint.os 

puntos dctcrnünnn el lugar gcorn(!t.rico de los C'Cros dC' un polinonlio de grado n en dos 

variables?. Para el ca.so de In drcunfeorcnciu. se tienen 3, pero existen nHL"i curvas de 

grado dos que pasan por tres puntos no <'olincnlr!S. Se sabe que 5 pnutns no c·oliucalcs 

tres a tres dctcnninnn una lÍlliC'a cónic~a. En general (";2) pnnt os no <'olincalcs n + 1 a 

n. + 1 detcnninan una 1h1icn curva de gnulo n. DP rnndo que si He t.ic.'•ncu nuL'"i de estos 

puntos no podc-n1os asegurar que todos ello::> c111npln.n c·on la <>c·uadón _dn un polinornio 

de grado n. El resultado principal de cst.a ft~sis c·ousi8f P m1 V<'r <'01110 por 11 2 + n punt.os 

de intersección de dos familias de rect.n .. 'i pa..sn una l'1trva de grado n, y dcspué-.s ver varios 

ejcinplos de cnrvu.s gcncracl.<L<> de esta forma. 

Los primcro."'il dos ca.pít.ulos son hcrrntlli<'nt.a algchrnir.n y pnPdcn ser una breve 

introducción a In. gcon1ct.rín algebraica. para pcrsonn..c:; t"Oll conocirnicnt.o de teoría de 

cnrnpos. En ellos se prueban los t.corcn1n .. "I de Bczout. y Cnylc-y que t.icnen que ver con 

la cnnt.idnd de puntos de intersección de dos curvas en el plano proyectivo complejo. 

Para crnn1cia.r estos teoretna.s hay quP definir la rnult.iplicidnd de un punt.o dentro 

de la intersección <le dos curvas. Uua. recta y una. drcnnfcrcncin. se pueden int.ersccar en 

uno o dos puntos (en el cuso de c-<>tn.r en el plano real puede que no exista la intersección), 

si esta intersección consiste de nn solo pnnt.o, este es el punto de t.angcucia y lo podernos 

pensar con10 nn punto doble de la int.crscedón o un punto de multiplicidad 2. Si 



la intersección es de dos puntos, entonces podemos pensar que estos puntos t.ic.-ncn 

tnttlt.iplicidad l. 

Dos rectas se pueden ven corno el lugar gcomét;rico de un polin.01nio de grado dos. 

De n1odo que nnfl. recta se puede int.crsccnr con otras dos en dos p1111t.os o un punt.o(cl 

de intersección de lfl.S dos ret.A.S}. Cuando la rect.a se intersccn con h1s al.ras dos en su 

punto de intersección, se puede pensar l>stc cou10 punto <loblc o de multipliddn<l 2. En 

el capítulo 2 se defin<' ln tnnltiplicidnd. 

El tcorcrna de DPzont. nos 1n11c...>5trn In cantidad de puntos de intersección de dos 

curvas algebraicas de grados rn y r1. sin cotnponcnt.es en corn1ín, {cu realidad lo que dice 

es q11e la suma de lns rnultiplicidn.des de cndn punto <le In iutersPCTión d<' las dos curva._., 

es mn.). !Vlient.ros que el t.corcrnn de Cnyley dice que i=;i mn puntos de los n 2 puutos de 

intersección de dos curvas (contando nmltiplicidadcs) de grado n sin co1nponct1!.cs en 

común están en una curva de grndo TH, entonces los p1111t.os n:!Sl.lllltPs (cuya sunl.n de sus 

multiplicidades es n(n - m) seglÍn el teore>tnu de Bc-.1.011t.) csUin c-11 11na rnrvn de g1·ado 

Del teorema de Cayley se desprende el resultado que nos dará las condiciones que 

le pedimos n los n.2 + n puntos por los que qucreinos hacer pasar una curva de grndo n. 

Este resultado es el siguiente; Scrut P 0 , ... , Pn puntos en el plano proyectivo real tales 

que por ca.dn punto P, pasan dos rcct.n.s [¡ y r,. Estos n + 1 punt.08 son colinenles si y 

sólo si por los demás n 2 + n. puntos de int.ersccción <le lns rectas l, con las rectas r; pa..c;a 

tutA. curva de grado n. 

Es importante observar que los teoremas de Bczout y Cnylcy cst.ii.n suponiendo 

que se trabaja sobre el ca.tnpo de los complejos, pero el resultado ant.crior es válido 

t.arnbién pnrn el plano proyectivo real. 

Dentro de 1u1 a de las configuraciones anteriores de rectas, en el caso n = 2, 

aparece el hcxngran1a místico de Pascal: Los vértices de un hexágono se encucnt.rn.n en 

una cónica si y sólo si las intcrseccionCfi de los lados opuestos son colincales. 
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En el tercer cn.pít.nlo se prncha In. validez de las conlig11rncio11cs pani (_•I cu.so de 

estar trabajando en el campo de los rcnles en lngn.r de los conl.}JIC"jos. Tnn1hién se dn. el 

desarrollo de un paquete cu l'v[a.t.hcnl.ntica pnrn gcnC"rn.r cnrvns n part.ir de l'Onfsgnrndoncs 

de rect.u--~ conl.o se explicó unteriorrncnt.c. Este pn.quctc cnt'U<mt.ra d poli1101nio de In. 

curvn que pasn por los puntos en cucst.ión y har·c el dibujo de In configurnción de rectas 

y de lns cnrvn.. 

En la irnplcnl.cnt.ación del paquete se t.uvo que snlvnr de1·t.os d<)t.n.lles C"OIUO In 

forma en que se representan los valores tnunédcos en In conl.pnt.ndorn.. Est.o c>s por 

que In rcprcscnt.n.ción decimal de los ntínicros rc>n.IC"-'i es irnprccisa, lo cual ncnrrcn co1no 

consccnencin un sist.c1nn lineal de ccundoncs que no necesn.riarncnte es el que se prct.endc 

re.solver y no ncccsarin.1ncnt.c tiene que tener solución. La fornHt de ntucar este probl01nn. 

fue representando los nüincros rn.ciounh•s rotno codC"ntc ele dos enteros pritnos rPlntivos 

cnt.rc sí, lo que dn. co1no resulta<l.o unn r·cprcsent.n.ción cxn.ct.n de estos n1ínu•ros. 

Por tíltitno se presenta en el r11nrt.o enpít.nlo va.ria...<; curvas generada .. <; <.·on este 

paquete. Pnrn. In. 1nayoría de esta.<; curva...:; se rligió alcut.orinrnent.c la"i pcn<licnt.cs de hlR 

rC'Ctns con. que se generó cndn configurndón y sr fijaron los n+ 1 pnnt.os qne ti<. ... ncn que ser 

colincalcs. Se generaron curvn.s ha..."it.a <le gn.1<lo -1 de ~ta forrna. Otn1s {"Ollfiguradoncs 

se obt.uvieron ron valores dctcrnlinn<los para las pendientes de las farnilia .. -; de rcct,n.s, en 

est.C' c.nso se Ucgó a cicrt.1L'3o curvas de grndo nlnyor. 
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1 
Espacios Proyectivos y Curvas 
Algebraicas 

A lo lnrgo de este c-npítulo HC.? ddl.nirán los conccpl os básicos de.~ p,t.--01nct.i-iu. y iilgebrn. 

rt."!<:¡ncridos para. ln leet.nra. de c~t.a tesis; no se pt·ofnndiz.ani dcnu\.•·i.ir1do en ciertos tópicos 

de divi.sibi\idn..d de polinoni.ios qt1C' Sf' t-onsicll"rnn yn. conodc\os por d \pd.or. Ta..ni.hién 

se revisarán u.lgttnru:i. propicdadt..--s <le ln g<'OlltPt i·in. proyec1 iva. que· si bien no se <lisP\l.t.irá. 

t'Oll tlctcnirn.iC'nto, c-s ituport n.nt.c ton1arh1.s en c.·\tcn.ta pa.rn. c-1 th.~11rro\\o po~t.l'rior ele ·l,_-..st.c 

t.rnbu.jo. 

Introducción 

Existen difcn•nda..'-' itnpo1·tn.ut.es cnt.t·o la. g-,c~111ctría. u.fí11 y la µ.c_•oni.Ptrín r>royec.·1.\va; 

ele hecho la .scgnncla. fiC ptu ... "'l_le ver <'Otno tUHl. ext l~nsión de la. ¡ni.ntcra. La nt:t'i in1¡1ort.1u1tc 

para. el t.t·a.bn.jo c¡ne aquí SP prcscnt n. cott.'ii~t.c en ln. clitninación ch• 1·ecta ..... pu.rn.lclas, es 

decit·, qne <·nnlqnier pn.r ele rreta ..... dh,,t.int.as sicn1pre se cor11\1l en n.lgi'tn pttnt.o. 

Annqnc no poda1nos vvr dircrt n.n\cnt.e lo qne rs el pln.110 proyl.•ct.ivo co1110 ronjnnto 

de puntos ln difercndn. el<"? la. geo1nct.ría afín) podctnos }lc•nsar qllP c\os n.•ct.aH pa.ralc\a.._<.; 

se intcrseca.n en un punto al infinito y qur. todos los pnutoH dr. c-1->tt~ ti¡lo se~ cnc-ncnt.rnn. 

en una. recta no visih\e n. ln. cua.l ch~n.onünnn.1CJs rl!l't.a :-!.\ intiuit o. 

Todas las cnrva."i afines que nos inte1-rH1i.nin son coujuntos de puntos qnc ctnnp\cn 

<"OH \a ctTtadón t\P cierto po\ino1nio en <los varinhh--s ignalac..lo a t•ero, \l;-unac\a.-; clu·vn.H 

n.lgebrnica.s, por lo qlte ser{,_ i111porta11t.c la cliH<:ttsió11 de ciet·t.u ..... proriicchulcs de (!Sl.rt1ct.1n·as 
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a..lgcbrnicas como lo.~ anillos de polinomios y s11:-1 idcn.Jcs. 

Corno Ja..., dc1nostrucioncs de> al.i,.ritnos teorcrnn.s de variable renJ que se usan en 

este t.rnbnjo se verán postei·iorn1ente conm 1111 caso pnrt.ic111nr de vnrinbJP. con1pJc>jn, se 

t.rntnr1i el estudio de geon1etría coznpleja, aprovcduu1do nsí Jas ventajas de t.rnbnjnr con 

Jo que se conoC'e corno un cnrnpo algP.brakan1c-nte cerrado. 

Y por 1Ílt.iruo se cst.uc.fjnrlin hL'i coudidouc.'i que se requieren pnra que dos poH­

nornios definan el rnisrno lugar gcon1ét.rico. 

Espacio Proyectivos 

Pnrn. definir Jos c_"Spado~ proyect.ivos nc'1.'<>.Sit,.a.ren1os primero de los espacios afh1cs, 

los cuales se pueden ver con10 un espacio vectorial sobre cuaJq1tier can1po. 

Espacio Afín 

Definición l El espacio afzñ sobT-c un campo IC de dirnr.TL.i;i6n n, es el espacio vectorial 

de dimensión n sobre I<. Denotaremos a los p/anO."i real y comple,jo afines R 2 y C 2 

respcct.iua1ncnte. 

Cabe recordar la exist.cncia ele rect.a.s para.lelos en la g<:.."f'.>tuetría nfín. Para definir la 

geornet,rja proycct.iva sobre cualquier c·nrnpo pc11saren1os en Jos puotos de cst.n gc..YJJUct.rín 

con10 rcct.EL.<t que ¡::m .. c;;u.n por el orjgcn en un espacio afín de dinwnsión n1nyor por uno 

a la de el espacio proyect.ivo que sr desee>, y a hL.<t n ... -ct.<L.'i conlo los planos que pa.'in.n 

por el odgen, es dc..•dr subrnpncios vectoriales de dirucnsióu dos del espacio afín. De 

e..st;n nutncra podemos garantizar que m1 cJ plano pz·oyect.h·o sicrnprc se iutcrscq11<>u dos 

rcct.ns ya que dos plano:-; que pasan por d odgen en R 3 siernprc se• h1ter.secan. 

Espacio Proyectivo 
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Definición 2 El c.o;pacio proycclit1u ele dintcn.o;itín 11 I?j~- sobre un ca111110 /\# '~s ,d con­

junto de rcctato que pasari por el origen en I·c•+ 1 • Se define una recta l!n P/\· corno un. 

subespacio de diTncnsión do,q de ¡.;n+J. 

De acuerdo u In. dC'finición anterior, clcnotmuos con Ir'~,; al plano proyectivo sobre 

el crunpo !<. 

Los CRpndos proyectivos ta1nhi(•n se pueden p<•nsni· ('on10 la.s dasc~ de t.•quivak•nda 

gcncrn.d<L<i por ln. n~ladón ""'-', cu la cual a ~ b si a = )+..b con a 7':- O, para alguna ;\ dentro 

del can1po dond<" so este clc-finiendo el rspn.cio. 

rrealn1eont0 se csl.ani trabajando con c11rva..q plnuns, C"S dc(·ir, Ptl los J>lanos proycx--:­

tivos, pero uuis a.dt.~lant.c V<~n·n1os que )ns polino1nios se p1wdP11 pt•11snr cotno puntos en 

e.spucios proyP('f ivos de di111t>11sión nutyc>I'. 

Durante p} transcurso de c-st.c traba.jo scn:í convPnient e hacer f'll <'iert.a.s ocasiones 

t.nu1sforn1n('ioncs dc> los espacios proycdivos e.le n1odo que no n1oclifiq11cn <'ll csPncia los 

lngnrcs gL"'Otnétric~os que nuÍ..q n.dC'lant.c se• dPfininí.n con10 <·11rvn.s. 

Definición 3 Una fran . .;;forrnacióu proy(!cf111a cfr un p.o;¡mrio proyl'ctuw lP" .o;obrc un 

can1po K, se <lrtcrrriina 7101· un a11l<uno1fi-"rno n de Kn+l, r/C' rnodn qul: 8i 

C8 la fransforrnaciún que rnanda un ¡nLT1to en su cla.<;c de cquivnlcncia, entonces 

la transforrnación proyrr:tlva qucdn dl:/.t!rttlinada por la composicúín t' o n o p. 

Nota. A1ín cuando p- 1 no es una fnndóu, In linealidad de o permite que ln. 

con1posidó11 poaop- 1 <-'8t.é bien dcfi11ida co1nn función pues JJUl.Uc.ln. rlu.<>es de cqnivalcndn. 

en eln..o;;es de cquivnlcncia. 

Coordenadas Ho1nogéneas 

Una forma de ver el plano real afín dentro del plru10 proyectivo es rcst.ringicndo 
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K 3 a el plano z = 1, que si bien no es 1111 subespacio vectorial de K 3 , podctnos pensarlo 

co1no I<:i si no tornarnos en cuenta In tíltima coordcnndn.. Así, cada recta que no sen 

paralela al plano z = 1 de K 3 (que representa. un punto en W'k ) se int.crseca. en un punt.o 

con este plano. Las rcctn..'i que pasan por el origen paru.Jdn..._"i al plo.110 son los pnnt.os al 

infinito, qnc por supuesto no aparecen en el plano afín. 

Una propiedad in1port.antc de los planos proy0ctivos es qtw dos rectas sicn1prc se 

int.ersecnn, hecho que será de gran irnportancia post.crionncnte. 

Cuando cst.n.111os pcnsnndo en puntos dC'ntro de planos afines, bast.n. con usar sus 

C"Oordcnn..q en la ba..:;c CfUlÓnicn. Cunndo t.rat.a1nos con pinnas proy<.."<·t.ivos ha.y que usn.r 

un punt.o TJ = (x, y, z) de K 3 \{0} el cual rcprcsentaní. a todos los puntos que están en 

la rcct.n que lo contiene y que pnsa por el origen. Dl• esta forn1a., co1no se 1neuciona 

nnterionnente, C"nda punto de lPk se puede pensar corno In cla.-..c dP cqnivalcncin. donde 

dos elementos de K 3 \ {O} cst.Á.n relncionndos si pertenecen a la. n1isnm. re<'tn que pasa. por 

el origen. Cunndo ncccsitcn1os det.crtninar un pnnt.o en un espacio proyectivo usaremos 

un rcprcscut.nnte de su da.se <le equivalcncin.. 

Curvas algebraicas 

Curvas Afines 

Denot.arctnos por A(x 1 , ••• ,x0 } al anillo de polinoruios en 11 indct.crminaclas con 

coeficientes en el anillo A. Ca.do. vez que nos refirnn1os a. un anillo, esta.remos pensando 

en anillos conmutativos con identidad 1nultiplicativa distinta del cero. 

En ocasiones conviene pensar a cada clcmcnt.o f de un anillo de polinon1ios con 

n indeterminadas corno una función 

f:K"-K. 

En este contexto podernos pasar n. la siguiente definición. 
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Definición 4 Una curva algclnnu:a C en el vluuo afín K 2 
f!.S el co11ju11to 

C = {(x,y) E K 2 I f(x,y) =O}. 

Polino1nios Ho1nogéneos 

Ya hernos definido lu ... 'i curvas a.lgebrniras en planoH n.fincs. Pn.rn <lnr el snlt.o a 

las curva.s en planos proyectivos es tlP<'~nrio que los polinornios con los que dcfitulntos 

est.ns etuuplnn con una eu!"n.ct.eríst.ica, y t•st.n. (•:-; qut> no irnport.c el rcprcsent.ant.c que 

cscojmnos de los pnnt.os t.'ll l'l pin.no proy<'ct.ivo para que al sc•r vn.l11n.<los C'Jl alguno de 

est.os polinotnios den cero. Es decir, que si f t.>S uno ele los poli1101nins qnc nos int.ercsnn 

cntrn1ccs para x E Kª y,.\ E K\{O} se t<'ngn. qtt(•: 

f(x) =O = f(>.x) ~O. 

Oc cstn fonnn podernos gnrn.nt.izn.r que n.l definir una C'11rvn. alP,ebnl.icn. de fonnn. 

ru1álogn. a la de los planos afines, no irnporlc el r<!prc.s<'nt.n.rttc q11c e:wojurnos para clct.er­

n1inar si 11n JHlnt.o, pc11sado c-01110 11nn. rC'<'fn por el orig<•rt, se nn1ila en cic.-rlo polinomio. 

Con c•st.e fin int.roduciren1os dos definiciones qnt> nos ayu<la.níu a. d<"lt•nninar estos poli-

non1ios. 

Definición. 5 Sen f un polirunnio en 1111. 1nirncro fiuzlo de indctt!rniinrula~'l. Dcfinúnos 

... u. ynldu g,.ad(f) corno d 1nd.xi1no de lo.<; grados de lns ténntrzo dr. f, rlorufr el grado de 

cada térrnino a:r:í' 1 
••• x~" es la .o;1ana d<! lo.<1 cxponcnf<!S n,. 

Definición 6 Un polinomio en cualquier núrrwro de iurlctrnninndas se lla.rna hornogr!nco 

de 91"ado n si cada tlllo de ... us tt!rT11ino.<J c.<; ele g,..udo 11. 

Obsevnción 7 Estos polinornio.-; curnplcn ron la. canlcteri.<>lica 1ncncionrula, ya que si 

f es hom.ngt!nco de grado n y x E K,. se tiene que f(>..x) = N'f(x), cloudc ,.\E K\{O}. 

Ademá.'i son los únicos que curnplcn f(..\x} = A'"f(x) para todo>. E K. 

Cuando cstatnos hablando de planos proyectivos podcn1os hacer la ültirna variable 

ignnl n. 11110 obteniendo nsí, con10 se nicndonn. aut.criorn1cnt.c, los pin.nos nfincs corre-
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spondicntcs, y ndcn11is cndn polinomio hotnogénco f(x, y, z) se puede restringir n. nn 

polinomio en dos vn.riahlcs f(x,y, 1). Este proceso se puede invertir de n1odo q11c a nn 

polinomio h(x,y) de grado n le asignarnos 

ho(x,y,z) = z"/1(~. ~). 

Es ffi.cil co1nprobar que este nuevo polino1nio es hon1ogé11Po de grado n. 

Definición. 8 El ¡nvc~so anterior Sf! connce corno ho1nog(!ini::ac1ón de h. 

Cndn. ve-;:; que pensamos cu nn polino111io f, y C"ll un esca.lar ...\ -:¡!:. O, f y AJ definen el 

mismo lugar gcon1t'.'!t ric-o de ceros, lo ctrn.l se parece a lo~ puntos de un espacio proyectivo, 

ya que si v es nn c-lement.o de dicho espacio y A # O un clc1ncnto del canipo con el que 

se genera. el c.-spncio, entonces Av = t! pensados co1no puntos en c.•} proyectivo. Conl.o lo 

qne nos interesa para el estudio de curvas son los conjuntos de ('eros de los polit101nios, 

pcnsnrcuios que f y AJ s011 el tnisrno polinon1io. 

Proposición 9 Los polinorrlios homogéneos de K{x, y, z] de grado n se ptu'tÍcn pensar 

corno puntos en el espacio proyectivo sobre K de dinzensión (";2
) - l. 

Prueba. Para cndn n. podernos confit.rnir el signic>ntc triitugnlo con los t.6rnünos 

que pnC"Clcn tener, salvo multiplicadón por ese-a.lares, los poliuornios homogéneos de 

grado n. 

y" 
y"-1x, y"-tz 

y"-2x2, y"-2xz ,y"-2z2 

x" ,x"-1 z, ......................... ,xz"-1,z" 

Donde el j-ésitno renglón es y••-Jx.J,yn-Jxi- 1z, ......... ,yn-Jx:;i-1 , y"-~zj. De esta 

n1at1ern cada polinomio se puede pensar corno (0 01nbinndón lineal de cst.os (";2) t.énninos 

con esca.lares. Aumcnt.Wldo la condición de que un polino1nio runlt.iplicado por nu es­

calar distit}tO de cero tiene el mismo conjunto de ceros podcn10s pensar u. cada. polino1nio 

ho1nogénco de grado n como un elctnent.o do IPí...- con 1· = t•;2) - l. • 

12 



Curvas Proyectivas 

Pnrn difo1·cndnr un punto en nn cspndo nfín de dirnensión n. + 1 ele sn correspon­

djcnte punto en el espado proyec•tivo de c:lirncnsión n, 11f'inr<-'n1os de ahora en ndclnnte 

y de acuerdo n. In notnción convc>ncional los C'orda•t.es pnrn. C'f segundo rn vez de los 

parént.c..c;;is que se usan en el prhncro. De esta rnn.n('ra, si (x, y,.:) E IK3\(0, O, O), cu­

t.onces fx, y, z] será In cln ..... e de PqttivnlPucin que dicho punto dct.cnnina rn 1P'7(" (el punto 

(O, O, O) no determina ninguna dn.se lateral). 

Podernos pnsar ahora a la definición de c.nrva.o.; proyPl·t ivn.s siu uirig1·u1 problctnn, 

dicha definición es con1plet.n.n1cnt.c análoga n In de curvas nfincs. 

Definición 10 Una. c~trun algebTTiica en el plano ¡nvycc:t1vo c8 el conju11to de puntos 

G = {p E IPk i f(p) =O} 

donde f es un polinomio homogéneo en K[x, y, .::-J. 

Si S es un conjunto de polinomios, dcnot.nrcmos por \..T(S) ni suhc:onjunto de 

puntos P del c-spado correspondiente (nfín o proycPth·o, seg1íu se indique) que nnnlan 

n. todos los elementos de S, es decir: 

V(S) = {p 1 f(p) =O para todo f ES}. 

Obsevación 11 E.<t fácil ver que si S s; T son conjuuto.<; de polinoTnios, entonces 

V(T) s; V(S). 

Uun. parte importante en este trabajo t.iene que ver con el l.coren1a conocido 

cotno Nullstellensat.z, el cual dn condiciones de cuando dos polinoru.ios describen el 

misrno lugar geomét.rico. Antes de enunciar cst.e t.corenuJ. seni. ncccsn.rio discutir algu­

nas propiedades algebrn.icas de los anillos, rnódnlos y 1ilgebra., con los cuales est.nmos 

trnbnjan.do. 

Estructuras Algebraicas 
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Un crunpo es algebraicruncnt.c cerrado si cu.da polinomio en una indct.cnuinncla. 

t.iene todas sus raíces en <lidio crunpo. Los n(1meros reales no son un campo nlgc­

braicament.e cerrado. Por ejemplo x 2 + 1 no tiene soluciones rcnlc.~. Los con1plcjos son 

un campo algebrakrunent.e cerrado, propiedad iniport.nnte siu la cual n111chos de los 

resultados que u. continuación se present.nrñn no scrínn vlilidos. 

Ideales 

Una de )a.-.i principales estructuras nlgehrnic'ns con las cuales trn.b11ja.rcn1os son los 

ideales, que son subconjuntos de anillos y que uos permitirá cst.11dinr a los anillos 

Definición 12 Un ideal I de un anillo R es un subgnqm aditivo de R tal que si a E I 

y f E R, entonces af E I. Si un ideal I no e.'i {O} ni R din~rnos que f es un ideal propio 

de R. I es un ideal maxirnal ~'ii no hay un id(•al propio que lo contenga. 

Sean / 1 , ••• ,/n E R. Denotamos (f1 , .•• ,fn) al ideal generado por estos cletncnt.os. 

&..¡te ideal se puede pensar como: 

(f,, ... , f,.) = {aif1 + ... + a,.fn ja,, .. .,a,. E R} 

Proposición 13 Sea F un anillo. F es can1po si y sólo si F no cont.irnc idcale~'I 

propios. 

Prueba. Sea F nn campo. Cada elemento a E F\{O} tiene su inverso; cut.onces 

si a pertenece a nlg{1u ideal, 1 = aa- 1 pertenece ni niisrno ideal; pci·o esto hnplica que 

dicho ideal es F. 

Luego, si F es un anillo sin ideales propios entonces para c·udn clcrncnto a de F 

distinto de O, su ideal generado es el t.otnl. Por lo t.ant.o l cstií dentro de este i<lcul; de 

aquí que exista b E F t.nl que ab = l. Con cst.o se prueba que rada. a E F\ {O} t.icrw 

inverso multiplicativo. Si b o¡/:. O y ab =O, podernos escribir abb- 1 =al =a= O, con Jo 

que se prueba que F es un dorniltio entero y por lo t.u.nt.o un cn1npo. • 

Como los anillos con los que estaremos t.ru.bajnndo son los anillos de poHnotnios, 
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c..:adn ve-.¿ que nos rcfirrunos n. nn anillo con ln lct.rn. ll pcnsn.rcrnos en este, 1nient.nt.'"' 110 se 

especifique otra cosa. cotno el nnillo de poliuo1nios C'Oll. cocfidcnt.cs en I<. con c1uüqnicr 

111ímcro finito ele i11c:lct.er1nin{l.dn.s. 

Un polino1nio f E R se lln.1na irrctJ.uciblc si no existen h, y E H dP p;rmlo 1nenor 

que f tnlcs que f = h9. Cu.da. anillo R c.-s nn dotniuio cnt.c!ro, pero ndC'nHÚi PS ttn <lo1ninio 

de fact.orizadón 1'11licn., es decir, qnc en.da J E R ~w pndc fn.ct oriznr (_lf' fon un \Ínkn., salvo 

escu.lnrcs y <'l orden de lo~ tnnlt.iplicn.ndos, l_'I\ l'l<'tnPntos irn><hwihlcs d1._• R. 

Podc1nos definir el c-ocicnt.e de! un a.nil\o A Robre n110 do sus idc.•n.lL"s I co1no (_~l 

conjnnt.o de las clases lo.t.eralcs definidas do la signicnt e~ fornu\: a, b E A cst.~in en la 

ni.is1nn cln .. <.>c si a-b E I. E~ fá<:il ver qttc diclui. n•lncióu es efC'ct.ivn.ni.l'nt.e de eqnivalcndn .. 

Denot.n.1nos nl cociente con10 A/ 1. Ttunbién sr puede vrr que ltt.'-> opc•tnrioncs de A 

inducen on el cociente operaciones bien dcfinidtt.'i con las cuales sl~ le pnode dnr cst.rlH'.t.urn. 

de anillo a. A/I. 

Si f E Klx1, ... ,x,,1, entonC"es se pncclc 11.•·m.r el f\lgorit.1110 de la. división sobre 

K[xi. ... , Xn-1}lx,.) de forn-ia que f = 9•~ · (:r,. - .>...,) + r con cualquier A,. E K, 1· E 

K(xtt ... , x ... -1) y gra<l(r) < y1·ud(f). RPpit.iendo €. ... st.e proecso se pn('(\C eserihir 

f = 9,, · (xu - A,.)+ 9n-t · (x,._1 - .>..,._1) + ... + !11(:r.1 - .>..1) + r 

con r E K, pero si K es t:Üg;cbra.icumentc eerrado cnt.onecs g 1 (x1 - A 1) + r E K[xi] t.icnc 

nnn. raíz y podcn1os escoger ...\. 1 de modo que r = O. Por lo tnnt.o cada ideal de la forma 

(J) cst.n. contenido en el ideal propio (:z:11 - >. .. , ... , x 1 - ,\ 1 ). 

Obsevación 14 Los ideales de la forrn.ri (x .. - cz.,.., ... , x 1 - a¡) con a, E I<.. son ideales 

ma:r.imales de K[x 1 , ••• , x.,.]. 

Prucbtl.. Seu. f E I<. nn polinomio que no cst.a en el ideal (x,. - a 11 , ••• , x 1 - a 1), 

rnt oncPs podemos escribir f = !Jn · (x,. - llu) + ... + g 2 • (x2 - a.2) + g 1 (x1 - .>.. 1) + r, donde 

r :FO pues f f/: (xn - a,., ... , X1 - a 1 ). De esto se puede detlncir qne si 1 es nn ideal que 

contiene a (x,. - a,., ...• x 1 - at) con f E/, Pntonccs dicho ideal contiene a 
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con r E 1<, lo c11nl in1plica qtie les K y por lo tanto {xn. -a"' ... , x 1 ~u1 ) es maxhnal. • 

Proposición 15 Si ni es un ideal maxirrial de R, entonces R/rn es -un campo. 

Prttcbn. Bast.tl.rá con ver que R/m n.o tiene ideales propios. Sen B = R/m. 

Supongamos qne existe un ideal propio M de B; podernos definir· un hotnomorfismo 

de anillos f : R - B/!vf con. la composición de lns inclusiones nnt.urnlcs de R en 

By de B en B/Af. Vea.m.os que I<cr(f) es un ideal de R. Si a E Ker(f) cut.onces 

f(ab) = f(a)f(b); de aquí que ab E I<er(f). Ker(f) no es R, pues en cst.e en.so 

B/.ld =O y entonces Al= B. Tenemos que Kcr(f) es un ideal que contiene a rn., pero 

rn #- Kcr(f) pues se tendría. M =O. Se tiene entonces OS rn ~ J<c_·r(f) ~R. Ent.onces 

rn no es un ideal maximnl, lo cunl es una contra.dicción. • 

Módulos y Álgebras 

Cuando hablrunos de espacios vcctorhilcs, podernos pensar n estos COUlO la acción 

de un campo sobre un grupo que pcrmit.o lu. distributividnd de lns operaciones y respeta 

la propiedad de identidad. Un módulo es silnilo.r n. los espacios vectorin.lcs, pero en VC""L; 

de usar un campo so trabaja con anillos coutnntntivo.s. Cuando hngatnos referencia a un 

anillo pensaremos siempre en un anillo contnuta.tivo (ln condición de conruut.nt.ividn.d 

no es necesaria en general para la. definición de módulo). 

Definición 16 Sea A un anillo, Un A-tnódulo {o módulo sobre A) es un grupo abcliano 

J¡,,f en el que A actúa linealmente, es decir, si a, b E A y u., u E }vf 

i) a(u+u) = au+bu, 

ii) (a+ b)u = au +bu, 

iii} (ab)u = a(bu), 
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De cst.a fonna se tiene con10 ejemplo qnc los anillos de po\iuoniios A[.1: 11 ... , :1.·0 \ de 

cualquier anillo co111nnt.nt.ivo A son un A-111ódnlo. 

Se define nn.t.nrnln1cnt.c un ho111on1orlis1110 cnt.t·c A-111Óllnlos c·on10 una. función 

linctl.1 entre ellos oní cotno t.ntnbiéti. nn A-st1h1nóclulo ch~ 1111 A-111iulnlo l"01110 un snh­

grnpo aditivo ccrrnclo con la opl.~ni.ción de n1u1t.iplicnr por l•l01ncnt os de A. Se c.lcfinl! el 

codcnt.e de un A-tnódnlo cntt·e nlguno de sus A-snbtnódnlos eo1no Pl c·odPnt.c• fonnado 

por cst.os c:on10 grupos c·on la nrlidón. 

Usa.n<lo los tcorernfl!i de ison1odis1nos de v;rnpos se ptwdc ver que si f : Al - N 

es nn hom.ornorfisnto supraycctivo de n1óch1los c11t.otl.C"Os N =:=AJ/ J<c,.(J). 

Al ig11a.l que He hn.c.c pu.rn \Ul espado vectoriu.l podetnos dl•finir 1111 eoujunto D 

de generadores de ttn A-tnéxlnlo /\l. si t.odo clcnwnt.o Al se puede cx:prcsn.r l'Ollto n11a. 

cotnbinnción linc<\l de elotnent.os de B con ck1nent.0H de A. Si ruhmu\.."l. dic·ho 1nódnlo 

t.icnc 1111 conjunto finito de generadores, clirc1nos que es ti.nita.1nent.e gc•ncrado. 

Definición 17 Sea (f\f1) 1e 1 (con I un inclicc) una farnilia ele A-rnócltLlos. Definirnos 

la sumn directa .~~1 J\,f corno el A- rnódulo generado por el prudu.cto cartcsiu.nn de las 

AJ¡ con un núrncro fintt.o ele entradas clistintus ele cero, clP.finicndo llL suTnn. y el producto 

por elcnicntos de A coonle.nacla a coordenada. 

De cst.n. 1na.ncrn se pltcdc pensar, por cjcrnplo, a. I<.{xl con\o ln snnln directa de los 

K-módulos <le h" fonua 

X,. ~ {ax" 1 a E K} 

Un A-tnódulo libre es uno t.al q11c (_>S iso1norfo n. (D Al1 con /'v/1 ~ A. Denotaremos 
iEI 

n $ A como A'1
• 

i=l 

Proposición. 18 Sea f'v[ un A-Tnódulo. !'vi es finitamente 9cncraclo si y sólo si es 

isornorfo a un cociente ele A" para algún n EN. 

Prt1eba. Snpongatnos que X"i, •.• , x ... generan AJ. Definitnos 4> : A" - ]l.f de forma 
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qne: 

<Pes \U\ hotnomorfismo supro.yect.ivo de A-ni.ódulos, de esto AI ~ A~'/l<er(f). 

Supongamos ahorn. que AJ es un cocient.c de An, ~nt.onces tp : An - !vi. donde 

tp es la proyección en el cociente, es un homomorfismo supru.ycc.:t.ivo, de est.n. fornln. si 

e¡ = (O, ... , 1, ... O) con el 1 en la i-ésitna coordennda, se t.icnc que los drnnent.os tp{ci) 

de lv[ generan J\f. • 

De fonna sini.ilar a la definición de tnódulos podc1nos pasar a una nueva C!it.rud.ura, 

pet"o en este caso usuremos un anillo en ve-¿ de ut.ilizaI" llli. gn1po abcliu.no. Efltas 

cst.ruct.urn.s son un ca.so particular de n1ódnlos pero c:ucnt.an con ln uueVtL opeL·ación del 

anillo. 

Definición 19 Sea f : A --+ B un. homomorfisnw de anillos. 13 es una A-álgebra 

si lo pensamos como un A-módulo 1t.._o;ando la operación sig1tiente: si a E A y b E B, 

entonces ab = f(a)b. 

Definimos un homomorfünno <le álgebras como un homon1ot"fl.sn10 de tnódulos, CHt.o 

se puede porque en pn.rt.icular lns úlgcbrns son tnódulos. 

Definición 20 Una A-álgebra B es finitamcntc gcneradu si existen. x 1 , ••• , x,.. E B tales 

que cada elerri.cnto de D .<;C puede ver corno un. polino1nio en x 1 , •••• x,.. y coejieif!ntes en 

f(A). 

Así por ejemplo, el anillo de polino1nios K[x 1, ... , .:z:,.) c-s 'l1na K-álgcbt"n. 

Sea A un subrutlllo del anillo D. Se dice que un clctncnt.o <le D os cut.ero en A si 

es ln. ru.íz de un polinomio tnónico con cocficient.cs en A. Así por ejemplo, los clemcnt.os 

algcbrn.icos ele un cn1npo son elc1nentou enteros y cst.ún. en su ccrrndnra algcbrnicu.. 

Teorema 21 Sea A un suban.illo del anillo B. Si Xi. ••. ,x0 E D son c11te1ns en A 

entonces A[x 1 , .•• ,xH] es un A-módulo finit.amcnte generado. 
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Prnebn. Prirnero vcatnos el ca .. o..;o c11n.11do n = 1. S11po11ga1nos que x <-'H rnt.l•ro en 

A, entonces cxist.e nn polinotnio rnónico f en una vn.riahle t1_t.l CJ11P f(:i:) = O. Usando el 

algoritmo de In división parn. poliuotnios en 1u1n sola i1uh•l.t.•rniinada., c1tnh¡11ic•r poli11onlio 

h lo po<lcn1os escribir co1no h = qf + r con grad(r) < grad(f). Si grwl(f) = t <'llf.onn•s 

A[x] se puede gcn0rnr <"Orno A-1nód11lo con l,:.r.,;r,:.!, ... ,:r'- 1,f. 

S11pongn.1no.s c:pll~ A[x 1 , .... • r..,J c•s 1111 A-111Clll11ln finit.an1c>11f<' p,(_•nerado por /31, .... 11i, 

t.runbié!n es un nnillo, c_•nt.onccs poden1os p<•nsat' a .. ·4[.r 1 , .. .,.1:,.+1} l'orno .¿1[.r 1 , ..• ,:r,.Jf.L·.,+d· 

Así, por hipótesis inductivn. A[.r. 1, ... ,:r,.+d <~ 1H1 A[.:r.· 1, .. ,.r.,J-111lJd11lo fi11itn111cnte gcmc__.._ 

rndo. Sean n 1, ... , n.., µ;cnenu.lores de A[x 1, ... , .r,.+ 1J co1110 .-\[.i: 1 , ••. , :r,.]-1nód11lo, c>ttf.onces 

cndn. clcmcut.o de . ..-1[.r 1 , •••• xT•+ 1 J se escribe co1110 

~ª•º•con a, E .Afx 1, ... ,:r~,J. 

Pero cada a, se puede escribir C'Oinn . 
¿: IJ,;3, con IJ, E A. 

J)e estas dos ecnadonP..s, podl'..'tnos escribir l'acla clernc11t.o de A[x 1, ... , Xri+t) corno .. 
~7 a,bJ(n,(i_,) • 

Ejemplo 22 El ut'11nero irnaµ;irmrio i CH ('Jll.ern solJJl' R y r-t.[iJ es prc>dsmncnt.c e, <JltC 

se puedP generar c-01110 R-1nódulo con Jos dc>111entos l e i. 

Cadenas Ascendentes 

En et-;f.n. srcdóu sP trabajnrlt. con Jos conj1111t.os de s11hn1ód11los de un n1ód11lo dH.c:lo 

y corno cn.<.io pa.rti<·1tlar con los conj1111t.os de i<lca.k.-s de n.nillos, q11c gt1arda.11 1111 orden 

parcial ron la contención de conjunt.os. Nos cnfocnrcums hacia ]El..., cndr•ni-\."i, ln.s cuales 

son colecciones {A,}.ez de s11hrnód11los de u11 tnódulo (o ir leales de un nui11o) con Ja 

propiedad de c111c A, ~ A 1 + 1 para cada i E Z. 

Es fiidl ver qnc si toda C"olección no vacía de A-1nódulos tiene cletn<mt.o mn..ximnl, 



cnt.onc~es cuela cadenn es est.acionnria, es decir, A. = A.v para ci(•rt.n N con i ~ N. El 

inverso t.tunbión es cierto pues si existe una c~olccción no vn.cín. de A-nl.ódulos sin cle­

n1cnto 1nax.irnal, se pue~lc construir una cn.denn que 110 es cst.n.rionaria. A esta condición 

se le IJruna C'ondi<...,i6n a...,ccn<lf'!nf.c de cadena. Un n1ódulo se lln.nul Noet.hcriano si <'lllllplc 

con In coru..lidón .1:1.secndcnt e de cadena para sus s11bn1ód11los, lo rni:srun para un anillo si 

cun1pln con In. coudidón pnra sus idcn.lcs. 

Teorema 23 Sean AJ un A-Tnódulo y B un a.ni/lo. 

(1) Al c.~ Nocthcriauo si y .<tólo si cualquier subniódulo de ~\f e~ ... finita.1nc'1"11t! 9e­

n.e1nrlo 

(2) D es /\'ócthe.riano si y sólo .o;i cualquier ideal de B es finita11icntc 9encTnrlo_ 

Prueba. Se probaril el p1·irncr inciso, el segundo es un caso particular. 

Supongn.rnos qu~ N es un submódulo de J\/. Fijémonos en el conjunto r <le todos 

los s11b1nód11los finit.an1c1i"t.c g~nera.<los d(~ N. o E r. por lo que ('S ttnn. ('O)C'cdóu HO vacía 

de s11b1n6d11los de .'\/; cnt.OJl<'C'S r tiene un elc1nent.o 1nnxi1nn.l N'. Si ~v· .:¡:. J'v~ l!Ilt.OUCCS 

existe x E iV t.n1 que x ~ JV'. N + xA es nn subn1ód11lo de N fiuitn1nPnt0 generado 

distinto de N' y que adcnu\s lo c-out.icne, lo <'11al es uun. cont.ra<licdón yn. que N' CH 

nuLxirnal. Así c-ut.oncc.s N es finit.n.tneutc gt~ncrndo. 

Sttpougarnos ahora. que todo subtnódulo de A/ es finit.arncutn g<'llt"'rntlo. Sea A11 s;: 
J\I2 ••• nnn cadnna. de submódulos de J\f. E11t.011ces N = U .'\1; es un sub1uód11lo de 

J\if. Sca.11 .r. 1, ... x., 11n conj11nto de gencradorc-s de 1V. P.u.rn <"ada J:, existe 11. 1 t.n.I q11e 

X¡ E Al,.,, <le donde xi, ... Xn E Alr con r = JlUl..X(n,), por lo cine la cu<lc-na c-:-; Pst.aciounria 

con Al, = N para. i > r. • 

De este teorcrna se puede deducir dircct.arncnt.C" el siE?;nieut.c corolario que ocnparc­

n1os posterior1ne11t.c. 

Corolario 24 Si A un anillo Noethenano y 1\1 un A-?"nc1dulo Jinitauwnte gt~TLcnulo, 

entonce.<; .J\I es Noctheri.ano. • 
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Polinomios con el Mismo Conjunto de Ceros 

En cstn sección se trat.ariin teorcn1n .. -; d(! gran itnport.ancia C'll la gcornet.rín. alge­

braica¡ el de In. bu.se de llilbcrt., y Nullst.cllcnsatz, t.•011 los ctul.IC's se ¡:nwdcn dar condi­

ciones de cuando dos polino1nios describen C'] 1nisn10 lugar gl'On1{•t.ril'o, Unn. condición 

itnport.nnt.c es que se t rnbn.jn con cntnpos n.lgcbrnicn1ncnt.c CC'JTn.dos yn que estos cou­

tienc>n n. todos sns clc1nPnt.os c•nt.cros. 

Teorema 25 {de la base de Hilbcrt) Si A es un anzllo Nod/wriano, entonces el 

anillo ele polinorriios A[x) ta71ibitfn 1!.o; Nor.thr.rituio. 

Prncbn. Sen./ nn ideal de A[x). Los coeficientes d0 los térrninos <h_• grado uuixhno 

de los clcrncnt.os de I fonnnn 11n itlrnl J cu A, PI cual es finit.a1ue11te ge11ern.do. Sean 

a 1, ... ,a11 gcncrndon">S dP .J. Pan1. rucln gcnc•rador a, po<lcni.os c111·011trar 11n cl('rncnt.o 

/t E / cuyo cocfidcnt.c en el tl~rni.ino dt~ tnayor grado es a,. Sea r, = gra.d(f,) y r el 

1náxirno de los r,. Sen I' d ideal gcncrn.<lo por los f,. 

Para cada polino1nio f de- grado rn > r podernos generar finitarncnt.c un polinomio 

del tnismo grudo y,.. E l' de ig:1ml cocficicnl.<'! que f en el t l•nnino de> grado rn (pues el 

tennino de grado Tn de f ::;e pul•<lc generar con10 cn1nbinación liueal de a 1, ... , (Ln y 9m lo 

podernos escribir corno con1hinación lineal sobre A de polinoniios x~• f,}, ele tnodo qttc 

gra.d(f - g} :::_:; nt - 1 (la <lesig:ualda.cl estricta se> da solo en el ca.o.;o de> que cocfidcnt.es 

de los t.(•nninos d0 grndo rn - 1 se>an t.an1biéu iguales). Est.e pron':iO se puede rcpet.ir 

s11st.it.11yeondo f por f - y tnient.rm.; el grado <le f - y sea tnayor o igunl n r. Corno 

los t.énninos de grndo nl.cnor q11c r se generan con 1,x,x2 , ... ,xr-I l'Otno A-rnód1tlos 

entonces f se puede generar con 1, x, x 2 , ••• , xr- 1 , f 1 , ••• , f,.~ por lo cnal I C!-l finitnmente 

generado y por cuele A[x] es Noet.hcriano. • 

Usando inducción y el hel'ho que A[x1, ... , Xn+t) = A[x 1 , .. ., x,.][;r,.+i), se prueba lo 

sig11icnt.c: 

Corolario 26 Si A e.'i Noc.theriano entonce~<; A(xi. ... ,x,.] C!i Noctlwriano. • 
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Corolario 27 Sea B es un A-álgebra finitamente generada. Si A es Noetheriano 

entonces B también lo es. 

Prttcbn.. Si a: 1, ... ,a .. generan a B conto A-i:ilgcbru, entonces para el hon101nor­

fünno snprnycct.ivo i.p: A[x¡, ... ,xn} - B t.nl que <;>(f) = J(ai. ... ,a·,.), a en.da ideal de 

Ble rorrespoude un ideal en A{x 1 , ••• ,x .. ] que contiene a I<er(f). Por ser A[x 1 , ••• ,x .. ] 

Nocthcriano D tu.m.bién lo cs. • 

Proposición 28 Se.an A ~ B ~ C anillos. Si A es Noctheriano, C finitamentc gene­

rado corno A-álgebra además de ser finitaTncnte generado como D- rnódulo, entonces 

B es jinitam.entc gc1ie1udo coTno A-álgebra. 

Prueba. Sean y 11 ••• ,y .. genera.dores de C con10 B-n1ódulo. Entonces podemos 

escribir: 

con ª•.Jk E B, ya que Y•Y., E C. 

Sean Xt •.•. , Xm gcneradorc8 de e cotno A-álgebra. Entonces podemos escribirlos 

en términos de los gcncrn.dorcs de C como B-módu1o de forma 

x, =~ b,¡,y1c. 

Sea D' el A-álgebra genera.da por las ª•Jk y las b,k; cst.n CH Noet.hcria.nn. ya. que A 

es Noet.hcriru10. De esto y por la for11u1 de escribir y,y1 y X¡, cit. t.énninos de hi.s Yk, cada 

elemento de C se puede escribir corno cornbinación lineal de y 1 , ••• , 1/n c:on clcrncntos de 

B', o lo qnc es lo tnisrno, C es un B' -módulo finit.runcnte generado. B' ~ B, por lo cual 

B se puede pensar con10 1111 B'-módnlo. Se tiene entonces qt1e Des t1n s11b1nód1llo de C 

como B'-módulo. Por ser C finitn.n1c11tc generado r01no B'-n1ódulo, B tatnbién lo rs, 

y romo B' es finit.an1ent.e generado corno A-iilgebra, cut.onces también B c.>H finit.a.111cnt.c 

generado co1no A-álgebra.• 

Todo dominio entero se puede extender a un cnn1po agregando los inversos 1n1tl-
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t.iplicativos y complet.andolo para ser cerrado bnjo lns sun11\S y procluct.os. E.._..,t.c cmnpo 

es conocido con10 el can1po de cocientes y pn.rn. e>l caso de cst.nr t rabnjanclo en un anillo 

de polinomios K [n 1 , •.• , 0 0 J bnst.a ron agregar los codcnh.'S dt" polino1nios f / g donde 

g #-O. Este cmnpo lo denot.nrctnos corno K(oi. ... ,crn). 

Teorema 29 Sea K un campo y E una K-álgebni Jlnitamcrife gcrlerada. Si E es un 

canzpo, entonces es una extcnsián al9cbruica fi11.ita de K. 

Prueba. Sen E= K[o 1, ... ,o .. J. Si E no es nlgrbrnil'o sobre> K Pntouccs podernos 

rcordcnnr losº• de fonnn. que existen o 1 , ••. ,o,. tnl~ que cada 11110 de Pitos uo se pueda 

genC>ra.r usando la.s operaciones de carnpo con Jos nnteriorPS y los n, rcst.n.ntt-s Rean 

algebraicos sobre el campo F = K{n1, ... , n,.). Se tiene cntonn'S q1u.• E l'S 1111n. c-xt.cnsión 

nlgebraicn finita de F por lo que se puede pensar con10 un F-n1ód11lo finit.mncnte 

gcncrndo y por In proposición 28 F es lltlll K-ñlgrbra finit.mne11tc genera.da. Sean 

f 1/g1, ... ,f,./g,. est.os generador~ con f,,g, E K[a 1, ... ,n,..J y donde- por lo rncnos nlglín 

g, tit?nc grn.do n1ayor que cero. 

Podernos encontrar 1111 poliuonlio irreducible h que St?a prin10 relativo cnn los g, 

(9t9'J.···9a + 1 e:-. prin10 rdntivo de los !J,) dl~ fonnn CJ11P <'I dcmcnto 11.- 1 deberá de cst.nr 

cu F y por consigt1it~ntc pcderst! e>scrihir corno rornbinaci<'>n lineal de f 1 /.q 1 , ••• , f,./g,. c-on 

cletucnt.os e.le K. Pero esto no es posible yn qui:- h {>:; priruo rclnt ivo enn In..<:> g., lo cual 

nos lleva n. 11nn. cont.rndiedón, y por lo tanto E es unn. ext.en:·dóu alg;brn.icn de- K, que 

adC"tnÜ.5 C..'i finit.n. • 

Corolario 30 Sea K un campo algcbraicamcnte cerrado y A una K-rílgcbra finita­

mentc generada. Si m es un ideal niaximal ele A, entonces A/m es un campo iso1norfo 

a.K. 

Pnll'ha. A/rn es fiuita.nwnt.e generndo por serlo A y t.n1nbién es un campo por ser 

rn 1nnxinuil. Usando In cerru.<lura de K se tiene que cua.lq11icr extensión algebraica de 

K es K 1ni:-;1no. • 
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Ln. prueba que aquí se presenta del corolario anterior fue dada por Art.in y Tate. De 

este se desprende lo que se conoce como Ja versión débil del t.corPmn de NuUstellcnsntz 

qtte a cont.inunción se en1mcin.. 

Teorema 31 Sea I< un cani¡Jo algebraicarnente cerrado. Si I e.'i un ideal propio de 

K[x 1 , ••• ,xn]. entonce,,. V(I) :¡/= 0. 

Prueba. Por ser I<[xi, ... , xnJ Nocthcrinno, existe nn ideal tnnxhnnl m que contiene 

a I. Ba.st.a con fijarnos en m pues V(rn) ~ V(/). De esto I<[x 1 , ••• , .:r.,]/ui =::- I< por lo cual 

cada Xt. E I<[x 1 , ••• , x,.J lo 1nandu.1nos rncdinnt.c In. inclusión dentro de K[xi. ... , x .. J/ni 

corno un elemento ni de I<. De esta fonnn. x, - ª• E rri, pero Tn es n1ax.imnl cn.t.onc~ 

contiene n. los polinon1ios x, - a, y corno el i<lcuJ. (xn - a,., ... , x 1 - a 1 ) es max.imnl se 

tiene que x .. - a,., ... , :c1 - a 1 generan. u. m. De aquí que (ai. ... ,a.,) E V(rr1). • 

Enunciaremos a continuación Nullst.cllcnsntz de una. formo. que nos pcrutit.ir.ú apli­

carlo posteriormente. 

Teorema 32 {Nullstellensatz) Si f,g E C[xi. ... ,xnJ foles qur. V(f) 

tonces existe Tn tal que f divide a o'". 
V(g), en-

Prueba. Primero nos fijaremos en el idrnl J = (f, Xu+IY - 1) de C{x 1 , ••• , Xn+d­

V(J) = 0, pues si f(p) =O entonces g(p), y por lo t.ant.o x,.+ 1g(p) -1 #- O. l>ero ent.onc.cs 

J no es un idcn.l propio que tnn1poco es el (O), en.tonr.<!S es el total; lo cnnl in1plicn que 

1 E J. Est.o indica que se puede escribir 1 = r f + s(Xn+l!J - 1) con 7", s E C[x 1 , ••• , Xn+d· 

Podernos ahora. nntlt.iplicar ambos Indos de ln e<.~unción nnt.crior por 1/xn+I hn .. o.;tn que 

en ca.da t.énnino de r, s y Xn+t9 - 1 no se tengan potcndns po::>itiva .. -; de Xn+t sino que 

aparezcan potencias no negativus de l/xn+t· Así q11e podctnos reescribir In cc.11ndóu 

como 1/x:.+l = r f + s(g - 1/xn+d con r, ,., E C{x 1 , ••• , :r,., l/xn+d· Corno esta ecuación 

no depende del valor de 1/xn, podrrnos sustituir cst.c por [J, de lo cual :-;e obt.icmP. 

gt = r(x 1 , ... ,xn,9)f(x1, ... ,xn) donde r(x¡, ... ,x,.,g) E C[x1, ... ,x,.]. • 
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11 
Intersección de curvas en el plano 
proyectivo 

Introducción 

En este cnpít.1tlo se cshtdinnin los 111gn.rei gconH~tric-os c¡11c t.ic.-nc11 la .. -; intersecciones 

de c1u·vns nlgcbrnkn..;; en el plano proyectivo cornplejo, n.sí que todo rl tien1po se est.nn'i 

trabnjn.ndo con los cornplejos n tncnos qne se C"SJ>C'<~ifit_ptP otro entupo. s(~ verá que si 

dos polino1nios no t icncn co1nponentes rn corutín, ent onc-C'S Pl n1iI11c-ro de~ pnnt.os de 

intC'rsccción 1.._~ finito y dPpcndc de los gnuJos <lP los polinonlios <·on los c11n.lcs se C!itii 

definiendo las c1irva .. ..; n.sí ('0111.0 de In rn11lt.iplirhla<l de los JH1nfnH (IP dil·l1a. intcrsecdón. 

El tcorerna cp1P uns indica In cnntich\d ch! p11ntos (h.• intPrSc'<·dó11 dt> clos curva.-.. es el 

t.eorentn dP Dezout. 

Sn1>onga111os qttP una n.'<:t a l y una cin·nuft•n!IH·ia e se int Prsc•ct.a.n en los puntos 

;z: 1 y x 2 • si rot i.inuuos l d<• tnn.nPra q11c :r 1 y :r2 coincidan tl•ndrin111os un !-mio punto de 

intPrsccción de l <'Oll c. De est.u. fonna. el 1111.tnc•ro (lP int <.·r~ecdoru-s vada., así que hay 

que to111nr c-n cucnt a los puntos <le este tipo ruando hn.blernos dt! la int.crsc<'ción de dos 

curva... .... Para este propósito dcfi11ire1nos la. n1111tiplidda.d que depende <lL• la .. <; curvn .. .., que 

RC estén int.C'rsccando, qne PU el cuso nnt crior se dt:>finc <.'01110 1 en x 1 .si no <'oincidc c·on. 

X2 y 2 si :r1 = .r:.?. 

Del teorc-rna de Bcz011t. se d~prcnde el de Cnylcy. el cua.1 nos indic.n que si nrn 

puntos de los n 2 de In intersección de dos curvas de grado 11 cnn1plcn con la ecuación. 

de un polinornio de grado m, cntoncps los n(n - Tn) rc..-st.ant<.>.s cst.t'i.n en una e-un.ti. de 
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grado n. - m. 

Del t.eorerna de CayJey se obtiene cJ resultado principal con el cunJ se trabajará el 

resto de esta t.esis. Este resultado nos habla de la existencia de un poliuornio que se anula 

en los puntos de intersección de ciertn confib'1Jración de rectas. Son prccisanwute estas 

configurn.dones con sus respectivas cnrvus Jo que se vis1u1.Jizarii. n t.ravés del programa 

que se desarrolla cu el capítulo siguiente. 

Result;ant;es 

R(.•cordcmos que Jos polinomios de C{x, y, zJ se pueden pcusnr como polinon1ios 

en C(y, z)[xJ. Se observa que los elcrnentos de C(y, z) son cocicnt.cs de polino1nios en 

C[x, yJ, pero un polinornio de C(y, z)[xJ no siempre .se puede pensar en C{x, y, zJ. Pode­

rnos ahora definir In resultnnt.c de dos polinonlios, la cual nos pern1itir1i más ndclant.c 

cstudinr dert.ns propiedades importm1tcs de la rnull.ipJiddad. 

Definición 33 Si P(x) = a 0 + a1x + ... + a."xº y Q(x) = b0 + b1 .x + ... + b.,,x"' 

~. =¡!:.O .¡f:. b" son dos polinomios en C(xJ o en C(y, z)[xJ. DefiniTno.<1 la niatriz resultante 

de P y Q co7no la matriz cuadrada de m + n co/u7nna.<1: 

[~ 
ª' a,. o 

: ] n,~~ f 
ªº ª• ª" o 

o "o ª' a,, 
b, b, .. o o 
bo b, b,. o o 

o bo b, b,. 

Es decir, definimos la entrada d 1J del i-esimo renglón y la j-csim.a columna en dos 

(1) Si i::; m; d.,= a 1_, para i:::;: j y d,, =O si j - i > n ú j - i <O. 

(2) Si i > rn; dij = b;-(i-m} para i - m $ j y doJ = O si j - (i - ni) > m. ó 

j -(i-m) <O. 
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Definirnos t.auibién la 1~.'•Ultantc dt~ J:> y Q como d df•lt'l71lit1.tinlt! Ilp,q tle DF'.Q· 

Ln definición ant.crior se puede dar para c-11nlq11ic-r c.n.tnpo <•n gPnernl, pPro so)o 

nos oc11pn.ron1os de los cnrnpos que ahí Sl~ 1nrncionnn. 

Cuando P y Q Sl'il.tl clerneontos de Cf.1:, y,..:-), l.l•Jll'lltos <Jll<' DF>,Q c>s 1111 polinon1io 

de C[y, z]. Si ndl'llUÍ..<-> sou hotnog{~JtL'OS, t.irncn grallo n y n1. respPct.ivanu•ut.e, y cnrnplcn 

que P(l,0,0) ~O :¡f CJ(l,0,0), ent.mu·r~ P(x,tt,b) y Q(.r:,<L,h) sou polinomios en C[x] 

de grado n y m rPspect ivanwntc con a, b E C. 

Lema 34 Sean: 

(J) P y Q ¡mltnom.ios en C(y, z)(x] de grado n y Tn rcsprr.twamcnlc. 

,; 

(2) P y Q ¡mlin.orru.ns homogéneos en C[x, y, zJ tic grado n y TU rcsper:.tivumente 

tales que' P(l,0,0) #O# Q(l,0,0). 

Enton..ces P y Q tienen algtí.n factor en corn11n si y sólo si RP,CJ #: O. 

Pnwbn. 

(1) Supongnrnos que P(x) = ao + a 1x + ... + a.,x" y Q(x) = b0 + b1 x + ... + b,..x"', 

donde los cocfident es de estos polinornios cst.iin en C(y, z)[x]. Tenemos que llp,q = O 

si y sólo si c-xist.'~ ttn vector 1J # O en el espado vccl.orin.l de dirncnsión n + rri sobre 

C(y. z), t.nl que v · DP,Q =O. Podemos denotar cst.c ver.t.or con10 

V= (-/311,-/3¡, ... ,-/3,n-1,oo,n1, ... ,o-n-1) 

donde sü puede observar qno si 11 • Dp,q = O, al n1enos existen unn o¡ y nnu /Ji dist.inta..c; 

de cero. Si definimos: 

¡p(x) =no+ n1x + ... + o.,_ 1x"- 1 

y 
t,.''(.L·) = f3u + /3¡T + •·• + f3ru-J3:"'-I, 

pode111os checar que P(x)W(x) = Q(x)¡p(x) yu. que v · Di·.Q =O si y sólo si 
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~ ª• · /3j = E bª · o:.J 
i+.J=k i+j=k 

donde k vn desde O hasta 171. + n - l. Supongamos ent.onces sin pérdidn de gcncra.lidnd 

qne grad(c.p) $ gra.d(lf.J). Si 1/; 1 cp cut.onces P y Q difieren t.an solo en unn const.nnt.c 

rnnlt.iplicntivn, si no es así entonces exist.c una cmnponcnt.c 6 de tP de grado rnnyor o 

igual n nno qnc dividen Q y no divide a <p, como tP 1 Q'P podernos c..'ic-ribir /" = RS con 

R = Q/6, donde li tmnbién dividen P. 

Por otro Indo, si [' y Q tienen una cornponcnt.c en ronnín no eonst..a.nt.c, cut.onces 

podernos escribir P = cp8 y Q = rj16 con r.p y ·t/J de grado nwnor que n y rrt respcct.ivn.rncnl.e 

de fornm. que P(x)tP(;i:) = Q(x)c.p(x), con lo qnc podernos definir c>l vector v tal que 

u - Dr>,Q =O. 

(2) Por lo u.nt.crior tenemos que P y Q t.ienen una componente 6 E C(y, z)[x] 

en co1n1Ít1 que no es una constante, por lo que podernos escribir P(x) = 6(x)r.p(x) y 

Q(x) = 6(x)tP(x) con cp y .,P dentro de C(y, z)[x]. Si definimos rn(x) E C[y, zJ con10 el 

mínimo con1ún nnílt.iplo de los denon1inadorcs de ca.da término do 6, <.p y t/.J, t.endrcrnos 

que rn6, rmp y m.,P cst.án en C[x, y, z] y 

m 2 P(x) ~ ml>(x}m1P(x) 
m 2 Q(x) ~ ml>(x)m'\b(x) 

Pero 6 tiene t.érminos con la variable x y rn no los tiene, por lo cunl rn.6 no 

divide a rn2 pens{u1dolos como polinomios en C(x, y, z). Así que existe un polinomio 

R E C(x, y, z] de grado nm.yor o igual a uno que divide a rn6 pero uo divide n ni2 • De 

esto t.cnemos que R divide a P y Q. • 

Usando el hecho de que C[x] ~ G(y, z)[x] se tiene un caso pnrticulnr del lema 

nntcrior cuando P y Q son polinomios de G(x]. 

Lenl.a 35 Sean P(x, y, z) y Q(x, y, z) polinoniins ho1no9érwos ... in faclon:s en común y 

P(l, O, O}#" O 7' Q(l, O, O}, 

entonces Rr,Q es un polinomio hornogérwo de grado rnn en las varia/Jles y, 
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Pn1ebn. Por la definición tcnnu10H que Dl"",Q <~ una nutt.ri..: dl! 11 +,,,_por 11 + .,,,, 
con n y n1- los grados de P y Q respcwt.ivmncnt.P. Cndn. ent.rndu. ª•J de el"'t.n. 111n.t.riz t..>s·ttn 

polinomio on ln.s vn.rinhlC".s y, z de grado d 1j, dondl.•: 

cl,.J = n + i - j si l ::::; i $ m 
ó 

d¡1 = i - j si m + 1 $ i $ n + n1. 

Entonces Rp,Q es nnn. sun1n de ténninos de la fonnn: 

donde n es ciertn. pcnnntnrión de { 1, 2, ... , n + Tn} y ses cic1·t.o vn.101· que clcpr.ndc de los 

1nenores de donde se obtiene el producto. Cndn. unn ele·· estos 1 értninos c-s un polinornio 

hon10génco de grndo 

~:~;l d,,.<¡> =.~1 <n + i - ,,.Ci})+ .:í;:1 Ci - "Ci» = nn1 + (':~; i -.:t:" "(1.>) 
De esto RP,Q es un polinomio hornogénco de grado rnn. • 

De esta prncha se puede ver qllc si I' y (J $011 poliuoniios homogi>ncos en J{'"[x 1, x2, ... , Xr] 

y los pc11sn.n1os con10 c>lc1ncnt.os de J<(x2 , ••. ,xr)[x 1], cntoul'CS llp,qcs 1111 poli1101nio ho­

Jnogénc>o en I<[x·.l, ... , Xr]· 

Lema 36 Si P(x) = (:1: - .X.i) ... (x - A0 ) y Q(.:1:) = (x - ¡..ii) ... (x - /'-•••), cntonr.cs 

Rr,Q = n (¡t, - .A,). 
l:S:1:Sn,lS.3::;:;_na 

Prncbn. Podc1nos pcnsnr n. P y Q como polinomios en la.s variableH x. ).. 1 , ••• , .X.n 

y /'-i, ... , /..Lm, de donde RP,Q es un polinomio hornogénco de grado tnn en las variables 

Ai. •.. , .X.,., 1-Li. ••• , /..Lm· Sn.bc1nos que RJ',Q = O si y sólo si existen i, j t.n.lcs que A1 = µj. 

De esto 

difiere de Rr,Q t.nn solo por 11n factor const.nnt.c igual n 1 yn que si /-'-1 o, 

t.cnen10R 
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Proposición 37 Si P, Q y R son polinom.ios en C{xl o polino1nios ltom.ogéneos en 

C[x. y, z] enton.ces 

Prncbn. Si P, Q y R cst{"n en C(xl, HC tiene el rcsultndo por el le-nin anterior. Si 

están en C[x,y,z] entonces P(x,a,b), Q(x,a,b) y R(x,a,b} están en C{x] con lo que 

n, .. ,QR(a, b) = Rp,q(a, ú}Rp,n(a,b) pura Cltl\.lcsquicra a,b E e, lo cual itnplicn. Rp,QR = 
Rp,QRP.Tl· • 

Multiplicidad 

Cutu1do csten1os trabajando con la intersección de dos curvfllio, la cantidad de 

puntos de CHt.n dependerá del grado de las curvas qne estemos int.crsccando y de cierta 

propicdn.d de cada uno de estos puntos. Para cnrnct.crizu.r esta propiedn.d nsarcrnos lo 

que se conoce como la tnult.iplicidad de la. intersección do dos curvas, In cual se puede 

pensar co1no una. función del plano proyectivo que asigna a cadn punto cierto entero no 

negativo o infinito en ciertos cn.. ... os. 

Recorden1os que en el plano proyectivo sie1npre c>..s posible ho.ccr nnn transfor­

mación proyectiva tal que si C y D son cnrvns n.lgcbraicas: 

a) [1, O, Ol no pcrtenc-L.ca. a.CU D. 

b) (1,0,0} no esté en la. rect.a que \llU\. dos pnnt.os de en D. 

e) (1, O, O} no esté una recta t.tul.gcnt.c n C o D por tui punto de C n D. 

Cnnndo el polinonlio que genera una eurvn tiene cornponcnt.cs irrL~nciblrs repeti­

das, dicha curva es la misma que ln gcnerndn si qnit.n.n1os la .. ., co1nponen.t.es irrednciblcs 

repetichL., del polinomio. En u.delnnt.c snpondrctnos que los polino111ios que definen los 

curvas con las que trnbnja.remos no tienen co1npo11cnt.cs rcpct.idus. 
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Definición. 38 Si e y D son las CUT-V(L'I algclnuicu ... generarlas ¡mr lo ... volinoTTlios ho­

mogéneos P y Q (sin coniponcntcs irtr.ducib[r:,., n~pctida ... j 7'C8pcr.l.ivanu:ntc, clefiniTnos su 

multiplicidad Ic,o : IP'2 - Z U {oo} de fo siguiente forma: 

(1) Si p está en una componente com1in de C y D entonces Ic.o(p) = oo 

(2) Si p ~ C n D entom:c-s Ic,n(P) =O. 

(S} Cuando p pcrtenesra a CnD pero no esté c11. una componente connin de las dos 

curvas, T~escribi-rno.c; C y D de forma que no tengan coulponentcs en cnTnÚn eli7nina.ndo 

esta.e; y caTnbiam.os el siste7na coordenado de niodo que ."ie cumplan la.e; condiciones a}, 

b), y e) . Si p = [a, b, e) en c.'lle nuevo .<;istema de coordcnadn.<t tlefinimos Ic,o(p) como 

el mayor de los enteros k ta/et> que (bz - ay)k divide a la rcsultanft: dt> P y Q. 

Podernos nnn.liznr nhorn dcrt.as propiedndes de la 1nu}t.iplicidn<l <le dos curvas. 

P1.·oposición. 39 La TTiultiplicidad ele dos curvas cuni¡J/r. con /w; sigutenfes propietladcs: 

(1} Ic,v(P) ~ In.c(p). 

(2) lc.n(TJ) = O si y solo si p ~ C n D. 

(3) La niultiplicidad de dos rectas distintas en .<;tt punto de intcT·.c;ección es uno. 

(.1) Si C 1 y G 2 están definidas por Jm; ¡wlinmnios P 1 y I'2 re¡wc/.ivaTncnte, G por 

P = P 1 P2 y D es u.na cuT-va algebraica, entonces fc,o(P) = Ic:.,n(P) + fc2,v(TJ). 

(5) Si C y D son cunias definidas por lo.<; polinornio.c; P y Q de grado n y Tn 

respectivaTnentc, y E es la curva definida por PR + Q, con R un polinomio de grado 

m - n., se tiene lc,n(p) = Ic,¡;;(p). 

Prnebn.. Para el primer inciso no hu.y problema si revisarnos In definición de 

rcst1lt.antc. 

En el segundo inciso una implicación c-..s por definición y parn In otra t.on1c1nos 

un punto p = fa, b, e] E C n D, y P y Q los polinomios homogéneos que definen a G 

y D rcspcct.ivarncnte. Tenemos qne P(x, b, e) = Q(x, b, e) = O, de don<lc el polinomio 
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hornogéneo Rp,q(Y, z) es cero cuando y =by z = e, por lo que es divisible por bz - cy 

con Jo que Ic,n(P) >O. 

Para el t.e1·ccr inciso basta con V{"r que In. rcsultm1tc de dos polinonlios horuogéucott 

de g1·ii.do uno es un polinomio homogéneo en dos variables de grndo uno. 

El cuarto inciso se sigue de In proposidón 37. 

Para el quinto inciso 11snretnos que el dctcrrninantc de una rn.u.triz es iuvnriant.e 

bajo la operación de stunar un renglón nmlt.iplicndo por un esca.Jnr u otro renglón de 

la ntisnm. mu.t.riz. Pnrn esto supondremos priruero que R(x, y, z) = p 0 (y, z) + ... + 
Pm.-nXm.-n 1 y si S¡ son los renglones de DP,PR+Q y r 1 los de DP,Q podernos observar que 

s, = r 1 cuando i :::; rn 

S.¡ = r.+ 'E' P1-n-k1°k• 
k=a-•71 

Por lo que los renglones de DP,PR+Q son sumas de renglonc-s de Dr,Q mult.iplicados 

por escalares y por lo tanto ln.s dos inat.riccs tienen el rnismo detcrnlinnnte. • 

Teorema de Bezout 

Teorema 40 (Bezout, version débil} Dos curvas de gradm~ rn y n sin componentes 

en común se intersccan en a lo rnás rnn punto.<1. 

Prueba. Sean C y D las curvn .. c;; en Il1'b definidas por Jos polinomios P y Q de 

grados n y rn respectivamente. Suponemos que G y D se intersect.un en por lo menos 

rnn + 1 pun.t.os, probaremos que esto implica que G y D t.icncn una. cornponcnte en 

corntín. Sea S un subconjunto de C n D con rnn + 1 el(_'1ncnt.os. Poden.1os suponer que 

se cumplen las condiciones a), b) y e). De forma que P y Q son polinmnios hornogéncos 

t.ales que 

P(l,0,0) #O .. Q(l,0,0). 

Entonces, si RP,Q(y,z) no es el polinomio cero, por el lema 35 es un producto de 
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n1.11 factores liuea.Jp.s de la fonun. bz - cy cou (b, e) E C:;? - {O}. Sea [u, b, cj E S, cut.onces 

P(a, b, e) = Q(a., b, e) = O donde by e no son los dos cero. Pero lo m1t.Prior suc·0dc si y 

sólo si Ju rcsnlt,nnt.c Rp,q(b, e) de los poliuornios P(x, b, e) y Q(:1:, b, e) e.s c·m·o. 'l"'e11e111os 

entonces qnc bz - cy oF O el'! un factor cld poJinornio hoiuogénc'O Rt'.c;(Y, .::-). 

Si [a, /3, -y] E S es dil'>tinto dP fa, b, cJ, entonces bz - C!J no es un u:nHt.iplo de 

/3z - ¡y, de lo contrario [a,b,cJ, {a,/3,-y] y {1,0,0] cst.nrin.n en Ja rect.n definida por 

In ecnación bz = q¡, lo cual cont.rn.dicl' In. condición b). Esto indkn. qnc RP,Q(b, e) es 

divisible por 1nn + 1 factores lineales cli~tintos, pero !lrad(RI>,Q(!J, ..=)) = 1rz11, Jo cual 

es ttnn. cont.radicdón. Por lo taut.o Rr,q(y, z) =O y por rl lerna 3·1 C y D tienen una 

con1ponPnf.e en co1111ín. • 

Ilealn1cnt.e podc1nos p0nsar que dns cnrviL«; de grados ni y n sin cornponent.cs 

en con11ín se int.crsccan en exact.nrncut.c 1nn puntos si conl.linunos Ja.o;; rnult.iplicidudcs 

de cndn punto en vez del n1írncro <le punt.os, cst.o e:; lo 1-i1w nos indica el t.corcrnn de 

Dcz011t .. 

Teore:rna 41 (Bezout) Si C y D son dos curva.'I sin componentes en con1ún de grados 

"Tn y n rrspcctivarncnte, entonces 

E Ic,o(p) = 'TTLn. 
pECnn 

Prueba. Podernos suponer que se cumplen lns condiciones a), b) y e). Supongmnos 

t.n1nbién que Ja..-.; curva.~ C y D cst.á.n definidas poi· lo~ polinomios hon1ogéncos P y Q 

en Cfx, y, zJ de grados u y ni rcspcc:t.ivamentc. Corno C y D no tienen co1nponent.cs en 

com1ín, Rr>,Q es un polinon1io homogéneo dist.int.o de cero de grado rnn en C[y, z] (Jcnms 

34 y 35). Podcn1os dcscmnponcr est.c polinnrnio en producto de rnn fnct.ores lineales, 

k 
n,.,q(y, z) ~ n (b,z - c,y)•· 

•=l 

donde (b., e,) no es 1111 m1ílt.iplo esrnlnr ele (b_,, e_,) con i #- j, ya q11c Rr,Q(b, e) = O 

implica lncxist.c-uda de-a E C t.n.l que P(a,b,c) = Q(a,b,c) =O (lcnm3·J inciso í)), ysi 

(b., e,) y (b1 , c1 ) fueran m1ílt.iplos por nn cscn!rir t.cndrínmos que (1, O, OJ cstn en la rcct.1:1. 

33 



que une (aa,ba,c¡) con (a,,b,,c,). Entonces k es el n1ímero de puntos Pi= {a.,b"c.] de 

en D, y las C¡ son enteros posit.ivos tales que 

e 1 + ... + ek = rnn. 

De aquí fp,q(p¡) =Cu de donde se obtiene el rcsnlt.ndo. • 

De cst.e t.coretnu. se desprende un corolario que nos scrviní. para dct.cnnina.r las 

confignrndoncs que se pretende visunliznr. 

Corolario 42 {Teorema de Cnylcy) Si G y D son do.<J cu,.vas de grndo n sin corn­

poncnte.<i en cormtn, y mn de los n 2 puntos de CnD (contando rnutiplicidarle.s) están en 

una curva irrctlucible E de grado rn < n. Entonces por los n(n - m) puntos restantes 

de C n D pasa una curva de grado n - m. 

Prueba. Supongrunos que P, Q y R son los polinornios que determinan C, D y E 

respectivamente. Sea. {a, b, e] un punt.o en E que no estó cu C n D. Si .A = Q(a, b, e) y 

µ = P(a, b, e), entonces el polino1nio 

)o.P(x, y, z) + µQ(x, y, z) 

int.ersccn a E en nl menos mn + 1 puntos (los mn puntos de int.ersccdón y [o, b, e]). Por 

el teorema de Bczout., este polinomio y E tienen una co111ponent.c en comün, que por 

ser E irreducible es E misma, de donde 

)o.P(x, y, z) + µQ(x, y, z) = R(x, y, z)S(x, y, z) 

Se tiene que los n(n - m) puntos de C n D que no están en E, tienen que estar 

en S, que es un polinomio de grado n - m. • 

Configuraciones a visualizar 

Uno de los objetivos de est.a. t.csis es presentar unn nueva forinn de generar curvas 

algebraicas a part.ir de ciertos configurn.cioncs de rectas, vcrc1nos por ejemplo qnc el 

t.corcn1n de Pnscnl rcsult.n. un ca.so particulnr de c.<=.1t.n forma de generar curva.e;. 
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Eu el <'apít.nlo anterior vi1nos qne un poli110111io ho111og{•nco d1• grado 11 :-m puedo 

pcnsn.r ron10 un punto c-n el espndo proyectivo do dinH'nsión ('•;2) - 1, Pll el signicut..c 

<'npítulo VCl"Ptnos que de esto SP dc-sprcudc q11e ("~· 2) -1 c-s el nuixiruo nt"u1t(•ro de puntos 

en el plano proyPct.ivo ron el cual porlcn1os gnrant.izn.r que c-xist.c- al tnc_>llOS una rurvn 

<le grndo TI qnc pasa por cst.os pnut.os. Si pensarnos <'11 c-1 cn.'-io dt>l t.eor<!l!Ut de Pn..'ical, 

tcncn1os que por los vért.kPs de un h(~xcí.gono p:L'ia una cun!u de grndo 2 ( Pll cst.c caso 

n = 2) y po{~crnos observar qnP por G puntos no sic1npre p1L'ia 1111n <"Ónirn .. 

Configuración 

Para nuestro cuso t.cndre1nos 11 2 + n. puntos por Jos que pnsn.rií.. nnn curva. de grado 

n., qne con10 se 1nc.>ncionn nnt.c>.s, cst.o no sucede parn ct1k•sqniera n 2 + 11 puntos. 

Purn el siguiente t.cormnn cst.arcinos contando puntos ron sus rm1tiplicidad(_~s. Esto 

t.cunbién se p11Nlc pensnr con10 que los puntos de que hagarnos 1ncndó11 no estén en tná.s 

de dos recto .. ~ de hLo; que se cst.l!n nsnndo .. 

Teore1nn 43 Sf!an Po, ..... ,J',. u+ 1 puntos en el plano pr-oycctivo co111plcjo. Sean tanibién 

10 , ••. ,l .. y r 0 , ..... ,r,. rectas tales que p, es la intcr~ccción del, con r,. Si p,J son lo ... punto.e; 

de intersección de lus recta .. '> / 1 y rJ con "i =,':- j, critonce.'l Po, ...... . P .. ;<;on colincalcs si y sólo 

si lo.e; n 2 + n ¡nintos J.J1.1 csttÍn en una cur11a de grado n.. 

Prueba. Sean L y R las curva._., gcnerncla.'-i por los polinornios ele grado n + 1 

I = / 0 · ..... • l" y r = r 0 • ... · r .. respcct.ivnn1cntc. 

Si 110 • ...... ,fJ,. son rolinenlcs entonces est.cí.n en el lugar g<>0métrico de nnn curva 

irreducible de grado uno, pt:•ro udenuí.s P$f.c:Í..n en la intersección de lns curvFL'-i L y R de 

grado n +l. 11snndo el corolario --12 se tiene que los n(n + 1) pnnt.os rcst...n.nt.cs Pij de 

L n R están en unn cnrvn de grado 11 .. 

Por otro lado, si los puntos p,,, con i :¡f j est.1.in en una curva C de grndo n, 

usaremos rcpct.idarncnt.c el truco de In c:lcrnost ración dd corolario 42. SPn. P = P 1 · ... · P1c 
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el polinon1io hmnog6nco d~ grado n que define a C, con P. polinon1ios hon1ogéncos 

irreducibles. Sen e, = grad(P,), es claro que k $. n. y que e 1 + ... + ek = n. Pensemos 

t.arnbién que e, son la.<i C11TVUS definidas por los polinonlios P.. Poden1os escoger dos 

puntos a1 y b1 qtw no estén en L n R y t.nles qne P1 (n1) = Pi (b1) = O, recordando qnc 

Ci y L (o R) se int.erscct.an en e,(n. + 1) punt.os de la forum p,3 {Teorenw. de Dczout.). 

Dcfinatnos 

Ui(x,y, z) = R(a.)L(x, y, z) - L(a1)R(x, 11, z) 
y 

Vi(x,y,z) ~ R(1'1)L(x,11,z)-L(bi)R(x,y,z). 

Entonces U 1 y Vi son polinotnios hornogéncos de grn<lo TI + 1, y ln ... "i curvas que 

definen se int.crsecan con C1 en por lo rncnos e 1 (n + 1) + 1 punt.08, por lo que podemos 

escribir U 1 = P 1 S 1 y V1 = P 1 T 1 para ciertos polinotnios S 1 y T 1 de grado n + 1 - e 1 • 

Se puede observar que S1(p1 ) = T 1 (p1 ) =O yn que en g<.•nera.l los puntos p 1 '/;C. Así 

podernos definir 

U2(x, y, z) = T1(a2)S1(x, y, z) - S 1(a2)7l(x, y, z) 
y 

V,(x, y,z) = T1(b2)S1(x, y, z) - S1(b2)T1(x, y, z) 

pnrn ciertos puntos a 2 y 1,2 dentro de C 2 que no están en L n R, y podernos cscdbir 

U2 = P 2 S2 y V2 = P 2T2 con S2( p,) = T 2(p,) =O polinmnios de grndo n + 1 - e 1 - e2. 

Rcpit.iendo el proc<...">So k veces tendremos Uk = PkSk y Vk = PkTk c-on Sk y Tk polinomios 

de grado 

n+ 1 - (e1 + ... +ek) = 1 

con Sk(p¡) = Tk(p,) = O para t.odn i = O, ... , n, por lo que definen la tnisma. 1-cctn. que 

contiene u. los puntos Po, ... • Pn· • 

Teorema de Pascal 

Como un ca..o.;o particular del t.eorcn1a anterior podernos ver el tcorc1nn de Pascal 

el cual nos dice lo siguiente: 
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Corolario 44 (Teorema de Pascal) Los vérticros de un hc:cágono e.'>tán. en el lu­

gar geométrico de 11.na ctJnica si y sólo .'ii las intersecciones de los lacio_., o¡n1.c.'ltos del 

hexágono son colineales, 

Prueba.. Si los vért.ic-es <ld hcxiígono son 111 , v 2 , 1'3 , 1•.i. 115 y 1'6· podcn1os definir 

Lo, L1 y L2 eorno lns rcct.1:1.s que c:letern1inn.n lns pu.reja..,;¡ de pnntos 111 112 , v3 v.1 y v 5 v 6 

rcspeet.ivnnicnt.e, y tan1bién pode1nos definir Rn. R 1 y R 2 con10 las rectas que det.crnlinnn 

las pnrcjn.s 112 11:tt 114 115 y ?•6 v 1 • Ent.oncCR las int.crsccdoncs ele los lados opuestos coinciden 

con los puntos p, del t.c._-"Qrcrnn 43 con lo que :;e t.cnnina ln. <lcn1ost.rnd6n. • 

El tcoremn. 43 t.ruubién es válido pnra el plano proyectivo rcnl, pero esto se probarÍl 

mlis a<lelnnt.e, yn que se deduce del nlgorif.1no que se etnplcn. pnra t•ncont rn.r la curva de 

grado n n la que hu.ce referencia el t.corernn.. 
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111 
Método de visualización 

Introducción 

Uno de los principales problemas con el que nos solemos encontrar al intentar hacer 

el dibujo de ciertos configuraciones es escoger las pRrt.cs que lo conforn1an adccnadn.­

mcnt.c, es decir, de manera que en una sola ilustración se puedan apreciar claran1cnlc 

sus part.es esenciales. Por ejemplo, si nos fijáramos en un dibujo donde aparecen dos 

rectas con pendientes rnuy parecidas, lo más seguro es que la intersección de cstu.s no 

aparezca en el dibujo. 

Las configuraciones con las cualC>~"I t>e trabajará. se pueden pensar de la siguiente 

forma: Primero se tornan n+ 1 puntos colinenlcs, luego, por cada punto de estos hacemos 

pasar una recta de color rojo y una rect.n de color verde!. Expresando cs\.o como en el 

teorema 43, las rectas de color rojo pueden ser las l. y lns color verde las r •. Tenemos 

(n. + 1)2 puntos de intersección de las l. con las r,, pero ha.y n + 1 p1ui.tos iniciales que 

son colineales; si no contamos estos puntos nos q1u ... ><ln11 

(n + 1)2 
- (n + 1) = n(n + 1) 

puntos por los cuales, según el teorema. 43, pasa una curva de grado n.. 

El método de visualización consiste en generar varias con.figuraciones; cst.a forma 

de genernrla.s puede ser aleatoria, selc..>ccionando así las 1nás claras y completas, para 

después editar cada una de las ilustraciones. Ln condición de aleatoriedad se puede 

restringir de 1\Cucrdo a ciert.as convcnicncins para evitar problemas pa1·ecidos al de 
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ln intersección de rcct.ns con peudk•ntc>s n111y situilnn--s. Coino lo qnr- int.(•resa ("S la. 

realización de gráficas, y el teorema. nwndonado es una doble itnplh·adón, lo pritnero 

q\u• se fija es la recta con los 11 + 1 p11nt.os Fh, ... , P,,. Por l'ttcst.ionps <l(• sin1pli1·idnd 

se t.0111.a dicha rPct.a corno el eje de lu..c:; ordenada ... ., y la ..... <•oordcnadns dP lrn-> punto:-; son 

(1, O), (2, O), ... , (n + l, O). Despnüs se t.rnzn.n l<L'i rcctn.-,i de color rojo y las de color verde 

por ('ll.dn. punt.o uno de los puntos. Es precisnrn<-'ntc en lns pe>ndicnt.cs de C'Stns rectas 

donde se ituple1nC>nt n In. condición ele> alcnt ori0dad. 

Algoritn10 para encontrar la ecuación de la curva 

Para poder cneont.rnr el polinornio de? dicha C"Urva reconlcrnos prirncro algunas 

cosns sobre los espadas vectoriales donde vivPn los polinoruios hornog{~nPOs ele! grado n 

con10 puntos. Para generar dieho espado pensctuos en la."> coorck•nncln.s proyc"?Ctivas, lo 

cunl irnplicn trn.hn.jnr con polinornios hornogéneos en t.rcH vn.rinhlcs. Ca.da polinornio de 

est.os se puede pensn.r corno un punto en el espado proyectivo <le din1ensión r = et;:r2) 

donde se da 11nn base para. este espacio c-ou los té·nninos de la pa~ina 12. Si suponemos 

q11e a 1, ... ,ar !-'On los <'.Ocfkicnt.es del polinon1io ho1nogénc10 de grado n, m1tonces ca.do. 

vez q11c cvn.l11e1nos <•:-itc polinomio en ttn p1111to p = [a, fJ, e} tendremos 11nn. combinación 

lineal de los cocfkientes con el valor de en.da. tórrnino respecth·o au.l/1c"T donde se cumple 

q11c o. +/3+1 = n, ya. q11c este polinomio es hon1ogéneo. Al valtuU' el polinmnio en cadn 

punto P,;i se tiene unn con1binadón lineal de los eocfident.es del polinon1io. Corno la 

rnrvn pnsa. por cada 11110 de estos puntos, se tiene 1111 sist.cn1n. lineal de ecuaciones qtte 

scg1ín el teorcnm. 43 debe de tener una solución. 

Este sist.c1nn. tiene a las ª• como incógnitas y unn. ccunción. por cada punto, es 

decir, es un sisten1n. de r incógnitas por n(n + 1) ccuncioncs, de esto se puede concluir 

la siguiente: 

Lema 45 Por (";2
) - 1 1n1.ntos cualesquiera de el plano proyectivo sicnipre pasa una 

curva de grado n siendo este n1Ítnero adctn<Ís el máximo con esa propir.darl. 
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Prueba. Es directa de hecho de que si se busr.n. que pu.se una curvn. de grndo n 

por esos puntos se requiere una solución de un sistema lincu.l de (";2) h1cognit1L"i por 

(";-
2

) - 1 ccun.dones. • 

Los dibujos que se pretende visnnliznr e.shin todo el t.ierupo r.n el plano proyectivo 

real, por lo que fnlttt. ver la versión del teorcrnn. 43 para coordenadas reales. 

Teorema. 46 Sean Po, ... ,P.. n + 1 puntos en el plano proyectivo real. Sean laTnbién 

lo,··· ,ln y ro, ... ,rn rectas tale.<; que p. es la intersecci6n de l¡ con r,. Si P.3 son los 

puntos de intersección de las n~ctas l, y 7•3 con i =¡f. j, enturices I~ . .. , Pn son colincales 

si y sólo si los n 2 + n puntos P,3 están en una curva de grado n. 

Prueba. Podernos pensar Fh, ... . P.. como puntos en el plano proyectivo complejo, 

a..c;í con10 también a las rectas 10 , ••• ,ln y ro, ... ,rn. Usn.udo el tcorcnui. 43, si Po .... ,P... Ron 

colincales, existe unn solución distinta del cero pa.rn. el sistema de ecuaciones lincnles 

de la fonna 

donde cada ek(x, y, z) reprc:icnt.a un término de la fortnn xny/Jz-, vuluntlo en el punto 

P.1 con i =¡f. j y a + f3 + -y = n. 

Sea ft.,f la matriz que determina este sistema de ccunciones:, es dnro que las ent.radus 

de esta matriz son rnírneros rea.les. La solución n1 sist.cn1a es un vcct.or a= (a1 , ••• ,ar) E 

cr distinto de cero t.al que a · A-/ = O. Sen a = b + ci con b, e E Rr, se tiene a · A-f = 

b · AI + ci · Af, donde b · AI = O y e· AI = O, por lo que existe la solución real al sistema 

con ln cual se construye el polinomio de grado n. 

Por el otro hu.lo, si los puntos P.J, con i :¡!:. j cst.1.in en una curva. de grado n, por 

lo anterior y el teorema 43 existe una solución a e C 3 distinta del cero para el sist.cma 

de n + 1 ecuaciones de la forma 

a¡c¡(P,,) + a2e2(P.) + a3e3(PD =O, con i =O, ... , n. 

Donde c.(.:r. 1 , x 2 , x 3 ) = x. con s = 1, 2, 3. Usando el 1nis1no criterio paru el caso 
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ant.erior, existe nnn sohtción real de c."t.c siste1na eon la que se cla. ln L'Cttn.ción de la rcct.a 

que <~ont.icne a los puntos P 0 , ... ,Pn • 

Forma de generar curvas con la computadora 

Panl. genc-ra.r curvas usnndo las configuraciones que se dc~crihcn n.nt.criorn1ent.e así 

como la visnalizn.dón de cstw; se desarrolló un pa.quct.c c>n ?l.ln.t.hC"tllat.ica. (vcrsi6n 2.2). 

En est.a sección se describe la fornU\ de uso de cst.c paq\lt-tc. 

Co1no t.odo pnqnctc que se usa. en ?\lntht•n1ntica es ncccsnrin prituc>ro rnan<larlo 

lla1nar nl iniciar cnd1\ sesión. Para esto sen\. nccC!<lario qlle c-1 pa.qnct.t? se encuentre 

en el subdirectorio pnckages <le el directorio de I\·lnt.hcmat.icn, o cspcdficnr ln rnt.a. de 

b1'1sqncda. Pn.ra. rnnndar llnn1n.r est.c paquete S(! <lebt! de t.cclenr: 

<<Dircccidn 

donde D1.rcción es el archivo donde se encuentre~ el archivo. Los ,·01n1Lndo~ y las vnriablcs 

qne RO usan tienen cierto orden de tc_"C·leo, ya que algunos dc-pc-nden de la inforn1ación 

obtenida. por otros. A cont.innndón se describen en el orden que pnodcn ser tocleados 

t.odos lo comandos usados en el pn.qnctc. Algunos son opcionales. 

grnd[n.]. Cambia el Vl\.lor de n, donde n-\- 1 es el n\"1mero de pt1nt.os colinenlcs 

Po • ... Pn. También nsigna valores aleatorios a lns pendientes de los rcet.a. ... de <.:olor verde 

y rojo. !\1icnt.ras no se espccifiqno alg1"u1 cnn1bio se tiene n = 2. 

rec1. Es el arreglo con lns pendientes de las red.as de color rojo. El co1nan<lo 

grad{n] proporciona valores alcat.oriarnentc n est.a.."> rec:t.as, pero en ocasiones convendrá. 

especificar la.-:; pc>11dicnt.cs con valores rst.n.blcddos. Para cumbin.r estas pendientes se 

t.t>~lea: 

rec1 ..,. {Mo • M1 • 
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donde !Lf, reprcscnt.n Ja pendiente de color rojo que pa ... "'ln. por el punt.o P.. 

rec2. E..-; c>l arreglo cou las pcndicntos de Jns n>cf.H._'i de colo1· ven.Je. Se 11sn. igtml 

que el ant.c•rior. 

conflg. Est.c cou1ando rt>a.lizn vnrins tn.rc1L"> y dC'peonde dP d grndo 11 del poliuornio 

n buscar así con10 de Jos valores de In. pPndicut.cs de Jns rc>ctns dP color vcrdP y rojo. 

Primero eren el dibujo dt~ la config1U"ndón de rrctn.o;;, dcspnÚ."i e11c11Pnf.rn. Jos puntos P..1 

de intersección de hL"i l, con las r,, encuentra la 111nl.riz c·on In cunl se det.cnninnni el 

polino1nio dt:~ In curva buscada, y con cst.n tnntriz (•Jlr.110ntra PI polinontio de In cun:a. 

dib. Es el comando que dibuja In. config11rndón ch~ n:.•cf.fL">, 110 puede ser usado 

nut.~ de config ya qt10 prinirro e~ necesario crl'ar el dibt1jo. 

lista. Es el arreglo de puntos c>U unn 1nat.riz donde las c-oluuuuL<; representan 

conjuntos de puntos t·olincal('s e.le rectns de> color rojo y lo!i rcngloucs conj11nt.os de 

puntos colincnJcs de> c_·olor verde, por lo que- sus entradas son Jos puut.os P,J del t.C'Orcni.n. 

43. Depende dirt:.'<'tnnlC'nt.c cfr• config, por lo que cst.c nrrC>glo no se dcbe de modificar 

ya que guarda infornrn.ción obtcmida de los con1n.ndos nnt.criorc>s. 

Jis. es In lista de pt1nt.os por Jos c11nJcs dchPrií. pn."i/.\J" Ja c11rvn de grado n. También 

depende de config, y ron10 d anterior no debe de sr~r alterado. 

Jn. Es la n1atriz CJHC' representa el sist.en1a de ec11ndouc.s lineales a re.solver para. 

encontrar ln ccun.ción de la curva. Coino se u1eucio11a ant.erionncnt.c, estos datos son 

generados durante Ja c_>jecución dc> conf ig. 

polinornio. Es In. ccnadón de la curva b11sradn. E,-;t.u cc1u1.dón se enc-uent.ra 

durante In ejecución de config. Si ~e ch.~c>n VC'r cst.n. er.undóu en f.6rnliuos de x, y se 

t.l..~lea: polinomio [x ~Y]. En ra .. ">O de que x, y .senil rnhnc>ros, se C''\·ahía el polinotnip. 

edita. E'it.e comnndn cread dibujo de la curva en c11cst.ión. Depende 1íuicnn1ent.e 

<le polinomio por lo cttnl debe de ser tecleado dP~<>p116.s ele ge11ern<lo el po]inomio (después 

de config) .. 
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con. Es para visno.liznr la cuntlL con los d1..t.os act.nal~. Parn poderlo usar s1.~ 

deber{\. t.cclear prin1cro el comando edita, yn. qnc es cst.c el que genere. el dibujo. En crum 

de editar otra confignro.ción y no UStLr .. L'<lit.n.", con dibnjo.nt la configuración unt.crior. 

Show[con~dib]. Es un rotnnndo de !\1athPmn.tirn que dibuja con y dib n.l 1nis1no 

t.ictnpo. 

Rcnlrncnt.c los c-omandos que procesan infonnn.cióu y obtienen rC811\t.ndos son dos; 

conf ig y edita. Para entlo. uno de los coinu.ndos se rrquierc de inforn1nci6n previa, 

cst.a. infortnndón está dnda nl inicio de cnda. sesión para el conmndo genera, y se pnc<lc 

n1anipnlnr la infonnn.ción que n.lhnent.n n los dos c·oniandos principnlC8 sin problcn1n 

alguno pnra lograr distint.ns confignrncioncs <le rt>ct.ns. 

Dnrnnt.e h. .. cjl.'<~ndón del paquete es posible t.encr acrnso a uyudn de cnda. uno de 

los co1nnndos anteriores anteponiéndoles el signo de interrogndón. 

Principios de Mathematica 

l\.•lnthctnat.icn es un sist.c1nn de conipnt.o y lC?ngunje de progra.ninción de alto nivel 

que sirve pu.ra luwcr 1nat.c1náticas en general. Se puede usnr cst.c pu.quet.c pa.rn variu..."f. 

hu·cns que pueden ir desde cálculos nnn1éricrn; hast.a programación y uso de funciones 

nl.a.t.crnát.icas avanzadn..••;, pasnndo desde luego por métodos de graficacióu. 

Cuando se esta trnbo.j1u1do en !\lu.t.he1nntica se tna.nc-jn la info1·rn¡Lciéin en bloques 

llamados celdns. Existen dos t.ipos CSCJH.·inlcs de CPhlns, )fUi de cnt.rada y las de salida, 

donde la pritncru. contiene infonnn.ción que se debe de cvnlun.r y la segunda. es por lo 

general el rcsttlt.ado de esta cvaluu.ción. Es itnport.ant.c tnl~ncionar que existen ot.ros 

tipos de ccldaR (tc!xt.o, gráficos, secciones, et.e,). Pa.rn. que He realice una cvn1uaci6n se 

teclea Ct.rl-Rcturn. en la celda que contiene ln. iufortnnción que se desea. cvfLlnur, ln salida. 

de cst.n evaluación puede estar nc.ompañada de otnL celda (text.o, gn\.ficns, et.e.). 

Usos del paquete 
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Las berrnrnient.ns de fvlat.heutn.t.icn que se usan pnrn. cstt? progrntn.n. son PHCncinl­

ment.c de grnficnción y solución de sist.ernns lineal~. Un hecho i1nport.ant.c es la fon un. en 

que trabaja con los uürncros cut.oros, lo:-; cuales, n difC'rcndn de ot.ros lenguajes de pro­

gramación, pueden ser de cualquier tnntnfio (es dc>cir, de cualquier uúrucro do dígit.os). 

Est.o es muy 1ítil cuando se requiere de precisión al trabajar con 111írneros rndoun.lcs. 

Un problentn que se presenta al in1plcrncnt.nr el nlgorit.rno para l.n. visua.lizndóu 

t.icmc que ver con In cxponcncindón del cero, donde ax = O si x es distiuto de O .. Est.n. 

operación definida en 1\tlathcrnatica se cncuent.rn prot.egidn, es drdr, no se puede d~fiuir 

de nuevo. Pero es posible quitar lu. protección para definir así Oº = 1, lo cual es requerido 

por el algoritmo que encuentra la curva meucioundn. 

Aspectos numéricos 

Cuando se entra en sesión en 1\1athcmat.icn bnstn con tec::Ieur una operación nnrnérica 

y oprimir Ctrl-Return para que en In siguiente salida se despliegue el resultado. Cuando 

el resultado es un n1írnero real se puede detenninnr la precisión de este número, es de­

cir, la cantidad de dígitos dt:"? nproxin1ndón ni n1ímcro y tnu1bión In. cantidad de dígitos 

después del punto dccirnal. Los n1ímeros enteros pueden ser de c-ualquicr trun.afio que 

soport.e In mernorin de la rnácp1ina. Puru los nthncro racionales se le puede pedir n 

l\:lathmnn.t.ica que los manipule cotno c-odcut.es en lugar de usar nproxhnncioncs deci­

males de cst.os, lo cual es n111y l1til ya que se pierde el error en los cálculos aritn1ét.icos. 

Ot.ro aspecto ilnport.ant.e es que cuando trabaja con 111ímcros racionu.Ies sicn1pre Jos 

despliega en su n1ínimu. e.xprcsión. 

En ocasiones es necesario dnr valores a dert.ii..o; variables, lo cunl se hnce usando el 

signo de igualdad. No es necesario declarar el tipo de variable. ya que ~Inthculnt.ica. lo 

hncc al momcnt.o de asignar el valor. Un ejen1plo es: 

var - Log (10) 

Aquí var torna el valor de el logarittno natural de 10. De esta forma. podemos 
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u.signar ot.ros valores a cst.n tnhnna vn.rin.blc, o n. cualquier ot.ra. Si u:.;a111os : =en lugar dd 

signo de igualdad, est.n.1nos definiendo algo qnc no es nun. vn.rinhle, pc1·0 puede ser unn. 

coust.a.nt.c o nnn. funPión. Ln difcrcndn. L'S que cuando usn.tnos : = se cva.hia. ln. l'Xprcsión 

de ln. dcn•chn. cada ve-.1. qnc se t.C'C\e¡l. ln de ln. i:r.qttiPrdn., lo t·nn.l es ne<"(>sn.rio punl. dc<·lnni.r 

nnu función. 

Estructura de las funciones 

Cnda función (ya sea propia del paquete o definidn por el m:nu,:rio) tiene cicrt.n. 

sintaxis y reglas gcncralc.s. Los n.rg11ment.os de una fnución se escriben cut.re cord1ctes 

separados por comas después del nmnbre de ln función, por ejeni.plo: 

Sin(x] 

regresa el vu.lor del seno de x. La .. ~ fuuciones qne ~htt.he1nat ica invlttyc cst.ñn compuestas 

por palabrns o nbrcvincionc.s jnn.tns, donde la priincra letra de ~t.a. palabra o abreviación 

es rnayí1scnln., ni.icnt.rns que por convcndonalistno cscribiinos la fnndones ere.o.das por 

e\ llSlU\Tio con 1niuúscnlas. 

Pnra düfinir una. función p1·opin hn.y qltc indicar cnu.lcs son los a.rgnn1cntos de esta 

ftlnción, esto se hace poniendo la línea inferior después de cadn una de las qnc scní.n las 

vnrinblcs, por t..•jctnplo: 

define nnn función f (x.y]qnc Tegrcsa. el proclnct.o de x por 11-

Cuando se define ttna función, esta pncdc ser 1nu.tc1nát.ic~n o ele algún otro tipo, 

por cjc1nplo nna qnc dibuje algo. Al definir nntl. fnndón, se nsa.n por lo regnlnT otras 

funciones. que pueden ser incluso coml\ndos dn progrnrno.ción (cotnnndo I'f o Fo::F por 

cjcn1plo). Cnnndo nnn función realiza vn.rins t.arc(l.R, scpa.ratnos ~t.n.s por comas y las 

Pnt·e1·1·n.1uos ent.rc paréntesis. 

Manipulación de información 
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Para generar y numipular inforn1nción, se cuent.a. con Jo que se conoce corno lista.o::;. 

Una t.nbJn c>-o::; nnn list.n en In. cual sus elen1entos pueden ser a su vez tabln."> o lbt.as. 

Por cjcn1plo, una rnntriz es una t.abln. cuyos clcruentos son lista. .. "i del nlisn10 t.n.uiafio. 

A C'ont.inunción se describe en un ejcn1plo el uso de la f1111dón Tab1e para generar una 

list.a con los ntítneros del 1 ni 1 O: 

1ista - Tab1e[i.{i,1,10}] 

Donde i representa los valores que se agregarán n la Jista y { i. 1, 10} indica que 

i recorrerá del 1 ni 10. En OC'asioncs se desea que otra varia.ble co1no i recorra ciertos 

valores, esto se ha.ce agregando esta variable de Ja misma forn1a, por ejernplo: 

Tab1e[i•j {i,1,5},{j,1,5}] 

crea una matriz de 5 por 5 donde la i-j-cntradn es i * j. Las list.as y las tablas tiene sus 

elernent.os separados por comns, y se delimitan por llaves. Entonces, si pidiérrunos que 

se despliegue 1ista se tendría: 

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 

Cuando se quiera obtener el i-esin10 elcnwnt.o de una lista se escribe el nombre de 

est.a y después, entre dobles COC'chctcs, i. Por cjen1plo: 

1ista[ (3]] 

tiene el valor 3. 

Designemos ahora una lista con ]ns coordenadas (1, 0),(2, O) y (3, O) 

puntos - Tab1e[{i,O},{i,1,3}] 

Así, el primer elemento de puntos es {1,0}. Cuando sea necesario encontrar Wl. 

elemento de alguna lista de esta tabla poden1os mm.r los dobles corchetes. Por ejemplo: 

puntos [ (1. 2]] 

que es cquivnlcnt.e a: 

puntos [ [1]] [ [2]] 
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cuyo vnlor es O. 

Se Hsnní t.u.n1bién una función que rota ln..o.; posiciones <le sus clc1ncnt.os cierto 

mímero de vccc-.s. Daremos un ejcnlplo de In función con l.ista: 

RotateLeft[l.ista][(l]] 

nos regresará t\horn 2. 

Tmnbiéu es posible unir dos tnbla ... 'i dist.int.a.s sin irnport.nr los eleincnt.os que con­

t.irncn a. t.rnvé"i de In función Union. Si tabl.al y tab1a2 sÜn dos t.n.hlns cnnlcsquiera, 

ent.onct-s 

Union[tabl.a1,tab1a2) 

une las dos t.nbla.co;. 

Un contando que se ut.ilizará tn1nhién es Insert que inserta un ohjct.o en una. 

lista: 

Insert[1ista,x,1] 

inserta el clcmcnt.o x en la. poRición 1 de 1ista. 

Ot.ru. fonua ele rnancjnr inforn1ación es con el uso de arreglos, los cttnles, a diferen­

cia. de lns list.ns usan un solo ('Orchctc pnrn <lt~plcgar o a.<;ignnr i11forrnnció11. El comando 

Array es el que se usa pa.rn. generar un arrc>glo. Los arreglos pueden ser de rnii.c;; de ttnn. 

ditnensión, por cjc1nplo: 

Array(1ista.{5,6}] 

genera un nrn.•glo l.ista de 5 arreglos de G elementos entlo. uno. 

Ln. fornm. parn ver las partes de un arreglo ns muy parecida n ln de las list.a.'5"pcro 

con nn solo corchct.e, por ejc1nplo: 

l.ista[1,2] 

regresa. el valor de la. segunda cnt.radn del primer arreglo de 1ista. 
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En ocasiones se de.sen tener t.odos los ,,.,u.lores de una lista. excopt.o alguno de ellos. 

Pttrn c..«>t.o se t.ienP In función Oe1ete que rcgrcsn un arreglo, pero sin Jn entrada que se 

especifique. Por ejemplo: 

Oe1ete(J.ista(2] ,3] 

regresa el valor del arreglo J. is ta [2) pero sin fn t.crccr eut.radn. 

Una función que t.arnbjén será usad.a es Sum, ln cual .nos pcrn1itc realizar suni.as 

Ja.rgn..<;, por ejemplo: 

Sum[lista[l,i] ,{i,1,6}] 

regresa la sumn de Jos pri1neros elementos <le cada arreglo de 1ista. 

Sistemas lineales y solución de ecuaciones 

La forma de representar vectores en l\fat.henmticn es a. t.ravés de una lista de 

números, y para las mntriccs se trnbajn con una listn de listas del misnio trunaño. De 

forma que sj M es tma matriz, entonces 

M[[i,j]] 

es la (iJ)-éshua ent.rn.da de M. Ca.da rcmglón cstn rcpre!>cntado por 

M[ [i]J 

Para obtener una columna, lo que se J1acc C'..S transponer Ja mnt,riz y luego pedirle 

el rengl6n correspondiente a J..a. columnn que se de;ca 

Transpose[M]((i]] 

Pode1nos pensar cada matriz co1no una ftmcióu lineal al nplicnrln a un vector, de 

forma que el Kernel de esta función lineal es e] espado solución a.1 sist.cmu de ecuaciones 

relacionado con Ja matriz. La. fornrn. de obt,cncr unn blL"'C del Kernel de un homomorfisJuo 

dcter1ninndo por una matriz 1\.J es: 

Null.Space [M]. 
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Proble1nas de precisión y definición de la función 
exponencial 

La precisión de los nú1nero racionales 

f->ara la..-; irnügcnf'S qllP se prC'tt>t1cl(> visualizar p_..; ru'<·esnrio n•solver, co1no se indica 

nnt.erionncnt.c, un sistenHl lineal de t...>t'1tndones. Este siste111a no sic•n1prc tiene solurión, 

por lo qno In rcpn~cnt.ación de la.s vn.rinbles de l:'tif e sisf.PllH\. <lehPrá s<•r c•x1u·t.a, ya que si 

usamos, por c>jc-rnplo, expatHÜÓn <lPci1nn.l de n1hn<.•ros rt>al<•s, estamos nproxitnando cada 

uno de estos vnlon-s, de tnnnera que si ch.'!iearuos rC'solver el sist.cn1a t'OU una u1n.t.riz 

cuyas entradas son aproximaciones <le los vülores CJlll" rmdtnt:>nt.c dcbicra11 de ser, lo Inl-is 

seguro es que c-st.c sist.cn1a no t.c-ngn solndón. 

La forrna de salvar este problernn e .. <; usando n1í1n{'ro racionales cu stt expresión 

con10 coci,~nte de dos cut.eros. Corno ya tncncionrunos, ti.fa!.lwrnat ira n1anejn los rn.donaJc.c.¡ 

de esta fonna, t.nnt.o en su represent.adón cozno <~U las opPrnrionPs de s11n111. y rnnltipli-

e.ación. 

En nlgunu .. "> ocnsione>s se requerirá generar 111ín1t_•ros racionales de- for111n. aJentorin, 

para. esto se t.ic11c Ju fnuribu Random. En P.sta. función se dcbcni cspedficnr el Upo 

de nüniero y entre cp1r i11h•rvnlo se cnc1tentra. Cnn10 inidnlrneoulc Random no regresa 

1ní1nc1·os rndoualcs, se rtC'<'C.Sit.n. irnplenwnt.nr alguna forn1n p;\ra. lop;rnrlo, lo cual no 

rc-prcst_•ut a problcrnn. alguno yn que se dt.!flnc un raeional t•on10 el codentP de <los enteros. 

La forrnn de pedir un cntf!fO alcnt oria.tncnt.e fmt.rc 1 y 1000 es: 

Random[Integer,{1,1000}]. 

Cero elevado a la cero 

Para la fnnnn. Pn qtH' se itnplc111cnt.n el algorit.tno para cnront.rnr la ccundón de 

In curva de las configurn.cioncs n visunliznr es necC'snrio suponer que 0° = 1, lo cual no 

csUi. definido en ?vlnt.he1nat.ica. 
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La función exponencial esta protegida contrn. cscrit.urns, pero es posible qnitnr cst.1.\. 

prot.<..-cción y definir a.sí 1u1cvu1nente e..."<t.n fundóu. Puru proteger y dcsprot.cgcr fun~ioncs 

o c:onst.nnt.cs se m:inll las siguientes funciones rcspc><-·t.ivnrncntc: 

Protect (] 
UnProtect [] 

Descripción del paquete 

Usando la inforrnndón anterior podc1nos ahora ver el código con el que se imple­

mentó el paquete para visunlizn.r. Faltan solo algtu1a<> funciones por describir, estas se 

usan para. gráficos y por ser sencilla.~ se explicarán en el rnomcnto que se requiera. 

Funciones y variables 

Lo primero que hace el paquete cuando se manda lhunnr es la nueva definición de 

la función exponencial cuando elcvruuos cero n la pol.cncin cero: 

o-o :- 1 

Protect(' ,_, '] 

Después se define n, que es el grado del polinom.io que se desea: 

n=2; 

puntos:~ Table[{i,0},{i,0,n}]; 

A continuación se presenta la función que a.qignn. valores alcnt.orios n lns pendientes 

de las rectas que pnsarñn por los n.+ 1 puntos colinealcs. Las listns rec 1 y rec2 contienen 

estos valores: 

genera :- ( 

rec1 - Tab1e[ 
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Random[Integer.{0,1000}]/Random[Integer.{1,1000}]. {n+l}] 

rec2 - Tabl.e [ 

Rru:idom[Integer 0 {-1000,1}]/Random[Integer,{1.1000}] 0 {n+l});); 

Se puode observar que lns pcndicnt.c>s ck• rec1 son de- siv;no positivo y la ..... de rec2 

de signo ncgnt.ivo, esto con el propósito <le que In.:; int0rscrdo1ws de las rcct.n.s 

aparezcan en el dibujo clararncntc. 

Cuando se llutnn n.1 pnquct.e, este <.•jccntn. la función genera para inidn.lizar los 

valores de ln.s pendientes, n...-..í c-01no t.n.n1bi611 para rn.tubinr el grndo del poliuonlio que se 

desea. encontrar (es dc>cir, el ntímc1·0 de puntos qnc init~ia.ln1<."nte son co1inualrs rncnos 

11110). 

genera 

grad (a_] : - (n=a; genera) 

Cuando se 01nit.c c-1 punto y co1na n.l final de c-nda cornando en !\.ln.t.hetnn.t icn., el 

result,fulo <le ese co1uu.ndo npn.rere en una celda ch~ snlidn.. Si por ejr111plo, se caui.bia el 

punto y t·o1na por una. coma en In 1ilt.in1a li1wn. 

grad [n_] : .,. (n-a •genera) 

se indknrá en la celda de salida el valor <le a. 

El comando con:figEl siguiente pnso es etwontrn.r t.odos los puntos de int.cr­

Sl•cción que nos interesan, e.s decir, los puntos de intcrRcc.ción de las rectas l& con In.e; rr 

Para. esto se rcsolvcriín las ec11ac-ioncs sirn11ltátH?as en en.da. cn ... 'io. La fonnn. de encontrar 

la ecuación de la r("Ct.a 11 es con su pendiente y las coordenadas de los puntos colinenles, 

si x y y son las variables, esta ecuación se rcprcsent.n cr1 !vla.t.hmnnt.icn por 

y--recl[(l]]•(x-1) 

clnnclc- el doble signo dr igunlrlnd ne indican n.signac-ión de valores como en otros casos, 

sino ttnn. proposición que puede ser cierta o falsa. Para. encontrar el punto de intersección 
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de estn recta con la recta r 2 se usa 

So1ve[y--rec1[[1]]•(x-1),y--rec[[2]]•(x-2),{x,y}J 

(donde {x.y} indica los va.rinbles de las ec.~uncioncs). Aquí definimos prirr1ero el arreglo 

bidimem•ional lista de todos los pm1t.os de intersección de las rectas [¡ con las r;. Lo 

ru1t.erior se esr.ribe: 

Array[1ista,{n+1}.{n+1}]; 

Far (j-0 ,j <=n ,j++. 

{1ista-Table ( 

Solve[{y--rec1[[j+1]]•(x-j),y•-rec([i+1]]•(x-i). 

{x,y}J[[l,r,2]],{i,0,n},{r,1,2}], 

RotateLeft[puntos]. 

RotateLeft[rec1]. 

RotateLeft(rec2]} ]; 

Para poder elinl.inar de este arreglo los puntos que inicia.lmcntc f-!On colinenles (los 

puntos P. ) se crea unn lista vacía lis a la que agregaremos los p1mtos de intersección 

de las rectas l, con las r, con i =¡!:. j 

1is-{}; 

For[i=1,i<n+1,i++,1is-Union[lis,Oe1ete[liata[i].i]]); 

De esta tíltirna lista se obtendrá el sistema lineal de ecuaciones a. resolver, donde 

las ent.rndns de la mntriz correspondiente en cndn renglón representan el valor de los 

ténninos del polinomio evaluados en cadn punto de donde <lebení. pasar la curva. Re­

prcsentaren1os cnda entrada de est.n n1ntriz con el arreglo doble coef. A continuación 

asignarnos los valores al arreglo: 

For(t-1.t<-(n~2+n).t++. 
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For [r-1, i-=O, i<-n,i++, 

For [j-0,j <-i, j++, 

coef [t ,r]-1is [ [t, 1]] -(n-i)1is [ [t, 2)] - i-j), r++)]]; 

Después se eren la nul.t.riz a resolver y se gunrdn en po1 unu. ba .. ">o pnrn el Kernel 

de esta matriz, y a ..... í dcfinin1on la función po1inomio que es el polinonlio de In curva en 

('t1cst.ión. 

m = Array[coef,{n-2 + n, Binomia1[n+2,2]}J; 

pol. - Nul.1Space[m]; 

pol.inomio[x_,y_] :"" 

Sum[Sum[po1[[1,Binomia1[i+2,2]-i+j]] x-cn-i) y-(i-j), {j,O,i}J,{i,O,n}J; 

Con esto cnsi se t.crrninn lo que In fnnción config hace, falta ver ln parte de 

b'Tnficnción. dib es la variable que contiene el gráfico. Para cnt ?ndcr co1110 funciona 

revisaremos a.lguna."i funciones de ?\lathctnat.icu.. Cuando se quiere dibujar puntos o 

lineas, pritncro se ~pccificu. 811 rolor con RGBCo1or, que da. los valores de rojo, verde y 

n.z11l para con1poncr nn color. Ln ... o:; fnncionc-s para dibnjn.r líneas y puntos (cut.re ot.rns) 

son lln.mndas pri1nitivus en ?\1nthc1nn.tiC'n, y por esto se u~n. la. función Graphics, dentro 

de la cual podc1nos const.rnir la.s gnifict\.S pritnit.ivns. La. función paru. (lihujn.r un punto 

es Point, y parn. dibujar una línlm. se usa Line. Para dibujar c·n.cla punto se especifica 

S\l tnn1nño con PointSize y luego se usa. Point. El cOllU\.ll.do Line nue con una línea 

dos puntos consc-c-utivos de lln arreglo de puntos. Siempre cpw Sl! quiere desplegar un 

gnífico, se pone el código de este <•n el ('Ornando Show. Estn C?S ln itnplmnentación de 

dib dentro de conf ig: 

dib - Show[Graphics[ 

RGBC01or[o.ooo.o.ooo.o.000J. 

Line[Union[{{-1,0}},puntos,{{n+l,O}}J], 
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RGBCo1or[1.ooo.o.ooo.o.oooJ, 

Tab1e[Line[lista[i]].{i,1,n+1}] • 

RGBCo1or[0.000,1.000,0.000]. 

Table[Line[ 

Tabl.e[l.ista[i] [[l+j]] ,{i,1,n+l}]] ,{j,O,n}], 

PointSize [. 01) • 

RGBColor[o.000.0.000,1.oooJ. 

Tab1e[Point[1ista[i][[1+j]]],{i,1,n+1},{j,O,n}], 

RGBCo1or[o.ooo.o.ooo,o.oooJ. 

PointSize(.01). Table[Point[i,O],{i,O,n}] 

] ] ; 

Generación de configuraciones 

Ha..c;ta el momento hernos encontrado In curva en cucst.ión y se ha hed10 el dibujo de 

la configuración de rC'ct.as. Falta Ja part.e que dibuja In curvn. junto con la confignrnci6n 

anterior. Para esto se usa una función que se encuentra en el paquete Implicit en el 

directorio Graphics de ~,lathernnt.ica. 

Est.n función es ImplicitPlot y se usa para grnficar el lugnr geométrico de alguna 

ecuación. Para indicar en esta f1u1ció11 In variable que será representada por el eje 

horizontal, se encierra esta entre llaves al final de el código, y para que aparezcan todos 

los puntos del dibujo, se añade al arreglo que tiene la variable todos los valores en esta 

coordenada de los puntos n visualizar. Es.to ülthno se renliu" con un Insert. 

edita:= ( 

.ren ~ Union[{-0.5, n + 2.5}, Tabl.e[l.is[[i, 1]], {i, 1, n"2+n}]]; 
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con= Shov[Imp1icitP1ot{po1inomio[x,y} ==O, 

I.nserttren, x, 1}], Axes- > Fa1se]) 

Es por esto que después de mm.r config t.encn1os que llamar a edita, de lo con­

trario se puede encimar una confignrnción de rcct.ns que no c:orrespondn a la Clll'Vtl. del 

dibujo. 
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IV 
Catálogo de curvas 

Después de describir el funcionamiento del paquete para encontni.r y dibujar lns 

curva. .. que se desea visuu.Hzar se presenta en este capítulo varias de Jus configuraciones 

generadas. Algunas fueron cncont.radus alcnt.oriamente. Se agrupan ln.s curva ... por el 

grado del polinorr1io que resulta y huy configuraciones en lns que se t.on1un los valores de 

las pcndicnt.cs de las rectas igual a. 1 en una de los f,mnilins y n -1 en la otra familia ele 

rectas, esto disminuye considcrablerncnt.c los c1üculos que la 1ná.qniua tiene que-o hacer, 

por lo que es este t.ipo de configuraciones se llega u. curvas de grado 9. De cst.a tílt.imn 

configuración se hará. variar, en los ca.sos que sea posible, una de IR...;; rectas; lo cual dani 

como resultado una familia de ctt.rva.c; que varía conf.inuan1cntc de acuerdo con ln recta 

que estemos cambiando. 

En cada ca.so se presenta el dibujo de la confignra.C"ión con In c11rvn que se genera, 

las pcndicnt.es de la.s rectas con que se conforma y el polinornio de ln curva. 

Cónicas 

Este caso es el mús sencillo y se presenta una configuración pnrn. cada unn de las 

cónicas en el plano real. Después, como se mencionó, se ve corno varía. la. frunilia de 

curvas al vnrinr una de las rectas en la configuración fi1~nl 

Cúbicas 

En este caso se tienen ejemplos de curvas con una y dos componentes. una. ele 
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lns·curvas tiene In peculiaridad. de int.ersec:-.nr a In recta al infinit.o en t.res punt.os, cst.n. 

coufigurnción consta de dos cornponeut.cs; una cerrada y tres pedazos que se unen en 

punt.os al infinito. Al final se presenta. lo. variación. de In curva con faruilio.s de rectas 

con pendientes 1 y -1. 

Cuárt;icas 

Este caso es rnús intcreso.nt.c por que contlenzan n aparecer curvas cerradas con 

dos cmnponcntcs. En esta sección se incrementa el n1Ílncro de ilustraciones ya que se 

tienen formas tnás complicadas y también se hace variar algunas de las rectas de In 

configuración. Además para c11rvas de grado mayor In computadora ya no realiza los 

dibujos de cualquier configuración, pues requiere hacer 1nuchos ciílculos. 

Curvas de grado mayor 

En este tipo de curvas van de grados 5 hnsta 9 y sólo se dibujaron configuraciones 

en las que una frunilia de rectas tienen pendientes igual a 1 y la otra -1. Al variar estas 

pendientes se incrementan los cálculos que la cotnput.R.dora. tiene que hacer de forma 

que no es posible generar cualquier configuración. 
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Pendientes de las rectas ,, 

23 5 5 
-1--1 -t-1 -1-1 

20 6 6 

Polinomio 
2 

1305 y 609413 "' y 50763 y 
- ---------- + 
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Pendientes de las rectas 

10 

Polinomio 
2 

131 y 240"11 :K y 1-343 y 
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Pendientes de las rectas 

12 
12 -1;-1 
Polinomio 

2 
5'7'79 X 823 X 4429 y 

1 - ------ • 
600 l.SO 

l 04 63 X l' • ----~-
600 
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Polinomio 
z z 

2-6x+3x +y -------------------. 
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Variación en una de las rectas de la configuración 
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Pendientes de las rectas 

l. l..! 19 
-1--1 -1--1 -c--1 

14 17 ll 

Polinomio 

' 2574149 X 

l - --------- + ---------- - ~~~~~~-~- - :~~~:~~~-~ + 
12'760607 X y 

1252960 835240 1252ei:;oo 

2 2 2 3 
942'7687 X y 1822019 Y 66!>!>07 X y 13002'79 y 

2!>0S'T200 
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Pendientes de las rectas 

11 l 3 
-(--) _,_, _,_, 

12 2 2 

Polinomio 
2 3 

249289 X 423179 X 2109 X 13271 Y 

l - -------- + - ------- -
46800 

2 
203509 y 

2 
411829 X Y 

280800 

3 
23039 y 
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Pendientes de las rectas 

5 
-1-1 

3 

Polinomio 

2'0960!!:> X 

l - -------- + 
s;:e9F.o 

,. 
- 1--1 

6 

16 
-1--1 

05 

2 
1219)) X 

;;: :z .) 
134465 y 19674~ X y 11615 V 

317376 634752 
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Pendientes de las rectas 

17 
-c--1 

23 

Polinomio 

3870637 X 
l - --------- + 

2425500 

2 
6283881. X y 

2 3 
179009 X 26186 X 

269500 97020000 

2 2 3 

~:~:=-~~~-~- - ~~~~===:=-~-~- + =~:::~:-~-
43120000 
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Polinomio 
z 

f .,3 + 2 X 1 C-1 + 3 X - X - Y 1 
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tas de la configuración Variación de una de las rec 
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Pendientes de las rectas 
11 

15 

1 1 e zs 2s 
-1-1 -1--1 -1--1 -1--1 

2 11 3 24 

Polinomio 

856127 >< 
l - --------

235200 

46569F.i000 

4 
599139 >< 

.3880900 

.33.Z640000 

~ 2 .3 3 .¡ 
3165878Z9 x y Z0202793 \' 555169 >< y 69317 y 

38"108'0000 l6l 7000ú 
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Pendientes de las rectas 

1 
-1-1 

3 

.. 
-1--1 

19 

.. 
-1--1 

'º 

Polinomio 
2 3 

186069 :;11. 4080!>9 X 141 '7'783 X 
1 - -------- + --------- - ---------- ... 

61600 1478400 

3 3 • 
352123 y 2099:.!? X y 82'73 y 

'7392000 1161EiOOO 

14'78400 184800 

81312000 5'420800 
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Pendientes de las rectas 

-1;;-1 
10 

-1--1 

' 
Polinomio 

5"'1"'12425 >< 
1 - ---------

11854 4 4 

6 
- t--1 ,. 

"'1984861 y :?141il >< y 

2 .) ;;! 2 2 2 
5043631- >< .., 18~1451 >< y 621013 y "'1"'165.)"'169 >< y 944693 >< y ------------ ------------ - ------------- . ------------

355633~0 

, 
1069609 y 

23'108880 

91463 X y 
. 

56081 y 

"'11126640 
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Pendientes de las rectas 

13 1'7 

19 10 
-(--1 -1--1 

10 3 

Polinomio 

' 4"13"71 )( 3145669 )( 
l - ------- + ---------- - -------- + 

15"732 11"19900 26220 

2 3 2 

~~~~~~:_: __ ! - ~~=~~~~-: __ ! + 53100'1'1 y 

4719600 15732000 

"71"759 y 10336891 X y ------------ .. 
' 151518149 X y 

- -------------- .. 
94~9:?000 
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Pendientes de las rectas 

16 ., 5 ., 
-1--1 -1--1 -1-1 -1--1 

23 J'7 9 12 

Polinomio 
z 

1 _ ~=~=~~-~ ~=~~~~-~- _ --------- ... --------- _ 13e049 y • =~~==~:~-~-! _ 
209749 1259499 11'745888 

2 3 2 2 

:~~~=~==-~--: . :~~=~~=-~--:! • ~~~~~:~:_!'_ - ~~~~~~=-~-!'- + 
"704'75328 

73 

z z 
3599675 X y 



Polinomio 
2 3 4 2 22 4 

25 X 35 X 5 X 5 X ')/ 5 X y 5 X ')/ y 
1 - ---- ---- + ---- + 

45 e 3 2.c 
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Variación en una de las rectas de Ja configuración 
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Polinomio 
2 3 4 2 2 22 4 

1-5 + 2 11:) 1-24 + 100 X - 95 X + 30 X - 3 X - 4!> y 50 X Y - 10 X y - 3 y J 
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Polinomio 
3 4 !. 6 

49 X 49x 175x 7x 7x 
l - ---- + 

10 30 

• 2 4 4 2 4 6 
7 X y :)5 y '7 X y 7 X y y 
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Polinomio 
2 

(-7 + 2 X) (-1.BO + 882 X - ll.55 X 
4 

- 16'3 X 
2 

469 y + 

2 22 32 42 4 4 24 6 
833 l( y - 462 X y + 96 X y - "1 1'1. y - 70 y + 49 X y - "1 X y - y ) 
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Polinomio 
' , 

403:;::0 - 219168 X + 3!.4372 X 112:;::45 X - 2'1216 )C. + 3022 X -

, ' 2 2 3 2 
208 )C. + 9 X "" 119124 y - :'69136 X y 22-1490 X y - 9074!0 X y + 

5 2 6 ¡; 4 4 2 4 
y - ,;::::)16 ~ y + 84 X y • 22449 y - 2'10:16 X y ... 11466 X Y -

3.i 4,i 6 6 26 8 
2016 X y • l.;:'t;> X y • 546 y - 2'!10 X y • 36 X y • y 
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Polinomio 
3 • 

(-9 + 2 XI (-40320 + 219168 x - 2"1S592 x - 9S049 x + 21060 x -

6 ., 2 2 22 
26'70 )( + 180 )C. - 5 )C. - 130300 y + 292680 >( y - 234210 )( y + 

32 42 62 4 
88560 )C. y - 1'70'70 )C. y + 1620 )C. y y - 29925 y + 

4 2 4 4 4 6 6 
35532 )C. y - 14154 )( y + 2260 )C. y - 126 )< y - 1050 y + 540 1' y -

2 6 • 
60 1' y - s y 1 
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