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INTRODUCCION.

Numerosas propiedades de las macromoléculas, en especial la de sus soluciones,
estan intimamente relacionadas con la conformacion de las mismas. Este problema
serfa resuelto muy facilmente si todos los atomos de la macromolécula estuvieran
unidos de una manera tnica y rigida, ya que la estructura sélo dependeria de la na-
turaleza de los atomos. En la naturaleza, las uniones entre los atomos son, muy a
menudo, enlaces de tipo 7 los cuales presentan una rotacion interna mas o menos li-
bre, esto hace que la macromolécula adquiera un gran nidmero de grados de libertad,
por esta razon el problema geométrico de las macromoléculas adquiere un carac-
ter estadistico y las magnitudes geométricas seran sélamente valores medios o mas
probables. Como una consecuencia del gran nimero de grados de libertad, las macro-
moléculas pueden ser consideradas como sistemas macroscopicos o mesoscopicos, por
lo que el uso de métados estadisticos se hace indispensable para determinar valores
medios de variables, tales como la distancia principio-fin o tamafio fisico de la macro-
molécula. El resultado de numerosos experimentos y evaluaciones téoricas muestran
que la estructura a pequena escala llega a ser cada vez menos esencial para la ex-
plicacion de propiedades macroscdpicas. La estadistica conformacional de las macro-
moléculas esta dada por su estructura y el llamado efecto de volumen excluido, de
acuerdo al cual, un elemento de volumen dado no puede tener dos o mas mondmeros
a un mismo tiempo dado. Son precisamente estos factores los que determinan los ras-
gos tipicos del comportamiento de las macromoléculas. Una macromolécula puede ser
vista como una particula que se mueve al azar, o dicho de otra forma una caminata al
azar donde la longitud del paso representa a un monomero de la cadena. Para hacer
la analogla completa es necesario introducir el efecto de volumen excluido en la teoria
de caminatas al azar. Asi el problema bajo consideracion es conocido como caminatas
al azar autorrepelentes, las cuales abreviaremos en este texto como (CAAR).

Debemos senalar que las caminatas al azar no sélo han sido aplicadas al estudio

de macromoléculas, también han sido aplicadas a sistemas tales como: relajacion



de sistemas complejos [1], migracidn de sistemas dindmicos cldsicos [2], migracion
de energia en rejillas regulares [3], transporte de isétopos radiactivos en canales de
membranas neuronales [4], nucleacidn homogénea en condensacion de vapor {5} y en
especial la migracion de fotones en medios turbios y la teoria de reacciones de difusion
controlada en medios al azar [6).

Las caminatas al azar han sido estudiadas ampliamente, de tal forma que es posible
clasificar a éstas, de acuerdo a varias categorias. En especial tenemos las caminatas
en tiempo discreto y en tiempo continuo. Ya que toda caminata es una secuencia
ordenada de sitios, donde a cada sitio le corresponde un tiempo, para las caminatas
en tiempo discreto ese tiempo siempre es uno, asi la sucesiéon de tiemposes 1, 2, 3, 4,...
para una caminataen tiempo continuo esta sucesion de tiempos puede tomar cualquier
valor y no necesariamente en los enteros.

Debido a la semejanza entre las macromoléculas y las caminatas autorrepelentes,
algunas técnicas han sido desarrolladas para el entendimiento de estos procesos es-
tocdsticos y su conexién con la fisicoquimica de fendmenos criticos asociados, en
especial tenemos la técnica de integracion funcional, el grupo-de-renormalizacion, asi
como también eficientes métodos numéricos y computacionales como la simulacion
Montecarlo.

En lo referente al método de integracion funcional, es posible establecer los expo-
nentes criticos de las caminatas autorrepelentes siempre y cuando la dimension del
problema sea cercana a 4, y no esta claro aun como obtener resultados en un espacio
real. Sin embargo existe otro camino menos usado, pero no menos eficiente para estu-
diar este problema; la resolucion de las ecuaciones para la densidad de probabilidad de
la distancia principio-fin de la macromolécula. Este método provee una excelente de-
scripcion de los exponentes criticos y funciones de correlacion de una amplia variedad
de sistemas asociados a macromoléculas. Dado el éxito de esta técnica se cree que
es posible su aplicacion a el punto § (tricritico) donde la constante de acoplamiento
de dos cuerpos es pequeia por la incorporacion de un término que representa la
interaccion de tres cuerpos [7].

El método grupo-de-renormalizacion es usado para calcular los exponentes criticos

que determinan el grado de singularidad de diferentes variables termodinamicas en



una transicion de fase, debemos anadir que cuando dos sistemas presentan los mismos
exponentes criticos se da el fendmeno de universalidad, ast uno puede asignar a cada
sistema una clase de universalidad, de forma tal que dos sistemas en la misma clase
de universalidad tienen la misma dimensionalidad y parametro de orden. Resultados
experimentales sugieren que dos sistemas en la misma clase de universalidad presentan
los mismos exponentes criticos.

Las bases conceptuales del grupo-de-renormalizacion establecen que los expo-
nentes criticos deben ser independientes del comportamiento de los potenciales de
interaccion y deberfan ser determinados principalmente por propiedades de gran es-
cala como por ejemplo, la dimensidn del sistema.

Dado que nuestro estudio es llevado a cabo para macromoléculas en solucidn, existe
un estado interesante para este lipo de fendmenos. Cuando una macromolécula es
colocada en un buen solvente, ésta toma la configuracion de una caminata al azar, lo
anterior todavia es valido para una mal solvente, siempre y cuando la temperatura este
por arriba de un un valor critico Ty. En este caso la energia interna estara disminuida si
la macromolécula forma una estructura globular empaquetada densamente, pero esto
es compensado por una disminucion en la entropia. Por abajo de la temperatura ¢ la
contribucion entrépica a la energia libre I = U — TS no es suficiente para mantener
una configuracion extendida, por lo que la macromolécula colapsa. Es generalmente
aceptado {8] que este colapso es una transicion de segundo orden en el sentido de que
la densidad de un globulo es cero a T' = Ty y aumenta continuamente cuando T es
disminuida, mas precisamente éste es un punto tricritico. Desde otro punto de vista,
al irnos acercando a este estado termodinamico, el efecto de volumen excluido se
hace cada vez menos importante ya que los mondmeros estin cada vez mas cercanos,
hasta un punto en el cual podemos decir que las interacciones via dos cuerpos dejan
de ser importantes, con respecto a las interacciones via tres cuerpos. ya que éstas
son mucho mas unportantes que las auteriores, al grado tal. que las primeras pueden
ser consideradas minimas en el estudio de éste estado caracterenistico. Este punto en
especial es conocido como el punto 0 de Flory [9].

Una caminata puede en principio ser simulada en cualquier mimero de dimen-

siones, el caso de una dimension es trivial, en dos dimensiones el caminante puede



moverse sobre una superficie y en tres dimensiones en un espacio y asi sucesivamente.
Es por lo anterior que el caso de mds interes desde el punto de vista fisico es el de
tres dimensiones, as{ mismo los resultados que se obtengan de simular una caminata
dependeran de la dimensién del problema en cuestion.

El trabajo presente tiene como objetivo principal encontrar el comportamiento de
la distancia principio-final de la macromolécula, en el punto @ de Flory, determinar
la forma. fija de la transformacion, asi como determinar los exponentes criticos rela-
cionados a este sistema. Se selecciond este sistema en especial debido a la discrepan-
cia existente en la literatura, para resolver estas diferencias utilizamos la metodologia
presentada en [10], en esta misma referencia la metodologia desarrollada predice los
resultados que se obtienen de llevar a cabo una simulacion Montecarlo del problema
en cuestion.

Este reporte presenta la siguiente estructura. En el capitulo 1 indicamos las dos
categorias diferentes de modelos de caminatas al azar, asi tenemos los modelos con
medidas de probabilidad configuracionales, donde la probabilidad de que una cami-
nata ocurra es pesada de acuerdo a su configuracion y los modelos con medidas de
probabilidad que crecen cinéticamente, donde esta probabilidad es producto de alguna
funcidn de transicidn. En este trabajo usamos modelos con medida configuracional
(en el otro caso el proceso tiene una medida de probabilidad consisLénLe, lo que lo hace
sumamente dificil de estudiar), también se presenta el espacio donde las caminatas es-
taran soportadas. En el capitulo 2 se muestra la técnica de grupo-de-renormalizacion
y la forma de calcular los exponentes criticos a partir de los parametros involucra-
dos en ésta. Ln el capitulo 3 se aplica la técnica grupo-de-renormalizacion a una
caminata al azar simple, es decir, aquella que no presenta efecto de volumen exclui-
do, encontrandose el punto fijo de la transformacidén, tomando como base la técnica
presentada en el capitulo 2, en el capitulo 4 el grupo-de-renormalizacion es aplicado
a una caminata al azar en tiempo continuo que penaliza las interacciones entre dos
cuerpos, encontrandose la forma fija de la transformacion y los exponentes criticos
asociados. En el capitulo 5, una transformacién del mapa grupo-de-renormalizacion
se aplica a una caminata al azar que penaliza las interacciones de tres cuerpos, para

de esta manera encontrar la forma fija de la transformacicn . los exponentes criticos
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y el comportamiento de la distancia principio-final de la macromolécula igualmente
explicamos la conexidn entre este tipo de caminatas y el punto de § Flory..

Finalmente en el capitulo 6 se dan los argumentos en los que esta basada la si-
mulacion Montecarlo y se presentan los resultados obtenidos de simular una caminata
al azar autorrepelente (macromolécula) en dimensién tres en tiempo continuo, esto
es el comportamiento de la distancio principio-final y se comparara con resultados
previamente presentados en la literatura.

En las conclusiones se presenta un resumen de los resultados obtenidos al aplicar
de mapa grupo-de-renormalizacion a los diferentes casos, para compararios con resul-

tados que ya habian sido obtenidos mediante otras técnicas.



CAMINATAS AL AZAR
JERARQUICAS.



Il estudio de las caminatas al azar es de sumo interés en la ﬁ‘sicoqul'mica. como
una forma de modelar macromoléculas. Rigurosamente hablando, una macromolécula
estd compuesta por un gran nimero de mondmeros que se pueden encontrar al azar
excepto por el hecho que los mondmeros no se pueden traslapar. Esta restriccion es
modelada por un término de autorrepulsion.

El modelo matemadtico mas simple que posee un término de autorrepulsion es
conocido como caminatas al azar autorrepelentes (CAAR). Una CAAR es una cami-
nata al azar simple que no visita mds de una vez un mismo sitio. Es extremadamente
dificil obtener resultados rigurosos con este modelo, en especial para casos en di-
mension baja, o sea d = 2 y d = 3 que son los mas interesantes desde el punto de
vista fisicoquimico. .

Por supuesto existen otras formas de introducir términos de repulsién en las cami-
natas al azar. Estas son divididas en dos categorias: medidas configuracionales, donde
las caminatas son pesadas por el nimero de interacciones y las medidas que crecen
cinéticamente, donde las caminatas son producto de alguna funcién de transicion.

Igualmente importante es definir el espacio sobre el cual estaran soportadas estas
caminatas. Por supuesto existen una variedad de espacios que son utilizados para
simular caminatas al azar, pero en nuestro caso sélo nos enfocaremos en rejillas de
tipo jerarquico, que seran explicadas con mas detalle mas adelante. En estas rejillas
el mapa grupo-de-renormalizacidn factoriza apropiadamente.

Una forma de modelar macromoléculas es mediante caminatas al azar donde los
pasos o saltos son dados desde un sitio inicial X hasta un sitio final Y, para después
proceder de Y hasta W y asi repetir el proceso n veces, de ésta forma se modela una
macromolécula que estd constituida por n + 1 mondmeros. Podemos tener o no la
condicion de que tanto X vy Y asi como también ¥ y W sean vecinos cerca.n‘os. Es asi
que el proceso que Hamaremos w, es definido como una secuencia ordenada de sitios

en alguna rejilla (¢ (es decir sus elementos son llamados sitios) expresado como sigue:

wte) wltg+ ). w(lo+ti+i2) w(to+ 0+l + .o+ L)

donde



w(tg+...+8&)=Xi €

con la condicion

n
T = Zt,— para n > 0.
1=0

De aqui en adelante #; es el tiempo esperado en X; y T o tiempo total sera
considerado fijo.

IEn otras palabras, diremos que w es una funcién al azar, de variables al azar, a
la cual le damos como dato ip + £,... + ¢; y nos dice el sitio X; donde se encuentra
el caminante, de tal forma que el conjunto de todos esos sitios serd definido como el

soporte de la caminata ( el dominio de w ), y lo escribiremos como:

soporte (w) := {X € G |w(¢;) = X para cualquier z} .

w define una caminata, P {w) es una probabilidad en e} espacio definido por w.
Si no existe ilinguna restriccion en la trayectoria que sigue el caminante, entonces
generamos una caminata al azar simple que abreviamos como CAS, sin embargo es
claro que existe un cierto nimero de estas caminatas que no pueden representar una
macromolécula ya que estas pueden tocar dos o mas veces el mismo sitio y es obvio
que los monémeros (simulados por la etapas de la caminata) en las macromoléculas no
pueden hacer eso. Por esto es mas conveniente usar caminatas al azar autorrepelentes
(CAAR), es decir caminatas que no pueden tocar dos o mas veces el mismo sitio, para
obtener mejores modelos de macromoléculas.

Si quisieramos modelar macromoléculas mediante CAAR serfa un problema suma-
imente dificil, ya que esto implicaria que el proceso tuviera una memoria iufiuita, es
por esto que es mas conveniente usar medidas de probabilidad de caminatas al azar

que favorezcan las CAAR en el espacio de las CAS.



MEDIDAS CONFIGURACIONALES.
Para una CAAR con las siguientes condiciones

lw(ty) —w(li=)] =1 parai=1,2,3,..,n, (1.1}
definimos [, como el conjunto de todas las CAAR que empiezan en cero, es decir

w{tp) = 0 y A, como el conjunto de todas las CAS que empiezan en cero , es decir
w (o) = 0, es obvio que |A,| = (Ld)" y por supuesto ', C A, ademds si C,, = |I',|
entonces C,, < (Ld)(Ld — 1)""". L es un entero mayor o igual a 2 que depende del
tipo de rejilla sobre la cual estd la caminata.

Como nuestra meta es usar medidas de caminatas que favorecen las CAAR es
conveniente definir para cualquier w C A,,, J (w) como el numero de interacciones.
Entiéndase interaccion como un cruce de la caminata, es decir la caminata tocé mas

de una vez el mismo sitio. Entonces

Jw)= > [H{w(), Z(S{w ) w(i;)} (L.2)

0<i+1<i<n 2%

Entonces para cualquier # > 0 definimos /% como la medida de probabilidad en

A, tal que
U7 (w) = exp {—8J (w)} (1.3)
(exp {—8J (w}})p )
Observe que si 4 = 0 recuperamos una CAS y para # — co obtenemos una

CAAR. Esta medida de probahilidad es conocida como CAAR débil o como el modelo
de Domb-Joyce. Se cree que para 3 > 0 esta medida estd en la misma clase de
universalidad que nina CAAR, es decir. su comportaniiento critico es el mismo.
Existe un modelo similar, el cual considera un movimiento Browniano en lugar de
una caminata al azar. que ha sido ampliamente usado en la literatura [11], [12] y {13].

En este modelo. llamado de Edwards,la variable de interaccién es la siguiente:
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11
V= §(B; — By) dsdt. (1.4)
[l

Donde B; y B, son movimientos Brownianos abstractos. Definamos para una

A > 0, una medida @z como sigue

dQp _  exp {—pV} (1.5)
dP  (exp {—-BV})p

El conjunto de movimientos Brownianos B; con la medida Q5 es llamado el modelo
de Edwards. Se puede hacer una aproximacion de la funcion é, esto es considerando

. - 1 -
una caminata w de longitud n, como B, = n™2w ([nt]), donde los pasos son de tamartio

-1 .
n~z. En consecuencia

nt si 2 < In-%
& (x) =& (at 22ty = T T =2 .6
() (L et ) { 0 de otra manera (1.6)
Entonces (1.4) puede ser aproximada por:
1 1 l n n .
V= //5(35 — B)dsdt = =33 6" (B, - B)
00 n 1=0 j=0
=7 ZZ5"(w(t,)—w(tj)) . (1.7)
1=0 ;=0
=0T (2 (W) — (n+1)).
Lo cual puede ser escrito como:
d—4 d—3 -
V=J"+2n7 (J)p—nz (n—1) (1.8)

donde

JT=m S (= (), (1.9)
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Una caracteristica importante del modelo de Edwards es que no pertenece a la

misma clase de universalidad de las CAAR y las CAAR débiles en d = 2 [14].

MEDIDAS QUE CRECEN CINETICAMENTE.

Es claro ver que las CAAR, las CAAR. débiles y el modelo de Edwards son medidas
configuracionales de caminatas al azar, es decir, estas medidas son naturales desde
el punto de vista de la mecanica estadistica. En estas medidas las caminatas que
minimizan la energia son favorecidas, donde la energia es alguna funcién del nimero
de interacciones y por consiguiente de la configuracion.

Tanto el modelo de Edwards como el modelo de Domb-Joyce no son naturales si
se quiere considerar una caminata al azar como un proceso estocastico. Un proceso
estocastico es simplimente una funcién de dos variables, una de las cuales es el tiempo
y la otra es una variable estocastica. Una variable estocdstica debe poseer un conjunto
de posibles valores y una distribucion de probabilidades sobre este conjunto. En
general decimos que una secuencia de medidas de probabilidad A, en A,, es consistente

siparaw €A,,m>0

A (lU) = Z /\n+m (77) - (110)

w<1n

Donde w < 7 quiere decir que 5 extiende a w, en otras palabras 5 (¢;) = w(L,)

para 0 < i < n. Esto se observa con mas detalle en el ejemiplo 1.

EJEMPLO 1.

Supongamos que tenemos la caminata w que consta de n pasos y es mostrada en

la figura 1.
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FIGURA 1. Caminata w que consta de 7=9 pasos.

FIGURA 2. Caminata w de 9 pasos que ha sido extendida a la
caminata 77 que esta formada de 7=9 + m=5 pasos.
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FIGURA 3. Una caminata w que no puede se extendida
en ninguna otra.

La caminata w de la figura 1 puede ser extendida a la caminata 5 que esta formada
de n -+ m pasos con n = 9 y m = 5. La caminata n es mostrada en la figura 2.

Aqui es claro ver que la medida U, no es consistente ya que se pueden encontrar
CAAR que no pueden ser extendidas en ninguna otra CAAR mas grande, un ejemplo

de este tipo de caminata es encontrado en la figura 3.

[

Una manera de diseribir un conjunto consistente de medidas, es definir una tran-
sicion de probabilidades, para esto supondremos que A, son consistentes en \,,. en-

tonces st w € A,, w € A,y ¥y w < w. Definimos

)‘114»1 (“_))
r(w/w) = ———— 111
(i) = SR (111)
Donde w < w significa que w puede ser extendida a w y por consiguiente
n-—1
A (w) = Hﬁ(lu'“/w') (1.12)

1=0
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Con w' como la Gnica caminata en A; que puede ser extendida a w'*!, es decir w <
w. Este tipo de caminatas son conocidas como caminatas que crecen cinéticamente,
que abreviaremos como CCC.

Sea Vo el niumero de visitas al sitio z, que escribimos como

Vn(;:):Vu(J:‘w):l{j:w(j):l:}l' (113)
Entonces definimos la transicion

— Vi
m{w(n+1) =z/w) = ! () , con |z —w(n)| = 1. (1.14)

> (‘ — Vo)

ly—w(n)i=1

La sumatoria del denominador indica que se tiene que sumar sobre todos los sitios
tales que |y —w(n)| = 1, donde y es por supueso un vecino cercano del sitio w (n).

Una aplicacion de este metodo es mostrada en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2.

Para la caminata de la figura 4 tenemos que

1 - Vn(r)

m@(n i) =zfv) = (1= Vi) + (1= Vi) + (1 = Vi) + (1 = Vi)

donde

Vi =0
Vi =1
Vi =1
Viy =0

por lo tanto
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[ —— B a
8 a a
X [+
L L} L] .
b
a

FIGURA 4. Una CCC con sitio final w(#), cuyos vecinos
cercanos son a, b, ¢y x.

~ 1-0 !
Tr(ll)(ll.+ l):;[/w) = m—l ==

DesaforLune;xdamente una caminata con esta transicion d¢ probabilidades tarde o
temprano quedara atrapada y sera descartada, es decir, toidos los vecinos cercanos
estaran ocupados. Sin embargo podemos hacer una version «ébil de este modelo al
penalizar mas alto las interacciones en sitios mas ocupados. Asi para una .3 > 0

definimos

exp { ~ BVt }

Z exp {—,’fV,,(y)}’

fy=rw{n)l=1

con & —wnjj=1 (1.15)

m(w{n+1)=r/w) =

A este lipo de caminatas se les conoce como CAAR miope, aqui miope sigunifica

que el caminante solo considera a vecinos cercanos cuando escoge el siguiente paso.
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K=4
=3
K:
=]
z w X v

FIGURA 5. Rejilla jerarquica unidimensional.

esta caminata también ha sido Hamada CAAR verdadera. Este modelo puede ser apli-
cado a reacciones de polimerizacion donde la macromolécula crece conforme avanza
la reaccidn, igualmen& puede ser aplicado a fenémenos de adsorcion catalitica, ya
que un paso de la caminata corresponde a una molecula adsorbida. Sin embargo
;Puede esta caminata verse como una CAAR 7. Mientras esto no se halla probado
rigurosamente, argumentos heuristicos y trabajos ndmericos sugieren que son signi~
ficativamente diferentes, por ejemplo, el desplazamiento promedio cuadrado se éspera
que crezca como n¥ para d = 1 y como n para d > 2 ( con posibles correcciones
logaritmicas para d = 2 ) [14]. Esto muestra que la dimensién critica es 2 y no 4

como en una CAAR usual [15].

REJILLAS JERARQUICAS -

Para ser capaces de simular una macromolécula mediante una caminata al azar, es
necesario deflinir el espacio sobre el cual estara definida ésta. En este trabajo usaremos
rejillas de tipo jerdrquico, como ejemplo de ello se muestra la rejilla unidimensional
en la figura 5, tomada de [16]. Se usa una rejilla jerarquica para que el mapa grupo-
de-renormalizacion faclorice apropiadamente.

En nuestra rejilla jerarquica los elementos o sitios son etiquetados como elementos

de G = PpZrs. Donde L es un mumero entero tal que L > 2. La rejilla de la figura
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5 ha sido re-escalada a diferentes valores de K, es decir, si en la rejilla original se
tenian 16 sitios, en la rejilla re-escalada a K = 1 se tienen 8 sitios, 4 para I =2 y asi
sucesivamente. Esto sera de mucha ayuda una vez que utilizemos una transformacién
de grupo de renormalizacidn. Al hacer este re-escalamiento estamos usando el hecho

de que ( tiene diferentes subgrupos, es decir

{0} = Go C Gzt C Grea CGr=a C ... C G (1.16)

Donde G etiqueta a la rejilla completa. Esta division estd hecha de tal forma que el
nimero de elementos dentro de cada subgrupo, que de ahora en adelante llamaremos
bloque, esta dado por L%, donde d es la dimensidn de la rejilla. En la figura 5. L = 2
yd=1.

~ La distancia sobre esta rejilla jerdrquica estd definida de la siguiente forma. Sca

| X[ = Du (0, X) la distancia del origen al sitio X

0si X =0 o
Xl, = 1.17
X1y {L” si X # 0 doude p=min{K | X € Gi} (1-17)

Aqui la distancia minima entre dos sitios no es la misma que en una rejilla cibica,
y el subindice H significa que ést es una distanciabasada en una ultramétrica. En el
ultimo caso la rejilla es considerada isomorfa a un grupo aditivo de enteros. Vea la
figura 6.

In el ejemplo 3 se observa con mas detalle como una distancia entre dos sitios de

una rejilla jerarquica es calculada.
EJEMPLO 3.

Tomemos como ejemplo las distaucias entre los sitios X y Y y los sitios 7 y W

de la figura 5, que escribiremos como:

Dy (X.Y)=2Mxnm =21 =2
DH (Z. ”) = 2I\V(Z.W) - ‘24 - lG
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z W S
B a [ a a a -] a a a a a L4 -1 a a
0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 10i1 1100 1101 1110 1111

FIGURA 6. Rejilla jerarquica unidimensional en la que se han
etiquetado los sitios como elementos de G.

Donde Dy (Z. W) = |Z — W|,,. ademds en la figura 6 observamos que

Z=(..0.1.1.1) y W =(.,0,1,0.0.0)

Por lo tanto

|Z - W

w=Z—W=(.0.1111)

Observamos que el sitio (....0. 1. 1, 1. 1) corresponde al sitio etiquetado como S en
la figura 6. asi encoutramos que
< I
Dy(0.S)=1Z2-W[, =2"=16

Resultado que corresponde al previamente calculado.
| 1 !

(]

Un ejemplo de vejilla jerarquica hidimensional es presentado en la figura 7.



19

FIGURA 7.

A
-: K:] L L B a a a8 a
a a € ] -] a o
K=2
a B a a a a B a
a a a C D
K=3

Dy = (A, B)=2Kun =2 = ¢
Dy =(C,D) =2en =2° =38
Rejilla jerarquica bidimensional donde han sido

calculadas las distancias entre los sitios Ay B
y los sitios C y D.



GRUPO DE
RENORMALIZACION Y
EXPONENTES CRITICOS.
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A grandes rasgos el mapa grupo-de-renormalizacidn actia cambiando la longitud
de escala de un sistema, disminuyendo grados de libertad y analizando los resultados
fisicos de esto. Solo en la criticalidad el sistema permanece invariante bajo un cambio
de escala y el comportamiento critico es descrito por los llamados puntos fijos de la

transformacion.

RENORMALIZACION DE UNA REJILLA.

Las técnicas de renormalizacion en espacio real son solo aplicables a modelos
basados en una rejilla, y mas aln, la rejilla tiene que ser de un tipo muy especial;
tiene que tener una simetria de escalamiento discreta. Para entender lo que esto
significa, consideremos una rejilla y dividamos los sitios de la rejilla en grupos o
bloques, despues remplacemos cada bloque o grupo por solo un sitio, el cual estard en
cualquier posicion de los sitios originales de ese bloque. La rejilla tendra una simetria
de escalamiento discreta si podemos dividir la rejilla de esta manera, para obtener
una rejilla exactamente igual a la original, excepto por el hecho que las dimensiones
se han incrementado de a a a’. La renormalizacion de la rejilla sera completada al
reducir todas las dimensiones en la nueva rejilla por un factor de escala b tal que
a = ba'.

De hecho algo cambia cuando renormalizamos nuestra rejilla. Al agrupar los sitios
de nuestra rejilla de la manera mencionada, cada bloque tendra p sitios, entonces la
rejilla renormalizada tendra menos sitios que la original. Ya que escalamos la rejilla
por un factor bsu volumen debe haberse encogido por un factor b¢, donde d es la
dimensién de la rejilla. Es claro que si los sitios son acomodados de una manera
exactamente igual a la original, su ndamero debe reducirse por un factor p = b7,

Ejemplos de renormalizacion de rejillas son presentados en las figuras 8, 9 v 10.



FIGURA 8. Renormalizacidn de unarejilla cuadrada por un factor

' de escala b=2"" La rejilla original y la renormalizada
estan trazadas en lineas continuas y punteadas respec-
tivamente,

FIGURA 9. Renormalizacién de una rejilla cuadrada. Las dimensiones
lineales de larejilla de la derecha deben ser encogidas por
por un factor de escala b=2 para obtener una rejilla similar
a la original.

22
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NS -

FIGURA 10. Renormalizacion de una rejilla triangular. Las dimensiones
lineales de larejilla de la derecha deben ser encogidas por
un factor b=3mpara obtener una rejilla similar a la original.

RENORMALIZACION DE UN HAMILTONIANO.

Tomemos como ejemplo un modelo de espines, en este modelo un espin s, es
definido en cada sitio de nuestra rejilla, cuando renormalizamos el sistema, definimos
una nueva variable o, para cada bloque, esta nueva variable es alguna funcién f de los
espines en ese bloque, llamaremos a estas nuevas variables como variables de bloque

y lo escribiremos como
ol = f({s:]) (2.1)

Ahora remplazamos cada bloque por un solo sitio y encogemos nuestra rejilla para
obtener una igual a la original, asi obtenemos un sistema con la misma rejilla y con

las mismas variables.



24

Esta técnica de renormalizacidn involucra la sucesiva aplicacion de este tipo de

transformaciones, asi
o_](::,-}—l) — f ({o_l(vu) }) (2’2)

Donde hemos aplicado la transformacion n veces y s; = 01(0)_ Si P({s:}) es la
probabilidad de que los espines tomen algun conjunto particular de valores {s;},

entonces podemos definir un Hamiltoniano para nuestro modelo mediante la ecuacién

P({s:)) = exp [ ({s)] (2.3)

Este Hamiltoniano dependera de la temperatura y de la seleccidn de parametros
tales como interacciones espin-espin. Por ejemplo, en el modelo de Ising estos parame-
tros involucrara las interaccion entre el campo magnetico y los espines individuales,
interacciones entre primeros, segundos y demas vecinos, interacciones entre tres es-

pines y asi. Un ejemplo de un Hamiltoniano para el modelo de Ising es el siguiente.
H:——(—L—Eaiaj———iz:o; (24)
kt kt

Cuando llevamos a cabo una transformacion grupo-de-renormalizacidn estipu-
lamos que el Hamiltoniano H®*1) debe tener la misma forma funcional que H,
para que el modelo sea exactamente el mismo en cada estado excepto por un cambio
en los pardmetros que aparecen el Hamiltoniano. Aqui uno se preguntaria ; Como
satisfacer esta condicion cuando en el sistema el Hamiltoniano ya ha sido establecido
completamente?. Esta ultima condicidn es estrictamente imposible de establecer en
todos los casos. Al hacer ésto los pardme- tros que aparecen en la funcién daran
la mejor aproximacion posible, pero algin grado de aproximacion es inevitable. Sin
embargo si vamos a proceder de esta manera , debemos de una manera u otra forzar a

nuestro Hamiltoniano renormalizado a tener la misma forma funcional que el original
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para que por ejemplo, el Hamiltoniano renormalizado de [sing a campo cero sea otro
Hamiltoniano de Ising pero con una temperatura diferente. La renormalizacién de un

Hamiltoniano es algin mapa que toma a H™ y lo transforma a H®+1),

Ao — i) (2.5)

o bien
' = RH (2.6)

De aqui en adelante las ecuaciones (2.5) y (2.6) seran usadas indistintamente. As(
el tunico efecto de la transformacion R es cambiar el valor de los campos conjuga-
dos que aparecen el Hamiltoniano. Los valores de los nuevos campos dependeran
unicamente de los valores de los viejos y de nada mas, aunque algunas veces esta
dependencia involucre complicadas dependencias no lineales.

Aunque las ecuaciones (2.6) y (2.7) se refieren a H, lo que realmente cambia de
un estado a otro al aplicar la transformacion R son los valores de los parametros, asi
es posible adoptar otra notacién. Supongamos que los parametros que aparecen el
el Hamiltoniano son Hy, Hj,..., entonces podemos construir un vector ff con ellos v

escribir la renormalizacion de éste como

H = RH (2.7)

Por supuesto la temperatura debe estar incluida en las H, ya que como diji-
mos el Hamiltoniano depende de esta. Algunas veces ayuda pensar en un espacio
de parametros. es decir. un espacio de dimension finita, en el cual un punto con
vector de posicion /{ representa el Hamiltoniano con los correspondientes valores de
parametros. Llamemos H,. Hy, ... a los parametros que aparecen en el Hamilto-
niano, de esta forma H, toma el rol de coordenadas. En el caso del modelo de [sing
a campo cero, por ejemplo, tendriamos un espacio de dimension uno, ya que el tnico

parametro libre en el Hamiltoniano seria la temperatura, cuando tenemos ¢l modelo
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de Ising con campo diferente de cero nuestro espacio seria de dos dimensiones con
coordenadas temperatura y campo magnético. Nuestra transformacion de renorma-
lizacion R dentro de este espacio es por medio de saltos discretos. St empezamos en
algin punto inicial H®(esto significa que aun no ha sido aplicado R) y aplicamos
R varias veces, nos moveremos en pasos a lo largo de alguna trayectoria a través del
espacio de parametros. En cada paso los valores de los parametros que aparecen en
el Hamiltoniano son remplazados por otros nuevos que son calculados a partir de los
viejos parametros.

De aqui en adelante trabajaremos exclusivamente con el vector H y frecuentemente
nos referiremos a el como hamiltoniano.En general habra puntos fijos en nuestro

espacio. Un punto fijo esta caracterizado por

H' = RH = H* (2.8)

Si nos expandimos alrededor del punto fijo H* escribimos

H=H"+6H

(2.9)
H = H"+6H'
Usando las ecuaciones (2.8) y (2.9) encontramos
H*+6H" = R(H*+6H) = R(H*)+ M§H + O (§H)* (2-10)

En la ecuacidn anterior hemos expandido R en una serie de Taylor, y M es una
matriz que debe ser evaluada en el punto fijo. Ya que H* es un punto fijo se tiene

que

§H' = M6H + O (6H)? (2.11)

una buena aproximacion es
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SH' = M&H (2.12)

Asi cuando estamos infinitesimalmente cerca del punto fijo, nuestra trayectoria
estd completamente determinada por la matriz M, o bien por sus eigenvalores A; y
sus correspondientes eigenvectores 4;. Si M tiene un eigenvalor A; > 1 el punto fijo
sera repulsivo en la direccién del correspondiente eogen vector, de la misma forma si
Ai < | el punto fijo serd alractivo en la correspondiente direccion. En una primera
aproximadén, si dos transformaciones del mapa de grupo-de-renormalizacion son apli-

cadas con factores de escala by y by, el cambio de escala total serd b,b;, entonces

Ai (b1) Ai (b2) = A (brbs) (2.13)

por lo que

A (b) = b (2.14)

con y; como exponente critico.
Para un Hamiltoniano H que esta cerca del punto fijo H* la desviacién del punto

fijo puede ser expresada como en terminos de los v;.

H:H"‘!‘Zgii;i (215)

Donde los coeficientes son denominados campos escalares, ejemplos de ello son la

temperatura y el campo magnético. Procediendo bajo renormalizacion tenemos

H = H 4+ 5 b, (2.16)
donde

g=1wg (2.17)
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Si la matriz M de la ecuacidn (2.12) tiene A; < 1 y y; negativo el correspondiente
campo escalar decrese bajo repetidas aplicaciones de la transformacion, asi mueve
al sistema cada vez mas cerca del punto fijo. por lo tanto tendremos un punto
fijo atractive y los campos escalares son denominados variables irrelevantes, si por
el contrario A; > 1 y y; positivo el correspondiente campo escalar aumenta bajo
repetidas aplicaciones de la transformacidn, asi mueve al sistema cada vez mas lejos
del punto fijo por lo que serd denaminado un punto fijo repulsivo y los campo son
deniminados variables relevantes.

Un caso especial ocurre cuando A; = 1, en este caso la aplicacion de B no nos
mueve en el espacio formado por los H,,.

El mapa de grupo de renormalizacidn sera usado para ver como se comporta la
energla de interaccidn bajo una transformacion del mapa y como consecuencia de esto
sera posible escribir los exponentes criticos o, 8, v,..., que estan definidos en la tabla
l y 2, en términos de los exponentes y;, los cuales estan completamente relacionados

con los eigenvalores de la matriz de transformacion en la vecindad del punto fijo.

Calor especifico a campo cero Cuy~ (T =TT
Magnetizacion a campo cero M ~ (T, —T)?
Susceptibilidad isotérmica xr ~\\Te—=T["
[soterma critica H ~ |M|1/6
Longitud de correlacién e~|T. =T

Funcién de correlacion de dos puntos ~ G®(r) ~ 1 /rd=2+n

TABLA 1. Definicion de los expounentes criticos para sistemas magnéticos.
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Calor especifico a volumen constante  Cv ~ (T — T.)/T.|™"

Diferencia de densidades (lig-gas)  (piiq — Pgas) ~ (T — T.)8

Susceptibilidad isotérmica Ky~ T =T]™
Isoterma critica P — Pc ~ |ptig — pgas]'®
Longitud de correlacion e~|T. - T
Funcidn correlacion de dos puntos GOr) ~ I frd—2+n

TABLA 2. Definicion de los exponentes criticos mas comunes para sistemas flui-

dos.

En el ejemplo 3 se calculan los exponentes «, B, vy v para un sistema magnético
siguiendo el algoritmo presentado en [17]. Se presenta como ejemplo el caso de los
sistemas magneticos debido a su relacion con las caminatas autorrepelentes y las
teorias de campo cudntico euclideano [20] [22].

Se ha comprobado que cuando en un modelo ¢% los espines toman valores en una
esfera N-dimensional de radio /N para algun entero positivo, en el limite N — 0 se

recupera la estadistica de caminata autorrepelentes [18] [23].

EJEMPLO 3.

Para el caso de sistemas magnéticos tenemos dos variables relevantes. Una variable
relevante es la que nos aleja del punto fijo bajo un cambio de escala. si ocurre lo
contrario seran variables irrelevantes, por lo tanto solo dos parametros tienen que
ser ajustados, estos son la temperatura reducida ¢ y el campo magnético reducido h

donde:
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H

Asumiendo que los demas campos son irrelevantes, encontramos

(g3, gay o) = 074 (098, b¥2 b, 6% g3, B¥ gy, ...)

cuando £, h, g3, g4,..- — 0
Recordando que f es la energia por espin y Cy se comporta cerca del estado critico

como
P o
()f’l h=0

Diferenciando dos veces y fijando h a cero, obtenemos

- fur (£,0) 2 b= £, (b¥1,0)

Ya que b es arbitrario, podemos hacer que b |t} = 1 y obtener

5 . P
b=t 75 = bt = g w ) e oy (-3)
por lo que podemos escribir

i (4,0) = 742 £ (41 0)
d

y por lo tanto a = 2 — —.
U

Procediendo igual para § encontramos
8[) 3
u=(.- = (T =0)~ ¢/,
Oh )y

Diferenciando una vez y haciendo T y las demads variables irrelevantes igual a cero
obtenemos

Si(0,R) = b7 £ (0, 0%1).



Como 0¥ |t| = 1 se debe cumplir que b = (—t)_g‘x_' por lo que
S (0, k) & (=)o) 10, )

(0, h) = (=) 52 (0,671

. 3 d— Y2
y asl vemos que f§ = ——.
hn

Una vez mas repetimos el algoritmo para v encontrando lo siguiente:

Sun (0, k) = b=+ f,, (0, b21)

o
—Xr = (0 f) = fu(T=0)= [t
T=0

fhh (0, h) 1 (tr(ﬁ) (%) Sfrn (0, [,yzt)

fhh' (O‘h’) ~ |t{( " ) fllll. (01 by”-)

)
‘)’ panud
n

Existe otro camino mucho mas simple para conocer los exponentes criticos, el

m}

cual esta basado en las leyes de escalamiento, estas leyes permiten conocer todos los
exponentes criticos a partir de sélo dos de elllos.

Cuando un sistema experimenta una transicion de fase, dos puntos fijos son iden-
tificados facilmente, el punto fijo de alta temperatura es el Hamiltoniano cuando
T -+ oo. En este caso todas nuestars variables toman valores al azar y estan comple-
tamente no correlacionadas, cuando agrupamos nuestras variables en bloques, es claro
que para cualquier definicion (2.1) las variables de bloke estran todavia no correla-
cionadas y su distribucion de probabilidades no cambia, por lo tanto el Hamiltoniano
no pudo haber cambiado tampocao y asi estamos en un punto fijo. El otro punto
fijo es el punto fijo de baja temperatura para un sistema cuando T — 0, en este caso
el completo orden reina, asi cinando agrupamos las variables, las nuevas variables de

bloque estan igualmente ordenadas, al igual que la distribucion de probabilidades de
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esta forma el Hamiltoniano sera el mismo antes y después de renormalizarasi estamos
en un punto fijo.

Para conocer la naturaleza de estos puntos, consideremos un Hamiltoniano para
una temperatura arriba de T, cuando aplicamos la transformacion todas las longi-
tudes deben encogerse por el factor de escala b, incluida la longitud de correlacion,

esto es

(2.18)

Cuando n — oo, € — 0 dejando a las variables de bloque completamente no
correlacionadas, asi concluimos que toda T > T, es atraida al punto fijo de alta
energia.

Situemonos en un punto abajo de T.. Por abajo de T, tendremos algin valor
promedio para nuestros espines diferente de cero, por ejemplo una magnetizacion
espontanea, Cuando ﬁgrupamos espines en variables de bloque cada vez mas grandes,
estamos promediando sobre mas y mds espines hasta que en el limite n — oo todas
las variables de bloque seran iguales. Asi concluimos que toda T < T, es atraida al
punto fijo de baja temperatura.

La pregunta ahora es ;Qué pasa en T' = T,7 Los Hamiltonianos que fluyen hacia
los puntos fijos de alta y baja temperatura deben estar separados por algun plano
(o linea) a través de nuestro espacio de H,,, que llamaremos superficie critica. Cada
punto en esta superficie corresponde a un Hamiltoniano que estd a la temperatura
critica apropiada. La tnica posibilidad que temenos ahora es definir un punto fijo en
la superficie critica, conocido como punto fijo critico, el cual sera atractivo dentro de la
superficie critica y repulsivo fuera de ella, de esta forma la matriz M correspondiente
a este punto tendra solo un cigenvalor mayor a uno. Este punto critico es el mas
interesante de los puntos fijos ya que sus propiedades nos hablan directamente del

comportamiento critico de nuestro sistema.



CALCULO DE .

Sabemos que la longitud de correlacion después de aplicar el mapa de grupo de

renormalizacion n veces sera

o — &% 2.19
% - b ) ( ’ )
Propongamos la condicién siguiente
o)
s (2.20)

El valor exacto de u no es importante en el siguiente andlisis. Supongamos ahora
que hemos encontrado el punto fijo y expandemos la transformacion R para encon-
trar la matriz A, supongamos también que encontramos los eigenvalores de A, que
son Ag > | (repulsivo) y A4 < 1 (atractivo), también encontramos los correspondi-
entes eigenvectores Hp y H 4. Si tomamos nuestro Hamiltoniano muy cerca del punto
critico podemos expresar su diferencia con H* como una combinacion lineal de dos

eigenvectores, es decir

H=H +xsH4s+ zrHpg. (221)

Si H permanece en la vecindad de H* y aplicamos el mapa R m veces, podemos

escribir

H=H" + J,'A/\':‘l I{1 + .‘l‘R/\;?nHR. (222)

Si empezaramos con nuestro Hamiltoniano en un punto que no esta en la inmediata
vecindad de H~, pero en otro punto cerca del punto critico tendriamos que aplicar

un cierto numero de veces r para llevar a H a la region donde es valida la ecuacion
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(2.22). En este caso m = n — r, siendo n el nimero total de veces que se aplico R, .

asi escribimos

H = H"+ 2 N5 Ha + zpAy" Hp. (2.23)

Si empezamos a una temperatura 7' y nos aproximamos a la temperatura critica
manteniendo todos los demas pardmetros del problema constantes zg se hace cada
vez mas pequefia hasta que se desvanece en T,,es decir H — H* cuando n — oo.
Una buena aproximacion es hacer zg = yg (T — T¢) para T suficientemente cercanas

aT.,yaqueT —T,=0en la temperatura critica, entonces

H=H +za N5 Hy+yp(T — T) N5 Hp (2.24)

Propongamos ahora la siguiente condicion

yr(T—TH " = (2.25)

Una vez mads el significado de v no es importante. Eliminando n entre (2.25) y

(2.20) encontramos

DY
e=u (” R) T - T, (2.26)
Yr
que se puede escribir como
e~ T —T|7" (2.27)
con
, o logb (2.28)
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Para lo cual s6lo basta encontrar los eingenvalores de la matriz A evaluada en el
punto fijo, para conocer el valor de v.
Para conocer los demas exponentes criticos basta con conocer sélo otro de ellos;

por ejemplo 7 [16]. Esto se logra usando leyes de escalamiento {18], que son:

W+y=2—a Ley de Rushbrooke

206 —vy=2—« Ley de Griffiths (2.29)
y=v(2-n7) Ley de Fisher
vd=2—a« Ley de Josephson

De aqui en adelante la investigacion se centrard en la solucién de un problema
cldsico de teoria de probabilidades (las propiedades de interseccidn de una caminata
al azar simple}, usando para ello teoria de perturbaciones y argumentos de grupo de
renormalizacion como los dados anteriormente. La teoria de perturbaciones sera in-
cluida en capitulos posteriores, mientras que el grupo de renormalizacion sera aplicado
tanto para encontrar la forma fija de una transformacion, asi como para determinar
los exponentes criticos del modelo a considerar.

El primer problema al que nos enfrentremos sera una CAS, en este caso nuestro

resuitado es riguroso ya que la caminata renormaliza en forma exacta.



RENORMALIZACION DE UNA
CAMINATA AL AZAR SIMPLE
EN TIEMPO CONTINUO.



En este trabajo definimos un proceso de Lévy como una caminata al azar en tiempo
continuo. Los elementos de la rejilla son llamados sitios y los saltos sou efectuados
de un sitio inicial dado X a un sitio final dado Y. De hecho el proceso de Lévy “w”
es definido de acuerdo a lo dicho en el capitulo anterior.

Existe una funcion w para cada caminata, igualmente existe una probabilidad
P(w) para cada w. En nuestro modelo el proceso de Lévy tiene una probabilidad rdf
de realizar un paso en un tiempo dt y la probabilidad de saltar de X a ¥, dado que
un paso fue realizado es, ¢( X, ¥) [10]. Entonces el proceso tiene la siguiente densidad
de probabilidad

n—1

P(w) = r*exp{—rT} [T ¢ (Xip1 = X3). (3.1)

=0

Se puede demostrar que ), P(w) = <Z[X;] g (X — Xi)> = 1. Proponemos
formalmente un mapa grupo-de-renormalizacidn R tal que R(X;) = LX! donde X;
es un sitio de' la rejilla, es decir X; € (7. donde G es la rejilla original descrita en

el capitulo 1. Aqul los nuevos sitios de la rejilla son LX], tal que LX! € (' y

G = (Ch ~ @, esto quiere decir que cuando el mapa R es aplicado a la rejilla original
(. se obtiene una rejilla G' que es isomdrfica a G.

Aplicamos este mapa grupo-de-remormalizacidn al espacio de caminatas al azar
generado por w, R(w) = w' donde w' es la caminata renormalizada. Asi ' es una

secuencia de sitios en G’. Procediendo igual que antes, encontramos

w(ty),w(ty + ) wlte -+ +65), o w(tyg+ ...+ 1) (3.2)

dende

wlty+ ...+t =LX e &, (3.3)

con la condicion de que

!
T'=) tipara0 <I<nyT=LT (3.4)

=0
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FIGURA 11, Un ejemplo de dos caminatas diferentes que una vez que
sean renormalizadas generardn la misma caminata.

Aqui t! es el tiempo gastado o de espera renormalizado en LX/. Dicho de otra
forma, para cada uno de los | conjuntos de tiempos esperados {t;} tales que w ({t;}) €
G el mapa grupo-de-renormalizacidn R suma todos los elementos del conjunto y los
declara un tiempo esperado renormalizado en el centro del bloque y rescalado por
L. El mapa actua sobre todo conjunto de tiempos esperados de cada bloque G, que
conforman la rejilla G.

Existe un subconjunto de caminatas que una vez gue se aplique el mapa van
a generar la misma caminata renormalizada, vedse la ﬁgura' 11 para un ejemplo.
De acuerdo a la figura 11 tenemos que P’'(w’) es la suma de las probabilidades de
P {w) {que corresponde a la caminata con lineas continuas) y P (w) (corresponde a
la caminata con lineas punteadas) rescaladas por LF*,

Al escribir formalmente esta idea

P'(w') = Lﬁk/DwP () x (R (w) = w') (3.5)

Aqui x (R (w) = w') es una funcién caracteristica que toma el valor de uno cuando

a cualquier caminata w le aplicamos el mapa R y genera w'. Si una caminata w no



genera w' bajo el mapa R, entonces x toma el valor de cero.

Cuando se usa y se garantiza sumar las probabilidades de todas las caminatas que
una vez que les aplique el mapa R generan la misma caminata renormalizada w'.

El término [ DwP (w) x (R (w) = w') es la suma de probabilidades de todas las
caminatas que generan una misma caminta w’' despues de que el mapa R ha sido
aplicado. )

Para ser capaces de encontrar la forma fija de la transformacion aplicada a P (w)
como ha sido definida en (3.5), necesitamos {formular las siguientes definiciones.

n = numero de pasos de la caminata no renormalizada

ny = numero de pasos de la caminata no renormalizada en el bloque G

k = bloques G, tocados por la caminata renormalizada que, bajo el mapa R, co-
rresponden a sitios renormalizados.

mj = numero de pasos dados desde el comienzo de la caminata no renormalizada

hasta que se toca el bloque j

]
n:Zn,—:+k

=0

5
mp = ni+j

=0

donde
0<y <k

Haciendo uso de lo anterior, es posible escribir P’ (') como sigue

m
S

Prw) =17 33 /Hdtﬂé S LI

[,\'}__D [n,] fico =m ,_1+1

k e (‘}(1’)
I II «x (X. € L‘\’j'.) P (w).
Jl:O'—"‘)'~1+|

Donde Z[” | indica la sumatoria para todo posible nimero de pasos dentro de
vli=g
cada bloque G, y Z[x " indica lo smnatoria sobre todo posible sitio que toco la
NMili=0

caminata. Esta expresion sera usada en calculos posteriores.
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Ahora dividimos P’ (w') en dos factores, el primero corresponderd a saltos entre
diferentes bloques G, y el otro a saltos dentro de un mismo bloque Gy. Esto queda

escrito como

P'(w') = L*exp {—rT} AB.

Donde A c¢orresponde a saltos entre diferentes bloques G, y B a saltos dentro un
- mismo bloque ;. Primeramente estudiamos el factor A. Puesto que k es el nimero

de bloques Gy que la caminata tocd, entonces

k-1
A~ rFexp (=T} IIa (LX_;'H - LXJ/") :

j'=0

Ya que es posible saltar de L* formas diferentes de un bloque a otro {en un bloque
hay L? sitios equivalentes donde caer), entonces

k-1
A = rFexp {—rT} 11« (LX'-

1 d
G = LX) LY
jr=0

Como dentro de un mismo bloque se han definido nj como los saltos efectuados
y la caminata puede tocar L? — 1 sitios diferentes con un tiempo de espera Lﬁtg,,

entonces

k w (LR o
p= 15 (o (10 )7

1'=0 n): J

Donde g corresponde a la sumatoria sobre cunalquier posible niimero de pasos
N
1

. k .
dentro de un mismo bloque y Hj':() es el produto sobre todo bloque ocupado después

de renormalizar. Finalmente obtenemos
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P (w') = L%k exp {—+T} lef [q (LXJ’», - LXJ"+1) Ld]
=0
()" @)

IT5 s (o (14 -1))"

1
=0 nj Ny

Para garantizar la existencia de una bien definida y comportada funcién de Green
para el proceso estocdstico de Lévy en estudio, sobre la red jerarquica [16], pro-

ponemos lo siguiente

q(X,-.H - X,-) = CIXi+1 - Xi|_a (3.8)

donde ¢ y « son constantes positivas. Adenias por normalizacion se cumple

Z ClXi-H - .X,’l-_Q =1.

X, eG

Dado que es posible saltar de (Ld - l) formas diferentes dentro de un mismo
bloque y los sitios estdn todos a la misma distancia L y es posible saltar de (L"'d)
diferentes pero equivalentes maueras entre diferentes bloques y la distancia de bloque

a bloque es L*, entonces

SoeLm Lo (- 1) (L) = 1.

K

1
Reemplazando X = L% y como Z X&= - encontramos
- _
Led— ]
i J—— 3.9
CTTTLH (3.9)
1= Ld—o
= 3.1
TN -1 (3.10)

.Ahora (3.7) se puede escribir como
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k-1
P! (w’) = Lﬁkrk exp {_7T} H {q (LX.;' - LX.:"'I)} Ld
X =0 (3.11)

H exp {7'(11 (L" - l) (L”t;-,)}‘

7'=0

Introduciendo el valor de ¢; en (3.11) obtenemos

P’ (w') = LFrk exp {—I‘LﬁT’} LI:II {q (LX]'-, - LX]'-H)} L?
jr=0

3.12)
k l — Lri—a 4 (
. Byt
exp{}%1 ( L1 ) (L - 1) (L tj,) .
La ecuacion (3.12) puede ser escrita como
k-1
P (w) = L% exp {—rLPT'} TT {q (LX% — LX1,,)} L4
| e =0 (3.13)
. — d_ B
exp{r ( i ) (L , l) (L T)}
Debido a que T' = LFT' (3.13) se transf;)rma a
k=1
P'(w') = L+ exp {—rT} I {q (LXL - LX0,,)} L2 .
s (3.14)

exp {1'1/3T’} exp {—rLd“”‘ﬁT'} .
Rearreglando esta expresion encontramos

Jj+l

P! (w') = LU =Verkoxp { —p Lo-o+i T ﬁc{q (Lxy - LX)}
i

Sid+ f —a =0 eutonces

k-1 )
P'(w') = r*exp {—rT"} [T ¢ (X = X1p) - (3.15)
1'=0
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La ecuacion {3.15) corresponde al punto fijo del mapa R, bajo la condicidn dada en
(3.8). Este resultado es riguroso y demuestra como toda CAS con una probabilidad

como la definida en (3.1) es invariante ante la accién del mapa R.
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RENORMALIZACION DE UNA
CAMINATA AL AZAR EN
TIEMPO CONTINUO QUE
PENALIZA LAS
INTERACCIONES DE DOS
CUERPOS
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Para modelar una CAAR, usaremos la medida de probabilidad del modelo de
Domb-Joyce en donde la energia es una funcién del niimero de interacciones. Su

medida de probabilidad se escribe como sigue;

U (w) P(w)
JU (w) P(w) D (w)

Puw) = (4.1)

Donde U (w) es la energia de interaccion 'de la caminata. En nuestro modelo,
aquellas caminatas que tengan mads interacciones seran menos probables de ocurrir
que aquellas sin interacciones. En este capitulo, como primer caso, estudiaremos

U (w) donde se penalizan las interacciones de dos cuerpos. Sea

U(w) = H exp{ —a Z t; pexpl —b Z Lilifw(ty=w(1))} (4.2)

X. e i€Jx, i+1<j€EJx,

Donde a y b son constantes , siendo b pequena. Es claro que el término exp {~a Yiex, t,-}
es simplemente una constante, pero el término exp {—b Yiticjedx, Litifuwlt)=w(t)) }} es
siempre menor a uno cuando ocurren interacciones de dos cuerpos, para b > 0, por lo
tanto U (w) decrece cuando {-—b Yiricielx, titj{w(z.—):w(z,))} aumenta, es decir, cuando
existen mas interacciones. La forma en como esta expresada U (w) permite dar un
mayor peso estadistico a aquellas caminatas que son autorrepelentes, esto quiere decir
que el polimero presenta una estructura extendida, sin embargo, haciendo b < 0, fa-
voreceremos aquellas estructuras que son compactas, que no es el caso que deseamos
estudiar en este capitulo.

En la misma forma que en el caso anterior, podemos penalizar interacciones de

dos y tres cuerpos de acuerdo a la ecuacion:

U(w) = H exp s —a Z Liyexpq—b Z tit i fw(t)=w(e,))

X, ed €Jdx, +1<edx, (4'3)

expy—c¢. > Lil j k() =w(t, )=w(tx))
1< <k-1€x,



46

Donde a es una constante, b es una constante pequena, que puede ser positiva
o negativa segliin sea el caso y c debe ser siempre positiva, esto dGltimo debido a
condiciones de estabilidad, asi la funcién de particion deberd existir y ser finita.
Procediendo siempre de la misma manera, podriamos introducir interacciones de 4 o
Mds cuerpos.

Si queremos estudiar el efecto del mapa grupo-de-renormalizacion en Py debe-
mos seguir la trayectoria de U(w) después de aplicar el mapa. La idea general de la
transformacidn se muestra en la figura 12. De acuerdo a la definicién del mapa usada

en el capitulo anterior, tenemos

Pl = L /PU ) x (R (w) = ') Dw (4.4)

En la ecuacidn (4.4) se suman las probabilidades de las caminatas w pesadas
por U(w), que despues de aplicar R generan la misma w'. Esto, bajo el factor de
escalamiento L que define a la probabilidad renormalizada. A partir de la ecuacion
(4.4) sabemos que solamente nos resta estudiar la evolucion de la energia de in-

teraccion bajo el mapa grupo-de-renormalizacion, es decir

/P(w w')U(w)Dw
L]I I

(4.5)
/ P (w) x (R (w) = w') Dw

La ecuacidén (4.5) es el valor esperado condicional desde el punto de vista es-
tadistico de U(w) una vez que el mapa de grupo-de-renormalizacion ha sido aplicado.

Para simplificar la notacion se usara

U (') = (U (),

Propongamos un modelo de caminata al azar con energia de interaccion igual a

(4.2), asi podemos escribir:
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FIGURA 12. Factorizacion de una caminata en G por un mapa grupo-de-
renormalizacién. El mapa factoriza a la caminata en diferen-
tes clases en los bloques G,
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U'(w') = (Ua (w))s {Us (w)),,s (4.6)

En la ecuacién (4.6) se identifican claramente dos factores etiquetados por los

subindices a y b es decir:

o fonfonx

X.€G ieJx,

Uy (w) = Hexx>{~b > tftj(w(t.)w(t,)}}

Xi€G i+1<jedx,

Ahora estudiaremos cada factor en forma independiente. De acuerdo a (4.5) y

usando las ecuaciones (3.6) y (3.11) tenemos que la expresién para U, (w) es:

> > et (3 o)
[)\ ] ' o [" I} i'= i:m.],_|+l

my

X H H X (Xi € LX}:) rtexp {=rT} [T ¢ (Xipr = Xi) Ua (w)

7'=0 :—m, 1 +1 1=0
(Uﬂ (w»w' = k k
exp {—rT}rk IT (g (LXL = LX) L) TT exp {rq (L¢ — 1) L2t}
3'=0 1'=0

(4.8)

Un caso particular de una caminata que es renormalizada es mostrado en el ejem-

plo 4.

EJEMPLO 4.

Tomando como ejemplo la CAS de la figura 13, observamos que H;‘f,_:lo (q (LX’ LXG, l) L )

en el denominador de (4.8) puede ser escrito como:
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LX;’
0 J 5] a
- 2 é 9| LX
LXY LX; LX5
. w0 * 6 7 . 10
LX5
. 15 14 x|, ]
LX LX, /LXB
19 ® 116 13 "
18 17 12 11 .
LXY

" FIGURA 13. Una CAS donde los bloques que visita w son etiquetados
como LX]
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k-1

IT (o (£X% ~ LX) L) = 4

3'=0

donde
A=q(LXg— LX7)q(LX] — LX) q(LX; — LX3)q(LX; — LX})
q{LXG — LX5) q(LX; — LXg) q(LXs— LX7) q(LX7 — LXg)

q(LXg — LXg) q(LXg — LX{o) q(LXio — LX7y) LM

Esto puede ser reearreglado como:

= {L} (g (LXg — LX)} g (LX) — LX3)} {q (LXg — LX3) q (LXg ~ LX3))
{q(LX5 — LX) q(LX; — LX)} {q(LXs — LX)} {q(LXg — LX3))
(g (LX; ~ LX) q(LXg— LXi6)} {g (LXGy — LX1)}.

Cada término entre corchetes puede ser escrito como:

11 {q (LX' - LX} +1)} L* es decir, un sitio renormalizado.

J'€dx
4

Multiplicando para todo sitio renormalizado encontramos: -

k=11
IT (e (exp = LX) LY =TT 1T {e(LXx) - 0Xhp0)}Ls (49)
J'=0 X'] EJX'I

De la misma manera se encuentra facilmente que

k=11

H exp {rq( — l) Loy } H H exp{7q( I) Lﬁt;,}. (4.10)

1'=0 X7 GJx'

Para resolver el numerador de (4.8) escribamos el término r* [Ti) ¢ (X; — Xi11)

como



n-1

C=rT]a(Xi — Xinr) -

=0

Desarrollando C tenemos:

C=q(Xo— X1)q(Xy = Xa3) q(X2 — X3) ¢ (X5 — Xa) (X4 — X5)
q(Xs — X6) g (Xe — X7) ¢ (X7 — Xs) ¢ (Xs — Xo) g (Xo — Xi0) ¢ (X10 — X11)
q (X1 — X12) ¢ (X12 — X13) ¢ (X3 = X1a) ¢ (X1a — Xi5) ¢ (Xis — Xa)
q(Xis = X17) ¢ (X17 — Xig) g (X18 — Xuo) ¢ (K19 — X20) 7?0,

que se puede reordenar como:

donde

D= {q(Xo— X1)q(X1 — X2) r?} {q (X3 — Xi) (X4 — X5)r?} {q (Xs — Xo) 7'}
{9 (X12 = Xa3) ¢ (X16 = Xa7) 12} {q (X1a — Xi5) 7} {q (Xas — Xug) 7}

E={q(Xos— Xa)r} {q(Xs = X¢)r} {g(Xe — Xz} v} {q (X7 — X5) 1}
{q(Xo — X10) 7} {g (X0 — Xu1) 7} {¢ (X1n — Xa2) v} {g( X1z — Xua) 1}
{g(Xis — Xug) r} {q (Xar — Xig) r} {(X1s — Xio) 7}

Cada término entre corchetes de D puede ser escrito como

n. . ., . -
H r’ (q (L‘{ — l)) " es decir un sitio renormalizado.
Jred g
f

1

De la misma forma cada término entre corchetes de E puede ser escrito como:

I e (LXJ'», - LX]'-,H) L% es decir nn sitio renormalizado.
JEI 5
)(I’

51
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Al multiplicar para todo bloque obtenemos lo siguiente

H IO (oL -1))" IT e (LX) = LXpy,) L4

I] EJXI _‘l"EJx{’

Si queremos generalizar esto para cualquier caminata w, que despues de aplicar R
genere w' debemos hacer la suma para cada posible nimero de pasos dentro de cada

bloque, esto es

SO e (o= )™ IT e (6 - 1) 1

[n l]ll Xij EJX, j'eJX:’

.1 ‘< d .
De la ecuacién anterior vemos que [];es, o (L/\ — LX ,+,) L® es una cons-
tante y como nj puede tomar cualquier valor para cada bloque, la expresion anterior

se puede escribir como:

I e (0 - 0, ) I S I o (s 0) .

V€T Xop 11 7645
X ' [n)']mo X

Utilizando los mismos argumentos, es facil encontrar lo siguiente:

Hdt =TT I dti con Ix, = {i| Xi € LX}) (4.12)

Xy zEIx,

11 'Hl', 'I"-Il
IIs ( > ot— L”t.;,) =11 II ¢ ( Yoo ot— Lﬁt;,) . (4.13)
]':

1:111],_4-!—1 Xy j’EJX,' 1:711),_,1—1
i

Introduciendo las expresiones (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), y (4.13) en la ecuacion

(4.8) encontramos que
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fj[ g (DXL — DX}y, ) Lix
J'edxr

J

x Z/ IT dt: I[ & ( % ;- Lﬁi.;,) i’ ((1 (Ld — 1))"" X

ny {EIX, j'eJX, i:'”']'—l+l
i [

,",]l
x I x(XelXy)ew{—a X 34
U ( )) _H i=my_y+1 X! eGielx,
(Ua (W), = i H ritg (LX}, _ LXJ’-,+1) L H exp {1-(1([1‘1 —1) Lﬁtfi,}
' j'EJxll jleJX{l

(4.14)
Eliminando términos obtenemos:

1

Z/ I 4 II 5( S t,»—Lf’t;.,> g (04— 1) x

oy iEle’ j’EJX,l t=m_ +1
”l]I
x I x (X; € L/\’J’-,) expd—a », > t;
(U ( )) _H i=m],__l+1 X:,EGjeJXl
e\l = X1, 1T exp {7'q(Ld - 1) [/’t;-,}

J'E«’X'
o

(4.15)

Esta metodologra seguida para encontrar la expresion para (U, (w)} . puede ser
generalizada para cualquier caminata w que es renormalizada a w'.

[m]

Tomando como base la ecuacion (4.15) encontramos que para cualquier caminata

w de n pasos, (U, (w)),, toma la forma siguiente
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Z/ H dti H 5( mzjl t‘- — Lﬁt;,) 7,n),q (Ld _ l)n‘,, y

n ielx,l j’EJX{’ i:m):_l+l
77111
X H X (X,— € LX]'-,) expy —a Z Z £
U )) H i=7n]1_l+l X:,EGJ’E-/)(l
(Ua (), = 3 ] exp {,,.q(Ld —-1) Ll’t;,}
' j'EJX{'

(4.16)
Ya que EJ-GJXI t; = Lﬁtg,, el término exp {—a. ZX;'GG Z]-EJX‘ t_,-} de la ecuacion

(4.16), puede ser escrito como:

expd—a Y. Y. tis=exp—a Yy, LPty} =exp—al’ > U,

X!, €Gi€Jx, X! €G X €G

Tenemos que

exp {—a'l > tg,} con @} = alL®, (4.17)

X.€G
por lo tanto la energia de interacién definida como U, (w) en (4.7) es un punto fijo
del mapa R, siempre y cuando ¢} = al”.
La ecuacion (4.17) serd empleada para encontrar la forma fija de la transformacion
asi como para calcular los exponentes criticos de U/ (w) definida en (4.2).
Estudiemos ahora el termino (U, (w)),,. Siguiendo el mismo algoritmo que en el

caso anterior, es posible obtener una expresion similar para (U, (w)),,, siendo esta

w'?
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]

Z/ H dt; H 6 ( Z t; — Lﬁt;,) Mg (Ld — l)njl X

ny lElX, j'EJX,’ i=mJ,_1+1
x H X (X,' € LX]{,) exp q —b Z > tit;
(Uy (10)),, = [] ——— = Keasniedy,
w , =
’ w X", I exp {rq (L4 —1) Lﬁtg-,}
' j'EJX(’

(4.18)

La ecuacidn (4.18) se escribe como

(Us (w)),, = [T (Us (w))as'

X:,
Donde
2 mo,
Z/ EII_LI (lti_;;[ 6( zj:-'—lt,_[lﬁt;') 7'n"q(Ld—1)m’X
e ) X’ 2 X! =m o _y
J
X H X (X,— € LXJ’-,) exp{ —b Z Z tit;
(U ( ))X', i:m.):_l+1 ,\"{IEGH—l(jEJx‘
w)), =
’ “ H exp {rq(Ld - 1) Lﬁt;~,}
J'E./X:l

Notese que (U (w)), X corresponde a un sdlo sitio renormalizado. Ademas el
modelo estd construido de tal forma que la caminata w puede tocar 1, 2 o 3 veces

cada sitio renormalizado, asi tenemos que

3 X
(U (w)) wr ﬂ ” (U (w) -,' (4.19)

LA W

X [n',]:l v

. X/ . . ., . .
Aqui (U (w)),” es la energla de interaccion renormalizada para toda posible
Il:'
topologia de caminatas w dentro de un bloque X}, tal que una vez que el mapa del

grupo de renormalizacion es aplicado, corresponde a una topologia fija en X/, € (.
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Al introducir una expansion en series de Taylor en b como se encuentra en {20},

encontramos que

X1, = (=b)
(Ub (w»wi, = Z( S') < Z Z tftj(w(‘:)=w(t;)) X oo

i s=0 X!, €Gi+1<j<..<h=1<! (4.20)

thtl{w(tk)zw(t‘))x ({ls]a ]") l} € X:’)>

w'

El significado fisico de los parametros involucradosen la renormalizacién de (U (w))

se muestran en la tabla 3.

7 es la contribucién al una doble un tiempo

T2 valor esperado dos dobles interseccion (es) local

& condicional de una doble de la caminta w la interseccion

&2 tiempos locales dos dobles  es vista como de dos cuerpos

2 dado que dos dobles la interseccion de tres cuerpos

TABLA 3. Significado fisico de los pardmetros involucrados en la renormalizacion

de (U, (w)) .,

Analizemos el caso cuando la caminata w sélo toca una vez el sitio renormalizado,

es decir nj;, = 1 encontrando:

X, o .
(Golwl)t, =1 _”< Do 2 tibyuie=win X ({55} € /\n)>+

X, €6 i+i<]

+b2< > > Lit )=,y bt fwie)zw(uyx ({60, k4 U} € X,-’,)> +7

X:,eGi+1<J<...<k+1<l
(4.21)
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Doade r{ ~ O (%)

La ecuacidn (4.21) puede ser escrita como:

(U, (u)))ii’:' =1- (b'y, 2+ 0 (bs)) > thexpg—ay > th

1 i J i J
e X,': ve X:’

donde

@) = by — by 4+ 0 (b3)

De la misma forma se estudia el caso para n}, = 2, encontrandose

X!, 1
(Up (), =1= (6 —86+0%) 3. thih~
nL=2 PG €T g
(4.22)
Cexp{ b Y Lt
PHI<GE
donde
& = L¥P
V= bLP — by + O (1)
para nj = 3 tenemos:
(U, (1,)))5:-:'_ = 1= (b — 0Py + O (1)) ¥ o (4.23)

o 1<) <k—1€J 4
W

Donde ¢, = 0, por razones topoldgicas.

[ntroduciendo (4.21) (4.22) y (4.23) en (4.19) encontramos:
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{Up (w)), Hexp —ay > th Do tuthpx

e z+1<j'eJx,
- v (4.24)

x |1+ bg, > thtlti | + '

1 <kHI1ET 4o
.

Donde 1 colecta todos los términos O (b%). Insertando (4.24) y (4.17) en (4.6),

obtenemos finalmente:

=J]expS—a > th-V¥ > tuti p X

! Ve (i +1<i Yed 40
' ! (4.25)
% 1+ by > bl | + 7
(i'+1<j'<"+1)€Jx',
donde
@ = alf 4 by, — by, (4.26)
b =bLM# — b, (4.27)

La forma fija de la transformacion aplicada sobre la probabilidad (4.2) se sigue
por induccidn y se reporta en [10]. Ahora es necesario calcular los exponentes criticos

definidos en el capitulo 2, El punto fijo de P(w) se obtiene como sigue:

V=b=0"

las ecuaciones (4.26) y (4.27) se transforman a:
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@ = al’ + by, — By (4.28)

b = L2 2, (4.29)

Si resolvemos (4.29) para b encontramos que

b* =0
28—d _
b= L i
&

Cuando b* = 0 entonces a* = 0 que es la solucion trivial, pero cuando

28-d _
=Tl (4.30)
&
(L'w—d-l) (L'lf’-"'—x)2 _
T ]~ T\ T
o = & — S (4.31)

Que es el punto fijo no trivial de la transformacion. Ahora es necesario encontrar

los eingenvalores de la matriz evaluadaen el punto fijo, como se explica en {17].

&b b~

&b _ gbi ga: &b _ &b~
ba* a o ba* ba*

6b  ba~

&b~ B L= 26,0 0 &b 5 b
sa= | o= 2T L? Sa= ) ba~

Lo anterior implica que

esto es

(L% = 2656%) 807 = A6b"



(1 = 272b") 6b* + LPSa* = Na™

reordenando

((L26-1 —26207) = 2) 66> =0
(71 = 27207) 80" + (L” - /\) ba= =10

El determinante secular de {4.32) es:

(L4 —2gb) =X 0
7 = 2mbt LP =2

=0

lo que implica que
(L2t - 26567) = A) (L2 = 2) = 0

Por lo tanto los eigenvalores son:

M= L 28
/\2 = Lﬁ

Sustituyendo el valor de b™ en A, encontramos:

/\1 = 2 - L.lﬁ—d
/\2 = Lﬁ

Por lo tanto los exponentes criticos son:

In (2 — Lw_d)

yr= In L

y2=1
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(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Ahora es posible encontrar el valor del exponente critico v de acuerdo a la ecuacion

(2.28) qué corresponde a

_logb

14

" log A

Al sustituir los valores encontamos

” logh  logh  logh log2 1

B logh  loglL8 ~ flogl - Blog2 ~ 2

Si quisieramos encontrar los demas exponentes criticos seria necesario conocer al

menos otro de ellos.
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RENORMALIZACION DE UNA
CAMINATA AL AZAR EN
TIEMPO CONTINUO QUE
PENALIZA LAS
INTERACCIONES DE TRES
CUERPOS.
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En este capitulo consideramos las macromoléculas interactuando via fuerzas de
tres cuerpos. Esto es un modelo de como una macromolécula puede expandirse en
un buen solvente y colapsar a una temperatura §. Lo anterior es debido a que las
interacciones entre dos cuerpos (que son las que dominan el sistema cuando la macro-
molécula estd extendida) son cada vez menos importantes cuando nos acercamos a
este estado termodindmico, sin embargo las interacciones de tres cuerpos se hacen
mds importantes cada momento. La transicion desde una forma extendida hasta una
forma globular es de interés tedrico como un primer paso hacia el entendimiento de
las estructuras micelares [10].

En nuestro modelo proponemos una energia de interaccion de la macromolécula

expresada como sigue

U(w) = H exp —azt,- exp{§ —¢ E Litjte

Xi€G ied; irl<j<k-1€, {weo=u(y)=ute}

Donde ¢ < 0, para satisfacer condiciones de estabilidad. Procediendo de la misma
manera que en el capitulo anterior donde se estudian caminatas al azar que penali-

zaban las dobles interacciones, proponemos

U'(w') = (Ua (w0)) s (Ue (), (5.2)

Dado que el término (U, (w)),, ya ha sido anteriormente estudiado, sélo nos coun-
centraremos en el término (U, (w)),.. De acuerdo a lo hecho en el capitulo antertor

tenemos que:
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Z/ 1 & I 5( ij t;—Lﬁt;,) r (g (L4 = 1)) %

e zEIX: ]'EJX:’ i:rnjl_,-i—l
"L)I
X H (X, (S LX,{,)CXP —'CZ Z t{tjtk
i=my_ +1 X! i+1<j<k—1€dx,
(U (w),, = : :
() H II exp {rq (L4-1) L/’tg-,}

j€d g
4

(5.3)
Siguiendo una metodologia andloga a la usada con (U, (w)),,, podemos escribir

(U (w)),, H
X!

ﬂ.
i

IRAD (5.4)
[ )=

Introduciendo una expansion en series de Taylor en ¢ encontramos

X [ —c\*
(Ue (w))!, =2 (j) < > 2 tititkqut)=u(t)=u()) X -
i s=0 7

X!, €G , (5.5)

. iy . 7!
X tlt'"t”{w(:,)=w(:m)=w(!n)) X ({1'1 Js 'l"a l, m, Tl} € /\i')>w’
El significado fisico de los parametros involucrados en la renormalizacion de (U, (w))

y que seran usados en las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) son mostrados en la tabla 4.

@1 L una triple » un tiempo
es la contribucion ) interaccion (es)

2 dos triples . local

~al valor esperado ) de la caminata ) .

Ci o una triple una interaccion
condicional de ] w dentro

¢z ) dos triples de dos cuerpos
tiempos locales, ) de GG es )

iy una triple . una interaccién

‘ dado que ) vista como

1 dos triples de tres cuerpos

TABLA 4. Significado fisico de los parametros involucrados en la renormalizacidn

de (U (w))
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Cuando n}, = | tenemos

(Uc(w)),s =1- ((,alc —at+ 0 (c‘])) ST th~expg—ay D th (5.6)

e i€d 4
T o

Haciendo lo mismo para n}, = 2 y para n}, = 3 tenemos

(U ()i =1—(Ge=-Ge+0( R (5.7)
nr =2 ( ( ))i,+1<j'€Jx:, {w(t;,)=w(t;,)}

(Ue(w)at  =1=(he—th+0(c) Y ththty =

=3 H1CG <k~ 1€ i
i’
(5.8)

exp{ —c Z et b .
ir+1<jr<kf_1eJx.,' : w(t:,):-»(t;,):w(l;,)}

Donde v, = L3624

- Por.induccién encontramos que el punto fijo estd caracterizado por una energia

de interaccion de la forma

(U (), =[ISexp—a" > th—¢ > bt X

X:, i’EJx', i'+1<}'<k’_le‘l/\", {w(l:,):w((;,):w(l;,)}
X AL = (Ge—Ge?) Yt + !
i'+1<]'€‘,x:, w(l‘:,):w((;')}
(5.9)
donde
a = al” + oy — ct, : (5.10)

¢ =l _ ey, (5.11)
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Una vez encontrada la forma fija de la transformacidn, es necesario encontrar los

exponentes criticos, Para esto se fija

g\
Il
Q
i
QI

oL
I}
o
Il
(":'

Por lo tanto las ecuaciones (5.10) y (5.11) se transforman en:

a* =al? + cpy — oy (5.12)

¢ =L _ chyp, (5.13)

Resolviendo (5.13) para ¢* encontramos

¢t =0
[38-2
= —
U2}

Cuando ¢* = 0, a* = 0 es la solucion trivial, pero cuando

368-2d __ 1
() (5
£ 22 T el Hall 2
at = 1'b2 = L/j 1/)2 (515)

Las ecuaciones (5.14) y (5.15) representan el punto fijo de la transformacicn.

Procediendo de acuerdo al método descrito en el capitulo dos, es necesario evaluar

s éc” -

c _ S ba- b _ éc

(6(1‘) gf: g“" (6(1‘) A(&z"
éc*

ba- :




es decir

<6C*) 3 L3ﬁ—2d_2m/}2 0 (661) _/\<5C*>
bax) 01— 20y LB ba~ ba-

lo anterior implica que

(L3ﬁ—2d — 201/)2) bc = Aée

(1 — 2¢p3) 6c + LPéa™ = M6a~

reordenando encontramos

((L'w"ld — 2c1/)2) - /\) dc=10
(1 — 2c02) bc + (Lﬁ - )\) ba~ =10

Por lo tanto el determinante secular de (5.16) es

(L2 —9cpy) =2 0
V1 — 2cp9 L? —

Cuya solucidn tiene la forma,

(L2072 — 2cip) —2) (LP = A) =0

Asi los eingenvalores son

/\]:L3ﬂ~2d _ 2(,1!1“2

/\2 = [J‘d

Sustituyendo el valor de ¢ en A; encontramos

67

(5.16)
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M2 — 13-
AQ == LB

De acuerdo a lo dicho en el capitulo dos, los exponentes criticos son:

In (2 — L3~2¢)

h= InL

Yo =3 (5.18)

Como se dijo en capitulos anteriores, es posible determinar los exponetes «, 4, 7, 8, 7,

y v si conocemos dos de ellos. Entonces de acuerdo a (2.28) tenemos

log b

"= Jog N

Cabe subrayar que en el problema que nos ocupa se ha demostrado que 7 = 0
[16). Demads tenemos que para nuestro caso b = L ,d =3 y f = 2, de esta forma
encontramos A; = 1, que corresponde a un punto fijo trivial. Pero cuando Ay = L# y

sustituimos los valores de L, Ay, d y f en las ecuaciones (2.28) y (2.29) encontramos

1 1
U_:Z T]—O le—'2—
=1
P=— =1 §=5
p=5 v

El otro parametro que estudiaremos en nuestro modelo es (w® (T))i, pero con co-
rrecciones logaritmicas, desde el punto de vista heuristico, es decir, la distancia media
principio-fin de la macromolécula, para lo cual debemos conocer como se comporta
esta magnitud bajo renormalizacion. Todas las magnitudes tipo espacio se encogen

por un factor L, cuando el mapa es aplicado, entonces podemos escribir
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. W L)
(w* (1)) = (—%2—)-— (5.19)

. .. L

Donde p son las veces que se aplica el mapa grupo-de-renormalizacion, (w* (1))«

es la distancia media principio-fin de la macromolécula, que tiene como tiempo total
1

de vida 1 y (w*(1))s = D, con D = constante, que representa la constante de

difusién del proceso. Entonces

(w* (T))= = LD (5.20)

La pregunta ahora es ;Qué pasa con el tiempo una vez que el mapa es aplicado?.
El tiempo local renormalizado tiene dos contribuciones, la primera proviene de los
tiempos locales gastados por la caminata w dentro de los cosets (&), que a causa del
mapa son vistos como tiempos locales renormalizados gastados por la caminata w' en
un sitio de la rejilla renormalizada y rescalados por L?. La otra contribucidn a los
tiempo locales esta dada por el valor esperado condicional de un evento, en nuestro
caso es una triple interaccion dentro del bloque (&1, que es visto como un tiempo local
renormalizado. esto es @;cl’!, por supuesto podemos tener contribuciones debidas a
otros eventos, pero los consideramos poco probables Asi en nuestro modelo, cuando

el mapa es aplicado p veces tenemos

1 -
T= - (5.21)
Lo T (1 + ietd)
=1
donde
- i
Y1 = —L-E

Despejando L? de (5.21), fijando 4 = 2 que es el limite difusivo y sustituyendolo

en (5.20) encontramos
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(w* (T))= = DT (5.22)

Wi
TN
s A
~~
—
+
S
—
0’\
N
N——

(5.22) puede ser escrito como
. . PV ?
(w*(T))= = DT? (exp {—99’1‘20(')}) . (5.23)
i=1

Recordando que ¢ = ¢L30-2? — ¢*ih, y en nuestro modelo § =2 y d = 3 encon-
tramos

¢ =c— iy

Si el mapa es aplicado i veces escribimos

i+ = ) (C(i))’ "

Introduciendo la solucidn de la recursion de la ecuacion anterior en la ecuacidn

(5.23) obtenemos

*

P1
w® (T):"' = DTZexp {% In p} ~ DT%pQ’/’Q (5.24)

c

En (5.24) hemos asumido que p es lo suficientemente grande para que ¢~ <<
¥ (p) - Tomando el limite p — oo, Entonces podemos aproximar p — log T, y (5.24)

ltega a tomar la forma siguiente

*

_ 1 -
(w* (T)) ~ DT3 log 2¥2 T (5.25)
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Lo anterior es el comportamiento asintdtico de la distancia media principio-fin de
la macromolécula, en el limite de grandes macromoléculas. Entonces sélo es necesario
conocer los valores de ¢, y 1, para determinar el comportamiento de (w® (T))i.

Recordando que ¢; es el valor esperado de una triple interaccién de una caminata
w dentro de un bloque que una vez que ha sido renormalizada es vista como si visitara
una vez el sitio renormalizado. Esto es

oy = < SN itk

(5.26)
Xi€G it1< ck—1 {uted=u(s )=t}

w!

Si la probabilidad de que se dé una triple interaccidn dentro de un bloque en el

cual se dan n; pasos. estd dada por

(nj'3+ 1) (Ld _ 1) (Ld __',2) (Ld __3) (Ld — (ny - 2)) (5.27)
donde

(nJ: + l) _ (n, + !
3 7 3 ((nje + 1) = 3)Y

Haciendo uso de (5.3) y insertandole (5.27) tenemos

Z/Hdt,Hﬁ( )3 tf—L”tS-')X
" 'Elz" J'E‘lx', i:m},_l+l
% I_II X ()(i c L,X’}.) qn.],—2,,n.', (71‘]""}' 1) %

i=my_+1 3

) (LE=1) (L4 =2) (L= (e =2)) 3 2 ttita

X1€Gy i+ 1(j (k-1

H exp {q(L“ -r (IfﬁlS’)}

]’EJII
)

Para resolver el numerador de (5.28), fijemos i, J, k, para obtener
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11 /t;tjtké( ZJ t.——Lﬁt,;,) IT du

jleJI" i=my 41 iEIIII
(tis tjatk) = : m : (529)
[
I /5( S oti—L t;,) I
j’EJ:l’ i:nzjl_\+l iEII,l

Escribiendo el numerador de (¢;,¢;, {x, ) que Hlamaremos N, como
LBy,
7
N = / titjtkdtidtjdth
0

L"t;,—tl—t)»!k

my
X / 5 ( Z Ifi - (Lﬂtg, - t,‘ - tj e tk)) H (lt,‘.

0 i:m.]r_l-H ielxllezcepto dt,dt,dt,
(5.30)
Encontramos
Byt
{ )= iy dt;dtd (Lot —ti = 15— 1) (5.31)
L tinte) = —2° / t:ttedtidt iy }
J (n_,-- - -3)’ 4 J_ v (n]v — 3)'
Haciendo los siguientes camnbios de variables
ti = LBty
t; = LPthuts,
t = LPtts.
Encontramos que (5.31) queda de la forma
By nJ,—-Il
! LPt, 8
(Lit te) = 7 ,( ]) o (Lﬂi}:) X
G =30 (1o03)" ,
J (5.32)

1
X /(1 — 1l =ty - tg)u"—:}tldtltg(ltzt:;dt:;.
0
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. . A L . o
Haciendo la aproximacién L* >> nj lo cual significa que el nimero de sitios en
un bloque es mucho mayor que el nimero de saltos en el mismo bloque, es posible

decir que
=) (L= 2) (L= (ny —2)) ~ (L4 = 1) (5.33)

Sustituyendo (5.32) y (5.33) en el numerador de (5.28), que llamaremos Ny, en-

contramos lo siguiente:

_Z H ]nltqnl: Z(Ld n,——ZX

lllJGJI

o (nj ~ l)(n]: =2)(nyp + Dnje(nje — 1)
B!

e (5.34)

1
+3
Lﬁt’ ™ / -ty —ty — t3)n1'_3t](ltltzdt2t3(lt,3-
o

Tomando el limite n — oo es posible escribir lo siguiente:

3
oL,
J'€ !
Ny = H ———(—L—II—T——/ZnJ nj — 1) (5 —2) (nyp — 3) (nj — 4) (nj — 5) x
jIEJlXI q ) 0 "')l
' 7l)l
rq(L4—1) | X LM (1=t =t~ ty)
7€
% ! | frdty badiytadts.
71.11.
(5.35)
Para ser capaces de resolver (5.33) hacemos uso de la siguiente identidad
rt Em-}—n
et =My — = : 5.36
Z": n! —~ ! (5:36)
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sis=m+n =>n=s—m entonces

et = Z(Tf—rﬁ =S s(s— 1) (s~ 2) (s = 3) (s —4) (s — (m + 1))";—: (5.37)
Sea
z=rq (Ld - 1) > L/jt;-. (-t —t;—13) ym=6. (5.38)

J'€dy,

o

Sustituyendo (5.38) en (5.37) encontramos:

6

rq(L4=1) | 3 L8| (1=t~ ta — 1)

red,
X!,

exp{rg(Li=1) | 3 LAty |(1—ti—ta—ts)y =

"€k, (5.39)
"= njnj— 1) (np — 2) (nj — 3) (nj — 4) (nj - 5) x
"'J’
rq(L4-1) Z L=#, (1~t)~ta—t3)"7"
yed
X 1
X : n !

Al sustituir (5.39) en (5.34), ésta se transforma a

9

Souoe | e[t - 1)

e,
,

Na= ]I : G I exp{—rq (Ld - l) (L"Bt})}

j'GJI: J'EeJ
W o

J'EJI:I

1
/(1 — (tl + t2 -+ t'}))" expy — Z rq (Ld - l) (Lﬁt;,) (tl + f,') + f'}) tl(lt1t2dt2t3(lt3.
0 .

(5.40)
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Al sustituir (5.40) en (5.28) obtenemos:

(Lﬁtg,)gr'l [1'([,“ — l)(/]‘1

j'erel 6
x J[ exp {—rq (L" - l) (L‘”tj-,)} X
"(—:l .

x| (L= (b + 1 + t3))° tydtytadtatadts x

FEed,

1
/
X eXp { rq (L4 = 1) (L285) (b + Lo + t3)

! : . (5.41)

H exp {q(Ld—l (Lﬁt’j,)}

JES
o

Eliminando términos de (5.41) obtenemos

9

A AR

j’GJ;,{ 1 .
o1 = - 0/(1 ~(ta s+ £3))° x (5.42)

Xexpy — Z rq (Ld - l) Z Lﬁt;-, (f} + 1y 4 1‘3) f](“ltz(ltzf';(lt’;
el €Ty,

N

Proponiendo una velocidad de salto r tal que r (Ld — I) g ~ 1 [15], para obtener

la adecnada funcion de Green en la red jerdrquica, es posible escribir (5.42) como
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9
> LAt} ?
€5 ; 6
o1 = - /(1—(t1+t2+t3)) X (5.43)
0
xexp{ — | D LAt | (b1 +ta + t3) p tidiytadiqtsdts.
jedg

Haciendo uso de las siguientes igualdades
6

(1=t +t2+ ts))ﬁ = Z (2) (ty+ 1t + ts)h (—I)h

h=0

(t1 + i+ t3 Z mtm thzth“ donde hy 4 hy 4 by =
2-

6
- ty+t ( ) Y ——thighagha
( (ty + t2 + 3)) z_: h (=1 Zhl”l,g'h;}
h=0 *
es posible escribir (5.43) como
9
B8 2
Z LPE o
Al J'GJS(,'
2),21 (h) h]!hz!’l-;}! 6
1 Byt hy 41 l Byt ho+1 (5'44)
H /exp Z L oty g 4 dti/exp - Z L Gty 0 157 dt
1'€J 0 Jed 0 J"EJI-'
1
/exp - Lﬁt;,tg that1dt,,
0 7 EJ '

(5.44) tiene que ser resuelta paraa h = 0,1,2,3,4,5,6. De esta manera resolvemos
primero el caso para h = 0, lo que implica iy = hy = hy = 0, y haciendo L-"l;, — 0

enconframos
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Z LP th ] r?
y'elt,
Ph=0 = : . (5 45)

Resolviendo (5.44) para h = 1, tenemos que hacer la suma para hy = hy = 0,
hy = hy = 0 y para hy = hy = 0, ademads sabemos que los tres términos son iguales,

por consiguiente encontramos

a1 =—61 > LRt P (5.46)

e,

N

Procediendo de la misma manera se encuentra lo siguiente para h = 2

Ci=2 =105 > LFt, |+ (5.47)

j’EJI;'

Los términos para h = 3, h = 4,h = 5y h = 6 no tienen sentido fisico, por lo
que no seran calculados. Asi al hacer la suma de (5.45), (5.46) y (5.47) se encuentra

finalmente

Z Lﬁtg-, r? 2

o1 = v —6| S LRG| 105 | Y LPG |t (5.48)

redy j€d
. ‘

Dado que (5.48) es el valor medio de una triple interaccion sélo el tercer término

tiene el sentido fisico que nos interesa. Por lo tanto es posible escribir lo siguiente

e 105] > LPe, |2 (5.49)
Ve '
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El valor de 1, puede ser calculado facilmente a partir de (5.8) ya que ¥, es el valor

medio de dos triples interacciones en un bloque, asi ¥, es sélo el cuadrado ¢y, esto es

¥y =~ 105%Q donde @ = const (5.50)

Introduciendo (5.49) y (5.50) en (5.25) encontramos finalmente

(w? (1)) = DT} log W5 T

—
|
ot
ey

~—

Que es el comportamiento asintdtico de la distancia media principio-fin de la
macromolécula, en que las interacciones de tres cuerpos dominan con mucho a las
interacciones de dos cuerpo. Esto como un modelo de comportamiento de las macro-
moléculas en el punto § de Flory. En la referencia [11] se encuentra reportada la si-
guiente expresién para para la distancia principio final de la macromlolécula en el

mismo estado termodinamico.
, 37
‘2 - A (1 B ) ’
<u, (n)> n 363 m (5.52)

En este caso la caminata es en tiempo discreto y esta formada por n pasos, siendo
A una constante. Cabe mencionar que en las ecuaciones (5.51) y (5.52) T y n no
son estrictamente equivalentes en cualquier circunstancia. En el proximo capitulo se
comparardn graficamente nuestro resultado (5.51) con el reportado por Duplantier
(5.52); asi como el caso dado por la simulacion Montecarlo para una CAAR en d =
3. como referencia. En {8] se pueden encontrar otras expresiones para la distancia

principio final.



SIMULACION MONTECARLO.
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Los métodos Montecarlo son muy usados para hacer estimaciones estadisticas
de ciertas constantes, por ejemplo, exponentes criticos relacionados con CAAR. En
esencia una simulacion Montecarlo es un experimento en computadora que lleva a
cabo versiones al azar de un sistema en particular, y una vez que se tienen suficientes
datos, uno puede hacer uso de técnicas estadisticas para hacer estimaciones confiables
de la cantidad o cantidades deseadas.

Una manera de llevar a cabo una simulacién Montecarlo para hacer una estimacion
de un pardmetro X relacionado con CAAR en tiempo continuo es, por ejemplo, la
siguiente forma:

a) Seleccionar diferentes valores de n, digamos n,n,, ..., n;, (recordando que n es
el numero de pasos de la caminata w)

b} Para cada n; generar muchas CAAR de n; pasos al azar, usando esto, hacer
una estimacién de algin parametro Y, por ejemplo, la distancia media cuadrada
principio-fin de la macromolécula, es decir <|w (n,-)|2>

c) Proponer una forma funcional para la magnitud en estudio, por ejemplo, V' =
An?. El mejor valor de v corresponderd a X.

Sin embargo existe muchas preguntas acerca de la forma en como procedimos.
En el inciso a) podemos preguntarnos ;Cuantos y cuales valores de n; deberan ser
escogidos? en b) ;Cuantas son muchas caminatas?, ;Cual es el més eficiente método
para generar CAAR? Por supuesto nosotros nos enfocaremos en lo que podemos decir
rigurosainente acerca de las propiedades de este método.

Se emipieza con una pregunta basica ;Como podemos generar una CAAR de n
pasos o en tiempo discreto al azar 7. Una forma es la siguiente

Muestra Simple Elemental (MSE). Este algoritmo genera una caminata al azar
simple (CAS) hasta que obtiene una que es autorrepelente.

I. Sea w(0)el origen y fija: =0

2. Aumenta ¢ en uno y escoge uno de los 2d vecinos cercanos de w (i — 1) al azar
v sea w () el punto escogido.

3. St w(i) = w(y) para algan j = 0,1,..,7 — | entouces se regresa al paso uno,
si no se continua en el paso dos en caso de que ¢ < n y el proceso se detiene cuando

L =n.
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Ademas se debe de cumplir que para cualquier w € T, P (w) = (Cn)™", donde I'n
es el conjunto de todas las CAAR de n pasos. La probabilidad de que este algoritmo
genere CAAR es C,,/(2d)", aqui C, = |I,], asi el valor esperado de intentos para
generar una CAAR es (2d)" /Cw. Si T es el valor esperado de tiempo de cémputo

requerido para generar una CAAR de n pasos, entonces

T = (2d)" [ C..

Si sélo permitimos que la caminata dé el siguiente paso a uno de los 2d — 1 vecinos
cercanos sin tocar, a este algoritmo la llamaremos Muestra Simple Elemental Sin

Retorno (MSESR), y encontramos

T~ (2d — 1)" [Ch.

Este resultado es mejor que el anterior, pero sin llegar a ser muy bueno. Otro
algoritmo natural para generar CAAR pero que genera la estadistica apropiada, es
conocido como CAAR miope, el cual produce una caminata al azar, escogiendo cada
sitio s6lo en aquellos sitios que aiin no han sido visitados, no es practico ya que este
método reqﬁiere de un tiempo de computo mas grande atin que MSE. Este algoritmo
produce caminatas que pertenecen a [, pero con otra estadistica, para ver donde esta
el problema, consideremos una caminata de cuatro pasos en Z2, asi la probabilidad de
obtener una caminata en un intento dado puede ser

lolgylyl . PR R H
1 X3 X3 X3, pero la probabilidad
1

de obtener alguna otra caminata puede ser § x I x 1 x 1, es decir la probabilidad no

3
es una funcién uniforme de [,,, de hecho, para numeros grandes de n, la probabilidad
dista mucho de ser uniforme.

El problema al que nos enfentramos es el siguiente ; Existird algin algoritmo
que genere CAAR con una distribucion que sea exactamente uniforme en ', y que
ademas T este delimitado por un polinomio en n 7. Queremos que el algoritmo sea

exactamente uniforme en I, para que cada caminata w de n pasos que sea generada

tenga la misma probabilidad de ocurrir y que T esté delimitado por un polinomio en n
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para que el tiempo necesario para generar cada CAAR esté apropiadamente acotado.
Actualmente el problema esta abierto para d < 4.

Existen ciertos algoritmos que son capaces de generar CAAR delimitados por un
polinomio en n, como ejemplo tenemos a los algoritmos estdticos y dinamicos,
dentro de los algoritmos estaticos tenemos al conocido como dimerizacion que estd
delimitado por un polinomio, ademads este algoritmo es el mas eficiente método para
generar caminatas exactamente uniformes, sin embargo los algoritmos dindmicos
son mas eficientes para generar CAAR pero con una distribucion casi uniforme, estos
métodos no generan una secuencia de CAAR independientes, sino que generan nuevas
CAAR modificando CAAR que ya habian sido previamente generadas, dentro de los
algoritmos dindamicos tenemos al algoritmo pivote.

La idea badsica de un algoritmo dindmico es la siguiente. Supongamos que 7 es
una distribucién de probabilidades en algiin conjunto S ( es decir, para cada 7 € S,
7 (1) es la probabilidad de 7, y ;57 (2) = 1), y que deseamos generar un objeto
al azar con la distribucidn 7. en nuestro caso, por ejemplo se escoge S = S, y
w(m) = 1/C, para toda w en S,,. ‘

Si inicia con una caminata wl® € Sn y le aplicamos algin proceso al azar que
cambie wl® para conseguir otra CAAR wl!; entonces volvemos a aplicar el mismo
proceso a wl'l para conseguir otra wl? y as{ sucesivamente, de esta forma estamos
generando una secuencia de caminatas {w[”] n > 0}. Para n suficientemente grande
se espera tener una distribucion uniforme.

Por el momento no nos ocupemos de como generar CAAR. con una distribucion’
uniforme, ya que esto se vera mas adelante en este mismo capitulo. Ahora nos cen-
traremos en entender como se comporta algin parametro relacionado a la CAAR, por
ejemplo, <{w (n,—)[2> y averiguar como se comporta esta cantidad como una funcién
de n.

Consideremos que tenemos suficientes puntos (n;, ¥;) donde ¥i = <|w (n,)[2> que
se obtuvieron de generar suficientes CAAR de n; pasos, y ¢ es la varianza de h Si
quisiéramos hacer una estimacion de algun parametro, digamos v, empezariamos con

la relacion
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<|w (n,")l2> ~ An*

Esta relacién se podria escribir como una igualdad agregando términos correctivos

<]w(n,~)|2> = An* (l + Bn™% 4 )

Los exponentes de los términos correctivos tienen que ser estrictamente positivos,
y A es el mas pequeiio de ellos, eso significa que Bn™® es el término dominante,
ademads se cree que estos exponentes sélo dependen de la dimension. ( otras formas
correctivas, como logaritmicas también son permitidas ). Nuestro objetivo es trazar
una curva Y = f(n) y para hacer esto debemos sélo permitir un nimero pequefio
de parametros, la eleccién obvia serfa no tomar en cuenta los términos correctivos, es

decir

o bien eliminar todos pero no el término dominante, o sea

Y = An® (14 Bn~2) (6.2)

La forma (6.1) es apropiada si las n; son lo suficientemente grandes para que los
términos correctivos sean mas pequenos que el error estadistico ( es decir la desviacion
estandar ).En general no podemos esperar esto a priori. Si elegimos trabajar con (6.2),
no tenemos garantia de que la mejor curva reflejara el valor verdadero de A, ya que no
sabemos el peso de los términos correctivos omitidos, especialmente para n pequeiias,
asi es muy complicado hacer una estimacion del valor verdadero de A.

La herramienta estadistica apropiada para conocer los exponentes de las ecua- A
ciones (6.1) y (6.2) es el método de mimimos cuadrados. Estas ecuaciones son ejem-
plos de funciones de regresion v son las mas faciles de trabajar, se toman log a ambas

ecuaciones, obteniendose
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logY =log A+ 2vlog N (6.3)

logY =log A+2vlogN + BN™%, (6.4)

donde el dltimo término de la ecuacidn (6.4) fue obtenido por la aproximacién
log (1 + z) = z para = cercanas a cero.

Abordemos primeramente la ecuacion (6.1). Una estimacion ordinaria por minimos
cuadrados nos darfa un valor estimado de A y v para aquellos valores que minimizan

la suma de cuadrados.

m

> (log)"i —log A + 2vlog N,-)Z (6.5)

i=1

Pero este método no es el mas apropiado para nosotros ya que estamos asumiendo
que la varianza de log V; es la misma para toda i. En vez de eso deberiamos usar una,
estimacién de minimos cuadrados ponderados, esto se logra pesando cada término de
acuerdo al inverso de su varianza, para que las ¥; que tengan una varianza menor
tengan mas peso a la hora de determinar la mejor curva. La forma de proceder es la
siguiente. Suponga que observamos variables al azar independientes U/;, ..., U,, donde
cada U; es normalmente distribuida con media a + bM; (donde conocemos las M; y
queremos estimar a y b) y varianza v? . (en nuestro caso tenemos b = v, a = log A;,
U= logrf’} y M; = 2log N;). Entonces las estimaciones de @ y b son los valores de @
y b que minimizan la suma de cuadrados ponderados.

m -

> w;i (Ui — a — bM;)? (6.6)

=1

Donde w; es un peso positivo {tipicamente 1/v?, pero no necesariamente). Asi los

valores que minimizan (5.6) son:
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S w S w MU — Y wiM; 3 wiU;

6.7
Zw,-Zw,-M} _(Zwil\/[i)2 ( )

b=

Z’LU;U,' - 6ZwiM;
2w

(6.8)

a,:

Cuando aplicamos esta teoria a nuestro modelo, debemos decidir si las estima-
ciones de Y; son normalmente distribuidas. Tipicamente, Y; es el promedio de un

largo nimero de observaciones

S Xi+...+Xr

Y; 6.9
= (69)
Asi podemos estimar la varianza de Y;, por
2 L i(x v)’ (6.10)
7= -1 t=1 o - .

Supongamos ahora que Y; es normalmente distribuida, digamos con media Y; y
varianza o2, ahora la pregunta es ;Qué podemos decir acerca de U; = log¥;?, para
contestar esta pregunta escribamos Y; = Y; + Zo? donde Z es también normalmente

distribuida con media 0 y varianza l; entounces

. . Za} Zo? Za?
= log | ¥ “ | = log Vi - 29 & 4 2% ,
U; loo[},<l+ v )] log Y; Hog<1+ Y, ) log Y; + % (6.11)

Asi hemos encontrado una adecuada estimacion de la varianza de l/;, ademas en
el procedimiento de mimimos cuadrados ponderados descrito arriba, nuestra eleccion
de los pesos es w, = ¥;/62. Con esto hemos encontrado una mejor estimacion de los

parametros buscados. La metodologia presentada es conocida como el método lineal,
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Por lo que ahora presentaremos el metodo lineal, que consiste en proponer una forma

funcional de la propiedad a estudiar, que escribiremos como

y =y (zya) (6.12)
donde a es el conjunto de parametros de deseamos conocer.

Para conocer los parametros de la ecuacion (6.12) proponemos una sumatoria de

minimos cuadrados escrita como

N
i —y(zi;a)
(o) = [ty lese) (6.13)
i=1 oi
La funcién y (a) serd mimima cuando
a [ i () i
Ix(e) _ 2Z[U ylr o dy(zia) _ o (6.14)

d ()(lk

=1 g
para k =1,2,...,M.

De la forma anterior se obtienen M ecuaciones con M incognitas que en principio
es posible de resolver. De esta forma es posible encountrar el valor de los parametros a;
involucrados en la ecuacion (6.12) y asi determinar completamente el comportamiento

de la propiedad de estudio.

ALGORITMOS ESTATICOS.

Este tipo de algoritmos generan ya sea una secuencia de CAAR independientes o
una secuencia de colecciones de CAAR (las caminatas dentro de cada secuencia son
posiblemente altamente correlacionadas). Nosotros enfocaremos nuestra atencion en
el algoritmo conocido como dimerizacidon, no olvidando que existen otros meétodos
como los presentados en [18].

La idea basica es que si queremos generar una CAAR de n pasos, debemos generar
primeramente dos CAAR independientes de 5 pasos que llamaremos dimeros. y des-

pues tratar de conectarlos de alguna forma. Si el resultado es una CAAR, el trabajo

estd hecho, de otra manera se desechan ambos dineros y se empieza nuevamente. Para
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generar cada uno de los dos dimeros de n/2 pasos, debemos generar dos caminalas
de % pasos y tratar de conectarlos de alguna manera y asi sucesivamente. Esta
recursion se detiene en el k — th nivel si existe una forma rapida de generar una
CAAR de n/2k pasos. Por ejemplo una CAAR de 10 pasos es facil de generar con
el algoritmo MSESR, asi solo son necesarios tres niveles para crear una CAAR de 80

pasos mediante el algoritmo de dimerizacion.

ALGORITMOS DINAMICOS.

Este tipo de métodos generan CAAR teniendo un nimero fijo de pasos, cada uno
de estos métodos toma una CAAR y trata de cambiarla en una forma al azar, para
conseguir otra CAAR del mismo niimero de pasos. Existen varios métodos dindmicos
como los reportados en [18], sin embargo solamente nos enfocaremos en el conocido
como pivote.

El algoritmo pivote parte de una CAAR que ha sido generada previamente por
cualquier método, entonces escoge al azar un sitio de la caminata que lamaremos
sitio pivote y rompe la caminata en dos partes en ese sitio y entonces aplica al azar
una operacion de simetria a uno de los dos fragmentos usando el sitio pivote como
origen, por supuesto el resultado es aceptado si y solo si se trata de otra CAAR. [l
algoritmo pivote es muy eficiente para la investigacion de observables globales, ya que

el tiempo de cémputo requerido para generar una CAAR es del orden nlog n [18].

EXPERIMENTO COMPUTACIONAL.

En esta seccion reportamos los resultados que fueron obtenidos al llevar a cabo
una simulacion Montecarlo de una CAAR en tiempo continuo en dimensidn tres en
una rejilla cibica Z3, para comparar el comportamiento asintético de la distancia
principio-final de la macromolécula como una funcién del tiempo, con otros resultados
previos.

La primera parte del experimento consiste en seleccionar un intervalo de tiempo,
que va de T, hasta Tz, s decir [T, Tmax), posteriormente este intervalo es divi-

dido en [ segmentos de igual tamaio, que llamaremos ventanas, esto iiltimo es escrito
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como [T}, Tiyq], donde i = 1,2,3,...,I. Cada ventana es dividida en M subventanas

i i

de igual tamafo, y se le asigna una nl,;, y una n!,,,

aqui n es un entero positivo,
En la tabla 5 aparecen los parametros que fueron usados en nuestra simulacién. Una
vez fijados los parametros se llevo a cabo el siguiente algoritmo:

1) Fijei=1yj=0.

2) Fije n; tal que nj; = n!,,, +j

. n,—1
3) Genere n; tiempos al azar {; y calcule T = Zmzo

t.n, donde t,, tiene una
distribucion de probabilidades de la forma exp {~t..} .

4) Si T € [T}, Ti41] entonces se genera una CAAR de n; pasos w (n;), y se calcula
el cuadrado de la distancia principio-final de la caminata (w? (7). Si T ¢ [T;, Tiv1]
se desecha a T y no genera la caminata.

5) Regresa k — 1 veces al punto 3.

6) Incrementa j en 1 y retorna al punto 2, hasta que n; = (n}, _ —n! ;).
7) Para cada una de las M subventanas, calcule el promedio de R? (T), para todas
aquellas caminatas cuyo T pertenece a esa subventana.

8) Incremente ¢ en 1 y regrese al punto 1, hasta ¢ = [.

Toin = 40, Thnax = 200
[ =8 M=1000y L = 100000
Ventana nuum  Mmax
40...60 10 150
60...80 20 180
80...100 30 180
100...120 40 200
120...140 50 220
140...160 60 260
160...180 70 280
180...200 80 300

TABLA 5. Parametros involucrados en la simulacion Montecarlo.
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La seleccidn de los valores arriba mencionados fueron hechos arbitrariamente, sin

embargo existen rasonables limitaciones para las n!,__ y las nl,,,, esto debido a que

min?
para una CAAR en tiempo continuo de niimero de pasos n, el valor medio de su tiempo
total T es tambien n, debido a que el valor medio para cada t; es 1, en concordancia
con la distribucion exponencial para las t;. Asi la principal contribucion a la distancia
principto final es hecha por aquellas caminatas cuyo numero de pasos sea cercano a T
Existe una limitante en el intervalo de tiempo seleccionado [Tiin, Tmax] y €sta es dada
por la capacidad del equipo de computo utilizado para la simulacion. El algoritmo
usado para generar CAAR es el método de dimerizacion de Alexandrowicz [21].

Una vez concluida la simulacidn, se grafica (w? (T')) vs T y se propone una forma

funcional para (w? (7)) = (w? (T)) (T) de la forma

(w?(T)) = AT® (6.15)

o bien

y = ATB“

Para determinar los pardmetros A y B de la ecuacion anterior, hacemos uso del

método no lineal, por lo que tenemos

N [yi _ AT‘B]2

x(A,B)=>" p (6.16)
=1 t
x (A, B) sera minima cuando

(A, B) & v~ ATP] oy (1; 4, B) .

o4 Tl aA (6.17)

¥y

aAB X [u,—Alf’] Ay (Ti: A, B) !

a5 "L op 0 (6.18)

Llevando a cabo las operaciones indicadas en {6.17) y {6.18) encontramos
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a(a,B) &L [s—arE]
T__22 oI =0 (6.19)

=1 1

oyl

i=1

TB
d(A B) ]ATBlnT =0 (6.20)

Las ecuaciones (6.19) y (6.20) son un sistema de ecuaciones con dos incognitas
que se resuelven como estd descrito en [24]. Una vez hecho lo anterior se encuentra
que

(w?(T)) = 118697177 (6.21)

En la figura 14 se muestra la grafica correspondiente a (5.51), (5.52) y en la figura

15 se muestra la grafica para (6.21).
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FIGURA 14. Comportamiento de la distancia principio-final para las ecuaciones

(5.51) y (5.52).
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FIGURA 15. Comportamiento de la distancia principio-final para la ecuacion

(6.21).
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CONCLUSIONES.

En la investigacion desarrollada simulamos macromoléculas mediante caminatas
al azar en tiempo continuo que estaban soportadas en una rejilla jerdrquica G. Esta
simulacion muestra que para una caminata al azar simple en tiempo continuo con
densidad de probablidad como en la ecuacidn (3.1}, que estd escrita como un producto
de términos por sitio de la rejilla, es invariante ante la accion del mapa grupo-de-
renormalizacion R, siempre y cuando la probabilidad P’ (w') esté reescalada por LF*
como en la ecuacion (3.5), sin embargo la condicién expresada en la ecuacidn (3.8) es
una condicién suficiente pero no necesaria para que (3.1) sea invariante ante f.

Posteriormente se aplicé la transformacién grupo-de-renormalizacion a una ca-
minata al azar en tiempo continuo que penalizaba las interacciones de dos cuerpos,
donde fue posible determinar la forma fija de la transformacion, ademads de determinar
el valor de los paramétros que aparecen en la expresion de energia renormalizada a
partir de los pardmetros iniciales. Parte de los resultados anteriores fueron usados
para estudiar el caso en el que las interacciones de tres cuerpos eran penalizadas y no
asi las de dos (punto 8 de Flory).

Parael caso en el que las interacciones de tres cuerpos eran penalizadas fue posible
determinar de forma fija de la transformacion, Esta forma fue usada para determinar
el valor de los exponentes criticos. Tambien fue posible determinar el comportamiento
de la distancia principio-final de la macromolécula cuando las interacciones de tres
cuerpos dentro de un bloque era el evento penalizado mas probable. Este compor-
tamiento fue determinado en el limite p — oo donde p es el nimero de veces que se
aplica el mapa. El resultado obtenido presenta una buena concordancia con el repor-
tado en la referencia [11], esta diferencia se dehe principalmente a que en la referencia
citada, la caminata es llevada a cabo solo a vecinos cercanos y el tiempo gastado en
cada etapa era 1, sin embargo. aunque en nuestro modelo lo mas probable de suceder
era esto. otras posibilidades eran posibles, de ahi que nuestro modelo presente una
distancia principio-final mayor que en la referencia anterior.

Por ultimo fue llevada a cabo una simulaciom Montecarlo de una caminta al

azar autorrepelente en tiempo continuo, donde se generarén 100000 caminatas para
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cada “tiempo” aceptado, el comportamiento de la distancia principio-final para esta
simulacidén se determind al proponer una forma funcional para esta magnitud como
lo muestra la ecuacidn (6.15).

Fisicamente una macromolécula colapsada debe tener un tamafio menor que una
macromolécula en solucidn, y si consideramos que la ecuacion (6.21) nos da infor-
macion acerca del tamaro fisico de la macromolécula en solucidn, y la ecuacion (5.51)
acerca de la macromolécula colapsada entonces el comportamiento de la distancia
principio-final debe ser mayor en la ecuacidn (6.21) que en la (5.51), esto tltimo se

comprueba en las figuras 14 y 15.



GLOSARIO.

CAAR Caminata al azar autorrepelente.

CAS Caminata al azar simple.

CCC Caminatas que crecen cinéticamente.

w Una camianata

A Conjunto de todas las CAS que empiezan en cero.
T, Conjunto de todas las CAAR que empiezan en cero.
A Secuencia de medidas de probabilidad.

G Rejilla jerarquica.

X; Un sitio en (5.

d Dimension de la rejilla G.

b Factor de escala.

H Hamiltoniano.

R Mapa grupo-de-renormalizacion.

n Nimero de pasos de w.

P (w) Deunsidad de probabilidad de w.
T Tiempo total de vida de w.
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