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Prdélogo

El Esquema Deductivo es cl agente de un formalisino légico, ajeno al simmbolismo e la
16gica simbdlica.

Uno de los principales problemas para las personas que se inician en la carrera de
matemdidticas, 0 en carreras afines, es el entender y hacer demostraciones. Sin emnbargo,
dentro de la ensefianza muy pocas veces se hace énfasis en estoe problema, pues se considera
¢gue se aprende a demostrar mediante la practica, poero de acnerdo a la expeoriencia esto
no siempre se consigue.

El Esguema Deductivo es un proceso formal que presenta las demostraciones de manera
accosible y de fidcil aplicacién a cnalguier nivel, desde un aurso de 16gica a nivel medio

supecerior hasta un curso avanzado de la carrera de matematicons.

Las demostraciones basadas en el Esquerna Deductivo son de las cosas tangibles gque
se puneden ofrecer en matemdticans.,

Una demostracion debe aportar frescura al razonamiento y no ser aparatosa o irritante.
Podenros decir que el apego al Esquerna Deductivo es un compromiso con la légica y con
la ética, pues cada deduceidn estid basada en afirmaciones ya ostablecidas y, por otro lado,
¢l apego a la naturalidad os un compromiso con la estdética.

Este Esquoma Dednctivo estil presente en el quehacer de todo matemdtico. Sn ox-
hibicién, en la forma depurada gue se ostenta aqui. se debe al profesor G. Zubicta, a
quien también se debe el modo de ntilizarlo para demostrar los silogismos y las aficma-
ciones sobre veraces y mitémanos, que sirven de modalo para demostrar en matamndticas.
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1. EL ESQUEMA DEDUCTIVO

1.1. Introduccién.

Un condicional es una frase que consta de hipdtesis y tesis
Ejemplos de condicionales:

Si z es socio de ¥y entonces x cumple
Si £ no cumple entonces z no es socio de y.

Para negar una condicional se afirma la hipdtesis y se niega la tesis. En el caso de las dos
anteriores, sus negaciones son, respectivamente:

x es socio de y y & no cumple.
x no cumple y = es socio de y.

Dos condicionales se llaman giros, la una de la otra, si, y sélo si, tienen la misma negacion.,
Asi, las dos condicionales anteriores son giros la nna de la otra, porque tienen, salvo ol
orclen, la misma negacidn.

Axiomas:
En general, los axiomas son vilidos por definicién, y son las inicas verdades que no
necesitan ser demostradas.

1. Si = es veraz, y z dice que sucede tal cosa, entonces sucede tal cosa.
II. Si x es mitémano, y = dice que sucede tal cosa, entonces no sucede tal cosa.

II1. Si = es veraz entonces x no es mitémano.
Si  es mitémano entonces r no es normal.
Si z es normal entonces z no es veraz.

IV. x es veraz o z es mitémano o x es normal.

Estos axiomas constituyen una definicién implicita de los términos veraz, mitémano y

normal.




Otros axiomas:
i)Si z dice que sucede tal cosa, y no sucede tal cosa, entonces r miente.

ii)Si x dice que sucede tal cosa, y sucede tal cosa, entonces r no miente.
Estos axiomas constituyen una definicién implicita de los términos mentir y no mentir.

Awvnque ya se dieron los axiomas sobre veraces y mitémanos estos pucden ser definidos
también de la siguiente mancra: El que es veraz siempre dice la verdad, ¢l que es mitémano
siempre miente, y el que no es ni veraz ni mitémano os normal.

Luego ol que dice alguna mentira no es veraz, y el que dice alguna verdad no s mitémano.
Toda persona es veraz o mitémano o normal, pero solo una de estas tres cosas.

1.1.1. Ejemplos Parvipontanos

Parvipontano es el nombre que se le daba a Adam Balsam, escolistico del siglo XII que
profesaba en el Petit Pout de Paris. Fue el primero en ocuparse de acertijos como los que
vamnos a presentar aqui. Pero a él sélo le interesaban los insolubles.

Acertijos parvipontanos
Estos son el tipo de acertijos que le interesaban a Adam Balsam.

A dice que B miente.
B dice que A miente:
A miente-B no miente. 12 solucién
A 1o miente-B miente. 22 solucién

A dice que B miente.

B dice que A no miente:

No es cierto que A miente.

No es cierto que A no miente. Insoluble

En el apéndice A, se encontraria una tabla de acertijos parvipontanos



Para el arte de demostrar, sin embargo, son més importantes los acertijos sobre veraces
¥ mitémanos, como:

A dice que B es normal.

B dice que C no es mitémano.

C dice cque A miente:

B no es mitémano.

Si C es veraz entonces B es veraz.

Si A es mitSmano entonces B es veraz.

dice que B es normal

dice que C es veraz

dice que A no miente:

1O C¢5 veraz.

A es mitémano entonces B es mitémano.
C es mitdmano entonces B es mitédmano.

RayQws

En ¢l apéndice B, se encuentra una tabla completa de veraces y mitémanos.

1.2. Esquema Deductivo

El esquoma dednctivo unjversal es una estructura carente de contenido que toma vida
dentro de ciertos contextos. Consta de tres mnodos hipotéticos, para inferir, y de cinco

modos descendentes.
Los modos hipotéticos son:
SiPoQ,

y sino P,
entonces Q.

Reduccidn por exclusion.

Si, si P entonces 2,
y si, si P? entonces no Q,
entonces no I~

Reduccion por contradic

Si PoQ,

si, si P entonces R,
vy si, si (2 entonces R,
entonces R.

Reduccion por casos.



Los modos descendentes son del estilo siguiente:

De¢ lo idéntico:
Si z es socio de y entonces z es socio de y.

De la conjuncidn a la parte:
Si x es socio de y y y fuma entonces y fuma.

De la parte a la disyuncidn:
Si x llega hoy entonces x llega hoy o z llega mafiana.

De lo general a lo particular:
Si, para todo z, x depende de vy,
entonces y depende de y.

En este ejemplo, lo que la hipétesis afirma de todo x la tesis lo afirma de y.
Noétese la colocacién de la tesis.

De lo especifico a lo inespecifico:
Si x es socio de y y = fuma,
entonces existe z tal que

z es socio de y y z fuma.

Aqui, lo qune la hipétesis afirma de z, 1a tesis lo afirma de algiin =, sin especificar. Obsérvese
la colocacion de la tesis.

Aparte de los ocho modos anteriores, se puede inferir también por traduccién, por giro,
por definicidn, o por algo demostrado antes.

1.2.1. Aplicacién del esquema deductivo a veraces y mitémanos

Las siguientes demostraciones exhiben el uso de los tres modos hipotéticos.

A dice que B es normal.
B dice que C no es mitémano.

C dice que A miente. Datos

B no es mitémano: Afirmacidon a demostrar

(1) B dice que C no es mitémano Dato

(2)C es mitémano o C no es mitémano Axioma légico



(3)Si C es mitémano entonces B no es mitémano:

(a)C es mitémano Hpt

(b)C dice que A miente Dato

(¢) A no miente (a)(b)Def de mitémano

(1) A dice gque B es normal Dato

(¢) B €8 normal (d)(c)Def de mentir, girada

(f) B no e¢s mitémano (¢)Def de mitémano, girada

(4)Si C no es mitémano entonces B no es mitSmano:

(a)C no es mitémano Hpt
(b) B dice que C no es mitémano Dato
(¢} B no es mitémano (b)(a)Def de mitémano, girada
(5)B no es mitémano (2)(3)(4)Por casos
Si A es mitémano entopces B es veraz: Afirmacidn a demostrar
' (1)A es mitémano Hpt
(2)A dice que B es normal Dato
(3) B no es normal (1)(2)Def de mitémano

(4)B es mitémano o B es veraz (3)Def comiin
(5) B no es mitémano:
(a) B dice que C no es mitémano Dato
(L)C dice que A miente Dato
(¢)A miente (2)(3)Def de mentir
(1)C no es mitémano (b)()Def de mitémano, girada
(¢)B no es mitémano () (A)Def de mitémano, girada
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(6)B es veraz (4)(5)Por exclusién

i A dice que B es normal.
: B dice que C es veraz.
C dice que A no miente. Datos



B no es veragz: Afirmacidon a demostrar
(1)Si B es veraz entonces A no miente:

(a)B es veraz Hpt

(b)B dice gque C es veraz Dato
(¢)C es veraz (a)(b)Def de veraz
(d)C dice que A no miente © Dato
(¢) A no miente ()(d)Def de veraz

(2)Si B es veraz entonces A miente:

(a)B es veraz Hpt
(b)A dice que B normal Dato
(¢) B no es normal (a)Def de comin
(d)A miente (b)(c)Def de mentir
(3)B no es veraz (1)(2)Por contradiccién

1.2.2. Aplicacién del esquema deductivo a los acertijos parvipontanos

A dice que B miente
B dice que A no miente

No es cierto que A miente:

o(1)A miente Neg
(2) A dice que B miente Dato
(3) B no miente (1)(2)Def de mentir, giracda
(4) B dice que A no miente Dato

®(5).A no miente (3)(4)Def de mentir, girada

No es cierto que A no miente:

e(1)A no miente Neg
(2) A dice que B miente Dato
(3) B miente (1)(2)Def de mentir, girada
(4) B dice gque A no miente Dato

®(5) A miente (3)(4)Def de mentir, girada



2. CONCEPTOS BASICOS

Los ejemplos sobre veraces y mitémanos del capitulo anterior, aparte de su aspecto festivo
tienen cl atractivo de que existe una manera uniforme de demostrarlos, mancra segin la
cual cada paso determina, dentro de cierto margen de libertad, cudl es el paso siguicnte.
Las férmulas del presente capitulo, aunque carecen del cardcter festivo de los ¢jemplos
mencionados, ofrecen el atractivo de su importancia en matemnaticas, y de que también

xiste una manera uniformne de demostrarlas.

En ese sentido, el presente capitulo viene a completar la labor formativa iniciada en ol
capitulo anterior, en un dambito de amenidad que le es andlogo.

2.1. Igualdad

Leyes de la igualdad:
xr=ux Reflexiva.
Si x = y entonces y = x Simétrica.
Siz=yyy=2zentonces z = z Transitiva.
Si =z = y entonces el peso de z = cl peso de y
Sla:wherxna.nodey,z—.:z:,yy s

De sustitucion.

entonces xz’ es hermano de y’
Estas leyes son vilidas por definicién, son axiomas.

De rmonotonia.

Segiin la ley de monotonia, dadas dos cosas ignales, al aplicarles la misina operacién los

resultados son iguales.

Segin la ley de sustitucién, se pasa de la hipdtesis a la tesis sustituyendo ignales por
ion de base. La proposicién de base es una parte de la hipétesis

iguales en la proposic
que se parece a la tesis. La hipétesis consta de la proposicién de basce ¢n conjuncion con

ciertas ignaldades anexas.
A continuacion se repite el ejernplo iltimo anterior, subrayando en la proposicién de base

los elementos que se sustituyen para pasar a la tesis:

Siz es hermanode y, x =z, y y =3/,

’ ,
cntonces z es hermano de y'.



2.2. Algebra de conjuntos
El dlgebra <le conjuntos versa sobre las operaciones de unicén, interseccién, resta y pro-
dncto cartesiano.

Aunque es notable el parecido con el dlgebra ordinaria, las férimilas de ésta ticnen con-
tenido aritmético, en tanto que las férmulas del dlgebra de conjuntos ticnen contenido

16gico

Inclusion
Se¢ hablarda de conjuntos A4, B, C, ..., y de sus elementos «,y, z,.... Se escribe z € A on

Ingar de cualquiera de las frases siguientes:

x estd en A,

x pertenece a A,

x es elemento de A.
Se dice que A estd contenido en B, (en simbolos, A € B) cuando todo elemento de A es
elernento de B, es decir, cuando para todo z, si « € A entoneces x € 3.

Propiedades:

AC A. Reflexiva.

SiAC By BC Centonces ACC Transitiva.
Antisiinétrica.

SiAC By BEC Aentonces A= B.

La propiedad antisimétrica dice que si todo elemento de A es elemento de B, y todo cle-
mento de B es elemento de A, entonces A = 13, lo cual es un axioma sobre los conjuntos

conocido como el principio de extensionalidad.

Unidn, interseccién y diferencia
Sc define la unién A U B, mediante los siguientes axiomas:

Para todo z, z € AU B si, y s6losi, t € Aox € B.

De este axioma se desprende que:

sir € A entonces x € AU B,
sixz € Bentonces r € AU B,
sixre AUB entonces z € Aox € B.

Sc define la interseccién A N B, mediante los siguientes axiomas:
Paratodo x, x € ANBsi,ysdlosi, r€ Ay «: € B.




De este axioma se desprende que:

si z € AN B entonces x € A,

si z € AN B entonces x € B,

siz€ Ay z € Bentonces z € AN B.

Se define la diferencia A ~ B de tal modo que, z € A — B i, ysélosi, r€ Ay = ¢ B.

Familia de conjuntos
Una familia de conjuntos (A;)ie; es una correspondencia, 4 que a cada elemento 7 € I le
asocia un conjunto tinico A,.

Se define la unién e interseccién de una familia tal, como sigue:

Para todo =z, = € U A; ssi existe i € I tal que = € A,. Unidn.

Para todo x, z € n A, s8i para todo i, si i € I entonces x € A,. Interseccion.

2.3. Funciones

Producto cartesiano

Por definicién, (z,y) es la pareja ordenada cuyo primer elemento es x y cuyo segundo
elemento es y, en tanto que A x B es el producto cartesiano o conjunto de las parejas
(¢, y) tales que x € A y ¥y € B. Implicitamente:

Para todo z, y todo y, si (z,y) € A x B cntonces = € A,
Para todo z, y todo y, si (r,y) € A x B entonces y € B3,
Para todo z, y todo y, sizxr€ Ay y € B entonces (z,y) € A x B.

Idea de funcidn

Funcién es una correspondencia f que a cada elemento z, de un conjunto A, llamado
domiinio de f, le asocia un objeto tinico f(x), llamado valor de f en x. El conjunto de
tales valores es, por definicién, el curso o imagen de f.

Una funcién f : A — B es una correspondencia gque a cada eclemento a«: € A le asocia
elemento winico f(zx) € B.

Formalmente una funcién de A a B es un subconjunto f de A x B tal que para todo
T € A, existe un tinico y € B tal que (x,y) € f.



Si Domf =D

Domg = D
y si, para todo = € D, f(x) = g(z)
entonces f = g. Axioma de extensionalidad para funcion.

Se dice que f va de A a B, en simbolos f : A — B, si, y sélo si, Dornf = A y, para todo
z, si *x € A entonces f(x) € B. Def de inciderncia.

Dadas f: A— Byg: B — C, se define la composiciéon g o f tal que Dom(go f) = Ay
para todo x € A, g o f(x) = g(f(x)). Def de comnposicidn.

go f se lee g de f, g precedida de f, o f seguida de g.

Se dice que f : A — B es inyectiva si, y sélo si, f va de A a B y, para todos «,,xz, € A,
8i x, 7 w2 entonces f(x,) # f(xz3).

Se dice que f : A — B es suprayectiva si, y s6lo si, f va de A a B y, para todo y € B,
existe x € A tal que f(z) = y.

Se dice que f : A — B es biyectiva si, ¥y s6lo si f : A — B es inyectiva y suprayectiva a

la vez.

Imagen directa
Dada f : X — Y, a cada conjunto A € X se le asocia su imagen f[A] (que denotarcmos
por f(A)) como el conjunto de los f(x) tales que z € A. Implicitamente se tiene:

Si z € A entonces f(z) € f(A).
Si 7 € f(A) entonces existe z tal que z € A y f(z) = y. Def de imagen.

Si fvade Aa B, ygvade BaC entoncesgo f vade AacC:

(1)f vade Aa B Hpt

(2)Dom f = A (1)Def de incidencia

(3)Para todo =z € A, f(x) € B (1)Def de incidencia
(4)gvade BaC Hpt

B)Domg = B (4)Def de incidencia

(6)Para todo y € B, g(z) € C (4)Def de incidencia
(7)Dom(go f) = A (1)(4)Def de o

(8)Para todo =z € A, go f(x) = g(f(=x)) (1)(4)Def de o

10



(9)Para todo z, si x € A entonces g o f(z) € C:

(a)r € A
(b)g o f(x) = g(f(z)) (a)Por (8)
() f(z) € B (a)Por (3)
(d)Si f(x) € B entonces g(f(x)) € C (6)Desc:
(e)g(f(z)) e C (c)Por (d)
(fge f(z) e (e)(b)Def de =
(10)f vade Aa C (.7)(9)Def de incidencia

Si fvade Aa B,y BC C entonces f vade Aa C:

(1) fvade Aa B Hpt
(2)Domf=A (1)Def de incidencia
(3)Para todo z € A, f(x) € B (1)Def de incidencia
WBCC Hpt.
(5)Para todo y, si y € B entonces y € C (4)Def deC
(6)Para todo z, si z € A entonces f(x) € C:
(a)zr € A Hpt
(b)f(z) € B (a)Por (3)
()Si f(z) € B entonces f(z) € C (5)Desc
(A f(z) e C (b)Por (c)
(?7)f vade AaC (2)(6)Def de incidencia

Si f: A — B es inyectiva, y B C C entonces f : A — C es inyectiva:

(1)f : A — B es inyectiva Hpt

(2)f vade A a B (1)Def de iny

(3)Para todo z),xz2 € A, si T, # x2 ent f(x,) # f(x2) {(1)Def de iny
4)yBcC C Hpt

(5)f vade A aC (2)(4)Dm (2.3)

(6)f : A — C es inyectiva (5)(3)Def de iny

11



Si_f:A——‘Bx_q:B—-Csoninm‘:t.ivasgn!._gnQngf:A—oc_gsinxect.iva:

(1)f : A — B es inyectiva Hpt
(2)f vade Aa B (1)Def de incidencia
(3)Para todo x,,x2 € A, si £, % x; ent. f(x1) #£ f(x2) (1)Def de iny
(4)g : B — C es inyectiva Hpt
(8)g vade B a C (4)Def de incidencia
(6)Para todo 11,2 € B, si y; 7 y2 ent. g(x1) # g(x2) (4)Def de iny
(MNgofvade AaC (2)(5)Dm (2.3)
(8)Dados x,,x2 € A, si z; # z entonces g o f(x,) # g o f(z2):
(a)z, € A Hpt
(b)za € A Hpt
(c)z, # =2 Hpt.
(d)f(z1) # f(z2) () (b)()Por (3)
() f(z1) € B (a)Por (2)
() f(x2) € B (b)Por (2)
(£)Si f(z1) # f(2) ent g(f(z1)) # g(f(2)) (e)(f)Por (6)
(M)g(f(xz1)) # g(f(x2)) (D Por (g)
()9 ° Fx1) = g(f(z1)) (a)Def de o
()9 © F(z2) = g(f(z2)) (b)Def de o
(k)g o f(z1) # g o f(x2) (h)(E)(j)Def de =
(9)g o f: A— C esinyectiva (7)(8)Def de iny

Nocién de equivalencia

Se dice que A es equivalente a B (en simbolos A ~ B), si, y sélo si, cexiste f tal que
f : A — B es biyectiva.

Propiedades:

A~A Reflexiva.

Si A~ B entonces B ~ A Sirnétrica.

Si A~ By B~ C entonces A ~C Transitiva.

Imagen inyectiva
Si f: A — B esinyectivay § © A entonces S ~ f(S):

(1) f: A — B es inyectiva Hpt.

(2ysc A Hpt

(3)fvade Aa B (1)Def de iny

(A)Dados @,z € A, si f(x,) = f(x2) ent £y = x2 (1)Def de iny, girada
(B)Para todoz,six € Sent T € A (2)Def de <
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(6)Domh = S
(7)Para todo z, si x € S ent A(z) = f(x) Def de A
(8)Para todo =, si x € S ent hA(z) € f(S) :

(R)z € S Hpt.
(DYh(z) = f(@) (8)Por (7)
(&) f(x) € F(S) (a)Def de imagen
(d)h(x) € F(S) (c)(b)Def de =
(9)Yh va de S a f(S) (6)(8)Def de incidencia
(10)Dados z;,z, € S, si h(x,) = h(x2) ent ©, = x3:
(a)x, € S Hpt
(b)xz2 € S Hpt
() h(z1) = h(z2) Hpt
(d)z, € A (a)Por (5)
(e)xz € A (b)Por (5)
(£)h(x1) = f(x1) (a)Por (7)
(g8)h(x2) = f(z2) (b)Por (7)
(D) f(z2) = f(=zz) (c)(f)(g)Def de =
()2 = 22 (d)(e) (W)Por (4).
(11)Dados x,;,z2 € S, si 1 7% z3 ent h(x,) # h(z2) (10)Giro

(12)Dado y € f(S), existe x € S tal que h(zx) = y:

(a)y € F(S5) Hpt

(b)Existe x talquez € S y f(z) =y (a)Def de imagen
()z € 5 ,
ADf(z) =9y Def de z
(e)h(x) = f(x) (c)Por (7)
Yh(xz) =» (d)(e)Def de =
(g)re Sy h(z) =y (c)(f)Desc
(h)Existe z talquez € S y h(z) =y (g)Desc
(13)h : S — f(S) es biy (9)(11)(12)Def de biy
(14)Existe A tal que h : S — f(S) es biy (13)Desc
(15)S ~ f(S) (14)Def de ~
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Si A es equivalente a algiin sube de B ent existe f tal que f: A— Bes iny :

(1) A es equivalente a algiin sube de B Hpt.
(2)Existe Y talque Y CT By A~Y (1)Trad
B3y B

(DA ~Y Def de ¥

(5)Existe f tal que f: A — Y es biy (4)Def de ~
(6)f: A-—Y es biy Def de f

(7)f: A — Y esiny (6)Def de biy

(7)(3)Dm (2.3 imagen directa)

(8)f: A-— B esiny
(8)Desc:

(9)Existe f tal que f: A — B es iny

Funcién reflexiva
Sif:A— Aesinyectivay U C A4 — f(A)ent A~ A — U : [8]

Teorema de Bernstein

Lema:
Sif:A— Aesinyectivay A2 X 2 f(A) entonces A ~ X:

(1)f: A — Aesiny Hpt

QA2 X Hpt

(3)X 2 f(A) Hpt

(4)A—- X c A— f(A) (3)Alg

(5)A~A— (A—X) (1)(4)Dm (2.3 funcién reflexiva)
(6)A - (A—-X)=X (2)Alg

(7)A ~ X (5)(6)Def de =

Teorema de Bernstein:

Si A e¢s equivalente a algiin subc de B,
Y 3 es equivalente a algiin subc de A,
entonces A ~ B:

Hpt.

(1}A es equivalente a algiin subc de B
(1)Dm (2.3 imagen inycctiva)

(2)Existe f tal que f: A — B esiny
3)f:A— Besiny Def de f
(4) B es equivalente a algiin subc de A
(5)Existe g tal que g : B — A4 es iny

(6)g : B — A esiny Def e g
(7)go f: A— Aesiny (3)(6)Dm (2.3 imagen directa)

Hpt
(4)Din (2.3 imagen inyectiva)
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(8)f vade Aa B (3)Def de iny

(9)fA)c B: (8)
(10)g vade B a A (6)Def de iny

(11)g(B) < A: (10)

(12)g9(f(A)) € 9(B) : (9)

(13)9(f(A)) S 9(B)<S A (12)(11)Denc

(14)A ~ y(B) (7)(13)Lema

(15)BC B Reflexiva de C

(16)B ~ g(B) (6)(15)Din (2.3 imagen inyectiva)
(17)g(B) ~ B (16)Simetria de ~

(18)A~ B (14) (17)Transitividad de ~
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3. CARDINALES

3.1. Nimero cardinal

A cada conjunto A se le asocia un mimero cardinal el cual se denomina niimero cardinal
del conjunto A y se denota por card A de tal modo gue:

card A = card B si, y solo si A ~ B. Def de caxd

Por definicién los primeros cardinales son:

0 =card 0, 1 = card {0}, 2 = card {0,1},...,%¥ = card {0,1,...,7m,...}, © NWo =
card N, (Ro se lee alef cero).

Se dice que A tiene a elementos 8i, y sélo 8i, card 4 = a.

Segtin lo anterior, @ tiene 0 elementos, {0} tiene 1 elemento,....{0,1,...,n,...} tiene Ngo
elementos.

card A < card B si, y sélo si, A es equivalente a algtin subcde By A ~ B Def de <
card A > card B si, y sblo si, card B < card A Def de >

Se dice que A es finito si, y sélo si, card A < Rg y que A es pumerable si, y sélo si,
card A < Wo.

Si A es egquivalente a algiin subc de B entonces card A < card B:

(1) A es equivalente a algiin subc de B Hpt
(2)A~B o A= B Axioma
(3)Si A ~ B ent. card A < card B :
(a)A ~ B Hpt
(b)eard A = card B (a)Def de card
(¢)eard A < card B (b)Desc

16



(4)Si A~ Bentcard A< carxd B:

(a)A »~ B Hpt
(b)A es equivalente a algiin subcde By A = B (1) (a)Desc
(c)eard A < card B (b)Def de <
(d)card A < card B (c)Desc
(8)card A < card B (2)(3)(4)Por casos

8j card A < card B entonces A es equivalente a algiin subc de B : .

(1)eard A < card B Hpt
(2)card A < card B o card A = card B (1)Trad
(3)Si card A < card B ent. A es equivalente a algiin subc de B :

(r)card A < card B Hpt
(b)A es equivalente a algiin subcde By A~ B (a)Def de <

(¢)A cs equivalente a algiin sube de B (b)Desc

(4)Si card A = card B ent A es equivalente a algiin sube de B :

(n)card A == card B Hpt.

(b)A ~ B (a)Def de card

(c)BC B Reflexiva de ©

() BCB y A~DB (c)(b)Desc

(e)Existe X tal quie X S By A~ X (d)Desc
(e)Trad

(f) A es equivalente a algin subce de B

(5) A es equivalente a algtin subc de B (2)(3)(4)Por casos

Si A € B entonces card A < card B :

(1)AC B Hpt
(2)4A~ A Reflexiva de ~
@B)AC B y A~A (1)(2)Desc
(4)Existe X talque 2 C By A~ X

(5)A es equivalente a algiin sube de B
(6)card A < card B (5)Dm (3.1)

(3)Desc
(4)Trad
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Sicard A < card B < card A entonces card A = card B :

()card A < caxd B Hpt
(2) A es equivalente a algiin subc de B
(3)card B < card A Hpt
{4) B es equivalente a algiin subc de A {3)Dm (3.1)
(5)A~ B (2)(4)Bernstein

(6)card A = card B (5)Def de card

(1)Dm (3.1)

8i f: A— B esinyectiva entonces card A < caxrd B :
(1)f: A-— B esiny

Hpt
(2)AcC A Reflexiva de ¢
(3)A ~ f(A) (1)(2)Dm (2.3 imagen inyectiva)
(4) fvade A a B (1)Def de iny
(5)f(A C B : @)
(6)card A = card f(A) (3)Def de card
(7)card f(A) < card B (5)Dm (3.1)
(8)card A < card B (7)(6)Def de =

Si f : A — B es suprayectiva entonces card A = card B :

(1)f : A — B es supra Hpt

(2)f vade Aa B (1)Def de supra
(3)Para todo y € B, existe x € A tal que f(zx) =1y

(1)Def de supra
()Paratodoy € B,x, € Ay flz,)=1y

Def de

()Y Domd = B
(6)Para todo y € B, ®(y) = x, Def de @
(Paratodoy € B, ®(y) e A:

(ayye B Hpt

(DY®(y) ==, {a)Por (6)

{(zy € A (a)Por (4)

(@e(y) e A (¢)(b)Def de =

(8)® vade B a A (5)(7)Def de incidencia .
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(9)Dados y1,y2 € B, 8i ®(y1) = ®(y2) ent i, =y3 :

(a)y, € B Hpt

(b)y2 € B Hpt.

()®(1) = P(y2) Hpt

(AQ)Y®(y1) = =z, (a)Por (6)

(@)P(y2) = =z, (b)Por (6)

£y, = Ty, (c)(d)(e)Def de =

(8)f(r0,) = f(Eya) (f)Def de =

(W) f(xy,,) =ws (a)Por (4)

) f(xy,) = y2 (b)Por(4)

WD = y2 (g)(h)(i)Def de =
(10)® : B — A es iny (8)(9)Def de iny
(11)card B < card A (10)Din (3.1)
Si card A < card B y card B < card C entoncesg card A < card C':
(1)ecard A < card B Hpt.
(2) A es equivalente a algiin sube de B’ (1)Dm (3.1)
(3)Existe f tal que f: A — B es inyectiva (2)Dm (2.3 imagen inyectiva)
(4)f : A — B es inyectiva Def de f
(5)card B < card C Hpt.
(6)B es equivalente a algiin subc de C (5)Dm (3.1)
(7T)Existe g tal que g : B — C es inyoctiva (6)Dm (2.3 imagen inyectiva)
(8)y : B — C es inyectiva Deof de g
(Ng o f:.A— C es inyectiva (4)(8)Dm (2.3 imagen directa)
(10)card A < card C (9)Dm (3.1)

3.2. Suma de cardinales

Por definicion:

> card A; = card LJI ({7} x AJ) Def de 3=
i€l i€

Dados i,j € I, si t # j entonces {i} x A, es ajeno a {j} x A4, :

(Liel Hpt
Qjelr Hpt

19




(3)i # 5 Hpt
(4)Para todo (z,¥), si (z,y) € {i} x A: entonces (z,y) ¢ {j} x A; :

(a)(x,y) € {i} x A Hpt
(b)x € {3} (a)Def de x
()x =1 (b)Def de {z}
(d)z #£ 5 (3)(c)Def de =
()z ¢ {1} (@)Def de {7}
(O)(z,0) ¢ (5} = Ay (e)Def de x, girada
(5){%} x A: es ajeno a {j} x A; (4)Def de ajeno
card |J A; <3 card A;: Subaditividad
-7 i€r
(1) Domn® = %Jl ({i} x A)
(2)Para todo i € I y todo y € A;, $(i,y) — Def de &
(3)Para todo (z,¥y) € U ({i} x A,), ®(z,y) e%ll A,
@)= y) €Y ({2} x A) Hpt.
(b)Existe i tal queiely (z,y) € {i} x A; (a)Def de U
(Dier’
(D) (=, y) € {7} x A; Def de @
(e)x € {3} (d)Def de x
Ny € A (d)Def de x
(g)z =1 (e)Def de {i}
M) (x, ) = (4,9) (g)Def de =
()®(z,y) = PG, ) (h)Def de =
- WG y) =y (c)(f)Por (2)
(kyP(x, ) =y (i)(j)Def de =
M (x,y) € A, (F) (k)Def de =
(n)Yie I y ®(z.y) € A; (c)(1)Desc
(n)Existe i tal que i € I y ®(x,y) € A, (m)Desc
(0)e(r,y) € U A (n)Def de U
(4)® va de UI ({7} < A:) a U’ A (1)(3)Def de incidencia
(5)Dado =z € U A, existe (z,y) € U ({i} < A,) tal que b(x,y) = =z :
(n)z € Y A Hpt
(h)Existei talque i € I y =z € A, (a)Def de U
()jelr
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(d)z € A; Def de j

(e)j € {4} Def de {5}

(), =) € {5} x A; (e)(d)Def de x
(®)jely(§,2)€{i} <A (c)(f)Deac

(h)Existe i tal quei € J y (j,2) € {i} x Ai (g)Desc
W0, 2) ey (i} x A0 (h)Def de U

NP, z) = = (e)(d)Por (2)
()G €Y (i} x A) y ¥ 2) = = (i)(i)Desec

(1)Existe (x,y) tal que (z,y) € U ({i} x A) y ®(z,y) = 2 (k)Desc

6)d : UI ({2} x A;) — U1 A; es supra (4)(5)Def de supra
(7)card U ({Z} < A;) = card U A; (6)Dm (3.1)

(8)card ‘_LE_JI ({i} < AJ) —Z (‘urd A, Def de 3°

(9)2 card A; = card U A (7)(8)Def de =

(10)r'n.r(l U A <Z: card A (9)Trad

3.3. Producto y potencia

El producto cartesiano >< A, de una familia de conjuntos, es por definicidén el conjinto de
las funciones f : 1 —»U A tales gqne f(i) € A; para cada i € 1.
Cada elemento de este producto es una funcion de eleccidon, o sea, una manera doe elegir

xy € A; para cada i. Asi, un elemento de A; x A; es una manera de elegir z, € A4, y
x2 € Aa, es decir, una pareja ordenada (z,, ;).

Definimos la potencia A/ como producto cartesiano de tantos factores iguales a A comno
elementos hay en I. En simbolos
Al = X, A; donde A; = A para cada i.
i€

Luego Af es el conjunto de todas las funciones f: 1 — A.

Por definicién

EI'I, card .4, = card ‘_zl A Def de 1
(card A)~? B = card(AP) Def de (card)c*
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{o,1}4
Por definicién de potencia, {0, 1} es el conjunto de las funciones f : A — {0, 1}, lamsulas

funcjones caracteristicas en A.

Por definicién toda funcién, ® : A — {0,1}4 asocia a cada z € A una funcién caranc-
teristica @ (x) € {0, 1}4. Escribiremos simplemente ¥, en lugar de @ ().

P(A)
Por definicién, P(A) llamado parcialidad de A, es el conjunto de las partes de A, o con-
junto de las partidas de elementos de A.

Axioma:
Para todo U, U € P(A), 8i, y sdlo si, U € A. Def de P(A)
P(A) ~ {0,1}4 : 1¢ etapa
(1) Dom® = P(A)
(2)Para todo U € P(A), Dom®Ppy,;, = A
Dy(x) =1sizelU
by(x) =0sizcde A—-U Def de

(3)Para todo U € P(A), &, € {0,1}1:

(a)U € P(A) Hpt
(bYDomndy, = A (a)Por (2)
(¢c)Para todo = € A, ®y(x) € {0,1}:
(e e A Hpt.
(U C A (a)Def de P(A)
()ze€elUozxeA-U (c1)(c2)Alg
(¢4)Si x € U ent dy(x) =1 (a)Por (2)
(¢s)Size A—U ent $y(x) =0 (a)Por (2)
(ce)Pur(x) =10 Py(x) =0 (ca)(¢q)(es)Por casos
(c7) @ (z) € {0,1} (ce)Def de {0,1}
()P vade A a {0,1} (b)(c)Def de incidencia
(e)Py : A — {0,1} {d)Def de incidencia
(Hdy € {0,1}4 (e)Def de potencia
(4)P va de P(A) a {0,1}4 (1)(3)Def de incidencia
(8)Dados U,V € P(A),si®Py =Pv ent U =V : Pend 2t etapa
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(6)Para todo f € {0, 1}4, existe U € P(A) tal que &y = f : Pend 3% ctapa

(7)® : P(A) — {0,1}* es biy (4)(5)(6)Def de biy
(8)Existe ¥ tal que & : P(A) — {0,1}4 es biy (7)Desc:
(9)P(A) ~ {0,1}4 (8)Def de ~
P(A) ~ {0,1}4 : 22 etapa
(1) Dom® = P(A)
(2)Para todo U € P(A), Dom®Py = A
Py(x) =1s8izelU
Py(r) =0siz€ A-U Def de &
(3)Para todo U € P(A), ¥y € {0,1}4 Dm 12 etapa
(4)® va de P(A) a {0,1}4 (1)(3)Def de incidencia
(5)Dados U,V € P(A), 85i ®y = Pv ent U = V :
(a)yU € P(A) Hpt
(b)V € P(A) Hpt.
()P = bv Hpt
(A)Sizc€cUentxecV:
(dy)z e U Hpt
(d2)Si z € U ent dy(x) =1 (a)Por (2)
((13)45"(:5) =1 (dx)POl' (dz)
(dyg) P (x) = Pv(x) (c)Def de =
(ds)Pyv(z) =1 (d3)(d4)Def de =
AU C A (a)Def de P(A)
(dy)z € A (d1)(dg)Alg
(dg)V C A (b)Def de P(A)
(dg)reVozxe A-V (d7)(ds)Alg
(d1g)Siz € A~V ent $y(z) =0 (b)Por (2)
(dj1 )Py (x) #£ 0 (ds)Porque 1 # 0
(di2)z g A—V (dy;)Por (dio), girado
(ix)x e V (do) (d12) Exclusién
(e)U c V (d)Def de <
f)SizeVentzelU: Dm andlogna a la de (d)
E®V U (f)Def de C
(h)yU=V (e)(g)Antisimétrica
(6)Para todo f € {0,1}4, existe U € P(A) tal que &y = f: Pend 32 ctapa
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(7)P : P(A) — {0,1}* es biy (4)(5)(6)Def de biy

(8)Existe & tal que & : P(A) — {0,1}2 es biy (7)Desc:
(9)°(A) ~ {0,1}4 (8)Def e ~
P(A) ~ {0, 1} 32 etapa
(1) Domd = P(A)
(2)Para todo U € P(A), Domdby, = A
Py(x)=1s1ixze€lU
P(zx) =0sizred—-—U Def do ¢
(3)Para todo U € P(A), ¥ € {0,1}4 Dm 12 etapa
(4)® va de £(A4) a {0,1}4 (1)(3)Def de incidencin
(H5)Dados 7.V € P(A), si Py = Dy ent U =V Dm 22 etapa
(6)Para todo f € {0,1}4, existe U € P(A) tal que &, = f:
(Wf € {0,1}4 Hpt
(b)f: A — {0,1} (a)Def de pot
(c)Domnf = A (15)Def de incidencia

(d)Para todo x € A, f(x) € {0,1} (b)Def de incidencia

(c)Paatodow, z € Ussize Ay f(z) =1 Def de U
(fHIiParn todo x, six € U ent =z € A :
(h)z e U Hpt.
(f2)SiceUentxz € Ay f(z)=1 (¢)Desc
(Is)e € Ay f(x) =1 (f1)Por (f2)
(fa)x € A (f3) Desc
ucaAa (f)Def de C
(h)U € P(A) (g)Def de P(A)
(i))YDomd,, = A (h)Por (2)
(j)Para todo = € A, ¥y (x) = f(z) :
(r)ze A Hpt.
(j2) f (<) € {0,1} (31)Por (d)
@(Ga)f(x) =00 f(z) =1 (jz)Def de {0, 1}
(ja)Si f(x) = 0 ent. Br,(x) = f(x) :
() f(z) =0 Hpt
(Af(x)#1 (ax)Porgue 1 £ O
(e)Desc

(V)SiceUentre Ay f(r)=1
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(8)Noocuwrreque z € Ay f(z) =1 {B)Desc, girada

(e)zgg U (6)Por (v) girado

Q)xeA-U G1)(e)Def de —

(M)Sixe€e A—U ent ®y(xz) =0 (h)Por (2)
(@)Pu(x) =0 (C)Por (77)

(1) Pu(x) = f(x) (8)(x)Def de =

(is)Si f(x) = 1 ent Py (z) = f(x) :

(@) f(z) =1 Hpt.

(B)Sire Ay f(z)=1lent s €U (e)Desc
(MzeAy f(z) =1 (1)(a)Desc

(&) e U (v)Por (8)

(e)Siz € U ent ®y(x) =1 (h)Por (2)
(QOPu(x) =1 (&)Por (&)

NPu(z) = f(=) (¢} (a)Def de =

Ue)Pu(x) = f(=x) (i3)(ja)(js)Por casos

(k)b = f (i) () (j) Extensionalidacd
WU e PAy v = f (h)(k)Desc
(m)Existe U tal que U € P(A)y v = f (1) Desc

(7)P : P(A) — {0,1}4 es biy (4)(5)(6)Def de biy
(8)Existe ® tal que & : P(A) — {0,1}4 cs biy (7)Desc:
(9) P(A) ~ {0,1}4 (8)Def de ~

3.4. Ordenaciones

En lugar de conjunto ordenado, y de conjitnto bien ordenado, coino se dice en la practica,
se hablarid de ordenacién y buena ordenacién respectivamente. La idea de ordenacién
viene del andlisis combinatorio, donde se consideran ordenaciones finitas soliunente.

Ordenaciones
Vagamente, ordenacién es una lista A, sin repeticiones, de objetos cnalesgnicra. Decimos
gque z es menor que y segiin A, en simbolos x <4 ¥, 8i z aparcce a la izguierda de y on la
lista. Ejemplos:

A = (1,2,3,4,5,6,...), B =(1,3,5,....2,4,6,...),

C = (2,4,6,...,1,3,5,...), D=(..,6,5,4,3.2,1).
Estas ordenaciones son diferentes entre si. Por ejemplo A4 # B porque 2 < 3 segiin A,
pero no segvin 3.
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Formalmente una ordenacién A consta de un conjunto [A], lamado soporte, y de una
relawién binaria <4, definida entre elementos del soporte, de tal modo gue:

x fLaz,

i X <A YY VY <4 zentonces z <4 z,

siz,y€ [Alentonces r =y ox <syoy <az,

si x <4 y entonces x,y € [A].

Estos axiomas se mencionan diciendo gue la relacién < 4 es jrreflexiva, transitiva y conexa,
¥ gue sélo rige entre clementos de [A].

Buenas ordenaciones
Dado S C [A], se dice que S tiene minimo segin A si, y sélo si, existe m tal que m e Sy

ningiin menor que ., segiin A, esti en S. A4 se llama buecna ordenacién si, y sélo si, A es
ordenacién y todo subconjunto no vacio de [A] tiene minimo segiin A. Ejemplos:
A=(1,2,3,4,5,6,...) Buena ordenacién

B =(24,6,...,1,3,5,...) Buena ordenacién
C=(..,6,4,2,...,5,3,1) Ordenacién no buena.

3.5. Ordinales

Los miimeros ordinales indican el rango o posicién de cada elemento cn relacién a otro en
una bucna ordenacién. Asi en la ordenacidén

(TOr 1y v s Ty e e -y YOI YLy - - 2)

o tiene posicién 0, x; tiene posicién 1, yp tiene posicién w, y,; tiene posicién w + 1, donde
w os el primer ordinal transfinito.

Diremos que A es corte de B si, y sdlo si, existe y tal que y € [B] y A = B, donde B, s
la ordenacién resultante de B al suprimir ¥ y todo elemento posterior & y.

Se dice que f : A — B es mondtona (estrictamente creciente) si, y s6lo, si f va de [A] a
[B] y, dados x,, 22 € [A], 8i y <4 =, entonces f(z1) <p f(z2)-

Se dice que f : A — B es un isomorfismo si, y sélo, si f : [A] — [B] es biyectiva y, para
todo x;,z2 € [A], 1 <a 22 si, ¥ s6lo, si f(x1) <g f(z2).

Dadas dos ordenaciones, se dice que A es isomorfo a B, (en simbolos A ~ B) si y sdlo si,
existe f tal que f: A — B es isomorfismo
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3.5.1. Nuimero ordinal
A cada ordenacién A se le asocia su tipo dec orden, tipo A, de tal modo que

tipo A = tipo B si, y sélo si, A ~ B. Def de tipo
Cuando A es buena ordenacién, st tipo de orden se llama mimero ordinal. Los primeros

ordinales son:

0 = tipo 0, 1 == tipo (0), 2 = tipo (0,1),...
w = tipo (0,1,...,n,...), w1 =tipo (0,1,...,n,...,w).

Dadas A y B, buenas ordenaciones, se dice que tipo A < tipo B ssi A ¢s isomorfo a algiin
corte de B.

M(x) .

A cada ordinal o se le asocia la grdenacién M (), de log predecesores de o, como sigue:
£ € [M(a)] si, y sélo si, £ < o,

€ <My si, ysblosi, £ << o Def de M(x).

tipo M(a) = a : ([8])

Teorema de Zermelo:
Dado un conjunto M, existe A tal que A es buena ordenacién y [A] = A : ([8])
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4. CARDINALIDAD DE SUBCONJUNTOS DE R™

La cardinalidad de un conjunto es el total de elementos que contiene el conjunto.

La cardinalidad méds importante de un subconjunto de R” es R = 2" el cual cornminmente
es designado por ¢, pues como veremos mis adelante este es el cardinnl del continnno.

4.1. Algebra de R™

Dados p = (21,Z2,---1%n), §= (U1, 42, - - -+ Un)s T = (21,22, . - -, Zn), ., T ER", A€ R
Se definen:

Pprg=(z1+ v, T2+ Y2,...,Tn + Un) Sumadepy q.
P—q—'(l'l—yh-'tz—.lz,---.zn—yn) Resta de p y q.
-q=T1y1 +x2Y2+ -+ TnYn Producto escalar.

A]) = (Azxy, Azy, .. Ax") Miltiplo real de p.
Propiedades:

pP-q=4q9-p:

(V)p = (z:,22,x3) Def de p

(2)9 = (v1, 2, ¥3) Def de g

3)p- g =z + Tay2 +T3ya (1)(2)Def de -

(4)g - p= 1T, + Y272 + Y3x3 (2)(1)Def de -
(B)x1y1 + Tayz2 + Taya = 1 + Y2z + Yaxs Arit
6)p-g=gq-p (5)(3)(4)Def de =

p-(~q)=—(p-9q):

(1)p = (=1, T2, T3) Def de p

(2)g = (1, Y2, ¥3) Def de q

(3)—g = (—w1, —¥y2, —va) (2)Miiltiplo de Ag, A = —1

Dp - (—q) = z1(—1) + T2(—y2) + xa(—ya) (1)(3)Def de -
(B)p - q = z1y1 + T2y2 + T3ys (1)(2)Def de -
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(6)—(p - @) = —(z1¥1 + Tay2 + x3ys) (5)Def de =
(N)z1(—wn) + za(—w2) + 3(—1a) = —(z131 + Taya + Tays) Arit
@p - (—q)=—(p-q) (7)(4)(6)Def de =

p-(q+7)=p-q+p-7:

(1)p = (x1,x2) Defdep

(2)g = (v1,y2) Def de g

(3)r = (=, z2) Def de r

(Ag+7 = (1 + 21,92 + z2) (2)(3)Def de +

(B)p- (g +7) = x1(y1 + 21) + z2(y2 + 22) (1)(4)Def de -

(6)p . q =y + T2y (1)(2)Def de -

(Mp-r=z121 + T22 (1)(3)Def de -

@B)p-q+p- 7= (Z1y1 + xay2) + (x121 + T222) (6)(7)Def de =
(Dz1(1n + 21) + z2(y2 + 22) = (ZTay1 + Tayz) + (T121 + x222) Arit
(10)p-(g+7r)=p-q+p- -7 (9)(5)(8)Def de =

Se define |p| , mddulo de p, tal que |p| = /P

Axiomas:
Ir) = 0;
I =p-p

P—q@)+@—r)=p—17:

(Vp = (x1,22) Def de p

(2)qa = (1, y2) Def de g

(3)r = (21, 22) Def de 7 :

(4)p — g = (x1 — 1, T2 — ¥2) (1)(2)Def de —

(8)g — 7 = (1 — 21,92 — 23) (2)(3)Def de —

G p—a)+(@—7)=(z1 —yp1 + ¥ — 21,T2 — Y2+ Yz — 22) (4)(5)Dof de +
(Mzy—n+m—z1=x1— 21, T2—Ya+ys—22=1=ITy— 2 Arit.

B) =z —w1 +y1 — 21, T2 — Yo + Y2 — 22) = (T3 — 21, T2 — 22) (7)Def de =
Q)p—aq)+(g—7)=(z: — z1,%T2 — 22) (6)(8)Def de =

(10)p — r = (x1 — 21, T2 — 22) (1)(3)Def de —
ONE-a+@—r)=p—r (9)(10)Def de =



=2l = Ipl :

D-pl = \/(—p) - (—p) Defde | |
@pl = P Defde| |
@)Y —p)-(—P)=p-pP:

(—=p) - (—p) = —[(—p) - 2] Dm (4.1)
= —[p- (-p)} Porque (—p) -p =p- (—p)
=—[—(p-p)] Porque p: (—p) = —(p - p)

=p-P Arit.

@)/ (=p) - (—P) = (3)Def de =
(4)(1)(2)Def de =

(5)|—r| = Ipl

Sip = (1,%2,...,%n) entonces |p|* =zf + 23+ ... + 22 :
(1)p = (*1,x2,. - -, Tn) Hpt

@lpl*=p-p Def de | |

3)p - 2411=1:1 +z2+~-+.1:,2_ (1)(1)Def de -

Dpl* =af +xZ+--- + 23 (2)(3)Def de =

Desigualdad de Lagrange
z? + y? > 2xy :

(A= —u)*=>0 Arit
2Nz — y)? =z? - 2zy +y* Arit
(3)z2 — 2zy+ 32 =0 (1)(2)Def de =

(4)z? + 3?2 = 2zy (3)Arit
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4.2. Desigualdades en R"

Lema:
p-q=|pllal:
(V)p=(x1,Z2,...,Tn) Def de p
» Yn) Def de g .
Axioma

(@)g = (v, v2, - - -
3)pl=0 o |gi=0, o |p|#0 y Ilql#0
(4)Si [p| = 0 entonces p- q < |pliq] : 2
(56)51 [q] = 0 entonces p - 9 < |p|lq] : (1)
(6)Si [p] #0 y gl 5 O entonces p-q < |p]lq]:

(a)lpl # 0 Hpt
(b)iql # 0 Hpt
(c)p|l > 0: (a)
(d)lgl > 0 : (b)

3% o =1:

i

B Def de 3=
= 12*(-,.;1.;‘:2’ Arit.
= 1,,,2 Porque 2% + - -+ + x2 = |p|?
=1 Arit,

v2 : Dm andloga a (e)

(e)(f)Arit
Desigualdad de Lagrange
(h)Arit.

@ (F+ %) =2

()5 +"—;',Q§ =25

WE (5 + ) 25 20

Mz =3 2@e (i)(g) Def de =

aolpl lal = 35 = () () (D) Arit
(1)(2)Def de -

Mp-q =§,__.‘, iy
(k)(1)Def de =

)ipllal =p-q
(n)p-q < |pllal (m)Trad

(P -q = ipllal (3)(4)(5)(6)Por casos
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Desigualdad del tridngulo
Ip+al < |pl+|ql:

(Mlp+ qf* < (Ipl + Ig])? :

p+alP=(@+9 -(P+4q) Def de | |
=@P+q)-pr+(r+q9)-q Distri
=p-p+eg-p)+(P-9q+q-q) Distri
=@E-p+p-q)+(P-9+q-q) Porque q-p=p-q
=p.-p+2p-q+q-q Arit.
<p-p+2pllel+q.q Porque p- ¢ < |l lq]
= |p| +2lznilql-4~lql2 Porque |p|* =p-py ¢ =¢q-q

_(]p[ Arit.

@)+ ql < |pl + lal (1)Arit

Desigualdad de Schwartz
lp-ql < |pllq]:

Np-q=20 o p-g<0 Arit
(2)Si p-q = 0 entonces |p-q| < |p|lq|:

(a)p-q=0 Hpt
M)p-gl=p-q (a)Arit

(e)p-a < Ipllgl Lema

(d)p- gl < Ipllql (¢)(b)Def de =

(3)Si p- ¢ < O entonces |p- gl < Ip| lql :

(a)p-g<O Hpt
Mp-ql=—(p-q) (a)Arit
(c)~(rp-@)=p-(—q) Din (4.1)
(Dp-ql=pr-(—q) (b)(c)Def de =
(e)p- (—q) < Ipl|—ql Lema
)lp-ql < Ipll—ql (e)(d)Def de =
(&)l—al = lal Dm (4.1)

M)|p-ql < |pllgl (f)(g)Def de =

Dlp -9l = Pl gl (1)(2)(3)Por casos
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i
i
!
:

Ip—ql+lg—r|=Ip—r7]:

Vep—p+@—7r)=p—r Dm (4.1)
@lp—)+@—7)l=|p—r| (1)Def de =
G- +@—7I<|lp—ql+lqg—r| Dm (4.2)
WDp—-r<lp—aql+|g—r (3)(2)Def de =
G)lp—al+ilg—7rl=ip—r7| (4)Trad
Sip=(x1,...,r,) entonces |p| < ||+ -+ + |zn| :

(Dp = (z1,...,%,) Hpt.

@2p)? = |2y |® + -+ - + |za]® (1)Dm (4.1)

(3)a? = EXk Arit

@Hz1)* + -+ + |zal® < (Iz1] + - - - + [zal)® Arit.
B)zi+ -+ 22 < (] + - + |zal) (4)(3)Def de =
6)|P|* < (zi| + - - - + |za])? (5)(2)Def de =

(Dpl < lzo] + - -+ + |za] (6) Arit.

4.3. Conjuntos abiertos
Dados E, UCR* p,geR*"yese€R

E es vecindad de p, de radio ¢, ssi para todo g, g€ F,ssi |[p—gq| < ¢ Def de vecindad.
FE es vecindad de p, ssi existe £ tal que E es vecindad de p, de radio Def de vecindad
de p.

E es vecindad ssi existen p y ¢ tales que E es vecindad de p, de radio €

p es interjior a U, ssi existe E tal que £ es vecindad depy EC U Def de interior.
U es abijerto, si, y sélo si, todo punto de U es interior a U Def de abierto.
Lemas:

Para todo p € R" y todo € € R, existe E vecindad de p, de radio ¢ :

(1)p € R
(2)e e R Hpt
(3)ge Essi|lp—gq|l<e Def de £
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(4)E es vec de p, de radio ¢, ssi para todo g, g € E,ssi |[p—gq| < e

(5)F es vec de p, de radio ¢ (3)Por(4)
(6)Existe F vecindad de p, de radio & (5)Desc
Si E; es vecindad de p, de radio ¢

Yy E2 es vecindad de p, de radio €
entonces E, = E, :

(1) E; es vecindad de p, de radio Hpt

(2)E:2 es vecindad de p, de radio € Hpt

(3)Para todo g, g € E; ssijp—gq]l <e (1)Def de vec
(4)Para todo g, g€ Ezssilp—gql <e (2)Def de vec
(BYEL C B, :

(a)Para todo q, si g € E; entonces q € Ej :

(a1)q € E, Hpt
(na)lp—gql < e (a:1)Por (3)
(az)g € Ezssilp—gq|l<e (4)Desc
(na)g € E, (az)Por (a3)
(b)E, € E2 (a)Def de C
(6)E; € E, : Dm ansloga a (5)
(MNE, = E» (5)(6) Antisimétrica

Dados E; una vecindad de p, de radio e,
y E: una vecindad de p, de radio €2
st € 7 €2 entonces E, # Ej : Def de vec

Toda vecindad es un abierto
Para todo F, si E es vecindad de p, de radio €, entonces £ es abierto:
(1) E es vecindad de p, de radio Hpt

(2)Para todo ¢, g € E, si, y sblosi, |p—gqg| < & (1)Def de vece
(3)Para todo ¢, si ¢ € E entonces ¢ es interior a E :
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(a)g e E Hpt

(b)Existe D talque D esvecdeqy DC E :

(b1) D es vec de g, de radio € — |p — q]

(b2)Para todor, r€ Dssi|lg—rl<e—|p-—gq|

Axioma
(b1)Def de veo

(ba)D es vec de q {b1)Desc

(ba)D C E :
(a)r € D Hpt
ByreDssijg~r|<e—|p—gq| (bz)Desc
Mg —~rl<e—Ip—al (a)Por (3)
B)lp—qgl+lg—7T|l<e (7)Arit.
@p—ri<lp—ql+lg—r| Dm (4.2)
Qp—rl<e (£)(8)Arit
(m)r € E,si,ysélosi, jp—1|<e (2)Desc
Grekr ({)Por (1)

(bs)Des vecdeqy DC E (bs)(bs)Desc

(bg)Existe D tal que Desvecdeqy DC FE (bs)Dese

(¢)q es interior a E (b)Def de int
(4)Todo element.o de E es interior a F (3)Trad

(5)F es abierto (4)Def de abierto

Toda unién arbitraria de abiertos es un abierto
Si, para taodo i € I, A; es abierto, entonces |J A; es abierto:
. =1

(1)Para todo i € I, A; es abierto Hpt
(2)Para todo p, si p € U A; entonces p es interior a J A, :

(a)p € UA: Hpt

(b)Existe z talque i € I y p e A, (a)Def de U
(c)YeeTl

(d)p € A; Def de 2

(e)A; es abierto (c)Por (1)

(f)Todo punto de A; es interior a A,

(g)Para todo q, si ¢ € A, entonces q es interior a A,

(h)Si p € A; entonces p es interior a A,
(i) p s interior a A, (d)Por (h)
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(3)Existe D tal que D es vecindad de py D C A; (i)Def de interior
(k) D es vecindad de p

MN)D C A Def de D
(m)DcC UA;: (o))
(n)D es vecindad de py D C U A; (k)(m)Desc
(o)Existe D tal que D es vecindad depy D S U A: (n)Desc
(p)p es interior a U A; (o) Def de interior
(3)Todo elemento de U A; es interior a | A; (2)Trad
(4)U A; es abierto (3)Def de abierto

4.4. Puntos racionales

(T1,--.,Tn) es punto racional ssi x;,...,T, son mimeros racionales Def de punto
racional.
D es celda abjerta si, y sélo si, existen J,, Ja, ..., J, tales que Jy, Ja, .. .,.J, son intervalos

abiertos y D = J; X Jz2 X +++ X Jg. Def de celda abierta.

Toda celda abierta tiene puntos racionales

Para todo F, si E es celda abjerta entonces E tiene puntos racionales:

(1) £ es celda abierta Hpt

(2)Existen J, J2,...,J, tales que J;, Ja,..., J. son intervalos abiertos y
E=J xJyx- - -xJ, (1)Def de celda abierta

(3)J1,J2, - .., Jn son intervalos abiertos

(DE=J x Jzgx---xJ, Def de Sy, J2,..., Jn

(5)Para todo i = 1,2,...,n, J; es intervalo abierto (3)Trad

(6)Para todo i = 1,2,...,n, existe r tal que r es racional y r € J; (H)Arit.
(7)Para todo ¢ = 1,2,...,n, r; es racional y r; € J; Def de
(8)(r1,72,...,7s) es punto racional: ™

(D(r1y 72y oy Tn) € Jy X Jp X o-- x Jp 2 ™

(10)Existe g tal que g es punto racional y ¢ € Jy x Jp X - %X Jy, (8)(9)Desc
(11)Existec q tal que g es punto racional y q € E (10)(4)Def de =
(12) E tiene puntos racionales (11)Trad
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Toda vecindad contiene celdas abiertas

Para todo E, si £ es vecindad de p, de radio e, ent. existe D tal gque D os celda abjerta y

D CE:

(1)E os vecindad de p, de radio €
(2)Para todo g, g € E ssi |p—qgl < e
(B)p = (£1,...,2y) Def de z1,...,&y

Hpt.

(1)Def de vee

(DD = (w1 — S, + £) X -+ % (@0 — S, 20+ & Def de D
(5)D es celda abierta: (
(6)DC E:
(a)Para todo q, si ¢ € D entonces g € E
(a)ge D Hpt
(n2)qa = (1, - Un) Def de y1,...,¥n
(na) 1y s n) € D (a;)(az)Def de =
(a4)(y1y .- Yn) € <:1:| - £, @r + ﬁ) X e X (.7:,. — £, v+ £ (11)(4)Def de =

(as)yr € (-'51 — £, &1+ ';) yeoo
(ag)an — S <y <y + 5,-. ., & —

vUn € (Tn — &, &n+ E)
;";‘ < Yn < &n + 5

(1q) Def de x
(as)Def de ()

(ar)ler —anl < &, ..y lzn —ynl < & (a¢) Arit
@)z —g| + -+ |z ~ynl < € (az)Arit.
(a)lp—ql < |y — gl + -+ + 1T — ynl : (3)(a2)
(ao)lp—aql < e (ag)(as)Arit
(m1)ge Essilp—gq|l < e (2)Desc
(suz)g € E (a10)Por (a11)
(LD C F (a)Def de C
(7)D es cekda abiertay D C E (5)(6)Desc
(8)Existe D tal que D cs celda abiertay D C E (7)Desc

Toda vecindad tiene puntos racionales

Para todo £, si F es vec de p, de radio ¢, ent existe g tal que g es puntorawr y g € £

(1) E es vecindad de p, de radio ¢ Hpt.
(2)Existe D tal que D cs celda abiertay D C E
(3) D es celda abierta
4YDC F Def de D
(5) D tiene puntos racionales

(3)Dm (3.4)
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(G)Existe ¢ tal que ¢ es punto racional y ¢ € D (5)Traul
(7)q es punto racional

8y € D Def de g

(9 e E (8)(DHAlg

(10)y es punto racional y ¢ € £ (7)(9)Doese

(11)Existe ¢ tal que g os punto racional y ¢ € & (10)Dose

4.5. Vecindades racionales

B es vecindad racional si, y s6lo si, existe g punto racional, y € mimero racional, tales (ue

B s vecindad de g, de radio e.

Toda vecindad contiene vecindades racionales que incluyen a su centro

Para todo F, si £ es vec de p, de radio ¢, ent existe B tal que Besvecracy p € I3 C £

(1) F es vee de p, de radio & Hpt

(2)Para todo q, g€ Essilp—q] < e (1)Def de vec

(3)E’ es vee de p, de radio § Def de E’

(4)Para todo q, g € E'ssi [p—q| < § (3)Def de vec
(5)Existe r tal que r es punto racional y » € £/ (3)Dmn (1.4)
(6)r es punto racional

(7)r € E' Def de r

(B)yre B ssilp—r| < § (4)Desc

Nlp —r < 3 (7)Por (8)

(10)Existe & ‘tal (que & es racional y [p — rl<éd < g (9)Arit.

(11)6 es racional

(12)|jp—r| < b < § Def de 8§
(13)B es vecindad de r, de radio 6 Def de B
(la)pe B :
(Wp—rl<é (12)Desc
L)lp—r|l=Ir —pl Alg
()r—pl<é (a)(b)Def de =
(d)Para todo p, p € B ssi |[r —p| < 6 (13)Def de veco
(e)pe Bssilr—pl<é (d)Desc
flpe B (¢)Por (e)

(15)Existen v, punto rac, y &, nuin rac tales que B es vecde r, de radio 6§
(16) B es vecindad racional (15)Def de vec rac
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(17)B < E‘ :

(a)Para todo q,si g € B entonces g € F :

(a1)g € B Hpt

(az)Para todo g, g€ Bssi|lr —ql < 6 (13)Def de vec

(az)g€ Bssi|lr—gqg|l < é (az)Desc

(aq)lr —ql < 6 (a1)Por (a3)

(as)s < £ (12)Desc

(ag)|lr —ql < § (a4) (as)Arit

(an)lp—ql < |[p—rl+|r—aql Dm (4.2)

(ag)lp—r| < § (9)Desc

(aa)lp—ql <« (az)(as)(ae)Arit

(aww)ge Essilp—gql<e (2)Desc

(an)q € E (ag)Por (ao)

(b)BC E (a)Def de <

(18) B es vecindad racional, pe By BC E (16)(14)(17)Desc:
(19)Existe B tal que B es vecindad racional y pe BC E (18)Desc:

Todo abierto es unién de vecindades racionales

Para todo U, si U es abjerto entonces U es unién de vecindades racionales:
(1)U es abierto Hpt
(2)Para todo p, si p € U ent existe B talque Besvecracype BC U :
(a)pe U Hpt
(b)p es interior a U (1)(a)Def de abierto
(¢)Existe E tal que FE esvecdepy EC U (b)Def de int
()E es vec de p
())ECU Def de E
(f)Existe B talque Besvecracy p€ BC E (1)Dm (4.5)
(2)B es vec rac
(Wpe BC E Def de B
)pe BCU (h)(e)Alg
(D)Besvecracype BC U (g)(i)Desc
(k)Existe B tal que B es vecrtacy p€ BC U (i)Desc
(3)Para todo p, si p € U entonces Boesvecracy p€ B, C U Def de B,
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(AU = B,:
peEV
(a)Para todo ¢, si g€ U ent g € U By :

(1) Def de U

(a1)g e U Hpt
(a2)B, es veceracy g€ B, C U (a1)Por (3)
(a3) B, es vec rac
(aq)e € By (az)Desc
(as)ge U yqe€ B, (a1)(a4)Desc
(ag)Existe ptal que pe U y g € B, (ag)Desc
(a7)ge UB, (ag)Def de U
b)U CUB, (a)Def de &
(c)Para todo q,sige€ UByent g€ U :
(c1)ge U B, Hpt
(c2)Existe ptalquepe U y g€ B,
(ca)pe U
(ca)g € By Def de p
(cs)Bpes vecracy pe B, C U (ca)Por (3)
(ca)Bp S U (c5)Desc
(cr)qe U (ca)(ce)Alg
@QuUB,CU (¢)Def de ©
(e)U =U B, (b)(d)Antisimétrica

(5)Para todo p, si p € U ent B, es vec rac:
(6)U = U B, y para todo p, si p € U ent B, es vec rac
(7)U es unién de vec rac (6)Trad

4.6. Cardinalidad de R
Existe @ tal que ¢ : {0,1}N — [0, 1] es suprayectiva:

(1) Dom® = {0, 1}N
(2)Para todo f € {0, 1} &(f) = L8 + LA ...
(3)Para todo f € {0,1}", #(f) € [0,1) :

(a)f € {0,1}" Hpt
(b)Domf =N (a)Def de potencia
"(e)Para todo n. € N, f(n) € {0,1}
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(dParatodon e N, 0 < {8 < L :
(dy)ne N Hpt
(d2)£(n) € {0,1} (1)Por (c)
(d3)f(n) =00 f(n)=1 (d2)Def de {0, 1}
(4)Si f(n) = Oentonces 0 < f(n) <1 Arit
(ds)Si f(n) =1 entonces 0 < f(n) <1 Arit.
(dg)0 < f(n) <1 (da)(d4) (ds)Por casos

1 (cle)Arit:

L

2
@0 <P £ <P L (d)Arit
(6 I = 2 (a)Por (2)
(&) E; ==1 Arit,

Mo<®(fl=s1 (e)(f)(g)Def de =

(i)® (f) € [0,1) (h)Def de [0, 1]
(4)® va de {0,1}N a [0, 1] (1)(3)Def de incidencia
(5)Dado y € [0,1], existe f € {0,1}" tal que ®(f) =y : (8n
6)® : {0,1}¥ — [0,1] es supra (4)(5)Def de supra
(7)Existe & tal que @ : {0,1}N — [0, 1] es supra (G)Desc

Nota: & no es inyectiva ya que (1,0,0,...) =1 +2+ % 4+... =4

Q(O,l,l,_,.)=g+%+§+...=%

si @ < b entonces card [0, 1] = card [a, b} :

(Da<b Hpt
(2)Dom.f = [0,1]
(3)Para todo z € [0,1], f(x) =a+ (b — a)x Def de f
(4)Para todo = € {0,1], f(z) € [a,b] :
(a)z € [0,1] Hpt
(b0 <z <1 (a)Def de [0, 1]
(eW—-—a=>0 (1) Arit
(DB —a)0 < (b—a)r < (b~ a)l (b)(c¢) Arit.
(e (b—a)x < (b—a) (d)Arit
fla+0<a+(b—a)r <a+ (b—a) (e)Arit
(gla<a+(b—a)yr<b (f) Arit
(W) f(x) =a+ (b — a)x (a)Por (3)
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(iJa< f(z)<b (g)(h)Def de =
() f(z) € [a, 8] (i)Def de [a, b}

(5)f va de {0, 1] en {a, d)] (2)(4)Def de incidencia
(6)Dados x;,z; € [0,1], 8i f(z1) = f(x32) entonces =, = x, :

(a)z, € [0,1]
(b)x: € [0, 1}
(¢) f(x1) = f(=1) Hpt.

(@F (@) = a+ (b— a)a (8)Por (3)

(@)f(z2) =a+ (b — a)za (b)Por (3)

(fla+ (b—a)zry =a+ (b —a)z, (c)(d)(e)Def de =

() (b — a)zy = (b — a)zs () Arit

Wb—a>0 (1)Arit.

)z, = z2 (g)(h) Arit
(7)Dados z,;,z; € [0,1], 8i x, # x, entonces f(z1) 9 f(x2) (6)Giro
(8)f : [0,1] — [a, b] es inyectiva (5)(7)Def de iny
(9)Para todo y € [a, b], existe z € [0,1] tal que f(x) =y :

(a)y € [a,b] Hpt.

bla<y<bd (a)Def de {a, b]

(c)Existe z tal que a + (b — a)z =y (1)Arit

(da+(b—a)x =y Def de =

(e)x € [0,1] : (b)(d) Arit.

B)f(x) =a+ (b—a)z (e)Por (3)

(8)f(z) =y (£)(d)Def de =

Wz € [0,1] y f(x) =y (e)(g)Desc

(i)Existe x tal que z € [0, 1] y f(xz) =¥ (h)Desc
(10)f : [0,1] — [a, b] es suprayectiva (5)(9)Def de supra
(11) f : [0, 1] — [a, }] es biyectiva (7)(10)Def de biyectiva
(12)Existe f tal que f : [0,1] — [a, b] es biyectiva (11)Desc
(13)[0, 1] ~ [a, 8] (12)Def de ~
(14)card [0, 1] = card [a, 8] (13)Def de card
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card {0,1}N = card [0,1] :

(1)Existe ® tal que ¢ : {0, 1}N — [0, 1] es supra Dm (4.6)
(2)®: {0,1}" — [0,1] es supra Def de @
(3)card {0, 1}N > card [0, 1] (2)Dm (3.1)

(4)card {0, 1} < card [0,1] :

(a)card {0, 1} = 2% ;

(a1)card {0,1}N = (card {0, 1})ced ™ Def de card®*™®
(az)card {0,1} = 2 Def de 2
(az)card N =R Def de Rg
(as)card {0, 1}N = 2% (a1)(az)(a3)Def de =
(b)No existe A tal que Rp < A < 2% Hpt del continno
(¢)Para todo A, si Rg < A entonces A\ ¢ 2No (b)Giro
(d)Si Rg < card [0, 1] entonces card [0, 1] ¢ 2% (¢)Desc
(e)Rg < card [0, 1] Por el método de diagonal de Cantor
(f)card [0, 1) o 28e (e)Por (d)
(g)card [0, 1] = 2N (f)Conexidad
(h)2% < card [0, 1] (g)Trad
(iYeard {0,1}N < card [0, 1] (h)(a)Def de =
" (5)card {0, 1}N = card [0, 1] (3)(4)Dm (3.1)

card [0,1] =R :

(1)card {0, 1}N = card [0, 1] Dm anterior
(2)card {0,1}N = N:

(a)card {0,1}" = (card {0, 1})c=rd N Def de card®™
(b)card {0,1} =2 Def de 2
(¢)eard N =Rgo Def de Rg
(card {0, 1} = 2N (a)(b)(c)Def de =
(e)2M = R Def de R
(decard {0, 1}N = N (d)(e)Def de =
(5)card [0,1] = R (2)(1)Def de =

Nota: Como 2%° = R entonces card [0, 1] = 2"
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si @ < b entonces card [a,b) = R :

(Ja<b Hpt

(2)card [0, 1] = card [a, b] (1)Dm (4.6)
(3)card [0,1] =R Dm anterior
(4)eard [a,b] = R (3)(2)Def de =

Nota: Esto en particular nos demmuestra que el card [—n,n] = R

card R = R :
(DR < card R :
(8)[0,1] S R Arit

(b)card [0, 1] < card R (a)Dm (3.1)
(c)card [0,1]) = N Dm (4.6)
(d)N < card R (b)(c)Def de =

(2)card R < R:

(a)R U [—n, n] Arit
(b)card ]R < card U[—n,n] (a)Dm (3.1)
(c)eard Y[—n,n] < 2 card [—n,n] Subaditividad
(Deard R < = card [—n, ] (b)(¢)Dm (3.1)
(e)Para todo n. € N, card [—n,n] = R Dm (4.6)
(f)'gjN card [—n,n] = 2 R (e)Def de =
@ R=w "Brm (18))
(h)"gN card [—-n,n] =R (f)(g)Def de =
(i)card R < N (d) (h)Def de =

(3)card R = R (1)(2)Dm (3.1)
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card R* = R :
()R < card R* :

(a)[4,1] < RH Arit
(b)card [1,1] < card R+
(¢)eard (3,1] =R

(AR < card R+

(a)Dm (3.1)

Dm (4.6)
(b)(c)Def de =

(2)card R < N:

(a)R*+C U [z‘.u"] Arit
(b)card R"' < card U[Z;, 7]
(c)eard Ulgh, ] < X card [7,7]

(d)eard R+ < Z: (‘dl‘d [2n,n]

(a)Dm (3.1)
Subaditividad

(b)(c)Dm (3.1)

(e)Para todo n e N, (‘ard [£.n]=NR Dm (4.6)
(f) 2: card [zL,n] = N R (e)Def de =

() }: N =R "“Dm sn

(h)"}E:N card [f-,n] =R (f)(g)Def de =

(i)card R* < R (d)(h)Def de =

(3)card R* = R (1)(2)Dm (3.1)

card R” = R :
(AR =R xR x --- xR (n factores) Def de R™
(2)card R* =card (R xR x +-- x R) (1)Def de =
x R) = (card R)(card R) - - - (card R) Def de IT

(3)card (R xR > -« -
(4)card R = R Dm (4.6)

(5)card (R x R x --- x R) = RR--- R (3)(4)Def de =

(BINR-- - N =R Dm ([8])
(Teard (R x R x --- x R) = R (5)(6)Def de ==
(2)(7)Def de =

(8)card R™ = R
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4.7. Total de vecindades en R"

Definicién de V y Vg :
Para todo E, E € V si, y s6lo si, £ es vecindad (en R™).
Para todo £, E € Vg si, y sélo si, E es vecindad racional (en R™).

Existe @ tal que ¢ : R" x R* — V es suprayectiva:

(1) Domd = R™ x R+
(2)Para todo (p,e) € R* x R*, ®(p,€) es vec de p, de radio & Def de P
(3)Para todo (p,e) € R” x R, &(p,c) € V :

(a)(p,e) € R® x R+ Hpt
(b)P(p, €) es vec de p, de radio (a)Por (2)
()P (p, €) es vecindad (b)Desc
(d)®(p,c) € V si, y s6lo si, (p, ) es vecindad Def de V
(e)b(p,e) e V (¢)Por (d)
(4)P vade R®" x R* a V (1)(3)Def de incidencia
(5)Dado FE € V, existe (p,e) € R" x R* tal gque ®(p,e) = F :
(a)FP eV Hpt.
(b)F es vecindad (a)Def de V'
(c)Existen p € R™ y £ € R* tales que F es vec de p, de radio € (b)Def de vec
(d)p € R™
(e)e € R
(f) £ es vec de p, de radio Def de p, €
(8)(p,e) € R® x R (1) (e)Def de x
(W) (p.e) es vec de p, cde radio (g)Por (2)
(i)b(p,g) = F (h)(f)Lema (4.3)
() p.e) e R* xRty ®(p,¢) = £ (g)(1)Desc
(k)Existe (p,e) tal que (p,e) € R" x R* y ®(p,e) = F (j)Doesc
(6)® : R® x Rt — V es supra (4)(5)Def de supra
(7)Existe ® tal que @ : R® x R* — V es supra (6)Desc
Q es ¢l conjunto de los mieros racionales Def de Q@
Qt es el conjunto de los racionales positivos Def de Q%
Q" es ¢l conjunto de los racionales negativos Def de Q~
Q" ¢s el conjunto de los puntos racionales Def de Q™
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R > card V :

(1)Existe @ tal que ® : R™ x Rt — V es suprayectiva
(2)® : R" x R* — V es suprayectiva Def de &
(3)card (R® x R+) > card V (2)Dm (3.1)
(4)eard (R™ x R+) =N :

Dm antcrior

(a)eard (R™ x R*) = (card R")(card R+)

Def de [1
(b)card R" = R, card RY = Dm (4.6)
(c)card (R™ x R*) = NR (a)(b)Def de =
()RR = N Dm ({8])
(e)card (R* x R*) = R (c)(d)Def de =
(5)R = card V (3)(4)Def de =

R < card V:
(1)Existe @ tal que ¥ : R+ — V es inyectiva:

(a)po € R™ Def de po
(b)Dom® = R+

(¢)Para todo £ € R+, ®(¢) es vec de pg, de radio ¢

Def de ¢
(d)Para todo € € R+, #(e) € V :

(dy)e € R* Hpt
(d2)®P(e) es vec de po, de radio (d;)Por (c)
(A3)P(e) es vec (d2)De lo especifico
(dq)®(e) e V (d3)Def de V
(e)® vade Rt a 'V (b)(d)Def de incidencia
(f)Dados €4,£2 € R™*, si £, 7 £2 entonces ®(g;) # P(e2) :
(f1)e, € R* Hpt
(f2)ex € R Hpt
(f3)®(e,1) es vec de po, de radio €, (f1)Por ()
i (f4)P(e2) es vec de pg, de radio ez (f2)Por (¢)

(f5)Si £1 # e2 entonces ®(e,) # ®(ey) (fa)(f4)Lema (4.3)

()P : R*Y — V es inyectiva " (e)(f)Def de iny

(h)Existe ¢ tal que @ : R* — V es inyectiva {g)Desc
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(2)®; : R* — V es inyectiva Def de @,

(3)card R* < card V (2)Dm (3.1)
(4)card R* = R Dm (4.6)

OGN < card V (3)(4)Def de =
card V = R :

()R = card V Dm (4.7)

)N < card V Dm (4.7)

(3)card V = R (1)(2)Dm (3.1)

card Q* = Ng :

(1)Existe @ tal que ® : N x N — Q* es suparayectiva:

(a)Dom® = N x N N={12,...,n,...}
(b)Para todo (i,5) € N x N, ®(i,7) = Def de ®
(c:)Para todo (i,7) € N x N, ®(z,7) € Q* :

(c1)(i,5) e Nx N Hpt.

(c2)®(i,5) = 3 (c1)Por (b)

(ca)i,j €N (c1)Def de x

(ca)i € Q* (c3)Def de @+

(cs)®B(i, ) € Q@+ (c4)(cz)Def de =
()P vade N x N a Q+ (a)(c)Def de incidencia

(e)Para todo y € QF, existe (4,7) € N x N tal que ®(7,j5) =y :

(e1)y € Q* Hpt

(e2)y es nimero racional positivo (e1)Def de Q@+
(e3)Existen 7,7 € N tales que y = % (e2)Trad
(es)ie N

(es)j €N

(eg)y = 5 Def de i, j

(er)(i, /) e Nx N (e4)(es)Def de x

(ca)®(ird) = 3 (er)Por (b)

(e)®(i,j) =y (es) (eg)Def de =

(e10)(Z. 7)) e NxX Ny ®(i,j) =y (ez)(es)Desc

(e11)Existe (7,7) tal que (i,j) e Nx Ny ®(3,5) =y
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(2)¥;: : N x N — Q* es supra Def de @,
(3)card (N x N) > card Q* (2)Dmn (3.1)
(4)card (N x N)=Ngo: Porque card N = Rq
(5)Rg = card Q* (3)(4)Def de =

(6)Ng < card Q* : Porque N C Q*

(7)Ne = Q* (5)(6)Dm (3.1)

card Q~ = Rg :
(1)Existe @ tal que ® : Q+ — Q™ es biyectiva:
(a) Dom® = Q+

(b)Para todo =z € Q*, ®(z) = —x Def de ®
(c)Para todo z € Q*, $(3,7) € Q™ :

(1) € QF Hpt
(c2)®(x) = —x (c1)Por (b)
(ca)—x € Q~ (c1)Def de Q~
(ca)P(z) € Q™ (ca)(c2)Def de =
(d)® va de Q* a Q— (a)(c)Def de incidencia
(e)Dados @, x2 € QF, si x; # z3 entonces P(x,;) # ®(xz) :
(e1)z; € QF Hpt
(e2)z2 € QF Hpt
(ea)Si x; # xz entonces P(x,) # P(x2) :
(cx)x; % z2 Hpt
(BT = T2 0 T, < &2 O L3 > Ty (e;1)(ez2) Arit.
(7)x: < 2 0 Ty > 22 (8) () Exclusién
(6)Si z; < z2 entonces B(x;) # P(x3) :
(61)x1 < 2 Hpt.
(62)—x1 > —x2 (6,)Arit
(83)8(x1) = — =y (e1)Por (b)
(64)®(x2) = —x2 (e2)Por (b)
(65)P(x,) > PB(x2) (42)(63)(b4)Def de =
(56)P(x,) # P(x2) (6s)Arit.
(£)Si x; > z2 entonces ¥(x,) # ¥(z2) : D andloga a (§)
()P (x1) # ®(x2) (7)(8)(=)Por casos
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(f)Dado y € Q~, existe z € Q* tal que ¥(x) =y :

(f1)y € Q@ Hpt

(f2)Existe x tal que z € Q' y —x =y (f1)Def de Q—
(fa)zu € Q*

(f4)~xo =y Def de zo

(fa)P(x0) = —xo (fa)Por (b)

(f6)P(x0) =y (fa) (fs)Def de =

(f7)xo € QY y ®(x0) =y (fa) (fe ) Desc

(fa)Existe « tal que z € Q+ y ®(x) =y (f7)Desc

()P : Q* — Q~ es biyectiva (d)(e)(f)Def de biy

(2)Q* ~ Q- (1)Def de ~

(3)card QF = card Q— (2)Def de card
(4)card Q*= Vo Dm anterior

(8)eard Q™ = Rg (4)(3)Def de =

card Q = R :

MQ=Q u{on}uQ* Alg

(2)Q—, {0},Q™* son ajenos entre si Arit

(3)eurd Q = card Q™ + card {0} + card Q* (1)(2)Dm ([8})
(4)card Q™ = Ry, card {0} =1, card Q% =1Re Din (4.7)
(B)eard Q@ =Rg + 1 + Vg (3)(4)Def de ==

(6)Rg + 1 + Ry = N Dm ([8])

(T)eard Q = Rg (5)(6)Def de =

card Q" = Ry :

Q" =R x QR x --- x Q (n factores) Def de Q™
(2)card Q" = (card Q) ( card Q) - - - (card Q) (1)Def de =
(Bcard Q@ =Ry Dm anterior

(4)enrd Q" = RaNo- - Ro (2)(3)Def de —

(5)RNp - - - Np = Ng Dm ([8])

(G)card Q" = Rq (4)(5)Def de =



Existe ¥ tal que @ : Q" x Q* — V; es suprayectiva:

(1)Domd = Q™ x Q*
(2)Para todo (p,e) € Q™ x Q*, ®¥(p,c) es vec de p, de radio

Def de &

(3)Para todo (p.£) € Q" x @*, B(p,e) € Vo :

(a)(p,e) € Q™ x QF Hpt

(b)®(p,c) es vec de p, de radio € (a)Por (2)

(e)p e Q™

(d)e € QF (a)Def de x

(e)p es punto racional (¢)Def de Q™

(f)e es miimero racional (d)Def de Q+

(2)P(p,e) es vec rac (b)(e)(f)Def de vec rac

(h)®(p.€) € Vo (£)Def de Vo
(4)® va de Q™ x Q*ta Vo (1)(3)Def de incidencia
(5)Dada £ € V), existe (p,g) € Q" x Q* tal que ®(p,c) = £ :

(a)E € Vo Hpt

(b)E es vec rac (a)Def de Vo

(c)Existen p € Q" y € € Q* tales que FE es vec de p, de radio € (L)Def de ved rac

(DpeQr

(e)e € Q+

(f) FE es vec de p, de radio & Def de p, e

(2)(p,e) € Q" x Q* (d)(e)Def de x

(h)®(p,e) es vec de p, de radio € (g)Por (2)

()®(p.c) = B (B)(f)Lema (4.3)

(G)p.e) € Q" x QF y ®(p,e)=FE (&) (i)Desc

(k)Existe (p,€) tal que (p,e) € Q" x Q* y ®(p,e) = E (j)Desc
(6)P : Q@ x Q* — Vg es suprayectiva (4)(5)Def de supra
(7)Existe ¢ tal que @ : Q" x QF — V es suprayectiva (6)Desc

Ny = card Vg
(1)Existe ® tal que ® : Q" x QF — V| es suprayectiva

(2)® : Q" x Q* — Vg es suprayectiva Def de &
(3)card (Q" x Q) = card Vo (2)Dm (3.1)

51

Dm antorior



(4)card (@™ x Q+) = Ko :

(a)eard (Q" x Q@*) = (card Q") (card Q+) Def de I
(b)card Q™ = Ry, card Q* = Rg Dm (4.7)
(c)eard (Q™ x Q) = RoRy (a)(b)Def de =
(d)RokRo = Re Dm ([8])
(e)eard (Q™ x Q%) = Rg (c)(d)Def de =
(5)Rg = card Vi (3)(4)Def de =

Rg < card Vo:
(1)Existe ® tal que ® : Q* — V; es inyectiva:

(a)po € Q™ Def de po
(b)Dom & = Q+

(c)Parn todo € € Q*+, (&) es vec de pq, de raclio € Def de @
(d)Para todo £ € Q@+, ¥(c) € Vo :
(d1)e € QF Hpt
(d2)®(e) es vec de pq, de radio € (d1)Por ()
(d3)po es punto racional (a)Def de py
(l4)e es mimero racional (d1)Def de Q*
(d5)®(€) es vec rac (d2)(da)(d4)Def de vec rac
(dg)®(e) € Vo (ds)Def de Vg
(e)® vao de QF a V (b)(d)Def de incidencia
(f)Dados 3, €2 € QF, s8i €1 7 €2 entonces ¥(e,) # P(e3) :
(f1)e:1 € QF
(f2)e2 € QF Hpt
(f3)¥(c1) es vec de po, de radio g, (f1)Por (c)
(£4)®(e2) es vec de po, de radio g, (f2)Por (c)
(f5)Si £1 7 =2 entonces ®(e;) # P(=2) (f3) (fa)Lema (4.3)
(£)® : Q+ — V, es inyectiva (e)(f)Dcf de inyectiva
(2)® : Q@+ — Vg es inyectiva Def de ¢
(3)card Q* < card Vg (2)Dm (3.1)
(4)card QF = Ry Dimn (4.7)
(5)Rp < card V (3)(4)Def de =
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card V() = No <

(1)Wp < card V Dm (4.7)
(2)No = card Vo Dm (4.7)
(3)card Vo = NRg (1)(2)Dm (3.1)

4.8. Total de abiertos en R”

Definicién de A :
Para todo U, U € A si, y sélo si, U es abierto (en R™).

Existe € tal que & : P(Vy) — A es suprayectiva:

(1)Dom® = P(Vyp)

(2)Para todo C € P(Vj), ¥(C) =EUC £ Def de ®
€

(3)Para todo C € P(Vy), ¥(C) € A :

(a)C € P(Vy) Hpt
: (b)C € Vo (a)Def de P(Vy)
' (c)Para todo F, si £ € C entonces E € V (b)Def de ©
: (d)Para todo E, si E € C entonces E es abierto: (e)

(e) U E es abierto (d)Dm (4.3)

(f)tb(C) = U E (a)Por (2)

(g)P(C) es ubnerfo (e)(f)Def de =

(h)P(C) € A ssi $(C) es abierto Def de A Desc

(1)P(C) € A (g)Por (h)

(4)® va de P(Vo) a A (1)(3)Def de incidencia
(58)Dado U € A, existe C € P(Vyp) tal que ®(C) = :

(a)U € A Hpt

(b)Y es abierto (a)Def de A

(¢)U s unién de vecindades racionales (b)Dm {4.5)

(d)Existe C tal que C es partida de vec rac y rUc £E=U () Trad

213
(e)Existe C tal que C € P(V,) ¥y Uc E=U: {(d)
EE
(£)C €P(Vo)
U E=U Def de C
EéC
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(h)®(C) =Y F (f)Por (2)

(A)P(C)=U (h)(g)Def de =
(3)C eP(Vo) y #(C) =U (f)(i)Desc
(k)Existe C tal que C €P(Vo) y ®(C) = U (j)Desc
(6)® : P(Vo) — A supra (4)(5)Def de supra
(7T)Existe ¢ tal que ® : P(Vo) — A es supra (6)Desc
R > card A :
(1)Existe ¥ tal que ® : P(Vo) — A es supra Dm anterior
(2)® : P(Va) — A es supra Def de ¥
(3)card P(Vy) = card A (2)Dm (3.1)
(4)card P(Vy) =N :
(”)P(Vo) ~ {0,1}V° Dm (3.3)
(b)card P(Vp) = card {0,1}Ve (a)Def de card
(c)card {0,1}Ve = 2R .
(c1)eard {0,1}VYe = [card{O, 1}]card Vo Def de card <!
(cz)card{0,1} = 2 Def de 2
(ca)eard Vo = Ro Dm (4.7)
(cq)card {0,1} Ve = 2Re (c1)(e2)(e3)Def de =
(d)card P(Vp) = 2%° (b)(c)Def de =
(e)2® = R Def de R
(F)card P(Vg) = R (d)(e)Def de =
(5)R = card A (3)(4)Def de =
R < card A :
()'VCA Porque toda vec es un abierto
(2)card V < card A (1)Din (3.1)
(3)card V =R Din (4.7)
(4)R< card A (2)(3)Def de =
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card A = N:

(1)w > card A
(2)NR< card A
(3)enrd A = R

Dm (4.8)
Dm (4.8)
(1)(2)Dm (3.1)
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5. BORELIANOS

Borelianos (en R™) son los conjuntos que se generan a partir de los abicrtos mediante las
operaciones de resta y de unién numerable.

Una coleccién C, de subconjuntos de R™, se llama anillo sigma ssi dados B, Ey € C,
FE - FE,e C,y ,dados E,,...,E,,... € C, UﬁE,. e C.
né&

Se define la coleccion B, de los conjuntos borelianos, como el miniimo anillo sigma que
incluye a los abiertos.

Axiomas:

B es anillo sigma.

A CB.

Para todo C, si C es anillo sigma y A € C entonces B ¢ (.

Para toda coleccién C, de subc de R"”, se definen las colecciones C~ y € como sigues
Si E,,E; € C entonces E, — Ey, € C-.
Dado Y € C—, existen F|,E, e Ctalesque E, — E. =Y.

Si £y,... ,.E'..,.. . € C entonces |J FE, € C™.

ne

Dado YV € C, existen E,,..., FE,,... € C tales que UN E, =Y.
ne

Lemas:
Sive Centonces CC C™

(1) e C Hpt
(2)Para todo E, si E € C entonces E€ C~:
(a)E e C Hpt
(hyde C (1)Desc
(e)E—-WeC~ (a)(b)Def de C™
(QE-0V=F Alg
(e)FE € C~ () (d)Def de =
(3)c c C- (2)Def de ©
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Sicard C =R y # € C entonces card C™=R:

(Deard C =W Hpt

(2 ecC Hpt

[G) [ eRel o (2)Din anterior
(Deard C < card C~ (3)Dm (3.1)
OIN < card C~ (4)(1)Def de =

(G)Existe © tal que # : C x C — C~ es suprayectiva:

() Domnd = C x C
(M)Dudo (£, E2) € C x C, P(E,, E,) = B, — E; Def de ¢
(O)Dado (F,E2)) e Cx C, P(E,E;)) e C—

(B, E)e CxC Hpt.
(2)Ey, By € C (1) Def de x
(e)E, — B, € C™ (¢2)Def de C—
(ca)P(Ey, Ey) = E, — Ea (¢1) Por (b)
(cs)P(E). Ey) € C- (¢3)(ca)Def de =
(P viv de C x C a C— (a)(¢)Def de incidencia

(¢)Dado F € C™, existe (£, E;) € C x C tal que &(E,, £,) = F:

(e)F € C— Hpt

(e2)Existen E,, E; talesque E,,E, e Cy E, — E, = F (¢1)Def de C—
(ex) B\, E; € C

(B, — By = F Def de E,, Ea

(cs)(EL E)e Cx C (e3)Def de x

(ca)P(E, E2) = E, — E; (e5) Por (b)

(er)P(EL, E2) = F (es)(eq)Def de =

(en)(EV, E) e Cx Cy ®(E, B2) = F (en)(er)Desc

(en)Existe (F,, E;) € C x C tal que ®(E,, E;) = F (en)Desc:

()P : C x C — C~ es supra (d) (e)Def de supra
(TP, : C x C — C~ es supra Def de &,
(8)uard (€ x C) = card C— (7)Dm (3.1)
(Deard (C x C) = R :

(a)card (€ x C) = (card C)(card C) Def de T1
(b)eard C = R (1)Desc
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(c)eard (€ x C) =RR
(d)RR = ® Dm ([8])
(e)eard (€ x C) =R

(10)R = card C—
(AR = card C—

(8)(9)Def de =

CcCcC=:

(5)(10)Dm (3.1)

(a)(b)Def de =
(«)(A)Def de =

(1)Para todo FE, si F € C entonces E € C™ ;

(a)E e C Hpt
(b)EU---UEU-.- € C>
(DEU---UEU .- -=F
(d)E € C= (b)(c)Def de =

(QC c C> (1)Def de C

Si card C =R entonces card C™:=R :

(1)card C =N
(2)C ¢ C=

(3)card C < card C*°
(4)R < card C* (3)(1)Def de =
(5)Existe ¢ tal que  : C x Cx - - -

Hpt
Dm anterior

(A)Dorn® =C x C x -

(b)Para todo (Ey, E»,...) € Cx Cx --
(¢)Para todo (£, F2,...) e Cx Cx --

() (B, Ez,...) ECxCx---
(c2)E,\, E2,... € C

((‘q)El UFE,U---€C™
(ca)b(Ey, Ear.. ) = By UE2U---
(cs)P (B, By, ...) € C>=

()P vade C x Cx--- aC=

(2)Dm (3.1)

(a)Def de C=
Alg

— C°° es suprayectiva :

L OB Ey,..)=U E, Def de €
neEN

-,@(El,Ez,..‘)EC"o:

Hpt

{c1)Def de x
(c2)Def de C>=

(c1)Por(b)

(ca)(cq)Def de =

(a)(c)Def de incidencia
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(e)Para todo F € C™, existe (E),£E3,...) € C xCx---
tal que ®(Ey, E3,...) = F:

(1) F € C= Hpe
(ez)Existen E,, F;,... € C talas que leJN E, =F (e1)Def de C=°

(ea)E,E;,...€ C

(ed) U E,=F Def de E\, Ey, ...
(es)(E‘.,Ez....) €eCxCx--- (es)Def de x
(€a) BBy, By, ..) = U B (es)Por(b)
(er)®(E), E2,...)=F (e¢)(eq)Def de =
(en)(F),Fa,...) ECxCx---y¥®(EE;,..)=F {eg)(e7)Desc
(cy)Existe (£, Eo,. tal que (£, E;,...) € CxCx---y
D(E,, E,,...) = F (es)Desc
()P :C x Cx---— C™ es supra (d)(e)Def de supra
OB)P, : C x Cx ----— C™ es supra Def de &,
(Meard (C x Cx ---) = cn.rd C> (6)Dim (3.1)
B)enrd (C x Cx «++) =
(a)eard (C x Cx - --) = (card C)(card C) - - - Def de I1
(b)eard C = R (1)Desc
(e)eard (C x Cx -+ ) = RR.-. (a)(b)Def de =
()RR --. =R Dm ({8])
(e)eard (C x Cx -..) =R (c)(d)Def de =
(9)R = card C=° (7)(8)Def de =
(L0)R = card C= (4)(9)Dm (3.1)
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I(E) = {M: X < £}. X ordinal

Para todo A\, A € I(€) s8i y sSlosi A < £ Def de I(£), £ ordinal.

Lema:

Existe £ tal gue card I(€) =R :

(1)Existe B tal que B es buena ordenacién y [B] = R

Zermelo
(2) B es buena ordenacién
3)[B] =R Def de B
(4tipo B = B Def de 8
(b)tipo M(B) = Dm (3.5.1)
(6)tipo M (3) = tipo B (5)(4)Def de =
(NA(B)~ B (6)Def de tipo
(8)[M ()] ~ (B : 160!
OIM(B)] ~ R (8)(3)Def de =
(10){M(B3)) = I1(B) : Porgue A € [M(B8)] ssi A < 8
(nNIpB) ~R (9)(10 )Def de =
(12)card I{B) = card R (11)Def de card
(13)card R = R D (4.6)
(14)card I(B) = R (12)(13)Def de =
(15)Existe £ tal que card J(£) = R (14)Desc

Para ver que el total de Borelianos es alef (), primero se demostrara que card B < R,

osta demostraciéon se hard por etapas, pues hacerla en nna sola etapsa, serin inuy pesado,
posteriormente se demostrara que R < card B.

card B < R

12 etapa
(1)Existe £ tal que J(£) no es numerable: Lewmna
(2)cx = min & tal que I(£) no es munerable Def de &
(3)I () no es numerable
(4)Para todo £ < «, I(£) es numerable (2)Def de min
(5)Bg = A e
(6)Pura todo £,5i 0 < £ < o ent. B = [( U€ BA) ] Def de B,
r<



(7Y B U Bg:
<o
(MACS U Bg:
£<ax
(a,)Para todo E,si € Aent E€ U Be:
E<<ey

(x)E € A Hpt
(B)FE € Bg (ax)(5)Def de =
(7)0 < cr:
(MmO < a Arit. ([9],[10))
(72)0 # o :
(A)I(0) es numerable Porque 7(0) = 0
(B)I(ex) no es munerable (3)Desc
(C)O 5# x (A)(B)Def de =, girada
(7)0 < (71) (72) Exclusién
(5 0<ay E € Bqg (7)(B)Desc
(e)Existe £ tal que £ < vy F € B¢ (5)Desc
(OF EEU B, (e)Def de U
<o
(a2)A C U Bg (a;)Def de
£<a
(h)Si £, F2 €tJ B¢ entonces £, — Ex € U Bg: Pend 2¢ ctapa
£<a E<a
(¢)Si Ey,....En,...€ U Beentonces J £, U Bg: Pend 32 etapa
ETen neN £-<a
(U B¢ es anillo sigma (b)(¢)Def de anillo sigma
(e)B € UBg¢ (1)(a)Def de B
(8)card B < card UBg (7)Dm (3.1)
(9card UBg < R : Pend 42 ctapa
(10)card B < W (8)(9)Dm (3.1)
card B < R : 2¢ etapa
(1)Existe £ tal que /(&) no es numerable: Lema
(2) = min £ tal que I(£) no es numerable Def de «
(3)Z(cr) no es numerable
(4)Para todo £ < «, J(€) es numerable (2)Def de min
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(5)Bo = A

(G)Para todo €, 8i 0 < £ < av ent By = [(AU‘ B.\) _] Def de B¢
<
(T)B < U B( H
g<ev
(a)A QEU B¢ Dm 12 etapa
<cw
(b)Si E,;,F2 € U B¢ entonces E, — Ez€ |J B¢ :
< <o
(b)) Ey GEL<J B¢ Hpt
(b2)Existe £ tal que £ < ay E; € B, (b, )Def de U
(b3)€(1) < o«
(ba) E, € B¢y Def de £(1)
(bs)E2 €£l<J B¢ Hpt
(be)Existe £ tal que £ < ay E3 € B¢ (bs)Def de U
(b7)E(2) <
(bs)E; € Be) Def de £(2)

Al llegar aqui hacemos en una hoja aparte una lista de enunciados empezando por la tesis,
seguida de lo que ella quiere decir, y de todo lo que de ahi se desprencda, hasta llegar a
un resultado del que se pueda deducir la tesis. Tal resultado es que exista € tal ques
0<E <,

£(1) < &,

£(2) < €. *Desiderdtum

Por lo tanto:

(bo)Existe n < ax tal que £(1) < 7 y £(2) < 7n:

(x)€(1) < £(2) 0 £(2) < £(1) Axioma
(B)Si £(1) < £(2) entonces vale (bg): (b?)
(7)8i £€(2) < £(1) entonces vale (by): (bs)
(&)vale (by) () (B)(v)Por casos

(bio)n < o

(b1:1)E(1) <19

(b12)€(2) < m Def de

(bna)0<7n+1<a:
(e)0<np<n+1 Arit. ([9],{10)
()0 <n+1 () Arit. ([9],[10])
(Mm+l<a (bio)Arit. ([9],(10))
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G+l a:

(62)1(n + 1) ea numerable:

(AYI(n+1) S I(m)U{n}: Def de
(B)I(n) es numerable (b1o)Por (4)
(C){n)} es numerable Dm ([8])
(D) (n) U {n} ea numerable (B)(C)Dm ([8])
(E)I(n + 1) es numerable (A)(D)D1n ([8])
(62)7(ax) no es numerable (3)Desc
(Ba)n + 1 # o (61)(82)Def de =, girada
en+l<a (7)(6)Exclusién
Ko<n+l<a (8)(¢)Desc
(bia)E(1) <m+1 (b ) Arit. ({9].[10D)
(b1s)E(2) <n+1 (bi2) Arit ([9],{10])

*(byg)Existe £ tal que 0 < £ < o, £(1) < £y §(2) < & (bi13)(b14)(b1s)Desc
(b17)0 < 5 < o )

(b18)€(1) < &

(b19)€(2) < & Def de €

{(b2o) E: E‘\L<)£ B, :

(x)€(1) < & (bia)Desc

(BYE, € B¢y (bg)Desc

(7)£(1) <€y By € Beqyy () (B)Desc
(5)Existe A tal que A < £y E; € Ba (v)Desc
(e)E, GAL<J€ Ba (6)Def de U

(b21)E2 E/\UE B, : Dm anidloga a (bgo)
<
(b22)E, — Ez € (AL<}£ BA) (b2o)(bz;)Def de C—
(bz3)E, — B2 € [(‘\U5 B,\) ’] (bz2)Porgue € € C*=
<
(h')A)BE = [(AL<J£ B,\) (bry)POr (6)
(bes)E, — E2 € B¢ (b23)(b24)Def de =
(b2s) < (bi17)Desc
(b27)é <y Ey,— E, € B¢ (bae ) (hes)Desc
(b2 )Existe £ tal que § < a y E; — E; € B¢ (byr)Desc
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(boo) By — En € U Be (bas)Def de U

(¢)Si By, ooy Epy. . EEU B¢ entonces U E, U B : Pend 3¢ etapa
£<

(d)U B¢ es anillo sigma (b)((‘)Dcf de axullo sigma
(e)B € UB¢ (d)(a)Def de B

(8)card B < card UBE (7)Dm (3.1)
(Neard UBe < N : Pend 4% etapa
(10)card B < R (8)(9)Dinx (3.1)

caad B < W 3% etapa

(L) Existe £ tal que /(£) no es numerable: Lema

{(2)cv = min £ tal que 7{(£) no es numerable Def de o
(3)7{er) no s numerable

(4)Para todo £ < o, I(€) es numerable (2)Def de min

OB, = A -
(6)Para todo £, 81 0 <& < v ent By = U B, Decef de B
£ AZe 13
(MBCU B.:
<o
(a)A € UB¢ Dm 12 etapa
(b)Si Fy, E> € U B¢ entonces By — E; € ) Bg Dm 22 etapa
L<ox E<ax
()Si Fy,...,E,. ... €U B entonces U E, € U Bg:
E<ax nenN E<ar

(c1)By, ..., By ... €U Be Hpt
(m)Paratodon e N, F, € RY) B, (e1)Trad

L<ex
(eg)Para todon € N, existe S tal que § < vy E,, € By : (¢2)
(ca)Para todon € N, §(n) < a« y E, € B¢ Def de &£(n)
(¢s)Existe n < a tal que, para todon € N, £(n) < 7 :

(ev)Para todo 77 < «, existe n. € N tal que £(n) > n Neg
B (@) € U T(Em) :

(Br1)r € I(e) Hpt

(B2 < e (B1)Def de I

(Ba)Existe n. € N tal que £(n) > A (B2)Por (rx)
(Ba)neN
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(Be)e(n) > A Def de n

(Ba)r < £(n) (Bs)Trad
(B7)A € 1(E(n)) (Bs)Def de 1
(Ba)ne Ny A e I(E(n)) (4)(Br)Desc:
(Bo)Existe n tal qnen € N y A € I(£(n)) (Ax)Desc
(B1o)A €y, 1(&(n)) (a)Def de U
(v)Para todo n € N, I(£(n)) es numerable: (ca)(1)
(6)nLéJN I(€(n)) es numcrable (v)Dm ({8])
e(£)I(x) es numerable (8)(6)Dm ([8))
o(¢)I () no es numerable (3)Desc
(e)n<
(c7)Para todon € N, £(n) <7 Def de 7
(R0 <n+l1l<a (ce)Dm etapa anterior
(cp)Para todon e N, £(n) <n+1: (c7)
()0 <+l <ayparatodon e N, &§(n) <+ 1 (en) () Dese
*(e11)Existe £ tal que 0 < £ < a y paratodon € N, £(n) < £ (o) Desc
(120 < € < &
(c1a)para todo n € N, €(n) < &£ Def de &
(c14)Para todo n. € N, E,, EALEJE B, (e13) (04)
(c15)Para todon € N, E, € (AUE B;\)_
(a)n €N Hpt
(B)YE. EAL<J€ B. ()Por(cia)
y B (g B)
A<E A<
(m)Pe U Ba:
A<e
(Ao e A : Porque @ es abierto
(B)? € By (A)(5)Def de =
(C)o <& (¢12)Desc
(D)0O<€&y0e B (C)(B)Desc
(E)Existe A tal que A < £y @ € B, (D)Deser
(Fo ey Ba (E)Def de U
(=) U BaC ( U BA)_ (7)Dm (5.0)
A<E A<E
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@8 < (y B) B Al

(cie) U En € [(H‘ B,.) —] (c14)Def de C™
(c17) B¢ = [(}3{ BA)—] (c13)Por (6)
(‘Yns)"léJN E, € B¢ (¢16)(e17)Def de =
(c19) < (c12)Desc
() <ay U E, € B¢ (c19) (1) Desc
(cz1)Existe & tul queé <ay U" E, € B¢ (¢20)Desc
((‘32)”9. E, E(go Be (cz21)Def de U
(d)U B¢ es anillo sigma (b)(¢)Def de anillo sigma
(e)B C UB; (d)(8)Def de B
(8)card B < card U B¢ (7)Dm (3.1)
(O)card UBe < R: Pend 42 ctapa
(10)card B < R (8)(9)Dm (3.1)

card B < W :

42 etapa
(1)Existe £ tal que I(£) no es numerable: Lema
(2)x = min £ tal que J(£) no es numerable Def de o
(3)I() no es numerable
(4)Para todo &€ < o, I(£) es numerable (2)Def de min
(S)Bo = A -
(6)Para todo £, 8i 0 < £ < o ent B, = [(AL<J€ B,\) ] Def de B
(7Y BCU B Dm etapas anteriores
<o
(8)card B < card (U Be (7)Dm (3.1)
<o

(O)card U Be < R:

(a)card U B, < 2 card B, Subaditividad

(b)Para todo & < u, card By = R : Por induccién Pend 5% ctapa

() Z: card B EZ: n (b)Def de ==
<o

£len
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() = Def de I
E€i(a)

(e) = [eard I(a)]R Dm ((8))
(f)eard l,<Jn B¢ < [card I(a)]R (a)(e)Def de =

(g)caxrd ‘I(u) <RNR:

(g1)Existe 3 tal que card I(8) = R Lema

(g2)eard I(G) = R Def de 3

(23)7(/3) no es numerable (g2)Dm ([8))

(84)Si O < @ entonces I(3) es munerable (1)Desc
(g5)Si 7(B) no es numerable entonces 3 # o (g4)Giro
(86)3 # v (gs)Por(gs)

(gr)x < 13 (ge)Arit ([9],{10])

(8a) () € I(B) : (g7)Def de 1

(gn)card I{c) < card I(5) (ga)Dm (3.1)

(Brv)card I(a) < R (g9)(g2)Def de =

(h)(card I({a))R < RR (g)D1mn ([8])
(i)card U B, < RN (f)(h)Dm (3.1)

€<
(G)eard tU B < N: (i)Porque RRX = X Din({8])
<y

(10)card B < R (8)(9)Dm (3.1)

card B < R : 52 etapa

(1)Existe £ tal que 7(£) no es numerable: Lema
(2)a = min £ tal que I(£) no es numerable Def de o

(3)7 (a) no es numerable
(4)Para todo £ < «, I(£) es numerable (2)Def de min

(5)Bo = A -
(6)Para todo £, 810 <€ < aent B = [(»\Ut BA) ] Def cde B,
-

(7B gtu B¢ Dm 22 y 3% etapas
<
(8)card B < card {J Bg (7)Dm (3.1)
<o
(9)card U Be < N:
£<ex

a)eard U B <3 card B Subaditividad
§ = '3
E<ex E<a
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(b)Para todo € < a, card Bg = R :

b} <a Hpt

(b2)Para todo A\ < £, card B = R
(bs)§=0 0o O<céf<a (by)Arit
(b4)Si £ = 0 entonces card Bg — N :

(bs)Si 0 < £ < a entonces card Bg = R :

Hpt de induccién

(5)Porque card A = R

()0 <€ < I;pt
(B)Be = [(}z’, B;) ] (a)Por (6)
(Y)card |J By =R:
A<
(71 )card AUE B, SEQ card B, Subaditividad
<
(7v2)Para todo A < £, card B, = R (b2)Desc
()T card B, =3 R (72)Def de =
het = f de I
(ve) =A2;.(€) Def ¢
(s) = [card I(£)IR Dm ({8])
(~ve)card ’\L<J B, < [card I(§)IR (71)(v5)Def de =
(y2)card I(£) < Wo : )
(A)E < (o) Dese:
(B)YI(€) es numerable (A)Por (4)
(Cleard I(€) < Ro (B)Def de numerable
(vs){card I(£)IR < ReR (v7)Dm ([8])
(ve)card AL(JE B < RoR (7v6) (7v+)Dm (3.1)
(v10)card »\léje B, < ®: (7ve)Porque RoiX = ® Dm ([8])
(71)R < card kUE B Porque A <;.)\L<JE B, y card A =R
(712)card ‘\L<J€ B, =R (710)(711)Dm (3.1)
(C)]'] EAL<J: B Dm 32 etapa paso ()
(e)card )‘L<j€ B,\)— =N (M{(S)Dm (5.0)
(Q)card (AL<J£ BA) —] =R (€)Dm (5.0)



(B = [ (um) ] (8)Dexc
(F)card Bg = R (€)(n)Def de =
(bg)card B¢ = R (b3)(bs)(bs)Por casos
(c)({j card Bg =E§: R (b)Def de =
(d) = 3 : Def de 1
£€i(en)
(e = eard I(a)n Dm ([8))
{f)card sU B¢ < [card I(a)]R (a)(e)Def de =
(g)eard I(a) < N Dm 42 etapa
(h)(card I(a))R < BRR (g)Dm ([8])
(i)card <L<J B < RR (F)(h)Dm (3.1)
()eard sU B < R: (i)Porque RR = R
(10)card B < R (8)(9)Dm (3.1)
R<card B :
()ACB Def de B
(2)card A < card B (1)Dm (3.1)
(B)card A =R Dm (4.8)
AR < card B (2)(3)Def de =
card B =N :
()card B < R Dm (5.0)
@ <card B Dm (5.0)
(3)card B =R (1)(2)Dm (3.1)
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A. Acertijos parvipontanos

A dice que B miente.
B dice que A miente:
A miente-B no miente. 12 solucién
A no miente-B miente. 22 solucién

A dice que B miente.

B dice gue A no miente:

No es cierto que A miente.

No es cierto que A no miente. Insoluble

A dice que B no miente.

B dice que A miente:

No es cierto que A miente.

No es cierto que A no miente. Insoluble

A dice que B no miente.
B dice que A no miente:
A miente-B iente. 12 solucién
A no miente-B no miente. 2% golucién

A dice gue B miente.

B dice que C miente.

C dice que A miente:

No es cierto que A miente.

No es cierto gque A no miente. Insoluble

A dice gque B miente.

B dice que C miente.

C dice que A no miente:

A miente-B no miente-C miente. 12 solucién
A no miente-B miente-C no miente. 22 golucién
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A dice que B miente.

B dice que C no mionte.
C dice que A miente:
A miente-B no miente-C no mi

A no miente-RB miente-C miente.

A dice que B no miente.
B dice que C miente.
C dice que A miente:

A miente- B miente-C no miente.
A no miente-B no miente-C' miente.

A dice que B miente.

B dice que C no miente.

C dice que A no miente:

No es cierto que A miente.
No es cierto que A no miente.

A dice que B no miente.

B dice gque C no miente.

C dice que A miente:

No es cierto que A miente.
No es cierto que A no miente.

A dice que B no miente.

B dice que C miente.

C dice que A no miente:

No es cierto que A miente.
No es cierto que A no miente.

A dice que B no miente.
B dice que C no miente.
C dice gne A no miente:
A miente- B3 miente-C miente.

1% golucién
2% golucién

12 golucién

2% golucién

Insoluble

Insoluble

Insoluble

12 solucién

A no miente-B no miente-C' no miente. 22 solucién
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B. TABLA DE VERACES Y MITOMANOS

Anteriormente el Prof. Gonzalo Zubieta Russi publicé nna tabla sobre veraces y mitémanos
([3]), y esta tabla que aqui presentamos fue propuesta por el Prof. Zubicta y elaborada
por Maricela Solérzano A.,Osvaldo De la Peiia R. y Patricia Rodriguez R.

A dice que B es veraz.

B dice que C es veraz.

C dice que A miente:

A no es veraz. B no es veraz. C no es mitémano.
Si B es mitémano entonces C es normal.

Si C es veraz entonces B es normal.

A dice que B es veraz.

B dice que C no es mitémano.

C dice que A miente:

B no es mitémano.

C no es mitémano.

Si A es mitémano entonces B es normal.
Si A es veraz entonces C es normal.

Si B es veraz entonces C es normal

Si C es veraz entonces B es normal

dice que B es veraz.

dice que C es normal.

dice que A miente:

no es mitémano.

B es mitémano entonces C es veraz.

2aQw»

A dice que 3 es veraz.

B dice que C' no es normal.

C dice que A miente:

Si A es veraz entonces C es mitémano.
Si B es veraz entonces C es mitémano.
Si C es veraz entonces B es normal.

A dice gue B es veraz.
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B
C
B
Si
Si
Si
Si

uehQua

200w

Qo>

oo

nurxQbx

dice que C no es veraz.

dice que A no miente:

1o es mitémano. C no es veraz.

A es vernz entonces C' es normal.

A es mitémano entonces B es normal.
B es veraz entonces C' es normal

C es mitémano entonces B es normal.

dice que B es veraz.

dice que C es mitémano.

dice que A no miente:

no es veraz. B no es veraz. C no es veraz.
B es mitémano entonces C' es normal.

C es mitémano entonces B es normal.

dice que B es veraz.

dice que C es normal.

dice que A no miente:

no es veraz.

B es mitémano entonces C es mitémano.

dice que B es veraz.

dice que C no es normal.

dice que A no miente:

A cs veraz entonces C es veraz.

B es veraz entonces C es veraz.

C es mitémano entonces B es normal.

dice que B es mitémano.

dice gque C no cs veraz.

dice gnue A miente:

no es veraz. B no es mitémano. C no es mitémano.
B es veraz entonces C' es normal.

C es veraz entonces B es normal.
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A dice que B es mitémano.

B dice que C es mitémano.

C dice que A miente:

B no es veraz. € no es mitémano.

Si A ¢s veraz entonces C es normal.

Si A es mitémano entonces B es normal.
Si B es mmitémano entonces C es normal.
Si C es veraz entonces B es normal

A dice que B es mitémano.
B dice que C es normal.
C dice que A miente:

Si A es veraz entonces C es mitémano.

Si B es mitémano entonces C es nitémano.

Si C es veraz entonces B es normal.

dice qne B es mitémano.

dice que C no es normal.

dice que A miente:

no es mitdémano.

B es veraz entonces C es veraz.

“2aQ»

dice que B es mitémano.

dice que C os veraz.

dice que A no miente:

no es veraz. C no es veraz.

A es veraz entonces C es normal.

A es mitémano entonces B es normal.
B es mitémano entonces C es normal.
C es mitédmano entonces B es normal.

Qo>

3oy

-

A dice que B es mitémano.

B dice que C no es mitémano.

C dice que A no miente:

A no es veraz. B no es mitémano. C no es
Si DB es veraz entonces C es normal.

Si C es mitémano entonces B es normal.

veraz.
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A dice que B es mitémano.

B dice que C cs normal.

C dice que A no miente:

i A e8 veraz entonces C e8 veraz.

B es mitémano entonces C es veraz.
C es mitémano entonces B es normal.

noy

A dice que B es mitémano.

B dice que C no es normal.

C dice que A no miente:

C no es veraz.

Si B es veraz entonces C es mitémano.

A dice que B normal.

B dice que C es veraz.

C dice que A miente:

Si B es mitémano entonces C es normal.
Si C es veraz entonces B es veraz.

A dice que B es normal.

B dice gque C no es veraz.

C dice gqnue A miente:

Si B es veraz entonces C es normal.

Si C es veraz entonces B es mitédmano.

A dice que B es normal.

B dice que C es mitémano.

C dice que A miente:

11O €S VEeraz.

C es veraz entonces B es mitémano.

A es 1mitémano entonces B es rnitémano.

Loy

dice gue B es normal.

dice que C no es mitémano.

dice que A miente:

no es mitémano.

C ¢s veraz entonces B es veraz.

A es mitéimmano entonces B es veraz.

numQws
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A dice que B es normal.

B dice que C es normal.

C dice que 4 miente:

Si C es veraz entonces B es mitémano.
Si B es mitémano entonces C es veraz.

A dice que B es normal.

B dice que C no es normal.

C dice que 4 micnte:

Si B es veraz entonces C es veraz.
Si C es veraz entonces B es veraz.

A dice que B es normal.

B dice que C es veraz.

C dice que A no miente:

B 1no es veraz.

Si A es mitémano entonces B es mitémano.
Si C s mitémano entonces B es mitdmano.

A dice que B es normal.

B dice que C no s veraz.

Cdice que A no miente:

B 1o e¢s mitémano.

Si A es mitSémano entonces B es veraz.
Si C es mitédmano entonces B es veraz.

dice gque B es normal.

dice que C es mitémano.

dice que A no miente:

B es mitémano entonces C es normal.
C es mitomano entouces B es veraz.

2uQu»

dice gque B es normal.

dice que ' no ¢s mitémano.

dice que 4 no miente:

B es veraz entonces C es nornal.

C es mitémano entonces B ¢s mitémano.

Qe
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A dice que B es normal.
B dice que C es normal.
C dice que A no miente:
Si B as mitémano entonces C o8 mitémano.
Si C es mitémano entonces B es mitémano.

A dice que B es normal.

B dice que C no es mitémano.

C dice que A no miente:

Si B es veraz entonces C es mitémano.
Si C es mitémano entonces B es veraz.
Dualidad

El dual de veraz es mitémano, el dual de mitémano es veraz, y el dual de normal es normal.
El conjugado de un término es la negacién de su dual. Asi, el conjugado (e veraz es no
mitémano, el conjugado de mitédmano es no veraz, y el conjugado de normal es no normal.

Principio de dualidad

Si a partir de ciertos datos se demuestra cierta afirmacion, entonces a partir de los catos
conjugados se demuestra la afirmacién dual.

Ejemplo:

Datos:

A dice que B es normal
B dice que C es veraz
C dice que A miente

Afirrnacion: Si B es mitémano entonces C es normal

Datos conjugados:

A dice que B no es normal

B dice que C no es mitémano
C dice que A miente

Alfirmacidén dual: Si B es veraz entonces C es normal

Asi 1a tabla anterior se duplica al pasar en cada caso de los datos a los datos conjugados,
y de las afirmaciones a las afirmaciones duales.
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C. ABREVIATURAS Y SIMBOLOGIA

Abreviaturas

Mit Mitémano
Def Definicién
Neg Negacién
Desc Descendente
Hpt Hipdétesis

Iny Inyectiva

Biy Biyectiva
Supra Suprayectiva
Trad Traduccién
Dm Demostrado
Alg Algebraico
card Cardinal

Subc Subconjunto
Pend Pendiente
Dom Dominio
Pot. Potencia

Arit Aritmético
Distri Distributiva
ssi Si, y sélo si
vec Vecindad

rac Racional

int. Interior

ent. Entonces

min Minimo

num Niimero
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Simbolos

St

MIBsVIARBRV A LR 2O

o~
3
o

~

1

Cx

{a, b]

Pertenece
Contenido
Unidén de conjuntos
Igualdacd
Proclucto punto
Composicién
Equivalente
Isomorfo
Incidencia
Memnor que
Mayor que
Diferente de
No pertenece a
No es equivalente a
Menor o igual que
Mayor o igual que
Singulete i(singular i)
A indice 1
Producto cde cardinales
Suma de cardinales
Médulo de p
Intervalo abierto ab
Soporte de A
Unién de una familia de conjuntos
Intervalo cerrado ab
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D. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se han desarrollado diversas demostraciones, que van desde las
mas elementales en las cuales no se involucra ningiin conocimiento matema:itico, sino un
mero razonamiento légico, hasta aquellas que exigen cierto conocimiento y expericncia
dentro del Area de matemsdticas, todas ellas han sido presentadas dentro del esquema
deductivo de tal forma que pueden ser comprendidas aun sin contar ¢ou una preparacion
especial. Esto nos muestra la gran versatilidad que tiene este esquema.

La rigidez de las demostraciones en matemadticas es una de las principales causas de
desercién en los diversos cursos de 16gica y matemniticas en nivel superior por lo que el
profesor Zubieta ha puesto en practica el uso de este csquema dentro de las clases que él
imparte en en los primeros semestres de la facultad de Ciencias, obteniendo an indice de
desercion considerablemente menor, esto misimo se ha observado dentro de la facultad de
Coutaduria, donde el profesor también ha aplicado el esquema.

Cousidero gue el esgnema es una excelente opceién para introducir a las personas al
razonanmiento de las demostraciones, por lo que su principal utilidad csta dentro de los
primeros semestres de matemiticas y en las carreras afines a ella, sin crmbargo su aplicacién
en semestres mdas avanzados puede resultar en un avance mas lento del (e normahmente
se requicere.
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