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Prólogo 

El EHq11enu-i. Deductivo CH: el ageut.e de un for1naJis1no lógico, ajeno al Hiinholismo <I<~ la 
Jógi<~n Hin1bólica. 

Uno de los principal<~ problenu~ para Ja::; personas que se inic·iau <'ll la car1·era ele 
1nn.t.e1náf;icas, o en carrcra.'i afines, es el ent.ender y hacer dernost.rnC'ÍOJJn"i. Sin PJnl>ar~o, 
dunt.1·0 dt~ Ja P.nscñnuza n1uy poca ... "i veces se hcl.<~C! c!nfa.."'iis en est.c! prnhlc•1ua, pues :-.e• ronsidcra. 
<JU<! :-;u aprende a clen1ost.1·ur mediante la. práct.icn., J">ero ele? ac·urrdo a Jn <!XperiPIU~Üi. t~t.o 
uo siernpre se consigue. 

El Esqne1nn. Dednct.ivo es un proceRo formal que pre.~enta In.--~ den1ost.rac:ioucs dn 11utnn1·n 
acc«~ihlP y de fácil aplicación n cualquier niv<'l, des<le un curso <lP Jógi<·a a uivel n1Pdio 
s11pP.rior hn.st.a 1111 curso avanzado el<? la <"a.rrern. de~ 1nat.e1nát.icn.s. 

Lu.s dc.•u1ost.rat~ioncs hn ... 'iadé:L.."> tn1 el Esqucnut De<l11ct.ivo sou <le ln .. 'i e·osn.'i t.angibles qt1<"1 
Ht? J>tU'flun oft"(..'(~<.")r en UHl.t.euuit.i<~lt..".i. 

Uun clt?UJOst.rac:ión debe aport.ar frescura al razo11a111ient.o y 110 S<-")r apnrat.osa o irrit.aut.c. 
Pocle1110."'I clP<~ir que el appg:o al E8qnc1na Dc.."<luct.ivo e .. "J 1111 c:orrtpron1iso e·ou Jn Jñgil~a y con 
la tH.ica, ptte:-> cu.da deducción t-~t.c.í. hu .. -.;acla en .u.fir111aciones ya c~st.n.hl<'<"idu .. o..; .v, por otro Lado, 
el apego a Ja nntnrali<lad <~ nn cou1pron1iso con la e8t.(';t.ica. 

Este Esqncn1a Dednc:t.ivo est.1í present.e en el quehacer de t.oclo tnat.l'llHÍt.ie·o. Su <'X­
hihición, eu la forn1a depurada que se ost.cnt.a aqnL se dc~b<· al J>l"OÍC'!->01' e;. Z11hic~t.a, a 
quien t.a1nhié11 se debe el 1noclo dl? nt.iliziu-lo para dcu1ost.rar los :-;ilog,i:·auo:-o y Iu .. "i afirrna­
c:iouo .. o..; sobre veraces y 1nit.ó1nanos, que sirveu de u1ode~lo para cll~1uost.rar eu 111at.euuit.ic:;L"i. 
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1. EL ESQUEMA DEDUCTIVO 

1.1. Introducción. 

Un condicional es una fraae que const.a de hipót.esis y t.esis 

Ejemplos de condicionales: 

Si x es socio de y entone- x cumple 
Si x no cumple entonces x no es socio de y. 

Pura negar nna condicional se afirma la hipótesis y se niega la t.csis. En d cHso do lns dos 
anteriores, sns negaciones son, respectivamente: 

x es socio de y y x no cumple. 
x JlO cumple y x es socio de y. 

Dos condiciona.les se llaman giros, la una de la otra, si, y sólo si, t.ienen In 1nisnut. tH•µ,:a,·ión. 
Así, las dos conclicion.a.les anteriores son giros la una de la ot.rn, por<¡ll<' t.i<nien, salvo el 
orden, la 111isma negación. 

Axiomas: 
En general, los axiomas son yá.lidos por definiri6n, y ::1011 las lÍnicn.s V<'r<lades <JlU.' no 
ne<·(_~it.a.n ser demost.radas~ 

l. Si x es veraz, y x dice que sucede tal cosa, entonces sucede t.al coHa.. 

IL Si :r. es n1it.ómano, y x dice que sucede ta.1 cosa, entonces no snrede tal <·osa. 

III. Si x es veraz ent.onces x no es rnit.ómano. 
Si x es 1nit.ómano ent.onces x no es nor1naL 
Si x CH normal cnt.onces x no es veraz. 

IV. :r es veraz o x es 1nit.ómano o x eA normal. 

Estos a.xio111as con::;t.it.nyen una definición implícita ele los t.érn1inos v<"raz, 1nit.óuuu10 y 
uonnal. 
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Otros axiomas: 
i)Si x dice que sucede t.al cosa, y no sucede t.Al cosa, entonces x miente. 

ii)Si x dice que sucede tal e.osa, y Huc.ede t.al cosa, ent.onces x no tnient.c. 

Est.os ax.ion1a.s const.it.nyen una definición implícita de los t.ér111inos ~y D2 nttm!:iJ:. 

Aunque ya. se dieron los axiomas sobre vere.cee y 111it.órna.nos est.os p1u'<lcn ser dt?finidos 
t.nn1bién de la siguiente 1nanera: El <1ne es ~siempre dice In. verdad., PI que e~ 1nit.ónuu10 
sie111pre mient.e, y el que no es ui veraz ni rn..it.ómano <~ nortna.L 
Ltu.~go el qne dice alguna n1c11t.ira. no es veraz, y el que dice nlv;tntu. vt~rclad uo <~ n1it.ón1ano. 
Tot la. per.sona es veraz o mitómano o normal, pero solo una de est.H..o.; t.rc~ cosa..~. 

1.1.1. Ejemplos Parvipontanos 

Parvipont.ano es el nombre que se le daba a Adam Balsam, escolást.ico ,¡.,¡ siglo XII que 
profesaba en el Pet.it. Pont. de París. Fne el primero en ocuparse de a.c·ert.ijos canto los que 
va1nos a presentar aq1ú. Pero a él sólo le interesaban los irnmlnbles. 

Acertijos parvipontanos 
Est.os son el t.ipo <le acert.ijos que le int.eresaban a Adam Balsn.m. 

A <lice que B mient.e. 
B dice que A nüente: 
A 111ient.e-B no miente. 
A no micnt.e-B miente. 

A dice que B miente. 
B dice que A no miente: 

l!!. sol11ción 
2!!. solución 

No es ciert.o que A mient.e. 
No es cierto qne A no mient.e. Insoluble 

En el apéndice A, se encontrará nna tabla de acertijos parvipontR.I1os 
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Para el art.e de demostrar, sin embargo, son más illlportant.es los acertijrui sobre V<!l'aces 
y niitómanos, como: 

A dice que B es normal. 
B <li<'e q•W e no es mit.ómano. 
C clice. c¡1w A miente: 
B 110 Ps n1itón1ano. 
Si C es vcrn.z ent.ouces B es veraz. 
Si A es nút.óinano entonces B es veraz. 

A dice que B es normal 
B dico que G es vcru.z 
G dice que A no n.1iente: 
B no es veraz. 
Si A es mit.ómano ent.onces Bes mitómano. 
Si Ges u1it.ó1nano entonces B es Init.ólllano. 

En el apéndice B, se eucn•mt.ra una t.abla cornplet.a. de veraces y mit.ón1anos. 

1.2. Esquema Deductivo 

El P8Cf1l<"u1a dcdnc:t.ivo universal es una estrnct.nra carent.e ele C"ont.eniclo que t.ouu\ vida. 
dentro de cie..rt.os c:ont.ext.os. Const.a. de !n!! ~ hipot.ét.ic<>R, para inft-~rir., y dP t•in"o 
n1nclos des('en<lPnt:es. 

Los modos hipot.ét.icos son: 

Si PoQ, 
y si 110 P, 
ent.ouces Q. 

Si, si P eut.on.ce!i Q, 
y si, si P ent.onr.es 110 Q, 
entonces no P. 

Si PoQ, 
si, si P ent.ouces R, 
y si, si (J entonces R, 
<-!uf.onrc-.s R. 

Reducción por exclusir5n. 

Reducción por contnLtlir:ciñ1t. 

Redu.cci6n ¡10r caso.<. 
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Los modos descendent.es AOn del El8t.ilo siguiente: 

De lo idt!ntico: 
Si x es 11odo de y ent.onces x.,.. aor.io de 71. 

De la conjunci6n a la parte: 
Si x es socio de y y y fuma entonces y fuma. 

De la parte CL la disyunción: 
Si x llega. hoy entonces x llega hoy o x llega mañana. 

De lo general a lo particular: 
Si, para todo x, x depende de y, 
entonces y depende de y. 

En est.e ejemplo, lo que la hipót.esis afirma de todo x la tesis lo afirma ele y. 
Nót.e8e la colocación de la tesis. 

De lo específico a lo inespecífico: 
Si x es socio de y y x fuma, 
entonces exist.e z tal que 

z es socio de y y z fuma. 

Aquí, lo qne la hipótesis afirma. de x, la tesis lo afirma de alg1í11 .::, sin espedficn.r. Obsérv<>se 
la colocación de la tesis. 

Apn.rte de los ocho modos anteriores, se puede inferir t.arnbién ~ t.rac!m·ción, ~ 11;iro, 
por definición, o ~ algo demostrado .not,m. 

1.2.1. Aplicación del esquema deductivo a veraces y mitómanos 

Las Miguient.es demostraciones exhiben el uso de los t.rcs n1odos hipot.ét.i<"os. 

A dice que B es normal. 
B dice que G no es mitómano. 
G dice que A 1nient.e. Datos 

B no es 1nit.6man.o: Afi7'T11.aci6n a den>ostrar 

(l}B dice que C no es nlit.ómano Dat.o 
(2}C es mit.ó111a110 o C no es nlit.ó1nano Axion1R lógico 
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(3)Si Ces mitómano ent.oncee B no - mit.ómo.no: 

(a)C es 1nit.órno.no Hpt 
(h)C dice que A lllient.e Dato 
(c)A no 1nient.e (a)(b)Def de rnit.ómano 
(d)A dice que B es normal Dat.o 
(<•) B es uorn1al (d)(c)Def de rncnt.ir, girada 
{f)B no es 1nit.órnano (e)Def de mit.órna.no, girada 

(4)Si C no e.s rnit.ómano ent.onces B no eA mit.ó1nano: 

(a)C no es mitómano Hpt 
(h)B dice qne C no es rnit.ó1na110 Dat.o 
{c)B no es 1nit.ómano (b)(a)Def de nlit.ómano, girada 

(5)B no= 1nit.ómano (2)(3)(4)Por cHSOs 

fil A ..,. 111jt.ómano ent.onces B lilt!. Yfil:U: Afirmación u rlenw.~trar 

(l)A e.s rnit.órnano Hpt 
(2)A dice que I3 es normal Dato 
(3)B no es normal (1)(2)Def de mitómano 
(4)B es 1nit.ómano o Bes veraz (3)Dof c:omún 
(5)B no<-»< init.ómano: 

(a)B dice que C no es mit.ó1nano Dato 
(b)C clic.e que A miente Dato 
(c)A miente (2)(3)Def ele mentir 
(<l)C no es mit.ómano (b)(c)Def de mitómano, girada 
(e)I3 no es mitómano (a){d)Dt?f de 1nit.ó11mno, girada 

{6)B es veraz (4)(5)Por exclnsión 

A dice que B es normal. 
B dice que G et=> veraz. 
C dice qne A no núentc. Datos 
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B W!mEDJZ: AfiTTnación a demostrar 

(l)Si Bes veraz ent.onces A no miente: 

(a)B es veraz Hpt. 
(b)B dice qnc Ces veraz Da.t.o 
(c)C r.s veraz (a}(b)Def de veraz 
(d)C dice qne A no miente Dat.o 
(e)A no miente (c)(d}Def de vera.z 

(2)Si B es veraz entonces A miente: 

(a)B es vera.z Hpt 
(b)A dice qne B es normal Da.to 
(c)B no es normal (a)Def de comtín 
(d)A mient.e {b)(c)Def de ment.ir 

(3)B no es vera.z {1)(2)Por cont.radicción 

1.2.2. Aplicación del esquema deductivo a los acertijos parvipontanos 

A dice que B miente 
B dice que A no nuent.e 

e(l}A n1ient.e Neg 
(2)A dice que B miente Dato 
(3)B no 1nie11te (1)(2)Def de mentir, girada 
(4)B dke que A no ntlente Do.to 

•(5)A no miente (3)(4)Def de mentir, girada 

•(l)A no tnient.e Neg 
(2}A dice qne B miente Dato 
(3)B miente (1)(2)Def de mentir, girada 
(4)B dice que A no miente Dato 

e(ú)A oliente (3}(4)Def de n1eut.ir, girada 
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2. CONCEPTOS BÁSICOS 

Los ejemplos sobre veraces y mitómanos del capítulo anterior, npart.e de"" n.'<p"<'to festivo, 
tienen el atractivo de que existe una miuiera uniforme de clen1ostrarJo.s, znnncra Sf'A1ÍU la 
cna.J cada paso determina, dentro de ciert.o margen de libert.nc.l, cuál c~s c~I J>lL'iO sigujeut.e. 
Las fórmulas del presente capít.ulo, aunque carecen del c:arárt.er festivo de los <úemplos 
mencionados, ofrecen el at.ract.ívo de su import.anc.ia. en nut.t.e1nát.icn .. <.J, y ele que t.1uubién 
exis:t.~ unn manera 1u1ifor1ne de demost.ra.rlaa. 

En ese sent.ido, pj presente ca]>ít.nlo viene a complet.ar la labor fortnnt.iva iuic:iada en P.} 

cnpít.nlo anterior, en un ámbito de amenidad q11e le <".S análogo. 

2.1. Igualdad 

Leyes de la igualdad: 
x = x Reflexiva. 
Si x = y eut.onces y = x Sim.étri.ca. 
Si x = y y y = z entonces x = z '.Transitiva. 
Si x = y ent.onces el peso de x = el peso de y De Tnonntonía. 
Si x es herrnano de y, x = x', y y= y', 
entonces x' es hermano de y' De sustitu.ción. 
Est.as leyes son válidas por definición, son axiomas. 

ScglÍn la ley de monotonía, dadas dos cosas iguales, al aplicarles In. 1nis1ua opr.rn<·ióu los 
resnlt.ados son iguales. 

Segoín la ley de s11st.it11ción, se pasa de la hipótesis a la tesis snst.it.11y<•11do ig11al"" por 
iguales en In proposición de base. La proposición de base es 1u1a pm·t.o rle Ja hipót.P8is 
que se parece a Ja tesis. La hipótesis const.a de Ja proposición de ba..'Je <.'11 couj1u1cióu «on 
cierf.as igualdades anexas. 
A continuación se repite el eje1nplo 1ílt.in10 anterior, subrayando en Ja proposición dP. h11se 
los elen1entos que se snst.it.nyen para pa.Yar a Ja tesis: 

Si ;i;, es hermano de 'fL, x = x', y y= y', 
entonces x' es hertnano de y'. 
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2.2. Algebra de conjuntos 

El álgebra de conjnnt.os venia sobre las opera~iones de unión, int"r"e<'d6n, rcr.t.a y pro­
dnct.o cart.e<iano. 

Aunque es not.able el parecido con e) álgebra ordinaria, las fórtnnla.s dt~ ést.a t.iP.llt!U con­
t.etiiclo nrit.1uét.ico, en t.1:u1t.o q11e las fór1n1tlH.R del 1Ug(_•hra de couj1n1t.os t.ic~11eu t·o11t.t.~11ic.lo 

lóp;ko 

Inclusión 
Se hablará de conjuntos A, B, e, ... , y de 81lS elen1cutos x, y, z, .... Se u .... rribu X E A PU 

Jugar de cnalqniern. de las frases signient.es: 

:r. está en A, 
x pertenece a A, 
:i: es elemento de A. 

Se dice que A está contenido en B, (en símbolos, A~ B) cuando todo dnnnnto r[,, A f'S 

eleTnento de B, es decir, cuando para todo x, si x E A enton<:es x E D. 

Propiedades: 
A~ A. Reflexiva. 
Si A ~ B y B ~ G entonces A ~ C 
Si A ~ B y B ~ A ent.onces A = B. 

7ransiti·11fJ.. 
A nti.oii1nét1'ica. 

La propiedad antisimétrka dice que si t.odo elemento dP A <~'> elen1e11t.o d" B, y t.odo de.~ 
n1e11t.o de B es elcment.o de A, eut.onct:..'S A = B, lo cual eH un axioma sohr<! los coujnntos 
conor.ido como el principio ~ ext.ensinnnlidacl. 

Unión, intersección y dif"erencia 
Se define la unión A U B 1 mediante los siguicnt.e.."i axiomas: 
Pm·a t.odo x, x E A U B si, y sólo si, x E A o :r: E B. 

De est.e axioma se desprende qnc: 

si :i: E A "nt.onces x E A U B, 
si ;i: E B ent.onces x E A U B, 
si x E A U B ent.onces x E A o x E B. 

Se define la int.erspcrión A n B, mediante los siguiente-¡ axiomas: 
Para t.odo x, X E A n B si, y sólo si, X E A y X E B. 
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De est.e axioma se desprende que: 
si x E A n B entonces x e A, 
si x E AnB entonc.es x e B, 
si x E A y x e B entonces x e A n B. 

Se define la diferencia A - B de tal modo que, x e A - B si, y sólo si, :r. e A y x ~B. 

Familia de conjuntos 
Una familia de conjuntos (A;);er es una correspondencia, A que a cada dem.,nt.o i E I le 
asocia un conjnnt.o 1í11ico A¡. 

Se define la 1llliQn e int.ersección de m1a familia tal, como "iguc: 

Para t.odo x, x E U A, ssi exist.e i E I tal que x E A;. Unión. 
iEI 

Para todo x, X En A; ssi pare. t.odo i, si i E I ent.onces X E A;. 
.¡eJ 

2.3. Funciones 

Producto cartesiano 

I11..tcr ... r.cc:ión . 

Por definición, (x, y) es la pareja ordenada cuyo primer elemento es x y cnyo segundo 
elemento es y, en tanto que A x B es el producto cartesiano o conjunto de la.'< parejas 
(x, y) t.ales que X E A y y e B. Implícitamente: 

Para todo x, y todo y, 
Para todo x, y todo y, 
Para t.odo x, y t.odo y, 

Idea de función 

si (x, y) E A x B cnt.once>i x e A, 
si (x, y) E A x B ent.once>i 1J E B, 
si x E A y y E B entonces (x, y) E Ax B. 

Fnnción e.."i nna correspondencia f qne a cada element.o x, de un •·onjunt.o A, lla1nndo 
clo1uinjo de f, le asocia un ohjet.o 1írúco f(x), llamado~~ f Pn x. El c•onjnnt.o de 
tales valores es, por definición, el !:!.!Il!Q o imagen de f. 

Una fnnción f : A -+ B es una correspondencia que a cada clement.o :.1: E A le a.«oda un 
elen1ent.o único j(x) e B. 

Formalmente nna función de A a B es un snbconjunt.o f de A x B t.al que para t.odo 
X e A, existe un único y E B t.al qne (x, y) E f. 
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Si Dornf = D 
Dorng = D 
y si, para todo x E D, f(x) = g(x) 
entonces f = g. Axioma de eztensionalidad para función. 

Se dice que f Y§ d!l A n B, en símbolos f: A-+ B, si, y sólo si, Dom.f =A y, para t.odo 
x, si x E A entonces f(x} E B. Def de incidencia. 

Dadas f: A-+ By g: B-+ C, se define la composición g o f t.al qur. Dorn(g o/)= A y 
para t.odo x E A, g o f(x} = g(f(x)). Dcf de compo,qición. 

g o f se lee g de f, g precedida~ f, o f seguida .i;i!;l g. 

Se dice que f : A -+ B !lJ! inyectiva si, y sólo si, f va de A a B y, para t.odos x 1 , x 2 E A, 
si x 1 ""x2 entonces f(x1) ~ f(x2). 

Se dice que f : A -+ B es suprayect.ivs. si, y sólo si, f va de A a B y, para t.odo 11 E B, 
exist.e x E A tal que f(x) =y. 

Se dice que f : A -+ B es biyect.iva si, y sólo si f : A -+ B es inyect.iva y supray.,ct.iva a 
la vez. 

Imagen directa 
Dada f : X-+ Y, a cada conjunt.o A e;; X se le asocia su imagen /[AJ (que dcnot.arcmos 
por f(A)) corno el conjunt.o de los /(x) t.ales que x E A. lmplídt.amcnt.e sr. t.iene: 

Si x E A entonces /(x) E /(A}. 
Si y E /(A} entonces cxist.e x t.al que x E A y f(x) = y. Def dP im.agr.n. 

Si /Y!!: !i!l A!!. B, ~ g va rlg B ª C entonces g o f ~de A ª C: 

(1)/ va de A a B Hpt 
(2)Dam./ =A (l)Def de incidencia 
(3)Para t.odo x E A, f(x) E B (l}Def de incidencia 
(4)g va de B a C Hpt 
(5}Dam.g = B (4)Def de incidencia 
(6)Para t.odo y E B, g(x) E C (4}Def de incidencia 
(7)Dom.(g o/) = A (1)(4)Def de o 
(8)Para t.odo x E A, g o /(x) = g(f(x)) (1}(4)Def de o 
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{9)ParR. todo x, si x E A ent.onces g o /(x) E C: 

(R.)x E A Hpt. 
(b)g o f(x) = g(f(x)) (a)Por (8) 
(e) /(x) E B (R.)Por {3) 
(d)Si f(x) E B entonces g(J(x)) e C (6)Desc· 
(c)g{f(x)) E G (c)Por {d) 
(f}g o f(x) E C (e}(b)Def de = 

(IO)f va de A a C (7}(9}Def de incidenda 

fil f Y!!. illl A !!i B, ~ B s C ent.onces J Y!!< W:l A n C: 

(1) f va de A a B Hpt 
(2}Dom.f =A (J)Def de incidencia 
(3)ParR. todo x E A, f(x) E B (l)Def de incidencia 
(4)B s C Hpt 
(5)Para todo y, si y E B entonces y E C (4}Def des 
(6)Para t.odo x, si x E A entonces f(x) E C: 

(a)x E A Hpt 
(b)/(x} E B (a)Por (3) 
{c}Si f(x) E B ent.onces /(x} E C (5)Desc 
(d)/(:c} E C (b)Por {e) 

(7)j va de A a C {2}(6)Def de incidencia 

fil J : .-l -+ B !l!!. inyectiva, ~ B s C entonce." f : A -+ C es inyect.iva.: 

(l)J : A -+ B es inyect.iva Hpt. 
(2)f va de A a B (l)Def de iny 
(3)Para todo xi, x 2 e A, si x 1 ,¡, x 2 ent. /(xi),¡, /(x2 ) (l)Def de iny 
(4)B s C Hpt. 
(5)f va de A a C (2}(4)Dm {2.3} 
(6)/ : A-+ Ces inyect.iva (5)(3}Def de iny 
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fil f : A -+ B l'. g : B -+ G fil!D inyect.ivas entonces g o f : A -+ G !lf!. inl'.ect.ivn.: 

(l)f : A -+ B es inyectiva Hpt. 
(2)f va de A a B (l)Def de incidencia. 
(3)Para todo x,, x2 E A, si x 1 "# x 2 ent. /(x1) "# f(x 2 ) (l)Def de iny 
(4)y : B --+Ge.a inyectiva Hpt. 
(5)y VR. de B a e (4)Def de incidencia. 
(6)Para t.odo Y1'1l• E B, si y 1 -# Y2 ent. g(x1 ) # g(x,) (4)Defde iny 
(7)y o f va <le A a G (2)(5)Dm (2.3) 
(8)Daclos X1,x2 E A, si x 1 # x 2 ent.onc.es g o f(x 1 ) # g o f(x.): 

(a.)x1 E A Hpt. 
(b)x2 E A Hpt. 
(c.)x, # x 2 Hpt 
(d)f(x1) "# f(x2) (a.)(b)(c)Por (3) 
(e)f(x1) E B (a)Por (2) 
(f)J(x.) E B (b)Por (2) 
(g)Si f(xi) # f(x,) ent g(f(x1)) # g(f(x2)) (e)(f)Por (6) 
(h),q(f(x1)) # g(f(x,)) (<l)Por (g) 
(i)g o f(xi) = g(f(x1)) (a)DHf de o 
(j)g o f(x 2) = g(f(x,)) (b)Def de o 

{k)g o f(xi) # g o f(x2) (h)(i)(j)Def de = 

(9)g o f : A --+ G es inyectiva (7)(8)Def de iny 

Noción de equivalencia 
Se dice que A rs equivalente !!. B (en símbolos A ~ B), si, y sólo Hi. exiHt.u f t.al que 
f : A --+ B es biyec.t.iva. 

Propiedades: 
A ~ A Reflexiva. 
Si A - B entonces B - A Simétrica. 
Si A - B y B - C ent.onces A - C Transitiva. 

Imagen inyectiva 
fil f : A --+ B f!! inyect.iva ~ S <;;; A eptonc.es S - f(S): 

(1) f: A--+ Bes inyectiva Hpt. 
(2)S e;; A Hpt. 
(3)f va de A a B (l)Defde iny 
(4)Dados :z: 1 , x 2 E A, si /(x1) = /(:r.2) ent X1 = X2 (l)Def el<> iny, girada. 
(5)Para. todo x, si x E S ent. x E A (2)Def de G 
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(6)Dornh = S 
(7)Para. t.odo x, si x E S ent. h(x) = f(x) 
(S)Para. t.odo x, si x E S ent h(x) E /(S) : 

(a)x ES 
(b)h(x) = /(x) 
{t')f(x) E /(S) 
(d)h(x) E /(S) 

Hpt 
(a.)Por (7) 
(a)Def de imagen 
(c)(b)Def de = 

Def de h 

(9)h va ele S a. f(S) (6)(8)Def de incidenda. 
(lO)Dados x 1 , x 2 E S, si h(xt) = h(x.) ent x1 = x2: 

(a.)x1 ES 
(b)x2 E S 
(c)h(xt) = h(x2) 
(d)x1 E A 
(e)x2 E A 
(f)h(xt) = /(x1) 
(g)h(x2) = /(x2) 
(h)f(x1) = /(x2) 
(i)x¡ = X2 

Hpt. 
Hpt. 

Hpt 
(a.)Por (5) 
(b)Por (5) 

(a.)Por (7) 
(b)Por (7) 
(c)(f)(g)Def de = 

(d)(e)(b)Por (4) 

(ll)Dados x 1 ,x2 ES, si x 1 =F x2 ent. h(x1) =F h(x2) 
(12)Daclo y E f(S), exist.e x E S t.aJ que h(x) =y: 

(a.)y E f(S) Hpt 

(lO)Giro 

(b)Exist.e x t.aJ que x E S y f(x) = y 
(c)x ES 

(a.)Def de imagen 

(d)f(x) = y Def rle x 
(e)h(x) = f(x) (c)Por (7) 
(f)h(x) = y (d)(e)Def de = 
(g)x E S y h(x) =y (c)(f)Desc 
(h)Existe x t.al que x E S y h(x) = y (g)Desc 

(13)h: S-+ f(S) <>.s biy (9)(11)(12)Def de biy 
(14)Exist.e h tal que h : S --> f(S) es biy (l:J)De.sc 
(lú)S ~ f(S) (14)Def de~ 
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fil A !l§ equiva.lent.e .!} algtín snbc s.m B rn! exjst.e f !fil ~ f : A _. B ~ !!!X : 

(l)A es equivalente a algtín snbc de B 
(2)Existe Y tal que Y ~ By A - Y 
(3)Y ~ B 
(4)A - Y Defde Y 
(5)Exist.o f t.al qne f : A - Y es biy 
(G)f: A - Y es biy Def de f 
(7)/ : A - Y es iny (G)Def de biy 

Hpt 
(l)Trad 

(4)Def de -

(B)f : A - B es iny (7)(3)Dm (2.3 imagen direda) 
(!J)Existe f tal que f : A - B es iny (S)Dcsc 

Función reflexiva 
fil f : A --. A m inyect.iva ¿:: U ~ A - /(A) !iln!: A - A - U : [8] 

Teorema de Bernstein 
Lema: 
fil f : A --> A !l!! inyectiva¿:: A 2 X 2 f(A) entonces A - X: 

(I)f: A--. A es iny Hpt. 
(2)A 2 X Hpt 
(3)X 2 /(A) Hpt. 
(4)A - X~ A - f(A) (3)Alg 
(5)A - A - (A - X) (1)(4)Dm (2.3 función reflexiva) 
(G)A - (A - X) = X (2)Alg 
(7)A - X (5)(G)Def de = 

ThorPma c/P. BPrnst~in: 
fil A es equivalente -ª algiín sube !fu B, 
J'.: B e8 eqniva.lent.e il alg1ín suhG 9!1 A, 
c~ut.on.ct-"S A ""-.1 B: 

(I)A es equivalente a algiín sube de B 
(2)Exist.e f t.al que f : A --. B es i11y 
(3)f: A--. Bes iuy Defde f 
( 4) B es eqnivalent.e a algún sub" de A 
(5)Exist.e .'l t.al que !J : B --> A es iny 
(G).".l : B --. A es iny De_f de _q 

Hpt 
(l)Dm (2.3 imagen inyectiva) 

Hpt. 
(4)Dm (2.3 imagen inyed.iva) 

(7)_q o f : A - A es iny (3)(6)Dm (2.3 imagen <lirect.a) 
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(B)f va de A a B (3)Def de iny 
(9)f(A) ~ B : (8) 
(lO)g va de B a A (6)Def de iny 
(ll)g(B) ~ A : (10) 
(12)g(f(A)) ~ g(B) : (9) 
(I3)g(f(A)) ~ g(B) ~A (12)(ll)Deec 
(14)A - y(B) (7)(13)Lema 
(I5)B ~ B Reflexiva de ~ 
(16)B - u(B) (6)(15)Dm (2.3 imagen inyectiva) 
(I 7)g(B) ~ B (16)Simetría de -
(18)A - B (14)(17)Transitividad de -
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3. CARDINALES 

3.1. Número cardinal 

A cn<la conjunto A se le asocia un n1Ílllero cardinal el cual se deno1nina n1ímPro cardjnn.l 
del conjnnt.o A y se denot.a por card A de t.al modo qne: 
carel A= card B si, y solo si A~ B. De/ de card 
Por definición los prin1cros cardinales son: 
O = carel 0, 1 = card {O}, 2 = card {O, l}, ... ,No = carel {O, 1, ... , n, ... } , o No 
carel N, (No se lee alef cero). 

Se dice que A t.iene o ele1neut.os si, y sólo si, card A =o. 

Segtin lo tt.nt.el"ior, 0 tiene O element.os, {O} t.iene 1 elemcnt.o, ... ,{O, l, ... , n, ... } t.icne No 
elcment.os. 

carel A < card B si, y sólo si, A es equivalent.e a alg1ín sube de B y A ..,,, B De/de< 

cnrd A > card B si, y sólo si, card B < card A De/ de> 

Se dice qne A !::ll! finüg si, y sólo si, card A < No y que A !11! nnmernh!e si, y s6lo si, 
cnrd A :5 No. 

fil A~ eqnivalent.e ª a!g1ín sube de B entonces c:ard A :5 card B: 

(l)A es equivalente a algún sube de B 
(2)A ~ B o A ""' B Axioma 
(3)Si A ~ B cnt. carel A :5 carel B : 

(n)A ~ B Hpt. 
(h)carcl A= card B 
(c)card A :5 card B 

(a)Def de card 
(b)Desc 

16 

Hpt. 



(4)Si A.,.. B ent card A :5 card B : 

(a)A - B Hpt. 
(b)A es equivalente a alg1ín sube de By A - B (l)(a)De<c 
(c:)<'.ard A < card B (b)Def de < 
(d)card A =::;; card B (c)D.-: 

( 5 )card A :5 card B (2)(3)(4)Por casos 

fil card A :5 card B entonces A ~ equivalente Ji algi'm ~ !kl B : 

(l)card A :5 card B Hpt. 
(2)card A< card B o ca.rd A= card B (I)Trad 
(3)Si canl A < card B eut. A es equivaleut.e a alg1ín sube de B : 

(a)card A < card B Hpt. 
{h)A eH eqnivalent.e a alg1ín sube de By A - B (a)Def de< 
(")A es equivalente a algtín sube de B (b)Desc 

(4)Si card A= c:ard B cut. A es equivalent.e n algtÍn snbc de B: 

(a)card A= card B Hpt. 
(b)A - B (a)Def de <'.ard 
(c:)B ~ B Reflexiva de ~ 
(d)B ~ B y A - B (c)(b)Desc 
(c)Exii;t.e X t.al qne X ~ B y A - X 
(f)A es eqnivalent.e a alg1ín snbc de B 

(5)A es eqnivalent.e a algtín sube ele B 

fil A ~ B cmt.oncNi carel A :S card B : 

(l)A ~ B Hpt. 
(2)A - A Reflexiva de -
(3)A ~ B y A - A (1)(2)Desc 
(4)Exist.e X t.al qne x ~By A - X 
(5)A <'S ec¡nivalent.e a u.Jg1ín snbc de B 
(6)carcl A :S carel B (5)Drn (3.1) 
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Si <'Al'd A :5 c.ard B ::5 c.ard A ept.npC!lft card A = c.ard B : 

(l)card A $ card B Hpt. 
(2)A es equivalente a a.lgtín sube de B (l)Dm (3.1) 
(3)card B $ card A Hpt. 
(4)B es equivalente a algtín sube de A (3)Dm (3.1) 
(5)A ~ B (2)(4)Bernst.cin 
(6)card A= card B (5)Dcf de card 

Si J : A -+ B l3:! inyectiva entonces c.ard A ~ card B : 

(l)f: A-+ Bes iny Hpt. 
(2)A ~ A Reflexiva de s; 
(3)A ~ f(A) (1)(2)Dm (2.3 imagen inyect.iva) 
(4)J va ele A a B (l)Def de iny 
(5)f(A) s; B : (4) 
(6}card A= card J(A) 
(7)card f(A} :S card B 
(S)card A :S ca.rd B 

(3}Def de c.ard 
(5)Dm {3.1) 

(7)(6)Def de = 

Si f : A -+ B i:!i suprayect.iva ent.oocm card A ~ card B : 

( l}f : A -+ B es snpra. Hpt. 
(2)/ va de A a B (l}Def de supra 
(3)Para todo y E B, existe x E A t.a\ que f(x) =y (l)Def de •mpra 
(4}Para todo y E B, x 11 E A y f(x11 } =y Def de x., 

(5)Dmn«l> = B 
(6)Para. todo y E B, «l>(y) = x 11 

(7)Para todo y E B, 4>(y) E A : 

(a)y E B 
(b)<l>(y) = x.., 
(c)x., E A 
(d}<l>(y) E A 

Hpt. 
(a)Por (6) 

(a)Por (4) 
(c)(b)Def de= 

Def de «l> 

(8)4' va de B a. A (5)(7)Dcf de incidencia.. 
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(9}Dados y., Y2 E B, si 4>(111) = 4>(y2} ent. 111 ,., J1a : 

(a)111 E B 
(b}112 E B 
(c)4>(111) = <l>(y2) 
(d)<l>(y¡) = x,,, 
(e)<l>(112) = x,,.. 
(f)x,,, = x,,. 
(g)f(:c,,.) = f(.-,;,,,) 
(h)f(:c,,.) = Y1 
(i)f(x,,,) = Y2 
(j)y, = Y2 

Hpt. 
Hpt. 

Hpt. 
(a)Por (6) 
(b)Por (6) 

(c)(d)(e)Def de = 
(f)Def de= 

{a)Por (4) 
(h)Por(4) 

(g)(h)(i)Def de = 

(10}4> : B --+ A es iny 
(ll)c:arcl B :5 card A 

(8)(9)Def de iny 
{lO)Dm (3.1) 

fil card A :5 carel B ;'):'. card B :5 carel C ent.on<?S card A :5 c:ard C : 

(l)cal'CI A :5 carel B Hpt. 
(2)A e:; e<¡nivalcnt.u a alg>ín sube de B 
(3)Exist.e f t.al qnc f : A -+ B es iuyect.iva 
(4)/ : A -+ B es inyec.t.iva Def de f 
(5)card B :5 carel C Hpt. 
(6)B es L'<}nivalcut.c a algiín sube de C 
(7)Exist.c !I t.al que g : B -+ Ces inyect.iva 
(B)y : B -+ C es inyect.iva Dcf de g 

(l)Dm (3.1) 
(2)Dm (2.3 imagen inyr.ct.iva) 

(5)Dm (3.1) 
(6)Dm (2.3 imagm1 iuyec·t.iva) 

(!J)!I o f: A-+ Ces iny<-•ct.iva (4)(8)Dm (2.3 imagen directa) 
(lO)card A :5 card C (9)Dm (3.1) 

3.2. Suma de cardinales 

Por clefini<~ión: 
L: earcl A,= carel U ({i} x A;) Def de L: 
aeJ aeJ 

Dacios i,j e I, si i <F j ent.onces {i} x A, es ajeno a {j} X A, : 

{l_)-i E I 
(2)j E I 

Hpt. 
Hpt. 
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(3)i # j Hpt 
(4)Para t.odo (x, y), si (x, 11) e {i} x A, e11t.onceB (x, y) '/; {J} x Ai : 

(e.)(x, y) e {i} x A, Hpt 
(b)x E {i} (e.)Def de X 

(c)x = i (h)Def de {i} 
(d)x # j (3)(c)Def de = 
(e)x '/; {j} (d)Def de {j} 
(f)(x, y) ft {j} x A; (e)Def de x, girada 

(5){i} x A; e.s e.je110 o. {j} x A; (4)Def de o.jeno 

card U A, :5 E card A, : Subr~ditividad 
iEI .¡El 

(l)Dornol> = U ({-i} x A;) 
iEI 

(2)Pare. t.odo i E I y todo y E A,, <l>(i, y) =y Def de •I> 
(3)Para t.odo (x,y) e u ({i} X A,), <l>(x,y) eu A,: 

iEI iEl 

(a)(x,y) E U ({i} x A;) Hpt. 
•er 

(h)Exist.e i t.al que i e I y (x, y) e { i} X A; (a)Dcf de u 
(c)i E I 
(d)(x, y) E {i} x A, Def de i 
(e)x E {i} (d)Def de x 
(f)y e A, (d)Def de X 

(g)x = i (e)Def de {i} 
(h)(x, y) = (i, y) (g)Def de = 
(i)<l>(x, y) = <l>(i, y) (h)Def de = 
(j)<l>(i, y) =y (c)(f)Por (2) 
(k)<l>(x, y) ,,;,, y (i)(j)Def de = 
(l)<l>(x, y) E A; (f)(k)Def de = 
(m)i E I y <l>(x, y) E A; (c)(l)Desc 
(n)Exist.e i t.o.1 que i E l y <l>(x, y) E A, (m)Desc 
(o)<l>(.r., y) E U A, (n)Def de U 

te/ 

( 4)<1> va de U ( { i} x A,) a U A, (1) (3)Def de incidencia 
1E/ iEI 

(5)Dado z E U A;, exist.e (x, y) E U ( {i} x A.) t.al que <l>(x, y) = z : 
iEI •El 

(n)z E U A, Hpt. 
iE./ 

(h)Exist.e i t.o.I que i E l y z E .4, 
(c)j E I 

(a)Def de U 
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(d)z E Aj Def de j 
(e)j E {j} Def de {j} 
(f)(j, z) E {j} X A; (e){d)Def de X 

(g)j E I y (j, z) E {j} x A; (r.)(f)O-, 
(h)Exist.c i t.al qne i E I y (j, z) E {a} x Ai (g)Desc 
(i)(j, z) E U ( {i} x A,) (h)Def de U 

iE/ 

(j)cJ.>(j, z) = z (c)(d}Por (2) 
(k}(j, z) E U ( {i} x A,) y cJ.>(j, z) = z (i}(j)Dcsc 

i..E/ 

(l)Exist.e (x,y) t.al que (x,y) EU ({i} X A,) y of>(x,y) = z (k)Desc 
iEI 

(6)4•: U ( {i} X A,) --+U A, es supra 
iEI iEI 

(7)card U ({i} X A;);;:: r.ard U A, 
iel iE/ 

(S)card U ({i} X A,) =E curd A, 
7.E/ tEI 

(9) :L carel A, ;;:: ca.rd U A; 
iEI iEI 

(IO}carcl U A; $L: carel A, 
iEI iEI 

3.3. Producto y potencia 

(4}(5}Def de supra 

(6)Dm (3.1) 

Defde :L 
(7)(8)Def de = 

(9)Trad 

El producto cartesiano x A; de una familia de conjnnt.os, es por definición el r.onjnnto de 
iEI 

las funciones f: I--+ U A; tales que /(i) E A; para ca<la i E /. 
iE/ 

Cacla elernent.o de este prodnct.o es una función de elecci6n, o sea, una 111ru1Pra dP <--lc•gir 
a:.¡ E Ai para cada i. Así, 1111 elemcnt.o de A 1 x A 2 es una rnnut.~ra ele Plcgir :z: 1 E .4 1 y 
x 2 E A 2 , es clecir, una pareja ordena.da (x 1 ,x2 ). 

Definimos la potencia A 1 como producto cartesiano de tanto.< Jactare.~ igunlt!s a A corno 
clcrnentos hay en J. En símbolos 

A 1 =X A, 
iEI 

donde A, = A para cada i. 

Luego A 1 ._.,.el conjunto de todas las funciones f: I--+ A. 

Por clefinidón 
n carel .4; = card X A, 
iEI iE/ 

Dcfdt! TI 

Def de (c.ard)c•rd 
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{0,1}A 
Por definición de pot.encia, {O, 1 }A es el conjunto de li\s funciones f : A -+ {O, 1}, llamadaH 
fttnciopes c~n.roct.erísf:i<:aH mi A. 

Por definición t.oda función, <I> : A - {O, l}A asocia a cad" x e A nna función carac­
t.m·íst.ica <l>{x) E {O, l}A. Escribirernos sin1plernent.e <I>., en lugar de <l>(x). 

P(A) 
Por definidón, P(A) llamado parcialidad de A, es fil conjnnt.o de l!l.'i part.es rln A, o co11-
ju11t.o de h"' part.idas de elementos de A. 

Axioma: 
Para t.odo U, U E P(A), si, y sólo si, U s; A. De/ de P(A) 

P(A) ~ {O, l}A : 

{l)Dom<I> = P(A) 
{2)Parn todo U E P(A), Darn•l>11 = A 

1"- etapa 

<l>u(x) = 1 si x E U 
<l>u(x) =O si x E A - U 

{3)Para t.odo U E P(A), <l>u E {O, l}A : 

(a.)U E P(A) Hpt 
(b)Dom.<l>u = A (a)Por (2) 
(c)Para. t.odo x E A, <l>u(x) E {O, 1} : 

(c¡)x E A Hpt. 
(<'2)U s; A (a.)Def de P(A) 
{c3 )x E U o x E A - U (c¡){c2)Alg 
(c4 )Si x E U ent. <l>u(x) = 1 (a)Por (2) 
(c5 )Si a: E A - U ent. <l>11(x) =O (a) Por (2) 
(c6 )<1>,,(x) = 1 o <l>u(x) =O (c3){c:4){c:;)Por casos 
(c7)<1>u(x) E {O, l} (ca)Def de {O, l} 

{d)<I>,, vn. de A a {O, 1} 
(c)<l>u : A-+ {O, l} 
(f)•l>u E {O, 1 }A 

{b)(c)Def de incidencia. 
{<l)Def de incidencia 

(e)Dcf de pot.encia. 

(4)•1• va de P(A) a {O, l}A (1)(3)Def de incidencia 

Def de •I> 

{ú)Dados U, V E P(A), si <l>u = <l>v ent. U = V : Pend 2" etapa 
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(6)Para todo f E {O, l}A, existe U E P(A) tal que +u= f: Pend ~ utapa 
(7)4' : P(A) __. {O, l}A es biy (4)(5)(6)Def de biy 
(S)Existe 4> tal que•: P(A) - {O, l}A es biy (7)Deec: 
(9)P(A) - {O, l}A (8)Def de -

P(A) - {O, l}A : 

(l)Dom<I> = P(A) 
(2)Para t.odo U E P(A), Dmn<l>u =A 

<l>u(x) = 1 si x E U 

24 etapa 

<l>u(x) =O si x E A - U Def de+ 

(3)Para t.odo U E P(A), <l>u E {O, l}A Dm lª etapa 
(4)<1> va de P(A) a {O, l}A (1)(3)Dcf de incidcmcia 
(5)Dados U, V E P(A), si <l>u = <l>v ent. U= V : 

(a)U e P(A) Hpt. 
(b)V E P(A) Hpt. 
(c)<l>u = 4>v Hpt. 
( d)Si x E U ent. x E V : 

(d1)x E U Hpt. 
(d2)Si x E U ent. 4>u(x) = 1 (a)Por (2) 
(cb)cf>u(x) = 1 (d¡)Por (d:l) 
(d.,)<l>u(x) = 4>v(x) (c)Def de= 
(d5 )<1>v(x) = 1 (d3)(d4)Def de= 
(d6 )U ~ A (a)Def de P(A) 
(d7)x e A (d1)(d5)Alg 
(d,.)V ~ A (b)Def de P(A) 
(dg)x E V o x E A - V (d7)(ds)Alg 
(d10)Si x E A - V ent. cf>v(x) =O (b)Por (2) 
(d11)4>v(x) ~O (ds)Porque 1 7'< O 
(d12)x ~A - V (d11)Por (drn), girado 
{cl13)x E V (d0)(cl12)Exclusión 

(e)U f; V (d)Def de f; 
{f)Si x E V ent. x E U : Dm análoga a la de (d) 
(g)V f; U (f)Duf de~ 
(h)U = V (e)(g)Ant.isimét.rica 

(6)Para todo f E {O, l}A, existe U E P(A) tal qne <l>u = f: Pend 3ª et.upa 
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(7)<1>: P(A) - {O, I}A ""biy (4)(5)(6)0ef ele hiy 
(8)Exist.e <J> t.al que <I>: P(A) - {O, l}A es hiy (7)Df'Rc 
(D)I'(A) ~ {O, 1 }A (8)Dof dr ~ 

P(A) ~{O, l}A: 

(I)Dom<l> = P(A) 
(2)Para t.odo U E P(A), Dorn<l>11 = A 

3"- etapa 

<l>u(:r.) = 1 Hi X E U 
<l>u(x) =o Ri X E A - u Def d" <I> 

(:l)Para t.odo U E P(A), <l>u E {O, I}A Drn lª ••tapa 
(4)<1> va ele E'(A) a {O, l}A (1)(3)Def de incidenda 
(f>)Dados U. V E I'(A), si <l>u = <l•v ent. (J = V Dm 2" rt.apa 
(o)Para t.odo f E {O, I}A, f'xist<' U E P(A) t.al que <I•11 = f: 

(a)fE{O,l}A Hpt 
(l>)f: .•1 - {O, I} (a)D..C ele pot. 
(<')Douif = A (b)Def de i11dclenria 
(cl)Para t.oclo x E A, f(x) E {O, l} (b)D<?f clr indcl<'Il<'ia 
(<·)Pm·a t.odo a:, x E U ssi x E A y f(x) = 1 DC'f ,i., U 
(f)Para t.oclo x, si x E U e11t. x E A : 

(f1 )x E U Hpt. 
(f2 )Si ..e E U eut. x E A y f(x) = l (c)Desc 
(f:i).i: E A y f(x) = 1 (f,)Por (f2 ) 

(f.1 )a; E A (f3 )Dese 

(g)U ~ A (f)Def de ~ 
(h)U e P(A) (g)Def de P(A) 
(i))Dom.<l>u =A (h)Por (2) 
(j)Para t.oclo x E A, <l>u(x) = f(x) : 

(j,)x E A Hpt. 
02)f(x) E {O, l} (ji)Por (d) 
(j;,)f(a:) =O o f(x) = 1 (j,)Def de {O, l} 
(j4)Si f(:r.) =O f'nt. <l>u(x) = f(x) : 

(n)f(x) =O Hpt 
(!'l)f(x) # 1 (n)Porqne 1 #O 
(-y)Si .r. E U <'nt. :r. E A y f(x) = 1 (e)Desc 
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(c'i)No ocurre que x E A y f(x) = 1 (,B)Desc, girada 
(e)x ~ U (6)Por ('1') girado 
(()x E A - U (j 1 )(e)Def de -
(77)Si x E A - U ent. <l>u(x) = O {h)Por (2) 
(O)<I>u(x) = O (()Por (77) 
(1.)<l>u(x) = f(x) (O)(a)Def de = 

Oo)Si f(x) = 1 ent. <l>u(x) = J(x) 

(a)f(x) = 1 Hpt. 
(,B)Si x E A y f(x) = 1 ent. x E U (e)Desc 
('"Y)x E A y f(x) = 1 (j1 )(<><)Dese 
(6)x E U (r)Por Cm 
(e)Si x E U ent. <l>u(:r.) = 1 (h)Por (2) 
(()<I>u(x) = 1 (6)Por (e) 
(•¡)<I>u(x) = f(x) (()(a)Def de = 

(j5)<l>u(x) = f(x) 

{k)<l>u = f (i)(c)(j)Ext.ensionalidad 
(l)U E P(A) y <l>u = f (h)(k)Desc 
(m)ExiHt.e U t.al que U E P(A) y <I>u = f {!)Dese 

(7)<1>: P(A)---+ {O, l}A es biy {4){5)(6)Def ele biy 
(S)Exist.e <I> t.al qne <I> : P(A) ---+ {O, 1 }.A es biy (7)Desc 
(!J) P(A) - {O, l}.A {8)Def ele -

3.4. Ordenaciones 

En lugar de conjnnto ordenado, y ele conjunto hien ordenado, co1no se dice en la prá<'t.ica, 
se h.n.hla.rc'l. 'le ordenación y buen.a. ord(?Jlnción rcspect.iviunent.c. La idea du or<lc!JU\cióu 
viene del análisis combinatorio, donde 5(-'! cousicieran ordenaciones finit.i\.-.; sola1nent.P. 

Ordenaciones 
Va~a.n1cnt.e, orci.t.~nación es una list.a A, sin repet.iciones, de objet.os cnalPH<tllÍPra. Dí~citnOM 
c¡ne :r: !?15. 111t-'!11or qne y seJ?;t'tn A, en símbolos x <A y, si x aparecf:l' a la i:1;c¡uicnla. el•! 1J t•n la. 
list.a. Eje111plos: -- ---

A 
e 

(1, 2, 3, 4, 5, 6, ... ), 

{2, 4, 6, ... ' 1, 3, 5, ... ), 

B = {1,3,5, .... 2.4,6, ... ), 
D = ( ... ,6,5,4,:.1.2, t). 

& ... t.e:L"i or<lt.~na.cionPs son diferent.es cut.re si. Por ejernplo A -F B porqn<- 2 < 3 He~1ín A,, 
pero 110 Hcg{u1 D. 
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For1nalme11te 1ma ordena,ci6n A C'Onsta de 101 c.onjunto [AJ, llanm<lo HOport.e, y el•• una 
relad6n binaria <A, definida entre eleinentos del soport.e, de t.al modo •1ue: 
X ,t_A :z:, 
,.¡ :i: <A y y y <A z entonces x <A z, 
i;i x,y E [AJ entonces x =y o x <A y o y <Ax, 
si :r. <A y entonces x,y E [AJ. 
Est.os axioml\8 se 1neucionau diciendo que la relación <A es irreflexivo., t.rnnsit.iva y !.:!.!l.l!!XB, 
y •111e sólo rige entre clenient.os de [AJ. 

Buenas ordenaciones 
Dado Se;; [AJ, se dice que S t.jene mínimo segiín A si, y sólo si, existe m. tal que rn E S y 
niugtín 1nenor que rn., segtín A, est.á en S. A se llama fill.ru...l.6 ordenacjón HÍ, y sólo si, A fti 

ordenación y todo s11bconj1mto no vacío de [AJ tiene 1níni1no st•g1ín A. EjnuplOH: 
A = (1, 2, 3, 4, 5, 6, ... ) Buena ordenación 
B = (2, 4, 6, ... , 1, 3, 5, ... ) Buena ordP.nación 
C = ( ... , 6, 4, 2, ... , 5, 3, 1) Ordenación no hncna. 

3.5. Ordinales 

Los mímeros ordinales indican el nu1go o posidón de ca.da elemento en rdnción a otro en 
nna bneua ordenación. Así en la ordenación 

(xo, xi, ... ,x.,., ... , yo, YJ, ..• ) 

xo t:iene posición O, x1 t.iene posición 1, Yo t.iene posi«ión w, 111 t.ienH posición w + l, cloucle 
w '"" el primer ordinal transfinit.o. 

Diren1os qne A ~ cort.e ~ B si, y sólo si, cxist.e y t.al que y E [BJ y A = B,,, dond" B,, es 
la ordenación result.ante de B a..I snprinllr y y todo ele1nent.o post.erior a y. 

Se dice que f : A - B ffi monótona (est.rict.aniente credente) si, y 1<Ó)o, si f va de [AJ n. 
[BJ y, dados x 1 , x2 E [AJ, si x 1 <A x2 ent.onees f(xi) <s f(x2)· 

Sn dice qnc f : A - B es l!ll isomorfismo si, y sólo, si f: [AJ 
t.ocio xi, x 2 E [AJ, x 1 <A X2 si, y sólo, si f(x,) <s f(x"). 

[BJ es hiyectiva y, para 

Dad.AS dos ordenaciones, se dice qnc A p_q ison1orfo !!: B, (en símbolos A =:::- B) HÍ y :·u-llo si, 
existe f tal que f : A - B es isomorfisrno 
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3.5.1. Núm.,,ro ordinal 

A cada ordenación A se le BB<>Cia su ~ ds: mi;ku, tipo A, de t.al modo que 
tipo A= tipo B si, y sólo si, A"" B. De/ de tipo 

Cuando A es buena. ordenación, su t.ipo de orden se !huna n1ímero !!l:dililll. Los primeros 
ordina.les son: 

O = tipo 0, 1 = tipo {O). 2 = tipo {O, 1), ... 
w = t.ipo {O, l, ... ,n., .. . ), w + 1 =tipo (O, 1,. .. ,n, ... ,w). 

Dadas A y B, buena.e ordenacion ... , se dke que t.ipo A < tipo D ssi A !;)!:! isomorfo !} •llgiín 
!:2J:!& !k D. 

M(a) 
A ca.da. ordinal a se le asocia la ordenación M(o), de l!!fi predecesores !k n, como Higue: 
e E (M(o)J si, y sólo si, { < o, 
e <M(al T/ si, y sólo si, { < T/ < o. De/ de M(a). 

t.ipo M{o) = o : ([8]) 

Teorema de Zermelo: 
Dado un conj1mto M, existe A tal que A ... buena ordenación y (AJ= l\f: {(8]) 
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4. CARDINALIDAD DE SUBCONJUNTOS DE Rn 

La ce.rdioalida.d de un conjunto es el total de element.os que cont.iene el conjunto. 

La cardinalidad más importante de un s11bconjunto de R" es N = 2'"', el c1uu com1ín111ent.e 
es designado por e, pues como verem06 más adelante este es el rardiual !.l.cl 1·optjm1110. 

4.1. Algebra de R.n 

Dados p =(xi, x2, ... , x,.), q = (y1, Y2, ... , y,.), r = (z1, z2, ... , z,.), ]J, q, r E IR'', J. E R 

Se definen: 
Suma de p y q. 
Resta <le p y q. 

p + q =(xi+ y1,X2 + y2, ... ,x,. +y,.) 
p - q = (Xt - Yt, X2 - 1J2, •• ·, Xn - Yn) 

P · q = X1Y1 + X2Y2 + · · · + XnYn Prodnct.o escalar. 
J.¡,= (J.x,, J.x2 , ••• , J.x,.) 

Propiedades: 
p·q=q·p: 

(l)p= (x1,X2,X3) Defdep 
(2)q = (y,, Y2, y3) Def de q 

M1íltiplo real <le p. 

(3)p. q = X1Y1 + X2Y2 + X3y3 (1)(2)Def de . 
(4)q · p = y,x, + Y2X2 + y3x3 (2)(1)Def de · 
(5)x1y1 + :.:2Y2 + x3y3 = Y1X1 + Y2X:1. + 1J3X3 Arit 
(6)¡1 · q = q · p (5)(3)(4)Def de= 

P· (-q) = -(p· q): 

(l)p=(x1,X2,x3) Defdep 
(2)q = (y,, Y2, ya) Def de q 
(3)-q = (-y,, -112, -y3 ) (2)Mtílt.iplo de J.q, J.= -1 
(4)p. (-q) = x, (-y,) + X2(-y2) + X3(-y3) (1)(3)Def ele . 
(5)p. q = X1Y1 + X2Y2 + X3y3 (1)(2)Def de • 
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(6)-(p · q) = -(x1Y1 + "'2Y2 + x3y3) (5}Def de = 
(7}x1(-y1) + x2(-Y2) + x3(-113) = -(z1111 + x:ifh + zay3} Arit. 
(S}p · (-q} = -(p · q} (7}(4)(6)Def de = 

p · (q + r} = p · q + p · r : 

(l)p = (xi. x2} Def de p 
(2)q = (Y1, y2) Def de q 
(3)r = (z1, z2} Def de r 
( 4)q + r = (Y1 + z1, Y2 + z2) (2}(3}Def de + 
(5)p · (q + r) =xi (y¡+ z1) + x2(Y2 + z2) (1}(4)Def de · 
(6}p · q = :r.1Y1 + x2Y2 (1}(2}Def de· 
(7)J> · r = x 1z1 + x2z2 (1)(3}Def de · 
(B)p · q + p · r = (x1Y1 + x2Y2) + (x1z1 + x2z2) (6}(7)Def <le = 
(9}x1(Y1 + z1) + x2(Y2 + z2} = (x1Y1 + "'2Y2) + (x1z1 + x2z2) Arit. 
(lO)p · (q + r} = p · q + p · r (9)(5)(8)Def de= 

Se define IPI , módulo de p, t.al que IPI - v7J7P 
Axiomas: 
11>1 2':: O; 
IPl2 

= p•p 

(p - q) + (q - r) = p - r : 

(l)p= (x1,x2) Defdep 
(2)q = (Y1, Y2) Def de q 
(3)r = (z1, z2) Def de r 
(4)p - q = (x1 - y¡, x2 - Y2) (1}(2)Def de -
(5)1¡ - r = (Y1 - z1, Y2 - z2) (2}(3)Def de -
(6}(p - q) + (q - r) = (x1 - Yt + Yt - Zt, X2 - Y2 + Y2 - z2) 
(7)x1 - y 1 + y 1 - z 1 = x 1 - Z¡, x2 - Y2 + Y2 - z2 = x2 - z2 
(8)(x1 -y1 + y 1 - zi,x2 - Y2 +Y2 - z2} = (x1 - z1,:r:2 - z2} 
(9)(p - q) + (q - r) = (x 1 - zi.x2 - z 2) (6}(8)Def de= 
(lO)p - r = (x1 - zi. :r:2 - z 2) (1)(3}Def de -
(ll)(p - q) + (q - r) = p - r (9}(10}Def de= 
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1-Pl=lpl: 

(l)f-pf = J(-p). (-p) 
(2)IPI = ./P · P Del de 1 
(3)(-p). (-p) = p ·p: 

Defde f 
1 

(-p). (-p) = -((-p). p] 
= -fp. (-p)] 
= -[-(p·p)] 

Dm (4.1) 

=p·p Arit 

Porque (-p). p =p. (-p) 
Porque p · (-p) = -(p. p) 

(4)J(-p) · (-p) = .,fti7P (3)Defde = 
(5)1-PI = IPI {4)(1){2)Def de= 

fil p = (x1, x2, ... , x,.) entonces IPl 2 = x~ + x~ + ... + x~ : 

{l)p = (x1 ,x2, ... ,x,.) Hpt. 
{2)lpl 2 = p · p Def de 1 
(3)p "!' = x! +X~+ ... +X~ (l){l)Def de . 
(4)lpf = xt + x~ + · · · + x~ (2)(3)Def de= 

Desigualdad de Lagrange 
x 2 + y 2 ;;::: 2xy : 

(l)(x - y) 2 2:: O Arit 
(2)(x - y) 2 = x 2 - 2xy + y 2 · Arit 
(3)x2 - 2xy + y 2 2:: O (1)(2)Def de= 
{4)x2 + y 2 ;:::: 2xy {3)Arit 
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4.2. Desigualdades en 1Rn 

Ler:ua: 
p . 'l :::;; fpf fqf : 

{l)p = (x1, x2, ... , Xn) Def de p 
(2)q =(y,, //2, ... , Yn) Def de q 

(3)/pf = o o lql = o, o IPI "" o y 1'11 "" o 
( 4)Si lt'I = O ent.onces p · q 5 IPI lql : (2) 
{5)Si lql =O entonces p · q 5 IPI 1'11 : (1) 
(6)Si IPI o¡i. O Y 1'11 ""' O entonces p · q 5 IPI /qf : 

(a)IPI "" O Hpt 
(b)Jql ""O Hpt. 
(c)IPI > o : (a) 
(d)lql > o : (b) 

(e)i:¡ ¡;Fz = 1 : 

.ti ~ = ~ + ... + ff;fz Dcfde E 
- :r~+-··+:i:-: - ,,,,, Arit. 

= ¡;¡; 
=l .. ~ 

Porque x~ + · · · + x~ = IPl 2 

Arit 

<f).E ~ = i = Dm análoga a (e) 

(p;),t, (.;;t.-+~) = 2 (e)(f)Arit. 

Axioma 

:o? :l 

(b)~ + ~ ?: 2f:,f,;; Desigualdad de Lagrange 

(i),t, (~ + ;$) ?:,t, 2f:,f,;; (h)Arit. 

(j)2 :::::,t, 2f;:¡ff:¡ (i)(g)Def de= 

(k)/PI 1'11 ?: f: X;?J; (j)(c)(d)Arit 
f=::ol 

(J)p. q = f: X;y; 
i=l 

(m)IPI lql 2.: P • q 
(11)1) . q $ IPI 1'11 

(7)¡~ . q :::;; IPI ¡q¡ 

(1)(2)Def de · 

(k)(l)Def de = 
(m)Trad 

(3)(4)(5)(6)Por casos 
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De11isualdad del t;riángulo 
fp+qf $ IPI + fql: 

(l)fp + qf2 $ (lpl + fql)2 
: 

IP + qf 2 = (p + q) · (p + q) Def de 1 
= (p + q) - p + (p + q) · q Dist.ri 
= (p · p + q · p) + (p · q + q · q) Dist.ri 
= (p · p + p · q) + (p · q + q · q) Porque q · p = p - q 
= p · p + 2p · q + q · q Arit. 
$ P "f + 2 fpl fql + q · q Porque P · q $ IPI fql 
= IPI + 2 fpl fql + fqf 2 

Porque IPl 2 = P · p y fqf 2 = q · q 
= (IPI + fql) Arit. 

(2)fp + ql $ IPI + lql (l)Arit. 

Desisualdad de Schwart;z 

11>. "' $ IPI fql : 

(l)p - q 2: O o p · q < O Arit. 
(2)Si ¡> • q 2: O entonces IP · qf $ IPI fql : 

Hpt. 
(a)Arit 

L€•ma. 

(a)p · q 2: O 
(h)lp·qf=p·q 
(c)p · </ :S IPI fqf 
(d)IP. ,,, :s IPI lql (c)(b)Dcf de = 

(3)Si ¡• • q < O entonces IP · qf :S IPI l<JI : 

(a)p · q <O Hpt. 
(h)fp. ql =-(p. q) 
(c)-(p. q) =P. (-q) 
(d)IP · qf = P· (-q) 
(e)p · (-q) :S 11111-ql 
(f)IP · qf :S lpfl-ql 
(g)f-<11 = l<JI 
(h)fp. ql $ IPI l<JI 

(a)Arit. 
Dm (4.1) 

(b)(c)Def de= 
Lc1na 

(e)(d)Def de = 
Dm (4.1) 

(f)(g)Def de= 

(1)(2)(3)Por casos 
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IP - ql + lq - rl ?: IP - rl : 

(l)(p - q) + (q - r) = p - r Drn (4.1) 
(2)l(p - q) + (q - r)I = IP - rl (l)Def de= 
(3)l(P - q) + (q - r)I :5 IP - ql + lq - rl Dm (4.2) 
(4}IP - 1·1 :5 IP - ql + lq - rl (3)(2}Def de= 
(5)IP - ql + lq - rl ?: IP - rl (4}Trad 

fil p = (x,, ... , xn) entonces IPI :5 lx11 + · · · + lxnl : 

(l}p = (x1, ... , Xnj Hpt 
(2)IPl 2 = lxil 2 + · · · + lxnl 2 (l}Dm (4.1) 
(3)x~ ":; lx;l 2 

2 
Arit. 

2 (4)lx1I + · · · + lxnl :5 (lxd + · • · + ~xnl) Arit. 
(5}x¡ + · · · + x;. :5 (lxd + · · · + ¡x.,I) (4}(3}Def de= 
(6}1pl 2 :5 (lxd + · · · + lxnl) 2 (5)(2}Def de= 
(7}1pl :5 lx1I + · · · + lxnl (6)Arit. 

4.3. Conjuntos abiertos 

Dados E, U ~ JRn; p, q E IRn y e E lR 

E !lt! vecjpdad ~ p, .!k liKÜQ e, ssi para todo q, q E E, ssi IP - ql <e 

E PS vecindad de p, ssi existe e tal qne E es vecindad de p, ele radio e 
de p. 

E t:li vecjnda<l ssi existen p y e tales qne E es vecindad de p, de radio e 

De/ de Vt<ándad. 

Dr<f de tmcindrid 

p es interior ª U, ssi existe E tal qne E es vecindnd de p y E ~ U Dr<f de. interior. 

U !lli !ll!.ifil:tQ, si, y sólo si, todo pnnt.o de U es interior a U De./ d" nf>iertu. 

Lemas: 
Para t.odo p E lR" ~ !QQQ e E IR, existe E vedndad d!l p, de rnclio e : 

(l}p E IR" 
(2}E' E lR Hpt. 
(3}q E E ssi IP - ql < e Defde E 

33 



(4)E es vec de p, de radio e, ssi para todo q, q E E, ssi IP - q¡ < e 
(5)E es vee. de p, de radio e (3)Por(4) 
(6)Existe E vecindad de p, de radio e (5)Desc 

Si E 1 es vecindad W:! p, W:! i:&li2 e 
~ E2 !il!i vedndRCl s;k p, de ~ E: 

entonces E1 = E2 : 

Hpt. 
Hpt. 

(l)E1 es vecindad de p, de radio E: 

(2)E2 es vecindad de p, de radio E: 

(3)Para todo q, q E E 1 ssi IP - q¡ < E: 

(4)Para t.oclo q, q E E2 ssi IP - q¡ <E: 

(5}E1 ~ E2: 

(l)Def de vee. 
(2)Def dt! VtlC 

(a)Para. t.odo q, si q E E 1 entonces q E E 2 : 

(a,)q E E1 Hpt 
(a2)IP - q¡ <e (a1)Por (3) 
(a,.)q E E 2 ssi IP - q¡ < e (4}Desc 
(i.a)q E E2 (a,)Por (a.3) 

(b)E1 <;;;;; E2 

(6)E2 ~ E 1 : 

(7)E1 = E2 

(a)Def de<;;;;; 

Dm análoga a (5) 
( 5) ( 6) Antisimétrica 

~ E1 ™ vecindad de p, d!l radio i::1 
~ E2 nna vecindad d!J p, de radio E2 

fil i:: 1 # E2 Pnt.onces E 1 # E2 : Def de vec 

Toda vecindad es un abierto 

Eum .tQdQ E, fil E m verindad flli p, ID;: llKÜQ E:, ent.om·e>; E !Jti .!iliifil:tn: 

{l)E es vecindad de p, de radio E: Hpt. 
(2)Parn. todo q, q E E, si, y sólo si, IP - q¡ < E: 

(3}Parn. toe.lo q, si q E E entonces <J es interior a. E : 
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(a)q E E Hpt. 
(b)Exist.e D t.al qne Des vec de q y D ~E: 

(b1)D es ve<' de q, de radio E: - IP - ql Axioma 
(b2)Parn t.odo r, r E D ssi lq - rl < E: - IP - ql (bi)Def ele V<'c 

(ba)D es vec de q (h1 )Desc 
(b4)D ~E: 

(o)r E D Hpt. 
(,B)r E D ssi lq - rl <E: - IP - q¡ (b2)Desc 
(-y)lq - rl <E: - IP - ql (o)Por (,B) 
(6)IP - q¡ + lq - rl <e (-y)Arit. 
(e)IP - rl $ IP - ql + lq - rl Dm (4.2) 
(()IP - rl < E: (e}(6)Arit. 
(17)r E E, si, y sólo si, IP - rl < E: (2)Desc 
(8)r E E (()Por (17) 

(bs)D es vec de q y D ~ E (ba}(b4 )Dcsc 
(b6 )Exist.e D t.al qne D es vcc de q y D ~ E (b,.}Dcsc 

(c)q es interior a E (b}Def de int. 

(4)Todo element.o de E es interior a E (3)Thad 
(5}E es abierto (4}Def de abiert.o 

Toda unión arbitraria de abiertos es un abierto 

fil, para todo i E I, A, es abierto, entonces U A, !i:l:! ~: 
-- ie/ 

(l)Para todo i E J, A, es abiert.o Hpt. 
(2)Para todo p, si p E U A, entonces p es interior a U A, : 

(a}p E U A, Hpt. 
(b}Exist.e i t.al que i E I y p E A, (a)Def de U 
(c)i E I 
(d)p E A, Def de i 
(<•)A, P.S abierto (c)Por (1) 
(f)Todo pnnt.o de A, es interior a A. (e)Def de abierto 
(g)Para to<lo q, si q E A, entonces q es interior a A; (f}Trad 
(h)Si p E A; entonces 1' es interior n A; (g)Dest· 
(i) p '"' interior a A, (d)Por (h) 
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(j)Existe D t.a.l que D es vecindad de p y D ~ A.; 
(k)D .,.. vecindad de p 

(i)Def de int.erior 

{l)D ~ A. Def de D 
(m)D ~ UA.;: (c){l) 
(n)D es vecindad de p y D ~ UA• (k){m)Desc 
(o)Exit1t.e D tal que D es vecindad de p y D ~ U A, 
(p )p es interior a U A, (o) Def de interior 

(3)Todo element.o de U A, es interior a U A; 
(4)U A, es abiert.o {3)Def de abierto 

4.4. Puntos racionales 

(2)'Irad 

(n)Dusc 

(x 1 , ••• , x .... ) es ptmt.o racional ssi z 1 , • .• , Xn son n1ímeros racionales 
racional. 

De/ de punto 

Des~~ si, y sólo sit exist.en Ji, J2, ... , Jn t.ales que .11, J2, ... , .!u son int.ervalos 
abiertos y D =Ji x J2 X • • • x Jn. Def de celda abierta. 

Toda celda abierta tiene puntos racionales 

~ .!&d2 E, l!i E~~~ entoncee E !ll:w'l pm1tos radonalcs: 

(l)E es celda abierta Hpt 
(2)Exist.en J 1, J2, ... , Jn tales que Ji, J2, ... , Jn son intervalos abiertos y 
E = J 1 x .12 x · · · x Jn (l)Dcf ele celda abierta 
(3)J1, J 2 , ... , J,. son intervalos abiert.os 
(4)E= J1 X J2 X··· X Jn Defde J¡,.I2, ... ,Jn 
(5)Pnra tocio i = 1, 2, ... , n., J, es int.ervalo abierto (3)'Irad 
(6)Para. todo i = 1, 2, ... , n, existe r tal qne res racional y r E J, (5)Arit. 
(7)Para todo ·i = 1, 2, ... , n, r, es racional y r, E J; Def de r, 
(8) (r1 , r 2 , ••• , r,.) es punto racional: (7) 
{9)(r,,r2, ... ,r,.) E J¡ X J2 X ... X J .. : (7) 
{lO)Exist.e q tal que q es punt.o racional y q E J1 x J2 X • • • X J,. (8)(9)Desc: 
(ll)Existc q tal que q es punt.o racional y q E E (10)(4)Def <le= 
(12)E t.iene puntos racionales {ll)'Irad 
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Toda vecindad contiene celdas abiertas 

Hpt. (l)E cH vedu<la.<l <le p, <le radio E 

(2)Para todo q, q E E Hsi IP - <JI < E (l)Dcf de vec 
(3)p= (x 1 , ••• ,:i:,.) Defdex1, ... ,x,. 
(4)D = (:c1 - fi, Xi+;;) X··· X (xn - .;¡,xn + !) Defde D 
(5)D..,.. celda abierta: (4) 
(6)D ~E: 

(n)Para todo q, Hi q E D entonces q E E: 

(a, )q E D Hpt. 
(n2)q= (y1 , ••• ,y,.) Defdey1, ... ,y., 
(n3 )(y1, ... ,y.,) E D (a¡)(a2)Defde = 

(n.i)(y¡, ... ,Yu) E (x1 - ~' X1 +.;;)X•·· X (xu - ~' Xn + ~> (a:1)(4)Dc•f <le•= 

(ari)U1E(x1-;;, x1+;i), ... ,1Jn.E(xn-;i1 x.n+;;) 
(<"6) .. r:l - ;=; < ;t/1 < Xt + ~' · · •, Xn - ;; < Yn < Xn + ~ 

(a4 )0c•f de X 

(a.,)Dc•f dl' ( ) 
(<i7)lx1 - yiJ < ;'¡, ... , lx .. - y .. I <;; (a,;)Arit. 
(aH)lx1 - y¡J + · · · + lx,. - Ynl <E {1•7)Arit 
{a,1)lp - ql :5 l:i: 1 - y¡J + · · · + lx,. - y,.I : {3)(a,) 
{aw)IP - <JI < E {a,,){aR)Arit. 
{a11 )q E E ssi IP - ql < E: (2)Desc 
{a12)q E E (a10)Por (a11) 

(h)D ~E (a)Def de~ 

(7)D <>R r<>lda abierta y D ~ E (5)(6)Desc 
(8)Existe D tal que D <>H celda abiert.a y D ~E 

Toda vecindad tiene puntos racionales 

(l)E eR vecindad de p, de radio E: Hpt. 
(2)Existe D tal que Des celda abiert.a y D ~E 
(3)D PS celda abierta 
{ 4) D ~ E Def de D 
(f>)D t.ienc punt.os racionales (3)Dm (3.4) 
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(G)Exist.c <J t.al que q es p1111t.o ra<'ioual y q E D 
(7)q P.S puut.u rac.:ioua.J. 
(8)<1 E D Def el" 'i 
(D)q E E (S)(·l)Alµ; 
( 10)<¡ e:< ¡mut.n radoual y 'l E E (7)(D)Dc.o.;" 
( l l)Ex.iHf.l' 'l t.a.l c.tttP e¡ l~s puut.o ra<'ioual y 'l E E 

4.5. Vecindades racionales 

(5)'I1"ul 

( JO)D<•St' 

B (\."" VP<""inclacl rn.cional si. y sólo ~i. Pxist.e q p1mt.o radonH.L y é 111írnpro ra<"ional. t.al<•H qn<~ 
B ns vecindad ele q. ele radio E. 

Toda vecindad contiene vecindades racionales que incluyen a su centro 

(l)E ""ve" cir p, de radio e Hpt 
(2)Para t.odo q, q E E ssi 11> - ql <e (l)Dc>f de> Ve<' 

(:3)E' P.S V<'<' de p, de radio ~ Def de E' 
(4)Pn.rn t.odo q, q E E' sRi IP - ql < § (3)Def <le v.-.· 
(5)Exist.e .,. t.al c¡ne r es pnut.o rnciona.J. y r E E' (3)D111 (-1.4) 
(G)r Ps punt.n racional 
(7)1· E E' Def de r 
(S)r E E' ssi 17' - rl < ~ ( 4)D<>.sc 
(!J) 111 - rl < 'i (7)Por (8) 
(lO)Exist.P b t.al que ó es racional y IP - r·I <ti < ~ (D)Arit. 
(11)8 es racional 
(12)lp - rl < ó < ~ Def de 8 
(13)B e:> vcciuclad de r, de radio ó Dcf de B 
(14)p E B : 

(a)IP - rl < ó (12)Desc 
(b)ip - rl = Ir - PI Alg 
(c)ir - PI < 8 (a)(b)Def <le= 
(<l)Pan• t.odo p, p E n ssi ir - PI < ó ( 13)Dcf <le vrn· 
(e)p E E ssi Ir - PI < ó (d)Desc 
(f)p E E (c)Por (e) 

( 15) Existen r. pnuto rae, y b, nurn rae tales que B e:i vec de r, de radio lJ (6) ( 11) ( l:J)Dcs" 
(16)B es VHdn<lad racional (15)0efde vec ra<" 
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(17)B <;;;E: 

(o.)Para t.odo q, si q E B entonces q E E : 

(a1)q E B Hpt 
(a2)Po.ra t.odo q, q E B ssi Ir - ql < 6 (13)Def de vec 
(aa)<J E B ,.,.¡ Ir - ql < 6 (82)Desc 
(B..t)lr - ql < 6 (a1)Por (a3) 
(a .. )6 < ~ (12)Desc 
{ae)lr - ql < ~ (a4 )(a5 )Arit. 
(a7)IP - ql :5 lv - rl +Ir - ql Dm (4.2) 
(E•H)IP - rl < ~ (9)Desc 
(ao)IP - ql <e (a7)(as)("6)Arit. 
(a10)q E E ssi IP - ql < e (2)Desc 
(a11)q E E (o.g)Por (a1 o) 

{b)B <;;;E (a)Def de<;;; 

(18)B es vecindad racional, p E By B <;;;E (16)(14)(17)Desc 
{19)Exist.e B t.al qne B es vecindad racional y p E B <;;; E (18)Dt-sc 

Todo abierto es unión de vecindades racionales 

Enm !&.dQ u' m u § ~ entonces u !lli nni.Qn dfl vecindades f!\donal.-s: 

(l)U es abierto Hpt. 
{2)Para todo p, si p E U ent. exist.e B tal qne B es vec rae y p E B <;;; U : 

(a)p E U Hpt. 
(b)p es int.erior a U (l)(a)Def de abiert.o 
(<:)Existe E t.al que E es vec de p y E <;;; U 
(d)E es vec de p 
(c)E <;;;U Dcfde E 
(f)Exist.e B tal que B es vec rae y p E B <;;; E 
(g) B es vec rae 
(h)p e B <;;; E Def de B 
(i)T, E B <;;; U (h)(e)Alg 
(j)B es vec rae y p E B <;;; U (g)(i)Desc 
(k)Exist.e B t.al que B es vec rae y p E B <;;; U 

(b)Def de int. 

(d)Dm (4.5) 

(j)Desc 

(3)Para t.odo p, si 1' E U entonces B,, es vec rae y p E B,, <;;;U Def el<> B,. 

39 



(4)U=U Br: 
pe U 

(a)Para todo q, si q E U ent q E UB,,: 

(a,)q E U Hpt 
(&.l)B9 es vec rae y q E 8 9 ~ U (a1 )Por (3) 
(a3)Bq es vec rae 
(a.,)q E B 9 (a2)Desc 
(as)q E U y q E B 9 (a,)(a.,)Dcsc 
("<!)Existe p t.al que p E U y q E B,, (n5 )Desc 
(a7)qEUBp ("6)DefdeU 

(b)U ~U B,, (a)Def de~ 
(c)Parn todo q, si q E UBp ent. q E U: 

(r.1)q E U B,, Hpt 
(r.2)Exist.e p tal que p E U y q E B,, 
(<'3)71 E U 

(c:1)Def de U 

(c4 )q E B,, Def de p 
(c5 )B,, es vec rae y pe B,, ~ U 
(<'6)B,, ~ U (e5 )Dese 
(c7)q E U (c .. )(ea)Alg 

(d)UBP ~U 
(c)U = UB,, 

(c)Def de~ 
(b) ( d)Antisimét.rica 

(e3 )Por (3) 

(5)Para t.oclo p, si p E U ent. B,, es vec rae: (3) 
(6)U = U B,, y para todo p, si p E U ent B,, es vec rae 
(7)U es unión ele vec rae (6)Trad 

4.6. Cardinalidad de lR 

Exist.e <I> tal que <I> : {O, 1 }N - [O, 1] ~ snprayectiva: 

(l)Dmn<I> = {O, l}N 
(2)Para todo f E {O, l}N <l>(f) = fl;p + lp + ... 
(3)Para t.odo fe {O, l}N, <l>(f) e [O, 1] : 

(n)f E {O, l}N Hpt. 
(L)Dmnf = N (a)Def de pot.encia 

(4)(5)De:<r. 

Def ele el> 

· (c)Parn. tocio n EN, f(n) E {O, l} (a)Def de potencia 
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(d)Para t.odo n E N, O :5 ~ :5 ,f.. : 

(d1)n EN Hpt 
(d2)/(n) E {O, 1} (d1)Por (e) 
(cl3)f(n) =O o f(n) = 1 (d2)Def de {O, 1} 
(cL.)Si f(n) =O entonces O :5 /(n) :5 1 Arit 
(d,.)Si f(n) = 1 ent.onces O S f(n) S 1 Arit. 
(cla)O S f(n) S 1 (d3){d.,)(cls)Por c.-os 
(cl7 )0 $ ~ $ 2

1
,. (rlG)Arit. 

(e)O :5 f: ~ SE .f.. 
n=l n=l 

cr> 1: *1 = <t>(f) 
n=l 

(g) 1: .,,_t .. = 1 
7l=l 

Arit. 

(d)Arit 

(a)Por (2) 

(h)O :5 <I> (/) $ 1 
(i)<I> (/) E [O, l] 

(e)(f}(g)Def de = 
(h)Def de [O, l] 

(4)4> vn. de {O, l}N a [O, 1] (1)(3)Def ele incidencia 
(5)Dado y E [O, 1], exist.e f E {O, l}N t.a.l qne <l>(f} =y: ([8]) 
(6)<1>: {O, l}N--+ [O, l] es supra (4){5}Defde suprn 
(7}Existe <I> t.al que <I>: {O, l}N--+ (O, l] es supra (6}Desc 

Nota: <I> no es inyectiva ya que <1>(1,0,0, ... ) = ~ + ~ + ~ + · · · = ~ 

<l>(0, 1, l, ... ) = ~ + ~ + ~ + ... = ~ 

fil u < ¡, entonces card [O, l] = card [a, 11] : 

(l)a < b Hpt. 
(2)Dom.f =[O, l] 
(3}Para todo x E [O, l], f(x) =a+ (b - a}x Def de f 
(4)Parn todo x E [O, 1), f(x) E [a, b): 

(a)x E (O, 1) Hpt. 
(b)O S x S 1 (a)Def de [O, 1] 
(c}b - a> O (l}Adt. 
(d}(b - a)O S (b - a)x S (b - a}l (b){c)Arit. 
(e)O S (b - a)x S (b - a) (d}Arit 
(f)u +O S n + (b - a)x :5 a+ (b - a) (e)Arit 
(g)a S a+ (b - a)x S b (f)Arit 
(h}/(x) =a+ (b - a)x (a)Por (3) 
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(i)a ~ f(x) ~ b 
(j)/(x) E [a, bJ 

(g)(h)Def de -
(i)Def de [a, b) 

(5)/ va de [O, 1] en (a, b) (2)(4)Def de incidencia. 
(6)Dn.dos xi. x2 E [O, 1], si /(x1) = /(x2) ent.onces x 1 ~ x 2 : 

(a)x1 E [O, 1] 
{b)x2 E [O, 1] 
{e) /{x1) = f(x,) Hpt 
(d)/(x 1 ) =a+ (b - a)x1 

(e)/(x2) =a+ (b - a)x2 
{f)a + (b - a)x, = a+ (b - a)x2 
(g)(b - a)x1 = (b - a)x2 
(h)b - a> O (l}Arit 
(i)x1 = X2 (g)(h}Arit 

(n.)Por (3) 
(b)Por (3) 

(c)(d)(e)Def de= 
(f)Arit 

{7)Dados x 1 , x2 E [0, 1), si x 1 °"' x 2 entonces /(:c1 ) # /(x2 ) 

(8)/ : [O, l] -+ [a, bJ es inyectivn. (5){7)Def de iny 
(9)Para todo y E [a, bJ, existe x E [O, l] tal que /(x) =y: 

(a.)y E [a, bJ Hpt. 
(b)a :::; y :::; b (a)Def de [a, bJ 
(<:)Existe x tal que a.+ (b - a}x =y (l)Adt 
(d)a + (b - a)x = y Def de x 
(e)x E [O, l] : (b)(d)Arit. 
(f)/(x) = a+ (b - a)x (e)Por (3) 
(g)/(x) =y (f)(d)Def de = 
{h)x E [O, l] y f(x) =y (e)(g)Desc 
(i)Exist.e x tal que x E [O, l] y f(x) =y {h)Desc 

{lO)f: (O, l] -+[a, b] es sttprayectiva (5)(9)Def de supra 
(ll)f : [O, 1) -+ [a, b] es biyect.iva (7)(10)Def de biye<:t.ivn. 
( 12)Exist.c f tal qtte f : [O, l] -+ [a, b] es biyect.iv& (ll)Desc 
(13)(0, 1) ~ [a, b] {12)Dcf de ~ 
(14)card [O, l] = card [a, b] (13)Def de card 
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card {O, l}N = c.ard [O, l] : 

(l)Exist.e 4> t.al que 4> : {O, l}N --+ [O, 1) - supra 
(2)+: {O, t}N--+ [O, l] es supra Def de el> 

Drn (4.6) 

(3)card {O, l}N;::::: card [O, 1] (2)Drn (3.1) 
(4)card {O, l}N :::; card [O, 1] : 

(a)c.ard {O, l}N = 2"° : 

(a1)card {O, l}N = (card {O, l})card N Def de cardcoord 
("2)card {O, l} = 2 Def d., 2 
(n3)card N =No Def de No 
(a..,)card {O, l}N = 2No (a1 )(a,,){a3)0ef de= 

(b)No existe.>. t.al que No < .>. < 2"0 Hpt. del co11t.i11110 
(c)Para todo .>., si No < .>. entonces .>. ~ 2"º (l>)Giro 
(d)Si No < card [O, l] entonces card [O, 1] t(. 2N° (c)Desc 
(e)N0 < card [O, l] Por el método de diagonal de Cantor 
(f)card [O, 1) ~ 2N° (e)Por (d) 
(g)card [O, l] ~ 2No {f)Conexidad 
(h)2No :5 card (O, l] (g)'Ii-ad 
(i)card {O, l}N::; card (O, l] {h)(a.)Def de= 

(5)card {O, l}N = card [O, 1) (3)(4)Dm (3.1) 

card (O, 1] = N : 

(l)carcl {O, l}N = card [O, l] 
(2)card {O, l}N = N: 

Dm anterior 

(a)card {O, l}N = (card {O, l})<ard N Def du cardcard 
(h)card {O, 1} = 2 Def de 2 
(c)card N =No Def de No 
(d)canl {O, l}N = 2"0 (a){b){c)Def de= 
(e)2"º = N Def de N 
(d)card {O, l}N = N (d)(e)Def de = 

(5)card [O, 1) = N (2)(l)Def de= 

Not;a: Como 2No = N entonces cnrd [O, l] = 2"0 
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ai a < b entoncm r.ard [a, bJ = N : 

(l)a < b Hpt 
(2)r.-d {O, 1) = card [a, bJ (l)Dm (4.6) 
(3)card [O, l] = N Dm anterior 
(4)card [a, bJ = N (3)(2)Def de = 

Nota: Esto en particular nos demucst.ra que el card [-n, n] = N 

cardlR=N: 

(l)N .:5 card IR : 

(a)[O, l] ~IR Arit 
(b)carcl [O, l] ::S card IR 
(c)carcl [O, l] = N 
(el)N .:5 carel IR 

(a)Dm (3.1) 
Dm (4.6) 

(b)(c)Def ele = 

(2)card IR .:5 N: 

(a)R ~ U (-n, n] Arit 
n.EN 

(b)card IR .:5 card U(-n,n] (a)Dm (3.1) 
(c)card U[-n, n] .:5 ¿; card [-n, n] Snbaditividad 

neN 
(el)card R. .:5 ¿; card (-n, n) (b)(c)Dm (3.1) 

nEN 
(e)Para tocio n. EN, carel (-n., n) = N Dm (4.6) 
(f) ¿; carel (-n, n) = ¿; N (e)Def de= 

?lEN nEN 
(g) ¿; N = N Dm ((8)) 

nEN 
(h) ¿; carel [-n, nJ = N (f)(g)Def de= 

nEN 
(i)card IR .:5 N (d)(h)Def de = 

(3)card R = N (1)(2)Dm (3.1) 
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r.ard R+ = N: 

(l)N :$ card a+ : 

(a)[f, lJ ~ R+ Arit 
(~)~"'.°d fj, IJ ~ ca.rd R+ (a)Dm (3.1) 
(<.)<.ald [2 ,IJ -N Dm (4.6) 
(d)N :5 c"1'd JR+ (b)(c)Def de= 

(2)card Jll+ :$ N: 

(a)JR+~ n'e'N [ 2!., nJ Arit. 

(b)card JR+ :5 <'ard U[f,;, n] (a)Dm (3.1) 
(c)card U[f.¡, 71] :$:E card [2!, ,nJ Subadit.ividad 

neN 

(d)cnrd Jll+:;; n~N P.ard [ 2!,,nJ (b)(c)Dm (3.1) 

(c)Pnra todo n EN, P.ard [f.¡,nJ = N Dm (4.6) 
(f) E ca.rd [f.¡, n] =E N (e)Def de = 

ueN neN 
(g) E N = N Dm ([8]) 

neN 
(h) E ca.rd [f,;,n] = N (f)(g)Def de= 

nEN 
(i)cw·d R.+5 N (d)(h)Def de= 

(1)(2)Dm (3.1) 

<'ard JRn = N: 

(l)IRn =IR x lR x · · · x R (n factores) Def de R.n 
(2)c:ar<l IRn = card (IR x R x · · · x lR) (l)Def de = 
(3}c:ard (R x lll x · · · x R) = ( card R)( card R) · · · ( card JR) Defde n 
(4)c:nrd IR= N Dm (4.6) 
(5)card (IR x IR x · · · x lR) = NN · · · N (3)(4)Def de= 
(6)NN · · · N = N Dm ([8]) 
(7)c:ard (JR X lR X ••• X R) = N (5)(6)Def de = 
(8)card 11t.n = N (2)(7)Def de = 
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4. 7. Total de vecindades en JRn 

Definición de V y V o : 
Ptua t.oclo E, E E V si, y sólo si, E es vecindad (en JR.n). 
Para t.odo E, E E V 0 si, y sólo si, E es vedndud racional (cu !Rn). 

Exist.e <l> t.al que «I> : IR" x IR+ _, V es snprayectiva: 

(l)Dorr1.<1> =IR" x IR+ 
(2)Parn todo (p, e:) E lR" x JR+, <1>(1>, e:) es vec de p, de radio e: 
(3)Pan~ t.odo (p, e:) E !Rn x JR+, <l>(p, e) E V: 

(a.)(p, e:) E lR" x ]R+ Hpt 
(h)<l>(p, e) es vec de p, de radio e: (a)Por (2) 
(c)<J>(p,e:) es vednd.W (b)Dcsc 
(d)<J>(p,e:) E V si, y sólo si, «l>(p,c) es vecindad Dcfde V 
(e)<l>(p, e:) E V (c)Por (d) 

(4)<1> va de IRn x JR+ a V (1)(3)Defde incidPncia 
(5)Dado E E V, existe (¡>,e:) E lR" x JR.+ t.ul que «l>(p,e:) =E: 

(a)E E V Hpt. 
(b}E es vecindad (a)Dcf de V 
(c.)ExiHten p E lR" y e: E IR+ t.ales que E es vec de p, de rarlio e (h}Def de vec 
(d)p E lR." 
(e)e E JR+ 
(f)E "" vec de p, de radio e: Def de p, e 
(g)(p,e:) E IR" x JR.+ (cl)(e)Defde x 
(h}•I•(p,e) es vec de p, de radio e: (g)Por (2) 
(i)•l•(p, e:) =E (h)(f)Lema (4.3) 
(j)(p, e:) E lR" x IR+ y <l>(p, e:) = E (g)(i)D<>sc 
(k)Existe (p,e:) t.al qne (p,e:) E lR" x JR+ y 4>(7>,e:) =E (j)D<"'c 

(fi)<J>: IR" x IR+ -+V es snpra (4)(5)Def de supra 
(7)Exist.u <J> t.al que• <l> : lR" x JR+ _, V es supra. (6)Desc 

Q c.""I el conj11nt.o de los 111í1nero8 raciouo.ICH 
Q+ es el C"oujnut.o de los ra.ciouales posit.ivOM 
Q- eN el coujnnt.o de los raeiona.les negativos 
Q" es el conjunto de los puntos racio1u\.les 
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N 2= card V: 

(l)Exist.e 4' tal que 4': R" x R+ - V ee suprayect.iva Drn anterior 
(2)4': R" x R+ - V es snprayect.iva Def ele 4' 
(3)card (lll" x R+) 2= card V (2)Dm (3.1) 
(4)card (JR." x JR+) = N: 

(a)card (IR" X a+)= (card il")(carelR+) Def den 
(b)cru·d IR" = N, card JR+ = N Drn (4.6) 
(c}card (il" X JR.+) = NN (a.)(b)Def de = 
(d)NN = N Drn ([8]) 
(e)card (JR" x JR.+) = N (c){d)Def de= 

(5}N 2= carel V (3)(4}Def de= 

N:::; card V: 

(l)Exist.e <l> t.al que cJ>: JR.+ - V es inyect.iva: 

(a)po E IR" Def de Po 
(b)Dom<l> = JR.+ 
(c)Pa.ra todo e E JR.+, «l>(e) es vec de J>o, de radio e 
(d)Pa.ra t.odo e E a+, «l>(e) E V: 

(d1)e E JR.+ Hpt. 
(d2 )«l>(e) es vec dP. Po, de radio e (d 1 )Por (e) 
(c13)<l>(e) es voc (d2)De lo específico 
(cl4 )•l>(<:) E V (c13)Def de V 

(e)<l> va de JR+ a V (b}(d)Def de incidencia 
(f)Da<los <: 1,<:2 E JR+, si <: 1 # <:2 ent.onces <l>(e1) # <l>(<:2): 

(fi}e1 E JR+ Hpt. 
(f2)<::.. E JR+ Hpt. 

(f1 )Por (e) 

Def de <I• 

(fa)•l>(<:1) es vec ele po, de radio e, 
(f4 )•1•(<:2) C8 Vl'!<' de po, de radio e2 
(ffi)Si e 1 # e 2 cnt.om:CH cf>(e1) ,¡, <l>(e2) 

(f2 }Por (e·) 
(f:i)(f4 )Lema. (4.3} 

{g)<l> : JR+ - V es inyectiva (e)(f)Def de iny 
(h)Exü1t.e <l> tal que <l> : JR+ - V es inyectiva. (g)Desc 
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(2)4'1 : a+ - V .,.. inyectiva 
{3)c.ard a+ $ c.-d V 

Defde +1 
(2)Dm (3.1) 

( 4)card a+ = N 
(5)M $ e.arel V 

CJVdV=N: 

(l)N ;:::: cRrd V 
{2)N :5 carel V 
(3)card V= N 

c.ard Q+ = No : 

Dm (4.6) 
{3)(4)Def de -

Dm (4.7) 
Dm (4.7) 
(1)(2)Dm (3.1) 

(l)Exist.f! 4t t.al que 4>: N x N-+ Q+ es supacayectiva: 

(a)Dmn4> = N x N N = {l, 2, ... , n, ... } 
(b)PRra t.odo (i,j) EN x N, 4>(i,j) = J Dcf de <I> 
(c)Para todo (i,j) E N x N, <l>(i,j) E Q+ : 

(c1)(i,j) E N x N 
(c2)<l>(i,j) = J 
(ca)i,j EN 
(c4)J E Q+ 
(cs)<l>(i,j) E Q+ 

Hpt. 
(c 1 )Por (b) 

(<'1)Def de X 
(c3)Def de Q+ 

(c4)(c2)Def de = 

(d)cf> va de N x N a Q+ (a)(c)Def de incidencia 
(e)Para t.odo y E Q+, exist.e (i,j) EN x N t.al qne <l>(i,j) =y: 

(ci)y E Q+ Hpt. 
(e2 )y es número racional positivo 
(e3 )Exist.en i,j EN t.ales que y= J 
(e4)i EN 
(e,-,)j EN 
(e,;)y = j Def de i,j 

(e.)Def de Q+ 
(e2)Trad 

(e-,)(i,j) EN x N (e4}(e¡,)Defde X 

(e8 )4>(i,j) = J (<-'7)Por (b) 
(e,,)cf>(i,j) =y (es)("6)Def de= 
(ew)(i,j) EN x N y <l>(i,j) =y (e-,)(e,,)Desc-
{e11)Existe (i,j) t.al que (i,j) EN x N y 4>(i,j) =y 
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(2)4>1 : N x N - Q+ es supra 
(3)card (N X N) 2! card Q+ 
(4)card (N x N) =No : 

Defde•1 
(2)Dm {3.1) 

Porque card N = No 
(3)(4)Def ele= (5)N0 _2! card Q+ 

(6)No :5 card Q+ : 
{7)No = Q+ 

Porque N ~ Q+ 
(5)(6)Dm (3.1) 

carel Q- = No : 

(l)Existe <I> tal que 4>: Q+-+ Q- es biyectiva: 

(a)Dom<I> = Q+ 
(b}Pa1·a t.odo x E Q+, <l>(x) = -x 
(c)Para todo x E Q+, <l>(i,j) E o- : 

{c1)x E Q+ 
(<'2)<l>{x) = -x 
{ca)-x E o­
{c4)<l>{x) E Q-

Hpt 
(c1)Por {b) 

(c1 )Def de o­
(ca)(c2)Def de = 

Def de el> 

(d)<I> va de o+ a o- (a)(c)Def de inddencia 
(e)Dn.dos :r.¡, x:z E Q+, si X¡ 'F x:z ent.onces <l>(:r.J) 'F <l>(x:z) : 

(ei)x1 E Q+ Hpt. 
(<>:z)x2 E Q+ Hpt 
(e:i)Si xi 'F x:z entoncos <l>(x1) <F <l>(x:z) : 

(n)x 1 'F x 2 Hpt. 
(.8)x1 = X2 o X¡ < X2 o X¡ > X2 {e¡){e2)Arit 
(-y):r. 1 < X2 o x 1 > x2 (,6)(c:.)Exclnsión 
(8)Si x 1 < x 2 entonces <l>(x¡} <F 4>(x:z) : 

Hpt. 
(81)Arit 

(e1 )Por (b) 

(ó¡)X¡ < X2 
(c52)-x1 > -x2 
(.53 )<1>(x 1 ) = -x 1 

(c54)<l>(x2) = -x2 
(c55)<l>(x¡} > •l>{x2) 
(.5s)<l>(x1) 'F <l>(x2) 

(c2 )Por (b) 
(h2)(6',.)(.54)Def de = 
(c5.,)Arit. 

(io}Si X¡ > x2 entonces <l•{x1) # <l>(x2) : Drn arníloga n ( .5) 
(()<l>(xi) # <l>{x2) (-y)(c5)(io)Por casos 
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(f)Dado y E Qi-, existe x E Q+ t.al qne <l>(x) =y: 

(f1)71 E Q- Hpt. 
(f~)Exist.e X t.al que X E Q+ y -x = 11 (f1)Def de Q-
(f:.)xo E Q+ 
(f4)-xo = 71 Def de xo 
(f,,)<J>(x0 ) = -x0 (f3 )Por (h) 
(fo)<l>(xo) = 71 (f4)(ffi)Def ele = 
(f7)Xo E Q+ y <l>(xo) =y (f.~)(fo)De..c 
(f,.)Exist.e x t.al qne x E Q+ y <l>(x) =y (f7 )D<>sc 

(g)4> : Q+ --+ Q- eH biyect.iva (d)(e)(f)Def <le biy 

(2)Q+ - Q- (l)Def de~ 
(3)card Q+ = cu.rd Q- (2)Def de carel 
(4)<'ard Q+= N 0 Dm ant.c>rior 
(5)card Q- =No (4)(3)Def de= 

canlQ=No: 

(l)Q = Q- U {O} uQ+ Alg 
(2)Q-, {O},Q+ son ajenos ent.re si Arit. 
(3)card Q =carel Q- +carel {O} +carel Q+ 
(4)card Q- = N 0 , carel {O} = 1, carel <Q+ =No 
(5)carcl Q =No+ 1 +No (3)(4)DPf de= 
(6)N0 + 1 +No = No Dm ([8]) 
(7)nml Q = N 0 (5)(G)Def de= 

<~arel Q"' =No : 

(1)(2)Dm ([8]) 
Dm (4.7) 

(l)Q" = Q x Q x · · · x Q (n fa.et.ores) Def de Q" 
(2)card Q" = (card Q)( carel Q) · · · (carel Q) (l)Def ele= 
(3)carcl Q = N 0 Dn1 anterior 
(4)card Q" = N 11 No ···No (2)(3)Def df' = 
(5)NoNo ···No =No Dm ([8]) 
(6)card Q" =No (4)(5)Def dn = 
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Existe cf> tal que cf> : Q" x Q+ -+ V 0 es suprayect.iva: 

(l)Domcf> = Q" x Q+ 
(2)Para. todo (p, e) E Q" x Q+, cf>(p, e) es vec de p, de radio e 
(3)Para. todo (p, e) e Qn X o+' cf>(p, e) e VD : 

(a)(p,e) E Qn x Q+ Hpt 
(b)cf>(p, e) es vec de p, de radio e 
(c)p E Qn 
(d)c E tQ+ (a.)Def de X 

(a)Por (2) 

(c)p es punto racional (c)Def de Qn 
(f)e es número racional (d)Def de Q+ 
(g)cf>(p, e) es vec rae (b)(e)(f)Def de vec rae 
(h)<l>(p, e) E VD (g)Def de VD 

(4)cf> va de Qn x Q+a V 0 (1)(3)Def de incidencia 
(5)Da.da E E V 0, existe (p, e:) E Q" x Q+ tal qne <l>(p, e) = E : 

(a.)E E Vo Hpt 
(b)E es vec rae (a)Def de Vo 

Dcf de cf> 

(c)Exist.en p E Q" y e E Q+ tales que E es vec de p, de radio e (h)Def de vec rae 
(d)p E Qn 
(e)e E Q+ 
(f)E es vec de p, de radio e Def de p, e 
(g)(p, e) E Q" x Q+ (ci)(e)Def de x 
(h)<l>(p, e) es vec de p, de radio e (g)Por (2) 
(i)<l>(p, e) =E (h)(f)Lema (4.3) 
(j)(p,c) E Q" x Q+ y <l>(p,e) =E (g)(i)Desc 
(k)Exist.e (p, e) tal que (p, e) E Q" x Q+ y 4>(p, e) =E (j)Desc 

(6)<1> : Q" x Q+ -+ Vo es suprayect.iva (4)(5)Def de supra 
(7)Exist.e <I> t.al que <I> : Q" x Q+ -+ Vo es suprayect.iva (6)De:-w 

(l)ExiMt.t• •I> t.al que <I>: Q" x Q+-+ V 0 es suprayectiva Dm ant.urior 
(2)<1>: Q" x Q+ -+ V 0 es suprayect.iva Def de 4> 
(3)ca.rd (Q" x Q+) ;::: card Vo (2)Drn (3.1) 



(4)card (Qn x Q+) =No : 

(a)card (~ x Q+) = (card Q")(c.ardQ+) Defde Il 
Drn {4.7) 

(a}{b)Def de= 
(b)carcl Q" =No, c.ard Q+ =No 
(c}carcl (Qn X Q+) = NoNu 
(d)NoNo = No Dm ([8]) 
(e)carcl (Q" x Q+) = \'to {c}{d}Def de = 

(5)No;::: r.ard Va {3)(4)Def de= 

{l)Exist.e <I> t.al qne <I>: Q+ - V 0 es inycct.iva: 

(a}Po E Q" Dcf de Po 
(b}Dmn 4' = Q+ 
(c}Para todo e e Q+, <l>(e) es vec de ]>o, ele radio e 
(d)Para todo e E Q+, cl>{e} E Va: 

(di)e E Q+ Hpt. 
{d2 )<1>(e) es vec de po, de radio e (di)Por (e} 
(cl:.)Po es punto racional (a.}Drf de Pu 
(cL,)e es 1uímero racional (di)Dcf de Q+ 
(d5 }4'(e) es vec rae (d2)(d3}(<l4 )Dcf de vec rae 
(d6 )4>(e) E Va (d5 }Def de Va 

(e}<I> va de Q+ a Vo (b)(d)Def rle incidencia 
(f)Dados ci, e2 E Q+, si c1 # e2 entonces <J>(ei) # 4'(e2) : 

(f1)c1 E Q+ 
(f2)e2 E Q+ Hpt. 

(f1)Por (e) 

Def de <J> 

(f3 }<1>(e1} es vec de po, de radio e 1 

(f4 )•l?(e2} es vec <lepo, de radio €'2 
(f5 )Si c1 # e2 ent.once.s <l>(e1 ) # <J>(.=:2) 

(f2)Por (e) 
(f3}(f4 )Lema (4.3) 

(g)<I> : Q+ - V 0 es inyectiva (e)(f)Dcf de inyect.iva 

Def de <J> 
(2)Dm (3.1) 

Dm (4.7) 

(2)<1> : Q+ --+ Vo es inyectiva 
(3)carcl Q+ :S card V o 
(4)c·ard Q+ = No 
(5)No :S carel V 0 (3)(4)Def de= 
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card Vo =No: 

(l)No ::5 card Vo 
(2)No 2:: r.ard Vo 
(3)c .. rd Vo = No 

Dm (4.7) 
Dm (4.7) 
(1)(2)Drn (3.1) 

4.8. Total de abiertos en R." 

Dufinidón de A : 
Pura t.o<lo U, U E A si, y sólo si, U es abierto (en IR"). 

Exist.e 4> t.al que 4>: P(Vo)-+ A es suprayect.iva: 

(l)D<nn.4> = P(Vo) 
(2)Para t.odo C eP(V0 ), 4>(C) = U E 

EEC 

(3)Para t.odo C EP(Vo), 4>(C) e A: 

Def de <I> 

(a)C EP(V0 ) Hpt. 
(b)C !;Va (a)Def de P(Vo) 
(c)Para t.orlo E, si E E Cent.onces E E Vo 
(cl)Para t.odo E, Ni E E C entonces E es abiert.o: 
(e) U E .,.. a.biert.o (d)Dm {4.3) 

EeC 
(f)<l>(C) = U E 

EEC 
(a)Por (2) 

(g)<l>(C) es abiert.o (e)(f)Dcf de = 

{b)Def de !;;; 
(e) 

{h)<I>(C) E A ssi <I>(C) es abiert.o Def ele A Dese 
(i)<I>(C) E A (g)Por {h) 

(4)4> va de P{V0 ) a A (1)(3)De.f de incidencia 
(5)Dado U E A, existe C EP{Va) t.a.l que cl>(C) =U: 

(a)U E A Hpt. 
(b)U es a.hiert.o (a)Dcf de A 
(c)U <'S unión de vecindades racionales (b)Dm (4.5) 
(rl)ExiHt.e C t.al que C "" p..rt.ida dc vec rar. y R'elc E= U 

(e)Exist.e C t.al que C EP(Vo) y U E = U : (d) 
EEC 

{f)C EP(Vo) 
(µ;) U E = U Def de C 

eec 
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(h)<l>(C) = U E (f)Por (2) 
EEC 

(i)<l>(C) = U (h)(g)Dcf de = 
(j)C eP(V0 ) y <l>(C) =U (f)(i)Desc 
(k)Exist.e C t.al que C eP(V0 ) y 4>(C) =U (j)Dcsc 

(6)4>: P(V0 ) --+A es supra (4)(5)Def de supra 
(7)Exist.c ti> t.a.1 que ti>: P(V0 )--+ A es supra (6}Desc 

N2;:cardA: 

(!)Existe <I> ta.l que <I>: P(Vo) --+ A es supra Dn1 ant.erior 
(2)<1>: P(Vo) --+A es supra Def de <I> 
(3)card P(Vo) 2:: card A (2)Drn (3.1) 
(4)card P(V0 ) = N : 

(a)P(V0 ) ~{O, l}v0 Dm (3.3) 
(b)card P(Vo) = card {O, l}vº (a)Def de card 
(c)card {O, l}Vo = 2Ho: 

{c1)card {O, 1} Vo = [card{O, l}]cardVo Def de card carrl 

(c2 )card{O, l} = 2 Def de 2 
( «:.)card Vo = No Dm ( 4. 7) 
(<'4)card {O, l}vº = 2"º (c1)(c2)(c3)Def de= 

(d)cru·d P(Vo) = 2Ho (b)(c)Def de= 
(e)2Hu = N Def de N 
(f)card P(V0 ) = N {d)(e)Def de= 

(5)N 2:: card A (3)(4)Def de = 

N :5 card A: 

(l)V !:;;;; A Porque t.oda veces un abiert.o 
(2)card V :5 card A (l)Dm {3.1) 
(3)card V =N Dm (4.7) 
(4)N:5 card A {2){3)Def de= 
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card A= N: 

(l)N;::: card A 
(2)N~card A 
(3)cnrd A= N 

Dm (4.8) 
Dm (4.8) 
{1)(2)Drn (3.1) 
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5. BORELIANOS 

Boreliru101< (en !R") son los r.onjnnt.os que se generrui a part.ir ele los ahiei·t.os mediant.c las 
OJ>f~raciones de resta y de tullón numera.ble. 

Una colucción e, de snbconjnnt.os de R"' se llaana anillo sigma SHi <ln.dOH E1. E,, E e, 
E, - E,, E C, y, dados E,, ... ,En, ... E C, U En E C. 

nEN 

Se define la colección B, de los conjuntos borelianos, corno el n1ínhno mlillo si~rna qne 
iudnye a los ahiert.os. 

Axiomas: 
e eH anillo sigma. 
Ac;;B. 
Para t.odo C, si C es ruiillo sigma y A e;; C cut.onces B e;; C. 

Para t.oda r.olecr.ión e, de snhr. de Dl", se definen las colec<·ioues e- y e~ COlllO sig,1u: 
Si E 1 , E2 E C ent.onces E, - E2 E e-. 
Dado Y E e-, exist.en E,, E2 E C t.ales qne E 1 - E2 = Y. 

Si E1, ... ,En, ... E C entoncE!S U Era e C 00
• 

nEN 
Dndo Y E e~, exist.en E,, . .. , En, ... E C t.ales qne U E,. = Y. 

nEN 

Lemas: 
fil 0 E C ent.on<'es C e;; e-

{1)0 E C Hpt. 
(2)Para t.odo E, si E E C ent.onces E E e- : 

{a)E E C 
{h)0 E C 
{c)E- 0 E c­
{d)E - 0 =E 
(e)E E c-

{3)C e;; e-

Hpt. 
{l)Desc 

(a){b)Def de c­
Alg 

(c){d)Def de = 

{2)Def de e;; 
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Si carel e = N ;'!:'.: 0 E e ent.O!Weft r.a.rd e- =N : 

( 1 )c·ard C = N Hpt. 
(2)0 E C Hpt. 
(a)C <;; e- (2)Dm anterior 
(·1 )c·anl C ::5 carel e- (3)Dm (3.1) 
(fJ)N ::5 c·arcl e- (4)(l)Def el<>= 
(G)Exist.c• •l> t.al <¡ne <I> : e X e-+ e- es snprayect.iva: 

(a)Dmn.<I> = C x C 
(h)Dmln (E,, E2) E C x C, •l>(E1, E2) = E, - E2 
(c)Dacln (E1,E2) E C x C, •l>(E1,E2) E e-

Hpt ( .. ,)(E,, E2) E e X e 
(<'2)Ei. E2 E C 
(.::1)E1 - E2 E c-

(c 1 )Def de x 
(<·2)Dcf de c-

( ... )•l•(E1, E2) = E, - E2 
(cr.)•l•(E1, E2) E e-

(c1) Por (b) 
(<':¡)(C"4 )Def de = 

(cl)<I> va ele e X e a e- (a)(c)Def de incidencia 

Def de •I> 

(c)Daclo F E e-, existe (E1, E2) E C x C tal qne <l>(E1, E2) = F : 

(t·1 )F E e- Hpt. 
(<•2)Existen E 1, E2 tales que El, E2 E C y E 1 - E2 = F (<!¡}Def ele c-
(e:i)E,, E2 E C 
{c4)E1 - E2 = F Def de E1, E2 
C<•r.)(E,, E2) E e X e (e3)Def de X 

(<>n)•I>(E1, E2) = E1 - E2 (e5 ) Por (b) 
{e7)<l>(E1, E2) = F (e,;){e4)Def de= 
{rH)(E1, E2) E C x C y <l>(E1, E2) = F (er.)(e7 )Dese 
(en)Exist.c (E,, E2) E C x C t.al qne ct>(Ei. E2) = F (eH)Dr.s<: 

(f)<I> : C X C -+ e- es RtlprH. 

(7)<1>1 : C X C -+ e- es Stlpra 

(8)canl (C x C) 2:: carel c­
(D)<'arcl (C x C) = N : 

(d)(e)Def de snpra. 

Def ele <1>1 
(7)Dm (3.1) 

(a)C"arcl (C x C) = (carel C)(rard C) Defde Il 
(h)car<l C = N (l)Dcsc 
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(c)card (C x C) =NN (a)(b}Def de = 
(d)NN = N Dm ((8)) 
(e}canl (C x C) =N (c}(d)Def de = 

(lO}N ~ card c­
(ll}N =cm-el e-

e~ c 00
: 

(8}(9)Def de = 
(5}(10}Dm (3.1} 

(l}Para t.oclo E, si E E C eut.onces E E C""': 

(a)E E C Hpt. 
(b}E U··· U E U··· E C 00 (a)Def de C 00 

(c}E U··· u E U · · · =E Alg 
(d}E E C 00 (b}(c)Def de = 

(2)C ~ C 00 (l)Def de~ 

fil ca.rd C =N ent.onc.,.. card C 00=N : 

(l)card C =N Hpt. 
(2)C ~ C 00 Dm anterior 
(3)card C :S card C 00 (2)Dm (3.1) 
(4)N :S carel C 00 (3)(l)Dcf de= 
(5)Exist.e <I• t.al c¡ne el> : e X Cx ... -- C 00 es Httprayect.iva : 

(a)Domcl> = C X C X • • • 

(b)Pm·,. t.oclo (Ei. E2, ... ) E C x Cx · · ·, <l>(E1, E2, ... ) = U E,, 
nEN 

(c)Para t.odo (E1, E2, .. . ) E C x Cx · · ·, <l>(E1, E2, ... ) E C"° : 

(ci)(E,, E2, ... ) E C x Cx · · · Hpt. 
(c2)E., E2, ... E e (ci)Dc-f de X 
(c3)E1 U E2 U··· E C 00 (c2)Def de C 00 

(c-4 )•I•(Ei. E~, ... ) = E 1 U E 2 U··· (<·¡}Por(b} 
(cs)•I>(E1, E~, ... ) E C 00 (c::i}(c4)Def de = 

(<l)<I> va de e X Cx ... a C 00 (a)(c)Def de inciclcnria 
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(e)Pnra todo FE e-, exillt.e (E,, Ea, ... ) e C x Cx · ·· 
t.al que 4>(E1,&, •.. ) - F: 

(e1 )F E e- Hpt 
(e-.. )Existen E 1 ,& .... e C tal- que U E .. = F 

nEN 
(e3)E1, E2, ... E C 
(e.,) U E .. = F Ocfde E1,E2, ... 

nEN 
(e5){E1, E2, .. . ) E C x Cx · · · (ea)Def de x 
(en)<I>(E1 , E2, .. . ) =U E,, (e,.)Por(b) 

ueN 
(e7)<l>(E1, E2, ... ) = F (e,,)(e.o)Dcf do= 
(e,.)(E¡, E2, ... ) E C x Cx ···y «l>(Ei. E2, ... ) = F (ur,)(<'7)0esc 
(<•,,)Exist.e (E1,E2, ... ) t.1'1 que (E1,E2, ... ) E C x Cx ···y 

<I>{E1, E2, ... ) = F (e,.)Oesc 

(f)«I>: C x Cx · · ·-+ C 00 es tmpra 

(6)<1>1 : e X Cx ... -+ C"" es supra 
(7)r.ard (C x Cx · · ·) ~ r.ard C 00 

(8)c.n.rd (C x Cx · · ·) = N: 

(d)(e)Def de supra 

Def de 4>1 
(6)Dm (3.1) 

(a)cru·cl (C x Cx · · ·) = (card C)(card C) · · · Def ele 0 
(b)card C = N (l)Desc 
(c)card (C x Cx · ··) = NN··· (a)(b)Defdr. = 
(d)NN · · · = N Dm ((8]) 
(e)card (C x Cx · · ·) = N (c)(d)Def de= 

(9)N ~ carel C 00 

( lO)N = card e~ 
(7)(8)Def de = 
(4)(9)Dm (3.1) 
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I(e) = p:). <e}. ). ordinal 
Para. t.odo )., ). e I(e) si y sólo si ). < e Def de I(e), e ordinal. 

Lema: 
Exil:i!& e .tru ~ c1Vd r<e> = N , 

(l)Exist.e B t.al que Bes buena ordenación y [BJ =IR 
(2)B es bnena ordenación 
(3)[B] = IR Def de B 
(4)t.ipo B = /3 Def de {3 
(5)t.ipo M(/3) = f3 Dm (3.5.1) 
(6)t.ipo M(/3) = t.ipo B (5}(4)Def de= 
(7)Jl/(fJ) :::< B (6)Dcf de t.ipo 
(S)[M(f:l)J ~ [BJ : (7) 
(D)[M(/3)] ~ R (8)(3)Def de = 
(10)[M(¡1)] = 1({3) : Porqne). e [M(/3)] ssi ). < {3 
(ll)I({~) ~ R (9)(10 )Def de= 
(12)ca.rcl 1(/3) = ce.rd R (ll)Def de ca.rd 
(13)card IR = N Dm (4.6) 
(14)ca.rd /({3) = N (12}(13)Def de= 
{15)Exist.e e t.a.I. que card I(e) = N (14)Desc 

Zermulo 

Para ver que el t.ot.al ele Borelia.nos es alef (N), primero se de1nost.rnn\. qu<> cnrd B :::; N, 
eHt.a demostración se hará por et.apHS., pues hacerla en nnn sola et.apn., HPrÍn tnuy p<?Sado, 
post.el'ionncnt.e se demost.rará qne N :::; card B. 

card B :5 ~: 

(l)Exist.e t; tal qne I(e) no es numerable: 
(2)n = min e t.al que I(e) 110 .,.. rnunerahle 
(3)I(a<) 110 es numerable 
(4)Para t.odo e < o, I(e) es numerable 

(5)Bo =A 

1!!. etapa 

Le1na 
Dcf de a 

(2)Dcf de min 

(6)Pnra t.odo e, si O< e <o cnt. B( = [ (,.SJ( B,. )-] 

00 
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(7)B ~U Be: 
e«• 

(a)A ~U Be: 
e<a 

(ai)Para t.odo E, si E E A eut. E E U Be: 
(<o 

(a)E E A 
(/3}E E Bo 
(-y)O < et : 

(71}0::; (t 
(-y,)O ~u: 

Hpt. 
(a:}(!;)Def de = 

Arit. ([9],(10]) 

(A)I(O) es numerable Porque I(O} = 0 
(B)I(n) no es nmnerable (3)0Pfü: 
(C)O ~ u (A}(D)Def ele =. girada 

(-ra)O < <> (-Y1 ) (-Y2) Excl 11sión 

(6)0 <a y E E Bn (-y)(/3}Desc 
(e:)Exist.e E t.al que E < <>'y E E Be 
(()E E U Be (E)Def de U 

e<o 

(a 1 )Def cln <:; 

(h)Si E,, E2 E U Be ent.onceH E, - E~ E U Be : Pend 2"- <'t.apa 
{<o {<o 

(c)Si E,, ... , En, ... E U Be ent.on<'es U En E U Be : Pend au. <>t.npa 
{<n u EN (<u 

(el)UBe es anillo sigma (h)(c)DPf ele anillo Higma 
(c)B <:; U Be (cl)(a)Def <lr B 

(S)cn.rcl B :::; eard U Be 
(9)carel U Be ::; N : 
(lO)c:ard B :::; N 

(7)Dm (3.1} 
Pend 4!! etapa 

(8)(9)Dm (3.1) 

canl B:::; N: 

(l)Exist.e E t.al que l(E) no es lllltnerabll': 
(2)a = rnin E t.al que l(E) no es munerable 
(3}J(n) 110 es munerable 
(4)Para todo E; <o, I(E;) es rnunerable 
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Le1na. 
Dcf den 

(2)Dcf ele rnin 



(5)Do =A 

(G)Para t.odo (,si O< (<o ent: Be -

(7)B !;;;;; U B,: 
(<n 

(a)A ~ U B( Dtn l• etapa 
(<a 

(b)Si E 1,E2 E U B< ent.oncea E 1 - & E U B<: 
(<a t<a 

(b1 )E1 E U De Hpt. 
(<o 

(b2)Exist.e e t.a.J. qne ( < ac y E, E D< 
(b:.>e<1> < "' 
(h.,)E, E Bw> Def de ((1) 
(bs)E2 E U D< Hpt. 

(<a 

(b,,)Exist.e ( t.al qne ( < ac y & E D< 
(b7)e(2) <a 
(b11}E2 E Bw> Def de ((2) 

(b1 )Def de U 

(bs)Def de U 

Al llegar aq1ú hacemos en una hoja apnrt.e una lista de enunciados empe,.au1do por la tesis, 
seguida de lo que P.lla qniere decir, y ele todo lo qne ele ahí se clesprPnda, luL'<tn llegn.r n 
1111 re•n1lt.ndo del qne se pneda dedndr la t.esis. Tru resnlt.ado tl>I <¡llf' <lXÍHl.a e t.al qnc: 
o <e<a, 
ec1> <e. 
1;(2) < e. *Det<iderát.nm 

Por lo t.anto: 

(bo)Exist.e T/ < ac t.al que e(l) :5 r¡ y 1;(2) :5 T/: 

(a)"e(I) < ((2) o e(2) :5 l;(l) 
(,B)Si e(1) < 1;(2) entonces vale (b,,): 
(-y)Si e(2) :5 1;(1) ent.om·es vale (b,,): 
(ó)vu.le (b0 ) (o)(.B)("l·)Por ca.s<J8 

(b10)7/ < °' 
(b11 )((1) s T/ 
(b12)1;(2) :5 7/ 
(b13)0 < r¡ + 1 < ac : 

(a)O S T/ < 7/ + 1 
(,B)O < T/ + 1 
(-y)11 + 1 :5 Cl< 

Def de T/ 

Arit. ([9),[10]) 
(ct)Arit. ([9),[10)) 
(h10)Arit. ([9],[10]) 
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(6)"1+1 yl< ar: 

(61)I("1 + 1) - numsable: 

(A)l("I + 1) ~ 1("1) u {"1} : 
(B)l("I) ftl numerable 
(C){"I} es numerable 
(D)l("I) U {71} - num...-able 
(E)l(F/ + 1) es numerable 

Def de I 
(h10)Por (4) 

Dm ((8]) 
(B)(C)Dm ([8]) 

(A)(D)Dm {(8]) 

(62)I(ar) 110 ea numerable (3)Desc 
(63)71+1 ~a (61)(62)Def de =, girada 

(e:)77 + 1 < °' 
(()O< "1+1 <a 

(-y) ( 6) Exclusión 
(.B)(e)Desc 

(h14)e(1) <.,, + 1 {h11)Arit. ([9],[to]) 
(b1s)e(2) < 71+1 (b12)Arit. ([9],[IO]) 
*{hrn)Exi,.t.e e t.al que O <e < a, e{l) < e y e(2) < e 
{b17)0 <e< ar 
(b, .. >e<l) < e 
{brn)e(2) < e Def de e 
{b20)E1 E U B_. : 

.>.<e 

{a)e{I) < e (hu1)DC01C 
{/3)E1 e Bec•> (b4)0.."'c 
("Y)e(l) <e y E, e Bwi (o)(/3)0-., 
(ó)Exist.o .>. t.al que.>.< e y E1 E B,. (-y)Oc>sc 
(e)E1 E U B_. (cS)Def de U 

-"<( 

{b2i)E2 E U B,. : 
.>.<e 

{h22)E1 - E2 E (U e_.)-
-"<f 

Drn análoga a (b20) 

{h23)E, - E2 e [ (...lde e,.)-] 
00 

(b17 )Por (6) (h2-t)Be = [ (...lde e .. )-] 
00 

{b2r.)E, - E2 e Be (b,,a)(h:u)Dcf de = 
(bw)e < a (b,7)Desc 
(b27)1; < n y E 1 - E2 E Be (b:zt¡){h2s)Desc 
(b2 ,.)Exist.e e t.al que I; <o y E1 - E-.. E Be 
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(bw)E1 - E2 E U Be 
e<a 

(c:)Si Ei, ... , En, ... E U Be entonces U En E U Be : Pend 3" etapa 
{<a nEN {<n 

(<l)U Bi: eR anillo signia. (b)(c)Dcf de anillo signm 
(c)B ~ UBi: (d)(a)D<>f de B 

(S)car<l B :5 card U Be 
(9)cartl U Be :5 N : 
(lO)curtl B :5 N 

(7)Dm (3.1) 
Pend 4"' etapa 

(8)(9)Dm (3.1) 

(l)Exist.e t:; tal qnc I(t:;) no es numerable: 
(2)<> = 1nin t:; tnl qne I(t:;) no es nnn1erable 
( 3) I ( n) no <'S nnrn<'rable 
(4)Para t.oclo <; < n, I(t:;) es nnrnerable 

(5)B0 =A 

(6)Para todo t:;, si O< t:; <a ent. Be = 

(7)B ~U Be: 
(<o 

(a)A ~ U Be Dm l" etapa 

3" etapa 

Lema 
Defde n 

(2)Def de rnin 

(b)Si E 1 ,E2 E U Bi: entonces Ei - E., E U Be Dm 2 2 etapa 
C<n {<a 

(c:)Si E 1 , ••• , E,., ... E U Bi: entonces U E,. E U Be: 
{<a nEN (<D" 

(c,)E,, ... ,E ...... eu Be Hpt. 
f:<o 

(<•2 )Para todo n. E N, E,, E U Be (r.1)Tracl 
~<'-'• 

(c:i)Pn.ra toclo n E N, existe I; t.al c¡ne (;<°'y E .. E Be : (c2) 
(c4)Para todo n E N, l';(n) < <>y E .. E B{(u) Def d•' 1!;(71) 
(cc.)Existe r¡ < °' tal qn<', para todo n. EN, t:;(n) :5 r¡: 

(a-)Para todo 7/ < n, existe n. E N t.al que t:;(n) > r¡ 
(/3)I(a) ~ U I(t:;(n.)) : 

nEN 

(/31 )>. E I(a) Hpt. 
(/32)>- < a (/3i)Def de I 
(/3:.)Exist.e n. E .N tal que t:;(n) > A 
(/34)n EN 
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(.Bs)e(n) > >. Def de n 
<.Ba>>- < e< .. ·> C.Bs)n-ad 
(,B.)>. e I(e(n)) (.Ba)Def de I 
(.flR)n e N y Á e I(e(n)) (fj• )(P. )Det1c 
(fj,,)Exist.e n t.al que ne N y >.e I(e(n)) (~,.)D,,.w 
(.810)>. e U I(e(n)) (~)Def ele U 

neN 

(-y)Pa.ra todo n EN, I(e(n)) es numera.ble: (c4 )(4) 
(ó) U I(e(n)) eo; numerable (-y)Dm ([8)) 

nEN 
•(e)I(n) es munerable (,B)(ó)Dm ([8)) 
•(()I(n) no es munerable (3)Dcsc 

(c6)7/ <a 
(c7)Pa.ra todo n. EN, e(n.) ::5 r¡ Def de 11 
(<'R)O < 71 + 1 <a (cc.)Dm etapa ant.-rior 
(co)Para t.odo n. EN, e(n) < 71 + 1 : (c7) 
(c10)0 < 1¡ + l <a y para t.odo n E N, e(n.) < 71 + 1 (cH)(i:11 )Du:<c 
*(c11 )Exist.e e tal qne O <e < a y para todo n E N, e(n) <e (<'rn)De:<c 
(c12)0 < e < °' 
(c13)para t.odo n. E N, e(n) < e 
(c14)Pa.ra t.odo n E N, E,. E U B,. : 

-"<{ 

(r.15)Pa.ra todo n E N, E,. E ( U e,.)­
-"<' 

(n)n. E N Hpt. 
(,B)E,. E U B,. (n)Por(c14 ) 

-"<'< 

b)ue,.~(ue,.)-
.x<e ..ll.<E" . 

(-y,)0 E U B,.: 
-"<'< 

Def de e 
(<:13)(c4) 

(A)0 E A: Porque 0 es abierto 
(8)0 E Bo (A)(5)Dcf de = 
(C)O < e (c12)Dcsc 
(D)O < e y 0 E Bo (C)(B)Desc 
(E)Exist.e >. tal qne >. < e y 0 e B,. 
(F)0 E U B,. (E)Def de U 

A<{ 

(-y,)Dm (5.0) 
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(lj) (-y) Alg 

(<·20}Dcsc 

(c32) U En e U B< 
•EN (<o 

(d)UB< - anillo lligrna (b)(c)Def de anillo sigma. 
(e)B ~U Be (d)(a)Def de B 

(8)card e :S c.ard u e( 
(!l)card U Be :S N: 
(lO)card B :S N 

c.ard B :S N : 

(7)Dm (3.1) 
Pend 4"' et.apa 

(8)(!l)Dm (3.1) 

(l)Exist.e e t.al que I(() no es numerable: 
{2)o = min ( t.al que I(t;) no es numerable 
(3)f(a) no es numerable 
(4)Para todo e< a, I(I;) es numerable 

(5)Do =A 

4'1.etapa 

Lema 
Def den 

(2)Def de min 

(6)Para t.odo 1;, si O < e < a ent Be = [ (,,.'}< e,.)-]~ 
(7)D ~ U De Dm et.apas anteriores 

(<o 
(8)card D :S card U Bt; (7)Dm {3.1) 

e<o 
(!l)card U D( :S N : 

(<n 

(a.)card U Bt; :S E c.ard Bt; Subaditividad 
L<ar E<o 

Def dn Be 

(b)Para t.odo (<u, card Be = N: Por inducción Pend 5"- "t.apa 
(e) E card Be =E N (b)Def de = 

(<o E<or 
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{d) = I: ": 
(El( .. ) 

Defde I 

(e) = [<".ard I(a))M 
(f)•'ard U ~ S (<'IU'd I(a))M 

Dm ([8]) 
(a)(e)Def de = 

(<n 
(g)r.ard I(n) :S M : 

(gi)Exist.e /3 tal que card I(/3) = N Lema 
(g2)card /(/3) ~ N Def de /3 
(ga)I(~) no es numerable (g2)Drn ([8]) 
(g• )Si /3 < o entoncea 1(/3) ""' munerable 
(g.,)Si I(/3} no es nnnwrable ent.or>c<'8 /3 ~ a 
(go)/::i ~ o (g3)Por(g~) 
(g7)<> :5 [~ (ge)Arit ([9),[10]) 
(g,¡)I(a) \;; l({:I) : (g7 )Def de I 
(go)card /(o) :S card /(/J) (g,,)Drn (3.1) 
(gm)c.ard /(o) :S N (gg)(g2)Def de = 

(h)(card I(a})H :S HN 
(i)rard U B< :S NN 

if<.n 

(g)Dm ([8]) 
(f}(h)Dm (3.1) 

(4)0PSC 
(g.1 )Giro 

U)cnrd U B< :S N: 
(<n 

(i)Porqne NN = N Dm([8]) 

(lO)card B :S N (8)(9)Dm (3.1) 

card B $; N: 

(l)Exist.e e t.al qne I(e) no es nnrnernble: 
(2)a: = miu t; t.;tl que I(<e;) no "" nnmernble 
(3)/{n) no es numerable 
(4)Para todo t; < n, I(t;) es numerable 

(5)Bo =A 

5'l etapa 

Lema 
Def de a 

(2)Def de min 

(6)Para todo t;, si O< {<a ent Be = [ (.,';!< B,. )-] 

00 

{7)B ~U Be Dm 2" y 3~ et.apas 
(<n 

(8)cru·d B :5 card U Be (7)Dm {3.1) 
(<o 

{9)card U Be :5 N : 
(<u 

(a)canl U Be :S L: card Be 
C<nr (<o 

Subadit.ividad 
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(b1)( <o Hpt. 
(~)Para t.odo ~ < (, r.ard B,., = N Hpt. dt> inducción 
(bs)( - O o O< ( < o (b1 )Arit 
{b4)Si I; =O e11t.onces card B( = N : (5)Porq1w card A = N 
(bs)Si O < ( < a ent.011cm card B( = N : 

(a)O < ¡; <a Hpt 

(.8)B(-= ( (,.1::1, D,.)-rº (a)Por {6) 

("Y)card U D,., = N: 
>-<( 

(-y, )<"'.ard U B,., ::; E card B,., 
>.<( >.<( 

S11badit.ividn.cl 

(b)Para t.odo >. < (, card B,., = N (b,)Desc 
(-r..) E card B,. =E N h2)Def de= 

>.<( >.<( 
b"•) = E N: 

>.EI(() 
(75) = [ce.rd J(()]N 
(-y5)card U B,. ::; [card J(()]N 

>.<( 
("l'?)card J(() ::; N 0 : 

(A)( < a (a)Desc 
(B)J(() es nun1erable 
(C)card J(() $ No 

bs)[card J{()]N $ NoN 
("Ye)card U B,. $ NoN 

>-<( 
("Y1o)ce.rd U B,. $ N: 

Jo.<( 

("Y11)N $ c.ard U B,. : 
"<( 

{"Y1:.)ce.rd U B,. = N 
1'<( 

Def ele I 

Drn ([8]) 
(-y 1 )(-yr,)Def de= 

(A)Por (4) 
(B)Def de 1mrnerable 

(-y7 )Drn (l8]) 
(-y5)(-y,.)Drn (3.1) 

("Y9 )Porqne NoN = N Dm ([8]) 

Porque As; U B,. y canl A= N 
1'<( 

("Y1o)hu)Dm (3.1) 

Dm ~ etapa paso ( '")'1) 

(-y){6)Dm {5.0) 

{e)Drn (5.0) 
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('l)Bc-= ( C'<'c e~)-]"" (.8)0-C 

(B)card B( ,_ N ((}('l)Def de = 

(e) L: card e, = L: N 
(<n E<a 

(d} = L: N: 
(E/(o) 

(b:.)(b.,)(~)Por CNIOS 

(b)Defde = 

Defde I 

(e) = (c.ard /(ar))N 
(f)<"ard U B( :5 (card /(n))N 

Dm ((8]} 
(a)(e)Def de = 

(<a 

(g)card /(o) :5 N 
(h)(r.ard /(o))N :5 NN 
(i)card U e, :5 NN 

Dm 4!l et.apa 
(g)Dm ((8]) 

(f)(h)Dm (3.1) 
(<n 

U)car<l U B< :5 N: (i)Porc111e NN = N 
(<n 

(lO)card B :5 N (8)(9)Dm (3.1) 

N :5 card D: 

(l)A ~ B .Defde B 
(2)card A :5 card B (l)Dm (3.1) 
(3)cnrd A= N Dm (4.8) 
(4)N ::5 card B (2)(3)Def de= 

card B =N: 

(l)rard B ::5 N 
(2)N ::5 card B 
(:J)card B =N 

Dm (5.0) 
Dm (5.0) 

( 1)(2)Dm (3.1) 

69 



A. Acertijos parvipontanos 

A dice que B n1ient.e. 
B dice que A mient.e: 
A núent.e-B no núente. 
A no mient.c-B mient.e. 

A dice que B miente. 
B dice que A no núente: 
No es ciert.o que A núcnte. 

}!!. 8olttción 
21L solución 

No es ciert.o qne A no micnt.e. Insoluble 

A dice que B no núent.e. 
D dice que A mie.nte: 
No es cierto que A núent.e. 
No es ciert.o que A no núent.e. Insoluble 

A dice que B no núente. 
B dice qu" A no núent.e: 
A núeut.e-B 1nient.e. 1" solución 
A no rnieut.e-B no miente. 2'" solución 

A dice qne B u1ient.e. 
B dice que G nlient.e. 
G dice que A mient.e: 
No es ciert.o qne A miente. 
No •~-< ciert.o que A uo núent.e. Insoluble 

A dice qne B mient.e. 
B dire que G nlieut.e. 
G dice que A no micnt.e: 
A mient.e-B no nlient.e-C mient.e. 
A 110 1nient.c-B n1ient.e-C 110 nüent.e. 

l.!!. solución 
2~ IIDlnción 
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A dice que B mieme. 
B dice que C no miente. 
C dice qu .. A núeute: 
A mient.e-D no IDiente-C no tniente. 
A no 1uie11t.e-B inient.e-C miente. 

l• aolucióu 
2IL aoh1ción 

A dice que B no miente. 
B dice que G D1ient.e. 
C dice que A mient.e: 
A tnient.e-B mient.e-C no miente. 
A 110 miente-B no miente-O miente. 

t• solución 
2IL solución 

A dice que B miente. 
B dice que G no nüent.e. 
C dice q•ie A no 1nientc: 
No es ciert.o qne A mient.e. 
No es cierto qne A no 1nient.e. 

A dice que B no nüent.e. 
B dice que G no n1ient.e. 
C dice que A 1nient.e: 
No es ciert.o qne A miente. 
No es ciert.o que A no miente. 

A dice que B no mient.e. 
B dice que C Jnient.e. 
C dice que A 110 JDiente: 
No es ciert.o que~ A IUien.t.e. 
No es ciert.o que A 110 mient.e. 

A dice que B no lnient.e. 
B dice que C no 1nientc. 
C dice qne A no 1nie11te: 
A 1nient.e-B miento-C rnient.e. 

Insoluble 

lnaolnble 

Insoluble 

A no 1nieut.e-B no 1nient~C no niiont.e. 
l "- eolnció11 
2" solución 
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B. TABLA DE VERACES Y MITÓMANOS 

Ant.eriormente el Prof. Gonzalo Zubiet.a Ruaei publicó una t.abln sobre v<~races y mitórnnnos 
((3]), y est.a t.abln. que aqní present.wnos fue prop11e>1ta. por el Prof. Znhi<'tR y clahorn.da 
por Maricela Solórza.110 A.,Osvaldo De la Peña. R. y Pnt.dcia Ilodrignez R.. 

A dice qne B .,.. veraz. 
B dice que C es veraz. 
C dice qne A miente: 
A no es veraz. B no es veraz. C no es mitómano. 
Si B es mitó1nano entonces C es normal. 
Si Ges veraz entonces B es normal. 

A dice que B es veraz. 
B dice que e no es mit.ÓmfUlO. 
C dice que A miente: 
B no e.s nut.ómano. 
e no es mit.órnano. 
Si A es mitómano ent.onces B es normal. 
Si A es veraz entonce8 G ea normal. 
Si B es veraz entonces C es normal 
Si G es veraz entonces B es normal 

A dice que B es veraz. 
B dice que C es normal. 
G dice que A miente: 
e 110 es mit.ómano. 
Si Bes rnit.ón1ano entonces Ces veraz. 

A dice que B es veraz. 
B dke que C no .,.; normal. 
C dice qn<' A miente: 
Si A CR veraz ent.onces e es nüt6mano. 
Si B es vcnl.Z ent.ouces C es tnit.órnano. 
Si G es veraz ent.onces B P.S nur1naL 

A dice que B es veraz. 
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B dice qne C no es veraz. 
C cli<:e que A no 1niente: 
B llO .,,. mit.óu1a110. e no es veraz. 
Si A es veraz ent.onces G es uonnal. 
Si A .,,. init.ómano cntonce8 D es normal. 
Si B .,,. veraz c·nt.onces G .,.. normw 
Si G eti init.ómano entonces B es normal. 

A dice que B es veraz. 
B dice qne Ces mit.ómano. 
G dice qnc A no niient.e: 
A 110 es vc1·n.z. B no es veraz. C no es veraz. 
Si B .,,. mit.61na.110 ent.onces G es normal. 
Si G ~'-"' uüt.ón1ano ent.onc.es B es 11orn1al. 

A dicü qne B es veraz. 
B dice que Ges normal. 
G dice que A no miente: 
e 110 (~ veraz. 
Si B es init.ómano entonces Ges mltómano. 

A dice que B es veraz. 
D dke que C no es normal. 
G die<> qne A no iniente: 
Si A es veraz ent.onces G es veraz. 
Si B es veraz entonces G es veraz. 
Si C cs niit.ómano ent.onces B es normal. 

A dice que B es rnit.ó1nano. 
D <lke qn., C no cs veraz. 
C di,:t~ q11e A mient.e: 
A 110 es VPraz. B no es mitómano. e 110 es mitómano. 
Si B es VP1'8.Z eut.oncPS e es normal. 
Si e es Vl~raz ent.onces B es nor1nal. 
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A dice que Bes mit.ómano. 
B dicu que C es 1nit.ómano. 
O dice que A miente: 
B no <..~ Vt.~raz. e 110 es 1nit.ómano. 
Si A ...,. v"raz entonces C es normal. 
Si A es mitómano ent.onceH B es norrnal. 
Si B '"" 1nit.ómano cut.onces O e.s normo.l. 
Si (] es veraz entonces B es nortnal 

A <lice que B es tnitómano. 
B dice c¡ne C es 11orn1u.l. 
C dice que A tniente: 
Si A es Vl'rn.:t: ent.onces e es mit.ó1nano. 
Si B .,.. niit.órnru10 ent.OllCCK e es 1nit.órnnno. 
Si C ei; v.e.raz entonces B es norrnal. 

A <licc que B .,.. rnit.órnano. 
B dice que C no ._,,. normal. 
C dice que A miente: 
e no es n1it.ó1na.uo. 
Si B es veraz entonces C es veraz. 

A dice que Bes mit.6mano. 
B dice q11c G es veraz. 
e dice l(HP. A no oliente: 
B no es veraz. C no e8 veraz. 
Si A es veraz enton"es C es normal. 
Si A es mit.órnauo entonces B es normal. 
Si B es mit.ó1n1:uio ent.onccs Ges normal. 
Si C es 1uit.ómano entonces B es normal. 

A dice que Bes mitómano. 
B dice que C uo es 1nit.óma110. 
e clic(~ qtu• A 110 Inien.t.e: 
A uo us V(~raz. B no e.s 1nit.óma.no. e 110 es veraz. 
Si D t!S veraz ent.ouc~es C e~ 11orn1u.l. 
Si e CH 1uit.ó111nno entonces. B t?:i nor1na.l. 
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A ilice que D es nlit.órna.no. 
B dice que G cs normal. 
G dice <1ue A no n1ie11te: 
Si A es ve1·az ent.onces C es veraz. 
Si B es 1nit.ómauo eut.ouces G es veraz. 
Si Ces n1it.ó1nano eut.ouces Bes normal. 

A ilice que B es 1nitóma.no. 
B dice que e llO ee normal. 
G dice que A no nlieut.e: 
e 110 es veraz. 
Si B es veraz cut.oncee C es nlitómano. 

A dice que E es normal. 
B dice que G es veraz. 
G dice que A mient.e: 
Si D es mit.órnauo ent.onces C es normal. 
Si G es veraz ent.onces E es veraz. 

A dice que Bes normal. 
B dice que C no es veraz. 
C dice que A mient.e: 
Si B es vuraz ent.onces C es normal. 
Si G es veraz ent.onces B es nüt.ómano. 

A dice que B es normal. 
B dice que e es mit.ÓIUBllO. 
G dke que A miento: 
B no es veraz. 
Si C es veraz cut.onces B es 111it.ón1ano. 
Si A es 1nit.611uu10 ent.onces B es JllÍt.ólll8Do. 

A dice que B es norIUal. 
B dice que C no es Initórnano. 
C dice que A mient.e: 
B 110 es nlit.ón1ano. 
Si C es veraz entonces B es veraz. 
Si A <~ 1nit.ó1nano ent.onces B es veraz. 
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A dice que B es normal. 
B dice qnu C .,,. norrnal. 
C di•~• que A mient.e: 
Si e - V~RZ eut.onc- B es rnit.6mano. 
Si B .,.. 1nit.6111auo eut.onceto C es veraz. 

A dicu qnP B es nonnal. 
B tlicu qnc C no t.~ 11orn1al. 
e clice qn<> A rniPut.e; 
Si D es veraz ent.onc.es C es veraz. 
Si e es VPrn.z cut.onces B e.s veraz. 

A dice qne B es normal. 
B dice que C es veraz. 
C dice qnu A no miente: 
B no .,.. ve1·nz. 
Si A e; rnit.órnano ent.ouP-e>i B es 111it.6mano. 
Si e CH mit.61nano entonces B UM ruitórna.110. 

A dice qne B Ps normal. 
B dice qu~ C no es veraz. 
Cdice que A no micnt.e: 
B no "" 1ni t.ó1nano. 
Si A l!ll 1nit.61n1u10 ent.onc:es B es veraz. 
Si C es 111it.6n1ano entonces B es veraz. 

A dice qne B es norrnal. 
B dice qnc Ces rnit.ómano. 
C dice qne A 110 tnient.e: 
Si B es 1nit.6mano entonces C es normal. 
Si C es mit.ón1ano cnt.ouces B es veraz. 

A clicP. qne B es normal. 
D dice que C/ no es ntlt.ómano. 
C dice qu'-" A uo 1uieut.t.~: 
Si D us Vt~ra.z tntt.onr.es e CH noru1al. 
Si e UH 1nit.ó1nu.uo t~nt.onces B es 111itóma110. 
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A dice qne B - normal. 
B dice que O - normal. 
O dice que A no núente: 
Si B - mitónaano entonetw O ea mitómano. 
Si C • ntit.ómano entonces B es mitómRDO. 

A dice que B es normal. 
B dice que C no es 1nit.6mano. 
C dice que A no nuent.c: 
Si B es veraz ent.onces C es nüt.6mano. 
Si C es 1nit.6mano entone.,.. B es veraz. 

Dualidad 
El dual de veraz es mit6mano, el dual de rnit.6mano es veraz, y el dual de nor111al e>1 nonnal. 
El conjugado de un término es la. negación de su dual. Así, el conjugndo <l<> vern.z.,,,. no 
nüt.ómano, el conjugado de rnit.ómano es no veraz, y el conjngl\do ele nonnal e-" no nonnal. 

Principio de dualidad 
Si a pl\.l't.ir de c:iert.os datos se demuestra cierta. afirmación, ent.onc.,.. a pnrt.ir ele los <lnt.os 
c.oujngRdOA se demuestra la afirmación dual. 

Ejemplo: 

Datos: 
A die.e que B es normal 
B dice que C es veraz 
C dice que A nlient.e 

Afi:rrntsción: Si B es mit.6mano entonces C es normal 

Datos conjugados: 
A dice que B no es normal 
B clicc que C no es mit.6n1ano 
C dice que A miente 

Afirmación dual: Si B es veraz ent.onces C es normal 

Así la tabla anterior se duplica a.l pasar en cada caso de los dat.os a IOK <\nt.os conjuga.dos, 
y de las afinnadone>; a. las afirmaciones duales. 
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C. ABREVIATURAS Y SIMBOLOGIA 

Abreviatur .. 
Mit. Mit.ómano 
Def Definición 
Neg Negación 
Dese De<cendente 
Hpt. Hipót.esis 
lny lnya•t.iva 
Biy Biyect.iva 
s .. pra Suprayectiva 
'Il-ad Traducción 
Dm Demost.rado 
Alg Algebraico 
c.ard Cardinal 
Sube S11bconj1111to 
Pend Pendient.c 
Dom Dominio 
Pot. Pot.P.Ucia 
Arit. Arit.mético 
Dist.ri Distributiva 
ssi Si, y sólo si 
vec Vedndad 
rae Racional 
int. Int.erior 
ent Eut.ouces 
1nin Mínimo 
num N1ímero 
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Símbolos 
E Pert.cnece 
~ Cont.enido 
U Unión <le •·onjnnt.os 

lgnal<lacl 
Proclnct.o pnnt.o 

o Cornposic.ión 
Eqnivalent.e 

~ IH0111orfo 

< 

-::; 
2:: 
{i} 
A, 
n 
¿: 
IPI 
(a,/,) 
[A] 
u 
[a, b] 

l11<~icle1u~ia 

Menor q11e 
?vlayor qne 
Diforent.c de 
No pert.cnt._~cc a 
No es equivalente a. 
?vlenor o igual qne 
?vlayor o i¡>;nal qne 

Singnlet.e i(singular i) 
A índice i 

Protl11ct.o ele <~ardinales 
Snma. de cardinales 
?vlódnlo de p 

lut.crvalo abierto ab 
Soport.e de A 

Unión de una frunilia de conjuntos 
Intervalo cerra.do ab 
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D. CONCLUSIONES 

A lo largo de eet.e trabajo se han desarrollado diversas demost.raciotu.,,.., qne v"n da;de las 
nuis elen1e11t.alCH t"!ll IW:i cuales no se involucra ning(1n conocilnient.o n1at.e1n•it.ico, sino un 
n1cro razouamieut.o lógico, hast.a aq11el188 que exigen ciert.o conocitnicut.o y experiencia. 
dcut.ro drl aren de 1nat.ctnát.icas, todas ellas han sido prcseut.adas <leut.ro del esqnc1ua 
dt•dnc.t.ivo de t.al forma qne pueden ser co1nprendidRS a1u1 sin cont.n.r <'Oll nna prepa.rnción 
especial. Etit.o nos mnest.ru la gran versat.ilidad que tiene est.e csq11e1ua. 

La. rigidez de las dernost.:-nciones en 1nat.ien1át.icas t:?S una de las principnleH ca.nsn.s ele 
deserción en los diversos curHOS de lógica y rnatemát.icaa un nivel :illpt•rior por lo <Jllt"! el 
prof~or Znbiet.a ha pnrst.o en pract.ica el nao de e-..st.e csc1nema clent.ro clu la."i (~IR.Hes q11u él 
hnpart.c en r.n los prirnc~ros .se1ne.st.res de la facultad de Ciencia .. -..;, obt.Pnic~nclo 1111 Ítu.licn de 
de.Herc~ión c.~01u1iderable1ncnt.e 111enor, est.o m.is1no se ha obNPrv1ulo deut.ro de la fac~11lt.ud de 
Cont.adnría, donde el profesor t.n.n1hié11 ha tt.plicn.clo el esqnt..•Uu\. 

Cousidt.~ro que el esq11uma e .. "l una excclent.e opción para iut.roducir n. las perso1uL"i al 
rnzonarnieut.o de lns dcn1ost.raeioues, por lo que su principal nt.iliclad est.a c.lent.ro ele los 
prin1eros sc1ne:-;t.res de ma.t.c1n1:l.tica.s y en }AS carreras a.tinc~s a ella, sin t..•1uhargo :-;u aplicn<"ión 
en se1nest.rc-..s más avanzados puede result.ar en un avance mii.s lcnt.o clcl que nor1nah11ent.e 
se requiere. 
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