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Prefacio

La Teoria de la' Demostracién es. junto con la teoria de modelos. una de las dos grandes ramas
que conforman la Légica M ati Dicha di

afin de probar la de la M ati

fue iniciada por Duvid Hilbert en su

Clasica. El trabajo de Hilhert fue continuado
posteriormente por uno de sus asistentes en la universidad de Géttingen. el brillante matematico
polaco Gerhard Gentzen.

El Presente trabajo cae en el marco de la teoria de la demostracion tipo Gentzen. como se
le lama en la actualidad, para di 1

de otras 1

como la de Gaodel vy consiste en
presentar una Prueba de Consistencia de la Aritmética de Peano (AP) basada en los articulos

de Gentzen. de 1936, Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie ( La consistencia de
la teoria de los numeros) y, de 1938, Neue Fassung des Widerspruchsfreiheitbeweises fir die
reine Zahlentheorie ( Nueva versién de la prueba de cousistencia de la teoria de los nimeros)

los cuales pueden considerarse como la simiente de la teoria de la demostracién actual. Dichas

pruebas. si bien no pued ser iti debid

al primer teorema de incompletud de Gédel.
estan muy cercanas al finitismo.

La prueba que presentamos, si bien esta basada en estos articulos. es mucho mas accesible y clara

que el original, el objetivo es que cualquier persona interesada en el tema pueda entenderla con
los i conoci

ios, que son un curso de Légica II en la Facultad de Ciencias
o su equivalente.

Quiero agradecer profundamente al M. en C. Carlos Torres Alcaraz su apoyo en la correccidn

de estilo’ y en haberme proporcionado las obras de Gentzen sin las cuales hubiera sido imposible



realizar este trabajo.

Pasamos ahora a describir el contenido del trabajo:

El trabajo consta de tres capitulos, en el primero se exponen el puato de vista finitista de
Hilbert asi como los conocimientos bidsicos necesarios para su comprensién. Se supone un
conocimiento del cidlculo de predicados cldsico, a partir del cual se puede entender ficilmente lo
el cual utilizaremos a lo largo del trabajo. También se introducen

que es el cdlculo de
algunos conceptos acerca de ordinales y se enuncian, de la manera mas elemental, los teoremas

de incompletud de Gédel. Si bien un conocimiento de teoria de conjuntos es deseable, no es

indispensable.
En el capitulo dos se formaliza la aritmética informal en el sistema formal AP y posteriormente

se prueba con detalle la consistencia de 4P, dicha prueba de consistencia se sirve del concepto
de accesibilidad de un ordinal, concepto que previamente explicamos en el mismo capitulo.

El tercer y 1ltimo capitulo trata de la no demostrabilidad del principio de induccién transfinita
hasta cl ordinal gp en AP, si bien tal resultado es evidente consecuencia del segundo teorema de
incompletud de Gédel, aqui presentamos una prueba directa, basada en otro articulo de Gentzen,
de 1943, Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit von Anfangsfillen der transfiniten Induktion in
theorie { D bilidad y No D abilidad del principio restringido de

der reinen Zahl
induccién transfinita en la teoria elemental de los nimeros ).
Finalmente deseo que este trabajo sea de utilidad a alguien en el futuro.

Favio Ezequiel Miranda Perea.
Mayo de 1997.



Las Matemadticas son el arte del razonamiento, hasta el punto de que llegan a razonar

sobre el razonamiento.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se exp los P preliminares necesarios para comprender las capitulos

2 y 3. Se supone que el lector tiene un conocimiento de la 16gica clisica y la teoria de conjuntos
elemental. En su mayor parte los resultados aqui expuestos no seran demostrados, por lo que

el lector interesado podra consultar las obras de referencia en la bibliografia.

1.1 ; Qué es la Teoria de la Demostracién?

La afirmacién de que una teorfa matemdtica es consistente constituye una proposicién acerca
de las pruebas posibles de dicha teoria; 1o que esta afirmacion "dice” es: "ninguna prueba de
esta teoria nos lieva a una contradiccién”.

Para poder llevar a cabo una prueba de consistencia de una teoria en particular, tenemos que
tratar sus pruebas como objeto de nuestro estudio, formindose de esta manera una nueva teoria.
La teoria matemadatica que tiene como objeto de estudio lus prucbas matematicas sin importar
a que teoria pertenecen, es llamada Teorfa de la Demostracién. Una proposicién perteneciente
a la teoria de la demostracién es, por ejemplo, el principio de dualidad de la geometria proyec-
tiva, el cual nos dice que a partir de cualquier teorema, si reemplazamos la palabra "punto”
por "recta” y viceversa obtenemos otro teorema. Este ejemplo nos muestra que la teoria de la
demostracién versa en gran medida sobre teorias de la matemadtica cotidiana.

Ordinariamente las pruebas matemdticas estdn expresadas en nuestro lenguaje cotidiano, en

did

este caso el espafiol. Dada su ambigiiedad y, en gran su imperfeccién, antes de

3



las demostraciones a un exarnen riguroso es necesario formalizarlas, para resaltar su estructura
l6gica. Para ello utilizaremos la légica matemética, reemplazando las palabras con el sim-
bolismo l6gico y las formas de razonamiento con las reglas formales de inferencia. Surge aqui la
pregunta, j Cémo puede llevarse a cabo una Prueba de Consistencia utilizando la Teoria de la
Demostracion 7 la idea subyacente a la teoria de la demostracién es que las pruebas formales
son siempre decidibles, es decir, siempre se puede decidir de mancra efectiva si una combinacién
de simbolos e inferencias logicas es 0 no una demeostracién. Surge aqui las posibilidad de es-
tablecer que entre todas las posibles pruebas no existe ninguna que nos lleve a contradicciones,

lo cual es una propiedad simple verificable para cualquier prueba dada.

Toda prueba de i ia es una d acién matematica, en la cual se usan ciertos concep-
tos e inferencias, cuya credibilidad y consistencia debié haber sido presupuesta. Kurt Gédel nos
ensefia que la herramienta utilizada en las pruebas de consistencia de las teorias matemadticas
de mayor interés ( la aritmética de Peano o la teoria de conjuntos. por ejemplo ) no puede ser
formalizada en la teoria. Esto significa que para algunas teorias, no puede haber una prueba
absoluta de consistencia. Este resultado, llamado el segundo teorema de incompletud, no es
nada trivial y fue demostrado por Godel en 1931, mds adelante en este capitulo hablaremos un
poco de dicho teorema. Asi que una prueba de consistencia solamente reduce la aceptabilidad
de ciertas formas de inferencia a la correctitud de otras formas de inferencia. Por lo tanto, es
claro que en una prueba de consistencia no podemos utilizar sclamente formas de razonamiento
que parezcan considerablemente "mas seguras” que las formas de inferencia usadas en la teoria

de la cual os d rando la

1.2 EI! Finitismo Hilbertiano

En el afio 1900, en el congreso inter ional de M. Ati de Paris, David Hilbert, uno de
los mas grandes matemditicos de todos los tiempos, presento una lista de 23 problemas que el
creia serian el motor de la matemitica en el siglo XX; el segundo de estos problemas consistia
en investigar la no-contradiccién o consistencia de los Axiomas de la Aritmética. En la década
de los afios veinte, propuso que para tal fin la herramienta matemitica se limitase a lo que el

Nlamé métodos finitistas.



Si bien el concepto de método finitista nunca ha tenido una definicion formal, trataremos de
explicar, dando un par de citas, lo que se entiende por él:
1) Carlos Torves, La Filosofia y el Programa de Hilbert, en [Tol].
Hilbert propuso el proyecto filoséfico de fundamentar la matematica en la intuiciéon pura del
signo, para lo cual elaboro un programa que se puede resumir de la siguiente forma:

1) Formalizar la Matemadtica Cldsica.

2) Demostrar que la formalizacion es (semanticamente) completa.l

3) Demostrar con métodos finitistas que la formalizacion es consistente,
Aqui, por finitismo o matemsditica finitista se entiende un razonamiento intuitivo que tiene origen
en las nociones descriptivas y Que procede sin presupuestos axiomaticos. Este razonamiento

consiste en la reflexién directa acerca de objetos presentes en la intuicién como experiencia

inmediata previa a todo pensamiento.

La siguiente cita del mismo Hilbert, debe servir como ilustracién del tipo de criterio de credi-

bilidad que Gentzen adopto como el punto de vista finitista:

2) Hilbert & Bernays, Grundi der Math
"Nuestra revisién de los principios de la Teorfa de los Numeros y del Algebra ha permitido

elucidar en su aplicacién y uso el razonamiento directo e informal, libre de hipétesis axiomati-
cas, como se lleva a cabo en experimentos del pensamiento en términos de objetos concebidos
intuitivamente.

A este tipo de razonamiento le llamarermos, para darle una expresién concisa, razonamiento
finitista y también designaremos como actitud finitista o punto de vista finitista a la actitud

metodoldgica que encierra a este razonamiento.
5 ificados, expr d

Igualmente hablaremos de conceptos y afirmaciones finitisticamente
con la palabra "finitista” en cada caso el hecho de que la deliberacién, afirmacion o definicién
en principio, de objetos, asi como la factibilidad, en

cae dentro de los limi de la conc:
principio, de procesos y par lo tanto cae dentro del dominio de consideraciones concretas.”

d. di de ta i clasica le

TSemanticamente completa: que a cada,
i le en el sist formal.




Esta cita no intenta dar a entender que una definicién formal del punto de vista finitista ha sido
dada o que tal definicién puede darse. Gentzen puntualiza que no puede ser demostrado que sus
técnicas de demostracidn sean finitistas, puesto que este concepto no estd definido formalmente
¥ no puede ser delimitado de esta manera. Remarca que todo lo que pucde lograrse en relacién
a esto es que las inferencias individuales sean examinadas desde el punto de vista finitista y

que debe ser evaluado individualmente si las inferencias en cuestién estin en armonia con las
intenciones finitistas.

En las siguientes secciones definimos las herramientas necesarias de logica y teoria de conjuntos.

1.3 Ordinales

A continuacidn trataremos de manera mas bien intuitiva y con un minimo de tecnicismos algunos
conceptos acerca de numeros ordinales los cuales se pueden tratar con todo rigor utilizando
la teoria de Zermelo-Fraenkel con Axioma de Eleccién (ZF E).

recomienda consultar [Endl] o {Hrb).

Para cualquier aclaracién se

La teoria general de ordinales constituye una parte muy importante de la teoria de conjuntos de
Cantor (ZF E). No obstante, aquf no la desarrollaremos formalmente, sino que nos limitaremos
a dar ciertas definiciones intuitivas que serdn necesarias.

Intuiti los

os ordinales son una generalizaciéon de los niumeros naturales, al punto
ique los niimeros naturales son los llamados ordinales finitos: 0, 1,2, 3,.... n, ...;inmediatamente
después de todos ellos introducimos el primer ordinal infinito denotado con la letra griega w
(omega) que es realmente el conjunto de los nimeros naturales, i.e., w = M. Un ordinal de gran
impertancia para nuestro desarrollo posterior es £o (épsilon cero) el cual tiene la propiedad de

ser el primer ordinal solucién de la ecuacion w® =

Pero como pretendemos apegarnos lo mas posible al punto de vista finitista, lo que haremos aqui

es dar una definicién recursiva de ordinales, complet. independiente de la construccién

conjuntista, ya que de otra forma nos estariamos basando en una teoria ( ZFE ) que esta muy

lejos de los métodos finitistas, puesto que en ella se puede formalizar toda la matematica.



DEFINICION. ( Recursiva de ordinal )

i) O es ordinal.

i) Si u, 1, ..., pn son ordinales entonces w* y ) + ... + u, son ordinales.

iii) Son todos.
Debe aclararse que esta definicion solamente genera a los ordinales menores que ¢g.
Las relaciones = y < se pueden definir de manera que sean equivalentes a la igualdad y al
orden usual de los ordinales construidos en la teoria de conjuntos, asi que podemos desarrollar
toda la teoria de ordinales menores que £ mediante métodos finitistas.
INOTA: De aquf en adelante por ordinal entenderemos ordinal menor que €9. A los ordinales

los denotaremos por letras griegas mimisculas a, 3,7, 4, . A continuacién daremos la definicién

formal de &p.
DEFINICION. ( Por recursién para naturales ) wo = 0, w4y = w¥n.
DEFINICION. £g = Sup {wo.t1, w2, oes s -} = Sup {0, 1,w, 0,0 w7, .}

Con ORD denotaremos al conjunto de todos los ordinales { menores que ¢¢ ), i.e.,
ORD = {a | o es un ordinal ¥ o < €0}.

1.3.1 Aritmética Ordinal

Las sigui propiedades de ari ica ordinal se emplearan a lo largo de la exposicién:
ORI1) La relacién de orden ” < " es un orden total para ORD y O es su elemento minimo?.
OR2) Sean o, € ORD, entonces a < 8 + w° < w?.

OR3) La suma y el producto de ordinales son asociativos.

OR4) Para todo o, 3,y € ORD, entonces a+ vy < 8+ = a < 8.

ORS5) Para todo o, € ORD, entonces, a< 8 =2a-y<f- vy ya<8y>0=vy - a<v-6.
ORS) (Teorema de la Forma Normal de Cantor {FNC)). Todo ordinal @ % 0. se puede escribir

de forma tinica en la forma a = w%! 4+ W7 +

- w%=, para algunos ordinales oy = .... Z an ¥
n € N. En tal caso decimos que w®! + w®? -+ ... + w®" es la Forma Normal de Cantor (FNC)

de a.

ORT7) Sia = w +w + ... +w?, = w +w + ... + wm son Formas Normales de Cantor.

INGtese que no estamos pidiendo que < sea un buen orden.

7



Entonces
w™ < w para algina i y w™ = w% para toda j <i, &
a < B« P & ¥ . p 7 *
w™ =wf paratodai<n yn<m

ORS8) Si a = w™ + w2 + ., +w*", es la FNC de o y v 3# 0, entonces a - w” = wt+¥,
ORSY) Si a = w + w + ...+ w , G = W + wf? 4+ . + WP son FNC, entonces a - 8 =
a-w ta W a W

OR10) Si o = w®! + w2 4 ... + w°" es una FNC entonces a < w1 +!.

OR11) Si a, 3,7 € ORD son tales que o < 3 < -y, entonces existe vo € ORD,~vo < v tal que
B = o+ 7.

OR12) Si o, 8 € ORD son tales que a < G- w, entonces existe n < w tal que a« << 3 - n.

ORI13) Si o € ORD entonces existe n < w tal que o < wy,.

A continuacion definimos una operacién muy especial entre ordinales llamada la suma natural,
la cual denotaremos con & y solo sera aplicada a ordinales en FNC.

Sean o = WO 4+ W + ...+ WO y B = wd + w4+ . + wm ordinales en FNC. Definimos
la suma natural de a y 8 como a & 8 = w?t + w*? 4 ... + wrm+n donde Ay = ...

Ay =

- Z Am+n ¥
@i G Aj = O para alguna { € n 6 k £ m. Un par de propiedades de la suma natural son
las siguientes:

OR14) La suma natural es conmutativa, i.e. a® 8 = & a.

OR15) La suma natural es mondétona, i.e. Sia < G entonces a® v < & .

1.4 Légica Matemaiatica

Para cualquier duda de légica elemental que no sea contestada con lo que se plantea en esta
seccién se recomienda consultar [End2] o [Men].
El primer paso para formular la l6gica es precisar lo que entendemos por lenguaje y expre-

siones formales.

DEFINICION. Un lenguaje formal de primer orden € consta de los siguientes conjuntos de
simbolos:




i} Sfmbolos Légicos: Conectivos: —, V, A, —,
Cuantificadores:V, 3.
ii) Simbolo de igualdad: =

iii) Variables: zg, Z1,..... s Tps coven

iv) Simbolos Auxiliares: Paré is i ierdo (, Paré is derecho ) y Coma ,
v) Letras Predicativas: R} donde n,j € N y n indica la aridad de la relacién.

vi) Letras funcionales: f' donde n,j € N y n indica la aridad de la funcién.

vii) Constantes Individuales: cp,c1,....,Cn

La dici ii) noes ia en la de lenguaje, si se pide entonces diremos que
y P q

el lenguaje £ tiene ignaldad.
Hasta aqui solo tenemos un conjunto de simbolos. Ahora daremos ciertas definiciones sobre

cémo se combinan los simbolos, las cuales constituyen la gramitica del lenguaje £.

DEFINICION. Una expresién de £ es cualquier sucesidn finita de simbolos de £.
DEFINICION. (Recursiva de término )
i) Las variables y las constantes son términos.
ii) Si f™ es una letra funcional de aridad m y si ¢, .-.., t;n Son términos entonces
F™(t1, ..., tm) €8 un término.

iii) Son todos.

DEFINICION. ( Férmula Atdémica )Si £1, ...., £ son términos entonces:
i} ) = ¢2 es una férmula atémica.
ii) Si R™ es una letra predicativa de aridad m entonces R™ (%, -..., t;m) €8 una férmula
atémica.

ifi) Son todas.
DEFINICION. (Recursiva de Férmula )

i) Las atémicas son férmulas .
ii) Si A, B son férmulas entonces (~A), (A A B), (A V B),(A = B), (Vz;4) y (3z;B) son




férmulas .

iii) Son Todas.

DEFINICION. En las férmulas Vz;4 y 3zx;B, A y B se llaman respectivamente el alcance
del cuantificador Vz; y 3x;.

DEFINICION. (Variables libres y acotadas)
Diremos que una presencia de la variable z; en la féSrmula A esta acotada syss®

i) x, es la variable de un cuantificador o

ii) z; esta dentro del alcance de un cuantificador.
En otro caso diremos que tal presencia es libre.
DEFINICION. (Término Cerrado)
Un término t se dice cerrado syss en el no figuran variables. En los demas casos diremos que el
término ¢ es abierto.
Abora lo unico que falta por precisar es lo que entenderemos por una derivacién o prueba
formal. Para ello debemos especificar cuales son las reglas para manipular férmulas, es decir,
cuales son las reglas de inferencia. Un lenguaje junto con sus foérmulas y sus reglas de inferencia
constituyen lo que se llama un Sistema Formal. El sistema formal que nosotros usaremos es el
sistema LK (Logistischer klassischer Kalkiil) de Gentzen. Para formular nuestro sistema LK
necesitaremos el simbolo auxiliar ~» que no debemos confundir con el simbolo de implicacién
= . El simbolo — es llamado "simbolo de secuente”.
NOTA: En lo que sigue las letras griegas mayusculas I', To. A, I1, A, . etc..., denotaran suce-
siones finitas (posiblemente vacias) de férmulas separadas por comas.

DEFINICION. Sean I', A sucesiones de férmulas. El esquema I' — A se llama secuente. A
T se le llama el anteced del

e, a A se le lama el cc e del

y cada
féormula de T ¥ A se llama férmula del secuente.

1 iti un Ags Ayannn v Apn — Bo, By, ... s B, (con n,m = 0) es equivalente a
la formula: Ag A A; A ... ANAn = BogV B V... V B, es decir, a la férmula que “afirma” que
si es cierto que Ao A Ay A ..., A A, entonces necesariamente sera cierto que By V By V... V By,

3Abreviaremos de ahora en adelante con syss a la frase "si y solo si”

10
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Con ".Ag, A1y reee. s Ap = 7 queremos decir que Ag A A} A

..... A Ap nos lleva a una contradiccién
¥y con ¥ —+ Bg, By, ..... , Bm™ que Bo VvV By Vv

..... Vv B,, se cumple.
DEFINICION. El secuente vacio  — @ sera denotado simplemente con el simbolo — y sig-
nifica que hay una contradiccién. Los secuentes se denotaran con la letra S con o sin subindices.

DEFINICION. Una inferencia (regla de inferencia) es un esquema de la siguiente forma:

51,5 S5
s

donde S5,,S2 y S son secuentes. S;,S52 son los secuentes superiores de la inferencia y S es el

secuente inferior de la inferencia.
Intuitivamente este esquema significa que cuando S; y S2 son ciertos, de ellos podemos inferir

S.

1.4.1 Reglas de Inferencia del Sistema Formal LK de Gentzen

Nos restringiremos a las siguientes reglas de inferencia. En lo que sigue A, B, C, D, F(a) denotan
férmulas .

1) Reglas Estructurales

1.1) Debili i o Dilucié
: r—A T A
Izquierda: DTS A (DIL-1) Derecha : FSAD (DIL-D)

D se llama férmula debilitadora

1.2) Cont ién o C lidacion:
. D.D,T = A . L —>A,D,D
Izquierda : DBroa (CON-I) Derecha : (CON-D)

T'—A,D

1.3) Intercambio:

. r,c,D,J1—+ A L= A,C DA
Izquierda : T D CIoA (INT-I) Derecha

‘T & D.c.a TP

11
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A estas tres reglas se les llama reglas débiles, mientras que las sigui serdn 1l
fuertes:
1.4) Regla de Corte

' — A,D D,II — A
rLao—a,A (CeTE)
a D se le llama la férmula de corte.
2) Reglas Légicas u Operacionales.
2.1) Negacion
' —Aa,D D, T — A

Izquierda : (NEG-I) Derecha: D)

-D,T =+ A& [‘—»A,—:D(NEG-

D es la férmula auxiliar de esta inferencia y —D es la férmula principal.

2.2) Disyuncién:

c,r— A DIF—A
CvDT—a (PISY-I)
r—sAC  T—oAD

TSAcvDYT—oA.CcvD

Izquierda

(DISY-D)

Derecha :

reglas

C y D son las férmulas auxiliares y C v D es la férmula principal de esta inferencia.

2.3) Cuantificacién Universal { ¥V ):

F(),T — A
VzF(z),T S &

T — A, F(a)

(UNIV-I) Derecha: g—a~ops

Tzgquierda :

y (UNIV-D)

donde t es un término arbitrario, a una variable y no hay presencias de a en el secuente
inferior. F(t) y F{a) son las férmulas auxiliares y VYzF'(z) la férmula principal de esta

inferencia. La a en UNIV.D es llamada la eigenvariable o variable propia de esta inferencia.
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3) Reglas Derivadas.
Usaremos también las siguientes reglas derivadas, aunque nuestro lenguaje consta de todos

los conectivos, solo consideraremos como primitivos a —,V,V, los demis conectivos, a saber
A, = y 3 se introducen como abreviaturas, A A B abrevia a ~(—.A V =B), 3zF(z) abrevia a
“Vz-F(x)y A= B abreviaa ~AV B

3.1) Conjuncién:

. C, T — 4 D, - A
Izquierda : TADToAY e ADT A& {CONJ-I)
. I'—2a.CcT—>5AD ,
Derecha : TS A CAD (CONJ-D)

1 de esta infe

C y D son las férmulas auxiliares y C A D es la fé6rmula pri
3.2) Implicacién:
. T—=A,C D,II—=A
Izquierda : TS DI HSARA (IMP-T)

C.I' > A,D
Derecha : gttt (IMP-D)

C y D son las férmulas auxiliares y C = D es la férmula principal de esta inferencia.

3.3) Cuantificacién Existencial ( 3 ):
. i F(a),[ - A
Izquierda : SF TS A

. Lo AF@®
Derecha : m—.gﬁ(T)(EXIST‘D)

(EXIST-T)

donde t es un término arbitrario, a es una variable y no hay presencias de a en el secuente
inferior. F(t) y F'(a) son las férmulas auxiliares y 3zF(x) la férmula principal de esta
inferencia. La a en EXIST-] es llamada la eigenvariable o variable propia de esta inferen-

cia.
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Dichas reglas se llaman derivadas porque pueden ser obtenidas de las reglas-&ntericres por

medio de una sencilla derivacién, cdmo mas adelante veremos.

Una vez definidas las reglas de infel:encia, procedemos a definir los secuentes que seran consid-
erados como axiomas del sistema, para lo cual damos la siguiente
DEFINICION. (Axioma o Secuente luicial)
Un secuente es axioma o secuente inicial syss tiene alguna de las sigujentes formas:
iyAaA— A
it} — t = t, donde t es un término cualquiera.
i) 81 = £1, .00y 80 = tn — f(S81,...,5n) = f(21,...,1n), donde s, ¢; son términos cualesquiera
¥ f es una letra funcional cualquiera de aridad n.
iv) sy =21,y 8np = tn, R3], ..., 8p) = R(%1,...,ts), donde s, ¢, son términos cualesquiera y
R es una letra predicativa cualquiera de aridad n.

A los axiomas de la forma ii).iii) o iv) se les llama axiomas de igualdad.

Por ultimo definiremos lo que es una derivacién o prueba formal en el sistema LXK, lo cual
se conoce brevemente como LK-derivacién,
DEFINICION. Una derivacién P es un arbol de que satisface las sigui

ciones:

condi-

i) Los secuentes en el ultimo nivel del drbol son axiomas.

ii) En el primer nivel del drbol solo hay un secuente llamado el secuente final.

ili) Cada secuente del arbol excepto el final es superior de alguna
inferencia, cuyo secuente inferior también pertenece a P.

Una derivacién que tiene a S como secuente final es una derivaciéon o prueba de §; un
secuente S se dice derivable o demostrable syss existe una derivacién de S. Una {férmaula
A se dice derivable o demostrable syss el secuente — A es demostrable.

La notacidon

P:
T—=Aa

denota a una derivacién P del secuente I' — A,
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Como ejemplo de una derivacién, ob d d i6

la

de que las férmulas A y ——A
son equivalentes ( lo cual se denota A = ——A ) i.e,, que los secuentes 4 — =—~A y "—A —> A
son derivables:
i) A—> A
A=A
A=A (WECD
A, —A -
A ——a (NEG-D)
i)y =—A—> A4
A— A
S Asa (VEED
— A,0A
——A = A

De i) y ii) concluimos que 4 = —~—A4, Como se puede observar, hemos rep

(NEG-I)

ido al,

por dos razones: para que sea mis clara la comprensién de la derivacién presentando inferencias

completas y por razones tipogrdficas, esto lo seguiremos haciendo la mayoria de las veces puesto
que no representa problema alguno.

Como segundo ejemplo demostraremos una de las reglas derivadas, digamos IMP-I. Al quitar
la abreviatura IMP-I se obtiene de DIL, INTY, DISY-I y de NEG-I:

' — A,C
—CT & (WEG-D
~C, L= A

D TI — A
TS Aaa (P e INT)

BT o AR (PIL e INT)
=C,[LI1 = A A D, LT — A A
~CVvD,IT.0I5 A A (PISY-I)
Y este ulti ili:

es,
regla IMP-I es vilida.

do la abreviatura: C = D, I1 — A, A, por lo que la

Para terminar esta d

o8 (sin

arlo) un resultado que relaciona los
sistermas de deduccién H del tipo de Hilbert con los

de es de Gentzen

“Aqui las teglas DIL e INT se utilizan tantas veces como sea necesario para igualar las formulas en ambos
secuentes y poder aplicar 1a regla DISY-1.
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PROPOSICION. Sea A una férmula cualguiera en un lenguaje de primer orden, entonces:

A syss  — A
H LK

Chualquier duda posterior sobre el cdlculo de secuentes se puede consultar en [Tak] o en [Kle].

1.5 Definiciones Relativas a Férmulas y Secuentes dentro de

una Derivacién

Cuando consideremos una férmula o un simbolo 16gico junto con el lugar que ocupa en una
derivacién, un secuente o una f{6rmula, hablaremos de la férmula o el simbolo ldgico de la
derivacion en el secuente o en la férmaila, respectivamente. Una férmula en un secuente es
llamada férmula-secuente.
Sucesor de una Férmula. Si una f6rmula A pertenece a un secuente superior de alguna
inferencia, entonces el sucesor de A se define como sigue:
1) Si A es una férmula de corte, entonces A no tiene sucesor. Esta definicién es intuitiva-
mente obvia, pues en tal caso A desaparece.
2) Si A es la férmula denotada por € ( D i e) en el s e superior de un
intercambio ( %). entonces la C (D respectivamente) en el secuente inferior es el

sucesor de A.

3) Si A es la k-esima formula en la lista I" (respectivamente IT, A, A ) de un secuente superior
de una inferencia, entonces el sucesor de A es la k-esima férmula en la lista I’ (respectiva-

mente IT, A, A ) del secuente inferior de la misma inferencia.

4) Si A no cae en ninguno de los casos anteriores, entonces A es una férmula auxiliar en el

secuente superior de una inferencia y su sucesor seri la férmula principal de dicha inferencia.

Predecesor: Si A es el sucesor de B entonces decimos que B es el predecesor de A. Nétese
que algunas fé6rmulas pueden tener dos predecesores ( por ejemplo la férmula principal de una
inferencia CONJ-D) en cuyo caso al de la izquierda se le llama primer predecesor y al de la

derecha segundo predecesor.
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Ejemplo:

C—AA C,I'=4A D,T'—> A
oA L= A CvD I'—= A

Sucesor de A Sucesor de C
Predecesor de AAB
—_—
A T = A
AANB,I' - A

Rama de Una ié

una rama syss:

de

es dentro de una derivacién se dice que es

i) La sucesién empieza con un axioma y termina con €l secuente final.
ii) Cada en la ién (

pto el final) es un secuente superior de alguna

y esta in di e seguido por su secuente inferior.

Ejemplo:
BB CcC—=C
AB—B A C-—>C
A,B—B A.C—=C

AB—B,C B, AC—oC

A,B—+B,C B,AC-—C

B.A>C,B C.B,A—C

B,A—-CB C,BA—>C
B = C,B,A > C

los secuentes en negritas constituyen una rama.

T.08 conceptos Arriba,Abajo y En Medio: Dados dos secuentes $; y Sz en una derivacién

P, decimos que 51 esta arriba de S2 0 que S; esta abajo de §1 syss hay una rama a la cual
per ambos

de tal manera que S; aparece antes que Sz. Cabe sehalar que
nunca hay secuentes arriba de los axiomas, ni abajo del secuente final.

Si un secuente S esta abajo de S; y arriba de Sz decimos que S esta en medio de 51 y Sz.

Una inferencia esta abajo de un secuente S syss su secuente inferior esta bajo 5. En particu-
lar cualquier inferencia esta bajo su secuente superior.

En el €j lo i el
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A,B — B,C esta abajo de A, B — B, el secuente A, B — B,C esta arribade B,A—+ C,By
el secuente B, A — C, B esta entre los secuentes A, B —+ By B= C,B,A—C.

Férmula Inicial y Férmula Final: una férmula A dentro de una derivacién se llama férmula
inicial (final) syss pertenece a un axioma o

inicial ( final).
Haz de Fér 1 y los Explicito e 1 licito: Una i6n de férmulas
dentro de una derivacién se llama un haz syss le las sigui propiedad,

i) La sucesién empieza con una férmula inicial o una férmula debilitadora. *
ii) La sucesidén termina con una férmula final o féormula de corte. .

iii) Cada férmula de la sucesién, excepto la ultima es seguida i 1i t

por su .

Un haz se llama explicito (implicito) syss termina en una férmula final (fé6rmula de corte);
una férmula dentro de una derivacién se llama explicita (implicita) syss los haces que la

contienen son explicitos (implicitos); Un secuente dentro de una derivacién se llama explicito
(implicito) syss

una férmula explicita (implicita); una inferencia légica se llama
explicita (implicita) syss su férmula principal es explicita (implicita).
Ejemplo:

A— A B—B
A, A — B,-B —
A, —A— B,-B —
AANB,~A — AANB,-B —
ANnB, —-A — AAB,-B—>

TAS S(AAB) =B = ~(AA~B)
—-A = -~(AAB) -B —= —~(AAB)
—AV-B — —~(AAB)

Aquf las férmulas subrayadas y las férmulas en negritas constituyen dos haces, ambos explicitos.

A oy D di

Sean A,B férmulas. Decimos que 4 es un ancestro de B y

que B es un descendiente de A syss hay un haz al que pertenecen A y I3, en el cual A aparece
arriba de B.
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Segmento Final de una Derivacién: El segmento final o parte final de una derivacién
P se define de la siguiente manera:
i) El secuente final de P pertenece al segmento final.

ii) El secuente superior de una inferencia que no sea una inferencia logica implicita pertenece

al segmento final de P syss el inferior bién per .

i) El secuente superior de una inferencia légica implicita no pertencce al segmento final

de P.

Esta definicién se puede mostrar equivalente a la siguiente, que es la que usaremos con mas
frecuencia: Un secuente § pertenece al segmento final de P syss no hay una inferencia légica
implicita bajo S. Por otra parte decimos que una inferencia légica pertenece al segmento final
de P syss su secuente inferior pertenece al segmento final de P. Con la notacién segfin(P)

denotamos al segmento final de la derivacién P.

Frontera de una Derivacién: decimos que una inferencia J pertenece a la frontera de la
derivacién P o que J es una inferencia frontera de P syss el secuente inferior de J pertenece
a segfin(P) y el secuente superior no. Nétese que si J pertenece a la frontera de P entonces es

una inferencia légica implicita (; Por qué 7). Con 8P denotamos a la frontera de P.

Corte Adecuado: Un corte que pertenece a segfin(#) es adecuado syss cada una de sus

férmulas de corte tiene un ancestro el cual es férmula principal de una inferencia frontera.
Cortes Prescindibles e Imprescindibles: Un corte se dice prescindible syss su férmula

de corte no tiene simbolos légicos, en otro caso el corte se llama imprescindible. Los cortes

prescindibles son aquellos cuyas férmulas de corte son atémicas.
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Ejemplo:

I'"—-0,A I'>5©.B ATV = A

Ti: " S6,AnB L2 R E TSN
;,, Tooans AABII— A
IO —e.A
A==

en esta derivacidn, las inferencias I e J2 son inferencias frontera, el corte 7 es un corte adecuado

e impr indible y el final de la derivacién consta de todos los secuentes bajo Iy e Io.

1.6 Algunos Resultados acerca de Derivaciones

En esta seccién desarrollaremos algunos resultados itiles para simplificar derivaciones que ya

tenemos previamente dadas.

DEFINICION. (Prueba Regular)
Una LK-Derivacién se dice regular syss satisface las siguientes condiciones:
i) Todas sus variables propias o eigenvariables son distintas entre si.
ii) Si una variable z figura como variable propia en un secuente S de la derivacién, entonces
x figura solamente en secuentes arriba de S.
Un resultado importante que enunciamos en la siguiente proposicién es que toda derivacién

puede transformarse de una forma sencilla en una derivacién regular.

PROPOSICION. Si P es una LK-Derivacién con secuente final S, entonces existe una

derivacién regular Q@ de S. Mas atn, Q se obtiene de P simpl r 1 ndo variables

libres de una manera adecuada.
Dem: Puesto que el concepto de variable propia solo aparece en las inferencias del tipo

UNIV-D y EXIST-I, y siendo EXIST-I una regla derivada a partir de UNJV-D, nuestra prueba
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serd por induccién sobre el ntimero de aplicaciones de UNIV-D. Sea ! tal niimero.
i) si ! = 0, entonces en P no figuran inferencias del tipo UNJV-D, por lo que P ya es

regular.
ii) { > 0, en tal caso P es S.P.G. de la siguiente forma:

Py Pa. P

{

s

donde para cada 1 < i < k, P; es una subprueba de la siguiente forma:

L. — A, Fu(by)
Ty = Ay, VyiFi(yi)

I

¥ cada J; es una inferencia UNIV-D minimal i.e. no hay dentro de P ninguna otra inferencia
UNIV-D bajo I; ( es decir, en la parte de £ denotada por (+) ).
Claramente F; tiene una aplicacién menos de UNIV-D que P, por lo que por hipdtesis de

“ induccién existe una prueba regular del secuente I'y — A,, Fi(b;). Denotemos tal derivacién con

Q;. Nétese que ninguna variable libre en Ty — A, Fi(b;) aparece como variable propia en Q:,
pues en caso contrario sélo podria aparecer en secuentes arriba de aquél en el que aparece como
variable propia (digamos 5,). No obstante, tal variable figura en el secuente final I'; — A,
F;(b:) que obviamente esta abajo de 5.

Sean cy, ..., ¢m las variables propias que aparecen en todas las Q; y que, dentro de P, figuran
arriba de I'; — A, Fi(b;) para toda 1 < i < k.
Cambiemos en toda la derivacién las variables cy,...,cm por di,...,dm donde las d; son las
primeras variables que no figuran ni en P ni en ninguna Q;. Pos su parte, si b; figura en
P bajo I'; — A;,Vy,Fi{y:), entonces la cambiamos por la variable dp,+: (Puesto que estamos
construyendo una prueba regular).

Ahora bien, si Q] es la derivacién obtenida de @, aplicando este reemplazo, es claro que para

cualquier 1 < i < &, QF es regular.
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Asf la prueba regular deseada es:
r Q5

Q’l‘ N Ak
Ty — Ay, VinFi(n) T = Aq, YyiFi(wi) T — g, YyeFilye)

e
s

donde (=) es igual que (=) excepto por la sustitucién de & por dm+i.c

Supongamos ahora que ya tenemos dada una derivacién del secuente I['(a) — A(a) donde la
notacién ['(a) indica que en las férmulas de I' hay presencias de la variable a. Sea b una variable
que no figura en tal derivacién. En tal caso podemos reemplazar todas las presencias de a por
b, obteniendo como resultado una derivacién del secuente I'(6) — A(b). Metaféricamente, si yo
tenia un arbol de peras, en el que no habia ninguna manzana, si en él cambio todas las peras

por manzanas, obtendré un drbol de manzanas idéntico al de peras que ya tenia. Tal resultado

Io i formal como sigue:

PROPOSICION. Si I'(a) — Af(a) es un secuente demostrable, (a) una derivacién de
I'(a) — A(e) y b es una variable que no figura en P(a), entonces el drbol P(b), que se ob-
tiene reemplazando en P(a) todas las presencias de a por b es una derivaciéon de! secuente
T(b) — A(b).

Dem: La prueba es por induccién sobre el humero k de inferencias en P(a).

[k = 0] En este caso no hay inferencias, asi que la prueba P(a) consta unicamente del
secuente I'{a) — A(a) que es necesariamente un axioma y, sin importar el tipo de axioma, la
prueba es trivial. Por ejemplo, si I'(a} —+ A{a) es de la forma a = 3 — sa = 53, entonces P(d)
es b =3 — sb = s3 y es obvio que esto es un axioma.

Hipédtesis de induccién: La proposicién vale para cualquier derivacién que tiene a lo mas n

inferencias.
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[k = n + 1} Digammos que P(a) es de la siguiente forma:

Q@ T
S1(a)
S(a)

donde J : %{%’% es la wltima inferencia de la derivacién.
Analizaremos varios casos segun el tipo de inferencia que sea .J.
i) J es una inferencia débil.

En este caso la prueba es muy simple Como ejemplo haremos el caso en que J es una

A(a)—T1T1{a)
(@) Ala)—

dilucién, digamos J : . En este caso P{a) es:

Q(a){ e
A(a) — M(a)
Da), A(a) — II{a)

y como @(a) tiene n inferencias, entonces por hipétesis de induccién Q(b) es una derivacidon del
secuente A(b) —» II(b). Asi que aplicando otra vez una dilucién, obtenemos D(b), A(b) — TI(b),

Esquemaiticamente:

Q®) { e
A{L) — TI(b)
D(b), A(b) — II(b)

los otros casos son andlogos.

El caso en el que J es un corte, digamos J : & _'f’:_’_)(ﬁl")LD ‘;,": :’)_’m"‘. también es muy

sencillo; sélo que ahora tenemos 2 subpruebas, ( una por cada secuente superior del corte) asi

que P(a) es:

Qx(a){ T }Qz(a)
A(a) — T{a), D{(a) D(a),Z(a) = Qa)
A(a), S(a) — M(a), f(a)
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¥ por hipétesis de induccidén , @Q,1(b) ¥ Q2(b) son derivaciones. De lo anterior concluimos,
:Lplicando de nuevo un corte, que P(b) es una derivacién:

Qx(b){ R e }sz)
A(D) — TI(b), D(b)Y D(b),=(b) — Q)

A(b), B(b) — T1(b), (1)

El caso en el que J es una inferencia 16gica proposicional es también obvio. Por lo que proced-

eremos al caso en el que J es una inferencia con cuantificadores.

Veamos el caso en el que J es una UNIV-D digamos J : xisl=pflla) Ael. £y este caso P(a)
es:

o { A
A(a) — Il(a), A(a)
A(a) — Il(a),VzA(x)

Hay 2 subcasos:

i) La variable propia de J es precisamente a, en cuyo caso a no figura en A, Il ni en A(z).
Por hipétesis de induccién, reemplazar todas las presencias de a en Q(a) por b nos produce una
derivacién Q(b) cuyo secuente final es A — II, A(b), donde ni en A ni en TI figura b, asf que
podemos aplicar de nuevo una UNIV-D con b como variable propia, con lo cual tenemos que
P(b) es una derivacién de A — II,VzA(x) :

Q(b){
A —TII, A®)

A = I1,¥YzA(x)

ii)a no es la variable propia de J. En este caso a podria figuraren A y en Il. Sices la

variable propia de J, en la férmula A también puede figurar a, por lo que la denotamos A(a,c).
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P(a) es:

Q(a) T
A(a) — Ti(a), A(a,c)

A(a) = Ti(e), vz Ala, z)

Ahora, por hipétesis de induccién, reemplazar todas las presencias de a por & en Q(a) nos pro-
duce una derivacion Q(b) cuyo secuente final es A(b) — TI(d), A(b, c). Puesto que b no figura en
P(a), por hip6tesis tenemos que b # ¢ y por lo tanto podemos aplicar de nuevo una UNIV-D con
¢ como variable propia, obteniendo la derivacién P(b) con secuente final A(a) — [1(a), VxA(a,x).
El caso en el que J es una UNIV-J es también muy simple y se deja como ejercicio al lector.o
El resultado que acabamos de demostrar tiene una extensién a todos los términos bastante 1til.

La enunciamos en la siguiente

PROPOSICION. Sea t un término cualquiera y ['(a) — A(e) un secuente derivable en
LK. Sea P(a) una derivacién de I'(a) — A(a) en la que toda variable propia es diferente dea y
no figura en . Al Reemplazar todas las presencias de a por ¢ en P(a) se obtiene una derivacién
P(t) del secuente I’(2) — A(t).

Dem: La demostracién es por induccién sobre términos y se omite.o

COROLARIO. Si ¢t es un término cualquiera y S{a) un secuente demostrable en LK, en-

tonces S(t) también es demostrable.
A continuacién probamos algunos resultados relacionados con la igualdad.

PROPOSICION. Para cualesquiera términos s. ¢, el secuente s = ¢t — ¢ = s es derivable.

Dem: De los axiomas —+ s =5 y s =t,s =s — t = s es inmediato que mediante un corte’:

S s=3 s=ts=s—t=as
s=t—t=3

3En este caso el do es un i de i ldad de! tipo iv) donde la formula original R{a) es s = a.
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PROPOSICION. Si A(a:, «.3 Gn) €8 una formula cualquiera, el
S1 =150 80 = tn, A(S1,.080) = Aty tn)
es derivable para cualesquiera términos sy, ..., 8n, f14 .00y Ene

Dem: Induccién sobre férmulas.
i) Si A es atdmica, entonces el secuente es un axioma.
ii) Supongamos que A es de la forma —-B, donde por hipdtesis de induccién el secuente

£ = S1,eertn = Spy, B(f1,...,tn) — B(sy,..., 35) es derivable. En tal caso tenemos la

siguiente derivacién:

t1 = S1..ostn = Sn, B(ti...ntn) = B(s1....y $n)
NEG-T
t; = S1,e02n = Sny B(ty, .. tan), D B(s1, .0 Sn) — { )

$1 = S1,.ntn = Sp, Bt i tn), 2 B(S1 o S0) (NEG-D)

t) = 81,..ity = Sn. ~B(s1....,82) = = B(t1..... tn)
por lo que el secuente 81 = 21, ...,5n = tn, A(S1,...,9n) — A(t1, ..., tn) es derivable®.
iii) Si A es de la forma B vV C donde por hipdtesis de induccién los secuentes
81 = t1y.esSpn = tn, B(81,-c-38n) = B(f1,.eentn) ¥ S1 = 1,008 = tny, C81,...,8n) =
C(ty,.-.,tn) son derivables, tenemos la siguiente derivacién donde 5y f representan respec-

tivamente a las n-adas, s1,...,8n ¥ 21, ..., tn:

51 = ti, B(&) = B 5 = 10, C(3) = CD
5=t B(® — BO.CH =00 - BD.cm T

si =t B(3 = BE,C(H) s =t:.C(5) — B, CHF)
s, = t;, B(5) VC(§) — B(£),C(?) (DISY-I)
s; = ¢y, B(3) v C(5) — B(£),C(D)
si = ti, B(3) VC(&) — B(f), B(}) v C(#) (DISY-D)
8 = t;. B(35) V C(5) — B(D, B(f) v C(1) .
si=1,B(3) VvV C(@ — BV C(H),B() v (DISY-D)

SAqui utilizamos la proposicion anterior para deducis que de f, = s, ohtenemos . = ¢,.



5 =ti, B() VC(BE) = BE vCd. B v C(i)

CON-D,
5=t B® VC® = BO v o@D ¢ )
de esta manera queda demostrado el secuente sy = 2y, ..., $n = #n, A{I1, .00, 5n) — A(L1, tn).
iv) Si A es de la forma VzB(z,a),...,a,), donde por hip is de ind i el

8t = tiy--ySn = tny B(b, 51,00, 8n) — B(b,t1,...,tn) ¢s derivable { no siendo b ninguna de

las a; ; Por qué? ), tenemos la siguiente derivacion™:

28n) = B(b.t1,-.stn) [
an) = 2Bz, t1,-, ) O VD)

S =1}y een Sy =ty BB, S1,4.ees Sn) = VZB(T, 81, ... tn)
=1 8n = tn, VZB(Z, 51, 5n) — V2B (@, t1r o ta) (OVIVD)

Con este ultimo caso queda demostrada nuestra proposiciéon para cualquier férmula.q

1.7 Definicién de Consistencia

El objetivo principal de este trabajo es exhibir una prueba de H ia de un si muy

particular: el de la aritmética o teorfa de los numeros. Para ello debemos definir el concepto
de consistencia.

lid En nuestro caso tiene el

El término consistencia, derivado del latin consist significa
siguiente sentido: el sistema esta libre de contradicciones. De hecho, la palabra correspondiente
en alemdn es widerspruchsfreiheit, que es una composicién de las palabras freikeit, libertad y

widerspruch, contradiccidn, es decir libre de contradicciones. A i cion preci os dicho

to de

DEFINICION. Decimos que un sistema formal es consistente syss no hay una férmula A4

tal que tanto A como su i6n —A son d ables. Deci que el si es inconsis-
tente do no es i €.
OBSERVACION: Esta definicién tiene ido sol en el caso en que el sistema cuente

con un simboelo para la negacién. como el nuestro. En los otros casos se dice que el sistema es

7Con b actuando como la variable propia.



consistente cuando hay una férmula que no es demostrable en él, lo cual resulta equivalente.

A continuacién demostraremos un resultado que nos proporciona tuna segunda caracterizacién
de esta nocién, el cual utilizaremos en la prueba de consistencia.

PROPOSICION. Un sistema formal es consistente syss ¢n el no es demostrable el secuente
vacio —.

Dem:
=>) (Contrapositiva) Si el secuente vacio — es demostrable, entonces por dillucién para
cualquier férmula A tenemos que:
—r . —
- A ¥y = —A

y el t es incc

<=) (Contrapositiva) Si el sistema es inconsistente, entonces existe una
féormula A tal que los secuentes — A ¥y — —A son demostrables. Por lo tanto, utilizando

NEG-I y el hecho de que A = ——A, tenemos que:

- —A
A=

y ahora utilizando esto y un corte tenemaos:
— A A —
—
Por 1o que el secuente vacio — es demostrable.g

En la dltima seccién del capitulo enunciamos los trascendentales teoremas de Gédel.

1.8 Los Teoremas de Godel

Como paso preliminar a la demostracién de de la Ati lasi

Hilbert y
sus seguidores pusieron a prueba su herramienta aplicando sus métodos a la 16gica misma y a
algunos fr de la Aritmeéti

Lo primero fue formalizar la l6gica de primer orden y
demostrar su consistencia con métodos finitistas. Realizada esta tarea dirigieron su atencién
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a la teoria de los nimeros. En este caso la formalizacidn se realizé por etapas, considerando
fragmentos sucesivos de la Aritmética de Peano. En cada situacién una prueba de consistencia

finitista fue elaborada para el fragmento. En 1930 habia razones para esperar que en poco

tiempo el programa se veria coronado con éxito.
Esta etapa, caracterizada por el trabajo constructivo de Hilbert en la Teoria de la Demostracién,
llegé a su fin en 1931 cuando las investigaciones tomaron un curso inesperado: Kurt Gadel, en-
tonces un joven matematico viendés de 25 afos, dio a conocer un trabajo que habria de dejar una
huella indeleble en la légica moderna. Utilizando tan solo métodos finitistas, Goédel demostré
que la consistencia de la aritmética formal no se puede probar medjante herramientas que a su
vez sean representables dentro de) formalismo. Esto significa, entre otras cosas, que los recursos
¥y métodos de razonamiento incorporados en un formalismo aritmético no mnuy restringide son
insuficientes para probar su consistencia, es decir, que hay que recurrir necesariamente a una
teorfa mis fuerte que esta para tal in. Lo anterior constituyo un fuerte goipe a la pretensién de
Hilbert de eliminar para siempre los problemas de fundamentacién de las matemaiticas: Ahora
resultaba que la justificacién de cualquier teoria con cierto poder expresivo habria de encon-
trarse en otra teoria que en cierto sentido la desbordaba, quedando pendiente el problema de
la consistencia de esta iiltima. Lo anterior no hacia mas que poner en entredicho la posibilidad
de justificar la validez del analisis con una prueba finitista de consistencia. ( Ver [To3] ).
A continuacién enunciaremos de la manera mds elemental, los dos Teoremas de Incompletud
de Gédel, también conocidos como teoremas limitativos.
Primer Teorema de Incompletud de Gédel

Si la Aritmética es Consistente entonces es Incompleta.®
Ahora bien, dado que demostraremos que la aritmética es consistente, por el primer teorema
de incompletud de Gédel quedara demostrado que la aritmética es incompleta, es decir, que
hay verdades aritméticas que jamds seremos capaces de demostrar en el sistema formal. Las

consecuencias filoséficas de este resultado ( asi como su exposicién y anilisis ) van mas alld de

los objetivos de este trabajo.

formal que represente a nuestra aritmética informal, come

*Aquf por
el si AP que en el X
Una teoria es incompleta si en ella existen i i idib es decir afir
prabar ni refutar dentro del sistema.

que no se pueden ni
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El segundo teorema de incompletud de Gédel tiene que ver con la

i6n de la ia y
es el que realmente derrumba al Programa de Hilbert:
Segundo Teorema de Incompletud de Gidel

Si la Aritmética es Consistente, entonces es incapaz de probar su propia Consistencia.
Esto es: No es posible probar la consistencia de 1a aritmética ( o de cualquier otra teoria que la
contenga) mediante las técnicas propias de la misma teoria, a menos que la misma aritmética
sea inconsistente.
Una exposicién detallada de las demostraciones y consecuencias de estos teoremas se puede
hallar en (To2} y en [Roj].
Después de la aparicién de los teoremas limitativos, solo habia dos alternativas: olvidarse del
programa completamente, }o cual resultaba frustrante, o tratar de debilitar el programa, es
decir, investigar hasta donde se tiene que llegar para conseguir una prueba de consistencia.
Esto fue precisamente lo que hizo Gentzen en sus pruebas de consistencia.
En 1933 Gentzen consiguié obtener una prueba de consistencia de la aritmética clasica relativa
a la aritmética intuicionista, resultado que junto con los Teoremas de Goédel, tuvo un enorme
impacto. Al respecto, Paul Bernays comenta:

" Asi que se ha vuelto aparente el hecho de que el punto de vista finitista no es la unica
alternativa a las formas de razonamiento y no es necesariamente implicado por la idea de la
Teoria de la D: i6n. Una ex 10

de los métodos de la teoria de la demostracion estaba
§ugerida°: En lugar de una restriccién a los métodos finitistas de razonamiento, se requeria so-
lamente que los argumentos fucran de un cardcter constructivo, permitiéndose asi tratar con
formas mads generales de inferencia.”

Una extensién de tal tipo es la utilizada por Gentzen en sus pruebas de consistencia de la
Aritmética de 1936 y 1938, ver {Genl] y [Gen2].

®Aqui se entiende por Teoria de la Demostracién, a la parte de la teorfa de la 16! d
utiliza metodos finitistas, como Hilbert la utilizo.
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Capitulo 2

AP ES CONSISTENTE

La meta principal de este itul

es dar una demostracién de la Ci i ia de la Aritméti

de Peano. No obstante, antes de proceder a tal prueba necesitamos formalizar en un sistema
16gico la Aritmética informal, cosa que haremos enseguida.

2.1 FEJl Sistema Formal AP para la Aritmética

El sistema formal que usaremos es basicamente el sistema LK con ciertos agregados. En primer
lugar, es necesario definir el lenguaje del sistema, un lenguaje de primer orden con igualdad
denotado por £4p, y que consta de los siguientes simbolos:

Constante: 0

Letras Funcionales: +,-, s
donde los simbolos +, - denotaran a las operaciones binarias de suma y producto respectivamente
¥ el simbolo s a la funcién sucesor unaria. Con estos simbolos utilizaremos notacién infija.

Obsérvese también que nuestro lenguaje carece de letras predicativa, aunque algunas otras
formulaci de la aritméti

utilizan el simbolo binario < para denotar el orden usual de los
numeros naturales. El uso de este simbolo se puede evitar definiendo en términos de la igualdad
y la suma de la siguiente manera:

z<ym43:#0(y=:z:+:)
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Aparte de lo3 axiomas légicos del si di

os los sig

llamados
Axiomas Matematicos.

DEFINICION. Un

e S es un dtico syss tiene alguna de las siguientes
formas, donde t,r denotan términos cualesquicra.
s =s(t) =>r=1t

i) s(t) =0 —

iii) > ¢t+0=1¢

iv) m» t+s(r)=s(t+7r)

v) -t-0=0

vi) > tea(r)=t-T+t )
Analicemos lo que dicen estos axiomas. El grupo i) dice que la funcién sucesor es inyectiva; el
grupo ii) que el cero no pertenece a la i de la fi

;5 los grupos iii) ¥ iv), ¥y v)
de suma y producto. Asi. intuitivamente es muy

y vi) defi recursi las oper
clara la validez de dichos axiomas,

Ademass de las reglas de inferencia ya conocidas de LK, el sistema AP tiene la siguiente regla
adicional, llamada Induccisn:

F(a),I’ = A,.F(sa)

F(0),T — A&, F(¢t) (ND)

con las siguientes restricciones: la variable a no figura en F(0),T o A; ¢t es un término arbitrario
{ en el cual podria figurar ¢ ) ¥y F(a) es una férmula arbitraria de

£4p. A F(a) se le lama
la fé6rmula de induccién y a es la variable propia de la inferencia;

ademas, F(a) y F(sa) se
llaman las formulas auxiliares izquierda y derecha respectivamente, y F(0) y F(2) las formulas
principales izquierda y derecha respecti Defi
F(0), (F(£).

el de F(a), (F(sa)) como

Este sistema formal suele denotarse PA ( Peano Arithmetik ),
sus siglas en fiol AP ( Aritmética de Peano).
En lo gue sigue ds

nosotros lo denotaremaos con

emos algunos r ltados que usaremos mds adelante. Empezamos
con el siguiente

LEMA 1. Para todo término cerrado s, existe un 1inico nimero natural n tal que la férmula

32



] i6n, donde 7i denota al término

s = 7 es demostrable sin cortes imprescindibles y sin i
s"(0) y es llamado el numeral de n.

Dem: Induccién sobre el término cerrado s

Caso i) Si s = 0. el resultado es inmediato pues el secuente — O = 0 es un axiomal.

Caso ii) Si s = st, donde ¢t es un término cerrado y por hipétesis de induccién existe n tal

que la férmula t = 7T es demostrable, entonces utilizando un corte y ¢l axioma de igualdad

t =7 — st 871, obtenemos:

—t=7 ¢t=7 — st STT

—> St = 87T

esto es, la formula s = 7 + 1 es demostrable.

n existen n; y mo tales que los secuentes

Caso iii} Si s = ¢, + £ y por hipdtesis de inducci

— 2 = fi; y — tp = fiz son demostrables; entonces tenemos la siguiente derivacién:

— t) =7y t) =i, bz = Tiz — b + to = 71y + Tiz

tz = fiz — by + fz = 781 + 7iz

— ity =TT ta =Tig — t; + ty =70 + Tig
Sty + 22 = g + T2

Ademds, es claro que 7i; + i = 1y + 2. Por lo tanto, la férmula s = 1] + 12z queda
demostrada.
b Caso iv) Cuando s = ¢; - t3, se procede analogamente al caso iii), por lo que lo omitimos.
LEMA 2. Si s y t son términos cerrados, entonces alguno de los secuentes —+ s =to s =1t —

es derivable sin un corte imprescindible ni induccién.

Pem: Utilizando el lema 1, es fici con d ar lo sigui e: Para cualesquiera
nimeros naturales nn y m, alguno de los secuentes — 71 = 71 o 7T = 77 — es derivable. Tenemos
dos casos:

i) n = m. En este caso el secuente — 7T = 711 es un axioma.

ii}) n ¢ . Podemos suponer, sin perder generalidad, que n < rn, i.e.. que hay un natural &

TAqui O denota al si para ta que al nimero cero, no al nimero en si.
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tal que i + k = m. Tenemos la siguiente derivacién:

s*H1(0) = s(0) = s¥(O®) =0 55(0) =0 —
s%+1(0) = s(0) —

s5+2(0) = 5%(0) — s5+1(0) = s(0) s*+1(0) = s(0) —
SEF2(0) = 52(0) — -

s%+3(0) = s3(0) = s5+2(0) = s3(0)  s5+2(0) = s2(0) —
sk+3(0) = s3(0) —

pero k + n = m, asi que en este caso queda demostrado el secuente 77 = 7T — .o
LEMA 3. Sis y t términos cerrados tales que la formula s = ¢ es derivable sin un corte
imprescindible ni induccién, y si g(a) y r(e) son dos términos con algunas presencias de a
(posiblemente ninguna), entonces el secuente g(s) = r{s) — g(¢) = r(t) es derivable sin cortes
imprescindibles ni induccién.

Dem: En este caso toda la derivacién se reduce al siguiente corte prescindible:

—s=1t s=t,q(s) =r(s) = q(t) = r(t)
a{s) = r{s} — q(t) = r(2)

puesto que por una proposicién anterior {capitulo 1) el secuente s = ¢,q(s) = r(s) — g(t) = r(¢)
es derivable.q
LEMA 4. Sis y t son como en el lema 3 y si F(a) es una férmula cualquiera, entonces el
secuente F(s) — F(t) es derivable sin un corte imprescindible ni induccién.

Dem: Andloga a la del lema 3:

—s=t s=t,F(s) = F(r)
Flo) = F@)

ni i ion.o

por lo que el secuente F(s) — F(t) es derivable sin cortes impr
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2.2 Accesibilidad

El co! o de ibilidad de un ordinal es una manera de justificar el caricter casi finitista
de la prueba de consistencia de Gentzen, que suele demostrarse con base en la induccién trans-
finita hasta 0. Mientras que para quienes aceptan el razonamiento transfinito no es necesaria

alguna otra justificacién, para los finitistas ésta es una justificacién basada en un concepto

completamente constructivo como lo es el de accesibilidad, el cual en su desarrollo no utiliza

nada mas que la simple induccién para naturales.

estri mente decreci e de ordinales ( i.e. an €

DEFINICION. Sea (an)™ una
ORD pt. n€ Nyn < m = an > am) ¥y u# € ORD. En tal caso decimos que (a,) es

p#-dominada syss p > ap ¥, por lo tanto, 4 > a, p.t. n € N,

DEFINICION. Sea 3 € ORD. Decimos que B es accesible syss cualquier sucesion (an}™\,

B-dominada es finita.

PROPOSICION. Para toda m < w , m es accesible.
DRem: Si (an)™\, es una sucesiéon m-dominada, entonces m > ap = ag € {0,1,.....m—1} ¥y

como nuestra es estr; decr

es obvio que tiene a lo mas rn — 1 elementos

distintos. Por lo tanto, es finita.o

COROLARIO. w es accesible
Dem: Trivial.g

de ibilidad de un ordinal tiene significado so-

Debe quedar muy claro que el co
lamente cuando se ha demostrado mediante un método constructivo que dicho ordinal cumple

la propiedad de accesibilidad. El método que aqui presentamos nos parece mds claro y no tan
complicado en su exposicién, ( en comparacién con el método de los eliminadores ) aunque tiene
la desventaja de no ser completamente constructivo, pues utiliza la induccién para naturales.

El lector interesado en dicho método debe consultar [Tak].
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PROPOSICION. Si 1 y v son accesibles, entonces u + v es accesible.

Dem: Sea (an)™\, una ién (i + v)-dominada. La demostracién se divide en dos partes:
i) Existe un n€ N tal que an, < pu

Supongamos que no. En tal caso tenemos que para cualquier n € N, ar > u. Como
B < an < p + v entonces, por ORI11, existe Bn < p + v tal que an = g+ G, y como
an = p+ B < p + v entonces, por OR4, B, < v. Consideremos ahora la sucesién (8n)
la cual es v-dominada Sin < m, u+ Bp = an > am = 4+ Bm 5> On > Bm ¥ (Ba)\ . De esta

OChs
forma hemos construido una i6n estri decreci e, v-dominada e infinita, lo cual

contradice el hecho de que v es accesible. Por lo tanto, existe 7n € M tal que an £ n.g
ii) (an) es finita.
Si np es tal que u > ag,, entonces la sucesién (am)m=n, €5 #-dominada y, ademas, es finita,

pues u es accesible. Por lo tanto, la sucesién completa {a,) es finita.;

COROLARIO. Para cualesquiera ¢ € ORD y n € N, si o es accesible, entonces o - n
es accesible.

Dem: Es inmediata pues o -n = a 4+ a + ... + a (1 veces).o

PROPOSICION. Sea o @ ORD. Si a es accesible entonces o - w es accesible.

Dem: Sea (8n)~\: una sucesién «-w-dominada. Como By < o -w entonces, por ORI12, G <
a-n para algin n € N, y, por lo tanto, (8n) es o - n-dominada, asi que por el corolario anterior
(Br) es finita.o

DEFINICION. (Recursiva de n-accesibilidad)
Sea a € ORD, decimos que a es l-accesible syss o es accesible. Decimos que o es

(72 + 1)-accesible syss para cualquier 3 € ORD, st B es ible O-w*™ es ibl

PROPOSICION. Sean u,» € ORD y n € N. Si p es n-accesible y 1 < u, entonces »
es n-accesible.

Dem: Induccién sobre n.




n=1)§8

o8 que g es ible. Si (an)™\, es una sucesién v-dominada, como v < p
¥ ap < v, concluimos que (a,)\, es u-dominada. Por lo tanto, (a,)~, es finita ya que u es
accesible.

Hipétesis de Induccion: Si p es n-accesible y v < i entonces v es n-accesible.

Ahora supongamos que g es (1 + 1)-accesible y ¥ < u. Sea a € ORD , tal que a es n-accesible.
Queremos demostrar que o - w' es n-accesible. Como v < u entonces, por OR2, W < w* vy,
por ORS,a - w” < a - w.

Puesto que pu es (n -+ 1)-accesible y « es n-accesible. Concluimos
que o - w* es n-accesible. Por 1o tanto como a - wY < a- w# aplicando la hipdtesis de induccién
tenemos que a - w" es n-accesible.n

PROPOSICION. Sea (#£m).”* 1 una sucesidon arbitraria estrictamente creciente con limite

u y sea n € N. Si para toda m., um es ible

el limite de sucesiones de n-accesibles es n-accesible.

pnes ible; en otras palabras,

Dem: Induccién sobre n.

7 = 1) Sea (an )™\, una sucesién u-dominada. Como u > oo, entonces i, > o para algin m y,
por lo tanto, la sucesién (an) €8 pu;,-dominad

¥ en co ia es finita.

Hip. de Ind.: Para cualquier sucesién {pm),” u,si para toda 1, um es n-accesible entonces p
es n-accesible.

Supongamos que para toda m, um es (n + 1)-accesible. Queremos demostrar que p es (n + 1)-
accesible. Tomemos un ordinal & n-accesible y demostremos que & -w* es ni-accesible. Tenemos
las siguientes relaciones entre sucesiones: Si (2.} it entonces, por OR2, (w#™), 7 w* de donde
se sigue, por ORS5, que (« - w#™) ™ o - wH, de modo que basta ver que

para toda m, o - wH™
pues, utili

es Y

do la hipétesis de induccién, obtenemos que o - w# es n-accesible.
Sin embargo,

@ - wh™ es n-accesible, pues por hipdtesis (., es n-accesible. Concluimos que u es
{(n 4+ 1)-accesible.n

PROPOSICION. Sea v € ORD. Si v es (n + 1)-accesible, v - w también lo es.
Dem: Supongamos que v es (12 + 1)-accesible. Queremos ver que - w es (n + 1)-accesible,
tomemos o n-accesible y demostremos que o - w”“ es n-accesible. Por la proposicién anterior,

basta ver que o -w” ™ es n-accesible para cada m, pues (a-w’'™) T a- ¥

; Pero tememaos que
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W™ = (W) =

w” asi que, por la (n + 1)-accesibilidad de v, tenemos que
si a - w" n-accesible entonces, t’:’c‘n‘;xoezf es {(n + 1)-accesible, (&' w) .- w* es n-accesible y, de nuevo,
como r es (n + 1)-accesible, (o - w” - w”) - w" es n-accesible y, asi sucesivamente, hasta llegar a
la conclusion de que o - w*'™ es n-accesible ( este procedimiento se puede justificar mediante

induccién sobre m). Por lo tanto, concluimos que « - w** es ni-accesible y por ende v . w es

(n #+ 1)-accesible.o

PROPOSICION. Para cualquier n € N, 1 es (n + 1)-accesible.

Dem: El caso para n = 0 es trivial. Supongamos que 1 > 1. Queremos demostrar que si

a es n-accesible, entonces o - w! = o . w es n-accesible. Como n > 1 entonces 7 = m -+ 1 para
algtin m: € N. Por lo tanto, debemos demostrar que si « es (m + 1)-accesible entonces o - w es

(m + 1)-accesible. Mas este es el resultado de la proposicién anterior.o

PROPOSICION. Para cualquier k y para toda n > k, wx es (n1 — k)-accesible.
DPem: Induccién sobre k,

k = 0) P.D. Para toda n > 0, wo = 1 es n accesible. Esto equivale a demostrar que 1 es

(m + 1)-accesible para toda m = 0, que es la proposicién anterior.

Hipétesis de induccion: wy es (n — k)-accesible para toda n > k.

P.D. Para toda n > k + 1, w4y es (n — (k + 1))-accesible.

Sean > k+1l,comon > kyn—k=(n—(k+1))+1, tenemos que, por hipétesis de induccién,
wi es ({nn — (k + 1)) + 1)-accesible. Por lo tanto, como 1 es {n — (k + 1))-accesible, entonces,
puesto que wy es ({rt — (k -+ 1)) + 1)-accesible, 1w = w** = wi41 es (n — (k + 1)}-accesible.o

COROLARIO. wx es accesible para cualquier & € N.
Dem: Trivial.

Tomemos ahora cualquier sucesién {an)™\, que sea eg-dominada. Como ag < €0 implica g < wi
para algin k& € N, tenemos que (an) es wi-dominada, y, por el corolario anterior, (an) es finita.
De esta manera hemos demostrado la siguiente

PROPOSICION. cq es accesible
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‘Este ultimo resultado es crucial, ya que la inconsistencia de la aritmética implicaria que £¢ no

es accesible, De lo anterior se sigue que AP no puede ser inconsistente, si bien nos falta mucho
camino por andar para llegar a tal resultado.

2.3 La Relacién entre Ordinales y Derivaciones

Nuestra herramienta principal para la prueba de stencia es el co to de ibilidad
para cuya comprensién necesitamos dar una relacién entre los nimeros ordinales? y las deriva-
ciones, lo cual explicamos en esta seccién.

Antes de dar la asignacién de ordinales

itamos un par de definici
DEFINICION. Sea A una férmula.

ones

El grado de A es el nimero de simbolos lGgicos que
figuran en ella y es denotado grd(A). El grado de un corte es el grado de la férmula de corte y
el grado de una induccién es el grado de la férmula de induccién. Abusando de la notacién, si
J es un corte o induccién, denotamos a su grado con grd(J).

DEFINICION. Sea S un secuente. La altura de S en la derivacién P es el maximo de los

grados de los cortes e inducciones que fizuran en P bajo 5. Tal numero se denota con hp(S);
esto es

A cc

ion

hp(S) = max{ grd(J) | J es un corte o IND, que figura en P bajo S }

algunos resultados utiles acerca de la altura.
PROPOSICION.

a) La altura del secuente final de una derivacién es cero.

b) Si S, figura arriba de 52 en una derivacién, entonces hp(S2) < hp(S5,).

¢) Si S; y Sa son los secuentes superiores de una inferencia, entonces hp{S1)
Demy: Trivial.g

DEFINICION. (Por recursién para naturales).

Dado cualquier ordinal «, definimos:

= hp(S2).

wola) =@, wasi{a) =wn(@

IR a

aue por ordinal 2

que co-
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Lo que sigue es asignar a cada secuente de una derivacién un ntamero ordinal.
DEFINICION. Sea SEC(P) = {& | S es un secuente de AP, que figura en P } Definimos
recursivamente la funcién de asignacién de ordinales op : SEC(P) — ORD de la siguiente
manera:
i) Si 5 es un axioma, entonces op(S) = 1.
i) Si J : S+ es una inferencia débil, entonces op(S5) = 0p(S1).
iii) Si J: ‘55# es una inferencia del tipo CONJ-I, DISY-D, IMP-D, NEG-D, NEG-I o una
inferencia con cuantificadores, entonces op(S) = 0p(S5)) + 1.
iv) Si J: *S'L_ggl es una inferencia del tipo CONJ-D , DISY-I o IMP-I, entonces
op(S) = op(S1) ® op(S2).
v) Si J : $552 es un corte, entonces op(S) = wi—i(0p(S1) @ 0p(S2)) donde k = hp(S1) ¥
1 = hp(S).
vi) 8i J : £} es una IND, entonces 0p(S) = wi—i+1(41 @ 1) donde 0p(5]) = wH! + ... +whn
estd en FNC, k = hp(S)) y I = hp(S).
El ordinal de una derivacién P, denotado con o(F), por abuso de notacién, es el ordinal de su
secuente final. Con la notacién:
P c
r&a
denotamos una derivacién £ de I' — A tal que o(P) = op(I’ = A) =
ién soélo nos os refiriendo a una

OBSERVACION: Cuando en el contexto de una di
derivacién en particular escribiremos o(S5) en lugar de op(S).

2.4 Derivaciones Simples

Aunque este trabajo cae en su totalidad en la rama de la légica llamada Teoria de la De-
mostracién, la cual es un tratamiento formal de la sintaxis de un lenguaje, para la prueba de

i i itamos el to de derivacién simple, que se sirve del concepto seméntico

de verdad y que trataremos de manera intuitiva.
DEFINICION. Una AP-Derivacién P se dice simple syss cumple las siguientes dos condi-

ciones:
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i} En P no hay presencias libres de variables.

ii) En P figuran solamente axiomas matemadticos, inferencias débiles y cortes prescindibles.

emos es el

Elr ltado que u e: No hay una derivacién simple del secuente vacio.

no obstante, antes de proceder a la d racion, itamos hablar de cierta nocién de ver-

dad, la cual no es ni pretende ser una nocién formal como la de Tarski de 193G. Mas bien,
se trata de una nocién intuitiva que se referird dnica y exclusivamente =a los secuentes que
figuren en una derivacién simple, sobre los cuales no tiene sentido preguntarse acerca de su
valor de verdad sin especificar una derivacién simple en la que éstos fHiguren.

Consideremos una férmula de la forma s = ¢ con s y ¢ términos cerrados cualesquiera, utilizando
la interpretacién natural de la constante O como el numero natural cero, podemos decidir in-
mediatamente si la férmula es verdadera o falsa ( sera verdadera si cuando al interpretarla
en los mimeros naturales, s denota al mismo numero que ¢t y falsa en el caso contrario). Por
ejemplo, la férmula s0 = ss0 se interpreta como 1 = 2 y por lo tanto es falsa. En cambio, la
férmula 880 = 30 + ss0 se interpreta como 3 = 1 + 2 y, obviamente, es verdadera. Hechas estas

observaciones pasamos a definir lo que entendemos como un secuente verdadero.

DEFINICION. Sea § = Aj,.....An — Bj,..., B un secuente considerado dentro de una
derivacién simple Decimos que S es verdadero syss A; es falsa para alguna 1 <i < no Bj es

yerdndera para alguna 1 < j < m.

La definicién anterior es equivalente a decir que S es verdadero syss siempre que #;,..., Ap

son todas verdaderas, al menos una de B),..., By es verdadera. Notese la semejanza con la

definicién de verdad de la implicacién.
Dos consecuencias inmediatas de la definicién son que el secuente vacio — es falso y que el

secuente S sera falso syss A1, ..., AAn son todas verdaderas y B, Bmn son todas falsas; para

demostrar nuestro resultado necesitamos antes de dos lemas.

LEMA 1. Los Axiomas Matemaiticos cerrados son verdaderos
Dem: Se deja al lector.g
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LEMA 2. Las inferencias débiles y los cortes prescindibles preservan el valor verdadero hacia
abajo para los secuentes, i.e., si J : 55# es una inferencia débil 6 J : 54_;721 es un corte prescindible
tales que S5, S2 ¥ S3 son secuentes verdaderos, entonces S y S’ son verdaderos.

Dem: El caso en el que J es una inferencia débil es trivial. Veamos el caso en el que J es

un corte prescindible, digamos

g D=2 s=t s=tToa
: r.II— A A

y supongamos que I' = A, s =ty s = t,II — A son ambos verdaderos. Queremos demostrar
que I', IT — A, A es verdadero. Sien I' o en IT hay una férmula falsa nada ¢ueda por demostrar,
pues entonces habrd una férmula falsa en I',II. En cambio, si este no es el caso, entonces
tenemos que todas las férmulas de I y I son verdaderas. de donde se sigue que hay al menos
una férmula verdadera en A, s = t y tenemaos dos casos que considerar: .
i) s = t es verdadera. Se sigue que s = ¢, Il son todas verdaderas, lo cual implica que en A
( ¥ por lo tanto en A, A ) hay una féormula verdadera, asi que I', Tl — A, A es verdadero.
ii) s = ¢t es falsa. Esto implica que en A hay una férmula verdadera, y, por lo tanto,
I'\T1 = A, A es verdadero.
En cualquier caso concluimos que I', IT ~ A, A es verdadero.g

Ahora pasamos a demostrar el resultado que necesitamos.
PROPOSICION. No hay una derivacién simple del secuente vacio —

Dem: ( Por Reduccién al Absurdo)

Supongamos que P es una derivacién simple del secuente vacio — . Por definicién P empieza
con axiomas mateméaticos cerrados, los cuales son verdaderos por el lema 1, y, por el lema 2,
todo secuente que figure en P debe ser verdadero. Pero — es falso lo cual es una contradiccion.o

A este resultado le lamaremos !a propiedad de derivaciones simples y la denotaremos por PDS.

2.5 La Propiedad de Monotonia

En esta seccién se expone la propiedad central necesaria para la prueba de consistencia, a la que

llamaremos la Propiedad de Monoton{fa para Derivaciones, denotada con PAZD. Esta propiedad
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establece que si en una derivacién se sustituye una subprueba de algan secuente por otra con

menor ordinal, entonces la derivacién completa tendra menor ordinal. Obviamente se necesitan
ciertas restri que a i6n en

PROPOSICION. {PMD) Sea P una derivacién en la que figura el secuente $; y sea P

la subprueba de P que termina en S) (i.e. el secuente final de P, es $,). Supongamos que no
hay aplicaciones de induccién (IND) bajo Sy. Sean P{ cualquier otra derivacion de S1 y P" la
prueba que resulta de substituir en P la subprueba P, por Pf, esto es:

P : B PP
51 Sy

T—A T—A

se afirma que s8i 0pr (S1) < 0p(S5)), entonces o(P") < o(P).

Dem: Témese una rama cualquiera de P que pase por Si.

Veremos que para cualquier
secuente S que figure en la rama, sea éste S; u otro abajo de él, si STes el secuente correspon-

diente a S en PT ( Nétese que considerados por si solos, § es igual a S, pero no segun la
derivacién en la que figuran ) se tiene que op-{S") < op(S5).

Si § = 5, esto es cierto por hipétesis. Analicemos ahora los distintos casos segGn el tipo de

inferencia en la que S sea el secuente inferior, suponiende la desigualdad para los secuences
superiores:

i) Si S se obtuvo mediante una inferencia débil, digamos J : & con op-(S%) < op(S2),
entonces, conforme a la asignacién de ordinales, tenemos que

opr{S") = opr(83) < op(S2) = op(5)

ii) Si S es el secuente inferior de una inferencia del tipo CONJ-1, DISY-D, IMP-D, NEG-D,
NEG-TI o alguna inferencia con ificad

N .
d J : 3%, entonces como op-(S3) <

43




op(Sz) tenemos ( por propiedad de ordinales ) que:

0pr (57) = 0pr(S3) + 1 < 0p(S2) + 1 = 0p(S)

iii) Si § es el secuente inferior de una inferencia del tipo CONJ-D, DISY-I o IMP-I, digamos
J: S5y op-(S3) < op(S2), op-(S5) < op(S3), entonces ( por la propiedad de ordinales
(OR15) )concluimos:

0pr(ST) = opr(S7) @ opr(S3) < 0r(S2) ®op(S3) = 0p(S)

iv) Si S es el secuente inferior de un corte, digamos J : E&gf-l. y opr(S%) < op(S2),0pr(S3) <
op(S3) entonces ( usando la propiedad de ordinales ORZ repetidamente, ORI5 y el hecho

de que Apr (S55) = hp(S2) ) concluimos que
0pr (57) = Whpe (55)-hp(5) (0P (5F) @ 0pr (53)) < Whp(s2)—-hp(5)(0P(S2) & 0p(S3)) = 0p(S)

Con esto hemos demostrado que todas las reglas de inferencia preservan la desigualdad, asi que
Itado deseado o(P") < o(P).o

tomando a S como el e final, ob os el r

2.6 El Lema Fundamental

En esta seccién se expone un resultado llamado Lema Fundamental y constituye la parte medu-

lar de todo el trabajo. La prueba de consistencia vendrd a ser un corolario de este resultado

que demostraremos detalladamente.
Pero antes de pasar al lema fundamental, demostraremos un par de resultados auxiliares.
PROPOSICION. Si P es una derivacién de —», entonces todas las inferencias logicas de

P son implicitas.
Dem: El resultado es una consecuencia inmediata de las definiciones, pues de otra manera

todo haz al que pertenezca la fdrmula principal de una inferencia explicita terminard con una
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férmula final, 10 cual es absurdo, ya que no hay férmulas finales.n

Una consecuencia importante de este resultado es el hecho de que la definicién de segmento
final de una derivacién del secuente vacio puede ser enunciada como sigue:

Segmento Final de una Derivacién de —: El segmento final de una derivacién del se-
cuente vacio consiste de todos a 11

es que se n al recorrer cada rama desde
el secuente final hasta llegar a una inferencia logica. En tal caso el secuente superior de esta
inferencia ya no pertenece al segmento final, pero el secuente inferior ¥ todos lo secuentes bajo
el si. Dicha inferencia pertenece a la frontera.

Un resultado crucial para el lema fundamental es el hecho de que bajo ciertas hipdtesis el

segmento final de cualquier derivacién del secuente vacio contiene un corte adecuado. Aqui
probaremos un resultado mas fuerte.

LEMA AUXILIAR. Sea P una AP-derivacién que satisface las siguientes condiciones:
i) P # segfin(P)
ii) segfin{ P) no contiene ninguna inferencia logica, induccién o dilucién.

iii) Si un axioma pertenece a segfin(P), entonces en €l no figura ningnin simbolo l6gica.
En tal caso el segmento-final de P contiene un corte adecuado3.

segfin(P).

Dem: Por induccién fuerte sobre el nimero de cortes imprescindibles que figuren en

Para esto necesitamos probar primero que hay al menos un corte imprescindible en segfin(P).
Por i) tenemos que en P hay inferencias l6gicas implicitas, lo cual nos implica que debe
haber al menos un corte en segfin(P) ( de otra manera habria un ndmero infinito de infe-
rencias 16gicas implicitas en la derivacién, lo cual es imposible), si tal corte no era ya
imprescindible, se puede substituir por uno que si lo sea ( de lo cual puede cerciorarse el
lector, por ejemplo, usando el hecho de que si A es derivable también lo es A A A).

Sea I un corte imprescindible minimal en segfin(P), i.e., un corte debajo del cual ya no

figura ningin corte imprescindible. Si I es un corte adecuado, nada queda por hacer, si no,

3Notese que en este resultado no se asume que el secuente final sea —
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P es de la sigui 1

P ol
D, 11— A

T—A4,D
LIl —= AA

s
donde S es el secuente final de P. Como I no es un corte adecuado. una de sus 2 férmulas
de corte no es descendiente de una férmula principal de una inferencia frontera. Sin perdida de
generalidad digamos que tal férmula es la de )a izquierda, i.e.,la D en " — A, D. A continuacién
probaremos tres cosas:

a) En P, figura una inferencia frontera de P.

Por red al ab d

que ninguna inferencia frontera de P figura en Pj.
En tal caso la D en I' — A, D es, necesariamente, descendiente de alguna D que figura

en algin axioma que pertenezca a segfin(P). Es mads, tal D solamente puede provenir del

axioma D — D, puesto que de otra manera la D habria aparecido de una de las siguientes
formas:
-D,T = & r — A

Toa,b WEGD) v=xp

(DIL-D)

donde tales inferencias pertenecen a segfin(P). pues en P; no figuran inferencias frontera,
mas tales casos no son posibles debido a la propiedad ii).

Como D desciende del secuente inicial D — D, el cual pertenece a segfin(P), tenemos, por
la propiedad iii}, que D es una férmula atémica, lo cual es una éontradiccién, pues D es la
férmula de corte en I e I seria en tal caso un corte prescindible.

Por lo tanto, en P, figura una inferencia frontera de P.g

b) Si una inferencia J que figura en P, es una inferencia frontera de P, entonces J es

también una inferencia frontera de P,.

Sea J una inferencia frontera de P que figure en P, i.e. ¢l secuente inferior de J pertenece

al segmento final de P, pero su secuente ( 0 secuentes ) superior ya no. En tal caso tenemos
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que:

I) El secuente inferior de J pertenece a segfin(Py).

Como J es una inferencia frontera de P, entonces, en P, J es una inferencia légica
implicita. Basta ver que no hay una inferencia logica implicita (segin P;) bajo el secuente
inferior de J, pero esto resulta inmediato ya que como J pertenece a segfin(P), entonces
toda inferencia de P, bajo J se queda en segfin(P) y ( por ii} )} bajo J no hay inferencias

ldgicas. En particular, no hay inferencias logicas implicitas. Por lo tanto el secuente inferior
de J pertenece a segfin(Py).

1I) El secuente superior de J ya no pertenece a seghin().

Basta ver que J, siendo una inferencia implicita en P, lo sigue siendo en P, pues de esta
forma J sera una inferencia implicita que, por supuesto. esta bajo su secuente superior.
Lo anterior es cierto en virtud de que todo haz de P, que contenga al secuente superior de
J, debe terminar en un corte, pues de lo contrario terminaria en el secuente final de P que

es I' — A, D, lo que no es posible y’a que en tal caso D seria descendiente de la férmula
principal de J, contradiciendo nuestra hipétesis.

De I y 11 concluimos que J es una inferencia frontera de P;.n

c) segfin(#) # P y el segmento final de P) es la intersecciéon de P; y ¢l segmento final de
P, ie., segfin(P) = P; N segfin(P).

Que P; no es igual a su propio segmento final es claro porque a) y b) implican que en P,
hay una inferencia légica implicita.

Veamos que segfin(P) = Pi M segfin(P)

2) Basta ver que la contencion es valida para las inferencias frontera (; Por qué ?)}. Sea J
una inferencia frontera de P que figura en P,. Por b), J es una inferencia frontera de P
que pertenece, por tanto, a segfin(P,).

) Tomemos un secuente § en segfin(P;). En este caso no hay una inferencia 1égica implicita,
segun P, bajo 5. Supongamos que S ¢ segfin(P), esto es, bajo S hay una inferencia logica
implicita segin P. Como sabemos, tal inferencia tiene que estar arriba de I y sus haces
asociados no pueden terminar en I ( por la hipdtesis principal ) asi que tal inferencia
tendria que ser también implicita segyin P, lo cual es una contradicciéon.o

Como P, tiene menos cortes que P, la hipétesis de induccién nos dice que en segfin(P)
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figura un corte adecuado, asi que por c) concluimos que hay un corte adecuado en segfin(P).q

Ahora estamos listos para demostrar el lema fund al. Sud acién se hara en varios

pasos y es completamente constructiva. Se trata en el fondo de un algoritmo que nos permite,

a partir de una derivacién del secuente vacio, obtener atra con ordinal menor.

LEMA FUNDAMENTAL. Sea P una derivacién de —, entonces existe otra derivacién
P’ de — tal que o(P’) < o(P).

Dem: Suponemos que P es una derivacién regutar de — , ( si no lo es sabemos que la pode-
mos transformar en una derivacién regular, conforme a una proposicién anterior, ( ver seccién
1.6 ) ). Lo que haremos sera describir una reduccién de P para obtener P’. Esta reduccion

consiste de varios pasos, los cuales se aplican un numero finito de vece;

. Ademads en cada paso
que describamos supondremos que el procedimiento anterior ¥a ha sido aplicado el mimero de
veces que sea posible. En cada paso, el ordinal de la derivacion obtenida no crece y al menos

en un paso, dicho ordinal decrece.

Primer Paso de Red ién: Supo os que en el segmento final de  hay presencias

libres de una variable, digamos r, que no figura como variable propia. En tal caso usemos
i .

el pr o de r lazo, su yendo cualquier presencia de x por 0. De esta manera

obtenemos una derivacién de — con el mismo ordinal.
El paso 1 se repite hasta asegurar que las vinicas variables que tiguran libres en P sean las

que funcionan como variables propias.

Segundo Paso de Red i Supa que segfin(P) contiene una induccién. En

tal caso P es de la siguiente forma:

; F(x), T & A, F(sx)

F(0), = A, F(t)

-
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donde I es una ind 31 inimal. D

os con 5§ y Sp a los secuentes superior e inferior
de I respectivamente y con Fo{(z) a la subprueba de P qQue finaliza con S. Sean I = hp(S),
k = hp(So) y op(S) = u. En tal caso, 0p(Sp) = wi—k+1(x1 + 1) donde u, es el primer exponente
en la FNC de u.

Por el primer paso tenemos que ninguna variable libre figura en P bajo I, asi que el término t es
cerrado. Usando el lema 1 tenemos que hay un numero natural m tal que — t = rh es derivable
sin usar cortes imprescindibles o induccién. Por lo tanto ( lema 4 ), hay una derivacién, digamos
Q, del secuente F(m) — F(t) que no utiliza cortes imprescindibles ni induccién. Sea Po(7) la

prueba que se obtiene a partir de Fy{z) mediante el lema del reemplaza.

Consideremos la
siguiente prueba P’:

Po(D)

F(0),T — A, F(s0) F(s0),T — A, F(2)
F(0),T — A, F(2)

Po(2)
F(0),T = A,F(2) F(3),T — A, F@3)
F(0),T — A, F(3)
Q
F(0),T — A, F() F(m), T — A, F(t)

F(0),T = A, F(t)

—
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denotemos con S; al secuente F(0),T — A, F(k) para 0 < & < m. En este caso todos los
Sk tienen la misma altura que S, i.e. Ap(Sy) = hp(S) =1, 0 < k £ m, pues las férmulas
F (k) tienen todas el mismo grado que F(0) , no hay induccién y en las férmulas de corte solo
aparecen ellas mismas, de 1o cual podemos concluir que:

op (F(R),T — A, F(sk)) =, p. t. 0S h<m

ademadas, como Q no contiene cortes imprescindibles ni induccidn, op/ (F(), T — A, F(t)) es un
numero natural, digamos ¢, ya que la inica manera de que el ordinal pase de finito a infinito
es con un corte imprescindible ( el grado de un corte prescindible es cero) o con induccién.
Calculemos ahora el ordinal de Sk,0p/(51) = p,0p(S2) = W {p @B p) = w(p@p) = &S
1.0p(S3) = p® u & ..., 0p(Sx) = ‘u @ k. Por lo tanto,

op(So) = wi—x({(n®@m) @ q)

y de g < w se sigue que (OR15 ) (L@M)@ g < (u® M) ®w. Ademis, (LB M) B w < wh+!

por OR10, asf que , do OR2Z, 1 lo sig

op (S0) = wi-x((# @ M) @ q) < wi—k+1 (1 + 1) = 0p(So)

De lo anterior se sigue, por PM D, que o(P') < o(P). Por lo tanto, si segfin(P) contiene una

1 P

1, aqui i el procedimi En adel

supo que no hay inducciones en
el segmento final de P y pasamos al tercer pasb.

Tercer Paso de Reduccién: Supongamos que en segfin(P) figura un axioma légico de la
forma D — D. Como el secuente final es vacio, ambas D deben desaparecer mediante cortes o
para ser mas precisos, descendientes de ambas D deben desaparecer por cortes.

Supongamos, sin perdida de generalidad que se elimina primero un descendiente de la D en el

‘Aquf u@ kdenota a u® ... O u

& veces u
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antecedente, asi que P es de la siguiente forma:

D—D

r—=4,D D,I1— A
TII—A4A,A

—

donde en A figura un descendiente de la D del consecuente de D — D ; reducimos a P a la

siguiente derivacién P’, utilizando DIL e INT tantas veces como sea necesario:

L—Aa,D
——— (DILe INT)
LLI—-A4,A

denotemos con S al secuente I',II — A, A. Obsérvese que bajo S debe figurar otro corte para

al d o e de D que figura en A, lo que implica que Ap(l’ — A, D) = hp(I" —

A, D), por lo tanto:
op/(S) = op(T = A, D) < whpr—a,p)-ap(5){0P(C = A, D) @ op(D, 01 — A)) = op(S)

Asi que por PMD concluimos que o(P’) < o(F). Por lo que de ahora en adelante suponemos

que en segfin(/) no figuran axiomas légicos de la forma D — D.

Cuarto Paso de Red ién: Sup mos que en segfin(P) hay una aplicacién de dilucién
y denotemos por I a una dilucién minimal dentro de segfin(#). Como el secuente final es vacio,

debe existir un corte J bajo I tal que su férmula de corte sea descendiente de la férmula
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principal de I, es decir, P es de la siguiente forma: :

vamos a analizar dos casos:

i) Supongamos que en el segmento de P que va desde I hasta J no hay aplicaciones de la regla

de contraccién. En tal caso transformamos a P en la siguiente derivacidn P’ :

I - =

n—-=
—_— = (DIL e INT)

en realidad, lo que hemos hecho ha sido podar la rama que contenia a la D, de modo que en
P’ no hay descendientes de D. Nétese que esto no lleva a ninguin problema, pues si bien se
introdujo la D mediante una dilucién, al final se elimino x;ledia.nte un corte. Analicemos ahora
lo que sucede con los ordinales.

Sean ! = hp(l,T1 = A, ) ¥y k = hp(D,IT —
hp (D, II = A Z) =1

Es clatroque [ < k y que hp/(T1 — =) =

Sea S un secuente que figura en P arriba de D,TI —

.y sea S' el e ondiente a
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S en P’ y sean k) = hp(S), k2 = hp (S'), entonces:
op(S') < wi,—x,(0P(S))

Omitimos la prueba, que es por induccién sobre el nimero de inferencias hasta D,IT — =

Sean uy = op(l = A, D), p2 = op(D,TI — =), v = op(T, N1 = A E), puh = op(ll — =) y

v = op ([, TI —+ A, E)5. Utilizando el resultado anterior tenemos que:
B2 < wr—i(p2)
ademas:
Si p2 < p2 © py entonces ( por OR2 ) wi—{12) < wi—1(p2 @ ) = v

de donde concluimos que

V=uh v

es decir, op ([, 11 — A, =) < op([,II — A, E) por lo que, ( do PMD ) lui que
o(P') < o(P).
ii) Si no se da el caso i), sea I la contraccién aplicada a D que se encuentre mais arriba entre

I y J, esto es, P es de la siguiente forma:

3Notese que uy = b’
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Lo que hemos hecho para obtener P’ es lo mismo que en el caso anterior: eliminar la rama gue
contiene a la D de la inferencia I. En tal caso, al llegar a las contr:

su superior
se vuelve idéntico al inferior, asi que se borra la inferencia y se conserva el secuente superior,

quedando intacta la prueba. Es claro que en este caso o P')

= o(P). Por lo tanto de ahora en
adelante suponemos que en el segmento final de P no figura ninguna dilucidn.

OBSERVACION: De los 4 pasos de reduccién anteriores, podemos concluir que
segfin(P) # P

Porque de lo co: io dri;

lo

i) En P no figuran inferencias 16gicas y por lo tanto no hay presencias libres de variables,
pues P es regular.

ii) En P todos los cortes son prescindibles, porque las Gnicas maneras en las que puede
aparecer una férmula con simbolos 16gicos es mediante inferencias 16gicas o mediante

axiomas del tipo D - D, con D una férmula con simbolos légicos.

54




iii) Por lo tanto i) y ii) implican que P es una derivacién simple.
con base en la PDS concluimos que el secuente final de P no puede ser vacio, lo cual es un
absurdo. Por lo tanto segfin(P) % P.

Hasta este hemos tra. do nuestra derivacidn original en una derivacién con las
siguientes propiedades:
i) segfin(P) # P
it) En segfin(£) no figuran inferencias légicas, pues éstas tendrian que ser explicitas.
iii) En segfin(P) no figuran inducciones ni diluciones, por los pasos de reduccién 2 y 4.
iv) En segfin(P) no figura ningin axioma con un simbolo légico, por el tercer paso de
reduccién.
De manera que por el lema auxiliar concluimos que en segfin{P) figura un corte adecuado con

lo cual procedemos a nuestro quinto paso de reduccidn, el cual es el mas importante de todos.

Quinto Paso de Reduccién ( Reduccién Esencial ): Sea 7 un corte adecuado

minimal en segfin(P). Analizaremos varios casos.

¢
i
H
t
4
t

1) La férmula de corte de I es de la forma A A B, digamos que P es:

"—-e.4 I'>e,B AT = A
ho: T > ©,AADB e s ey

AAB, 1S5 A

(O]

donde I = hAp(T ~—+ ©,AAB) = hp(ANB,I1 =&+ A), kK = hp(A — Z) y A — = denota al

secuente bajo J que tiene menor altura que la de los secuentes superiores de I y que estd mas
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arriba en la prueba ( i.e. entre J y A — = todos los secuentes tienen altura [ ). De lo anterior
se sigue que A —+ = es el secuente inferior de un corte, pues no hay aplicaciones de TN D bajo
I.

Sean u =o(l' - ©,AAB), v=0(AABI 2 A), A=

= o(A -+ =) como se ve en el esquema.
Consideremos las siguientes derivaciones:

Py

V¥ — @A

oA e INT)
’ '
TV A6 (DIL — D)
' = A,©,4AAB
rs4,0,4AB AABTITIS A
Jyz (€3]
I A,0.A
Ao =4 (INT) (m)
Py
ATV — A’
I, A — A
' ’
o', A— A (DIL - 1)
AAB,TII'A— A
r4oe,AnB AABILASA
Jp s )

r'aA—0,A

©Tal secuente bien podria ser — 6 I',IT — ©, A y existe por propiedades de la altura
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aA,AaB=E
A QA==

(INT) (m)

nétese que P, y P se obtienen a partir de la subprueba de P que termina en A — =, agregando
en toda la prueba la férmula .4 y eliminando en cada caso la inferencia légica I; o Ja.

Definimos la derivacién P’ como sigue:

:_u

o
S

Donde m = hp (A — A,E) = hpi(A, A —

Il =hp(D - A,0,AAB) = hp(AA B, —
A), Kk = hp(A — =). Un hecho que le debe quedar claro al lector es que la aitura de I" —
A,©,AA B en P es la misma que la altura de I" — ©, A A B en P, que es l. puesto que todas
las férmulas de corte que figuran en P bajo J, figuran en P’ bajo J, y todas las férmulas de
corte bajo J; en P, ( excepto A ) figuran en P bajo I, y grd(A) < grd(4 A B) < I. Tenemos
un resultado andlogo para el secuente A A B, I, A — A,
Veamos ahora que relacién hay entre &k, m y {. Para lo cual analizaremos dos casos:
a) k < grd(A). En tal caso es inmediato que m = hp (A — A, =) = grd(A) conforme a las
definiciones.

b) k¥ > grd(A4). Podemos concluir, bién de manera inmediata que m = k.

En cualquier caso tenemos que & < m < {,
Sean wu, v, p1, U1, 42, 2, Ag, 1. Az como aparecen en las derivaciones anteriores. En tal caso:

i) g1 < u. Esto es claro porque en P el secuente IV — 6/, A A B se obtuvo mediante una
inferencia DISY-D y en P’ el secuente correspondiente IV — A4, ©’, AA B se obtuvo por dilucién,

explicitamente:
op (I = A,0,AAB) =op (" = A4,0") =op(l' = A,0") <op(l’ = &,4NB)
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Asf que por la PMD concluimos que ) < .
ii) ¢4 = +. Esto es obvio, por la construccién de Py.
iii} p2 = p. Igual que ii).
iv) m» < ». Andlogo a i).
Ahora, sea
s (k1)
(k2)

una inferencia cualquiera’ que figure entre J; y A — A, =, y sea

5 S»
J e
K3
la inferencia en P correspondiente a J’ entre I y & — =. Ademads sean

a} =op(S]) ab =op(S:) a' =op(S)
o = op(S1) a2 =op(S2) a=op(S)
ki = hpi(S)) ki = hp(S) ko= hp(S")

De lo anterior se sigue Que a' = wi,—k; (0} ® ab) y @ = wi_x(e1 S az), cuando §' es A — 4,=
¥ a = a; © az en otro caso, pues J' es necesariamente un corte, en virtud de que estid en el
segmento final de P y el secuente inferior de J tiene la misma altura que sus secuentes superiores

( por la propiedad del secuente A — = }, asi que:
@ = wnp(s)—hp (0 @ az) =wo(n G o) =1 Saa
es mids, la siguiente desigualdad es valida, siempre y cuando S’ nosea A — 4,Z:
o < wi_ix,(e)

la demostracién de este hecho es aniloga a la demostracién de la ﬁropiedad de Monotonia y

nos limitaremos al caso en que J' = Ji:

7Cuidado!. no diciendo que entre J; y A — 4, Z solamente haya inferencias de este tipo, sino que
estamos counsiderando sélo a estas.

58



En tal caso tenemos que: o' = wi_i, (41 ® 1) y a = wi_1(u © ) = u & v. Por lo tanto: como

#1 < u entonces, por OR15, ) ® vy < u @ 1y = 4 & v lo cual implica, por OR2, que

a' = wimiy (B © 1) < wiak, (B 1) = wi_g,(a)

dicho resultado nos indica que:

¥y Az < wieml(K)

A < wiem(

donde « es la suma natural de los ordinales de los secuentes superiores del corte cuyo secuente

inferior es A — A4,Z 6 A, A — =. Por ORY7 esto implica que A; & A2 < wi_m(x) asi que:
Ao = Wmek (A & Az) < Wook(wiom(x)) = wik(x) = A
por ultimo, la Propiedad de monotonia nos permite concluir que:
o P’y < o(P)

II) La férmaula de corte es de la forma Vx F(z), de modo que P es de la siguiente forma:

" — ©', F(a) F(s), I - A’

RO T =y ) T2z VzF(=), I = A’

T — ©,VzF(zx) vz F(z),I1 — A

I:
rao—6,A

donde el secuente A — = tiene la misma propiedad que en el caso I). La derivacidn P’ se define
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en términos de las siguientes derivaciones P, y P, :
Pyo:
¥ — ©, F(s)
T — F(s),©
I’ — F(s).©
' — A,0 VaF(x)

INT)

(DIL — D)

5. D[ F().©VaF(z) VrF(z) OoA
L
LTI — F(s),0,A

A — F(s8), 2

A= E, F(s) (INT)

aqui se obtuvo una derivacién de IV — &', F(s) a partir de una prueba de I — &', F(a)
mediante el lema del reemplaza.
P
F(s), II' = A’
1T, F(s) — A’
I, F(s) — A’
vz F(zx),Il', F(s) — A’

(DIL—T)

T — ©,VxF(z) Ve F(z),Il, F(s) = A
C,T, F(s) = ©,A

J2:

A, F(s) = =
F(), o —

INT)
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finalmente construimos P’ :

Py P2

A — Z,F(s) F(s), A —
LA =2

A=

1l

Ul

—r

¥ en este caso el argumento para los ordinales es completamente anilogo, concluyéndose lo
siguiente:

o(P’) < o(P)

III) La férmula de corte es de la forma —A4, de modo que P es de la siguiente forma:

AT @ I —A,A

hiyw oA SRR s e
r—oe,- —~A = A

donde A — = es como en I). De manera aniloga a los casos anteriores, construimos las pruebas
P; y P2 de la siguiente manera:
Pz
AT — &

Aroo,-APIL-D)
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Jy:
AT I~ ©,A
N ..
AN ==
Py
4 g
I’ — A'A (DIL—1)
-A4,II' - A, A
> 6,4 -4, 11T — A A
Ja:

OLII—+0,AA

A=A

sélo que en este caso P’ sufre una variacién, que es el intercambiar las derivaciones Py y P de
su lugar original.
P
P2

A—ZA AL ==

AL >
A =

—

Las relaciones entre los ordinales son andlogas al caso I) y su demostracién se deja al lector.

En cualquiera de los 3 casos construimos una derivacién P’ tal que

o(P') < o(P)
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Con lo que damos por concluida la demostracién del lema fundamental.o

2.7 AP es Consistente

Esta seccién es el niicleo de todo el trabajo, pues si bien la prueba de consistencia es un corolario
del lema fundamental, creemos que merece un tratamiento independiente, dada la importancia

del resultado.

TEOREMA. AP es Cousistente.

Dem: Por reduccién al absurdo, supongamos que la aritmética es inconsistente. En tal caso
en AP es derivable el secuente vacio —. Con base en lo anterior construiremos una sucesién
de ordinales gg-dominada que no serd finita, contradiciendo as{ el hecho de que £o es accesible.
Nuestra construccién se hace por recursién para naturales. Sea P una derivacién cualquiera de

—. Definimos la sucesién de derivaciones (£,) como:

Py

P
Poyy = P,

donde P}, es la derivacién de — obtenida a partir de P, mediante el lema fundamental. Entonces

la sucesién (un) definida como:

#1 = o(F)

#Hnrr = o(FPn.1)

es estri decreci e lo cual es una contradiceidn, ya que (un) es eo-dominada

¥ €0 es accesible. Por lo tanto, no puede existir una derivacién de —, i.e., AP es consistente.o

OBSERVACION: Con frecuencia se dice que la consistencia de AP se demnuestra mediante
una induccién transfinita sobre los ordinales de las derivaciones, como si cstuviéramos usando

un principio general de ind i i para d rar la consistencia de la induccién

finita.

Sin embargo esto es incorrecto. Lo que realmente sucede es que la prueba de consistencia que
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acabamos de desarrollar utiliza la nocién de accesibilidad del ordinal €g tal como esta explicada

en la seccién 2.2. Ademds de esto, solamente se utilizaron estrict, te finitistas,

5

En cuanto a la induccién tr: lo sigui El principio de induccién transfinita

para el buen orden — se puede expresar con el siguiente esquema:

IT (=, F(x)) : Vz[Vyly < = = F(y)) = F(x)] — Yo F(x)

Donde F(z) denota a una férmula cualquiera del sistema considerado. Ahora bien, si consid-

eramos a los ordinales menores que £g junto con su orden usual <, ( ORD. < ) tenemos que

la prueba de consistencia de AP se puede formalizar en el si de la ari Sti recursiva
primitiva junto con el axioma IT( <, F(z) ).
Lo que haremos en el iiltimo capitulo es mostrar que la induccion transtinita hasta €9 no puede

ser formalizada en AP,

2.7.1 Otras Pruebas de Consistencia

Cabe sefalar que la prueba que acabamos de presentar, aunque esta basada en la primera
prueba de consistencia de la aritmética que se conoce ({Genl]), no es la inica, a continuacién
mencionaremos otras pruebas en orden cronoldgico.

1940 Ackermann W. Zur widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie. Mathematische Annalen Vol.
117. Una exposicién de esta prueba se encuentra en: Wang Hao. A Survey of Mathematical

Logic. North Holland 1964.

1951 Lorenzen P. Algebraische und logisti untersuch iiber freien Verhinde. Journal
of Symbolic Logic Vol. 16.
1951 Schiitte K. B isthec ische Erf: g der unendlichen Induktion in der Zahlentheorie.

Mathematische Annalen Vol. 122. Una prueba mas elemental que la de este trabajo y que esta
basada en la prueba de Schiitte se puede encontrar en el apéndice de la primera edicién del
libro de Mendelson [Men], desgraciadamente dicha prueba no aparece en ediciones posteriores.
1958 Gédel K. Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten Standpunktes. Hay
traduccioén al ingles en: Collected Works of Kurt Godel Vol. 11, editado por Solomon Feferman,
Oxford University Press, 1990.
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1959 Hlodovskii. A New Proof of the Consistency of Arithmetic. Usp. Mat. Nauk. Vol.

14
No. 6, (En Ruso).

1960 Schiitte. Beweistheorie. Hay traduccién al ingles en [Sch]. Esta segunda prueba de Schiitte
utiliza los métodos de Gédel, hay un trabajo reciente basado en estas pruebas en [Ru}.

1967 Shoenfield J. Mathematical Logic. Addison Wesley. Esta prueba también esta basada en
la prueba de Gdédel.

2.8 Algunos Ejercicios Interesantes

En esta seccién enunciaremos 4 ejercicios de interés, los cuales no son sencillos pero se basan
en lo que se ha hecho en este capitulo.

1) Es posible ex der el pr di

o de red 16

del lema fundamental de la siguiente
manera:

Deci que un e S 1

la propiedad P syss:

i) Todas las férmulas de S son cerradas.

ii) Cada férmula en el consecuente de S esta libre de cuantificadores o es de la forma
Sy1...3umAR(Y14 --+» ¥ym) donde R esta libre de cuantificadores.

iii) Cada fé6rmula en el antecedente de S esta libre de cuantificadores o es de la forma

Yy1..VYm R(y1, .--, ym) donde R esta libre de cuantificadores.

Muestre que si un secuente que cumple P es derivable en AP entonces es derivable sin cortes
imprescindibles ni i

{Sugerencia: Se puede suponer que en el segmento final de la
derivacién de tal secuente no figura ninguna variable libre que no sea usada como eigenvariable.)

2) La Aritmética Intuicionista se puede formalizar como el subsistema de AP que consiste
de todos los cuyo

tiene a lo ma&s una férmula, la cual tiene cuantifi-
cadores. Este sistema se llama AH (en honor de Arend Heyting).

E)l método de reduccién del lema fundamental de AP funciona también para AH con la siguiente

modificacién: En una reduccién esencial, si la férmula de corte en un corte adecuado contiene

un cuantificador entonces la inferencia DIL-D no se introduce.

Defina de manera precisa el método de reduccién para AH, probando asi de manera directa la
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consistencia de AH y no como un subsistema de AP.

3) .Considérese la siguiente propiedad (*) de férmulas: Decimos que una férmula A cumple
(*) syss cualquier conectivo V o 3 que figure en A esta en el alcance de un conectivo - © en el

alcance izquierdo de un conectivo = .

Muestre que si cada férmula de I' cumple (*) y las férmulas de I', A, B y 3z F(x) son cerradas,
entonces en AH :

)T 2>2AVBsyss' > Aol = B
ii) T — 3z F(z) syss I’ — F(s) para algin término cerrado s.

Sugerencia: (B. Scarpellini) Induccién Transfinita sobre o), donde P es una derivacién de
T - AvVvBodel = 3zF(x)r

pecti e, siguiendo el étodo de reduccion para AP. Es
ma4s fdcil si se analizan primero las inferencias en segfin(P).

4) Considérese el bsi de la

tica obtenido al restringir las féormulas de induccién
a aquellas que tienen a lo mas & cuantificadores, dicho sistema se denota AF;. Pruebe que la
consistencia de APy puede derivarse mediante induccidn transfinita hasta wg. .

Para un esbozo de la prueba ver [Tak].
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Capitulo 3

LA WO DEMOSTRABILIDAD DE
IT(EQ)

En este capitulo probaremos la no demostrabilidad de la induccién transfinita hasta ¢l ordinal
€o, cosa que podemos hacer de dos maneras. La primera y mas simple es apelando al segundo
teorema de incompletud de G&del. No obstante, dado que dicho teorema no ha sido estudiado
con detalle, preferimos probar la no demostrabilidad basindonos nuevamente en un articulo de
Gerhard Gentzen de 1943 ( [Gen3] ).

Como veremos, nuestro resultado es 6ptimo, es decir, realmente tenemos que llegar al ordinal

g0 para d

ar la

de AP, pues el principio de induccién hasta cualquier ordinal
estrictamente menor que £o si es demostrable en AP. Formalicemos un poco estas ideas:

Con IT(u) abreviamos a la familia de secuentes de la forma:
vzivyly < =z = A(y)] = AF)] - Vzlz £ u = A@D)]
para cualquier férmula A de AP. Es claro que estas férmulas estin formalizando el principio de

induccién transfinita hasta el ordinal u!.

Lo que vamos a hacer en este capitulo son dos cosas:

‘Aunque parece mas i 1a Induccisn Tr.

hasta i con el secuente
Vzlr € p = (Vyly < r = A(p)] = A(z))) = Vz{zr S pu = AZ))

ambos secuentes, este y cl que ili son

q
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i) Prot que la ind 16 ita hasta cualquier ordinal menor que £g es derivable,
para lo cual basta ver que IT(w,) es derivable ( abusando de la manera de hablar), para
cualquier n € N. y

ii) Probaremos que JT'{scg) no es derivable, i.e., que la induccién transfinita hasta €9 no es
demostrable en AP.

Empezamos con la prueba mas sencilla, que es la prueba indirecta.

3.1 Prueba Indirecta

La imposibilidad de d ar el principio de ind ion transfinita hasta el ordinal ¢ con

de la ari ica se deriva indir mente de los sigui es dos hechos:

I) El Segundo Teorema de lnx:om‘pletud de Gédel: Si la Aritiética es consistente, entonces
es imposible derivar en ella la férmula que "asevera” su consistencia. Esto es, la consistencia
de AP no puede ser probada con recursos formalizables en AP.

II) La consistencia de AP se puede probar en un sistema en donde también es posible probar
la induccién transfinita hasta o (cfr. Gltima observacién de!l capitulo 2).

Dado que hemos probado que la aritmética es realmente consistente, el Segundo Teorema de
Gé«.jlel realmente se puede enunciar { con base en la aceptacion de tal prueba )} de la siguiente
forma: La Aritmsética es incapaz de probar su propia consistencia.

De lo anterior se sigue que el principio de induccién hasta g¢ es indemostrable en AP.

3.2 Extension de la Aritmética

Lo primero que necesitaremos para nuestra prueba directa de no demostrabilidad es extender
nuestro sistema AP de la siguiente forma. Sea £ una nueva letra predicativa de aridad uno y sea
£4p(€) el lenguaje obtenido a partir del lenguaje de la aritmética £.4p admitiendo £(¢) como
férmula atémica para cualquier término t. Con AP(€) denotamos a la extensién del sistema

formal AP ob id P do como iniciales a los de la forma:

s =1t,&(s) > &(1)
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para cualesquiera términos s y ¢, y permitiendo la apli i6n de la regla de induccién a todas

las férmulas de AP(£). Ademas nuestro universo de discurso contara entre sus "habitantes” a

todos los ordinales menores que gy. Debe quedar claro que todos nuestros conceptos gramati-
cales, como el ser férmula, secuente, axioma, ete..., quedan sin cambio alguno. A una derivacién
segin AP le lamaremos derivacién ordinaria en AP({) para distinguirla de lo que llamaremos

una derivacién por induccién transfinita, concepto que utilizaremos frecuentemente y que ex-
plicaremos en la siguiente seccién.

Aceptaremos como axiomas a los secuentes de la forma

A, A= B> B

para evitar escribir toda su derivacidon en nuestro desarrollo, a los secuentes

donde s, t son términos cerrados, segun sea el caso, de acuerdo a la demostracién del lema 2 del
capitulo 2. Por ultimo, a cualquier teorema aritmético elemental , como por ejemplo

“+f8<a+l=F<fa

© lo que es lo mismo

B<a+l=B8<a

puesto que el derivar este tipo de teoremas no debe presentar ninguna dificultad, la justificacién
para este tipo de secuentes se denotara (T A).
Tenemos también las siguientes reglas de inferencia derivadas. cuya prueba de validez es un
excelente ejercicio.

l_)I‘—rA==>B,A T = A,V F(x)

T.A> B.A DS A Fa)

Estas reglas se justificaran con la notacién (RDI) y {RDU) respectivamente. En la regla it), a
debe ser substituible por .
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3.3 IT-Derivaciones

Para poder precisar el concepto de derivacién por ind

tran ita o IT-Derivacién, for-

mularemos primero un esquema para dicho tipo de ind Modifi

mos para ello nuestra
regla de induccidn, puesto que ahora estamos considerando a todos los ordinales, de la siguiente
manera?:

a<w,F(a),l = A, F(sa)
T<w, PO, T = &, Foy VD)

El esquema de inferencia llamado regla de induccién transfinita, es similar al esquema de in-
duccién:
a > 0.Vz[z < a = F(z)l.T —+ A, F(a)
F(0)}, T — A, F(1) (INDT)

donde a debe ir las

restri que en la regla TN D. (cfr. seccién 2.1) y t debe
ser un término cerrado.

Este esquema esta formalizando el principio de induccién transfinita hasta el ordinal represen-
tado por el termino t. El lector debe cerciorarse de que la validez de esta inferencia es equivalente
a la derivabilidad de IT(¢). En este caso una prueba que utiliza el principio de induccién trans-
finita sera formalizada con una derivacién en la que aparecerd alguna aplicacién de la regla
INDT.

Dicho esquema no seri utilizado en nuestro desarrollo, su iinico propésito es el de aclarar la
siguiente

DEFINICION. Una IT-Derivacién hasta ¢ es una derivacién con las siguientes propiedades:
i) La letra predicativa £ figura en la derivacién.
ii) El secuente final de la derivacidn es de la forma £(0) — £(#).

iii)} Los siguientes secuentes son admitidos como iniciales:

t > 0,Vxlz < t = £(x)] = £(2)

y se llaman IT-Secuentes Superiores ( ITSS ). La férmula £(t) es la f6rmula principal del
secuente.

Recuerdess que w = N
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Aclaremos por qué una IT-Derivacién realmente formaliza lo que entendemos por una prueba
de la validez del principio de ind ién transfi

ita.

Una prueba informal que se sirve del principio de induccién transfinita hasta ¢, se formalizaria
en una derivacién en la cual figuraria una aplicacién de la regla JNDT. Supongamos pues que
tenemos una tal derivacién y que tenemos una IT-Derivacién hasta ¢t. En tal caso podriamos
eliminar la aplicacién de IN DT de la siguiente manera:

Se hace un injerto en el arbol de derivacién, eliminando la aplicacién de I N DT y substituyéndola
con la IT-Derivacién que ya teniamos, de manera que resuite una derivacion correcta.

A continuacién explicamos de que manera se tiene que hacer una substitucién de tal tipo. Que
las derivaciones permanecen correctas es una tarea que se le deja al lector. Todas las expresiones
de la forma £(v) donde v es cualquier término se substituyen por F'(v), asi mismo, las sucesiones
de formulas ' y A se agregan mediante diluciones a los IT-Secuentes superiores, y seran llevadas
por toda la derivacién hasta que aparezcan en el secuente final de la JT-Derivacién que serd de
la forma F(0),T — A, F(¢). Obviamente, la parte del drbol debajo de este secuente permanece
exactamente igual. Finaimente, la parte de la derivacién que aparecia arriba del secuente
superior de la aplicacién JN DT se agrega arriba de los JT-Secuentes superiores, substituyendo
respectivamente la variable libre a por el término que aparece en el secuente.

En este momento el lector ya se habrid dado cuenta del papel que estd jugando el simbolo £ :
Nos esta sirviendo como una "variable” para las férmulas de AP.

Ahora lo que vamos a hacer es demostrar que para cualquier n € N hay una IT-Derivacién

hasta el ordinal wp,, lo cual implica que si tuviéramos una inferencia JN DT de la forma:

a > 0,Vz[xr < a = F(x)],[ - A, F(a)
F(0),T — A, F(wn) )

1a podriamos eliminar de la manera antes dicha. En otras palabras, la induccién transfinita

hasta wn seria demostrable. Para ello necesitamos el siguiente
LEMA.. El secuente

t > 0,V < t = Va[€* (1) = £ (i + wF)]] = VYul€"(p) = £ (s + wh)]
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es derivable.
DPem: Dicho secuente se deriva como sigue: llamemos Q a la segunda férmula en el an-
tecedente del secuente anterior y utilicemos la siguiente abreviatura: £*(z) abrevia a la férmula

Vyly < z = £(v)], empezamos con la siguiente derivacién®:

S <t,s <t =Vl () = £ (4 + w*)] — Va8 (1) = £ (u + w)}
s <t Vrlz <t = V{‘lE'(u) = £ (p + w3)]] = Vul[€* (1) = & (n + w*)]
S < t, Q — Yu{€7(p) = £°(p + w?)]
Qs <t E*' (v +wr - a) = {7 +w* -+ w?) (RDU) (RDI)
Q,5 < t,E°(v+w’ - a) = £ (y +w? - a+ w?) ey
Qs <5 (v+wra) (Y +wt - (a+ 1)
Q,s<t,E(v+w-a) > E{yv+w (a+1))
a<w@Q,s <t (r+w- -a) > E(Yy+w - (a+ 1))

(UNIV-I)

(DIL-I)

A este 1iltimo secuente le aplicamos ahora una induccién:

a <w,Q,3 < (Y +w-a) = £°(y 4w (a+ 1))
t <wQ,, 5 <LEN(y +w-0) > £ (Y +wE-ty)
t <w, Q.8 <t E (v +w?0) = (v 4w ty) e
t <w,Q,,5 <2,E(Y) > £ (y+wr-ty)
th <w,Q,,s <t E(7) = £ (v +wt - tr)
t <w, Q8 <L), BEY+w -t — £(F)

{IND)

(RDU) (RDI)

donde en toda esta derivacidn los términos s y #; repr an a ordinales con las sigui
propiedades: $ < ¢, 11 < wy 8 < -+ w*-t;. La prueba de que estos ordinales existen es un
simple ejercicio de aritmética ordinal.

De lo anterior se sigue que los siguientes secuentes son derivables mediante simples diluciones:

t > 0, B8<y+w 5 F<y+w -ty
t > 0, 8<y+w —s<t

t > 0, 8<y+w ot <w

*Con IG a las i i de 1 de i dad
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A partir de estos secuentes y de la derivacién anterior, se obtiene ( mediante tres cortes e

inferencias estructurales ) lo siguiente:

t>0.Q.&(7),8 <y +w — &8)

T50,0.6M 5By +of = &) MPD)
t>0,Q.£°(y) = B < v+ w = £86) ,

t>0,Q,&(7) = Vulu < v+ wt = £()] (UNIV-D)

si ahora cortamos este iitimo secuente junto con el secuente inferior de

= y4+w >0 (TA) y+w >0Vulp < v+ wt = (u)] = (v + wt) (ITSS)
Vulp < v +wt = E(u)] = £y +wh)

obtenemos el secuente t > 0, Q, £°(7) — £(r + &) y, mas aun,

t>0.Q,.&(y) = E(v+w') 79
T>0,0,6° (1,8 =+ — £(8) 7

b mediante RDU, RDI e inferencias

Por otra parte, a partir del i ol
estructurales:

t>0,Q,8%(7), 8 < v+ w' — £(S)
¥ mediante una inferencia DISY-I:

£>0.Q.6(v)S=v+w —EJ) t>0Q8(1).5< v+w — £(4)
t>0,Q.£ () =v+w V &< v+ w — &)

in iato anterior:

Por dltimo tenemos la siguiente derivacién. D os con S al

J€y+w sd=v+wt Vi<y+uwt S
t>0,Q,£°(7),0 £ v +w — £(S)
t>0,Q,8%(7).8 < v+w! — E(5) . .
TS 0,0.8 () = &y wwr) | MPD UNIV-D)
t>0,Q,8 () = £ (y + wh) " v.
TS 6,0 5 valer (4 = &(a < Wt MPD vNIv-)

Este ltimo es preci e el que queriamos derivar.p
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P al resultado principal
PROPOSICION. Para toda n € N, hay una IT-Derivacién hasta el ordinal wn
Dem: Por induccién sobre n.
Base de la Induccién ( n = 0 ): Este caso es trivial, pues una IT-derivacién hasta cero

consta 1 del

£(0) — £(0)
que obviamente es derivable.
Hipdtesis de Induccién: Hay una I'T-Derivacién hasta wpn, llamémosla P,.
Queremos demostrar que existe una JT-derivacién hasta wy,+;. Nuestra prueba es totalmente
constructiva a partir de la hipétesis de induccidén.

Podemos suponer S.P.G. que todas las variables que introducimos en lo que sigue no figuran en

Pn, pues disp de un ny o infinito de variables.

Reemplacemos el sfmbolo £ en toda la derivacion de la siguiente manera: £(r) se reemplazard por
Vul£*(u) = £*(u+w")]. Dejamos como ejercicio al lector el asegurarse que todos las inferencias,
los axiomas 16gicos y de igualdad siguen siendo correctos, al igual que los axiomas mateméaticos.
En cambio, los IT-Secuentes superiores se vuelven secuentes de otro tipo, as{ como el secuente
final. En tales casos la derivacién debe ser arreglada como a continuacién lo describimos.

Los IT-Secuentes superiores se vuelven de la forma
t>0,Vxfzr <t = Vulf"(u) = £ (1 + )] = YU (p) = £ (1 + )]

asi que por el lema anterior son substituidos por su derivacién completa.

Por iltimo analicemos al secuente final, ct cual es ahora de la siguiente forma:
YulET (1) = £ (b + w)] — Vg7 (8) = £ (s + W)
Queremos llegar a demostrar el secuente:

£(0) = &l{wnt1)
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para lo cual haremos un injerto a P,, que construiremos en partes por razones tipograficas y
porque creemos que serd mas clara su comprension de esta manera.

a) Construccidn de una derivacién del secuente £(0) — £°(0).

a<0—=0=a (TA) 0=« £0)— a)
£(0), £ 0 — §(cr)
£(0), o < 0 — £(a)
£0) > a < 0 = £(a) ( IA1P-D)
£0) =5 o < 0= £(a)
£(0) — £°(0)

(UNIV-D)

b) Construccién de una derivacién del secuente £°{a) — £(a + 1).

Sea J, el siguiente corte:

—a+1>0 a+1>0.vVnn<a+1=£(n)]—E&c+1)
Vnln <a+1=§(mM] ~ {la+1)

La siguiente es una derivacién de £*(a) — £(a + 1) :

Bsa=£(8).08<a—E&BH)

£ (a), B < a— £(H)

B<a+1l—G<a (TA) S a)B<a—=E8)

o), B<a+1—=E8)
£ (a). B < a+1— E(H)
Flo) > < o 1= 207 (IMP-D)(UNIV-D) J1
@ —ovnn<a+1=£mn) Viln<ao+1=~Em—E{a+1l)
£ (a) = Lla+1)

(UNIV-I)

¢) Construccién de una derivacién del secuente £*(a) — £°(a+ 1) a partir de una derivacién
del secuente £* (a) — £(a + 1).

A la derivacién dada en b) se le injerta la siguiente?:

YL a=E(7),y< a— &7 £ () — £(cxr+1)
@y so—im MV moyariza o Em BT 9

“A veces denotaremos con EST la de una i estr . aunque casi nunca lo haremos
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lahr=Sa— &) la).a+l=9—E()
T=Ea Va+l=n7,8"@) > £ (DISY-L, BST)
yLa+lsySaVatl=y y<aV a+l=-~yE(a)— )
& (a),y <Sa—+1—E&(7)
la)y<a+1—E(y) - -
—————————s_(a) N P (IMP-D, UNIV-D)

d) Construccién de una derivacién del secuente — Vu(€*{x) = £°(u + w*n)] a partir de
una I'T-Derivacién hasta wyn y de una derivacién del secuente £°(a) — £*(a <+ 1).
A la derivacién dada por ¢) junto con la IT-Derivacién P, después de aplicirsele el proceso de

reemplazo se les injerta lo siguiente:

£4a) = £+ 1)
ST = e UMD

2> £°(a) = £*{a+ 1)
SVAE(W) = £+ (VD)
=r Yulg(u) == £ (1 + 1))

V(€™ (u) = £ (u+ 1)} — Yul€™ (1) = £7(u + w*n))
— Vu[g*(p) = £* (1 + won))

e) Construccién de una derivacion del secuente £{(0) — £°*(wn+1) a partir de una derivacién
de — Vule*(s) = £" (4 + w**)] y de una derivacién de £(0) — £°(0).

A las derivaciones dadas en a) y en d) se les agrega lo siguiente:

= Yu[gt(p) = £ (s + W) et
— £*{0) = £*(0 4 w¥n) (RDU)
— £7(0) = £°(0 + wn)
0 = e @romy D)
£7(0) = £7(0 + wn)
=0 > ey U9
£(0) = £7(0) £°(0) — £ (wna1)
£(0) = & (wner)

Por iiltimo construiremos una derivacién de £{0) — &(wn+1)-
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f) Construccién de una derivacién del secuente £(0) — £{wn+1) a partir de una derivacién
de £(0) — £ (wn+1).

A la derivacién en e) se le agrega lo siguiente:

£(0) — £°(wn+r)
£(0) = wn+1 € wnu1 = Elwnary) (RDU)
£(0) = wn41 < wni1 = Elwnat)
S(0) wmas & Gt 3 Elwnar) DD
2D wnat L wnet (TA) 0 wnit € wney — E(wns1)
£(0) — &(wn+1)

Con esto termi o0s nuestra d

acién.o

Ahora pasamos a la seccién principal de este capitulo, donde trataremos con pruebas de no
demostrabilidad.

3.4 Pruebas de No Demostrabilidad.

En esta seccién probaremos que la induccién transfinita hasta £o0 no es demostrable en AP, El
procedimiento que seguiremos serd andlogo al del lema fundamental del capitulo dos ( lo cual
no es de extranarse } pues en ambos casos estamos tratando con pruebas de no demostrabilidad.
En este caso también tenemos el lema fundamental, del cual se sigue la no demostrabilidad con
base en la induccién transfinita, por lo que no sera formalizable en AP.

Empezamos con varias definiciones, algunas nuevas y otras ya conocidas, pero con algunas
modificaciones.

DEFINICION. C vamos el co

pto de IT-Derivacion dado en la seccion anterior con la
siguiente modificacién: El secuente final es de la forma

£(D) — £(s1),&(s2),---1 £(sn)

donde s; es un término que representa a un ordinal. Definimos el nimero terminal de l'n, ITr-
derivacién P como:

nt(P) = min{s;,....,sn}
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DEFINICION. Sea P una IT-Derivacién. Extend la definicién de la fi ién de asig-~

nacién de ordinales op : SEC(P)} — ORD, con la siguiente cliausula:

Si S es un IT-Secuente Superior, entonces op(S) = 7.

DEFINICION. Sea P una IT-Derivacién. Decimos que P es no-critica syss al aplicarle el

metodo de reduccién para AP ( pasos 2,3 o 5 )%, se obtiene una derivacién con ordinal menor.

En otro caso decimos que P es critica.

3.4.1 Método de Reduccién para IT-Derivaciones

Ya tenemos asignados ordinales a todas las IT-Derivaciones. Lo que haremos ahora es definir
una reduccién para I7-Derivaciones no triviales, es decir, para aquellas cuyo nimero terminal
no es cero, siguiendo la demostracién del lema fundamental del capitulo dos. Aunque si una
IT-Derivacién es critica necesitaremos algo més. La red ién esta definida de tal

que
toda IT-Derivacién no-critica con numero terminal diferente de cero se reduce a una derivacién

con el mismo numero terminal. En cambio, cuando es critica se reduce a una derivacién con
menor nimero terminal y, por lo tanto, en cualquier reduccién el ordinal decrece.
Empecemos pues a describir el método de reduccién:
Sea @ una IT-Derivacién. Aplicamnos a @ los pasos de reduccién 1 a 4 de la demostracién del
lema fundamental para AP , obteniendo una IT-Derivacién P con las siguientes propiedades:
P1) El segmento final de P no tiene variables libres.
P2) El segmento final de P no contiene inducciones.
P3) El segmento final de P no contiene axiomas légicos.
P4) Si en el segmento final de P figura una dilucién f entonces cualquier inferencia bajo I
es una dilucién.
Si P es una prueba que cumple estas 4 propiedades diremos que P es una prueba previamente

reducida.

Necesitamos hacer un par de observaciones antes de continuar. Estas se refieren a la manera

SNotese que €s posible que € paso 5 1o se le pueda aplicar a una JT-Derivacion, pues el secuente final no es
vacio.
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de elimi ind i ylaj ifi i6on de la propiedad 4. El procedimiento para eliminar
inducciones requiere de dos modificaciones, puesto que ahora en puestra inferencia aparece la
férmula ¢t < w. Esto se arregla de la siguiente manera, considerando dos casos:

I) Si ¢t < w resulta falso, entonces el secuente ¢ < w — es demostrable. y la induccion es

substituida por:
<< w =
t < w, F(0),T — A F(t)

(DIL)

en este caso es claro que el ordinal disminuye pues las diluciones no afectan al ordinal.

I1) Si ¢t << w es cierto, entonces el proceso es andlogo al del segundo paso de reduccidn, sélo
que ahora FPo(#1) es una derivacién del secuente n < w, F(7i).T — A, F(71+ 1), de manera que
el secuente F'(#),I' — A, F(+ 1) se obtiene agregando el siguiente corte:

—A<w A<w F#R),L—= A F(n+1)
F(#R).T - A F(n+1)

¥ el secuente inferior de la induccién eliminada se obtiene mediante una dilucién:

F(0),T — A, F(t)
t <w, F(0),T — A, F(t)

En este caso no sabemos si el ordinal disminuye por culpa de los secuentes — it < w.

Ahora analicemos por qué es vilida la propiedad 4. Supongamos que se ha aplicado ex-
haustivamente el cunarto paso de reduccién, de modo que ahora en la derivacién ya no hay
diluciones. Como esta vez el secuente final es no-vacio, la inica manera de restaurar el secuente
final original es agregando diluciones al final de la prueba reducida. Resulta claio que las \inicas
diluciones que figuran en la derivacidn estdn juntas.

Continuamos con el método de reduccién probando algunos resultados, comenzando con la
siguiente
PROPOSICION. Si P es una IT-Derivacién previamente reducida, entonces en P figura al

menos una inferencia légica, la cual es implicita, ¢ un 7T-Secuente Superior.

Dem: { Reduccién al absurdo ). Sup os que P no contiene ni una inferencia légica ni
un JT-Secuente superior. En tal caso su secuente final £(0) — £(s1),..., £(sx) se habria derivado

. a partir de axiomas matematicos, sin el uso de conectivos légicos ni variables ( pues nuestra

SA&?‘:’EA g;:_‘ 1h  wisiiBTECA-




prueba es previamente reducida), por lo que podriamos reemplazar la férmula £(t) por ¢t = 0
ébtenjendo una derivacién correcta del secuente 0 = 0 — s; = 0,...,s5;x = 0. No obstante, lo
anterjor contradice el hecho de que ninguna de las si es cero.o

De esta proposicién se desprende inmediatamente que segfin( ) contiene una férmula principal
en la frontera o en un IT-Secuente Superior, lo que justifica la siguiente

DEFINICION. Una formula A en el segmento final de una derivacién P es un descendiente

principal { I'T-d diente principal), ( abreviado dp (IT-dp) ) syss A es descendiente de una
férmula principal que esta en 8P ( en un I7T-secuente superior que pertenczca a segfin(P) ).

Obsérvese que un IT-descendiente en el segmento final de una derivacién siempre figura en el

de un y es de la forma £(t).

A continuacién damos una condicién sufici para la exi ia de d dientes princi-

pales.
PROPOSICION. Sea P una IT-derivacién previamente reducida y sea S un secuente en
segfin(FP). Si en S figura una férmula B tal que grd(B) > 0, entonces existe una férmula A en
S o en algin secuente arriba de S tal que A es un descendiente o JT-descendiente principal.

Dem: Sea S como se pide. En tal caso, por P4 ¥ porque el secuente final no contiene
simbolos l6gicos, S figura arriba de la mads alta dilucién en segfin (P). La propiedad "tener
un simbolo Iégico™ se preserva hacia arriba hasta uno de los secuentes superiores de cada in-
ferencia en segfin(F) ( pero no necesariamente mds alla de una inferencia frontera) o hasta un
IT-secuente superior, al seguir las ramas a las que S pertenece. En algunos casos tenemos que
B = A, pero no siempre, pues B podria ser descendiente de una formula "pasiva” en la frontera,
i.e. una férmula que preserva simbolos légicos mais alld de P.g

La siguiente proposicién es primordial, pues sirve como base del método de reduccién cuando
la derivacién es critica.

PROPOSICION. Si P es una IT-derivacién previamente reducida en la que no figura un

corte adecuado, el e final de P cc iene un JT-d diente principal.
Dem: Puesto que el secuente final de P no tiene simbolos légicos, los conceptos descendiente
e IT-descendiente principal coinciden en este caso.

La prueba es reduccién al absurdo. Supo que el final de P no contiene una

férmula tal. Puesto que segfin (P) i un d di o IT-d di principal ( por
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la primera proposicién de esta seccién ), tal formula debe desaparecer mediante un corte, por
lo que tiene sentido hablar de la siguiente propiedad de cortes de segfin(£):
(Pr): Un corte de segfin{/) tiene la propiedad (Pr) syss al menos uno de sus secuentes superiores
tiene un descendiente o JZ-descendiente principal pero su secuente inferior ya no contiene una
férmula de tal tipo.
Sea pues I un corte maximal que cumple Pr. digamos
I_.l"——yA.D DI —= A

T, I1—+A,A
¥ sean S, S? los secuentes superiores de I. Como I cumple Pr tenemos que una de las férmulas
de corte es un dp o un I7-dp. Analicemos primero el caso en que la D en §; cumple tal
propiedad:
Si grd(D) > O entonces D es un dp., de manera que S2 contiene una férmula con un sfmbolo
légico ( a saber D ), por lo tanto por la proposicién anterior en S2 o0 en un secuente arriba de
S2 figura una férmula A que es dp. o IT-dp., de donde se derivan dos subcasos:

i) A no figura en S,.

Como A no figura en S, debié desaparecer mediante un corte, en cuyo caso el corte tendria la

do la imalidad de 7.

propiedad Pr, contr

ii) A figura en Sa.
En este caso A debe ser la misma D, lo que contradice el hecho de que P no contiene un corte
adecuado.
Por lo tanto grd(D) =0 y D es de la forma £(¢).
Supongamos ahora que en Sz fisura un simbolo légico. En tal caso tenemos que arriba de Sz
figura un dp. o un I7-dp., ya que si estuviera en S no podria ser D y, por lo tanto tendria que
figurar en el secuente inferior de I, contradiciendo el hecho de que / cumple Pr. ‘No obstante,
si esta arriba de Sz entonces J no es maximal. Concluimos que en S2 no puede haber simbolos
légicos.
Puesto que 7 es un corte maximal que cumple Pr, ninguna inferencia frontera ni JT-secuente
superior en segfin(P) figura arriba de S,. Por lo tanto en el segmento de P que va desde Sz

hasta el secuente final estd incluido en segfin(), en el no figuran ni axjomas logicos ( pues P
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es previamente reducida ) ni J7T-secuentes superiores, por lo que es imposible que £(¢) figure en

S2. C lui que D poco puede ser £(¢).

De todo lo anterior concluimos que la D en S; no puede ser un descendiente o JT-descendiente
principal.
Supongamos ahora que la D en 52 es un dp. o un JT-dp. Como ya vimos, D no puede ser un
IT-dp., asi que grd(D) > 0 y por lo tanto hay un dp. o IT-dp. en §; o arriba de $,. En ambos
casos llegamos a una contradiccién, de manera andloga a la que usamos arriba.
En Conclusidon: No puede existir un corte con la propiedad Pr, asi que en el secuente final de
P figura un descendiente principal.o

Resumamos ahora lo que hemos hecho hasta aqui: Sea F una JT-Derivacién.
Si P es no-critica entonces ya la podemos reducir a una /T-Derivacién P’ con o(P') << o(P) ¥
nt(P’) = nt(P), pues lo inico que tenemos que hacer es aplicar el método del capitulo 2. Por
lo tanto, ahora tenemos que tratar con el caso en el que P es una prueba critica. Para esto

definimos lo que es una reduccién critica.

3.4.2 Reduccién Critica

Sea P una JT-derivacién critica previamente reducida. La proposicién anterior garantiza que
en P figura un corte adecuado. Por una reduccién critica de P entenderemos a una prueba
P’ construida a partir de P como sigue: Tenemos que el secuente final de P contiene un JT-
descendiente principal, digamos £(3;) descendiente de £(t) { donde el término cerrado ¢ denota
al nimero s; ).
Sea s un ordinal tal que s << nt(P), de modo que s < ¢, y consideremos la siguiente derivacién
Q:
— s<t £(s) — &(s)
s < t=£(s) > &(s)
8 < t =>£(s) — £(s)
UNIV-I
Vzfz < t = £(x)] = £(s) ¢ r )
vzlz < t = £(x)] — £(s)
Vzlr <t = £(x)} — £(s),E(2

(IMP-I)

y (DI1L)
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el ordinal de esta derivacién es o(@Q) = 3 < 7 = op(Vz{z < t = £(x)] —> £(t)). Al substituir en
P el IT-Secuente superior Vz(z < t = £(x)] — £(t) con la derivacién Q, y agregando la fSrmula
£(s) en toda la derivacidn ( aplicando quizis algunos intercambios ) obtenemos una derivacién
P’ con secuente final

£(0) — £(s), §(s1)s - §(sk)
Por ultimo es obvio que:

o(P') < o(P) y nt(P') = s < nt(P)

De esta manera termina la construccion de una reduccién critica de P.
Asi que ahora, que podemos reducir cualquier IT-derivacién a otra con menor ordinal,

estamos a punto de concluir la no-demostrabilidad de 7T (£0), Que serd nuevamente consecuencia

de un lema fundamental.

3.4.3 El Lema Fundamental para IT-Derivaciones

Hasta este momento todo nuestro formalismo ha podido ser encajado dentro de A P. No obstante,

para probar el lema fundamental, i una ind ién tr.

finita hasta gg, asi
que jamas podrd ser formalizada en AP

LEMA FUNDAMENTAL. Para cualquier IT-derivacidén P se cumple que:

nt(P) < o(P)

Dem: ( Induccién Transfinita sobre o(P) )
Sea P una IT-derivacién con o(P) = u y nt(P) = o. Usemos induccién transfinita fuerte.

Hipétesis de Induccién: Para cualquier JT-derivacion Q con o(Q) < p, se cumple que:

n(Q) < o(Q)

Debemnos considerar dos casos:

1) P es no-critica.

En este caso aplicando el método de ion ob hos una J7T-derivacién P’ con las
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siguientes propiedades:
o(P)<uy n(P)=oc

de donde, usando la hipdtesis de induccidn, concluimos que:

o o(P') < 1

<

HT.
II) P es critica.

En este caso pracedemos por reduccién al absurdo.

podemos aplicar una reduccién critica a 2 con lo que obtenemos una J7-derivacién P’ tal que:

Supongamos que o > u. En tal caso

nt(Pl)=u<o y olP)<olP)=4pn

¥ esto implica que
o(P’) < p = nt(P")

lo cual contradice a la hipétesis de induccién. En cualquier caso concluimos
nt(P) < o(P).

a la parte central del capitulo, la

Con esto damos por terminada esta i y

prueba directa de no demostrabilidad.

3.5 Prueba Directa

Lo primero que haremos en esta seccién es demostrar que la induccién transfinita hasta cualquier
ordinal menor que £p es demostrable en AP, probando que los secuentes /T (wy,) son derivables
para cualquier n € N. Esto es suficiente para asegurar que 77'(u) es demostrable para cualquier

# € ORD, puesto que cualquier ordinal menor que £p es menor que algiin wy,, ¥y si bien sola-
mente probamos la de JT-deri para los numeros wy, podemos, a partir de

una derivacién de este tipo, construir otra con niimero terminal menor que el original simple-

mente reemplazando £(z) por £*(z) en toda la derivacién y modificando de manera adecuada

el secuente final y los JT-secuentes superiores. Formalicemos esto en la siguiente
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PROPOSICION. Para cualquier n € N, la induccién transfinita hasta el ordinal w, es de-

mostrable en AP, es decir, para cualquier férmula A de AP y cualquier n € N, el secuente

Valvals < a = A(B)] = A(a)] — Vala < w, = A(a)]

es demostrable en AP.
Dem: ( Induccién para Naturales sobre n )

Basta ver que en AP (£) el secuente

ValVB[a < a = £(8)] = £(a)] = Vala S wn = £(a)] (=)

es demostrable para cualquier n € N,

n = 1) Cierto; pues en AP vale la induccién matematica.
Hi

P is de ind i s s que el (x) esd able para wp.

P.D. (x) es valido para wn41

Llamemos  a la fSrmula en el antecedente de (*) y w(a) a la férmula Vy[£*(v) = £ (v + w?)],
probaremos varias cosas:

1) Mediante un argumento parecido a la parte a) de la prueba de existencia de IT-derivaciones,

se tiéne que el secuente
e — £7(0)
es demostrable.

2) Para cualquier ordinal a, el secuente

Vyly < a = w(v)] — ¥{a)

es demostrable (cfr. lema de la seccién 3.3).

3) Por hipétesis de induccién, tenemos una derivacién de ¢ — £°(w,) a partir de la cual

obtenemos, usando las partes d) y e) de la demostracién de la i ia de IT-deri

{seccién 3.3), primero una derivacién de — ¥(wn) y segundo una prueba del secuente
£°(0) > £ (wns1)
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Por lo que mediante el siguiente corte y usando la parte 1)

© > E°(0) £°(0) — &£ (wn+1)
@ — §"(wn+1)

Dec donde resulta que el secuente {+) es demostrable para wy4).
Conclusién: IT(wn) es demostrable para cualquier n € N.g

Hemos llegado a la culiminacién del capitulo y de todo el trabajo. Si bien en la seccién 3.1
hemos probado que la induccién transfinita hasta €0 no es demostrable en AP, ahora daremos

una prueba directa, para lo cual utilizaremos el lema fundamental para IT-derivaciones.

PROPOSICION. La induccién transfinita hasta g9 no es demostrable en AP.

Dem: ( Reduccién al Absurdo ) supongamos lo contrario. En tal caso el secuente
valva(B8 < a = £(8)] = £(a)] — Vala < o = £(a)]

es demostrable en AP(£) ( ver la observacién al final de esta demostracién), por lo tanto

mediante el uso de RDU, RDI y un corte obtenemos el secuente
valVE[(B8 < a = §(8)] = £(a)] = £(g0)

A partir de la derivacién de este secuente construimos la siguiente prueba P :

VB[B < v == £(B8)] — £()
S V6B <7 = E@ = &) MPD)
— VB[8 < v => £(B)] => £(7}
SVaVEB <o = )] = £(ay] (IVTV-D)
— VavB[8 < a = £(8)) = &(a)] YalVE[B8 < a = £(B8)] = £(a)] — £(co)
— &(£0)

De esta forma, hemos construido una I7T-derivacién P con ntimero terminal nt(FP) = ¢€p. Esto

implica que
o(P) < go = nt(P)

lo cual es una contradiccién directa al lema fundamental para [T-derivaciones. Por lo tanto
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IT(co) e8 no demostrable en AP.q

OBSERVACION IMPORTANTE: El lector seguramente ya se habri preguntado
como es qué estamos haciendo uso del ntimero €o , si el sisterna AP(€) solo contempla a los
IT(co) ni siquiera

ordinales estrictamente menores que él. Segiin esto, en AP(£), el
podria ser formulado. Lo que sucede es que nuestro teorema, bien interpretado significa: Si
IT(ep) pudiera ser formulado en AP(£) entonces seria indemostrable en AP(£).

Pese a todo, este detalle no tiene ninguna importancia, pues podriamos haber aceptado desde
un principio al ordinal ¢ comeo parte de nuestro dominio numeérico, ya que todas las derivaciones
que hemos desarrollado son completamente independientes de él. De hecho podemos agregar
un nimero cualquiera de ordinales al dominio numsérico, siempre y cuando se den expresiones
precisas (términos) para designarlos y que todas las funciones y predicados continien siendo
decidibles, ( para que los axiomas permanezcan validos en este sentido de decidibilidad ).
luimos que si la ind ion transfinita en este dominio restringido

A partir de esta aclaracién
es no demostrable, de acuerdo a nuestros resultados, no podrd ser demostrable mediante una
extensién consistente del dominio numérico. Es en este sentido en el que debe entenderse el

teorema anterior.
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