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Prefacio 

La. Teoria de la· Demostración es. junto con la teoría de modelos. una <le ltu1 <los grandes ramas 

que conforman la Lógica ?vtatemática.. Dicha disciplina fue inicia.da. pt>t· D1u•1d Hilbert en su 

afán de probar la consistencia. de la Matemática Clásica. El trabajo <lP Hi.lht'rt fue 1:ontinuado 

posteriormente por uno de sus asistentes en la universidad de GOttingen. el brillante niatemático 

polaco Gerhard Gentzen. 

El Presente trabajo cae en el marco de la teoria de la demostración tipo Gentzen. como se 

le llama en la actualidad, para distingu!rla de otras escuelas. como la 1le Gddel y 1·unsiste en 

presentar una Prueba de Consistencia de la Aritmética. de Pea.no lAP) ha..-..atla. en los a.rticulos 

de Gentzen. de 1936, Die Wider!!prucM~ihei.t der reinen Zahlentheone f La consistencia de 

13:_ teoría de los nú.tneros) y, de 1938, Neue Fassung des Widerspru.ch . .,jreihettbeweises für die 

reine Zahlentheorie ( Nueva. versión de la prueba de consistencia de la teoría de los nümeros) 

los cuales pueden considerarse como la simiente de la teoria de la demostración actual. Dicba.s 

pruebas. si bien no pueden ser finitistas, debido al primer teorema. de inco1npletud de GOdel. 

-.:Jtan muy cercanas al finitismo. 

La. prueba que presentara.os, si bien esta. basada en estos artículos. es 1nucbo iná.s accesible y clara 

que el original, el objetivo es que cualquier persona interesa.da en el tenia p11eda. entenderla con 

los minirnos conociatlentos necesarios. que son un curso de Lógica lI E"n la. Facultad de Ciencias 

o su equivalente. 

Quiero a.gradecer profunda.mente al M. en C. Carlos Torres Alca.raz su apoyo en la corrección 

de estilo· y en haberme proporcionado las obras de Gentzen sin las cuales hubiera sido imposible 



realizar este trabajo. 

Pasamos ahora a describir el contenido del trabajo: 

El traba.jo consta de tres capítulos, en el primero se exponen el punto de vista finitista de 

Hilbert así como los conocimientos básicos necesarios para su comprensión. Se supone un 

conocimiento del cálculo de predicados clásico, a partir del cual se puede entender fácilmente lo 

que es el cálculo de s:ecuentes, el cual utilizaremos a lo largo del trabajo. También se introducen 

algunos conceptos acerca de ordinales y se enuncian, de la manera más ele1nenta.l, los teoremas 

de incompletud de GOdel. Si bien un conocimiento de teoría de conjuntos es deseable, no es 

indispensable. 

En el capítulo dos se formaliza la aritmética informal en el sisten1a formal AP y posteriormente 

se prueba con detalle la consistencia de AP, dicha prueba de consistencia se sirve del concepto 

de accesibilidad de un ordinal, concepto que previamente explicanios en el mismo capitulo. 

El tercer y último capítulo trata de la no demostrabilidad del principio de inducción transfinita 

hasta el ordinal eo en AP, si bien tal resultado es evidente consecuencia del segundo teorema de 

incompletud de GOdel, aquí presentamos una prueba directa, basada en otro articulo de Gentzen, 

de 1943, Beweisbarkeit und Unbeweisbarkejt von AnfangsfiUlen dcr tran.<ifiniten Induktion in 

der reinen Zahlentheorie ( Demostrabilidad. y No Demostrabilidad del principio restringido dé 

inducción tra.nsfinita en la teoría elemental de los números ). 

Finahnente deseo que este trabajo sea de utilidad a alguien en el futuro. 

Favio Ezequiel ~firanda Perea. 

Mayo de 1997. 
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La6 Ma.temdtictU .son el arte del razonamiento, haata el punto de que llegan a ruzonar 

.sobre: el razonamiento. 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

En este capítulo se exponen los conceptos preliminares necesarios para comprender los capítulos 

2 y 3. Se supone que el lector tiene un conocimiento de la lógica clásica y la teoría de conjuntos 

elemental. En su mayor parte los resultados aquí expuestos no seréin den1ostrados, por lo que 

el lector interesado podrá consultar las obras de referencia en la bibliografía. 

1.1 ¿Qué es la Teoría de la Demostración? 

La afirn1ación de que una teoría matemática es consistente constituye una. proposición acerca 

de las pruebas posibles de dicha teoría; lo que esta afirmación "dice" es: ,. ninguna prueba de 

Csta teoría nos lleva a una contradicción". 

Para poder llevar a cabo una prueba de consistencia de una teoría en particular. tenemos que 

tratar sus pruebas como objeto de nuestro estudio, formándose de esta manera una. nueva. teoría. 

La teoría matemática que tiene como objeto de estudio la:s pruebas matemñticas sin importar 

a que teoría. pertenecen, es llamada. Teoría de la Demostración. Una proposición perteneciente 

a la teoría de la demostración es, por ejemplo, el principio de dualidad de la geometría proyec­

tiva, el cual nos dice que a partir de cualquier teorema, si reemplazamos la palabra "punto" 

por "recta" y viceversa obtenemos otro teorema. Este ejemplo nos muestra que la teoría de la 

demostración versa en gran medida sobre teorías de la matemática cotidiana. 

Ordinariamente la.s pruebas matemáticas están expresadas en nuestro lenguaje cotidiano, en 

este caso el español. Dada su ambigüedad y, en gran medida., su imperfección, antes de someter 
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las demostraciones a un examen riguroso es necesario formalizarlas, para resaltar su estructura 

lógica. Para ello utiliza.remos la lógica matemática, reemplazando las palabras con el sim­

bolismo lógico y las formas de razonruniento con las reglas formales de inferencia.. Surge aquí la 

pregunta., ¿ Cómo puede llevarse a cabo una Prueba de Consistencia utilizando la Teoría de la 

Demostración ? la. idea subyacente a la teoría de la demostración es que las pruebas formales 

son sie1npre decidibles, es decir, sie1npre se puede decidir de nuu1cra efectiva si una co1ubinación 

de símbolos e inferencias lógicas es o no una dmnostración. Surge aquí las posibilidad de es­

tablecer que entre todas las posibles pruebas no existe ninguna que nos lleve a contradicciones, 

lo cual es una propiedad simple verificable para cualquier prueba dada. 

Toda prueba de consistencia es una demostración 1natemá.tica, en la cual se usan ciertos concep­

tos e inferencias, cuya credibilidad y consistencia debió haber sido presupuesta. Kurt GOdel nos 

enseña que la herra.Jllienta utilizada en las pruebas de consistencia de las teorías matemáticas 

de mayor interés ( la aritmética de Pea.no o la teoría de conjuntos. por ejemplo ) no puede ser 

formalizada en la teoría. Esto significa que para algunas teoría...~. no puede haber una prueba 

absoluta de consistencia. Este resultado, llamado el segundo teorema de incompletud, no es 

nada trivia.l y fue demostrado por GOdel en 1931, n1ás adelante en este capitulo hablaremos un 

poco de dicho teorema. Así que una prueba de consistencia sola.mente reduce la aceptabilidad 

de ciertas formas de inferencia a la correctitud de otras forn1as de inferencia. Por lo tanto, es 

claro que en una prueba de consistencia no podemos utilizar solamente formas de razonamiento 

que parezcan considerablemente "mas seguras" que las formas de inferencia usadas en la teoría 

de la cual estamos demostrando la consistencia. 

1.2 El Finitismo Hilbertiano 

En el año 1900, en el congreso internacional de ~1atemciticas de París, Dauid Hilbert, uno de 

los mas grandes matemáticos de todos los tiempos, presento una lista de 23 problemas que el 

creía serían el motor de la matemática en el siglo XX; el segundo de estos problemas consistía 

en investigar la no-contradicción o consistencia. de los Axiomas de la Aritmética. En la década 

de los años veinte. propuso que para. tal fin la herramienta maten18.tica se litnitase a lo que el 

lla.mó métodos finitisttu. 
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Si bien ei concepto de método finitista nunca ha tenido una definición formal, trata.remos de 

explicar, dando un par de citas, lo que se entiende por él: 

1) Carlos Torres, La Filosofía y el Programa de Hilbert, en [TolJ. 

Hilbert propuso el proyecto filosófico de fundamentar la 1na.ten1ática en la intuición pura del 

signo, para lo cual elaboro un programa que se puede resumir de la siguiente forma: 

1) Formalizar la Matemática Clásica. 

2) Demostrar que la formalización es (semantican1ente) coinpleta. 1 

3) Demostrar con métodos finitistas que la formalización es consistente, 

Aquí, por finitismo o matemática finitista se entiende un razonamiento intuitivo que tiene origen 

en las nociones descriptivas y que procede sin presupuestos a.xion1aticos. Este rnzonatniento 

consiste en la reflexión directa acerca de objetos presentes en la intuición como experiencia 

inmediata previa a todo pensamiento. 

La siguiente cita del mismo Hilbert, debe servir como ilustración del tipo de criterio de credi­

bilidad que Gentzen adopto como el punto de vista finitista: 

2) Hilbert & Bernays, Grundlagen der Mathematik: 

"Nuestra revisión de los principios de la Teoría de los Nún1eros y del Álgebra ha permitido 

elucidar en su aplicación y uso el razonamiento directo e informal, libre de hipótesis axiomati­

cas, como se lleva a cabo en experimentos del pensamiento en términos de objetos concebidos 

~ntuitiva.rnente. 

A este tipo de razonamiento le llama.remos, para darle una expresión concisa, razonamiento 

finitista y también designaremos como actitud finitista o punto de vista finitista a la actitud 

metodológica que encierra a este razona.miento. 

Igualmente hablaremos de conceptos y afirmaciones finitisticarnente especificados, expresando 

con la palabra "finitista., en cada caso el hecho de que la deliberación. afirmación o definición 

cae dentro de los limites de la concepción, en principio, de objetos, así con10 la. factibilidad, en 

principio, de procesos y por lo tanto cae dentro del doulinio de consideraciones concretas." 

lSenuinticamente completa: que a e.da enunciado verdadero de la matemática clásica le corresponda una 
fórmula derivable en el sistema formal. 
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Esta cita no intenta dar a entender que una definición formal del punto de vista finitista ha sido 

dada o que tal definición puede darse. Gentzen puntualiza que no puede ser demostrado que sus 

técnicas de demostración sean finitistas, puesto que este co11cepto no está definido formalmente 

y no puede ser delimitado de esta manera. Remarca que todo lo que puede lograrse en relación 

a esto es que las inferencias individuales sean examinadas desde el punto <le vista finitista y 

que debe ser evaluado individualmente si las inferencias en cuestión están en armonía con las 

intenciones finitistas. 

En las siguientes secciones definimos las herramientas nC!cesarias de lóp;icn. y teoría de conjuntos. 

1.3 Ordinales 

A continuación trataremos de manera n1as bien intuitiva y con un 1nínin10 de tecnicismos algunos 

conceptos acerca de números ordinales los cuales se pueden tratar con todo rigor utilizando 

la teoría de Zerrnelo-Fraenkel con Axioma de Elección (ZFE). Para cualquier aclaración se 

recomienda. consultar [Endl] o [Hrb]. 

La teoría general de ordinales constituye una parte n1uy importante de la teoría de conjuntos de 

Cantor (ZFE). No obstante, aquí no la desarrollaremos formalmente, sino que nos limitaremos 

a. da.r ciertas definiciones intuitivas que serán necesarias. 

Intuitivamente los números ordinales son una generalización de los núnieros natura.les, al punto 

(¡ue los números naturales son los llamados ordinales finitos: O, l. 2. 3, .... 11, ••• ;inmediatamente 

después de todos ellos introducirnos el primer ordinal infinito denotado con la letra griega. w 

(omega) que es realmente el conjunto de los números naturales. i.e., w = H. Un ordinal de gran 

importancia para nuestro desarrollo posterior es ~o (épsilon cero) el cual tiene la propiedad de 

ser el primer ordinal solución de la ecuación w;r = x. 

Pero como pretendemos apegarnos lo más posible al punto de vista finit.ista, lo que haremos aquí 

es dar una definición recursiva de ordinales. completamente independiente de la construcción 

conjuntista., ya que de otra forma nos estaríamos basando en una teoría ( ZFE) que esta muy 

lejos de los métodos finitistas, puesto que en ella. se puede formalizar toda la matemática. 
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DEFINICIÓN. ( Recursiva de ordinal ) 

i) O es ordinal. 

ii) Si µ., µ.1, ... , µ." son ordinales entonces wli y µ¡ + ... + µ .. son ordinales. 

iii) Son todos. 

Debe aclararse que esta definición solamente genera a los ordinales menores que eo. 

Las relaciones = y < se pueden definir de manera que sean equivalentes a la igualdad y al 

orden usual de los ordinales construidos en la teoría de conjuntos, así que podemos desarrollar 

toda la teoría de ordinales menores que e 0 mediante métodos finitistas. 

NOTA: De aquí en adelante por ordinal entenderemos ordinal menor que eo. A los ordinales 

los denotaremos por letras griegas minúsculas o, /3, ""(,µ,v. A continuación daremos la definición 

formal de eo. 

DEFINICIÓN. (Por recursión para naturales) wo =O, Wu+l = w'""'". 

DEFINICIÓN. eo = Sup {wo,wi.w2, .... ,w~,, ••.. } = Sup {O, 1,w,w'""',w'""'_, ,ww""'"', .... } 

Con ORD denotaremos al conjunto de todos los ordinales ( menores que eo ), i.e., 

ORD = {n l o es un ordinal y o< eo}. 

1.3.1 Aritmética Ordinal 

Las siguientes propiedades de aritmética ordinal se emplearan a lo largo de la exposición: 

9Rl) La relación de orden" <" es un orden total para ORD y O es su elemento mínimo2 • 

OR2) Sean c:r,/3 E ORD, entonces o< /3 <=> wª < w 0 . 

OR3) La suma y el producto de ordinales son asociativos. 

OR4) Para todo o, /3, ""f E ORD, entonces o+ ""f < {3 + ,.. ==> o < /3. 

OR5) Para todo cr, /3 E ORD, entonces, cr :::; /3 ==> o· ""f :::; /3 ·-y y cr < /3, ""f > O ==> ""f ·o < "1' • /3. 

OR6) (Teorema de la Forma Normal de Cantor (FNC)). Todo ordinal o~ O. se puede escribir 

de forma única en la forma cr = wª' + wª2 + ... + wª", pa.ra algunos ordinales 01 ~ .... ~ On y 

n EN. En tal caso decimos que wª 1 + wª 2 + ... + wª .. es la Forma Normal de Cantor (FNC) 

de o. 

OR7) Si o= wº 1 + wª 2 + ... + wª .. , f3 = w.81 + ~/J:i + ... + i....1:J ... son Forn1as Normales de Cantor. 

"Nótese que no eBtamos pidiendo que < sea un buen orden. 
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Entonces 

{ 

w"'; < w8• para algúna i y W°'J = wª' para toda j < i, ó 
o:</3 ... 

w"'• = wl11 ,para toda i::;; n y n < rn 

ORS) Si o= w"'t + wª:;r + ... +w°'", es la FNC de o y v #=O, entonces o· wu = wªi+u. 

OR9) Si o= wª1 + wª:;r + ... + wª",/3 = wdi + wf32 + ... + wd ... son FNC, entonces a· /3 = 

o •w8t +o ·wl1:1 + ... +o -w3"'. 

ORlO) Si o= wª1 + wª:;r + ... + wª" es una FNC entonces o< wn1+ 1. 

ORll) Si a:,/3,')' E ORD son tales que a:::::; /3 <...,,entonces existe -ro E ORD,')'o < r tal que 

/3 =O+ "YO· 

OR12) Si o, /3 E ORD son tales que o < /3 · w, entonces existe n < w tal que o < /3 · n. 

OR13) Si o E ORD entonces existen < w tal que o < w,.. 
A continuación definimos una operación rnuy especial entre ordinales llainada la suma natural, 

la. cual denota.remos con e y solo sera aplicada a ordinales en F NC. 

Sean a = wªt + wª:;r + ... + wª" y f3 = wD1 + wl1" + ... + wº'" ordinales en FNC. Definimos 

la suma natural de o y f3 como o e /3 = w>..1 + w>...., + ... + w>.. ... .,.,. donde A1 2: .... ?. Am+n y 

Aj = O¡ ó A3 = flk para alguna i ::;; n ó k :5 m. Un par de propiedades de la suma natural son 

las siguientes: 

OR14) La suma natural es conmutativa, i.c. o e /3 = /3 ED o. 

OR15) La suma natural es monótona, i.e. Si o < /3 entonces o e")' < /3 e -y. 

1.4 Lógica Matemática 

Para cualquíer duda de lógica elemental que no sea contestada con Jo que se plantea en esta 

sección se recomienda consultar (End2} o [tvlen]. . 

El primer paso para formular la lógica es precisar lo que entendemos por lenguaje y expre­

siones forma.les. 

DEFINICIÓN~ Un lenguaje formal de primer orden .C consta. de los siguientes conjuntos de 

símbolos: 
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i) Símbolos Lógicos: Conectivos: -., V, A,-+, 

Cuantificadores: V, 3. 

ii) Símbolo de igualdad: = 

iii) Variables: xa,x1, ..... ,xn.····· 

iv) Símbolos Auxiliares: Paréntesis izquierdo (, Paréntesis derecho ) y Coma. , 

v) Letras Predicativas: R'J donde n,j e N y n indica la aridad de la relación. 

vi) Letras funcionales: /;' donde n,j EN y n indica la aridad de la función. 

vil) Constantes Individuales: co,c1, .... ,en, ... 

La condición ii) no es necesaria en la definición de lenguaje, si se pide entonces diremos que 

el lenguaje .C tiene igualdad. 

Hasta aquí solo tenernos un conjunto de símbolos. Ahora daremos ciertas definiciones sobre 

cómo se combinan los símbolos, las cuales constituyen la gramática del lenguaje .C. 

DEFINICIÓN. Una expresión de.Ces cualquier sucesión finita de símbolos de .C. 

DEFINICIÓN. (Recursiva de término) 

i) Las variables y las constantes son términos. 

ii) Si ¡rn es una letra funcional de aridad m y si t 1 , •••• , tm son términos entonces 

/"'(t 1 , •••• , tm.) es un término. 

iii) Son todos. 

DEFINICIÓN. ( Fórmula. Atómica )Si ti. .... , tm. son términos entonces: 

i) ti = t2 es una fórmula atómica. 

ii) Si R"' es una letra predicativa de aridad m entonces R'"(ti. .... , trn) es una fórmula 

atómica. 

iii) Son todas. 

DEFINICIÓN. (Recursiva de Fórmula) 

i) Las atómicas son fórmulas . 

ii) ·Si A, B son fórmulas entonces (-.A), (A A B), (A V E), (A:::::> B), (Vx¡A) y (3xjB) son 
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fórmulas. 

iii) Son Todas. 

DEFINICIÓN. En las fórmulas V::c,A y 3::cjB, A y B se llaman respectiva.mente el alcance 

del cuantificador V::cí y 3::c3 . 

DEFINICIÓN. (Variables libres y acotadas) 

Diremos que una presencia de la variable Xi en la fórmula A esta acotada syss3 

i) ::e, es la variable de un cuantificador o 

ii) x 1 esta dentro del alcance de un cuantificador. 

En otro caso diremos que tal presencia es libre. 

DEFINICIÓN. (Término Cerrado) 

Un término t se dice cerrado syss en el no figuran variables. En los demás en.sos diremos que el 

término t es abierto. 

Ahora lo único que falta por precisar es lo que entenderemos por una derivación o prueba 

formal. Para ello debemos especificar cuales son las reglas para 1nanipula.r fórmulas, es decir, 

cuales son las reglas de inferencia. Un lenguaje junto con sus fórmulas y sus reglas de inferencia 

constituyen lo que se llama un Sistema Fonnal. El sistema formal que nosotros usaremos es el 

sistema LK (Logistischer klassischer Kalkül) de Gentzen. Para formular nuestro sistema LK 

~ecesitaremos el símbolo auxiliar -+ que no debemos confundir con el sín1bolo de implicación 

;:::;.- . El símbolo~ es llamado "símbolo de secuente". 

NOTA: En lo que sigue las letras griegas mayUsculas r. r 0 • ~. n, A, E. etc ... , denotaran suce­

siones finitas (posiblemente vacías) de fórmulas separadas por comas. 

DEFINICIÓN. Sean r,.ó. sucesiones de fórmulas. El esquema r __,.~se llama secuente. A 

r se le llama el antecedente del secuente, a .6. se le llama el consecuente del secuente y cada 

fórmula de r y D. se llama fórmula del secuente. 

Intuitivamente un secuentc Ao, A 1 •••••• , An -+ Bo, Bi. ..... , B"' (con n, rri ~ O) es equivalente a 

la formula: Ao /\ A 1 /\ ••••• A An =- Bo V B 1 V ..... V Brn, es decir, a la fórmula que "afirma" que 

si es cierto que Ao /\ A1 A ..... /\ An entonces necesaria.mente sera cierto que Bo V B1 V ..... V Brn• 

3 Abre,;a.remos de ahora en adelante c:::on syss a la frase "si y solo si., 

10 



Con" Ao, Ai. ..... , An -+ " queremos decir que Ao /\ A1 /\ ..... /\ An nos lleva. a una contradicción 

y con" -+ Bo, B¡, ..... ,Brn" que Bo V B1 V ..... V Bm se cumple. 

DEFINICIÓN. El secuente vacío 0 -+ 0 será. denotado simplemente con el símbolo -+ y sig­

nifica. que hay una contradicción. Los secuentes se denotaran con la letra. S con o sin subindices. 

DEFINICIÓN. Uua. inferencia (regla de inferencia) es un esquema de la siguiente forma: 

donde Si, S2 y S son secuentes. 5 1 • S2 son los secuentes superiores de la inferencia y S es el 

secuente inferior de la. inferencia. 

Intuitivamente este esquema significa que cuando S 1 y 5 2 son ciertos, de ellos podemos inferir 

s. 

1.4.l. Reglas de Inferencia del Sistema Formal LK de Gentzen 

Nos restringiremos a las siguientes reglas de inferencia.. En lo que sigue A, B, C, D, F(a) denotan 

fórmulas. 

1) Reglas Estructurales 

1.1) Debilitamiento o Dilución: 

Izquierda: ; ;+_.A A (DIL-I) Derecha: rr-+~~D (DIL-D) 

D se llama fórmula debilita.dora 

1.2) Contracción o Consolidación: 

1.3) Intercambio: 

Izquierda: ~:~ .. ~:ii: ~ (INT-I) Derecha:~:~:~·.~:~ (INT-D) 
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A estas tres reglas se les llama. reglas débiles, mientras que las siguientes serán llamadas reglas 

fuertes: 

1.4) Regla de Corte 

a D se le llama la fórmula de corte. 

2) Reglas Lógicas u Operacionales. 

2.1) Negación 

Izquierda: -=D~r ~ ~ (NEG-I) Derecha: rD:.:-;: .... ~ (NEG-D) 

D es la. fórmula auxiliar de esta inferencia y --.D es la fórmula principal. 

2.2) Disyunción: 

Izquierda 

Derecha 

c,r-+ ~ D,r-+ ~ (DISY-I) 
CVD,r-+ D. 

r::.:.~~D y r~-:.~~D (DISY-D) 

C y D son las fórmulas auxiliares y C V D es la fórmula principal de esta inferencia. 

2.3) Cuantificación Universal ( V ): 

donde t es un térnllno arbitrario, a una variable y no hay presencias de a en el secuente 

inferior. F(t) y F(a) son las fórmulas auxiliares y V'xF(x) la fórmula principal de esta 

inferencia. La a en UNIV-D es llamad.a la eigenvariable o variable propia de esta inferencia. 
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3) Reglas Derivadas. 

Usaremos también las siguientes reglas derivadas, aunque nuestro lenguaje consta de todos 

Jos conectivos, solo consideraremos como primitivos a -., V, 'V, los <lernñs conectivos, a saber 

/\, ==:- y 3 se introducen corno abreviaturas, A/\ B abrevia a -.(-.-4 V -.B), 3x.l-''(x) abrevia a 

-.vx-.F(x) y A => B abrevia a -.A V E 

3.1) Conjunción: 

Izquierda 

Derecha 

C y D son las fórmulas auxiliares y C /\ D es la fórmula principal ele esta inferencia. 

3.2) Implicación: 

Izquierda 

Derecha 

C y D son las fórmulas auxiliares y C ==:- D es la. fórmula principal de esta inferencia.. 

3.3) Cuantificación Existencial ( 3 ) : 

Izquierda 

Derecha 

3:}:.~~r r-:... ~ (EXIST-I) 

r r:...-:~3:).~~) (EXIST-D} 

donde t es un término arbitrario, a es una variable y no hay presencias de a en el secuente 

inferior. F(t) y F(a) son las fórmulas auxiliares y 3xF(x) la fórmula principal de esta 

inferencia. La a en EXIST·I es llam.ada la eigenvariable o variable propia de esta inferen-

cia. 
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Dichas reglas se llaman derivadas porque pueden ser obtenidas de las reglas' anteriores por 

medio de una sencilla derivación·, cómo mas adelante veremos. 

Una vez definidas las reglas de inferencia, proccden1os a definir los secuentes que serán consid­

erados como axiomas del sistema, para lo cual dan1os la siguiente 

DEFINICIÓN. (Axioma o Secuente Inicial) 

Un secuente es axioma o secuente inicial syss tiene alguna de la.o;; siguientes ferinas: 

i)A~A 

ii) -+ t = t, donde t es un término cualquiera. 

iii) si = t¡, ... , Sn = tn ~ f(si, ... , sn) = f(ti, ... , tn), donde Si, t 1 son términos cualesquiera 

y f es una letra funcional cualquiera de aridad n. 

iv) si= t¡, .•. ,sn = tn,R(s1, ... ,sn) ......¡. R{t¡, ... ,tn), donde s,,t, son términos cualesquiera y 

R es una letra predicativa cualquiera de aridad. n. 

A los axiomas de la forma. ii),iii) o iv) se les llama. axiomas de igualdad. 

Por ultimo definiremos lo que es una derivación o prueba formal en el sistema LK, lo cual 

se conoce brevemente como LK-derivación. 

DEFINICIÓN. Una derivación P es un árbol de secuentcs que satisface las siguientes candi-

cienes: 

i) Los secuentes en el ultimo nivel del árbol son axiomas. 

ii) En el primer nivel del árbol solo hay un secuente llamado el secuente final. 

iii) Cada secuente del árbol excepto el secuente final es secuente superior de alguna 

inferencia, cuyo secuente inferior también pertenece a P. 

Una derivación que tiene a S como secuente final es una. derivación o prueba de S; un 

secuente S se dice derivable o demostrable syss existe una derivación de S. Una fórmula 

A se dice derivable o demostrable syss el secuente -+ A es demostrable. 

La notación 

denota a una derivación P del secuente r ~ .ó.. 
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Como ejemplo de una derivación, obtendremos la demostración de que las fórmulas A y -.-.A 

son equivalentes ( lo cual se denota A = -.-.A ) i.e., que los secuentes A -+ -.-.A y -.-.A -+ A 

son derivables: 

i) A-+ -.-.A 

~{NEG-I) 
A,-.A-+ 

;:_:~.:: (NEG-D} 

~{NEG-D) 
-+ A,-.A 

.:::~~ (NEG-I} 

Dei) y ii) concluimos que A = -.-.A. Como se puede observar, hemos repetido algunos secuentes 

por dos razones: para que sea más clara la comprensión de la derivnción presentando inferencias 

completas y por razones tipográficas, esto lo seguiremos haciendo In mayoría de las veces puesto 

que no representa problema alguno. 

Como segundo ejemplo demostraremos una de las reglas derivadas, digamos IMP-I. Al quitar 

la. abrevia.tura IMP-I se obtiene de DIL, INT4 , DIS'Y-I y de NEG-I: 

r _, LI.. e {NEG-I) 
-.c,r-+ 6 

-.G~~ .. ri: ~.A (DIL e INT) D,~: ~:~.A (DIL e /NT) 

-.c,r.n :c.o.~~.r.n -+D.;,~~n-"' A.A (DISY-I) 

Y este ultimo secuente es, utilizando la abreviatura: C ~ D, r, Il -+ A, A, por lo que la 

regla IMP-I es válida. 

Para. terminar esta sección mencionaremos (sin demostrarlo) un resultado que relaciona los 

sistemas de deducción H del tipo de Hilbert con los sistemas de sccuentcs de Gentzen. 

4 Aquí las reglas DIL e INT se utihza.n tantas veces coino sea nece:>ario para igualar las formulas en B.J:Dbos 
secuentes y poder aplica.r la regla DISY-1. 
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PROPOSICIÓN. Sea A una fórmula cualquiera en un lenguaje de primer orden, entonces: 

t-A syss t- -+A 
H Lff 

Cualquier duda posterior sobre el cálculo de secuentes se puede consultar en [Ta.k) o en [Kle]. 

1.5 Definiciones Relativas a Fórmulas y Secuentes dentro de 

una Derivación 

Cuando consideremos una fórmula o un símbolo lógico junto con el lugar que ocupa en una 

derivación, un secucnte o una fórmula, hablaremos de la fórinula o el símbolo lógico de la 

derivación en el secuentc o en la fórmula, respectivan1ente. Una fórtnula en un secuente es 

llama.da f'órmula-secuente. 

Sucesor de una Fórmula. Si una fórmula A pertenece a un secuente superior de alguna 

inferencia, entonces el sucesor de A se define como sigue: 

1) Si A es una fórmula de corte, entonces A no tiene sucesor. Esta definición es intuitiva­

mente obvia. pues en tal caso A desaparece. 

2) Si A es la fórmula denotada por C ( D respcctiva.1nente) en el sccuente superior de un 

intercambio ( f.B.f!.fi=ft,), entonces la C (D respectivamente) en el secuente inferior es el 

sucesor de A. 

3) Si A es la k-esima fórmula en la listar (respectivrunente n, A, A ) de un secuente superior 

de una inferencia, entonces el sucesor de A es la k-esimn fórmula en la lista r (respectiva­

mente Il, A, A ) del secuente inferior de la misma inferencia. 

4) Si A no cae en ninguno de los ca.sos anteriores, entonces A es una fónuula auxiliar en el 

secuente superior de una inferencia y su sucesor será la fórmula principal de dicha inferencia. 

Predecesor: Si A es el sucesor de B entonces decimos que B es el predecesor de A. Nótese 

que algunas fórmulas pueden tener dos predecesores ( por ejemplo la. fórmula principal de una 

inferencia CONJ-D) en cuyo caso al de la izquierda se le llama primer predecesor y al de la 

derecha segundo predecesor. 
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Ejemplo: 

r-+a,A 
~ ,r-+.ó. 

c,r-+ a n,r-+ ~ 
Q..v_B ,r-+~ 

Sucesor d11: A Sucesor de C 

Pn!deceaor de A"B 

'A' .r-~ 
A/\B,r-+~ 

Rama de secuentes: Una sucesión de secuentes dentro de una derivación se dice que es 

una rama syss: 

i) La. sucesión empieza con un axioma. y termina con el secuente final. 

ii) Cada. secuente en la sucesión ( excepto el secuente final) es un secuente superior de alguna. 

inferencia y esta. in media.ta.mente seguido por su sccuente inferior. 

Ejemplo: 

B-+B C-+C 
A, B -+ B A, e -+ e 
A,B-+B A,C-+C 

A,B-+ B,C B,A,c-c 
A,B-+B,C B,A.c-c 
B,A-+ C,B C.B,A _.,. C 
B,A-+ C.B C,B,A- C 

B => C,B,A-+ C 

los secuentes en negritas constituyen una rama. 

Los conceptos Arriba.,Abajo y En Medio:: Dados dos secuentes 5 1 y 5 2 en una derivación 

P, decimos que S1 esta arriba de S2 o que S2 esta abajo de 51 syss hay una rama a la cual 

pertenecen ambos secuentes de tal manera que 5 1 aparece antes que S2. Cabe señalar que 

nunca hay sccuentes arriba de los axiomas, ni abajo del secuente final. 

Si un secuente S esta abajo de 51 y arriba de S2 decimos que S esta en medio de S1 y S2. 

Una inferencia esta abajo de un secuente S syss su secuente inferior esta bajo 5. En particu­

lar cualquier inferencia esta bajo su secuente superior. En el ejemplo anterior el secuente 
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A,B-.. B,C esta abajo de A,B-.. B, el secuente A. B-.. B,C esta arriba de B,A-+ C,B y 

el secuente B,A-.. C,B esta entre los secuentes A,B-+ By B => C,B.A-+ C. 

Fórmula Inicial y Fórmula Final: una fórmula A dentro de una derivación se llama fórmula 

inicial (final) syss pertenece a un axioma o secuente inicial (secuente final). 

Haz de Fórmulas y los conceptos Explícito e Implícito: Una sucesión de fórmulas 

dentro de una derivación se llama un haz syss cumple las siguientes propiedades: 

i) La sucesión empieza con una fórmula inicial o una fórmula debilitadora. · 

ii) La sucesión termina con una fórmula final o fórmula de corte. 

iii) Cada fórmula de la sucesión, excepto la última es seguida inmediatamente por su sucesor. 

Un haz se llama explícito (implícito) syss termina en una fórmula final (fórmula de corte); 

una fórmula dentro de una derivación se llama explícita (implícita) syss los haces que la 

contienen son explícitos (implícitos); Un secuente dentro de una derivación se llama explícito 

(implícito) syss contiene una fón:nula explicita (irnplicita); una inferencia lógica se llama 

explícita (implícita) syss su fórmula principal es explícita (implícita). 

Ejemplo: 

.<l-+A 
4,-.A-+ 

ai, -.A-+ 
~.-.A~ 

~.-A-+ 
-A -+ -(A/\ B) 

B-+B 
B,-.B-+ 
B,-.B-+ 

A/\B,-.B-+ 
A /\ B,-.B-+ 

-B-+ -(AAB) 

-A -+ -(A A B) -B -+ -(A A B) 

Aquí las fórmulas subrayadas y las fórmulas en negritas constituyen dos haces, ambos explícitos. 

Ancestro y Descendiente: Sean A, B fórmulas. Decirnos que A es un ancestro de B y 

que B es un descendiente de A syss hay un haz al que pertenecen A y B, en el cual A aparece 

arriba de B. 
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Segment:o Final de una Derivación: El segmento final o parte final de una derivación 

P se define de la siguiente 111anera: 

i) El secuente final de P pertenece al segmento final. 

ii) El secuente superior de una inferencia que no sea una inferencia lógica implícita pertenece 

al segtncnto final de P syss el secuente inferior también pertenece. 

iii) El secuente superior de una inferencia lógica iniplícita no pertenecf" al segmento final 

de P. 

Esta definición se puede 1nostrar equivalente a la siguiente, que es la que usaremos con mas 

frecuencia: Un secuente S pertenece al segn1ento final de P syss no hay una inferencia lógica 

implícita bajo S. Por otra parte decimos que una inferencia lógica pertenece al segn1ento final 

de P syss su secuente inferior pertenece al segmento final de P. Con la notación segfin(P) 

denotamos al segmento final de la derivación P. 

Frontera de una. Derivación: decimos que una inferencia J pertenece a la frontera de la 

derivación P o que J es una inferencia írontera de P syss el secuente inferior de J pertenece 

a segfin(P) y el secuente superior no. Nótese que si J pertenece a la frontera de P entonces es 

una inferencia lógica implícita(¿ Por qué?). Con éJP denotamos a la frontera de P. 

Corte Adecuado: Un corte que pertenece a segfin(P) es adecuado syss cada una de sus 

fórmulas de corte tiene un ancestro el cual es fórmula principal de una inferencia frontera. 

Cortes Prescindibles e Imprescindibles: Un corte se dice prescindible syss su fórmula 

de corte no tiene símbolos lógicos, en otro caso el corte se llanJ.a itnpresciudible. Los cortes 

prescindibles son aquellos cuyas fórmulas de corte son atómicas. 
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Ejemplo: 

Ii: 

·-.:·· 
r'-+ e',A r'-+ e',B 

r'-+ 0',A AB 

··.:·· 

A,II'-+ A' 
I 2 : A AB,II'-+ A' 

r- e,A/\B A/\B,II-+ A 
J,~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

r,Il-+0,A 

en esta derivación, las inferencias I 1 e I2 son inferencias frontera, el corte I es un corte adecuado 

e imprescindible y el segmento final de la derivación consta de todos los secuentes bajo I 1 e I 2 • 

1.6 Algunos Resultados acerca de Derivaciones 

En esta sección desarrollaremos algunos resultados útiles para. silnplificar derivaciones que ya 

tenemos previamente dadas. 

DEFINICIÓN. (Prueba Regular) 

Una LK-Derivación se dice regular syss satisface las siguientes condiciones: 

i) Todas sus variables propias o eigenva.riables son distintas entre si. 

ii) Si una variable x figura como variable propia en un secuente S de la derivación, entonces 

x figura sola.mente en secuentes arriba de S. 

Un resultado importante que enuncia.nios en la siguiente proposición es que toda derivación 

puede transformarse de una forma sencilla en una derivación regular. 

PROPOSICIÓN. Si P es una LK-Derivación con secuente final S, entonces existe una 

derivación regular Q de S. Mas aún, Q se obtiene de P simplemente reemplazando variables 

libres de una manera adecuada. 

!2!lln: Puesto que el concepto de variable propia solo aparece en las inferencias del tipo. 

UNIV-D y EXIST-I, y siendo EXIST-I una regla derivada a partir de UNIF-D, nuestra prueba 
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será por inducción sobre el número de aplicaciones de UNIV-D. Sea. l tal número. 

i) si l = O, entonces en P no figuran inferencias del tipo UNIV-D, por lo que P ya es 

regular. 

ii) l > O, en tal caso P es S.P.G. de la siguiente forma: 

(.){ .. : . 

s 

donde para cada l :S i :s; k, .P¡ es una subprueba de la siguiente forma: 

r. = 
r 1 -+ A 1 , .F,(b,} 

r 1 -+ .ó..¡, Vy.F¡(y,) 

y cada I¡ es una inferencia UNIV-D minimal i.e. no hay dentro de P ninguna otra inferencia 

UNIV-D bajo I 1 (es decir, en la parte de P denotada por(•) ). 

Claramente P¡ tiene una aplicación menos de UNIV-D que P, por lo que por hipótesis de 

inducción existe una prueba regular del secuente r,-+ A,, F.(b¡). Denoternos tal derivación con 

Q¡. Nótese que ninguna variable libre en r, -+A.¡, F;(b¡) aparece corno variable propia en Qi, 

pues en caso contrario sólo podría aparecer en secuentes arriba de aquél en el que aparece como 

Variable propia (digamos Si}. No obstante, tal variable figura en el secuente final ri -+ A¡, 

F¡(b¡) que obvia.mente esta abajo de S1. 

Sean c 1 , .•. ,Cm las variables propias que aparecen en toda.-. la.s Q, y que, dentro de P, figuran 

arriba. de r¡-+ A,¡, Fi(b¡) para toda 1 :Si :s; k. 

Cambiemos en toda la derivación las variables c¡, ... ,cm por di, ... ,drn donde las di son las 

primeras variables que no figuran ni en P ni en ninguna Q¡. Pos su parte, si b, figura en 

P bajo r, -+ A¡, 'ty,F¡(y,), entonces la cambiamos por la varia.ble d.rn+i (puesto que estamos 

construyendo una prueba regular). 

Ahora bien, si Q~ es la deri'\.-a.ción obtenida de Q¡ aplicando este reemplazo, es claro que para 

cualquier l :5 • S k, Qi es regular. 
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Así la prueba regular deseada es: 

Q~ Q~ cr 
ri-+ Ai. Yy1Fi(yi}············r.-+ ~" Vy,F¡(y,)········rk-+ .Ó.k. 'VykFk(Yk) 

(.'){ 

s 

donde(•') es igual que(•) excepto por la sustitución de b¡ por dm.+i·O 

Supongamos a.hora que ya tenemos dada una derivación del secuente r(a) -+ ~(a) donde la 

notación r(a) indica que en las fórmulas de r hay presencias de la variable n:. Sea b una varia.ble 

que no figura en tal derivación. En tal caso podemos reemplazar todas la.s presencias de a por 

b, obteniendo como resultado una derivación del secuente r(b) -+ d(b). Metafóricamente, si yo 

tenia un árbol de peras, en el que no había ninguna manzana, si en él can1bio todas las peras 

por manzanas, obtendré un árbol de manzanas idéntko al de peras que ya tenia. Tal resultado 

lo enunciamos formalmente como sigue: 

PROPOSICIÓN. Si r(a) -+ ~(a) es un secuente demostrable, P(a) una derivación de 

r(a) -+ d(a) y b es una variable que no figura en P(a), entonces el árbol P(b), que se ob­

tiene reemplazando en P(a) todas las presencias de a por b es una derivación del secuente 

r(bJ ..... .O.(bJ. 

~: La prueba es por inducción sobre el numero k de inferencias en P(a). 

[k = OJ En este caso no hay inferencias. así que la prueba P(a) consta única.m.ente del 

secuente r(a) -+ d(a) que es necesariamente un axioma y, sin importar el tipo de axioma, la 

prueba es trivial. Por ejemplo, si r(a) -+ .ó.(a) es de la. forma a = 3 ~ .~a = s3, entonces P(b) 

es b = 3 -+ sb = s3 y es obvio que esto es un axioma. 

Hipótesis de inducción: La proposición vale para cualquier derivación que tiene n lo mas n 

inferencias. 
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[k = n + l] Digamos que P(a) es de la siguiente forma: 

Q(a) { ... 
S1(a) 

S(a) 

donde J : ~ es la última inferencia de la derivación. 

Analizaremos varios casos segun el tipo de inferencia que sea .J. 

i) J es una inferencia débil. 

En este caso la prueba es muy simple Como ejemplo haremos el caso en que J es una 

dilución, digamos .l : bt:§,';{C:j5ilta) . En este caso P( a) es: 

Q(a) { A(~;-~-~(a) 
D(a), A(a) --> CT(a) 

y como Q(a) tienen inferencias, entonces por hipótesis de inducción Q(b) es una derivación del 

secuente A(b) -+ Il(b). Así que aplicando otra vez una dilución, obtenemos D(b), A(b) -+ Il(b), 

Esquemáticamente: 

Q(b) { 
A(b)--> CT(b) 

'D"'("'b"'")-, A-.--,,(b"J-_,-,--n=1 b,..,-) 

los otros casos son análogos. 

El caso en el que J es un corte, digamos J : .'\(a)-,W:J:4~~1_fr\:):fü:~-nca), también es muy 

sencillo; sólo que ahora tenemos 2 subpruebas, ( una por cada secuente superior del corte) así 

que P(a) es: 

Q1(a) { ·' ·. · · } Q,(a) 
A(a) --> Il(a), D(a) D(a), I:(a) --> !l(a) 
~~~~~~~~~~~~~~~~-

A(a),I:(a)--> CT(a),!l(a) 
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y por hipótesis de inducción , Q 1 (b) y Q2(b) son derivaciones. De lo anterior concluimos, 

aplicando de nuevo un corte, que P(b) es una derivación: 

Qi(b) { . . . . } Q,(b) 
A(b)-+ Il(b), D(b) D(b), E(b) -+ fl(b) 

A(b), E(b) -+ Il(b), fl(b) 

El caso en el que J es una inferencia lógica proposicional es ta.tnbién obvio. Por lo que proced­

eremos al caso en el que J es una inferencia. con cuantificadores. 

Veamos el caso en el que J es una UNIV-D digamos J : .S~;~ -¡ 1~J~.'~;t,i'{!¡. En este caso P(a) 

Hay 2 aubcasos: 

Q(a){ .. , ·. 
A(a)-+ Il(a),A(a) 

A(a)-+ Il(a),\fxA(x) 

i) La variable propia de J es precisa.mente a, en cuyo caso a no figura en A, Il ni en A(x). 

Por hipótesis de inducción, reemplazar todas las presencias de a en Q(a) por b nos produce una. 

derivación Q(b) cuyo secuente final es A -+ TI, A(b), donde ni en A ni en n figura b, así que 

podemos aplicar de nuevo una UNIV-D con b como varia.ble propia, con lo cual tenemos que 

P(b) es una derivación de A -+ TI, \fxA(x) : 

Q(b) { 
A-+ Il,A(b) 

A-+ Il, \fxA(x) 

ii)a no es la variable propia de J. En este ca.so a podría figurar en A y en n. Si e es la 

variable propia de J, en la fórmula A tanibién puede figurar a, por lo que la denotamos A(a, e). 
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P(a) es' 

Q(a){ .. 
A(a) -+ Il(a), A(a, e) 

A(a)-+ Il(a), 'VxA(a, x) 

Ahora, por hipótesis de inducción, reemplazar todas las presencias de a por ben Q(a) nos pro­

duce una derivación Q(b) cuyo sec:uente final es A(b) ___,. U(b), A(b, e). Puesto que b no figura en 

P(a), por hipótesis tenemos que b ~e y por lo tanto podemos aplicar de nuevo una UNIV-D con 

e como variable propia, obteniendo la.derivación P(b) consecuente final A(a) ___,. Il(a), VxA(a,x). 

El caso en el que J es una UNIV-I es también muy simple y se deja como ejercicio al lector.e 

El resultado que acabarnos de demostrar tiene una extensión a todos los térnünos bastante útil. 

La enunciamos en la siguiente 

PROPOSICIÓN. Sea t un término cualquiera y r(a) -+ .ó.(a) un secuente derivable en 

LK. Sea P(a} una derivación de r(a) -+~(a) en la que toda variable propia es diferente de a y 

no figura en t. Al Reemplazar todas las presencias de a por t en P(a) se obtiene una. derivación 

P(t) del secuente r(t) -+ .ó.(t). 

~: La demostración es por inducción sobre términos y se omite.o 

COROLARIO. Si t es un término cualquiera y S(a) un secuente demostrable en LK. en­

tonces S(t) también es demostrable. 

A continuación probamos algunos resultados relacionados con la igualdad. 

PROPOSICIÓN. Para cualesquiera términos s. t, el secueute s = t -+ t = s es derivable. 

D.!:,m.: De los axiomas-+ s = s y s = t, s = s -+ t = s es inmediato que mediante un corte5 : 

-+ s = s s = t. s = s -+ t = s 
s-t-+t-s 

5En este caso el segundo es un axioma de igualdad del tipo h·) donde la fonnula orig1.nal R(o) es & =a. 
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PROPOSICIÓN. Si A(a1 • •••• an) es una. fórmula cualquiera, entonces el secuente 

s1=t1 •...• sn=tn, A(s1, ... ,sn)-A(ti. ...• tn) 

es deriva.ble para cualesquiera términos s1 • •.. ,sn,t1, ... ,tn. 

~: Inducción sobre fórmulas. 

i) Si .4. es atómica, entonces el secuente es un axioma. 

ii) Supongamos que A es de la forma -.B, donde por hipótesis de inducción el secuente 

ti = si. ..• ,tn = Sn, B(t1, •.. ,tn) - B(s¡, ... ,sn) es derivable. En tal caso tenernos la 

siguiente derivación: 

/ll = Ss11:.:::•L" = Ssn"·' ~~~~·!·:::.::~»~(:~("¡~ ~::~. ;:) (NEG·D) 

por lo que el secuente s1 =ti •... ,sn = tn, A(s¡, ... ,sn)-+ A(t¡, .... tn) es derivable6
• 

iii) Si A es de la forma B V C donde por hipótesis de inducción lo~ secuentes 

~1 = ti, ... ,sn = tn, B(s¡, .... sn) - B(t¡, ...• t 0 ) y s¡ = t¡, ... ,.s., =t.,, C(s¡, ... ,s0 ) 

C(ti. ... , tn) son derivables, tenemos la siguiente derivación donde; y frepresenta.n respec­

tivamente a. las n-ada.s, s¡, ... ,sn y t¡, ...• tn: 

s, = t.,B(.<ij - B(l) Si= t.,C(.s) - C(i) - (DIL-D) 
s¡ =t., B(S) - B(i), C(i) s, =t.¡, C(S) -+ B(i). C(tJ 

s, = t;,B(S)-+ B(i),C(i) s, = t;.C(S)-+ B(i),C(i) (DISY-I) 
s, =t., B(S) V C(S) - B(i'), C(i') 

s, =t., B(S) V C(S)-+ B(i), C(i) (DISY-D) 
s, =t., B(S) V C(S) -+ B(i), B(i) V C(i) 

s, = t;. B(S) V C(,;¡') -+ B(i), B(i) V C(i) (DISY-D) 
s; =t., B(S) V C(S)-+ B(i) V C(i), B(i) V C(i) 

6 Aquí ut:iliza:no!I la. proposición anterior para deducir que de t, = s, obtenemos"•= t •. 
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s; ~ t,, B(ii") V C(ii")-> B(i) V C(i), B(l) V C(i) (CON-D) 
st = t¡, B(S) V C(S)-+ B(i) V G(i} 

deestamaneraquedademostradoelsecuentes1 = t 1 , ••• ,sn = tn, A(.'i 1 , ••• ,sn)-+ A(t1 , ••• ,tn)· 

h·) Si A es de la forma 'rtxB(x,a¡, ... ,an). donde por hipótesis de inducción el secuente 

si= t¡, ... ,sn = tn, B(b,s¡,,.,,sn) -t B(b,t¡, ... ,t11 ) es derivable (no siendo b ninguna. de 

las a¡¿ Por qué? ), tenen1os la siguiente derivación7: 

s 1 =t1, ... ,sn =tn. B(b,s¡, ... ,sn)-+ B(b,t1, ..• ,tn) (U.VIV-D) 
S¡ = ti, ... , Sn = tn, B(b, S¡, ••• , Sn) -+ VxB(x, ti, ... , tn) 

s1 =t1 •...• sn=tn, B{b,s¡,,,.,sn)-+VxB(x,t1, ...• tn) (UNIV-I} 
S¡ =ti. ... , Sn = tn, "rlxB(x,s¡. ... , .Sn)-+ 'o'xB(x, t¡, ... ,t.,) 

Con este último caso queda demostrada nuestra proposición para cualquier fórmula.o 

1. 7 Definición de Consistencia 

El objetivo principal de este trabajo es exhibir una prueba de consistencia de un sistema muy 

particular: el de la aritmética o teoría de los nUrneros. Para ello deben1os definir el concepto 

de consistencia. 

El término consistencia.' derivado del latín consistens, significa. solidez. Eu nuestro caso tiene el 

siguiente sentido: el sistema está libre de contradicciones. De hecho, la palabra correspondiente 

en alemán es widerspruchsfreiheit, que es una composición de las palabras freiheit, libertad y 

widerspruch, contradicción, es decir libre de contradicciones. A continuación precisamos dicho 

concepto de consistencia. 

DEFINICIÓN. Decimos que un sistema formal es consistente syss no hay una fórmula A 

tal que tanto A como su negación -.A son demostrables. Decimos que el sistema es inconsis­

tente cuando no es consistente. 

OBSERVACIÓN: Esta definición tiene sentido solamente en el caso en que el sistema cuente 

con un símbolo para la negación. como el nuestro. En los otros casos se dice que el sistema es 

1Con b actua.udo como la '"ai'iable propia. 
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consistente cuando hay una fórmula que no es demostrable en él, lo cual resulta equivalente. 

A continuación demostraremos un resultado que nos proporciona una segunda. caracterización 

de esta noción, el cual utillzare1nos en la prueba de consistencia. 

PROPOSICIÓN. Un sistema formal es consistente syss en el no es detnostrable el secuente 

vacío-+. 

=>) (Con.trapositiva) Si el secuentc vacío -+ es demostrable, entonces por dillución para. 

cualquier fórmula A tenemos que: 

y el sistema es inconsistente.o 

4=) (Contrapositiva.) Si el sistema es inconsistente, entonces existe una 

fórmula A tal que los secuentes -+ A y -+ -.A son demostrables. Por lo tanto, utilizando 

NEG-1 y el hecho de que A = -.-.A, tenemos que: 

y ahora utilizando esto y un corte tenemos: 

-+A A-+ 

Por lo que el secuente vacío -+ es demostrable.o 

En la última. sección del capítulo enuncia.mas los trascendentales teoremas de GOdel. 

1.8 Los Teoremas de Godel 

Como paso preliminar a la demostración de consistencia de la n1aten1ática clásica, Hilbert y 

sus seguidores pusieron a prueba su herraxnienta. aplicando sus métodos n la lógica misma y a 

algunos fragmentos de la Aritmética. Lo primero fue formalizar la lógica de primer orden y 

demostrar su consistencia con métodos finitistas. Realizada esta tarea dirigieron su atención 
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a la teoría de los números. En este caso la formalización se realizó por etapas, considerando 

fragmentos sucesivos de la Aritmética de Peana. En cada situación una prueba de consistencia 

finitista fue elaborada. para el fragmento. En 1930 había razones para esperar que en poco 

tiempo el progra.ina se vería coronado con éxito. 

Esta etapa, caracterizada por el trabajo constructivo de Hilbert en Ja Teoría d(~ Ja Dcrnostración, 

llegó a su fin en 1931 cuando las investigaciones tornaron un curso inesperado: Kurt Güdel, en­

tonces un joven matemático vienés de 25 años, dio a conocer un trabajo que habría de dejar una 

huella indeleble en la lógica moderna. Utilizando tan solo rnétodos finitista..o.:;, GOdel demostró 

que la consistencia de la aritmética formal uo se puede probar rncdiante herramientas que a su 

vez sean representables dentro del formalismo. Esto significa, entre otras cosas, que Jos recursos 

y métodos de razonamiento incorporados en un formalismo aritn1etico no inuy restringido son 

insuficientes para probar su consistencia, es decir, que hay que recurrir necesariamente a una 

teoría más fuerte que esta para tal fin. Lo anterior constituyo un fuerte golpe a la pretensión de 

Hilbert de eliminar para siempre los problemas de fundan1entación de lns 111atemática.s: Ahora 

resultaba que la justificación de cualquier teoría con cierto poder expresivo habría de encon­

trarse en otra teoría que en cierto sentido Ja desbordaba, quedando pendiente el problema de 

la consistencia de esta última. Lo anterior no ha.cía n1as que poner en entredicho la posibilidad 

de justificar la validez del análisis con una prueba finitista de consistencia. ( Ver [To3J ). 

A continuación enunciaremos de la manera más elemental, los dos Teoren1a.s de lncoo1pletud 

de GOdel, también conocidos como teoremas limitativos. 

Primer Teorema de Incompletud de GOdel 

Si la Aritmética es Consistente entonces es Incompleta. 8 

Ahora bien, dado que detnostraremos que la aritmética es consistente, por el primer teorema 

de incompletud de GOdel quedara demostrado que la aritmética es incotnpleta, es decir, que 

hay verdades aritméticas que jamás seremos capaces de demostrar en el sistema formal. Las 

consecuencias filosóficas de este resultado ( así como su exposición y análisis ) van más allá de 

los objetivos de este trabajo. 

•Aquí por aritmética entendernos cualquier siStl!!ma forDla.1 que represente a nuestra lll"itmética infor:rnal, co:rno 
el siste:rna AP que desarrollaremos en el capitulo 2. 
Una teoría es incompleta si eu ella existen e11uncia.dos i11decidiblf!'S, e_q dec::Jr a.firmaciones que no se pueden ni 
probar ni refutar dentro dl!!I sistema. 
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El segundo teorema de incompletud de GOdel tiene que ver con la cuest.ión de la consistencia y 

es el que realmente derrumba al Progra.ma de Hilbert: 

Segundo Teorema de Incomplet;ud de GOdel 

Si la Aritmética es Consistente, entonces es incapaz de probar su propia Consi,.¡tencia. 

Esto es: No es posible probar la consistencia de la aritn1ética ( o de cualquier otra teoria que la 

contenga) mediante las técnicas propias de la misma teoría, n. inenos que la misma aritrnética 

sea inconsistente. 

Una exposición detallada de las demostraciones y consecuencias de estos teoremas se puede 

ballar en (To2) y en [Roj). 

Después de la aparición de los teoremas limitativos, solo había. dos alternativas: olvidarse del 

programa completamente, lo cual resultaba frustrante, o tratar de debilit.ar el programa, es 

decir, investigar basta donde se tiene que llegar para conseguir una prueba de consistencia. 

Esto fue precisamente lo que hizo Gentzen en sus pruebas de consistencia. 

En 1933 Gentzen consiguió obtener una prueba de consistencia de la arit.n1ética clásica relativa 

a la aritmética intuicionista, resultado que junto con los Teoremas de Güdel. tuvo un enorme 

impacto. Al respecto, Paul Bernays comenta: 

"Así que se ha vuelto aparente el hecho de que el punto de vista finitista no es la. Unica 

alternativa. a las formas de razonamiento y no es necesariamente itnplicado por la idea. de la 

Teoría de la Demostración. Una extensión de los métodos de la teoría de la demostración estaba 

~ugerida9 : En lugar de una restricción a los métodos finitistas de razonatniento, se requería so­

lamente que los argumentos fueran de un carácter constrt1ctivo, permitiéndose así tratar con 

formas más generales de inferencia . ., 

Una extensión de tal tipo es la utilizada por Gentzen en sus pruebas de consistencia. de la. 

Aritm.ética de 1936 y 1938, ver {Genl] y (Gen2]. 

9 Aquí se entiende por Teoria de la Demostración, a la parte de la teoría de la demostración que unicauiente 
utiliza metodos finitistas, como Hilbert la utilizo. 
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Capítulo 2 

AP ES CONSISTENTE 

La meta principal de este capítulo es dar una demostración de la Consistencia. de la Aritmética 

de Peano. No obstante, antes de proceder a tal prueba. necesita.xnos for1nalizar en un sistema 

lógico la Aritmética informal, cosa que haremos enseguida. 

2.1 El Sistema Formal AP para la Aritmética 

El sistema formal que usa.remos es básican1ente el sistema LK con ciertos agregados. En primer 

lugar, es necesario definir el lenguaje del sistema, un lenguaje de primer orden con igualdad 

denotado por .CAP y que consta de los siguientes símbolos: 

Constante: O 

Letras Funcionales: +, ·, s 

donde los símbolos+,· denotaran a. las operaciones binarias de suma y producto respectiva.mente 

y el símbolo s a la. función sucesor unaria.. Con estos símbolos utiliza.remos notación infija. 

Obsérvese también que nuestro lenguaje carece de letras predicativa., aunque algunas otra.s 

formulaciones de la aritmética utilizan el símbolo bina.ria < para. denotar el orden usual de los 

números naturales. El uso de este símbolo se puede evitar definiendo en términos de la. igualdad 

y la. suma de la siguiente manera.: 

x <y <=> 3 z =/= O(y = x + z) 
def. 
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Aparte de lo:S axiomas lógicos del sistema, distinguimos los siguiente$ secnentes llamados 

Axiomas 1'.l:atemáticos. 

DEFINICIÓN. Un secuente S es un axioma matemático syss tiene alguna de las siguientes 

formas, donde t, r denotan términos cualesquiera. 

i) s{r) = s(t) --+- r = t 

ii) s(t.) = 0--+-

iii) --+ t +o= t 

iv) --+- t.+ s(r) = s(t + r) 

v) -+ t ·O= O 

vi) --+- t · s(r) = t · r + t 

Analicemos lo que dicen estos axiomas. El grupo i) dice que la función sucesor es inyectiva; el 

grupo ii) que el cero no pertenece a la imagen de la función sucesor; los grupos iii) y iv), y v) 

y vi) _definen recursivamente las operacione!> de suma. y producto. Así. intuitivamente es muy 

clara la validez de dichos axiomas. 

Además de las reglas de inferencia. ya conocidas de LK, el sistema AP tiene la siguiente regla 

adicional. llamada Inducción: 

con las siguientes restricciones: la variable a no figura en F{O), ro A; tes un término arbitrario 

{ en el cual podría figurar a ) y F(a) es una fórmula arbitraria de .CAP· A F(a) se le llama 

la fórmula de inducción y a es la variable propia. de la inferencia; además, F(a) y F(.<;ra) se 

llaman las fórmulas auxiliares izquierda y derecha respectivamente, y F(O) y F(t) las fórmulas 

principales izquierda y derecha respectiva.mente. Definimos el sucesor de F(a), (F(sa)) como 

F(O), (F(t)). 

Este sistema formal suele denotarse PA { Peana Arithmetik ), nosotros lo denotaremos con 

sus siglas en español AP ( Aritmética de Peana). 

En lo que sigue demostraremos algunos resultados que usaremos más adelante. Empezamos 

con el siguiente 

LEMA 1. Para todo término cerrado .<J, existe un único número natural n tal que la fórmula 
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s = ff es demostrable sin cortes imprescindibles y sin inducción, donde f"i denota al término 

s" (0) y es llamado el numeral de n. 

~: Inducción sobre el término cerrado s 

Caso i) Sis= O. el resultado es inmediato pues el secuentc--!> O= O es un ax.iomn1 . 

Caso ii) Si s = st, donde t es un término cerrado y por hipótesis de inducción existe n tal 

que la fórmula t = 'fI es demostrable, entonces utilizando un corte y d axioma de igualdad 

t = n -+ st = sfi, obtenemos: 

--+t=n t=n-tst=sn 
-tst=sn. 

esto es, la fórmula s = n + 1 es demostrable. 

Caso iii) Si s = ti + t2 y por hipótesis de inducción existen n1 y n:i ta.les que los secuentes 

-+ t 1 = Ti 1 y --+ t 2 = i"12 son demostrables; entonces tenernos la siguiente derivación: 

-b-~ b-~-~+b-~+~ 
-+ t1 + t2 - n1 + 112 

Además, es claro que 'fI1 +nz = ñt+"'ñ2- Por lo tanto, la fórmulas= n1 + n2 queda 

demostrada. 

Caso iv) Cuando s = t 1 • t 2 , se procede analogrunentc al caso iii), por lo que lo om.itimos. 

LEMA 2. Si s y t son términos cerrados, entonces alguno de los secuentes -+ s = t o s = t --+ 

es derivable sin un corte imprescindible ni inducción. 

~: Utilizando el lema 1, es suficiente con demostrar lo siguiente: Para cualesquiera 

números naturales n y m, alguno de los secuentes --!> fi = m o fi = ffi ---¡. es derivable. Tenernos 

dos casos: 

i) n = rn. En este caso el secuente --!> tt = m es un axioma. 

ii) n =¡é m. Podemos suponer, sin perder generalidad, que n < m, Le .. que hay un natural k 

1 Aqui O denota al si:m.bolo para la constante que representa al número cero, no al ntlmero en si. 
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tal que n + k = m. Tenemos la siguiente derivación: 

sk+l (O) - s(O) -t 

sk+2(0) = s2(Q) -t sk+l(Q) = s(O) sk+l(Q) = s(O) -

sk+2(0) = s2(0) -

8 k+3(0) = 8 3(0) -+ 8 k+2(Q) = 8 2(0) .<ik+2(Q) = .<i2(0) -

8 k+3(Q) _ 8 3(0) -t 

pero k + n = m, así que en este caso queda demostrado el secuente m = 'fí ~ •0 

LEMA 3. Si s y t términos cerrados tales que la fórmula s = t es derivable sin un corte 

imprescindible ni inducción, y si q(a) y r(a) son dos terminas con n.1gunas presencias de a 

(posiblemente ninguna), entonces el secuente q(s) = r(s) - q(t) = r(t) es derivable sin cortes 

itnprescindibles ni inducción. 

~: En este caso toda la derivación se reduce al siguiente corte prescindible: 

-+ s = t ~"' = t,q(s) = r{s)-+ q(t) = r(t) 
q(s) = r(s} - q(t) = r(t) 

puesto que por una proposición anterior {capitulo l) el secuente s = t, q(s) = r(s)-+ q(t) = r(t) 

es derivable.a 

LEMA 4. Si s y t son como en el lema 3 y si F(a) es una fórmula cualquiera, entonces el 

secuente F(s)-+ F(t) es derivable sin un corte imprescindible ni inducción. 

~: Análoga a la del lema 3: 

--+ s = t s = t,F(s)-+ F(t) 
F(s) --> F(t) 

por lo que el secuente F(s) --+ F(t) es derivable sin cortes imprescindibles ni inducción.a 
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2.2 Accesibilidad 

El concepto de accesibilidad de un ordinal es una manera de justificar el carácter casi finitista 

de la prueba de consistencia de Gentzen, que suele demostrarse con base en la inducción trans­

finita hasta ..:o. Mientras que para. quienes aceptan el razonan1iento transfinito no es uecesaria 

alguna otra justificación, para los finitistas ésta es una justificación basada en un concepto 

completrunente constructivo como lo es el de accesibilidad, el cual en su desarrollo no utiliza 

nada n-ias que la simple inducción para naturales. 

DEFINICIÓN. Sea (on) ~ una sucesión estrictamente decreciente de ordinales ( i.e. ª" E 

ORD p.t. n E N y n < m ==> O'n > Om) y µ E ORD. En tal caso decimos que (on) es 

µ-domina.da syss µ > oo y, por lo tanto,µ> On. p.t. n E N. 

DEFINICIÓN. Sea ¡3 E ORD. Decimos que f3 es accesible syss cualquier sucesión (on) ":w 

/3-dominada es finita. 

PROPOSICIÓN. Para toda m < w. mes accesible. 

~: Si (a0 )~ es w1a sucesión '71-dominada, entonces m > oo => o 0 E {O, 1, .... , m - 1} y 

como nuestra. sucesión es estricta.mente decreciente, es obvio que tiene a lo n1as m - 1 elementos 

distintos. Por lo tanto, es finita.c 

COROLARIO. w es accesible 

J2!:.m: Trivial. c 

Debe quedar muy claro que el concepto de accesibilidad de un ordinal tiene significado so­

lamente cuando se ha demostrado mediante un método constructivo que dicho ordinal cumple 

la propiedad de accesibilidad. El método que aquí presentarnos nos parece más claro y no tan 

complicado en su exposición, ( en comparación. con el método de los eliminad.ores ) aunque tiene 

la desventaja de no ser completamente constructivo, pues utiliza la inducción para naturales. 

El lector interesado en dicho método debe consultar [Tak]. 
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PROPOSICIÓN. Si µ. y v son accesibles, entonces µ. + v es accesible. 

~: Sea (on)~ una sucesión (µ. + v)-dominada. La demostración se divide en dos partes: 

i) Existe un n E N ta.1 que On :5 µ. 

Supongamos que no. En tal caso tenemos que para cualquier n E N, On > µ. Como 

µ. < º" < µ. + v entonces, por ORll, existe /3n < µ. + v tal que o,. = µ. + f3~l y como 

ª" = µ + /3n < µ. + v entonces, por OR4, {3,. < v. Consideremos ahora la sucesión (,B,.) 

la cua.1 es v-dotninadn. Si n < m, µ. + /3,. = crn > Orn = µ. + /3m o=Ji.i /311 > /3m y (/3n)~ • De esta 

forma hemos construido una. sucesión estrictamente decreciente, v-dominada e infinita, lo cual 

contradice el hecho de que v es accesible. Por lo tanto, existe n E N ta.l que o,. :5 /-"·o 

ii) (o,.) es finita. 

Si n 0 es ta.1 que µ ~ º"º' entonces la sucesión (am.)~=no es µ-dominada y, además, es finita, 

puesµ. es accesible. Por lo tanto, la sucesión completa {o,.) es finita.o 

COROLARIO. Para cualesquiera o E ORD y n E N, si o es accesible, entonces o · n 

es accesible. 

:u.iun: Es inmediata pues o· n = a+ o+ ... + o (n veces).o 

PROPOSICIÓN. Sea o E ORD. Si o es accesible entonces o · w es accesible. 

~: Sea (f3n)"'.i.. una sucesión o· w-dominada. Como /Jo < o· w entonces, por OR12, /3o < 
o. n para algún n E N, y, por lo tanto, (f3n) es o· n-dominada, así que por el corolario anterior 

(J3'n) es finita.e 

DEFINICIÓN. (Recursiva de n-accesibilidad) 

Sea. o E ORD, decimos que o es 1-accesible syss a es accesible. Decimos que cr es 

(n+l)-accesible syss para cualquier /3 E ORD, si /3 es n-accesible entonces f3·wª es n-accesible. 

PROPOSICIÓN. Seanµ,µ E ORD y n EN. Siµ es n-accesiblc y v < p,, entonces v 

es n-accesible. 

Dem: Inducción sobre n. 
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n = 1) Suponganios que µ es accesible. Si (o,.)~ es una sucesión v-donünada, como v < µ 

y Oo < v, concluimos que (on)~ es µ-dominada. Pot lo tanto, (an)~ t!S finita ya queµ es 

accesible. 

Hipótesis de Inducción: Si µ es n-accesible y v < µ entonces v es n-accesible. 

Ahora supongamos queµ es {n +!)-accesible y v < µ. Sea o e ORD . tal que o es n-a.ccesible. 

Queren1os demostrar que o · wv es n-acccsible. Como v < ~1. entonces, por O R2., w" < w"' y, 

por OR5, a· w" < a· w"'. Puesto que µ es (n + 1)-accesible y o es n.-accesible. Concluimos 

que a· w"' es n-accesible. Por lo tanto como a· wv < o· w"' aplicando la hipótesis de inducción 

tenemos que o · w" es n-accesible.o 

PROPOSICIÓN. Sea (µm.) /" µ una sucesión arbitra.ria estrictamente creciente con limite 

µ y sea n E N. Si para toda n1. µ"" es n-accesible entonces µ es n-accesible; en otras palabras, 

el limite de sucesiones de n-accesibles es n-accesible. 

l2.!:un: Inducción sobre n. 

n = 1) Sea (on).....,_ una sucesión µ-dominada. Comoµ.> oo. entoncesµ'"'> oo para algún rn y, 

por lo tanto, la sucesión (on) es µ 171-dominada y en consecuencia es finita. 

Hip. de Ind.: Para cualquier sucesión (µTn)/" µ,si para toda m, µ ..... es n-accesible entoncesµ 

es n-nccesible. 

Suponganios que para toda m, µrn. es (n + 1)-accesible. Queremos demostrar queµ es (n + 1)­

accesible. Tomemos un ordinal o n-accesible y demostremos que a· w'' es u-accesible. Tenemos 

lns siguientes relaciones entre sucesiones: Si (µ-m}? 11. entonceti, por OR'2, (w 1',... )/" w" de donde 

se sigue, por OR5, que (o· w''"')/""\ o· wJ.J, de ruado que basta ver que para toda 77l, a· w"''"' 
es n-a.ccesible pues, utilizando la hipótesis de inducción, obtenemos que o · wµ es n-accesible. 

Sin embargo, a · w"'"' es n-a.ccesible, pues por hipótesis µm es n-accesible. Concluimos que µ es 

(n + 1 )-accesible.o 

PROPOSICIÓN. Sea v E ORD. Si ves (n. + 1)-accesible, v - w también lo es. 

~: Supongamos que ves (n + 1)-accesible. Quercn1os ver que,,,· w es (n + 1)-accesible, 

tomemos a n-accesible y demostremos que o· w"·'"' es n-acccsible. Por lu. proposición anterior, 

basta ver que o· wv·m es n-accesible para cada m, pues (o· w"·rn).7 o· i..J" . ..., : pero tenemos que 

37 



a· wv·m =o· (w")rn = o· w" · w" · ... · w" así que, por la (n + 1 )-accesibilidad de v, tenemos que 
rn veces 

si a ·wv n-accesible entonces, corno ves (n+ 1)-a.ccesihle, (a·w") •wv es n.-accesible y, de nuevo, 

como '"es (n + 1)-accesible, (a· w" · wv) • wv es n-acccsible y, nsí sucesiva1nente, hlL'ita. llegar a 

la conclusión de que o · w.,.·m es n-a.ccesible ( este procedimiento se puede justificar n1ediante 

inducción sobre ro). Por lo tanto, concluimos que o · wv·.., es n-accesible y por ende v · w es 

( n + l )-accesible.o 

PROPOSICIÓN. Para cualquier n EN, 1 es (n + 1)-acccsible. 

D.Jlln: El caso para n = O es trivial. Supongan1os que n ?: 1. Queren1os demostrar que si 

o es n-accesible, entonces o· w 1 = o· w es n-accesible. Como n ;:::: 1 entonces n = 1n + 1 para 

algún ni E N. Por lo tanto, deben1os demostrar que si o es (7n + 1)-accesible entonces a· w es 

(Tn + 1)-accesible. Mas este es el resultado de la proposición anterior.o 

PROPOSICIÓN. Para cualquier k y para toda n > k, Wk es (u - k}-accesible. 

D!un: lnducción sobre k, 

k = O) P.D. Para toda n > O, wa = 1 es n accesible. Esto equivale a demostrar que 1 es 

(m + 1)-accesible para toda m;:::: O, que es la proposición anterior. 

Hipótesis de inducción: Wk es (n - k)-accesible para toda n > k. 

P.D. Para toda n > k + 1, Wk+l es (n - (k + 1))-accesible. 

Sean> k + l,como n > k y n - k = (n - (k + 1)) + 1, tenemos que, por hipótesis de inducción, 

Wk es ((n - (k + 1)) -+- 1)-a.ccesible. Por lo tanto, como 1 es (n. - (k + 1))-acce:üble, entonces, 

puesto que wk es ((n - (k + 1)) + 1)-n.ccesible, 1 · ww" = W"""'• = Wk+l es (n - (k + 1))-accesible.c 

COROLARIO. Wk es accesible para cualquier k E N. 

Jl.!lln: Trivial. 

Tomemos ahora cualquier sucesión (an)~ que sea e-o-dominada. Como ero < eo implica ao < Wk 

para. algún k EN. tenemos que (on) es Wk-dominada, y. por el corolario anterior, (on) es finita. 

De esta manera hemos demostrado la siguiente 

PROPOSICIÓN. eo es accesible 
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Este último resultado es crucial, ya. que la. inconsistencia de la aritmética implicaría que EO no 

es accesible. De lo anterior se sigue que AP no puede ser inconsistente, si bien nos falta mucho 

ca.niino por a.ndo.r para llegar a tal resulta.do. 

2.3 La Relación entre Ordinales y Derivaciones 

Nuestra herrrunienta. principal para la prueba de consistencia es el concept.o de accesibilidad, 

para cuya comprensión necesitamos dar una. relación entre los números ordinales2 y las deriva­

ciones, lo cual explicamos en esta sección. 

Antes de da.t" la. asignación de ordinales necesitrunos un par de definiciones. 

DEFINICIÓN. Sea A una fórmula. El grado de A es el número de símbolos lógicos que 

figuran en ella y es denotado grd(A). El grado de un corte es el gt"a.do de la fórmula de corte y 

el gradQ de una inducción es el grado de la fórmula de inducción. Abusando de la notación, si 

J es un corte o inducción, denotamos a. su grado con grd(J). 

DEFINICIÓN. Sea S un secuente. La altura de S cu la derivación Pes el máximo de los 

grados de los cortes e inducciones que figuran en P bajo S. Tal numero se denota con hp(S); 

esto es 

hp(S) = ma.x{ grd(J) \ J es un corte o JND, que figura en P bajo~} 

A continuación enunciamos algunos resultados útiles acerca de la altura. 

PROPOSICIÓN. 

a) La. altura. del secuente final de una derivación es cero. 

b) Si S1 figura arriba. de S2 en una deriva.ción1 entonces hp(S2) 5 hp(S1 ). 

c) Si S1 y S2 son los secuentes superiores de una inferencia, entonces hp(Si) = hp(S2). 

12!:.ro: Trivial.o 

DEFINICIÓN. (Por recursión para naturales). 

Dado cualquier ordinal o. definim.os: 

wo(cr) =a, Wn+1(cr) = w'"' .. (o} 

,;1Recorden:1oa que por ordinales entendeoios sola.mente ordinales xnenores qull! l!:o. 
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Lo que sigue es asignar a. cada. secuente de una derivación un número ordinal. 

DEFINICIÓN. Sea SEC(P) = {S 1 Ses un secuente de AP, que figura en P } Definimos 

recursiVD.nlente la función de asignación de ordinales op : SEC(P) -+ ORD de la siguiente 

manera: 

i) Si S es un axioma, entonces op(S) = l. 
ii) Si J: ~es una inferencia débil, entonces op(S) = op(S1 ). 

Hi) Si J : ~ es una inferencia del tipo CONJ-I, DISY-D, IllfP-D, NEG-D, NEG-I o una 

inferencia con cuantificadores, entonces op(S) = op(Si) +l. 

iv) Si J : ~ es una inferencia del tipo CONJ-D , DISY-1 o Illf P-I. entonces 

op(S) = op(Si) e op(S2). 

v) Si J: ~ es un corte, entonces op(S) = Wk-1(op(Si) 9 op{S2 )) donde k = hp(Si) y 

1 ~hp(S). 

vi) Si J: ~es una IND, entonces op(S) = Wk-l+ 1(µ1EB1) donde op(S1) = w1H + ... +w''" 

está. en FNC, k = hp(Si) y l = hp(S). 

El ordinal de una derivación P, denotado con o{P), por abuso de notación, es el ordinal de su 

secuente final. Con la notación: 

p, 
.. ;·. 

denotamos una derivación P de r-+ .a. tal que o(P) = op(r-+ .ó.) = ¡t 

OBSERVACIÓN: Cuando en el contexto de una discusión sólo nos este1nos refiriendo a una 

derivación en particular escribiremos o(S) en lugar de op(S). 

2.4 Derivaciones Simples 

Aunque este trabajo cae en su totalidad en la. rama de la lógica llamada Teoría de la De­

mostración, la cual es un tratamiento formal de la sintaxis de un lenguaje, para la prueba de 

consistencia necesitamos el concepto de derh.-ación simple, que se sirve del concepto semántico 

de verdad y que trataremos de manera intuitiva.. 

DEFINICIÓN. Una AP-Derivación P se dice simple syss cumple las siguientes dos condi~ 

ciones: 

40 



i) En P no hay presencias libres de variables. 

ii) En P figuran sola.mente axiomas matemáticos, inferencias débiles y cortes prescindibles. 

El resultado que utilizaremos es el siguiente: No hay una derivación simple del secuente vacío. 

no obstante, antes de proceder a la demostración, necesita111os hablar de cierta noción de ver­

dad, la. cual no es ni pretende ser una noción for1nal como la de Tar."ki de 1936. ?vlas bien, 

se trata de una noción intuitiva que se referirá única y exclusivamente a los sccuentes que 

figuren en una derivación simple, sobre los cuales no tiene sentido preguntarse acerca de su 

valor de verdad sin especificar una derivación simple en la que éstos tig:uren. 

Consideremos una fórmula de la formas = t con s y t términos cerrados cualesquiera, utilizando 

la interpretación natural de la constante O como el numero natural cero, podemos decidir in­

mediatan1ente si la fórmula es verdadera o falsa ( sera. verdadera si cuando al interpretarla 

en los números naturales, s denota al mismo número que t y falsa en el caso contrario). Por 

ejemplo, la fórmula sO = ssO se interpreta como 1 = 2 y por lo tanto es falsa. En catnbio, la 

fórmula sssO = sO + ssO se interpreta como 3 = 1+2 y, obviamente, es verdadera. Hechas estas 

observaciones pasanios a. definir lo que entendemos como un secuente verdadero. 

DEFINICIÓN. Sea S = A¡, ... ,An --+ Bi .... ,Bm un secuente con!iiderado dentro de 

derivación simple Decimos que S es verdadero syss A, es faL'>a para alguna 1 $ i S n o B, es 

~erdadera para alguna 1 S j S rn. 

La definición anterior es equivalente a decir que S es verdadero syss siempre que A i. .... An 

son todas verdaderas, al menos una de Bi. ... , Dm es verdadera. Nótese la semejanza con la 

definición de verdad de la implicación. 

Dos consecuencias inmediatas de la definición son que el secueute vacío .....¡. es falso y que el 

secuente S sera falso syss A 1 , ... , An son todas verdaderas y B1, ... , Bm son todas falsas; para 

demostrar nuestro resultado necesitamos antes de dos lemas. 

LEMA 1. Los Axiomas Matemáticos cerrados son verdaderos 

.Q§m: Se deja al lector ·O 
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LEMA 2. Las inferencias débiles y los cortes prescindibles preservan el valor verdadero hacia 

abajo para los secuentes, i.e., si J : ~ es una inferencia débil ó J : ~ es un corte prescindible 

tales que S 1 , 5 2 y S 3 son secuentes verdaderos, entonces S y S' son verdaderos. 

~: El caso en el que J es una inferencia débil es trivial. Verunos el caso eu el que J es 

un corte prescindible, digamos 

J: r -+ ~. s = t s = t. n -. A 
r.n-+ .ót.,A 

y supongrunos que r -+ .ó., s = t y s = t, n -+ A son ambos verdaderos. Queremos demostrar 

que r, II-+ ~.A es verdadero. Si en ro en Il hay una fórmula falsa nada. queda por deinostrar, 

pues entonces habrá una fórmula falsa en r, n. En cambio, si este no es el caso, entonces 

tenemos que todas las fórmulas de r y II son verdaderas. de donde se sigue que ha.y al menos 

una fórmula verdadera en .ó., s = t y tenemos dos casos que considerar: 

i) 8 = t es verdadera. Se sigue que s = t, n son todas verdaderas, Jo cual hnplica que en A 

( y por lo tanto en ~.A ) hay una fórmula verdadera, así que r, TI -+ .ó., A es verdadero. 

ii) s = t es falsa. Esto implica que en ~ hay una fórmula verdadera, y, por lo tanto, 

r, TI-+~. A es verdadero. 

En cualquier caso concluirnos que r, Il-+ .ó., A es verdadcro.::::J 

Ahora pasarnos a demostrar el resultado que necesitamos. 

PROPOSIC.IÓN. No hay una derivación simple del secuente vacío -

12..!:.m: ( Por Reducción al Absurdo) 

Supongaxnos que P es una derivación simple del secuente vacío -+ . Por definición P empieza 

con axiomas i:::naternáticos cerrados, los cuales son verdaderos por el lema 1, y, por el lema 2, 

todo secuente que figure en P debe ser verdadero. Pero-+ es falso lo cual es una contradicción.o 

A este resultado le llamaremos Ja propiedad de derivaciones simples y la denotaremos por PDS. 

2.5 La Propiedad de Monotonía 

En esta sección se expone la propiedad central necesaria para la prueba de consistencia, a la que 

llamaremos la Propiedad de Monotonía para Derivaciones, denotada con PAfD. Esta propiedad 
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establece que si en una. derivación se sustituye una subprueb<t. de algún secuente por otra con 

menor ordinal, entonces la derivación completa tendrá meuor ordinal. Obviamente se necesitan 

ciertas restricciones, que a continuación enunciamos. 

PROPOSICIÓN. (PMD) Sea. P unu. derivación en la que figura el secuente S 1 y sea P 1 

la subprueba de P que termina. en S1 (i.e. el secuente final de P1 es 5 1). Supongamos que no 

hay aplicaciones de inducción (IND) bajo 5 1 • Sean P[ cualquier otra derivación de S 1 y pr la 

prueba. que resulta de substituir en P la. subprueba P 1 por P[, esto es: 

s, s, 

r--+A 

se afirma que si Opr (S1) < op(S1 ), entonces o(Pr) < o(P). 

OJull: Tómese una rama cualquiera. de P que pase por S 1 • Veremos que para. cualquier 

secuente S que figure en la rama, sea éste S 1 u otro abajo de él, si sr es el secuente correspon­

diente a S en pr ( Nótese que considerados por si solos, S es igual a S", pero no segun la. 

derivación en la. que figuran) se tiene que op.-(Sr) < op(S). 

Si S = S 11 esto es cierto por hipótesis. Analicemos ahora los distintos casos según el tipo de 

inferencia. en la que S sea el secuente inferior, suponiendo la desigualdad para. los secuentes 

superiores: 

i) Si S se obtuvo mediante una inferencia débil, digatnos J : ~ con op .. (52) < op(S2), 

entonces, conforme a la asignación de ordinales, tenemos que 

op.(S') = op•(S:i) < op(S2 ) = op(S) 

ii) Si Ses el sccuente inferior de una. inferencia del tipo CONJ-1, DISY-D, IMP-D, NEG-D, 

NEG-I o alguna inferencia. con cuantificadores, digamos J : ~. entonces como op .. (52) < 
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op(S2) tenemos ( por propiedad de ordinales ) que: 

op .. (S) = op .. (82) + 1<op(S2)+1 = op(S) 

iii) Si Ses el secuente iníerior de una inferencia del tipo CONJ-D, DIS'Y-I o IMP-I. digamos 

J: ~y op .. (52) < op(S2), op .. (S.3) < op($3), entonces (por la propiedad de ordinales 

(OR15) )concluimos: 

iv) Si Ses el secuente inferior de un corte, digamos J: ~.y op .. (S2) < op(S2), opr (S,3) < 
op(S3) entonces ( usando la propiedad de ordinales OR2 repetidamente, OR15 y el hecho 

de que hp,. (s:n = hp(S2 ) ) concluimos que 

Con esto hemos demostrado que todas las reglas de inferencia preservan la desigualdad, así que 

tomando a S como el secuente final, obtenemos el resultado deseado o(P .. ) < o(P).o 

2.6 El Lema Fundamental 

En esta sección se expone un resultado llamado Lema Fundamental y constituye la parte medu­

lar de todo el trabajo. La prueba de consistencia vendrá a ser un corolario de este resultado 

que demostraremos detalladamente. 

Pero antes de pasar al lema fundamental, demostraremos un par de resultados auxiliares. 

PROPOSICIÓN. Si P es una derh-ación de -+, entonces todas las inferencias lógicas de 

P son implícitas. 

U!:m: El resultado es una consecuencia inmediata de las definiciones, pues de otra manera 

todo haz al que pertenezca Ja fórmula principal, de una inferencia explícita terminar<i. con una 
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fórmula. final, lo cual es absurdo, yB. que no hay fórmulas fina.les. 0 

Una. consecuencia importante de este resultado es el hecho de que la definición de segmento 

final de una derivación del secuente vacío puede ser enunciada como sigue: 

Segmento Final de una Derivación de -+: El segmento final de una. derivación del se­

cuente vacío consiste de todos aquellos secuentes que se encuentra.u al recorrer cada rama desde 

el secuente final basta llegar a una inferencia lógica. En tal caso el secuente superior de esta 

inferencia ya no pertenece al segmento final, pero el secuente inferior y todos lo secuentes bajo 

el si. Dicha inferencia pertenece a la frontera. 

Un resultado crucial para el lema funda.tnental es el hecho de que bajo ciertas hipótesis el 

segmento fina.1 de cualquier derivación del secuente vacío contiene un corte adecuado. Aquí 

proba.remos un resultado más fuerte. 

LEl\llA AUXILIAR. Sea P una AP-derivación que satisface las siguientes condiciones: 

i) P #' segfin(P) 

ii) segfin(P) no contiene ninguna inferencia lógica., inducción o dilución. 

iii) Si un axioma pertenece a segfin(P), entonces en él no figura ningún símbolo lógico. 

En tal caso el segcnentcrfinal de P contiene un corte adccuado3 . 

11.s:.m: Por inducción fuerte sobre el número de cortes imprescindibles que figuren en 

segfin(P). 

Para esto necesitamos probar primero que hay al menos un corte imprescindible en segfin(P). 

Por i) tenemos que en P ha.y inferencias lógicas implícitas, lo cual nos implica que debe 

haber al menos un corte en segfin(P) ( de otra manera habría. un nútncro infinito de infe­

rencias lógicas implícitas en la derivación, lo cual es imposible), si tal corte no era. ya 

imprescindible, se puede substituir por uno que sí lo sea ( de lo cun.l puede cerciorarse el 

lector, por ejemplo, usando el hecho de que si A es derivable tanJ.bién lo es A/\ A). 

Sea. I un corte imprescindible minimal en segfin(P), i.e., un corte debajo del cua.1 ya no 

figura ningún corte imprescindible. Si I es un corte adecuado, nada queda. por hacer, si no, 

3 Noi;~e que en e11U! t'esult;ado no se asume que el secuent;e final sea. - . 
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entonces P es de la siguiente forma: 

I, _p_,_,_{~r_·~---'~,,,· ·...,:v,,,...._p.,_.,.-' -;{,_v_._."n_· '-~-·-· 11._ 

r.n~A.A 

·.:·· 
s 

donde S es el secuente final de P. Como I no es un corte adecuado. una de sus 2 fórmulas 

de corte no es descendiente de una fórmula principal de una inferencia. frontera. Sin perdida de 

generalidad digamos que tal fórmula es la de la izquierda, i.e., la Den r --+- A, D. A continuación 

probaremos tres cosas: 

a) En P1 figura una inferencia frontera de P. 

Por reducción al absurdo, suponganios que ninguna inferencia frontera de P figura en P 1 • 

En tal caso la D en r ~ A, D es, necesariamente, descendiente de alguna D que figura 

en algún axioma que pertenezca a segfin(P). Es más, tal D solan1ente puede provenir del 

a.xio1na. D ~ D, puesto que de otra manera la D habría aparecido de una de las siguientes 

formas: 

-;!1:!' A ...... g (NEG-D) r :.~~D (DIL-D) 

donde tales inferencias pertenecen a segfin(P). pues en P1 no figuran inferencias frontera, 

mas tales casos no son posibles debido a la propiedad ii). 

Como D desciende del secuente inicial D ~ D, el cual pertenece a segfin(P), tenemos, por 

la propiedad iii}, que D es una fórxnula atómica, lo cual es una contradicción, pues D es la 

fórmula de corte en I e I sería en tal ca.so un corte prescindible. 

Por lo tanto, en Pi figura una inferencia frontera de P.o 

b) Si una inferencia. J que figura en Pi es una inferencia. frontera de P, entonces J es 

también una inferencia frontera. de P1. 

Sea. J una inferencia frontera de P que figure en P 1 , i.e. el secuente inferior de J pertenece 

al segmento final de P, pero su secuente ( o secuentes ) superior ya no. En tal caso tenemos 
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que: 

1) El sec:uente inferior de J pertenece a segfin(P1 ). 

Como J es una inferencia frontera de P, entonces, en P, .J es una. inferencia lógica 

implícita. Basta ver que no hay una inferencia lógica implícita (según Pi) bajo el secuente 

inferior de J, pero esto resulta inmediato ya que como J pertenece a segfin(P), entonces 

toda inferencia de Pi bajo J se queda en segfin(P) y ( por ii) } bajo J no hay inferencias 

lógicas. En particular, no hay inferencias lógicas implícitas. Por lo tanto el sccuentc inferior 

de J pertenece a segfin(P1 ). 

11) El secuente superior de J ya no pertenece a. scgfin( P 1 ). 

Ba..~ta ver que J, siendo una inferencia implicita en P, lo sigue siendo en Pi, pues de esta 

forma J será. una inferencia implicita que, por supuesto. esta. ha.jo su secuente superior. 

Lo anterior es cierto en virtud de que todo haz de Pi que contenga. al secuente superior de 

J, debe terminar en un corte, pues de lo contrario termina.ría en el secuente final de Pi que 

es r --+ 6., D, lo que no es posible Ya que en tal ca.so D seria descendiente de la fórmula 

principal de J, contradiciendo nuestra hipótesis. 

De l y 11 concluimos que J es una inferencia frontera de P 1 .o 

c} segfin(Pi) #- Pi y el segmento final de P1 es la intersección de P1 y el segmento final de 

P, i.e., segfin(P1 ) = P 1 n segfin(P). 

Que P1 no es igual a su propio segmento final es claro porque a) y b} iJnplican que en P 1 

hay una. inferencia lógica implícita.. 

Veamos que segfin(P1) = Pi n segfin(P) 

2) Basta ver que la contención es valida para las inferencias frontera (¿ Por qué?). Sea J 

una inferencia frontera de P que figura en Pi. Por b), J es una inferencia. frontera de Pi 

que pertenece, por tanto, a segfin(P1 ). 

f;} Tomemos un secuente Sen segfin(P1 ). En este caso no hay una inferencia lógica implícita, 

segun P 1 , bajo S. SuponglUllos que S ~ segfin(P), e.<:ito es. bajo S hay una inferencia lógica. 

implícita. según P. Como sabemos, tal inferencia. tiene que estar arriba de I y sus haces 

asociados no pueden terminar en I ( por la hipótesis principal ) así que tal inferencia 

tendría que ser también implicita según P 1 , lo cual es una contradicción.o 

Como P 1 tiene menos cortes que P, la hipótesis de inducción nos dice que en segfin(P1) 
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figura. un corte adecuado, así que por c) concluimos que hay un corte adecuado en segfin(P).o 

Ahora esta.tnos listos para demostrar el lema fundrunental. Su demostración se hará en varios 

pasos y es completa.tnente constructiva. Se trata en el fondo de un algoritn10 que nos permite, 

a. partir de una derivación del secuente vacio, obtener otra con ordinal inenor. 

LEMA FUNDAMENTAL. Sea P una derivación de -+, entonces existe otra derivación 

P' de-+ tal que o(P') < o(P). 

D.í:.m: Suponemos que P es una derivación regular de --+ , ( si no lo es sabemos que la pode­

mos transformar en una derivación regular, conforme a una proposición anterior, ( ver sección 

1.6 ) ). Lo que haremos sera describir una reducción de P para obtener P', Esta reducción 

consiste de varios pasos, los cuales se aplican un número finito de veces. Además en cada paso 

que describamos supondremos que el procedimiento anterior ya ha sido aplicado el nú1nero de 

veces que sea posible. En cada paso, el ordinal de la derivación obtenida no crece y al menos 

en un paso, dicho ordinal decrece. 

Primer Paso de Reducción: Supongamos que en el segmento final de P hay presencias 

libres de una variable, digamos x, que no figura como variable propia. En tal caso usemos 

el procedimiento de reemplazo, substituyendo cualquier presencia de x por O. De esta. manera 

obtenemos una derivación de -+ con el mismo ordinal. 

El paso 1 se repite basta asegurar que las U.nicas variables que figuran libres en P sean las 

que funcionan como variables propias. 

Segundo Paso de Reducción: Suponga.Illos que segfin(P) contiene una inducción. En 

tal caso P es de la siguiente forma: 

F(O), r -+ ~. F(t) 
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donde I es una inducción m.inimal. Denotemos con S y So a los secuentes superior e inferior 

de I respectivamente y con Po(x) a. la. subprueba de P que finaliza con S. Sean l = hp(S), 

k = hp(Sa) y op(S) =µ.En tal caso, op(So) = w1-k+1(µ1+1) donde J-ll es el primer exponente 

en la FNC deµ. 

Por el primer paso tenemos que ninguna variable libre figura en. P bajo I, así que el término t es 

cerrado. Usando el lema l tenemos que hay un nllmero natural m tal que --? t = rñ. es derivable 

sin usar cortes imprescindibles o inducción. Por lo tanto ( len1a 4 ), ha.y una derivación, digwnos 

Q, del secuente F(iñ) --? F(t) que no utiliza cortes imprescindibles ni inducción. Sea Po(ñ) la 

prueba que se obtiene a. partir de Po{.:r:) mediante el lema del reemplazo. Consideremos la 

siguiente prueba P': 

Po( O) Po(l) 

-.. :·. 
F(O), r -+ A, F(sO) F(sO), r -+ Ll., F(::;) 

F(O),r-+ Ll.,F(2) 

Po(::;) 

F(O), r -+ Ll., F(2) F(2), r-+ Ll., F(3) 

F(O), r-+ Ll., F(3) 

Q 

F(O), r -+ Ll., F(m) F(m), r-+ Ll.,F(t) 

F(O), r -+ A, F(t) 
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denotemos con Sk al secuente F(O), r -+ A, F(k) para O < k :::; m. En este caso todos los 

sk tienen la ui.isma altura que s. i.e. hp•(Sk) = hp(S) = l, o < k s. Tn, pues las fórmulas 

F(k) tienen todas el mismo grado que F(O) , no hay inducción y en las fórmulas de corte solo 

aparecen ellas mismas, de lo cual podemos concluir que: 

op.(F(k),r-+ A,F(sk)) = µ, p. t.. O:::; k s; m 

además, como Q no contiene cortes imprescindibles ni inducción, op•(F(fii). r-+ A, F(t)) es un 

número natural, digamos q, ya que la única manera de que el ordinal pase de finito a. infinito 

es con un corte imprescindible ( el grado de un corte prescindible es cero) o con inducción. 

Calculemos ahora el ordinal de Sk,op•(Si) = µ.,op.(52) = w1-1(µ. EB µ) = wo(µ. eµ.) = µ 6 

µ.,op•(Sa) =µ.eµ. eµ., .•. , op•(Sk) = 4µ ® k. Por lo tanto, 

op•(So) = w1-k((µ ® Tn) EB q) 

y de q < w se sigue que ( OR15 ) (µ ® Tn) E9 q < {µ ® m) $ w. Además, (µ. ® m) e w < wµ1+ 1 

por ORlO, así que , usando OR!!, concluimos lo siguiente: 

o p.( So) = Wt-k((µ. ® m) EB q) < Wt-k+l (µ1 + 1) = Up(So) 

De lo anterior se sigue, por P.!vID, que o(P') < o(P). Por lo tanto, si segfin(P) contiene una 

inducción, aquí terlllina. el procedimiento. En adelante suponemos que no hay inducciones en 

el segmento final de P y pasamos al tercer paso. 

Tercer Paso de Reducción: Suponga.mas que en segfin(P) figura un axioma lógico de la 

forma. D -+ D. Como el secuente final es vacío, a.nibas D deben desaparecer mediante cortes o 

para. ser más precisos, descendientes de ambas D deben desaparecer por cortes. 

Suponga.mas, sin perdida de generalidad que se elimina. primero un descendiente de la D en el 

"'Aquíµ® k denota aee ... ffiµ 

,..,ec .. .. 
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antecedente, así que P es de la siguiente for1na: 

D-+D 

··.:··. . :·. 

r-+.6.,D D,Il--+A 

r,Il--+.6.,A 

donde en A figura un descendiente de la. D del consecuente de D --+ D ; reducimos a. P a la 

siguiente derivación P', utilizando DIL e INT tantas veces como sea necesario: 

r--+.6.,D 
(DILeINT) 

r,Il--+6,A 

denotemos con S al secuente r, Il --+ .ó., A. Obsérvese que bajo S debe figurar otro corte para 

eliminar al descendiente de D que figura en A, lo que implica que hp(r --1> 6,D) = hp•(r--+ 

.O., D), por lo tanto: 

Op•(S) = op(r--+ .ó.,D) < Whp(r-~.D)-hp(S)(op(r--+ .ó.., D) e op(D, n--¡. A)) = op(S) 

Así que por PMD concluimos que o(P') < o(P). Por lo que de a.hora en adelante suponetnos 

que en segfin(P) no figuran axiomas lógicos de la. forma D --+ D. 

Cuarto Paso de Reducción: Supongamos que en segfin(P) hay una aplicación de dilución 

y denotemos por I a una dilución minimal dentro de segfin(P). Como el secuente final es vacío, 

debe existir un corte J bajo I tal que su fórmula de corte sea descendiente de la fórmula 
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principal de I, es decir, P es de la siguiente forma: 

vamos a analizar dos ca.sos: 

n'--+ :=:' 
I : D, Il' -+ =.' 

·.:·-
r-+ .o., n D.n - :::: 

J' ----------
r,n-+a,:=:-

i) Supongamos que en el segmento de P que va desde I hasta J no hay aplicaciones de la regla 

de contracción. En tal caso transformamos a P en la siguiente derivación P' : 

Il'-+ 'S' 

·.: .. 
------(DIL e INT) 
r,n-+a,s 

-.: .. 
en realidad, lo que hemos hecho ha sido podar la rama que contenía a la D, de modo que en 

P' no hay descendientes de D. Nótese que esto no lleva a ningún problen1a, pues si bien se 

introdujo la D mediante una dilución, al final se elimino n1ediante un corte. Analicemos ahora 

lo que sucede con los ordinales. 

Sean l = hp(r, Il -+ ~. S) y k = hp(D, TI -+ 2). Es claro que l ~ k y que hp• (TI -+ E) = 
hp-(r, II-+ .11., 2) =l. 

Sea S un secuente que figura en P arriba de D, Il -+ :=:, y sea S' el secuente correspondiente a 
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S en P' y sean k1 = hp(S), k 2 = hP' (S'). entonces: 

Omitimos la prueba, que es por inducción sobre el número de inferencias hasta D, Il -+ 2. 

Sean µ.1 = op(r .....¡. A,D), µ 2 = op(D,n .....¡. =:), v = op(r,n .....¡. ~.=>. µ2 = op•(TI-+ E) y 

v' = op• (r, Il .....¡. 6, ::::) 5
. Utilizando el resultado anterior tenemos que: 

además: 

de donde concluimos que 

es decir, op•(r,n .....¡. A,E) ~ op(r,n .....¡.~.E) por lo que, (usando Pl\-ID )concluimos que 

o(P') ,;; o(P). 

ii) Si no se da el caso i), sea ¡+ la contracción aplicada a D que se encuentre más arriba entre 

1 y J, esto es, P es de la siguiente forma: 

¡+: 

Il'--+- E' 
I: D,Il'-+ =-' 

D,D,Il" .....¡.2" 

D,II"-+ ~" 
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r.n-+ D..,=: 

En tal caso reducimos a P a la siguiente derivación P' : 

D,Il" _..2,, 

D,n-+ '2 

Lo que hemos hecho para obtener P es lo mismo que en el caso anterior: eliminar la rama que 

contiene a la D de la inferencia I. En tal caso, al llegar a las contracciones. su secuente superior 

se v
0

uelve idéntico al inferior, as( que se borra la inferencia y se conserva el secuentc superior, 

quedando intacta la prueba. Es claro que en este caso o(P') = o(P). Por lo tanto de ahora en 

adelante suponemos que en el segmento final de P no figura ninguna dilución. 

OBSERVACIÓN: De los 4 pasos de reducción anteriores, podemos concluir que 

segjin(P) :¡/; P 

Porque de lo contrario tendríamos lo siguiente: 

i) En P no figuran inferencias lógicas y por lo tanto no hay presencias libres de variables, 

pues P es regular. 

ii) En P todos los cortes son prescindibles, porque las únicas maneras en las que puede 

aparecer una fórmula con símbolos lógicos es mediante inferencias lógicas o mediante 

axiomas del tipo D -+ D, con D una fórmula con símbolos lógicos. 

54 



Ui) Por lo tanto i) y ii) implican que P es una derivación simple. 

con base en la PDS concluimos que el secuente final de P no puede ser vacío, lo cual es un 

absurdo. Por lo tanto segfin(P) ~ P. 

Hasta este mon1ento hemos transformado nuestra derivación original en una derivación con las 

siguientes propiedades: 

;) segfin(P) ;f P 

ii) En segfin(P) no figuran inferencias lógicas, pues éstas tendrían que ser explícitas. 

iii) En segfin(P) no figuran inducciones ni diluciones, por los pasos de reducción 2 y 4. 

iv) En segfin(P) no figura ningún axioma con un símbolo lógico, por el tercer paso de 

reducción. 

De manera que por el lema auxiliar concluimos que en segfin(P) figura un corte adecuado con 

lo cual procedemos a nuestro quinto paso de reducción, el cual es el mas importante de todos. 

Quinto Paso de Reducción (Reducción Esencial ): Sea I un cort.e adecuado 

rninilnal en segfin(P). Analizaremos varios casos. 

I) La fórmula. de corte de I es de la forma A/\ B, digamos que P es: 

Ii : 
r'-+ E>'.A r'-+ e',B 

r'-+8',A/\B 

r~e.A/\B 

r,Il-+-0,A 

.ó.4:=: (k) 

A .• Il'-+ A' 
I 2 : A/\ B, Il' -+A' 

A/\B,n~A 
(1) 

donde l = hp(r -+ E>,A A B) = hp(A /\ B, Il -+ A), k = hp(.ó. ~ 2) y~ -+ .=.: denota al 

secuente bajo I que tiene menor altura que la de los secuentes superiores de I y que está más 
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arriba. en la prueba. ( i.e. entre I y L:!i. -+ S todos los secuentes tienen altura l )6 • De lo anterior 

se sigue que .6.. -+ S es el secuente inferior de un corte, pues no hay aplicaciones de IN D bajo 

I. 

Seanµ.= o(r-+ e,A /\ B), u= o(A /\ B,n-+ A), .A= o(~-+ 3') con10 se ve en el esquema. 

Consideremos las siguientes derivaciones: 

P1: 

r'-+ e',A 
r'-+ A,9' (INT) 

__ r_'_-+ __ A~·-6-'--(DI L - D) 

r' ~ A,e',A./\B 

r~A,0,A/\B AAB.TI~A (l) 

r,Il-+A,E>.A 

~~~.:S (INT) (m) 
~-+=.,A 

r ~ e,A/\B 

A,Il'-+ A' 

Il',A-+ A' 

__ n_',_A_-+_A_' __ (DIL - I) 

A/\ B, Il',A-+ A' 

A/\B,Il,A ~A (l) 

r,n,A-+ e.A 

ºTal 1M!CUente bien podrla ser - ó r,n- 0,A y existe por propiedades de la altura. 
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a,A .4 = (INT) (m) 
A,6-+.:. 

nótese que Pi y .P.i se obtienen a partir de la subprueba de P que termina en L!!i. -+ E, agregando 

en toda la prueba la fórmula A y eliminando en cada caso la inferencia lógica. I 1 o I 2 • 

Definimos la derivación P como sigue: 

A .:4 E,A A,A ~:::: 
----a-.-~__,~,...--2-. 2--- (m) 

.ó.-+ 2 

Donde m = hP'(L:;.-+ A,2) = hp•(A,A-+ 2), l = hp.(r-+ A,E>,A/\B) = hp•(A/\B,Il-+ 

A), k = hp(.0. -+ E:). Un hecho que le debe quedar claro al lector es que la altura de r ._ 
A, e, A/\ B en P' es la misma que la altura de r -+ e, A/\ B en P, que es l. puesto que todas 

las fórmulas de corte que figuran en P bajo I, figuran en P' bajo J 1 y todas las fórmulas de 

corte bajo J 1 en P'. (excepto A) figuran en P bajo I, y grd(A) < grd(A /\ B) :5 l. Tenemos 

un resultado análogo para el secuente A/\ B, Il, A -+ A. 

Veamos ahora que relación hay entre k,m y l. Para lo cual analizarernos dos casos: 

a) k $ grd(A). En tal caso es inmediato que m = hp•(A-+ A,:='.)= grd(A) conforme a las 

definiciones. 

b) k > grd(A). Podernos concluir, también de manera inmediata que m = k. 

En cualquier caso tenemos que k $ m < l. 

Sean µ,v,µ 1 ,v1 ,µ 2 ,V2,>..o,>.1,>.2 como aparecen en las derivaciones anteriores. En tal caso: 

i) µ 1 < µ. Esto es claro porque en P el secuente r' -+ 9', A/\ B se obtuvo n1ediante una 

inferencia D/SY-D y en P' el secuente correspondiente r'-+ A, a•. A/\B se obtuvo por dilución, 

explícitamente: 

oP'(r'-+ A,9',A/\B) = oP'(r'-+ A,9') = op(r'-+ A,0') < op(r'-+ 9 1 ,A/\B) 
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Así que por la PkfD concluimos que µ 1 < µ. 

ii) v 1 =v. Esto es obvio, por la construcción de P1. 

iii) µ2 = µ. Igual que ii). 

iv) l"'2 < v. Análogo a i). 

Ahora, sea 

J'· s~ s~ . s 

una inferencia cualquiera 7 que figure entre J 1 y 6 -+ A, E, y sea 

J. S1 S2 . s 

la inferencia en P correspondiente a J' entre I y 6 -+ E. Además sean 

oi = Opt(Si) 

01 = op(S1) 

k1 = hP'(Si) 

a:2 = Op•(S2) 

02 = op(S2) 

k1 = hp•(S2) 

o'= op•(S') 

o= op(S) 

k2 = hp•(S') 

De lo anterior se sigue que a'= ~k 1 -k2 (ai e a2) y o= 1.1.11-k(0-1 ffi 02), cuando S' es 6-+ A,:=: 

y a = o 1 E9 02 en otro caso, pues J' es necesariamente un corte, en virtud de que está en el 

segmento final de P y el secuente inferior de J tiene la mistna altura que sus secuentes superiores 

( por la propiedad del secuente 6 -+ S ), así que: 

es más, la siguiente desigualdad es valida, siempre y cuando S' no sen 6 -+ A., :=: : 

la demostración de este hecho es análoga a la demostración de la Propiedad de Monotonía y 

nos limitaremos al ca.so en que J' = Ji: 

7 Cuidado!. no estaJDOS diciendo que entre J 1 y~ - A,S: solamente haya inferencias de este t:ipo, sino que 
estainos considenu1do ~lo a estas. 
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En tal caso tenemos que: a/= wr-J:.,(µ1 $ v1) y o= Wt-1(µ e v) = µ ffi v. Por lo tanto: 

µ1 < µ entonces. por OR15, µ¡ e V¡ < µe Vt = µe V lo cual implica, por OR2, que 

dicho resultado nos indica que: 

donde K es la suma natural de los ordinales de los secuentes superiores del corte cuyo secuente 

inferior es A-+ A, S ó A, A_,. 2. Por OR7 esto implica que )q 9 .:\2 < Wt-rn.(K) así que: 

por último, la Propiedad de monotonía nos perm.ite concluir que: 

o(P') < o(P) 

II) La fórmula de corte es de la forma VxF(x), de modo que Pes de la siguiente forma: 

r' _,. e', F(a) 

Ii: r 1 -+ 0',VxF(x) 

r.n-e,A 

F(s),TI'-+ A' 

I-:!: VxF(x),Il:-+ A' 

donde el secuente A -1> E: tiene la misma propiedad que en el caso 1). La derivación P se define 
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en términos de las siguientes derivaciones P 1 y Pi. : 

P1 : 

Ji: 

r'-+ e',F(s) 
r'-+ F(s),8' (INT) 

---"-r_· _-+--"F-'("'s-'-)'-. e"-· -(DI L - D) 
r' -+ A, 0', V'xF(x} 

r-+ F(s}. e, V'xF(x} VxF(x),Il-+ A 

r,Il-+F(s},0,A 

~::: ~.<;;;~ (INT) 

aquí se obtuvo una derivación de r' 
mediante el lema. del reemplazo. 

0',F(s) a partir de una prueba de r' -+ 0'.F(a) 

F(s), II' -+ A' 

Il',F(s)-+ A' 

___ n_• ''-F~(•-')_-+ __ A_' __ (DI L - I) 

VxF(x),II',F(s)-+ A' 

r,n,F(s)-+ e,A 

Ll.,F(s)-+ :=: (INT) 
F(s),L!..-+.:. 
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finalmente construimos P' : 

·.:··. 
.1:1.--> :=;, F(s) F(s),A-+ :=: 

.O., .ó..-+ E. E 

A-+ 5 

.. :·. 

y en este caso el argumento para los ordinales es completamente análogo, concluyéndose lo 

siguiente: 

o(P') < o(P) 

111) La fórmula de corte es de la forma -.A, de modo que P es de la siguiente forma: 

A,r'-+ e' 
Ii: r'-+-0',-.A 

Il'-+ /\.',A 

r,Il-+6,A 

donde .O. -+ ::S es como en 1). De uianera análoga a los casos anteriores, construimos las pruebas 

P1 y P:z de la siguiente uianera.: 

P1: 
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··.:··. 

Ji: 
A,r-+ e, ..... A -.A,IT-+ A 

A,r,n-+ e,A 
· .. ;·. 

A,A-+2 

--'II"'--' _-+-'-A'-''-', Acc.._ (DI L - I) 
-.A,Il'-+ A',A 

r-+ e,-.A --.A, n-+ A,A J2:-------------
r,n--+ e.A. A 

sólo que en este caso P' sufre una variación, que es el intercambiar las derivaciones P 1 y ~ de 

su lugar original. 

p•, 
P, 

A,A-+2 

A • ..O. - =:,=: 
A-+?: 

Las relaciones entre los ordinales son análogas al caso 1) y su demostración se deja al lector. 

En cualquiera de los 3 casos construimos una derivación P' tal que 

o(P') <o(P) 
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Con lo que damos por concluida la demostración del lema fundainental.o 

2. 7 AP es Consistente 

Esta sección es el núcleo de todo el trabajo, pues si bien la prueba de consistencia. es un corolario 

del leina. fundamental, creernos que merece un tratamiento independiente, dada la importancia. 

del resultado. 

TEOREMA. AP es Consistente. 

Dem: Por reducción al absurdo, supongamos que la aritmética es inconsistente. En tal caso 

en AP es derivable el secuente vacío ~. Con base en lo anterior construiremos una sucesión 

de ordinales e 0 -dominada que no será finita, contradiciendo así el hecho de que ~o es accesible. 

Nuestra construcción se hace por recursión para naturales. Sea P una derivación cualquiera de 

-+-. Definimos la sucesión de derivaciones (Pn) como: 

donde P:. es la derivación de ~ obtenida a partir de Pn mediante el lema fuudatnental. Entonces 

la sucesión (µn) definida como: 

µ¡ o{P1) 

~s estrictamente decreciente e infinita, lo cual es una contradicción, ya que (µn) es ea-dominada 

y e:0 es accesible. Por lo tanto, no puede existir una derh:a.ción de ~. i.e., AP es consistente.e 

OBSERVACIÓN: Con frecuencia se dice que la consistencia de AP se deinuestra. mediante 

una inducción transfin.ita sobre los ordinales de las derivaciones, como si estuviéramos usando 

un principio general de inducción tran.sfinita para demostrar la consistencia de la inducción 

finita. 

Sin embargo esto es incorrecto. Lo que realmente sucede es que la prueba de consistencia que 

63 



acabamos de desarrollar utiliza la noción de accesibilidad del ordinal ea tal como está explicada 

en la sección 2.2. Además de esto, solamente se utilizaron métodos estrict.an1ente finitistas. 

En cuanto a. la inducción tra.nsfinita tenemos lo siguiente: El principio de inducción transfinita 

para. el buen orden -< se puede expresar con el siguiente esquema: 

IT(-<,F(x)): 'v'x[Vy(y-< x ==> F(y)) ==> F(x)]--¡. 'tfxF(x) 

Donde F(x) denota a una fórmula cualquiera del sistema considerado. Ahora bien, si consid­

erarnos a los ordinales menores que e 0 junto con su orden usual <, ( ORD. < ) tenernos que 

la prueba de consistencia de AP se puede formalizar en el sistc1na de In aritmética recursiva 

primitiva junto con el axioma IT( <, F(x) ) . 

Lo que haremos en el últin10 capitulo es mostrar que la inducción transfinita hasta ea no puede 

ser formalizada en AP. 

2.7.1 Otras Pruebas de Consistencia 

Cabe señalar que la prueba que acabamos de presentar, aunque esta basada en la primera 

prueba. de consistencia de la aritmética que se conoce ([Genl]), no es la única, a continuación 

1nencionn.rcmos otras pruebas en orden cronológico. 

1940 Ackerma.nn W. Zur widerspruchsfreibeit der Zahlentheorie. Matbematische Annalen Vol. 

117. Una exposición de esta prueba se encuentra en: Wang Ha.o. A Survey of Mathematical 

Logic. North Holland 1964. 

1951 Lorenzen P. Algebraische und logistiscbe untersuchungen über freien Verh8.nde. Journal 

of Symbolic Logic Vol. 16. 

1951 Schütte K. Beweistheoretiscbe Erfassung der unendlichen Induktion in der Zablentheorie. 

Mathematische Anua.len Vol. 122. Una prueba más elemental que la de este trabajo y que esta 

basada. en la prueba de Schütte se puede encontrar en el apéndice de la primera edición del 

libro de Mendelson [Men], desgraciadamente dicha prueba no aparece en ediciones posteriores. 

1958 GOdel K. Über eine bisher noch nicht benützte Erweiterung des finiten Standpunktes. Hay 

traducción al ingles en: Collected Works of Kurt GOd.el V~l. II, editado por Solomon Feferman, 

Oxford University Press, 1990. 
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1959 Hlodovskii. A New Proof of thc Consistency of Arithmetic. Usp. Mat. Nauk. Vol. 14 

No. 6, (En Ruso). 

1960 Scbütte. Beweistheorie. Hay traducción al ingles en [Sch). Esta segunda prueba de Scbütte 

utiliza los métodos de GOdel. hay un trabajo reciente basado en estas pruebas en [Ru). 

1967 Shoenfield J. Mathematical Logic. Addison Wesley. Esta prueba tmnbién esta basada. en 

la prueba ?e GOdel. 

2.8 Algunos Ejercicios Interesantes 

En esta sección enunciaremos 4 ejercicios de interés, los cuales no son sencillos pero se basan 

en lo que se ha hecho en este capitulo. 

1) Es posible extender el procedimiento de reducción del lem.a fundamental de la siguiente 

Decimos que un secuente S cumple la propiedad P syss: 

i) Todas las fórmulas de S son cerradas. 

ii) Cada fórmula en el consecuente de S esta libre de cuantificadores o es de la forma 

3y¡ ... 3ymR(yh ... ,y,..) donde Resta libre de cuantificadores. 

iii) Cada fórmula en el antecedente de S esta. libre de cuantificadores o es de la forma 

'<ly\ ... VymR(yi, ... ,y,..) donde Resta libre de cuantificadores. 

Muestre que si un secuente que cumple P es derivable en AP entonces es deriva.ble sin cortes 

imprescindibles ni inducción. (Sugerencia: Se puede suponer que en el segmento final de la 

derivación de tal secuente no figura ninguna variable libre que no sea uso.da como eigenvaria.ble.) 

2) La Aritmética lntuicionista se puede formalizar como el subsistema de A.P que consiste 

de todos los secuentes cuyo consecuente tiene a lo 1nás una fórmula, la cual tiene cuantifi­

cadores. Este sistema se llama AH (en honor de Arend Heyting). 

El método de reducción del lema fundamental de AP funciona también para AH con la siguiente 

modificación: En una reducción esencial, si la fórmula de corte en un corte adecuado contiene 

un cuantificador entonces la. inferencia DIL-D no se introduce. 

Defina de manera precisa. el método de reducción para AH. probando así de manera directa la 
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consistencia de AH y no como un subsistema de AP. 

3). Considérese la siguiente propiedad (,..) de fórmulas: Decimos que una fór:rnula A cumple 

(,..) syss cualquier conectivo V o 3 que figure en A esta en el alcance de un conectivo ~ o en el 

alcance izquierdo de un conectivo ::::::> • 

Muestre que si cada fórmula de r cumple(*} y las fórmulas de r,A,B y 3xF(x) son cerradas, 

entonces en AH : 

i} r -+ A V B syss r -+ A o r ~ B 

ii) r ~ 3xF(:r) syss r-+ F(s) para algún término cerrado .s. 

Sugerencia: (B. Scarpellini) Inducción 'D;ansfinita sobre o(P), donde P e.o;; una. derivación de 

r -+ Av B o de r ~ 3:rF(:r) respectivamente, siguiendo el n1étodo de reducción para AP. Es 

más fácil si se analizan primero las inferencias en segfin(P). 

4) Considérese el subsistema de la aritmética obtenido al restringir las fórmulas de inducción 

a aquellas que tienen a lo más k cuantificadores, dicho sistema se denota APk. Pruebe que la 

consistencia de APk puede derivarse mediante inducción transfinita hasta wk ... l · 

Para un esbozo de la prueba ver [Tak}. 
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Capítulo 3 

LA NO DEMOSTRABILIDAD DE 

IT(co) 

En este capítulo probaremos la no demostrabilidad de la inducción transfinita hasta el ordinal 

eo. cosa que podemos hacer de dos maneras. La primera y ruás simple es apelando al segundo 

teorema. de incompletud de GOdel. No obstante, dado que dicho teoren1a no ha sido estudiado 

con detalle, preferimos probar la no demostrabilidad basándonos nuevn.tnente en un articulo de 

Gerhard Gentzen de 1943 ( [Gen3} }. 

Como veremos, nuestro resultado es óptimo, es decir, realmente tenernos que llegar a.\ ordinal 

ea para demostrar la consistencia de AP, pues el principio de inducción hasta cualquier ordinal 

estrictamente menor que ea si es demostrable en AP. Formalicen1os un poco estas ideas: 

Con IT(µ..) abreviarnos a la familia de secuentes de la forma: 

Vx['Vy[y < x => A(y)] ~ A(x)] - V'x[x s; µ => A(x)] 

para cualquier fórmula A de AP. Es claro que estas fórmulas están formalizando el principio de 

inducción transftnita hasta el ordinal µ 1 • 

Lo que vam.os a hacer en este capítulo son dos cosas: 

l Aunque parece más conecto formalizar la Inducción TrB.nl!lifinita hw;ta. µ con el s.ecuente 

Vr{x 5: µ zo. ('ty{y < r ~ A(y)] ::::> A(r))J - "i.x(r :5 µ ~ .-l(:r)] 

B.Illbos secuent.es, este y el que utiliza.remos, son equivalentes. 
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i) Probaremos que la inducción transfinita hasta cualquier ordinal menor que. Eo es derivable, 

para lo cun.l basta ver que IT(wn) es derivable ( abusando de la manera de hablar), para 

cualquier n E N. y 

ii) Probaremos que IT(Eo) no es derivable, i.e .• que la inducción transfinitn hasta Eo no es 

demostrable en AP. 

En1pezn.mos con la prueba 1nás sencilla. que es la prueba indirecta. 

3.1 Prueba Indirecta 

La imposibilidad de demostrar el principio de inducción transfinita. hasta el ordinal Eo con 

técnicas de la aritmética se deriva indirectamente de los siguientes dos hechos: 

I) El Segundo Teorema de lncompletud de GOdel: Si la Aritinética es consistente, entonces 

es imposible derivar en ella la fórmula que "asevera" su consistencia. Esto es, la consistencia 

de AP no puede ser probada con recursos formalizables en AP. 

II) La consistencia. de AP se puede probar en un siste1na en donde también es posible probar 

la inducción transfinita hasta Eo {cfr. última observación del capítulo 2). 

Dado que hemos probado que la aritmética es realn1ente consistente, el Segundo Teorema de 

GCH;iel realnlente se puede enunciar { con base en la aceptación de tal prueba. } de la siguiente 

forma: La Aritmética es incapaz de probar su propia consistencia. 

De lo anterior se sigue que el principio de inducción hasta Eo es inden10stra.ble en AP. 

3.2 Extensión de la Aritmética 

Lo primero que necesitaremos para nuestra prueba directa de no demostrabilidad es extender 

nuestro sistema AP de la siguiente forma. Sea ( una nueva letra predicativa. de aridad uno y sea 

.CAP(é") el lenguaje obtenido a partir del lenguaje de la aritmética .CAP admitiendo e{t) como 

fórmula atómica para. cualquier término t. Con AP{e) denotamos a la extensión del sistema. 

formol AP obtenida aceptando como secuentes iniciales a los de la for1na: 

s = t,l;(s)--+ l;(t) 
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pa.ra cualesquiera términos .<1 y t, y permitiendo la aplicación de la regla de inducción a todas 

las fórmulas de AP(e). Además nuestro universo de discurso contara entre sus "habitantes" a 

todos los ordinales menores que ~0 . Debe quedar cln.ro que todos nuestros conceptos gramati­

cales, como el ser fórmula, secuente, axioma, cte ... , quedan sin cambio alguno. A una derivación 

segtin AP le llamaremos derivación ordinaria en AP(~) para distinguirla de lo que llamaremos 

una derivación por inducción transfinita, concepto que utilizaremos frecuentemente y que ex­

plicaremos en la siguiente sección. 

Aceptaremos como axiomas a los secuentes de la forma 

A,A ==>B.- E 

para evitar escribir toda su derivación en nuestro desarrollo. a los secuentes 

donde s, t son términos cerra.dos, segun sea el caso, de acuerdo a la demostración del lema 2 del 

capítulo 2. Por último, a cualquier teorema aritmético elemental , cotno por ejemplo 

-+{3<o+l;:::..{3'5;o 

o lo que es lo mismo 

/3<o+l.-/3'$o 

puesto que el derivar este tipo de teoremas no debe presentar ninguna dificultad, la justificación 

para este tipo .de secuentes se denotara (TA). 

Tenemos también las siguientes reglas de inferencia derivadas. cuya prueba de validez es un 

excelente ejercicio. 
i)r-+ A==> B,.ó. 

r,A-+ B,.ó. 

Estas reglas se justificaran con la notación (RDI) y (RDU) respectivamente. En la regla. ii), a 

debe ser substituible por x. 

69 



3.3 IT-Derivaciones 

Para poder precisar el concepto de derivación por inducción tra.nsfin.ita o IT-Derivación, for­

tn~emos primero un esquema para dicho tipo de inducción. Modifiquemos para ello nuestra 

regla de inducción, puesto que ahora. estamos considerando a todos los ordinales, de la siguiente 

ma.nera2 : 

a< w. F(a), r _.. A, F(su) (IN D). 
t < w, F(O). r -+ A, F(t) 

El esquema de inferencía llainado regla de inducción tru.nsfinita, es similar al esquema de in-

ducción: 
a> o. V'x[x <a=> F(x)), r-+ .ó., F(a) (IN DT) 

F{O), r--+ ~. F{t) 

donde a debe cumplir las mismas restricciones que en la regla IN D. (cfr. sección 2.1) y t debe 

ser un término cerrado. 

Este esquema esta formalizando el principio de inducción transfinita. hasta. el ordinal represen­

ta.do por el termino t. El lector debe cerciorarse de que la validez de esta inferencia. es equivalente 

a. la deriva.bilida.d de IT(t). En este caso una. prueba que utiliza el principio de inducción tra.ns­

finita será formalizada con una derivación en la que aparecerá alguna aplicación de la regla 

INDT. 

Dicho esquema no será utiliza.do en nuestro desarrollo, su único propósito es el de aclarar la 

siguiente 

DEFINICIÓN. Una IT-Derivación hasta. t es una derivación con las siguientes propiedades: 

i) La. letra predicativa t; figura en la derivación. 

ii) El secuente final de la derivación es de la forma t;(O) -+ t;(t). 

iii) Los siguientes secuentes son admitidos como iniciales: 

t > 0,'dx{x < t ~ l;:(x)] .- t;"(t) 

y se llaman IT-Secuentes Superiores ( ITSS ). La fórmula t;(t) es la fórmula principal del 

secuente. 

:iRecuerdese que w """ N 
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Aclaremos por qué una IT-Derivación realmente formaliza lo que entendemos por una prueba 

de la validez del principio de inducción transfinita.. 

Una. prueba informal que se sirve del principio de inducción tra.nsfinita hasta t, se formalizaría 

en una derivación en la cual figuraría. una aplicación de la regla IN DT. Supongamos pues que 

tenemos una tal derivación y que tenemos una· IT-Derivación hasta t .. Eu tal caso podríamos 

eliminar la aplicación de IN DT de la siguiente manera: 

Se hace un injerto en el árbol de derivación, eliminando la aplicación del N DT y substituyCndola 

con la IT-Derivación que ya teníamos, de manera que resulte una derivación correcta. 

A continuación explicamos de que manera se tiene que hacer una. substitución de tal tipo. Que 

las derivaciones permanecen correctas es una tarea que se le deja al lector. Todas las expresiones 

de la forma ~(v) donde ves cualquier termino se substituyen por F(v}, a.sí mistno, las sucesiones 

de fórmulas r y .ó. se agregan mediante diluciones a los IT-Secuentes superiores, y serán llevadas 

por toda la derivación hasta que aparezcan en el secuente final de la IT-Derivación que será de 

la forma F(O), r ~ .6., F(t). Obviamente, la parte del árbol deba.jo de este secucnte permanece 

exactamente igual. Finalmente, la parte de la derivación que aparecía arriba del secuente 

superior de la aplicación IN DT se agrega arriba de los JT-Secuentes superiores, substituyendo 

respectivainentc la variable Libre a por el término que aparece en el secuente. 

En este momento el lector ya se habrá dado cuenta del papel que esta jugando el símbolo e : 
Nos esta sirviendo como una "variable" para las fórmulas de AP. 

Ahora lo que vamos a hacer es demostrar que para cualquier n E N hay una IT~Derivación 

hasta el ordinal wn. lo cual implica que si tuviéramos una. inferencia. IN DT de la forma: 

a> O. V'x[x < a~ F(x)], r - .ó., F(a) 
F(O), r ~A, F(wn) 

la. podríamos eliminar de la manera antes dicha. En otras palabras, la inducción transfinita. 

basta Wn sería demostrable. Para ello necesitanios el siguiente 

LEMA. El secuente 

t > O, Vx[x < t =>Vµ[~·(µ) => ~·(µ + w')Jl --> Vµ[C(µ) => C (µ + w')] 
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es derivable. 

~: Dicho secuente se deriva como sigue: lla.niemos Q a la segunda fórmula en el an­

tecedente del secuente anterior y utilicemos la siguiente abreviatura: ~· (x) abrevia a la fórmula 

'Vy(y::; x ~~(y)), empezarnos con la siguiente derivación3 : 

~"I < t,s < t =>Vµ(~"'(µ.)=> C(JS + w•)]-+ Vµ[{'"(µ)=> e•(µ+ w")} 
s < t, \fx(x < t => Vµ(f:."' (µ} => {•(µ + wz))} - 'tµ[~· (µ) => f:.• (Jl + w• )) 

(UNIV-I) 

Q,s; ~;:~:~:s.[::)(~ =;-.(;c_:;~~~w•) (RDU) (RDI) 

~:; ~ ::::¿~:::::: ;:; : ::¿~ ::::: .·~a:~·/) (IG) 

Q,s < t,~"'(-r +w• ·o)-+ e-(-r +w" ·(o+ 1)) (DIL-I) 
o< w,Q,s < t,{"'(--y + w• ·o)-+ {"'(--y +w• ·(a+ 1)) 

A este último secuente le aplicamos ahora una inducción: 

donde en toda esta derivación los términos s y t 1 representan a ordinales con la."> siguientes 

propiedad.es: s < t, ti < w y /3 :5 --y + w• · t1. La. prueba de que estos ordinales existen es un 

simple ejercicio de aritmética. ordinal. 

De lo anterior se sigue que los siguientes secucntes son derivables mediante simples diluciones: 

t > O, /3 <--y+ wt -+ /3 S --y + w" · t1 

t > O, /3 < --y+ wt -+ s < t 

t > O, /3 <-r+wt -+ti <w 

3 Con IG denotamos a laa aplica.dones de axiomas de igualdad. 
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A partir de estos secuentes y de la derivación anterior, se obtiene ( mediante tres cortes e 

inferencias estructurales ) lo siguiente: 

t > O,Q,{•(-y),/3 <-y +wt-+ e-un (IMP-D) 
t > º· Q,{-(-y)-+ {:J <-y+ w' ===> et/3) 

t > O,Q.C(-y)-+ {3 < -y+w' ===> e-(13) (UNI'V-D) 
t >O, Q,{•(-y)-+ 'o'µ[µ< -y+ w' =>e-(µ)] 

si a.hora cortamos este último secuente junto con el secuente inferior de 

-+-y +w' >O (TA) -y+wt > O,'o'µfµ <-y+ w' ===> {(µ)]-+ eb+w') (ITSS) 
'o'µ[µ< -y +wt => {(µ)J-+ {(-Y+ w') 

obtenemos el secuente t >O, Q, C(-r) -+{("Y+ w') y, más aún, 

Por otra parte, a partir del mismo secuente obtenemos mediante RDU, RDI e inferencias 

estructurales: 

t > O,Q,i;"(-y),J <-., +w'-+ {(J) 

y mediante una inferencia DISY-I: 

t > o.Q.e"'(-y},6 = -r+wt-+ ((6) t > o,Q,e·c-y),6 < i'+wt-+ {(6) 
t > O,Q,C(/'),ó--y+w' V 6 < -y+wt--+ {(6) 

Por último tenemos la siguiente derivación. Denotemos con S al secuente inmediato anterior: 

6 < -y + w' -+ 6 = -y + w' V 6 < -y + "'-'' S 
t >O, Q,{"'(-y),6 ~-y+ w'-+ {(6) 

t>O,Q,{"(-y),JS:-y+w'-+l;(J) (IMP-D UNIV-D) 
t >O,Q,{"'(-y) -+{"'("'Y+w') ' 

t >O, Q,{"(-y)-+ {º(-y+ w') (IMP-D UNIV-D) 
t > O,Q-+ "µ[/;º(µ) = {º(µ +w')J ' 

Este último secuente es precisamente el que queríamos derivar.o 

73 



Pasemos al resultado principal 

PROPOSICIÓN. Para toda n EN, hay una IT-Derivación hasta el ordinal Wn 

~: Por inducción sobre n. 

Base de la Inducción ( n = O ): Este caso es trivial, pues una IT-derivación hasta cero 

consta siuiplemente del secuente 

{(O) ->~(O) 

que obviamente es derivable. 

Hipótesis de Inducción: Hay una IT-Derivación hasta Wn, lla.mémosla Pn. 

Queremos demostrar que existe una IT-derivación hasta Wn+t· Nuestra. prueba es totahnente 

constructiva a partir de la hipótesis de inducción. 

Podemos suponer S.P.G. que todas la.s variables que introducirnos en lo que sigue no figuran en 

Pn • pues disponexnos de un número infinito de variables. 

Reemplacemos el símbolo e en toda la derivación de la siguiente manera: {(r) se reemplazará por 

\fµ[e•(µ) => C(µ+w'")]. Dejamos como ejercicio al lector el asegurarse que todos las inferencias, 

los axiomas lógicos y de igualdad siguen siendo correctos, al igual que los axio1nas matemáticos. 

En cambio, los IT-Secuentes superiores se vuelven secuentes de otro tipo, así como el secuente 

final. En tales casos la derivación debe ser arreglada como a continuación lo describimos. 

Los IT-Secuentes superiores se vuelven de la forma 

así que por el lema anterior son substituidos por su derivación completa. 

Por último analicemos al secuente final, el cual es ahora ele la siguiente forma: 

'<lµ(C (µ) =e·(µ+ w 0 JJ -.. '<lµ[C (µJ = C (µ + w~" ll 

Queremos llegar a demostrar el secuente: 
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para. lo cual baremos un injerto a Pn. que construiremos en partes por razones tipogra.ficas y 

porque creemos que será. más clara su comprensión de esta manera. 

a) Construcción de una derivación del secuente {(O) - .t;•(Q). 

o$0-+0=o (TA) 0=n,.t;(O)-+€{o) 
.t;(O),o $O-+ ~(o) 

¡;z¿~~o 
0
$; 0-:,.<~7~) ( IMP-D) 

{(O)~~..: ~.;/(o) ( UNIV-D) 

b) Construcción de una derivación del secuente .t;"'(o:) - E(o + 1). 

Sea J1 el siguiente corte: 

-+o+ 1 >O o+ 1 >o. V-71[~ <o+ 1 => €(11)1 -+ E(a + 1) 

'11•7[.¡ <o+ 1 = €('1)]--> {(o+ 1) 

La siguiente es uno. derivación de {"'(o)-+ {(o+ 1): 

{3 $ ;.;:):~~ ~ :_.ºi;"(;/({3) ( UNIV-I) 

f3<cr+l--+{3$o (TA) C(cr).0$o-+{({3) 
C(o),/3 <o+ 1 __. i;(f3) 

{º(o), f3 < 0 + 1 --> €({3) (IMP-D)( UNIV-D) Ji 
{º(o)__. '11'1['1 <o+ 1 = {('1)] 
{"'(o)-+ V-17{71 <o+ l => €(~)] V'17[71 <a+ l => {(71)]-..-. €(o+ 1) 

{º(o) ->{(o+ 1) 

e) Construcción de uno. derivación del secuente {"'(o) --+ E"' (a+ 1) a partir de una derivación 

del secuente e-• (o)-+ E(o + 1). 

A la derivación dada en b) se le injerta la siguiente": 

4 A veces denocarelllOS con EST la aplicación de una inferenCla escruccural, aunque ca..'li nunca lo hazetnoa 
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<"Co), ..,_, ~00-: ·~~ 1 _<~'.~~·c:t..! Z<.;) - <(-y) (DISY-I, EST) 

-ySa+l-+-y$o V a+l=-y ")'$a V o+l=-y,C(o)-+{(-y) 
e•(o),")' s a+ 1-+ e("'Y) 

cc;!;;:)~"/c!-:1~(-y) (IMP-D. UNIV-D) 

d) Construcción de una derivación del secuente -+ Vµ[C(µ) ==> C(µ + w""")] a partir de 

una IT-Derivación basta Wn y de una derivación del secuente e•(o) -+{"'(a+ 1). 

A la derivación da.da por e) junto con la IT-Derivación Pn después de aplicársele el proceso de 

reemplazo se les injerta lo siguiente: 

..:·.~~~;-:;~(~: ~)l) (IMP-D) 

.._. C(o) =>-<"Ca+ 1) (UNil'-D) 
- 1tµ[C(µ) = <"(µ + l)] 
- ltµ[C(µ) =>- C(µ + l)] ltµ[C(µ) = C(µ + l)] - ltµ[C(µ) = C(µ + w"'•)) 

- \tµ[<" (µ) =>- <" (µ + wwn )] 

e) Construcción de una derivación del secuente e(O)-+ e•(wn+i) a partir de una derivación 

de-+ Vµ[{"'(µ)=> C(µ + w"" .. )] y de una derivación de e(o)-+ C(O). 

A las derivaciones dadas en a) y en d) se les agrega lo siguiente: 

-+ V'µ[e•(µ) ==> C(µ +i.d"'")} (R~U) 
-e·co> ==> ~-co+W"""'") 

~:;~~~ ~:(·~~ ~:;) (RD) 

... ~~)O~~~o(.::-.:;~) (IG) 
<(O) - C(O) <"(O) - CCwn+il 

eco> -+ e•(wn+1) 

Por último construiremos una derivación de {(O) _.. {(w"+d· 
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f} Construcción de una derivación del secuente e(o)-+- e(wn+i) a partir de· una derivación 

de e(O) ~ e•(wn+l ). 

A la. derivación en e) se le agrega lo siguiente: 

{(O) _. .:~;,: ::~:~~) {(wn+il (RDU) 

e~~~~~:71s$w::71-+~{z~:::;) (RDI) 

-+ Wn+t $ Wn+l (TA) e(O),Wn+l $ Wn-1-+- e(wn_..t) 
e(O) -+ :;(w.,+d 

Con esto terminB.nlos nuestra demostración.o 

Ahora. pasamos a la sección principal de este capitulo, donde trataremos con pruebas de no 

demostrabilidad. 

3.4 Pruebas de No Demostrabilidad. 

En esta. sección probaremos que la. inducción transfinita. hasta i;:: 0 no es demostrable en AP. El 

procedimiento que seguiremos será análogo al del lema. fundamental del capitulo dos ( lo cual 

no es de extrañarse ) pues en ambos casos estamos tratando con pruebas de no demostrabilida.d. 

En este caso tanibién tenemos el lema fundamental, del cual se sigue la no demostrabilidad con 

base en la. inducción transfinita, por lo que no sera formalizable en AP. 

Empezamos con varias definiciones, algunas nuevas y otras ya. conocidas, pero con algunas 

modificaciones. 

DEFINICIÓN. Conserva.mas el concepto de IT-Derivación dado en la sección anterior con la 

siguiente modificación: El secuente final es de la forn1a 

l;(O)-> <C•1),<(s2), ... ,<(sn) 

donde s 1 es un término que representa a un ordinal. Definimos el número terminal de 1:- IT­

derivación P como: 

nt(P) = min{s1,···•sn} 
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DEFINICIÓN. Sea Puna IT-Derivación. Extendemos la definición de la función de asig­

nación de ordinales op : SEC(P) - ORD, con la siguiente clñusula: 

Si Ses un IT-Secucnte Superior, entonces op(S) = 7. 

DEFINICIÓN. Sea P una IT-Derivación. Decimos que Pes na.crítica syss al aplicarle el 

metodo de reducción para AP ( pasos 2, 3 o 5 )5
, se obtiene una derivación con ordinal menor. 

En otro caso decimos que P es crítica. 

3.4.1 Mét.odo de Reducción para JT00 Derivaciones 

Ya tenemos asignados ordinales a todas las IT-Derivaciones. Lo que haremos ahora es definir 

una reducción para IT-Derivaciones no triviales, es decir, para aquellas cuyo número terminal 

no es cero, siguiendo la demostración del lema fundamental del capítulo dos. Aunque si una 

IT-Derivación es crítica necesitaremos algo más. La reducción esta definida de tal manera que 

toda IT-Derivación na.crítica con número terminal diferente de cero se reduce a una derivación 

con el mismo número terminal. En cambio, cuando es crítica se reduce a una derivación con 

inenor número terminal y, por lo tanto, en cualquier reducción el ordinal decrece. 

Empecemos pues a describir el método de reducción: 

Sea Q una IT-Derivación. Aplicamos a Q los pasos de reducción 1 a ...¡ de la. demostración del 

lema fundamental para A.P , obteniendo una JT-Derivación P con las siguientes propiedades: 

Pl} El segmento final de P no tiene variables libre.<>. 

P2) El segmento final de P no contiene inducciones. 

P3) El segmento final de P no contiene axiom88 lógicos. 

P4) Si en el segmento final de P figura una dilución l entonces cualquier inferencia bajo I 

es una dilución. 

Si P es una. prueba que cumple estas 4 propiedades diremos que P es una prueba previamente 

reducida. 

Necesitan1os hacer un par de obse~-a.ciones antes de continuar. Estas se refieren a. la manera 

t.Nótese que es posible que el paso 5 no se Je pueda aplicar a una IT-Derivación, pues el secuente final no es 
vacío. 
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de elitninar inducciones y la justificación de la propiedad 4. El procedi1niento para eliminar 

inducciones requiere de dos modificaciones, puesto que ahora en nuestra inferencia aparece la 

fórmula t < w. Esto se arregla de la. siguiente manera, considerando dos ca ... ~os: 

1) Si t < w resulta falso, entonces el secuente t < w --+ es de1nostrablc. y la inducción es 

substituida por: 

t < w--+ (DIL) 
t < w. F(O), r--+ A. F(t) 

en este caso es claro que el ordinal disminuye pues las diluciones no afectan al ordinal. 

11) Si t < w es cierto, entonces el proceso es análogo al del segundo paso de reducción, sólo 

que ahora Po(fi) es una derivación del secuente n < w, F(ñ). r --+ .ó., F(n+f), de manera que 

el secuente F{ñ), r--+ A, F(n + 1) se obtiene agregando el siguiente corte: 

-+ ñ < w ñ < w,F(ti).r-+ .ó.,F(n+!) 
F(n}. r---+ .U .. F(n + 1) 

y el secuente inferior de la inducción eliminada se obtiene mediante una dilución: 

F(O),r--+ ~.F(t) 
t < w, F(O), r--+ A,F(t) 

En este caso n.o sabemos si el ordinal disID.inuye por culpa de los secuentes --+ ñ < w. 

Ahora analicemos por qué es válida la propiedad 4. Suponga.mas que se ha aplicado ex­

haustivamente el cuarto paso de reducción, de modo que ahora en la derivación ya no hay 

diluciones. Como esta vez el secuente final es no-vacío. la única manera de restaurar el secuente 

final original es agregando diluciones al final de la prueba reducida. Resulta cla10 que las únicas 

diluciones que figuran en la derivación están juntas. 

Continuamos con el método de reducción probando algunos resultados, con1enzando con la 

siguiente 

PROPOSICIÓN. Si Pes una IT-Derivación previa.inente reducida, entonces en P figura al 

menos una inferencia lógica. la cual es implícita, o un IT-Secuente Superior. 

~: {Reducción al absurdo). Supongamos que P no contiene ni una. inferencia lógica ni 

un IT-Secuente superior. En tal caso su secuente final ~(O) -+ é(s1), ... , é(sk) se habría derivado 

a partir de axiomas materúáticos, sin el uso de conectivos lógicos ni variables ( pues nuestra 
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prueba es previamente reducida), por lo que podríamos reemplazar la fónnula e(t) por t = o 

obteniendo una derivación correcta del secuente O = O --J- s 1 = O, ... , ~k = O. No obstante, lo 

anterior contradice el hecho de que ninguna de las s,. es cero. 0 

De esta proposición se desprende inmediatamente que segfin(P) contiene una fórmula principal 

en la frontera o en un IT-Secuente Superior, lo que justifica la siguiente 

DEFINICIÓN. Una fórmula A en el segn1ento final de una derivación Pes un descendiente 

principal ( IT-descendiente principal), (abreviado dp (/T-dp) ) syss A es descendiente de una 

fórmula principal que esta en 8P ( en un IT-secuente superior que pertenezca a segfin(P) ). 

Obsérvese que un /T-descendiente en el segmento final de una derivación siempre figura en el 

consecuente de un secuente y es de la forma e(t). 

A continuación damos una condición suficiente para la existencia de descendientes princi-

pales. 

PROPOSICIÓN. Sea P una IT-derivación previamente reducida y sea S un secuente en 

segfin(P). Si en S figura una fórmula B tal que grd(B) > O, entonces existe una fórmula A en 

S o en algún secuente arriba de S tal que A es un descendiente o IT-descendiente principal. 

~: Sea S como se pide. En tal caso, por P4 y porque el secuente final no contiene 

súnbolos lógicos, S figura arriba de la más alta dilución en segfin (P). La propiedad ,.tener 

un símbolo lógico" se preserva hacia arriba hasta uno de los secuentes superiores de cada in­

ferencia en segfin(P} ( pero no necesaria.mente inás allá de una inferencia. fronte~a) o hasta un 

IT-secuente superior, al seguir las ramas a las que S pertenece. En algunos casos tenernos que 

B =A, pero no siempre, pues B podria ser descendiente de una fórmula "pasiva" en la frontera, 

i.e. una fórmula que preserva símbolos lógicos más allá de 8P. 0 

La siguiente proposición es primordial, pues sirve como ba..:;e del rnetodo de reducción cuando 

la derivación es crítica. 

PROPOSICIÓN. Si P es una IT-derivnción previamente reducida en la que no figura un 

corte adecuado, entonces el secuente final de P contiene un /T-descendieute principal. 

~: Puesto que el secuente final de P no tiene símbolos lógicos. los conceptos descendiente 

e IT-descendiente principal coinciden en este caso. 

La prueba es reducción al absurdo. Suponga.mas que el secuente final de P no contiene una 

fórmula tal. Puesto que segfin (P) contiene un descendiente o /T-descendiente principal ( por 
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la primera proposición de esta sección ), tal fórmula debe desaparecer mediante un corte, por 

lo que tiene sentido hablar de la siguiente propiedad de cortes de segfin(P): 

(Pr): Un corte de segfin{P) tiene la propiedad (Pr) syss ni menos uno de sus secuentes superiores 

tiene un descendiente o IT-descendiente principal pero su secuente inferior ya no contiene una 

íórmula de tal tipo. 

Sea pues I un corte maximal que cumple Pr. digamos 

I. r --t .D...D D.n-+¡\ 
· r,n-+.D..,A 

y sean S 1 , S2 los secuentes superiores de I. Como I cumple Pr tenemos que una de las fórmulas 

de corte es un dp o un IT-dp. Analicemos primero el caso en que In D en S 1 cumple tal 

propiedad: 

Si grd(D) > O entonces D es un dp., de manera que S.2 contiene una fórn1ula con un símbolo 

lógico ( a saber D }, por lo tanto por la proposición anterior en S2 o en un secuente arriba de 

S2 figura una fórmula A que es dp. o IT-dp .• de donde se derivan dos subcasos: 

i) A no figura en S2. 

Como A no figura en S 2 , debió desaparecer mediante un corte, en cuyo caso el corte tendría la 

propiedad Pr, contradiciendo la .. maximalidad de I. 

ü) A figura en S2. 

En este caso A debe ser la misma D, lo que contradice el hecho de que P no contiene un corte 

adecuado. 

Por lo tanto grd(D) =O y Des de la forma e(t). 

Supongamos ahora que en S 2 figura un símbolo lógico. En tal caso tenemos que arriba de S2 

figura un dp. o un IT-dp., ya que si estuviera en S 2 no podría ser D y, por lo tanto tendría que 

figurar en el secuente inferior de I, contradiciendo el hecho de que I cumple Pr. No obstante, 

si está arriba de S 2 entonces I no es maximal. Concluimos que en S2 no puede haber símbolos 

lógicos. 

Puesto que I es un corte maximal que cumple Pr, ninguna inferencia frontera. ni IT-secuente 

superior en segfin(P) figura arriba de S 2. Por lo tanto en el segtnento de P que va desde S2 

basta el secuente final está incluido en segfin{P), en el no figuran ni axiomas lógicos ( pues P 
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es previamente reducida ) ni IT-secuentes superiores, por lo que es imposible que {(t) figure en 

S2. Concluimos que D tampoco puede ser {(t). 

De todo lo anterior concluimos que la D eu 5 1 no puede ser un descendiente o IT-descendiente 

principal. 

Supongamos ahora que la D en 5 2 es un dp. o un IT-dp. Como ya vin-ios. D no puede ser un 

IT-dp., así que grd(D) > O y por lo tanto hay un dp. o IT-dp. en 5 1 o arriba de S 1 . En ambos 

casos llega.inos a una contradicción, de manera análoga a la que usarnos arriba. 

En Conclusión: No puede existir un corte con la propiedad Pr, a.si que en el secuente final de 

P figura un descendiente principal. e 

Resumamos ahora lo que hemos hecho hasta aquí: Sea P una IT-Derivación. 

Si Pes no-crítica entonces ya la podemos reducir a una ET-Derivación P' cou o(P') < o(P) y 

nt(P) = nt(P), pues lo único que tenemos que hacer es aplicar el rnetodo del capítulo 2. Por 

lo tanto, ahora tenemos que tratar con el caso en el que P es una prueba crítica. Para esto 

definimos lo que es una reducción crítica. 

3.4.2 Reducción Crítica 

Sea P una IT-derivación crítica previamente reducida.. La proposición anterior garantiza que 

en P figura un corte adecuado. Por una reducción critica de P entenderemos n. una prueba 

P' construida a partir de P como sigue: Tenemos que el secuente final de P contiene un IT­

descendiente principal, diganios {(s¡) descendiente de {(t) ( donde el término cerrado t denota. 

al número s, ) . 

Sea s un ordinal tal que s < nt(P), de modo que s < t, y consideremos la siguiente derivación 

--+ s < t Hs) --+ ~(s) (IMP-I) 
s < t => {(s) - {(s) 

8 < t => {(s) - €(s) ( UNIV-I) 
Vx[x < t => {(x)}-+ {(s) 

'ix[x < t => {(x)] - {(s) DIL) 
'o'x[x < t =o- ~(x)]--+ <(s),~(t) ( 
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el ordinal de esta derivación es o(Q) = 3 < 7 = op('v'x[x < t ~ e(x)} -+ e(t)). Al substituir en 

p el IT-Secuente superior V'x(x < t:::::;.. e(x)}-+ e(t) con la derivación Q. y agregando la fórmula 

e(s) en toda la derivación ( aplicando quizás algunos intcrca1nbios ) obtenemos una derivación 

P' con secuente final 

({O)-+ e(s),e(s¡), ...• ~(sk) 

Por último es obvio que: 

o(P') < o(P) y nt(P') = s < nt(P) 

De esta manera termina la. construcción de una reducción crítica de P. 

Así que ahora, que podemos reducir cualquier IT-derivación a otra con menor ordinal, 

estamos a punto de concluir la no-demostrabilidad de IT(e 0 ), que será nuevamente consecuencia. 

de un lema fundamental. 

3.4.3 El Lema Fundamental para IT-Derivaciones 

Hasta este momento todo nuestro formalismo ha podido ser encajado dentro de AP. No obstante, 

para probar el lema fundamental, necesitan1os efectuar una inducción transfinita hasta eo, así 

que jamás podrá ser formalizada en AP. 

LEMA FUNDAMENTAL. Para cualquier IT-dcrivación P se cumple que: 

nt(P) So(P) 

J2!:m: ( Inducción Trapsflpjta sobre o(P) ) 

Sea P una IT-derivación con o(P) = µ y nt(P) = cr. Usemos inducción transfinita fuerte. 

Hipótesis de Inducción: Para cualquier IT-derivacióo Q con o(Q) < µ, se cumple que: 

n!(Q) So(Q) 

Debemos considerar dos casos: 

I) P es no-crítica.. 

En este caso aplicando el método de reducción obtenemos una IT-derivnción P' con las 
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siguientes propiedades: 

o(.P') < µ y nt(P') = u 

de donde, usando la. hipótesis de inducción. concluimos que: 

II) P es crítica. 

a ::;: o(P1
) < µ 

H . .I. 

En este caso procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que cr > µ. En tal caso 

podemos aplicar una reducción crítica a P con Jo que obtenemos una IT-derivación P' tal que: 

nt(P') =µ<a y o(P') < o(P) = µ 

y esto implica que 

o(P') < µ = nt(P') 

lo cual contradice a la hipótesis de inducción. En cualquier caso conduimos 

nt(P) ,;; o(P). 

Con esto damos por terminada esta sección y pasamos a la parte central del capítulo, Ja 

prueba directa de no demostrabilidad. 

3.5 Prueba Directa 

Lo primero que ha.remos en esta sección es demostrar que la inducción transfinita hasta cualquier 

ordinal menor que eo es demostrable en AP, probando que Jos secuentes IT(wn) son derivables 

para cualquier n E N. Esto es suficiente para asegurar que IT(µ) es demostrable para cualquier 

µ E ORD, puesto que cualquier ordinal menor que E:o e. menor que algún wn, y si bien sola­

mente probarnos la existencia de IT-derivaciones para los números w,., podemos, a partir de 

una derivación de este tipo, construir otra con número terminal menor que el original simple­

mente reemplazando {(x) por ~·(x) en toda la derivación y modificando de manera adecuada 

el secuente final y los IT-secuentes superiores. Formalicemos esto en la siguiente 
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PROPOSICIÓN. Para cualquier n E N, la inducción transfinita hasta el ordinal Wn es de­

ID.ostrable en AP, es decir, para cualquier fórmula A de AP y cualquier n E N, el sccuente 

Va[\f¡3(¡3 < a => A(¡3)j => A(a)] _,. Va[a S w,. => A(a)] 

es demostrable· en AP. 

~: ( Inducción para Naturales sobre n ) 

Basta ver que en AP({) el secuente 

Va[\f¡3(¡3 <a=> {(¡3)] =>{(a)] _,. Va[a S w,. ={(a)] (•) 

es demostrable para cualquier n E N. 

n. = 1) Cierto; pues en AP vale la inducción matemática. 

Hipótesis de inducción: Supongamos que el secuente ( ... )es demostrable para Wn· 

P.D. (..,)es valido para Wn+l 

Llamemos <pala fórmula en el antecedente de (..,) y ,P(o) a la fórmula V7[{'"'(-y) =>{•("Y+ wª)], 

probaremos varias cosas: 

1) Mediante un argumento parecido a. la parte a) de la prueba de existencia. de IT-deriva.ciones, 

se tiCne que el secuente 

'P _,. C(O) 

es demostrable. 

2) Para cualquier ordinal a, el secuente 

V-y[-y <a= ,P(-y)j _,. ,P{a) 

es demostrable (cfr. lema de la. sección 3.3). 

3) Por hipótesis de inducción, tenemos una derivación de i.p ~ {• (wn) a partir de la cual 

obtenemos, usando las partes d) y e) de la demostración de la existencia de IT-derivaciones 

(sección 3.3), primero una derivación de ~ ,P(wn) y segundo una prueba del secuente 
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Por lo que mediante el siguiente corte y usando la parte 1) 

<p -+ {" (0) {" (0) -+ C (wn+I) 
!.p--+ {'"(Wn+l) 

De donde resulta que el secuente ( •) es demostrable para w,.+ 1 • 

Conclusión: IT(w,.) es demostrable para. cualquier n E N.o 

Hen1os llega.do a la culminación del capítulo y de todo el trabajo. Si bien en la sección 3.1 

hemos probado que la inducción transfinita hasta e:o no es demostrable en AP, ahora. daremos 

una prueba directa, para lo cual utiliza.remos el lema fundarnental para IT-derivaciones. 

PROPOSICIÓN. La inducción transfinita hasta e 0 no es demostrable en AP . 

.I!!:.m.: ( Reducción al Absurdo ) supongamos lo contrario. En tal caso el secuente 

Vo[V,B[,B <o=> <(,B)) =>{(o)] -+ Vo[o :S "º =>{(o)) 

es demostrable en AP({) ( ver la observación al final de esta demostración), por lo tanto 

mediante el uso de RDU, RDI y un corte obtenen1os el secuente 

Va[",B[,B < o=> {(,B)) =>{(a)] --+ <ko) 

A partir de la derivación de este secuente construimos la siguiente prueba P : 

V,B[,B < -, => {(,B)] -+ {(-,) {IMP-D) 
-+ V,B[,B < -, => {(,B)) => {(-y) 

-+ V,B[,B <-, => {(,BJ] => {(-,) (UNIV-D) 
-+ Va(V,B[,B < o => {(,B)] => {(o)) 
-+ Va(V,B[,B <a => {(,B)j =>{{o)] Va[V,B[,B <a=> {(,B)] =><(a)] -+ <C•o) 

--+ {(eo) 

De esta. forma, hemos construido una IT-derivación P con número terminal nt(P) = eo. Esto 

implica que 

o(P) < e 0 = nt(P) 

lo cual es una contradicción directa. al lema fundamental para IT-derivaciones. Por lo tanto 
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IT(eo) es no demostrable en AP.o 

OBSERVACIÓN IMPORTANTE: El lector seguramente ya se habrá preguntado 

como es qué esta.i:nos haciendo uso del nítmero e 0 • si el sistema AP(~) solo contempla a los 

ordinales estrictru::nente menores que él. Según esto, en AP(~). el secuente IT(eo) ni siquiera 

podría ser formulado. Lo que sucede es que nuestro teoren1a, bien interpretado significa: Si 

IT(t:o) pudiera ser formulado en AP(~) entonces sería indemostrable en AP(~). 

Pese a todo, este detalle no tiene ninguna importancia, pues podriar11os haber aceptado desde 

un principio al ordinal ea como parte de nuestro dominio numérico, ya que todas las derivaciones 

que hemos desarrollado son completamente independientes de él. De hecho podemos agregar 

un número cualquiera de ordinales al dominio numérico, siempre y cuando se deo expresiones 

precisas (términos) para designarlos y que todas las funciones y predicados continúen siendo 

decidibles, ( para que los axiomas permanezcan vnlidos en este sentido de deci<libilidad ). 

A partir de esta aclaración concluimos que si la inducción tra.nsfinita en este do1ninio restringido 

es no demostrable, de acuerdo a nuestros resultados, no podrá ser de1uostrable mediante una 

extensión consistente del dominio numérico. Es en este sentido en el que debe entenderse el 

teorema anterior. 
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