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Introducción 

Al inicio de este sigto• • Burnsidc prueba el siguiente teorema: 

Teorema .. Todo grupo de orden pºq', conp y q números primos, es soluble. 

Esta proposición se ha convertido en un teorema clásico y fundamental en la teoria 
de grupos finitos. Variantes de la prueba de Burnside (que usa teoría de caracteres) se 
pueden encontrar en la actualidad en muchos libros de texto, por ejemplo: [Ase 35.13. p. 
186], [Gor 4.3.3, p.131] y [Hal 16.8.7, p. 301]. 

Encontrar una prueba al teorema de Burnside que no utilice teoría de caracteres 
representó durante largo tiempo un reto. Suzuki [Suz 11, 1977 5.4.25 ] presenta (¿por 
primera vez en un libro de texto?) una demostración sin caracteres. debida a los trabajos de 
Goldschmidt [Gol 1970] y Matsuyama [Mal 1973], y se!lala (píg. 216): 

Thls is a fiunous theorem of' Bumside who preved this in the early twentieth century as an 
apptication of" character thcory. The theorem is pretty and very uaeful. The original proof 
of'Bumaidc: is short and clear. However. in spite ofthe cff'orts ofmany mathematicians to 
prove the theorem whitout using character theory. su ch a proof has becn obtained only 
quite recently. 

Goldschmidt.. por su parte. utiliza el teorema Z(J) de Glauberman [Gla]. 
considerado una ºherramienta pesada .. \ y afirma que Thompson (en [Fei 1963] y [Tho 
1968)) esbo:a una prueba libre de caracteres para este resultado. Considerando que [Fei] es 
un articulo que consta de 255 densas páginas, creemos que tal esbo=o es bastante difuso. 
Además. en estos dos artículos no encontramos más que un seftalamiento al que pudiera 
referirse Goldschmidt [Tho p. 388]: 

Corollary 6 of' Bumside is well known. The interested reader may extract the relcvant 
results from [ (Fei]) and the prese:nt paper. to give a new proofofCorollary 6. 

"'De hecho. el asunto es poco claro: el articulo de Bumside de 1904 [Bur) empiez.a diciendo: 

""Havina shown that ali groups of' order p"' q 11 are salvable ..... 
y a continuación explora alguna consecuencias de este resultado. La demostración más antigua que pudimos 
hallar se publicó en 1911. en el libro de texto de Burnside [Bur Il]. Lo nWs extrafto es que en toda.a t.a 
referencias que hemos investigado (todas las que estltn listadas en la bibliografia más otras tantas como ésas) 
nadie (ni el mismo Bumside) seftala explícitamente el articulo en que el teorema fue publicado por primera vez. 
Ya que todos los autores utilizan expresiones semejantes a la que usamos al inicio de esta introducción pva 
hablar de la fecha en que el teor-ema fue probado. suponemos que Cste fue publicado entre 1900 y 1904. 



ii 

El 06corolario 6" mencionado por Thompson es precisamente e1 teorema de 
Bumside. [Fei] es el famoso anicu1o de Feit y Thompson en donde se demuestra e1 
resultado (antes conocido como la conjetura de Burnside) que lleva sus nombres: uTodo 
grupo finito de orden impar es soluble'"'. Este trabajo no sólo es bien conocido por la 
relevancia de sus resultados (y por su relación con el teorema fundamental de los grupos 
simples). sino ade~ por lo inusual de su longitud. 

Matsuyama. por otro lado. da una prueba simple y sin caracteres para el caso paT del 
teorema de Burnside. complementando así el trabajo de Goldschmidt. pero reconoce: 

After finishing this work the autor has found that Bender [ (Ben] 1 has also obta:ined a 
sroup thcoretic proof of thc thcorem in the general case. 

Asi. llegamos a la conclusión de que Bcnder (en [Ben 1972]) es el primero en 
presentar una prueba completa del teorema de Bumside sin usar caracteres. Además. evita 
el uso de •"herramientas pesadas··. En sus propias palabras: 

Thi• note supplements Goldschmidt's paper ( [Gol] ) which contains a very short and 
elegant character-ftce prooí of Burnaide's theorem conccming the solvability of groups of 
o.-der p .. q", in case the primes p and q are odd 
So it is mainly tbe object ofthis paper to pr~t a relatively short and elementary proof of 
Bumside's theorcm for woups of cven arder; although. since assuming the arder to be 
even does not give a considerable iadvantage. the proof is orpnized so that it covcrs both 
cues. 
The proofis basecl on ideas ofThompson and Goldschmidt's note [ [Gol)]. and rcquires 
no heavy tools. 

En efecto. aunque la prueba de Goldschmidt es corta (2 páginas) y muy elegante. 
utiliza herramientas pesadas (el teorema Z(J) de Glaubennan) y no considera el caso par. 
Bender toma las directrices marcadas por Goldschmidt. extirpa el uso del teorema de 
Glaubcnnan (demuestra un resultado vagamente análogo: [Ben, Lemma 3]) y prueba el 
resultado sin restricciones de paridad; en contraste pierde algo de compacidad y de 
elegancia. 

Las pruebas de Bender y Go1dschmidt usan técnicas de .... teoría local de grupos"" .. de 
capital importancia en Ja teoria de grupos. En palabras de Aschbacher [Ase 1986 p. l 56]: 

Recall that if p is a prime then a p-local ~~hgroup of G is the nonnalizer in G of a 
nontrivialp-subgroup ofG. The loca:I theory ofgroups investigatcs finite groups from the 
point of view of p-locaJs. A question of ¡great interest in this theory is the relationship 
betw-ecn thc gcneralizcd Fitting subwoup of G and that of its local subgroups. Scction 3 1 
contains various results about such relationships. In the final chapter we'U get some idea of 
how RSCh results are used to classify the finite simple groups. 

La prueba de Bcnder tiene .. desde el punto de vista formativo .. una ventaja adicional: 
al prescindir del teorema de Glauberman. usa más veces y de más modos las técnicas 
locales. 
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El objetivo de este trabajo de tesis es presentar la prueba de Bender a un nivel 
accesible para el estudiante de licenciatura. Con este fin, presentamos aqui el material que 
está más allá del alcance de un curso básico de teoría de grupos. lo cual incluye tanto 
resultados y técnicas explicitas en el articulo de Bender. como conocimientos 
implicitamente supuestos. 

Además del propio articulo de Bender [Ben]. ha sido necesario desmenuzar el 
material de otros dos: [Alp] y [Ben 11]. También se revisaron los resultados pertinentes de 
los libros de Gorenstein [Gor]. Rotman [Rot] y Suzuki [Suz]. Cuando se consideró 
conveniente para mejorar la claridad de la exposición o reducir la longitud del trabajo. se 
han reescrito y/o adecuado fragmentos de pruebas. pruebas completas o incluso el 
enunciado mismo del resultado. En algunos casos fue necesario conjeturar. enunciar y 
probar el resultado que hacía falta para completar un argumento. En cada resultado se ha 
incluido una referencia a la Cuente bibliográfica donde se hallan el enunciado y la prueba 
que más se parecen a los que se presentan. Usamos u[PizJ"' para ref"erimos al presente 
trabajo cuando no conocemos otra fUente con un resultado semejante. 

En los capitulos O al 2 presentamos el material preliminar ordenado por temas. Los 
capitules 3 al 6 constituyen la prueba de Bender en si y se corresponden bastante fielmente 
con las secciones 3 a 6 de [Ben]. 



O. Notación y resultados básicos 

Este capitulo tiene el propósito de introducir la notación y los resultados básicos 
que se utilizarán a lo largo de toda la tesis y se presentan aqu•. por completez y para hacer 
90bre la marcha algunas observaciones elementales en las que no se suele hacer énfasis en 
un curso básico. En su mayoría. el material aqui presentado es revisado en un curso básico 
de teoria de grupos. por ejemplo en la asignatura de Álgebra Moderna l. impartida en la 
Facultad de Ciencias de la UNAM. También en su mayoría. los resultados de este capitulo 
serán usados más adelante sin rcf"ercncia explicita. 

Se espera sin embargo, para Ja lectura completa de la tesis. que el lector no sólo esté 
familiarizado con et material que se aborda normalmente en un curso básico de teoría de 
grupos. sino que además tenga una madurez matemática propia de un licenciado en 
matemáticas y una cierta predisposición animosa hacia la teoria de grupos. 

En particular. se espera que el lector esté familiarizado con los subgrupos nonnales .. 
cocientes de grupos. teorema de la correspondencia. los teoremas de isomorfismo. 
presentaciones de grupos por generadores y relaciones. el teorema fundamental de los 
grupos abelianos finitos y los teoremas de Sylow. Además se espera que esté familiarizado 
con los conceptos y resultados más elementales de las teorías de campos.. anillos y 
módulos. Adoptaremos la siguiente convención: 

A lo largo de toda la tesis g,.,,,po significa grupo fl11l10. 

Dado un grupo G. denotamos a su orden por IGI. Si x es un elemento de G.,, 
denotamos su orden por lxl y si K es un subgrupo de G. su Indice es denotado como 
IG:KI:= IGl/IKI. El exponente de un grupo G. es el mlnimo entero n tal que ;e"= l. para 
toda x E G. A menos que se indique lo contrario usaremos notación multiplicativa. El 
grupo trivial se representará por 1 en notación multiplicativa y por O en notación aditiva. 

Denotaremos por Z,. al grupo cíclico de n elementos.. por s .. al grupo simétrico de 
grado n y., si X es un conjunto. denotamos por Sx al grupo de permutucione~· de X. 
I>ecimos que G es simple si no tiene subgn.¡pos nonnales propios. 

Si pes un número primo. IGI,. denota la parte p del orden de G. es decir., la máxima 

potencia de p que divide• IGI; decimos que Ges un grupo de tipo (p.p) si G = ZP x Z,.; en 
el caso p = 2 .. decimos también que G es un 4-grupo o un grupo de Klein. 

G es un p-grupo si satisface IGI, = IGI. Un p-subgrupo de G es un p-grupo que es 

subgrupo de G. Unp-elementox de Ges un elemento de orden p''. para algún entero n. 



Un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo S de G tal que JGJ, = JSJ; en este 

caso. también diremos que Ses un p-Sy/ow de G. Denotamos por 5)'/P(G) al conjunto de 
todos los p-Sylows de G. 

Si Ges un grupo. o· denota al conjunto G-{l}; si A es un anillo. A. denota al 
conjunto de unidades (elementos invenibles} de A. A menos que se indique lo contrario. z= representa al grupo de unidades del anillo Z,.. en cualquier otro contexto se interpreta a 
z. como grupo y no como anillo. 

Sean x y y elementos de G y A un subgrupo de G. Decimos que x":= y- 1xy es la 
co'!iugación derecha de x por y, "x:=y.zy-1 es la conjugación i:quierda. generalmente 
(cuando en el contexto sea claro) omitiremos los adjetivos z:quierda y derecha. en aJllbos 
casos decimos. genéricamente. que x.. y "x son conjugados de x. 
A .. :=.r-1Ax:={x-1ax¡aeA} es el conjugado derecho de A por y 

.wA:=.xA.x-1:={xax-1 1aeA} es el conjugado i=quierdo. Note que el conjugado de un 

grupo es un grupo y que la conjugación es un isomorfismo. 

CONCEPTOS BÁSICOS 

Definición 0 .. 1 .. Sean G un grupo; x. y,. = elementos de G; y A. B y C subgrupos de G. 
Definimos: 

(1) [x.y]=xyx-•y-•; [x,y.:]=[[x.y],:]. 

(2) [A.B] =([a.b]J a E A.b E B); [A,B,C] = [[A.B],c]. 

(3) Na(A)={beBj 6A=A}. 

(4) Ca(A)={beBJba=ab 'Ita e A}. 

(S) Z(G)=C"(G). 

(6) G'=(G.G}. 

Decimos que [x.y] es el conmutador de x y y. [A,.B] es el conmutador de A y B. 
[x.,y.,=] y [A,.B,C] son respectivamente el triple conmutador de x. y y z y el triple 
conmutador de A. B y C. De manera semejante se suelen definir los conmutadores 
superiores, pero nosotros no haremos uso de ellos. Notemos que, por definición,. el 
conmutador de A y B es siempre un grupo. 

También,. por definición, N 8 (A) es el normali=ador de A en B y C 8 (A) es el 
centrali=ador de A en B. Diremos que B normali=a a A,. si 81:; N 0 (A) (equivalentemente 
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B = N 8 (A). o bien. [B.A] e; A). Claramente las condiciones A' =A.• A= A y• A e; A son 
equivalentes. Decimos que B centraliza a A. si B <=;. C 0 (A) (equivalentemente B =e.CA). 
o bien. [B. Aj= 1). Observe que N 8 (A) y C 8 ( A) son siempre subgrupos de B y que 
C 8 (A) <l N 8 (A). 

Además. diremos que Z( G) es el cenlro de G .. y que G' es el subgrupo derivado de 
G. Note que si A <l G. entonces G /A es abeliano si y sólo si G' = [ G. G] e; A. 

Denotaremos por Aut (G) al grupo de automorfismos de G. Diremos que A es 
característico en G .. y denotaremos esta relación por A char G,. si 97(A) =A para toda 
tp e Aut ( G); Observarnos que. como ta conjugación es un automorfismo. todo subgrupo 
caracteristico es normal. 

Teorema 0.2. [Gor 2.2.1. 2.2.3) Sean G un grupo; x. y y = elementos de G; y A. B y C 
subgrupos de G. Entonces: 

(1) [x.yr' =[y.x]. 

(2) [x.y:]=[x.y]·"[x.=]. 

(3) [xy.:]='[y.=]·[x.=]. 

(4) '[ x-• .y.=J-'[=-• .x.y]-'[Y-' .=.x] = 1, 

(S) [A.Bj=[B.Aj. 

(6) (A.Bj <l (A.B}. 

(7) Si [A.B.c] = 1 y [B.C.A] =l. entonces [c.A.B] =l. 

Dem09traci6n. 
(t) [x.yr' =(xyx-•y-•r'=yxy-•,,-• =[y.x]. 
(2) [x.y:] = xy(x-•y-'yx)=-•=-'Y-' = (xyx-•y-•)y(x=-•=-')y-•= [x.y]-"[x.=]. 
(3) [xy.=] = xy::y-•(=-•x-0.x=)x-•=-• = x(.Y=>'-•=-')X-' (x=-•=-• )='[y.=J-[x.:]. 
(4) Si definimos [[a .. b.c]):=aha-1ca. tenemos: 

•[,,-o .y.=] = x[[ ,,-• .y].=]x-• = x[x-•y.>y-• .=Jx-• 
= x(x-1y.xy-'.:yx-1y-1x:-1 }x-1 

= (yxy-'=:y)(x-•y-•x:-•x-') 

= [[y.x.=J]·[[x.=.yJr'. 
Es decir •[x-'.y.=J=[[y.x.=]]-[[x.z.yJr'. De manera semejante. 

'[=-• .x.y] = [[x.=.yl]·[[=.y.xJr' 
y 

"[y-• .=.x J = [[=.y.x]] ·[[y.x.=Jr'. 



Concluimos que ·l x-• .y.:]![:-1 ,x.y]·"[y-1 .=.x) =l. 

(S) Según (1). los generadores de (A.B] son simplemente los inversos de los 
generadores de [B.A]. 

(6) Claramente [A,B] es un subgru¡x> de (A.B). Si a.a' e A y be B. ¡x>r (3) 

tenemos: º[a',b]=[ai'.h]-[a.hr' e[A.Bj. Es decir. A normaliza a [A.H]. 
Usando (2) o (S) concluimos que B también nonnaliz.a a [A. 8]. Por lo tanto, 
[A,B) <> (A,H). 

(7) Sean xeA. yeB y :ec·_ Por hipótesis [x-•.y.=]=1 y (y-1 .:.x]=l. 
Sustituyendo en (4). tenemos "T=-1 

.. x.y)=l. Luego. [=-'.x.y)=t. y 
concluimos que [C:.A.B] = 1. # 

A la afinnación (7) del Teorema anterior. se le llama el Lema de los lre.r;; subgrupos. 
El resultado se debe a P. Hall y es considerado muy importante debido a sus múltiples 
consecuencias (ver por ejemplo [Suz 11. p!5]); nosottos tendremos ocasión de ver varias de 
el1as. 

El siguiente Lema nos será útil en el estudio de los grupos nilpotentes de clase a lo 
mA.s 2. que se definidn mis adelante. 

Lcm• 0.3. [Gor 2.2.2) Sean e; un grupo y x.ye G. Su¡x>nga que== [y.x] conmuta con x y 
y. Entonces, para toda i y j: 

(a) (y' ,x.1] = .:11 

(b) (xy)' = : 1<•-1>12 x'y'. 

De•ostr•ci611. Probemos (a): 
Procederemos por inducción sobre i: 
Como [y.x]==. tenemos yxy-1.r-1 ==·o bien y.xy-• ==:."t". Luego yx.1y- 1 =(yxy-•)-' 

=(.=.r)' =='x.1 .. pues x y = conmutan. Entonces [y.x.l)=(yx 1y-1 )x-J ==.1x1x-.1 ==.1, 

probando con ello el caso base i = 1. Note que. de paso. obtenemos la identidad 
y-•x-.1 =x-1 y-•:.1 .. que usaremos a continuación. 

Usaremos ahora.. como hipótesis de inducción que vale la igualdad 
y 1- 1x-'y-<1

- 11x-.1 = [y1-• .x.1] = :(•-t>J. Entonces [y' .. x'] = y'x.ly-1 x-.J = .Y.Y'-1x.1 y-1'-11{y-1.r-.1) 

= y(y(•-1> xi y-i•-•J x-.i)y-1:.1 = y(:('-1
" )y-1:.1 = =". pues y y= conmutan. 



Probemos ahora (b): 
Procederemos por inducción en 1: 
El resultado es obvio para el caso base i = 1. Usaremos a continuació~ como 

hipótesis de inducció~ que vale la igualdad (xy)'-1 ==''-1
)(

1
-

2 >12x 1-•y1
-•. También usaremos 

la siguiente identidad que se deriva de manera inmediata de (a): 
y11-ox = yu-11 xy-<'-n.x-'..ry''_,, =[Y"_,, • .x].ryu-n = =v-11 xyv-o. Entonces: (.xy y = (.xy y-• (xy) 

= =(l-l)(l-2)f2 .x<'-l)(yº-1) X )y= =(l-IXl-2)/2 .x(l-1) (=c•-1> xy<l-l} }y= zl(l-1>/2 x' y' .. pues;: y JC CODDlUtan. # 

Le- 0.4.. [Gor 2.1.2) Sean G un grupo y A.By C subgrupos de G. emonces: 

(1) Si Cnonnaliza a A y a B. entonces también normaliza a NA(B). a CA(B) y a [A.B]. 

(2) A char B <1 G implica A <1 G. 

(3) A char B char G implica A char G. 

(4) AcharG. Ai;;;B y B/AcharG/A implican BcharG. 

Demoetraei6a. (1) Sean a e NA ( B) y e E e. Como e nonnaliza a B. tenemos que 
a,ce N 0 (B). Entonces cae-• e N 0 (B). además cae-• e A (pues C nonnaliza a A). Luego. 
cae-• e AnN0 (B)= NA(B). Se sigue que 'NA(B) = NA(B). para toda ce C. Es decir. C 
normaliza. a NA(B). 

Sean a e CA(B) y e e C. Entonces. por hipótesis. e e N 0 (B)nN0 (A). y también 
aeC0 (B)nA. Como C 0 (B) <1 N 0 (B), tenemos que cae-• eC0 (B)nA =CA(B). Luego. C 
normaliza a CA(B). 

Si [a,b] (con aeA y beB) es un generador tlpico de [A.B]. tenemos 

"[a,b] = [ cac- 1 .cbc-•] e [A.B]. y el resultado se sigue. 

(2) Como Bes normal en G. para cada xeG. podemos definir tp"':B_.B. como 
tp,(y)=.xy.x-• (para yeB). Claramente tp, eAut(B). Como AcharB. tenemos que 
'Pa(A) =A. es decir"' A= A. Se sigue que A es normal en G. 

(3) Sea tpeAut(G). Como BcharG. tenemos tp(B)=B. y podemos tomar la 
restricción de tp en B; si denotamos por <p8 a esta restricción. tenemos tp8 e Aut(B). Dado 
que A char B resulta tp(A) = <Pa(A) =A. 

(4) Sea tpeAut(G). Definimos: (¡i:G/A->G/A. por (¡i(g)=tp(g). Veamos que "iíf 
cs .. bien definida: Si x.yeG y X=Y. tenemos .r=ya para alguna aeA. Entonces 
tp(.x)=o¡p(ya)=tp(y)tp(a). Como AcharG, tp(a)eA y en consecuencia ijr(:i')=o¡p(.x) 
= tp(y) = ;¡!i(jl). También es claro que 'i¡i' es un homomorfismo inyectivo. lueao 
"i¡ieAut(G). con G:=G/A. Si tomamos B:=B/A. tenemos que "i¡i(B)="lf (pues 
B char G). Luego tp( B) i;;;: BA = B y por lo tanto B char G. # 
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ACCIONES Y p.GRUPOS 

Defi•ición o.s. Sean Hy Kdos grupos y X un conjunto. Una acción de grupos de Hen K es 
un homomorfismo de grupos tp: H-+ AMI (K). Si es claro quién es tp o si no interesa su 
identidad. diremos simplemente que H actúa en K. Una acción de conjlllllos de H en X es 
un homomorfismo de grupos ,,-: H-+ Sx (donde Sx es el grupo de permutaciones de X); 
igual que antes .. a menudo diremos simplemente que H actúa en X. 

Note que Sx es el gnapo de automorfismos del conjunto X en la categoria de 
conjuntos; asimismo, como Aut(K) siempre es un subgrupo de SK• tenemos que toda 
acción de grupos es una acción de conjuntos. Aunque ocasionalmente haremos énfasis en el 
tipo de acción de que se trate. en general omitiremos los calificativos de grupos y de 
conjunto!l y dejaremos que sea el contexto el que detennine cuál es el tipo de acción en 
cuestión: Si el objeto en eJ que se actúa es un conjunto no hay Jugar a confusión; si es un 
grupo. supondremos que se trata de una acción de grupos a menos que se diga 
explícitamente lo contrario. 

Observe que si Hes un grupo y N es un subgrupo normal de H. entonces H actúa en 
N por con,Jugación; es decir. la función <¡J:H-.. Aut(N). dada por <¡J(h)(x) =hxh-1

• es una 
acción (de grupos) de H en N. También H actúa (con acción de conjuntos} en H por 
translación; esto es. la función <¡J: H -Jo SH. dada por <¡J(h)(x) = hx. es una acción (de 
conjuntos) de H en H. Lo anterior sugiere notaciones alternativas para una acción dada: si 
tp es una acción de H en X (de cualquiera de Jos dos tipos). con he H y x e X. 
denotaremos a tp(h}(x) como "x o como h ·x. siempre que no haya confusión ¡x>sible. 

Definición 0.6. Sea G un grupo. que actúa en un conjunto Xy x e X. Definimos: 

G,:={g eGJ g·.r=x}. 

G·.r:={g·.rJ geG}. 

X 0 :={ye XJ g·y=y. VgeG}. 

Decimos que G,. es el estabili::ador de x en G; G · x es la órbita de x (ba.Jo la acción 
de G); y X 0 es el conjunto de puntos fijos de X (ba_jo la acción de G). Observe que el 
estabilizador siempre es un grupo; si Ja acción es de grupos. X 0 también es un grupo; y que 
el conjunto de todas las órbitas forman una partición de X en clases de equivalencia. 



Teerema 0.7. [Suz l. 1.7.12] Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Entonces: 

(1) IG·xl=[G:G,], para toda x e X. 
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(2) Si R es un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de ..... \'. de 
tanlafto mayor que uno. entonces: 

IXl=IX.I+ ~[G:G.]. 

De•oatraci6a .. La biyección entre las clases laterales de G .. en G y los elementos de la 
órbita de .x está dada por: gG,, ~ g · x. La segunda afirmación se sigue de ( 1) y de que el 
conjunto de todas las órbitas de X fonnan una partición en clases de equivalencia de X. # 

A la ecuación del inciso (2) del teorema anterior le llamaremos la ecuación de e/ase 
{hay casi tantas variantes de la ecuación de clase .. todas ellas con el mismo nombre .. como 
autores de libros de teoria grupos). 

Note que si un G es un p-grupo. entonces todos los términos que aparecen en la 
sumatoria son múltiplos de p; si ademas X es un conjunto de tamaf\o no divisible por p. 
esto obliga a que X 0 ~'1>- Del mismo modo,. si G y X son p-grupos,. y la acción es de 
grupos. entonces. ~sta se restringe a una acción (de conjuntos) de Gen x·:= X-{l}, pero 

entonces ¡x·1 no es divisible por p,. luego X 0 ':ti; l. Concluimos que: ºSiempre que un p

grupo actúa en otro, el conjunto de puntos fijos es no triviar'. A Jo 1argo de esta sección .. 
quedará patente la utilidad de las observaciones hechas en este párrafo. 

Es apenas crejble la cantidad de resultados importantes que se derivan de esta 
ecuación tan elemental y, en general. de las técnicas derivadas de1 concepto de acción. 
Veremos a Jo largo de esta sección varias de sus consecuencias inmediatas y. a lo largo de 
la tesis. tendremos ocasión de constatar la importancia del concepto de acción. De hecho, 
como veremos a continuación, Ja prueba de uno de los teoremas más fundamentales en 
teoría de grupos finitos. el teorema de Sylow, no precisa esencialmente nada más que la 
ecuación de clase. 

La siguiente prueba de los teoremas de Sylow está basada en una prueba de 
Wielandt y Ja presentemos aquf. pese a ser estándar,. porque no hemos podido resistirnos a 
su elegancia. 

Teorema O.L (Teorema• de Sylow) [Suz l .. 2.2.2) Sean G un grupo y p un número primo~ 
entonces: 

(1) ¡syl,(G)I = l+kp, para algún número natural k, y ¡sy/ .(GJI divide a IGI. 

(2) Todo p--subgrupo de G está contenido en un p-Sylow de G. 

(3) Todos los p-Sylows de G son conjugados entre sL 



0e-1.--ió11- Sea G un grupo con IGI = pª1n y (p.,,.)= l. Sea e97r ={A e: G j IAI = pª}. 

Es fácil y elemental verificar que p no divide a ( P~-) (siempre que (p .. m) = 1). Entonces 

Pllc;t'}'ffl = (-::.·). Si hacemos actuar a Gen c;t'}'ff. por translación. se sigue que no todas las 

órbitas de e9/T tiene un tamafto divisible por p (@W" es unión ajena de sus órbitas). Sea 
X e: e9l?" una de tales órbitas y A e X. Entonces. por el teorema anterior. fXJ = JG:G.cf• 
como PllXI. tenemos que pª divide• IGAI y. en particular. pª SIGAI· También podemos 
hacer actuar a GA en A por translación. y entonces. si a e A, tenernos GA ·a e: A y 
IGAl=IGA·ajsjAj=pª. Se sigue que jGAj=pª =IGI, y asf hemos construido un p
subgrupo de Sylow de G .. a saber: G_.. En adelante,, llamaremos P a ese subgrupo de Sylow. 

Sea eJ'= {P• j ge G}. Si hacernos actuar a P en er por conjugación.. tenernos de la 
ecuación de clase: 

j@l"l=i@r.i+ };IP:Pxl 
X•R 

Pero~ ={P}. pues si P' es otro elemento de eJ' que se queda fijo bajo Ja acción 
• de P. entonces P' es normalizado porP y PP' es unp-grupo. Luego Pe PP' y JPP'f Spª 

implican P = P'. Entonces: 
jel'j= 1+ };jP:Pxl"' lmodp 

X<R 

Sea B un p-subgrupo de G. Entonces. también B actúa en @!' por conjugación. Si 
P' e ©f' se queda fijo bajo la acción de B. entonces P' es normalizado por By BP' es unp
grupo. luego P' <:;; BP' y jBP'I S pª implican que BP' = P' y Be: P'. con lo que todo p
subgrupo de G estarla contenido en un p-Sylow de O (conjugado a P). Si ése no fuera el 
caso .. otra vez por la ecuación de clase. tendriamos: 

joirj= o+ };jB:BxjmOmodp 
X•R 

contrario a Jo que sabemos. Entonces B está contenido en algún conjugado de P; en 
panicular. todos losp-subgrupos de SyJow de G son conjugados entre sf y et' es el conjunto 
de todos Jos p-Sylows de G. Finalmente. también por el teorema anterior (con G actuando 
en el'por conjugación), tenemos joirj = jG: G,j. luego j@l"I divide a ¡a¡. # 

El siguiente lema presenta tres resultados elementales que son útiles con frecuencia. 
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Lem• 0.9. [Suz 1, 2.2.6] Sean G un grupo, K<JG, G,eSyl,(G) y a:G-+G/K la 
proyección natural. entonces: 

(1) N(G,) eSyl,(G/K). 

(2) Kno, eSyl,(K). 

(3) GP <l G si y sólo si G, churG. 

Demostración. 
(1) Tenemos que: 

(2) 

(3) 

1 1 ( ) 1 
/G///K/ _jg_..IKno,¡ 

G/K:a(G,>/ = G/K: G,K /K Ja,//JKno,J - ¡o,¡ /K/ 

no puede ser divisible por p. pues IKnaPf es un divisor de jK/. 

Por otro Jado. KnGPs;:K,c:G;. para algunas KPeSyl,(K) y xeG. Luego, 
a;nK = K, e Syl ,(K). Como K es nonnal en G, conjugando por y:=x-i_ tenemos 

a,nK= K; eSyl,(K). 
Es obvio que G, char G implica G, <l G. Si G, <l G. entonces. por los Teoremas de 
SyJow (todos Jos p-Sylows son conjugados entre sí). G, es el único p-subgrupo de 

Sylow de G. Si ll'E Aut(G), entonces /11>(0,)/=/a./. luego 11>(G,) también es unp
Sylow de G. Entonces 'f'(G,) = G,. es decir G, charG. # 

El siguiente resultado fundamental es considerado como una aplicación tfpica de los 
Teoremas de Sylow y nos será útil más adelante. 

T-re•• O.JO. (Araumento de Fnattlnl) [Gor 1.3.7] Si H <l G y Pes un p-Sylow de H. 
entonces G = HN0 (P). 

Demoatr•ci6n .. Sea g e G. Como Hes nonnal. gPg-1 ~ H. pero entonces gPg-1 es tambi~n 
un subgrupo de Sylow de H y tiene que ser conjugado a P en H. esto es: gPg- 1 = hPh-• para 
alguna he H. Entonces, h"'gP(h-'gr' = P y. asf. h-'g e N 0 (P). Luego, g=hn, para 
alguna ne N 0 (P), por tanto G = HN0 (P). # 

El lema siguiente. presenta una serie de resultados básicos sobre p-grupos que se 
derivan de la ecuación de clase. 
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Lema 0.11. [Suz l. 2.1.4; 2.1.6; 2.1.13) Sean P unp-grupo no trivial y K un subgrupo de P. 
Entonces: 

(1) I"" K <l P implica KnZ(/')"" t. En particular, Z(P)"" l. 

(2) Si K ~un subgrupo normal minimal en P. entonces K e Z(P) y K = z,,. 
(3) K-; P implica K<; N,.(K). 

(4) Si K es maximal en P. entonces K <l P y IP: Ki =p. 

Dema.tracióa. 
( 1) Por la ecuación de clase .. haciendo actuar a P en K por conjugación. tenemos: 

IKI = IK0 i + l:,(ténninos divisibles porp) 

Donde K 0 es el conjuno.o de puntos fijos de la acción. Como el orden de K es 
divisible por p. resulta que el orden de K 0 debe serlo a su vez. Como 1 e K 0 , 

tenemos: IKol ~p. Pero el conjunto de puntos fijos de la conjugación resulta ser 
K 0 =C"(P)=KnZ(P). 

(2) Gracias a (1). tenemos 1 ~ KnZ(P) <J P, luego, por la minimalidad de K. tenemos 
K = KnZ( P),;;: Z(P). Entonces cualquier subgrupo de K es normal en P. De 
nuevo por la minima1idad de K .. se sigue que K no tiene ningún subgrupo propio, es 
decir Ke:Z,. 

(3) Si K <1 P .. el resultado se sigue inmediatamente. Supongamos que K -IJ P. Sean 
X:= {K' I x e P} y X':= X-{K}. Entonces P actúa en X por conjugación. y X es 

ta órbita de K bajo la acción de P. Sea PK el estabilizador de K en P. Entonces 
P" =N,(K) y. por el Teorema 0.7.(1). l""iXl=[P:P.,]=[P:Np(K)]eOmodp. 
Luego IX'I = -1 modp. Ahora .. K actúa en X', también por conjugación y de la 
ecuación de clase,. tenemos: 

IX'I = ¡x~¡+ l:,(términosdivisibles por p) 

Se sigue que X~ ~ </J. Entonces K normaliza a alguna K"' ~ K con x e P. Tomando 
y:=x-1 resulta que KY normaliza a K. Luego KY ~ Np(K) .. es decir K ~ Np(K). 

(4) Si K es max.imal en P .. entonces .. por (3). tenernos que Ks;;Np(K)c;-P. Esto 
implica que Nr(K)= P,. o bien K <1 P. Por Ja maximalidad de K .. P/K no tiene 
subgrupos propios. asi P/ K 5 z, y por lo tanto IP: Ki =p.# 
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Defiaici6n 0.12. Sean G un grupo y e'~{ una sucesión de subgrupos de G. de la Conna: 

e9/'{: 1 = 0 0 ~ G 1 ~ • ··e= G., = G. 

Entonces decimos que la .verie ~"'//[ es normal, si G, <l G para toda i; subnormal. si 
G, -c3 G,. 1 (para toda i); de compo.,·ición, si es subnormal y cada G,+1/G1 es simple; y 
principal. si es nonnal y de composición. En cualquiera de estos casos diremos que la 
longitud de la serie es n. 

Presentamos a continuación una versión especialmente adaptada para p-grupos de 
los teoremas c1ásicos de Jordan-Holder y Schreier que nos será útil repetidas veces. 

Teorcm• 0.13. (Suz l. 2.1. 12] Sea P un p-grupo de orden p". entonces: 

( 1) P tiene una serie principal de longitud n: 1 = P0 ~ P, !; · · · ~ P,.. = P. Se sigue 
que P, 4 P y !P.: P.-.1 =p. para toda i. 

(2) Si 1 ~ Pº !;; P 1 ~ ••• ~ pr ~ P es una serie normal de P, entonces existe una 
serie principal de P de longitud n. que incluye a todos los P'. para O Si Sr. 

Demomlr•d6a .. Observe que (2) implica (1) (tomando la serie 1 = Pº ~ P 1 = P. si P ~ 1 ). 
Probemos (2). Procederemos por inducción en IPI. Sin pérdida de generalidad. 

podemos suponer que Pº -. l. Sea N un subgrupo nonnal minimal de P que esté contenido 
en Pº. Por el Lema 0.11.(2). N =: ZP. Ahora. por hipótesis de inducción. P/N tiene una 

serie principal 1 =Pis;;. ... ~ l!, = P/Q. de longitud n-1. que incluye a Pº • ... • F' (las 
imágenes de Pº • ...• P'. bajo la proyección natural). Si ahora. para cada i = 1. ·•·• n. P, es la 
imagen inversa de P, según la proyección natural. entonces 1 = /~ ~ .P¡ ~ • • • ~ P,. = P es ta 
serie deseada. # 

Las acciones también nos permiten construir nuevos grupos a partir de grupos 
conocidos por medio del producto semidirecto. como se verá a continuación. 

Teorema 0.14. (Gor 2.S.1] Sean H y K dos grupos y tp una acción de grupos de K en H. 
Entonces. et producto cartesiano H x K. junto con la operación binaria definida por 
(h'.k)(h,k') = (h'('h).kk') (recuerde que. en este caso. •h:= tp(k)(h)) es un grupo. 
Llamemos G al grupo asf obtenido. Sean i 1 : H -to H x K e i 2 : K _. H x K las inclusiones 
naturales. Fl:= i 1 (H) y K:= i 2 (K) entonces: 

(I)G=HK. 

(2)H4G,K~G. 

(3) llnK" = 1. 

(4) La acción de K en H. se transfonna (vta las inclusiones naturales) en la 
conjugación de H por elementos de K. 
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De•oetracióa. La demostración es una verificación de rutina. Ver por ejemplo [Gor 2.5.1). 
# 

Defi•ición O.IS. Al b'TllJ>O G del teorema anterior se le llama un producto semidirecto 
(externo) de H y K. y se denota ¡:x>r H ><1 K. Cuando se quiere hacer énfasis en la acción que 
se utili~ escribimos H >4.., K. y decimos que el grupo en cuestión es el producto 

semidirecto de H y K respecto a t:p. También. si G es cualquier grupo y H y K son dos 
subgrupos cualesquiera de G que satisfacen ( 1 )-(3) del teorema anterior. entonces decimos 
que Ges producto semidirecto (interno) de H y K (en este caso Ge 77>4., K. donde 'I' es 
la acción dada por la conjugación en H por elementos de K). 

Nota: Se suelen identificar los grupos H y K con H y K respectivamente. siempre que ello 
no cause conf"usión. Una vez hecho eso udesaparece la diferencia'' entre los productos 
semidirectos externo e interno. Asf. siempre que tengamos que un grupo K actúa en otro 
grupo H .. podremos considerar que ambos son subgrupos de un tercer grupo G = H ><1 K .. de 
esta manera. podemos extender conceptos básicos como los normali=adores .. 
centrali=adores. conmutadores .. etc. y las relaciones normali=ar. centrali=ar .. conjugar .. cte. 
En panicular. actuar y normali:ar resultan ahora ser .. sinónimosº. Sin embargo. hay que 
tener cuidado si. por ejemplo. H y K ya son subgrupos de un cierto grupo G y la acción 
considerada de K en H no es la conjugación. o H y K se intersectan de manera no trivial. 
Note también que la notación H ><1 K puede representar varios grupos distintos (no 
isomoños) según cuál sea Ja acción considerada. En particular .. el producto directo de H y 
K siempre es un producto semidirecto de H y K (tomando la acción trivial). 

El siguiente tema •. que nos será útil más adelante.. es un ejemplo más de una 
aplicación tlpica de la ecuación de clase. que además ilustra las convenciones del párrafo 
anterior. 

Lema 0.16. [Piz 0.16] Suponga que un q-grupo Q actúa en el grupo L, con ILI = kpª, donde 
pes un número primo. no necesariamente distinto de q. Suponga también que qfk. 
Entonces Q nonnaliza a algúnp-subgrupo de Sylow de L. 

Dema11tr•cl6n. Sea X el conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de L .. entonces Q 
actúa en X(con acción de conjuntos) y por la ecuación de clase: IXJ = Jx0 ¡+qs .. donde X 0 

es eJ conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de L normalizados por Q. Por los 
teoremas de Sylow, ¡x¡ divide a k, y en panicular, qtlXI. Se sigue que ¡x0 ¡ no puede ser 
cero.# 

Los siguientes dos teoremas también ilustran el uso que haremos de las 
convenciones que aparecen en la nota de la definición del producto semidirecto; el segundo 
de ellos será uno de los teoremas más citados en la tesis. Necesitamos una definición: 



Dref"•ició• 0.17. Se dice que un grupo A que actúa en el grupo G e.dab1l1=u la serie 
subnormal: G = G 0 t> G, t> ••• t> G,. = 1, si cada G, es A-invariante y A actúa trivialmente en 
cada G,/G,.,. 

Teore•• 0.18. (Gor S.3.1] Un grupo A que actúa en el grupo G estabiliza la serie 
subnonnal: G = G 0 t> G 1 t>···t> G,. = l de G si y sólo si cada G, es A-invariante y 

(A.G,]!;;G,., paratodai. 

Dem«Mlraci6a .. A actUa trivialmente en cada G, /G1+1 si y solamente si. para toda <1> e A y 
ge G, existe una g' e G,. 1 tal que t/>(g) = g'g .. lo que es equivalente a ,P(g)g- 1 e G1+ 1 o 
bien ft:.p-1 g-1 

E G,.1 (recuerde que en el producto scmidirecto de G, con A. la acción de A 
se ve como conjugación)y esto último es equivalente a [A.G,]~ G,, 1 • # 

Teorema 0.19. (Gor S.3.2] Sea A un p'-gnipo que actúa en el p-grupo P. Si A estabiliza 
alguna serie subnonnal de P. entonces A actúa trivialmente en P. 

De•oat.-.ci6n.. Sea P =Po t> P¡ t> ••• t> P,. = 1 la serie subnormal que A estabiliza. 
Procederemos JXlr inducción. 

A actúa en Pi, y actúa trivialmente en P"/l = P,. (caso base). Además, A actúa 
trivialmente en P¡, por hipótesis de inducción. Tambié~ A actúa trivialmente en Po/ Pa por 
hipótesis. Entonces .. para toda <I> e A y x e P0 = P se satisface [4'.x] e P¡. por el Teorema 
0.18. Asi. t'fl(x) = x= para alguna =e P.. Como </J actúa trivialmente en Pi tenemos: 
tJ)'"(x) = x:". Si tomamos n igual al orden de </J 9 resulta x = </J'"(x) = x='". Luego. =n = 1; 
pero (n.p) = 1 implica== l. Entonces <t>(x) = x. Y en consecuencia. A actúa trivialmente 
en P.# 

SOLUBILIDAD Y NILPOTENCIA 

Definici6• 0.20. Definimos la serie cenrral descendente G = Lo(G) :::2 L 1(G) =2 f-i(G) :::2 •••• 
la ~·erie central ascendente l=Z0(G);;:Z,(G)~Z2(G)~ ... y la serie derivada 
G = a<01 :;2 Gº1 :::2 G'21 =2 ..... por medio de las siguientes igualdades: 

(I) {
L,,(G) = G 

L,.,(G)=(L,(GJ.G] 
(U) 

{

Z 0 (G) = 1 

z,.,(G) _ z _Q_ 
Z,(G) - (z,(G)) 

(Ill) 



Note que Z 1(G) = Z{G) y Gº 1 = G' = L1 (G). Teniendo en mente el Lema 0.4 .• es fácil ver 
que todos los L,(G). Z,(G) y Gu 1 son caracterlsticos en G. 

Defi•ición O.JI. Decimos que un grupo Ges ni/potente si Z,.(G) = G para algún entero k. 
Al minimo entero k con esa propiedad se le llamará la cla.~e del grupo nilpotente G; 
denotaremos a la clase de G por c/(G). Diremos que Ges soluble. si G'~1 =1 para algún 
enteros. 

Observe que G = t si y sólo si c/(G) =o. y que Ges abeliano si y sólo si cl(G) = 1. 
Tenemos el siguiente teorema. fundamental para el estudio de los grupos 

nilpotentes. 

Teorema 0.22. [Suz 11. 4.2.S; Suz Il, 4.2.12) Sea G un grupo. Entonces. las siguientes 
condiciones son equivalentes y caracterizan la nilpotencia: 

(1) Z,(G) = G. para algún entero r. 

(2) L,(G) =t. para alg\m entero r. 

(3) Para todo subgrupo propio Hde G. H ,,_ N 0 (H). 

(4) Si Hes un subgrupo maximal en G. entonces H <1G. 

(S) He Syl,(G) implica H <1 G. 

(6) G es producto directo de sus Sylows. 

Dem09tración. 
(1)=(2) Probaremos que si (1) vale. entonces L1 (G) <:::: Z,.1 (0). para toda}. Esto implica 

el resultado deseado. Procederemos por inducción en.f. 
Si j=O. L,,(G)=G=Z,(G), por hipótesis. Supongamos, por hipótesis de 
inducción, que L 1 (G) <:::: Z,_,(G). Como 

Z,_,(G) = z( G ) 
z,_,_,(G) z,_,_,(G) • 

tenemos que L,.,(G) = [ L,(G).G]<:: [z,_, (G).Gj,. ¡ mod z,_,_,(G). Asl. resulta 

que L¡ ... 1 ( G) ~ Z,_¡_1 ( G). completando con ello la inducción. 

(2)=(3) Como L,,(G)=G y L,(G)=I. existe un entero k tal que L,(G)g;;H y 
L •• ,(G) <::::H. Luego [L,(G),Hjs:: [L,(G),G)<:: L,.,(G) <::::H. Esto quiere decir 
que L,.(G)~H normaliza a H. Entonces H~N0(H). 
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(3)~(4) Si Hes un subgrupo maximal de G. por (3). tenemos que H ~ N 0 (H) (:; G 
implica N 0 (H) = G. Luego H <l G. 

(4)~(S) Suponga que He ... f:)y/,(G) y H~G. Entonces Nc;(H)~G. Sea Mun subgrupo 
maximal de G que contenga a N 0 ( H). Claramente He Syl ,( Af). y por (4). 
M <i G. Luego. por el argumento de Frattini. G = MN G ( H) = M. contrario a la 
elección de M. 

(5)=(6) Obvio. 

(6)~( 1) Sea G = P¡ X E;><··· xP. la descomposición como producto de Sylows de G. Es 
f"ácil verificar que z.(G) =Za(?¡) X Za (P:z )X···xZ,..( /~) para toda k. Es claro. por 
el Lema 0.11.( J ). que todo .P'"gTUJ>O es nilpotente. Entonces podemos tomar 
e= ~{cl(l:>} y así. Z.(G) = G. # 

Nota: Si c=cl(G). en la parte º(1}~(2)'' de la demostración del teorema anterior se 
prueba que L,(G) ~ Z,,_.1(G) para toda}. Se sigue inmediatamente que si k es el mínimo 
número entero tal que L. ( G) = 1. entonces k s e. De hecho es bien sabido que k = e, pero 
nosotros no haremos uso de ello. 

Tam.bién son útiles las siguientes propiedades de los grupos nilpotentes. 

Lema 0.23. [Gor 2.3.3; Suz u. 4.2.14] 

( 1) Todo p-grupo es nilpotente. 

(2) Cualquier subgrupo o imagen homomorfa de un grupo nilpotente es nilpotente. 

(3) El producto directo de grupos nilpotentes es nilpotente. 

( 4) Sean G un grupo y H y K dos subgrupos nilpotentes y normales en G. Entonces 
también HK es nilpotente. 

Demostración .. 
( 1) En un p-grupo, el único Sylow es nonna1. 

(2) Si H es un subgrupo de G, tenemos L,(H)t=L.(G). Si N<lG, entonces 
(L,(G)N)/N = L,(G/N). 

(3) Inmediato del Teorema 0.22.(6). 

(4) Sean Pi un p-Sylow de H y r; un p-Sylow de K. Entonces, como H y K son 
nilpotentes. P¡ char H y ~ char K. Como H y K se normalizan mutuament~ P¡ y ~ 
son subgrupos nonnales de HK. Ahora P:= P¡~ e Sy/P(HK) y P <l HK. Ya que esto 
sucede para cada ptimo p, HK satisf"ace la propiedad (5) del Teorema 0.22. # 
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A continuación se presentan algunas propiedades básicas de Jos grupos solubles que 
se derivan directamente de la definición. 

T-re•• o.24. [Gor 2.4. 1) 

(1) Todo grupo nilpotente (y todop-grupo) es soluble. 

(2) Todo subgrupo e imagen homomorf'a de un grupo soluble son solubles. 

(3) Sean G un grupo y N <1 G. Si N y G/ N son solubles. entonces G también lo es. 

(4) El producto directo de solubles es soluble. 

(S) Si Ges soluble no trivial. entonces [G.GJ,;;; G. 

De•oetnció•. 
(1) G'" e; L,(G). para toda k. 
(2) De manera semejante que en el Lema 0.23.(2). 
(3) Si ( G/ N)<*> = I. o<•> s:; N. Entonces oc•-> e: N<•>. 
(4) Inmediato de (3). 
(5) Inmediato de la definición. # 

SUBGRUPOS NOTABLES 

Defiaicióa 0.2S. Sea a un conjunto de primos. Un a-grupo es un grupo cuyo orden es 
divisible solamente por los primos de n. un n-"-grupo es un grupo cuyo orden sólo es 
divisible por Jos primos que no están en n. En el caso a = {p}. escribimos p-grupo (Jo que 
coincide con nuestra definición previa) y p'-grupo respectivamente. Para cualquier grupo 
G. 6(0) denota el conjunto de primos que dividen a su orden. 

Deft•iclóa 0.26. Sean G un grupo y ;r un conjunto de primos; definimos o.(G) como el 
(único) x-subgrupo normal maximal de G. y o •. (G) como el (único) Jr'-subgrupo normal 
maximal. Cuando Jr = {p}. escribimos solamente OP(G) y Op'(G) respectivamente. 

Oeft•ici6• 0.27 .. El suhgrupo de Filling de un grupo G. F(G). es el (único) subgrupo 
nilpotente y normal maximaJ. 

Nota: Claramente. a.(G). a •. (G) y F(G) existen y son caractcristicos (ver el Lema 
0.23.(4)). Observe que. para cualquier grupo G. O,(G/O,(G)) =l. Además O,(G) debe 
estar contenido en todos los p-subgrupos de Sylow de G. 



Teonom•0.28.[SuzII.4.2.17] F(G)= ,.~a,OP(G). 

De•o.tr•ciltn. Observamos que cada O,(G) es un p-grupo y por tanto es nilpotente, 
entonces O,.(G) ~ F(G) para toda p. Además, cada O,.(G) es nonnal en G, Juego, 

.. ~0,0,.(G) = = (O,.(G)jp e Jr(G>) <;;; F(G). Por otro lado. cadap-Sylow de F(G). F,. • es 

normal en F(G) y. por tanto, característico en F(G)~ como F{G) es a su vez característico 
en G. cada F, es caracteristico en G y en particular normal. Luego F, 5= O,(G) para toda 

p,yasf tenemos: F(G)t.=-~ª 1 0,.(G). # 

El siguiente resultado es una de las propiedades más importantes de Jos grupos 
solubles y es usado &antas veces durante el presente trabajo (algunas veces sin ref'erencia 
explicita) que conviene aprenderlo y tenerlo presente. 

Teono•• 0..29. [Gor 6.1.3] Sea G un grupo soluble. entonces: C 0 (F(G)) ~ F(G). En 
particular, si Ges un grupo soluble no trivial, F(G) ~l. 

Dem.,.tr11ci6•. Sean F= F(G) y C= C 0 (F(G)). 
Demostraremos que C '-= F. 
Claramente C <1 G. 
Para llegar a una contradicción. suponga que Ca; F. 
Sea B ~ C. B ..c:1 G. B g; F minimal respecto a estas tres condiciones (B existe pues 

Ccumple con las tres condiciones). Luego: [B .. B]cC y [B .. B]<lG obviamente. además 
[B,B].;B por ser B soluble. Por la minimalidad de B. tenemos [B.B]<;;;F, y asf: 
[B.B.B]<;;; [F.B]<;;;[F,C]= l. 

Entonces B es niJpotente y normal en G. es decir: Be F .. contrario a Jo supuesto. # 

En el caso de un grupo nilpotente G .. el Teorema anterior es inútil, pues en ese caso 
F(G)= G. El siguiente es un resultado análogo (más elemental y menos poderoso) parap
¡vupos. 

Teorema 0.30. [Gor S.3.12] Si Mes un subgrupo del p--grupo P. maximal respecto a la 
propiedad de ser abeliano y normal. entonces Cp ( M) = M. 

De••traclóa. Su¡xmgamos que Cp(.lvl') contiene propiamente a M Como Cp( M) es 
nonnal en P. entonces .. por el Teorema 0.13 .• tiene que existir un grupo N tal que 
Mc;Nc;Cp(M) con IN:Ml=p .. y N<1P. Tómese ahora una xeN-M, entonces 
N= (M.x) debe ser abeliano, pues xE N !:;" Cp(M) contradiciendo Ja maximalidad de M. 
# 



IB 

Definición 031. Sea G un gru¡x>. Definimos Op.
9
(G) como el único subgrupo de G 

(necesariamente caracteristico por el Lema 0.4.) tal que 0,
4

(G)/O,(G) = 0
9
(G/O,(G)). 

Nota: Observe que o,.
9
(G) = O,(G)'4Q. para algún q-subgrupo Qde G. También: 

_ [ G/O,(G) )
o.(G/C?, .• CG))= o. o.(G/O,(G>) -1. 

Definición 0.32. Un grupo es elementalmente abeliano si es isomorfo a algún (ZP)ª para 
algún primo p y algún entero a. El rango de un p-grupo elementalmente abeliano es su 
dimensión como espacio vectorial sobre ZP. El p-rango de un grupo G .. denotado por 
r,(G) .. es el máximo entre los rangos de sus p-subgrupos elementalmente abelianos; 
escribiremos r(G) si Ges unp-grupo. 

Definición 0.33. Si pes unp-grupo. definimos: n,(P) = (x e PI /x/ = p). 

Note que 0 1 (P) char P y que p.,_ 1 implica 0 1(P) ,,,_ L Si Pes abeliano. 0 1(P) es 
elementalmente abeliano de rango máximo en P. En panicular P ~ 1 implica que 
0 1(Z(P)) ~ 1 es elementalmente abeliano. El siguiente teorema nos da más inf"ormación 
del comportamiento de 0 1 ( P) en un caso un poco más general que cuando Pes abeliano. 

Teorema 0.34. (Gor 5.3.9] SeaP unp-grupo de clase a lo más 2. p~ 2. Entonces: 

i) 0 1(P) tiene exponente p. 

ii) Si P/Z(P) es elementalmente abeJiano,. entonces (xy)P = xPy' 'Vx,y e P. 

Dem09tnocióa. Como Pes de clase a lo más 2. tenemos [P.P.P]= l. Luego, si= =[y.x]. 
con.xy yen P. entonces= e P'~ Z(P) y por lo tanto.= conmuta conx y y. 

Entonces. por el Lema 0.3.: 

a) [y'.x']==" 
b) (.xy)' = ='0-012 x'y' 

Para probar que 0 1(P) tiene exponente p,. necesitamos probar que el producto de 
dos elementos de orden p es a su vez de orden p. Si x y y tienen orden p. tenemos de (a): 

l=[l,x]=[y'.x]=='. 
y usando también (b): 
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Asi. 0 1 ( P) es de exponente p. 
Para finalizar. si P/Z(P) es elementalmente abeliano y ye P. yP e 1 mod Z(P). 

Luego. y" E Z(P). y 1 =[Y ... x] ==P. Por (b): (xy)" = :c"y". # 

Corolario 0..35.. [Piz 0.35) Si p ':,/; 2 y G ::(Z.- x Z,,)>:12_,,. entonces G tiene exponente p. 

De•oatraci6a. Si G es abcliano. el resultado es claro. Si no. como G es un p-grupo .. 
tenemos Z(G) .. 1. luego G/Z(G) es abeliano (pues IG/Z(Gll S p'). Entonces Z,(G) = G y 
el( G) = 2. El teorema anterior nos dice que 0 1 ( G) tiene exponente p. pero en este caso 
O,(G)=G. # 

Defi•icióa o.36. Contrario a la literatura estándar. si Pes un p-grupo. definimos: 

J(P) =(A<;;;. PIA es elementalmente abeliano y r(A) = r( Pl). 

Nota: Observe que J(P)char P y que J(P) <::::.U<::::. P implica J(P) = J(U). Si G• es un 
p-Sylow de G. son equivalentes: 

(1) J(Gp)churG. 

(2) J(Gp) <1 G y 

(3) J(G•) <::::. a.(G). 

(1)=>(2) y (2)=>(3) son claras. Veamos (3)=>(1). Si vale (3). entonces 
J(G,) <;;;. O•(G) <=. G •• (pues o.(G) debe estar contenido en todos los p-Sylows de G); 
luego J(G•) = J(O,(G)). pero sabemos que J(O.(G)) charO.(G) charG. 

Observe también que. si p divide al orden de G y G no es un p-grupo. entonces 
1 ~ J( G,) ~ G. La prueba del teorema de Burnside en el caso q = 2. se basa fuertemente en 
estas observaciones. probando que si G es un contraejemplo minimal al teorema de 
Burnsidc, entonces G debe ser simple y J(GP) debe ser normal en G, lo que constituye una 
contradicción. 

Defiaici6n 037. Sea G un grupo. Definimos el subgrupo de Frattini de G, denotado por 
tZt(G), como la intersección de todos los subgrupos maximales de G. 

El siguiente teorema establece dos de las principales propiedades del subgrupo de 
Frattini. 

Teorema o.311.. [Gor 5.1.3) Sea G un grupo. Entonces ci.( G} char G. Si G es un p-grupo, 
G/tZt(G) es elementalmente abeliano. 
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Demo11tr•ción. La primera afirmación es obvia pues todo automorfismo manda subgrupos 
maximales en subgrupos rnaximales. Sean G un p-grupo y M un subgrupo maximal de G. 
Por el Lema 0.11.(4), Mes normal en G y tiene indice igual a p. Entonces G/ M = z,. 
luego. si x,ye G, tenemos xP ,y' e M y xyx-1y-1 e M. Como esto sucede para cualquier 
maximal M de G obtenemos el resultado deseado. # 

GRUPOS ESPECIALES 

Definición 0.39. La función qJ de Eu/er se define, para cualquier entero positivo n .. como: 

9J(n) = l{x e ZJI S x S n, (n,x) = 1}j. 

Teore•• 0.40. [Suz I, 1.6. JO) Aut (Z.) "'z;;. donde z;; es el grupo multiplicativo de las 
unidades de z. (como anillo). JAut(Z.>J=9J(n). Si Ja factorización en primos den es 
n=p~ ·p:'···p~. tenemos tp(n)=p~-··(p1 -l)·p;z-1 -(p2 -J)-··p;•-1 -(p1t -1). Si n=p«, 
para un primo p~ 2 .. Aut(Z.) es ciclico. 

Demostración. Un automorfismo de Z,. está determinado por la imagen de la unidad de 
Z,..; la imagen debe ser un generador de z ... es decir una unidad del aniUo. Entonces cada 
automorfismo determi~ de esta maner, una unidad. La función correspondiente (de 
Aur(Z,.) en z;) resulta ser un isomorfismo de grupos. Claramente JZ:I = 9"(n). Sin y m son 
primos entre sf, tenemos z_ = Z,. x z_ .. en donde cada f"actor es un subgrupo característico 
(todo grupo cíclico tiene un único subgrupo de cada orden que divide al orden del cíclico). 
luego Aut(Z_) 5" Aut(Z.)x Aut(Z.). En panicular. si (n,m) =l. 9'(nm) = 9J(n)9J(m). Si 
n = pª. observarnos que el número de enteros entre J y n que son divisibles por p es 
pª /p = pª-1

• luego qJ'(pª) = pª -pª-1 = pª-1(p-1). La prueba de la úJtima afirmación es 
esencialmente aritmética y puede ser encontrada en [Rot 7.2). # 

Lema 0.41 .. [Suz 11. 4.4.4) Seanp un número primo y K unp-grupo no trivial. Entonces: 

(i) K tiene un único subgrupo de ordenp si y sólo si no tiene subgrupos de tipo (p,p). 

(ii) Si p-. 2 .. entonces Kes cfclico si y sólo si tiene un único subgrupo de orden p. 

DemOlltración. Probemos primero (i): 
La parte ºsólo sin es trivial. Supongamos que K no tiene subgrupos de tipo (p. p). 

Entonces. como 0 1 (Z(K)) 'il:-1 es elementalmente abcliano y K no tiene subgrupos de tipo 
(p,p). '1,(Z(K))"' z,. Si Y¡;; K es otro subgrupo de orden p. entonces Y-'1,(Z(K)) seria 
un subgrupo de tipo (p.p). 

El resto de la prueba demuestra (ii). 



Supongamos que en efecto p ~ 2. 
La parte .. sólo si"'" es trivial. 

21 

Tenga en mente que un grupo cíclico tiene un único subgrupo de cada tamaño que 
divide a su orden. 

Supondremos que (ii) es falso. 

Sea K un contraejemplo minimal. Claramente. K no es abeliano. Como todo 
subgrupo de orden p 2 es abeliano. tenemos que IK\ ~ p 3

• También sabemos que todo 
subgrupo propio de K es cíclico. 

Afinmunos que K tiene un único subgrupo de indice p 2
: 

Suponga que A1 y ~ son dos subgrupos distintos de indicep2
• Entonces existen N 1 

y N 2 • tales que N, ;2 A. y fK: N,J =p. En consecuencia. N, <1 K y cada N, es cíclico. 
digamos N,=(x) y N 2 =(y). También N 1 .,t;N2 • pues de otro modo A1 =A2 • Luego 

K = (.r,y). Puesto que K/N, = z,. tenemos yP e (.r). Como IYPI = IYl/P = lxl/P "'JxJ, 
resulta y' e (x'}- De manera semejante xP e (yP). Luego A1 = (x") =(Y,.}= A2. 

Con esta contradicción hemos probado que. como se habia afinnado .. K tiene un 
único subgrupo de indice p 2

• 

Observe que también existe un único subgrupo de indice p 3 
.. pues todo subgrupo de 

indice p 3 está contenido en uno de indice p 2
• de los cuales sólo hay uno .. y éste .. por ser 

clclico .. contiene un único subgrupo de indice p (de índice p 3 en K). 

Sea K 0 el único subgrupo de índice p 3
• Entonces x e K implica que (x) contiene o 

está contenido en un subgrupo de K de índice p 3 
.. es decir: (x) ~ K 0 o K 0 ~ (x). 

Concluimos que K 0 e; Z(K). Luego K/ K 0 no es cíclico (K seria abeliano) y tiene un único 
subgrupo de orden p (K tiene un único subgrupo de or-dcn p 3

). Por la minimalidad de K., se 
sigue que K 0 = 1 y IKI = p 1

• Entonces una presentación (parcial) de K seria: 

K =(.r,yl JxJ = p 2 .JyJ = p2, {x'} = {yP), ... ) 

Sin pérdida de generalidad.. cambiando nuestro generador x si fuera necesario. 

tenemos y' =x-'. Por el Lema 0.3.: (xy)' ==p(p-n,'lxPyP ==-{~~. con 
;: = y.xy-•_.,-• e (x)n(y). Como (x)n(y) = {xP), tenemos ;:P = 1 • y entonces (xy)P = 1 

(pues p-:¡t.. 2l. pero xy E (x). Luego (xP) no es el único subgrupo de orden p.# 

Deftaici6a 0.42. Definimos el grupo cualernio Q •• y la familia de los grupos diédricos D,.. 
como sigue: 
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Nota: Observe que IQ.I = 8 y ID.I = 2n; Q. tiene un único elemento de orden 2 y D. tiene S; 
en particular Q. * D 4 • Cualquier texto elemental sobre teoria de grupos muestra que Q. y 
D4 son los únicos gru¡:x>s (hasta isomorfismo) no abelianos de orden 8. 

Lema0.43. [Piz0.43] IAut(Q.>1=24. 

Deaomtracióa. Sabemos que Q. tiene la siguiente re¡Jl"CSentación por generadores y 
relaciones: Q. = {x • .Ylx .. =y4 = l • .r 2 = y 2 

.. yxy-• = x-1
}. Asj,. Q. consta de 8 elementos: el 

neutro. un único elemento de orden 2 (x2 = y 2
) y seis elementos de orden 4,, a saber: 

{x.xi .y.xy,x2 y.x3y }. También. si u y v son cualesquiera dos elementos de orden 4. tales 

que (u) ~ ( v). entonces claramente Q. = (u)( v) y satisfacen las mismas relaciones que :e y y. 
(1) u•= v• = 1,, pues se escogieron de orden 4. 
(2) u 2 = v 2

• por que hay un único elemento de orden 2. 
(3) vuv-• = .,-•. ya que [Q.:(u)] = 2 implica que (u) <1 Q •• y entonces (v) actúa en 

(u). no trivialmente.. pues de otro modo Q. serla abcliano; pero como 
IAut<(u)>I= IAu1(Z.)I= 2. sólo hay una forma en que v puede actuar no trivialmente en 
(u). que es la que queremos. 

Entonces. para construir un automorfismo de Q. basta mandar a x en cualquier 
elenaento u de los 6 elementos de orden 4 que tiene Q •• y después mandar a y en cualquiera 
de los rcstantes4 elementos de orden 4 de Q.-(u). Luego IAut(Q.>1= 6·4 = 24. 11 

Nota: De hecho, se puede ver que Aut (Q.) E! s. (ver por ejemplo [Rot Ej. 7.11)). pero 
nosotros no haremos uso de ello. 

Deftald6a 0.44. El grupo general lineal. denotado por GL(n.pª). es el conjunto de todas 
las matrices no singulares de tamallo n x n con entradas en el campo de pQI elementos con 
la multiplicación normal de matrices. También definimos el grupo especial lineal. 
denotado por SL(n,.p°'). como el subgrupo de GL(n.p°') que consta de las matrices de 
detcnninante 1. Si V es un espacio vectorial de dimensión n sobre un campo finito K,. de 
pª elementos. denotamos por GL(V} al grupo de todas las transf"ormaciones lineales no 
singulares de V,. y por SL(V} al grupo de las transformaciones que tienen determinante l. 
Claramente,. cada vez que escogemos una base para V. tenemos un par de isontorfismos: 
GL(n.pª)"' GL(V) y SL(n,pª)"' SL(V). Identificaremos a GL(V) con GL(n,pª) y a 
SL(V) con SL(n.pª) siempre que no haya confusión posible. 



Lema 0.45.. [Gor 2.8.1) !GL(n.p>I = (p" -l)·(p" -p)·(p" -p') ···(p" - p•-') y 
!SL(n.p)l=!GL(n.p)l/(p-1). Estaremos particularmente interesados en la forma de estas 
expresiones en el caso n = 2: !GL(2.p)I = p(p+ l)(p-1)2 y !SL(2.pll= p(p+ l)(p-1). 

De...-traci6•. Sea V un espacio vectorial sobre F~ de dimensión n en el que 
GL(n.p)llCtÚL Sea {v1 • v2 ••••• v.} una base de V. Si x e GL(n.p). {x(v1 ).x(v,) •... ,x(v.J} 
debe ser una base también y x está unívocamente detenninado por esta segunda base. 
Entonces contar los elementos de GL(n.p) es lo mismo que contar bases en V. Veamos de 
cmntas maneras se puede escoger una base { w 1 , w 2 ••••• w,.} para V: 

Observemos que w 1 puede ser cualquiera de los p" - 1 vectores no nulos de V; w 2 

puede tomar el valor de cualquiera de los p" - p vectores que no son múltiplos escalares 
de w 1 ; w 3 puede ser cualquiera de los p" - p 2 vectores que no son combinación lineal de 
w 1 y w 2 ••• si continuamos de esta manera obtenemos el primer resultado. 

En el caso n = 2 tenemos: !GL(2.p)¡ = (p' -l)(p2 -p)= p(p+ l)(p-1)2. 

Por otto lado, det:GL(n.p)~ F; es un homomorfismo de grupos sobrcyectivo. 

Entonces !GL(n.p):Ker(det>I= IF:I= p-1. pero Ker(det)= SL(n.p) claramente. Asl: 

!SL(n.p~ = IGL(n.p>l. En el caso n = 2, tenemos: 
. (p-1) 

!SL(2.Pll= p(p+l)(p-l)2 p(p+t)(p-1).11 
p-1 

Le•• 0.46. [Gor 2.8.3) SL(2.p) contiene subgrupos clclicos de órdenes p+ 1 y p-1. 

0em .. tracl6a. El grupo{(~ a~•) lae F; }i::SL(2.p) es isomorfo a F; y. por tanto. 

cíclico de orden p-1. 
Por otto lado. podemos pensar en et grupo aditivo de F,., como un F,.-cspacio 

vectorial V de dimensión 2. Sea aJ un generador del grupo cíclico F;2 • entonces 

l•I = p 2 -1. La multiplicación en FP1 por tV induce una ttansfonnación lineal T., de V, con 

T. e GL(2p). Si L:= (T.). L es ciclico de orden p 2 -1. Ahora. observamos el 
homomorfismo det: L-+ F;: como ILI = p 2 -1 y IF;I = p-1. el núcleo K de este morfismo 
es un arupo cíclico y de orden múltiplo de p + 1; en todo caso K contiene un subgrupo 
clclico de orden p+ t y K ~ SL(2.p). ll 

Le•• 0.47. (Piz0.47) Todo q-subgrupo de Sylow de SL(2.p). con q ~ 2. es clclico. 

Demoetraci6a. Si q =p. es obvio por el Lema 0.45. Si no. como q :ot: 2. observamos que q 
divide a p+t o a p-1. pero no a ambos (pues de otro modo rq=p+l y .'lq=p-1 
implican que (r-s)q = 2 y entonces q = 2). Esto significa que un q-subgrupo de Sylow de 
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cualquiera de los dos subgruJXJS cíclicos del Lema 0.46. es UUnbién un q-subgrupo de 
Sylow de SL(2.p). # 

Le•• 0.48. [Piz 0.48] Si p~ 2. SL(2.p) tiene un único elemento de orden2. 

De••trmcióa. Las condiciones: 

(
a b)2 =(ª2+bc ab+bd)=(' º1J.yde1(ªc dbJ=ad-bc=I. 
e d ac+cd d 2 +be O 

se traducen en el sistema de ecuaciones: 

(1) a 2 +be= l. (2) d 2 +bd= 1. (3) b(a +d)= o. (4) c(a+d) =O y (S) ad-he= l. 

Entonces tenemos: 

6) a 2 + 2bc+ d 2 = 2 (sumando 1 y 2) 
7) bc=ad-1 (de S) 
8) a 2 +2(ad-l)+d2 = 2 (sust. 7 en 6) 
9) a 2 +2ad+d2 =4 (de 8) 
10) (a+d)2 = 4 (de 9) 
ll)(a+d)°'O(de IOpuesp,.2) 

12)b=O(de3yll) 
13)c=O(de4yll) 
14) a 2 = t (de 1 y 12) 
1S)d2 =1(de2y12) 
16) ad= 1(deSy12) 
17) a=d=±I (de 14. IS y 
16) 

En el caso a = d = 1 tenemos la identidad. El otro caso es: (
-01 

único elemento de orden 2 de SL(2.p). # 
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l. Algunos teoremas clásicos 

llURNSIDE 

El resultado siguiente es una versión simplificada del Teorema de Bumside, que es 
el tema de este trabajo. El corolario que se deriva de él nos será útil más adelante. 

Teorema 1.1. [Suz l. pl04] Sean p y q números primos; entonces. todo grupo G de orden 
pºq es soluble. 

I)emoatraci6a. Sea G un grupo del orden descrito. Si G no es simple. entonces tiene un 
subgrupo nonnal propio N. Luego N y G/ N son solubles, ya sea por hipótesis de inducción 
o porque todo p-grupo es soluble. Esto implica que Ges soluble. 

Probaremos a continuación que un grupo G de orden pªq no puede ser simple. 
Para llegar a una contradicción, supongamos que Ges simple. 
Por los teoremas de Sylow, G contiene exactamente q p-subgrupos de Sylow. Sean 

S y T dos p-subgrupos de Sylow de G distintos, tales que su intersección D = S n T sea 
maximal. Sea H:= N 0 (D). Afinnamos que Htiene al menos 2 p-subgrupos de Sylow: 

Como S es un p-grupo. D <;;, S implica que D ~ N 5 (D). Si P0 fuera el único p
subgrupo de Sylow de H. entonces D<;;, N 5 (D)<;;;,. Po~ H. 

Si ahora P es un p-subgrupo de Sylow de G que contiene a Po. 
tcnemosD~N5 (D)!;;SnP y por la max.imalidad de D, resulta que S=P; de forma 
semejante, Dt;,. Nr(D)<;;;,. TnP y T= P. Asi S =T. lo que es una contradicción. 

Sabemos entonces que H es un subgrupo de orden p 11q y por tanto. H tiene 
exactamente q p-subgrupos de Sylow, los cuales contienen todos a D puesto que D <J H. 

Sean ahora Po y P¡ dos p-subgrupos de Sylow de H y P un p-subgrupo de Sylow de 
G que contiene a ambos, entonces Po = P n H = P¡. Como cada p-subgrupo de Sylow de H 
está contenido en algún p-subgrupo de Sylow de G. el resultado anterior. junto con el hecho 
de que H y G tienen igual número de subgrupos de Sylow., implica que existe una biyección 
entre los subgrupos de Sylow de H y los de G. biyección que a cada Sylow de H le asigna 
el Unico Sylow de G que lo contiene. Luego cada Sylow de G contiene un único Sylow de 
H, que a su vez contiene a D. entonces D <;;;,. n P . Como hemos supuesto que G es 

PE.Syl,<GJ 

simple y n P es normal en G, resulta que D = 1. Por la maximalidad de D. cualesquiera 
p.._s)ll,CGJ 

dosp-subgrupos de Sylow de G se intersectan trivialmente. 
Terminamos con un conteo elemental. 
G tiene exactamente q p-subgrupos de Sylow. cada uno de ellos con pª - l 

elementos no triviales. Dado que cada par de ellos se intersecta trivialmente. G tiene 
exactamente q(pª -1) p-elementos no nulos. Luego. ya que ¡a¡= pªq. existen a lo más q 
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q-c1ementos. Existe un q-subgrupo de Sylow que contiene estos q elementos. luego no hay 
más q-subgrupos de Sylow. y el q-subgrupo de Sylow es normal. Contradicción. # 

Corolario 1.2. [Piz 1.2] Sea G un grupo. con IGI = pqª y G = (r;.P, •.... P_IP, e Syl,(G>}; 

entonces el q-subgrupo de Sylow de G es nonnal. 

De•oet ... ci6a. Tenemos G = QP¡. con Q un q-subgrupo de Sylow de G. Por el Teorema 
t. t.. G es soluble. entonces G debe contener un subgrupo normal N con [ G: N] = p o 
[ G: N] = q. Si [ G: N] = p entonces N debe ser un q-subgrupo de Sylow nonnal de G. es 
decir. Q = N <1 G como queríamos probar. Mostraremos que [ G: N] = q no puede darse. 

Si [ G: N] = q. N contiene un p-subgrupo de Sylow de G; como todos los p
subgrupos de Sylow de G son conjugados y N es normal. N contiene a todos los p
subgrupos de Sylow de G. Luego: G = { r¡. P, ••..• P_),;; N. una contradicción. # 

SCHUR 

Definición 1.3. Si un grupo Q actúa en B. decimos que actúa irreduciblemente si B no tiene 
subgrupos Q-invariantes no triviales; y que acrúafielmente si ningún elemento no trivial de 
Q actúa trivialmente en B (asi Q se inyecta en los automorfismos de B). Un Q
endomorfl~'imo de A es un endomorfismo de A que conmuta con todos los automorfismos de 
A inducidos por la acción de Q. 

Lem• 1.4. (de Scbur) [Suz l. p. 159] Si un grupo Q actúa irreduciblemente en un grupo 
abeliano (aditivo) A, el conjunto de todos los Q-endomorfismos de A es un anillo de 
división. 

Dem011tr•ci6a. Sea EQ el conjunto de todos los Q-endomorfismos de A, sea x e Q y 

u e EQ; entonces x(a;4) = c(xA), por tanto aA es Q-invariante. Si a :tt; o. aA =A pues, 
como Ker(a) es Q-invariantc y Q actúa irreduciblemente. tenemos que Ker(a)={O}. 
Luego. a e Aut(A). Como también a-• e EQ• tenemos que EQ es un anillo de división.# 

Corol•rio l.S. [Suz 1, 2.5.21] Si A y Q son dos grupos abelianos y Q actúa fiel e 
irreduciblemente en A. entonces Q es cíclico. 

Demoetr•cióa. La acción de Q sobre A induce Q~Aut(A)c:;;End(A). con rp 
inyectivo. Como Q es abeliano, tp(Q),;::;; E". De hecho, tp(Q),;::;; Z(E") y. por el Lema de 

Schur, Z(E") es un campo. Finalmente ll'(Q),;; Z(E")• implica que tp(Q) = Q es ciclico. 
pues todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un campo es ctcJico ( ver por ejemplo 
[Rot 2.16] ). 11 
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BAER-SUZUKI 

T-rema 1.6. (-er·S-ulú) [Alp] Unp-clemento.x de un grupo G está en O,(G) si y sólo 
si cualesquiera dos conjugados de x generan un p-subgrupo de G . 

De• .. traci6n .. Una implicación es obvia. Probaremos que si cualesquiera dos conjugados 
dcx generan unp-subgrupo. entonces i e OP(G). 

Sea K Wl8. clase de conjugación de p-elementos de G. Para llegar a una 
contradicción. supondremos que cualesquiera dos elementos de K generan un p-subgrupo 
deGyque K<;c;O,(G). 

Afirmamos que (K) no es un p-grupo .. pues si lo fuera. por ser (K) invariante bajo 
conjugación. serta nonnal y entonces (K} i;:. OP(G) contrario a lo supuesto. Sea P un p

subgrupo de Sylow de G. Por la afinnación anterior Ka:. P. Sea y e K - P y Q un p
subgrupo de Sylow de G tal que y E Q. Claramente K n P .. K n Q. 

De cnue todas las parejas de p-subgrupos de Sylow de G que cumplen con 
KnP,,. KnQ. escoja Wl1l tal que \KnPnQ\ sea máximo. Como P y Q son conjugados. 
tenemos\KnP\=\KnQ\. Luego KnP<;c;Q y KnQ,;i; P. 

Sean D:=(KnPnQ) y D=P0 <;P,<;--·<;P.=P una serie subnormal tal que 

(Jj:~_ 1 J=p. Como D'=.Q .. tenemos que KnPg;Q implica KnPg;D y también 

KnPg;;; KnD. Entonces. podemos escoger el entero positivo más pequeño i tal que 
KnP, g;;; KnD. Sea ;e E KnP, con x E D. Afirmamos que x normaliza a D; pues como x 
normaliza. a P,_1 • ;e nonnaliz.a a KnP,_1 = KnD (por la elección de P,) y. finalmente. ;e 

normaliza. a {KnD)= D como se había dicho. De manera semejante existe ye KnQ. 
y e D tal que y nonnaliza a D. 

Como x_ye K, (.x.y) es un p-grupo. por hipótesis, y como (.x,y) normaliza a D. 
{x.y.D) es un p-grupo. Sea R un p-subgrupo de Sylow de G que contenga a (.x.y,D). 
Entonces KnPnR;;;,(KnD)U{.x}. y por tanto \KnPnR\>\KnD\=\KnPnQ\. De 
manera similar \KnQnR\>\KnD\=\KnPnQ\. Finalmente KnP=KnR=KnQ por 
la elección maxintal de \K n P n Q\. una contradicción. # 

T-rema 1.7. (Raer) [Ben 2.12] Sea tuna involución del grupo G tal que, ,.O,(G). 
entonces 'g = g-1 para algún elemento g E G de orden impar ';¡l: 1. 

l>cmom.tracióa. En primer lugar observamos que 'g = g-1 es equivalente a tgt = g-1
• es 

decir gtgt = 1. o lo que es lo mismo: gt es una involución. 
Por el teorema de Baer-Suzuki (Teorema 1.6. ). existen dos conjugados de t. "•t y ~, 

tales que ('"11.i1 1) no es un 2-grupo. Entonces "'
1

( ... •1.~1)= (1/l1"~1) tampoco lo es. Sea 

s="11~1. vernos entonces que todo elemento de (s,t} se puede representar como una 
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sucesión alternada de: s's y t's y está caracterizado por la letra inicial de la sucesión y su 
longitud. Además toda sucesión de s's y fs de longitud impar es una involució~ pues: 

a) s y t son involuciones. 
b) stsl ·•· sts=~(lsts ••• 181) y tsts •·• l:it='(stst ··• sts) 

(es decir conjugados de involuciones por hipótesis de inducción.) 

Sea ge (t ,s} un 2' -elemento no trivial. EnU>nces g = (ts)' o g = (st)', y asl 
gt = (ts)"t o gt = (st)'"-1 s .. que son sucesiones alternantes de: s's y t's de lon&itud impar., y en 
cualquier caso gt es una involución. # 

TRANSFER 

T-re•a 1.B. (del traaafer) [Gor 7.3.2] Sean H,; G grupos con n = \G: HI, A un grupo 
abetiano y f/'-H-+ A un homomorfismo. Sea {y,} un conjunto de representantes de clases 
laterales derechas de H en G. Para cada x e G, escriba: y,x = h,(x)y"., con h,(x) e H. Si 
definimos: 

Entonces: 

(i) r. G -+ A es un homomorfismo. 

T(x) = ..{ ft11,(x)) 
~1-1 

(ii)-r no depende de la elección de las y/s. 

De•omtraci6n. Observamos que cada elemento de G se puede escribir de manera única 
como hy, con h en H y y, en {y,}. Denotaremos i'(x) por x,..(i). También 
h,(x1x 2 )Y .. _...,<o =y,.r1.r2 = h,(.r1 )>'•.,<'>.r:z =h,(x1 )h• .. <o<-"2 )Y• •. <•.,<m y en consecuencia resulta 
h,(.x1x 2 )=h,(.r1)h.,(0 (x2 ) y • ..... 2 (i)=Jr~(Jr,..1 (i)). Es fácil ver que. para cualquier x., 
...-.:{l,2, ... ,n}--+{1,2, ... ,n} es una permutación. Luego: 

r(x1x 2 ) =4>( Úh,(x1x 2 >)=4>( Úh,(x1 )h.,co,(x,) )= Ú.P(h.(x, ))t,l>(h•,<'>(x,)) = 
Ú.P(h,(x, ))Úo;t>(h.,,.,(x,)) = Ú.P(h,(x,))üo;!'>(h.(x,)) =4>( lJA(x1 ) }( Úh.(x2 ) )= 
r(x1 )T(x,). 

Usando que A es abeliano y que Kz, es una permutación. Con esto queda probado el 
primer inciso. 

Si ahora {y;} es otro conjunto de representantes de clases laterales derechas de H 
en G. numerado de fonna que y, y y; estén en la misma clase lateral. entonces podemos 
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dcfinirñ' e H por medio de y;= h'y,. Entonces. como ..-;(i) = .1r,.(1). pues a ... simplemente 
representa Ja permutación que induce x en las clases laterales derechas de H en G, tenemos: 

h;(x)h"•'''Y •• o, =h:(x)y;.,,. =y;x =ll'y,x =h'h,(x)y,.cn 
y en particuJar: 

h(<x> = h'h,<x>(h'·'"r' 
Lucsn: 

r'(x)= (J<0(h((x))= (1<0(h'h,(x)(h'·'''f
1
)= Ú<0(h')Ú<0(h,<x»Ú<0(h··"'r' = 

t:I l=I l=I 

fJ-<h')(I<O(h,(x))(I<O(h'f 1 
= (I<O(h,(x))=r(x). # 

,_, ,... '"' , ... 
DeO•iel6a J.9. Al homomorfismo definido en el teorema anterior se Je llama el transfer de 
Gen A. respecto de Hy (O. 

Teorema 1.10. [Gor 7.3.3] Sea r eJ transfer de Gen A. respecto de H y f/J. Entonces. para 
cada x e G. existe un entero t • y un par de conjuntos: {'i} de naturales y {x,} de 
elementos de G, 1 Si S t. tales que: 

(i) x,xr.x, _, e H. 'Vi= 1 •...• 1. 

(ii) t,r. = n = fG: H¡. 

(iii) r(x) = ,.{ ÍJx,x'x,-•). '\., .. , 
l>em08tr•ci6n. Usaremos el teorema anterior y su notación. Renumeram.os los 
representantes de clases laterales y, de tal manera que la permutación x z tenga Ja siguiente 
descomposición en ciclos disjuntos: 

•z = (1 02, ...• 'j)(r1 + l, ...• r¡ + r:z }(r¡ + r2 + J, ...• lj + r2 +r3 ) ••• 

Sea / el número de ciclos; entonces: 

t,r. =n=IG:HI. 

Sean x 1 =y1 , x 2 =y.,,..1 ...... x, =Y'l+J!t+···+ ... ,... .. 1 • Luego x,x-1 está en Ja misma clase 
lateral derecha que el O+ l )-ésimo representante deJ i-ésimo ciclo, entonces 
{:,.}={x,.:cJllSi:St,OSfs=r,-1} es WJ conjunto completo de representantes de clase 

(escogemos Ja numeración de las ='s para que =J¡ y y. estén en Ja misma clase lateral). 
Como x,x1; y x, están en Ja misma clase lateral derecha. x,x,.,x,-• e H. Entonces 
:_.x =h:(x)= •• <~> y =• =x,xJ .. para algunas i y .J con l Si S t y OSjS r, -1. Si j <t¡ -J 
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resulta que :.x =x,x"• 1 = =•·• Jo que implica que h¡(x) =l. Por otro lado. si .J = r, -1. 
tenemos que : 11.x = x,x" = (x,x"x,- 1 )x,. es decir: h; (x) = x,x"'x,- 1

• # 

Lema J .. J l .. ( del tr•••fer de Tllo•pmon) (Ben 2.6) Sea T un 2-Sylow del grupo simple 
G ~ z 2 • y N <1 T con TI N cfclico. Entonces toda involución / e G es conjugada de algún 
elemento de N. 

Dema.tració• .. Sea t' una involución de G y supongamos que t' no es conjugada a ningún 
elemento de N para llegar a una contradicción. 1• es. sin embargo conjugada de algún 
elemento I de T. pues T es de Sylow. Entonces t y •1 e T- N siempre que •t e T. En este 
caso: 

!l>(I) y q>(t•) son involuciones en T/N (donde !l):T-+ T/N es la proyección 
natural); además. como T/ N es cíclico. tiene un único subgrupo de orden 2. y por ello 
(!1>{1>)=(!1)(1•>). es decir. !1)(1)=411["1); claramente también !1)(1")=411["(1")) para 

cualquier natural n. Asi pues. por el Teorema 1. Jo .• 

r(I) = .,! ÍJ x,1"x, -•). Y'l 1-1 

donde r:G-+ T/N denota el transl"er de Gen T/N respecto a T y !!). para algunas {r,} 
naturales y {x,} elementos de G. Además x,tr.x,- 1 e T. Jo que implica que 
!l)(x,l"x,-• )= !1)(1'•) = !1)(1)" y entonces: 

T(I) = ÍJ !1)(1)" = !l>(l)Ji• = !1>(1)Íª'7l. por el Teorema l. IO.(ii) ... 
Finalmente </J(t)[o,rJ no puede ser trivial porque (G: T] es impar. Puesto que G =i: Z 2 • 

tenemos que el transfer de Gen T/N con respecto a Ty a </J. es un homomorfismo con 
kernel no trivial y concluimos que G no puede ser simple, contradicción. # 

Necesitamos el siguiente lema auxiliar. 

Lema 1.12. [Ben 2.7) Sea T un 2-grupo no abcliano tal que todo subgrupo normal de orden 
4 es cfclico. Sea U uno de tales subgrupos normales. Entonces Cr(U)es ciclico ( y tiene 
indice 2 en T). Si T tiene un automorfismo de orden impar ;r1: t. entonces JTf = 8. 

Dem09ilr•ción. En primer lugar. como U es normal y en consecuencia T actúa por 
conjugación en u. observamos que T/C7 (U) se inyecta en Aut(U).= Aut(Z4 ) =Z2 • 

Luego. IT:C7 (U)IS2. Supongamos que C 7 (U) no es cfclico para llegar a una 
contradicción. 

Sea A un subgrupo abeliano ma.ximaJ sujeto a U~ A <J T; entonces. por el Teorema 
0.30 .• Cr(A)=A. Además A debe ser cíclico. pues si no. 0 1 (A) es un subgrupo 
caractcrfstico de A (por tanto normal en 7) y. otra vez por el Teorema 0.13 .• 0 1(A) 
contiene un subgrupo normal en T de orden 4. necesariamente isomorfo a Z 2 x~. 
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contradiciendo los supuestos sobre T. También tenemos que A!;;;;; e·, (U). pues Cr(ll) no es 
ciclico. Ahora, por el Teorema 0.13 .• existe Y con A~ Y~ Cr(U). Y -<2 T. IY: Al= 2. 

Sea y e Y- A. Afinnamos que Y' =[Y.Y]= [y.A]. 
Como Y = yA U A • tenemos: 

[Y.Y)= ([A,A].[yA,A].[A.yA].[yA,yA]) = ([yA.A].[yA • .>"4]). 

Si a.a e A. usando las identidades ( 1) a (3) del Teorema 0.2 .• resulta: 

[ya.yar"[a.ya]-[y.ya]='([ a.y}'[ a ,aj)· ([y.y}'[y,aJ) 

='[a.y}'[y,a] = ['a,y][y,'a]= [y.•a][y.•a]e [y. A]. 

También: [ya,ar'[a,a]·[y,a]=[y.a]e[y.A], y asf, Y'=[Y,Y]=[y,A]. como se 
habla afinnado. 

Si ahora a es un generador de A. entonces [y.a']= ya"y- 1a·'=,,(a .. )u_,. =("'a·a- 1
)"'. 

pues A es abcliano y normal en T. Por tanto [y.A]=(Ya·a-1)= Y'. en particular Y'~ A. 

Veamos cómo actúa (por conjugación) Y en Y'. En primer lugar. observamos que y 2 está en 
A, pues JY: AJ= 2. Además, la acción de todo A sobre Y' es trivial. pues A es abeliano y 
Y'~ A. Entonces basta con conocer la acción de y sobre Y' para reconstruir la acción de 
todo Y= AUyA. Si tomamos x:=Ya·a-1, resulta Yx=Y("a·a- 1) 

=(":ra){"a- 1)= a{"a-1)= x-• y y actUa por inversión en Y'. En consecuencia. U~ (.r) =Y'. 
pues de lo contrario. tomamos U =(u) . y tenemos yuy-• =u-•. pero u~ u-• implica que 
y tE Cr(U). contradicción. 

Concluimos que IY'I = 2. pues U. Y'!::; A que es cíclico y. como todo mundo sabe. 
el orden parcial (determinado por contención) de Jos subgrupos de un grupo cíclico resulta 
ser total (y Y no es abeliano por la maximalidad de A). Por otro lado. Y /Y' es abeliano y no 
ciclico (si no Y seria abcliano); entonces Y /Y' = Z 2 ... x Z 2 ,,, pues Y tiene dos generadores: y y 

a. Sea P- = 0 1 (Y/Y')= Z 2 x Z 2 que es un subgrupo característico. Si Ves la imagen inversa 
de V (V e; Y). V también es característico en Y (pues Y' también lo es). Como además 
Y c;3 T. tenemos: V ~ T ... IVI = 8 y V no es cíclico. 

Por otro lado V n A = U (pues V /Y' := Z 2 ~ V y V no es cíclico) Entonces V es 
abeliano. ya que Ui;;;Z(V) implica que [V:Z(V)]S2 y en consecuencia Z(V)=V. 
Concluimos que V= z. xZ2 y 0 1(V) = Z 2 xZ2 es característico en Vy por tanto normal en 
T. contradiciendo los supuestos sobre T. Así. C 7 (U) debe ser cíclico. 

Para tenninar. si 171~16 entonces C 7 (U) es el único subgrupo cíclico de indice 2, 
pues si e es otro de ellos. 

lr1=1e·C (Ull= lqlerCU>I · r ¡ene (Ull=ICllerCU>I 
• ' r 1ener(Ull 1mp icn r 171 
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Pero !C7 (U)!2:8 implica que ¡cnC7 (U)!2:4 y entonces cncr(U);JU. por ser 
Cr(U) cíclico. Luego Ce; C 7 (U) y en consecuencia C = C 7 (U) pues ambos tienen eJ 
mismo índice en T. Si ahora cr e Aut(T) es un 2'-automorfismo de T. éste debe actuar 
trivialmente en C 7 (U). ya que un 2-grupo cíclico no tiene 2'-automorfismos. Además. si 
teT. cr(t)=tu para alguna ueC7 (U) (C7 (U) tiene indice 2 en 7). Si s=lal. 
c .. •(1) =ta,. =t y en consecuencia e es un 2-automorflsmo. # 

Ahora eJ Lema anterior y el Lema del tran.sf"er de Thompson nos permiten probar el 
siguiente resultado de estructura acerca de grupos simples: 

Lem• 1.J3. [Ben 2.8] Sea T un 2..Sylow del grupo simple G. Si G tiene más de una clase 
de conjugación de involuciones. entonces cada involución centraliza algún u•. para 
U<iT.UsZ,xZ,. 

De•oelraci6• .. Sea N <1 T. lT: Nf = 2; entonces. por el Lema J. J 1 .• toda involución de o·es 
cortjugada a aJgún elemento de N. Notemos que N no puede ser clcJico. pues de serlo. 
tendría un solo elemento de orden 2 y habría una sola clase de conjugación de involuciones 
de G. Además, Ttiene que contener un subgrupo de Klein (s ~ x Z 2 ) normal U. pues de Jo 
conttario, si todos Jos subgrupos normales de orden 4 fueran cíclicos, por el Lema J. 12., su 
centralizador Nen T serla un subgrupo normal de T, cíclico de índice 2, que es justo lo que 
T no puede tener. 

Tenemos que C 7 (U) <I T. ObSC<Vamos que T/C7 (U) se inyecta en Aut(U) 
sAut(Z,xZ,)sS,. pero Tes un 2-grupo, de modo que T/Cr(U)sZ,. En particular 
T/Cr(U) es cíclico y podemos aplicar el ~ma l. J J.: si 1 e G es una involución., 
111 e Cr(U) para alguna ge G. Luego, te Cr( 11 _, U).# 

SUBGRUPOS CRfTICOS 

Los subgrupos críticos son útiles en el estudio de Jos p'-automorfismos de ~grupos 
gracias al inciso (iii) del siguiente teorema. En et siguiente capitulo, cuando hayamos 
dcsarroUado más henamicntas. presentaremos una versión más refinada de éste. 

Teore•• J .. J4. [Gor 5.3.1 J] Todo p-grupo P posee un subgrupo característico C con las 
siguientes propiedades: 

i) c/(C) :5 2. C/Z(C) es elementalmente abeliano. 
ii) [P.CJ ¡;;:; Z(C). 
iii) C,.(C) = Z(C). 
iv) Todo p'-automorflsmo no trivial de P induce un automortismo no trivial de C. 
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De•a.traci6a. Supongamos que existe un subgrupo característico C de P con la propiedad 
(iii); demostraremos que tal subgrupo debe satisfacer la propiedad (iv). Sea 41' un p'
automorfismo de P y A= {iV)· Suponga que .,,. actUa trivialmente en C (Ja acción se 
restringe pues C char P )~entonces tenemos [e.A]= 1, lo cual implica que [C.A.P]= l. 
Adcmés, [P.C],;;;C (pues C"'P) y ello implica que [P.C,A]=L Concluimos que 
(A.P,C]= 1, por el teorema de los tres subgrupos. Por lo tanto [A.P)¡;; Cp(C) = Z(C) <::: C 
(ya que suponemos que C satisface (iii)). Así (A. P] t;; C. Entonces. por el Teorema O. I 5., 
A cstabiliz.a la serie subnonnal P t> C t> 1 de P y. por el Teorema O. 16 .• A actúa trivialmente 
en P. 

Por tanto. basta probar que existe tal subgrupo característico C que satisface (i). (ii) 
y (iii). 

Sea M un sub grupo de P. maximal respecto a Ja propiedad de ser normal y abeliano. 
Entonces C,.( M) = M por el Teorema 0.30. Suponga que M char:._ P; entonces afinnamos 
que C-Msatisface Jos requerimientos. pues: 

(iii) Cp(C)=C=Z(C) 
(i) C = Z(C) es de clase l. C/Z(C) es trivial. 
(ii) [P.Cj,;;;C=Z(C) 

Suponga,. para el resto de Ja prueba. que no existe ningún M char P como el 
descrito. 

Sea D un subgrupo abeliano característico maximal de P y sea M un subgrupo 
abeJiano normal maximal de P. Por el supuesto anterior. D!;i. M. Tenemos: 
Me; H:= Cp(D) pues Mes abcliano. por tanto Ds;¡;; H. Además.Hes característico en P 
pues D lo es. Sean P:= P/D y H:= H/D,,. l, entonces C:= 77nn,<Z(P)),,. T pues, por el 
Lema 0.11.. Hnzc P) :¡1:. T. Afirmamos que e (la imagen inversa de C bajo Ja proyección 
P-+ P) cumple con las condiciones. El resto de Ja prueba se concentrará en verificar esto. 

Sea K Ja imagen inversa de C2 1(Z(P)); entonces K char P pues K/ D char P/D y 
D char P (ver el Lema 0.4.). Asf C=HnK char P. Además D,;;;Z(C) ya que 
C,;;; H= Cp(D). También Z(C) char P pues Z(C) char C char P y entonces Z(C) = D por 
la maximalidad de D. En consccuancia,. tenemos C ~ Z(P) que implica (P.C] = T y por 

tanto (P.C)s:: D= Z(C) y asf: 

(i) C/Z(C) =e es elementalmente abeliano y c/(C) :s; 2. 
(ii) (P.C]=Z(C). 

Sea Q = Cp(C). Supondremos qUe Q a; C para llegar a una contradicción. 
Como Cc(C)=Z(C)=D. resulta que QnC=D. Además Q,;;;H, pues Q 

centra.liza a D ( recuerde que H = Cp ( D) ). Entonces tenemos Q e 11. Qn E= T. Q <1 P 
y Q,,. T. Por otro lado, otra vez por el Lema 0.1 l., Q"nn,(Z(P)),,. T y podemos concluir 
que T .. Qnn,(Z(P)),;;;Hnn,(Z(P))=C: pero entonces Q"nc .. T, lo que es una 



contradicción con una expresión previa. Ast concluimos que Q e: C y. asf. Q = Z(C). es 
decir: 

(iii) C,.(C) = Z(C). # 

Deft11icióa l.JS. Un subgrupo con las características del teorema anterior se llama 
subgrupo critico. 



3.S 

2. Acciones y p-grupos 

TEOREMAS DE DESCOMPOSICIÓN 

T-re•• 2.1. [Ben 2.1) Sea S<1X=ST con T un q·grupo y S un q'-grupo. Entonces 
s = [T,s]cs(r). 

Demoetracióa. Por el Teorema 0.2.. [T. S] <l' X. Si se S y t e T. tenemos 
.srs-•r• e[S.T]=[T,S], asl si.--• e[T,S]T. luego: sr.,-• .:::[r.s]r. 'o'seS. Si ahora 
x e X. escriba x= .st con.se S y / e T. entonces xTx-• =s1r1- 1s-'= sTs- 1 s= [T.S]T. y as[: 

(1) :xTx-•,;: [T,SjT, 'o'.x e X. 

Claramente [T.S]T es un grupo (pues [T,S] es normal en X). Afirmamos que: 

(2) [r .s¡r <1 x. 

En efecto, si .x e X, entonces .x[T,S]T.x-•='[T,SJ'T= [T,S][T.S]T= [T.S]T 
(usando 1). 

Además, Tes un q-subgrupo de Sylow de [T,S]T <[T,S] es un q'-grupo), luego, por 
el Argumento de Frattini (gracias a (2)): X= [T,S]·T· Nx(T)= [T.S]·Nx(T). Entonces: 

s = snx =Sn([T.S]·Nx(T))= [T,S]Ns(T). 

Finalmente, en este caso C5 (T) = Ns(T). En efecto, [Ns(T),T],;:: T pues Ns(T) 
normaliza a Ty [Ns(T),T],;:S ya que Tnormaliza a S y en consecuencia [Ns(T),T]= 1 
dado que los órdenes de T y S son primos relativos; es decir: N 5 (T) s=- CsCn (la otra 
contención es obvia). # 

Lema 2.2. [Suz I. 2.8.13) Suponga que un q-grupo Q actúa en un grupo G y H <1 G. con H 
un q'-grupo Q-invariante. Entonces Ca(Q)H/H = Ca!H(Q). 

De•-•r•cióa. Sea L tal que H,;:: L.:::: G y L/H = Ca1H(Q). 
Por demostrar: C 0 (Q)H =L. 
Es claro que Ca (Q)H,;:: L. 
Probaremos que para cada primo pe.r(L). existe un p-subgrupo de Sylow de L 

contenido en C0 ( Q)H. 
Sea Pe Syl,(L). p ~ q. Entonces HP es un grupo. pues Hes normal. Además Q 

normaliza a HP, pues P.:: L implica que [Q.P]= 1 modH y entonces [Q.HP],;: H,;: HP. 



36 

Luego: H <1 HP <l HP >4 Q con HP un q' -grupo. Aplicando e\ Teorema 2.1 .• tenemos: P ~ 
HP = H · Cn,(Q) s:;; H ·C0 (Q). 

Resta probar que algún q-subgrupo de Sylow de L está contenido en HCc;(Q). 
Por e\ Lema 0.16 .• existe un q-subgrupo de Sylow Q0 de L normaHz.ado por Q. 

Entonces. (Q.Q0 )s:;;Q0 . Además (Q.Q0 )s:;;H. pues igual que antes [Q.Q0 ]=lmodH. 
Luego [Q.Q0 )s:;; HnQ0 =l. es decir Q 0 s:;; C 0 (Q) s:;; HC0 (Q). # 

Lema 2.3. [Ben 2.3} Sea V un q-grupo elementalmente abeliano que actúa en el p-grupo 
B. p.,_q_ Entonces B=(C8 (Ul\\v:U\=q}. 

Dem ... traci6a. Sea A= (C,(U) \ \V:U\ = q}. Ésta será una demostración larga. El método 
consistirá en ir reduciendo el problema a casos más fáciles. más manejables. Se demostrará 
en cada paso que sin pérdida de generalidad podemos suponer que: 

1.- A., B. 
2.- B es abctiano. 
3.- B es abeliano y V actúa irreduciblemente en B. 
4.- Bes abe\iano y V actúa fiel e irreduciblemente en B. 

Probaremos este último caso usando una consecuencia inmediata del Lema de 
Schur. A lo largo de la demostración U significa cualquiera de \os subgrupos de V con 
lndiccq. 

1.- S.P.O. A _, B. 
Sean B'=N.(A)~B y A'=(C8 .(U)! \V:U\=q). Observamos que A es V

invariante. pues cada C,.(U) \o es ya que V es abe\iano (En efecto. si ceCa(U). ve V y 
u e U tenemos (vcv-1 )u(vcv-1

)-
1 =vcv-1uvc-1v-'=vcuc-1v-1=vuv-1 =u y. asl. 

vcv-' E C 8 (U); esto es C 8 (U) es V-invariante). 
También B' es V-invariante pues A \o es {si ve V y ne B' = N 8 (A). 

(vnv-')A(vnv-1 )-'= vnv-1 Avn-1v-1 = vn.An - 1v-•= vAv-1 =A. luego vnv-• e Na(A). y 
entonces N 8 (.A) es V-invariante). 

Veamos que C.-(U)=C8 (U). Sabemos que C 8 .(U)s;;C.(U). ya que B's;;B. 
Además C 8 (U) <:;;;; c •. (U). pues C 8 (U)s:;; C,(U) s;;C.-(U) (porque C 8 (U) s:;; A y 
A~B'). Entonces concluimos que A'=A<1N8 (A)=B'. Asl tenemos que Ves un q
grupo elementalmente abcliano que actúa en el p-grupo B' y A'= (C.-(U) 1 \V:U\ ~ q}., B' 
y usando el teorema para e\ caso normal .. tenemos A'= B'. Entonces A= N 8 (.A) y. como 
en un p-grupo el único subgrupo que es su propio nonnalizador es el total. concluimos que 
A -B y con esto queda demosttado el paso l. 

2.- S.P.G. Bes abe\iano. 
Supondremos que el teorema vale cuando B es abcliano. y probaremos que vale 

cuando sólo A <1 B. Usaremos inducción en el orden de B. Tomemos B' =[B.BJ .. entonces 
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B' !:;; B pues Bes un p-grupo (ver, por ejemplo el Teol"ema 0.24.). Entonces .. por hipótesis 
de inducción, B'=(C8 .(U) l JV:UJ=q). Por otro lado: 

A:: =(C.(U) 1 JV:UJ=q)B'/B'=(C8 (U)B'/B' l JV:UJ=q). 

Por el Lema 2.2. Ca(U)B'/B'= C1118.(U) y entonces: 
AB' 
-¡¡;-=(c., •. (U) i JV:UJ=q). 

Pero B/ B' es abeliano. luego para este grupo el teorema vale. y tenemos: 

.A: =(c., •. (U) 1 JV:UJ =q}= B/B'. 

Y finalmente, por el teorema de la correspondencia, AB'=B. Pero B' ~ A. ya que B' ~ B 
implica que C,(U) o¡;;; c.(lJ). Resulta que A-=B y con ello concluimos el paso 2. 

3.- S.P.G. Bes abeliano y V actúa irreduciblemente en B. 
Supondremos entonces que el teorema vale cuando B es abeliano y V actúa 

ilTCduciblemente en B y demostraremos que vale también cuando sólo B es abeliano. 
Usaremos inducción en el orden de B. Supondremos que V no actúa irreduciblemente en B. 
Podemos considerar Bu un subgrupo de B minimal de entre los subgrupos de B que son V
invariantes y no triviales. Entonces l :¡¡1:. 8 0 ~ B y V actúa irreduciblemente en B 0 • Tenemos 

.ABo =(C.(U) l JV:UJ=q)B,,/Bo s. 
=(C.(U)B0 /B0 l JV:UJ=q) 
~(c.1-.(U) 1 JV:UJ=q} 
=B/80 

(de nuevo por el Lema 2.2.) 

(por hipótesis de inducción). 

Asl. .AB0 = B por el teorema de correspondencia.. pero entonces 
S.=(C-.(U) l JV:UJ=q} pues 8 0 es V-irreducible. Asl. B 0 =(C8 ,(U) l JV:UJ=q}s:;;; 
(C.(U) 1 IV:UI= q)= .A y en consecuencia A= B. Con lo que terminamos el paso 3. 

4 .... S.P.G. Bes abeliano y V actúa fiel e irTeduciblcmcntc en B. 
Ahora supondremos que el teorema vale cuando B es abeliano y V actúa fiel e 

irreduciblemente en B y demostraremos que también vale cuando sólo B es abcliano y V 
actúa irTeduciblemcntc en B. 

fT =V/Cv(B) actúa fielmente en B. Si 8 0 es un subgrupo de B que es V-invariante 
no trivial, clanmente es también C,. (B)-invariante. luego es V'° V x C,.(B)-invariante (ya 
que V es elementalmente abeliano) y B no seria V-irreducible. Es decir. V actúa fiel e 
irreduciblemente en B. Entonces,. aplicando el teorema en este caso. tenemos: 
B= A' =(c.(U) 1 ¡v:u¡ =q)= (C8 (Cv(B)xV) 1 IV:UJ =q)s:;;; (C8 (U) 1 JV:UJ =q) =A. 

Y con esto termina el paso 4. 



S.- Finalmente en este úJtimo caso. tenemos que V y B son abelianos y que V actúa fiel e 
irreducibJemente en B. Por el CoroJario 1.5. al Lema de Schur. V tiene que ser cíclico y por 
tanto eJ teorema vale trivialmente. # 

AUTOMORFISMOS DE p-GRUPOS 

Lema 2.4. (Tbompoon) [Ben 2.2] 

(i) Sea Q un p'-grupo que actúa en un p-grupo B. Si C,.(A),;::: A con A= Ca(Q). 
entonces A = B. 

(ii) Sea P x Q el producto directo de un p-grupo P y de un p'-grupo Q que actúa en 
elp-grupo B. Si [Q.C,.(P)] =l. entonces [Q.B] =l. 

(iii) Sea P unp-subgrupo del grupo soluble G. Entonces O,.(C0 (P)),;::: a,..(G). 

Demoetraci6a. (i) Supongamos de momento que Q es un q-grupo. p ~ q. Tenemos que 
A={aeB¡aq=qa VqeQ} y Na(A)={neBlnAn-'=A}. Entonces, N,.(A) es Q

invariante. pues si ne N 8 (A). qeQ y ae A. existe una iie A tal que nan-• =iI. Luego. 
(qnq-1 )a(qnq-1 )-1 =qnan-•q-• =qaq-• =O. Es decir. que qnq-1 eN8 (A) para toda 
neN8 (A) y qeQ. Pero entonces N 8 (A)Q es un subgrupo de BQ. pues Q nonnalim a 
N 8 (A). Claramente N 8 (A) <1 N 8 (A)Q porque N,.(A) es Q-invariante. Además 
obviamente A<:1N8 (A) y por tanto n-1anq=qn-1an. pues n-•aneA=C8 (Q). En 
consecuencia[Q.N,.(A)] ,;::C8 (A) ,;::A.pues: 

[q.n]a[q,nr1 = qnq-1n- 1anqn-•q- 1 = qnq-1qn-1ann-•q- 1 = qaq-1 =a. 
Asf. tenemos todas las condiciones del Teorema 2.1. para T=Q. S=N8 (A) y 

R =A= C 11 (Q). y ¡x>demos concluir que N 8 (A) =A ·C,...c.0 (Q). Observando también que 
A- CA(Q),;;: cN.<Al(Q),;::: c.(Q) =:A. tenemos que Na( A)= A. pero sabemos que. en unp
gruJX> el único subgrupo que es su propio nonnalizador es el total. asf que A=B como se 
quería probar. 

Si ahora quitaJnos la restricción de que Q sea un q-grupo. probaremos lo que se 
afinna en el inciso (i) usando el caso panicular anterior: 

Sea Q, un p-Sylow de Q para cada q e Jr(Q). Observarnos que Q, actúa en B. Sea 

A.,= C 8 (Q.); entonces A= C 8 (Q) = n C 8 (Q.) = nA •. pues Q está generado por sus 
4-101 .,..(Q) 

subgrupos de Sylow. En particular A~ A
9

• Por hipótesis tenemos 
C 8 (A9 ) ~ C 8 (A) s;;. A~ A.,,. Aplicando el caso particular ya demostrado. tenemos Aq = B 

para cada q e Jr(Q). y finalmente: A= nA
9 

=B. con lo que queda probado el inciso (i) . .,..,Q) 

(ii) Sea X=B><a(PxQ); como P actúa en B. éstos forman un producto 
semidirecto: B >c1 P en donde Q actúa. asi B >c1 P y Q fonnan a su vez un producto 
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scmidirecto: X=(B>4P)>4Q y sabemos que Q actúa trivialmente en/'. En algunos casos, 
escribiremos BP en lugar de B>4 P para no cargar excesivamente la notación. 

Tenemos que P ~Cap (Q). Tomando centralizador en ambos lados obtenemos 
Car(Cv(Q)) ~ CBP(P), pues el centralizador invierte inclusiones. 

Veamos que C..,.(P) = C 8 (P)C,.(P). Sean b E B~ pE P. Si hp e C 8 ,.(P). tenemos 
bpp=pbp para toda pe P. pero pb=(pbp-')p=bp pues B<>B>4P. Ahora por la 
unicidad de la representación de los elementos de B >4 P como producto de un elemento de 
B y un elemento de P. obtenemos de bpp = fibp = b"¡ip que b = b' y pp = pp, es decir 
be C•(P) y pe C.(P), luego. C,.,.(P) ~ C 8 (P)C,(P) (la otra inclusión es obvia). 

Asl C,.,.(P)=C8 (P)C,(P)<;;; C 8 (Q)P<;;;C8 ,(Q) (pues [Q,C8 (P)]= 1 si y sólo si 
C8(P)~C8(Q)) y por tanto C 8 p(C8 ,.(Q))s=C111,(Q). Si en el inciso anterior tomamos 
A = C., ( Q) y reemplazamos B por B >4 P tenemos C 8 ,,.,. ( Q) = B >4 P. En particular .. 
[ Q. B] = l. como querla probarse. 

(iii) Sean X= G/O,.(G). F = o,(X) y u= o,.(CG(P))O,.(G). Claramente 

F = F( X) es el subgrupo de Fitting de X. Sean F y U tos correspondientes subgrupos a F 
y U según et teorema de la cones¡x.ndcncia. 

Por el Lema 2.2. tenemos: 

e (P) = CF(P)O,.(G) c".'º''°'(P) = CF(P). pues o,.(G) ¡;;;F. 
F o,.(G) 

Por el Teorema 0.29. C_.(F)<;;; F. ya que X es soluble. Luego: [U.CF(P)]s;: F, 
pues Fes nonnal en Gy [U.CF(P)] ~U porque C 0 (P);;;! CF(P) nonnaliza a U. Tomando 

cocientes tenemos: (U.CF(P)]s:: VnF =t. Pero entonces resulta que Ux P actúa en F. 
y por el inciso anterior (U.P]=l. es decir: Us::Cx(F)s;:F. Esto implica que V=t 

porque U y F tienen órdenes que son primos entre ~L Entonces U s:: O,.. ( G). # 

Teorema 2.S. (Duppcrt) [Gor 5.3.10] = [Ben 2.4] Sea A un p'·grupo que actúa en el p
grupo P conp impar. Si [A.0,(P)] = 1 entonces [A.P] =l. 

Demo-.traci6n. Supongamos que el enunciado es cieno cuando A es un q-grupo. q '$.p. 
Entonces el teorema se sigue inmediatamente: 

Sean A un p'-grupo. como en el teorema y {Aq} sus q-subgrupos de Sylow; por 

hipótesis [A.O,(P)]=l. luego [A
9
,0,(P)]=t para cualquier q-Sylow A

9 
de A. Pero 

entonces (A.,. P] = 1 por la suposición del párraf'o anterior. Finalmente [A. P] = t. dado que 

A cst4 generado por tos A
4

• 

Supondremos de ahora en adelante que A es un q-grupo, q ;¡1:. p. 
Haremos la prueba por inducción en \P\. 

Caso Base: P es abeliano. 



Por el Teorema 2. J.. P= C,(A)[A.P]. Por hipótesis, C,((A,P))~C.(P)~ C,.(A). 

Supongamos [A,P]"' l. 
Sea l,.a=9'(b)b-' <=[9',b]). !PEA, he P. un generador de [A.P]. Entonces, 

l"'ª"",.eC,([A,P]) y ademas x:=a..,1'=.p(b""")b-~1'=9"(y)y·• (con y=b""1
'). Asi 

tenemos que 9"EA, yeP, l"'x=9'(Y)Y·'eC,([A,P])~C,(A). Luego 9'(Y)=.xy; 
9"2 (y) = 9'(X)9'(y)=x9J(y)= x 2y, ...• y de manera semejante .¡p'(y) = x'y. Pero tomando 
r = /9"/ resulta: y= 9"'(y) = x'y= x' = I= x = 1 (pues (/9'/.p) = 1 ). Contradicción. Luego 
[A,P]= l. Con lo que tennina el caso base. 

P•ao Inductivo: 
Ciertamente, si Q es un subgrupo propio de P, A-invariante. tenemos 

Q 1(Q)i:;;.0 1(P); por hipótesis: [A,C,(P)]= 1, luego: [A,.0,(Q)]= 1 y esto implica que 
(A,. Q] = 1 por hipótesis de inducción. Luego A acttia trivialmente en todo subgrupo propio 
A-invariante de P. 

Sea CcharP un subgrupo crítico de P (ver el Teorema 1.14. y Ja definición que 
sigue). Si C~ P. tenemos [A .. C] = J por la observación ante.-ior y entonces [A.P]= 1 por 
el Teorema 1.J4.(iv) y en taJ caso terminamos rápidamente. Supongamos entonces, en 
adelante. que C = P. Entonces. por eJ Teorema 1. J 4. : 

(1) cl(P)S.2. 
(2) P/Z(P) es elementalmente abeliano. 

En estas condiciones podemos aplicar el Teorema 0.34. y asf, si rp E A y x e P. 

tenemos: (9"(X)x·• r = tp(x)P x"'; por (2), x' E Z(P) (pues en P/Z(P) x' = 1). Si 

Z( P) = P,. Ja afirmación ya se probó en eJ caso base. asf que supondremos que Z( P) r.¡ P. 

Por la observación del principio [A.Z(P)] =l. luego (9"(x)x·')" = 9"(.x')x-" 

= x'x-' = 1 y asf [.¡p,x]= 9"(x)x·• E O,(P). Como todo [A,P] es generado por elementos 
de esta forma. [A,P]~.O,(P) y, como A actúa trivialmente en i"l 1(P) (por hipótesis). 
resulta que A estabiliza a la serie subnormal P <> C,(P)r> 1 y por Teorema 0.19.: [A.P]= l. 
11 

Teorem• 2 .. 6 .. [Gor S.3. J 3] Para primos impares p. un p-grupo P posee un subgrupo 
característico D de clase a Jo más 2 y exponente p tal que todo p~automorfismo no triviaJ 
de P induce un automorfismo no trivial de D. 

Demostrmcióa .. Sea C un subgrupo critico de P, es decir. Ces caracterlstico en P y 
i) c/(C) S2, C/Z(C) es elementalmente abeliano. 
ii) [P.C]~Z(C). 
iii) C,.(C) = Z(C). 
iv) Todo p'-automorfismo no trivial de P induce un automorfismo no trivial de C. 
(;Por el Teorema J. 14. existe!) 
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Sea D = 0 1 (C); entone.es D tiene exponente p por (i) y por el Teorema 0.34.(i). Además 
el (D) S 2, pues ([D ,D j.D) e: ([C ,C j.C) = l. Por otro lado D char P, ya que D char C 
char P. Más aún. de nuevo porque p es impar. todo p'-automorfismo no trivial de C induce 
un automorfismo no trivial de D (por el Teorema 2.5.). Pero todo p'-automorfismo no 
trivial de P induce un p'-automorfismo no trivial de C. y de esta fonna concluirnos. # 

TEOREMAS DE ESTRUCTURA 

Teorema 2.7 .. (Raer) [Ben 11. B) Sea H un grupo de orden impar tal que H/Z(H) es 
abeliano; entonces en el conjunto subyacente de H se puede definir una nueva operación 
.... +""con las siguientes propiedades: (sea H':= (H,+)) 

i) n•es un grupo abeliano. 

ii) los elementos de H tienen el mismo orden en H ... 

iii) Cada automorfismo de Hes también un automorfismo de H •. 

Demostración. Sea x: H-+ H/Z(H) la proyección natural. Si definimos cr: H -Jo Hcomo 
a(x) = x 2

• afirmamos que a es biyectiva: 
Si .r2 = y 2 para x .. y e H .. entonces X 2 = J.72 (X:= n(x); j':= n(y)). Como H/Z(H) 

es abeliano. X 2 = y 2 implica (.xy- 1
)

2 =l. es decir • ..ry-1 =1 (pues H y H/Z(H) son de 
orden impar). Luego X=Y o bien x=y; para alguna zeZ(H). pero entonces 
y2::2 = x 2 = y 2

• es decir. : 2 = 1. y de nuevo. = = t (pues Hes de orden impar ). Se concluye 
entonces que x =y con lo que queda probado que CT es biyectiva. 

Concluimos entonces: 

1) .:c2 =y2 si y sólo si x=y. V'x.yeH. 
2) .:c112:= 0"-1(.x) está unívocamente definida V.re H. 
3) Todo subgrupo de Hes cerrado bajo (la restricción de) cr y por tanto bajo a-•. 
4) [a,b je Z(H). Va,b e H, es decir, H' = [H,Hj.::; Z(H) 

(como H/Z(H) es abeliano. [a,b]= aba-•b-',.. ¡ mod Z(H)). 

!i) [a,b ]'"e Z(H). Va.he H. (por 3 y 4). 

Con estas observaciones definimos: a+ b: = [h.a f 12 ab. 

Entonces. claramente (para cualesquiera a y b en H): 

6) a+l=a=l+a. 
7) o+a-1 =1=a-1 +a. 



8) a+b=b+a: 
(a+ b)2 = [b,a ]abab (por 5) 

=baab 
=ba[a,b]ba 
= (b+ a)2 (por 5) 

Con esto concluimos que a+b = b+a, por (1). 

También, para a .. b y e en H: 

9) (a+b)+c=o+(b+c): 

((o+ b)+ c)2 = ([b,a]112 ob+ e}' 
= ([c.[b,a}112 ab]112 [b.a]1

"
2 abc) 2 

= [c,[b,o]'12 ob]-[b,o]·abcobc (5) 
= [c,ab]·[b,a]·abcobc (S) 
= cabc-1b-1a-• [b,a]abcabc 
= c[b,o]abc-•b-•a-'obcabc (4) 
= cbac- 1b-1a- 1abcabc 
=cbaabc 

(o+(b+c))' = (o+[c,b]112 bc)2 

= ([[c,b]'12 bc,a]112 o[c,b]'12 bc)2 

=[[c,b]"2 bc,o]·[c,b]·abcobc (S) 
= [bc,o]·[c,b]·obcobc (S) 
= bcac-1b-1a-1[c,b]abcabc 
= [c .. b]bcac-1b-1a-1abcabc (4) 
= cbac- 1b-1a- 1abcabc 
=cbaabc 

Por ( t) concluimos que'+' es asociativo. 

42 

Ahora. (6)-(9) nos dicen que H' es un grupo abeliano y con ello queda probado (i). 

Como a+b=ab cada vez que a y b conmutan ( [a,b]=l, 1~=1) tenemos: 
a+ ... +a= a· ... ·a. es decir r·a =a"' y, en particular, tenemos (ii). 
-;;;:;----" ---;:=-

Fina1rnente. si tp: H _,. H es un automorfismo y si x ~ alf2, Dado que 
11>(0) = 11>(x2 ) = 11>(x)2 , concluimos 11>(0)"' = 11>(x) = 11>(0"'). Con ello en mente, resulta 
9'(a+ b) = 9"([b,a]112 ab) = [11>(b).11>(a)]'12 l!'(O)l!'(b) = ll'(a)+ l!'(b). Y asl terminamos.# 
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Lema 2.8. [Ben 2.S]-[Ben II. Satz] Sea A un p-subgrupo del grupo soluble CJ. p.,. 2. Si A 
contiene todos los elementos de orden p de su centralizador. entonces todos los p'
subgrupos A-invariantes de G están en a,..(G). 

Demoatracióa~ Supongamos que el teorema es falso. 
Entonces existe un p' -subgrupo K de G nonnalizado por A que no está contenido en 

o,.(G). 
Sea G = G/O,.(G). Si ge G. ¡¡denotará la imagen de g bajo Ja proyección natural. 

Dado que o.{G/O_.(G>) = 1. para cualquier primo q distinto de p. usando el 

Teorema 0.28. tenemos: F(G) = O,(lI). 
Como K actúa en G y en OP.(G). luego actúa también en IT y en OP(G). Si 

[K.F(Gl]= 1 tendríamos [K.F(Gl]= 1, es decir. Kl::Cc(F(G)) y, por el Teorema 

0.29 .• K l:: F(G); como K es un p'-grupo y F(G) = O,(G) es un p-grupo, esto implica 

que K =t .. es decir K ~ OP.(G)~ contrario a lo supuesto. 
Luego K no centraliza a F(G) = O,.(IT). 

Sea H un subgrupo critico de O,(G) (ver Teorema 1.14.). entonces: 

1) H/Z(H) es elementalmente abeliano. 
2) Todo p' -automorfisrno no trivial de O,.(G) induce un automorfismo no trivial de H. 

3) HcharO,(G). 

Entonces K actúa en H (por 3). Por otro lado. A actúa en G y en a,..(G) y. por tanto. 
en G, O,(G) y H. Asi, KA actúa en H. Además por (2), [K.H] .,.1. 

Sea H• el grupo abeliano del Teorema 2.7. Gracias al Teorema 2.7. (iii). H .. es un 
K.A-módulo. 

Suponga que geCH(A) y lgt=p, entonces [A.g]=l y esto implica que 
(A,g]l:: O_.(G) y además g• e O,.(G). Luego •Al:: AO_.(G) (pues aga-•g-• e O_.(G)). 
Como A es un p-subgrupo de Sylow de AO_.(G). existe de O_.(G) tal que •A='A; 

entonces .r'•A= .A y. en consecuenci~ [A,d-'g]s;;;; A. Por otro lado. [A,d-1g)=[A.d-1g) 
= [:A,g)= 1. es decir [ A,d-'g],;;;; o,.(G), y asi: 

[A,d-'g],;;;; AnO_.(G) = 1 (ya que A es unp-grupo). 

Tan1bién: 

1 
d-1 1 

l(d-'g)I. = d-'8)n~_.<a>. = l<d-'.-<)J_ = lü:>I = P 

Concluimos que cualquier p-subgrupo de Sylow de {d-'g) centra1iza a A y es isomorfo a 

Z,.; por hipótesis A contiene a cualquier p-subgrupo de Sylow de (d-'g). luego ge A. 
Como K es normalizado por A. tenemos [ K. g] ~ (JC. A]~ K. Por otro lado, ya que 



.... 
ge CH(A)c.;:: H. tambiCn sabemos que [K.If]~[K.H]~ H. Como K es un p'-grupo y H 
es unp-grupo._ resulta que[K.g] ~ KnH = 1. Así. sabemos que JI e C11 (K). 

Hemos probado entonces que ge C 11 (A) y ¡g¡ = p implican que ge CH(K). 

Gracias al Teorema 2.7. tenemos: 

(•) x e Cw (A) y JxJ = p implican que x e Cw (K). 

Sean µ: H• -+ H• la multiplicación por \KI y r: H• -+ H. la función definida por: 
T(h) = l:. 'Ir . .. ,. 

Como {IK\.IH.l)= l.µ es un automorfismo de H• (pues H+ es abeliano). luegoµ 

es un KA-automorfismo. Probemos que r es un K..A-endomortismo y que a:= µ- 1 -r- es (un 
KA-endomorfismo) ídem potente: 

4) r(h, +h,) =};. '(h, +h,) =};. 'h,+'h, =};. 'lz, +};. 'h, = r(lz,) + r(h,). 
lt.•K .t•K 11•1." A•K 

En panicular µr = rµ y µ-'-r = rµ- 1
• 

5) "l("h) =}:;'('Ir)=};. '"h=}:; ,. •.. ..,1h =x(l:. ., ..... h) 
A•K .t•K /IJ:•K A•K 

=x( -~ •··'"'•h) ="(r(li))="r(lr). paracualquierxenKA. 
:r h•K 

6) CT(CT(h)) =µ-•reµ-• T(h)) = µ-• r' (h) =--.!....,- l:. l:. ···1r= -2...,.--JKJ· l:. .,. = CT(h). 
JKJ ... ,. '•" JKJ ••• 

Asi. podemos descomponer a H. como H• = aff• EE> ( 1-u) H•. 
Si he Cw (K) tenemos JKJh =};.'h. es decir. a(/z) = h; en particular, he o-(H•). 

lt•K 

Recíprocamente.. si he CT( H+). entonces h = a(x) para alguna x e H+ ~ luego 
JKJ·"(a(x))=};."'x=};..,.x=JKJa(x). para cualquier qeK. Así "lr=h. es decir 

••K qk•K 

he CH. (K). Por lo tanto: 

C,,.(K)=CT(H•¡ 

En panicular a( H ... ) ';i! H..... pues [ K .. H•] = [ K .. H] :¡1; t.. y en consecuencia 

(1- cr}H ... :¡1; O. Como A actúa en H+ y cr es un KA-eridomorfismo .. tenemos que A actúa en 
(1-a}H• (y en c:r(H ... )). Como A y (1-a)H ... son ambos p-grupos .. el centralizador de A 
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en (1-u)H" no puede ser trivial (por Ja ecuación de clase); asi. cx.iste una xe C11 ~0 ,..,. (A) 

con lxl = p; por(•) y( .. ), X E a(H') también 'Y entonces 0"" X E (1-a)H' na(H' )= 0. 
Contradicción. # 

Nota: Si A es un p-subgrupo elementalmente abeliano maximal del grupo G. es claro que A 
contiene a todo elemento de orden p de su centralizador. Asi. el teorema anterior es 
directamente aplicable a tales subgrupos. 

Le•• 2.9 .. [Ben 2.9] Si un p-grupo P actúa no trivialmente en un q-grupo Q de rango S 2. 
entonces p S q o q = 2. 

Oe•09lració11. Supondremos que 2 'JI:. q < p para llegar a una contradicción. 
Por el Teorema 2.6. podemos asumir sin pérdida de generalidad que Q tiene 

exponente q. Ahora IZ(Q)l<q~º' o Q=Z(Q) pues si geQ-Z(Q), Z(Q)x(g) es 
elementalmente abeliano y IZ(Q) x (g)J S qr<Qi. Analizaremos ahora el orden de Q en dos 
casos: 

CallO 1: Si r(Q) =!,entonces Q = Z(Q) =Z. Y IQI = q. 
Pues de otro modo IZ(Q)I < q = IZ(Qll = 1, pero todo p-grupo tiene centro no 

trivial. 
CallO 2: Si r(Q) = 2, tenemos que IQI = q' ó q'. 
Como Z(Q) es elementalmente abetiano, IZ(Q)I S q 2

• Si IZ(Q)I = q 2
• entonces 

Q = Z(Q) ya que Z(Q)x(g) es elementalmente abeliano para cada g E Q-Z(Q). Por otro 
lado, si IZ(Q)I =q. entonces podemos encontrar un subgrupo V tal que Z(Q) <l V <l Q y 
[V:Z(Q)] = q (por el Teorema 0.13.); V tiene que ser elementalmente abeliano y además 
maximal, por el supuesto r( Q) = 2. 

Entonces C 0 (V) =V, pues V(g) es elementalmente abeliano de rango J para 

cualquier geC0 (V)-V. Además, Q/V=Q/C0 (V) se inyecta en Aut(V)=Aut(Z9 xZ9 ) 

pues Q actúa en V por conjugación; pero 1Aut(Z
9 
xz.>I = (q 2 

- t)(q 2 -q) = q(q -t)2(q + 1) 

y, como Q es un q-grupo, tenemos IQ/VI s q. Como IVI = q 2
• tenemos IQI S q'. 

En cualquiera de Jos dos casos resulta JQI '5. q 3
. Ahora veremos que, sin pérdida de 

generalidad, podemos suponer que IQI S q 2 (reemplazando Q por Q/Z(Q) si fuera 
necesario): 

Si IQI = q'. entonces IZ(Q)I debe ser igual a q. Como Z(Q) es característico, P 

actúa en Z(Q). pero como Aut(Z(Q)) = Aut(Z
9

) y 1Aut(Z
9

)1 = q-1 y q < p, resulta que 
P actúa trivialmente en Z(Q). Afirmamos que P actúa no trivialmente en Q/Z(Q). Si no, 
para toda x e Q y a e P existiría una =e Z(Q) tal que a(x) = x= o bien O'(x)x-1 E Z(Q) 
que es equivalente a [P.Q] s:; Z(Q) <l Q. Tendríamos entonces Z(Q) <l Q <l QPcon 
[P.Q]<= Z(Q). Por el Teorema 2.1. Q = Z(Q)-C0 (P). es decir. P actúa trivialmente en Q. 
Contradicción. 
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Finalmente. estarnos suponiendo que P actúa no trivialmente en Q.. IQf S q 2
• 

2 ;r1:. q <p. pero entonces Q = z., o Q= z,, x Z 9 implica que pllAut(Z.,)I o pllAut(Z., xZ.,>I .. 

es decir, pJq-1 o p/q(q- J}'(q+ 1). Asi p/q o p/q-1 o p/q+l, luego p/q + 1 pues q < p, 
pero entonces p = q +t. lo que implica que pes par. Contradicción.# 

Teorema 2.10. [Ben 2.1 O] Sean P y Q p- y q-subgrupos. respectivamente. no triviales de 
GL(2.p). tales que P normaliza a Q. Suponga que 2 ~ p ;r1:. q. Si [P.Q]~ t. entonces q =2~ 
y si q = 2. entonces r(Q) =l. 

De•ostraci6n .. Obscrvanios en primer Jugar que q <p. pues gracias al Lema 0.45 .• 
sabemos quep es el divisor primo de IGL(2,.p)¡ más grande. a menos que p = 2, que no es 
nuestro caso. Suponga que R:= [P,Q] o< 1; entonces Q= R·CQ(P) por el Teorema 2.1. Asi 
[P.R];r1:. t. pues de Jo contrario R s= CQ(P) y en consecuencia Q = C 0 (P); pero entonces 
[Q. P] = l. contrario a lo supuesto. 

Observarnos también que R = [ P,Q],;::; GL(2.p)',;::; SL(2,p). Entonces. por el Lema 

0.47.,. si q=-2. R tiene que ser cíclico. Pero entonces R:=Z,.- y IAut(R)J =jAut(Z,..)J 

= tp(qª) = qª -q 0
-• =q~-•(q- 1) que no admite a p >q como divisor. Esto contradice el 

hecho de que [P.R]"" l. Asi. q = 2. 

Demostraremos que q = 2 implicar( Q) = 1, en dos casos. 

C•so 1: [P.Q],.1. 
Todo lo que hemos dicho en los párrafbs anteriores sigue vigente. 
Por el Lema 0.48 ... R tiene un único elemento de orden 2 (y por lo tanto r(R) = 1),, y 

asi, todo subgrupo de orden 4 debe ser cfclico. Si R fuera abetiano. tendría entonces que ser 
cíclico. Pero R = Z 2 • implica IAut (R>I= 2°-1 que. de nueva cuenta no admite a p como 
divisor y entonces P tendría que actuar trivialmente sobre R. lo cual contradice [P.R]~ L 
Concluimos que R no es abeliano. 

Asi, R debe ser un 2-subgrupo de SL(2.p), no abeliano, tal que todo subgrupo de 
orden 4 es cíclico. Por el Lema J. 12 .• tenemos que JRJ = 8 (pues P actúa no trivialmente en 
R),, pero entonces R = Q8 (et único otro grupo no abeliano de orden 8 es D 4 • el grupo 
diédrico. pero éste tiene más (S) elementos de orden 2). Entonces el Lema 0.43. nos dice 
que !Aut(R)l=8·3,esdecir: p=3. 

Como Pes de Sylow. sin pérdida de generalidad. podemos suponer que 

P=(G ~))· 



. (ª Entonces. s1 .x = e 

(
a+b 

c+d 
bJ=(ª bxl 
d e d 1 

Esto es equivaJentc al sistema: 

{

a+h=a 

c+d=a+c 

h+d=d 

o bien. 

~)J .. tenemos que 

ºXª hJ ( ª h J 1 e d = a+c h+d · 

{
h=O 

a=d 
X--(ªc a

0
)· es decir: 

47 

Pero tal x tiene orden fxf = p · lal (es f'áciJ probar. JX>r inducción. que 

( ac º)' = ( 0
:, O)> a menos que e= O. 

a ra'ca,. 
Como Q es un 2-grupo, tenemos e= O, faf = 2~. Puesto que p = 3, en GL(2,p) sólo 

hay dos de tales matrices: la identidad y (~1 ~IJ Asf C0(P)=((~1 ~i))<;; R, pues 

( ~J ~l) es el único elemento de orden 2 de SL(2. p). 

Si ahora recordamos del inicio de la prueba que Q= R·CQ(P). tenemos Q= R; 
pero ya sabemos que r( R) = t asf que r( Q) = t. 

c .... 11: [ p .Q] = t. 
Si r( Q) ~ 2. entonces. P centraliza.ria a algún subgrupo U ~ Q. con U = Z 2 x Z 2 • 

Luego. si Ves eJ espacio vectorial en el que GL(2.3) actúa. P normaJiz.aria a cada c.- (u) 
para cualquier ueu· ( u·:=U-{0) ). En efecto, si xeP y veCv(u), tenemos que 
xu= ta implica que x(v)= x(u(v)) = u(x(v)), y asi x(v) e ~.(u). 

Pero entonces, P centralizaría a cada Cv(u) para ue u· pues .. si Cv(u) ={o} es 
obvio, y si diln(G-(u)) = 1, entonces Cy(u)"' z, y fAut(Cy(u)}f = p-1, que no admite ap 
como divisor (dim(c;,. (u})= 2 implica u= 1). Por el Lema 2.3. ( aplicado al q-grupo U 
actuando en el p-grupo V). tenemos que V= (c,.(u)/ue u·). Entonces P centrnJizaria a 

todo V, lo que no puede ser. pues P no es trivial. # 

Con estas herramientas, podemos ahora probar el siguiente Lema. de carácter 
técnico. que será necesario más adelante. 

Del capítulo O (Definición 0.36). recordamos que si Pes un p-grupo. definimos: 

J(P) =(A<;; P/A es elementalmente abeliano y r(A)-r(P>). 



Recuerde también que J(P) char P. que J(P) '=.U t:: P implica J(/') = J(U). y 
que si GP esunp-SylowdeungrupoG.entonces: J(GP)<1G si y sólo si J(GP)~OP(G). 

T-rema 2.11. (T~o•pson) [Ben 2.11) Sea X un grupo. con jX:O, . .(X)j= p y 2 ,,_ p~q. 
Sean Z = '11(Z(O,(X))) y Y= X/Cx(Z). Suponga que J(P) no es normal en X para 
algún p-subgrupo de Sy1ow P de X y que P¡ y P,. son p-subgrupos de Sylow de Y distintos. 
Entonces q = 2. IZ:Cz((F;.~)>\:::::: p 2 y (P..~} contiene exactamente una involución. 

Demostración. Tenemos que \X\= p•q•. pues jo,_.(X)j= ¡o.(X/O,.(X))\·IO,(X)j. y 
además \X\ =\O.(X/O,(X))\·IO,(X)j· p. También tenemos que O,(X) tiene Indice p en 

cualquier p-subgrupo de Sylow de X. Además O,(X) '=. Cx (Z) por la definición de Z. 
Como Ytienep-subgrupos de Sylow. resulta: 

y esto implica que \Y\,= p y\~,«~;•= l; es decir que O,(X) es unp-subgrupo de Sylow 

de Cx(Z). Como Y tiene al menos 2p-subgrupos de Sylow,. Yno puede ser unp-grupo,. asi: 
\Y\= pqª para algún entero a ,,_O. 

Sea G = (P,. P,) '=. Y; entonces G = QP, con Q un q-subgrupo de Sylow de G. con 
[Q.P¡] ~ 1, pues de otro modo Pi. seria normal en G. Por el Corolario 1.2 .• Q <1 G. 

Afirmamos que debe existir un p-grupo elementalmente abeliano A ~ X de rango 
r(P). que no está contenido en O,.(X),. pues de otro modo: J(P) ~ OP(X) s;= P y esto 
implicarla que J(P) = J(O,(X)); pero entonces J(P) charO,(X) char X y en particular 
J(P) <1 X~ contrario a lo supuesto. Si tomamos A 0 = AnOP(X), como OP(X) tiene indice 
p en cualquier p-subgrupo de Sylow de X y A g; OP( ... Y'), tenemos que AO P(X) es un p
subgrupo de Sylow de X y ¡x>r lo tanto: 

- AO,(X) - IAI 
P- O,(X) -¡AnO,(X)j \A:A.,\. 

Además, dado que Zconmuta con todo O,(X), Z40 es elementalmente abeliano, y 
como A es elementalmente abeliano de rango má.ximo, resulta \Z4 0 I S. \A\. 



Recordando que Z ¡;;; O,(X). tenemos zn A= O,(X)nznA,,= znA,,. luego: 

¡z:znAI= ¡z:znA,,l=__EL_= IZA0 i ,.1.:1= p. 
¡zn Aol IA.I J..i.,J 

Por otro lado C 2 (A)=AnZ=A,,nz. pues si xeC,(A)-A. (A.x} seria 
elementalmente abe1iano. de rango mayor que A (contradiciendo su ma.ximalidad)_ 

Ahora bien. como OP(X) es el único p-subgrupo de Sylow de e_,. (Z) tenemos que 

AC.(Z) A 
~=AnCx(Z) 

A A 

AnO,(X) A,, 

Entonces IAC x (Z)I =p. es decir. AC r (Z) es un p-subgrupo de Sylow de Y. Decimos 
C . .(Z) C . .(Z) 

que A induce un p-subgru¡x> de Sylow de Y en este sentido. 
Pero cuanto hemos dicho sobre A vale para cualquiera de sus conjugados. Entonces 

todos los p-subgrupos de Sylow de Y son 1nduc1do.s por algún conjugado de A. En efecto. 
AO,(X) es un p--Sylow de X y por tanto. todos los p-Sylows de X son de la f"onna 
... (AO,.(X))= .. A·O,(X) para alguna x en X~ y estos Sylows de X están en correspondencia 

biunívoca con los de Y. En panicular. tenemos dos subgrupos A, y A:z. conjugados de A. 
tales que: 

(1) P._ A,C_,(Z) P._ A 2 Cx(Z) 
1 - C_.(Z) • 2 - Cx(Z) . 

Sabemos además que: 

(2) r(A,) = r(A,) = r(A) = r(P). 
(3) A,.A,,.;O,(X). 

(4) JZ:C,(A,ll= [z:znA,] s p y JZ:Cz(A,)j =[Z:ZnA,] Sp 

Pero entonces: C2 (P,)=Cz( A~~-(~~>)=C,(A,C,.(Z))=C2 (A1 ). y de manera 

semejante: C 2 (P,) = C,(A,). 

Luego: 

¡z:C,(QP,lJ=lz:c,((P, . .P,})l=Jz:c,<P,>nc,(.P,lJ= 
1 

IZf 
1 c,u;inc,<P,> 

=_J&_· ICz(P,ll Sp IC,(P,ll 
JCz(P, >I JC,(P, ¡nc,(.P,lJ ICz(P,Jncz(P, >I 

P ¡e, CP, )· Cz (P, >Is P__IL s p'. 
¡c,(P,ll JC,(P,ll 



so 

Por otro lado. X actúa en z. Juego X/C.r- (Z) actúa fielmente en Z~ entonces Q y P, 
actúan fielmente en z. y en consecuencia Q y P. actúan en Z/C"z (QP¡ ). Afirmamos que Q y 
P, actúan fielmente en Z/C,(QP, ): 

Si Q no actúa fielmente en Z/Cz (QP¡ ). sea cr e Q con a~ J. tal que cr actúa 
trivialmente en Z/Cz (QP,, ). Entonces (a) estabiliza a la serie subnonnal: Zt> Cz(QP¡) t> I 
y. por el Teorema 0.19., (a) actúa trivialmente en Z. Esto contradice el hecho de que Q 
actúa fielmente en Z. 

Si P¡ no actúa fielmente en Z/Cz(QP.). como P, = z,. Fj tendría que actuar 
trivialmente; luego también~ actúa trivialmente (por ser conjugado de Fj). pero entonces 
Q s:; { P¡. ~) nos IJeva a una contradicción. 

Afinnamos que QFj actúa fielmente en Z/C2 (QP,,): 
Si el núcleo de la acción contiene un q-grupo no trivial. éste tiene que estar 

contenido en el único q-subgrupo de Sylow de QP¡., a saber. Q. Esto que contradice el que 
Q actúa fielmente. Entonces el núcleo de la acción debe ser un p-subgrupo normal. y por 
tanto estar contenido en tocios Jos p-Sylows de Q.P¡; esto obliga a que el núcleo de la acción 
sea trivial; es decir. Q.P¡ actúa fielmente en Z/Cz (QP. ). 

Asl tenemos que JZ/C,(QP,)J=p2. pues si JZ/C,(QP,)J=lóp, P, no podría 
inyectarse en los automorfismos de Z/Cz (QPa ). Ahora por el Teorema 2.10 .• q:::: 2. Por el 
Lema 0.45. y dado que SL(2,p) es normal en GL(2.p), resulta que todo p-Sylow de 
GL(2.p) es también un p-Sylow de SL(2.,p); es decir P¡ y ~. están contenidos (en 
realidad se inyectan) en SL(Z/C,(QP, )) y por el Lema 0.48. (P,.P,) tiene exactamente una 
involución. # 
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3. El contraejemplo rninimal 

En este capítulo empezamos propiamente a demostrar el teorema de Bumside. La 
demostración quedará concluida en el capitulo 6. 

Adverteacia: Todos los resultados que se presentan a partir de este momento y 
hasta el final del caphulo 6 asumen que existe un contraejemplo minimal al teorema de 
Burnside. es decir que el teorema de Burnside es FALSO. 

El objetivo principal de este capítulo es probar el Lema A que se enuncia al final y 
que será de gran utilidad en la demostración del teorema que nos ocupa. 

S•po•dre•os entonces a panir de aquí y hasta el capitulo 6 que G es un 
contraejemplo minimal al teo.-erna de Bumside. 

Luego todo subgrupo propio de G es soluble y G es simple (si ese no fuera el caso,. 
G seria extensión de dos grupos solubles y .. por Jo tanto .. sería soluble); además JGI = pªq~ 
donde p y q son primos distintos y a,p;::: 1. pues todo p-grupo es soluble (de hecho. 
podriamos tomar a.P;::: 2 gracias al Teorema 1.1 .• pero no haremos uso de ello). 

Si A es un subgrupo de a. parar= p o r = q. definimos: 

..E' ={Ks 1 K= N 0 (X)óK=Co(X). dondeXesun} 
,. G r-subgrupo no trivial de G 

e7(A,r)={H SG 1 Hes un r-subgrupoA-invariante de G} 

También definimos a -E; y &·(A.r) como Jos conjuntos formados por los 
elementos maximaJes de -E',. y e'7(A.r) respectivamente. Observamos que si He~. 

entonces o.(H)-:¡1:-1 y H~G. También.si He_t;.entonces H= N 0 (0q(H)). 

Llamaremos central a cualquier r-subgrupo (o r-elemento) no trivial que esté 
contenido en el centro de un r·subgrupo de Sylow de G. 

Lema 3.1. [Ben 3.1) Si G = .xY. con X~ G y Y subgrupos de G, entonces Y no normaliza 
a ningún subgrupo no trivial de X. 

Deaoalracióa. Si Y normaliza a un subgrupo N ~ 1 de X. tenemos 1 :;1; N ~ nx" 
.~r 

= nx• <i G. pero nx• ~X !;.G. contradiciendo ta simplicidad de G. # 
••º .-0 
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Lema 3.2. [Ben 3.2] Ningim p-subgrupo de Sylow de e; normaliza a ninb"Ún q-subgrupo no 
trivial (y viceversa). 

Demostr•ción. Esto se sigue de inmediato del Lema 3. 1 .• ya que G = PQ para cualesquiera 
Pe Sy/ p(G) y Q e Sy/

9
(G). Claramente Ja situación es simétrica parap y q. # 

Lema 3.3. (Ben 3.3] Si= es unp-elemento central y Q e ~Ylq(G). entonces (Q.=)= O. 

Demostración. Como= es un p-elernento central, CG(=) contiene un p-Sylow de G. Juego 
G = (Q.=}CG(=). Pero ahora CG(=) normaliza (de hecho centraliza) a I # (=} ~ (Q.=} lo 
que contradice al Lema 3. L. a menos que G = (Q.=). # 

Lema 3.4. [Ben 3.4] Ningún p-subgrupo central normaliza a ningún q-subgrupo central. 

Demostración. Suponga que Q es un q-subgrupo central normalizado por un p-subgrupo 
central; entonces N 0 (Q) contiene a un q-Sylow de G y a un p-elemento central. Por el 
Lema 3.3 .• tenemos: l ~ Q <1 Na (Q) = G, en contradicción con la simplicidad de G. # 

Lema 3 .. S .. [Ben 3.5] Sea P un p-subgrupo de G con la propiedad de que. cada vez que 
P ~ H e ~. todos Jos q-subgrupos P-invariantes de H están contenido!'; en Oq ( H). 

(i) Si p~ He-"';. entonces o.(H) E e?"(P.q). 

(ii) Si Q, y Q2 son elementos distintos de e7 ... (P.q). entonces QI nQ2 =l. 

Demostr•c•óa. Probemos (i): 
Supongamos que Pi;;;:: H e_¡:;. 

Claramente Hc;:N0 (0.,(H))e..l~ (recuerde que HePq. implica O.,(H);i!;l). 

Como H es maximal tenemos: H = Na(O.,(H)). También O.,(H) e é?(P.q). pues 
o.(H)char H. Si ahora O.<H> ~ K E e?(P.q). tenemos que NK(O.<H» es un q

subgrupo P-invariante. Dado que N"(O.<H))~ NG(0
9
(H)) =H. resulta que 

NK(O.(H)) ~ o.(H) (por hipótesis) y. por tanto. NK(O.(H)) = O.<H). Pero en un q
grupo. el único subgrupo que es igual a su propio nonnaliz.ador es el total. luego: 
K=Oq(H).yasi 0.(H) esmaxímal. 

Supongamos ahora que (ii) es f'also. 
Escogemos D = Q1 nQ2 maximal, sujeto a las condiciones D ~ 1. Q1 -:¡1;.. Q 2 y 

Q,.Q, e<ff"(P,q). 
Afirmamos que NQ, (D) ~ O.,(N0 (D)) para i = 1,2. En ef'ecto, como D y Q, son P

invariantes,. también lo es N 0 ,(D)c:Na(D); pero P~N0 (D)e~. luego 
NC/, (D) ~ O.<NG(D)) por hipótesis. 

O.,(N0 (D)) es, por supuesto,. P-invariante, pues G y D Jo son. Luego podemos 
tomar Q, e "'7"( P,q) tal que O,(N0(D)) <:;;;. Q,. Entonces D<;;; NQ, (D) ~ Q, nQ,. porque en 
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un q-grupo el único subgrupo que es su propio nonnalizador es el total. Así. por la 
maximaJidad de D. Q1 = Q., = Q2 • Contradicción. # 

Lem• 3.6. [Ben 3.6] Si Y es un p-subgrupo de G y Y~ H ~ G. entonces 
Hno.<Ca(Y)) <=O.CH). 

Demostración .. Como H ~ G. H es soJuble. Dado que Y es un p-grupo. por el Lema 
2.4.(iii). tenemos Oq(C.~1 (Y))~O.,(H). Ahora bien: Hnoq(C0 (Y))s:;C'u0'). pues 
o .. (Cu(Y))c: CG(Y). Pero CH(Y) t: H normaliza a H y. por otro lado. CG(Y) (y por tanto 
Cn(Y)) nonnaliza a O.CC0 (Y)); luego Hno_cc0 (l')) <lC,,(l'). As!, HnOq(C0 (Y)) 

.:=O.CCn(YJ)<:=O.(H). # 

Lema 3.7. [Ben 3.7. Ben 3.8] Si Yes unp-subb'TUpo de G tal que a.,(CG(Y))-:¡t;. J, entonces 
existe un p-subgrupo X de G que satisface: 

(1) O_cC0 (X)} ,o 1 

(2) JXJ=p 

(3) Para todo Pe Syl p(C0 (X)), si P <;;;; H <;; G entonces todo q-subgrupo P

invariante de H está contenido en 0
9 

( H). 

Demostr•ción. Notemos que Y ::;1:. l. pues Ges simple. 
Si y e Z( Y)" con JyJ = p, tenemos que Y.:= C0 (y)<;; G (si no, (y) <l G). Por el Lema 

3.6.: C 0 (y)nO.(C0 (Y)) <= 0 9 (C0 (y)), pero 0 9 (C0 (Y))<;; C 0 (Y)<:= C 0 (y). 

Luego 1 "'Oq(C0 (Y)).:= O.(Cc;(y)). Ahora X:= (Y) es un p-subgrupo de G que 
satisface (1) y (2). 

Supondremos de ahora en adelante que Y es un p-subgrupo de G que satisface ( 1) y 
(2) .. y demostraremos que existe otro p-subgrupo X que satisface ( 1 )-(3). 

c .... 1.p,,,2. 
Afirmamos que X=Y funciona: 
Claramente X está contenido en unp-subgrupo elementalmente abeliano maximal A 

de G. Entonces A t;;: C 0 (X). Podemos escoger A (conjugando en C0 (X)}. de tal forma que 
Xs;; As;; P .. para cualquier Pe Syl,(C0 (X)). Luego. si P s;; H ~ G. tenemos que todo q

subgrupo P-invariante de Hes también A-invariante y por el Lema 2.8. (y Ja nota que le 
sigue) .. está contenido en Oq ( H). 

Caso2. p=2. 
Veamos primer-o que existe unp-subgrupoXde G que satislace (1) y (2) y además: 

IPl=IGI, 
2 
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Y no es central. pues de otro modo Cu (Y) contendría a un p-Sy1ow de G y por el 
Lema 3.2 .• O.,(CG(Y)) =t. que es una contradicción. 

Entonces G tiene al menos dos clases de conjugación de involuciones. si no. y (para 
(y)= Y) sería conjugada a una involución central. y entonces Y mismo seria central. 

Si T es un p-Sylow de G. por el Lema 1.13 .• existe una U <1 T. con l7 = z,. x z,. y 
U• ~C0 (Y) para alguna ge G. Si definimos V:= [7• y T:= T•. tenemos U <l T, 
Te~Yl,.(G}. U=:Z,.xZ,.=Z2 xZ2 y Ut::Ca(Y). Como Tactúaen U,, T/Cr(U) se inyecta 
en Aut(U)"'-S, y en consecuencia IT:C7 (U)IS2. Así, IGl2 S2IC7 (U)I. Se sigue que 

l~I, SICG(U)I,. 

Corno Us;;CG(Y)t>O.(Co(YJ). u actúa en o.<CG(Y))=:Q y por el Lema 2.3., 

Q=(CQ(u)jueu•). Entonces existe una ueu·. tal que C0(u)~l. Por Lema 3.6., 

Y s;;: C 0 (u) ¡;; G implica que 1 .. C 0 (u) =C0 (u)no.(C0 (Y))s:;; O.(C0 (u)). Si tornarnos 

X:=(u).tenernos: 1~12 SIC0 (Vll, s¡c0 (u)l2 =IPI para PeSy/P(C0 (X)). 

Pero P no puede ser un p-Sylow de G. pues entonces éste normalizaría a 

a.(Co(X)) .. 1. contrario al Lema 3.2. Luego IPI = l~I,. 

Entonces, X satisface (1) y (2) y, para cualquier Pe Sylp(C0 (X)). IPI = l~I,. 

Afirmamoa q•e est. X satisface también (3). 

Supongamos ahora que PeSyl,(C0 (X)) .. que tenemos un subgrupo H con 
Pe; H ~ G y que H 0 s=- H es un q-subgrupo, P-invariante. Tenemos que probar que 
H 0 s;;;O.(H). 

Hay dos posibilidades: 

Caso2.1. PeSyl,(H). 

Entonces H = QP .. con H 0 e: Q e Sylq(H) .. luego; 

H 0 s;;; nQ' = nQ• <l H y asi: H 0 s;;; 0.(H). 
~P ~H 

C•so2.2. P*'Syl,(H). 

Tenemos: P<; TeSy/P(H), TeSyl,(G) y IT:PI= 2. 
Por el Lema 3.2., O.(H) = 1. Además, por el Teorema 0.28., F:= F(H) = O,(H). 
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Tenemos entonces dos subcasos: 

Subcaso 2.2.1. F <;;;. P. 
Entonces F actúa en H 0 y viceversa; así [H0 .F]t= H 0 nF= t. luego H0~C11 (F) 

s:;: F (por el Teorema 0.29.). y en consecuencia .. H 0 = 1. 

Subcaso 2.2.2. F g;; P. 
FP es claramente un grupo, pues P normaliza a F. Como F es normal en H. está 

contenido en todos Jos p-Sylows de H. en particular en T. Entonces. por la maximalidad de 
P en T. resulta que T = FP . Asf TH 0 = 1-"Pflo =: K es un grupo, pues P normaliza a H 0 y 
ambos normalizan a F. 

Observarnos que H 0 es un q-Sylow de K .. y en consecuencia. H 0 es un q-Sylow de 
N1e(H0 ). Ahora ya es claro que H 0 = O.,(NK(H0 )). Por otro lado. PH0 r.;;; N1:(H0 ) implica 

que IK: NK(H0 )I s¡K:PH0 I= ITH0 :PH0 I S2 y en consecuencia N"(ll0 ) <l K. 
Asf .. H 0 = O.,(N"(H0 )} c/Jar N1:(H0 ) <1 K. luego H 0 <1 K y por lo tanto H 0 =l. 

gracias al Lema 3.2 .• porque K contiene a T que es un p-Sylow de G. # 

Nou 3.11. El objetivo de los lemas 3.9 al 3.14 es probar que no existe ningúnp-subgru}Xl X 
de G con la propiedad 0

9 
(Ce; (X)) 'ifl:. 1 . Gracias al lema anterior. basta probar que no existe 

un p-subgrupo X de G que satisface: 

(1) O.CCa(X)) ,o 1 

(2) IXl=P 
(3) Para todo PeSy/,(C0 (X)): Si P<=H<;;.G entonces todo q-subgrnpo P

invariante de H está contenido en O,,(H). 

Asi que: 

Supondremos. a lo largo del texto que abarca los lemas 3.9 al 3.12 y el 3.14. que X 
es uno de tales p-subgruJXls. Note que cualquier P e Syl P (Ce; (X)) satisface Jos supuestos 
del Lema 3.S. 

También.. a lo largo de los mismos lemas fij•mos Q: 

Q:= O.<Ca(X)) ,o J. 

y ewcoaemos P. H y x. como sigue. 

PeSyl,(Ca(X)). 

C 0 (X)<= H.Hmaximal en G. 

X=(x). 



Lem• 3.9. [Ben 3.9] 

(i) O.<H) e #"(P.q) y H = N 0 (0.<H)). 

(ii) Existe una ge G. taJ que H• ifl:. H y Pe;:- H 11
• 

(iii) Si ges como en (ii), o.(H1 ) e #"(P,q) y O,(H')nH= l. 

(En panicular, O.< H),. O,(H1 )). 

Dema.tracióa .. Recuerde que Jos supuestos de Ja Nota 3.8. están vigentes. 

.S6 

Observamos en primer lugar que 1,. Q= HnQ,;;;; o.(H) (por el Lema 3.6.). 

Entonces, por la maximalidad de H y como H,;;;; N 0 (0
9
(H)), tenemos H= Na(0

9
(H)) 

e...t;. Ya que P,;;;;Hef., tenemos: O,(H)ee?º(P,q) por el Lema 3.S .. Asl, queda 
probado (i). 

PoreJ Lema 3.2 .• Hnocontiene unp-Sylowde G. Sea H,, eSyl,.(H). con Pe:: H,. 
Como el nonnaJizador de H,. en un p-Sylow T de G que contenga a H,, contiene 

propiamente a H,,. tenemos que Na(H,,)-Hifl:.f/>. Sea geN0 (H,,)-H. Entonces 

P~ H, = H! cH•. además n• ~ H (pues si H 11 =H. entonces ff.q{H.(g})= G. por la 
max:imalidad de H). Es decir: (ii). 

Puesto que rambién 0
9

( H•) ifl:. 1 y n• es a su vez maximal. resulta 

H',;;;; Na(0
9
(H1

)) y H' = Na(O.<H')) e f.. Luego, O,(H 1
) e e'7°(P,q) (otra vez por 

el Lema 3.S.). 
Finalmente. dado que Hy 0

9
(H') son P-invariantes. HnO.,(H') es un q-subgrupo 

P-invariante de H; por Jos supuestos de Ja Nota 3.8 .• Hn0
9
(H•)t=0

9
(H). Luego 

Hn0
9
(H•) =l. por el Lema 3.5.(ii). Entonces. (iii) también es verdadero. # 

Lem• 3.10. [Ben 3.10) 

(01(Z(P)Jf=p2
• 

Si P,;;;; TeSyl,(0), entonces 0 1(Z(T)) <;;;. O,(Z(P)). 

De•oatraci6a. Asumimos, como ya se dijo. Jos supuestos de la Nota 3.8. 
Sean A:=Cl,(Z(P)), ge O como en el lema anterior, Q,:= 0 0 (H) y Q2 :=0,(H•). 

Afirmamos que. si a e A·cntonccs C 0 , (a)= l o C'1i (a)= J. 

Observamos que P,;;;;Ca(a), y entonces O,(C0 (a))ee'7(P.q). También 
C 0 (a) e....?,. Como (a). Q, y Q2 son P-invariantes. también Jo son C

0
, (a) y CQ; (a}; por la 

Nota 3.8.(3) ambos están contenidos en 0
9
(C0 (a)). Es decir: 

(e"' (a).Co, (a>},;;; O.<C0 (a)),;;;; Q, (con Q, e d7"(P.q)). 
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Por el Lema 3.5 .• Q 1 nQ.) = 1 o Q 2 nQ, = 1 (ver también el Lema 3.9. ). Luego. corno 
se habla afinnado: 

Como Pes un p-grupo._ Z( P) :;ie 1 y, claramente, !Al G:: p. Entonces. por el Lema 2.3., 

Q, =(e<>, (V)UA:UJ = p). para 1=1,2. 

Luego existen U 1 y U 2 tales que CQ,(U1 );t;l y CQ
1
(U2 ):;iel. Pero u,nl/2 =1.pucs 

si no. tomando ae(u1 nu2 )• resulta t:;1:C0 ,(U1 )r;;;CQ,(a) y t:;ieCc;..i,(U2 )~CQ1 (u). que 
contradice(•). 

Supongamos que JAJ > p: 

JAJ=Jv,v,J= 1 t,·A~!¡=Jv,1Ju,J y p=kY,l=Jv,¡. 

De manera semejante. !Al> p implica ¡u,J =p. y en consecuencia IAJ = p 2
• 

De modo que IAI= p o JAJ= p 2
• 

Observemos que X está contenido en un p-subgrupo elementalmente abeliano 
maximal Á de G. Claramente As;;;: C 0 (X) y conjugando por un elemento de C 0 {X). 
podemos escoger Á de forma que Á ~ P. Entonces Á debe contener todos los elementos 
centrales de orden p de un cierto p-Sylow T de G (a saber. cualquiera que contenga a Á). 
Como Á !i;:;: P. P también debe contener a todos los elementos centrales de orden p de T; 
más aún.. si tomamos a T de tal forma que Á ~ P s;;;; T .. entonces A= n 1 (Z( P)) también 
contiene a todos estos elementos centrales de ordenp de T. i.e. '21(Z(T)) ~ '21(Z(P)). 

Notemos que X~ A. 
Ahora bien. si IAI = p entonces A= X y. por la observación anterior. algún y e X'"' 

es central. Juego X mismo lo es (pues X= (y)). Entonces C 0 (X) contendría a unp-Sylow 
de G .. conttadiciendo al Lema 3.2 .• pues 0 9 (C0 (X)) ~ 1 seria necesariamente normalizado 
porestep-Sylowde G. 

Luego JAJ = p 2
• # 

Lema 3.11. [Ben3.l I) Q= O.(H). 

Demostraci6a. Recuerde que los supuestos y la notación de la Nota 3.8. siguen vigentes. 
Sean A:=O,(Z(P)). geG como en el Lema 3.9 .• Q,:= O.(H) y Q,:= O_cH•). 
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ObservaJnos ahora que. por el lema anterior. JA•J = p 2 -1. Asf. si E es un subgrup:> 

de A de orden p. entonces JE·¡= p- 1. y como la intersección de dos subgrupos distintos de 

orden p es siempre trivial, resulta que A tiene exactamente P
2 

-
1 

= p + 1 subgrupos de 
p-1 

orden p. 
Sea Tunp-Sylowde G que contenga a P., entonces Pt;;;. T (por el Lema 3.2 .• ya que 

O.<Ca(X)) ;Oo 1) y en consecuencia /'<;;. N 7 (P) por el Lema 0.11. Luego N 7 (P) g; C 0 (:c). 
pues Pes un p-Sylow de Cc;(.r). Si le e Nr(P)-C0 (x) .. entonces k normaliza a A (dado 
que A chur P <J N 7 (P)) pero no a X (como JkJ = pª. la ecuación de clase obligarla a que k 
centralizara a ,X). Así. si nos fijamos en Ja ecuación de clase con k actuando en los 
subgrupos de orden p de A. tenemos exactamente p conjugados de X en A por potencias de 
le, digamos: X=X1 • X 2 .. •••• X,,. El restante subgrupo Z de orden p de A es. por el Lema 
3.IO., necesariamente, un p-subgrupo central de A: Z =0 1(Z(T)).:;::: 0 1(Z(P)) =:A. 

Sea= e Z-. Tenemos A= (:c.=). con= e Z(T). Como;: e A= 0 1 (Z(P)). resulta que 
P~ Ca(z) y entonces C 0 ,(z) para i = 1.2. son q-subgrupos P-invariantes de Ca(z). Por el 
supuesto (3) de Ja Nota 3.8 ... tenemos que C 0 , (:) ~ O.,(C0 {.:)) =t. pues C 0 (:) contiene a 
T, unp-Sylow de G (ver Lema 3.2.). 

Afirmamos que N 7 (P)-H;Oo</J. 
En efecto: supongamos que N 7 (P) s:: H. Como A actúa en Qz .. por el Lema 2.3 .• 

tenemos que existe un subgrupo E de A de orden p. tal que CQ~ (E) "i/t:. l. Pero E~ z. pues. 
del párrafo anterior .. sabemos que Ca, (Z) =l. Luego E= X, =X', con te N 7 (P) (t es 
alguna potencia de k). Entonces: 

Con esta contradicción al Lema 3.9., hemos demostrado que N 7 (P)-H "i/t:. rp. 

Sabemos que Q ~ Q1 , por Jos supuestos de la Nota 3.8 .• pues Q ~ H es q-subgrupo 
P-invariante. 

Supongamos que Q <;;. Q,. 
Como Q, <>H~C0(X). tenemos que CQ,(X)=Q,nC0 (X)<JC0 (X) y asl 

CQ,(X).:;::: Q. Claramente Q.:;: C 0 , (X). Entonces. como A actúa en Q,. por el Lema 2.3 .• 
existe una J. entre l y p. tal que C 0 , (X.1) a: Q= C'h (X) (de nuevo. sabemos que 
C 0, (Z) = 1). Luego X,= Xf para alguna fe N 7 (P)-H. 

Tomamos ahora g=f. y como en Ja demostración del Lema 3.9.(ii) tenemos: 
J':;¡/::CQ,(X•)s::C0 (X•)~C0 (X)•s:;H•'Jl;H y P=P•!::;"H•. Pero ya que x• y Q1 sonP

invariantes {pues P= P" e Sy/P(C0 (X• ))).también lo es CQ, (X•). Por el supuesto de Ja 
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Nota 3.8 .• resulta que l'"""C"'{Xª)~OqlH•) y en particular Oq(H•)nH~t. en 
contradicción con el Lema 3.9.(iii). 

Luego, nuestro supuesto Q !'.;'. Q1 debe ser falso. y en consecuencia Q = Q1 • # 

Lema 3.12. [Ben 3.12] CH(Q) no tiene subgrupos de tipo (p,p). 

Demoatrad6a. Nuevamente. manejamos los acuerdos de la Nota 3.8. 
Por el Lema 3.11., Q = 0

9
(H). 

Supongamos que el lema es falso. 
Afirmamos que podemos escoger una E e C 11 (Q). E= ZP xZP con X c /:-..-: 
Sea Pe Syl,(CH(Q)). con X!;;; P. 

Ca901. xo<Cl,(Z(P)). 
Como X~ P. tenemos que [ X,'11{Z(P))] = 1 y nos basta tomar una 

y e Cl,(Z(P)l. IYI =p. El grupo E= (x.y) es. claramente. elementalmente abeliano. 

c .... 2. xeCl,(Z(P)). 
Sea E' un p-subgrupo elementalmente abcliano de rango máximo de e,, ( Q). Por 

hipótesis r(E') ~2. Sin pérdida de generalidad (conjugando a E' por elementos de CH(Q) 
si fuera necesario). podemos escoger a E' de rorma que E'~ P. Luego. 0 1 (Z(Ji)) e:;; E' 
(pues de otto modo 0 1 (Z('F)}·E' sería de rango mayor). Pero entonces 
xeCl,(Z(P))~E'. Asi, podemos extraer de E' un subgrupo E con E!;;;CH(Q). 
E5Z,xZ,y X~E. 

En cualquier caso tenemos: X!;;; E!;;; C 0 (X)nCn(Q). E 5 z, x z.-

Como C 0 (X) normaliza a CH(Q) y PeSyl,(C0 (X)), podemos ahora suponer 
ade~ que E ~ P. conjugando a E con algún elemento de C 0 (X) de ser necesario. Si 
ahora tomamos ge G como en el Lema 3.9.(ii) y Q2 := Oq(H•). resulta que E actúa en Q2 

y. por el Lema 2.3 .• c.,, (e)~ 1 para alguna e e E". Entonces, por el Lema 3.9.(iii), 
C 0 (e)¡¡;H. 

Como eeE!;;;CH(Q). tenemos C 0 (e);;;>Q. Asi, Q!;;;QnC0 (e)!;;;O.<C0 (e)). por 
Lerna 3.6., pues X!;;; C 0 (e). De manera semejante, dado que (e)!;;; H ~ G. podemos 
aplicar de nuevo Lema 3.6. y obtenemos que 0

9
(C0 (e))nH !;;; 0

9
(H) = Q (Lema 3.11.). 

Entonces N 0 (Q) ~ H (Lema 3.9.(i)) implica que Q !;;; No,1c ... ,.(Q) 

= 04(C0(e))nN0(Q)~ 0 9 (C0 (e))nH !;;; Q y en consecuencia No.<c ... ,.(Q) = Q. Por lo 
tanto O.,(Cc;(e)) no puede contener propiamente a Q {pues en un q-grupo el único 
subgnipo que es igual a su propio normalizador es el total). Luego Oq(C0 (e)) = Q y asi 
C 0 (e) nonnalizaaQ9 esdecirC0 (e)t:; Na(Q)=H. Contradicción.# 
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Not•: El siguiente lema vale en general. al margen de Jos supuestos de Ja sección. De 
hecho también vale si sustituimos ~p ... por .. x 1º y &•qn por ºa2 º. con n 1 y H 2 un par de 
conjuntos de números primos tal que "• n,,.2 = f/.>. y la demostración es esencialmente la 
mism~ pero no haremos uso de ello. 

Leme 3.13. [Piz 3. 13] Sean M un grupo. p y q primos distintos, Y un p-subgrupo de M. 
Entonces O.(C_.,(Y)) =Oq(N..,(Y)). 

Demostreción. De O•(C..,(Y))charC.,(Y).qN_.,(Y). tenemos que 0 9 (C,,(Y))qN..,(Y). 

y en consecuencia: o.(C,.,(Y)) <::; 0
9
(N.,(Y)). 

Por otro lado. Y y 0
9
(NM(Y)) son ambos nonnales en N""(Y); entonces 

[09 (N . .,(Y)).Y]c; 0.(N.,(Y))nY = 1 (Yes unp-iJrUpo). Luego 0
9
(N.,(Y)) <::; C.,(Y). Pero 

O.(N.,(Y))<1N..,(Y)::¡C,_(Y) implica que o.(N.,(Y))<JC.,(Y) y asl. tenemos 
0

9
(N_.,(Y))c;O.(C..,(Y)). # 

Leme 3.14. {Ben. Sección 3] No e><iste unp-subgrupoXde G tal que 0
9
(C0 (X)).,. l. 

Demoatracióa. Recuerde que se ha supuesto desde el Lema 3.9. hasta el actual. que tal p
subgrupoX existe y que incluso (S.P.G.) satisf"ace los supuestos adicionales de Ja Nota 3.8. 

Observamos que si x ~ O,( CH ( Q)) .. entonces X centralizaría a algún p-elemenro no 
trivial y de O,(Cn(Q)). y en consecuencia Cn(Q) contendrfa al subgrupo (x.y) de tipo 
(p,p). contrario al Lema 3.12 .. 

Luego X<::; O,(Cn(Q))<::; O,(H) por el Lema 2.4.(iii). Pero entonces 
X ='1 1(Z(O,(Cn(Q)))) {otra vez por el Lema 3.12.). 

Si yeC,,(Q) con /Yl=p y y1<X. entonces y actúa en XcharCu(Q). y actúa 
trivialmente pues plfAut(X)J=p-1. Esro contradice al Lema 3.12. Entonces Xes el 
único subgrupo de orden p de C,,(Q). Pero C 0 (Q) s= N 0 (Q) =H. Luego C 0 (Q) = C,,(Q) 
y X es también el único subgrupo de ordenp de CQ(Q). 

Como XchorCa(Q).qN0 (Q). teneJllos que h•Xs;;;O,(N0 (Q)). y. por tanto. 
O,(N0 (Q))"" J. Por el Lema3. 13 .• O,(C0 (Q)) .. 1. 

Asf. podemos intercambiar p y q si es necesario. y suponer que p < q. 

Como Q=09 (H) charH. tenemos que C11 (Q)charH y X=O,(Z(O,(C,,(Q)))) 

charH. Si Sesyl.(H). S actúa en X. trivialmente. pues qf/Aut(X)l=p-1. ya que 
escogimos q>p. Luego X~C0 (S) y X es el único subgrupo de orden p en 
C 0 (S) s;;;C0 (Q)= C 11 (Q). 

Entonces XcharC0 (S).. y además. otra vez por el Lema 3.12 .• 
X=0 1(Z(O,(Ca(S))))=fl1(Z(O,(N0 (S)))) (recuerde del Lema 3.13. que 
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O,(C0 (S))=O,(N0 (S))). Asf. XcliorN,;(S) y enronces Na(S)c, Nu<X¡~/f. Luego 
N 0 (X) = H por Ja maximalidad de H. Además. Na(S) ~H. pero enaonccs .\"e S_il"(O) 

necesariamente (como siempre. si K eSyf.,(G) con S't;;. K. entonces S t;;; NA.(S)t;;;. NG(S). 

pero N,1:(S)nH = S). Asf. Snonnalizaa X~ J. contrario al Lema 3.2. # 

Lema A.. [Ben, Lemma J] Si Re ..P,... entonces el subgrupo de Fitting F( R) es un r-grupo. 
En particular. Z( F(R)) contiene aJ centro de algún r-subgrupo de Sylow de G. 

J>emoatr•cióa. Supongamos. paro fijar notación, que r =p. 

Por el Teorema 0.28., F(R)=O,(R)xO_cR). Si Re.J?,. enlonces R=C0 (X) o 
R= N 0 (X). para algúnp-subgrupo Xde G. Entonces. por el lema anterior (y por el Lema 
3.13.) o.(R) =09 (N0 (X))= 0.(Ca( X))= 1 y por lo 1an10 F(R) = 0,( R) es unp-grupo. 

Soto resta probar que Z(F(R)) contiene al centro de un r-Sylow de G. 

Sea Re ..E',.; entonces R = N 0 (X) o R = C 0 (X) para algún r-subgrupo X de G no 
trivial. Como X .q R. X s;;;O,(R). Sea/> un r-Sylowde G. tal que X<:: 0,(R) = F(R) s;;; P. 
Entonces Z( P) e C 0 ( X) s:;: R (en cualquiera de Jos dos casos). Luego: 
[Z(P),F(R)j¡;;;[Z(P),P) =l. y asf Z(P)<;;. CR(F(R))i;:. F(R). 

Por lo tanro Z(P) <:: Z(F(R)). # 
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4. Sube;rupos q-locales ma1imales para q < p 

Como se dijo al inicio del capitulo anterior. et objetivo de los capitulos 3 al 6 es 
probar el teorema de Burnside. Para ello hemos supuesto que el teorema de Bumside es 
falso. En el capitulo 6 esta suposición nos llevará a una contradicción. De modo que: 

Adverte•cia: Todos los resultados de este capitulo suponen la existencia de un 
contraejemplo minimal al teorema de Burnside y no deben ser usados Cuera de este 
contexto. 

Suponemos. como en el capítulo anterior .. que G es tal contraejemplo. Las 
observaciones y la notación del inicio del capitulo 3 siguen siendo válidas. Podremos usar 
tanto los lemas 3.1 al 3. 7 como el Lema A. que no hacen supuestos adicionales sobre G. 

Nota 4.1. En este capítulo supondremos que: 

d=ma.r{r,(H)JHe-P,,}2'2. q<p. He.J?¡. r,(H)=d. A~H es unp-subgrupo 

elementalmente abeliano de orden pd y definimos: Q:= O.,(H). Recuerde. que gracias al 
Lema A. 0

9
(H) = F(H). 

Repetidamente, a lo largo del texto. consideraremos la situación descrita en(•): 

{

l ,.B<:: A 

M=Cc;(B) 

V = un q - subgrupo de CC/ ( B) elementalmente abeliano no trivial 

Al final de este capitulo recogeremos en e] Lema B las implicaciones más 
importantes de estas premisas. 

Lema 4.2. [Ben 4.1] Si A~ He -P.,, entonces todos los q-subgrupos A-invariantes de H 
están en a.<Fl>. 
Demoetnci6n. Como A es un p-subgrupo elementalmente abeliano maximal de H. y 
como q < p implica que p ~ 2, podemos aplicar el Lema 2.8. (ver también la nota que le 
sigue).# 

Lem• 4.3. [Ben 4.2] Si A~ He -P,, y HnQ,. 1. entonces H <::H. 



De•oat.-.cióa. Suponga las hipótesis del enunciado y que H ~ He 1~;. Entonces Q n H 
es un q-subgrupo A-invariante de ll;, por lo tanto. QnH c: o .. <H> (ver el Lema 4.2.). 
Como A satisface los supuestos del Lema 3.5. (gracias a.I Lema 4.2.). tenemos: 
Q=O.<H)ee'7"(A,q) y o.(H)e.ff"(A,q). Además, Qno.<11>= 1 (recuerde que H 

maximal y 0
9
(H),.1 implican H=N0 (0.(H)). en particular O•(H),.Oq(H)). pero 

entonces QnH ~ Qno.,(H) = 1. contrario a lo supuesto.# 

Le•• .. _ .. _ [Ben 4.3] Suponga(•). Entonces O,(Jvf) = F( M) ~H. Si IA:BI =p. entonces V 

tiene un subgrupo Ude indice q tal que r,(C0 (U)) 2: d. 

Oe•o.traci6a. Sea P=O,.(M). Como Me-E',. tenemos, gracias al Lema A. que 
P= F(M). 

Si [V,P)=I, tenemos que V~CM(P)c:P (de nuevo por el Teorema 0.29.) y 

entonces (como Ves un q-grupo) V= t. contrario a(•). Concluimos que [V.P] ~l. 
Si ahora P c: H. entonces !' actúa en Q char H y (trivialmente) en Be Z( M) 

(M:=C0 (B):2P); luego P actúa en CQ(B). y viceversa. pues PcharM= 

C 0 (B);;;¡ CQ(B). Entonces 1,. [V. P]¡;;; ( CQ(B),P],;;; CQ(B)nP =l. 
Concluimos que P a; H. 

De (V.P) ~ l, tenemos Cp(V) ~ P y asi (como V actúa en P. y por el Lema 2.3.) 
existe una U, con IV:Uj =q. tal que Cr(U) a; Cr(V). Como V actúa en P y en u. tenemos 
que actúa también en Cp(U), y además [V,Cr(U)],.l, pues de otro modo 
Cp(U),;;;Cr(V). Por el Teorema 2.5., [V.O,(Cp(U))j,.l, y as!, existe un elemento 
a e Cr(U). de orden p. que no es centralizado por V. En particular. a« B (recuerde que 
Vc:C0 (B)). Como aeP1=,M=C0 (B). B(a) es elementalmente abeliano. de rango 
r(B)+I = r(A) =d (por hipótesis IA:BI = p). Luego B(a),;:; C 0 (U) y r,(C0 (U)) ?:.d.# 

Lem• 4..S. [Ben 4.4] Cn(A) no tiene subgrupos de tipo (q, q). 

De•oatraci6a. Supongamos que existe una V~ CH (A). con V = z., x z.,. Por el Lema 4.2 .• 

V c: O.,(H) = Q. Entonces, si x e V\ tenemos A e: C 0 (x) e _t;. y 1 ~ x e C 0 (x)nQ, y por 
el Lema 4.3 .• tenemos: Ca (x) ~ H. 

Sea P= Or(C.,(A)). Como V,;:;; C,,(Al,;:;; C 0 (A), V actúa en P. IVI =q' y, por el 

Lerna2.3 .• P = (Cr(x)Jx e V"). Pero entonces, P = (Cp(xlJx e V")¡;; (C0 {x)lx e v·),;:;; H. 

Si en el Lema 4.4. tomamos B=A. tenemos: P=OP(M)=F(M). M=C0 (B). 

B- 1 (pues A~ 1) y 1 ~V !i;;; CQ(B), es decir. los supuestos del Lema 4.4.; usando éste. 
concluimos P a; H. Esto es una contradicción con ta última expresión del parra.fo anterior. 
# 



Lem• 4.6. [Ben 4.6] Suponga(•), con IA: BI =p. Entonces IVI S q 2
• 

Dem09tracióa. Si ese no es el caso, por el Lema 4.4 .• existe una U con JV:UI = q (y en 
particular r(U);;,, 2) tal que r,(C0 (U))-;,:. d. Si A<:; C 0 (U). con r(A) =d, y Hes tal que 

CG(U)c;He..t;. tenemos Uc:Cn(A}. Pero entonces C 11 (A> contiene un U 0 s;;;U. de 
tipo (q. q). contrario al Lema 4.5. # 

Lema 4.7. [Ben 4.5] Si C 11 (A) contiene un subgru¡x> Qo de orden q. Q0 es único. Existen 
subgrupos 17 y A que satisfacen las mismas propiedades que H y A respectivamente. y 
además Cn(A) contiene un subgrupo Q0 de orden q. 

Demostración. Si tal Q0 existe. como Q 0 es A-invariante, el Lema 4.2. nos dice que 
Q0 e: Q =O.,(H). Entonces su unicidad se sigue del Lema 4.5. y del Lema 0.41. 

Supongamos que CH(A) es unp-grupo. 
Sea V e: Q un q-subgrupo A-invariante no trivial minimal (como Q mismo es A

invariante. tal V existe). Entonces V es elementalmente abeliano. pues 0 1(Z(V)) ::¡t:. 1 es 
caracteristico en v. y por Jo tanto A-invariante. Por Ja minimalidad de v. tenemos que 
V='11(Z(V)). 

Ahora q < p implica que IVJ ~ q 2
• pues si no. Pl q -1 = f Aut (Zq )1 implica que 

[A.V]= 1 y entonces V<:; CH(A) y C,,(A) no sería unp-gnipo. 

Asl, por el Lema 2.3., V=(C,(B)llA:Bl=p). Pero como cada C,(B) es A

invariante. tenemos que. por Ja minimalidad de v. V=C.,.(B). para alguna B~A. con 
IA:BI= p. Además B,,. l. pues r(A)= d ""- 2 implica que r(B) =d-I ""-l. También 
1 ,,. V = C, ( B) ¡;;; c., ( B) <:; C 0 ( B) = M. Ahora podemos aplicar el Lema 4.4., para concluir 
que V tiene un subgrupo U. de índice q, (en particular U ::¡t:. J ). tal que C 0 (U) contiene unp
subgrupo elementalmente abeliano A de rango r( A) = d (máximo). 

Si ahora H es tal que C0 (U) ~ He -E;. podemos reemplazar A por A y H por H 

(1,,- U<:;C0 (A)nH=Cn(A), Ves unq·grupo). # 

Nota 4.8. De aquí en adelante, supondremos que CH(A) contiene un (único) subgrupo Q0 

de orden q. Entonces Q0 es A-invariante y. por el Lema 4.2 .• Q0 e;;' Q. 

Lem• 4.9. [Ben 4.7] Q0 es el único subgrupo no trivial elementalmente abeliano A
invariante de Q. En panicular Q0 = '1 1(Z(Q)). 

Demoatr•ción. Suponga que existe un contraejemplo V. Afirmarnos que existe otro 
contraejemplo V que satisf"ace Q0 ~ V: 
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e- L Q0 e; Z(Q). 
Tomamos V= (Q0 .V) ~ Q0 . Entonces V es elementalmente abeliano, A

invariantc y Q 0 ~ V. 

C•oo D. Q0 g: Z(Q). 
Tómese iT = (Q0 .n,(Z(Q))}.,. Q0 (note que Q0 nn,(Z(Q)) = 1). Entonces 

Q0 !;"V. y como 0:1 (Z(Q)) charQ es A-invariante. V también lo es. Claramente V 
es elementalmente abeliano. 

Ast. como se afinnó._ existe otro contraejemplo V con Q0 ~V. 

Sea V un contraejemplo mini mal al Lema. que respete la condición Q 0 ~V. 

Entonces. como C,.(A) (; C 11 (A). Q0 es el único subgrupo de C 11 (A) de orden q y 
C.,(A) es elementalmente abeliano. tenemos C"'v (A)= Q 0 • 

(1) Afirmarnos que ¡v¡;,,q': 

Si ¡v¡:s:q'. entonces IVl=q'. Corno A actúa en V/Cv(A)=V/Q0 y IV/Q0 l=q. A 
tendrla que actuar trivialmente en V/Qo = zq. pues !Aut (Zq>I = q-1 <q <p. Entonces A 

estabilizarla la serie V t> Q 0 t> l. Por el Teorema 0.19 .• A actúa trivialmente en V. contrario 
a C,,(A)=Q0 • 

Tenemos V= (Cv<B>l IA:BI = p} (por el Lema 2.3.). pero entonces V= C,,(B). para 
alguna B. con JA:Bl=p,. por la minimalidad de V (pues C 1,(B) es A-invariante y 
Q0 = Cv(A) e; C,.(B)). 

De nuevo B"' l. ya que r(A) = d <? 2 y IA: BI =p. Asi 1 "'V e; CQ(B) y, del Lema 
4.6 ... concluimos que IVI S: q 2

• Esto contradice ( 1 ). # 

Lem• 4.10. [Ben 4.8] Tenemos H=N0 (Q0 )=C0 (Q0 ). Cualquier subgrupo Q, c;G de 
orden q que satisfaga r,.(C0 (Q1 )) ;?; d es conjugado a Q0 y es central. 

Demostraciónª Del lema anterior. tenemos Q0 = '21 (Z(Q)) charQ <J H. Luego 
He;:; N 0 (Q0 ),. y por la maximalidad de H. tenemos: H = N 0 (Q0 }. Además. por el Lema A. 
existe un G

9 
e Syl.CG). con Z(G

9
) e; Z(F(H)) = Z(Q). Entonces 1 "'O, (Z(G

9
)) 

c;O,(Z(Q)) = Q0 • Luego: Q0 = O,(Z(G9 )), pues IQol = q. 
Claramente Q0 es central. 
Sea ahora Q, c;G. con ¡Q,l=q y r,{C0 {Q,))<?d. Sean Ac;C0 (Q,) un subgrupo 

elementalmente ebeliano. con r(Á)=d y H tal que C 0 {Q1)s=He-E;. Tomemos 

Q:= O_cH) = F(H). Entonces Q, es un subgrupo de orden q de C0 (Q,) =Cn(Q,) y por el 
Lema 4.7 .• Q1 es único. De nuevo, como Q 1 es A -invariante. tenemos Q 1 s= Q (ver el Lema 



4.2.). As!, Q1 =01 (Z(Q)) (por el Lema 4.9.). Entonces. igual que antes, Q, =01(Z(G;)), 
para alguna a; e Syl.,(G). Luego a;= a:. para alguna ge G. En consecuencia: 

Q~ =01(Z(G:))=01(Z(G;))=Q1 • 

Ahora bien: sabemos que H normaliza a Q0 • Como IAut(Q0 >1=\Aut(Z9 )\ = q-1 y 

q - t < q < p. resulta que ningún elemento de H puede inducir un automorfismo de Q 0 no 
trivial, luego H = N 0 (Q.,) = C0 ((2, ). # 

Leal• 4.11. [Ben 4.9} q = 2. 

De111oatraci6a. A actúa en Q. Luego, por el Lema2.3 .• tenemos Q = (Ca(B)\ IA:B\ = p). 

Recuerde que Ca(A) "'Q: si Ca( A)= Q, tendríamos [Q.A}= 1, y por el Teorema 
0.29 .• resulta A<:: CH (Q) <:: Q = F(H). lo cual implica que A= l. 

Como Ca(A) .. Q, existe una B<::A. con IA:Bl=p. tal que Ca(B) no es 
centralizado por A, es decir: CCl(B) <.:Ca( A) (en particulat Ca(B),,. 1). Por el Lema 4.6., 
r(Ca(B)) S2. 

Tenemos entonces que unp-grupo A actúa no trivialmente en un q-grupo CQ(B). de 
rango a 1o más 2. Como también sabemos que q <p .. podemos aplicar el Lema 2.9 .• para 
concluir que q = 2. # 

Lema 4.12. [Ben .4.10] Suponga(•), con \A: B\ S p' y C 0 (B) <.: Ca(A). Entonces (i) o (ii) 
{pero no ambas) es verdadera: 

(i) C 0 (B) es un grupo cuatemio de orden 8. 

(ii) Ca(B) tiene más"de una involución, \A: BI= p' y A <.:01(Z(O,(C0 (B)))). 

En el caso (ii) .. si = es la involución de <?o y t ~ = es otra involución en C 0 (B). 
entonces= es conjugada a algunas e {t,t:} y= f! F(C0 (s)). 

Demoatraci6n. Sabemos que Q0 <:: Q (Nota 4.8.). Sabemos tatnbién que A actúa en C0 (B) 

(pues Q char H ~A, B <::A y A es abeliano). Por otro lado [ A.Ca(B)] .. 1 (de otro modo 

Ca(B) <::Ca( A), contrario a las hipótesis). Ahora. 0 1 (Z(C0 (B))) es no trivial y 
elementalmente abcliano~ está contenido en Q y es A-invariante (pues A actúa en C 0 (B) y 
0 1(Z(C"(B))) char C"(B)). Luego, por el Lema 4.9., Q0 =01 (Z(Ca(B))). En particular 
Q0 churCa(B). 

SuponpmM que C0 (B) no tiene más que una involución. 
Entonces~ CQ(B) no tiene 4-grupos. 
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Afirmamos que CQ(B) no es abcliano: 
Si CQ(B) es abeliano tendría que ser cíclico., pues sabemos que C 0 (B) tiene un 

único subgrupo de orden 2: Q0 • Entonces 1Aut(C0 (B))\= fAut(Z2 ,,, >\= 2ª -2ª-1 = 2°-•. y A 

tendría que actuar trivialmente en C 0 ( B). contrario a lo que sabemos. 

Ahora podemos aplicar el Lema 1.12. y tenemos ¡c0 (B)l=8. Luego C0 (B}=:Q •• 
pues el único otro grupo no abeliano de orden 8 es D 4 • y éste tiene más (5) involuciones. 

Asf,. si C 0 (B) tiene una sota involución. C(J(R) = Q •• es decir satisface (i). 

S•po•pmos para el resto de la demostración que CQ(B) tiene más de una 
involución. Tenemos que probar (ii). 

Sea;: la involución de Q0 y sea t '11:- z una involución de C 0 (B). 

Sea Y=01 (Z(Op(M))). con M=C0 (B). Por el Lema A. tenemos 
O,(M) = F(M)"' l (Mes soluble) y, en particular. Y"' l. 

Sea W:=[Y.Q0 ]. 

Como Q0 e CQ(A)i;:C"(B)c M y Y char M, tenemos Wc Y. 

Afirmamos que W~{we Ylw.E = w- 1
}. 

Si w = y=y-•:. con y e Y. es un generador de W, tenemos w"' = =yzy -t = 
(y:y-1

.:)-• = w-1
• Como W e;, Y e: Z(O,(M)) es abeliano. tenemos w"' = w-•. también en el 

caso de que w sea un producto de generadores. Esto prueba Ja afirmación previa. 

En particular C,.(=) = C.,.(Q0 ) =l. 

Notemos que CQ(B) actúa en W = [Y,Q0 ] (pues C"(B) actúa en Q0 charC"(B) y 
Ca(B) actúa en Y char M =- C"(B)), y que A actúa en W (pues A actúa en Q0 

(trivialmente) y en Y char M ;;2 A). 

Afir•amos que CQ(B) actúa fielmente en W. 

Supongamos que CQ(B) no actúa fielmente en W. Entonces K:= Cc
0

ca>(W) ~l. 

Como A actúa en W y en C 0 (B). A actúa en K. Como K ~ 1. 0 1{Z(K)) ;i!: 1. 

Además. Kc;CQ(B)<;;Q. Luego, Q0 =0,(Z(K))c Kc Ca(W) (aplicando el Lema 4.9., 
pues O, (Z(K)) char K es A-invariante). Entonces (Q0 ,W] = l y W e C, ( Q 0 ). 

Como Q0 actúa en YcharM. por el Teorema 2.1 .• tenemos: Y=Cy(Q0 )[Y.Q0 ] 

= C,(Q0 )W = C,(Q0 ). Entonces [Q0 ,Y] =l. 
Por el Lema A. Z(OP(M)) = Z(F(M)) contiene elementos centrales, y por lo tanto 

Y= C.1 (Z(O,{M))) también. Luego Q0 centraliza a algún p-subgrupo (de Y) central. Pero 
Q0 mismo es central (por el Lema 4.10.). Esto contradice el Lema 3.4. 
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Co•cl•imo9 entonces que. como se habla afinnado. C 0 (B) actúa fielmente en W. 

Afirmamos a continuación que A a: C0 (W). 
Supongamos que A e: C 0 (W). Entonces [A,W] =!,luego: 

(CQ(B),W,A]c: [W,Aj = 1 (pues CQ(B) actúa en W). también (w.A.CQ(B)j 

= [1,CQ(B)]= 1, y entonces. por el Letna de los tres subgrupos. resulta [A.CQ(B).W]= l. 

Si recordamos que [A .. CQ(B)]':tl!l y que CQ(B) actúa fielmente en W. tenemos: 

1 •( A.CQ(B)jc:: Cc01 s 1(W) =l. 
Esta contradicción prueba que, como se habla dicho. A~ C 0 (W). En particular,. 

A~ Y= '11(Z(O,(C0 (B)))). pues Y e: C 0 (W). 

Clara.mente ACQ(B} actúa en W, es decir.. tenemos un homomorfismo 
tp: ACQ(B)-+ Aut (W) = GL(W). La imagen de tp es un grupo de orden pªq" con 

a * O * fJ. pues A ~ C 0 (W) y C" (B) actúa fielmente en W. 

Afirmamos que Ker(tp) = CA(W). 
Claramente C,..(W) ~ Ker(t¡I). Como C 0 (B) actúa fielmente en JV. tenemos que 

CQ(B) "'tp(CQ(B)) y. en consecuencia,. Ker(tp)nCQ(B) =l. 
Si aceKer(9').conae A y ceC0 (B).tenemos acwc-•a-• =w. para toda weW. 

Entonces cwc-• = a-•wa para toda w e W; pero e induce un 2-automorfismo de W y a 
induce unp-automorfismo de W. Se sigue que cwc-• = a-1wa = w .. para toda w e W. Luego 
ceCc

0
ta>(W) y aeC..c(W). entonces e= 1 y aceCA(W). En consecuencia 

Ker(tp) = CA(W). como se babia afirmado. 

Entonces q;t(A) y tp(C0 (B)) son (rcspectivamente)p- y q- subgrupos no triviales de 
GL(W). Veamos que. además. tp(A) normaliza a tp(Ca(B)): 

Tenemos CQ(B)CA(W) <1 ACQ(B) (A normaliza a CQ(B) y CA(W) es normal en 
AC0 (B) por ser el núcleo de un homomorfismo). Entonces tp(CQ(B)CA(W)) =tp(CQ(B)). 

y en consecuencia. tp(CQ(B)) <1 <P(ACQ(B)). En particular, tp(A) normaliza a tp(CQ(B)). 

Observarnos que r(W) > 1, pues de lo contrario. W = ZP o W = 1; en cualquier caso 
A tendría que actuar trivialmente en W, contrario a lo que sabemos. 

También, r( W) ~ 2.. pues de lo contrario. gracias a los resultados del párrafo 
anterior, podríamos aplicar el Teorema 2.10. para concluir que r(C0 (B)) = 1 (recuerde que 
CQ(B)"'<P(CQ(B))). Sin embargo. (=)=Q0 charC0 (B) implica que t actúa en Q 0 • y 
entonces [t.Q0 ]=1 (Aut(Z,)=1). Luego (t.:)sCQ(B) es elementalmente abcliano, de 
rango 2,. y entonces r( CQ ( B)) C? 2 .. contrario a1 resultado previo. 
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Concluirnos que r(W);;,, 3. 

Ahora (r,:} actúa en W y (como ya se dijo) c .. (:)= c •. (Q0 ) =l. Luego, por el 
Lema 2.3 .• tenemos que W=C.,(1)+C .. <1=>· Entonces. una de dos: r(C,..(t))~2 o 
r(c;,.(rz));;,, 2. Seas e {t ,tz} tal que r(C .. (s));;,, 2. 

Observamos 3 cosas: 

(1) B,C .. (s)s;;;;CG(s). 
(2) (B,C .. (s)]= I (pues C .. (s),;;:; M = CG(B)). 

Dado que [Q0 .BJ=l y C.,(Q0 )=L es decir. que todos Jos elementos de B 
conmutan con Q0 y todos los elementos no triviales de IV'no conmutan con Q0 • tenemos: 

(3) anc .. cs> = 1 . 

Entonces, d;,,r,(CG(s));,,r(B)+r(C •. (.v));,,d-2+2=d. Luego r,(Cc(s))=d y 
r(B) =d-2; es decir fA:Bf =p'. 

Por el Lema 4.1 o ... s y z son conjugadas. 

Fi••lmeale. sólo resta probar que z fE F(Ca (s)). 

Sabemos que D:= B+C..(s) s;C0 (s)nY es elementalmente abcliano. de rango 
r(D) =d y fD:Bf =p'. Además,:: no conmuta conD (pues c .. (::)= 1). 

Supongamos que==_.. e F(Cc(s)), con ge G. Entonces, :•,s,: e F(Cc(:)) = Q. 
Definimos: 

A:= D• =a•+ c ... <_..>,;;:; ce <=>nY• 
l!i:= nr 
M:=Cc(B)=M• 
Y:=O,(Z(O,(M))) =y• 

Observamos que A,;;:; Y,;;:; 0,(Z(O,(Cc(B)))). Si podemos aplicar la parte del 

lema que ya tenemos probada. sobre A. B. M y Y en lugar de A,. B. M y Y • podríamos 
concluir que Aa;01(Z(O,(Ca(B}))). Jo cual nos conduce a Ja contradicción que 
necesitamos. Esto es justo lo que nos proponemos hacer. Más concretamente. vamos a 
probar que A. 1i. M y Y satisfacen los supuestos del lema~ es decir: 

(A) r(A)=d: 
r(A)=r(D)=d. 

(B) As;;;;H: 
D~C0 (S) implica que A= D 11 s:: C 0 (s .. )= C 0 (:) = H_ 

(C) 1 "'Bs;;;;A: 



B = Bª, Bes no trivial y B ¡;;;; D implica que B ¡;;;;A. 
(D) M:=C0 (B): 

Por definición. 
(E) 1 .- c.,(B): 

?O 

Comos conmuta con B. z = ~ corunuta con B = Bª. Luego 1 """=e Ca(1í). 

(F) Cn(A) tiene un subsrupo de orden q: 
Como s conmuta con D. z conmuta con A. Entonces ::: e CH (A). 

(G) IA":Bjsp': 
IA":Bj =ID:BI= p'. 

(H) c.,(8.)~C.,(A): 

Como z no conmuta con D. z• no conmuta con A. Como= conmuta con B. 
=• conmuta con B. Recordamos que :::•e Q = F(C0 (z)) ( pues hemos 
supuesto zeF(C0 (s)) ). Luego ~eC.,(B)-C.,(A). En particular 

c.,(B)~C.,(A). 
en c.,{8) no es un grupo cuatcmio: 

Un grupo cuaternio tiene sólo una involución. Entonces :::.r• eCQ(7i) y 

z=s• .-:•implican que c.,(B)>&Q •. 

Observamos que las condiciones (A) y (B) son condiciones aenerales de este 
capitulo; (C)-{E) corresponden a los supuestos (•); (F) es el supuesto de la Nota 4.8.; (G) y 
(H) son premisas explicitas de este lema. Finalmente se verifica (1) .-ra asegurarnos de 
poder aplicar el resultado (ii) del lema. # 

Lema 4.13. [Ben 4.11] 

{i) p = 3. 

{ii) C.,{A) = Q0 • 

(iii) Si B ¡;;;;A, con IA:BI = p y c.,(B) .. º··entonces ¡c.,(B)I = 8. 

DemOlltración. Si C.,(A) = Q, entonces A¡;;;; Cn(Q) e: Q (pues Q = F(H)), lo que implica 
que A= l. Concluimos que CQ(A)-¡1::. Q. Por el Lema 2.3 . ._ A tiene un subgrupo B de indice 
p, tal que C.,(B)~C.,(A). Por el Lema 4.12., C.,(B)=Q •• para esta B. Luego 
1.- Q, ¡;;;; c.,(A)!; c.,(B) "'Q •. Observamos que c.,(A) <l c.,(B). pues todo subgrupo de 
Q. es nonnal. Entonces: 

c.,(B)/C.,(A)"' z, o c.,(B)/CQ(A) "'z, xz,. 
En el primer caso. A actuaria trivialmente en Ca(B)/Ca(A). cstabiliz.ando a la serie 

subnorrnal c.,(B)<>C.,(A)t>I. En tal caso, por el Teorema 0.19., [A.C<2(B))=l, que 

sabemos es falso. puesto que CQ(B) g: Ca(A). 
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Entonces CQ(B)/CQ(A)sZ2 xZ,. jCQ(A)j=2, y asl CQ(A)=Q.,. TambienA actúa 

no trivialmente en C"(B)/C"(A). y, como 1Aut(Z2 xZ,>I = ¡s,¡ = 6, resulta que p = 3. 
Si ahora B es cualquier subgrupo de A de indice p. C 0 (B}"" Q 0 implica que 

CQ(B) g; CQ(A) y aplicando de nuevo el Lema 4.12., tenemos (iii). # 

Le- 4.14. [Ben 4.12) Q/Q0 es elementalmente abeliano. 

Dem-•r•ci6a. De hecho probaremos que Q0 es el subgrupo de Frattini de Q. Sea 
4>:=4t(Q), el subgrupo de Frattini de Q. Si Nes un subgrupo maximal de Q, entonces tiene 
Indice 2, y por lo tanto es normal en Q. Luego, N n Z( Q) * 1 (por el Lema O. 11. ). y esto 
implica que n,CNnZ(Q))*I. Entonces NnO,(Z(Q))*I. pero '1,(Z(Q))=Q0 (por el 
Lema 4.9.). Asi NnQ0 -.1. Recordando que IQ0 I = 2, tenemos Q0 t= N. Entonces Q0 está 
contenido en cualquier subgrupo maximal. y por lo tanto Q1.1 i:: <l>. 

Suponga que Q0 ~el>. Entonces. por el Teorema 0.13 .• podemos refinar Ja serie 
normal Q e> CZ, C> Q0 t> 1. y encontrar un sub grupo U <1 Q. de orden 4, con Q0 t; l/ t= el>. 
Ahora Q/C0 (U) se inyecta en Aut(U) (Q actúa en U). Entonces. tenemos dos 

posibilidades: 

{
2 si U s.Z 

!Aut(U)I = 6 si U s. z: xZ
2 

En cualquier caso, jQ:C"(U)j S2, y o bien CQ(U) = Q, o bien C"(U) es maximal. 

De nuevo en cualquier caso CZ-s;;CQ(U)~ es decir, U~Z(d>). Así tenemos 
Q. <;U i:; Z(tl>) i:; 4>. Como O, (Z(4>)) es un q-subgrupo elementalmente abeliano de Q. 
claramente A-invariante. por e1 Lema 4.9.~ Q0 = 0 1 (Z(cl>)). Luego Z(cl>) es cíclico y 
!Aut (Z(t!>))I = !Aut (Z

2
• >I = 2" -2«-1 = 2«-1

• A tendría entonces que actuar trivialmente en 

Z(4>);;;;? Q0 , esto contradice C"(A) = Q 0 • 

Finalmente, Q/Q., = Q/4>(Q) es elementalmente abeliano. por el Teorema 0.38. # 

Lema 4.lS. [Ben 4.13] Q/Q0 =:Q es producto directo den~ 2 subgrupos A-invariantes de 
orden 4: Q,, ... ,Q.. 

Demostración. Como A actúa en Q, sabemos (por el Lema 2.3.) que 

Q =(C0 (B)llA:Bl=p}. Además, por el Lema 2.2 .. para cada Bi:; A: 

Ca(B)= Co(B)Qo = Co(B). 
Q. Q. 

Luego, si C 0 (B) ;ie:. 1, entonces CQ(B) -:;1::. Q0 • Por el Lema 4.13., ICa(B)I = 8, y en 

consecuencia. fC0 (B)! = 4. Claramente C 0 (B) es A-invariante (pues By Q lo son). 
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Observemos ta<nbién que (si C0 (B),,.1) C0 (B)º:=C0 (B)-{1} es una órbita bajo 

la acción de A: claramente A actúa en Ca (B)º (c:on acción de conjwllos) y lea (B)ºI = 3; 

como IAl=3ª. tenemos que C 0 (B)º es una órbita o C 0 (B)º i;;;C0 (A). Esto último no 

ocurre: pues. por el Lcrna 2.2. y el Lema 4. 13 .• 

Tomemos ahora algunos subgrupos B¡ ••••• B .. ~A .. con JA:B,l=p=3. pua 
i = 1.2 •.•. • n. tales que Q; •...• Q,. (definidos por Q,:= C 0 (B,) para i = 1.2 •...• n) fonnen un 

producto directo (interno) maximal Q; x ... x Q., ~ Q. 

Suponga,, para llegar a una contradicción. que Q; x ... x Q.. s;; Q. 
Por el Lema 2.3., existe un subgrupo Bt;;. A, con IA:BI = p y C0 (B)¡¡; Q. x ... xQ.. 

Como C 0 (B)• es una órbita bajo la acción de A. y Q. x ..• xQ:. es A-invariante (y por lo 

tanto unión de órbitas). tenemos que Ca(B)º <;;. Q, X ••• xQ. o Ca(B)º nQ. X ••• xQ. = t/J. 
Como Ca(B)¡¡;Q,x ••. xQ.. se sigue que C 0 (B)nQ.x ... xQ.=l. Ahora 

Ca (B) x Q. x ••. x Q,. es un producto directo más grande que Q. x ... x Q... Contradicción. 

Concluimos que Q = {!a x •.. x O:,. como se afirmaba. 

Si ahora n = J. tenemos Q = Q; = c0 ( B 1 ). Esto implica. por el Teorema 0.29 .• que 

B, ¡;;;; C,(Q) =l. Luego B, = 1 y !Al= p. contrario a r(A) =d?:. 2. # 

Lema 4.16. [Ben 4.14) Sea te Q-Q0 un conjugado a la involución =e Q0 • con 
zeF(C0 (t)). Sea C:=HnF(Co(t))=CF<Ca<m(=). Entonces cnQ=(t). ¡q-;,:.2• (con n 
como en el lema anterior). y Ca,_,un(t) s::: Q. 

-oetracló•. Sea Q':=F(C0 (t)),.Q. :eQ'. Como H=C0 (:). tenemos =eC0 (t). 
Juego= actúa en Q' y (trivialmente) en (t). Entonces= actúa en Q':=Q'/(1). que es 

elementalmente abcliano por el Lema 4. 14. Asl [ =. Q'] <;;. Q' y = actúa en [ =. Q'] por 

inversión. Como Q' es elementalmente abeliano. = actúa trivialmente en [ =. Q'] (pues todo 
elemento es su propio inverso). 

Ahora, sea Te End(Q') la transformación Z 2 -linea1 definida por 

T(q) = :q:-•q = (T, + I)(q). donde T,(q):= =q=-• es la transformación lineal inducida por=· 
Luego Ker(T)=Ca·<=> y bn(T)=[=.Q']. Como [=.Q']i;;;c0.(:) (pues= actúa 
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trivialmente en [z.Q'j). tenemos di1n(.fn>(.T))Sdün(Ker(T)). Además, 2n=dun(.Q')= 

dim(.Jll(T))+dim(.Ker(T)). Asl. dim(Ker(T));;, 2n/2 = n. es decir. /Ca·<=>/;;, 2". 
Sea Jr:Q'-. Q' la proyección natural. 

Si xe•-1(C0 .(:)). entonces .x.=x-• m:modt. es decir. x.:x-• ==o x=x-1 =::t. En 

particular. =ir-• e(r.=}. Además x e ,..-•cea.(=)) implica que x eQ'c: Ca(t); por lo tanto. 

xtx-• =t e(t.=}· 
Concluimos que xe N<>"<(t.=}>. 

Asi, Nq-<(1.=}>;;, r••. 
Además C= HnQ'= Cq-(z)= C<r<.(1.=}> (pues Q'c: Ca(/)). Luego: 

( } ( } 
N<>"<.(1.=)> . ( } 

C=Cq-( 1,:: )C: Nq-( t,::) y entonces Co.((i.::}> se inyecta en Aut( ::.1 ).,S,. Luego 

/Nv<(1.=}>:Cq-<(1,z}>/ s2. y por lo tanto, ¡e¡= /c.,.<(r • .::))/;;, 2•. 

Sea V=CnQ=HnQ'nQ=Q'nQ<>H'nQ=C0 (t) (con H':=Ca(t)). Luego 
1 e V <1 C0 (t) y C.,(t) e: N 0 (V). 

T1U11bién tenemos que C.,(1) = c.,<(1,::}> (pues Q<= H= C0 (z)) y como Q/Q0 es 
elementalmente abeliano. tenemos (1.::}/Q0 <1 Q/Q0 , y ello implica que (1,::) <1 Q. Entonces 

Q/C0 <(1.=)> se inyecta en Au1<(t,z}>5S,. Así. jQ:C0 (t)j=/Q:C0 <(r.z)>js2. y. 

consecuentemente. /Q: N 0 (V)/ S 2. 
Pero V-1>Q. pues de otro modo vnz(Q)""l (ver el Lema 0.11.) implica que 

vnn,(Z(Q))"" I; luego ze V= QnQ'c:Q'= F(Ca(I)). Contrario a las hipótesis. 
Concluimos que fQ:NQ(V)f =2. 

Además VQ 0 /Q0 <1 Q/Q0 implica que VQ0 <1 Q. Entonces. si ge Q-N0 (V). 

v•Q0 = (VQ0 )• = VQ0 • Luego (v.v•) = vv• = VQ 0 • Por lo tanto /vnv•/ =/VI 1iv•
1

1 = ~. 
VQ0 2 

Si !Vi>2, tendriamos que vnv• .. 1. pero vnVª<>Q y =evnv•,;;;V,;;;;Q'. 
contrario a las hipótesis. 

Concluimos que IVl=2 y. entonces. (1} =V= cnQ. 

Recuerde que 0 2.,(H) se define por 0 2.,(H)/02 (.H)= Op(H/02 (H)). 
Sea P un p-Sylow de Co,~<H>(I). Entonces P,;;;02.p(H)nCa(/)=02 .p(H)nH' 

(H':=Ca(t)) y C=HnQ'. Como H actúa en 0 2.p(H)charH. Ca(I) actúa en 
Q'= F(CaU» y Q = 0 2 (H) es un q-Sylow normal de 0 2 .p(H). tenemos: 
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Pero P actúa en C= HnQ'. pues P llCtúaen H(P'= H) y en Q'charH';;;¡ P. Luego, por 
el Teorema 2.1 .• tenemos C = Cc(P)[P.C]. Como P actúa trivialmente en (1). tenemos 
[P.C]i;;;(t)¡;;Cc(P). Entonces C=Cc(P), y por lo tanto (P.C]=l. Recordando que 

C= Cu(:). ac-.Oos de probar que [P.Cu<=>] =l. 
Ahora. P conmuta con Q0 char H ;;;¡ P ( Aut ( Q.,) = 1 ). es decir. Q0 y P forman un 

producto directo (interno) PQ, = P x Q0 • Además este producto actúa en Q'.. pues 
PxQ0 ~C0 (1)1>Q". Entonces. gracias al último resultado del párrafo anterior. podemos 
aplicar el Lema 2.4.(ii) (Q0 = (=) en lugar de P. P en lugar de Q y Q' en lugar de B) para 
concluir que [P.Q'] =l. Como Pi;;; H'nC0 (Q') y Q' = F(H'). tenemos P¡;; Q' (Teorema 
0.29.). Esto implica que P= l. Concluimos que é~<H>(t) !;; Q. # 

El siguiente lema vale en general. al margen de los supuestos del capitulo. 

Lema 4.17. [Suz 11. 4.4.20] Suponga que p ~ 2. A y P son p-grupos. A actúa P y P no es 
cfctico. Entonces existe un subgrupo U <l P.A-invariante con U= z, xz,. 

Demoet ... ci6n. Dividimos el problema en 3 casos: 

Caso 1. P es elementalmente abeliano. 
Como A actúa en P. por la ecuación de clase. A centrali:za a algún subgrupo no 

trivial de P, es decir. C,(A) ~l. Si JC,(A)J> p, ya acabamos. Si no, A actúa en P/C,(A) 
y centraliza a algún subgrupo l7,. de orden p. Entonces U (la imagen inversa de U bajo la 
proyección natural} es el subgrupo que buscamos. 

Ca.o 2. P es abeliano. 
En este caso '11(P} es elementalmente abeliano y de rango máximo en P. En 

particular. 0 1(P) no es clclico. Por el CB.SG t. existe un subgrupo U ~01 (P) .. .A-invariante 
y U:= Z,. X ZP. Claramente U <l P •pues Pes abeliano. 

Ca.o 3. P no es abeliano. 
A actúa en Z( P) ~ 1 y centraliza a algún subgrupo de orden p: P0 !i:: Z( P). Entonces 

FO <l P y FO es A-invariante. Además P/ Po no es cíclico (pues P seria abeliano). Luego .. 
como A actúa en P/ Po. por hipótesis de inducción. existe una D; <l P/ Po .. D; es A
invariante y LJ. =: ZP X Z,.. Entonces, la imagen inversa de fJ; bajo la proyección natural 
satisface: U 1 <l P. U 1 es A-invariante. IV11 = p'J y U 1 no es ciclico (pues U.= ZP xZ,.). 
Dividimos ahora en dos subcasos: 

Subcaso 3.1 .. V 1 tiene exponente p. 
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Tenemos que P >4 A actúa en U 1 • y ccntraJiz.a algún subgrupo U 0 de orden p. 
También P>tA actúa en U 1/U0 y centraliza a aJgún subgrupo U de orden p. Entonces U 
(la imagen inversa de U) es el grupo que buscamos. 

S•bcaimo 3.2. U 1 no tiene exponente p. 
En este caso. U 1 tiene. necesariamente. un elemento x. de orden p 2

• Puesto que U 1 

no es cfclico. existe W1a ye u, -(x) de ordenp (Lema 0.41.). Como ju,:{x}j = p •. (x}<1 u,. 
Entonces (y) actúa en (x}. luego U,= (x.y} "'z,. ><Z_. Claramente (y) actúa trivialmente 

en {x'}. Luego (y.x'} es elementalmente abcliano y (y.x") e: Cl1 (U1 ). 

Si existiera una =e l/1 -(y.x'} de orden p. entonces = actuaria en (y.x'} (éste 

último es normal pues tiene fndicep en U 1 ). y en consecuencia .. U 1 = (Z, xZ,)~Z,. Por el 
Corolario 0.35 .• U 1 tendría exponente p. contrario a lo supuesto. 

Concluimos que Cl 1(U1 )=(y.x')charU1• Luego. U:=(y.x') es el subgrupo que 

buscamos.# 

Le- 4.18. [Ben 4.15) Suponga que d ?.3. Sea P un p-Sylow de O,_,(H). Entonces Pes 

un grupo no abeliano de orden p 1 (= 3 3
). 

De•oetraici6• .. Sean B 1 .B2 •••• • B. todos Jos subgrupos de A de indice p tales que 
Q., i;CQ(B,) y Q,:= CQ(B,) para 1 S; Sm. También, para 1 Si Sm, sean Q.:= Q,/Q0 • Por 

el Lema 2.3 .• Q = (Q, J 1 Sis m). Por el Lema 4.12 .• cada Q, es isomoño al grupo cuatemio 
de orden 8 y entonces Q, := Z 2 xZ2 • para toda i. Observamos que Q, = QJ implica que 

B, = Bp pues de otro modo,. por el Lema 4. 13 ... Q, ~ C 0 ((B,,B1 })= CQ(A) = Q0 que es una 

contradicción. En consecuencia Q, = Q.J si y sólo si B, = B.1 si y sólo si i = j. Note que si n 
es como en el Lema4.1S .• n S "'· 

Igual que antes., sea::: Ja única involución de Q0 • 

Sin pérdida de generalidad. por el Lema 0.16 .• podemos escoger a P de f'onna que 
sea A-invariante. 

Afi ..... moa que Q,Q1 • para i '# j, contiene (al menos) una involución t. conjugada a 
z.,, tal que= t! F(CG(t)) y que ningim elemento no trivial de P centraliza a Q,Q.1 (es decir: 
Cp(Q,Q,) = 1). 

Claramente '2Q.1 es un grupo (como Q/Q0 es elementalmente abeliano. todo 
subgrupo de Q que contenga a Q0 es normal en Q). Sea B=C,.(Q,Q.1>· Entonces 
Q,Q.1 !:;;;'.Cg(B) y s,nB.1 s;: B. Como B, ~ BJ> tenemos: 



IAl=IBB I= ¡e,¡e, 
'J B,nB.1 • 

y como IA: B, 1 = IA: B, 1 = p, resulta que: 

le ne I= ¡n,¡¡e,¡ =~ 
' , IA! p. 

Luego IA:B,nBJl=p2
• como B,nB.1 ~ B tenemos IA:BIS:p2

• 
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Como cada Q •• para 1 s k S: "'· es isomoño al grupo cuatcrnio con 8 elementos. 
Q,Q1 no puede ser abcliano. 

Observamos también que B, actúa en Q .. = C 0 ( Ba). para toda le (pues B,, B. s;;;;: A. 
que es abeliano. y Q char H ~ B,). Además B, no puede actuar trivialmente en Q.1• pues, en 
ese caso, Q.J s;;;;: C0 (B,) = Q,. en contradicción con i ~J. Concluimos que ~ actúa no 
trivialmente en Q,Qr En particular. Q,Q.1 tiene automorfismos no triviales de orden impar. 

Si Q,Q.1 no tiene más que una sola involución (la involución .:), entonces no tiene 4-

grupos. En tal caso, el Lema 1.12. afirma que ¡Q,Q,I = 8, Jo que implica Q,Q, = Q, = Q,. 
una contradicción. 

Concluimos que Q,Q1 tiene una involución 1' :;t; =. 
Como C 0 (A) = Q 0 !;;;; Q,Q,,;::; C 0 (B), tenemos que Ca(B) g; C"(A). Entonces el 

Lema 4.12. nos dice que existe otra involución t :¡t;= en Q,Q.1• conjugada a=· y tal que 
z I! F(C0 (t)). 

Para una tal t.,, e1 Lema 4.16. afirma que Cp(t)c;C~<H>(t)~Q. En particular 

Cp(t) =t. Concluimos que ningún elemento no trivial de P puede centralizar a dos Q. 's. es 
decir: para i .,,_J. C,(Q,Q,) =l. 

Con esto hemos probado la afirmación anterior. 

Moatrmrem09 a continuación que P no es cíclico. 

Recuerde que Q = F(H) =O.CH). Sean a:H-+ H/Q Ja proyección natural y 

H:= H(H). Recuerde que o,,,(H) =H-'(O,('il))= ,,-'(O,(H/Q)). Observamos que 
P:= K(P)"' P. pues: 

P= PQ"' __ P_=~E!P. 
Q PnQ 1 

Basta probar. entonces. que P no es ciclico. 

De acuerdo con tas definiciones que tenemos. P = O,.(H). También P = F(H) por 

el Teorema 0.28., pues O.(H/O.CH)) =l. Por el Teorema 0.29., Cn(P)c, P. 
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Suponaamos. para llegar a una contradic~ión,. que P es ciclico. Entonces 
C0(P)~P. Además, Y/C0 (P) se myecta en Aut(P). Como 
jAut(P)j-p•-'(p-1)=2·3•-•, tenemos que jH:C"(P)j, S2. Si P' es un p-Sylow de 

H/CR(P). entonces debe ser normal pues tiene indice a lo más 2. Luego 
P'i;;;O,(ll/C0 (P))=O,.(H/P)=O,.(Hj0,(H))=l. Se sigue que 

jH: PJ =jlT:Cn(P)j S2. Entonces Pes unp-Sylow de H. 
Como IHI = IHJIQI. tenemos IHI, = j/lj,. y en consecuencia, P s P es un p-Sylow 

de H. Asl A•¡;;; P pua alguna ge H. Luego 1=r,(P)2:r,(A) =d 2:3. Contradicción. 

Coecluimoe que P no puede ser cíclico. 

Recordando que hemos escogido a P de tal forma que sea A-invariante. ahora 
podemos aplicar el Lema4.17 .• para concluir que existe un subgrupo nonnaJ U de P. que es 
A-invariante y de tipo (p,p). 

Afirmamos que podemos suponer. sin pérdida de generalidad., que U s;;;;: A: 
Tenemos que r(U)=2. También A/CAU) se inyecta en Aut(U). Como 

IAut(U)I= p(p+l)(p-1)', resulta que IA:C.(U)j S p. Luego r(C.(U)) 2:d-I. Si U<;&. A, 
entonces r(U ·C.(U)) >d-1, lo que implica que r(U·C.(U)) =d. Claramente U ·CAU) 
es elementalmente abeliano y Pes U ·C,..(U)-invariante. Luego. podemos reemplazar A por 
U·C.,,(U). en caso de ser necesario .. y suponer en adelante que U s::: A. Entonces: 

S•poadre•oa en adelante. que existe un subgrnpo U e Pn A, de tipo (p, p) y 
nonnalizado por P y por A. 

Recuerde que Q.:=Q,,/Q0 =:Z2 xz2 • para 1 Sk Sm. Claramente Uc A actúa en 
cada Q.:= c.,(B.) y por lo tanto. también en cada Q.. 

Sean U.:=Cu(Q.) para 1 SA: Sm. 

Observamos que U,, ':tf!:l. Si no. U=:U/U,, se inyecta en Aut({?.)=:S3 , lo que es 
imposible pues U tiene orden 4. 

Claramente (Z. c;C0 (U,,). Supongamos que ~ ~C0 (U.). Entonces. como 

Cg(U,,) es A-invariante. por el Lema 2.3., existe una Bt.= A. con JA:B/=p y tal que 

1':tf!:Cc
0

<u.,(B)5iC: Q.. Teniendo en mente que Q0 s;;¡;: CQ(B) si y sólo si Cg(B) ~ 1 (Lema 

2.2.), obtenemos de lo anterior que B = B.1, para alguna_; con J s .J s "'· Como C 0 (u.) es 
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A-invariante y c0 (B1 ). es una órbita de Q según la acción de A (ver la prueba del Lema 

4.15.). tenemos: 

Luego, por el Lema 2.2., Q, = C 0 (B,) <;;. C 0 (U.> y Q, = C 0 (B,) <;¡;, Q.; esto último implica 

que J~/c. Entonces ~Q. s;::C0 (U,,,). También .. U,,, actúa trivialmente en Q0 

(Aut(Q0 ) = 1 ). Luego u. estabiliza a la serie subnonnal: Q
1

Q,,, t> Q0 t> t. y por el Teorema 
0.19 .• U,,, centraliza a Q1Q •. Recordando. de la primera afirmación de esta demostración .. 
que ningún elemento no trivial de P puede centralizar a dos Q,,,'s y que u.~ P. 
concluimos que U,, =l. contrario a lo que sabemos. 

Gracias a la contradicción anterior. concluimos que el supuesto Q. ~ C 0 (U11 ). es 

f"also. 
E•toncea Q. = c0 (U 1t. ) .. como se habfa afinnado. 

Ahora,. por el Lema 2.2.: 

Luego, Q, = C"(U,) y, por el Teorema 0.19., u,= Cu(Q.) = Cu(Q,). 
Entonces Cp(U) normaliza a cada Q, = Cg(U,) (Cp(U) actúa en U, <;;.U 

(trivialmente) y también actúa en Q). 

Afirmamos también que U,, ~ U. 
Si U11: =U. entonces Q.1: =CQ(U). Si U 1 es otro de estos subgrupos. U 1 c:U=U,,. 

Luego Q,=Ca(U,)<;;.C"(U,)=Q,. Entonces todos los Q,'s son iguales (pues IQ.1=8, 
para toda k). Luego n S m = 1 en contradicción con el Lema 4. 15. 

Si observamos ahora que U/Ull *- 1 se inyecta en Aut ((?;) := S'J y que U e: C,(U). 
podemos afinnar también que Cp(U) normaliza a cada Q. =C0 (U1r) y actúa no 

trivialmente en cada Q.. En particular. C,(U) actúa no trivialmente en cada Q,,. 

v-m ... ahora que ICp(Ull = p 2 = 3': 
Sea X:= Cp(U). Entonces X/Cx(Q,)se inyecta en Aut(Q,), para toda k. Como 

sabemos que X= Cp(U) actúa no trivialmente en cada Q., y que IAut (Q.ll = 24 (Lema 
0.43.). tenemos IX:Cx(Q, >1=3. para toda k. 

Si Q, ""Q1 entonces Cx(Q,)nCx(Q,) = Cx(Q,Q,)~ Cp(Q,Q,) =l. También. como 
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c.\: ( Q.) y e A. ( QJ) son ambos max.ima\es en X. y no triviales (pues 1 '*' u k ~c.,. ( Q,,) para 
toda k). concluimos que Cx(Q,)C.\'"(Q1 ) =X. Entonces: 

3 
= ~ = !Cx (Q, )Cx(Q, >I 

\ex (Q, >I \ex (Q, >1 
__ 1_. \Cx(Q,)\Cx(Q,) -le (Q >l-\c (Q)\ 
\C.,(Q,)\ Cx(Q,)nc_,(Q,) - X J - X ' • 

Concluimos que \C,(U)\=\X\= p' = 32
• 

Ahora P/C,(U) se inyecta en Aut(U),,,,GL(2.p). Como \Aut(U)\ 

= p(p+l)(p-1)'. concluimos que \P:C,.(U)\" p = 3. Luego p' S\P\,; p 3
• 

Si [A .. P] =t. entonces,, en el cociente Fi = H/Q. tenemos A= A. P :::- P y 
[:4.l']=t. También A<;;;.Cn(P)<;;;.P=F(H). Luego r(A)=r(A)=d2:3. implica que 

\A\2:p3
• Como IPJ=\P\sp'. resulta que IP"l=IAl=p'. En consecuencia P""P=A es 

abeliano y \C,,(U)\ = \P\.,. p'. Contradicción. 

Concluimos entonces [A,.P] <1:- 1. 

Luego \P\ = p' (si no. P =U y [A.P] = 1 ). 
Finalmente. P no es abeliano .. pues si lo fuera.. Cr(U) = P que no tiene orden p 2

• # 

Lem• 4..19. [Ben 4.16] d = 2. 

Dem09tración .. Suponga d:?:3. Sean B 1 , •••• B" .. como en la prueba del Lema 4.15. y 
Q,:=Ca(B1 ) para lS:i Sn. Sea t como en la prueba de el Lema 4.18.,, es decir: tes una 
involución conjugada a:. te Q,Q1 y= I! F(C0 (t)). Sea C = HnF(C0 (t)) (igual que en el 

Lema4.16.). Sea H' = H/02.,(H) = H/PQ. con PeSy/P(O,.,(H)). Tomemos B:=C.(t). 

Entonces B :JI:. 1: 
Tenemos C,.(Q1Q1 ) ~ C,..(t) =:B. Igual que antes (primera afinnación de la prueba 

del Lcma4.18.). IA:C.(Q,Q,)¡ s p'. Como r(A) =d 2: 3. tenemos¡.,. c.(Q,Q,)<;;;. B. 

Si B<;;;.O,.P(H). resulta que B=C,(l)na,.,(H)<;;;.Co,,un(t)<;;;.Q (Lema 4.16.). 

Esto implicaría que B = \ 9 contrario a lo que sabemos. 
Concluimos que B g: 0 2 .p(H). 

Veamos que H actúa en QP/QP'. donde P' =[P. P] es el grupo derivado de P: 
Q <> 0 2.,(H) y Q e Syl.<O,.p(H)) implican que Q charO,.P(H). 

~9 i!EBE 
Bi~U6TE.t1. 



/JO 

Si 1r:02_.(H)--+ 0 2 _,(H)/Q es la proyección natural. entonces 
1r(02.,(H))=1r(P)=P y 1r([P.Pj)=[1r(P) • .ir(P)j. Luego. 
1r(QP')=1r(P')=.tr(P)'char1r(P) =Jr(O,_,(H)). Asl. puesto que Qchar02.,(H). 
tenemos: QP' char QP. Entonces QP' char QP char H. y asl. H actúa en QP /QP'. 

Ahora. P/Z(P) no puede ser clclico, pues si lo fuera. P = (Z(P).x) (tomando ax 
de forma que (x) = P/ Z( P)) seria abeliano, contrario al Lema 4.18. Entonces Z( P) .- 1 (P 
es unp-grupo) implica que jZ(P)J = p y P/Z(P) = z, xz,. Como P/Z(P) es abeliano y P 
no lo es. tenemos 1 ~ P' e: Z(P). Entonces P' = Z(P). Luego P/P' =: z, xZP. Tambié~ 

QP _ (QP')P _ P _ P QP 
QP'-~= PnQP'- p•• yporlotanto: QP'=z,xz,. 

Notemos que 0 2.,(H)=QP y P=P:=QP=O,(H/Q)=F(H/Q) (pues 
Q 

Q=O.(H) y o.(H/O.(H))=I). También (P'):=Q;'=Q(~.PJ=[F.P]=(P)' y 

P'"' P' = Z(P) e: Z(P). 

Observamos que X e e,, ( g;,) si y sólo si X e H y [X. QP] e: QP'. 

Como [QP .QP] e: QP' (pues QP /QP' = z, x z,,. es abeliano). tenemos: 

Si w e c 11 ( g:,) es un q-e1emento. entonces ( w.QP] e: QP'; tomando el cociente 

por Q. resulta [w.P],;;;; P'. Si 1.-x=[a.b]. con a.bel'. entonces P'=(x) (ya que 

P':=Zp>· También. si ceP. tenemos Wcw-•c-•=x1 , para aJguna x 1 e'P'. Luego. 

WCW-1 =x1c. Entonces Wxw- 1 =w(a.h]W- 1=[waw-1 .wbw-1J=[x1a.x2 b]. para algunas 

x 1 .x2 e P'. Como xpx2 e P' = Z(P). resulta Wxw-• = [x1a.x2 h]= [a,b] =x. Así,. W actúa 
trivialmente en P'. Como ( W. P] e: P'. tenemos que W estabiliza a la serie P 1> P' 1> 1. 
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Luego iiT actúa trivialmente en P (Teorema 0.19 .• aplicado al q-grupo (w)). Entonces 
We Ch./Q(f:i) e P = F(H/Q). y esto implica que W =l. En consecuencia. w e Q. 

Ahora CH(QP/QP')/Q es un p-subgrupo de H/Q. y es nonnal pues 
CH(QP/QP') <:1 H (puesto que CH(QP/QP') es el núcleo de un homomorfismo). Entonces 
CH(QP/QP')/Q <;;;.O,(H/Q) = P =QP/Q. Yasi C,,(Ql'/QP')<;;;. QP. 

Co•cluim- que CH(QP/QP')= QP. como se habla afinnado. 

Entonces ff:= H/02 ,p(H) actúa. fielmente en QP/QP' =: Zp x Zp. Como 

s,., 0 2 .p(H). tenemos que B:= (B·02,p(H>)/02 .p(H) no es trivial. 

Del Lema 4.16 .• tenemos: cnQP=Cno2 ,p(H)'=C0: .... ooU>i;;;Q; por lo tanto. 

cnQP=CnQ. Luego: C:=(C·QP)/QP-=C/(cnQP)=C/(cnQ)=C/{1) y 
ICJ = ¡c¡¡2 ., 2·-•. 

Como / es conjugada a =· digamos / = =• (ge G ). resulta que c/(1) =e/(=•} 
<;;;. F(C0 (t)l/(z•) = F(C0 (z• »/(=• }-= F(C0 (z))/{=) es elementalmente abeliano. 

Como B=C..,(t) centraJiza a 1. B actúa en C 0 (1). en F(C0 (1)) y en 
C=HnFCC0 (1)} (Bt;;;.H). Luego. 1I normaliza a C. Poi" el Teorema 2.10 .• tenemos 
r(i".:) = l. Luego C"' Z 2 y jej = 4. Como jcj;;;, 2" y n;, 2. resulta n = 2. Entonces Q = Q,Q, 
y. como al inicio de la prueba., tenemos CA(Q)=CA(Q,Q.1)-:;t::.I. Por otro lado. como 
Q = F(H) y por el Teorema 0.29 .• C.(Q) <;;;. CH(Q) <;;;. Q; luego CAQ) =l. Contradicción. 
# 

Lema B. [Ben. Lemma 2] Sea d = max{r,(H)jH e -P.,}. Suponga d;, 2 y q <p. Entonces 

d = 2. y se cumple lo siguiente; 

(i) q=2yp=3. 

(ii) Cualquier involución / que satisf'ace r,(C0 (t)) ~ 2. es central. 

(iii) Ningún 4-subgrupo U de G satisface r,(Ca(U));;;, 2. 

De••tracióa. Los Lemas de este capítulo han usado tas hipótesis de éste. es decir: 
d = ma:c{r,(H)fH e~}. d ~ 2 y q <p. Los Lemas 4.9 al 4. 19. asumen además el supuesto 

de la Nota 4.8. pero este supuesto adicional es consecuencia de Jos anteriores (Lema 4.7.). 
Entonces podemos usar libremente los resultados de todo el capítulo. 

Luego; 
d = 2 se obtiene del Lema 4.19. 
q =2 se sigue del Lema 4.11. 
p = 3 es consecuencia del Lema 4. J 3. 
(ii) se obtiene del Lema 4.1 O .• ahora que sabemos que d = 2 y q = 2. 
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PTobemos (iii): 
Sean Uun 4-subgrupo de G. con r,(C0 (U));a,,2 y Ac;;C0 (U). con AsZ,.xz,. 

Sea H un subgrupo de G tal que C 0 (U)c;;He_t:;. Entonces Cn(A);2U5Z.xz •• 
contrario al Lema 4.S. # 
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5. Subgrupos p-locales, para p"" 2 

Seguimos bajo el supuesto de que existe un contraejemplo minimal al teorema de 
Bumsidc. 

Recuerde que. para unp-grupo P. definimos: 

J(P):= {E'= Pj Ees elementalmente abeliano y r(E) = r(P>}. 

El objetivo de este capftulo es probar el lema C: 

Le•• C. [Ben, Lemma 3] Sean p"" 2. He -P,. y H, e Syl ,( H). Suponga que J(H,) no es 
nonnal en H. Entonces q = 2. Si además H contiene una involución central. existe otra 
H' E _.e,. con IHI, S JHJ, y IF(H)j > IFCH)f. que también contiene una involución central. 

E9t111e-. de la de•oatraci6n. 
La demostración se hará, a lo largo de todo el capitulo. de la siguiente manera: en 

los Supuestos S. J. asumimos las hipótesis del Lema C y con ello, en el Lema 5.3 .• 
probamos que q = 2. A continuación, en Jos Supuestos 5.4 .• se asume que el Lema C es 
fillso; ello nos permite concluir. después de varios pasos. los Lemas 5.9. y 5.10 ... que se 
contradicen mutuamente. En consecuencia el Lema C debe ser verdadero. # 

S11p11ntoe 9.1. Supondremos. a lo largo de todo este capitulo. las hipótesis del Lema C; es 
decir, supondremos que p,.2, He..f',.. H, eSyl,(H) y que J(H,)~O,(H). Fijamos 
ademais un poco de notación: 

Q e Syl.CO, .. (H)), 
P0 eSyl,(NH(Q)}, 
P=O,(H)=F(H), 
Z=C,(Z(P)}. 

Las siguientes observaciones son consecuencia de Jos supuestos anteriores y se 
usarán libremente a lo largo de este capítulo: 

0-rv•cio•e. 5.2. 

(1) Como o.(H/O,(H>)= o,,,(H)/O,(H). OM(H) = PQ2 P>4Q. 

(2) J(H,) <> H si y sólo si J(H,) '= O,(H) (ver la definición 0.36 y la nota que le 
sigue). 

(3) Como hemos supuesto que J(H,) 1l2 H. tenemos J(H,) !::= O,(H). 
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(4) /H/0,.,
9
(H)I, .. 1. pues, si no, PeSyl,.(H) y entonces P=O,.(H)<JH, luego 

J(H,.)r:::H,=P=O,.(H).contrarioa (3). 

Tenemos: 

H/PQ= H/O,. .. (H)"' (H/O,.(H>)j(o, .. (H)/O,(H))= (H/O,.(H>)/o.(H/O,(H)). 

Entonces. 0
9
(H/PQ) :.0

4
((H/P)/O.(H/P)) = 1 y H/PQ,. les soluble. Luego. 

(5) O,.(H/PQ)=F(H/PQ),.I. 

También. por el argumento de Franini. H = o, .. <H>NH(Q)= PQN,,(Q) = PNH(Q) 
= P(P,,Q') = ( PP,,)Q' para alguna Q' e Syl

4
(N,,(Q)). Entonces: 

(6) PP,,eSyl,.(H). 

Finalmente : 

(7) Q:=PQ/P=F(H/P) =O.(H/P):.Q. 

1-• 5..3. [Ben 5.1) q=2. 

De•o.tracióa. Suponga que q :t/:. 2. 

Aftrm••oa que H/PQ tienep-Sylows cfclicos: 

C-.oJ. p<q. 

Sea d = max{r.< M) / Me .t;.}. Entonces por el Lema B. d = 1 (si no. p = 2 ). Luego 

r(Q)Sr
9
(H)Sd=l. Asf, gracias al Lema 0.41., Q es cfclico y también lo es 

Q=F(H/P)<JH/P, pues Q=:Q. Como H/P es soluble, por el Teorema 0.29., 
c,,,,(Q) r::: Q. Luego CHl,.(Q) = Z(Q) -Q. Entonces: 

H HIP H/P . (-) ¡ 1· - 1 --= ;::;¡:-- = ----- se inyecta en A ut Q • que es e e 1co. pues Q o es y q ~ 2. 
PQ "" CH¡p(Q) 

Concluimos. en particular. que Josp-Sylows de H/PQ son cfclicos. 

C•so2. q<p. 

Sea d = max{r,( M)fM e~}. Entonces. de nuevo por el Lema B. d = 1 (si no. 

q=2). Entonces r(Po)Sr,.(N11 (Q))Sr,.(N0 (Q))Sd=I. Luego Po es cícJico. Sabemos 
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que H = PQNH(Q); como Po e Syl,.(N11 (Q)) es cíclico. y como los Sylows de un grupo 
siempre caen en Sylows 

Nu(Q) _ PQ·Nu(Q) 
PQnNH(Q) PQ 

del cociente. 
H 

PQ 

también son cíclicos los p-Sylows de 

En cualquier caso. como se había afinnado. los p-Sylows de H / PQ son cíclicos. 

Afinnamos a continuación que H/ PQ tiene un único subgrupo X/ PQ de orden p: 

Sea .P¡ un subgrupo de ordenp de H/PQ. Entonces .P¡ <:;; s, e Syl,(H/PQ). Como 
O,(H/PQ) <1H/PQ. O,(H/PQ)<:;S,. Dado que S, es cíclico, O,(H/PQ) °"' 1 y IP.I =p. 
tenemos Pa r;;;.O,.(H/PQ); pero O,(H/PQ) es cfclico y por Jo tanto tiene un único 
subgrupode orden p. Claramente P¡ tiene Ja Conna X/ PQ. 

Observe que IX: PQI =p. 

Veamos ahora que J(H,) <:;;X. 
Si A,. e: H,. es un subgrupo elementalmente abe ti ano. de rango r( H,.); entonces 

A ·PQ 'A ·PQ' A ·PQ ~<:;S,eSyl,(H/PQ)y,comoS,esclclico, "pQ Sp(pues "pQ debeser, 

A,·PQ X 
también. elementalmente abcliano). Luego ~ c:: PQ. y ello implica que A, e: X. 

Concluimos que J(H,.)r;;;. X. 

Veamos que O,(X) = O,(H) =P. 
Como X/PQcharH/PQ y PQcharH. tenemos XcharH. Entonces. de 

O,.(X)charXcharH obtenemos O,(X)~H y. en consecuencia,, O,.(X)t;;O,(H). Por 
otro lado. O,(H)=P<iX implica que O,(H)<:;O,(X). Concluimos que 
O,(X) = O,(H). 

Observe que, como O,(X) = O,(H)= P y PQ<i X. tenemos PQ/P<i X/P. luego 
PQ/P<:;O.(X/P). Por otro lado X<1H implica que O.CX/P)charX/P<iH/P; asl. 
O.(X/P)<:;O.(H/P)=PQ/P. Entonces O.<X/P)=PQ/P y concluimos que 
o,.9 (X)=O, .. (H). 

Asimismo Z:=01(Z(P))=01(Z(O,(X))). J(Hp)r;;;.X implica que J(H,)<:;S, 
para algún S,eSyl,(X). Entonces J(S,)=J(H,)g;;P=O,(X). Concluimos que 
J(S,) ~X. para todo S, eSyl,(X). 
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Si Cx(Z)=P. entonces Y:=X/Cx(Z)=X/P=X/O,(X). y O,(Y)=I. Luego Y 
tendrfa al menos dos p--subgrupos de Sylow. Entonces., por el Teorema 2.11 . ., q = 2., 
contrario a lo supuesto. Concluimos que Cx (Z) ~P. 

Afirmamoe ahora que Cx (Z) contiene algún q-clemcnto no trivial a. 
Tenemos Pr=.Cx(O,(Z(P)))=Cx(Z) .. P. Como Z=O,(Z(O,(X)))charX, 

tenemos Cx(Z) char X. Si Cx(Z) fuera unp-grupo. entonces seria W1 P"'subgrupo nonnal 
de X. Luego Cx(Z) e; OP(X) =P. que es una contradicción. 

Sean a e Cx(Z) un q-elemento no trivial y Mtal que C 0 (a) e; Me f.. 

M09tre...,. que Z contiene un p-subgrupo central de G: 
Por el Lema A. Z(P)=Z(F(H));JZ(G,) para alguna G, eSyl,(G). Entonces 

Z =0,(Z(P)) ;J O,(Z(G,)) .. 1. En particular, Z contiene un p-subgrupo central de G. 
Ahora. si M

9 
e Syl.(M) entonces M

9 
I! Sy/

9
(G). pues de otro modo, Zr;;. C 0 (a) <;;. M y. 

por el Lcma3.3 ... M::2{M9 .,Z} =G .. contrario a MeJ:;. 

Afirmamos que J(M
9

) ~ M, para M• eSyl.<M). 
Si J(M.,) <J M .. entonces. para una G

9 
e Sy/

9
(G) con M

9 
e: a •. tenemos (gracias al 

púTaf"o anterior) M•,;;;; G 9 • Luego M 9 ,;;;; N 0 .(M.> =:NI. (pues en todo q-grupo. sólo el 

total es su propio nonnaliz.ador). Entonces J( M
9

) char M., <l M., implica (por la 

maxirnalidad de J.J) que M=Na(J(M9 ));JM• ;,M
4

eSyl.<M). Esto es claramente 
imp>sible. 

Recapitwl•ado: 
A partir de H con las propiedades: 

(1) He.E',. 
(2) J(H.)~H para toda H, eSyl,(H). 

Hemos constnúdo M con las propiedades: 

(1) Mef,. 
(2) J(M9)~MparatodaM.eSy/9(M). 
(3) Mcontiene unp-subgrupo central. 

Como habíamos supuesto que q ~ 2~ la situación es simétrica para p y q. Entonces 
podemos aplicar el mismo proceso a la Mpara construir H' con las propiedades: 

(1) H' e-F,. 
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(2} J(H;}~H' pera toda H; eSyl,(H'} •. 

(3) H' contiene un q-subgrupo central. 

sa. pf!rdida de paer•lidad, supondremos que H contiene un q-subgrupo central y 
que q < p. ( Intercambie p y q en caso de ser necesario y tome. según convenga, H' o M en 
lugar de H.} 

Sea d = ntar{r,( K) 1 K e -F.}; entonces, por el Lema B. d = 1 (si no, q = 2 ). Luego. 

si a es el q~lemcnto cuya existencia p.rantizamos antes, r(Z) Sr,(Ca(a)) Sd =J. Como 
Z = 0 1(Z(P)) es elementalmente abeliano, tenemos que JZI =p. Nuevamente, corno vimos 
antes, Z contiene un p--subgrupo central, y asi Z mismo es central. Pero H ~ N 0 (Z) 
contiene un q-subgrupo central. que necesariamente normaliz.a a Z. Esto contradice el Lema 
3.4. 

Concluimos que q = 2. # 

S•p-toe 5.4. Para el resto del capitulo supondremos que el Lema C es falso, es decir, 
ademé.s de las hipótesis del Lema C (Supuestos 5.J.), aswnimos que Ja conclusión del 
Lema C es f"alsa. Entonces: 

Supondremos para el resto del capitulo que: 

J(H,.) no es normal en H. H contiene una involución central y que no ex.iste una 

71 e~. con IHI, s!Hj, y IF<H>I> jF(H}j. que contenga una involución central. 

Le•a S.S. [Ben 5.2] r(Z) :!< 2 y Cn(Z) =P. 

De•oetreci6•. Sabemos. por el Lema A. que Z = 0 1(Z(F(H))) contiene un subgrupo .. 
central. Si r(Z) = 1. entonces JZI = p y Z mismo es central. De acuerdo con los Supuestos 
5.4 .• H contiene una involución central. que necesariamente nonnaliz.a a Z char H. 
contrario al Lema 3.4. 

Entonces r(Z);,, 2. 

Clanuncntc, Pt;;:. Cn(Z}. 
Si Cn(Z) es un p-subgrupo. como CH ( Z) <1 H (Z char H ). tenemos C 11 ( Z) <::; P y 

concluimos que CH(Z) =P. 
Suponpmos que CH(Z) -.t:. P. Entonces existe una involución te H que centraliza a 

z. Como Z contiene elementos centta.les. I no puede ser central (ver el Lema 3.4.). 
También, 2Sr(Z)Sr,(Co(t)}. Como Ca(t)eP,., resulta que 2Sr,(Ca(l})Sd 

= max{r,.(K) j K e -P.} y .. por el Lema B. tes central .. contrario al párrafo anterior.# 
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Le- 5.6. [Ben 5.3) Si Vi;: H es un 4-grupo centralizado por un elemento a e H de orden 
p. entonces V contiene un elemento central. 

Oe•a.tracióD. Suponga que para toda x e v·. x no es central. Entonces r.-(CG(x)) = 1. por 
el Lema B {ii). Por otro lado, V actúa en (a)Z y por el Lema 2.3.: 

(a)Z={C<->z(x)¡xeV"). Pero 1Sr,(c,.,,{x))Sr,{C0 (x))=l. Por el Lema 0.41., 

c,.,,(x) es clclico. Si (a)!;C<•>z(x). entonces a"=ec,.,,(x) para algunas =eZ-(a) y 
n:2:0. Entonces =eC¡.)z(x). Luego (a),,.(=) son dos subgrupos de ordenp de c,.,,(.x). 

Esto es imp:>sible pues c(•)Z'(x) es ciclico. Concluimos que c{•)Z(x) =(a) para toda X e v·. 
Como (a)Z es generado por tales centralizadores, concluimos que (a)Z =(a). Esto es 
contrario al Lema S.S. # 

Lem• S.7. [Ben S.4] H no tiene subgrupos elementalmente abeJianos de orden 2 ... 

Demostración. Suponga que V es uno de tales subgrupos de orden 2•. Entonces V actúa en 
Zy, por el Lema 2.3 .• z = (c,(1-;) l IV:V.I = 2). 

Si r,.(C2 (l',;)) ~ 2 para alguna i. tomamos un 4-subgrupo U de V,. que satisface 
C,(V,) <;: C,(U). Entonces r,(CG(U)) :2: r,(C,(U)):2: r,(C,(V,)} :2: 2 contrario al Lema B. 

Si en cambio r,.(Cz(V,)) = 1 para toda;. podemos tomar. en vista de que r(Z) :!:2. 
dos subgrnpos V. y V2 de V de indice 2 tales que r,(C,(V.)+C,(V2 )) :2:2. Sea U =V, nv2 • 

lvllvl 2'·2' 
Entonces ¡u¡ =J:.l.11:..ll¡ i =--4-=4 y C,(V.)+C,(V,)c; C,(U). Luego: 

V¡V2 2 

De nuevo contrario al Lema B. # 

Lem• S.8. [Ben 5.5) P.,:= P./CPnPc,) es clclico. 

Demoet ... ción. Supongamos que Po no es cfclico. Por el Lema 0.41 .• tenemos r(.Po}:?:2. 
Sea U='1,(Z(Q)). Como P0 actúa en Q, también actúa en U. Por el Lema 5.7 .• 
¡u¡s8=2'. Entonces (ver el Lema 0.45.) IAut(U)I= 1 o 2·3 o 8·7·3. En cualquier caso 

IP.:C,,,(U)lsp. También: 

IPP.·PC (U)l=I PP., =IPCP. (U)Po =I P. si~· s 
o· '• PC (U) PC (U) PC (U)nR C (U) p. P0 P0 Po O Po 

Recordamos. de las observaciones del principio del capitulo. que Pf>o es un p-Sylow 
de H. Dividiremos el resto de Ja prueba en dos casos: 
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c..., l. U contiene una involución central. 

Sea H:=N0 (PC,._(U)). Como U normaliza a P y a C,._(U), tenemos U-=:;H. 

Luego 17 tiene una involución central. Además jPPo: PCr,, (U>J s p implica que 

PI:, e; N 0 (PC,.(U)). En consecuencia fHJ,. ~IHI,· Por otro lado tenemos que 

PCr,(U)-=:; O,(H). Es claro que P-=:; PC,, (U). 

Si P= PCp
0
(U) tendríamos: 

F..·-~- 1-:, 
o·- PnP,, - PC,._(UlnP.. 

Entonces J.PoJ = Jr-:i: PCr. (l/}nPof S J-Po:C,.
0 
(U)/ s p. y Po tendria que ser cfclico. 

Concluimos que Pi;;; PC,._ (U)-=:; O,(H)-=:; F(H). 

Pero entonces JF~(H)J> JF(H)J. que es contrario a Jos Supuestos 5.4. 

CIUO 2. U no posee involuciones centrales. 

Como fPo:Cp
0
(U)fsp y r(.Pg)._,_1. tenemos que C,.

0
(U)'J1:.l. Entonces U es 

centraJiz.ado por un elemento de C,.
0 
(U) e H de ordcnp; asf que. ¡x>r eJ Lema 5.6 .• JUJ = 2. 

Luego Aut(U)= l. Dado que P,, actúa en U, P,, debe centralizar a Uy asf P,, -=:;C0 (U). 
Como U no es central tenemos. por el Lema B. que r,.(C0 (U))=1. Entonces 
2 s r(Pc,) S r,(C0 (U)) = 1 nos da la contradicción buscada.# 

Lema S.!I. [Ben 5.6] H/PQ tiene un único subgrupo X/PQ de orden p. Además: 

(i) Ninguna involución central nonnaliz.a a unp-Sylow de X 

(ii) Q contiene una involución central. 

Dre•oetraci6a. De las Observaciones .S.2.. recordamos que 
PP., e Syl,(H). Entonces unp-Sylowde H/PQ es: 

PF;,-PQ= Po·PQ=~=~=Pa que es cíclico. 
PQ PQ P,,nPQ P,,nP • 

Recordamos (nuevamente. de las Observaciones 5.2.} que OP(H/PQ};i!; l.·Por ser 
unp-subgrupo normal, O,(H/PQ) está contenido en todos Josp-Sylows de H/PQ; como 
éstos son cícJicos. O,(H/PQ} también lo es. Se sigue que todo subgrupo de orden p de 
H/PQ debe estar contenido en O,(H/PQ) y este último (por ser cfclico} tiene sólo un 
subgrupo de ese orden. Denotaremos tal subgrupo por X/ PQ. 
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Mostremm (i): Suponga que una involución central I e G normaliza. a un X, e Syl ,.(X). 

Sea Fi:= N 0 (XP). Entonces 11 e...E',. y H tiene una involución central. Claramente 

X <1 H y X= X.Q. Luego, por el argumento de Frattini, H = XN H(X.)= QNH(X,). Asl 

IHI. = INn<X,>I, slNaCX,>I, y IHI, s¡Hj,. Además F(H) =Pe;. X,c;;. O,(Fi)<;;;. F(B'). 

Concluimos que IFCH>I < IF<H'>I. contrario a los Supuestos 5.4. 

Mostremu. (ii): Suponga que Q no tiene involuciones centrales. 

Luego tampoco las tiene PQ (conjugue por elementos de PQ; observe que 
Q e Syl.,(PQ) ). Si te H es una involución central (Supuestos 5.4.),. t E PQ. Entonces, si I 

denota la clase de ten H módulo P, f~O,(H/O,(H))=QP/P=:Q. Luego. por el 

Teorema 1.7 ... r inviene (normaliza) un subgrupo de H/P de orden p., digamos X,.. 
Entonces t normaliza a X,. (la imagen inversa de X, según Ja proyección natural). Por otro 

lado. X,Q=X.PQy 

Concluimos que X,.Q =X. es decir., X,. es unp-SylowdeXnonnalizado por t. Esto 
es contrario a (i). # 

Lema S.10 .. [Ben 5.7] Q contiene exactamente una involución y ésta no es central. 

Dem.,.tracióa. Sea P¡ = .P,,nX. Veamos que P¡ e Syl,(Nx(Q)). Claramente P¡ <;;;. N x(Q). 

Sean s.esyl,(Nx(Q)) y s,eSyl,(Nu(Q)) tales que P¡<;;;.S,c;;.S,. En este caso 

S,. nx =S,. Como Po y S, son conjugados en N 11 (Q},. entonces para alguna ge N 11 (Q) y 
recordando que X charH,. tenemos: s; =(S,nx)• =S;nx•=S:nx = i::.nx= P,:. 
Concluimos que Pi = S, es un p-Sylow de N:c ( Q}. 

Por el argumento de Frattini, como PQ<l X, tenemos X= PNx (Q} = PP¡Q. 
Concluimos que PP,eSyl,(X). En particular P¡ ""lY P¡ ¡¡;P. pues IX:Pº'=p. 

Ahora, por el Lema 5.9.(i),. C 0 (P¡) ~ N 0 (PP¡) no contiene involuciones centrales. 
Luego, por el Lema 5.6.,. C 0 (P,:) no contiene 4-grupos. 
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Si P.•= P,; para toda ge Q. entonces Q normaliza a P,; y Q nonnaliza a P. (donde 
Q y P, son las imégenes de Q y P¡. bajo la proyección H-+ H/ P). Luego. dado que 
también Q=O.(H/P)élH/P. tenemos [U.P,]c:Q"nP,=1 y por lo tanto P¡c:P. 

contrario a lo que sabemos. 

Sea ,Pz:= P.•.;:. Pi. con ge Q. 

Los siguientes argumentos van encaminadas a usar el Teorema 2. 11. 

Claramente, Pe: O,(X) y. como también O,.(X) char X chor H.. tenemos 
O,(X) él H y O,(X) <:: O,(H) =:P. Concluimos que O,(X) = O,(H) =P. 

También es claro que Q = QP/P = O.<X/ P), pues Q e Syl.CX/l'l y Q él H/ P. 

Entonces 0._.(X) = PQ y ¡x:O,..CX>I =p. 

Afinnamosque J(X,)~X para cada X, eSyl,(X): 
Note que si J(X,.) <1 X para algún X,. e Syl,.(X) .. necesariamente eso sucede para 

todo p-Sylow de X. 

Sean X,eSyl,(X) tal que J(X,)élX y H, tal que X,c:H,eSyl,(H). Si 
A e: H,. es cualquier ~subgrupo elementalmente abeliano de rango máximo; entonces 

A:= .A· PQ =-nA es también elementalmente abeliano. Como A t=. H/ PQ. tenemos. 
PQ A PQ 

por el Lema S.9., que A<:: X/PQ. Como !XI,= p·IPI. tenemos que X, g: PQ. Luego 

x,:=(X,·PQ)/PQ~l y, asl. X,=X/PQ. Entonces Ac:X, implica que 
A e: X ,PQn H ,.; como P <1 X .. tenemos que P está contenido en todos los Sylows de X, en 
particular. X,.P= X,,. Luego • .Ac:: X,.QnH" =X,. y en consecuencia J(Hp)~ X,,~ HP. 
Por las Observaciones 5.2.(2), tenemos: J(H,)=J(XP)élX. Luego J(HP)=J(X,) 
§;; O,.(X) = O,.(H). que es una contradicción con Jas Observaciones S.2.(3). 

P.P - P.P 
Ahora. P.:=7 y P2 :=-¡;- son p-SyJows distintos de X/P. pues si fueran 

iguales. tendríamos P¡P=.PzP. Luego. puesto que Pi y~ son p-Sylows de Nx(Q). 
tenemos Pi= P.PnN.r(Q)= P2 PnN_y(Q) =~·Esto es una contradicción. 

También Cx(Z) =P. pues CH(Z) = P (Lema 5.5.). 

Usando el Teorema 2. 11.. concluimos que ( P¡. ~) contiene exactamente una 

involución y que ¡z: e,« P. • .P, »I = p 2
• 
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Afinnamos ahora que (P¡.P:z} tiene una sola involución. 
Como jX: PQj = p. tenemos que Q es un q-Sylow de N x ( Q). Además Q <1 N x ( Q). 

Luego. Q es el único q-Sylow de N . .CQ). Entonces (P,.P,}nQ:=Q' es un q-Sylow de 
(P,.P,}. claramente normal. Luego (P,.P,} = P,Q' con Q' <1 (P,,P.} y Q',;;:; Q. pues P, es 

Q' Q'P - (P.-) -unp-Sylow de (P,.P,}. Entonces Q'"' PnQ' "'-¡;-=:Q',;;:; ~.P, . Concluimos que Q' y 

Q' = Q' tienen a lo más una involución (ver pá.rraCo anterior). Como (Pa .. J=;} tiene al 
menos dos p-Sylows. Q' no puede ser trivial y. así .. Q' tiene exactamente una involución. 
En consecuencia .. (P¡ .. P2 ) debe tener cxacta1nente una involución .. pues todo 2-elemento de 
( P,. P,} debe estar contenido en Q' <1 ( P,. P,} . 

Sea t la única involución de (P..?,,}. 

Dado que P=Cx(Z). (P..~) actúa fielmente en Z. Sea I la imagen de t bajo la 

proyección natural. aJ tomar cociente por P. Tenemos que ¡z:C2 C{P..~)>I = p 2 implica 

IZ:C2 (i)ISp2
• Recordando nuevamente que P=Cx(Z). tenemos que l actúa en Z de 

idéntica manera que t. Entonces IZ:C2 (t)I S p 2
• 

Ahora bien.te CQ(P.). pues te Q' e: Q .. y como tes la única involución de (Fa.~). 
tenemos (r}char(P,,P,}; luego P, actúa en (r}. trivialmente pues Au1({1})= l. Además I 
es la única involución de C 0 (P¡). pues. por et tercer párraf'o de esta demostración, C 12 (P¡) 

no tiene 4-grupos (ver Lema 0.41. ). También por el tercer párraf'o de esta demostración,. t 
no puede ser central. 

A.firmamos que todo q-subgrupo .P¡-invariante no trivial R de Q contiene a t. 
Como Res .P¡-invariante. si R nonnaliza a P¡. tenemos [R.P¡]s;; RnP¡ =l. Luego 

Re; C0 ( P,.) o RP,, tiene un p-Sylow P3 ~ P¡. En el primer caso. como R es no trivial. debe 
contener a la única involución de C 0 (P¡): t. En el segundo caso. igual que antes. 
(.F>.P.)5: P,,R debe contener una única involución; ya que R <J P¡R. ésta debe estar 
contenida en R. Entonces. también igual que antes. esta involución debe estar contenida en 
C 0 (P,, ). pero C 12 (P,.) tiene una sola involución: t. 

Sea W:=[r.z]. 
Afirmamos que W={we zt w' = w-1

}. 

Sea Wo = { w e Z 1 w' = w-1
}. Si t:t:-• es un generador de W. tenemos 

t(t=t=-• )t = =t=-•t = (t=t=-1 
)-

1
• luego w' = w-•. Como W es abeliano. lo mismo pasa para el 

resto de los elementos de W y entonces Wi:;JYo. Por el Teorema 2.1 .• Z=Cz(t)[t.Z]; 
entonces. como t actúa en W por inversión y como W no es un 2-grupo. tenemos 
Cz(t}n[r.Z]=I. Luego Z=Cz(l}x[r,Z]=Cz{t)xW. Si ahora :eZ, entonces z=cw 
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para algunas ceCz(t) y we[r.Z]=W. Si =' ==-'· tenemos 
cw-• =(cw)' = w-•c-• =c-•w-•. Esto implica que e-• =e= l y z=w. Entonces W0 e;. W. 
Concluimos que. como se habta afirmado, W = Wa. 

Observe que W ~t. pues en caso contrario. Z = C 2 (1) y I e CH(Z) =P. Ademas. 
Z = C,(t)X W implica que \wJ = \Z:C,(t)\ S p', 

Veamos ahora que CQ(/) actúa fielmente en iv: 
Observamos que P¡ actúa en (t}, en Q y en P. Luego Pi. actúa también en 

Z:=01 (Z(P)), en W:=[t,Z]. en CQ(t) y también en Cc
0
.,,(W). Si Cc

0
.,1(W) "'1, entonces 

t e Ce""> (W). pero t no centraliza a JV. 

Supoap en adelante que el Lema que nos ocupa es falso. 

Como hemos probado que t e Q es una involución no central, Q debe contener 
alguna otra involución. 

Afinnamos que CQ(t) contiene un 4-grupo U. 

Como Q es P,-invariante, también lo es 0 1(Z(Q)); luego te n,(Z(Q)). Si u es 
cualquier involución de Q distinta de t, tenemos que U= (u,t}t= Ca(t) es el 4-grupo 
deseado. 

Observemos también que [Pi ,C0 (t)] ~ 1: 

Si [.Pi 9 CQ(t)]= 1. entonces [Pi.U}= 1. Por el Lema 5.6 .• U contiene una involución 

central: r. Luego r actúa en P¡ (trivialmente) y en P char H. Entonces r actúa en 
PP, e Syl ,(X). contrario al Lema S.9. (i). 

Veamos ahora que [P,. W] "° 1: 
Suponga que [P,.W] = 1. Por Teorema 2.1., W = C.,(t)[t,W] y, como sabemos que t 

actúa por inversión en w. tenemos C.,(t) = 1 y [c0 (t),W);;;i[t,W] = W. Puesto que CQ(t) 

actúa en W. resulta W=[C0 (t).W). Entonces [P,.W.CQ(t)) =([P,,W].CQ(t)) = 1 y también 

[W.C0 (t>.P,)=[W.P,]= l. Por el teorema de los tres subgrupos, [C0 (t),P,.W)= l. Luego 

( C 0 (t),P,) .:= Cc
0
u 1(W) =l. La igualdad ( C0 (1}.f\) = 1 contradice el pámüo anterior. 

Ahora bien, sabemos que \wJ S p 2 y que. claramente. P, actúa en W. Si \w\ S p. 
entonces .P¡ actuaria tri'Vialmente en W. contrario a lo que sabemos. Concluimos que 
lwJ=p'. 

Así pues. CQ(t>Pi=C0 (t)>4Pi actúa en W y el homomorfismo respectivo 
tp:CQ(t)P,-+Aut(W)=GL(W):GL(2,p) es tal que tp(C0 (t))"'CQ(t)"°I· tp(f\)"'I y 
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f>{Jl> nonnaliza a f>(CQ(t)). Como q = 2, por el Teorema 2.10., tenemos r(CQ(t)) =l. 
Esto es contrario a que Cu(t) contiene 4-grupos. 

Con esta contradicción terminamos la prueba. # 
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6. La contradicción 

Teore•• 6.1 .. (-pªq,,de Buraside) Todo grupo G de orden IGI = pªq 11 • conp y q números 
primos es soluble. 

De•oetr•ción .. Supongamos que el teorema es f'also. Sea G t.m. contraejemplo minimal. 
Entonces. como se dijo al inicio del capitulo 4. p ;1: q y G debe ser simple. 

C890 L q = 2 (es decir. alguno de los dos primos es 2). 
Según el Teorema 1.7. toda involución invierte a algún p-elemento (pues. como G 

es simple. 0 2 ( G) = 1 ). Sea t una involución central y a "lit. 1 un p-elemento que es invertido 
por t. Entonces te H:= N 0 <(u)> e ...e,. Concluimos que existe He ..e, que contiene 
involuciones centrales. 

Escoja H e P,. con las siguientes condiciones: 

1) H tiene involuciones centrales. 
2) IHI, es miíximo entre los que satisfacen ( 1 ). 

3) IF(H)I es máximo de entre los que satisfacen (1) y (2). 

Por el Lema C. J(H,)""' H para cualquier H, e Syl,(H). 

Suponga que HP no es unp-Sylow de G. Sea G,, ;;:! H,. unp-Sylow de G; entonces. 
como G,. es un p-grupo. tenemos H, s;;- Na, (H,.). Ahora J(H,) char H, <:i Na, (H,) 

implica que J(H,) <l N 0 , (H,) ;> HP. Luego H s;;; N 0 (J(H,)) e-P,. y N 0 (J(H,)) también 

contiene involuciones centrales. Además JN0 (J(H,»JP 2¡N0 ,(J(H,»I >JHPJ=IHlp• en 

contradicción con la maximalidad de H. 

Concluimos que H,. = G, es un p-Sytow de G. 

Ahora H contiene a un p-Sylow de G y a una involución central. por el Lema 3.3 .• 
H = G. Luego 1 ~ J(HP) <1 G contradiciendo Ja simplicidad de G. 

Cuo1Lp"'2"'q 
Escogernos notación de tal fonna que IGI, > IGI •. 
Si He -P,, y H, e Syl ,(H). por el Lema C y como q "'2, tenemos J(H,) <l H. 

Entonces, si He-P,:. H=N0 (J(HP)). 

Afirmamos que H e-P,: implica Syl,(H) ~ Sy/P(G). 



Supongamos que la afinnación es falsa. Sean H, eSyl,(H}-Syl,(G} y G, unp

Sylow de G tal que HP ~ G,.. Entonces f'I,,:= Na,,. (H,) :;i2' H,.. Luego J(H,.) charH,. <1 H,. 
implica fi, s;;: N 0 (J(Hp)) = H .contrario a que H,. s;;: H,. es unp-Sylow de H. 

Entonces He--E; implica que H=N0 (J(G,}}. para algún G, eSyl,(G}. En 

particular IHI,. = IGI,· Además. todos los elementos de ...t; son conjugados entre si (con 

elementos de G). Como Ges simple,, 1-.t=.:I > 1. 

Escogemos M 1.,M2 e_.t; con M 1 "11:- M 2 tal que IM1 nM2 j,. es max.imal. Sea 

PeSyl,(M,nM,> (note que 1PJ=JM,nM2 f,>- Ahora bien.P no puede ser unp-Sylowde 

G (ni de M 1 o M 2 ) pues. si lo fue~ tendríamos M 1 = N 0 (J(P)) = M 2 • contrario a Jo 
supuesto. Entonces P está contenido propiamente en dos p-Sylows S! y s; de Mi y M 2 

respectivamente. Asl. JPJ< /Ns~ (P)/ s:¡N,,,(P)I, para i = 1,2. 

Suponga que P':¡l:J. Sea H. tal que N 0 (P)s;;:He-P,. Entonces .. para i=l,,2 .. 

tenemos fPf<IN..,.(P>l,=JM,nN0 (P}j,sjM,nHJ,. Por la maximalidad de jPJ. resulta 

que Mi = H = M 2 ,, contrario a lo supuesto. 

Concluimos que P = 1. 

Entonces fM,M2 f "fM,f,fM2 j, =JGJ~ >fGf. pues fGj, >fGf
9

• 

Contradicción. # 
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