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Introduccién

Al inicio de este siglo” , Burnside prueba el siguiente teorema:
‘Teorema. Todo grupo dec orden p°g®, con p y g niumeros primos, es soluble.

Esta proposicion se ha convertido en un teorema clasico y fundamental en la teoria
de gupos finitos. Variantes de la prueba de Burnside (que usa teoria de caracteres) se
ar en la lidad en hos libros de texto, por ejemplo: [Asc 35.13, p.

1861, [Gor 4.3.3, p.131]y [Hal 16.8.7, p. 301].

Encontrar una prueba al teorema de Burnside que no utilice teoria de caracteres
representd durante largo tiempo un reto. Suzuki {Suz II, 1977 5.4.25 ] presenta (;por
primera vez en un libro de texto?) una demostracién sin caracteres, debida a los trabajos de
Goldschmidt [Gol 1970] y Matsuyama [Mat 1973], y sefiala (pag. 216):

Thls is s fa of ide who pruved this in the early twentieth century as an
of theory. The t is pretty and very useful. The originat proof
of 1 Bumside is short and clear. However, in spite of the cfforts of many mathematicians to

prove the theorem whitout using character theory, such a proof has been obtained only
quite recently.

Goldschmidt, por su parte, utiliza el teorema Z(J) de Glauberman [Gla],
considerado una ‘“‘herramienta pesada™, y afirma que Thompson (en {Fei 1963} y [Tho
1968)]) esboza una prucbha libre de camctercs para este resultado. Consnderando que [Feil es
un articulo que consta de 255 d

cr que tal esb esb difuso.
Ademas, en cstos dos articulos no ’s mas que un sefialamiento al que pudiera
referirse Goldschmidt [Tho p. 388]:

Corollary 6 of Burnside is well known. The interested reader may extract the relevamt
results from [ [Fei] ] and the present paper, 1o give a new proof of Corollary 6.

De hecho, el asunto es poco claro: el articulo de Bumside de 1904 [Bur] empieza diciendo:

“Having shown that all groups of order p®q”
y a continuacién explora alguna ias de este i) que i
hallar se publicoé en 1911, en el libro de texto de Bumside [Bur 1I). Lo mis extrafio es que en todas las
referencias que hemos investigado (todas las quec estan listadas en 1a bibliografia mas otras tantas como ésas)
nadie (ni el mismo Bumside) scﬁnln explimumemc el articulo en que el teorema fue publicado por primera vez.

Ya que todos los autores a la que al inicio de esta introduccidn para
hablar de la fecha en que el teorema fue probado, suponemos que éste fue publicado entre 1900 y 1904,

are sotvable ...




El “corolario 6" i do

por Thompson es preci e el teorema de
Bumside. {Fei] es el famoso articulo de Feit y Thompson en donde s¢c demuestra el
resultado (antes conocido como la conjetura de Bumside) que lleva sus nombres: “Todo
grupo ﬁmlo de orden impar es soluble™. Este trabajo no sélo es bien conocido por la

de sus ltados (y por su relacion con el teorema fundamental de los grupos
imples), sino ademas por lo i 1 de su longitud.

Matsuyama, por otro lado, da una prueba simple y sin caracteres para el caso par del
teorema de Burnside, complementando asi ¢l trabajo de Goldschmidt, pero reconoce:

After finishing this work the autor has found that Bender [ {Ben] ] has also obtained a
group theoretic proof of the theorem in the gencral case.

. llegamos a la conclusion de que Bender (en [Ben 1972]) es el primero en
presentar una prueba completa del teorema de Burnside sin usar caracteres. Ademas, evita
el uso de “herramientas pesadas™. En sus propias palabras:

This note supplements Goldschmidt's paper [ [Gol]l ] which contains a very short and
elegant character-free proof of Bumnside's theorem concerning the solvability of groups of
order p”q’, in case the primes p and g are odd.

So it is mainly the object of this paper to present a rel y short and y proof of
Burnside's theorem for groups of even order, although, since assuming the order to be

even does not give a considerable advantage. the proof is organized so that it covers both
cases.

The proof is based on ideas of Thompson and Goldschmidt's note [ [Gol] 1, and requires
no heavy tools.

En efecto, aunque la prueba de Goldschmidt es corta (2 pa ) y muy cleg;
utiliza herramientas pesadas (el tcorema Z(J) de Glauberman) y no considera el caso par.
Bender toma las directrices marcadas por Goldschmidt, extirpa el uso del teorema de
Glauberman (d un r ltado andlogo: [Ben, Lemma 3]) y prueba el

itado sin restricci de paridad;, en contraste pierde algo de compacidad y de
elegancia.

Las prucbas de Bender y Goldschmidt usan técnicas de “‘teoria local de grupos™, de
capital importancia en la teoria de grupos. En palabras de Aschbacher [Asc 1986 p.156):

Recall that if p is a prime then a p-local subgroup of G is the normalizer in G of a
nontrivial p-mngoup of G. The local theory of groups investigates finite groups from the
pomt of view of p-locals. A question of great interest in this theory is the relationship

the lized Fitting group of G and that of its local wbgroups Section 31
contains various results about such ips. In the final e'll get some idea of
how such results arc used 10 classify the finite simpie groups.

La prucba de Bender tiene, desde el punto de vista formativo, una ventaja adicional

al prescindir del teorema de Glauberman, usa mas veces y de mas modos las técnicas
locales.



El objetivo de este trabajo de tesis es presentar la prueba de Bender a un nivel

ible para el estudi de M i a. Con este fin, presentamos aqui el material que

estd mas alla del alcance de un curso basico de teoria de grupos. lo cual incluye tanto
Tad y técni explicitas en el articulo de Bender, como conocimientos

up

implici
P

Ademas del propio articulo de Bender [Ben], ha sido necesario desmenuzar el
material de otros dos: [Alp] y [Ben 1I]. También se revisaron los resuitados pertinentes de
los libros de Go in [Gor], R [Rot] y ki [Suz]. Cuando se considerd
conveniente para mejorar la claridad de la exposicion o reducir la longitud del trabajo, se
han rccscnto y/o adecuado fragmentos de pruebas, prucbas complems o mcluso el

i del Itado. En algunos casos fuc io y
probar el resultado que hacia falta para completar un argumento. En cada resulmdo se ha
incluido una referencia a la fuente bibliogrifica donde se hallan el enunciado y la prueba
quc rnﬁs se parecen a los que se presentan. Usamos “[Piz]” para referirnos al presente

) no otra fuente con un resultado semejante.
En los capitulos 0 al 2 pr el material preliminar ordenado por temas. Los
pitulos 3 al 6 ituyen la prueba de Bender en sf y se corresponden bastante fielmente

con las secciones 3 a 6 de [Ben].



0. Notacién y resultados bisicos

Este capitulo tiene ¢l propésito de introducir la i6n y los r Itados basi
que se utilizaran a lo largo de toda la tesis y se presentan aqui, por completez y para hacer
sobre la marcha algunas observaciones elementales en las que no se sucle hacer énfasis en
un curso basico. En su mayoria, ¢l material aqui presentado es revisado en un curso basico
de teoria de grupos, por ejemplo cn Ia asig de Algebra Moderna I, impartida en la
Facultad de Ciencias de 1a UNAM Tnmblén cn su mayoria, los resultados de este capitulo
scrdn dos mas adel sin

P

Se espera sin embargo, para la lectura completa de la tesis, que el lector no sélo esté
familiarizado con el material que se aborda normalmente en un curso basico de teoria de
grupos, sino que ademis tenga una madurez matemitica propia de un licenciado en

matemiticas y una cierta predisp ion ani hacia la teoria de grupos.

En particular, se espera que ¢l lector esté famﬂmnudo con los subgrupos normales,
cocientes de grupos, teorema de la correspond los 1as de rfismo,
presentaciones de grupos por g dores y relaci el teorema fundamental de los
grupos abelianos finitos y los teoremas de Sylow. Adcmads se espera que esté familiarizado
con los conceptos y resultados mas clementales de las teorias de campos, anillos y
médulos. Adoptaremos la siguiente convencion:

A lo largo de toda la tesis grupe significa grupo finito.

Dado un grupo G, denotamos a su orden por [G|. Si x es un clemento de G,
denotamos su orden por |x| y si K es un subgrupo de G, su indice es denotado como
|G: K|:=|G|/|X|. El exponente de un grupo G, es el minimo entero n tal que x” =1, para
toda x€G. A que se indiq lo i0 usaremos notacién multiplicativa. El
grupo trivial se rep 4 por 1l en ién multiplicativa y por 0 en notacién aditiva.

Denotarcemos por Z, al grupo ciclico de 7 clementos, por S, al grupo simétrico de
grado n y, si X es un conjunto, denotamos por S, al grupo de permutaciones de X.
Decimos que G es simple si no tiene subgrupos normales propios.

Si p es un numero primo, IGI’ denota /a parre p del orden de G, es decir, la maxima
potencia de p que divide a |G]; decimos que G es un grupo de tipo (pp) si G=Z, xZ,; en
el caso p =2, decimos también que G es un J-grupo o un grupo de Klein.

G es un p-grupo si satisface |G|, =|G|. Un p-subgrupo de G es un p-grupo que es
subgrupo de G. Un p-elemento x de G es un elemento de orden p”, para algun entero 7.



>

Un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo S de G tal que |G|, =[S]; en este
caso, también diremos que S es un p-Sylow de G. Denotamos por $)/,((3) al conjunto de
todos los p-Sylows de G.

Si G es un grupo, G* denota al conjunto G —{1}; si 4 es un anillo, 4" denota al

de idades (el invertibles) de 4. A menos que se indique lo contrario,

P represen!a al grupo de unidades del anillo Z,. en cualquier otro contexto se interpreta a
Z, como grupo Y no como anillo.

Sean x y y clementos de G y A4 un subgrupo de G. Decimos que x”:= y 'xy es la
conjugacién derecha de x por y, *x:=yxy~' es la comjugacion izquicrda, generalmente
(cuando en e! contexto sca claro) omitiremos los adjetivos izquierda y derecha, en ambos

casos decimos, genéricamente, que x" y *x son conjugados de x.
A =x Ax:= {x"ax[ a€ A es el comjugado derecho de A por x y
A= xAx = {xax! lae A} es el conjugado izquierdo. Note que el conjugado de un

Erupo es un grupo y que la conjugacion es un isomorfismo.

CONCEPTOS BASICOS

Definicién 0.1. Sean G un grupo,; x, ), = clementos de G; y 4. B y C subgrupos de G.
Definimos:

M [xy]=xx "y [xops] =[x 0]5).

) [4.8B]=([a.bl|ac4,beB).[4.8,C]=[[4.8)C],
3) Ny(n={beB|'4=4a}

@) Co(M)={seB|ba=ab Vae 4},

(&) Z(G)=Cs(G),

(6) G’ =[G,G].

Decimos que [x,y] es el conmurador de x y y, [A,B] es el conmutador de A y B,
[x.3.=] ¥ [4.B.C] son respectivamente el triple conmutador de x, y y z y el triple
conmutador de 4, B y C. De manera semcjante se suelen definir los conmuradores
superiores, pero nosotros no haremos uso de ellos. Notemos que, por definicién, el

conmutador de 4 y B es siempre un grupo.
También, por definicio Ng(A) es el normalizador de A en By Cgz(A4) es el

centralizador de A en B. Diremos que 8 normaliza a 4, si Bc N;(A) (equivalentemente




B = Ny(A), obien, [B, A]c A). Ci las dici A*=A,"A=Ay*4Ac A son
equivalentes. Decimos que B centraliza a A, si B < C;(A) (equivalentemente B =C,(4),
o bien, [B, A] =1). Observe que Ny(A) y Cy(A) son siempre subgrupos de B y que
Cu(A)a NG (A).

Ademas, diremos que Z(G) es el centro de G, y que G’ es el subgrupo derivado de
G. Note que si 4 2 G, entonces G/ A4 es abeliano siy sélosi G’ = [G,G] o A.

Denotaremos por Aus (G) al grupo de automorfismos de G. Diremos que 4 es
caracteristico en G, y d esta relacion por A4 char G, si ¢(A)= A para toda
@ € Auwt (G); Observamos que, como la T} ién es un fismo, todo subgrupo
caracteristico s normal.

Teorema 0.2. {Gor 2.2.1, 2.2.3] Sean G un grupo; x, yy ~ clementos de G; y 4, By C
subgrupos de G. Entonces:

1 [y =yl
@ [xy1=[x2]7Tx.2
3 [w.2]1=ys] x2]
@ Iy ] =
()] [4.B]=[B,4].
6) [A4,B]«(4.B),
(@) Si{A4,B,C]=1y[B,C,4] =1, entonces [C, 4. B]=1.
Demostracién.
ay  [x]" =(oxy) = y»’"x" =[y.x].
@ [eoz]l=nGy s = (o Ty )yl )y = [£, 0] T x. 2]

3 [w.=l=0n 7 (z ' xe)x = = x(ymp e e (e 712 ) =y, 2] [ 2).
(4) Sidefinimos [[a,b,c]]. = aba'ca, tenemos:
EPI e O R

=x(x7 o Ty )
=0y Nxty e "'x™)
=[ly.x.]}- [[J"--»"]]_l

Es decir [x. y.z]=[[y» x.z]}-[[x.2.»]]". De manera semejante,

= ] =T A T
y
Tyt emx] ==y x]]- [y 22l



Concluimos que ‘[.x" .y.:]-'[:“ ,x.y]~y[y" .:.x] =1.

5 Segun (1), los generadores de [ A, 8] son simplemente los inversos de los
generadores de [ B, 4].

(6) Claramente [ 4, B] es un subgrupo de (A4,B). Si a,a’e 4 y b e B, por (3)
tenemos: '[a’,b]:[m',h]-[a_b]" €[ A.B)]. Es decir, 4 normaliza a [ 4. 8].
Usando (2) o (5) 1ui que B también normaliza a [ 4, 8]. Por lo tanto,
[4.B]<(A.8).

(¥p] Sean x€ A, ye B y e C. Por hipotesis [x"_y_:]=l y [y"_:,x]=l.

Sustituyendo en (4), tenemos ‘[:".x.y] =1. Luego, [:"' ,x.y] =1, ¥y
concluimos que [C. 4, 8)=1.#

A la afir i6n (7) del T anterior, se le llama el Lema de los ires subgrupos.
El resultado se debe a P. Hall y es considerado muy importante debido a sus maltiples
ias (ver por ejemplo [Suz II, p5]). nosotros tendremos ocasion de ver varias de

ellas.

El siguiente Lema nos serd atil en el estudio de los grupos nilpotentes de clase a lo
maés 2, que se definiran méas adelante.

Lema 0.3. [Gor 2.2.2] Sean (G un grupo ¥ x,y € (G. Suponga que = = [y.x] conmutacon xy
». Entonces, paratoda i y /:
@ V.=
(b) (_v)l = :I(I—I)Rxlyl )
D iém. Prob (a):
P por ind
Como [y.x] ==z, tenemos 3xp ~'x

16n sobre 1:
Ll

' =zx. Luego yx’y " =(pxy ')

=(=x) =='x’, pues x y = conmutan. Entonces [y,x’] =(xfy™)x =xixt ==/,
probando con ello ¢l caso base i=1. Note que, de paso, obtenemos la identidad
y'x =xy"'z/ que a cc i

Usaremos ahora, como hipétesi de ind i¢ que vale la igualdad
yl-lxjy-(l—llx—l = [yl-l .xJ] =20~ Entonces [y' 'x_l] =yxlyix= W’-lxjy-u-l)(y—lx-/)

="V xly xS )yt = (2 )yt 24 = =Y, pues y y = conmutan.

=z, 0 bien yxy~




Probemos ahora (b)
por ibnen i
El resultado es obvio para el caso base i=1. U: a i ién, como
hipé de induccién, que vale la igualdad (xy)'™" = ¢332 =1/~ También usaremos
la siguiente identidad que se deriva de manera inmediata de (a):
g = U gy U o gy U= n__.[yu-n'x]xyu-n=:u-uxyu-u. Entonces: (xy)‘ (xy)‘"(xy)

= z(l—l)(l-?)ﬁx(l—l)(y(l "x)y= :("""'2”2:“'"(:“_"xy“'")y =zN-D2x'y! pues z y x conmutan, #

Lems 0.4. (Gor 2.1.2] Scan G un grupo y 4, B y C subgrupos de G, entonces:
(1) Si C normaliza a 4 y a B, entonces también normalizaa N,(B),a C (B)ya[4,8].
(2) Achar B <G implica 4A<aG.
(3) A char B char G implica Achar G.
(4) Achar G, A< By B/ Achar G/ A implican B charG.
Demostracién. (1) Scan ae N, (B) y ceC. Como C nor 1i a B que

a.ce Ng(B). Entonces cac™ € Ng(B), ademas cac™' € 4 (pues C normaliza a 4). Luego,
cac™ € ANNG(B)= N _(B). Se sigue que °N _(8B) = N ,(B), pam toda ¢ e C. Es decir, C
normaliza a N (B).

Sean aeC(B)yceC. E por hipotesis, c € Ng(B)MNg(A4), y también
a e Cg(B)MNA. Como Cg(B)<aNg(B), tenemos que cac™ € Cg(BY)NA=C,(B). Luego, C
normaliza a C,(B).

Si [4,8] (con ae 4 y beB) es un generador tipico de [A4,B]. tencmos
‘la.b]) = [cac" Lobe™ ] e[ A4, B], y el resultado se sigue.

) Como B es normal en G, para cada x € G, podemos definir ¢,: 88— B, como
¢,(y)=,\yx“ (para y € B). Claramente @, € Aut(B). Como Achar B, tecnemos que
P.(A)= A, es decir 4 = 4. Se sigue que 4 es normal en G.

[€)) Sea @ € Aut(G). Como BcharG, tenemos @(B) =B, y podemos tomar la

restriccion de @ en B; si denotamos por @, a esta restriccién, tenemos @, € Aur (B). Dado
que A4 char B resulta @(A)=@z(A)= A4

“4) Sea @ € Awr (G). Definimos: $:G/A — G/ A4, por $(g)=9(g). Veamos que P
estd bien definida: Si x,yeG y ¥ =7, tenemos x=ya para al ae A. E
@(x)=@(ya) =@(y)p(a). Como AcharG, p(a)e A y en consecuencia P(X) = @(x)
=@(¥)=P(¥). También es claro que @ es un homomorfismo inyectivo, luego
P e Aut(G), con G:=G/A. Si tomamos B:= BfA, tenemos que $(B)=F (pues
B char G ). Luego @¢(B)c BA= B y por lo tanto B charG . #




ACCIONES Y p-GRUPOS

Defimicién 0.5. Sean / y X dos grupos y X un conjunto. Una accién de grupos de Hen K es
un homomorfismo dc grupos @ H —>» Aw (K). Si es claro quién €s @ o si no interesa su

identidad, di que H acria en K. Una accién de conjuntos de H en X es
un homomorfismo de grupos y:H —> S, (donde S, es el grupo de permutaciones de X);
igual que antes, a menudo diremos simplemente que H actia en X,

Note que S, es el grupo de automorfismos del conjunto X en la categoria de
conjuntos; asimismo, como Auwr (K) siempre es un subgrupo de SA, tenemos que toda
accién de grupos es una accién de conjuntos. Aung os énfasis en ¢l
tipo de accién de que se trate, en general ommremos los calificativos de grupos y de
conjuntos 'y dejaremos que sea ¢l contexto el que determine cual es el tipo de accién en
cuestion: Si el objeto en el que se actiia es un conjunto no hay lugar a confusién; si es un
grupo, supondremos que se¢ trata de una acciéon de grupos a menos que se diga
explicitamente lo contrario.

Observe que si A es un grupo y N es un subgrupo normal de A, entonces / actua en
N por conjugacidn; es decir, la funcidon @: H — Awt (N), dada por @(h)(x) =hxh™', es una
accion (de grupos) de & en N. También /A actia (con accién de conjuntos) en H por
translacidn; esto es, la funcién @: 4 — S,,, dada por @(#)(x)=hx, es una accién (de
conjuntos) de A en /. Lo anterior sugiere notaciones alternativas para una accién dada: si
@ es una accién de /7 en X (de cualquiera de los dos tipos), con he A y xe X,
denotaremos a @(4)(x) como “x o como A-x, siempre que no haya confusién posible.

Definicién 0.6. Sea G un grupo, que actia en un conjunto X'y x € .X. Definimos:
G,:={geG|g-x=x},
G-x:={g-x|geG},
Xn'.={ye x| g-y=y,VgeG}.

Decimos que G, es ¢l esrabilizador de x en G; G -x es la drbita de x (bajo la accién
de G); ¥y X, es el conjunto de puntos fijos de X (bajo la accién de G). Observe que el
estabilizador siempre es un grupo; si la accién es de grupos, X, también es un grupo; y que
el conjunto de todas las érbitas forman una particién de X en clases de equivalencia.



Teoremsn 0.7. [Suz 1, 1.7.12] Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Entonces:
(1) |G-x|=[G:G,], paratoda x € X.

{2) Si R es un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de X, de
tamafio mayor que uno, entonces:

I¥1=1x |+ GG

D i6m. La biyeccion entre las clases laterales de G, en G y los elementos de la
6rbita de x esta dada por: gG, > g-x. La segunda afirmacion se sigue de (1) y de que el
conjunto de todas las orbitas de X forman una particion en clases de equivalencia de X #

A la ecuacion del inciso (2) del teorema anterior le 11 emos la ec: ion de clase
(hay casi tantas variantes de la ecuacién de clase, todas ellas con el mismo nombre, como
autores de libros de teoria grupos).

Note que si un G es un p-grupo, entonces todos 1os términos que aparecen en la

ia son multiplos de p; si ademas X es un conjunto de tamafio no divisible por p,
esto obliga a que X, # ¢. Del mismo modo, si G y X son p-grupos, y la accién es de
grupos, entonces, ésta se restringe a una accion (de conjuntos) de Gen X" := X —{l}, pero
cntonces IX'I no es divisible por p, luego X, » 1. Concluimos que: “Siempre que un p-
grupo actia en otro, el conjunio de purntos fijos es no trivial”. A lo largo de esta seccién,
quedara patente la utilidad de las observaciones hechas en este parrafo.

Es apenas creible la cantidad de resultados importantes que se derivan de esta

ién tan 1 y, en general, dc las técnicas denvadas del concepto de accion.

Veremos a lo largo de esta seccion varias de sus cc di y. a lo largo de

1a tesis, tendremos ocas:én de constatar la importancia del concepto de acciéon. De hecho,

como a co ién, la prueba de uno de los teoremas mas fundamentales en

teoria de grupos finitos, el teorema de Sylow, no precisa esencialmente nada mas que la
ecuacién de clase.

La siguiente prueba de los teoremas de Sylow estd basada en una prueba de
Wielandt y la p aqui, pese a ser estandar, porque no hemos podido resistirnos a
su elegancia.

Teorema 0.8. (Teoremas de Sylow) [Suz 1, 2.2.2] Sean G un grupo y £ un nimero primo;
entonces:

(1) [$34,(G)| =1+ kp, para algin numero natural £, y [Sy7,,(G)| divide a |G|
(2) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-Sylow de G.
(3) Todos los p-Sylows de G son conjugados entre si.



s

Demoatracién. Sea G un grupo con [G|=p“m y (p,m)=1. Sea <7~ ={A:G| ]A[--p'}.
Es fécil y elemental verificar que p no divide a (';,') (siempre que (p.m)=1). Entonces
p]]@/fl = (';_') Si hacemos actuar a G en &7, por translacién, se sigue que no todas las
6rbitas de @7 tiene un tamafio divisible porp (Y7 es unién ajena de sus Orbitas). Sca
X < @ una de tales 6tbitas y 4 € X. por ¢l anterior, |X|=|G:G,|,
como pl|X|. tenemos que p” divide a [G ]y, en particular, p” <|G,|. También podemos
hacer actuar a G, en A por \] si ae A, tecnemos G,-ac Ay
1GJ=|G,-a] s|4|=p". Se sigue que IG,.I— ? =|Gf, v asi hemos construido un p-
subgrupo de Sylow de G, a saber: G . En adelante, llamaremos P a ese subgrupo de Sylow.
Sea o = {P' | g€ G}. Si hacemos actuar a £ en & por conjugacion, tenemos de la

ecuacion de clase:

forl = lesl-r 1 ]

Pero f = {P}, pues si P’ es otro elemento de @ que se queda fijo bajo la accién
de P, P’ es normalizado por Py PP’ es un p-grupo. Luego P < PP’y |PP'|s p°
implican P = P’ Entonces:

[efl=1+ 3 |P: P |=1mod p

Sea 8 un p-subgrupo de . Entonces, también B actua en & por conjugacién. Si
P’ € & se queda fijo bajo la accién de B, entonces P’ es normalizado por By BP’ es un p-
grupo, luego P’ < BP’ y |BP’|< p® implican que BP’= P y Bc P’, con lo que todo p-
subgrupo de G estaria contenido en un p-Sylow de G (conjugado a P). Si ése no fuera ¢l
caso, otra vez por la ecuacién de clase, tendriamos:

lef{=0+ 3 |B: By|=0mod p
AaR

contrario a lo que sabemos. Entonces B esta contenido en algun conjugado de 2; en
particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre sf y & es el conjunto
de todos los p-Sylows de G. Finalmente, también por ¢l teorema anterior (con G actuando
en & por conjugacion), tenemos |of| = ]G: G,', luego [of] divide a [G]. #

d 1l les que son utiles con frecuencia.

El lema pr tres r
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Lema 0.9. [Suz I, 2.2.6] Sean G un grupo, K<G, G, eSSyl (G) y m:G— G/K la
proyeccién natural, entonces:

(1) 7(G,) e Syl (G/K).

() KNG, e HY7,(K).

(3) G, aG siysodlosi G, charG.

Demostracién.

(1) Tenemos que:
Gl/I1K| [kna,|
|orx:7G )| =|G/k:(G.K) /x|= ]—"ﬂLE‘ﬁJG—[ . IKI

no puede ser divisible por p, pues ’1\ n p, es un divisor de 'Kl

(2) Por otro lado, KNG, < K, o G,. para algunas K, eSy/,(X) y xeG. Luego,
G;NK =K, €Syl (K). Como K es normal en G, conjugando por y:=x"', tenemos

G,NK =K} €Syl (K).
Es obvio que G, char G implica G, «G. Si G, <« G, entonces, por los Teoremas de

Sylow (todos los p-Sylows son conjugados entre si), G, es el unico p-subgrupo de
Sylow de G. Si @ € Aw (G), entonces ,¢(G ), , , luego @(G,) también es un p-
Sylow de G. Entonces @¢(G,) =G, es decir G, char G. #

(€]

iderado como una aplicacién tipica de los

El siguiente resultado fund; les cc
Teoremas de Sylow y nos sera til maés adelante.

Teorema 0.10. (Argumento de Frattini) [Gor 1.3.7] Si /<G y P es un p-Sylow de A,
entonces G = AN (P).

Demostracién. Sea g € G. Como A es normal, gPg~ < H, pero entonces gPg™'es también
un subgrupo de Sylow de /& y tiene que ser conjugado a P en /, esto es: gPg™' = hPh™ para
alguna h e /. Entonces, A~'gP(h™'g)"' =P y, asi, h''ge Ngy(P). Luego, g=hn, para

alguna 7€ N;(P), portanto G = HNG(P). #

El lema siguiente, presenta una serie de resultados basicos sobre p-grupos que se
derivan de la ecuacién de clase.
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Lems 0.11. {Suz I, 2.1.4; 2.1.6; 2.1.13] Sean #* un p-grupo no trivial y X un subgrupo de P.
Entonces:

(1) 1# K < P implica KMNZ(#) = 1. En particular, Z{P) = 1.

(2) Si X es un subgrupo normal mini len P, KcZ(P)YyK=2Z,.
(3) Kg P implica Kg N,.(KX).

(4) Si K es maximal en 7, entonces K < P y IP: K| = p.

Demostracién.

(€3]

)

(&)

@

Porla ién de clase, haciendo actuar a £ en K por conjugacion, tenemos:
| K| = | &, |+ 2 (términos divisibles porp)

Donde K, es el conjunio de puntos fijos de la accion. Como el orden de X es
divisible por p, resulta que el orden de K, debe serlo a su vez. Como 1€ K,
tenemos: |K°|2p. Pero el conjunto de puntos fijos de la conjugacién resulta ser
Ky =Cp(PY=KNZ(P).

Gracias a (1), tenemos 1 # XN Z(F) < P, luego, por la minimalidad de X, tenemos
K = KMNZ(P)< Z(P). Entonces cualquier subgrupo de X es normal en P. De

nuevo por la minimalidad de X, se sigue que X no tiene ningan subgrupo propio, es
decir K =Z,.

Si K < P, el resultado se sigue inmediatamente. Supongamos que K ¢ P, Sean
x:={k"|xe P} y X= X ~{K}. Entonces P actua en X por conjugacién, y X es
la drbita de X bajo la accién de P. Sea F, el estabilizador de X en P. Entonces
P = Np(K) y, por el Teorema 0.7.(1), 1 #|X|=[P:P]=[P: N,(K)]=0modp.
Luego ]X’ls —1mod p. Ahora, K actita en X’, también por conjugacion y de la
ecuacién de clase, tenemos:

x| =|x¢|+ X (términos divisibles por p)

Se sigue que X # ¢. Entonces K normaliza a alguna K* # X con x € . Tomando
3.=x"' resulta que K” normaliza a XK. Luego K’ < N,(K), es decir K @ N,(X).

Si K es maximal en P, er por (3). s que K g Np(K)g P. Esto
implica que N,.(K)= P, o bien X < P. Por la maximalidad de X, £/X no tiene
subgrupos propios, asi P/K =Z,y por lo tanto |P: K| = p. #




11

Definicién 0.12. Secan G un grupo y % una sucesion de subgrupos de (, de la forma:
W 1=G, GG, =G.

Entonces decimos que la serie « % es normal, si G, 2 G para toda §; subnormat, si
G, 4 G,,, (para toda i); de composicién, si es subnormal y cada G,,, /G, es simple; y

principal, si es normal y de composicién. En cualquiera de estos casos diremos que la
longitud de la serie es n.

ié

i una version especial ite ad da para p-grupos de
los tcoremns cl&sncos de Jordan-Holder y Schreier que nos sera util repeudas veces.

Teorema 0.13. [Suz I, 2.1.12] Sea £ un p-grupo de orden p”, entonces:

(1) P tienc una serie principal de longitud 7. 1=/, @ F g & £, = . Se sigue
que B < P yl|F:F,|= p.paratoda i

(2) Silg PG P ' ¢ @ P < P es una serie normal de P, entonces existe una
serie principal de P de longitud n, que incluye a todos los P/, para 0 </ <r.

Demostracién. Observe que (2) implica (1) (tomando laserie 1 = P° g P' = P, si P#1).

Probemos (2). Procederemos por induccién en |P|. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P° # 1. Sea N un subgrupo normal minimal de P que esté contenido
en P°. Porel Lema 0.11.(2), N = Z,. Ahora, por hipétesis de induccion, P/N tiene una
serie principal 1=F g...q B, = P/Q, de longitud n—1, que incluye a P°,...,P" (las
imagenes de P°,, ", bajo la proyeccién natural). Si ahora, paracada i=1,---,n, B esla

imagen inversa de F} segun la proyeccion natural, entonces 1= G P g G A =FPesla
serie deseada. #

Las acciones también nos pcrmnen construir nuevos grupos a partir de grupos
idos por dio del prod > lirecto, como se vera a continuacién.

‘Teorema 0.14. [Gor 2.5.1] Scnn H y K dos grupos y @ una accién de grupos de K en H.
El el prod car > A x K, junto con la operacién binaria definida por
(A kYA k)= (W (*h).kk’) (tecuerde que, en este caso, k= @(k)(h)) es un grupo.
Llamemos G al grupo asi obtenido. Sean i H — Hx K e i, K — Hx K las inclusiones
naturales, H:= i(H) y E:=i;(X) entonces:

(NG=HFK.

(DHH<G, KEcG.

B)HANK =1.

(4) La accion de K en F, se transforma (via las inclusiones naturales) en la

conjugacién de 5 por elementos de X .




2

D i6én. La d racién es una verificacién de rutina. Ver por cjemplo [Gor 2.5.1].
H#

Defimicién 0.15. Al grupo G del tecorema anterior se le llama un producto semidirecto
(externo) de H y K, y se denota por 4 > K. Cuando se quiere hacer énfasis en la accién que
se utiliza, escribimos A >, X, y decimos que el grupo en ion es el pr
semidirecto de H y K respecto a @. También, si G es cualquier grupoy 7 y K son dos
subgrupos cualesquiera de G que satisfacen (1)«(3) del tcorema anterior, entonces decimos
que G es producto semidirecto (interno)de H y K (enestccaso G=H X, K, donde @ es
la accién dada por la conjugacion en 7 por elementos de K).

Nota: Se suelen identificar los grupos H y K con H y K respectivamente, siempre que ello
no cause confusién. Una vez hecho eso ‘“desaparece la diferencia™ entre los productos
semidirectos externo e interno. Asi, siempre que tengamos que un grupo X actia en otro
grupo H, podrcmos considerar que ambos son subgrupos de un tercer grupo G = A x K, de
esta P [ P basicos como los normalizadores,
centralizadores, conmu!adares, etc. y las relaciones normalizar, centralizar, conjugar, etc.
En particular, actuar y normalizar resultan ahora ser “sinénimos™, Sin embargo, hay que
tener cuidado si, por ejemplo, // ¥ X ya son subgrupos de un cierto grupo G y la accién
considerada de K en A no es la conjugacién, o &/ y K se intersectan de manera no trivial.
Note también que la notacion A x K puede representar varios grupos distintos (no
isomorfos) segun cudl sea la accién considerada. En particular, el producto directo de A y
K siempre es un producto semidirecto de 7/ y K (tomando la accidn trivial).

El siguiente lema,. que nos serda util mas adelante, es un ejemplo mas de una
aplicacion tipica de la ecuaciéon de clase, que ademas itustra las convenciones del parrafo
anterior.

Lema 0.16. [Piz 0.16] Suponga que un g-grupo  actia en el grupo L, con [L] = 4p“, donde
P es un nimero primo, no necesariamente distinto de g. Suponga también que glk.
Entonces Q normaliza a algin p-subgrupo de Sylow de L.

Demostracién. Sea X ¢l conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de L, entonces QO
actia en X (con accién de conjuntos) y por la ecuacién de clase: |.X| =]X,|+gs, donde X,
es ¢l conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de L normalizados por Q. Por los
teoremas de Sylow, |.X| divide a &, y en particular, q}|.X]. Se sigue que |.X,| no puede ser
cero. #

Los siguientes dos teoremas también ilustran e! uso que haremos de las
convenciones que aparecen en la nota de la definicion del producto semidirecto; el segundo
de ellos sera uno de los teoremas mas citados en la tesis. Necesitamos una definicién:
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Defimicién 0.17. Sc¢ dice que un grupo 4 que actua en el grupo G estabiliza la serie

subnormal: G =G, G, ... G, =1, si cada G, es A-invariante y 4 actia trivialmente en
cada G, /G,,, .

Teoremsa 0.18. [Gor 5.3.1] Un grupo 4 que actua en el grupo G estabiliza la serie
subnomal: G=G,e G, b--->G,=1 de G si y s6lo si cada G, es A-invariante y
[4.G1<G,., paratodai.

Demostracién. 4 actiua trivialmente en cada G, /G,,, si y solamente si, paratoda ¢e Ay
g € G, existe una g’ € G,,, 1al que ¢(g) = g’g. lo que es equivalente a @(g)g™"
bien ggo'g™ € G,,, (recuerde que en el producto semidirecto de G, con 4
se ve como conjugacion) y esto Gltimo es equivalentea [ 4,G,]= G,,,. #

€G,, o
la accion de 4

Tcorena 0.19. [Gor 5.3.2} Sea 4 un p’-grupo que actuia en €l p-grupo P. Si A estabiliza
serie subnormal de P, A actua trivialmente en P.

Demostracién. Sea P=/F- e Fr....- £,=1 la seric subnormal que A4 estabiliza.
P d por inducciéd

A actia en £, y actia trivialmente en £/l = B, (caso base). Ademads, 4 actia
trivial en £, por hipétesi

P de induccion. También, 4 actia trivialmente en £,/ F, por
hipotesis. Entonces, paratoda ¢ € A ¥y x € £, = P se satisface [¢,x]e A, por el Teorema
0.18. Asi, @(x)=xz para alguna € Ff,. Como ¢ actia trivialmente en F tenemos:
@"(x) = x=". Si tomamos n igual al orden de @, resulta x = @"(x) = x=". Luego, z" =1,

pero (n, p)=1 implica == 1. Entonces ¢@(x) = x. Y en consecuencia, 4 actoa triviaimente
en P. #

SOLUBILIDAD Y NILPOTENCIA

Definicioa 0.20. Defini la serie central descendente G = Ly(G) 2 L/(G)=2 L,(GY=2....
la serie central ascendemte 1=Z,(G)e Z,(G)< Z,(G)=... ¥y la serie derivada
G =G GY o G o.... por medio de las siguientes igualdades:

Z(GY =1
G)=G °
o {Lo( )

G =G
1 1
L@ =(r@re] W 2:2 ((GG)) z(z?c)) o {G“"’ =[c™.c"]
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Note que Z,(G) = Z(G) y G = G* = 1,(G). Teniendo en mente el Lema 0.4., es facil ver
que todos los L,(G), Z,(G) y G son caracteristicos en G.

Defimiciéon 0,21. Decimos que un grupo G es nilpotente si Z,(G) =G para algun entero £.
Al minimo entero & con esa propiedad se le llamarid la clase del grupo nilpotente G;

denotaremos a la clase de G por c/(G). Diremos que G es soluble, si G =1 para algun
entero .

Observe que G =1 si y sélo si c/(G) =0, y que G es abeliano si y sélo si c/(G)=1.

Tenemos el siguiente teorema, fundamental para el estudio de los grupos
nilpotentes.

Tmren. 0.22. [Suz 11, 4.2.5; Suz I1, 4.2.12] Sea G un grupo. E las
son equival y caracterizan la nilpotencia:

(1) Z,(G) = G, para algun entero r.
(2) L (G) =1, para algun entero r.
(3) Para todo subgrupo propio Hde G, H g Ng(H).
(4) Si H es un subgrupo maximal en G, entonces A aG.
(5) H e Syl ,(G) implica H <« G.
(6) G es producto directo de sus Sylows.
Demostracién.
(1)=(2) Probaremos que si (1) vale, entonces L,(G) < Z,_,(G), para toda /. Esto implica
el resultado deseado. Procederemos por induccién en /.

Si j=0, L,(G)=G=Z,(G), por hipotesis. Supong; por hipotesis de
induccién, que L,(GY< Z, (G). Como

Z, (G _ Z( G
Z.0)i(G) NS

tenemos que L,,(G) =[1,(G).G]=[Z._,(G).G]=1mod Z,_, ,(G). Asi, resulta
que L, (G)< Z,_, ,(G), complctando con ello la induccién.

(2)=>(3) Como L, (G)=G y L, (G)=1, existe un entero 4 tal que L, (G)g H y
L, (G)< H. Luego [L,(G),Hl<[L.(G),Gls L,,,(G) < H. Esto quicre decir
que L,{G) g H normaliza a H. Entonces H @ Ng(H).
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(3)=(4) Si H es un subgrupo maximal de &, por (3), tenemos que H G N;(H)Y< G
implica Ng(H)=G.Luego H aG.

(4)=>(5) Suponga que H € SV/,(G) y H % G. Entonces N;(H) g G. Sea M un subgrupo
maximal de G que contenga a N (H). Claramente f € Sy/,(A7), y por (4),
M <« G. Luego, por ¢! argumento de Frattini, G = MN ;(H) = M, contrario a la
eleccion de Af.

(5)=(6) Obvio.

(6)=(1) Sea G = A x FP,x---xF, la descomposicién como producto de Sylows de G. Es
facil verificar que Z,(G) = Z,( ;) % Z,(£)x--+xZ,( P’,) para toda 4. Es claro, por
€l Lema 0.11.(1), que todo p-grupo es nilpotente. Entonces podemos tomar
c=max{cl(F)} y asi, Z(G)=G. #

1siss

Nota: Si c=cl(G), en la parte “(1)=>(2)"” de la demostracion del teorema anterior se

prucba que L, (G)< Z,_,(G) para toda /. Se sigue inmediatamente que si & es el minimo

namero entero tal que L, (G) =1, entonces & < ¢. De hecho es bien sabido que 4 = ¢, pero
nosotros no haremos uso de ello.

También son utiles las siguientes propiedades de los grupos nilpotentes.

Lema 0.23. [Gor 2.3.3; Suz 11, 4.2.14)
(1) Todo p-grupeo es nilpotente.
(2) Cualquier subgrupo o imagen homomorfa de un grupo nilpotente es nilpotente.
{3) El producto directo de grupos nilpotentes es nilpotente.

(4) Sean G un grupo y A y K dos subgrupos nilpotentes y normales en G. Entonces
bién AK es nilp

Demostracién.
(1) En un p-grupo, el inico Sylow es normal.

() Si H es un subgrupo de G, tenemos L, (H)c< L,(G). Si N <G, entonces
(LAGN)/N = L(G/N).

(3) Inmediato del Teorema 0.22.(6).

(4) Sean A un p-Sylow de X y £ un p-Sylow de K. Entonces, como 7 y K son
nilpotentes, A char I y F, char K. Como H y K se normalizan mutuamente, Ay 7~
son subgrupos normales de /K. Ahora P:= AP, e Syl ,(HK) y P < FHK. Ya que esto
sucede para cada primo p, HK satisface la propiedad (5) del Teorema 0.22. #
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A conti ién se pre algunas propiedades basicas de los grupos solubles que
se derivan directamente de la definicion.

Teorema 0.24. [Gor 2.4.1]
(1) Todo grupo nilpotente (y todo p-grupo) es soluble.

(2) Todo subgrupo e imagen homomorfa de un grupo soluble son solubles.

(3) Sean Gun grupoy N o G. Si Ny G/N son solubles, G bién lo es.

(4) EIl producto directo de solubles es soluble.
(5) Si G es soluble no trivial, entonces [G.G]g G.
Demostracién.
(¢D] G* ¢ L,(G), para toda &.
2) De manera semejante que en el Lema 0.23.(2).
3) Si (G/N)* =1, G*' < N. Entonces G** N,

“) Inmediato de (3).
) Inmediato de la definicién. #

SUBGRUPOS NOTABLES

Definicién 0.28. Seca 7 un conjunto de primos. Un x-grupo es un grupo cuyo orden es
divisible solamente por los primos de s, un 7'-grupo es un grupo cuyo orden sélo es
divisible por los primos que no estan en . En el caso - = {p}. escribimos p-grupo (1o que
coincide con nuestra definicién previa) y p-grupo respectivamente. Para cualquier grupo
G, 2#(G) denota el conjunto de primos que dividen a su orden.

Defimicién 0.26. Sean G un grupo y 7 un conjunto de primos; definimos O, (G) como el
(Gnico) 7 -subgrupo normal maximal de G, y O,.(G) como el (inico) x'-subgrupo normal
maximal. Cuando x = {p}, escribimos solamente O,(G) y O,(G) respectivamentc.

Definicién 0.27. El subgrupo de Firting de un grupo G, F(G), es el (inico) subgrupo
nilpotente y normal maximal.

Nota: Claramente, O, (G), O, (G) y F(G) existen y son caracteristicos (ver ¢l Lema
0.23.(4)). Observe que, para cualquier grupo G. O,(G/O,(G))=1. Ademids O,(G) debe
estar contenido en todos los p-subgrupos de Sylow de G.
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Teorema 0.28. [Suz 11, 4.2.17] F(G) = X O.(G).

Demostracién. Observamos que cada O,(G) es un p-grupo y por tanto es nilpotente,
entonces O,(G) < F(G) para toda p. Ademis, cada O,(G) es normal en G, luego,
0,(G)= =(0,(G)|p € x(G)) = F(G). Por otro lado, cada p-Sylow de F(G), £,

!‘.(G)
normal en F(G) y, por tanto, caracteristico en /(G), como F(G) es a su vez caracteristxco
en G, cada F, es caracteristico en G y en particular normal. Luego £, € O,(G) para toda

S . €s

p. Yy asi tenemos: F(G) o 2'.((; O, (G). #

El siguiente resultado es una de las propiedades mas importantes de los grupos
solubles y es usado tantas veces durante el presente trabajo (algunas veces sin referencia
explicita) que conviene aprenderlo y tenerlo presente.

Teorema 0.29. [Gor 6.1.3] Sea G un grupo soluble, entonces: Co(F(G)) < F(G). En
particular, si G es un grupo soluble no trivial, F(G) = 1.

Demostracién. Sean F = F(G) y C= Cg(F(G)).
Demostraremos que C o F.
Claramente C < G.
Para llegar a una contradiccién, suponga que C & F.
Sea B C, B aG, Bg F minimal respecto a estas tres condiciones (B existe pues
C cumple con las tres condiciones). Luego: [8,8] < C y [B,8] « G obviamente, ademds

[B.B]a B por ser B soluble. Por Ia minimalidad de B, tenemos [B,B]c F, y asi:

[B.B, B]; [F.B]c[F. C]-l

E B es nil; y normal en G, es decir: B c F, contrario a lo supuesto. #

En el caso de un grupo nilpotente G, el Teorema anterior es initil, pues en ese caso
Itado andlogo (mas elemental y menos poderoso) pars p-

F(G)= G. El sigui esunr
grupos.

Teorema 0.30. {Gor 5.3.12] Si Af es un subgrupo del p-grupo P, maximal respecto a la
propiedad de ser abeli y normal, entonces Cp(Af) = Af

D i6 s os que C,(Af) contiene propiamente a AL Como Co(Af) es

normal en P, entonces por el Teorema 0.13., tiene que existir un grupo N tal que
Mo NS Cu(M) con [N:Ml=p, y NaPr, Témesc ahora una xe€ N — Af, entonces
N= (Mx) debe ser abeliano, pues x € N < C,(Af) contradiciendo la maximalidad de Af.

#
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Del'lniclén ©0.31. Sea G un grupo. Definimos O,,(G) como el unico subgrupo de G
(GO, (G = O(G/O,(G).

Q istico por el Lema 0.4.) tal que

Nota: Observe que O, (G) = O,(G)~NQ, para algin g-subgrupo ©Q de G. También:

G/0,(G) )=1

N e )

Definicién 0.32. Un grupo es elementalmente abeliano si es isomorfo a algin (Z,)” para

algun primo p y algun entero . El rango de un p-grupo elementalmente abeliano es su
ion como espacio vectorial sobre Z,. El p-rango de un grupo G, denotado por
7,(G), es el maximo entre los rangos de sus p-subgrupos el 1 beli.

escribiremos (G) si G es un p-grupo.

Definicién 0.33. Si P es un p-grupo, definimos: QQ,( ) = (x e Pl |x| = p).

Note que Q,(P)char P y que P =1 implica Q,(F) = 1. Si P es abeliano, QQ,(P) es
elementalmente abeliano de rango méximo en P~. En particular P =1 implica que
£,(Z(#£)) =1 es elementalmente abeliano. E! siguiente teorema nos da mas informacién
del comportamiento de ©,( ) en un caso un poco mads general que cuando P es abeliano.

Teorema 0.34. (Gor 5.3.9] Sea P un p-grupo de clase a lo mas 2, p = 2. Entonces:

i) £2,(P) tiene exponente p.

ii) Si P/Z(P) es elementalmente abeliano, entonces (xy)? = x°3* Vx,ye P.

Demostracién. Como P es de clase a lo més 2, tenemos [P, P,P]=1. Luego, si ==[y,x],
conxyyen P, entonces = € P’ < Z(P) y por lo tanto, = conmuta con x y y.

Entonces, por el Lema 0.3.;

a) [ . x’ ] =z¥
b) ()’ =22ty
Para probar que £2,(#) ticne exponente p, necesitamos probar que e! producto de
dos elementos de orden p es a su vez de orden p. Si x y y tienen orden p, tenemos de (a)
l—[l .x] [_y x]-— =F.
y usando también (b):

() =Ty 22 2
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Asi, £2,(P) es de exponente p.

Para finalizar, si P/Z(F) es elementalmente abeliano y ye #, y” =1 mod Z(P).
Luego, y* € Z(P), y 1 = [y’.x] = zf Por(b): (xy)* =xy*. #

Corolario 0.38. [Piz0.35]1S8i p#2y G=(Z,%xZ_,)xNZ,. G tiene exp P-

Demostracién. Si G es abeliano, el resultado es claro. Si no, como G es un p-grupo,
tenemos Z(G) # 1, lucgo G/Z(G) es abeliano (pues |G/Z(G)| < p?). Entonces Z,(G)=G y

cl(G)=2. El tcorema anterior nos dice que £,(G) tiene exponente p, pPero e¢n este caso
Q(G)=G.#

Definicién 0.36. Contrario a la literatura estédndar, si P es un p-grupo, definimos:
J(P)={(Ac P|4 es clementalmente abeliano y r(4) =r(FP)).

Nota: Observe que J(P)char P y que J(P)c U < P implica J(P)=J(U). Si G, es un
P-Sylow de G, son equivalentes:

(N (G, char G,
@) H(G,H<G y
3) H(G,) S 0,(G).

(1)=2(2) ¥y (2)=(3) son claras. Veamos (3)=(1). Si vale (3), entonces
J(G,) = O,(G)= G,, (pues O,(G) debe estar contenido en todos los p-Sylows de G);
luego J(G,) = J(O,(G)), pero sabemos que J(O,(G)) char O (G) char G.

Observe también que, si p divide al orden de G y G no es un p-grupo, entonces
1+ J(G,) # G. La prueba del teorema de Burnside en ¢l caso g = 2, se basa fuertemente en
estas observaciones, probando que si G es un contragjemplo minimal al teorema de
Burnside, entonces G debe ser simple y J(G,) debe ser normal en G, lo que constituye una
contradiccion.

Definicién 0.37. Sca G un grupo. Definimos el subgrupo de Frattini de G, denotado por
@©(G), como la interseccion de todos los subgrupos maximales de G.

El siguiente teorema establece dos de las principales propiedades del subgrupo de
Frattini.

Teorema 0.38. [Gor 5.1.3] Sea G un grupo. Entonces @®(G) char G. Si G es un p-grupo,
G/®(G) es elementalmente abeliano.
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Demostracién. La primera afirmacion es obvia pues todo automorfismo manda subgrupos
maximales en subgrupos maximales. Sean GG un p-grupo y Af un subgrupo maximal de G.
Por el Lema 0.11.(4), Af es normal en G y tiene indice igual a p. Entonces G/Af = z,,

luego, si x,y € G, tenemos x”,3” € M y xyx~'y~' € M. Como esto sucede para cualquier
maximal Af de G obtenemos el resultado deseado. #

GRUPOS ESPECIALES

Definicién 0.39. La funcion @ de Euler se define, para cualquier entero positivo n, como:
P(n)= l{x eZilsx<n, (n,x)= l}l

Teorema 0.40. {Suz I, 1.6.10]) Awr(Z,)=2Z,, donde Z, es cl grupo multiplicativo de las
unidades de Z, (como anillo). [Am (Z,)] = @(n). Si la factorizacién en primos de n es
n=pP-pP--pi*.tenemos @(n) = p~ (p ~D-p2~t (P =) - g (o —1). Sin=p7,
para un primo p# 2, Aut(Z,) es cichco

o i6n. Un orfismo de Z, estd determinado por la imagen de la unidad de
Z_; la imagen debe ser un generador de Z,, es decir una unidad del anillo. Entonces cada
aulomorfsmo determina, de esta manera, una idad. La funcién corr di (de
Aur(Z,) en Z) resulta ser un isomorfismo de grupos. Claramente IZ'I ¢(n) Sinymson
primos entre si, tenemos Z,, =2, x Z_, en donde cada factor es un subgrupo caracteristico
(todo grupo ciclico tiene un dnico subgrupo de cada orden que divide al orden del ciclico),
luego Aut(Z,,) = Awt (Z,)x Awut(Z,)). En particular, si (n,m) =1, @(nm) =@(n)@(m). Si
n=p“, observamos que el nimero de enteros entre 1 y n que son divisibles por p es
Pe/p=p"". luego @(p~) = p= — p°~' = p=~'(p—1). La prucba dc la tltima afirmacién es
esencialmente aritmética y puede ser encontrada en [Rot 7.2]. #

Lema 0.41. [Suz 11, 4.4.4] Sean p un nimero primo y X un p-grupo no trivial. Entonces:
(i) X tiene un unico subgrupo de orden p si y s6lo si no tiene subgrupos de tipo (p, p).
(ii) St p = 2, entonces X es ciclico si y s6lo si tiene un unico subgrupo de orden p.
D i6n. Prob primero (i):
La parte “sélo si” es trivial. Supongamos que X no tiene subgrupos de tipo (p, p).
Entonces, como £2,(Z(X)) # 1 es elementalmente abeliano y K no tiene subgrupos de tipo
P, p). £,(Z(K))=Z,. Si Y < K es otro subgrupo de orden p, entonces Y -£2,(Z(X)) seria

un subgrupo de tipo (p, p).

El resto de la prueba demuestra (ii).
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Supongamos que en efecto p= 2.
La parte *'sélo si” es trivial.

Tenga en mente que un grupo ciclico tiene un unico subgrupo de cada tamafo que
divide a su orden.

Supondremos que (ii) es falso.

Sea K un contragjemplo minimal. Claramente, X no es abeliano. Como todo
subgrupo de orden p? es abeliano, tenemos que |K}2 p®. También sabemos que todo
subgrupo propio de X es ciclico.

Afirmamos que K tiene un Gnico subgrupo de indice p*:

Suponga que 4, ¥ A, son dos subgrupos distintos de indice p*. Entonces existen N,
y N,. tales que N, A4, y |K: N,)=p. En consecuencia, N, « K y cada N, es ciclico,
digamos N, =(x) y N; =(»). También N, = N,, pues de otro modo A4, = 4,. Luego
K =(x,y). Puesto que K/N,=Z, tenemos y* e(x). Como |y"|= /P =|x|/p =]1x|.
resulta y* (.x’). De manera semejante x® € (y’). Luego 4, = (x”) = (_y") =A,.

Con esta contradiccion hemos probado que, como se habia afirmado, K tiene un
anico subgrupo de indice p’.

Observe que también existe un Unico subgrupo de indice p°, pues todo subgrupo de
indice p* esta contenido en uno de indice p?, de los cuales solo hay uno, y éste, por ser
ciclico, contiene un unico subgrupo de indice p (de indice p* en K).

Sea K, el unico subgrupo de indice p*. Entonces x € K implica que {x) contiene o
estd contenido en un subgrupo de K de indice p’, es decir: {(x)c K, 0o K, (x).
Concluimos que K, < Z(X). Luego K/K, no es ciclico (X seria abeliano) y tiene un tinico
subgrupo de orden p (X tiene un Unico subgrupo de orden p*). Por la minimalidad de X, sc
sigue que K, =1y |K|= p’. E una pr i6n (parcial) de X seria:

K={xy|id=p* .11 = P (=) = (7). )

Sin pérdida de generalidad, cambiando nuestro generador x si fuera necesario,
tenemos yr=xr Por el Lema 0.3.: (xy)P ==PPD3xryr o :J‘?". con
z=yxy~'x7 € (x)N{»). Como (xHIN(¥)= (x’), tenemos =¥ =1 , y entonces (xy)” =
(pues p # 2), pero xy & (x). Luego (x’) no es el iinico subgrupo de orden p. #

Definicién 0.42. Definimos el grupo cuaternio Q,, y la familia de los grupos diédricos D,,
como sigue:

Oy =(x.y|x* =" =1.x" =7, yp~t =x7')

—
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D, =(.x,y|x" =y =1y =x7).

Nota: Observe que |Q,| =8 y |D,| =2n; O, ticne un unico elemento de orden 2y D, tiene 5;
en particular O, £ D,. Cualquier texto cl ! sobre teoria de grupos muestra que (, ¥
D, son los unicos grupos (hasta i fismo) no abeli de orden 8.

Lema 0.43. [Piz 0.43] | 4w (Qu)| =

. 28 "

que Q, tiene la sigui Y ién por generadores y
relaciones: O, ={x.Mx* =3* =1,x? =, yxp~! —x"} Asi, O, de 8 ¢} <l
necutro, un unico clemento de orden 2 (x? = )?) y seis elementos de orden 4, a saber:
{.r 2,y xy, x%y,x y} También, si ¥ y v son lesq dos ¢l dec orden 4, tales

que (u) = (v). entonces claramente O, = (¥){v) y satisfacen las mismas relaciones que x y -

(l)u —v =1, pucs se escogieron de orden 4.

(2) 1? =v2, por que hay un anico elemento de orden 2.

(3) vav ' =u™', ya que [Q,:(u)] =2 implica que () <« Q,, y entonces (v) actua en
(¥). no trivialmente, pucs de owo modo (), seria abeliano; pero como
| A ({u))| =|Aut (Z,)}= 2, s6lo hay una forma en que v puede actuar no trivialmente en
{u). que es 1a que queremos.

, para uir un ’nch.basta dar a x en 1

elemento u de los 6 clementos de orden 4 que tiene O,, ¥ dar a y en cual
de los restantes 4 elementos de orden 4 de O, —{u). Luego |Aut (@)|=6-4=24.#

Nota: De hecho, se puede ver que 4w (G,) =S, (ver por ejemplo [Rot Ej. 7.11]), pero
nosotros no haremos uso de ello.

Definicién 0.44. El grupo general lineal, denotado por GL(n, p”), es el conjunto de todas
las matrices no singulares de fio nxn con das en el po de p“ el con
la multiplicacion normal de matrices. También definimos €l grupo especial lineal,
denotado por SL(n, p®), como ¢l subgrupo de GL(n, p®) que consta de las matrices de
determinante 1. Si V es un espacio vectorial de dimensién » sobre un campo ﬁmm K de
P° clementos, denotamos por GL(V) al grupo de todas l‘s no
singulares de V, y por SL(JV) al grupo de las transfor Que ti determi 1.
Claramente, cada vez que escogemos una basc para ¥, tencmos un par de isomorfismos:
GL(n,p")=GL(V) y SL(n,p”)=SL(V). Identificaremos a GL(¥) con GL(n,p") y a
SL(V) con SL{n, p”) siempre que no haya confusién posible.
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Lems 04S. [Gor 2.8.11 |GL(n.p)=(P"—D(P"—p)(p"—p ) (pP"—p"") ¥y
|SL(n. p)| =|GL(n. p)| /(L —1). Estaremos particularmente interesados en Ja forma de estas
expresiones en el caso n=2: |GL(2, p)|= p(p+ ) p—1)® ¥ |SL(2, p)|= p(p+ 1N p—D).

Pemostracién. Sca V' un espacio vectorial sobre F, de dimensidn n en el que
GL(n, p)sctiaa. Sea {v,v,....,v,} una base de V. Si x € GL(n, p), {x(v,),x(v,).....x(v))}

debe ser una base también y x esta univ determinado por esta scgunda base.
los el de GL(n,p) es lo mismo que contar bases en V. Veamos de
4 se pued ger una base {w,,w,,....w,} para V:

Observemos que w, puede ser cualquiera de los p" —1 vectores no nulos de V; w,
puede tomar c! valor de cualquiera de los p” — p vectores que no son multiplos escalares
de w,; w, puede scr cualquiera de los p"™ — p* vectores que no son combinacién lineal de
w, ¥ w, ... si continuamos de esta manera obtenemos el primer resultado.

En el caso n =2 tenemos: [GL(2, p)| = (p* — 1N pP* —p)= p(p+ N p—1).

Por otro lado, det:GL(n,p)— F, es un homomorfismo de grupos sobreyectivo.
Entonces |GL(n,p):Ker(det)|=lF;l=p——l, pero Ker(det)= SL(n,p) claramente. Asfi:
GL(n, p)
SL(n, =
ISttn =G Ty B
—1
ISL(2. )= ﬂ_e%)_(f;_)

. En el caso n =2, tenemos:

=p(p+1)(p~-1). #

Lema 0.46. {Gor 2.8.3] SL(2, p) contiene subgrupos ciclicos de 6rdenes p+1y p—1.

o
Demostracién. El grupo { ‘; a")

ae F,‘}CSL(Z.p) es isomorfo a F, y, por tanto,
ciclico de orden p—1.

Por otro lado, podemos pensar en cl grupo aditivo de F,, como un F,-cspacio
vectorial V' de dimensién 2. Sea @ un gencrador del grupo ciclico F"., entonces
{@|= p* —1. La multiplicacién en F,, por @ induce una formacion lineal 7,, de ¥, con
T,eGL(2p). Si L:=(T,). L es ciclico de orden p*—1. Ahora, observamos el
homomortfismo der: L — F;: como |L|=p* -1y IF;|= 2—1, el niucleo K de este morfismo

es un grupo ciclico y de orden multipio de p+1; en todo caso X contiene un subgrupo
ciclicode orden p+1y K g SL(2,p). #

Lems 0.47. [Piz 0.47] Todo g-subgrupo de Sylow de SL(2, p), con q = 2, es ciclico.

Demostracién. Si g = p, es obvio por el Lema 0.45. Si no, como g # 2, observamos que ¢
divide a p+1 o a p—1, pero no a ambos (pues de otro modo rg=p+1y sg=p—1
implican que (» — s)g = 2 y entonces g = 2). Esto significa que un g-subgrupo de Sylow de
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cualquicra de los dos subgrupos ciclicos del Lema 0.46. es también un g-subgrupo de
Sylow de SL(2,p). #

Lema 0.48. [Piz 0.48] Si p= 2, SL(2, p) tiene un Unico elemento de orden 2.

Demostracién. Las condiciones:

a bY _[a®+bc ab+bdd 1 o a b
= = .y det =ad—bc=1,
(c o (ac+ od d+bc (o 1)y (c d) ad—oe

d\ en el si de iones:

Se tr

(M a*+bc=1, (@ d*+bc=1, 3)b(a+d)=0, @) c(@a+d)=0 y (5)ad—bc=1.

Entonces tenemos:

6) a* +2bc+d? =2 (sumando 1 y 2) 12)5=0(de3yll)
I 7) bc=ad ~1 (de 5) 13)c=0(de4y11)
8) a®+2(ad—1)+d? =2 (sust. 7 en 6) 14)a’=1(de 1y 12)
9) a®+2ad+d* =4 (de 8) 15)d?=1(de2y12)
10) (a+d)? =4 (de 9) 16)ad=1(deSy 12)
11) (a+d) = O (de 10 pues p = 2) :;’; a=d=zx1 (de 14, 15 y

En el caso a=d =1 tenemos la identidad. El otro caso es: [_o] O]). que es el

tnico elemento de orden 2 de SL(2,p). #
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1. Algunos teoremas clisicos

BURNSIDE

El resultado siguiente es una version simplificada del Teorema de Bumside, que es
el tema de este trabajo. El corolario que se deriva de él nos sera atil mas adelante.

Teorema 1.1. [Suz I, p104] Sean p y ¢ numeros primos; entonces, todo grupo G de orden
P°q es soluble.

Demostracién. Sea G un grupo del orden descrito. Si &G no es simple, entonces tienc un
subgrupo normal propio N. Luego Ny G/N son solubles, ya sea por hipétesis de induccion
© porque todo p-grupo es soluble. Esto implica que G es soluble.

Probaremos a continuacion que un grupo G de orden p“g no puede ser simple.

Para llegar a una contradiccién, supongamos que G es simple.

Por los teoremas de Sylow, G contiene exactamente ¢ p-subgrupos de Sylow. Sean
S y T dos p-subgrupos de Sylow de G distintos, tales que su interseccién D=SM7 sea
maximal. Sea H:= N;(D). Afirmamos que A tiene al menos 2 p-subgrupos de Sylow:

Como S es un p-grupo, Dg S implica que D g Ng(D). Si F, fuera el unico p-
subgrupo de Sylow de #, entonces DG Ng(D)Ye R H.

Si ahora P es un p-subgrupo de Sylow de G que contiene a £,
tenemos DG N (D) SN P y por la maximalidad de D, resulta que S=P; de forma
semejante, DG N, (DY TNP y T'=P. Asi S =T, lo que es una contradiccion.

Sabemos entonces que A es un subgrupo de orden p”q y por tanto, H ticne
exactamente g p-subgrupos de Sylow, los cuales contienen todos a D puesto que D < /.

Sean ahora £, y A dos p-subgrupos de Sylow de A y P un p-subgrupo de Sylow de
G que contiene a ambos, entonces £, = P H = F. Como cada p-subgrupo de Sylow de /&
esta contenido en algin p-subgrupo de Sylow de G, el resultado anterior, junto con el hecho
de que A y G tienen igual numero de subgrupos de Sylow, implica que existe una biyeccion
entre los subgrupos de Sylow de H y los de G, biyecciéon que a cada Sylow de # le asigna
el unico Sylow de G que lo contiene. Luego cada Sylow de G contiene un unico Sylow de
H, que a su vez contiene a D, entonces Dg nP. Como hemos supuesto que G es

PeSyl,(G)
simple y nl’ es normal en G, resulta que D = 1. Por la maximalidad de D, cualesquiera
PeSH,(G)
dos p-subgrupos de Sylow de G se intersectan trivialmente.

Terminamos con un conteo elemental.

G tienc exactamente g p-subgrupos de Sylow, cada uno de ellos con p” -1
elementos no triviales. Dado que cada par de ellos se intersecta trivialmente, G tiene
exactamente g( p” — 1) p-elementos no nulos. Luego, ya que [G|= p“q, existen a lo mas g
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g-clementos. Existe un g-subgrupo de Sylow que conti estos g el luego no hay
mas g-subgrupos de Sylow, y el g-subgrupo de Sylow es normal. Contradiccion. #

Corolario 1.2. [Piz 1.2] Sea G un grupo, con |G|=pq® y G =(P,,P,,...,P_|P, eSyl’(G));
entonces el g-subgrupo de Sylow de G es normal.
D idm. T G = QF,, con Q un g-subgrupo de Sylow de G. Por ¢l Teorema
1.1., G cs soluble, G debe un subgrupo normal N con [G:N]=p o
[G:N]=gq. Si [G: N]= p cntonces N debe ser un g-subgrupo de Sylow normal de G, es
decir, @ = N a4 G como queriamos probar. Mostraremos que [G: N]= g no puede darse.

Si [G N] q. N contiene un p-subgrupo de Sylow de G; como todos los p-

subgrupos de Sylow de G son conjugados y N es normal, N conticne a todos los p-
subgrupos de Sylow de G. Luego: G = (P,,P,,...,P ); N, una contradiccién. #

SCHUR

Definicién 1.3. Si un grupo Q actia en B, decimos que actia zrreduc:blememe si B no tiene
subgrupos (-invariantes no triviales; y que acta fiel, si no trivial de
Q actaa trivialmente en B (asi 2 se inyecta en los automorfismos de B8). Un Q-
endomar_f\‘mo de A4 es un endomorfismo de 4 que conmuta con todos los automorfismos de
A inducidos por la ionde Q.

Lema 1.4. (de Schur) {Suz I, p. 159] Si un grupo Q actua irreduciblemente en un grupo
abeliano (aditivo) A4, el conjunto de todos los (-endomorfismos de 4 es un anillo de
division.

Demostracién. Sea £, el conjunto de todos los Q-endomorfismos de 4, sea x€Q vy
o € Ey; entonces x(0A) = o(xA), por tanto o4 es Q-invariante. Si o # 0, a4 = A4 pues,
como Ker(o) es Q-invariante y @ actia irreducibl s que Ker(o)={0}.
Luego, o € Aut(A4). Como también o' € E,, tenemos que £, es un anillo de division. #

Corol-rlo 1.8. [Suz I, 2.5.21] Si 4 y Q son dos grupos abelianos y O actua fiel e
irred end, Q es ciclico.

Demostracién. La accion de Q sobre A4 induce OQ—2 Aur(A)c E£nd(A4), con @
inyectivo. Como QO es abeliano, @(Q) < £,. De hecho, @(Q)< Z(E,) y, por el Lema de
Schur, Z(E;) es un campo. Finalmente @(Q) < Z(£y)* implica que @(Q) = Q es ciclico,
pues todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un po es ciclico ( ver por ejempl
[Rot 2.16}). #
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BAER-SUZUK!

Teorema 1.6. (Bacr-Suzuki) [Alp] Un p-clemento x de un grupo G esta en O,(G) si y sélo
si \! iera dos jugados de x g

un p-subgrupo de G .
D i6n. Una implicacion es obvia. Prob os que si 1 iera dos conjugados
de x generan un p-subgrupo, entonces x € 0,(G).
Sea K una clase de V] ion de p-el de G. Para liegar a una

contradiccion, supondremos que cualesquiera dos elementos de K generan un p-subgrupo
de Gyque K € O,(G).

Afirmamos que {K) no es un p-grupo, pues si lo fuera, por ser (K) invariante bajo
conjugacioén, seria normal y entonces (K); O,(G) contrario a lo supucsto. Sea P un p-
subgrupo de Sylow de G. Por la afirmacion anterior K& P. Sea ye K—P y Q un p-
subgrupo de Sylow de G tal que y € Q. Claramente KM P = KXNQO.

De entre todas las parcjas de p-subgrupos de Sylow de G que cumplen con
KNP = KNQ, escoja una tal que |KNPNQ| sea maximo. Como P y Q son conjugados,
tenemos |[KN P|=|KNQ|. Luego KNP Oy KNQ < P.

Scan D:=(KNPNQ) vy D= F, G F, G '-% P,= P una serie subnormal tal que
IP,:P,_,|= p.- Como D@, tenemos que KNP implica KXMNPg D y también
KNP KND. Entonces, podemos escoger €l entero positivo mas pequefio i tal que
KNP L KND. Sea xe€ KNP, con x« D. Afirmamos que x normaliza a D; pues como x
normaliza a F,_,, x normaliza a KNF_, = KN D (por la eleccién de F) y, finalmente, x
normaliza a (KND)= D como se habia dicho. Dec manera semejante existe y € KNQ,
y « Dl que y normaliza a D.

Como x,y€ K, {x.y) es un p-grupo, por hipétesis, y como {x.») normaliza a D,
{x.y.D) es un p-grupo. Sea R un p-subgrupo de Sylow de G que contenga a {x,y,D).
Entonces KNPNR2(XKNDYU{x}. y por tanto |[KNPNR|>KND|=|IKNPNQO|. De
manera similar |[KNQENR|>|KND|=|KNPNQ| Finalmente KNP =KNR=KNQ por
la eleccion maximal de | KN PN Q|, una contradiccion, #

Teorema 1.7. (Baer) (Ben 2.12] Sea r una involucion del grupo G tal que r &€ O,(G).
entonces ‘g = g para algun clemento g € G de orden impar # 1.

Demostracién. En primer lugar observamos que ‘g = g™' es equivalente a 1gr=g
decir grgr = 1, 0 lo que es lo mismo: gt es una involucion.
Por el de Baer-

-t es

i (Teorema 1.6.), existen dos conjugados de ¢, ™t y ¢
tales que ("t,"t) no es un 2-grupo. Entonces o (“l,” r):(l,’f"’ !) tampoco lo es. Sea

o
s=""%t, vemos entonces que todo elemento de (s,l) se puede representar como una
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succsxén ahemada de s's y I's y esta caracterizado por 1a letra inicial de la sucesion y su
itud. Ad toda ion de s's y 's de longitud impar es una involucién, pues:

a) s y ¢ son involuciones.
b) StSt oo Sts="(IStS ---151) Y lsls nr— ! (stSt --- StS)
(es decir j dos de i por hip is de ind ién.)

Sea ge(f,s) un 2’-clemento no trivial. Entonces g=(15)” o g=(st)", y asf

&t = (ts)'t o gr =(st)""'s, que son sucesiones altemantes de s's y t's de longitud impar, y en
cualquier caso gf es una involucién. #

TRANSFER

Teorema 1.8. (del tramsfer) [Gor 7.3.2] Sean H S G grupos con n=|G: H|, A un grupo
abeliano y @. H - A un homomorfismo. Seca {y,} un conjunto de rep de cl
latcrales derechas de // en G. Para cada x € G, escriba: y,x = B,(X)yx,, con A(x)e H. Si

definimos:
()= w(;jh.(x))

Entonces:

(i) "G —» A es un homomorfismo.
(i) nod de de 1a el i

de las y,'s.

Demostraciéon. Observamos que cada elemento de G se puede escribir de manera unica
como hy, con h en H y y en {y}. Denotaremos i(x) por x_(i). También
B (%2 )e,, y =YK = B (X )Ya (0% =BV e (X2 Ve, (e un ¥ €N COnNsecuencia resulta
h,(x,x,):h,(x,)h,_m(x,) y %, . ()=x,(x,()). Es ficil ver que, para cualquier x,
x.:{1,2,....n} = {1.2,...,n} es una permutacién. Luego:

f(31x3)=¢(r1h:(-"1"2) ¢>(I’Ih.(x.)h. (,,(x,)) S | CUEREICRNER

fI¢(h(x.))fI¢( o(m)) = f]¢(;.,(x,))1“1¢(h(x,)) ¢[nh(xl))¢(ﬁh("z))

f(.x,)t(x,).

Usando que 4 es abeliano y que s, es una permutacion. Con esto queda probado el
primer inciso.

Si ahora {y/} es otro j de rep

de ci laterales derechas de
en G, numerado de forrma que y, ¥y ;) estén en la misma clase lateral, entonces podemos



definir #' € M por medio de y; = 4'y,. Entonces, como x/(i) = & (). pues x_ simplemente
representa la permutacién que induce x en las clases laterales derechas de 4 en G, tenemos:
h:'(—")h"m)’.,m =H(x)Ve 0 =Vix= Hyx =hh(x)Ve 0,

y en particular:
H(x) = wh o (a=)

Luego:
(x)= I"Iw(h,(x))— I"Iw(h'h.(x)(h'-“') )= g:o(h')[p(a(x))gw(h'“”)"-

]"I¢(h')1’I¢(h, <x))1’I¢(l-' I:.I""‘ () =r(x). #

fismo definido en el teorema anterior se le llama el transfer de

Defimicién 1.9. Al h
GenA, respectode Hy @.

Teorema 1.10. [Gor 7.3.3] Sea t el transfer de G en A4, respecto de /7'y @¢. Entonces, para
cada xeG, existe un entero ¢, y un par de conjuntos: {r;} de naturales y {x,} de

elementos de G, 1 €i <S¢, tales que:
() xx"x"' e H, Vi=1,..,¢.

Cii) tl; =n=|G: H|.
Gif) 7(x) = ¢(ﬁx,x"x,").
Ll

Dy i6 ; el teorema anterior y su nc i6 R amos los
rep: de cl 1 les y, de tal manera que la permu!acnén x, tenga la siguiente
descomposicion en ciclos disjuntos:

x, =(L2,....n)n+ ... n+nXn+n+ o nvn+r)...

Sea ¢ ¢l namero de ciclos; entonces:
.
Tr=n=lG:H].
=
Sean x, =¥, X3 = Vaats o > Xy = Vneneevn,el-
lateral derecha que el (+1)dsimo representante del
-,} {x,.t’llSiSl OSer;—l} es un conjunto completo de representantes de clase

i6n de las ='s para que =, y ), estén en la misma clase lateral).
x7!' € H#. Entonces

Luego x,x’ esta en la misma clase
i-ésimo  ciclo, entonces

( la
Como x,x" y x, estin en la misma clase lateral derecha, x,

:,x=h,'(x):,.(“ y =y =xx’, parn algunas i y j con 15iSt y 0</<7—1. Si j<r—1
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resulta que s, x =x,x’*' =z,,, lo que implica que #/(x)=1. Por otro lado, si j=7~1,
-4

tenemos que z,x = x,x" = (x,x"x;' ) x,, es decir. A{(x) = x,x"x,
& ’ + g 4 L t

Lema 1.11. ( del tr fer de T ) [Ben 2.6] Sea 7 un 2-Sylow del grupo simple
Gz Z,, y NaZl con I/N ciclico. Entonces toda involucién ¢ € G es conjugada de algtin

elemento de N.

Demostraciém. Sea 7’ una involucién de G y supongamos que 7’ no es conjugada a ningun
elemento de N para llegar a una contradiccion. ¢ es, sin embargo conjugada de algin
elemento ¢ de 7, pues 7 es de Sylow. Entonces t y *r € 77— N siempre que *# € 7. En este

caso:

@(t) y @(t*) son involuciones en 7/N (donde ¢:7"— 7/N es la proyeccién
natural); ademas, como 7/N es ciclico, tiene un dnico subgrupo de orden 2, y por cllo
(¢(r))=(¢(r')), es decir, @(r)=@*®r); claramente también @)= *(+")) para
cualquier natural 7. Asi pues, por el Teorema 1.10.,

r(r)=e{l‘[x,v"x,").
=)
donde 7:G — T/N denota el transferde G en 7/N respectoa 7y ¢, para algunas {r;}
naturales y {x,} eclementos de G. Ademas xs%x,'e€7, lo que implica que
@(x,2%x,"' )= @(r") = @(4)" y entonces:
z()y=JJeo) = (%" = &7, por el Teorema 1. 10.(ii)
L1}

Finalmente ¢(t)[°:r1 no puede ser trivial porque [G: 7] es impar. Puesto que G % Z,,
tenemos que el transfer de G en 7/N con respecto alTya¢e, es un homomorfismo con
kemnel no trivial y Tui que G no puede ser pl #

Necesitamos el siguiente lema auxiliar.

Lema 1.12. [Ben 2.7} Sca 7" un 2-grupo no abeliano tal que todo subgrupo normal de orden
4 es ciclico. Sea U uno de tales subgrupos normales. Entonces C,(U)es ciclico ( y tiene
indice 2 en 7). Si T'tiene un automorfismo de orden impar = 1, entonces |7]= 8.
Demostracién. En primer lugar, como U/ es normal y en consecuencia 7 actia por
conjugaciéon en U, observamos que 7/C,(U) se inyecta en Awt(U)= Awut(Z,) =2,.
Luego, [T: C,(U)] <2. Supongamos que Cr(UU) no es ciclico para llegar a una
contradiccion.
j : por el T

Sea 4 un subgrupo abeliano maximal sujetoa U 4 a7,
0.30., Cr(A)=A. Ademis 4 debe ser ciclico, pues si no, £3,(A4) es un subgrupo

caracteristico de 4 (por tanto normal en 7) y, otra vez por el Teoremn 0.13., Q,(4)
contiene un subgrupo normal en 7 de orden 4, rfo a Z, ><Z2
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contradiciendo los supuestos sobre 7. También tenemos Que 4 ¢ € ({/), pues C,({/) no es
ciclico. Ahora, porel Teorema 0.13,, existe Ycon ACY S G (/). Y a7, |V 4|=2.

Sea y €Y — A. Afirmamos que Y’ =[Y ¥]=[y, 4].

Como Y = yAlJ A4, tenemos:

[¥.¥]= ([ 4. AL[>4. AL A. 4] [y4, y4]) = ([34. A} [y4.14]).

Si a,T € A, usando las identidades (1) a (3) del Teorema 0.2., resulta:
De.sakTa.sal {r.val= (o1 Te.a)- (.57 1».a)
=a.yYv.a]=[’a.y]y>a]=[v’a][v."a]e[». 4].

También: [ya,a@}="[a.a]-[y.a@]=[y.@le[y. 4], y asi, ¥'=[¥,¥Y]=[», 4], como se
habia afirmado.

Si ahora a es un generador de A, entonces [_y.a']: ya'yta"=(a"Ya " =(®a-a’')",
pues A4 es abeliano y normal en 7. Por tanto [y, 4] = (’a-a“) = Y’, en particular ¥ < 4.
Veamos cémo actia (por conjugacién) Y en Y. En primer lugar, observamos que »? esta en
A, pucs ]Y: A] = 2. Ademas, la accién de todo 4 sobre Y’ es trivial, pues 4 es abeliano y
Y’ < A. Entonces basta con conocer la accién de y sobre Y’ para reconstruir la accion de

todo Y=A4Uy4. Si tomamos x=a-a™, resulta Yx="(Pa-a’t)
=("a){(’a')=a{’a™')=x" y y actua por inversién en Y. En consecuencia, U ¢ {(x)=Y",
pucs de lo contrario, tomamos U ={u) . y tenemos yuy~' =u"', pero u# »~' implica que

»y & Cp(U), contradiccién.

Concluimos que |Y‘| =2, pues U/, Y'< A4 que es ciclico y, como todo mundo sabe,
¢l orden parcial (determinado por contencién) de los subgrupos de un grupo ciclico resulta
ser total (y Y no es abeliano por la maximalidad de 4). Por otro lado, Y/Y’ es abeliano y no
ciclico (si no Y seria abeliano); entonces Y/Y’ = Z,. X Z,,, pues Y tiene dos generadores: y y

a.Sea V =Q(Y/Y')= Z,x2Z, que esun subgrupo caracteristico. Si V es la imagen inversa
de ¥V (V cY), V también es caracteristico en ¥ (pues Y’ también lo es). Como ademas
Y < T, tenemos: V < T, [V]=8 y V no es ciclico.

Por otro lado (A =U (pues U/Y'=Z, <V y V no es ciclico) Entonces V' es
abeliano, ya que U < Z(V) implica que [V' Z(V)] <2 y en consecuencia Z(V)=
Concluimos que V' =2, x Z, y Q,(V) = Z, x Z, es caracteristico en } y por tanto nomml en
T, cc diciendo los sup os sobre T. Asi, Cr(U/) debe ser ciclico.

Para terminar, si |[7]2 16 entonces C, (V) es el inico subgrupo ciclico de indice 2,
pues si C es otro de ellos,

n=lc-crnf=

implica [CNC,(U)]| = Eﬂ%")l = }CT—;UJ

7 (U)
ICNC (D))
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Pero |C,(U)|= 8 implica que |CNCr(U)| 24 y entonces CNCHU)2U. por ser
Cr(U) ciclico. Luego C ¢ C(U) y en consecuencia C = Cp(U) pues ambos tienen el

iclico. - .
mismo indice en 7. Si ahora o € Aur(7") es un 2’-automorfismo de 7, éste debe actuar
i srfismos. Ademas, si

trivialmente en Cr(U/), ya que un 2-grupo ciclico no tiene 2
teT, o()=ta para alguna aeCp(/) (Cp(U) tiene indice 2 en 7). Si s=la}
ia & es un 2; rfismo. #

o’(ty=ra* =1 y en cc
Abhora ¢l Lema anterior y el Lema del transfer de Thompson nos permiten probar el
siguiente resultado de estructura acerca de grupos simples:

Lema l 13. [Ben 2. 8] Sea T un 2-Sylow del grupo simple . Si G tiene mas de una clase
, entonces cada involucion centraliza algun U*, para

de i ion de invol
ULT, U=2Z,x2,

Demostracita. Seca Va7, lT: Nl = 2, entonces, por el Lema 1.11., toda involucién de G'es
conjugada a algun el de N. N que N no puede ser ciclico, pues de serlo,
tendria un solo elemento de orden 2 y habria una sola clase de conjugacién de involuciones
de G. Ademas, 7 tiene que contener un subgrupo de Klein (= Z, x Z,) normal U/, pues de lo
contrario, si todos los subgrupos normales de orden 4 fueran ciclicos, por el Lema 1.12., su
centralizador NV en 7" seria un subgrupo normal de 7, ciclico de inctice 2, que es justo lo que

T no puede tener.
Tenemos que C (/)< 7. Observamos que 7/C,(U/) se inyecta en Aw (V)
= Awr (Z, xZ,)=8;. pero T es un 2-grupo, de modo que T/C (U/)=Z,. En particular

T/C,(U) es ciclico y podemos aplicar el Lema 1.11.: si reG es una involucion,
*t @ C,(U) para alguna g € G. Luego, r € Cp(*'U) #

SUBGRUPOS CRITICOS

Los subgrupos criticos son utiles en el estudio de los p-automorfismos de p-grupos

gracias al inciso (iii) dcl siguiente teorema. En el siguiente capitulo, cuando hayamos
emMos una versién mis refinada de éste.

desarrollado mas her pr
Teorema 1.14. {Gor 5.3.11} Todo p-grupo P posee un subgrupo caracteristico C con las

'9 i pr des:
i)yc(C)=<2, C/Z(C) es elementalmente abeliano.

i) [P.Cle Z(O).
i) Cp(C) = Z(C).
iv) Todo p-automorfismo no trivial de 2~ induce un automorfismo no trivial de C.
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De! i6én. S >s que existe un subgrupo caracteristico C de P con la proplcdad
(iii); demostraremos que tal subgrupo debe satisfacer la propiedad (iv). Sea ¥ un p’-
automorfismo de P y A =(w). Suponga que y actaa trivialmente en (7 (la accion se
restringe pues C char P ), entonces tenemos [C, 4] =1, lo cual implica que [C, A4, P]=1.
Ademas, [P.C]cC (pues C<P) y ello implica que [P.C,4}=1. Concluimos que
[4.P,.C}=1, por el tcorema de los tres subgrupos. Por lo tanto [ A4, Pjc C,(C)=Z(C)c C
(ya que suponemos que C satisface (iii)). Asi [ 4, P]< C. Entonces, por el Teorema 0.15.,
A estabiliza la serie subnormal P Cre 1de Py, porel Teorema 0.16., 4 actia trivialmente

en P.

Por tanto, basta probar que existe tal subgrupo caracteristico C que satisface (i), (ii)

y (iii).

Sea A7 un subgrupo de P, maximal respecto a la propiedad de ser normal y abeliano.
Entonces C, (M) = M por ¢l Teorema 0.30. Suponga que Af char_ P, entonces afinmamos
que C=Af satisface los requerimientos, pues:

(iii) Cp(C)=C=2Z(C)
(i) C = 2Z(C) es de clase 1, C/Z(C) es trivial.
i)y [P.CleC=2©)

Suponga, para ¢l resto de la prueba, que no existe ningan Af char P como el

descrito.
Sca D un subgrupo abeliano caracteristico maximal de P ¥y sea Af un subgrupo

abeliano normal maximal de P. Por el supuesto anterior, D¢ Af. Tenemos:
M H:= Cp (D) pues AMf es abeliano, por tanto D g /. Ademis, /& es caracteristico en P
pues D loes. Sean P:= P/D y H:= H/D = 1, entonces C:= HNK,(Z(P)) = T pues, por el
Lema 0.11., FNZ(FP)= 1. Afirmamos que C (la imagen inversa de T bajo la proyeccién
P ~» P) cumple con las condiciones. El resto de la prueba sc concentrara en verificar esto.
Sea X la imagen inversa de ,(Z(F)); entonces X char P pues K/D char P/D y
D char P (ver el Lema 04.). Asi C=HNK char P. Ademas Dg Z(C) ya que
Cg H =Cp(D). También Z(C) char P pues Z(C) char C char P y entonces Z(C) = D por
la maximalidad de D. En consccuancia, tenemos C ¢ Z(P) que implica [P.C}=T y por

tanto [P,C]lc D= Z(C) y asi:

) C/Z(C)=C es clementalmente abeliano y c/(C) < 2.
(ii) [P.C]=Z(C).

Sea O = C,(C). Supondremos que Q & C para llegar a una contradiccién.
Como C (C)=Z(C)=D, resulta que QNC=D. Ademas Qc /H, pues O
lizaaD(r de que H = Cp(D) ). Entoncestenemos O <« 7, 0NTC =T, O«aF
y GsT Por otro lado, otra vez por el Lema 0.11., O n, (Z(P)=T y podemos conclulr
que T=ONOQ(Z(PH< HNN(Z(P))=C; pero entonces OMNT =T, lo que es una
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contradiccién con una expresién previa. Asi concluimos que Q< C y, asi, @=2Z(C), es

decir:

(i)  Cp(C)=2Z(C). #

Definicién 1.15. Un subgrupo con las
subgrupo critico.

ca.

del

anterior se llama
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2. Acciones y p-grupos

TEOREMAS DE DESCOMPOSICION

‘Teorema 2.1. [Ben 2.1] Sea S <9 X =87 con 7 un g-grupo y S un g™-grupo. Entonces
s =[1,5]cs(7).

Demostracién. Por ¢l Teorema 0.2, [7.S]<X. Si seS y re7, tenemos
sts't €[S, T]=[T,S], ast sts™) €[7.S]7, luego: sT5' <[7.5]7, VseS. Si ahora
x € X,escriba x=st conseSyrsel, entonces xIx~' =stTr s =sTs™ <[7,S]T. y asi:

(¢)) xIx~'g[7,S]T, Vxe Xx.
Claramente {7, S]7T es un grupo (pues [ 7", §] es normal en X). Afirmamos que:
@ [7.S]Tax.

En efecto, si xe X, entonces x[7,S)/x'="[7,S}7r=[7.S|7T.S]T=[7.S]T
(usando 1).

Ademas, T es un g-subgrupo de Sylow de [7',5]7 ([ 7', S] es un g’-grupo), luego, por
el Argumento de Frattini (gracias 8 (2)): X =[7,S]-7- Ny (T)=[7,S]- Nx (7). Entonces:

S=SNX =SN([T.8) Na(D))=[T,SINs ().

Finalmente, en este caso Cs(7) = Ny (7). En efecto, [N,(T),T]; T pues Ng(T)
normaliza a 7'y [NS(T),T]:S ya que 7 normaliza a S y en consecuencia [N_,(T).T]=l
dado que los 6rdenes de 7 y § son primos relativos; es decir: N (7)< C(7) (la otra
contenciéon es obvia). #

Lema 2.2. [Suz ], 2.8.13] Suponga que un g-grupo C acttaen un grupo Gy A aG, con A
un g’-grupo Q-invariante. Entonces Co(Q)H/H = Cg,, (D).

Demostracién. Sea Ltalque H Lo Gy L/H = Cg, ().
Por demostrar: C,(QDH = L.

Esclaroque Co,(OYH < L.
Probaremos que para cada primo p € a(Ll), existe un p-subgrupo de Sylow de L

contenido en Co(Q)H .
Sea Pe Syl, (L), p=q. Entonces HP es un grupo, pues // es normal. Ademas @

normaliza a HP, pues P c L implica que [Q, P]l=1mod & y emtonces [Q,HP]c Ha HP.
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Luego: H < HP < HP >\ con HP un g’-grupo. Aplicando el Teorema 2.1., tenemos: P ¢
HP =H Cpp(Q) < H-Co (D).

Resta probar que algun g-subgrupo de Sylow de L esta contenido en HC ()

Por el Lema 0.16,, existe un g-subgrupo de Sylow O, de L normalizado por Q.
Entonces. [Q,0,]1< O,. Ademas [Q.0, 1< M, pues igual que antes [Q.QJ=1mod H
Luego [Q.0, ]} HNQ, =1, es decir O, € Co(@) = HC (D). #

Lemsa 2.3. [Ben 2.3] Sea V' un g-grupo 1 beli
B, p#g.Entonces B = (Cp(NW:U|= q)

Demostracitn. Sea 4 = (C,,(U) VU
iré en ir red

que actua en €l p-grupo

q). Esta sera una demostracién larga. El método
do el problema a casos mas faciles, mas jables. Se d
en cada paso que sin pérdida de generalidad podemos suponer que

ard
1.- AaB.
2.- B es abeliano.
3.- B es abeliano y V actaa irreduciblemente en B.
a- .

B cs abeliano y V actua fiel e irreduciblemente en B

do una di

Probaremos este Gltimo caso del Lema de
Schur. A lo largo de la demostraciéon U significa cualqmem de los subgrupos de ¥ con
indice q.

1-SPG. AaB.

Sean B = N,(A<B y A=

{Ce (W) | V:U]=q). Observamos que 4 es V-
invariante, pues cada C,(IJ) lo es ya que V es abeliano (En efecto, si ce Cp(UU), veV y
uel tenemos (vev Hu(ver !

=vevtuve vl = veue vl = viv =y Y. asi,
vev ™ € Cy(UU); esto es Cy(U) es P-invarianie ).

Tambi¢én B’ es V-invariamte pues A lo es (si veV y ne B =Ny (A),
(viv Y A(vnv ) P=vav it Avn v = vndn v l=vAv T = A, luego  vavT' € No(A4),
entonces N,{A4) es V-invariante).

Yy

Veamos que Cu(U)=Ca(l/). Sabemos que C,(U)GC(U), ya que B’ B
Ademis Cr(U) o Cp(U), pues CuUNE C(U) < Cp(U) (porque Cp(dom 4y
A< B). Enonces concluimos que A’= 4a Ny(A4)= B’. Asi tenemos que ¥ es un g-
grupo clementalmente abeliano que actua en el pogrupo B'y 4° = (Cp.(U) | V:U}=q)< B’
y usando ¢l teorema para ¢l caso normal =B".E

A= Nyg(A) y, como
en un p-grupo cl unico subgrupo que es su propio normalizador es el total, concluimos que
A=B y con esto queda demostrado el paso 1.

2.- S.P.G. B es abeliano.

Supondremos que ¢l teorema vale cuando 8 es abeliano,

iano, y mos que vale
cuando sélo 4 < B. Usaremos induccion en el orden de 8. Tomemos B

=[B, B], entonces
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B’ g B pues B es un p-grupo (ver, por ejemplo el Teorema 0.24.). Entonces, por hipdtesis
de induccién, B’ ={C,.(U) | V:U|=gq). Por otro lado:

4B (ColW) 1 IV:Ul=q)B'/B° = (Ca) 8/ 8" | [V:U| = g).
Por el Leml 2.2. Co(U)B’| B’ = Cy,5-(U) y entonces:
AB
=(Caa () 1 [V:U] =7q).
Pero B/B’ es abeliano, luego para este grupo ¢l teorema vale, y tenemos:
AB .
={Cpa(U) | [V:U]=q)=B/B".

Y finalmente, por ¢l teorema de la correspondencia, 48°=8. Pero B°C 4, ya que B°'< B
implica que C, (U)o C,({/). Resulta que 4~8 y con cllo concluimos el paso 2.

3.-S.P. G B es abeliano y V actaa irreduciblemente en 8.

que el tecorema vale cuando B es abeliano y V' actua
ln'educnblemente en B y demostraremos que vale también cuando sélo B es abeliano.
Usaremos induccion en el orden de B. Supondremos que ¥ no actiaa irreduciblemente en B.
Podemos considerar B, un subgrupo de B minimal de entre los subgrupos de B que son V-

invariantes y no triviales. Entonces 1 # B, = B y V actua irreducibl en B,;. T
AB
T =G| |V:U|=g)5,/B,
0
=(Ca(U)B:/B, | |V:U|=q)
=(Caa, (U | [V:U|=q) ( de nuevo por ¢l Lema 2.2.)
= B/B, (por hipotesis de induccién).

Asi, AB, =8 por el teorema de correspondencia, pero entonces
B, = (C,. W)y | |v:u|= q) pues B, es Veirreducible. Asi, B, =(Cp () [ |V:iU|=g)<
(C,(U) } |V Uj= ) A y en consecuencia 4 = B. Con lo que terminamos ¢l paso 3.

4.- S P.G. 8B es abeliano y V actua fiel ¢ irreduciblemente en 5.

Ahora supondremos que ¢l teorema vale cuando B es abeliano y ¥ actia fiel e
irreduciblemente en B y d que bién vale do sé6lo B es abeliano y
actua irreduciblemente en 5.

V' =V /C, (B) actia fielmente en B. Si 5, es un subgrupo de B que es ¥ -invariante

no trivial, cl es bién G, (B)-i iante, luego es ¥V =7 x G, (8)-invariante (ya
que | 4 es 1 1 beli ) ¥ B no seria V-irreducible. Es decir, V7 actaa fiel e
en B E aplicando el teorema en este caso, tenemos:

B A ={(C,(T) | [V-T]= 2)=(Ca(C (BIXT) | [V:U]=q) = (CaU) | [V:U| =g) = 4.
Y con esto termina el paso 4.
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5.- Finalmente en este Gltimo caso, tenemos que V' y B son abelianos y que ¥ actua ficl e
irreduciblemente en B. Por el Corolario 1.5. al Lema de Schur, V tiene que ser ciclico y por
tanto el teorema vale trivialmente, #

AUTOMORFISMOS DE p-GRUPOS

Lema 2.4. (Thompson) {Ben 2.2}

(i) Sea Q un p’-grupo que actia en un p-grupo B. Si Cy(A)c 4 con 4= Cyz(Q),
entonces 4= B,

(ii) Sea P x O e} producto directo de un p-grupo P y de un p’grupo Q que actiua en
el p-grupo B. Si [@2.Cz( )} =1, entonces [Q,B}= 1.

(iii) Sea P un p-subgrupo del grupo soluble G. Entonces O, (Co(P)) < O, (G).

D iém. (i) Supong; de mo que ( es un g-grupo, p#q. Tenemos que
A={aeBlag=qa VgeQ} y N,(A)={neBinan' = A4}. Entonces, Ng(A) es O-
invariante, pues si ne€ Ny(A4), g€ Q y ae A, existe una @ € A4 tal que nan™' =a. Luego,
(gng™")a(gng')"' =gnan'q™ =gqgag™ =a. Es decir, que gng' € Ny(A4) para toda

ne Ny(A)y qe Q. Pero entonces Ny(A)Q es un subgrupo de BQ, pues O normaliza a
Nyz(A4). Claramente Ny(A)<a Ny(A)Q porque Ny(A) es Q-invariante. Ademas
obviamente A< Ny(A4) y por tanto n'ang=gn'an, pues n'ane 4=Cy(Q0). En
consecuencia [Q, Ny (A)] < C,(A) < A4, pues:

[g.n)alg,n)™" = gng~'n"'angn™'q™' = gnq~'qn~'ann™'q™' = gaq™* =a.

Asf, tenemos todas las condiciones del Teorema 2.1. para 7=0, S=Ng(4) ¥y
R=A=Cy(Q), y podemos concluir que Ny(A4)=A-Cy, ,,(2). Observando también que
A= C (D)< Cp(Q) = Cp(Q) =: 4, tenemos que N, (A)= A, pero sabemos que, en un p-

grupo ¢l nico subgrupo que es su propio normalizador es el total, asi que 4=8 como se
queria probar.

Si ahora quitamos la restriccion de que O sea un g-grupo, probaremos lo que se
afirma en el inciso (i) usando el caso particular anterior:

Sea Q, un p-Sylow de O para cada g € 7(Q). Observamos que O, actia en 8. Sea
A, =Cg(Q,); entonces A4=Cp(Q)= [} Co(Q,)= [}A,, pues Q estd generado por sus
qua(Q) qan(Q)

subgrupos de Sylow. En particular Ac A4, Por hipdtesis tenemos
Cp(A) = Cy(A) < A< A, Aplicando el caso particular ya demostrado, tenemos A4, = B
para cada g € x(Q), y finalmente: 4 = ()4, = B, con lo que queda probado el inciso (i).
Fe8(Q)
(ii) Sea X =B8Bx(Px). como P actia en B, éstos forman un producto
semidirecto: Bx P en donde (O actua, asi BxFP y @ forman a su vez un producto
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semidirecto: X = (B> P)>Q y sabemos que (2 actua trivialmente en /. En algunos casos,
escribiremos B8P en lugar de B I” para no cargar excesivamente la notacion.

Tenemos que P o Cup (). Tomando centralizador en ambos lados obtenemos
Cpp (Cpp(0)) © Cpp (P), pues el centralizador invierte inclusiones.

Veamos que Cpn(P)=Cya(PYC.(P). Sean be B, pe P. Si bp € (p.( F). tenemos
bpp = Pbp para toda P e P, pero pb=(pbp')p =b"F pues B<a B> P. Ahora por la

icidad de la repr ion de los el de B> P como producto de un elemento de

B y un e} de P, de bpp = pbp = b'Pp que b=5" y pp=7Pp, es decir
beCuy(P)y peCy(P),luego, Cup (P Cu( P)C,(P) (1a otra inclusion es obvia).

ASE Cpp (P)=Cp(PYCHPYS Co(QIP = Cpp (O ( pues [Q.C, (P =1 si y s6lo si
Ca(P)S Cg(Q) ) y por tanto Cgp (Cpo (ON < Cppo (). Si en el inciso anterior tomamos

A=Cp(Q) y reecmplazamos B por Bx /P tenemos Cg..(Q2)=Bx/P. En particular,
{Q.Bl=1, como queria probarse.

(iii) Secan X=G/O’.(G). F:O,(X) y U =0,(Ce(PNO,(G). Claramente
F = F(X) es el subgrupo de Fitting de X. Sean /'y U los correspondientes subgrupos a F
y U segin el teorema de la correspondencia.
Por el Lema 2.2. tenemos:
Ce (PO, (G)
Ce(P) =—‘—oﬁ—=cﬁ,a,m.(r) =Cr(P).pues O,(G) < F.
(4

Por ¢l Teorema 0.29. Cy(F)< F, ya que X es soluble. Luego: [U,C.(P)]c F,
pues Fesnormal en Gy [U,Cx(P)] < U porque C;(P) = Cr(F) normaliza a U. Tomando
cocientes tenemos: [U,CF(P)]C O NF =1. Pero entonces resulta que U x P actaaen F,

y por el inciso anterior [U,F]: 1, es decir: U c Cy(F)g F. Esto implica que U =1
porque U y F tienen 6rdenes que son primos entre si. Entonces U < O, (G). #

Teorema 2.5. (Huppert) [Gor 5.3.10] = [Ben 2.4] Sea 4 un p“grupo que actua en €l p-
grupo P con p impar. Si [4,0,(P)] =1 entonces [ 4, P]=1.

D i6n. Supongamos que el iado es cierto
Entonces cl tcorema se sigue inmediatamente:

Sean 4 un p’-grupo, como en el teorema y {Aq} sus g-subgrupos de Sylow; por
hipotesis [A,Q,(P)]=l. luego [A,.Q,(P)]=l para cualquier g-Sylow A, de 4. Pero

entonces [A,. P] = 1 por la suposicién del parrafo anterior. Finalmente [A,P] =1, dado que
A csta generado por los 4,.

do A es un g-grupo, g # p.

Supondremos de ahora en adelante que 4 es un g-grupo, g + p.
Haremos la prueba por induccién en | P|.

Caso Base: P ¢s abeliano.
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Por el Teorema 2.1., P = C,p(A)[A,P]. Por hipotesis, Q,([4, P]) < Q2,(P) = C.(4).
Supongamos [ 4, P]= L.

Sea 1= a=@(b)b™" (=[@.b]), p€ A, be I, un generador de [4. ] Entonces,
1%a" e,([4,F]) y ademas x= a? = @(b'F )b™'" = p(3)y™" (con y=5b%"). Asi
12 x=@(»)y e ,([4. P)c Cp(4). Luego o(»)=xv;

, ¥ de manera semejante @ () = x"y. Pero tomando
1 ( pues (lqp[,p) =1 ). Contradiccién. Luego

tenemos que @eAd, ye P,
P2 ) = e(PO)=xp() ="y, ..
r =]¢, resulta; y=@"(p)=xy=x"=1=>x=
[4.P]= 1. Con lo quc termina el caso base.

Paso Inductivo:

Ciertamente, si O es un subgrupe propio de /£, A-invariante, tenemos
Q, (Q):Q,(I’) por hxpétesns [4.9,(”)] =1, luego: [4.02,(QO)]=1 y esto implica que
[A Q]— 1 porh i Luego A4 actiua trivialmente en todo subgrupo propio
A-invariante de P

Sea Cchar P un subgrupo critico de P (ver el Teorema 1.14. y la definicion que
sigue). Si C g P, tenemos [4,C] =1 por la observacién anterior y entonces [ 4, P]=1 por
el Teorema 1.14.(iv) y en tal caso termi s rapid S g os en
adelante, que C = . Entonces, por ¢l Teorema 1.14. :

(D e(P)<2.
(2) P/Z(P) esclementalmente abeliano.

En estas condiciones podemos aplicar el Teorema 0.34. y asi, si e 4 y xe P,
tenemos: (¢(x)x")’ =@(x)"x"?, por (2). x? € Z(P) (pues en P/Z(FP) T’=1). Si
Z(P) = P. la afirmacién ya se proba en el caso base, asi que supondremos que Z(P) g £.

Por la observacién del principio [4,Z(FP)]=1, luecgo (p(x)x') = q)(.r“)x"
=xfxF =1 yasi [@,x]=@(x)x' € 2,(P). Como todo [ A4, P] es do por
de esta forma, [4,P]S R, (P) y, como A4 actua trivialmente en €2,(P) (por hipétesis),
resulta que A estabiliza a la serie subnormal P Q,(P) e 1 y por Teorema 0.19.: [A,P]= 1.

#

Teorema 2.6. [Gor 5.3.13]) Para primos impares p, un p-grupo £ posee un subgrupo
caracteristico D de clase a 1o mas 2 y exponente p tal que todo p-automorfismo no trivial
de P induce un automorfismo no trivial de D.
Demostracién. Sea C un subgrupo critico de P.es dcclr' C es caracteristicoen Py
i) cl(C)s2, C/Z(C) esel
i) [P.Cle Z(C).

iii) Cp(C) = Z2(C).
iv) Todo p’-automorfismo no trivial de P induce un automorfismo no trivial de C.

(jPor el Teorema 1.14. existe!)
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Sea D =£2,(C); entonces D tiene exponente p por (i) y por el Teorema 0.34.(i). Ademas
cl(D)=<2, pues [[D.D].D]c [lc.c 1.€1=1. Por otro lado 1 char P, ya que I3 char C
char P. Mas aan, de nuevo porque p es impar, todo p-automorfismo no trivial de C induce
un automorfismo no trivial de D (por el Teorema 2.5.). Pero todo p-automorfismo no
trivial de £ induce un p*~automorfismo no trivial de C, y de esta forma concluimos. #

TEOREMAS DE ESTRUCTURA

Teorem- 2.7. (Baer) [Ben II, B] Sea 5 un grupo de orden impar tal que H/Z(H) es
en el j suby. de A se puede definir una nueva operacién

*“+* con las siguientes propiedades: (sea A ':= (H,+))

i) H*es un grupo abeliano.
ii) los el s de A ti el mi ordenen H*.
iti) Cada automorfismo de /A es también un automorfismo de /.

Demostracién. Sca x: i/ — H/Z(H) la proyeccién natural. Si definimos o: # — Hcomo
o(x) = x*?, afirmamos que ¢ es biyectiva:

Si x* = )? para x,y € H, entonces * = 3? (Fi=a(x); ¥:= 71(y)). Como H/Z(H)
es abeliano, ¥? = y* implica (Xy =1, es decir, Xy ' =1 (pues H y H/Z(H) son de
orden impar). Luego =3 o bien x=)y- para alguna ze Z(H), pero entonces
?z? = x? = y?, es decir, =* =1, y de nuevo, = = 1 (pues A es de orden impar ). Se concluye
entonces que x = y con lo que queda probado que o es biyectiva.

Concluimos entonces:

1) xX*=3?siysdlosix=y, Vx,ye H.
2) x“*:= o ~'(x) ests univocamente definida Vx e A .
3) Todo subgrupo de A es cerrado bajo (la restriccién de) o y por tanto bajo o~
4) [a,b)e Z(H), Va,be H, esdecit, H' =[H H]< Z(H)
(como H/Z(H) es abeliano, [a,b]=aba™'6~! =1 mod Z(H)).
5) [a.6]" € Z(H), Va,b e H, (por 3 y 4).

Con estas observaciones definimos: a + &:=[6,a]"” ab.

E , cl (para lesquicra a y b en H):

6) a+l=a=1+a.
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8) atb=b+a:
(a+b)* =[b,aJabab (por5)
= baab
= pala,blba
=(b+a)> (por5)

Con esto concluimos que a+b=>b+a, por (1).
También, paraa, by cen H:
9) (a+d)+rc=a+(b+c):

((@a+b)+c)y =([b,a)ab+c)
= (lc.[b,a)"? ab)* (b, al"? abc)?

=lc.lb.al?ab)-[&,a)-abcabe )
=(c,ab])-1b,a)-abcabe )
= cabc ‘b 'a'[b,alabcabc

= {b,alabc'b'a‘\abcabe “)
= chac b 'a‘abcabc

= chaabc

(a+(b+0c))? = (a+[c.b]?bc)*

=(llc.5)” bc,al"* alc, 5] be)?
=[[c.6]"2bc,al-[c, b} abcabe )
=[bc,al [c,b] -abcabe (&))]
= bcac™'b~'a™'(c,blabcabc
=[c.b¥cac b \a \abcabec @)
= cbac 'b~'a'abcabc
= cbaabc

Por (1) luimos que '+' es iativo.

Abhora, (6)~(9) nos dicen que H* es un grupo abeliano y con cllo queda probado (i).

Como a+b=ab cada vez que a y b conmutan ( [a.b]=1, 1 =1 ) tenemos:
a+..+a=a-...-a, es decir r-a =a" y, en particular, tenemos (ii).
P i lhad
oo pyse
Finalmente, si @:H —> H es un automorfismo y si x=a¥, Dado que
@(a) = @(x?) = @(x)*, concluimos @(a)" = @(x)=@(a”). Con ello en mente, resulta
P(a+b)=@([b.al" ab) =[@(5), ()] @(a)@(b) = @(a)+ P(b). Y asi terminamos. #
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Lema 2.8. (Ben 2.51=[{Ben 11, Satz] Sea 4 un p-subgrupo del grupo soluble G, p# 2. Si 4
contiene todos los elementos de orden p de su centralizador, entonces todos los p*-
subgrupos A-invariantes de G estan en O, (G).

o i6ba. S os que el tcorema es falso.

Entonces exls(c un p’-subgrupo K de ¢ normalizado por 4 que no esta contenido en

0,(G).
Sea G = G/O,‘(G)A Si g € G. T denotara la imagen de g bajo la proyeccion natural.
Dado que O'(G/O,.(G)) =1, para cualquier primo ¢ distinto de p, usando el

Teorema 0.28. tenemos: F(G) = 0O, (G).

Como K actua en G y en O, (G), luego actia también en G yen O‘,((-f). Si
[K.F(@)]=1 tendriamos [K,F(G)]=1, es decir, K = C5(F(5G)) y, por el Teorema
0.29., K < F(G); como K es un p’-grupo y /(G)=0,(G) es un p-grupo, esto implica
que K =1, es decir K = O,.(G); contrario a lo supuesto.

Lucgo K no centraliza a F(G)=0,(5).

Sea A un subgrupo critico de O’((T) (ver Teorema 1.14.), entonces:

1)  H/Z(H) es el 1 b

2) Todo p’-automorfismo no trivial de O,(ﬁ) induce un automorfismo no trivial de .
3) H char O,(T).

Entonces X actua en /7 (por 3). Por otro lado, 4 actua en Gy en O,.(G) vy, por tanto,
en G, O,(G) y H. Asi, KA actia en H. Ademas por (2), [K.H]= 1.

Sea H* el grupo abeliano del Teorema 2.7. Gracias al Teorema 2.7. (iii), /" es un
KA-moédulo.

Suponga que EeC,(A) y |&|=p, entonces [A4.8]=1 y esto implica que
[4.8]< O, (G) y ademis g” € O,.(G). Luego *4 < A0, (G) (pues aga™'g™ € O,.(G)).
Como A4 es un p-subgrupo de Sylow de AQ,(G), existe d € O,.(G) tal que £4=94,
entonces ¥ T4= A y. en consecuencia, [A da ]; A. Por otro lado, [A d g] [A "_]
=[4.g]=1,esdecir [4.d'2] S 0,(G),yasi:

[A,d"g] = ANO,.(G) =1 (ya que 4 es un p-grupo).

También:
|(d"8)l Zﬁéa‘ ==Y =Kel=
Conclui

quier p-subgrupo de Sylow de (d g) centraliza a 4 y es isomorfo a
Z,; por hipétesns A contiene a cualquier p-subgrupo de Sylow de (a’ g). luego ged.
Como X es normalizado por 4, tenemos [F,g];[?.?];l?. Por otro lado, ya que
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£ € Cy(A)c H, también sabemos que [I?.E] o [f.H]c H.Como K esun p’-grupoy H
es un p-grupo, resulta que[ K, E] = KN =1. Asi, sabemos que T € C,, (K).

Hemos probado entonces que T € C;, (A) y |E1 = p implican que g € C,(X).
Gracias al Teorema 2.7. tenemos:

(&3] xeC,.(A4)y|x|=p implican que x € C,,. (K).

Sean w: H* — H* la multiplicacién por |K| y 7: H* — H* la funcién definida por:
T(hy=3 *h.

hak
Como (IKMH‘ l) =1, 4 es un automorfismo de /* (pues H* es abeliano), luego u

es un KA-automorfismo. Probemos que 7 es un K4-endomorfismo y que o:= 47'7 es (un
KA-endomorfismo) idempotente:

RIMURIALD R CEI D YRS YRLES MR IR G

rak

En particular v =quy u't=u".

x
5) Wh)= z A(xh)= 2 by z ey o (z “""’h)
hak LLT's ak

Aak

X
= [ z ‘x-.m") ="(r(M))="7t(h), para cualquier x en KA.

ke K

- - _ 1 , 1
6) o(o(m =pu"'t(ut () = p () =—5 2, I, h=—= k|- F, th=c).
|K| i'ak Kak ‘Kl kak
Asf, podemos descomponer a #* como H* =off* ®(1-o)H".
Si he C,,. (K) tenemos |K|h = *h, es decir, o(h) = h; en particular, he o(H™).
kax
Reciprocamente, si heo(H*), entonces h=c(x) para alguna xe H*, luego
|&|- “(a(x)= Z"”x= z"‘x=|K|o'(x), para cualquier ge K. Asi “h=h, es decir
IT3 qkeX

he C,,.(X). Por lo tanto:

" C,.(K)=oc(H")
En particular o(H*)=# H*, pues [K,H']=[K,H]==l. y €n consecuencia

(1—o)H* #0. Como 4 actia en /* y o es un K4-endomorfismo, tenemos que A actua en
(A—o)YH™ (yen o(H™)). Como 4y (1-c)H" son ambos p-grupos, el centralizador de A4
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en (1~ o)H " no pucde ser trivial (por la ccuacidn de clase); asi, existe una x e C“ o (4)

con |x|= pipor (*)y(®*®), xe o(H"') también y entonces 0= xe(l—a)H ' No(H')=0.
Contradiccion. #

Nota: Si 4 es un p-subgrupo elementalmente abeliano maximal del grupo G, es claro que 4
contiene a todo elemento de orden p de su centralizador. Asi, el teorema anterior es
directamente aplicable a tales subgrupos.

Lema 2.9. [Ben 2.9] Si un p-grupo P actia no trivialmente en un g-grupo O de rango €2,
entonces psqog=2.

D ién. S d s que 2 # g < p para llegar a una contradiccion.
Por el Teorema 2.6. podemos asumir sin pérdida de generalidad que  tiene
exponentc q. Ahora |Z(Q)|<q™? o Q=Z(Q) pues si g€ Q@-Z(Q). Z(Q)x(g) es
beli. y lZ(Q)x(g)I < g"?. Analizaremos ahora el orden de Q en dos

casos:

Caso 1: Si r(Q)=1,entonces Q@ =Z(Q) =2, y |Q|=

Pues de otro modo |Z(Q)|<g=>|Z(Q)]=1. pero todo p-grupo tiene centro no
trivial.

Casa 2: Si 7(Q) = 2, tenemos que [Q] =¢* 6 ¢°. -

Como Z((Q) es elementalmente abeliano, {Z(Q)|<¢>. Si |Z(Q)|=49>, entonces
O =Z(Q) yaque Z(Q)x(g) es clementalmente abeliano para cada g € Q — Z(Q). Por otro
lado, si |Z(Q)|-q. entonces podemos encontrar un subgrupo ¥ tal que Z(Q) <V aQ y
[V Z(Q)] q (por el Teorema 0.13.); V tiene que ser clementalmente abeliano y ademas

1, por el sup ri@)=2.

Entonces Co(V) =V, pues V(g) es elementalmente abeliano de rango 3 para
cualquier g € Co(V)~V. Ademas, Q/V =Q/Cy(V) se inyecta en Aur (V)= Awr(Z,xZ,)
pues O actia en V por conjugacion; pero |dur (Z, x Z,)| = (g% —1)(g* —q) =qlqg — (g +1)
¥, como Q es un g-grupo, tenemos |Q/V| < g . Como || =g?, tenemos |Q| < g°.

En cualquicra de los dos casos resulta |Q| < ¢°. Ahora veremos que, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que |Q|< g’ (reemplazando Q por Q/Z(Q) si fuera
necesario):

Si |Q|=¢q>, entonces |Z(Q)| debe ser igual a g. Como Z((?) es caracteristico, P
actia en Z(Q), pero como Aut(Z(Q)) = Aur(Z,) y IAut(Zq)] =g—1y q<p, resuita que
P actia trivialmente en Z(Q). Afirmamos que P actiia no trivialmente en Q/Z(Q). Si no,
para toda x € Q y o € P existiria una z € Z(Q) tal que o(x) = x= o bien o(x)x"! € Z(Q2)
que es equivalente a [P_ Q] < Z(Q) < Q. Tendriamos entonces 2Z(Q)<Q <a@Pcon
[P,Q]: Z(Q). Por el Teorema 2.1. O = Z(Q)-Cy( ), es decir, P actia trivialmente en O.
Contradiccion.

|
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Finalmente, estamos suponiendo que / actia no trivialmente en Q, IQI sqg3,
2 # g < p, pero entonces O =Z, o QO =Z, x Z, implica que pllAul Z, )l o plIAul(Z' xZ, )I,
es decir, plg—1 o plg(qg— 12(g+1). Asi plg o plg—1 o plg+1, luego plg+1 puesg<p,
pero entonces p =g + 1, lo que implica que p es par. Contradiccion. #

‘Teorema 2.10. [Ben 2.10] Sean P y O p- y ¢-subgrupos, respectivamente, no triviales de
GL(2,p), tales que P normaliza a Q. Suponga que 22 p = q. Si [P,Q]= 1, entonces ¢ =2;
¥ si g =2, entonces r(Q) = 1.
Demostracién. Observamos en primer lugar que ¢ < p, pues gracias al Lema 045,
sabemos que p es ¢l divisor primo de |GL(2,p)[ mads grande, a menos que p =2, que No es
nuestro caso. Suponga que R.= [P,Q] #1; entonces Q= R-C,(P) por el Teorema 2.1. Asf
[P.R]#* 1, pues de lo contrario R < Co(P) y en consecuencia O = Cy(P); pero entonces
{©. P]=1. contrario a lo supuesto.

Observamos también que R =[P,0]< GL(2,p) < SL(2, p). Entonces, por ¢l Lema
047, si g =2, R tiene que ser ciclico. Pero entonces R=Z_. y | st (R)] =IAut (Z.)
=@(g”) =q" —g""' =q®'(g—1) que no admite a p>g como divisor. Esto contradice el
hechode que [P, R]= 1. Asi, g =2.

Demostraremos que g = 2 implica r(Q) = 1, en dos casos.

CasoI: [P,Q]= 1.

Todo lo que hemos dicho en los parrafos anteriores sigue vigente.

Por el Lema 0.48., R tiene un unico elemento de orden 2 (y por lo tanto r(R)=1),y
asi, todo subgrupo de orden 4 debe ser ciclico. Si R fuera abeliano, tendria entonces que ser
ciclico. Pero R=Z,. implica IAut(R)]: 22-) que, de nueva cuenta no admite a p como
divisor y entonces P tendria que actuar trivialmente sobre R, lo cual contradice [#,R}= 1.
Concluimos que R no es abeliano.

Asi, R debe ser un 2-subgrupo de SL(2, p), no abeliano, tal que todo subgrupo de
orden 4 es ciclico. Por ¢l Lema 1.12,, tenemos gue IRI = 8 (pues P actiia no trivialmente en
R), pero entonces R =, (el unico otro grupo no abeliano de orden 8 es D,, el grupo
diédrico, pero éste tiene mas (5) elementos de orden 2). Entonces ¢l Lema 0.43. nos dice
que |dur (R)|=8-3, es decir: p=3.

Como P es de Sylow, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

=~ )
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Entonces, si x=( 2 e cocm=co[{" .1
nton . Si X = c 1¢ =Coll| 1 , tenemos que

a+d b)Y _(a bY1 OY_(1 OYa &6 _ a b
c+rd d) \c¢ dA1 1] U the &) \a+tc b+d)
Esto s equivalente al sistema:

at+b=a b=0 o
c+d=a+c o bien, { - es decir : x=(a )
< (24

bed=d as=d
Pero tal x ticne orden |x|=p-la] (es facil probar,

a oY a” o
= et , |) amenos que c=0.
c a ra'c a

Como O es un 2-grupo, tenemos ¢ = 0, |a| = 27. Puesto que p =3, en GL(2, p) sélo
N -1 0 -1 O
hay dos de tales matrices: la identidad y (0 _J. Asi CQ(I’)=<( ° —l))c R, pues

-1 O
[ )es el unico elemento de orden 2 de SL(2, p).

por induccién, que

0o -1
Si ahora recordamos del inicio de la prueba que Q= R-Cy( L), tenemos @ = R;

pero ya sabemos que »(R) = 1 asi que r(Q)=1.

Caso IN: [P,0]=1.

Si r(Q) 22, entonces, P centralizaria a algun subgrupo U Q, con U = Z, X 2Z,.
Luego, si ¥ es el espacio vectorial en el que GL(2,3) actua, P normalizaria a cada G (w)
para cualquier weU” ( U:=U — {0} ). En efecto, si xe€ P y ve G, (u), tenemos que
xu=ux implica que x(v)= x(2(v)) = u(x(v)), y asi x(v) € G.(u).

Pero entonces, P centralizaria a cada C,(w) para we U" pues, si G, () ={0} es
obvio, y si dim(C,(u))=1,entonces G () =2, y IAur (C,,(u))[: p—1, que no admite a p
como divisor (dim(C, (u)) =2 implica w=1). Por el Lema 2.3. ( aplicado al g-grupo U
actuando en el p-grupo V), tenemos que V' = (C,,(u)lue U'). Entonces P centralizaria a

todo ¥, 1o que no puede ser, pues / no es trivial. #

Con estas herramientas, podemos ahora probar el siguiente Lema, de caracter

técnico, que serd 10 mas
Del capitulo 0 (Definicién 0.36), recordamos que si 2 es un p-grupo, definimos:

J(P)=(A < P|4 es elementalmente abeliano y r(A4) =r(P)).



48

Recuerde también que J(P)char P, que J(P)c U < P implica J(P)y=J(U),y
que si G, es un p-Sylow de un grupo G, entonces: J(G,) wG siysolosi J(G,) < O, (G).

Teorema 2.11. (Thompson) [Ben 2.11] Sea X un grupo, con IX:OM(X)l= PY2#-p=gq.
Sean Z=0,(Z(0,(X))) ¥y Y = X[/Cx(Z). Suponga que J(P) no es normal en X para
algun p-subgrupo de Sylow P de X'y que F, y P son p-subgrupos de Sylow de Y distintos.
Entonces g =2, |Z:C,({R. R )| = p* y (A, F:) contiene exactamente una involucién.

Demontracién, T aue |X|=p"g*, pues |0, (0|=|0,(x/0, ) |0, (. ¥
ademas | x| =lO,(X/O,(.\’))l"O,(X)Lp. También tenemos que O,( X)) tiene indice p en

cualquier p-subgrupo de Sylow de X. Ademias O,(X)g Cy(Z) por la definicién de Z,
Como Y tiene p-subgrupos de Sylow, resulta:

X C(Z
4 4

=|x/0,00)|, /Ic (210,00, = pfltx (2)/0,(X))|,

y esto implicaque |Y|_=py lg ((f,)) =1; es decir que O, (X) es un p-subgrupo de Sylow
4 I

de Cy(Z). Como Y tiene al menos 2 p-subgrupos de Sylow, ¥ no puede ser un p-grupo, asi:
¥} = pq* para algin entero a # 0.

Sea G={R,R)cY; entonces G = QF, con Q un g-subgrupo de Sylow de G, con
[@. 1= 1, pues de otro modo £, seria normal en G. Por el Corolario 1.2, 02 G.
Afirmamos que debe existir un p-grupo elementalmente abeliano 4 < X de rango
r(£), que no esta contenido en O,(X), pues de otro modo: J(P)< O,(X)< P y esto
implicaria que J(P) = J(O,(X)); pero entonces J(P)char O,(X) char X y en particular
J(P) < X, contrario a lo supuesto. Si tomamos 4, = 4NO,(X), como O,(X) tiene indice

P en cualquier p-subgrupo de Sylow de X y A O,(.X). tenemos que 40 ,(X) es un p-
subgrupo de Sylow de X'y por lo tanto:

A0 (X)) A
= = =|A4: 4.
=0, " [ano, o0 b4: Aol

Ademas, dado que Z conmuta con todo O,(X), Z4, es el 1 beli y
como A es elementalmente abeliano de rango maximo, resulta |Z4,| <|4|.




Recordando que Z < O, (X), tenemos ZN A= O, (X)YNZN A,= ZM A,, luego:
Z ]ZA., A
Z:ZNA|=|Z:ZN A4,| = = < =p
I 20dl=Z 20 4= R = Tal =14
Por otro lado C,(A)=AMNZ=A4,MNZ, pues si xeCy(A4)— A, (A x) seria
1 abeli », de rango mayor que 4 (contradiciendo su maximalidad).
Ahora bien, como O,(.X) es el tnico p-subgrupo de Sylow de C, (Z) tenemos que

AC(Z) _ A A _A
Cx(2) ~ ANC(Z) ANO(X) A,

Entonces C.(2) (D)

que A induce un p-subgrupo de Sylow de Y en este sentido.

Pero cuanto hemos dicho sobre 4 vale para cualquiera de sus conjugados. Entonces
todos los p-subgrupos de Sylow de Y son inducidos por algan conjugado de 4. En efecto,
AO,(X) es un p-Sylow de X y por tanto, todos los p-Sylows de X son de la forma
(A0, (X))="4-O,(X) para alguna x en X, y estos Sylows de X estdn en correspondencia
biunivoca con los de Y. En particular, tenemos dos subgrupos 4, y 4,, conjugados de 4,
tales que:

ﬁ"(—Z)l Pp. es decir, ACy(2) es un p-subgrupo de Sylow de Y. Decimos

_AC(D) , _ AC(D)
W A= >Era®

Sabemos ademas que:

) r(A)=r{A)=r(A)=r(P).
3 Ay, Ay L O (X).
4) |Z:C.(ad=[Z:zNAa])spy|Z:Ci(a)|=[Z:ZzN 4, ]sp

Pero entonces: CZ(P,)=CZ(%‘('—(Z~Z)—))= C,(ACx(Z2))=C,(4,), ¥ de mancra
X

semejante: C,(5) = Cz(A4,).
Luego:
,z;cz(gp,)|=|z;c,((P..&))|=IZ:c,(P,mcz(f;)|=m‘ﬁm
(2] IGR)_ ., _ IGW| ___ e Gl 12 .
S G AN G NG (B Pl (PN (A AT I e
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Por otro lado, X actia en Z, luego X/C, (Z) actia fielmente en 2, entonces @y 7
actian ficlmente en Z, y en consecuencia Q y /3 actuan en Z/C, (QF). Afirmamos que QO y
£, actian fielmente en Z2/C,(QF):

Si Q no actia fielmente en Z/C,(QF), sea o€ con o= 1, tal que o actua
trivialmente en Z/C, (QF,). Entonces (o’) estabiliza a la serie subnormal: Zo C,(QF) > 1
¥, por el Teorema 0.19,, (a) actia trivialmente en Z. Esto contradice el hecho de que Q@

actia fielmente en Z.
Si A no actua fielmente en Z/C,(QF), como £ =2, F tendria que actuar
bién A actia trivialmente (por ser conjugado de /), pero entonces

trivial ; luego
[o X (P, .Pz) nos lleva a una contradiccién.

Afirmamos que OF, actua fielmente en Z/C, (QFR):

Si el nicleo de la accidén contiene un g-grupo no trivial, éste tiene que estar
contenido en el tnico g-subgrupo de Sylow de QF,, a saber, (2. Esto que contradice el que
Q© actaa fiel E el nucleo de la accién debe ser un p-subgrupo normal, y por
tanto estar contenido en todos los p-Sylows de OF; esto obliga a que el nicleo de la accién
sea trivial; es decir: QF, actaa fielmente en Z/C, (QF)).

Asf tenemos que |Z/C,(QF)|=p*, pues si |Z/C,(QR)|=16p, F no podria
inyectarse en los automorfismos de Z/C, (QF,). Ahora por el Teorema 2.10., g =2. Por el
Lema 0.45. y dado que SL(2,p) es normal en GL(2, p), resulta que todo p-Sylow de
GL(2,p) es también un p-Sylow de SL(2,p); es decir A y £F,, estdn contenidos (en
realidad se inyectan) en SL(Z/C,(QR)) y por el Lema 0.48. (£, A,) tiene exactamente una

involucion. #
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3. El contraejemplo minimal

En este capitulo p S pr a demostrar e} teorema de Bumside. La
demostracion quedara concluida en el capltulo 6.

Advertencia: Todos los resultados que se presentan a partir de este momento y
hasta el final del capitulo 6 asumen que existe un contracjemplo minimal al teorema de
Burnside, es decir que el teorema de Bumnside es FALSO.

El objetivo principal de este capitulo es probar el Lema A que se enuncia al final y
que sera de gran utilidad en la demostracion del teorema que nos ocupa,

S-po-drc-m entonces a partir de aqui y hasta el capitulo 6 que G es un
1 imal al teorema de Bumside.

contr

Luego todo subgrupo propio de G es soluble y & es simple (si ese no fucra el caso,
G seria extensién de dos grupos solubles y, por lo tanto, seria soluble); ademas |G| = Pq®
donde p y g son primos distintos y a,f 21, pues todo p-grupo es soluble (de hecho,
podriamos tomar a, 8 = 2 gracias al Teorema 1.1, pero no haremos uso de ello).

Si A4 es un subgrupo de G, para r = p o r =g, definimos:

L={KsG -
r -subgrupo no trivial de G

K= Ng(X)o6K=Cs(X), donchesu.n}

e7(A,r)={HSG| F es un r - subgrupo A - invariante de G }

También definimos a £ y &7°(A4,7) como los conjuntos formados por los
clementos maximales de £ y &7(4,r) respectivamente. Observamos que si H € £,
entonces O,(H)# 1y H g G. También,si H e _5: entonces H = Ng(O,(H)).

Llamaremos central a cualquier r-subgrupo (o r-clemento) no trivial que esté
contenido en el centro de un r-subgrupo de Sylowde G.

Lema 3.1. [Ben 3.1] Si G = XY, con X # G y Ysubgrupos de G, entonces Y no normaliza
a ningtn subgrupo no trivial de X.

Demostracién. Si ¥ normaliza a un subgrupo N =1 de X, tenemos 1&Nc[ )X
r

= nX' < G, pero nX' < X < G, contradiciendo la simnplicidad de G . #
&G 2eG
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Lema 3.2. [Ben 3.2] Ningun p-subgrupo de Sylow de (G normaliza a ningun g-subgrupo no

trivial (y viceversa).
Demostracién. Esto se sigue de inmediato del Lema 3.1., ya que G = Q0 para cualesquicra
PeSyl (G)y Qe S/, (G). Claramente la situacién es simétrica parapy g. #

Lema 3.3. [Ben 3.3] Si - es un p-elemento central y Q e Sy/_(G), entonces (Q0,=)=G.

Demostraciéon. Como = es un p-elemento central, C;(z) contiene un p~Sylow de G, luego

G =(Q.z)C5(s). Pero ahora Cg(z) normaliza (de hecho centraliza) a 1= (=) < (Q.,z) lo
que contradice al Lema 3.1., a menos que G = (Q,:). #

Lema 3.4. [Ben 3.4] Ningun p-subgrupo central normaliza a ningan g-subgrupo central.
Demostracién. Suponga que  es un g-subgrupo central normalizado por un p-subgrupo
central; entonces N () contiene a un g-Sylow de G y a un p-elemento central. Por el
Lema 3.3, tenemos: 1 = O a4 N, (@) = G, en contradiccién con la simplicidad de G. #

Lems 3.5. [Ben 3.5] Sea /” un p-subgrupo de G con la propiedad de que, cada vez que
P < H e £, todos los g-subgrupos P-invariantes de /7 estin contenidos en O, (H).

(i) Si PgH e £, entonces O,(H) € &7°(P,q).

(ii) Si O, y O, son elementos distintos de &7 (/,9), entonces O, NQ, = 1.
Demostracién. Probemos (i):

Supongamos que Pg H € 7.

Claramente A < Ng(Q,(H)) €., (recuerde que H €.f,, implica O, (fH)=1).
Como H es maximal tenemos: M =Ng(O,(H)). También O,(H)e7(P,q), pues
O (H)char H. Si ahora O (H)c Ked7(P,q), tenemos que N, (O,(H)) es un g-
subgrupo  P-invariante. Dado que N (O (HNC Ng(O,(H))=H, resulta que
Nx(O,(H)) < O, () (por hipétesis) y, por tanto, N, (O,(H))=O,(H). Pero en un g-
grupo, el Unico subgrupo que es igual a su propio normalizador es el total, luego:
K =0,(H),yasi O,(H) es maximal.

Supongamos ahora que (ii) es falso.
Escogemos D = Q,NQ, maximal, sujeto a las condiciones D=#1, O, =0, y

Q.0 €T (P.q).

Afirmamos que N (D)< O, (NG (D)) para i =1,2. En efecto, como D y O, son P-
invariantes, también lo es No (DY Ng(D); pero PC Ng(D)e £, luego
Ny, (D) < O (Ng (D)) por hipétesis.

O,(Ng (D)) es, por supuesto, P-invariante, pues G y D lo son. Luego podemos
tomar O, € @77 (P,q) tal que O, (Ng(D)) < O,. Entonces D g No (DY O, NQ,, porque en
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un g-grupo el unico subgrupo que es su propio normalizador es el total. Asi, por la
maximalidad de D, O, = 0, = (2,. Contradiccion. #

Lema 3.6. [Ben 36)] Si Y es un p-subgrupo de G y Yo H g G, entonces
HNO(C(Y)) = O,(H).

Demostracién. Como # g G, /H es soluble. Dado que Y es un p-grupo, por el Lema
2.4.(iii), tenemos O, (C,(Y)) < O, (H). Ahora bien: HNO(Cs(Y)) < Cy(Y), pues
O (Co()) C(Y). Pero Cu(Y) o H normaliza a / y, por otro lado, Cg(Y) (y por tanto
Cy(¥)) normaliza a O,(C;(Y)); luego HNO(C(Y)) aC,(Y). Asi, HNO(Cs(Y))
S O(CU(YNS O, (H). #

Lema 3.7. [Ben 3.7, Ben 3.8] Si Y es un p-subgrupo de G tal que O, (Cs(Y)) # 1, entonces
existe un p-subgrupo X de G que satisface:

(D) O, (Co(X))=1

2) |x|=p

a3) Para todo P € Syl (C(X)), si P H g G entonces todo g-subgrupo P-

invariante de / esta contenido en O, (#).

D i6m. N que Y # 1, pues G es simple.

Si y & Z(¥)" con |y| = p, tenemos que ¥ = C5(¥) & G (si no, (¥) < G). Por el Lema
3.6.: Co N0, (Co(Y)) S O, (Cs (1)), pero G (Co(YN @ Co (V)= Ca ().

Luego 1% O,(Co(YNs O,(Ca(y)). Ahora X:=(») es un p-subgrupo de G que
satisface (1) y (2).

Supondremos de ahora en adelante que ¥ es un p-subgrupo de G que satisface (1) y
(2). y demostraremos que existe otro p-subgrupo X que satisface (1)-(3).

Casol. p22.

Afirmamos que X=Y funciona:

Claramente X esta contenido en un p-subgrupo elementalmente abeliano maximal 4
de G. Entonces 4 ¢ C5(.X). Podemos escoger 4 (conjugando en C; (X)), de tal forma que
X < A< P, para cualquier P& S/, (Cg(X)). Luego, si P < H g G, tenemos que todo g-
subgrupo P-invariante de /7 es también 4-invariante y por el Lema 2.8. (y la nota que le
sigue), esta contenido en O, (H).

Caso2. p=2.

Veamos primero que existe un p-subgrupo X de G que satisface (1) y (2) y ademas:

IGL

> (con P e Syl (Ca(X)) )

I71=
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Y no es central, pues de otro modo C;(Y) contendria a un p-Sylow de G y por el
Lema 3.2., O,(Cs(Y)) =1, que es una contradiccion.

Entonces G tiene al menos dos clases de conjugacién de involuciones, si no, y (para
(y) =Y) seria conjugada a una involucién central, y entonces ¥ mismo seria central.

Si T es un p-Sylow de G, porel Lema 1.13., existeuna T « T, con U =Z,xZ, y
U* < Cs(Y) para alguna ge€G. Si definimos U:=U* y 7:=T%, tenemos U <7,
TeSy (G, U=Z,xZ,=Z;xZ, y U= Cg(Y). Como T actaa en U, T/C,(U) se inyecta
en Aw(U)=S, y en consecuencia |[T:Cp(U)|<2. Asi, |G}, S2|C(U)]. Se sigue que
|C2;|: s|Co U,

Como U g Cg(Y)e O,(Cs(Y)), U actia en O,(Cg(Y))=Q y por el Lema 2.3,
Q= (Cq(u)l ue U'). Entonces existe una wel/", tal que Cy(u)=1. Por Lema 3.6,
YQS Co()e G implica que 1% Cy(w) =CG(u)ﬂO,(Co(Y))c O,(Cg(w)). Si tomamos
|(;l; S|Co (U, 5|Cq ()}, =|P| para P € Syl ,(Co(X)).
Pero P no puede ser un p-Sylow de G, pues entonces éste normalizaria a

X:=(u). tenemos:

O,(Cs(X)) = 1, contrario al Lema 3.2. Luego |I’|=%.

Entonces, X satisface (1) y (2) y, para cualquier P e Syl (Cg( X)), |p| = IG2I2 3

Afirmamos que esta X satisface también (3).

Supongamos ahora que P e Sy/,(Cs(X)), que tenemos un subgrupo H con
PoHgG y que H, c H es un g-subgrupo, P-invariante. Tenemos que probar que
H, < O,(H).

Hay dos posibilidades:

Caso 2.1. Pe Syl (H).
Entonces ' =P, con H, c O € Syl,(H), luego:
Hy = (O?= (0O < H yasi: Hy < O,(H).
pEP o<H

Caso 2.2. Pe Syl (H).
Tenemos: PQ T e Syl (H), TeSYI (G)y |T:Pl=2.
Porel Lema 3.2, O,(H)=1. Ademas, por el Teorema 0.28., F:= F(H)= O, (H).
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Tenemos entonces dos subcasos:

Subcaso 2.2.1. F g P.
Entonces F actia en H, y viceversa; asi [#,.FF]g H,M# =1, luego H, < C, (F)
< F (por el Teorema 0.29.), y en consecuencia, H, = 1.

Subcaso 2.2.2. F ¢ P.

FP es claramente un grupo, pues /> normaliza a /. Como /' es normmal en H, estd
contenido en todos los p-Sylows de A, en particular en 7. Entonces, por la maximalidad de
Pen T, resulta que T=FP . Asi TH, = FPH, = K es un grupo, pues # normalizaa H, y
ambos normalizan a F.

Observamos que A, es un g-Sylow de X, y en consecuencia, /, es un ¢g-Sylow de
Ny (H,). Ahora ya es claro que f, = O, (N, (f,)). Por otro lado, PH, < N, (H,) implica
que |K: N (Hy)| s|K: PH|=|TH,: PH,| <2 y en consecuencia N, (H,)<a K.

Asi, Ho=O,(Ng(H,)) char Ny(Hy,) < K, luego H, @« X y por lo tanto H,=1,
gracias al Lema 3.2, porque X contiene a 7 que es un p-Sylow de G. #

Nota 3.8, El objetivo de los lemas 3.9 al 3.14 es probar que no existe ningun p-subgrupo X
de G con la propiedad O,(Cs (X)) # 1. Gracias al lema anterior, basta probar que no existe

un p-subgrupo X de G que satisface:
m O (Ca(Xx))=1
@) |xl=p
3) Para todo P e Syl (Cg(X)): Si P Hg G entonces todo g-subgrupo P-
invariante de #f esta contenido en O, ().
Asi que:

Supondremos, a lo largo del texto que abarca los lemas 3.9 al 3.12y el 3.14, que X
es uno de tales p-subgrupos. Note que cualquier P & Sy/,(C; (X)) satisface los supuestos

del Lema 3.5.
‘También, a lo largo de los mismos lemas fijamos O:

Q=0 (Co(XN =1,
y escogemos P, / y x, como sigue.
P e Syl (Cg(X)).
Co(X)c H, H maximal en G.
X=(x).
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Lema 3.9, [Ben 3.9]
(YO, (H) e (P.q)y H = Ng(O,(H)).
(ii)Existeuna ge G, talque H* = H y PC H*.
(iii) Si g es como en (ii), O (H*)e T (P,q) y O (H*)NH =1.

(En particular, O, (H) = O, (H*)).

DPemostracién. Recuerde que los supuestos de la Nota 3.8. estdn vigentes.
Observamos en primer lugar que 1= Q= &AF{10c O,(#) (por el Lema 3.6.).

Entonces, por la maximalidad de & y como H ¢ N;(O,(H)), tenemos H = Ng(O,(H))
€.£]. Ya que P He£], tenemos: O (H) € «7°(P,q) por el Lema 3.5.. Asi, queda

probado (i).
Por el Lema 3.2., A no contiene un p~Sylow de G. Sea f{, € Sy/,(H),con P H,.
Como el normalizador de /, en un p-Sylow 7 de G que contenga a /A, contiene
os que NG(H, )—H=¢p. Sea ge Ng(#H,)—FH. Entonces

P i a H,,
P H, = H} < H*, ademias H* = H (pues si H* =H, entonces H <{H,{g))=C, porla

maximalidad de #). Es decir: (ii).
es a su vez maximal, resulta

Puesto que también O (H*)=1 y H*
HEQ Ng(O,(H*)) y H* = Ng(O,(H*))s L. Luego, O,(H*) e 7 (P,q) (otra vez por

el Lema 3.5.).

Finalmente, dado que &'y O,(//*) son P-invariantes, H\O,(H*) es un g-subgrupo
P-invariante de /; por los supuestos de la Nota 3.8, HNO(H*)c< O,(H). Luego
HnO,(H‘) =1, por el Lema 3.5.(ii). Entonces, (iii) también es verdadero. #

Lema 3.10. [Ben 3.10]
Qi czPn=r.
Si P o T e S7, (G), entonces £2,(Z(7)) = 2, (Z(P)).

Dy i6m. A imos, como ya se dijo, los supuestos de la Nota 3.8.

Sean A4:=£2,(Z(/P)), g € G como en el lema anterior, Q:= O, (H) y (:= O, (H*).

Afirmamos que, si @ € 4 entonces (g (a)=10 G (a)=1.
Observamos que Pg Cg(a), y entonces O,(Cg(a))ec?(P,q). También
Cg(a) e £,. Como {a), @, y Q, son P-invariantes, también lo son Cg, (a) y C,, (a): por la
Nota 3.8.(3) ambos estan contenidos en O,(Cy;(a)). Es decir:
{Cp (@), Cq ()= O (CoaN= @, (con O, € 7 (P.q)).
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Porel Lema 3.5, O,NQ, =1 0 O,NQ, =1 (ver también el Lema 3.9.). Lucgo, como
se habia afirmado:

™ Co(a)=1 o Cy(a)=
Como F es un p-grupo, Z(F) # 1 y, claramente, |A} 2 p. Entonces, porel Lema 2.3,
=(Co () 4:U}= p). para i =1,2.

Lucgo existen U, y U, tales que Cp (U)) =1y Cy (U;)# 1. Pero U NU, =1, pues
si no, tomando a e (U,NU,) resulta 12 Cu (U Co(a) y 12C, (U Co, (a), que
contradice (*).

Supongamos que | 4] > p:

L, U
[l =l = Sl ey

(92
10,010, =ival-

|U |
De manera semejante, | 4| > p implica [U,]= p, y en consecuencia | 4| = p*.
De modo que |[4]= p o |4]=

Observemos que X estd contenido en un p-subgrupo clementalmente abeliano
maximal 4 de G. Claramente 4 < C;(.X) y conjugando por un elemento de Ci(X),
podemos escoger 4 de forma que 4 < P. Entonces A debe contener todos los elementos
centrales de orden p de un cierto p~-Sylow 7 de G (a saber, cualquiera que contenga a A).
Como Ag P, P bién debe a todos los elementos centrales de orden p de 77
mas aan, si tomamos a 7 de tal forma que Ac P T, entonces A= Q,(Z(F)) también
contiene a todos estos elementos centrales de orden p de T, i.e. Q,(Z(7)) < Q,(Z(P)).

Notemosque X 4.

Ahora bien, si |A| p entonces 4= X y, por la observaciéon anterior, algun ye X~
es central, luego X" mismo lo es (pues X = (y)) Entonces C; (X)) contcndria aun p-Sylow
de G, contradiciendo al Lema 3.2., pues O,(Cg(X)) = 1 seria nor >
por este p-Sylow de G.

Luego |4|= p*. #

Lema 3.11. [Ben 3.11] @ = O, (H).

Demostracién. Recuerde que los supuestos y la notacion de la Nota 3.8. siguen vigentes.
Sean 4:=€Q,(Z(F)), geG comoenel Lema 3.9, Q:=O, (H)y Q,:= O, (H*).
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Observamos ahora que, por el lema anterior, IA'I = p® —1. Asl, si £ es un subgrupo
de 4 de orden p, entonces IE‘I = p-—1, y como la intersecciéon de dos subgrupos distintos de

2 _
orden p es siempre trivial, resulta que A4 tiene exactamente d ll = p+1 subgrupos de
P—

orden p.
Sea 7 un p-Sylow de G que contenga a P, entonces P g 7 ( por el Lema 3.2, ya que

O, (Cg(X))# 1) y en consecuencia P g N, (F) por el Lema 0.11. Luego N, (P) g Cs(x),
pues P es un p-Sylow de C;(x). Si k € N .(P)—C;(x), entonces & normaliza a 4 (dado
que A char P <9 Ny(£)) pero no a X (como [k| = p°, la ecuacién de clase obligaria a que &
centralizara a X). Asi, si nos fijamos en la ecuacién de clase con & actuando en los
subgrupos de orden p de 4, P conj dos de X en A por potencias de
&, digamos: X=X,, X, ..., X,. El restante subgrupo Z de orden p de 4 es, por €l Lema
3.10., necesariamente, un p-subgrupo centralde 4: Z =Q,(Z(7)) < Q(Z(FP)) =:4.

Sea z € Z°. Tenemos 4 ={x,z), con = € Z(T). Como z € A =£2,(Z(P)), resulta que
P o Cg(z) y entonces Cp, (2) para i = 1,2, son g-subgrupos P-invariantes de Cg(s). Por el
supuesto (3) de la Nota 3.8, tenemos que C,, (=) © O, (Cg(=)) =1, pues C;(=) contiene a
7T, un p-Sylow de G (ver Lema 3.2.).

Afirmamos que Np(P)—H = ¢@.

En efecto: supongamos que N,(P)c A. Como A4 actua en (,, por €l Lema 2.3.,
tenemos que existe un subgrupo £ de 4 de orden p, tal que C, (£) # 1. Pero E = Z, pues,
del parrafo anterior, sabemos quec Co,(Z)=1 Luego £=X, = X', con te Ny (P) (1 es
1 de k). Ei 3

12 Co (XS Q,NC(x )= @ NC(xY = NH =0, NH .
Con esta contradiccién al Lema 3.9., hemos demostrado que N, (P)— H = ¢.

Sabemos que Q ¢ O, por los supuestos de la Nota 3.8., pues O < A es g-subgrupo
P-invariante.

Supongamos que QG Q,.

Como O, <sH 2C(X). tenemos que Co(X)=QNC(X)aCs(X) ¥y asi

Co (X)) < Q. Claramente Qo Co, (X). Entonces, como A actia en Q,, por ¢l Lema 2.3,
existc una j, entre 1 y p, tal que Co (X )z Q= Cg (X) (de nuevo, sabemos que
Co,(Z)=1). Luego X, = X’ para alguna f € N (P)~H.

Tomamos ahora g= f, y como en la demostracién del Lema 3.9.(ii) tenemos:
laeCQ.(X‘)gCG(X');CG(X)‘c HE+ H y P=P*fc H* Peroyaque X*y Q son -
invariantes (pues P = P* € Syl (Cs(X*))), también lo es Co, (X7*). Por el supuesto de la
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Nota 3.8, resulta que 1= Cy(X*)QO,(H*) y en particular O, (H*YNH #1, en
contradiccion con ¢l Lema 3.9.(1ii).

Luego, nuestro supuesto O @ O, debe ser falso, y en consecuencia Q= Q,. #

Lema 3.12. [Ben 3.12] C,(Q) no tiene subgrupos de tipo (p, P).
e i6m. Nuc i
Por el Lema 3.11., Q=0 (H).
Supongamos que el lema es falso.
Afirmmamos que podemos escogeruna £EC Cy((), E=Z,xZ, con X C £:
Sca P e Syl (Cy(Q2)), con X = P.

>s 1os acuerdos de 1a Nota 3.8.

Caso 1. x € Q,(Z(P)).
Como X g P, tenemos que [X Q,(Z(P))] =1 y nos basta tomar una
y €€, (Z(P)), |y|= p. El grupo £ =(x,y) es, clar el 1 1te abeliano.

Caso 2. x€ Q,(Z(FP)).

Sea E’ un p-subgrupo ciementalmente abeliano de rango méximo de C,(Q). Por
hipétesis r(E°)22. Sln pérdida de g lidad (; j do a E’ por el de C,(Q)
si fuera io), p ger a £ de forma que £’ P. Luego, 0,(Z(P) < E’
(pues de ouwo modo 0Q,(Z(P))-E’ seria de rango mayor). Pero entonces

xen,(Z(F))cE'. Asf, podemos extraer de E° un subgrupo E con E g C,(Q),
E=Z, %xZ,y XCE.

En cualquier caso tenemos: X € E S Co(XINCH (D). E=Z,xZ,

Como Cg(X) normaliza a Cu(Q) vy P e Syl (C;(X)), podemos ahora suponer
ademas que £ ¢ P, conjugando a E con algin elemento de C;(.X) de ser necesario. Si
ahora tomamos g € G como en el Lema 3.9.(ii) y Q,:= O,(H*), resulta que E actia en O,
y, por ¢l Lema 2.3, C,(e)#1 para alguna e< E°. Entonces, por el Lema 3.9.(iii),
Co(eda H.

Como e¢e E < C,(Q), tenemos Ci(e) 2 Q. Asi, Q< QNG e) = O,(Cs(e)), por
Lema 3.6., pues X < Cs(e). De manera semejante, dado que (¢)c H & G, podemos
aplicar de nuevo Lema 3.6. y obtenemos que O, (Co(eNDNH O, (H) = (Lema 3.11.).

Entonces Ng(Q)< H (Lema 3.9.()) implica que Q< Noc,enl@
=0, (Co(eNNNG(D < O, (Co(eNNH < @ y en consecuencia No,coen(@) =Q. Por lo
tanto O,(C;(e)) no puede contener propiamente a @ (pues en un g-grupo el unico
subgrupo que es igual a su propio normalizador es el total). Luego O,(Cs(e)) =Q vy asi
C;(e) normaliza a O, es decir Cg(e) & Ng(Q) = H. Contradiccion. #
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Nota: El siguiente lema vale en general, al margen de Jos supuestos de la secciéon. De
hecho también vale si sustituimos “p™ por “x,” y “g” por “x,”, con &, y 7, un par de
conjuntos de niumeros primos tal que s, Nx, =@, y la demostracién es esencialmente la

misma, pero no haremos uso de ello.

Lema 3.13. [Piz 3.13) Sean Af un grupo,. p y ¢ primos distintos, ¥ un p-subgrupo de A7
Entonces O, (Co, (Y)) = O, (N, (Y)).
Demostracién. De O, (C, (Y)) char C, (Y) < N, (¥), tenemos que O, (C, (Y))<a N, (Y).

¥ en consecuencia: O, (Cy (¥)) S O, (N (¥)).
Por otro lado, Y y O,(N,(Y)) son ambos normales en N,(Y); entonces

[O.(Nu(X).Y]= O, (N, (¥)HNY =1 (¥ es un p-grupo). Luego O, (N ,,(¥)) S C. (T). Pero
O (N (¥))aN(Y)2C,(Y) implica que O,(N,(¥Y))<C,(Y) y asi, tenemos
O (Ny () S O(C, (Y)). #

Lema 3.14. [Ben, Seccién 3] No existe un p-subgrupo X de G tal que O,(Cg (X)) = 1.

Demostracién. Recuerde que se ha supuesto desde el Lema 3.9, hasta el actual, que tal p-
subgrupo X existe y que incluso (S.P.G.) satisface los supuestos adicionales de la Nota 3.8.

Observamos que si x € O,(C, (()). entonces X centralizaria a algin p-elemento no
trivial y de O,(C,(2)), y en ia Cu(@) dria al subgrupo (x,y) de tipo
(p.p). contrario al Lema 3.12..

Luego X SO (Cy(PNSO,(H) por el

X =82 (Z2(0,(C,(2)))) (otra vez por el Lema 3.12.).
Si y€C,(Q) con |y|=p y y& X, entonces y actia en X char C,(Q), y actua

trivialmente pues pl|4ut(X)|= p—1. Esto contradice al Lema 3.12. Entonces X es el
anico subgrupo de orden p de C,(Q). Pero C5(Q) < Ng(Q) = K. Luego C5(Q) = Cy(Q)

¥ X es también ¢l inico subgrupo de orden p de C;(Q).
Como X char C5(Q)< Ng(Q), tenemos que 1% X O,(Ng(Q)), y. por tanto,

Lema 2.4.(iii). Pero entonces

O (Ng(@»N = 1. Porel Lema3.13., O,(Cs(2)) = L

Asf, podemos intercambiar p y ¢ si es necesario, y suponer que p<gq.

Como Q= O, (#) char i, tenemos que C,(Q)char H y X =K,(Z(0,(C,(2))))
char . Si S €Syl (H), S actia en X, trivialmente, pues q”Aut(X)[ =p—1, ya que
escogimos g>p. Luego X C C,(S) y X es el tnico subgrupo de orden p en

Co(S) S Co()=C\) ().
Entonces X charCi(S), y ademas, owa vez por el Lema 3.12,
X =£2,(Z(0,(C5(S5)))= £, (Z(O,(N(5)))) (recuerde del Lema 3.13. que
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Q(Co(S)) =0, (Ng(S))). Asi, X char N;(S) y entonces Ng(S) < N, (X) > /. Luego
N (X) = H por la maximalidad de /. Ademads, N, (S) < H . pero entonces S € N/, ()
necesariamente (como siempre, si X' € $)/,(G) con S G K, entonces S @ N, (S)< N (S),
pero N, (S)NH =8). Asi, Snormalizaa X =1, contrario al Lema 3.2. #

Lesma A. [Ben, Lemma 1] Si R € £, entonces el subgrupo de Fitting £ (R) es un r-grupo
En particular, Z(F(R)) contiene al centro de algun r-subgrupo de Sylow de G.

1Dy i6é os, para fijar notacion, que » = p.
Por cl Teorema 0.28., F(R)=0O,(R)xXO,(R). Si Re £, entonces R=C;(X) o

R = Ng(X), para algin p-subgrupo X" de G. Entonces, por el lema anterior (y par el Lema
3.13) Q(R) =0, (Ng{X )= O (Cs(X))=1ypor lotanto F(R)=O,(R) es un p-grupo.
Solo resta probar que Z(F(R)) contiene al centro de un r-Sylow de G.
Sea Re £, entonces R = Ng(X) o R=Cgz(X) para algin r-subgrupo X de G no
trivial. Como X 9 R, X c O, (R). Sea /’unr-Sylowde G, talque X C O, (R)=F(R)< P.
los dos casos). Luego:

Entonces Z(P)S Co( XIS R (en cualquiera de
[Z2(P). F(R)<[Z(P).P}=1,y asi Z(P)  Co(F(R) < F(R)

Por lo tanto Z(P) < Z(F(R)). #
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4. Subgrupos g-locales maximales para g< p

Como se dijo al inicio del capitulo anterior, el objetivo de los capitulos 3 al 6 es
probar el teorema de Burnside. Para ello hemos supuesto que el teorema de Bumnside es
falso. En el capitulo 6 esta suposicion nos llevara a una contradiccion. De modo que:

Advene-ci.- Todos los resuitados de este pitulo la i ia de un
cont > imal al teorema de Bumnside y no deben ser usados fuera de este
contexto.

Suponemos, como en el capitulo anterior, que G es tal contracjemplo. Las
observaciones y la notacién del inicio del capitulo 3 iendo validas. Pod usar
tanto los lemas 3.1 al 3.7 como el Lema A, que no hacen supuestos adicionales sobre G.

Nota 4.1. En este capitulo supondremos que:

d——-ma.x{r,(H)lHE.f,"}ZZ. g<p, He L], r,(H)=d, Ac H es un p-subgrupo
clementalmente abeliano de orden p“ y definimos: Q.= O,(H). Recuerde, que gracias al
Lema A, O,(H)=F(H).

Repetidamente, a lo largo del texto, id emos la st ién descrita en (*):

1#Bc A
*) M =C5(B)
V' = un q - subgrupo de C,(B) elementalmente abeliano no trivial

Al final de este capitulo recogeremos en ¢l Lema B las implicaciones mas
importantes de estas premisas.

Lema 4.2. [Ben 4.11 Si 4 g H e £, entonces todos los g-subgrupos A-invariantes de H
estan en O, ().
Pemostracién. Como A es un p-subgrupo elementaimente abeliano maximal de &, y

como g < p implica que p = 2, podemos aplicar el Lema 2.8. (ver también la nota que le
sigue). #

Lema 4.3.[Ben 42]Si Ac He £,y HN@#=1,entonces H < H.
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™ i6bn. Suponga las hipodtesis del iado y que H = H € £;. Entonces QNH
es un g-subgrupo A-invariante de /7 ; por lo tanto, QN < O,(H) (ver el Lema 4.2.).
Como A4 isfs los s del Lema 3.5. (gracias al Lema 4.2.), tenemeos:

Q=0 (H)eI (A,9) ¥ 0 (H)es7"(A,q). Ademaés, onNo, (H)=1 (recuerde que H
maximal y O,(H)=1 implican H = N,;(O,(#)), en particular O (H)= O, (H)). pero
entonces QNH o QNO,(H ) = 1, contrario a lo supuesto. #

Lema 4.4. [Ben 4.3] Suponga (=). Entonces O,(Af) = F(AM) g H. Si |A: B| = p, entonces V
tiene un subgrupo U de indice ¢ tal que r (Co(U)) 2 4.

Demostraciéa. Sea P=0,(AM). Como Me.f,, tenemos, gracias al Lema A, que
P=F(A).

Si [V,P]=1, tenemos que V¥ = C, () = P (de nuevo por €l Teorema 0.29.) y
entonces (como ¥ es un g-grupo) V¥ =1, contrario a (*). Concluimos que [V, 2] = 1.

Si ahora P g H, entonces P actua en Qchar H y (trivialmente) en Bo Z(Af)
(M:=Cs(B)2P), luego P actia en C,(B), y viceversa, pues Pchar M=
Coa(B) 2 Co(B). Entonces 12 [V, Plc[Co(8), Pla Co(BYNP =1.

Concluimos que P g 5.

De [V.P]#1, tenemos C.(V)= P y asi (como V actda en P, y por €l Lema 2.3.)
existe una U, con [V:U]=g¢, tal que C.(U) & Cp(V). Como V actua en Py en U, tenemos
que actaa también en C,(U), y ademas [V.C.(U)]#1, pues de otro modo
Cp(U)e Cp(V). Por el Teorema 2.5, [V,QI(C,,(U))]at 1, y asi, existe un elemento
a € C,(U), de orden p, que no es centralizado por V. En particular, a « 8 (recuerde que
V < Co(B)). Como aePg M=Cg(B), Bla) es el 1 abeliano, de rango
r(B)+1=r(A)=d (por hipétesis |4:B| = p). Luego Bla)c Co(U) y r,(Co(UN 2d. #

Lema 4.5. [Ben 4.4] C,, (4) no tiene subgrupos de tipo (g, q).
D ién. S qucexxs(eunaV;C,,(A),conV Z,xZ,. Porel Lema 4.2,
VO, (Hd)=0. Enlonces. si xeV’, tenemos A Cg(x)e £,y l#xeCs(x)NQ, y por
el Lema 4.3, tenemos: Cg(x) g .
Sea P=0,(C5(A4)). Como V < Cy(A) S Cq(A), V actia en P, |[V|=q* y, por el
Lema23., P= (C,(x)lx € V'). Pero entonces, P = <C,,(x)|x 13 V‘)c (Co(x)lx e V') o M.
Si en el Lema 4.4. 1« B=A, t 0s: P=O,(M)=F(M), M=Cs(B),
B=1 (puesd=1) y 1»V < Cyp(B), es decir, los supuestos del Lema 4.4.; usando éste,
concluimos P g A . Esto es una contradiccion con la ultima expresion del parrafo anterior.
#




Lema 4.6. [Ben 4.6] Suponga (), con |4: B| = p. Entonces [V| <g”.

Demostracién. Si ese no es el caso, por el Lema 4.4., existe una U con |[V:Ul=g (y en
particular #({/) = 2) tal que r,(Co(UN2d. Si A Cg(U), con r(A)=d,y H estal que
Co(U) <= H € £, tenemos U < Cp(A). Pero entonces C,(A4) contiene un U, U, de
tipo (q. ). contrario al Lema 4.5 #

Lema 4.7. [Ben 4.5] Si C,,(A) contiene un subgrupo O, de orden g, O, es unico. Existen
subgrupos & 7y A que i las ropiedades que /7 y A respectivamente, y
ademas C,(4) contiene un subgrupo Q, de ordcn q.

Demostracién. Si tal O, existe, como (Q, es A-invariante, el Lema 4.2. nos dice que
O, = Q =O,(H). Entonces su unicidad se sigue del Lema 4.5. y del Lema 0.41.

Supongamos que Cg,(A4) es un p-grupo.

Seca V' < 2 un g-subgrupo A4-invariante no trivial minimal (como @ mismo es 4-
invariante, tal ¥ existe). E ¥V es el 1 abeliano, pues Q(Z(V))#=1 es
caracteristico en V, y por lo tanto A4-invariante. Por la minimalidad de ¥, tenemos que
V=Q(ZW)).

Ahora g < p implica que |[V|2g*, pues si no, qu—l=|Aul(Z,)| implica que
[A,V] =1 yentonces V < C,,(A4) y C,(A) no seria un p-grupo.

Asi, por el Lema 23, V = (C,,(B) "A: B| = p). Pero como cada C,(B8) es A-
invariante, tenemos que, por la minimalidad de V, ¥V =C,(8), para alguna Bg 4, con
|A:B|=p. Ademids B=1l, pues r(A)=d =2 implica que r(8)=d—121. También
12V =G (8)c Co(B)x Cs(8)= M. Ahora podemos aplicar el Lema 4.4., para concluir
que ¥ tiene un subgrupo U, de indice q, (en particular U = 1), tal que Cg (L) contiene un o
subgrupo elementalmente abeliano 4 de rango ~(4) = d (maximo).

Si ahora 5 es tal que C5(U) = A e £, podemos reemplazar 4 por 4 y H por
QA=U < Co(ANH =Ch(A), Ues un g-grupo). #

Nota 4.8. De aqui en adelante, supondremos que C,, (4) contiene un (inico) subgrupo O,
de orden q. Entonces Q, es A-invariante y, porel Lema 4.2., Q, <

Lema 4.9. [Ben 4.7] O, es el unico subgrupo no trivial clementalmente abeliano A4-
invariante de Q. En particular O, = £2,(Z(0Q)).

Demonrlclén._Suponga que existe _un contraejemplo V. Afirmamos que existe otro
contragjemplo ¥ que satisface O, &V :
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Caso L O, < Z(Q).
Tomamos ¥ =(Q,.F)# Q,. Entonces 7 es clementalmente abeliano, A-
invariantey O, @ V.

Ceso IL. O, T Z(Q).

Toémese V" ={0,.0,(Z(Q@N) = Q, (note que O, N (Z(Q2)) =1). Entonces
O, @V .y como ,(Z((Q)) char Q es A-invariante, ¥ también lo es. Claramente ¥
€s elementalmente abeliano.

Asi, como se afirmg, existe otro contragjemplo ¥ con @, o V.
Sea V' un contragjemplo minimal al Lema, que respete la condicion @, < V.

Entonces, como C,.(A4A) < C,,(A), O, es el Gnico subgrupo de €, (A) de orden g y
C,(A) esel 1 beli G (A) =0

Q) Afirmamos que V{2 g>:

Si || <q*, entonces [V|=g*>. Como A4 actua en V/C (A =V/Q, vy |V/Q5|=¢q. 4
tendria que actuar trivialmente en V/Q, = Z,, pues ‘Aul Z, )| =g—1<gq < p. Entonces A
estabilizaria la serie V' © O, & 1. Por el Teorema 0.19., A actaa trivialmente en V, contrario

aG (=0,

Tenemos V' = (C,,(B)l |4:B|= p) (por el Lema 2.3.), pero entonces V = C, (8), para
alguna B, con ]A:B|= P. por la minimalidad de ¥V (pues C,.(8) es A-invariante y
G =C (A G (B)).

De nuevo B#1, yaque r(A)=dz2y |A: B|= p.Asi 12V < Cy(B) y, del Lema
4.6., concluimos que || < g*. Esto contradice (1). #

Lema 4.10. [Ben 4.8] Tenemos H = NgG((Q,) = Cs((0,). Cualquier subgrupo O, < G de
orden g que satisfaga 7, (C5(Q,)) 2 d es conjugado a O, y es central.

Demostracién. Del lema anterior, tenemos O, =Q(Z(Q)) charQ <« H. Luego
H < Ng(O,), y por la maximalidad de X, tenemos: H = N (Q,). Ademas, por el Lema A,
existe un G, e Sy/ (G), con Z(G )< Z(F(H))=Z(2). Entonces 1=2Q(Z(G,)
S0Q,(Z(Q)) = Q. Luego: Q, = Q,(Z(G,)), pues |Q|=q.

Claramente (J, es central.

Sea ahora O, = G, con |Q|=q y r,(Co(@N=d. Sean A < C5(Q,) un subgrupo
elementalmente abeliano, con r(A)=d y H tal que C;(Q)c H e £,. Tomemos
0:=0O,(H) = F(H). Entonces Q, es un subgrupo de orden ¢ de C;(Q,) =Cyu(Q,) y porel
Lema 4.7., O, es unico. De nuevo, como Q, es A -invariante, tenemos Q, < O (ver el Lema
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4.2.). Asi, O, =Q,(Z(D)) (por ¢l Lema 4.9.). Entonces, igual que antes, O, =Q(Z(G),

para alguna G; € Sy/,(G). Luego G, = G7, para alguna g € G. En consecuencia:

=QUZ(GIN=Q(Z(GN=Q,.

Ahora bien: sabemos que A normaliza a J,. Como |Aul (Q,)l=\Am(Z,)l
g-l<qg<p,r Ita que ningl 1,

trivial, luego H = Ng((,) = Cs(Q,). #

=q-1y
de H puede inducir un automorfismo de O, no

Lemsa 4.11. [Ben 491 ¢ =2,

Demostracion. 4 actia en Q. Luego, por el Lema 2.3, tenemos Q = (CQ(B)\ |4:Bl= p),
Recuerde que Co(A) = Q: si Cp(A4) =, tendriamos [Q, A]= 1, y por €l Teorema
0.29., resuita 4 = C, () = @ = F(H). 10 cual implica que A =1.

Como Ciy(A)= Q, existe una Bg 4, con |A:B|=p. tal que Cy(B) no es

centralizado por A, es decir: Cyp(B) & Cp(A4) (en particular Co(B) # 1). Por el Lema 4.6,
r(Co(B)s2.
Tenemos entonces que un p-grupo 4 actia no trivialmente en un g-grupo Cg(B), de

rango a lo mas 2. Como también sabemos que g < p, podemos aplicar el Lema 2.9., para
concluirque g = 2. #

Lema 4.12. [Ben 4.10) Suponga (»), con |4: B| S p* v Co(B) & Cy(A4). Entonces (i) o (ii)
(pero no ambas) es verdadera:

[O) C, (B) es un grupo cuatemio de orden 8.

(i) Co(B) tiene mas’'de una involucién, | 4: Bj= p* y A ,(Z(0,(Ca(BMH).

En el caso (ii), si = es la involucion de O, y ¢ # = es otra involucién en C,y(B),
zes jugada a alguna s € {¢,1-} y = € F(Cs(s)).

D " .

s que O, < @ (Nota 4.8). Sabemos también que 4 actua en Cp(B)
(pues Qchar H 2 4, Bg A y A es abeliano). Por otro lado [A CQ(B)]ai (de otro modo
C (B« CQ(A). contrario a las hipotesis). Ahora, £2,(Z(Cyo(B))) es no trivial y

beli ido en Qy es 4-invariante (pues 4 actia en Cp(B) y

ite o, esta
€2,(Z(Co(8Y)) char Cy(B)). Luego, por el Lema 4.9., O, = Q2,(Z(Cu(B))). En particular
O, char Cyo(B).

Supongamos que C,(5) no tiene mas que una involucién.

Entonces, Cy(B) no tiene 4-grupos.
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Afirmamos que C,(B8) no es abeliano:

Si C,(B) es abeliano tendria que ser ciclico, pues sabemos que C,(B) tiene un
unico subgrupo de orden 2: @,. Entonces lAur (Col B))‘= IAut (Z,. )|= 29 277 =297 'y 4
tendria que actuar trivialmente en Cy(B), contrario a lo que sabemos.

Ahora podemos aplicar €l Lema 1.12. y tenemos ICQ(B)I=8. Luego Co(8) =0,
pues ¢l tinico otro grupo no abeliano de orden 8 es D, y éste tiene mas (5) involuciones.

Asi, si C,(B) tiene una sola involucion, C,(B) = (;, es decir satisface (i).

Supongamos para el resto de la demostracidén que C,(B) tiene mas de una
involucion. Tenemos que probar (ii).

Sea = la involucion de (J, y sea ¢ # = una involucién de C(8).

Sea Y =0,(Z(0,(M))), con M=Cz(8). Por el Lema A, tenemos
O, (M) = F(M)=#1 (Mes soluble) y, en particular, ¥ # 1.

Sca W:=[¥.Q,].

Como O, < Co(A) Co(BYS M y Y char M, tenemos W Y.

Afirmamos que W < {w € Ylw' = w"}.

Si w=yzy~'z, con ye€Y, es un generador de W, tenemos w' =zyzy~'=
(') =w™. Como W o ¥  Z(O,(M)) es abeliano, tenemos w* = w™', también en el
caso de que w sea un producto de generadores. Esto prueba la afirmacion previa.

En particular Cy (=) =Cp (3,) = 1.

Notemos que Cp(B) actua en W =[Y,Q,] (pues C,(B) actia en Q, char Co(B) ¥y
Co(B) actia en Ychar M2 Co(B)). vy que A4 actia en W (pues 4 actia en O,
(trivialmente) y en Y char M 2 A).

Afirmamos que C, (B) actia fielmente en W,

Supongamos que Cy(B) no actua fiel en W. E: Ki=Cepm(W)=1.

Como A4 actaa en W y en (y(8). 4 actia en K, Como K =1, £,(Z(K))=1.
Ademiés, K ¢ Co(B)c Q. Luego, O, =Q,(Z(X)) < K o Cs(W) (aplicando et Lema 4.9,
pues ©,(Z(K)) char K es A-invariante). Entonces [Q,,W]=1y W < C,({,).

Como @, actua en Y char Af, por et Teorema 2.1., tenemos: Y=C,(Qa)[Y.Qu]
= Cp (@)W =G (Q,). Entonces [(,,Y]=1.

Por el Lema A, Z(O,,(M)) = Z(F(MY)) contiene elementos centrales, y por lo tanto
Y = Q,(Z(0,(M))) también. Luego (J, centraliza a algiin p-subgrupo (de Y) central. Pero
Q, mismo es central (por el Lema 4.10.). Esto contradice ¢! Lerna 3.4.




Coacluimos entonces que, como se habia afirmado, C,(58) actua ficlmentec en .

Afir a i ionque A g Co(W).

Supongamos que A = Cg(#W). Entonces [ A4, W] =1, luego:

[Co(B).W. A]lc[W.4]=1 (pues Co(B) actia en W), también [W,4,Co(m)]
= [I.CQ(B)]= 1, y entonces, por el Lema de los tres subgrupos, resulta [A,CQ(B),W]= 1.
Si recordamos que [A,CQ(B)] #1 y que C,(B) actiaa fielmente en I, tenemos:
1 [A,CQ(B)]C Cepm (W) =1.

Esta contradicciéon prueba que, como se habia dicho, 4 g C5(i#). En particular,
AT Y =8,(Z(0,(Cs(B)))), pues ¥ < C (W).

Claramente AC,(B8) actia en W, es decir, tenemos un homomorfismo
P:ACL(B)— At (W)=GL(W). La imagen de @ es un grupo de orden P°q” con
a#0% f,pues AL Cg(W) y Cy(B) actiua ficlmente en W.

Afirmamos que Ker (@)= C,(#¥).

Claramente C,(W)c Ker(@). Como Cu(B) actia fielmente en ¥, tenemos que
Co(B) = @(Cp(B)) y. en consecuencia, Ker(@)NCo(B) =1.

Si ace Ker(@),cona e Ay c e Cg(B), tenemos acwc'a™' =w, paratoda we W.
Entonces cwc™ =a"'wa para toda w e W, pero ¢ induce un 2-automorfismo de Wy a
induce un p-automorfismo de W. Se sigue que cwc™ =a~'wa = w, para toda w € W. Luego
ce C,_-q‘,,(W) y aeC, (W), entonces c=1 y aceC,(W). En consecuencia

Ker(p) = C (W), como se habia afirrnado.

Entonces @(A4) y @¢(Cg(B)) son (respectivamente) p- y g- subgrupos no triviales de
GL(#). Veamos que, ademas, @¢(4) normaliza a ¢(Cp(B)):

Tenemos Cy{B)C,(W)<a AC,(8B) (4 normaliza a Cy(B8) y C,(#) es normal en
AC,(B) por ser el nucleo de un he orfismo). E P(Co(BYC, (W) = p(Co (B,
y en consecuencia, @(Cy (B)) a1 @(AC,(B)). En particular, @(A4) normaliza a @(Cy(B)).

Observamos que (W) > 1, pues de lo contrario, W = Z, o W =1, en cualquier caso
A tendria que actuar trivialmente en ¥, contrario a 10 que sabemos.

También, r(#W)+2, pues de lo contrario, gracias a los resultados del parrafo
anterior, podriamos aplicar el Teorema 2.10. para concluir que r(Cy(B8)) =1 (recuerde que
Co(B) = @(Co(5))). Sin embargo, (=)=, char C,(B) implica que t actba en Q,, ¥
entonces [r,Q,]=1 (Aur(Z,) =1). Luego {r,z) <Cyx(B) es el beli de
rango 2, y entonces r(Cy(B)) 2 2, contrario al resultado previo.
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Concluimos que r(i#) = 3.

Ahora (r,z) actia en W y (como ya se dijo) G, (s) =Cy () =1. Luego, por el
Lema 2.3, tenemos que W =Cp (1) +Cy(2z). Entonces, una de dos: r(Ge(7))22 o
F(Co (12)) 2 2. Sea s e {r.1z} tal que r(Go (s)) 22.

Observamos 3 cosas:

1) B, G ()= Ca (9.

(2) [B.Co ()] =1 (pues Cp () & AL = C5(B)).

Dado que [Q,.B]=1 y G (@,)=1, es decir, que todos los elementos de B
conmutan con {J, y todos los clementos no triviales de ¥ no conmutan con Q,, tenemos:

3) BNGy(s)=1.

Entonces, d 27,(Cs(s))2r(B)+r(Cp(s))2d —-2+2=d. Lucgo 7,(Cs(s))=d y
7(8) =d~2; es decir [4: B] = p*.

Por el Lema 4.10., s y = son conjugadas.

Fiaslmente, sélo resta probar que = & F(C; (5)).

Sabemos que D:= B+, (s)Cs(s)MNY es clementalmente abeliano, de rango
r(D)=d y|D:B|= p?. Ademis, = no conmuta con D (pues Cp (z) =1).

Supongamos que = = s* € F(Cg(s)), con g € G. Entonces, =% ,s, 7€ F(Cgz(=)) = 0.

Definimos:

A=D*=8B%+C,, (s*)= Cs(z)NY*

B:=8%
Af:=Co(B) = M*
¥:=Q,(Z(0,(M))=r*

Observamos que 4 <V < £2,(Z2(0,(C;(F)))). Si podemos aplicar la parte del
lema que ya tenemos probada, sobre A,B, X y7 enlugarde 4, B, My Y, podriamos
concluir que A4 ¢ €,(Z2(0,(C;(8)))), lo cual nos conduce a la contradiccién que
necesitamos. Esto es justo lo que nos proponemos hacer. Mas coucretamente, vamos a
probarque 4, B, Af y Y satisfacen los supuestos del lema, es decir:

(A) (A =d:
r(A)=r(D)=ad.

(B) AcCH: _
Do Co(S) implicaque A = DF c Cu(s*)=C(2)=H .

(C) 1=BcA:
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B=B%* Besnotrivialy 8¢ Dimplicaque B 4.
(D) M:=C,(B):
Por definicion.
(E) 1=Co(B):
Como s conmuta con B, z = s* conmuta con B = B*, Luego 1 = =€ Co(B).
(F) C,,(A) tiene un subgrupo de orden g:
Como s conmuta con D, = con A. E e Cpy(A).
G) |[4@:Blsp’:
|4:B|=|0:8]= p*.
(H) Co(BYE Co(A):
Como z no conmuta con D, =* no conmuta con A . Como = conmuta con B,
=% conmuta con B. Recordamos que =¥ € Q= F(C;(=)) ( pues hemos
supuesto € F(C5(s)) ). Luego =% € Co(B)—-Cyo(A). En particular
Co(BY & Co ().
[¢)) Co(B) no es un grupo cuatemnio:
Un grupo cuaternio ticne sélo una involucién. Entonces z,z* € Co(B) y
z=s" » z* implican que Co(B) = 0,.

Observamos que las condiciones (A) y (B) son condiciones generales de este
capitulo; (C)-(E) corresponden a los supuestos (*); (F) es el supuesto de 1a Nota 4.8.; (G) y
(H) son premisas explicitas de este lema. Finalmente se¢ verifica (I) para asegurarnos de
poder aplicar el resultado (ii) del lema. #

Lema 4.13. [Ben 4.11]
() p=3.
(i) Co( A =0,

(iii) Si B 4, con | 4: B|= p y Co(B) # O, entonces |C,(B)| =8.

Demostracitn. Si C,(A4) =Q, entonces 4 < C, (O) < O (pues Q = F(H)), lo que implica
que A =1. Concluimos que C,(4) # Q. Por el Lema 2.3., A4 tiene un subgrupo B de indice
p, tal que Co(B)gL Cuo(A). Por el Lema 4.12., Cuo(B)=Q,, para esta B. Luego
120, S Co(A)G Co(B) = 0,. Observamos que C,(A) 9 Cy(B), pues todo subgrupo de
(, es normal. Entonces:
CQ(B)/CQ(A) =2Z, o CQ(B)/CQ(A) =2Z,%x2Z,.

En ¢l primer caso, 4 actuaria trivialmente en CQ(B)/CQ(A). estabilizando a la serie
subnormal C,(B)> Co(A)e 1. En tal caso, por el Teorema 0.19., [4.Co(B)] =1, que
sabemos es falso, puesto que Co(B) < Cy(A4).
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Entonces CQ(B)/CQ(A) =2Z,x2Z,, lCQ(A)l =2,y asi Co(A) =), También 4 actiua
o trivialmente en Cy(B)/Co(A), y, como |Aut (Z, x Z,)|=|S,| = 6, resulta que p=3.

Si ahora B es cualquicr subgrupo de A de indice p, C,(8)+ (Q, implica que
Co(B) & Cg(A) y aplicando de nuevo ¢l Lema 4.12., tenemos (iii). #

Lema 4.14. [Ben 4.12) Q/Q, es elementalmente abeliano.

Demostracién. De hecho probaremos que Q, es ¢l subgrupo de Frattini de Q. Sea
@: = ®(Q), el subgrupo de Frattini de Q. Si N es un subgrupo maximal de Q, entonces tiene
indice 2, y por lo tanto es normal en Q. Luego, NMNZ(Q) =1 (por el Lema 0.11.), y esto
implica que ,(NNZ(Q))# 1. Entonces NNOQ(Z(Q)) # 1, pero Q,(Z(O)) =@, (por el
Lema 4.9.). Asi NN, # 1. Recordando que [Q,} =2, tenemos @, = N . Entonces (, esta
contenido en cualquier subgrupo maximal, y por lo tanto O, c .

Suponga que O, & @. Entonces, por el Teorema 0.13., podemos refinar la serie
normatl O @ O, 1, y encontrar un subgrupo U < Q, de orden 4, con O, o/ C ®.
Ahora Q/CQ(U) se inyecta en Aw () (Q actua en U). Entonces, tenemos dos
posibilidades:

2siU=2Z,
‘A'”(U)l'{s siU=2Z,x2,

En cualquier caso, IQ: Cq(U)I <2,y o bien Co(U) =0, o bien (V) es maximal.
De nuevo en cualquier caso @ Co(U), es decir, Ug Z(®). Asi tenemos
O, clUcZ(®)c®. Como £2,(Z(P)) es un g-subgrupo elementalmente abeliano de O,
claramente 4-invariante, por el Lema 4.9., O, =0,(Z(®d)). Luego Z(P) es ciclico y
|Aws (Z(®Y)| = IAuI (Z,. )l =27 —2%-' =2%-' 4 tendria entonces que actuar trivialmente en
Z(®) = O, esto contradice Co(A) = 0,

Finalmente, Q/Q, = Q/®(Q) es elementalmente abeliano, por el Teorema 0.38. #

Lema 4.15. [Ben 4.13] @/Q, =@ es producto directo de n 22 subgrupos 4-invariantes de
orden 4: 3,,....0,.

Demostracién. Como 4 actiz en O, sabemos (por el Lema 23.) que
o= (Ca(B)I]A: Bl = p). Ademas, por ¢l Lema 2.2., paracada B < A:

Co(BIQ _ Co(B)

Ca(B)=
e (B=="0 o

Luego, si Cz(8) 1, entonces Cp(8) = O, Por el Lema 4.13,, lCQ(B)|=8, y en
consecuencia, ICa (B)! =4 Claramente CQ(B) es A-invariante (pues By {7 lo son).
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Observemos también que (si Cp (B) # 1) Cp(B) 1= Cz(8) —{1} cs una érbita bajo
la ion de A: clar A actim en C,y (8)" (con accién de conjuntos) y |Ca(B)'l =3
como |A4| =37, tenemos que Cp(B)" es una o6rbita 0 Cu(B) < Cp(A). Esto ultimo no
ocurre pues, porel Lema22. yel Lema4.13,,

Tomemos ahora algunos subgrupos B,,....B,< A, con ]A:B,|= p =3, para
i=12,...,n, tales que 3, .... 7, (definidos por O,:= C5(B,) para i =1,2,...,n) formen un
producto directo (interno) maximal O, % ... x 0, < C .

Suponga, para llegar a una contradiccién, que O, < ... x 0, <

Por el Lema 2.3., existe un subgrupo 8¢ 4, con |A B] Py Ca(B)sz O x...x0,.
Como Cgz(58)" es una oOrbita bajo la accién de 4, y O, % ... x{J, es A-invariante (y por lo
tanto unién de Srbitas), tenemos que Cp(B) @, x...x 7, 0 Cx(BY NG, x...x0, =¢.
Como Cp(B)L O, x...x0.. se sigue que Co(BNGx...xJ,=1. Ahom
Cg (B)xQ; % ... x 7, es un producto directo mas grande que &, % ... x J,. Contradiccién.

Concluimos que J =, x ... xJ,, como se afirmaba.

Si ahora n=1, tenemos O =0, = = Cy(B,). Esto implica, por el Teorema 0 29., que
B, < C,(Z)=1.Lucgo B, =1 y|4|=p,contrarioa r(A)=d =2. #

Lema 4.16. [Ben 4.14] Sea re (-0, un conjugado a la involucién - e (Q,, con
2 € F(Cs(1)). Sea C:= HNF(Cq(#))= Cricyn(s). Entonces CNQ={r), |C|=2" (con n
como en el lema anterior), y Co, 1, (1) = Q.
Demostraciém. Sea Q".=F(Co(tN=Q, € Q’. Como H =C;(z), tenemos = € C5(s),
lucgo = actia en Q’ y (trivial ) en (¢). E = actia en J"=Q"/(r), que es
beliano por el Lema 4.14. Asi [z,0°]c 0" y = actia en [=.©27] por
inversién. Como "’ es elementalmente abeliano, - actua trivialmente en [:, U'] (pues todo
elemento es su propio inverso).
Ahora, sea Tef£nd(J’7) 1a tansformacién Z,-lineal definida por
T(q)==zqz"'q =(T,+7)(g).donde 7,(q):=zg="'eslat £ i6n lineal inducida por =.
Luego Ker(I)=Cp.(z) ¥ Im(T)= [:.6’]. Como [:.6’] = Cg.(s) (pues = actia
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trivialmente en [z.Q_‘]). tenemos din(In( 7)) < din Ker(7T)). Ademas, 2n=din((0") =
dim(ImAT)) + dim( Ker(T)). Asi, dim(Ker(T)) 2 2n/2 = n, es decir, ,CQ'(:)I =27
Sea x:Q’ — J’ la proyeccién natural.

Observemos que x ™' (Cy. (=) < N ({7.2)).

Si x € x™'(Cp.(2)), entonces xzx ' =z mod ¢, es decir, x=x ' =z o xzx~' =z7. En
particular, xzx~' € {r,z). Ademis x € x™'(Cp.(=)) implica que x € Q" = C,(¢); por lo tanto,
xtx' =re(r,2).

Concluimos que x & Ny ({1,=)).

Asi, Ny ({t.s)) 22"

Ademas C = HNQ'= Cp.(2)= Co.({#,=)) (pues Q' < C;(¢)). Luego:
C=Co({t.2)) = Ng ({¢,5)) y entonces }C\‘,Q(((<:~)))) se inyecta en Aur({z.f))=S,. Luego
Ve ({r.2)2:Co- ({r.2))| = 2, y por o tanto, |C] = |Cp ({r.2))] 2 2"

Sea V=CN@=HNE'NQ=0NQ<HNO=Cy(r) (con H"=Cy(r)). Luego
teV aCu(t) yCo(#) S No(V').

También tenemos que Co (1) = Co({+,z)) (pues Q< H =C5(z)) y como Q/Q, es
elementalmente abeliano, tenemos {r,z)/Q, < Q2/Q,. y ello implica que {z,z) < ©. Entonces
O/Co{t.2)) se inyecta en Aur({,z)=S,. Asi, |[0:Con)|=]|@:Col(r.2)]s2, v,
consecuentemente, ]Q NQ(V), <2.

Pero V 5O, pues de otro modo VNZ(Q)# 1 (ver el Lema 0.11.) implica que
VN (Z(O))=1; luego zeV=0NQ’ < O = F(Cz(r)). Contrario a las hipétesis.

Concluimos que 'Q: NG(V)' =2.

Ademas VQ,/0Q, 9 Q/Q, implica que VQ,<Q. Entonces, si geQ-Ny(),
V0, = (VQ,)* =¥ Q,. Luego (V.V'*) =¥V * =VQ,. Por lo tanto Jrnvs|= LIVVHQI% J—l

Si ]V[>2, !endriamos que V(W2=1, pero VNV aQ ¥y :eVﬂV"gV;Q,

io a las hip
Concluimos que || =2 y, entonces, (r) =¥ = CNQ.

Recuerde que O, , () se define por O, ,(H)/O,(H)= O, (H/O,(H)).

Sea £ un p-Sylow de C,, (,(7). Entonces P g O, (FINCs(4)=0, (HYNH’
(H"=C5(t)) y C=HNE’. Como A actua en O, (H)charH, Cg(r) actia en
Q' = F(Cg(£)) y Q= O,(F) es un g-Sylow normal de O, ,(#), tenemos:
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[P.Clc[0:, (HINC X HNE' ]S O, (HINQ = QNQ =V =(r)

Pero Pactiaen C= HNQ’, pues Pactaa en H (P H) y en O’ char H’ 2 P. Luego, por
€l Teorema 2.1., tenemos C = Co(P)[P.C). Como £ actia trivial en (1),
[P.Clc () = C.(P). Entonces C=C.(P). y por lo tanto [P.C]=1. Recordando que
C = Cp(z), acabamos de probar que [P,Ca,(z)] =1.

Ahora, P conmuta con O, char H o P (Aw(Q,) =1), es decir, O, y £ forman un
producto directo (imemo) PO, =PxQ, Adecmias este prod actua en Q’, pues
PxQ, c Co(t)e Q. ias al alti ltado del parrafo anterior, podemos
aplicar el Lema 2.4. (n) (0O, = (_) en lugar de P, P en lugar de Q y Q' en lugar de B) para
concluir que [ P,Q]=1.Como P H'NC;(Q") y Q"= F(H"), wenemos P < @’ (Teorema
0.29.). Esto implica que P =1. Concluimos que Co, (1, (1) < Q. #

El siguiente lema vale en general, al margen de los supuestos del capitulo.

Lema 4.17. [Suz 11, 4.4.20) Suponga que p# 2,4y P son p-grupos, 4 actia Py P noes
ciclico. Entonces existe un subgrupo U 4 P, A-invariante con U = Z,%Z,.

Demostracién. Dividimos el problema en 3 casos:

Caso 1. P es clementalmente abeliano.
« Como A actua en P, por la ecuacién de clase, 4 centraliza a algun subgrupo no
trivial de P, es decir, C,(A) # 1. Si |C,(A4)|> p, ya acabamos. Si no, 4 actiia en P/Cp(A)

y centraliza a algin subgrupo 7, de orden p. E U (la imagen inversa de U bajo la
proyeccién natural) es el subgrupo que buscamos.

Caso 2. P es abeliano.

En este caso £2,(P) es elementalmente abeliano y' de rango maximo en P. En
particular, £2,( P) no es ciclico. Por el Casc 1, existe un subgrupo U ¢ Q,( P), A-invariante
yU=2Z,xZ,. Claramente U < P, pues P es abeliano.

Caso 3. P no es abeliano.

A actia en Z(P)# 1y centraliza a algun subgrupo de orden p: 7, < Z( £). Entonces
F,< P y F, es A-invariante. Ademas P/F, no es ciclico (pues P seria abeliano). Luego,
como 4 actua en P/F,, por hipétesis de ind i6n, existe una U, a P/R,, U, es A4-
invariante y U, = Z, xZ,. Entonces, la imagen inversa de U, bajo la proyeccién natural
satisface: U, @ P, U, es A-invanante, {U,|=p* y U, no es ciclico (pues U, = Z,x Z,).
Dividimos ahora en dos subcasos:

Subcaso 3.1. U, tiene exponente p.
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Tencmos que Px A actua en U,, y centraliza algun subgrupo U, de orden p.
También P >4 actua en U, /U, y centraliza a algin subgrupo U de orden p. Entonces U/
(la imagen inversa de 7)) es el grupo que buscamos.

Subcaso 3.2. U, no ticne exponente p.

En este caso, U/, tiene, i un el x, de orden p°. Puesto que U,
no es ciclico, existe una y € U, ~(x) de orden p (Lema 0.41.). Como |U,:(x)|= p. (x) < U,.
Entonces () actia en (x), luego U, = (x,¥) = Z,, »Z,. Claramente {)) actua trivialmente
en x’).Luego (y.x’) es cl 1 beli, y(y,x’):ﬂ,(U,).

Si existiera una e l/, —(y.x’) de orden p, entonces = actuaria en (y,_x’) (éste
ultimo es normal pues tiene indice p en U,), y en consecuencia, U, =(Z,x2Z,)~Z,. Por el
Corolario 0.35., U, tendria exponente p, contrario a lo supuesto.

Concluimos que €,(U,) ={».x")char U,. Luego, U:= {».x*) es el subgrupo que

buscamos. #

Lems 4.18. [Ben 4.15] Suponga que & 23. Sea P un p-Sylow de G, (/7). Entonces P es

un grupo no abeliano de orden p° (= 3%). B
Demostracién. Sean B5,,B,,....58, todos los subgrupos de 4 de indice p tales que
O, @ Col(B,) y Q,:=Co(B,) para 1 <i<m. También, para 1 i <m, sean J,:=Q,/Q, . Por
clLema23.,0= (Q, IR E4 Sm). Por el Lema 4.12., cada O, es isomorfo al grupo cuaternio
de orden 8 y cntonces O, = Z, xZ,, para toda i. Observamos que 0, =, implica que
B, = B,, pues de otro modo, por el Lema 4.13., O, < Cg(<B,,B,))= Co(A) =0, que es una
Q, =0, siysdlosi B =25, siysélosi i = /. Note que si n

contradiccién. En

escomoenel Lema4.15., n < m.

Igual que antes, sea = la unica involucién de Q,.
Sin pérdida de generalidad, por el Lema 0.16., podemos escoger a P de forma que
sea A-invariante.

Afirmamos que O,0,. para / = j, contiene (al menos) una involucién ¢, conjugada a
=z, tal que = € F(C;(¢)) y que ningtin elemento no trivial de » centraliza a Q,Q, (es decir:

Cp(209,)=1).

Claramente (0, es un grupo (como /0, es elementalmente abeliano, todo
subgrupo de O que contenga a (), es normal en (). Sea 8=C,(Q,Q2,). Entonces

0,0, = Co(B)y BNB, < B. Como B, * 8,, tenemos:
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|EIIEI
A|=|8,B, ‘—I—l[
l4l~|5.5)| B,NB,

y como |4: B,| =|4: B,| = p, resulta que:
BB
|B,r13/|=u!_fl=]ﬁl_
4 P
Luego IA:B, ﬁBJI = p?. como B,N B, < B tenemos |4: B| S p*.

Como cada Q,, para ! <k < m, ¢s isomorfo al grupo cuatermnio con 8 elementos,
Q,Q, no puede ser abeliano.

Observamos también que B, actia en Q, = C(5,), para toda & (pues 5,,8, < 4,
que es abeliano, y Q char H 2 B,). Ademas B, no puede actuar trivialmente en Q,, pues, en
ese caso, O, < Co(8,)=(,, en contradiccién con i # j. Concluimos que B, actia no
trivialmente en Q,0,. En particular, Q,0Q, tiene automorfismos no triviales de orden impar.

Si 0,0, no tiene mis que una sota involucién (1a involucion ), entonces no tiene 4-
grupos. En tal caso, el Lema 1.12. afirma que IQ,QJl =8, lo que implica Q,Q,=Q, =0,,
una contradiccion.

Concluimos que Q,0Q, tiene una involucién ¢* # =.

Como Co(A4) =0, @ Q0Q, < Co(B), tenemos que C,(B)ZL Cy(A4). Entonces el
Lema 4.12. nos dice que existe otra involucién ¢ =z en Q,Q,, conjugada a =, y tal que
ze F(Cg(1)).

Para una tal ¢, el Lemna 4.16. afirma que Cp.(¢)c C%(H,(r)c Q. En particular
Cp(2) =1. Concluimos que ningin eilemento no trivial de # puede centralizar a dos Q,'s, es
decir: para / # /, Co(QO,0,)=1.

"

Con esto h pr do la afir ién anterior.

Mostraremos a continuacion que P no es ciclico.

Recuerde que Q= F(H)= O, (). Sean m: H — H/Q la proyeccién natural y
H:=m(H). Recuerde que O, (H)=rn"'(0,(H))=r"(0,(H/Q)). Obscrvamos que
P.=nx(P) = P, pues:

Basta probar, entonces, que P no es ciclico.

De acuerdo con las definiciones que tenemos, P = O, (A ). También P = F(H) por
el Teorema 0.28,, pues O, (H/O,(H)) =1. Por el Teorema 0.29., C,(P)c P.
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Supongamos, para llegar a una contradiccion, que P es ciclico. Entonces
Cp(P)=P. Adcmas, HiCg(P) se inyecta en Aur (F). Como
|Awe (P)|= p*'(p—1) =237, tenemos que |H:Cx(P)|,<2. Si P’ es un p-Sylow de
H/Cqx(FP). entonces debe ser normal pues tiene indice a lo mas 2. Luego
P C O(H[Ch(PN=0O,(F/P)=0 (H/O (H)»=1. Se sigue que
IF:F] =|}7:C,,(F)I <2. Entonces P es un p-Sylow de 7.

Como [H|=|71-"Q|. tenemos |#|, =II7L, y en consecuencia, £ =P es un p-Sylow
de H. Asi A* c P para alguna g€ H . Luego 1 = »,(P) 2r,(A) =d 2 3. Contradiccion.

Concluimos que P no puede ser ciclico.

Recordando que hemos escogido a P de tal forma que sea A-invariante, ahora
podemos aplicar ¢l Lema 4.17., para concluir Que existe un subgrupo normal U/ de P, que es
A-invariante y de tipo (p, p).

Afir que p , sin pérdida de generalidad, que U ¢ 4:

Tenemos que r(U) =2, T-mblén A/C(U) se inyecta en Aur(U). Como
|Aut ()= p(p +1Xp—1), resulta que |4: C (V)| < p. Luego r(C (U 2d—1.SiU g A,
entonces r(U -C,(U)) >d —1, lo que implica que 7(U -C,(U/)) =d. Claramente U -C,(U)
es clementalmente abeliano y P es U - C (U)-invariante. Luego, podemos reemplazar 4 por
U -C(U), en caso de ser io, y en adel que U < 4. Entonces:

Supondremos en adelante, que existe un subgrupo U < P A4, de tipo (p, p) ¥
normalizado por P y por A.

Recuerde que 3, :=0, /0, = Z, xZ,, para 1<k <m. Claramente Y = 4 actia en
cada Q,:=Cg(8,) y por lo tanto, también en cada 3, .

Sean U,:=C,(Q,) para 1 Sk <m.

Observamos que U, # 1. Si no, U =U/U, se inyecta en Aw(J,)=S,, lo que es
imposible pues U tiene orden 4.

Afirmamos ahora que &, = Cy (U, ):

Claramente f,f, < Cg(U,). Supongamos que [ & Cp(U,). Entonces, como
Cg(U,) es A-invariante, por el Lema 2.3, existe una B< A4, con [4:B|=p y tal que
laeCcaw.,(B)g:@. Teniendo en mente que O, @ Cp(B) si y sélo si Cy(B)=1 (Lema
2.2.), obtenemos de 10 anterior que B = B,, para alguna/ con 1 <y <m. Como Cu(U/,) es
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A-invariante y Cg(5,)" €s una orbita de O segun la accion de A4 (ver la prueba del Lema
4.15.), tencmos:

1# Cep oo (B = Cg (U INCy (B, = Co (B,).

Luego, por el Lema 2.2., &, = Ca(B)) S Co(U,) y O, = Ca(B,)& O, ; esto dltimo implica
que /j#k. Entonces 0,0, cCy(U,). También, U, actia trivialmente en Q,
(Aut (Q,) =1). Lucgo U, estabiliza a la serie subnormal: Q,0, & Q, = 1, y por €l Teorema
0.19., U, centraliza a 0,00,. Recordando, de la primera afirmacioén de esta demostracion,
que ningun elemento no trivial de P puede centralizar a dos Q,'s y que U, c P,
concluimos que &/, =1, contrario a lo que sabemos.

Gracias a la contradiccion anterior, concluimos que el supuesto O, & Co(U,), es

falso.
Eatonces J, = C,(U, ), como se habia afirmado.
Ahora, por el Lema 2.2 :
—_ Co (U,
2o, =y =)
QO -0
Luego, O, = Cyo(U,) y. por el Teorema 0.19., U, = C,(3.) = C, (Q,).
Entonces C,p(U) normaliza a cada Q, =Co(l,;) (Cp(U) actia en U, U
(trivial Dy bién actiia en Q).

Afirmamos también que U, = U.

Si U, =U, entonces O, =Cy(U). Si U, es otro de estos subgrupos, U, c U =U,.
Luego O, = Co(U,)< Co(U,) = Q,. Entonces todos los (,'s son iguales (pues |Q,|=8,
para toda k). Luego n < m = 1 en contradiccién con el Lema 4.15.

Si observamos ahora que U/U, #1 se inyecta en Awr (3,) =S, y que U = Cp(U),
podemos afirmar también que C,(U/) normaliza a cada {, =Cp(U,) y actha no
trivialmente en cada J,. En particular, C,({/) actiia no trivialmente en cada O, .

Veamos ahora que |C, (V)| = p* =3%:

Sea X:=C,(U). Entonces X/C,(Q, )se inyecta en Aur(Q,), para toda &. Como
sabemos que X = C,(U/) actia no trivialmente ¢n cada O,, y que |4ut (0, )] =24 (Lema
0.43.), tenemos | X:C (Q,)| = 3, para toda &.

Si O, = Q, entonces C (P)NC(Q)) = Cr(Q.O,)c Cp(2.Q,) = 1. También, como
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Cy(Q) ¥y Cy(Q,) son ambos maximales en X, y no triviales (pues 1# U, < C(Q,) para
toda k), concluimos que Cy ((2,)Cy(Q,) = X . Entonces:

Ixt _les@nca@nl Icxcelice @] _ _
Tlev@ilT T el @ IEx @l fex@nnc, @)~ lext@nl=iex @l

Concluimos que |Co(U) = |X|= p* =3,

Ahora P/C.(U) se inyecta

en Aw(U)=GL(2,p). Como |Au(L))]
= p(p+1p-1)*

. concluimos que |P:C,(U)| S p = 3. Luego p* <|P|< p’.
Si [4, P]=1, entonces, en el cociente H =H/Q, tenemos A=A4, P=P y
[A.P]=1. Tambi¢n T = Cyr(P)= P = F(H). Luego r(A) =r(A)=d 23, implica que
|4l= p*. Como |P|=|P|< p?, resulta que |F|=]|4|=p>. En consccuencia P=P =4 es
abeliano y |C, ()] =|P| + p’. Contradiccion.

Concluimos entonces [4,P]#= 1.

Luego |Pl=p® (sino, P=U y[4.,P]=1).

Finalmente, P no es abeliano, pues si lo fuera, C,(U) = P que no tiene orden p*. #

Lema 4.19. [Ben 4,161 d =2.

16 <

ga d23. Sean B,,...,B,, como en la prueba del Lema 4.15. y

Q, =Co(B)) pam ISi < n. Sea r como en la prueba de el Lema 4.18., es decir: ¢ es una

involucién conjugada a z, 1 € Q,Q, ¥ T & F(Cs(#)). Sea C= HNF(Cgz (1)) (igual que en el

Lema 4.16.). Sea H = H/O, ,(H) = H/ PQ, con P e Syl (O, ,(H)). Tomemos B:=C (1)
Entonces B#» 1:

Tenemos C,(Q,0,) < C,(¢) = B. Igual que antes (primera afirmacién de la prueba
del Lema 4.18)), {4:C(@,0,)| S p*. Como r(A) =d 23, tenemos 1 = C(Q,Q0,) = B

Si B O, (H). resulta que B=C,(NNO, (A< Co,,un() =Q (Lema 4.16.).
Esto implicaria que B = 1, contrario a lo que sabemos.
Concluimos que Bg O, (H).

Veamos que H actia en QP/QP’, donde P’ =[P, P] es el grupo derivado de P
Q <O, (H) y Qe Syl (0,,(H)) implican que Q char O, ,(H)

TSTA TESS MO DEBE
G & LA DIBUGTEC



80

e 1

Si 0, (H)— O, (F)/O es la proy
A0, (H))=x(P)=P y ([ P. P)) =[x(P).2(P)]. Lucgo,
n2(QP") =x(P)=nm(P) char n(P) = (0, ,(H)). Asi, puesto que Q char O, ,(H),
tenemos: QP’ char QP . Entonces QP’ char QF char F{ ,y asi, H actaa en QP /QOP’.

Ahora, P/Z(P) no puede ser ciclico, pues si lo fuera, P =(Z(/P),x) (tomando a x
de forma que (f) = P/Z(P)) seria abeliano, contrario al Lema 4.18. Entonces Z(P)#1 (#
©s un p-grupo) implica Que |Z(P)|=py P/Z(P)=Z,*xZ, Como P/Z(F) es abeliano y P
no lo es, tenemos 1 # P’ < Z(P). Entonces P" = Z(P). Luego P/P’=Z, xZ, También,

P (PP P P . QP _
%"-_—T:W:F’ yporlotamo.b—l’,:z,xz,.

Afirmamos que O, ()= CH[%)A

Notemos que O, (H)=QF vy PEI—’:=%=O,(H/Q)=F(H/Q) (pues

Q=0 (H) vy O,(H[O,(H))=1). También (P'):=%P'=g[—gﬂ=[F.F]=(F)' y

P =P'=2Z(FP)cZ(P).

Observamos que x € C,,(g::,) siysélosi xe A y[x,0P]c QP”.

Como [QP.QP] < QP’ (pues QP /QP’ = Z, x Z, es abeliano), tenemos:

orP
oPcC, EFJ

Si we C,,[-g—ll:,) es un g-clemento, entonces [w,QP] < OP’; tomando ¢l cociente
por O, resulta [W.F]: P’. Si I2x=[a,b], con a,beP, entonces P’ =(x) (yva que
P’=Z,). También, si ce P, tenemos Wcw 'c”' =x,, para alguna x, € P’. Luego,
Wow™' = xic. Entonces Waxw ™' =W[a.b]w ' =[waw . wbw']=[xa.x,5]. para algunas
x,,x; € P’. Como x,,x, € P"=Z(P), resulta wxw™' =[xa.x,6]=[a,b] =x. Asi, ¥ actia
trivialmente en P’. Como [W, l_’]: P’ tenemos que 3w estabiliza a la seric P P’ 1.
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Luego W actua trivialmente en P (Teorema 0.19., aplicado al g-grupo (W)). Entonces
W e Cuo(P)c P = F(H/Q).y esto implica que W = 1. En consecuencia, w € (.

Ahora C,, (QP/QP')/Q es un p-subgrupo de F/A/Q, y es normal pues
Cy(QP/QP’) < H (puesto que Cy,(QP/QF”) es el nicleo de un homomorfismo). Entonces
Cu(QP/OP)/Q < O,(H/Q@) = F =QP/Q. Y asi C,(QP/QP) < OF.

Concluimos que C,(QF/QP’)= OF. como se habia afirmado.

Entonces H:=H/O, (H) actaa fielmente en QP/OP' =Z,xZ,.
Bg O, (H), tencmos que B:= (B~O,",(H))/O,_p(l-l) no es trivial.
Del Lema 4.16., tenemos: CNEP =CNO, (H)c Co,,un(1) = Q; por lo tanto,
CcNEP =cNE. Luego: T:=(C-OP)/QP= CHCNEP)=C/(CNQE)=C/{r) v

el=lci/22 2.

Como ¢ es conjugada a =, digamos ¢ ==f (geG), resulta que C/(l)=C/(:')
<= F(Cqg (l))/(z') = F(Cg(=* ))/(:")E F(C5(=))/(=) es elementalmente abeliano.

Como B=C,(¢) centraliza a ¢, B actia en Cg(r), en F(Ci(r)) y en
C=HNF(Cs(r)) (B< H). Luego, T normaliza a C. Por el Teorema 2.10., tenemos
r(C)=1.Luego C = Z, y [C]=4. Como [C] 22" y n=2, resulta n =2. Entonces Q= Q,Q,
¥, como al inicio de la prueba, tenemos C,(Q)=C,(Q,Q2,)= 1. Por otro lado, como
Q= F(H) y por el Teorema 0.29., C,(Q) = Cy(Q) = (2; luego C,(Q)=1. Contradiccién.
#

Como

Lema B. [Ben, Lemma 2] Sea d = ma.x{r,(H)’He_E;}. Suponga 4 =2 y g < p. Entonces

d =2,y sc cumple lo siguiente:
) g=2yp=3.
(ii) Cualquier involucidn ¢ que satisface 7,(C;(¢)) 2 2, es central.
(ii)
Demostracién. Los Lemas de este capitulo han usado las hipédtesis de éste, es decir:
d= max{r,(H),H € _F,;}, d22yq<p.Los Lemas 4.9 al 4.19, asumen ademads el supuesto

de la Nota 4.8, pero este supuesto adici les de los anteriores (Lema 4.7.).
E d usar lib los Itados de todo el capitulo.

Ningiun 4-subgrupo U de G satisface 5, (Cs(U)) = 2.

Luego:
d = 2 se obticne del Lema 4.19.

q =2 se sigue del Lema 4.11.
P =23 es consecuencia del Lema 4.13.
(ii) se obtiene del Lema 4.10., ahora que sabemosque d =2 y g = 2.
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Probemos (iii):

Sean U un 4-subgrupo de G, con r (Co(U))22 y A C(U), con A=Z xZ,.
Sea A un subgrupo de G tal que Co(U)< H e L. Entonces Cy(A2U=Z,x2Z,
contrario al Lema 4.5. #
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5. Subgrupos p-locales, para p#2

de que existe un contracjemplo minimal al teorema de

Segui bajo el sup
Bumside.
Recuerde que, para un p-grupo P, definimos:

J(P).=(E < P| E es elementalmente abeliano y r(&£) = r(P)).
El objetivo de este capitulo es probar el lema C:
Lema C. [Ben, Lemma 3] Sean p»2, He £,y H, eSSyl (H). Suponga que J(H,) noes
normal en 4. Entonces ¢ = 2. Si ademas A contiene una involucidén central, existe otra
He £, con |H| < lﬁ']‘ y 'F(Fl-)' > |F(H)|, que también contiene una involucién central.

¥, dela d i6

- La demostracion se hara, alo largo de todo el capitulo, de la siguiente manera: en
los S 5.1. »s las hipo6 is del Lema C y con ello, en el Lema 5.3,
54., se que el Lema C es

problmos que g =2. A continuacion, en los Sup

falso; ello nos permite concluir, después de varios pasos, los Lemas 5.9. y 5.10., que se
En ia ¢l Lema C debe ser verdadero. #
S 5.1. S dremos, a lo largo de todo este capfitulo, Ias hipétesis del Lema C; es

decnr supondnemos que p#2, Hef H,eSyl (H) y que J(H,)Z O,(H). Fijamos
ademis un poco de notacién:

Qe S, (0, ().

Fy € Syl (N, (2)),

P =0, (H)=F(H),

Z =8,(Z(P)).

s anteriores y se

Las siguientes observaciones son ia de los sup
usarén libremente a lo largo de este capitulo:

Observaciones S.2.
(1) Como O,(H/O,(H))=0, (H)/O,(H). O, (H)=PO= PxQ.
(2) J(H,)<H siy solo si J(H,,)CO’(H) (ver la definicién 0.36 y la nota que le

sigue).
(3) Como hemos supuesto que J(H,) 4 H, tenemos J( H,)Z O, (H).
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@) [H/O, ()] #1, pues, si no, PeSyl,(H) y entonces P =O,(H)<H, luego
J(H,) s H,=P=0,(H), contrario a (3).

Tenemos:
HIPQ= H{O, ()= (H/0, () [(O, ()0, (F)) = (/0 (#) /O, (2/0, ().
Entonces, O,(H/PQ) =O,((H/P)]O(H/P))=1y H/PQ#1 es soluble. Lucgo,

(5) O, (H/PQ)= F(H/PO)= 1.

También, por el arg; de Frattini, # = O, (H)N, (@)= PON, (Q) = PN,(Q)
= P(F£Q") =(PFR)Q para alguna Q” € Sy (N, (Q)). Entonces:

6) PR e Syl (H).
Finalmente :

@D O:=PQIP=F(H/P) =0 (H/P)=Q.

Lema $.3.[Ben 5.1} g =2.
D i6 Suponga que g # 2.

Afirmameos que 7/ PQ tiene p-Sylows ciclicos:

Casol. p<gq.
Sead=rna.x{rv(M)' ME.P,} Entonces por el Lema B, d =1 (si no, p=2). Luego

r(@)sr,(Hd)<d=1. Asi, gracias al Lema 04].,, Q es ciclico y también lo es
O =F(H[P)< H/P, pues O =(Q. Como H/P es soluble, por el Teorema 0.29.,
Cuyp(@) = @ . Luego C,,,, (@) = 2(Q) = O . Entonces:

H _HE —H/P— se inyecta en Aur (), que es ciclico, pues O loesy g = 2.

PO O Cyp(@)

Concluimos, en particular, que los p-Sylows de #/PQ son ciclicos.

Caso 2. g < p.
Sea d =ma.x'{r’( M)'Me _[‘;} Entonces, de nuevo por ¢l Lema B, 4 =1 (si no,

g =2). Entonces r(5) Sr,(N,(ONSr(Ng(Q))<d =1. Luego A es ciclico. Sabemos
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que H = PON,(Q); como F, € Syl (N,(Q)) es ciclico, y como los Sylows de un grupo

siempre caen en Syl del bién son 1i los p-Sylows de
N(Q)  _PONQ)_ H
PONN,L(Q) £Q PQ

En cualquier caso, como se habia afirmado, los p-Sylows de A/ PQ son ciclicos.
Afirmamos a continuacién que f/PQ tiene un dnico subgrupo X/ PQ de orden p:

Sea £, un subgrupo de orden p de H/PQ. Entonces £, < S, € Syl (H/PQ). Como
O (H[PQ) <« HIPQ, O,(H/PQ)< S,. Dado que S, es ciclico, O, (H/PQ) =1y |A|=p.
tenemos £, < O,(H/PQ), pero O’(H/PQ) es ciclico y por lo tanto tiene un tnico
subgrupo de orden p. Claramente £, tiene la forma X/ Q.

Observe que |.X: PO = p.

Veamos ahora que J(/H,) < X.
Si A, < H, es un subgrupo eclementalmente abeliano, de rango r(H,); entonces

A, - P AP A, -
—ﬁpg—QcS, €Syl (H/PQ) y, como S, es ciclico, —%QQI = p (pues —’Pé’—Q debe ser,
A -
o 1 1 heli ). Luego __;)SQC_...};\’Q, y ello implica que 4, < X.

Concluimos que J(H, ) X.

Veamos que O, (X)=O,(H)=P.

Como X/PQchar H/PQ y PQchar H, tenemos X char /. Entonces, de
O,(X) char X char H obtenemos O,(X) < H y, en consecuencia, O,(X) g O,(H). Por
otro lado, O, (H)=PaX implica que O, (H)CO,(X). Concluimos que
O, (X)=0,(H).

Observe que, como O,(X) =0, (A)=P y PQ< X, tenemos PQ/P a X[/P, luego
PQJ/P < O,(X/P). Par oro lado X <« X implica Que O, (X/P)char X/P < H/P; asi,
O (X/P)c O (H/P)=PQ/FP. Entonces O (X/P)=PQ/P y concluimos que
0, (X)) =0, (H).

Asimismo Z:=Q,(Z(P))=0,(Z(0,(X))). J(H,)< X implica que J(H, )< S,
para algin S, € Sy/,(X). Entonces J(S,)=J(H,)& P=0O,(X). Concluimos que
J(S,)# X, paratodo S, € Syl (X).
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Si Cy(Z2)=P, emonces Y= X/C(2Z)= X[/P~= X/O (X),y O, (Y)=1. Luego ¥
tendria al menos dos p—subgrupos de Sylow. Entonces, por ¢l Tcorema 2.11., ¢ =2,
i0 a lo sup i que C(Z)= P.

Afirmamos ahora que C, (Z) conti algun g-el. no trivial a.

Tenemos Po Ci(Q(Z(PMN=Cy(Z)= P. Como Z=R0,(Z(0,(X)))charX,
tenemos C,(Z) char X . Si C,(Z) fuera un p-grupo, entonces scria un p-subgrupo normal
de X. Luego Cx(Z) g O,(X) = P, que es una contradiccién.

Secan a € C,(Z) un g-clemento no trivial y M tal que Cg(a) = M e £,

Mostremos que Z contiene un p-subgrupo central de G:

Por el Lema A, Z(P)=Z(F(H))R Z(G,) para alguna G, € Sy/,(G). Entonces
Z=,(Z(P)) 28,(Z(G,)) = 1. En particular, Z contienc un p-subgrupo central de G.
Ahora, si M, € Syl ,(Af) entonces A, & Syl (G), pues de otro modo, ZC Cg(a)c M y,
porelLema 33, M/ D (M,,Z) =G, contrarioa M e [

Afirmamos que J(AL,) # M, para M, € Syl (M)

Si J(AM,) < M, entonces, para una G, € S/, (G) con M, < G,, tenemos (gracias al
parrafo anterior) M, < G,. Lucgo M, & Ny (M,) = Af, (pues en todo g-grupo, solo el
total es su propio normalizador). Entonces J(M,)char M, < ATI, implica (por la
maximalidad de M) que M = N(J(M, )2 1\7{, 2 M, € Syl (M). Esto es claramente
imposible.

Recapitulando:
A partir de / con las propiedades:

) He.£,.
@) J(H,)# H paratoda H,6 e Syl (H).
Hemos construido A con las propiedades:

(1) Mer£.
@) J(M,)# M paratoda A, € Syl (M).
3) AA contiene un p-subgrupo central.

Como habiamos supuesto que g * 2, la situacion es simétrica para p y ¢. Entonces
podemos aplicar el mismo proceso a Ia Af para construir /7’ con las propicdades:

) Hef.
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) J(H])# H’ paratoda H, € Syl (H’), .
[e))] H’ contienc un g-subgrupo central.

Sim pérdida de generalidad, supond que H i un g-subgrupo central y
que ¢ < p. ( Intercambie p y g en caso de ser necesario y tome, segan convenga, /7’ o AMen

lugar de £1.)

Sead:max{r (K)IKE.F} entonces, por ¢l Lema B, & =1 (si no, g =2). Luego,
antes, r(Z) <7,(Cg(a))sd=1. Como

si a es el g-¢el cuya Bar
Z=0,(2(P))esel \} abeliano, que [Z] = p. Nucvamente, como vimos
antes, Z contienc un p-subgrupo central, y asi Z mismo es central. Pero H o N (Z)
contiene un g-subgrupo 1. que normaliza a Z. Esto contradice el Lema
3.4.

Concluimosque g =2, #

Supuestos S.4. Para el resto del capitulo supondremos que el Lema C es falso, es decir,
ademas de las hipdtesis del Lema C (Supuestos 5.1.), que la lusién del
Lema C es falsa. Entonces:

Supondremos para ¢l resto del capitulo que:

J(H,) no es normal en /, H contiene una involucién central y que no existe una
He.£, conl|H| < IFL y |F(HED)| > |F(#)|, que contenga una involucién central.

Lema $.5. [Ben 5.2] r(2) 22y Cy(Z) = P

Dy i6m. Sab por el Lema A, que Z =€Q,(Z(F(H))) contiene un subgrupo -
central. Si r(Z)=1, entonces |Z]=p y Z mismo es ccn!ral De acuerdo con los Supuestos
5.4., H contiene una ion I, que nor 1 a Zchar H,

contrario al Lema 3.4,
Entonces r(Z)22.

Claramente, P < C,(Z).

Si C,,(Z) es un p-subgrupo, como C,(Z)< A (Z char A), tenemos Cy(ZY= P y
concluimos que C,(Z)=P.

Supongamos que C,(Z) = P. Entonces existe una involucién r € // que centraliza a
Z.Como Z i I ¢ no puede ser cenu'al (vercl Lema 3.4.).

También, 2=<r(Z)=<r,(Cs(¢)). Como C;(¢) € £, resulta que 2 57 (Cg(r)) Sd

= max{r,(K)I Ke _E:} y. por el Lema B, ¢ es central, contra.rio al parrafo anterior. #
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Lema 5.6. [Ben 5.3] Si V' ¢ A es un 4-grupo lizado por un el to a € H de orden
P, v it un el o 1
D i6m. Suponga que para toda x € V", x no es central. Entonces 7,(Cg(x)) =1, por

el Lema B (ii). Por owo lado, V actia ecn (a)Z y por el Lema 23
(@)Z =(Cz(m)| x V). Pero 187,(C (NS (Colx)=1. Por el Lema 041,
Ciayz(x) es ciclico. Si (a)g C,,(x). entonces a"z € C,,(x) para algunas zeZ—(a)y
n20. Entonces = € C,, (x). Luego {(a)= (=) son dos subgrupos de orden p de C,,(x).
Esto es imposible pues C,; (x) es ciclico. Concluimos quc C(_)z (x) ={a) para toda x e V",

Como (a)Z es generado por tales centralizadores, que (a)Z={a). Esto es
contrario al Lema 5.5. #

Lema 8.7. [Ben 5.4] A no tiene subgrupos el 1 beli de orden 2*.

D i6 ga que V es uno de tales subgrupos de orden 2. Entonces V actia en
Zy.porel Lema 2.3., Z = (o |W:vi=2).

Si r,(C;(V))22 para alguna i, tomamos un 4-subgrupo U/ de ¥,, que satisface
C;(V)) = C,(U). Entonces 7, (Cg(U)) 2, (C(U)) 2 r,(C,(V;)) 2 2 contrario al Lema B.

Si en cambio r,(Cz(V,)) =1 para toda /i, podemos tomar, en vista de que r(Z) =2,
dos subgrupos ¥, y V, de Vde indice 2 tales que 7, (C, (M) +Cz(V3)) 22. Sea U =V, NV,.

Entonces [U| = ]—u—-l

" -4yCz(V)+Cz(Vz)ch(U) Luego:

r(Co (U 2 r,(C(UNZr (C,(V D+ C, (M) 2 2.

De nuevo contrario al Lema B. #

Lema $.8. {Ben 5.5] F:= F, /(PN F,) es ciclico.

D ién. S que F, no es ciclico. Por el Lema 0.41., tenemos r(B) =2.

Sea U =£2 (Z(Q)) Como F, actua en (), también actua en U. Por el Lema 5.7,

|U] =8 =2°. Entonces (ver el Lema 0.45.) |4ur (U/)]=1 0 2-3 o 8-7-3. En cualquier caso
|R:Ca ()] = p. También:

. prr | |PCrnn|_| A lls |
IP’3~PCP-(U)|‘|PC G | [P, |7 |Pc,,,(L;)nﬂ,|S|c,_(°U)|S”

Recordamos, de las observaciones del principio del capitulo, que PF, es un p-Sylow
de A. Dividiremos el resto de la prueba en dos casos:
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Caso 1. U contiene una involucién central.

Sea H:= Ng(PCp(U)). Como U nommaliza a P y a Cp(U), tenemos Uc H .
Lucgo X tiene una involucién central. Ademas ’PI,’,:PC,,_ (U), < p implica que
PR < Ng(PC, (U)). En consecuencia II7L 2|H|,. Por otro lado tenemos que

PC, (U< O, (H). Es claro que P PC, (U).

Si £ = PC, (U) tendriamos:
Fow_to i

= —_—
T POAR  PCLUNHNF
Entonces lf_},l=llf,: P(‘,,.(U)H&IS'E,:C,,B(U)' < p.y B tendria que ser ciclico.

Concluimos que P g PCA(U) S O (F )< F(H).

Pero entonces IF(F), > |F(H)|, que es io a los Sup 54.

Caso 2. U/ no posec involuciones centrales.

Como li{,:C,_(U), Sp y r(f)=1, tenemos que Cp(U)»1. Entonces U es
centralizado por un elemento de Cj, () < # de orden p; asf que, por ¢l Lema 5.6, [U]=2.
Lucgo Awr(U)=1. Dado que £, actia en U, &, debe centralizar a U y asi £, < Co(U).
Como U no es central tenemos, por el Lema B, que r,(Cg(U))=1. Entonces
2=<r(R)=r,(Cs(U))=1 nos da la contradiccién buscada. #

Lema 8.9, [Ben 5.6] 5/ PQ tiene un unico subgrupo X/PQ de orden p. Ademas:
(i) Ninguna involucién central normaliza a un p-Sylow de .X.
(ii) Q contiene una involucién central.

Demostracién. De las Observaciones 5.2, recordamos que
PR, e Syl (H). Entonces un p-Sylow de A/ PQ es:

H=PN,(Q) ¥

PR-PQ _FR-P 7 R = .
;QQ - DPQQE R,ﬂoI’Q = E;r?ll’ = B, que es ciclico.

Recordamos (nuevamente, de las Observaciones 5.2.) que O,(&/PQ) = 1.-Por ser
un p-subgrupo normal, O, (FH/FPQ) esti contenido en todos los p-Sylows de #/PQ: como
éstos son ciclicos, O,(//PQ) también lo es. Se sigue que todo subgrupo de orden p de
H/PQ debe estar contenido en O (H/PQ) y este ultimo (por ser ciclico) tiene sélo un
subgrupo de ese orden. Denotaremos tal subgrupo por X/ PQ.



Mostremos (i): Suponga que una i lucid 1 # € G normaliza a un X, € Syl (X).

Sea H:= Ng(X,). Entonces i € £, y H tiene una involucié 1. Ck
X <« H y X =X,0. Luego, por ¢l argumento de Frattini, // = XN ,(X,)=0ON,(X,). Asi
|51, =|Na(X )|, S|Nc(X,)|, ¥ |H], <|H],. Ademas F(H)=P g X,cO,(A)< F(H).
Concluimos que |F(H)| < IF(f_I)l. contrario a los Supuestos 5.4.

Mostremos (ii): Suponga que O no tiene involuciones centrales.

Luego tampoco las tiene PO (conjugue por elementos de FQ; observe que
Q € Syl (PQ)). Sit € H es una involucién central (Supuestos 5.4.), ¢ € PQ. Entonces, si T
denota la clase de 1 en H moédulo P, 7 € O,(H/O,(H))=QF/FP = @. Luego, por el
Teorema 1.7., 7 invierte (normaliza) un subgrupo de H/P de orden p, digamos X,.
Entonces ¢ normaliza a X, (la imagen inversa de X, segiin la proyeccién natural). Por otro
lado, X,0= X,PQy

X,0

tiene orden p).

Concluimos que X, 0 = X, es decir, X, es un p-Sylow de X normalizado por 7. Esto
es contrario a (i). #

Lema 5,10. [Ben 5.7] O contiene exact: una i lucion y ésta no es central.
Demostraciém. Sea £, = /,N.X. Veamos que £, € Sy/,(Ny(Q)). Claramente A < N, ().
Scan S, e Syl (N, (@) vy S, €Syl (N, (D)) tales que FcS,=S5,. En este caso
§, nx =S,.Como Ry S, son conjugados en N, (Q), entonces para alguna g€ N, (Q) ¥
recordando que X char F, tenemos: Sf =(§,nX)' =S:Nx*=8Nx=RFRNX=FH.
Concluimos que £, =S, es un p-Sylow de N, (Q).

Por el argumento de Frattini, como PQ<a.X, tenemos X = PN,(Q)=PRQ.
Concluimos que PR € Syl (X). En particular F, 1y £ g P, pues IX: Pg = p.

Ahora, por el Lema 5.9.(i), Co( R )< Ng(PR) no contiene involuciones centrales.
Luego, por el Lema 5.6., C,(F) no contiene 4-grupos.
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Si B' = F, para toda g € O, entonces ( normaliza a £, y O normaliza a 7, (donde
O y F, son las iméagenes de Q y A, bajo la proyecciéon H — H/P). Luego, dado que
tambi¢n O =O,(H/PY< H/F, tenemos [O.F]cONF =1 y por lo tanto Ac P,
contrario a lo que sabemos.

Sea P:= F*# P, con ge (.

Los sigui ar van inadas a usar el Teorema 2.11.

Claramente, PcC O,(X) y, como también O, (X)char X char H, tenemos
O, (X)aH y O (X)) O, (H)=:P.Concluimos que O,(X)=0O,(H)=7r.

También ¢s claro que O =QP/FP =0,(X/P), pues @ e Syl (X/P)y @ < H/P.
Entonces O, ,(X)=PQy |x:o"(X)|= p.

Afinrmamos que J(X,) % X paracada X, € Syl (X):

Note que si J(X,) < X paraalgin X, € Sy/,(X), necesariamente eso sucede para
todo p-Sylow de X

Sean X, e Syl (X) tal que J(X, )X y H, tal que X, H, € Syl (H). Si
Ac H, es cualquier p-subgrupo elementalmente abeliano de rango méximo; entonces
A= AP—ZQ ETﬁAP_Q es también elementalmente abeliano. Como A < H/PQ, tenemos,
por €l Lema 5.9., que 4 < X/PQ. Como |X|, = p-|P|. tenemos que X, & PQ. Luego
7,:=(X, . PQ)/PQae 1t y, asi, X,=X/PQ. Entonces Ag X, implica que
Ac X, PONH,, como P <a X, tenemos que P estd contenido en todos los Sylows de X, en
particular, X, P = X,. Luego, A< X,0ONH, =X, y en consecuencia J(H, )= X, H,.
Por las Observaciones 5.2.(2), tenemos: J(H,)=J(X, )< X. Luego J(H,)=J(X,)
SO, (X)=0,(H), quees una contradiceion con las Observaciones 5.2.(3).

Ahora, !_’,:=5P£ y F= P;,P son p-Sylows distintos de X /P, pues si fueran

iguales, tendriamos F P = FP. Luego, puesto que A y 5 son p-Sylows de N, (Q),
tenemos £, = RPN (Q)= APNN,(Q)= F,. Esto es una contradiccion.

También C,(Z)= P, pues C,;(Z)= P (Lema 5.5.).

Usando ¢l Teorema 2.11., concluimos que (F,.i_’,) contiene exactamente una
involucién y que IZ: c.((E. E))I =p.
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Afirmamos ahora que (7, /) tiene una sola involucién.

Como | X: POj= p. tenemos que Q €s un g-Sylow de N, (Q). Ademis O a N, (Q).
Luego, Q s el unico g-Sylow de N, (Q2). Entonces (A, )NQ:=Q" es un g-Sylow de
{A.FR). claramente normal. Luego (A.R)=RQ con O’ a(A.R) y Q' Q. pues F cs

H " o
un p-Sylow de (£, /3). Entonces Q” Q Lis eord— (7’: f’z)- Concluimos que Q' y
Q’={" tienen a lo mas una involuciéon (ver parrafo anterior). Como (£, R) tienc al
menos dos p-Sylows, (O no puede ser trivial y, asi, QO tiene te una involucid

En consecuencia, (P,, l’,) debe tener exactamente una involucién, pues todo 2-clemento de
(R, B, debc estar contenido en O’ < (A, 7).

Sea ¢ 1a tnica involucion de (7, 7).

Dado que P =C,(Z), {F,E) actua fielmente en Z. Sea 7 la imagen de ¢ bajo la
proyeccion natural, al tomar cociente por P. Tenemos que IZ: C, ((F,.E))l=p’ implica
|z:C, ()| s p*.

R dando nue que P=C,(Z), tenemos que 7 actua en Z de
a que 7. E |z:C.(0)) s p*.

Ahora bien, £ € Co(R), pues r € Q' = Q. y como 7 es la unica involucién de (R, ),
tenemos {t) char (A, R,); luego F, actia en (¢), trivialmente pues Auwr ((1))= 1. Ademas ¢
es la dinica involucién de Cy(A), pues, por cl tercer parrafo de esta demostracioén, Co(R)

no tiene 4-grupos (ver Lema 0.41.). También por el tercer parrafo de esta demostracion, ¢
no puede ser central.

Afirmamos que todo g-subgrupo F -invariante no trivial R de 0 contiene a ¢.

Como R es F-invariante, si R normaliza a F,, tenemos [R,F]J< RN F, =1. Luego
R < Cy(F) o RF, ticne un p-Sylow P, # F. En el primer caso, como R es no trivial, debe
contener a la dnica involucién de C,o(FR): ¢ En el segundo caso, igual que antes,
(P,.P,) < AR decbe contener una uanica involucion;, ya que R < PR, ésta debe estar

idaen R. E también igual que antes, esta involucién debe estar contenida en
Co(R), pero Cg(R) tiene una sola involucién: 7.

Sea W:=[r,Z].
Afirmamos que W ={we Z|w =w

Sea W, ={wez| w' =wl}. Si txz"' es un generador de W, tencmos
t(rztz"" Y = 2tz 7't = (4z4="") 7", luego w' = w'. Como W es abeliano, lo mismo pasa para ¢l
resto de los elementos de W y entonces W < W,. Por el Teorema 2.1., Z =C,(s)[t.Z];
entonces, como ¢ actia en W por inversion y como W no es un 2-grupo, tenemos
C()N[r,2]=1. Luego Z =C,(n)x[1,Z]=C,(+)xW. Si ahora = e Z, entonces z=cw
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para algunas ceC(¢) y welr,Z}=w. Si

-t -1
cw™? =(cw) =wlc! =c"'w!

=z, tenemos
. Esto implica que ¢'=c=1 y z=w. Entonces W, W.
Concluimos que, como se habia afirmado, W =W,

Observe que W = 1, pues en caso contrario, Z=C,(t) vy t e C,(Z)= P. Ademas,
Z =C;(r)xW implica que |W|={Z:C, ()| s p*.
Veamos ahora que C,(f) actua fielmente en W:

Observamos que F, actaa en (l), en (O y en . Luego F, actua también en
Z:=0,(Z(P)), en W:={1,Z}, en Cp(1) y también en Cr ,,(W). Si Cc (,(W) *# 1, entonces
t e Cr(,, (W), pero r no centraliza a .

Suponga cn adelante que €1 Lema que nos ocupa es falso.

Como hemos probado que ¢ € Q es una involucion no central, Q debe contener
alguna otra involucion,
Afirmamos que C, (1) contiene un 4-grupo U.

Como @ es F-invariante, también lo es ,(Z(Q)); luego r € Q,(Z(2)). Si » es

cualquier involucién de O distinta de s, tenemos que U =(u,l); Co(£) es el 4-grupo
descado.

Observemos también que [P, .Cq(’)] 21:

Si [R,Co(#)]=1, entonces [ B,U]=1. Por el Lema 5.6.. U contienc una involucién
central: 7. Luego 7 actia en F, (wrivialmente) y en Pchar H. Entonces 7 actua en
PR € Syl (X), contrario al Lema 5.9. (i).

Veamos ahora que [ R, W]=1:

Suponga que [F,,#W]=1. Por Teorema 2.1., W = C, (1)[¢,#] y, como sabemos que ¢
actua por inversion en W, tenemos Cg(f) =1y [Cq(t),W]:[r,W] =W . Puesto que Cy (1)
actia cn W, resulta W = [Co (1), W]. Entonces [ A.W.Co (0] =[[R.W1].Co()] =1y también
[W.Cq(t), P,]= [W.R]=1. Por el teorcma de los tres subgrupos, [Ca(r), £, W] =1. Luego
[Cat). Bla Cc oy (W) = 1. La igualdad [Co (). B] =1 contradice el parrafo anterior.

Ahora bien, sabemos que |W] < p* y que, claramente, £, actia en W. Si [W]<p,

B ria trivial en W, contrario a lo que sabemos. Concluimos que
2
w=p.

Asi pues, Co(NR =Cy(1)>F actua en W y el homomorfismo respectivo
@:Ca(I P, — Aur (W)= GL(W)=GL(2,p) es tal que @(Co(r)) =Col(t) =1, @(R) =1y
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@(£) normaliza a @(Cy(¢)). Como ¢ =2, por el Teorema 2.10., tenemos r(Co(#))=1.
Esto es contrario a que C,(r) contiene 4-grupos.

Con esta contradiccion termi; os la prueba. #
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6. La contradiccién

Teorema 6.1. (- p®g” de Burnside) Todo grupo G de orden |G| = p®¢”, con p y g nimeros
primos es soluble.

Py &

que el teorema es falso. Sea G un contracjemplo minimal.
Entonces, como se dl_lo al inicio del capitulo 4, p # g y G debe ser simple.

Caso L g = 2 (es decir, alguno de los dos primos es 2).

Segun ¢l Teorema 1.7. toda involucién invierte a algian p-elemento (pues, como G
es simple, O;(G) =1). Sea ¢ una involucién central y a = 1 un p-elemento que es invertido
por ¢. Entonces r€ H:= Ng ((a)) €.£,. Concluimos que existe /f «.f, que contiene
involuciones centrales.

Escoja H € .F, con las sigui diciones:

1) H tiene involuciones centrales.

2) |H|’ es maximo entre los que satisfacen (1).

3) [F( H)l es miximo de entre los que satisfacen (1) y (2).

Por el Lema C, J(#,) <« H para cualquier #, & Sy/ (H).

Suponga que f, no es un p-Sylow de G. Sea G, 2 H, un p-Sylow de G; entonces,
como G, €s un p-grupo, tenemos M, g NG’(H,). Ahora J(H,)char H, < Na_(H’)
implica que J(H,) < Ng (H, )@ H,.Luego Hg Ng(J(H )N eF£, y Ng(J(H,)) también
contiene involuciones centrales. Ademas |NO(J(H’))I’ ZING’(J(H,))I >|H,l=|H|p. en
contradiccion con la maximalidad de A.

Concluimos que H, = G, es un p-Sylow de G.

Ahora / contiene a un p-Sylow de G y a una involucién central, por el Lema 3.3.,
H = G. Luego 1 # J(H,) G contradiciendo la simplicidad de G.

Casoll. p#22qg
Escogemos notacion de tal forma que |G|, > |G], .

Si He £,y H, €Syl ,(H), por el Lema C y como g #2, tenemos J(H, )< H.
Entonces, si A € £, H = Ng(J(H,)).

Afirmamos que A € £, implica Syl (H) < Syl (G).



s que la afi ién es falsa. Sean H, € S/, (H)-Syl (G)y G, un p-
Sylow de G tal que H, & G,. Entonces H,:= Ng (H,)= H,. Luego J(H,) char H, <« ,
implica ﬁ, = Ng(J(H,)) =H, contrarioaque f, g I?, €s un p-Sylow de 4.

Entonces A €.f, implica que H = Ng(J(G,)), para algin G, € Syl (G). En
particular IH,’ =|G|’. Ademais, todos los clementos de £ son conjugados entre si (con

elementos de G). Como G es simple, I_E;| >1.

Escogemos Af,, M, € £, con M, = M, tal que [Af,[1M,|, es maximal. Sea
P e Syl (M,N M) (note que |P|=|A,N M,]’). Ahora bien, P no puede ser un p-Sylow de

G (ni de M, o Af,) pues, si lo fuera, tendriamos M, = N;(J(/P)) = AM,, contrario a lo
E P esta ido propi en dos p-Sylows S, y S de M, y M,

respectivamente. Asi, [P < ,Ns, (P)l SIN,,‘ (P)L para i=1,2.

Suponga que P=1. Sea /A, tal que NGy (P)g He .P" Entonces, para =12,
tenemos |P|< ]N,,. (P)L= |M, NG (P)],<|A1,NH]|,. Por la maximalidad de [P], resulta
que Af, = H = Af,, contrario a lo supuesto.

Concluimos que P =1.

Entonces [MM,| 2 |M,[ |ALy|, =[G, > |G, pues |G|, >|G],. -

Contradiccién. #
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