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Introduccion

Este trabajo trata sobre una posible extensién no lineal de la mecanica
cuédntica ordinaria propucsta por S. Weinberg en 1989[1]. Creemos que un
tema de esta naturaleza e¢s importante por varias razones. En primer lugar
porque es un tema de interés general, la literatura sobre ecuaciones tipo
Scrédinger con términos no lineales es extensa y no hay una linea de trabajo
bien definida. Nosotros enfocamos nuestra atencién en la propuesta de Wein-
berg porque es un intento de sentar en una base tedrica sélida una mecanica
cudntica no lineal para luego confrontar sus predicciones directamente con
el experimento y pasar mas alla del Aainbito puramente tedrico.

Es importante ademais porque en una tcoria no lineal el principio de
superposicion no es vialido de entrada, y las paradojas a que da lugar este
principio cn mecanica cuantica ordinaria no llegarian a plantearse.

Por otro lado con una teoria no lineal lo suficientemente estructurada
como para poder hacer prediccioncs tedricas susceptibles de comprobaciéon
experimental, estamos probando de una manera indirecta a la mecanica
cuintica desde sus bases mas profundas, puesto que cualquier prediccién
erronea de la generalizacién no lineal es al mismo tiempo un seifialamiento
hacia la naturaleza lineal de las cosas.

Comenzamos con una descripcién del trabajo desarrollado por Weinberg,
las ideas basicas, el forimalismo y una breve descripcién de los resultados de
uno de los varios experimmentos que desencadené su propuesta. Una de las
caracteristicas mais notables de esta teoria es que consta de una estructura
basica suficientemente rica y formal como para poder obtener de una forma
natural cantidades que se conservan por principios de simetria, y esto es



posible porque el contenido formal de la teoria permite introducir ficilmente
dlgebras de Lie como en mecdanica cuintica. Otra de las caracteristicas
interesantes de la teorfa no lineal es que los sistemas discretos resultan ser
sistemas hamiltonianos cldasicos.

Mas adelante se hace notar como los conceptos de simetrias y teoria de
grupos forman un lenguaje adecuado y poderoso con el que se puede obtener
gran provecho de las ideas, por simmples que estas parezcan. En particular se
pone énfasis en el grupo de Galileo y se dan algunos ejermnplos de invariancia
de Galileo. El propésito de esto es hacer notar como la estructura formal de
la teoria no lineal es tal que la teoria resulta invariante de Galileo, y ésta es
una de las caracteristicas principales que la diferencian de otras teorias no
lineales. °

Finalmente se discute un ejemplo concreto al cual se aplican las ideas
de Weinberg con el fin de mostrar que tan diferente puede ser el punto de
vista no lineal con respecto a la mecdnica cudntica ordinaria. El problema
particular es el de una particula en un pozo de potencial unidimensional
y sujeta a un campo magnético. A diferencia de los problemas tratados
por Weinberg en los que sélo se toman en cuenta sistemas discretos, en
este problema consideramos un sistema continuo y tratamos de resolver, de
una forma aproximada, la ecuacién no lineal resultante con dos métodos
numéricos distintos, haciendo un anilisis de la aplicabilidad de ambos.



Capitulo 1

Formalismo

El presente capitulo esti basado completamente en un articulo de Steven
Weinberg publicado en 1989[1] en el cual se presenta un marco general para
introducir correcciones no lineales a la mecanica cudntica. EstA cscrito con
la finalidad de introducir el formalismo basico de la tcoria en la cual se basa
el resto de este trabajo, mas ne se pretende dar una descripeién exhaustiva
y completa del articulo original del que se tomsd.

Se comienza definiendo las funciones de onda y los observables fisicos y la
manera en que estos se manipulan matemiticamente. Se propone cutonces
el operador de evolucion temporal del cual se ohticne la generalizacion no
lineal de la ccuacién de Schrédinger dependiente del ticinpo. comparando
las similitudes y diferencias de esta teoria y la mecanica cudntica. Poste-
riormente se definen los estados propios y valores propios de¢ un observable
fisico. En particular se muestra como es la dependencia tcmporal de un
estado con un valor dado dc la energia. Finalmente se obtiene la ecuacién
de Schrédinger no lineal que se aplica para una particula libre y se muestran
una clase de soluciones para las cuales se analiza ¢l caso particular de un
sisterna de dos coinponentes.

1.1 Funciones de onda y observables.

ulica

Tanto en el formalismo desarrollade por Weinberg como en la me
cuantica, los estados fisicos se representan por rayos cn un espacio vectorial
complejo y los observables por las funciones generadoras que transforman
a estos rayos, pero estas transformaciones no son en general lineales en el

nuevo formalismo.




Concretamente, el estado de un sistema fisico se representa por una
funcién de onda compleja 3. Por el momento supondremos que ¥ es funcién
de una variable discreta k Qque toma valores 1,2,...,N sin tomar en cuenta los
grados de libertad de desplazamiento espacial. ! De esta manera la funcién
de onda ¥ queda determinada por el conjunto de componentes ;..

En mécanica cudntica los observables se pueden representar por matrices
hermiteanas (Ax) , © equivalentemente por funciones reales bilineales: 2

<A>y = YLAu: (1.1)

Esto se generaliza representando ahora a los observables por funciones
reales a (¥, ") no necesariamente bilineales, aunque es conveniente retener
la caracterfstica especial de la mecanica cuantica de que para un niimero
complejo arbitrario A distinto de cero, ¥ ¥y Ay representan el mismo estado
fisico. Para esto es necesario que dichas funciones sean homogéneas de grado
1l en ¥ y ¥*, en el siguiente sentido:

a (A, ¥7) = a (¥, Ayp”) = f\u(tl) ¥T) (1.2)

A este respecto hacermos notar que no es necesario que a (¥, ¥") sea bilineal
para ser honogenea. Por ejemplo, témese la funcién:
. YIVIG ktmn¥Wm¥a
a . Y = ———
(v ) YEYs
la cual es claramente homogénea de grado 1 y sin embargo a (¢ + . &™) £ a (¥, £7)+
a(x,€*), de modo que a no es bilineal.

¥

1Es decir, tomamos un sistema de N componentes del cual se ha separado

~
la dependencia espacial de la futicién de onda. Mas tarde se considerard también el caso
de una dependencia continua en la posicién de la funcién de onda Wi (x). También una

dependencn. temporal queda implicitaen .

2En la ecuacién (1.1) y subsecucntemente se toma la convencién de que sumas sobre
indices repetidos quedan i 1 . Esta ién, dentro del contexto en que se maneja
no es mas que el valor elperndo dt-l oblervnble A: <A>y =<w]A4|y> | el cual es real para
toda ¢ y ademsds, visto como funcidn de ¥ y ¥* es claramente bilineal. Ndétese que en el

caso mis general debemos reemplazar la ecuacién 1.1 por:

<A>y = /d‘z\lﬂi (x) AWy (x)




Puesto que 1 tiene componentes ¥1,...,¥n podemos escribir:

a(Pp,P7) =a(r1,.... NPT, ..., ¥N)
entonces:

a (AP, YP") =a(AYPr, ..., AN, YT, ..., PN)

¥ su diferencial es:

ey Oa (MYt da (Mp, Y~y .
da (AP, 7)) = W—d(lwk) -+ —Fur dayi;
de modo que:
da (A, ) da (AP, ¢~)

DX =5 en

Por otra parte, usando la homogencidad de a (¥, ™) (ecuacién (1.2)) obte-
nemos: Da (A W) .
3 b\ -
—ax ~ —¢ (P, ¥7)
combinando estas dos tiltimas ecuaciones:
Ba (M, 7))
¢ ————————— = a T 1.3
Yi D OPn) (¥ (1.3)
multiplicando ambos lados de esta ecuacién por A y usando nmmevamente
(1.2) encontrammos:
Da (AP, ¢~) .
APy ) ——————— = Ay,
i) TR = a (g wT)
6 en gemneral:®

dalp ¥y _
Y = a (hYT)

El resultado anilogo para ¢ es:

Vi Quld.y7) (af/.;:w- LA, (2 ]

De esta manera la condiciéon de honlogeneidad (1.2) es equivalente a:

PEste mismo resultado se pudo haber obtenido de la ecuacién {1.3) haciendo A = 1,
puesto que esta ecuacion es vidlida para toda A

(5



kaa(¢~¢') — '!ﬁzaa (0, 97)
Ny, YL
Estas funciones a (¥, ¥'") forman un Algebra si se define la suma de fun-

ciones y la multiplicacién de funcioncs por escalares de la manera usual:

P

= a (¥, ¥7) (1.4)

(a+b) (. y”) =a(p.¥7) + b(y.¥7)
(Ea) (¥, ¥") = La (P, 9P7)

¥ ademas la composicién de funciones como:

_ Oa 8b .
ax=h= a‘/’k—an—i (1.5)

Esta tltima definiciéon esti motivada por la mmltiplicacién inatricial ordi-
naria, por ejemplo si @ y b fueran bilineales:

a{. Ty = P Ay (1.6)
b (Y, ") = i By (1.7)
entonces: Der (o ™)
L (Y i
— = YAk
G P, I8
Ob (Y, 47)
el = B
DU kn
de modo que: o o
(£ 7]
= e — = ), . cor 0
axb Don Don S At B

6 en forma matricial:
axb=1ytABY

Asi, vemos que la definicién de producto de funciones (1.5) se reduce a la
usual definicién de composicion de observables cnando a y b son las bilineales
(1.6) y (1.7) de la mecinica cudantica.

Una funcién bilincal importante es la norma:

n o p”) = YPriu (1.8)

AT i M e Tt



que actia como elemento neutro del producto. Esto se puede verificar uti-
lizando la homogeneidad de las funciones (ec. (1.4)):

nea— On Oa _11’_30.

T Bunovr T T ouk
Ha En - Ba —a
B YR T T*BYx

asn=

por tanto:

n*Ta=a=xn=a

(1.9)
El producto (1.5) no es conmutativo ni asociativo. De la no asociativi-

dad se desprenden la mayoria de las diferencias entre este formalismo y la
mecanica cuantica.

1.2 Evolucién Temporal

1.2.1 Simetrias en mecanica cuidantica

En mecanica cuidntica, para un sistema fisico descrito por el hamiltoniano
Hpi, podemos usar la ecuacién de Schrédinger:

d
Lr — Huw (1.10)

¥y escribir el cambio en la funcién de ouda para un desplazamiento temporal
€ infinitesimal como:

ih

Vi (t +€) = Pi (t) = —% eHyyy

si definimos €8y = Yi (t + €) — P, (2), la ecuacidn anterior es:
1
€Sy = Y €My (1.11)
En general, dado un observable A que produzca un cambio infinitesimal en

la funcién de onda podremos escribir una ecuacién del tipo:

€Sarpy = —%cAknﬁl (1.12)



Por ejemplo, consideremos una funcién ] de la posicién x en el espacio de configu-

racién y d 1 ‘el vecc°r de posicién en una cantidad fija a obteniendo una

nueva funcxon f(x—a):

S (x) = f(x—a)

Aplicando el teorema de Taylor a la funcién desplazada podemos escribirla como:

a-
fox—ay =30 E2 D,
n=o0
Usando la definicién exp A = 302 %,"— y haciendo la identificacién p = —ihV, la

ecuacién anterior se transforma en:
fix—ay=el-*2Plrix)
vemos eutonces ue p es el generador de desplazamientos espaciales. En particular,
para un desplazamiento infinitesimal ( a — €a,e € 1 ):
Six—eay= (1= geasp) £ 0
de modo que : R
i N
€8S = f(x—a)-f(x) = —fea BSf(x)

Otro ejemplo 1o constituyen las rotaciones del vector de posicién alrededor de
digamos el eje Z. En el caso de una rotacién infinitesimal por un dngulo €6 (e << 1),

las ecuaciones de transformacidén para x = (x,y, =) son:
zx = x' — ey
v v + ebx

¥ el desarrollo de la funcién f (x’) a primer orden en ¢ es:
Y = — o _,2 =
Fe = —eo (s —v ) 160 =
[1 - %GBL,] £(x)

“En este npo de ejemplos en donde los operadores a considerar solainente actian sobre
£i i , las matrices de estos operadores son diagonales. Por

la parte 1 de las
ejemplo, la matriz del operador de energia cinética A = (;_':_7) V?, tiene sus elementos
de la forma: His = (_z:.’) 507 v la ién de Schrodinger se reduce a iNSEe =

(%) V32U, por lo que se puede prescindir del indice k y tratar a la funcién de onda

como si tuviera una sola componente .




de mmanera que L, = —ih (:rzf—); — yb%) es el generador de rotaciones infinitesimales
alrededor del eje Z, esto es:

e, f = f ()~ f(x) = —% €OL.f

1.2.2 Simetrias en la teoria no lineal

Para generalizar la ecuacién (1.12) Weinberg postula que cl cambio en la

funcién de onda ;. asociado con una funcién infinitesimal ea (1, %") esta
dado por: ®

¢ _Oa (¥, ¥7)
RS Sar (1.13)

Entonces ¢l cambio en alguna otra funciéon b (4, ¥") inducido por eca (¢, 9™)
es:

& pr = —

b . b .
&b = Dor €e&pi + 5&6&#&

Usando la ecuacién (1.13) y su coxnplcja coujuga.da: 6

Sa
edib = am ( % ouv:) aw: (n ) =
z ba Ob b 0(:,) _

7 \O7. Dyr ~ 9w DIt

= if((tl‘b—h*(l)

n

& mas compactamente:

i _ i
&b = E[n,b]=7‘(atb—bta) (1.14)

Este conmutador, definido por la ecuacién anterior, es claramente anti-
simétrico:

[a,b] = — [b.a)}

Nétese que la norma n (Y. ¢*) = YLy es invariante ante cualquicer deplaza-
miento inducido pnesto que coumuta * con cualquier funcién.

SEs fiicil ver que esta definicion se raluce a la cenacidon (1.12) cuando tratamos (como
en tnecdnica cudntican) con funciones bilineales a (¢, ¢ ) = viAuruy.

SRecuérdese que las funciones a (¢, ¢*°) . b (¥, ¢**), ctc. son por definicion reales.

TAqui ¥ eu ¢l resto de este capitulo se habla del conmutador de dos observables eu el
sentido de las ecuacidnes (1.14) y (1.5).




1.2.3 La ecuacién de Weinberg

Para el caso de los desplazamientos temporales, Weinberg postula como
funcién generadora a la funcidn hamiltoniano h (3, ¥") definida por: 8

P (L + €) — i () = edrpy

de modo que:

die (8)
—dr = &

¥ usando la definicién (1.13) obtenemos la ecuacién:

dys (t) i Oh (¥, y7)
T (1.15)
Esta es la generalizacién no lineal de 1a ecuacién de Schrddinger dependiente
del tiempo. La ecuacién (1.15) y su compleja conjugada:
ayr(t) i Oh (Y, y")

dt. R Oy (1.16)

muestran que éste es un sistema Hamiltoniano cldsico, con n’s y q’'s reales
dadas por:

Yk = = (ke +ipn) 117
vk = \/;2—& (g —ipa) (1.18)
Esto es asi puesto que de (1.17) y (1.18):
dft" = —% (Ga + ipx)
R 1
Ahora: ) an ai:;::dd,m . b—?-p’::dw:“

*En este trabajo la letra h se usa exclusivamente para la denominacién de la funcién

hamiltoniano h (¢, ¥»*). En contraste, la letra ki se refiere siempre a la constante de Planck
dividida por 2x.

10



entonces:
&h Oh I onh dYg
Bpx  Oyx Op: | BOutk Opx
Oh i ah
= O (\/’.’.—h_) vt (\/777
i [r_.dw: (1) | ndus (r)] _
i dt i dt
qi_+ if)k] =

es decir:
oh P
Ore = qk
¥ similarmente:
(2] .
= —p
Oqr P

1.2.4 Cantidades conservadas

Cualqguier funcion a de la funcién de onda 4 y su compleja conjugnda gue
satisfagan las ccuanciones (1.15) y (1.16). tiene una dependencin temporal
dada por :

da (tp.p7) _ Oa dyy, Da Ay

dt = v dt T Dar et
_ 9a _i Dh + Oa i oh ) _
T Oy Ok oYL \hovy /)

i ( Oa_ Oh _ Oh Oa ) _
Oine OPE O OYR S

i i
= —-'—L(ath—htu) = —-ﬁ[u.h]

es decir:
da (¢, ¢")
dt

como en mecanica cuantica. Nétese que tanto L (. 47) mismid como la
norma 1 (¢, ¥°) son cantidades conservadas,

== —%[u.h] (1.190)

11



1.3 FEigenvalores
En mecdnica cudntica, el estado representado por la funcién de onda
tiene un valor dado o para el observable representado por la matriz A si
¥4 es eigenvector de Ay con eigenvalor a:
Ag1pr = apy
Weinberg generaliza esto postulando que el estado ¥ tiene un valor dado o
para el observable a (3, v¥"), si y sélo si:
Da (Y, ¥~)
—e = ady
2
Si a (¢, ¥") es la bilineal ¥f A4 estas dos ultiinas ecuaciones son idénticas.
Contrayendo (1.21) con i y usando la homogeneidad de a (1, %*) obtene-

(1.20)

(1.21)

mos: 5 -
wpleleyl) é‘i’f ) = o (4% = avive |

lo cudl nos permite expresar o en términos de a (4, ") misma: 2 !
_ aly ) (1.22) ;

h TS

1.3.1 Estados estacionarios de la energia
En caso de que a (¢, ¥") sea un generador de simetrias, esto es:

_ _i0a(¥,y¥)
&Y = A B

la ecuacidén (1.21) simplemente establece que:
&y = —%atllk
es decir, ¥ es invariante hasta una fase bajo la transformacién generada por
a (¥, ¥"). En particular, un estado con un valor dado E de la energia tiene
una dependencia temporal dada por (1.15) y (1.21), es decir:
dys () i
ar = TREv
*En Ia ecuacién (1.22) ¢ se toma como el eigenvector que satisface (1.21). Ndtese que

« es real puesto que a (¢, ¥:") ¥ n{¢, ") lo son.

12



esto es:
Wi () x el- %5} (1.23)

que es una dependencia armoénica como en mecanica cudantica.

1.3.2 Los estados propios como puntos estacionarios ’

Los cigenvectores de un obscrvable representado por una funcién a (¥, y¥")
son los puntos estacionarios de la funcidén:

a 7/

@l v) (1.24)
n (¢, y7)

¥ los eigenvaloies son los valores que toma a(¥.y™) en estos puntos esta-
cionarios. Para ver esto diferenciamos (1.24) con respecto a i y ¥i:

a(yp,¥pT) =

92 _ 1 9a  a

oYr ~ n oYL n?2 Y
oa _ 1 0a o .
OYn ~ 1Oy nZ ok

a

Si éstas se anulan entonces ¢ es un cigenvector de a (¢, ¥") con eigenvalor &.
Por otra parte, si ¥ es un cigenvector de a (¢, ¥") con cigenvalor o entonces

de (1.21) ¥y (1.22):

da Sa a
2ur T T ogr T R¥e =0
de modo que:
da _ oa __
24773 (22778

1.3.3 Momentos y distribucion de probabilidad

En mecdnica cuintica se postula que en un estado representado por la
funcién de onda 3/, cualguier medicién de un conjunto de observables
{A. B,C...} que conmutan dard como valores promedio los valores espera-

dos:
YL At Vi B cte.
Yk ’ Pl ’

13



En la teoria no lineal se postula que en un estado representado por la funcién
de onda ¥, la medicién de un conjunto de observables {A, B,C ...} re-
presentados por funciones reales y homogéneas {a (,¥*),b (¢, %") ...} que

conmutan {en el sentido generalizado) dara como valores promedio los valo-
res esperados:

_a (Y, ¥) _ by, ¥
<eTe=iean 0 <SPV R

Sin embargo, en mecanica cuintica el postulado para los valores esperados
se puede usar para inferir la distribucién de probabilidad de los valores
que puede tomar cualquier observable en cualquier estado dado. Esto es
porque cualquier observable conmuta con todas sus potencias, de modo que
todas las potencias del observable se pueden medir simaltianeamente y los
valores esperados de éstas corresponden con los momentos de la distribucién
experimental. En contraste, en la teoria no lineal y como consecuencia de
la falta de asociatividad, una funcidén a (¥, ¥*) en general no va a conmutar
con sus potencias a = a, a * (2 = a), etc. De hecho, hay una ambiguedad en
la definiciéon de la n-ésimna potencia del observable a para n > 2, de manera
que no hay una forma de inferir una distribucién de probabilidad partiendo

de los valores esperados de las potencias <le un observable, y esto representa
un problema a superar en la teoria no lineal.

1.4 La particula libre

1.4.1 La ecuacion de Weinberg para sistemas continuos

En mecanica cudntica para una particula libre de masa m descrita por la
funcién de onda con componentes ¥, (x), el valor esperado de la energia
esta dado por la funcidén bilineal:
h2 3 - 2
ho =<H>gy — -——_/d ZWE (x) V2T ()
2m
Como se supone aqui que los posibles términos no lineales en la ecuacién

de Schrodinger son muy pequenios, deberia ser posible escribir cualquier
observable a (¥, ¥*) en la forma:

a(¥, V") =ag (¥, P*) +a (¥, ¥7)

siendo ag (¥, ¥") la bilineal | d3z W (x) At ¥ (x) usual de la mecinica cudntica
y a4 (¥, ¥"*) una perturbacién pequena no bilineal. En particular podemos
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construir una funcién hamiltoniana no bilineal sumandole un término de
energia interna h (¥, ¥*) a la energia cinética bilineal:

n2

h(e, 9% =—-25

/d“xw; (%) V2@, (x) + A (T, ®") (1.25)

La posibilidad mas simple es que h sea la integral sobre x de una funcién
escalar homogénea de Wi (x) y Wi (x):

(¥, w") = /d“zu ( (), T (x)) (1.26)
donde;
oM oM
\I‘ka—\p:_\pkm =H (1.27)

Con la funcién hamiltoniana total dada por (1.25) y (1.26) definimos:
Pn(e) = A (W,,...,.Ta;P0,..., ¥ +€8P,,...,Tr) =
2
= /d:’z [—-—2-—:; (T3 () + Opym €85TF (%)) V2T, (x) +
+ H(Ty, .. U, LT, 4 €8T, R ] (1.28)
con € un mimero real y &P, una funcién arbitraria de x. Entonces la

variacién en A (¥, ¥") respecto a una variaciéon en la componente ¥, de
la funcién de onda cs:

Sh = [12"-_(5_)] =
€«=0

de
= [ [— 22 v v, + %sw:n] -
= fd= [— %vﬂwm (x) + M%_—‘I';(x—”] ST, (x)
De donde la derivada funcional de h respecto de ¥;, es :
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De esta manera, la ecuacién de Schrédinger no lineal para una particula
libre es:

AW, _ Sh R, OH (¥, %)
hh TR T T ImY Ukt T oug (1.30)
Por ejemplo, podriamos tomar a M de la siguiente forma:
H=1 p "H.
a

con s un entero que puede tomar valores 0,1, 2,.

(1.31)

..; siendo p la densidad:

P(¥, T%) = WL Ty (1.32)
y H, una suma de términos proporcionales a 1 -+ s factores de ¥'s y ¥*’s,
por ejemplo:

Mo (¥, T7) = HIL¥, (1.33)

HL (W, ¥7) = Grimn Wi W ¥ mTn

(1.34)
etc. con Hyr, Gikimn constantes.

1.4.2 Separabilidad de la ecuacién de Weinberg
Debido a la homogeneidad de ‘H (ecuacién (1.27)), la ecuacién de Schrodinger
no lineal (1.30) admite soluciones separables:

Wi (x,t) = ¢ (x,t) Pi (2) (1.35)

Para ver esto sustituyamos directamente ¥ (x, t) en (1.30), obtenemos:

. 1 dysx  1del _ _RZ1_, 1 OH (¥, ¥°)
e R+ A R = A R i (1.36)
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ahora:
ora OH _ OYp OH _ 1 OH

DUz T DY O¢r | & DY

y usando la homogencidad de ‘H vemos que: 10

HA(P.T7) = H(SY. d™¢7) = S dH (. 47)

de modo que:
IH (L. W) d)a’H (¢ 4h™)
[2A 74 YR

Entonces la ccuacion (1.36) se pucede reescribir como:

T L

. dt Yoy 1NN &b 2m (1.37)

lo que muestra que cada lado de esfa ecuacidn es ignal a una funcién de
t.digamos f (f):

. 1 odiyy 1 OH (. ¢7) . -
Poiar Ty om W (138
1 nz _, n O _ .

:5 [_ZInv ¢ —ih at | — f (1-39)

aliora podemos hacer el camnbio de variable:

¢ (x.t) = $ (. )y (F)

entonces (1.39) s¢ transforma en:

LI 122 Guy  p20] _ 5100
4’[ >m vie zhol] Lhy = f ()

19Esta propiedad puede ser verificada ficihnente para #s con la fors particular (1.31),
por ejemplo:
WIWGrtnWn ¥
ST
_ (0°d)* wiu?Gurima
S PN 24
= o oM (v ")

H(P,$°) =
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vemos entonces que si escogemos g (t) = exp {,‘; Jr@® dt} obtenemos:

1 "2 _, L)
z[—z—m‘v “’""5] =0

lo que muestra a su vez que podemos tomar f (t) idénticamente cero en

(1.38) y (1.39) sin pérdida de generalidad. De esta manera obtenemos las
ecuaciones:

9¢ _ _hn 2
ihg- Ve (1.40)
dipe _ TH (P, ¢Y7)
,h_dt_ = ___.E__ (1.41)

1.4.3 Sistema discreto de dos componentes

Como un primer ejemplo podemos aplicar el formalismo anterior a un sis-
tema simple de dos componentes 1, P2, concentrindonos por el momento
sélamente en la ecuacién (1.41). Para un sistema de dos componentes Wein-
berg[l] muestra que siempre es posible llevar a cabo una transformacién:

Wi — Pr (P P7)

tras la cual la densidad H toma la forma simple:

H =n H(a)

(1.42)
donde:
n o= |y1|% + |2!® (1.43)
_ w2

a= 2L (1.44)

de esta manera la ecuacién (1.41) toma la forma:
S oy (A (e) - aR (@) (1.45)
a2y, (@) + (1 — ) R (o)) (1.46)
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donde la prima denota diferenciacién con respecto al argumento. Ahora
mostraremos gue los términos entre corchetes son independientes de t:

da OH OH Da

[a.H] = 5= — o =
Y QYR OPr OPR

usando (1.44) obtenemos:

da_  _ 2\p2i¥ise _ |¢2| r

NPy n

Oa__ 2A¢alvada _ W22,

YL 7 n2? k

de modo que:
2
(o] = 222l (s Z2 ), 22

_ 4ly2| IH
= s v

donde < (2] denota la parte imaginaria de z. Pero de (1.42):
v Pt = [ﬂ' (@) (2|¢2| - “”-;;’E) + 7 <a)] w3
lo que muestra que -/:2{,’%_; es real, de manera que:
la,H] =0
y por tanto a es independiente de t (cf. ecuacién (1.19)). Similarmente:
[H(a),H] = [H(a),nHA(a)] =

OH 9(nH) 9(nH) OH

Oy OUE | OPr OUF

=# (wkgx‘ -w.:——g"“) =
= 2HY [‘d)kéa::i] =
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Asi vemos que las ecuaciones (1.45) tienen por solucién:

Pi () = Crel-iwelart (1.47)

con:
hwy = F(a) —aH (a) (1.48)
hwe = H(a)+ (1 —a)#H (a) (1.49)

Nétese que las frecuencias dependen de las condiciones iniciales a través
de a. Los eigenestados y eigenvalores dec la energia los podernos encontrar
aplicando el criterio de los puntos estacionarios, en este caso particular:

OH(a) _  a._,
Dot = :'H (a)yn
H(a) (1 —a)_-,
Sus . poy (a):2
Para 1 eigenestado de H debemos tener:
—2H (a) yn = 0
U= (a)yypa = ©
Para todas las formas dec la funcién # (), hay al menos dos soluciones:
A: Y #£0 . Y2=0 , E=F(0)
B : Yy=0 ., Y250 , E=H(Q1)

1.4.4 Cotas experimentales para el término no lineal

Considérese un sistema de dos componetes el cual en ausencia de correcciones
no lineales tiene eigenvalores de la energia E;., &k = 1, 2. Las ecuaciones (1.45)
. se pueden escribir como :

ind¥r (0

o = [B1 + R (a) — ah! (a)] ¥1 = hw) (a) ¥

ih% = [E2 + R (a) + (1 —a) k' (a)] Y2 = hwe (a) 2

donde la prima denota diferenciacién con respecto al argumento y h(a) es
no lineal en a, y las soluciones son también de la forma (1.47). La fase
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relativa de las dos componentes de la funcién de onda (especificamente, la
dependencia temporal de la coherencia 1,13) evoluciona con una frecuencia:

1 (dh
wp = wy (@) — w2 (a) =wo— ¢ (E)

donde wp = (&1 — E2) /A cs la frecuencia de transicién atémica en ausen-

cia de no-linealidades. Se puede introducir un parametro 8 de la siguiente

manera :
cy; = sen (6/2) i = cos (8/2)

"y puesto que un sistema de dos componentes es matema:iticamente equiva-
lente a un sistema de espin 1/2 en un campo magnético externo uniforme,
donde 6 es cl dngulo de inclinacién del espin con respecto al campo y wp, es la
frecuencia de precesién del espin alrededor del campo, el efecto de la correc-
cién no lineal (%) es, hablando en el lenguaje del sistema cquivalente, el de
crear en la frecuencia de precesién w, una dependencia en el dngulo 6. En
un trabajo experimental[2] se investigd la dependencia en 6 de la frecuencia
de precesion en la transicién hiperfina, referida como la transicién de reloj :

o= (<o) = (3:43)
mp,my) = (—5.+5 i3

a ~ 303 MHz en el estado base del ion ®*Be*. Con :

w=(-3+3) . ve=(-3+3)

la forma mas simple del término no lincal es :

. 2 = a

h(a) = 2ea?
siendo ¢ una medida de la intensidad de la correccién no lineal, lo que da

lugar a una dependencia de w) en 8 de la forma :

wp = wy — 4 (-;:} cos? (8/2)

Los resultados que obtuvieron en la ref.[2] permiten establecer una cota
superior de :

je] < 2.4 x 10720V
para la contribucién no lineal al hamiltoniano nuclear de 9Be* que es menos
de 4 partes en 1027 de la energia de amarre por nucleén del niicleo de 9Be+.
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Capitulo 2

Propiedades de invariancia
en la dinamica no-relativista

Este capitulo trata de las propiedades de sistemas dinarnicos que pueden
ser invariantes en un marco de descripciéon no-relativista. Las cantidades
conservadas o cantidades que se mantienen invariantes bajo un grupo de
transformaciones juegan un papel muy importante en la descripcion de sis-
temas dinAmicos, puesto que son el reflejo de las simetrias fisicas del sistema
y como tales, es necesario describirlas en un lenguaje matemaéatico adecuado
¥ funcional: la teoria de grupos. Para esto se explican muy brevemente las
nociones badsicas de teoria de grupos, grupos de Lie y Algebras de Lie, y
posteriormente se describen como ejemplos al grupo de Galileo y los sub-
grupos que lo conforman. Seguiremos de cerca en estos temas la referencia
[3]. A continuacién se presenta un par de ejemplos de invariancia galileana:
la ecuacién de Schriodinger para una particula libre y la teoria de campo
galileana. Finalmente se muestra comeo la ecuacién de Weinberg discutida
en el capitulo anterior se puede presentar como un ejemplo maés de invarian-

cia galileana.

2.1 Nociones generales.

2.1.1 Definiciones

Un grupo G es un conjunto con una composicién binaria definida sobre sus
elementos. Si a y b son cualesquiera dos elementos en GG, entonces a la pareja
ordenada a,b le corresponde un tinico elemento ¢ en G denotado por ¢ = ab
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y llamado el producto de a con . La ley que determina ¢ dados a y b se
denomina la ley de composicién del grupo y debe de tener las siguientes
propiedades:
() Asociatividad: para cualesquiera tres elementos a,b,c € G debemos
tener :
(ab)e = a(be)

(#2) Identidad: debe de existir un elemento Gnico ¢ € G, llamado la identidad
y tal que para todo e € G:
ae = ea = a

(iii) Inversos: a todo a € G le corresponde un elemento tinico a~! llamado
el inverso de a tal que: R
aa"l = a,"’a. = e

Cualquier conjunto G con una ley de composicién binaria con las propiedades
anteriores se denomina grupo. Aun y cuando la ley de composicién del grupo
se requiere que sea asociativa, no es necesario que sea conmutativa; es decir,
en general los elementos ab y ba no son el mismo. Si un grupo G es tal
que todos sus clementos conmutan entre si entonces se le llama un grupo
Abeliano, de lo contrario es un grupo no-Abeliano. Un grupo G puede estar
constituido por un mimero finito de elementos distintos, en cuyo caso se
denomina un grupo finito; por otra parte si G tiene un nimero infinito
de elementos distintos es un grupo infinito, y si sus elementos forman un
conjunto no numerable se le denomina un grupo continuo.

2.1.2 Grupos de Lie

Muchos de los grupos de interés en Fisica son grupos con un conjunto de
elementos infinito y no numerable tales como los grupos de rotaciones y
traslaciones en el espacio tridimensional, el grupo Euclideano, el grupo de
Galileo y el grupo de Lorentz. Como se menciond grupos de este tipo son
continuos en el sentido de que para enumerar sus elementos es necesario
usar un numero finito de pardametros reales o coordenadas que varian con-
tinuamente en ciertos intervalos. Queda claro que lo que tenemos aqui es
una combinacién de la idea de grupo con la idea matematicamente distinta
de continuidad; es entonces necesario introducir una definicién precisa de la
nocién de continuidad en el contexto de la teoria de conjuntos para llegar a
un tratamiento apropiado de estas ideas; es aqui en donde entran los concep-
tos de espacios topolégicos, grupos topolégicos y grupos de Lie entre otros.
Para el propésito de este trabajo es suficiente establecer que un grupo G se
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denomina grupo de Lie si se puede establecer una correspondencia uno-a-
uno entre los elementos del grupo a € G y vecindades de puntos dentro de
una regién abierta y acotada del espacio real Euclideano R” para alguna n,
de tal manera que dicha correspondencia es un mapeo continuo en ambas
direcciones. De esta manera en un grupo de Lie somos capaces de asignar
1 variables reales como coordenadas a los clementos del grupo, el ntmero
7n se denomina la dimensién del grupo de Lie y se supone que es finito.
Los grupos emparentados con propiedades geométricas del espacio y tiempo
tales como el grupo de rotaciones tridimensionales, el grupo Euclideano y
los grupos de Galileo y de Lorentz son todos ellos grupos de Lie.

2.1.3 Las constantes de estructura del grupo

Considérese un grupo de Lie G en el cuil se han introducido coordenadas,

entonces si a es un elemento de G corresponde a un punto en el espacio real
euclideano n-dimensional con coordenadas:

a— at,a?,...,a™;
siendo la correspondencia entre a € G y puntos en R®" uno-a-uno, conforme

a varfe, los puntos al/ variarin sobre alguna regién de R". Se acostumbra
suponer que a la identidad e le corresponde el origen en R™:

e > =0 , J=1,...,n.
Sea ¢ == aby designemos a las coordenadas de a,b,c € G con o?, B y 47 € N

respectivamente. La ley de composicién del grupo se expresa dando las ~7
como funciones de a, (3:

=ab= = fi(a',....amp . BY) = faB)  i=1...

Se supone entonces que las f7 son funciones continuas en sus 2n argumen-
tos y que poseen derivadas parciales continuas con respecto a las a’s y 8’s
hasta un orden dado. Como resultado de esta suposicién resulta ser posible
trasladar la propiedad de asociatividad de la multiplicaciéon del grrupo hacia
una forma diferencial, es decir, en un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales para las fi. A pesar de que las fJ/ son funciones de dos elemen-
tos del grupo, estas ecuaciones introduciran un conjunto de funciones de un
sélo elemento del grupo, de tal forma que las fJ7 pueden ser determinadas en
términos de ellas. La condicién de que las ecuaciones diferenciales parciales
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para las f7 tengan solucién lleva a un conjunto de condiciones de integrabili-
dad. Resulta que estas condiciones muestran que la ley de multiplicacién del
grupo queda enteramente determinada en términos de un conjunto de cons-
tantes (nmimeros puros denotados cf,) llamnados las constantes de estructura
del grupo. Esto es, el grupo de Lie determina el conjunto de constantes de
estriuctura y viceversa. ! Desde luego. no cualquier conjunto de constantes
c¥, puede servir como las constantes de estructura de algiin grupo de Lie G,
sino que deben de obedecer dos condiciones: la propiedad de antisimetria:
b (2.1)

w o
Cra = Cur

¥ la identidad de Jacobi:

c§e +chpct, +clel, =0 (2.2)

e

Es apropiado mencionar qite la existencia de las constantes de estructura
cp, junto con las propiedades anteriores son una consecuencia directa de la
propiedad de asociatividad de la multiplicacién de!l grupo. La afirimnacién
reciproca también es cierta, lo que siguifica que la identidad de Jacobi para
las constantes de estructura es equivalente a la asociatividad del producto
del grupo: la identidad de Jacobi no ¢s 1nds que la expresién de asociatividad

para elementos de G.

2.1.4 Algebras de Lie

Ahora definiremos las dlgebras de Lie. Una Algebra de Lie L es un espacio
vectorial lineal finito n-dimensional 2 con elementos ,y,u, v, ... en la cual

se define un paréntesis de Lie ¢l cual asocia con cada pareja ordenada de
vectores x,y € L, un tercer vector z € L, escrito 2 = [z, y], con las siguientes

propiedades:

! M4s precisamente, hay en general varios grnpos de Lie, todos los cudles dan lugar al

mismo conjunto de constantes de estructura. Lo que es comiin a ellos es la estructura
i poquedia de la identidad, esto es, para puntos

del grupo en una d
suficientemente cerca del origen, y es esta estructura la que puede ser reconstruida a partir

de las constantes de estructura.
2 Aqu{ solo mencionaremos las dlgebras de Lie reales sobre el campo de los nimeros

reales
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1. [z y] = —[v,=]
2. Az + pux’, vy} = A=z, y] + u{z’, ]
3. Para cualquiera tres vectores z, ¥, w la identidad de Jacobi se cumple:

llz, v], w] + {{y, w], z] + [[w, z),v] = O
Si e;,i = 1,2,...,n es una base para L como un espacio vectorial real, la
propiedad de linealidad (2) muestra que el paréntesis de Lie de cualquier
pareja z,y € L pucde ser determinado una vez conocidos los paréntesis de
los vectores base e; de unos con otros, puesto que estos se pueden expresar

en términos de los mismos e;:

) [exe] = clye;

¥ con las expresiones: z = z:/"el.-, y = y*es para z,y, tenemos:
z={z,y] i 2* =cf,z'y™

Entonces las propiedades (1) y (3) del dlgebra de Lie nos llevan de vuelta a las
propiedades (2.1) y (2.2) respectivamente para las constantes de estructura
cl;- De esta manera, dado un grupo de Lie G éste conduce a su dlgebra de
Lie L asociada y reciprocamente. Ahora supdngase que lo que nos es dado es
una dlgebra de Lie L, las constantes de estructura ¢, que se necesitan para
reconstruir el grupo surgen de escoger una base e; para L o equivalentemente
dados los paréntesis de Lie {u,v] de cualesquiera dos vectores w,v € L. De
esta manera cs posible encontrar que los e¢lementos del grupo G que se
reconstruyen a partir de L se pueden escribir a = exzp(u) ,b = exp(v),...,
con u,v,... vectores en L y a,b,... € G. Entonces para especificar la ley
de cornposicién para G bastarid con dar una regla para escribir el producto
ezp (u) exp (v) como exp (w) y calcular w a partir de u y v. De esta forma
el grupo de Lie G se obtiene a partir de su dlgebra de Lie asociada. 3

2.1.5 Realizaciones y representaciones

Para nosotros, el interés principal en las dlgebras de Lie y los grupos de
Lie estd en su relacién con la Fisica. Nos interesa aprovechar las simili-
tudes estructurales definiendo una correspondencia entre la dindmica y las

3De hecho muchos grupos de Lie G poseen la misma dlgebra de Lie L asociada, lo que L
determina de una forma iinica es un cierto grupo de Lie & denomiunado el grupo universal
¥ que contiene todos aquellos grupos de Lie G que tienen a L como su algebra.
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algebras de Lie, asi como en la expresién de varios tipos de simmetrias en
un marco dindmico dado. Esto nos lleva a introducir los conceptos de re-
alizaciones y representaciones. En los parrafos anteriores se describieron
algunas propiedades de los grupos de Lie y las Algebras de Lie como estruc-
turas matemadaticas abstractas. Cualquier sistema matematico especifico, con
propiedades y operaciones apropiadas definidas en ¢l se¢ dice que proporciona
una realizacidon de un sistema abstracto (ya sea un grupo de Lie o una dlgebra
de Lie) si se puede definir un mapeo o correspondencia del sistema abstracto
al sistema especifico. Bajo este mapeo las relaciones u operaciones definidas
en el sistema abstracto deben ser reflejadas por las operaciones definidas en
el sistema matematico especifico. En cualquier realizacién particular puede
suceder que el sistema especifico tenga mas propiedades o més operaciones
significativas definidas de las que son de hecho necesario para la realizacién;
tales caracteristicas extra son una manera de caracterizar la naturaleza de la
realizacién. Asf mismo, dado un sistema abstracto éste puede ser realizado
de varias maneras escencialmente diferentes. Una representacién es una clase
particular de realizacién; por ejemplo, una realizacién del grupo SO(3) son
las rotaciones ortogonales en el espacio tridimensional y una representacién
seria la obtenida con las matrices ortogonales tridimensionales.

2.1.6 Ejemplos de realizaciones de grupos

Tomemos un grupo G dado y denotemos sus elementos por a,b,.... Sea S
algiin conjunto con clementos o, 3,.... Si a cada a € G se le puede asociar
un mapeo T3 de S sobre S que es uno-a-uno e invertible, de tal forma que
el producto de dos de estos mapeos T.T es el mapeo Tap:

TaTp =Tap (2.3)
entonces se dice que se tiene una realizacién de G por medio de transforma-
ciones en $. Aqui la multiplicacién de mapeos es la usual mientras que el
producto de a con b estid dado por la estructura del grupo. De esta manera
se puede expresar el contenido de la ccuacién (2.3) diciendo que la ley de
multiplicaciéon del grupo es preservada por los productos de los mapeos co-
rrespondientes. Nétese que debido a la asociatividad de la multiplicacién de
mapeos es posible hablar consistentemente de realizaciones de un grupo en la
medida en que la propiedad de asociatividad de la multiplicacién del grupo
fué impuesta como una de las propiedades de definicién del grupo. Una clase
importante de realizaciones es la llamada representacién o representacién
lineal. Esta surge cuando ¢l conjunto § es un espacio vectorial lineal y
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los mapeos Tq,7%, ... son transformaciones lineales en este espacio. Tales
representaciones son los objetos que son de directa aplicacién en mecdnica
cuantica. Las realizaciones de grupos que son relevantes en mecanica clasica
hamiltoniana son realizaciones a través de transformaciones candnicas: agqui
el conjunto $ seria el espacio fase de alghin sistema dindmico y los mapeos
Ta,Ts, ... transformaciones candnicas. FEn lo siguiente tomaremos como
sindnimos las palabras realizacion y representacion.

2.1.7 Ejemplos de realizaciones de dlgebras

En lo que se refiere a Algebras de Lie, si se define el paréntesis de Lie de dos
funciones en el espacio fase como su paréntesis de Poisson (PP), entonces
se satisfacen todas las propiedades de una dlgebra de Lie: tenemos linea-
lidad y antisimetria asi como la identidad de Jacobi. De esta manera los
(PP) son una realizacién de los paréntesis de Lie y es la realizacién que es
relevante en mecéinica cldsica. Otra realizacién de paréntesis de Lie es por
medio de operadores diferenciales lineales de primer orden, con el conmuta-
dor [X,Y] = XY ~ Y X sirviendo como definicién del paréntesis de Lie de
dos de tales operadores X y Y. Este uso del conmutador de dos operado-
res lineales como el paréntesis de Lie es la realizacién de dichos paréntesis
relevante en mecanica cudntica. Otra forma para csta realizacién de impor-
tancia tembién en mecanica cuintica es una en donde se tienen matrices
( de dimensién finita o infinita ) que corresponden a operadores lineales
en un espacio vectorial lineal, en donde de nuevo se adopta el conmutador
AB — BA de dos matrices A, B comno su paréntesis de Lie, AB representando

el producto matricial de A y B.

2.2 El grupo de Galileo.

Como ejemplos de grupos de Lie de importancia fisica se describirdan en esta
seccidon los siguientes grupos: el grupo T3 de traslaciones en el espacio eu-
clideano tridimensional, el grupo R (3) o SO (3) de rotaciones ortogonales
propias en el espacio tridimensional, el grupo Euclideano E (3) constituido
por una combinacién de T3 y R(3), y el grupo de Galileo que es el grupo
de transformaciones en el espacio tiempo que describen la relatividad new-
toniana. Estos grupos surgen de la siguiente manera. Una descripcién de
un sistema dindmico, ya sea un sistema de particulas o campos o cuerpos
rigidos o una combinacién de estos, siempre se da en relacién a un sistema
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de referencia particular en el espacio y el tiempo. Usualmente se asocia a
un observador con cada sistema de referencia posible. Es posible escoger
al sistema de referencia en infinidad de maneras y en general la forma de
las ecuaciones dindmicas bdsicas depende del sistema clegido. Sin embargo,
para un cuerpo dado de leyes fisicas, a menudo sucede que una clase especial
de sistemas de referencia s¢ caracterizan porque las leyes basicas tienen la
misma forma matemadtica en todos estos sistemas. Entonces se dice que
estas leyes son invariantes con respecto a cambios en sistemas de referencia
de un sistermna a otro dentro de esta clase. En la prictica, son las propias
leyes particulares las que deciden la manera en la cual la transformacién de
un sistema de referencia o marco de referencia a otro debe realizarse. Como
ejemplos podemos mencionar que las ecuaciones newtonianas de movimiento
bajo la accién de la gravedad no cambian yendo de un sistema inercial a
otro si la relacién entre las coordenadas de espacio-tiempo usadas en ambos
sistemas es de la forma galileana. Similarmente las ecuaciones de Maxwell de
la electrodindmica son invariantes si las coordenadas de espacio-tiempo de
dos marcos inerciales estan conectadas por las ecuaciones de transformacién
de Lorentz de la relatividad especial.

Con el objeto de describir la mnanera en la cual estas propiedades de
invoriancia son implementadas en un formalismo hamiltoniano, se deben
relacionar los miembros del conjunto de sisternas de referencia permitidos
unos con otros en términos matematicamrente apropiados. El conjunto de
todas las transformaciones que se pueden hacer para ir de un sistemna per-
mitido a todos los otros tiene la estructura de un grupo, y dependiendo de
cual familia de sistemas de referencia se esti hablando se tiene uno u otro
de los grupos mencionados antes. Este grupo es un objeto abstracto y tiene
relevancia en ammbas, la mecdnica cldasica y la mecanica cudntica. También se
debe de entender en que forma la descripcidn de una situacién o estado fisico
dado hecha por un observador permitido esta relacionada a la descripcién
del mismo sistema fisico por otro observador permitido. Dados dos obser-
vadores, el elemento de! grupo de invariancia que conecta a sus sisternas
coordenados estd determinado. y este elemento debe entonces determinar la
manera en la cual la descripcién de un estado especifico dada por un ob-
servador se debe traducir a la descripcién dada por el otro observador. El
hecho de que las leyes basicas tengan la misma forma matematica para am-
bos observadores implica lo siguiente: si existe una formulacién lagrangiana
( y por ende una formulacién hamiltoniana ) de las leyes para un observador,
necesariamente debe de existir también para ¢l otro. Esto implica que las
reglas de transformacién de un ohservador a otro no deben destruir la forma
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hamiltoniana de las ecuaciones de movimiento.

Los primeros tres grupos mencionados anteriormente, los grupos de tras-
lacidén, rotacién y el grupo Euclideano, conciernen con lo que generalmente
se denomina la cinemdtica del sistemna; estos grupos relacionan las posibles
elecciones de un sistema de referencia cartesiano y no involucran posibles
cambios en la eleccién de la coordenada temporal. El grupo de Galileo,
que contiene a los tres grupos cinematicos Ty, f2(3), y E (3) como subgru-
pos, describe un grupo de transformaciones espaciales y temporales que es
relevante en el dominio no-relativista.

2.2.1 El grupo T3 de traslaciones tridimensionales.

El grupo T3 describe las transformaciones entre todos aquellos sistemas co-
ordenados cartesianos en el espacio tridimensional que difieren unicamente
en la localizacién de su origen y no en la direccién de sus ejes. Dados dos de
tales sistemas S y &', la localizacién de S’ relativa a S queda completamente
determinada por el vector de desplazamiento con coordenadas aj que va del
origen O de S’ a O de S. Puesto que la transformacién que lleva de S a S’ sc
identifica como elemento de T3, los elementos de T3 se identifican completa-
mente por tres niimeros reales (a1,az2,a3). Considerando transformaciones
de un sistema fijo § a todos los sisternas posibles §’, se encuentran todos
los posibles vectores de desplazamiento a, y por ende todos los elementos de
T3. Si algin punto fijo F en el espacio tiene coordenadas x; en S, tendra
coordenadas z'; = x; + a; en §'. Si a describe la transicié6n de S a S’ y b
de S’ a 5", entonces la transicién de $ a S” que corresponde al producto
de elementos aj; y b; en T3, (b;) (a;), tiene un vector de desplazamiento ¢
con componenetes ¢; = a; + b;. De esta manera la ley de composicién del
grupo T3 es lo mismo que la adicién vectorial de los vectores dec desplaza-
miento y T3 es Abeliano. El algebra de Lie de T3 es de dimensién n = 3
¥, puesto que T3 es Abeliano, todas las constantes de estructura sc¢ anulan.
Si se escoge como base para el Algebra de Lie los vectores de los subgrupos
de traslacién en las direcciones de los ejes cartesianos y llamando a estos
vectores d;, tenemos:

[dj.dx] =0, 7,k=1,2,3. (2.4)

Si el vector de desplazamiento que va de §' a S ticne componeutes aj, se
dice que el elemento de T3 correspondiente a este cambio de sistema de
referencia es exp (a-d) y sc escribe S’ = exp(a-d)S. En esta notacién la
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ley de composicién para T3 es:
exp (u) exp (v) = exp (w) N w=u+v

u, v, w son elementos del dlgebra de Lie tridimensional, lo que es equivalente
en este caso a ser vectores en el espacio tridimensional.

2.2.2 El grupo de rotaciones R (3).

El grupo R({3) consiste del conjunto de transformaciones que conectan a
todos aquellos sistemas coordenados cartesianos S, 57, ..., los cuales tienen
el rmismo origen pero difieren en las direcciones de los tres ejes coordenados.
La accién de R (3) en el espacio puede ser analizada de la siguiente mancra:
el sistema coordenado S con respecto al cual se miden las componentes de los
vectores es sujeto a una rotacién que lo lleva a un nuevo sistema S’ mientras
que los puntos del espacio se mantienen fijos (esta manera de describir las
rotaciones se denomina la forma pasiva). Relativo al sistema original de ejes
S, la orientacién del sistema S’ ¢std coinpletamente especificada al ser dados
los cosenos directores de los tres ejes de S’ con respecto a los cjes de S. Si
e;, € ; son los vectores unitarios en la direccién de los ejes coordenados en
S y S’ respectivamente, entonces los cosenos directores estin dados por:

’ . .

Ajx=¢€';-e; , e, =A;ex , ey = Aje; (2.5)

Si x es algiin vector en el espacio tridimensional sus commponenetes z"’- en S’

estin dadas en términos de las componenetes z; en § por una transformacién
lineal involucrando los nimeros Ajx:

’
x’.

5 = AjkTk

La matriz A consistente de los nueve clementos 4% es una matriz ortogonal
con determinante uno:

detA=1, AAT = ATA=1= AjuAju = 6;;r . AjcAju = S (2.6)
Se puede pensar que estas matrices A proveen una representacién matricial
de R (3). Se tiene un elemento a en el grupo abstracto R (3) correspondiente

a cada matriz diferente A satisfaciendo (2.6) y viceversa. Sea a un elemento
correspondiente a una matriz A que lleva de un sistema § a un sistema S’, y
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sea b un elemento con matriz B que lleva del sistema S’ al sistema S” = 57,
con vectores unitarios e_',-'. usando (2.5) obtenemos:

S" = baS : e] = Bje; = Bj;Aier = Cjrex , Cix = BjiAwu

Entonces el elemento ¢ = ba que lleva directamente dec S a $” y es el pro-
ducto de b con a corresponde a la matriz C la cual es el producto matricial
de B con A: C = BA. Por tanto, la multiplicacién del grupo corresponde
a la multiplicacién matricial en esta representacién, y puesto que la multi-
plicacién matricial no es conmutativa es claro que R (3) es no-Abeliano. EI
algebra de Lie de R (3) es de dimensién n = 3. Si escogemos como base
para ella los vectores {;,I3,I3 de los subgrupos de rotacién alrededor del
primero, segundo y tercer eje coordenado respectivamente, los paréntesis de

Lie correspondientes son:

[l =13 . [2.l) =0 . [a,4] =12

9-

[2;,8x]) = € hmim 2.7)
Si tomamos cualesquicra dos vectores a = a;l; y 8 = (;l; en cl dlgebra de
Lie de R (3), su paréntesis de Lic es:

[o. B] = «; Brllj le] = €6me;Bilm = (a x B); 1;

De modo que el proceso usual de tomar ¢l producto vectorial de dos vectores
en el espacio tridimensional resulta ser lo misino que tomar el paréntesis de
Lie de dos vectores en el dlgebra de Lie de 2 (3).

Un ejemplo de realizacién de R (3)

En aplicaciones a la fisica R(3) es un grupo importante en parte por si
mismo y en parte porque aparece como un subgrupo en los otros grupos
de transformaciones de espacio-tiempo. Como ilustracién se presenta un
ejemplo de realizaciéon de f£(3) en mecanica cldasica. Los paréntesis de Lie
bésicos para el dlgebra de Lie de R (3) se resumen en (2.7). Una realiza-
cién en paréntesis de Poisson (PP) de esta idlgebra en un espacio fase con
coordenadas p, g consiste de tres funciones J; (q,p) satisfaciendo:

{Ji(q:P) s Tk (g, P)} = €ikemIm (g, P) (2.8)
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donde {A, B} = g—;‘:gﬁ — g;:‘fg%' La realizacién de R (3) mas familiar
es generada por la expresién para el momento angular de una particula
moviéndose en el espacio tridimensional. Con respecto a un sistema coor-
denado localizado en el espacio, una particula se describe por tres pares de
variables candnicas conjugadas (q;.p;).5 = 1,2,3. las ¢’s son las coorde-
nadas cartesianas y las p's los momentos lineales cartesianos. Relativo a
este sistema coordenado las componentes cartesianas del momento angular
se definen como:
J;i(q,P) = €5amAiPm

Usando los (PP) basicos entre las ¢’s y las p’s se puede verificar que se tiene
en efecto una realizacién del dlgebra de Lie de R (3):

{7;@.2) . Je (g, )} = €imn€hrs {dmPn.qeps} =

= €imn€hra (qm (—8ur) Py + Pnbonsg,r) =
= —€imn€insGrd?s + Cjmn€hrmrPn =

= ($ja0ms — 658 mt) UmpPs — (G 080r — 6j0800) Qrpn =
(8;184n — 6nbir ) Qrpn =

= €jkmEmrndrPn

]

de modo que:
{J,q. )y Jula.p)} = €emdm (g, p)

2.2.3 El grupo Euclideano E (3).

El grupo E (3) surge de combinar las operaciones de rotacién de R (3) y las de
traslacién de T'3; esto es, es el conjunto de transformaciones que conectan to-
dos los posibles sistemas coordenados 8,8/, ... en el espacio tridimensional.
Si S y S’ son dos de tales sistemas, § puede ser llevado a coincidir con S’ en
dos pasos: primero se aplica una rotacién apropiada correspondiente a una
matriz A para ir de S a §,, S; con sus ejes paralelos a los de §'. Después
se aplica una traslacién a S para hacer que su origen coincida con el de
S’. Si a es el vector de posicién que va del origen de S al de S’, este par
de operaciones, primero un elemento de R (3) y luego uno de T3 se puecde
escribir: (A,a) y es un elemento general de grupo E (3).

Si P es un puunto fijo en el espacio con coordenadas z; respecto a S y =
respecto a S, entonces x; esta relacionado con z; de la manera siguiente:

:L';- = Ajk:r.k-f-ﬂj
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Puesto que para especificar un elemento de R (3) se necesitan tres parametros,
¥ tres mas para especificar uno de 7T°3, se sigue que FE (3) es un grupo de
seis parametros. Los seis vectores l;j,d; definidos en las secciones anterio-
res forman una basc para el dlgebra de Lie de E (3). La lista completa de
paréntesis de Lie basicos para E (3) es:

- [Livle] = €ikmim
[dj,de] = O (2.9)
[lisda] = €jnmdm

Las proposiciones de la geometria Euclideana son aquellos enunciados con-
cernientes a las relaciones entre objetos geométricos que son ciertas en todos
los sistemas coordenados relacionados por elementos del grupo Euclideano.

2.2.4 El grupo de Galileo.

El grupo de Galileo es el grupo de transformaciones en el espacio y el tiempo
que conectan a todos aquellos sistemas cartesianos que se denominan sis-
temas inerciales en mecdnica newtoniana. La relacién mas general entre
dos de tales sistemas es como sigue: el origen de la escala de tiempo en
un sistema inercial S’ puede estar recorrido comparado con aquel en S, la
orientacién de los ejes cartesianos en S’ puede ser diferente a aquella en S,
el origen del sistema cartesiano S’ puede estarse moviendo en relacién al
origen de S con una velocidad uniforme. Se descartan las posibilidades de
que los ejes en S’ puedan estar sujetos a rotaciones dependientes del tiempo
en relacién a las direcciones de los ejes en S y que la velocidad del origen de
S’ en su movimiento pueda scr no uniforme. Esto es porque en cualquiera de
estos casos S’ no seria un sistema inercial si S lo fuera y las leyes de Newton
no serian vilidas en S’. Aparte de la forma misma de las ecuaciones de
transformacidén, la suposicién basica inherente en la relatividad newtoniana
es que hay una escala absoluta de tiempo de m«do que la tnica forma en
que las variables de tiempo usadas por dos observadores inerciales pudieran
diferir es que el cero de la escala para uno de ellos estuviera recorrido en
relacién al cero de la escala del segundo. La transicién de un sistema inercial
S a cualquier otro $’ se puede alcanzar en cuatro pasos: primero se aplica
una rotacién espacial a S que nos da un sistema S; y deja la coordenada
temporal sin cambio. Segundo, se hace un cambio a un sistema S> que tiene
sus ejes espaciales paralelos a S| pero que su origen se mueve con una ve-
locidad uniforme v = (v;) relativa al origen de S, los origenes de ambos
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sistemas .S y S2 coincidiendo al tiempo cero comtin a ellos. Tercero, se cam-
bia la coordenada temporal de S2 en un monto b para llegar a un sistema
S3 en el cual el tiempo se ha retrasado respecto a S2. Finalmente, se va de
S3 a S’ por medio de una traslacién espacial. En conjunto, la transicién de
S a &’ involucra diez parametros y entonces el grupo de Galileo es un grupo
de diez parametros. Siguiendo la secuencia de operaciones para irde & a S’
se puede escribir:
8§ = (A,v;,b,a;)S

y se denota un elemento general del grupo por (A4,vj;,b,a;). Si (z;,t) ¥
(:x:_’,-, t’) son las coordenadas de espacio-tiempo en S y S’ respectivamente,
1a ley de transformacion es:

zh = Ajexi —vit+a; , t'=t—b

¥y éstas son las ecuaciones de transformacién biasicas de la relatividad new-

toniana.

Una base para cl dlgebra de Lie del grupo de Galileo consiste, aparte
de los seis vectores l;,d;, del vector i de traslacién temporal y de los tres
vectores g; correspondientes a los subgrupos de transformaciones de veloci-
dad en las tres direcciones. Los paréntesis de Lie correspondientes son los

siguientes:

[i.0) = €5amlm i gx) = €jamgm
[95.9x) = [h.dy] = [d;,di]) = [l;,h] = O (2.10)
[tj, die] = €5kmd
los kRl =d; , [gi de] = ndjx

donde p# conmuta con todos los generadores.

2.3 Algunos ejemplos de invariancia de Galileo.

2.3.1 La ecuacién de Schrodinger para una particula libre.

Ahora ilustraremos los conceptos anteriores usando los principios de inva-
riancia para determinar la forma de las ecuaciones de movimiento para un
sistema particular. Supongamos que existe un marco tedrico en el cual una
particula libre queda descrita por un campo complejo ¥ (x,t) que obedece
una ecuacién de movimiento lineal de primer orden de la forma:
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iaW (x,t) = H,p¥ (X, t) (2.11)

donde H,, es un operador lineal hermiteano y % es una constante. Las
propiedades de invariancia pueden ser utilizadas para determinar la forma

funcional del operador H,,. La ecuacién de movimiento (2.11) puede ser
obtenida de la accién :

ta P
i 3 - : —
a=f dt/d 2% (x,t) (ih= HO,,) W (%, t) (2.12)

variando independientemente ¥ y ¥*. La invariancia bajo traslaciones tem-
porales y espaciales requiere que H,, no sea explicitamente dependiente ni

de x ni de t, mientras que la invariancia rotacional restringe a H,, a ser un
operador escalar.

El momento lineal total

Ahora es necesario construir el generador de transformaciones galileanas,
para este propésito se necesita del generador de desplazamicentos espaciales,

que es el momento total. Para obtcenerlo se aplica una traslacién infinitesi-
mal:

x — x + dx (t) [6x (t) independiente de x] (2.13)
esto cambia los campos de la siguiente manera:

W (x,t) = W (x — dx(t),t) =W (x,t) —x (t) VP (x,t) (2.14)

T (x,t) = T"(x — Sx(t),t) = F" (x,t) - dx () - VI™ (x, t) (2.15)

la variacién de la accién (2.12) es entonces, a primer orden en §x (t):

5A = {/ BB (x, t) (—ih V) ¥ (x,t)} - 8x (1) ]:’ -

t2 - . OT” (x,t)
3 — —_——— f—
+ /‘-‘ (lt/ d%x { ih ( 5t ) S (>, t)

— B (. t) Hop (8 (3¢, £)) + 5T (x,£) (m—a"’—t - Ho,,) T (. t)}

36



donde :
SW (3,1) = ¥ (x — 8x () ,#) — ¥ (x,2) = —8x (2) - VF (x, 1)
SW™ (x,2) = W" (x — 6x(t),t) — W™ (x,t) = ~6x (t) - V¥~ (3, t)
Pero como Hop es hermiteano:
[ Bw" (5. 8) Hop (0% (3,0) = [ d®= (Hop® (x, )7 6% (x, 1)

Y entonces:

5A = {/d:’x\r (3¢, t) (—ihV) ¥ (3, t)} - 6% (t) ]:, +

o[ o (2 -

— (HopWP (x )" ] S (x,t) + [(ih% — Ha,,) ¥ (x, t)] S (x, t)}

Puesto que se consideran a W (x.t) y ¥~ (x.%) como indepencdientes, vemos
que si se exige que no haya variacién en los puntos extreinos #p y ta2, la

condicién de extremo §A = 0 lleva a las ecuaciones de movimiento:
PAcA AT LRSS (2.16)
at
—in2¥D (o, 0 (2.17)

como se afirmaba. Por otra parte, si permitimos variaciones en los puntos
extremos t; y tz y suponemos las ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17)
entonces:

54 = {/d%\r (x.1) (—ih V) @ (x,t)} . 8x (1) ]“ (2.18)
LEY

lo que nos lleva a identificar el momento total del sistema como:

P = /d:‘xw- (x., 1) (—ih' ) ¥ (x, 2) (2.19)
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Esto es una generalizacién de lo siguiente: considerese un sistema de /V particulas
con masa m y posiciones g,,i = 1,....,J/V, sujetas solo a fuerzas mutuas derivables
de potenciales interparticula v,;. Se define la accién como:

2
A= / Ldt
6

N
L(q;q;)=3_ %mé? - % 37 v Uai — ajb
i=1

i .

con:

Si se hace un cambio infinitesimal en la trayectoria:
Qi () = qi(t) + 8q, (¢)

la variacién en A a primer orden en §q es:

[ N
54 = f (Z ma - 8 — 37 Vou; - Jq;) dt
L3} 1

i
Integrando por partes se ticne:

N ta t3
sA=3" {mc‘.,- - S ]' + /‘ (—mq,- -3 v,-u.»,») -qudt}
: .

i=1 i

si las particulas obedecen las ecuaciones de Newton entonces:
mée = — E Vevej
Jek
y obtenemos:
N 3
s54=3 {ma:-sa;} |
i=1 ¢

Si la transformacidén es una traslacién dependiente el tiempo:
sq; (t) = ox () . (independiente de i)

entonces:

d 2 2
5A = zmq,u)}-ax(z) ] =P (¢) - 5x(t) ]
t)

I
i=1 &
donde P (t) es el momento total al tiempo t. De esta manera la transformacién de
coordenadas consistente en una traslacion genera el momento total del sistema.
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La coordenada canénica conjugada

Ahora considérese lo que la transformacién (2.13) hace con:
Q= /d“x\p‘ (¢, £) %W (x, 1) (2.20)
El cambio en Q es:
5Q, = /dax [¥= (. £) 2 (—~VF (3,2)) + (— V" (x,2)) 2, ¥ (x,2)] - 6x
haciendo uso de la identidad vectorial:
V- (pF) = (V) -F+ oV -F

obtenemos:

/daz(—V\Il' (3¢, £)) - (@ (x, ) 6x) =
= /d% [¥° (X, £}V - (2% (X. 1) 6X) — V - (T" (3, ), T (x, ) 53)]

por cl teorema de la divergencia la segunda integral es cero si suponemos
que los campos se anulan en infinito, entonces:

5Q, = /d“z [T~ (% 8) T (=W (3, £)) - 63 + W= (x,2) V - (2, (x, 1) 6x)] =

_ dop, . . O¥(x,t) a =
= /d ¥ (x,t)( a:..—-——a ST + B (xP (x,t) Jz_..)) =

'L .
2] a

— 3~ —_ —

—/d b (x,t)( x, = -+ azszr)\ll(x,t)r)'a:,

el operador diferencial B‘Z_—‘ actuando sobre todo lo que esté a su derecha.
Haciendo explicitamente las derivadas encontramos:

Q. = /daz\ll‘ (x,t) ¥ (x,t) Sxyd,.y = 6z, / 3zW- (x,t) W (x, t)

Ahora como P dado por (2.19) es el generador de la transformacién (2.13),
debemos tener también:

8Qr = — {P,,Q.} 6z,
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de donde:

{Pa, @1} 624 = —Jz,./daz\l" (. ) ¥ (%, t) (2.21)

la integral de la derecha es la integral de normalizacién y es una constante
de movimiento. Esto puede ser verificado por medio de la transformacion
de norma:

W (x,t) = W (x, t) (2.22)

T (3, t) — e 2P (x, t) (2.23)

en forma infinitesimal esta transformacién cs:
S (x,t) = ifa¥ (x,t)

ST (x,t) = —idax¥” (2, t)

Suponiendo las ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17), la variacién en la
accién A para una da (t) dependiente del tiempo es:

t2
SA = -ih/d“z\l"(x.t)é\l'(x,t)] =

(3}

= —héa(t)/dam\ll'(x, £) W (x, t) ]l2 (2.24)
ty

la integral de normalizacién aparece entonces como la generadora de la trans-
formacién (2.22) y (2.23). Pero esta transformacién obviamente deja inva-
riante a la accién, de donde la variacién en A es cero: §A = 0. La ecuacién
anterior entonces muestra que la normalizacién es constante en el tiempo;
ésta se acostumbra tomarla como igual a uno y, con esta eleccién, la ecuacién
(2.21) resulta:

{P,,Q,} = —6,s (2.25)

por tanto QQ, toma el papel de variable candnica conjugada de P,.
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Relatividad galileana

El generador de la transformacién de Galileo puede ser construido ahora:
G =Pt —mQ (2.26)

éste describe una traslacién proporcional al tiecmpo y satisface el (PP):

{P,,G,} = —mb,, (2.27)

como se requiere para una realizacién del dlgebra de Lie del grupo via el
(PP). Ahora se pide que G sea una constante de movimiento:

%‘f—) _{(H.G}=0 (2.28)

para esto necesitamos el hamiltoniano H. Este lo podemos obtener de la
accién A haciendo una traslacién temporal dependiente del tiempo:

t— t+ St (L) (2.29)
lo cual a su vez cambia los campos en:
SW (x,t) = —5t(¢) W (x,t)
SI™ (x,t) = —&¢t(2) ¥ (x,t)

en donde las derivadas temporales se evaliian en la trayectoria fisica. Nétese
que la accién es cambiada cuando se aplica la transformacién (2.29) puesto
que depende del tiempo implicitamente a través de los campos, y también
porque se tienen segmentos diferentes de trayectoria cntre los tiempos mar-
cados t; y t2. Estoiltimo se remedia cambiando simultaneamente los puntos
extremos en:

ty = t) =t; +6t(t1) , t2—th=ty+ 5t(ta)
Entonces definiendo:

L= /d%q:' (. t) (ihg; - H.,,,) T (x, 1) (2.30)

la variacién en A es:
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" t2
5A = / L(¢) dt —/ L(t)dt =
v, t
£y [ 134 ta
= / L) dt+/ L (¢ dt+/ L () dt—/ L(t)dt=
l" H [$3 ty
(5] 14 13 -
f (L (') — L ()} dt + / L (¢) dt — / L (¢} dt
(31 ta g
Considerando 8t (t) infinitesimal, las dos tltimas integrales son:
4
[ D@y de s Lt (#h ~ t) = L (t0) 8¢ (2)
e
Y entonces:

2 . t2
5A = / (L () — L(t)) dt 4 L (2) 8¢ (2) ] (2.31)
ty ty

la primera intcgral en (2.31) es la variacién usual, suponiendo de nuevo las
ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17), ésta sc puede escribir:

ta ta
/ (L) —L(&))dt = -m/a“.—:w' (x, ) 8 (x, t) ] =
t ty
. - OP (x, t) t2
= —ihét d3z L) — 7 2.32
nse () fatza oe,0) TEED ] 2.32)

Por tanto, de (2.31) ¥y (2.32) y usando (2.30):
SA = —6t(2) /di‘x\x:' (%,2) Hopl (x,2)

lo que identifica al generador de la transformacién (2.29), el hamiltoniano
como:

H= /d%-r (x, ) HopW (, t) (2.33)
ahora:

{H,G}={H,P}t—-—m{H,Q} (2.34)
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el primero de estos (PP) se anula en virtud de invariancia traslacional. El
segundo puede ser evaluado considerando el efecto de la traslacién temporal
(2.29) en Q:

5Q = —sz(:)/d% {w- (x,t)xawéx't) (‘N" ("")) xT (x, z)}

y usando las ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17) obtenemos:

Q = (%) St (t) {/d"a:\‘[t' (x, t) xHopW (x,t) — /d"‘z (HopT (x.2))" x¥ (x,t)} =

= (%) st (t)/d:’-'l?‘l" (¢, ) {xHop — Hopx} W (x,t)

Por otro lado, sienndo H el generador de la transformacion (2.29) debemos
tener

§Q = — {H,Q} 6t (2.36)
y como de (2.28):

P—-m{H.Q}=0 (2.37)
usando (2.19),(2.35),(2.36) y (2.37) obtencmos:

1171

/dax\ll' (. t) {—mv__ 2 (Hopx — xH.,,,)} T (x,8) =0

¥ pucsto que esto es para toda ¥ (x, t), debemos satisfacer la ecuacién ope-
racional:

"771

— ihV e — = (HopXx — XHy,) = 0 (2.38)

para encontrar H,, es cnnvenicut.c pasar a una representacion de Fourier:

W (p.t) = —-—-/d"re'(i')""\ll (x, 1) (2.39)
@3

esto transforma Hopx en Hop (P). —ihVe. en p y X en iAV,. En esta repre-
sentacion (2.38) se transforma en:

p = m(V,Hy, (p) — Hop(P)V,) (2.40)
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o equivalentemente:

p=m(VpHgp) (2.41)
de donde:
p2
Hop (P) = om T (2.42)

siendo u una constante. Transformando al espacio de configuracién obtene-
mos finalmente:

n2
2m
De esta manera se ha determinado la forma de H,p ¥y por ende la forma de
las ecuaciones de movimiento. Nétese que no se hizo uso del contenido fisico
de la ecuacién (2.11). Simplemente se usaron las especificaciones generales
( descripcién del sistema por un campo complejo que satisface una ecuacién
de movimiento lineal ) para fijar la forma determinada que deben tomar las
ecuaciones de movimiento si sc ha de preservar la invariancia galileana.

Hop=—5—V24+pu (2.43)

2.3.2 Sistemas continuos y campos multicomponentes.
El campo escalar

Como otro ejemplo se discute primero el caso de un sistema involucrando
un solo campo ¢ (x,t) en el espacio euclideano. Un campo escalar o un
campo con una sola componente es una funcién tnica definida en el espacio
euclideano. 4 Un cierto estado del campo queda descrito al dar el valor del
campo en cada punto del espacio, en un sistema coordenado S esto se traduce
en especificar una funcién ¢ (x, t), =; siendo las coordenadas asignadas en S
a un punto P en general. Supondremos que el sistema estd descrito por un
lagrangiano dependiente de ¢ (x,t) y %% (x, t) para toda x y el instante t:

L [¢(x.t) , % (<, t)] (2.44)

Puesto que se tiene un continuo de coordenadas generalizadas ¢ (x,t) para
toda x y sus velocidades generalizadas %—? (x, t), el lagrangiano es una fun-
cional de estas variables, y aunque la derivada temporal de ¢ (x, t) se trata

como independiente de ¢ (x,t), las derivadas espaciales gi;l Nno son nuevas

“Pos simplicidad suponemos que se trata de un campo real
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cantidades independientes sino que son, en un sentido generalizado, fun-
ciones de las coordenadas basicas ¢ (x, t). Esto es claro ya que si los valores
nameéricos de @ (¢, t) estuvieran especificados para toda x a un cierto tiempo
t, entonces también se sabrian los valores de ;;—s en ese tiempo. Ahora ima-
ginemos alterar a ¢ (x, %) y %,ﬁ (x,t) en L por pequenas cantidades ¢ (x,t) y
6«73 (x, t). siendo estos incrementos independientes uno del otro en cualguier
instante de tiempo, y calcilemnos el cambio enn L. Siempre se puede escribir

el cambio en L en la forma:

5L [4.9] /d = (m&ﬁ(x )+ — o= 6¢( & (x, z)) (2.45)

Los coeficientes ( ) (x.2), (‘") (x, t) de los incrementos independientes §¢

Yy 5 se definen como las derivadas parciales funcionales de L con respecto
a ¢ (x,t) y ¢ (x,t) respectivainente. Las ecuaciones de Euler-Lagrange en-

tonces toman la forma:

zi SL
2.46
xR (2:49)
Se define ahora el momento candnico conjugacdo a ¢ como:
aL
T(x,t) = ————— 2.47
( ) 53 (. D) ( )

¥ el hamiltoniano & es ahora una funcional escrita en términos de los campos

candnicos conjugados w, ¢:
H[¢p,n] = /d3z1r (1) b (x,t) — L[4, 9]

Los (PP) fundamentales entre las ¢'s y las #r’s son:

(2.48)

{p00), (M} ={r(x).7(¥)} =0, {g(xX),m (¥} =6 (x—y) (2.49)
En el esquema hamiltoniano, una variable dindmica general F es una fun-
cional de ¢, 7, para tales variables el (PP) toma la forma:

. S8 5G SF 5G
—_ 3 -
Fem.cm= [ (Genmes -~ Fan e
(

2.50)
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¥ la ecuacién de movimiento general es:

2 F (g7 = {F (4, 7], H[$,7]} (2.51)

En todas estas expresiones las derivadas funcionales con respecto a ¢ y =«
que aparecen se definen de la misma manera en que % Y % se definieron.

Para muchos sistemas de interés el .lagrangiano L es local; esto es, se
expresa como una integral en el espacio tridimensional de una funcién £ del
campo ¢ y un nimero finito de sus derivadas parciales con respecto a ambos
x y ¢t (aunque no aparecen derivadas parciales con respecto a ¢t de un orden
mayor al primero):

L[4.8] = [@zc (6,05 bs0r- 3 b1 bsr Bibe- . -) (2.52)
donde : ds o2
- =2t
@ = dz=; Pk = Bz, 005"
En tal caso £ se denommina la densidad lagrangiana del sistema; nétese que
de (2.47), si £ no depende de ¢;, @k, ..., entonces:
sL[e.é] _oc ;
at) = ————= = — v Diy Pibens-s 2.53
mOe ) = oot = 5 (#0850 B #) (2.53)
Por simplicidad supondremos aquf que el lagrangiano tiene la forma:
L8] = [ (b b1 500 19) B (2.54)

¥ que entonces (2.53) se cumple. Regresando al tratamiento hamiltoniano,
se tienen las variables basicas ¢ (3, ¢) , 7 (¢, t) satisfaciendo los (PP) funda-
mentales (2.49); el hamiltoniano H es la integral de una densidad #:

H [p, 7]
H (&, 7]

/dazﬂ{ (&, ] (2.55)
7(,8) § (3, t) — £ (b i ik -1 D) (2.56)

y las ecuaciones de movimiento del campo son:
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deat) = {s0a0.H} = 50— (2:57)
Feat) = {mGan HY =-S5 (2.58)

El momento lineal

Ahora, la accién de una traslacién espacial en las variables de campo ¢, ¢ es
como sigue:

d(x,t) = p{x — a.t)

y puesto que para a < 1 tenemos:

. d(x,t) = (x—a,t) (2.59)

Sp(x,t) = —a-Veo(x,t)

el principio extremal para la accién nos da:

(2.60)

— / Bar (x,t) Ve (x,t) a=cte.

de esta manera el tratamiento lagrangiano nos muestra cémo definir el mo-
mento lineal total del sistema:

P= —/d%m (%, £) Vb (. t)

Este es un caso particular de una regla general: considérese la accién:

[T]
a= [TL@ana
t

en donde la integral se toma a lo largo de una curva C' en el espacio de configuracién.
Si se hace una variacién en las coordenadas generalizadas:

(2.61)

4a = ds + €@, (Q) = qs + g, (2.62)
con € un parametro pequeiio y ¢, (q) funciones especificas de ¢, que caracterizan
1a transformacién. Las velocidades generalizadas difieren por la derivada temporal
de (2.62):

. d O, .
8Gs = ~a—téq. (t) = ze a‘Zr gy ()

(2.63)
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entonces la variacién en la accidn estd dada por:

= 8L  d oL
54 = Z.:/“ ar (5= — E“"aq.) 5. (£)+

ta
+ [Zp.«sq. (t)]

__ oL
Pe= 54.
Si el lagrangiano L es invariante bajo la transformacién (2.62) entonces §4 = 0 y:
t3
2 oL d 8L
—_ E —_—— =) 4 = .
- /:. *\oq. ~ @ aq-‘) 2. (2) [z.:l’-"'l- (t)] , (2.64)
i
Si ahora C es una trayectoria fisica real en la cual las ecuaciones de movimiento se
satisfacen:
SL d L

8qs dt Oq.
entonces el factor entre paréntesis en el lado derecho de (2.64) tiene los mismos
valores en t; y ¢z y por tanto para cualquier tiempo; usando (2.62) obtenemos

entonces;

SL :
E Pasts (q) = E @ (q) D, = cte. de mov.
- - de
esto conduce a la ecuacién (2.61) apartir de (2.53) y (2.60)
El momento angular

Similarmente, si L es invariante ante rotaciones, esto es, no cambia cuando
@ y ¢ son cambiadas de la siguiente manera:

(%, t) = $(x—866h xx,t) , G(x,t) > P (x— 50h x x,t) (2.65)

que corresponde a una pequeiia rotacién de los ejes coordenados en una
cantidad 68 alrededor del eje fa, entonces:

S (x,t) = —660n x x - Ve (x,t) = —50n - x x Ve (x,t)

de modo que:

—-/dszvr (x,t) x x Ve (%, t) - 60i = cte
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lo que muestra como definir ¢l momento angular total del sistema:
I = /dszﬂ (%, t) % x Ve (x, t) (2.66)

Los generadores del grupo de Galileo

Las expresiones para P y J en (2.61) y (2.66) escritas por componentes son:

F)
. -— — 3 ——n
P = /d o (6, 1) o= (. 0) (2.67)
/ ? =
Jip = - d >z (x,t) cjkmzkax @ (x,t) (2.68)

estas expresiones dan una realizacién del grupo Euclideano E (3) via (PP):

{J; ¢, 1), T (%, 1)} =  €jpmdm (x,t)
{Pj (3, t), P (x,8)} = O (2.69)
{J; 0, 1), Pie (36,8)} = €t Pm (3¢, 1)

Con el objeto de extender esto para obtener un conjunto de cantidades sa-
tisfaciendo las relaciones del dlgebra de Lie del grupo galileano, se necesitan
variables dindmicas adicionales G;, H que representen a los elementos de
dicha dlgebra g;.h respectivamente, tales que junto con J; y P; en (2.67)

satisfagan las relaciones (2.10) via (PP); esto es, junto con (2.69) debemos
tener:

{G; (,8) ,Gi (x,8)} = {H (x,t), P (x,t)} = {J; (x,t),H (x,t)} =0
{J; (6,8) ,Gr (6, )} = €emGm(x.t) , {Gj(x,t), H (x,t)} = Pj (x,t)
{Gj (x,t) , P (x,t)} = &M (2.70)

donde M conmuta con todos los generadores.

La siguiente construccién
llena los requerimientos:

G; = 1n/d3:z:1r(x,t):z:1¢(x,t)

H = %ﬂ—/d“aﬂr(x,t)vztb(x.t) (2.71)
M = m/d“::vr(x.t)d’(x,t)
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siendo m una constante fija positiva. Los generadores dados en (2.67) y
(2.71) nos dan una realizacién del algebra de Lie del grupo de Galileo via

(PP).

Conexién con la descripcién cuantica

Es ahora oportuno resaltar la conexién entre la teoria de campo galileana dis-
cutida aqui con una realizacién del grupo de Galileo via operadores que surge
en la descripcién mecanico-cudntica de una particula libre no-relativista de
espin cero. Primero nétese que cada uno de los generadores en (2.67) y

(2.71) se puede escribir de la forma:

Alpml = [ d%am 0 a (x. 2 ) & (x)

siendo a (x, 38;) un operador diferencial parcial ( o en algunos casos solo
una funcién de x ) correspondiente al generador particular A. De esta forma

(2.72)

tenemos la correspondencia:

A=J; — a=—(x><V)J
A=P; — a=-V;
A=G; — a=mz; (2.73)
A=H — a=_lwo?
2m
A=M — a=m

El hecho de que las A's nos dan una realizacién del dlgebra de Lie del
grupo de Galileo via (PP) esta relacionado con el hecho de que las a’s dan
una realizacién en términos de operadores y via conmutadores de la misma
dlgebra. Si A y B son dos generadores con la forma (2.72), su (PP) puede

ser calculado de la siguiente forma:

={IdPzr(x)a(x. &) GO SdPyn b (y. &) s}
=SBz fBy {nx)a(xg&)sx) .76 (v. )¢}
=Jd% fady [n ) {a (3, &) s x) .76 (yv. &) b0} +
+{me. 7o (3.&) e }a(xF)s060)] =

{4, B}
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=Jd% [y (m(x) [v () {a(x.F2) 606 (v. %) ¢ ()} +
+{a(e &) 7)o (v ) o) +
+rn{rer. (v &)sm}+1{m )M (v. &) s )] a(x k) 2 00)
Notando que de la definicién (2.50) :

4 Ju(x.;;"—); P (x) Jb(y.j";)n(y)
/‘ = 6¢(z) B (2)

/riJz(L (x. T {;z 2:)) ( ay) S (Z)
2o By et

a (x, 0—‘1-) b (yw) {61x) .7 (y)}

I

{a (= %) 8 (x) b (»- (%) v}

]

I

y usando (2.49) obtencruos:

{A.B} = /.ﬁ'm/d"y [vr (x) (h (_v, 50;) " (y)) « (x. o—i) 8 (x—y)—
~(a(x2)e ) =6y, 5 ) 8% (x— 3]

/zl":mr (x)a (x. %) (/d"yé" (x— )b (y. (%) ¢ (y)) -

" i (o0 2) (e s0n (2 ) 000}
foeron o (< 2) o ) - (= )« (o 21

(2.74)

{A.B} = /(ls:z:r () [a. b]_ & (x)

De modo que el (PP) de dos expresiones con la forma (2.72) es otra expresion
de la misma forma con el conmutador de los operadores diferenciales in-
dividuales aparcciendo como el operador diferencial en el resultado final.
Puede verificarse directamente que los varios operadores a’s listados en (2.73)
obedecen las mismas reglas de conmutacién que el dlgebra de Lie del grupo

de Galilco, esto es:
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[= Gex 9y, = e x 9)] _ = €jam (= (e x 93,05

[— (x x V);, —‘Vk]_ = €ihm (—Vm) ;i [V V] =0;
[— (x % V); ,ma:k.]_ = €ikmMTm ; [mz;,mzg]_ = 0; (2.75)
w2 w2
[— (x x ), 2_m] - [—v,-,z—m]_ =o0;
w2
[mz]—, E'rTz] _ = —V; ; Imz;,—V)_ = mdj;

Por ejemplo:

3] 13
[_ (x x V)., —Vk]_ = [Ej"x'a_n' 0_3‘;] @ (x)
o 9 a [2]
= Ejr.zra—ms'a—zk'tﬁ(x) - a_xk‘j”"a_z,."’ ()
o 2]
= —€jrs _“_‘g;j‘)‘srk = —Cjka_g:ii( = €jim (—V (x)),,

De esta manera, combinando estas reglas de comnutacién con la férmula
general (2.74), hemos comprobado la validez de las expresiones (2.69) y
(2.70).

Los operadores en (2.73) se dice que ofrecen una representacién opera-
cional irreducible del Algebra de Lic del grupo de Galileo, y salvo algunos fac-
tores de i ocasionales son prescisamente los operadores que s¢ usan para de-
scribir una particula libre no-relativista de espin cero en mecanica cudntica.

Campos multicomponentes

Ahora brevemente veremos como se extiende esta discusién a campos mul-
ticomponentes. Se tiene entonces la posibilidad de un campo multicompo-
nente ¢, (x,t); suponiendo cque a cada ¢, (x) le corresponde un momento
candnico conjugado . (x) de tal manera que los (PP) fundamentales son:

{#r (30), #s (¥)} {7 (x),7,(¥)} =0
{6 (X) 7o (¥)} = 8046° (x—y) (2.76)
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El \inico cambio en los generadores es que J; adquiere un término de espin:

T = [ @[ 0 (51, 8e () = 70 (0) €sumzn o be (0]

P = —-/dm'lrr(x) e ()

H = Z%n./dazm (x)V #r (x) (2.77)
G; = 1n/d3:z:1r,. () iy ()

M = m fdan ()b (x)

suma sobre indices repetidos implicita. El generador J; puede ser separado
en dos términos:

Jji=L; +8j
con:

L; = - [ dam, (x)fgkm-b‘ka - ()

= f dBzw, (x) (S;),., ¢ (x)

de modo que para satisfacer {J;, Ji} = €jamJm, las matrices de espin (S;)
deben ser tales que:

{L; Lx} = ¢€jomLlm
{Si Sk} = €jkmSm (2.78)
{L; S} = 0

Los generadores en (2.77) son de la forma general (2.72) con la diferencia de
que los operadores diferenciales a (x. 38—) son al mismeo tiempo matrices en el
espacio de representacién de R(3) & E (3) seglin sea el caso. Estas matrices,
salvo factores de i, actian como generadores de las representaciones del
grupo de Galileo via operadores mecanico cuénticos asociados con la des-

cripcién cudntica de una particula libre no-relativista con masa m y espin
diferente de cero.
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2.4 La ecuacién de Weinberg como un ejemplo
de realizacidn.

Como se mostré en el capitulo anterior, para un sistema discreto el conmu-

tador de Weinberg cntre dos observables a (v, ¥*) ,b (¥, ™) se define como:
da Ob 9b Sa

—_————— e —— —— 2.79
OYu OYE  OYr OYR ( )

la generalizacién de esto para sistemas continuos es:

[a.b) =as«b—bea=

. e [ sa . &b b o
fa (¥, 7). b (¥, ¥)] = ./d s (.smk (0 WL () 8% (x, £) 697 (3, £)
(2.80)

Si hacemos la identificacién:

¥(x,t) — ¢(x,1)
W (x,t) — w(x,t) (2.81)

El conmutador (2.80) ¢s formalmente idéntico al (PP) clasico (2.50) (apropi-
adamente generalizado para el caso de campos multicomponentes) de las dos
funcionales a (¥, ¥") y b(¥,¥*). De esta manera las funcionales a (¥, ¥")
que se definen como observables en el marco tedrico de Weinberg, nos pueden
dar una realizacién del Algebra de Lie del grupo de Galileo via el conmutador
(2.80) siempre y cuando se den funciones h, p,j y g, todas ¢llas funcionales
de ¥ y ¥* homogéneas de grado uno, que actiien como generadores del grupo
satisfaciendo las relaciones de conmutacidn:

[p, k] =i, k] = [g.-.gj] =0
[g.R)=1ip . lgi,pjl=1i6; M (2.82)

(i pi] = deijepe - Ui g5] = éeijnge

e, 5] = deijudn
{(donde M conmuta con todos los generadores), que son las relaciones e-
qQuivalentes a (2.69) y (2.70) para ¢l caso en que se maneja cormo campo a

los nimeros complejos en vez de los mimeros reales. Como se mencioné,
cualquier generador en (2.82) tiene que ser una funcional homogénea de

54




grado uno en ¥ y ¥*, aunque no tienen por que ser bilineales en los campos
(2.81) como lo son los generadores (2.77) de la teorfa de campo galileana.

Sin embargo la forma mas sencilla de proceder es tomar a todos los genera-
dores en (2.82), excepto al hamiltoniano &, como idénticos a los generadores

bilineales (2.77):
j [ @2k () [—i (x x V) bur + Sid) @1 ()

i =
p = —i/d%w; () Vs, (x) (2.83)
g = m/dszw; () x W ()
M = m [ @Peup(x) Vi (x0)
Para el hamiltoniano, Weinberg escoge la forma:
(2.84)

o= /d"’z: [_51171\1:; (%) F2@;, (x) + H (T (x).\II‘(x))]

con # satisfaciendo la condicién de homogeneidad:
aH « TH
‘P“‘Eﬁ = \I’kB‘IIE =H (2.85)
¥y tal que conmuta con p,j y g, garantizando asi la validez de (2.82) y

proveyéndonos de una realizacién del dlgebra galileana via el conmuta-
Con la funcién hamiltoniana dada por (2.84), la ecuacién de

dor (2.80).
movimiento (2.57) se traduce en:
d¥i sk 22 o OH (¥, T")
VT + 5% (2.86)

PG T Fr T Tom
que es la ecuacién de Weinberg presentada en el capitulo anterior.

De esta manera, Weinberg logra identificar la estructura formal de su
generalizacién de la mecanica cuantica en su forina ma4ds simple con la propia
de una teoria de campo galileana, y aunque ésta es la manera mas sencilla de
proceder, las diferencias entre esta forma de su teoria y la mecanica cudntica

ordinaria pueden llegar a ser significativas (medibles) como se mencioné en
el capitulo anterior. Es oportuno recalcar que las causas principales que
originan estas diferencias son la manera en que se definen los observables en
la teoria de Weinberg y la forma en que se combinan éstos, con un producto

no asociativo, a diferencia de la mecanica cudntica ordinaria.
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Capitulo 3

Un ejemplo concreto de la
ecuaciéon de Weinberg

En este capitulo se introducen interacciones en e} sistema previamente dis-
cutido de la particula libre. Nos restringimos a la clase de interacciones
mas simples que puedan mostrar efectos no lineales en la evolucién del sis-
tema. Se plantea un problema sencillo cuya ecuacidén se puede tratar en una
sola dimensién y se propone un término no lineal consistente con las suposi-
ciones generales y se introduce en la ecuacién de evolucién, resolviendo el
problema con un método aproximado y comparando la evolucién del sistema
con aquella de la ecuacién lineal.

3.1 Sistemas con una particula en interaccién

Ahora procedemos a discutir la posibilidad de tener un término de interac-
cién en el hamiltoniano. Hacemos la suposicién de que los generadores j,
€, Y P no alteran sus formas con la inclusién de interacciones, esto es, nos
restringimos al caso en que son cinemdticos. Por simplicidad suponemos
también que el término de interaccién V' en la funcién hamiltoniano & es la
integral de alguna densidad local v, la cual es funcién de Wi (x) y ¥} (x)
solamente:

Ve, o) = /d:’:x:v (x)

v(x) = v (¥(x), ¥ (x))

La invariancia de la ecuacién de movimiento ante transformaciones de Galileo
puras requiere que los conmutadores de V' con g; se anulen. Las condiciones
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que surgen del anulamientao de [g;, V] implican que v es una suma de términos
cada uno consistiendo de un nimero igual de factores de W y ¥;. Para ver
esto calculemos [g;, V] :

6 SV 8V &8g;
. = 3, ;5 _ oV 9°g9;
l9;» V] /d 5%V,, Vs, 6%, oV, )
_ /d3 D(‘IYI\I"IJ\I’L) du Qv O(nt\Ilk:cJ\Ilk))
- vy, 8v,, Er

Sv
m f dsz; ("‘maw- ~ Vg

una forma de satisfacer la condicién [g;, V] = O es escoger a la densidad v (x)
homogénea, de grado 1 por ejemplo, en cuyo caso se tiene :

v . Ovu
W"'ETP: Yo s oo, =V
incidentalmente. con v (x) hoinogénea, la condicién [M, V] = 0 se satisface

automaticamente:

(222
M, V] = rn./d I(W"‘O\I" —\I‘mm —»0

Lo anterior nos lleva nuevaunente a proponer a v de la siguiente forma :

v(x) =D p v, (x) (3.1)
r
con s =0,1,2,...; siendo p la densidad:
p(E,07) = Pr P,

¥ v, una suma de términos proporcionales a 1 + s factores de ¥'s y ¥"’s,
por ejemplo:
vo {x) = WronPas

v () = WIF7Vitmn T mPn

etc, con viy, Vikimn CcOnstantes.
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3.2 La particula en una caja y su solucién numérica
aproximada

3.2.1 EIl potencial de interaccién
La funcién hamiltoniana total del sistema en interaccién es, ignorando las
correcciones del hamiltoniano libre provenientes del térmnino 7:

1 nZ 2
h = m/d% [—{;\I’k (x) V3 (x) + v (x)]

¥ la ecuacién de Weinberg es:

., OW s (X) rZ o Bv (x)

t’l—T = —-Z;V Wi (x) + —avi— (3.2)
Nosotros estamos interesados en esta ecuacién porque es la parte del trabajo
de Weinberg en que no se profundiza mucho (él esti interesado principal-
mente en sistemas discretos). Por otro lado, como esta ecuacién involucra
grados de libertad discretos como el espin, y pucsto que el espin se hace
manifiesto a través de campos magnéticos, nos interesan sistemas con espin
en interacciones magnéticas. Por simplicidad escogiimos un sistema de dos
componentes o de espin 1/2. Tenemos una particula de espin 1/2 dentro
de un pozo de potencial unidimensional y sujeta a un campo magnético.
La forma mas simple de proceder seria tomar al campo magnético uniforme.
Sin embargo, Weinberg ha mostrado que para un campo magnético uniforme
¥y débil, exigiendo invariancia rotacional de la densidad de interaccidn, ésta

toma la forma:
- 1
v(x)=pu¥,,(0),,,¥-B . (s =3

con u el momento rmagnético de la particula y o las matrices de Pauli, de
donde se sigue que su ecuacién (3.2) se reduce a la ecuacién de Pauli en este
caso particular, lo que muestra que no puede haber efectos no-lineales en
la interaccién de particulas de espin 1/2 con campos magnéticos uniformes
débiles.

Con esto en mecnte, procedemos a tomar un campo magnético no uni-
forme. Especificamente, el problema estudiado es el siguiente. Una particula
neutra (un neutrén) dentro de un pozo de potencial infinito unidimensional:

g |, O<x<li
V(z)={ o , L0, xz21
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Figura 3.1 El potencial de interaccién

y sujeto a un campo magnético externo con la forma:
B(zx) =6 (x —1/2) Boz

3.2.2 La ecuacion lineal

Primero consideremos el problemna lineal. La ecuacién de Schrédinger dentro
del pozo es:

. OV 2 {

il = (57’; + lun|Bob (x - 5) a:) N

w .
con ¥ = (\Il;) , O escrita por componentes:

L OF  RZ 92, k1 i
RS = — 2T L ()R un| Bod (:r - 5) oy (3.3)

con k£ = 1,2, y donde hemos sustituido a o; por sus eigenvalores (%1). Por
tanto el problemna es equivalente a tener un potencial efectivo dependiente
de la componente de espin:

{ (—1)*! |l Bob (= — é) , O<z<l
o0

Verr (=) = z <0,z =1
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k=1 (espin hacia arriba) k=2 (espin hacia abajo)

Vo = Bo

Vo = m Bo

Figura 3.2 Potenciales efectivos para el problema lineal

Escogemos como tamano del pozo:
1 =10"%m
¥y para el campo magnético un valor de:
Bg =5 x 10° Gauss = 0.5 T
que corresponde a:
Vo = |san|Bo = 5 x 107277 = 3 x 10 %V

con estos valores hay, para cada componente, seis estados estacionarios del
hamiltoniano lineal con energias tales que:

|Bn] < Vo =5 x 107277 = 3 x 10" 3¢V

los cuales estin dados por:

As,l)sen (ks,”::) , D e</2
Tin(z) = B (M — o26Pi-k®2) | p <<
- (=) As‘:’senh (ky(y}):z) , 0z </2
x) =
2m BP? sen (k,(,?) (x — a)) , 2 <sz <

donde:
2 2m,
D = 1/%[5'&[ ; k2 = ”-%f(vo—lEsl)
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Figura 3.3 (a) Estados estacionarios para la componente k = 1 de la solucién
a la ecuacién lineal.
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Figura 3.3 (b) Estados estacionarios para la componente k = 2 de la solucién
a la ecuacién lineal. .

62



y Ask). Bﬁk) (s=m,n,s=0,1,...,5) son constantes determinadas por las
condiciones de normalizacién y de continuidad de la funcién de onda y su
derivada en £ = /2. Las energias estin dadas en términos de las ecuaciones
trascendentales:

para la componente k£ =1 (s = n):

tanh (%zk,‘[-’)) = —‘/1‘1’5,—"' —1 tan (%lkf‘”) , O<E<Vo

para la componente k= 2 (s = m):

1 1 1 .
tanh (—lk.(”) = ————— tan ( =lk}® —Vo< E<O
2" Vg -1 3 ’

Los estados estacionarios se muestran grificaimente en la figura 3.3.

3.2.3 La ecuacién no lineal )
Abhora consideremos la ecuacién no lineal (3.2). Proponemos para la densi-
dad de interaccién la siguiente forma:
2
(wto.w)
[R5

siendo € el pardmetro que mide la no linealidad, consecuentemente la ecuacién
de Weinberg es:

v (z) = |pin|Bob (z: -— %) Tlto, U + 0 (:r: — %)

th—gt— = [2"1 + |[pn|Bob (:r: — -—) o+

Tlo, ¥ o, v\
+eb ("") { Tte 7T T\ ww et

&S, escrita por componentes:

AW _1 k+1 2 — {we?

ih ar Ho¥, + €6 (z ) { —1) 2 |‘I‘1IZ+I‘I’2|2
_ (1|2 — [ ¥a?

T+ w2 ) @4
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donde:
n2 a? k41
Hg = ~5ma2s + (—1) {tn | Bob (:: — —)

es ¢l hamiltoniano lincal. La ccuacién (3.4) es la ecuacién que resolvemos
numéricamente de una forma aproximada. Nétese que esta ecuacién se puede
ver como derivada de un potencial efectivo con un término que depende del
tiempo a través de las componentes de la funcion de onda. Los métodos de
solucién numérica se discuten con cierto detalle en los apéndices.

3.2.4 La evolucién en el tiempo

Con la ecuacién (3.4) establecida procedemos a hacer evolucionar en el
tiempo a la funcién de onda y hacer una comparacién entre la evolucién
lineal dada por (3.3} y la no lineal dada por (3.4). Tomamos como condicién
inicial la superposicién de los primneros dos ecigenestados de la componente
&k = 1, mds la superposicién de los primeros dos cigenestados de la com-
ponente k = 2, correspondientes al hamiltoniano lineal. Si denotamos el
eigenestado n del hamiltoniano lineal con enecrgia E, correspondiente a la
componente k& por ¥2, la condicidn inicial es:

Yo = (¥ + wl) + (98 + wl)

En la figura 3.4 se muestran las graficas de la densidad de probabilidad
|® (=, t) |2 como funcién del tiempo tomando, en el caso no lineal, un valor
para el parametro € de 1.5V . Estas griaficas muestran la comparacién entre
la solucién lineal exacta y la solucién no lineal aproximada obtenida por
dos métodos numeéricos distintos: los de la columna de la izquierda por el
método de la transformada de Fourier acelerada (FFT) y los de la columna
de la derecha por el método de diferencias finitas (MDF'); ambos métodos se
discuten en los apéndices. En ambas columnas las graficas muestran en un
tono claro la densidad de probabilidad de la particula como funcién de su
posicién y del tiempo de acuerdo con la ecuacidén de Schrédinger lineal y, en
un tono obscuro, la correspondiente densidad de probabilidad obtenida con
la ecuacién no lineal (3.4). En todas la grificas se muestran los valores del
parametro de no linealidad € y del tiempo en el cual se calcula la densidad
de probabilidad.

Como es claro de la figura 3.4 los resultados obtenidos con los dos
métodos aproximados comienzan a presentar diferencias evidentes en cuanto
a la forma de la densidad de probabilidad una vez transcurrido un intervalo
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Figura 3.4 Comparativo entre la solucidén lineal exacta (en tono claro) y las
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de tiempo aproximadamente igual a un semiperiodo 7/2, donde 7 se define
como el periodo que presenta la evolucién temporal de la densidad de proba-
bilidad de acuerdo con la ecuacién de Schrédinger lineal (r ~ 1.8useg). Mas
atin, en el caso de la solucién obtenida con el método FFT (columna de la
izquierda) se presentan oscilaciones bruscas (picos), como por ejemplo en la
ultima grafica, y que no aparecen en el método MDF. Una discusién mas de-
tallada de esto se presenta en la siguiente seccion, por ahora baste decir que
tomaremos como mas confiables a los resultados obtenidos con el método
MDPF, por lo que la siguiente figura (fig. 3.5) presenta con mas detalle estos
dltimos: en esta figura se muestran de nuevo, pero ahora en la columna de la
izquierda, las grdficas con la comparaciéon entre la solucién lineal exacta y la
solucién no lineal aproximada obtenida con ¢l método MDF. Por otra parte,
las graficas en la columna de la derecha muestran la evolucién no lineal de
la funcién de onda por componentes, en un tono claro la contribucién a la
densidad de probabilidad total aportada por la componente & = 1 o de espin
en la direccidén del campo, y en un tono algo.mads obscuro la correspondiente
aportacién de la componente £k = 2 o de espin en la direccién opuesta al
campo, de manera que la suma de estas contribuciones es igual a la grdfica
de la evolucién no lineal adyacente en la columna de la izquierda.

3.3 Discusion

En el caso de la ecuacién lineal los dos métodos de solucién numeéricos dan
resultados correctos como se muestra en los apéndices, por lo que cabe pre-
guntarse acerca de la validez de la extrapolacién de los métodos para apli-
carlos a la ecuacién no lineal. Es nuestra opinién que, tratindose de la
ecuacién no lineal, debemos descartar el método FFT en favor del método
de diferencias finitas y las razones para esto las exponemos brevemente a
continuacién, aunque también hay que mencionar que encontramos ciertos
problemas de convergencia en el método MDF que exponemos al final de
este apartado.

La suposicién badsica del método FFT es el teoremna de muestreo (véase
el apéndice A) que expone que una funcién A (t) continua queda completa-
mente determinada al muestrecarla discretamente si ocurre que su transfor-
mada de Fourier h (f) se anula fuera del intervalo — f. < f < f., donde f. es
una frecuencia critica determinada por el tamaiio del intervalo de muestreo.
Este es un teorema notable en el sentido de que muestra que el contenido
tnformativo de una funcién limitada en ancho de banda es, en algin sentido,
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infinitamente mas pequeiio que aquel de una funcién continua en general.
El problema surge al tratar de muestrear una funcién continua que no esti
limitada en un ancho de banda por la frecuencia critica f.. En ese caso
sucede que toda la densidad espectral que se encucntra fuera del rango de
frecuencias — f. < f < f. ¢s ilegitimamente trasladado (superpueste) hacia
ese intervalo por el simple hecho de muestrear discrectamente. Para veri-
ficar si este fenomeno se hace presente en nuestras soluciones sin conocer
la forma analitica de las mismas en el caso no lineal, podemos hacer la si-
guiente prueba. Tomamos la solucién a un tiempo t arbitrario y estimamos
su transformada de Fourier para verificar si ésta se acerca a cero conforme
la frecuencia se acerca a f. por debajo , 0 a — f. por arriba. Si de lo con-
trario, la transformada se acerca a un valor finito, entonces probablemente
hay componentes fuera del intervalo critico que han sido superpuestas a
la verdadera transformada contaminando la solucién.

Primero hacemos la
prueba con la solucidén exacta a la ecuacidén lineal. La figura 3.6 muestra las

partes real e imaginaria de la transformada de Fourier de una de las com-
ponentes de la funcién de onda a distintos tiempos. Nétese que la condicién
inicial (¥ (t = 0) ) esta limitada en ancho de banda y las grdficas siguientes
muestran que la funcién de onda lo sigue estando para t > 0. En contraste
la figura 3.7 rnuestra que la transformada de Fourier de una de las compo-
nentes de la solucién no lineal comienza a aproximarse a valores finitos en
los extremos del intervalo critico, y ésta es la razén por la que creermos que
el método no es aplicable para resolver la ecuacién no lineal; esto es, alin y
cuando la condicién inicial esta limitada en ancho de banda, la evolucidén en
el tiempo gobernada por la ecuacién no lineal genera funciones de onda que
no estan limitadas en ancho de banda.

Finalmente discutimos brevemente la aplicabilidad del método MDF.
Nuestra opinion es que la aplicacién del método a la ecuacién no lineal es
admisible aunque la utilidad practica es discutible porque crecemos que el
método converge lentamente; por ejemplo, dividiendo el intervalo de tiempo
basico ( At = 10~7 seg ) entre grafica y grafica de manera que el algoritmo
utilizara 102, 103 o 10? iteraciones para cubrir el intervalo At, los resultados
obtenidos con 107 iteraciones comenzaban a diferir notablemente de aquellos
obtenidos con 10? iteraciones ya en la cuarta grifica (t = 4 x 10~ 7seg);
mientras que aquellos con 104 iteraciones comenzaban a diferir de los de 103
iteraciones ya en la sexta graifica (t = 6 x 10~ 7seg); en contraste, en ¢l caso
lineal bastd con dos mil iteraciones para obtener los resultados del apéndice

B, lo que da una idea de la convergencia del método con la ecuacién no
lineal.
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Re Fourier ( fil(t) ) Im Fourier ( fil(t) )

Re Fourier ( fil(s) )

Figura 3.6 La transformada de Fourier de la componente k = 1 de la solucién
exacta a la ecuacién lineal. El momento critico corresponde en la escala de
la figura aprox. a 8. 73



Re Fourier ( fil(t) ) Im Fourier (fil(t) )

Re Fourier ( fil(®))

Re Fourier ( fil(s) ) Im Fourier ( fil(s) )

Figura 3.7 La transformada de Fourier de la componente k = 1 de la solucién
aproximada FFT a la ecuacién no lineal. E! momento critico en la escala de
la figura es aprox. 8. 74



Conclusiones

Hemos descrito una posible extension no lineal de la mecdnica cuantica,
desarrollacda por Weinberg(1], sus consecuencias directas y hemos aplicado
sus ideas a un problema particular. Aunque la estructura formal de la
teoria no lineal es muy completa, aiin no es del todo aceptable. Existe por
ejemplo, el problema de no poder inferir de manera nica una distribucién
de probabilidad partiendo de los valores esperados de las potencias de un
observable. La caracteristica principal de la tcoria no lineal es la no aso-
ciatividad en la composicién de observables, y es de esta caracteristica de
donde se desprenden las diferencias mas notables con la mecdnica cudntica.
Pero la no asociatividad también trae como consecuencia una ambiguedad
en la definicién de la n-ésima potencia de un observable, lo que lleva al prob-
lema mencionado arriba. As{ pues. el rasgo que le da a la teoria no lineal
su forma general (un producto no asociativo) parece ser el mismo del cual
se desprenden los detalles no deseables el formalismo.

Hemos visto también como se conectan los conceptos y las ideas ma-
tematicas de teoria de grupos con las respectivas de simetrias en fisica y
como e¢sto nos presenta una herramienta poderosa. La aplicacién de esto
en este trabajo resulta en la invariancia Galilcana de la teoria no lineal,
¥y es este hecho lo que hace de ella una teoria muy atractiva. Esto es asi
porque podriamos ahora sugerir una extensién hacia el dominio relativista
esperando sacar provecho en general del nuevo punto de vista.

Finalmente, es plausible esperar cjue en la evolucién del sistema fisico las
caracteristicas principales de los efectos causados por el término no lineal
se hagan evidentes para tiempos largos, una vez terminados los rasgos tran-
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sitorios (si los hay) que pudieran no tener mucha importancia en el com-
portamiento asintdtico del sistema. Desafortunadamente, en este trabajo
no nos fue posible presentar los rasgos asintéticos de la evolucién temporal
puesto que nos encontramos con varias dificultades de caracter técnico, por
asi decirlo. Como se ha explicado, al tratar de resolver la ecuacién no lineal
con los métodos numeéricos tradicionales no se obtuvieron resultados com-
pletamente satisfactorios, lo que muestra en cierto grado la complejidad y
riqueza del problema. Tenemos que mencionar que tratamos con un sistema
continuo, y como cualquier método numérico necesariamente discretiza en
el proceso de solucién, podriamos conjeturar que existe la posibilidad de que
algunos rasgos esenciales que distinguen a los sistemas continuos de los dis-
cretos probablemente se estén perdiendo, junto con la informacién contenida
en ellos, al discretizar.

Todo lo anterior es un indicio de que probablemente surgen diferencias
fundamentales al pasar de un sistema discreto a uno continuo.
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Apéndice A

La Transformada de Fourier
Acelerada

Esta parte se ha escrito con el propésito de presentar de una manera breve la
idea basica detras del método numérico FFT utilizado para resolver de forma
aproximada las ecuaciones estudiadas en este trabajo. Se hace incapié en lo
que consiste especificamente la aproximacién del mdétodo y en la descripcién
de sus fundamentos basicos. Asi mismo se muestra una conmparacién entre
soluciones aproximadas y exictas para un ejemplo particular con el fin de
dar una estimacién de la presicién el método.

A.1 Motivacidn
Considérese la ecuacién de Schrédinger en una dimension :
-, O (z, ) >
th = Hy (z,t)
si H no depende explicitamente dcl biexnbo la solucién formal esta dada por:
Y (z,t) = e~ #fy (2,0) (A.1)
considerando el desarrollo :
eArE o AgB—tliB] .
si el hamiltoniano tiene la forma :

P2
H="—+V(z)
2m
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entonces la solucién se puede escribir como :

v ={etsn kv mlV Ly o)

La aproximacién del método consiste en suponer que al resolver numéricamente
la ecuacidén anterior, el intervalo de tiempo At bisico entre cada iteracién
puede hacerse lo suficientemente pequerio conio para aproximar las exponen-
ciales cuyos argumentos tienen factores de t a una potencia mayor o igual a
dos, por la unidad. Entonces la solucién aproximada es :
¥z, t) = e~ FVem kiR y (2,0) (A.2)
R . - 52
Alora, en el espacio de configuracién la accién del operador e®?” sobre la
funcién de onda ' (x,0) ¢s equivalente, en el espacio de n\ornentos.. a mul-

tiplicar la transforinada de Fourier de ¢ (x, 0) por el nimero e""

donde p
son los eigenvalores del operador p :

eP ey (x) =< zle’s W >=< z|e®’|p >< pl¢p >= eP’ < zlp >< piy >

o simbélicamente :

ey (x) = F' {”v (m} = F~1 {" F {w (2)}}

donde F'y F~! denotan a la transformada de Fourier y su inversa respecti-
vamente, de modo que la solucién aproximada es :

v )= etV (P {em ki P (v (2,00} }) (A.3)

La importancia practica en csto es que existe un algoritmo denominado la
transformada de Fourier acelerada ( FFT por sus siglas en inglés ) bastante
riapido para calcular la transformada de Fourier de una funcién previamente
muestreada en un conjunto de puntos discreto.

A.2 El algoritmo FFT

Comenzarermnos por mencionar el siguiente teorema de muestreo : Si una
funcién h (t) continua, muestreada en intervalos A,, ocurrc que esta limitada

a un ancho de banda de frecuencias menores en magnitud que la frecuencia
critica de Nyquist : 1
Je= _2A‘
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- Sf(x)

X

- Ax —
< L - - >
Figura 1: Una funcién muestreada cn intervalos Az,

esto es, i (f) = O para toda |f| > f., entonces la funcién . (#) esti comple-

tamente determinada por sus muestras i,, = h(nd,) , n=0.1,2,... ,N—1.
Esto traducido al espacio de configuracion es :
27
ke =
°T 248,

de donde el momento critico es :

2nh
Pe = 5 (A.4)
Entonces el teorema asegura que si una funcién continua ¢ (x) muestreada en
intervalos A, (ver fig. 1) es tal que ¥ (p) = O para todo |p| > p., entonces
¥ (z) estd completamente dcterminada por sus mmestras ¥x = 9 (kAz),
k=0,1,2,...,N —1, siendo N = L//A; ¢l nimero de puntos de la muestra.
El intervalo A, estd dado entonces por :

OHp=FLe = T2 T (A.5)

ESTA TES#S N8B ©oise
SAMR BE (4 BIBUBTECK
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El siguiente paso es aproximar la transformada de Fourier por una suma
discreta :

- o . - N—1 ;
b = [T @ ebrde = b () = 3 W (e efrera,
ihad k=0

en donde se define :

T = kA,
_ 2whn N N N
mENaA, 0 "TTm T theew
Es facil ver (ue con esta definicion p, corre desde —pe hasta p., entonces :
oy = 2nhn
PaTyp = N

de modo que : .
Y pn) = HDaHy
donde :

N—1
Hy= 3 W () FE (A.6)
k=0
es la transformada de Fourier discreta de N puntos # (z4). Nétese que
H,+n = H,, i. e. H, cs periddica cn 72 con periodo N. Definase W = elﬁ",
entonces (A.6) se puede escribir como :

N—1
=3 Wty (A7)
k=0
donde :
Wi = b (xy)
como H, es peridédica en n de periodo N, podemos hacer correr nn desde 0
hasta N — 1, teniendo en cuenta que entonces momentos positivos (0 < p <
pc) corresponden a 1 € n < % — 1, momentos negativos (—p. < p < 0)
a -2- +1 < n< N-—1, momento 0 a n = 0 y finalinente para n = 4

2
corresponden ambos p = p. Y p = —p.. La ecuacién (A.7) se puede escribir
entonces como una ecuacién matricial :
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Hy o
I, an mN &

YN -1

donde la entrada a,i de la matriz es la constante W clevada a la potencia
n x k. Dec esta manera el cdlculo de las H, aparentcinente es un proceso
que inveolucra N2 productos, es decir, es un algoritmo de orden N2, Sin
embargo, la ecuacién (A.7) se puede manipular de la siguiente forma :

Hx_y avy s anw

Drring L
H" = Z elvrluwwk
k=0

2 L B &
— Z 62"".-”7‘_‘-1[)2’; 4+ wn Z 61""'7‘751/’21\4-1
k=0 k=0
= HR+W"H, (A.8)

donde H? denota la comiponente n de la transformada de Fourier de N/2
puntos formada tomando las componentes pares de las ¢ s originales, mien-
tras que Hf, cs la transformada correspondiente de los N/2 puntos tomando
las componentes impares. Obsérvese que aqui 12 va de cero hasta N — 1, de
modo que ambas H¥? y H} se repiten por dos ciclos para obtencr todas las
H,,. El punto importante de todo esto es que el algoritmo es recursivo, de
tal forma que podemos definir :

>, pi i i
HIP | HE y H,)” , H}
como las respectivas transformaciones de N/4 puntos parcs e impares y asi
sucesivamente. Ahora supéngase que N = 27 para algiin o natural, entonces
aplicando el algoritmo « veces obtenemos :

L= 8% -4 RELT - STEN—. .
Hio = ¥;

para alguna j, cu donde o; = p 6 i. Nétese que 37 es independiente de n,
por lo que podemos prescindir de este subindice en la ecuacién anterior :
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Ho103% = o (A.9)
Ahora lo que resta por hacer es averiguar qué valor de j corresponde a cual
combinacién 1oz« - - g de p's e i’s. La respuesta es : témnese la coiubinacién
o102 - -+ T4 € inviértase el orden , substitviyasc cadapcon Oy cadaicon 1 y
el resultado sera igual a j expresado en binario :

J = 06a0a_1---020;

Entonces, jcudntas operacioncs son en realidad necesarias para calcular H,,?
Consideremos un ejemplo particular : N = 22 = 4. Arreglemnos los puntos
¥j en un vector columna de acuerdo a su lugar :

2] 3 R[] H)
Yo 00— 300 Yo HPP
¥ 01 01 1 _ HP
N 10——<10 o = | gir
b3 11—y 11 P3 Hi

si recordenamos ¢l vector columna de acuerdo con :
R[j] = Rlogo1] = o102

obtenemos las H9192 como en la ccuacién (A.9). Ahora, combinando las
entradas como se muestra a continuacion :

Hre
HPE F 2
s ” H
Hir H—=Hn
HY
y usando las ecuaciones :
H} = H" + W"H>

H = H" + W"H"

obtenemos H, como :

He HE+ W H]
= HP”+w" (HP + HP + WP H)
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Por tanto, el nimero de operaciones multiplicativas que se requiere hacer
para obtener H,, en este caso es 2 = logaN. Como esto se tiene que repetir
N veces para obtener todas las H,, el algoritmo total requiere de Nlog N
operaciones. Esto de hecho ocurre en el caso mas general : si N = 29,
entonces el algoritmo FFT es un algoritmo de orden NlogsN.

A.3 Un comparativo

Finalmente mostramos a continuacién una comparacién entre las soluciones
exacta y aproximada FFT para un problema particular. El problema re-
suelto se discute en detalle en ¢l capitulo anterior y es el de una particula
ncutra de espin 1/2 en un pozo de potencial infinito y sujeta a un campo
magnético no homogéneco. Se resolvié la ecuacién de Schridinger lineal
tomando como condicién inicial la superposicién de un nimero finito de
eigencstados de la energia ( cuatro ) lo que permite tener la expresién exac-
ta de la evolucién temporal del sistema y compararla con la obtenida con el
método aproximado. Las griaficas comparativas se muestran en la figura A2,
que procedemos a explicar. Esta figura es un comparativo entre la solucién
exacta y la solucién aproximada FFT al problema miencionado arriba. To-
das las graficas muestran la densidad de probabilidad de la particula como
funcién de su posicién y del tiempo. Las figuras en la cohimna de la izquierda
presentan la comparacion directa de las dos soluciones, la aproximada en un
tono algo mds obscurc que la exacta. Las figuras en la segunda columna
presentan a la solucién aproximada por componentes, en un tono obscuro
estd la contribucién a la densidad de probabilidad de la componente de espin
hacia arriba y en un tono claro la respectiva de la componente de espin ha-
cia abajo, de manera que la suma de estas dos contribuciones es igual a la
grdfica de tono obscuro del lado izquierdo. En todas las grificas se mues-
tran el valor del campo magnético en el lado derecho de la caja (recuérdese
que el canipo es una funcién escalén a la mitad de la caja) y el tiempo en
el cual se calcula la densidad de probabilidad, el cual corre hacia abajo de
la figura. La primera grafica a t = 0 es desde luego idéntica para ambos
métodos puesto que es la condicién inicial; conforme avanza el tiempo es
claro que se va perdiendo presicién en la solucién aproximada, la cual por
cierto corresponde a cien iteraciones por figura.

Noétese que la evolucidn es periédica en el tiempo, y de acuerdo con los
tiempos mostrados en las grificas el periodo de evolucién es de aproximada-
mente 1.8 x 10~% segundos. Como en la funcién de onda inicial tenemos
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| Psi (x) 172 FFT vs exacta

teOsmg 80 = 5600 Gause
apaiton = 0

Vi 3,
< S - x
| Psi (x) 172 FFT vs exacra
510 0eg 8o = 5000 Gauss
apsion = O

y ~ .

I Psi (x) 172 FFTvs exacta
0ok Bo = 5000 Gauss

opmicr - O

SN

I Psi(x) /"2  FFTvs exacta
a-m; 80 = 5000 Gauss

apeitan = O

x

1 Psi (x) I"2FFT por componentes

e Oseg 8o = 5000 Gaves
wpaiion - 0

| Psi (x) 1*2FFT por componentes

4 0seg B0 = 5000 Gauss
opeion = 0

| Psi (x) I1"2FFT por componentes
510 sag Bo = 5000 Gaues

opadon = O

I Psi (x) \"2F FT por componentes
= Bo = 5000 Gaves
opeion = O

Figura A2 : Comparativo entre las soluciones exacta y aproximada (FFT).
Para mayores detalles ver texto en la pdgina 81.
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t Psi (x) 172 FFT vs exacta
l'-} va."- B0 » SO00 Gevan
wpmiton = O

FFT vs exacta
Bo « 5000 Gavar
apmiton = 0

 Psi (x) 12

= -
V5 10 amg

{ Psi(x) 1*2  FFT vs exacta
- 80 - £000 Gaves

) Psi (x) 12 FFT vs exacla
£% 1oy 8o - 5000 Geuss

Figura A2 : Continuacién.
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| Psi (x) 1*2FFT por componenies
4% 100 B0 = 5000 Gauwe
apeion = &

| Psi (x) 1" 2FFT por componentes
s 1o 80 - 5000 Gaves
pwion = O

| Psi (x) \"2FFT por componentes
"% 1055 B0 = 5000 Gaves
apaion ~ 0

| Psi (x) \A2F FT por componenses
Y om0 Bo = S000 Geves
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| Psi (x) 1~2

i Psi (x) 122 FFT vs exacta

L) -
2410500 80 = 5000 Gaume
-pailon = O

FFT vs exacta
Y 10ma Bo « 5000 Gaues
apaion = 0

‘,/\\ /”\‘\\
S NS

| Psi (x) 172 FFT vs exacta

410 00y 80 = 5000 Gaues

opaiion = 0

\P3i(x) "2 EFTys exacta

te & Gaves
33 10 2wy @o - 5000
—cr = 0

Figura A2 : Continuacién.
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la
superposicién de dos cigenestados de la energia por componente de espin,

esperamos que el periodo de la e¢volucidén esté dado por la diferencia de
cnergias de los cigenestados:
27h
T 2T
1By — Eo|
De la figura 3.3 del capitulo anterior encontramos que para ambas compo-

nentes :
|E —~ Ey| = 3.56288 x 10~y

de manera que : _
T = 1.85975 x 10" %scy

como se esperaba.
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Apéndice B

El Método de Diferencias
Finitas

Esta parte describe el segundo método de solucién numérica (el método
MDF) utilizado en este trabajo. Como en ¢l apéndice anterior se describe
en que consiste el algoritino y se hace una comparacion entre soluciones
aproximadas y soluciones exactas a la ecuacién lineal de Sclirddinger.

B.1 Descripcién del método

Como se explico en el apéndice anterior, la solucién formal a la ecuacién de
Schridinger:

., O (T, t

in b (T, t)

5 = H (z.t)
estd dada por:
¥ (z,t) = ey (2, 20) (B.1)
donde § = l_—h_‘_n Consideremos quc el hamiltoniano tiene la forma :
aA=2 4y (x)
2m

¥ designemos el tiempo por un superindice n y la posicién espacial por un
subindice j: ¥ (z,t) — 3}. Los valores que toma la variable continua x
son entonces muestreados y representados por je donde € es el tamartio del
intervalo de muestreo y 57 = 0,1,2,... Similarmente, la variable temporal
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se representa por nd siendo § el intervalo temporal basico y n = 0,1, 2,...
Considerese primero la variacién espacial de la funcién de onda vj; para
este propdsito suprimimos el indice temporal n.. Haciendo las expansiones
en serie de Taylor:

1. 1. .
Yiv1 = Yy + e + 5621.6';' + gf"w.',-" + O (e‘)

1 1.
Yi—1 = — el + 552 - EEJ'([!;!’ + O (c")

Sumando estas expresiones y manipulando un poco obtenemos la expresion
estandar :

" o2 1 .
vi= (a—;% = [ — 20 +w;m]+ O (&)
;e

Esta expresién para la segunda derivada de ¥ evaluada en ¢l punto x = @ =

- 12
je entonces reemplaza a g—]‘-‘y cen Hy y @

nz 9 ,
_ij = [(‘211(’77'2_-—‘)'/’]1_

1
= e =295 + Y]l = Vi, (B.2)
2
siendo £2 = "—(L_‘z—'ﬂ Para tratar la evolucién en ¢l tiempo reemplazanios el
operador de evolucién temporal e~ ¥/ por la aproximacién unit:wia conocida
como la forma de Cayley{4] :

1 — yisH
eI 'TF‘
1+ 3i6H
Entonces la ccuacién (B.1) :
n+l . —idl 1
»? = et yn
se aproxima por:
a1 _ 1 — LisH

7 1+ 4i6H

&7
L

89



(1+ Jisrr ) wp+t = (1 - ZisH) w7 (B.3)

Expandicndo esta ecuacién y usando (B.2) se obtiene la ecuacién de difer-

encias :

(B.4)

donde A = 252/6. Esta ccuacidn de diferencias es estable y unitaria, aunque
implicita. Existen varias técnicas para resolverla. La que adoptamos aqui
involucra manipulaciones algebraicas y se describe en detalle en la referencia

{5}-

iR+ (A~ 2V — 2) wPtt pur = —ul + (A + 2V + 2) uf —up

B.2 Otro comparativo

Finalmente hacemos la misma commparacién entrc las soluciones exacta y
aproximada ya realizado anteriormente pero esta vez con el método MDF.
Los resultados se muestran en la figura Bl, el nimero de iteraciones entre
grifica y grifica es de dos mil y las condiciones del problema son exacta-
mente las mismas ue para el método FFT. Los resultados son igualmente

satisfactorios para este caso lineal.
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| Psi (x) 1~2

MDF vs exacia
t= Oang o = SO0D Gause
opedan « O
Pl ~ ’
VAN /
| Psi (x) 1”2
MDF vs exacia
5710 000 80 = 5000 Guss
apwion = 0
| Psi (x) 1722
MDF vs exacia
6710 000 80 = 5000 Gavss

apeion - 0

yee \//\\/"

| Psi (x) 102
MDF vs exacta
" 10 ke 80 = 5000 Geume
ap——n - O
~

/N

Figura Bl : Comparativo entre las soluciones exacta y aproximada (MDF').

x

| Psi (x) 1”2

MDF por componentes
I Ex-2 ] 8o = 5000 Ganwss
apailon = 0

i Psi(x) 172

MDF por componentes
S 10 s00 Bo = S000 Gausn
apmaion « O
o .x_
| Psi (x) |1~2
MDF por componentes
5% 10 nag Bo e 5000 Gaves
apston = 0

| Psi (x) {72
MDF por componentes
5710w 80 = K000 Gaum
opalion = O

Para mayores detalles ver texto en la pagina 90.

91




1 Psi (x) 1~2 I Psi (x) Ir2
MDF vs exacta M,

'DF por componentes
REEE- B0 = 5000 Gacms Y2103 B0 « 5000 Gaves
A = O apadion = 0
/\/\ . » L
: | Psi (x) 1°2

| Psi (x) 1n2
MDF vs exacta MDF por componentes
5 10 a9 Bo = 5000 Gaves Si05g Bo = 5000 Gauss
oewion « 0 ocaion = 0

VN

AN -
—s / N . :

: - L
| Psi (x) 12

1 Psi (x)1~2
MDF vs exacta MDF por componentes

Y1055 Bo » 5000 Gauss Y 100 B0 = 5000 Gaves
araiion = 0 acaion =0
] \
] s x L S e L Newnd
| P2i (x) 172 | Psi (x) 172
MDF vs exacta MDF por componentes
L= 10 g B0 = 5000 Govas 5 105 Bo = 5000 Gauws
—onilon = O opadon « 0
AN .
Figura Bl : Continuacién.
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| Pxi (x) 172

| Psi (x) 1°"2
MDF vs exacta MDF por componentes
Ferodg h-“?:@- $et0me n-lﬂ:’a-
° B RN - N
e P < o
/\/\\ P
, = L
| Psi (x) 1~2 | Psi(x) 182
¢ MDF vs exacta MDF por componenies
"m'rvo:u Bo = 5000 Gauss 5'710.{, 80 « 5000 Gaues
—mion = O |pason = O
/ N\ / x
| Psi (x) 1°2 1 Psi(x) 122
¢ MDF vs exacta MDF por componentes
000 Bo = 5000 Gauss (AP Bo = S000 Gaves
apeiion = O apawon = 0
S — 7 .
x - x
| Psi (x) 172 | Psi (x) 172
MDF vs exacta MDF por componenites
fi'avo‘.q Bo = 5000 Geuss 'J.J!O;aq Bo = 5000 Gawes
apasion = O apeton = 0
/\/\//\‘; s
x

Figura Bl : Continuacién.
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