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Introducci6n 

Este ti·abajo trata. sobre una. posible extensióu. no lineal de la mecánica 
cuántica. ordinaria propuesta. poi· S. Wcinbcrg en 1080(1]. Crec1nos que un 
terna de esta uatura.lcza es in1portante por varias razones. En primer lugar 
porque es un tc111a de inte1·és general, la literat.ura. sobre ecuaciones tipo 
ScrOdinger con ténninos no linea.les es extensa y 110 hay una línea. de trabajo 
bien definida. Nosotros c11focn.n1os nuesti·a atención en la propuesta dP- Wein­
berg porque es un hitt?nto de sentar en una ba..._<;c teórica sólida una n1ccánica 
cuántica no liucal para Juego coufronta.r sus predicciones <lircct.a111c11tc con 
el cxpcdu1cnto y pasar 1:ná.s allá del á111bit.o purnment.r. teórico. 

Es ilnportante adeni,;:i.s porque en una. teoría no liuca.l el principio de 
superposición no es válido dr. entrada, y la.., pa.ru.doja.s a que da lugar este 
p1·incipio en mecánica cuántica. ordinaria no llegarían a plantearse. 

Por otro lado con una teoría no linea] Jo suficienten1entc estructurada 
como para poder hacer predicciones teóricas susceptibles de con1probación 
experiment.al, estrunos probando de una manera indirecta a. la mecánica 
cuántica dP.sde sus ba.....,es más prnfun<la.s:, puesto que cualquier predicción 
erronea de Ja generalización no lineal es al 1nisrno ticn1po un scilalamiento 
hacia la naturaleza lineal de las cosas. 

Comenzamos con una descripción <lel trabajo desarrollado por Weinberg, 
]as ideas básicas, el foru1a.lismo y una breve descripción de los 1.·esultados de 
uno de los varios experhncntos que desencadenó su propuesta.. Una. de las 
características más notables de esta teoría es que consta de una estructura 
básica. suficientement.e rica y formal como para poder obtener de una forina 
natural cantidades que se conservan por principios de simetría, y esto es 



posible porque el contenido formal de la teoría. permite introducir fá.cihnente 
álgebras de Lie como en mecánica cuá.ntica. Otra de las características 
interesantes de la teoría no lineal es que los sistemas discretos resultan ser 
sistemas hruniltonianos clásicos. 

Más adelante se hace notar como los conceptos de simetrías y teoría de 
grupos forinan un lenguaje adecua.do y poderoso con el que se puede obtener 
gran provecho de las ideas, por simples que estas parezcan. En particular se 
pone énf'asis en el grupo de Galileo y se dan algunos ejemplos de invariancia 
de Galileo. El prop6sito de esto es hacer notar como la estructura formal de 
la teoría. no lineal es tal que la teoría resulta invariante de Galileo, y ésta es 
una. de las característica.a principales que la diferencía.n de otras teorías no 
lineales. · 

Fina.ln1cnte se discute un ejemplo concreto al cual se aplican las ide&.~ 
de Weinberg con el fin de mostrar que tan diferente puede ser el punto de 
vista no lineal con respecto a la mecánica cuántica. ordinaria. El probleni.a. 
particular es el de una partícula en un pozo de potencial unidimensional 
y sujeta. a un Ca.Dl.po magnético. A diferencia de los problemas tratados 
por Weinberg en los que s6lo se t.oman. en cuenta. sistemas discretos~ en 
este problema considerarnos un sistema continuo y tratamos de resolver, de 
una. forma aproximada, la ecuación no lineal resultante con dos métodos 
numéricos distintos, haciendo un análisis de la aplicabilidad de ambos. 
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Capítulo 1 

Formalismo 

El presente capítulo está basado complcta.incnte cu un artículo de Stcven 
Weinberg publicado en 1089[1] en el cual se presenta un 111a.rco general para 
introducir correcciones no lineales a la 111ccá.nica. cuántica. Está. escrito con 
la finalidad de introducir el for1na.lisrno básico de la teoría en la cual se ba.sa. 
el resto de este trabajo. tna.s no se prct.cndc dar uua. dcscri¡>cióu exhaustiva 
y cnmplet.a del artículo odginal del que se to1nó. 

Se con1ienza. <lcfinicudo las funciones de onda y los observables físicos y In 
1na11era en que estos se 111auipulan 111ateut<l.t.ic:a111cut.c. Se propo11c cuto11ces 
el operador de evolucic>r1 te1npural del cual :se ohti<n1e In gcu•?ralb~n.c:i6n no 
lineal de la ecuación dr SchrOdingcr dependiente del tic1upo. c:o1npa.raurlo 
las similit.udcs y diferencia .. ~ de esta. teoría y la mccánic:a cuántica. Post.e­
rior1ncnte se definen los estados propios y valores propios <le un ohscrvab!c 
físico. En particular se D1.ucstra corno es la depcndcucia. t.c1nporal <le uu 
estado con un valor da.do de la energía. Finahncnt.~ se oht.icn.c la ecuacióu 
de SchrOdinger no lineal que se aplica para una partícula libre y se n.1ucstran 
una clase de soluciones para las cuales se a.na.liza el caso particular de uu 
siste1na de dos co111poncntes. 

1.1 Funciones de onda y observables. 

Tanto en el formalisruo desarrolla.do por WcinbPrg co11.10 eu la. 111cccí..11ica. 
cuántica, los estados físicos se rcpreRentan por rayos en un espacio vectorial 
complejo y los observables por Ja....¡; funciones generadora..~ que transforn1an 
a estos rayos, pero estas tra.usfor111acion~s no son en general lineales en el 
nuevo formalismo. 
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Concreta.inente, e] estado de un sistema físico se representa por una 
funci6n de onda compleja 1/J. Por el momento supondremos que 1/J es funci6n 
de una variable discreta k que torna va.lores 1,2, ... ,N sin tomar en cuenta los 
grados de libertad de desplazrunicnto espacial. 1 De esta manera la funci6n 
de onda tP queda determinada por el conjunto de componentes 'f/.1k· 

En méca.nica cuántica los observa.bles se pueden representar por matrices 
henniteanas (A1t-1) , o equivalentemente por funciones reales bilincalcs: 2 

(1.1) 

Esto se generaliza representando ahora a Jos: observables por funciones 
reales a (1/J, ..p·) no neccsa.rirunente bilineales, aunque es conveniente retener 
Ja característica especial de la n1ccá.nica cuántica. de que pa.ra un número 
cotnplejo arbitrario ..\ distinto de cero, 1/J y .'A.1/J representan el misn10 estado 
ñsico. Pa.ra esto es necesario que dichas funciones sean homogéneas de grado 

1 en .,¡,, y v,·. en el siguiente sentido: 

a(>. . ..¡,,.,¡,-) =a (.p, ;....¡,•) = ÁCL (..p, ..¡,· ¡ 
A este respecto hacemos notar qut;> no es necesario que- a (l./•, rp•) 

para ser hon1ogenea. Por ejen1plo. tó1ncse la función: 

a (r.P. w·) = tPA:VJiG1t:1rnntPmtl-•u 
.Pi.Pk 

(1.2) 

bilineal 

Ja cual es daranl.ente honl.ogénea. de grado l y sin e1nbargo a ( tP + "\:.e·) :¡/:. a (.P. e·)+ 
a C\.,e•), de n1odo que a no es bilincal. 

'Es decir, tonuuno• un sisten>a de N con>ponentea ( :~) del cual se ha separado 

la dependencia espacial de Ja fuuci6n de onda. Más tarde se considerará. trunbién el caso 
de una dependencia continua en la posición de la función de onda "'" (x). Ta.Dl.bién una 
dependencia te111poral queda implícita en ,P¡,. 

:J:En la ecuación (1.1) y subACCuentemente se to01a la convenci6n de que suma.a sobre 
índice. repetido& quedan bnplícitas. Eata ecuación, dentro del contexto en que ae maneja 
no e. m .. que d valor iesperado del observable A: <A>-. =<tbf.4.Jt,l•> , el cual es real para 
toda .p y adeniás, visto co.rno Cuncióu de I/.• y .p• es clatlUlleute biliueal. Nótese que en el 
cuo máa general debemos reemplazar la ecuación 1.1 por: 

<A>• = f d3x\lli. (x) A¡,1\111 (x) 
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Puesto que..¡._, tiene corn.ponentcs 1/;1, ... , ..PN podemos escribir: 

<•(1/1,1/J") = a(1/-•1, •. . ,1/JN,1/Ji, •.. ,1/JÑ) 

entonces: 

y su diferencial es: 

d ( )..·'· .. 1.•) - 8 ª ()....¡,, ,¡,•) d (:X·'· ) + {)a (:X1/J, ,¡,·) l- 1·" a .,,, .,, - 8 (:>..1/Ji..) ..,,. a,¡,~ < '+'k 

de 1nodo que: 
8a(>.</•,·c/J") _ ,¡, Da(:>..1/1,1/J") 

8:>.. - k D(:>..1/Ji..) 

Por ot1·a parte, usa.ndo la. ho1nogcucidc.\d de cL (·IJ-1,·tj,1•) (ccuació11 (1.2)) obte-
ne1uos: 

8a(~~·1/J") =a(t/J,1/J") 

co111bi11ando C8ta.s dos í11t.ima ... -.; ecuaciones: 

(1.3) 

1nult.iplica.ndo run.bos lados de esta ecuación por A y usan.do 11nevn.n1e11te 
( 1.2) cu.co11t.ra.1nos: 

ó en general :3 

..Pk 8 ª <;/;;k..¡,•) = a (V'.,¡,·) 

El resultado análogo para ·«J.1* es: 

De esta. nu\.uei.·a la. condición <le ho111ogcucida.c:i l 1.2) es equiva.lP.nte a: 

3 Este 1nituno i-~Hultado t.<"' pu•\o haher obtenido ele la ecuación (1.3) haciendo ..\ = 1, 
i>nt.~to <tne t:sUt. ecua.cióu es válida. pura tuda. ~\. 
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(1.4) 

Esta.s funciones a {1/J.1./1·) fonnan un. álgebra. si se <lcfiuc la sunu\ de fun­
ciones y la 1nultiplica.ción de fuucioucs por escalares <le la. n1a..ucra. usual: 

(a+ b) (1/•.1/•") = a(l/,.·¡/J") + ú(,P.tVl 

((a) (l/" </o")= (a (..p,..p· ¡ 

y a.demás la composición de funciones co1110: 

(1.5) 

Esta últin1a. definición est.á n.1otivada por In un1lt.iplir.a.ció11 inatricia.I unli­
naria, por cje111plo si a y /, fucrau biliueal,~s: 

entonces: 

de n1odo que: 

Da ( ..¡.· • ..¡,· ¡ 

ª"'<· 
Ob(-</•.4•") 

01N; 

Da DI' 
1

... 
1 a• b = D411... Dt/•k = ·c¡,·,,,A,,,J..D1..,,·"'" 

ó en forma. matricial: 
a•l1=,¡,tADl/• 

( 1.G) 

(1.7) 

Así .. ve1nos que la. definición dP product.o Je f11ncio11es ( 1.5) se reduce a In. 
usual definición de compo~ici<lu ele observables <"Hando tL y b son ln.s hiliucnlcs 
(1.6) y (1.7) de la tn.ccéiuica cnáut.ica. 

Una. funcióu bilincal i111purt.a11t.r. es la 11on11a.: 

n (</o. 4,·) = t/•i:t/•k (1.8) 

G 



que actúa como elemento neutro del producto. Esto se puede verificar uti­
lizando la. homogeneidad de las funciones (ec. (1.4)): 

n • a = .!!!!__ .!!!:__ = ..Pk .!!!:__ = a 
{).,¡, k 81/J"' {).,¡,' 

a•1l. = 

por tanto: 

Tl.•a.=a.•n.=a. (1.9) 

El producto (1.5) no es conmutativo ni asociativo. De la no asociativi­
dad se desprenden la mayoría de las diferencias entre este formalismo y la 
mecánica. cuántica. 

1.2 Evolución Temporal 

1.2.1 Simetrías en mecánica cuántica 

En 1necá.nica cuántica, para. un sistema físico descrito por el ha.niiltoniano 
Hk1, podemos usar la ecua.ci6n de SchrOdinger: 

(1.10) 

y escribir el ca.inbio en la. funci6n de ouda pa.i·a. un dcspla.za.n1iento tcn'l.poral 
E: infinitesimal con-io: 

i 
1/Jk (t +e) - ..Pk (t) = -¡:;: eHk1..P1 

si definirnos EÓ111/Jk = 1/Jk (t +e) - 't/Jk (t)~ la. ecuación anterior es: 

(1.11) 

En general~ dado un observable A que produzca. un ca.lll.bio infinitesimal en 
la función de onda podremos escribir una ecuación del tipo: 

(1.12) 
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Por ejemplo, considerenios una función / de la posición x en el espacio de configu­
ración y desplacemos·el vector de posición en una cantidad fija a obteniendo una 
nueva función f (x - a) : 4 

f (x) -> f (x - a) 

Aplicando el teorema de Taylor a la función desplazada podemos escribirla como: 

~ ( '17) .. 
f (x - a) = L -a· 

1 
f (x) 

n=o n. 

Usando la definición exp A = E~o * y haciendo la identificación p = -i1iV .. la 
ecuación anterior se transforinn en: 

f (x- a)= e{-* a·P}f (x) 

vrmos cut.onces que p es el gC"nerador de desplazainientos espaciales. En particular, 
para. un desplaza.miento infinitesin1al ( a-.. E"a. E « 1 ): 

de 1no<lo que : 

f (x - 'ª) = ( 1 - ~'a· p) f (x) 

,,~,f = f (x - a) - f (x) = _ j_ 'ª · pf (x) ,, 
Otro cjc1nplo lo con.stituyen las rotaciones del vecto1· de posición alrededo1~ de 

digamos el eje Z. En el caso de una rotación infinitesin1al por un ángulo etJ (E« 1), 
las ecua.dones de transformación para x = (r. y,::) son: 

{ ~ x' - e8y 
y'+ e9x 
z' 

y el desarrollo de la función f (x') a primer orden en E es: 

f (x') = f (x) - 'º ( x :Y - y!.) f (x) = 

(1- ~•llL,] f(x) 

'En eate tipo de ejeJDploa en donde los operadores a considerar 6C>la.tnente actúan sobre 
la parte espacial de 1- funciones, la.a matrices de estos operadores son diagonales. Por 

ejemplo, la matriz del operador de energía cinética A = ( ;!.'1 ) V",. tiene sus eleniento11 

de la forma: H•1 = (-;!.2
) J.,v~ .v la ecuación de SchrOdingcr se reduce a it.~ = 

(-;~:) V 2
ti14, por lo que se puede prescindir del índice k y tratar a la función de onda 

coino si tuviera una sola componente .¡,,. 
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de 1nanera que L. = -iri ( x~ - y-J!;) es el gcnrraclor de rotaciones infinitesimales 

alrededor del eje Z, esto es: 

<óL.f = f (x') - f (x) =-f. •OL,f 

1.2.2 Simetrías en la teoría no lineal 

Para generalizar la ecuación (1.12) Weinberg postula. que el canl.bio en la 
función de onda. 1J1k a,.c¡ociado con una función infinitesimal E'a (tj.J.,..p•) est.á. 
da.do por: !S 

(1.13) 

Ent.on.ces el cambio en alg'-\lUl. ot.ra fu11ció11 l.J ( t/1, 'rf1"') iuducido por tiCL (1/,J., .,¡.,·) 
es: 

U saudo la ecuación 

ó 1ná.s con1pact.a11u!11tc: 

<\,b=*(a,bJ=*<a+b-b•a} (1.14) 

Este con1uutador, definido por la ecuación ant.crior., es claramente ant.i­
sin1étrico: 

(<L,b] = -(b,a] 

Nótese que la nonua n (t/.J. 41•) = 'rf1'f.:t/11.,. es invariant.c ant.e cuc't.lquicr deplaza­
rnieuto inducido p1u•st.o que cou1uut.<L 7 con. cualquit.~r función. 

5Es fii.ril ,.,.r c¡u•• csln. clc--tinic-ióu ~<· u .. ·•lucr u. la ccnaciúu (1.12) cuou1<lu lt·a.tu.1uos (••c.11110 
t•u u1ecáu.icR cuá.nticn.) con fu1u.·iouctt Lilinenles a (t/.•. I/.•"') = tJ•.LAurJ'l· 

6 Rec-nérdc•"c c¡ue las funcintu·s n (ti'. t1·•). b (.J• • .¡_.• ), cte. son poi: d1.·finidún reales. 
7 Aquí y en .-1 h!'st.o de este CK¡.>Ítulo se habla. dc-1 cousnutador de Jol't obsc1·va.hles en el 

sentido de las ecunciónes (1.14) y (1.5). 
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1.2.3 La ecuación de W"einberg 

Para el ca.so de los desplazamientos temporales, Weinberg postula. como 
funci6n generadora. a. la función harniltoniano h (1/J" ..p•) definida por: 8 

de modo que: 

1/.>k (t + •) - 1/.>k (t) = •lir...Pk 

d..Pk (t) = 4.1/.>k 
dt 

y usando la. definici6n ( 1.13) obtenen.1os la. ecuación: 

d..Pk(t) i éJh (..p,..¡,·¡ 
__ d_t_ = - r. o..pr, (1.15) 

Ésta. es la generalización no lineal de la ecuación. de SchrOdinger dependiente 
del tiempo. La ecuación ( 1.15) y su compleja conjugada.: 

d..¡,;; (t) i éJh (..p,..p•) 
~=-¡; a..¡,k (1.16) 

muestra.tl. que éste es un sistc1na Ha1uiltonia11.o clá.sic:o, con p"s y q"s rea.les 
dadas por: 

·'· 1 ( . ) .,.,k = ,/2h qk + •Pk (1.17) 

..¡,¡; = ~ (qk - ipk) 
v2h 

(1.18) 

Esto es así puesto qu~ de {l.17} y (1.18): 

d.P. l (. . . ) 
~ = V2fí q.k + l]Jlc 

Ahora: 

ªEn este trabajo la. letra h se usa exclusivaniente para la denominación de la. función 
bamiltouiano h (t/,J, w•). En contraste, la. letra 1& se refiere sien1pre a la const.ant.e de Pla.nck 
dividida por 2w. 



entonces: 

es decir: 

y siinilai.·me11tc: 

1.2.4 Cantidades conservadas 

Cua.lquir.r funcióu o. de la. funcióu de onda . ..¡, y su co111plPja. conjugada. que 
sn.tisfngau las cc."lU\.cioucs ( 1.15) y ( 1.1G). tit!ll<' uua c.lep1•1i<\t.!U<"ia tc111pund 

dac.la por: 

da ('tjJ. t/,-) Du <11.1'1.. Du. dt/.'Í:· 
dt = D.Pk-;¡¡- + D•N--;¡¡- = 

Da ( i Oh ) Da ( i Oh ) 
= DlJ•k - h D•N + éJlJ•r:. T.. D·1/Jk. 

i ( Da éJh Dh Da ) 
= -r;_ D4•k éJ,¡,r:, - DI/.••· D</.•r.. = 

-fi (a• h - h •u)= -~{tL./1] 

es decir: 

da(l/•.I/•") =_.!_[ah] (1.10) 
dt r. · 

como en nl.ecan1ca cuñutica. Nótese c.1uc tc.ul.t.o h ( ij'. 4'.-) iuii:;uicL co1uo la. 
norma n (·t/J, ..p·) son cant.id;\.Clf?s c-nnsr.rvada..~. 
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f 
¡ 1.3 Eigenvalores 

En mecánica cuántica, el esta.do representado por la función de onda 't/J1i: 
tiene un valor dado a para el observable representado por Ja matriz Akt si 
..Pk es eigenvector de Akt con eigenvalor a: 

(1.20) 

Weinberg generaliza esto postulando que el esta.do t/Jk tiene un valor dado a 
para el observable a (.,P,.,P"), si y sólo si: 

ªª(.P. ·I/;") - .1. 
a-,¡,¡; - °'""" ( 1.21) 

Si a (.,,P, w·) es Ja biHneal tP&A1i:1-rP1 estas dos últhnas ecuaciones son idénticas. 
Contrayendo (I.21) con ..¡,;:, y usando Ja homogeneidad de a (.,P, .,P") obtcne-
Jllos: 

•1.- éJa C.P • .,¡,·) (-1. ·'·º) .1.•.1. 
""" {).,¡,¡; =a .,.., .,.. = at.,..k.,,k 

Jo cuál nos per1nite expresar a en téri-ninos de a (',P, 1/J .. ) 1nisma: 9 

1.3.1 

o= 
a(-rj',1¡,") 

n (·i/J, ..p•) 

Estados estacionarios de la energía 

En ca.so de que a {1/1, ,¡,•} sea un generador de simetrías, esto es: 

Ja ecuación {l.21) simplemente establece que: 

<\.tl>k = _!.._ª"'" Ti 

(1.22) 

es decir, 1/1 es invariante hasta una fase bajo Ja transformación generada por 
a (.p, .P"). En particular, un estado con un valor dado E de la energía tiene 
una dependencia temporal dada por (1.15) y (1.21), es decir: 

dt/>" Ct> =_!...e,¡," 
dt Ti 

•En la ec:uaci6n (l.22) f/.> se to~a. como el ejgenveetor que satisface (1.21). Nótese que 
o es real puesto <JttC' a (.P. r1~·) y ti ( t/•, tf••) lo son. 
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esto es: 

1/Jk(t) oc e{-tSt} (1.23) 

que es una depen<lcuci.a. anuúnica. cou10 en 111ccáuica. ctuiut.icn.. 

1.3.2 Los estados propios como puntos estacionarios · 

Los cigcnvcctorcs de un observa.ble l'eprcsentaclo por uua. función a ( ,,P, .,¡_,·) 
son. los puutos csta.ciona.rios e.le la funci<">n: 

ii (1/J,1/J") =a (.,P,,P") 

" ( "'· ..¡,•) 
(1.24) 

y los cig:cnvalo1cs sou los valores que toma. ñ. (t/J. ·,P .. ) en estos puntos est.a­
cioncu·ios. Para ver esto difcrc11cian1os (1.24) con respecto a t/Jk y 1/.Jk: 

1 Da 
;; Dr/1[. 

a 
--:¡t/Jk 
n-

Si éstas se ant1la.n ent.ouccs l./1 es un cigcnvector de a. (1/1, t/J'"') con f?igm1valor ;¡... 
Por ot.1·a parte., si 1/J es un cigPnvcct.or de a (·t/.J., t/J'"') con cigenvalor a entonces 
de (1.21) y (1.22): 

de n1.odu que: 

ªª - ~'1/-11.: =o ª"'' 71 

1.3.3 Momentos y distribución de probabilidad 

Eu mecánica. cuántica se postula que en un estado representad.o por la 
función de onda 1"k .. cualquier 1ncdición <le un conjunto de observables 
{A .. D, e ... } qne conn1uta.11 dará COlllO valo1·cs pro1ncdio los valores espera­
dos: 

1/JA,Akt..Pt 
V'ZV'k 

,P¡.BkrrPt 
V''i:V'k· 
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En la. teoría. no lineal se postula que en un estado representa.do por la. funci6n 
de onda ..Pin la. medición de un conjunto de observables {A, B, C ... } re-
presentados por funciones reales y homogéneas {a {..P, ..p•), b (1/J, ..P") ... } que 
conmutan (en el sentido generaliza.do) dará como valores prou1edio los va.lo­
res espe1·ados: 

"(1/J, ,¡,-) 
<a>.¡,= n (..p;..p•) 

< b > = b('l/J,1/J") 
.¡, n(,P,..P") 

Sin einba.rgo, en tnccánica. c1utnt.ica. el postulado para los valores esperados 
se puede usar para inferir la distribución de probabilidad de los valores 
que puede tomar cualquier observa.ble en cualquier esta.do dado. Esto es 
porque cualquier observa.ble corunuta. con t.oda.s sus potr.1tcias, de xnodo que 
todas las potencias del observable se pueden nl.edir sinn1lt1í.nea.n1cntc y los 
valores esperados de éstas corresponden con los fil.Omentos de la distribución 
expcrhnental. En contraste, en. la teoría no lineal y co1no consecuencia de 
la falta de asociativida.d, una. función a (1/.J • ..P •. ) en general no va a con1nutar 
con sus pot.encia.8 a• a, a• (n. •a.), et.e. De hecho, hay una anibiguedad en 
la. definición de la u.-ésiina. pot.encia del observa.ble a para n > 2. de manera 
que no hay una fonna de inferir una. distribución de probabilidad pnrtiendo 
de los va.lores esperados de la.."'i pot.encias de un observa.ble~ y esto representa. 
un problema a. supern.r en la. t.col"Ía. no lineal. 

1.4 La partícula. libre 

1.4.1 La ecuación de Weinberg para sistemas continuos 

En mecánica. cuántica para una partícula libre de masa. Tn descrita por la 
función de onda con componentes 'llk {x), el valor esperado de la energía 
está dado por la función bilinea.l: 

lio =<H>.., = _.!!!,_ j d 3 x>Jlj; (x) V 2 '1'k (x) 
2m 

Como se supone aquí que los posibles térn1inos no lineales en la. ecuación 
de SchrOd.inger son muy pequeños, debería ser posible escribir cualquier 
observable a ('11', \11'"') en la forma.: 

a ('1', .¡.·¡ = a 0 ('1', '1'") + ii (w. w") 

siendo ao (W, '1'") la. bilineal f d 3 xw& (x) A.,1>J11 (x) usual de la.mecánica.cuántica 
y ii ('I', '1''"') una perturbación pequeña no bilinea.L En particular podemos 
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construir una. función ha.miltonia.na. no hilineal sumándole un término de 
energía interna h (\ll, 'I'•) a. la energía cinética bilineal: 

( 1.25) 

La posibilidad más sin1ple CH que ii sea. la integral sobre x de una. función 
esca.lar homogénea. de \Jtk (x) y \JI¡; (x): 

h (\JI,.¡.-)= j d 3 x'H. (\JI (x), \JI- (x)) ( 1.26) 

donde: 

(1.27) 

Con la. función hru.nilton.iana. total dada. por (1.25) y (1.26) defi11in1os: 

h (\llh ... , \I!N; \lli~ ... , '11;'" + eó'lf;., ... , '117':) = 

= f rl3 x [-::: (>I>Z (x) + ISk,m v5\J/Z (x)) "72
'1-k (x) + 

+1-l.(W¡, ... ,'1-N;'1-j, ... ,'1';n+~IS-V;;., ...• '1!Ñ)] (1.28) 

con ~ un número real y Ó'l';';1 una. función arbitraria de x. Eut.unces la. 
variación en h ('11', \lt"') rcspcct.o a una. variación en la. componente \lt,-;. de 
la. función de onda. es: 

De donde la. derivada. funcional de h respecto de '11;11 es : 

(1.29) 
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De esta. manera, la. ecuación de SchrOdinger no lineal para una. partícula. 
libre es: 

i1'd'11i. =~=-~V2'1' éni.('1','1'•) 
dt: 6'1'r, 2m "+ 8'1tr, 

(1.30) 

Por ejemplo, podría.nios tomar a 'H. de la siguiente forma.: 

(1.31) 

con s un entero que puede tomar va.lores O, 1, 2, ... ~ siendo p la densidad: 

(1.32) 

y 1-1.. una suma de términos proporciona.les a 1 + s factores de W's y q,•"s, 
por ejemplo: 

(1.33) 

(1.34) 

etc. con Hkl, G klmn. constantes. 

1..4.2 Separabilidad de la ecuación de Weinberg 

Debido a la homogeneidad de 71. (ecuación ( 1. 27)), la ecuación de Schrodinger 
no lineal (1.30) a.dnüte soluciones separables: 

'1'1< (x, t) = <P (x, t) .Pk (t) (1.35) 

Para ver esto sustituyamos directanl.cnte \llk (x, t) en (1.30)., obtenemos: 

(1.36) 
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ahora.: 
OH. éñl'k OH. 1 OH. 
D>J!;; = Dill¡. D.¡.¡; = 4,· D1/'k 

y nsaudo la ho111og,c1u·i<lad d.c~ 1-l vc111•>R que: 10 

de niodo que: 
D7-l ('1'. '11") ="'OH.¡.¡ •• -.¡,·¡ 

D>J!r; EhN 

Ent.onrcs la CClHL<"ic:ln l l.3Ü) SP. p11cdc rcr.scdhir r.01110: 

(1.37) 

lo que 1111u.·st.ra que ccu.h\. la.do dr. rsta. Pc·11acién1 es iµ,11a.l a ttlH\. función de 
t,diga111os f ( f): 

.!. [-~v2.¡, - it• ª"'] </> 2m Dt 
= f (t) 

nb.ora podetnos hacer el ca111bio de va.ria.ble: 

.¡, (x. t)--> </> (x. t) y (t) 

entonces ( 1.30) se trausfo1·111a cu: 

i [ ri2 
., . a4,] - ---'V-</>- iti­

</> 211i Dt 
-ih.!_[)y = J (t) 

y Dt 

(l.38¡ 

<L:mi 

1ºEsta propiec.lad pue<le hCr '"t~1·ifiC'a.<\a {ii .. cihnclltC pHl"IL 1"l's l"OU la funua p:utic.•uhu· ( 1.31 ), 
po1· ejeui.¡>lo: 

Ji(~. '11•) = 'l',k'l',"C:::¿·~·:¡;.,.\}ln.'1' .. = 

Có.ó) ·.? .._.¡ .... ;e,,,, .... "' ... "'· .. 
o·cp "º''"'"' 

=Q·o1-l(v.•.··) 
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vemos entonces que si escogen1os g (t) = exp { k J f (t) dt} obtenemos: 

- --"V 4>- ,,._ =o 1 [ r.
2 

2 . ª"'] 
4> 2rn éJt 

lo que muestra. a su vez que podemos tomar J (t) idéntica.inente cero en 
(1.38) y (1.39) sin pérdida de generalidad. De esta ina.nera obtenernos las 
ecuaciones: 

1.4.3 

ih d,Pk 
dt 

Sistema discreto de dos componentes 

(1.40) 

(1.41) 

Como un primer ejemplo podc1nos aplicar el formalismo anterior a un sis­
tema simple de dos componentes ..P1, ,P2, concentrándonos por el momento 
sólamentc en la. ecuación (1.41). Pa.ra un sistema. de dos componentes Wein­
berg(l] muestra. que sicmp1·c es posible llevar a cabo una transforn1ación: 

1J•k -+ ..¡,k (,P. ,P") 

tras la. cual la densidad 1-l torna. la. for1na. shnple: 

donde: 

'H. = n 'R. (a) 

a= \"12\2 
n 

de esta. manera la. ecuación ( 1.41) toma la forma.: 

ili d,P, (t) 
dt 

ih d,P2 (t) 
dt 

"11 ['R. (a) - a'R.' (a)) 

"12 ['R. (a) + (1 - a) 'R.' (a)] 
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(1.43) 

(1.44) 

(1.45) 

(1.46) 



donde la. prixna denota diferenciación con respecto a.l argumento. Ahora. 
mostraremos que los términos entre corchetes son independientes de t: 

usando (1.44) obtenemos: 

de modo que: 

[a, 7-i] = 2l.P2 I ("'2 87-l _ . .¡..2 81-l) 
n ~ é>i/J2 

= 4l·.P2I ~ [,µ2 87-l] 
n D.P2 

donde ~ [z] denota la. parte imaginaria. de z. Pero de (1.42): 

lo que muest.ra que ·rP21/!i!; es rca.l, <le n1anera que: 

[a, 7-i] =O 

y por tanto a es independiente de t (cf. ecuación (1.19)). Similarmente: 
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Así vemos que las ecuaciones (1.45) tienen por soluci6n: 

con: 

7f. (a) - aii.' (a) 

7i (a)+ (1 - a) 'fi' (a) 

(1.47) 

(1.48) 

(1.49) 

N6tese que las frecuencias dependen de las condiciones iniciales a través 
de a. Los eigenesta.dos y eigenvalores de la. energía los podemos encontrar 
aplicando el criterio de los punt.os estacionarios, en este ca...c;;o particular: 

érR. (a) = -'!.ii.' (a) 1/>1 
&,µr n 

~.ha)= (1 :ª)?i'(a),P,, 

Para .,¡., eigcncst.ado de 7-l debemos tener: 

o 
o 

Para. t.oda.s las formas de la función "R. (a.), ha.y al menos dos soluciones: 

1.4.4 

A: 
E: 

1/•1 -.¡,. o 
1/>1 =o 

1/>2 =o 
1/>2-.¡,. o 

E= 7i.(O) 
E= 7i (1) 

Cotas experi:rnentales para el término no lineal 

Considérese un sistema de dos componetcs el cual en ausencia de correcciones 
no lineales tiene eigenvalores de la energía Ek. k = 1, 2. Las ecuaciones ( 1.45) 
se pueden escribir como : 

iTi d1/>t (t) = [Et + h (a) - ah' (a)] 1/>1 = Tiw1 (a) 1/•1 
dt 

. d,P2 (t) [ - - ' l . •Ti---;¡¡-- = E2 + h (a)+ (1 - a) h (a.) ..P2 = T•w2(a)1/>2 

donde la prima denota diferenciación con respecto al argumento y h. (a) es 
no lineal en a, y las soluciones son también de la forma (1.47). La fase 
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relativa. de las dos componentes de la función de onda (específicamente, la 
dependencia ten1poral de la. coherencia 1/J11/J2) evoluciona con una frecuencia: 

1 (d") Wp = w¡ (a) - w2 (a) = wo - h da 

donde wo = (E1 - E2) /Ti es la frecuencia de transición atómica. en ausen­
cia de no-linealidades. Se puede introducit· un paráinetro O de la. siguiente 
manera: 

e¡ = sen (8/2) c2 = at =CDS (8/2) 

y puesto que un sistema. de dos co1nponentes es ll.1.at.cuuí.tica.n1ente equiva­
lente a un sistenl.a de espín 1/2 en un ca.Jnpo magnético externo unifor1ne. 
donde O es el .ángulo de inclinación del espín con respecto al campo y Wp es la 
frecuencia de precesión del espín alrededor del cru.npo. el efecto de la correc­
ción no lineal e~) es, ha.blando en el lenguaje del siste1na equivalente~ el de 
crear en la f1·ecuencia de precesión w 1> una dependencia en el á1:i.gulo O. En 
un trabajo cxpcrirucnt.a.1[2] se investigó ln dcpeudcucia en(} de la. frecuencia 
de precesión cu la transición hipcrfina, referida co1uo la transición de reloj : 

(111,,mJ) = c-~.+D ___, c-~.+D 
a. roJ 303 MHz en el esta.do ba.c:;c del ion 9 Be+. Con : 

la. forma más simple del término no lineal es 

h (a)= 2<a2 

siendo e una n1cdida de la intensidad de la corrección no lineal, lo que <la 
lugar a una dependencia. de wp en O de la forn.1a. : 

Wp = wo - 4 (*) cos2 (8/2) 

Los resultados que obtuvieron en la ref.[2] permiten establecer una cota 
superior de : 

l•I < 2.4 x 10-20ev 

para la. contribución no lineal al hamiltoniano nuclear de 9 Be+ que es menos 
de 4 partes en 102 7 de la energía de a.IIlarrC por nucleón del núcleo de 9 Be+. 
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Capít;ulo 2 

Propiedades de 
en la dinámica 

invariancia 
no-relativista 

Est.e capítulo t1·ata de las propiedad.es de sistemas dinámicos que pueden 
ser invariantes en nu marco de descripción no-relativista. Las cantidades 
conserv<J.dr.is o cantidades que se n1anticnen invariantes bajo un grupo de 
tra.nsforinaciones juegan un papel 1nuy in1portant.c en la descripción de sis­
temas diná1uicos, puesto que son el retiejo de las sin1etríéL'S físicas del sistema 
y como tales, es necesario describirlas en un lenguaje 1natc1nático adecua.do 
y funcional: la teoría de grupos. Para esto se explica.u 1nuy breven1cntc las 
nociones básicas de teoría de grupos, grupos de Lie y álgebras de Lie, y 
postcriorn1ente se describen como ejemplos al grupo de Galileo y los sub­
grupos que lo conforman. Seguiremos de cerca en estos temas la referencia 
[3]. A continuación se presenta un par de ejemplos de invariancia ga.lileana: 
la ecuación de SchrOdinger para una partícula libre y la teoría de campo 
galileana. Finahnentc se muestra como la. ecuación de Weinberg discutida 
en el capítulo anterior se puede presentar como un ejemplo más de invarian­
cia galileana. 

2.1 Nociones generales. 

2.1.1 Definiciones 

Un grupo G es un conjunto con una composición binaria. definida sobre sus 
elementos. Si a y b sou cualesquiera dos ele1nentos en G, entonces a Ja pareja 
ordenada a,b le corresponde un 1ínico elemento e en G denotado por e = ab 
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y 118.llladO el producto de a con b. La ley que detern1ina e da.dos a y b se 
denomina la ley de composición del grupo y debe de tener las siguientes 
propiedades: 

(i) Asociativida.d: p¿u·a. cualesquiera tres elementos a,b,c E G debernos 
tener: 

(ab)c = a(bc) 

(ii) Identidad: debe de existir un elemento único e E G, llamado la identidad 
y tal que para. todo a E G: 

ae =ea= a 

(iii) Inversos: a todo a E G le corresponde un clen1ent.o único a- 1 lln1na.do 
el inverso de a tal que: 

aa-1 =a-la= e 

Cualquier coujuuto G con una ley de conl.posición bina.da. con las propiedades 
anteriores se denomina grupo. Aún y cuando la lt~y de co111posición del grupo 
se requiere que sea asociativa.. no es necesario que sea con1nutativa; es decir, 
en general los elementos ub y ba no son el n1.Ís1no. Si un grupo G es tal 
que todos sus elementos con.mutan. entre sí entonces se le lla.nl.a un grupo 
Abeliano, de lo contra.ria es un grupo no-Abeliano. Un grupo G puede estar 
constituido por un número finito de elementos distintos, en cuyo ca.so se 
denomina. un grupo finit.o; por otra parte si G tiene un número infinito 
de elc1ncntos distintos es un grupo infinit.o, y si sus cle1nc11tos for1nan un 
conjunto no xnuncrablc se le deno1nina. un grupo continuo. 

2.1.2 Grupos de Lie 

Muchos de los grupos de interés en Física son grupos con un conjunto de 
elementos infinito y no numerable tales como los grupo:;; de rotaciones y 
traslaciones en el espacio tridinl.ensional, el grupo Euclidca.no, el grupo de 
Galileo y el grupo de Lorentz. Como se mencionó grupos de este tipo son 
continuos en el sentido de que para enumerar sus elementos es necesario 
usar un número finito de pará.Inetros reales o coordenadas que varían con­
tinuruneute en ciertos intervalos. Qt_1cda claro que lo que t.enc1nos aquí es 
una combinación de la idea de grupo con la idea 1natcmática1nente distint.a 
de continuidad; es entonces necesario int.roducir una definición precisa de la. 
noción de continuidad en el contexto de la t.coría de conjuntos para llegar a 
un tratainiento apropiado de estas ideas; es aquí en donde entran los concep­
tos de espacios topológicos, grupos topológicos y grupos de Líe entre ot.ros. 
Para el propósito de este traba.jo es suficiente establecer que un grupo G se 

23 



denom.ina. grupo de Lic si se puede establecer una. correspondencia. uno-a.­
uno entre los elementos del grupo a E G y vecindad.es de puntos dentro de 
una región abierta. y acota.da. del espacio real Euclideano ~n para. alguna. n, 
de tal manera que dicha correspondencia. es un ma.peo continuo en ambas 
direcciones. De esta. manera. en un grupo de Lie somos ca.paces de asignar 
n varia.bles rea.les como coordenadas a. los elementos del grupo, el nút.nero 
n se denomina. la. dimensión del grupo de Lie y se supone que es finito. 
Los grupos emparentados con propiedades geométricas del e8p&.eio y tiempo 
ta.les como el grupo de rotaciones tridimensionales, el grupo Euclidea.1:1.0 y 
los grupos de Galileo y de Lorcntz son todos ellos grupos de Lie. 

2.1.3 Las constantes de estructura del grupo 

Considérese un grupo ele Lie G en el cuál se ha.u introducido coordenadas, 
entonces si a es un element.o de G corresponde a un punto en el espacio real 
cuclidea.no n-dimensiona.1 con coordenadas: 

siendo la. correspouclcncia. entre a E G y puntos en ~11 un.o-a-uno, conforme 
a va.ríe, los puntos oi va.darán ~obre alguna. región de ~n. Se acostumbra. 
suponer que a. la. identidad e le corresponde el origen en ~n: 

e -Jo cr3 = O , j = 1, ... , n. 

Sea. e = ab y designemos a. las coordenadas de a, b, e E G con cx.i, ¡3i y "'Yi E ~ri. 
respectiva.mente. La ley de composición del grupo se expresa. dando las "'Yj 
como funciones de a, f3: 

c=ab=>-yÍ =fi(a 1 , ••• ,an;{31 , ••• ,f3n) =fi(a.{3), j=1, ... ,n. 

Se supone entonces que las Ji son funciones continua..."' en. sus 2n argumen­
tos y que poseen derivadas parcia.les continuas con respecto a la.a cx.'s y {3's 
hasta. un orden da.do. Como resultado de esta suposición resulta ser posible 
trasladar la propiedad de a.sociatividad de la. multiplicación del grupo hacia 
una forma. diferencial, es decir, en un sistema. de ecuaciones diferencia.les 
parcia.les para. las f i. A pesar de que las f i son funciones de dos elemen­
tos del grupo, estas ecuaciones introducirán un conjunto de funciones de un 
sólo elemento del grupo, de ta.l forma que las Ji pueden ser determinadas en 
términos de ellas. La. condici6n de que las ecuaciones diferencia.les parcia.les 
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para las fi tengan solución Jieva a un conjunto de condjciones de int.egrabili­
dad. Resulta que estas condiciones muestran que Ja ley de multiplicación del 
grupo queda entera.znentc determinada en térn1inos de un conjunto de cons­
tantes (números puros deu.ota<los c!!6 ) llaiuados las constantes de estructura 
de] grupo. Esto es~ el grupo de Lic detertnina el conjunto de constantes de 
estructura y viceversa. 1 Desde Juego~ no cualquier conjunto de coustant.es 
e;. puede servir con10 la ... 'i constantes de estructura. de a.Jgtín grupo de Lje G, 
sino que deben de obedecer dos condicjoncs: Ja propiedad de a.nt.isiinctría: 

c~.:r = -c.~r (2.1) 

y la identidad de Jacobi: 

(2.2) 

Es apropiado n1cncioua.r que Ja cxist.cucia de las constantes de est1uctura 
c~8 junto con lit..."> propiedades a11te1·iores son una consecuencia directa de la. 
propiedad de a.sociativida<l de In. 11111Jt.iplicación del grupo. La afir1nación 
recíproca. ta111bién es cierta~ lo que siguifica que la identidad de J.a.cobi para 
las constantes de estructura es equivalente a la a.sociat.ividad del produc-to 
de] grupo: Ja identidad de Ja.cobi no es 1nás que la cxprcsióu de asociatividad 
para elementos de G. 

2.l..4 Álgebras de Lie 

Ahora definiremos las ¿i.lgebra.s de Lic. Una álgebra. <le Lic L es un espacio 
vectorial lineal finito n-din1e11siona.l 2 con elementos x, y, u., v, _ .. en Ja cual 
se define un parénte.<1Jis de Lie el cual asocia con cada pareja. ordenada de 
vectores x~ y E L, un tercer vector z E L, escrit.o z = [x, y], con las. siguientes 
propiedades: 

1 Más precisEUDente, ha.y en general varios grupos de Lie, to<lo!"i los cu;iJes <lau lugar al 
I11ismo conjunto de constantes de estructura.. Lo que es cou1ú11 a ellos es la. estructura 
del grupo en uua vecindad suficientemente pPc.{ueriu. de la identidad. esto es. para puntos 
auficieutcmente cerca del origen. y es esta estructura la que puedt" ser recoustruidn. a partir 
de las constantes de estructurn.. 

2 Aquí solo 01encionaremol'i las álgebras de Lic real~ sobre el campo de Jos uún1eros 
reales 
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l. {x,y] = -{y,x] 
2. [Ax+ µx', y]= A[x, y]+ µ[x', y] 
3. Para cualquiera tres vectores x, y, w Ja identidad de Jacobi se cumple: 

[lx, y), w] +([y, w], x] + [[w, xJ, y] = O 

Si e¡, i 1, 2, ... , n es una base para. L como un espacio vectorial real, Ja 
propiedad de linealidad (2) muestra que el paréntesis de Lic de cualquier 
pareja. x, y E L puede ser determinado una vez conocidos los paréntesis de 
Jos vectores base e¡ de unos con otros, puesto que estos se pueden expresar 
en térrninos de los mismos e¡: 

y con Ja.s exp1·esio11es: :x = :z:4"e1.:, y= ykek para :z:, y, tenemos: 

Entonces las propiedades ( 1) y (3) del álgebra de Lic nos llevan de vuelta a las 
propiedades (2.1) y (2.2) rcspectivarncnte para. las constantes de estructura 
c!i· De esta 1nancra, dado un grupo de Líe G éste conduce a su álgebra de 
Lie L asociada y rccíp1·oca1nentc. Ahora supóngase que lo que nos es dado es 
una álgebra de Lie L. las constantes ele estructura c[1 que se necesita.u para 
reconstruir el grupo surgeu de escoger una base ei para Lo equivalentemente 
dados Jos paréntesis de Líe (u, v] de cualesquiera dos vectores u, u E L. De 
esta manera es posible encontrar que Jos elementos del grupo G que se 
reconstruyen a partir de L se pueden escribir a = exp (u) , b = exp (v) , ... , 
con u, v, ... vectores eu L y a, b, ... E G. Entonces para especificar Ja ley 
de composición para G bastará con dar una regla para escribir el producto 
exp (u) exp (v) como exp (w) y calcular v.> a partir de u y v. De esta forma 
el grupo de Lie G se obtiene a partir de su álgebra de Lie asociada. 3 

2.1.5 Realizaciones y representaciones 

Para nosotros, el interés principal en Jas álgebras de Lie y Jos grupos de 
Lie está en su relación con la Física. Nos interesa aprovechar las simili­
tudes cstruct11rales definiendo una correspondencia cnt.re la dinámica y las 

3 0e hecho mucho• grupo• de Lie G poseen Ja misma. á.Jgehra de Lic L asociada, Jo que L 
determina de UD& forma única e. un cierto grupo de Lie e denomiuado el grupo universal 
y que contiene todos a.queJJoa grupos de Lie G que tienen a L como su álgebra. 
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álgebras de Lie, así como en la. expresi6n de varios tipos de sirnetrías en 
un marco dinámico da.do. Esto nos lleva a introducir los conceptos de re­
alizaciones y representaciones. En los párrafos anteriores se describieron 
algunas propiedades de los grupos de Líe y las álgebras de Lic como estruc­
turas matemáticas abstractas. Cualquier sisten1a 1naten"lático específico~ con 
propiedades y operaciones apropia.da...; definidas en él se dice que proporciona. 
una. realización de un sisten1a abstracto (ya sea. un grupo de Lie o una álgebra 
de Lie) si se puede definir un mnpeo o correspondencia del sistema. abstracto 
al sistema específico. Bajo este 1napeo las relaciones u operaciones definidas 
en el sistema abstracto deben ser reflejadas por las operaciones definidas en 
el sistema mn.tcméi.tico específico. En cualquier realización. particular puede 
suceder que el siste1un. específico t.enga más propiedades o más operaciones 
significativas definidas de las que son de hecho necesario para la realización; 
ta.les características extra son una manera. de caracterizar la naturaleza de la 
realización. Así 1nis1no, dado un sistema abstract.o é:.;t.c puede ser realizado 
de varias manera..~ esccncialn1ent.e diferentes. Una representación es una clase 
particular de realización; por ejc1nplo, una rca.lizacióu del grupo S0(3) son 
las rotaciones ortogonales en el espacio tricliuicnsional y una representación 
sería la. obt.enida con la.s 1natrices ortogonales t.ridi111ensiona.lcs. 

2.1.6 Ejemplos de realizaciones de grupos 

Tomen1os un grupo G da.do y denote1nos sus clen1e11tos por a, b, . . .. Sea S 
algún conj'unto con cle111entos a, /3~ . ... Si a. cada a. E G se le puede asociar 
un mapco Ta de S sobre S que es uno-a-uno e invertible, de t.a.l forma que 
el producto de dos de estos ma.peos T aTb es el ma.peo T ab: 

(2.3) 

entonces se dice que se tiene una realización de G por 1nedio de transforma­
ciones en S. Aquí la. multiplicación de n1apcos es la usual mientras que el 
producto de a con b está dado por la estructura. del grupo. De esta manera 
se puede expresar el contenido de la ecuación (2.3) diciendo que la ley de 
multiplicación del grupo es preservada por los productos de los mapeos co­
rrespondientes. Nótese que debido a la. a.sociatividad de la multiplicación de 
mapeos es posible hablar consistentemente de realizaciones de un grupo en la 
medida. en que la propiedad de asociatividad de la 1nultiplicación del grupo 
fué hnpuesta. como una de las propiedades de definición del grupo. Una clase 
importante de realizaciones es la lla.niada representación o representación 
lineal. Esta surge cuando el conjunto S es un espacio vectorial lineal y 
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los ma.peos T 0 , Tb, ... son transformaciones linea.les en este espacio. Ta.les 
representaciones son los objetos que son de directa aplicación en mecánica 
cuántica. Las realizaciones de grupos que son relevantes en mecánica. clásica. 
ha.rn.iltoniana son realizaciones a través de transformaciones canónicas: aquí 
el conjunto S sería. el espacio fase de algún sistema dinámico y los mapeos 
T 0 , Tb, ... transformaciones canónicas. En lo siguiente tomaremos corno 
ainónimos las palabras realiz<.J.ción y rep'r-esentación. 

2.1.7 Ejemplos de realizaciones de álgebras 

En lo que se refiere a álgebras de Lie, si se define el paréntesis de Lie de dos 
funciones en el espacio fase con10 su paréntesis de Poisson (PP). entonces 
se satisfacen todas las propiedades de una ;i.lgcbra. de Lie: tenen1os linea­
lidad y antisi1nctría a.sí con10 la identidad de .Jacobi. De esta. manera Jos 
(PP) son una realización de los paréntesis de Lie y es la realización que es 
relevante en mecánica clá.."'iica.. Otra realización de paréntesis de Lie es por 
medio de operad.ores diferenciales lineales d~ prini.er orden, con el conn1uta­
dor (X, Y] = XY - Y X sirviendo co1uo definición del paréntesis de Lie de 
dos de tales operadores X y Y. Este uso del conmutador de dos operado­
res lineales co1no el paréntesis de Lie es la realización de dichos paréntesis 
relevante en n1ecánica cuo:int.ica. Otra forma. para esta. realización de impor­
tancia tembién en mecánica. cuántica. es una en donde se tienen 111atrices 
( de din1ensión finita o infinita ) que cor1·esponden a operadores lineales 
en un espacio vectorial lineal. en donde <le nuevo se a<lopta el conn1utador 
AB - DA de dos 1natrices A, B co1no su paréntesis de Lic, AB representando 
el producto matricial de A y D. 

2.2 El grupo de Galileo. 

Como ejen1plos de grupos de Lie de in1portancia física se describirán en esta 
sección los siguientes grupos: el grupo Ta de traslaciones en el espacio eu­
clideano tridimensional, el grupo R (3) o SO (3) de rotaciones ortogonales 
propias en el espacio tridimensional, el grupo Euclideano E (3) constituido 
por una combinación de T3 y R(3), y el grupo de Galileo que es el grupo 
de transfonnaciones en el e!ipacio tiempo que describen la relatividad new­
tonia.na. Estos grupos surgen de Ja siguiente manera.. Una descripción de 
un sistema diná.Jnico, ya sea un sistema de partículas o ca.Inpos o cuerpos 
rígidos o u.na combinación de estos, siempre se da en relación a un sistema 
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de referencia. particular en el espacio y el tiempo. Usualmente se asocia a. 
un observador con cada sistema de referencia. posible. Es posible escoger 
al sistema. de referencia. en infinidad de manerns y en general la forrna de 
las ecuaciones diná.111ica.s básicas depende del sist.crna. elegido. Sin embargo, 
para un cuerpo da.do de leyes físicas, a nlcnudo sucede que una. clase especial 
de sisterna..s de referencia se caracterizan porque las leyes básicas tienen la. 
misma forma matemática en todos estos sisterna.s. Entonces se dice que 
estas leyes son invariantes con respecto a cambios en sistemas de referencia 
de un sistema a otro dent.ro de esta. clase. En la práctica., son las propias 
leyes particulares las qne deciden la 1na.nera en la cual la transformación de 
un. sistema. de referencia o marco de referencia. a otro debe realizarse. Como 
ejemplos podemos 1nencionar que las ecuaciones newtonianas de 1novimiento 
bajo la acción de la gravedad no caxnbian yendo de un sistema inercial a. 
otro si la relación entre la.s coordenada..--; de espacio-t.iernpo usadas en a.ITibos 
sistemas es de la forma galilea.na. Similarmente las ecuaciones de Maxwell de 
la. electrodinán1ica son invariantes si las coordenadas de espacio-tiempo de 
dos marcos inercia.les están conectarla..~ por las ecuaciones de transformación 
de Lorcntz de la rclat.ividad especial. 

Con el objeto de describir la ina.nera en la cual esta.. ... propiedades de 
invi~.ria.ncia. son i111plcn1entada.s en un forn1a.lis1no ha1nilt.onia.uo, se deben 
relacionar los rnicn1bros del conjunto de sistemas de referencia. verTnitidos 
unos con otros en térn1inos 1na.tc111áticrunrente apropiados. El conjunto de 
todas las transformaciones que se pueden hacer para ir de un sistema. per­
mitido a todos los otros tiene la. estructura <le un grupo, y dependiendo de 
cual familia de sistemas de referencia. se está hablando se tiene uno u otro 
de los grupos mencionados antes. Este grupo es un objeto abstracto y tiene 
relevancia en runba.s, la rnecli.nica clásica y la mecánica cuántica. También se 
debe de entender en que forma la descripción de una situación o estado físico 
dado hecha por un observador permitido está relacionada a la descripción 
del nlismo sistema físico por otro observador pcnnitido. Dados dos obser­
vadores, el elemento del grupo de invariancia que conecta a. sus sistemas 
coordenados está deternlinado. y este elerneuto debe entonces determinar la. 
manera en la cual la descripción de un esta.do específico dada por un ob­
servador se debe traducir a la. descripción dada por el otro observador. El 
hecho de que las leyes básicas tengan la misma forrr1a rnaten1á.tica. para am­
bos observadores implica lo siguiente: si existe una formulación lagrangiana. 
(y por ende una formulación ha.iniltoniana) de las leyes para un observador, 
necesaria.mente debe de existir tanlbién para el otro. Esto implica que las 
reglas de transformación de 11n nhsP.rva.dor n ot.ro no deben destruir la forma. 
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ha.ruiltoniana de las ecuaciones de movimiento. 
Los prin1eros tres grupos mencionados anteriormente, los grupos de tras­

lación, rotación y el grupo Euclidcano, conciernen con lo que generabnente 
se denomina la cinem.ática del aistem.a; estos grupos relacionan las posibles 
elecciones de un sistema de referencia cartesiano y no involucran posibles 
cambios en la elección de la coordenada. temporal. El grupo de Galileo, 
que contiene a los tres grupos cinen1áticos Ta, R (3), y E (3) como subgru­
pos, describe un grupo <le transformaciones espaciales y teniporales que es 
relevante en el dominio no-relativista. 

2.2.1 El grupo T 3 de traslaciones tridilllensionales. 

El grupo T3 describe las transfor111aciones entre todos aquellos sist.emas co­
ordenados cartesianos en el espacio tridimensional que difieren única.mente 
en la localización de su origen y no en la dirección de sus ejes. Dados dos de 
tales siste1na.s S y S', la localización de S' relativa a S queda completa.nl.ente 
deterininada por el vector de desplaza.nl.icntO con coordenadas a; que va del 
origen O' de S' a O de S. Puesto que la. transformación que lleva. de S a S' se 
idcnt.ifica como elemento de T3, los cle1ue11t.os de T 3 se identifican con1.pleta-
1uente por tres números reales (a1, a2, a3 ). Considerando transformaciones 
de un sistema fijo S a todos los sistemas posibles S', se encuentran todos 
los posibles vectores de desplazamiento a, y por ende todos los elementos de 
Ta. Si algún punto fijo P en el espacio tiene coordenadas Xj en S, tendrá 
coordenadas x'; = Xj + a.J en S'. Si a describe la transición de S a. 5 1 y b 
de S' a S", entonces la transicióu de S a. S" que corresponde al producto 
de elementos a; y bj en Ta. (b;) (uj). tiene uu vector de desplazamiento e 
con componenetes e; = ªi + b;. De esta. manera la ley de composición del 
grupo Ta es lo mismo que la adición vectorial de los vectores de desplaza­
miento y Ta es Abelia.110. El álgebra de Lie de T3 es de dimensión n = 3 
y, puesto que T3 es Abeliano, todas las constantes de estructura se anulan. 
Si se escoge como base para. el álgebra. de Lie los vectores de los subgrupos 
de traslación en las direcciones de los ejes cartc8ianos y llarnando a estos 
vectores d;, tene1uo.s: 

[d;,dk] =o, j,k = 1,2,3. (2.4) 

Si el vector de desplazamiento que va de S' a S tiene componeutes ªi• se 
dice que el elemento de Ta con·espondiente a este cambio de sistema de 
referencia es exp (a· d) y se escribe S' = exv (a· d) S. En esta notación la 
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ley de composición para T3 es: 

exp(u)exp(v) = exp(w) w=u+v 

u, v't w son elementos del álgebra de Lie tridimensional, lo que es equivalente 
en este ca.so a se1· vectores en el espacio tridimensional. 

2.2.2 El grupo de rotaciones R (3). 

El grupo R (3) consiste del conjunto de transformaciones que conectan a 
todos aquellos sistemas coordenados cartesianos S, S' ~ ... , los cuales tienen 
el mis1no origen pero difieren en las direcciones de los tres ejes coordenados. 
La acción de R (3) en el espacio puede ser analizada de la siguiente manera: 
el sistema coordenado S con respecto al cual se miden las con1pone11tes de Jos 
vectores es sujeto a una. rotación que lo lleva a un nuevo sir;tema S' mientras 
que los puntos del espacio se n1a.nticnen fijos (esta manera de describir las 
rotaciones se deno1nina la. forma. pasiva). Relativo al sisten1a original de ejes 
S, la orientación del sistcn1a S' está co1npleta.mente especificada al ser dados 
los cosenos directores de los tres ejes de S' cou respecto a los ejes de S. Si 
ej, e'i son los vectores unitarios en la dirección de los ejes coordenados en 
S y S' respectiva1nente, entonces los cosenos directores está.u dados por: 

Ap~· = e'.J · eJ (2.5) 

Si x es algtín vector en el espacio tridin:icnsional sus co1nponenetes xj en S' 
están dadas en términos de las componcnetes Xj eu S por una tra.nsfonnación 
lineal involucrando los números Ajk: 

xj = ÁjkXk 

La matriz A consistente de los nueve elementos Ajk es una. matriz 01·togonal 
con determinante uno: 

(2.6) 

Se puede pensar que estas matrices A proveen una representación matricial 
de R (3). Se tiene un elemento a en el grupo abstracto R (3) correspondiente 
a cada matriz diferente A satisfaciendo (2.6) y viceversa. Sea a un elemento 
correspondiente a. una matriz A que lleva. de un sistema S a un sistema S', y 
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sea b un elemento con matriz B que lleva del sistema S' al sistema S" = bS', 
con vectores unitarios e'J, usando (2.5) obtenemos: 

Entonces el elemento e = ba que lleva directamente de S a. S" y es el pro­
ducto de b con a corresponde a la matriz C la cual es el producto matricial 
de B con A: C = B.A.· Por tanto, la multiplicación del grupo corresponde 
a la multiplicación matricial en esta. representación, y puesto que la. n1ulti­
plicaci6n matricial no es conn1utativa es claro que R (3) es no-Abcliano. El 
álgebra de Lie de R (3) es ele din1ensión n = 3. Si escogcn1os como base 
para ella los vectores l1, l2, l3 de los subgrupos de rotación alrededor del 
primero, segundo y tercer eje coordenado respcctivu.n1c11te, los paréntesis de 
Lie cor1·espondientes son: 

ó: 

(2.7) 

Si ton1amos cualesquiera dos vect.ores o= Ujlj y /3 = /3jlj en el álgebra de 
Lie de R (3), su paréutesis de Lic es: 

De modo que el procr.so usual de tomar el producto vectorial de dos vectores 
en el espncio tridimensional resulta. ser lo mis1no que to1nar el paréntesis de 
Lie de dos vectores en el álgebra de Líe de R (3). 

Un ejemplo de realización de R (3) 

En aplicaciones a. la física R (3) es uu grupo important.e en parte por sí 
mismo y en parte porque aparece co1110 un subgrupo en los otros grupos 
de transformaciones de espacio-tiempo. Como ilustración se presenta un 
ejen1plo de realización de R (3) en 1n.ecánica clásica.. Los paréntesis de Lie 
básicos para el álgebra de Lie de R(3) se resumen en (2.7). Una realiza­
ci6n en paréntesis de Poisson (PP) de esta .rtlgebra en un espacio fa...co;e con 
coordenadas p, q consiste de t1·es funciones J; (q,p) satisfaciendo: 

{J; (q,p), Jk (q,p)} = ep,,...Jm (q,p) (2.8) 
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donde {A, B} = Bf;~ - ~!Jf;. La. rea.!iza.ción de R (3) más fa.miliar 
es generad.a. por la expresión pant. el momento angular de una partícula 
moviéndose en el espacio triditncnsionaL Con respecto a. un sistema. coor­
denado localizado en el espacio, una. partícula. se describe por tl'es pares de 
va.ria.bles canónicas conjugadas (qj.pj).j = 1,2,3~ la.~ q's son )a...,. coo1·de­
nndas ca.rt.esiru1a.s y las ¡J'B los n10111c1ltos linea.les ca.rtcsia.nos. Relativo a 
este sistema coordena.do las co1nponcntcs co:"rtcsiann.s del 1no111ento angular 
se definen como: 

Jj (q,¡J) = EjkmqkPrn 

Usando los (PP) básicos entre las q's y las p's se puede verificar que se tiene 
en efecto una realización del álgebra de I:ie de R (3): 

{Jj (q,p), Jk (q,¡>)} = ejmnEkra {<Jml'n• <JrP~} = 

= EjnuJtEkr,.. {<Joi (-~rtr·) JJ"' + ]JnÓm:JJ,.) = 

= -EJn1uEkn:1q1u]~ ... + Ej111uEkrm</rP11 = 
= (ÓjkÓms - ój~Óm..1.-) <Jml's - (óJkÓrir - '5j,.li 11 k) <Jr·Pn 

= (ÓJrÓ,1..- 11 -Ó,jnÓkr)qr['n 

= E:jkmE1nrnqrPn 

de modo que: 

2.2.3 El grupo Euclideano E (3). 

El grupo E (3) surge de coinbiuar la.t:i operaciones de rotación de R (3) y las de 
traslación de Ta; esto es. es el conjunt.o de transformaciones que conectan to­
dos los posibles sist.em~ coordenados S, S', ... en el espacio tridimensional. 
Si S y S' son dos de tales sistema..c:;, S puede ser llevado a coincidir con S' en 
dos pasos: primero se aplica una rot.ación apropia.da correspondiente a una 
matriz A para ir de S a S1, S1 con sus ejes paralelos a los de S'. Después 
se aplica una traslación a. S1 para hacer que su origen coincida con el de 
S'. Si a es el vector de posición que va. del origen de S al de S', este par 
de operaciones, prhncro un ele1ne11to de R (3) y luego uno de T3 se puede 
escribir: (A, a) y es un elemento general de grupo E (3). 

Si P es un punto fijo en el espacio con coordenadas Xj respecto a S y xj 
respecto a S', entonces xj está. relacionado con Xi de la manera. siguiente: 

xj = AjkXk +aj 
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Puesto que para especificar un elemento de R (3) se necesitan tres parámetros, 
y tres lllÚ para especificar uno de Ta., se sigue que E (3) es un grupo de 
seis pará.n:ietros. Los seis vectores lj, d; definidos en las secciones anterio­
res forman una base para el álgebra de Lie de E (3). La lista. completa. de 
paréntesis de Lie básicos para E (3) es: 

[l;,h] 
[d;,dk] 

[l;, dk] Ejkmdn1 

(2.9) 

Las proposiciones de la geometría Euclideana son aquellos enunciados con­
cernient.es a las relaciones entre objetos geo1nétricos que son ciertas en todos 
los sistemas coordenados relacionados por elementos del grupo Euclídea.no. 

2.2.4 El grupo de Galileo. 

El grupo de Galileo es el grupo de transforn1acioncs en el espacio y el tiempo 
que conectan a todos aquellos sistemas cartesianos que se denominan sis­
temas inerciales en mecánica newtonia.na. La relación más general entre 
dos de tales sisten1a.s es r.omo sigue: el origen de la escala de tiempo en 
un sistema inercial S' puede estar recorrido co1nparado con aquel en S, la 
orientación de los ejes cartesianos en S' puede ser diferente a aquella en S, 
el origen del sistcrna. cartesiano S' puede estarse moviendo en relación al 
origen de S con una velocidad uniforme. Se descartan las posibilidad.es de 
que los ejes en S' puedan estar sujetos a rotaciones dependientes del tiempo 
en relación a las direcciones de los eje~ en S y que la. velocidad del origen de 
S' en su movimiento pueda ser no uniforme. Esto es porque en cualquiera de 
estos casos S' no sería un sistema inercial si S lo fuera y las leyes de Newton 
no serían válidas en S'. Aparte de la forma. misma de las ecuaciones de 
transformación, la suposición básica inherente en la relatividad newtoniana 
es que ha.y una escala absoluta de tiempo de mtido que la única forma en 
que las variables de tiempo usadas por dos observadores inerciales pudieran 
diferir es que el cero de la escala para uno de ellos estuviera recorrido en 
relación al cero de la escala del segundo. La transición de un sistema inercial 
S a cualquier otro S' se puede alcanzar en cuatro pasos: primero se aplica 
una rotación espacial a S que nos da un sistema S1 y deja la coordenada 
temporal sin c&JDhio. Segundo, se hace un cambio a un sistema. S2 que tiene 
sus ejes espaciales paralelos a S1 pero que su origen se mueve con una ve­
locidad uniforme v = ( v j) relativa al origen de S 1 , los origen es de ambos 
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sisteuia.s Si y S2 coincidiendo al tiempo cero COJllÚn a ellos. Tercero 1 se cam­

bia la coordenada temporal de 82 en un monto b para llegar a un sistema 
S3 en el cual el tiempo se ha retrasado respecto a S2. Finalmente, se va de 
S3 a S' por medio de nna t.ra~la.ción espacial. En conjunto, la transición de 
S a. S' involucra diez pará.n:1ct.ros y entonces el grupo de Galileo es un grupo 
de diez pará.nictros. Siguiendo la secuencia de operaciones para ir de S a S' 
se puede escribir: 

S' = (A,v;,b,a;)S 

y se denota un elemento general del grupo por (A, v;, b 1 a;). Si (x;, t) y 
(xj., t') son las coordenadas de espacio-tiempo en S y S' respectiva.mente, 
la ley de transformación es: 

t'=t-b 

y éstas son las ecuaciones de tra.nsfonua.ción há..°"ica.s de la relatividad new­
tonia.na. 

Una ha.se para el álgebra de Lic del grupo de Galileo consiste, aparte 
de los seis vectores lj, dj, del vector h de tra.slación tc111poral y de los tres 
vectores Yi con·espondientes a Jos subgrupos de transfor1naciones de veloci­
dad en las tres direcciones. Los paréntesis de Lic correspondientes son los 
siguientes: 

[lj.LJ...] = '°Jkmlm [lj.gk] = €jhn9m 

[g_;,g¡.,] = [h,dk] = [d;,dk] = [l,,h] =o 
[1;, dk] = E_;kmdm 

[g;,h] = dj [g;,dk] = µÓjk 

(2.10) 

donde µ conmuta con todos los generadores. 

2.3 Algunos ejemplos de invariancia de Galileo. 

2.3.1 La ecuación de Schróclinger para una partícula libre. 

Ahora ilustraremos los conceptos anteriores usando los principios de inva­
riancia para determinar la forina de las ecuaciones de rnovirniento para uu 
sistema particular. Supongamos que existe un marco teórico en el cual una 
partícula libre queda descrita por un crunpo complejo 'lt (x 1 t) que obedece 
una ecuación de movimiento lineal de primer orden de la forma: 
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ih.¡, (x, t) = H.,,,'11 (x, t) (2.11) 

donde Hop es un operado1· lineal hermiteano y ñ es una constante. Las 
propiedades de invariancin. pueden ser utilizadas para <let.er1ninar la forma. 
funcional del operador Hop• La. ecuación de movimient.o (2.11) puede ser 
obtenida de la acción : 

(2.12) 

variando independientemente '1' y \lt•. La invaria.ncia. bajo tra.Rlacioncs tem­
porales y espaci~lcs requiere que H 01, no sea explícitamente dependiente ni 
de x ni de t, mientras que la inva.riancia rotacional restringe a Hop a ser un 
operador escalar. 

El mornent.o lineal tot.al 

Ahora es necesario constrttir el generador de transformaciones galileanas, 
para este propósito se ueccsit.é." del geneI"ador dr. despla7.a.ni.icntos espaciales, 
que es el momento total. Para obt.cncrlo se aplica. u1U\. traslación infinitesi­
mal: 

x-+x+fix(t) [8x(t) ·independiente de x] (2.13) 

esto ca.Illbia los campos <le la siguiente manera.: 

'11 (x,t)-+ '11 (x- 8x(t), t) = '11 (x,t) - 8x (t) · 'i7'1! (x,t) (2.14) 

'11* (x, t) -+ '11" (x - 8x (t), t) = '11" (x, t) - fix (t) · "7'11" (x, t) (2.15) 

la variación de la acción (2.12) es cnt.onces~ a primer orden en óx (t): 

8A = {j d 3 x'1!" (x, t) (-·ih'i7) '11 (x, t)} · 8x (t) J:: + 

1'• j . { (8'11" (x, t)) + '• clt. d
3

x -ir• ot 8'11 (x, t) -

-'11" (X, t) Hop (8'11 (x, t)) + ó'l!" (x, t) (ih ! - Hop) '11 (x, t)} 
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donde: 

óifl (x, t) = ifl (x - óx (t), t) - ifl (x, t) = -óx (t) · V''1i (x, t) 

óifl" (x, t) = ifl" (x - óx (t). t) - .¡.· (x, t) = -óx en. V''l'" (x, t) 

Pero corno Hop es hern:1itcano: 

j d 3 xi11" (x, t) Hup (ó-V (x, t)) = j d 3 x (H0 pifl (x, t))" óifl (x, t) 

y entonces: 

{¡ } ] •2 + 
óA = d 3x-V" (x, t) (-ifL'V) -V (x, t) · óx (t) '• 

+ J:' dt j d 3 x { [-ifi ( a-v·;;· tl) -
- (H01,'P (x. t))" ] ,¡.¡. (x, t) + [ (ift :;t - H 0 p) 'P (x, t)] ó'l'" (x, t)} 

Puesto que se consideran a. '11 (x. t) y '1.t'"' (x. t) co1no indcpr.uclicntes, ve1nos 
que si se exige que uo ha.ya variación en los puntos cxtrc1nos t1 y t2, la. 
condición de cxtretno tSA =O lleva. a la..-.. ecuaciones de 111ovirn.icnto: 

. 8-V (x,t) 
•ft é>t = H 0 p'V (x, t) (2.16) 

(2.17) 

como se afirmaba. Por otra parte, si permitin1os variaciones cu los puntos 
extremos t1 y t2 y suponc111os las ecuaciones de rnovirnicnto (2.16) y (2.17) 
entonces: 

óA = {j d 3 x-V" (x, t) (-iftV') -V (x. t)} · óx (t) ) :: 

lo que nos lleva a identificar el momento total del siste1na. con10: 

P = j d 3 x-V" (x, t) (-iTL'V) '1i (x, t) 
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Esto es una generalización de lo siguiente: considerese un sistema de N partículas 
con masa rn y posiciones q¡, i = 1, ... , N, sujetas solo a fuerzas mutuas derivables 
de potenciales interpartícula v¡;. Se define la acción como: 

1
., 

A= Ldt .. 
con: 

N 

L (q;,cí;) == L 4mi¡~ - 4 L v;¡ (lq; -culJ 
i=l i:Fj 

Si se hace un cambio infinitesimal en la trayectoria: 

q; (t) -+ q; (t) + 6q; (t) 

la variación en A a primer orden en óq es: 

6A = J'' (i::. mi¡;· 6q; - LV;••;¡· 6q;) rlt 
'• i=l i-:;rl!j 

Integ1·nndo por partes se tiene: 

6..-\ = i:. {mq; · 6q¡ ] '' + J'' (-mq; -L 'V;v;¡) · 6q¡dt} 
i=I 11 t¡ i:;rt.j 

si las partículas obf"deceu las ecuaciones de Newton entonces: 

y obtenernos: 

mi:ik = - L V1:vk; 
j~k 

6.4 = t. {mi¡; . 6q¡} r 
Si la transformación es una t1·aslación dependiente del tienipo: 

6q¡ (t) = 6x (t) (independiente de i) 

entonces: 

6A= {tmq;(t)}·óx(t) ]'' =P(t)·óx(t) ]'' 
•=l 'ª 'ª 

donde P (t) es el momento total al tiempo t. De esta manera la transformación de 
coordenadas consistente en una traslación genera el n1.omento total del sistema.. 
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La coordenada canónica coltjugada 

Ahora considérese lo que Ja transfonnación (2.13) hace con: 

Q = j d 3 x'1!" (x, t) x'I! (x, t) (2.20) 

El cambio en Q es: 

óQ. = j d 3 x ('1!" (x, t) x. (-'V'I< (x, t)) + (-V''I<" (x, t)) x.'1! (x, t)] · Jx 

haciendo uso de la identidad vectorial: 

'V· (<pF) = ('V<p) · F + <pV' · F 

obtenemos: 

j d 3 x (-V''l!" (x, t)) · (x.'11 (x, t) Jx) = 

= j d 3 x ['1!" (x, t) V'· (x.'1! (x, t) Jx) - V'· ('1!" (x, t) :r.,.'1! (x, t) Jx)) 

por el teorema de la divergencia. la segunda int.r.gral es cero si suponemos 
que Jos ca.inpos se anulan en infinito~ entonces: 

óQr = J d 3 x ('1!" (x, t) Xr (-"7'1! (x, t)) · Jx + '1!" (x, t) 'V· (xr'l! (x, t) óx)] = 

/ 

:1 • ( [}'1! (X, t) é) ) = d '1! (x, t) -Xr Dx. óx. + ax .. (x .. w (x, t) óx.) 

= J d 3
'1.J" (X, t) ( -Xr [}~• + [}~• Xr) '1.J (X, t) ÓXa 

el operador diferencial k actuando sobre todo lo que esté a su derecha. 
Haciendo explícitan1ente las derivadas encoutramos: 

óQ. = / d 3 x'1!" (x, t) '1! (x, t) óx.Óra = óx,. / tl3x'1!" (x, t) '1! (x, t) 

Ahora. con10 P dado por (2.10) es el generador de la tru..nsfonnació11 (2.13), 
debe01os tener ta.rn.bién: 
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de donde: 

{P., Qr} lixa = -lixr f d 3 x'I!" (x, t) 'Il (x, t) (2.21) 

la integral de la derecha es la. integ1·a.l de normalización y es una constante 
de movimiento. Esto puede ser verificado por medio de la t.ra.nsformación 
de no1"1'11a: 

'Il (x, t) -+ e;"'.¡. (x, t) 

en forma infinitesimal esta tra.nsfor1nació11 es: 

li'I! (x, t) = ilia'I' (x, t) 

li\ll" (x, t) = -ili<•'11·" (x, t) 

(2.22) 

(2.23) 

Suponiendo las ecuaciones de n1ovin1ic11t.o (2.16) y (2.17), la variación eu la 
acción A para una. óa (t) dependiente del tiempo es: 

liA ih. J d 3 x'11" (x, t) li\ll (x, t) ] :: 

= -1'1.lia (t) J d 3 x'Il" (x, t) 'Il (x, t) ] 
.. .. (2.24) 

la integral de normalización aparece entonces conl.o la generadora de la trans­
formación (2.22) y (2.23). Pero esta transformación obvianiente deja inva­
riante a. la acción, de donde la. variación en A es cero: óA = O. La ecuación 
anterior entonces muestra que la normalización es constante en el tiempo; 
ésta se acostumbra tomarla como igual a uno y, con esta elección, la ecuación 
(2.21) resulta: 

{P.,Qr} = -Órs (2.25) 

por tanto Qr torna el papel de variable canónica conjugada de Pr. 
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R.elatividad galileana 

El generador de la transformación de Galileo puede ser construido ahora: 

G = Pt-•nQ (2.26) 

éste describe una. traslación proporcional al tic1npo y .satisface el (PP): 

{P., G.} = -rnlirs (2.27) 

como se requiere para una realización del álgebra de Lie del grupo vía el 
(PP). Ahora se pide que G sea una constante de movimiento: 

(~~) - {H,G} =o (2.28) 

para esto necesitarnos el ha.milt.oniano H. Éste lo podetnos obtener de la. 
acción A haciendo una traslación te1npoi-a.l dependiente del tie1npo: 

t --> t +lit (t) 

lo cual a. su vez ca1nbia. los ca1npo::; en: 

li'l' (x, t) = -lit (t) .¡, (x, t) 

li'I!" (x, t) = -lit (t) .¡,- (x, t) 

(2.29) 

en donde las derivadas ten1pora.lcs se evalúan en la trayectoria física.. Nótese 
que la acción es cambiada. cuando se aplica. la transformación (2.29) puesto 
que depende del tiempo implícitamente a través de lo.s campos. y también 
porque se tienen segmentos diferentes de trayect.oria cutre los t.ic1npos mar­
cados t1 y t2. Esto último se remedia. cambiando simultanea.mente los puntos 
extremos en: 

t,--> t'1 = t1 +lit(t1) 

Entonces definiendo: 

L = j d 3 xoJ!" {x, t) (ih :t -Hop) '1' (x, t) 

la variación en A ca: 
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cl"A = 'L (t') dt - L(t)dt = 1" J,'' 
tí t1 

1.. J,'' ¡·~ 1'' = L (t') dt + L (t') dt + L (t') dt - L (t) dt = 
'í h ,, t1 

!.'' (L (t') - L (t)) dt + 1'; L (t') dt - ¡•; L (t') dt 
t¡ 1::1 t 1 

Considerando ót {t) infinitesimal, las dos i'1lt.imas integra.les son: 

y entonces: 

!.,, ] ,, 
óA = (L (t') - L (t)) dt -i- L (t) ót (t) 

t1 '• 

(2.31) 

la prhnera intcgrnl en (2.31) es la variación usua.l, suponiendo de nuevo las 
ccuacioucs de n1ovi1nicnt.o (2.16) y (2.17). ésta. se puede escribir: 

·ih j d 3 x'lt" (x, t) ó'lt (x, t) J:: = 

-ihót (t) j d 3 xw· (x, t) éNI ~7' t) 

Por tanto, de (2.31) y (2.32) y usando (2.30): 

1
,, 

(L (t') - L (t)) dt .. 

óA = -ót (t) j d 3 x'lt" (x, t) H 0 ,,'ll (x, t) 

] 
.. 

(2.32) .. 

lo que identifica. al generador de la transformación (2.29), el harniltonia.no 
co1no: 

H = j d 3 x'lt" (x, t) HopW (x, t) (2.33) 

ahora: 

{H,G} = {H, P} t - rn {H,Q} (2.34) 
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el prinl.ero de estos (PP) se an.ula. en virtud de in.va.riancia traslacional. El 
segundo puede ser evaluado considerando el efecto de la. traslación temporal 
(2.29) en Q: 

óQ = -ót (t) j d 3 x { 'l!" (x, t) xª"' ~:· t) + (ª"'"a~x, t)) x'l! (x, t)} 
y usando las eruaciones de movhnicuto (2.16) y (2.17) obtc11en1os: 

óQ (~) ót (t) {j d 3 3•'ll" (x, t) xH01,'l! (x, t) - j ,Px (H,,1,'l! (x. t))" x'l! (X, t)} = 

= ( *) ót (t) J d 3 :c'l!" (x, t) {xHop - H 0 px} 'l! (x, t) (2.35) 

Por otro lado,. siendo H el generador de la t.ransformn.ción (2.29) debe111os 
tener 

óQ = -{H,Q}ót 

y como de (2.28): 

P-m{H.Q} =O 

usando (2.19),(2.35),(2.36) y (2.37) obtenemos: 

j d 3 x\Jt• {x, t) { -iti'V r - i~:' (H01,x - xH0 p)} '11 (x~ t) =O 

(2.36) 

(2.37) 

y puesto que cst.o es p;u·a. todn. 'I' (x. t). dcbcinos i:;atisfaccr la ecuación ope­
racional: 

. ini 
- ¿1J.V.r - -¡;- (HopX - XHop) =O (2.38) 

para encoutrRr Hop es convenicut.c pn.s:a1· a una r<:prescut.ación de Fourier: 

.¡.(p,t) = --
1
--"' jd3xe-(t)p·x.¡.(x,t) 

(21TTi)> 
(2.39) 

esto tra.nsforrna Hop,x en H 01,(p). -ihVr en p y x en i1i"Vp. En esta repre­
sentación (2.38) se tra.nsforrua en: 

p = T1I. ('V¡,Hu¡> (p) - Hup (p) 'i7 µ) (2.40) 
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o equivalentemente: 

de donde: 

p2 
Hop(p} = 2m + µ 

(2.41) 

(2.42) 

siendo µ una constante. Transformando al espacio de configu.ra.ci6n obtene­
nios finalm.ente: 

H 0 p = - ;::, V"2 + µ (2.43) 

De esta manera se ha. determinado la. forn1a. de Hop y por ende la forma de 
las ecuaciones de movimiento. Nótese que no se hizo uso del contenido físico 
de la ecuación (2.11). Shnplen1ente se usa.ron las especificaciones genera.les 
( descripción del sistema. por un ca.rnpo complejo que satisface una ecuación 
de movimiento lineal ) para. fijar la forrna determinada. que deben tomar las 
ecuaciones de movimiento si se ha. de preservar la inva.riancia. galileana. 

2.3.2 Sistemas continuos y campos multicomponentes. 

El campo escalar 

Como otro ejemplo se discute primero el caso de un sistema. involucrando 
un solo caIDpo <P (x, t) en el espacio euclidea.no. Un caru.po escalar o un 
campo con una sola componente es una función única. definida. en el espacio 
euclidea.no. 4 Un cierto estado del caTnpo queda descrito al dar el valor del 
campo en cada punto del espacio, en un sistema. coordenado S esto se traduce 
en especificar una. función</> (x, t), Xj siendo las coordenadas asignadas en S 
a un punto P en general. Supondremos que el sistema está. descrito por un 
lagrangia.110 dependiente de </> (x. t) y f{¡. (x, t) para toda x y el instante t: 

[ 
D4> ] L <f>(x.t), Dt (x,t) (2.44) 

Puesto que se tiene un continuo de coordenadas generaliza.das <P (x, t) para 
toda x y sus velocidades generalizadas ~ (x, t), el lagraugiano es una fun­
cional de estas variables, y aunque la derivada temporal de </> (x, t) se trata 
como independiente de </> (x, t), las derivadas espaciales ~ no son nuevas 

4 Pos simplicidad suponemos que se trata de un c&lllpo real 
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cantidades independientes sino que son, en un sentido generalizado, fun­
ciones de ]as coordenada..q básicas t/> (x., t). Esto es claro ya que si los valores 
nu.méricos de t/> (x, t) estuvieran especificados para toda x a un cierto tiempo 
t, entonces ta.inbién se sabrían los valores de ~ en ese tiempo. Ahora ima­

ginemos alterar a tP (x, t) y %1¡. (x, t) en L por pcquefias cantidades ó<P (x, t) y 

oef> (x, t). siendo estos incren1entos independientes uno del otro en cualquier 
instant.e de tiempo, y caJc11le1nos el ca.zubia cu L. Siempre se puede escribi_r 
el can1bio en L en Ja forn1a: 

[ ·1 J 3 ( tSL tSL · ) • tSL </>. </> = d x r;¡:--( ) tS</> (x, t) + -. --tS</> (x, t) 
o~ x,t tS</>(x.~ 

(2.45) 

Los coeficientes(*) (x. t), (~!:) (x, t) de los incre111entos independientes ót/> 
y tSJ, se definen co1110 la.s derivadas parciales fi111cionales <le L con respecto 
a t/> (x, t) y ~ (x, t) rcspectiva111eutc. Las ecuaciones de Euler-LaE,'T<:l.llgc en­
t.onccs to111an la. forn1a.: 

d ( tSL ) tSL 
dt tSJ, (x. t) - tS<f> (x, t) = O 

Se define ahora el momento canóuico conjugado a t/> como: 

7r (x, t) = --,!.!:..__ 
tS</> (x, t) 

(2.46) 

(2.47) 

y el han1iltonia.uo Hes ahora. una funcional escrita en térn1inos de Jos cainpos 
canónicos conjugados 7r, </>: 

H [<f>,7r] = J d 3 x7r(x,t).j,(x,t) - L [<P.J] 
Los (PP) funda.inenta.les entre las </>'s y las 7r's son: 

(2.48) 

{</> (x), </>(y)}= {7r (x), 7r (y)} =O , {</> (x), 7r (y)}= ,s< 3 > (x - y) (2.49) 

En el esquema harniltoniano~ una. variable diná.Inica geueraJ F es una fun­
ciona] de q,, 1T, para tales variables el (PP) toma Ja forma: 

J 3 ( tSF tSG tSF tSG ) 
{F [4>. 7r] • G [</>, ,,.]} = d x tS<f> (x, t) Ó7r (x, t) - Ó7r (x, t) tS</> (x, t) 

(2.50) 
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y la ecuación de movimiento general es: 

(2.51) 

En todas estas expresiones las derivad.as funcionales con respecto a <P y 7r 

que aparecen se definen de la misma. 1nancra en que ~ y ~!: se definieron. 
Para muchos sisten1as de interés el -la.gra11.giano L es local; esto es, se 

expresa como una integral en el espacio tridimensional de una función C del 
campo <P y un número finit.o de sus derivad.as parcia.les con respecto a. ambos 
x y t {aunque no aparecen derivadas parciales con respecto a t de un orden 
mayor al primero): 

donde: 
</>· - de/> 

.J - clx; 

(2.52) 

é>2<1> 
</>jk = OXjOXk •••• 

En tal caso C.. se dcnon1rnina la. den.o;iclad lagrangian'" del sist.e1na; uótese que 
de (2.47), si C. no depende de tP;, 4,,jk' .• . , entonces: 

óL [<t> • .t>] ac . 
.,.. (x, t) = . = ~ (4>. 4>;, <l>;k •••• ; <t>) 

ó</> (x, t) 84> 
(2.53) 

Por simplicidad supondremos aquí que el lagrangiano tiene la forma: 

(2.54) 

y que entonces {2.53) se cumple. Regresando al trata.inicnto harniltoniano, 
se tienen las variables básicas 4> (x, t) , .,.. (x, t) satisfaciendo los (PP) funda­
mentales (2.49); el hamiltoniano H es la integral de una densidad 1-1.: 

H(</>,.,..] 

1i [</>,,..] 

j d 3x1i [c/>,7r] 

.,.. (x, t) .f, (x, t) - e ( </>, 4>;. </>;¡,, ••• ; .¡,) 
y las ecuaciones de movimiento del campo son: 
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<i>cx,t) 

ir (x, t) 

El mornent;o lineal 

6H 
{</> (x, t), H} = 61f (x, t) 

6H 
{1f(x,t),H} =-/;ef>(x,t) 

(2.57) 

(2.58) 

Ahora.. la. acción de nna. traslación espacial en las va.ria.bles rle campo c/>. ~ es 
conl.o sigue: 

</> (x, t) __,. q, (x - a, t) ,¡, (x,t) __,. .¡, (x- a,t) (2.59) 

y puesto que pa.1·a. a < l tcne1nos: 

¡;q, (x, t) =-a. vq, (x, t) (2.GO) 

el p1:incipio cxt.r#?mal. para la acción no~ da: 

- j d 3 x1f (x, t) 'Vef> (x, t) ·a= cte. 

de esta Dl.a.nern. el tra.ta1nien.to la.grangia.no nos tnucstra có1no definir el tno­
mento linea.\ total del Histen1a: 

p = - j d 3 x1f (x, t) V</> (x, t) (2.61) 

Este es un caso particular de una l"cgla. general: con.sidé1·ese ln acción: 

1
., 

A= L(q,q,t)clt .. 
en donde la integral se tonl.a. a lo largo de una curva C' en el espacio de configuración. 
Si se hace una variación en las coordenadas generalizadas: 

q~ = q. + E<i>a (q) =:<Ja+ óq,. (2.62) 

con E un pará.inetro pequciio y <P. (q) funciones específicrus de <¡,. que cru·acterizan 
la transformación. Las velocidades gen.era.liza.das difieren poi· la derivada temporal 
de (2.62): 

(2.63) 
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entonces la variación en la acción está dada por: 

1'2 
(8L d 8L) 6A = L dt ;;;---- - -d ~ 6q. (t)+ 

• t 1 vq,, t vq. 

+ [¿p.6q. (t)] ,, . .. 
8L 

Pa = tJ<j. 

Si el lagrangiano Les invariante bajo la transformación (2.62) entonces 6A =O y: 

'
2 

( éJL d 8L ) [ ] '• - ¿j dt 8 - ;¡¡a=- oq. et>= ¿p.oq. <t> 
• ,, q. q. • ,, 

(2.64) 

Si al101·a C es una u·ayectoria física real en la cual las ecuaciones de movimiento se 
satisfacen: 

entonces el factor ent.re paréntesis en el lado derecho de (2.64) tiene Jos misn1os 
valores en t 1 y t 2 y por tanto para cualquier tiempo; usando (2.62) obtenemos 
entonces: 

éJL 
LJJa<Pa(q)=L<P.(q)~= cte. de mov. 

• • ~q. 

esto conduce a la ecuación (2.61) apartir de (2.53) y (2.60) 

El momento angular 

Similarmente, si L es invariante ante rotaciones, esto es, no cambia cuando 
tP y tÍ> son cambiadas de Ja siguiente manera: 

,¡, (x, t) -+ </> (x - 69ñ x x, t) J, (x, t) -+ J, (x - ó9ñ x x, t) (2.65) 

que corresponde a una pequeña rotación de los ejes coordenados en una 
cantidad 69 aJrededor del eje ñ, entonces: 

ó,¡, (x. t) = -ó9ñ X X. V</> (x, t) = -óOñ. X X V<J> (x, t) 

de modo que: 

-J cJ3x?r (X, t) X X VtJ> (x, t) · ó(Jñ = cte 
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lo que muestra como definir el momento angular total del sistema.: 

;J = - j d 3 x,,.- (x, t) x x V'</> (x, t) (2.66) 

Los generadores del grupo de Galileo 

Las expresiones para P y .J en (2.61) y (2.66) escritas por componentes son: 

P; (2.67) 

J; (2.68) 

estas expresiones dan una realización del grupo Euclideano E (3) vía (PP): 

{J; (x, t), h (x, t)} 

{P¡ (x, t), P" (x, t)} 

{J; (x, t), Pk (x, t)} 

ejkmJm (x, t) 

o (2.69) 

Con el objeto de extender esto para obtener un conjunto de ca.uti<la.des sa­
tisfaciendo las relaciones del álgebra de Lie del grupo galileano, se necesitan 
varia.bles diná.:rnicas adiciona.les G j, H que representen a los elementos de 
dicha álgebra Yi~ h respectivamente, ta.les que junto con Jj y Pj en (2.67) 
satisfagan las relaciones (2.10) vía (PP); esto es, junto con (2.Gü) debemos 
tener: 

{G; (x, t), Gk (x, t)} 

{J; (x, t), Gk (x, t)} 
{G; (x, t), Pk (x, t)} 

{H (x, t), Pk (x, t)} = {J; (x, t), H (x, t)} =O 

e;kmGm(x,t), {G;(x,t),H(x,t)}=P;(x,t) 

6;1<M (2.70) 

donde M conmuta con todos los generadores. La siguiente construcción 
llena los requerin1icntos: 

G; 

H 

M 

1n j d 3 x,,.- (x, t) x 14> (x, t) 

2
!,. J d 3 x,,.- (X, t) V'2 </> (X, t) 

m j d 3 x,,.- (x, t) </> (x, t) 
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siendo m una constante fija positiva. Los generadores dados en (2.67) y 
(2. 71) nos dan una realización del algebra de Lie del grupo de Galileo vía 
(PP). 

Conexión con la descripción cuánt;ica 

Es ahora oportuno resaltar la conexión entre la teoría de campo galileana dis­
cutida aquí con una realización del grupo de Galileo vía operadores que surge 
en la descripción IDecanico-cuántica de una partícula libre no-relativista de 
espíu cero. Primero nótese que cada uno de Jos generadores en (2.67) y 
(2. 71) se puede escribir de la forma: 

A (,P, 7Tj = j d 3
x7T (x) a ( x, !) .P (x) (2.72) 

siendo a ( x. ~) un operador diferencial pru·cial ( o en algunos ca..c;os solo 
una función de x ) correspondiente al genera~or particular A. De esta forrna 
tenemos la correspondencia: 

A= J; - a= -(x X 'V); 

A=P; - a= -'Vj 

A=Gi - a= 1TIXj (2.73) 

A=H - n= _1_v2 
2m 

A =M - a= 771 

EJ hecho de que las A 's nos dan una realización del álgebra. de Lie del 
grupo de Galileo vía (PP) está relacionado con el hecho de que las a's dan 
una reaHzación en términos de operadores y vía conmutadores de Ja misma 
álgebra. Si A y B son dos generadores con la forma (2.72), su (PP) puede 
ser calculado de Ja siguiente forn1a: 

{A,B} = {fd3 x7T(X)a (x. /x) cp (x),fd3 y7T (y) b (y,~) ,P(y)} 

= fd3 xfd3 y {7T(x)a (x, /x) ,P(x) ,7T (y)b (y,~) ,P(y)} 

= f d3x J d 3 y [7T (x) {a (x, .&) ,P(x),.,.. (y) b (y,~).¡. (y)}+ 

+ {,,. (x) ,7T (y)b (y.~) ,P(yJ} a (x, ifx) ,P(x)J 
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= f d 3xf d 3 y(.,.. (x) [.,..(y) {a (x, ~) ,p(x) ,b (y,~) ef>(y)} + 

+{a (x, 1&) ,P(x) ,.,,-(yJ}b (y,~) ef>(y)J + 

+(.,..(y){.,.. (x),b (y,~) ,P(yJ} + {.,.. (x),7r(y)}b(y, ~) ,P(y)J a (x, z&) ,P(xl) 

Notando qnc de la definición (2.50) : 

J 
. óa (x. ,&) </> (x) ób (y.~).,.. (y) 

<l.J z-~~-~--- --'-e~~---¡;,¡, (z) 6.,.. (z) 

J 3 ( D ) li<f> (x) ( D ) ,s.,.. (y) 
d za x, Dx 6</> (z) ¡, y, {)y ,s.,.. (z) 

( 
D ) ( lJ ) j a ó<t> (x) ,s.,.. (y) 

u x, lJx b y. Dy d z ;;.¡, (z) ;;.,.. (z) 

u(x.!)1•(Y·~) {.PCx).7r(y)} 

y usando (2.49J obtcuciuos: 

{A,D} j.t"2, jd"y [.,.. (x) (1, (y,~) 1•(y)) a (x. ~) <>" (x-y¡ -

- (a (x. ~) </>(x)).,.. (y)b (Y.~) ;;a (x -y)] 

j tz3:r..,.. (X) a ( x, !) (j d"1163 (x - y) b (y.~) .P (y)) 

- j d 3 y71" (y)b (y.~) (j d"xli3 (x - y)a ( x, !) •/>(x)) 

./ d
3n (x) [a ( x. :,.) b ( x. !J - b ( x. !) a ( x, !) ] 4> (x) 

{A • .D} = jd3x71"(X)[a,b]_</>(x) (2.74) 

De tnodo que el (PP) de dos expresiones con Ja fo1·1na. (2. 72) es otn\ expresión 
de la 1nis111a fo1·ma con el conu111t.ador de los operadores diferencialc.s in­
dividuales apareciendo como cJ operado1· diferencial en el resultado fiual. 
Puede vcrifica1·se directn1nente que los vados operadores a 's listados eu ( 2. 73) 
obcdecr.u l<lS n1is1na.s rcgla.s de conmut.a.ción que el álgebra de Lie del grupo 
de Galileo, cstu t::..: 
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[-ex X V);' - (x X Vlk]_ = •jkTn (- (x X V),..); 

[- (x X V);' -vk]_ = •jkno (-V.,.) [V,, Vk]_ =O; 

[- (x X V); ,mxk]_ = Ejkm1TI.Xm [mxj,TnXk]_ =O; 

Por ejemplo: 

[-(x x V);,~:.]_ 

[mx-,v2] =-V­
" 2rn. 1 

[-V;,::.] =O; 

[•;r.Xr ,,.
0 

, -
8

8 
) <P (x) 

vXa Xk -
é) é) éJ é) 

E.jraXr axa Dxk 4> {x) - Dxk E.jrsXr 8x:-i <P (x) 

(2.75) 

éJ.P (x) éJ.P (x) 
-Ejrs-¡¡;;-;-Órk = -Ejk:1 axs = €jkm (-"7</J (x))m. 

De esta manera., co1nbi11a.ndo estas reglas de con1nuta.ción con. la fórmula. 
general (2. 74), hetnos co111proba.do la validez de h\.S expresiones (2.69) y 
(2.70). 

Los operaclo1·cs en (2.73) se dice que ofrecen una rcpresetl.tación opera­
cional irreducible del álgebra de Lic del grupo de Galileo, y salvo algunos fac­
tores de i ocasiona.les son prescisamcnte los operadores que se usan para de­
scribir una. partícula libre no-relativista. de espín cero en mecánica. cuántica.. 

Campos multicomponentes 

Ahora brevemente vcre1nos co1no se extiende esta. discusión a. ca1npos mul­
ticotn.poneutes. Se t.iene entonces la posibilidad de un c8.1Upo multicompo­
nente <J>r (x. t); suponiendo que a cada <Pr (x) le corresponde un momento 
canónico conjugado 7rr (x) de tal manera que los (PP) funda.nlentales son: 

{ <Pr (X) , .P. (y)} 

{.P,. (x) ,.,,-. (y)} 

{'11"r (x), .,,-. (y)}= O 

ÓroÓ3 (x - y) 
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El único ca.nibio en los genera.dores es que J; adquiere un término de espín: 

J; 

P; 

H 

G; 

M 

j d 3 :z: [ 1rr (x) (S; )r• <P. (x) - 1rr (x) ~jkmXk éJ;,,. <Pr (x)] 

- J d 3
x1rr (x) aª . .Pr (x) x, 

-
1
- J d 3 x1rr (x) V 2 <Pr (x) (2. 77) 

2m 

1n j d 3
x?rr (x) :z:;</Jr (X) 

•n j d 3
x1rr (x) <Pr (x) 

suma sobre índices repetidos implícita. El generador J; puede ser separado 
en dos términos: 

con: 

L; 

J; = L; +S; 

= - J d 3
X'11'"r (X) ejkmXk aª </Jr (X) 

Xm 

S; = j d 3
x?rr (x) (S; ),. <P .• (x) 

de modo que para. satisfacer {J;, J1...} = ~jkrnJm, las matrices de espín {S;) 
deben ser tales que: 

{L;,Lk} 

{S;,Sk} 
{L;,Sk} 

t!jkmLm 

t!jkmSm 

o 
(2.78) 

Los generadores en (2.77) son de la forma general (2.72) con la diferencia de 
que los operadores diferencia.les a (x .. /x) son al n1is1110 tiempo matrices en el 
espacio de representación de R (3) ó E (3) según sea el caso. Estas matrices, 
salvo factores de i .. actúan como generadores de las representaciones del 
grupo de Galileo vía operadores mecánico cuánticos asociados con la des­
cripción cuántica de una partícula libre no-relativista. con masa 71'1. y espín 
diferente de cero .. 
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2.4 La. ecuación de Weinberg como un ejemplo 
de realización. 

Como se mostró en el capítulo anterior, para un sistema discreto el conmu­
tador de Weinberg entre dos observables a (,P, ,Pº), b (..P, 1/J") se define como: 

( 
éJa éJb éJb éJa ) 

[a, b] = a• b - b • a = a..p,, a..p, - a..pk a-.¡,, (2.79) 

la generalización de esto para sistemas continuos es: 

Si hacernos la identificación: 

'11 (x, t) -+ e/> (x, t) 

.¡,• (x, t) -+ 7r (x, t) 

.Sb .Sa ) 
.S>l!k (x, t) .S.P¡;, (x. t) 

(2.80) 

(2.81) 

El conmutador (2.80) es formalmente idéntico al (PP) clásico (2.50) (apropi­
a.darnente generalizado para el caso de ca.inpos multicomponentes) de las dos 
funcionales a ('11, >I!º) y b ('11, .¡,• ). De esta manera las funciona.les a ('11, ll!") 
que se definen como observables en el marco teórico de Weinberg .. nos pueden 
dar una. i-ealización del álgebra de Lie del grupo de Galileo vía el conmutador 
(2.80) siempre y cuando se den funciones h, p,j y g, todas ellas funciona.les 
de 'JI y .¡,• homogéneas de grado uno, que actúen como generadores del grupo 
satisfaciendo las relaciones de conmutación: 

[p,h] = ü,h] = [g;,g;] =o 
[g, h] = ip [g;,p;] = ·ió;;M 

(j;, P;] = i<;;1<P1< [j;, Yi] = i~;;kYk 

(j¡,jj] = i€.¡;kjk 

(2.82) 

(donde M conmuta con todos los generadores), que son las relaciones e­
quivalentes a (2.69) y (2.70) para el caso en que se maneja como campo a 
los números coniplejos en vez de los números reales. Corno se mencion6, 
cualquier generador en (2.82) tiene que ser una funcional homogénea de 
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grado uno en lJt y 1Ji•, aun.que no tienen por que ser bilineales en los ca.nipos 
(2.81) como Jo son los generadores (2.77) de Ja teoría de caxnpo galileana. 
Sin einbargo la Corma más sencilla de proceder es tornar a todos los genera­
dores en (2.82), excepto 1'\I hamiltoniano h, como idénticos a los generadores 
bilineales (2. 77): 

j 

p 

g 

M 

j it3x>l!Z (x) (-i (x x 'V') Ó¡,,1 + S¡,,1) '1!1 (x) 

-i j d 3x'l<:Z (x) 'V'l<k (x) 

m j d 3x'l<¡; (x)x'l<¡,, (x) 

m j d 3x'1!¡; (x) >l!k (x) 

Para el harniltonin.uo, Wciubcrg escoge Ja forma: 

h = j d"x [-
2

:,, .¡,¡ (x) '172
'1! k (x) + 1-1. (ll' (x), '1'" (x)) J 

con 'H. satisfaciendo Ja condic..:iúu de ho1nogencidad: 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

y tal que conmuta con p,j y g, garantizando así Ja validez de (2.82) y 
proveyéndonos de una realización del álgebra gaJileana vía el conniuta­
dor (2.80). Con Ja función ha.miltoniana dada por (2.84), Ja ecuación de 
movimiento (2.57) se traduce en: 

(2.86) 

que es Ja ecuación de Weinberg presentada. en el capítulo anterior. 
De esta manera, Weinbcrg logra identificar Ja estructura formaJ de su 

generalización de la mecánica cuántica en su f"orina más simple con Ja propia 
de una teoría de ca.xnpo galilea.na, y aunque ésta es la n1auera más sencilJa. de 
proceder, las diferencia.s entre esta forma de su teoría y la mecánica cuáJ1tica 
ordinaria pueden llegar a ser significativas (mcdiblcs) como se mencionó en 
el capítulo anterior. Es oportuno recalcar que las causas principales que 
originan estas diferencias son la manera en que se definen los observables en 
Ja teoría. de Weinberg y la forma en que se combinan éstos~ con un producto 
no aaociativo, a diferencia de Ja mecánica cuántica ordinaria. 
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Capítulo 3 

Un ejemplo 
ecuación de 

concreto de 
"Weinberg 

la 

En este capítulo se introducen interaccione~ en el siste1na. previamente dis­
cutido de la partícula. libre. Nos rcstringin1os a la. clase de interacciones 
más shnples que puedan mostrar efectos no lineales en la evolución del sis­
tema.. Se plantea un problc1na. sencillo cuya ecuación se puede tratar en una 
sola. ditnensión y se propone un término no lineal consistente con las suposi­
ciones genera.les y se introduce en la. ecuación de evolución. resolviendo el 
problema con un 1nétodo aproxima.do y comparando la evolución del sistema. 
con aquella de la. ecuación lineal. 

3.1 Sistemas con una partícula en interacción 

Ahora procedemos a discutir la posibilidad de tener un térn1ino de interac­
ción en el harn.iltonia.no. Hacemos la suposici6n de que los generadores j, 
g, y p no a.lt.eran sus formas con la. inclusión de interacciones, esto es, nos 
restringirnos al caso en que son cinemáticos. Por sin1plicidad suponernos 
ta.Illbién que el término de interacci6n V en la. funci6n ha.Illiltoniano h es la. 
integral de alguna densidad loca.! v, la cual es función de '111< (x) y '11¡; (x) 
sola.mente: 

V ['11, '11"] = j d 3 xv (x) 

u (x) ""'11 ('1r (x), .¡,· (x)) 

La invaria.ncia de la. ecuación de movimiento ante tra.nsforn1aciones de Galileo 
puras requiere que los conmuta.dores de V con g¡ se anulen. Las condiciones 
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que surgen del a.nula.miento de [gj, V] implican que v es una. suma de términos 
cada uno consistiendo de un número igual de factores de ~k y '11¡. Para ver 
esto calculemos (g;, V] : 

[g;, V] Jdªz ( óg; óV _ óV óg; ) 
Ó\llm ó\11;,l Ó'lrm ó\11;"... 

Jdªz (D(n»It;;x;'l>k) _!!!:!._ _ &v D(m'l>¡;x;'l>k}) 
8Wm 8'1';;. éJW,,. 8'11;:,. 

m j d
3
zx; ( >1>;,. 0':;;, - '1'ma:=) 

una: forma de sat.isfacei- la condición (gj, V]= O es escoger a la densidad v (x} 
homogénea, de grado 1 por eje1nplo. en cuyo caso se tiene : 

Dv _ Dv 
\)lm 8'1!m = '1tm éJ'I';,a = "lJ 

incidentahuent.e. cou v (x) ho1nogéuea, la coudición [M. V] =O se satisface 
a.utou1á.t.ica1nent.e: 

[ l _ j 3 e _ Dv Du ) 
M,V -1n d X '1tmD\lt• -'1tméJ'l! =0 

Hl TU . 

Lo anterior nos lleva nucvruncutc a proponer a ·u de la siguiente forma : 

{3.1) 

con s =O, 1, 2, ... ; siendo p la densidad: 

y 116 una suma de términos proporcionales a 1 + s factores de \ll''s y 'l'•'s, 
por ejemplo: 

vo (x) = >1'¡;vk1Wk 

V¡ (x) = '11kWjvklmn'11m'11n 

etc, con Vk(, Vklmn constantes. 
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3.2 La partícula en una caja y su solución numérica 
aproximada 

a.2.1 El potencial de interacción 

La. función hasn.iJtoniana. total del sistema en interacción es, ignorando las 
correcciones del hamiltoniano libre provenientes del ténnino ?-l..: 

y la ecuación de Weinberg es: 

(3.2) 

Nosotros estamos intcrnsa.dos en esta ecuación porque es Ja parte del trabajo 
dt' Weinberg en que no se profundiza 111.ucho (él está int.eresado principal­
mente en sistemas discretos). Por otro JadO. como esta ecuación involucra 
grados de libertad discretos co1110 el espín, y puesto que el espín se hace 
manifiesto a través de ca.1upos magnéticos, nos interes;u1 siste1nas con espín 
en interacciones magnéticas. Por sirnplicidad escogiinos un sisten1a. de dos 
componentes o de espín 1/2. Tenc111os una partícula de espín 1/2 dentro 
de un pozo de potencial unidin1ensional y sujet.a a un can1po 1nagnético. 
La forma más shnple de p1·oceder sería tomar al ca.n1po inagnético uniforme. 
Sin embargo, Weinberg ha rnostrado que para un cai:npo magnético uniforme 
y débil, exigiendo invariancia rotacional de la densidad de interacción, ésta 
toma la forma: 

v (x) = µ'I<;;, (u)ml '111 · B 

con µ el momento magnético de Ja partícula y a las matrices de PauJi, de 
donde se sigue que su ecuación (3.2) se reduce a la ecuación de Pa.uli en este 
caso particular, lo que muestra que no puede haber efectos no-lineales en 
la interacción de partículas de espín 1/2 con campos magnE;ticos uniformes 
débiles. 

Con esto en mente, procedemos a tornar un ca.inpo magnético no uni­
f'orrne. Específica.niente, el problellla estudiado es el siguiente. Una partícula 
neutra (un neutrón) dentro de un pozo de potencial infinito unidi1nensional: 

V(x)={ ! 
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V 

Bo~ 

~-------------------- X 
Figura 3.1 El potencial de interacción 

y sujeto a un campo magnético externo con la. forma.: 

B (x) = (} (x - l/2) B 0 z 

3.2.2 La ecuación lineal 

Primero consideremos el problc1na li11ea.l. La ecuación de SchrOdiuger dentro 
del pozo es: 

. 8'1! (p2 ( ¡) ) '''--¡¡¡ = 2 m + lµ .. IBoO x - 2 u, w 

con ..:¡. = ( :~) , o escrita por componentes: 

. 8<Jtk 1i.
2 

8
2

<Jtk k+I ( l) •1i.-¡jt = -2n> 82x + (-1) IJLnlBoO X - 2 'l!k (3.3) 

con k = l, 2, y donde hemos sustituido a. CTz por sus eigcnvalores (±1). Por 
tanto el proble1na es equivalente a tener un potencial efectivo dependiente 
de la. componente de espín: 

{ 
(-1¡1<+ 1 ¡µ,.IBoO (x - ~) 

"Veu (x) = oo 
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k=l (espín hacia a.rriba) k=2 (espín hacia. abajo) 

1 

1 

1 

1 

Vo-~ Bo 

Vo=~Bo 

Figura 3.2 Potenciales efectivos para el problema lineal 

Escogemos como t.amafio del pozo: 

y para el ca1npo 111agnético un valor de: 

Bo = 5 x 103 Gau.ss = 0.5 T 

que corresponde a: 

con estos valores hay, pa.1·a. cada co1npon.ente, seis cst.a..dos estacionarios del 
hamiltoniano lineal con energía._"" tales que: 

los cuales están dados por: 

W1,n(X) = { 
A~1 lsen (k~1 >x) 

B (l) ( k(:J)r. 2k< 2 >1-k(:J):r) 
71 en . - e .. .. 

donde: 
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Psi(x) 
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\ / 
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•ooo ¡ \ I \ í \, 
o \ ! \ ' ···----

·1000 ¡ \ f 
_,,_, / \j 

Psi(x) 

Psi(x) 
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Psi(x) 

\ 
\ 
\ 
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5.0007710 J 

Eigenfunclones (k = 1) 
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Va• -27 
5.00077 'º J 

\ i 

Ei11enfunciones (k = 1) 

So - 5000 a.u.. 
Vo• -27 
5.00077 10 J 

2000 !\ 
1000 í 

l
t 

\ 

,, 
i . 

\ 
·•000 

\ i 

\/ 
¡ 
f 

\/ 
1 ./" \ .. 

Figura 3.3 (a) Estados estacionarios para la con1ponente k = 1 de la solución 
a la ecuación lineal. 
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Psl(x) 
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Et• -ZT 
-4.USS:J 10 J 

vo- -27 
5.00077 'º J 
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-2000 
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Figura 3.3 (b) Estados estacionarios para la componente k = 2 de la. solución 
a la ecuación lineal. 
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y Aik), B!k) (s = m, n, s =O. l ..... , 5) son constantes determinadas por las 
condiciones de normalización y de continuidad de la función de onda y su 
derivada. en x = l/2. Las energías están dadas en términos de las ecuaciones 
trascendentales: 

para. la componente k = 1 (s = n): 

tanh (!.1k<2 >) = -J Va - 1 tan (!.lk<'>) 2 n JEJ 2 n 
O<E<Vo 

para. la. componente k = 2 (s = m): 

tanh (!.¡k< 1 >) = -
1 

tan (!.¡k< 2 >) 
2 m ,jfir - 1 2 n 

-Vo<E<O 

Los estados estaciona.1:ios se muest1·a.n gráfica.inente en la figura 3.3. 

3.2.3 La ecuación no lineal 

Ahora consideremos la ecuación no lineal (3.2). Proponemos para la densi­
dad de interacci6n la siguiente forina: 

( ') ( ')(.¡,tu,'11)2 v (x) = JµnlBo8 x - 2 .¡,t,,.,w + e8 x - 2 .¡,t.¡, 
siendo e el parámetro que mide la no linealidad, consecuentemente la. ecuación 
de Wciuberg es: 

if1~ = [:~, + JµnJBo8 (x - Da,+ 
+eo ( x _ D { 2 w;';~w ,,.. _ (w;';~w}2}] w 

ó., escrita por componentes: 

(3.4) 

63 



donde: 
'1.2 éJ2 k+I ( l) Ho = - 2 ,,, 02 x + (-1) lµnlBo9 x - 2 

es el har:n.iltonin.11.0 lineal. La. ecuación (3.4) es la ecuación que resolvemos 
numéricamente de una forn1a. aproximada.. Nótese que esta. ecuación se puede 
ver corno derivada. de un potencial efectivo con un térn1ino que depende del 
tiempo a. través de las componentes de la función de onda. Los métodos de 
solución numérica se discuten con cierto detalle en los apéndices. 

3.2.4 La evolución en el tiempo 

Con la ecuación (3.4) establecida proccde1nos a hacer evolucionar en el 
tiempo a. la función de onda y hacer una. con1paración entre la evolución 
lineal da.da por (3.3) y la no lineal dada. por (3.4).Toma.rnos como condición 
inicial la superposición de los prhneros dos cigcucsta.dos de la con1ponentc 
k = 1, más la superposición de los prin1eros dos cigcncstados de la com­
ponente k = 2, correspondientes al hainiltoniano lineal. Si dcnota.inos el 
eigenestado n del h:uniltonia.no lineal con energía. En correspondiente a la 
con1poncnte k por 'l'k, la condición inicial es: 

>llo= (w?+wl)+(wg+w~) 

En la figura 3.4 se muest.ran las gráficas de la densidad de probabilidad 
111' (x, t) (2 como función del tie1npo to1nando, en el ca.so no linea.lt un valor 
para. el parán1ctro E. de l.5Vo . Est.a.s gráfica.<.:; muestran la. co1npara.ci6n entre 
la solución lineal exacta y la solución no lineal aproxin1ada obtenida por 
dos métodos numéricos distintos: los de la colu111na de la izquierda por el 
método de la transformada de Fourier acelerada (FFT) y los de la columna 
de la derecha por el método de diferencias finitas (MDF); ambos métodos se 
discuten en los apéndices. En a.JTibas columnas la.s gráficas muestran en un 
tono claro la densidad de probabilidad de la partícula corno función de su 
posición y del tiempo de acuerdo con la ecuación de SchrOdinger lineal y, en 
un tono obscuro, la correspondiente densidad de probabilidad obtenida con 
la ecuación no lineal (3.4). En todas la gráficas se muestran los valores del 
parámetro de no linealidad € y del tie1npo en el cual se calcula. la. densidad 
de probabilidad. 

Como es claro de la figura 3.4 los resultados obtenidos con los dos 
métodos aproxi1nados comienza.u a presentar difercncia..s evidentes en cuanto 
a la forma de la densidad de probabilidad una vez transcurrido un intervalo 
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Figura 3.4 Con1para.t.ivo entre la solución lineu.l exn.ctn. (en t.ono claro) y lns 
soluciones a.proxhnadas de la ecuación no lineal obtenidas con los 1nétodos 
FFTy MDF. 65 
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de tiernpo aproxin1ada.mente igual a un semiperiodo 1/2, donde -r se define 
como el periodo que presenta la evolución temporal de la densidad de proba­
bilidad de acuerdo con la ecuación de Schrodinger lineal (T ~ 1.Bµseg). Mas 
aún, en el caso de la solución obtenida con el UJ.étodo FFT (columna. de Ja 
izquierda) se presentan oscilaciones bruscas (picos), como por ejemplo en Ja 
última. gráfica, y que no aparecen en el método MDF. Una discusión más de­
tallada de esto se presenta en la siguiente sección, por ahora baste decir que 
toma.remos corno más confiables a los resultados obtenidos con el método 
MDF, por lo que la siguiente figura (fig. 3.5) presenta con más detalle estos 
últimos: en esta figura se muestran de nuevo, pero a.hora en la columna de la 
izquierda, )as gráficas con Ja coniparación entre la solución lineal exacta y la 
solución no lineal aproxirnada obtenida con el n•étodo MDF. Por otra parte, 
las gráficas en la columna de la derecha muestran la evolución no lineal de 
la función de onda. por componentes, en un t.ono claro la contribución a la 
densidad de probabilidad total aportada por la componente k = 1 o de espín 
en la dirección del campo, y en un tono algo.más obscuro la correspondiente 
aportación de Ja componente k = 2 o de espín en la dirección opuesta al 
campo, de manera. que la suma de estas contribuciones es igual a la gráfica 
de la evolución no lineal adyacente en la colunu1a de la izquierda. 

3.3 Discusión 

En el caso de Ia ecuación lineal Jos dos métodos de solución nuniéricos dan 
resultados correctos conl.o se muestra en los apéndices, por lo que cabe pre­
guntarse acerca de Ja validez de Ja. extrapolación de los métodos para apli­
ca.dos a la ecuación no lineal. Es nuestra. opinión que, tratándose de la 
ecuación no lineal, debemos descartar el 1nétodo FFT en favor del método 
de diferencias finitas y las razones para esto la.s exponemos brevemente a 
continuación, aunque taJllbién hay que mencionar que encontra.IJlos ciertos 
problemas de convergencia en el método MDF que exponen1os al final de 
este apartado. 

La suposición básica del método FFT es el teorema de muestreo (véase 
el apéndice A) que expone que una función h (t) continua queda completa­
mente det.erminada al muestrearla discretainente si ocurre que su transfor­
mada de Fourier h (f) se anula fuera del intervalo -fe: < J < fe:, donde fe: es 
una frecuencia crítica determinada por el taruaño del intervalo de muestreo. 
Este es un teorema notable en el sentido de que 01.uestra que eJ contenido 
informativo de una funci6n limitada en ancho de banda es~ en algún sentido, 
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Figura 3.4 Comparativo entre la solución lineal exacta y la solución no lineal 
aproxima.da MDF. Para. n1ayores detalles ver texto en la. página 67 . 
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Figura 3.5 continuación. 

70 

•• 4 
r.rro-

.. , 
/\ ,....' \ -- .. "'.::"".· +_,_··-·-~-·-;-_·:_·'~··._ 

1 Psi (z) 1""2Ev. 110-lin porcDlftponenUs 
•• 4 
.zro-. 



·- .. ª''°-

.. .. ... ,º ... 

............ 

MDF _...., .. 

l hl (x) 1"2 E11. 1to-1;,...i n . ..... linftll 
MDF 

......... s 

1 #'si (z) fA.1 Ev. -..- os ..... lhl-1 .. .. 
ª"'º- .......... 

Figura 3.5 continuaci6n. 

71 

1 Pd (.l.r~.:::~"· 11o-lin ,_ e<NW-•111-

_j\ 
..,,,.. .... ,::...,,.:''•,. _ .. /"\ .. ":'--:::"< .. \ ~:''\ 1 

.. .. 

.Z.310 ... 

lhl(.~.r)fA.1Ev.11-U.-Mc;:-·-
...... ,.s 

i', /\.,-\ 

\ / .... ~ .. ,.' ~f···-X:.. 



infinitamente Ulás pequeño que aquel de una. función continua. en general. 
El probletna. surge al tratar de tnuestrea.r una función continua. que no está 
lhnitada. en un a.ncho de banda por la. frecuencia. crítica fe· En ese ca.so 
sucede que toda la <lcnsidu.d espect.ra.l que se c1u.:uc11tn" fuera. <lcl ra.11.go de 
frecuencias -fe < f < fe es ilegíthna.mentc trasladado (superpuesto) hacia 
ese intervalo por el sin1plc hecho de muestrear discrcta.iucnte. Pa.ra veri­
ficar si este fenomeno se hace presente en nuestras soluciones sin conocer 
la forma analítica de las mismas en el caso no lineal, podcn1os hacer la. si­
guiente prueba. Tomarnos la solución a un tiempo t arbitrario y estimainos 
su tra.nsforni.a.da. de Fourier para verificar si ésta se acerca. a. cero conforme 
la. frecuencia se acerca a. fe por deba.jo., o a. -fe por arriba.. Si de lo con­
trario, la tra.nsforui.a.da. se acerca a un valor finito, entonces probabletnente 
ha.y componentes fuera del intervalo crítico que ha.n sido supcrpuest&.q a. 
la verdadera transformada. contaminando la. solución. Pi.·hnero ha.cernos la 
prueba con la solución exacta. a la. ecuación lineal. La. figura 3.G nn1estra las 
partes real e itnaginaria. de la transforma.da de Fouricr de una de las com­
ponentes de la función de onda a distintos t.iempos. Nótese que la condición 
inicial (~k (t =O) ) está. li1nita.da en ancho de banda y las gráficas siguientes 
muestran que la función de onda lo sigue estando para. t > O. En contraste 
la. figura 3. 7 muestra que la transforma.da de Fouricr de una de las compo­
nentes de la. solución no lineal comienza. a ap1·oximarsc a valores finitos en 
los extrc1nos del int.ervalo crítico, y ésta es la razón por la que creemos que 
el método no es aplicable para. resolver la ecuación no lineal; esto es, aún y 
cuando la condición inicial est.á. lin1ita.da. en ancho ele banda, la evolución en 
el tiempo gobernada por la ecuación no lineal genera funciones de onda. que 
no estan limita.das en ancho de banda. 

Finalmente discutirnos brevemente la aplicabilidad del inétodo MDF. 
Nuestra opinion es que la aplicación del método a. la. ecuación no linea.\ es 
admisible aunque la. utilidad práctica. es discutible porque creernos que el 
método converge lenta.mente; por ejemplo, dividiendo el intervalo de tiempo 
básico ( 6.t = 10-7 seg ) entre gráfica y gráfica. de manera que el algoritmo 
utilizara. 102 , 103 o 104 iteraciones para cubrir el intervalo ~t, los resultados 
obtenidos con 103 iteraciones comenzaban a diferir nota.blcrnent.e de aquellos 
obtenidos con 102 iteraciones ya en la cuarta grá.ñca. (t = 4 x 10-7 seg); 
mientras que aquellos con 104 iteraciones comenzaban a. diferir de los de 103 

iteraciones ya en la. sexta. gráfica (t = 6 x 10-7 seg); en contraste, en el ca.so 
lineal bastó con dos niil iteraciones para obtener los resultados del apéndice 
B, lo que da. una idea. de la convergencia. del método con la. ecuación no 
lineal. 
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Figura 3.6 La transformada de Fourier de la componente k = 1 de la solución 
exacta a la ecuación lineal. El momento crítico corresponde en la esca.la. de 
la. figura. a.prox. a. 8. 73 
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Figura 3. 7 La transformada de Fourier de la componente k = 1 de Ja. solución 
aproximada FFT a la ecuación no lineal. El momento crítico en la escala de 
la figura es aprox. 8. 74 



Conclusiones 

Hemos descrito una posible extensión no lineal e.le la 1nccá11ica cuántica, 
desarrollada por Weinbcrg(l], sus consecuencias directa.. ... y he1nos aplica.do 
sus ideas a un proble1na particular. Aunque la. estructura formal de la 
teoría no lineal es 1nuy completa, a1ín no es del t.odo aceptable. Existe por 
ejemplo, el problema de no poder inferir de manera única. una distribución 
de probabilidad partiendo de los valores esperados de las potencias de un 
observa.ble. La característica pdncipal de la teoría no lineal es la. no a.so­
ciatividad en la composición de observa.bles, y es de esta. ca.ractei-ística de 
donde se desprenden las diferencia..."> tnás not.ables con la n1ecánica cuántica. 
Pero la no a.sociatividad ta.inbién trae co1no consecuencia. una. a.n1biguedad 
en la. definición de la n.-ési1na potencia de un observable, lo que lleva al prob­
lema. nl.encionado arriba. Así pues. el rasgo que le dn a. la teoría no lineal 
su forma general (un producto no asociativo) parece ser el mismo del cual 
se desprenden los detalles no deseables del for111alismo. 

Hemos visto también como se conectan los conceptos y las ideas ma­
temáticas de teoría de grupos con las respectivas de simetrías en física y 
como esto nos presenta una hen·aniicnta poderosa. La aplicación de esto 
en este trabajo resulta en la invaria.ncia Galilea.na de la teoría. no lineal, 
y es este hecho lo que hace de ella una teoría mny atractiva.. Esto es a..~í 

porque podríamos a.hora sugerir una extensión hacia el dominio relativista 
esperando sacar provecho en general del nuevo punto de vista. 

Finalmente, es plausible esperar que en la evolución del sist.cma físico las 
características principales de los efectos causados por el térinino no lineal 
se bagan evidentes para tiempos largos, una. vez tcrrniuados los rasgos tran-
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sitorios (si los hay) que pudieran no tener mucha importancia en el com­
porta.miento asint6tico del sistema. Desafortunad.a.niente, en este traba.jo 
no nos fue posible presentar los rasgos asint6ticos de la evolución temporal 
puesto que nos encontrantos con varias dificultades de caracter técnico, por 
así decido. Con10 se ha. cxplica.du, a.l tni.tw.· <le i·esolvcr la ecuación no lineal 
con los n1étodos nu1néricos tradicionales no se obtuvieron resulta.dos com­
pleta.mente satisfactorios, lo que nl.nestra en cierto grado la complejidad y 
riqueza del problema. Tenemos que mencionar que tratamos con un sistema 
continuo, y corno cualquier método numérico necesaria.incntc discretiza en 
el proceso de solución, podríamos conjeturar que existe la posibilidad de que 
algunos rasgos esenciales que distinguen a los sistemas continuos de los dis­
cretos probablemente se estén perdiendo, junto con la información contenida 
en ellos, al discretizar. 

Todo lo anterior es un indicio de que probable1ncnte surgen diferencias 
fundarnentnles al pasar de un sistema. discreto a. uno continuo. 
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Apéndice A 

La 'I'ransformada de Fourier 
Acelerada 

Esta parte se ha escrito con el pl"opósito de presentar de una manera breve la 
idea básica. detrás del 1uétodo nun1érico FFT utilizado para resolver de forma 
aproximada las ecuaciones cst.ndin.das en cst.--? t.rabajo. Se hace inca.pié en lo 
que consist.c espccífica1ncntc la aproxhnación del inP.t.odo y en la. dm~cripción 
de sus funda.IDentos básicos. Así 1nis1110 se iuucstra nua. co111pa.ra.ción entre 
soluciones a.p1·oximadas y exii.cta.s para uu ejcn.1.plo particular con el fin de 
dar una estimación de la. presición clel método. 

A.1 Motivación 

Considérese la ecuación de SchrOdinger en una dhncnsión : 

iri a,µ~;· t> = ñ,,¡, ex, tJ 

si H no depende cxplícitan1cntc del tie1npo la solución forn1al está dada. por: 

1/• (x, t) = e-j;til . .¡, (x, O) 

considerando el desarrollo : 

eA+B = e.4.eñe-t(.·i,ñ] 

si el ha.rniltoniano tiene la fortna : 
•2 

H = :,n +V(x) 
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entonces la solución se puede escribir como : 

·lj.r (x~t) = { e-it~ e-ttV e6lP2 .v] · • ·} ,P(x.O) 

La aproxitna.ción del mét.odo consist.c en suponer que al resolver numéricamente 
la. ecuación anterior, el intervalo de tie1npo 6.t básico entre cada. iteración 
puede hacerse lo suficientemente peque1io con10 para aproximar las exponen­
ciales cuyos argumentos tienen factores de t a una potencia mayor o igual a 
dos, por la unidad. Entonces la solución aproximada es : 

(A.2) 

Ahora, en el espacio de configuración la. acción del operador e 0 f12 sob1.·e la 
función de onda. 1Í' (x._ O) es equivalente, en el espacio de n1onl.entos, a. nt.ul­
tiplicar la transfortna.cla de Fourier de 1/J (x, 0) por el nú1ncro eª"~, donde p 
son los eigcnvalorcs del operador P : 

ei"..p(x) =< xleP'l..P >=< xleP'lp >< p¡,,b >= eP' < xlp >< vl..P > 

o shnbólicu1ne11t.e : 

donde F y F- 1 denotan a. la tra.nsforrnada de Fourier y su inversa respecti­
viuuente, de modo que la solución aproximada es : 

(A.3) 

La int.portancia práctica en cst.o es que existe un algoritn10 denominad.o la 
transformada de Fourier acelerada ( FFT por sus siglas en inglés ) bastante 
rápido para calcular la. transforma.da de Fourier de una. función previamente 
niuestreada en un conjunto de puntos discreto. 

A.2 El algoritmo FFT 

Co1nenzaremoR por mencionn.r el ~iiguiente teorenia de 111.u.estreo : Si una 
función h (t) cont.inua, rnucsti·eada. en intervalos ~', ocur1·c que está limitada. 
a. un ancho de banda. de frecuencias 1ucnores en magnitud que la frecuencia 
critica de Nyqu.ist : 

1 
fe= 2 LI., 
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f(x) 

. . . . . 

t- .ó.x -t 
<--------- L -------· --------> 

Figura 1: Una función muestreada. cu int.crva.los 6.x. 

esto es, h (f) =O para toda 1/1 > fe, en.toncc>R la función lt (t) cst0:i. co111ple­
ta.niente detcr1ninnda por sus n1uestra.s h,. =h. (n.ó.t) • n =O. l. 2, ...• N - l. 
Esto traducido al espacio de r.onfiguracióu es : 

de donde el momento crítico es 

(A.4) 

Entonces el teoretnn a..c;¡egura que si una función continua,¡., (x) muc.streada en 
intervalos .ó.~ {ver fig. 1) es tal que 1j, (p) =O para t.odo IPI > l'c. entonces 
1" (x) está completatnente determina.da. por sus nntcstra.._.;¡ 1/Jk = .,¡, (k6.r), 
k =O, 1, 2., ... ,N-1, siendo N = L/6.z el número de puntos de la muestra. 
El intervalo Ap está. dado entonces por : 
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El siguiente paRo ex aproxhnar la transforn1ada. de Fourier por una snn1a. 
discreta: 

N-1 
,¡, lp) = ¡~ ..¡, (x) c.¡>'udx =.;¡,(p.,) = L ..¡, (x¡..) elcl'•r• L:>.r 

-- -o 
en donde se define : 

27rTn1 
J'n:;:;:: N 6.:r 

Xk 5 kÓr 

N N N 
n= -2,-2+ l, ... ,2 

Es fácil ver que con esta dcfinició11 J.'" corre desde -pe ha.st.a. Pe~ entonces : 

de 111odo que 

donde : 

N-1 
H., = L..¡, (xk) c'ifrnk (A.6) 

S.·=O 

es la. t.ra.nsfor111acla dr. Fourier discret.a c11'! N p1111t.os ·1/1 (xs..). Nótese ~.l!te 

Hn+N = Hn, i. c. H,. es periódica en n con periodo N. Dcfiua.-.;u W = e ... í!T, 
entonces (A.6) se puede escribir corno : 

N-1 
Hn = L wnk..¡,k (A.7) 

k=O 

donde: 

como H n es periódica en n de periodo N, podemos hacer correr n desde O 
hasta N - 1, teniendo en cuenta que entonces n1ornentos positivos (O < p < 
Pe) corresponden. a. 1 $ n $ lf- - 1, mon1entos negat.ivos (-Pe < p < O) 
a ~ + 1 $ n $ N - l. 111on.1.ento O a n = O y finahncnte para n = Jif 
corresponden ambos p =Pe y p =-Pe· La ecuación (A.7) se puede escribir 
entonces como u11a. ecuación matricial : 
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donde la entrada ank de la. mat.l"iz es la. constante W eleva.da. a. la. potencia 
n X k. De esta n.1a.ncra el cálculo de las Hn a.parente111cntc es un proceso 
que involucra. N 2 productos, es decir, es un algoritn10 de orden N'l.. Sin 
embargo, la. ecuación (A. 7) se puede 1nanipula.r de la ::1iguicnte forn1n. : 

N-1 
Hn E e21fi'~ j¡ 1/Jk 

k=U 
~-1 ..:::::._¡ 
E e2"i"~1/.'2k + E e"2rri11~1/J2J..·+l 
k=O k=O 

~-· • J. ~-l E e2rr111Nl'i t/J2k + W" E c21fin~ 1/'2k+t 
k=O k=O 

Hf:+W"H~ (A.8) 

donde H!: denota la co1uponent.c n. de la transfonnada. de Fourir.r de N /2 
puntos forn1.ada t.01na11do las c:on1.po11e11t.cs pares de las lf1¡... 's originales, n1.icn­
tras que n: .. es la transfor1ua.da correspondicnt.c <i<? los N /2 pnut.os t.on1n.11do 
las co1nponeutcs itnp:l.rcs. Obsérvese que aquí n va. de cero hasta N - 1~ dl~ 

modo que an1ba.'i H!: y H,;.. se repiten por dos ciclos para obtener toda.s la.~ 
Hn. El punto importante de todo esto es que el algoritmo es recursivo., de 
tal forma que pode1nos definir : 

y 

como las respectivas transforn1a.ciones de N / 4 puntos pa.rcs e itnp:u-cs y así 
sucesivamente. Ahora supóngase que N = 2° para algtíu a natural. entonces 
aplicando el algo1·itr110 o veces obtcn<.'!nloR : 

para alguna. j, Cil <lnucl<- a; = p ó i. Nót.csc que 1/'j es independiente de n, 
por lo que podemos prescindir de este subíndice en la ecuación anterior 
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(A.9) 

Ahora. lo que resta. por hacer es averiguar qné valor de j corresponde a. cual 
combinación a102 • • • a 0 <le p's e iºs. La. re.sp1u~sta es: tó1u.csc la co1ubiuacióu 
O"JO":.! • • • 0 0 e inviértn.sc el or<l<~u • substitúy.a.sc cada p con O y cada ·i con 1 y 
el resultado será igual a. j expresado en binn.rio : 

Entonces, ¿cuántas opcra.cioucs son cu realidad ncccsa.ria .. '-1 para. calcular Hn? 
Considereu1os un cjen1plo pa1·ticular : N = 2 2 = 4. Arrcglc1nus los puntos 
1/J; en un vcct.or colun1na de acuerdo a su lugar : 

..P; 

(""º) ..Pt 
..¡,., 
·t/J3 

j R[j] 
00 00 
01--01 
10----.10 
11----•Il 

si reordenamos el vector colu111na de acuerdo con : 

obtenemos las Hª 1 u 2 cotno en la ecuación (A.9). Ahora. con1bina.ndo las 
entradas como se 111.ucstra. a cont.inuación : 

y usando las ecuaciones 

obtenemos H,, como : 

Hf: = H 1'1' + W" H 1'' 

Hj, = H¡,, + J.iV" H'' 

H;r Hf: + WnH~ 
HPP + W" ( HPi + HÍI' + W" H;¡) 
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Por tanto, el número de opcra.ciont:!s multiplicativas que se requiere hacer 
para obtener Hn en este ca.so es 2 = log2N. Con10 esto se tiene que repetir 
N veces para obtener todas las Hn, el algoritmo total requiere de Nlog2N 
operaciones. Est.o de hecho ocnrre en el caso n1á..~ general : si N = 2º, 
entonces el algoritmo FFT es un algoritino de orden Nlog2N. 

A.3 Un comparativá 

Finalmente n1ostrarnos a continuación una. co1nparación entre las soluciones 
exacta y aproximada. FFT para un problctna particular. El problema i·e­
suclto se discute en detalle en el capítulo anterior y es el de una partícula 
neutra de espín 1/2 en un pozo <le potencial infinito y sujeta a un carripo 
1nagnético no homogéneo. Se resolvió la ecuación de SchrOdinger lineal 
tonl.ando como condición inicial la. S'-lperposición de un número finito de 
eigencsta.<los de la energía ( cuatro ) lo que permite tener la expresión exac­
ta de la. evolución te1nporal del sistema y cotnpararla con la obtenida con el 
1nét.odo aproxitnado. Las gráficas conl.parativa.s se muesti·an en la figura A2, 
que procedcn1os: a. explicar. Esta figura es un cotnparativo entre la solución 
exacta y la. solución aproxinl.ada. FFT a.l problema n1encionado arriba. To­
<la.s las gráficas 1nuestran la densidad de probabilidad de la partícula como 
función ele su posición y del tie1upo. La.."' figuras en la columna de la. izquierda 
presentan la comparación rlirecta de ln...c¡ dos soluciones, la aproximada. en un 
tono algo n1á.s obscuro que la exacta.. La.s figuras en la segunda columna 
presentan a la solución aproxirnnda. por componentes, en un tono obscuro 
está. la contribución a la densidad de probabilidad de la. con1ponente de espín 
hacia arriba y en un tono cla.ro la respectiva. de la componente de espín ha­
cia abajo, de manera que la suma de estas dos contribuciones es igual a la 
gráfica de tono obscuro del lado izquierdo. En todas las gráficas se mues­
tran el valor del campo magnético en el lado derecho de la caja (recuérdese 
que el can1po es una. función escalón a la mitad de la caja) y el tiempo en 
el cual se calcula. la densidad de probabilidad, el cual corre hacia abajo de 
la figura. La priiucra. gráfica a t = O es desde luego idéntica para nmbos 
inétodos puesto que es la condición inicial; confonne avanza. el t.ienl.po es 
claro que se va perdiendo prcsición en la solución a.proxin1ada., la cual por 
cierto corresponde a cien iteraciones por figura. 

Nótese que la evolución es periódica en el tic1npo, y de acuerdo con los 
tiempos mostrn.dos en las gráficas el periodo de evolución es de aproximada­
mente 1.8 x 10-6 segundos. Cotno en la función de onda. inicial tenemos 
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·~r, ,m-~-··-·- X 

l l"sl (x) 1"2 

lhl(x) 1"2 ,_ _,. 
a 10-., 

FFT vs exacta 

--o 

FFT v.s exacta 
Sb - 5CIOO a-.. --o 

X 

1 hi (x) 1"'2FFTporcomponellll.s 
1-0-.g --o 

1 Psi (.lx~ .. ::2IFT por co:=:n::.s 
--o 

1 

1 '-

1 Psi (x) l,...2FFT por co1nponentes 

l. 

,.. -7 
B ro..,, Bo• soooa.. ..... --o 

1 Psi (x) 1""2FFT por componentes 

.,_.¡on .. o 

Figura A2 : Comparativo entre las soluciones exacta y aproximada. (FFT). 
Para mayores detalles ver texto en la página 81. 
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1 Psi(%) 1"2 FFT.,,sexacta 

1 Psi(%) 1"2 FFT vs exa.:ta 

I ";. ,.;:., 

"'--1/~____,,\-==<JC..--\~ ~J X 

1 Psi(%) 1"2 ,_ .. 
ti-''º..., 

FFTvs.xaclG 
9D - 5000 o.&.-' --· 

Fjgura. A2 : Continuación. 
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lrri(x) 1"2 

·- 4 •. .-10-

1 hi (X) 1"2 

1""'71o!v 

lhl(x) 1"2 ·- .. 3.310 .... 

FFT•• .saeta 

.,..1ort.o 

FFT v• czaeto 
a.-&0000-... --· 

FFTvsexacla 
Bo ... 5000a.... --· 

Figura A2 : Continuación. 
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........... ...L. 

1 Psi (z) 1""2FFTporcomponenles ·- .,, 2.7 10..,, 
~-o 

1 Psi (x) 1""2FFT por componenl•s ·- .. 3. 10.-g 

1 Psi (z) 1""2FFTporco,.,ponenles ·- .. 3.3 to-u ao-5000a.­--o 
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X 
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Ja 
supcrposici6n de dos cigcn.csta.d.os de la energía por cou1ponente de espín~ 
espera.n1os que el periodo de la. evolución esté dado por la diferencia de 
cuc1·gilt.b <le los cigcuc::;t.a<luh: 

T= 27l"ft 
IE1 -Eol 

De Ja figura 3.3 del capítulo anterior encontrarnos qtu! para an1ba.s cou1po-
nentes: 

IE1 - Eol = 3.56288 x 10-2 " J 

de u:u1.nera que : 

como se esperaba. 
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Apéndice B 

El Método de Diferencias 
Finitas 

E.sta parte describe el segundo 1nétodo de soh1ción nun1cnca (el 1uét.odo 
MDF) ut.iliza.do en cst.c t.ra.ba.jo. Co1110 en el apt?udice anterior se describe 
en que cousist.r. el a.lgorit.1110 y se ha.ce una comparación entre soluciones 
aproxima.das y soluciones cxacta...coo a. la ccua.ción lineal <le SchrOdinger. 

B.1 Descripción del método 

Como se explico en el apéndice anterior, la solución forn1al a la ecuación de 
SchrOdiuger: 

-~ a..p (x, t) H. ( ) 
''' Dt = ..¡, x. t 

cst.¡1. dada. por: 

V' (x, t) = e-i~Ji ..P (x, to) 

donde 6 = ~· Consideremos que el hamiltoniano tiene la forn1a : 

H = P
2 

+ V(x) 
2= 

(B.l) 

y designexnos el tiempo por un superíndice n y la posición espacial por un 
subíndice j: 1/J(x,t)-+ 1/J'j. Los valores que toma la variable continua x 
son entonces muestreados y representados por je donde€ e~ el ta.xnaño del 
intervalo de muestreo y j = O, 1, 2, ... Sin1ilar1nentc, )a varia.ble temporal 
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se representa. por n.ó siendo O el iutervalo tcn1pora.l básico y n = O, 1, 2, ... 
Considerese primero ln variación espacial de la función de onda 1/J;; para 
este propósito suprhnimos el índice temporal n. Haciendo la..o;; expansiones 
en serie de Taylor: 

1/.J.0+1 = 1/J · + F:1Í'1· + !e-.¿rJ;'! + :__E31/J'·" + 0 (···) _, J "J 2 , 6 J . 

1/.J•-1 = 'f/1 · - e'l/J'· + !e2 1f./.' - °!,3 .q_,'!' +O (•·') ... J J 2 J 6" , 

Sumando estas expresiones y 1uanipula.J.1<lo un poco obtc11e111os la expresión 
estanda.r: 

" - (ª2..p) 1 [ l o ( ·•) ..P; = 8x2 ; = ~ -r/>;+1 - 2-r/>; + ·.P;-1 + • 

Esta expresión para la. segunda derivada de .,P evaluada. en el pnnto x = :Cj 

je entonces ree1nplaza a ~ cu H't/J y : 

- H·<t•; _. ___ - \,' ,¡, 
[( 

11
2 D ) J 

2111. iJ:i·2 j 

1 
02 [1,b;+1 - 21/J; + 4•;-.J - V;-1/1; (B.2) 

siendo e 2 = ,..,, f-l'". Para. tratar la. evolución cu el ticrupo t·ccn1plaza.n1os el 
operador de evolución. tc1uporal e- 1611 por la. aproxi1uacióu uuit.:u.-in. conocida 
como la fo1·ma de Cayley[4] 

Entonces la ecuación (B.1) 

se aproxima por: 

e-dill = 1 - ~.¡,tSH 
1 + &ióH 

1 - ~ióH_.1111 
1 + 4«SH Vj 
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¡ 
¡ 
j 

1 
1 

o: 

(B.3) 

Expandiendo esta ecuación y usando (D.2) se obtiene Ja ecuación de difer­
encias : 

.1.n+l + e-.~ 2y:. _ 2) .1.~+l + .1.~+I = _.1.n + (i>. + .,.2y:. + 2) .1.n _ .1.~ 
Y'j+l 'Z - E J ,, Y'J Y'J-1 Y'J+l J Y'3 'PJ-1 

(B.4) 
donde ..\ = 2e 2 /t5. Esta ecuación de diferencias es estable y unitaria~ aunque 
iinpJícita. Existen varias técnicas para resolverla. La que adoptaJ11os aqui 
involucra manipulaciones algebraicas y se describe en detalle en la referencia 
[5]. 

B.2 Otro comparativo 

Finalmente haceinos la n1isma co1nparación entre las soluciones exacta y 
ap1·oxitn11.dn ya realizado antedorn1cnte pero esta vez con el n1étodo MDF. 
Los resultados se n1uestrn.n en la figura Bl, e] número de iteraciones entre 
gréi.fica y gráfica es de dos mil y las condiciones del problema son exacta-
1ncnte las n1isn:1as que para el n1étodo FFT. Los resulta.dos sou igualmente 
satisfactorios para este caso lineal. 
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1 Pili (;rt) l"Z 

1-0-. 

,,. -7 
3. 109911 

MDF .,. .-era 

8o•600DO.­
..... _,_o 

-~J"'-
~------~---------"w:r 

1 P&i(:r) l"Z 

,_ -7 
6. 10..., 

IPsi (:r) l"Z 

,_ -7 

"·'º-

MDF vs exacta 
Ba•6000Ga­--o 

MDF•sezaeM 

_,......_ 
I \ 

/ \ 

:.:...""'.."'~-
._~_..:_ ____ ·_,·,=~ :r 

1 Pili (;rt) l"Z 
MDF ,ar c,_,,a--• 

r;: " ---~-· .. -'-:.:...······ ........... -.... · ... --------·· 
l P•i (:r) l"Z 

MDF por co_,,a11em.s 

l
·- ·7 
.:J 'º--U 

_../_.-·-,· ..... . 

--· 

1 Psi (:r) l"Z 
MDF por ca---· 

,_ .7 
a. 10.-iQ aa.50000-... --· 

. ... ::.~ JC 

/ .... 
···················--···-··-·····" :r 

1 Psi (:r) l"Z 
MDF IH'r ca...,...,.._s 

,_ -7 
fl. 10-., 

--. . \ 

Set. 5000 a..­

- - o 

\ 
.. ::...... ... . ...... ~ .. z 

Figura Bl Comparativo entre las soluciones exacta. y aproximada. (MDF). 
Pa.ra. mayores detalles ver texto en la página. 90. 
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1.1110.-g 

1 Psl(.r) 1"2 .. ... 
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Figura. Bl Continuación. 
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Figura. Bl Continuación. 
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