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Resumen.

En este trabajo se aborda ¢l fenémeno del arqueo en los medios granulados no cohesivos. Este
consiste en que la presién en un medio granulado confinado, como funcién de la profundidad

en el medio, no crece indefinidamente como en un fluido, sino que

un

bl tedrico y experimental que no ha sido

valor El fend o repr un pre

resnelto por completo.

Se reportan los resultados de un experimento hecho con esferas de vidrio y balines de

1 as i-bidi i les

acero, mismos que comprueban la pr ia del fc o en

ico que pr el fend 10 y cuya licidad

no compactas. Se plantea un modelo

permite determinar el comportamiento de cantidades fisicamente relevantes. Se reportan los
resultados de experimentos numeéricos y se hace un estudio del modelo, en el que se demuestra ia
presencia de arqiteo; se extiende el modelo a un medio continuo y se encuentra una solucién que

Se asemeija a la solucidn de ! macr P ada hace un siglo ¥ a las observaciones.




Capitulo 1

Introduccion

El término Medios Granulados comprende una gran variedad de materiales, desde finos talcos

1 P

hasta toscos suelos rocosos. N de los os observados en sistemas granulares es-

capan a la intuicién y no han sido explicados; por supuesto, dependiendo del material usado

los fend seran dife por lo que en general no se observard lo mismo si se realiza

un experimento usando primero talco y después canicas de vidrio. De hecho, gran parte del
comportamiento del medio dependerd de propiedades como la cohesién, la friccién entre los
elementos compoenentes del material, la friccién entre el material y el medio externo, ¢ el medio
en el que se encuentre suspendido. El estudio de los medios granulados es de gran interés
para diversas industrias como la farmacénutica. la de alimentos y de la construccién, pues la
tecnologia para el transporte y almacenamiento de materiales granulados, como las pildoras, el
mafz y la grava, estd poco desarrollada: por supuesto, en la agricultura se encuentran muchos
problemas pricticos que requieren del entendimiento de estos materiales para ser resueltos,

como la separacién o mezcla de distintos granos.

Los medios granulados han sido objero de numerosos estudios y experimentos andlogos a los
hechos en medios continuos como liquidos y gases. En particular, pneden fluir como lo hacen
los liquidos; para describir tales flujos se han desarrollado varios modelos tedricos [1]. ‘Son de
interés no s6lo los Hujos como lo son avalanchas de nieve o arena, en un reloj de arena o en

el proceso de llenado y vaciado de un silo, sino también los flujos de materiales granulados



inmersos en algiin finido, como los vientos de arena que forman dunas o como las corrientes que
acarrean piedras o arena en ¢l fondo de nn rio, llamados lechos fluidizados.

Tal vez el fenémeno mas exdético que se ha reportado en materiales granulados sea el llamado
“canto de las arenas”; en algunas playas y desiertos de dunas se ha encontrado que la arena
produce ciertos sonidos al ser perturbada. Supuestarnente, la arena de playa que se ha secado

después de una lluvia produce un ligero silbido al ser pisada y, en los desiertos, las avalanchas
lo sufi fuerte como

en las dunas pueden provocar una especie de resonancia
para no pasar desapercibida; estos fenédmenos se dan bajo condiciones muy especificas por lo
que es muy raro presenciarlos o reproducirios [2].

Son de grdn interés los complicados fendmenos que aparecen en sistemas granulados cuando
se les pone a vibrar. Se han observado pequefias regiones que oscilan entre picos y pozos
(llamadas oscilones) y cadenas de estas regiones en la superficie libre de medios granulados
vibrados (ver figura 1-1) [3], asi como la formacién de patrones de ondas con muy diversas
simetrias [4] y burbujas de aire en sistemas de granos de poca profundidad [§]. Otros fenémenos
n son el de la segregacion, esto es, en un sistema

que aparecen en experimentos de vibraci
de particulas o granos de varios tamafios los grandes emergen cuando hay vibracion [6] y la

formacién de monticulos (heaping) en la superficie libre de arreglos bidimensionales, que ocurre

cuando la friccidn entre granos es grande, formandose debido a la presencia de rollos en las

orillas de la superficie que mandan granos hacia el centro 7).
Debido a que las interacciones entre granos son ineldsticas, en cada colisién hay pérdida de
energia lo cual introduce nuevos problemas en su tratamiento en fisica estadistica. Ademads,

en un medio granulado a una temperatura T, en contraste con un gas ordinario, la escala

de energia térmica kT es insignificante en comparacién con la energia potencial relativa entre
Si se tira nna canica en una caja rigida. rebotard varias veces antes de quedar en

granos.
reposo, mientras que al tirar una gran cantidad de canicas en grupo quedarin en reposo en

el fondo casi instantdneamente. Esta diferencia en el comportamiento colectivo aparece por
el exceso de colisiones ineldsticas entre nna canicas y sus vecinas y parece ser fundamental
vibrados [1]. Se han estudiado sistemas tedricos en los que

de
Estos modelos

en el compor

se modelan las colisiones

ineldsticas mediante un coeficiente de restitucién.




Figura 1-1: Imagen de un oscildn en el momento en que forma un pico
(http;//chaos.ph.utexas.ednn/ " pbu/oscillon.heml).

presentan un fenédmeno llamado colapso inelidstico que consiste en la acurnulacién de particulas
; si a las particulas en el sistema no se

en pequefas regiones del espacio en un tiemmpo finito;
formando citimulos, de manera que no

les inyecta energia constantemente, estas se frenarian
quedaran distribuidas uniformemente en el espacio {8]. La relacién entre este fendmeno tedrico
¥ la formacién de ciimulos en sistemas reales sigue siendo nn tema de debate entre investigadores

f1].
Dentro de los experimentos que no tienen una analogfa continua, cabe mencionar la pro-
duccién intermitente de avatanchas. donde el dngulo que forma la superficie libre respecto a la
horizontal ha sido estudiado como un proceso estocdstico {9]. Las avalanchas parecen ser las
de granos de varios tamafos, pues los dngulos con los que

ca de segr i en
se inician y terminan las avalanchas difieren para cada tamaisio o forma del grano. En sistemas

bLidimensionales las particulas grandes se segregan en direccién a las fronteras del medio, mien-

tridi ionales la segr i6n se da transitoriamente en bandas paralelas

tras que en
a la direccidén en la que se propagan las avalanchas, hasta llegar a un estado de separacién total

(10].

51}



La dindamica de los i lados estd ligada a las interacciones entre granos » por

tanto a la distribucidn de esfuerzos dentro del medio. La caracterizacion y comprensién de las

consecuencias de ta) distribucidn, en el caso estdtico, son todavia tema de investigacién. Este

trabajo aborda el tema de la estdtica en un medio granulado confinado.

1.1 Estatica.

No es necesario poner en movimiento a un material granulado para toparse con fendmenos
de dificil comprensién, ni siquiera las configuraciones estdticas de un medio granulado han

didas del todo. Cuando un material granulado es depositado en un

licad

sido © comp
contenedor o silo, la presién en el bulto no es dependiente de la profundidad del modo que o es

en un fluido normal: esto es, la presién en la base del contenedor no crece indefinidamente con
1 lo sufici alta la presidn alcanza

la altura de la pila, de modo que para una cc
un valor de saturacion independiente de dicha altura (ver figura 1-2).
de contacto entre granos y a la friccién estdtica con las paredes del contenedor, las paredes

Debido a las fuerzas

soportan el peso extra (1, 11). Este es el fenémeno de arqueo y sobre el cual versa este trabajo.
Adgdicionalmente, en una pila de arena, si se mide la presién en la base, en particular en la regién
que estd justo abajo de la cima de la pila, no se encontrard el mdximo de la presién. sino que se
tendrd un minimo local; el miximo se encontrard en un anillo en torno al centro de la base (ver
figura 1-3)(12]. La razén por la cual ocurre este fenédmeno debe ser la misma que determina el

arqueo; es decir, es el resnltado del comportamiento colectivo de pequefias estructuras o arcos

qite se forman en el interior del medio.

o del arqueo estd la apariciSn de domos en talcos y arenas.

En i con el fer
Estos se forman cuando se tiene un talco apisonado en un contenedor y se retira una pequeria
porcién de la base: si la porcidn es lo sufici P fia, el lor no se vaciard por

el agujero, sino que sélo un poco de talco caerd dejando una superficie libre en el talco en forma

de domo [13].
Para la comprensién de los fenémenos estiticos antes mencionados, muchos cientificos se han

concentrado en el estudio de la distribucién de esfuerzos en el interior de un medio granulado

6



P S —

Presién en ln
Columnn

Figura 1-2: Presién en el interior de una columna.

arbitrario no cohesivo {11. 14, 15]. Los experimentos con material foteldstico realizados por
Dantu [16], reportados en 1957, han sido parte de la motivacién de estos estudios. Debido a
cue el esfuerzo al que se somete un material fotoeldstico determina el sentido en el que éste va
a polarizar la luz, es posible ver la distribucién de los esfuerzos en el interior de estos medios
v observar que los esfuerzos mas grandes forman una red que atraviesa al medio, ignorando a
la mayoria del sistema y aislando con esto a regiones de granos que soportan bajas presiones
(ver figura 1-4). Los matcriales fotoelasticos se han utilizado para estudiar las distribuciones
de fuerzas en otros sistenmas, como lo son los sistemas en los que hay granos de dos tamafios
(sistemas binarios), donde se encuentra que las lineas de esfuierzos mas intensos se localizan

preferentemente en los granos mayores; o en los que hay granos de dos durezas distintas (17}.

En un medio granulado estdtico, se ha observado que los granos se apoyan més en alguno (o
algunos) de sus vecinos que en los demas, de lo que se puede construir una direccién de “propa-

gacion del peso” que es mas significativa que las direcciones dadas por el resto de contactos con

los veci Existen delos que predi

que en el medio pueden haber algunos granos sujetos
a presiones altisimas; en estos se ha mostrado que la probabilidad de tener granos sometidos

a esfuerzos grandes decae exponencialmente cuanto mayor sea el esfuerzo {14, 18]. De hecho

7



Figura 1-3: Presidn en la base de una pila.

existen métodos de aproxi 16

a la dindami

de particulas rigidas que se han usado-para
estudiar la distribucién de fi de i

en un bidi i 1

En estos
métodos, el estado de equilibrio de la red de fuerzas se determina mediante un proceso dindrico
de relajacién del mismo modo que sucede en un medio real {18]. Es claro que tal distribucién
depende de manera muy sensible de la preparacién de la

a, lo que constituye un probl

para su caracterizacién experimental.

Cuando los granos constituyentes de un sistema son mucho ms&s pequefios que alguna dis-
tancia macroscopica caracteristica del sistema {que podria ser el ancho de la caja en la que estin
contenidos los granos), es posible hacer la aproximacién de considerar al medio continuo. En

el estado de equilibrio estitico de un medio continuo, las tfuerzas que actiian sobre un pequeiio
elemento del medio deben estar balanceadas. En

las fu que ejerce el resto del
medio sobre la superfice del el deben bal

alas ft que actiian sobre el volumen
del elemento {(en este caso el peso del elemento) debidas a algin campo externo. La fuerza que
ejerce el medio sobre el elemento es la contribucién sobre la superficie de una densidad superfi-
cial de fuerza T: de modo que se debe escribir como una integral de T sobre la superficie S del
elemento. Esta fuerza debe adem4s expresarse como una fuerzs sobre el volumen del elemento,

iesto que debe representar a la fuerza total que se ejerce sobre el volumen [19]. Para que la

3



de di fotoeldsticos en un arreglo
idos a bajas presi i

Figura 1-4: Imagen de las lineas de esfuerzos en un
hexagonal. Las regicnes oscuras son los discos en el arreglo
que las claras son discos a altas presiones {17].

1 V del el T

integral de X" sobre § pueda expresarse como una integral sobre el
debe ser la proyeccién en la normal a la superficie de un tensor que denotaremos por &, esto es:

T =né&, (1.1)

que por el teorema de la divergencia de Gauss se tiene:

}grds=fvv~adu. (1.2)

El tensor & se llama tensor de esfuerzos y n el vector unitario normal a la superficie.
Usando la notacién oix y T; , donde i y & van de 1 a 3, que representan las nueve componentes

del tensor de esfuerzos y las tres del vector fuerza por unidad de superficie; la ecuacién (1.2) se

escribe de la siguiente forma:

f;T,ds = [ STy, (1.3)

donde la repeticién del indice A&, en algiin término de la ecuacién, denotard la suma desde & = 1



hasta & = 3 . En estos términos e} balance de fuerzas estd dado por:
(1.4)

) i,
//Pl"-du +‘/‘; o duv = 0,
d idad vol ica de fuerza debida al campo externo.

donde pF; expresa en comp. fa
Si el medio se halla bajo el efecto de atraccién de la tierra, la tinica fuerza volumétrica que
daré de inado de

o serd su peso. Entonces el balance de fi

4 sobre el el

implicita en la =i
o,
S+ 5 =0, (1.5)

donde g; determina las tres componentes del vector de aceleracién de la gravedad. Adicional-
mente, el momento angular de las fuerzas que actitan sobre el elemento es cero, lo que trae como
consecuencia que el tensor de esfuerzos sea simétrico (o = o) [19]. Esto reduce el nimero de

incognitas involucradas en las ecuaciones de equilibrio. En el caso de dos dimensiones se tienen
it por lo gque hace falta una ecuacién para cerrar el problema

3 tres i

dos

el equilibrio estitico.
d ” de la mecédnica

que i
1 de “cer

lacidn repr el prot

El encontrar esta tercera r
abierto a pesar de sigloy de estudio. En un medio continuo eldstico el

lar, que per
problema se cierra con una relacidn constitutiva entre jos esfuerzos y las deformaciones a las que
estd sujeto el elemento. En un medio granular no se ha definido nna variable de deformacidn,

pero se han modelado relaciones constitutivas entre los esfuerzos para cerrar el problema (12, 20},

¥ construido ecuaciones alternativas [21].

1.2 La solucién de Janssen
En 1895, H.A. Janssen publicé una solucién al problema de la presidon en un medio granulado
do. suponiéndolo un medio continuo [22]. Se puede entender el trabajo de

or de paredes verticales lleno de un material granulado no

itico al

iderando un

T co

10




cohesivo, en el que la presién en el interior del material 2 es sélo funcién de la profundidad ¢,
medida desde la superficie libre del medio granulado, y la friccidén con la pared es proporcional
a la presién del material a esa misma profundidad (13].

Si se toma una rebanada de material granulado, dada por el material contenido entre t y
¢t + At, entonces, si el drea del corte tr sal del d es A, las fuerzas que actiian
sobre las caras de la rebanada serdn AP(t) hacia abajo y AP(¢t + At) hacia arriba (ver figura

1-3).

Figura 1-5: Fuerzas que actitan sobre la rebanada.

Como el elemento de medio granulado estd en contacto con las paredes del recipiente, en
un drea dada por £At, donde £ es la longitud del perimetro del contenedor, entonces sentird la
fuerza de friccién dada por u(P,€At) hacia arriba, donde u es el cvoeficiente de friccién entre
el material y las paredes y PrlAt es la fuerza que ejerce la rebanada en direccién normal a

las paredes, siendo P, la presion que ejerce la rebanada contra las paredes del recipiente. Por
iendo las dici

riltimo, suponiendo que el material tiene una densidad de bulto p e
de equilibrio mecanico se obtiene:

AP(t) ~ AAtpg = AP(t + At) + uPreAt. (1.6)



Considerando la proporcionalidad de la friccién con la presién, se puede escribir a P, de
siguiente modo:
P = KP(2), Qa.7)

donde K es una constante, con lo que se tiene:

— P [4
E(Lté;)t___(ﬁl = "‘KP(‘)'; + pg, (1.8)

de modo que en el limite cuando At — O,

d [4
ZP@) = ~uKLP®) + 0o (1.9
La solucién a esta ecuacién es:
A A -
P) =52 + (P - ”9 P9 Yeni ke, (1.10)

donde Fp es el valor de la presién en la superficie libre del medio; el pardmetro A/ viene a ser

una longitud carac it del dor; para un cilindro es la mitad del radio de la base.
Como se puede observar, la solucidn tiende asintéticamente al valor ﬁ. cuando se hace tender

t a infinito. Esto predice de manera tedrica la existencia del arqueo.

En esta solucién se encuentra involucrada la friccién entre el material y las paredes, que
representa la esencia del arqueo, y la densidad del material. que estd intimamente relacionada.
con el empaquetamiento o configuracion del material. Sélo falta justificar la relacién de pro-

porcionalidad entre presi erticales y hori les, que r una relacién constitutiva

del material. Los modelos microscdpicos dan origen a relaciones de este estilo.

En el siguiente capitulo se describe el experimento realizado para observar el arqueo y
se estudian los resuitados. En el tercer capitulo se propone un modelo microscépico para

simular nun medio g lado bidi i 1 finado y se obti resultados numeéricos del

12



des como la presién en el interior de la columna. El cuarto capitulo

de iq
presenta el estudio analitico del modelo en la aproximacién de campo medio y en el limite

continuo. Por iiltimo, el capitulo cinco recoge los resultados del trabajo, en su totalidad, en

torno al fenédmeno del arqueo. En el apéndice se expone otro modo de estudiar el modelo

discreto, cortesia del profesor F. Leyvraz.

13




Capitulo 2

El Experimento

En este capitulo se describen los experimentos realizados para observar y cuantificar el fenémeno

del arqueo en sistemas muy particulares ituidos por esféricos; los medios usados
difirieron en la masa y rugosidad de sus granos. El fendmeno se observé en empacamientos no

compactos.

2.1 Motivacién y dificultades.

) En la literatura es dificil encontrar reportes experimentales que confirmen el fenémeno de arqueo
{13]. Muy probablemente esto se deba a las dificultades que aparecen al tratar de medir presiones
en un medio granulado. De cualquier modo, no tiene sentido el desarrollo y estudio de un modelo
que simule un fendmeno que no ha sido caracterizado o por lo menos registrado.

El problema principal que se presenta en un experimento de esta naturaleza, es el modo

en el que se medird la presién en el medio. Ideal seria poder medir la presién soportada por
fe 14sti para medir

.con iales

cualquier grano en el medio; esto sugiere experi
indirectamente la presién. Desafortunadamente, éste no ha sido el pro,
realizados con estos materiales en los que s6lo se ha llegado a resultados cualitativos y no se ha

determinado como tradtcir la informacién de la Iuz polarizada por el medio en términos de la

de los experi

presién a la que estd sometido [16, 17).

14



Siendo que ¢l arqueo p deberse principal a la friccién entre el material y las

ésta serd cl un p ro que d i el P iento de la presién

como funcién de la profundidad, pero no el \inico. El fenémeno también dependers del arreglo
o configuracién de la columna y de la forma y masa de los granos involucrados, ya que de esto
depende el niitmero de contactos entre granos y por tanto la distribucién de esfuerzos en el

medio.

Por si fuera poco, la configuracién de la pila es dependiente del modo en el que fue formada,
por lo que no se puede suponer a priori que la presién no variard si se llena un silo de varias
formas. Todo esto debe tomarse en cuenta para disefiar un experimento reproducible y que

permita la comparacién con modelos tedricos.

2.2 Diseino, detalles de llenado y empaquetamiento.

Ante el problema que implica medir la presién para varias profundidades en el material apilado,
se resolvié medir ‘inicamente la presién que ejerce la columna completa sobre la base del con-

tenedor a medida que se van apilando mas granos y se va aumentando la altura de la columna.

Procediendo de este modo no se obtendrd en una 1i i6n del experi la § ién en el

interior de la columna final, ya que en el proceso de agregar granos a la pila se modifica la
configuracidén y la distribucién de los esfuerzos en ésta; por lo que realmente se obtendrad la
presién en la base de columnas diferentes en altura y configuracién. Dado el caso, lo que se

pretendid encontrar fué la presién en la base como funcién de la altura de la columna.

Para simplificar el experi se utili fe de vidrio y acero como medios granula~

dos. En cada caso se usaron esferas de aproxi o el mi radio. Se experimenté con
esferas de acero cromadas y oxidadas por separado. Se atacé a los balines cromados con dcido
sulfurico para oxidarlos; cabe notar que que no hubo diferencia significativa de las masa y los
radios entre esferas cromadas y oxidadas. Con esto se obtuvieron resultados para tres medios

por separado que diferian :6lo en la masa y rugosidad de los granos constituyentes.

Después de varios intentos fallidos se llegé a un dispesitivo que simula un sistema bidi-

mensional. Este consta de una caja sostenida por nos soportes cuya base esti libre del resto
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del recipiente, como si fuera un pistén, ¥y que reposa en una badscula; de este modo la bascula
registra el peso soportado iinicamente por la base. El recipiente lo forman dos placas de vidrio
separadas sélo un poco més que el didmetro de las esferas que constituyen el medio granulado.
Dos tiras de acrilico aprisionadas entre los vidrios forman las “paredes” laterales de la caja (ver

figura 2-1).

Figura 2-1: Dispositivo experi 1

En un principio se llené la caja desde su parte superior, arrojando las esferas a razdn

constante y registrando el peso en la base; desde ese momento se notd que los registros en la

1 1a A ban d

do por lo que ¢l fenémeno no pndo ser observado. En este primer
intento se observé que el estado final de la pila resultd tener un orden muy especifico que se
Tepitié en cada realizacién de los experimentos; en la regidn inferior de la caja las esferas se
ordenaron en lfneas horizontales, pero en el resto de ia pila el orden fu€é en lineas verticales (ver
figura 2-2(a,c,d)). Esto puede ser el resnltado de la influencia de las paredes y la base sobre el

medio.

Como se observa en la figura 2-2(a,c.d), el empaquetamiento es muy compacto. Esta falta
de espacios vacios en el arreglo puede influir en la forma en la que se presente el arqueo, ya
que los huecos provocan una desviacién en la propagacién del peso. Si se analiza un arreglo en

lineas verticales como el observado, un grano estard en mayor contacto con el vecino de arriba
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c) d)

Figura 2-2: Imégenes de los arreglos. a) Arreglo en lineas verticales cerca de las paredes y en
horizontales en el centro de la columna. b) Arreglo sin orden. c) Arreglo en lineas verticales.
d) Arreglo en lineas horizontales cerca de la base.

¥ el de abajo, en la misma linea vertical. que con el resto; de este modo el peso se propagard

preferentemente en la direccién vertical. Esta puede ser la razén por la cual no se observé el

que el fend 0 no

comportamiento asintético cle la presién en el sistema, lo que no i

se presente en estos arreglos. Cabe mencionar que la altura de la caja no excedia diez veces su
ancho y probablemente la altura de la columna no fué suficiente para observar el fenémeno en

este caso particular; estas obser 1 no ri € ituyen una excepcion.

Para poder registrar el fenémeno se siguié otra manera de llenar la caja y formar la pila. En
una de las paredes de acrilico se hicieron orificios para introducir unas agujas que seccionaran la
caja. De este modo se pueden llenar de esferas los espacios entre agujas y formar una columna
en la caja a medida que éstas se van retirando (ver figura 2-3).

Con ésto las esferas que caen sobre la pila lo hacen mds suavemente y forman una columna

en la que no se puede ver ninglin orden y que por lo tanto es menos compacta (ver figura
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Figura 2-3: Esquema del modo de llenar la caja.

2-2(b)). Los datos de la presién en la base se fueron tomando para cada paso en la formacién
de la pila, esto es, se obtuvieron tantos datos como agujas fueron introducidas, donde cada dato

repr una a de dife altura.

2.3 Los resultados.

Durante ej proceso de medicién se observé que el registro en la bdscula oscilaba constantemente
(£0.5gr.). Esto puede deberse a la sensibilidad de la red de esfuerzos ante cualquier pertur-
bacién. Ademads, si el material empuja la base un poco, ésta no podri regresar a su posicién
debido a que el propio fenSmeno de arqueo impide que la columna sea alzada, lo que altera el
funcionamiento de la bascula. Ante esto, se resolvié tomar los datos a los tres minutos haber
retirado la aguja. aiin cnando no bastara todo un dia para que se estabilizara el registro en la

bdscula.

Como ya se menciond, se realizé el experi en tres dios diferentes (esferas de vidrio,
balines de acero cromados y oxidados) y en todos los casos el didmetro de los granos esféricos

fue de 3 mm; la di ién en los did 03 no se estudis, pero se aseguré que los didmetros

fueran menores a 3.5 mm. Las esferas de vidrio eran de masa 0.04 g, mientras que los balines
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cromados y oxidados tenian masas que variaban entre 0.13 y 0.12 g. E] ancho de la caja fué de
5.5 cm, que equivale a 18 granos de ancho; la altura de la caja fué de 40 cm y el espacio entre

los vidrios o espesor de la caja fué de 3.5 mm; el espacio entre agujas fué de 1.8 em, equivalente

a 6 granos o un tercio del ancho del sistema.

Se seccioné la caja con veinte agujas, de modo que de una realizacién del experimento se
obtuvieran los datos de veinte alturas. Se promedié sobre diez realizaciones para cada medio. A
a una tabla con los resultados promedio (P) y las desviaciones relativas,

conti i6n se
as{ como la griafica correspondiente en la que se observa el comportamiento asintético. Cabe

aclarar que la altura estd medida en anchos de la caja.
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Altura Balines Oxidados Balines Cromados  Esferas de Vidrio
(ancho) P(g/cm) Desv. Rel. P(g/cm) Desv. Rel. P(g/cm) Desv. Rel.

0.33 2.04 0.11 2.02 0.02 0.32 0.05
0.67 4.01 0.07 4.25 0.05 1.10 0.06
1.00 5.72 0.10 6.67 0.04 1.71 0.07
1.33 6.93 0.10 8.58 0.12 2.24 0.09
1.67 7.72 0.11 10.16 0.05 2.56 0.10
2.00 8.22 0.11 11.09 0.04 2.78 0.12
2.33 8.35 0.11 11.86 0.05 2.90 0.13
2.87 8.51 0.12 12.51 0.10 2.95 0.14
3.00 9.16 0.20 12.98 0.10 2.95 0.14
3.33 9.38 0.17 13.48 0.10 2.94 0.14
3.67 9.32 -0.17 14.07 0.13 3.01 0.16
4.00 9.23 0.17 14.30 0.14 3.03 0.16
4.33 9.07 0.16 ©14.33 0.14 2.98 0.17
4.67 8.97 0.16 14.43 0.16 2.94 0.17
5.00 8.63 0.17 14.39 0.16 2.90 0.16
5.33 8.70 0.18 14.51 0.16 3.01 0.13
5.67 8.58 0.18 14.43 0.16 2.98 0.13
6.00 8.49 0.7 14.36 0.16 2.93 0.14
6.33 8.67 0.15 14.28 0.16 2.90 0.15
6.67 8.43 0.11 1114 0.16 2.94 0.13

2.4 Conclusidén.

Es notable que a pesar de lo arbitrario del criterio para elegir la medida que ofrecia la bédscula,
el resultado experimental muestra la presencia del arqueo. Como era de esperarse, los valores
de la presién para una altura dada aumentan cuanto mayor es la masa del grano constituyente
y disminuyen cuanto mayor es la rugosidad del grano. La profundidad a la cual se alcanza el

sdad

« H inuye con la rug

arqueo también aumenta con la masa del grano y
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se08 e ® ® % o ® o e 4 .

Figura 2-4: Grafica de los resultados. En circulos el promedio en los balines cromados, en
r \\ el pr dio en los bali oxidados, en tridngulos el promedio en las esferas de vidrio
Y en cruces una realizacién tipica con balines oxidados. La altura estd dada en términos del

ancho de la caja.
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Capitulo 3

El Modelo.

Considerando modelos usados anteriormente para tratar el probl de la distrit de es-

fuerzos en un medio granulado como un proceso estocastico {14, 21], y con la intencién de

d.

lo que de con la presién en el interior de una columna de granos, se implementé
un modelo para una columna bidimensional de material granulado no cohesivo {11].
El modelo representa una versién simplificada del usado para determinar la distribucién de

probabilidad del médulo de los esfuerzos [14]. Dificilmente puede imaginarse un modelo més
sencillo que presente el fené6meno de arqueo.

3.1 Formulacién.

Considérese una pila bidimensional formada de granos circulares, idénticos en tamafio y masa,
ordenados regularmente en una red hexagonal entre dos paredes. De esta manera la p;la. estd
ordenada en lineas horizontales de granos; el mimero N de sitios de una linea definir4 el ancho
del sistema (ver figura 3-1).

Como se puede observar en la figura 3-1, cada grano en cada linea estd en contacto con
dos de la linea superior y dos de la inferior; excepto los que estin en contacto con las paredes,
que sdlo tienen un vecino en cada linea. La distribucién de fuerzas soportadas por los circulos

es modelada haciendo que el peso soportado por cada grano sea cedido a sus dos vecinos
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Figura 3-1: I.Esquema. del arreglo en lineas de una pila bidimensional considerada para el modelo.
Sombreado aparece un ligar vacio.

de la linea inferior en proporciones aleatorias; esto es, a uno de sus vecinos le cederd una

fraccién_ aleatoria del peso y al otro la fr: 16 pl ia. Supé ad que no hay
interaccién horizontal entre granos. Con esta forma de distribuir la carga de cada grano se
pretende simular el desorden de un lo real y bidi i I de granos o discos, asi como la

no uniformidad en forma vy orientacién de los granos reales.

Como se presenta en la figura 3-1, en cada linea del arreglo un grano esti en contacto con
la pared. Este grano cederd una porcién de su peso a su 1inico vecino de la linea inferior y el
resto lo cederda a la pared como lo haria un grano en el bulto con su otro vecino. Esto puede
imaginarse como si la pared estuviera constituida por granos pegados (ver figura 3-2); de esta
forma se simula la friccién entre los granos y la pared, pero en el modelo no hay friceidn ni
entre granos, ni con la pared.

Apilando esferas entre dos placas de vidrio como en el experimento, se puede observar que
ellas se arreglan de varios modos (ver Sguras 2-2 y 2-4). Las observaciones mostraron que

las columnas con mads vacios arqueaban, a diferencin de las compactas. que no presentaron el

fenémeno, probablemente por que no se experi S con 1 lo sufici altas,

Esto sugiere que el arqueo se presenta & menor profundidad cuando la densidad de la columna
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Figura 3-2: Forma de la pared (en negro).

es menor. Para simular este hecho se introdujeron en el arreglo varios hoyos, o mejor dicho, se
quitaron granos en el arreglo con cierta probabilidad p, dejando sitios vacios. De este modo la
densidad del medio podrs variarse por medio de esta probabilidad de vacios (p € [0, 1)).

La presencia de vacios requiere que se modele la distribucién de los pesos en la ocurrencia
de un hoyo y se propuso lo siguiente. Una esfera que sélo tenga un vecino debajo, debido a

que en el otro lugar hay un vacio, cederd una fraccién aleatoria de su peso a su tnico vecino
1; se estd iendo que se

inferior y perders el resto en la pared como tinico efecto hori
encnentra sostenido por el vecino inferior y por el grano al lado suyo, que se encuentra en la

misma. situacién (ver figura 3-1). Esta es la 1inica interaccién de un grano con los de su misma

altura.
Supdngase que las lineas del arreglo estin numeradas por n de arriba hacia abajo (n =
=1,2,.... N); definiéndose u{™

0,1,...), ¥ que los sitios en cada linea estin numerados por i (i
como el peso soportado en el sitio i en la linea n y considerando que los granos tienen peso

unitario (ufo) = 1 para toda i), la distribucién de los pesos en el modelo estd dada por la

=iguiente férmula:

Dul?) + 1) para n -+ 1 par; (3.1)

Wt = P 5 g (’_‘(n)usn) (-
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WY = pintl) 5 o) (1-‘(:)114'(:’l - (1 = rfyuim 4 1) para n + 1 impar;

donde los p_(") ¥ los r,(") son mimeros aleatorios entre 0 y 1 asociados al sitio (i,7n); el primero
determina si hay un vacio en el sitio y el segundo la fraccidn del peso que cederd al vecino

inferior derecho. EIl corchete [p,(") > p] es uno si la desigualdad dentro de €l se cample y cero si
(3.1) repr

no; con este mecanismo se introducen los vacios en el arreglo. Las ecuaci
las férmulas para dos lineas consecutivas; como se puede observar en la figura 3-1, los sitios
vecinos se van alternando. lo mismo que los gitios en contacto con las paredes. En este caso,

2§ = ROV > gl (r.(\',”ug',') + 1) para n + 1 par, (3.2)

w{™D = i S ) ((1 — r{Myu™ 4 1) para n + 1 impar,

ya que i € (1, V], y representardn a los sitios en contacto con las paredes en dos lineas consec-

utives. De esta manera se expresa el modelo.

3.2 Resultados numeéricos.
éricos y obtener

El modelo, por su simplicidad, permite hacer fdcil exp

el promedio de los pesos sobre los sitios de una linea, para cada linea en la columna, que

denotaremos por P (presiéon).

R IR SN
P(n) = ~ gul . (3.3)
Esta presién en funcidén de las lineas cambia para cada reali 5n del experi : pero el
érico pr el com-

i fici realizaciones del experi

resultado p io sobre
portamiento asintdtico deseado (ver figura 3-3).

1isti de cero, pr

El resultado promedio que ofrece el modelo, en el caso en que p es
arqueo en la pila para toda probabilidad de hoyos por sitio, y los valores asintéticos de P
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Figura 3.3: E! promedio de P sobre mil experi en fi i6n de las lineas numerades,
empezando por arriba, para N = 500 y p = 0. La linea vertical marca la profundidad critica
N,

dida que se idere una p mayor (ver figura 3-4).

1 a

Si se promedia la manera en que se distribuyen los pesos, cada grano cede la mitad de su
érico no bi

peso a cada vecino inferior. Entonces los resultados en el
sin importar los valores de V y p (ver figura 3-4). Esto sugiere la manera de estudiar el modelo

para obtener los resultados analiticos de 2 como funcién de N y p. En la figura 3-5 se pueden
visualizar las distribuciones de la presién en el interior de una pila simulada para varios casos;

en el 1iltimo la fraccién cedida es 0.5.
Como se observa. en los resultados numeéricos, el modelo describe el cardcter asintético del
Los pardmetros relevantes para la comparacién de los resultados son el

fenémeno del arqueo.
valor limite de la presién P, ¥ la profundidad o linea a partir de la cual P toma prédcticamente

este valor nes (ver figura 3-3); ne, se definié ajustando a los resultados numéricos promedio
para P(n) una curva de la forma Po, — (FPao — 1)e™"", una vez ajustada o se le asignd a n.; la

o — P)/ P = 0.01.

linea a partir de la cual (£,
= 0 son proporcionales a N2

Ambos pardmetros son funcién de NV y para el caso en que p
(ver figura 3-6). Se deben tomar estos resuitados como cotas superiores, ptues representan un

empacamiento compacto.



En el caso en que p = 0, la sucesién para P., de valores estd dada por la siguiente férmula:

f2]
PoclN) = ZN? + N + (3.4)

il

En el capitulo siguiente se describe el intento por probar esta conjetura; ésta da los valores
de cada uno de los experi éricos llevados a cabo.
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p=0.01

P =D.02

p=0.03

397 498

Fxgura 3-4: Resultado numeérico para N—SOO. y p=0.01,0.02,0.03. Aparecen empalmados los
dos de do el peso es cedido al ¥ de cuando es cedido por mitades (campo
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Figura 3-5: Representacién en tonos de gris de la distribucién de presiones en el interior del
arreglo (/N = 50) para tres casos, entre mis oscuro mayor presién. En el primero p = 0.01 (los
sitios vacios estdn en blanco), en el segundo p = 0, y en el ititimo p = 0.01 pero los pesos se

distribuyen en mitades.

1200000
1000000
o
800000 | °
800000 o
400000 °
o
200000 |.
o P - L4
o e e ® ©
100 300 400 s00 &00
]

Figura 3-6: Gréfica de neo (circulos vacios) y de Pao {circulos llenos) contra IV ( p == 0).
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Capitulo 4

Estudio Analitico.

i6n de P

En este capitulo se hace un estudio analitico del caso p = 0, en la apr
medio, en el se muestra que el sisterna arquea para todo valor de N. Se extiende el modelo a

a el valor asi ico de la presi como fu

un sistema continuo y de sin solucidn se
de N. La solucién continna es una serie infinita que truncada en su primer término tiene la

relacién funcional con la profundidad que la solucién de J

Considérese un arreglo rectangular de 2V discos, como se muestra en la figura 4-1. Enumérense
las lineas y los sitios de igual modo que se hizo en el capitulo anterior, con la diferencia que
ahora i = 1,2,...,2N. Si se impone que el disco en el sitio arbitrario i sélo interactie con
los situados en i + 1 e i — 1 en las lineas superior e inferior, se obtendrdn dos subsistemas

dependi idénti cada uno de los cuales se puede considerar un arreglo de tamaifio N.

Asi, se simetriza el sistema y se pueden escribir las ecuaciones (3.1) en una sola ecuacién

que i independi a loa dos arreglos,

ul™

() wlg + (1 - ARTY) w27V 1 1)

i = 1,2,..,2N: n=0,1,....

Las lineas estséin contadas de arriba hacia abajo por lo que, como los circulos son de peso
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Figura 4-1: Dos arreglos empal o independi Los circulos blancos representan un
an'eglo en el modelo, lo mismo que los circulos grises, por lo que debe considerarse que todo
lo solo i ia con su i del mi color y con la pared.

unitario, u, (o) = 1 para toda i{. Esto es debido a que en la linea inicial (n = 0) los granos no
soportan més que su peso. En este arreglo rectangular de 2NN sitios por linea se tienen dos
granos por linea en contacto con la pared (ver figura 4-1); esto se expresa en las siguientes

condiciones de frontera para el arreglo:

W = (=) Y s, (4.2)
ufy = W) 1

De este modo la presién P estard dada en funcién de n por:

1 2N (™
Po=gm 2w (4.3)

La simetrfa del nuevo sistema facilita su andlisis.
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4.1 Campo Medio

ltados éricos del delo cuando »{™ es con-

Como se noté en el capitnlo anterior. los r
siderado 1/2, para toda i ¥ n. coinciden con los promedios obtenidos en el caso en que los

pesos son distribuidos aleatoriamente. Esto sugiere el estudio del comportamiento del modelo
en la aproximacion de campo medio, en la que se desprecian correlaciones y se considera que
el comportamiento promedio as aproximadamente igual al comportamiento promediando las

variables aleatorias. De este modo las ecnaciones quite determinan el problema son:

1 - -
uf™ = 2 («27V +uZ7V) = 1 (4.4)
Con condiciones en las paredes:
W™ = %u.‘. R (4.5)
= dugmen

Usando la ecuacion (4.4) se puede expresar a P, en términos de los pesos en la linea n — 1;

para ésto, exprésese a P, de la siguiente manera:

1 &
Po=g55 3 (uf” +uf0.0) - (4.6)
=1
que usando la relacién (d4.4). queda:
n— (n—l) (n—l) 1 (n-1) 1 (n-1) 5
2NP, = ,-v-_ 5 +gtav_ 2zt Uy T2+
= 1 [(u§>._x) . (n—l)) _2( (n=1) “'(."1‘\!—_‘1)) w2 (HSG'—” - ug;:ln)]
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N
= 2¥+ 23 a0 (umY el 4.7
2 A N+1
==l

(n=1)

donde los coeficientes a; valen 1 para i igual a 1 ¥ 2 para toda Z distinta de 1. Usando otra

vez la relacién de recurrencia (4.4) se encuentra lo siguiente:

Z (n—1) (u(n—l) (nv-H_') = a1V ( a2 _'_2) -

il
n—1 1 (n-2 n—2 1 (n-2 1 ,.._';
+a§ ) (—21;(, ) 3 u( ) o "(N -).+ 32 ( )+2) -+

- 1 - - 1 - -
4§D (— -2 Eu‘;‘ D 2u§'1“,_2;’, + Euf,',‘v 2 ...2) +
doer + aGTY (1u‘,:,“;’ + lu"‘"” + = 2 uin 2 + %..g';;f; -+ 2) +

) (2 ("_2)4-—“2'1.2)*- (n—2)+; (\v,---)_,_.,)

-t -2 - - - -
a1 [ T (P ) o (6 D) (D )
= 2 e+ (@RIP +aFTP) (w87 + D)
t v, 1& 2 (n=D) _(n—2)
- _ ) . am
=232a™ 45 5 2al ™ (uT - wiiA-) - (-8
=1 T

{n—~2) {(n—2) = ﬂf(z"_”t

De esta manera se definen los valores de los coeficientes a; , esto es, aj’

alt™ = n.("—” + a2 ""n para i = 2,3..,.V — 1, y ayy (n=2) o aS\','_n Y,"") . Definiendo as") =1

para toda i, se obtiene la siguiente ralacion entre coeficientes:

a(‘u—l) = af."’. (4.9)
a"=v = o) ""‘(mh
aG™Y = afl, +al.
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De este modo se obtiene F,, en términos de la linea n — 2,

X (n) bl (n—1) 1 & (n—2) (n=2) (n—2)
2NP.=23_al™ +3 a4 25 alt D (w4 Y-
imm]

YN 41mi (4.10)
oyt =1
Por supuesto, la relacién entre fici no biard si se construyen como en la ecuacién
(4.8). Haciendo n — 2 i miés se llega a una expresién casi definitiva para P,:
P
N N N N
- 1 - —. 1
NP = 23 a3 al e LS al P e et e gl S e
i=l =1 iml =1 =1
1 o o C)
+55 3-a{® (uf® + ol ) (4.11)
i1
como u§°’ -+ u,(_,%_,_‘__,- = 2 para toda. i,
N N N N
-1 1 1 0;
2NP. =23 al™ + Z; -1 57 Z1a§1) + -F;;as ), (4.12)
i1 - = =

Cambiando el nombre de los coeficientes, as"'j Y = b(;'), con el objeto de tener b§°) = 1, se
obtiene:

N
3 = (4.13)

donde los ficientes len las

velaciones (4.9):

B = W,

(4.14)
b = BTV 4+ L i=2,3.. N —1;
i (G—1 -1
b = B¢ + 63 Y.
Para de inar P, se pued diar el tipo de relaciones que exi entre loa fici
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i

;
1
i
i
i

b?’. Es claro que b(,j) = b(,"":) -+ b¥—2’; ésto da una relacién entre dos el de la

{b(;j)} y uno de la i {bg‘)} ; repitiendo la operacién se observa que ¢} — b3 =
bg_:‘) -+ b,(,j—a). que, como bg_s) = b(lj'z), se concluye que b(,j) - 2b(,j_2) = b,(,j_n).

Siser

pi este pre 1imi sufici veces, se llegaria a una relacién lineal entre el
coeficiente bst) ¥ los coeficientes {bg’)}; como bf#’ = bS\';::) -+ bf.,‘,‘_” ¥ la representacién de bs,',‘)_l
en términos de los elementos de {b{"’} debid obtenerse como paso anterior, el realizar una vez
maés la operacién llevaria a la relacién final entre aélo los coeficientes {b({’)} de la forma bgj) + &1

bgj_') + &2 b‘,j_n) -+ +EN b(,j_N) = 0; los coeficientes &; se determinan en el proceso.
Supdngase ahora que b(,j) es la j-ésima potencia de un ntmero r. Esto reduce la relacién
entre los coeficientes {b(,’)} a un polinomio caracteristico de grado .V, que se denotard por Py,

para el cual r debe ser una raiz.

Py =N 60Vt 4 Enoar - Ene (4.15)

De este modo, la forma general de bgj) serd una combinacién lineal de las raices del polinomio

¥ podré tener la siguiente forma:

~ ) .
b(lJ) = ZA"":" (4.16)

=l
Por las relaciones originales entre coeficientes se pueden determinar todos los deméds en

términos de estas raices, quedando:

N .
b(zj) = ZA*'-’-H' (4.17)

el

; N -
8 = PtV — bl = 3" Ai(r? — 1)1,

il

N
bgl) —_ bgj'*-l) - b:(i’) = ZA‘("? — 2)"_‘1-0-1.v

=}
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. N . N N .
89 = BFFY b = 3" A [ -2 - (72 - )] = 3 A —3r2 — 1.
=1

i=1
Como se puede observar, la forma general del coeficiente b(kj) no es evidente. Supdngase que

N

bg) =3 Aiful(rdrl, (4.18)

i=1
donde fi(r;) es la fi ion a ar. La relacién que cumplen estas funciones se obtiene del

sigiiente hecho:
j 1) _ g _ i

b = oG — b0, = 3 A [feci(ridri — fama(r)] s (4.19)

=1

=

Jie = fr-ami — fe—2, (4.20)

para k = 3,4, ..., N. Considerando fi = s*=1  ge obtiene:

s?—ris+1 = O, (4.21)
=
81 = (4.22)
H
=
S = 18571 4 epsk =1L (4.23)

Esclaroque fiy = 1y fo =7, por lo tanto ¢y + ¢z = 1 y 151 + €282 = 74, queda fi de la
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siguiente forma:

_ {1 ri/2 k-1 1_ ri/2 P
= (2 NN 1) T (2 2/ 1) ™ - @24

La sigui ys ién =i 1i la expresién de fix y nos permite encontrar una solucién.
Supéngase que r;/2 < 1, ésto se ha probado para los casos simples (VN = 1,2,3) en los que la
relacién L da para los fici da poli ios sencillos. Dada la suposicién, tenemos:

]

2
s =Fanf1- ( ) = exp(£18:), (4.25)

donde cos8; = ry/2, senf; = /1 — (r.-/2)2 ¥ 72 = —1. De donde se puede determinar la forma

de fi:

o= 3 (1-s—tL2 q) exp ik ~ 16 + 5 (1472 exp [—s(k — 1))
Vi—(ri2)" Vi 727
= cos(k — 1)8 + ——T42 ___ sen(r — 1)6., (4.26)
Vi- (/22
=
__ senkf;

S = Sen6; ' (4.27)
para k = 1,2,...,N. Con ésto sélo hace falta encontrar los valores de las raices del polinomio

1 de los coefici .

caracteristico para tener la forma
A continuacién se obtendrin los valores de las raices, o lo que lo mismo, los valores de las
@; en funcidn de V. Es a partir de una propiedad de las fi no demostrada en este trabajo, que
se pudo obtener la forma explicita de las raices. Dicha propiedad se manifiests en los polinomios
isti para el fici b{ en los casos mas simples (N = 1, 2, 3,4, 5). Estos polinomios

se obtienen ficilmente con el proceso discutido para llegar a la ecuacion (4.15):

ar



P, = r-1, (4.28)

Py = r?—r-1,

Py o= rP—r?_2r41,

Py = M—r—-3%+2r+1,

Py = 7% ~ar®+3r2+3r—1.

Ahora, para hacer la ién, se determi los pri térmi de la idn {fi}:

Ho =1, (4.29)
fa = r,
fa = r2—1,
fa = r—2r
fs = rt—37+1,

fo = r5—ar®43r.
De lo anterior se puede ver que al menos hasta N = 5, Py = fn+1 — fn. Confiando en que

esta relacidn se cumpla para toda N, se obtiene la relacién que debe cumplir & (Py = 0). Es

decir, fn+1 — fnv = 0. Por lo tanto:

0 = asen(N + 1) — senNO = 2 cos %(21\1 + l)aamg. (4.30)

cos %(21" +1)8 =0, (4.31)

as

)
!
i
‘
!
.
i




2i —1
6 = ﬁﬁ (4.32)

2% —1 .
r = 2cos (m wr,i=1,2,.,4V. (4.33)

ion para las bf‘j’ queda mejor definida:

Ya idas las 4,, la exp

senks ’
Z:A. —enB, (2co86;) , k=1,..,N. (4.34)

Con esto obtenemos la expresion final para la densidad de peso:

,-o k] g1 sené;

=
S G e
2

N n N N
SoE L s ASERE om0,y (4.35)
i :

A

Z senk@:;\ 1 — (cos §,)"*+?!
= senf; 1 — cosé;

2= 2~ -

Este resultado demuestra que P, converge a un valor finito cuando se hace que n tienda a

infinito:
; 1 & =t senkd; 1
Po= lim P~ 5 2 A 20 Sona ) Tocaar (4.36)

Aunque este valor limite coincide en los casos simples (N=1,2,3) con los resultados numeéricos,
la conjetura (3.4) hecha para la forma de P.s no se ha podido demostrar; tal vez un estudio

més profundo de los coeficientes A; sea la clave de la demostracién.
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4.2 La Extensién al Continuo

El modelo en el caso en el que no hay vacios (p = 0) y que los pesos son cedidos por mitades

(ec. 4.4), se puede reescribir de la siguiente manera:
1 - - - -
ul™ = 3 (w27 + wlfr) — 26wtV g, (4.37)

T C S % [u‘(:;n e (u (n—l _ E:T”)] w1, (4.38)

siendo AMu™ = uf™ — w* y Al = 40 4, asi se obtiene:

— —_ 1 -
AL = %A. (870 — wf V) 1 = JABaTY + 1, (4.39)
=>
A = ZAZTY - 1 (4.40)
Supdngase N muy grande, tanto que el si pueda id rse como un medio continuo.

Esto implica que se tomardn a i y a n como variables continuas llamadas x y 2, respectivamente.
Como consecuencia, ¢l peso en un sitio serd el esfuerzo vertical puntual como funcién de = y

De este modo, en el limite, la diferencia entre los pesos de dos granos

t, esto esx. u = u(x,t).
cc ivos puede iderarse la variacién puntual del peso en la direccién, por lo que se
considerard que AMu{™ =~ 9u/8t = u,; andlogamente 2,68 = u/Or = ur y A2ul™ =~

82u/8x? = u.r. Por lo tanto la extensién de la expresién discreta del modelo (ec. 4.4) estard

dada por:

ue = %u,, +1. (4.41)

40



La condicidn inicial para este problema se hereda directamente del problema discreto (u(z, 0)

diciones de frontera. Para el modelo discreto se tenia que las condi-

1); faltan ar las
ciones de frontera eran:
1 -1 1 -
W = 2t ) = T . (4.42)
Tdémese la condicidn en la pared izquierda:
) _ _(n=1) _ 1 (n—1) e 1 () | (n1) _ 1, 4
u uy =zur +1—uj =3 (u.2 g ) +1 Ehat (4.43)
=
(4.44)

1 - -
A = : (A.-u.‘;" N _ e n) 1.

Si se hace la extensién al continuo, esto es: uf"_“ — u(0,2), AL L 40,8 ¥

A.'ug'_l) ~— uz(0,t). Se obtiene:
4e(0,8) = 3[0=(0,0) — w(0,8)] + 1. (4.45)

Esto conforma una de las condiciones de frontera del problema, para deducir la otra se

reescribe:
- 1 - - 1 - - 1 —
W~ = 1 Y = —F (R - ) 1 - R, e
==
(4.47)

A = b (At + V) + 1,
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6(@N.6) = ~2[ue(2N,8) + 52N, 8)] + 1. (4.48)

Con esto se cierra el problema. Se propone ahora una solucién que pierda su dependencia

ent do sea muy g de, esto es, u(x,t) — us(z), cuando t — co. De modo que la solucién

tendrd la siguiente forma:

u(z, £) = us(x) + v(zx, t), (4.49)

de v(x,t), se puede suponer

donde v(x,t) — 0 si £ — co. Dado el p i asi

que para ¢ suficientemente grande la ecuacién (4.41) queda ul, = —2, con las condiciones de

frontera dadas por ueo(0) — ul,(0) = 2 ¥ uw(2N) + ul,(2/NV) = 2. La solucién ea claramente:

Uoa(Z) = —2% 4 2Nz + 2N + 2. (4.50)

Se debe notar que uuo(0) = u(2NV) = 2N + 2, esto implica que sobre la pared, a una
més dos unidades de

didad fici grande, se pierde el peso de una lfnea...

masa, curiosamente. Como uq, es una solucién particular de la idn (4.41), la ecuacién que

profi

debe resolver v es:

1
Ve = 5 vas, (4.51)
con las respectivas condiciones
v(x,0) =1 — too,
ve(0,2) = 3{v=(0,¢) — v(0, %)), (4.52)
(2N, 8) = —} [V (2V,£) + (2N, 1)].
Proponiendo una solucién separable v = f(z)g(t), se obtiene que 2¢'/g = f"/f = —A3,
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donde A es constante. Por lo tanto f(z) = Asen(Az} + B cos(Azx) y g(x) = Ce—>?*/2, quedando

con esto v(z,t) = [Asen(Ax) + B cos(Az)le=***/2 Imponiendo la condicién en = = O se tiene

que:
A2
B—z;‘—-e-*“/z - %e"“%/z (A4 — B); (4.53)
=
) 1—A2
A=B-5—. (4.54)
I iendo la dicién en z = 2N:
—A2
2’\ [Asen(A2V) + B cos(A2N)] = —% [~ABsen(A2N) + AAd cos(A2N) + (4.55)
+Asen(A2.N) + B cos(A2N)],
=
(A/2 — A2A/2 — AB/2)3en(A2N) + (B/2 — A2B/2 + AA4/2) cos(A2N) = 0, (4.56)
combinando las ecs. (4.54) ¥ (4.56):
[A/2 — A%A4/2 — AZA Jsen(A2NV) + AA cos(A2NV) = 0 (4.57)
3(1 = A%) g
siendo que A es distinta de cero, se tiene la siguiente ecuacién para A:
(4.58)

2A(A2 — 1) cos(A2N) + (=A% + 322 — 1)sen(A2N) = 0.
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Es claro que esta funcién es impar, por lo que los valores de A estdn dados por pares (==\).

Con esto queda determinada la forma general de v(z, ¢):

= 2
v(z,t) = 3 Bn [—I—I\—é'—'aen(a\,,z) -+ cos(,\,..r)] e—ARe/2 (4.59)
na=0 "
donde los coeficientes B, quedan determinados por la condicién inicial (¢ = 0), esto es:
= 1 — A2
0(£,0) = 1 =~ too = > Hn S2sen(Anz) + cos(Anz)| . (4.60)
n=0 n

e por lo que el factor e~*A¢/Z decaers como funcién
Para

Clar e la {A2} es cr
de n, por lo que los términos de la serie decrecerin para ¢ lo suficientemente grande.
s decrecen para cualquier £ se debe determinar la forma de los Bn.
los valores de los primeros coeficientes truncando

d ar que los

Para ésto, se pueden apr sucesi

la serie a primeros ordenes y ajustando la condicién inicial. Suponiendo que truncar en el primer

término es una buena aproximacién, se puede obtener una solucién similar a la de Janssen siendo

que se tiene:

—_— 2
w(z, t) = uoo(z) + Bo [1—/\5’\-933"(,\01) + cos(Aoz)] emA%/2, (4.61)
Con el valor obtenido para uo, se puede calcular Po:
27 (4.62)

2N
1
P,,_Wofux(x)d.z_T-o-zN+1.

e igual al de la conjetura (ec. (3.4)) y puede

Para NV grande este resultado es pré
determinarse Ao es proporsional a 1//V numericamente. Este resultado permite escribir a P(2)

en su forma definitiva, habiendo truncado a u(x,t) en el primer término:



—AZes2 2NV Y .
P+ B0 2 / ( ikl (Aa:)+cos(Aoz)>dz (4.63)

il Ry o
= _Bo A1 — —ades2
= Poo TN [( o (co8 2NN — 1) + sen2N Mg | e~ *0t/2,

En resumen, ¢l estudio analitico del modelo tanto en ¢l caso discreto como en el continuo
i grande, el resultado

muestran la presencia de arqueo. En el caso que sug un
para la presidn asintStica concuerda bastante bien con los resultados numéricos; la presién en

este caso se expresa como una serie infinita que parece tener en su primer término la contribucién
Si es truncada en este término, la presion tiene cualitativamente la misma

m4ds importante.
forma que la solucién de Janssen aunque el comportamiento de la presién y la profundidad

asintSticas no tienen la misma dependencia en el tamaiio del sistema. Los resultados obtenidos

en este capitulo se restringen al caso en que no hay vacios en el arreglo y queda pendiente el

estudio analitico del modelo para el caso méas general.

El modelo predice, en el caso en que es truncada la solucién, que la profundidad a la que
se observa el fenomeno es proporsional a V2, esto sustenta la hipdtesis de que para observar el
>s hizo falta un dispositive mds alto.

os

fenémeno en



Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas.

cnasi-bidi ionales de esferas de vidrio y acero pre-

Los experimentos realizados con
i poco ctos: las observaciones hechas

sentan el fenémeno de arqueo en

en empaqu i P 08 no confirman el fendmeno, pero tampoco niegan su existen-

cia, pues fueron realizadas sobre columnas no muy altas. Todos los experimentos se hicieron en

sisternas del mismo tamafio, se usaron medios con dos rusgosidades y dos masas distintas; los

resultados confirman que la presién crece con la masa de los granos y decrece con la rugosidad

de éstos.

El modelo estudiado, tal vez el mds simple imaginable, simula el fendmeno en un arreglo
bLidimensional en linecas, de granos idénticos, confinado entre dos paredes; el tamafio del sistema
lo determina el ntimero de sitios por linea. En el modelo »e introducen los efectos de desorden e
inhomogeneidad en la forma de los granos distribuyendo aleatoriamente los pesos entre granos
vecinos; la friccién entre granos y paredes se simula haciendo que los granos repartan a las
paredes el peso que soportan como si éstas fueran un vecino mids. Como se comprobé en los
experimentos, la densidad de la columna es uno de los pardmetros relevantes en e! compor-
tamiento del fendmeno, ésta puede variarse por medio de la probabilidad de encontrar sitios
vacios en el arreglo. Cabe recalcar que en el modelo no hay friccién ni entre los granos ni con

1 e absorben el peso; de este modo todas las fuerzas pasan por el

las p. des, éstas si
centro de masa de los granos, asegurando con esto el balance de fuerzas y torcas.
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La simplicidad del modelo permite obtener numericamente el comportamiento de la presién
como funcién de la profundidad en el arreglo, cualitativamente igual al predicho teéricamente
por Janssen. Esto es, la presidn tiende asintéticamente a un valor constante a medida que la
profundidad tiende a infinito, este resultado general es independiente del tamaiio del sistemna
y de la ocurrencia de huecos. De los resultados numéricos para la presién se pueden extraer
contidades fisicamente relevantes, que son el valor limite de la presién y la profundidad a partir
de la cual la presién estd muy préxima a este valor. En el caso en el que no hay vacios en
el arreglo, la profundidad critica es, en una buena aproximacién, proporcional al cuadrado del
tamaiio del sistema: por otra parte, la presién limite, depende cuadriticamente del tamainio
del sistema. Estos comportamientos requieren de experimentos en sistemnas de varios tamaiios
para ser corroborados cualitativamente. Para una comparacidn cuantitativa de los resultados
nurnéricos del modelo hace falta identificar en él los parametros que caracterizan a un sistema

real (densidad y friccién con las paredes). Por lo tanto, falta determinar hasta qué grado el

modelo predice el comportamiento de las cantidades involucradas.
En el estudio analitico del modelo, en el caso en el que no hay vacios, se demostré que la
presién en la columna alcanza un valor finito al hacer tender la profundidad al infinito. La

expresién deducida para el limite es una suma finita en la que en cada término se encuentra
da; debido a esto, no se ha logrado todavia

una constante que en general per ind
reducir la expresidén al polinomio de segundo orden que reproduce los resultados numéricos (ec.

(3.4)). Para los casos en los que es sencillo el cdlculo de estas constantes, la expresién reproduce
los resultados numéricos.

En la extensién del modelo a un medio continuo, el algoritmo que gobierna la distribucién
de los pesos en el medio es transformado a una ecuacién diferencial parcial parabdlica inho-
mogénea de segundo orden. La solucién a la presién limite en este caso resulta un polinomio
de segundo orden que en el término cuadriitico es igual al polinomio buscado. Considerando

> requiere de sistemas de gran tamasio, la solucién de la presién

que la aproximacién al
resulta L isfs ia. El estudio analitico del caso en el que hay vacios estd

en desarrollo y su relacién con los resultados numeéricos es todavia tema de debate.

Permanece abierto el estudio de la extensién del modelo a tres dimensiones, que se sabe que



reproduce el fenémeno. También falta explicar con este modelo el minimo local de la presién
en el centro de la base de una pila, para lo cual serviria encontrar la relacién constitutiva para

los medios granulados que se de i licita en el modelo.
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ESTA TESIS N6 DEBE
SMIR DE LA BISLIGHECA

Apéndice.

En este apéndice se expone un camino a seguir para la demostracién de la conjetura (3.4).

El modelo para la red duplicada del capitulo 4 puede escribirse en forma vectorial con-

siderando al vector ut™ = u{™, quedando la férmula de recurrencia:

ul = ul? 4 g, (5.1)

donde 1 es el vector constante y 7" es la matriz tal que:

™ = _( ™)+ ). (5.2)
Las condiciones de frontera se incluyen considerando:

wf? = uf., =0, (5.3
donde se introducen los sitios ficticios 0 y 2/V +1 para tomar en cuenta la condicién a la frontera
del modelo. Considérese la ecuacién para los valores y vectores propios de T, dados por wy y

@) respectivamente, esto es:
T = wip®. (5.4)

1 (¢§'i), #,) = wead®, (5.5)
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considerando a la i-ésima componente del vector ¢*) como la i-ésima potencia de un nimero

q, se ok e la sigui idn:
q* — 2wrq+1=0, (5.6)
=
(8.7)
quedando en general d>sk) = Aqi+Bq}, donde A y B deben satisf: las condici de frontera,
de modo que:
P = A+B=0, (5.8)

&
‘”(21\)14-! = Aqf”"“-o—Bq.}""" =0,

Suponiendo que los valores propios son menores a2 uno en valor absoluto, podemos definir
{8k} de modo que cosfi = wx; con lo que q; = e*?x, donde ;2 = —1. Asi las ec. (5.8) se

reducen a;

A (EN+0 _ e—](2N+l)9k) =0, (5.9)
=
sen(2N + 1)8x = O, (5.10)
=
ke
= . .11
% = 3N +1 (5.11)

50



de donde se obtienen los valores y vectores propios:

Lz
Wk = CORGTI—_—T (5.12)
d’f"’ = 2Asen (21311 1)

Normalizando los vectores ¢(*) se determina A, esto es:

24 % - keir - 3
. \J.-ax se N 1) i, (5.13)
=
13X 2kim 1

JN—§§C°S(2N+1 =33 (5.14)

sabiendo que:

IN+1L
_2kim

S e (1) =0 (5.15)

=1

quedan detrminados los valores propios de la siguiente forma:

(k) _ 1 kim
P = N =13 \EN + 1) (5.16)

Con ellos el problema original se puede resolver de manera maés fdcil, desarrollando todo en

combinaciones de valores propios del siguiente modo:

2N
1 = 3 o™, (5.17)

k=1
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N
uf™ = 37 Axae™.
dewm=1

donde los px estdn dados por:

2N .
_ 1 kimT 1 —(—1)* ke
o= TR " 2N+1) /N 172 (2(2N+1))' (5.18)
ya que:
Zsen ( feim = Osikes par (5.19)
2N 41 ' .
ZBZ‘Y‘I ( = cot (—L) si k es impar.
P N1 2@EN+ D)
yendo las iones (5.17) en la ecuacién original (5.1), se obtiene una relacién de

recurrencia para los Axn, que es inhomogénea:

Akentl = Aenwi -+ Pry (5.20)

siendo la condicién inicial u(® = 1, A0 = O y se puede desarrollar A, del siguiente modo:

Ak = Akn—1wk F Pks

(5.21)
= pr + wi (Mn—2wk + Pr) = Px + WepPk + WiAien—2,
= Pr+ Wkpk + o + Wi og + WP k0,
1—wp
= OO
lo que se vuelve aproximadamente igual a:
Pk
= e 22
A T—wn (5.22)



cuando n — co.
ia u(>) de la siguiente forma:

Combinando todo esto se obti la distril

(0) = ) = 3 (k)
.
u = "hm u = = — (5.23)

l—wg

¥ con esto la presidn asintética:

P = (5.24)

para k impar, P puede escribirse de la siguiente forma

Como py es disti de cero iini

sustituyendo los valores de px y wi:

= _cor® (Sfl
v 24 T—con (Qﬁ;_l)g) (5-25)
1 2= con® (42505

T 2NN +1/2) &, sen? (2;-’;—1() !

usando la identidad cot? r/sen®z = sen~4z — sen~2zx se concluye que:

N=1
s ((2k—17\ _ s (2k— D7
Foo = SOV T = [ren seven) —r o (Feven)]- (5.26)

La evaluacién de esta expresion para cualquier /V coincide con la conjetura; demostrar que

repr un poli io de segundo orden implica encontrar las sumas, esto puede intentarse

b do un lindmio trigonométrico para el cual los sen (_2"_1_1') representen las raices e

identificando las sumas en los coeficientes del polinomio.

53



Bibliografia

(10

(11]

H.M. Jaeger, S.R, Nagel y R.P. Behringer, Rev. Mod. Phys., 68, 1259 (1996); H.M. Jaeger,
S.R, Nagel y R.P. Behringer, Phys Today, 32 {(abril 1996).

R.A. Bagnold, Blown Sands and Desert Dunes, Methuen & Co. London (1941).
P.B. Umbanhowar, F. Melo y H.L.. Swinney, Nature, 382, 793 (1996).

H.K. Pak y R.P. Behringer, Phys. Rev. Lett., 71, 1832 (1993).

H.K. Pak ¥ R.P. Behringer, Nature, 371, 231 (1994).

J. Duran, T. Mazozi, E. Clé& y J. Rajchenbach, Phys. Rev. E, 50, 3092 (1994).

E. Clément, J. Duran y J. Rajchenbach, Phys. Rev. Lett., 69, 1189 (1992).
S. McNamara y W.R. Young, Phys. Rev. E, 50, R28 (1994).

E. Morales, J. Lomnitz-Adler, V. Romero-Rochin, R. Chicharro y R. Peralta-Fabi, Phys.
Rev. E, 47, R2229 (1993); E. Morales, J. Lomnitz-Adler, V. Romero-Rochin y R. Peralta-
Fabi, Phys. Rev. E, 51, 3968 (1995); E. Morales, V. Romero-Rochin y R. Peralta-Fabi,
Phys. Rev. E, 54, 3488 (1996).

R. Chicharro, R. Peralta-Fabi y R.M. Velasco, Proceedings of the Powders and Grains

97, 3rd International Conference on Micromechanics-of Granular Media, en prensa (mayo
1997). Eds. R.P. Behringer y J.T. Jenkins, A.A. Balkema, Roterdam, NL.

R. Peralta-Fabi, C. Milaga y R. Rechtman, Sup. Bol. Soc. Mex. Fis. 10-3 1996; R. Peralta-
Fabi, C. Mailaga y R. Rechtman, Proceedings of the Powders and Grains 97, 3rd Inter-

national Conference on Micromechanics of Granular Media, en prensa (mayo 1997); R.

54



Peralta-Fabi, C.

Msilaga y R. Rechtman, 46th Annual Meeting of the Division of Fluid
Dynamics, APS,

Syracuse, NY, EUA, (noviembre 1996); R. Peralta-Fabi, C. Milaga y R.

Rechtman, Phys. Rev. Lett., enviado (Diciembre 1996).

{12] J.P. Wittmer, P. Claudin, M.E. Cates y J.P. Bouchaud, Nature, 382, 336 (1996).

[13] R.L. Brown y J.C. Richards, Principles of Powder Mechanicsa, Pergamon Press (1970),

p. 68.73.

C.h. Liu, S.R. Nagel, D.A. Schecter, S.N. Coppersmith, 5. Majumdar, O. Narayan y T.A.
Witten, Science, 269, 513 (1995).

S.F. Edwards y C.C. Mounfield, Physica A, 226, 1 (1996).

{16] P. Dantu, Ann. Ponts Chausses, 4, 144 (1957).

{17} T. Travers, D. Bideau. A. Gervois, J.P. Troadec y J.C.Messager, J. Phys. A, 19, L1033
(1986).

{18] F. Radjai, M. Jean, J.J. Moreau y S. Roux, Phys. Rev. Lett., 77, 274 (1996).

{19] L.D. Landau y E.M. Lifshitz, Teoria de la Elasticidad, Reverté (1969), p. 5-10.

{20] J.P. Bouchaud, M.E. Cates y P. Claudin, J. Phys. I, 5, 639 (1995).

{21} MLE. Harr, Meck i of Particul

Media, McGraw Hill (1977), p- 222-225.
(22] H.A. Janssen, Z. Vereins Dentsch Ing. 39, 1045 (1895).

55



	Portada
	Índice
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. El Experimento
	Capítulo 3. El Modelo
	Capítulo 4. Estudio Analítico
	Capítulo 5. Conclusiones y Perspectivas
	Apéndice
	Bibliografía



