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Resumen. 

En este trabajo se aborda ~1 fenómeno del arqueo en los medios granulad.os no cohe!iivos. Éste 

consii;te en que la. presión en un medio granulado confinado, como función de la profundidad 

en el medio, no crece indefinida.mente como en un fluido, sino que alcanza asintóticainente un 

valor constante. El fenómeno representa. ttn problema. teórico y experimental que no ha sido 

resuelto por completo. 

Se reportan lo~ rest1.l tadOA de un e..""Cperimento hecho con esferas de vidrio y balines de 

a.cero. mismc::i q11e compr11eba.n la pre$encia del fenómeno en columnas cu.a.si-bidimensionales 

no compactas. Se plantea un modelo microscópico que presenta el fenómeno y cuya simplicidad 

permite determinar el comporta.miento de cantidades físicamente relevantes. Se reportan los 

resultndos de experimentos n1unéricos y se hace un estudio del modelo, en el que se dem.uestra la 

presencia de arqueo; se extiende el modelo a. un medio continuo y se encuentra. lma solución que 

se W:'lemeja. a la :lOhtción de carácter macr~cópico encontrada. hace lm siglo y a las observaciones. 
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Capítulo 1 

Introducción 

El término l\.rlediOA Granulados comprende una gran variedad de materialeA, desde finos talcos 

hasta. toscos suelos rocDSON. !\luchas de los fenómenos ob:Jervados en sistemas granulares es­

capan a la intuición y no han sido explicados; por Aupue."'ltO, dependiendo del material usado 

los fenómenos aerán diferentes, por lo que en general no ~e observará. lo mismo si se realiza. 

un experimento nsa.ndo primero talco y después cnnicaA de vidrio. De hecho, gro.n parte del 

comporta.tniento del rneclio dependerá. de propiedades como la cohesión, la fricción entre lOR 

elementos componentes del material, la fricción entre el material y el medio externo, o el medio 

en el que se encuentre tilL"'lpendido. El e~tudio de los medios granulados ei: de grá.n interés 

para diversas industrias con10 la farmncéutico.. lo. de alin1entos y de la construcción. pues la 

tecnología para el transporte y almacenamiento de mo.teriales granulados. como las pi1doras. el 

maíz y la. grava, L-stá. poco delo.rrollo.dn: por snplte$to, en la. agricultttrn. se encuentran muchOff 

problemas prácticoM que requieren del entendimiento de estos materia.les pa.ra ser resueltos, 

como la separación o mezcla de distintos granos. 

Los mediON granulados han sido objeTo ele nu1nerosos e.~tndios y experimentos análogos a lOA 

hecho!'i en medios continuo:i como líquidos y ga.-.es. En particular, pní.~en fhlir como l~ hncen 

los líquidos; pa.ra describir tales flujos ~e han cl~nrrollado vn.riOR modelos teóricos {l}. ·son de 

interés no sólo los flujos co1no lo son B.'\.-nlanchas de nieve o arena, en un reloj de arena o en 

el proceso de llenado y vaciado de un ::iilo. sino trunbién los flujos de materiales granulados 
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inmersos en algün fluido, como los vientos de arena que forman dunas o como las corrientes que 

acarrean piedras o arena eu el fondo de un río, Urunados lechos fluidizados. 

Tal vez el fenómeno más exótico que se ha. reportado en materiales granulados sea el JJa.rnado · 

.. canto de las arena....:;"; en algunas playas y detliertos de dunas ~e ha encontrado que Ja arena 

produce ciertos sonidos al ser perturbada. Supuestamente. la arena de playa que Ne ha secado 

después de una lluvia produce un ligero silbido al ser pisada y, en los desiertos, las avalanchas 

en las dunas pueden provocar una especie de resonancia ac1ist:ica lo suficientemente fuerte como 

para no plUlar dc...asnperciLida; estos fenómenos se dan bajo condiciones muy eHpecífica.s por lo 

que es muy raro prc..~ncia.rlos o reproducirlm~ [2J. 

Son de grñn interés Jos complicados fenónienc»1 que aparecen en sistemas granulados cuando 

se les pone a vibrar. Se han observado pequeñas regiones que oscilan entre picos y pozos 

(UamadWl osciJones) y cadenas de estas regiones en la superficie libre de medios granulados 

vibrru:::los (ver figura 1-1) [3], a.si como la formación de patrones de ondas con muy diversas 

simetría-. [4J y burbujas de aire en sistemas ele granos de poca profundidad [5]. Otros fenómenos 

que nparecen en experin1entON de vibración son el de ln segregación. esto es, en un sistema 

de J.>H.rtículn...~ o granos de vnrioH tamaños Jos grandes emergen cuando ha.y vibración [6J y la 

formación de montículos (heaping) en Ja superficie libre de arreglos bidimensionales, que ocurre 

cuando la fricción entre granos es grande, formándoz.:ie debido a la. presencia de rollos en las 

nriilas de la superficie que mandan grano.."'! hacia el centro f7J. 

Debido n que lns interacciones entre granos son inelásticas, en cada colisión hay pérdida de 

energía lo cual introduce nuevos problema..~ en su trata.miento en física e$tadística. Además, 

en un medio granulado a una temperatura T, en contra.."'lte con un gas ordinario, la C."lcala 

de energía térmica kT e....:; insignificante en comparación con la energia potencial relativa entre 

granos. Si se tira una canica en una caja rígida. reLotn.rá va.rias veces antes de quedar en 

reposo, mientra....:; que al tirar una grnn cantidad de canica.."" en grupo quedarán en reposo en 

el fondo caz.;i instantánea.mente. Esta diferencia en el comportamiento colectivo aparece por 

el exceso de colisiones inelásticas entre una canicas y sus vecinas y parece :ier fundamental 

en el comportnmiento de sistemas vibrados [IJ. Se han estudiado sistema...:; teóricos en Jo!'! que 

se modelan las colisiones inelá."iticas mediante un coeficiente de restitución. Estos modelos 



Figura 1-1: Imagen de un oscilón en el momento que forma pico 
(http;//chaos.ph.11texas.ed11/-pb1.1/oscillo.n.html). 

presentan un fenómeno lla.mnclo colapso inelástico que consiste en la acumulación de partícu.la..'i 

en pequeñas regiones del espacio en un tiempo finito; si a In...; pa.rticula..'i en el "istema no se 

les inyecta. energía constantemente, estas se frenarán formando ctimulos. de manera. que no 

quedarán distribuidn..'i uniformemente en el e-tpa.cio f8]. La relación entre t!Ste fenómeno teórico 

y la. formación de c1imulos en ~istemas reale::i: sigue siendo un temu. de debate entre investigadores 

[l]. 

Dentro de los experi1nentos que no tienen una analogía continua, cabe mencionar la pro­

ducción intermitente de nvatancha..'i. donde el ángulo que forma la. superficie libre respecto a la 

horizontal ha sido nstudindo como nn proceso estocástico [9]. Las uvala.nchnN pu.recen ser }a."1 

catumntes de 1:1egregación en sistemas de granos de varios t.amaños, pues los ángulos con los que 

se inician y terminan In.s n.vnlancho.s difieren para cada tamaño o forma. U.el grano. En sistemas 

bidimensionales Ja....¡ partícula..'i grandes se segregan en dirección a la.s fronteras del medio, mien­

tras que en t1h~temn.."I tridimensionales Ja segregación se da transitoriamente en bandas paralela...; 

a. la dirección en la que t1e propagan las avalanchas. hasta llegar a un estado de t1Cparación total 

[10]. 
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La diná.ntica de lo~ medi08 granulado,.; eotá ligada a las interacciones entre granos y por 

tanto a la distribución de esfuerzOR dentro del medio. La caracterización y comprensión de" las 

con:-tecuencia.s de t:al diAtribución, en el caso estático, son todavía. tema de invest"igación. Este 

trabajo aborda. el tema de la. estática. en un medio granulado confinado. 

1.1 Estática. 

:-lo es necesario poner en movimiento a un material granulado para toparse con fenómenos 

de dificil comprensión, ni :-iiquiera las configuraciones estáticas de 11n medio granulado han 

sido explicadas o comprendidas del todo. Cuando un material granulado es depmdtado en un 

contenedor o silo, la. pre:iión en el bnlt0> no es dependiente de la. profundidad del modo que lo e:; 

en un fluido normal: esto es, la pr~ión en la base del contenedor no crece indefinidamente con 

la altura de la pila, de modo que para una. columna lo suficientemente alta la presión alcanza 

un valor de saturación independiente de dicha altura (ver figura 1-2). Debido a la.s fuerzas 

de contacto entre granos y a la fricción estática con los paredes del contenedor, las paredes 

soportan. el peso exna (1, 11]. Éste es el fenómeno de arqueo y sobre el cual versa. este t:ra.ba.jo. 

Adicionalmente, en una pila de arena, si se ntide la presión en la ba...~. en particular en la región 

que está justo abajo de la. cima. de la pila, no se encontrará el máximo de la presión. sino que ~e 

tendrá. un núnirno local; el máximo se encontrará en un anillo en torno al centro de la base (ver 

figura 1-3)[12]. Ln razón por la cual ocurre est.e fenómeno debe ser la misma. que determina el 

arqueo; e:; decir, es el resultudo del con1porta1niento colectivo de pequeñas estntcturas o arco.~ 

que ::ie forman en el interior del medio. 

En conexión con el fenómeno del arqueo está la. aparición de domos en talcos y arena..~. 

ÉstoN Ne forman c1ul.ndo se tiene un talco apisonado en un contenedor y se retira una pequeña 

porción de la ba..~e: si la porción es lo suficienr:emente pequeña, el contenedor no se vaciará por 

el agujero, sino que Wlo un poco de talco cnerá dejando una superficie libre en el talco en forma 

de domo [13]. 

Para la comprensión de los fenómenos estáticos antes mencionad.os, muchos científicos se han 

concent.rado en el estudio de la distribución de esfuerzos en el interior de un medio granulado 



Figura. 1-2: Presión en el interior de una. cohunna.. 

arbitrario no cohesivo {11. 14, 151. Los e:x:periment~ con material Cot·)elástico realizados por 

Dantt1 {161. reportados en l!J57, han sido parte de la motivación de estoA estudios. Debido a. 

que el esfuerzo al qne se somete un material fotoelóstico determina el seot.ido en el que éste va. 

a. polarizar la. luz~ es posible ver la distribución de los esfuerzos en el interior de estos medios. 

y observar que los esfnerz:os más grandes forman una red que a.traviesa. al medio, ignorando a. 

la. mayoría. del Nistmna. y aislando con esto a. regiones de granos que soportan bajas presiones 

(ver figura. 1-4). Lot11 materiales fotoelñsticos se han ntilizado pa.rn. estudiar las distribuciones 

de fuerzas. l!n otros sistentn..~. como lo Aan los sistem¡u; en los qne hay granos de dos tarna.ñoA 

(siRtemas binarios). donde se encuentra. que las líne~ de esfuerzos más intensos se locnlizan 

preferentemente en los grn.nrni mayores; o en los q\1e hay granos de dos durezas distintas [17). 

En un medio grn.nnlado ~tático, se ha. observa.do que lOt'\ granos se apoyan más en alguno (o 

algunos) de .sn .. q vecinos que en l~ demás. de lo que ~e p\u ... >de construir nna. dirección de "propa,.­

gnción del p~o" que es nuis significativa. que las direcciones dadas por el re$to de contactos con 

los vecinos. Existen modelos que predicen que en el medio pueden haber algunos granos sujetos 

n presiones altísimas; en estos ~ ha mostrado que la. probabilidad de tener granos ~metid~ 

a ~fuerzas grandes decae exponencialmente cuanto mayor sea el egfuerzo [14, 18}. De hecho 
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......... , .. r . 
~~ . 
Figura 1-3: Presión en la base de una pila. 

e..xisten métodoA de aproximación a. la diná.Inica. de partíetda.s rígidas que Ne han usado•para 

e1n.ndiar la distribitdón de fuerzas de contacto en. un empaca.miento bidimensional. En estos 

métodos, el estado de equilibrio de la. red de fuerzas se determina mediante un proceso dinámico 

de relajación del mismo modo que sucede en tm m.edio real [18}. Es claro que tal distribución 

depende de manera. muy sensible de la preparación de la muestra, lo que constituye un probleina 

para su caracterización experimental. 

Cuando l0$ granos con...~titttyentes de 11n :0istema. son mucho más pequeñOR que alguna dis­

t.nncio. macrüt'cópicn cn.racterística. del ~istema. (que podría ser el ancho de la. caja. en la que están 

contenidrn:o los grnnos). es posible hacer la aproxhnación de considerar al medio continuo. En 

el e~ta.do de equilibrio estático de un medio continuo~ las ti.ierzas que a.ctti.an sobre un pequeño 

elemento del med.io deben estar 1..m.lanceada.~. En consecuencia, las fuerzas que ejerce el resto del 

medio rie>bre la ~'lperfice del elemento deben balancear a. las fuerzas que a.ctt.'"1an sobre el vohunen 

del elemento (en e:-ite caso el peso del elemento) debidas n algún campo externo. La ñ1erza que 

ejerce el medio tlobre el elemento es la contribución sohre la. superficie de una densidad superfi­

cial de fuerza. T; de: modo q11e ~ debe et:1crihir como nna. integral de T sobre la superficie S del 

elemento. Esta fuerza debe además expresarse como una. fuerza. sobre el volumen del elemento. 

pu~to que debe representn.r a la fuerza. totnl que se ejerce sobre el volumen [lül. Para que la 
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Figura 1-4: Imagen de las líneas de esfuen:os: en un sistema de discoe Cotoelásticos en un arreglo 
hexagonal. Las regiones <>l'1CUras son 10t11 discos en el arreglo sometidoe a bajas presiones, mientras 
que !&11 claras son discos a altas p~iones (17]. 

integral de T sobre S pueda expresarse como una integral sobre el volumen V del elemento, T 

debe ser la proyección en la normal a la superficie de un tensor que denotaremos por ü, esto es: 

T=n·ü, (1.1) 

que por el teorema de la divergencia de Gauss se tiene: 

,[ Tds = f V· üdv. 
f..~ lv (1.2) 

El tensor ü :le Uruna tensor de esfuerzos y n es el vector unitario normal a la superficie. 

Usando la notación O';k y T. , donde i y k van de 1 a. 3, que representan 1&1 nueve componentes 

del tensor de esfuerzos y l~ tres del vecTor füerza por unidad de superficie; la ecuación (1.2) Ke 

escribe de la siguiente Corma.: 

i f._ 8u·• 
T.ds= ~dv, 

S V vXk 
(1.3) 

donde la repetición del índice k. en algún término de la ecuación, denotará la suma desde k = 1 
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hatita k = 3 . En est.os térm.inos eJ baJance de fuerzas esta dado por: 

;: ;: 
lJ<T·k 

pF.dv + -¡:;-!-dv = O, 
V V v'Xk 

(1.4) 

donde pF¡ expresa en componentes la densidad vohunétrica de fuerza debida al cam.po externo. 

Si el medio Re halla bajo el efecto de atracción de la. tierra. la única fuerza volumétrica que 

actuará. sobre el elemento será. su peso. Entonces el balance de fuerzas quedará determinado de 

manera. implícita en la siguiente ecuación: 

':"ik + pg, = o • 
~Zk 

(l.5) 

donde a• determina Jas trt'!:'l componentes del vector de aceleración de Ja gravedad. Adicional­

rnente, el momento angular de las fuerzatt qt•e actcúan sobre el elemento es cero, lo que trae como 

consecuencia que el tensor de E!llfuerzos sea simétrico (a¡k = u1i:;) [19]. Esto reduce el número de 

inc6gnitas involucradas en Ja."'li ecuaciones de equHibrio. En el c.8$0 de dos dimensiones se tienen 

dos ecuaciones y tres incógnitas. por lo que hace falta una ecuación para. cerrar el problema 

rnatemático que implica el equilibrio estático. 

El encontrar est:a tercera relación representa el problema. de "cerradura.,., de la mecánica 

granular, que permanece abierto a pa;rar de síglo."f de estudio. En un medio continuo elástico el 

problema. se cierra con una relación conz;titutiva. entre los esfuerzos y las deformaciones a. las que 

CNtá. sujeto el elemento. En un medio granular no se ha definido una variable de deformación~ 

pero se han modelado relaciones constitutivas entre los esf1.1erzos para cerrar el problema (12, 20}, 

y construido ec11aciones alternativa .. "' [21]. 

2.2 La solución de Janssen 

En 1895, H.A. Ja.n.~~n publicó una solución al problema de la presión en u.n medio granulado 

est8.tico almacenado. rmponiéndolo nn medio continuo [22}. Se puede entender el trabajo de 

Jan8$en considerando un contenedor de paredes verticales lleno de un material granulado no 
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cohesivo, en el que la presión en el interior del material P es sólo función de la profundidad t, 

medida desde la supedicje libre del medio granulado, y la fricción con la pared es proporcional 

a. la presión del material a esa rnisma profundidad {13}. 

Si se toma una rebanada de material granulado, dada por el material contenido entre t y 

t + At, entonces, Ni el área del corte transversal del contenedor es A, las fuerz8.8 que acttian 

sobre las caras de la rebanada serán AP(t) hacia a.bajo y AP(t + At) hacia arriba (ver figura 

1-5). 

1 

AP(t) 

1 
+ 

P8AAt 

J. 
J 

AP(t+At) 

Figura 1-5: Fuerzas que act1ian sobre la. rebanada. 

Como el elemento de medio granulado está en contacto con las paredes del recipiente, en 

un área dada. por l!At, donde t eR la. longitud del perímetro del contenedor, entonces sentirá la 

fuerza de fricción dada. por µ(.P,.LAt) hacia arriba, dondeµ es el ..:oeficiente de fricción entre 

el material y las paredes y P,.l.O..t es la fuer.za que ejerce la rebanada en dirección normal a 

las paredes, siendo p,_ la presión que ejerce Ja rebanada contra las paredes del recipiente. Por 

1iltimo, suponiendo que .;1 material tiene una densidad de bulto pe imponiendo las condiciones 

de equilibrio mecánico se· ol.>tiene: 

AP(t) + At::>.tpg = AP(t + At) + µP4eAt. (1.6) 
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Considerando la proporcionalidad de la. fricción con la presión, se puede escribir a Pn de 

~iguiente modo: 

Pn = KP(t), (1.7) 

donde I~ es una. CO[ll5tante, con lo que se tiene: 

P(t+ A~!-P(t) = -µKP(t)i +pg, (1.8) 

de modo que en el límite cuando .::l.t - O, 

(1.9) 

La solución a esta. ecuación es: 

P(t) = Apg + (.fb - Apg )e-~K'.i• 
lµK tµK ' (1.10) 

donde Po es el valor de la presión en la superficie libre del medio; el paránietro A/ i viene a ser 

una longitud cara.cterística del contenedor; para. un cilindro es la mitad del radio de la. base. 

Como se puede ol>serva.r, la. :K>lución tiende asintóticamente al valor#,!!:. C'ltando se ha.ce tender 

t n. inflnito. Esto predice de mnnera teórica. la existencia. del arqueo. 

En esta. ,;olución lie encuentra. involucra.da. la. fricción entre el material y las paredes, que 

representa la e8encia del arqueo, y la. densidad del material. que está. intima.mente relacionada. 

con el empaqueta.miento o configuracion del material. Sólo falta justificar la relación de pro­

porcionalidad entre presiones verticales y horizontales, que representa. una relación constitutiva. 

del material. Lo~ modelDA in.icroscópicos da.n origen a. relaciones de este estilo. 

En el ~iguiente ca.pítulo se describe el experimento rea.lizado para. observar el arqueo y 

estudian }Off resultados. En el tercer capítulo se propOne un modelo microscópico para. 

~mular un medio granulado bidimensional confinado y se obtienen resultados numéricos del 
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comportanúento de cantidades como la presión en el interior de la columna. El cuarto capitulo 

presen~ el estudio analítico del modelo en la aproximación de campo medio y en el Utn..ite 

continuo. Por tiltimo, el capitulo cinco recoge los resultados del trabajo, en su totalidad, en 

torno al fenómeno del arqueo. En el apéndice se expone otro modo de estudiar el modelo 

discreto, cortesía del profesor F. Leyvraz. 
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Capítulo 2 

El Experimento 

En este capít11Jo se deBcriben Jos experimentos realizados para observar y cuantificar el fenómeno 

del arqueo en sh"temaz;i muy particulares constituidos por granos esréricos; los medios usados 

difirieron en la masa y ruge>t1idad de SU8 granos. El fenómeno se observó en empaca.nüentos no 

compactos. 

2.1 Motivación y dificultades. 

En la literatura~ difícil encontrar reportes experimentales que confirmen el fenómeno de arqueo 

(l3J. ~fuy probal>lemente ~to se deba a las dificultades que aparecen al tratar de medir presiones 

en un medio granulado. De cualquier modo, no tiene sentido el desarrollo y estudio de un modelo 

que simule un fenómeno que no ha sido caracterizado o por lo menos registrado. 

El problema. principal que se pre&enta en un. experimento de esta naturaleza, es el modo 

en el que se medirá la. presión en el medio. Ideal sería poder medir la presión soportada por 

cuaJqtúer grano en el medio; ~to sugiere experimentar. con materiales fotoelásticos para medir 

indirectamente la presión. Desafortunadamente, éste no ha sido el propósito de loa experimentos 

realizados con e:nrni materiales en Jos que sólo se ha llegado a resultadON cualitativos y no se ha 

determina.do como traducir la información de la luz poJnriznda por el medio en términos de la 

preHión a la que eRtá sometido [16, 17]. 
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Siendo que el arqueo parece deberse principalmente a la fricción entre el material y las 

paredes, ésta será clara.ntente un parámetro que determinará el comportantiento de la presión 

como función de la profundidad, pero no el \Ínico. El fenómeno trunbién dependerá del arreglo 

o configuración de la. columna y de la forma y masa. de los granos involucrados, ya que de esto 

depende el nt#1mero de contactos entre granOfi y por tanto la distribución de e.qfnerzos en el 

medio. 

Por si fuera poco, la. configuración de la pila es dependiente del modo en el que fue formada, 

por lo que no se puede suponer a priori que la presión no variará si se llena un silo de varia.a 

formas. Todo e:'lt.o debe tomarse en cuenta para diseñar un experimento reproducible y que 

permita. la comparación con model~ teóricos. 

2.2 Diseño, detalles de llenado y empaquetamiento. 

Ante el problema que in1plica medir la preffión para varias profundidades en el material apilado, 

se r~lvió inedir {1nicarn.ente la presión que ejerce la columna. completa. sobre la base del con­

tenedor a medida qt1e se van apilando mas granos y se va aumentando la altura de la columna.. 

Procediendo de este modo no se obtendrá en una. realización del experimento la presión en el 

interior <le la. columna. final, ya que en el proceso de agregar gra.nOt'I a. la pila se modifica. la 

configuración y la distribución de los esfuerzcm en ésta; por lo que realmente !ile obtendrá la 

presión en la hose de cohunna.~ diferentes en altura y configuración. Dado el caso, lo que se 

pretendió encontrar fué In presión en la ba...~ como función de la altura. de la columna.. 

Pnra. sin1plificar el experimento se utiliza.ron esferas de vidrio y acero como n1edios granula­

dos. En cada. ca:«> se usaron e8feras de aproximad.amente el mismo radio. Se experimentó con 

esferWl de ncero cromadas y oxidadas por separado. Se atacó a los balines cromados con ácido 

sulñn:ico para oxida.rlo:-o; cabe notar que qne no hubo diferencia significativa de las masa y los 

radi~ entre esfera..~ croma.das y oxidada..~. Con esto se obtuvieron resultados para tres medios 

por separa.do que diferían ~lo en la ma..~n y rugc.1sidad de los granDR constituyentes. 

Después de varios intentos fallidos se llegó a un dispositivo que simula un sistema bidi-

1nensiona.l. Éste consta. de 1111a ca.ja ~tenida por uno.~ soportes cuya base está libre del resto 
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del recipiente, como si fuera un pistón, y que reposa en una báscula; de ~te modo la báscula 

registra el peso soportado lÍnicam.ente por la base. El recipiente lo forman dos placas de vidrio 

Keparadas sólo un poco más que el diámetro de las esferas que constituyen el medio granula.do. 

Dos tiras de acrflico aprh:iionadas entre los vidrios forman las "paredes .. laterales de la caja e ver 

figura 2-1). 

Figura 2-1: Dispoeitivo experimental. 

En un principio se llenó la caja desde su parte superior, arrojando las esferas a razón 

constante y registrando el peso en la be.se: desde ese momento se notó que los registros en la 

báscula fluctuaban demasiado µor lo que el fenómeno no pudo ser o~rvn.do. En este primer 

intento se observó que el estado final de la pila resultó tener un orden muy específico que se 

repitió en cada realización de los experimentos; en la región inferior de lo. caja las esferas ~e 

ordenaron en líneas horizontales. pero en el resto de la. pila el orden fué en líneas verticales (ver 

figuro. 2-2(a,c,d)). Esto puede ~r el resultado de la influencia de la.B paredes y la. base sobre el 

medio. 

Como se observa. en la figura 2-2(a,c,d), el empaquetamiento es muy compacto. Esta falta 

de espacios vacio:1 en el arreglo puede influir en la forma en la que ~ presente el arqueo, ya 

que los huecos provocan 1uia desviación en la propagación del peso. Si ~e analiza un arreglo en 

líneas verticales como el ol>..~ervado, un grano estará en mayor contacto con el vecino de arriba. 
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Figura 2-2: Imágenes de loff arreglos. a) Arreglo en líneas verticales cerca de las paredes y en 
horizontales en el centro de la columna.. b) Arreglo sin orden. e) Arreglo en líneas verticales. 
d) Arreglo en líneas horizontales cerca. de la base. 

y el de abajo, en la. misma. línea vertical. que con el resto; de ~te modo el peso se propagará. 

preferentemente en la. dirección vertical. Esta puede ser: la. razón por la cual no Re observó el 

comportamiento a.._o:;intótico de la presión en el sistema., lo que no implica. que el fenómeno no 

~ presente en esto!'! arreglos. Cabe mencionar que la altura de la. cajo. no excedía diez veces: su 

ancho y probablemente lo. altura de In. columna. no fué suficiente para observar el fenómeno en 

este caso particular; estas observaciones no necesaria.mente constituyen una excepción. 

Para poder registrar el fenómeno se siguió otra manera. de llenar la caja y formar la pila.. En 

una de lru;1 paredes de acrflico se hicieron orificios para introducir unas agujas que seccionaran la 

ca.ja. De este modo se pueden llenar de ~feras los espacios entre. aguja..~ y formar una. columna. 

en la caja a. medida. que éstas se van retirando (ver figura 2-3). 

Con ésto las esferas que caen sobre la pila lo hacen más suavemente y forman una columna 

en la. que no se puede ver ningtín orden y que por lo tanto es menos compacta. (ver figura 
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Figura. 2-3: Esquema. del modo de llenar la. caja.. 

2-2(b)). LOA datos de la presión en la base z.oe ñ1eron tornando para. cada paso en lo. formación 

de la. pila., ettto es, ae obtuvieron tantos datoa como agujas fueron introducidas, donde cada da.to 

representa una. muestra de diferente altura. 

2.3 Los resultados. 

Durante el proceso de medición se observó que el registro en la. báscula. oscilaba. constantemente 

(±0.Sgr.). Ésto puede deberse a la. sensibilidad de la red de esfuerzos ante cualquier pertur­

bación. Además, :ii el material empuja. la. base un poco, ésta no podrá. regresar a su posición 

debido a. que el propio fenó1neno de arqueo impide que la columna. sea alza.da~ lo que altera. el 

funciona.miento de la. báscula.. Ante esto, se resolvió tornar los da.tos a los tres minutos haber 

retirado la. aguja. a1Ín cuando no basta.re. todo un día para. que se estabilizara. el registro en la 

báscula... 

Como ya se mencionó, se realizó el experimento en tres medios diferentes (esferas de vidrio, 

balines de acero cromados y oxidados) y en todoa los ca.~ el cliárnetro de los grano.q esféricos 

fue de 3 mm; lo. dispersión en los diámetros no se estudió, pero se aseguró que los diámetros 

ñ1eran rnenores a. 3.5 rn.m. Las esferas de vidrio eran de masa. 0.04 g, mientras que los ha.Unes 
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cromados y oxidados ten.ian masas que variaban entre 0.13 y 0.12 g. El ancho de la caja fué de 

5.5 cm, que equivale a 18 granos de ancho; la altura de la caja fué de 40 cm y el espacio entre 

los vidrios o espesor de la caja ftté de 3.5 mm; el espacio entre agujas fué de 1.8 cm, equivalente 

a. 6 granOH o un tercio del ancho del sistema. 

Se seccionó la caja con veinte agujas, de modo que de una realización del experimento se 

obtuvieran los datos de veinte alturas. Se promedió RObre diez rea.liza.clone...¡ para cada medio. A 

continuación se muestra. 11.na tabla. con los resultados promedio (P) y las desviacione..q relativa.~, 

así como la gráfica. correHpondiente en la que se observa el comportamiento asintótico. Cabe 

aclarar que la alt1U'a está medida en anchos de la ca.ja. 
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Altura Balines Oxidados Balines Cromados Esferas de Vidrio 

(ancho) P(g/crn) Oe;v. R.el. P(g/cm) Desv. Rel. P(g/cm) Desv. Re!. 

0.33 2.04 0.11 2.02 0.02 0.32 0.05 

0.67 4.01 0.07 4.25 o.os 1.10 0.06 

1.00 5.72 0.10 6.67 0.04 1.71 0.07 

1.33 6.93 0.10 8.58 0.12 2.24 0.09 

1.67 7.72 0.11 10.16 o.os 2.56 0.10 

2.00 8.22 0.11 11.09 0.04 2.78 0.12 

2.33 8.35 0.11 11.86 0.05 2.90 0.13 

2.67 8.51 0.12 12.51 0.10 2.95 0.14 

3.00 9.16 0.20 12.98 0.10 2.95 0.14 

3.33 9.38 0.17 13.48 0.10 2.94 0.14 

3.67 9.32 0.17 14.07 0.13 3.01 0.16 

4.00 9.23 0.17 14.30 0.14 3.03 0.16 

4.33 9.07 0.16 · 14.33 0.14 2.98 0.17 

4.67 8.97 0.16 14.43 0.16 2.94 0.17 

5.00 8.63 0.17 14.39 0.16 2.90 0.16 

5.33 8.70 0.18 14.51 0.16 3.01 0.13 

5.67 8.58 0.18 14.43 0.16 2.98 0.13 

6.00 8.49 0.17 14.36 0.16 2.93 0.14 

6.33 8.67 0.15 14.28 0.16 2.90 0.15 

6.67 8.43 0.1-l 1.l.14 0.16 2.94 0.13 

2.4 Conclusión. 

Ea notable que a pt!SS.?' de lo arbitrario del criterio para elegir la medida que ofrecía la báscula. 

el resultado experimental mue1tra la presencia. del arqueo. Como era de esperarse. los valores 

de la presión para. una altura da.da. aumentan cuanto mayor es la masa del grano constituyente 

y disminuyen cun.n.t.o mayor ~ la rugOHidad. del grano. La profundidad a la. cual se alcanza el 

arqueo también aumenta con la masa del grano y disminuye con la rugosidad. 
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Figura 2-4: Gráfica de loN resultados. En círculos el promedio en los balines erar.na.dos, en 
rombos el promedio en l~ balines oxidados, en triángul0t1 el promedio en las esferas de vidrio 
Y en crt1ces una. realización típica. con balines oxidados. La altura está dada en térm.in0& del 
ancho de la caja... 
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Capítulo 3 

El Modelo. 

Considerando modelos tisado8 anteriormente para tratar el problema de la distribucion de es­

fuerzos en un medio granulado como un proceso estocástico [14, 21], y con la intención de 

entender lo que Kucede con la. presión en el interior de una cohunna de granos, se implementó 

nn modelo para 1ina. columna. bidimensional de material granulado no cohesivo {11). 

El modelo repre.qenta una versión simplificada del usado para detenn.inar la distribución de 

probabilidad del módulo de los esfuerzos {14]. Dificilmente puede imaginarse un modelo más 

sencillo que presente el fenómeno de arqueo. 

3.1 Formulación. 

Considér~ una pila. bidimensional formada de granos circulares, idéntico& en ta.maño 3:, masa, 

ordenad CA regularmente en 1 ina red hexagonal entre dos paredes. De esta manera la pila. está. 

ordeno.da en líneas horizontales de granos; el número iV de Kitios de una línea definirá el ancho 

del sistema (ver figura. 3-1). 

Como se puede observar en la figura. 3-1 .. cada grano en cada. línea. está en contacto con 

d<>N de la línea. superior y doA de la irúerior; except.o los que están en contacto con lns paredes, 

que ~lo tienen un vecino ~n cada. línea. La. distribución de fuet"ZSS soportadas por los círculos 

eN modelada haciendo que el peso soportado por cada. grano sea cedido a sus dos vecinos 
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Figura 3-1: ~uema de! arreglo en líneas de una pila bidimensional considerada para el modelo. 
Sombreado aparece tan ltfgar vacío. 

de la línea inferior en proporciones aleatoria.e; esto eM, a uno de sus vecin<>A le cederá. una 

fracción.aleatoria del peso y al otro la fracción complementaria. Supóngase además que no ha.y 

interacción horizontal entre granos. Con esta forma de distribuir la carga de cada grano se 

pretende simular el deROrden de un arreglo real y bidimensional de granos o discos, BBÍ corno la 

no uniformidad en forma y orientación de los granos reales. 

Como se presenta en la figura 3-1, en cada línea del arreglo un grano está en contacto con 

la pared. Este grano cederá una porción de su p~ a su tínico vecino de la línea inferior y el 

r~to lo cederá a ln. pared como lo haría un grano en el bulto con su otro vecino. Esto puede 

imaginarse como si la pared estuviera constituida por granos pegados (ver figura 3-2); de ~tn 

forma se simula la fricción entre lOt\ granos y la pared, pero en el modelo no hay fricción ni 

entre granos, ni con la pared. 

Apilando esferas entre do~ placa.q de vidrio como en el experimento, se puede observar que 

ellas se arreglan de varios modos (ver figuras 2-2 y 2-4). Las observaciones mostraron que 

las cohunnas con más vacíos arqueaban, a diferencia. de la.q compactas. que no presentaron el 

fenómeno, probablemente por que no se experimentó con columna...¡ lo suficientemente altas. 

Esto sugiere que el arqueo ~ presenta a menor profundidad cuando la densidad de la columna 
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Figura ~2: Forma. de la pared (en negro). 

es menor. Para simular este hecho se introdujeron en el arreglo varios hoyos. o mejor dicho, se 

quitaron granos en el arreglo con cierta probabilidad p, dejando sitios vacíos. De este modo la 

den~idad del medio podrá variarse por medio de esta probabilidad de vacíoe (p E [O. 1)). 

La pr~ncia de va.cÍ08 requiere que ¡;¡e modele la distribución de los pesos en la ocurrencia. 

de un hoyo y se propUBO lo sigui.ente. Una esfera que sólo tenga un vecino debajo, debido a 

que en el otro lugar hay un va.cío, cederá una fracción aleatoria de su peso a su único vecino 

inferior y perderá el re8to en la pared como tínico efecto horizontal; se est;á. suponiendo que se 

encuentra sostenido por el vecino inferior y por el grano al lo.do Huyo, que se encuentra en la 

rnb1ma. situación (ver figura 3-1). Esta CH la tlnic.u. interacción de un grano con los de su misma 

altura. 

Supóngase que la...:; lineas del arreglo están numerad~ por n de arril>a. hacia abajo (n = 
O, l, ... ), y que los ~itiOH en cada línea están nu.meradrn:1 por i (i = l, 2, ... , 1V); definiénd0$e u~n) 

como el peso soportado en el sitio i en la línea n y considerando que los granos tienen peso 

unitario (u~0> = 1 para toda i), la. distribución de los pesos en el modelo está. dada por la 

siguiente fórmula: 

(n+l) u, 
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donde los p5n> y IDff rf"> ~n mímeros alearorios entre O y 1 asociados al sitio (i, n); el primero 

determina si hay un vacío en el sitio y el segundo la fracci6n del ~ que cederá al vecino 

inferior derecho. El corchare fp~n} > p] es uno si la desigualdad dentro de él se cumple y cero si 

no; con este mecanjsmo se inrroducen Jos vacíos en el arreglo. Las ecuaciones (3.1) representan 

lru1 fórmulas para dos líne~ consecutivas; como ~ puede observar en Ja figura 3-1, Jos sitios 

vecinOl.'l se van alternando. lo mismo que los ::;itios en contacto con las paredes. En este <:asO, 

[p~.-i) > p} (r~)u~> + 1) paran+ 1 par, (3.2) 

!PÍ"+l) > p} ( (1 - ri"»ui"' + 1) para n + 1 impar, 

ya que i E {l, NJ, y representarán a los sitios en contacto con las paredes en dos lineas consec­

utivas . .De esta nmnera Me expresa el modelo. 

3.2 Resultados numéricos. 

El modelo, por su simpJicidad, permite hacer fácilmente experimentos numéricos y obtener 

el promedio de loN pe8ml :!'=Obre los sit.ios de una ltnea, para cada línea en la columna, que 

denotaremos por P (pre~ión). 

(3.3) 

ENta presión en ñmción de las lineas cambia. ~a cada realización del experimento: pero el 

resultado promedio sobre ~nfidentes realizaciones del experimento numérico preMenta. el com­

portamiento asint6dco deseado (ver figura 3-3). 

El resultado promedio que ofrece el modelo, en el caso en que p es distinta de cero, presenta. 

arqueo en la pila para roda probabilidad de hoyos por :;fitjo, y Jos valores asintóticos de P 
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Figura 3--3: El promedio de P sobre mil experimentos en función de Jas Jlneas numeradas, 
empezando por arriba, para N = 500 y p = O. La lfnea vertical marca la profundidad critica ...... 
resultan menores a medida que se COnBidere una p mayor (ver figura 3-4). 

Si lle promedia la manera. en que se distribuyen Jos pesos, cada grano cede la mitad de su 

peso a cada vecino inferior. Entonces lcm resultados en el experimento num.érico no cambian, 

Nin importar los valores de N y p (ver figura 3-4). Esto sugiere Ja manera de estudiar el modelo 

para obtener los resuJtad.Ofr analíticos de P como función de N y p. En la figura 3-5 se pueden 

visualizar las distribuciones de la presión en el intedor de una pila simulada para varios casos; 

en el tiltimo Ja fracción cedida es 0.5. 

Como se obAerva en Jos resulta.dos numéricos, el modelo des.cribe el carácter asintótico del 

fenómeno del arqueo. Lo~ parámetros relevantes para Ja comparación de laet resulta.dos son el 

valor ücn.ite de la pre..o;ión P:x. y la profundidad o Jínea a partir de la cual P toma prácticaniente 

este valor ~ (ver figura 3-3); n.00 ~ definió ajustando a Jos resulta.dos numéricos promedio 

para P(n) una curva de Ja forma Poc - (P"'° - l)e-°". una vez aju..qtada o se le a."iignó a n 00 la 

línea. a parcir de la cuaJ (P:x. - P)/ P;:JCJ = O.DI. 

Ambos parámetros son función de N y para el caso en que p = O son proporcionales a N 2 

(ver figura 3--6). Se deben tomar estos resultados como cotas superiores. pues representan un 

empacantiento compacto. 
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En el caso en que p = O, la. sucesión para PQJO de valores está dada. por la siguiente fórmula: 

P 00 (.iV) = ~N2 + N + ~- (3.4) 

En el capítulo ~iguiente se describe el intento por probar esta conjetura; ésta da los valores 

de cada uno de los experimentod numéricos llevad0t1 a cabo. 
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Figura 3-4: R.ercultado numérico para N=SOO. y p=0.01 00.02,0.03. Aparecen empalmados loe 
resultados de cuando el peso es cedido aleatoriainente y de cuando e11 cedido por mitades (ca.inpo 
medio). 

28 



Figura 3-5: RepreM!ntación en tonos de grís de la distribución de presiones en el interior del 
arreglo (N = 50) para trefl casos, entre más oscuro mayor presión. En el prjmero p = 0.01 (los 
sitios vacíos están en blanco), en el segundo p = O, y en el 1íltimo p = 0.01 pero Jos pesos se 
distribuyen en mitades. 
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Figura 3-6: Gráfica. de noa (círculos vacíos) y de P 00 (círculos llenos) contra N ( p =O). 
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Capítulo 4 

Estudio Analítico. 

En este capítulo se hace tm estudio analítico del caso p = 0 1 en la aproximación de ca.m.po 

medio, en el se muestra que el sistema arquea para todo valor de N. Se extiende el modelo a 

un sistema continuo y de su ~lución se encuentra el valor asintótico de la presión como función 

de .1.V. La ~lución continua es una serie infinita que tntncada en su primer término tiene la 

misn1n relación ñmcionnl con la profundidad que la solución de .Janssen. 

Considérese un arreglo rectangular de 2N discos, como se muestra en la figura 4-1. Enumérense 

las líneas y los sitios de igual modo que se hizo en el capítulo anterior, con la diferencia que 

e.hora i = l, 2, ... , 2N. Si se impone que el disco en el 1dtio arbitrario i sólo interactúe con 

los situadoA en i + 1 e i - 1 en las líneas superior e inferior, ae obtendrán dos subsistemas 

independientes idénticos, cada uno de toM cuales se puede considerar un arreglo de tamaño N. 

Así, ~ simet.riza el ~hrtema. y ge pueden escribir las ecuaciones (3.1) en una. sola ecuación 

que mantiene independientes a los dos arreglos, 

(n) u, (r~~lll) u~~ll) + (1 - r~.'.;1 11 ) u~~ll) + l; 

l.2, ... ,2N: n = 0.1 •.... 

(4.1) 

LnM líneas ~tán cont.n.da.....; de arriba. hacia a.bajo por to que, como le>ft círcul~ son de peso 
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Figura 4-1: D<>A arreglos empalmados independientes. L08 círculos blancos representan un 
arreglo en el modelo, lo mismo que los círculos grises, por lo que debe considerarse que todo 
círculo solo interact1ia con Att vecinos del mismo color y con la pared. 

unitario, u~O) = 1 para toda i. Ésto es debido a. que en la línea. inicial (n. = O) los granos no 

soportan. más que su peso. En e8te arreglo rectangular de 2N sitios por linea se tienen dos 

granos por linea en contacto con la pared (ver figura 4-1); esto se expresa. en las siguientes 

condiciones de frontera. para el arreglo: 

(n) .. , 
(n) 

"""' 
(l _ r~n-1)) t4n-1) +l •. 

r~N-.!lt4'N-!I + i. 

De este modo la presión P estará. dada en función de n por: 

1 2N (nl 
Pn = 2Ñ~U¡ . 

La simetría. del nuevo sistema facilita. sn análisis. 
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4.1 Campo Medio 

Corno !'IC notó en el cnpitulo anterior. los resu!tadOfl numéricos del modelo cuando r;n) es con­

:4iderado 1/2. para toda i ~· n. coinciden con los promedios obtenidos en el caso en que los 

pesotó! son distribuidos aleatoriwnente. Esto sugiere el estudio del comporta.miento del modelo 

en Ja aproximación de campo medio, en la que se desprecian correlaciones y se considera que 

el comporta.nüento promf:!dio as aproximad.amente igual al comportamiento promediando las 

variables aleatorias. De e:1te modo Ja._q ecuaciones que determinan el problema son: 

Con condicione:t en lax paredes: 

(•• .. , ~t4n-1) + l, 

(4.4) 

(4.5) 

URando la ec11a.cion (-l.-1) ~e puede expresar a Pn en términos de los pesos en la linean - l; 

para ~to. exprésese a Pn de la siguiente manera: 

l .V (n) (ni 
P,. = 2~V ~ (ua + "'L:!."ll.,..1-1) ~ (4.6) 

que usando la relnción (-l.-1). queda: 
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= 2N + ~ f::. a~n-1} ( u~n-1} + ~Ñ-.;~_,) ' 
- •-1 

(4.7) 

donde los coeficientes a~n-l) valen 1 para i igual a 1 y 2 para toda i distinta de l. Uaando otra 

vez la relación de recurrencia. (4.4) se encuentra lo siguiente: 

(n-1} el {n-2) 1 (n-2) . 
2

) 
ª1 '§'"li-i + '§' 1L-.z.v-1 ~ + 

= 2 f::. a~n-1} + ~ f::. a~n-2) ( u~n-2)-:-- u~N.;l-i). ·-1 -·-1 (4.8) 

De eNtn. manera se definen los valores de lOH coeficientes a~"-21 , esto es, a~"-21 = ~n-1). 
a~n-::?) = a~~'i"l) + :1~:.-;- 1 > para i = 2, 3 ...• N - 1, y a~-2 > =a~.::>+ a~-1) . Definiendo a.~n) = 1 

para toda i. se oUtiene la. siguiente ralación entre coeficientes: 

(n-1) 
ª1 

{n-1) 
a; 

(n) 
ª2 • 

a~::.11 + a~:.'1 • 
a~!_l +a};l. 
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De este modo se obtiene Pn. en términos de la línea n - 2. 

(4.10) 

Por supuesto. la relación entre coeficientes no cambiará si se construyen corno en la ecuación 

(4.S). Haciendo n - 2 iteraciones más ae llega a una expresión casi definitiva para. Pn.: 

como u~0> + ~~ .... i-i = 2 para toda i. 

(4.12) 

Crunbiando el nombre de los coeficientes. a.~n-j) = bp-> • con el objeto de tener b~O) = l. se 

obtiene: 

donde los coeficientes cumplen los mismas relaciones ( 4.0): 

bU-ll . ' 
bf'_-;1> + b~\1l , i = 2. 3 ... , .N - l; 

b~=~) + b~-l). 

(4.13) 

(4.14) 

Para determinar Pn 8e pueden estudiar el tipo de relaciones que existen entre los coeficientes 
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bp>. Es claro que b~j) = bij- 2
) + b~-2>; ésto da una relación entre dos elementos de le. sucesión 

{ bP'} y uno de Ja sucesión { b~k)} ; repitiendo la operación se observa que bp> - bp-2>. = 
b&'-3

) + b~-3>, que, como b~-3 > = bp-:!), se concluye que bp> - 2btJ-2 > = b~-3). 

Si se repitiese este procedimiento suficientes veces, ~ llegaría a una relación lineal entre el 

coeficiente b~) y los coeficientes { bp> }; como b~> = b~::> + b~-1) y la representación de b~~ 1 
en términos de los elernentOfi de { bp>} debió obtenerse como paso anterior, el realizar una vez 

más la operación llevaría a la. relación final entre sólo los coeficientes {bi-7'} de la forma bp> +ei 

bp-t> + e2 bp- 2 > + ... + e.v bp-N> = O; los coeficientes e.: se determinan en el proceso. 

Supóngase ahora que bp> es Ja .i-ésima potencia de un número r. Ésto reduce la relación 

entre los coeficientes { bp>} a. un polinomio característico de grn.do J.V, que He denotará por PN, 

para el cual r debe ser una raíz. 

(4.15) 

De este modo, la forma general de bp> será 1ma combinación lineal de las raíces del polinomio 

y podrá tener la ~ig1.tiente forma: 

b\'' =Í:A;,-!. (4.16) ,_, 
Por las relacion~ originales entre coeficientes se pueden determinar todos los demás en 

ténninos de estas raíces, quedando: 

N 

b~> b~+U - by> = ¿: At(r~ - l)~, 
•-1 
N 

b~) b~+ll - b5j1 = LA.(r; - 2)~+1 • 
•-1 
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N N 
bfll = by+•>-b~l = L;A. (Crí'-2Jr-?+2 -(r;'-1Jr?] = L;A;(r: -3r;'-l)rf. 

•-1 •-t 

Como ~ puede observar, la. forma general del coeficiente bzt) no es evidente. Supóngase que 

bf;l = Í:, A.;f.(r,)r?, (4.18) ·-· 
donde f1c(r1 ) es la función a encontrar. La relación que c1unplen estas ñinciones se obtiene del 

siguiente hecho: 

N 

b¡=;> = b1;7~1 > - b~~2 = L: A¡ [fk-1(r¡)r¡ - f1c-2(r¡)J rf • (4.19) ·-· 

(4.20) 

para k = 3,4, ... , N. Considerando f1t: = s"'- 1 • se obtiene: 

S
2 

- T¡B + 1 o. (4.21) 

r, v(r·)-8~ = 2± 2 -1, (4.22) 

(4.23) 

Es claro que ft = l y f2 = r¡ , por lo tanto e¡ + c2 = 1 y c1s1 + c2s2 = r., queda Ík de la 
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siguiente forma: 

f. (1 + r¡/2 ) •-• + (1 r¡/2 ) •-t 
1c = 2 2y'(r¡/2)'~ - 1 

81 2 - 2..j(r•/2)2 - 1 ª:1 • 
(4.24) 

La siguiente suposición simplifica. la expresión de fk y nos permite encontrar una solución. 

Supóngase que r¡/2 S 1, ésto se ha probado para. los ca.sos simples (N = 1, 2, 3) en los que la 

relación buscada para los coeficientes da polinomios sencillos. Dada la suposición, tenemos: 

(4.25) 

donde cos8¡ = r,/2. sen(}~ = Ji - (r.:/2) 2 y i 2 = -l. De donde se puede determinar la. forma 

de f1c: 

f• 4 ( 1 -J Jl _::•;:.l
2
)•) exp [J(k - 1)9;} + 4 ( 1 +3 Jl _::•;:.l

2
) 2 ) exp [-J(k - 1)9;] 

cos(k - 1)9¡ + r¡/
2 

sen(k - 1)8¡, (4.26) 
J1 - (r;/2)2 

(4.27) 

para k = 1, 2, ... , N. Con ésto sólo hace falta encontrar los valores de las raíces del polinomio 

característico para tener la forma general de los coeficientes b~). 

A continuación se obtendrán los valores de las raíces. o lo que es lo mismo, los valores de las 

8i en función de N. Es a partir de una. propiedad. de las fk no demostrada en este trabajo, que 

se pudo obtener Ja forma expÍicita de las raíces. Dicha propiedad se manifiestó en los polinomios 

característicos para el coeficiente b{ en los caso.<t más simpl~ (N = 1, 2, 3, 4, 5). Estos polinon:üos 

~e obtienen fácilmente con el proceso discutido para llegar a Ja ecuacion (4.15): 
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r-1, (4.28) 

P:i r 2 - r - 1, 

F.I r 3 - r 2 - 2r + 1, 

P4 r 4 - r 3 - 3r2 + 2r + 1, 

~ r 5 - r 4 - 4r3 + 3r2 + 3r - l. 

Ahor~ pare. hacer la. comparación, se determinan los primeros términos de la. sucesión {fk}: 

fi 1, (4.29) 

h r, 

h r 2 -1. 

f4 r 3 - 2r, 

fs r 4 
- 3r2 + 1, 

f• r 5 -4r3 +3r. 

De lo anterior se puede ver que al menos hasta N = 5, PN = fN+l - fN· Confiando en que 

esta relación se cumpla para. toda N. se obtiene le. relación que debe cumplir 9 (PN =O). Es 

decir, fN+l - fN =O. Por lo tanto: 

O = sen(N + 1)8 - senNB = 2cDA ~(2N + l)Bsen~, (4.30) 

(4.31) 
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=> 

e 2i -1) 8' == 2N+ 1 '71"', 

=> 

e 2i -1) r¡=2cos 2N+l 7t',i=l,2, .. ,N. 

Ya conocidas las O,, la expresión para Ja.q b.~il queda mejor definida: 

UJ N _ s~nk9.¡• · . 
bk = ~A. senO¡ (2 C08 O,)', k = 1, .. , N. 

Con esto obtenemos la expresión final para la densidad de peso: 

1 N ( N senkS¡) 1 - (coa0,}"+ 1 

N ~A, &, senD1 1 - co~O¡ · 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

Este resultado demuestra que Pn converge a un valor finito cuando se hace que n tienda. a 

infinito: 

p~ = lirn Pn = ..!_ Í:,A; (1=' senk0,) __ 1 __ _ 
n-oo .. V ,_1 k-l sen8i 1 - cos 8¡ 

(4.36) 

Aunque este vnlor límite coincide en los ca..."'K>S zdmple; (N'=l,2,3) con los res1tltados numéricos, 

la conjetura (3.4) hecha para la forma de P 00 no se ha. podido demostrar; tal vez un estudio 

más profundo de los coeficientes Ai sea. Ja clave de la demostración. 
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4.2 La Extensión al Continuo 

El modelo en el ca."'IO en el que no hay vacíos (p = O) y que los pesos son cedidos por mitades 

(ec. 4.4), se puede ree..qcrihir de la siguiente manera.: 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

Supóngase N n1tty grande, tanto que el :dstema. pueda considerarse corno un medio continuo. 

Esto implica que~ tomarán a i y a. n como varia.bles continun.s llamada.."'! x y t, respectivamente. 

Como consecuencin, el pe«i en un sitio será. el esfuerzo vertical puntual corno función de x y 

t, esto es. u = u(x, t). De este modo, en el límite, la diferencia entre los pesos de dos granos 

conHecutivos puede con..."'lidera.rse la variación puntual del peso en la. dirección, por lo que se 

considerará. que A("lu~n) ::::: au/lJt = Uti análogamente ~.u:~") :::::: 8u/8x = Uz y A?u~" 1 = 
8 2 u/&:c2 s: liz.z· Por lo tanto la exten.."'lión de la expresión discreta del modelo (ec. --l.4) estará. 

dada por: 

(4.41) 
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La condición inicial para este problema se hereda directamente del probJemo. discreto (u(x, O) = 

l); faltan encontrar las condiciones de frontera. Para el modelo discreto se tenía que las condi­

ciones de frontera eran: 

(4.42) 

Tómese la. condición en la pared izquierda: 

(4.43) 

(4.44) 

Si :4e hace la. exten....:ión al continuo. esto es: u~n-1) - u(O,t), ~Cn.>ui"> - ut(O,t) y 

~."4n.-1} - u:r(O, t). Se obtiene: 

u,(0,t) = 4fu,.(O,t) - u(O,t)] +l. (4.45) 

EActo conforma. una. de Jas condiciones de frontero. del problema. para deducir la otra se 

reescribe: 

(4.46) 

(4.47) 
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u.(2N. t) = -~[uz(2N,t) + u(2N,t)] +l. (4.48) 

Con esto se cierra el problema. Se propone ahora una solución que pierda. su dependencia 

en t cuando· sea muy grande, esto es, u(x, t) - Uoo(x), cuando t - oo. De modo que la. solución 

tendrá la siguiente forma: 

u(x, t) = u 00(x) + v(x, t), (4.49) 

donde v(x, t) - O si t - oo. Dado el comportamiento asintótico de v(x, t), se puede suponer 

que para t suficientemente grande la ecuación (4.41) queda u~ = -2, con las condiciones de 

frontera dad.as por Uoo(O) - u~(O) = 2 y u..x.(2N) + u~(2N) = 2. La. solución es claramente: 

Uoc(x) = -x2 + 2Nx + 2N + 2. (4.50) 

Se debe notar que Uoo{O) = Uoo(2N) = 2N + 2, esto implica. que sobre la. pared, a tma 

profundidad suficientemente grande, se pierde el peso de una línea... más dos unidades de 

masa~ curiosamente. Como Uoc:i es una solución particular de la ecuación (4.41), la ecuación que 

debe resolver v ~: 

1 
Vt = 2tl:r.:z:t 

con las respectivas condiciones 

v(x, O) = 1 - u 00 , 

v.(O, t) = !fvz{O, t) - v(O, t)J, 

v.(2N, t) = -! [vz(2N, t) + v(2N, t)]. 

{4.51) 

(4.52) 

Proponiendo nna. soluci6n separable v = f(:z:)g(t), se obtiene que 2g'/g = f"/f = -..\2 , 
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donde...\ es constante. Por lo tanto f(x) = Asen(..\x) + Bcos(..\x) y g(x) = Ce-"' 2'1'2 • quedando 

con esto v(x, t) = [Asen(..\.x) + B cos(..\x)Je-"'2'12 . Imponiendo la condición en x = O se tiene 

que: 

1 -..\2 
A=B--A-. 

Irn.poniendo In condición en :e = 2N: 

-;
2 

[Asen(.\2N) + B cos(>.2N)} -~(->.Baen(>.2N) + .\Acos(.\2N) + 

+Asen(A2N) + B cos(.\2N)}, 

(A/2 - >.2 A/2 - >.B/2)aen(.\2N) + (B/2 -A2B/2 + .\A/2) cos(.\2N) =O, 

combinando las ecs. (4.54) y (4.56): 

[A/2 - .\2 A/2 - 2 ( 1,\~A>.i) }sen(>.2N) +>.A cos(.\2N) =O, 

Hiendo que A es distinta de cero, se tiene la siguiente ecuación para ..\: 

2A(>. 2 - 1) cos(>.2N) + (-A4 + 3A2 - l)sen(.\2N) =O. 
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EH claro que esta ñmción es impar, por lo que Jos valores de...\ están dados por pares (±...\). 

Con esto queda determinada. la forma genern.1 de v(x, t): 

(4.59) 

donde los coeficientes En quedan determina.dos por la. condición inicial (t =O), esto es: 

(4.60) 

Claramente la sucesión {...\~} es creciente por lo que el factor e->.~t/2 decaerá. como función 

de n, por lo que los términos de la. serie decrecerán para t lo suficientemente grande. Para. 

demostrar que l~ términos decrecen para. cualquier t Re debe determinar la forma de los Bn.. 

Para ésto, se pueden aproximar sucesivamente los valores de los primeros coeficientes truncando 

la. serie a. primeros ordene.q y ajustando la condición inicial. Suponiendo que truncar en el primer 

término es una buena aproximación, se pu<..>de obtener una. ~olución similar a Ja de Janssen siendo 

que se tiene: 

[
l - ·'" ] ~2 / u(x, t) = uoo(x) + Bo ~sen(...\ox) + cos(...\o.x) e- e 2 . (4.61) 

Con el valor obtenido para u 00 se puede calcular P~: 

(4.62) 

Para N grande este resultado es práctica.mente igual al de la conjetura (ec. (3.4)) y puede 

determinarse .>.o es proporsional a 1/N numerica.mente. E;..-ite resultad.o permite e..~cribir a P(t) 

en su forma. definitiva, ha.Liando trunca.do a u(x, t) en el primer término: 
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P(t) {4.63) 

En resumen, el estudio analítico del modelo tanto en t!l caso ruscreto como en el continuo 

muestran Ja presencia. de arqueo. En el caso continuo, que supone un sistema grande, el resultado 

para la presión asintótica concuerda bastante bien con los resulta.dos numéricos; la presión en 

este caso se e.."<presa como una ~erie infinita que parece tener en su primer término la contribución 

más importante. Si es truncada en este término, Ja. presión tiene cualitativaznente la misma 

forma que la solución de Ja.nssen aunque el comportamiento de la presión y la profundidad. 

asintóticas no tienen la misma dependencia. en el to.maño del ~istema. Los resulta.dos obtenidos 

en este capítulo se restringen al caso en que no hay vacíos en el arreglo y queda pendiente el 

e;tudio analítico del modelo para el caso más general. 

El modelo predice, en el caso en que es truncada la solución, que la profundidad a la que 

se observa el fenomeno es proporsional a N 2 • esto sustenta. la hipótesis de que para ob~crvnr el 

fenómeno en ernpacrunientos compactos hizo falta un dispC>Ritivo más alto. 
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Capítulo 5 

Conclusiones y Perspectivas. 

Los e."Cperimentos realizados con sistemas cna.si-bidirr..ensionales de esferas de vidrio y acero pre­

sentan el fenómeno de arqueo en empaquetamientos poco compactos: las observaciones hechas 

en empaqueta.inientos compactos no confirman el fenómeno, pero tampoco niegan su existen­

cia, pnes fueron realizadas-sobre columnas no muy altas. Todos los experimentos se hicieron en 

flistemas del mismo tamnño, se usaron medios con dos r11sgosidades y dos masas distintas; los 

resultados confirman que la. presión crece con la masa. de los granos y decrece con la rugosidad 

de éstos. 

El modelo estudindo, tnl vez el má-o:i flimplc imaginable, simula. el fenómeno en un arreglo 

bidimensional en líneas, de granos idénticos, confinado entre dos paredes; el tamaño del sistema 

lo determina. el ntimero de sitios por linea.. En el modelo :-ie introducen los efectos de desorden e 

inhomogeneidad en la forma de los granos distribuyendo aleatoriamente loH pesoi-t entre granos 

vecinos; la. fricción entre granos y paredes se simula haciendo que los grano:-1 repartan a las 

paredes el peso que soportan como si éstn..q fueran un vecino más. Como se comprobó en los 

e..""Cperimentos, la densidad de la. columna es uno de lo..-i parámetros relevantes en el compor­

tamiento del fenómeno, é:;t.a puede variarse por medio de la probñ.bilidad de encontrar sitios 

vncios en el arreglo. Cabe recalcar que en el modelo no hay fricción ni entre los granos ni con 

las paredes, ésta.."I simplemente absorben el peso; de este modo todas las fuerzas pasan por el 

centro de masa de los grn.n.oH, asegurando con esto el balance de fuerzas y torcas. 
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La simplicidad del modelo permite oLt.encr numericamente el comportamiento de la presión 

como función de la proñmdidacl en el arreglo, cualitativamente igual al predicho teóricamente 

por Jan.~en. Esto es, la presión tiende a..""intóticaruente a un valor constante a medida que la 

profundidad tiende a infinito, este resultado general es independiente del tamw1o del sistema. 

Y de la ocurrencia de huecos. De los resultados numéric():,I para la presión Re pueden extraer 

contidad.es física.mente rele.,,,-antes, que son el valor limite de la presión y la profundidad a partir 

de la cual la presión está. muy próxima a. este valor. En el caso en el que no hay vacíos en 

el arreglo, la proñ1ndidacl crítica es, en una buena aproximación, proporcional al cuadrado del 

tamaño del sisterna: por otra parte, la pre~ión límite, depende cuadráticrunente del tamaño 

del ~istema. EstoN comportamient~ requieren de experimentos en sistemas de vari0t,¡ ta.rnañ.o..o.:; 

para ser corroborados cualitativamente. Para una comparación cuantitativa. de los resultados 

n1unéricos del modelo ha.ce falta identificar en él los parámetros que caracterizan a un sistema 

real (densidad y fricción con las paredes). Por lo tanto, falta determinar hasta qué grado el 

111odelo predice el comportamiento de las cantidades involucradas. 

En el estudio analítico del modelo, en el ca..qo en el que no hay vacíos, se demostró que la 

presión en la columna alcanza un valor finito al hacer tender la profundidad al infinito. La. 

expresión deducida para el límite e.q una suma finita. en la que en cada término se encuentra. 

nnn constante que en general permanece indeterminada; debido a esto, no se ha logrado todavía 

reducir la expresión al polinomio de segundo orden que reproduce los resultado..q numéricos (ec. 

(3...l)). Para los ca..~ON en lo.~ que es sencillo el cálculo de estas constantes, la expresión reproduce 

los resultndos n11mBricos. 

En la exten.~ión del modelo a. un medio continuo, el algoritmo que gobierna la. distribución 

de los pesos en el medio es tran..qformado a una ecuación diferencial parcial parabólica inho­

mogénea de segundo orden. La solución a la presión límite en este ca..'«l resulta. un polinomio 

de segundo orden que en el término cuadrático es igual al polinomio buscado. Considerando 

que la a.Proximnción al continuo requiere de sistema."!: de gran tamaño, la solución de la presión 

asintótica resulta bastante satisfactoria. El estudio analítico del caso en el que ha.y vacíos está 

en desarrollo y su relación con IO$ resultados numéricos es todavía. tema de debate. 

Permanece abierto el estudio de la extensión del modelo a tres dimensiones, que se sabe que 
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reproduce el fenómeno. Trunbién falta. e.."Cplicar con este modelo el mínimo local de la presión 

en el centro de la base de una pila, para lo cual serviría ~ncontrar la relación constitutiva para 

los medios granulados que se encuentra de manera implícita en el modelo. 
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Apéndice. 

ESTA 
SMlR 

TESlS 
DE LA. 

MI DElt: 
BltUOlf.CA 

En este apéndice se expone tm cantlno a. seguir para la. demostración de la. conjeturo. (3.4). 

El modelo para la red duplica.da del capítulo 4 puede escribirse en forma. vectorial con­

sider~do al vector u<nJ = u.~"1 • quedando la fórmula de recurrencia: 

u{n-+-l) = Tu(n} + 1, (5.1) 

donde 1 ~ el vector cont'ltante y T es la. matriz tal que: 

(5.2) 

Las condiciones de frontera. se incluyen considerando: 

(5.3) 

donde se introducen IDA sitioH ficticios O y 2N + l para. tomar en cuenta. la. condición a la. frontera. 

del modelo. Considérese la ecuación para los va.lores y vectores propios de T • dados por Wk y 

q,ClcJ respectivamente, esto ea.;: 

(5.4) 

(5.5) 
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considerando a ln. i-ésima componente del vector <J>(k} como la i-ésima potencia de 1in número 

q, ::;e obtiene la l'liguiente ecuación: 

(5.6) 

q~ = i...lk ± Jw¡ - 1, (5.7) 

quedando en general d>~k) = Aqj +Bq~. donde A y B deben satisfacer las condiciones de frontera, 

de modo que: 

A+B=O, (5.8) 

AqtN+l + BqiN+l =O. 

Suponiendo que los valores propios son menores a. uno en vn.lor absoluto, podemos definir 

{61k} de modo q11e cos61k = w,.,; con lo que q~ =e='°"'• donde ,J2 = -1. Así las ec. (5.8) se 

reducen a; 

A ( ef(2N+l)O.r.- _ e-.J(2N+1}81o-) = O, (5.9) 

sen(2N + 1)61k = O, (5.10) 

=> 

(5.11) 
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de donde se obtienen 10t1 valores y vectores propios: 

I= 
COR 2N"+"T, 

e ki7' ) 
2Asen 2 N+ 1 . 

Normalizando los vectores q,(k) se determina. A, esto es: 

i 2N e ki7' ) 
2A~ ~ sen2 2N'-:+:1 = l. 

~ 1 ,.V e 2ki7' ) 1 
N - ;¡ ~ cos 2N'-:+:1 = 2A. 

sabiendo que: 

2N+l e 2ki1T" ) L: cos 2Nl = o. 
s-1 + 

quedan detn:ninad~ 10$ valores propios de la. siguiente forma.: 

(k) 1 e kirr ) 
4'¡ = y.V l/2sen 2"N+i · 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

Con ellos el problema original se puede reK>lver de manera. más fácil, de.:1arrollando todo en 

combinaciones de valores propios del siguiente modo: 

2N 
1 = L Pk<l>(k), (5.17) 

•=• 
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2N 
u(n) L ),.k,nt'P(kl • 

k-• 
donde los Pk están dadOR por: 

1 >N ( kirr ) 1 - (-l)k ( I= ) 
P1c=../N+1/2~sen 2N+l =2../N+t/2cºt 2(2N+l) • (5.18) 

ya que: 

2N ( l..-i7r ) 
¿sen w---¡ 
'""º + 

O si k es pa.r, (5.19) 

2N (ki"') ¿sen 2N+ 1 ·-o cot (2 (2~-rr+ l)) si k es impar. 

$11Stituyendo las ec11aclones (5.17) en la ecuación original (5.1)~ se obtiene 11na relación de 

recurrencia. para loa ..\1c,n• que es inhomogénea.: 

(5.20) 

Hiendo la condición inicial u<0> = 1, ..\.1i:,o = O y se puede desarrollar .X,.,,n del siguiente modo: 

Ak,n-lWk + Plu 

Pk +w1c (A.1c:,n-2Wk +p1c) = Pk + W1cPk +w~.Ak,n-:J, 

Pk + WkPk + ··· + w;:-i Pk + wí: ..\.1:.0. 

Pk ~ =:: 
lo que se vuelve aproxim.acla.mente igual a: 

..\..r.: =__!!.L._ 
l-w1e 
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cuando n - oo. 

Combinando todo esto se obtiene la distribución estacionaria uC00) de la siguiente form8.: 

(5.23) 

y con esto la presión asintótica: 

(5.24) 

Como Pk es distinta de cero 1ínica.inente para k impar, P00 puede escribir.se de la siguiente forma 

sustituyendo los valores de Pk y w,.,: 

1 N-1 cot2 (~) 

2N(N + 1/2) ~ 1 - cos (<~t°1lw) (5.25) 

1 N-1 cot2 (~) 

2N(N ~ 1/2) L sen2 ( f2kÑl)Í) ' 
k-o 2(:.? +1 

1isando la identidad cot:.?.r/sen2 x = sen-4 x - sen-2 x t'le concl11ye que: 

1 ·~' [ -4 ( (2k - 1),,.) -2 ( (2k - 1),,- )] 
Poo = 2.N(~V + 1/2) ~ sen 2 (2N + 1) - sen 2 (2N + 1) · (5.26) 

La evaluación de esta expresión para cualquier N coincide con la conjetura; demostrar que 

representa un polinomio de :.:iegundo orden implica encontrar las su.mas, esto puede intentarse 

buscando un polinórnio trigonométrico para el cual lo:-; sen. ( j(fÑ.,!_>;j) representen las raíces e 

identificando las ~urna..~ en Io..~ coeficientes del polinomio. 
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