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ANALISIS DE REGRESION PERIODICA : El Modelo mas Simple y su Aplicacién a
Fendémenos Ciclicos y a Fend de Dir )

INTRODUCCION

El analisis de regresion al igual que otras teorfas estadisticas, juega
un papel muy importante en casi todos los aspectos de la vida cotidiana.
A partir de la recopilacion, clasificacion y andlisis de una muestra de
datos, se pueden realizar inferencias sobre la poblacion involucrada en
un determinado fendémeno, perteneciente a diversos campos del
conocimiento como la Medicina, Biologia, Economia, Politica,
Psicologia, Agricultura, Meteorologia, Fisica, Quimica o Ingenieria.

Existen fenémenos en los cuales las variables que en ellos
intervienen, presentan una relacion lineal. Para estos casos el ANALISIS
DE REGRESION LINEAL y el ANALISIS DE CORRELACION
LINEAL ayudan tanto a modelar el fenémeno como a realizar
inferencias de la poblacion involucrada en el mismo.

En este sentido, es importante seflalar que las teorias dc
REGRESION y CORRELACION LINEALES, han sido desarrolladas y
difundidas dc una forma muy amplia.

Por el contrario, la parte de REGRESION y CORRELACION que
puede aplicarse a fenémenos en donde sus variables presentan una
relacion peri6dica o circular, ha sido poco desarrollada y difundida.

El objetivo de este trabajo es presentar la teoria del modelo mas
simple de regresion periodica, ademas de mostrar como y a qué tipo de
fenémenos se puede aplicar. Para cumplir tal objetivo se pretende por un
lado, incluir resultados presentados en diversos articulos de
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ANALISIS DE REGRESION PERIODICA : El Modelo mis Simple y su Aplicacién a
Fenémenos Ciclicos y a Fené de Direcci

investigacion y por otro, proponer algunos resultados que pudicran ser
utiles para el desarrollo de esta teoria.

En el primer capitulo se presentan algunos conceptos
fundamentales de la ESTADISTICA CIRCULAR que son necesarios
para comprender la teoria de la REGRESION PERIODICA. Es
importante seflalar que para este capitulo nos apoyamos en diversos
articulos de investigacion, asi como en la bibliografia que existe al
respecto.

En el segundo capitulo se presenta la teoria del modelo mas simple
de regresion periddica. Aqui se proponen estimadores e intervalos de
confianza para los parametros del modelo, asi como pruebas de hipdtesis
que son utiles para validar 6 rechazar el modelo en cuestiéon. En este
capitulo también se presenta la teoria de CORRELACION LINEAL
CIRCULAR, desarrollada principalmente en la década de los afos
setentas por K.V. Mardia.

El tercer capitulo presenta cuatro aplicaciones de toda la teoria
contenida en los capitulos anteriores. De los cuatro fenomenos
analizados, dos son fenémenos de direcciones y los dos restantes son de
los llamados fendmenos ciclicos. Aqui es importante sefialar que no se
pretende realizar un estudio profundo de investigaciéon acerca de los
fenémenos presentados; lo que se pretende en este capitulo es el mostrar
c6mo se aplica la teoria del modelo mas simple de regresidn periodica, a
los fenémenos ciclicos y a los fendémenos de direcciones.

Finalmente el trabajo contiene algunas conclusiones derivadas de
la recopilacion, el desarrollo y la aplicacion de los resultados
presentados a lo largo de este documento.






CAPITULO 1. CONCEPTOS
FUNDAMENTALES

1.1 Introduccion

Un conjunto de datos que se obtiene al observar : a) direcciones en
un plano o b) fendmenos ciclicos, puede ser representado por puntos
distribuidos sobre un circulo. Tales observaciones son interpretadas
como OBSERVACIONES CIRCULARES.

Este tipo de datos son analizados por la ESTADISTICA
CIRCULAR vy surgen en muchas aplicaciones de Biologia, Medicina,
Geologia, Geografia, Meteorologia, Paleontologia, Astronomia, Fisica y
Economia; por ejemplo en Biologia existen areas como la Orientacion y
Navegacion Animal, donde se observan y se analizan direcciones.

En ESTADISTICA CIRCULAR, a cada observacién se le asocia
un angulo que fluctia entre 0° y 360° (o su equivalente entre 0 y 2%
radianes). Un claro ejemplo de la utilizacion de angulos para el estudio
de observaciones circulares, se presenta en el rea de ritmos bioldgicos,
ya que cualquier periodo de un evento ciclico puede ser representado por
un angulo entre o> y 360°. ’

En este sentido, se considera que el angulo es una VARIABLE
CIRCULAR debido a que mide observaciones circulares; es importante
diferenciar a una VARIABLE CIRCULAR de VARIABLES LINEALES
tales como la longitud, peso, temperatura y voltaje, que miden
observaciones que pueden ser representadas en una linea recta, es decir,
miden OBSERVACIONES LINEALES.



C Fi d ales . . -

1.2 Representacion Grifica

Para la representacion grafica de observaciones circulares,
cominmente se utiliza un diagrama de dispersion, en donde las °
observaciones son puntos alrededor de un circulo. Estos puntos tienen
asignada una direccion la cual puede ser medida de la siguiente forma :

a) Se mide el angulo formado entre el Norte y el punto que representa la
observacion, siempre en el sentido en que giran las manecillas del reloj.
A este angulo se le llama AZIMUTH. En la figura (1.2.1) se muestran
las escalas de medicién mds comunes tomando en cuenta el angulo
AZIMUTH.

b) Otra forma es la que se utiliza comunmente en matematicas : Tomar
el angulo polar medio desde el eje de las abscisas hasta el punto que
representa la observacion, siempre en sentido contrario al que giran las
manecillas del reloj. En la figura (1.2.2) se muestra un diagrama de
dispersion tomando en cuenta el angulo polar y un diagrama de
dispersion tomando en cuenta el angulo AZIMUTH.

F.'igll);a 1.2.1 Escalas de medicion mds comunes tomando en cuenta el angulo,
AZIMUTH. (a) Compds de direcciones (b) Horas del dia (c)Dias del afio, el
primero de cada mes. Tomado de Zar (1974).
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Figura 1.2.2 Diagramas de dispersion. Tomado de Batschelet (1981).

Otra forma de representar observaciones circulares es mediante el
HISTOGRAMA CIRCULAR, este se utiliza para un gran numero de
observaciones, para “condensar” informacion las observaciones se
agrupan. En la figura (1.2.3) se muestra un ejemplo de un
HISTOGRAMA CIRCULAR.

Figura 1.2.3  Histograma Circular : 714 aves fueron puestas en libertad y se
desplazaron de 30 a 250 km. en todas direcciones. En el diagrama de frecuencia el

intervalo de grupo es de 5°. Tomado de Schmidt-Koenig(1964).



Una variante del HISTOGRAMA CIRCULAR es cuando se registran
observaciones individuales, es decir, observaciones no agrupadas. En las
figuras (1.2.4) y (1.2.5) se muestran HISTOGRAMAS CIRCULARES
PARA OBSERVACIONES INDIVIDUALES.

Figura 1.2.4 Histograma Circular para observaciones individuales. Tomado de
Batschelet(1981).

Figura 1.2.5 Histograma Circular para observaciones individuales. Tomado de
Zar(1974).



Existe otra representaciéon propuesta por Landreth y Ferguson en 1967,
en la que se unen los extremos del histograma circular para
observaciones individuales, como se muestra en la figura (1.2.6) :

Figura 1.2.6  Representacion propuesta por Landreth y Ferguson en 1967.
Tomado de Batschelet(1981).

1.3 Vector Medio

Suponga que se tienen tres direcciones representadas por los

angulos
680" - 350" - biso” >

una inquietud que surge casi inmediatamente es el conocer la direccion
promedio( ANGULO MEDIO ). Si se elige la media aritmética se tendria
que la direccion promedio es 160°, pero qué pasa si se reemplaza 350°
por un angulo equivalente, -10° por ejemplo, resulta que ahora la
direccién promedio es 40°; de seguir haciendo este tipo de reemplazos
la direccion promedio seguramente continuara cambiando. Por lo tanto,
la media aritmética no resulta conveniente (mas adelante se dara un
ejemplo de la inconveniencia de utilizar la media aritmética de angulos).
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Para encontrar la estadistica apropiada se hara lo siguiente

Considere un diagrama de dispersiéon en donde el circulo sea
unitario, a cada punto se le asigna una masa de igual valor, , y se
encuentra el centro de masa, & . Si este es diferente del origen, &,
entonces el segmento de recta "OF" define una direccion la cual se
Namara DIRECCION MEDIA DE LA MUESTRA.

Existen dos formas diferentes de encontrar el centro de masa, la

primera utilizando algebra vectorial y la segunda, utilizando funciones
trigonométricas,

1. Aplicando Algebra Vectorial.

Cada punto en el diagrama de dispersién se puede ver como un
vector unitario(recuerde que se esta considerando un circulo unitario
para el diagrama de dispersion). Sean los vectores unitarios

-

e €2 s--c> én

que representan a la muestra; entonces el vector

m= 1 ("_'};l My E)

e
'[‘?5
ol
s

5
-

(é ) Q.3.1)



coincide con el centro de masa, ¢ . El vector m es conocido como el
VECTOR MEDIO DE LA MUESTRA. En la figura (1.3.1) se muestra la
construccion del centro de masa para tres y cuatro puntos.

Figura 1.3.1 Construccion del Centro de Masa, € . (a) Centro de Masa para tres
puntos (b) Centro de Masa para cuatro puntos. Tomado de Batschelet(1981).

Sea R la longitud del vector resultante y r la longitud del vector
medio, esto es

é‘iéil=n -, lm|=r,

entonces
r=R/n (1.3.2)

2. Aplicando Funciones Trigonométricas.

Sean x; y y; las componentes para cada vector unitario g; (Ver

figuras (1.3.2) y (1.3.3)). Por definicion de seno y coseno se tiene que
x;=Cosé ; , y;=Sen¢; (1.3.3)



por otra parte, las componentes del centro de masa son

(i,?)=(12xnliyx) (134)
By By :
utilizando lo anterior en la ecuacién (1.3.2) se obtiene lo siguiente
r= Ay :
R= )+ () , (1.3.5)

otra forma de expresar a r, utilizando las ecuaciones (1.3.3), es Ia
siguiente

= -:;J(ZCos¢i)2 + 0 Sendy)? (1.3.6)

Al vector medio se le puede asociar un angulo que es medido desde

el eje X, a éste se le conoce como el ANGULO MEDIO DE LA
MUESTRA vy esta denotado por §.

Figura 1.3.2 Componemés rectangulares de un vector unitario. Tomado de
Batschelet(1981) .
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Figura 1.3.3 En un circulo unitario se muestran las coordenadas polares y
rectangulares para cuatro puntos. Tomado de Zar(1974).

Para calcular ¢, se utilizan las ecuaciones (1.3.5) y la identidad
trigonométrica

sen ¢
t. = —_—— 1.3.
and cost (1.3.7)
de esta forma se obtiene
arctan % si x>0
¢= (1.3.8)
180° + arctany/i si X<0

con los siguientes casos



900 i =0 y ¥>0
$=42700 si x=0 y ¥y<0 (1.3.9)
Indeterminado  si =0 y ¥=0

Notese que para obtener la ecuacion anterior, las coordenadas
rectangulares se definen como en la figura (1.3.3). En adelante se
utilizara esta forma de graficar coordenadas rectangulares.

En las figuras (1.3.4) y (1.3.5) se representan dos muestras de
observaciones circulares y su respectivo ANGULO MEDIO.

.
Mo

u./—_
"'/
s
2‘7”1’3"{ ———————— K\‘ 50'
TR

Figura 1.3.4 Experimento de HOMING en pichones en donde se muestra el vector
medio y el dngulo medio. Tomado de Batschelet(1981) . EEETE
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Figura 1.3.5 Diagrama de dispersion que representa a la siguiente muestra : 66°,
750, 86°, 889, 88°, 930, 970, 1019, 118°, 130°; en donde la linea punteada
indica el ANGULO MEDIO DE LA MUESTRA , 94°.

Como se mencioné anteriormente, un diagrama de dispersiéon no
solamente se puede utilizar para representar direcciones en un plano;
también se utiliza para representar cualquier fenémeno ciclico. Por
ejemplo :

a) La hora en que ocurre algin accidente automovilistico en determinada
ciudad, durante varios dias.
b) La hora en que se registra un nacimiento en los hospitales de cierta
zona, durante distintos dias.

En los ejemplos anteriores, una hora determinada se puede asociar
con una y solo una direccién. Por lo tanto, tiene sentido hablar de una
HORA MEDIA la cual corresponde a la nocidon de direcciéon media. La
hora media también es conocida como HORA PICO o0 ACROFASE (Ver
figura (1.3.6)).



Figura 1.3.6 Hora en que ocurrié algin accidente de trdnsito en una ciudad,
durante distintos dias. La HORA PICO o ACROFASE estd determinada por el
vector medio, m. Tomado de Batschelet (1981).

Un ejemplo que muestra las desventajas en el uso de la media
aritmética de angulos se muestra a continuacion :

En un crucero de la Ciudad de Meéxico, se registraron 14 choques
automovilisticos durante cinco semanas. Las horas en que ocurrieron los
choques se presentan en el siguiente cuadro

5:00 75¢
5:20 800
5:40 850
6:00 90°
6:20 950
6:40 100°




7.00

20:00

20:20

20:40

- 21:00 ¢

21:20°

21:40

22:00

La media aritmética de angulos da como direccion promedio a 180°.
Esto indicaria que la hora promedio en que ocurre un choque en este
crucero, es a las 12:00 hrs, lo cual es completamente falso.

Por otro lado, la longitud del vector medio, r, sirve como una
medida de concentracién. Esto es, cuando los puntos se concentran
alrededor de alguna direccion, r es muy cercano a 1; cuando los puntos
estan uniformemente distribuidos la longitud del vector medio es cero.

e

o} o) or e}
G4
P4
2 s0° 270 90°
8ot 8o
@ .. P ]
-
%
270°] 270m 90 2r0e| 90
.y T A L 057 180°
Figura 1.3.7 La longitud del vector medio, r, como medida de concentracion.

Tomado de Zar (1974).
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1.4 Funciones Periodicas

Sea P un punto en el plano con coordenadas polares 1 y ¢;
entonces el Coseno y Seno de ¢ estan definidos de 1a siguiente forma

Cos¢=x ,
Send=y , (14.1)

en donde (x,y) son las coordenadas rectangulares del punto P.

El Sené y Cos¢ son funciones de ¢ ; si el dominio de ¢ son todos
los nimeros reales, tanto x como y son FUNCIONES PERIODICAS de
¢, ya que cada nueva rotacion alrededor del circulo unitario genera los
mismos valores de (X,y).

Cuando se tiene un conjunto de datos pertenecientes a algun
fenémeno ciclico o de direcciones, es muy comvn ajustarles una funcién
periodica para modelar dicho fenémeno.

En el presente trabajo se utilizara la funcion

Y =M+ ACos[o(t—t,)] . (1.4.2)

para modelar fenémenos de direcciones y fendémenos ciclicos. A
continuacion se presentan los pasos para obtener esta funcion :

1) Se toma como variable independiente al tiempo, t, ademas se
considera que el periodo T (intervalo de tiempo en el cual se repite un
fenomeno ciclico o intervalo angular en el cual se repite un fenomeno de
direcciones) es conocido. De esta forma se puede definir un factor
escalar, que introduce una nueva unidad para el eje X, conocido como la



FRECUENCIA ANGULAR, o . Esto indica el nimero de veces que esta
contenido un periodo en una rotaciéon completa

3600 2n
o=

=22 4.3).
T 6 o= (1.4.3)

de esta manera se obtiene la funcion
Y = Cos(nt) (1.4.49)

una grafica de esta funcion se muestra en la figura (1.4.1) parte (a).

2) Suponga que la curva no alcanza un maximo en 0 sino que en t,,
donde 0< t,<T. Con lo anterior lo tnico que se hace es sumar una
constante, &, , a la antigua variable

v=t+t, (1.4.5)

de esta forma la ecuacion (1.4.4) se puede expresar asi
Y =Cos [o(t' —t,)] (1.4.6)

pero por simplicidad se expresara de la siguiente manera :

Y =Cos [w(t—t,)] (1.4.7
una grafica de esta funcidn se muestra en la figura (1.4.1) parte (b).




3) A continuacion se tiene que ajustar la AMPLITUD de la funcion. Se
llamara AMPLITUD a la maxima desviaciéon que tiene una oscilacion
desde su centro (Ver figura 1.4.1 parte (c)). Las ecuaciones de (1.4.4) y
(1.4.7) tienen amplitud 1. Si se desea que la amplitud sea diferente de 1,
se tiene que multiplicar a (1.4.7) por una constante positiva (esta
constante es considerada como un factor escalar en el eje Y);

Y=A Cos [o(t—t,)] (1.4.8)

una grafica de esta funcioén se muestra en la figura (1.4.1) parte (c).

4) Finalmente, Y puede oscilar alrededor de un valor M (en las
ecuaciones de (1.4.4), (1.4.7) y (1.4.8) M es igual a cero). Asi se obtiene
la funcion deseada

Y=M+A Cos [o(t-t,)] (1.4.9)

una grifica de esta funcién se muestra en la figura (1.4.1) parte (d).

st a1 S B b e S B e




Figura 1.4.1 Cuatro diferentes pasos para obtener
Y=M+Acos [o(t—t,)] Tomado de Batschelet (1975).

la funcion
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El Modelo mis Simple de Regresion Periddica,

CAPITULO 2. EL MODELO MAS SIMPLE DE
REGRESION PERIODICA

2.1 Introduccién

En el ANALISIS DE REGRESION LINEAL, tanto la variable
dependiente como la independiente son variables LINEALES (miden
observaciones que pueden ser representadas en una linea recta); en este
caso la variable independiente es CIRCULAR vy la variable dependiente
es lineal. Asi, al representar un fendmeno de direcciones o un fenémeno
ciclico en un plano cartesiano, se observa que una funcion periddica
puede ser un buen modelo, de ahi el nombre de REGRESION
PERIODICA; algunos autores la llaman también REGRESION

LINEAL-CIRCULAR (Ver figura (2.1.1)).

Figura 2.1.1 Cambios en la destreza que tiene la carpa dorada al nadar. La carpa
muestra una gran destreza durante el invierno, mientras que en verano sucede lo

contrario. Tomado de Shashoua, V.E. (1973).

21



El Modelo més Simple de Regresién Periddica.

Un modelo simple para un fenémeno de direcciones o para un fenémeno
ciclico puede ser el siguiente !

Y=M+A Cos [a(t-t,)] .1.1D)
en donde
t es la variable independiente (usualmente es el
tiempo)
es el nivel medio
es la amplitud (A=0)

es la frecuencia angular
es la acrofase

s e»3

la frecuencia angular se puede obtener de la siguiente forma

60 _2n
o= T o o= 2.1.2)

en donde T es el periodo de la variable independiente, el cual se supone
conocido (por ejemplo 360° 6 24 horas).

La frecuencia angular, o, indica el nimero de veces que se repite
el periodo de la variable independiente, T, en una rotacion completa. En
la figura (2.1.2) se muestra la funcién propuesta para modelar
fenomenos ciclicos o fenomenos de direcciones.

1 Matemiticamente es equivalente utilizar Y=M+Asen(® (t-t,)).

22



El Modelo mis Simple de Regresién Periddica.

Figura 2.1.2 Grdfica de una fincidn coseno con nivel medio M, amplitud A,
acrofaset, y periodo 1"—-2% . Tomado de Batschelet, E.(1981).

Desarrollando el modelo (2.1.1) se obtiene lo siguiente

Y=M+A Cos [o(t—t,)]
=M+ A Cos [ot—ot,]

=M+ A Cos [ot—¢, ] . 2.1.3)

comunmente ¢, es llamado el ANGULO DE LA ACROFASE ya que es
donde Y alcanza su punto mas alto 2

2 En la escala det tiempo (desde 0 hasta T) t, es In acrofase; en 1a correspondiente
escala angular (de 00 a 360 O) la funcién nlcanza su punto mis alto en ¢, .

23



El Modelo més Simple de Regresién Periddica.

Por identidades trigonométricas se sabe que
Cos(wt — ¢, ) = Cos(wt)Cosé, + Sen(wt)Send, ,

sustituyendo en la ecuacion (2.1.3) se obtiene lo siguiente :

Y=M+pB Cos(nt)+y Sen(ot) |, (2.1.4)
en donde

p =ACos¢,

vy = ASené, (2.1.5)

de las ecuaciones (2.1.5) se obtiene :
A= JFTT5T , (2.1.6)

arctan% si >0
= , .1.7)

1800 + arctan% si p<o

con los siguientes casos : $,=90° si B=0,y>0; ¢,=2700° si =0,y <0;
¢, indeterminado si p=0,y=0.

Si se tienen n observaciones apareadas (t,,Y,), ... , (t;.Y,), se puede
proponer el siguiente modelo :
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Y, =M+B Cos(ot;)+7y Sen(ot)+g; ; i=1...,n

=M+ Cos(p;)+y Sen(¢;)+e; ; i=1..,n - (2.1.8)

en donde la desviaciéon de una observacion Y; de su media poblacional

E(Y; )M+ Cos(ot;)+y Sen(ot;), se toma en cuenta sumando el

error aleatorio g,;; ademas se supone que las t; son medidas sin error.

Para el modelo (2.1.8) se tienen dos tipos de hipotesis :

Hipétesis Estructural . El modelo es lineal en los parametros M, B

. y v.
Hipadétesis Distribucional : Los errores aleatorios son independientes y
normalmente distribuidos; ademéas la
esperanza de los errores aleatorios es igual a
cero y su varianza es constante, comin y
desconocida;

es decir ,

g; se distribuye N(0, c?); i=1,...,n

E(gisj)=0 v i=j
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2.2 Estimacién por minimos cuadrados

Para el modelo mas simple de regresion periédica
Y, =M+p Cos(ot;)+y Sen(ot;))+eg; ; i=1,....,n

se debe estimar solo los parametros M, § y vy, ya que o se obtiene

facilmente a partir del periodo de la variable independiente, T, que se
supone conocido. Para la estimacién se utiliza el método de minimos
cuadrados.

Sean M, fi y 7 los estimadores para M, B y v . Se denota como
Y, = M+f Cos(wt;)+7 Sen(wt;) ; i=1,...,n 2.1

a la funcidn estimada o ajustada.
Para estimar los parametros, se debe minimizar la siguiente funcion

o
S= Yef (2.2.2)
i=1
donde
e=Y,-Y, ; i=l.,n.
Dado que w es conocida, se puede definir lo siguiente :

C; =Cos¢; =Cos(n t,) ,

S;=Sen¢; =Sen(o t,) , (2.2.3)

y obtener la funcion

26



E) Modelo mis Simple de Regresion Periédica,

s= Z(%-M-§C; - 7s,)z , L (224)

i=1

a continuacién se deriva (2.2.4) conrespectoa M, i y §

8s _ = Lo

Fh —ZE;(\G - M- ¢, —ySi) . (2.2.5)

ss = -, : . — Vi —_— 3 o - - . .

% ZE(YI M-AC;-35,)C; (2.2.6)
2.7

5 _ o A %
& - -zrs:“‘(vi-m—aci—vsi)ss .

igualando a cero las derivadas parciales y desarrollando, se obtienen las

ecuaciones normales

“ici“ﬁ'-’:‘?“?isscﬁﬁﬂcx , . @28
1

n -n n n
Mzsi+BZSiCi+7ZSf+=Z\'}Si ,
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resolviendo simultaneamente para M, B y § se obtienen los
estimadoresde M, B y ¥ :

. _ SccSsy —ScsScy
T 7 "SccSss - (Scs)?

>

SssScy — ScsSsy

B = SccSss — (Scs)®

en donde

. &g

C=y3y-i ,
Z

Scy = 3°(C, - CXY; -Y) ,
i=1

ol

It
Ms
3|

0
L

Scs = f:(Ci —CXs;-98)
i=1

Ssy = 3.(5; - SXY; - V)
i=t

28
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2.3 Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados
A continuacion se obtendra la esperanza de cada estimador :

Ay SccSsy — SesScey
E(7)=E [ SccSss — (Scs)? ]

_ SeeT (S, =S)E(¥ - ¥)} - SesT { (€, - CPE(¥,- V) }

SceSss — (Ses)?

_ SceY { (S, ~S)M+BC, +75,) } - ¥SeeX (S, - §)
SceSss — (Scs)’
sesY { (€, - €)M +BC, +78,) } - ¥Ses3 (C, —~ T)
SccSss — (Scs)?

desarrollando se obtiene lo siguiente

. y(Scchs - (Scs)‘)
E(7)= SccSss — (Scs)?

=7 2.3.1)
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P SssScy — ScsSsy
E(B)=E [SccSu — (Scs)? ]

_Ss¥ {(c, -C)E(Y, - ¥)} -sesT{ (5, -S)K(v, - ¥) }

SccSss - (Scs)?

SssY { (€, -C)(M +BC, +78,) } - ¥Sss) (C, - T)
= SceSss — (Scs)? .
Sesd { (S, -S)(M +BC, +48,) } - ¥SesY_ (S, - §)
SccSss — (Scs)?

desarroltando se obtiene lo siguiente

. B(Scchs - (Scs)’)
E(B) = SccSss — (Scs)?

=g B (2325
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EM)=E(Y-BC-75) I

=i:IE(: -BC-7vS
_iilMﬂlf:l +v8 _BC-¢S
=M 2.3.3)

Porlotanto M, f y § son estimadores insesgados.

Antes de calcular la varianza de los estimadores M, B y 7 ; se enunciara
la siguiente proposicion

Proposicién (2.3.1).

n n n
(U, —TYW, = W) =3 (U, - T)W, = T (W, - W)U, '
i=1 i=1 i=1

Demostraciéon .
n

n
(U, - UW, - W)= (U,W, - UW-WT+WU)
i=1 i=1

i -W.-—ZW-ZU ‘_ZU ZW,+—ZU ZWA

i=1 ®i=1 i=1 %=1 i=t ®i=1 =1
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n n n
Z(UI - ﬁxwl 'W) =zulwl _—ﬁzwt
i=1 i=t i=1

n
= Z(Un = ij)wl
i=1

n N n n
Z(Uu - —ﬁ)(wl “W) = ZUIWI 'ﬁzwn
i=1 i=1 =1

n __n
=2 UW,-W¥u,
i=1 i=1

n
= Z(wl - W)U|
i=1

A continuacién se calculara la varianza de M, § y § utilizando la
proposicion (2.3.1) :

N _ SccSsy — ScsScy
Var(y) = Var [ SccSss — (Scs)? ]

Sce) (S, - S)Y, —Scs) (C, - O,
= Var SccSss - (Scs)?

32



El Modelo més Simple de Regresién Periddica.

] gfleBito g, |

Expresando a ¥ como combinacién lineal de las Y;’s y con la
hipétesis de que éstas son independientes se obtiene lo siguiente :

& (S, -8)Sce—(C, —-C)Scs :
Var(7) ~ 21[ SceSss — (Ses)’ } var %]

i=
Desarrollando la igualdad anterior se obtiene la varianza de y :

Var(y)—_-o'z————s-'—:c——; ' 2349
SccSss — (Scs) e

Var(ﬁ) = Var [SssScy = ScsSsy]

SccSss — (Scs)?

. | 8ss¥ (€, - O)Y, -Ses3 (S, -D)Y,
= Var SceSss — (Scs)?
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i=1

vl B[l T s, ]

Expresando a f como combinacion lineal de las Y;’s y con la
hipétesis de que éstas son independientes se obtiene lo siguiente :

((c‘ ~C)sss— (8, - §)ses)’

SccSss — (Scs)? ) Var(¥)

Var(B) = Z
i=1

Desarrollando la igualdad anterior se obtiene la varianza de B :

Var(B) = % ggee_Seoy’ (2.3.5)

Var(M)=Var(Y-BC-48)

ppcE -~

SccSss — (Scs)?

-
-

_ 5[(s. - S)sec-(c, - C)Scs]) ]

SccSss — (Scs)?
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Expresando-a M como combinacion lineal de las Y;’s y con la
hipétesis de que éstas son independientes se obtiene lo siguiente :

- 31 T'.‘I(C, - C)Sss— (S, - §)Scs]
Var(M) = El(;— SccSss — (Scs)?

_ 5[(s. - S)sec— (<, j’s“l]zv"(‘fa)

SccSss — (Scs)?

Desarrollando la igualdad anterior se obtiene la varianza de M :

. o] 1 C*Sas—2CSScs+S%Sce
Var(M) = © at SccSes— (Sea)? (2.3.6)

Después de haber obtenido la varianza para cada estimador, surge
la siguiente pregunta :
JLos estimadores son independientes?
Antes de dar respuesta al cuestionamiento anterior se enunciara la
siguiente proposicion :

Proposicién (2.3.2). Sean Y,, Y;, .. , Y, variables aleatorias
independientes. Si U y W son dos combinaciones lineales de las Y, ’s,
es decir

n n
U= ZuY, y W= 3wy, ,
i=1 i=1
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entonces
n
Cov(U,W)= T wyw, Var(Y;)
i=1

Demostracién .

Cov(U,W)=E[(U- E(U)}W - E(W))]
=H(Zuy, -Tu X)) ZwY, -ZwEY,))]
=E[(Zu(% —E(Y)))(Zwi(Y: -E(Y.)))]
= uwiE](¥% -K%)]

: + 2w (% -EY )Y v-HY)]
ij
i=j
=X uw,var(Y)+ Z Z u,w,Cov(Y,, Y;)
i jj
como las Y; ’s son independientes, finalmente se obtiene la covarianza

Cov(U,W) = ¥ u;w;Var(Y;)
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A continuacion se obtendra Ia covarianza de M y j. En primer lugar, se
expresardn a estos estimadores como combinaciones lineales de las
Y,’s.

Cov(MB) = Cov 2 = SccSss— (S)°

i=1

2 (1 GG -C)ss—(5, - 5)S]

S -S)see—(G -Ose]) i((q ~OSs (S, “5’5"‘}(
SceSss— (Scs)? " SocSss— (Scs) !

i=1
Usando la proposicién (2.3.2) y desarrollando se obtiene la covarianza

deMyp.

o o :f __CSss—SSes
CoviM,p)=o ( Scchs—(Scs)‘) 3.7

Porlo tanto M y B no son en general independientes.
De forma analoga se obtiene la covarianzade My 7 :

cror_rf {1 (G ~C)Ses—(S, ~5)Scs]
CW(M"/)—M{' - e —

§@, —S)5cc— (G — S| v Z-:((s, ~5)Sec—(C, —C)Scs
SocSes—(Scs)? Ve SocSss—(Scs)?
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Usando la proposicién (2.3.2) y desarrollando se obtiene la covarianza
deMy §.

o oy _ 2 __SSce— CScs )
CoviM,7) =0 ( SccSss — (Scs)® (23.8)
Por lo tanto M y § no son en general independientes.

De forma analoga se obtiene.la covarianza de ﬁ Yy ¥:

. (q—éss—(s—ﬁ)sﬂ) : (S.—§Bec—((‘.—§)s@)
c"'“’")_Q"L. S (5 VA SeSe_ (o) “]

Usando la proposicién (2.3.2) y desarrollando se obtiene la covarianza
depByy.
Cov(B,7) = c*(~Scs) (2.3.9)

Porlotanto § y § no son en general independientes.

2.4 Estimacién por mixima verosimilitud
El método de estimaciéon por maxima verosimilitud selecciona

como estimador, a aquel valor del parametro que tiene la propiedad de
maximizar el valor de la probabilidad de la muestra aleatoria observada.
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Los errores E; en el modelo
Y, =M+B C;+7 S§;+¢;

tienen una distribucién Normal, por lo tanto

s i=L..,n : (24.1)

(24.2)

Y; se distribuye N(M+B Ci+vy §;, o2 J s i=LkL...,n

En este caso la funcion de verosimilitud es la siguiente :

n ____.. ' (Y;-M-BC; ~v8;)?
L(Y;,..., Yq:M,B,v, 02)= ! zhi i~Si
(Y., Yy Bvc)il}”mzezo
- - MoBC: —v8: )2
-_—(2,“,2) 7ze 20:2 (Y;—-M-BC;-7S;)
(2.4.3)

como el logaritmo natural es una funcidn monétona creciente, se
pueden obtener los estimadores maximo verosimiles al maximizar la

siguiente funcion :
o L(Y;,... .Y ;M,B.v, 62)

= -2to(210%)- 32 5(¥ - M- BC, ~ 15"
(2.4.9)

a continuacion se deriva con respectoaM, 8, v y o?
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a continuacion se deriva conrespectoa M, 8,y y o2

BeL 12y m_pe,-m)

éfﬂ—L = S (% -M-BC; - 18)C, : @4.5)
Eg-y-‘:=-:—2§(v - M- BC; -1S,)S, ,

Sal

ey b

igualando a cero las derivadas parciales y desarrollando, se obtiene lo
siguiente :

M+ BEC+1ES =Y, 2.4.6)
i=1 =1 =1

MX.C; +B5 C + Y ESC = S YG , @.4.7)
i=1 i=1 i=1 i=1

MIS, +85S,C +1382 + = T XS, ) (2.4.8)
i=1 i=1 i=1 i=1
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%?:3.(“ -M-BC;-75;)’ = o? , (2.4.9)

resolviendo simultaneamente para M, B, v Yy o?se obtienen los
estimadores de estos parametros

. _ SeccSsy —ScsScy
" SccSss - (Scs)?

SssScy — ScsSsy

B= SccSss — (Scs)?
M=Y-BC-%8 ’
- 12
2. 1$ 2
S IlEie'

En la seccién anterior se mostré que los estimadores paraM, B y ¥y
son estimadores insesgados. Esto no sucede con 62 ya que

B(6? )= 2z3q:

por lo tanto un estimador insesgado para o? es el siguiente
gado p gu

n-3

Se? 2.4.10)

x2 =
O ins™
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2.5 Estimadores para ¢, y A

Al principio de este capitulo se propuso un modelo simple para
fenémenos de direcciones o para fenémenos ciclicos

Y;=M+A Cos [ot;~¢, ]+, ; i=1L...n

posteriormente este modelo se desarrolld de tal forma que se convirtiera
en un modelo lineal en los parametros contenidos

Y, =M+ C;+vy S;+¢g; ; i=1..,0.

Hasta el momento se han encontrado estimadores para los parametros
M, B y y por dos métodos distintos, minimos cuadrados y maxima
verosimilitud, en ambos casos se obtuvo lo siguiente :

_ SceSsy ~ScsScy

7= SccSss — (Scs)?
. SssScy — ScsSsy
p= SccSss— (Ses)*
M= ¥-BT-48

Por el Teorema de Gauss-Marcov se sabe que M, B y § son
estimadores lineales insesgados de minima varianza, ademas son
también estimadores maximo verosimiles, por lo tanto, son los mejores
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estimadores insesgados de sus respectivos parametros (mejores en el
sentido de minima varianza). Con esto se puede construir un modelo
confiable que represente a un fenémeno de direcciones o a un fenémeno
ciclico determinado, entonces ;Por qué encontrar un estimador para la
amplitud?, ;Por qué encontrar un estimador para el angulo de la
acrofase?, ;Qué importancia tendria el contar con estos estimadores?; el
objetivo de esta seccion es precisamente dar respuesta a los
cuestionamientos anteriores.

Hasta el momento, se han estimado tres parametros que permiten
ajustar una funcion periodica a un conjunto de datos pertenecientes a un
fenémeno de direcciones o a un fendmeno ciclico; esto es ya un avance
en nuestro trabajo, pero creemos que aun se pueden aportar estimadores
puntuales para el angulo de la acrofase y para la amplitud (méxima
desviacion que tiene una oscilacion desde el nivel medio). Por tal motivo
a continuacion se proponen estimadores para ambos parametros.

Si se considera que tanto B como § son estimadores méaximo
verosimiles y que en la seccion 2.1 se obtuvo la igualdad (2.1.7),
entonces el principio de invarianza para estimadores maximo
verosimiles (Ver Mood, Alexander & Graybill, Franklin (1974) secciéon
VII-2) se puede aplicar para proponer el siguiente estimador maximo
verosimil para el angulo de la acrofase :

. arctan% si [3>0
l80°+nrctan% si B<o
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con los siguientes casos

90° i B=0 y >0
é.=1{270° i p=0 y §<0
indeterminado  si B=0 y §=0

'De forma analoga (sélo que ahora utilizando la igualdad (2.1.6)),
se propone el siguiente estimador maximo verosimil para la amplitud :

A- ) +(7) (2.52)

otro estimador para la amplitud puede ser el que a continuacion se
propone :

2 ~\2 AN L, Sss + Scc '
A“\/(B) * ('Y -° h"I:Sc:(:Sss - (Scs)’] @5.3)
en donde

E(() + (7)ot goimmrSee ] )= a2
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Por dltimo, se haran los siguientes sefialamientos para concluir
esta seccién :

1. El contar con los estimadores $,, A y A permitiri hacer mas
inferencias sobre la poblacion involucrada en un fenémeno de
direcciones o en un fendmeno ciclico.

2. No se puede asegurar que é, , A y A sean estimadores insesgados de
minima varianza. '

3. Los estimadores ¢, , A y A tienen algunas propiedades 6ptimas que
heredan del método de maxima verosimilitud, por ejemplo la propiedad
BAN (Ver Mood, Alexander & Graybill, Franklin (1974) seccién VII-9).

2.6 Intervalos de confianza

En la seccién 2.2, se obtuvieron estimadores puntuales para los
parametros del modelo mas simple de regresion periédica
Y,=M+B C;+y S;+g, ; i=L..,n
en esta seccion se obtendran intervalos de confianza para estos mismos
parametros, asi como un intervalo de confianza para o2,
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Intervalo de confianza para M

Se sabe que

1 C?Sss—-2CSScs+S?Scc

M se distribuye N(M ’ “'[;* SccSss — (Scs)’ ])

se distribuye N(0,1)

—2
M-M
S N C?Sss — 2CSScs + S?Sec
n SceSss — (Scs)?
ademas
1 & 2 A 2 . . -
e Eei se distribuye -3 Y©S independiente de M
=

M-M

5 ’_l_ + T'Sss— 1CSScs+ S'Scc °F distribuye t(ﬂ-3)

SceSss — (Scs)?

. 1
endonde 6= ;———Z e’
ahora se encuentra el intervalo de confianza :

M-M

P |— a < === ==
t““;""” 5 [1, CSss—2C58cs +§7Scc
n SccSss — (Ses)?

< t(l—%.n—:‘) =1-a
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R a a
donde —tu-%..-s) y t"‘%'._s) son los cuantiles 3 y l—?,

respectivamente, de una distribucién t con (n-3) grados de libertad.
Por lo tanto un intervalo del (1-a)sto0% de confianza para M es

~ ~ |1  C’Sss—2CSScs+8%Sce
M+ t(l—g-,n—J)GJ;+ SecSes _ (S3)° @.6.1)

Intervalo de confianza para 8

Se sabe que

f se distribuye N(ﬁ ’ cz[Sc—chszsstuF])

=>
B-B L.
Sss se distribuye N(0,1)
cJScchs - (_S&zv
ademés
1 X2 2 . . 2 . . a

3 s=21ei se distribuye x(n_ 3 y es independiente de B

: ~
p-B
. Sss se distribuye ¢, 5

“YSccSss— (Ses)’
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endonde 6= — i 2
“"3|-|e'

ahora se encuentra el intervalo de confianza :

P —t(l—g.n—3)< -
[+]

donde —t(l_%‘n_s) y t(l—;l.n—:!) son los cuantiles -‘;— y 1— -;i,
respectivamente, de una distribucién t con (n-3) grados de libertad.
Por lo tanto un intervalo del (1- a)x100% de confianza para B es

Sss

B2 £1-2.0-3)5) Secsen- 57 @26.2)

Intervalo de confianza para y

Se sabe que

Sec RS
¥ se distribuye N( ’ c’[m])

Y-
J Sce se distribuye N(0,1)
G [~ DEE

SceSss — (Scs)?
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& |5

SceSss = (Sés);‘

1 & 2
n—Sg:,ei

ahora se encuentra el intervalo de confianza :

endonde ¢ =

SccSss - (Scs)?
donde —t(l—%.n—J) y t(l—%,n—:&) son los cuantiles % y 1- %,
respectivamente, de una distribucion t con (n-3) grados de libertad.

Por lo tanto un intervalo del (1-a)x100% de confianza para y es

- - Sce
7% 02 0-5% Secsss- o @263)
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Intervalo de confianza para o?

Se sabe que
x i se distribuye 2
2 - y X(n_s)

en base a esto se puede construir un intervalo de confianza para o?

2 1S 2 2
< — < =l-~a
x(%ﬂ'-s) °'§e' xu——.n-s)
donde y 2 son los cuantiles & y 1- t_l_’
X’ (G- xu—i‘i.n—s) 2 2

respectivamente, de una distribucion xz con (n-3) grados de libertad.

2

Por lo tanto un intervalo del (1- a)x100% de confianza para o* es
n 2 n 2
2‘?-:- & f‘ &i 2.6.4)
X a X

a
(l-i'n_” (?sﬂ-J)
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2.7 Coeficiente de correlacion lineal-circular

El ANALISIS DE CORRELACION LINEAL CIRCULAR es uno
de los resultados mas recientes que se han obtenido en la
ESTADI{STICA CIRCULAR, las primeras investigaciones fueron hechas
en la década de los setentas y aunque esta teoria no ha tenido un gran
desarrollo, los pocos estudios que existen son muy valiosos.

En 1976 K.V. Mardia propone un coeficiente de correlacion lineal
circular como una medida de asociacion entre dos variables aleatorias
Y y @, donde Y es una variable lineal definida en (—w0,2) y @ es una
variable circular definida en [0,27).

Este coeficiente se construye utilizando la teoria’ del ANALISIS
MULTIVARIADO (Ver Srivastava and Carter (1983), seccion 9)

Cos @
correlacionando Y con X = ; esto se define como la maxima
Sen @

correlacién entre Y y A'X, una combinacién lineal de Cos® y Send.

Sea G-= (Q Cov(G) = (f’z a.,'J @7.1)

Gz Iz
en donde Var(Y)= o? , Cov(X)=2%,; y Cow(Y, X)=5,.

Por lo tanto, el coeficiente de correlaciénentre Y y A'X es

A'&lz

= 2.7.2
Pro= Jotazn @12
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yaque Cov(Y, A'X)=A'Gy; y Var(A'X)=A'Exnh. v
El maximo valor (Ver Srivastava and Carter (1983), seccidn 9.5.1) esta

dado por :
_G12'E336 s 273
Pvo= (2 2.7.3)

[

desarrollando se tiene lo siguiente :

| var(Cos®){Cov(Y,Sen®)}” + Var(Send){Cov(Y, Cosd)}*
Pro o’ {Var(Sen@)Var(Cosd}) - {Cov(Cos®,Send)} 2}

1,
Cov(Cos®, Sen®){ {Cov(Y,Sen®)}” + {Cov(Y, Cos®)}’ ] %
c? {Var(Send))Var(Cos(b) - {Cov(Cos®,Send)} 2 }

2.7.4)
si se supone que E(Y)=E(Send )=0, se pueden obtener las siguientes
igualdades

E*(YSen®) = {Cov(Y,Send)}’ (2.1.5)
E*(YCos®) = {Cov(Y,Cos®)}’ (2.7.6)

E*(Sen2®) = 4{Cov(Cos®,Send)}’ @1
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E(Sen2®)E(YSen®)E(YCos®) = Cov( Costb.Sent‘b){ {Cov Y, Sendl)} :

+{Cov(Y, Cas®)}’}
(2.7.8)

sustituyendo lo anterior en la ecuacion (2.7.4) y desarrollando, se
obtiene el cuadrado del coeficiente de correlacion poblacional propuesto

por K.V. Mardia :

2 _ 4(V3:E§rs +ViEVe~ N, EvcEvs) 2.79)
Pyo= avivi_n? st
o ( VeVs Tl;)
en donde
E(Y)=0 E(Sen®d)=0
E(YSen®d)= Eyg E(YCos®) = Ey¢
Var(Cos®) = V2 Var(Send) = y}
Var(Y) = c? 1, = E(Sen2®)

Cabe senialar que (2.7.9) es invariante bajo cambio de escala y de
origen para Y, asi como bajo cambio de direccion cero parad;
obviamente (2.7.9) es igual a cero si y solo si Y es independiente de®@
(Ver Jupp, P.E. and Mardia, K.V. (1980)).
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De forma analoga se obtiene el coeficiente de correlacion lineal

circular muestral propuesto por K.V. Mardia :

Sea S la matriz de covarianza muestral S = (f ’")

S$12 Sp
en donde
o2
L] Y a—
=3 Y,-Y
i=t n

CC= a
- 2( w0 -% s‘“"'J
n
- iz::l(Cosm _ lE:lCoscb.) (Se né, lZlSenMJ

kvt o v s v e e e
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i=il(‘(s - 7)(Cos¢| - é 9_??.!)

2 = E'l (vi- v)(smm - {V:;l&:—’i)

entonces el coeficiente de correlacion esté definido de la siguiente forma
(Ver Srivastava and Carter (1983), seccion 9.5) :

= egu-lo
Ry, = | 2520 2.7.10)

desarrollando la ecuacion (2.7.10) se obtiene el cuadrado del coeficiente
de correlacion muestral propuesto por K.V. Mardia :

2 _n’z+rf;—2 rizlf3ra; 271
Rys= 3 (2.7.11)
1-ran

en donde
ri2 = Corr(Y,Cosd), r,;=Corr(Y,Send), r,,=Corr(Cosd,Send)
son coeficientes de correlacion simples.

Debido a que Ry 4 Se construye utilizando la teoria del ANALISIS
MULTIVARIADO, se puede decir que R§,¢ es un coeficiente de
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determinacién (Ver Mardia, K.V. et al(1982) y Anderson, T.W. (1984))
es decir, R;.O es la proporcion de la suma de cuadrados de Y atribuible

a la informacion obtenida de (Cos ¢ ,Senéd).
Si R§,¢= 1, se puede asegurar que todos los puntos estan sobre la
funciéon ajustada; si R§,¢= 0, la funcion ajustada es precisamente la

recta Y y por lo tanto no hay variacién explicada por la regresion
periddica.

Bajo la hipdtesis de normalidad, 1a distribucién de R§,¢ cuando

Py o= 0 essimilar al coeficiente de correlacion ordinario :

Y
Si G= (Q = (Cosd)) se distribuye  N(ji,Z)
Send
y ademas p, =0, se puede obtener lo siguiente (Ver Liddell, 1.G. and
Ord, 1.K. (1978)) :

n—-3 Rz
U= —12—-2—’—3 se distribuye  Fy .3, (2.7.12)
- R)"Q

por lo tanto, al realizar la prueba de hipdtesis
Ho: p, =0 vs Ha: p,  #0

se pueden utilizar tablas de la distribucion F.
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2.8 Una prueba de hipétesis de gran importancia

En lo concemniente a las pruebas de hipotesis, es de gran
importancia la siguiente

Ho: =y =0 vs
Ha: Al menos uno de estos dos parametros, es diferente de cero.

La hipoétesis nula dice que la variable dependiente Y, no muestra ni
incremento ni decremento cuando las variables independientes cambian .

Para realizar esta prueba, se aplica un caso especial de la prueba de
hipdtesis lineal general (Ver Montgomery, D.C. and Peck, E.A.(1992)
seccion 4.4.4 y Mardia, K. V. (1982) seccion 6.3 ) que se lleva acabo en
el ANALISIS DE REGRESION LINEAL MULTIPLE : La Prueba de
Significancia Global .

Se debe sefialar que es posible aplicar la prueba de significancia
global debido a que el modelo

Y;=M+B Cos(¢;)+7 Sen(d;)+g; ; i=1,...,n
es lineal en los parametros M, B y vy.
La Hipdétesis Lineal General
Sea el modelo lineal
Y =XB+&
2.8.1)
£ se distribuye N(ﬁ,czln)
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en donde
Y es de tamafio (n x 1)
$ es de tamafio (kx 1)
X es de tamafio (a x k)

rango (X) esiguala k

se desea probar en general

Ho: CB=F vs Ha: CR=7 (2.8.2)

en donde

C es de tamaiio (r x k) con r<k

Rango(C)=r es decir , rango completo

¥ es de tamaiio (r x 1),
se sabe que .

¥ se distribuye N(xﬁ,czln)
ya que

£ se distribuye N(ﬁ, czln) .

La region critica utilizando la razén de verosimilitudes es

T
sup,, L{B,o°Y)
v Ho |

sk, 2.83)
SUP o Ha LB ly) ,

donde

L0 0)=(2n0?) 72 e'ii‘v'xﬁ,"“."xﬁ’ (2.8.4)
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los estimadores maximo verosimiles para § y o? son

f=(X'X)"IX'¥
&% =L (V- Xpy (V- xD) (2.8.5)

para obtener lo anterior se tuvo que maximizar L(ﬁ,czl?) sin

restricciones, por lo tanto

SUPH,UHa uﬁ.c=]?)=(2’= @)%e_% (2.8.6)

Para calcular el supp, L(ﬁ,czl?) se tiene que maximizar
L(ﬁ,cz[\?) sujeto a CR =7 ; este problema puede covertirse en uno de
minimizacion debido a que L(ﬁ,czl\?) alcanza su maximo con respecto
a p cuando (V-XpB)(Y-XB) es minimo. Entonces basta con
minimizar (¥ - Xp)'(Y - Xp) sujeto a Cp=7 .

A continuacion se utilizan multiplicadores de Lagrange :
Sea
J(B,2)=(Y — XY (Y — XB)+ 24" (CB - 7) 287

en donde )
A es de tamafio (r x 1);

se obtienen las derivadas parciales
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8 X'V 42X XE +2C'A
zﬁ ' (2.8.8)
B = 2cE+ D)

igualando a cero las derivadas parciales y despejando se tiene que
- - -1 T N
8=p—-(X'X) C{C(x'X) c-] (CB-¥) (2.8.9)

minimizaa (Y — Xp)(Y - Xp) sujetoa CB=7.

Ahora solo falta derivar L(ﬁ,czl\—{) con respecto a c*. Sea

teL =~ Ba2mo?) - -1 (¥ - xB) (¥ - xP) 2810
entonces
StuL n_ 18
562  20° 2( 2) (Y XB) (Y X[}) (2'»8'1.»1:-).1
igualando a cero y despejando se obtiene o
6'2...i..=%(i'~x§) (¥-x§) @8.12)
por lo tanto

supg, l_(ﬁ,cz‘?)=L (E’ 6- 2min |Y)

O



El Modelo mis Simple de Regresion Periédica.

la razén de verosimilitudes queda de la siguiente forma

(¥ = XB)' (¥ — XB) _SCEme _\ (2.8.14)
(Y- XBy'(Y-XB) SCEmm

por la descomposicion de sumas de cuadrados se sabe que la SUMA DE
CUADRADOS TOTAL es igual al la SUMA DE CUADRADOS NO
EXPLICADA mas la SUMA DE CUADRADOS EXPLICADA POR LA
REGRESION :

SCT = SCE + SCR (2.8.15)
Por lo tanto

SCEpp = SCEpc +SCEg, (2.8.16)

en donde SCEp ¢ es la suma de cuadrados del modelo completo y
SCEpg es la suma de cuadrados del modelo reducndo con lo anterior
se obtiene lo siguiente :

SCEg, :
>k .8.
SCEpc @.8.17)

Por otro lado se tiene que

SCevc (i'—xﬁ)'('i'—xﬁ) 2
e = se distribuye  XC (2.8.18)
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por otro lado y bajo Ho se tiene

2 - -1 s
scey, CP-D{cxx’c] «@i-p

2
3 se distribuye x(,.)

[« 3 g
ya que
(CB~7) se distribuye N(cﬁ — 020X X)™" c') (2.8.19)

como E-C—ET”E y ﬂ:_l%ﬂg son independientes
(23

(-3
SCE Ho
r SCE e se distribuye F(r,n—k) (2.8.20)
n-k

por lo tanto la regién critica queda de la siguiente forma :

{? I (P—:—k‘)(:gi:;JZF(l::—k)} . (2.8.2}-){;

a continuacion se presenta la tabla de anélisis de varianza :
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cuadrados| . -
SCEl;o SCEno CMEl]o
=CME
O TR r Ho CMEp ¢
Efror.. n-k | SCEyc SCEMC _ oMmE
(Modelo - a-k MC
completo) -
Total:: " | m-ktr | SCEyg |
Un caso especial de la forma general es la Prueba de Significancia
Global : ’
Ho:f3, =B, =...=B,_, =0 vs Ha:f3;#0 paraalguna j
en donde
0ot1o0 .. 0 o
001 -0 . |0
C=t. . : 4 =i, >
000 - U oy 0/ a1

En el caso del modelo mas simple de regresion periddica, al realizar la
prueba de hipotesis :

Ho: B3=y=0

Vs

Ha: Al menos uno de estos dos parametros, es diferente de cero.

se considera lo siguiente :

r=2 , k=3

G

0
Il
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Nal 1 CI sl Y1
2 Y C; s -
B=| 8 ’ x=|1 2 2. v

v 1 C, S, Y.

2.9 Prediccién

El andlisis de regresidon periodica tiene dos objetivos
fundamentales : E! primero consiste en ajustar una funcion periddica a
un conjunto de datos pertenecientes a un fendmeno ciclico o a un
fenomeno de direcciones; para que este ajuste sea confiable se debe
contar con un conjunto de datos igualmente espaciados en el periodo T,
si esto no sucede basta con que los datos sean lo suficientemente densos
en el mismo periodo T (Ver figura (2.9.1)).

a c
\/\ " >
e, ks "
. S
h T 1 - T 4
'S b d
. oo 3 et "";. .
er o o
. T . T ,

Figura 2.9.1 Ajustando una funcidn periddica. (a) Los datos estdn igualmente
espaciados. (b) Los datos no estdn igualmente espaciados, pero son lo
suficientemente densos en el periodo. (c ) Los datos estdn agrupados en una sola
parte del periodo. El agjuste que se obtiene no es confiable. (d) Los datos estdn
agrupados en ciertas partes, en este caso tampoco se obtiene un ajuste confiable

Tomado de Batschelet, E.(1981).
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El segundo objetivo es de gran interés y consiste en hacer la
prediccion de respuestas futuras y la estimacion de respuestas medias,
asi como la prediccion de respuestas fuera del rango de los datos
originales.

Intervalo de confianza de la respuesta media’

Una vez obtenido el modelo de regresion periddica, es importante
estimar la respuesta media E(Y) para algin valor particular de las
variables regresoras 6 independientes :

Cos(ot)=Cos¢ , Sen(wt)=Send

Sean C,=Coswty=Cosdp, ¥ S, =Senwt, =Send, los valores de
las variables regresoras para los cuales se desea estimar la respuesta
media, es decir, E(Y|C,,S,). Para este caso se debe suponer que Co y
S, es cualquier valor de sus respectivas variables regresoras sobre el
rango de los datos usados para ajustar el modelo.

Un estimador puntual insesgado para E(Y|C,,S,) es el siguiente
Yo = M +BC, + §So .9.1)
donde M, y 7 son los estimadores por minimos cuadrados y maxima

verosimilitud obtenidos en secciones anteriores. La varianza de Y, se
presenta a continuacion :
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5. 11 (€, —C)'Sss—(C, — C)(S, — §)Scs
Var(Y,) = [n * SccSss — (Scs)?

(S, - §)*Sce ] 2 (2.9.2)
2 2 " o
SccSss — (Ses)?

Como Y, es una combinacién lineal de las Y;'s entonces también se
distribuye Normal, por lo tanto

Y, -E(Y|C,,S,)
(1 (G, ~C)*Sss—(C, ~TKS, ~5)Ses+(S, —'s')’Scc)G:
n SceSss — (Scs)?

se distribuye N(0,1), ademas se sabe también que —12- ief se distribuye
G” =1

2 y es independiente de Y,, por lo tanto
(n-3) p

¥, ~E(Y[C,.S,)

(1 + G- ©)2Sss — (C, — C)(S, - S)Scs + (S, — §)25ch6_ 2,
n SccSss — (Scs)2

se distribuye t(n—J)'
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Por lo tanto un intervalo del (1-a)x100%de confianza para la respuesta
media en el punto (Co,So) es

=32

o - o “;

Y, % t(l"1 ) Var(Y,) 6'2'" (2.9.3)
2’ )

donde '—t(n—-"—‘,n-s) y t(l—%,n—-s) son los cuantiles % y l—%,_

2

respectivamente, de una distribucién t con (n-3) grados de libertad y
ademas, el parametro c* se elimina con el de la expresion de la Var(Y,).
Note que la amplitud minima del intervalo ocurre en el punto
(Co,S0) = (C,S).

Prediccion de observaciones nuevas

Si (Co,So) es el valor de (Cos(wt), Sen(wt)) entonces
Yo=M+ ﬁCo + ¥So (2.9.49)

es el estimador puntual del nuevo valor de respuesta Y.

Intervalo de prediccion para la futura observacién Y

Sea
v = (Yo - Yo) (2.9.5)
cuya distribucién es Normal B
v  se distribuye N(0,Var(y)) (2.9.6)
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ahora se calcula lo siguiente :

Var(y) = Var(Yo — Yo) = Var(Yo) + Var(¥o)

esto es debido a que la observacion futura Y, es independiente de Yo,
por lo tanto

Var(y)= o> + Var(¥s) 2.9.7)

Por lo tanto un intervalo de prediccion del (1-a)x100%de confianza sobre
una observacion futura en el punto (Co,So) €s

< 2.
?.:t t Var(\v)c—'z'ﬁ-

a-a-3) . (2.9.8)

2

respectivamente, de una distribuciéon t con (n-3) grados de libertad y
ademas, el parametro o’ se elimina con el de la expresion de la Var(y).

donde —t(‘_%‘n_a) y t(l—%,n—]) son los cuantiles % y 1-Z,

2.10 Inferencia simultinea sobre los parametros del modelo

En secciones anteriores se obtuvieron intervalos de confianza
individuales para los pardmetros del modelo; para esta seccion se hara
inferencia simultanea sobre estos parametros.

Suponga que se tiene un intervalo del 95% de confianza para M,
otro intervalo del 95% de confianza para 8 y un intervalo del 95% de

confianza para y; si estas estimaciones por intervalo fueran
independientes, 1a probabilidad asociada a los tres conjuntamente seria
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(0.95)J =0.857378. Sin embargo, los intervalos estin basados en
estimadores que NO SON EN GENERAL INDEPENDIENTES.

Para encontrar una regioén simultdnea del (1-a)x100% de confianza
para M, B y y; se utilizarda la Region General de Confianza que se
obtiene en el ANALISIS DE REGRESION MULTIPLE (Ver Wonnacott,
Thomas & Wonnacott, Ronald (1981) seccion 12.5 y Montgomery, D.C.
& Peck, E.A. (1992) seccion 4.7) :

(CB - CBY (X' X)(CB - CB) _ ppi-a

rg? (r,n—-k)

(2.10.1)
Se debe seiialar que es posible aplicar este resultado, debido a que
el modelo

Y; =M+p Cos(¢;)+7 Sen(¢;)+¢g; ; i=1,..,n
es lineal en los parametros M, B y 7.

En el caso del modelo mas simple de regresion periddica, se tiene
que

100 M . (m
c=|0 10 B=|p B=|8
0 0 1 v ¥y
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n Zi:C‘ Zi:S‘

X'X = ZCI gcf ;Cts| »' R '

=1

k=r=3

sustituyendo lo anterior en (2.10.1) y desarrollando se obtiene la region
simultanea del (1-a)x100%de confianza para los parametros del modelo :

a(M-M)? + 3 CHB - B + 3 Si(y - ) +23C, (B - FYM =)
=1 i=1 =t
F238,(y - HM-M) + 23 C,8,B-P)y ~N <387 F52 )
i=l i=1

(2.10.2)
la desigualdad anterior representa un elipsoide que con muestreo

repetido contendra a los parametros M, B y v simultineamente, el
(1-a)x100%de las veces.

De forma analoga se puede obtener una regidon simultanea det
(1-a)x100%de confianza para B y vy . Para este caso se tiene lo siguiente :
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000 M . (M
c={0 1 0 B=|p p=|8
0 0 1 v ¥

n EC, _is,
X'X= z::C, 2C,’ iC,S,

r=2 . k=3

sustituyendo lo anterior en (2.10.1) y desarrollando se obtiene la regién
simultanea del (1-a)x100%de confianzapara By y:

S Ci@-Br +3sio - 1) 4258, B~y - s 28 T,
(2.10.3)

la desigualdad anterior representa una elipse que con muestreo repetido
contendra a los parametros § y y simultineamente, el (1-a)x100%de las

veces.
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CAPITULO 3. APLICACION A FENOMENOS
CICLICOS Y A FENOMENOS DE

DIRECCIONES

3.1 Introduccion

En el presente capitulo se aplicara la teoria del ANALISIS DE
REGRESION PERIODICA a dos fenomenos de direcciones y a dos
fenomenos ciclicos

a) La direccion del viento dominante y su velocidad media
b) La direccion del viento dominante y su velocidad maxima

c) El consumo de energia eléctrica a nivel nacional para el
Sector Doméstico

d) El consumo de energia eléctrica a nivel nacional para el
Sector Industrial

Los datos estadisticos que se utilizaron en los fenémenos de
direcciones, se obtuvieron de las TARJETAS DE RESUMEN
MENSUAL, que maneja el SERVICIO METEOROLOGICO
NACIONAL, el cual se ubica en Av. Observatorio No. 192, México D.F.

Por otro lado, los datos estadisticos que se utilizaron en los
fendmenos ciclicos se obtuvieron del BANCO DE DATOS DEL
INEG], el cual puede ser consultado en el CENTRO REGIONAL DE
INFORMACION, ubicado en Av. Patriotismo No. 711, México D.F.
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3.2 Viento Dominante y Velocidad Media

Los datos que a continuaciéon se presentan corresponden a la
direccion del viento dominante y su velocidad media, registradas en la
zona del Meteoroldgico de Tacubaya entre enero de 1992 y diciembre de

1995.
DIRECCION VELOCIDAD (m/seg)

N 3.07

NE 2.50

ENE 1.42

ESE 2.00

SSE 4.60

“WSW 3.70
W 3.20
WNW 3.27 ;

NW 2.92

-si a cada una de estas direcciones se le
entre 0° y 360°, se obtiene lo siguiente:: .

DIRECCION G oS
N R I
NE 45: .
ENE 67.5
ESE 112.5°
SSE 157.5
WSwW 247.5
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W 270
WNW 292.5
NwW 315

de esta forma se puede construir un histograma circular (Ver figura

(3.2.1)).
NORTE

OESTE ESTE

4.6 mfscy.

SUR

Figura 3.2.1 Histograma circular para la direccion del viento dominante y su
velocidad media

La longitud del vector medio, r, para las direcciones que
intervienen en este fenomeno es igual a 0.3216, esto indica que las
direcciones estan lo suficientemente espaciadas en una rotacion
completa de 360°; por lo tanto se puede ajustar una funcién periddica
para modelar este fendmeno (Ver Figura (1.3.7)).
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Si se representa este fenémeno de direcciones en un plano
cartesiano, se observa que efectivamente, una funcién periédica podria
ser un buen modelo (Ver figura (3.2.2)).

VIENTO DOMINANTE Y VELOCIDAD

w
[FIT]

METROS POR SEGUNDO
- @b

Q
0

o

N E S w
DIRECCION DEL VIENTO

Figura 3.2.2 Direccion del viento dominante y su velocidad media (m/seg) .

Para este caso se tiene que el periodo, T, es igual a 360°, entonces
o =1, es decir, en el periodo sélo habra un valle y sdlo habré una cresta.
Con toda la informacion anterior se obtiene lo siguiente :

Y =2.9644 Sss = 5.5183
C =0.1656 Syy = 6.9092
S =-0.0686 Ssy = - 3.1864
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L Scs=-0.2513
. =1.4903

ZC

Zn:S' =-0.6173 Scy =-2.1518
i ,

i=1

Scc=3.1926 ieiz =3.4107

-
[

1

]
A continuacion se calculan los estimadores que son fttiles para proponer
una funcién que modele a este fendmeno de direcciones :

§ =-0.6103
f =-0.7220 @3.2.1)
M= 3.0422

por lo tanto la funcién periddica que se propone para modelar la
direccién del viento dominante y su velocidad media es

¥ =3.0422-0.7220 Cos¢ — 0.6103 Send (322

En la figura (3.2.3) se muestra la funcion periddica ajustada.
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FUNCION PERIODICA AJUSTADA

25

METROS POR SEGUNDO
N

-

oS

i N S
DIRECCION DEL VIENTO

Figura 3.2.3 Funcion Periddicu Ajustada

Los estimadores puntuales para el angulo de la acrofase y para la
amplitud se presentan a continuacion :

da =2202°
(3.2.3)

A =0.9454

Los intervalos de confianza del 95% para M, B y 7y, son los
siguientes :
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2.8292 < M < 3.2552 .
—1.7145 < B < 0.2705 (3.2.4)
—-1.3653 <y < 0.1447

de lo anterior se puede inferir que M= 0. También se observa que el
cero esta incluido en los intervalos de confianza de §§ y v, por tal razén
se hara una prueba de hipotesis para saber si en verdad el modelo tiene .

sentido.
El intervalo de confianza del 95% para o’ es el siguiente :

0.2360 < o* < 2.7565 : (3.2.5)

Prueba de significaucia global
Ho: B=y =0 vs

Ha: Al menos uno de estos dos parametros, es diferente de cero.

A continuaciéon se presenta la tabla de analisis de varianza :

' Gradosde - | Suma'de | Cuadrados: |
. libertad -+| .cuadrados::| " medios
Ho w0 ' 2 3.4981 1.7490
Error: o0 6 3.4107 0.5685
(Modelo ™ -
completo)
Total = ...~ 8 6.9088
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Aplicacién a Fenémenos Ciclicosy a Fené de Dir

Tomando a = 0.08, se tiene

3.0768 <514 =1 (02"965) (3.2.6)

por lo tanto no se rechaza Ho, es decir, el modelo que se ha-propuesto no
tiene sentido.

A continuacidn se obtiene el coeficiente de correlacion lineal
circular muestral :

Ry.=0.7115 32.7)

lo cual indica que en la muestra existe una cierta correlacién, aunque no
muy fuerte, entre la direccion del viento dominante y su velocidad
media. Por lo tanto

R2,=0.5063 (3.2.8)

es la proporcién de la variacién total de Y ( velocidad media ) que queda
explicada por la regresion; en otras palabras, el 50.63% de la variacion

en la velocidad media es explicada por la variacion en la direccion del
viento dominante.

Con lo anterior se puede realizar una prueba de hipétesis para el
coeficiente de correlacion lineal circular poblacional

Ho: py =0 vs Ha: +0

Pr.0
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ESTADiSTICA DE PRUEBA :
n-3 Rz
- 2 z)’t.
1- Ry 2}
REGLA DE DECISION :
Rechazar Ho si u> F(lz_,:- 3
Sea o = 0.08
= ~poss
U=3.0768 <514 = F(M) 3.2.9)
por lo tanto p, =0, es decir, la velocidad media del viento
dominante es independiente de su direccién; lo cual era esperado.

3.3 Viento Dominante y Velocidad Mdxima

Los datos que a continuaciéon se presentan corresponden a la
direccion del viento dominante y su velocidad maxima, registradas en la
zona del Meteoroldgico de Tacubaya entre enero de 1992 y diciembre de
1995.

DIRECCION VELOCIDAD (mv/seg)
N 13.88
NE 14.50
ENE 16.50
E 16.55
ESE BRI R 12.40
SE 14.80
SSE 14.00

8r*
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si a cada una de estas direcciones se le asocia un angulo que fluctia
entre 0° y 360°, se obtiene lo siguiente :

DIRECCION GRADOS

de esta forma se puede construir un histograma circular (Ver figura

(3.3.1).
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NORTE

OESTE ESTE

16.7 m/seg.
SUR

Figura 3.3.1 Histograma circular para la direccion del viento dominante y su
velocidad mdxima

La longitud del vector medio, r, para las direcciones que
intervienen en este fendomeno es igual a 0.1320, esto indica que las
direcciones estin lo suficientemente espaciadas en una rotacion
completa de 360°; por lo tanto se puede ajustar una funcién periédica
para modelar este fendmeno ( Ver Figura (1.3.7)).

Si se representa este fenomeno de direcciones en un plano

cartesiano, se observa que efectivamente, una funcion peridédica con dos
crestas y dos valles, podria ser un buen modelo (Ver figura (3.3.2)).
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VIENTO DOMINANTE Y VELOCIDAD MAXIMA

METROS POR SEGUNDO

N E S w
DIRECCION DEL VIENTO

Figura 3.3.2 Direccion del viento dominante y su velocidad mdxima (m/seg) .

para este caso se tiene que el periodo, T, es igual a 180°, entonces
® =2. Con toda la informacidn anterior se obtiene lo siguiente :

Y =14.26 Sss = 7.4649
T =-0.1219 Syy = 54.5182
§ =-0.0505 Ssy = 5.7484
$C =-1.7071 Scs=-0.5862

-
1]
-
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3s; =-0.7071 Scy = 1.8259
. =-0.
i=1

Scc=6.2918 e? =49.2609

Ms

T

A continuacién se calculan los estimadores que son ftiles para proponer
una funcién que modele a este fendmeno de direcciones :

7 =0.7988 :
B =0.3646 @3.3.1
M= 14.3448

por lo tanto la funcién periddica que se propone para modelar la
direccion del viento dominante y su velocidad media es :

Y =14.3448 + 0.3646 Cos2 + 0.7988 Sen2¢ (3.3.2)

En la figura (3.3.3) se muestra la funcion periédica ajustada.
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FUNCION PERIODICA AJUSTADA

METROS POR SEGUNDO

DIRECCION DEL VIENTO

Figura 3.3.3 Funcidn Periddica Ajustada

Los estimadores puntuales para el angulo de la acrofase y para la
amplitud, se presentan a continuacion :

$a = 65.47°,130.93°

(3.3.3)
A = 0.8780

Los intervalos de confianza del 95% para M, B y vy, son los
siguientes :
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13.0027 <M < 15.6869
-1.6097 < 8 < 2.3388 (3.3.9)
~-1.0137 <y < 2.6113

de lo anterior se puede inferir que M= 0. También se observa que el
cero esta incluido en los intervalos de confianza de § y v, por tal razon

se hara una prueba de hipétesis para saber si en verdad el modelo tiene
sentido.

El intervalo de confianza del 95% para o esel siguiente :

3.4092 <o’ < 39.8117 (3.3.5)

Prueba de significancia global
Ho: P=y=0 vs

Ha: Al menos uno de estos dos parametros , es diferente de cero .

A continuacién se presenta la tabla de anilisis de varianza

Grados de | - Suma de- | Cuadiados™
libertad - | .cuadrados= |=: mediogi

Ho: " 2 5.2577 2.6288 0.5870
Emor - 11 49.2609 4.4783

(Modelo

completo)

Total . : .- 13 54.5186
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Tomando a = 0.08, se tiene

0.5870 < 3.98 = F(oz-'”l-"l) (3.3.6)

por lo tanto no se rechaza Ho, es decir, el modelo que se ha propuesto no
tiene sentido.

A continuaciéon se obtiene el coeficiente de correlacion lineal
circular muestral :

Ry,¢= 0.3105 (3.3.7

lo cual indica que en la muestra casi no existe correlacion entre la
direccién del viento dominante y su velocidad maxima. Por'lo tanto

Rj,=0.0964 (3.3.8)

es la proporcién de la variacién total de Y ( velocidad maxima ) que
queda explicada por la regresion periddica. Esto indica una evidente
mala calidad en el ajuste.

Finalmente se hard una prueba de hipotesis para el coeficiente de
correlacion lineal circular poblacional

=0 vs Ha: =0

pY.O
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ESTADISTICA DE PRUEBA :

n—-3 Rz

U= z zy"
1- Ry,O
REGLA DE DECISION :
Rechazar Ho si u> F(‘z":_ 3
Sea a =0.08
U-0s870<398= F (02‘?151) (3.3.9)

por lo tanto p, =0, es decir, la velocidad méxima del viento
dominante es independiente de su direccién, lo cual era esperado.

3.4 Consumo de Energia Eléctrica a Nivel Nacional
( Sector Doméstico )

Los datos que a continuacién se presentan corresponden al
consumo mensual promedio de energia eléctrica, a nivel nacional, para
el sector doméstico durante el periodo de enero de 1990 a diciembre de

1995.

MES CONSUMO DE ENERGIA
" ELECTRICA ( Miles de
millones de watts/hora )
ENE 1913.50
-FEB - 1830.83
MAR 1768.50 -
ABR 1800.67
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MAY 1884.67
JUN S 2026.83 s Y
JUL C 2153.00
AGO L 2283.00
SEP S 2308.00
OCT 2254.50
NOV 2119.83
DIC 1979.00

si a cada mes se le asocia un angulo que fluctiia entre 0° y 360°, se
_tiene lo siguiente ‘

DIRECCION GRADOS
ENE
FEB

 AGO -
SEP
OCT
NOV
DIC

de esta forma se puede construir un histograma circular (Ver figura
(3.4.1)).
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ENE
ocT ABR
2,308
miles de
millones de
watts por hora.
JuL

Figura 3.4.1 Histograma circular para el consumo mensual promedio de energia
eléctrica ( Sector Doméstico ).

La longitud del vector medio, r, para los meses registrados en este

fenémeno es igual a 3.33:10_", esto confirma que los angulos asociados
a cada mes estan uniformemente distribuidos en una rotacién completa
de 360°; por lo tanto se puede ajustar una funcién periédica para
modelar este fenomeno (Ver Figura (1.3.7)).

Si se representa este fenomeno ciclico en un plano cartesiano, se

observa que efectivamente, una funcién periédica puede ser un buen
modelo (Ver figura (3.4.2)).
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CONSUMO DE ENERGIA ELECTRICA A NIVEL NACIONAL (SECTOR
DOMESTICO).

4

g 8 8

]

MILES DE MILLONES DE WATTS POR NORA

o

Figura 3.4.2 Consumo mensual promedio de energia eléctrica a nivel nacional
( Sector Domeéstico ).

para este caso se tiene que el periodo, T, es igual a 360°, entonces
w =1, es decir, en el periodo solo habra un valle y solo habra una cresta.
Con toda la informacion anterior se obtiene lo siguiente :

Y = 2026.8608 Sss=6
T = -2.7756x10""" Syy = 412720.72
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Aplicacién a Fend Ciclicos y a Fend de Dir

S = -1.8504x10""7 Ssy =- 1326.87
3C; = -33307x107¢ Scs = 2.7786x10 ¢

Scy =- 824.68

o
3 e? = 5937.47

i=1

A continuacion se calculan los estimadores que son utiles para proponer
una funcién.que modele a este fendmeno ciclico :

-221.1459 .
=-137.4472 v G341
2026.8608 -

z, T ==
|

por lo tanto la funcién periddica que se propone para modelar el
consumo mensual promedio de energia eléctrica, a nivel nacional, para
el sector doméstico es :

Y =2026.8608 — 137.4472 Cosd — 221.1459 Send (3.4.2)

En la figura (3.4.3) se muestra la funcién periédica ajustada.
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FUNCION PERIODICA AJUSTADA

MILES DE MILLONES DE WRTTS POR HORA

Figura 3.4.3 Funcion Periddica Ajustada

A continuacién se presentan los estimadores puntuales para el
angulo de la acrofase y para la amplitud :

&1 =23813°
(3.4.3)
A =260379

Los intervalos de confianza del 95% para los estimadores de los
parametros de la funcion ajustada, son los siguientes :
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Aplicacién a Fené Ciclicos y a Fené de Dir

2022.1798 < M < 2031.5418
~160.3794 < p < —114.5150 (3.44)
~244.0779 <y < -198.2138

de lo anterior se puede inferir que M=0 , =0 y y #0; esto se
confirmara al realizar la prueba de significancia global. ’

El intervalo de confianza del 95% para o es el siguiente :
410.9146 < c* < 4798.5488 (3.4.5)

Prueba de éigniﬁcancia global
Ho: B=7=0 vs

Ha: Al menos uno de estos dos parametros, es diferente de cero.

A continuacion se presenta la tabla de andlisis de varianza :

Grados | .. Suma de -, . | Cuadrados medios

.de . cuadrados.~

d libertad B N KT Do
Ho. @il 2 406783.28 203391.64
Error: =~ ¢ 9 5937.48 659.71
(Modelo- .
completo)

Total - 11 412720.76
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Tomando a = 0.05, se tiene

308.30 > 4.26 = F("z-?;) ' , (3.4.6)

por lo tanto se rechaza Ho, es decir, el modelo que se ha propuesto tiene
sentido. Se puede notar que la prueba es altamente significativa como se
esperaba.

A continuaciéon se obtiene el coeficiente de correlacion lineal
circular muestral

Ry,,=0.9928 (3.4.7)

lo cual indica que en la muestra existe una muy fuerte correlacién entre
un determinado mes del afio y el consumo promedio de energia eléctrica
que hay en él. Por lo tanto

R},,=0.9857 ' (3.4.8)

es la proporcion de la variacion total de Y ( consumo mensual promedio
de energia eléctrica ) que queda explicada por la regresién periddica; en
otras palabras, el 98.57% de la variacién en el consumo mensual
promedio de energia eléctrica es explicada por la variaciéon en el mes de
consumo. Esto indica que se tiene un muy buen ajuste.

Con lo anterior se puede realizar una prueba de hipétesis para el
coeficiente de correlacion lineal circular poblacional

Py,o™ 0 vs Ha: =0

Pv.0
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ESTADISTICA DE PRUEBA :
n-3 Rz
U= z zy-b
- Ry-‘
REGLA DE DECISION :

. -
Rechazar Ho si u> F(z’:_ 3)

Sea a =0.05

U=308.30>426= F (02"995) (3.4.9

por lo tanto se rechaza Ho; esta prueba es altamente significativa como
se esperaba. ’

Después de haber ajustado una funciéon periédica que modela el
fenémeno ciclico en cuestion, el consumo mensual promedio de energia
eléctrica, se continuara con la parte de prediccion.

Suponga que se desea obtener un intervalo de confianza del 95%
para la respuesta media del consumo promedio de energia eléctrica entre
el 15 de enero y el 15 de febrero, es decir, se desea obtener un intervalo
del 95% de confianza para la respuesta media en un punto (Ce,Ss). El
angulo asociado con dicho periodo es 45°, por lo tanto

(C0,S0)=(0.7071,0.7071) (3.4.10)
recordemos que Cp, y So son los valores de sus respectivas variables
regresoras los cuales estan sobre el rango de los datos usados para

ajustar el modelo, entonces el intervalo buscado es el siguiente :

1701.4813 < E(Y]|Co, So) < 18451179 (3.4.11)
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Es importante sefialar que para este fenomeno se pueden obtener
intervalos de confianza para la respuesta media, solo si se toman en
cuenta periodos de 30 dias; esto es debido a la forma en que se
construyd el modelo.

También se debe sefialar que debido a que los angulos ¢; estan
uniformemente distribuidos sobre una rotacién completa de 360°,
cualquier valor que tome Co y So estari sobre el rango de los datos
usados para ajustar el modelo; por lo tanto no tiene sentido el hablar de
observaciones futuras.

Finalmente, haciendo inferencia simultinea sobre los parametros
del modelo,. se obtiene una Region Simultdnea del 95% de confianza
paraM , B yy:

2MZ + B2 + 7 —4053.72M +137.44B + 22114y + 8282853.30 < 0
(34.12)

y una Region Simultanea del 95% de confianzapara B y y:

B? +7* +137.440 + 221147 + 6686044 < 0 (3.4.13)
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3.5 Consumo de Energia Eléctrica a Nivel Nacional
( Sector Industrial )

Los datos que a continuacién se presentan corresponden al
consumo mensual promedio de energia eléctrica, a nivel nacional, para
el sector industrial durante el periodo de enero de 1990 a diciembre de
1995.

MES CONSUMO DE ENERGIA
ELECTRICA ( Miles de
millones de watts/hora )

ENE 3219.83

FEB - 3062.00

—— MAR 3311.83
ABR ~3300.33
e MAY . 3432.67
= TON _ 3461.00
T JUL : 3489.83

AGO 3552.83

SEP 3522.67

OCT S 3582.33

NOV 3553.50

DIC o ; 3486.60
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si a cada mes se le asocia un angulo que fluctiia entre 0° y 360°, se
tiene lo siguiente :

DIRECCION GRADOS
ENE 0
FEB 30
MAR 60
T T ABR 90
e MAY 120
i - JUN ‘ 150
JUL R 180"
“AGO . .. 210°
“SEP » . - 240
OCT 270
NOV . 300
DIC 330

de esta forma se puede construir un histograma circular (Ver figura .

- (3.5.1)).
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ENE

oct ABR -
3,582
miles

de

millones
de watts por
hora.

JUL

Figura 3.5.1 ‘Histograma circular para el consumo mensual promedio de energia
eléctrica ( Sector Industrial ) .

La longitud del vector medio, r, para los meses registrados en este

fenémeno es igual a 3.33:10"”, esto confirma que los angulos asociados
a cada mes estin uniformemente distribuidos en una rotacién completa
de 360°; por lo tanto se puede ajustar una funcién periodica para
modelar este fendmeno (Ver Figura (1.3.7 )).

Si se representa este fenémeno ciclico en un plano cartesiano, se
observa que efectivamente, una funcion periodica podria ser un buen
modelo (Ver figura (3.5.2)).
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P aF Ciclicos y a Fend de Dir
CONSUMO DE ENERGIA ELECTRICA A NIVEL NACIONAL (SECTOR
INDUSTRIAL).

0

% 30

E s

]

§ 3w §

g 3xo

%

5 3100
2000

Figura 3.5.2 ‘Consumo mensual promedio de energia eléctrica a nivel nacional
( Sector Industrial )

para este caso se tiene que el periodo, T, es igual a 360°, entonces
o =1, es decir, en el periodo solo habra un valle y solo habra una cresta.
Con toda la informacion anterior se obtiene lo siguiente :

Y =3414.6183 Sss = 6

T=-2 7756x10 17 Syy = 277417.67
S = -1.8504x10~" Ssy = - 827.4496
i‘, -3.3307;10"‘ Scs = 2.7756x10 ¢
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Aplicacién a Fenémenos Ciclicos y a Fené de Dir

2 ~16 Scy =- 717.9096
i = —2.2204x10
Es

Sce=6 e? = 115807.35

M=

A continuacién se calculan los estimadores que son utiles para proponer
una funciéon que modele a este fenémeno ciclico :

§ =-137.9083
B =-119.6510 3.5.1)
M= 3414.6183

por lo tanto la funcién periddica que se propone para modelar el
consumo mensual promedio de energia eléctrica, a nivel nacional, para

el sector industrial es :

Y =3414.6183 - 119.6510 Cos¢ —137.9083 Send (3.5.2)

En 1a figura (3.5.3) se muestra la funcién periodica ajustada.
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FUNCION PERIODICA AJUSTADA

MILES DE MILLONES OE WA TTS POR HORA

TN

Fighra 3.5.3 Funcion Periddica Ajustada

A continuacién se presentan los estimadores puntuales para el
angulo de la acrofase y para la amplitud :

$a =229.05°
(3.5.3)
A =182.5789

Los intervalos de confianza del 95% para los estimadores de los
parametros de la funcién ajustada, son los siguientes :



Aplicacién a Fené Ciclicos y a Fené de Dir

3394.6460 < M < 3434.5906
—217.5225 < p < —21.7795 (3.5.9)
—235.7798 < y < —40.03676

de lo anterior se puede inferir que M=0, B=0 y y=0; esto se
confirmara al realizar la prueba de significancia global.

El intervalo de confianza del 95% para o es el siguiente

8014.6823 < ¢* < 93593.269 (3.5.5)

Prueba de significancia global ) i
Ho: B=y =0 vs

Ha: Al menos uno de estos dos parametros, es diferente de cero.

A continuacion se presenta la tabla de andlisis de varianza :

233104‘0.9 . 11655230.50 . i355.13

9 77407.35 8600.81

11 23387868.25

105



Aplicacién a Fendmenos Ciclicos y a Fené de Direcci

Tomando a = 0.08, se tiene

1355.13> 4.26= F ("2-?95) (3.5.6)

por lo tanto se rechaza Ho, es decir, el modelo que se ha propuesto tiene
sentido. Se puede notar que la prueba es altamente significativa como se
esperaba.

A continuacidon se obtiene el coeficiente de correlaciéon lineal
circular muestral

Ry,,= 0.9983 (3.5.7)

lo cual indica que en la muestra existe correlacién entre un determinado
mes del afio y el consumo promedio de energia eléctrica que hay en él.
Por lo tanto

Ry-¢ =0.9966 (3.5.8

es la proporcion de la variacion total de Y (consumo mensual promedio
de energia eléctrica) que queda explicada por la regresion periddica; en
otras palabras, el 72.10% de la variacion en el consumo mensual
promedio de energia eléctrica es explicada por la variacion en el mes de
consumo. Esto indica que se tiene un ajuste bastante bueno.

Con lo anterior se puede realizar una prueba de hipétesis para el
coeficiente de correlacion lineal circular poblacional

Ho: p, =0 vs Ha: p, =0
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ESTADISTICA DE PRUEBA :

n—-3 2
U= z Ry.¢

1-Rys
REGLA DE DECISION :

. -
Rechazar Ho si u> F(z,g_ 3)

Sea a = 0.05

U=13s813>426= F (02-?9-") (3.5.9)

por lo tanto se rechaza Ho; esta prueba es altamente significativa como
se esperaba.

Después de haber ajustado una funcion periéaiba que modela el
fenomeno ciclico en cuestién, el consumo mensual promedio de energia
eléctrica para el sector industrial, se continuard con la parte de
prediccion.

Suponga que se desea obtener un intervalo de confianza del 95%
para la respuesta media del consumo promedio de energia eléctrica entre
el 15 de octubre y e! 15 de noviembre, es decir, se desea obtener un
intervalo del 95% de confianza para la respuesta media en un punto
(Co,S0). El 4ngulo asociado con dicho periodo es 315°, por lo tanto

(Co0,50)=(0.7071,-0.7071) . (35.10)

recordemos que Co y Sp son los valores de sus respectivas variables
regresoras los cuales estan sobre el rango de los datos usados para
ajustar el modelo, entonces el intervalo que buscado es el siguiente :

3110.3498 < E(Y|Co, So) < 3744.6902 (3.5.11)
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Nuevamente es importante sefialar, que para este fendmeno se
pueden obtener intervalos de confianza para la respuesta media, sélo si
se toman en cuenta periodos de 30 dias.

También se debe sefialar que debido a que los angulos ¢: estan
uniformemente distribuidos sobre una rotacién completa de 360°,
cualquier valor que tome Co y So estari sobre el rango-de los datos
usados para ajustar el modelo; por lo tanto no tiene sentido el hablar de
observaciones futuras.

Finalmente, haciendo inferencia simultinea sobre los parametros
del modelo, se obtiene una Region Simultdnea del 95% de confianza
paraM ,Byy : '

2MZ 4B + 7% — 6829.23M + 119.65B + 137.90y + 23203566 < 0
(3.5.12)

y una Region Simultdnea del 95% de confianzapara By v:

B? +y? +119.653 +137.90y +15063.23 <0 (3513
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CONCLUSIONES

La elaboracién del presente trabajo nos ha levado a proponer
algunos resultados que pueden contribuir al desarrollo y difusién del
ANALISIS DE REGRESION PERIODICA. Estos resultados no son
incluidos en este apartado debido a que el desarrollo de los mismos, es

presentado en el segundo capitulo.

Junto con algunas conjeturas tomadas de diversos articulos de
investigacion, hemos integrado un conjunto de resultados que
proponemos como herramientas para modelar fenémenos ciclicos y de
direcciones, asi como para hacer inferencias de fla poblacion

involucradas en ellos.

En nuestro afan por mostrar como se aplica la teoria del modelo
mas simple de regresion periédica, hemos encontrado un par de
funciones periodicas que pueden ser ttiles para modelar el consumo de

energia eléctrica en México.
Hemos encontrado ademas que no todo fenémeno de direcciones
puede ser modelado por una funcién periédica. Sin embargo, esto no

implica que no existan fenémenos de direcciones, a los cuales se les
pueda modelar y hacer buenas inferencias a través del uso de la teoria

de la REGRESION PERIODICA.



Finalmente diremos que el ANALISIS DE REGRESION
PERIODICA es todavia un area poco desarrolfada y difundida, en donde
aun faltan muchas cosas por hacer. E! presente trabajo es apenas un
pequefio intento por voltear los ojos a esta parte de la ESTADISTICA
MATEMATICA que muestra cuestiones de gran interés, y que ha sido
un poco olvidada por las personas que estudiamos estadistica. En este

sentido, se hace una atenta invitacion para desarrollar y difundir otros
modelos de REGRESION PERIODICA.

De esta forma quedan los resultados presentados en este trabajo
para su analisis y discusion.

“pOR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU”

Ciudad Universitaria, México, D.F., Mayo de 1997.
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APENDICE. Simbolos

R T

a

‘o

€;

Revm3

Pv.e

2
RYO’

Variable Dependiente

Variable Independiente

Nivel Medio de una Funcion Periédica
Amplitud de una Funcién Periédica

Frecuencia Angular de una Funcidn Periédica
Acrofase de una Funcion Periédica

Periodo de la Variable Dependiente

Angulo de la Acrofase de una Funcién Periddica
Error Aleatorio

Vectores Unitarios

Vector Medio de 1a Muestra

Longitud del Vector Resultante

Longitud del Vector Medio

Angulo Medio de la Muestra

Masa asignada a cada punto en un Diagrama de
Dispersion

Cuadrado del Coeficiente de Correlacion Lineal-Circular

Poblacional
Cuadrado del Coeficiente de Correlacion Lineal-Circular

Muestral
Centro de Masa
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