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INTRODUCCIÓN 

Dentro del conjunto de asignaturas que aparecen en Ja cunicula acadérnica en la caJTC:ra 
de lngenieria Quimi~ se hallan involucradas distintas disciplinas. Una de las materias 
que acrisolan a un mayor número de éstas es Ja denominada como Diruimica y ControJ de 
Procesos. Esta materia presenta. en consecuencia. un alto grado de dificultad, pues toma 
Jos aspectos que el estudiante ha recibido a lo largo de su f"ormación. y construye 
modelos tnatemáticos que representan a los procesos quJmicos considerando un estado 
transitorio. 

Como un intento de auxiliar aJ estudiante. este trabajo presenta un conjunto 
metodológico de estrategias para la solución de modelos dinámicos simplificados. Es una 
guia para compre11der la teoria del control. reforzando Jos conocimientos necesarios de 
matemáticas. 

Se utiliza eJ método de la Transf'onnada de Laplace. dada su simplicidad de exposición. 
Este trabajo no p.-etende substituir a ningún libro de texto. sino más bien dcbcni ser 
considerado como un complemento. Este objetivo se logrará mediante el estudio de un 
modelo simplificado de una red de interca.mbiadores de calor. y se observará cómo en un 
problema scnciJJo se puede aplicar Ja tooria ha.si.ca del control. 

En el primer capitulo se definen los conceptos básicos utilizados en la teoria del control y 
se describen Jos pasos a seguir para construir un modelo dinámico lineal. y se aplican a 
un proceso de transfcrcncia de calor. 

En el segundo capitulo se diseña el lazo de control de un cambiador de calor. 

En el tercer capítulo se ha.ce un aruilisis del efocto de Jos dif"crcntes pa.nimetros de 
sintonización para el lazo de control diseñado. 

En el cuarto capítulo se establece el modelo dinámico de una r-ed de intcrcambiadorcs de 
calor y se analiza su cornportantiento. Cabe mencionar. que Jos datos que se utilizan para 
el estudio dinámico de esta red se lomaron de Ja bibliografia. ya que no es el objetivo de 
este trabajo Ja simulación de un proceso en particular. sino establecer las estrategias 
generales aplicadas a modelos lineales. 



/111roduccián 

En el quinto capitulo se diseña el lazo de control para la red de intercambiadores de calor 
y se utiliza la técnica de sintonización desarrollada por Cohen y Coon para los 
panlmetros de ajuste de cada tipo de controlador. 

Por último. en el sexto capitulo se realiza el análisis de respuesta de frecuencia de un 
p.-oceso lineal. se hace el estudio de estabilidad según el criterio de Bode. y se sintonizan 
los controladores de la red de intcrcarnbiadores de calor según la técnica de Zicgler -
Nichols. 
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CAPÍTULO 1 

CONSTRUCCIÓN DE UN MODELO DINÁMICO LINEAL 

OBJETIVOS DEL CONTROL DE UN PROCESO QUiMICO 

Antes de explicar como se construye un modelo dinámico lineal es importante entender cuáles 
son los objetivos de controlar un proceso químico. 

Una planta quimica es un conjunto de unidades de proceso (por ejemplo: reactore~ cambiadores 
de calor. bombas. columnas de destilación. evaporadores y tanques. entre otros). integradas una 
a otra de una manera sisternAtica y racional. El objetivo general de una planta es convenir 
determinada materia prima en productos deseados. utilizando fuentes disponibles de energía de 
una manera económica. 

Durante su operación una planta química debe satisfacer muchos requisitos impuestos por sus 
disei\adorcs y por las condiciones técnicas. económicas y sociales a pesar de Jos cambios que se 
presenten por las influencias externas. Entl"e estos .-equisitos. se encuentran Jos siguientes: 

l. Seguridad 
2. Especificaciones de producción 
3. Regulaciones aznbientales 
4. Restricciones de operación 
5. Economía 

Todos Jos requisitos mencionados arriba crean Ja necesidad de un continuo monitoreo de la 
operación de una planta química y de Ja intervención cxtenta (control}. para garantizar la 
satisfacción de los objetivos operacionales. Esto se realiza a través de diferentes equipos 
(dispositivos de medición. válvulas, controladores. computadoras) y de la intervención huma.o.a 
(diseftadores de planta. operadores de planta), que en conjunto constituyen el sistema de control. 

En general existen tres clases de necesidades que un sistema de control debe satisfacer: 

• Suprimir la influencia de perturbaciones externas 
• Asegurar Ja estabilidad de un proceso quimico 
• Optimizar el funcionamiento de un proceso quimico 



(_Qp/tulo J 

En este capitulo se explican tCnninos y cstrntegias que deben conocerse antes de construir- un 
modelo dinimico lineal. 

En todos Jos procesos químicos existen corrientes que pueden clasificarse como de entrada y de 
salida. Asociadas a cada corriente se hayan variables de proceso: temperatura, flujo. 
composició~ densidad~ y variables termodinámicas de estado: entalpía y entropia. 

Reconocidas estas cantidades surge la pregunta: ¿cómo se deben relacionar estas variables en un 
modelo dinámico?. Para responder lo anterior es necesario contemplar los siguientes aspectos: 

l. Establecer las fronteras del sistema. 
ll. Identificar las corrientes que cruzan las fronteras del sistema. clasificándolas como entradas y 
salidas. 
111. Identificar las variables de proceso que est8.n asociadas a cada corriente. 
IV. Tener presente que en cualquier sistema que esté en estado transitorio {no estacionario). 
siempre se presentará un término de acumulación distinto a cero. Este térm..ino debe ser tomado 
en cuenta cuando se plantean los balances de materia y energía. 

BALANCE DE l\tATERIA 

El balance de materia obedece al principio de conservación1 en los siguientes términos: 

¡

Cantidad de l ¡Cantidad de materia l ¡Cantidad de materia l 
materia que se = que gann el sistema _ que pierde el sistema 
acumula en el por las por las 

sistema corrientes de entrada corrientes de salida 

(1.1) 

Los flujos másicos son las variables a considerar en el balance de materia. tanto para las 
corrientes de entrada como para las de sn.lida. Sin embargo. es conveniente que et flujo másico se 
represente a través del producto siguiente: 

{
Flujo Másico}= {Densidad1 • fAujo volumétrico} 

gis g/cm,_ [ 1 crn 1 /s 

Esto es. utilizando la siguiente ecuación· 

M, =p,F, (1.2) 

Para caJcular Ja masa contenida dentro del sistema en un instante dado, se utiliza la siguiente 
expresión: 

1-2 



Capitulo J 

{

Masa dentro} {Densidad} {Volumen ocupado por } 
del sistema = g/cm, • lamasadentro~c1 sistema 

g cm 

Representada por la siguiente ecuación: 

M=pV (1.3) 

El volumen que se utiliza en la ecuación (l.3} e~ el ocupado por el fluido contenido en un 
recipiente. Por ejemplo. si se tienen en un tanque 6000 g de un liquido con una densidad de 1.2 
g/cm3 

• se tiene entonces que el volumen ocupado por este fluido es de 5000 crn3
. 

La ecuación ( 1. t) puede escribirse de la siguiente manera: 

(1.4) 

donde M(t) significa que la masa es una función del tiempo t,. es decir, es una variable dinámica. 
Esta notación se aplicará para indicar cuando una variable sea de este tipo. 

Combinando las ecuaciones (1.2), (1.3) y (1.4). se cncuentta que: 

dp{td)V(t) = 2;p(t),,,. F(t).,. - L,p(t).., F(t).., 
t i'.N. Sal 

(1.5) 

La expresión (l.S) es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden. Para resolverla se 
necesita primeramente saber si está especificada o no, es decir, conocer si los grados de libertad 
son iguales a cero. Los grados de libertad2 se definen como la diferencia entre el número de 
variables y el número de ecuaciones. 

Con el objeto de ejemplificar el uso de esta expresió°' a continuación se presenta en la figura 
(l. 1} el proceso para refinación de e..zúca?. 

Tomando como objetivo de estudio a un fragmento de este procesa, como puede ser el tanque 
de preparación mostrado en la figura (1.2). se encuentra que la ecuación de balance de mateña 
que lo representa es: 

dp(~~(t) = p,(t)F(t), +p4 (t)F.(t)-p,(t)F,(t) (1.6) 

En 1a ecuación ( 1.6) se han considerado a las corrientes de vapor y condensado como externas al 
sistema. 

1-3 



Capitulo J 

~ _,.--· ·- 11,0 

~ 
--------------
Tanque de: diluaóQ 

Figura J. J Proceso para refinación de azúcar 

Para esta ecuación los grados de libertad son iguales a 7, ya que existen 8 variables (p. V. p;r, F 2 , 

p..,. F.._ P3. F.J) y una sola ecuación. 

Durante la resolución de estas ecuaciones se hace uso de relaciones adicionales que ayudan a 
reducir Jos grados de libertad. Un ejemplo de una relación adicional asociada a la geometria del 
sistema es la siguiente: 

V(t) ~ AZ(t) (1.7) 

donde A es el área del tanque y Z es el nivel del liquido en et tanque. En este ejemplo se aprecia 
que el cambio en el volumen está relacionado con el cambio en la altura. y el área del tanque es 
una cantidad constante. 

1-4 



Capitulo J 

Figura 1.2 Tanque de preparación 

Una consideración muy usual para conseguir una simplificación del modelo. es suponer que la 
densidad en un líquido pennanece prácticamente constantc2

• se tiene que p-p.i=p,=p,. por lo que 
estos ténninos se eliminan de la ecuación (1.6). 

Sustituyendo la ecuación (1.7) en la (1.6) y haciendo uso de la consideración anterior. se 
encuentra que: 

A dZ(t) = F,(t)+F.(t)-F,(t) 
dt 

Con esto. los grados de libertad se reducen a 3. 

(1.8) 

Por cuestiones de la siguiente discusión se establece que todo modelo dinámico se encuentra 
originalmente en estado estacionario. es decir. aquel estado donde las variables no cambian. 
Después. el sistema se somete a un cambio por alguna variable de entrada que provoca que el 
sistems salga del estado estacionario y se convierta en un sistema dinámico. es decir. en un 
sistema que cambia en el tiempo. 

Se define a Ja YlU:iA.tili:; dJ: perturbación' como aquella variable de entrada que en el tiempo cem 
cambia. y este cambio es el que altera el comportamiento estacionario del sistema. El cambio en 
ta variable de entrada está especificado por un agente externo al sistema. 

Por esta razón la variable de perturbación debe contabilizarse como una variable especificada 
dentro del análisis de grados de libertad. 

Por to tanto. el sistema representado por ta ecuación (1.8) tiene solamente un grado de liberta~ 
entendiéndose que F 2 y F, son variables de perturbación. 

1-S 



Capitulo 1 

Para que el sistema posea una solución única se requiere de una ecuación adicional. Se propone 
una ecuación que relacione al flujo de salida con el nivel de llenado del tanque. La mayoria de los 
autoresu indican que una expresión simple que puede ser empleada es la que establece que el 
flujo de salida es directamente proporcional al nivel del líquido en el tanque. esto es: 

donde k es una constante de proporcionalidad. 

Sustituyendo la ecuación ( 1.9) en la (1.8) resulta: 

A dZ{t) = F,(t)+F,(t)-kZ(t) 
dt 

Agnipando tCnninos se obtiene: 

A dZ(t) + kZ(t) = F,(t) + F,(t) 
dt 

Finalmente.. se tiene una ecuación con una incógnita (Z). 

(1.9) 

(l.10) 

(1.11) 

En la ecuación ( 1. 11) Z(t) es una ~e;:! ~. El comportamiento de esta variable es 
consecuencia de la •·personalidad .. del sistema. A las variables que poseen estas caracteristicas se 
les denomina como~~ ~5 • 

Cada objetivo de control se asocia a una ecuación diferencial. obtenida de los balances de 
materia o energía. 

El objetivo de control es la variable critica de la operación de un procieso. Cuando se disef\a un 
proceso se establecen valores óptimos de operación para uno ó más objetivo de control. El valor 
que un experto define a un objetivo de control se denomina como •• ... et J1QÍ..l!L •o6.'1. 

Cuando el proceso esta operando en condiciones alejadas del set point. es menos eficiente. y se 
encuentra en una condición indeseable. Para recuperar la condición de operación maceada deberá 
cambiarse alguna variable del sistem~ por ejemplo. se puede estab!ecer que el flujo de salida ya 
no obedezca a la ecuación ( 1. 9). sino a la manipulación que un operador haga de la corriente a 
través de una valvula. tal y como se muestra en la figura (l.J); de cualquier fonn.u.. el flujo de 
salida se considera como especificado. A esta cantidad se le conoce como~ manipuladas. 
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Capitulo J 

Figura 1.3 

Existen algunos sistemas donde la acumulación de materia es igual a cero. por ejemplo el tanque 
de dilución moS'trado en ta figura (1.4). Este tanque opera de forma tal que siempre se encuentra 
lleno. Esto es_ la altura del fluido es independiente de los flujos de entrada y salida. Para este tipo 
de sistemas la ecuación resultante después de hacer el balance de tn.ateria es: 

BALANCE DE ENERGÍA 

A dZ(t) =O 
dt 

Figura \ .4 Tanque de dilución. 

(l. 12) 

Aplicando el principio1 de conservación para establecer el balance de energía. se tiene la 
siguiente ecuación general: 

¡

Cantidad de l ¡Cantidad de energía l ¡Cantidad de enct"gía l 
energía que se ::: que gana el sistema _ que pierde el sistema 

acumula en el por las por tas 
sistema conientes de entrada corrh..-ntes de salida 

(1.13) 
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La cantidad de energía total que se acumula en el sistema es la suma de las contribuciones de la 
cnergia interna. de la energía potencial y de la energía cinCtica del mismo. En la mayoría de los 
procesos los términos de energía potencial y cinética son despreciables si se contparan con la 
contribución de la cncrgia interna 

Se puede demostrar que los términos de encrgia asociados a las corrientes de entrada y salida del 
sistema. si se desprecia la contribucion de la energía potencial y cinética, se representan por el 
producto siguiente: 

p,F,h, (1.14) 

donde h es la entalpía de la conicnte. y el subíndice i'""' 1,2., , ., nümero de corrientes. Las 
unidades de estos tres términos son-

p =densidad = g/cm3 

F = flujo volumétrico = cm~/s 
h = entalpía = caVg 

En este balance también se considera a la energia que entra o que sale en fbnna de calor o 
trabajo. Por lo tanto la ecuación (l. 13) se escribe de la sibruiente forma· 

( d~~t)) = :'.'-p(t), F(t), h(t), - Lp(t),F(t),h(t), ±Q(t)±W(t) 
~.... • J 

(1.15) 

donde: i=l. 2. ···-···número de corrientes de entrada. 
j= l, 2, ...... , número de conicntcs de salida. 

Para realizar un análisis de grados de libenad es necesario expresar a las variables de estado de la 
ecuación (L 15). energia intema (U) y entalpia {h) .. en términos de variables mcdibles. Esto es. 
en términos de temperatura o presión. para lo cual se utilizan aJgunas aproximaciones o 
relaciones adicionales. 

La definición de entalpia11 es H = U -+ PV. Ahora bien. en los liquidas se tienen volUmenes 
molares relativamente pequeños, además. la presión en los ejemplos que se discuten en este 
trabajo es aproximadamente la atmosférica. por lo cual se puede despreciar la contribución del 
producto PV. esto es: 

u ~1--1 (1.16) 

Las relaciones adicionales que se utilizan son 

H =riVh (1. 17) 

1-8 



Cap/lulo J 

h = Cp.0.T = Cp(T-T • .,) 
QV:I =ffi.,.A. 

donde: Cp: capacidad calorifica a presión constante. 
T...,,: temperatura del estado de referencia_ 
Qv s: calor cedido por un vapor saturado9

. 

mv: masa de vapor satur-ado. 
A.: entalpía de vaporiz.ación del vapor saturado. 

(l. 18) 
(l.19) 

Escribiendo la ecuación ( 1. 15) en 'función de variables medibles al aplicar las relaciones 
anteriores rcsu:lta: 

A dp(t)Z(t)Cp(T(t)-T,ª) = Lp{t),~ F(t)~Cp{T,~(t)-T •• ,)-
dt F.n (1-20) 

t;:p{tk, F(t)~,Cp{Th,(t)-T • .,) ± Q ± W 

Si se aplica esta ecuación al tanque de preparación de la figura ( 1.2) se encuentra la siguiente 
expresión: 

dp(t)Z(t}Cp(t)(T(t)-T,.,) 
A dt = p,(t)F,(t)Cp, (t)(T,(t)-T..,,) + p.(t)F.(t}Cp.(t) • 

(T,(t) _:_T • .,)- p,(t)F,(t)Cp,(t)(T,(t)-T •• ,) + m,(t)A. 

(1.21) 

En este caso. se considera al calor como una cntrada2 ya que el sistetna se está calentando a 
través del servicio auxiliar de vapor saturado. y no hay término de trabajo. 

Los grados de libertad de esta ecuación son 16. ya que existen 17 variables (p. z. Cp. T, P2. F2, 
CJ)2. T2. p.-. F.a. Cp ... T 4• p 3 • F 3 • Cp3 • Tl, mv) y una sola ecuación (l.21). Sin embargo, al 
considerar que la densidad y et Cp son constantes. son eliminadas estas variables de la 
contabilidad anterior. Por otra parte. si 5C toma una cscaJa relativa de temperatura se establece 
un estado de referencia que resulte conveniente, esto es • T Rd".=O°C 

Con el objeto de no complicar la construcción del modelo resulta apropiado suponer que en el 
interior de los sistemas no existen gradientes. Para conseguir esto debeni establecerse la 
consideración de un mezclado (agitación) perfecto. Por lo tanto, la ternper-atura de la corriente 
de salida es la misma que la temperatura del fluido dentro del tanque. 
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Con esto. la ecuación ( 1.21) resulta de la siguiente manera: 

dZ(t)T,(t) 
dt 

F,~t)T,(t) + F~t)'I~(t)- F~t)T(t), + m.(t)A. 

Aplicando la regla de la cadena al término diferencial se obtiene. 

z(t)d-i;;~t) +T,(t)~t) = F,~t)T,(t)+ F~t)T.(t)- Fit)T,(t)+m.(t)A. 

Capítulo J 

(1.22) 

(1.23) 

Las variables que aparecen en la ecuación ( 1.23) se clasifican en dos grandes gnipos': 

• Variables de entrada: Fz(t). F .. (t). T 2 (t). T_.(t) y mv(t). 
• Variables de salida: FJ(t). T 3 (t) y Z(t). 

Ahora bien. se tienen 7 grados de libertad en la ecuación (1.23). Si se contabi1iz.a como ecuación 
a la expresión (l. l l) los grados de libenad se reducen en uno, esto es. se tienen 6 grados de 
libenad. 

Por otro lado. no se introducen má...<i relaciones adicionales para reducir los grados dP.: libenad. en 
el caso de FJ(t) debe utilizarse la ecuación ( 1.9). En consecuencia esta variable debe descontarse 
de los grados de libertad. Las variables de salida Z(t) y TJ(l) están definidas por las ecuaciones 
(1.11) y (1.23) por tanto son objetivos de control. como ya se explicó anteriormente. 

Las variables de entrada son exclusivamente variables de perturbación o variables manipuladas.. 
nunca objetivos de control. 

Dentro del contexto del control simple .... hacia atrft.s .. .i...' se establece que por cada variable de 
salida que sea objetivo de control debe tenerse una variable manipulada. en este caso se tendrán 
necesariamente dos variables manipuJadas (FJ(t). m,..{t)). el resto deben ser variables de 
penurbación (F,(t). F.(t). T,(t). T.Ct)). 

Las variables manipuladas son esP"'xificadas por algún mecanismo de control. t..'"Tl consecuencia 
deben descontarse de los grados de libertad. esto es. en este momento se tienen 4 grados de 
libenad. las restantes variables se deben considerar como de penurbación. Con esta 
consideración los grados de libertad son cero y así el sistema está especificado. 

A manera de ejemplo a continuación se establece el modelo dinámico lineal de un cambiador de 
calor donde las ecuaciones de balance de materia y energía son las bases para la construcción de 
éste. 
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Capitulo I 

El proceso de transfe.-cncia de calor9 es el sib~iente: 

use CStti calentando alcohol etilico de 80 a 200ºF por medio del SCrvtCIO auxiJ;ar de vapor 
saturado. el cual esta a una presión de 20 lb/in:: que es la corriente disponible. con un flujo 
másico m8x.imo de 20.000 lb/h, el alcohol etílico tiene un flujo de 1 15.000 lb/h ... Datos 

adicionales· Volumen c.ambiador de calor: 2.293 m3 
Temperatura del vapor: 108.86 ºC 
A.y: 2233.37 kJ/kg 

Cp: 5.373 kJ/kg •e 

Este proceso se puede representar de la siguiente maner-a: 

Vapor 
T ... rn... 

Figura 1.5 

Frontcms del sistcm.a 

/ 

De acuerdo con lo explicado anteriormente. se establecen los siguientes balances: 

• Balance de materia: 

(1.24) 

En este caso se considera que ta densidad se mantiene constante y los flujos de entrada y de 
salida son ÍbTUalcs, 

.·. d(pV) =O 
dt 

• Balance de energía (despreciando energía potencial y cinética): 

Relaciones adicionales: 
U111:oH 

(1.25) 

(l.26) 

(l.27) 
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• Ecuación diferencial resultante: 

H=pVh 
h=CpT 
Q= m.A. 

dT,(t) (F') (F') ---;¡¡-= V T.(t)- V T,{t)+Kmv{t) 

donde: 

K=-A.­
pCpV 

Capitulo J 

(1.28) 
( 1.29) 
( 1.30) 

(1.31) 

Existen düerentes métodos para resolvet" ecuaciones diferenciales. entre éstos se encuentra la 
técnica de la transformada de Laplace'º. la cual es útil para el análisis de la dinámica de los 
procesos y para el disei\o de sistemas de control desde el punto de vista didactico. debido a que 
es un método que permite: 

a) Un desarrollo simple de modelos de entrada y salida. 
b) Un análisis cualitativo simple de cómo los procesos químicos reaccionan a diferentes 
influencias externas. 

A través del mCtodo de la transformada de La.place se convierte una ecuación diferencial lineal 
en una ecuación algebraica que. a su vez. permite el desarrollo del concepto de funciones de 
transfercnci~ el cual se explica más adelante. 

Para aplicar la técnica de la transíonnada se requiere que las ecuaciones diícrcnciales sean 
lineales. Sin embargo. las ecuaciones diferenciales que representan a la mayoria de los procesos 
no son lineales, en estos casos se utiliza un método de linealiz.ación. 

El método que se utiliza en este trabajo es el de la serie de Taylor 11
. 

El manejo de las ecuaciones lincalizadas se facilita al utilizar variables de desviación. La variable 
de desviación se define como la dif"erencia entre el valor de la variable en e1 estado transitorio y 
su valor en el estado estacionario. Se representa mediante la siguiente ecuación: 

X'= x{t)- x, ( 1.32) 

donde: 
X': es la variable de desviacion. 
x (t): es la variable en el estado transitorio. 
Xs: es el valor de la variable en el estado estacionario (Valor base). 
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Capitulo J 

La variable de desviación es la diferencia que hay entre una variable y el valor que ésta debe 
tener en el estado estacionario. 

Cuando t = O se tiene: 
x(o) = x, 

Por lo tanto. la variable de desviación en el estado estacionario tiene el vaJor de cero. esto es: 

X'(O) =O 

La ecuación ( l .3 t) es una ecuación diferencial lineal, por to tanto. en este caso no se requiere del 
uso de algún método de linealización. 

Las variables de desviación para la ecuación ( 1.3 1) son 

T::z º= T 2 -T2 s 

T1 º=T.-T1s 

mv'= my - m,,s 

La ecuación resultante en función de variables de desviación es: 

dT", (F) (F) , --= - T'1- - Tz+Km 
dt V V " 

donde: F=F 1=F2. 

Agnlpando ténninos se obtiene: 

dT', ( F) ( F) , ~+V T::z= V T1+Kmv 

(1.33) 
(1.34) 
(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

La ecuación ( 1.37) es de primer orden. ya que obedece a la construcción de la ecuación 
difi:rencial general de primer orden: 

a 1 :· +a...,y'= bf"(t) (1.38) 

donde: a,, b : coeficientes constantes. 
f (t): cualquier función del tiempo. 
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Capitulo I 

Cuando 8o'FO la ecuación ( 1.38) se t'epresenta de la siguiente manera: 

(1.39) 

A partir de Ja ecuación ( 1.39) se define a Ja 00constantc ticmpo''2 como -e = a 1/ao. Esta constante 
tiene· unidades de tiempo y está relacionada con la velocidad de respuesta dd pr-oceso, de tal 
manera que mientras más grande sea el valor de -e la respuesta es más lenta. 

Por otra parte, se define a la .. ganancia del pr-oceso .. 2 o ... ganancia del estado estacionario" como 
K = blao. La ganancia indica cuánto cambia la variable de salida por unidad de cambio en la 
variable de entrad' es decir-, la ganancia se asocia a la sensabilidad del proceso. La ganancia se 
define también a través de la siguiente ecuación: 

K = 6 Variable de salida 
A Variable de entrada 

(1.40) 

Las unidades de la ganancia deben ser las unidades de la variable de salida divididas entre tas 
unidades de la variable de entrada. 

Introduciendo estos parámetros en la ecuación ( l .3 7) resulta: 

donde: 

JV,= I; IV•= KV 
F 

(1.41) 

Una vez que la ecuación diferencial lineal cumple con las siguientes condiciones. estar en función 
de variables de desviación y estar expresada en términos de la constante tiempo y de las 
ganancias.. se aplica el método de la transfonnada de Laplacc. En la tabla 1. l se muesuan las 
transfonnadas de algunas funciones12

. 

Dentro de las propiedades de la transformada de Laplacc existen dos teoremas2 imponantes para 
la dinámica y el control de procesos. dichos teoretnaS son los siguientes: 

• Teorema del vaJor final. Este teorema permite el cálculo dd valor final o del nuevo estado 
estacionario de una función a partir de su transf"onnada. Si el límite t-+oo de f{t) existe.. éste 
se calcula a partir de la transformada de Laplace como sigue: 

(J.42) 
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Tabla 1.1. Transformada de La lace de funciones mJis usuales 
f{t) F(s) =J! [r(t)l 

IJ<ft\ 

u(t) .!. 
s 
1 

7 
t' 2! 

7 ,. n! 
~ 

e- 1 
s+a 

te- 1 

(s+ a)' 
t•e-' n! 

(s+a)"'' 

sen mt 
S:: +CD 2 

COS(l)t •' 
s2 +e>' 

senhcot 
s= - o> :z. 

cosh wt s 
s2 -ru;¡_ 

e.,.1 scnoot ro 

(s+3)' +m' 
e- cosrot s+a 

(s+a)' +co 2 

• Teorema de la traslación real. En este teorema se trabaja con la traslación de una función en 
et eje del tiempo, como se ilustra en la figura ( 1.6). La función trasladada es la función 
original con retardo en tiempo. Esta traslación ocasiona retardos de tiempo en eJ proceso. 
este fenómeno se conoce como tiempo muerto. 
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Capítulo 1 

Puesto que la transformada de Laplace no contiene información acerca de la función original 
para tiempo negativo. se supone que la función retardada es cero. para todos los tiempos 
menores al tiempo de retardo {ver figura (1.6)). El teorema se expresa mediante la siguiente 
f"ónnula: 

_¿[r(t- 10 )) =e ~•F(s) (1.43) 

~--------------------------- ----
Figura 1.6 

Aplicando la transformada de La.place a cada término de la ecuación ( 1.41) se encuentra: 

(l.44) 

(l.45) 

(1.46) 

(l.47) 

Por lo tanto. la ecuación ( 1.41) después de aplicar la Transformada de Laplace queda expresa.da 
de la siguiente manera: 

T;(~s+ t) = Kr1TI + KP2ñl .. (l.48) 

Representada de otra fonna: 

(1.49) 
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Cap/tu/o J 

Las cantidades que están multiplicando a las variables T 1 y mv se denominan como funciones de 
transfcrcncia2

. 

En la ecuación ( 1.49) se observan dos términos: 

A estos ténninos se les conoce como funciones de transf'erencia. 

Las funciones de transf"erencia son las responsables de representar. dentro del modelo, a la 
... personalidad- del proceso. 

La función de transf"erencia proporciona un mecanismo Util para el análisis del comportamiento 
dina.mico y el diseiio de sistemas de control. 

Las funciones de transferencia se representan D través de la letra G. de tal ronna que: 

por lo tanto. 

G =~ 
ri TpS+] 

G - KP2 
i·J - Tps+ 1 

(J.50) 

(1.51) 

( 1.52) 

Esta última ecuación es el modelo dinámico lineal del proceso. a partir del cual se anaJiza el 
comportamiento dinámico y se disei\a un sistema de control. 

Esta ecuación tiene un desempeño natural en el tiempo. pua conocerlo es necesario aplicar Ja 
antitransformada1º. es decir. establecer la ecuación en el dominio del tiempo. La 
antitransfonnada es la inversión de Ja ecuación algebraica obtenida después de haber aplicado la 
transformada de Laplacc. Las antitransfonnadas se pueden detenninar con el uso de la tabla 
(1.1). 

La ecuación ( 1.49) muestra que la variable medible (T 2 ) depende tanto del comportamiento de Ja 
variable de pcnurbación (T 1) como et de la variable manipulada {m.,.)_ Así. eJ desempcfto del 
proceso con respecto a la variable de pcnurba.ción se representa por: 

(1.53) 
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Cuvüulo / 

Para conocer el comportamiento de la variable m~dible, en función de la perturbación, se debe 
suponer el comportamiento de la perturbación Así. existen diferentes funciones bilsicas (fünción 
exponenciaJ, función escalón, función rampa. funciones trigonométricas) que pueden r-epresentan 
en un momento dado dicho componamiemo. Por ejemplo, si se supone que el componamicnto 
de la perturbación (Ti) tiene la forma de una función rampa entonces en Ja ecuación ( 1. 53) se 
sustituye la siguiente c:icprcsión: 

(1.54) 

por lo tanto, 

(1.55) 

En Ja ecuación ( 1 .55) se observa que aJ haber supuesto que Ja perturbación tiene un 
componamiento de la forma de una función rampa. crea una ecuación con mayor grado de 
complejidad 

De acuerdo con el objetivo didáctico de este trabajo, se consideró que el comportantiento de la 
perturbación (T 1 ) tiene la forma de una f'unción escaJón, la cual se representa por la siguiente 
expr-esión: 

...:![aJ=~ (1.56) 

Considerando que a= 1 y sustituyendo la expresión (1.56) en la ( 1.53) se encuentra la ecuación: 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1 ): 

T:= KP1/"tp -=--C_•_+C:: 
s+ l/Tro s s+J/-cP s 

~· = C,s+C,(s+ J/Tro) 
-e, 

(1.57) 

(1.58) 

(1.59) 
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- Evaluación de constantes: 

C1:s=-l/"t'=:>- ~=C{-t/"t'p).·.C1=-K.J>1 
"• 

C::z:s=O=> ~=C::z(tl"T:P):.C::z=KP1 
"• 

- Ecuación resultante en el dominio de Laplace: 

- Antitransf'ormada: 

¿-[.:xJ=-K.,ex{~) 
¿·[K:•] = K,., 

- Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

Capitulo J 

(1.60) 

(1.61) 

(1.62) 

(1.63) 

Et dcsempcfto del proceso con respecto a la variable manipulada se expresa mediante la siguiente 
ecuación: 

(1.64) 

En el dominio del tiempo. siguiendo el procedimiento anterior. se encucntf'B.: 

(l.65) 
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Los valores de los parámetros para este proceso son: 

'tp = 127.39 s 

K...1 = l 

Kn =29.17 .-e 
kg 

En el capitulo siguiente se discfta un sistema de control para este proceso. 

Los modelos diruimicos se analiz.an con base en los siguientes criterios: 

• ESTABILIDAD2. 4 

Cap/tu/o l 

Este criterio está relacionado directamente con las funciones de transfen:ncia. La estabilidad es 
la propiedad que tiene un sistema de alcanzar un nuevo estado estacionario después de haber 
sido perturbado. Para saber si un sistema es estable o no~ se analiza la ecuación de la función de 
transferencia. 

La respuesta de salida de un sistema se representa generalmente por la siguiente ecuación: 

y{s) = G{s)f{s) (1.66) 

donde: 
Q(s) 

G{s) = P(s) (J.67) 

f(s) = q(s) 
p(s) 

(1.68) 

La función de transferencia es una relación de polinomios. A las raiccs del polinomio Q(s) se les 
conoce como ceros,. y a las raíces del polinomio P(s) se les conoce como polos. Al polinomio 
P(s) se te denomina como polinomio caracteristico. 

La expresión general de un polinomio es: 

(1.69) 

Sustituyendo en la ecuación (1.66) las expresiones (1.67) y (l.68) se encuentra: 
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-( ) _ Q(s) q(s) 
y 

5 
- P{s) p(s) 

Capúu/o J 

(1.70) 

Si se conoce dónde están localizados los polos de un sistema.. se puede dct~inar si éste es 
estable o no a una variable de entrada en particular. 

Suponiendo que la función de transferencia de un sistema esté dada po.- la siguiente ecuación: 

G{s) = Q{s) 
(•- P, X•- P, X•- P,r(•- P,)(s- r:)(s- r,) 

(1.71) 

donde P1o P2. P» P,. y p, son las raícetl del polinomio P(s) localizadas en dif"ercntcs puntos del 
plano complejo (ver figura ( 1. 7)). 

La expansión en fracciones parciales de la ecuación ( 1. 71) queda expresada por: 

A partit' de la localización de los polo~ se hace el siguiente análisis: 

l. Polos reales y distintos (P1 y P 2) 

Aplicando la antitransfonnada a las expresiones donde están incluidas P 1 y P2. se obtiene: 

(1.73) 

(l.74) 

Si P 1 < O el valor de la respuesta tiende a cero conforme el ticm.po tiende a infinito. tal y como se 
muestra en la figura ( 1.Sa). Sí Py-0 el valor de la respuesta tiende a infinito conforme el tiempo 
tiende a infinito, ver figura ( l .8b). 

Por lo tanto, los polos distintos localizados en el plano real negativo provocan que la respuesta 
del sistema tienda a cero. considerándose como una respuesta ~ .. mientras que los polos 
localizados en el plano real positivo provocan que la respuesta dd sistema crezc.a hasta infinito. 
que es una respuesta~. 

2. Polos repetidos (P3) 

Tomando la antitransformada de los términos que incluyen a P,. se encuentra la siguiente 
expr-csión: 
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Cap/tu/o/ 

IMAGINARIO 

P • (P,) .. 

E 
1 
N s E 

T s 

1 1 

A T 

1 
B A 
L p, B REAL p, P, E 

P, L p, 
E 

····-· 
P," 

(P .. ) 

Figura 1.7. Plano complejo. 

[ C +Cut+Cne+ +~t--'}"" 
'.U 11 2! ........ (m-1)1 (1.7S) 

y(l) y(t) 

e, 
e, 

(a) (b) 

Figura 1.8. (a) Decaimiento exponencial. (b) Crecimiento exponencial 
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El término entre paréntesis cuadrados crece infinitamente conforme crece el tiempo. El 
componanücnto del ténnino exponencial depende del valor del polo P:-. 

Si P, > O entonces e .. •1 
-. oo conforme t -->- oo (Inestable) 

Si P, < O entonces eP•' -. O conforme t -->- ao (Estable) 

Si P1 = O entonces er,i -Jo 1 para cualquier val« de t (Criticamcnte estable) 

3. Polos conjugados (P. y P;) 

Es importante mencionar que los polos complejos siempre aparecen en pares conjugados. nunca 
solos. En este caso: 

P, =a.+iP 
p; =a.-iJ} 

(1.76) 

(1.77) 

El comportanücnto del sistema en función del tiempo cuando existen polos conjugados se 
representa por la siguiente expresión; 

(1.78) 

El sen(P,t + 4>) es una función periódica y oscilmite, mientras que c1 comportamiento de e­
depcnde dcJ valor de la parte real a.. Entonces: 

Si a. > o. entonces c .. ~ ao cuando t -. ao, y e .. sen(Pt + q,) crece infinitamente de una 

manera oscilante, ver figura (l.9a). (Inestable). 

Si a. < o. entonces e- -Jo O cuando t ~ oo, y c.,,.. scn(Pt + 4>) tiende a cero de una 
rnancra oscilante con decremento de ampli~ ver figura (1.9b). (Estable). 

Si a =o. entonces ecQ = 1 para cualquier valor de~ y e .. scn(Pt + 4') = sen (Pt + 4>). 
con oscilacion continua con amplirud constante, ver figura ( l .9c). (Se considera 

estable si ta oscilacion se encuentra dentro de un intervalo aceptado como tal). 

4. Polos igual a cero (P,) 

Si Ps = O entonces se tiene la siguiente expresión; 

(1.79) 
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_i~~1~ - -
-2 

(a) 

(b) 

(e) 
Figura 1.9. Oscilaciones con (a) crecimiento. (b) decaimiento. y (e) con amplitud constante 

Aplicando la antitransformada. el valor de la re!Opuesta es igual a e, para cualquier tiempo,. por 
lo tanto el sistema es estable. 

Con este análisi.s se concluye que solamente con conocer el polinomio y sus tipos de raíces. se 
puede decir si el sistema es estable o inestable. Por ejemplo. 

2 
y= (s+S) (1.80) 
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raíces: s = -8. por lo tanto el sistema es estable. 

Si al menos una raíz del polinomio caractcristico se ubica del lado dcrec:ho del plllno complejo. el 
sistema es inestable. 

• SENSIBILIDAD4 • 

Este criterio está relacionado directamente con el valor de la ganancia,, Kc. la sensibilidad se 
involucra con el efecto de Ja perturbación en el sistema. Anteriormente se dio la definición de la 
ganancia. 

En el capitulo 3 se muestra el comportamiento de un sistema a dif'crcntcs valores de K... 

• OINÁMICA:z.. 4 

El valor de la constante tiempo ( -r P) indica que tan dinámico es un proceso. es decir que tan 

rápido alcanza un nuevo estado estacionario después de haber sido pcrtwbado. 

En el capitulo 3 se hace un análisis dinámico de los sistemas. 

• OSCILACIÓN'-• 

Los sistemas de segundo orden están representados por la siguiente función de transferencia: 

(J.81) 

donde l; es el .... factor de amortiguamiento ... relacionado directamente con la oscilación de Jos 
sistemas. Para la ecuación ( 1 . 72) el polinomio carac:tcristico es: 

este polinonüo es de segundo orden y tiene las siguientes raiccs: 

P,= -E.+ ./f.' -1 .. .. 
P,= -f,. - ./f.' -1 .. .. 

(J.82) 

(J.83) 

(J.84) 
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A partir de las expresiones ( 1.83) y ( 1.84) se observa que cuando: 

!;. > 1: existen 2 raiccs reales y distintas (Respuesta no oscilante o amortiguada). 

l;. = 1: existen 2 raíces reales e iguales (Respuesta criticamente amortiguada). 

l;. < 1: existen 2 raíces imaginarias conjugadas (Respuesta oscilante}. 

A medida que ~ aumenta la respuesta dinámica del sistema se hace más suave. y a medida que va 
disminuyendo la respuesta es más oscilante. 

En et capitulo 3 se estudia el caso de un sistema oscilante. 

En el capítulo siguiente se discfta un sistema de control para el proceso de transfCn:ncia de calor 
en estudio. 
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CAPÍTUL02 

DISEÑO DE UN SISTEMA DE CONTROL SIMPLE "HACIA 
ATRÁS~ APLICADO A UN CAMBIADOR DE CALOR 

El objetivo del sistema de control de procesos es utilizar a la variable manipulada para mantener 
a la variable controlada o medible en el valor de operación deseado (.~t point) a pesar de las 
perturbaciones. Existen difcrcntcs estrategias de control. Sin embargo. para fines didácticos 
resulta conveniente la estrategia dd control .... hacia strás~.u.u. 

En el control '""hacia atrás .. la variable medible (y) es observada a la salida del sistema por un 
dispositivo de medición.. La sefta1 de esta. lectura (y-) se alimenta a un controlador. Este 
dispositivo compara dicha lectura con un valor prcdetenninado (set point. Y•) calculando un 
error de desviación (e - Y• - y..). En función dd enor. el controlador envia una sei1a1 (neumática 
o dcc:trónica. e) a un elc:mcnto final de control encargado de modificar las condiciones de 
operación de la variable manipulada (m). En la figura (2.1) se muestra el sistema de control 
"hacia atrás". 

-d 

PROCESO ,,..,,.,._ 
: V • 

~ •~•~ ~ 1 u'.u~L.-EL.EME>;r()-~_NJ"R_AL_~_" _ _, 

Figura 2.1 Sisac:ma de control 



Ca lru.lo2 

Por lo tanto. en todo sistema de control se realizan las siguientes operaciones básicas: 

• Medición 
• Comparación 
• Decisión 
• Acción de control 

Cada equipo dentro del lazo de control se representa por un modelo matemático. es decir .. por 
una ecuación diferencial en función del tiempo. Si a estas expresiones se les aplica el 
procedimiento explicado en el capitulo l. se establecen las funciones de transferencia 
respectivas. 

En la figura (2.2) se muestra que el proceso tiene dos funciones de transf"crcncia. W1A que se 
asocia a la variable manipulada ( m ), 0.. y otra a la perturbación ( d ). G,. 

d 

-~ 
Figura 2.2 

La variable medible se determina a través de dispositivos de medición, por ejemplo. un termopar 
o un medidor de flujo. Estos dispositivos de medición son representados por una función de 
transferencia G- tal y como se muestra en la figura (2.3). 

Figura 2.3 

La función de transferencia del controlador. Ge, es el resultado de la comparaci6n entre 
el valor del set point y del valor de la medición. Esto se observa en la figura 2.4. 
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e Acción de 
~I pnlftl Control . 

Variable 
medula 

e - Enoc -y~ -y. 

Figura 2.4 

Ca ltMlo 2 

Por Ultimo. la función de transfcrencia del elemento final de control. (por ejemplo una válvula o 
un motor de velocidad constante). está representada por Ge. como se presenta en ta figllnl (2.5). 

Acción de Control~~~ 
Figura 2.5 

Conjuntando los diagramas de las figuras (2.2). (2.3). (2.4) y (2.5) se encuentra el diagrama del 
lazo de control hacia atrás mostrado en la figura (2.6). 

Figura 2.6 

El diagrama de la figura (2.6) se rcprcscnta. por la ecuación siguiente: 

(2.1) 
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La deducción de esta ecuación se encuentra en el Apéndice 2. 

El primer término de la ecuación se conoce como problema scrvo2
• es decir. la f"unción de 

transf"crencia asociada al sel pomt representada por la ecuación siguiente: 

(2.2) 

La segunda función de transferencia se conoce como problema regulador2. esto es. la función 
asociada a la perturbación. se representa por la siguiente ecuación: 

(2.3) 

Es imponantc sei\aJar que el polinomio que es el denominador en G.,. y Gu (polinomio 
caracteristico) debe ser idéntico en ambos casos 

Para conocer Ja respuesta de un proceso con un sistema de control se requieren las funciones de 
transrerencia de cada constituyente del lazo. 

A continuación se hace una descripción de estas funciones: 

• Función de transferencia del controlador {G,:). 

Existen tres tipos de controladores uhacia atrás .. 2,..3'
13

; 

1. Controlador proporcional (P). Este es el modelo de controlador más simple. La ecuación con 
que se describe su funcionamiento es: 

donde: 
m(t) = m. + K.&(t) 

m(t) = sei\al de salida del controlador. 
m. = señal estacionaria del controlador (valor base). 
K.: = ganancia del controlador. 

(2.4) 

En la ecuación (2.4) se observa que la salida del controlador es proporcional al error entre el set 
point y Ja variable que se control~ la constante de proporcionalidad es la ganancia del 
controlador. K.:. La ganancia o sensibilidad de1 controlador es un pa:n\metro de ajuste que 
permite sintonizar la scftal de saJida del controlador cuando se presenta un cantbio en el error. 
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Estos controladores tienen la ventaja de contar solamente con un parámetro de ajuste. Kc. Sin 
embargo. adolecen de una gran desventaja.. ya que presentan ciena desviación en la variable 
medible. Esta desviación es llamada offset o compensación. 

El offset es la diferencia entre el valor del set po;n1 y el valor de la variable que se controla.. 
cuando el sistema alcanza el estado estacionario. El offset disminuye conforme aumenta el valor 
de K.,. Sin embargo. para la mayoria de los procesos existe un valor máximo de Kc. después de 
este valor el proceso se hace inestable. Otra desventaja de estos controladores es que no son 
muy c:linam.icos. 

Para obtener la función de transferencia del controlador proporcional. la ecuación (2.4) se 
establece en ténninos de variables de desviación y se aplica la transformada de Laplace. Así. 
resulta: 

(2.5) 

2. Controlador proporcional-integral (PI). Este tipo de controlador se utiliza cuando se desea 
eliminar la compensación y obtener TCSpucstas más dinám.icas. 

En este modelo se ai'lad.e un término adicional al controlador proporcional. Este elemento se 
conoce com-0 la acción integral o de reajuste. Éste se representa a uav~s de la siguiente 
ecuación: 

m(t) = m. + K
0
c(t) + K. J c(t)dt 

~. 
(2.6) 

donde "t1 -= tiempo de integración o rcajuste. Por- lo tanto. el controlador P1 tiene dos parámetros 
de ajuste,. ~ y "t1• 

El controlador proporcional - integral 'tiene la desventaja de incrementar en uno d ot'dcn de los 
sistemas. PCl'O elimina los ciectoa de compensación y provoca que el sistema sea muy diniunico. 

La función de transferencia de este controlador es: 

O = K (1+_!_) 
e "' "t¡S 

(2.7) 

3. Controlador proporcional-integraJ-dcrivativo (PlD). Para pc:nrunr al concrolador el 
adelantarse al comportamiento del sistema. se attade un término derivativo. Este término debe 
interpretarse como un agente que efectúa una extrapolación del comportamibnto del sistema 
adelantándose en el tiempo. Se rcprcscnta median.te la siguiente exp:r.csión: 
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m(t) = m, + K.c(t) +.!S.. J c(t)dt + K. i; 0 d c(t) 
'r¡ dt 

(2.8) 

Este controlador tiene la siguiente función de transferencia· 

(2.9) 

• Función de transferencia del elemento final de control (Gr) 

Los elementos finales de control son generalmente válvulas. Existe una gran variedad de válvulas 
de controlJ.1' tales como las de vástago reciproco (válvulas de globo, válvulas de jaula,. válvulas 
de diafragma). vástago rotatoño (válvulas de mariposa.. válvulas de esfera). 

La ecuaci.ón general que representa a las válvulas es la siguiente: 

F=Kf(x)~ 
donde; K: Coeficiente de la vil.lvula. (gpm/(psi)11"l) 

x : Posición de la válvula. (O:cerrado. 1: abierta por completo). 
p: Gravedad especifica. (Adimeru;;onaJ) 
AP: Calda de presión. (psi) 

Las válvulas se clasifican también por el tipo de ecuación que las representa. esto es: 

TIPO DE VÁLVULA ECUACIÓN CARACTERÍSTICA 

Apertura rápida. flx)= 1 

R..aí.z cuadrada f(x) = ..J,Z 

Lineal f{x) =X 

Porcentaje igual f"(x) = ªK-1 

Hiperbólica f(x) = 
1 

a -(a.- l)x 

donde a es un parámetro de ajuste que se calibra contra datos experimentales. 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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Para obtener la función de transferencia de una válvula es ncccsario lincalizar la ecuación 
caracteristica y aplicar ta Transformada de Laplace. Por ejemplo. después de lincalizar y poner ta 
ecuación (2.12) en función de variables de desviación n:sult.a: 

donde: 

dF = i:::- x'(t) 
dt 2vx. 

Aplicando la transformada de Laplace se obtiene: 

G 
_K, ,--• 

donde: 

K, = i:::-
2vx. 

(2.16) 

(2.17) 

Para fines d.idicticos generalmente se supone que Gr """ 1 0 esto ayuda a que las ecuaciones del 
lazo de control no resulten demasiado complejas. 

• Función de transf'etenCia del proceso (G,.) 

La función de tnlnSfercncia del proceso resulta d<:spués de haber realizado los balances de 
materia y encrgia,. como se discutió en el capitulo 1. 

• Función de transferencia del dispositivo de medición (Q,,,) 

Dentro de los dispositivos de medición1
• se encuentran los sensores de tlujo. los sensores de 

presión y los SCD30rcs de tempecatu.nL 

La función de transferencia de estos sensores dependen de dif"ercotes factores. Por ejemplo. 
dentro de los sensores de tempcrarura se encuentran dos tipo~ el primcl'O se muestra en la figura 
(2.7). En este cwoo el termbmetro esta en contacto directo con el lbDdo. es decir. la tempendUra 
del fluido es igual a la temperatura medida. La función de transferencia. para cate tipo de sensor 
es: 
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¿======::-Termopar 

---::!!!!!!!:~- --:~~~:~~~~:~:-
------------· ___ Sist<;_lfl.51 ___ _ 

Figura 2.7 

(2.18) 

Otro tipo de sensor de temperatura es el representado en la figura (2.8). 

Figura 2.S 

Como se observa el termómetro se t..~cuentra en un tcnnopozo. por lo que la temperatura 
medida es función de un número mayor de interfaces de transferenci~ lo que origina un mOOclo 
más complejo. Su función de transferencia es: 

(2.19) 

Al igual que para Ge. gencnümente se supone que G .. = 1 por la simplicidad que esto representa. 
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DISEÑO DEL LAZO DE CONTROL 

Para los fines de la discusión en este apartado en todos los casos se consideró que 

- 1 
d =- . . 
Controlador proporcional 
Problema servo 

Ca ltulo 2 

1 
Ysr =; Y 

Para establecer la ecuación del lazo de control se sustituyen la funciones de transferencia 
correspondientes a los componentes del lazo en la ecuación (2.2). En este caso las funciones de 
transferencia son: 

G. =K. 
G,=I 
Gm=I 

G = Kv:.: 
P "t'rS+ J 

La ecuación que resulta después de la sustitución es: 

donde: 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1 ): 

- Tipo de raiz: 

K.,. =C,s+C,(s+I/~) 
~ 

(2.20) 

(2.21) 
(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.2S) 

(2.26) 

El polinomio característico es de primer orden. y su raíz está localizada en el eje real del plano 
complejo mostrado en la figura ( 1. 7). 
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- Evaluación de constantes: 

C1:s=-l/i::==> ~""=C1(-l/"t).·.C1=-K.,p 

c,:s = o= ~~ = c,(11 •) .-. e,= K.r 

- Ecuación resultante en el dominio de Laplacc: 

- Antitransformada: 

.e·[~]= -K ex_(_..!.) 
s+ 1/ 9f' I\. "C 

/"t 

- Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

Controlador proporcional 
Problema r'qlUlador 

yº(t) = K.,,( 1- cxp -:') 

Ca ltulo 2 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

En este caso las funciones de transferencia son las ecuaciones (2.20), (2.21)~ (2.22) y la (2.3 t). 

G-~ 
d - "CrS+ 1 

(2.31) 

La ecuación que resulta despues de la sustitución es: 

K.. 1 
y=-- -

"CS+l s (2.32) 
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donde; 

-c=1+~2Kc; 
K,., 

Kd=---­
t+KnK., 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1): 

- Tipo de raiz: 

K.i l "C 1 C1 C2 y=----=---+-
s+l/"C s s+l/"t s 

K.. = C,s+C,(s+l/-c:) .. 

Ca /tu/o2 

(2.33) 

(2.34) 

El polinomio característico es de primer ord~ y su raíz está localizada en el eje real del plano 
complejo mostrado en la figura ( 1. 7). 

- Evaluación de constantes: 

C.:s=-1/--c=> ~=C•(-l/-c:).·.C•=-K.o .. 
C2:s=O:::::::> ~d=C2(l/"t):.C2=1C.d 

- Ecuación resultante en el dominio de Laplacc: 

- Antitransfonnada: 

~-[ ~] = -K. ~i{-B 

~-[~• ]= K• 

- Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

(2.35) 

(2.36} 

(2.37) 
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Controlador proporcional int~ral 
Problema servo 

y'(t) = K.(1-e><¡> ~') 
Ca lndo2 

(2.38) 

Las funciones de transf"erencia son. en este cas<>. las ecuaciones (2.21 ). (2.22). (2.23) y la (2.39). 

Ge= K.(i:,s+ 1) 
i:,s (2.39) 

La ecuación resultante después de sustituir las funciones de transferencia en la ecuación (2.2) es: 

y= ~15+1 
·es~ + 2!;;ts + 1 

donde: 

- Expansión en fracciones parciales {Ver Apéndice 1 ): 

- Tipo de raiz: 

donde: 

-~ .J~· -1 a=-;-+--.,,--; b= -~-,}~· -1 
i: i: 

,,', (i:,s+1) = c,(s+ a)(s+b)+c,(s)(s+b)+c,(sXs+a) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

Las ralees del polinomio caracteristico de cst.e modelo son ""a•• y "'"b .... En las ecuaciones de éstas. 
se observa que cuando z;. > l el sistema. tiene 2 raíces reales y distintas. Cuando ~ < 1 el sistema 
presenta 2 ralees complejas. 
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1) Ralees reales. 

- Evaluación de constantes: 

C 1 : s=O 

:, = C.(ab) .·. e, = ai:,, 
C 2 : s=-a 

l -&"t"1+l 
~(-a"t 1 +1) = C 2 (-a)(-a+ b) .·. C2 = "[ 2 (a2 -ab) 

el: s=-b 
1 -b"t¡ +l 
,, (-b<, + 1) = C,(-bX-b +a):. e,= ''(b' - ab) 

-Ecuación en el dominio de LapltcC: 

Y=~+~+~ 
s s+a s+b 

(2.43) 

-Antitransíormada: 

¿-[~]=e, (2.44) 

¿-[__s__] = e, e-
s+ a 

(2.45) 

¿-[__s__] = e, c ... 
s+b 

(2.46) 

- Ecuación resultante en el domirüo del tiempo: 

y"(t)= C
1 
+C

1
c .. +C 1e-tor1 (2.47) 
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2) Ralees complejas 

La ecuación a la cual se aplica la antitrasíonnada dircctamente2 es la (2.40), y se encuentra la 
siguiente expresión en el dominio del tiempo: 

e '"' [ .. • e ..--;:, t) ( ~ t _, ~J] y(t)=I+~ -sen .yl-1;.- - -sen .yl-1;. -+tan ---
vt-z;2 't T 't ¡;_ 

Controlador proporcional integral 
Problema regulador 

(2.48) 

Las funciones de transferencia que se sustituyen en la ecuación (2.3) son las expresiones (2.21). 
(2.22), (2.23), (2.31) y la (2.39). La ecuación resultante es: 

(2.49) 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1): 

:_',(-.,•) :.',-(-.,•) e 
y= .. .!.= .. !=S..+-'-+....S...... 

5
2 +2?;.s+_!.. s (s+aXs+b) s s+a s+b 

"t -e' 
(2.SO) 

donde· 

a= -1;. +.Ji;.' -1; 
"t "t 

"<~ (-c,s) = C.(s+aXs+b)+C,(sXs+b)+C,(sXs+a) (2.SI) 
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- Tipo de ralz: Real 

- Evaluación de constantes: 

C 1:s=O 

O=C,(ab).·.C, =0 

CJ:s=-b 

J ( ) -bT 
7 -bT, =C,(-bX-b+a).·.C,=T'(b'_'.ab) 

- Ecuación resultante en el dominio de l...aplace: 

Y=_s_+~ 
s+ a s+ b 

- Antitransfonnada: 

~-[__s__] = e, e-
s+ a 

~-[__s__J = e, e""' 
s+b 

- Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

Controlador Proporcional Integral J>eorivativo 
Problema servo 

Cap/tulo2 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

Las funciones de transferencia son las representadas por las ecuaciones (2.21). (2.22). (2.23) y la 
(2.56). 
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(2.56) 

Después de sustituir dichas funciones de transferencia en la ecuación (2.2). se encuentra la 
siguiente expresión: 

donde: 

y= "t1"tnS
2 

+-c,s+l .!. 
"t 2 s 2 + 2l;."ts+ 1 

~= 
-c1(-cp + K,.Kr:z"to). ~ = ~,(l + K.K..,) 

K.,Kr:z • 2,}KcKP2"t1(-c,. +KcKP2 'to} 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1 ): 

donde: 

a=-~+.J~'-1, 
~ ~ 

-Tipo de raíz: 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

Las ralees del polinomio caraci.erlstico de este modelo son ua" y .._b ... En las ecuaciones de estas 
raíces se observa que cuando l;. > 1 el sistema tiene 2 raíces reales y distintas. Cuando C < 1 el 
sistema presenta 2 raíces complejas. En este trabajo se estudia solamente el caso del polinomlo 
con 2 raíces reales y distintas. debido a que el sistema con ralees complejas p~ un alto 
grado de complejidad en cuanto al procedimiento algebnüco se refiere. 
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Raic::.cs reales 

- Evaluación de constantes: 

C 1:s=O 

__!,=C,(ab).·.C, =-1-, 
't' ab't' 

C 2 :s= -a 

1( () ) -.;-.;a'--.;a+I ~ 't' 1't' 0 -a2 +'t' 1(-a)+1 =C-:.{-aX-a+b).·.C2 = 
1 -r1;{a2 -~} 

- Ecuación en el dominio de Laplacc: 

- Ecuación en el dominio del tiempo: 

Controlador Proporcional Integral Derivativo 
Problema regulador 

Cap/tulo2 

(2.60) 

(2.61) 

Las funciones de transferencia paza este caso, son las expresiones (2.21), (2.22). (2.31) y (2.56). 
Después de sustituir las funciones de transferencia se encuentra la siguiente cc:uación: 

y 
K't' s 1 

-c 2 s:.+2l;'t's+l-;: 
(2.62) 
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donde; 

K=~; 
KcKP2 

"t1("tP + KcKn"tu). ~ _ 't1(1 + K.,Kp2 ) 

K.,Kn ' - 2JK.,Kp2"t,("tp + KcKp2'to) 

- Expansión en fracciones parciales (Ver Apéndice 1): 

donde: 

a= -f.+.Jf.'-l; b= -f.-~ 
"t 't 't 't 

.. 1, (K-.:,s) = c,(s+aXs+b)+c,(á)(s+b)+c,(aX•+a) 

-Tipo de ralz: Real 

- Evaluación de constantes: 

C,:s=O 
O=C,(ab)-·.C, =0 

C 2 :s= -a 

1 ( ~ X -K"'C,& 
~ K""<,(-a)1 = c,(-a -a+ b) :. C, = ""<'(a' -ab) 

(2.63) 

(2.64) 
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- Ecuación en el dominio de !..aplace: 

(2.6S) 

... Ecuación en el dominio del tiempo: 

(2.66) 

En el siguiente capitulo se trazan las gnificas de las respuestas con respecto al tiempo de las 
diferentes ecuaciones encontradas par.a cada controlador. y se analiza la influencia de los 
dllerentcs parámetros de ajuste. 

2-19 



CAPiTUL03 

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DEL COMPORTAMIENTO DE 
UNCAMBIADORDECALORCONUNLAZODECONTROL 

"HACIA ATRÁS" 

En el capitulo 2 se disei\6 el lazo de control hacia atráa para un cambiador de calor. es decir. se 
encontraron las c:cua.ciones que representan el comportamiento del sistema en estado transitorio 
cuando existe un lazo de control. En este capítulo se representa gráficamente el componamiento 
dd sistema pua cada tipo de controlador. tanto el problema servo como d regulador. 

Controlador Proporcional 

El modelo dinimico del cambiador de caJor para el problema servo con un controlador 
proporcional está. representado por la expresión (2.30). Los valores de las constantes son los 
siguientes: 

"tp = 127.39 s 

K.., = 29.17 ·e si kg 

y'~(t)=l 

En la figura (J .1) se observa el comportar.liento del sistema en fimci6n del tiempo y de la 
variación de Kc analizando el problema servo. es decir. estudiando que tan rápido alcanza el 
sistema el nuevo estado C$laclonario después de haber sido perturbado. 

En esta gnáfica se aprecia el problema de la compensación u -offset... el cual disminuye 
conforme crece la ganancia. es decir. cuando ~tiende a infinito la compensación tiende a cero. 
Sin embargo. entre mayor sea el valor de Kc el sistema es más senSl.blc. es decir. es más 
pcnwbable. No obstante. el sistema alcanza la estabilidad rápidamente a pesar de no alcanzar el 
-o de opcraci6n deseado. 

En este ca.so es conveniente calibrar el controlador con un valor alto de Kc para que e1 problema 
de la compeoución se reduzca ya que el sistema es estable. 



C"apítulo .J 

Por lo que respecta al problema regulador. la ecuación representativa es la (2.38). En este caso 
las constantes son: 

Kr 1 =1 

d'= 1 

Figura 3. l. ContToJador Proporcional. Problema servo. 

En la figu~a (3 .::!) se observa gráficamente el comportamiento del sistema para el problema 
regulador. Este problema asume que el set f'<.JU1t permanece constante en el estado estacionario. 
el set pomt debe ser cero. Se aprecia también el problema de la compensación. 

Conforme d tiempo c.-ecc. el valor de Ja variable medible tiende al valor de K..a. por lo tanto: 
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Compensacion = y',r-Y• ··~·=O- Kd = -Kd (3.1) 

AJ igual que en el caso anterior. entre mayor sea el valor de K., menor es el valor de la 
compensación. 

Para lograr un componamiento estable y dinámico del sistema con un controlador proporcional 
lo más conveniente es calibrar éste con una ganancia lo mas grnnde posible. de esta manera se 
tiene un sistema que alcanza la estabilidad rápidamente y con el efecto de las perturbaciones 
minimizado. 

---¡ 
1 

Figura 3.2. Controlador Proporcional Pr-oblema regulador. 

Controlador Propcrcional - Integral (PI) 

El cambiador de calor con un controlador PI para el problema servo. cuando el sistetna presenta 
raices reales. está representado por Ja ecuación {2.47). 

El objetivo de analizar el problema st..'TVO es conocer- Ja rapidez con la cual un sistema alcanza un 
nuevo estado estacionario despuCs de haber :;ido penurbado 

En ta figura (3.3) está trazada la gráfica que representa aJ comportamiento dinámico del sistema 
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cuando se mantiene fija "t1 con un valor de 100 s y cuando se varia K... Se observa que el 
sistema alcanza mas rápido la estabilidad conforme aumenta el valor de K..;. 

Por otra parte. en la gráfica de la figura (3 .4) el valor de 'ti varia manteniendo fijo et valor de K.: 
en S. El sistCl1Ul es más dinámico cuanto menor es 't1. 

En los dos casos. se aprecia que el sistema alcanz.a el valor del set poi111. lo que demuestra que 
en un controlador de este tipo oo ~ d ~ ~la compensación. 

Otra observación importante es que en estas gráficas se puede apreciar el ef"ecto de la parte 
integral en el comportamiento del sistema. Esta parte integral está representada por la pcquci\a 
curva que aparece en el principio de las gráficas. 

~-----·---------------------·---~- ----·----------, 
' 1 
1 

i 
1 ·-

H-+-+--+-+-+--t--H---t- -+--+--t-t-t++-t--+-++-t-t-+-+-f~--t--i 

~ ~ ~ ~ ~·~ § ~ ~ ~ a§~~~~ § ~ 

~= 1 

-----·---· TI~C•) ---------·------------·----..! ~--F-;~gura--3-.3-.-Controlador Proporcional~Integral. Problema servo. Variación de K... 

Como se explicó en el capitulo 2. cJ polinomio característico de la ecuación (2.40) tiene dos 
raíces complejas cuando l; < t. lo que provoca que el sistema oscile. 
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----· -- -- ------------------

¡ ______ _ 
----------------------------------~ 

Figura 3 4. Conuolador Proporcional-Integral. Problema servo. Variación de "t 1 • 

Por ejemplo. en un sistema de segundo orden representado por la siguiente ecuación: 

(3.2) 

que tiene como ralees las siguientes expresiones: 

p =-~-.Jf.'-1 
, '< '< 

Si ~ < 1 se tienen 2 rafees complejas conjugadas. Si se aplica la antitransf'ormada2 a la ecuación 
(3.2) se encuentra la siguiente c:xprcsión: 

(3.3) 
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donde: 

ro= .Ji~'f,.'; 4> •tan'[ .Ji~!;'] 
Tra:zando la gráfica de la ecuación (3.3) se observa. en la figura (3.5). que el sistema es 
oscilante. 

Figura 3 5. Sistema de segundo orden. 

A panir de la figura (3.5) se define al ~2 u ,..over.shoot'' como la relación entre A/B. El 
disparo es una función del;. y se calcula mediante la siguiente expresión. 

(3.4) 

Otro parámetro importante es co. el cual indica el periodo de oscilación. 

La ecuación (3.2) representa un si"st'C!llA de segundo orden sin controlador, a diferencia de la 
ecuación (2.40) que representa a un sistema de primer orden con un controlador PI. 

DespuCs de aplicar el método de la antitransfonnada cuando existen raíces complejas a la 
ecuación (2.40). se encuentra la ex.presión (2.48). las gráficas de esta ec:uación están 
representadas en las figuras (3.6). (3.7). (3.8) y (J.9). 
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En la figura. (3.6) se mantiene 6ja 1:1 en un valor de 100 s y Kc: varia de 15 a 35. En esta gnífica se 
aprecia que el sistema no es oscilante. sin embargo. si se irlcrcmcnta el valor de 't1 a 320 s el 
comportamiento cambia al de un sistema oscilante (ver figura (3.7)). 

-·-- ---------------------

TIEMPO(•) 

·---------------------------------' 
Figura 3.6. Controlador PI. Problema servo. Raíces complejas. 

En los dos casos el sistema alcanza más rápido el estado estacionario conforme aumenta el valor 
del<.. 

Por otra parte. en la figura (3.8) está traz.ada la gráfica del componamiento del sistema cuando 
se varia "'t1 en un rango de 100 s a t 80 s manteniéndose fijo el valor de Kci en l S. En esta figura el 
sistema tiene un disparo inicial. pero inmediatamente alcanza el estado estacionario. 

En cambio. si se incrementan los valores de "'tt de tal manera que se trabaje en un rango d1' 260 s 
a 400 s manteniendo Kc en 1 s. eJ sistema es oscilante. Esto se observa en la figura. (3.9). 

El sistema es más dinámico conforme disminuye 't1 para los dos cnsos. 

Cabe rnencionar que cuando se aumenta 't1. ~ disminuye lo que origina que el sistema sea más 
oscilante. Esto demuestra que d comportamiento oscilante de un sistema depende del valor de l;.. 
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-----~-------- ------·--- ---------- -- -----¡ 

_,___,f---t---t---+--.+--t ~ ·-+-· ..- - 1--i 

TIEMPO(•) 

1 

1 
1 
1 
l 
1 

~--------------------------------- ---

Figura 3.7. Controlador PI. Problema servo. Raíces complejas 

La figura (3.10) rcprcscnta gráficamente el comportamiento del sistema cuando se mantiene fija 
't1 en 1 SO s y se varia Kc. Se aprecia que cuanto mayor sea el valor de K.: et sistema es menos 
perturbable puesto que el objetivo de un sistema de control es minimizar el efecto de la 
perturbación por to tanto. es conveniente elegir altos valores de Je.:. 

En la figura (3.11) está ttazada la gráfica de la ecuación (2.SS) cuando se varia 't1 manteniéndose 
fija K.. en SO. Se observa que el sistema es menos perturbable cuando se tienen valores pcqueftos 
para 'tt y se alcanza rápidamente el estado estacionario. 

Con este análisis se concluye que el controlador PI se debe calibrar en un intervalo de S a 1 S 
para Kc. y en un intervalo de 100 s a 150 s para ~ •• ya que esto produce en los sistemas 
comportamientos dinámicos. estables y no oscilantes. 
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o -+--t---t---t--t---+--+--+-t--+----t-----t--t--t--11-1-l-I->-

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~§~~;~ 
-02 

TIEMPO(•) 

Figura 3.8. Controlador PI. Problema servo. Ralees complejas. 

------ ----------------------------~ 

Figura 3.9. Controlador PI. Problema servo. Raíces complejas. 
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s (0.15) 

i (0.20) Klc =e~ 
~ (0.25) 

(0.30) r. 

(O 35) 

{0.40) 

TIEMPO(•) 

Figura 3.10. Controlador PI. Problema regulador. 

¡(0.20) 

;v (0.30) 

~ 

i {0.40) 
> 

(0.50) 

~Set Poinl 

1 

.J (0.80) 

TIEMPO(•) 

Figura 3.11. Controlador PI. Problema regulador. 
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Controlador Proporcional - Integral - Derivativo (PID) 

El modelo dinámico del cambiador de calor para el problema servo con un controlador PID está 
representado por ta expresión (2.61 ). En este tipo de controlador se de analiza la influencia de 3 
parimetros de ajuste: K... 't 1• 'tu. Hasta ahora. se ha visto que K.: se relaciona con la sensibilidad 
del sistema y 't1 con la dinámica. El parilmetro 'to r-epresenta el adelanto al componamicnto del 
sistema. 

En la figura (3.12) se varia el va1or de K.: manteniendo fijos -r1 en 100 s y 'tu en 10 s El sistema 
alcanza la estabilidad a-8.pidamente cnta-e mayor sea el valor de K.:. 

En la figura (3. 13) se mantiene fijo el valor de K.:. en 5 y el de 'to en 1 O s mientras se varia el 
valor de 'ti En esta gráfica se muestra una vez más que el sistema es más dinámico entre menor 
sea el valor de 't1. 

Por último. la figura (3.14) muestra el comportamiento del sistema cuando se varia 'to 

manteniCndose fijas K.: en 5 y "t1 en 1 50 s. Se observa que la variación de 'to. de 5 s a 25 s, no 
afecta Ja dinimica del sistema. 

i 

TIEMPO(•) 

Figura 3 .12. Controlador PlD. Problema servo. 
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~Set Pomt 

1 

1 

TIEMPO(•) 1 
~-------------· ------~--- --~---- ---- __ J 

Figur-a 3.13. Controlador- PID. Pr-oblema servo. 

~--------------·--------------------------- --- --
_..set Point 

1 ---------------~----·-···············------

----/ 
O.B 

0.6 

TIEMPO(•) 

~----------------~- -···--·-- ---------- -----------·----
Figura J_ 14. Controlador PID. Problema servo. 
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El problema regulador está representado por la ecuación (2.66). En este caso. se observa la 
influencia de los 3 parámetros de ajuste en la minimización de la perturbación. 

Con respecto a K.:.. en Ja figura (3.15) se observa que el efecto de Ja perturbación es minimi7.ado 
cuando el valor de K.. aumenta. Cuando se varia "tr la perturbación se minimiza cuando mayor sea 
su valor (figura (3. 16)). Sin embargo. el sistema alcanza el estado estacionario lentamente. En Ja 
figura (3.17) se observa que la variación de 'tn tampoco influye en el efecto de la perturbación. 

En la litcratura2. .\. " se encontró que los valores de K., y 'ti nonnalmente están contemplados 
dentro del intervalo de 0.2 a SOO. y de O 1 mina SO min respectivamente Por lo tanto. se hizo un 
barrido dentro de estos rangos. El valor de 'ti debe ser cercano2 al valor de la constante tiempo 
del proceso (~p). 

Concluyendo, se aprecia que este sistema alcanza la estabi1idad rápidamente con cualquier tipo 
de controlador. Se sugiere que se seleccione un controlador proporcional - integral ya que no 
presenta el problema de ta compensación y sólo tiene:? parámetros de ajuste. 

En el capitulo siguiente se disei'ia el modelo dirulmico de una red de intcrcambiadores donde se 
plantean dif"crcntes estrategias de control. 

TIEMPO(•) 

Figura 3.15. Controlador PlD. Problema regulador. 
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Figura 3.16. Controlador PID. Problema regulador 
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CAPÍTUL04 

DISEÑO DEL MODELO DINÁMICO DE UNA RED DE 
INTERCAMBIADORES DE CALOR 

En este capitulo se establece la construccion y análisis del modelo dinámico de una red de 
intercambiador-cs de calor. 

El proceso de int~rcambio de calor'1 que se discute en este apartado. es el que se! verifica entre 
dos corrientes. una de tolueno y otra de benceno. La corriente de tolucno se encuentTa a una 
temperatura de 71 ºC' y se desea enfriar hasta 38ºC, mientras que Ja corriente de benceno tiene 
una temperatura de 1 S S "'C la cual se calic.."Ylta hasta 49 ºC. Se cuenta con un cambiador de calor 
proceso-proceso de volumen igual a 2.SO m'. Para alcanzar dichas temperaturas se cuenta con 
un cambiador de calor contra agua de enfriantiento y otro contra vapor saturado. En las tabla 
(4.1). (4.2). (4.3) y (4.4) se presentan los datos para el proceso En la figura (4.1) se representa 
a la red de intercambiadores 

TABLA4 1 CORRIENTES DE PROCESO 
Proniedad Corriente 2 4 5 6 
Sustancia Tolueno Benceno Tolueno Benceno Tolueno Benceno 
Tcmneratura (ºC\ 71.00 15.50 60.00 29.50 38.00 49.00 
F1u"o volumétricolm Jh) 3.66 2.99 3.66 :?.99 3.66 2.99 
Cn (kcal/kn ºC) 0440 o 419 0.440 0.419 0.440 0.482 
Densidad <ko/m-) 862.20 872.11 862.20 872.11 S68.25 860.28 

TABLA4.2. SERVICIOS AUXILIARES 
Pro,..iedad Servicio Auxiliar Acua de Enfriamiento Vanor Saturado 
Ranoo de temr-ratura (''C' 18 - 38 JI0-110 
Fluio másico (k·~~ máximo 800 60 

20 
534.44 



UlPO DE PROCESO 
lntercarnbiador 1 1 ntcrcambiador U lntercambiador 111 

2.50 1.70 1.49 
42.98 70.29 20.98 

TABLA 4.4. CARACTERlSTICAS DE TUBERIAS 
Material: Acero comercial Ced 40 
Tamaño nominal (in): 10 
Diámetro interno lml: 0.2545 
Lomz tubo lntercambiador 1 - lntercambiador 11 lml: 5 
Lonp;. tubo lntef"carnbiador 1 - lntercambiador 111 (m\: 7 

Figura 4. 1. Red de lntcrcambiadores de Calor 
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DISEÑO DEL MODELO 

A) Cambiador de Calor 1 (Proceso·Proceso) 
L Por tubos (Corrientes 1 y J) 

• Balance de materia: 

Capitulo 4 

(4.1) 

De acuerdo con la tabla ( 4.1) los flujos de las corrientes 1 y 3 son iguales. y considerando que la 
densidad es constante2

, se tiene: 

:. d(~;v> =o 

• Balance de cne:rgia: 

La contribución de calor es negativa ya que el fluido está cediendo calor. 

• Relaciones adicionales: 

• Ecuación diferencial resultante: 

u~H 

H=pVh 
h=CpT 
Q= k(LMTD) 

LMTD = (To-T•tffiiT') 
1nt:1- " 

(TJ-T2) 

dT•(t) [ To(l) -T.(l) T•(t)-T,(t) l 
V,----¡¡¡--= FoTo(t) - F•T>(t)-~ To(t)-T.(t) 

In -
(T•(t) -T,(l)) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 
(4.5) 
(4.6) 
(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 



lapítu/o ../ 

• Linealización 

La ecuación (4.9) no es lineal. por lo tanto es necesario aplicar el mCtodo de la Serie de Taylor11 

para linealizar dicha expresión. Ver Apéndice 3. 

Después de linealizar la ecuación resulta: 

V dT,(t) +(F, +AD, - AD,)T,(t) = (F, - AD,+ AD,)T,{t)+(-AD. + AD,)T.(t) + 
dt 

donde: A=~~ 
pCp 

(-AD,+ AD,)T,(t) + r •.• + r,,. 

r; .• = (T,.-T •• ) 
ln('S..=_~~.) ' 

(T,.-T, .• ) 

f'. _ (T,_. - T,_.) . 
'-·-~:-J· 

ln(T,. = T,.) 

• Definición de variables de desviación 

V 1 d!' +(F, +AD 1 -AD..,)T,'= (F1 -AD 1 +AD~)T1 '+{-AD. + AD6 )T.'+ 

(-AD, +AD,)T,' 

Simplificando la ecuación y definiendo la constante tiempo y las ganancias se obtiene: 

dT,' T' KT'KT'KT' "Cr¡dt+ l= Pll+ p;o.•+ l'l:' 

donde: 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 
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• Aplicación del método de la transformada de Laplace. 

(4. 13) 

agrupando términos se tiene: 

(4.14) 

Definiendo las funciones de transferencia como: 

G1 - Kr1 . G __!'S:;___. 
- ("tl' 1s+ 1)' ; ("tr 1S+ 1)' 

se encuentra la siguiente expa-csión. 

(4.15) 

La a-elación que existe entre la variable que se desea conta-olar y las otras variables se representa 
esquemáticamente a través de un diagrama de b1~2.• como el que se muestra en la figura 
(4.2). Estos diagramas son una herramienta Util para el estudio diná.rnico de tos procesos. ya que 
facilitan el entendimiento de la relación que existe cnta-c las diferentes variabl~ y permiten 
identificar a las funciones de u-ansf'erencia asociadas a los pa-ocesos. 

r. •I G, 1 
'F. •I G2 + .. e+ 11T3 

r~ 
'i', •I G, 

Figura 4.2. Diagrama de Bloques para. el lntercambiador 1. Por tubos. 
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JI. Por anulo (Corrientes 2 y 4) 

• Balance de materia: 

• Balance de energia: 

. d(pV) =O 
.. dt 

La contribución de calor es positiva ya que el fluído estil aimilando el calor. 

• Relaciones adicionales: 

Las relaciones adicionales utilizadas son las ecuaciones (4.4). (4.5). (4.6). (4.7) y (4.8) 

• Ecuación diferencial resultante: 

• Linealización: 

c·avitulo 4 

(4.17) 

(4.18) 

(419) 

La ecuación (4. t 9) no es lineal. por lo tanto es necesario aplicar el método de la Serie de 
Taylor11 para linealiza.r dicha expresión. Ver Apéndice J 

Después de linealizar la ecuación. resulta: 
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AT (•\ 
V~+(F, + AD6 -AD,)T,(t) = (F, -AD, +AD,)T,(t)+(-AD7 +AD,)T,(t) + 

(-AD,+ AD,)T,(t) + í, .• + f, .• 

donde: A=~; 
pCp 

f _ (T ... -T •.• ) . 
L• - lntr.· -T~) . 

(T,. -T,,J 

• Definición de variables de desviación. 

f. = (T, .• - T, .• ) 
··• (T ... -T •.. ) 

1 n ( T, :-.::-f,"J 

"Capitulo -1 

(4.20) 

Vd;:;' +(F, +AD6 -AD,)T,'=(F, -AD, +AD,)T,'+(-AD, +AD.)T,'+(-AD,+AD,)T,' 

(4.21) 

donde: T¡. = T¡ - Ti. ; T~ = T2 - T,.. ~ T~ = T1 - T1.; T~ = T.- - T. •. 

Simplificando la ecuación y definiendo la constante tiempo y las ganancias: 

dT,' T • K T ' K T' K T' 
'tr2 dt + .a = p.- 2 + r5 l + P6 t 

donde: 

'tp2 = F.-+W.-AD.-

Kr.- = t::*B:+*f}! 
K .. , = F:-ffll;A..8),. 
KPti = F:.eEfi:A;lfi .. 

• Aplicación del método de la t.ransfonnada de Laplace: 

acomodando términos se encuentra, 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

4-7 



Cap/111/0 4 

definiendo las funciones de transferencia 

se encuentra la siguiente expresión: 

(4.25) 

El diagraina de bloques para el primer intercambiador por la parte del ánulo es el mostrado en la 
figura (4.3). 

Figura 4.3. Diagrama de Bloques para el Intercambiador L Por ánulo. 

Sustituyendo la ecuación (4.25) en la (4.15) se obtiene la siguiente expresión (Ver Apéndice 4): 

Definiendo funciones de transferencia. 

G _ G, +G 2G,... 
7 - 1-G

2
G, . 

se encuentra ta siguiente ecuación: 

(4.26) 

G ::--: Gl+G 2G,.. 
' 1-G:iG, 

(4 27) 

Ahora., el diagrama de bloques que representa al intercambiador I por el lado de tubos es ta 
figura (4.4) 
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"T, ., G, l + 

® •T3 

T, .¡ G, r + 

Figura4.4 

Sustituyendo la ecuación (4.15) '-~la (4 25) se obtiene la siguiente expresión: 

Definiendo funciones de transf'crencia. 

G,> = Gf'> +G 1G, 
1-G,G, 

se encuentra la siguiente ecuación: 

G = G_. +G1Gs 
1º I-G2 G, 

Capitulo 4 

(4.28) 

(4.29) 

Finalmente, el diagrama de bloques que representa aJ intcrcambiador 1 por cJ lado del ánulo es la 
figura (4.5). 

Figura 4.5 

B) Cambiador de Calor 11 (Vapor Saturado). 

• Balance de materia: 
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d(pV) = p,F, - p.F. 
dt 

Capltuln-1 

(4.30) 

De acuerdo con la tabla (4.1) los flujos de las corrientes 4 y 6 son iguales. y considerando la 
densidad constante se encuentra la siguiente expresión: 

• Balance de energía: 

• Relaciones adicionales: 

d(pV) = 0 
dt 

Las relaciones adicionales utilizadas son las ecuaciones (4.4). (4.5). (4.6) y la (4.33). 

• Ecuación dücrencial resultante: 

• Llnealización: 

dT. =.§_T.(t)-_!",,_T,(t)+kWv(t) 
dt V0 V 0 

donde: k = _1.._ 
pCpV 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

La ecuación (4.34) es lineal poi'" lo tanto no es necesario utilizar ningún método de linealización. 

• Definición de variables de desviación: 

Simplificando la ecuación y definiendo la constante tiempo y las ganacias: 

"t'p) dT~ +T~ = KP7T~ + KNW.:,, 
dt 

(4.3S) 

(4.36) 
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considerando que F = F" = F..,. 

v,, 
T1·1=--¡;:-

donde: Kl'7 == 1 

Kr,. = k;u 

• Aplicación del método de la transfbnnada de Laplace· 

agn.ipando tCnn.inos se encuentra. 

definiendo las funciones de transf"erencia.., 

G11=~; 
Tr1S+ 1 

se encucntta la siguiente ecuación: 

G =~ 12 
T,.1s+l 

En la figura (4.6) se muestra el diagrama de bloques para el intercambiador 11. 

Figura 4.6 

Capftu/o-1 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 
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C) Cambiador de Calor lll (Agua de enfriamiento). 

• Balance de materia. 

(4.40) 

De acuerdo con la tabla (4. 1) los flujos de las conientes 3 y S son iguales.. y considerando la 
densidad constante se encuentra la s.iguicnte expresión: 

• Balance de energía 

d(pV) = 0 
dt 

• Relaciones adicionales: 

Las relaciones adicionales utilizadas son las ecuaciones (4.4). (4.S). (4.6) y la (4.43). 

• Ecuación diferencial rcsulumte: 

• Llnca.liz.ación: 

donde. k = Cp.., f! At.., E 

pCpV., 

(4.41) 

(4 42) 

(443) 

(4.44) 

La. ecuación (4.44) es lineal por lo tanto no es necesario utilizar ningún mCtodo de Hncalización. 

• Definición de variables de desviación: 

(4.45) 
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Simplificando la ecuación y definiendo la constante tiempo y las ganacias: 

Vm 
'T¡ • .,.:;:F 

donde: Kpq = 1 

K. = kVm 
PIO F 

considerando que F = F.1 = F,. 

• Aplicación del método de la transformada de Laplacc· 

agrupando tCnninos se encuentra: 

definiendo las funciones de transferencia. 

G -~ 
I• - "rp.-S+ J 

se encuentra la siguiente ecuación: 

En Ja figura ( 4. 7) se muestra el diagrama de bloques para el intcrcambiador m. 

'i', ·[ G,, ¡+ 
® •T, 

·I 
j -

WA.E. G,. 

Figura 4.7 

Caz,itulo 4 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 
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Combinando los diagramas dC las figuras (4.4), (4.5). (4.6) y (4.7) se obtiene el diagrama de 
bloqu~ mostrado en la figura (4.8). que representa a la red de intercambiadol"C5 de calor 

e;., 
'i', 

G,, 

'i', 
G, 

W,,.u G,, 

Go 'i'. 
Gu 

T, 
Goo 

Wv G., 

Figura4.7. 

Una vez disci\ados los modelos dinámicos de cada uno de los cambiadores de calor. es necesario 
. conocer la relación que tienen entre si. Esto se obtiene con las funciones de transferencia y los 
diagramas de bloques. Por ejemplo. de la figura (4.7) se puede observar que: 

...!, =º··· w •• 

y. _!6 =Gil. 
Wv 

Para conocer la ecuación de cada una de estas relaciones en f'unción de las gan4DCiu y de las 
constantes tiempo. se debe sustituir cada función de transferencia y realizar los pasos algebraicos 
necesarios. (Ver Apéndice 5). De esta manera. se encuentran las siguientes ecuaciones: 

1) 

(K,+K0 .J ~~s+I) 
Ti J\...K1 + Kn 
T.= ~;zs2 +2~'ts+l 

(4.50) 

4-14 



Capltulo4 

donde: 

2) 

( K +K Í~s+l) 
m Nl\...Km +Krv 

(4.51) 

donde; 

3) 
( K KÍ~s+l) 

v + v1'\..Kv + Kvi 
(4.52) 

donde: 

4) 
(K K Í Kvu"<., s+ 1) 

vu + vm'\..Kvu + Kvm 
(4.53) 

donde: 
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K (K { K,T.. 'I 
:r. P'i' 1 + Ku --- ...___ s + 1) 

5) 
K 1 +K0 

T. ('t .. ,s+l)'t:S: +2l;;ts+l 

K ( ( K.,T., ) 
'j', 

P9 Km +K1v ----s+I 

6) 
KTJlJ + Krv 

~- ("t'p,S+ l)'t;:S;z + 2!;,'tS+ 1 

7) l=~ w.s 'tp,S+ 1 

=r. KPT(Kv + KVl( Kv•Pi s+ 1) 
8) 

Kv +KV1 
Ti= ("t'pJS+ l)'t;:S;z-+- 2.!;'t:S+ 1 

( ( K,11 Tp, t) 
'T. K.,. Kvu + Kvu1 K s+ 

9) 
Kvn + vm 

y;= (t'p1S + l)"t':zS2 + 2-l;"tS+ 1 

10) ..!!.-=~ 
Wv "CpJS+ l 

Los valores numéricos de Jos parámetros son los siguientes (Ver ApCndicc 6): 

• Constantes tiempo 

• Ganancias 

"Cp¡-0.607 h 
TP>-0.569h 

K,., -o.772 
K,.. = 0.111 
K,,, = 0.136 
Kn=l 
ic..-1 

"CPJ -0.716 h 
'tp, -o.JsJ h 

Kr:,=0.117 
Kr.- .- 0.721 
KN-o_t43 
Kn = 0.431 "C h/kg 
K,.,. - 0.026 "C h/kg 

Capitulo-1 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

(4.57) 

(4.58) 

(4.59) 
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Capitulo 4 

• 't = 0.66S h 

- i; = 1.011 

• Relaciones entre las ganancias 

Kr = 0.784 
Km =0.113 
K,. =0.145 
K,.. 11 = 0.733 

Ku-0.017 
Krv =o 086 
Kvi=0.107 
Kvm =0.015 

Antes de discilar un lazo de control para este sistema. es necesario conocer la estabilidad del 
mismo. Se analiza cada intcrcambiador por separado. · 

A) Cambiador de Calor l. 
l. Por tubos 

De la ecuación (4.27) se observa que la temperatura de salida de la corriente 3. T3. es función de 
las temperaturas T 1 y T 2 

La ecuación (4.50) muestra la relación· entre T1 y T 1 • y después de sustituir los dif"erentcs 
valores de los pariunetros y considen.ndo que T 1 = lis. se obtiene la siguiente expresión: 

:¡:, = l.8112(0.7019s+ 1) 
s 2 +3.0429s+22647 s 

• Ralees del polinomio caractcristico: 

S1 = -1.2976 
s, = -1.7453 

• Expansión en fracciones parciales: 

:¡:,= 1.s112(0.7019s+I) .!.=S+~+--c_,_ 
(s+ 1.2976) (s+ 1.7453) s s+ 1.2976 s+ 1.7453 

1. s112[0.7019s+ 1) = c.(s+ 1.2976Xs+ t.7453) + c,(•X•+ t.7453)+ c,(•X•+ 12976) 

• Evaluación de constantes: 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 
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C,: s- -1.2976 

CJ· s = -1.7453 

• Ecuación resultante en el dominio del tiempo. 

e, = -02779 

e,= -os21s 

T~ = o.7997 - 0.2779e 1 19161 
- o..s21 Sc-1 "''"'l• 

En la figura (4.9) se muestra el componamiento de T:1 en función de T 1 . 

Figura4.9. 

Capitulo 4 

(4,63) 

La ecuación (4.51) muestra la relación entre T 1 y T-:. y después de sustituir los diferentes 
valores de los parámetros y postulando que T~ = lis. se obtiene la ecuación (4.64) la cual tiene el 
mismo polinomio caractcristico que ta (4.60). por lo tanto tienen las mismas raíces. 

=r. = 04532(0.4251s+ 1) .!_ 
(s+ l.2976Xs+ 1.7453) 

• Expansión en fracciones parciales: 

0.4532{0.4251s+ 1) = C,{s+ 1.2976)(•+ 1.7453) + c,(sXs+ 1.7453) + c,{s)(s+ 1.2976) 

• Evaluación de constantes: 

(4.64) 

(4.6S) 
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e,: s= -t.2976 = e,= -03498 

C):s=-t.7453 => C,=01497 

• Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

T> = 0.2001 - 0.3498e- 1 297~' + 0.1497e-• ,,.,,. 

En ta figura ( 4.1 O) se muestra el comportamiento de T '.' en función de T 2 . 

T3 EN FUNCIÓN DE T2 

º:.:1 
E o.1s\ 
::? º·' 1 / 

0.05 1 

/ 

001-~~~..,~-~~-~~..,~-~~~~~~-

TIEMPO(h) 

Figura4.10. 

Capitulo 4 

(4.66) 

De este aruilisis se concluye que la temperatura que tiene mayor influencia en la corriente 3. es la 
de la corriente 1 . 

U. Por anulo. 

A partir de la ecuación (4.29) se observa que la temperatura de salida de la corriente 4 (T,) es 
función de las temperaturas T 1 y T 2 . 

La ecuación (4.52) muestra la relación entre T 4 y T h y sustituyendo valores se obtiene: 

T. = o.5832(0.J42Ss+ 1) .!. 
(s+ l.2976)(s+ 1.7453) s 

(4.67) 

• Expansión en fracciones parciales· 
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C"apil'U/o 4 

0.5832[0.3425s + 1) = C,(s + 1.2976){s+ 1.7453) + c,(s)(s + 1.7453) + c,(s)(s + 1.2976) (4.68) 

• Evaluación de constantes: 

c 1 : s =o => c 1 = o.2575 
C 2 : s = -1.2976 C= = -O 5577 

e) s = -t.7453 => c 1 = 03002 

• Ecuación resultante en el domirúo del tiempo: 

T~ = O 2575 - 0.5S77e-1 
!91'!6• + 0.3002e-1 74111 (4.69) 

En la figura (4.11) se muestra el componamiento de T4 en función de T1. 

T4 EN FUNCIÓN DE T1 ··v-.. ~ 
¡;;- 0.2 
- 0.15 
¡!'. 0.1 

o.os 

ºº - ~ ~ - ~ ~ -
TIEMPO(h) 

Figura 4. 1 l. 

La ecuación (4.53) muestra la relación entre T, y T 1 • y sustituyendo valores se obtiene: 

'T. = 1.691(0012s+ 1) _ 
(s+ l.2976)(s+ 1.7453) 

(4.70) 

• Expansión en fracciones parciales: 

1.691(0.012s+ 1) = c,(s+ 1.2976)(s+ 1.7453) + C,(s)(s + 1.7453) +C,(s)(s+ 1.2976) (4.71) 
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Caoítulo4 

• Evaluación de constantes: 

C,: s =o ~ C, = 0.7470 
e,: s - -1.2976 e, = -2.s660 

C,:s=-1.7453 C 3 =:?..tt90 

• Ecuación resultante en el dominio del tiempo: 

T~ = 0.7470 -2.8660c-129761 + 2.1190e-• 7•Ht (4.72) 

En la figura (4.12) se muestra el comportamiento de T. en función de T 2 . 

T4 EN FUNCION DE T2 

o.e -
g~¡ 

~g::¡ 
~ 0.3 ~ !' 

0.2 J 0.1 
ºº"-----.-~-~--~--~--.,.--_--.,.--~-~ 

TIEMPO(h) 

Figura 4.12. 

Se concluye que la temperatura que tiene mayor influencia en la corriente 4 es la de la corriente 
2. 

B) Cambiador de calor Il. 

De ta ccu.ación (4.39) se observa que la temperatura de salida de la corriente 6 es función del 
flujo de vapor y de la temperatura T ... que a su vez es una función de T 1 y T 2. 

La ecuación (4.57) muestra Ja relación entre T6 y Tw. y sustituyendo valores se ot;Jtienc la 
siguiente ecuación: 

T _ [ 1.7575 ] [ o.5698(0.3493s+ t)] 1 
• - s+ 1.7575 (s+ l.2976Xs+ 1.74) -; 

(4.73) 
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Capitulo.¡ 

Siguiendo el mismo procedimiento que para el cambiador J se encuentra la siguiente ecuación: 

(4.74) 

En la figura (4. 13) se muestra el componam.icnto de T 6 en función de T 1 • 

T8 EN FUNCION DE T1 

TIEMPO(h) 

Figurn4.13. 

La relación entre T6 y T 2 esta dada por la expresión (4.58) y sustituyendo los valores de los 
parámetros se obtiene: 

T - [ 1.7575 J [ I.6914{05948s + 1) J 1 
• - s+ 1.7575 (s+ 12976Xs+ 1.74) ;; 

(4.75) 

La ecuación que se encuentra después de evaluar las constantes y pasarla al dominio del tiempo 
es: 

~ = 0.7480- 2.5444e-12976' - 10.446le-170u + 12.2426e_, ,,.,,.. (4.76) 

En la figura (4.14) se muestra el componamicnto de T 6 en función de T 2 • 

De este análisis se concluye que la tempcmtura de salida de la corriente 6 tiene más influencia de 
Ja temperatura de Ja corriente 2. Por lo tanto .. el diagrama de bloques para el cambiador de calor 
ll se puede simplifcar. encontr&ndose el que se muestra en la figura 4. 15. 
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Capitulo 4 

T6 EN FUNCION DE T2 

TIEMPO(h) 

Figura 4. 14. 

C) Cambiador de calor 111. 

A panir de la ecuación (4.49) se apr-ccia que la temperatura de salida de Ja corriente 5 es función 
del fluj~ del agua de enfiiam.icnto y de la temperatura T 3 • que a su vez es una función de T 1 y T:z. 

La ecuación (4.54) muestra la relación entre T .. y Ti. y sustituyendo valores se encuentra: 

- [ 2.61097 J[ l.8113{0.7008s+l) J 1 
T, = s+2.61097 (s+l.2976Xs+l.74) ; 

wv 

Figura4.15 

(4.77) 
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Capitulo./ 

Una vez que se evalUan las conscantes. la ecuación que r-esulta en el dominio del tiempo es: 

T~ = 0.8009 - O 5664e- 1 =91
"' - J_5535e 1 u~ 11 

....- l.3 l 89e : 61091 

En la figura (4.16) se observa el comportamiento de T, en función de T 1 . 

,-----------------------------, 
, TS EN FUNCION DE T1 i 

~ ~= [' /- -= 0 . .C / 

º-~ /~----------------~ 
Q - ~ ~ - ~ ~ - ~ ~ ~ -0.2' ...... 

L______ TIEMPO (h_> -------' 

Figura 4.16. 

La relación entre T5 y T 1 está dada por la ecuación (4.55). sustituyendo se encuentra: 

'j', _ [ 2.61097 J [ 0.4499(0.4066s + 1) J _! 
- s+26I097 (s+ l.2976Xs+ 1.74) s 

La ecuación en el dominio del tiempo es· 

T, = 0.1989- o.728Sc- 1 291
"

1 +o sosSc- 1 7•n• + o.0243e-= 6109
• 

En la figura (4.17) se muestra el comportamiento de T, en función de Ti. 

(4.78) 

(4.79) 

(4.80) 

A partir de este análisis se concluye que la temperatura de salida de la corriente S es influida en 
mayor proporción por la temperatura de 1a corriente 1. lo que origina que el diagrama de 
bloques se modifique quedando tal y como se muestra en la figura (4.18) 

A continuación se introduce el concepto de tiempo muerto y se hace un análisis del 
comportanücnto del sistema cuando se pr-cscnta este término. 
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Capítulo -1 

• i • •::i ;EN"UN~~DE=--! 
i!" o 05 / -- 1 

l 
-O.O: f- -;:;-;:;.~--;;;---;;;-;:::-;;;-;;_--~ 1 

TIEMPO(h) 
---------------- ------

Figura 4. 17. 

T, 

WA.E.-----1 

Figura 4.18. 

TIEMPO MUERTO 

En esta parte se hace un aruilisis del sistema cuando existe tiemoo muerto (t.t). El tiempo muerto 
se define como el tiempo que tarda la perturbación en ser percibida por el sistema. éste se 
determina a través de datos experimentales 

En la figura (4. 1) se observa que el comportamiento de los cambiadores de calor 11 y Hl depende 
del flujo de vapor y de agua de enfriamiento respectivamente. y considerando to explicado en el 
capitulo 1. se entiende que éstos son las variables manipuladas para esta red de 
intercambiadores. 
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Capitult>-1 

• Cambiador de calor 11. 

De acuerdo con Ja figura ( 4 J 5) la temperatura de la corriente 6. estñ en función de la 
temperatura de la corriente 2 (variable de perturbación) y del flujo de vapor (variable 
manipulada). Antcriorn1entc se observó el componamiento de Tt. en función de T:z Ahora. se 
estudiará el comportamiento de T,-, en función de W ... cuando no existe tiempo mueno y cuando 
si lo hay. 

La relación entre T,.. y w.. está dada por la ecuación (4.59). y siguiendo el procedimiento 
realizado en los casos anteriores se encuentra la ecuación (4.81) en el dominio del tiempo que 
relaciona a estas variables. considerando que Wv = 20/s. 

T~ = 8.6200 - 8.6200e 1 757
)

1 (4.81) 

Trazando la gnüica de esta ecuación se encuentra lo siguiente. 

¡-~· ·--·-·- ---- ··- --···-· .. -· --····-·- -1 

f 

1 ~ ~ T6 E:-~~:~~ON_:~ ~ -
1

, 
¡;- 6 //--

;;; .. 
~ ciC> -;;;--;;:--;;;--r;¡-;;;-;;-.;;-...;-;;;-;;;-;;-c,. j' 

o - - ~ - ~ 
. TIEMPO(h) 

---~ --------~- ------ -- -
Figura 4. 19. 

El tiempo muerto se dctennina suponiendo que Ja di!i>"tancia existente entre el cambiador de calor 
y el dispositivo de medición es de S rn. por lo tanto 

- _{0.2545 m)'t ) 5 5 , 
Vrubo = 70'""-h = n\.--

2
-- ,5 m = 0.2 43 m (4.82) 

De aquí se encuentra que el tiempo mueno es· 

t = vn.t-o = 025435 m' ::: 0085067 h 
J F., 2.99 m l I hr 

(4.83) 
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Para hacer el análisis con tiempo muerto se utiliza la siguiente expresión: 

~= G; =Gpe'•• 
Wv 

En este caso G.> es igual a G 1::. la cual esta representada por la siguiente ecuación: 

Capitulo 4 

(4 84) 

(4.85) 

Y de acuerdo. con las Identidades de PadC el término que incluye al tiempo muerto se define por 
las siguientes expresiones: 

- Para sistemas de primer orden 

- Para sistemas de segundo orden 

1-~s 
e-ª·• =--2-

1+~-s 
2 

e-•·• = t;sl - 6tds+ 12 
t.;s::i + 6tds+ 12 

(4.86) 

(4.87) 

El sistema en estudio es de primer orden,, por lo tanto se utiliza la expresión (4.86). y 
sustituyendo valores numéricos se encuentra la siguiente ecuación: 

r. =[~ iJ[23.sto9-•][20] 
s+l.7575 s+23.5109 s 

(4.88) 

DespuCs de realizar ta expansión en fracciones parciales y de evaluar las constant~ la ecuación 
en el dominio del tiempo que l"cprcscnta el comportamiento de T6 en función de Wv cuando ~y 
tiempo muerto. para un sistema. de primer orden. es la siguiente: 

~ = 8.6202-10.013le- 1 "n~ + l.3929c-:u' 1
09t (4.89) 

En la figura (4.20) se encuentra trazada la gráfica de esta expresión. 
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• Cambiador de calor 111. 

T6 EN FUNCION DE Wv CON 
TIEMPO MUERTO 

Figura ..t 20 

Capitulo../ 

De acuerdo con la figura (4. 18) la temperatura de la coniente 5. esta en función de la 
temperatura de la corriente l (variable de perturbación) y del flujo de agua de enfriamiento 
(variable manipulada). Antcrionnentc se observó el comportamiento de T, en función de T 1 . 

Ahora.. se estudia el compona.rn.icnto de T, en función de W."'-E. cuando no existe tiempo muerto 
y cuando si lo hay 

La relación entre T, y WA.E. está dada por la ecuación (4.56), y siguiendo el procedimiento 
realizado en los casos anteriores se encuentra la t.."CUación (4.90) en el dominio del tiempo que 
relaciona a estas variables. · 

1, = 0.5200 - 0.5::?00c :: " 11
"' (4.90) 

En la figura (4.21) esta trazada la gra.fica de esta expresión. 

El tiempo muen.o se determina suponiendo que la distancia existente entre el cmnbiador de calor 
y el dispositivo de medición es de 7 m. por lo tanto. 

td = o 09729) h (4.91) 

Para hacer el análisis con tiempo muerto se utiliz.a la siguiente expresión: 

(4.92) 
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T5 EN FUNCION DE Wa.e. 

0.8 1 
0.5 1 .----------

- Q 4 + //,-r 

~ 0:3 ¡ / 
;!! 0.2 j// 

0.1 

0 .,,'----.-~-. -~-. -..,-.-N ~ ~ ~ ~ 
TIEMPO(hl 

Figura 4.21. 

En este caso Gp es igual a G 14, la cual está representada por la siguiente ecuación: 

01 .. =~ 
Tp4S + 1 

Capitulo 4 

(4.93) 

Utilizando la expresión (4.86), y sustituyendo valores numéricos se encuentra la siguiente 
ecuación: 

'f, = [ 0067885 J [ 20.55646-•-J [E?.] 
s+2.610966 20.55646+s s 

(4.94) 

DespuCs de realizar la expansión en fracciones parciales y de evaluar las constames. la ecuación 
en el dominio del tiempo que representa el comportmniento de T s c..."n función de W A.E. cuando 
hay tiempo muerto, para un sistema de primer orden. es la siguiente: 

T, = 05200-0.6713e-;! 611
0& +0.1513e-20"'6" (4.95) 

En la figura (4.22) se encuentra trazada la gráfica de esta expresión. 

En e1 siguiente capítulo se disci\a el lazo de control para este sistema y se realiza la calibración 
del mismo. 
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Capitulo./ 

TS EN FUNCION DE Wa.e. 
CON TIEMPO MUERTO 

Figura 4.22. 
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CAPiTULOS 

DISEÑO Y CALIBRACIÓN DEL LAZO DE CONTROL 
HACIA ATRÁS PARA 

L'NA RED DE INTERCAMBIADORES 

En el capítulo 4 se diseñó y analizó el modelo dinámico lineal para cada uno de los 
intercambiadores que componen la red. 

Para obtener las temperaturas requeridas de las corrientes S y 6 se tienen 2 cainbiadorcs que 
trabajan. uno contra vapor saturado y otro contra agua de enfriamiento. represcnt.ados por los 
cambiadores 11y111 respectivamente! en la figura (4.2). 

Debido a que las temperaturas de las corrientes 5 y 6 dependen de las temperaturas de las 
conicntes 3 y 4. que son consideradas como perturbaciones., es necesario construir un lazo de 
control ... hacia atras•\ tal y como se muestra en las figuras (S. l) y (S.2). Esto pcnnitiri. obtener 
un modelo que arroje el comportamiento de las variables de salida en función de las variables 
manipuladas. 

Figura S.! 



Capitulo s 

En este capitulo se construye el modelo del lazo de control .. hacia atrils" para cada cambiador. 
Se utilizan Jos 3 tipos de controladores. y se sintonizan los parlimetros de los controlador-es por 
medio del método de Cohen y Coon2

. 

MÉTODO DE COHEN Y COON 

Sistema de 
control 

Figura 5.2 

Dentro de los métodos de sintonización de controladores uno de los más populares es el 
conocido como el mCtodo de Ja curva ~e reacción. Esta técnica fue desarrollada por Cohen y 
Coon El método es básicamente e:ic:pcrimental y utiliza datos reales del proceso a pan.ir de la 
respuesta del sistema. 

En la figura (5.3) se muestra un lazo de control que ha sido .. abierto•~. esto es, desconectando el 
controlador del elemento final de control. 

d (S) 

Y~(s) 

& (s) 

Ym(s) 

Figura 5.3. 



Capitu/o5 

Si se introduce un cambio artificial de magnitud A en la variable C, el cual actUa en el elemento 
final de control se consigue inducir un efecto diniunico al sistema. Se monitorea la variable y_ en 
función del tiempo. de tal fonna que se puede construir una gráfica que se denomina como ·•Ja 
curva de reacción" (process reaction curve. PRC). Entre Ym y C existe la siguiente función de 
transferencia: 

(S.!) 

Esta ccua.ción muestra que la curva de reacción no depende únicamente de la dinam.ica del 
proceso. sino también de la diná.mica del dispositivo de medición y del elemento final de control. 

El mCtodo de Cohen y Coon seilala que la respuesta de la mayoria de los procesos puede ser 
aproximada a una respuesta de primer orden con tiempo muerto: 

G (•)=Y~(•)~~:.:.:. (S.2) 
PRc C(s) "ts+ 1 

:a cual tiene tres parametros· la ganancia K el tiempo muerto t..s y la constante ticm.po Y. A 
panir de la figura (5.4) es facil estimar los valores de los parámetros. 

B 

Figura 5.4. 

Los parámetros se calculan utilizando las siguientes correlaciones· 

Salid.a (en el estado estacionario) B 
K= =-

Entrada (en el estado estacionario) A 
(S.3) 

S-3 



tan0 = & ,, 

B 
-.:=--

tan8 

(Calculada en el punto de inflexión) 

t4 = tiempo muerto. t:l tiempo que tarda el sistema en responder 

Capitulo5 

(5.4) 

(5.5) 

El valor de la salida. B, es el valor que toma la variable medible una vez alcanzada la estabilidad~ 
este valor es denominado respuesta última. El valor de la entrada. A. es aquel cambio de 
magnitud introducido en la variable C cuando el lazo de control es .. abierto··. ver figura (5.3). 

En el método de Cohen y Coon se utiliza el modelo aproximado de la ecuación (5.2) y se 
estiman los valores de los panUnetros K. lct y "t. DespuCs, se derivan expresiones para ta 
obtención de los ''mejores .. valores de los parámetros de ajuste, con base en los criterios de 
estabilidad. sensibiiidad~ dinámica. capacidad de oscilación y compensación. 

Dentro del mCtodo de Cohcn y Coon se encuentran las siguientes correlaciones· 

Controlador Proporcional 

Controlador Proporcional - lntrgral 

Kc = ..!.. 2. (o.9 +....!.-!_) 
K td 12-r 

T = t 30 + 3 t"" / T 
t 

4 9+20tg/'Y 

Controlador Proporcional - Integral - Derivativo 

T _ t 32 + 6 td / T 
1 - d 13 + 8 td /-r 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 
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Capítulos 

(5.11) 

• Calibración del cambiador 11. 

La curva de reacción del proceso con tiempo muerto, para este éa.so. esta representada por la 
siguiente expresión: 

donde Gr= G,. = 1 y C = 20/s. 

¡_!.o!. s 
__ 2_ 20 

1 + !.~s 5 
2 

(5.12) 

Tomando la antitransíonnada de Laplace de la ecuación (5.12) se encuentra. después de sustituir 
los valores numéricos, la expresión ( 4 89). 

T~ == 8.6202 - 10.013 le-• 7n'1 + 1.3929e-:.>' 109
' 

La curva de reacción es la gnüica mostrada en la figura (4.20). 

¡--------------~ 

B¡ 
91 

~ .. ¡ 

T& EN FUNCION DE Wv CON 
TIEMPO MUERTO 

= ~ ~-~-~----·---­
~9 ~ ~ a ~ ~ ~ 

TIEMPO(h) 

Figura 4.20. 

(4.89) 

Para determinar Ja coo.stantc tiempo de la ecuación (S.4) se necesita conocer el punto de 
inflexión de esta curva.. y determinar el valor de la tangente de e alrededor del punto de 
inflexjón. 

s-s 



Capítulos 

Para conocC1" el punto de inflexión de la curva se debe encontrar la segunda derivada de la 
función e igualarla a cero. es decir. la expresión (4.89) se deriva dos veces con respecto al 
tiempo y se iguala a cero. 

~~-·- = -10.01Jl(-t.757S)e inm +13929(-23.5109)e·:HioYt 
dt 

Igualando a cero, 

-100131(-1.757S)i.e- 1 n 1
""' + 1.3929(-235109)2 c-::J~• 09 • =O 

Esta igualdad se cumple cuando t = O 14 778 h 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(516) 

Sustituyendo este valor en la expresión (S.13) se encuentra que Gpp_c = 0.94059, por lo que el 
punto de inflexión es· 

(0. 14778, 0.94059) 

Los datos de la curva de reacción se muestran en la tabla (S. l ). 

TABLAS.! CURVA DE REACCIÓN DEL CAMBIADOR 11 
t<HORASl ÜJ>Rc lT-\ 

1 o o 
2 0.02 -0.1767 
3 0.04 -0. 1693 
4 0.06 -0.0509 
5 0.08 0.13:?8 
6 0.10 0.3536 
7 0.12 0.5939 

8 0.14 0.8429 
9 0.16 1.0939 

10 o 18 1.3428 
11 020 1.5873 
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El punto de inflexión se localiza entre los puntos 8 y 9. por lo tanto: 

A.si_ se encuentra: 

tan 0 = ~- = (10939-08429) = 12.55 
2t (0.16- 0.14) 

K = ~ = 8.6202 = 04310 
A 20 

'= ~ = 86202 = 0.6869h 
tan e 12.55 

ld = 0.085067 h (Ver expresión (4 83)) 

Cap/tu/oS 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

Sustituyendo estos valores en las expresiones (5 6). (5 7). (5.8). (5 9). (S.10) y (S.11) se 
encuentra que los controladores se deben ajustar. segUn Cohen y Coon.., a los siguientes valores: 

Controlador Proporcional 

Kc = 19.5085 

Controlador Proporcional - Integral 

Kc = 17 .0549~ -ti= 0.2251 h 

Controlador Proporcional - integral - Derivativo 

Kc=25.5601. "t1=0.1991 h~ "to=0.0302h 

Las ecuaciones del lazo de control para los cambiadoc~ se obtienen siguiendo el proccdinúcnto 
explicado en el capitulo 2. En la figura (5.5) y (5.6) se muestra el comportamiento del sistema 
con un conu-olador proporcional y con un pcoporcional - integral. No se representó al sistema 
con un CPID debido a que el sistema de ecuaciones a resolver es muy complicado. ya que 
existen ra.iccs complejas 
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Capitulo 5 

• Calibración del cambiador Ill. 

La expresión que representa a la curva de reacción del proceso con tiempo muerto para este 
caso es: 

G _ Krio 
PRC - "tp .. S+-l 

(5.20) 

donde Ge = G... = 1 y C = 20/s 

Transformando la ecuación (5.20) aJ dominio del tiempo se encuentra. dcspué:s de sustituir los 
valores numéricos. la expresion (4.95). 

T~ = 0.5200-06713e :: 611 º1 +O.I513e-:0 ~'"" 

La curva de reacción es la gráfica mostrada en la figura (4.:?.:!.) 

-----.;-:~:-;~NCION DE-:a.e~----1 
CON TIEMPO MUERTO 

0.5. 
0.4 ¡ 

¡;;-_ 0.3 I --
0.2 ¡ 

;!? 0.1 i 
o~-------------

-0.1~ ~ 3 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
; ººº ºººº l TIEMPO(h) 
"·-------· ·-- -----

Figura 4 22 

(4.95) 

El punto de inflexión se obtiene encontrando la SC'b''"l . .mda derivada de la siguiente expresión: 

dGnw = -0.6713(-2.6110)c-H11º 1 +01513(-20.5565)c· 10
,

56
" 

dt 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 
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Igualando a cero, 

(S.24) 

Esta igualdad se cumple cuando t = 0.14694 h. 

Sustituyendo este valor en la expresion ( 5 :? l) se encuentra que Gr.te = 0.06998, por lo que el 
punto de inflexión es· 

(O 14694. 0.06998) 

Los datos de la curva de reacción se muestran en la tabla (S 2). 

TABLA S.2. CURVA DE REACCION DEL CA.'l.fBIADOR 111 
tfHORASl Gt-R.c (T,,.l 

1 o o 
2 o 02 -O 01685 
3 0.04 -o 01824 
4 o 06 -O 00988 
5 o 08 0.00446 
6 0.10 0.02230 
7 o 12 0.04210 

8 o 14 0.06270 

9 0.16 0.08360 

10 o 18 o 10420 
11 0.20 o 12430 

El punto de inflexión se localiza entre los puntos 8 y 9, por· lo tanto· 

tan e= i,Y m ~ (0.083ó- 00627). = 1.045 
Ct (0.16- 0.14) 

(S.25) 

Así, se encuentra: 

K = ~ = ~ = 0.02600 
A 20 

(5.26) 

~ = ~ = 
05200 

= 0.497\ h 
um e 1.04s 

(5.27) 
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Capítulos 

t.t = 0.097293 h (Ver expresión (4.91)) 

Sustituyendo estos valores en tas expresiones (5.6), (S.7). (5.8), (S.9). (5.10) y (5.11) se 
encuentra que los controladores se deben ajustar. segUn Cohen y Coon. a los siguientes valores: 

Controlador Proporcional 

Kc=324.7170 

Controlador Proporcional - Integral 

Kc = 180.0658; 'tr = 0.2304 h 

Controlador Proporcional - Integral - Derivativo 

Kc::a271.6312~ -c 1 =0.2216h; 'to'""0.0342h 

En las fib"'llras (5.7) y (5.8) se muestra el comportamiento del sistema con un controlador 
proporcional y un controlador proporciOnal - integral. 

SELECCIÓN DEL TIPO DE CONTROLADOR 

Los efectos de los diferentes modos de control en la respuesta del sistCfJla se resumen como 
sigue: 

1 Control Proporcional 

(a) Acelera la respuesta de un proceso controlado 
{b) Provoca una compensación en todos los procesos,. excepto aquellos que presente en su 
función de ua.nsf"crencia una acción integral (lis). 

2. Control Integral 

(a) Elimina cualquier compensación. 
(b) La eliminación de la compensación usualmente genera desviaciones grandes. es decir. el 
control integral provoca respue5tas oscilantes. lo que origina que en un primer momento la 
respuesta del sistema se desvie del set po1nt. Sin embargo. finalmcn.te se Ucga al estado 
estacionario sin compensación. 
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(e:) Produce respuestas lentas y de grandes oscilaciones. 
(d) Si se incrementa la ganancia Kc para conseguir una respuesta más rápida.. el sistema llega a 
ser oscilante y puede perder su estabilidad. 

J. Control Derivativo 

(a) Anticipa futuros CTTorcs e introduce una acción apropiada. 
(b) Introduce un efecto estabilizador en Ja respuesta del lazo cerrado de un proceso. 

De acuerdo con lo anterior. es claro que un controlador PID debe ser el mejor. Esto es cierto en 
el sentido de que ofrece la mas alta flexibilidad de alcance del control deseado de la respuesta 
mediante el ajuste de tres pari.mctros. Sin embargo. la sintonización de este tipo de controlador 
es mAs compleja debido a que se tienen que ajustar 3 parámetros. Además. la resolución de 
ecuaciones diferenciales representa un alto grado de dificultad. Para equilibrar la calidad en la 
respuesta deseada contra la dificultad de calibración. se pueden seguir las siguientes reglu para 
seleccionar el controlador mis apropiado. 

l. Tener presente la premisa: .. Siempre el mejor control es el mas sencillo'' 

2. Si es posible. utilizar un conttolador proporcional. Un controlador proporcional puede ser 
.usado si: 

(a) es posible alcanzar una compensación aceptable con valores moderados de Kc. o 
(b) si el proceso tienen una acción integral (p. ej. un término 1/s en su función de tranSferencia) 
para el cual el controlador proporcional no provoca una compensación. 

Por lo tanto. para el control del nivel de un liquido o la presión de un gas se debe utilizar este 
tipo de controladoc 

3. Si no es aceptado el uso de un controlador proporcion.al deberi. emplearse un proporcional -
integral. Un controlador PI debe ser usado cuando el control proporcional por sí solo no o&ece 
errores núnimos de estado estacionario (offsets). Así, un PI se usa en sistemas paca el control del 
nivel de un liquido o la presión de un gas pero con control de flujo. La respuesta de un sistema 
de flujo es muy rápida. Consecuentemente. la velocidad de un sistema de lazo cetTado es 
satisfactoria a pesar de la lentitud causada por el modo de control integral. 

4. Usar un conuolador proporcional - integral - derivativo para incrementar la velocidad de la 
respuesta de lazo cenado. Un controlador PI elimina el offset. pero reduce la velocidad en la 
respuesta de un lazo cctTBdo. 
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Capitulo 5 

La respuesta de un proceso con varias capacitancias es muy lenta. la adición de un PI hace ésta 
aún mis lenta. En tales casos. la adición de la acción derivativa.. con su efecto estabilizador. 
permite el uso de altas ganancias lo que produce .-espuestas más rapidas sin oscilaciones 
excesivas 

De esta manera.. la acción derivativa es recomendada para el control de temperatura y de 
composición los cuales tienen respuestas lentas. 

Sin embargo. para el caso de la red de intercambia.dores en estudio se sugiere utilizar. tanto paca 
el cambiador de calor II como para el 111. un controlador PI debido a que brinda una dinámica 
aceptable y estabilidad al sistema., independientemente de la desviación del set point que se 
pr-escnta (ver figura (S.6)) al principio de la respuesta del sistema, ya que Csta es m.inima. 

As.i mismo. la resolución de las ecuaciones diferenciales no prcscrtta un alto grado de dificultad. 
Por otra parte, con este tipo de control sí se logra eliminar el problema de la compensación u 
offset. 
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CAPÍTUL06 

ANÁLISIS DE RESPUESTA DE FRECUENCIA 
DE UN PROCESO LINEAL 

El análisis de respuesta de frecuencia 2 es otra técnica utilizada para diseilar lazos de control 
hacia atrás. 

Cuando un sistema lineal es af°t.."Ctado por una entrada oscilante. su respuesta última (después de 
un tiempo prolongado) es también oscilante. Esta característica constituye la base del análisis de 
la respuesta de frecuencia. 

Con este anitlisis. se detennina cómo las caracteristicas de la onda de salida (amplitud y retardo 
de fase) cambian conforme la frecuencia de la onda de entrada. 

RESPUESTA DE FRECUENCIA DE UN SISTEMA DE PRIMER ORDEN2 

Considerando un sistema de primer orden con la f'unción de transferencia: 

y(s) K• 
G{s) = f(s) = ~rs+ 1 

(6.1) 

y suponiendo que f{t) es una entrada oscilante de amplitud A y frecuencia ro: 

f{t) = A sin wt 

entonces. 

- A<Q 
f(s)= s:z +~ (6.2) 



Capítu/06 

Sustituyendo la ecuación (6.2) en la (6. 1) se encuentra: 

y(s) = __ Kr __ Aw , 
T,.s+ 1 s2 +ro-

(6.3) 

Realizando la expansión en fracciones parciales se obtiene. 

(6.4) 

Evaluando las constantes C1. C 2 y C:. y encontrando la inversa de Ja transf"onnada de Laplace. se 
llega a Ja expresión siguiente. 

y(t) = KPAwTP e "~• - K,.A~ci.n:,, cos wt +~sen wt (b.S} 
'"t~CO 2 + 1 '"t~Crl - +- t '"t~CO 2 + 1 

Cuando t ---),- oo. e· 1 '~• -> O por lo cual el primer término de la ecuación {6.5) desaparece. Por 
lo tanto. después de un tiempo prolongado. Ja respuesta de un sistema de primer orden a una 
entrada oscilante esta dada por: 

(6.6) 

Utilizando la siguiente identidad trigonométrica· 

donde: 

La ecuación (6.6) resulta ser: 

(6.7) 
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Capít11/o 6 

donde: 

(6.B) 

A panir de las ecuaciones (6. 7) y (6.8) se observa que: 

J. La respuesta última de un sistema de primer orden con una entrada sinusoidal es también una. 
onda sinusoidal con la misma frecuencia ru 

2. La relación ent..-c Ja amplitud de salida y la amplitud de entl'"ada es llamada ··..-elación de 
amplitudes (RA)" y es una función de la frecuencia 

(6.9) 

3. La onda de saJida es retrasada ('·retardo de f"asc") con respecto a la onda de entrada por un 
ángulo 4>. el cual es también una función de la frecuencia. segUn la ecuación (6.8). 

Álgehra de mimcros complcJO.'\" 

1. Considerando un número complejo W definido por 

W =a+ ib 

donde a """ Re(\V) = parte real de W. y b = lm(W) = panc imaginaria de W. Definiendo Jos 
siguiente términos 

El .. módulo o valor absoluto o la magnitud de \V" se rep..-esenta por IWJ y se define 

como: 

¡w¡ = J[Re (w)j' +[lm (w)J' (6.10) 

El ... Angulo de fase o argumento de W .. se representa por <W o arg (\V) y se define como: 

< W =tan '[lm(W)J = 0 
Rc(W) 

(6.11) 
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De la figura (6. 1) es claro que: 

a= IWI cose y b =IWI sene 

Eie ima~inario 

b 

Figura 6.J 

y 

w = IWI cose + ; IWI sen e 

Recordando las siguientes identidades: 

entonces.. 

cos e = e'° + c-.e y 
2 

e"°-c '° 
seno-~ 

eº+e-.o e.e-e-"° .a 
w = IWI --2- + ilwJ _2_;_ = IW!e 

2. Definiendo Z """ a -ib. es B.cil demostrar que: 

lwt = lz.I Y argZ --arg W 

Capitulo 6 
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3. Sustituyendo s = im en Ja ecuación (6 1), se encuentra: 

o 

G(iOJ) es un número complejo. Por Jo tanto. de acuerdo con las ecuaciones (6.10) y (6.1 J). el 
módulo de G(iro) es· 

y el argumento de G(im) es: 

arg ( G(iro)) = tan ' - °'"• ~ retardo de fase {VCT ec. 6.8) 

Estas dos Ultimas relaciones indican que la relación de amplitud RA y el retardo de fase el» para la 
respuesta de frecuencia de un sistema de primer orden, son iguales al módulo y el argumento, 
respectivamente. cuando en su función de transferencia s = im. 

RESPUESTA DE FRECUENCIA DE UN PROCESO PURO DE TIEMPO MUERT02 

La función de transferencia es 

G(s) =e'•' 

Haciendo s = iro: 

G(iro) =e•·• 

se encuentra entonces, 

RA = jG(iro~ = 1 (6.13) 
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Capitulo 6 

Retardo de fase = argumento de G(im) = -tdID (6.14) 

RESPUESTA DE FRECUENCIA DE UN SISTEMA DE PRIMER ORDEN CON TIEMPO 
MUERTO 

Este tipo de sistema se estudió durnnte el desarrollo del sistema de control para la red de 
intercambiadores de calor 

• Cambiador de calor IL 

La f"unción de transferencia de este cambiador está representada por la ecuación siguiente: 

G,.::....-~~e'•• 
Tl'"ls+ 1 

donde Kl .. = 0.431 ºC h/kg. -r,.1 ~ 0.569 h y l.!!= 0.085 h_ 

(6.15) 

La relación de arnphtudcs de este ~istema se obtiene mediante el producto de la RA del sistema 
de primer orden puro y de la RA dc1 sistema con tiempo muerto puro. Por Jo tanto la relación de 
amplitudes r-esuftantc es: 

0.431 
RA~~~~~--~ 

J(o569'm2)+ 1 
(6.16) 

El retardo de Case de este sistL~ es la suma del retardo del sistema de primer orden y del 
sistema de tiempo muerto, es decir: 

.¡. = tan"'(-0.5690>)+(-0osSm) 

• Cambiador de calor UI. 

La función de transferencia de este cambiador está representada por la ecuación s;guientc: 

Gr=~c--·• 
""t"r.cs+I 

donde Krro = 0.026 "C hlkg. "tr:t = 0.383 h y e:.. = 0.097 h. 

(6.17) 

(6. l!I) 



C'apltu/06 

La relación de amplitudes de este sistema es: 

RA _ 0.026 

- J{0.3s3'w')+ 1 
(6.19) 

y el retardo de fase 

<j> =tan '(-0.383w)+(-0.097w) (6.20) 

DIAGRAl\.1AS DE BODE:.> 

Los diagramas de Bode (en honor de H. \\' Bode) constituyen un camino conveniente para 
representar las caractcristicas de la rcspucs(a de frecuencia de un sistema. Como se puede ve.- en 
las ecuaciones (6 8) y (6 9), la relación de amplitudes y el retardo de fase de la respuesta última 
de un sistcn1a son funciones de la frecuencia w Los diagramas de Bode consisten en un par de 
graficas que muestran· 

1. Cómo c1 logaritmo de la relación de amplitudes varia con el logaritmo de la frec..,1cnci~ y 
2. Cóm() el retardo de fase va.-ia con c1 logaritmo de la frecuencia. 

Asi. pa:-a construir el diagrama de Bode de los cambiadores de calor en estudio. primero se dan 
valores a <u, se calcula el logaritmo de dichos valores~ se calcula la .-elación de amplitudes y su 
logaritmo Para el retardo de fas.e, se grafica el logaritmo de ro contra 4> 

En la figura (6 2) se muestra el diagrama de Bode para el cambiador ll. y en la figura (6.3) el del 
cambiador 111 

CRITERIO DE ESTABILIDAD DE BODE 

La función de transCerencia de lazo abierto (open - loop) para el cambiador de calor 11 es la 
siguiente: 

G(u 
= Y ... (s) = ~!'..!'_Kre·••• -= 0431 Kr, e oou .• 

y"P(s) '"tp 1 s+ 1 0569s+ 1 
(6.21) 
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Con la ecuación (6 17) dada la e.o = 19.6 rnd/min se calcula el valor de cf» ...:: -1800. y con la 
ecuación (6.16) se calcula RA = 0.0385. Ver figura (6 2) La frecuencia donde el retardo de fase 
es igual a -1800 es llamada frecuencia ..:ritica (cro.\.\Ol'<•r frec.·uL-'llCy) y se denota por e.o"'° 

El criterio de estabilidad de Bode establece que un sistema de control hacia atra .... es inestable si 
la relación de amplitudes RA. correspondiente i.I la función de tr.msfcrencia del lazo abierto 
(6.21 ), es mayor que la unidad en el valor de la frecuencia cntica Como R..'\ < 1. el cambiador de 
ca.Jor 11 con un lazo de control hacia atrás es un sistema estable 

La !Unción de lrartsf"crencia de lazo abierto (opt:n - /,><..1p) para d cambiador de calor 111 es la 
siguiente: 

~·~!_(_¿s:.~ 
Tp.aS l J 

0.026 K,. e "'~'h 

0.383s t- 1 
(6.22) 

Con la ecuación (6 20) dada la cu - 17 7 ra<llmin se cak:ula el valor de 4' -_, -180º. y con la 
ecuación (6 JCJ) se calcula RA - O 00.~8. Ver fi&7Ura (6 J) 

De acuerdo con el criterio de estabilidad dt!" Bode, el cambiador de calor l ll con un lazo de 
control hacia atni.s es un sistema estable 

TÉCNICA DE CALIBRACIÓN DE ZIEGLER - NICI IOLS 

En el capítulo 5 se discutió d método de calibración basado en la curva de reacción del proceso. 
Este método es bilsicamcntc cmpirico y utili""..a. datos reates del proceso a partir de la respuesta 
del sistema. En este capitulo se explica un ruCtodo ahemo desarrollado por Zicgler y Nichols.:. 
basado en el ana.Jisis de la ccspuesta de frecuencia. 

A diferencia cfel método de la curva de r·cacción del proceso, en el cual se utilizan datos de la 
respuesta del la.7.o abicno del sistema.. la técnica de ZicgJer y Nichols es un procedimiento para 
lazo cerrado. Esta técnica consiste en los siguientes pasos: 

J. Determinar la frecuencia critica de la ecuación que define el retardo de fase. ecuaciones (6. 17) 
y (6.20) 

2. Con la ecuación (6.23) se fija una relación de amptitudes RA• escogiendo un valor del 
intervalo 0.333...: RA• < 0.714. El valor más pcquci\o corresponderá a sistemas de Jos cuales se 
tiene poca información. El valor más grande es adoptado cuando se conoce con la suficiente 
certidumbre Jo~ parámetros del sistema. En este caso se tomará el valor rccomcndado2 de 0.588. 
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-3.oss 1:-1a1sss -o.480255 -:.f.7747s - :.a&:9o28 
-~~- __ 3.1 ~-~- _-_!:_~~3 :_o.:~1~~ ~~_?i60f __:~7_j~~ 

3.115 1.103045 o.493458 -1.n124 -e7.3428 
--· -3.13 - -1-:1-etf19 -0_4-95544 --.:1.77846 .:a7-:se16 

--- · -3--: 145 -.¡ _.204535 0~49762-1 ·.-:.1:-77969 -e7--:7796 
- · 3.16 1.2fo2s - o.499687 .:1.78092 ·· -ai.-9969 

. :~.~· .. ·~1-. :~t.-~.1l.! ~1-:·ª~~ .. t.-~ .. ·~.~~.~~.58.ij ~]f.~
34 

.. -~ -~-4~33 -1.84980 ·a--:-683947 -:-1:--eo1s4 - .:as~«e2 
--7.245 2.774835 0.860038 - -2.05478 -110.:.Wi 

-,~~~~!:~~~!fü ~~~r~ ~r;~ :1E;: 
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LOG RA 
LOGRA VS. LOG W 

o 1 .. ·- ··---1--~·~-.:::+--- _ ..... -- ·-·. -· ;. 

LOG W 

RETARDO DE FASE VS. LOO W 
o 

-130 

LOC W 

Figura 6 .. 3 6-12 



3. Calcular las cantidades siguiente.~; 

''Ganancia última .. ~ K 11 = ~ • 

•·úJtlmo periodo del ciclo-= Pu = .27t 

°'-

l.apil"'º 6 

4. Utilizando los valo.-cs de K .. y P ... Zieglcr y Nichols recomendaron calcular los parámetros de 
los controladores de la siguiente manera. 

TABLA6.I 
Proporcional 
Proporcional - integral 
Pr-o or-cionaJ - intc •rnl - derivativo 

• Calibración del cambiador de calor JI. 

K./2 
K./2.2 
K./1.7 

""t1 (rnin 

P./1.2 
P./2 

"to(min 

P./8 

Los primc.-os pasos de esta técnica de calibración se llevaron a cabo cuando se construyó el 
diagrama de Bode. de donde se encontró que ro.,.,= 19.6 rad/min. En esta frecuencia se encuentra 
que: 

RA = 0.~3 l K(. - :::: 0.0385 Kc 
.J(0.569. 19.6)' + 1 

(6.23) 

Entonces. fijando el valor RA •. 

RA • =O 588 ~" 0.0385 K., (6.24) 

Por lo tanto. se encuentra el valor de Ka dcspejandola de la ecuación (6.24). 

K" = ~;3
8:5 = 15.2788 (6.25) 

6-13 



C"'opitulo ti 

y se calcula el último periodo· 

P 11 = -2 n: -3.!:__ = 0.320ó 
en 19.6 

(6.25) 

De acuerdo con la tabla (6. l) se encuentran los parilmt..."lros para cada controlador: 

Controlador Proporcional 

Kc 0--=- 7.6394 

Controlador Proporcional - Integral 

K.· ~ 7.1764 '1: 1 = 0.2671 min = 0.0045 h 

Controlador Proporcional - Integral - Derivativo 

Kc ~S.'>875 '"ti = 0.1603 min = 0.0027 h 'to~~ 0.0401 mio= 0.0007 h 

Las ecuaciones del lazo de control para los cambiadores se obtienen siguiendo el procedimiento 
explicado en el capítulo 2 (pag. 2-9). En las figuras (6.4) y (6.5) se muestra el comporta.miento 
del sistema con un contr-otador pr-oporcional y con un proporcional - integral. n:spcc:tivamcntc. 
No se representó al sistema con un CPID debido a t.\ue el sistema de ecuaciones a resolver es 
muy complicado. 

• Calibración del cambiador de calor 111. 

Los primeros pasos de esta tCcnica de calibración se llevaron a cabo cuando se construyó el 
diagrama de Bode. de donde se encontró que <0.,., · 17.7 rad/min. En esta frecuencia se encuentra 
que: 

RA = 0.026 Kc - -=- 0.0038 Kc 
,/(o.383 • 17 7)' ,_ 1 

(6.26) 

Entonces. fijando el valor RA •: 

RAº ~ 0.588 ~ 0.0038 K.. (6.27) 
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Capítulo6 

CAMBIADOR 11. CP 

SETPOINT 

~ .. ~~ 1 ····--·····--···--···--·-··-·---··· ---· ! ~= l / .. -·-i 04 

;:: ~.f V~ +-H-•.' '.' '. '·-.. -H-0 ,_. »••·•-···-·-·-... ·-· .~,_,_,_,_,_._·~··· 
0

~~;;~~~?;!;~6;;~~~~~~~!_;6~!~!-J 
TIEMPO (H~-) ·--- -----~~- -

1.8 

1.6 

1.2 

0.6 / 
0.6 

0.4 2 
0.2 ¡; 

li 
1 

Figura6.4 

CAMBIADOR 11. CPI 

SETPOINT 

0 l.• 1-<-+-<-t-+ 1-t t 1•·+-f·l-•-t--< 1 t ,_, l •-• ',_, t 1 ._4 t t I< 1-t._1 • 1+++-t f H-t-++ .. +-t-t+I 1+1-+-1-1-++-1-l-t-t 1 •-t-l 

~~~~º~~~~~!~~~~~~~~~~~~~~ 
TIEMPO (Horas) 

í-'igura 6.5 
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Cap/111/06 

Por lo tanto • .se encuentra el valor de K.. dcspejandola de la ecuación (6 27). 

K, 1 =--
0
°;;

1

8

8 
"- 1550330 {6.28) 

y se calcula el Ultimo periodo. 
21t 

Pu -;-- ) 7_
7 

-- 0.3550 (6.29) 

De acuerdo con la tabla (6 1) se encuentran los pariunctros para cada controlador: 

Controlador Proporcional 

K,. ~" 77.5165 

Controlador Proporcional - Integral 

Kc= 70.4095 "'C1 = 0.295R min = 0.0049 h 

Controlador Proporcional - Integral - Derivativo 

Kc ~91.1959 1: 1 =O. 1775 min = 0.0030 h 'ti>-= 0.0444 min =o 0007 h 

En las figuras (6.6) y (6. 7) se muestra el comportnmicnto del sistema con un controlador 
propo.-cional y con un proporcional - intcgntl. Tespcctivamcnte. 

Una conclusión importante que resulta de comparar los valores de ca.libración por el método de 
Cohcn y Coon con los obtc...-nidos por Zicglcr y Nicbols., es el factor seguridad. 

Según la litcratura2
• el valor de la RA• debe estar dentro del rango de 0.333a714 para .a.segurar 

una operación estable. Al calibrar los dos cambiadores de calor por Zieglcr y Nichols se trabajó 
con una ganancia RA• igual a 0.588. mientras que por Cohen y Coon se trabajó con RA• de 
0.751 y 1.2"15 para los cambiadores 11 y 111 respectivamente segUn las ecuaciones (6.24) y 
(6.27) 

De acuerdo con lo anterior~ los valores de calibración que aseguran una operación estable del 
sistema son los obtenidos por la técnica de Ziegk.,- y Nic:hols. 
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CONCLUSIONES 

Con el desarrollo· de este trabajo se logró realizar un complemento teórico del control para Ja 
materia de Diruimica y Control de Procesos. 

Así mismo. se logró la aplicación de los conceptos fundamentales del contTol. que abarcan desde 
la construcción de un modelo lineal hasta la sintonización de un lazo de control. a dos procesos 
de transferencia de calor. con dif"crentc grado de dificultad. 

Por otra parte, se hizo una aportación importante referente al análisis de los resultados que 
arrojan los diferentes modelos construidos. con los diferentes tipos de controladores y 
pará.mctros de ajuste, tema que en Ja mayoría de Ja literatura existente no se trata. 

Por Ultimo. se consiguió establecer una metodologia básica para introducir al estudiante al 
lenguaje del control, reforzando los conocimientos necesarios de matemáticas._ sin perder nunca 
de vista el objetivo para el cual f'ue escrito este trabajo. 



APÉNDICE 1 

ANTITRANSFORMADA DE LAPLACE MEDIANTE 
EXPANSIÓN DE FRACCIONES PARCIALES 

El úhimo paso en el proceso de solución de una ecuación diferencial mediante la transfonnada 
de Laplace. es la inversión de la ecuación algebrWca de la variable de salida. 

Asumiendo que la transfbrmada de Laplace de una función x(t) está dada por: 

x(s) ~- Q(s) 
P(s) 

{Al-1) 

donde Q(s) y P(s) son polinomios en eJ dominio de Lapla.ce de orden m y n respectivamente. La 
inversión de la transformada de Laplace usando la expansión en fracciones parciales se determina 
por modio de los siguientes pasos· 

1. Expandir la relación ';i,:j en una serie de fracciones: 

-( ) _ ~ _ _s__ + e, c. 
x 5 

- P(s) - r,(s) r,(s) + ........ + r.(s) (Al-2) 

donde r1(s). r:?(s) ....... rn(s). son polinomios de reducidos de primero o segundo orden. 

2. Calcular los valores de las constantes C 1• C2 •... ...• C., a partir de la ecuación (Al-2). 

3. Encont.-ar Ja inversa de la transformada de cada función parcial. Entonces. la función x(t) 
estará dada por: 



Apéndice J 

(Al-3) 

donde.-::!" representa la antitransf"onnada de la ex.presión entre paréntesis cuadrados. La inversión 
de cada fracción puede hacerse filcilmente usando tablas de transf"ormadas de Laplacc para 
funciones conwncs. 

EJEMPLO 

Considenmdo la transformada de La.place de una función x(t) expresada en la siguiente ccu.ación: 

- 2s+ 1 Q(s) 
x(s) = s' + Ss+ 6 = P(s) 

El polinomio del denominador es de 9'CgUlldo orden.. 

P(s)= s' +5"+6 

y tiene dos núces reales: 

Pi--2; 

Entonces resulta: 

P(s) = s" + Ss+ 6 = (s+ 2) (s+J) 

Sustituyendo la ccuaci6n (Al-6) en la (Al-4) se encuentra: 

- 2s+J 
x(s) = (s+ 2Xs+ 3) 

Expandiendo la exprcsi6n (Al-7) en fracciones parc;alcs resulta: 

- 2s+l 
x(s) = (s+ 2xs + 3) 

~+_s_ 
(s+ 2) (s+ 3) 

2s+ 1=C,(s+3)+C,(s+2) 

(Al-4) 

(Al-5) 

(Al-6) 

(Al-7) 

(Al-8) 

(Al-9) 

Al-2 



Evaluando constantes: 

e,: s--2 
2(-2)+ 1=C,(-2+3)+ C,(O) 

-3 = C,(1) 

:. e, =-3 

C 2 : s== -3 

2(-3)+1 =C,(O)+C2 (-3+2) 

-S=C,(-1) 

.·. c 2 =5 

A partir de la ecuación (Al-8) se observa: 

x( t) =L [....S...]+~ [~] 
s+2 s+3 

De acuerdo con la tabla 1. 1 se encuentra: 

Esta última expresión es anritransfonnada de la ecuación (Al-6). 

Apéndice J 

(Al-10) 

(Al-11) 

Al-3 



APÉNDICE 2 

DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DEL LAZO DE CONTROL 
SIMPLE ~HACIA ATRÁS,. 

El diagrama de bloques que representa a un lazo de control hacia atrñs se muestra en la figura 
(2.6). 

De acuerdo con el álgebra de bloques se encuentran las siguientes igualdades· 

(A2-l) 

(A2-2) 

(A2-3) 

Sustituyendo la ecuación (A2-3) en la (A.2-2) se encuentra: 

(A2-4) 

Sustituyendo la ecuación (A2-4) en la (A2- l) se tiene. 

(A2-S) 

(A2-6) 

Agrupando términos se encuentra la siguiente expresion 

(A2-7) 



(A2-8) 

Finalmente se encuentra la ecuación del lazo de control hacia atrá.s: 

(A2-9) 

A2-2 



APÉNDICE3 

LINEALIZACIÓN MEDIANTE SERIE DE TA YLOR 

Como ejemplo del mCtodo de la Serie de Taylor para linealizar ecuaciones difer-enciales. se 
presenta la linealización de Ja t.."Cuación (4.9• 

La ecuación no lineal es la siguiente 

[ 
l ! l 

V dT, -- F T - F T - ~ (T, - T..j_ + ~ (T, - T,) 1 
dt - ' ' ' ' pCp ln!~_::_:!±)J pCplln!:1:c:::_!.) 1 

. (T,-T,) (T,-T,)J 

(A3-l) 

Definiendo· 

1 1 
f = j (T, - T.) J = f - ff, (T - T ) + ,:f, (T. - T. ) ' <', (T - T ) + ,-,: (T - T ) (A..l-2) ' l (T - T ) ' • ~ ' •.• ~ . . • ~ ' ' • "T • • • 

1 1 .. e 'l v ':- e 1, e .. 
n(T, -T;j 

Realizando las derivadas parciales de cada. ténn.ino de la ecuación <A.1·::!) y evaluando dichas 
derivadas en el estado estacionario. se encuentra 

T;. - T ... 

o - Cfi ---'T'-'-'·~·-----T'-'.L-,,7 = 191439 

' - é'T, - [In T, -T·~]' 
T,.-T:-. 



T,_-T., 

T,,-T., --191439 

i-1"T!._-T ... r 
' T._ -T:.J 

0 1 = ,-f, = ------1 --,-+,... l = -219.605 
i'T, \ I T,, - T., l llln !>•-_T •• ] 

~ n T., - T,, j T,. - T,, 

o = (-f: = -----~ 
.... (~ .. 

1 
= 219.605 

!1n T,,_-:_T •• 1 
L T,, -T~.J 

Finalmente se encuentra· 

r " f,. ~ D,(T, - T.,)+ D,(T, - T,,) + D,(T, - T,.) + o.(T, -T,,) 

Definiendo 

Apéndice.J 

(AJ-3) 

f.; r (T, -T,) l~ f .• ff, (T -T )+ c?f:, (T -T )+~(T -T )+ Cf, (T. -T.) (AJ-4) 
• 1,n<~I--~~)¡ .. • <~ l 11 Jf,.· .. '"'·' il'f, J l• ¿rfl • ~.• 

L (T, - T,) J 

Realizando las derivadas parcia.les de cada término de la ecuación (AJ-2) y evaluando dichas 
dcri,•adas en el estado estacionario. se encuentra: 

º· = 2'Í: = 
DT, 

-:r,_._-::: . .!:_. _ 
__ T~·~· ---T~·~· ~ = -220.117 

[
In:!,, - T,, T 

Th -T:,J 

A3-2 



Finalmente se cncuenna: 

~'--::_T!. 

o,,,= C:Í: = __ T~·~· _-_T~·~·- = 220117 

<"T, [tn T,, - T., i' 
T,, -T,,j 

1 
~e-----,= 190950 

1
1 In :r,. - T,, ji 
_ Th -T:-

---
1
-- = -190950 

[
In T,,_-_ T•• l 

T., -T,.j 

f, = f,, + D.(T, - T,,) + D
0
(T, - T,,) + D,(T, -T,,) + D,(T, - T,,) 

Combinando las ecuaciones (A3-3) y (A3-5) se llega a la expresión (4 21). 

A.péndice.3 

(A3-5) 
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APÉNDICE4 

RELACIÓN ENTRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DEL CAMBIADOR DE CALOR l. POR TUBOS Y ÁNULO 

Teniendo 1as ecuaciones 

(A4-1) 

(A4-2) 

Sustituyendo (A4-2) en {A4-\) se encuentra· 

Agrupando terminas se obtiene. 

Finalmente se tiene: 

(A4-3) 



APÉNDICE 5 

RELACIÓN ENTRE VARIABLES DE ENTRADA Y 
VARIABLES DE SALIDA PARA LA RED DE 

INTERCAMBIADORES DE CALOR 

Como ejemplo se muestra el desarrollo llevado a cabo para obtener la ecuación (4 51 )· 

Conociendo las funciones de transferencia. 

Sustituyendo las funciones de transíerencia respectivas se encuentra 

G. = "l"p1S+l 

1-

(A5-l) 

(A5-2) 



Definiendo. 

Entonces: 

't p~ s-+- 1 

t' 1,:S+ 1 

G = (t' 1,:S ...... l)K 1., _._ K,-:K 1, .. 

~ l"t'r1S+ l){"tr:S+-1)- K 1,:KP .. 

1 

G _ ("t'p:S + l)K,., - KP:K¡... l - K 1,:Kr~ 
• - "tp 1"t'pzS: ....-("tl' 1 +"t'pz)s+1-K,:Kr.. l 

1-K":Kr ... 

Apéndice5 

(AS-3) 

(AS-4) 
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En la página 4-1 S se encuentran las nuevas ganancias definidas a partir de la ecuación anterior 

Una vez sustituidas estas ganancias. se f"actoriza la ecuación encontrá.ndose la e:o<presion (4.51) 

AS-3 
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