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Introducción 

La intcliacncia artificial (IA) y los sistemas expertos (SE) han acnido gran aplicación en 
distUU- iiRas [S] c:omo la medicina, la procluc<:i6n y los ncaoc:ios, etc. Sin embarso en el área 
educativa..,.,_ desmn>I-- 11Plica:i..-[S] y no.., ha !opado visualizar el gran impacto 
que puede tener la utilizac.:ión de técnicas de IA y los SE en el proceso educath.•o. 

Con csac ~de tesis se ~ta una propuesta ele epoyo p.ma el proceso educativo 
utiliDndo técnicas de IA y.,._- WI oi.rema __...,ional que se le ha denominado 
SIETEIX> (Sktc:ma Experto Tutorial en Ecmc- Difmmciales Onlinllri11S) el cual es 
fO:OllSidawlo como un sistema experto aUlorial inteligente que esa6 diriaido a la cnsci\anza del 
c:61culo dif"crencial e intepal y en particular para el área de •- matcm.Micu. ~ida como 
o;U11Cioncs diren:ncialcs onlinariu. El desanollo de este sistema está fundameni.Jo en Ja teoría 
de los sislemas expertos y los sistemas tutorialea inleliaentes; las cuales son áreas de estudio de: la 
inteligencia artificial. 

En este ~o de tais se busca corno primer objetivo la enscñan=a de las ecuacio'1C!S 
dlferencia/1!$ ordinarias utilizando técnicas de I~ ya que al momento de hacer esta tesis no se 
conocfa ningún sistema computacional intc1iacnte comercial que lo hiciera. El utilizar la 
computadora como una herramienta de aprendizaje presenta más ventajas que el simple hL'Cho de 
querer aprender al leer un libro sobre algún tópico cspec:ífico9 ya que los sistemas exper1os 
permiten tener un diálogo directo con el estudiante a diferencia de un libro9 además la fonna en 
que se presenta el conocimiento al estudiante por medio de Ja computadora pennite manipularlo 
gnificamentc9 utilizar '\'OZ y audio al mismo tiempo logrando despertar en él un mayor interés por 
el aprendizaje y por ende el uso de lp, comp\ltadora para este fin9 así como el lograr que el 
estudiante ponga mayor atención y concentración al sistema al momento en que es presentado el 
conocimiento. También se logra una ensc11an=a pcnonali=ada(particular) por este medio debido 
a que el uso de la computadora es indh.-iduaJ y esto es muy dificil de hacer en un salón de: clases 
en donde el profesor tiene que atender a varios alwnnos a la vez. 
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Como segundo objetivo en esta tesis. se busca que el sistema SIETEDO sea por una panc. 
el que proporcione al profesor una herramienta didK:tica computacional que Je facilite la 
enseñanza del cálculo a sus alumnos y por otra que Jos estudiantes puedan tener un fácil 
aprendizaje de esta materia; además de hacerla atractiva para cualquier usuario. Es imponantc 
notar que se propone este sistema como un sustituto del profesor. 

El alcance de este trabajo está limitlldo a la solución simbólica de cuatro tipos de 
ecuaciones diferenciales ordinarias que son: las homogéneas. ex.actas. de variable separable y las 
ecuaciones de BernoullL 

Esta tesis está dividida en tres partes que la conforman de cinco capilulos. En la primera 
parte se dan todos los fundamentos teóricos en que se basan los sistemas ex.penos y los sistemas 
tu1oriales inteligentes cotte9P0ndiendo a los capitulas 1 y ti. 

La segunda panc comprende los capítulos 111 y IV en donde se explica el diseño e 
implenlentación del sistema SIETEDO. 

La tercera parte de este documento comprende el capítulo V que corresponde a Ja.e¡ 
posibilidades de uso del sistema. 

Se prc5aita como última pane del documento las conclusiones obtenidas sobre los logros 
alcanzados por el sistema. Mi como una tabla de eotnparación con ouos softwares comerciales. 

Se aftadcn finalmente dos apéndices A y B sobn: la tcoria ma1cmática utili7.ada por el 
sisteft'la. Los cuales pueden servir de consulta para quién no este familiarizado con los conceptos 
matemáticos del cálculo diferencial e integral Mi como los de ecuaciones diferenciales ordinarias • 
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Capftulol Sistemas Espertos 

1. ! .Inteligencia artificial y sistemas expertos 

Como una área de estudio de las cícnciM de la computación se crK:"uentra Ja intcliacncía 
anífkialflA> Ja <:ual estudia cómo,.,_.,..., ........ ._ '"'ic:en - q-por el momento, 
son re.liudas mejor por to. 9Cl'CS h.....aos. Sin eJllbm'ao el intem.r dar una definición de lo que 
es la IA eslml dificil <=01110cl-def"mir ....... conccpto-.o. En Ja..., .... , sem
alJPllUS --oonobjctivode-..dioclelalA. 

Tareas de la vicia diaria 

Percepción lldtvNI 
Visión 1 ión 
Habla 1 T.......,,,íón 

Tareas f"onnales 

Juegos MatetftÓlicas 
Ajedrez Ocomctria 

Backgammon Lógica 
Damas Cálculo integral 

Go 
Tabla-1: Areas de trobaJO en fA 

Existen áreas específicas de esrudio en IA que c:sran prosperando como discjplinas 
pnicricas para epJicacionC$ muy comunes. como por ejemplo el diagnós1ico médico que hace un 
doctor a su pacienct:; este se rrata de imitar lo mejor posible utilizando un sistema in1eligcntc 
llamado sis1ema e."<pcrto: como c:s el caso real del si5tC"ma MYCJN(Shortliffc,1976). un sisrcma. 
que rn:ua de imitar c:J conocimiento de un módico para Ja detección de cnfc:nm .. -dades intCcdosas. 
En Ja tigura· I se muestran .algunas áreas de estudio de la IA. 



~J: Algunas ArcM de la inreliacncia anincíal 

Los •isianas expertos mmbiát conocidos como sislcmM bu.tos en reglas( Post., 1943, son 
siscemaspor--que _,ele cm-el componamicnlo ele un eJlperfo humano en 
alsún Sea del c:onot;;imicnto. El conocimiento del wiaacma es proporcionado por uno o varios 
cxpenos en la materia el cual es ~en una bme de dallas la cual es manipuJada por el 
sistema por medio de un motor lóSico de inf"enincia que le permiten aJ sistema dar respuestas. 

El primer pro_ que dio ori..,n •-..-..fue un sistema lliun-.lo META-DENDRAL 
(MitcheU. J 978) el cual usó técnicas de llpl'Cftd¡zaüe pal'a ~ir autom'1icamente reglas paro. 
un sistema e"perto. En 4!1 ac construyen reglas para scr usadas por DENDRAL(Haycs-Roth. 
1983) un programa que determina la estuct:ura de los componentes de compuestos qufmicos muy 
complejos. 

1.2.Caraclerislicas de un sislema expeno 

Para que un sislema computacional sea considerado como sistema cxpeno se debe cumplir 
con cienos requisitos como Jos que se describen en fa rabla-2. 

Afio dnempellto Tiempo de rnpueeu Ca.flable .fu•llllcaclón 

El sistema debe ser 
capaz de responder 
al nivel de 
competencia de un 
expeno humano o 
mejor. 

adecu-
El ricmpo de respuesta Se debe tener un Todo sistema e.'l(peno 
del sistema debe ser buen grado de debe ser capaz de 
mejor o igual. que eJ confiabilidad en explicar Jos pasos de su 
tiempo que Je tome al Jos resultados razonamiento que lo 
experto humano Uevaron o dar una 
encontrar Ja solución. respuesta 

T•bl•-2: Caraclcristicas de un sistema experto 

2 



1.3.Diseño de un sistema experto 

El proceso de desarrollo de un sistema expcno es el que se muestra en la figura-.:?. Es el 
ingeniero del conocimiento el que establece un diálogo con el expcno humano y e:ittrae el 
conocimiento del experto. Este conocimiento es representado en la base de datos o base de 
conocimiento por medio de alguna técnica de IA. El experto humano evalua el sistema y le da sus 
observaciones al ingeniero del conoc:::imiento el cual hace las modificaciones pertinentes. Este 
proceso se repite hasta que el experto humano considcna que el sistema trabaja bien. 

F19a ..... :z: Proceso de dcssrollo de un Sistema Expcno 

1.4.lngenieria de software para el diseilo de un sistema experto 

La ingeniería de software utilizada para el dcsanollo de los sistemas inteligentes se basa 
en los mismos modelos de dcsanollo (modelo de cascada. modelo de espirnl.ctc.) que se emplean 
para cualquier otro sistema computacional. 

3 



PROBLEMAS 

1 
1 

"-es. 
~·. y,,-

:¡; 
.PltODUCTO 

:¡; 
V-cióa. Costo- A~o 
Veillc.c:ióo. 

M=f .¡etoy 

Crecimimlo fki1 
y evülación METAS 

Ciclo de vii:la del software 

Flsmr.-3: Proceso de desarrollo de un sistema ex.peno 

Es importante notar que I• pate del silllcm• en donde se debe: tener más cuida:lo en su 
dcsanollo es la rqwesent.:ión del conocimiento. pues es donde más comúnmente se presentan 
errores en su elaboración. 

l .S.Funcionamiento de un sistema expeno 

El f"uncionamicnto de un sistema ex.peno es muy sencillo en general y es mostrado en Ja 
figura-4. El usuario hace una consulta al sistema sobre alaün hecho o infomtación que desea 
saber y el sistema da respuesta al usuario SC:SÚJI sus resultados obtenidos. Internamente el sistema 
consiste de dos componentes principales: la bue de conocimiento Ja cual contiene el 
conocimiento del experto y la máquina de inferencias Ja cual manipula este conocimiento para 
obtener sus conclusiones y proporcionar una respuesta al usuario. 



1 
1 

1 .,..,_ ,!!2. 
® 

r----------., 
1 ._ d• Conootml•nto ' .. ____ "-T"" ______ ..J 

L ~~~~°"!I'!!·~t!O~ J 

•. - .... ··-"º ©eon•u- al 81et•m• -r •• ueu.rio 
®"--o lnfeNncla del 81-m• 

~= Esquema fUnc::ional de un sistema expcno 

1.6. Ventajas de utilizar un sistema experto 

Los aiaterrllts experlOll JIRSCftllln mudam venlajas en su uso. • difacn.:ia de los sistemas de 
cómputo - no usiliun tá:nica9 de intel~ia ..Uflcial. 

• llWrr MP .. ,.,. E 1%....- E.aaCAl'8Ctclúticafavorecealasindustriasal 
__ ,..._el-..depn>ductoaelabo.-dosyala vezrencrmá 
c:oaarol del - pcvdlx:civo-inuy- los ~bles errores humanos 
clebidosal-io. 

• ._,.C-.El _de..,deun-expenoesen _.1 muy bajo 
-·--conel_de_iodeun-lado. 
"'7w • • '* E.ce tipo de • ......_ tienen la cwteristica de ser extendidos más 
que de ocr el;...-. lo cual,_ da om tiempo de vida muy alto. M.......,_ ~.El concimicalo de v.-ios nper'IOS puede ser susriruido por un 
sistema experto. 

• J~.Eaa C8llCtClistica es quiás una de la tüenes que tienen todos los 
sistema expertos. cualquier resultado obren ido es justificado por el sislema. 
Tw.,o '* N91f°* """4t1. El tiempo de respuesta dado por el sistema experto es 
menor comparado con el rieinpo que le llevarla a un experto hum.tUlo cncontnar la 
solución. 
C09p0~to ,.,,.,, ,,. c.• .,,,_,,,,o.En comparación con un expeno 
humano eJ sistema puede ttabajar por varias horas sin modificarse Ja calidad de sus 
respuestas mienuas que las respuestas dadas por el humano se pueden ver 
afectadas según su estado flsico. 
Tutor i11ttr/J~11.EJ sistema aJ momento de justificar sus resultados puede actuar 
como un insuuctor al mostnu' su f"onna de razonamiento. 
Btzu de O.tos l11teli•ente.Los sistcmo.s expertos pueden ser utilizados para 
nccesar de una f'omla inteligente una base de dalos. 



1. 7 .Aplicaciones 

Los sistemas cxpenos tienen aplicación en todas las meas del qucha:er humano como 
son la medicina. la agricultura. la milicia. los aimuledorcs de vuelo.etc •• todavia hoy en dia 
existen muchas otras mea en las que no se bmn dc9arroll.SO sistemas elllpC'ltoS pero seria muy 
beneficioso su uso. En la abla-3 ..: muestrwl alpmos sistenuas e•penos muy popullill'CS con 
aplicaciones en dif"erentes llircas. 

Shle- v- -· A- ~ -· E•---• c. 1 1 .... 
MYCIN Di"llJ>ÓSliCO de Rqlade ShonJiffc. Lisp (21] 

enfcrmccllldes ...-ión 1976 
infccx:~ 

DENDRAL Deducción de Rqlade e--..,. e. Lisp (19] 
estnoct\11'8a produceión G.yE.A. 
quJmicm a pa'lir Fei_.,_.. 
delos-de 1978 
---y 
_ _.._., ---PROSPECTOR ~- .. Rqlacle Duda et Litlp (19) 
explon<:ión ...-ión al.,1979;Hmt 
m~ ctal.,1978 

MACSYMA 1111-- Rqlacle MmtinW.A.y Litlp (3,19] 
Simllólic:a ...-ión R.J.F-. 

1981 
/NTEGRATE lmcp..:ión Reslacle Kimball.R.A .• (19) 

Simllólic:a -ión 1981 
WHY c-c1e1a Guiones CollinsA .• (19.20) 

Lluvia 1977 
SCHOLAR Gcopafla Redes Cmbonell (19,20) 

~icms J.R.. 1970 
SOPH/E Localización de Redes BrownJ.S.y LISPy (19,20) 

fallas electrónicas semllnticas con RJ. FORTRAN 

SOPHisticatcd simulldor de Bobrow.1973 
Jnstructfonal 
En\:ironmcnt 

circuitos 

ll"EST Expresiones Reglas de Burton INTERLISP (19,20) 
aritméticas producción R.ichard R. y 

JohnScely 
Brown.1979 

BUGG)" Operaciones de Red basada en Brown J.S. et INTERLISP [19.20] 
restas orocedimientos al .• 1977 

Tab .. -3. Algunos sistemas expertos conocidos 

6 



1.8.EI conocimiento de un sistema experto 

La parte más importante que constituye Wl sistema experto es el conocimie,,to q11e tiene y 
laforma en que lo maneja. Es el inacnicro del conocimiento la penona que tiene la tarea de 
obtener el conocimiento para el sistema y decidir cual es la mejor t"onna de representarlo. 

Existen vmios tipos de represenwciones del conocimiento pero en todas ellas se tienen 
dos tipos de entidades: 

• H_...: vent..dcs en un cierto mundo (aquello que se quiere representar). • ......_.a.dw9 .... ...._ __ ............ .,. "-o. Estas son las 

entidmlesq-oe~. 

P .. poder tener una estructmación del conocimiento se tiene que clasificar estas dos 
entidldcs en dos niveles distintos: 

• ICI - - : cloftdc • daeribcn loa i-hos. 
• ID .wel ........_: donde .e cleM:ribcn loe objetos del nivel del conocimiento en w.mmo.c1e.-1oammipul ___ _ 

Eaiacn ._tipos h6Ucos de acpw: ._del c:cmocilllienlo que 90ft la declaroti\'O y 
lapwuc 1:-1a1.U-1qa ióndecl8nliY8.-llqlltllaenla_et_imiento-
-ir-._..-.__lalixmam1_el_imieato--uudonosetiene. Una ·--iónpr 1~·---. • ..,_,1a_ la_la_ióndecoatrolwia_. 
Ulilimr el c:onocim.icnlo • ~ COllll9aicl9 en el mimmo conocimicnlo. p_. uai1izar este tipo 
·--ión--ita-el~laarqlmi __ ... , __ i __ 

por et conocimiento. 

1.8. l .llepresentación del conocimiento 

Existen ..,..;.. t~ de rcp_,.,ión de <:onocimicnro(13J pero c:nne las mis 
util~ tenemos: 

1.-A- fiftitos. 
Z.-1.óska •imb61ic:a y de predi-•. 
3~Si- - en rcal• de produ<:ción. 
4.-SistemM no monótonos. 
5.-Si.accnmm de nzmuuniento estadistico. 
6.-RedcsocnWuic:as. 
7 .-Dependen<:ia ..on<:eptual. 
L-CVC. 
9.-Marcos. 
JO.-Guiones 

El método l. es de representación procedimental. los métodos 2.3.4.S,6.7 y 8 son de 
representación declarativa. y los métodos 9 y 10 t10n de .-eprcsentación mixta. 

Una de las fonnas de representación del conocimiento en JA más popular es sin duda 
mediante reglas. Este tipo rcptesentación tiene sus fundamentos en la lógica en donde las 
afinnaciones lógicas del mundo son consideradas como un prognuna y no como los datos de 
entrada al programa. 

1 



Capitulo U Sistemas tutorlales Inteligentes (ITS) 

2.1.Anteccdenaes 

Los sistcmaa hdorialea intelisemes (ITS) son sistemas comput.8cionalcs que utilizan 
técnicas de intelipncia mtificial y su principal objetivo es el de imitm" • m1 insll'Uctor el cual da 
-~•ou.iumno.-iendo-._.,i-yev.iuu-eldcunollolle8dánico 
desumpncndiz. 

Lo9-deloes ____ s_CAl"s(~-Auisted. 
lnMnletion).A--deloe-Uhry ____ es imp--wiede 
•i- loscu81cs __ .......,__cl_de i.m_.,.Uhr.1969). Sesipicmn -..,,._.-_. .. -.,.c1.---v-•......,...._sc1_•un nivel cle"dificu ______ loe ___ .,..._ 1e90lvaf5- 1967; Woods 

A Hmllcy. 1971). 

Al_ ... llécnicade i. inlcl~l8mtif"0<:181- eldiseflo de loe ·-de 
insarucción aisaida poi' ce ...,, l•:t Jnl(CAI"•). •dio oriaen •un nuevo tipo de.¡......_ hlloriales. 
que ----ICAl"s(-Í90ftlc.,...._..-Anisaed •-ion). Encl eli
de los ICAI"• se bllroducc un nuevo e>l9jdivo. que con.iste en incluir m.rerial inmuccional que pennita-iwcl- f a •• -... __ ..,. ______ ¡y-¡zw'M, 

Sin em-.io, -----lo9flri- ICAl"s se entoc.ron principoilmenle- i. 
rcpraen-ióndel-.i•...--Y•olv-de-. pmatealizm"ou--iv-. un 
buen maes1n>debc C0014Neadct• y no sólo-lo que-lulciendo el--· 

ACftNllmentcel lámino ICAI .,.sicloc:mn-rorel de rrs·a(lnaelliacn• Tutorins 
Sysaem) paa lulcer rcf"erencl8 •los sistema ilmnlccionslea por c:ompul8dora que involuclWI el 
uso de tknicas de IA. 

Los ITS son una hcnamicnta mm de ayuda.,_. el estudiante en la .tquisición de 
destrezas y de conocimientos llObrc un tema. a travñ de una actitud análop a la de un profesor 
que lo atiende en f"orma pcnonalizmla(4S]. 

2.2.Componentes de un sistema ITS 

Los sistemas ITS han tomado muchas fonnas, pero esencialmente han separado los 
componentes principales de un mecanismo de instrucción._ de tal fonna que Je pcnnitc al 
estudiante y al sistema.. la flexibilidad de un ambiente de aprendizaje que se asemeja a lo que 

·actualmente ocurTC cuando el estudiante y el profesor se sientan juntos e intentan enseñar y 
aprender . A pesar de la diversidad de arquitecturas que se manejan alrededor de los sistemas ITS. 
es posible distinguir tres elementos básicos comunes que lo fonnan. El modelo del experto. el 
modelo del estudiante y el modelo instrUCcional; mismos que se describen a continuadón. 
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2.2.1.Modelo del E><peno 

Esta panc que li:OllStituye a un sisccma tulorial inleliscnte. es Ja que eslá fonn8da de los 
conctif;;imientos sobre un dominio especiDco del cual el sistema intenta cllJlefts al estudiante. 

Este módulo del sistema se ene-.. de aenerar el conlenido insb'UccionaJ. mi como para 
~·aluar el dcsempcfto del estudimnte. Los IMCodos de intelisencia artificial má rcpn:scntativos 
son las redes scmMticas.. sistema- de reata de produce~ ~tación procedimental y la 
construcción de man:os o auiones. 

2.2.2.Modelo del Eshlcliante 

El cual se u1iliz. pma eval....- el nivel ele conocimientos del estudiante y twccr hipótesis 
acerca de las cstmqias de razon.mniemo Ulil.iz.mlal: pua alcanz.r el esUdo actual de 
conocimientos. 

Como la mayaría de los sisternM ITS nprcaenr.n el t;0nocimicnto del estudiante como un 
subcorüunto de la bae de conocimienlos de ... .utema experto. el modelo se construye 
~el *-mpello del allldiMte con el cleaanpcfto de un sislcma experto en la misma 
- A aaalo!cnlcaa le l ..... el--.delocle~ic:iónM{CmT). 

2.2.3.Moclelo lnslrUCCional 

El -lo¡....,._.,_ -el CCJIÚ-cle-ificm:ionesq-a le_ al sialema a:erca 
cleaaalcsel...-W--cle...-.i-.-ycomoa.-lo. 

En los •iaema ITS•----~cle i-.ucción--: el 
máodo Soc:dlic:oyel ----.C:-"i•>· 

""' El cual hace al-----eleonocimientoyal llev.roaun 
proc:ao de reconocimiento de sus malM inlcrpretsiones. Este mri!lodo mejor conocido 
como el de la m.yéutica (el mtc de ciar luz) era el medio por el cual Sócrmes se vaJfa 
pano enoeilllr a sus sesuMlora. En el procao cle depuración se considera que el 
cstudi .. te razona .:en:a de lo que sabe y de lo que no sabe. y de esta f"onna modifica 
sus intcqtretaeioncs (Carbonc:ll. 1970 y Stevcna 1977). El--r-lo{_..._, 

En el cual se ejercita al estudiante,,_. hacer que desarrolle ciertas habilidades. 
como el utilizar juegos por computadora o el mostrar varios ejemplos de soluciones de 
problemas matcmaticos y hacer que resuelva cjcn:icios similares a los mostrados. 

Algunos autores (Burton 1979) considcnm que &:ste método debe de mantener 
entretenido al estudiante. de tal fonna que como resultado del entrclcnimiento. que 
puede ser considerado diversión se de aprendizaje. 

En la actualidad en muchos de los sistemas ITS no se han desarrollado completamente los 
tres mL'idulos del sistema. debido a la complejidad y al tamaño que implica el desanollo de cada 
pane dd sistema. 
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2.3. Tipos de sisremas ITS 

Con base en los primeros sistemas tulOriales inteliccntes que aparecieron se da una 
clasif"tcación con la principal mportación que estos cliefOll 

J. T•...,_ ..... ._..c.. lmlelMh'- ESIC tipo de sistemas involucran al 
estudMnte en tener una con,·nsasión 
bU.aal U'almMlo de cnscftarlo ~·ia el 
nWtodo Socl'itico y con un desc::ubrimiento 
del conocimiento pildo. Un ejemplo lo 
--loosistemuSCHOLARy 
SOPHIE. 

2. T-----.:C-) Un _.(COKh)obsftva el 
cfcHI t 11< del-iall1eyleasesorapara 
1ops-;a.a _.._. Este 1ipo de 
aitllcnw lo cncontnmos en jueaos como _,.,._ WESTv WUSOR. 

3. ~•en.rww rea ' .... --·---· conocúniento con los cnores a>rN:cpruales 
---queel__,_pucde,_ 
al mon.-.o de inlClllW rnolver un 
.......-. &tetipode-los 

--_, BUOOY y PROUST . 
... Etc-.-•- e 1 ..-lipode-·--1-

- - _.,., talrico sobre al&ún lema 
como la~ fhao la música.el 

- lepenniteal-conocer-
--.como~lotenemosal 
-..i.t LOOO(P-s 1971). 

5.-AICAJ En- lipo de si-CAi se incluyen 
rknicu de intcliac-=ia m1ificial dentto del 
mismo sistema CA.l.AJ-bucd n.pen:isc y 
11e inlroduce el concepto de utilizar una 
.,.q/lca-genética como marco para la 

1 ~Wción nft'liCedimental. 

2.5.Algunos sistema rutorial inteligentes 

Se han desarrollado varios sistemas rutoriales inteliaen1es(S] en diferentes áreas y con 
dif'crenres objetivos como Jo m~ la rabla-7 en donde se menciona el nombre del sistema. el 
uso que se le da. una breve descripción del mismo. los autores. el cipo de representación del 
conocimiento utilizada.. el lenguaje en que fUc programado y su ref"erencia. 
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ITS v .. ........,._ - ,_ ... .,._ .... 
Cwc ....... 

AladH-aic Alacbra Consislcde4 GbolfiA.y Modelo de Sm.lllalkV ($J 
Tu1orina rnódulos:dornini G.Moecaldi. Objetos 

o ckl Experto. 1990." 
rnodclodcl 
estudiante. 
módulo tutorial 
real y interface •. .......,.., 

PSOLVE Ecuaciones El sisleftu n J.,anUB.S .• Rqlasde USP ($J 
Alaebnicas e-de W.S.Brepry prnducción .......... _,. A.M.F.uley • 

,,....,. .. sollleión 1983 ...,_ ............. 
lNTECillA TE lneepactón El~ ..-. ......... ... ...... (JJ 

Simbólica - 1981 ...-..-[-----
AIACSYMA IMC8fkii6n _,.., ....... .A. ......... LISP (3.$J 

Simbólic• ....... ,,...,. --=-Symbolic -· F-
Manipulalion -- 1981 

º'"'~ -_.ion!' 

-··Y 
_ ... 

, ... - ColJ-A- .. .-. [42J _ ... -·I 1977 
e-.... de ... 

_ .. 
llMviM 

_ ...... 
l~~iofta 

15CllOLAll ._,..._ ,,,._ ..._. ,_ (UJ _ .. 
l.ll..1970 

_.._ -· -¡.-.--nlE 1 E-. '"- ...,.,,. l.S. y 1- Ll:w"y 14•) _ .. 
IU. ~con FOll.TRAN 

SOPHislic.wd Localinción -· llolltuw.197.3 .............. ,___, ... ~ ... _ ....... 
circuitos 

Environrnenl eNcuie9SY en los cilalilo9 
declt'Óllic9s -WEST E•swaionc:s ·~~un - JIUalasclc INTERLISP (42J 
arihMttca. -con R.icMnl R. y prochu:ción 
con IMs.e en - JohnSeely 
unjur.o ~-~ Blvwn.1979 

BL'GGY Operacion(:5 El sistema ~J.S.et Modelo~o INTERLISP l•~J 
de~ta..<i deunolla las .... 1977 en 

hllbilkbdcs proc:cdimien1os 
aritmeticas del 
estudianlc. 

\\,-USOR-J Relaciones El sistema auia Stansfield. Reddea'*fka. .. (4~) 

lóaica-..Con al juaador para Cu.y sene1ica...; 
ba..-.een el salir de la.' Goldstcin. 
jueao c•\'erna.-. :;;in ~r 1976 
"-"UMPUS ckborado por el 

mou•tro. 
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EXCHl::.CK Los1cay El st:uana auaa -- .... las ... (42] 
Tcori•de al csaudi•ne en McDon.11.t J .• producción con 
conjumos el esaudio de la 197.5 intérprete de 

lóaica y lóaic• 
conm--

ns Al- E,...._ al Oi9olliA.y Moalode Small-..,• (51 
lnaellisent -· G. Moccalcli. ~ 
Tutorins ,., ........ ,_, 
S~o51Cm caprcsionn .. ---~ 
StatW~ Esadlstica E--.aJ SaleemN.y RCSlasde VP·Eapen (51 
Tu1or - A.N. ,,._.,_ - Azad.1992 
QUADRATIC Al- El.--- o·- El 5islema 1•1 -- T •• 19"79 w1m,..1as• --- ...--

~-· 
....._cnel --- _ ...... --- .... _. ... 
v-. 

OUluuN ~-- ~ ........ ~':.. IMl"EllUSP (31 
iarecc ... 19U 

AUVI~ -ic. ~- Mi:l9ñ ;;:::...-:.. l.ISP 121 
lllHil•..;o.-et -· MACSYMA 

ME~ll 
,,_ .,,_ - 1;::.-:;:.. l•I 
del- -· E..M_ ...... 
PASCAL ~ .. 1993 -· , __ 

USP-ITS E- '"'- __ ___. ...... 1-·-· LISP 121 -- -· - .. --LISP -- w---- ..... 
STJlEAMEll Equ;po.de El..._ -i.- E_.,.. FLAVC>llS (21 

pmpulsióna - M.O .• -· - -.... .... -.... Hof ..... J.O. -peones yel ... A.L ut;iliundo 
~o'*bc Slcven•. l 983 FLAVOllS 
ltju.tarlos y 
otnerv• loquc 
sucede 

Taltla-7: Tabla de sistanas tutoriaJcs inteligentes 
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Capitulo ID Dlsefto del sistema SIETEDO 

3.1.Descripción general 

El sistema SIETE[X) es un •istana c;;rcedo para cnscftar a resolver cc:u.cioncs 
difel'encialc. onlin8lim de rnmncn aimbóliea. a.. c:uales se impctcn en los primeros curso de 
cj)culo •nivel superior. Este sistema tiene como bMe.,.... su desarrollado un sistema experto 
que resuelve inlCgrales en forma simbóli(:.8 y un sistema CllpcllO en ecu.cioncs difenmciales 
ordinMias. 

3.2.Arquitectura 

El aiSlema SIETEIX>_..,.,,__de_ ....-móduloa que..., el módulo expeno 
que lo coolUnna un •-cxpato - --difera><:ialea ordinmriaa y el módulo 
U..U.:.:ionlll el cual ea- - inteli_,ee que• -del pcoce90de - y 
cv.a....,iónclel ~e del alumno. En la fisura-5oem-1- elementoaque~ponen a 
c:Ma módulo; loa~ y loaóv-- predi<:8doa del-._ aria- indicmt 
vlnaaloa entn: loa prediC-. y loa oemicln:uloa llipif"~ que el pnd~ debe to....,. allJ""B 
dccioión que -ta una ..:ción inteli_.- pma la 90lución del problema. 

El módulo aimplific.::ión mostndo ea la fipm-5 sirve como •filtro" para la expresión 
matenúlica de enb'8da el cual tiene c:omo func:ión principal analiz.s la expresión y escribirla 
siempre que &e pueda en términos conocidos.,.... alaün pralicado del sistema. En muchos casos 
huta con simplificar la expresión o reescribirla pma tener una expresión matemática conocida y 
fácil de resolver por algún método de intes;ración. En otros casos ae hace un cambio de variable 
para reescribir la expresión en ténninos conocidos para algún método de integración o f'ónnula. 

El módulo integrador está compuesto por varios predicados que representan un método 
especifico de integración (integración por fónnula inmediata., integración por panes. integración 
por sustitución trigonométrica e integración por fracciones parciales). Es importante notar que el 
método de integración por panes está compuesto por dos métodos que se les han denominado 
Integración por partes inmediata.. el cual aplica la fónnula directamente y el otro reconoce 
expresiones en las cuales sólo basta una manipulación algebraica para obtener el resultado 
después de haber aplicado una Vez la fónnula de integración por panes. 
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M6dulo lnstrucc1onal 

cExpreaiO. de •ntrllda> 

Módulo del E.parto 

El módulo ümruccion81 --- la fi--5- Rcsul.-S y Explic:aciones c:s 
el ene...-. de_. la90luciónde la-U8Ciónclifionn<:ial oolici-porel .._;o y 8dcmásda 
,_ explic8ción - a pa90 de cómo oc obtuvo el resultado. Eaa poopiedad es _.,ve<:hada por 
SIETEDO para -el pn>eao quc l'C8lizó ---- intcgnol eopccifica. 

3.3. Representación del conocimienlo 

El sistema SIETEDO tiene su rq>resentación del conocimiento mediante reglas de producción 
en donde las afinnaciones lógicas se ven como representaciones declarativas del conocimiento. 

El conocimiento que maneja el sistema está fundamentado en fónnulas y axiomas matcméticos 
del Jos primeros son representados por predicados en el sistema y los segundos por hechos que 
representan axiomas en matemáticas. 

3.3.1.Hechos y predicados para SIETEDO 

Un hecho para el sistema SIETEDO es por definición un conocimiento básico en el 
cálculo diferencial e integral, el cual se da como verdadero siempre. En el caso panicular para 
obtener Ja derivada de una función constante con respecto a .. x "sº tenemos el siguiente ejemplo. 
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.l\"01ació11 ma1en1útica (1) 

Reprcse111ació11 interna del /recito ••d"" de lafónnu/a(/.J en S/ETEDO 

d( K.x.o). 

Que es intapretado por SIETEDO eomo 1• dcriveda de una const.ntc con respecto a "X" 
n cero: I• letra k. denota una consa.nte y a. letra X represen .. la varillblc de derivmción. Un 
.....,.Siclldo pua SIETEDO es --ión procedimental de lllsuna IOrmula matemática del 
c:álculo diferencial e intepal. Como ejemplo en SIETEDO pma la ~ión de la intepal de 
la suma de dos fimciones • .e tiene un predicado l.........,-¡-. el cual dcnoca el sfmholo de la 
intqral y cinco letras mayüs<:ulao F.O.X,IF e 10 -- los _.os del prcdic:lldo. 

La letra F - la primera filnción a imqnr, la O la oesunda IUnción • intq¡nlr, la 
letra X la •·ariable de int-ión y por último laa - IF e 10 las cuales --el resulllldo de 
la int-ión de la primera y oe.- filnción ._,¡vamenae. En~ Prolos las lctns 
m.yüsi:ulas son varillbles y las letra minúsulm o números mon constMlta. 

~vo1ociál1 lffOteneótlca J (f + •Jcb' • l ..libr + J art:r (2) 

RcpreientaciOn inlerrtG del pn!Jlcado •• / ··de le.Jijrwlulat'2) e11 SIETEDO 

i(F-+<l:X.IF+IO) :- i(F:X.IF). !, i(O:X.IG). 

Paraelc:-.dclaa __ di_ialelo-..-.-~elpndicado 
ecuación. 

ecuacionC E ):-ecuacion_dilliel'encial_cxacta( E. May:X, Op, Nxy:Y ), 
deriv-CMXY:Y,Dy), 
deriv-CNXY:X,Da). 
c:quiV(Dy.Da). 
titulol:?. 
assettz(titulo(' &U8Ciones de la fonna: M(x,y)dx + N(x,y)dy -0°.")). 
assettz(litulo(".".". ")). 
assertz(titulo(9 Considerm" • Mxy como => ".Mxy ..... " )). 
asscrtz(titulo(' Considerar a Nxy como => º.Nxy. ". ")). 
assertz(titulo(' Derivar a Mxy - ".Mxy.' con respecto o º.Y)). 
asscnz(titulo(' Derivar a Nxy = ".Nxy.' con resJ>4."Cto a '.X)). 
ª'"scnz(tilulo(' La derivada de º.Mxy.' es '.Dy)). 
asscnz(litulo(' La dcrivadn de ".Nxy/ "'~ ".Dx)). 

ccuacion difcrenciaf exnctn( Mxy:X + Nxy:Y =O. Mxy:X."+'.Nxy:Y ). 
ecua..:ion:difcrencia(cxacta( Mxy:X - Nxy:Y =o. Mxy:X:-·.~xy:Y ). 
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3.4.Motor de inf"erencias 

SIETEDO hace un proceso de .. úsqueda hacia adelanre, haciendo bUsqueda a través de un 
espacio problema paniendo de un estado inicia) y finalizando en un estado objetivo. Cabe mencionar 
que cJ Jcngwdc Prolog únic.mente efectúa bú9qucdas a partir de un estildo objcth·o.La tS:Cnica que 
utiliza para hmccr las bú511ucdas es utilizmndo ra::onamien10 lracio de/ante a J,tanir de los ~lados 
iniciales. Se comienza por construir un árbol de secuencias de movimientos que se: pueden representar 
como soluciones por la confipración inicial en la rafz del árbol. Se generará el siguicni..:- nivel del árbol 
enc:ontnmdo todas las reatas cuyos lados izquierdos se rel11eionen con .:J nodo raiz. y que uuiken sus 
lados dcn:chos pasa crear nueva confiaww=ioaes. Se creaná el siauientc ni,·cl tomando cada nodo que 
se haya senes-lo en el nivel .merior. y 11plidndolo •todas las realas cuyos lados izquh:rdos se 
relacionen con éste. Se continuara •f hmla que .me consip ama confiaw-:ión que se empareje con el 
es1*So objetivo. 

Por otro lado. considenndo el pn>blcma de las ecUKiona difen:nciaJcs .. el espacio de búsqueda 
es un conjunto de fórmulas a- cuales contienen expraidllCS difcrcpciales. El csudo inicia) es una 
oo:ua:ión diferencial concrd& Se comienzai con un estldo inicial y varios atados objetivos posibles. 

CU8Ddo el sistema SIETEDO no puede cneontr1lr' la solución • un. cc~ión dirc:ttndal 
~el conocimiento que tiene en su~ de dMos y las rcalM de inf"acncia definidas. este 
c:onlc:sta al usuario que no IÍCllC todo eJ ..:onocimicnlO pM"a. dar su respuesta. 

3.5.Estnlctuns utilizadas 

Las esuuc1uras de dalos Uliliz:adas por el sisccma SIETEDO son Ja U!luales en 
~ión como son con-...tcs,, v.-iables y listas. 

3.5.1.Constantes y variables 

P..-a SIETEIX> una constante a un número real. entero natural o una letra 
d;fct'ellle a la lctm que aparezca después del operedor dos puntos. 

Constante variable 
Ejemplo: 1( (a+.x.)11.2-23.5 • d:x ).a.2.-23.S.dx 

Es importante hacer notar que en el sistema SIETEDO coexisten dos lenguajes: El de 
Prolog y el matemático. Esta situación se presenta muy claramente en Jas variables. En Prolog. 
las variables siempre comienzan con mayúsculas o con"-"• mientras que las variables del 
lenguaje matemático definido para SIETEDO son siempre un átomo. 

Ejemplos de Variables 

EnSIETEDO 
a.r.x.a..u.t.k. 

En Ari<y/Prolog 
X. DV. 11. _872F. 
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3.5.2.Manejo de Listas 

Para Arity/Prolog una lista es por deflnición un ordenación lineal de elementos .. en donde 
al primer .:lemento se le llama cabeza de la lista y a los demas elementos se les conoce como el 
resto de la lista. Existe una lista muy especial. que es la lista vacia la cual no tiene elementos y se 
rcpresc:rua c;:on dos corchetes cualrados ·1 r. 

3.5.3.Conjunios 

Al igual que als:unos sistemas m•emálicos. SIETE.DO tiene sus bases matemáticas en la 
•~ria de conjuntos. los cuales 90l1 ~en el sisaema por medio de listas. 

Las operaciones con conjuntos fueron propwn.s.s utilizando Jos pft'Jdic.tos usuales de 
Prolog para el manejo de lisus y respcUndo ... propicdlldes de los conjuntos: 

• Existe el conjunto vacío. ~en SIETEDO como la lista vacia •e ]". 
• Un conjunto por definición no tiene elementos ~idos. 

Los p.edicados implcmcnWdos "-io •- ftS)u _.teriorcs son el depencner:e y unión. i.
demás opera:iones se pueden implementar flk:ilmente. 

lijemplos: 

"!- pen( paty. [miguel.edgar.paty] ). 
y.:s 

?- union( ( 1 juan.6). 12..-...6). L3 ). 
Ll - f 1 juan.6,2.pedro J -> 
yes 

3.5.4.Funciones 

Las funciones matcmjticas que pennitc SIETEDO son Ju irms usuales. enrre las cuales 
eru.:ontramos las triaonoméuicas. las polinomiales. exponenciales. logarilmicas. lineales. etc. 

Es importante hacer notar. que las funciones matemftricas rienen una caligrafia no lineal y 
SI ETEDO sólo acepta una escritura lineal~ por Jo que c.!S necesario seguir la notación clá."iicn pu..m 
computadoras que pc:mlite la linealidad de las expresiones. Con seguridad si se han utilizudo 
calculadoras dt..• bolsillo y computadoras se estará familiarizado con esta notaci<.ín. 

3.6.Notación Matemática 

La nota..:ión matemática utilizada para Ja programación de SIETEDO es muy similar n In 
notnción utilizo:ufa en los libros de cülculo[29.JIJ. salvo algunas cxcepciont..-s. 
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3.6. 1 .Principales operadores utilizados en SIETEDO 

Se clasifican Jos operadores en dos tipos: binarios y unarios. Entre: los qu.: tent!'mos In 
suma .. + ... resta"-º\ multipfic.c:ión "•".división "I" ydetnás operadores usados en computación 
sin cmbarso cabe mcncion•que SIETEDO. incorpora el opef'ador ii(1':). el cual repr~c:-nra el 
símbolo de Ja integral que Leibnitz ideó como una "S" dcfonnada. 

3.6.2.P.-ecedencia de operadores en SIETEOO 

La precedencia de la mayoria de los operadores (el orden en que se evaluan los 
operadores) en SIETEDO es la misma: que m.neja AritylProJoa (Para mayor infonnación ver el 
mmiual de "The A.rity!Proloa 1..-1..,.sc RefeftllCe Manual""). sin embargo se modificó en cuatro 
operadon:s su jeqrqu'-. ui como su asoci•ividadL 

Fue impoctmntc modificM" a. aoci•ividad de Jos opcndon:s en Arity1Prolo11. debido n que 
el sistema SJETEDO inc;orpoq un nuevo opc:qdor' denotado por••: .. el cual representa el 
operador difercnciaJ el cual debe tener la mayor precedencia entre los operadores. 

• 
I 

Prccedcncia 

400 
390 
600 
550 

Asoci.rividad 

De derecha a izquierda 

De la tabla anterior se deduce que el operador ": 00
• tiene mayor precedencia que Jos 

operadores "•"y"!" Jo cual es Wl f'ac•or importanre al momcnlo en que ArityiProlog evalua Jos 
operadores. 

3.6.3 Expresiones Dif"erenciales e lntesrales 

En el auo de las exprc.iones diferenciales.. estas deben u1ilizar el operador":'",. que lienc 
wa papel importanle9 como indit:ador del diferencial. SIETEIX> admile todo tipo de e.xpresiones 
diferenciales. como nor eienmlo las oue se muestran en Ja tabla-8. 

1)d(senx) 
2) cos(x) d(sen(x)) 
3) (.T: + 2.T + 3)dX 
4) y• 

S) COS(.T) + _...: e" = 3 
d..: dp 

1: sen(x) 
cos(x) : sen(x) 

(X"2 + 2*X + 3 }: X 
y! 

cos(x):x..,.x"2*exp(p):p=3 

COS(X): X 
cos(x)A2: x 

x"2 + 2•x + 3 : x 
y:/x: 

cos(x):x-x"2•exp(p);p=3 

T•bla-11: Tabla de expresiones d1f'ercnc1ales 
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Cuando se: r~itM: dc entrada una expresión para el sistema StETEDC>. esta es 
inmediatament~ simplificada a una expresión difen:ncial equivalente en donde el segundo 
operando de .. : ...... ~ SA.'llo un álomu. tal y como se muestra en la columna 3 de la tabla-8. (Pua 
IJe, .. ar acabo este proc.:so es indisp:nsable que el acaundo opcnmdo de ":" contenga una sola 
,;ariable). Nótese que los pari:ntesis en el terc:cr ejemplo de la columna 2 de la tabla-8 no son 
necesarios a causa de la pn:icedencia con que fi.leron definidos los operadores. 

3.6.4.Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

Un ecuación ditCrcnc::iaJ psa SIETEDC>. es una expresión que contiene sumas o 
diferencias de funciones difcsenciales iaualadas a una constante. como por ejemplo: 

cos(x):x + x •sen(p):p = 3 
m•a•xA2:g+g•exp(p):p= O 
y! +x= S 

(1) 

(2) 

(3) 

Obscrvcsc que en la ecuación (3) del ejemplo anterior se utili7..tl el simbolo de admiración 
••!00 para denotar la dcrh,oada_de •"Y"'• con n::spcicto a Mx-. 

3. 7 .Predicados 

SIETEOO está fonnado por un gran número de pn:dic.dos los cuales pueden ser 
imoocados directamente dnde el inlét'prcte de Arity/Prolog después del indic8dor del intétprc:tc(el 
signo de intenogación y el pión). 

3. 7. 1.Fonnato de lectura en SIETEIX> 

Los rredicados en este manual están subraymdos. escritos con minúsculas según las reglas 
de Arity.:Prolog. y están indicados los paiánlctlus o .-icladcs correspondientes dentro de un 
paréntesis en el cual son sepm1ldos por coniaa. Se utiliZS"in los símbolos de"-"."+":"?" y ..... para 
indicar si et parámetro debe estar vinculado a un valor especifico. a esta acción le llamaremos 
instanciar un pa.níinctro. indicándolo i.:on e1 signo "+". No instanciado con el simbalo "-.. y con la 
posibilidad de e~tar en cualquier caso de los anteriores con el signo ... ?°\ y el asterisco ... ". c:n caso 
de- que el parúmetro deba estar .. semi-instanciado-. 

Como ejemplo tenemos el predicado deri\·a( +E. ·R ) el cual tiene uridad 2 (put..~to que 
tiene dos argumentos E y R ). en donde el parámetro "E". dch~ estar instanciado puesto 4uc to 
indica el ~ignc-00--•• y d pan.\mctro .. R .. no. por estar precedido de" un signo .. _ .. _ 
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Capitulo IV Programación de SIETEDO 

4.1.EI lenguaje Prolog 

SI ETEOO f"ue programado utilizando el paradigma de programación lógica en el cual las 
atinnadones lógicas del mundo se consideran como programas. Actualmente existen dif"ercntes 
sistemas de programación lógica. el má popular de ellos es el Prolog(Clocksin y Mellish. 1984: 
Bratko. J 986). Un programa escrito en len.,..;e Prolog CSlá: descrito como una serie de 
afirmaciones lógicas en las que cada cláusula es una cláusula de Hnm. Una cláusula de Hom es 
una cláusula que tiene como mucho una Jiteral positi'\.•a. Así p. --p v q~ y p -> q son cláusulas de 
Hom. Un programa en prolog está constituido básicamente por dos partes los hechos los cuales 
contienen constanics y rcprcscnlan sentencias acerca de objetos específicos y los predicados los 
cuales contienen variables y representan sentencias acerca de las difcrcn11..~ clases de objetos. 

4.2.EI predicado ecuación 

Existe un predicado general para resolver ecuaciones difürenciales ordinarias llamado 
cc11ació11. el cual tiene cuatro ca.sos diferentes de ccuacion""~ posibles que 
son:scparablcs.homogéncas.cx.actas y de Bernoulli. 

El predicado ecuación 

El predicado homogenea 

El predicado exacta 

El predicado separable 

El predicado Bemoulli 

Este predicado determina si Ja ecuación es 
homogenea e intenta resolverla por alguno de los 
métodos conocidos par el sistema. 

Este predicado en SIETEDO es el que tiene el 
nivel máximo de complejidad con respecto a los demás. 
pues involucn1 a todos los predicados del sistema.. desde 
Ja unk>n de conjuntos hast• la solución de un tipo de 
ecu.ción difaenci•I ordinaria. 

Este prcdic.so reconoce si Ja ecuación es una 
ecuación diferencial exacta e intenta resolverla por ~te 
método. 

Este predicado rcsulcve ecuaciones ditC:rencial"'"~ 
ordinarias por el método de variables 54-parablcs Ja.o¡ 
cuales se inr--.n direct.amcntc. 

En este predicado se dctemlina si la ecuación \.."S 

una ecuación de Bemoulli y se intenta resolverla. 
T•bla !I: Principales predicados de SIETEDO 
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4.3.EI predicado integración 

El sistema SIETEDC> conoce cuatro métodos de intesración utilizados en cálculo para 
resolver integrales que son el aplicar fónnula inmediata. por cambio de variable. integrando por 
panes e integración de fimciones uiaonontCtricas. 

Se puede hacer la in-ión di,...,tamentc 11........W al pttdicado i( E.I). o .., puede 
invocar al predic.do intepm:ión el cual recibe la expresión de entrada.. la simplifica. la analiza y 
posterionnentc da una justificación de sus result8dos. 

Ejemplo: 

?- i( x""2:x. 1 ). 
l..,,2•x,..l -> 
yes 

4.3.1.lntegración inmediata y por cambio de variable 

El método de int-ión ~iata llC ~lementó utiliz8ndo un predicado por cada 
fünnula de intear-:ión de a.. considerwl-. en el mpéndice A. utilizando la notación ~uh·alente 
para cada expresión matcmMica en SIETEDO. 

4.3.2.Por panes 

El pn:dicado por pm"tes toma en cuenta las situmcioncs más usuales que se pueden 
presentar al intentar oblencr una inlc8f'lll por este método. 

Cabe mcn.:ionar que en cs1e método de imqp-.ción existen intcaralcs que se 1i .. ,.cn que: 
evalum' volviendo a apli~ este mélodo. ni eomo aqucla.. en que en cierto momento se 
pre.enc.n iJIU8les a la inlqpaJ ol'i8inal. por lo que el •istcma na;aiita n:iconocer el instanle en el 
que se presenta esta situ.ción. lo que haice ver• este pn:diclldo como una pane realmente 
•intcliacn1c• del sistema. 

Ejemplo: 

?- porpanes( x•sen(x):x. U. DV:X ). 
U =x1"'J 
DV = J •sen(x) 
X =x-> 
yes 

4.3.2.1.El predicado por panes iterando 

Este mlidulo le indica al método de integración por panes .. que d~he ser nc:i:i:sario Cl"noc~r 
Ja integral para poder después hacer la manipulación algebraica nccesari.o.. 
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Ejemplo: 

"!- porpartcsit'-'"ftscc(x)"'3:x .. U. DV:X ). 
lJ - t •5':c(x)"'l 
DV= sec(x)"2 
X =x·> 
)""-~ 

4.3.3.lntegración de expresiones trigonométricas 

Existen alaunas intepales ui~cas que se pueden resolver utilizando el 
md1.ldo ~ integración por~ con mólo disminuir la potencia de la función y utilizar ola;una 
identidad trigonométrica apropiada. SIETEDO ... utiliza este método en expresiones como seno .. 
coseno y secantes ele,.·adas a potenc:i-. Existen otro tipo de funciones triaonométricas.. en donde 
la integral es "casi directa" pués sólo basta twccr una transfonn.:ión adecuada. SIETEDO. tratar 
de utilizar esta táctica siempre que le sea posible. 

4.4.EI predicado derivación 

Para poder calcular cieno tipo de integrales es necesario muchas veces obtener la derivada 
de ciertas expre5iones .. por lo que es necesario que el sistema sepa derivar. además de ser el 
fundamento matemático necesario para hacer una integra). 

En el caso muy especifico de las fónnulas de derivación implementadas en SIETEDO. se 
tit:ne la regla de la cadena impUcita en e.ta un8(cn caso de ser composición de 
funciones). También 5C puede invocar expllcitamcntc •este predicado de la regla de la cadena. 

Se puede realizar la derivada directamente al mandar a llamar al pn:dic.W deri,.·ar(E..X .. R) 
e utilizar el predicado derivación.el cual además de simplificar da una explicación de como 
obtuvo la respuesta. 

Ejemplo: 

º"!- derivar( s...-n(~•c). c. DE ). 
DE =- f3• l )•cos(3•c) -> 
yes 

4.5.Utilerias de SIETEDO 

En la programación de SIETEDO se le considero utit~rias a los predicados que eran 
necesarios paro algunas operaciones algebraicas al momento de resolver la ecuación diferencial 
dada como son: agn1pa. polinomio •. o;impli.fica. r·('('SC'ribc. cte. 
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4.S. 1 .Equivalente 

En SlETEDO existe un predicado que se considera eJ más impon.ante. Este predicado 
mejor conocido como "equiv" (de equivalente ). pn::scnta varias modalidades en su uso. entre Ja 
que de.stoca una modalidad diferente en la definición de argu.mentos en Prolog. 

Se entenderá que una expresión se dice ser o estar HSemi-ins1a11ciada "• si esta se fonna d.: 
una combinación de átomos y variables del lengaqje Prolog[manuaJ rerercncia]. Ja cual se 
denotará con un astcdisco. 

Principales modalidades del equiv: 

(1) cquiv( EJ. E2 ). 
(2) cquiv( EJ. F•G ). 
(3)cquiv(EJ, A+B ). 
(4)cquiv(EJ,K•E2:V ). 

EJ caso más simple que resucJve el predicado equi•· es hacer la comparación( caso( 1 ) >. 
esta se puede realizar con átomos. con funciones y con cualquier expresión en general válida para 
SIETEDO. 

Ejemplo: 
?- cquiv( x"2. (xT0)"2 ). 
yes 

La instanc:iación de variables (casos (2).(3) y (4)). es uno de los pasos más delicados que 
se llevan .cabo dentro del pralicado cquiv. pues es en este momento cuando se tratan de 
identiticar esquemas de expresiones, seaün los valores asignados a cada variable. por lo que una 
mala asignación de valores ocasionarla una respuesta CtTOnea por parte del cquiv. 

E;jcmplos: 

?- cquiV( x•exp(x:''2):x. K*exp(V):V ). 
K-2"-1 
v-x"'2-> 
yes 

?- equh·( x"2. K*X"2 ). 
K-1 
x-x-> 
yes 

?- c:quiv( s~1an(o). A+B ). 
A-S 
B =tan(o)-> 
yes 
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l "n.::1 lk lus muc.folidac.Jcs ma..~ importantes dd L'"QUiv. es la de n:cunuccr Jiforcncialc!<o • 
• :uandl• e~ na:c .. ari,1 cll.fui" se encarga de complcrur el difi-rcm.:inl. !'in cmbJrgt1 es "'-~L·~ari<• "IUC en 
la ..:o'Jir ... ·~i1..ln ~·E:\·. en donde K c:i.. una constanlc: y E unn c'tpn:siim. fo variahlc V. !'Oc cm:ucntn: 
prc~cnh.· en fa c~11rL"!oiiin E. 

l..}1..wtp/u_o¡; 

·."- "-'"Quh ( cos(.~):~n(x). K•cc.~ V);V ). 
~ ... "S 

Aunque en primLara instanci• podría ~cr que el problema de dctLTrninar por tnL"dios 
c.:omputahJ ... -s si dt•s cxprc.-siont:s mac.:rnálicas 9Pn equivalenl"-"S· es un pn•hlcma sin st.Jlucitin finita. 
Pur..a Jos tip.•s de c:xpre,_,¡ionc:s que maneja SIETEDO! esro se lle"'ª acabo «."fl un ti4."111f'C"' tinito 
computahlc para Ju máquina[cumputahilidad] y en un IÍ~po basranr.: raz.onablc. 

4.5.:?.EI predicado simplifica 

El predicado simplifica juega un papel muy critico en cuanto eficiencia L"fl el ric.."tllpo de 
n:spuc~tOJ de SIETEDO. pues c..-stc dcrcnnina en gran parte d 1icmpo que le lfcva acuho a Jos 
prcdicaJos que Jo utili7..an n;aJizar su rarea. Sus acciones principale!s son el quitar ceros. n:c~rihir 
c.xpr1.."SillUC!' 1..·tc. 

Este prcdici1dl1 es Cilpa7. de simplificar ditCn.:nciulcs de lal fi._-,mu1 qu1..• el segundo tipcrJndo 
dd '':"". Sr.!'U un Uromo (la variable de intc,grucit>n) siempre que 1..•n la cxpr1.~ión originnl scu claro 
~uo:1J e~ Ja \'~1rh1bJc de intcgrJdt.'ln. 

o\'otucid11 .\lat<.•mú1ica 

(.\· + I)' ln(3_,.: )c/(.l., . .!) 

_,. +lx 

4.5.3.EJ predicado rnuhiplica 

Noiuciún SETl::rs 

"!- simplif"tcU( (x+I rJ•ln(J•x"":?•:(3•x"'.'.?). E:?:X) 
E:?= (X+l)"'.J•ln(3•x"'.!)•6•x:x -~ 
yes 

"!- simplifica( x"'O- 1 • ·"'· R ) 
R = l+x-> 
yes 

Al iguul que simplitku. este pn:dicadn licue una función crirh:a .:n ll)s prcJicm.lo!<o .. ,uc lo 
in"v~an. puc:-. e:-. en gran pnrtc el 4uc úctcnnina el ticmp .. l Je c..:ic..:ui:i .. ln de Uichns pr1..x.lkad4l~. Su 
rnn:il c .. Ja dc..• cli..-c1uar producto!'>. Binomios de Nc,vton ele. En el cuso de: hinnmios dc ~ ... , . ..i .. ln. 
po.trJ Jl'-'lcm.:ia!" nwy-.1r'-"~ <JUC' 1 O. Ju cfü.:icncia del prc:dicadtl <.h.•pc:ndr.!' de la mcn1oriu dc lu 
con1pu1uJora. 
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E.femplo: 

·!- multiplica((x-.:?).(x+2). R ). 
R - x":?-2•x+4-> 
y.:s 

4.5.4.EI predicado agrupa 

Así como hay expRSioncs que crucn mucho al momento de hacer los cálculos.es 
imponante ir agnapando lénninos SCll'ICjantes resul&antcs de la opención para después 
simplificarlos. En la reliz.-ción de productos de polinomios es1e pn:dicmlo juep un papel muy 
impxtante en el tiempo de su cjec:uc:ión. 

Su forma de: trabajw .. es dc:!llL~K-1 a. expresión en pmtcs.. después onlcn8rlas y 
tinalmcnte apupar los ténninos - semejantes.. lo cual en~ puc:de mcr ....._.e demoroso. 

Ejemplo: 

"!-agrupa( x":?+l•f-3•x"2. R ). 
R = f-2•x"2-> 
)'\..~ 

4.5.5.EI predicado factoriza 

Este: pre..-dicado es uno de los más complejos alk.-más del ºequivº por que realiza la t.-ca de 
factori7.ar expresiones mateniáticas. que en muchos t:asos llegan a ser dificil de l'ealizar hasta para 
el miso ser humano. 

Ejemplo: 

factoriza( t. o•x+t":?)l(t•t•x+l).R). 
R= l""O •(x+t"I )l(t•x+I ~> 
)'CS 

4.S.6.EI predicado polinomio 

El predicado polinomio n:cibe una e.prcaion de entrada y dctennina si es un polini.-.mio. 
en ca.~ de sc:rlo dcvuch·c: el IJhdo del polinomio. Es imponante notar que busca la!4 variables ..... ~ 
memoria dadas por el usuario y lo demás lo considera constante. 

pulinomio(x.•"",. 2+a•x.G). %Considerando que .. "" .. es la única variubh: 
0=3-~ 
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Capítulo V Uso del sistema 

5.1.Requerimientos de trabajo 

El sistema SIETEDO puede para trabajar en una computadora XT. AT o compatible con 
PC.bajo DOS teniendo como mínimo 640 K..iloBytes de memoria R--'"~t y con una versión mayor 
a la 3.0 de !\tS-DOS .. así como un mínimo de 20 megas en disco. Sin embargo para mejor 
funcionalidad del mismo se recomienda l mega de mcmoriu RA!\.t. 

5.2.EI ambiente de MS-DOS 

Existen dos formas de utilizar SIETEDO una es utilizando una computadora compatible 
con IB~t-PC e invocarlo directamente desde el indicador del DOS. por medio del prompt del 
sisti;:ma. En el caso de tener la versión ejecutable que es el archivo con el nombre de 
"SlETEDO.EXE" sólo c:s necesario indicarlo así: 

A>SIETEDO <-Pulsar Enter-\ 

La segunda forma de utilizarlo es bajo el intérprete de . .U-ity:Prolog. bajo el ambiente ~tS
DOS (cualquier ..-ersión). 

5.3.Compilación del sistema 

Para C4.."1mpilar el sistema es necesario tener el programa opc..exe y las librerins necesarias 
de Arity versión 6.1 .~7. Si se desea tener el programa ejecutable(SlETEDO.EXE)después de 
compilarlo es necesario ligarlo con el programa link.'"' de Microsoft. 

5.5.El intérprete de Arity/Prolog 

En la tigura-5 se muestra la pantalla de entrada del intérprete de Artity/Prolog. 

r ~- -~ 1 
:. ... ,,,. t -11-:1 l ( 
-- """"r" -- 1-·J-:• •l 1 •(, .. -

Fisura 5: El intérprete de Arity/Prolog 
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SJETEDO fue diseñado bajo Arity1Prolog versión 6.1..27, por Jo consiguiente se puede 
trabajar en esta versión o en versiones mayores a esta. Arity consta de varios ••autll:rs". donde se 
pueden editar programas. el número de "Buffcrs", queda determinado por la opción de FILES. 
contenida en el archivo de CONFIG.SYS del Sistema Operativo MS·DOS. 

Para ejecutar d programa basta con ir a Ja opción de "File" escoger Ja opción de "Open 
File'', elegirla y despu¿s ir a la opción de "Buffcrs" y indicar Ja opción de "Reconsult On Exit". 
Desde este momento puede invocar a Jos predicados desde el signo de interrogación que aparece 
en Ja ventana del intérprete así: 

Despu¿.s de que se ha consultado el archivo, se tiene uno que cwubiar al int¿rprete 
pulsando la tecla de F8 y posteriormente se escribe "mainº y así Prolog cjecutartl inmediata.mente 
el sistema. 

En la figura· JO se muestra el menú principal del sistema SIETEDO. el cual permite 
obtener ayuda sobre Ja notación utilizada para dar una expresión de cntrada al sistema y sobre 
intbnnación general de como utilizar los menus. El sistema no esta restringido sólo a resolver y 
.:nseñar ecuaciones dHCrencialcs ordinarias. twnbien permite realizar integrales o deri\·¡idas. 
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En la tigura-11 se le Ja como entrada al sistema la ecuación diferencial ordinaria 
(scn(.\:1» ~ ·"'.'·cos(.,:v))cfr + x= cos(_~·)<~,. =O la cual es resuelta en la ventana que tiene como 
título ··Ecuaciones Diferenciales Ordinarias .. y la explicación de la solución obtenida se da en otra 
ventana con titulo .. Justificación··. 
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Conclusiones 

EJ sistema SIETEDO es un sistema que se considera "Inteligente" o "Basado ~n 
Conocimiento" entre otras razones debido a que el objetivo de este sistc:rna. no es aumentar sus 
fónnulas de integración .. si no el hecho de que sea capaz de d~ducirlas panicndo de hechos 
básicos y además SIETEOO integra inrcnaamente de manera muy similar a la humana(realiza el 
mismo proceso que se indica en Jos Jibros de caJculof29.30...3 1 .32]). 

Otra de las razones por Ja cual se considera i111e/igc111e a este sistema radica en el h~-cho de 
que no existe 1111 ulgoritn10 conocido que resuelva este tipo de L"Cuaciones. 

El tipo de integrales que maneja SIETEDO son solamenle simbólicas e indefinidas .. 
debido a que en los cursos de Métodos Numéricos que se imparten en las an:as de ingeniería o 
ciencias de cualquier uni\rcrsidad. se estudian algoritmos para calcular las integrales definidas 
sobt'e un intervalo que son facilmenrc programables por cualquier estudiante de computación a 
nivel licenciatura. Es importantcn mencionar que SIETEOC:- hace cálculos num¿.,.icos muy 
elemental~ debido a las restricciones que presenta el intérprete de Arity!Prolog. Se queda como 
un problema abierto el prosranwr en algún ocro lenguaje o el de utilizar un progr..una para hacer 
los ca.lculos numéricos y encontrar la fonna de ligarlo con Jos predicatos hechos para cálculos 
numéricos desde Arity/Prolog 

En lo que se refiere a Ja interfaz del sis1ema esta es todavia muy sencilla y mili7...ando 
modo texto. por Jo que en nubajos fluuros es necesario hacer una "buena interface gnifica"" que 
sea agradable par..i el usuario y Je pcnnita un buen dt..'"SafT'ollo en el proceso d~ aprendizaje!. 

En la realización de SJETEOO se observó que Jos SHELL's para desarrollo de sistemas 
expertos necesitan considerar elementos numéricos y no Unicamente simbólicos. Pue.Jo concluir 
que el diseño de sistemas inteligentes no debe ser totalmente simbólico ni numérico. debe exi!.tir 
una flexibilidad en Ja rcpn.:scntación del co11CM:imicnto del mundo tanro real como abstracto. Este 
problema se presenta de f<Knla muy clara en el diseño de redes neuronales aniOciaks en donde se 
utilizan cálculos numéricos y no se considc:ran elementos simbólicos_ 

Una propuesta que dejo abierta en este tnlhajo es que se pnlgnmc una RED SEURONAL 
ARTIFICIAL la cual se encarge de ta.ccr un preprocesamiento de las funciones de entrada y las 
clasifique para después danelas de entrada al sistema experto y Je sea más fácil encontrar Ja 
solución deseada. 

Es impoJtante denotar que se ha elegido el lenguaje de Arity1Prolog por KT el intérprete 
del lenjJUajc Prolog el más parecido al lenguaje- de Prolog de EdinburlJO[ 1 ]. 

Turbo Prolog a diferencia de Arity1Prolog destruye el concepto simbólico que;:> se maneja 
en Jos lenguajes de inteligencia anificiaJ. el programador tiene! que definir •'"tipos·· para las 
variables u1ilizadas denrro del programa.Por otro lado Lisp aunque es un lenguaje muy popular en 
los Es1ados Unidosf5]. no permite una fácil modularización de los programas por el US..'l ~.'ltcesi\·o 

de pM'énl.::!!'is y por consiguiente llega a ser muy confuso su código a difi:rencia de Aril>' Prolog. 
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La implt:mc:ntuciilln t:n Prolog pt:rmitió un tientpo de r..:spuc~ta mucho mc:nor t:n 
..:1.-.mparaciún a otro~ pn.-.grnmus com&:rcialcs que: también rt..-su..:lvt:n ecuaciones ditCrcnciah.:s 
1.-.rJinarius Je manera !>imh..llica como es el caso del rrogramu '.\.tapie V vc:r.oi1.ln 4.0 y 
'\fa1ht:ma1ka ,·..:r~i1.ln ~.O. 

Al igunl que en c-1 área de las ntatcmáticas cuando se prup..1ni.: un nuevo conjunto. este 
di.:bi.: di: !'Cr ..:1.1nsi~h."tltc ..:on los ya existcnlt.-s como es el CU!'>O d.: lc.-.s nU.ntcros complc!'jus. 

SIETEDO maneja unu notación consistente entre sus predicado!- y los tCmtinus 
nuucmáth.:1.-.s. h . ., cual le pcmtitc a cualquier aticionadl., a las muh!m¡iticas y a la notaciún utilizada 
p._-.r los paquctc~ matctmiticos por computadora (como ~tapie V vcrsibn -i.o y Matemática vcrsic.jn 
3.0 ). una rüpida familiarización con los términos utili2adt1s c:n el sistC"ma. sin tener un 
Cl.,nodmic-ntC't del lenguaje: Prolog ni sabc:r programación lógica. 

Tamhi~n "lu..:da abierta la opcil'ln de ai\adir nuevos rm.:Jicadc.Js a SIETEDO utili.,...ando los 
ya e:...i~tcmes. haciendolo crecer y volvic:ndolo mis rc...,husto y podcnlso •• pero aün nui...~ que eS4.., 
tC'IJavia. la esrructura misma pcnnitc hacer modificaciones a ltlS predicados ya existentes. de tal 
fi.-.nnn que el si~rema nu se tenga que enterarse de dicha.-. modificaciones. 

En el sistema SIETEDO no se desarrolló el modclu dd estudiante. ya que cs&u implicaría 
lu creación d.: '-""'tro sistema y queda como propuesta de t._"Sis par.1 trabajos fotunls. 

Los ITS se cncuentrJn aún en pleno desarrollo por lo que aU.n pueden identificarse algunas 
füll~ metoJolúgicas~ Rl.,senbcrg(4] menciona dos muy impnrtantt."S: la primera es que los ITS'"s 
no han sido bien fundamentados en un modelo de aprcndizajc:y la segunda se refiere al d1..-sarrollo 
de pnlC'-~imicntos de C'\"tlluación de la eficiencia del pn.,pio sistema. 

Por otrJ parte. d ht.-cho de que la investigación de los ITS se extienda sohr.: rrcs difi:rcntcs 
disciplinas e Ciencias de la computación IA. Psicología y Educación). significa que hay 
diti.:rencia"' muy grJnd1..-s en tenninologia.. metas de in"\'estigación. marcos t1..'"l

0lricos y disrinto 
..!nfasis entre investigudorc:s. adema..-.¡ Je que estos requieren de un entendimiento mutuo de la..-. tres 
disciplina.._ involucradas. Los JTS están teniendo mayor .m:eptucitln como una disciplina prUctica 
dcntf'-l de la intdigc:ncia artificial. 

La utilizo..h:ión de los sistemas ITs•s sólo se logrará .si se logran resolver los problemas 
untcrior.:s ( Slceman y Bn"lwn[ 43 ]). para lo cual .será necesario integrar a dich1..,s sistemas. In....;. 
tenrius psi..:oJ{,gica~ del uprenJi:l'ajc y Ja instrucción. y cntl.lcar sus ,.,hj~tivns lamhién a 1nejorar la 
adqui!ooh.::iOn. retención y rccupcrJcitln d.: la infhm1acíón {J)(')r pane del cstudinnh:). haciendo 
cunc"\il.,ncs directa~ entre lao;. vuriahlcs instruccionulcs y lns del uprendiznje C l lujuvi y Christensen 
l9S7}. 

30 



PC Worbtatlon Mini ~lalnf'r.me 

Fi•ura-7: Platafonnas utilizadas para sistemas inteligcmci-. 

En lo que se refiere: al interCs de que ha sido el sist.:ma SIETE DO podemos mcn..:ionar 
que ha sido aceptado en ~imposium~ internacionales de inteligencia anificial y de C"n!'elianza de 
las matemáticas. como el ... IX lntemational Symposium on Ar1iticial lntelligcncc itnd Y 1 
lnternational ContCrence on Industrial Fuzzy Control and lntelligcnt Systems·· . ..:clcbrado en la 
ciudad deCANCUN. México. del 12 al IS de Noviembre de 1996 y el .. V Simposio Jmem.adonal 
en Educación Matemática Elfricdc \\,'cnzclburger·•. celebrado cn la ciudad dC" !'vtCxko del J 6 al 18 
de Octubre: de 1995. 

Por~nt•jede 

r. • ___________ .., __ .._ __ .,1F7J.,_ .... ..__ 

Sllell Ll•p Proloa OPS Otros 

Fiaura-8: Software utilizado en el desarro11o de sistemas intcligcntes 

En la figura·S se muestra el porcentaje de aplicaciones reulizndas en diforentc!> ~oft·war..:s. 
de donde se observa que: sólo el 201?"'á de las aplicaciones han sido hechas en lenguaje Prolog y la 
mayoria utilizando un Shell para sistemas ex.penos. 
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Flaura-9: Súmero de sistemas expertos utilizados en diCerentcs áreas 

En In figura-9 se observa que se han desarrollado pocas aplicaciones en matcmótica.o¡ y en 
el Brea educativa todavía se han rcali7.ado menos._ lo cual manifiesta la necesidad de desarroUar 
más programas f..-ducativos inteligentes. En el caso particular del sistema SIETEDO se ha puesto a 
prueba con alumnos de licenciatura (Centro de Estudios Universitarios Londres) y se ha 
observado que el sistema ha logrado motivar al alumno en su proceso de aprendi7.ajc en el área 
del cálculo diforcncial e integral y motivado el uso de la Cl1mputadora como una hcrruntienta 
personal de upn:ndizajc. por lo qm: puedo concluir que ~e debe continuar rrabajunc.Jo en el 
mejoramiento y crccin1icnto de este sistema . 
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Apéndice A Tácticas y métodos de integración 
utilizados por SIETEDO 

A. I. Tácticas generales de integración 

Las tácticas más utilizadas por SIETEDO para intentar resolvc:r una integral son: 

• Simplificar al máximo la expresión de cnrrada antes de realizar cualquier olra 
acción. 

• UdHzar cxponenres fraccionarios o negativos. 
• Facroriz.ar Jo más posible. 
• Realizar opa-aciones algebnúcas (división de polinomios. reducción de 

ténninos numéricos, etc. ). 
• Aplicar identidades trigonométricas. 
• Método de sustitución de variables. 
Haca u = ? y obtener du. después hacer el cambio corn:spondicnrc. 

A.2. Terminología 

Para las fónnulas que se pRSentan en este documento se considerará la sigui~nre notación: 
a las letras u. v y w como funciones cualquiera sobre Jos números reales y a Ja lt:tra n cumo 
cualquier nUmcro entero o real. a la letra e como una constante definida y a Ja letra " como una 
constante indefinida. 

A.3.Propiedades de las integrales 

f d ll 11 + k 

f (11d11 + \'d\• - U' dw) f udu + J •·d\• - f u•dn· 

f k " d " k f " d u 

A.4.Fónnulas de integración inmediata 

J d " " + k 

f u"du 
11 ,, .. 1 

k •V 11 I· ------+ 
" + 

f e/u = ln(11)+k 
11 

f e"''" 
e,, 

k + 
1 n ( e 

f e ,, d ll 

" + k 
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A.5.Mélodo de in1egración por panes 

f ll d ,. " ,. J \" d ll 

A.6.lntegración de funciones lrigonométricas 

f sen (u )du - e '".., s ( u ) -t· J.-

Jcos(u)du sen(u)+ J.: 

J ta11(11)du = ln(cos(11 + k)) lnjsec(u)j+ k 

Jsec~(u)c/11 1e111(11)+ k 

J sec(u )tu11(11)d11 = sec(11) + k 

J e .. ..,~ ~~e- (u J e o t(" ) d 11 = e os e e ( 11 ) + k 

J e o r ( /1 J d 11 J n Is e n ( u ) 1 + k 

J s e e ( u ) d 11 1 n Is e e ( " ) + ta n ( u ) 1 + k 

J e o s e e ( ll ) d u 1 n le o s e e ( u ) - e o t ( u ) J + J..· 

f cosec"'(u)c/u = - - 1
-cosec"-.?(u)cot(u) + 11 

- :? J cosec"'- 2 (11)d11 
,, - 1 ,, - 1 

Jcosec=(11)du = - cot(u)+ /,: 

f lln n J u" cos(c11)d11 = -;;-sen(c11) - -;; 11 11
-• sen(c11)d11 

f 11n sen(cu )du = - ~cos(cu) + !!. J u"- 1 cos(c11)du 
e e 

Jsen"'(11)cos"(1t)d11 = sen"'·'(1t)cosn-•(u) + ..!.!...=..!_ J sen-(u)cos"-2 (u)du 
111+11 111+11 

Fórmulas que involucran ~;::.·":+.--;,! 

J ;;/~',/::· = ~ ª".f?IC111 ;.f +J.; 

f ...,,/--;:-~~-d11 =~~ .• /e:·:_.-;;:--+~ lnlu+.Jc.""i +u::./+k 
2 2 ¡ 

Ju=,:·c::. +--,;:clu= ~(e:: +211::).,J;.T:;-,7 -=iln11+R .. +-17:+k 



Fónnulas que involucran Je?._,,! 

Fónnulas que involucran ..¡,,! «'T 
-.--. = - a11g1a11 - + k f 

du 1 .. 

1
. 

ir +e· e 'e 

f ~---,.- u e·-· e· L ~}-
""- +c-du = 2'". +e- + 2 1n~1+v11- +e· k 

Fónnulas que involucran ..---. 
'\/11- -e:· 

A.7.Tácticas para reducción trigonométrica 

Tipo de lnregral Caso Aplicar 

J scn"(11)d11 Sin>.:? y entero 
sen""' (u)cos(u) 11- 1 J .,. . , - +-- sen -(11)a11 

11 11 
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J SCl\;:(U)dll 

J cos·: ( 11 lrlu 

Jcos.:(u)du 

Si n=2 y entero 

Si n':">'::? )' entero 

Si n=2 y cnten1 

'1 1 . Jl ~ - i Ct.lS(~U) Jdu 

cos"-'l11)set1(11) 
011-IJ ... ( , -------+-- cos - 11)t1lt 

ll 11 

( 
1 1 \ J :?. + ·icos(~u) jilu 

J11111::(11)ch1 Sin=::?ycnten' J(scc=tu}-l>du 

J cot:: (u)du Si 11'"'°2 y entero J (cose'"·: (u)- l)du 

J sen"' tu)co~· (u)c/u m '"' n posifrvo e impar disminuir en uno et exponente impar y a¡11icar la 

identidad trigunt.,mCtri..:a: sen:! ( 1.1) + cos: ( 11 ) = 1 

J cot" ( 11 tdu Si n es cntcm y p..1sith:o. par o impar.di,.minuir n en n-2 y aplicar la idcn1idaJ 

trigc.mum.:tricu: cot:: (11) = cosec:: (u) - 1. 

J r1111- (11 )du Si n '-~ c-ntcro y positivo. par o impar.disminuir n t:n n-'.2 y aplicar la idcntiJad 

trigonom~tricu:ta11:?(u) = sec::(u)-1. 

J scc"' ( u)du Sin es positivo y pur. disminuir nen-.:? y arlicar la identidad trignnnmé1ricn: 

sec::(u)= l+ta11::(11). 

J cos~·c .. (11)d11 Sin '-"'S positivo y rar. disminuir n en-2 y aplicar la idc:ntidad trignm.1métricn: 

cos~c::(u) = 1 +cot.:(11). 

J tun ... tu)~c''(u)du Sin '-"S rositivo y par utilizar c:l caso anterior. Si m '-"S posifrvu e in11"1nr 

disminuir m en m-1 y luego aplicar:fcu1~(11) = SCC~(u)-1.Conscrvur s'--c(u)tnn(u)du. 

J co1·· e 111cosec" (u)c/u Si n es positivo y p11r utili7.ar el cusn anterior. Si m '-"S pt..1~itivu e impur 

disminuir m ctt m-1 y luego uplicnr: tun::(u) = sec~ (11)- l .Conscrvur scc(ununlu>Ju. 

J ... en ·c111...:os .. (11)d11 Sin y m s11n t:ntcn1s positivo~ y pares. 

~C'n: (u)=~ - :i cus(::!u) 

utilizar: 1,.;u~= (u)= i + ~ cns(2u) 

">cn(r1)...:us(11) = ! sr:n(.:?11) 

además . .. [
scn(.:?u> = .:?sr:n(tt)cos(ul 

co~(~ll) =..:os· (u)- scn-(u) 

36 



Apendice B Ecuaciones diferenciales ordinarias 

B.1.Conceptos básicos de ecuaciones diferenciales ordinarias 

Se llama ecuación diferencial a una ecuación que liga la variable indepc:ndii:ntc x. la 

función incógnita y = y( x) y sus derivadas~'º' • y' ' ., ...• y 1
", •• Es decir una c:..:uadón de la 

tOnna: 

En otras palabras. se llama ccUQción diferencial a una ec;:uación en la qut.: ti.guru lu 
derivada o diferencial de la función incógnita. Si lafimclón incógnita y= y(x) dcp,•11dc de ima 
sola variable iudcp,mdicntc x. la ecuación diferencial se llama ordinaria. Por Ejemplo: 

d .. lld; +."<)'=o. 

2)y''+y•+.T = cos(x). 

3)(.T:: + J":: )d:c -(.'t' + y)d.\• = 0. 

c.·1 ordt:"u di! una ecuación diji:rcncial es el de la derivada de ma~,.or orden que fig.ura en la 

ecuación. Por ejemplo: la c..-cuación diferencial y' +xy = e' es de primer ord..:n~ la ~cuación 
difcn:ncial y••+p(.'")Y =o. en donde p(.T) es una función dada. es de:?." orden; la ecuación 

diferencial YIX + .Ty 11 +X =X:?. es de 9° orden. 

Se dice que una solución de ta ecuación difcrc...'Tlcial cs una función y = Q ( x ) • 
determinada en el intervalo (a .. b) junto con sus derivadas sucesivas hasta d orden n inclusive. tal 
que ul hacer la sustitución y = tp ( x ) en la ecuación difi;:renciat. ésta. se convierte en una 
identidad con respecto ax en el inh.:rvalo (a.b). 
Por ejemplo. la tiJnción y= sen."t" + cos.~ es solución de la ecuación y .. + y= O. En efecto. 
dcrivunJo dos v«es esta función. se tiene: 

.'·'= cos.~ - sen x. yº'= - sen x - cos:c 

Sustituyendo en la ecuación diferencial .v'' e _,. por sus expresiones. resulta lu identidad: 

- sen x - cos x + sen x + cos x = O. 

La gr.ifica de una solución de la ecuación ditCrencial se denomina curva int~gral de la 
ecuación 

Lo fomln general de una t.-cuación de primer orden ... -s: 

.f(.<C.y.y') =O 
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Si en lu c.:u¡h!ión ( 1) c!<o posible dL~pejar y• .. resulta 

y'=f( . .-.y). 

qu~ reprL'"Sc!'nta una ~uación de primer orden. resuelta con n:spL-c:to a la derivada. 

B.2.Ecuaciones con variables separables y ecuaciones reducibles a ellas 

La c..:uación dif°L"Tcm:ial de la ti.:>nna: 

<¡> (y)dy = f(.T )clx en 

~e llama t..•c:uuciú11 co11 'l"ariuhle.<r St!paradas. 

Las L-cuacioncs Je la tOnna: 

<P 1 (x)l¡l 1 (y)d.- = q>, (x)l¡I, (y)<~· 

en las que lo~ cat:fici~ntes de las difcrcnciales se descomponen en t8ctores que dcpaldcn 
54..'llamentc de .T o solamente de y. se llaman ecuaciones con variables separables. 

Dividiendo por el producto'P' 1 (y).p: (.T) ésta<!i se n.'Clucen a ecuaciones con 
variahlL-s separada.<!i: 

<p ,(.T) dx = ~dy. 
cp '(x) 'I' ' 

La inh:gral g.em:ral de esta ecuación 

J"' 1 (x) d.- - J"' , (y) dv = e 
q>,(x) '11 ,(y) - . 

Observadón. La división por'I' 1 (y)? J(x) puede dar lugar a que se pierdan las soluciones 

pnnkularcs que anulan al producto 'I' 1 (y)lp 2(x). 
Lu ecuación ditCrencial de la fonna: 

~; = f(a.T+hy+C"),. 

d~.,nc.Jc a. h y e son constantes. se reduce a una ecuación con variables SL~arahlcs haciendo Ja 
susti1ución 

: = ax +by + e:. 
Ejcmplt.~. Resolver la ecuación 
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3e'tgydx+(2-e')sec'ydy =O. 
Solución. Dhddimos ambos miembros de ta ecuación por el producto tgy.(:!. -t.! ) 

3e'dx + sec' ydy =O. 
2 - e·' tg y 

Ha resultado una ecuación con variables separadas. Integrándola hallamos: 

-31n¡2 - e·'I+ 1n11g..-1= e,. 
Efectuando la potenciación. obtenemos: 

-~''-8--'~· I'--:- = e e' • o bien. 12 - e·¡' 
De aquí. 

tgy - +eC' 
(2-e .. ) 3 --

Designando ±ec, = e. se tiene: 

(:! '.:;.: >' = C .o bien., tgy- C(2 - e" )
3 

=O. 

Hemos obtenido la integral general de la ecuación dada. 

Al dividir por el producto tg y ( 2 - e ~ ) se suponfa que ninguno de los foctor~ se 
convertía en cero. Igualando cada factor a cero. obtenemos. n .. ~pc..~tivamente: 

y= krt(k = 0,±1.±2, ... ),x = ln2. 

Su..o;tituycndo en la ecuación inicial comprobarnos que _,. = krr. y :e = ln 2 son soluciones de 
esta ecuación. Estas pueden obtenerse fonnalmente de la integral general haciendo C = O 

y C = XJ .Esto significa que la constante C se sustituye por~-~ después de lo cual. la integral e, 
general toma la tOnna: 

tgy - ~, (2 - e·'>' =o .o bien. C, tgy-(2-e')' =O: 

haciendo en In úhima igualdad e~= O.lo que corresponde a C= 00,.lendremos (2-e" l~ =O; 
de aquí obtenemos Ja solución x = ln2 de In ecuación inicial. En conSc!'Cuencia. las funciones 

)º = A:n.(k = 0,±1 .. ±2, ... ) y s = ln2 son soluciones particulares dr;: la ecuación dada. P1."'lr 
consiguh:ntc. el resuhndo tinal t-'"S: 

tgy-C(2-e')3 =O. 
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B.3.Ecuaciones homogeneas y reducibles a ellas 

l:nu función f(.T •. 1·) es homogénea de grado nen sus argumentos si se cumple la 
id~ntidad: 

Por ejemplo. f( x.y) = x:: +y! - -~· es una fianción homogénea de segundo grado. puesto 
que fftx.ty) =(t.\"):: +Hr)! -(t.T)(~·) = t::(x:: + _r:: - .9') = ,::_f(x .. y). 

Pan& /1 =o. se riene una f'"unción de SAdo cero. Por ejemplo. f(x.y) = -'"~ - -~. es una 
x- +_r-

función homogénea de grado cero. pueslo que 
. (tl")! -(f\•)! /::(.~! - l'!) X! - ,.:: 

t(rx .. ~·>= (1.ir>:: +(~·>.:=,::e_?+: •. ::,= :e::+: •. :: =.rcx .. y> 

Una ecuación dif"erencial de la ronna ~ = f(x._i•)se llama homosénca si ./"(;e.y) es una 

función homogénea de grado cero en sus arsumenros. La ecuación hornoaénca siempre se puede 
representar en la forma: 

c/1• ,. 
~= <!'(~). 
dx X 

(1) 

Introduciendo una nueva función incópita u= .:!: • la ecuación ( J) se reduce a Ja ecuación 
X 

con vmiablcs sc:parahlcs: 

xdu =q>(u)-u. 
dx 

Si " = u 1, es una rafz de la ecuación fP (u ) - u = O • Ja solución de Ja ecuación homogénea es. 
11 = "" o bien. y = 110 .'lt (recta que pasa por et oriacn de coordenadas). 

Observación. Al resofvu las ecuacionct homo8áleas no es indispensable reducirla.e¡ a la 
f'onna ( J ). Se puede hacer inm~iatamcntc la susritución .Y = tlX . 

Las ccuacion~ de Ja forma: 

dy =f(a,.>r+b,y+c,) 
dx a 2 x+b,y+c2 

Se ré'duccn a homogéneas trasladando el origen de coonknadas aJ punto (x0 •• •·n) de intersección 
de Jus rc:c1as: 

Esto se consigue haciendo Ja su.o¡titución de las variables: 

x=l;+->;,.y=11+_•;, 
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El método indicado no es aplica.ble cuando las rectas a 1x+f1.y+c1 =O y ª=·'·+~y+c: =O son 
paralelas. Pero, en este caso. · 

~ = b, - A. 
ª• h, - • 

y la "'"Cuación (2) se puL~e escribir en la fonna 

Que se puede reducir a una ecuación con varillblcs separables haciendo la sustitución 
:=a1.T+b1y. 

Si la ecuación diferencial viene cxpn:sada en la forma: 

P(x.y)dx + QC-"·-"* =o. 

Será homogénea si P(X .. .\') y Q(x •. v) son funciones homo¡iéncas de un mismo grado. 
A veces, la ccua:ión se puede ralucir a homogCnca mediante la sustitución de la variable 

)' = Z ª . Esto OCWTC cuando todos los términos de la ecuación son de un mismo grado. 
atribuyendo el grado 1 a la variable x. el arado a a la variable ·''.y el grado a - 1 a la derivada 
th• ;;; 
Ejemplo. Resolver la ecuación 

.11".\'
0 = ,Jx~ - .":! +.V. 

Solución. Escribamos la ecuación en la forma: 

F@' ,. 
·"·'= +'"- • 

• T 

Como la ecuación es homogénea. hacernos u= Lo bien.y= lLT. Entonces. y'= .l'"U'+u. 
X 

Sustituyendo en la ecuación las c"prcsioncs para ye)•'. obtenemos 

.T~~ = J1-u:1. 

Separamos las '\'ariablcs: 
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du d'C 

:Ji-u'=-

I>e aquí. intcgrand1.'l obtenemos: 

arcsenu = ln~.T + lnC1(C1 > 0) 9 o bien. arcscn11 = lnC1 x;. 
Como C 1:.,· = ±C1.'\". haciendo Ja notación ±C1 =C. obtencmosarcscnu = lnCl'.dondc 

Jln C.'C¡ S %-" .. o bien .. 

general 

n n 

e - l :S: C X S e ~ . Sustituyendo u por .:!:. tendremos Ja integral .. 
arcsen :!: = In e:,· . 

• T 

Por consiguiente .. la solución gcn&.-ral es:_,. =:e sen In Cl'. 
Al sep.urar las variables dividimos ambos miembros de la ecuación por el pruducto 

x· .. ,/t - ,.:. • por lo cual. se podrian perder las !IOlucioncs que convienen en cent sus f"actores. 
Pongamos ahora .Y= O y ~ ""' o. 

P.:ro x = U no es s.&.-.lución de la ecuación. debido a lo cual resulta. J - y~ = O. de donde ,. = ±x . . ..-- . 
Con una prueba directa nos convencemos de que las funciones.''= -xey = xson soluciones de la 
ecuación. Estas son soluciones singulares de la ecuación dada. 

B.4.Ecuaciones lineales de primer orden. Ecuaciones de Bemoulli 

Se llama ecuación diferencial lineal de primer orden a la que es lineal con res~"Clo a la 
f'unción incógnita y su derivada. Esta tiene la rorma: 

~ + p(.T)y = q(.r) • (1) 

en donde p(x)yq(x)son funciones continuas de x en la región en que se pida integrar la 
ecuación ( 1 ). 

Si q(X) ~O.la ecuación ( 1) se: llama lineal no homugc!-nca. Si q(.,-) •O.se dice que la 
ecuación ( 1) es lineal homogénea. Esta última es una ecuacit.'m con variablc..-s :.;cpurJhlcs y posee la 
~u1ución general: 

.v = ce-J rt.,.,,,,. 
(.:!) 

Lu solución general de la "-~uación lineal no homogCncu :.;e puede hallar por d método Je 
variación de Ja constnnlc. según el cual se busca unu solución de la c..~uación ( 1 ) de la thnna: 
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( -J p(X)(/.t" 
y= e x)e 

donde c(x)cs una función incógnita nueva dex. 
La ecuación ( 1) ~e puede integrar también del modo siguicnle. Hacemo~ : 

0
\• = ll(X)\.'(X). (3) 

Poniendo (3) en ( 1 ). después de las transfonnacioncs obtenemos: 

11'v+u(p\"+\•0
) = q(.T) (4) 

Detenninando '1x)de la condición ,.•+ P'" = O. hallamos después la función 
u(x) resolviendo la ecuación (4). obteniendo. por consiguiente. la solución_,.= tn-de la L~unción 
(1). En este caso. v(.T)cs una solución particular cualquiera de la ecuaciónv'+p,· = O(distinta de 
la solución trivial v m O). 

Observación. Puede ocurrir que la ecuación diferencial sea lineal respecto ax. considcraJa 
esta variable como función de y. 

La f"onna nonnal de tal ecuación es: dy + r (y ) x = q> (y ) . 
d.~ 

Ejemplo: RL-solver la ecuación: 

y'+2xy = 2.'ICe_..,: . 

Solución. Aplicando el método de variación de Ja constante. consideramos la ecuación 
homogénea: 

_v•+2xy =O. 
correspondiente u la ecuación no homogCnea dada. Esta es una ecuación con variablc:s separables. 
Su solución general tiene la fonna: 

_l• = e e - _.,: 
Buscamos Ja solución general de la ecuación no homogénea en la forma 

y e ( x ) e - • ' (6J 
donde c(x) es una función incógnita de X • 

Poniendo (6) t:n (5). obtenemos c'(x) = :?.Y. De donde c(x) = x: +e. Resumiendo. la 
solución general de Ja ecuación no homogénea es: 

(X > + c)e - .\": 

donde e es In constante de integración. 
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Ecuación de Bcmoulli 

L·na ""acuación dt: la fonna: 
d1· 
dx + p(x).•• = q(x)y" (8) 

dond~ 11;i1::O:(1 J. f'U"-""Sto que para /1 =O y n = 1 esta ecuación &:s lineal. La ecuación {8) se n.-ducc 
1 

a una ""-cuación lineal hacicndcl la sustitución= = ~ . Pero rcsul1a má."i convenic:nte resolver 

Ja ecuación de Bemoulli haciendo la sustitución (sin reducirla a lim:al),,· = u(.'-')''Í.\"). 

Ejemplo. Resolver Ja ecuación de Bernoulli: 

.'Ji·º+.t'=.'':!Jn.\". 

St.llución. Hagamos y = u(.\")\'(.T). Tendn..~ 

Hallwnos In función y= u(x),•(.T)como solución panicular de la ecuación.T\''+'' =O. 

Resulta. t·( .<r) = .! . EntoncL.-s. uº= u: lnx .Scpm-anda las variables e integrando. obtcn"-~'1s: _,. .'\"" 

-; = J~Ttt.:=- 1:-T -~-c. 

X U=------
l+C.T+lnx 

La solucil"m general de la c..-cuación es: 

1 
\'=-----. 
· l+c.T+lnx 

B.5.Ecuaciones dif"erenciales exactas. Factor integrante 

La t.:cuución difC-rcncial de Ja forma: 

/1-f( ..... y)dx + N(x,y)cly =O (1) 

Se llama ccuacil',11 diforcncial exacta. si su primer micmbni es la difCrcndal rotal dc una función 
11(x.y1: 



J,/ ,, X • N d y - <I u E 
i':11 
Cx dx 

,. u 
--dl· 
i"y . 

La condición necesaria y suficiente para que la ecuación ( 1) s~a una ccuacit'm difcri:n.,;ial exacta: 
es que se cumpla la condición: 

!!!...!:!.._"' éJN 
d 1• dx 

(~I 

(en un recinto simplemente concx~ Dde variación de ·"'·-'" ). La integral general de la ecuai.:ión ( 1) tiene 
la fonnau(:c.y) = e. o bien. 

Ejemplo. Resolver la ecuación diferencial: 

(sen .'CY + xycos.'Cy)d'C + .'C:! cos.Tyc(1· =O. 

Solución. Comprobemos que la ecuación dada es una ecuación difc:rencial exacta. 

Se tiene que: 

ª·"' = .!!_(sen Xl" + .T\" cos Xl') = :e COSX\' + X COS.Tl" - x= ,. sen Xl" = 2x COS.'\"\" - X= ,. sen X\'. ª·'º iJ.1· . • . . . • • . • • 

éJN - ~(x 2 cosxy)= -2xcos.Ty-x 2 ysen . .-y_ 
éJ.T - OX 

osea. 
~- a,v 

d ·'' -;¡-;;- . 

Como ventos. se cumple la condición (2). Por consiguiente. 

u(x.y) = J (sen xy + x.l-·cosxy)d."C + J xg cosx0yt(t• = 

=.Y sell.'l)'J.:
11 
+x0 senx0.vt::,, = XSellA)l- x 0 senx0 } 1

0 : 

de modo que 

.-..: senxy = C + X 0 senXoJ'u .o bien. xsenxy = C,. 

Al resolver algunas ecuaciones diferenciales se puede agrupar lo!' ténninos de ral modo que 
resulten combinaciones fáciles de integrar. 
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