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1. INTRODUCCIéN

Para el cdlculo de patrones de flujo en rios, lagos, lagunas, etc, es necesario resolver las
ecuaciones fundamentales que gobiernan el movimiento del agua. En el planteamiento
matemdtico para el cdlculo de la hidrodindmica aparece un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales, que involucran cambios en una o mas variables, en el tiempo y en
el espacio. Este sisterna de ecuaciones diferenciales sdlo encuentra solucién analitica para
casos uriviales: en general. no existe solucidn analitica del sistema de ecuaciones ¢n

problemas de interés.

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales se recurre a métodos
QUMENCos, que permiten encontrar una solucion con una aproximacion adecuada; el méwodo
de elemento finito y los esguemas en diferencias finitas son ejemplos de esos métodos
numeéricos. Los esquemas en diferencias finitas represcntan una alternaliva que con
frecuencia es utilizada para resolver sistemas ecuaciones diferencizles; sin embargo, una

desventaja importante de los esquemas en diferencias finitas es que la representacidn de la



frontera de la zona en estudio puede no ser adecuada, porque se utilizan mallas rectangulares
con incrementos constantes para discretizar la zona en estudio.  Para reducir este
inconveniente, en ocasiones es posible emplear una malla mas fina, o bien, s6lo afinar la
malla en la zona de interés utilizando incrementos variables en el tamaifio de la celda; lo

anterior representa un mayor consumo de tiempo de computadora.

El método de elemento finito discretiza la zona de estudio con buena aproximacién, lo que
permite obtener una solucién con mayor precision con respecto a los esquemas en diferencias
finitas. La matriz derivada de aplicar este método resulta densa, por lo que para resolverlo
se consume un tiempo grande de computo y en problemas dependientes del tiempo este

inconveniente se acentia; esto representa una desventaja importante.

El uso de sistemas coordenados que sean adecuados al planteamiento del problema en
estudio, facilita la aplicacién de cualquier método numérico para resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales. Los sistemas coordenados curvilineos que se ajustan a las fronteras
representan una buena alternativa para resolver las ecuaciones de la hidrodindmica porque
no importa lo compleja e irregular que sea la frontera de la regién fisica. El uso de mallas
curvilineas en los esquemas en diferencias finitas permite obtener una solucién de las
ecuaciones fundamentales de la hidrodindmica con una aproximacién adecuada y
computacionalmente eficiente debido a que la matriz de coeficientes del sistema de
ecuaciones es hueca, es decir, existen ceros en la matriz, por lo que con el empleo de
métodos de solucién apropiados a esta clase de sistemas no se requiere de un consumo
excesivo de tiempo de computadora; el grado de aproximacién de la solucion es similar a

la obtenida con elemento finito.

Los sistemas coordenados que se ajustan a la frontera han sido empleados cominmente en
problemas de dinimica de fluidos, sobre todo en ingenieria aerondutica para predecir flujos
a alta velocidad. En afos recientes se ha encontrado aplicacion en la modelacion de
estuarios, lagos, lagunas, etc. Para utilizar los sistemas coordenados curvilineos es necesario

transformar las ecuaciones fundamentales en términos de las nuevas coordenadas £-u; los
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calculos se realizan en una malla rectangular con incrementos unitarios en el plano

transformado.

Los sistemas coordenados curvilineos pueden ser ortogonales y no ortogonales. En el
segundo caso, se puede construir una malla curvilinea para discretizar la regi6n en estudio
con relativa sencillez, ya que la familia de curvas que la constituyen no son ortogonales; se
tiene el inconveniente que en las ecuaciones fundamentales transformadas aparecen términos
adicionales que pueden provocar difusion numérica. En el primer caso, en las ecuaciones
transformadas aparecen menos términos adicionales por lo que su solucidn es mas simple y
hay menor oportunidad de tener difusion numérica, aunque no siempre es posible construir
una malla ortogonal por lo que en ocasiones se pueden aceptar ligeras desviaciones. Lo

anterior debe tomarse en cuenta para la seleccion del sistema coordenado que serd utilizado.

El campo de velocidades obtenido al resolver las ecuaciones transformadas utilizando una
malla curvilinea estd referido a las variables £-n, por 1o que es necesario retransformarlo al
sistema cartesiano para su analisis; se puede construir un diagrama que muestre el patrén de

flujo calculado.

Por lo que se refiere a la construccion de la maila curvilinea, se emplean gencradores de
mallas, entre los que se encuentran los siguicntes:  algebraicos, elipticos, parabdlicos e
hiperbolicos. El generador eliptico resulta apropiado cuando la frontera de la regién fisica
es cerrada. Este generador se basa cn resolver la ecuacion de Poisson utilizando funciones
de control que permilen obtener un espaciamiento adecuado entre la familia de lineas
coordenadas que conforman a la malla. La generacién numérica de la malla queda fuera del
alcance del presente trabajo; sin embargo, se puede consultar Thompson, Z. U. A. y C.
Mastin (1985).

El objetivo de este trabajo es presentar un modelo matematico para calcular un tlujo no
permanente bidimensional (en planta) utilizando un sistema coordenado curvilineo ortogonal

que se ajusta a las fronteras de la region en estudio. Las ecuaciones fundamentales
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transformadas se resuelven aplicando un esquema en diferencias finitas que permite
determinar los niveles del agua y el campo de velocidades del flujo; las velocidades deben

ser transtormadas al sistema cartesiano x-y.

En el capitulo 2 se presentan las ecuaciones fundamentales que gobiernan el movimiento de
un flujo bidimensional (en planta), referidas a un sistema cartesiano.  Se presenta una
descripcion de los términos de las ecuaciones y, de acuerdo con la escala del problema a
resolver, se recomienda el empleo de las ecuaciones completas ¢ bien, se sugiere cuales

términos pueden ser ignorados por no ser significativos.

En ¢l capitulo 3 se presentan diferentes versiones de las ecuaciones de continuidad y cantidad
de movimiento, referidas a un sistema coordenado curvilineo generalizado £-n. En dichas
versiones aparecen las componentes fisicas de la velocidad y las componentes de la velocidad
referidas al nuevo sistema curvilineo. De las versiones presentadas, se escoge una pensando

en que sea computacionalmente eficiente.

En el capitulo 4 se presenta el desarrollo de un esquema en diferencias finitas para resolver
las ecuaciones de la hidrodindmica. Se obtiene la ecuacion general del esquema y el sistema
de ecuaciones que permite encontrar los valores de los niveles de la superficie libre del agua

y de la velocidad en el dominio del flujo.

En el capitulo 5 se presenta la aplicacion del esquema en diferencias finitas a varios
ejemplos y se discuten los resultados; se presentan los diagramas de los campos de
velocidades que se obtienen; ademds, se compara el modelo presentado contra un modelo
desarrollado en el Instituto de Ingenieria de la UNAM (método II) para el célculo de

remansos en cauces naturales y canales.

Finalmente, en el capitulo 6 se discuten las diferencias entre los perfiles calculados en los
ejemplos del capitulo anterior con el modelo presentado y con el método 1I; asimismo se

presentan las conclusiones del trabajo.



2. ECUACIONES FUNDAMENTALES

En este capitulo se presentan las ecuaciones que gobiernan el movimiento del agua en rios,
lagos, lagunas, océanos, etc. Las corrientes que provocan el movimiento del agua son
generadas por distintas fuerzas motrices, como son la marea, el viento, avenidas, tormentas

y oleaje.

En el caso de mareas, avenidas y en algunos casos el viento, las corrientes generadas se
conocen como corrientes de onda larga, debido a que la relaci6n entre la amplitud de onda
entre su longitud es del orden de milésimas. El oleaje y las tormentas generan corrientes de

onda corta, en donde la relacién amplitud-longitud de onda es del orden de décimas.

En lagos y lagunas, la fuerza motriz méds importante es la marea y en algunos casos el



viento; en océanos, las fuerzas motrices mds relevantes son la marea, el viento y el oleaje.

Las corrientes marinas generadas por mareas son principalmente paralelas a la costa y se
presentan a lo ancho de una franja que puede tener varios kildmetros. La influencia de la
marea cubre generalmente regiones extensas lo que provoca corrientes muy importantes; en
México, las mareas pueden tener periodos de unas 12 horas; en algunas regiones son de
rango relativamente pequeflo. En un cuerpo grande de agua, cambios reducidos en los
niveles de la superficie libre del agua provocan movimientos importantes de volimenes de
agua y en consecuencia se presentan corrientes de gran magnitud que mantienen la misma

direcci6n en ciertos lapsos.

Las corrientes en lagos y lagunas estdn influenciadas por el viento, y su andlisis aun es
motivo de estudios debido a la complejidad del fenémeno y por la falta de registros de
viento. Cerca de las orillas (frontera sélida), el viento puede provocar corrientes de retorno
por debajo de la superficie libre del agua; ademds, provoca que la componente vertical de
la velocidad sea heterogénea. El viento no genera campos de velocidades importantes
debido a que se requiere una direccién constante‘del viento por méds de 10 horas, y las
velocidades generadas son del orden del 2% de la velocidad del viento (ver Benqué et al
1982). Asf, el viento también puede provocar desnivel en la superficie del agua y generar

corrientes.

En puertos y marinas se presentan corrientes, por lo general de velocidad pequeiia, inducidas
por ondas de longitud corta (es decir, la amplitud de la onda es pequefia comparada con la
longitud de la onda). Debido a que la velocidad no es importante se pueden despreciar

los términos convectivos no lineales y los efectos de la viscosidad en el drea analizada.

En la cercania de las costa se presentan corrientes provocadas por ondas generadas por
tormentas; puede decirse que entre las ondas de longitud grande, estas son las de longitud

mds pequefia, en términos de la longitud del 4rea que se estudia.



En la zona de rompiente se tienen corrientes generadas por el oleaje (ondas cortas) que
tienen gran importancia en el transporte de sedimento en el litoral, pero generan corrientes

de baja velocidad que no tienen influencia en las corrientes cercanas a la costa,

2.1 Consideraciones

Para escribir las ecuaciones que gobiernan la hidrodindmica aqui se toman en cuenta las

siguientes hipotesis:

1) El fluido es incompresible.

2) La distribucién en la vertical de las componentes horizontales de la velocidad es
uniforme e igual a la velocidad media.

3) La distribucién de presiones es hidrostética.

4) EI fondo es fijo y los cambios de pendiente son suaves.

De la segunda hipétesis se deriva que el problema, que en un principio es tridimensional,
se puede reducir a uno bidimensional; de la tercera hip6tesis se desprende que sélo se
analizan corrientes inducidas por ondas de longitud grande, ya que en las corrientes
generadas por ondas cortas se presenta curvatura en las lineas de corriente provocando que
la distribucién de la presién no sea hidrostatica. Por lo antes descrito, el modelo
matematico que aqui se describe es ulil para el cdlculo de corrientes generadas por efecto de

mareas, avenidas y vientos.

2.2 Escala del problema (zonas de estudio)
Toda vez que el objetivo del presente trabajo es el estudio de las corrientes provocadas por
ondas de longitud grande (mareas, avenidas y en algunos casos el viento), es necesario
definir magnitudes caracteristicas:
a) longitud de onda
b) amplitud de la onda

= - r-

¢) tirante en la zona de estudio

—

d) longitud del 4rea de estudio



En primer término, se considera que la profundidad del agua es pequeila comparada con la
longitud de onda; ademds, en funcién de las relaciones H/! y I/L se define la escala del
problema. Las zonas de estudio se pueden clasificar en funcién del tamafio del drea

investigada en:

- dreas grandes
- 4reas medianas

- 4reas pequenas

De acuerdo al valor de las relaciones H/L y l/L, ser4 el enfoque del modelo a emplear.

Generalmente, la amplitud de la marea es pequeiia con relacién a su longitud, de aquf se
desprende que la aceleracién vertical del flujo es despreciable comparada con la aceleracién
de la gravedad.  Entonces pueden usarse las ecuaciones de Saint-Venant para la estimacién

de corrientes provocadas por mareas.

1) Areas grandes. Son de magnitud del orden'de la longitud de la onda, es decir, se
pueden estudiar zonas costeras grandes, como por ejemplo el Golfo de California. En esta
escala, la capa limite 6 separacién de flujo en zonas cercanas a las costas es insignificante
y no modifica substancialmente las corrientes. Entonces es posible ignorar la dispersion
turbulenta en la cantidad de movimiento, por lo que las ecuaciones de Saint-Venant son

hiperbdlicas. El modelo empleado en este caso se conoce como modelo general.

2) Areas medianas. Se refiere a zonas cuya magnitud es del orden de 1/30 a 1/100 de la
longitud de onda; el modelo aqui empleado se le conoce como modelo regional. Las
diferencias del nivel del agua en la zona de estudio son importantes debido a las corrientes
que se generan. Por lo anterior, en las ecuaciones dindmicas se deben tomar en cuenta los
términos hiperbdlicos y parabélicos, que consideran la propagacion de la marea y los efectos

de la separacion de flujo, respectivamente.

3) Areas pequenas. Son de una magnitud del orden de 1/1000 6 menor que la longitud de

8



onda, por lo que los modelos utilizados se conocen como modelos de detalle.  Ejemplos
de estas 4reas de estudio pueden ser: marinas, puertos, pequedias bahias, etc. En estas 4reas
de estudio no existe variacion significativa del nivel del agua y la variacién del mismo no
depende de la propagacion de la marea, sino mas bien de corrientes influenciadas por la
batimetria 6 de la configuracién de la linea costera. Debido a lo anterior se pueder
realizar simplificaciones a las ecuaciones fundamentales. Las ecuaciones que se presentan

a continuacién se tomaron de Berezowsky 1993 et al.

2.3 Ecuacién de continuidad ( conservacién de masa)
Esta ecuacién expresa los flujos netos que entran a un volumen de control son iguales al

cambio de almacenamiento en el mismo.  En forma diferencial se expresa como sigue:

i{+a_{]+ﬂ’_o 2.1

donde H es la cota de la superficie libre del agua; U es el flujo unitario en direccién x (uh);
V es el flujo unitario en direccién y (vh); u'y v son las velocidades del flujo en direccién x

y y respectivamente; h es el tirante del flujo.

El primer término representa la variacion del nivel de la superficie libre del agua con
respecto al tiempo y es una medida de la velocidad vertical de la superficie libre. Los
siguientes dos términos representan la variacién de los flujos que entran y salen del volumen

de control respecto a las direcciones x-y.

2.4 Ecuacién dindmica (cantidad de inovimiento)
Para obtener esta ecuacion es necesario integrar la ecuacién de cantidad de movimiento en
la profundidad; se debe obtener una ecuacién para cada direccion considerada (x-y). Las

ecuaciones toman la siguiente forma:



direccion x

QU oul) oVu), O (K 2, O (H . ..  _
a:*"_ax 5 axfudz ayfluvdz

z (2.2)
—ghﬂ vv, divigrad U)+—tﬂ L x +fV
ox PP

direccion y

oV xUv) V) o ru, , d [H .o

—_—t L t —  — + — =

o 5 5l viu'dz 6yf: v'édz )
(2.3)

—ghﬂ +v, div(gradV) Jlm, Tn -fU
dy P P

donde g es la gravedad, 7y, es el esfuerzo cortante en la superficie del agua, 7y, es el
esfuerzo cortante en el fondo, », es la viscosidad cinemética, f es el pardmetro de Coriolis,
u’ es la fluctuacién de la velocidad instantanea en direccién x y v’ es la fluctuacién de la

velocidad instantdnea en direccién y.

En ambas ecuaciones, el primer término representa la aceleracion local del flujo; los
siguientes dos términos representan la aceleracién convectiva; el tercer y cuarto término se
deben al considerar la velocidad promedio en cada direccion en lugar de la distribucion real
de la velocidad en la vertical.  El primer término del lado derecho toma en cuenta el
gradiente de presiones (supuesta hidrostitica); el segundo término toma en cuenta los efectos
viscosos en el interior del fluido; el tercero y cuarto términos toman en cuenta los efectos
de friccién en la superficie del agua y en el fondo respectivamente; el iltimo término tiene

que ver con la aceleracion de Coriolis.
En las ecuaciones anteriores, los términos convectivos representan el efecto del transporte

del flujo y son de naturaleza hiperbdlica. Los términos dispersivos representan la

dispersion de cantidad de movimiento y son de naturaleza parabdlica.  Los términos de
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propagacion (gradiente de presiones y ecuacion de continuidad) explican el desplazamiento
de ondas de gravedad debido a la presencia de la superficie libre y son de naturaleza

hiperbolica.

Por lo que respecta a los esfuerzos cortantes en el fondo, para su evaluacion se utiliza por

ejemplo el criterio de Chezy:

direccion x

Ta g YUy 24)
C? h?

direccién y

S

Tyz= ngIZ+

(2.5)

P cw

en donde C es el coeficiente de friccion de Chezy.  Por lo que respecta a los esfuerzos
cortantes en la superficie, estos se deben principalmente a la accién del viento y para su
célculo es necesario establecer una relacion entre los esfuerzos cortantes y la velocidad del

viento (andloga a la ley de viscocidad de Newton); una funcién que representa lo anterior

es:
direcciéon x
i cdﬂ| W | W (2.6)
P P
direccion y
Tyvw P 2.7
G hIw &7
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en donde Cd es un coeficiente de arrastre, p, es la densidad especifica del aire, W, y W, son
la componente de la velocidad del viento en direcciones x y y medidas a 10 m de la

superficie, en m/s.

Por lo que respecta a Cd, existen diversos valores obtenidos a partir de velocidades medidas
del viento, pero existen algunas diferencias en la estimacion del coeficiente. Aqui se
consideran los siguientes valores ( Benqué et al):

C, =1.3x107  si W<10 mfs 2.8)
C, =26x107 si W>10 m/s

Los términos dispersivos que incluyen a las fluctuaciones de la velocidad en la vertical se
pueden presentar en forma de un tensor, el cual expresa una transferencia adicional de
cantidad de movimiento:
1 H ’ l H ’ ’
= f uldy = f u'v'dz
hV: h'z (29)

T =

v Lt

Las integrales del tensor no pueden resolverse en general, debido a que se requieren
mediciones de la velocidad que permitan conocer su distribucién en la vertical. En su lugar,
es comin proponer una relacion entre los términos del tensor y las velocidades medias del

tipo:

t =RVU

La relacién anterior es andloga a la ley de difusién molecular de Fick. EI valor de R es un
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coeficiente de dispersion el cual se puede considerar constante en algunos casos; los efectos
de la dispersion se incluyen en las ecuaciones de cantidad de movimiento con los siguientes

términos:

Rdiv(hVyvy)
el cual es andlogo al término de difusion viscosa. Se ha observado que al aplicar las

ecuaciones de Saint-Venant tomando cn cuenta un valor de R mayor que la viscosidad
cinematica ( », ) se obtienen resultados satisfactorios, por lo que ambos términos son

incluidos en la ecuacién anterior.

Por lo que respecta al término de la aceleracion de Coriolis, f se obtiene con la siguiente

expresion:

f=2wsend @.11)

donde w representa la velocidad angular de la tierra en rad/s y ¢ corresponde a la latitud del

lugar.

En resumen, las ecuaciones de cantidad de movimiento se expresan de la siguiente manera:

W, Al) W), 00 g UJUV

x 3 xR
y % . h 2.12)

¢ Lew w| - v - R|ZY,
p

2y, ) _ g
oy
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¥ AW AW, 0, g WOV

2
ot Ox oy d C* h 2.13)

2 2
W W]+ fU - R Q_VJLZ’] -0
P at
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3. ECUACIONES EN COORDENADAS CURVILINEAS

Las ecuaciones de la hidrodinimica que se presentaron en el capitulo anterior se pueden
resolver empleando un esquema en diferencias finitas. La mayoria de los esquemas
discretizan la regién fisica utilizando mallas rectilineas con incrementos constantes en las
celdas que, dependiendo de la escala del problema y geometria del dominio, pueden
proporcionar resultados satisfactorios. La desventaja principal de estas mallas es que, en
la mayoria de los casos. no representan a las fronteras de la regién en estudio en forma
adecuada. Una mejor aproximacion en los resultados se tiene si el esquema se resuelve en
un sistema coordenado que s¢ adapte a las fronteras; en general, las mallas en coordenadas

curvilineas son apropiadas.

Al discretizar la zona de estudio con una malla en coordenadas curvilineas, se logra que las
lineas coordenadas coincidan con cada segmento de la frontera. Las celdas interiores de la
malla, tienden a ser rectangulares; sin embargo, sus lados tienden a ser desiguales debido
a que tratan de seguir la curvatura de la frontera. Las malla que se generan en el sistema

curvilineo pueden ser de dos tipo: ortogonales y no ortogonales.
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Las ecuaciones de la hidrodindmica para un flujo bidimensional deben ser transformadas
para resolverlas en el sistema coordenado planteado. La region de estudio transformada
consiste en un sistema coordenado rectilineo ortogonal, con incrementos unitarios en las
celdas. Para encontrar la solucién a las ecuaciones es necesario realizar las siguientes
etapas: primero se genera la malla ajustada a la zona de estudio,lo segundo es solucionar las
ecuaciones transformadas y finalmente, el campo de velocidades que resulta se debe referir

al sistema cartesiano x-y.

Existen diferentes versiones de las ecuaciones fundamentales transformadas; una versién
toma en cuenta los componentes cartesianas de la velocidad u-v, en el espacio transformados
£-n, otra versién toma en cuenta los componentes de la velocidad proyectadas en el plano
£-ny otras versiones toman en cuenta los componentes de la velocidad respecto a un sistema
escalado oblicuo y su reciproco, respectivamente; existen otras versiones consideradas como
hibridas, por mezclar cualquiera de la versiones mencionadas. A continuacién se presentan

algunas de estas versiones.
3.1 ECUACIONES TRANSFORMADAS

3.11 Casp 1. Ecuaciones transformadas que incluyen las componentes fisicas de la velocidad

en el plano x-y (esta versién de las ecuaciones se tomo de Johnson et al, 1980).

las derivadas que aparecen en las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento, en
Xy y, se transforman con lz regla de la cadena, es decir:
en direccion x

of _ 1(§Xaf_ ayaf) (3.1)

ox J

dn o OE on,

en direccién y

0f _1/0x of ox of
of 41 OX 0L _ 94 O (3.2)
oy J(&Ean on 35)
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donde f es cualquier variable y J es el jacobiano de la transformacion y se define como:

= Ox dy ox oy
J = LA 4 3.3
FE I o X (3.3)

Al sustituir las derivadas en la ecuacién de continuidad (ec. 2.1), se llega a la siguiente

expresion:
OH _1_.3_[-’_3_5’-@9_2»,@2‘-@'?!:0 (3.4)
9t TJ|E B  Oq %k & & on '

De forma andloga se procede con las ecuaciones de cantidad de movimiento (ecs. 2.12 y

2.13)enxyy:
_+_[ Udy _,Ud , U3 _ AU dx
9 on MFE " mE VA

- g[OH Oy _ OH dy] ., *wn _ 'xz (3.5
v s T wmn Y ’

v i[uﬂ/ﬂ_uav_ax oV dx _ 9V dx

ot J| O on n BE ‘On OF ot om
OH 0x _ OH Jx T T
—fU-o-_g_'____.—_._..._ + Yo _ ¥z (3 6)
J[an EXE P p

Se resalta u y v son las velocidades en direcciones x y y, por lo que no son paralelas a los

ejes £-1

3.12 Caso II. Ecuaciones transformadas que incluyen las componentes de la velocidad

proyectadas en el plano £-n para una malla curvilinea ortogonal y se adopté de Warsi et al

(1993)
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Ecuacion de continuidad

La ecuacion 2.1 puede escribirse también de la siguiente manera:

oh 5
- + V'Vh =
3¢ h =0

El operador divergencia en coordenadas curvilineas se define como:

V.()=a().e 6(),92

—_— +

1 —
E h, on h

L)

(3.8)

en donde €, y €, son los vectores base del sistema coordenado curvilineo, h, y h, se definen

mas adelante. Al sustituir las componentes de la velocidad (en el plano £-7) en la ecuacion

anterior, resulta:
V =le, + Ve,

V.= o(Qe +ve,) e  d(de + . &
€ h, an h,

en donde

i es la componente de la velocidad en direccion £

¥ es la componente de la velocidad en direccién g

Analizando el primer término del lado derecho, se tiene
ode, dve,
Rl on

S

hy

Abriendo las derivadas, se tiene

7 de, = _ au de,

'Il
~ Z ~ 1

. -1 { LA
ECNE TV e,

(3.9)

(3.10)

En la expresion anterior aparecen las derivadas de los vectores base del sistema coordenado,
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las cuales se definen a continuacién (ver Warsi 1993):

de, _ _ e, dh de, _ e, dh,
ok h, on on  h Ok
(3.11)
de, e Oh, de, e oh,
& ~h, o m h %
Al sustituirlas resulta:
8, doh, ad e, oh av|, €,
-2 ou ., 1 =2 (3.12
MY A i A Y !
Al realizar el producto escalar:
da, 1 oh, (3.13)

1
h, %  mh, o

Realizando el mismo procedimiento para el segundo término de la ecuacién 3.10, se tiene:

190, 1 O
e — —2 [} (3.14)
h, O  hh, O

Arreglando términos, finalmente la divergencia de la velocidad queda como sigue:

h, oo, _a oh,  m v, ¥ 9 (3.15)

—_ 4+

h,h, & hh, & hh, o hh, o

Factorizando la expresion anterior

. 1 ol oh, a0 |, ., oh
vre oG agg o n gl o

Lo an
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Cerrando las derivadas parciales se llega a:

5. 1 [ema ah]o}
Vv hlhz[ El3 an

La ecuacion de continuidad queda:

OH . 1 |oh,0 on? (3.16)
3t h h,| ¢ an

Ecuacién de cantidad de movimiento

El andlisis de la ecuacién de cantidad de movimiento se realizard término a término; el
primer término sc refiere a la aceleracion local, el cual permanece igual, tomando en cuenta
la componente de la velocidad en el plano £-n. Los términos de la aceleracién convectiva
quedan:

du ou
“ix Ty

ov dv
*x Vo

= ¢y (3.17)
u

El operador gradiente, en términos de los vectores base del sistema coordenado curvilineo,
es:

V() — a() _el + a() eZ (3.18)

Al sustituir el vector velocidad en la ecuacion 3.18 (ver Warsi 1993), resuita:

v - d(de + Ve) e Jd(de + Ve) &

9¢ Iy on h,
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Al efectuar el producto vectorial indicado en la ecuacién 3.17:

d(lde +Ve,) e  d(le +Pe,) ¢

VU7 = (Qe, + e,

EJ h, an h,
i E{&Del , 908 9 dde,  dve,
h;| of d€ h,| on on

a aa+uﬂ+e 604-0862

AR T TG T3

V|, 00,498, 37, .98
hz[elﬂ GW ez‘a' VW

Aplicando la definicion de las derivadas de los vectores base y ordenando términos:

direccion £
gon, voa, av dh 92 Oh (
dod, ¥ ad e R il 3.19)
h, % h,on hh, on  hh, OF

direccion n
v v v, ap on, g? oh

___+h£_+ S 47 9 (3.20)

Para transformar el término que toma en cuenta la aceleracion de Coriolis, basta con sustituir
las componentes de la velocidad referida al sistema coordenado utilizado. El término en

coordenadas curvilineas queda como:

direccion &
v = 2Pwsenéd (3.21)
direccion n
-fid = -20wsend (3.22)
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El término que toma en cuenta la fuerza de presién toma la siguiente forma:
gV (H)

sustituyendo la definicion del operador gradiente en las coordenadas analizadas:

A(H) & , d(H) &
973t m, " “om n

g A g A(H
h, 0t *" h, Ton

en la direccién { se tiene:
g 9(H)

h, oF (3.23)
en la direccion n resulta:

g 9(H)

h, —an (3.24)

Para transformar el término de la friccién, se sustituye la componente respectiva de la

velocidad, referida al sistema coordenado curvilineo. El término queda como:

En direccién ¢

gf = HP +# (3.25)

¢ C?h
En direccién 5

Sf. = WP+ F (3.26)

" C*h

En las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento se pueden emplear términos més
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comunes de acuerdo a las siguientes definiciones:

Las ecuaciones quedan finalmente como:

Ecuacién de continuidad

oH , |9(/gy, 00  3(/gy Ph) |
V9ige * 3% an =0

Ecuacién de cantidad de movimiento

direccién &

80 , 0 dm, ¥ ano 0y _ o

T Ve % Vo M awfen

N 9 C?h?
direccion g

m‘m
i<

£O + gh d(H) +gW(?+fF=o
VFan M C? h?

+ v _@_‘Z+ g a_‘V+—ﬂ‘7 %9, -
Vo M VG % o/, ag

(3.27)
o7 Gy, .
VIe/m %
(3.28)
a0 99 ,
VT/Tnn M
(3.29)

Las ecuaciones anteriores se restringen al uso de mallas curvilineas ortogonales.

3.13 Caso III. Ecuaciones transformadas que incluyen las componentes contravariantes

de la velocidad en el plano de &-n; esta version de las ecuaciones se aplica en una malla
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curvilinea no ortogonal (ver Warsi 1993). Al emplear una malla ortogonal, las ecuaciones

se reducen a las presentadas en el caso II.

Ecuacién de continuidad
Warsi presenta las siguientes ecuaciones en forma tensorial que toman en cuenta las

componentes contravariantes de la velocidad:

7 = 3! 2
V= ua, + ua,

9% , 1 9 i =
ot * maxi(p\[g—"u) 0

donde u' y u? son los componentes de la velocidad (notese que estas velocidades no
corresponden fisicamente con las componentes cartesianas de la velocidad), a, y a, son los

vectores base de sistema curvilineo

Ecuacién de cantidad de movimiento

opu? 1 0 i ; -
£+ L Doyt gt

i 0 1 d 1
-g ka;fk + = an(‘/-gT.o ) + Iy 0tk + pfi

en donde
al = ixl + jyl aZ = ixﬂ + qu
922
A/ gt ===
o A
91
= g?? = 11
%2 7 T N
- 12 = 421 - _ 912
Gr2 = Grq = XXy T ViVy g- =97 ="-—
Guu
p)
G2 =9 ° g{q = 9t Vgtt = V91922 "2
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I" representan los simbolos de Christoffel, los cuales se definen como:

2g, %), = -guaTgEll + 11[2%1_2 - fagTu]
29,0, = gzz%q—';—l - glzfggﬁ
29, = guaaigz - 9., a;;l
29,02 = 91 gn‘ 922[2 a% 3;15:2

Al integrar las ecuaciones en la profundidad para flujo bidimensional se tiene:

Ecuacién de continuidad

OH d 1 d 1

—_ — vt = 3.30
Vglt ot *+ aevg\nu + E]_\]gun 0 ( )
en donde U' = u*h y V' = u’h son los flujos contravariantes en las direcciones
consideradas.

Ecuacién de cantidad de movimiento
En direccién ¢

Ut

1 [ 0 0 e . _
o1 3 +y_’;_-_-[a_5 (/G Ut ut) +$ (\[g"Uluz)]+I‘111Ulu1 2, viut =

(3.31)

+fu?

"o 0 S il ST T
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En direccién n tenemos:
a_"’l4-_1_i(\/'g_vlul)4-_.‘?.(\/g_V1u")]+r‘2 Ulut+2l, viu! =
at \/E az i an i 11 21

~gfg g 8 Ta%[,/g—“_(:z%“li+uZI‘2u+ull*222)]-ful (3.32)

Las versiones de las ecuaciones presentadas tienen ventajas y desventajas. En la primer
version de las ecuaciones transformadas, la principal ventaja es que las velocidades
encontradas  estdn en el sistema cartesiano; se tiene la desventaja que el esquema en
diferencias finitas empleado para resolver las ecuaciones es mas complicado debido a que
las componentes de la velocidad (en el plano x-y) dificilmente son perpendiculares a las
caras de las celdas que constituyen a la malla curvilinea. Debido a lo anterior, es necesario
obtener la componente normal de la velocidad en cada una de las caras de las celdas, para

calcular los flujos que entran y salen en cada celda, como se indica en la figura 3.1.

La segunda versién de las ecuaciones transformadas tiene la ventaja de que el sistema de
ccuaciones que resulta es sencillo; sin embargo, la malla que se utiliza para discretizar la
zona en estudio debe ser ortogonal. La desventaja anterior puede no resultar una limitante
importante, pues en muchos casos se puede construir una malla con suficiente ortogonalidad,

aceptando ligeras desviaciones en la frontera donde exista una curvatura importante.

La tercer version de las ecuaciones transformadas tiene la ventaja de utilizar una malla no
ortogonal para discretizar la zona estudiada; en fronteras con geometrfa compleja es dificil
construir una malla ortogonal. La principal desventaja en esta version, es que aparecen mas
términos en las ecuaciones, que toman en cuenta la no ortogonalidad de la malla y la

solucién del esquema en diferencias finitas es mis complicado.

En este trabajo se utilizd la segunda versién de las ecuaciones, por la sencillez en el
planteamiento del esquema en diferencias finitas y en la solucion del sistema de ecuaciones

que resulta.
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Fig. 3.1 Velocidades en la celda i;j
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4. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS

4.1 Definicion de variables de cdlculo

En las ecuaciones se tienen como variables dependientes al nivel H de l1a superficie libre,
y a las velocidades & y ¥ , en direcciones -9, respectivamente. Estas variables son
funciones del espacio y del tiempo, es decir varian de punto a punto de la malla y de

instante a instante.

Para resolver la ecuacion de continuidad se propone un volumen de control que coincide
con una celda de la malla; los flujos se definen en las orillas y el nivel (H) del agua en el
centro del volumen de control. Enla fig 4.1 se muestran los elementos de una malla de

célculo y se localizan las variables en ella.

En la ecuacion de cantidad de movimiento, el movimiento del agua se debe esencialmente

al desnivel de la superficie libre entre dos celdas consecutivas; por lo tanto, la velocidad
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se define en el centro del volumen de control y los niveles en las orillas. El volumen de
control utilizado para resolver la ecuacion de cantidad de movimiento es diferente al
volumen de control empleado en la ecuacién de continuidad; se encuentra desplazado A¢/2
a la derecha en direccién ¢ y An/2 hacia arriba en la direccién n. En las figs 4.2 v 4.3
se muestra el volumen de control que se utiliza en la ecuacion de cantidad de iovimiento

en cada direccion considerada.

En las variables, n no debe confundirse con ninguna potencia; Unicamente indica el
intervalo de tiempo. En el esquema empleado, las variables en el primer instante son
conocidas y se desean conocer las del siguiente instante. Con el objeto de desarrollar un
esquema general, se utilizan subindices (i,j) en las ecuaciones, refiriéndose a cualquier

celda de la malia.

El esquema en diferencias finitas que aqui se describe es del tipo del esquema
Cruickshank-Berezowsky (Berezowsky 1993), planteado al problema de flujo en dos
dimensiones (en panta) en coordenadas curvilineas. En lo siguiente se indicaran las

velocidades en direccién £-1, simplemente como u y v,
4.2 Ecuaciones en diferencias finitas

Ecuacién de continuidad
Las derivadas que aparecen en la ecuacion de continuidad se solucionan numéricamente,
sustituyéndolas por diferencias algebraicas. La ecuacion 3.27 se expresa como:

n

 HM-ED, + +
\/511-_7 _‘h‘i‘c-lﬁ' +[( Gy U 1)1' g (Ve V" l)f‘%vj]

(\/gt;v’m)i,j.% - (\/g-fgvnq)j,j'—;] "0

[N

+

En la fig 4.1 se ha indicado el volumen de control. El valor de A¢ y An es unitario; los

subindices i,j definen el centro de la celda considerada.
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Ecuacién de cantidad de movimiento en direccién ¢
El volumen de control utilizado se indica en la fig. 4.2. La ecuacién 3.28, en

diferencias finitas se escribe como:

(Un'l_Un)iO-:-,j ”;:;,j

n n 124 n n
L T R F A

1+=, 1-2, I+2, el ie2, 71

At g‘(;'%., 2 J 2 7 9“;"1_’, 2 Jr 2

i3} n
. U?.%,,"' 9((,.%,;.;'@1.%,1-;)— TAAL [ Vnnl.%.j'\/anﬂx-%.f)_fvn+
" f
(V" Vnn )1..;.,, 2 e \/gnn.h)u.i,y 2

R ouly /w,._;'j)h(v,)’
+—L0—[(Hy,y, y=Hy, )" (1-8) (Hyay, y=Hy, )T — =0

TIPS cin?

i 1.",1
4.2)
en donde
Vgui.%,j = Vgu,-,j M gum,j
VInnzea, 5 = Vangea, 503 Vg ges
2 2 ] 2 2
v = Vor * Vpa
' 2
B (Vg V)x,j'—: + (Vgg{v)jol,jo%
p1 - —
g((j,jt% * g(!jc;,jo%
WO V)i, g-2 * YOV sn, -3 (4.3)
p2 = .
guj,j-_: * Vg“;’q,j-%
ho e WO eyt e by
102,

V9,5t VI,

(\/—9_.,),',]- = gux,jvgﬂﬂi,j
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Sean las siguientes definiciones de variables:

- 1 n
CU. = ; -u
Kiodog = G (Mg T iy
{{jo.;.,j
CUYj._;.,j = —1‘-(Uio%,j.1 - Uio-:,j-l)n
zvg'\n_io%,j
RX;y, 5= ——4— [0, )7+ (V)2

jo.;,j

Multiplicando la ecuacién 4.2 por Aty factorizando U7;3 4 se tiene:
1,

vy J1ecux,,, Atv——Y85 -/ +RX,.: At
i‘%:] 1 -;-,j 2 ( 9!!'\/?;')1-,}.; gu_(q-_;,ju gujo_;,jq_) 1’%:.1

v.V.) AL Innged, s Va0,
- fvlAE+VICUY,,, At- (va V) [ e 1L i
L,

(\/gu‘vgnn.)i*—;d 2
hAt .
-Uj’"_;lj*-g—[‘l!(ﬂiu,j'Hi,j)" P+ (1-§)(Hyhy,5-Hy, )" = 0 (4.4)
g{!j..:.,j

En la ecuacién 4.4, los valores en el instante (n)At son conocidos, por lo que se pueden
agrupar, reduciendo la ecuacién 4.3 a una expresion mis sencilla; los valores en (n+ 1)At

son desconocidos. Si se definen los siguientes términos:

F,.. ,=1+AtlCux,, +——""——(,/ - \+RX,.
31 ATy (e R R AL R At B

S~ 1 j
i+=,
2 ‘.i'-»;:j g{‘j»_;,j
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al sustituir en la ecuacién 4.4, tenemos:

n
U'n.l Ui*%,j'* V:,CUYJ‘%,jAt (V.V.)HAC (Jg_. Jg_.
o1, 4" - mivl, 5 VInya
1e5.4 Fj.;;,j Fjo%,j 2 (F‘/gu ‘/g“')i‘_;,j iv g9 -3 j}
fVlAt .
—# +Si0%,j[¢(”i'1,j_yi.j)n 1+ (l-w)(HI'l,j-Hi,j)n] = o (4 . 5)
l‘-]-,]

Agrupando los términos independientes y valores conocidos y definiendo:

r Uls,s V-"CUYI._;,;AC+ (v,V,)7A¢t Yo =
jed, = - 3 - -1 )
iv3.3 F.ib-;,j Fi'-:',j 2 (F {—gut ,—-g'mt) jo_;,j( Miez, -2, 5
fviAtL
"Fri, “Spea, (179 (Hpny, 57 Hy, )"
1,

Por lo que la ecuacién 4.5 puede escribirse como:

1

U"l.'l_;,_j = Ti'-;-,j - Sjr%‘j[w(Hivl,j_Hi,]')n‘l] (4.6)

De manera andloga, se desarrolla la ecuacién transformada de cantidad de movimiento en

direccion n

Vf’l = Tj,j"% - Sx,jv';[w(Hi,ju‘Hj,i)n‘l] @7

343

en donde ahora

n
At n n u, At
Fipog=lo s 2 (V] o] ) (v Vg, 53]
L3 2\/9-\'\:,}"; b 1y 2 (y/T("VIan )l.j'% MMisl feg Wi-1,g Kl

wile

+—9—‘/(vu,%)’+ (uh?
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S 4= gt
1,743
2 Ft,j'-;\/g'\ﬂi,j'-;

vlae n n (uU,)"At ]
Yy (A R 9 -/,
Lid3 2(!’,/9“')!‘1‘% 1,303 "4,9-3 2 (P /T T )‘.,"}\ 1,503 uu-_;

It
Vied fUMAE
+ -

F 1 F. .1
1,3+3 i,jeg

= S1,304{ (10 (Hy, y - Hy, )]

El utilizar subindices (i,j) permite que las ecuaciones anteriores sean generales y se pueden
referir a cualquier celda de la malia. Al realizar un analisis similar para la ecuacién de
cantidad de movimiento en direccién 7 se llega a ecuaciones del tipo 4.6 y 4.7 y toman

la siguiente forma:

Uf:.li.j = Tj-%,j - Sx--;-,j[q’(Hi.j'Hi-1,j)n’1] (4.8)
Vig-y = Tu3-3 = Si g W(Hy 5~ Hi 3™ (4.9)

las variables con asterisco se calculan con ecuaciones similares a las 4.3

4.3 Ecuacién general del esquema
Al sustituir ecuaciones como las 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 en la ecuacién de continvidad (ec.4.1)
en cada celda de la malla, se obtiene un sistema de ecuaciones que sélo tiene como
incdgnita los niveles de la superficie libre del agua. Al realizar la sustitucién para la celda
i,j se tiene:
+1 n
J?J,,,LA—:H +[(\/sm> 1._;,,[T1._;_,j-51.%,j(¢ (Hyo,;-Hy, ) "'1)]]-

[ V) 53,5 Ta- .57 Sie (W (i = Hiy ) )]
+[(‘/g_u) i,j'—;[Ti,j'% -Si,jof(v (Hl.jd —Hi,j) nq)]] -

'[(\/g_!() i.j--:[Ti,j--;- 'Si,j--;w (Hy,j=Hy, g0 n.1)” =0

+
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Para escribir en forma sencilla la ecuacion anterior, se definen las siguientes variables:

Dl = (,/g,m),«._;_ 3

D, = (Vayy) -1

b
"

(Vee) 1,502

D4 = (Jgg—g) 1.]’-%
Sustituyendo

Hloy® .
V90, = a2 D Ties 57810 a W (Hyoy y=Hy ) ™))

-DZ[TI__;_,]--SI_%J(!.IJ(HLJ-Hi-l,j)"n-*l)]

DTy 5087 i, 503V (Hy - Hy 5) ™)

—D[T 3-3= Sy, 5-a(¥ (HIIJ—HM_I)"‘I)] =0
Desarrollando

JToy M D Ty =D WHI 5+ DS s WHE - DTy
DZSI--;-,ij?:; -D, "51-.;,1¢H?:11,1*D3T1,j._;‘D3S,,j._;¢Hf‘Jl.1+D3 i, j,:lJJH"’l

D4Ti.j--;- +Dosi,j--;-¢H?.‘Jl RZLIBE "I"H?.‘Jl-l =0

7
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Factorizando (H,;)"*':

[V,
H{' 2t tWUD S ;¥ YD, Sy, s ¥ WDy S 5 WD S 0 -
_w(H?:%,JDISib-;,j+H1-1,jDZSI--;-,j+H?..;’1D351,jo.;.+H?,';—1Dqsi,j-%) =

H{
= V92t DiTied s Do Tios =Dy Ty 500+ DTy s (4.10)

La ecuacion 4.10 tiene como incdgnitas a los niveles de la superficie libre del agua en la
celda i,j y en las celdas adyacentes a esta. Al plantear la ecuacion 4.10 en todas las celdas,
se obtiene un sistema lineal de ecuaciones; con las condiciones de frontera se completa el
sistema de ecuaciones como se discute més adelante. La matriz de coeficientes, que
resulta del sistema de ecuaciones, es simétrica, porosa y los coeficientes estdn cerca de la

diagonal principal; lo anterior hace que la solucién del sistema de ecuaciones sea f4cil.

4.4 Coeficientes métricos
En las ecuaciones transformadas de continuidad y de cantidad de movimiento, aparecen

coeficientes que se definen a partir de la geometria de la malla curvilinea utilizada.
En la ecuacion de continuidad (ec. 4.1) aparecen /g, , /9y ¥ ,/g,m ; la primer variable

representa el drea del volumen de control (4rea de la celda i,j). En la fig. 4.4 se indican
estas variables con los subindices utilizados. El 4rea del volumen de control se calcula con

el determinante de las coordenadas de los vértices, de acuerdo con la siguiente expresion:

35



21
\/g‘i,j = El(xl,jyj.llj—onlljyj‘j) + (Xjn,jyjq,j.l‘qu,j.lyl'.l,j)J

1
* 3[("1-1,1«1}’1,1'1"Xx,qum,jq) Xy jaYi, 37X,V 50) ]

2 2
b | Xy T X Yi, s ~ Yia ;‘)
- . R ] .
e [ 2 2

2 Z
g =[X1',j01 - xi,]l] +[yi,j'l —yi,j‘l)
“nn )

2

En la ecuacion de cantidad de movimiento (ec. 4.2), en direccion £, en el scgundo y tercer
término, aparecen ,/g," v /g, * , que representan la suma del ancho de dos elementos

consecutivos en direccion £ y n respectivamente; en la fig. 4.5 se indican las variables con

sus subindices.

Por lo que respecta a las derivadas de los coeficientes métricos y a las derivadas de las
velocidades, se calculan numéricamente a través de diterencias algebraicas. En el caso de
las derivadas de los coeficientes métricos, las diferencias son centradas, con respecto a la
linea coordenada; en las derivadas de las velocidades, las diferencias son centradas en ¢l
interior de la malla y descentradas en la orilla de la malla. Las diferencias descentradas

se caleulan con (ver fig 4.6):

- 3fl.,_].)

FENAR!

) 1 .
_ = _2-(_fj,j'2 + 4[

La expresion anterior se puede generalizar facilmente para cualquier orilla de la malla.
Para la ccuacion de cantidad de movimiento en direccion », se tienen las mismas

consideraciones, unicamente se deben usar los subindices adecuados.
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4.5 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera para un flujo bidimensional, corresponden a valores de flujos
o niveles de la superficie libre del agua conocidos. Por ejemplo, si se analiza una laguna,
se puede determinar en cuales celdas de la malla entra un flujo, o bien, se conoce el nivel
de la superficie del agua.

Cuando la condicion de frontera es un flujo en una celda, se sustituye en la ecuacién 4.10
y se pasa del lado derecho de la ecuacién. Los flujos que entran o salen por las caras
restantes del volumen de control son sustituidos por ecuaciones como la 4.8 y 4.9. Este

procedimiento se realiza en cualquier celda en que se conozca un flujo.

Cuando se dispone de informacion de niveles de agua en una celda, este deja de ser
incognita y pasa al lado derecho de la ecuacion 4.10; lo anterior se realiza para todas las

celdas en las que se disponga de informacién de niveles.

4.6 Transformacion de las velocidades

Al resolver el esquema se obtienen los niveles del agua y las velocidades del flujo en
direcciones £ y n (sistema curvilineo) en cada celda. Por lo que respecta a las
velocidades, deben ser transformadas al sistema coordenado x-y; la transformacién se logra
al multiplicar al vector velocidad por los vectores base unitarios del sistema coordenado
x-y. En lo que resta de! capitulo, las variables utilizadas para las velocidades en el sistema

curvilineo llevarin acento circunflejo.

+ v
V9

p= B T VY (4.12)
Vg'\"l

Despejando v de 4.11

a - ux
V:ﬂ_{ (4.13)

Ye

37



Sustituyendo la ecuacién 4.13 en la 4.12 tenemos

UXgYe = Xe¥y) * 0y9u ¥y
Ve (4.14)

e

Despejando u, resulta:

u=%>’z"’\/§7§>’n (4.15)

(XnYg = X Vy)

en donde

(X3 Yg = Xg¥n) = ~J = ‘\/ZI—.

Ordenando términos se llega a:

!
u = \/g—_[“\/g—uyn - Wy (4.16)

Procediendo de manera andloga:

1
-1,/9, + VG X (4.17)
\/g'.[ te%n nn (]

v =

Al sustituir las velocidades del sistema curvilineo en las ecuaciones anteriores, se
determinan las velocidades en el sistema cartesiano, con las cuales se construyen las

figuras que ilustran los campos de velocidades.
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5. PRUEBAS AL MODELO

Para comprobar la consistencia del modelo matemdtico, se propusieron 8 ejemplos con
diferentes caracteristicas; en cada ejemplo se utilizan 2 mallas con diferente tamafio en las
celdas, para observar si existe algin efecto numérico en el modelo. En los primeros 3

ejemplos se consideré un canal rectangular con las siguientes caracteristicas:

b= 1600 m Q= 10,560 m%/s
h=3.00m S= 0.001]
C= 40.0 m"¥/s L= 5,000 m

(Factor de friccion de Chezy)

En el primer ejemplo, el eje longitudinal del canal estd alineado con el eje x; en el segundo,
el eje longitudinal estd alincado con €l eje y y en el tercer ejemplo, el eje longitudinal del
canal forma un 4ngulo de 30° con respecto al eje x. En estus casos el tirante corresponde
al del flujo uniforme, lo que hace fécil verificar los resultados obtenidos con el esquema en

diferencias finitas. En estos ejemplos, las mallas que se usaron tienen las siguientes
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dimensiones:  la primera tiene celdas de 100 x 100 m en direccion x y y respectivamente,
y la segunda tiene celdas de 250 x 100 m en direccion x y y respectivamente; en las figuras
5.1y 5.2 se observa en planta, la orientacion de los canales, asi como las mallas utilizadas
en los ejemplos 1y 3. No se presentan las mallas del ejemplo 2 por ser iguales a las del
ejemplo 1. Con estos ejemplos se comprueba la consistencia del modelo y que no se tengan
errores en el esquema (por ejemplo en el manejo de las condiciones de frontera) al girar ¢l
canal. Es obvio que se deben obtener resultados idénticos en los 3 casos. En las figura 5.6
y 5.14 se observa el campo de velocidades para el primer ejemplo, obtenido para cada malla
empleada. En las figuras 5.7, 5.8, 5.15y 5.16 se observa el campo de velocidades de los

ejemplos 2 y 3. Los resultados son satisfactorios.

El ejemplo 4 consiste en un canal rectangular, con caracteristicas similares a las del ejemplo
1, con la diferencia de que el eje del canal tiene una longitud de 4,000 m curva con un radio
de 5200 y dos franjas de 500 m rectas (al inicio y al final). En la figura 5.3 se observa una
de las mallas utilizadas, con celdas de 100 x 100 m aproximadamente. Si se considera el
flujo unidimensional, se tiene también flujo uniforme (esto equivale a despreciar los efectos
de curvatura). En las figuras 5.9 y 5.17 se muestra el campo de velocidades que resulta, en

donde se observa el efecto que produce la curva sobre el flujo.

En el ejemplo 5 se propone un canal rectangular convergente con un ancho de plantilla
inicial igual a 2000 m y un ancho de plantilla final de 1200 m, formando una contraccion
simétrica; para el ejemplo 6 se tiene un canal rectangular divergente, con caracteristicas
similares al de] ejemplo 5. En las figuras 5.4 y 5.5 se observan las mallas empleadas y la
planta de los canales. En las figuras 5.10, 5.11, 5.18 y 5.19 se muestran los campos de
velocidades obtenidos. En los ejemplos 7 y 8 se proponen canales similares a los de los
ejemplos 5 y 6, con la diferencia que la convergencia y divergencia de los canales es solo
en una de las paredes. En la figuras 5.6 y 5.7 se muestran las mallas utilizadas y la planta

de los canales; en las figuras 5.20 y 5.21 se muestran los campos de velocidades obtenidos.

En la tabla 5.1 se presenta un resumen de los ejemplos propuestos. calculados.
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CASO PROBLEMA MALLA HIDRODINAMICA
TAMARO | FIGURA FIGURA

1A Canal recto horizontal 100 x 100 5.1 5.6

1B Canal recto horizontal 250 x 100 5.1 5.14
2A Canal recto vertical 100 x 100 5.7

2B Canal recto vertical 250 x 100 5.15
3A Canal recto inclinado 30° 100 x 100 5.2 5.8
38 Canal recto inclinado 30° 250 x 100 5.16
4A Canal curvo 100 x 100 53 5.9
48 Canal curvo 250 x 1(.)0 5.17
5A Canal divergente 100 x 100 5.4 5.1

58 Canal divergente 250 x 100 5.18
6A Canal Convergente 100 x 100 5.4 5.11
58 Canal convergente 250 x 100 5.19
7A Canal convergente en una pared 100 x 100 5.5 5.12
7B Canal convergente en una pared 250 x 100 5.20
8A Canal divergente en una pared 100 x 100 5.5 513
88 Canal divergente en una pared 250 x 100 5.21

Tabla 5.1 Resumen de ejemplos resueltos
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5.1 Comparaciones

Con el fin de comparar los resultados obtenidos con el modelo propuesto, se hard el céilculo
del perfil hidraulico utilizando el programa PERFHID desarrollado en el Instituto de
Ingenieria de la UNAM (ver Berezowsky y Jiménez 1993), el cual permite el célculo de

remansos en secciones naturales y en canales; en lo sucesivo se le denominara método II.

Para realizar la comparacion es necesario calcular el tirante y la velocidad en los mismos
puntos con los dos métodos. De acuerdo al planteamiento en el esquema en diferencias
finitas, el tirante se calcula en el centro de las celdas, con una separacién de 100 m (en el
caso A); las velocidades se calculan en las orillas de las celdas, con una distancia entre ellas
de 100 m. En este caso, las velocidades y los niveles del agua estdn defasados 50 m.; con
el método II, se calcula la velocidad y el nivel del agua en el mismo punto, por lo cual fue
necesario utilizar un Ax igual a 50 m para poder realizar las comparaciones. Es claro que
en los Casos A se tiene mejor aproximacion en los resultados pues la malla es mis fina que

en los Casos B.

Para los primeros tres ejemplos se comparé el perfil de la superficie del agua calculada con
¢l modelo matematico y ¢l perfil calculado con el método II; en las figs. 5.22, 5.23 y 5.24
se observan los perfiles hidréulicos para los Casos 1A, 2A y 3A respectivamente. Los
perfiles calculados con el modelo presentado son iguales entre si para los tres casos y se
tienen pequenas diferencias con los perfiles calculados con el método II; el campo de

velocidades que resulta es niforine.

Para el caso 4A. al utilizar el modelo matemético para calcular el nivel del agua, se observa
que este nivel en la orilla izquierda es supcrior que ¢l nivel en el centro y en la orilla
derecha; este efecto se debe a la curvatura longitudinal en el canal; al inicio de la curva se
aprecia cierto disturbio en el campo de velocidades, ocasionado tal vez por difusion del
esquema empleado, por lo que se debe estudiar con més detalle. El perfil calculado con el

método 1I se aproxima al perfil del agua calculado con el modelo matematico, en la orilla
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derecha; en la fig. 5.25 se presenta la comparacion entre los perfiles calculados.

También para los casos SA, 6A, 7A y 8A se realiz6 el cdlculo de los perfiles hidrdulicos con
el método Il y el modelo matemético aquf propuesto; en las figs. 5.26, 5.27, 5.28 y 5.29 se
muestran los perfiles de la superficie del agua y no se observan diferencias importantes. En
los casos SA y 8A, las velocidades al inicio del canal son mayores que las velocidades al

final del mismo.

Para los casos 1B, 4B, 5B y 6B s¢ comparé el perfil hidrdulico con los métodos descritos
y solamente para el caso 1B se observan diferencias; en las fig. 5.30, 5.31, 5.32 y 5.33 se

presenta la comparacion de los perfiles.
En las figuras de los campos de velocidades se observa la escala de la velocidad; en las

figuras de los perfiles hidrdulicos, las escalas (horizontal y vertical) se distorsionaron para

apreciar las diferencias en los niveles del agua.
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Fig. 5.8 CAMPO DE VELOCIDADES CASO 3A
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5.20 CAMPOC DE VELOCIDADES CASO 7B

Fig.
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6. CONCLUSIONES

Los modelos matematicos que permiten calcular la hidrodindmica deben considerar en
general que el flujo es tridimensional; sin embargo, debido a la complejidad de este anlisis,
estos modelos se encuentran ain en etapa de investigacién. En muchos casos, el flujo es
dominante en un plano horizontal y los componentes verticales de la velocidad son
précticamente nulos.  Por lo tanto, se considera adecuado suponer que la componente
vertical de la velocidad es uniforme y que el flujo es bidimensional. Los modelos
bidimensionales, como el aquf propuesto logran resultados que se aproximan a los patrones

de flujo que ocurren en la naturaleza.

En el trabajo se presenta la aplicacién de un esquema en diferencias finitas utilizando una
malla curvilinea, en donde se resuelven las ecuaciones fundamentales. Estas ecuaciones se
transformaron del sisteina cartesiano x-y al sistema curvilineo generalizado -9 ; se presentan
3 versiones de las ecuaciones transformadas y es utilizada aquella versién que resulta més

sencilla y que proporciona una solucién con una aproximacion adecuada.
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El método II que se utiliz6 para comparar los resultados obtenidos, se basa en resolver la
ecuacion de la Energia entre dos secciones en forma unidimensional a lo largo del canal que

se considere.

De acuerdo con los resultados obtenidos y las comparaciones realizadas en el capitulo
anterior, se observa la consistencia del modelo matemético. No se aprecia efecto alguno
al utilizar mallas diferente (en el tamafio de las celdas); al emplear una malla poco densa se

obtiene menor aproximacion en los resultados.

En los tres primeros ejemplos se obtiene el mismo campo de velocidades, sin importar la
orientacién del eje del canal. Con esto se demuestra que se desarrollé correctamente el

esquema en diferencias finitas.

Se observan diferencias en los perfiles calculados con los métodos descritos en el capitulo
anterior, una causa es que se utilizaron diferentes Ax en los métodos, con el objeto de
realizar las comparaciones de los perfiles. En el modelo presentado, los niveles del agua se
calculan al centro de las celdas de la malla, es decir, el primer nivel calculado se encuentra
a 50 m del inicio del canal y el ultimo esta a 50 m antes de la terminacién, con una
separacion entre ellos de 100 m. En la aplicacién del método II se utiliz6 un Ax de 50 m.
Se puede decir que la comparacién realizada no es equivalente, porque a medida que Ax es
mds pequefio, se logra una mayor aproximacion en la solucién; sin embargo, se tiene una

buena referencia para observar la precision del modelo matemético propuesto.

En los ejemplos resueltos, se utilizaron 2 mallas con diferentes incrementos en tamafio de
la celda en direccién x, manteniendo constante el incremento de la celda en direccion y; se
observa que los campos de velocidades tienen magnitudes del mismo orden: sin embargo,
en los Casos B se tiene menor aproximacion en los resultados y esto debe tomarse en cuenta
en las comparaciones que se realizan. Sélo en el Caso 44, se observan diferencias en el

campo de velocidades en la parte curva del canal, reflejdndose en el nivel del agua; en el
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Caso 4B no se observa el efecto de la curvatura del canal en el campo de velocidades. Esto

se debe a la resolucion de la malla utilizada.

El nivel del agua calculado (aguas arriba) en la primera columna de celdas de la malla con
el modelo propuesto, tiene el inconveniente que la derivada en el término convectivo en la
ecuacion de cantidad de movimiento se calcula de forma descentrada, es decir, no se puede
resolver en forma centrada con el esquema en diferencias finitas empleado; por ello se tiene
un error en este término y el nivel del agua calculado es mayor que en el resto de los

elementos. En las siguientes columnas de celdas no se tiene este inconveniente,

Se puede decir que los resultados obtenidos con el modelo propuesto son satisfactorios y
confiables. De las comparaciones realizadas de los perfiles calculados con los métodos
descritos, se observa que la diferencia maxima entre los niveles del agua en cada seccién no
excede el 4%.

Con el modelo que aquf se presenta es posible analizar 1a hidrodindmica de un cuerpo de
agua, considerando que la distribucion de la velocidad es uniforme en la profundidad; lo
anterior no siempre es posible cuando se utilizan las ecuaciones de la hidrdulica

unidimensional.,

El uso del modelo presentado se recomienda para realizar el clculo de patrones de flujo no
permanente en lagos, lagunas, rios, marinas, etc.; los resultados que se¢ obtienen son
confiables y permiten conocer el campo de velocidades en todo el dominio, lo que resulta

de interes para revisar o disefar estructuras de control.

La construccién de mallas ortogonales en dominios con geometria compleja no siempre
resulta satisfactoria, por lo que es recomendable estudiar de manera formal la tercer version
de las ecuaciones transformadas que se presentan en este trabajo, debido a que no se
restringen a utilizar mallas ortogonales. Lo anterior resulta importante porque las mallas no

ortogonales se ajustan con mejor precision a la zona de estudio.
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