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l. INTRODUCCIÓN 

Un juego matemático es la versión abstro.cta de la interacción de dos entes cuyo 
objetivo, en términos generales es obtener una cierta. ventaja. o ganancia. a costa 
del otro, pero sujetándose a una. serie de reglas que determinan los umovimientosu 
(estrategias) que realiza cada. participllllte con el fin de obtener la. victoria. 

La. teoría. de juegos~ uno de loe desarrollos más interesantes de nuestra. época. 
Se interesa. en el análisis de estratt...>gias: cómo adoptar las mejores variaciones del 
juego para evitar la derrota. ante un adversario combatiente; como sacar partido 
de una. n1ala. situación o como elegir la buena., al enfrentarse con un competidor 
muy racional y anal1tico. 

En los añoo de 1940 el impacto de la teoría. de juegos fue muy intenso debido 
sobre todo l\. la influyente obra clásica '"The TheonJ of Games and Econ.omic 
BehaV'ior", escrita porVon Neumann y tvtorgenstcrn, vct" (Ft-1, la cual fue publicada. 
en el año de 1944. 

Von Neuman.n y Mot"genstcrn investigaron dos planteamientos distintos de 
la. teot"la de juegos. El primero de ellos es el planteruniento estratégico o no 
cooperativo. Este pln.nterunicnto requiere especificar n1uy detalladaniente lo que 
los jugndon~ pueden y no pueden hacer durant~ el juego, y después buscar para. 
carla jugadot" una estrategia. óptima.. Von Neunl.a.nn y Morgcnstcrn resolvieron 
este problema. en el caso pa.rticulu.r de juegos con dos jugadores cuyos objetivos 
son diametralmente opuestos, esto es que cualquier ganancia. para un jugador se 
equilibra. exa.ct.arncnte por una. pérdida corrcspondiunte para. el otro jugador. A 
estos juegos se les lhuna estrictaniente competitivos o de Suma cero. 

En la segunda porte de su libro, Van Neuma.no y Morgenstern des:arrollaron el 
pla.ntea.niiento coa.licionnl o cooperativo, en el que buscaron describir la <!Onducta. 
óptima en juegos con más jugadores. Puesto que a;te es un problem.a. bastante 
más difícil, no es sorprendente que sus resulta.dos fueron menos precisos que los 
alcanzados para el caso de Sl.Ulla cero y dos jugadores. 

Dado que los trabajos de Van Neuma.nn estaban bajo los auspicios de la fuerza 
aérea. de los Est.ados Unidos sus traba.jos trataban principalmente con problemas 



milita.res. Así la teoría de juegos nace como el análisis del conflicto, es decir, la 
planeación de la guerra. 

En un juego en el que no se sabe q\Úen puede ganar, la teoría de juegos puede 
mostrar como hallar la estrategia que se acercará más a un resultado de em
pate. Como consecuencia. de esto se tiene la idea. de minimización de las máximas 
perdidas llamados "rn..inirnáximos" o "puntos silla." de Von NeUntann, concepto 
alrededor del cual ha girado mucha de la investigación matemática de los juegos. 

Dentro de la teoría. de juegos, existe una clase muy importante que se aplica 
en muchos carrq>os del conochniento y se le llama juegos diferenciales. 

Los términos juegos diferenciales y problemas de persecusión fueron introduci
dos por el matemático a.niericano Rufus Isa.aes, ver [Ru], en un trabajo no editado 
que se dio a conocer en 1965; en esta época aparecen numerosos tratados sobre el 
tema.. aunque muchos de ellos sólo tienen demostraciones heurísticas o bien están 
establecidas bajo hipótesis falsas. Por el lado soviético debe reconocerse el traba.jo 
de la escuela de Pontriagin, ver [Po], quien junto con Isaacs son considerados los 
fundadores de esta. teoría... 

En este trabajo se consideran los juegos diferenciales que aparecen como mode
los matemáticos de la interacción entre dos partículas que tienen propósitos opues
tos, de modo que cada una de ellas tiene la posibilidad de alterar su ley de 
movimiento para lograr sus fines. De hecho, supondrcinos que el objetivo de 
una de Ji!;,s partículas - llamada perseguidor- es alcanzar a la. otra; esta última 
-lla.inada evasor- a su vez buscará no ser alcanzada por el perseguidor. Por ejem
plo, supongamos que se tiene dos partículas cuya diná.tnica está. descrita por las 
siguientes ecuaciones: 

X = x+f(u.,v) 
ii = <>!i+/Jy+g(u,v). 

De lo anterior al restar la. primera ecuación de la segunda se tiene 

¡j- x = a¡j+/Jy - x+g(u,v) - f (u,v), 

la que haciendo el ca.inbio de variable z 1 = x - y, z:z = x; z3 = X; z,. = y; z 5 = 'f¡, 
se escribe como el sistema 

( 
;~) ( g g ~ g ;;-1 ) ( ~~ ) ( g ) 
%3 01000 %3 + f 
z .. 00001 Z4 0 
z~ OOO/Jo zs g 
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o bien 
i: = Az+ F(u,u), 

Como se quiere que z 1 = x - y #- O entonces se busca que, para toda 
u exista u tal que la solución z del sistema no pase por el subespacio M = 
{{z11 z 2, z3, z 4 , z5)T lz1 =O}. De lo anterior se tiene que si x (t) y y (t) son la posi
ción del perseguidor y del evasor al tiempo t respectivamente entonces el objetivo 
del perseguidor se habrá cumplido si existe t tal que x (t) - y (t) = O. Por el 
contrario, el propósito del evasor será que x (t) - y (t) :FO, para toda t. 

Por lo visto en el ejemplo y dado que la posición de las partículas y el tiempo, 
cw:nbian continua.mente el problema se puede modelar pot medio de una ecuación 
diferencial 

i: (t) = F (z, u, v) ; z (O) = z0 

En muchos de loa trabajos de este tipo se considera que un jugu.dor tiene 
constantemente información de la manera como se mueve el otro jugador, y puede 
utilizar este conocimiento para decidir su acción en el futuro. En los juegos que 
llamamos de evasión se supone que el evasor tiene conocimiento de la manera 
corno el perseguidor se está moviendo y así tiene la posibilidad de crunbiar su 
movimiento de manera conveniente. 

Nuestro objetivo en este trabajo es presentar un análisis y obtener algunos 
resultados sobre evadibilidad para el caso en el cual el espacio de estados es de 
dimensión dos. Este caso, aunque relativaruente sencillo, es n1uy importante en 
las aplicaciones. 

La presente tésis está dividida en cuatro capítulos. En el primero se da la 
introducción. El Capítulo 2 se encuentra integrado por tres teoremas de evadibili
dad obtenidos de artículos cuyos autores son: Falconi, Yugai, y Yong1 ver [Fa], 
[Ji], [Yu]. Al térm.ino de ca.da teorema se incluye un ejemplo y posteriormente 
se comparan resultados. La demostración de los teoremas se hace al final del 
capítulo. 

Dado que los teoretnns de evadibilidn.d. vistos en el Capítulo 2 sólo se aplican 
a espacios cuya dimensión es mayor o igual que: tres, en el Capítulo 3 se hace 
un análisis para espacios de dimensión dos considerando diferentes subespacios. 
Cabe señalar que el análisis de este tipo de sistemas no se encuentran reportados 
en la literatura correspondiente de juegos diferenciales. 

Al final se incluye un apéndice en el cual se da la teoría básica de ecuaciones 
diferenciales como son: Solución de sistemas de ecuaciones diferenciales en su 
forma homogénea.. definición de e"1 donde A es una matriz de n x n, definición 
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de matriz fundamental de solucione&, y solución del sistCma no homogéneo por 
el método de variación de parámetro&. Además se estudia la forma canónica de 
Jordan; se enuncian algunos teorema y se da un algoritmo para descomponer un 
espacio vectorial en stuDa directa de subespacios invariantes cuya representación 
matricial es sencilla. 
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2. JUEGOS DIFERENCIALES 

Suponga.nios que ha.y dos partículas que se mueven en un espacio euclidiano 
con cierta dinámica.. El propósito de la prbnera part!cul~ a la que llama.remos 
perseguidor, es alcanzar a la segunda partícula que llamaremos evasor. Se supone 
que para lograr su objetivo el perseguidor tiene la posibilidad de alterar su ley de 
movim.iento mediante canibios en loe paráin.etros del sistema y, a su vez, el evasor 
tratará de evitar que lo alcancen modificando ta.nJ.bién su ley de movllniento de 
manera conveniente. 

Un problema como el que se acaba de describir se llamará juego diferencial si 
Ja diná.In.ica asociada a aniboe, el perseguidor y el evasor, se describe por medio 
de ecuaciones diferenciales. En este capítulo estudiaremos juegos diferenciales 
casi-lineales. 

2.1. Juegos diferenciales casi-lineales 

Antes de plantear el problema. de juegos diferenciales, se dará un ejemplo sencillo 
que servirá para ilustrar el problema y motivar los teoremas de evadibilidad 

SupongamOB que se tienen dos partículas x 1, x 2 que se mueven sobre un.a. 
recta y cuya d.iná.n:Uca está dada por las ecuaciones 

X¡ (O)= x~. X2 (O)= xg 
Si al inicio se tiene que x? < xg entonces x 1 (t) :-¡!:. x2 (t) para todo tiempo t. 

De esta forma x 1 nunca alcanza a X:¡. 

Nuevamente supongam.oe el tnismo problema.., pero ahora la partícula x 1 puede 
modificar a cada instante su velocidad, utilizando para ello un control u (t), en
tonces Ja dinámica estaría dada por 
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La pregunta es, si ¿existe una elección del control u (t) en cada. instante t, 
de modo que x 1alcance a x 2 ?. En las coordenadas z dada por z = xi - x 2 , la 
pregunta. anterior se expresa. del modo siguiente: ¿existe una función u (t) tal que 
la solución de 

Z = z +u, z (O) = Zo 

pasa por el cero?. 
El análisis es muy simple. Pue1:1to que la solución de la. ecuación anterior está. 

dada por 
z (t) Zoet + J~ et-•u (s) ds 

e' {Zo + J e-•u (s) ds} 

entonces z (t) =O, si y sólo si 

Zo + 1t e-•u (s) ds =O, 

esta ecuación puede o no tener solución, dependiendo de como sea Zo y del conjunto 
de valores posibles del control u. 

Una situación \Ul poco más intere1:1ante se obtiene fiÍ considerarnos que la 
partícula x 2 puede a su vez elegir un parámetro v para evitar que la. partícula 
xi la alcance. De esta forma la dinázn.ica estaría dada por 

:Í::i = Xi +u; X2 = X2 + v, 

que en las coordenadas z = xi - x 2 se convierten en 

Z = z +u - v, z (O) = Zo· 

La pregunta ahora serta, ¿dado el control u se puede elegir un control v tal 
que la solución de la ecuación anterior pasa por el cero?. 

Al igual que antes la solución de la ecuación está dada. por 

z (t) =e' ( Zo + 1:: e-•¡u (s) - v (s)]ds) 

entonces z (t) =O, si y sólo si 

Zo + 1' e-•¡u (s) - "(s)]ds = O, 
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nuevaniente se ve que esta ecuación puede o no tener solución, dependiendo de 
como se elijan u y v. Noteoios que la respuesta a el problema. plantead.o depende 
fuertemente de la forma. como se elijan los parámetros. Si la partícula dos no desea 
ser alcanzada y en el momento ten que elige un control v (t), tiene conociin.iento 
del control u (t) elegido por la partícula u.no, el juego se llaine. de evasión. De 
modo general el problema. nos lleva al planteanúento de una ecuación de la forma. 
Z = Az (t) + F (u, v), y a buscar estrategias de selección de los parám.ctros u, v 
que nos permitan asegurar que la solución correspondiente toca o no a un cierto 
subespacio M. 

Consideremos el juego diferencial dado por la ecuación: 

z (t) = Az (t) + F (u (t) , u (t)) , t ~ O (2.1) 

z (O)= Zo, 

donde z, Zo E I~ 1 son la trayectoria y la trayectoria inicial, u E U C IRP, v E 
V e IW son los controles del perseguidor y del evasor respecti va.inente. A es u.na. 
matriz den x n. y F : U x V - IR!' es una función continua. Además considera.xnos 
un subespacio M de IR" y su complemento ortogonal que denota.ro.os por MJ.. y n que es la función proyección 

El juego tennina. cuando la trayectoria z llega al subcspacio M. ABí M es llam.ado 
el conjunto tenninal. El objetivo del perseguidor es terminar el juego al seleccionar 
un control apropiado 

u(·) E U= {u: [O, oo) - U, medible}, 

por su parte el evasor tra.tarai de evitar que el juego termine al tornar un control 
apropiado 

v (·)E V= {v: [O,oo) - V, medible}. 

En u.n juego de evasión, como el que se considera. en este trabajo. el perseguidor 
toma los controles u { ·) e U al inicio del juego. El evasor. por su parte, tomará 
los controles v ( ·) E V conforme se va.ya desarrollando el juego y puede usar 
elementos del conjunto {z (s), u (s) ¡o :5 s :5 t} cuando toma el valor v (t) del 
control de evasión v ( ·) E V al tiempo t. 
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En la. discusión de evadibilidad, usualmente se supone alguna superioridad del 
evasor sobre el perseguidor. En particular para. un juego de la. forma (2.1), se 
supone que 

o e Int (n F(u, vi). 
ueU 

esto significa. que para. cada. uno de los parámetros u E U que puede tomar el 
perseguidor, el evasor tiene la posibilidad de tomar por lo menos un pará.metro 
v E V tal que F (u, 11) =O y así, la trayectoria z (t) descrita. por la. ecuación (2.1) 
no es altera.da por los para.Inetroe u, v. Lo que es un modo típico de asegurar 
que el evasor tiene más ''podern que el perseguidor. En el primer teorema de 
evadibilidad supondremos que la superioridad del evasor sobre el perseguidor es 
débil; es decir, 

OE ncoF(u,V), 
ueu 

donde coF (u, V) denota la cerradura convexa. Al tomar la. cerradura. convexa en 
la. intersección lo que se está haciendo es considerar el conjunto más pequeño que 
contiene al cero y por lo tanto se reduce el número de controles que puede utilizar 
el evasor, para contrarrestar el efecto del perseguidor. Fs en este sentido que la 
superioridad del evasor es débil. 

U na vez hecho el plantea.m.iento del problema se procederá. a dar algunos teo
remas de evadibilidad, tomados de traba.jos recientes ver [Fa], {Ji]. [Yu). Se darán 
ejemplos y se compararán los resultados. Las demostraciones de los teorema.."i se 
darán al final de este capítulo. 

Antes de enunciar el primer teorema de evadibilidad se dan las siguientes 
definiciones: 

Definición 2.1. Si A es una matriz den x n sobre F, el polinontio zninfrnal de 
A es el polinomio n:1ónico generador (WJ.ico) del ideal de las polinomios sobre F 
que anulan a A. 

Este polinomio lo denota.remos por: 

(2.2) 

Para que el juego (2.1) termine, z (t) debe de intersectar al subespacio M, esto 
se da de manera. más precisa en la siguiente definición: 
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Deftnición 2.2. El juego se dice que es evadible, si para toda Zo E I.Fr/M y 
u E U, existe una. t1 E V tal que 

d(M,z(t)) >O para toda t ~O 

donde z (t) es Ja. trayectoria. cuya dináaúca. está dada por la. ecuacidn (2.1), corres
pondiente a u e U, t1 e V y d es la. distancia. euclidiana. definida. en IEr. 

Ahora sf, enuncia.ntos el teorema: 

Teorema 2.1. El juego de evasidn definido por (2.1); 

Z=Az+F(u,u),t2:0 
z(O) =Za 

y conjunto tenninal M es evac:lible si cumple las condiciones siguientes 
a) El polinomio zninimal de A Efitá da.do por (2.2) con k < n.. 
b) El conjunto tenninal M es un subcspacio de I,llft con d.im M.L = 171 2: k. 
e) Existe O :::; io :S k - 1 y 6 > O tal que 

nA'F(U,V) ={O}, O 5 i 5 io-1 

( 

nA"F(u,V) ) 
0 E í1ueuCO ! 

nA•- 1 F(u,V) 
infveu infweMi,11.¡.11-1 max.ev l(,P, n A"F (u,v))I ~ 6 

donde Il: IR!' - M.L es Ja proyección ortogonal. 

Nótese que la condición e) de este teorema es una variación de la condición 
o e nvEU coF (u, V). 

Nota 2.1. Si O e nueu coF (u, V) es claro que 
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A continuación se da un ejemplo donde se aplica. el Tuorem.a 2.1. 
Eaemplo 1 Considerem.os el juego diferencial dado par el siguiente sistema. 

( f~) ( OOlO)(z') (O) 0001 z, o O O O O za + fa(u,v) ==Az+F(u,v) O O O O z.c f 4 (u, v) 

donde 
u (t) = (ui. u2,u3)T, v (t) = (vi, V:z, v3)T, 

( ~=~:::J) = ( ~:;;; ~~~3) ( :~ )- ( =:: ~~!::3) ( ~). 
y zs E IR, u~+u~ :S ..\~ 1 v~+vl :S..\~, fu3/ :S /J1, fv3J :S /32 • Dela.forma como están 
definidos loe elementoe de U y V se tiene que estos conjuntos son dos cilindros. 
El subespacio M = {(z1, z 2,z3, z 4)Tfz1 = z 2 =O}. 

En este ejemplo suponem06 que ..\1 = ..\2 = ..\ y /31 = /32 = /J Jo que inlplica 
que U = V. Por lo tanto el evasor y el perseguJdor tienen el mismo "poder" . 

Vea.Inoe si el ejemplo cumple con las hipótesis del Teoi-ema 2.1, para la evadi
bilidad. 

En este caso la función Fes una función continua, U = V es compacto porque 
es cerrado y acotado co1no se ve fácilmente de la definición. 

Es in.Jnediato verificar que A 2 = O, por lo tanto su polinomio minimal es ..\2
, 

y k = 2 y como n = 4, se cUDlple que 2 < 4, por lo cual la dim Af..L = 2 asl 
M..J. = {(zhz2,z3,Z4)T fz3 = Z4 =O}. 

De esta manera las condiciones (a),(b) del 'IOOremn. 2.1 se cwuplen y sólo 
queda por verifice.r (e). 

Consideremos la proyección ortogonal f1: I.R4 - M.L., se debe de demostrar 
que existe i 0 , O :S io S: 1, tal que flA 1F(U, V)= {O} con O~ i :S i 0 - L Pero 
cumo 

n AºF(u,v) = II (fa (~,v)) ={O} 
f 4 (u,v) 

y 
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esto Unplica que i = O y por lo tanto io = 1. 
Ahora se demostrará que 

O En IlAF(u, V). 
ueu 

Pero 

IlAF(u,v) = ( ~= ¡~:~l) ,(u,v) E U x V 

donde U= V= .Bi x [-,B,,B), .Bi(O) ={y E IRlllYll $.>.}y F(u,u) =O, para 
toda 'U E u. Por lo tanto se Clllllple que o E nuEU n AF (u., u.) . 

Sólo queda por demostrar que existe un ó > O tal que¡ 

inf inf maxl(.P.TIAF(u,v))I ~ ó. 
uEU ~EM~.H'll'll-1 

Sea. ,P E M.J.. entonces ,P es de la forma ,P = ('7, O) con '1 E IR' y 11'711 = l. 
Tomemos una u E U y v E V con v3 = u.3 entonces se tiene 

(,¡,,TI AF (u, v>) = ,.,r. ('3 (u, v), / 4 (u, v), O, O)T, 

pero, por definición 

e~=~::~~)= e::: -~~~3 ) e:~)- e=:: 
y dado que v 3 = u3 entonces 

- sinu3 
COSU3 

(2.3) 

)(:) 

e I:~:::~ ) =e::: -c:::3

) e~~=:;). (2.4) 

Por lo tanto de las igualdades (2.3) y (2.4) 

(W,llAF(u.,v))=TJT(::: ~=u:3 )(:~=:)- (2.5) 

Denotemos por 

~= ( ~~) = ( 
COBU3 

-sinu3 
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con ., = ( ~~ ). Entonces llell = l. As!, sea 

( ~~ ) = -.>. [sgn (u.e, + u2e.>1 e. 
Si definimos a R como 

R _ e cosu3 -sinus ) con R-1 =e cosu3 
- sin u.3 cos u.3 - sin u 3 

entonces usando esta notación 
e=n-•.,. 

sinua 
COSU3 

Definimos w = -.>. (agn en-•.,, (u,, u,))]. As! (2.6) es igual a 

( :~ ) = wR-
1
TJ, 

de esta forma 

( : ) = ( w~:•r¡ ) . 

Entonces 

(2.6) 

). 

(2.7) 

l(.P. n AF(u,v))I = ,.,,¡. (u,v) + "'12f• (u,v)I = l(r¡. (f 3 (u,v) ,f. (u,v))T>I 
= i(r¡,R(u- v))I = ¡(.,,Ru- R(wn- 1 .,))I 
= l(r¡,Ru-WTl>I = l(r¡,Ru)- (r¡,w.,)I 

y como (q, Ru) = (R- 1 q, u) lo anterior es igual a 

1-w+ (n- 111,u)i = l>-sgn(R-111,u) + (n-•11,u)j 

= .>.+ j(n-111,u)I > .>.. 
Se concluye que (2.3) es mayor que .>., lo que implica que existe 6 = ;\, de 

esta manera todas las condiciones del teorema se cumplen por lo que el sistema 
e11 evadible. 

El sistema analizado en este ejemplo tiene una interpretación física interesante, 
en efecto, supongamos que se tiene dos partículas (aviones.;><!r ejemplo) movién
dose en un plano cuyas posiciones están dadas por (x1,x2) , (y 1,112)T res-
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pectivamente. Si introducimos las variables z1 = x1 - Y1, z2 = X2 - Y21 para. que 
un avión alcance al otro se debe de cumplir que z 1 = O, z2 = O. Sean Z3 = Xi - Yi, 
z 4 = ::i:2 - iJ2 , las velocidades relativas, es decir, la velocidad con que los aviones 
se a.cercan o se separan. Si los aviones llevaran movimiento rectilineo uniforme, 
las trayectorias estarían dadas por Z1 = z3; Z2 = z 4; %3 =O; Z4 =O. Suponga.mas 
al"J.ora que existen medios externos {alerones del avión etc.) que pueden alterar la 
aceleración del avión entonces la dinámica quedaría. descrita por 

"• Z3 

%2 Z4 

i, J,(u,v) 

"• / 4 (u, v) 

Este sistema es del mistno tipo que el analizado en el ejemplo anterior. Así con 
esta interpretación se puede afinnar que se han dado condiciones para que un 
avión no alcance al otro. Nótese que en el ejemplo, / 3 y / 4 se pueden interpretar 
como giros de algunos cotnponentcs del avión (alerones etc.) 

Antes de enunciar el segundo teorema. de evadibilidad se dn.rá. la siguiente 
definición que se utilizará en la hipótesis del teorema.. 

Definición 2.3. Dada la ecuación (2.1), se dke que Ja pareja (A, F) satisface Ja 
condición PM, si existenµ+ 1 vectores. z0 , zi. ..... , zµ y una bola B e Mi, tal 
que 

A'F(U X V) +z. E M, i ~0.1,2, ....• 1•

Ademá.s, para toda w E B y u. E U, existe u E V para. el cual 

flAµ+ 1 F(u,v) = w. (2.8) 

La solución general de la ecuación Z = Az + F (u. u) es una serie cuyos suman
dos involucran tér1ninos de la forma AiF(u.,11). La condición de que existen 
Zo. z 1 , •••• , zµ vectores tal que Ai F (u, v) + Z¡, E Mi= O, 1, ... ,µes sólo una cuestión 
técnica utilizada. para. determinar adecuadamente los pritneros sunm.ndos de la 
solución. En cambio la hipótesis de que para toda w E B y u. E U existe v E V 
tal que OAµ+ 1 F(u,v) = w tiene una interpretación más interesante desde el 
punto de vista de la teoría. de control, ya que refleja una. cierta "superioridad" 
del evasor sobre el perseguidor. En fecto, dado cualquier control u elegido por el 
perseguidor, el evasor siempre puede tomar un control u de modo que el µ. + l 
su1nando crunbie en una dirección ortogonal al subespacio blanco. 
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'Deorema 2.2. Dada la ecuacidn (2.1), el juego es evacüble si Ja pareja (A, F) 
satisface la condición PM y Ja dimensión de MJ.. es i:nayor o igual 2. Adeniás, 
existe e > O tal que si p (O) < e, entonces podemos elegir una función v (t), O $ 
t < oo, tal que se cumple Ja siguiente desigualdad 

p (t) 2=.,, (19 (t)) J'h+', 

donde "'Y es una. función monótona decreciente, que no depende del punto inicial 
z:o. p = llil .z:: (t)ll es la distancia de z al subespa.cio M, y iJ es Ja distancia de z a 
M.1.. 

Con esta notación se dice que la trayectoria z (t) escapa de MJ..si p (t) >O 
Ahora considera.remos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2 Sean U, V subconjuntos compactos de IR" n 2: 2. Supongamos que 
se tiene la pareja (/,g) de funciones continuas definida U x V con valores en IFr 
con la. propiedad que para cada u E U y w e B, la ecuación 

f (u,v) -g (u,u) = w (2.9) 

tiene una solución v E V. 
Denotemos por x la posición de la partícula, la cual persigue a otra cuya 

posición se denota por y. La ley de movimiento para x e y es 

X+ ar±= f (u,v) ;x E IR", 
ti+ /3iJ = g(u,u) ;y E IR:'. 

(2.10) 

Se demostrará que para cada selección de u (t) , t 2: O del control u, hay una 
selección v ~), t 2: O del control v, tal que :e (t) =¡f. y {t) para toda t 2: O, donde 
(x (t), y (t)) es solución de la ecuación (2.1). 

Si en el sistema anterior se hace el siguiente crunbio de variable 

Z = (z11 Z:;i:, Z3)T = (x - y, :i:, iJ)T, 

entonces el subespacio que sirve de blanco es .l+tf = {(z1 , z~11 z 3 )T(z1 = 0} 9 de esta 
manera el sistema (2.10) se transforma. en 

z = ( ~ o 
-1) O z+ 
-/3 ( 

o ) f(u,v) 
g(u.v) 

= Az + F(u,t1) 
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Es claro que F(U X V) e M y ITAF(u,v) = f(u,v)-g(u,v); por lo tanto 
de la propied.ad (2.9), se tiene que Ja condición PM se satisface con µ = O, y 
usando el 'Ieorema. 2.2 se llega a que el escape es posible. 

El teorema de evadibilidad que a continuación se enunciará. es menos general 
que los teoremas anteriores ya que la función F tiene la siguiente forma. F (u, v) = 
v - u. + o, donde a E I,Rn es un vector fijo, sin embargo es interesa.o.te ya que 
considera que los controles u ( t) , v ( t) son funciones escalonad.as. A.sí que en este 
caso la ecuación (2.1) se reduce a 

Z=Az-u+v+a. {2.11) 

En el subespacio M.J. se considerará un subespacio W y S denotará. la esfera. 
unitaria. contenida. en W y con centro en el origen. 

"Ieorema 2.3. Supongamos que se tiene la. ecuación 2.11, que existe un nrhnero 
entero positivo k y un nlllnero positivo..\ tal que, si 
aJ fl A' (V - U) = O, i = O, l, 2, ..•.. , k - 2. 
b) dim w ~ k + l. 
e) >.Se fl A•-•v. 
d) u ( ·) , v ( ·) son funciones escalonadas. 
Entonces el sistema. es evadible. 

En el siguiente ejemplo se ilustra el Teorema. 2.3 
Ejemplo 3 El comportaniiento del perseguidor x y el evasor y está descrito por 
medio de la sigiúente ecuación diferencial. 

X+o::i; =pu, 
ii+/3iJ = uv. 

(2.12) 

donde x,y,u,v E ~. lul S l,lvl S. l,o,/3,p,cr. son números no negativos, 
Tn 2= 3. 

Mediante el cainbio de coordenadas z 1 = x - y, z 2 = x, z 3 = y la ecuación 
(2.12) describe el siguiente sistema 

( ~~ ) = ( g .!IJ ~l ) ( ~~ ) + ( :.. ) + ( g ) 
Z3 0 0 -{3 Z3 0 f'Ttl 

donde o= O, z = (z1 , z2, z3)T E ll;3"•. 

=Az-ü+V+a 

(2.13) 
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El conjunto terminal M = {z E IR..,.lz1 =O}, M~ = {z E /R3~izo = z, =O}. 
Se demostrará. que la ecuación {2.13) cumple con las hipótesis para la evacli

bilidad. 
Defininios a W = M..L y S la esfera unitaria en W; por la forma. como se 

definió M ..1. se tiene que la dim W = dim M..L = Tn. 

Por otra parte 

II co- "> = ( ! ) = º· 
"" 

para toda iul :S l, lvl $ 1, e.demás 

fl A (v - ü) = ( g _!a ~l ) ( ::.. ) 
0 Q -/3 CT1J 

=pu- crv, (2.14) 

es decir, que k = 2, con lo cual se tiene la condición (a). La condición. (b) se 
CUIDple si dirn W = 711 2=: 3. Además para toda !vi $ 1, TI Aii = av, por lo que 
,,\=u. 

De esta manera se llega a. que el juego es evadible si u, u son funciones escalo-
nadas. 

2.2. Comparación de los resultados 

En esta sección compararemos los teoremas anteriores con el propósito de ver si 
alguno es más fuerte que el otro o sólo son complementarios. Para esto se aplicará 
cada teorema. a. cada uno de los ejemplos para analizar si pueden decidir o no la 
evadibilidad de la trayectoria.. 

Tomemos el Ejemplo 2 que fue analizado en el Teorema 2.2, y veamos si cumple 
con las hipótesis del Teorema. 2.1 1 

z = ( ~ ! ~l ) z + ( f (~, v) ) = Az + F (u, v) 
O O -/3 g (u,11) 

con z = {zi.z:1: 1 z3)T, M = {(ztJZ2 1 z3)Tlz1 = 0} 1 M..J. = {(z11z2,z3)Tlz2 = Z3 = 
O}. . 

Claramente f (u, v) y g (u, v) son funciones continuas, y los conjuntos U, V son 
compactos. 
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Verificaremos si la condición (a) se cumple, para esto calcula.Illos el polinomio 
m.inimal de A, dado por: 

det (A - J..I) = det ( -: o~),. ~l ) = ),.3 - J..' ({3 - o)+ J..a.{3. 
o o -/3-J.. 

Por lo tanto k = 3 y y en este caso n = 3. Así la condición (a), no se cumple 
ya que k < n. Concluimos que el Teorema 2.1 no se aplica al Ejemplo 2. 

Puesto que en el Ejemplo 3, al hacer el cambio de coordenadas se llega. a un 
sistema de ecuaciones cuya matriz es la misma que la anterior, entonces se tiene 
que no satisface las condiciones del Teorema 2.1. Por lo cual el teorema no es 
aplicable a este ejemplo. 

Considerem06 el Ejemplo l. y revisenlos si cumple con las condiciones del 
Teorema 2.2. 

( ~:)=(~ ~ g ~)(::)+(fa(~,v))=Az+F(u.,v). 
%4 O O O O z 4 / 4 (u,v) 

El primer paso es ver si {A, F) satisface la condición PM; es decir, si existen 
µ. + 1 vectores .zo, z 1, ••••• , zµ y una bola B e M..1. tal que 

A•F(u,v)+z. E M.i = 1,2, ..... ,µ. 

donde U = V = IR" 

M = {(z1,z2, Z3, z4)Tlz1 = Z:¡ =O} 

M..l.. = {(ztt z2, Z3,Z4)T I z3 = Z4 =O}, d.im Af..l.. = 2. 

Ahora bien 

AºF(u.,v) = (0,0,fa(u.,v),f.(u,u))T E M 

AF(u,v) = (/3 (u,v) ,f• (u,v) ,O,O)T E MJ... 
Por lo tanto µ, = O. 

Definiendo B = {(x¡,:z:2)T l.::cl + x~ =::;. A2 }, demostraremos a continuación que 
para toda w E B y u e u existe V e V tal que 

IIAF(u,v)=w. 
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Supongamos w E B entonces w = (w1 , w:;i)T y w? + w~ S ..\2 • Suponemos que 
u3 = 1'3 y como 

n AF(u,v) = ( "?"u3 

s1nu3 
- sinu3 ) e u 1 - 111 ) . 

COSU3 U2 - 11;,i 

De (2.15) y (2.16) se obtiene 

de lo anterior 

( v 1 ) = e u 1 ) _ e ""'.'"• sinu3 ) e w 1 ) • 
V:;¡ U:¡ - Sln U3 COS U3 W2 

Sólo queda. demostrar que ll<v1 1 v2)Tll S ..\. 
Denotemos por 

R = ( C~U3 si11u3 ) . 
- s1n u 3 cos u 3 

Entonces 
llull = llu - Rwll . 

(2.16) 

Dado que la igualdad anterior se cumple para toda u y w, en particular existen ü 
tal que IJUll = ,\ y W tal que Rw = -U. Por lo tanto 

Jlull = llu - Rwll = 11" + ull 
= 2llull = 2.J., 

lo que implica. que IJ11ll > ..\ . Así se tiene que la condición PM no se satisface. 
De este modo, se concluye que el Teorema 2.2 no se aplica al Ejemplo l. 

Tomemos el Ejemplo 3 y veamos si cumple con las hipótesis del Teorema. 2.2. 

( 
Zt ) ( 0 1 -1 ) ( Zt ) ( 0 ) ~2 O -o O z 2 + pu = Az + F('r1,11) 
Z3 Q 0 -/J Z3 "V , 

con u, u E IR", lu.J S 1, lvl S 1, o, /3, p, cr nthneros no negativos, y zT = (z1,z2 , z 3 )T E 
IRfh. Suponemos que "'Y ~ 2. 
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Por verificar que la pareja (A, F) satisface la condición PM .. Claramente la 
d.im M..J.. es menor o igual que 2. Para constatar que se cumple la condición PM 
debemos encontrarµ.+ 1 vectores Zo, z 1 , • • ·, z# y una bola B C M.J.. tal que 

A'F(u,u) + z. E M,i = 0, 1,2, .... ,µ. 

y para toda w E B y u e U existe v E V tal que 

TI A#+l F (u, u) = w. 

Calculando 

AºF(u,u)= (!) EM 
<rU 

pero 

(

pu.-<rv) 
AF(u,v) = -upu. ~ M. 

-{3u11 

Por lo tanto µ. = O. 
SupongaIIlos que existe una bola B e M.J.. y que para toda u E U existe v E V 

tal que. para toda w E B 
IJAF(u,v)=w. (2.17) 

Entonces por (2.14) 

pu - crtJ = w, con u, v, w E /K' 

de donde 
tJ = u- 1 (pu - w). 

Por demostrar que luJ :5 l. 
ftJf =¡u-• (pu. - w)I ~u-• (fpu.f - fwf), 

como es para toda w E B, en particular para w tal que Jwl < )pu¡. De este modo 
fpuf - fwf > O y si u < fpu.f - fwf entonces ,,.-• (fpu.f - fwf) > l. Por lo tanto no 

· existe 11 que cumpla con (2.17) y cuya norma sea menor o igual a uno. De esta 
forma se concluye que el Teorema 2.2 no se aplica al Ejemplo 3. 

Los Ejemplos 1,2 no cu.mplen con las hipótesis del Teorema 2.3 ya que las 
funciones no son escalonadas, por lo cual el teorerna no se aplica a estos. 

Al revisar los ~emplos 2 y 3 observamos que no satisfacen las lüpótesis del 
Teorema 2.1. Los Ejemplos 1 y 3 no satisfacen las hipótesis del Teorema 2.2 y 
los Ejemplos 1,2 no satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3. Por lo anterior se 
concluye que los tres teoremas son diferentes y complen1entarios. 
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2.3. Demostraciones de los resultados principales 

Esta última. parte del capítulo la usa.remos para dar las demostraciones de los 
Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 erumciados en la sección anterior. 

Antes de demostrar el Teorema 2.1, se dan algunos resultados previos que 
serán necesarios en Ja demostración. 

supongamos que A es una matriz de n x n cuyo polinomio m.inimal es el 
siguiente: 

'P (..\} = >..1c - ªk-1>."'-1 - ......... - ao con k ::5 n . (2.18) 
La matriz asociada a este polinomio, lhunada matriz compañera está dada por 

e 
1 o o 
. 1 o 

A= . o 
o 1 o 

o 1 
J.J·ª=(IJ 
ªk-1 ªk-1 

e;=(0, ..... ,1<»,o, ...... O)TeR", O:<;í:<;k-1 

Lema 2.1. Para toda t E IR 

e""'= ~g.(t)Aª 
•-u 

con 
t' 1 ¡• < - ) Oa (t) = i! + k! Ío (t - T)k e,,eAta dr,O :Si:::; k - l. 

Demostración· Seag (t) = (g0 (t) ,g1 (t), ······•Ok-l (t))T solución única de la ecuación: 

~! = Ag, g (O)= c 0 (2.19) 

de (2.19) se tiene que g (t) = eA'eo entonces u!•) ~) = A_teA'e_o y g<•> (O) = A'eo = 
e¡, para O :S i :S k - 1, además g(k) (t) = Ake 'e0 = eAtA"=e0 = eA1a. Ahora 
desarrollarnos g (t) en serie de Taylor alrededor de t =O · 

g (t) g (O)+ g' (O) t + · · · + ·~::'.;¡r1 t•- 1 + ~ f~ (t - .,-¡'- 1 g<» (-r) d-r 
eo + eit + ~t2 + · · • + <:~-i'> 1 tk-l + c1c2i)i j¿ (t - -r)k-l g(k) (T) dT. 
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Por Jo tanto 

9• (t) = fi + (k ~ l)l .t: (t - r)•-• 9J•> (r) dr, O:::; t :::; k - l. 

Ahora tomB.nlos el conjunto 

·-· F(t) =e'"- LY• (t)A'-
•-o 

Entonces, notemos t.p (A) = O, por Jo que 

= AeA• - <Jo9•-• (t) I + E~:;11 (9,_, (t) + a.9•-• (t) A')} 
F' (t) = Ae•., -t~.:.,; u: (t) A' 

= Ae•" - ¿~:;11 9•-• (t) A'+ 9•-• (t) [A• - l"(A)]} 

A (e•4< - ¿:::;~ 9• (t)A') =o AF(t) 

Pue:sto que P (O) = O, se obtiene lo que se querta. O 

Not;a 2.2. Por Ja. unicidad de la. solución (2.19), se tiene que 

para. toda t E IR. 

Definición 2.4. Sean 

9 (t) ""'o 

X = (x 1 ,x2 , ••••. ,x.,.,)T, 
ti = (y.,y., ...... ,yn)T E IR". 

El orden lexicogrdfico en IR!- se define de la siguiente manera 
X = Y si y sálo si :r,¡ = y,, i = 1, 2, ... , n. X < Y si existe k con 1 S k ~ n tal que 
Xa =Y• para. i = 1,2, .... ,k - 1 yx• <Y• 

Definición 2.5 .. Si X, jj E IR:'-, y X :5' 'fi según Ja deliDici6n de orden Jexicogrl11ico 
entonces el máxi.nlo lexicogrllfico de {x, Y} = 'fi , y Jo denotamos por 

maxlez{3:,y}. 
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Lema 2.2. Sean P 1 (t), P 2 (t), ...... , Prn (t) w1 conjunto de funciones medí bles aco-
tadas demudas en el intervalo [O, T) con valores en IK', µ. 1 (t), µ.2 (t), ...... , ¡•m (t), 
WJ conjunto defunciones escalares medibles definidas en [O, T} tal que ¿::,. 1 µ., (t) = 
1, µ.,. (t) ~ O para i = 1 1 2, .... , m, t E [O, TJ. Entonces para toda e > O existe una 
función medible P (t) E {P1 (t), P 2 (t), ...... , Pm (t)} para t E [O, TJ , tal que 

sup \1' (f::µ.; (T) P; (T) - P (t)) d.,.\< E:. 
tE(O,TJ O •-1 

Adenuis, el valor P (t) en todo momento t no depende de los valaresµ.¡ (s} y Pa (s) 
paras> t. 

Demostración: Tomemos una. constante R tal que \Pa (t)l < {f para. toda. t E 
[O,T],i = 1,2, .... ,rn yuna.constanten tal que 

R 
T .,/ñ <•. 

Dividimos el intervalo {O, T] en subinterva.los de longitud 6 = ~ : 

! 1 Ul2U, ....... ,Uln = [0,T), Ii = [(j - l)ó,jóJ,j = 1,2, .... ,n. 

con los cuales se construye una. función P ( t) escalón por escalón ~n cada. intervalo 
I,. En efecto, sea P (t) = P 1 (t) para t E 11 

Para. definir P {t) en J, j = 2, 3, ..... , n, tomamos 

s,_l = 1u-ll• e~µ., (T) P, (T) - p <.,.>) dr. 
o •-1 

Si S;-t =O definimos P {t) = P 1 {t). Si SJ-l ..¡:.O tomamos una base ortogonal 
e'- 1 = (e{:- 1 l;~- 1 

•..••.. ,e~- 1 ) en IR" tul que e{-1 = S,- 1 y definimos P(t) = 
mo.xlex(,-1 {P1 (t), P2 (t) •...... , Pni (t)} para. toda t E JJ. 

La función P (t) en este caso está. definida. de numera única.; e::; medible y tiene 
la siguiente propiedad 

(P (t), S;- 1) = max (P, (t), s,_ 1). 

De lo a:nt.erior se tiene 

<E:'.:. 1 µ. (t) P; (t) - P (t). s,_1 ) <E:':1 µ, (t) P, (t), S;-1) - (P (t), S;-1) 
E;'.:.1 (µ.; (t) P, (t), s,_i) - (P (t), S;-il 
¿:;:1 µ.; (t) (P. (t). s,-1) - (P (t). s,_i) 

$ ¿:~,:. 1 µ., (t) (P (t), S;-1) - (P (t), s,_1) =O 
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Por lo tanto 

<f: µ.. (t) P, (t) - P (t), S;-i) :5 O 
s-1 

(2.20) 

para. toda. t E I,. 
Calculando, también se tiene la. siguiente estim.ac~ón. 
Dado que IP; (t)i < ~ , i = 1, 2, ... , rn tomamos Jt/_1¡ 6 l'.E~_.(P;µ; - P) {T)I dT 

y como P (t) = max{P1 (t), P2 (t), ...... , P~ (t)}, existe k donde k E {l, 2, ...... , rn} 
y tal que P (t} = P1i: (t}, de esta forma 

1;6 \f: p, (T) µ, (T) - P (T)I dT 
ü-1)6 •=1 

It/-1)6 \E:: ... ,.. P, (T) µ, (T) +P. (T) µ. (T) - P. (T)I dT 

:5 Iú'-1)6 E::., .• ,.. P, (T) µ, (T)I + IP. (T) µ. (T) - P. (T)I dT 

:5 It/-1)6 E::., .. ,.. IP. (T) µ, (T)I dT + Il'-1)6 IP· {T) I"• (T) - P. (T)i dT 

I.~'-1)6 E:: • ..,.. IP. (T)l ll"; (T)I dT + Iú'-1)611"• {T) - ll IP· (T)I dT 

:5 Jú6
_ 1) 6 E::.1 ,,¡•Ur µ, (r} ~ + J(f'_ 1 ) 6 lµ11: (r} - ll !Jdr < f/¡6

_ 1 )6 ~dr + J&6- 1 ) 6 ~dr 
Iú'-1)6 RdT = R(jll - (j - l}ll) = Rll. 

Es decir, 

1;6 \f: P, (T) µ, (T) - p (T)I dT < Rll. 
U-1)6 1-1 

(2.21) 

Ahora por la definición de s,_ 1 se tiene para. j = 1, 2, ..... m que: 

\J.' (t. P, (T) µ, (T) - p (T) dT) l = 

lf 0ü-ll
6 CE::. 1 P, (T) µ, (T) - P (T)) dT + f~-i¡6 CE:::. 1 P. (T) µ, (T) - P (T)) dTI 

s,_, + f~-i)6 (E::. P. (T) µ, (T) - P (T)) dT 

¡s,_1 + I~-1)6 CE::, P. (T) "'· (T) - P (T)) dT¡' 

IS;-il2 + 1 J~_1 i6 E::, [P,µ, - PJ (T) 12 + (s,_,, ¡¿_,>6 <E::.1 {P,µ, - PJ (T))) 

IS;-112 + II~-1)6 <E::.1 [P,µ, - P] (T))\
2 

+ I~-1)6 (S;-1. E:::.. [P,µ, - P] (T)) 
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por la. ecuación (2.20) se tiene que lo anterior 

s ¡s,_,¡• + \Ji'.;_ 11• CE:'.:., P. (.,.l ,,, (.,.) - P (-rll d.,-1' 

:S ..j1s,_,¡• + (Ii'.;-11• IE::.1 P. (T) µ, (T) - p (-r)ld-r)' :S J1s,_.¡• + R•6', 

si t E 1;. 
Por otra parte de (2.21) 

!Sol< R6, si t E 11. 

IS1I \1; (E.".:.1 pi (T) µ.{T) - p (T)) dT\ 

\so+¡; CE:'.:., P. (T) µ, (T) - P (T)) d ... \ 

:S ..j R'6' + R'6' = v"i.R6, si t E I,. 

\S,\ \J; (L;:;_, P, (T) µ, (T) - P (T)) dT\ 

Is, + J~ <E::, P. <.,.l ,,, (-r) - P (T)) d.,.\ 
:S ../2R'6' + R'6' = ../3R6, si t E h 

Procediendo de manera inductiva. se llega. a la desigualdad 

para. toda. t E I;, j = 1, 2, .... , n. 
PeroR6../J= ~ = ~-~ :S ~<E:. 
Por lo tanto \1' (t. P, (-r) µ, (T) - P (-r)) dT\ <E:, 

para. toda. t E 1,. j = 1, 2, .... n. 
Por lo tanto 

sup \1' (~P. (-r) µ, (T) - P(-r)) dT\ :SE:. a 
tEIO.T O .-1 
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Lema 2.3. Sean P 1 (t), P 2 (t), · · •, P~ (t), funciones medibles acotadas definidas 
en [O, T], con va.lores en IR". Sean µ 1 (t), µ, (t), · • ·, µm (t), funciones escalares 
medibles no negativas deñnidas en [O, T], que satisfacen E=.1 µ 1 ( t) = l. Entonces, 
para toda e> O, existe una función meclible P (·)con valores P (t) en el conjunto 
{P1 (t) , P 2 (t) , · · ·, Pm (t)} para toda t E [O, T] y el valor .P (t) de P (-) al tiempo 
t un.ica.rneote depende de {µ¡ (s), P., (s) IO :5 s ~ t, i = 1, 2, · · ·, rn} tal que para 
toda función escalar q ( ·), no negativa. no decreciente, 

sup 11 {' q(t-T) [f:µ;(T)P;(T)-P(T)] dTll :5 y'Tq(t)E. 
ee¡a.T) lo •=-l 

Demostración: Denotemos a P ( ·) como: 

P (-) = (P' (-) ,P2 (-), ...... , p• (-l)T y P;(-) = (P;' (-), ?;2 
(-), ••••• , P[ (-l)T. 

Por otra parte 

111' q (t - T) [t.µ; (T) P; (T) - P (T)] d{ 
= i: 1 {' q (t - T) [f: P! (T) µ, (T) - P' (T)] d.,.1

2 
J-1 lo i=l 

Aplicando el teorema del valor medio a. la igualdad anterior para t E (O, T], se 
obtiene 

r 1 , m 12 ~ q(c) 1 ~ [P;' (T)µ; (T) - pi (Tl] dT 'o :5 e :5 t 

y como q ( ·) es no decreciente, q (c) ~ q (t) , lo anterior es 

:5 E.i-1 lq (t) ¡;E:::., [P.' (T) µ, (T) - P' (T)] dT¡2 

= Ej_, lq (t)J2 !J; [E:::., P! (T) µ; (T) - pi (T)] d.,.¡ 2 

Por el Lema 2.2 se tiene que lo anterior es 

< ¿ Jq (t)J 2 
E

2 = rq2 (t) E2. 

;-1 
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Lema 2.3. Sean Pi {t), P 3 (t), · • •, Pna (t), funciones medibles acota.das deñnidas 
en [O,T], con valores en IRr. Sean µ. 1 (t),µ..z_(t),···,µ.na(t), funciones escalares 
medibles no negativas definidas en [O, T], que satisfacen E7.:1 µ• (t) = l. Entonces, 
para toda e > O, existe una función medible P ( ·) con valores P (t) en el conjunto 
{P1 (t), P 2 (t), · · ·, P~ (t)} para toda t E [O, T] y el valor .P (t) de P (·) al tiempo 
t unicamente depende de {µ, (s), P. (s) IO ~ s S t, i = 1 1 2, · · ·, m} tal que para. 
toda función escalar q (-), no negativa no decreciente, 

sup 11 f' q (t - r) ['f:. µ, (r) P. (r) - P (r)] dril :5 Jrq (t) E. 
tE(O.TJ Jo •-1 

Demostración: Denotemoe a P ( ·) corno: 

P (·) = (P' (·), P 2 
(·), •••••• , pr (·))T y P;. (·) = (P,' (·), P,2 (·), ..... , P[ (·))T. 

Por otra. parte 

\\l q(t - r) [t.µ; (r) P, (r) - P(r)] dr,, 2 

= É \1' q (t - r) [i: P/ (r) µ, (r) - P' (r)] dr\

2 

, .. 1 o ·-1 

Aplicando el teorema. del valor medio a. la igualdad anterior para t E [O, T], se 
obtiene t, \q (e) [t. [P.' (r) µ, (r) - p; (-r)) drr. o :5 e :5 t 

y como q ( ·) es no decreciente, q (e) ~ q (t) , lo anterior es 

:5 E;_, lq (t) J; E::, [P.' (r) µ, (r) - P' (r)] d..-12 

= E;_, lq (t)l' IJ; [E;:, P/ (r) µ, (-r) - p; (r)) drl
2 

Por el Lema 2.2 se tiene que lo anterior es 

< L lq (t)l 2 
E

2 = rq2 (t) e 2
• 

;-1 
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Por lo tanto 

111' q(t- r) [t..P;(r)µ;(r)-P(r)] dril< .,¡rq(t)e. 

Así se concluye que 

sup 111' q (t - r) [f: P;(r) µ;(r) - P (r)] dril :S .,¡rq (t) e. o 
tE[O,T] O a-1 

Lema 2.4. (Lema de Filippov). Sea g(t,u) una función con valores en IR-, 
definida para toda t e [a, b], u E U donde U es un conjunto compacto en IRie. 
Supongam06 que g (t,u) es continua en (t,u) E [a,b] x U. Sea 1" (t) una función 
medible en [a, b] tal que 

1/J(t) E g(t,U) 

para casi toda t. Entonces existe una función niedjble u (t) tal que u (t) E U y 

"'(t) ~ g (t, u (t)) 

para casi toda t E [a, b]. 

La. demostración de este lema puede verse en [Fr]. 

2.3.1. Demostración del Teorema 2.1 

Qemostracjón: Sea. Zo E IR"/M, u e U un elemento dado. 
Sea O< 9 :S 1 tal que g; (t) > O,g: (t) >O, t E [0,9), O :Si ::S k -1. 
Tomamos L > O tal que 

lg; (t)I :S L, t E [O, 9], O :Si :S k - 1 
IlA;F(u,v) :S L, (u,v) E U x V, O ::Si :S k-1 

1 (e., eA•a) 1 :S L, t E (0, 9) , O :S i ::S k - 1. 

Caso l. Supongam.os para toda t E [O, 9], que 

II e .. ".zo =1:- o 

entonces definimos 
b = o~~s llII eA'Zoll >o. 
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Por el inciso e) del teorema.. usando la definición de ucerradura convexa" y el 
Lema de Filippov, para toda. u E U existe v; E V tal que 

r ( CTA'°F(u,1';) ) ¿,.,(t) : =0, 
i- 1 CTA"- 1 F(u,v1 ) 

donde EJ-1 µ.; (t) = 1, µ.1 (t) ~ O, l:S j $ r entonces tornamos E = :l(A:~&o)L > O. 
Por el Lellla 2.3, existe una función medible P ( ·). tal que P (t) únicwnente 

depende de{µ, (s), TIA'F(u(s) ,v, (s)) IO :S s :S t, l :S j :Sr, io :Si :S k - l}, y 
P (t) toma valores en el conjunto 

{ ( 

TIA"'F (u(t) ,v; (t)) ) } 
P (t) E : ll < j < r 

IlA"- 1F(u(t) ,v1 (t)) 

entonces se cumple con 

sup 111' q (t - -r) P (-r) d.-11 :S .,¡rq (8) E:. 
te{o,BJ o 

Para toda función escalar q ( ·) no negativa y no decreciente. Es claro que existe 
iiEVtalque 

( 

TIA'°F(u(t) ,il(t)) ) 
P(t)= ; ,0$t$8. 

TI A•- 1 F (u (t) .il (t)) 

Así tornando el control de evasión V ( ·), se tiene 

d(M,z(t)) = l\Ilz(t)I\ 
pero 
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Por lo tanto 

un z CtJIJ 

ll
fle'.,Zo + nJ:eC<-r)AF(u,ü)d-rll 
fle .. 'Zo + nJ:E~.:t,g, (t - -r) A'F(u,v)drll 

2: b-11J:E:::-.:.ng,(t-T)A'F(u,ü)drll 
2: b - ¿~,;,!, J: g;(t - r) P (r) drll 
2: b - ¿~.;,:, llI: g;(t - T) p (-r) d-r 
2: b - ¿~,;,!, .,/i'g, (O) e: 2: b - .,/i'e: ¿~,;,!, L 
2: b - .,/i'e:L E!'.:-,!, = b - .,/i'e:L (k - io) 

b - ~~;~J'Í~ = ~. t E {O.O]. 

Entonces al tiempo t = 8 .n eAt z (8) -::¡!:. º·o ::::.; t .:s: 8 repitiendo el ar~ento 
anterior se obtiene la evadibilidad en el intervalo [8, 28J, con lo cual se demuestra 
el teorell'.la para el primer caso. 
~- Supongamos que para algún t 0 > O, 

·-· n e .. '°Zo = L9• (to) n A'zo =o. 
'""º 

Por la nota 2.2, g (t) =F O para toda t E IR entonces el conjunto 

es linealmente dependiente. Por Jo tanto 

dim ( {Il A' Zol O :S i :S k - 1}) < k :S "' = dim M.J... 

Dado que flA'Zo e M.J.., tomam°" .µe M.J.. tal quelJ.Pll = 1 y 

(.P,fiA'Zo) =O, O :Si :S k-1. 

Ahora por el inciso e) del Teorema 2.1, para toda u E U, se puede tom.ar 
iJ E V~ tal que 
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Puesto que 

(..P,flz(t)) ~ 11..Pll \\flz (t)\I = l!Il z(t)\I. 
entoQ.ces, para toda. t E l 0 1 9] se tiene que 

d (M, z (t)) 

donde 

un z ct>n "2: <"'· n % et» 
(.P.Ile'"zu + TIJ~c«-•>AF(u,v)dr)\ 
(.P,Ile"'zo) + (,¡,, nJ~c«-•>AF(u,v)dr)\ 
(.P. nE~..:;i 9• (t)A'zu) +(.P. nJ~ E~.:¿ 9• (t- r) A'F(u,v)dr)\ 
E~;-¿ (,P,9, (t) IlA'zu) +E~.:.: J~ 9• (t - ..-) (,P, n A'F(u,v)) d..-1 
E~.:.: J~ 9• (t - ..-) (1/J, n A' F (u, ü)) dr\ 

E~.:.:. J~ 9, (t - r) (1/J, n A' F (u, v)) dr 
t 11:-1 t 1 J 9io (t - r) (,P, IlA~F(u,v)) +.E J 9;(t - r) (.p, CTA'F(u,v)) 

O •u+lO 

K = L ,~1 ( (~:-:~;I + L (::~)I) 
Entonces si tomamoe Bo = min{B, :&-l. se tiene que d (M, z (t)) 2: c::0:;11 ~ 

para toda t E (O, 90 ], como z (O) = Zo E JK'\M, se obtiene 

d (M, z (t)) > O, t E (O, 9o] . 
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Como 8, 80 son constantes absolutas, se puede nuevamente repetir el &rgll.Illento 
anterior con lo cual se obtiene la. evadibilidad del juego. D 

Antes de dar la. demostración del Teorema. 2.2 se darán algunos resultados 
previos. 

Nota 2.3. Sea F (I 1 IR) el conjunto de todas l&S funciones continuas definidas 
en el intervalo cerrado I. Por el teoreina. de Lusin "s se sigue qtJe este coajunto es 
denso e.o el espacia F.n de funciones medibles. Canto consecuencia. de lo anterior 
se tiene que la.s funciones escalonadas son densas en F.n. 

Nota 2.4. Aplicando el resultado de la Nota 2.3. a ca.da componente de una fun
ción a : I - IR", se obtiene una sucesión de funciones escalonadas que convergen 

ª"'· 
Supogamos que U, V son subconjuntos compactos de IIl". Se considera una 

función continua 
G:UxV-IR 

con la propiedad de que para toda u E U, existe una 11 E V tal que 

G(u111)=w 

con w un valor fijo de G. 
Bajo estas hipótesis se tiene el siguiente resultado. 

Lema 2.5. Sea I un intervalo compacto en IR. Si u : / - U es una función 
medible entonces existe una función medible 11: l - V tal que. para cadas E f, 
G(u(s),.,(s)) ~w. 

Demostración: Supongamos que el lema es cierto cuando u es una. función es
calonada. Sea u. (s) una función medible arbitra.ria. De la Nota 2.3 y la suposición 
anterior, se obtienen dos sucesiones {Un (s)} y {un (s)},tal que: 

1) Para toda n, Un.Y 11" son fwtciones escalonadadas, 
2) Un (s) - u (s) casi donde quiera, 
3) G(u.,(s),1'n(s)) =w. 
Por compacidad debe existir un elemento en V que denotrunos por tJ (s), el 

cual satisface la. igualdad 

llu (s)ll = snp llt1n (s)ll. 
nE/N 
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En este caso u (s) es medible, porque 11·11 es una función continua y el supremo 
de una función medible es medible. Además, usando que la sucesión de funciones 
{un (s)} es acotada, obtenemos una subsucesión que converge a u (s). Así, por 
continuidad 

G(u(s),v(s)) =w. 
Finalmente, sea R :a ~ a 1 :!5 ...• S ª" = b una partición del intervalo compacto 

I, el dominio de las funciones escalonadas u: I - U está dada por u(s) =u•, 
paras E (a..¡, a..:+ 1 ). Sea 11.¡ cualquier solución de la ecuación 

G(u',v) = w. 

La función u : I - V dada por v (s) = u• para s E (a.a, a.+.) es medible y 
satisface G (u, v) = w. 

Por lo tanto se tiene lo que se quería demostrar. D 

Corolario 2.1. Sea u : [O, T} - U una función medible. Si la matriz A y la 
función F satisface la condición (2.8), entonces parn toda. w E B existe una. 
función .medible v : [O, T] tal que 

fl A"+' F (u(s), v(s)) = w 

para cadas E [O, T]. 

Demostración: Definimos G(u,v) = TIAF(u,v) y aplicando el Lema 2.5 se ob-
tiene el resulta.do. D 

Recordemos que p = llTI (z)IJ es la distancia de z al subespacio M, "=TI z y 
1'1 es la. distancia de z al subespacio M.L. 

Lema 2.6. Sen. z (t) una solución de (2.1), con condición inicial z0 que satisface 
IJIT (Zo)IJ :5 1, y u (t), v (t) funciones como en el Corolario 2.1. Entonces existe 
una. consta.ate e tal que para toda w E M .L. cou llw\I ::; e se cuznple Ja igualdad 

(2.22) 

Los vectores a.;., i = 1, 2, ..... , µ. + 2 dependen del punto Zo pero no de los controles 
u (t) 1 v (t). Ademá..o; existe una constante c 1 tal que las siguentes desigualdades se 
satisfacen 

IJh (t)IJ :5 e, et; IJa;IJ :5 c..e; i = 1, 2, ...... , µ. + 2; 
111 (t) - '1ol :5 e, et =n e = 1 + '10. 

(2.23) 

31 



Demostración: Tomemoe la ecuación 

fiA.,+ 1 F(u,v) = w 

y multipliquémoela. por '\i417~
1 

entonces 

(t - s)µ+l IlA"'+1 F (u v) = (t - s),..+1 w 
(µ+1)1 • (µ+1)1 

integrando la. igualdad (2.24) de O a t, se obtiene 

__ 1 __ lt - ,..+1 II ,..+1 - ~ 
(µ+l)I 

0
(t s) A F(u,u)-(¡•+ 2 )!"'· 

Ahora, si aplicamos na la solución de la ecuación (2.1),"dada por 

z (t) = eAtZo + .l' c<t-•)A F (u, v) ds 

se tiene 

cr = II z (t) = n eA'Zo + n .l' e(t-•)A F (u, 11) ds. 

(2.24) 

(2.25) 

Para obtener lo que se quiere demostrar ex.pandemos cAt y e<t-•>A en potencias 
de t y de ( t - s ) respecti VRnJ:ente, entonces 

tT (t) = n ( Zo + Atzu + A:1~¡ao + ···· + A .. 7;:2~~"''' + .... ) 
+ Il J~ (F (u, v) +A (t - s) F (u., 11) + ... + A .. +'<'t:r1~;Fcu,vl + ... ) ds. 

Pero por hipótesis (A, F) satisface la condición PM, por lo tanto 

IlJ~(t-s)'A'F(u,v)d• = fq(t-s)'IlA'F(u,v)ds 

: fü~t .. ) .-:': n :_:-z.) 
- l•+l)! t • t - º· 1, .•.• µ 

Por lo anterior, agrupando términos y usando (2.25) se llega a que 

CT (t} = ªº + Il(AZo - zo)t + UCA2~-.zdt2 + .. + ª(~:~;1.zotµ+2 + <::::,,w 
+(,..¡2 )t J~ {t - s)"'+2 Il A"'+2 F{u,u) 

+E:':,..+30 ( ~t· + -!i J~ {t- s)' A'F(u,u)ds) 
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Definimos 

TI<A'+1 zo - z.) . n A"+•zo 
Oi+l = ('t + 1)\ 1 1. = o, 1, ..... , µ., ª11-+2 = (µ + 2)1 

y 
ti•+•h (t) = *2 J; (t - s)"+> TI A"+• F (u, v) + 

L::.,.+.TI (~ + f; ¡; (t - s)' F(u,v)ds). 

Por lo tanto 

u (t) ::::::r n-0 + a 1 t + a 2 t 2 + ...... + aµ+2 t 11+ 2 + wt"'+2 + h (t) t 11+2
• 

Finalmente la. bola. B es igual a. Xo + a·. donde B• es una. bola en MJ. con 
centro en el origen, así e es el radio de B•. 

Unicmnente quedo. verificar que se cumplen las desigualdades. 
So.hemos que a.:+ 1 = ncA¿;:;:;1-"'1,i = 0.1, .... 1 µ, a,_.+2 = º~:~)¡ entonces 

definirnos K?. max{llao+1 11}, i =O, 1, ... ,µ + l donde 

llao+ill ~ K =e, (1+110). 

Para verificar que \\h (t)tl ~ C1 et, recordemos 

t"'+2 h(t) = ~J~(t-s),..+2 nA,..+2F(u,v)+E=."'+3 Il'·"!;!p+ 
L::':,.+3 Il (~ +-;; ¡; (t- s)' A'f (u,v)ds). 

Como U, V son compact06 entonces [lA .. F(u,u), TI A 1 z 0 , están ncotados superior
mente; a esta. cota la Ua.inaremas M, as( 

t 11+ 2 Ji (t) '$ {µ~:i)i J~ (t - s),..+
2 + 'E::,_.+3 (~ + f, f~ (t - s).: Mds) 

/l.ft,.+3 ~oa (t'M ~) 
f.µ+3)1 + L...r.:-µ+3 -;r + -(i-+l)I 

( M<•+2 ..,-..~ (!!M. 't'M)) ( -• ) t (µ+3)1 + ¿_. .. -p.+2 il + .:+t)! :=5: Ct 1 + v-o t 

donde 

Finahnente si definimos a e= (1 + 't'.J0 ) se obtiene lo que se quería demostrar. 
D 
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Si en M~ se toman las coordenadas tales que no= (p01 o)T1 la curva (2.22) se 
transforma en 

ul =Po+ alt + ..... + ª~+1t"'+1 + (a~+2 + wl + IJ.l (t))t1'+2 
a 2 = a~t + ............. + ª~+1 tµ+l + (a!+2 + w 2 + h 2(t))t'1+ 2 

Lema 2. 7. Existen constantes E ~ 1 1 eo y wA tales que si 

T. = Co {1E wl = w1 0 1+19o' 0 

entonces Ja primera componente de (2.26) satisface 

'
'" cr. >1- la'I > " o - o - (1 + 17 (To))"+'. 

Demo@tración: Supongamos que µ. + 2 = k. Sea eo y E tales que 

Co = ·~ {;IC = _1_ V;· ~CoC1 

(2.26) 

(2.27) 

si se toma Wo =~cuando Po+ alt + ..... + alt'= 2:: O y w 0 =-~cuando Po+ alt + 
...... + alt" ~ O entonces se tiene 

1 
., > 2,, 

ªo - (1+190 )" • 
(2.28) 

Para demostrar (2.28) suponemos que p 0 + alt + ...... + alt" 2:: O, de la primera 
desigualdad de (2.23) se obtiene 

llh1 (To>ll ~ c1 (1 + fio) To 

lo que implica que 
-c1 (1 + fio) To ~ h 1 (To). 

Por lo tanto 
al, 2:: w~7(t - c1(1+190) ToT; 

sustituyendo w¿ y To en la expresión 

ul, 2=: ~ (1?.,:1' - Ct (1 + t?o) (~'JZ) (l+io>' 
:i(tf;o) - "'~7:.~)Íir = 0:::26!~0)4 - c~~~~e: 
(1+3;o}• - c~:,.iort-= 2:: (1:.~o>' - (l+:;.,y..~orcoc• 
(1+":0)' - u+!to>' = (1:t1•. 



De la. misma forma. se demuestre. el otro caso. D 
Sea O la. fam.ilia de funciones h con la propieded lh (t)I < r para. toda ten el 

intervalo [O, T 1 ] {r1 T 1 son constantes que dependen de la. .función h) 

Proposición 2.1. Sea a (t) una curva da.da por 

a 1 {t) =Po+ aJt + ~t2 + ...... + a!tµ + ar:tµ+l = p (t) + otµ+l 
a 2 (t) = a~t + ~t2 + ............... + a!tµ + f3tµ+l = q (t) + /Jtµ+l (2.29) 

en el intervalo [0 1 To] y V una. vecindad de (a, /3). Entonces existe 6 ~ 0 1 r ~O y 
(0:0 1 /30 } e V tal que para. toda función h EO la. curva 

u = (p (t) + (a0 + h 1 (t)) t"+'. q (t) + (/30 + h2 (t)) t"+') 

satisface la. desigualdad 

l\u(t)ll _'2 ~=: (2.30) 

para t en a.lgtln intervalo el cual depende de h, donde S ~ ¡a~ 1; i = 1 1 2 1 •••• 1 µ; j = 
1,2. 

Demggtra.ción: Denotemos por (p1 <P) las coordenadas polares de u. De (2.29) se 
tiene 

pcos</J = Po+ alt + ...... + a~tµ + ot!"+ 1 

psin<P = a~t + ~t2 + ...... + a!tµ + /3tµ+l 

multiplicando por 1, t, t 2 
1 ••••• , tµ cada miembro de las igualdades se llega a 

p(t)cos<f> 
tp (t) cos<f> 

t"p(t)cos<f> 
p(t)sin</> 
tp (t) sin</> 

t"p (t) sin</> 

Po + a}t + ............. + a.~tµ + o:tµ+l 
O+ p 0 t + ............. + a~tµ+l + otµ+2 

O+··--+ Potµ + altµ+l + --··· + a~t2µ + at2µ+1 
O+ a~t + ................ + a;v~ + /Jtµ+l 
O+ O + a~t2 + ..... + a!tµ+t + f3tµ+2 

O+ ........ + a~tµ+t + ............. + a!t2µ + {Jt2µ+1. 

(2.31) 

ahora. fij&lllOS t y resolvemos el sistema (2.31) para 1 , asf se obtiene la ecuación 

v· 
l=o (2.32) 
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donde D es el detenn.inante del sistema. y D• es el detenn.inante que se obtiene al 
remplazar la. columna (p01 0 1 •••• O)T por la. columna (pcosc/J •... , pcosrjJ,psin<P, ....• 
psin q,)T. Observem.oe que v· puede escribirse de la. forma n· = p (t) D ; por lo 
tanto de (2.32) se tiene 

p(t)= ~-
Así para obtener la estimación (2.30) se debe dar una cota superior para D y 

una cota inferior para D. 
Clara.Dlente el determinante D es un polinomio en o: y /3 .. 

D (o, /3) = p¡;+' /3"+1 + E e;,o'/3' 
iJ-1 

Sea e el coeficiente de mayor valor absoluto entonces 

D = cD,, lcl ~ p¡;+ 1
• (2.33) 

Todos los coeficientes de D 1 tienen valor absoluto menor o igual a uno y uno 
de loe términos tiene valor absoluto igual a. uno. Sea (o:o,/Jo) ev el punto donde 
ID1I alcanza. su valor má.x.hno; por continuidad existe 6 >O y r 1 > O tal que 

ID1 (o, /3)1 ~ r1, si (o, /3) E V y I<> - ool S 6, 1/3 - /30 1 S 6. 

Dada h = (h1 ,h2 ) eo, tomamos To suficientemente pequeño tal que fh 1 (t)I ~ 
6, lh2 (t)I S 6, para t E [o, To] . _ 

Definimos ,,. (t) = (i71 (t) , i72 (t)) en el intervalo [O, T 0 ] por 

0- 1 (t) =Po+ a}t + ...... + a~t" +a (t) t"+ 1 

&2 (t) = a~t + .............. + a!t" + 'í:J (t) tµ+l 

con éi (t) = a 0 + h 1 (t), l'1 (t) = /30 + h 2 (t). As! se tiene 

ID1 (i7 (t))I ~ r,, (2.34) 

para t E [O, T0 ]. 

Por otro lado, sabemos que ñ se obtiene al substituir la columna (p01 O, O, .••. , O)T 
por la columna (cosq,, ..... cos4>,sin4>, ..... sin4>)T y como 11'(i7(t))I está acotada 
entonces existe una constante K tal que 

ID,,,. (t))I ~ K = r,s2 ,.+ 1 
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para. alguna r2. 
Por otra. parte multiplicando (2.34) por lcl de a.mbos lados se sigue que 

lcD1{<>{t))I 2'. lcl r., 
pero e ~ ~+l y cD1 = D. Por lo tanto 

IDü((t))I 2'. r1pt;+1 

dividiendo {2.36) entre (2.35) 

ID (& (t))I > r1,,:;+1 = r ,,:;+1 
p(t) = jD(a-(tlll - r,s2,.+1 s>,.+1 

(2.36) 

con r =~y como+';(t) está en coordenadas polares entonces ll&(t)ll = p(t); es 

decir, ll&(t)ll 2'. ~- o 

Teorema. 2.4. Dada la conWción inicial Zo y un control u (t), existe un intP..rva.lo 
[O, To] y un control V : [o. To] - V' tal que tT = n z satisface 

p = 1111 zll 2'. "1'1 {'9 {t)) ,,:;+•y ¡..,.1 (To)j ~ (1 + ~¡,.+• 

donde z es solución de (2.1) , e es una co.n.stante positiva y "Y una cierta función 
monótona decreciente. 

Demostración: De (2.26) se tiene que a está dada. por 

a 1 =Po+ a~t + ...... + ª~+1 t"'+ 1 + (a!+2 + w 1 + h 1 (t)) t"'+2 = p (t) +o (t) t"'+2 

a 2 = a~t + ............. + a!+1t"'+l + (a!+2 + w 2 + h 2 (t)) t"'+2 = q (t) + /3 (t) t"+2 • 

Ahora tomamos el intervalo [o1 , o 2 ] tal que la desigualdad (2.27) se cumpla 
para. w 1 E I = (01 - a!+2 , 02 - a!+il· 

Consideremos el intervalo J = [/3¡, /32 ] tal que si w 1 E I y w 2 + a;.2 e J 
entonces ll{w 1 , w2)11 <c. 

Con la misma notación que la proposición anterior se define 
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La solución de (2.1) correspondinte a u (t) y (wJ, w~)es 

& 1 (t) = p (t) +"' (t) t•+• 
,,. (t) = q (t) + {J (t) t•+• 

donde á (t) = a.~+2 + wA + ii.1 (t) y "f3 (t) = a!+2 + w~ + h.2 (t). Por lo tanto 

& 1 (t) = p(t) + "'º + h, (t) 
172 (t) = q (t) + {30 + '12 (t). 

Así al tomar E suficientemente pequeña 

la (t) - <>al= lli1 (t)I < ó, l{J (t) - f3ol = lh~ (t)I < 6 

en el intervalo [O, To) donde To está. dado por el Lema 2.7. 
Finalmente de la Proposición 2.1 

> rp{;+2 
p(t) - ,s:iµ+3 

pero la{ 1 S S y como c1 (1 +do) 2: ila;ll 2: la! 1 entonces 

r~+2 
p (t) ~ c2µ+3 (1 + '1?0)2µ+3. 

Definimos "'Yt (17) = (t+coc
1
:_.,1.,,.+;a. Es claro que -y1 es una función monótona 

decreciente. además como 

Id (t) - dol S c,Ot, 8 = (1 +do). 

Si t = to = i:~fi dado en el Lema. 2. 7 entonces 

lt7 (t) - t'.fo\ ~ Ct (l ~ ~~:; ,.+~ = C1Co .. +~ '!S; C¡C<J. (2.37) 

Ahora "'Yi la podemos escribir como 

. - . 
(1+.,{t) 1'o+c:oc1}2""+!1 - {(l+"o)+{"(l) "o+coc1))2,.+!i 
(l+,,;)2 .. +:1 

Por lo tanto 
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2.3.2. Demostración del "Thorema 2.2 

Demostración: Se define W como el conjunto de puntos de dimensión (n. - 1) que 
satisfacen la ecuación 

P = (1 + n¡,.+>· 
Sea. W- el conjunto de puntos dados por p < <•+;>,_+2 y W+ dado por p > 

<•+;,.+::a. Obviamente la cerradura de W + es W + = W U W +· 
S'upongamos que el punto inicial z 0 E W+ y p 0 S e. Durante el tiempo que 

z (t) está. en W+ se escoge -v (t) arbitrariamente. 
El punto z (to) en que por prllnera vez z (t) está en W, es considerado el 

nuevo punto inicial. y si se aplica el control descrito en el Teorema 2.4, para 
t E (t0,t0 + T 0], se sigue de (2.37) que 1'J (to) :;:; 1'J (t) + eoc1 por lo cua.l se llega. a. la. 
desigualda.d 

pero Po< e entonces ~+2 < e:"'+2 de donde l > ~
De esta forma. 

t > eµb+2 

p ( ) e:,.+. (1+1'J (t)),.+2 

pe.re. t E (O, t 0] y por el Teorema. 2.4 

p (t) ~ p'Q+• (to)-r, (1'J (t)). 

Pero z(to) E W entonces p(to) = <•+.t~}) .. n por lo que pP+2 (to) = ci+.t:,:;;2 (,.+'!i)· 

De esta. manera 
e,..+2 

p (t) ~ (l + t? (to))•C..+'l '1'1 (t? (t)) 

pa.ra. toda t E (to, to+ To}. 
Dado que {}(to) ::::; {} (t) + coc1 , ¡1c;+2 S e:"'+2 entonces 

( 
""Yt(tf(l)) ...,p+2 

P t) > (1+1'J(t)+eoc1)'(,.+'l"º 

para toda t E [to, to +To). 
Por lo tanto -y (17) queda definida. como 

Pl . { e: ..,,, ( •?) } 
1 1 

= ID.ln (1 + ,9),..+2 • (1 + {} + eoc1)2 <""+2 > · 
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Entonces la siguiente desigualdad se CUIDple en el intervalo [t0 , to + T 0 ] 

p(t) 2: 'Y (t9 (t)) ,,::+2. 

Sea (to+ To), si z (to+ To) E W + entonces el proceso se repite. 
Ahora. si Zo e w_ y como p < e entonces podernos aplicar el Teorema 2.4 

obteniendo 
p (t) 2: ,,::+2'Y1 (t9). 

En este caso "((t9) = 'Y1(t9). D 

2.3.3. I>emoat;ración del 'Teorema 2.3 

DernOBtración: Tomem06 el punto inicial Zo E IR"/ M en el instante to y tomemos 
el control perseguidor u(t) E De(U),t E [to,ta+l] denotemos abo= Il.zo,bi = 
Il Ai-• (Azo+ o) ,j = 1,2, ... ,k - l. Usando la fórmula de Cauchy se llega a. que 

n z(t) = Ile(<-<o)AZo +in eC<-•)A (-u(s)) + v(s) + <>)ds, t E (to, to+ 1) 

(2.38) 
La condición b) implica que existe un factor 1/J = tP (Zo) E S tal que 

{1/>(Zo) ,b;) = 0,j = 0, 1,2, .... ,k- l. (2.39) 

De la condición a), de la. suposición y de (2.38), (2.39) se tiene que para toda 
t E [to,t0 + 1) 

(1/> (Zo) 'n (z (t))) ("' (Zo). n eC<-<o)AZo + I:. n e«-•lA (<>+V (s) - u (s)) ds) 
(t/J (zo), n eC<-<o)AZo) 

+ <"' (Zo). I:. n e«-•lA (<>+V (s) - u(s)) ds) 
( "'<"°>. n~ «-':'rA· Zo) 

< 
t ~ !<-•)'A' ) + "'(Zo). I ... n ~ -=7r- (<>+V (s) - u (s)) ds 

< VJ(Zo) .n~ "-':',""'Zo) + <"' (Zo) .1:. n~ (t-:1"•'a) 
+ <"' (Zo). I.: n ~ (t-:rA· (v (s) - u (s))). 
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Pero J:, n E..C:0 °-:f A.~ o:ds = n E::O <'-c'ti.~~;A· o:, por lo que lo anterior es igual 
a. 

<"' (Zo). rr ~«-<:,)'.<'Za> + <"' (Zo). rr ~ o-c':r.~; ... • O<> 

+ <"' (Zo). 1:. rr ~ «-:¡'"' (v (s) - u (s)) ds > 
<"' (Zo). rr ~(<-':,>'"'Za>+<"' (Zo). rr ~u-.. ¡; ... ·-· O<> 
+(.¡,(Za) .1:. ITE;;" «-;l'A' (v(s) - u(s))ds) 

<"' (Zo). rr ~ «-.. !: ... ·-· (Azo+ 0<) > + <"' (Zo). 1:. rr t-. 0 -:r"' (v - u) (s) ds > 

< ..¡, (Zo), f1 ~ C•-<:,l'.<' (AZo + <>) > + < ..¡, (Zo) .1.:. f1 ,?;
1 

«-:rA' (v (s) - u (s)) > 

("'<Za>. rr E:" 0 -':t"' Za)+ ("' (ZoJ. rr E:"«-.. ¡; ... ·-·°')+ 
+ (..¡, (Zo). 1:. rr f: «-:!'"' (v (s) - u (s)) ds) ·-· 

considerando que J:.. ºe~~;;• A'" ZQds = Ct-,.'f> 11 

A'" Zo entonces lo anterior es igual a 

( .,P (Zo) 1 n (t-t:f'A"' Zo) + ( t/J (Zo) 1 J! n (t-•l:-~~llo-l (u (s) - 'U (s}) ds) 

+ ("' (ZoJ . E::>+• rr 0 -':t"' Za) + ("' (ZoJ . rr E::. «-•·!; .... -· °') 
+ ( ..¡, (Zo). 1:. IT E::.«-;¡'"' (v (sJ - u (s)) ds) 

<"' (Zo). 1:. rr "(~,~~; .... ·Za) + <"' (Zo). 1.:. n (<-·¿;-:~·-· (v (s) - u (s)) ds) 
+ ("' (ZoJ. E::H. n «-':.""'Za)+ ( <P(ZoJ. n E::.«-'·!; ... ·-·°') 
+ <"' (Zo). 1.:. rr E."::. «-:r"' (u (s) - u (s)) ds) 

( ..¡, (Zo), 1.:. f1 «-•¿;-:~·-• (AZo +(u - u) (s)) ds) + (..¡, (zo), E «-.:•!' f1 A;Zo> 
•+l 

+<.¡,(Za) ,n ~l.:. (<-w-:)~•-• O<ds > + < .¡,(zo) ,1.:. n~ (<-:rA• (u - u) (s)ds > 

1.:. "(;;:!:~· (..¡, (Zo), f1 A•-• ((v - u) (s) +Azul) ds + < ..¡, (Zo), E «-,:•'' f1 A'Zo > 

+(.P(Zo),f1~1.:. «-t"'ads) + (.¡,(zoJ.1:. n~ «-:/'"' (:~:)-u(s))ds>. 
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Si definimos 

h (t, Zo) = <,¡,(Za), f: (t -_t•>' II A'zo + f: ¡' (t -:-
1 
s)' TI A' (v (s) - u (s) + 0<) ds) 

•+l t. k to t. 

entonces lo anterior se reswne en lo siguiente: 

1' (t-s}"- 1 

(,¡,(Za), TI z (t)) = .. (k _ l)I (,¡,(Za) .rr A•-• (v (s) - u (s) + AZa)) ds+h(t,Za). 

(2.40) 
Además la función h (t, Zo) satisface 

lh(t, zo)I 

1<

1/J(zo). f: "-.:-1• ITA'Zo + f:j ~ rr A' (v(s) - u(s) + o)ds)I 
Al+l k to 

:5 E::.+l "~:"'' ITA'Zol + IE:':.J.'., i!.:¡p:ITA'(v(s) -u(s) +o)dsl 

:5 E::•+1 l"-,:-"llITA'Zal+E::.¡"¡;~J;j'MI 
~ E:=.1r+1 Ct~~>· !Zo( + (t - to)"+ 1 M L:':" <r(:~l}; .. 
~ (t - to)k+l IZol E:1i:+1 u-ro!;-H• + (t - to).11:+1 M E::o Ct~~ol" 
~ (t - to)k+l l.tol E=o º~i°r + (t - to)1e+1 Md! 
:5 (t - toJ"+' IZal d' + (t - toJ"+' Md' :5 (t - to)"+• (IZal f, + :i!;) 

(t - to)"+• f, CIZal + 1) 

donde fi =max{~,Md'}
Por lo tanto 

h (t, Za) :5 (t - toJ"+' if¡ (IZal + 1) {2.41) 

Ahora. por el inciso (c). existe un vector v(T/J (Zo)) E V tal que -v(t/J (Za)) E V 
y 

( 1/J (Zo), I1 A•- 1v(1/J(Za))) =-" > ci. (2.42) 

v(t) = v (1/J (Za)) sgnH (Zo, u(t)) (2.43) 

donde H (Zo, u(t)) (1/J(Zo). ITA•-• (AZo - u(s))) entonces de (2.40), (2.43) al 
tomar el control v (t) = v (t), t E [to, to+ 1) se tiene 
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2: 1 I~ ''¡•:!;¡.· {.P (zo) 'n A•-1 ¡., (.P (zo)) sgn.H (zo,u (•)) - u(•)+ Azo]) ds 
_«-':t+ d(l + lzol) 1 

2: \l "¿;;:!;¡;• [ { .P (zo) , TI A•- 1 11(.P (zo))sgnH (za, u) + TI A•-• (AZo - u(•)))) ds\ 

-"--::t+> d(l + \Zo\) 
= \f.'..''¡>:!;¡;• [{.P (Zo), TI A•-•u) + H (zo, u (t)l] ds\ - !•--::¡"+' d (1 + \Zo\). 

Ahora se describirá. el proceso de evasión en el conjunto [to, t 0 + 1). 
Sean t 1 , t 2 , ••••• t,. puntos donde u (t) E U, cambia. de valor para t E [to, t 0 + 1}. 

Observemos que el evasor conoce estos puntos. En el instante to, el evasor conoce 
el valor u (to) y usa el control dado por (2.43) para t ~ t 0 • 

Ahora se mostrará. la.posibilidad de evasión para t E [t0 ,t 1}; es decir, z (t) <t. M. 
Es obvio que para toda. to::; t::; t 1 ,sgnH (Zo,u(s)) = cte por lo cual 

\J.' (~; ~):~· [ ( .P (zo), Il A•-•., (.p (zo) sgnH (zo,u (•)})) + H (Zo, u(•))]\ 

= \J.'..''¡>:!;;,• [sgn.H (Zo, u (s)) {.P (zo), TIA•-•.,(,¡, (za)))+ H (zo, u(•))] ds\ 
= J.'.. ''¡>:!;;,• [sgnH (Zo, u(s)) >. + H (Zo,u (s))] ds\ 

sgn Zo, tL S eo k-1 l""' + •enH(zu,u(•H H ( ( )) J.' ('¡-•>"¡¡' [' H(-,•!•)l 1) 
1 H ( ( ))\ \J, t. (tc•>11

-' (\. Hho u(.)) d 1 sgn za, u s <o •-•lt A+ .,,..n(-.•(•ll • 

\J.' ('¡-•l .. j' [' H(-.u(•)) 1 d.sl 
&o •-1) ""+ •rH(.so.~(•l5 

J,~ «¿¡:!;¡¡• [>. + H (zo, u(•)) sgnH (za, u(•))] ds\ 

pero H (.zo, u(•)) sgnH (z0 ,u (•)) = \H (Zo,u (•))\. Por lo tanto, lo anterior es 
igual a 

\1. (k - 1)•-• \ 
= <o (k _ l}! [>. + \H (zo, u(•))\] ds 

y como >. > O, \H (zo, u (s))\ 2: O entonces 

l t (t - s)•-1 1' (t - s)ll:-1. (t - s)'° t 

<o (k - 1)1 [>. + \H (Zo,U (s))\] ds 2: '° (k - l}I >.ds = ->.--kl-]'° 

>. (t - to)" 
kl 
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Por lo tanto 

(2.44) 

Si t E (to,81), donde 81 = min{ti.to + Oi},81 = !ld(t!j.,
0
j)· 

Para 81 solamente se tienen dos casos posibles. Si 81 = t 1 = t 0 +91 entonces por 
(2.44) se prueba la evadivilidad en [to, to+ o,)' porque 1n z (t)I > o y z (t) i;! M 
para t E [t0 , t 0 + 9iJ. 

En eJ segun.do caso 8 1 = t 0 + 8 1 {es decir, u (s) = u (t 0 ), t 0 :5 s :::; t 0 + 8 1 ) el 
evasor usa el control 

;; (t) = v (,¡, (z,)) sgnH (z0 , u (s)), z 1 = z·(ii 1 ) 

pe.ra toda t E (ii1,ii2 ) tal que u(t) = u(t0 ), donde 02 = min{t 1 ,ii 1 +0,},02 = 
~- Para el instante 9 2 hay dos casos posibles, ni igual que con 8 1 • 

· En· ·cac1a caso se puede repetir el mismo argumento de arriba con lo cual se 
tiene la evadibilidad del juego para toda t E [81t 02 ) • 

Dado que ¿~1 8 1 - oo, N - oo entonces existe un entero no > O tal que 
t 1 = t 0 + ¿:::1 8¡ y se obtiene la eva.dibilidad en el intervalo (t0 , ti). 

En el iru:.""tante t ~ t 1 el evasor tomará. el control f.i (t) = 11 (Vi (z1 )) sgn (z1 , u (t)), 
z 1 = z (t 1 ), esto prueba la evasión en el intervalo semiabierto [ti. t 2 ). Como el 
conjW"tto de puntos t 1 , i. = 1, 2, ... , p es finito se obtiene la evn.divilidad para toda 
t e [t0 , to+ 1). De esta forma se llega a que es posible la evasión para toda. 
t ~ t 0 • D 
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3. ALGUNOS RESULTADOS EN DIMENSIÓN 
Dos 

Los teoremas de evndibilidad tratados en el capítulo anterior son para sistemas 
en dimensión mayor o igual que tres. En este capítulo analizaremos el caso rela
tiva.mente simple de sistemas en dimensión dos el cual no hemos encontrado en 
la literatura. Para este análisis utilizaremos el hecho de que toda matriz real se 

puede llevar a una forma. canónica de Jordan del tipo ( ~ ~ ) o ( ~ ~ ) , con 

a,bE IR. 

3.1. Forma canónica diagonal 

En esta sección se estudiará el sistema. 

.t (t) = Az (t) - u (t) + "(t) (3.1) 

donde A = ( ~ ~ ) , z (t) = ( ;~ m ) , V (t) = ( ~~ m ) , 
u= ( ~ ~~~ ) y condición inicial z (O) = ( ~ ) . F.ste sistema. se puede escribir 

en la forma 

Cuya. solución es 

Zt (t) 

Z2 (t) 

.t, (t) 

.t2 (t) 
az1 (t) + u 1 (t) - u 1 (t) 

bz2 (t) + "2 (t) - U2 (t) 

(1' (vi (s) - u 1 {s)) e--ds + z~) eªt. 

(1t. (v2 (s) - u 2 (s)) e_,,.ds +~)e"'-
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En la siguiente propOBición se dan condiciones para la evn. ... ión, cuando el subes
pacio M = {O}. 

Proposicidn 3.1. Consideremos la ecuación diferencial (3.l). Si M = {O} .Y 
U e V entonces el sistema es evadible. 

Demostración: Supongamos que U e V y que el juego no es evadible; entonces 
existe t tal que (3.2) satisface 

de (3.3) se obtiene 

e"' (J: e-ª•(v1 (s) - u 1 (t))ds + z?) =O 

e"' (J: e_ .. (v, (s) - u2 (s))ds + zg) ;r O 

f~ e-ao(t11 (s) - u1 (s))ds = -z? 
fo e-••(v, (s) - U> (s))ds = -zg 

De (3.4). sin pérdida de generalidad se toma la última ecuación 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

si z~ <O entonces -4 >O. Por lo tanto, dada. u 2 (s) puede tomarse v 2 (s) de tal 
forma que "2 (s) - U2 (s) <o porque por hipótesis u e V y así 

l' e_ .. (v, (s) - u, (s)) ds <O (3.6) 

de esta manera de (3.6) se llega a 

l' e_ .. (v, (s) - u, (s)) ds # zg. · (3.7) 

Pero de acuerdo con (3.4) esto es una contradicción. Similarmente se demuestra 
cuando 4 > O. Por lo tanto el sistema es evadjble. O 

Proposlcldn 3.2. Consídereznos la ecuación diferencial (3.1). Si M = { (z, O)T J:z: E 
IR} y U e V entonces el sisten.a es evadible. 
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Demostración: La demostración de esta proposición es sin1ihu- u. la de la 
Proposición 3.1. O 

Proposición 3.3. Supongrunos que se tiene la. ecuación diferencial (3.1),con a > 
O, b >O. Si M = {(x,7nX) \x,rri E IR,Tn lijo}, U C V entonce:;: el sistema es 
evadible. 

Demostración: Consideremos el vector p = (z 1 (t), z 2 (t))T y el vector p' =- (x, TnX)T 
el cual es la. proyección de p sobre el subespacio M, lo que se quiere es encontrar 
el vector P.L (z1 , z2 ) ortogonal a M (ver Fig.3.1). 

Figura3.1: 

Sabemos que P..L (zi. z 2 ) = (z1 - x, z 2 - nu:)T, y como este vector es ortogonal 
a. M entonces 

si y sólo si 

Por lo tanto 

Z1 + tnZ2 
X= m2+1 • 
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Tomemos una. vecindad de radío e alrededor del s11bcspacio M, N (e, M). Así 
para. que el sistema sea evadíble se debe de cumplir que P.t. (zi. z 2 ) ~ N (e, M). 

Suponga.nios que el sistema no es evadible, esto implica que P.J.. (zlt z 2 ) E 
N (e, M), si y sólo si 

ll m
2

z 1 
- rnz2 ~11 <" 

m2 + 1 ' m 2 + 1 

si y sólo si 
ITnz1 - z2l <e. (3.9) 

Para toda t. 
Substituyendo la solución (3.2) en (3.9) se obtiene 

I= (eº' (1' e-~(v1 -u1)ds) +z?) -e-., (1' e-.. (.,2 -u2)ds+z~)I <" 

(3.10) 
Puesto que (v - u) (t) es continua y 11 E V, u. E U ~n compactos entonces existen 
constantes k 1 , k 2 tal que que (v1 - ui) (t) ~ k 11 (v2 - u 2 ) (t) ~ k 2 • Por lo tanto de 
(3.10) 

calculando 

1 k2 mk1 º' (k1 ª) •• (k2 º) 1 -¡; - ~ +me ~ + z 1 - e -¡; + z 2 < e (3.11) 

si definimos R 1 = ,. - ~. R 2 = m ( ~ + z~) , R 3 = ~ + zfl, la ecuación (3.11) se 
puede escribir corno 

(3.12} 

Dado que R 1 es una constante lo que nos interesa. ver es que sucede con la 
otra. parte de la ecuación (3.12), a saber, J R 2e'd - R 3ew I · "De esto se tienen nueve 
casos posibles que son los siguientes: 

{ 

R2 < O, n. > o } { R2 < O, n. = o } { R2 < o, R. < o } 
R2 > O, Ra > O , R2 > O, R3 = O , R2 > O, R3 < O . 
R":I. = O, Ra > O R2 = O, Ra = O R2 = O, Ra < O 

Supongamos que R 2 < O, R 3 > O entonces R 2 eªt < O, -ll:JeM < O y como a > 
O, b > O esto implica IR2 e"" - R 3 ew¡ tiende a infinito cuando t tiende a infinito. 
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Por lo tanto (3.12) no se cumple, lo cual es una contradicción. De esta forma se 
tiene que el sistema es evadible. 

Todos los demás casos se demuestran de n1anera similar excepto cuando R 2 < 
O,R3 <O ó R2 > O,R3 >O. Supongarnos que R2 < O,R3"' O y que a> b >O 
entonces 

(3.13) 

pero a > b, b - a < O, R 3 e<b-a)t tiende a cero cuando t tiende a infinito, de donde 
IR2 - R3e{ft-o)tl converge a IR2I cuando t tiende a infinito, usi P.ªt j~ - R:JeCb-o)tl 
diverge, lo que contradice (3.12) en este caso el sistema es eva.dible. 

Supongrunos que R 2 < O, R 3 < O con b > a > O, b - a > O lo que iru
plica IR2 - R 3 eCb-o)tl diverge y como eº' diverge entonces (3.13) diverge, lo que 
por la desigualdad (3.12) es una contradicción. Así el sistema es evadible. La. 
demostración del caso R 2 > O, R 3 > O es el m..ismo que el anterior. Con esto se 
concluye la demostración. D 

Una vez analizado el siste111a anterior ahora estudia.remos un sistema más 
general que es de la forma 

z(t) = Az(t) + F(u,u) (3.14) 

donde A= ( ~ ~), F(u,u) = (~~¡~:~~)y ( :~¡g¡) = ( :i). 
Resolviendo (3.14) las soluciones son 

Zt (t) = eª' {J~ e-a• /1 (u, v) ds + z?) 

z 2 (t) = ebt (J~ e-IM / 2 (u, u) ds + zg) (3.15) 

Proposición 3.4. Sea (3.14) con condición inicial z (O)= zº, M ={O} subespa
cio de IR2 • Si para toda u.(t) existcv1 (t) tal que / 2 (u,v1 ) ~ k 2 ;::: O, para toda 
u (t) existe 112 (t) tal que / 2 (u, v 2 ) :S -k2 :SO entonces el sistema es evadible. 

Demostración: Consideremos la segunda. ecuación de (3.15) y supongamos que el 
sistema. no es evad.ible entonces existe f tal que 

(3.16) 

Por lo tanto 

(3.17) 

49 



Suponga.rnos que -4 < O, por hipótesis para toda. u (t) existe u 1 (t), tal que 
/2(u,11) 2: k 2 2: O y como e-N > O est.o itnplica que 

en particular para. t 

Por lo tanto 

1' e-toa /2(u,11) ds ;::=O, para toda t 

lar e-b•/2(u,TJ}ds ~O. 

1' e_,,. f2 (u,u) ds =F zg_ (3.18) 

De (3.17} y (3.18} se tiene una contradicción. I>e modo similar se demuestra 
la. evadibilidad. si - z~ > O. O 

Corolario 3.1. Thlllen'IOS la ecuación (3.14) con condición i.n.icial z (O) = zº • M = 
{(::c,O)T l::c e IR}. Si. para toda u existe 'TI¡ tal que f'-4(u,111) 2: k2 > º· para toda 
u existe "'2 tal que / 2 (u, "2) ~ -k2 <O entonces el sistema. es evadible. 

Demostración: la demostración e:s análoga al de la Proposición 3.4. D 
La demOBtración anterior no sirve si el subcspacio M = {(::e, T11.X}T lm. e IR}. 

Entonces existen condiciones iniciales en las cuales es posible la evasión. 
En efecto considcrenios el cociente 

J: e-b• /2 (u, u) ds + zg 
(3.19) 

y supongwnoe que a > b > O, m. > O. Ahora como u, u pertenecen n. conjuntos 
compactos y / 2 (u,v) es continua. entonces está acotada superiormente; es decir, 
existe k 2 tal que / 2 (u, u) '$ k 2 • Por lo tanto 

í' í' k., k., 
Jo e-ba /2 {u,v) ds + 4 ~ Ío e-b•k2ds + 4 = - be"t + b + ~-

Si hacemos t tender a infinito en la. últitna igualdad su límite será. ~ + 4, asr 

(3.20) 
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Por su parte f 1 (u,v) también está. acotada inferiormente; es decir, exi"itc una 
constante k 1 tal que / 1 (u1 11) ~ k 1 • Calculando y sacando limite al igual que 
arriba se llega. 

rn (1t e-a. /1 (u, 11) ds + z~) ~ rn ( ~ + z?) 

Por (3.19), (3.20) y (3.21) se obtiene 

J,; e-b• /2 (u.,·u) ds + zg < a (k2 + bz~) 
rn(J~c-.. •/1 (u,v)ds+zr) - m.b{k1 +azr) 

(3.21) 

(3.22) 

por lo cual. el cociente está. acotado. Si tomamos 4 < O de tal forma. que 
a (k2 + 64) < O y zf de tal formu. que nW (k1 + azf) > O entonces 

J~e-b•/2 (u,v)ds + 4 < 
0 

m (J~ e-.. • Ji (u, u) ds + zf) -

Por otro lado e( .. -b)t es una función creciente y continua. de donde, para toda t 

(a-b}t =f: f~ e-ha f2 (u, u) ds + 4 
e 77l (J~ e-<UO /1 (u, v) ds + zf) 

(3.23) 

De (3.23) 

(3.24) 

Finalmente al sustituir (3.15) en (3.24) se tiene m z 1 (t) =F z 2 {t). Por lo tanto 
el sistema. es cvadible. D 

3.2. Forn:ia canónica no diagonal 

Tomemos el sistema. 
i: (t) = Az (t) + v (t) - u (t) (3.25) 
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con condición inicial z(O) = zº,A = ( ~ ~). tJ(t)-u(t)=( :;~~g =:~~g )y 
solución 

z 1 (t) = e•• ( z? + J~ e-••[v1 (•) - u 1 (s)Jds) 

z2 (t) = e•• (!tz? + zg) + J~ e-•• ([v1 (•) - u1 (•)] (t - s) + [v2 (s) - u 2 (s))) ds) 
(3.26) 

Proposición 3.5. Consideremos (3.25) con condición inicial z (O)= zº. Si M = 
{O} y U C V entonces el .s.iste.ma es evndible. 

Demostración: Supongrunos que el sistema no es e~dible, esto implica que 
existe t tal que z 1 (t) = z~ (t) = O. De la primera ecuación de (3.26) se tiene 

(3.27) 

Así 

(3.28) 

Supongamos que zf <O, ahora como U e V dada u 1 (t) puede tomarse 111 (t) de 
tal °!anera que v 1 (t) - u 1 (t) <O por lo cual e-a.• (111 (t) - u (t)) < O. 

As! J e-Ga ( v 1 - ui) ds < O para toda t. En particular para t, por lo tanto 
o 

(3.29) 

De (3.28} y (3.29) se tiene 1ma contradicción lo que implica que el sistema es 
evad.ible. 

De la misma manera se demuestra la cvadibilidad si z? ~ O. O 
Consideremos el caso más general que es cuando F (u, 11) no es lineal 

z(t) = Az (t) + F(u,t') (3.30) 

con con~ción inicial z (O)= zº,A = ( ~ ~ ) , F(u,v) = ( ~~ ~:: :~ ) y solución 

z 1 (t) ( z? + J~ e-•• ft (u, v)ds) 

z 2 (t) e"' (!tz? + z8) + J~ e-•• (/1 (u, v) (t - s) + f.(u, v))) (3.31) 
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Proposicidn 3.6. Considerernos Ja ecuación (3.30) y subespn.cio M = {O}. Si 
para. toda. u existe v 1 tal que f 1 (u, u 1 ) ;:::: k 1 ,;:::: O y para. toda. u existe v 2 tal que 
f 1 (u, v 2 ) =::; -k1 ::::;: O entonces el sistema es evadible. 

Demostración: Supongrunos que zf >O. Por lúpótesis para toda u (s) existe u 1 (s) 
tal que / 1 (u (s), v 1 (s)) 2: k 1 > O y como e-0

• > O para toda s esto in1plica que 
e-0 •f1(u(s) ,v1 (s)) >O por lo cual 

z? + 1' e-a• f1(u,1Ji)ds >O 

asi z1 (t) = eªt (zP + J;e-a.f1 (u,v1 )ds) >O para toda t. 
Por lo tanto z 1 {t) #- O para toda t, esto implica que (3.31) nunca intersecta al 

subespacio M. En forma análoga se demuestran los otros ca.sos: zP <O y zP =O. 
o 

La demostración anterior no sirve, si el subespacio M es el eje x. Supongamos 
que para toda u existe u tal que Jf1 (u, u)I 2: k 1 y lf2 (u, u)I ?::: k 2 entonces existen 
condiciones iniciales en los cuales es p08ible la evasión. 

En efecto, de (3.31) tomen1os la segunda ecuación y veamos si existe t tal que 
cumpla la siguiente igualdad 

e"' e (tz~ + z!:) + .l,' e-~ (fi (u, v) (t - s) + h (u, v)) ds) = o 

la. igualdad anterior es equivalente a 

(tz~ + 4) + .l,' e-~ (/1 (u, v) (t - s) + h (u, v)) ds =O 

usando las hipótesis y calculando, la ecuación (3.33) se escribe como 

t (zr + ~) - e~ -~) +e-·· e~ -~) = -4-
a a 2 a a 2 a 

Si R 1 = zP + ~. R 2 = ~ - ~ entonces (3.34) es igual a 

h(t) = R 1 t - R2 + e-ªtR2 = -zg. 
Si R 1 > O y R 2 > O entonces h (t) satisface: 
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2 

-1 

-2 

-3 

-· 
Figura 3.2: 

i) h (O) = O; h (t) - oo si t - oo 
ii) h (t) tiene un rnfnimo -o. Así si -z~ < -o entonces para toda t, h (t) >F 

-zg (ver Fig. 3.2). 
De esta manera se concluye que el sistcn1a no es evadible. 

Al igual que antes, si el subcspacio AJ = { (x, rnx)T /x E IR. m E IR} y supone-

mosque para toda u existe 1' tal que l/1 (u,11)1 ~ k 1 , lf2 (u,v)I;?: k 2 entonces 
existen condiciones iniciales para los cuales es posible la cvn .. .;;ión 

Así de (3.31) tornarnos las ecuaciones y vemos si existe t tal que z 2 (t) = 11iz1 (t); 
es decir, 

e"' {ltz? + z8) + J~ e-v• (/1 (u,1') (t - s) + / 2 (u,v)) ds) 
= rneª' { z? + J; e-0

• f1 (u, u) ds) 

usando las hlp6tcsis, (3.36) se escribe corno 

(3.36) 

Cat (rtz~ + z~] + 1' C-a.•k¡ (t - S) + k:,zd.'J) = TTleat ( zr + 1t e-<Uk¡dS) {3.37) 
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calculando y simplificando 

t (zr + ~) - e~ -~) + e-ut e~ -~) + z~ = TnZr + Tnk1 - T1lk1 e-ut 
a a2 a a:l a a a 

si y sólo si 

(
o k1) (k' ko Tnk1) -a< (k' ko Tnki) o O t Z +- - - - - + -- +e - - - +-- = TnZ¡ - Z2• 1 a a2 a a a2 a a 

Si zY + ~ = R 1 , ~ - ~ + ~ = R 2 entonces la ecuación (3.38) .es igual a 

F:.1t - R2t + e-11 'R2 = rnz? - z~. 

(3.38) 

(3.39) 

Pero la ecuación (3.39) se reduce al caso que ya se analizó en (3.35). Por lo tanto 
para ciertas condiciones iniciales el sistema es evadible. 

3.3. El caso general 

N uevn.rncnte consideremos el sistema 

z(t) = Az(t) + F(u,v) (3.40) 

con condición inicial z (O) = zº, donde A E n1 2 x 2 es una matriz que puede ser 
reducida a Wla de las fornuL..;; canónicas de Jordan u. saber; 

con F(u,v) = (f1 (u,v) ,f2 (u,v)r. 
Al igual que antes, lo que se quiere es ver bu.jo que condiciones el sisten1a es 

evadible, para esto se procederá de la siguiente manera. 
Puesto que A se puL'Cle n.~ucir a. unn. de las formas clUlónicas de Jordan, existe 

P E ni2x2 invertible y J E m2x2 una de las formas canónicas de Jordan tal que 

A =P-1 JP. (3.41) 

Haciendo el ca.nibio de variable w = P::. Se tiene que z = p- 1 w, derivando 
Z = p-1w. Sustituyendo z = p- 1 w en (3.40) obtenemos 

(3.42) 
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multiplicando por P de ambos lados de la ecuación (3.42) se tiene 

tb = PAP- 1w + PF(u,v) (3.43) 

por (3.41) y definiendo PF(u,u) = F(u,v) entonces la ecuación (3.43) es igual a 

tb = Jw + F(u,u) 

con condición inicial w (O) = Pz (O). 

(3.44) 

Proposición 3.7. Si A puede ser reducida a una de las formas canónicas de 
Jordan y M = {O} entonces el sistema (3.40) es eva.dible si y sólo si (3.44) es 
evadible. 

Demostración: =>) Por demostrar que para toda u (t) E U existe v (t) tal que la 
solución w (t) de tb (t) = Jw (t) + F (u (t), u (t)) con condición inicial w (O) = w 0 
cumple con Jw (t)J > O. Pero como z (t) = Az (t) + F (u (t), v (t)) es evndible, 
entonces para toda u (t) E U existe v (t) E V tal que la. solución z (t), z (O) = 
p-1 w 0 cumple con !z (t)I > O y puesto que P es invertible entonces IPz (t)I = 
Jw(t)I >o. 

<=)Suponemos que W(t) = Jw(t) + P(u,u) es cvadible entonces para toda 
u (t) E U existe tJ (t) e V tal que la solución w (t), con condición inicial w (O) = 
PZo satisface que Jw (t)J > O. Pero Jw (t)J = JPz (t)J > O y como Pes invertible 
esto implica que lz (t) 1 > O. Con esto se concluye la dmnost.ración. D 

Proposición 3.8. Sea A una rnntriz que puede ser reducida a una de Ja....¡ forrnas 
canónicas de Jordan y M = {..\ul..\ E IR} entonces (3.40) es evadible si y sólo si 
(3.44) es evadib/e. 

Demostración: =>) por demostrar que para toda u (t) e U existe u (t) e V 
tal que la solución w(t) de W(t) = Jw(t) + F(u(t) 111(t)) con condición inicial 
w (O) = w 0 cumple con d (PJ\f, w (t)) >O. 

Supongamos que d(PM,w(t)) =O para. toda t, entonces Pz(t) E PM esto 
implica que 

Pz(t) =>.Pu 

multiplicando de B.Dlbos lados de la igualdad. por p- 1 se tiene 

z(t) =>.u. 
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As! z {t) E M. Pero por hipótesis d (z {t), M) > O; es decir, z (t) ~ M lo cual es 
una. contradicción. Por lo tanto el sistema. es evadible. 

<=) Por demostrar que para toda. u {t) E U existe v (t) E V tal que la solución 
z (t) de z (t) = Az (t) + F (u (t), v (t)) con condición inicial z (O)= Zo cumple con 
d(M,z(t)) >O. 

Supongamos que d (M, z (t)} =O para toda t, entonces z (t) = ,\u. Multipli
cando la igualdad anterior por P se tiene 

Pz (t) = P>.u E PM. 

Lo anterior implica que d(PM, Pz (t)) =O. Pero por hipótesis d (PM, z (t)) >O 
esto nuevaniente nos lleva. a una contra.dicción. A.sí el sistema es evadible. D 

Proposición 3.9. a) Suponga.inos que Ja forma canór.Lica. de A ~ diagonal y 
M = {O}. Si para toda u(t) E U existe v 1 (t) E V tal que f 1 (u,v) <! k 1 , 

para toda u (t) E U existe t'2 (t) E V tal que / 1 (u, v) S -k1 y pura. toda u (t) E U 
existe v3 (t) e V tal que / 2 (u,1-'3) 2:. k2 entonces el sistema. es eva.dible. 
b) Supongamos que Ja. forzna canónica de A es diagonal y M = {(x, O) lx E 

IR}. Si P = ( P~t ~: ) • para toda u (t) E U existe v 1 (t) E V tal que 

(p11 /1 +p12/2 ) (u,u1 ) 2: k 1 , para todau(t) E U existev2 {t) E V tal que 
CP11/1 + P12/2) (u., 112) ~ -ki. y plU"a toda u (t) E U existe v3 (t) E V tal que 
'P22/2 (u, u) ~ k2 entonces el sistema es evadí ble. 

e) Si la forma ClUlónJ'ca de A es ( ~ ~) y M = {O} entonces el sistema. es 

evadible. 

Demostración: La demostración es imncdiata de las Proposiciones 3.4, 3.6, 
3.7, 3.8 y el Corolario 3.1. CI 
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A. Teoría Básica de Ecuaciones 
Diferenciales 

En este apéndice se verán algunos ternas de la teoría bás~ca de sistemas de ecua
ciones diferenciales lineales. En particular se analiza.rán los conceptos de matriz 
fundamental de soluciones y la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales en 
su forma no homogénea utilizando el método de variación de parárnct:ros; ta.rnbién 
se revisará la forma canónica de Jordn.n. que utilizaremos en el análisis del proble
ma de escape en dimensión dati, que será estudiado en el Cupítu.lo 3. 

A.1. Solución de sistemas de ecuaciones diCerenciales linea
les 

A.1.1. La ecuación homogénea 

Consideremos la ecuación diferencial homogénea Z (t) = A.z (t) 

z(t) = Az(t) (A.l) 

con z (t) = (z1 (t), z 2 (t), .... , z. (t))r y A= ; ; 

ilnt • • · ilnn ( 
ª•• ª•· ) 

De modo semejante al caso unidimensional buscrunos la so ución de la ecuación 
(A.l) de la forma: 

z(t) = e<:tfJ. (A.2) 

Derivando (A.2) tenemos que 
Z (t) = cectu. (A.3) 

Sustituyendo (A.2) y (A.3) en (A.l), se obtiene 
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lo cual se cumple si y sólo si 
A11=cu. (A.4) 

Antes de continuar se da la siguiente definición. 

Definición A.1. Un vector v #- O que satisface (A.4) se lla.nJa vector caracterls
tico de A y a e, valor caracterfstico. Asi, cada vector caracterfstico nos genera 
una solución de (A.l). 

La ecuación (A.4), si y sólo si 

Av- cv =O, 

si y sólo si 
(A-cI)" =0, 

(I denota la matriz idéntica), si y sólo si 

det(A - cI) = O; 

al calcular el deterntlnante se obtiene un polinomio de grado n, llamado polinomio 
característico cuyas raíces son los valores característicos de A. 

Antes de demostrar que, un conjunto de s vectores cal-acterísticos linealmente 
independientes, genera. un conjunto de soluciones de la forma (A.2), linen.lrnente 
independiente, se darán 2 teoremas que se utilizarán en la demostración. 

Teoren:ia. A.1. ('Jeorezna de existencia y w:Jicidad). Existe una, y sóla.mente una 
solución del problema. con valor inicial 

z(t) = Az, z(t0 ) = ( :: ) 

Más aún, dicha solución existe para -oo < t < oo. 

No darenios la. demostración, pero el lector interesado puede estudiarla en [Br]. 

Teorema A.2. Sean z 1 (t), z 2 (t), ..... , z.., (t), k soluciones de (A.1). Elijase to 
convenientc.m:cnte. Entonces z 1 (t), z 2 (t), ... , z1:, (t) son soluciones linealrnentc in
dependientes si y .sólo si z 1 (to), z 2 (to) •..... , Z1<. (to) son vectores linealmente inde
pendientes. 
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DemQHtraci6n: Supongamos que z 1 (t) ,z2 (t) 1 ••••• 1 z1e (t) son solucioues linealmente 
dependientes. Entonces existen constantes c 11 c 2, .....• ck no todas cero, tal que 

C¡Z¡ (t) + C2Z2 (t) + ..... + CkZk (t) = 0 

al evaluar en t = t 0 se tiene que 

c1Z1 (to)+ C2Z2 (to)+ ..... + CkZk (to) =o. 

Por lo tanto los vectores z 1 (to) 1 z 2 (to) , ..... , Zk (t0) son linealmente dependi
entes. 

lnversarnente, supongamos que z 1 (t0 ), z2 (t 0 ), ••••.• Zk (to) son vectores lineal
mente dependientes. Entonces existen constantes c 1 , c 2 , ••••• , ck no todas cero tal 
que 

c1Z1 (to) + C2Z2(to) + ...... + CkZk (tu) =o. 
Definamos la siguiente función 

</> (t) = C1Z1 (t) + C2Z2 (t) + ..... + CkZk (t). 

Esta función satisface (A.1), porque es combinación lineal de soluciones y como 
<P (to) =O. Por lo tanto, por el Teorema A.I. <P (t) = O para todn t. Esto implica 
que z 1 (t), · · ·, zk (t) son soluciones lincahncntc dependientes. O 

Teorema A.3. Si A tierw n vectores c.aractcrfsticos Uncl:unmitc independientes 
111 , ••• , 11 .. con vnlores cnracterfsticos c 1 , c 2 , •••• ,c.,. respectivamente entonces z, (t) = 
e""'11,, para i = 1, · · · , n son n soluciones linenlrnente independientes. 

Demostrnci6n: Usando el 'Teorema. A.2, basta dcn1ostrar que .::, {t0 ) = e..-... t.,11., 

i = l 1 • • • 1 n es un conjunto linclH.l'Tlentc independiente, ton1ando.to de manera 
conveniente. Si t 0 =O entonces z, (O)= u 1 • Por hipótesis 111 , • • • ,11 .. es un conjunto 
linealmente independiente. Por lo tanto las soluciones son linealmente indnpendi-
entes. D 

Teorema A.4. Sean 111 , ~ •••• , vk. vectores característicos de A con vnlores cara.c
terlsticos c 1 ,c:.i.·····• c1e respectivrunente entonces v 1 ,112 , ••.•• 11"' son Jinealrne:nt<~ inde
pendientes. 
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Demostración: La prueba. se hará por inducción sobre k. · 
Si k = 1 entonces el teorema. es cierto . 
Suponemos que el teorema se cumple para k = i, por demostrar que es cierto 

paro. k = i + l. 
Sean v 1 , v 2 , .•••• , v.+1 cualesquiera vectores característicos con valores carac-

terísticos distintos c 1 ,c2, ....... ,e¡+1. Por demostrar que el conjunto de vectores es 
linealmente independiente, paro. esto tomrunos la combinación lineal 

(A.5) 

Multiplicando por A a ambos lo.dos de (A.5), se tiene 

que es igual a 
(A.6) 

Ahora (A.5) lo multiplicamos por c 1 y la restamos de (A.6) obteniendo 

pero 112 ,v3 , ••••• ,u.+1 , son cualesquiera i vectores característicos con valores carac
terísticos c 2 , c 3 , •••••• , Ci+i distintos. Por hipótesis de inducción los vectores son 
linealmente independientes lo que implico. que 

pero c 2 , c 3 , ••••• , Ct+t son distintos . 
Por lo tanto 

02 = 0'3 = ...... = O't+t = o 
y de (A.5) se tiene que o 1 = O. Por lo tanto los vectores característicos son 
linealmente independientes. O 

Analisemos el caso en el cual el valor característico es un número complejo; es 
decir, >.. = o + i/3, con {3 =F O y el vector característico es u = 111 + iv2 entonces 
z (t) = e.),1 u es una solución con valores complejos, de la. ecuación (A.1), que nos 
genera. un conjunto de soluciones rea.les linealmente independientes. Como se 
muestra en el siguiente lema. 

61 



Lema A.1. Si 11 = "t + iv'J. es Wl vr.ctor caracterlstico de (A.l) correspondiente 
al valor propio ..\ = o + i/3. con /3 -::¡!: O ento11ces 

z1 (t) = eQ' (111 cos/Jt - v2sin.Ot), z 2 (t) =eº' (v1 sin/Jt + v 2 cos.Ot) 

son dos soluciones de (A.1) con valores reales linealmente independientes. 

pemostraci6n: SupongB.Inos que z(t) = e~i,,, es solución de (A.l) con valores 
complajos, entonces Ja podemos escribir como 

z (t) eCQ+•P>1 (tJ1 + i~) 
eª' (cos{Jt + isin.flt) (v1 + itJ2) 
eQ' {(v1 cos/3t - 1J:lsin/3t) + i (v 1 sin/3t + v 2 cos/3t)J. 

Por lo tanto 

Zt (t) = eQ' (vi cOB/Jt - v2sin/3t), z2 (t) = eQt (vi sin.Ot + v2 cos/Jt). 

Sólo queda verificar que estas soluciones son linealmente independientes. Dado 
que V y V BOP vectores en en linealmente independientes, ya que Jos val.ores carac~ 
ter!sticos son diferentes por el Teorema A.3 Jns soluciones son linealmente inde-
pendientes. Con Jo cunJ se concluye Ja demostración. D 

El caso que se acaba de analizar es el más sencillo, en el sentido de que Ja.s 
ratees del polinomio son de multiplicidad. uno, as! si el polinomio es de grado n, 
se tienen n ralees diferentes. Pero si algunas de las rafees del polinomio son de 
multiplicidad mayor o igual que dos entonces el núrnero de ralees es menor que n 
y por lo tanto el número de vectores característicos también es menor que n. 

Para resolver este problema suponemos que Ja ecuación (A.l) tiene k soluciones 
linealmente independientes con k < n entonces se tienen que buscar las n - k 
soluciones restantes. La manera de resolver esto es la. siguiente; primero definimos 
e-4', donde A es una matriz, de la siguiente forma: 

cuya derivada es 
deAt = AeAt 
dt 

(A.7) 

(A.B) 

de (A.8) se tiene que eA'v es una solución de (A.1)1 para cualquier vector v :¡6 O. 
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Una vez que se ha definido eA•, se procede a encantar n soluciones linealmente 
independientes de (A.l), antes observemos que 

(A.9) 

donde 

f
I + cit + <'[,';•' + ....... ] " 

I(1+ct+~+ ...... .)]11 
(1 +et+ ~~2 + ...... )u= e°v 

Así 

Por otro lado, si al tomar un vector v tal que (A - cI)~ tJ = O , para algún 
número entero Tn entonces la serie terlllina despúes de Tn términos; es decir, 

( 4 -cr¡• [ (A - cI)2 t• (A - cI)_t_ ] 
e v = I +(A - cI) t + 21 + .... m! +O+... v. (A.10) 

Ahora supongamos que A tiene sólo k soluciones linealmente independientes 
con k < n para encontrar las soluciones restantes, se torna un valor caracterís
tico e de A y se encuentran los vectores tJ tales que cu1nplan (A - cI) 2 

11 = O y 
(A - cI) v >¡!:. O. Para cada uno de los vectores se tiene que 

eA'v = ed (v + t (A - cI) u), 

es una solución más. Esto se hace con cada uno de los valores característicos, y en 
caso de que faltaran soluciones se toman los vectores v tales que (A - cI)3 

11 = O 
y (A - cI)2 v >¡I:. O. Para cada uno de los vectores se tiene que 

eA'u = ed (v + t (A - cI) v + ~(A - cI) 2 v) 

es una. solución adicional. Así se procede hasta encontrar las n soluciones lineal
mente independientes. 

A.1.2 .. La matriz fundanJ.ental de soluciones y la ecuación no homogénea; 
variación de paránJ.etros 

Pasemos a definir que es una matriz fwl.damental de soluciones. 
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Definición A.2. Una matriz X(t) se llama matriz fundamental de soluciones de 
la ecuación (A.l), si sus colwnnas forman un conjunto den soluciones Unealn1ente 
independientes. 

Antes de demostrar que eAt se puede calcular a. partir de cualquier matriz 
fundamental de soluciones, se demostrarán algunos lemas importantes. 

Lema A.2. Una matriz X(t) es un matriz fundarnental de soluciones de (A.l), 
si y sólo si X(t)=AX(t) y dct X(O)# O. 

Demostra.cióp- X( t) es una matriz fundam.ental de soluciones, sus columnas 
definen una solución de la ecuación (A.l), y si X(t)=(X1 (t), X 2 (t), ...... , X.(t)) 
donde 
X 1 (t) 1 • • ·, Xn(t) son las columnas entonces 

X(t) (x, <•>. x. (tJ •.......• x. <•>) 
(AX1 (t), AX2 (t), ........ ,AX. (t)) 
A (X1 (t), X2 (t), .......... ,X. (t)) 
AX(t) 

Ahora X 1 (t),X2 (t), · · · ,Xn(t) son soluciones linealmente independientes, si y 
sólo si X 1 {O), X 2 (O},···, X .. (O) son linealmente independientes si y sólo si det 
X(O)# O. D 

Lema A.3. La función cAt = I + At + A~:"' + A;f3 + ....... es una nlatdz fundamental 
de soluciones. 

Demostración: Sabemos que ctr;• = AeAt, lo que implica que eA' es solución de 
X(t)=AX{t)., y como su determinante en t = O es uno, usando el Lema A.2 se 
tiene que eA' es una matriz funda.tllental de soluciones. O 

Lema A.4. Si X(t) y Y(T) son dos matrices fundamentales de solucic•nes de 
(A.l). Entonces existe una matriz constante C tal que Y(t)=X(t)C. 

Demostración: Dado que las columnas X 1 (t), X 2 (t), .... , X .. (t) y Y 1 (t), .... , Yn(t) son 
conjuntos de soluciones linealmente independientes de (2.1). Por lo tanto cualquier 
columna de Y(t) se puede poner como combinación lineal de las columnas de 
X(t.), asi existen e{.~ •.......• ~. tales que 

Y;(t) = c{X1(t) + ~X2(t) + ...... + d,.X.(t), con j = 1, 2, ..... , n 
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entonces definimos 
G = (C1,C2, ....... ,Cn) 

con G, = (q,d.:, ...... .,c!,)T. 
Por Jo tanto 

Y(t) = X(t)C. CJ 

Teorema A.5. Sea X(t) una znatriz fundamental de soluciones de ( A.l) entonces 

eA• = X(t)X-1(0). 

Demostración: X(~) es una matriz fundamental de soluciones de (A.1), usando 
los Lemas A.2 y A.3. se tiene que existe una matriz constante C tal que 

eA• = X(t)C, 

calculando en t =O se tiene I = X(O)C, de donde C = x-1 (0). Por lo tanto 

e'., = X(t)X-1 (0). CJ 

Para resolver el sistema no homogóneo 

z = Az + f(t), z(t0 ) = z, (A.11) 

usaremos el método de variación de parámetros. 
Supongamos que z 1 (t). z 2 (t), ...... , Zn.(t), son soluciones linealm.ente independi-

entes del sistema homogéneo y que la solución general es c 1 z 1 (t) + c 2 z 2 (t) + ..... + 
Cn.Zn. (t) , entonces la solución de (A.11) debe ser de la forma. 

z(t) = u 1 (t)z1(t) + ........ + Un(t)Zn(t) 

6 bien 
z(t) = Z(t)u(t) 

con 

Z (t) = (z1 (t), z 2 (t) ,. ... ., Zn (t)), u (t) = (u1 (t), u 2 (t) ,. ... .,Un (t))T. 

Puesto que es solución de (A.11) debe satisfacerla; es decir, 

(Z(t)ü(t)) = AZ(t)u(t) + f(t) 
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de donde 
Z(t)u(t) + Z(t)ü(t) = AZ(t)u(t) + J(t) (A.12) 

y como Z(t) 
entonces 

una matriz fundamental de soluciones del sistema. homogéneo 

Z(t) =AZ(t) 

sustituyendo (A.13) en (A.12), se tiene 

AZ(t)u(t) + Z(t)ü(t) = AZ(t)u(t) + f(t) 

que es igual a 
Z(t)ü(t) = J(t) 

(A.13) 

(A.14) 

y dado que las columnas de Z(t;) son linealmente independientes entonces existe 
z-•ctJ. Asr 

ü(t) = z-•ct)f(t) 

integrando (A.15), de t 0 a t, se obtiene 

I:. ü (sJ 
u (t) - u (to) 
u(t) 

!~ z-t (s) J (s) ds 
J .. z-• (s) J (s) ds 
u (to)+ J.: z-• (s) J (s) ds 
z-• (to) zo +J.: z-• (s) J (s) ds 

y por lo tanto 

z(t) = Z(t)u(t) = Z(t)Z-1 (to) + Z(t) [' z-1(s)f(s)ds J,o 
Si Z (t) = eA' entonces 

z(t) = eA'e-A'º.zo + eA' L' e-A•f(s)ds 

6 bien 
z(t) = eA<t-to>.zo + [ eA(t-•) f(s)ds 

la cual es solucion de (A.11). 
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A.2. Matriz de Jordan 

Dada una transformación lineal, T : V - V con polinomio característico f y 
raíces en un cierto campo K, se quiere ver si es posib1e expresar a V como suma 
directa de subespacios cíclicos invariantes, donde la. matriz de T está formada por 
submatrices de Jordan, que corresponden a. las matrices de la transformación T 
restringida a cada. uno de estos subespacios. 

Para esto iniciaremos con la. siguiente proposición. 

Proposición A.1. Sea V = V1 Ea V2 $ ....... E9 Vn y T: V - V lineal, tal que V. 
es subespacio de V y clirn Vi = r 1 , i = 1, 2, .... , n. T (V.) e V. si y sólo si existe 
una. base f3 donde la matriz asociada a T es de Ja forma 

[T]p= 
( 

~· ;, o ~ ) 
: o o 
O ••• O An 

con A¡: Va-+ V.: y A, es una matriz de r 1 x r 1 • 

Demostrnci6n:=>) Sea.JJ, base de V., i = 1, 2, ... , n esto implica que (f31,/32 , ••• , /3n)= 
f3 es una base de V con /3, (o:Lo2, ..... ,o~.). La matriz n.sociada a Ten esta 
base es 

( 

A1 

[T]p= ! o 
A, 
o 

o 

o 
<=) Supongamos que existe una base /3 de T donde la matriz asociada a T es 

de la forma anterior, esto implica que existe una partición de /3, es decir, 

f3, = (f3L f3"., ..... , f3~.) 

base de A.i con i 1,2, .... ,n. Definimos V. el espacio generado por {311 i = 
1,2, .... ,n y V= V1 EBV2EB .•..•• $Vn, porquedim V= dim Vi+di1n V~+ ..... +dim V" 
, {/31,/32 , .... ,/Jn) = /3 y T(V.) e V';. porque así se constn1yó v.. O 

De lo anterior observarnos que 

det(T - .>.I) = det(A, - .>.I) dct.(A2 - .>.I) •.•.•. det(An - .>.I) 
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el cual es el polinomio característico y su factorización. 
Lo que a.hora. se desea es hallar los factores irreducibles del polinomio carac

terístico, los cuales nos pueden dar información sobre la clesccnnposició11 ele V en 
suma directa de subespacios invariantes, con lo que se obtendrá 11na. representación 
matricial de la transformación lineal; esta representación nintricial estará fornul.da. 
por submatrices. 

Definición A.3. Sea V un espacio vectorial y T un operador lineal soLre V. y 
W Wl subespacio de V. Se dice que W es invariante bajo T si, pa..rn toda. o de W 
el vector T(a:) está en W; es decir, si T(lV) está contenido en W. 

De la. definición anterior se pude ver que r(l-V) ~ w·. Por lo tanto si P(-) es 
un polinomio 

P(T)(W) ~ W 

y si 
P(x) = o.n.xn + ........ + a 1 x +a.o 

entonces 
P (T) = a,,T" + a,,_,T"- 1 + ...... + a 1 T + ª<>-

Proposición A.2. Sea T: V - V lineal, dirnV = n y P, P 1 , P 2 polinonlios 
tales que P = P 1 .P2 y Pi, P 2 primos relativos; es decir, (Pi. P 2 )= l. 
Si P (T) = O entonces 

donde 

V=V1$V2 
T(V.) e V, 
T(Vo) e V:. 

V,= kerP1 (T) = ImP2 (T) 
V 2 = kerP2 (T) = ImP1(T) 

Pernostra.ción: Como (P1 (T), P 2 (T))= 1 entonces existen dos polinomios 
9,(T), 
9• (T) , tales que 

así se tiene 
9 1 (T)P1 (T) + 9 2 (T) P 2 (T) = I 

9 1(T)P1 (T)(v) +9o(T)P2 (T)(u) =u. 
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Definimos 
Vi = ker P 1 (T) , V. = ker P 2 (T) 

los cuales son subcspacios de V. Se probará que 

V = ker P 1 (T) E9 ker P 2 (T) . 

De Ja igualdad (A.18) se tiene 

g, (T) P, (T) (v) + 92 (T) P2 (T) (v) =v. 

Por demostrar que 
g 1 (T) P 1 (T) (V) E kcr P 2 (T) . 

Para esto a g 1 (T) P 1 (T) (v) le aplicamos P 2 (T). Así 

P2 (T) g, (T) P, (T) g, (T) P, (T) P2 (T) v 
= 91 (T)P(T)v 

y como P (T) = O entonces 

P2 (T) g 1 (T) P, (T) (u) = O. 

Se concluye que g 1 (T) P 1 (T) (u) € kcr P2 (T). De la mi•m1n. mnnera se demuestra 
que 9 2 (T) P 2 (T) (u) E ker P, (T). Por lo tanto 

V = kcr P 1 (T) + kcr P 2 (T) . 

El siguiente paso es den1ostrar que si 11 E V1 n V2 entonces v = O. 
Como 

v = 9 1 (T) P 1 (T) (u)+ 9 2 P 2 (T) (u), 

y u E Vi n V2; es decir. u E ker P1 (T) n kcr P2 (T) entonces 

v = g, (T) O + 92 (T) O = O 

Lo anterior irnplica que la suma es directa. 
Ahora se verificará que los subcspacios V 1 , V:.i son invariantes; es decir, que 

T (Vi) e Vi y que T (V2) e V,. 
Sea. u E V 1 = ker P 1 (T) esto implica que P 1 (T) (11) = O. Aplicando T se 

obtiene T (P1 (T) (v)) =O, pero T (P1 (T)) = P 1 (T) T entonces 
T(P, (T)(u)) = P, (T)T(v) =O. Por lo tanto T(") E kcrP1 (T). 

69 



Similarmente se demuestra. que T (V2 ) e V2 . 

Porl1ltirno, dadoquev E kerP1 {T) ycumou = (g 1 {T) P 1 (T)+g2 (T) P 2 (T)) (v) 
entonces 

"= 92 (T) P2(T) (u) = P2 (T) (u) Y2 (T) (u) 
v = P, (T) (92 (T)) (u) 

de esta manera. u E ITnP2 (T) entonces ker P 1 (T) e lrnP7 (T) y como 

clim V = clim ker P 2 (T) + dim imP2 (T) 
clirn V = dirn ker P 1 (T) + dim ker P 2 (T) 

simplificando se llega a. que 

ker P 1 (T) = lmP2 (T) 

y de modo similar 
ker P2 (T) = ITnP1 (T). o 

Corolario A.1. Sea V un espacio vectorial sobre G, T: V - V lineal y P un 
polinomio tal que P (T) = O 

P (x) = (x - c 1 )d1 (x - c 2 )d2 ••..... (x - en)"" 

essufactoriza.ciónenC, conc1,c2 .... ,c;. susrafcesdifcreutes. Sea V.= kcr(A- c,I)d' 
eritonccs V= V1 $ V2 €D ..••••• $ V... y A (V.) e V¡. 

Dernostradón: La demostración se hará por inducción sobre la.s rafees c.. i = 
1,2, .... ,n. 

Si i = 1 se cumple el corolario . 
Supongamos que el corola.ria es cierto para i = 1, 2, .... , n - 1 esto es; que si 

P (T) =O con P (x) = (x - ct)d1 (x - c 2 )"2 ........ (x - c ... _t)'' .. - 1 y V. = kcr (A - cI)d' 
entonces 

V= Vi e V2 $ ........ e v;,_¡ 
Por demostrar que el corolario se cumple para i = n. 
Suponga.filos que P (x) = (x - ci)J 1 (x - c 2 )''2 .•••.. (x - c...)d" entonces defini

mos P (x) = P 1 (x) P2 (x) donde 

Pi (x) = (x - ci)d1 (x - c 2)d2 ....... (x - c;._¡)d...- 1 

y 
P2 (x) = (x - e,,)"" 
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y como c 1 ,c21 •••• 1 e,. son distintos esto implica que (P1 (x), P2 (x)) = l. Definimos 

-v'-= ker P1 (T) , V" = kcr P2 (T) 

donde V' = ker (T - c 1If" + ker (T - c2J).i";I. + ........ + ker (T - Cn.-iI)d..-1 y V" = 
ker (T - c,.I)••. 

Usando la Proposición A.2, se tiene 

V=V'G>V" 

ó bien 
V = V1 ffi V2 EB ...... e Vn. 

SóloquedavcrificarqueT(V;) e V,. Sea,,, e V.= k!"r(T- e;I)"- = ker(P, (T)) 
entonces 

(T - el)•• '" = P, (T) v, = O 

aplicando T se tiene 
TP, (T) (v,) =O 

y como TP.:(t) = P,(T)T entonces P,(T)T(u1) = TP1 (t)(u) =O. Por lo tanto 
T(111) E kcrP.(T) = ~, coni = 1,2, .... ,n. O 

Notemos que la descomposición depende de P, si fes el polinonüo caracterís
tico de T y f (T) =O entonces solamente se aplicaría el Corolario A.1 para P = f 
y se tendría que el espacio V se puede expresar cmno suma directa de subespacios. 
Corno hasta ahora no se sabe si esto es cierto, to1nnmos el polinomio de grado 
menor del conjunto {P \ P (T) =O}. Se denotará por q al polinomio n1ónico de 
grado núnimo que CUlllple con q (T) = O. A q se le llama el polinomio mínimo de 
T. 

Teorema A.6. ('IOOre1nu de Ja descomposición prfrnn). Sea T : V - V lineal, 
sea f su polinonlio característico y q su polinomio rn.fnfrno, si 

entonces 
1) V= V, ffi V2 ffi ...... ffi v •. V; = ker (T - e;I)'•, A (V;) e V;. 
El polinomio mínimo de V. es (x - ~I)~ •. 
ii)f (x) = (x - e¡)~' (x - c2)na";I. ....•.. (x - ck)"" ... , rn1 + rn2 + .... + Tnk = n, dim V; = 
=•· 
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Demostración: Usando el corolario anterior sólo queda. demostrar que el polinomio 
núnimo de V. es (x - c.¡r• y todo (ii). 

Sean P 1,P21 ••••• 1 P1c los polinomios núnimos de V 1 , V:t, ...... , v,,, .Por lo tanto 

P.(T)(a) =o 
para a e V., así 

P; (T) P, (T) (a) = O 

si a e V.. Por lo tanto 

Pi (T) P. (T) ...... P.(T) (a) =O, 

si et: E \I;.. 
Definimoe 

P(T) = P 1 (T) P2 (T) ....... P. (T) 

de esta forma 

P (T) v = P (T) (o 1 + 0<2 + ........ + °'•) = O a; E Vi 

como P (T) = O entonces q el polinomio mínimo divide a P que es el producto de 
las mínimas. 

Por otro la.do, P. el polinomio mínimo de V. debe dividir al polinomio (x - e¡J)r" 
de esta manera 

p (:r} = P, (:r) P, (:r) ...... P. (:r} = (:r - C1 )°' (:r - e, )ª2 
••••••• (:r - c.r· 

q (:r) = (:r - e,)•• (:r - c.)•2 
•••••••• (:r - c.)·• 

con r. :S ª"y a:¡ :Sr, . Por lo tanto ª• = r• para toda. i. 
Por demostrar (ii). Se debe de demostrar que lo. factorizn.ción de f es 

f (x) = (x - c1 )na' (x - c2rn2 
•••••••• (x - c11,)" .. • 

y además 
dim V. = TTI..¡ • 

Sea e raiz del polinomio núnhno¡ es decir 1 q (e) = O si y sólo si e es un valor 
propio de T. 

=>) Supongamos que q (e) = O. Usando el teorema. del residuo se tiene q (x) 
= (:r - e) h (:r) con gr (h) < gr(q) y h (T) # O, así existe" E V tal que h (T}" # O, 
por lo tanto 

O= q(T) = (T- cI) h(T) (v} 
O= (T - el} [h (T) (u)], 
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lo que implica que h (T (11)) es un vector propio de T con valor propio e 
<=) Si T (u)= cv, e valor propio ti =F- O entonces 

q (T) (v) = q(c)v 

lo que implica que q (e) es un valor propio de la transformación q (T) . 
Por otra. parte q (T) = O entonces q (e) = O poque v =¡!: O. Por lo que e es una 

raíz. 
De esta forma f y q tienen las mismas raíces, sin tomar en cuenta. la multipli

cidad. Sólo queda demostrar que dim ~ = ffl.t· 

Si V = V1 EB V2 $ ...... EB v .. entonces la matriz asociada a la transfonnación es 

o 
A, 
o 

o 

o 
con f (:>:) = det (A1 - xI) det (A2 - xI) ...... det (A• - xI) = (x - ci)m' • · · (x - c.Jm•. 
Ase se concluye que 

dim V.= T11i 

y como 
dim V= dirnVi +dimV2 + ...... +d.imV" 

n = m 1 + Tn:i + ........ + Tnji;. 

El polinomio f tiene grado n. O 

Teorema. A .. T .. ('.IOOrema de Cayley-Ha.nUlton). Si f es el polinomio caracterfs
tico de T entonces f(T) = O¡ es decir. el polinomio núnimo divide al caracterfstico. 

La. demostración es consecuencia. inmediata del teorema anterior. D 

Definición A .. 4 .. Se dice que T E L (V, V) es nilpotente, con indice de nilpotencia. 
p, si y sólo si 
(i) TP (v) =O para toda v E V 
(ii) P-1 (v) -FO para alguna v E V. 

Supongamos que q (x) = xm y q (T) = T"' con '71 = p, q (T) = O y T es 
nilpotente con indice psi y sólo si q (x) = xP y como el gr(q) <gr(/), entonces el 
polinomio característico de una. transformación nilpotente es 

f (x) = x~ con rn ~p. 
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R.eciprocaniente, si las ralees son cero su polinomio característico es de la forn1a 
x~ y por lo tanto es nilpotente. 

Proposición A.3. Sea T : V - V una. transfornm.ción lineal nilpotente, con 
indice de nilpoteneia p. Si v E V es tal que TP- 1 (1J) =¡6 O entonces 

{u, Tv, T 2 v, ..... , ~1u} 

es un conjunto linealmente independiente. 

Demostración: Supongamos que el conjunto es linealmente dependiente entonces 

aou + a1T11 + ........ + ap,_ 1TV- 1v =O 

sea ªJ el primer escalar distinto de cero 

a1Tiv + ...... + a.,- 17'1'- 1v =O 

y aplicaznos -r:r-J-lu 

a;~1u + ...... + ap- 1T2v-;-2 v =O, 

obteniéndose a;T'P- 1v = O, con a1 =/=- O entonces V- 1 11 = O, lo cual es una con-
tradicción. Por lo tanto el conjunto es linealmente independiente. D 

Sea lV el espacio generado por {v,Tv,T2v, .... ,TP-1 v}. Es claro que W tiene 
dimensión p y dim W :::;: dim V entonces p < 171 es decir, el polinomio mínimo no 
coincide con el característico por lo que tenernos que hallar W 1 tal que ; 

V=W<E>W 1 

donde w es invariante y se desea que W 1 bunbién lo ~ca, para que se pueda 
representar por submatrices, esto se da en el siguiente teoren1a. 

Teorema A.8. ('IOOrernn. de la descomposición cfclica). Sea T : V - V una. 
tra.nsformadón lineal nilpotente con Indice de nilpotencia p; es decir, TP = O y 
TJ- 1 -:FO, entonces existe una base de V tal que 

V = Vi $ V2 EB ...•..• E9 V,., 
dirn V.= n,:, i = 1,2, .... ,r, p = n.1 ~ n 2 ~ ...•. 2=: n.,., 
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y T tiene con respecto a esta base Ja siguiente representación znatricial por sub-
rnatrices: · 

[7j = ( ~n• :_ ) 

Mn, es den.¡ x na, n 1 2= n2 2=: ....• 2:: 1'1.r 

Los nllnJeros ni 2= n2 2: .... 2::: n... son rlnicos y se llasnari Jos invariantes de T. 
T restringida a. V. es nilpotcnte c:.."On fndice na y se puede hallar ª• E V. tal que 
ª••Ta,, ..... 1 7'""•- 1 a, es una base en V.. 

Demostración: La. demostración se hará por partes. 
Sea W el espacio generado por v, Tu, .... 1 T"P- 1 11. 

Afirmación l. Sea w E W y si TP-k (w) = 0 1 O~ k ~ p; existe v 0 E W tal que 
TA: (Vo) = w. Ya que v, Tv, ..... , ~1v es la. base de W · 

w = aov + ....... + a,.-1 ~-1 11 

aplicando~k 

o= T"-· (w) = ao~·(u) + ...... + ª•-1~1 (v) 

pero TP-k(v), ......• T"P-1 (v) son linealmente independientes lo cual implica. que 

ao = ª• = ...... = ª1.:-1 =o. 
Por lo tanto 

w = a1i;Tk(11) + ........ + ap_ 1TJ-1 (u) 
w = T• (a.(v) + ....... + a,.- 1~•-1 (u)) 

de lo anterior definimos Vo como: 

Vo = a.(u) + ...... a,._,T"-•- 1 (v) 
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el cual cumple con la propiedad. 
Afirn1aci6n 2. Si W es w1 subespacio invariante de T , entonces existe W 1 

invariante bajo T y V = W Ea W 1 • 

Si dim V = 1 el resulta.do es claro. Suponga.mas que vnlc para. dim V < n, así 
tenernos W subcspacio invariante bajo T y supongrunos que \.V 1 es otro subcspacio 
invariante y WnW1 = {O} siendo W 1 el de máxima. dimensión con esta propiedad 
vamos a probar que V = W e W 1 • Supongamos que existe z tal que z <t. W $ W 1 • 

Como T'V =O y W es el generado por 11 1 Tu, ..... , ~111, existe O< k < p tal que: 

T" (z) E W + W'.T' (z) <t W + W 1,i = 1,2, .... ,k- l, 

entonces existe w E W, w 1 E W 1 y Tk (z) = w + tV 1 aplicando 'T"-k 

O = ~kw + p-""w1 

y como WnW1 ={O} 

Así por la afirmación 1 existe w 0 E W y T"" (w0 ) = w, sea. z 1 = z - w 0 tal que 
(i)T" (z1) = w 1 y Z1 <t W 1 

(ii) T"' (z1) E W 1 si ni~ k, '.I"z1 fl:. W 1 si i < k. 
Sea W el subespa.cio generado por 

W 1 y {z11 Tz11 •.... ,r""- 1z1}, 

como z 1 ~ W 1 entonces tenemos dim W 1 < dim W : \.V es invariante bajo T 
y como W 1 es el que tiene má.xhna dimensión que \.V n \.-V 1 = O obtenemos 
wnw,¡,o. 

Sea b = w 1 + a1z1 + a2Tz1 + .... + ªk-1Tk- 1z1 1 donde 1111 E W 1 y b E W n W, 
b #- O, w 1 =¡!:. O. No todas las a.¡ son cero, rud hay una a.¡ no nula digamos ª•• 1 $ 
s!fk-1 

b = w 1 + a.Tªz1 + ....... + a1c_ 1rk- 1z 1 
b = w 1 +T•(a. + ª•+tT + ...... + ªk-1T1c-•-1) (z1). 

Notemos que 
ª• + ª•+1T + ...... + a1i:-1T1i:-.-1 

es invertible ya que h = ª•+tT + ...... + ªk-tTk-•-1, cUIIlple con hk =O. 
Por álgebra elemental sabemos 

(
1 x x2 11:-1 xk-t) x• 

(a+x) ----,+ 3 - ........ (-1) -.- =l+(-1)"-;; 
a a a a a 
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al substituir x = h y a = ª• 

( 
1 k-1 11,.i.:-1) 

(a.+h) - - ........ +(-1) -k- = I, 
ª• ª• 

sea Q = ª• + h entonces su inversa es 

Q-1 = .!.. - ........ + (-l)k-1 ~hk-1. 
ª• ª· 

Q-1 es un polinonllo en T. 
Luego W, W 1 son invariantes bajo Q- 1 usando 

b = w 1 + T• (a.+ ...... + ªk-l~-·- 1 (zi)) = w 1 + T•Q (zi), 

aplicando Q- 1 se obtiene 

Q-1 (b) Q- 1 (w1) + T• (z1) 
Q- 1 (w1 ) + T• (z) - T• (w0 ) 

donde z 1 = z + w 01 despejando 

T• (z) = r• (w0 ) - Q- 1w 1 + q-1 (b), 

b E W esto implica que Q- 1 (b) E W, w 0 El-V esto implica T• (Wo) E W, w E W 
entonces Q- 1 (w1 ) E W 1 , luego 

T' (z) E W + W 1 y s S k - 1 

y s ~ k - 1 lo cual es u.na contradicción. Por lo tanto tenemos que V = W $ l-V1 • 

Afirmación 3. Si tenemos W, W 1 subcspacios invariantes, V = W $ W 1 y T 
es nilpotente, entonces T restringida W 1 es nilpotente y la matriz de T respecto 
a la base de W {1'• Tv, ..... , 7'P- 1v}, n 1 = p, es: 

T tiene una representación con respt..'Cto a {u, Tv, ..... , -:r-1 - 1 1:1} y cualquier base de 
W 1 como 

( 
Mn, O) 

O A · 
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Afirmación 4. Usando inducción, tenemos que existen Vi, ...... , V.. subcspacios 
invariantes de T en donde cada V. tiene una base de la formn : 

B¡ = {Q.,Toa, ..... , 7""'•- 1a¡} 
dim V.= n.,p = n 1 ~ n 2 ;::: •••.• ~ nr. 

'Ibma.ndo {B1,B2 , ••••• , Br} es una base ordena.da para V, V¡ tiene como polinomio 
núnhno al índice de nilpotcncia de T restringido a V. o sean¡; n, = dim V. que es 
igual al índice de nilpotencia de T en V¡, que es igual al polinomio núnimo de V¡_ 

Afirmación 5. Con respecto a la base señala.da {B 1,B2 , ••••• , Br}, T tiene asocia
da la matriz. 

con 

y n 1 2!: n:z 2=: ..•.. ~ nr 
Afirmación 6. La descomposición de V es t1nica; es decir, si 

V=V,<BV,<1> ...... <BV,. 
V=W1EBW2$ ...... ew, 

con las mismas propiedades entonces L = r y dfrn W. = dim V (i). 
Observemos que si {u, Tu, ....... , Th- 1v} genera nn espacio de dimensión h y 

aplicarnos Tk{Tk·u,T'-+ 1v, .... , T'"- 1 u} este genera un espacio de dimensión h - k. 
Si tuvieramos dos descomposiciones entonces 

V= Vi$ \12 $ .... e V.., dim V.= n,,n1 2!: n2 ~ ...... ~ 7Zr 
V= W 1 © t.V2 e .... et-V,, dim V. = m.,;,m1 :;::: m2 ~ ...... ~ m1. 

Supongantos que existe un índice fijo i, tal que 

m1 = n1,m2 = n2,········•Ttl.j < n.¡, 

aplicarnos 'J'Tl'l-a a las descomposiciones 

T"" V = T"" V, <B •••.••• <B T"" V; <B •••••. <B '.I'"'< V,., 
T"" V = T"'• W 1 <!> •••••• <!> T"'• W, <!> •••••• E!> '.I'"'< W 1• 
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Vic11do sus dimensiones tenernos que 

dim T""V = (n1 - ,.,.,.) + (n2 - rn;) + ............ (n,. - ,.,.,.) , 
dim'.l'""V = (m1 - ,.,.,.) + (m2 - rn;) + .......... (m1 - ,.,.,.) . 

Del primer renglón obtenemos 

clim T""V ~ (n1 - ""') + ....... + (n, - ""') (A.20) 

y como Tn1 = n 1,m2 = n 2,. ...... Tn,;-1 = n..- 1 de (A.19) se sigue que 

climT""V = (n1 - n>1) + ...... + (n.-1 - ,.,.,._,). (A.21) 

Como m; < n,;, n.¡ - Jn• > O de (A.20) y (A.21) es claro que 

(n1 - Fn;)+(n2 - rn;)+ ...... +(n.-1 - =.) < (ni-=.)+ ...... +(n,_, - ,,.,.)+(n; - =.), 

o sea 
dim T"'" V < dim T"'" V 

lo cual es una. contradicción. 
Los números ni ;;.::: n 2 2::: •••• 2::: nr que son tlnicos se llrunan los invariantes de 

T. o 

Proposición A.4. Dos transformaciones ni/potentes Ti y T 2 son semejantes si y 
sólo si tiene Jos m.isrn:os invariantes. 

pemostración:~) Si son semejantes el Teorema. A.8 nos dice que tiene los mismos 
invariantes . 

..;::=.) Supongamos que tienen los tn.ismos invariantes n 1 ;;.::: n 2 ;;.::: •••. ~ 11.r en
tonces si V = V 1 e V 2 e ..... ffi Vr con dim V. = n. .. es una descomposición V en la 
que T 1 y T 2 tienen asociada la matriz: 

Si 111, 1>:J: 1 •••• , Vn es una base de V asociada a. la transformación Ti y W1 1 fil2, ••.• w" 
es una base de V asociada a la. transformación T 2 • Definimos T 3 v, = w 1 para toda 
i; T 3-

1w, = "'•· Asf Ti= T 3-
1T2T3. Por lo tanto son SClllejantcs. D 
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Notemos que n 1 , n 2 , •••• , n.,. son tales que n 1 + n 2 + .... + n.,. = n y si da.nios un 
conjunto {Tn1 ,rn2 , •... ,tn1} que cumplen con tn 1 2 m 2 ~ ••• 2:: Tn.1 = n, podemos 
dar una clase de semejanza. de transformaciones nilpotentes que los contengan 
como invariantes donde rn1 es el índice de nilpotencia de T. 

De esta forma en las matrices de n x n hay p ( n) clases de semejanza de matrices 
nilpotentes. p (n) es el nd.mero de particiones de n. 

Los resultados que hasta ahora se tienen son: 
Si T: V - V es una. transformación lineal con dim V= n, y c 1 ,c2 , ••••• ,e,. son 

todas las raíces características y tiene a 

f (x) = (x - ci)"'1 (x - c 2 yn:oi: ...•... (x - c1c)m." 

como su polinomio característico y a 

q (x) = (x - e,)•• (x - c.)"' ....... (x - c.)•• 

como su polinomio mínimo, 

V = ker (T - c 1J)r1 e ........ Ea ker (T - ckIY" 

cuya representación matricial por bloques es: 

con D 1 matriz de 7n¡ x m, y dim ker (T - c.;l)r• = in., D, es la transformación T 
restringida a V. = ker (T- e¡Iy• y D, = T - c,_I además Df• = O y D;-•- 1 :¡!:. 
O; es decir, las submatrices D 1 son transformaciones nilpotentes con índice de 
nilpotencia r 1 • 

Si tomar.nos D, = T- e_/, D 1 : V.: - V¡ entonces T = D, +e¡/ en V. , por lo 
tanto para toda v e V 

V=V1 +V:.i+ ..... +Vk 

y 
T (11) = (D1 + c 1 I) v 1 + (D:.i + c 2 /) 112 + ..... + (D1t: + c1cl) v1c 

en otras palabras 

T = (D1 + c 1 /) + (D2 + c,I) + ..... + (D• +e•/). 
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Por otra parte, usando el teorema anterior se tiene que V¡ se puede descom
poner en sumas de subespacios cíclicos invariantes; 

donde los invariantes son la dimensiones de los subcspacios N., y r¡ = n.¡ 1 ~ na:ii ~ 
•.•. ~ n._. ~ la. representación matricial de 

e;/= (: : ) 

y de 

D; = ( MO,.., O ) 

Mn,. 
con 

M"'"' = ( ~ O) 
o · .. 1 o 

así D 1 + c.I : V¡ - V¡ tiene la siguiente representación matricial 

con 

( 

Mn,, +c;I 
[D;+c;/] = 

( 

e; 

Mn,, + c,J = : 

las subm.atrices Mn,, + c.I se lla.ma.n submatrices básicas de Jordan y como 

T = (D1 +e;/) + ...... + (D• +e•/) 
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la matriz asociad.a a T en V es 

[T] = 
( 

AO, 

donde A, es de m.. x 1l1-c y 

(: o 

A.i= 

o 

Donde cada A, es la transformación T restringida al subcspacio V. y en Vi 
tomamos la base antes mencionada para que A, tenga una. representación matricial 
de la forma 

para toda i y 
rn1 + 7'n:z + ...... + Tnr = n. 

En suma se ha demostrado que la idea. básica de la forma canónica de Jordan 
es: Dada T : V - V lineal y tal que todas las ralees del polinomio característico 
estén en el campo de los escalares, es posible expresar a V como swna directa 
de subespacios cíclicos invariantes y donde la matriz de T toma la forma de sub
matrices, cada submatriz es una submatriz básica de Jordan y corresponde a la 
transformación T restringida al sube:spacio cíclico. 
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