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Introducciéon

De los desarrollos importantes de la Fisica tedrica, mads precisamente de los
de la Mecdnica Cudntica y la Mecdnica Estadistica, hay que destacar los
concernientes al estudio de las funciones del espacio fase propuestos, posible-
mente, como una analogia a los desarrollados en la Mecanica Clasica. Dichas
funciones tienen la finalidad de calcular los valores esperados de los observa-
bles cudnticos. es decir, de las cantidades fisicas observables, a través de una
funcion de distribucion. Poco después se presentd el detalle de cé1ino estable-
cer una correspondencia entre las cantidades fisicas cldsicas y los operadores
cudnticos; y es posible que también sea éste el origen de las diversas reglas de
correspondencia que aparecen en la Mecdnica Cudntica. La primera funcion
de distribucién que aparecid en la literatura fue la propuesta por Wigner, sin
embargo, poco después se sucedieron otras funciones propuestas por diversos
autores. Probablemente el propio Wigner no se imaginé todas las aplica-
ciones que se le han dado a su funcién que propuso por el afno de 1932, pero
no precisamente dentro del contexto de la Mecdnica Cudntica, sino en los

problemas de analisis de sefiales y en diversos problemas que trata la Optica
En el presente trabajo se

Fisica, tanto tedérica como experimentalmente.
utilizan funciones de transferencia de sistemas que involucran dispositivos

Spticos conocidos, no obstante, conforme se avanza en el texto. se va de-
mostrando cada una de las expresiones para las funciones de transferencia
de cada uno de los dispositivos. A este respecto, se propone un método
general para analizar lo que sucede cuando tenemos una sefial que entra en
un sistema, por ejemplo una lente, suponiendo que conocemos la funcién de
transferencia de dicho sistema. EIl método permite calcular la funcién de
Wigner y otro pariente de ésta, la llamada funcién Ambigiiedad, de la onda
incidente, de las funciones de transferencia tales como la de una lente y del
propagador. Se encuentra que cada uno de estos pasos puede ser represen-
tado por una transformacién de coordenadas, ya sea de la funcién de Wigner

iii



iv Introduccidn

o de la funcién de Ambigiiedad, realizada mediante una matriz de 2x2.

El resultado global puede obtenerse mediante la multiplicacién de las
matrices correspondientes a cada elemento del sistema. Asi, en el caso sencillo
antes mencionado, se trata de la multiplicacién ordenada de una matriz para
la lente y otra matriz para el propagador al salir de la lente. El resultado
es, obviamente, otra matriz que puede interpretarse como una matriz de
transformacién para la sefial al atravesar el sistema.

La facilidad que resulta de representar matemadticamente cada elermnento
del sistema por medio de matrices, hace posible que el producto de ellas nos
proporcione la matriz representativa de todo el sistema, punto importante,
ya que nos permite analizar una cascada de dispositivos por donde va atra-
vesando la serial. ’

Otro problema que se puede tratar es el de dividir en capas una muestra
de algiin material, de manera que cada una de ellas forme parte de la cascada
de dispositivos. La representacidn del sistema total puede obtenerse mediante
calculo en computadora, multiplicando las diversas matrices correspondientes
a cada capa del sistema (caso de un mimero muy grande de capas).

El presente trabajo propone la aplicacion de estos métodos al problema
acustico, es decir, cuando se trata de ondas sonoras, asi como de determinar
la funcién de transferencia para un material bidimensional compuesto de
gotas esféricas de un liquido embebidas en otro, junto con su correspondiente
funcién de Wigner.

El presente trabajo es totalmente tedrico y nos lleva a establecer que
el método de las funciones del espacio fase aplicadas al andlisis de sefales
también es vilido para senales acisticas, pudiendo ser utilizado para carac-
terizar materiales.

En el capitulo uno se hace una revisién de las funciones del espacio fase en
la forma original en que fueron propuestas por diversos autores, aprovechando
para establecer algunas de sus propiedades. )

En el capitulo dos, utilizando la notacién de la Optica Fisica, determi-
namos las funciones de ambigiiedad y de Wigner de las funciones de trans-
ferencia de los principales dispositivos épticos con el objeto de establecer el
método que da origen al presente trabajo.

En el capitulo tres mostramos la aplicabilidad de los métodos utilizados,
ya sea mediante la funcién de Wigner o a través de la funcién ambigiiedad,
a los problemas aciisticos, tomando como partida la ecuacién de onda. All

construimos el propagador aciustico y determinamos su efecto en la funcion
de Wigner.
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En el capitulo cuatro nos proponemos la determinacién de la funcién de
transferencia de un ‘sustrato acustico’ constituido por un arreglo bidimen-
sional de esferas liquidas, asi como la correspondiente funcion de Wigner.
Para realizar este anailisis suponemos que las esferas pueden ser sustituidas,
en una primera aproximacién, por una lente acistica.

En el capitulo cinco proponemos una mejor aproximacion a la descripcién
del efecto de una esfera sobre una onda incidente que la que utilizamos en el
capitulo anterior. Para ello presentamos un tratamiento no paraxial de los
rayos acisticos que llegan a una esfera, dividiendo la misma en anillos, que
si pueden tratarse como lentes. Como resultado obtenemos una descripcién
mas precisa de la onda transmitida y de alli, una funcién de Wigner que
también resulta mads representativa.

En el dltimo capitulo presentamos nuestros principales comentarios y con-
clusiones.



Capitulo 1

La funcién de Wigner

1.1 Introduccion

Consideremos un sistema de muchas particulas que estudiaremos dentro del
contexto de la Mecdnica Estadistica Cldsica, cuyas coordenadas espaciales
son las x;.y los momentos, los p;. La probabilidad de que las coordenadas que
describen el sistema fisico se encuentren entre x; y x; + dx; parai = 1,....,m,
y que los momentos, entre p; y p; + 6p; para it = 1,....,n, estd dada por la
Estadistica de Gibbs-Boltzman:

P(Z1,.cecy Tni Pro--ees Pn) = exp {—Pe}
donde 8 = 1/kT y € es la suma de las energias cinética E; y potencial V:

—E+yv =2 PA Ly
€= FE, + = 2—’n—+....+%+ (T1yerees Tn ).

En Mecdnica Cuantica no existe una expresion similar ya que no puede
uno pedir la probabilidad simultinea para las coordenadas y momentos.

Sdélo sabemos que la termodinimica de un sistema cudntico estd dada, en
principio, por la férmula de J. Von Neumann [1] quien demostré que el valor
medio de una cantidad fisica representada por la matriz @ estd dado por la
traza de la matriz:

Qexp {54}
donde H es el hamiltoniano del sistema. Si representamos por <Q> el valor
medio de la cantidad fisica y por Tr la traza de la matriz, podemos escribir:

1



Capitulo 1. La funcidn de Wigner

A\ Tr [Qexp (—-61:1)]
<Q> T Ty [exp (—-ﬂfl)]

Hay, sin embargo, una analogia entre el valor esperado <é> de un opera-
dor &, en mecanica cuantica, dado por

(&) = [ ¥ (@G(a, P¥(a)dg

y su versién cldsica (G)

Gy = [ 9(a,p)F(a,p)dadp, a.1)

donde g(q, p) es aquella funcién clasica de las coordenadas y momentos, a
partir de la cuidl se obtiene, por el principio de correspondencia, el operador
cuantico G, y F(q,p) es la funcién de distribucién de las coordenadas y mo-
mentos exp [—3H(q,p)]. Posiblemente, tratando de establecer un principio
parecido y llevar mds lejos la analogia, Wigner tuvo la idea de construir el

analogo cuantico de F'(q. p), con el que pudiera calcular valores esperados de
cantidades cianticas.

1.2 Definiciéon de la funcién de Wigner

Para un sistema cudntico que se encuentra en un estado puro descrito por la
funcién de onda ¥(q) , la funcidn de Wigner correspondiente esti dada por
{2):

1 \" fo= . 2i
Fam = () [C ayva+nv@-yer{-F @ -n}
donde h es la constante de Planck dividida por 27 y n es el niimero de grados

de libertad del sistema. Definimos en primer lugar el nicleo de la funcién de
Wigner Hy(q,y) mediante:

Hy(a,y) = ¥Y(a+y)¥(a—y)
En esas condiciones la funcién de-Wigner esta dada por:

F(q,p) = ("—1,;)“ f:o Hw(q,y)exp{—?;f-(:»-y)}d"y-

*

]

v et 24y A e

2
e s ol st

'il




1.2. Definicién de la funcién de Wigner 3

En caso de que el sistema se encuentre en un estado mezclado la funcién de
Wigner esti dada por:

F(q,p) = "Z Py F®(q,p)
=0

donde P) es la probabilidad de que el estado del sistema este descrito por la
funcién de onda ¥(*}(q) y F*)(q, p) es la funcién de Wigner de dicha funcién

de onda.
La funcién de Wigner para un problema unidimensional es:
\

F(q,p) = ;% f_: Ha(g,v)e~¥rvdy

Si efectuamos el cambio de variable y = Ar/2, la ecuacién anterior se
puede escribir como:
1 oo .
- —irp
F(a,p)= 5= [~ dr He(g,7)e (1.2)

que es una de las expresiones mds comunes.

Cabe agregar que también es posible dar una expresién para la funcién
de Wigner en términos de las funciones de onda en el espacio de momentos
y tiene la siguiente forma:

1 oo .
F(p.a) = 5= [ He(p.0)e b

donde @ es la funciéon de onda en el espacio de momentos.
Enunciaremos algunas de las propiedades de la funcién de Wigner:
a) F(q,p) es real.
b) F(q,p) conduce a las distribuciones marginales correctas.
Demostracién: Integrando F(p, q), de acuerdo con la ec. (1.2), respecto
de p obtenemos, después de invertir el orden de integracion:

o= [ ar [T dpHy(g, e
= 2—11; ‘/_‘: drHe(q, 7)2n8 (1)
= W(q)¥*(q) =|¥(a) %

donde hemos utilizado la conocida expresion para la § de Dirac:

[ dapF@ap
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§(r) = o= [ emirap (1.3)

Tenemos entonces
[ arFan=["da %@

que es justamente lo que se queria demostrar.
c) F(q,p) esta normalizada:
Demostracion: integrando el resultado obtenido en b) respecto de g ob-

tenemos: o o P
Lwdq /_mdpF(q,p) =f_°°dq | () I?

y, como la densidad de probabilidad de las coordenadas esta normalizada,
entonces también lo estda F(q,p) .
’ Con las propiedades anteriores uno estaria tentado a concluir que la
funcién de Wigner es una distribucién de probabilidad; sin embargo, esto
no es cierto en general debido a que puede tomar valores negativos. Por esta
razén muchos autores la denominan cuasi distribucién” de probabilidad.
Hudson ha demostrado [{3] que una condicién necesaria y suficiente para
que la funciéon de Wigner de un sistema unidimensional sea no negativa en
todos los puntos del espacio de fases, es que la funcién de onda sea Gaussiana,
es decir, que tenga la forma:

¥(q) = exp {—% (aq2 + 2bq + c)}

donde c es una constante de normalizacién y a y b son niimeros complejos ar-
bitrarios, con la 1inica restriccién de tener parte real positiva. Este resultado
se puede generalizar para sistemas multidimensionales [4, 5, 6].

La funcion de Wigner, permite calcular los valores esperados de las varia-
bles dindmicas de una manera analoga a la Mecanica Estadistica Clasica, es
decir, dada una cantidad fisica g(g, p) el valor esperado se obtiene mediante

(9(q,P)) = _/_: dq f_: dpg(q,p)F(q,p),

de acuerdo con la ec. (1.1), donde F(q,p) es la funcién de Wigner.
Para que este resultado coincida con el valor esperado dentro del forma-
lismo de la Mecanica Cuantica, que se define como
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(G@m) = [ dew(@)C(a»¥(a),

se le debe asociar a cada operador cudntico G(4§, $) una funcién g(g, p) definida
en el espacio de las fases y tal que:

(G@»y = [~ dq [~ dpgta,p)F(a:p)

Lo anterior origina una correspondencia entre la funcién g(q,p) y €l ope-
rador G(§, p) y proporciona una regla que es una forma operacional de cons-
truccién de operadores.

1.3 La funcién de distribucién mas general

En esta seccién describiremos algunas funciones de distribucién en el espa-
cio de fase que fueron propuestas después que la de Wigner. Hablamos de
distribuciones aun cuando pueden tomar valores negativos. Tanto la funcién
de Wigner propuesta en 1932, como las propuestas posteriormente son casos
particulares de la funcién de distribucién propuesta por Cohen [7] definida
por:

Fe(g.pi f) = :‘—71; /_: dB dr dne="83+7P=%) £ ) Hy(n, 1), (1.4)

donde la funcién f(0, ) debe ser bien comportada para que la integral exista.
Si f(6, 1) satisface las condiciones:

f(0,7) = f(6,0)=1

entonces la funcién de distribucién generalizada da las distribuciones margi-
nales correctas, es decir:
< 2
[ dpFe(a.pit) =1 ¥(a) |
[ daFi(a.pit) = @) I° .

La funcién de distribucién generalizada es real, es decir:
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Fg(q,pit) = Fu(q,pit) (1.5)
si y sdlo si:
(0, 7) = f(—6,—7) (1.6)

Demostracién: Si tomamos el complejo conjugado de la expresién (1.4),
y evaluamos en —7 y —6, obtenemos:

LI At —i(8q+Tp— -
Fo(@.pif(—=0.—7)) = g5 [ dodrdne i 0a+m»=0m f*(_0, —r)Hy(n,7)

Si sustituimos ahora (1.6) se obtiene la expresién (1.5) que es precisa-
mente lo que queriamos demostrar.

1.4 La funcién de Wigner como caso particu-
lar de la funcién generalizada de Cohen

Se encuentra en la literatura [3, 4, 5, 6] un buen nimero de funciones propues-
tas por diversos autores que pueden ser obtenidas como casos particulares de
la funcién generalizada de Cohen, pero para el problema que nos atane sélo
trataremos la funcién de Wigner, ya que representa el inicio de los estudios

de las funciones del espacio fase.
Si elegimos f(0,7) = 1 y la sustituimos en la definicién de la funcién de

Cohen, ec. (1.4), se obtiene Fy(q, p; 1) dada por

1 ol .
Fu(q.pi1) = 55 [ dédrdnezp{—i(8q+ 7p — 6n)}Ha(n.7)

1 = oo s
= oo [T ar [T dne=i"s(qa — m)Ha(n,T)
= %r- _/_.: dr Ha(q,T)e """

que es precisamente la funcién de Wigner.



Capitulo 2

Funcion de Wigner y funcién
Ambigiiedad

2.1 Relacion entre la funcién de Wigner y la
funcion Ambigiiedad

La notacidn utilizada en sistemas Spticos difiere de la utilizada en Mecanica

Cuantica. En lugar de la funcién propuesta por Cohen en 1966, ec. (1.4),
utilizaremos la expresiéon [8]:

CHuw) = [~ Hy(p,x)el ="y Py(y, x)dp dx dy

donde x , ¥y y u , w representan variables de los espacios real y reciproco
respectivamente. Definimos la funcién Ambigiiedad A;(u, w)

As(u, w) = Cf(u,w), &(y,x)=5(x—u)é(y —w)
es decir:

Ag(u, w)

[7 Hypx)et ==y Pis(x — u)s(y — w)dp dx dy
= /m Hy(p,u)e!(™u—"w-—wrl4y '

_/_c; Hy(p,u)e " ?dp

7
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Poniendo ¢ = 1/27 obtenemos la funcién de Wigner Wy(p,w) = CJ(p, w),
es decir, .

wiew) = [~ f(x+3) r (x—3) exp{—iw - u} d’u (2.1)

Dada una funcién f podemos obtener su funcién de Wigner o su funcién
ambigiiedad como en las secciones anteriores que se tenia una funcién de
onda. Trataremos ahora de encontrar la relacién entre la funcién de Wigner
y la funcién ambigiiedad. Para ello definimos la funcién nicleo H,(p,u) de
la siguiente manera:

H;(p,u) = f (p + ;) r (p - %) (2.2)

Entonces podemos escribir la funcién ambigiiedad como:

Aju,w) = [~ Hi(p,u)exp {—ip- w} d*p

que es la transformada de Fourier de H;(p,u) sobre la variable p, es decir:

As(u,w) = Fp_,w {Hs(p,u)} (2.3)
donde F es el operador transformada de Fourier, cuya definicién es:
Faok {f GO} = [ f(x) exp {—ik - x} dx = F(k) (2.4)
y la transformada de Fourier inversa definida como:
1 .
Fil {FU0} = = [ F(k)exp {ix - k} dk = f(x). (2.5)

Para el caso de la funcién de Wigner tenemos

Wi(p,w) = _/_m H;(p,u)exp {—iw -u} du = Fu,w {H;(p,u)}. (2.6)
De las ecuaciones (2.3-2.6) se sigue que

Hy(p.u) = FgL {As(u,w)} = FJL . {W/,(p, w)}. (2.7)

De esta ecuacién y de las ecuaciones (2.3) y (2.6) podemos escribir:
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W, (P, W) = Fursw {Hs(Pyuw)} = Fusw {FIlp {A/(u, W)} }

Ap(u,w) = Fpyu {H;(P,w)} = Fpyw {F3hy {(W,(p.w)}}

2.2 La funcion de transferencia

Un sistema Jptico es un arreglo de elementos tales como lentes, rejillas, espa-
cios, aberturas, que transforma una sefial Sptica bidimensional, representada
por una sefial de entrada, que se origina en una regién conocida como plano
objeto, en otra sefial del mismo tipo, también representada por su funcién
de salida, que se formard en otra region conocida como plano imagen. Di-
cho de otro modo, un sistema éptico es la transformacién de un conjunto de
funciones de entrada, en un conjunto de funciones de salida. Se establece
la semejanza con una caja negra que transforma las funciones de entrada
en las funciones de salida, y la caja negra viene siendo lo que se conoce
como Funcién de Transferencia Optica. La representacién matemadtica de
las sefiales de entrada puede ser complicada, por lo que resulta conveniente
descomponerla en un conjunto de impulsos individuales, reduciendo el pro-
blema a la determinacién del efecto del sistema sobre uno cualquiera de estos
impulsos.

Esto se logra mas ficilmente en el caso de los llamados sistemas lineales,
de tal forma que si se descompone la sefial de entrada en una combinacién
lineal de impulsos, la respuesta (funcién de salida), serd la combinacidn lineal
de las respuestas de cada uno de los impulsos en los que se descompuso la
sefial original.

Si representamos matematicamente el sistema Sptico mediante el ope-
rador L, entonces podemos definir la linealidad del sistema de la siguiente

forma:
L{agi(z,y) + Bga(z,¥)} = aL {g:1(z, )} + BL {g2(z. ¥)}
donde g; y g2 son funciones de entrada de variables espaciales y o« y 3 son
escalares.
Hay al menos dos maneras en que se pueden descomponer las sefiales de

entrada: Descomponerla en su espectro en frecuencias mediante la transfor-
mada de Fourier, y la otra se logra mediante la descomposicion en funciones
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S de Dirac. Si la sefial de entrada se descompone en §’s, tiene la siguiente
forma:

ai(r) = [ g1(®)8(r; — 8)ds
donde ds es el elemento de irea.

Podemos aplicar el operador L para encontrar la respuesta g,(r;) expre-
sada como: :

g-(ra) = L{ [ a:(#)8(rs — n)ds} ds

Si aplicamos la propiedad de linealidad del sistema obtenemos:

9-(ra) = [ 91 (8)L {8(rs — 9} ds,

ya que g;(s) es un escalar. Definimos la respuesta h al impulso mediante
h(rz,s) = L {6(r1 — 8)} lo que nos permite escribir g,(r;) como

9-(c2) = [ gi(®)h(rs,8)ds (2:8)
La respuesta h caracteriza el impulso del sistemna lineal y es la respuesta a
un estimulo unitario, la funcién &, el plano imagen se obtiene por medio de
una integral de superposicién. Dicho de otra forma, si la respuesta a un

estimulo unitario de un sistema es conocida, la salida puede ser encontrada
directamente de la entrada via la ec. (2.8).

Para una combinacion de dispositivos, también llammada cascada de dis-
positivos, cada uno caracterizado por su propia respuesta al impulso unitario
tenemos: la sefial que sale del primer dispositivo es:

9a(ra) = [ gu(®)har(ra, 8)ds (2.9)
mientras que la que sale del segundo dispositivo, cuya sefial entrada es g;
sera:

93(ra) = [ ga(8)haa(rs,8)ds. (2.10)

Si ahora incertamos (2.9) en (2.10) obtenemos:

9a(rs) = [ haa(ra,w) [ [ has(u,2)g1(®)] du = [ har(rs, s)g1(e) ds
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con ha (ra,s) = [ haz(ra,u)hai(u,8)du, y el sistema total compuesto de dos
dispositivos queda representado por la respuesta de impulso ki, dada por

hai(ra,s) = fhaz(ra,u)hn(u, s)du

Una propiedad importante de algunos sistemas es la llamada invariancia es-
pacial, dicha propiedad sélo establece que si se tiene una traslacién de una
fuente puntual en el plano objeto, la imagen correspondiente de la fuente
puntual también experimentara una traslacién en el plano imagen.

En la practica, sin embargo, existen variaciones cuando la fuente no es
puntual, pero a pesar de ello pueden ser divididos los planos objeto e ima-
gen en pequeiias regiones cada una de las cuales puedan considerarse como
fuentes puntuales. Por lo tanto, si el objeto, y por consiguiente su imagen,
son suficientemente pequefios para considerarse puntuales, el sistema puede
considerarse invariante en el espacio.

Con la invariancia espacial del sistema, podemos decir que A(rz,s8) de-
pende inicamente de la diferencia r; —s de tal modo que A(r;,s) = h(r; —s).
Si sustituimos esta expresién en (2.8) obtenemos:

a:(ra) = [ g:(8)h(ra — s)ds

que claramente es equivalente a:

g82=g1*h

donde = denota la convolucién de dos funciones definida por:
£ = [~ LGOS — x)dx = fi(t) = fa(t)

Si aplicamos la transformada de Fourier por medio del teorema de la con-
volucién obtenemos:

Ga(k) = G1(k) - H(k) (2.11)
donde G,(k), Ga(k) y H(k) son las transformadas de Fourier de g2(r), ¢:(r)
y h(r) respectivamente. La iltima expresién sugiere que para sistemas con
la propiedad de invariancia espacial, resulta mds favorable descomponer la
sefial de entrada no en funciones § sino en ondas planas, de tal manera que
la descomposicién nos queda:
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Gi(k) = jg,(l) exp {—ik -8} ds.

Al pasar g;(») a su espacio reciproco, se separa en funciones elementales
de sus diferentes frecuencias espaciales, sobre las que individualmente actua
H al ser multiplicada, segun la ec. (2.11), transmitiendo asi, las propiedades
del sistema a G;.

Hemos visto que un sistema éptico, donde vale tanto la invariancia espa-
cial como la linealidad, puede ser descrito mediante convoluciones o mediante
productos de sus transformadas de Fourier G2(k) = G,(k) - H(k) en donde
H no es sino la transformada de Fourier de la respuesta de impulso, conocida
como funcién de transferencia éptica.

Mostraremos en lo sucesivo que si A corresponde a lentes, aberturas o
propagadores, entonces la funcién de ambigiiedad asociada a G;(k) nos lleva
a una representacién matricial de los dispositivos épticos mencionados. Esta
representacion establecera una coneccién con la funcién G, (k) mediante un
producto de matrices de 2 x 2.

2.3 Funcion de transferencia para algunos dis-
positivos épticos.

Hasta ahora hemos discutido las funciones del espacio fase, y también, de
manera general, las funciones de transferencia éptica. Nuestro objetivo ahora
es consignar las funciones de transferencia dptica para las diferentes compo-
nentes de un sistema éptico, las referencias [9, 10, 11, 12, 19] proporcionan
una ayuda importante

2.3.1 Lente

Las lentes basicamente estdn compuestas de un material que usualmente es
vidrio, en el cual la velocidad de propagacién de una onda es menor que en
el aire, debido principalmente al indice de refraccién del vidrio.

A continuacién buscaremos la funcién de transferencia de una lente, den-
tro de lo que en éptica se conoce como aproximacion de lentes delgadas, y que
refracta un frente de onda incidente cambiindole la fase por una cantidad
proporcional al espesor de la lente en cada punto.

En la fig. (2.1) representamos con Ap el espesor maximo de la lente, y por
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' : U ur
e .,é:_____\ e~ AMGY)
X I . EjeZ
|
Ao

T

Figura 2.1: Lente perpendicular al eje Z, tomado como eje 6ptico. El espesor
que debe atravesar la onda depende de las coordenadas (z,y). El midximo
espesor es Ay, que es la distancia entre los planos U y Uv.
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A(x,y) el grosor de la lente como variable dependiente de las coordenadas
(z,y) del plano perpendicular al eje Sptico. El retraso total en la fase al
pasar el rayo por la lente serd

#(z,y) = konA(zx,y) + ko (Ao — A(z,v)]
donde 7 es el indice de refraccién del material de la lente, kg es el vector de
onda, konnA(x,y) es el retraso en la fase debido a la lente en las coordenadas
(z,y), y ko [Ao — A(z,y)] es el retraso en la fase debido a la regién restante
de espacio libre entre los planos U y U’.
El factor de fase total lo podemos expresar como

exp {i¢(z,y)} = exp {ikoAo} exp {iko(n — 1)A(z,¥)} (2.12)
El problema restante es expresar la forma matemadtica de la funcién espesor
A(z,y), donde también usaremos la convencién de signos: Cuando un rayo
viaja de izquierda a derecha, cada superficie convexa que toque tiene radio
de curvatura positivo; mientras que cada superficie cdncava que toque tiene
radio de curvatura negativo.

Dividamos la lente en dos partes que se muestranen las figuras (2.2) y
(2.3). Si el rayo parte de izquierda a derecha la primera parte de la lente
en convexa y tiene radio R;, mientras que la segunda parte, fig. (2.3), de la
lente es céncava y tiene radio de curvatura — Rj;.

Pongamos la funcién espesor A(«x, y) como la suma de dos funciones grosor
individuales

Az, y) = Au(z,¥) + Aa(z,y) (2-13)

que se refieren a las dos partes en que dividimos la lente. Refiriéndonos a
la geometria mostrada en las figuras anteriores, podemos escribir la funcién
espesor A,(x,y) como:

2 2

y de la misma forma para Aj(z,¥y)

3 7
Az(-"—'~y)=Aoz—(—R2—Vﬂg—-“z"‘yz’=Aoz+Rz (1—‘/1—1——;%—1/—’
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Figura 2.2: Un rayo que viaja de izquierda a derecha y llega a una superficie
convexa (Radio de curvatura positiva).
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Figura 2.3: Un rayo que viaja de izquierda a derecha y llega a una superficie
céncava (Radio de curvatura negativa).
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donde Ap, y Aoz son los espesores méximos de las dos partes en que dividimos
la lente y por lo tanto &p = A1 + Aoz. Si sumamos las dos expresiones
anteriores de acuerdo a la ec. (2.13) obtenemos

2 2 2 2
A=A, — R (1—\1—Z XY L g, (1 — 1 - T8
3 R3

La expresién para A(r,y) puede ser simplificada si se toma en cuenta
sélo la parte del frente de onda cercana al eje Sptico de la lente (la llamada
aproxirmacién paraxial):

z? + y? z? +y? m’+y z* + y* .
VAR o 1 oY T -5 (2.14)

Con la ayuda de las aproximaciones anteriores obtenemos:

Az,y) = Ao — —— (5~ — ——) (2.15)

Si sustituimos (2.15) en (2.12) obtenemos

2 2
exp {i¢(z,y)} = exp {ikonAo} exp {—iko(n -n=EY (- —,;—2)} :

Podemos simplificar este resultado utilizando la férmula del fabricante de
lentes para la distancia focal de una lente:

F=o-v(g -5
De esta manera obtenemos finalmente

exp {ig(z,y)} = exp {ikonlAo} exp {—ﬁ (= + y’)} (2.16)

Escribimos H = exp{ —"} (z* + y’)} ya que corresponde a la transformada
de Fourier de la funcion respuesta. h al impulso, que introdujimos en la seccién
anterior (cf. ec. (2.11)). H recibe el nombre de funcién de transferencia de
la lente. Su coeficiente en la ec. {2.16), exp {ikonAo}, es un factor de fase
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constante que para fines practicos podemos despreciar. Sea u = (z,¥), si
g(u) es la sefial de entrada y g;(u) la de salida podemos poner
ik
ai() = g() - H(w) = 9(w) - exp { — 2w’} (217)

2.3.2 Funcién ambigiiedad asociada a una lente

Para establecer la relacién entre la funcién de transferencia 6ptica y la funcién

ambigiiedad calculemos la funcién Hy(p,u) para g;(u), recordemos que ahora
ésta es la funcién de transferencia.

o) = o (o 3)ar (o= 3)
= Q(P+%)exp —}'2’6—; (P+ %)2} > (2.18)
o (o= e {37 (- '}
= g(p+'—2’-)g‘(p—32'—)exp{_i’;_°p.u},
Y entonces:

H,(p,u) = Hy(p,u) exp {—ﬂj.ﬂp : u} .

Determinamos la funcién ambigiiedad de la siguiente manera:

Aﬂl (“7 W) = FP—" {Hm(pv “)}
= _/ Lexp{—iw - p} H,(p.u)dp

_/T_: Hy(p,u)exp {—'E;‘lp . u} exp {—iw - p} dp
f_z H,(p,u)exp {—ip (’-}O-u + w) } dp

= A u,%u+w),

]
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es decir:
ko
Aj(u,w)= A, {u, Tu +w (2.19)

2.3.3 Funcién de Wigner asociada a una lente

Toca ahora encontrar la funcién de Wigner para el caso de una esfera con-
siderandola como una lenté, justificacién que aparecera mas adelante cuando
se realice un cdlculo numérico para la distancia focal de la misma. Hemos
mencionado en parrafos anteriores que si conocemos la funcién de entrada a
un dispositivo, es posible conocer la funcidn de salida a través de la funcién
de Wigner, y nosotros ya tenemos la funcién de transferencia de un esfera
dada por

iko(n — 1 ik

ar(w) = g(u) - exp { ~ EO=Dozd — gy - exp {7

donde hemos definido la distancia focal f de la esfera (para rayos paraxiales):
R

I =1y

\
Haciendo los cdlculos correspondientes encontramos que la funcién de Wigner
es:

(2.20)

W (p,K) = f H(p,u)exp {—iu(l%p + K)} du (2.21)

que es equivalente a escribir

{ . k
W, (p.K) =W, (p,K + -fﬂp) (2.22)
La version matricial de este resultado coincide con la que corresponde a la
funcion ambigiiedad.
2.3.4 Transformada de Fourier

Supongamos que tenemos como funcién de transferencia la transformada
de Fourier; utilizaremos la funcién ambigiiedad para encontrar una repre-
sentacidn matricial del paso de las coordenadas del espacio real al espacio
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reciproco. Si f(Xx) es una funcién, su transformada de Fourier F'(k) esta
dada por la ec. (2.4) mientras que su funcién ambigiiedad Ay(u, w), por las
ecuaciones (2.2)-(2.3). Podemos obtener A;(u,w) directamente a partir de la
transformada de Fourier F (k). Para esto tomemos la definicién de la funcién
ambigiiedad como punto de partida

auw)= [1(p+3) r (p—3)exp{—ip-widp

y apliquemos la transformada de Fourier

Fuav {As(u, W)} = / Az(u, w) exp {—iu - v} du

Jr(e+3)r(p=3)

) x exp {—ip - w}exp {—iu-v}dpdu

si hacemos el cambio de variable:
u u
xy =p+ 5, X2 =pP— 3
tenemos que
x; + X
P= —LE_’, u = x; — Xz

y sustituirmnos en la ecuacién anterior obtenemos:

Funv {A7(u, W)} = [ £x1)f(3a)e{- (%)W het-itmi—xaIvdae, dx,

/ f(xl )f-(xz)e{—ixx (v+f)}e{ix:(v—!)}dx| dxa

pero si tomamos en cuenta que F(k) = [ f(x)exp {—ik-x}dx y,
F (v -+ -‘%) = /j(x)exp{—i (v+ !zv_) x} dx
F* (v - %) = /f‘(x)exp {i (v — %) x} dx

entonces obtenemos:
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Fuav {As(u, W)} = F (v <+ %’-) F* (v —_ —;’—) = Hp(v,wW)
Si aplicamos la transformada de Fourier inversa FJ!,, obtenemos

Ag(u,w) = 4—:5 [ He(v,w)exp {iu - v} dv. (2.23)

Notemos que Sg(v,w) es a F(k) como Hy(p,u) es a f(x).
Si f(u) es la sefial de entrada a un sistema cuya salida es la transformada

de Fourier de dicha seifial, la respuesta quedara representada por F(Kk) y
tendra la siguiente forma:

F{f(u)} = F(k).

La funcién Hru)(p,u) es:

Hpw(p,u) = F (P + %) F* (p — g—) = Sr(p,u)

y la funcidén ambigliedad es: :

Argy(u,w) = Fpoy {Hp(k)(P' U)}
[ Hr(p,u)exp {—ip - w} dp

Comparando con la ec. (2.23) tenemos que:

ArF(u,w) = A;(—w,u) (2.24)

2.3.5 Propagador

Se trata de una expresién matemaidtica que permite calcular el cambio en
una seiial ondulatoria conforme va avanzando a lo largo del eje éptico. Tal

.. . 2 iz . .
expresion, deducida en el tercer capitulo, es exp{—‘;——,“‘;}. Si tenemos ori-

ginalmente una sefnal g(u), después de avanzar una distancia =z tenemos la
sefial gp(u), conectadas entre si mediante:

; 2
ar(w) = g(u) = oxp { 2221 (2.25)
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¥, si la pasamos al espacio reciproco y utilizamos el teorema de convolucidn,
la ecuacién anterior tiene la forma:

izw?

' Gr(w) = G(W) - exp{—

Esta iltima nos permite calcular la funcién H(p,u) y la funcién am-
bigiiedad Ap(u,w) de la siguiente forma:

or(pr (-8
o (o §) (o 3) ool i20u).

" Hop(p,w) = Ha(p,w)exp {—Zp-u}, (2.27)

(2.26)

HGP(pv u)

Tenemos entonces:

ecuacion que mas adelante noa permitird calcular la funcién de ambigiiedad
y de Wigner.

2.3.6 Funcién ambigiiedad asociada al propagador

Por otro lado, la funcién ambigiiedad para el propagador es, de acuerdo

con (2.23),

Agp(u, w) = /Ha,,(v w)exp {iu - v} dv (2.28)

41r2
pero

Hop(v,w) = Ha(v,w)exp {—Zv-w},

y la ec. (2.28) se transforma en

4,,2_/”6(" w)exp{——v w}exp{:u v}dv

= Z,—r;j HG(\_r,w)exp {1v (u - Tc;w)} dv
= A, (u - -:—ow,w) ) (2.29)

Agp(u,w)
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2.3.7 Funcién de Wigner asociada al propagador

Es importante conocer la funcién de Wigner para el propagador, por esta
razén buscaremos su expresién utilizando la definicién original de la funcién

de Wigner:

oo = [0 (x+2) o (x— 2) e,

tomando la transformada de Fourier de la expresién anterior obtenemos:

" u u
Fant {W, (6, K} = fa(x+3)o (x—3) =
xe—t‘u-xe—ixvl d2u dzx
si hacemos el cambio de variable:

u u
X =X+ =, Xz =X —

2
= XEX
obtenemos
Front {W, (56, K)} = /e-"';(’#‘)d’x, d?x; x

x _/ g(1)g* (x3)e(x1-%3)- K

1 . 1
G(K+—2-)G(K—§),
obteniendo finalmente

Faot {(W,(x, K)} = G (x + %) G (x - ;_)
Si ahora aplicamos la transformada de Fourier inversa obtenemos:
= 1 l - — l il-x_j2.
W, (5, K) = F/G.(K + 2) G (K 2) e d?v, (2.30)

Tomemos ahora la funcién Hg, (K, u) para el propagador dada por la ecua-
cién (2.27)
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"Hgp.(K,u) =G (x + ;) G (K - ;) e X

y sustituyendo en la funcién de Wigner para el propagador, ec. (2.30) obten-
€emos

Wo, (0K = gz [ G (K +3) 6" (K- §) cap(-ZK - upe=diu

We (x - kioK’ K)

es decir:

Woo(x, K) = Wo (x - £K, K) (2.31)

relaciéon que coincide con la obtenida a partir de la funcién ambigiiedad.

Podemos observar que la funcion ambigiiedad correspondiente a la senal
después de pasar por la lente, ec. (2.19), después de tomar su transformada
de Fourier, (2.24), o después de ser propagada procesos, excepto por sus
argumentos. De hecho las tres ecuaciones pueden ser representadas mediante
una transformacién de coordenadas de las variables en cuestién, es decir, la
funcién ambigiliedad de la funcién f;(u, w) esta conectada con la de la funcién
f(u,w)

Az (u,w) = Ay(au + bw, cu + dw)

y se puede representar como una transformacién lineal como sigue:

L{A;(u,w)} = Ay;(au + bw, cu + dw)

6 también escrita sdlo sobre las coordenadas:

L(u,w) = (au + bw, cu + dw)

que bien podemos escribir en forma matricial de la siguiente forma

s(8)=(25)(2)
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y lo mas interesante es que la matriz S caracteriza completamente al dispo-

sitivo éptico que se esta estudiando del mismo modo que lo hace la funcién
de transferencia.

Si tomamos la funcién ambigiiedad para el caso de una lente, ec. (2.19),

Ap(u,w) = Ay (u, %.gu+w)

es claro que la matriz que caracteriza a una lente es:
1 0
S, = ( ka ) (2.32)
Fi
Para el caso de la trasformada de Fourier, de la ec. (2.24) tenemos:

Ap(u, w) = A(-w,u)

y la matriz que caracteriza a la transformada de Fourier es :
o -1
se= (1 7)
Lo mismo ocurre con el propagador: segin la ec. (2.29),

Ap(u,w) = A (u - —:——w,w)
ko

la matriz que lo caracteriza es:

Sp = ( s F ) (2.33)

Ocurre 1o mismo para el caso de la funcién de Wigner de una lente ec. (2.22)

k,
W, (p K) = W, (p, K+ —"-p) ,

f
1 0
s=
w=(%7)

Para el caso de la funcién de Wigner del preopagador, la ec. (2.31),

la matriz representativa es
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Wo.(x, K) = Wg (x - k‘iox, K) ’ (2.34)
la matriz representativa es:
Sw.=(1! "% 2.35
we={ o 1 (2.35)

Por lo que podemos notar las matrices representativas son las mismas si se
usa la funcion ambigiiedad o la funcién de Wigner.

2.4 Representacién matricial de una cascada
de dispositivos.

Frecuentemente el sistema éptico estd compuesto de diferentes dispositivos
como los ya mencionados, dispuestos uno tras otro en lo que se denomina
una cascada. Utilizaremos el mismo método para encontrar la funcién am-
bigiiedad del sistema, mediante las funciones ambigiiedad de los diferentes
dispositivos de la cascada. Podemos expresar a la funcién ambigiiedad que

pasa por el primer dispositivo como
Azs(u,w) = LA, ,(u,w)

donde L, representa la transformacion debida al primer dispositivo. El paso
de la seiial que sale del primer dispositivo y entra al segundo dispositivo se

representa como:
Azs(u,w) = LzAzs(u,w)
pero:
Az_,(u,w) = L,A.,(u,w)
y entonces sustituyendo obtenemos:
Azs(u,w) = LAz, (u,w) = LL, Ayr(u, w)

Si la sefial que sale del segundo dispositivo entra a un tercer dispositivo

obtenemos lo siguiente:
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A4,(Il, w) = L3L3L,A‘,(u, w)

Podemos generalizar para el n-esimo dispositivo:

An!(“y wy=L, Lo 2-c------ LlAll(I.I, w) (2.36)

donde las L; representan las transformaciones que actuan sobre A, al pasar
por los n dispositivos que forman el sistema, y obtener finalmente la seiial
A,

La ventaja del método radica en que cada transformacién podemos repre-
sentarla por una matriz S; y el problema de pasar una sefial dptica por una
serie de dispositivos se reduce, de unas engorrosas convoluciones, el método
tradicional, a unas elementales multiplicaciones de matrices de 2 x 2, obte-
niéndose una matriz que contiene toda la informacidon del sistema éptico que
se esta estudiando.

Escrita de manera matricial la ec. (2.36) nos queda:

a b
Sn= ( c d )
la funcién ambigliedad de la sefial de salida sera:

Ay, (u,w) = Ay, (au + bw, cu + dw),

donde los subindices e y s indican entrada y salida respectivamente.

2.5 El problema de la transformacién inversa

Para que el problema quede totalmente resuelto es necesario determinar la
funcién de salida, de la que hasta aqui sélo conocemos su funcién ambigiiedad.
Papolulis ha establecido dos caminos para lograrlo. En uno toma como punto
de partida la funcién ambigiiedad, mediante una integral. En otro se basa
en la matriz S asociada al sistema Sptico total, mostrando directamente su

coneccién con la funcién de entrada. El primer teorema de Papoulis [13] lo
enunciamos a continuacién.
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Teorema 1 La funcidn ambigiedad A; determina univocamente la senial f

Demostraciéon: A partir de la ec. (2.7) podemos escribir:

f(p+ %) fe (p-—- ;) = 4—11;;/_: Ay(u,w)exp {iw - p} dw

si definimos los vectores u, = p+ % ,uz; = p — 3 obtenemos:

S(a) f*(u2) = 74—:—,' /_o; Ay (0y — uz, w)exp {iw(—u%—“z—)} dw  (2.37)

Este resultado quiere decir que una sefial f queda univocamente deter-
minada [12] por su funcién ambigiiedad. Esta “transformada inversa de
la funcién ambigiiedad” siempre puede calcularse tan pronto conocemos la
funcién ambigiiedad de salida. El otro método de Papoulis [13, 14, 15] in-
volucra directamente la matriz correspondiente al sistema total, obtenida

mediante la multiplicacién de las matrices de cada uno de los elementos que
forman el sistema.

Teorema 2 Si el sistema es lineal el determinante de la matriz de transfor-
macion es igual a la unidad, es decir, | S,, |= 1

Teorema 3 Todo sistemna lineal representado por la matriz ( z Z ) donde

c # 0, resulta equivalente a un sistema Sptico formado por tres componentes:
un propagador P(a,), una lente L(3,) y un propagador P(aj3)

En virtud de este resultado podemos escribir:

S

(2 %) =rPenLwmpe

(s )(a 9)(6 )
o 1 5 1 0o 1
l—aag=l:dﬁ|=c
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En tal caso la funcién de salida estd dada por:

flu) = {(f(u) = exp [:g;—u—z-]) - exp [—:—ﬂ;i]} = exp [L‘Z%’_ﬁ] . (2.38)

Teorema 4 Si | S, |=1 yc =0, entonces:
S, = P(a1)L(61)P(az)L(B2)
_ 1 —ay 1 0 1 —ay 1 0
- o 1 B 1 (V] 1 B2 1
en donde:
l—a— d 1—d
ay = ______aﬂzdﬁZ > gz = ——ﬁzd 1 B = —[ad,

en donde 3; es una constante arbitraria y la ec. (2.38) se transforma en:

(G- [52]) oo 22 o]} -

—iBax?
{-—2—— (2.39)

S(u)

= xexp

Consideremos a continuacién un ejemplo, no sélo para ilustrar el método
que proponemos, sino también para contrastar las diferencias con el método
tradicional: El sistemma 6ptico consiste de una lente de distancia focal f. La
.iluminacién en el plano objeto a una distancia z queda descrita mediante la
funcién ¢(z).

Nuestro objetivo es conocer la iluminacion en el plano imagen, también
colocado a una distancia z, del otro lado de la lente. Todo lo que tenemos
que hacer es propagar la funcién ¢(z) a lo largo de la distancia z, atrave-
sar la lente y propagar nuevamente la distancia z. Esto podemos escribirlo
matemadticamente mediante

YP(z) = {(q&(z) = exp [1’:20:2]) exp [“;0;2]} * exp [i’;’:a] (2.40)
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donde 3 (x) representa la seiial de salida en el plano imagen.

Si ahora optamos por el método de las funciones del espacio fase, el propa-
gador es una matriz, la lente tiene su propia matriz, y después el otro propa-
gador se representa por otra matriz. El resultado final es la multiplicacién

de las tres matrices de la siguiente forma:

(E)G DG #)-(157 5059)

Ahora como el resultado de la multiplicacién es la matriz S,, = z Z ),

podemos hacer uso del Teorerma 2 descrito anteriormente. Calculemos los

parametros correspondientes oy a; Gi.

1- (

a z
L= = 2
ko

~

I
B
&

|
-
i
Bl .
|
r R
Il
[

31=—'C='.7°

Con estos resultados utilizamos la ec. (2.38) y se obtiene:

T 2 ikoz?
Y(z) = {(¢(1) - exp ['k;: ]) - exp [’k;; ]} = eXp [‘l::z ]
que es la expresiéon encontrada anteriormente, ec. (2.40).

En el caso de un sistema 6ptico compuesto de n elementos (aberturas,
lentes o espacios vacios), en lineas generales, el método tradicional requiere
del cilculo de n convoluciones. Nuestro método, por el contrario, se reduce
a la multiplicacién de n matrices de 2 x 2 y del cdlculo de dos convoluciones.




Capitulo 3

Aplicacion de las técnicas de
espacio fase a la propagacién de
ondas sonoras :

3.1 La ecuaciéon de onda.
La propagacion de ondas mecdnicas en medios materiales estda descrita por
la ecuacién de onda
2

iy — Ci,%t—'f =0 (3.1)
donde ¥ puede representar una componente del tensor de esfuerzos, la den-
sidad, el potencial de velocidades o la temperatura local del medio. A pe-
sar de que esta ecuacidn coincide con la de las ondas electromagnéticas,
los movimientos ondulatorios presentan diferencias muy importantes. Posi-
blemente la limitacion mds importante ocurre debido a que el principio de
superposicién en acistica sélo es vilido para perturbaciones pequeiias. De
hecho la velocidad del sonido es una funcién creciente de la presién a la que
se encuentra sometido localmente el medio. Otra diferencia muy importante
corresponde a la de los estados de polarizacién. En el caso electromagnético
la polarizacidn es rigurosamente transversal, mientras que en el caso acustico
puede ser transversal o longitudinal, y sélo longitudinal en el caso de los
liquidos. La dptica aciistica geométrica, como la éptica geométrica, corre-
sponde al caso en que las longitudes de onda son muy pequerias. Puede ser
descrita a dos niveles diferentes, igual que la éptica geométrica. Por un lado
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existe la iconal y la ecuacién de la iconal, idéntica matematicamente a las
utilizadas en el caso electromagnético. A un nivel mas elemental también
es posible hablar de rayos acitsticos y trabajar su propagacidén utilizando las
leyes de Snell para la reflexidn y la refraccién. Entre los resultados que se
pueden extender, dentro del limite de pequeifias perturbaciones, esta el princi-
pio de Fermat, que permite determinar la trayectoria de los rayos aciisticos,
y que afirma que la propagacién ocurre a lo largo de rectas sobre medios
de propiedades fisicas uniformes. El paso de una onda electromagnética de
un medio a otro estia descrita por las ecuaciones de Fresnel, mismas que
se deducen de las condiciones de continuidad impuestas sobre la superficie
que separa los dos medios. Tales condiciones imponen la continuidad de las
componentes normales del campo magnético y del desplazamiento eléctrico,
asi como las componentes tangenciales del campo eléctrico y la exitacidn
magnética. En el caso acistico tales condiciones son la continuidad del ten-
sor de esfuerzos de uno y otro lado de la superficie que separa tales medios,
ademas de la igualdad de las componentes normales de la velocidad euleriana
de tales medios [16]. Los resultados. que involucran el indice de refraccién,
son las leyes de Snell para la reflexién y la refraccién, ademds de los coe-
ficientes de transmisién y reflexion que tienen que ver con la cantidad de
energia reflejada y transmitida. El indice de refraccién también estd definido
en funcién del cociente de velocidades sénicas en ambos medios. Su parte
compleja, al igual que el caso acistico también sucede que la velocidad del
sonido depende de las frecuencias, aunque esta dependencia es menos impor-
tante y, por lo tanto, mas dificil de medir. Los fenémenos de interferencias
aciistica tienen la misma base matematica y fisica que los de interferencia
electromagnética. Los fenémenos de difraccién también pueden ser explica-
dos mediante los mismos principios. El principio de Huygens, que se basa en
el principio de superposicion, lleva a los mismos resultados en acistica. La
teoria escalar de la difraccién, como es sabido, depende tanto de la ecuacién
de Helmholtz como del teorema de Green. En éste caso, como es sabido,
existen tres esquemas. El primero requiere de conocer la funcién escalar
junto con su gradiente sobre toda la superficie de la cavidad. El segundo
sélo la funcidn y el tercero sélo el gradiente. Los resultados obtenidos en
estos tres esquemas son comparables a los obtenidos mediante el principio
de Huygens a condicién de limitarlos a los rayos paraxiales. Tales resultados
estdin comparados en el libro de Jackson, seccién (9.8). Lo anterior, en el
fondo, fundamenta la determinacién de los patrones de difraccién mediante
la transformada de Fourier de las aberturas. El propagador, por otro lado,
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estda basado en la ecuacién de Hemlholtz, vilida en acistica para pequeiias
perturbaciones, lo que lo hace aplicable en nuestro trabajo.

El paso de una onda por un material queda descrito tanto por el avance
de la fase, dependiente de la parte real de tal indice, como de su absorcién,
descrita por la parte imaginaria. Hay dos limitaciones importantes en la
aplicabilidad de los resultados obtenidos en el trabajo. El primero tiene que
ver con la pequeiiez de las perturbaciones, lo cudl siempre se puede garantizar.
Basta utilizar transductores de potencia suficientemente pequena. La otra
limitacién corresponde con el uso del propagador. Como puede verse en
nuestro trabajo, de acuerdo con la ec. (2.26), los resultados que presentamos
dependen del desarrollo de una raiz cuadrada:

’ ]
\/kg—ua—ua=ko(1—5’-fg—”2—) zko-—%',’c—';”—z (3.2)

Esta aproximacién también es vilida para los rayos paraxiales.

3.2 La ecuaciéon de Helmholtz

Nuestro punto de partida es la ecuacién de Helmholtz, que se obtiene de
la ecuacién de onda (3.1) al proponer la solucién como el producto de una
funcién ¢(r) que sélo depende de las coordenadas y una funcién arménica
del tiempo, es decir,

&(r, t) = A,d(r) exp{—iwt} (3.3)
Sustituyendo en la eccuacién (3.1) obtenemos

w3

v’¢(l‘) -+ k3¢(l') =0, k2 = c—z (3.4)
Es ficil cerciorarse que la funcién?
() = Bexp {ik - 7} (3.5)

donde | k |= ko, es una solucién de (3.4).

lque recibe el nombre de “onda plana”
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3.3 El propagador acistico

Tomaremos la direccién z como la direccién de propagacién y podemos es-
cribir ademads:

r=(z,y,2)

k = (u,v,w)

donde la magnitud del vector de onda es:

ko = Vu? + v? + w?

lo que nos permite expresar la componente z del vector k como

w = \/k3 — u? —v?

Podemos escribir la solucién general de la ecuacién de Helmholtz (3.4) de
la siguiente forma como una superposicién de ondas planas

P

/ B(u,v)exp {ik - r} dudv

/ B(u,v)exp {i(uz + vy)} exp {iz\/kg — u? — v’} dudv, (3.6)
conocida como representacion de Rayleigh [17, 18]. Tomaremos para w el
valor positivo, que representa la propagacién en la direccién z. En dptica
geométrica el desarrollo del radical \/k3 — u? — v? en serie de potencias pro-
porciona un resultado conocido como aproximacién paraxial, valida si supo-

nemos que los rayos que inciden sobre la superficie difractora son cercanos al
eje optico.

L
u2 + 02\ ? u? + v
V3 —u? —v2 = ko (1——’:3—) zko——2’r (3.7)

Si sustituimos este resultado en la ec. (3.6) obtenemos:

H(z,y,2) = / B(u,v)exp {i(uz + vy)} exp {i [ko - u,"T-’:.v_’] 2} du dv
(3.8)
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Cuando z = 0 simplemente tenemos:

H(z,v,0) = / B(u,v) exp {i(uz + vy)} dudv (3.9)
Si ahora recordamos la definicién de tranformada inversa de Fourier, es
claro que podemos escribir la ec. (3.9) como:
&(z,y,0) = 4r?F~* {B(u,v)},

¥ si aplicamos la transformada de Fourier de esta ecuacién obtenemos:

B(u,v) = —F {é(=,y,0)}

Apliquemos la transformada de Founer a ¢(=x,y,z) dada por la ecua-
cién (3.8):

F{#(x, 4, 2)} = F {¢(z,4,0)} exp {iz (ko - “22::2)}

Usando una notacién mads corta, eliminando el factor de fase exp(ikoz),
ya que no depende de las variables u y v, y definiendo ¢. y o como

é. = F{$(z,¥,2)} y o= F{&(z,y,0)}

obtenemos la ecuacion:

2\
Sy = ¢oexp{—:z (" 2‘,:0" )} (3.10)

Conviene comparar la ec. (2.26) con (3.10), recordando que G y G, no son
sino las transformadas de Fourier de la seifial original y propagada mismas
que corresponden a las variables ¢, y ¢o respectivamente.

El factor P,(u,v) de ¢yv,, en la expresion para ¢,, definido por

Py(u,v) = exp {“" ( )}

se conoce como propagador en z. Entonces podemos escribir la ec. (3.10)
también como :

&x = &Pl(uv v)
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La ecuacién equivalente a la (3.10) pero en variables del espacio real, es
decir, su transformada de Fourier inversa, es

¢: = do = P(z,y) (3.11)

donde * denota la operacién convolucidn, y el propagador en z en el espacio
real es:

Py (z,y) = —;% exp {% (=* +'y’)} (3.12)

Las ecuaciones (3.10) y (3.11) corresponden, respectivamente, con las
ecuaciones (2.26) y (2.25) que antes trabajamos en el caso de sefiales lumi-

nosas.

3.4 La funcién ambigiiedad para el propagador
de sonido

La funcién ambigiiedad calculada en la sefial acistica propagada esta co-
nectada con la sefial original de la misma manera que en el caso de seiiales
luminosas, es decir, de acuerdo con la ec. (2.29)

As(u,w) = Ay ((u - %W,W))

y por lo tanto la matriz correspondiente al propagador del sonido, de acuerdo
con la ec. (2.33) es:
1 —=
= ko
sr=(o F)

3.5 La funcién de Wigner para el propagador
de sonido

Para el caso de la funcién de Wigner del propagador de sonido es la misma
que se encontré en secciones anteriores dada por

We,(x. K) = We (x - f;K,K) (3.13)
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Aplicacién de las técnicas de
espacio fase a la investigacién
ultrasénica de materiales

Determinaremos la funcién de Wigner asociada a una onda plana y al paso
de la misma por una lente delgada. Mencionamos como posible aplicacién de
nuestro trabajo el ‘método de multicapas’ desarrollado principalmente para
Microscopia Electrénica. Después consideraremos el problema de determinar
la funcién de Wigner W de una onda plana que incide sobre un conjunto de
esferas liquidas embebidas en otro liquido. Para simplificar las expresiones
supondremos que tales esferas se encuentran colocadas en un arreglo espacial
periédico, de espesor Az, formando un ‘cristal bidimensional’ que llamaremos
sustrato acustico. Este problema es realmente nuevo, sobre todo por que
la transformada de Wigner W de W no es una funcién lineal de W. Los
resultados pueden ser utilizados tanto en la fisica de los rayos X como en
problemas de Microscopia Electrénica. Sin embargo nuestro objetivo no es
el de calcular la funcién de Wigner W detris del sustrato acistico sino de
conocer el potencial del que se puede deducir la onda transmitida. Para esto
detallaremos el proceso que permite invertir la transformada de Wigner y
lo aplicaremos a nuestro resultado W. El anilisis anterior se llevard a cabo
primero en el caso de un cristal que llamamos “continuo” debido a que la
distancia de separaciéon entre los puntos de la red es pequeiia comparada
con la longitud de onda, seguiremos con un cristal de dimensiones finitas
haciendo un cdlculo mediante las integrales de Fresnel y mediante la espiral
de Cornu. Finalmente terminaremos el capitulo con una seccién dedicada a

37
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un cristal de dimensiones infinitas.

4.1 Funcién de Wigner para una onda plana
que incide sobre una lente.

Consideremos una onda plana g(u) que se propaga en la direccion del eje =z
dada por

g(u) = Aexp{—ik,z} 4.1)
donde A es su amplitud. El niicleo de la funcién de Wigner estd dado por

Hy(p,u) = AA°,
y su funcidén de Wigner esti dada por:

W,(p,w) = AA‘/exp {—iu-w}d?u
= 4m%AA"S(w). (4.2)

Supongamos ahora que incide la onda plana g(u) sobre una lente delgada,
la onda g;(u) que sale de la lente esta dada por la ec. (2.17):

gi(u) = Aexp{—ikoz} - exp {—%u2 s (4.3)
cuyo nicleo H, (p, u) de su funcién de Wigner es:
. ika
H, (p.u) = AA eXP{——-f—p . u} R

y su funcién de Wigner es entonces:

AA‘/exp {—%p . u} exp {—iu - w} d?u

AA* /e)fp {—iu (w + %p)}d’u,

an2AA8 (%p + w) . (4.4)

Wm (P1 W)
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Esta es la funcidn de Wigner a la salida de la lente cuando la onda inci-
dente es una onda plana. Es preciso ahora propagar esta onda que ha salido
de la lente una distancia Az igual al espesor del sustrato acistico. Para lo
cudl nos valdremos de la funcién de Wigner para el propagador, ecs. (2.31)
o (3.13):

W, (p, W) = Wo (p - %:—w,W) . (4.5)

de donde obtenemos finalmente
Woir (P, W) = 472 AA"S (ffﬂp + (1 - éf—z) w) . (4.6)

4.2 Inversion de la funcién de Wigner

El proceso inverso, como ya mencionamos en parrafos anteriores, consiste en
que a partir de la funcién de Wigner regresemos a la funcién en variables
reales. Tomemos como punto de partida la definicién original de la funcién
de Wigner, ec. (2.1)

w,pK)= [~ g (p + -‘21) g (p — 3) exp {~iu - K} d’u (4.7)

Su transformada de Fourier inversa nos proporciona el nicleo H,(p,u)
de la funcién de Wigner, de acuerdo con (2.6), es decir,

u - uy 1 e .
o =0 5+ ) (o) = s [ Wi RO mm - 30
En general, una vez conocido el micleo H,(p, u) podemos continuar de la
siguiente forma: Evaluemos H,(p,u) en p = u/2 y obtenemos

g(u)g*(0) = H, (gu) , (4.9)
como g(0)g*(0) = H, (0, 0) entonces | g*(0) |= ‘/IT,(F,O_) y por lo tanto

9(0) = /H,(0,0)e*
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en donde § no depende de las coordenadas z y y. Sustituyendo g(0) en la
ec. (4.9) obtenemos

H, (!2" “) et

g(w) = H,(0,0)

(4.10)
Esta técnica de inversion la utilizaremos en la seccién (4.6)
También podemos reescribir la ec.(4.8) en funcién de las variables w; y
w; definidas mediante w, = p+u/2, w; = p —u/2, de donde se sigue que
= (wy +w3)/2y u =w,; — w3 y por lo tanto

1 W, +wW .
gtwi)g™(wa) = gz [ W, (2572 K) oxp (K - (wi — wa)} K. (411)
Si sustituimos w; = w y wz = 0 en la ec. (4.11) obtenemos:

9(w)g(0) = =5 Lo W, (3K) exp K - w) PK. (4.12)

de donde se sigue que g(w) queda determinada a menos de un nimero com-

plejo g*(0). Sin embargo el tamaifio de ese niimero estd determinado por la
ec. (4.12) calculada en w = O:

lg(0)* = 4;, A : W, (0, K) d’K. (4.13)

De esta manera podemos determinar la funcién g(w) a menos de un factor
de fase. Apliquemos este resultado para invertir la funcién de Wigner dada
por la ec. (4.6). De acuerdo con la ec. (4.12) tenemos

- had - k Az .
91, (W)gi.(0) = Loo AA"S (E%w + (1 - —7—-) K) exp {{K - w} d’K.
La integral se reduce a evaluar el integrando en

kow

K=-s7-39

es decir
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gip. (W) = |Ale’* exp {—wi_&A—z—)w’} . (4.14)

Este resultado nos permite volver al espacio fisico de las variables reales y

nos servira para detallar un método para calcular la funcién de Wigner de
un modelo de material en la seccién (4.6).

4.3 El método de multicapas

El método de multicapas fue utilizado originalmente en el contexto de la
microscopia electrénica, siendo su objetivo determinar la funcién de trans-
ferencia de una muestra. Para esto, la muestra se descompone en una suma
finita de capas de espesor Az pequefio. El problema se reduce, de esta ma-
nera, a dos: por un lado es necesario determinar la funcién de transferencia

de cada una de tales capas, y por el otro, obtener la funcién de transferencia
que corresponde a su totalidad.

La funcién de transferencia (seccion 2.2) de una capa puede obtenerse
interpretando su efecto como la superposicion de otros dos mas sencillos: En
primer lugar tenemos la transmisién a través de un medio cuya funcién de
transferencia puede escribirse como

2nin(x,y)Az
gm(z,y) = exp (——l(TL) (4.15)
en donde n(z,y) es su indice de refraccion, y en segundo lugar tenemos el
efecto debido a la propagacién a través de una distancia Az, igual al espesor
de la capa, de acuerdo con la (seccién 2.3.5), y cuya expresién matemadtica
se obtiene al sustituir Az por z en la ec. (2.26).

El método de multicapas supone que la onda llegara a otra, de espesor
Az', repitiéndose el proceso anterior hasta alcanzar el grosor de la muestra.
De esta manera, los diferentes sustratos aciusticos estardn caracterizados

por las diferentes funciones de transferencia gas, mismas que dependen tanto
de la composicién de los materiales como de su estructura.
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4.4 EIl sustrato acistico cristalino

Vamos a considerar el problema de un sustrato acustico cristalino que nos
permitird detallar el procedimiento que se debe seguir para determinar la
funcién de transferencia, y que, por su forma, podra ser directamente com-
parado con los métodos usados para la investigacién en estado sélido. Tal
sustrato es una red bidimensional (cuadrada) de gotas de un liquido embe-
bidas en otro.

También supondremos que las esferas colocadas en los puntos de esa red
se pueden aproximar por lentes acusticas, aunque en el siguiente capitulo
expondremos el trabajo que hemos desarrollado para mejorar esta aproxima-
cién. La funcién de transferencia de una lente colocada en la posicién qg,
fig. (4.1), puede escribirse de acuerdo con la ec. (2.16), como

ik,
gr(z.viaw) = g(z.y) -exp | —57 [(z—que)* + (v — qnw)’]} (4.16)
donde gi: ¥ giy son las coordenadas z e y de la lente respectivamente. La
funcién de transferencia asociada a esta capa de espesor Az puede escribirse,
por el principio de superposicién, como
ikc 2 2
9r(z,y32) = 32 g(=,¥) -exp | — 57 [(z~ @)+ (v —au)?]},  (417)
3
en donde la suma debe ser extendida a todas las esferas contenidas en la

capa. Calculemos ahora el nicleo Hy.(p,u) = gr (p + u/2) gr° (p — u/2) de
la funcién de Wigner. gr (p + u/2) estd dada por:

o (p+3) exp{—%l[(pz +3 —q»:,)2 +(p+ 3 - Qky)z]}

mientras que g7 (p — u/2), por:

- u sk, u 2 u 2
S0 (- D)oo+ (o= - )+ (- 2 - 20)])
Haciendo los cdlculos como en las secciones anteriores obtenemos que
Hy . (p,u)/H,(p,u) estda dado por
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Figura 4.1: Sustrato aciustico-cristalino formado por lentes colocadas en los
puntos reticulares qx = (na,ma) de la red, donde a es el .parametro de la
red.
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ko ik,
exp {—TP . “} gexP —2f {(q?. - Q:z) —2p-(qe —q)—u-(qe+ q:)}}
(4.18)
Ahora podemos calcular la funciéon de Wigner mediante la ec. (2.1)

Wor(p,w) = [ exp{—iu-w}H,. (P, u)du, (4.19)

Sustituyendo la ec. (4.18) en la ec. (4.19) se sigue que la funcién de Wigner
Wor (P, W) estd dada por la suma

ik, ? — qf ko
kEJe"P{T" [91_2& +P-(qk— q:)]} W, (p,w +F (p - 3"—'2—*—“—‘)) .
(4.20)
Este resultado corresponde a la funcién de Wigner inmediatamente por detras
del plano de burbujas. Ahora debemos propagarlo una distancia Az de
acuerdo con la ec. (4.5). La funcién de Wigner propagada W, _(p,w) estd
dada por la suma

- ik, [af — ai _Aaz_N. _
Woro(Pw) = ‘f‘_,"exx){ 7 [ CIE (P P W) (e — Q)| ¢ %
<xW,(p — —Azw,w+!&’- P— Lz Tt (4.21)
ko S ko 2

Deseamos ahora aplicar este resultado al caso en que incide una onda
plana. Sustituyendo su funcion de Wigner dada por la ec. (4.2) en laec.( 4.21)
encontramos que la funcién de Wigner W, _(p,w) a la salida del sustrato
acistico estd dada por la suma

W, (p’w) — iko q:z _ qz — _A_z_ .
AmiAA . %exp{T[ e+ (P W) (@ ““‘)]} *

x& (% (p - 5"——2@—) + (1 - i‘-fi) w) . (4.22)
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Apliquemos ahora el método que desarrollamos en la seccién (4.2) para

determinar, a partir de esta funcién de Wigner, la funcién gr.. El nicleo
queda determinado a partir de la transformada de Fourier inversa, ec. (4.8):

Hopp (po0) = o5 [ Wor, (B w)e~dPw,

por lo tanto

o) [ {8255 - (o 220)}

. ko Qr +Qu Az
x exp{iu - w}s ( 7 (p T) + (1 )™ d*w,
La evaluacion de esta integral se reduce, dada la funcién 4, al cdlculo de

su integrando en

w=-F_ Az("—qk;q')

dando como resultado

H,, (p,u) (f —fAz)’ - "zkexp{"‘o [q« 4 b (q _.q,)]} x (4.23)

x ex,,{.-[..__fz(m_q‘)] (_ko(p— 3 )}

f— Az

El siguiente paso algebraico consiste en agrupar los términos que dependen de
q; y los que dependen de q, obteniendo H,(p,w)/AA" (1‘—64) en la forma

Sewe {arexmy [0 -2 (- 3) ] - [ -2 (e 3) ] -0 u)

Después de completar cuadrados para los términos que dependen de qf y
q} obtenemos:
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Hy(p,w) (f— Az)’
AA* J

S exe { s7iasy (o - (e - $))}
Zk:exp{2(f—'k°Az) (aa-(r+3)) }(4 24)

x
Si definimos
= Ko = u =p-_2
O—U__Az—)—, p+—P+2y P_= §" (4.25)

podemos reescribir las exponenciales de la ec. (4.24) como:
pDLLACRLEED B ak i i (4.26)
7 *
Notemos que podemos escribir la ec. (4.26) en la forma
ip(u—P_)? — P (Qu-P)? LA _'2)
R~ CEer (-, am
donde hemos definido:

r(s) = gexp {—ﬁ; (ar — l)’} . (4.28)

La suma debe de extenderse a todos los nodos qx de la red. Conviene escribir
Qs explicitamente en funcién de sus coordenadas q; = a(n, m):

I'(s) = Y exp {——2(}.‘%; [(an — 8)? + (am — a)’]}
= ;exp {-—rfi_-.ko—A'z—)—(an - s)’} Z":exp {—2—(?%—°A—Zj-(am - a)’}

ROMES

donde .
= iko 2 2
y(@t) =3 exp{—2(f z)a (n—1¢) } (4.30)
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Podemos escribir la ec. (4.24) en funcién de v(t) en la forma:

He(Bow) (L=22) — v (7o) (a.31)

4.5 Difraccién debida a la periodicidad espa-
cial del sustrato acistico.

Para establecer que la ec. (4.31) conduce a un patrén de difraccién basta con
demostrarlo con la ec. (4.30), que reescribimos como

¥(t) = exp{~iu(n—12)%}
n
= exp {—ipt’} S exp {—iu (n2 - 2nt)} .
n
kga?

con p4 = rZaAn "

Debemos analizar el comportamiento de v(t) exp{—iut?} = A(t) ya que
| exp{—iut?} |= 1

A(t) = 3" exp {—iun? + 2iunt}. (4.32)

La funcién A(t) es periddica ya que A(T) = 3, exp{—iun? + 2iun(n/p)} =
3= A(0), con periédo T = mw/u. Esto significa que A(t) = A(t+ mT), m =
0,+1,+2, +...., hecho que establece un sistema de franjas. Si 4 es un miiltiplo
esntero de 2w, es decir, u = 2mn, podemos calcular explicitamente el valor
de la suma

A(t) = - exp{—iun?®} exp{2iunt}
= 3 exp{2iunt}

= f: exp{2iunt}. (4.33)
by v

La forma de calcular la suma de la ec. (4.33) es bastante comiin, basta
con hacer
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y finalmente

Si tomamos r = exp{2iut} obtenemos

A) = exp{2iut(N + 1)} — exp{2iut(=-N)}
- exp{2iut} — 1
sen[ut(2N + 1)]
sen[ut]
sen [W%;(?N + 1)]

- (4.34)
sen [45s]

Con este resultado tomemos el lim;_,o de la ec. (4.34), lo que nos propor-
cionard el orden de los picos del patrén de difraccién. Si hacemos u; =
H(2N +1)

I

L sen [ut(2N +1)] lim sen(uit]
150 senfut] = 58 senlut]
sen[u,t] it
- (539 () (=i
Hit
ut
(;N +1). (4.35)

Debido a que las sumas son en d<;s dimensiones el resultado de éste limite es
(2N + 1)?, orden de los picos del patron de difraccion.
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4.6 Sustrato acustico “continuo”

Cuandao la distancia a del sustrato cristalino es pequefia respecto de la longi-
tud de onda de la onda incidente podemos calcular las sumas de la ec. (4.31),
expresadas en funcién de las ecuaciones (4.27) y (4.28), mediante integrales.
Como la suma se extiende a todos los nodos de la red bidimensional, con-
viene colocar el origen del plano ry en el centro de la red. La posicién qi de
un nodo puede escribirse como q = (ak;, ak,), donde k; y k, son nimeros

) .
enteros que varian entre —N/2 y N/2 de manera que la capa bidimensional
posee (N + 1)? nodos. Como los nodos sucesivos tienen Ak

a cada nodo le podemos asociar un cuadrado Ak, Ak

=1y Ak, =
escribir

v = 1 lo que nos permite

2 e~ an-P4)? 2 e~ Blan-P+) Ak Ak,

como @i, = ak; entonces Aq, = aAk, Y Aqy, = aAk,, podemos aproximar

las sumas mediante integrales:

T e Pan-Puy? A___‘7=va ~ L f%‘ e Hle—Pe, gy L j%' et (w-Fe) gq..
* a a J=fl= a -t

(4.36)
esta ecuacion establece la manera de pasar de las sumas de la ec. (4.24) a
integrales con limites infinitos y con limites finitos como el la ec. (4.42) de la
seccién anterior.

La otra sumatoria es compleja conjugada de la anterior y podemos poner
ipa-rr 22:8a 1 (¥ er g, LT g,-ro,)
Zle =3 aiaj#.e dq,.aj_*e »~F-v) dgq,.

(4.37)
Las integrales (4.36) estdn conectadas con las llamadas integrales de Fres-
nel, que aparecen comunmente en problemas de Difraccién{10]. Si se quisiera
hacer el tratamiento para un cristal de dimensiones infinitas basta con hacer
N — oo en los limites de las integrales. Definimos las integrales de Fresnel
por

c(,‘) = ( ) dt (4.38)
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. T
S(s) = /(; sen (%—) dt. (4.39)
que conviene reunir en una sola:
B(s) = /D'e“s'ldt =C(s) + iS(s). (4.40)

Identificando los argumentos de las exponenciales en las ecuaciones (4.36)
y (4.40)

o (qr — P—r)z = ”tzy (4-41)

Esto nos permite reescribir la integral con limites finitos como

1,5 —P_.]? 1w pVE(RR-Pe)
o Laa et rTda = L\ et
LR, e

Cornu desarrollé un método geométrico, elegante, para evaluar el segundo
miembro de la ec.(4.42). Para esto graficé la funcién B(s) utilizando valores
negativos y positivos de su argumento obteniendo la Fspiral de Cornu que
reproducimos en la fig.(4.2) Dado que el argumento s de B coincide con la
longitud del arco de la espiral, el problema se reduce a medir la variable
81 = y/Ja/n(Na/2 — P_.) a lo largo de esa curva lo que nos permite ubicar

el punto B(s,). Repitiendo el procedimiento con s; = /a/n(—Na/2 —P__)
obtenemos el punto B(s;). De acuerdo con la ec. (4.42) el valor del segundo
miembro es el mimero complejo B(1,2) = B(s;) — B(s3) multiplicado por
(1/a) \/7/a. Las otras integrales se evalian de la misma manera.

P_, puede ser expresado en funcién de p y u de acuerdo con su definicién
en la ec. (4.25). De acuerdo con las ecs. (4.26), (4.36) y (4.37) el resultado
completo involucra el producto de cuatro expresiones del tipo de la ec. (4.42).
Conviene introducir la semi-longitud de la muestra { = Na/2 con el objeto
de reducir el tamaifio de las ecuaciones:

1 /7 B(l—patyf)
Bia = Z\/EB(") \\;T.:g—‘—vﬂ”s‘)
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L [T [VEG-P+)
Bos = 2V o8B l\/?(—l-v-#?‘)

Ba = LV/EE 0 VR,

Brs = 2,/ZB(s) ﬁg‘:‘j"p‘j‘;) (4.43)

La evaluacion de las siguientes dos ecuaciones (4.43) corresponde a medir
a lo largo de la Espiral de Cornu de los cuadrantes [/ y IV.

Recordemos que en la seccién anterior las integrales se evaluaron en oo
Y que cada una de ellas es complejo conjugado de la otra, en este caso la
situacién es distinta debida a los limites finitos de las integrales, la funcién
H,(p.u) esta ahora dada por

Hy(p,u) = AA™B, 283 (Bs6B7a. (4.44)

Nuestro objetivo final es determinar, a partir del nicleo H,(p,u), dado
por la ec. (4.44, la propia funcién g(u). De acuerdo con nuestros resultados
de la seccién (4.2), ec. (4.10, tal funcidn queda determinada por el valor del

niicleo H,(p,u) calculado en p = u/2 dividido entre la raiz cuadrada de ese
niicleo calculado en p = u = 0.

U L) = AaaB., (U uy ue vy
b (310) = Axna (S0) B (5002) Bos (5. 02) B ()
donde las B;; que representan cada una de las expresiones para B tienen la
forma
=1 /7 VED
Bia = 2V3B) | /A
1 /7 VEW
Bou = VB l\/?(—n

1w VEU-un)
Bss = ;\/ ;B(S) l\/?(—l—u;)
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Figura 4.2: La espiral de Cornu representa la grafica B(s) = C(s) + iS(s),
donde la variable s toma valores desde —oo a +oco. La localizacién de los
limites —! — pr + uz/2, +l — pz +u /2y —l — py, + uy /2, +l — p, + u,/2 a lo
largo de la espiral en los cuadrantes I y I/l produce los puntos 1, 2 y 3, 4.
Los nimeros complejos B,z y Ba 4 que unen los puntos mencionados son los
valores de las primeras dos ecuaciones (4.43). Para evaluar las siguientes dos
ecuaciones (4.43) se procede de la misma forma pero en la Espiral de Cornu
de los cuadrantes I/ y IV. La localizacién de las B(s) permite calcular el

nicleo de la ec. (4.44)
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4.6. Sustrato aciistico “continuo”™

_ 1 m \/g(‘—"u)
Bre =2V &8 ,ﬂ(-:-u.)
El nicleo #H,(0,0) esti dado por
H,;(0,0) = AA®B,;2(0,0)85,4(0,0)B;5,6(0, 0)B7 (0, 0),

donde cada una de las 8;; tiene la misma forma dada por:

Finalmente la sustitucién de los nicleos Hy(u/2,u) y Hy(0,0) en la ec. (4.10)
nos proporciona g(u) cuya expresién es

VAA* (T B (l-us T(l—u

g(u) = 73— (Z) B(s) ,5?::—1—-‘),) B(s) ,5—;-:—2).) (4.45)

Para el caso de muestras finitas, la funcién g(u) estd representada como

producto de las integrales de Fresnel, y cuyo mdédulo oscila alternativamente

entre maximos y minimos, dando lugar a franjas claras y oscuras, hecho que

normalmente se describe como un efecto de difraccién. Esta oscilacion debe

analizarse para un valor de ! fijo, como funcién del vector u. Si { toma

valores del orden de la unidad, es decir, { = 1, tales efectos son muy notorios,

y van disminuyendo en la medida en que las dimensiones 2!/ de la muestra

van creciendo, hasta desaparecer completamente en el caso de un “sustrato
acistico” de dimensiones infinitas.



Capitulo 5

Tratamiento para rayos no
paraxiales

La solucidén propuesta en el capitulo anterior para una esfera y para un arreglo
bidimensional de esferas se hizo suponiendo que cada una de las esferas se
comporta como una lente de distancia focal f y que el tratamiento es valido
sélo en el caso de rayos paraxiales, es decir, aquellos que inciden cerca del
eje éptico.

Entendemos la distancia focal de una lente delgada como la distancia
medida entre el plano donde se encuentra la lente y €l punto donde convergen
los rayos después de pasar por la lente, a condicién de que este conjunto
de rayos sean paralelos entre si. En el marco de la éptica geométrica esta
distancia resulta independiente del angulo que forma este haz de rayos con
el eje optico de la lente. En realidad es necesario imponer la condicién de
que ese angulo sea pequefio, limitando la definicién de la distancia focal y
la discusién del problema de formacién de imagenes a los llamados rayos
paraxiales que no sdélo forman angulos pequefios con el eje Sptico sino que
también se encuentran cerca de ese e€je.

Para analizar el problema de los rayos no paraxiales proponemos una
generalizacion del concepto de distancia focal que utilizaremos con las lentes
acisticas esféricas. Para un rayo incidente dado, el eje Sptico es aquella
recta paralela a ese rayo que pasa por el centro de la misma de la esfera.
Definimos la distancia focal para un rayo incidente como la distancia entre
el centro de la esfera y el punto donde ese rayo corta el eje Sptico. El plano
perpendicular al eje Sptico que pasa por el centro de la esfera viene a jugar
un papel parecido al plano de una lente delgada, motivo por el que recibira

54
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el nombre de “plano de la esfera.” Una vez adoptado un eje dptico, un rayo
paralelo a ese eje puede no incidir en la esfera. Para tal rayo hablaremos de
una distancia focal infinita. Si por el contrario tal rayo si incide en la esfera,
en general sufrird dos refracciones, una para entrar y otra para salir. Puede
verse que la distancia focal que hemos definido sélo depende de la distancia
entre el rayo incidente y el eje éptico. En lo que sigue consideraremos positiva
esa distancia si el punto de convergencia estd detrds, respecto del sentido de
avance del rayo, del plano de la esfera.

Un haz de rayos paralelos cuya distancia r al eje Sptico es la misma
tienen una misma distancia focal f(r). Este conjunto de rayos incidentes
constituye la superficie de un cilindro de radio r, cuyo centro coincide con el
eje Sptico de la esfera. Si ahora consideramos el conjunto de rayos paralelos
que se encuentran entre dos cilindros de radios r y r + Ar, y Ar es pequeiia,
entonces todos esos rayos convergen en un mismo punto, a una distancia
f(r). Quizds convenga, para mayor claridad, describir este “tubo” de rayos
mediante su interseccidén con el plano de la esfera, que no es sino la zona
anular comprendida entre r y r 4+ Ar.

Consideremos un rayo aciistico A48, fig. (5.1), que incide en la esfera
paralelamente al eje 6ptico, que sufrird dos refracciones, una al entrar en B
y otra al salir por C de la esfera, para cruzar finalmente el eje dptico en el
punto focal D. La posicidn a lo largo del eje 6ptico del punto D depende
de la posicion del punto B, donde incide el rayo, que podemos ubicar ya
sea mediante el dngulo 6, o mediante la distancia al eje r;. De esta manera
podemos escribir D = D(r;). Para rayos paraxiales r; = 0 y D(r;) debe ser
independiente de r;. Si llamamos 6, el angulo de refraccién, de acuerdo con
la fig. (5.1)..1a distancia focal D(r,) esta dada por

D(r;) = R[cos(20, — 6,(r;)) + sen(26, — 6,(r;)) cot(26;(r;) — 26,)}. (5.1)
donde R es el radio de la esfera, ,, el angulo de refraccién, y 6,, el angulo
de incidencia satisfacen la ley de Snell:
sen 6; < 7

= I 5.2
sen 6, [ ”i ( )
donde ¢; y ¢, son las velocidades del sonido fuera y dentro de la esfera, respec-
tivamente, mientras que 7; y eta, los correspondientes indices de refraccién.

Las ecuacidnes (5.1) y (5.2) determinan para cada 6; una distancia focal
D(6:(r;)) que nos perrnite interpretar una esfera como una superposicion de
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Figura 5.1: Un rayo aciistico AB que incide en una esfera de radio R, pa-
ralelamente al eje dptico, sufrird dos refracciones, una al entrar en B(r;) y
otra al salir por C(r;) de la esfera, para cruzar finalmente el eje éptico en el
punto focal D(r;). Para el cdlculo numérico de D(r;) se supusoque R=11y

sen 6;/ sen @, = 4/3, es decir, que la velocidad del sonido en el interior de la
esfera es 75% de su velocidad en el exterior.
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0.' sen 9,‘ 0,- sen 0,- D(a,')
0.157 | 0.156 | 0.117 | 0.120 | 1.983
0.314 | 0.309 | 0.233 | 0.232 | 1.933
0.471 | 0.453 | 0.347 | 0.348 | 1.852
0.628 | 0.587 | 0.456 | 0.448 | 1.744
0.785 | 0.707 | 0.558 | 0.530 | 1.616
0.942 | 0.809 | 0.651 | 0.686 | 1.474
1.099 | 0.891 | 0.731 | 0.668 | 1.328
1.256 | 0.951 | 0.794 | 0.713 | 1.190
1.413 | 0.987 | 0.834 | 0.740 | 1.077
1.571 | 1.000 ; 0.848 ; 0.750 | 1.007

Tabla 5.1: Valores calculados a partir de las ecuaciones (5.1) y (5.2) para el
angulo de refracciéon 6, y la distancia focal D(6;) para diferentes valores del
angulo de incidencia ; y un indice de refraccién de 4/3

anillos de diferentes radios. El que hemos analizado en la fig. (5.1) corres-
ponde al anillo cuyo dngulo de incidencia en la esfera se encuentra entre 6; y
6; + A6;. Tal anillo se comporta como una lente de distancia focal D(8;(r;)
dada por la ec. (5.1).

Como el valor de la distancia focal D(r;) depende del angulo de incidencia.
mediante un programa de computadora dividimos el intervalo [0,7/2], en n
subintervalos iguales. Para un indice de refraccién c;/c, = 4/3 y cada uno
de estos subintervalos, calculamos el dangulo de refraccién y la distancia focal
D(6;). En la tabla 5.1 aparecen los valores niumericos de D(6;(r;)) para
una divisién en 10 subintervalos y una esfera de radio R = 1. La distancia
focal varia, como puede observarse, entre 1.000 y 1.98. Este iltimo valor
corresponde a pequerios angulos de incidencia y no es sino la distancia focal
de una esfera vista como lente gruesa.

Las variables r; y D(r;) estin conectadas mediante la ec. (5.1). Dado
que D(r) es la distancia focal en funcién del radio r, llamemos rp al valor
de r; que corresponda, de acuerdo con la ec. (5.1), con D(r;) = D. A cada
distancia focal D le corresponde un angulo de incidencia 6y y un radio rp
proyectado en el plano de la esfera.

El andlisis en funcién de rayos termina aqui. En el caso de una lente

hay una distancia focal dnica que nos permite transformar la funcién de
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Wigner de acuerdo con el paso por una lente, seguida de la transformacién
de Wigner que va desde la lente hasta el punto donde se desea calcular el
campo acistico, es decir, propagarla una cierta distancia, proceso que es el
mismo que el descrito en el capitulo anterior. Si g es una onda acistica que
incide sobre una lente y g; la que sale de la misma mientras que W, y W,
representan las correspondientes transformandas de Wigner, entonces éstas
Gltimas estin conectadas entre si, de acuerdo con la ec. (2.22):

k
W, (%K) = W, [x, K + 3°x) (5.3)
Si ahora nos interesamos en el campo acustico de la onda transmitida a
una distancia Az por detras de la lente debemos “propagar tal resultado™.
La funcién de Wigner propagada esti dada por la ecuacién

W, (x,K) = W,, (x - £K, K)

(5.4)
Sustituyendo la ec. (2.22) en la ec. (5.4) obtenemos

Az Az ko
Wgt,,(xa K)= Wg (x — K-K,K (1 - —b—) + -Bx

Este resultado depende de dos aproximaciones. La expresién para la
ec. (5.4) requiere de “rayos” poco inclinados respecto del eje, de acuerdo
con la ec. (3.7), es decir, rayos paraxiales respecto de la direccién. La parte
correspondiente al paso por una lente depende de la ec. {(2.14), misma que
requiere que el “rayo” esté cerca del eje Sptico de la lente.

Queremos mejorar la aproximacién obtenida mediante la ec. (5.5). Al
considerar una onda plana que se propaga inicialmente a lo argo del eje Z,
eje 6ptico del sistema, satisfacemos la condicién de paraxialidad requerida por
la ec. (3.7). Supongamos que tal onda es efectivamente plana dentro de un

cilindro de radio R, y que incide sobre una esfera de radio R < R,, colocada
sobre el eje de ese cilindro.

(5-8)

Aquella parte de la onda que se encuentra en
la seccién anular entre R y R,, cuya drea es w (R2 — R?), no incide en la

esfera. Por el contrario, aquella parte de la onda que se encuentra dentro del
cilindro de radio R tiene una distancia focal dada por la ecs. (5.1) y (5.2). Es
imprescindible notar que, al descomponer la onda plana incidente en anillos,
de acuerdo con los rayos correspondientes, que los caminos épticos recorridos
no coinciden, habiendo perdido la coherencia entre ellos, sin embargo, este
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resultado no es consecuencia de la aproximaciodn, sino del paso de la onda por
una esfera. Por lo anterior proponemos la siguiente aproximacién al problema
de una esfera:

- Ro Az Az ko 27r dr
Wae, (0.3 = [ [ (x -6 32K (1 - 55) + pey=) | < [
(5.6)

donde D(r) es la funcién cuya definicién implicita esta dada por las ecs. (5.1)
y (5.2). Como puede verse, la aproximacion propuesta no es sino una com-
binacidn lineal de funciones de Wigner cuyos factores de peso son propor-
cionales a las secciones eficaces 27r dr correspondiente al inverso de la dis-
tancia focal 1/f(r).

A un nivel practico quizds convenga trabajar la ec. (5.6) dividiendo la
integral en dos partes, una sobre r < R y otra sobre R < r < R,. Esta dltima
es una fraccion de onda plana, mientras que la primera podria sustituirse por
una funcién de Wigner dada por la ec. (5.5) con una distancia focal promedio
<D>:

Woo, (0 1O =@ [W’ (x B K%:-’K (1 - <%z> + <I;;>x)] +
+8 [w, (x- x%’-, x)] (5.7)

en donde a y 3 son factores de peso.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

A lo largo del presente trabajo hemos desarrollado un método utilizando las
funciones del espacio fase con el cual nos es posible tratar las funciones de
transferencia de diversos sistemas Spticos y aciisticos, o de manera general
para el andlisis de la propagaciéon de ondas. Inicialmente el método nos per-
mitié analizar algunas componentes comunes de los sistemas Spticos desde
una nueva perspectiva que tiene como fonido un tratamiento matemadtico
matricial, permitiendo sustituir un problema de convolucién por el de mul-
tiplicacién de matrices de dos por dos. Dicho procedimiento involucra de
manera general los siguientes pasos:

1. Se debe de conocer la funcién de transferencia de la sefial de entrada
al sistema.

2. Los diferentes procesos que sufre la sefial corresponden a los efectos
de las lentes, las rejillas, las aberturas, los desplazamientos y las ab-
sorciones; cada una de las cuales actia sobre los argumentos de las
funciones de Ambigiiedad o Wigner.

3. El proceso inverso permite tomar la matriz caracteristica del sistema
a la salida del mismo y reconstruir la sefial utilizando el teorema de
Papoulis.

Extendimos el método de las funciones de espacio fase a fenémenos a-
ciisticos, lo que nos permitié encontrar el propagador de sonido que coincide

con el propagador para sefiales de luz y con una representacion matricial

60



61

idéntica. Se demostré que el método de las funciones de espacio fase es apli-
cable incluso, a muestras con “motivos multiples” como el sustrato aciistico
que propusimos, donde el material estd compuesto de lentes liquidas colo-
cadas en un arreglo periédico bidimensional y sumergidas en otro fluido. El
arreglo es propuesto como una analogia con un cristal donde se puede cono-
cer el patrdn de difraccién al incidir sobre é] rayos X. La razén de limitar
nuestro trabajo al caso de los liquidos es que en éstos sélo hay ondas longi-
tudinales. En los sélidos hay ademads ondas transversales y ambos conjuntos
deben ser tomados en cuenta al imponer las condiciones a la frontera. Este
hecho introduce, al menos aparentemente, serias dificultades que no trata-
mos en el presente trabajo Con el acercamiento cristalino para el sustrato
aciistico pudimos obtener los siguientes resultados importantes:

1. El modelamiento de una capa de material mediante un enfoque crista-
lino nos permitié encontrar la funcién de transferencia de dicha capa,
punto importante para poder utilizar el método de las funciones de
espacio fase.

2. Con el mismo enfoque cristalino demostramos la tradicional periodici-
dad para un patrén de difraccién, debido a la periodicidad espacial del
sustrato. :

3. En el caso de un cristal cuyo parametro de red es pequefio comparado
con la longitud de onda utilizada pudimos aproximar las sumas me-
diante integrales, hecho que nos llevé a utilizar la espiral de Cornu,
siguiendo el andlisis de difraccién a la manera de Fresnel.

Finalmente, pensando en la facilidad que resulta el proponer esferas (bur-
bujas) en lugar de lentes liquidas, propusimos un método para estudiar una
de ellas visualizandola como una superposicién de lentes. Tal superposicién
esta basada en un estudio tipo Sptica geométrica para rayos acisticos. A par-
tir del la funciones de espacio fase fue posible conocer la intensidad actstica
a la salida de la esfera, vista como la suma de las intensidades individuales
para cada una de las lentes y dependientes de la distancia focal.

Las lineas de investigacidn que puede seguir el presente trabajo estin di-
vididas tanto en aspectos esperimentales como en teéricos. Bajo un esquema
experimental se puede plantear el estudio de materiales con simetria periédica
espacial, en tales casos, a la luz de las velocidades del sonido de los diferentes
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materiales involucrados, deben analizarse los patrones de difraccién experi-
mentales. Este estudio nos permitra conocer la estructura del sustrato de la
misma manera en que se determina la estructura cristalina a partir de los
patrones de difraccién de rayos X.

Siguiendo un esquema tedrico proponemos seguir nuestro procedimiento
pero aplicado a sustratos sin simetria periddica espacial, como son los llama-
dos materiales celulares, entre los que cabe mencionar las espumas y las emnul-
siones. Es posible darle un enfoque experimental a este dltimo aspecto, ya se
trate de espumas o de emulsiones es posible ulilizar su patrén de difraccién,
el cudl nos permitirda medir los parametros estadisticos de las distribuciones
de las dimensiones caracteristicas de tales agregados celulares.
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