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TESIS: Modelos de Control Semi-Markoviano en Espacios de Borel
Alumno: M. en C. Fernando Lugue Vdsquez

In this thesis we deal with semi-Markov control models with Borel
state and control spaces, poOssibly unbounded cost and not necessarily
compact constraint sets. We consider optimal control problems with
performance indexes in discounted cost and average cost. The objecti-
ve is to extend to the semi-Markovian context, classical results on
Markov control models. In the problem with discounted cost index, we
study the existance of optimal stationary policies, a characterization
of the optimal policies and some results of approximation. Under the
regularity and continuity—-compacity conditions we show the existeaence
of optimal stationary policies and we characterize the optimal cost
function as the minimal solution of the optimality equation. Under
suita ble conditions, the optimal policies are those whose cogt fun-—
ction is solution of the optimality equation. In the correspoanding
part of the approximations we show the convergence of the value ite-
ration and the policy iteration algorithms; other approximations are
also discussed. The average caseis studied in two parts: In the first
one, we considerthe problem using the approximation with discounted
problems; under the regularity and continuity compacity conditions and
imposning conditions on the optimal cost functions of the discounted
case, we show the existance of solutiouns to the optimality equation
and the existence of optimal stationary policies. In the second part,
the problem is studied applying a trans=formation on the semi-Markov
model and a Markov model is obtained from which is possible deduce re—
sulss of the original model. In adaition of the regulurity aand conti-
nuity—-compacity conditionswe consider ergodicity conditions; We show
the existence of solutions to the inequality of optimality and of the
optimality equation and the existence of stationary optimal policies.
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Capitulo 1
Introduccién

En esta tesis se estudian los modelos de control semi-Markovianos en los que el
espacio de estados es un espacio de Borel, con costos posiblemente no acotados
conjuntos de control no necesariamente compactos. Se analizan problemas de control
optimoe con indices de funcionamiento en costo descontado ¥ en costo promedio.

Esta clase de modelos, cuyas aplicaciones se encuentran principalmente en teoria
de inventarios. teoria de colas y modelos de mantenimiento-reemplazo (ver [3]. [21].
[22], [30]. {32]). ha sido ampliamente estudiada en el casu en que el espaciu de estados
es un cunjunto numerable (ver [4], [6]. [5], [11], [21], [30]. [32]. [35]. [37]). [38]. [41]).
En el caso en que el espacio de estados es un espacio de Burel. podemous mencionar
[2], (3], [22], [33] v, hasta donde conocemos. modelos de control semi-Narkoviano con
la generalidad que se considera aqui. se han estudiado itnicamente en [24]. [43] » [44].

El objetivo de este trabajo es extender al contexto semi-NMarkovianu mencionadeo.
algunos resultados cldsicus para modelos de control Markoviano.

La parte correspondiente al caso descontado (Capitilo 3). se Lasa en [24]. [44]
» en ella se estudia la existencia de politicas Sptimas. iteracion de valores. iteracidn
de politicas » otras aproximaciones. La existencia de politicas Sptimas para este
problema cuando el espacio de estados es de Borel, se estudia en [2] dunde se consid-
eran conjiintos de control compactos. una condicién de continuidad débil en la lev de
transicién v semi-continuidad en la funcién de costo. En este trabajo se consideran

conjuntos de control no necesariamente compactos. se impone la condicidn de inf-
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compacidad a la funcién de costo y una condicién de continuidad fuerte en la ley de
transicién. El andlisis de aproximaciones a la funcién de costo descontado cuando el
espacio de estados es espacio de Borel, se hace por primera vez en [24]. Lous resultadus
que se obtienen, extienden algunos de los resultados en [15] para modelus de control
Markoviano. El anailisis del problema con costo promedio, se hace en dos partes.
En la primera (Capitulo 1), se estudia la existencia de politicas dptimas mediante el
método del factor desvaneciente v, escencialmente se extienden algunos resultados en
[27] » [28]. Para modelos de control semi-Markoviano. este método se uriliza en (3]
con las mismas condiciones de continuidad-compacidad que en [2]. Las condiciones

en la familia de funciones de costo relativo que se consideran en esta tesis. son mas

generales que las condiciones de equicontinuidad v acotamiento uniforme qne se in-

troducen en [3]. En la segunda parte (Capftulo 5). se estudia el mismo problema

usando condiciones de ergodicidad en el modelo del tipo de condiciones utilizadas
en [8] v [9] para modelos de control Markoviano. Aplicando una transformacién. in-
troducida por P.J. Schweitzer en [37], se obtiene un modelu de contrul NMarkoviano
del cual es posible deducir resultados del modelo original. Para modelus de control
semi-Markoviano con espacio de estados numerable. este método se usa en [5], (6]
[30], {37], [40] v [41] pero. hasta donde conocemos. no se habia usadu en modelos de
control semi-Markoviano con espacio de estados de Borel.

El contenido de la tesis estd organizado de la siguiente manera: Después de esta
introduccién, en el capitulo 2

se definen los elementos principales del modelu de

control, los indices de funcionamiento, se enuncian algunas condiciones de regularidad,

continuidad ¥ compacidad y se demuestran algunos resultados qie se nrilizan en los

siguientes capitulos. En el capitulo 3 se estudia el problema coun custo descontado

v en los capitulos 4 v 5 se presentan los resultadus correspondientes al problema en
costo promedio. En el capitulo 6. se presentan las conclusiones del trabajo » algunos
problemas abiertus. En el apéndice se incluyen las definiciones de algiinus conceptos
v resultados que son utilizados en la tesis.

Terminologia y notacidn. Dado un espacio de Borel XN es decir. in subcon-

junto de Borel de un espacio métrico separable completu. B(X) denota la o—3lgebra



de Borel de X. Si X ¥ Y son espacios de Borel, un kérnel estocdstico o probabilidad
de transicién en X dado Y es una funcién £(- | -) tal que P(- | ) es una medida de
probabilidad en X para cada y € Y fijoy P(B | -) es una funcién medible en ¥ para
cada B € B(X) fijo. M(X) denota la familia de funciones reales medibles definidas

en X ¥ M, (X) es la subfamilia de funciones medibles no negativas. R (R,) denota
el conjunto de los niimeros reales (no negativos).




Capitulo 2

El modelo de control

semi-Markoviano

1
—

Introduccidn.

[&]

.2 Descripcién del modelo de control.

[&]

.3 Indices de funcionamiento.

.4 Condiciones de regularidad. continuidad y compacidad.

(&)

0

5 Comentarios y conclusiones.

2.1 Introduccion.

En este capitulo se definen los elementos principales del modelo de control que
estudiaremos en este trabajo. También se definen los criterios de optimalidad o indices
de funcionamiento que se considerardn en esta tesis Vv se plantea el problema de control
Sptimo. Bajo condiciones de regularidad, continuidad » compacidad. se demuestran

algunos resultados preliminares que se utilizardn en los siguientes capitulos.
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2.2 Descripciéon del Modelo

Definiciéon 2.1. El modelo de control serni-Markoviano (MCSM). que denotare-
mos por (X, A, {A(x) | r € X}, Q. F, D,d) consiste en los siguientes elementos:

1. Un espacio de Borel X, llamado el espacio de estados.
2. Un espacio de Borel A. llamado el conjunlo de controles (o acciones).

3. Una coleccién {A(x) | £ € X} de subconjuntos medibles no vacios de 4.

donde A(x) representa el conjunto de controles admisibles cuando el sistema estd en

el estado x: € X; el conjunto
K:= {(r.a) |z € X, a€ A(x)}
es un subconjunto de Borel de X x A y supondremos que contiene la grifica de una

funcién medible f : X — A, de modo que f(x) € A(x) Vr € X. Denotamous por F al

conjunto de funciones con esta propiedad.
4. Una probabilidad de transicién Q(- | ) en X dadou K, llamada la ley de
transicicn.

5. Una funcidén medible (¢, (x,a)) — F (¢ | x,a) sobre R x K tal que /(- |, a)
es una funcidon de distribucién para cada (x,a) € K. llamada la distribucidn de los

tiempos de transicion.
6. Las funciones de costo D y d en A (K).

Dos casos particulares importantes de NCSAMIs son lus siguientes:
a) Modelo de control AMarkoviano en tiempo discreto (MICN). Es el casu en que la

distribucién de los tiempos de transicién esta dada por

F()z.a) =0 sit<]l



b) Modelo de control Markoviano en tiempo continuo: En este caso, la funcidén de

distribucién de los tiempos de transicién estd dada por:

F(tyz,a) =1 —exp(—XA(z,a)t) sit >0

0 si t<O.

con A : K — (0. 20).

Interpretacion. Un modelo de control semi-Markoviano. representa 1in sistema
estocdstico controlado que evoluciona de la siguiente manera: En el tiempo t = 0. el
sistema se encuentra en un estado inicial 1y € X y se elige un control an € A(xg):
entonces ocurre lo siguiente: Se produce un costo inmediato D(xn.ap): el sistema
permanece en el estado z¢ un tiempo 8, el cual es una variable aleatoria con funcidn
de distribuciéon F (- | xg. ap); transcurrido &;, el sistemna evoluciona al estadou .y € XN de
acuerdo a la ley de probabilidad Q(- | g, ae) 3 por el tiempo transcurrido hasta que
la transicién wcurre, se produce un costo cuya razén es d(ig.an). Cnando el sistema

se encuentra en el estado x,, se elige un control a; v el proceso contimia en esta forma
indefinidamente.

Sea Hg := X y para n = 1.2,..., definimos el conjuntou de historias admisibles

hasta la n-ésima transiciéon por
H, = (K x R)" = X.
Un elemento en H,, , que llamaremos una n—historia, es un vector de la forma
Ny = (xo.a0.61, ccc.fny. Anay &,.0,,) (2.1)
con (arr.ap.dp ) €e KxR,y parabh=0.1.....n — 1. v, € X.

Definicién 2.2. Una politica o estrategia de control es una sucesion = = {m, }7%,
de probabilidades de transicién en .4 dado H,, que satisfacen la restriccidon 7, (A(2,) |

hp) =1Vh, € H,. n = 0.1. .... Denotamos por II al conjuntu de todas las politicas.



9

Una politica w# = {m,} € II se dice que es estacionaria. si existe f € F tal que

(B | ) = Ig(f(zn)) VB € B(A).

Identificamos a la politica
subfamilia de las politicas estacionarias con el conjunto F.

m con f v ala

Sea (£2..A) el espacio medible candnico en el que Q es el espacio producto (X =
AxRL)™ v A la o—algebra producto correspondiente. Los elementos en €2 son de la
forma = = (xy.ap.8,,21,a;.6,,...) ¥ las provecciones o variables coordenadas x,,. a,
¥ 8,41 con valores en X. A, » R, respectivamente, son las variables de estado. control
v tiempo de transicién. Por un teorema de C. Ionescu Tulcea (ver {1] Theorem 2.7.2.
p. 109). para cada estado inicial £ € X y cada politica 7 € TI, existe ina medida de
probabilidad PF tal que VB € B(A). C € B(X)y hp € H,, comoen (2.1). n =0,1.....
se tiene:

PI(xg =x) =1,
Pl(a, € B | h,) = 7,(B | hy).
Pl(®np1 € Clhn.a, . bng) = Q(C | . a,)
v
Pr(bpsr S t ) hp,an) = F(t | a.ay,).
Las variables aleatorias &,. 8;, ... son condicionalmente independientes dadu el proceso
o, ap, Ly, Ty, -..
Para una politica @ € Il, la variable z,, describe el estado del sistema en el tiempo
de la n—ésima transicién, cuando se eligen los controles de arerdo a la politica 7. Es
claro que. en general, dicho estado depende de la evolucion del sistema en las primeras

n — 1 transiciones, pero en el caso de una politica estacionaria f. {#,}72 4 resulta ser
una cadena de Markov con probabilidad de transicién

QG| =, f(x)).

Lo anterior es una consecuencia de propiedades de la esperanza coundicional y la

propiedad (2.4) a la cual llamaremos la propiedad de Alarkor.

Sea 1" =0 rara n. = 1.2,. sea ]’, = - (5)_-', es decir, T,. es el tiem o de la
A k=3
n— ésixnu transicion.
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Para t = 0, sea y = x, si T, < t < T,41. Si la distribucién de los tiempos de
transicién F (- | x,a) es de la forma definida en b), entonces {y:;¢ = 0} es un proceso
de Markov, mientras que en cualquier otro caso (no exponencial), {y::¢ > 0} es un
proceso no-Narkoviano.

Denctaremos por E£7 a la esperanza correspondiente a FPT.

Nota 2.3. Para una politica estacionaria f € F, usaremos la notacién abreviada
(x. f) por (x, f(x)). En particular, D(x, f) = D(x. f(x)). d(x. f) = d(x. f(2)) v
Qe &, f) = Q- | =, f(=)).

2.3 Indices de funcionamiento

Consideraremos el indice de funcionamiento en cosfo descontado » el indice de
funcionamiento en costo promedio. En el primer caso se considera un descuento en
costo continuo (con descuente a > 0), es decir. nna cantidad de  unidades en el
tiempo 1 es equivalente a ce~°' unidades en el tiempo presente.

Definicién 2.4. Para a > 0, & € X v 7 € II. se define el costo total esperado
a—descontado (es decir, con descuento a) por

oo by
Va(r.x) := ET[3C e~ T { D(x,,an,) + d(£,.a,) A et }].
n=0

La funcidn de costo optimo a — descontado se define entonces como
Va(z) := ;2]{1 Va(m.x)
 se dice que una politica @ es @ — dptima si V,(7".a) = V, () Vo € X.

Definicidon 2.5. Para x € X y 7 € I, se define el costo promedio esperado por

n-1 , .
(., ) :=lim sup £7 Zk:(){D(J[;,g:;+ Srprd(an.ar)}

n—-oo

La funcién
J(x) = -’23 J(7, x)
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es el costo promedio dptirno y una politica w* € II es dptima en costo promedio

(CP-éptima) si

J(x) = J(«*,x) YV e X.

A continuacidn definimos algunas funciones que intervienen en el desarrollo del

trabajo.

Definiciéon 2.6.
{=~]
Aoz, a) = /D e~StF(dt | x. a),

1 —AC,(:I:,a)Y (2.6)

Ta(z,a) := = 2.

Co(x,a) 1= D(x,a) + To(r,a)d(x.a).

7(x,a) ;= /(;w ti(dt | x.a).

C(x,a) := D(x,a) + 7(x,a)d(x. a).

Usando propiedades de la esperanza condicional. podemos escribir

oo 7i—1

Va(m, z) = ET{C.(x0, a0) + Z H AL Cre. ar)Co (e, a,)} (2.

n=1 k=0

J
~!
~—

E7 5328 Clry. ax)
ErSRIy (s, ar)

J(w,x) :=limsup
N——00

Un problema de control serni-Alarkoviano (PCSAI) se compone de un MCSM ¥

un indice de funcionamiento. Dado un PCSM. el probleina de control dptimo consiste

en encontrar una politica " bajo la cual. el indice de fuincivnamiento es Sptimo: es

decir. si 1(57.x) es el indice de funcionamiento. entonces el objerivo es encuntrar nuna

politica 7 € I tal que

1w .r) = 7{_2% »(mw.xr) Yee X.
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2.4+ Condiciones de regularidad, continuidad y com-
pacidad

Como es usual en esta clase de modelos ([24], {30], [32], [33], [38], [44]). supondremos
que se satisface la siguiente condicidn de regularidad, la cual garantiza que en un
intervalo de tiempo finito, no puede ocurrir un nimero infinito de transiciones (ver
Proposicion 2.11 c)).

Hipdtesis 2.7 (H2.7). Existen = > 0 y # > 0 tal que
FO|xz,a)<1l—= V(r,a) € K.

También introduciremos una clase de funciones » una hipdtesis que asegurard. en
h P
particular. la exitencia de “minimos medibles” (ver Lema 2.13 a)).
Definicién 2.8. Una funcién v : K — R se llama inf-compacta en K si para

cada xx € X vy r € R. el conjunto {a € A(x): »(xr,a) < r} es comparto.

Observacién 2.9. Si» : K — R es inf-compacta en K entonces para cada
z € X, »(r,+) es semicontinua inferiormente (s.c.i.) 3 acotada inferiormente en A(x).

Hipdétesis 2.10 (H2.10). a) D es inf-compacta en K » d(ir,-) es s.c.i. en A(x)
para cada @ € X.

b) La ley de transicién Q es fuertemente continua en .1, es decir. para cada funcién
7 : X — R medible ¥ acotada v = € X, la funcién »' definida en A(xr) por

v(@) = [v@)Qy | w.a)

es continua.

c) F(t ]| ax..) es continua en A(r) paracadar e X vt € R.

En las siguientes dos proposiciones se demuestran propiedades importantes de las

funciones introducidas en la Definicién 2.6.

Proposiciéon 2.11. Si H2.7 se cumple. entonces:

a) p:=infk 7(x.a) = =0,
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b) pa i=supk da(z,a) <1,
e) Prizes, b, =oco]=1VreX, 7l

Demostracion. a) De la definicién de 7(x,a) y» H2.7 se tiene,

r(z.a) = [CLF(dt|z,a)= 5°(1 — F( | x,a))dt

> (1 — F(t | z,a))dt = =6 V(zr,a)e K,

por lo que p > =0.
b) Sea (ir,a) € K. De la definicién de A, (z,a). la férmula de integracién por

partes y H2.7,

Aq(z,a) = [fCeF(dt |x.a)=qa [T F( | :x a)dt
= a[f(,g et |z, a)dt + [T e~ ™MF(t | x.a)dt]

<(1—s)(1—e ) +e <1
por lo que g, < 1.

c) Sean - € X y 7 € II. Entonces de propiedades de la esperanza cundicional »

b) se obtiene

ET[e2Z00% | mg, ap. 71, ay,...] = ET[S2 A (xn.an)] = 0.

de donde 302, 6, = oc Pl —-cd. B
Proposicién. 2.12. Si se satisface H2.10, entonces para cada » € X v a > 0.
a) Ag(#.-). 7a(r,-) » 7(x.-) son funciones continuas en (.r).
b) C,, ¥ C son funciones inf-compactas en K.

Demostracién. La parte a) se sigue de H2.10 ¢). Para demostrar L). notamos

primero que las funciones C, v C son funciones s.c.i. ». parax € X v r € R,

D, :={a€ A(x): Cua(z,a) <r} C {a€ A(x) : D(r,a) < v} =: F..
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Puesto que D, es cerrado y F,. es compacto se tiene que D, es compacto lo que de-

muestra la inf-compacidad de C,. De la misma forma se demuestra la inf-compacidad
de C. 8

Finalizamos esta seccién con un lema en el que se demuestran dos resnltados que

serdn de gran utilidad en los siguientes capitulos. El primero es un resultado de los

llamados *“teoremas de seleccién medible”. mientras que el segundo es un resultado

de intercambio de limite ¥ el infimo.
Lema 2.13. a) Si 77 : K — R es medible e inf~-compacta en K. entonces la

funcién
- := inf w(«r,
*(x) LA w(x,a)

es medible v existe f* € F tal que (usando la notacidn introducida en la Nota 2.3).
(&) =v(x, f°) = mi (e, Ya: X.
(@) = v, ) = min v(ra) Vi€ X

b) Sean v y v, (n = 1,2,...) funciones medibles e inf-compactas en K tales que

vy, T v. Entonces para cada a2 € X,

1

lim rm{l) tn(x,a) = mln v, a)

Demostracion. a) Puesto que v es medible e inf-compacta en K. entunces para
cada r € R. el conjunto U/, := {(x,a) € K : v(«x.a) < r} es medible y el conjunto
{a € A(x) : v(xr,a) < r} es compacto. Luego la demostracion de a) se sigue del
Corolario 4.3 en [31]. '

b) Puesto que w,, T 1, para « € X,

tp(r.a) < v(x,a) Va € A(r). n € N.

es decir,
. ’
min_ v, (r, a min_ ©(x,a) =: v'(a
agA(r) nlaa) < agA(x) (. ) )
¥y por lo tanto
I(x) := lim min 1',,(.1' a) < '(x).

n=—co aeA(r
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Fijemos x € X y-definamos los conjuntos Ay := {a-€ A(x) : w(a,a) = vV (=)} ¥
A, = {a € A(x) : v.(z,a) < v'(z)}. Estos conjuntos son compactos no vacios ¥
A, 1 Ay. Para cada n € N, sea a,, € A,, tal que Lo

Un(x, an) = I}‘(g)l vn(x, a). »

Por la compacidad y la convergencia A4, | Ao, existe ap € Ap y una subsucesién {a,,}

tal que a,, — aqg. Por la monotonia, para cadan = 1,2, ...
1, (T, an) = vn(xz,an) Vo, = n
por lo que haciendo i — oc, la semicontinuidad inferior implica
I(z) = vn(x,a0) YVn=1,2 ...

¥, por lo tanto.
I(x) = v'(r). @

2.5 Comentarios y conclusiones

En este capitulo se definieron los elementos principales del MCSMI. lus indices de
funcionamiento y algunos conceptos relacionados. Se enunciaron las condiciones de
regularidad. continuidad » compacidad bajo las cuales se estudiardan lus problemas
de control dptimo en los siguientes capitulos y se demostraron algunos resultadus
preliminares.

Ndtese que el “teorema de seleccion medible” en el Lema 2.13 a). generaliza la
Proposicién D.6 en [13]. donde la funcidén ¢ es s.c.i.. acutada inferiormente e inf-
compacta en K. Asimismo, el Lema 2.13 b) es una generalizacién del Lema -.2.4
en [13] donde las funciones 1 y 1y, (n = 1.2,...) son s.c.i.. acotadas inferiormente e

inf-compactas en K.



16

Capitulo 3

Indice de costo descontado

2.1 Introduccidn.

.2 La ecuacidn de optimalidad en costo a —descontado.

[

.3 Condiciones suficientes para (3.4).

[N

1o

.4 Aproximaciones.

[

.53 Comentarios y conclusiones.

3.1 Introduccion.

En este capitulo se considera el PCSM con indice de costo descontado quie consiste
en el MCSM (X, A, {A(x) : = € X},Q, F,D,d) (ver Definicién 2.1) » el criteriov de
optimalidad de la Definicion 2.4. Los resultados que se presentan son una extensién
al contexto semi-Markoviano de los resultados en [15] para modelos de cuntrol Marko-
viano. Se demuestra que bajo las condiciones de regularidad. continuidad v compaci-
dad (ver H2.7 y H2.10) e imponiendo una nueva hipdtesis (H3.4). la funcion de valor
optimo es la minima solucién en A/, (X) a la ecuacion de optimalidad. También se

demuestra la existencia de politicas estacionarias éptimas » algunous resultados de

aproximacion.
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Problemas de este tipo con espacio de estados numerable y conjunto de controles

finito o compacto, se consideran en [21], [22], [30] 3 [32). En [2] se estudia el problema

cuando el espacio de estados es de Borel y el conjunto de controles es un conjunto

compacto.

3.2 La ecuacion de optimalidad en costo aa—descontado

Sea a > 0 y sean C,h(-,+) ¥ A.(:,-) como en la Definicién 2.6. Decimous gque una

funcién medible v : X — R es una solucidn de la ecuacin de optitnalidad en costo

a—descontado (a—EQOCD) si satisface
u(xr) = min {C,.(x,a) + A, (x, a)/ w(y)Q(dy | x.a)} Vo & X.
a€A(x) x
El resultado principal en esta seccién (Teorema 3.5) establece. baju condiciones
adecuadas. la existencia de politicas estacionarias dptimas Vv 1nna caracterizacién de

la funcidén de valor éptimo V() como solucién de la a—EOCD. es dercir,

Vi(x) = min {Ca(e,a) + Aa(.a) A Va()Q(dy | 2. a)} Vi & X. (3.1)

Para @z € X y 7w € I, denotamos por V7 (w.x) (n = 1.2....) el coustu esperado

a—descontado hasta la n—ésima transicion, es decir.
n—1

bie
Vi(m,x) = EZ{3_ T [D('L‘k a) + d(ay, ar) A o (:_‘“‘ds] }.
i

e m={)

Ndtese que
VI G, @) T Vi, ®)

v [ef. (2.7)]

n—1k-—1
V(7. x) = EI{Ca(xo.a0) + 3_ [T Dal(£;.a;)Calwr,ar)}.
=1 j=0

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacion:

k=1
Al =1 » Ak := HA(,(:nj,aj) para bk =1,2.....

F=0
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por lo que podemos escribir

n—1
VI(m,z) = BI[3° AkCa(zk,ar)), n=1,2,..
k=0
¥ fver (2.7)]
od
Va(m, ) = EI[3 ALCa(zx, ar)).
k=0
Definicién 3.1. Para u € M (X), definimos la funcién T'u en X por

Tu(x) = a:gl‘ia){c,,(z,a) + A,,(:::.a)/u(y)Q(dy | z.a)}

Nétese que la ecuacidn (3.1) puede escribirse en la forma
Va(e) = TV, (x)

v por el Lema 2.13 a), si se satisface H2.10 entonces 7T es una funcién de A7 (X) en
AL (X). NStese que la ecuacién anterior, V,, = TV, significa que 1}, es un punfo
fijo del vperador T. Este es un hecho importante en el que algunos autores se han
basado para demostrar la ecuacidn (3.1) usando técnicas de punto fijo (por ejemplo. el
Teorema de Punto Fijo de Banach). Aqui seguiremous una variante de estas técnicas.

usando la funciones que definimos a continuacién.

Definicion 3.2. La sucesidén {1,}52 de funcioncs de ileracidn de valores se

define por 1g(x) :=0Vr € X v paran =1,2

tn(r) = mingea@){Culx,a) + A,(x,a) [ tua ()Q(dy | w.a)}
= Tt (x) = T"ry(x).
Observacién 3.3. Parar € X v 7= {7,} € II.
o () < ./A Co (@, ap)mo(dao | ©) + A A, (x,a0) /:\ 1 (£1)YQR(duay | . ap)wo(dao | ).
Iterando esta desigualdad se obtiene, parar € X, n = 1.2,...

1y, (2) < VI (7). (3.2)
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De hecho, para cada n fijo, se puede demostrar que la igualdad se cumple en (3.2)

si 7 es una polftica (que depende de n) tal que V7 (w,-) = ”é% veE(ar. ).
k)
Denctamos por I19, el conjunto de politicas m € IT tales que V., (7, x) < co Va: € X.

Hipdtesis 3.4 (H3.4) I1° es no vacio.

Por ejemplo, si H2.10 se cumple vy si 0 < Ch(xr,a) < R V(r.a) € K y una

constante 7, entonces H3.4 se cumple va que en este caso (por la Proposicién 2.11

b)),
R

1— pa

s
‘/Q(W,I)SZp2R= vre X, w1l

n=0

En la siguiente ecuacidn (3.3) usamos la notacién de la Nota 2.3.

Teorema 3.5. Si el NICSM satisface H2.7, H2.10 » H3.4, entonces:

a) v, T Vi, ¥ V, es la funcién minima (puntualmente) en A/; (X)) qite es solucidn
de la a—EQOCD (3.1);
b) Existe f, € F tal que f,(r) minimiza el lado derecho de (3.1). es decir.

Va(xz) = Ca(z, fu) + A(,(x,ff))A Va(@)Qdy | x. fo) Yo e X (3.3)

v fa es a—dptima. Reciprocamente, si f, € F es una politica a —dptima entonces

satisface (3.3).
c) Si v € Il es tal que V,(7*,-) es solucién de la a —EOCD 1y satisface

nll_{wggE}' [AZV (7", 2,)) =0 Vo € X. = € TI". (3.4)
entonces 7" es a—Jéptima, es decir, V,(7*, ) = V,(x) Vo € X.

d) Si C,, es acotada en K, entonces V, es la #inica suhicién acotada de la a —EOCD.
En la demostracién del Teorema 3.5 se usara el siguiente lema.

Lema 3.6. Supdngase que se satisfacen H2.7. H2.10 » H3.4.
a) Si v € AfL(X) es tal que u > Tu, entonces u > V7,.

b) Si u es una funcién medible tal que v < Tu v

Jlim E7 [AZu(zn)] =0 Vo e X. = € IV, (3:5)



entonces u# < V,.

Demostracién. Si v > Tu, se sigue del Lema 2.13 a) que existe /' € F tal que
V€ X,
w(®@) = Cala. f) + An(r,f)/u.(y)Q(dy | =, ).

Iterando esta desigualdad se obtiene

=1 k=1 n—1
w(a) 2 EL[Cae. f) + 3 T1 Aalx;, [)Calzr, ar)l + BLTT Aals, Su(za)]
k=1 3=0 =0

», puesto gque u = 0.
u(x) = VI ([, x).

Haciendo 1. — oc se tiene

u(x) 2 Va(f,z) = Vao(z) Vx € X.

b) Supdngase que u < Tu ysean z € X y 7 € I1”. Entonces. para n = 0,1, ...,

ET[ATH u(E01) | hpoan] = ALY [u()Q(dy | 0. ay)
= AL [Cu(xn,an) + Ao(wn.a,) fu(y)Qdy | o, a,) — Co(ay,. a,)]

> Al[u(x,) — Cu(rn . an)l.

Luego,

ALCo(Tn,an) = —ET[ATY u(enr) — Alu(e,) | hy.oan). (3.6)
Tomando esperanza ET en cada lado de (3.6) ¥ sumando sobre n = 0.1....t — 1 se
obtiene

Va(m, @) 2 u(z) — EF[ALu(a)].
Haciendo ¢ — oo en la desigualdad anterior, de (3.3) se sigue quie
Vo(m.x) 2 u(x)
. puesto que = € II” es arbitraria,

Va(z) =2 u(x). @
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Demostracién del Teorema 3.5. Puesto que el operador 7' : Al (X) —

A4 (X) es mondtono (es decir, u = v ==> Tu > Tw), se sigue por induccién que la

sucesidén {7, } C Al (X) es no decreciente ¥, por lo tanto. existe v € A/, (X)) tal que

vy T w.
Por el Teorema de la Convergencia Mondtona se tiene que para (x.a) € K,

Colx.a) + A,,(a:,a)/r,, (NQ(dy | x.a) T Calx.a) + Aalr, a)/‘u(;l/)Q(d;l/ | =, a)

v por el Lema 2.13 b) se tiene que limy—co 705 () = Tu(x). es decir, 1 es una solucién
ala a—EOCD

u(x) = Tu(x).
Por el Lema 3.6 a). se sigue que

u(x) = Vo(xr) Vvre X. (3.7)

Pour otra parte, haciendo 7 — o0 en (3.2) se obtiene

u(z) < Vo(m,x) Vo e X. m € IL.

de donde se sigue que
u(r) < Vo(r) Vo € X. (3.8)

Combinando (3.7) y (3.8) se obtiene que u = 1/, v por lo tantu. 1}, es una solucién a
la a—EOCD. Finalmente, si u’ € Al (X) satisface T« = ' entonces por el Lema 3.6
a), u’ = V, lo que completa la demostracién de a).

b) Por la Proposicién 2.12 » el Lema 2.13 a). existe [, € F c¢pie satisface la

ecuacion (3.3). Iterando se obtiene

Vi(x) = EL [S5 ARCa (@, an)] + EL[AYV, (o n)]

n={ =

>VN(fa.z) VN 21 € X,

Haciendo N — oo se tiene V1, (2) = Vo(fa.x). Puestu que la desigualdad inversa se

cumple trivialmente, se sigue que V,(x) = V,(fa.x) Ve e X.
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La segunda parte en b) se sigue del hecho de que para cualquier politica esta-
cionaria f € F,

Vall,w) = Cul@, S) + Au(, /) [ Vald )Ry | 2, ).

c) Aplicando el Lema 3.6 b) se obtiene

Vo(m@,z) < Vo(z) Vz e X,

por lo que 7 es a—dptima.
d) Sea u € A/, (X) acotada tal que

u = Tu.

De a), se tiene que u > Vi, y, puesto que se satisface (3.5). se signe del Lema 3.6 b)
que u < V. Por lo tanto, u=1,. @

Ndétese que en la demostracién de d), tinicamente se usé el hecho de que cualquier
funcién acotada en A7, (X ) satisface (3.5). Por lo anterior, si Vi, satisface (3.5) en-

tonces es la 1inica solucién de la a —EOCD con esta propiedad.

3.3 Condiciones suficientes para (3.4)

Comoe puede verse en el Teorema 3.5, la condicién (3.4) permire caracterizar a

las politicas a—4ptimas. En esta seccién suponemos que se satisfacen H2.7, H2.10 v
H3.4 » deseamos dar condiciones suficientes para (3.4). Denotamos por #,. 4. Ay ¥

Ay las siguientes condiciones:

Ap: C,(x.a) es acotada en K.

A, : Existen dos miimeros positivos m 3 /3 con Fp, < 1. » una funcién medible nou
negativa w : X — R tal que V(z.a) € K.

1) Ca(x.a) < mw(x).

2) fw()Q(dy | x,a) < Bw(x).
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Ay : C(x) 1= 323 Ci(z) < oo Vz € X, donde Co(x) := sup,c a¢x) Calr.a) ¥
! S A(T)

Ci(z) = sup Aa(z,a) [ Ce-s(@)Qdy | 7, a)
acA(r) .
para t = 1,2,....
Ayt limy_eo ET[ARVL(7',2,)] =0 Vi, # € II° y z € X.

Teorema 3.7. a) A; implica A;41 (i = 0,1,2) v Az implica (3.4).

b) Si A; se cumple para algiin i = 0,1, 2, 3, entonces una politica 7 es 6ptima si
¥ solo si V, (7", ) es una solucién de la a—EQCD.

Demostracién. a) A, = A,. Es suficiente con tomar mn cualquier cota superior
de Cy(x,a) y w() =1.

A} = 4,. Por un argumento de induccidn, se prueba que

Ci(z) € (Bpa)mw(r) Ve X.t=0.1

Por lo tanto,

) rrw ()
C(xr) < 1= p. < oc.

Ay, == Az. Seanx € X y w € IIY arbitrarios. Probaremos primero que
Va(m,xz) < C(x). (3.9)

Obsérvese que

EZ[ALCo(xn) | hncrhano] = AR A (201, @nea) S Co()Q(dy | e, an_1)

IA

ATT1C (2 21)
¥ tomando esperanza se obtiene
ET[AZCo(x,)] < ET[ALIC1(#n-1)]-

De la misma forma, para n > 1,

EZ[ALCu(za)] = EZIALTCi(@n-)] = .

1A

Ef[An(xo.an)Choy (#1)] (3.10)

IA

EZ[Cn(To)] = Cn(x).



De (3.10) y el hecho que Ca(zn, an) < Co(x,) se tiéné que
EF[ALCalmn, an)] < EZ[AZCo(zn)] < Gn(=),

lo cual implica (3.9). Ahora, si ™ y 7’ son dos politicas arbitrarias en II" entonces, de

(3.9),
ET[ALVa(n',zn)] < EF[AZC(za)].

Ademas,

EI[ALC(wn) | hnr,anoal = AL [ 3520 Ce(y)Q(dy | zn—1.an—1)
= AL 322, An(Tneyy Gney) S Ce(y)Q(dy | stiney.an—y)

< ALV 20 Cer1(@na)-

Tomandoe esperanza £ y procediendo inductivamente,

ET[ALC(zn)] < ET[AZT 20 Crra(ann)] < ...

< ET[3R6 Cran(xo)] = 720 Cran(x).

por lo que

Ms

EF[AVa(m", )] < 3 Ci(x) — 0

t=n

cuando 77 — oo puesto que C(x) es finito.

b) Se sigue de a) v del Teorema 3.5. 8

3.4 Aproximaciones

En esta seccidn, consideramos otros tipos de aproximaciones a la funcidn de custo

1,,, diferentes a las “aproximaciones sucesivas” o iteracién de valores que se 1tilizé en

el Teorema 3.5. Suponemos que se cumplen H2.7, H2.10 » H3.4.

a) Aproximaciones con costos acotados.
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Sea C7(x,a) una sucesién de funciones no negativas, acotadas e inf-compactas
en K tal que C2(z,a) T Ca(z,a) [por ejemplo, las funciones truncadas CJ(x,a) =
min(C.(x,a),n)]. Para = € X y 7 € II, definanse las correspondientes funciones de

costo, por:

ol
Un(w,x) := ET 3 e T Cl (5., ax) (3.11)
k=0
v
Un(x) := 42](:'1 U, (7, x). (3.12)
Para cada » € A4 (X), sea Thv la funcidén en A7, (X) definida por
Too() == min {Ci(z.a) + Aalz. @) [2@)Qdy | =, a)}. (3.13)

Observacidn 3.8. Si C, se reemplaza por CJ}. entonces por el Teurema 3.5 d).

a-c

la funcién 1/, (-) es la vnica funcién acotada en A/, (X)) que satisface
U (x) = TU, (). (3.14)

Proposicion 3.9. La sucesién {l/,,} es mondtona creciente » converge a V,.

Demostracién. Puesto que C} T C.,, la sucesion {1/, } es creciente » por lo
tanto existe una funcién u en A/ (X)) tal que U/,, | u. Haciendo 11 — =c en (3.14). se

sigue del Lema 2.13 b) que v = Tu y por el Lema 3.6 a). v > V.. Pur utra parte,

U, < V;, Yn. de donde se sigue que v < V[, y. por lo tanto. 1 = V,. es decir. [/, T V,. @
b) Aproximaciones recursivas con costos acotados.
Sea 7T, como en (3.13) ¥ sea {u,} la sucesion definida por

ug =0

Uy, = Thunp—, paran 2> 1.
es decir,

un(z) = min (Ci(z.a) + Au(w.a) /u,,_,(y)Q(dy | z, a)}.
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Proposicién 3.10. La sucesién {u,} es mondtona creciente y converge a V.

Demostracién. Con argumentos andlogos a los que se usaron en la demostracion
de la Proposicién 3.9, se obtiene que existe una funcién + tal que u, [ + » v > V.
Por otra parte, para cada nn = 0,1, ..., up(x) < Vi (7,z) Vo € II, o € X (ver (3.2))
por lo que u, () < V,(x). Haciendo n — oo se tiene que v(x) < V,(x) » por lo tanto

uy TV, B

c) Iteracion de politicas.

Sea fu € F una politica estacionaria tal que wo(x) = V,(fo.0) < > Vo € X.
Entonces
wolx) = Calz, fo) + Aalz, fo) /w(,(y)Q(dy |a. fo) Vre X (3.13)
», por el Lema 2.13 a), existe f; € F tal que
Two(e) = Cala 1) + Da(a. 1)) [ woln)Qdy | 1) (3.16)
donde 7" es el operador en la Definicién 3.1.
Sea wy(x) = V,(/f1.x). En general. dada f, € F. sean u.',,(;::j = Vi, ([n.2)
Ju+1 € F trales que
Twn(x) = Cu(r. fny1) + Ao, fn+1)/w‘n(!/)Q(d!/ b fust). (3.17)
Proposicién 3.11. Existe «w € A/, (X) tal que w,, | w ¥ Tw = «. Si ademas.
Jim E7 [Afw(z,)] =0 Vere X. 7 € II. (3.18)

entonces w = V.
Demostracion. Probaremos primero que {w«,, } es una sucesién decreciente. De

(3.13) v (3.16) se sigue que
wo(@) Z Culw. f1) + D@ 1) [wol)Qy | . 12)
e iterando esta desigualdad se obtiene

wo(x) = Valhi.x) = w, ().
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Por un argumento similar se obtiene que para cada n = 1,2

wp = Twp 2 Waay

(3.19)
¥, por lo tanto, existe una funcién w & 1\4+(X) tal que w,, | w. Puesto que w, = V, Vn,
w = Vo, (3.20)

Haciendo 7 — oo en (3.19) y aplicando el Lema 3.3 de [16] se concluye que
w = Tw.

Si w satisface (3.18), entonces por el Lema 3.6 b), se sigue que w < V|,

v por (3.20)
se obtiene w = V,. @

3.5 Comentarios y conclusiones

En este capitulo se obtuvieron los siguientes resultados relativos al

problema de
control dptimo en costo descontado:

1) Existencia de politicas estacjonarias Sptimas ) caracterizacion de la funcién
de costo V7, como la minima solucién (puntual) de la o« —EOCD. En el caso en que

C, es acotada en K, V7, resulta ser la \inica solucién acotada de la a—EOCD.

2) Caracterizacién de las politicas éptimas como las politicas @ € Il tales que
Va(ar,-) es solucidon de la a—EOCD. Aqui es importante resaltar la importancia de la
condicién (3.4) ¥ las condiciones Ay, A4,;, v A, suficientes para (3.4). Una forma mas

general de la condicién A, aparece en Lippman [22]. mientras quie en [2]. se considera
una condicién del tipo .4,.

3) Aprouximaciones a la funcion de costo V7, por los métodos de iteracidon de valures.
iteracidén de politicas ¥ aproximaciones con costos acotadus. Es importante notar el
cardcter mondtono de la convergencia en cada caso lo que hace posible. mediante 1a
elecciéon de aproximaciones adecuadas, deducir propiedades de 17,. Especificamenre.
suponer que {wy,} es una sucesién de funciones en X tal que w,, T 1,. comu es el caso

de las funciones de iteracién de valores » las funciones en las aproximaciones a) » L)
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de la seccién 3.4. Entonces, por ejemplo, si las funciones w,, (n = 1,2,...) son s.c.i. o
convexas o mondtonas, se sigue, V,, es del mismo tipo. respectivamente.

En relacién con 3), observamos que en [2] se consideran conjuntos de control
A(x) compactos, C, es s.c.i. y la siguiente condicién de continuidad débil en la ley

de transicién: Para cada 7 : X — R continua y acotada, la funcién

' (ax,a)

= /7.'(;1/)Q(dy V. a)

es continua y} acotada en K. Bajo estas condiciones. las fiitnciones de iteracién de
valores v, resultan ser s.c.i. ¥, por lo tanto, V, es s.c.i. Si lus conjuntus (&) no son

compactos. las funciones v, no necesariamente resultan ser s.c.i.; véase [23].



Capitulo 4
Indice de costo promedio I

4.1 Introduccidn.
4.2 La desigualdad de optimalidad.
4.3 La ecuacidn de optimalidad.

4.4 Comentarios y conclusiones.

4.1 Introduccion

Una forma de estudiar los PCSMs con indice de costo promedio (ver Definicidn
2.5), es mediante la aproximacién con problemas con indice de costo descontado,
como puede verse en [3], [4]. [21]. [22], {30], [32]. (33] » [38]. Para modelos de control
Markoviano. este método esta relacionado con Teoremas Tauberianus. Siguiendo
este enfoque. en este capitulo se dan condiciones para la existencia de soluciones
a la ecuacion de optimalidad asi como para la existencia de politicas estacionarias

Sptimas. En el Capitulo 5 veremos otra forma de estudiar esta clase de problema.
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4.2 La desigualdad de optimalidad

En todo este capitulo, = € X es un punto arbitrario pero fijo. Para a > 0. sea

Va (') la funcidén de costo éptimo a—descontado (Definicién 2.4) » definimos
ho(x) i= Vo(x) - Va(z), e X. (4.1)

Uno de nuestros principales objetivos es llegar a la ecuacion de optimalidad cn
costo promedio (EOQCP) (4.14). para lo cual empezamos por garantizar la existencia
de soluciones de la desigualdad de optimalidad (4.3). Con tal fin se introducen las
siguientes condiciones.

Hipdtesis 4.1 (H4.1). Existen IV € A/ (X) y constantes positivas . v ¥ ag
tales que Va € (0. ap)

a) all(2) < K;

b) la(e)] < 4N () Vo € X;

c) Para cada z € X, a —— [N (y)Q(dy | x,a) es continua v

sup N()Q(dy | v, a) =: L, < oz
agA(r) /-
d) supsea)7(x.a) =: Al < oc para cada x € X. (recuérdese que 7(s.a) es una

funcién estrictamente positiva -ver Proposicién 2.11 d).)

Proposicién 4.2. Si H2.7, H2.10 y» H4.1 se cumplen. entonces existen una
funcién medible /& definida en X, una constante j* y una politica estacionaria f* € F
tales que Var € X,

Jh(z)] < N () (4.2)

¥
(x) = minecaw {C(@.a) — 5 7(x.a) + L h()Qdy | r.a)}
(4.3)
=Cz. f*) =iz, )+ [ h(y)Qdy | =. f7).
Para modelos Markovianos en tiempo discreto. (4.3) implica que /- es CP-Sptima

como puede verse en [28]). Sin embargo. en el caso semi-Markoviano. no se tiene un
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resultado que permita afirmar que f* es CP-6ptima y, por lo tanto, (4.3) es un paso

intermedio para obtener la EOCP (-4.14).

Para la demostracién de la Proposicion 4.2 se necesita el siguiente lema en el cual

se supone que se cumplen las hipdtesis de la propesicién.

Lema 4.3. a) Existen una constante j* y una sucesién a(n) { O tales que

Lima(n)Vae(2) = j° (44)
b) Para cada &z € X existen a, v a,, (n =1,2,...) en .4(.:) tales que
Vi (@) = Catn) (@ @n) + Aoy (@,an) [ Vaim ()Qdy | @ ay). (+.5)
3 a, es un punto de acumulacién de {a,,}.
Demostracién. a) Sea j* :=limsup al/,(z). Por H4i.1 a). j° es finitu » existe
a0

una sucesién a(n) | O que satisface (4.4).

b) La existencia de a, (n = 1,2,...) que satisface (4.5) se sigue del Teorema

Para la demostracién de la segunda parte en bL). definimos las funciones

3.5 b).
h,G, : X — R (n=1,2..) por
h(y) :=li’m§:x‘}f hoony(y) = Aim G, (). (4.6)
v
G(y) = ,1§£ Naay (). +4.7)
Sea x € X fijo. Si definimos
Wa(z.a,9) := C.(x.a) + A, (x.a) /!I(!/)Q(d!/ | . a).
entonces de (2.6), (4.1) ¥ (4.3). se sigue que
(4.8)

Wam(r, an. Il,,(,,)) = lagy(x) + a(n) V0 (2) Tan (£ an ).

Para cualquier ¢ > 0. por H3.1 a). d) ¥ (4.6). existe n(c) » una subsucesion {a(w;)}
de {a(n)} tal que Vrn; = n(c).

Wamo (8, an, . lamy) < 7(x) + KA +€ (4.9)
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v sumando Agm) (T, an,) SYN(@)Q(dy | z,a,,) en ambos lados de (4.9), de H3.1 ¢),
(4.7) 3 el hecho que 0 < A,(x,a) < 1, se obtiene

Wam(z,@n;, Gn, +YN) € h(x) + 7Lz 4+ KM, + €.

Puesto que Cun(x,a) T C(z,a), Aamy(z,a) T 1y Gu,(¥) T h(y) cuando 1y — oc,
los conjuntos

D; :={a € A(z) | Womy(x,a,Gn, + yN) <7},

con r = h(x) 4+ vLo + KM, + €, forman una sucesién decreciente de cronjuntos

compactos no vacios que convergen al conjunto compacto no vacio
D(z) = {a € A(®@) | C(@.a) + [(h +2N)()Qdy | .a) < r}.

Por lo tanto, existe a, € A(x) ¥ una subsucesién de {n;} que denotamos de nuevo
por {7n;} tal que an, — a.. M

Demostracién de la Proposicién 4.2, Sean ir € X un estado arbitrario pero

fijo, € > 0 ¥ {a(rn;)} =: {A@HE)} ¥ {an,} =: {b:} las sucesivnes en la demustracién del
Lema 4.3. De (4.8) ¥ el hecho que 7,(x,a) < 7(x,a) se tiene que

Wan (e, b, hyy) < ham(x) + BEWam (2) (o, by).

Por (4.4), (4.6), el Lema 4.3 ¥ la continuidad de a —— 7(x.a) (ver Pruposicién

2.12),
existe i(¢) tal que Vi > i(¢).
Waw (. b;,G;) < h(x) + 5 7(a, as) + ¢ (4.10)
Sea I > i(¢) un niimero entero arbitrario y sea i > !. Entonces. de (4.10).
Wan(r bi.Gr+AN) < h(e) + 3 7(r.az) + v [ N@)Qdy | .by) + ¢, (1.11)
Tomando liminf, ., en (4.11), de H4.1 ¢) se obtiene:
Clr.as) + [(Gi+ANYWQy | w.a,) < h(w) + j*7(x.a,)
4.12)

+ [AN()QUy | w.a;) +c.
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¥y por el Teorema de la Convergencia Mondétona (puesto que G, T /),
Clw,a0) + [ MQdy | @, az) < W(@) + 577 (2,a2) + €. (4.13)

Puesto que ¢ es arbitrario, la desigualdad en (4.3) se sigue de (4.13). Por iltimo, la
existencia de f* € F tal que se satisface la igualdad en (4.3). se sigue del Lema 2.13
a). @

4.3 La ecuacién de optimalidad

En esta seccidn, se establecen condiciones que garantizan la existencia de solu-
ciones de la EOCP (4.14) y la existencia de politicas estacionarias CP-Sptimas.

Sea {a(n)}. la sucesién en el Lema +4.3.
Hipdtesis 4.4 (H4.4). La sucesién {#,(m)} es equicontinua.

Teorema 4.5. Supdngase que las hipdtesis del Teorema 4.2, asi como Hd.4 se

cumplen. Entonces existen una funcién continua /.. una constante 5~ > 0 v f € F tal

que:
a) Vee X :
h(x) = mingea){C(z.a) —j*7(x,a)+ [ h(y)Q(dy |, a)}
(4.14)
=C(z, f*) =3 7(=, [+ [ h()Qdy | =. S~).
b) Si
nli_r&—b:"'\,—'("ﬂ-)—=o vre X, m eIl

entonces f* es CP-éptima v J(f*,x) = J(x) = j~ Vo € X.
Demostracién. a) Por el Teorema de Ascoli (ver {34] p. 179). junto con H4.1
b) v H4.4. existe una subsucesién de {a(n)} que denotaremos de nuevo por {a(n)} v

una funcién continua 2 definida en X tal que

"li_rroxo hamy(x) = h(x).



34

De la a—EOCD y (4.1),Vz € X y a € A(z)

ha(n) (3}) =< ca(n) (zv a') =+ Aa(n)(:cx a) J ha(ﬂ)(:’/)Q(d:'/ I :'£~ (I)
’ (4.15)

—a(n)Vam)(=)Tam)(z, a).

Tomando lim,_.o en ambos lados de (4.15) y usando el Teorema de la Convergencia

Dominada se obtiene
hir) < C(xz,a) — j°7(x,a) +/IL(y)Q(dy |x,a) Vo € X, a € A(r)
v, por lo tanto,
n(@) < min {C(x,a) = 57 (z,a) + [ nnQdy ) w.a)}.

La desigualdad > se obtiene de la Proposicidon 4.2. Por iiltimo, la segnnda igualdad
en (1.14) se sigue del Lema 2.13 a).
b) Sean xx € X y 7 € I arbitrarios. Entonces, para t = 0,1,.... se signe de (2.4)

que

S h(@Q(dy | 4, ar)

ET[h(Eeq1) | Besar)]
= C(xr,ar) — 3" 7(xr.ar) + [ h()Qdy | 4. ap)
—C(xy, ae) + j 7(x:, ar)

h(xe) — C‘(Jl,, a;) + j*7(x,.ar) [por (4.14)].

v

Tomando esperanza E7 y sumandodet =0at = n — 1 se obtiene
JET ']Z_(:: T(xr.ar) < EIN(x,) — h(x) + E7 "il C (. ay).
= =40
que con H3.1 b) lleva a
() < EISin Cna) | 2EINGo)
Er S t(wea) ©— EF S v(we.al) E7 300 7w, ar)

7T+



v tomando lim sup,,_.., se obtiene
7* < J(m,z). (4.16)

De la segunda igualdad en (4.14), 7* = J(f",«) lo cual combinado con (4.16) demues-
tra la CP-optimalidad de f~. ®

4.4 Comentarios y conclusiones

En este capituloe. se establecieron condiciones parn la existencia de politicas esta-
cionarias CP-6ptimas. Estas condiciones son mds generales que las que se usan en [3],
donde la familia de funciones {k,} (ver (4.1)) es equicontinua v uniformemente aco-
tada y, al igual que en [2], lus conjuntos de control A(:r) son compactus v (2 satisface

una condicién de continuidad débil (ver seccién 3.5).

Nétese que Hdi.4 se usd Unicamente para garantizar la existencia de nna sub-
sticesion convergente. Si X es numerable, H4.4 no es necesaria pues en este casou, la
subsucesion convergente se construye por el métoudu de diagonalizacion (ver [34], p.
167).

Sennott [38], introduce condiciones de este tipo para NMCSMNI coun espacio de
estados numerable. Demuestra la existencia de soluciones de la desigualdad de op-
timalidad ». utilizando un Teorema Tauberiano, obtiene la existencia de politicas
estacionarias Optimas para el indice de funcionamiento definido por

& (7, x) :=limsup —L?’"—Z(’—)
t—oo t
donde Z (1) es el costo hasta el tiempo { que se define de la siguiente manera: Si
T, <t < Tt

n n—1
Z(t) := 3 D(xx-ar) + 3_d(zr.ar)bprsr + d{an.a,)(t — T).
=0 k=0
Una condicién adicional en [38] es la igualdad de lus indices .J(f..x) = ®(f.z). Un

trabajo ineresante seria el extender estos resultados al contexto de esta tesis.
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Capitulo 5

Indice de costo promedio 11

4.1 Introduccién.

4.2 Condiciones de optimalidad.

4.3 El modelo Markoviano asociado.
4.4 Resultados de optimalidad.

1.5 Comentarios  conclusiones.

5.1 Introduccién

Otra forma de estudiar el problema de control semi-Markoviano con indice de costo
promedio es aplicando una transformacién al MCSM mediante la cual. se obtiene un
modelo de control Markoviano (MCM) del cual es posible dedicir resultados del mod-
elo original. En el caso de MCSMI con espacio de estadus numerable. este método se
ha utilizado en [3]. [6]. [30]. [37]. [40]. [41]). Cabe mencivnar que dicha transformacién
también se ha aplicado a MCJMIs. en cuyo caso los pruresos resultantes son aperiddicus
(ver [41] v [42]). En este capitulo. se establecen condiciones del tipou de cundiciones
introducidas en [8], [9] » [10] para MCMIs » se obtienen resultadous relativos a la

existencia de politicas 6ptimas para el NCSNI v el MCAI asociado.



5.2 Condiciones de optimalidad

En todo este capitulo suponemos que (el espacio de Borel ) X es localmente
compacto. También usaremos las siguientes hipétesis.
Hipdétesis 5.1 (H35.1). a) supy 7(xz,a) =: M < oc;
b) Existe una funcién medible 7 : X — [1,00) v 7 € R tal que para cada x € X,
sup C(x,a) < yu(x)
a€A(r)
v
a —— /1_'(y)Q(dy | z,a) es continua en A(x).
Hipdtesis 5.2 (H5.2). Para cada f € F, la cadena de Markov con probabilidad
de transicion Q(- | z, f) es Harris-recurrente positiva (ver Definicién A.7). con medida

de probabilidad invariante q,.

Hipdtesis 5.3 (H5.3). Existe una medida de probabilidad v en X 0 < a < 1
para los cuales se cumple: Para cada f € F, existe una funcidn ¢, en A/, (X) tal que
paracada x € X y B € B(X):

a) QB | #,1) = ¢7(@)u(B);
b) [ o()Qdy | =, f) < ¢s(@) Ivll, + an(@), con |ull, i= [ o()r(dy) < oc;
<) infe [ &, (v)v(dy) > 0.

En [9] se considera un MCNI el cual satisface H3.1-H5.3 y representa sistemas
que aparecen en algunas areas de aplicacién como teoria de inventarious » teoria de
colas. Basindonos en ese trabajo, presentamos un NCSAMI para una clase de sistemas
de produccidén-inventario.

Ejemplo. Considérese un sistema de produccién-inventario en el que la demanda
de un producto (la cual se atiende inmediatamente), ocurre en ciertas dpocas T1, T2, ...
tales que &, = 7, — Ty (n = 1,2,....Ty = 0) es una variable aleaturia. Sea
& (n = 1.2,..)) la demanda en la época 7T, » sean u,, ¥ a4, respectivamente, el

nivel de inventario 3 la cantidad ordenada (o producida) inmediatamente después
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que ocurre la demanda &,. Si xg Yy ao representan el nivel de inventario y la cantidad

ordenada en el tiempo Ty, entonces la dindmica del sistema estd dada por

Tppr = (@n + an — En+1)T, n=0,1,..., zg dado,
donde X = [0,o0). En la época T, se produce un costo inmediato D(x,, a,) 3y por

el tiempo que transcurre hasta la siguiente época de demanda, se produce un costo

cuya razén es d(&n, an).
A continuaciéon se dan condiciones bajo las cuales, el sistema descrito puede rep-

resentarse por un MCSM que satisface H2.7, H2.10, H5.1-H5.3.

Condicién 1. a) {£,}52, es una sucesién de variables aleatorias nuv negativas
id.d.

b) A(x) = A para todo x € X donde A es un subconjuntu compacto del intervalo
[0, 6] para algiin niimero 6 > 0.

c) La variable aleatoria ¢ = & — £, donde £ denota la variable aleaturia genérica
con la distribucién de &,, satisface E(¢) < 0.

d) £ tiene densidad continua y acotada.

La condicién en c) significa que en cada época, la cantidad que se produce es

menor que el valor esperado de la demanda. Por otra parte, pitesto qile para = > 0,
g(z) := E(c*€) = P E(e™%%) < 7,
g(0) =1 » ¢'(0) = E(¢) < 1, se sigue que existe un niimero g > 0 tal que £(eC) < 1.

Condicién 2. Las funciones de costo D(«x.a) v d(ax, ) son funcivunes medibles

ne negativas, D(z.) v d(x,.) son s.c.i. en A(x) para rodo r € X v
sup C(x.a) < vyv(x) para algin =~ > 0.
A
con v(x) == .

Condicién 3. Dados &, = x v an = a, la funcidén de distribucién de 8,4, es

F(- | x,a) la cual satisface H2.7. H2.10 c¢) y H5.1 a).
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La ley de transicién @ estd dada por:

QU0} | z,a) == P(z +a—£ < 0)

Q(B | x,a):= P(r+a—& € B) para B € B(0,0c).

El sistema de produccidén-inventario puede entonces representarse mediante el
MCSM (X. A, {A(x2)},Q, F.D,d). Delas propiedades de F y con argumentos andlogos
a los utilizados en [9], se demuestra que si se cumplen las Condiciones 1-3. el NICSM

satisface H2.7, H2.10, H5.1-H5.3.

Denotamos por LS el espacio lineal normado de las funciones medibles # : X' — R
tales que
el 2= sup LD
ek (=)

La siguiente proposicidn se sigue directamente del Lema 3.4 en [S].
Proposicién 5.4. Si H5.2 y H5.3 se cumplen, entonces existen constantes & > 0

y 0 <7 <1tales que para cada g € L y x € X,
sup| /9@ @y 1 =.0) = [ 9@as@n| < gl ket (5.1)
SEF

Una consecuencia inmediata de la proposicidn anterior es que para cada f € F. el
costo promedio J(f,-) es constante:
Ef SFoClan.ar) _ [ O [ar(dy) 5.2)

T ) = e e G an) T DNardn)

Lema 5.5. Si H5.1-H5.3 se cumplen. entonces:

a) Para cada f € F, existen J, € R y /Iy € LT® tales que

hy(x) = C(x. f) — Jrr(x. ) + /h.,(y)Q(dy . f) Va € X. (5.3)
b) Si la pareja (J;, /%) con J; € R ¥y Iy € LT es también una solucién de la ecuacidn
(5.3). es decir,

Wy(@) = C(z, f) = Tyr(w, £) + [0 Qy | 2. /) V& X. (3-4)
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entonces J; = J; vy hy(z) = hy(x) + k' Vz € X con k' una constante; es decir, la
funcién /iy en (5.3) es unica excepto por una constante aditiva ¥ Js es tinica.
Demostracion. a) Sean
= S Cy, Nasldy)
L 7(v, Nar(dy)

v
oo
hy(z) := 3 ELl{C(xn, ) — Jrr(xn, )] -
n=0
Probaremos primero que /iy pertenece a L : Para cada n = 0,1, ...

|ELC(zn. £) = Tpr(ma, N =| S Cly, NHQ"(dy | . 1)

— LD oy, 1YQ Ay | 2. 1) |
S| S CwW. NN dy | . 1) — S C(y. as(du)l
I L7, Q™ dy |, f) ~ (. Peag ()]

< Myv(z)n™

donde la 1dltima desigualdad se sigue de (5.1), con Af; una constante. por lo que
hy € LT, (5.3) se sigue de la definicién de /iy y de la propiedad de Markov.

b) Integrando con respecto a ¢y en ambos miembros de la ecuacidn (5.4) » usando
el hecho de que gy es invariante se obtiene que J} = .J;. Por otra parte. restando (3.4)
de (5.3) se tiene que la funcidén u € LS° definida por u{as) = hy(r) — h'f(.'l:) es una
funcion f-armdnica, es decir.

u(@ = [ u@)Qdy | = 1)

v, como se demuestra en [14], u es una funcién constante. B

5.3 El modelo Markoviano asociado

En esta seccién suponemos que se cumple la condicion de regularidad H2.7. Recor-

damos que infi 7(x. a) > 0 (ver Proposicién 2.11 a)).
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Definicién 5.6. Sea 7 tal que 0 < 7 < infkx 7(x,a). Se definen la funcién
C : K — R y el kérnel estocistico Q en X dado K por
A . C(=z,a) - =
C(x,a) ;= (7. ) (5.5)

¥
T Q(B |z a)+ (1— ;(—ga—))s,w) (5.6)

QB | a) 3= s

donde 6,.(-) es la medida de Dirac concentrada en .
El modelo (X, 4,{A(z) : ¢ € X},Q,C) es un modelo de control Alarkoviano

asociado al NICSNI.
En los siguientes lemas se demuestra que el modelo de control Markoviano asoci-
ado satisface condiciones andlogas al MCSML

Lema 5.7. Si H2.10 y H5.1 a) se cumplen, entunces, C es inf-compacta en K v

(D es fuertemente continua en A.
Demostracion. Sea x € X fijo. Puesto que C(rr,-) es s.c.i. en A(x) 3 7(x.-) es

continua en A(x), vemas que C(x,-) es s.c.i. en A{x) por lu que para cada » € R. el

conjunto
Eri={a € A(x): C(x.a) < r}

es cerrado. Como el conjunto
D, := {a € A(x) : C(x,a) < rAl}
es compacto y £, C D, (por H5.1 a)), se tiene que E, es compacto lo que demuestra

la primera parte.
Considérese de nuevo & € X fijo. Sea # una funcién medijble 3 acotada en X »

sea u’ la funcidén definida en A(x) por

w'(a) = [u()Qy | x.a).

De (5.6) se obtiene
-
=)

w(a) = sy [ @Ry | o a) +u(@) (1 = s
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y puesto que 7(x, -) es continua en A(xz) y @ es fuertemente continua en A (por H2.10

b)), se tiene que u’ es medible y continua en A(z), lo que completa la demostracién. &

Lema 5.8. Supdngase que H5.1 a) y H5.3 se cumplen y, para S € F, sea
¢s(x) := 7 Z5¢s(x). Entonces VB € B(X), v € X :
a) QB | = f) = ¢s(z)v(B);
L)
Tv@)Qdy | =, 1) < és(=) livl, + av(=),
donde 0 < & < 1 es la constante & := (1 — F(1 — «)).

<) infr [ & (y)r(dy) > O.

Demostracion. Las partes a) ¥y c) se siguen directamente de H35.3 a). ¢) y (5.6).
Por otra parte, definiendo T°(f, x)) := v /7(x, f), se tiene:

Tu@)QUy | =, f) =T/, 2) [v@)QAy | =, f) + [1 — T(f, z)]r(x)

IA

T m)or (@) vl + T 2)av() + [1 — T, )]u(z)

IA

Sr(z) vl + (@)1 - T(.2)(1 = a)]

< &s(x) vl + du(a),
lo que completa la demostracién. @
A continuacidn se presentan algunas propiedades del kérnel Q

Observacién 5.9. a) Para una politica estacionaria f € F. sea ¥, una medida
de irreducibilidad (ver Definicién A.1) para la cadena de Markov con probabilidad de
transicién Q(- | x, f). De (5.6) puede verse que Vo € X. B € B(X)

R - -
QB |z, f) = m@(3|1~f) = T,JQ(BL'L‘J‘)
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por lo que la cadena de Markov con probabilidad de transicién Q( | =, f) es también
Py —irreducible. Ademads, puesto que para cada z € X ,

- T
Q{z} |z, NH=QQ— ;)

(p es la constante definida en la Proposicién 2.11 a)), la cadena resulta ser aperiddica
(ver Nota A.5).

b) Si C; es un conjunto petite (ver Definicién A.8) con respecto a Q(- | x. f)
entonces del Lema 2.1 en [7] v del hecho que Vn € N
e T n 1] o
QU(B =)z (Fp)"QNUB 1 =.1)
se sigue que Cy es un conjunto petite con respecto al kernel QG =, ).

Lema 5.10. Si H5.1 a), H5.2 y H5.3 se cumplen. entonces para cada f € F.
la cadena de Markov con probabilidad de transicion Q(- | . ) es Harris-recurrente
positiva.

Demostracion. Primero observamos que por el Teorema E en {19]. la cadena
con probabilidad de transicién Q(: | =, f) es aperiddica » puesto que es irreducible,
por el Lema 3.4 en [8] y el Teorema 16.0.1 en [23], existen un conjunto petite Cy, ina

funcién medible V; : X — [1, oc) ¥ constantes positivas /3y < 1 3 b, tales que

/ Vi()Qdy | =. f) < B, Vy(e) + byle, ().

De (5.7) v la definicién de Q se obtiene

5.7)
IVvieQUy | =, f)y T x) [Vi@)QUy | =, f)+ (1 — T, 2))Vr(x)

ST 3BV (E) + T w)osle, () + (1 — T ) V()

(A =T, x)YQ = BNV (x) + T(f.x)bosle, (1)

< By V() + bl (=),

con B} 1= 1— (7/M)(1 — Br) < 1y by := (v/p)bs. Por lo tanto. de la Proposicidn

A.10 se sigue que la cadena es Harris-recurrente positiva. @
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5.4 Resultados de optimalidad
En esta seccidén se demuestran resultados relativos a la existencia de politicas
estacionarias CP-dptimas para el NCSM y el MCM asociado.

Teorema 5.11. Si H2.10, H5.1-H5.3 se cumplen, entonces existen j7* € R.

e L v f € F tales que

a) Ve € X,
i(#) = minecamn{C(x a) — j° + [ h()Q(dy | z.a)}
(3.8)
= C(z, f) — = + [ y)Qay | . 1)}
b)
h(x) = min {C(z,0) = 7" + [h(@QUy | z.a)} 47— ed. (5.9)

¢) 7* = J(f,x) = inf,op J(7,x), donde
ET[i=d C(we, ar)l

J(r, ) :=lim sup
ne—oo rn

B

es decir, /' es CP-édptima para el NICM asociado.
Demostracion. De los resultados en la seccidn anterior. se tiene que el MCNMNI
asociado satisface lns hipdtesis del Teorema 2.6 en [8] con lo que se tiene la prueba

de a) ¥ ¢). La demostracién de b), se hace usando los mismos argumentos en la

demostracién del Teorema 5.3 en [17]. @
Ahora usaremos el Teorema 5.11 sobre el M CM asociado para dedneir resultados

sobre el NICSMI.
Teorema 5.12. Supdngase que H2.10, H5.1-H5.3 se cumplen. Entonces existen
he Ly, 75 =20y f €F tal que:
a) Ve € X.

h(xz) = mingean{C(z,a) — 3 7(x,a) + [ ()Q(dy | w.a)}

Clz, f) =77 (= L) + [ h(n)Qdy | =. f) .

)



b)
i(z) = min {C(z,a) = j"r(z,a) + [ h()Qy | z,a)} ar — ed.
c) 7* = J({f, =) —'ueilf; J(g,x), es decir, f es CP-dptima en la clase de las politicas

estacionarias F.
Demostracién. Sean j* y /2 v f como en el Teorema 5.11. Entonces, Vi &€ X

sigue de {(5.8) que

iw) 2 S — gt s [ rh@IQUE Lo 1)+ 1~ Vi) (5.10)
de donde se obtiene
(5.11)

Th(@) = Cla, [) = 5", ) + [ ThnQdy | =. 1)

Haciendo /() = 7/(-), de (5.11) se sigue la parte a). De la misma forma se demuestra
L), observando que g, es absolutamente continua con respecto a gz

Para probar c). supdngase que la politica f no es CP-ptima entre las politicas

estacionarias, es decir, existe g € F tal que para alguna #: € X {} entonces para toda

@),
Ty, x) < J(J, x). (5.12)

Por el Lema 5.5 a), existen J, € R y /i, € LY tal que Vir € X

hy() = C(x.9) = J,r(z.9) + [ 1, ()Qdy | x.9).
J(g,x) » de (5.6) se tiene que

Entonces J, =
11_,,7(._1;) = C"(.rg) —Jq +/ II"(I/)Q(dI/ {a,0).

resulta

= [ C@9)irdy) = iy 2)
J(f.x). Perc por el Teorema 5.11 ¢). J(f,x) <

Integrando con respecto a ¢,.

¥ en la misma forma Jy = J(f,z) =
J(g,7) Yz € X lo que contradice (5.12) y por lo tante

J(f.x) = mm J(g.x) Yvre X. B
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5.5 Comentarios y conclusiones

En este capitulo se establecieron condiciones en el NICSNI bajo las cuales se obtiene
la existencia de una politica estacionaria f CP-dptima entre las politicas cstacionarias.
Asimismo. se demostrd que la politica f es CP-Sptima para el problema de control
Markoviano asociado. Nétese que una solucién de la ecuaciéon de optimalidad para el
NICM asociado. induce una solucién de la ecuacién de optimalidad para el MICSM lo

que a su vez, garantiza la existencia de politicas estacionarias CP-Sptrimas.



Capitulo 6

Conclusiones y problemas abiertos

6.1 Introducciéon

Como se menciond en el Capitulo 1, el objetivo de este trabajo consistia en exten-
der al contexto semi-Markoviano algunos resultados sobre modelos de control Marko-

viano. En este capitulo presentamos las conclusiones del trabajo asi como algunos

problemas abiertos.

6.2 Conclusiones

Para el problema de control semi-Markoviano con indice de costu descontado.
suponiendo que se satisfacen H2.7, H2.10 y H3.4 se tienen lus siguientes resultados:
1) Existencia de politicas estacionarias aa—dptimas 3 caracterizacidn de la funcidn
de costo a—dptimo como la solucién minima (puntual) de la a —EOCD.
2) Caracterizacién, bajo condiciones adecuadas de las politicas a —dptimas como
las politicas 7 tales que V,(77,-) es una solucidn de la a —EOCD.
3) Aproximaciones a la funcién de costo 1, pour los métodus de iteracidn de

valores. iteracidn de politicas 3 aproximaciones con costos acorados.

Para el problema de control semi-Markoviano con indice de costo promedio. se

concluye lo siguiente:
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1) Las condiciones H2.7, H2.10, H4.1 y H4.4 implican la existencia de soluciones
de la ecuacidén de optimalidad en costo promedio, asi como la existencia de politicas
estacionarias CP-$ptimas.

2) Las condiciones H2.7. H2.10, H5.1-H3.3, implican la existencia de soluciones a
la desigualdad de optimalidad ¥ la existencia de politicas estacionarias Sptimas en la
familia de las politicas estacionarias. Para el modelo de control Markoviano asociado,

las mismas condiciones implican la existencia de politicas estacionarias CP-6ptimas.

6.3 Problemas abiertos

1) Como es conocido, en el andlisis del problema de control Markoviano con costo
promedio usando el método del factor desvaneciente, bajo diversos tipos de condi-
ciones, es suficiente la existencia de soluciones a la desigualdad de optimalidad para
garantizar la existencia de politicas estacionarias CP-Optimas; esto es nna consecuen-
cia de los llamados Teoremas Tauberianos. Un problema importante es el encontrar
un resultado de este tipo que relacione los criterios de optimalidad que se estudiaron
aqui.

2) Establecer condiciones que garanticen la igualdad de lus indices de funcionamiento
J 3y @ (ver seccidén 4.4). Esto permitiria obtener resultadous de uptimalidad si se tiene
la existencia de soluciones de la desigualdad de optimalidad.

3) En el Capitulo 3, se establecieron condiciones para la existencia de nina politica
estacionaria f, CP-dptima en la subfamilia de las politicas estacivnarias. Un problema

interesante es el encontrar alguna(s) condicién(es) adicional(es) para que la politica

S sea CP-éptima.



W@ GEBE
sg\s_:é u‘é%m BIBLIOTECK

49

Apéndice A
Cadenas de Markov

Sea {x, } una cadena de Markov con espacio de estados el espacio de Borel X y
probabilidad de transicién (- ] -). La probabilidad de transicién en el »—ésimo paso

se define inductivamente por
PYB|x):=6(B), re X, Be B(X).
donde &8,(-) es la medida de Dirac definida por

6:(B) :(=1sixeB

=0 sizx g B
v, para nn. = 1,2 ...
P(B | )= [ Py | 2)P"TH(B ly). € X, B & B(X).

Definicién A.1. Sea ¢ una medida o—finita en B(X). La cadena se dice ser
w—irreducible, si para cada x € X » B € B(X) con (B) > 0. existe n € N tal que
P(B| x) > 0. A o se le lama una medida de irreducibilidad para la cadena.

Definiciéon A.2. TUna sucesién (£Ey, £...., E/m-)) de subconjuntus ajenos no
vacios en B(X) es un mn — ciclo (rn € N) para {x,} si para 7 = 0.1.... v para todo
xr € Ey,

P(E;|x) =0 para j =17+ 1 (mod m)
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Proposicién A.3. ([29] p. 21). Si {x,} es p—irreducible, entonces existe un
niimero entero d > 1 tal que
i) Existe un d—ciclo {En, Ey,..., Eq_1}.
ii) Si {E(. E1..... E}_,} es cualquier otro d’—ciclo, entonces d’ divide a d.

Definicién A.4. El niimero d en la Proposicién A.3 se lama el periodo de {a:, }.
Si d = 1, la cadena se dice que es aperiddica.

Nota A.5. De lo anterior se sigue que si 2({+} | ) > 0 Vx € X. entonces la
cadena es aperiddica.

Definicién A.6. La cadena {i,} se dice ser Harris-recurrcnte. si existe una

medida o—finita A en B(X) tal que para cada =z € X v B € B(X) con A(#) > 0.
Prlx, € Bio)=1.

Definicién A.7. {z,} es Harris-reccurrente positiva. si es Harris-recurrente
tiene una medida de probabilidad invariante, es decir. nuna medida de prubabilidad
p € B(X) tal que

p(B) = /P(B | @)pldz) VB € B(XN).
Para una distribucién de probabilidad a = {a(n)} en Ngy. se define el kérnel

estocdstico X, en X por
Ko(B|x)=3_P"(B|x)a(n).
=0

Definicion A.8. Sea a una distribucién de probabilidad en Ny » 1, nna medida

no trivial en X. Un conjunto C C X, se dice que es 1, —petite, si
Ka(B | x) 2 1,(B) Ve e C. B € B(X).

Si la medida v, no es importante. se dice simplemente que (' es un conjunto pefite.

Proposicion A.9. ([7]. Lemma 2.1). Si {x,} es w—irreducible. entonces C €

B(X) es petite si y solo si existen n € N y una medida no trivial v tales que

iP"(. {a) = v(). € C.

=1
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Proposicién A.10. ([7], Theorem 2.3, [25], Theorem 16.0.1). Sea {x,} »—irreducible
v aperiédica que satisface la siguiente condicién: Existen una funcién medible V'
X — [1,00), un conjunto petite C € B(X) ¥ constantes # < 1y b > 0 tal que
[V@)Py | 2) < BV () + blelx), = e X.
Entonces:

a) La cadena {r,} es Harris-recurrente positiva. Dendtese por p la probabilidad

invariante.
L) FVi(m)p(dy) < oo.
¢} La cadena es V—uniformemente ergddica, es decir, existen constantes positivas
4 < 1v Al < oo tales que
| [Py o) — [upn| < a17mvi.

para todo x: € X, n=0,1,...., v u € LY.
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