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TESIS: Modelos de Control Semi-Markoviauo en Espacios de Bore1 
Alumno: M. en C. Fernando Luque Vásquez 

In this thesis we dea1 with semi-Markov cofftrol models with .!:loreJ. 
etate and control spaces, possibly unbounded cost and not necessarily 
compact cons·traint sets. We consider optirnal control problema with 
perforJDance indexes in discounted cos·t and average cos·t. Tlle objecti
ve is to extend to the semi-Markovian conteat, cJ.assical resuJ.ts on 
11/Jarkov control modela. In the problem wi th d:iscounted cost index, we 
atudy the existance of optima1 stationary policies, a characteriza·tion 
of the optima1 poJ.ic:ies and some resulta of approximation. Under the 
regul.arity and continu:ity-compac:ity condit:ions we show the existauce 
of optimal stationary policies and we characterize the optima]. cost 
function as the minima1 solution of the optimal.ity equation. Under 
suita ble conditions, the optima1 policies are those whoae coat fun
ctioi1 is solution of the optimal.ity equation. In the corresponding 
part of the approximations we show the convergence of the v~lue ite
ration and the policy iteration algorithms; other approximatio11s are 
aleo discu:?:sed. '!'he average caseis s·tudied in two parts: In the first 
one, we coHsiderthe problem uning the approxima.tion with discounted 
problema; under the regularity and cont:inuit.v compacity conditions auel 
imposr.ing conditions on the optima1 cos·t func·tions of the discounted 
case, we show the exiutence of solutious to the optimality equation 
and the existe.nea of optimal stationary policies. In the eeco.nd part, 
the problem ie studied applying a trun:c:·formation on the aemi-Markov 
model and a Markov model is obtained from which is possible deduce re
s ul&s of the original. modal. In a.daition of the regulurity .:u1a conti
nuity-compacity conditionswe consider ergodicity conditions; We show 
the existence of solutions to the inequality of optiwa.lity and of the 
optimality equation and the existe.nea of st~tionary optima.1 policies. 
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Capítulo 1 

Introducción 

En estn tesis se estudian los modelos de control semi-l\Jarkovianos en los que el 

espacio de estados es un espacio de Borel, con costos posiblemente no ncotados ~~ 

conjuntos de control no necesariamente compactos. Se analizan pr0Llen1ns de control 

Vµtimo con índices de funcionamiento en costo descontndu y en custu prurnedio. 

Esta clase de modelos, cuyas nµlicaciones se encuentran princiµnhnente en teoría 

de inventarios. teoría de colas y modelos de mnntenimientu-reemµlazu (Yer [5]. [21]. 

[22], [30]. [32]). ha sido ampliamente estudiada en el rasu en que el esµnriu de estndos 

es un runj11nto numerable (ver [-1], [6]. [5]. [11], [21]. [30]. [32]. [35]. [:{7]. [:lS], [.n]l. 

En el caso en que el espacio de estados es un esµnciu de Burel. pude1nus menciunnr 

[2], [3], [22], [33] ~·. hasta donde conocemos. modelos de rontrul sen,i-'.\larkuviano ron 

la generalidad que se considera aqní. se han estudiado únicamente en [2-1]. [-1:3] ~· [-l-1]. 

El ol>jeth:o de este trabajo es extender al contexto semi-).Inrku...:innv 1nencionndv. 

algunos resultados clásicos para modelos de control ).!arkoYinnv. 

La pnrte C"orrespondiente al caso desC"ontado (Cnµít11lu :l). se Lasa en [2-1]. [-l-1] 

y en elln se estudia. la existencia de políticas óptimas. iteraciún de '\·alvre~. iteraciún 

de políticas ~· ott"as aproximaciones. La existencia de µulíticas úµtin1as µara este 

problema cuando el espacio de estados es de Borel. se estudia en [2] dunde se consid

eran conj1:ntos de control compactos. una condición de continuidad débil en la le~· de 

transición ;v semi-continuidnd en la función de costo. En este traLaju se ronsideran 

conjuntos de control no necesariamente compactos. se irn!-'one la rondiciún de inf-



compacidad a la función de costo y una condición de continuidad fuerte en la ley de 

transición. El análisis de aproximaciones a la función de costo descontndu cuando el 

espacio de estados es espacio de Borel, se hace por primera vez en [2..t]. Los resultadus 

que se obtienen, extienden algunos de los resultados en [15] para modelus de control 

?vlarkoviano. El análisis del problema con costo promedio. se hace en dos partes. 

En la primera (Capítulo 4), se estudia la existencia de políticas óptimas mediante el 

método del factor desvaneciente y. escencialmente se extienden algunos resultados en 

[27] -:.· [28]. Pnra modelos de control semi-J\lnrkm:iano. este métodu se ntilizn en [:~] 

con lns mismas condiciones de continuidad-compacidad que en [2]. Las rundiciunes 

en la familia de funciones de costo relatiYo que se consideran en esta tesis. son n1ns 

generales que las condiciones de equicontinuidad y acot.o.mientu unifunne que se in

troducen en [3]. En la segunda parte (Capítulo 5). se estndin el n>is1nu ¡.>roLlema 

usando condiciones de ergodicidod en el modelo del tipu de condiriunes ntilizndns 

en [S] y [9] pnrn modelos de control !'vlarkoviano. A¡.>licnndu nnn trnnsfurmnC"ión. in

troducida. µor P.J. Sch"\veitzer en [37], se obtiene un modelu de cuntrul ).lnrkovinnu 

del cual es ¡.>asible deducir resultados del modelo uriginal. Para n>udelus de cuntrol 

semi-?vlarkoYiano con espacio de estados numeraLle. este tnétudu se usa en [5]. [6]. 

[30], [37]. [-10] y [-ll] pero. hasta donde conocemos. no se hnLín usadu en mudelos de 

control semi-l\:larkoYiano con espacio de estados de Burel. 

El contenido de la tesis está organizado de ln siguiente manera: Despnés de esta 

introducción~ en el capítulo 2 se definen los elementos principales del n1odelo de 

control. los índices de funcionamiento, se enuncian nlgunns rondiciones de regularidad, 

continuidad '.\" compacidad '.\" se demuestran algunos resnlt.adus que se ntiliznn en lus 

siguientes capítulos. En el capítulo 3 se estudia el proLlemn cun custu descontndu 

Y' en los ca}Jítnlos 4 y 5 se presentan los resultadus c-orresµundientes al prublemn en 

rosto JJl"omedio. En el capítulo 6. se presentan las conclusiunes del trnLnju :--· algunus 

problemos aLiertos. En el apéndice se incln:--·en las definiciones de nlg;nnus runce¡.Jtus 

;.· resultados que son utilizados en la tesis. 

Terminología y not.ación. Dado un espacio dt: Bon~l -~-es decir. 11n suLcon

junto de Borel de un espacio métrico separable completo. B(X) denota In <T-álgeLra 
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de Borel de X. Si X y Y son espacios de Borel, un kárn.el esl.ocáslico o probabilidad 

de transición en X dado Y es una función P(· 1 -) tal que P(· \ y) es una medida de 

probabilidad en X para cada y E Y fijo y P(B 1 ·) es una función medi\Jle en Y pnra 

cada B E B(X) fijo. /IJ(X) denota ln familia de funciones reales medibles definidas 

en X ~· fll+(X) es la subfamilia de funciones medibles no negativas. R (R+) denota 

el conjunto de los n{1meros reales (no negativos). 
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Capítulo 2 

El modelo de control 

semi-Markoviano 

2.1 Introducción. 

2.2 Descripción del modelo de control. 

2.3 Indices de funcionnmiento. 

2.4 Condiciones de regularidad, continuidad y compacidad, 

2.5 Comentarios y conclusiones. 

2.1 Introducción. 

En este cnpít"u)o se definen los elementos principales del modelo de rontrol que 

estudiaremos en este trabajo. También se definen los criterios de optimalidad o índices 

de funcionamiento que se considernrán en esta tesis ~~se plantea el prolJlema de contrul 

óptimo. Bajo condiciones de regularidad, continuidad y comµacidnd. se demuestran 

algunos resultados preliminares que se utilizarán en los siguientes capítulos. 
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2.2 Descripción del Modelo 

Definición 2.1. El modelo de control serni-111ark01•iano (lVICSl'vI). qne denotnre

rnos por (X. A, {A(x) 1 x E X}, Q. F, D,d) consiste en los siguientes elementos: 

l. Un espacio de Borel X, llamado el espacio de esf.a<ios. 

2. Un espacio de Borel .4. llamado el cor1junfo dr: controles (o acr:ioru:s). 

3. Ünn colección {A(x) 1 x E X} de subconjuntos medibles no Yncíos de A. 

donde .4(:r.:) representa el conjunto de controles adm,isiblt~s cuando el sistema estñ en 

el estado :r: E X; el conjunto 

K := {(:r-.a) 1 x E X, a E A(:i:)} 

es un suLconjunto de Borel de X X A y supondremos que C"ontiene In gnificn de nnn 

función medible f: X - A, de modo que f(:r;) E A(x) V:r E X. DenutaJnus por F ni 

conjunto de funciones con esta propiedad. 

4. Una probabilidad de transición Q(· 1 ·) en ~Y dadu K, llamada la lr:y ,¡,, 

tran.siciá11 .. 

5. Cna función medible (t. (x,a)) ...._ F(t 1 a:,a) suure R x K tal qne F(· 1 ;1:, a) 

es una función de distribución para cada (:r~·.a.) E K. llamada In di.slrihucitín rlc los 

t.ic.1r1pos de trnn.sición. 

6. Lo.s funciones de costo D :'-"den 1'l+(K). 

Dos rasos particulares importantes de ~ICS?\.Is son lus siguientes: 

a) Alodclo dt: control Alarkovia110 t:Tl tie1npo di.scrcto (:'\.IC~I). Es el rnsu en que ln 

distribución de los tiempos de transición está dada por 

F(t 1 x, a) := O si t < 1 

1 si ~ l. 
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b) lvlodelo de control J.1arkoviano en tiernpo continuo: En este caso, In función de 

distribución de los tiempos de transición está dada por: 

F(t 1 x, a) := 1 - exp(-..X(x, a)t) si t;::: O 

:=O si t <O. 

con.>.: K -- (O.oc). 

Interpretación. Un modelo de control semi-~Iarkoviano. representa nn sistema 

estocástico controlado que evolucionn de la siguiente manera: En el t.ien1pu t =O. el 

sistema se encuentra en un estado inicial Xn E X y se elige un control czo E .. 4(:1:0); 

entonces oc-nrre lo siguiente: Se produce un costo inmediato D(:ro. uo): el sisternn 

µermanece en el estado :z.:o un tiempo 6 1 el cual es una vario.Lle aleatoria ron funciún 

de distribución F( · 1 :i:n. ao); transcurrido 61, el sistemn evolnriunn n.l estndu .r¡ E X de 

o.cuerdo a la le~· de probabilidad Q(· 1 Xu. au) ~·por el tiempo transrurridu hasta que 

la transición ocurre, se produce un costo cuya. rnzón es d(:1:0 . ao). Cnnndu el sistema 

se encuentra en el estado x 1 , se elige un control a 1 y el proreso continüa en esta formn 

indefinidamente. 

Sea J-10 := _')( y para " = 1. 2, .... definimos el conjunto de historias admisiLles 

hnsta la 11-ésima. transiciún ¡...ur 

[-]., := (K x R)" x .Y. 

Un elemento en Hn;que llamaremos una u-historia. es un Yertor de In furmn 

h" = (:r:o. ao. b1, •••. Xn-1. U 71 -J. b,,. ~r,,) (2.1) 

con (x;-.a1c.h1.-+ 1) E K x R+ para k = 0.1. .... n - l.~· :1:,. E_\:.. 

Definición 2.2. Una po/itica o c.st.rn/.cgi<1 de co11lrol es una sucesiún 1. = { rr,., }~=11 

de probabilidades de transición en A do.do H., que satisfacen la restricción r.., (A.(a:,.) 1 

hn) = 1 '<//,,. E H ... n =O. l. .... Denotamos por TI ni conjuntu de todas las políticas. 



9 

Una política 7f = {7rn} E TI se dice que es esf.aciona.ria. si existe f E F tal qne 

1fn(B 1 /in) = Ia(f(xn)) '<IB E B(.4). Identificamos a la política ;r run J y n la 

subfamilia de las políticas estacionarias con el conjunto F. 

Sea (!:1.A) el espacio medible canónico en el que n es el espacio producto (.X x 

Ax R+)"" y A la a-álgebra producto correspondiente. Los elementos en D son de la 

forrnn;:::;::; = (xo.ao.61,:1; 1 ,a 1 .62, ... ) y las pro~·ecciones u Yarinl>les coordenadas :1: 11 • a,. 

y 6,i+t con Yalores en X. A.~· R+ respectivamente, son las variables de estadu. control 

y tiempo de transición. Por un teorema de C. lonescu Tulcea ('·er [l] Theuren-i 2..7.2. 

p. 109). para cada estado inicial x E X~· cada política,,. E TI. existe l\nn medida de 

probabilidad P; tal que V' E E B(A). GE B(X) ;-.· hn EH,. como en (2.1). /1 =O, l. .... 

se tiene: 

P;(xn = x) = 1, 

P;(an E B \ hn) = rr.,(B \ li,.). 

P;(xn+1 E G \ lin.a.,,b .. +,) = Q(C' \ :1:.,.<1,.). 

y 

P;(b.,+1 $ t \ h,.,a.,) = F(t. \ :r.,.a.,). 

(2.2) 

(2.3) 

(2.-l) 

(2.5) 

Lns vario.bles aleatorias 6 1 • fJ2 , .•. son condicionalmente independientes dado el procesu 

xn,ao,x1.n1,-·. 

Pnra una política 7i E TI, ln variable X 71 describe el estadu del sistema en el tiemµo 

de la n-ésimn transición, cuando se eligen los controles de arnerdo o. la política r.. Es 

claro que. en general. dicho estndo depende de la eYoluciún del sistema en la.s ¡..>rimeras 

n - 1 transiciones. pero en el caso de una política estaciunnrin .f. {~r:,. }~"'"º resulta ser 

una cadena de i\InrkoY con probabilidad de transición 

Q(· \X, f(:r)). 

Lo anterior es una consecuencin de propiedades de la es!Jernnza cundiciunal y la 

propiedad (2.-l) a la cual llamaremos la propi"'lad tfo .~Jc11·kol'. 

Seo. 7'1 = O y para n = l. 2 . ... seo. T,, := L,j~=l bt; es decit·. Tu es el tiernµo de ln 

n- ésimn transición. 
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Para t ~ O, sea Yt = Xn si Tn :S. t < Tn+l. Si la distribución de los tiempos de 

transición F(· 1 x. a) es de la forma definida en b), entonces {y1 ; t ;::: O} es nn proceso 

de l\'Iarko,·, mientras que en cualquier otro caso (no exponencial), {y,: I ;:::: O} es nn 

proceso no-~Jarkoviano. 

Denotaremos por E; a la esperanza correspondiente n P;-. 

Nota 2.3. Para una política estacionaria f E F, usaremos la notación abreviada 

(x. f) por (:r:, f(:r:)). En particular, D(x, f) := D(.,;. f(:r:)). d(x .. f) := d(;1'. f(:r)) :-· 

Q(· 1 x,f) := Q(· 1 :r.,f(x)). 

2.3 Indices de funcionamiento 

Consideraremos el índice de funcionamiento en co.slo tlr~.sco11frulo >. el índice ele 

funcionamiento en costo prornedio. En el primer caso se ronsidera Hn desr11ento en 

costo continuo (con descuento o > O), es decir. nnn cantidad de r· unidndes en el 

tiempo t. es equiYnlente a <:f.;-ot unidades en el tiempo presente. 

Definición 2 .. 4.. Para a > o, :r E X :v 7r E rr. se define el C08f(J lota! c.spcrrulo 

o:-df~co11trulo (es decir, con descuento a) por 

La funcirJ11 de co.slo óptim.o a - descontado se define entonces como 

:-·se dice que una política,.. es a - óptima si \';.(,.,.".:r) = l;,(.r) V.r E.\'.. 

Definición 2 .. 5 .. Para :r: E _"'J( y íT E II, se define el co81o pronu:rlio t: . .,pr:rrulo J..HJr 

La función 

J(;i:) := inf J(;r.:r) 
roen 
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es el costo promedio óptirno y una política. 7T• E II es c5ptirna e11 co~:do prom.edio 

(CP-óptima) si 

J(x) = J(;r', x) 'rlx E X. 

A continuación definimos algunas funciones que int"ervienen en el desarrollo del 

trabajo. 

Definición 2.6. 

r,,(x, a) := 1 - ~,,(:r., a) 
a 

G,,(x,a) := D(x,a) + r,,,(:r.,a)d(:r:.a). 

T(:I:,a) := ¡~ tF(dt / :r:.a). lo 
G(x, a) := D(x. a)+ r(x, a)d(:r:. a). 

Usando propiedades de la esperanza. condicional. µociemos esrriLir 

C'O 11- l 

l•~(7r,x) = E_;'.{C0 (x11,a11) + L IJ ~,.(.r,...a,..)C,.(:r,..a,.)} 
ri=l k=O 

(2.6) 

(2.7) 

Un pn,blema de control semi-llla1·ko11iano (PCS:\I) se C'om¡:.mne de un :\ICS:\I y 

un índice de funcionamiento. Dado un PCS2\l. el pTYJbh:rna de r·o11lrol ,íplirno consiste 

en encontrar una política 7rª bajo la cual. el índiC'e de f11nciunnmientu es úµtimu: es 

decir. si 1•(tt.x) es el índice de funciona.miento. entonces el vLjeriYo es enruntrnr 11nn 

política ;r- E Il tal que 

1•(;r•. x) = inf 1•(;r. x) "V:r: E_\'.". 
~en 
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2.4 Condiciones de regularidad, continuidad y com

pacidad 

Como es usual en esta clase de modelos ([24]. [30], [32]. (33), [38]. (44]), supondremos 

que se sntisfa.ce la siguiente condición de regularidad, la cual garantiza que en un 

intervalo de tiempo finito, no puede ocurrir un número infinito de transiciones (ver 

Proposición 2.11 c)). 

Hipótesis 2.'T (H2.7). Existen ~ > O y O >O tal que 

F(O 1 :i:, a) ::5 1 - ~ V(x, a) E K. 

También introduciremos una clase de funciones y una hivótesis qne asegurará.. en 

µa.rticular. In exitencia de '"mínimos medibles'' (ver Lema 2.13 a.)). 

Definición 2 .. 8.. Una función 11 : K -- R se llnmn i11.f-rxnnpar.fa r:11 K si para. 

cada x E X:-,• 1· E R. el conjunto {a E .4(x): 1'(x,a) ::Sr} es comparto. 

Observación 2 .. 9. Si 1 1 : K ._ R. es inf-compnctn en K entonces }Jnrn C"adn 

:r: E X, 11 (:1:. ·)es semicontinua inferiormente (s.c.i.) :'\'" ncotndn inferiormente en ... 4(:c). 

Hipótesis 2.10 (H2.10). a) Des inf-compncta en K ;-.· d(;r, ·)es s.r.i. en A(:1:) 

po.ra cndn :.r: E _)(. 

b) Ln ley de transición Q es fuertemente continua. en .·1, es decir. pnrn rada función 

" : _-,.,;: ~ R medible y acotada :-,· x E X, In función ,.· definida en .4(;1.·) pur 

1.'(a) := j n(y)Q(dy 1 :r:. a) 

es continua. 

c) F(t 1 :i-. ·)es continua en A(x) para cada x E_\'. ;-.·t. E R. 

En las siguientes dos proposiciones se demuestran propiedades imvorta.ntes de las 

funciones introducidas en la Definición 2.6. 

Proposición 2.11. Si H2.7 se cumple. entonces: 

a) p := infK T(J:.u) 2': oO, 
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b) Po := supK .Ó.a(x, a) < 1, 

e) P;(¿:;"=1 ón = oo) = 1 '<fx E X, 7r E II. 

Demostración. a) De la definición de -r(x,a) y H2.7 se tiene, 

r(x, a) :=f.'{'° tF(dt 1 x, a) = J;'{'°(l - F(t 1 x, a))dt 

2: J.f (1 - F(t i x, a))dt 2: dJ '<f(x, a) E K, 

por lo que p 2: =:O. 

b) Sen (:r.,a) E K. De la definición de .ó...,(x,a). In fórmuln de integrnción por 

partes y H2.7. 

~ ... (x, a) :=Ji'{'° e-ot F(dt 1 x. a)= a .h.<.:_,., F(t 1 :r, a)dt 

= a[.f.f e-nt F(t j .r., a)dt + .r0= ,_,-nt F(t 1 :r. a)dt] 

por lo que Pr:. < l. 

e) Senn :r. E ;'!( ~- 7r E II. Entonces de propiedades de In espernnzn cundicionnl ~· 

b) se obtiene 

de donde 2:~ 1 6.,, =oc P; - c.d. • 

Proposición 2.12. Si se satisface H2.10. ent.onces µara rndn J. E_)\. ~·o >O. 

n) ~ ... (:r:. ·). r,.(:r., ·)y r(:r:. ·)son funciones continuas en .·l(.r). 

L) C 0 ;\º C son funciones inf-compactns en K. 

Demostración. La pnrte n) se sigue de H2.10 e). Pnrn demostrnr L). notamos 

primero que las funciones C" y C son funciones s.c.i. ~·. para :.r, E.)( -:-.· r E R, 

Dr :={a E .-l(x): C..,(x,a) :Sr} e {a E .4(:r): D(:r:,a) :Sr}=: Fr. 
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Puesto que Dr es cerrado y Fr es compacto se tiene que Dr es compacto lo que de

muestra la inf-compacidad de Ca. De la misma forma se demuestra lo. inf-compacidad 

de C.• 

Finalizamos esta sección con un lema en el que se demuestran dos resultados que 

serán de gran utilidad en los siguientes capítulos. El µrimero es un resultado de lus 

llamados ··teoremas de selección medible"•. mientras que el segundo es nn resultadu 

de intercamLio de límite ~ .. el ínfimo. 

Lema 2.13. a) Si 1• : K - R es medible e iuf-compactn en K. entonces Jn 

función 

1"(x) .- inf v(x.a) 
uEA(r) 

es mediL!e ~·existe fº E F tal que (usando Ja notación intrvd11rida en la :'\uta 2.3). 

vº(a:) = 1'(x,fº) = min 1'(.r,a) "if:i: E X. 
aEA(.r) 

b) Sean " y Vn (n = 1, 2, ... ) funciones medibles e inf-compactas en K tales que 

Vn T v. Entonces para ca.da :i: E _J(, 

Demostracióne a) Puesto que 7,• es medible e inf-cumvarta en K. entunces po.rn 

cada r E R. el conjunto Ur := {(a:,a) E K: v(J:.a) Sr} es mediLle ~·el conjunto 

{a E A(x) : "(x, a) S r} es compacto. Luego la demostraciún de a) se sigue del 

Corolario 4.3 en (31]. 

b) Puesto que '1,'r• T 1•. para x E_")(, 

1'n (a:. a) :S 1•(x. a) "ifa E A(x). 11 EN. 

es decir~ 

y por lo tanto 

l(.r.) := ,!.!...% ª~~) v,, (x. a) :S ,.'(:e). 
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Fijemos x E X y definamos los conjuntos A 0 := {a E A(:r.) : v(:r:, a) = v'(:r.)} -;.· 

An := {a E A(x) : vn(x, a) :::; v'(x)}. Estos conjuntos son compactos no vacíos -;.· 

An l Ao. Para cada n EN, seaª" E An tal que 

vn(x,an) = Tc~'J'1n(x,a). 

Por la compacidad y la convergencia An l Ao, existe an E Ao y una suLsucesión {an,} 

tal queª"~ - ao. Por la monotonía, para cada n = 1, 2, ... 

por lo que haciendo i - ~.la semicontinuidad inferior implica 

l(x) ;:::: 11n(x, ao) '<tn = 1, 2, ... 

y, por lo tanto. 

l(x) ;:::: v'(x). • 

2.5 Comentarios y conclusiones 

En este cnpítulo se definieron los elementos princiµnles del ::\ICS::\I. lus índices de 

funcionamiento y algunos conceptos relacionados. Se enunciaron las condiciones de 

regularidad. continuidad ~· compacidad bojo las cuales se estudiarán lus vroblemas 

de control óptimo en los siguientes capítulos y se demostraron algunus resultndvs 

preliminares. 

Nótese qne el ··teoremn de selección medible·~ en el Lema 2.l~i a). generaliza la 

Proposición D.6 en [13]. donde la función 1• es s.r.i.. arutadn inferiormente e inf

compactn en K. Asimismo. el Lema 2.13 b) es una generalizaciún del Lema -1.2.-1 

en [13] donde las funciones 1• y 1•11 (11 = 1. 2 .... ) son s.c.i.. ac:-otadas inferivrmente e 

inf-compnctns en K. 
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Capítulo 3 

Indice de costo descontado 

2.1 Introducción. 

2.2 La ecuación de optimalidad en costo a -descontado. 

2.3 Condiciones suficientes ·vara (3.-!). 

2.4 Aproximaciones. 

2.5 Comentarios y conclusiones. 

3.1 Introducción. 

En este capitulo se considera el PCS!VI con índice de costo descontado que consiste 

en el l\ICSl\I (X,A,{A(x): x E X},Q,F,D,d) (ver Definición 2.1) ~-el criterio de 

O}Jtimalidad de la Definición 2.-l. Los resulta.dos que se }Jresentan son lllln extensión 

al contexto semi-l\Iarkoviano de los resultados en [15] vara modelus de runtrul ::\Iarkv

'"inno. Se demuestra q11e Lajo las condiciones de regularidad. cuntinnidad ."· C"omµari

dad (ver H2.7 ~- H2.10) e imponiendo una nue,·a hipútesis (H:{..t). la f11nriún de vnlvr 

óptimo es la mínima solución en ¡\/ + (~:\:') n la ecuación de O}Jtimalidad. TamLién se 

demuestra la existencia de políticas estacionarias óµtimas ~· algunos resultados de 

aproximación. 
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Problemas de este tipo con espacio de estados numerable y conjunto de controles 

finito o compacto, se consideran en [21), [22), [30] y [32]. En [2] se estudia el problema 

cuando el espacio de estados es de Borel y el conjunto de controles es un conjunto 

compacto. 

3.2 La ecuación de optimalidad en costo a:-descontado 

Sea o > O~· sean C 0 (·. ·) ~· .:'.l. 0 (-, ·) como en la Definición :.?.6. Dedmvs qne una 

función medible 1J : X - R es unn sol1lción de la f:.c1u1cic)11 df: opli1nalidrul r:.n costo 

n-de,;cn11/ado (a-EOCD) si satisface 

u(.7•)= min {C0 (:c,a)+.:'.l. 0 (x,a) f u(y)Q(dy/:r:.a)} '<1:1:E~\'.. 
aEA(.r) Íx 

El resultado principal en esta sección {Teorema 3.5) estoLlere. Uaju rundiciones 

adeC'nadas. la existencia de políticas estacionnrins úptimas :'-~ nna rnrarterización de 

la función de Yalor óptimo v;.(:r.) como solución de la o-EOCD. es derir. 

l';,(:z:) = min { C 0 (x, a) + .:'.l.,,(::c:, a) f \/;, (y)Q(dy / :r. a)} V.r E .\'.. 
aEA(.:r) Jx (:i.l) 

Para :.r; E _){y rr E II, denotamos por 1,-;;1 (7r.:r) (11 = l. 2 .... )el custu esperndu 

a-descontado hnstn In n-ésima transición. es decir. 

N' ót.ese que 

y [cf. (2. 7)] 

n-1 k-J 

1/;,"(r..x) = E';{C0 (xu,ao) + L IJ .:'.l. 0 (x;,a;)C,,(xk.a,.)}. 
k=J j=O 

En lo que sigue, usaremos la siguiente notación: 

/..:-) 

y A~ := IJ A,,(x;, a;) 
j=O 

¡..ara k = l. 2 ..... 
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por lo que podemos escribir 

n-1 
V;;'(7r,x) = E;(L A~Ca(Xk,ak)], n 1, 2, ... 

k=O 

~· (ver (2.7)] 

v';.,(7r,x) = E,;:[f;A~Ca(Xk,ak)]. 
k=O 

Definición 3.1. Pnrn u E J\I+(X), definimos In función Tu en X por 

Tu(x) = min {C,,(x,a) + ~,,(x.a)ju(y)Q(dy 1 x.a)} 
aEA(=r) 

Nótese que la ecunción {3.1) puede escribirse en In formn 

y por el Lemn 2.13 n), si s.- satisface H2.10 entonc.-s T .-s una función d.- 1\I+()<) en 

Al+(X). Nótese que In ecuación anterior. \.1;_. = T\.1;., significa que \,; 1 es un ptt11lo 

fijo del U}Jero.dor T. Este es un hecho importante en el que nlgunus nutures se hnn 

bnsndo pnra demostrar la ecuación (3.1) usando técnic-as de µunto fi.iu (pur .-jernplo. el 

Teorema de Punto Fijo de Bnnach). Aquí seguiremus 1inn Yarinnte de estas técnirns. 

usando In funciones que definimos a continuación. 

Definición 3.2.. La sucesión { 1'n }~=º de .fn11cio11r:.s rlt: ilern<"iú11 t!t: 1•alon~.-; se 

define por ''n(:r.) := O 'o'x E X y para n = 1, 2 .... 

l'n (:r.) := minuEA{r){ C,,(x, a) + ~,.(:t:. a) J 1•.,-1 (y)Q(d¡¡ 1 :r. ")} 

= T1.,,_ 1(.T) = T''1•n(:r:). 

Observación 3.3. Para X E -"' y " = { ""} E n. 

Vn(x)::;; ¡ Ca(x,au)7rn(dao l :r:) + j ~o(x,an) r l'n-1(J:1)Q(dJ:1 1;i:.uo)"11(da111 :i:). 
A A Jx 

Iterando estn desigualdad se obtiene, pnra :r. E X, n = l. 2, ... 

(3.2) 
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De hecho, para cada n fijo, se puede demostrar que la igualdad se rumple en (3.2) 

si ;res una política (que depende den) tal que V,:'(7r,·) =~lJ,h V,;>(;r'.·). 

Denotamos por Ilº, el conjunto de políticas ;r E I1 tales que 1';,(;r, :r.) < oo ';l:r; E X. 

Hipótesis 3.4 (H3.4) ITº es no vacío. 

Por ejemplo. si H2.10 se cumple y si O $ C 0 (x. a) $ R V(x. a) E K y una 

constante R, entonces H3.4 se cumple ya que en este caso (por la Proposición 2.11 

b)), 

V 0 (;r,x) $ f: p':,R = _..!!..___ V:r. E X. ;r E IT. 
ri=O 1 - Po. 

En la siguiente ecuación (3.3) usamos la notación de la ~ota 2.3. 

Teoren1a 3.5. Si el ?\ICS.1"'1 satisface H2.7. H2.10 ;-.· H3.4, entonces: 

n) 1'n T \/;-1 y\;;_. es la función mínima (puntualmente) en J11+(-\:') q11e es solurión 

de la n-EOCD (3.1); 

b) Existe f,. E F tal que fu(:r) minimiza el Indo derecho de (:~.l). es decir. 

1,:,(::r:) = Ca(x, fu)+ A,.(x, f,,) { V,,(y)Q(dy / :1:. };,) '<i:l' E X lx (3.3) 

y fu es o-óptima. Recíprocamente. si fu. E Fes una µolític:-n o-úµtima entonces 

satisface (3.3). 

c) Si ;r• E I1 es tal que 1';,(7r•, ·) es solución de la o-EOCD ;-.· satisfoc-e 

entonces ;r• es a-óptima, es decir. V;._l;(¡r•.:1;) = \/;_..(.'.I:) 'V:r.: E)\. 

d) Si C" es acotada en K. entonces \/;"es la ·1inir.a sul11ción arutadn. de la o-EOCD. 

En ln demostración del Teorema 3.5 se usará el sig11iente lema. 

Lema 3.6. Supóngase que se satisfacen H2.7. H2.1U ;-.· H:i.-1. 

a) Si u E 1\I+(X) es tal que u;::: Tu, entonces 11 ;::: \";,. 

b) Si u es una función mediL!e tal que u :5 Tu ;-.· 

(3.5) 
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entonces u :::;: V 0 • 

Demostración. Si u ;::: Tu, se sigue del Lema 2.13 a) que existe }"E F tal que 

'<l:z:EX, 

11(x) ;::: Cn(X. n + ~,,(x, f) J u(y)Q(dy 1 X,}"). 

Iterando esta desigualdad se obtiene 

71-l /.:-} TI-1 

u(:r) ;:: Ef[C,.(:c. f) + L rr .:=i.a(Xj, J)Ca(Xk, ak)] + E!!IT ~o(;i:_;J)u(:c,.)] 
k=l .J=O j=O 

y, puesto que u ;;::: O. 

u(:c);::: V",;'(f,x). 

Haciendo " - oo se tiene 

u(x) 2: 1';,(f,x) 2: V;,(x) '<lx E X. 

b) Supóngase que 11:::; Tu y sean X E X y 7r Enº. Entonces. pnra /1 =u. l ..... 

= A:_:(C0 (x,., a,.) + ~0 (:r:n. a,.) J 11(y)Q(dy 1 ;r:,., u,.) - C,.(:r:,.. a.,)] 

2: A;:(u(xn) - C,,(:r:,..a,.)]. 

Luego, 

(3.6) 

Tomando esperanza E; en cada lado de (3.6) :-· sumandu sol>re n = O. l. .. .t - 1 se 

obtiene 

Haciendo I - oo en la desigualdad anterior, de (3.5) se signe que 

1-;,(;r.x) 2: 11(x) 

~-. puesto que " E TIº es a.rLitrnria., 
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Demostración del Teorema 3.5. Puesto que el operador 'J' : lll+(X) -

lll+(X) es monótono (es decir, 11 2: v ==> Tu 2: T·1•), se sigue por inducción que la 

sucesión {1',,} C lll+(•Y) es no decreciente~-. por lo tanto. existe u E 1\/+(-)() tal que 

1•,, T ·u. 

Por el Teorema de la Convergencia !\Ionótonn se tiene que para (;i:,a) E K. 

C,,(:r:. a)+ ~,,(:z;, a) j 1'n (y)Q(dy 1 x, a) T C,,(x. a)+ ~.,(x, a) j u(y)Q(dy 1 :r:, a) 

~·por el Lemn 2.13 L) se tiene que.Jim,,_00 T1•n(x) = Tu(x). es decir..,, es una solución 

a la n-EOCD 

u(x) = Tu(x). 

Por el Lema 3.6 n). se sigue que 

11(x) 2: l,;,(;i:) 'tx E X. (3.7) 

Por otrn parte. haciendo r1 - oc en (3.2) se obtiene 

u(:r:) :S l';,(:rr,:r:) 'tx E X. 7r E II. 

de donde se sigue que 

(3.8) 

Combinando (3. 7) y (3.8) se obtiene que u = l';, y por lo tanto. \.·;, es una solución a 

la a-EOCD. Finalmente, si u' E lll+(X) satisface Tu'= u' entonces por el Lemn 3.6 

a), u' .2:" l .. ;_ lo que completa In demostración de a). 

b) Pur la Proposición 2.12 ;-.· el Lema 2.13 a). existe f,, E F c¡11e satisfnre la 

ecuación (:l.:l). Iterando se obtiene 

2: F¿"(f,,.x) 'ti\' 2: l. :r E X. 

Haciendo iV - oo se tiene l';,(a:) ;::: \··;,(f,,.:r). Puestu que la desigualdad in,·ersa se 

cumple trh·inlmente, se sigue que l•;,(;i:) = \.;,(f., . . r) 't:r E .\'.". 

r-----· - -
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La segunda parte en b) se sigue del hecho de que para cualquier política esta

cionaria f E F, 

v;,(f,x) = C,,(x,f) + .C:..,,(x, f) j V,,(f,y)Q(dy J :r;,f). 

e) Aplic-ando el Lema 3.6 b) se obtiene 

V,,(;;-•,x) $ V.,(x) '<tx E X, 

por Jo que 7r• es a-óptima. 

d) Sea u E AI+(X) acotada tal que 

1.1. = 7~11. 

De a), se tiene que u ;:::: l,;, y, puesto que se satisface (3.5). se sigue del Lema 3.6 b) 

que u S 1-·;_.. Por Jo tnnto, 11 = V~. • 

Nótese que en la demostrnción de d), tínicnrnente se usú el hecho de que cualquier 

función ac-otada en /\í+(X) satisface (3.5). Por lo ant.erior, si l';, satisfoc-e (3.5) en

tonces es ln tínicn solución de la a-EOCD con esta propiedad. 

3.3 Condiciones suficientes para (3.4) 

Como vuede verse en el Teorernn 3.5~ la condición (3.-1) permite cararterizar a 

las políticas a -óptimas. En esta sección suponemos que se satisfacen H2. I. H2.10 '.\ .. 

H3.4 ·y desearnos dar condiciones suficientes para (3.4). Denotamos pur .·lo .. "'11 ... 4:,t '.\" 

.. 4a las siguientes condiciones: 

.. 4o: Cn(:I:. a) es acotada en K. 

A 1 : Existen dos números positivos rn y /3 con /3p<.., < l.~· una funciün medible nu 

negath·a w : X ~ R tal que V(x. a) E K. 

1) C 0 (:r. a) $ ffi'-'-'(x). 

2) fw(y)Q(dy J x,a) $ /3w(:r;). 



A2: C(.r.) := ¿:~0 C,(x) < 00 'rfx E X, donde Co(:i;) := SllPaeA(r) C 0 (:r., a) y 

C,(x) := sup .ó..,(x, a) je,_, (y)Q(dy I x, a) 
aeA(:r) . 

para t = 1,2, .... 

A,.: lim,._= E;'[A~V.,(;r',x .. )) =O 'r/;r, 7r' E Ilº y x E X. 

Teorema 3.7. a) A1 implica A1+ 1 (i =O, 1, 2) y Aa implica (3...1). 
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b) Si ... 4i se cumple para algún i =O, 1, 2, 3, entonces una política 7T• es óptima si 

y solo si '';, (;r•, ·) es una solución de la a-EOCD. 

Demostración. a) ... 4 0 ===> A 1 . Es suficiente con tomar .,,, cualquier C"utn superior 

de C 0 (:i:,a) y w(·) :=l. 

.. 41 ===> ... ..\:¿. Por un argumento de inducción, se prueba que 

Por lo tanto. 

C,(x) :5 (/3p,,)'rnw(x) 'rf:r: E X. t =O. l. .... 

C(x) < mw(x) < =· 
- l - fJp,. 

A:¿===> . .4:¡. Sean x E X y 7í E Ilº arbitrarios. Probaremos primero qlle 

F 0 (;r,x) :5 C(x). 

Obsérvese que 

y Tornando esperanza se obtiene 

De la misma formo., para n ;::::: 1, 

:5 E;[C,.(xo)] = C,.(x). 

(3.9) 

(3.10) 
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De (3.10) y el hecho que C 0 (x,.;, a,,) ::S Co(xn) se tiene que 

lo cual implica (3.9). Ahora, si ;r y 7r' son dos políticas arbitrarias en II11 entonces, de 

(3.9), 

Además, 

Tornando esperanza E; y procediendo inducth·amente, 

por lo que 
= 

E;[A;:v;._.(7r',x.,)]:::; :¿ C,(:c) - o 
t=n 

cuando n - oo puesto que C(x) es finito. 

b) Se sigue de a) ~· del Teorema 3.5. • 

3.4 Aproximaciones 

En est:n sección, consideramos otros tipos de aproximaciones a In funciún de costo 

l,.~, diferentes a las "aproximaciones sucesivas·· o iteración de Ya.lores que se utilizó en 

el Teorema 3.5. Suponemos que se cumplen H2.7, H2.10 ~· H3..t. 

a) Aproximaciones con costos acotados. 
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Sea C~ (x, a) una sucesión de funciones no negnti·\."as, acotadas e inf-compactas 

en K tal que c:;,(x,a) T G 0 (x,a) (por ejemplo, las funciones truncadas G:;,(x,a) = 

min(C,.(x, a), n)]. Para x E X y 7r E TI, defínanse las correspondientes fnnciones de 

costo, por: 
00 

Un(7r,x) :=E; Lc-0 nc:;(:c1,,ak) (3.11) 
k=O 

~· 

Un(x) := ~~h Un('rr,x). (3.12) 

Para cada" E Jll+(-X), sea Tnv la función en l\I+(X) definida por 

Tnu(x) := min {C,'.;(x,a) +~_,(x,a) (1•(y)Q(dy I :r:,a)}. 
QEA(x) . 

(3.13) 

Observación 3.8. Si Cn. se reemplaza por G7~. entone-es por el Tevrerna 3.5 d). 

In función ll,.(·) es la únicn función acotada en 1'1+()\:) que satisface 

U,. (x) = T .. U,. (:e). (3.1-1) 

Proposición 3. 9. La sucesión {U,,.} es monótona creciente y conYerge n 1.-;'"". 

Demostración. Puesto que e;; i Cu, la sucesiún { l í,.} es c-reriente ;-.· por lo 

tanto existe nna función ·u en lll+(X) tal que U,. f 11. Haciendu /1 - = en (3.1-1). se 

sigue del Lema 2.13 u) que 11 = Tu ~· por el Lema 3.6 a). u ;::: 1•; .. Pur utra parte, 

lln :::; l 1; 1 'V' 11. de donde se sigue que 11 :::; \ 1;'"" Y~ por lo t nntu. 11 = 1- ;_,,. es decir. [ ··,. f \1;1. • 

b) Aproximaciones recursivas con cost;os acotados. 

Sen T,, e-orno en (3.13) ~·sea {11,,} la sucesión definida por 

110 =O 

~-

es decir. 

un(x) = rnin {C.'.; (x. a) + ~,.(:i:. a) ju,._, (y)Q(dy 1 x, a)}. 
nEA(.r) 
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Proposición 3.10. La sucesión {un} es monótona creciente y ron"\"erge a \,.;_.. 

Demostración. Con argumentos análogos n los que se usaron en la demostración 

de In. Proposición 3.9, se obtiene que existe una función ·1 1 tal que u,,, f 1· ~· ·1• ~ l>:,.. 

Por otrn parte, para cada n =O, l. ... , 'Un(x) ::S l,;,(,,.,:r:) 'o'rr E TI, :z: E.\; (Yer (3.2)) 

por lo que u,.(x) ::S l·;,(x). Haciendo n - oo se tiene que "(:r:) ::S l·~(:1:) ~-por lo tanto 

u,. T \.·;,. • 

e) Iteración de políticas. 

Sen Ji1 E F una política estacionaria tal que w 0 (:1:) 

Entonces 

\;,(j¡, .. r) < :x: 'o':r: E .\;. 

wu(x) = C 0 (:1:, fu)+ .t::..a(:c, fo) j u.1o(y)Q(dy / .t:. fu) 'o':r E X 

y. por el Lema 2.13 n), existe f1 E F tal que 

Twn(:r) = C,.(:r:. f1) + .t::..,.(:r:. f¡) j u.·u(!J)Q(d¡¡ / .r. f¡). 

donde Tes el operador en la Definición 3.1. 

Sen w,(x) := ,,~(f1 ,x). En general. dada f., E F. senn w,.(:r} 

f .. +1 E F tales que 

Tw,.(x) = C,,(:t:.fn+1) + .t::..u(x,f,.+1) j "'·,.(11)Q(d11I:r.f,.~1). 

(3.15) 

(3.16) 

\.·;, (f, .. 3:) :-· 

(:-1.17) 

Proposición 3.11. Existe w E Ill+(X) tal que""º" l...,.~- T...,·= u.:. Si además. 

,/i_n;¡,,E,;'. [A;:w(xn)] =O 'o'x E X. r. E Il. (3.18) 

entonces ""-'' = \··:l. 

Demostración. ProUnrernos primero qne {(..v',.} es una suresiún derreriente. De 

(3.15) :-· (3.16) se sigue que 

Wu(x) 2:: C,.(:r:,fi) +.t::..u(:1:.f1) J wu(11)Q(d11 / :r:.f¡) 

e iterando esta desigualdad se obtiene 

wu(x) ;:::: \.-~(11 .. :r) = u.: 1 (:r). 
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Por un argumento similar se obtiene que para: cada-n = 1, 2, ... 

(3.19) 

y, por lo tanto, existe una función w E 11-:T+(X) tal que Wn ! w. Puesto que w., 2: V 0 Vn, 

(3.20) 

Haciendo 71 - oo en (3.19) y aplicando el Lema 3.3 de [16] se concluye qne 

w=Tw. 

Si w satisface (3.18), entonces por el Lema 3.6 b), se sigue que w :S '';, y por (3.20) 

se obtiene w = '?'0 • • 

3.5 Comentarios y conclusiones 

En este cnµítulo se obtuvieron los siguientes resultados relativos nl problemn de 

control Ó!Jtimo en costo descontado: 

1) Existencia de políticas estacionarias óptimas ~p carnrterizaciún de la función 

de costo l;~ e-orno la mínima solución {puntual) de la o -EOCD. En el rnsu en qne 

Cu es acotada en K, \1~ resulta. ser la única solución acotada de ln o-EOCD. 

2) Cnrncteriznción de lns políticas óptimas romu las µolíticns " E Il tales que 

\ 1;. {7r. ·) es $~.lución de la a-EOCD. Aquí es importante resaltar ln imµurtancin de ln 

condición (3.-l) y lns condiciones .. 4.n, .. 41, :-.· .. 4-.z suficientes para {3.-1). L-nn furma mas 

general de la condición Ai aparece en Lippmnn [22]. mientras que en [2]. se ronsidern 

nna condición del tipo .. 4:¿. 

3) A¡.n-uximnciones n la función de costo\-;_. µorlos métodos de iterariún de valures. 

iteración de políticas :-.- aproximaciones con costos ncot,adus. Es irnµurtante notar el 

carácter monótono de la convergencia en en.da caso lu que hace posiLle. mediante la 

elección de aproximaciones adecuadas, deducir propiedades de \.'; •. Esvecíficamente. 

suponer qHe { tVn} es una sucesión de funciones en_"'-\.. tal que 11111 j \·;,. comv es el en.su 

de las funciones de iteración de valores y las funciones en las aproximaciones a) :-.· L) 
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de la sección 3 . .J. Entonces, por ejemplo, si las funciones 1V71 (n = 1, 2, ... ) son s.c.i. o 

convexas o monótonas. se sigue, l/0 es del mismo tipo. respectivamente. 

En relación con 3), observarnos que en [2] se consideran conjuntos de control 

A.(x) com:µactos, C 0 es s.c.i. :-.· la siguiente condición de continuidad débil en la ley 

de transición: Para cada 1 1 : X - R continua y acot.a.da, la función 

1•'(x. a) := j v(y)Q(dy J :r;. a) 

es continua y acotada en K. Bajo estas condiciones. las funciones de iteración de 

valores 110 resultan ser s.c.i. :.v, por lo tanto, l/;.. es s.c.i. Si los conjuntos .·l(:r) no son 

compactos. las funciones 1_.•0 no necesariamente resultan ser s.c.i.; yéase f2:-3]. 
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Capítulo 4 

Indice de costo promedio 1 

4.1 Introducción. 

4.2 Ln desigunldnd de optimalidad. 

4.3 La ecuación de optimnlidnd. 

4.4 Comentarios y conclusiones. 

4.1 Introducción 

Una forma de estudinr los PCSl'vls con índice de costo promedio (Yer Definición 

2.5), es mediante In aproximación con problemas con índice de rusto descontado. 

e-orno puede Yerse en [3]. [4]. [21]. [22]. [30]. [32). [33] ~- [38]. Para modelos de c-unnul 

l\Inrkov-inno. este método está relacionado con Teoremo:ts Taul>erin.nvs. Siguiendu 

este enfoque. en este capítulo se dnn condiciones }Jarn In existenda de suluciunes 

a la ecuación de optirnalidad así como para la existencia de µuliticns estacionarias 

óptimas. En el Capítulo 5 Yeremos otra forma de estudiar esta clase de prublema. 
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4.2 La desigualdad de optimalidad 

En todo este capítulo, = E X es un punto arbitrnrio pero fijo. Para o > O. sen 

l'a (-) In función de costo óptimo o-descontado (Definición 2.-1) y definimos 

h,,(x) := V;,(x) - l';:.(.:::), :e E X. (-t. l) 

Uno de nuestros principales objetivos es llegar a la ccuacióu ele opli111alidatl r:11 

costo ¡>romcrlio (EOCP) (-t.1-t). para lo cual empezamos por garantizar la existencia 

de soluciones de la desigualdad de optimalidad (4.3). Con tal fin se intruducen las 

siguientes condiciones. 

Hipótesis 4.1 (H-t.l). Existen N E lll+(X) ~-constantes positiYas ¡,·. / ~- <>n 

tales que Vo E (O. 011) 

a) o 1,-;, (.:::) :S I<; 

L) jh,,(x)I :S 1N(x) '<lx E X; 

e) Para cada x E X, a,..._..... J JV(y)Q(d!I 1 x, a) es continua;-.· 

sup jN(y)Q(dy j .7:. a) =: Lr < ::x:: 
nE.-1(.r) 

d) SUPnEA(r)T(:r:.a) =: JHr <oc parn cada J: E X. (rer-11érdese que r(.r.a) es una 

función estrictamente positii.·a -Yer Proposición 2.11 d).) 

Proposición 4.2. Si H2.7, H2.10 y H--1.1 se cumplen. entonres existen nnn 

función medible h definida en X, una constante j• ;\"una política estnriunnrio. f .. E F 

tales que '<f:1: E _eo,:. 

lh(:r)I::; -1N(:1:) (-t.2) 

h(:i:) 2: minnEA(r) { C(:r:, a) - j"T(J:. a) + J h(y)Q(dy 1 .r. a)} 

(-1.3) 

= C(x. f") - j"r(x, F) + J h(y)Q(dy 1 x, f"). 

Para modelos l'\Iarkovianos en tiempo discreto, (-1.3) implica que f" es CP-óptima 

como puede ·verse en [28). Sin embargo. en el casu semi-~Iarko'\"'ianu. nu se tiene un 
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resultado que permita afirmar que f* es CP-óptirnn y, por lo tanto, (-l.3) es un paso 

intermedio para obtener la EOCP (-l.1-l). 

Parn la. demostración de la Proposición 4.2 se necesita. el siguiente lema en el cual 

se supone que se cumplen las hipótesis de la proposición. 

Lema 4.3. a) Existen una constante j* ~·una sucesión 0(11) l O tales que 

b) Para cnda x E X existen Ur ~·a,. (n = l, 2, ... ) en A(;1:) tales que 

l';.¡n¡(x) = Cn(n)(:r., a,.)+ ...:i.n(n¡(x, Un) j V0 ¡n¡(y)Q(dy f :r. a,.). 

;\" a;r- es 11n p11nt.o de acumulación de {a.n}. 

(-1.-l) 

(-1.5) 

Dernostración. n) Sen j* :=lirnsup al';,(=). Por H-l.l n). j* es finitu y existe 
u JO 

una sucesión a(n) l O que satisface (-l.-l). 

b) La existencia de a,. (n = 1,2, ... ) que satisface (-1.5) se signe del Teorema 

3.5 b). Para la demostración de In segunda parte en L). definirnos las funciones 

h, Gn : X - R (u = 1, 2 . ... ) por 

Sen :r: E X fijo. Si definirnos 

G,.(y) := inf h,,¡,.¡(y). 
l.:2::ri 

lf'0 (x. a,g) := C,.(x. a)+ ...:i. 0 (.:1:.a) j [J(!J)Q(rly f :r. a). 

entonces de (2.6), (-l.l) y (-l.5). se sigue que 

(-1.6) 

(-1.7) 

(-l.S) 

Parn cualquier e> O. por H3.l a). d) y (-l.6). existe 11(<) .'·una suLsuc-esiún {0(11;)} 

de {a:(n)} tal que '<tn; 2: u(<). 

(-l.9) 
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y sumando L:l.ocn,}(x, an,) J7N(y)Q(dy 1 x, a,..) en ambos lados de (4.9), de H3.1 e), 

(4.7) y el hecho que O< L:l.o(x,a) < 1, se obtiene 

Puesto que Co(n,)(X, a) T C(x, a), L:l.o(n,)(X, a) T 1 y Gn.(Y) T h(y) cuando TI.; - oc, 

los conjuntos 

D, :={a E A(x) 1 HTo(n,)(x,a,Gn; +1N) Sr}. 

con r := h(x) + -yL:r + ]'( l\1:r + E, forman una sucesión decreciente de ronjuntos 

compactos no vacíos que convergen al conjunto compacto no vncío 

D(x) := {a E A(x) 1 C(x, a)+ j (h + -,N)(11)Q(dy 1 :r. a) Sr}. 

Por lo tanto, existe a 7 E .. 4.(x) y una subsucesión de {ni} que denutamus de nnevo 

por { Tl,i} tal que ªn~ - Uz. • 

Demostración de la Proposición 4.2. Sean :r: E)( un estndu nrLitrario pero 

fijo, E> O:--· {o(n;)} =: {.6(i)} )' {an,} =: {b,} las sucesiones en la demustración del 

Lema 4.3. De (4.8) :--·el hecho que r 0 (x, a) S r(;1:, a) se tiene que 

Por (4.4), (4.6), el Lema 4.3 -:.•In continuidad de a>-- r(:r:.fJ) (ver Pruµusic-iún 2.12), 

existe i(c) tal que '<li ~ i(E). 

H'i•C<l (x, b,, G,) S li(:i:) + j* r(x. a,.) +e (4.10) 

Sea l > i(c) un número entero arbitrario:--· sea ; ;:::: l. Entonces. de (4.10). 

lF¡;c.i{:r:. b;. G1 + 1·1\') S li(x) + j"r(:r.. a,.) + -,· J N (11)Q(dy 1 :r. li,) + <. (4.11) 

Tomando liminf;-= en (4.11), de H-1.l e) se obtiene: 

(4.12) 

+J-,N(y)Q(dy 1 x.a,.) +e 
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y por el Teorema de la Convergencia lVIonótona (puesto que Gn T h), 

G(x, ax)+ j h(y)Q(dy 1 x, a,.) :S h(x) + j'r(x, a.,.)+ E. (4.13) 

Puesto que E es arbitrario, la desigualdad en (4.3) se sigue de (4.13). Por (1ltimo, la 

existencia de¡• E F tal que se satisface la igualdad en (4.3). se sigue del Lema 2.13 

n). • 

4.3 La ecuación de optimalidad 

En esta sección, se establecen condiciones que garant.iznn la existencin de solu

ciones de In EOCP {4.14) :-·In existencia de políticas estadonnrias CP-úµtimns. 

Sea {0(11)}. In sucesión en el Lema 4.3. 

Hipótesis 4.4 (H4.4). La sucesión {h,,¡n)} es equicontinua. 

Teorema 4.5. Supóngase que las hipótesis del Teoremn ...t.2 . .o.sí romo H--l.-1 se 

cumplen. Entonces existen una función continua h. una constante j• ;:::: O .Y f E F tal 

que: 

a) '<f:r: E_"\:: 

li(:1:) = min0 e..t(z){C(x. a) - j•r(x. a)+ .f li (y)Q(dy 1 :1:. u)} 

(4.14) 

= G(x, f') - j•r(x, f") + f li(y)Q(dy J :r.f"). 

b) Si 

lim E;fl.'(x,,) =O '<fx E X. ;r E II. 
n-oo TI 

entonces¡- es CP-óptimn :-· J(J•, x) = .l(:r) = r '<f:r E-~-

Demostración. a) Por el Teorema de Ascoli (ver [34] p. 179). juntu ron H4.l 

b) :-· H4.4. existe una subsucesión de {a(n)} que denotaremos de nuevo por {a(n)} :-· 

una función continua /¡ definida en _'J( tal que 
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De la a-EOCD y (4.1), '<lx E X y a E A(x) 

ho(n¡(x) :5 Co(n)(x,a) + Ao(n¡(x, a) J ha(n¡(y)Q(dy 1 X, a) 

(-t.15) 

Tomando limn-= en ambos lados de (-1.15) ~·usando el Teorema de la Convergencia 

Dominada se obtiene 

h(:r;) :5 C(x,a)-j"r(x,a) + j h(y)Q(dy 1 :1:,a) V:r: E X. a E A(.r) 

y, por lo tanto~ 

h(x) :5 min {C(x,a) -j"r(x,a) + { h(y)Q(dy l :t:,n)}. 
aeA(.:r) · 

La desigualdad ~ se obtiene de In Proposición 4.2. Por 1'1ltimo. In segunda igualdad 

en (-t.1-1) se sigue del Lema 2.13 a). 

b) Sean x E X y 71" E II arbitrarios. Entonces. pnra t = O, 1, .... se sigue de (2.-1) 

que 

E;(h(x,+iJ 1 h,,a,)] = Jh(y)Q(dy 1 x,,a,) 

= C(x,,a,) -j"r(x1 .a 1 ) +Jh(¡¡)Q(cly 1 :r:1 .a1 ) 

-C(x1 , at) + j"r(x1 , a,) 

2: h(x1 ) - C(a:,, a,)+ j•r(:r.,. a,) (µor (-t.1-t)]. 

Tomando esperanza E; y sumando de t = O a t = " - 1 se obtiene 

n-1 :r1-J r E: L r(x,. a,) :5 E;h(xn) - h(x) +E; L C(.r,. a,). 
t=O t.=CI 
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~ .. tomando lim SUPn-oo se obtiene 

j" ~ J(;r, x). (4.16) 

De la segunda igualdad en (4.1-1), j• = J(f•, x) lo cual combinado con (.t.16) demues

tra la CP-optimalidad de f•. • 

4.4 Comentarios y conclusiones 

En este rapítulo. se estaLlecieron condiciones pnrn lo existencia de pvlíticns estn

cionarias CP-óµtirnas. Estas condiciones son más generales que las que se usan en [a], 
donde la fnmilia de funciones {h,.} (ver (-1.1)) es equic-ontinun ~· uniformemente nc-o

tndn y. nl igual que en [2], los conjuntos de c-ontrol A(:r.) son com¡.mrtus ~· Q sntisfnc-e 

unn condición de continuidad débil (Yer sección 3.5). 

Nótese que H4.4 se usó ünicamente para garantizar la existenria de nnn s11L

s11cesión conYergente. Si .Y es numera.Lle, H--1 . ..t nu es necesaria µ11es en este casu. ln 

subsucesiún conYergente se constrll_'.\"e por el métodu de diagonnlizadún (Yer (34], µ. 

167). 

Sennott [38], introduce condiciones de este ti pu vara I\ICS:\I rvn espacio de 

estados numerable. Demuestra Ja existencia de soluciones de In desigunldnd de op

timnlidad y. utilizando un Teorema TnuLeriano. obtiene la e:xistenrin de políticas 

estacionarias óptimas para el índice de funcionamiento definidu pur 

<I•(;r. ::r:) :=lim sup E; Z(I) 
t-rx:i t 

donde Z(t) es el costo hasta el tiempo t que se define de la siguiente n,anera: Si 

T,I::::; t.< ~1+1· 

" ri-1 

Z(t) := L D(:q .. ak) + Ld(x1c.uk)ók·+t +d(x,..a,.)(1 - T,.). 
k=CI 1:=0 

Unn condidón ndicionnl en [38] es la igualdnd de lus índices .J(f. :t:) = <I•(f. x). l..'n 

trabajo ineresnnte sería el extender estos resultados al contexto de esta tesis. 
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Capítulo 5 

Indice de costo promedio II 

4.1 Introd11cción. 

4.2 Condiciones de optimnlidad. 

4.3 El modelo ?vlnrkoviano asociado. 

4.4 Resultados de optimalidnd. 

-l.5 Comentarios:-. .. conclusiones. 

5.1 Introducción 

Oti·a foi·ma de estudiar el problema de control serni-!vinrko'\·iano con índice de costo 

promedio es aplicando una transformación al ?vlCS?\I mediante la cual. se obtiene un 

modelo de control :l.lnrkovinno (:1.IC:\I) del cual es posiLle dedncir resultadus del mud

elo originnl. En el caso de !\ICS.:\I con espaciu de estndus numeral.Jle. este ?nétodu se 

hn utilizado en [5]. [6]. [30]. [37]. [40]. [41]. CaLe menciunar q11e die-ha transfurmariún 

tnrnbién se ha n¡..licado n )..!C~Is. en cuyo caso los pruresos res11ltnntes svn nµeriódirvs 

(ver [41] ~- [42]). En este capítulo. se estnblecen cundiciones del tiµu de rundiciones 

introducidas en [SJ, [9] y [10] para :\IC:\ls ~- se oLtienen resnltadus rel'1th·os a la 

existencia de políticas óptimas pnra el :\ICS:\l ~- el ::\IC::\l asociado. 
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5.2 Condiciones de optimalidad 

En todo este capítulo suponernos que (el espacio de Borel ) X es localmente 

compacto. También usaremos las siguientes hipótesis. 

Hipótesis 5.1 (H5.l). n) supK r(x, a) =: AJ< oc; 

u) Existe unn función medible": X - [l, oo) y,. E R tal que para cada X E_)(, 

sup C(x, a) :5 ¡11(x) 
aEA(.:r) 

a ........-. j v(y)Q(dy 1 x, a) es continua en .4(;c). 

Hipótesis 5.2 (H5.2). Para cnda f E F, In cadena de ?vlarkm· con probabilidad 

de transición Q(· 1 x, f) es Hnrris-recurrente positiva (ver Definición A.7). con medida 

de probnbilidad invariante '11· 

Hipótesis 5.3 (H5.3). Existe una medida de probabilidnd l/ en X :-.·O < a < 1 

para los cuales se cumple: Para cndn f E F, existe unn función cf't en fll+(.V:) tnl que 

pnrn cada ;r: E X y B E B(X) : 

n) Q(B 1 x, f) 2:: <P1(x)v(B); 

b) Jn(y)Q(dy 1 X, f) :5c/>1(x)111/ll,. + G1'(a:), con 11 ull .. 

c) infF .{ <P1(y)v(dy) > O. 

En [9] se considera un l'vICl\I el cual satisface H5. l-H5.3 :-.· representa sistemas 

que a.parecen en algunas nreas de aplicación como teoría de inventarios :'-" teoría de 

colas. Basándonos en ese traln1jo, presentamos un !\ICS~I para. una rlase de sistemas 

de producción-inventario. 

Ejemplo. Considérese un sistema de producción-inYentario en el que la demanda 

de un producto (la cual se atiende inmediata.mente). ocurre en ciertas r'!.pora.'j T 1 • T 2 • ••• 

tales que ti,, := Tri - T,1 _1 (n = 1, 2, .... 7(, = O) es una Yariable aleatoria. Sea 

~n (n = 1. 2, ... ) la demanda en la época TT 1 y senn .1:,, :'•: a,1 resµertiYnmente. el 

nivel de inYentario :'\-p la cantidad ordenada (o producida) inmediatamente después 
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que ocurre la demanda €n· Si x 0 y a 0 representan el nivel de inventario y la cantidad 

ordenada en el tiempo To, entonces la dinámica del sistema está dada por 

Xn+J = (xn + lln - iE'n+1)+, n =O, 1~ ... , Xo dado, 

donde X = [O, oo). En la épocn Tn, se produce un costo inmediato D(;1;n, an) y poi· 

el tiempo que transcurre hasta la siguiente época de demanda, se produce un costo 

cuyo. razón es d(xn, an). 

A continuación se dan condiciones bajo las cuales. el sistema descrito p11ede rep

resentarse por un l\ICSl\I que satisface H2.7, H2.l0, H5.l-H5.3. 

Condición 1. a) {~11 }~=I es una sucesión de YariaUles aleatorins nu negatiYas 

i.i.d. 

b) A(x) = A para todo :r E .'< donde A es un suLconjnnto comµnctu del int.en·alo 

[O, OJ para algün nümero O> O. 

c) Ln Ynrinble aleatoria ( = O - 1;. donde 1; denotn la YariaLle aleatoria genérica 

con In distribución de 1;1 , satisface E(<,;) < O. 

d) I; tiene densidad continun ~· acotada. 

La c-ondición en e) significa que en cnda época~ la cantidad que se produce es 

menor que el valor esperado de la demanda. Por otra parte. puestu que para = 2: O. 

g(O) = 1 ~· r/(O) =E(<,;) < 1, se sigue que existe un nümeru q >O tnl qne E(c"') < l. 

Condición 2. Las funciones de costo D(x. a) ~· d(:r. a) son fnnriunes mediLles 

no negnth·as, D(x, ·)y d(x, ·) son s.c.L en A(:r) para todo ;r E.\'.~· 

sup C(x. a) :5 ·yv(x) para nlgün -1 >O. 
A 

con v(x) := eqr. 

Condición 3 .. Dados ;r;n = :i; y an = a, la función de distribución de Óri+J es 

F(· I x.a) In cual satisface H2.7. H2.10 c) y H5.l a). 
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La ley de transición Q está dada por: 

Q( {O} 1 x, a) := P(x +a - { :S O) 

Q(B i x, a) := P(x +a - {E B) para B E B(O, oo). 

El sistema de producción-inventario puede entonces representarse medinnte el 

l\ICSlVI (X. A, {A(x)}, Q, F, D, d). De las propiedades de F y c-on argumentos análogos 

a los utilizados en [9], se demuestra que si se cumplen las Condiciones 1-:~. el 2\ICS'.\I 

satisface H2.7, H2.10, H5.1-H5.3. 

Denotamos por L~ el espacio lineal norma.do de las funciones mediLles 11 : _y - R 

tales que 
lu(x)I 

llull,. := !~f 11(x) < oc. 

La siguiente proposición se sigue directamente del Lema 3.-1 en [SJ. 

Proposición 5 .. 4 .. Si H5.2 y H5.3 se cumplen, entonces existen constantes k 2:: O 

y O ::S 71 < 1 tales que para cada g E L'::" y x E X. 

~~~IJ g(y)Q"(dy 1 x,f) - j g(y)q¡(d!l)I :S llg/l.,k,.(:r)1¡". (5.1) 

Una consecuencia inmediata de In proposición nnterior es que pnrn en.da. f E F. el 

costo promedio J (f, ·) es constante: 

Lema 5.5. Si H5.1-H5.3 se cumplen. entonces: 

.f C(y. f)q1 (dy) 
.fr(y.f)q¡(dy) · 

a) Pnra c-ada f E F, existen J¡ E R y h¡ E L"J" tales que 

h¡(:r:) = C(:r:.f) - .T¡r(x,f) + j h¡(y)Q(dy J :r.f) 'V:r E X. 

(5.2) 

(5.3) 

b) Si la pareja (J_í, h'¡) con J_í E R y ll'¡ E L';" es también nna soluc-iún de la ecuación 

(5.3), es decir, 

h'¡(x) = C(x,f) - J'¡r(x,f) + j h'¡(y)Q(dy I :r.f) 'Vx E X. (5.-1) 
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entonces Jf = Jf y hÍ(x) = hf(x) + k' '<lx E X con k' una constante; es decir, la 

función h¡ en (5.3) es única excepto por una constante aditiva y Jf es lÍnicn. 

Demostración. a) Sean 

y 

J ·- J G(y, f)qf(dy) 
f .- J r(y, f)qf(dy) 

= 
hf(X) := LE! [C(xn, f) - -hT(Xn, f)]. 

n=ll 

Probaremos primero que h¡ pertenece a L~: Para cada n =O, l ..... 

C(y,flqr(du) ( r(·1¡ f)Q" (rb¡ 1 :1:. }') 
-r(y,f)qr(dy) • • , • 

:s; IJ G(y, f)Qn(dy 1 '"· n - JC(y. f)<u(dy)I 

+Jf lfr(y, f)Q"(dy 1 x, n - .r r(y. flru(r111)I 

:S: .Mfv(x)ryn 

donde ln últimn desigualdad se sigue de (5.1), con /llf una C'Onstante. por lo que 

'11 E L';'. (5.3) se sigue de ln definición de hf ~· de ln propiedad de ).farkuY. 

b) Integrnndo con respecto a q¡ en ambos miembros de la ec:-unriún (5.-1-) :.v usando 

el hecho de que qf es inYariante se obtiene que J~ = .Tf. Por otra parte. restando (5..1) 

de (5.3) se tiene que la función 11 E L';' definida por 11(:1:) .- !tf(;¡;) - !t~(:r:) es nnn 

función f-a1111ónica, es decir. 

u(x) = j 11(y)Q(dy 1 :r. f) 

Y~ como se demuestra en [1..t), 11 es unn función constante.• 

5.3 El modelo Markoviano asociado 

En estn sección suponemos que se cumple la condición de regularidad H2. 7. Recor

damos que infK r(:i:. a)> O (Yer Proposición 2.11 a)). 
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Definición 5.6. Sea T tal que O < r < infK T(x, a). Se definen la función 

é : K - R ;.• el kérnel estocástico Q en X dado K por 

é( ) ·- C(x, a) 
x, ª ·- r(x, a) (5.5) 

Q(B f x, a):= -( T )Q(B f x, a)+ (1 - -( T ) )lir(B) 
T x,a r .r,a 

(5.6) 

donde 6r(·) es la medida de Dirac concentrada en :c. 

El modelo (X, A, {A(x) : x E X}, Q, C) es un moddo de coT1trol .~lrl1"krroia110 

asociarlo al l'vICS1\I. 

En los sjguientes lemas se demuestra que el modelo de control l\Iarko,·iano nsuci

ndo snt.isfoce condiciones análogas ni 1\JCSl\I. 

Lema 5.7'. Si H2.10 y H5.l a) se cumplen. entunces, e: es inf-romparta en K ;.· 

cj es fuertemente continua en 4"-1. 

Demostración. Sea x E X fijo. Puesto que C(:r, ·)es s.r.i. en A(:r) ;.· T(x. ·) es 

continua en A(x), vemos que C(:i:, ·)es s.c.i. en A(:r) por lu que para rada r E R. el 

conjunto 

Er :={a E A(x): C'(x.a) S 1"} 

es cerrado. Como el conjunto 

Dr :={a E A(x): C(x,a) S r1'1} 

es compacto) .. Er C Dr (por H5.1 a)), se tiene que Er es C'Ompacto lo que demuestra 

la primera µo.rte. 

Considérese de nue'\·o x E _l,;. fijo. Sea u una función mediLle ~· arutada en _\.'" ~· 

sea u' la función definida en A(x) por 

u'(a) := j u(y)Q(dy f x. a). 

De (5.6) se obtiene 

T J T u'(a) = -(--) u(y)Q(dy f x. a)+ u(x)(l - -( --) ) 
T x,a T x.a 
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y puesto que r(x, ·)es continua en A(x) y Q es fuertemente continua en A (por H2.10 

b)), se tiene que u.' es medible y continua en A(x), lo que completa la demostración.• 

Lema 5.8. Supóngase que H5.l a) y H5.3 se cumplen y, para f E F, sen 

J,f(x) := T(;,n<Pf(x). Entonces '<IB E B(X), x E X : 

n) Q(B 1 x. f) ;::: J,f(x)v(B); 

¡,) 

J v(y)Q(dy 1 x, J) :S J,f(x) llvll., + á1>(x), 

donde O< ó < 1 es la constante & := (1 - ¡f¡(l - o-)). 

c) infF .f J,f(y)v(dy) >O. 

Demostración. Las partes a) y c) se siguen directamente de H5.:J a). r) y (5.6). 

Por otra parte, definiendo T(f,x)) := r/r(:z:,f), se tiene: 

.f v(y)Q(dy 1 x, J) = T(J, x) .f v(y)Q(dy 1 a:, J) + [1 - T(J, x)]1•(:1:) 

:S T(J, x)</Jf(x) llvll .. + T(J, :v)av(:1:) + [1 - T(f, x)]v(x) 

:S J,f(x) llvll., + v(x)[l - T(J.a:)(l - o)] 

lo que completa. la demostración. • 

A continuación se presentan algunas propiedades del kérnel Q. 

Observación 5.9. n) Pnrn una política estacionaria f E F. sea ú•1 una medida 

de irreducibilidad (ver Definición A.l) para la cadena de ::\Inrkov con proLabilidnd de 

transición Q(- 1 x, J). De (5.6) puede verse que Vx E X. E E B(X) 

Q(B 1 x,J);::: r(;J)Q(B 1 x,f);::: ,;1 Q(B 1 :1:,f) 
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por lo que la cadena de :rvlarkov con probabilidad de transición Q(- 1 :r:, f) es también 

1/•1-irreducible. Además, puesto que para cada x E X 

Q({x} 1 x, f);::: (1 - ::_) 
p 

(pes la constante definida en la Proposición 2.11 a)), la cadena resulta ser aperiódica 

(ver Nota A.5). 

b) Si C1 es un conjunto petite (ver Definición A.S) con respecto a Q(- 1 x, f) 

entonces del Lema 2.1 en [7] ;.•del hecho que '<In EN 

Q"(B 1 x,f) :2:: ( 1~1 )"Q"(B 1 :r.·.f) 

se sigue que C1 es un conjunto petite con respecto al kernel Q(· 1 :r:.f). 

Lema 5.10. Si H5.1 a), H5.2 y H5.3 se cumplen. entonces para c-ada f E F. 

la cadena de !\Iarkov con probabilidad de transición C.?(· \ :i: .. {) es Harris-recurrente 

positiva. 

Demostración .. Primero obsen.·o.mos que por el Teoremn E en [19]. la cndenn 

con probabilidad de transición Q(· J x, f) es aperiódico. ~· puesto que es irreducible, 

por el Lema 3.4 en [S] y el Teorema 16.0.1 en [25], existen un conj11ntu ¡.>etite C1, 11na 

función medible v··1 : .. X - [1~ oc::i) y constantes positivas /-;.¡1 < 1 y f, 1 tales que 

J Vf(y)Q(d!J 1 X, f):::; .L31\'í(:r:) + /J1lc,(.1·). (5.7) 

De (5.7) ;.·la definición de Q se obtiene 

J V1(y)Q(dy 1 x, f) ::; T(J, x) J VÍ(!J)Q(dy 1 :r:, J) + (1 - T(f, :r:))\ º1(.r) 

= (1 - T(f,x)(l - L31))\·Í(x) + T(f.:r:)li1lc-1 (.r) 

:::; J3íVÍ(x) + bílc1 (x). 

con f3'! := 1 - (r/1\f)(l - /31) < 1 y bí := (T/p)b1. Por lo tanto. de la Proposición 

A.10 se sigue que la cadena es Hnrris-recurrente positiva. • 



5.4 Resultados de optimalidad 

En esta sección se demuestran resultados relativos a Ja existencia de políticas 

estacionnrias CP-óptimas para el 1\ICSl\I y el 1\•!Cl\,í asociado. 

Teorema 5.11. Si H2.10, H5.l-H5.3 se cumplen, entone-es existen j* E R. 

i1 E L';;" y f E F tales que 

a) ':tx E X, 

b) 

i1(x) 2': minaeA(r¡{C(x,a) - j* + .f h.(y)Q(dy I :z:. a)} 

= C(.r., f) - J" + .r 1~.(y)Q(dy 1 x, f)} 

iz(x) = min {C(x,a) -j* +ji1(11)Q(dy I x,a)} riJ- r:.d. 
aeA(.:r) 

e) j* = j(f,x) = inf,,.en .l(;r,x), donde 

J
-( ) 

1
. E;[2:;~,;,\ C(x1.-, a,..)) 

ír,x := 1msup ; 
n-OC1 n 

es decir, fes CP-óptima para el 1\!Cl\í asociado. 

(5.S) 

(5.9) 

DeD11ostración. De los resultados en la sección anterior. se tiene que el :\IC~J 

asociado satisface !ns hipótesis del Teorema 2.6 en fSJ c-on lu que se tiene la prueba 

de a) y e-). La demostración de L), se hace usando los mismos argumentos en In 

demostración del Teorema 5.3 en [17}. • 

Ahorn. usaremos el Teorema 5.11 sobre. el 1\IC1\I asociado pn.ra dednrir i·esu.ltadus 

sobre el l'v!CSl\I. 

Teorema 5.12. Supóngase que H2.10, H5.1-H5.3 se cumplen. Entunc-es existen 

h E L';;", j* 2! O~· f E F tal que: 

a) ':tx E X. 

h(x) 2': minaeA(r){C(x, a) - j"r(x, a)+ J h(y)Q(d!J I :r:. a)} 

= C(x, f) - j"r(x, f) + .f h(y)Q(dy I :r:. f) . 
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b) 

h(x) = min {C(x,a)-j'r(x,a) +jh(y)Q(dy j .7:,a)} qf - c.d. 
aeA(z) 

e) j* = J(f,x) =J!JÍ- J(g,x), es decir, fes CP-óptima en 1n clase de Jns políticas 

estacionarias F. 

Deniostración. Sean j* y i1 y f como en el Teorema 5.11. Entonces, 'tl:r: E X. se 

sigue de (5.8) que 

· C(x, f) .• 1 j · T · 
h(x) ~ -(· f) - J + -(·. f) rh(y)Q(dy 1 x, f) + (1 - -( .. j") )11(.1.). 

Tx, T:i~, T.r-. 
(5.10) 

de donde se obtiene 

rl~(:r) ~ C(x,f) -j*T(:L",f) + j rh(lJ)Q(dy j :r:.f). (5.11) 

Haciendo h(·) = ri1(·), de (5.11) se sigue la parte a). Dela misma forma se demuestra 

L), observando que qf es absolutamente continua con respecto a tjf. 

Pn1·a prooar e). supóngase que Ja política f no es CP-úptima entre ]as políticas 

estacionarins, es decir, existe g E F tal que para alguna :1: E_-\'." {.Y entonres para toda 

:i:)' 

.T(g,x) < .l(f,:r). 

Por el Lema 5.5 a), existen .J.q E R y h 9 EL':" tal que 'tl.r. E.:\.". 

hy(x) = C(x.g) - J,,r(x,g) + j h,,(y)Q(dy J :r:,y). 

Entonces J,, = .T(g, x) :-·de (5.6) se tiene que 

hq(x) · j h.,(11) · 
-·-T- = C(x.g) - ,T.,+ ~Q(dy 1 J:,y). 

Integrando con respecto a <j9 ! resulta 

.r" = j C(:r.,g)<iJ(dv) = .i(9 . :r:) 

(5.12) 

y en Ja misma forma Jf = .Í(f,:r) = .T(f,x). Pero por el Teorema 5.11 e) . .Í(f,:r) :S 

.Í(g,x) V'x E X lo que contradice (5.12) ~-por lo tantu 

J(f. J:) = min J(g. ;1:) 'tl:r: E X. • 
gEF 
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5.5 Comentarios y conclusiones 

En este capítulo se establecieron condiciones en el 1\ICSl\'1 Uajo las rn.ales se obtiene 

la existencia de una política estacionaria. f CP-óptima entre las pol{fir:as t~.slacio11aria.s. 

Asimismo. se demostró que la política f es CP-óptima para el problema de control 

!\Iarko\.~iano asociado. l':ótese que una solución de Ja ecuación de optimalidad para el 

l\ICl\J asociado. induce una solución de la ecuación de optimalidad para el l\ICS).I lu 

que a su Yez, garantiza la existencia de políticas estacion:idas CP-óptimns. 
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Capítulo 6 

Conclusiones y problemas abiertos 

6.1 Introducción 

Como se mencionó en el Capítulo 1, el objeth·o de este tral>ajo consistín en exten

der a] cont.exto semi-?vlarkoviano algunos resultados sobre modelos de cuntrol l\.Iarko

viano. En este capítulo presentamos las conclusiones del trabajo así romo algunos 

prc>blemns abiertos. 

6.2 Conclusiones 

Para el problema. de control semi-.l\.Iarkovinno con índice de costu descontado. 

suponiendo que se satisfacen H2.7, H2.10 y H3 . ..J se tienen los siguientes resultados: 

1) Existencia de políticas estacionarias a-óptimas:'-. caracteriznciún de la función 

de costo o-óptimo como l.o. solución mínima (puntuol) de lo o-EOCD. 

2) Caracterización. bajo condiciones adeC"uadas de las J.>Olíricas o -úµtimas cun1u 

las políticas 7T tales que l';~(7i,·) es unn solución de In o-EOCD. 

3) Aproximaciones a In función de cost:o l··:::. j.>ur los métudos de iteración de 

Yalores. iteración de políticas '). .. aproximaciones con costos acotados. 

Para el problema. de control semi-l\.IarkoYiano con índice de costo promedio. se 

concln:ve lo siguiente: 
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1) Lns condiciones H2.7, H2.10, H-1.1 )" H-1.-1 implicnn la existencia de soluciones 

de la ecuación de optimnlidad en costo promedio, así corno la existencin de políticas 

estacionarias CP-óptimas. 

2) Las condiciones H2.'i". H2.10, H5.1-H5.3, implican la existencia de soluciones a 

la desigualdad de optimalidad y la existencia de políticas estacionarias óptimas en la 

familia de las políticas estacionarias. Para el modelo de control l\.'Iarko\"Íanu asociado, 

las mismas condiciones implican In existencia de políticas estacionarias CP-óptimns. 

6.3 Problemas abiertos 

1) Corno es conocido. en el análisis del problema de control ?\'larkuYinnu con custu 

promedio usnndo el método del factor desvaneciente. La.jo diversos tiµus de condi

ciones. es suficiente la existencia de soluciones a la desig11nldad de oµtimnlidnd }Jara 

gnrnntizar la existencia de polfticas estacionarias CP-úptimas; esto es nnn runsecnen

cia de los llamados Teoremas Tnuberianos. l.7n proLlema imJJortante es el encontrar 

un resultado de este tipo que relacione los criterios de vptimalidad que se estudiaron 

aquí. 

2) Establecer condiciones que garanticen la igualdad de lus índices de fundonamiento 

J y cJ> (ver sección -l.4). Esto permitiría obtener result.ndus de uptimalidnd si se tiene 

la existencia de soluciones de la desigualdad de optimnlidad. 

3) En el Capítulo 5, se establecieron condiciones µara la e:x:istenria de una volític-n 

estncionnrin f. CP-óptima en la subfamilia de las polítiras estacionarias. t...•n }Jroblemn 

interesant:e es el encontrar alguna{s) condición{es) adicionnl(es) para que la política 

f sea CP-úptima. 
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Apéndice A 

Cadenas de Markov 

Sea {:r:,,} una cadena de lviarko"\· con espacio de estados el espacio de Borel X y 

probnbilidnd de transición P(· / ·). La probnbilidnd de transición en el 11-ésimo paso 

se define inductiYamente por 

P"(B / x) := ór(B), :e E X, BE B(X). 

donde Ór(·) es ln medida de Dirac definida por 

ór(B) := 1 si x E B 

:=O si x ~ B 

y, paran= 1,2 .... 

P"(B / x) := .l P(dy / x)P"-:'(B /y). :r E X, BE B(X). 

Definición A.1. Sen <,:' unn medida a-finita en B(.Y). La cadena se dice ser 

c.p-irreduciblc, si parn cada x E X y BE B(.Y) con 9(B) > O. existe 11 EN tnl que 

P"(B / .x) >O. A 'P se le llama una medida de irreduciLilidad para la radena. 

Definición A.2. Una sucesión (En, E1 . .... Em-J) de subconjuntus ajenos nu 

vacíos en B(.\::) es un rn - ciclo (rn EN) para {x,.} si para;= O. l. ... :-· para todu 

X EE;, 

P(Ej / x) =O para j =; + 1 (mod m) 
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Proposición A.3. ([29] p. 21). Si {xn} es cp-irreducible, entonces existe un 

número entero d :::::_ 1 tal que 

i) Existe un d-ciclo {Eo,E1 , ••• ,Ed_i}. 

ii) Si {E{,. E; ..... E:,._,} es cualquier otro d'-ciclo, entonces d' divide a d. 

Definición A.4. El número den la Proposición A.3 se llama el ¡Hwiorlo de {:¡;,. }. 

Si d = l. la cadena se dice que es aperiódica. 

Nota A.5. De lo anterior se sigue que si P({x} 1 x) >O V:t: E.\.". entonces la 

cadena es aperiódica. 

Definición A.6. La cadena {;c,1 } se dice ser liaT"ris-n!c1t11·c11lt.. si existe 11nn 

medida a-finita A en B(.\'.') tnl que pnrn cndn '"E X ~· B E B(.\.") run ,\(13) > O. 

P~(xn E E i.o.) = l. 

Definición A. 7. { x 11 } es llarris-re::cttrr<::11.t.c posifi·1,a. si es Harris-rer11rrente ;-.· 

tiene una medida de probabilidad invariante, es decir. nna medida de µruUnbilidad 

p E B(X) tnl que 

p(B) = j P(B 1 x)p(d:r:) VE E B(X). 

Para una distriLución de proLnLilidad a = {" (11)} en No. se define el ké1·nel 

estocástico }\.·0 en _'( por 

~ 

Kn(B 1 x) = L P"(B 1 :r)n(11). 
n=O 

Definición A.8. Sen a una distribución de proLaLilidad en N 0 ~· t/., una medida 

no trh·ial en .. )(. Un conjunto Ce ~J(. se dice que es 1/,,-per.ire. si 

Ka(B 1 :J:);:::: Ua(B) V.r: E c. BE B(X). 

Si la medida Vri no es importante. se dice simplemente que (_ · es 11n runj11nru p~lil<;. 

Proposición A.9. ([7]. Lemma 2.1). Si {:r,.} es ,:;-irreducible. entunces C' E 

B(-'<) es petite si y solo si existen n E N y una medida no trivial ,,,, tales que 

n 

LP'(· l ;i:) :::::_ 1'(·). J: E C. 
1=1 
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Proposición A.10. ([7], Theorem 2.3, [25], Theorem 16.0.1). Sea {:i:,.} :p-irreducible 

y aperiódica que satisface la siguiente condición: Existen unn función medible ,,. .. : 

X - [1, oo), un conjunto petite CE B(X) y constantes fJ < 1 y b >O tnl que 

j \l'(y)P(dy 1 x) ~ /3V(x) + blc(x), x E X. 

Entonces: 

n) Ln cadena {:r.n} es Harris-recurrente positiva. Denótese por p In pruLnbilidad 

inYarinnte. 

L) .f V(y)p(dy) < oo. 

e) La cadena es ,,.·-uniformemente ergódica 1 es decir, existen constnntes positivns 

¡ < 1 ~· /\/ < oo tales que 

\ju(y)P"(dy J :r;)- J·11(11)p(d11)\ ~ 11/¡"V(:r). 

¡..>nra todo .1: E X, n =O, 1, ... ,y 11 E L\f. 
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