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El presente trabajo parte de la necesidad imperante de divulgar y aplicar tecnologia de
punta desde las aulas universitarias y no esperar hasta llegar al campo de trabajo como
sucede la mayoria de las veces; nosotros como estudi de i ieria, especifi de
comp i6 no pod ni dek esperar a llegar a esc punto, por cllo, este trabajo
pretende en cicrta medida, aportar las bases en el conocimicnto de una Teoria utilizada como

tecnologia de punta en otros paises y que tiene mucha relacion con nosotros como futuros
profesionistas, debemos conocerla y aprender su aplicacién.

La inquictud que se tuvo para desarrollar este trabajo fue debido por una parte, a
experiencias personales en cuanto a que como cstudiante me di cuenta de que es muy escasa
r s¢ encuentran en otro

la bibliografia para temas nuevos y las que podemos llegar a acce
idioma lo cual implica un cicrto grado de dificultad en cuanto al mancjo de conceptos y
tecnicismos; por otra parte y comentando con mi asesor surgié la tentativa de aportar algo
nuevo y con vistas a aplicaciones pricticas, en este caso tenemos a la Teoria de FPercolacion
que nos presenta una panoramica gencral en cuanto su conceptualizacion, utilizacion y
aplicaciones mas simples.

Con ello se pretende secmbrar una semilla de avidez por ahondar mis en ¢l tema y
explorar las diversas alternativas que ofrece en todos los campos del conocimicento humano
de mancra que vemos ante nosotros la oportunidad de interactuar con profcsionistas de
diferentes dreas para producir nuevas y mejores alternativas de solucion a problemas.
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As{ puecs este es ¢l objetivo de la tésis: El aportar una fuente de informacién clara y
sencilla para obtener nuevas tésis acerca de cada rama del imi sc pretende se
considere ésta tésis como una modesta contribucién para licnar la ia de i
acerca de fendmenos criticos, cuyo estudio serdi de gran utilidad para los estudiantes de

ingcnieria tanto ecn las materias implicadas en este trabajo, como en la vida profesional.

Por otra parte considero que es preciso mencionar algunas de las dificultades

al de claborar ¢l p trabajo, ya que ¢l mismo lector se dard

cuenta de que por cjemplo, el aparato mnlemitico utilizado es dificil de explicar para un
estudiante de ingenieria que solo cs usuario de las Ati ¥ no productor de las mi

1a explicacién y demostracion de las formulas a las que se hace ref ia en pitul

subscecuentes, son buen tema para una tésis de matemiticas y esto sc alcja en mucho al
objetivo que aqui se persiguc.

Regms-ndo a la bibliografia que como ya sc menciond, es escasa y en idiomas

tambié baio dond 1 1; o

extrany 5 que hay algunas partes de este 37 se
traducciones literales debido a Ia plejidad de y al, otras que fueron

llevadas en la medida de lo posible, al lenguaje llano para su mcjor comprension.

Siguiendo con las dificultades, mencionaremos que fue preciso el comprobar los
resultados presentados en uno de los libros que se para Ita y al llevarlos al
dmbito de 1a P d 1té ser una tarca bastante dificil que a final de cuentas pudo

'y

ser superada gracias a 1a paciencia que tuvo mi asesor al explicar cada uno de los conceptos y
fSrmulas utilizadas para llevarlos al lenguaje de la mdquina aunque primeramente se haya
tenido que ir a pic.

El tema que sc desarrolla en este trabajo, la Teoria de Percolacién, tiene sus inicios
en las pri i h , ya que ¢ se ha visto rodeado

de fendémenos criticos desde tiempos inmemoriales, podemos hablar primeramente del fuego

PSP

or por tor eléctricas y del cual se aprendio a jarlo y p tor a
“fabricarlo” si la expresion es vilida, pasando por las enfermedades infecciosas, hasta llegar a
los origenes formales de ésta Teoria con la introducciéon de los primeros estudios de los fisicos
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8.R. Broadbent y .M. Hammersley quicnes al enfrentarse a un fendmeno critico cn ¢l afd de

1957, comenzaron a estudiar la razon por la cual las igd ilizadas en las mi
dejaban de filtrar apropiad. y do 1a mucrte de los mi que s¢ \ a
grandes profundidades en los tiros, sin ¢l con aire respirabl

Estos fisi - i al movimi del gas de las minas a través de los poros del
carbon como un “laberinto”, dicho movimiento es un proceso nucevo cn ese entonces y ahora,
mismo que difiere c iderabl tc del fend de difusion fisica ya bien conocido

en csa época, ¢l cual consiste de Ia difusion de calor entre dos cuerpos (como cjemplo mis

sencillo), que ita del de dich cucrpos para quec la difusion ocurra, a
dif ia del fend que atendk ahora que nccesita de la vias o “caminos” que
permiti la infiltraciéon de un ag externo (1la sangre, fuego, clectricidad, etc.),

sobre un sustrato (ldimese éste venas, superficie, conductor, etc.).

Tenemos entones que ésta teoria estudu precisal las relaci quc exi
entre un gran nu de el que un si a del.

manifieste el problema, para la correcta aplicacién de esta teoria, adcmis de algunas otras

herramicntas como el estudio de prx 1 dos dec gelacion, que pod ver

te en la ind ia de ali enla dici ctc. y en algunas otras ramas del

con ¥

Asi bié que if de varias discipli y condici que

Finalmente diremos quec con éstc trabajo se pretende entonces dar al lector la base
para ahondar en futuras y diversas aplicaciones que ofrece la 1 yel imi
humano, para que de csta forma los estudi de i

ieria, gan una mas amplia cultura
en la utilizacion de tecnologia de punta para su aplicacién concreta cn su actividad
profesional.
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Desde que la b idad tuvo i ia, 1a 1 “le ha pl do”™ una
serie de problemas entre los cuales se destacan aquellos que no son posibles de controlar,
digamos una finalidad catastréfica o un ap: ) i de su pot ial, para con cllo,
proporci didad al habitat humano. De csta naturaleza son los llamados
fenémenos criticos.

Este tipo de fenod , & iza principat por tener la capacidad de
llegar & un punto, en ¢l cual sus propicdades como si bian abrup y cabe
1a posibilidad de que salga de control y con cilo f no d A

Es importante observar la fisica dc los fendmenos criticos, ya que ésta posce rasgos

comunes: Al acercarse al lamado punto critico que es preci el en el
cual un sistema dado puede salir de sus condiciones normales, éste se dividira en bloques
de propicdades: dife fisi hablando) y las di i de dichos bloques
creceran hasta desarrollarse de @ i lable, do asf una ion en cad

dando lugar a condicioncs impredecibles y peligrosas.

Se ti varias i, i de delos segun 1a naturalcza misma de los

feno en stién, de modo que la configuracién de algunos fendémenos varia
Sti en fi i6n del tiempo y del movimiento térmico, en otros permancce
1gelada pero cambia en la transicién de una muestra a otra al someterlas al andlisis
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estadistico. Asi pues, cuando se hace frente a un fenémeno del tipo critico, se desea saber
en qué momento podria hacerse presente una reaccion en cadena, cuil serad el punto en el
cual sus propicdades podri biar bru hasta convertirse en un problema
dificil de controlar.

Es posible que un fend de este tipo al al di i criti no

P ct de propagacion de sus acciones o consccuencias, es decir que puede

comportarse como un fendémeno que no cace d de la ia critica, pudiendo

confundirnos al tratar de analizarlo y con cllo podriamos lizarlo errd te con
dologias no de de con ¢l probl en io

En pucsta a estos probl sc desarrolld 1a llamada “Teoria de Percolacion™,

ésta tiene sus origenes cn el afio de 1957 cuando S.R. Broadbent y J.M. Hammersley se
encontraron ante un fendmeno del tipo critico: “La saturacién de las miscaras antigds
utilizadas en las mi , ¥ mibs propi 1a saturacién de los poros del carbén que
funcionan como filtros cn las miscaras.”

“E1 movimiento del gas por el “laberinto” (poros del carbén) €3 un proceso de

nuevo tipo que dificre iderabl te del feno de difusién fisica.”
Broadbent y Hammersley le 11 a este fend de saturacion: “Proceso de
Percolacién”™ y su tecoria sc d i con el mi; nombre, a este respecto debemos

que la p P ion significa infiltracion.

La Teoria de Percolacion cstudia en si las relaciones cxistentes entre un gran

3 o de el tos que ¢ ituyen al sist o modelo a analizar, sus acciones,
reacci y ias ademis de su tendencia de i

Existc una condicidn para su exitosa aplicacion: Se sugiere que debe existir un
enlace entre cada uno de los cl del fenod en estudio con caricter aleatorio, cl
cual deberd establecerse mediante un serio procedimicnto determinado, como por

jemplo, un g dor de na 1 ios con propiedades especificas y que se adecue
a las condici del probl en cuestiéon.
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Tenemos un primer trabajo que introdujo el concepto de percolacién y fue cl
desarrollado por Flory y Stockmayer hace ya varios afios, al estudiar los procesos llamados
de gelacion. El término percolacion, fue sugerido como ya mencionamos anteriormente
por Broadbent y Hammersley en 1957, esto fue cuando estudiaban la dispersion de fluidos
en mecdios alcatorios, ademds dec esto introdujeron los ¥ de g ia y
probabilidad que veremos mis adclante.

Los probl que pued ser tratad, di la Tcoria de Fercolacion, se

1globan ¢n la goria de los fené criticos, ya que los cl que forman

su ecstructura se enl d te al p 1l do: “umbral de

P lacion™ y p una g ria igual para cada uno de cllos; dicha geometria puede

ser blecida o d da si sc ponc atencién a la estructura del fenémeno pero en
pequefia escala, la cual se determina por los enl y las propiedades de los el

do en sélo a los enl. de grandes bloqucs dos en csa pequeft la;

de cste modo la gcometria que describe las dimensiones del problema toma un cardcter
universal, al igual que las variables fisicas utilizadas para describir el comportamiento del
problema, las cuales, ademads de tener propicdades universales dependen de la estructura
de los grandes racimos (concentracién de vias de flujo y bloq: en cl fenéd ).

Para describir ampliamente lo que ha sido la Tcoria de P lacién, se
demis del de feno critico, se ticnen quc describir otros cuantos

varios P
como son: variable aleatoria, vias de percolacién, dimensiéon del modelo, valor critico,
indice critico, umbral de percolacio coeficil dc  reprod ién, numero dc

coordi ién, raci infinito, radio de correlacién, indice del radio de correlacion, zona

critica, Tcoria de las Transiciones cn Fasc, hipdtesis de semejanza, entre otros.

Ademis de cstos p se itardn las herrami de probabilidad,
estadistica y Ati que se ideren perti para ayudarnos a seguir el
comportamiento dc las variables involucradas en el fendmeno critico de nuestro
particular interés, tales como la media y la desviacion en estadistica, las distribuci de

probabilidad, las ecuaciones diferenciales, etc.



Afurco Tedrico

Cuando se desarrollé 1a Teoria de las Transiciones en Fase en los afos siguientes,

tuvo un imp muy especial particul tc ¢l método de desarrollo en series de Domb
y 1a Teoria de Grupos de Renormalizacion de Wilson, Fischer y Kad ff; 1a cual imuléd
sobre a a las investigaci acerca de los asp de tr icién, g ia y
percolacion.

Mediante dichas her i es posible regir o cstandarizar ¢l patrén de

de un si igui¢ndolo en las pequeftas variaci que p las

variables de control que 1o describen. Se afirma lo anterior en basc a los resultados
obtenidos en el estudio de la probabilidad y estadistica, pues se sabe que en un

experi se pucd realizar varios intentos para obtener un resultado especifico y
entre mids grande sca el nu de estos i , el ltado obtenido dejard de ser
ly g 4 a ser lar; es decir, la diferencia entre cada resultado seri cada vez
menor.
Al llevar a cabo la simulacién de un experi Iqui con la ayuda de la
P dora, pod aislar ¢l valor de la variable de interés, para que de este modo,
t do el "m to” que d bt . Es posible predecir una r io!
en base a un valor obtenido mediante y petidos que tiendan a infinito ya que ha

sido demostrado por varios autores, que estc valor tendera a ser anico.

Para todo probl o fend en estudio es preciso establecer un modelo del
mismo, con ¢l objeto de establecer su P iento a de que pod
“manipularlo” si es que cabe éste término, y estudiarlo simuldndol En i se
encontrara con que s¢ habla de 1a "di ion del delo”, ¢ introd i d

P fisico como s¢ pensaria al momento de leer
este apartado, sino que la dimension de la que se habla sc refiere al namero de variables
dependientes e independientes que cstan involucradas en la descripcion del modelo y
precisamente ellas son quicnes darin ¢l orden o la dimension del mismo.

decir que éste asp no esta ligado al

Siguiendo con este d

decir que la Teoria de Percolacién no actua

sola, sino con otras muchas areas de ¢ , POr €jemp

5 lacid

tiene una Y
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con los fractales pues al decir que un evento ¢n ¢l modelo esti en cl umbral de
percolacién, cs porque ha llcgudo a un punto critico en el cual, las propiedades del

sistema que ya se ian p biar radical y es preci esa tr icid

de un estado normal a uno critico lo quc le da al f un cstado inter dio, una

clase de di idn fr i 1.7 Al luyen que los objet de la
1 pueden ser itati te clasificados por un sélo nimero: la dimension

fractal, denotada como d,

Esta dimension de la cual se habla en términos de fractales toma su definiciéon del
modelo al cual se este aplicando, es decir por ¢jemplo en una figura de una concentracion
critica, pueden observarse racimos infinitos los cual P t jeros de varios

de a j al tapete de Sicrpinski (mismo que veremos mas adelante) y
tenemos que esta estructura ¢s muy scmcjante a si mismo en toda su longitud por lo cual,
pucde scr interpretado como un fractal.

De esto sc desprende que 1a dimension fractal d; se describa como el promedio de
1a masa del racimo contenido en una esfera de radio “r” donde “r” es un escalar.

Por otro iado, tencmos que cn los fractales se j las probabilidades que sc
tienen para que un evento ocurra (en ¢l caso de los fr lcs probabilisticos), y se
concluye a través de varios cxperimentos que al tomar en las probabilidades de un
evento, es decir sus partes proporcionales, se determina que son iguales. También s
habla de el DLA (difussion limited aggregation), mis adel se vera quc cs similar al

umbral de percolacién x.; adcmds se cstablece una analogia de parametros para
estructuras aleatorias, por ¢llo ¢s que se toman modelos geométricos -sin factores de

Bol como sufici para englobar las caracteristi disticas y inicas de
un sistema rcal.

“Podemos decir que la dimension fractal ¢s un estado intermedio, es la transicion.
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Aol 4 )
ext

ibl der la fisica ial de un
tend, la fisica esencial de los materiales complejos que

Si es p
17 pod decir que

cacn dentro de la clase universal descrita por un modelo del tipo critico.

Los de fractal que introduj Mandelbrot, aportaron nucvas’
herr i que en ) con el desarrollo de dios ¢ P i \] propiados,
contribuycron cn gran parte a la p i6n de la 1 Teoria de Percolacién.
Te por cjemplo, desde el i de fractal y ¢l origen de su nombre, que

viene de la palabra latina “fractus™ que significa “roto” o “qucbrado”, es decir algo que se

en imil, al original, hasta la publicacién de su libro “La Geometria

l‘ructal de la Naturalcza” en 1985 y muchas aportaciones mas.

Hasta este p mas cl la relacidé iste entre la Teoria de
Percolacién, la fisica, la g ria del D den y los fi les, todos convergen en los
mismos puntos que se deben tomar en cucnta para controlar un fendémeno critico.

Lo que s¢ p de | diante la Teoria de Percolacién aplicada a un
fenémeno en particular, es determinar el (en térmi; éricos), en ¢l cual ¢l
fend d pPag: se, salirse de control, etc., para quec en base a ello, se

ién en cad g do asi un beneficio

tenga la pomblhdnd de -nslar © permitir 1a
pars la sociedad.

Por ejemplo cn el control de incendios forestales, seria de mucha utilidad el poder
detener la extension del fuego para no llcgar hasta dimensiones catastroficas, si

conocemos las vias de flujo o i por donde puedec extenderse, y las tratamos como
una red o malla ¢ interceptamos los puntos que conforman la via de flujo (via de
percolaciéon) por la cual sc expandird el fucgo, hat logrado una eficaz aplicacion
del la Teoria.

Otra aplicacién de los probl de percolacion seria la propagacion de un virus

ya sca en una red de computadoras o en scres vivos;, con la ayuda de la Tcoria de
decir las “vias de contagio” y asi podemos cvitar la

1.1

Percolacién seria p pr
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propagacion del virus, apli do una todologi disti para ccrcar los puntos de
posible contagio.

De esta forma podemos listar varios problemas que

tendrian  solucion
sometiéndolos 8 1a Tecoria de percolacion, y todo con ¢l obj

de lar ¢ incl
™ fi en una plia gama de fenémenos de todo tipo, siempre y
cuando claro que éstos scan ptibles de ser dos bajo los 1i i que disp

esta Teoria.
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CONCEPTOS Y AUXILIARES BASICOS

1. 1 Introduccion.

En el p pitulo se i fucird al lector en el jo del bulario

0 para P der en térmi mas plios, la Teoria de Percolacion, y de esa
forma instruirio para 1a P ion de los capitul t

Anteriormente se dieron a conocer 108 conceptos que serin usuales tanto en éste
capitulo como ¢n los siguicntes, por cllo sec mostrardn aqui las co i , terminologi;
y acl i

ias en al de cada uno de los conceptos para algun
caso en particular, scgun sea conveniente.

Ademiks de esto, se dara una breve introd

ién a las her i disticas y de
probabilidad, con el objeto de explicar toda la ayuda que pucde brindar la Teoria de
Pe lacion con 1s inter iSn de cstas herramientas, que antes solo se dedicaban a sus
funci Ati pero sin alg plicacién tan como la que se nos
prescnta ahora,

Al tuir el pr

pitulo se¢ espera haber aportado las herramientas
suficientes para tener la capacidad de obtener una vision mds amplia de lo que esla



Introduccion

llamada Tcoria de Percolacion, y de como podriamos

plicarla a un fend, que reuna
los requisitos que c¢lla exige, para de cste modo utilizarla como una herramienta por

demiks atil que sale de a indole de las ya conocidas, en la solucién de problemas.
Lo anterior nos conduce a un nivel superior en i
lucién de 1l

utilizad

até en la
ya que paiscs como Rusia la utilizan como una metodologia

especifica concreta y eficaz para la solucién de problemas que salen de 1a indole de 1o

comun y cotidiano, g de los fend: criticos caen dentro de 1o cotidiano
pero no se les cataloga como critico, simpl pasa desap ibido y no se le trata ¢n 1a
justa perspectiva.



1.2. Conceptos

- Vias de percolacion: Sc refieren a los racimos finitos e infinitos ubicados en ¢l
modelo s escala de un fendmeno critico, las vias de percolacién no son otra cosa que los
“caminos” por los les el feno: pucde propagarse de finita o infini

- Variable alcaftoria discrefa: Recibe este nombre aquella variable de la cual

d sc los val que adquiere, ademas de la fi ia con que pucde tomar
cnd- valor. Una restriccion importante acerca de este tipo de vamble, €3 que no pucde
L , aun d& de los mi que imp un probl de dti

qué valor en especifico habra de adquirir en en o caso dado.

Esto viene de quc sal que es imposible predecir de primera cuenta, cuil es ¢l

s que a obt , al 1i un experimento lquiera, pero pod

P icar la probabilidad de obt un i determinad

La definicion que dan R.E. Walpole y R.H. Myers acerca dc la variable alcatoria es
ll siguicnte: Una variable al ia es una fu idn que un nG real a cada

del i al. Este espaci -al, lo d como un conjunto

donde se todos los Itados posibles de un experimento estadistico que s¢c ha
llevado a cabo.

- Frecuencia relativa: Al realizar un namero determinado de experimentos
denotado como Q, se establece una relacion On/ @, dicha relacién se denomina como

frecuencia relativa de aparicion de un valor dado de la variable aleatoria.

- Probabilidad del valor de la variable aleatoria: Cuando el total de experimentos
realizados no es muy grande, la relacién denominada fr ia relativa, preserita
ilaci © variaci ahora; cuando sc aumenta ¢l namero de cxperimentos, estas

oscilaciones son cada vez menores. El limite hacia el que tiende 1a frecuencia relativa de



Conceptos

aparicion de un valor cualquiera de la variable al ia, es el de inado probabilidad

del valor de Ia variable aleatoria.

- Valor medio de Ia variable alcatoria: Se utilizan las frecucncias relativas para en
un deteminado momento, calcular ¢l valor promedio de aparicion de un resultado en

dio, s una propicdad que se¢ da a conocer ¢en un gran

particular y este valor p
nuamero de experimentos realizados los cuales han sido llevados a cabo bajo condiciones

idénticas, se denota como:

X+ X+ X

Q

: Xo =

Como un adicional podemos decir que si el nu de experi
O, como s¢ menciond arriba; la variable que describe ¢l valor medio de la variable

aleatoria ¥, tiende a cierto valor el cual no depende de Q, pero es funciéon de las

dici en las les sc lizaron los experi
5
i Ahora, ¢l valor dio pr ta desviaci que ocurren obligatoriamente tanto
; hacia uno como otro lado y por término medio se compensan reciprocamente. Por lo
tanto scria con i blecer la distribucion a utilizar en cuanto s¢ realicen los
experimentos necesarios, con ¢l fin de blecer el ad do enfoque del resultado
b ido en el ilisis estadistico de los datos.

La varianzas se dcnota como:

53 (N) = 87 +83+...+83 )
Q

11



Concepwos

- Ik jacion dritica /7 Es quien caracteriza la desviacién tipica sobre las
livad, 1
T y se

variables correspondicntes a cada intento de los experi

como:

8(N) = B3 (N)

babilidad: la probabilidad de un nto cualqui x, es la suma de los pesos
=, entonces la

-Pr
de todos los puntos muestrales cn x; FPor definicién, O, +~ 0, +...+Q,
definicién de babilidad se deduce

P(x1) + PQr2) +..+ PO = 1

1 de cada probabilidad por separado, cn un evento dado, siempre oscila entre

y los
cero y la unidad.

En cuanto a la probabilidad sabemos que ticne ciertas propicdades y teoremas los
cuales podemos describir como siguc:

P T ) de los i que forman un sistema

La suma de las p
completo cs igual a la unidad.

¥ idas al realizar un e¢xperimento cierto numero de veces,
do los eventos quc dcscnbcn scan mutuamentc
dientes es decir; que

Las probabilidad
pucd ser d. iempre y
excluycentes dos a dos; cn cambio cuando se trata de ¢ P
no tienen algo en comun, se pucde utilizar la regla de la multiplicacion de las

probabilidades y con cllo pod: bt por ecjemplo, la "probabilidad de quc surjan

simultd varios ac imi en un experi

1 Iquicra.”

~ Variable aleatoria continua: Este tipo de variable, también puede adquirir un
valor cualquicra pero solo en cierto segmento correspondiente al cje real numérico, dicho

to corresponde a un intervalo cualquiera. La probabilidad de obtener

12



Conceptas

cierto valor, presenta variaciones al igual que la variable aleatoria discreta, expucesta
anterior Para cllo, dek introducir una nucva herramicnta quce es la funcion de

distribucién de la variable aleatoria continua.

~ Funcidn de distribucion de la variable alk . ox Z Silos p AyyB)
3¢ encuentran dentro del intervalo (A,B), ademads si Ay < B), ent. la probabilidad de
que el valor de la variable aleatoria se encucntre en el intervalo descrito por A <y < B)
es igual a la superficic que se encuentra dentro del limite de graficacion de la funcion
AY), dado por las perpendicul que se le en A y B), tal como se ve en l1a fig. 1.1;
de modo que su probabilidad se define como sigue:

PCA4.B) = [ rON.

y la superficie que se desca es preci igual a 1.
4

P(a,B)=fryvdy =1
~

lo cual, se denomina condicién de normalizacién de la funcidn de distribuciéon.

A A B: B %

8. 1. 1. Trapecio curvilineo

13
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Con respecto a la figura, al considerar la probabilidad que de el valor de la
variable alcatoria que se desea obtencr,

dentro dc la superficie sombreada, es
dir prop 1 a la anchura de la misma, por lo tanto tendriamos que
i ducir aqui la ién que describe ¢l valor medio y la varianza de la variable
aleatoria continua.

- Valor medio:

a

I (») dy,

)
atam

- Varianza:

B
8 = fiy-arsronay,

donde @ es el valor medio de 1a variablc aleatoria a.

- Distribucion Uniforme: Una variable al ia inua puedc tener todos los
valores desde cero a uno con igual probabilidad y puede no tener otros, es decir que tiene

igual probabilidad de adoptar cualquier valor dentro del intervalo (0,1), y 1a funcién f(y)
no depende de y dentro de esc intervalo y fuera de él pucde ser igual a cero, 1o cual nos
lleva a presentar la grifica anterior como vemos en la fig. 1.2,

£ 4

2

o y

218. 1.2 Transforrnacion del trapecio curvilineo en rectingulo.

14




Conceptos

Tenemos que su valor dentro de este ultimo se pucde encontrar a partir de la
condicién de normalizacidon que ya vimos atrds. Para este caso A=0. B=/, y ¢l trapecio
curvilineo de Ia fig. 1.1 sc forma en un 4 lo cuya superficie constituye £, 1,
donde £, es ¢l valor de la funcién dentro del intervalo, mi que la h de éstec es
igual a 1. Tenemos que de la condicion de normalizacion se deduce que f,-1=1, ¢s
decir, £, =L .y tencmos que:

1 cuando Os y<s,

f(y)={0 cuando y>1ley<0

- Umbral de Percolacion: Sc define como una variable alcatoria discreta, pucs
todos los valores que pueda tomar scrén cnteros al multiplicarlos por el numero total de

! iderados cn el iverso de estudio. C iderando un probl de d
blog; dos y no bl dos cn una malla alimbrica como sc verd en otro capitulo,
t que al id un gran nu de dos denotados como N, d muy
poca diferencia en cuanto al valor de la ién de dos bl . los no

bloquecados al paso de corriente, por lo que los valores que tome esta variable aleatoria
dentro de un intervalo hardn que el cilculo del umbral de percolacién sca muy exacto.
En si es el momento en el cual, el si a p de bi sus
propicdades, es decir; que con cierto valor de la vnmble Xe, como la denota A. Efros, o pc
como lo hacen A. Bunde y S. Havlin; el sistema tendri un grado de entropia’ mayor, que
en sus condiciones iniciales.

Por lo ior, sc ik que un sistcma cualquiera puede entrar en
percolacién, cuando 1a variable de control sobrepasa este limite y tenemos entonces que
ésta cs la variable mais importante cn a probl de percolacién, ya que al
calcular ¢l valor de ésta con la yor ¢ itud posible, se puede cstablecer ¢l momento
exacto en que el fenémeno critico se saldra dec control y ¢l objetivo de todo esto es
precisamente, conocer el valor del umbral de percolacion para evitar o desencadenar una

ion en ¢l si d ble o no.

“La entropia define la funcién de estado de un sistema, es [a medida del desorden de un sistema.

15



Los bral de percolacié sc¢ describen en térmi de la fu ion de
distribucién Gaussiana:

Su )= 5_,,_\172‘:“’{_ 2;;)

y sc sabe que cuando N_ o, €l umbral de percolaciéon después de ser una variable

e en una d cierta.

- Grupo de Coordi) i En el de la cristal fia (el estudio de los

cnlhlcs) s muy utilizado para dcnomu-ar las propicdades de los elementos en cuestion y
1 es el nu de obj diatos por los cuales pucde fluir la r ion del
los i a seguir que un flujo nene como medio, son formados por un

v de obik o individy 1 prop dicho, al na que fe

estos elemen!oo se le llama de esta mancra. Para reticulos’ de un gran numero de
. N sy

, €8 por la férmula siguiente:

Z=2d
donde:
d, esla dimension del espacio.

~ Racimo infinito: Cuando se habla de problcmas rcticulares, 1a idea de racimo

infinito surge do 1a ion de dos no bloq dos es un poco mayor a la

ion del bral de p lacion, por ello existe un racimo infinito. En si, es una
especie de cadenas infinitas de dos que sc entrel y se obti ] de lincas
quebradas que sc cruzan una con otra. rafi un raci infinito contiene

agujeros de todos los tamafios scmejantes al tapete de Sicrpinski; esta estructura es
scmajante a si misma en toda su longitud por lo que puedc ser interpretada como un
fractal.

lo p: i dela latina ¢ Qque signi red,

16



ible, deb tender un i infinito

do cn

De forma aun mis P N

un sistema analizado, existen vias de flujo (percolacién), por las cuales se pucde dispersar

el caos g do en ¢l ai ng.1.9

200000011 100222220101000001310
002201001000022200111011000100
1111
000011 110220000220011110110
028010010000222000222200000110
01000202020222222200001100

fae Y00 O 3220200011110

ZO-ZIZZOOOQOZOZZOZZOZZZZDCX)OIO
1

0020022000010100. OC

§202201 200021020211 102220001102

l& 1.9 Mvtkmunka“’m unidades y doses cn el momento
dzh,._ llldlCll‘ via por s cual ks doses
#/ lndo et £n este caso cf

del lado "
aut:rudornocwat trabwyar al spmrecer nucvos doses.

bi¢n sc relaci con los p

~ Radio de aomlacldn Esta definicion t.

icul. , en

1 que en una malla (red), el radio de correlacién es una

dimensién lineal y se define como una caracteristica propia de ésta malla, 1a cual a su vez,

se denomina od/ulay se denota por "R", ésta pertenece al racimo infinito.

El radio # indefinid al acercarse al bral de p

expresion que lo describe cs la siguiente:

T
x—x|"

R=

donde:

v, es el indice del radio de correlacién (el primer indice critico).

1, s la longitud scgun el orden de magnitud, equivalente al periodo del reticulo, y



Conceptos

Una propiedad importante de los fend: criticos es preci , la exi
de un radio de corrclacidon quc se reduce al infinito, también tiene sentido cuando se
presenta la situacién de quc la variable que describe las vias de percolacion, denotada por
x, es menor que ¢l umbral de percolaciéon xc, es decir (x < x¢ ) En esta zona, ¢l radio de

oonellclén descnbe la “dir icn mdxi) de los fmos di; si las vias de
P al bral, del lado de los valores menores (x < xc ), es cuando se
reduce al infinito ¢l radio de correlacié gun la ley exp ial

Lo anterior sélo cs indicativo de quce al sc los r fini al bral de
P lacio ilimitad te sus di i esto impli que al tener
x = xc e j enun infini .

- Cocficiente de reproduccidn: Es un numero denotado por gy scgun A. Efros, el

cual describe In inuidad del p de difusién en ¢l dclo, o en otras palabras cs ¢l
factor de ramificaci de filtracio: iempre y do su valor sea mayor quc la unidad.
De aqui se ded quc la idn critica para xc pucde obtenerse de la condicién

gxc = 1, es decir; xc = 1/q.

~ DA ion del delo: Este término, como se podria pensar inicialmente no
corresponde a la descripcion del espacio fisico que ocupa el fenébmeno en cuestion o su
modelo descriptivo, sino al namero de variables utilizadas para la descripcién del mismo.
Cada problema ¢n particular sera objeto de un analisis semejante pero las ccuaciones y
mis pecifi el ' de variables que se utilizan para representarlo
matemiticamente, var{a de acuerdo al orden de complejidad que requiera su
represcntacion. Por lo tanto un modelo que necesite de seis variables para que sea
d 1 se dice que ticne dimension seis; estoes: d = 6.

- Dimension fractal: la geometria clisica (Euclidiana), trata con formas regulares
que tienen una dimensién al igual quc otras que ocupan ¢l espacio, otras formas tienen
una dimensiéon intermedia cntre la linea quc las describe y su drea, una clase de
dimension fraccional, un estado intcrmedio. A partir de lo anterior, podemos decir que la

18



Conceptos

dimension fractal es un ¢ 1 ial que gobierna ¢l radio dec accion

o Lami del to o fenod en cuestion.

La dimension fractal dy sc describe como ¢l promedio de la masa del racimo

contenido en una esfera de radio “r” (donde “r” ¢s un escalar).y se representa como:
M) ~rr

El simple hecho de usar la dimensién fractal drf no es suficiente para lograr la

descripcién de los objetos fractales. A. Bunde y S. Havlin introd un t

que es ¢l DLA (difussion limited aggrcgation), el cual tiene mucha relacion con la
percolacion y cstos han encontrado en sus experimentos que ¢l valor de dy para
percolacién y DLA es de 2.5 cuando d = 3. y son diferentes uno de otro. Ademias podemos
agregar quc al introducir una nueva dimensién fractal d,;,, quc sc utiliza para describir
la tortuosidad del fractal, es decir; la razoén de sub-r ifi i ist por ramas
principales. En cl asp util que repr la di ion dy; nos con que es

¢l proporcionar una caracterizacion cuantitativa acerca de una forma fractal.

19



1.3. Dimensiones Fractales

Para una completa descripcion del modelo en ion, es io introduci
ife di i fractales, y para cxplicar mcjor esto i
cjemplificar:

En un problema bosqucjado por De Gennes llamado “aint in labirint", 1a hormiga
en ¢l laberinto, sc llamaba al nimero de lugares visitados como "masa®, denotada con:
(M), la cual se cscala con el tiempo, es decir; tendremos una masa diferente en cada
instante. La hormiga al caminar, cubre una distancia, es decir; una rcgién fractal del
laberinto, de modo que la primera masa sc escala con la dimension fractal df, 1a scgunda

con dhw.

Por lo tanto ¢l numero de lugares visitados que sc 1

"radio” de dos dimensiones fractales estd dado por:

con el tiempo, como un

S~t *
y se & i “dfi ién intr 2™, Por otro lado la cantidad c{,/dw fue introducida
por Al der y Orbach, se d v tc con las siglas (AO), a este respecto cllos
i su propia definicion de di ién fi 1y la describen como:
dy=2ds/dy
La utilidad de dw, cs 1a caracterizacion de 1a difusion que ti P 1 ios

en movimiento, sobre un sustrato fractal. Es decir un (AO).

‘Tabularon la d; para fractales de percolacién sobre una una red Euclidiana de

di iond y que as df y dw cambian ripidamente con d (por debajo del
valor d¢ = 6)' sin embargo se nota que quien no cambia de esta forma es ds,

Por lo
anterior, llegan a 1la conclusién de que para la percolacidn se tiene lo siguiente:

1 . . . s ")
Bunde y Havlin, denominan a d,. como otra dimensidn critica.



Dimensiones Fractiles

ds = 4/3, [2<d<6)

Al desarrollar otras investigacioncs, leyvraz y ley aron dici
bajo las cuales la conjetura anterior de AO, raya e¢n lo estricto; dichas condicioncs fucron
demostradas sélo para d = 6, después de ¢llo se realizaron prucbas mis concretas de las
cuales sc concluye que ds esen un 1% - 2% mads pequefa que 4/3.

Se encontrd que en todos los casos, cxcepto DLA, dmin tiene un incremento de
caricter mondtono con valores de d por arriba de la dimension critica de y tencmos:

dmin=2 [d = dc)

Por lo anterior llegan a la conclusion de que los fractales ticnen diferentes valores
de dy, dw, dc, etc; pero todos tienen dmin = 2. Esta dimension fractal se aplica a los

& fisi que s¢ p de un lugar a otro sin acudir 8 otros sitios previamente
H pars llegar a su ultimo desting, es decir, confr do las dos di i fr les dw y
i dmin. tenemos que ¢l primero describe la propagacion de cami 1 ios en los 1

! se acepta ¢l paso por un mismo lugar fractal mas de una vez, mientras que dmin describe
el orden de caminos quec sc¢ "autoevitan®, y no sc pucde pasar por ahi mas de una vez como
regla general.

Otra de las di i fr: 1 intrinse es la 1l da di ion fisica o
expandida, ésta se denota como di y s¢ define como sigue:

M@~ rdf :

donde:
r = r (1) correspondientc a un radio de giracién.
¢ = { es la ruta minima entre la nueva locacién de un punto cualquicra y el origen H

del mismo para explicar la relacién con las otras dimensiones fractales sc ticne que:
M)~ [ << pdmin]

con:
di=df/dmin
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Dimensiones Fractaics

Una dimension fractal mas es la denotada por dp, que describe la configuracion de
un camino o ruta cuyo crecimiento critico es un modelo que nunca se intersecta a si

Pasemos ahora a describir a la dimension fractal que ¢s una de las mas utilizadas e

importantes en la descripcién de la dnica de los fend criti y bi sc
como dimensién grifica que como menciondbamos anteriormente, no es suficiente para
izar el pl i de una red de percolacion.
La utililizacion de esta dimension implica por lo, una ¢ p ion de fi,

de difusion limitada y agregada (DLA). Veamos dos grificas que representan redes de

P lacion como enlafig. 1.4.
10° T 7T
" o— , L |
T
— g | |
B
S P -
= L
ig. 1.4 Rodes de percolaci 2 ierda: jon critica, de f1a: avance

die un agente akeatorio)

Las dos redes que prescntamos son muy diferentes y son ciclicas y todas de gran
escala ﬁorque no lc agregaron repeticiones. En d=3,las estructuras superiores rctienen
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Dimensiones fractales

risti dife , pero sus di i i 1 son igual a
dy =25. Por loantcrior al iderar una estr del tipo fractal, consideraremos la
ruta mis corta quc cs la 11 da di i imica {, que ya i anteriormente.

La dimensién fractal dy se describe como el promedio de la masa del racimo

contenido en una esfera de radio “r” (donde “r” es un escalar).como lo describe la
expresion:

My~
Sc¢ tiene que en fr 1 1 ios M(r), rep un p dio sobre I
formas diferentes de rejillas sobre varios de esfi © nudos en una rcjilla infinita,

Al rededor del umbral de percolacién, la zona media de las rejillas finitas en el
sistema es descrita por Ia longitud de correlacion £, Para el bral de percolacién, E es

solo el tamafo lincal de 1os agujeros cn la rejila infinita y a partir de que £ es finito sobre el
umbral, 1a rejilla infinita pucde ser semejante sélo en longitud a proporcioncs mas cortas
que &.

Es posible interpretar E(p) como la longitud tipica y puede ser referido como un

fractal; do se ti proporci mis grandes que £, la estructura no cs similar y se le
pucde 11 h % é £l cr i del P i fractal ecn pequchas
prop i corresponde con un portamicnto } géneo, para proporciones de

P i h é a las grandcs le corresponde una rejilla compuesta por cl

P de Sierpinski con ccldas unitarias de tamaino E. tal y como vemos en la fig. 1.5b
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Fig. 1.5b. Malls compucsta por cclulas del tapete de Sicrpinski de tamasio &.



Dimensiones Fractales

1.3.1. Subsistemas Fractales

Una red de percolacion csta P de varias sut ucturas fr les que son
igual 1a aplicacion de una dife ia de voltaje entre dos luga; puestos de una red
metdlica de p lacion, 1a dula de la red consiste en todos los sitios que conduzcan la
corTiente cléctrica, como en las propicdades de las dimensiones fractales mas
adclante.

Estas partes de 1a red que no conducen corriente y son das a la col
vertebral por un solo lugar. Las i sin interrupcion son obvi las que

conducen el total de 1a corriente y cuando hay un corte en un punto clave, la corriente se
detendri.

Entonces Ia sub-estructura de la red sera el perimetro externo, es ¢l esqueleto y la
columna vertcbral y consiste de varios sitios de la red que son ady a sitios i En
contraste, ¢l primer total solo incluye los agujeros de la red y ¢l perimetro externo ¢s un
modelo importante para interfaces fractales alcatorias.

Al esqueleto se le define como la unién de todas las rutas mas cortas de un sitio dado
para todos los sitios a una di i imicaf{. Lacol

vertebral eldstica es la unién de

todas rutas mas cortas entre dos lugares y tenemos que la mayoria de las masas de la red csta
concentrada en los extremos.

Si quisicramos obtencr cl valor de la dimension fractal de la columna vertebral,
tendriamos quc hacer varias simulaciones numéricas y ¢l resultado que presentan algunos
autores es de 13/8; y esto es solo 1a dimensién grifica d; de la col vertebral siend

menor que la de percolacién.  En contraste v es la mi para la cul

vertebral y para
la red de percolacién, indicando la importancia del indice v,

" Véase F i des de las Di i Fr. 1
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1.4. Formacion de fractales y multifractales

En 1a actualidad es posible apreciar estructuras del tipo fractal y clasificarlas como
talcs ya que éstas se caracterizan por tencr formacion de ramificaci a partir de una

‘raiz y por tener una estr total definid A continuacién se mostrara como,

mediante probabilidad se puede llegar a determinar el crecimicnto de una cstructura
fractal.

Se parte de la probabilidad de ar un 1 icaunad Laun

po t, y nos d ta de quc esta expresion forma un Gaussiano:

P(l,1) = P(O.0)exp—I*[aDzt

ahora, cl de d idad de probabilidad P9 (5,09, puede ser escrita como una
gral de lucion, de 1a siguient

Pi(r.n) = ?Q)(r[l)P"(l.l)dl,

donde ®(r | /) es la probabilidad de rar dos lugares scparados a una distancia
quimica “/” y una distancia Euclidiana “r”. Como una nota importante, diremos que los
fractales li 1 leatorios, ticnen una probabilidad P ( /, ) ¢s la misma para cada
confuguraciéon.

Se tiene que la densidad de probabilidad es:

D(r | 1)=aO0 | {)exp(-12/ 4D D

si substituimos, se obtiene una rclacié 1 de tipo lar como la quc sigue:

2

(Pir.0)) ~(P(ra' .0))




de y AMultiy

Utilizando el método de pasos d dicntes cs ible evaluar la integral para

q = 1 como siguc:

e __(
®@©.0)) " \Rm
donde R(?) es ¢l desplazamiento eficiz de un flujo en un espacio 7, a una escala de razén:
(P~ (Pr®), "(@~q', ¥y v=V3.q0).

Si se tuviera q < 0, entonces (P9) dlvcrge exponencialmente con ¢, y v(q) no cs
caracteristicas multifractales,

lineal en @, lo que nos daria quc los p

Posterior a esto seria necesario calcular la fi ion de distribucién para =,
definiendo en primer lugar N(log P) como el mimero de lugares que corresponden a
valores de P que estin entre cl log P y log P + dlog P. Para esto se usaria la identidad:

(P*)y=f P*Naos.. P08, P
o

si cambiamos las variables de f a P, se obtendria lo siguicnte:

Nlog (P/Py) ~ [log (P / Pl exp[[l — ] P, = P(0,0),

cona=d/4 +12y = 1/2.

Lo que se deduce de lo anterior es que la amplitud dc la distribucion logaritmica
imiento del multifractal de los "momentos" originados para la

conlleva al ¢
convolucién de dos distribuciones cstrechas cn el espacio ¢ con ¢ | )y M C( , 0.
Mediante la distribucidn ¢§(r [ { ) es mis cstrecha en i, el resultado de la distribucién para

P(r.0), es logaritmicamente ancho, desde las escalas logaritmicas { con P.



Formacion de Fractales y Multifractales

Los resultados que se obtuvicron se pueden gencralizar para otros fractales lincales
como el camino que sc auto-cvita u otras estructuras de mayor complejidad como los

i de percolacién, como el que vemos en la fig. 1.6.

8. 1.6. Racimo de Percolacion

i
H
H
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1.5. Indices Criticos

Anteriormente se ha dicho que la percolacion puede ser tratada como una
iedades geométricas de los racimos cercanos
I de percolacion, el punto de transicié

transicion de fase y sc iza por las prop
ap. ox.como lo llama A. Efros, es decir el

Lo mas importante es la probabilidad (en un lugar o enlace quec pertenezca a un
racimo infinito) dc que ¢l evento tienda a infinito denotada como P, si tenemos que
P<P., es indicativo de que sdlo existen racimos ﬁni(os, es decir vias de infiltracion o

percolacidén que no cruzan por todo el fc £ tendri. os que P = 0.
Cuando p > p,, se¢ tendria la probabilidad de mﬁmlo dependiendo de una variable de

ly se i ia con p mediante la ley exp ial
7~ ~@-p)f
Entonces p, describe ¢l orden en los si de percolacién y puede identificarse
como el "pardmetro de ordern”. FPor cl de los raci fini su alrededor
de p., sc caracteriza por la amplitud de correlacion &. Esta es igual al radio de
correlacion R, la A. Efros), es la distancia media entre dos lugares del mismo
racimo finito. Cuando p se aproxima a p., se i &, como sigue:
E~lp-pi
y se dré el mi exp alreded del umbral y ¢l numero medio de lugares

(masa) dc un racimo finno también diverge como vemos en esta relacion:
S~ |p-p.lY

también para csta cxpresion se tiene ¢l mismo exponente alrededor de p.. Para obtener

ambos aspectos & y S, sobre el promedio de todos los racimos finitos quc se requicren en

una red fueron ios dichos indi criticos.




1rdices Criticos

En analogia ahora con las cantidades P,y §en sistcmas éticos, se

1a mnsnehumon myla susc«.phblhdad x como podemos ver ¢en la fig.1.7.

P M
1 4
1-p Te T
1-pc Te T
088 1.7.Py y5 do con In ; Srem y In bl x.

En concreto, los exponentes B8, v y v, describen ¢l comportamiento critico de
cantidades tipicas asociadas con la transicion de percolacion, por cllo s¢ denominan
exponentes o indices criticos. Como una caracteristica de ellos podemos decir que tienen
un caridcter universal y no dependen de detalles estructurales de una malla llamese ésta
cuadrada o tringular, tampoco del tipo de percolacion que se trate (lugarcs, limites o
continua), y sdlo dependen de la dimensién del problema.

A lo anterior podemos darle ¢l caricter de propiedades universales ademas de ser
una caracteristica general de las transiciones de fase, en las cuales los pardametros de

orden (probabilidades) se d en continuamente hacii ¢l punto critico.

Para caractcrizar las trancisi 14

de per ion no solo se cuenta con los
exponentes anteriores; el tamasio de la distribucion de los racimos de percolaciéon, son
descritos por algunos otros exponentes como o, t, ¥y 6. Pero existen relaciones entre éstos
exponentes, y todos ellos pucden obtencerse conociendo sdlo dos de ellos.
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Indices Criticos

Percolacion =2 d=3 d=6
Parametro de orden Py 13 5739 0.417 1€
Amplitud de correlacion &v ) 0.003® 1/2¢
Tamafo del racimo principal «3/189 0.873 s
sy o.008”
1.795
o.cost
netismo d=2 d=3 d>6
Pardmetro de orden m:f 1 :8 g.zg :;g
Amplitud de correlacion &:v -
Susceptibilidad xzy 7/4 124 !
Tabia 1.1. Vak y las mejo. i1 i pora Z cn
per o y s con: 7 ) % = s,
Los P i d en esta partec, describen las propiedades fisicas

P "

con la icién; an las leyes exp a partir
dc la cercania al punto cﬁnco P-» éstc sc caracteriza o dcscrnbe en si mismo por su

exponente critico.

A parur de que sat quc la pacién de los lugares en un racimo es un
P io con probabilidad P, podemos escribir la siguiente relacion:
s(ry =2p°

que ¢s la expresidén que denota ¢l numero promedio de lugares sobre ¢l mismo racimo a
una distancia 7 de un lugar ocupado y arbitrario. En prmc:plo, dos lugares separados por
una distancia 7, deben de lir pars perte er al racimo, que todos los » - 1

lugares entre esa distancia que los separa, deberdn estar ocupados.

£l factor 2 vicne al caso ya que el lugar que deseamos puede estar a 1a derecha o
‘izquierda de un punto i Y aqui de nuevo el concepto de
radio de correlacion, a este resp ; sabx que esti definido como la distancia media

lquicra de refer

entre 2 lugares ubicados sobre ¢l mismo racimo tal y como sigue:

B = tXP_ 1+ p 1+ p
-2y (p.-pr
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Indices Criticos

con esta expresion podemos encontrar que v = 1 en una dimension. i

También podemos expresar la relacion de correl

?( r ) cercana al punto
critico p., mediante una exponencial:

ln‘:(r)-'r/t‘;

donde la amplitud de correlacién representa el radio de decomposicion progresiva de 1a
fi ion de corrclacion
infinito.

Como un siguicnte paso, se considera a la masa media del racimo

S=1+ ig(r)
r=]

Donde el 1 representa cl lugar de origen y se asume que dicho lugar s¢ encucntra
ocupado, denotando esto como se ve a continuacion: .

=1+p — 3yt
S=1= P P.-p)
de 1o cuat se puede deducir que ¥ = 1 para una dimensién.

La Teoria de Percolacion adopté l1a idea de la universalidad de los indices criticos y
de la Teoria de las Transicioncs c¢n Fase de Segundo Géncero, a ¢lla per j
1a transicién del metal de super d , al estad

por ejemp

normal.

En la proximidad al punto de transicion de fase de segundo género, al igual que
cerca del umbral de percolacién, sc forman zonas de gran tamafio que se distinguen entre
si por sus propicdades; la diferencia consistc en que 1os limites de esas zonas “no estin
congeladas”, como ¢n la Teoria de Fercolacion, sino que cambian en fi ion del ti
gracias al movimicnto térmico.

El tamafio de las referidas zonas también se conoce como
radio de correlacién que ya lo hemos mencionado arriba.



Indices Criticos

De la Teoria de las Transiciones en fase también surge la “hipétesis de la

seme;j ", 1a cual i en que al acercarse al umbral de percolacién, la geometria de
gran la del si se transforma de modo semejante, con la particularidad de que
todas las di i 1 lcs au tan proporci 1 al radio de corrclacion.

En cuanto a semcjanza se¢ encucntra una estrecha relaciéon con los fractales ya que
es sabido que éstos poscen como propicdad la “autosemejanza™; esto es, que cualquier
parte de la curva (salvo por la escala) cs idéntica a la curva entera.

Las idcas de j introducidas por primera vez por los fisicos soviéticos A.Z.
Patashinski y V.L. Pokaovski; asi como ¢l fisico nortcamericano L. Kadanoff, constituyen la
base de la actual Teoria de las Transiciones de fase y de la Teoria de Percolacion.

Al comenzar la descripcidon conceptual de la percolaciéon, coincidimos en hacer

una logia con el asp fractal de los fenémenos, por lo tanto liegamos al punto de
idh a la percolaciéon como una fransicion, la cual se denomina de fase geomdtrica.

Esta transiciéon poace la caracteristica de que cl de los raci al p

critico son F? Etri de ahi que pued ser jados con cierto

grado de facilidad.

En detalle, se considera un “Iu,gar de percolacidn” al lugar de una malla por

ejemplo, que ha sido ¢ do al t C do se crean enlaces entrc los lugares
ocupados y éstos a su vez también son ocupados al i sc¢ habla ent de un
“enlace de percolacion™. Entonces dos cnlaces ocupados per a un mi racimo

si estan conectados por una “ruta” de enlaces ocupados. La concentracién critica de
enlaces separa una fase de racimos finitos, de enlaces de fase de racimos infinitos; ésto se
podri ver claramente cuando se explique la percolaciéon en mallas.
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1.6. Propiedades de las Dimensiones Fractales

a la di idn fractal como ya

En cuanto a los aspectos estructurales
vimos denotada por dy , s¢ sabe primeramente por Stanley, que la estructura de los

i lacién pucde ser descrita mediante un concepto fractal, considerando

de per
primeramente un racimo infinito en la concentracion critica de pe. como vemos en la

siguiente fig. 1.8.

critica.

e pr Iacsion o ln

8. 1.8, AuloSCINC/AnIA € U racimo it

Podemos ver que los racimos infinitos conticnen hoyos dc todos los tamafios
similares al tapete de Sicrpinski. El racimo es un tanto similar ¢n todas las longitudes
escalares, es decir; es tan grande como la unidad y tan pequeiio como el tamano de una
malla y puede ser visto como un fractal. La dimension fractal df describe como, en
promedio, la masa Af del racimo dentro de una esfera de radio r cs escalable y en fractales
dio sobre muchas y diferentes configuraciones de

alcatorios M(7) repr un pr



des de las Dimensi ’

r o su equivalente, sobre muchos y diferentes centros de esferas que estan sobre el
mismo racimo infinito:

M) ~rdr

Alrededor de 1o que se conoce como punto critico, ¢l espacio medio de los racimos
finitos en el sistema son descritos por un espacio de correlacién &. En el punto critico,
esta amplitud diverge y los huccos se presentan en ¢l racimo infinito a lo largo de toda la
escala.

Sobre cl p critico, bién repr el lineal de los huecos en ¢l
racimo infinito; entonces el espacio de correlacién es finito sobre ¢l punto critico y los
i infini d escalares tan pequefios como

P ser jantes solo en esp
el espacio de correlacion E.
Se p&ﬂrh interpretar £(p) como un espacio tipico sobre ¢l cual los racimos son
y pueden ser interpretados como un fractal. Para espacios escalares mds
grandes quc &, 1a estructura no es jante y pucde ser interpretada como una
estructura que solo ¢s homogénca y no fractal.

El sobmcruce para ¢l comportamicnto fractal a pequefa escala hacia un

I zé a gran escala es mcjor ilustrado mediante un arreglo tipo

malla puesto por ¢l modelo de Sierpinski con unidades cclulares de tamano &, la vemos en
1a fig. 1.9

£g. 1.9. Malls compucsta por células de tamanio & (Tapete de Sicrpinski).
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o de las Di i Ffractales

Si tuviéramos un cspacio escalar mds pequeno que &, veriamos una estructura
fractal; sobre espacios escalares miis grandes que &, tendriamos un sistema homogéneo

que sc compone de muchas células de E. A it te esto es:
dy
r r<<g,
A - .
1) {r‘ , r>>E.

La figura 1.10 mue¢stra csquemidticamente 1a grifica de A7) sobre el umbral de

percolacion. Para r << g, la pendiente ¢s df micntras que para r>>&, la pendiente esd.

RPN e
de

log § log r
£i8. 1. 10. Relacion de pendiontes pars M(r)

Se puede relacionar la dimension fractal dr de los racimos de percolacion a los

exponentes 8 y v. La probabilidad de que un lugar arbitrario dentro de un circulo de

radio r mis pequefo que &, per
lugares sobre ¢l racimo infinito y ¢l total de lugares:

al racimo infinito, es el radio entrc el namero de

Pm—(rdf/ﬂl), r< &

Esta ccuacién es correcta para r = ak, donde a es una constante arbitraria mds

pequeria que la unidad. Substituyendo r = a€ en la expresion anterior, tenemos:

Po ~ (Edr/ Ed)
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Ambos lados son potencias de p - pe. Si se sustituyen todas las anteriores en ésta
ultima expresion obtenemos:

dr=d-(B/v)

Por lo tanto, la dimensién fractal del racimo infinito en el punto critico no es un

d i, d d

exp indep ya que P de B y v, que son exponentes

universales, entonces df también s universal.

E que mientras la di ion fractal df describe como la masa de
los racimos sc escala con la di ia “Euclidi " r, la di ion grifica df, también
ida como di io imica o topologica; describe el escalamiento de la masa con

la distancia quimica (.

Para medir la dimension df; un lugar arbitrario es escogido de entre el racimo y

uno determina cl numero M) de todos los 1

ga a una di ia r de cada sitio

escogido. Para medir df en un lugar arbitrario, se escoje éste de entre un racimo y uno
determina el namero M) de entre todos los lugares a los que estin conectados cstos,
mediante una ruta de longitud tan corta o igual a .. Asi también para AM(r), ¢l promedio

tiene que ser desarrollado por M) después de has rcalizaci de un experimento y

en una malla “Euclidiana™ regular, tanto ¢ como ¢{fcoincidcn con el espacio Euclidiano

de dimension d.

Al hacer la combinacion de M(r) ~ r df y la ecuacién anterior, se obticne una

P ion que rel q:

la quimica ¢ cntre dos lugares y la distancia Euclidiana r

entre cllos de la manera siguiente:

r~ldvdf ={v
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des dc las Di 2 Fraciak

La expresion anterior pucde escribirse como { ~ » dmin.
donde:
dmin = I/v que es la dimensién fractal de la ruta minima cntre dos lugares, ésta pucde ser
titil para distinguir entre difcrentes estructuras fractales que posean una dimensiéon
fi 1 similar, de hecho ésta es su utilidad.

Para que quede mas claro, si tuviéramos una dimension d = 3, los racimos de DLA
¥ los de percolacion tendrian aproximadamente ¢l valor de la dimension fractal 4= 2.5
pero tienen diferente valor de vV:¥ =1, para DLAyY V = 0.75 para percolacién.

Como una nota importante podemos dccir que no ha sido encontrada alguna
relacion entre la dimensién grifica @b y los exponcentes criticos. Los valores de ésta

4 : d d

di ién y v son idos ani por mé apr di; 2
de numeros aleatorios y éstc es un punto mis a favor dc la utilizacion de éstc método

auxilisr de la simulacién.

Pasando ahora a las cstructuras fractales (fisicas), como las mallas que

mencionamos en repetidas ocasiones, tenemos a los perimetros externos y totales en una

malla, de cllos podemos decir que si bloqgy dos los dos de uno en uno hasta

dar bloqg . ? 1 te, 1a corriente en la malla es cero; tal y como se muestra

P

en la figura.
Perimetyo interno

Perimetro externo

g 1.11. Malla con peri 7 ¥
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El perimetro externo son otras estructuras de los racimos quc también son
d inad son ¢l esquelcto o espil sListica de la estructura; los cascos son los
lugares adyacentes a los sitios vaciés y estin conectados con vias infinitas de lugares

vaciés. El pcrimetro total también incluye o toma en cuenta los hoyos o hueccos que se
encl i Ahora, cl esqucleto se define como la union de la totalidad de

rutas mids cortas deade un sitio dado hasta todos los lugares a una distancia quimica ¢, la

pil ldstica es la i6n de las rutas muis cortas entre dos lugares.

Interpretando en las mallas, las di i fr ales tendriamos ¢n estructuras
como ésta, a la di ion dy del ar on; esta dimensién por ¢jemplo, ¢s mais pequeit
que drdc los racimos ¢n otras estucturas. El valor érico dc esta d i bién se

bt por i 1 ios, y el valor que se tiene cs dy = 13/8. También la
di iom dy del 5n, s mas pequefa que la de percolacié En contraposicion con

csto, encontramos quc v €3 la misma para ambos casos: los racimos del armazoén y los de
percolacion son iguales en valor, lo cual nos lleva a luir que este indice

es universal.

Los en el raci do se tienc d=2, d a la di ion dy=7/4, cstc

do por Sapoval, Rosso y Gouyet y fue probado mis rigur por

valor fue
Salcur y Diplantier.
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1.7. Algunas aplicaciones

1.7.1. Epickrnias y Faceys Forestales

Ya que los asp de p lacion son faciles de interpretar en una malla con

e de ubicacion fisica del fend de y para cjemplificar una malla
cuadrada. Cada lugar (llimese nudo, cruce, amarre, etc.), representa un individuo que
pucde scr i 0" Con una probabilidad P y a su vez también cada individuo pucde ser

a 1a infeccion con su cor pondiente probabilidad (1 -P).

Para un tiempo inicial ¢ = 0, el individuo que se localiza exactamente en ¢l centro
de la malla (denominado semilla), cs infectado. Puede decirse ahora que en una
cor ol idad de ti esc lugar inf . de infi

P P ', P a todos los lugares
no inmunizados que estén cerca de él.
Para una segund. idad de tiempo, éste lugar infectado infectard a su vez a todos
los demis lugarcs i no i izados y asi sucesi de este modo al haber
rrido un tiempo ¢, todos los lug; no i izad

en la celda quimica &-ésima
alrededor de 1a semilla, estarin infectados.

La longitud miaxima { de 1a ruta mis corta entre los lugares infectados y 1a semilla
esl = 1, y el proceso de infeccidn aleatoria de los individuos es exactamente 1a misma que
la acupacién alcatoria de lugares en sitios de percolacion como ya se ha discutido

previamente, pero en vez de generar muchos racimos sobre una malla, solamente sc
formaran racimos independientes para cada semilla.

Cerca del punto critico, s6lo s¢ generan racimos finitos y la enfermedad ya no
sigue extendiéndose después de un numero finito de pasos. Sobre el punto critico p,,
existe una probabilidad finita de que 1a epidemia continiie por siempre; y de acuerdo con
lo anterior, hacia p,. €l numero medio de individuos infectados en un tiempo t es
determinado por la dimensidn grifica df como sigue:

M@y ~ 14, t>>1.




Aplicaciones de Iy Teoria de Fercolacion

El radio de expansion de la cpidemia se relaciona con M(r) por df,

'

R(1) ~ M) 9s | Sobre cl punto critico, para R >> &, di= dp=2Yla extension de la
epidemia se caracteriza por la velocidad “v* del frente de la epidemia, por definicién
v=EdR/d ~ t49 dr). De la expresion anterior se desprende que d, < dp,quev>0
hacia p¢, y mayor que cero sobre ¢l punto critico.

Para obtener la dependencia de v sobre p - fig, se ticne R(Y pucde cscribirse como
sigue:

R(t) ~ 1% f(e11,)
donde fg, es la escala de ticmpo caracteristico en ¢l proceso. Entonces a partir de que ¢l
radio o amplitud de correlacion es la anica caracteristica de Iongitud que se tiene, ¢s
posible asociar £z, con el ticmpo necesario para gencerar un racimo de tamano &. Iara r
< &, el racimo s auto-semejante, y s¢ obticne de la férmula de arriba tg~ &dd‘{/ Tarat
<< fg. Setienc R(?) es proporcional a ¢ de /dy y fesconstante. FPara ¢ >> tz, ¢l sistema
es homogéneo y R(?) es lincal en 7. Para satisfacer ¢sta relacion es necesario que el lado
derecho de la expresion  también sea lincal en ¢, lo cual lleva a que
SUIe)Y~@le) ™Yy R~ 2, ~E" "y . Por consiguiente la velocidad
de cxpansién de la enfermedad también se describe mediante un exponente critico.

L (p- p‘)u:a-”v

A partir de d = O el exponente (1/v - 1)v es mucho miis pequcio que uno, aparcece
una idad relati te prol da justo sobre pe, y la transicion extensiva hacia p,

es abrupta en vez de llana.
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Aplicaciones de In Teoria de Fercolacion

1.7.2 Gelacisn Cinctica

Continuando con las aplicaciones de 1a Teoria de Percolacion, llegamos a ésta quc a
pesar de tener un nombre tan insignificativo para un lector comiin, pero que encicrra
uno de los principios que es la transformacién de blog P cn g des bloq
(hablando de un sist divido en tales), tal y como ocurre cn los productos gclatinosos
como la gclati 1 ible, ¢l yoghurt y algunos cosméticos.

Los procesos de gelacion describen la transicion de una solucién que solo contiene
moléculas px aun do en gel dond

del si A csta tr icio

forma un gran numero de moléculas del
se lc ha d inado ion solido-gel y se
separa en dos fases con diferentes propiedades fisicas. For ejemplo, €l grado de viscosidad
diverge cuando la transicién s¢ apréxima a su estad

Olid La gelacion aparece en
sistemas biologicos y juega un papel muy importante en la cromatografia, en la
fabricacion de peg tos y éticos, y en la logia de ali t
mencionaba.

cOomo sc

Para este proceso, fue sugerido un modelo de gelacidon cinética por Mancville y
Seze, qui 1o relaci al pr de percolacién; en el delo se considera por
ejemplo: una malla drada con luga: . 1 i te por O Os con
probabilidad P y con moléculas solubles con probabnhdad (1-P). Cada monémero ticne

cierta “funcionalidad® f cuyo estado mucstra cuintos de sus limites pueden activarse

(f = 1,2,3,4 en la malla cuadrada). después, una pequeiia concentraciéon de reactivos,
represcntan a los electornes insaturados, que estan pr
aleatoria.

en los & os de mancra

El papel de estos reactivos es precisamente activar las uniones entre los mondémeros
mediante un proceso aleatorio de caminos o rutas. Un reactivo escogido al azar intenta
brincar aleatoriamente al sitio vecino mis cercano. Si este lugar ¢s un mondémero con una

funcién como f = 1, el salto tiene éxito, la funcionalidad sc recuce mediante 1, y 1a unién
entre ambos monémeros s¢ activa.  Si el sitio en cucstidn e¢s un monémero con una
funcién f = 0 6 una molécula soluble, ¢l salto es reb d En bos casos el tiempo se
incrementa por 1/Nj(¢), donde Nj(f) es el namero de reactivos presente en un tiempo 7.
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Aplicaciones de Is Teoris de Percolacion

Si dos reactivos ¢stin cercanos al mismo monémero, lo aniquilan. De acuerdo con
_esto, la concentracién de reactivos decrementa con el tiecmpo £, pero en general no
alcanzan a llegar a cero ya que los reactivos rodeados por S
en cero son atrapados.

os con funci lidad

Lac acion p(¢) de i ocupados s¢ incrementa con ¢} ticmpo £. Existe una
concentracién critica pe en la cual 1a expansion de racimos cxiste para ¢l primer ticimpo
¥y entonces ¢s formado ¢l gcl y como en la percolacién normal, el comportamicnto critico
de csta transicion geométrica esta descrita por los componentes v y 3.

Al realizar la simulacién con el método de Monte Carlo vy B son los mismos para
percolacion normal, esto implica que la dimension fractal df también permancce sin
cambio; en contraste, la dimensién fractal del csqueleto del gel hacia peesdp=2.22¢n d

= 3 y difiere considerablemente dcl valor ado cn percolacion ordinaria.

1.7.3 Irmvasicn de la Pearvolacicn

La i ion de la p 1 fue introducida como un patréon para describir los
procesos dindmicos de saturacién de modclos.

El ejemplo 1a4s comun y sencillo para este tipo de percolaciéon lo encontramos en el
t lo, preci en los yacimientos de petréleo que se consideraban extintos, con
no mucha probabilidad de explotar aun mas cn los de muy dificil acceso tal y como es el

caso del ejemplo:  En un yacimi petrolifero ya no era posible el extraer este preciado

\: ible de la acostumbrada (utilizando bombas), al quercr aplicar
alternativas estas resultaban cn dafo a la capa del subsuclo pucs se tenian que hacer
3rﬂndcs e iones y resultal d jado c

‘La alternativa que ofrece la percolaciéon para cxtraer cse petrdleo es el saturar el
modelo, en otras palabras; se propone infiltrar agua para que se saturen los poros de la

43



Aplicaciones de In Teoria de Percolacion

roca; como ¢l petrolco y ¢l agua son fluidos in primibles y ad as el petréleo cs
desplazado por cl agua cuando ésta invade a la roca, ¢l petréleo tenderd a salir sino a la
superfice, si a un lugar mds accesible para las bombas.

Pasemos a ver el modelo como tal:  Los poros medianos pueden considerarse como
una red de tuncles los cuales estin conectados por vias de flujo angostas, la velocidad del
flujo sc manticne constantc y e¢s muy lenta para ese grado de viscosidad que pucde
compararse al grado de fucrza de la capila.ridad.

Para la cstructuracion atica del delo, 1 a las llas de
digamos £ x Z, la cual representari al petrdleo.  El agua sera id da como un i
quien es inicialmente colocado a lo largo de uno de los lados de 1a malla.

Para d ibir las difc i ias de las vias o tuncles por los cuales invadird
’ el agua, sc asigna a cada lugar de la malla un numero aleatono entre cero y uno. La
invasion del agua sigue 1a ruta que pr resi

Para cada lapso de tiempo, el lugar que representa cl pcrimelm sera ocupado por

¢l agua, el p leo serd despl d
Por otra partec, sabemos que ¢l accite y cl agua no sc 1 puede darsc
cl caso de que el p &1 jucde rodeado por ¢l agua y quedar atr do en al,

regiones del medio poroso.

Entonces si mediante el proceso de Monte Carlo se genera una presilla, el invasor
no puede entrar mas a esa regién. Fig. 1.12

lificacion grifica que nos mucstra esta figura, tenemos gue el

Tal y como se puede apreciar en la siguicte grifica que mostramos,

comspondienie ala fig. 1.12
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0. 1.72. Ivasion o Is Percolacion sobre una malls cusdrads de 5x3 () al ticrmpo
inscial y (B) despuads de 15 iteracioncs.

Enunciando ahora a la dimension fractal de los racimos de agua se encontrd que
numéricamente ticne el valor de d7 = 1.82. En otro tipo de experimentos tales como la
invasion lenta del glicerol en ¢l airc por una red de conductos de airc con d = 2,
desarrollada por Lenormand y Zarcone mucstra que df = 1.8, en un buen acercamicnto
con resultados numéricos. Este valor de la dimension fractal d7 sugicre que cl modelo de
ion de la percolacién cstié cn una clasc universal y diferente de la percolacion

Ia i
1 Ap do csta lusién que viene de recientes resultados numéricos tenemos
quc para ll dlmcnuén quimica ¢l valor es de dt = 1.40 £+ 0.07 (6 v = Vdmin = 0.77). Este
valor cs signifi peq para gt que ¢l de percolacion.
1.7.4. Peyvodacicn dirggida
Los declos correspondi a estc tipo de percolacién pueden ser vistos como los

que se dicron a conocer anteriormente para los fuegos forestales bajo influencia de un
Considerando una unién de percolacion sobre

fuerte viento gue sople cn una direccion.
a cada lazo o unién

una malla cuadrada de acion p, y asig| do una dir
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pero a cada punto de union vertical estard en la direcciéon de las x positivas y los puntos de
unién vertical estardn en la direccién de las y positiva. fig. 1.13

E LT

':—h-l—ﬂ_ -
xrth—i'-’ﬂ— -

g 1.15. mmmenummlh da twyor cf e .
unque cxise una ruts c.-nnz-l-.rllus.v owr ¢ i jor, ls ”o
M . Por de p i1 3 mds que
pcmhmm
A. Bunde y S. Havlin ilustran cste tipo de p lacion de ji a A

Efros, pues en la malla que cjemplifican , asumen que cada union de 1a malla es un
conductor en ¢l cual la corriente cléctrica se transmite solo a lo largo de las direcciones de
las flechas tal y como se muestra en la figura. Ahi existc una concentracion critica pc que

separa a la fase no conductora de la que si d La ién critica es tan
grande como la que existe para la percolaciéon ordinaria (como sec muestra en la figura
1.7, y el valor para pc en una malla tri lar es de aproximad igual 4 0.479, y

para una malla cuadrada éste valor es de aproximadamente: 0.644701.

La cstuct de los i es ahora mids fuecrtec y tienc dos longitudes de
correlaciéon como caracteristica que son: &1 y §|| ,que son la longitud perpendicular y

lcla cor i a la direccién principal, siendo esta la direcciéon x-y. Esta
insotropia es dunl para el hecho de que los racimos hacia pc son semi-afincs, parccidos a

los obj
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£l comportamiento critico para ambas longitudes de corrclacion esta descrito por:

S~1pc-plv-

y pora la longitud paralcla:
& ~lpc-plv:

conv,®v, .y ) son dife del exp v. Utili; do la teoria cacalar podemos
ot 1a sigui Lacis .

Y+28=(d- I, +v
esta exp ion cs uns g alizaciom de dv=20 + v. bsti do el po medio de
componentesy = 8 = v, = v = 1, en Ia expresion anterior nos da la dimension critica de
= 8 pars Ia percolacion dirigida. La mejor esti ion para el ritico ha ik
usandoee con 33 i en cl método de Ilas scries de exp ion, dando los sigui

valores para d = 2, v,, = 1.7334 * 0.001, v, = 1.0972 * 0.0006,y vy = 2.2772 +
0.0003, sugiricOndo 1os valores racionales v,| = 26/15, v, = 79/72, y v = 41/48.
También 8 y otros exponentes estiticos difieren de los de percolacion ordinaria.

1.7.5. El arbol de Cayley (Red de Bethe)

Estec es un método de solucién para p de perc idn y tiene la ventaja de
que la a la ién critica como menor que uno y cl régimen relativo a Pc

puede ser estudiado ampliamente.

El drbol de Cayley ¢s una estructura de nudos externos que son como siguc:

Se comienza en un lugar l con Z nu o de (de longitud 1), el final de
cada rama e¢sotro lugary ot Z1 quc ¢ ituyen la primera cubierta del
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drbol de Cayley. Desde cada lugar, Z~1 nucvas ramas salen generando Z(Z-1) lugares en la

segunda cubicrta.

Fl proceso es continuo como se¢ muestra ¢n la fig. 1.14 que esquematiza la red de

Bethe en una ejemplo comun (la dispersién de rumores), y un drbol de Cayley infinito con
Para 2=2, ¢l drbol reduce

dos ramas emanando de cada lugar ¢s generado a continuacién .

la cad en una di ién; no hay ciclos en cl desdc Iqui de los dos lugares

son do por 4
La distancia Euclidiana “r:” no fuec medida aqui ya que la red comienza describicndo

solamente por la distancia quimica { entre dos sitios, por cjemplo la distancia quimica entre

1 te t.

i una ruta.

el lugar central y ¢l lugar sobre la t-ési ta quc cs cX:
La t-ésima cubicrta del érbol consiste de Z(Z-1)-' lugares, incrementdndose
En una dimension “d” de red Euclidiana, con “d” finito, cl

exponencialmente con ¢
de la forma o-1, La dependencia

namero de lugares a una di 1, se incr
{ ial pucde ser ick da como una ley de comportamiento con un cxponentc
infinito; a partir de la propicdad universal, s pod P que los exponcentes

criticos derivados de la percolacién del drbol de Cayley scan los mismos para la percolacién,
sobre Iquicr red de di ion infinita.

Mais aun como se mostré en la tabla comparativa ¢l valor de las dimensiones
fractales, tenemos que la dimensién critica superior para la percolacion cs dc=6 y los

exponentes criticos son los mismos para todas las dimensionescon @ = 6.

de la red de Bethe en el caso de la propagacion de

: 20

A% la
rumores:

Al hacer circular un rumor, cada persona sc lo cuenta a 3 personas las que a su vez
i [ que:

se lo contarin a 3 personas mds y para contarlo le toma 20
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En las “décimas manos”, recibirdn infomacion 59 049 personas y todo cllo en tan
solo 3 horas 20 minutos.

Simplifi do ¢l probl pong: que:

- El numero de personas a las que cada individuo le ¢ itird la infor ion, es el
mismo.

-Cada persona obticn la informacién de solo una persona.

Por lo or, el delo del probl rep un érbol que se ramifica

infinitamente por todos lados:

£8. 1.14. Arbol de Cayky o Red de Bethe, modclo de In propagacion de rumores, mucstrs
urr driol de ramificacioncs infirnitas.

Este modelo es conocido como red de Bethe en honor al fisico Hans A. Bethe y como
vemos, cada uno de los ci los puede ser id. do como la base de su drbol.

En el modelo se representa a las personas que propagan ¢l rumor como circulos
claros y a las personas que no lo propagan como circulos obsacuros, tal y como sc ve en la
fig 1.18.
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Fg. 1.15. Red de Bethe con q=3, de personas que propasan un rumor (circulo
claro y personas que no lo propagan (circulo obscurc).  El numero de
lincas salicntes de cada clrculo pucde scr arbitrario (pero idéntico pars
todos los nudos).

Se supone quec ¢l sistema ticne una cantidad infinita de circulos, entonces se palntea
si la propagacion del rumor morira después de un numero finito de transmisiones partiendo
de que el rumor inicia en el punto A, o si el mi al 4 una di ia infinita a partir
de A, y en el sistema infinito sc pondri al alcance de un namero infinito de personas,

Y que esto dependc de la tidad relativa de circulos claros y obscuros y de

las configuraciones quc aparccen cn los alrededores del nudo.

En rcalidad se trata del problema dec los nudos de la Teoria de percolacién, pero
enunciado con arreglo a la red de Bethe.

Entonces ¢l problema a resolver es qué probabilidad P(x), habria de que los rumores
transmitidos a una persona elegida al azar se pongan al alcance de un namero infinito de
personas, y bucno en primera instancia tendremos que esta probabilidad es igual a cero si

consideramos valores pequceios de x, pero diferenciara de cero si tomamos cierto valor

critico de x, que seria x=x.
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1.7.6. Solucién al probl de los nudos de la Red de Bethe.

8i tencmos la probabilidad de que los rumores lleguen a un numero infinito de
personas como P(x), y a Q(x) como la probabilidad de que los rumores No lleguen a un
v infinito de per (q) como la idad de r tr itidos por una persona

¢ interr pen en ctapa.

¥ Wi(x) como la probabilidad de que todos los q

Ordenando clementos tendriamos una expresion como la siguiente:

Q(x) =1- P(x)
ya que lo que va a examinarse forma un si pl de ac imi
Tenemos también que la prop idn de r pucde interr pi por dos

causas imcompatibles:

~ La persona clegida al azar cs de la categoria de los que no transmiten ¢l rumor.

-La persona gida es de la goria que si tr ite el rumor (q) a los demas, y
todos los canales procedentes de esa gente se en disti pas (W), por lo
que tendriamos ahora la siguicnte expresion.

O=1—-x+W"

Al analizar a W’, ¢l resuliado qucrdescribe es la ¢ ia de la r

simultinca de dos acontecimientos:

1. - La persona elegida al azar resulta ser de los que transmiten ¢l rumor (su

probabilidad es igual a x).

2. - Todos los q canales que parten de los conocidos de la persona clegida al azar se

interr en lquier etapa, W(x).




i
!
i
:
i
H
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Obvi estos imi son independi por lo que:

W= xW(x)

O=1—-x+xW(x)

De que 1a probabilidad de quc todos los q les se interr pan cs igual al
prod de las probabilidades de que se interrumpa cada uno de los q canales por separado
(y debemos recordar que cada drbol es independi de los demads, es decir; que no existen

circulos comunes, lo que es tipico de la red de Bethe.

Tenemos entonces que:

W(x) =[Q=))?
sustituyendo la anterior en la de arriba se obtiene:
Q=1-x+x{O(x)}?

Y csta ecuacion es vilida sdlo para el intervalo de x de {0,1}.
Podemos eacribir csta ecuacion a través de P(x)=1-Q(x):

N-Px))x+P(x)-x=0

Cuando q=1:

six=1, P(1)=1.

Es decir si todos los circulos son claros, el rumor se derd hasta el infinil
Cuando q=2:

Existen dos soluciones que tienen sentido fisico:
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P(x)=0 Cuando x=[0,1/2)
P(x)=2-1/x% Cuando x=(1/2,1]

" El umbral de percolacion en cste caso es igual a 1/2.

Una soluciéon andloga existe con todo q>1, sin bargo el bral de p» lacion xc,
depende de q-  En un caso gencral es posible hallar x. y el aspecto de P(x) cuando x s
proxi a x. , suponiendo de que P(x)<<1, lo cual sicmpre es justo en cl entorno
del bral de percolacié El término (1- P)*q pucde ser 4 scgun la
£ ia del bi joy k do los térmi de yor peso, obt

2I=D 1p2 _ gpe— p

poniendo £ dife a 0, dividimos & iemt de Ia i ldad cntre P y
encontramos quc:
2(x—-1/q)
p=22""197
x(g-1)
Cuando q=2, Ia expresion se red a cero con x=1/q. De ahi, resulta que tenemos

la expresion: xo=1/q.

La solucién tiene tido ¢ do q>1, x>1/q y sol para val de x muy
proximos a 1/q. Por ello en el denominador de la expresion P = 2(;—;‘/‘;12 , se pucde

poner x=1/q. Definiti t
P=2q(x—l/q)

q-1
Esta funcién describe a P(x) cerca del umbral de percolacion.
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1.7.6.1. E. 1 do los r Itados:

Cuando q=1, la red de Bethe sc ierte en una cad lincal de nudos, por lo quc
una idad muy peq de d gros interrumpe la percolacion de los nudos
blancos, es decir in bl la propagacion de los r se evita,

Vedmoslo en la grifica de 1a fig. 1.16

E
D Yau no se transmite ¢l rumor.
C
B
A
Inicia el rumor.

Pucde 1 i para ¢l valor ot ido de x,. con los resultados de los
probl icul en los espacios de gran nu de di i El cilculo
aproximado del umbral de p laciéon del probl de los nudos de 1a malla metadlica, se

fectua para los 11 dos hiperrcticulos (o hiperredes). Son reticulos del mismo tipo que ¢l
cuadrado y el cubo sencillo, pero en un esp de gran nu de di ! El
namero de coordi idn z (nu o de dos i diatos) es z=2d, donde d cs la di 16!
del espacio.

Los cilculos del Umbral de percolacion sc realizal do d=4,5,6., fue

demostrado que los resultados se describen bien por la férmula:
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63 1
=14+ ——)—
xy=( d~"2" z—1
Con los valores de d, en gran la pucde despreciarse el do termino cntre
paréntesis, con 1o que nos queda:
- 1
Yoz

Pero para la red de Bethe q=z2-1, pucs en cada nudo de esta red entra uncnlace y q

enlaces salen de é1.

De aqui sc dedh que ¢l bral de p lacion en 1a red de Bethe (xo=1/g)es
igual que en 1a hiperred de gran mi de di i Por lo tanto, 1a red de Bethe
cor de coo un espacio de din i infini

; La red de Bethe €3 ¢l inico sistema para el cual se ha conseguido hallar con precisién
: el aspecto de P(x), cerca del bral de percolacié
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| Capitulo
2

GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS PARA ORDENADOR
(Métodos de numeracion aleatoria)

2.1 Introduccion

En el presente capitulo se describen diferentes métodos por los les pod.
L. un nu o Iqui o inado al i0, éste término es debido al proceso
en si, que impli la ot ion del i para ello deberemos utilizar algunas

herramientas que se describirdn a lo largo del capitulo asi como reglas y definiciones
apegadas a métodos particularcs,

De esto se desprenderin analogias entre uno y otro método para que sca posible

discernir entre cual de cllos cscoger al modelar un caso de percolaciéon. Como
mas adel el mas f: de cllos, es €l de Montecarlo, por su sencillez y
versatilidad al jar probl de 1a indole que nos interesa en este trabajo pero a

manera de referencia histérica y como ejemplificacion en uno de los casos que se
abordan cn este trabajo.

Sc¢ vera también que un gencrador de nu os al ios es utilizado de a

similar en los experimentos denominados anidlogos, los cuales sc ¢jemplifican



Introduccion

al resolver un probl de p lacién mediante rejillas y nudos bloqueados’® ya que
como vimos se debia hacer una operacion reccurrente al utilizar el generador y de este
modo obtener el nodo que se bloqucaria i di después del ya bl d
este proceso 0lo se describe a a de ¢j lificacié

2] P

En cste capitulo sc describen varios tipos de g & que pucd
impl en la P d con la ayuda de algun lenguajec de pr ion ya
sca Pascal o L ije C. Describi bién la impor ia que ticne para efectos de
implementacion, el periodo que tenga el gencrador que y a usar, ademi
cjemplificamos el por qué de la importancia también de la semilla de inicio y de

ger de prictica a los Itiplicadores utilizados asi como el uso del tipo de
variable a utilizar en el lenguaje que sc trabaje, esto para no tener problemas
acortamiento de periodo por trun i o redondeo y para evitar desbordamicnto
del generador.

Un asp importante que bién se aborda en este capitulo es la seleccion de
1a scmills de inicio, su importancia radica en que cs la parte que da vida al generador y
de ella depende el buen d P y los resultados ot idos en las sucesi las
cuales a final de determi el Itado de 1a si lacid: 1

P

P quec deben c iderarse para ger una semilla
para stro g d en particular, y a pesar de que las mismas
consideraciones nos dicen en sus apartados el por qué debemos o no escoger una
semilla con caracteristicas particulares, nos harin dudar acerca de las propiedades
aleatorias de nuestro generador, pero ¢l mismo lector se daria cucnta al revisar la
construccién de los gencradores, que es indispensable mencionar estas caracteristicas
para escoger la scmilla.

L <

4

Concluiremos i do al mitos ¢n cuanto a la construcciéon de
ge 4 de al ios para asi dar paso al siguicent pitulo que bién nos habla
de algunos otros aspectos de 1a generacion de numeros aleatorios.

P de nudos bl 10s y paso de corriente por una malla., capitulo 1.
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22 Aspectos generakes para un gencrador de  mimeros
adeatorsos

2.2.1. Seleccion de la semilla de inicio

Una “semilla” es aquel namero que se utiliza para dar inicio a la corrida de un

dor de al i0s, es uno de los aspectos mds importantes en la gencracion de
¢ ios ya que si una mala semilla y ademas de todo un generador con malas
propicdad, podria afé nos en ¢l Itado de la simulacién completa, por lo que

del elegir apropiad. 1a semilla dc inicio ¢n la generacion.

Pod, tener cualquier valor de semilla si por ¢j lo un dor de

periodo completo que requiera de solo una variable aleatoria, pero si en nuestro proceso
de simulacién requerimos mis de una variable aleatoria (como es ¢l caso de las
simulaciones de multi-sucesién’), la scmilla debe escogerse con mucho mis cuidado.
Casi todas las simulaci son multi ion y para escoger la semilla que inicie nuestro
generador det c idl los sigui puntos:

a) No debemos utilizar cero aunque vercmos que es factible para gencradores
congrucnics lincales o LCG's, pues podriamos hacer que un LCG multiplicativo

o un generador de Tausworthe® se vayan siempre a cero.

b) Debemos evitar los valores parcs aunque a veces resulten ser tan bucenos como
los valores noncs, en si cuando tenemos gencradores de periodo complceto,
puede servirnos cualquier semilla diferente de cero.  En cambio, si tencmos un
generador que no sea de periodo completo, digamos un LCG multiplicativo con

un médulo,m = 2% | 1a semilla debicera ser impar.

x a. imul

multi idn como aquella que necesita de mis de una variable
alcatoria para llevarse a cabo.

2 Generadores aleatorios que se verdn mis adelante.



Gencradores do nuimceros alcatorios para ordenadores.

En lo posible decbemos tratar de cvitar de usar los generadores que necesitan de

d iadas condici para sger ¢l valor de la semilla de inicio, o aquellos en los que
la longitud de su periodo dependen dir del valor de 1a semilla.
<) Tratar de evitar el subdividir las i Es usar una sola sucesion de
v.loms para las variables a utilizar es un error muy 1 En una si lacié:
A de comparacién y varias corridas de nuestro generador
de nleamos, para que dc ese modo una confiabilidad en los

resultados aun mayor.

d) Utilizar sucesiones que no se traslapen.  Esto es, no usar sucesiones repetitivas
biar la semilla de inicio en la segunda corrida, por

cosa que al
una nueva.

Delx bt Itados indcpendientes cn las primeras corridas de nuesto
& dor y las mi: dici del probl nos irdn deli do las genci
5 en las que se luya desp de g las corridas en la simulacién.
€) Reutilizar la semilla en caso de simulaci que nec de répli Esto es,
d st i lacién requicra de ser demostrada mis de una vcz para

casos de demostracion.

¢ Es i no rei lizar la illa en generadores que seran utilizados en

simulaciones dec una sola vez, o en aquellos en los que se requicre de quc cl resultado

siempre sea el mi es decir; d recur

f) No utilizar semillas alcatorias. Algunos analistas utilizan valores aleatorios
para las scmillas, tales como la fecha del dia de hoy por ejemplo, lo cual puede
Ig probl tales como que la simulacién no puede reproducirse

y ademis, no se gar iza que las sucesi multiples no se traslapen.

En general, no debemos utilizar numeros aleatorios sucesivos que se obtuvieron de

un generador como una scmilla de inicio.
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Generadores de numeros aleatorios para ordenadores.

2.3. Nameros Pseudoaleatorios

. 2.3.1. Montecarlo: un método aungue antiguo, atn popular.

Los orig: de este i dtad ico, se al siglo pasado en la
iudad de N 1o, si da en el principado de Mo y es preci en esta

ciudad en donde sc popularizé uno de los juegos de azar mas famosos hasta nuestros dias:
1a rulcta. Esta ciudad sc gand 1a fama de capllal mundml de este juego y en honor a clla

e brd asi a este método de generacid ica ria.

£l bre cs una g lizacidon que se le ha dado al procedimiento matcmaitico
que se lleva a cabo al utilizar un generador de numeros aleatorios como punto principal,
hoy en dia sc i 1 jes de programacion con los cuales cs posible
desarrollar un generador de ni 1 ios. El progr dndar gcnera

aleatorios con una distribucion uniforme entre cero y la unidad, de modo que los valores
que toma la variable alcatoria infinita para un programa de cste tipo aparecen con igual
probabilidad dentro del intervalo (0,1).

El programa pucde ser del tipo recurrente que ¢s lo mas comun para fines de

experil ion, lo que ifica que pucde ser utilizad 1 veces ivas y la
probabilidad de ocurrencia para cada ni o es la mi: dicho ni pucde ser de
una cantidad x de cifras después del p dependiendo de 1a clase de ordenador en que

se programe.

Pueden darse algunos casos ¢n los que umcamcntc sea posnblc utilizar este método
debido al grado de plcjidad del delo en un cstudio del

comportamiento de una enfermedad viral en h o 1 el icnto de

un gas que como sabemos se constituye por un numero muy grande dc particulas, es
t que i de una comp dora para simular las propiedades del gas.

El del delo o propi tec de las particulas que intervendrian en la

simulacién, dependeria de la memoria de la miquina ¢n la cual se simularia.
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El por qué de 1o anterior es sencillo de explicar: en memoria se llevardn a cabo

todas las Ati ias en la simulacio

Ademis de que por principio de en ia deben g darse todas y
cada una de las d das de las par y la simulaciéon del re i del gas
consistird en clegir una de las particulas que sc desplazard a una distancia aleatoria de
modo que las d das correspondicntes a ¢sa particula bisrén cn la
Este seria el principio de un p i ivo que cubriria a cada una de las particulas
invol das en la simulacion

Después para lograr la “animaciéon” de las particulas tendriamos que recurrir a las
herramicntas de 1a fisica tales como: energia p ial (en alai ion dec las
particulas), lo cual dependeria a su vez de 1la disposicion reciproca, es decir; a la posiciéon
enel plnnocon respecto a cada una de ellas, por ende ésta tendria que calcularse en cada

! Al de 10 a la energia potencial, tendriamos las probabilidades
de desphuunento hacia una y otra distancia y direccién, de tal modo ya estariamos

Sared ]

por P al ya tend “vida” y movimicnto.

2.3.2. Algorftmos para ion aleatoria

El llgprnlmo necesarioen la genencnén de nu 1 ios es un p dimi
recurrente quec bdsi un o inicial, éste sc d i scmilla en el
argot matemnitico. Tenemos que mediante ciertos pr u operaci t tes, el
namero que inicia la ia, se tird en uno , de a que tendriamos

un x; igual a una funcién 7, multiplicada por ¢l nu o anterior o Xy, tal y como vemos:

Xy =" (xp)

donde "™ corresponde a la sucesion de operaciones, misma que lleva ¢l proceso que

£

al nu 0 Xg en el sigui es decir xy, es esta funcién la que encierra cl

algoritmo de g ion de al ios, es al tener ¢l d v © nos scrviri de

61



(= fores de il ios pars ordenndk

base para gencrar ¢l siguicnte que corresponderia a x5 segun el mismo criterio.

Debemos declarar que la funcién ™ se estructura para que los numcros gencrados

plan con las desi ldades d das, por cjemplo: O <y, < 1.

Después de haber creado el g & seria dable verificar quc los

1tados son cor , cosa que pod hacer con facilidad, en principio de cuentas,

ia ion no pucde ser i ita ya que la putadora opera sol con ni
que contienen una determinada tidad de cifras ( bién 11 das érd ).

Hablando de cudntos nimeros pod bt con cste pr dimi pod
decir que es limitado ya que exi 102 nu de dos cifras y 10" de n cifras; debido a
esto el nu b s¢ repetird o coincidird con ¢l anterior y asi sucesivamente.

Por lo tanto, tenemos una sucesién periédica inminente al utilizar las fSrmulas anteriores.

De aqui la denominaciéon de pscudoalcatoricdad y su periodo de sucesion se
denomina como L; y en cuanto al cdlculo del periodo de la iS
partiendo de 1a tidad de cifras decimal, idos para g¢ el

lo deter

2.3.3. Método del Centro del Cuadrado

Este método fuc creado en 1946 por John Von Ne y practi te cs el
primero de su tipo. El método permite g 1 ios sin importar la
cantidad de cifras que sc d ilizar, dependicndo claro de la capacidad de la

dquina en la que trabajand. Asi por cj

cifras, se clige primer al nu © de inicio xp d és elevandolo al cuadrado se

P

plo si sc desea un namero de cuatro

obtendria un namero de ocho cifras del cual tomariamos las centrales, lo cual nos daria el
segundo nuamero para clevarlo al cuadrado, esto es:
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Sixp= 9635

96352 = 92833225
x; = 8332

83322 = 69422224
Xy = 4222; etc.

Aunque podemos fener ¢l caso de que un numero tengs ceros como cifras
centrales, lo cual implica que las cifras sc reduzcan y al elevaric al cuadrado debemos
obtener un numero de ocho cifras (para este caso), por lo cual debemos agregar ceros a la
- ha de este na para obt <l sigui de

x3 = 39059865
x3 =598

x} = 00357604
x4 = 3576, etc.

E para obt 7 1
distribucié of .

en el intervalo de cero & uno con una

mediante 1a formula X, = num,/ 104, donde 1a lctra n =
0,1,2,3,..., y los resultados obtenidos serian:

Xo = 0.9635, x; = 0.8332, x5 = 0.4222; etc.

Habiendo llegado al final de la descripcidon de este método, tomaremos las
que le i méritos al mi Al s de los nv inicial

p3

implican en
este método 1a generacién o unificacion de un ciclo, reduciendo ¢l periodo a cuatro, lo
cual como sc aprecia, no tiecne mayor utilidad.

Otro de los aspectos

ivos dc éste ¢todo es que v 0s que al
clevarlos al cuadrado, se reproducirdn a si mismos, tales como el cero y algunas otras
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te se reducen a cero.

i de nu imple y sencill
2.4. G dores Congr Lineal,
Este es uno de los mejores métodos, sino el mejor en la g ion de nu
V) o8 y su p dirri es velati sencillo:
Los principios de estc métado en particular sc a 1951, cuando D.H.
Lot , ok brié muy b propiedads leatorias al ipular los idh de
P i i de un lo que obtcenia era un n-ésimo ni o el la sec i
dado por la division que s¢ hace de Ia n-ésima potencia de un cntero cualquiecra
2 inado a, diante otro 7] domy do su residuo, de la siguient
forma:
Xy =a" mod m

Y una expresion cquivalente que se utiliza para calcular x, y después x,,_; es:

Xpy = AXp_; MOd M

Como nota historica

Al parimetro a se le denomina multiplicador y a m madulo.
muy cn

podemos mencionar quec entre los experi de Leh sc

particular cse en ¢l que designé valores para a y m, sicndo estos: 23 y 108 + 1,
o,

P a

/! tacién para la

respectivamente; cstos valores fueron de muy ficil i
ocho digitos dccimales y de las primeras de su

ENIAC, que era una maiquina que
época.

Hoy en dia, podemos ver quc los actuales gencradores de numeros aleatorios, son
una simple generalizacion de la prop de Lek y tienc la siguiente forma:

Xn = AXp.y + b mod m
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Tenemos cn csta expresion, que X, corresponde a los nii cntcros entre O y m-
1,y @y b, son constantes no negativas.

Describiendo ¢l p dimi para su utilizacion di que primer
debe legi v positi que scran utilizados como factor,
despl . , médulo y pri - de 1a .

La fSvmula que d ina la sucesiéon de ni es 1a sigui

Xpey = (KX + Imod m

donde k, cs el factor; n, el indice con los valores desde 0,1,2,.... Cuando encontremos ¢l
simbolo (5 mod m), nos indicard que debe hacerse una operacion de la cual hay que tomar

et iduo de la division del nu b por m. De csto 1t idente que la expresio
(B mod m) < m, o cual implica quc los nit que forman la ion X,, satisf;
1a desigusidad X, < m.

E i 1 para obt los ni con distribucié iforme d del
intervalo de cero a Ia unidad, se obti i 1a sigui férmula:

X,
Vn = ": ’ n=0,2,...
Cabe lar que debr zer los cuatro numeros iniciales con sumo cuidado

ademis de que la sucesion debe ser periddica, y el periodo no puede ni debe superar ¢l
tamano dc m.

Los nimeros que conforman a la sucesién X, son enteros y cumplen con la

desigualdad X, < m; ¢l periodomiximo posible que pod bt es 16gi =m,
y como nota final debemos mencionar que si no p seri en los na os de
inicio para este generador, lo que ot dremos serdn sucesi de corto periodo y para
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ciertos fines como los de experimentacion sin miras a simulacion, no serian de mucha
utilidad.

En el caso de que b sca diferente de cero, cl periodo maximo m, se obticne si y solo
si se cumple lo siguicnte:
N los entcros m y b son primos relativamente, lo cual quiere decir que no
ticnen otro factor en comun mas que ¢l numero 1;
iD cada uno de los numero primos que sca factor de m ¢s también factor de a-7;

i el factor a-7 ¢s multiplo de 4, y cl entero m cs también multiplo de 4.

Debe recordarse gquce estas condiciones sc satisfacen param - 2k, g = 4c + I,y si b
es impar. Aqui, tenemos que ¢, b, y & son enteros positivos.

De lo anterior se desprende quc se le llame gencrador de periodo completo a un
generador que logra utilizar su mixi periodo posibl

buen g¢ dor ya que 1

Esto no garantiza que sea un
I3 otros generadores con un menor autocorrelacion
entre sus NUMCEros sucesivos y son preferidos por ¢llo. For cjemplo, los dos siguient.

8¢ d , i el i periodo completo, mas ¢l primero  ticne un valor de
correlacion de 0.25 entre ¢l x,,_; namero y ¢l x,,, donde el segundo, tiene una correlacion

de menos de 2-18.

X, = (234 ~Dxp,_ ;- 1 mod 235

Xp = (218 + D)x,_; + I mod 235

2.5. Generadores congruentes lineales multiplicativos.
Estos gencradores ticnen la forma:

x,, =ax,_ mod m
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Tenemos que en  térmi de  tiemp de p , son mas eficientes los
generadores congrucntes lincales que los mixtos y para tener y fici i d
tener como ya se habia mencionado a m, como una potencia de 2, para que la opcr-cnén

maédulo sca trivial.

De esto ac concluye quec tenemos dos tipos de g« . congr b !

multiplicativos, uno que corresponde a m = 2% y ¢l que tienc a m = 2k,

- Pr descr el correspondiente al generador congrucnte lineal

multiplicativo con m = 2%

Estos g dores no ti un periodo compieto ya que el periodo méximo
posible para un LCG con ¢l médulo igual a 2 a la potencia k, llega a solo un cuarto del
periodo completo, esto es: 2572, Es posible 1 1 este periodo si el

multiplicando @, ¢s de la forma 8 + 3 y la semilla inicial es un entero impar.

Si ick nos el sigui & d multiplicativo del tipo LCG, ciertos
resultados:

x, = 5x,_, mod 2°

al usar una semilla de x5 = 1, se obticne la sccuencia siguiente: S5, 25, 29, 17,21, 9, 13,
1, 5,.... Como vemos, ¢l periodo es de 8, que es solo Y , del periodo maximo posible que
es de 32,

Si cambiamos la semilla de 1 a 2, es decir; xg = 2, la secuencia es 10,18,26,2,10,.

Tenemos que en este caso, el periodo es de solamente 4.

Ent que al ger una semilla impar tiene cicrto grado de importancia

pucs nos afecta gravemente en la longitud del periodo de nuestro gencrador.
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Veamos ahora el caso de que el multiplicando no sca de la forma 8/ + 3, si tenemos
€l caso de este generador:

x, = 7x,_, mod 2°

Si usamos la semilla x; = 1, obtend la ia: 7, 17,23, 1, 7,....

Tenemos
de nucva cucnta que ¢l periodo ¢s de 4, por lo que Tui que las dicione:
expusimos mas arriba, son neccsarias para lograr ¢l maximo periodo,

que

Debemos mencionar que aunque ¢l miximo periodo posible para un LCG

multiplicativo con la m = 2% es solo Va de lo maximo posible, el periodo resultante pucde
no ser tan corto para otras aplicaciones, cn algunos casos, pucde resultar mejor ¢l utilizar
un g d iplicativo que uno mixto.

Pasemos ahora a los g . LCG multipli con m=2%.
Esta puede ser una solucién al probl de los generadores de un corto periodo,
digamos usando cl médulo m, que ¢s un numero primo y para este caso y al escoger
propiad te al multiplicador a, es posible obtener un periodo de m— 1, ¢l cual es casi
igual al imo periodo posible m. Dcbe darnos cuenta de que a diferencia de un

LCG mixto, x,,, se obtiene de un LCG multiplicativo y nunca pucde ser cero si m ¢s un

numero primo.

Los valores de x,, cacn entre 1 y m—1, y cualquicr LCG multiplicativo con un
periodo de m— 1, ¢s un generador denominado “de periodo completo”™.

Fod o ar ad is que un gencrador LCG multiplicativo, pucde ser de
periodo completo si y solo si el multiplicador a, es una raiz primitiva del médulo m.

T que por definicién, a puede ser una raiz primitiva de m si y solo si a” mod m= 1
para n=12...m-2,
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Considcremos el siguiente ejemplo para un LCG multiplicativo:
x,, = 3x,; mod 31
Comencemos con una semillade xg =1, la ia que obt. es:1, 3,9, 27,
19, 26, 16, 17, 20, 29, 25, 13, 8, 24, 10, 30, 28, 22, 4, 12, 5, 15, 14, 11, 2, 6, 18, 23, 7,
21, 1,...Aqui, ¢l periodo es de 30, dec mancra quc este es un gencrador de periodo

completo.

Si usaramos un multiplicador de a =3, obtendriamos la secuencia: 1, 5, 25, 1,.
T que el periodo es sol 3, 1o cual es muy pobre para cualquicr propésito.

Analizando al multiplicador utilizado anteriormente, es decir cl 3, vemos que es
uns raiz primitiva de 31 a partir del valor positivo mds pcquefio para n para cl cual se

tiene: 3" mod 31=1¢s #=30
Y también tenemos que 5, no es raiz primitiva de 31 a partir de:
$*mod 31=125mod 31=1

Un dato nuis que nos scria til es ¢l saber algunas otras raices primitivas de 31 que
son: 11,12,13,17,21,22,y 24.

del tener al

Es importante que mencionemos las pr i que
implecmentar algun LCG, la mis importante de ellas ¢s garantizar las propiedades de
nuestro generador al calcular las sucesiones exactas y sin errores de redondeco, lo que

det usar arit

implica que al calcular los nimeros subsccucntes del generador,

d

sin desbordami en cl ord dor, ya que dep del 1 je de prog;: id

que estemos usando el como vamos a definir nuestras variables, éstas deben ser enteras

para quien corresponda scrilo.

Cuando se utilizaban lenguajes tales como el BASIC, se tenian problemas en el
generador ¢n cuanto a su periodo, es decir que s¢ obtenian periodos cortos debido a la
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utilizacion de numeros reales, y cuando al calcular se truncaban los resultador por el
redondco, era esto lo que causaba quc los periodos se redujeran de manera considerable.

Otro de los problemas con los Que nos podemos enfrentar al implementar cste tipo
de generadores es cuando al utilizar ¢l producto ax,,_, nose d del la idad de

1a miquina al utilizar el mayor entero quc el sistema pucda alojar con lo que causariamos
un desbordamicnto.

En respucsta a esta dificultad, surgié en 1979 por conducto de Schrange una
lucion t da en una identidad

axmod m = g(x) + mh(x)

donde:
£(x) =a(xmod q) — r(x divq)
:
A(x) = (x div q) — (ax div m)
Tenemos con las expresiones anteriores que g =mdiva, r=m mod a. La

operacién de 4 div B ¢s equivalentc a dividir 4 entre B pero truncando ¢l resultado.  Esto

d 4 n
P ser

para toda x en ¢l rango de 1, 2,., m-/, y las expresiones
involucradas en el cilculo de £(x) son menores que m-1.

Tambié¢n en el caso de si r < q, h(x) ¢cs 0 6 1, y pucde ser inferida de g(x); h(x) es 1
si y solo si g(k) es negativa. Por lo que la operacion ax podria desbordami , Y
seria preciso no llevarla a cabo.

El siguiente ejemplo ilustra de mcjor manera cémo se implementan estos
oonceptoa:’

x, = 7°x,.y mod(23' —1)

*n programa cuc utiliza este generador sc muestra en el Apéndice de este trabajo.
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oen su cao:

X = 16,807 x,_, mod 2,147,483.647

En este caso las variables implicadas ti los siguientes valores:

a= 16,807

m=2,147,483,647

q=mdiva=2,147,482,647 div 16,807 = 12,773
r=mmoda=2,147,483,647 mod 16,807 = 2,836

Lo anico restante es implementar!io cn 1a maquina y verificar los resultados.

2.6. Gy dores de T the
Este tipo de g ok iben ¢l bre de su creador: Tausworthe quien los
prop primer en cl afio de 1965 y tomaron auge dcbido a su demaunda en
aplicaciones criptogrificas, ya que cn dich. i se requicre de generadores de

bastante longitud, a partir de esa época por -.jemplo, en que se demandaban de 64 bytes
(512 bits), y vemos ahora que pueden requerirse de mayor longitud para codificar un
mensaje.

La utilizacion para codificar mensajes ¢s un tanto sencilla y la describiremos ¢n
forma g 1 Se prod nameros grandc‘ utilizando una secuencia alc ia de
ntimeros grandes utilizando una sec leatoria de digi binarios (0 6 1), y s¢ divide
la secuencia en cadenas de 1a longitud que se desce, de esta forma ¢l mensaje queda entre
cadenas alcatorias de ceros y unos por lo que permanece encriptado.  Este fue el método

ilizado por T: the. Los generadores de este lipo presentan la forma:

by = Cq1bp—y D Cquabp_> P cyo3b,, 3D.. Bcoby—gy
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donde c¢;y & son variables binarias con valores de O y 1 y el @ es ¢l operador or-
lusivo. Este g dor utiliza los altimos ¢ bits dc 1a sccuencia. Por cllo, ¢s llamada

“sccuencia sutorregresiva de orden g7, 0 en notacién lo como un AR(Q; cl

cual pucde tencr un periodo maiximo de 29 —1.

Podemos utilizar una variable denotada como D que ¢s un operador de retardo tal
como: Db(r) = b(n+1), por lo que podriamos escribir la ecuacién 26.8 como:

DG ~ @) = g1 DV Wi — @) + g2 DTT2B(i — @)+ +cobli — @)mod 2
o de Ila forma:

DY —c,_.D"" - cq_zD"2 —..—Co = Omod 2

Tenemos en csta expresion que la sustraccion aritméti es cquival a la
adicién, por lo que 1a ecuacion anterior es equivalente a:

D +ce DV 4y 3D 24 40 = 0 mod 2

La parte polinomial en la parte derecha de la ec ion es 1) da poli
caracteristico y es por regla escrito usando una x ¢n lugar de 1a D, ¢n la forma:

x? +c,,_,x"" +cq_zx"'2 +....4€Cg

Ahora pasando al periodo de un gencrador de Tausworthe diremos que depende de
las isti poli; ial di 3 el periodo es ¢l entero positivo 7 mids

pequeno para cl cual x” — 1, es divisible por la caracteristica polinomial; de manera que

el maximo periodo posible con un poli io de orden g es 27 —1 y los polinomios que

dan cste periodo son llamados “polinomios primitivos™.
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Tenemos aqui un cjemplo de gencracidon de numeros aleatorios utilizando un
polinomio primitivo.

Considh do al poli i 7 +x3 41

Desarrolla; prime: ili
de g ion para la ia de bits.

do D en lugar de x para obtener la formula

D7 b(m) + D3B(n) + b(n) =0 mod 2

o también:
bpy7 +Bpyy +5, =0 mod 2, n=0,1,2,..
bié & ili ¢l operador or lusi pl do la suma del mod 2, y
obtendriamos:
bus7 ® by Db, =0, n=012,..
o también:
bp,7 = B4 DS,. n=012,...

Si sustituimos #-7 por 7, tenemos:
b, =b, 4 Db, 7 n=1789,..

Sicomenzamoscon bg = b =, .=bg =1, 1a sigui sec ia de bits:

S

by =b,; @by =1®1=0
by =5, b =1®1=0
by = Dby =1D1L=0
Blo=bg @by =1@1=0
by =5, @by =0D1=1
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Si mostraramos un diagrama a bloques de las iteraciones que ticne este generador

mostrariamos lo siguiente:

g 2.1 £ de s i nr e un e abcatori o
polinomio de Ia foerma x> + x3 +1.

La ia pl que se obti es la sig
1111111 OCOO111 ©O111100 1011001 0010000 0010001 0011000 10111021
O110110 0000110 0110101 O011100 1111011 0100001 0101011 1110100

1010001 10111000111111 1000011 1000000.

Los pri 7 bits corresponden a la semilla y Ia a repe
solo después de 127 bits, ademis vemos que ticne un periodo de 127 o lo que es lo mismo
27 —1, bits.

2.7. Generadores de os de Fib ci extendid,

£l in igador A glia hizo que este tipo de generador pasara algunas prucbas

estadisticas y recomienda su impl tacion utilizando localidades para almacenamiento

de numeros. Durante la inicializaciéon de la corrida, estas locaciones deben llenarse con
17 enteros, no todos deben ser pares, y también utilizan dos puntcros para 17 y 5
i 1/ Muiis adelante, se describira este proceso.

ia de nu de Fibr ci se d por {x,.} ¥y s¢ gencran a partir

Una

de una relacion como ésta:

Xp = Xp_] +Xp_2

74



Gereradores de Bumeros alealorios para ordenadores.

Es posibl y os aleatorios de Fibonacci al realizar la siguientc
modificacion a la expresion que los genera:

X, = X,_) +X,_3> mod m

Estc tipo de g« dor 1o est menci doa de referencia historica y
debemos hacer notar que quc pod -2 s os alea ios de Fib icon la
expresion antcrior, désta no ticne bucnas propicdades de aleatoricdad, ticnme una
correlaciéon serial muy particular por lo que sol nte ¢xp aqui al 1

que describen su generacion:

LUy« LU/},

=x

: =1L IFi=0THEN/:=17;
Ji=Jj-1IFj=0THEN =17,
Return x;

La operacion de suma que sc rcaliza en la primera linea es cquivalente a realizar la

operacion mod 2% en una miquina que opera con k-numero de bits con 2

1
p ar

En ¢ al periodo del generador tenemos que cs de
2'(2” -1)., para &k = 8,16, 32, estos periodos cquivalen a decir:

16x107, 43x10° y 28 x 10", respectivamente. Lo cual es de un tamano bastante
considerable.

2.8. Generadores de niimeros aleatorios combinados

Podemos obtener un generador de mayor calidad al utilizar técnicas combinadas
de produccion de alcatorios, éstas técnicas podemos describirlas en gencral como sigue:
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C dores de i o3 para X

® Agresar mimcros aleatorios que fueron obtenidos por dos o mds generadores.

Es posibl bi los nu os generados anteriormente por algun otro
£ dor quc hay do anteriormente, cuando las dos © mis secuencias
de numecros tienen periodos de  dife longitud, y fi binad
mediante difecrentes algoritmos obt, un i en las
propicdades al ias y también en la longitud del periodo.

Un cjemplo de o anterior que fue sugerido por L'Ecuyer en 1988, el cual consiste

en bi 1os sigui dos g o
x, = 40014x,_; mod 2,147.483,563
Yn = 40692y, mod 2.147,483,399
Al binarl btend una expresion p: ida a esto:
w, =(x, ~y,)mod 2,147,483,562
Tenemos entonces un gencrador cuyo periodo ahora es de 2.3 x 10'® ¥y que ya no
ticne ¢l problema de que todos los p -2 & i; en un rango pequecfio.

& Numcros aleatorios utilizando el operador or-exclusivo, obtenidos por dos o
mds generadores. En csta técnica ademas de utilizar los numeros que se
obtuvieron, bié pl 1a opcracion de adiciéon por la de or-
exclusivo. En 1984 fuc demostrado por Santha y Vazirani que utilizando esta
operacion en los generadores de numeros alcatorios es benéfico para generar
una secuencia con mayores propicdades de aleatoriedad.

o Shufrfling o Mezclar . En c¢sta técnica sc utiliza una secuencia tan solo para
funcionar como un indice que nos da 1a relacion de 1 v 0s deberan ser

devucitos como producto de la gencracién; cs decir se hace un recucnto y
postcriormente se decide en base a un procedimiento al azar, cual de los
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. pri 4 debr ser d como
resultado. En 1964 fuc propucsta una técnica desarrollada por Marsaglia y
Bray, la cual se como algori M.

El procedimiento que se utiliza parte de un arreglo de 100 lugpn-, los cuales sc
llenan con nu: V] ios que fi Itado de una X,. Para generar
un al o, se uno & inado y, quec debe de estar entre O y m-/ y

o és e lan para obt un indice que sc denota como: 7 =1+ 100y, / m.

Ahora, el valor del i-ésimo clemento del arveglo se regr como el siguil

h )/ io, después se g un o valor dc x,, y se al en la i-¢é
localidad. T un g dor con bu propicdades de distribucis
aleatoria pero el tnico probl que p es que después de varia iteraciones,
dificils P de obt una sub ia que ya tengamos lo cual ya
impl do en una simulacién podria no ser aceptable.

2.9. Falacias sobre la generacion de nimeros aleatorios

Al a ad eni igacion y simulacion con la

& ion de nu 1 ios, por lo que al ser en el dio pod creer

1 P que a simple vista son factiblcs pero que al ahondar en c¢llos y sobre tado

con l- .yud.l de gente madura en el mane)o de estos tcms, nos damos cuenta de que son

falaci pl A i 1 [ que forman parte
de estos mitos que sc creen de los g dores de ni leatorios:

& Sat por lo teri te cacrito, que los g =) de al ios

necesitan de una expresiéon que los describa, la cual nos es util para su

pl ion en lIa P d mas ello no implica que dicha expresion

deba scr muy complicada para aportar los 3 Itados de al ios

quepodamos generar con alguna otra expresion mas sencilla.
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En otras palat i utili una ia de op i que no nos permitan
-beroquemdnﬁcll adivinar el nu que ird en Ia io 1 noes
2 de que la idn de nu 1 pucda pesar una

if idad e independencia de las i cs

prucbs estadistica para verificar Ia
mejor utilizar operaciones sencillas y que sca ficil ¢l analizar sus propiedades alcatorias.

¢ Podemos pensar que pars un 3enendar, el pasar una sola de las prucbas

estadisticas es suficiente p.ra dar por b un dor de al ios, pero
como en cl si itulo, si un g dor pssa una prucbas, no
Zarantiza que pase la misma pnneh- £ nhhzunos una semilla de inicio
dife H P que p % todas las prucbas una vez que haya pasado Ia
primera.

Una son de nu progresi por lo, es muy factibl dequep‘neum
prueba Chi. drada, mas en pri i ia éstos, no sert: a ios cien
por ciento, y como mencionamos arriba, ¢l pasar una prueb. no garantiza pasar las

un nos i que nos

lcnnenle-, ni tampoco el que

oy Saor o st 1, :
una 8.

peop

[ Phdelnc- pensar que un numerc aleatorio ya por el hecho de recibir csta
decible y de hecho es asi. Pero en ¢l caso de

on, es 1 P

. dk de v P d 1 ios tales como un LCG, podemos

calkcular con facilidad los valores para a, ¢ y m; por lo que podemos predecir la

ia que obtend hacia adel. y hacia atrds de la succsién sin

a que teng; algun crror. En el caso de 3encradotes utilizados para

crip podk confiar en la al iedad de 1 6n, claro después de
haberl licado las correspondicntes prucbas estadisticas.

@ Por lo que corresponde a las semillas, creemos que algunas pucden ser mejores

1. ) Pe

que otras y de hecho esto puede ser cierto en alg F: F
en un ejemplo:
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> dor que deacribe 1a sigui presio: baja muy bicn pra todas las
semillas que se quisi i , mas si i inicializarlo con x0~37,9l 1., cl
generador nos dard como Itado este mi v por siempre y en g

debemos evitar este tipo de generadores:

X, = (9806x,_; +1) mod (2'7 - 1)

@& Se pucde p que la impl i no es tan importante. Debe
considerar que la longitud del periodo y las propicdades de al iedad de un
- dor sc ga i en su itud sol si Ia expresién que describe
al g d estd impl da cor es decir; sin problemas de
tr i por dond. o desbordami de la variable quec nos da la
sucesién.

R ;) que al hablar de la impt ion en la P d det
mancjar cierto tipo de variable para evitar ¢l desbordami y tr i por
redondeo, debemos de vigilar cudndo es io utilizar y dobl ete.,
scgun propi querimi y las posibilidades de st putad
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Capitulo

PRUEBAS ESTADISTICAS PARA GENERADORES DE
NUMEROS ALEATORIOS
(La aleatoriedad de un generador)

3.1 Introduccion

En este capitulo veremos como probar estadisticamente a nuestros gencradores de
nuameros aleatorios y la ruzon para cllo es que, como programador de la simulacion de
modclos, necesitamos estar completamente seguroes de que nuestro gencrador resultari

funcional para los propésitos para los que fue disefado.

La simulacion del modelo a analizar debe garantizar confiabilidad primeramente,
para que nosotros al verificar los resultados no tengamos duda alguna en cuanto a su

interpretacion, y los resultados obtenidos.

Fodemos verificar la alcatoriedad dec nuestro gencrador de nameros aleatorios
mediante varias pruebas estadisticas, aunque la primer prueba y mis sencilla quiza, es el
graficar y observar el histograma de distribucion de frecuencias, lo cual nos ayuda a
detectar crrores en la implementacion de algoritmos recursivos, ¢sto nos pucde ahorrar
..uchos ensayos en la simulacidon mismos que podemos encontrar no satisfactorios a



Intnxtuccion

imple vista o bié¢n puede darse cl caso de que i a

un éxito, sin mirar antes que P

Es posible utilizar todas y cada una de las pruebas que se describen a continuacion,
do las pruchas, no nos indica que

mas cabe ' que si ¥ vap
es condicidn suficiente para dar ¢l g dor por bu diga ; si llegara a fallar
alguna de 1as prucbas, dets estar e de que el generador es de mala calidad y
¢l que pase todas las pruch P sar iza que sea

T sial empicar una semilla diferente, el generador que ya habia pasado una prucba
h la falls, que el pasar una prucba no garantizé la confiabilidad del

generador a utilizar.
Cabe mencionar que l.n prueh.l que se describirdn a continuacion, pueden ser

utilizadas para probar las ; es decir que una vez habiendo obtenido
in, nos es ponble correr pruchas a las varisbics de Ia

los Itados de Is si
il lacion que p distribuci no iformes, lo cual es una psso mis & cubrir
en to a simulaciim por P d e refi

jos con vistas a ilustrar la deacripciém de la prucba,

Se i sigunos cjemp
i ion de los Itados para disccrnir entre un buen y un

2o o .
..
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3.2 Prueba Chi-Cuadrada

" Esta es la prucbs mds an para o i si los datos que ae obtiencn de uns
imulacié isfe las especificaci de una distribucion dada; ésta prucba es general
por lo cual es posibic utilizaria en Iquier tipo de distribucid

Ademis de scr utilizada para probar la ak icdad de los ni en el asp
de probar que las i sean independicntes y que tengan una distribucion
especifica, también s utiliza pars iacion d de los propiocs g c

El primer paso a seguir es grafi el hi de los datos obtenidos para
i il ~ de la fu wn de

cbecrvar las fi y ias con las quc se
densidad especifica. Asi por cjemplo si tenemos un histograma con & celdas y dos
variables denotadas con a;, 8;; que fueron obscrvadas y se tiene un valor esperado pars Ia

iria en Jo sig

i-¢sima celda entonces la prucha a realizarse

D= f:(ol —“)2

inl *

de que D tienc una distribucion Chi-

Al ver esta expresién nos
Cuadrada con & —1 dos de lit 4

8i d b un
de aleatoriedad podria ser diferente de cero.
Mostremos un cjemplo para obscrvar la aplicacién de csta prucba:

D debe ser cero, pero debido a condiciones

Si utifizamos el generador x, = (125x,_, + )mod(2'?) con una semilla x5 <1; ¢
iteramos mil veces, obt 2 que al graficarlos en un histograma usande 10

celdas a intervalos de O.1. entre O y 1. Ahora tomando el nivel de significancia & = 010,




Prucke Chi-Cuadrada

25¢ estaria seguro de que los son independientes ¢ idénticamentc
distribuidos, y que ti una distribucién uniforme?, es decir, s tendria 11D U(0,1) (que
&8 como se denota).

Pongamos los resultados en una tabla:

(obscrvados - esperados)®
celdas | observados esperados esperados

1 100 100.0 0.000

2 %96 100.0 0.160

3 o8 100.0 ©0.040

4 85 100.0 2.250

) 108 100.0 ©0.250

3 93 100.0 ©0.490

7 297 100.0 0.090

8 128 100.0 6.250

9 107 100.0 ©0.490

— 10 54 100.0 ©.360

Te 1000 1000.0 10.380

Thbis 4. 1, Frucie Chi-Cuadirada pars 1000 mimeros.
Vamos al andlisis: Si los nu \! i stuvi llDU(ol),cad-un.del.u
10 celdas debieran tener 1000/10 o 100 observaci i te, con el grado
de libx d pondiente que isfa la cond:cnén de ser mdemndlen!es
idénti distribuidos ¢ uniformes.
Esta prucba funci mejor do el dec las celdas son idos dec
manecra que las probabilidad das scan igual es decir; un histograma con
dife en sus celdas cs mﬁs ficil de usar que un hi de celdas i 1
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Procin Chi-Cundrada

En ik i Ia prucba Chi-Cuadrada esta discfiada para distribuciones
disc y para dec gran v y para distribuciones continuas esta
prucha ¢9 solo una buena aproximacion.

Los niveles especificados de significancia se aplican solo si ¢l numero de
obeervaciones s infinito (» — ). Con muestras finitas, cl nivel de significancia es un
poco En particular si la es tan pequefia que algunas de las celdas

? de 8 obeer o algunas celd i - bi para
que cada celds tenga al cinco obeer i
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3.3. Prusba de Kolmogorov-Smirmmov

Esta p ba ibe su b ins a los o A.N. Kolmogorov y N.V.
Smi qui fu sus . yla ion mdés iente de cota prucba data de
1933 i en 1939 fue madificads por Smirmov y a pesar de sonar

bastante vicja cs muy efectiva.

Esta prucba al igual que la chi-cuadrada sirve para verificar si una muestra de »

de obecr = a sl distribucié i especifica y csth basads en In
diferencia entre lo observado I‘DA(" ién de Distribucion A lads) d ds como
Fy(x) y la FDA esperada denotada como F,(x), que en ge | debe ser -

Los simbolos K* y K~ se utilizan para d las desviaci hxi
obecrvadas localizadas sobre y bajo Ia FDA esp ds, en una de nmialy
como lo dk il las expresi que se a i O

K* = [n max () - Fo(0)
K = [n max (0 - F (D]

T que el simbolo K* sc utiliza para medir la desviacion mixima do la

l‘DAob.erv-dlesM-abmhl‘DAespemdA,yels(mblo K™, se utiliza para lo opuesto, es
decir; para medir la & iacié A do la FDA obscrvada esta bajo la FDA

d si los val para K* y K™, son menores a K145 cntonces las

k i i de una distribucién especifica con nivel de significancia o .

Un error que sc al ar cl estadistico de K™, es que s
calcula la mixima de F,(x;)— F3(x;); lo cual es incorrecto ya que Fy(x) consiste de un

segmento horizontal en Fy(x;) cn el intervalo [x;,%;,], y la diferencia mixima ocurre



Mruche de Kolmaogorov-Smirnov

precisamente antes de x,,; , COMo sc muestra en la figura 3.1.

Tenemos entoswes que F,(x,,,) — Fy(x,) es la diferencia correcta pars usarse en ¢l

cdlculode K™,
cbeervada
Foo) F(x,1)~Fatz,)
Fo(xi) — Ro(xs)
x
g2l Ls de K-S, ita modir le dxima dc le° FDA
abwrrveds contra ls FDA tedrica.

Para que los nG 1 ios p una distribucion ifc entre Oy 1,
la FDA esperada e F,(x)=x, y si x es mayor que j—1 un intervalo de otras
obeer i de uns de n obscr In FDA es de Fy(x)=j/n.
Por lo ior pars probar si una de 77 nu 1 ios per a una
distribucién ifc t pri que col las obser en orden

creciente, el cual debe ser por supuesto de la forma: {x;,x;....x,},con ¥, , <x, entonces

leul de 1a sigui forma:

tenemos K* y K™ se
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Pruche de Kolmogorov-Smirnov

Al obtener los resultados de los cidlculos pod determi si las obser
tienen una distribucis: me. Un ¢jemplo para ilust; esta prucba scria como el

siguiente:

Tomando la semilla x; =15, en ¢l generador:
Xy = 3x,_ mod 31

Loe resultados que obt son: 14, 11,2,6, 18, 23, 7,21, 1, 3, 9, 27, 19, 26,
16, 17, 20, 29, 28, 183, 8, 24, 10, 30, 28, 22, 4, 12, S, 13,

Los nameros normalizados que se obti al dividir la in entre 31 son:

0.43161, 0.33484, 0.064532, 0.19335, 0.38065, 0.74194, 0.22581, 0.67742,
0.038226, 0.09677, 0.29032, 0.87097, 0.61290, 0.83871, 0.31613, 0.54839, 0.64316,
0.93348, 0.80643, 0.41938, 0.23806, 0.77419, 0.32258, 0.96774, 0.90323, 0.70968,

©0.12903,0.38710,0.16129,0.48387.

Al hacer comparacioncs de esta prueba con 1a chi-cuadrada tenemos:

- La prucba de K-S, csta discfad pecifi para peqt y
distribuciones de datos continuas.

- La prucba chi drada esti di ds en bio para as grandes y
distribuciones de datos discretas.

- La prucba K-S esta L da en la dife ia entre la distribucién acumulada de
frecucncias esperada y la observads.

~ La chi drada esté basada en la dife ia entre lo observado y la probabilidad

hipotética.
La prucba K-S, utiliza cada observacion en la stra sin ningan agr i de

datos, micntras que la chi-cuadrada requicre que las observaciones scan agrupadas en un
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Pructa de Kolmogorov-Smirnov / Frucha de corrclacion sccucncial

3 1
peq de

~En este sentido, una prueba de K-S utiliza lne,or los dnto- y csta cs una
obacrvacién muy a favor de esta prucbe, ademés esta pru:b-
todos los p que sc esp en una distribucion conocida.

(o

3.4. Prueba de correlacion secuencial

Este es un métado directo para probar la depends in de dos Sy o+ ins y
sirve también para verificar si 1a covarianza quec describen, es diferente de cero.  Si esto se
verifica entonces la prucba nos indica que efecti , 1as variables son dependi

Si quisiéramos verificar lo anterior de maners inverss, ya no resulta ser cierto de
, 8i 1a covari Ita ser dife de cero, las variables que estemos probando
pucden ser aun con eao dependientes.

hech

Describamos pues €l desarrollo de la prucbe:

Al tener una secuencia de numeros aleatorios, es posible calcular la covarianza
entre caos ni que 1 ser val que d ri. con k, para ¢ste caso que se
encuentren entre x, ¥ X, acsto ac le llama ianza con do k.

Denotando lo anterior como Ry la ion para calcularlo es:

P

kS 1 1
~ vi- (v -3)
l-l 2

Se tiene que para 7 grande, 1a ianza R, , se distribuye normalmente con
media cero y una varianza de 1/(144(n — &)]; entonces el intervalo de confianza al
100(1 - &Y% es como sigue:




Frucka de correlacion secuencial / Prucha de dos niveles

Ry ¥z a2 102¥n—-k)

Si el intervalo ior no incl al cero, 1

y se ye que la
tiene una correlacion signifi Esto sc aplica siecmpre que £k =1,

Para k=0, el valor que sc calcula para Ryes Ia varianza de la sucesiéon y sc espera
que sea 1/12 para una IID U(0. 1).

3.5. Prueba de dos niveles

Esta es uns p q piri funci 1 si la utilizar en una parte del
ciclo solamentc, c5to es si el tamafio dec 1a muestra es muy pequefio ya que si quisiéramos
aplicarla en el ciclo leto det g dor esto ya no es posible.

De § los Itados que obt: de una prucba global, no
pucden ser aplicados localmente y puede haber segmentos de Ia secuencia en los que no se -

ick que exi ¥ pk 1 jos.

Esta prucba consiste en rcalizar lo que hos i igmch h Ppara poner a
prucba sus i 1 ias aun do ya p todas las prucbas cstadisticas que
¢ prop para P una io! 1 ia como t csta prucba se rcaliza
pri do una prucba Chi-Cuadrada de n stras de k cada una y
luego usan una prucba igual te Chi-Cuadrada quc s¢ usa sobre los resultados

obtenidos de 1a primera, a esto sc le llama una prucba de Chi-Cuadrada sobre Chi-
Cuadrada.

De imilar, bién pucde usarsc una prucba de K-S sobre K-S; cste

proceso se utiliza para algun segr de la ion que no sea aleatorio o
otra irregularidad en las i
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3.6. Sucesi ifc distribuidas en k di 1/

Muntjor

Las prucbas teri nos ayud a verificar que los numerce obtenidos se
distribuidos en una sola di i jue el pto de uniformidad -
ch a k-di i locualesp i lo que d ibe esta pruchba.

Ejemplificando desde el inicio, supongamos que. ac tiene un namero 7, que
P auna ion Ia cual esta ifc distribuida entre O y 1, después al
tener 2 ni reales d dos como x; 'y, quc también se cncuentran entre O y 1 pero
de maners que y; > x;, Ia probabilidad de que ¢l numecro 7, caiga en ¢l intervalo
{x;.31), es precisamente y; — x;, lo cual se exp de 1a sigui f H

P(xy s, <y))=y—x o > x

Esto sc como la propiedad de distribucié idi i I de n,,.

Se tiene entonces que la distribuciéon bidimensional, es una gencralizacién de Ia
propicdad anterior pero en dos dimensiones, lo que requicre que los pares de valores
sucesivosde n,_, y n, isfagan la sigui dicié

Pxy sne <y y az <n, <32)=(n —~ 5 )2 ~x2)

Esto es para todos los x,,y,,%;,y2 en IO 1,con y,>x,,i=12 Pero debcmos

recordar que una ion k-distribuida cs P una k-1 distribuida, aunque lo
inverso no sea cierto ya que una sucesion de aleatorios que sca uniforme en una
di: i , puede que no lo sea en una dimension m-yot De esto sc desprende

dor quc p i miks unif

P

que es mayormente preferible un
en dimensiones mayores que uno que no lo haga.
Existen dos f para probar una distribucion &.
La prucba secuencial y la prucba cspectral.




Pruchas purs k 7 i3 idas cr1 k dit

Antes de es dable quc sc verifique si es quec la sucesion es
uniforme en dos dir i lo cual ch verlo al [? parcs de numcros que sc
il enls is como los p en un espacio bidin i 1 Esto s ilusira

mejor con el ejempilo siguiente:

Considk un g dor de T: rthe que d ibe el sigui polis
3 x4
Ve que ponde a un poli io primitivo y Ia i I ticne
un periodo de 2'3—-1. Se mil nu 5 ios de 13 bits con este
s dor y partiendo de ias propiedades definidas por Tausworthe se ssbe que las
‘ i una distribucién & para & por arriba de [g//],estoes, & = 1.
Dicho de otras forma, los mimercs estdn distribuid i en una
di idn, de Iquier forma, en dos dimensiones la distribucion serd uniforme
también.
En la siguiente figura, se | fica de Ila ién de pares traslapados en
dos dir d como se puede apreciar Ia grifica cs muy regular.

“ A A
o 0", ‘k‘

i A "‘;.
A

g 3.2 Griifice de kos pares L dias de /a idet que se con un
sencrador de Thusworthe de la forms x4 x+1

21



Prucheas pars K it i i enk

3.7. Prueba secuencial

mprueb--euhlmmnub.rl-unnfoﬂmd-dendadmwnmtomdcIaa
- idas en un g dor de ! !

Para dos dimensiones se divide ¢l espacio entre O y 1, entre &2 celdas de igual drea
como se muestra en la fig. 3.3. Dados n namercs alcatorios entre O y 1, podemos contar
deade los /2 pares que no sc traslapan (x;,x3),(X3,xg),...y contar los puntos que caen en
cada una de las celdas k2 ¢ ideal 7 dh n/(2k%) puntos cn cada celda.

0

{

0
o % otie i, ige
.'.3.0! KX ”,

o8 :®

-

Sa

2.3.9. ls uniformidad en dos dimensiones requicre dc pares 1o
traslapadcs  denotados  como  (Xpy,Xpey) que  caigan
uniformemente cn fodas las cokdas del cuadrado.

Después p:demou aplicar una pruebc Cln-f‘- drada para la desviacié
de los p los esp ;  los dos de lib d en estc caso son de
K2 — | y podemos extender esta prucba a varias dir i utili; & \! que no sc ;
traslapen. )
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Fructas pmrs en k di
3.8. Prueba espectral

Este tipo de prucbs para - de na 1] ios fue prop en 1967
por C Yy y MNcP¥ y determina cémo la densidad de las & -sucesiones
(x),%3,....%3 } , pueden llenar un hip pacio de di ion £,  Se ha obecrvado que Las

- k p i de un LCG, caen dentro de un numero finito de hiperplancs
paralelos.

Diga al grafi pares i de nu como p de un esp
bidi jonal, obtend. que todos los p An en un na finito de lincas.
Ahora, para tres din i las tripl h bién en un numerco de plancs.
A, el“'s_ 2 ; r- ng =%

A partir del siguiente gencrador:

X, = 3%, mod31

Tenemos que 1a fig. 3.4 1a graficacién de pares de puntos que se sobre
P ¥ que fu btenidos del LCG, se muestra que todos los puntos cacn entre lincas
rectas o cual no es una mers coincidencia sino que por & icién los i
que se obtuvieron del LCG estdn lineal laci -
d ibe al g dor sc despr den 3 ' de

ya quc de la expresion que
como las siguientes:

Xy =3x, -1
Xy =3x, 3 —31
X =3x,_, —62

Xp =3%,_y ~ 31k, k=02
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fig- 3.4, de pares & del LGC x, = 3x,.y mod 31

De manera similar pars tres dimensiones, los puntos pura cse generador caerian
en 3 plancs dadics por:

Xy = 2%,y +3%n_3 — 31k, k=0],.. .4

Esta ecuacion sc obtuvo al afadir esta ecuacion a la anterior:

Xy =3X,_3 — 3Nk, k=012
De donde vemos que & + &k, deberén cor der a un entre Oy 4.
En el afio de 1968 M. lia 5> que las i k que sc obticnen de un
LCG csen a lo mus en hiperplanos paralelos como' (kim)V* |, donde m = 232 menor que
2933 hiperplancs que drén 3 p , que 866 hipcrplancs que contendrin
4 puntos, y menor quc 41 hiperplanos que drin 10 p Lo cual muestra una

desventaja en los LCG's.

Como conclusidn tenemos que una prucba cspectral determina la distancia
mixima existente entre hiperplanos ad La di in mis larga obtenida equivale
& un mal gencrador y para los generadores con un periodo corto sc tiene que la distancia
de determi Is ié !

P
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Capitu(o 4

Percolacion en substratos Fractales




Capitulo
4

PERCOLACION EN SUBSTRATOS FRACTALES

(transporte, difusio ductividad)
<. 1 Introduccion
El despl i que p un fend pucde ser visto facilmente si es
analizado en térmi de fi les, y habland 1 il di que ls ruta que
ligucel‘ Pl i del fend, en un substrato fi 1 que ademiis de scr al io
ir un on definido, de modo quec es posible establecer mediante

wob-blhdld ¥y conun clerlo arado de veracidad, cuil seri la ruta a seguir del fenémeno o
la ruta mis corta probable entre ¢l punto de inicio y algun punto que fijemos en el

espacio.

El motivo por el cual se toman en cuenta a las redes metilicas para describir el

P de p lacién es porgue un vector de despl iento en un sub de esta
naturaleza tiene las alte i de y ia que p ta el peri de cada
miembro de 1a malls, aca esta de forma drada, tri lar o polig 1; el ivo por el

que se toman estas formas geométricas cs por la sencillez que presentan al modelar
matemidticamente las rutas o trayectorias que sigue un flujo de corriente en una
i lacién, o una epidemia en un caso real.




introduccisn

£ 1

Es cntonces dadas las condiciones gecométricas que p un
como estos y dadas bién Ias facilidades que nos prop i ia ria para
establecer un andlisis dc despl i , que  pod fs ecsta altermativa para
generalizar las reglas de P i de algun fend en ion

Ah en alos il de percolacién se reficre, veremos como la longitud
&mhcn&neuhumqueheneptvpuedndﬂeﬁtmporlocu..leltrlnwenlo-

de p lacion sc red a la simpk lacion con las leyes escalares; también

cémo es que el porte en sup o y i duct: bajo el p ritico pe

pueden de maners sencilla ser modelados con un g . de ni f ios,
lando un i L io.

Se di ird Is difusién cn en dife & ya quec en Ia

lacion como ya h visto, ac tienen racimos finitos ¢ infinitos; ésta es una parte
muy importante ya que veremos mediante p hti cémo es que se
dispersan los agentes aleatorios y cémo ac exhenden Ias vias de infiltracion o percolacién,

asi mismo ac verd la relaciom que los P de difusiéon con los de
conductividad.
Al finalizar el p pitulo ac p de haber proporci do las her t
fici pars 1 hacer el dlisis g étrico & un probl de p lacior
cualguiera de esc modo ibuir con este pequefio trabajo para que se continue con este
tipo de i igaci de los fend criticos para que de esc modo tengamos

mejor conacimiento de ellos.
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4.2 Conductividad en los Sistemas de Percolacion

Pars hablar de ductividad. deb decir pri que la conductancia
total de un si dlico se define como 3. (p, L) mp™' para una mezcla aleatoria de
P ’ . de d y in p de ch sobre la

Sobre longitud \! tan grandes como la amplitud de correlacion §, el

sistema es homogénco y las ecuaciones o~(p-p.)Y'y p~oc™' -L—f'_l—. 2= mantienen, mientras

que sobre | itudy 1 mids peq que &, los racimos son fractalesy p ~ 5, sc
d Y que mi £ sca la unica longitud escalar aquf, serd
posible agrupar 1. A medisnte el eacalamiento utilizado pars explorar 1a

Z.Ly- L FL/E)

donde F(x) ~ x° para x << | satisface trivislmente a p ~ L5,. Para cumplir con o~(@p-p.y*

; yp~0o L—f‘_,—.:emquiemqu: F(x) ~ x" parax >>1y la relaciéon:

i C=2-d+u/v

entre los exponentes.

La identidad ior puede ser utilizada pars determinar . a partir de las
medicis dels ductividad total como una fu ionde L al critico pc.

P




4.3, La difusion en los si. de percolacio

ion que nos aca de utilidad

En los si de p lacion es ia una exp
pars calcular el despl i que dri el ag: H io d del si , por
tanto y al de de p lacic b que un agente alestorio pucde
despl hacis hqui P el para ob ia razon de
dcopl i e ik tados los i posibles que pueds tomar el agente que sc

encuentra distribuido sobre todos los racimos conductores.
dismos scbre todos los caminos alcatorios que

Pars obt lo antevior, p
e sobre raci de s, btend: el despl
cuadritico medio (#23(1)) sobre todos los luga dondc se los i Este
P serd relati facil do se liza hacia p., donde cl tamafio de Ia
distribucion de los i n,(p) es descrita por Ia io! P ial sigui
ns@) ~ s
Tenemos que el radio p dio de todo i de 3 luga: d do como Rs, se
Lacis preci; con este indice s, mediante la expresion s~R?;,
A dida que el ag 1 io viaja a una distancia cuslquicra, ésta es tan
pequefia como R,, y la difusion es irregular como: (rZ2s(t0~t2/dw) Para grandes
\! ic no pucd par del i de

unidades de tiempo, y a partir de que ¢! ag
tamafio s, tenemos que (7* (7)) es delimitado mediante R, + por lo cual podemos expresar

lo siguicente:

(’z(')>__ fad si 2™ <R,z.
’ R?  sie?™ >R



{
}
H
!

La D e s de pe

A partic de (Ps(1)) obt el desplazami driti dic (-2())

promediando sobre todos los racimos:

(@)~ Emp. X 0) = Eo (2 )

ién anterior, existe para cada arreglo de tiempo ¢, un

De do con Ia
b i de Sx(1) ~ RY ~ pdpdw: Esto es para s < Sx(1), (rs(t) ~ Rs2,
micntras que para s > Sx(1), (7s2(f) ~ ¢2/d% y con la expresidn anterior pod escribir
ésta como:

@)~ erers S
-~

s=B ()

ional a [S_(O) Y y el segundo

El primer término en esta cxp es prop

Ia[S,()]) #2*. Partiendo de que S,(f) ~ ¥ *, ambos términos

s prop

valen lo mismno y obtenemos:

<’:(')> PP Y

Con exponente d'w = 2/[(4# aw)2—r+2df )] Ahora utilizando la relacion
escalar t=1+d/d, y d,=d—B/v entonces encontramos que:
d;, =d_ /(1- 8 2v)

finitos red la velocidad de

Es notorio que d., >d, a partir de que los
movilizacién del agente aleatorio. La probabilidad de estar en ¢l origen puede calcularse
idn para los raci finitos de s raci y

de la mi. forma, do con la exp
desarrollando el promedio sobre todos los racimos.
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La D idn e die per

Debido a Is p in de i infinitos, la probabilidad (P(0.1)) ticnde a ser’
do se id icmpos prolongados; el tiempo que emplcado en
elio es:
(PO.0)) - (P(O.®)) ~¢7% 2
dondie:
d; =2d/d,

Los resultados obtenidos en pc pucden gencralizarse para p> p.. dc manera
5 ala ion (r’(0)) = 1** f(1/t,) donde sc asame que (*2(r)) pucede cacribirse

como sigue:
(@)~ < (/1)
donde :(x)~x° parax <</ y c(x)~x"*“" para x >> /. La primera relacion

isf trivial P (205 = saday la scgunda relacion nos da
D’~ll'l,_..(r’(l))/l~lg'“"~(p—p,)", de acuerdo con el resultado para la

conductividad, o—(p-p.)".

Otra nota importante que no pucde quedar fucera e¢s que de acuerdo a la

derivacion, d'w ;. el exp que caracteriza ¢l segundo momento de la
funcion de distribucio Otros momentos tales como (r' (l)) ~ "4 pueden calcularse
de 1a mi; £ ; inclusive ya resultaria mis ficil verificar que:

k__krd(2-71)
d k) d,
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La Di e i e g isn. / Tra. on i ies de dos

De aquf los diferentes momentos que son caracterizados por exp difi
‘w. Y estoes en a la difusion en los i infinitos de percolacion donde dhw
no depende del : derad

4.4 Transporte en sistemas generales de dos componentes

Pars iniciar csta in ac ik como ejemplo d i el.tam-runn

mezcla aleatoria de dos conductores, uno de cllos denominado como A(con una

ion de ductibilidad p) y el otro denominado B(con una concentracién de 1-

P) y con indices de conductibilidad: 0. y os ademis de que asumimos que tienen una
relacidn o,>>as.  Para describir el proceso de difusion, deb i un ¢

aleatorio que brinca de lugar en lugar sobre barreras de potencial.

En A la frecucncisa del salto es _/‘-c..yenBI-flecuencudel saltoes f,.~ Cs.
En ¢l caso de que ¢l ag: \] ] los lind i entre 4 y B, no .

harnd 4 o 1

P a A para ir a B pero ello se reficja en Ia probabilidad ~ fa /(f4 +
JB), y Jo podemos ver en Ia fig. 4.3.

-
[
]
~
o 1 ] ] » - s -
ot et e g
fg.4.5 de de p ial rep ko un con dos tipos de
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La Difusion e Sis e . /S 513 e 24 o dos 7

En ¢l limite f/a=1, fa=0y el ag 1 io se refleja con una probabilidad de 1 y
el del du Ia ! \! ia de d / aisk Para cl limitc
Ja—®,  fa =1L el modelo describe uns mezcla aleatoria de supercond

Sobre el punto critico p,, el dc de conductividad es infinito; bajo p. existe

L i de sup ductividad finita por ende, la conductividad cs finita.

Cuando se aproxima a , el de los racimos de superconductividad se i y
1a conductividad di

o~w.-p . P<P

el cual define el exponente s.

En el delo de difusion, un ag ! io puede vise lquier sitio en un

p d en el cual 5 a di inarse antes de que pudicra dejar el

racimo por algun sitio al perii del v En el limite £, —» o existe una
“aalids™ por decirlo, este tugar puede ser ido al i , lo que implica que
el agente al io se podri al peri del i do éac a este
1mite.

Se observa que ¢l agente “trata” de escapar de este racimo pero debido a la

fi I del i en ¢l que sc , sus i fallan
les en el i sc

debido a que la mayoria de los lugares peri
cubiertos: cste podria dejar ¢l racimo temporalmente pero si lo aband por la regié

bierta, se P con el mi i A partir de aqui sc espera una meseta en
(r’(l)) a una Ia de tiempo bajo alg de los cruces de tiempo encontrados en:
‘x"(Pc'P)"'-

La altura de la mescta se determina mediante el radio cuadritico medio de los
racimos, éstc sc cscala a razém de R2~(p¢-p)'2"+ﬂ , tenemos entonces que en f~fy, €l
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La Difusion en si de percolacidn. / Transporte en sis s de dios c

1 : 4 1

AR io p p p te del i licndo por un lugar
o bierto del leto que forma cl f 1, por cllo sc determina a 7, mediante la
estructurs fractal de las superficies descubicrtas.

Tenemos quc sobre ¢, se requicre que sea cumplida la siguiente relacion:
{FPO)~ . - o

De aqui cn adelante tenemos a 7, como el ti 1

P istico, y p
asumir que los regi de tiempo, prolongados y b se o
mediante 1a relacion:
{FPO)-tp.-p  Te/ P -P")

Ahora para satisfacer la ecuscion o-(p. - p)s, P<p.; s requicre de que
I(x)x"= constante para x>>J. Para describir cor la en cortos periodos
de tiempo, se requiere que T{x)~x-/ para x<</, lo quc determins a z":*

Z'=-s+ 2v-0

El exponente de cruce en una 1 P ductora se obti del exp de
cruce en 1 1 ias de ductor/aisl al i biar los exp de
transporte p y -s. Ahors do los arg de dualidad pucde mostrarse que p = 5
en dos dimensiones.

! Notese 1a analogia formal entre el cruce al tiempo tg en un d 1 ¥ ¢l cruce al

tiempo t, aqui se tendria que tz—5* puede ser escrito como: g ~|p— pcl'”'z"*g )
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La Difusion e si de per ion. / IpPOrIe e 4 die dos

En el caso de que t ductividades o 4~f4 y Og~/g scan infinitas y diferemes.

de cero podemos ver tanto bos tipos de P i anormal y ambos cruces de
iempo, p i por el hecho de que £,>>¢,. Pad i 1H estos P enla
fig. 4.4.

<ph>

1
o —
R}
e t t.

; Fig.4.¢4. Cuadro del desplazamicnio cuadrdtico modio de un agentc akatorso cn
H una red de dos componenics, parap o Py tE>>t

Considerando que fg=1 y f4>>fp. El \! io no ak Ia superficie del
i A i & te, pri | el interior del racimo fractal y

comicnza su trayecto en (r)~ [ ¥4 bajo tg~f(E*. Para fg<t<tx=fpE*™, cl agentc

aleatorio explora s superficic fractal del racimo hasta que encuentra un lugar sin cubrir.®

Z para t>>ty se ticne difusion normal.
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4.5. Exp Fivectorei,

Como en esta ién, el cdlculo de los exponentes dindmicos se complica
debido a la plejidad de los i de p lacion en los les se p este tipo
de exponentes, esto es debido a que los i vy ifi ’ , lazos

dos, y i i colgantes en todas 1as longitudes eacalares. Debido a cllo, los
valores estimados pars un exp di ico debe ser calculado mcdiante métodos

numéricos tales como ¢l de Monte Carlo, el de i , o la técni de
sfe is de i y para las aproximaciones analiticas son usuales las scries de

expansion .

4.5.1. Limites rigurosos.

P

Habland de ductividad i in aln d entre
algun lugar sobre los i infinil de p lacion hacia el punto critico, se describe
porla i ia de Ia da a cscs luga Esto se debe a que por ejemplo
un trozo de esqueleto cs un sdlo um parte del racimo en el cual la corriente estd
1l ! E 1 como una cadena que ecsti formada por

burbuju conccudu medunle limites en linea grucsa. Fig 4.3. Un limite supcrior para
Ia de ot al ir que el efecto que tengan los nudos o loops, pucd
ser elmun-dos y cada burbuja ¢s remplazada mediante una sola ruta corta. Un limite
inferior, puede obt sc al ir que Ia i ia de las burbujas en ¢l esqueleto
puede ser eliminada. Ahorn, 1s razén para csto es quc al cortar los lazos de unién, sc
1a i y do Ia i i dehburbuuncomoufuer-cem,h
resistencia decrece. Por lo anterior podemos ver que los valores derivados para C yd,
cuando ks lazoe cerrados o las burbujas abandonadas puedan servir como limites

superiores o inferiores respectivamente.

Ahora el esquel i entre burbujas y lazos en la fig. 4.5 para tener
una idea mais amplia de Io anterior.




Exponcnics Dindmicos

e 4.5 de um de p s e nyas y
limites o kos cunskes sc presenta ln resisiencis entre A y B, Las lincas
Sndorrusmpridias regwescnian lss rutss s corias cntre A y B & ko largo de
Aow bneringias.

En un i con d existe solo una ruta de longitud { entre dos

lugares, y Ia i ia o exi te entre csos lugares, es proporci 1 a In distancia
quimica { existente entre ¢llos. A partir de la dist: i imica { se la con Ia distancia

Euclidiana r como 7 ~ 17 obt lo sigui
p—r' m -

donde d_, es la dimensién fractal de Is ruta minima. Aqui el exponente estitico v
i ibe lns icdades dindmi de los lazos cerrados do pucden ser aband d

prop

por el agente aleatorio.

Suponiendo quec la burbuju presenten  resistencia cero, tendriamos que la
total es 1 al nu de limi rojos (cril ), n,,~r' entre

ambos lados del modelo y tendriamos:
p~r"

Entonces los limites para E son:
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Exponentes Dindmicos

1
d,-+—sd.,sd,+—v;
2d
L 2 .4, < 2d,
d,+l/7 d,+1 dy +1/v
Simil 20 pars ] médulo clisti
»
d,+p,sd,+-5
El limite inferior se asume con una £ da a ser dife de cero
lohmcnicnlchtsodehruumtscoﬂa. El limite superior sc ird como cli
L en las i otros limites son rigidos. fig. 4.6

(a} (b)
Fig. 4.6 Eng e un de o, de tngias y lmites
cual es la inica parte Buye 8 d
entre Ay B. (&) Los saltos sc foman unicarmente 8 lo largo de Is ruts mis
cortas entre A y B, ks otros limiks cstin desconoctados. (%) Los saltos s
0o 8 ko largo de un lmite conoctado, los otros Limites cstdn
Los limites superior e inferior en la ulti ion se 2} idé en
dimensiones como ésta: d = 6 , donde lazos cerrados pueden scr aband dos y 1a id
v=vV=1/2,nosds: § =2,d, =6,d, =4/3, y finalmente p, = 4.
Por lo anterior sat que \: limi pucden ser imados a partir de los

P que comov, V d¢ ydy
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46. Ty te en raci de percolacion

(4

4.6. 1. Difusicn en racimos infinitos. Lo primero que debemos observar en un

agente ak o que emé i | do cn una simulacion, €3 su P i a largo
plazo en relacién a su despl i drati dio sobre los i de percolacié
y obtend: Ia ica principal de la difusion que describe; misma que se
denota mediante la constante D, ésta sc relaciona también con la otra constante de
difusiom D"’ de todo el si de p lacid Por i de pc, Ia conductividad de un
i de p lacion se i como o ~(p—p.), ion que habi visto
anterviormente, asi que debido a la ion de Ei in o =:;.—;,—D , la constante de
difusion D debe i de esta
Haciendk fo in al de despl i driti dio que se tendria aqui
DY, dir que puede ok se p diando sobre todos los posibles p inicial
que terddria una particula d de un si de p lacién, y cabe acl que
L las p e o que inicien su despl iento d de un
racimo infinito pueden visjar desde un lado del sistema hasta ¢l otro extremo para
bt asf su de despl i dio D'. Asi mismo, las particulas que
inicien sobre ¢l racimo infinito no podrian abandonar ¢l racimo, y de esc modo no
contribuyen para D'. De lo anterior sc desp de que ent D° sec relaciona a D

mediante la expresion.

D' = DP,
Lo cual implica que:

D~(p—py=® ~ 5o



en i de pe

De que el despl drati dio lo tendriamos definido como
sigue al combinar (P(0)}~F*y D~ (p—p )" ~E WP

32~ sif<<t,,

2 P
(' (‘)) {(P' P-'-" sit>>1,,

donde:
1 ~&*

Que & ibe 1a 1a de tiempo que ¢l ag 1 io ita sobre el
P dio, para expl el régi i I en el i Ahoracomo §~(p—p_. )"  esla
tinica itud lar aqui, Igeslaﬁnic- la de tiemp 2] , ¥ es posibl
wnir | las de ti el régi largo y el corto di. una fi id V!
bﬁnid-comoj(l/lt). Por lo que lo anterior nos quedari P do en i de la
funcién como sigue:

FP@)=" 1)

Para isfi Is presid: ior & esta qlti e requi por principio de
cuentas que S(x¥)~x’parax<< y [f(x)~x""* parax>>1. Al relacionar las
expresiones anteriores entre sf, nos dan una expresion para D, ademis de relaci a dw
¥ M, como sigue:

a\v::-o--‘ii
v
y P do Ia ion d_=d, —d+2+ﬁ=d,+E con la anterior, vemos que
pod P al exp i como n.
H=pn/v.
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4.7. Transporte en substratos fractales

4.7.1. Resis in fotal: H de notar que 1a ecuacion con Ia que inicia este
apartado cs vilida sdic para d h zé donde Ia d idad del ial
dh es E do se baja sobre dh fractal ia
densidad es prop i le LY y sc ap i & cero do L .. Estoviene del hecho
de que en el sistema pucden existir hoyos del tamafio del sistema en su totalidad, es decir;
cuando se incrementa ¢l valor de L, bié¢n sc i cl de los h en
una malla, lo que se interpreta como d de la ductividad por toda la malla,

misma que ac denota por .

Debido al P de M el indice o decrece en toda escala,
itiéndola a ls ley exp ial como sigue:
ao~L®
que define al exp K. T do en I d ion de estc apartado asi
como ala ion or, que la i ia total se porta como se d

a continuaciéon:

p~L°
donde shora el valor E=2—d+ﬁ es mayor que 2-d para %] h e
4.7.2. Difusidn: Cuando sobre cl sust fi 1 sc p . , cuctlos de
botella y inaci: igs el imi del 1 io es lento ademids de
que si estos cntes sc p en § similares a longitud 1 igual
ji 1a velocidad del agente al io sc verd ducida cn csas mi longitud

escalares.



i
i
i
!
H
{
i
;

La ecuacidn que define la ley de Fick” ya no seria vilida en este caso y en lugar de

elln se dria el despl drético medio d por la sigui
<’:(,)) — g3
donde cste exp & do como dw es el “exp de difusion™ o “di iy
fr 1 del i L io™; cabe que pre es yor que 2. Ahors
do los wulti P localizados podemos decir que ambos puecden
ionados por la ion de Ei pora Ia difusio
e’n
= D
S T

ésta relaciona la conductividad

D=lim_ . (r*("))/2dt de un ino al

Y

io; en

a del sistema con

Is constante de difusion
a ey n denotan cargs y

idad de las par 1, Svil P

* La ley de Fick fue citada como: (12())=azr.
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4.8. Mallas ordinarias (transporte)

4.8.1. Resistencia tofal: Al iderar una red metidlica de ¢ Ld con

unas barras mctilicas colocadas ¢n los ¢xtremos norte y sur con una diferencia de
potencial entre cllas, tal y como se ve en la fig. 4.2; podemos ver la ruta que sigue la
corriente de un lado a otro de la malla representada por las flechas.

Lot

2. 4.2 Rexl micldlics de tamano 10 que ostd catre dos urras de metal o
tario 47 con una difercncia de potencial V.
Si se varia el tamafo lincal L del sistema, tendremos una variacion de la

resistencia total p, a razén de:

P~ o

donde:
o~ [° cs una constante, que cs la conductibilidad del metal, Se tiene que a
partir de que o no depende de /£, la ecuacién anterior implica que la resistencia total
de 1a red depende de su tamaio lineal L mediante 1a ley exponencial o~ L3¢ = L% la

cual define el exponente de resistencia ¢, que vale 2-d.




4.8.2. Difusion:

El proceso de difusion, s v delado por una simple ruta al ia,
en la cual a un tiempo dado, avanza un paso de longitud a, hacia un lugar vecino
aleatorio, sobre una malla de dimension d. Para ello se que el ag: ! io

- . & un tiempo ¢ = 0 deade cl origen de 1la malla.

Después de ¢ pusos en ¢l ticmpo, la posicid 1 del agente aleatorio se

.
d ibe por un r(¢)=aX e, como sc ve en Ia fig. 3.3 donde ¢, denota el.
re)

io situado en la direccién del brinco en ¢l 7~ ésimo lapso de tiempo.

| eof e
| € je2
r(1

¢
H
i
i
14
§ aE1 I
{
! ig. 3.9 Un camino akeatorio en una rcjills cuadrads. La constante de la rejilla es
a=1, quc cs [gual 8 is longitud del salio dado por el agente sioatorio.

La di ia p dio del ag )} io que ha viajado después de ¢ lap de
helnpelde-:nhwrhm(zculdradamedmde despl. i (’z('»"," de la

ion entre paré el p i estd sobre todo el camino aleatorio
configuub-obtehmnlh.
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en mallas ord:s

Y de la expresién anterior obtenemos lo siguicnte:
{r*@®)=a* z"_(c, e )=at+3 (e, -e.)
o) Erd

A partir de que 103 saltos son hechos hacia dife!
no estdn correlaci doa y t

P queryr
que {¢, -¢,.) =5,,. y s obtienc la lcy de difusion de

Fick , Ia cual se express como sigue:
() =a’t

Hemos de notar que 1a expresion anterior no ticne relacion alguna con la

dimensiom d de la rejilla.  En g 1 do un ag \! io tieme una
probabilidad de estar en un lugar de (#*(£)) ~2dD¢, donde D cs 1a de
difusidon.

También es posible obt el despl ! dritico medio de 1a densidad
de probabilidad P(r.f) la cual es la probubilidad de al agente aleatorio
después de 1 1 de ti

P

po, en un lugar situado a una distancia 7 de su punto de
inicio mediante 1a expresion:

@) ~ fdrr* P(r.0).

De manera un poco mis sencilla, también es posible determinar la densidad de
probebilidad si utilizaramos una cadena lincal en 1a cual un agente alcatorio sodlo
puede brincar en dos dirccciones; éstas serian: derecha o i icrda y estos
ticnen una probabilidsd de ocurrencia equivalente a p = 7/2. Por motivos de
simplicidad se asume que cl valorde a = /.
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Tra en mallas o.

do m veces a la

Después de 1 lapsos dc tiempo, el ag 1 io ha bri

derechay 2 —m veces a la i ierda, su posicié tual estd en:

x=m—(t-m)=2m—1¢.
la probabilidad de que esto ocurra se describe mediante una distribucién

binomial:
N . —_Y N
im0 = (n)’ a=py = (n)(i) :

Si e ti ck V) de 1, my (1 —m), el coeficiente bi ial pued
expresarse mediante la formula de Stirling: 21(2rs) ‘s (¢/e)', etc. Para la distancia real x
que ¢l ag ! io s¢ ha ido desde su punto de inicio, que es h
mis peq que el ni de veces en que s¢ idalad ha o a la izquicrda, las
expresiones resultantes pucd pandirsc cn térmi de x/t <<, y finalmente
obtenemos:

P(x,0) = 1 e =
T @' ’
Ests idn £ de ta un G i. con un ho ¢, cl cual es

idéntico a (x?(#)). Partiendo de que P(x,f) representa una probabilidad, como sigue

aqui JP(x,0)=1, ésta sc satisface con ia io

En el mis general de los casos en que se tenga una rejilla hipercubica de
dir iom d, la d idad de probabilidad viene siendo simplemente:

RNl ]

1
P(r,e) ~ W:
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e mallas ordi

donde:(r?(1)) = 2D¢, y la probabilidad P(0.7) de que el agente aleatorio esté en el
origen despues de ¢ lapsos de tiempo es proporcional a (72 (£))™* 2.

Asi pucs Tui con 1a exposicion de las her i bdsi ilizad
por ésta teoris y también algunos de los tadk btenidos por los i igado que
a 1o largo del tiempo han ido & llando més y mas especificaciones, utilidades y
sobre todo exponiendo las jas que pued bt sc al tratar a un fenémeno
ritico en la debida f pars lograr avanzar hacis 1a aplicacién de éstas nucvas
¢cnicas en icdad, para beneficio de la mi
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Conclusiones

Espero vealmente que usted, paciente lector que llegd hasta el final de este mt-_p,

encucntre que entre los conceptos que aquf se i . , gued hos cabos

deade 1a introduccidn, hasta el altimo pitulo; pues i aun varias ramas de
i que es i pl para fi i igaci en el po de los

fendm riticos, mi: que pucd resultar fructiferos al desarrollar algunce otros

tuhjo-dcwlilque honden més en alg: de estas utili do claro Ia her -

que squi se i . dindole un enf

que va deade los fractales y ¢l caos , hasta las
nﬂwmmmhmmmkmmmmgd-bmmhulw:n

nuestra ciudad, ast como aplicaciones médicas o de 1a inadustria de suministros energéticos
y ali sici

Exi de imiento t queunaolombqodcléusmpodrh
brir los dife pectos que se desprenden al solo

cl . de
Percolacién, por lo cual se esp haber cubicrto ¢l objetivo de éste bajo, que fue el
P una - fuente dec informacion atilen i igaci fi pars lqui
mma del conocimiento.

Hoy en dia como antafio, los cstudiantes de i risa en P 1 det

manifestar nuevas aportaciones y actualizarnos dia con dia en ¢l mancjo de nuevas

h i yt logias que van avanzando a ritmos crecientes, pars cuyo cCaso sc
presenta este trabajo como un eslabdn mds en la cadena de i

= o

ig: para &




Par 1

\g fisicos, geol etc., para llcgar a ser uno de los pafses que utilizan Ias mejores
‘ ogins para producir y formar los de siro pais, para beneficio de
sodos.
Otra ok ion imp , €5 que en las de ingenicria, no se hace un
estudio de los fend riti y tras haber desarvoliado este trabujo,
que no et islad

>
de ellos, simplemente no los hemos tratado en su justa
perspectiva, por 1o cual no £ ha explotado esta mina de conocimiento, tan wutil para los
htumptdemquecrhmﬂoelqunmcluyenele‘mﬁode fendmeno criticos no
solo como una materia mis, sino como un taller o lat € p

pare al al
en este drubito, para que asi pueds aplicar sus conocimientos en el drea profesional ¢n la

cual se desempetic.
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Apendice

MODULO DE GENERACION DE ALEATORIOS USANDO COMO SEMILLA DE INFCIO: EL TIEAMPO

Winclude <stdio.h>
Winclude <stdlib.h>
Sinclude <tiine.h>
Sinclude <conio.h>
main(void) {
int 1201, count=0, i, randnum;
n..r;ganiuo; '
while(count < 20)(
randnum = random(20) + 1;

ror(--o. l<eounl, ++)(
= seqli]) break;

f(i>=count)

seqlcount] = randnum;

count++;
H
i de al ios entre (1-20) = \n");
fa'(|=0‘ i<count; i++) printf("%d =, seqlil);
N pnlltf('\n").
* Emcp e como pucs debe i enun p de i ion para

de pr de pe y cuando haya sido al ico del
problema.  Por ende. éste es solo o ivo.




Apndice:

MODULO DE GENERACKIN DE ALEATORIOS USANDO LAS FUNCIONES RANDOMIZE Y RANTXOM
NUAMEROS 4LEATORIOS GENERADOS CON UN CALCULADOR

Minclude <time.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

mmain(void) {

i int i,
; int nql Iml.

i m«(ﬁmowzcn EL NUMERO DE ITERACIONES: "cuantas);
! ml‘(‘d'm

5
for(m=0; ul<==cu.nlll'. m++){
H Pprintf("\nINTRODUZCA EL RANGO DEL GENERADOR: ".ext);
¢ scanf("“ved" Aext);
H iflex){

03
wlnle(oaum < ext){

for(i=0; :<caunr. [Tl

ifrandnum == scqlil) break;

i S e T

if(i>=count)
al 0 = 1
count++;
}

Printf("\n\nSECUENCIA DE NUMEROS ALEATORIOS\n\n";
for(i=0; i<count; i++){
printf(%d “seqlil);

}

i }
: )
! }
|
i
i

* Esc [ como dulo. pues dehe inscriarse en un Programa dc ‘qplnmcnon para

tucion de ™ i6n. siempre y do haya sido al det

P dec
problema.  Por ende. éste ejemplo s s6lo




Apxindice

MODULO DE GENERACION DE ALEATORIOS USANIXY LA OPERACION MODLILO

! Para el generador que describe la ecuacion:

n=S5 + 1 moad 16

Fne1

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <conio.h>

main(void) {

divisQ { i
int xa,num_imitcra,i; f
div_t x;
printf("Nuamero de iteraciones deacadas: ");
scanf("%d" &iteras);
for(i=Li<=iterai++){

printf("\n\nintroduzca 1a semilla de inicio: ");

scani(%d" Anum_ini);
2a=8"(num_ini)+1;
x= dw(n,ls)
printf(“9ed”,xa !
printf(” mndulo 16 = %d\n\n"x.rem); H
i
3}
returmm O;
i
* Este e p como pues debe inscriarse en un progr:mu de aphcncxén para
cidén de de i i ¥ do haya sido del
problema. Por cnde. éste cjt cs sélo ivo.
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