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PROLOGO

Muchos procesos fisicos y de ingenieria, al ser modelados matem:tica~
mente, nos conducen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con
condiciones de frontera, sin embargo, la solucién analitica a estos problemas
rara vez puede ser obtenida, por lo que la necesidad de aproximaciones
numeéricas aestd presente pricticamente en todos ellos.

Desafortunadamente los cursos cldsicos sobre ecunciones diferenciales no
contemplan tal situaciéon y estin dedicados en su mayor parte a la nisqueda
de soluciones dadas en términos de series de Fourier sobre regiones simples,
tales como un cuadrado o el circulo unitario.

El método de diferencias finitas es un proceso sencillo y ecficaz para
obtener aproximaciones a problemas definidos sobre regiones irregulares,
por lo que puede considerarse como indispensable para cualquier persona
interesada en la solucién de éstas ecuaciones.

Podemos considerar bidsicamente dos tipos de problemas en ecuaciones
parciales tratados por éste mdétodo:

El primer problema podemos enunciarlo comos:

" Una ecuacion complicada cuyo dominio es una regién simple, como el
cuadrado unitario”.

Para este problema en general no es posible garantizar la existencia ni la
unicidad de la solucién (las ecuaciones son no lineales en su mayoria), a pe-
sar de esto cuando la solucién existe el desarrollo en diferencias proporciona
excelentes resultados sin ninguna complicacién extra que el de discretizar
la ecuacisén.

El segundo problema podemos definirlo como:

" Una ecuacidén sencilla sobre un dominio irregular plano™.

Ahora la principal dificultad del método es el de discretizar el do-
minio de la ecuacidén, pues en muchos casos éste no puede ser expresado
analiticamente, pensemos por ejemplo que la ecuaciéon esta definida sobre
el contorno de algin pais.

La geometria juega un papel primordial en la biisqueda de la solucién,
va que aiin cuando se trate de una ecuacién muy sencilla, resultarda imposi-
ble de integrar analiticamente incluso si la frontera del dominio puede ser
descrita por funciones simples.

La discretizacién de un dominio puede llevarse a cabo por medio de
tridangulos, o bien por cuadrilidteros, el primer caso es utilizado en el método
de elemento finito y no es estudiado dentro de éste trabajo, mientras que
el segundo caso corresponde al método de diferencias finitas.




La discretizacién de un dominio también es llamada generacion e ma-
las v en los dlrimos afios se ha tenido una intensa acrividad on la bisqueda
e procesos para la generacion de mallas formadas por cuadriliteros. con
; particulares, para que una malla seaitil al mdrodo
a, tales propiedades no
oo

propicdades geométric
e diferencias es necesario que dsta sea suave ¥ conve
son fiiciles de alcanzar cnando la regién es irregular. en el presente rraly:
s mundrico enfocados a

se realiza una sinresis de diversos temas de anal
I soluciion de cenaciones diferenciales parciales sobre regiones irregulares,
teniendo como objetivo I generacién de malloas.

La estructura del trabajo es la siguiente:

En ol capitulo 1 se plantea el problema de la generacion de mallas pari el
caso unidimensional. » se proporcionan diversas opciones para su solucion,
con esto se desarrollan los conceptos bhiitsicos y 1a notacion nsual. finalimente
se comparan los resulrados obrenidos al aproximar una ecnacion sobre di-
versas mallas,

En el ecapirulo 2 se proporciona una introduccion al método de diferen-
cias finitas en una y dos dimensiones desarrollande los esquemas principale
para la discretizacién de ecuaciones, analizando el error de aproximacién

comeoetido en algunos de estos esquemas.

Finalmente en el capitulo 3 se desarrollan los métodos para la generacién
de mallas en el plano basados en la teoria del cilenlo de variaciones, se
hace énfasis en el problema de la geometria del dominio y se proporcionan
algunos ejemplos de ecuaciones resueltas sobre las mallas generadas.

oy
=3
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CAPITULO 1

GENERACION DE MALLAS
SOBRE UNA LINEA

1.1 INTRODUCCION

Una tendencia comin de los métodos numeéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales es el
e transformar dichas ecuaciones en sistemas de ecnaciones algebraicas, en donde las incégnitas
serdn los valores de la funcidn en un conjunto de puntos sobre los cuales se desea realizar la
aproximacion.

Esto nos conduce a la elecciéon de un conjunto discreto de puntos en el dominio de la ecuacién
a resolver, tal eleccién se denomina generacién de mallas.

Una malla sobre el intervalo [a. )] es un conjunto de puntos .rg..ry.,...,:y, tales que:
a=zx0 <o) < ...< TN =2b

De acuerdo con esto determinar una malla sobre un cierto intervalo no parece tener ninguna
dificultad, sin embargo la aproximacidén obtenida por los métodos numeéricos dependerd en gran
medida de la eleccién adecuada de la malla.

Uno de los principales objetivos de la generacién de mallas es el de encontrar una dis-
tribucién de puntos que nos permita reducir el error cometido en las aproximaciones obtenidas

al discretizar una ecuacidn diferencial.



La malla mads simple consiste en una distribucién uniforme de puntos en todo el dominio,
sin embargo esta distribucién en general puede producir un error de aproximacioén muy grande,
por lo que los métodos numéricos pueden converger mds lentamente.

La idea bhidsica que utilizaremos para la generacién de mallas unidimensional es la de deter-

minar una funcién inyectiva definida en el intervalo [0, 1]. al cual nos referiremos como dominio

16gico, cuya imagen sea el dominio en el cual se desea trabajar. siendo este nuestro dominio
fisico, de esta manera una distribucién uniforme de puntos en la regién simple, serd llevada en
una malla sobre la regién fisica, cuya distribucién dependerad del mapeo urilizado,

Asi, se tiene el siguiente problema:

Determinar:
X :{0,1) — [a.b]

X(@©)=a X(1) =0

Ae 20 VEe[0 1]

Por supuesto la solucién no es iinica pues existen varias funciones que cumplen con las
condiciones del problema. las funciones que cumplen estas condiciones son llamadas funciones
de distribucién o generadores de mallas.

Algunas funciones de distribucién del intervalo [0, 1] al intervalo [a, 8] son dadas a contin-
uacién con sus respectivas grédficas:?

1) El caso mas sencillo es la funcidn:

X(€) =a-+ (b—a)s (1.1)

La distribucién obtenida por esta funcién es una malla uniforme, es decir es la malla mas
simple que puede generarse.

2) Para obtener una distribucidn diferente con una funcién lineal podemos utilizar una

'Las graficas son realizadas tomando {@,8) = [~1,1} ¥ o = .5




u] 0.5 1

Fig. 1-1: NALLA UNIFORME
funcidén por pedazos de la forma:
hol =+
X(e) = o5 a
2ho(€ — 1) + 0 o <
donde

b—a
2—-2%o

ko =

Las mallas generadas por esta funcién tendrdn un cambio de distribucion en el punto &,

dicho cambio dependera del valor de kg, es decir, la acumulacién de puntos depende directamente
de las pendientes de las rectas involucradas.

1
0.5
o
o 0.5 1

Fig. 1-2: MALLA LINEAL.



3)El ejemplo anterior puede ser generalizado fdcillnente a polinémios de cualquier

como ejemplo tomemos la funcién cuadriiticas

X () $(¢+§)+a 0<£<&
X(€) =
—S(E—-2)+(b—1) fo<&s1

orden,

Los punros en este caso se acumulan en los extremos del intervalo {a,b] mientras que los

puntos en la parte central estdn muy separados, este cambio en la distribucién se debe a la

manera en que crece o decrece la derivada de la funcién.

0.5 1

Fig. 1-3: NMJALLA CUADRATICA

4) Por supuesto los polinémios no son las iinicas funciones que pueden utilizarse, la
nencial es una funcién que resulta de gran utilidad, ¥

una de ellas es la siguiente:

[
1
°

() = _}) —exp (2(&o — £)) + exp (28) + 2a Osi
= <

1A

exp (2(£ — &n)) — exp (2(1 — o)) + 20 . o <

Una importante ventaja de esta funcidén sobre las

derivada continua, la cual es una propiedad muy importante en la generacidén de mallas.

expo-

que puede ser utilizada de varias formas,

(1.2)

anteriores es la snavidad. es decir tiene

En las siguientes secciones veremos algunos ejemplos de generadores de mallas suaves que

no involucran a la exponencial.

Es importante analizar las propiedades de cada una de las funciones utilizadas para generar

mallas para de esta manera saber cudl es la que mads conviene utilizar en cada problema par-

~l
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Fig. 1-4: MALLA EXPONENCIAL

ticular.

En las siguientes secciones se analizardn diversos métodos para generar mallas y las propiedades
de estas.

Por simplicidad la generacién de mallas a menudo se lleva a cabo sobre el intervalo [0,1])
y posteriormente es transformada al intervalo [a, ] por medio de la funcién (1.1), asi que los

ejemplos que serdan dados mds adelante serdn trabajados sobre el intervalo [0, 1].

La generacién de mallas unidimensional servira principalmente para ilustrar los conceptos
basicos ¥ los algoritmos numéricos necesarios para la generacién de mallas en dimensiones

superior




1.2 MALLAS Y ERROR DE APROXIMACION

Veamos aliora un ejemplo de la urilidad de generar una malla apropiada.

Tomemos como modelo el problema de Dirichlet para la ecuacién:

o iy du] .
K[A(‘\)d ]—0 O< XN <1

bajo las condiciones:

u(0) =0 u(l) =

(1.3)

Una aproximacion standard de la ecuacién anterior y el error correspondiente serdan obtenidos

ahora, considerando una malla de .\ — 1 puntos internos con Xg =0; Xy = 1.

Usando el esquema de diferencias centrales:?

- du 1 . du . du. _
(dY [1\(\ d\]) ~ e [1\,,,% ——d.\’);+% - K,y (dx),._%] =0

donde 6.X; = X, —N,_a1t . A

ik -

= A (Nip1) v Ny = (X + Xx)-

1

Para saber cual es el error comerido en la aproximacidn anterior definamos

CF = )T

rl\’

La serie de Taylor para F;_ , es:

con 8.X; = _\',-_,_% - X;

pero de la ecuacién 1.3:

dF

ax =9

2El esquema de diferencias centrales y otros esquemas comunes serdn estudiados en el capitulo 2.

9

(1.2)



Asi que se tiene:

. dF
,+%—F‘(—5A ax =0
Es decir
‘F;+% —F=0 (1.5)

Por otro lado si consideramos la serie de Taylor para F} -3 Y desarrollamos de manera
andloga podemos obtener la identidad:

F; — F,._% =0 (1.6)
Finalmente sumando 1.5 con 1.6 tenemos:

dF
F._ 1 —F; =0 = ——
e ax
es decir, la aproximacién (1.4) es exacta pues la diferencia entre el esquema usado y la ecuacién
original es igual a cero, es importante tener en cuenta que esto se debe a la homogeneidad de

la ecuacidn, en general dicha diferencia es distinta de cero.

Aproximando ahora la derivada de u con el mismo esquema y» usando las identidades

SX; 1= ANG,6X, 1= VA, con AX, = N4 — X, 0 VX, = X, — X, tenemos:
d .. du 1 . Uiwl — Wi - iy — Uj— -
== g eax T kit 1.
dax [I\ (N ax &X [I\""% AN Koy VX, an

Debemos ahora analizar el error de esta nueva aproximacion.

La serie de Taylor para w; y ttjs) son:

AN du
Uiny = '“1’+-% -+ — ll'X)

1 AN a3 +
8 AxX? ) o
i+

2




w; = u _ AN __du.) + 1 AX? ( d?u 1 AXE [ d3u -
i = Uiyl 2 dX /.3 20 4 axz ), . 318 a3 e T

2z

Tenemos entonces:

Uil —wi __ ( du )
AN,  \dX /..

donde
E.T.(A) ==

d3u s AXx3 dSu "
dX3 /. . 7 5 16 dX5 ||
i+3 i+

andlogamente usando la serie para wu; ¥ u;—) tenemos:

VXZE [ d3u X3 [ d®u )
ET(V) = —24' ( ) . -+ i 16' (__d_’\"”), . -+ ..
i—3 i-i

dxs3
Finalmente, sumando los errores de cada aproximacién tenemos que el error total del

esquema(l.7) esta dado por:

_ 1 AX? . d3u vX7? - d3u ,
ET. = = { [T (I\ m)ﬂ_l — =53 K PEE s -] 4 (1.8)
2 2

El error cometido usando espacio de malla constante puede obtenerse por un desarrollo

|~

(<)

similar, tomando para este caso:

AX; =VX; = AX

con lo cual el error toma la formas:

3
¢ dX3]i + T.O.8. (1.9)

donde T.O.S. denota Términos de Orden Superior.

Observemos que el error cometido con un espacio de malla constante es proporcional a AX?2

mientras que para una malla no uniforme el error es proporcional a

11



max

) ~ax

y como AN < 1 entonces AX? < ALY, es decir, en términos generales el esquema resulta una

mejor aproximacion usando una malla uniforme. sin embargo como veremos a continuacién es

posible dar una malla no uniforme de tal forma que el error diminuya aiin mds, para ver esto

analicemos el error (1.8).

En (1.8) l1a parte dominante es:

1 | AN?
E.T.gom = R [ ,.,4'
AW 2

_vux? (1\' A3y )
i

dXx3

or) ] (1.10)

1

De la ecn. (1.3) tenemos que
ey AU
KOGz =7

o bien

du _ _q__
ax T KX

(1.11)

con g una constante, por lo que las derivadas superiores de u pueden ser calculadas en términos

de K, podemos asi sustituir las derivadas de u involucradas en el error por derivadas de K,

para esto observemos que:

_ [1 dK)]
axz = T\ w7 \ax

J

d3u _a 2 (dI\" 2 _ 2
AdX3 T K2 | K (14\') d X2

Al calcular el error en términos de las derivadas de i se tiene:

BT _ 1 Jaxz [ 2 dlc)2 _ 1 (@K _
Tdem = 38X |24 7| W \ax K\dxz )|, ,
2

(1.12)



1 juxz [ 2 dI\')2 _ 1 (dK _
5%\ 22 1| R \ax m\axz )|, _, (=
2
a -2 -
= 53 [Ax2r,y — VX ] (1.13)

donde de la ecn. (1.12)

N 2 dRN\ 2 1d
“‘-""q[x—-—z =) “®T

Deseamos tener E.T.4om == 0 para esto debe cumplirse

ANFRy — VPR =0

vX: _ [ Fi=3\°

AN (N,__;_) (1.14)
en una malla uniforme y una malla geométrica

de la ecuacién {({(a + 3X)ux), =0

es decir

1.2.1 Aproximacién

Observemos que la regla obtenida es especifica de la ecn. (1.3) pero no esta restringida a
ninguna forma particular de A (X).

Tomemos el caso particular

A(X) =+ J3X. (1.15)
La solucién analitica a la ecuacién (1.3)con A dada por (1.15) es:
In (————° ":'\')

u(X) = m (1.16)

La solucién se caracteriza geométricarmente por una zona con un rdpido cambio en sus
valores cerca de .X = 0, esta variacién es mayor en tanto sea mayor el valor de 3.
Si aproximamos la ecuacidn (1.3) utilizando una malla uniforme obtendremos un error de

aproximacion proporcional a AX? sin embargo el resultado no es completamente satisfactorio,

13



Fig. 1-3: Grdfica de la ecn. 1.12 usando a = 1;1 = 10

como puede observarse en la figura 1.6. Esto se debe a que el error en la aproximacién no solo
es proporcional al espacio de la malla AX, sino también al valor de la derivada en el punto de
evaluacidn. » en este caso la derivada aumenta muy rapido.El espacio urilizado es AX == 0.625
con los valores 3 = 10,a = 1 » I = 10 (la malla consta de 15 nodos internos).Podemos observar
que la diferencia entre la solucién exacta y nuestra aproximacion es mayor en tanto mds cerca

de X = 0 nos encontramos.

1 - = S
R
051 H* J -
ot L
u] 2 4 6 8 10
Fig. 1-6: * =Aproximacién en una malla uniforme — =Solucidn exacra con 3 = 10

Utilizar una malla mds fina (aumentar el numero de nodos) nos llevard sin duda a una mejor
aproximacion, sin emibargo el problema seria entonces la dimensién del sistema algebraico que
debe ser resuelto, ésta aumenta de acuerdo con el nimero de puntos de la malla, por lo que es

deseable mantener el nimero puntos de la malla lo mds pequefio posible.

14



Como ya mencionameos el error més grande se comete cerca de X = (0, por lo que en realidad
110s interesa solo tener una malla mads fina en esa zona, es decir una malla cuyo espacio no sea
constante pero que acumule mas puntos en la zona donde la solucién tiene un cambio muy
ridpido.

Basdndonos en el anailisis del error, consideraremos ahora una malla con 17 nodos cuya

localizacién esta dada por una progresion geométrica de la forma:

_UN; X —
A1 —

(1.17)

p(X5) = pi

Tomando p(X) = cte. < 1 para toda X, obtenemos una malla de 15 nodos internos que se

acumulan cerca de X = 0.

1 . -
05 |
[u} S5 A - o B3 b ¥ Bl
0.5 4
g 2 2 5 8 10

Fig. 1-7: Aalla generada por la progresién geométrica 1.13, usando p =
Por supuesto el error es proporcional a
AXmax = max (AX;)
i=1.N

ya que la malla no es uniforme, sin embargo la solucién mejoré notablemente, como puede verse

en la figura 1.7 .
Este es un ejemplo de como una distribucién de nodos adecuada puede conducirnos a un

mejor resitltado a pesar de que el error aparentemente sea mayor.

15




10.8
0.6

0.4
0.2

10

Fig. 1-8: » =Aproximacién en una malila geometrica

— =Solucidén exacta usando J = 10
1.2.1.1 Valor éptimo de p

El valor de p utilizado anteriormente nos condujo a una mejor aproximacién para el caso
particular en que ! = 10. 3 = 10 y el niimero de nodos es n

17, nuestro interés ahora es saber
si es posible determinar un valor de p adecuado si cambiamos los parametros en la ecuacién.

Si aplicamos la regla (1.14) al caso particular de K (X)

= o %+ 3X tenemos

N(X) = 2987
(a+ 3X)~
con

3 R
9= —r
in (°—%ﬂ)
Por lo que

_ VX _ o+ BX, s o+ g — FE) (1.18)
PRE AR T a® BX,,y | a+ A+ %) ’
sustituyendo VX, por pg;AX,; y simplificando tenemos:

o+ 3X;
pi = ST ON: (1.19)

a + BXiv
Aunque la ecuacién (1.19) esta dada en términos de X; y de X1 en realidad p; es constante
para toda i, situacién que demostraremos a continuacién.
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Consideremos la figura 1.9:

o+ 8x
-
b,
3,
a b c
ball X X2
Fig. 1-9:

Observemos que por semejanza de tridngulos se tiene:

VXiz a;

= pitl = — 1.20
AX =P T (1.20)
ademads por (1.19)
b a -+ aq
] = = = 21 2
Pl =0 3 1.21)
es decir debe cumplirse:
a+a a)

Pi+1=‘_b+b1 _b_1

al despejar la segunda igualdad:

(a+ai))bi = +bi)ay

y de aqui:




ol
5

por lo tanto:
a
Piv1 = 3 = Pi

Asi pues tenemos que p; es constante.

Finalmente debemos determinar el valor constante p que debemos urilizar para obtener los
resultados deseados.

Supongamos que deseamos aproximar la solucién en /N — 1 puntos internos del intervalo
[0,1], es decir deseamos generar una malla geométrica de /V + 1 puntos.

Para X n—1 por (1.19) debe cumplirse :

a3 —AXN_1) oo
= o + 31 (1.22)

Por otro lado tenemos de acuerdo con (1.17) y de la definicidn de ANX; y YVX;:

AXNe = VX1 =pAX:
° AXo = pAX; =p’AXy=..=p""1AaXN,

La suma de las AX; debe ser igual al valor extremo del intervalo, es decir:

N1 N=1
STAaXi= 3T pAaxN =1

i=0 i=0

[

La suma anterior puede ser evaluada explicitamente, con lo que tenemos:

1—pN _
, — 1.23
_T—=> AXpn_y =1 (1.23)
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Despejando AX - en (1.22

_ e+ 31 —p)

AXAN 3
sustituyendo en (1.23) y desarrollando
1 31 1 F
,= [ T a=+ ;31]

de esta manera el valor de p esta determinado por los coeficientes de KA (\). ¢l intervalo de

trabajo y el numero de nodos en los que deseaimos aproximar la ecuacion.

1.2.1.2 Generacién numérica de una malla geométrica

Para generar una malla de .\ — 1 puntos internos sobre el intervalo [a, 0] de acuerdo con la regla

(1.17) debemos resolver un sistema de ecuaciones algebraicas el cual esta dado por
N, — X1 = p( N — N5)

o bien
PXiv1 — (L + )N, + XNi1 =0 1<is< V-1 (1.24)

bajo las condiciones
Xo=a Xy =0
El sistema completo esta dado en forma matricial de la siguiente manera:

Ax =Db

donde:
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[ =1+ ) P -1
1 -1+ p) P
A = 1 —(1+p) p
1 —(1 +p) P
L 1 -1 -+ p) ]

x =[Xy, Xo,...ee. .\';\'...ﬂr

b = [a,0....,0, pb}*

1.2.1.3 Generalizacién de la malla geométrica al caso continuo
Ahora si consideramos a X como una funcién de & € [0. 1] podemos realizar el siguiente anilisis:
La ecuacién (1.24) puede ser escrita como:

Nigr — 2N, + Xim1 = (1 — p) (N1 — N7)

Para generar una malla de ¥ — 1 nodos se tiene Ag = #, y al dividir ambos lados de la

z

ecuacién por A2, tenemos:

Niv1 —2X; + X501 (A —p) (Nisr - X))
Ag? T Ag Ag

(1.25)

Observemos que si tomamos el limite con A — 0 la primera parte de la ecuacidén sera la
q S E

segunda derivada (Ng¢) mientras que el segundo factor del lado derecho sera la primera derivada
(X¢), sin embargo el coeficiente QE:,Q crecera a oo.

De lo anterior tenemos que la ecuacién (1.25) para una A£ fija (es decir una malla de NV — 1



nodos) representa una aproximacién a la ecuacién:

a-p
Ag

XNee —AnXNg =0 An = = (1 — p)N (1.26)

Para nuestro caso particular la ecuacidn (1.26) estard snjeta a las condiciones de frontera:
X)) =0 AX(1) = 10 con Ax = 5.1

Asf, la funcién de distribucién de una malla geométrica es la solucidén a nna ecuacién difer-
encial con condiciones de Dirichlet.

Es decir que el problema discreto de generar una malla por medio cde nna progresién
geométrica puede ser visto en forma continua como la solucién de una ecuacién diferencial

de segundo orden.

1.2.2 Conclusiones

Las mallas generadas por este método tienen la particularidad de acumular puntos en uno de
los extremos del intervalo de trabajo [a. 0], dicho extremo dependera del valor de p, asisi p > 1
los puntos se acumulardn cerca de b y para p < 1 lo hardn cerca cle a. El caso p = 1 corresponde
a la malla uniforme sobre o, b,

Una desventaja de este método es que si variamos el nimero de nodos de Ja malla estare-
mos cambiando la ecuacidon diferencial correspondiente en el caso continna. asi pués realmente
estamos trabajando con una familia de ecuaciones diferenciales.

En general cuando la solucién tiene zonas con un rdapido cambio, es recomendable utilizar

esquemas ce orden menor con una distribucién no constante.




1.3 GENERACION CON CONTROL
DEL ESPACIO DE MALLA

Existen diversos métodos para generar mallas en una linea, nuestro interés se centrra en aquellos
que pueden ser extendidos a otras dimensjones.

El sigujenre mdétodo de generacidn de mallas que estudiaremos tiene una motivaciéon geométrica
muy simple. la cual nos conducird a una ecuacidén diferencial de segundo grado.

El problema consiste en generar una malla sobre el intervalo [a,8] de tal mmanera que el

espacio de malla. es decir la longitud de los intervalos [\;..X,41]. sea proporcional al ~valor

A& = &1 — & » a una funcion $(£). evaluada en el punto medio del intervalo [£.&+1]. de una
malla uniforme en el espacio légico [0. 1]. mds precisamente. hallar una distribucién de puntos

X, sabre el espacio fisico [a.b] con Ng=a..X,,=b tal que se cumpla:

el ve
b= X = A€ - )0 (S8 (1.27

m-1.

donde A es una constante por determinar mayor que cero. ademis =7 con /=0,
Claramente $(£) debe ser positiva pues la longitud de los intervalos [N, Y;41], debe ser
mayor que cero.
Para resolver el problema consideraremos que la malla esta dada por una transformacién det

espacio 16gico en el espacio fisico . asi tenemos que X = X (£) » cada .Y, estard dada por el valor

= X'(&;). ahora bien si X es continua. para A suficientemente

de X en el punto &, es decir, Y,
cerca de cero se tendrd que X;.1 — X, es cercano a cero, sin embargo €&, 1) 1o lo es, asi pues

al dividir la expresion (1.27) por A tenemos :

X (&) = X(E -
Si Xz &) = I q>(£i+% (1.28)

esta ecuacién puede expresarse para todo punto £ en 0. 1] como:
(1.29)




Al considerar la transformacién X (£) continua el limite en la ultima ecuacién nos lleva a la

ecuacion diferencial ordinaria

X (&) = AP (1.30)

al dividir por ®© y derivar respecto de £ tenemos:

N (€)
(ﬁ =0 (1.31)
£

Observemos que en la ultima expresién la constante A" ha sido removida de la ecuacidn as{
que no es necesario conocerla para resolver el problema original.

Si ¥ es diferenciable » X es dos veces diferenciable entonces. usando la regla del cociente
podeamos escribir la ecuacién (1.31) asi:
=0 (1.32)

Nee

para cualquiera de las ecuaciones anteriores las condiciones de frontera estdn dadas por:

= (1.33)

(0)= X9 =a:X(1) =

Estas condiciones de frontera y la ecuacidén diferencial determinan de manera tinica a la
transformacién X = N (£).

La ecuacidén (1.31) es una ecuacidon de Laplace con coeficientes variables en forma conser-
wvativa, esta no requiere de la diferenciabilidad de la funcién & lo cual representa una ventaja
sobre la forma no conservativa (1.32) pues la funcién de peso en ocasiones debe ser obtenida en
forma numérica.

El valor de K aunque no es indispensable, en ocasiones es 11til conocerlo. este puede ser

calculade n partir de la ecuacidn (1.30) . integrando renemos:

Lt [ aeyae (1.34)
1\'—b—a_/ SHAs :

La malla mds simple que puede generarse sobre el intervalo [a,l] es la de puntos con dis-

tribucién nniforme. dicha distribucion se consigue con la transformacion:
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X =@®—a)+a : (1.35)

Si esta ecuacidén es diferenciada dos veces se tiene:

Nee =0,
que corresponde al caso en que & = 1 en la ecuacidn (1.31). el efecto de la funcién ¢ es el de
la llevar los nodos a lugares especificos del espacio fisico.

La solucidn a la ecuacién (1.31) con condiciones de fronteras dadas por (1.33) es:

<

X(€)=a+ K /r') B (w)du (1.36)

con A dacla por (1.34) .
Por otro lado si en lugar de tomar a ® como la funcidn de peso en la ecnacién tomamos
Co® con Co una constante, la malla generada no varia, para ver esto tomemos g = Cod » No

la solucién correspondiente a (1.31) con $g, es decir :
£
No(€) = a + Ao / Do (u)du
o

con K definida como en (1.341) .

Al sustituir los valores de Ay y Pp tenemos:

b—a < a <
Na(€) = a + =2 — [" Co®(u)du = —/ B(u)dn = X (£ 1.37
(L) a T Code)de Jo o (uw)du = a + T a(e)ae Jo (u)dr £) ( )
Asf que ahora podemos considerar i’ = 1.

1.3.1 Funciones de control
Elegir una funcién de peso para la ecnacién (1.31) no es en general una tarea sencilla, en esta
seccion se dardn algunos ejemplos de funciones que pueden resultar tiriles en diversos casos

dehido a las propiedades que cada una de ellas presenta.




1.3.1.1 Splines

Las funciones splines son de cierta utilidad como funciones de peso ya que estas al estar definidas
por pedazos nos permiten controlar la malla en diferentes intervalos del espacio 16gico.

Al imponer condiciones sobre las funciones que definen un spline podemos determinar el tipo
de mallas que serdn obtenidas. de esta manera se pueden esperar ciertos resultados especificos en
la malla, asi por ejemplo un spline formado por constantes. genera una malla cuya acumulacidén
de los nodos serd mayor en el intervalo donde la funcidén de peso sea menor.

1.3.1.1.1 Splines parabdlicos

Generar mallas por medio de un spline polinomial es guiza el caso maiis simple de estas
funciones de peso, para facilitar el andlisis de este caso tomaremos nuevamenute como el espacio
fisico al intervalo {0,1] ¥ consideraremos un spline parabdlico, sin embargo la generalizacién
resulta inmediata.

La idea es generar una malla mediante un spline parabdlico. el cual deseamos renga derivada

continua (esto garantiza cierta suavidad de la malla), v de tal forma que la acounulacion de nodos

se realice en nn punto determinado ¢ del espacio fisi

co.
Deseamnos ademas establecer el porcentaje de nodos de la malla que habrian de acumularse
entre 0 v . esto es equivalente a determinar un punto o del espacio logico con la propiedad

X (L) = ¢

De acuerdo con la ecuacidon (1.36) tenemos:

N =R ./: B ()t (1.38)

de esto tenemmos que si P es un spline lineal de la forma:

a1(§ — &) + by 0=g=<¢8
D(E) = (1.39)

az2(§ — o) + b2 o<é<1




X sera un spline parabdlico:
A1(€ — &)2 + B1(€ — o) + C1 £ <&
X&) =
Ax2(E — £0)? + B2(§ — &) + C2 o> &

(1.40)

Asi el problema consiste en determinar los coeficientes de ¢ a partir de los datos m, v. g, de

tal forma que la solucién N (£) cumpla las condiciones establecidas.

Ahora bien, deseamos que X sea una funcidn continua, al igual que su derivada, lo cual

establece las condiciones:
C1=Cz2=X(%)=1rv

By = B2 = X¢(&o) = m

Por lo que ¥ toma la forma:

n
A
o

n

A€ — L)+ m(E— L)+
N(Q) =

Aa(E — L0)2 +m(E — )+ v fo> &

(1.41)

(1.42)

Geométricamente v es el punto de unién de las parabolas vy 1 es la pendiente con la cual

s5e unein.

Finalmente de las condiciones de frontera X (0) = 0. X(1) = 1 tenemuos:
j m&o — v m(l — &) + (1 —v)
Ap = Ag =
! &2 Q- &)?
Por otro lado, de (1.38) tenemos que:
Xe=ROD
es decir:
Ay = K4 By = b
Al = I\-ﬂz2 Ba = Kby

Esto nos indica que b1 = b2 = .

(1.43)




Por lo que la funcién © que produce el spline buscado seri:
FROER(E — %) + R £< %
P(E) = (1.44)

2 mi(l—Eo)+(1—
Fomlogolblevl(c — &) + B fo>¢

Recordemos que si ¢ es mulriplicada por una constante la solucién no varia por lo que la
constante KA’ puede eliminarse en la ultima expresion, asf que @ esta completramente determinada

a partir de los datos iniciales ¢.m ¥ &p.

<D >
s ) ; i3
2
0.5
1 ] - T
% 0.5 1 % 0.5 1
o f —2(c—=.3)+.3 0<¢< .3
Fig. 1-10: ¢ = { 3.6(€ — .5) + .3 B<e=<1

En la figura (1 — 10) tenemos v = .4;&o = .5:m = .3.

Finalmente la condicién ¢ > 0 para toda &, nos lleva a la restriccién 0 < mn < 2min(m21,m2).

1—€"

1.3.1.1.1 Splines de grado n

con 171 = % y mop =



Un spline polinomial de grado 7 de la forma:

A1(E = o)™ +m(E — &) +v £ 5 S
() = (1.45)

A2(€ — )" +m(§ — o) + v o> &

puede ser producido a partir de los mismos datos por medio de la funcién de peso:

nEESR(E — Go) T+ m £=%
D(E) = (149
(1—fo)+{1—v) -1
o el (g - )"~ +m &a > &

donde 0 < m < 2y min(my.mz).

n—1

B 1
[
I
a
0.5
2 /
a] 0
u] 0s 1 ] 0.5 1
. @ 37.3(€ —.6)1 + .2 0<£<.6
Fig. 1-11: & = { 107.4(€ — .6)* + .2 <<
Tomando v = .7; & = .6: m = .2 podemos generar la malla jilustrada en la figura (1 — 11).

La principal ventaja de usar polinémios de grado mayor es que la malla es mads suave, pues

ésta tendrd . — 1 derivadas continuas.




1.3.1.2 La exponencial y las funciones trigonométricas hiperbdlicas

La exponencial como funcién de peso garantiza suavidad en la malla generada. ademds pueden
obtenerse una gran variedad e funciones de control a partir de ella (Ias funciones trigonométricas
hiperbdlicas son definidas a partir de la exponencial), cada una con propiedades particulares
cuya utilidad depende del problema en cuestion.

1.3.1.2.1 La exponencial simple

Tomemos como funcidén de peso:

D = exp(AE) (1.47)
asi la ecuacion (1.31) toma la forma:
N (£)
—_ = Q
(exp(/\s) ) 0 (1.48)
¥y al derivar y reducir términos se tiene:
Negg = AXe =0 (1.49)

Esta ecnacién corresponde a la generacién de mallas por progresion geométrica vista anteri-
ormente (ecuacidén (1.26) ). sin embargo ahora el coeficiente A no depende del mimero de nodos
de la malla por lo rtanto alora podemos variar el numero de nodos sin cambiar la ecuacién
diferencial.

La solucién general a la ecuacion (1.49) es:
N(£) = Koexp(Ag) + Ky (1.50)

donde Ky v '] son constantes que dependen de las condiciones de frontera.
Si el espacio fisico es el mismo intervalo [0. 1] tenemos que .Y es una transformacién del [0, 1}

en si mismo dada por:
exp(Ag) 1
exp(A) — 1

X(© =

20



Las mallas generadas por esta transformacidn tienen la particularidad de acumular nodos en
uno de los extremos del intervalo. esto era de esperarse debido a su similitud con la progresién
geomeétrica. en la cual el extremo de acumulacién se determinaba considerando si el parametro
p era mayor o menor que uno. algo similar sucede con A pués si A > 0 los puntus se acumularan
cerca de cero, mientras que si A << 0 los puntos se acumularan cerca de uno.

Esta propiedad se conserva al tomar cualquier otro intervalo [a,b] como el espacio fisico.

D) X
30 1
20
0.5
10 —____T"
DU 0.5 1 DU a.s 1
Fig. 1-12: & = exp(3%)
<D )
1 1
0.5 0.5
B
o N
DD a.s 1 a] 0.5 1

Fig. 1-13: @ = exp(—5%)
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1.3.1.2.2 La exponencial con valor absoluto

Consideremos ahora como funcién de peso a la funcidén exponencial:

P(E) = exp (A€ — Lol) (1.52)
donde

A>0 &o € [0, 1]

Las mallas generadas por esta funcidén de peso tendréan una acumulacién de nodos cerca de
la imagen de £p. esta acumulacién sera mayor o menor dependiendo del valor de AL

La principal venraja de esta funcién es la suavidad obtenida a partir de la exponencial, lo
cual representa una ventaja sobre el caso polinomial, en el cual también se acumulan nodos
cerca de la imagen de &, sin embargo ahora dicha imagen, no puede ser cdeterminada con la
misma facilidad, asi pues no conocemos en principio el punto v sobre el espacio fisico en el cual
se juntardn los nodos.

La solucién analitica de (1.31) con (1.52) sobre el intervalo [a, )]

Nie) = L] T (A& — ) + exp (Ao) + Aa n<e<s
A ] exp (A(E€ — €0)) — exp (A(L — &) + Ab fo<gs<
D) bad(3]

40 1

30

20 1 0.5

i ‘ =il

DD a.5 1 OD 0.5 1

Fig. 1-14: & = exp(5|& — .3|)
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1.3.1.2.3 El coseno hiperbdlico

D = cosh(Ag)
- La solucién analitica en el intervalo [0, 1] es:

senh (AE)

a3 pr—
N(E) = senli(A)

Las mallas generadas a partir de esta funcién acumulan los nodos cerca del punto X = 0.

A diferencia de la exponencial simple ahora el signo de A no afecta a la malla generada.

Dy x
a0 1 © 3
30
20 1 0.5
10 W
O 0.5 1 Og 0.5 1

Fig. 1-15: & = cosh(4.2€)



1.3.1.2.4 La secante hiperbdlica

D = (sechi(3£))°
Tenemos ahora:

tanh(\&)

X (s‘) = t_anh()\)

La funcidn es suave, los nodos se acumulan cerca de X = 1, las malias son muy similares al

caso de la exponencial simple con A < 0. pero como en el caso anterior el signo de A no afectara

las mallas generadas.

X
; D) ; @® _
a.s 1 a.s
\\
UE] a.s 1 DD as 1

Fig. 1-16: © = sech?(3¢)

De los casos vistos podemos concluir que mallas similares pneden ser obtenidas con funciones
diferentes, las caracteristicas particulares de cada una de ellas en general determinaran que
funcién urilizar al resolver un problema especifico. sin embargo un criterio general para decidir
que funcién es mejor consiste en analizar el error que se comete con cada una.

Surge ahora el problema de obtener p puntos en el espacio fisico donde se acumulen los
nodos de la malla. estos puntos corresponden a las imdgenes de los valores de £ en los cuales

la funcién de peso es cercana a cero. por lo que necesitamos una & tal que ®©(&) = 0 para

1.....p.



Existen diversas opciones para conseguir el efecto deseado sobre la malla, entre ellas podemos
mencionar polinédmios de grado p, o bien las funciones trigonométricas seno y coseno, con estas
dltimas los puntos se acumulan de manera periddica.

Una forma en que las funciones trigonomeétricas pueden ser implementadas es:
D = cos(pm€)? +m

El valor de p determina el numero de puntos sobre los que habrin de acumularse los nodos
de la malla mientras que el valor de m determina la separacién que tendran dichos nodos.

Al usar el coseno como funcién de peso los nodos se acumulardn en p nodos internos del
intervalo [a. b] mientras que el seno acumulard puntos en p — 1 nodos internos » en los extremos

del intervalo.

D© Xig)
1.5 1=
1
0.5
0.5
% 0.5 1 0.5 1

Fig. 1-17: P == cos(37E)2 + .1
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D (3]
1.5 15
&
1
0.5
05 \. p
o
DD as 1 o 0.5 1

Fig. 1-18: & = sen(4w£)? + &

1.3.2 Funcién de peso en el espacio fisico

La principal limitacién de éste método consiste en que dada una funcién de peso no conocemos
el punto del espacio fisico en el cudl se efectuari el cambio de distribucion de los puntos de
malla, mds claramente, si deseamos acumular puntos de la malla cerca de uin punto Ng del
espacio fisico resultard muy complicado o incluso imposible determinar el punto £o del espacio
16gico en el cual se llevard el cambio de la funcién &,

Una manera de resolver éste problema es utilizar funciones de peso definidas en el espacio
fisico, esta situacién serd descrita ahora.

Una funcién en el espacio fisico depende de la variable dependiente X. Suponemos gue la

funcién de peso esta dada por 1V = 1 (X) > 0. la cual

sta definida en el intervalo [o, 0], al

igual que antes el problema es generar una malla cuyas longitudes de intervalo [ Xy, X;+1] sean

proporcionales al valor de la funcién 1V (X) en el punto medio del intervalo [V;. X;4+1], es clecir,

hallar una distribucién de puntos Xj; con ¢ = 0, 1, ...,m, que cumpla con la condicién:

- - - X —+
Xip1 — Xyj = K (€41 — ENW (L‘O— (1.53)

con K alguna constante por determinar.

De manera andloga al caso anterior tomando $(£) = 1V (NX(£)) podemos llegar a la ecuacidn:
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X, (£) —
(Fist),. - (154

tomando en cuenta que:

W, =W

mediante las reglas de diferenciacién podemos llevar esta ecuacién a la forma:

W,
N — —&W XN,=0 (1.55)
Las condiciones de frontera para esta ecuacién son X (0) = o, X (1) = b, asi pues tenemos

las condiciones necesarias para resolver el problema y generar la malla. Es importante observar

qQue la ecuacién (1.54) es similar a la ecuacidén (1.31) , sin embargo ésta es lineal mientras que

la primera no lo es, puesto que el coeficiente es una funcién de la variable dependiente. Una

ecuacién no lineal puede no tener solucién o bien, no ser unica.

El v-alor de la constante K en la ecuacidn (1.53) puede ser calculado mediante la identidad:

. ! .
Mk =W (1.56)
al integrar en el intervalo {a,d] tenemos:
N b dx P
%= [ won (-87)

Debido a la no linealidad de la ecuacién (1.34) la solucién general no puede ser dada

explicitamente, como se hizo en el caso anterior.

1.3.2.1 Funciones de control para el espacio fisico

Con el fin de comparar los resultados de los dos casos de mallas con control del espacio uti-

lizaremos nuevamente algunas de las funciones vistas anteriormente, solo que esta vez estardn
evaluadas en el espacio fisico.

Las mallas generadas en cada caso serdan similares a las obtenidas por las funciones andlogas




en el espacio légico, pero con la ventaja de que tendremos control sobre los puntos en los cuales
se llevard a cabo el cambio de distribucidn.

1.3.2.1.1 Splines en el espacio fisico

. ay 0< X <= XNo
"W(xX) =
az No< XN <1
WD pa{(3]
2 — — T
1.5 0.5 1
1 - DE ‘ l
o 0.5 1 ] a.s 1

- 1 00X < 4

Fig. 1-19: ©(§) = { 2 4= v =1
W(X) = a1 (X — Xo) + 11 0< X €Xo
a2(X — Xo)+ 801 Xo< X <1

1.3.2.1.2 La exponencial



W) X®)

3 1
2 4
0.5
1 | |
00 0.5 1 UD 0.5 1

) e [ —2X = a)+ 3 0= X < .4

Fig. 1-20: W(X) = { 3.6(X — 4)+ .3 T<x=1
i
W(X) = exp(A |X — Xol)

W(X) x

15 . %) ’
10 i
05 ]
5
o 0
o 05 1 o 0.5 1
i

Fig. 1-21: 1V(X) = exp(2|X — .5})

i
i
i
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1.3.2.1.3 El valor absoluto

X, — Xy |+ 0= X <. X
wx) =4 | 1l ==t
IX. — X2 | +ma No< X<
e X©
05 1=
=
0.4 ]
a3 0.5
> - =]
' 0.1 o=l
0 0.5 1 0 0.5 1
) . X —.2)+.1 0<X <.5
99 TT7(N) =
Fig. 1-22: T17(X) { X — .8+ .1 S=XN <1

Al comparar los resultados obtenidos podemos ver que existe una gran similitud en las

mallas generadas por una misma funcién evaluada en el espacio légico y en el espacio fisico.
Ahora podemos dar algunas conclusiones: es posible generar mallas sobre una linea cuyo
espacio entre dos nodos consecutivos sea proporcional al valor de una funcién de peso dada,
- ya sea en el espacio légico 0 en el espacio fisico. obteniendo en el primer caso una ecuacién

lineal pero con la desventaja de que la funcién de peso es dificil de construir, mijentras que en

el segundo caso la funcién de peso es muy sencilla de obtener, pero la ecuacidn resulta ser no

lineal.
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1.4 GENERADORES DE MALLAS DE POISSON

Las ecuaciones de Poisson son cominmente utilizadas para generar mallas en dimensiones su-
periores, por esta razén veremos sus propiedades basicas en una dimensién.

Los generadores de Poisson tienen dos formas. la primera es conocida como generador AH
¥ la segunda como generador TTAL

Una malla es obtenida asumiendo que la transformacién satisface una ecuacidén diferencial
de segundo orden. conocida como ecuacién de Poisson, la razén de esto es que las soluciones a

dichas ecuaciones son suaves, lo cual es una propiedad muy deseable en las mallas.

1.4.1 El generador AH

El generador AH asume que la transformacion satisface la ecuacidn:

Nee = P(S) X(0)=a XQA)=10 (1.58)

donde P(£) es una funcién continua dada, la cual sirve como control de la malla. Este es un

problema lineal de valores en la frontera el cual tiene como solucién general:

1 1 £
XN(E)=(b—a)f+a—¢ /E P(r)dr + € A T P(r)dT — /0 +P(+)dr (1.59)

Las ecuaciones 3.5 y 1.59 indican que X (£) ¥ su primera derivada son continuas, es mds
éstas son continuas atin cuando P(£) sea continua solo por trozos, es decir, X (£) es més suave
que P(£). Esto es un punto muy importante de los generadores de Poisson pues es de hecho la
razdén por la cual resultan de gran utilidad.

La derivada de 1.59 es:

= (b—a) - /: P(r)dr + /01 FP(r)dr (1.60)

Esta expresién ilustra la mayor dificultad de éste generador: digamos que la relacién entre

la funcién de peso y su derivada no es trivial asi pués el simple hecho de que P(£) sea positiva
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no garantiza que la derivada sea distinta de cero (para dimensiones superiores la derivada sera

sustituida por el jacobiano de la transformacién).

Introducir una funcién de peso en el espacio fisico no garantiza un mayor control de éste

problema.

El generador AH puede llevarse a cualquiera de los generadores vistos anteriormente (ecuacién

(1.31) »(1.54)) tomando la funcién P(€) de tal manera que se cumpla una de las siguientes ecua-

ciones:

Ejemplos

D . A W 2
P&) = g+ X, PX) = 57 (Y0
0< XN < X
P =4 @ ol
an Xo<XN <1
baq(3]
4 P (&) 1T
2r
0.5
o
o - - — ) :
5 0.5 1 0 a.s5
. ) _ —2 0=X<35
Fig. 1-23: P(§) = { 3.6 5<X <1
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Peey — { — 2 exp(2A(X — Xo)) 0< X < Xo

2y exp(—2MX — Xo)) XN<Xo<1

P i)
5 1
o 0.5
. \ D
s] 0.5 1 o 0.5
. — 3 exp(2(X —.3)) 0< Y <.3
Fig 124 P(6) = { 7 30PCE~-3) e
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P(£) = cosh(Ag)

Pt o®E®
15 1
10
0.5
Sr
0 =il
[n] a.s 1 s} 0.5
Fig. 1-25: P(£) = cosh(3%)
P} Py (3]
-1 1
1.5 1
0.5
.2 1
255 0.5 1 % 0.5
Fig. 1-26: P(&) = — cosh(1.5%)
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1.4.2 El generador TTM

Para el generador TTM la idea bdsica es considerar la funcidn inversa £(X') v asumir que esta

satisface la ecuacidn de Poisson con condiciones de frontera:

Lan (X)) = P(S) &a)=0 by =1 (1.62)

donde P(£) es una funcién continua dada.

Observemos que X (£(X)) = X puesto que X y £ son funciones inversas, asi al diferenciar

respecto de X tenemos X £, = 1 o bien £, = -(‘? ¥ por regla de Ia cadena renemos:
1 1 X '
Eun = — —T) = -5t (1.63)
SNERN\R ) T TEDT

Esta expresion puede usarse para transformar la ecuacién (1.62) en el problema no lineal
de valores en la frontera :

XN+ PENX)P =0 X(0)=a XD =0b (1.64)

Notemos que el generador TTAI toma la forma de los generadores anteriores si P es romada

en alguna de las siguientes formas:

o )
P(O(Xe)* = -5 X, P(X)(X ) = =1

-

Voo s -
™ (Xe) (1.63)

Para obtener una relacién con la derivada podemos integrar la ecuacidén (1.64) con lo que
tenemos:

- -— E
(X)"*=2 P(r)dT
con lo que podemos ver que la relacién nuevamente es no trivial, sin embargo vemos que si P es

continua entonces también lo son X, y X, es decir la transformacidn es dos veces diferenciable,

por lo que las mallas generadas por TTM son suaves.
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Poisson TTM

P& e
0.1 2
\ 1
0.08 N
-1
0.06 R 1 % 05
(A)
P& ; xo
0.1 2
1
o o
-1 —__]/
-0. 2
. — . ~ 0.5
B8)
Fig. 1-27 -
1 < .5 -1 0=¢
(A) P =4{ T =< B) P = .
sce<1 1 S5 =<E
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1.5 TRANSFORMACION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET.

Consideremos ahora el problema de valores a la frontera

(a(X)Fx)x = 0, F(a) = A F(b) =B a< X <b (1.66)

donde a, b, A, B son numeros reales dados.
Asumiremos que una transformacién X = X (£) uno a uno del intervalo [0, 1] al intervalo

[a, b] es dada.
La suposicién de que la transformacién es uno a uno indica que X¢ 7% 0, ademds en caso de

que X < 0 consideraremos la transformacién X = X (1 — &) para la cual se tiene )?'E = —Xg,

por lo que asumiremos que Xg > 0.
Las funciones a, F y g pueden considerarse como funciones de § al tomar

a(g) = a(X(9)) F(€) = F(X(£) g(€) = g(X(£))

Usando la regla de la cadena y despejando tenemos

Fe
FB(—YE

¥ aplicando esta regla a la ecuacidén (1.66)

1 a(&)Fe (1.67)

(a(X)Fx)x = X7 ( e )
- &

La iltima expresidén en (1.67) es la forma simétrica de la ecuacién.

Finalmente al sustituir (1.67) en (1.66) tenemos el problema transformado en forma simétrica:

Donde
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= F=F F= Xeg

=
Xz

Una forma alterna para la ecuacién puede obtenerse al desarrollar la derivada en (1.67):

Ne (aFee + acFe) — Xee (aFe)
X3 =9

Esta es la forma no simétrica del problema la cual tiene un término de primer orden,
esta situacidén se presenta también al transformar una ecuacién en dimensiones superiores, en
donde la derivada de la transformacidn X serd sustituida por el jacobiano de la transformacién
correspondiente, el cual para el caso unidimensional esta dado precisamente por J = Xg¢.
Cuando una transformacién cumple que Xg = 0 o X¢ = 00 se dice que es singular, esto por
supuesto representa una complicacién en la transformacién del problema de Dirichlet, sabemos
que X es inyectiva y por lo tanto Xg # 0, la condicién de suavidad sobre X se traduce en

X¢ # o0, por esta razén las mallas generadas se desea que sean tan suaves como sea posible.
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1.6 MALLAS ADAPTIVAS

En las dos secciones precedentes se han estudiado métodos para generar mallas mediante una
funcién de peso, tal funcién debe ser construida de acuerdo a la ecuacién que se desea resolver,
es decir, depende directamente de la ecuacién que serd aproximada sobre la malla.

Como ya se vio al inicio del capitulo la malla debe acumular puntos en las zonas donde la
solucién de la ecuacién original varfe rdpidamente, en ocasiones es posible determinar dichas
zonas a partir de la ecuacién misma, en general no es sencillo hacer esto por lo que las condiciones
que debe cumplir la funcién de peso no son sencillas de determinar.

Una forma de resolver el problema es utilizar el método de mallas adaptivas, éste consiste
en generar una malla al mismo tiempo que se resuelve la ecuacién original, considerando a esta
junto con la ecuacién generadora como un sistermna de ecuaciones.

Para aclarar la idea anterior consideremos el problema:

(afx)x + Bfx
fla)

g X € [a,]] (1.68)
Jo f(b) = f1 (1.69)

I

Se desea definir una funcién de peso para la ecuacién (1.54) que nos permita acumular
puntos de la malla en las zonas donde la solucién f varie rdpidamente, esto es equivalente a
pedir que 1V tome valores cercanos a cero cuando fx sea grande en valor absoluto, el caso maés

simple es tomar:

1
W= ——,
K2
pero esta eleccién requiere de
fx # 0, : (1.70)

ademds el valor absoluto no es una funcién suave por lo que esta funcién de peso resulta poco
atractiva.

Existen diversos criterios para definir funciones de peso de mallas adaptivas, una de las méds
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simples y de uso comiin es:

W=t a.71)

1+ e2f%
con € > 0.
Observemos que si fx es muy cercano a cero W es cercano a uno por lo que los nodos

tendrén una distribucién casi uniforme, mientras que si fx es muy grande se tiene:

1
W
por lo que los nodos de la malla estardn muy cercanos entre si.

La restriccién (1.70) ha desaparecido pués el denominador es siempre distinto de cero, y la
funcién generadora tiene derivada continua, ya que W es suave.

La principal desventaja de esta funcién de peso es que si f tiene un valor extremo en Xp
es decir fx(Xg) = O entonces la solucidén en los puntos cercanos a Xg puede ser considerada
constante por lo que el valor extremo se perderia.

Para conseguir una mayor acumulacién de puntos cerca de los valores extremos de f puede

introducirse dentro de la funcién de peso a la segunda derivada de f, es decir:

W= W({/ix.fxx) (1.72)

La forma general de 1V para esta situacidn puede escribirse asi:
W =1+eh+ Ak h=nh(fx) k= k(fxx) e,A>0

En la funcién W pueden incluirse otros argumentos (derivadas de orden superior o incluso

la misma funcién f) segin lo requiera la ecuacidn que se desea resolver.
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Una vez determinada la funcién ¥ el problema serd resolver el sistema de ecuaciones dado

por (1.68) y (1.54):

(afx)x +Bfx =g

(“%)e =0 (1.73)

Bajo las condiciones de frontera:
Sfla) = A, F) = B, X(0) =a, X1)=1?

El sistema (1.74) puede transformarse en un sistema sobre la variable &, de acuerdo con la
seccién (1.5) y resolverse como un problema en el espacio l6gico, para aclarar esto consideremos

el siguiente problema:

Fux —Vfx = O a<X<b

fl@) = 0 f(p) =1

La malla serd generada por la ecuacién (1.54) y W sera tomada como en (1.71).]

Recordemos que:
fg = foe

Al transformar la ecuacién para f se tiene:

s, vf _
(f)s—z‘— 0=¢=1
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o bien

X
f“-—~(xf‘+v fe=0 o<1
“rte

mientras que la funcién W se transforma en:

. | ¢
WX (€)) =

VXZ+ 22

De esta forma tenemos ahora un sistema de ecuaciones en el espacio légico.

Finalmente el sistema puede ser escrito de la siguiente forma:

(ﬁ) _ufe
X ). X, ==

(o)

o
(]
A
m
A
[

I
hS
<
C
I

o

x|

((, /X2 + 2 fF) xs)
£

X(0)

!
a
.‘><

g
I
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1.7 EL CALCULO VARIACIONAL
Y LA GENERACION DE MALLAS

Hasta ahora hemos visto diferentes ecuaciones mediante las cuales se generan mallas, es natural
preguntarnos entonces de donde se obtienen estas ecuaciones, es decir, que técnica podernos
utilizar para obtener una ecuacién como generador de mallas.

¥ cdlculo variacional proporciona una técnica 1itil para responder a ésta pregunta..

Esta técnica sera estudiada con mayor detalle en el caso de dos dimensiones y por el momento
sélo veremos un ejemplo de su utilidad.

Consideremos la siguiente expresidn:

L
A (1.75)
El problema que queremos resolver ahora es el de minimizar esta expresién sobre todas las
funciones X (£) continuamente diferenciables que satisfagan las condiciones de frontera X (0) =
X(1) =
La funcién X que resuelva el problema sera precisamente la transformacién con la cual

generaremos la malla sobre el intervalo [a,b],por esta razén la malla generada se denomina

malla minima.

Para minimizar Ijx) tomemos la funcién

1 Y (X +eC))?
T

F(e) = Iixvec) = T

(1.76)

donde C es una funcién continuamente diferenciable en {0,1] tal que C(0) = C(1) =

Si X es una funcién que minimiza a I[Y} entonces £ = 0 es un minimo para F es decir debe

cumphrse la igualdad:

F'(0) = /01 %’;‘-Cedg =0 (1.77)

Integrando por partes tenemos:
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/01 (%)E c=o0 . @.78)

Esto debe cumplirse para toda C asf{ que se tiene

(‘};‘)s =0 1.79)

Es decir que la funcién que minimiza a Jix) debe cumplir con la ecuacién (1.79) y es ésta

ecuacién la que genera la malla deseada.

La ecuacién (1.79) es la misma que la ecuacién (1.31) asi que hemos visto que podemos
generar una malla con control del espacio local mediante técnicas variacionales.

Al introducir una funcién de peso en el espacio fisico, es decir 1V (X)), el procedimiento
es el mismo, sin embargo ahora no sera posible considerar a ®€(£) = W(X (L)) como se hizo

anteriormente, en realidad debemos tomar ® = W2 asf consideraremaos:

o
1 (X O\,

Ix =3 /o T ) (1.80)

Mediante un proceso andlogo al anterior podemos ver que la funcién X que minimiza a Ijx)

debe cumplir la ecuacidn:

X,
3 = 1.81
(v )5 © (1.81)
Esta ecuacién corresl;onde al caso de ]a generacidén con control del espacio de malla mediante

una funcién de peso en el intervalo fisico.
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1.8 IMPLEMENTACION NUMERICA

Todas las ecuaciones vistas hasta ahora pueden ser aproximadas por el método de diferencias
finitas, esto conduce siempre a un sistema de ecuaciones algebraico para ilustrar el procedimiento

usaremos la ecuacién (1.31)

( ) (1.82)

Para discretizar ésta ecuacién usaremos el esquema de diferencias centrales para la primera

derivada, lo cual nos conduce a:

[(l@{)s]x—%& [( ) ( ) ] (1.83)

donde i = 1,2,,..,(m — 1).

Al desarrollar el lado derecho de la expresidén anterior aplicando nuevamente el esquema

central se tiene:

( ) _ ( 1 Xiv1 = Xi Ni—Xia| _
GY ) ~ Az N D, 3 -

i+3 3

g

1 1 1 1 1
(i i 1.84
= A% [ X.+1 (QH% + 3 %) X + (I),-__%A' 1] ( )

La dltima parte de esta expresién nos da la discretizacién de la ecuacién 1.82

1 1 1 1
—_ X — | —— g — ; Xic1 =0
‘I’:‘+%A'+1 ('I’H—% -+ @-_}}) Xi+ T, .0 1

i -

En general para las ecuaciones vistas hasta ahora la discretizacién conducira a un sistema

de la forma:
1 - -
Ty iXic1 + X + i Xiga] = o (1.85)
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con

6= —(li+13) (1.86)
De ésta forma solo l; y r; deben ser especificados para la solucién del problema.
En el caso de la ecuacién (1.82) tenemos:
;= 1 li =7r;i ; o] 7
o= ?Ix_,.g’ P =Timy, G4 (1.87)

El sistema obtenido es tridiagonal simétrico y necesitara de un tratamiento especial en los
Ao = a por lo que la primiera ecuacién del sistema puede

extremos, para 7 = 1 tenemos Xj_; =

escribirse con los siguientes coeficientes:

1
" = R g1 = —rpa 6L =0 (1.88)
‘I’%
¥ para el caso de i = 1 — 1 los coeficientes serdn:
1
rm—1 =0, Im-1=— | g7 4 line1 = Trm—2 (1.89)
m—}

Podemos ver que los puntos medios de los intervalos [€;, £i+1] serdn necesarios para calcular

. . < . . €
los coeficientes del sistema por lo que es conveniente tomar un espacio de malla igual a 53, es
decir si desearos calcular los valores de X (£) en m — 1 puntos &; ser& necesario considerar una

malla de 2(7n7 — 1) puntos, de esta manera se aproxima en los puntos con ¢ = 1,2,...,.m — 1, y

los coeficientes de las ecuaciones se calculan en los puntos con i = 3, ...,

Las mallas generadas a partir de las ecuaciones (1.31) y (1.32):

(1.90)

son las mismas, sin embargo al desarrollar ésta ultima en diferencias finitas el esquema es

diferente al anterior, los coeficientes para la discretizacién de la ecuacién (1.90) son:

i =P o0 (1.91)




Estos coeficientes dan lugar a un sistema que no es simétrico por lo que el sistema generado
por (1.89) es preferible.

El sistema de ecuaciones algebraicas que debe resolverse es de la forma Ax == b, donde:

€ T1 -‘
la c2 T
A= l; ci T

Im—2 Gm-2 Tm-2

L Cm—-1 Tm-1

y b depende de los valores de g.
Cuando la funcidén de peso esta dada en el espacio fisico el sistema obtenido es no lineal y

su solucién requiere de un proceso iterativo como el que se describe a continuacién:

Dar una malla inicial (X?)
Evaluar I, 7y, ¢, con (XP)
Resolver el sistema para (X})

Si la tolerancia no se cumple (X?)=(X})

Para la ecuacién (1.54):

(-‘-‘7}-2—;3)e =0 (1.92)

Los coeficientes de la discretizacién son:

1
ri=m—,li=1i-1,9: =0 (1.93)
“/i—é-%

Si desarrollamos la ecuacién (1.55) podemos obtener un sistema alternativo, con la ventaja

de que los coeficientes I;,7; y ¢; son constantes y solo debe evaluarse g;, la ecuacién y los
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coeficientes del sistema son:

w, ’
Kee = FXe =0

= Wisa = Wi ) (X1 — Xe1)

gi PYTRAVERS r=l=1

1.9 TUn ejemplo resuelto

Anteriormente se tomé como modelo al problema de valores:

£1’ [I\‘(X)%] = 0 0<X <1 (1.94)
U) = Us Uly=0

Ahora aplicaremos la teoria desarrollada en este capitulo para aproximar la solucién, al caso
particular

d du -
d—f[(1+1o.¥)ﬁ,—] =0 0< X <10

U@©) = U(10) =1

o

La aproximacidn se realiza sobre cuatro diferentes mallas, siendo la primera de ellas la malla
uniforme, y se compara el error cometido en cada una de las aproximaciones.

Una opcidn para obtener la aproximacién deseada es mediante la transformacién del prob-
lema sobre el intervalo [0, 10), en un problema sobre el intervalo {0, 1], mediante las formulas de
la seccidn (1.5), y discretizar la ecuacidn resultante con un esquema de diferencias centrales, este

proceso sera utilizado ahora sobre el problema anterior, utilizando tres diferentes ecuaciones
generadoras.

Las mallas en todos los casos constan de 25 nodos.



1.9.1 12 aproximacién (malla uniforme)

Consideremos la transformacién:

X(g) = 10¢ 0o<g=1
Tenemos entonces:
Xe =10
De la ecuacién 1.94:

K(£) =1+ 10(10¢)
Para transformar el problema se tiene:

Ro) = 522

Por lo que la ecuacién transformada es:
d [1 -+ 1005du] =0
ds 10 dsy

La dizcretizacidnse lleva a cabo usando el esquema (1.5) con espacio de malla constante y
la implementacién numeérica se realiza mediante las férmulas de la seccién (1.8) tomando para
ello ® = -1-.

.
En las siguientes grificas se muestra el resultado de la aproximacién y el error con la solucién

analitica.
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» Aprox. sobre una malla uniforme

0.1 Soln. analitica 7
D €2 1. 1 A 1 ' 1 1 a2 1
6] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.045 T T v T T T T T T
1]
0.04 error con malia uniforme

0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

Fig. 1-28:
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1.9.2 22 Aproximacién (malla con exp)

La segunda aproximacion se lleva a cabo sobre una malla generada por la funcién:

ey — 108XP(AE) ~ 1 _
X(8) =105 58— A=4.4

La cual corresponde a la solucién de la ecn. (1.31) con @ = exp(Af).

Tenemos ahora:

A exp(Ag)

e T Ve -1

A(€) =1+ 10 (10———————3;1(’\)\5))__11

Al transformar tenemos

T(e) = (exp(A) — 1) + 10 (10 exp(AE) — 1)
=4 102 exp(AE)

La aproximacién resultante y el error son mostrados en las siguientes graficas.
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0.01
0.005

e

1

2 3

4

s 6 7 8 9

10

FYS
°I
31 )
s
2t
i

5
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Fig. 1-29:
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1.9.3 32 Aproximacién (malla con senh)

Para realizar la transformacién consideraremos aliora la funcién de distribucidn:

senh(AE§)

senh(\) = 5.766

X(£) = 10
por lo que:

5.766 cosh(5.766€)

Xe =10 senh(5.766)

Observemos que esta funcién corresponde a la solucién de la ecn. (1.31) con & = cosh(Ag).
Nuevamente de la ecuacién 1.94:

senh(5.766£)

& p—
KE=1+10 (10 senh(5.766)

Por lo que al transformar el problema tenemos:

d [= dul _

@ [Fog] =0
() = K (&) _ senh(X) + 100 senhi(Ag)
YW= T 10X cosh(AE)

Los resultados de este proceso se muestran en las siguientes figuras .



#» Aprox.

sobre 1a malla X(¥}=10

Soln. analitica

senh(5.766 E)
senh(5.766)

1 2 3 4 é é % 8 é 10
x 1073
2 —~ " r — — — v r —
18 _f \ - - error sobre malla exponencial A
— error sobre malla con senh
1.6 -‘ \ N
1.4 -l \ B
| ~N
1.2 ]' \ _
14 E
D.Bi~ \ - E
o6k ~_ i
0.4l T~ i
0.2 — —_— .
o . . n — T~
n} 1 2 4 5 =] 7 =] =} 10
Fig. 1-30:
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1.9.4 42 aproximacién (malla geomsétrica)

Finalmente tomaremos una malla geométrica de 25 nodos (23 nodos internos) sobre el intervalo
[0,10].

A diferencia de los tres casos anteriores ahora la ecuacién no sera transformada al intervalo
[0, 1], sino que se utilizard un esquema de orden uno sobre la malla generada en el intervalo
[0,10].

Como se vio en la seccién 1.2 es necesario determinar el valor apropiado del pardametro p,

para obtener mejores resultados, asi al aplicar la formula tenemos:

ER
p= [1 - -1%2] * =~ 0.825

Por lo que la malla puede ahora ser generada resolviendo el sistema (1.22).
La ecuacidén es aproximada por el esquema (1.5) por lo que los valores de la ecn. en los

nodos estardn dados por el sistema:

Uig1 — U4 Ui — Ui_1

. — K, 2 < i< 2
I‘t+-21 A, I\,_% X, (e} 2<i<24
uy 1 uog =1
donde:
AX; = X — X VXi=X; — X
Por otro lado podemos tomar:
-I’ Kix1 4+ Ki
Yixd P

por lo que no es necesario calcular los puntos medios de la malla.

Al desarrollar tenemos:
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aittivl + bijui + ciug—1 =0

up =1 uos = 1

Ky + K Koy + RS o
a'_—AXi C'#V—.X',- b = ai+c;

Finalmente el sistema puede ser escrito en la forma

Au=d

con:

b2 c2

u = [uz,us, ..., u24]"

t
d = [a2u4,0, .., 0, c2qtizs]

Los resultados de este proceso se muestran en las siguientes figuras:
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3 Aprox. sobre una malla geométrica

——— Soin, analitica

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x 107
-- error sobre malia con senh
25 1’\\ ¥ error sobre malia geometrica
24 \ i
1.5} AN i
1}F ~ 4
~.
\\
o.s5L ~ — R
—_—
— e
s) ESVIENVIE VY SR S VA ¥V et PV ST OV R a2y PR
(n] 1 2 3 4 5 <3 8 =] 10
Fig. 1-31:
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CAPITULO 2

APROXIMACION EN
DIFERENCIAS FINITAS

2.1 INTRODUCCION

Uno de los métodos mads frecuentemente utilizado para la solucién de ecuaciones diferenciales es
el método de diferencias finitas ya que este es relativamente econdmico computacionalinente
y sencillo de utilizar, su proceso consta de tres pasos fundamentales.

El primer paso es el de discretizacién del dominio, y consiste en elegir un conjunto
discreto de puntos en el dominio de la ecuacién sobre los cuales se calculard la aproximacién
a la solucién real de la ecuacidn, cada uno de estos puntos son llamados nodos, y al cenjunto
de todos ellos se le denomina una malla, as{ pués, el primer paso es elegir una malla sobre el
dominio de trabajo.

El segundo paso es el de aproximacién o dizcretizacién de la ecuacidn, el cual consiste
en sustituir las derivadas que aparecen en la ecuacién por diferencias discretas evaluadas en los
nodos de la malla elegida, con esto se produce un conjunto de ecuaciones algebraicas en las que
las variables serdn los valores de la funcién sobre los nodos, que a su vez son la aproximacién
buscada.

El iltimo paso es la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas.

El primer paso del método de diferencias finitas ha sido discutido para el caso unidimensional

en el capitulo anterior, en tanto que el caso bididmensional serd analizado en el siguiente
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capitulo, por el momento fijaremos nuestra atencién en el paso de aproximacién.

2.2 ESQUEMAS DE APROXIMACION

La idea fundamental del método de diferencias finitas esta en el segundo paso, es decir en la
aproximacién a las derivadas por medio de diferencias, por ésta razén iniciaremos estudiando
los esquemas de aproximacién mds comunes, para esto supondremos que ya se ha elegido una
malla en el dominio sobre la cual se realizard la aproximacidn.

La aproximacién en diferencias finitas esta basada en la definicién standard de derivada de

una funcién continua u(g).

du _ . u(& + h) —u(S)
d€ —IEIE}) h

una aproximacidn en diferencias finitas puede verse como la definicién anterior pero sin el

proceso limite, es decir, un valor finito distinto de cero es utilizado para 5/, por lo que la derivada

de u uede calcularse algebraicamente, asi pués podemos tomar como una aproximacién a
&

la primera derivada la expresién:

du _ u(€ +h) — u(€)
d.$~—__h_.__—- O<h<1

Veamos ahora algunas aproximaciones en diferencias finitas para la primera derivada de
u(€) € C'{a,b], para esto tomaremos la malla sobre el intervalo [a,d] dada por los puntos

a=8 < & < ... < E&mn_1 < Exn = b, tomaremos ademds AL = ;43 — &, asi, la derivada de u(g)

puede ser escrita como:

du s u(& + ALY —w(&) _ . u(&ivr) — u(S)
E(g") _.;lsl,n—]-o AEZ; _A]»E,I’;‘-o AE;

ahora bien al eliminar el proceso limite se tiene

du ~ oo (&) —u(E) Ui — U
(&) = U = AZ, =~ A= (2-1)

donde u; = (&) para toda i. De esta forma hemos obtenido una expresion algebraica que
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aproxima el valor de la derivada de u(€) en el punto &;.
Es importante observar que la manera de aproximar una derivada no es iinica, por ejemplo,

podemos hacer los siguientes esquemas de aproximacién:

Para simplificar las férmulas y hacer mas sencillo el estudio de los esquemas de aproximacién

introduciremos algunos simbolos de uso comuin, estos son llamados operadores de diferencias

finitas.
DUy = Ujpy — U; Operador de diferencia adelante
Vu; = u; — u;_y Operador de diferencia atras
Su; = Uiy U Operador de diferencia central
puy = %(ui_‘_% — u,-_%) Operador de diferencia promedio

Donde Uipy = u(&_',.i%) con ‘-Eid:é el punto medio entre & y &axg.
Un esquema de aproximacidn es denotado generalmente por la letra maytscula correspon-
diente a la funcién aproximada, as{ podemos ahora simplificar los esquemas anteriores usando

la notacidén de los operadores.:

Uiy — Ui AUy

e ~UE) = E — g (2.2)
(g = Vi) = Togist - T (2.2.1)
e = re) = g mle - S 220
EURACEE ek 22.0)
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algunos esquemas para la segunda derivada y mayores pueden obtenerse mediante la aplicacién
repetida de los esquemas anteriores o bien por combinacién de ellos.

Un esquema particularmente util para la segunda derivada es el siguiente:

du du A -
d?u __ GE(&ey) — TE(S_y) RE - SH
dgz Civr — &1 &E;
2 2
si el espacio entre los nodos de la malla es constante, es decir,Af = AL = V& = 68 Vi, el

esquema se reduce a la forma
d2u Uil — 20Uy 4+ Ui
dgz Ag2

2.2.1 Analisis de aproximacién

Es importante determinar que tan bueno es cada uno de los esquemas vistos hasta ahora, es
decir debemos analizar que tan cerca de la solucién real esta la aproximacién obtenida, esto no
es sencillo, pues la solucién real no se conoce.

El andlisis de aproximacion esta basado en la expansién de una funcién en su serie de Taylor,
la cual esta dada por el siguiente resultado: i

Teorema de Taylor:

Consideremos #(£) una funcién continua con NV derivadas continuas en el intervalo [a, D).

Dado un punto & € [a, b] se tiene que para cualquier punto £ € [a, b] se cumple la igualdad

(& — £0)° dBu

— )2 dzz
& —c0) (§o) + =37 —gg (€0)+

u(€) = u(&o) + (£ — Eo)g—g(ﬁo) 4 & 51 e

—_ e yN-—1 d.’V—] ) ,
(€0) +- ...+ %@v—%’(zo) + QW

(£ — o)t diu

+ PYRT

donde o

€ — £)N dVe {
(—*T'f'lL deNL (&) para alguna €. € [€. o) :
Nt 73
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2.2.1.1 Error de truncamiento

Podemos ahora analizar las aproximaciones anteriores usando el Teorema de Taylor.

Consideremos u(£) € C~V|a,b], dado el punto de malla &;, la expansién en serie de Taylor

para u(£) en el punto i es:

AE, du

u(gien) = u(€) + A& GEE) + S q<\.)+A*'

31 3(51) + ...

la cual podemos escribir como:

AE, d*u

P (&) + .-

Uiy = U; + AE,

(-,.

Al restar u; en la dltima expresién tenemos:

AL? d?u

Aui = Ujp1 — Ui = Asr (sr) + =7 q2 (&) + -oen

finalmente al dividir por A¢&; y despejar la primera derivada se tiene:

Ay AL d?u

AS; o1 de2 (&) = oo

du
d—s(&) =

si comparamos esta expresién con el esquema de diferencia adelante vemos que en la aproxi-

macién se ignoran los términos:

du Auy AL d2u A\, d3u
(s, _—A€:=_ ,,( i) — = dcd( &i) — ...t

Los términos ignorados representan el error cometido por la aproximacién en diferencias,

a tal error se le denomina Error de Truncamiento y en el caso del esquema con diferencia
adelante esta dado por:

d Ay AE; AEZ B
ETus= S0 - 20 = 58T - 25 L) — - (2.4)

La estimacién del] error de truncamiento nos indica que tan lejos podemos estar del valor

real de la derivada por lo que en los esquemas se busca que este error sea Jo mas chico posible.
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Los errores para los esquemas de diferencia atras y central pueden calcularse de manera

similar al caso anterior, estos errores son:

du Vu,; Ve d?u VER d3u
BT = G8(e) — Gf = — R 05 6) — S Ter (e — -
du S( i) ALZ — V&zd u AL} + VER dPu
= () — 7 | = Y S —_r =7 -
ETe =g~ $(en 2i@eey aer &) T Taiey aes () F o
Observemos que en el caso de la diferencia central con un espacio de malla constante, es
decir, AL = AL = V& = 6, para toda i, el error se reduce a:
AL? d3u d3u
E.T.w=— [ 31 de3 (&) + —— 5‘ d£5 (&) + ] (2.5)

en donde las derivadas pares han desaparecido.
Observemos que el error depende del punto & en el cual se hace la aproximacién, asi como

del espacio de la malla, en general si L[u(£)] = 0 es una ecuacién diferencial y L{U(£)] = 0 es

un esquema de aproximacidn, el error cometido esta dado por

ET. = max (Liu(en)) — Liv(enl) (2.6)

donde Af es el mimero de puntos de malla.

2.2.1.2 Orden de aproximacién

Analicemos ahora lo que sucede cuando el espacio de malla A se reduce arbitrariamente.
Cuando A€ es muy pequefio el término con el exponente mads chico tiene el valor absoluto
mads grande y domina a los otros, ademads los valores de las derivadas son constantes ya que el
punto &; permanece fijo.
Es decir que el error depende principalmente del término con exponente menor, dicho ex-
ponente es llamado el orden de aproximacién del esquema.

En general si U(&;) es la aproximacién a ﬁ%(&i) con un error de truncamiento:

_ d'u AP dntly AEP+T N2y,
E.T. =T (&) —UE) = Sl )i dent (&) + Cgm P (&) + --.n




con ¢; € Ry ¢, 5% 0, decimos que el esquema tiene orden de aproximacién p y lo denotamos por
O(AEP).

Asi por ejemiplo podemos ver que los esquemas con diferencia adelante y atras tienen or-
den de aproximacién uno, esto se denota como O(AE), mientras que el esquema central (con
diferencia central) con espacio de malla constante tiene orden dos, denotado por O(A£?).

Ahora si L{u(€)] es una ecuacidn diferencial de u(€) y E[U(&)] es un esquema de aproximacién
entonces el orden de aproximacién esta dado por el minimo de los ordenes utilizados en el
esquema, es decir al aproximar las derivadas involucradas en L{u(€)] cada una puede tener un
orden de aproximacioén diferente, y el menor de estos serd tomado como el orden de aproximacion
del esquema completo.

Al aproximar una ecuacidn diferencial por diferencias finitas es importante buscar un es-
quema con el mayor orden de aproximacién posible, pero un orden mayor en general solo es

obtenido mediante esquemas de aproximacién mas complejos.

2.2.1.3 Consistencia

Al aproximar una derivada es necesario que la aproximacién realmente se acerque a la derivada
deseada, es decir, al reimplantar el proceso limite en dicha aproximacidn, la derivada original
debe recuperarse, por lo que el esquema deberd ser arbitrariamente cercano a la derivada
real cuando el espacio entre nodos sea arbitrariamente pequeiio, esto significa que el error de
truncamiento deberd acercarse a cero al tiempo que lo haga el espacio de malla.

Mas precisamente, dado un esquema de aproximacién U(E) para ‘3'5-7‘—3,‘-(5), debe cumplirse
que:

: dnu
Am U] = dem &)

La condicién anterior puede escribirse como:

lim E.T.=0 (2.7)
Af—0
cuando esta igualdad se cumple decimos que el esquema es consistente.

Para el caso de aproximacién de una ecuacidn diferencial el esquema utilizado deberd aprox-
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imarse a la ecuacidn original.

2.2.2 Esquemas generales de aproximacion

dn

Consideremos la derivada e+ ¥ una coleccién de A + 1 puntos en el intervalo [a, b] tales que

fo=a < & < 41 < b= &ps los cuales serdn usados para aproximar la derivada anterior.
El espacio de malla no necesariamente es constante, asi pues el espacio entre nodos esta
dado por A& = &4+ — & paratoda i =0,1,...,Af.

Denotemos el espacio mas grande entre nodos por Afy,,ax es decir:
Almax = _max {4A&}

Evaluemos la derivada en un punto £., donde £. no necesariamente es un punto de la malla.
Una aproximacién en diferencias para la derivada es una combinacién lineal de los valores

de la funcién en los puntos de la malla, es decir:

d?u M
E;,'(f‘) == Youo + ViU + Y2U2 + oen F VAIUAL = D Yilli (2.8)
iz

Debe cumplirse ademas la condicién de consistencia asi que la combinacién habrd de tener

la siguiente propiedad:

L d?u » -
S = T (€) + O(AgEw). P >0 (2.9)
=0 .3
donde A&max es usado como una medida general del espacio entre nodos.
La expansién en serie de Taylor para u; en el punto £. es de la forma
(& — €)% d%u

du
g = . + (& — E.)d—g(&-) e T gez (&)

(& — &) d3u
3! dgs

(&) + ...

Al sustituir esta expansién dentro de la combinacién lineal tenemos:

AL AL d £ — .02 d?u
S =% [u- + (& — 6-)(1—;‘(5-) -+ % dglgl

i=0 =0

& — )3 d3u

(&) + ( 3 E(E-)‘*‘--] =




- [&-

=0

il — g_)] ey v [Z q_§;f_)_] ‘e

i=0

= Bo(10,715 72+ -+ 120) %« + B1(70, 71,72, -1, ')1\1) (é.) + ...

+Bn(’707’)1s’)2a----’).\l) (f-)+Bn+1(‘)0,’)1,‘72.,---,‘)1\1) n+1 (g.) =+ ...

dgn (I{

donde las B; son funciones lineales de las 4; dadas por:
Bo = 70 + 71 + 2+ ... &+ ar

By = q0(&o — &) + 7€ — &) +12(&2 — &) + oo+ yar(€ar — &)

. . . (2.10)
£, —_ n = _— " — T
B = 70 (%o £ o " (&1 E ) A Az (51\!' i )
ni ke e

(o — &)1 (&2 —gn+? (Ear — €)1 H1

B, = Yp— - + ..+
+1 = T Ty MG 1)t AT 1)1
Observemos que cada B; puede ser escrito como:
1 J i (& — &)
s = ad (AL 7 y —
Bj = 7 Z [')10-, (A&max) ] aj Ammn

Ahora bien para que se cumpla la condicién de consistencia (2.7) debe tenerse que el coefi-

an 'u

=23

ciente de debe ser igual a uno, es decir B, = 1.

Esto implica que cada 7; debe ser proporcional a (A&max)” " pues cada una de estas esta en
B, multiplicada por un término proporcional a (A&max)"

De acuerdo con lo anterior tenemos que los coeficientes B; son proporcionales a (Afmax)’ ™™,
sin embargo esto implica que Bj — 00 si Afmax — 0, ¥ j < 12 lo cual elimina la consistencia,la
1inica forma de que esto no suceda es que B; = 0 para toda j < n.

Asi la consistencia requiere que cada B; con j < n sea idénticamente cero y B, = 1.

Lo anterior se resume en las condiciones:

Bg=DB1=DBz=..=8Bn_1=0



B.=1 (2.11)

De acuerdo con la definicién de las Bj; estas condiciones nos llevan al sistema de ecuaciones:

[ 1 1 .. 1 T "o 0
o — & $1— 8. E Ear — &a B} 0

(S0 — &.)2 (&1 —&)2 - - (Sar — &) 2 0
(o — &)™ (&x—&)" 1 - - (Sar—&)n? YAar—1 o

L (So— &))" (&1 — &)™ - - (&ar—&O" ) Yar 1!

o bien Ag =Db

Lamatriz Aesde (n+ 1) x (Af+1), ges (M +1)x1yvbes (n+1)x 1.

Cuando la matriz A es cuadrada (Al = n) la solucidén existe y es Unica pues el determinante
es conocido coino determinante de Vandermonde, el cual se sabe que es distinto de cero.

Asi. se requieren al menos n + 1 puntos para que exista un esquema consistente para aprox-
imar la derivada de orden 7.

En general la aproximacién tiene orden (Af + 1) — n. asi que cuando el minimo de puntos

(n) es utilizado la aproximacién es de orden 1.

2.3 EL PROBLEMA DE DIRICHLET
EN UNA DIMENSION

Consideremos el problema:

(e(®)f), = 9(o). flay=a4 f@y =5 a<g<b (2.12

donde a,b, A, B € Ry c. g son funciones conocidas.

Para discretizar el problema consideraremos una malla con distribucién uniforme de AJ
puntos en el intervalo (a,b).



Usando el esquema de diferencia central la expresién de la izquierda en la ecuacidn ser4:

af ¥ G i— 1 Ji — x5 i — -2 Ji T i—
(a»(g)fs)sz( ) +%A£( Dicy _ (ewryfinr “+%f)A§2(° yfimaigfic)
o,y fimr — ((\'.-+% +ﬂ,-_,:,) Ji+a, 1 fiva

AL

La funcién g no debe ser aproximada, pues sus valores son conocidos, asi que para la
dizeretizasion solo se debe tomar g; = g(&;i)-

La dizcretizasién finalmente toma la formas:

lifict + cifi + vifivr = i AE”

(2.13)
donde:
1; =a,_ 1. Ti= Ly, ci = —{(l; +1;) (2.14)
Las condiciones de frontera determinan los valores de f para i = 0,7 = Af es decir
fo=A, far =B
este esquema nos conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas, observemos que si i = 1, o

i = AL — 1 las ecuaciones correspondientes pueden ser escritas como
2
c1fi +rifa = gAL" —hA

IAf—1fAr=1 + CAr—1far—1 = GAr—1AE% —rpr 1 B



de lo anterior tenemos que el sistema asociado al problema de Dirichlet es:

. ™ 1 fi G
la co T2 fa Ga
I3 c3 3 fa Ga

3, AL — 2.

CAf—2

Iar—a

TAr—2

CAr—1

far—2

SFar—1

Gr—1AE? — rar1 B

Giar—o

Ghr—1

y G; = ¢:A£? para toda i




2.4 APROXIMACION EN DIMENSIONES SUPERIORES

Realizaremos ahora una generalizacién de los esquemas anteriores para el caso de dos dimen-
siones, para dimensjones mayores la generalizacion es similar.

Sea I el cuadrado unitario en R* una malla rectangular de n nodos en la direccion € y
m nodos en la direccién 7 en Ia, esta dada por los puntos (&,7;) con 0 < &,y < 1,4 =

0,1,....,ny j=0,1,.....,m, los espacios A = &;11 — &;, &A1 = 141 — 77; SON constantes pero no

necesariamente iguales.

2.4.1 Derivadas mixtas

Consideremos la funcién w : Jo — R con u(&,n) € CH[La], ¢l valor de u en un punto de la

malla (&i,7);) es denotado por u,; = u(&,7;), las aproximaciones a las primeras derivadas de
uy a las derivadas de orden mayor respecto de una sola variable son similares a las hechas para
el caso unidimensional, considerando a u como funcién unicamente de la variable respecto a la
cual se ha derivado.

La misma idea sera utilizada para el caso de derivadas mixtas, es decir, mantendrermnos fija
una de las variables para hacer la aproximacion.

.TOI]]EHIOS la derivada mixta S (n a“) (Ci,m5) = aE (n :;v; <, /,_,-)) (&, 1) con (&.1;) un punto

en la malla sobre /2. una apx‘oxixnacxon a esta derivada en diferencias finitas es:

(nz—;(s,nj)),.+, (az:;(e.nj)),__,

a Su
5z (ﬂ'a—:(fs 77j)) (&,m) =

" Cf(Mirger =Wt X S ek T I |
_ Ciwlg (———-‘——-—-;_3,, Qi (TEREEGREE ) (2.15)
~ = 2,
AL
Oy j(Uiay Gl — Uiaa j—1) — i1 (Ui ju1 — Uin1.5—1)

ALAn
la 1iltima expresién es un esquema en cuatro puntos para la segunda derivada mixta de w.
Es importante tener en cuenta que la evaluacién de u tomando una sola variable y mante-
niendo fija la otra fue posible debido a que la malla es rectangular, es decir. la evaluacién se

realiza sobre lineas paralelas a los ejes, sin embargo ésto no es posible para ¢l caso de mallas

mds generales.
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2.4.1.1 Consistencia estricta y consistencia débil.

Los conceptos de error de truncamiento y consistencia para el caso unidimensional se generaliza
facilmente para el plano, sin embargo en la consistencia ahora tenemos dos situaciones que
deben considerarse.

La primera de ellas es la consistencia estricta la cual requiere que el error de trun-
camiento se anule en el limite cuando el espacio de malla se aproxima a cero en cualquiera de
las dos direcciones. es decir, que serd suficiente que una de las cantidades Ag 6 A7, se acerque
arbitrariamente a cero para que el error desaparezca independientemente de la otra cantidad,

lo cual esta dado por la condicién:

lim E7T.=0 (2.16)
Af—0
lim EF.T.=0 (2.16-b)
An—0

Esta condicidn es dificil de alcanzar, a menos que se trate de mallas rectangulares.

Para que un esquema sea consistente basta que el error desaparezca cuando los dos espacios
de malla Ag, A7, se aproximen a cero. esto es:

lim E.T.=0 (2.17)
AE—0O
An—0

Esta condicién es nombrada consistencia débil.
Para que un esquema cumpla la condicién de consistencia estricta es necesario que el error

sea proporcional a Af y A7 (o a potencias de ellos) es decir el error debe ser un polinédmio del

término ALA7n, es decir:
ET = AETAn™ K + ASTAN™ Ko + ...

Por otro lado para la consistencia débil el error pude ser de la formas:

cr

ET. = AA“ Ky + ...

T

con r > m.

80

i
;
I




2.4.2 Mallas irregulares

El Teorema de Taylor en dos variables resulta de gran utilidad para producir esquemas generales
sobre mallas que no son rectangulares, dichas mallas son denominadas mallas irregulares, y en
general los esquemas vistos no son aplicables a ellas.

Teorema de Taylor

Consideremos una ecuacién w(£,7n) continua, y con derivadas mixtas continuas hasta de
orden N sobre una regién Q ¢ R2.

Dado un punto xg = (Sg,70) € Q2. el valor de u en cualquier punto x = (£,7) € Q puede
escribirse como:

w(x) = ulxo) + (§—F0) G (x0) + (n=m0) Gt (x0) + L5 Tk (o) +

2
(& = E0)(n—m0) e () + IO T o) .

(& — LN (n — 1) MNu N1
(N —m)! m! QEN~m Gyt (x0) +Q

“+

donde QNV+1! es el residuo de la serie.

2.4.2.1 Mallas triangulares

+

AVAVAVAVAVAN
AAVAVAVAVA
AV WA 774

Fig. 2-1: Malla triangular con espacio constante.
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La aproximacién de las ecuaciones diferenciales en ocasiones se realiza sobre mallas trian-

gulares, analizaremos este método mediante la discretizasién de la ecn. de Poisson:

Au=u, +u,, = f(&n) (2.18)

Consideremos una malla triangular (ver fig. 2.1) con espacio de malla /i, sea xo un punto

cualquiera de la malla, y x1.x%x2,...,Xa, (x = (£,7)) sus nodos vecinos, podemos aproximar la

primera derivada de u(€,7) = u(x) en xg en la direccién de x! para i = 1,...,6, por la relacién:

£)i(xo)(") =~ Ui(xo) = u(xi) — ulxa) (2.19)
x h
Ahora a partir de (2.19) construimos el operador:
[
LU(x)) =3 Us(x) (2.20)
i=1

El operador (2.20) cumple la igualdad (teorema de Taylor):

Su l 3%u h2 83u n3 otu nt 8%u 5
= 3 =3 35 555 2.2
£ ; 2ox2 T G ox3 T mdoxa T 1moows) TOU) (2:21)
Recordemos que:
( ) = cos(6; ) — + sen(6;) =— 9 (2.22)
Ix an

donde 8; es el dngulo entre la recta que une a xg ¥y X; y el eje &.

A partir de (2.22) podemos calcular las derivadas de orden superior:

) o s o
a2 32 92 a2

20. —_— — ==} + S 20y =7

(ax—) (a 6172) cos(265) (8.52 an‘l) sen(26 )a £

o _ cos(39,) L 9% ) <en(39 ) a3 +
c)x3 - 8‘-‘3 S a2 - B"’Br] 83

191+
(SIS




+= (cos(e )5z + sen(6;)=— o ) (6‘2 57,2)

6 L
Psal 3 .2 , 005(49,‘) 2 o1
4) =3a% 4+ BT IAT g

=:en(46 ) a4 cos(26;)
+ ( =35, 353773) T dgT — 877 -

o2 52 a2
sen(26: )aran (? * 5772)

%)
()5 o)

L8 cos(36;) (&% A o8 -
16 555 ~ *agor ~ Socon
__5sen(36;) % _ 95 o°
i s ~ 2ogear ~ Pogion

cos(56;) 95 8% 3%
+ <300 (o5 + Stz ~ gtz )

sen(56;) a5 a°
+716 ons T Poeion ~ oo
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Donde A? no significa elevar al cuadrado sino aplicar el operador de Laplace en dos ocasiones
es decir:

. 8 (82 o2 82 (o  o?
A? = 2 _ 4+ 2- (L L 2.2
& ez (352 + 3772> + o2 (B‘,'-’ - 3,72) (2.23)

Finalmente debemos tomar en cuenta que para el seno y coseno se cumplen:

s 7 sen(om), agz
Zcos(ae,-) = cos (a <6 -+ Lvr)) P se"(f;) g ¢
= G (—1)s6 $€Z

6 sen(?‘l-') a z
S " sen(a8;) = sen (a' (6 + %77)) x senl) (S
= 2 (-1)%6 2ez

Al sustituir estas relaciones en (2.21) y realizar los calculos tendremos:

37 3 5
cw)=Lau+ %Ai’u + O

De las ecuaciones (2.18) y (2.23) tenemos:

A2y =Af (2.24)
Consideremos ahora el operadoe: -
AU = 2L
= g L)
tenemos entonces:
n? 5 a
AU = Hu + —1—6A u + O(h%) (2.25)
Las funciones f y Af son conocidas por lo que podemos definir:
¥ =f LN s  (2.26)
= f 4 16 2.2
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A partir (2.24), (2.25) y (2.26) podemos construir el esquema en diferencias:
AU =T
El cual aproxima a la ecuacion de Poisson con orden 4.

2.4.2.2 Mallas arbitrarias

Consideremos una coleccién de P puntos distintos {xi,xa2,...,Xp} distribuidos arbitrariamente

sobre una regién 2 C R?, una aproximacién en diferencias a la derivada mixta

9w -
Sem g (5-)
esta dada por la combinacién lineal:
o"u L2
e (%) = > Titgey) (2.27)
JEM G- ; e

De forma andloga al caso unidimensional, el teorema de Taylor nos lleva a la expresién:

9" u . Ou ) du 9?u.
Temamgn—m (x.) = Boou(x.) + Bl‘ogg(x.) 4~ Bma—n(x.) + Bg,o——as._, (%) + ...

donde

(& — &) (i — 1)L (2.28)

Por argumentos similares al caso unidimensional tenemos que Brn, n—m debe ser igual a uno,
lo que trae como consecuencia que las I'; sean proporcionales a Af—mAn_("_’") donde A y
A7 son medidas generales para los espacios de malla en cada direccién &, 7.

El requerimiento de la consistencia débil conduce a las condiciones:
Bimm—m =1 (2.29)

Brs =0 T+s<n (r,8) 5= (m,n —m) (2.20-b)
. . s _ ¢ Y(n+2)
Para derivadas de orden n se requieren, de acuerdo con estas condiciones, de A = LL 2""'
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ecuaciones.

Asi un esquema débilmente consistente puede ser creado para aproximar una derivada de
orden n utilizando Af puntos de malla.

2.5 EL PROBLEMA DE DIRICHLET
EN DOS DIMENSIONES

Veamos ahora el siguiente problema de valores en la frontera:

(af) + (Bf), + Bfe+ (), =9 (2.30)
f(&,0) =0 f(€,1)=0 f(O,m =0 f(1,m) =0 (2.31)

donde a, 3,4.6, g, son funciones dadas que dependen de &, 7.

Consideraremos una malla rectangular sobre el cuadrado unitario con pasos de malla con-

stantes e iguales en las dos direcciones &, 7, es decir AE = An.

Con un procedimiento similar al realizado en una dimensidén podemos obtener las siguientes
aproximaciones:

L ®imy fimig — (ai+%,j + ﬂ,»_%,,-) fig + iy s Fivrg
(afe) = Ag2

Vig—3fii-1 — (')'-'.:H-% '*“),-,j_,_x,) fid F i3 figa
(£, = s

Anteriormente se desarrolld un esquema para las derivadas mixtas. sin embargo, desar-

rollaremos un esquema diferente en virtud de simplificar los coeficientes del sisterna que sera -
obtenido.

Las derivadas f, y f, en el punto (&:, 75) puede aproximarse mediante el siguiente esquema:

(f) ~ Jivggad = ficg s T hnr i1 —ficy -2 (2.32)
/i 2AE
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(), m Torbaed T doog Fimgaeg — Simgamy
n/ig 2A77

Observemos que este esquema es el andlogo en dos dimensiones del esquema central visto
para una dimensién.

De acuerdo con esto la expresién (/ij)s puede aproximarse con el esquemas:

(BF)inn 50y = BF) iy gus + BF) s, 0 — (BL), s ;s

(BF.)¢ = SAT
~ gmime [(Birgoms Uirrsss = fons + frasn — fi0))] =
—r;m [(Bizg swy rimt = fog + fimrger — fimr )] +
m [(Birysmy Firs — fisrmr + fig — fig-1))] —
4A77Ac [(Bicismg is — Fiom1 + fimas — Fim1,5-1))]

Andlogamente para (ﬂfs) tenemos:
”

(ﬂfs)n ~ Z—A};—AE [(/3.'.4.%,1-.4.% (fi+r5+1 — figw1r + fivr5 — fv’,j))] -

m [(5,+_.,]__ (fi+rj — fig + firr,5-1 — .fi.j—l))] +

4A77A‘ [(/3 ~1g+3 Jigr = ficrge1 + fig — fima ;))]
_ZIA_;.&_E [(/3,_; g-3 (fid — 15 + fij—1 — .fi—l,j—l))]

De lo anterior tenemos que la suma (ﬁfs) -+ ('Bf")i puede ser aproximada por:
n

(-Bfe)" + (B~ (L’.-.._é ,+1) .f:+1,;+;; (/3 _2'14__1) Si—1,541 "




o Punigm) s+ (Bgun) s

+= (ﬁi+1}.j+:} = Bi—is+3 — Pivi -3+ ﬁi—%,j—%) Sig
4AE2

NO N ™ /NE
~ ! 7~
~ ! i
N e
of — — A% — — &
e | ~
g ~
- I ~
v _Is N
s SE

Fig. 2-2: Orden de los coeficientes

(2.33)

Podemos ahora obtener el siguiente esquema de aproximacién para la ecuacién (ver figura

2-2):

NE; ; fiv1,541 + Nijfig+r + NOy;ficai+1 + Eijfiv1ri + Oijfi—1,5+
+SEij fiv1,5—1+ Sigfii-1+ SO0 fic1j-1+Cijfi; = 1A%g;;
donde los coeficientes estdn dados como sigue:

NE;; = /3i+%,j+§ i Nig = 471',_7‘—;—-,} 5 NOsi; = —5i—é.j+-,}

SEij= =By -1 i Sig=4,-1; SO;; = ,/3__{,'1_5 :
Oi;j =4da;_1 H Eij =40, 5
Cij=—(NO;; +N;j + NE; ; +Oi; + Eij + SO0;; + 5;; + SE;i ;)
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Finalmente veamos la forma del sistema de ecuaciones algebraicas que deberd resolverse

para obtener la aproximacion a los valores de la funcién en una malla con espacio de malla 4.

Agrupemos los valores de la funcién f; j, sobre los nodos P, ;, en el vector f de la siguiente

maneras:

f = [f11, f1,2, s Jr.ar—15 F2,10 o5 F2,A0—15 23 FAL—1.05 -y fAF—1,01—1]

el orden adoptado es mostrado en la fig 2-3.

Con este orden el sistema toma la forma:

con

P.o Py Pam1 P
e
Paie Prlml
P, Prm
P, P,
00 Pq, - Py py = Om

S,
C:2

Fig. 2-3:

Af=G
S»
C3 Ss3
Nar—2
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donde

Cra  Eia 1
Ok,2 Cirz Eiz2
Oks Cks E,3
Ci= (2.30-b)
Oxar—2 Crar—2 Exnr-2
L Ok ar—1 Crar—y |
[ Nea NEiw ]
NOg2 Nra NEis
NOg3z Nia NEy3
Nk= (2.30-(:)
NOg a2  Niar—2  NEgar—o
L NOgar-1 Near—
Sika SExa W
SOx,2 Si,2 SEr2
S04 3 Sk,3 SFEx3
S,= . . (2.30-4)
SOx,a1—2  Skar—2  SEiar—2
L SOk, ar—1 Sk,ar—a
El vector G depende de los valores de g asi como de las condiciones de frontera:
G =[{G1,:G120 2 G1(ar21yi G210 G2asinys s G(ar—11ys s GAr=1ya -y ) (2.40)
donde
G1, = 4A8%g:1 + NO1afo0 + N11fo1 + NE11foz + O1,1 20+ SOy fa0 (2.31-a)

90



G, = AAE% g1k + NO1 kfoe—1 + N1k fou + NE1 ;fox+1 (2.31-b)
Giprany = AAE2g1 ar—1 + NO1 ar—1 fonr—2 + Niar—1fo,ar—1 + NEiar—1foar+

+E ar-11,8r + SEY Ar—1 f2,01

(2.31-¢)
G, = 42&%gx1 + NOr1fr—1,0 + Ok 3 fro + SOk fr+1.0 (2.31-d)
Grirrory = 4A8&%g0 Ar—1 + NExpr—1fo—1.81 + Expr—1f6.01 + SEw a1—1 fiev1.01 (2.31-e)

Gar—1, = 42&%ga1—1,1+ NOarr_1,1f0,0 +O1,1 f20 + SOrr—1,1 far0+ Sar—11far1+ SErr11 a2

(2.31-£)
Gar-1y, = 4AE%gar_1,6 + SOnr—1,kFark—1 + Sar—1.xFarie + SEar—1.5 far k1 (2.31-g)
Gar—1y, = 4A&%gar_11 + NOnrr—11far—20 + Orr—11far-1.0 + SOns—1,1.far0+
+Sar—1,1 a1 + SEar—1a a2 (2.31-h)
Gar-1, = ADE%gar_1,x + SOnr—1.xFarg—1 + Sar—1,6 Fark + SEnr—y 6 fas e+t - (2.31-1)

Ga1—1)ps_yy = AAE grr—1 01— 3+ NEar—a,ar—1 812,81+ Earrar—1 far— 1,0 +SEnr—1,ar-1 farar+

+Sar—1,ar—1fana1-1 + SOnr— ar-1farnr-2

(2.31-3)
En todos los casos se tiene 2 < k. < A — 2.

Finalmente tenemos Gi; = 4A£%g;,; para los términos no especificados antes.
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CAPITULO 3

GENERACION DE MALLAS EN
EL PLANO

3.1 INTRODUCCION

Los métodos para la generacidn de mallas en una linea, tenfan basicamente las mismas propiedades
pues la ecuacién correspondiente a un método puede transformarse en la de otro con sélo dar
una funcién de peso adecuada.

La generacién de mallas en el plano no conserva ésta caracteristica, asi un principio diferente
nos conducird a un ecuacién diferente y por lo tanto la malla generada en cada caso tendrd
propiedades geométricas distintas. -

Una malla rectangular de dimensién Ng x /Nisobre el cuadrado unitario Iz esta dada por
Np lineas verticales y N3 lineas horizontales, incluyendo a las lineas de la frontera de I», a estas
lineas las identificaremos como lineas de malla

Observemos que las lineas de malla determinan una divisién del I en rectdangulos de ',(lr; x TV]—;;
los cuales llamaremos celdas de la malla, a los vértices de las celdas los denominamos nodos.

Una malla rectangular sobre J2 puede ser descrita por sus nodos de la siguiente manera:

Sean Ng ¥ /N; dos numeros enteros positivos, los nodos de la malla (&;.7;) estardn dados

por:
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& =q=, 0<i<No
(3.1)
m=d, 0<5j=M
Podemos definir aqui dos cantidades de gran importancia: Af = 7z y A = &

Ny
AL y A7 son los espacios de malla en las direcciones £ y 7 respectivamente.

Un caso particular de importancia es cuando Ng = N,

= N, entonces se dice que la malla
es uniforme de dimensiéon N,

La idea que utilizaremos para la generacién de mallas en el plano es una extensién del caso

unidimensional, asi pues dada una regién simplemente conexa {1 deseamos hallar un mapeo
suave de J2 sobre Q.

En adelante tomaremos a o como el espacio 1égico (o regién 16gica ) con coordenadas
(&,77) ¥y a 2 como el espacio fisico (o regién fisica ) con coordenadas (a,¥).

El problema ahora es el siguiente:

Dada una regidén simplemente conexa 2 € R2, debe encontrarse un mapeo (x,y) € C™ (con

. = 1) de I3, sobre 2, tal que mapea la frontera de Iz (8I2) en la frontera de Q (90), maés
especificamente queremos hallar

(z,y) : Iz — Qconz.y,—x,y, 70

: 8l — I

Si denotamos por M al mapeo (x,¥) el problema puede ser descrito de la siguiente manera:
Hallar AL € C™ tal que

A I2— Q3 JFO0
: O8I — 852
donde J es el jacobiano de la transformacién.
Cuando el mapeo anterior ha sido determinado, diremos que una malla de dimensién

No x N1 sobre la regién Q es la imagen de una rmalla rectangular de dimensién Ng x N} solire
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I2 bajo el mapeo A{, las definiciones de lineas de malla celdas y nodos son anidlogas a la

de malla, asi por ejemplo los nodos estardn dados por:

i3> Yi5) Ti; = (& 715)5 Vi = y(&.75) (3.2)

Diremos también que dos lineas de malla son lineas paralelas si son generadas por lineas

paralelas en el sentido usual en 7.

ke T Py = [X14. Y]

g, N

I.

Fig. 3-1: La idea basica de la generacién de mallas en el plano

En general el mapeo buscado no es iunicc, asi que es necesario establecer condiciones

geomeétricas adicionales que determinen uno de ellos.

3.1.1 Diferentes mallas sobre el cuadrado unitario

El problema de generar mallas en el plano claramente es méds complicado que en el caso uni-
dimensional, y una de las razones de tal complicacién es la variedad de maneras en que puede
describirse la frontera de la regién , es decir las diferentes formas de llevar la frontera de I
hacia la frontera de 2.

Una manera de dar un mapeo entre las fronteras de Iz y las de 2 es determinar primero
cuatro puntos sobre 812, los cuales corresponderdn a las esquinas del cuadrado unitario, es
decir, si las esquinas del cuadrado estdn dadas por los puntos vi.va, '3, 4, entonces deberdn

elegirse los puntos w, wa, w3, wa los cuales determinardn cuatro secciones sobre la frontera de
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2 correspondientes a los lados del cuadrado.

Al determinar la correspondencia entre una esquina y uno de los puntos elegidos de 82,
la correspondencia de las fronteras estard determinada completamente, sin embargo la eleccién
de estos cuatro puntos no es trivial pues tiene una infinidad de posibilidades, y en general
dependerd de la forma de €.

Ejemplos

a) Tomemos €2 = Iz y utilicemos un mismo generador de mallas ! con diferentes mapeos de

frontera.

—
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24,
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':"'

10
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sl
ol
«e.‘.‘}}\‘sg'&\l

b
I
Y,

SRS
Wy

Fig. 3-2: Diferentes mapeos de frontera de I2, con el mismo generador.

b) Por otro lado a un mismo mapeo de fronteras se le pueden aplicar diferentes métodos de

generacién, con lo cual se tiene una gran variedad de mallas sobre una misma regién.

c) Otro caso de importancia es la parametrizacién de las fronteras, pues cada lado del
cuadrado determinara una seccién de la frontera de §2, y cada parte de d52 puede parametrizarse
de manera distinta, obteniendo diferentes distribuciones de nodos sobre cada una.

En los casos anteriores la distribucién de los nodos sobre cada parte de la frontera se
mantuvo uniforme, sin embargo en general podemos dar cualquier parametrizacién de las

fronteras:

1Las mallas han sido generadas con el método interpolacién transfinita (TFI).
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Fig. 3-3: Diversos métodos para generar mallas sobre un mismo mapeo de fronteras

(£,1) = x5 () x(E.0) =x,(8); () =az(n); (0. =ax5(m)

Y€1) =yn (M y(£,0) =y (&)
donde los subindices indican la regién de la frontera en
oeste)

(3.3)
ya.m =y y(0,m) = yo(n)

el espacio légico (norte, sur, este y

QO bien en forma vectorial:

M(E,1) = AL (S)

» AM(L,0) = M (&)

(3.4)
M(1,7) = Mg (), M(O,n) = M, (n)

Una condicién importante de estos mapeos es la continuidad en las esquinas de Ia.

Nuevamente la malla cambiard sin tener que variar el método que la genera.

3.2 METODOS SENCILLOS PARA GENERAR MALLAS
3.2.1

¥l generador T.F.I.

La generacién de mallas por métodos algebraicos resulta de interés por la simplicidad y rapidez
con la que pueden ser calculadas las lineas de malla, uno de los métodos algebraicos mas sencillos
es el de interpolacidén transfinita (T.F.1.), este consiste en obtener un mapeo a partir de un

conjunto de funciones que determinan la frontera de la regién €© y un conjunto de funciones de
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AN

-

A

s

Fig. 3-4: Diferentes parametrizaciones de las fronteras de I3, usando el mismmo generador de
mallas

interpolacién.
Consideremos al conjunto de funciones x;,x,,.¥s.¥y del mapeo de fronteras (3.3) y los

polinomios de interpolacién de Lagrange de grado 1:
Po=(1—1) Ty =17

con esto, formemos el siguiente mapeo M;j:

(&, = QA -—-n)zs+nz,

(€, = (1-—-mys +nyx

Analogamente podemos construir el mapeo Maz:

(1) = (A—8xo + &z

y(&n) = (1 —8vys +Eye

Estos mapeos tienen el inconveniente de que ignoran la informacién de 2 de las cuatro

fronteras por lo que la frontera de £2 no se conserva en su totalidad.

97



Definamos el producto de M; y Mo como sigue:

M - Mz = £(1 — AL (1) + EnMly (1) + (1 — )(1 —~ E)MI(0) + 17(1 — £)AL,(0)
con Af, y Al; como en (3.4). y formemos finalmente el mapeo buscado de la siguiente forma:

Al = My + M2 — M; - M>

Este en coordenadas tiene la forma:

(&, = [(1—nzs(&) + 0z, (E) + (1 — E)xs(n) + Ex (M)

— €A =Mz (1) + £z, (1) + (1 — (1 — &)z (0) + 7(1 — &)z, (0)]

v(E&n) = [(1—mys(€) +nyn(€) + 1 — Ouo(m) + Ly ()]

— £ - My Q) + Enyy (1) + (1 — (1 — )y (0) + 771(1 — Sy (0)]

Un analisis detallado de este proceso puede consultarse en Gonzalez [3].

Los métodos algebraicos ofrecen un gran control sobre los nodos de la malla sin embargo no
poseen control sobre otras propiedades importantes tales como la suavidad o la ortogonalidad
de las lineas de malla.

Debido a la facilidad de los métodos algebraicos las mallas generadas suelen ser usadas como

mallas iniciales que serdn modificadas por otros métodos para obtener propiedades de interés.

3.2.2 El generador A.H.

Las mallas generadas deben cumplir ciertas condiciones para poder ser consideradas itiles en
los procesos numeéricos, una de las principales es la suavidad pues si una malla no es suave
puede producir que los métodos de solucidén, del sistema algebraico generado, se retrasen o

incluso no converjan.
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Los métodos algebraicos tienen un costo computacional muy bajo, sin embargo en general

no garantizan suavidad en las mallas producidas por lo que éstas deben ser “suavizadas”, esto

puede realizarse usando métodos de suavizamiento o bien utilizando a la malla generada como
una malla inicial para algiin otro método generador.
Uno de los métodos de suavizamiento mads sencillos consiste en el siguiente procedimiento:

Sea gi; = (x

. ¥i5) un punto de la malla , donde x; ; = 2(£;.7;), .7 = ¥(&,7;), el valor de

gi,; es cambiado por el promedio de los puntos de la malla "vecinos” a él. es decir:

Qi—1,5 * Fi+1,7 + Gij—1 + g+l

qii = 1

o bien en coordenadas:

_ Ti-1, + Tig15 + Tij—1 + Tij+1
4

_ Yi—1, T Yi+1d F Yig—1 T Yiga2
4

Yij

Este proceso se realiza con cada punto de la malla obteniendo asi una nueva malla la cual
es més suave que la original.

La pregunta que debemos responder ahora es ;Qué tan suave puede llegar a ser la malla
después de aplicar este método varias veces?, para ver esto consideraremos la ecuacién para la-

funcién de la coordenada x, esta puede escribirse como :

Ti—1,5 + Tigi,j + Tij—1 + Tij+1 — A4T4,

al separar los términos correspondientes a 7 de lo de 7 tenemos:

(®im1,5 — 2Ti 5 + Tiv1,5) + (i1 — 2T 5 + Tig41) =0

Por otro lado si suponemos que los espacios de malla son iguales, es decir A = An teneros
al dividir por Ag?:
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(Tim1,5 =~ 2Fi 5 + Tiv1,5) b Figer = 2%+ Tigea) _
Ag? A2

Si z es una funcién dos veces diferenciable entonces podemos tomar el limite cuando AL — 0

en la ultima expresién obteniendo asi la ecuacién diferencial:

Tee +x,, =0

La misma ecuacién es obtenida para y, por lo que se tiene el sistema:

@]

T+, (3.5)

o

Yee + Yum =

cuyas condiciones de frontera estdn dadas por el mapeo de fronteras entre In» y Q.

El] sistema es lineal, eliptico y desacoplado, todo esto contribuye a que la implementacién
numérica sea muy sencilla, y por lo tanto el costo computacional sea reducido.

El sistema de ecuaciones obtenido es conocido como generador A.H., ¥ es una extensién del
generador de Poisson visto en el caso unidimensional.

Una cuestién de importancia es si el jacobiano es distinto de cero (es decir si el mapeo
es biyectivo). la respuesta desafortunadamente es no. el generador A.H. generalmente produce
mallas con doblez en regiones fisicas no convexas. es decir. genera puntos de la malla fuera
de la regién 2, sin embargo resulta muy eficiente en regiones convexas donde la pendiente de
la frontera tiene variaciones muy grandes (picos), pues en tales casos los métodos algebraicos
producen mallas sin suavidad y otro tipo de generadores resultan muy costosos en comparacion

con el A.H.

3.2.2.1 Implementacién numeérica del generador A.H.

La implementacién en diferencias finitas de la ecuacién de Laplace resulta muy seuncilla aplicando

las férmulas obtenidas en la seccidén 2.5 a la ecuacién de Laplace:
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Q2u _ Ou
gez T E2 T

sobre el cuadrado unitario I, con condicidén de frontera:

u(€,7) = f(£,m)

para todo punto (£, 1) en la frontera de I2, las cuales para este, caso usando una malla uniforme
de dimensién N, se reducen a la forma:

AU =k

donde A es la matriz tridiagonal por bloques de orden (N — 1)2 dada por

-8 a W
-J B —-J
A = .
—J B -J
L s =] :
con B la matriz de dimensién ¥V — 1
[ 4 —a 1
-1 4 -1
B = .
-1 4 -1
{ s
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y J la matriz identidad de dimensién N — 1.

Los elementos del vector k dependen de los valores de la funcién u en la frontera de JIa.
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3.3 METODOS VARIACIONALES

La busqueda de nuevos generadores de mallas bidimensionales es un problema que presenta
diversas dificultades, tanto en teorfa (justificacién matemadtica)como en la practica (imple-
mentacidén computacional) pues deben tomarse en cuenta una gran cantidad de situaciones
geométricas y analiticas.

Existen diversos métodos para tratar de resolver este problema, a continuacién estudiaremos
aquellos que estdn relacionados con el cdlculo variacional, estos son conocidos como métodos
variacionales.

La intencidén principal de los métodos variacionales no es precisamente generar mallas sino
buscar el mejor generador para un problema dado es decir, la pregunta que se intenta responder
es [ Qué restricciones debe cumplir el mapeo Af para que la malla tenga una propiedad especi-
fica?, para esto podemos hacer uso de la intuicidén asf como de la interpretacién geométrica de

ciertas expresiones matemadticas.

El principio de Dirichlet

Uno de los resultados mas importantes en matemadticas, es el principio de Dirichlet, el cual
establece la conexién entre el calculo de variaciones y las ecuaciones diferenciales.

Tomemos el siguiente problema:

Deseamos hallar una funcién $p tal que la funcional I1q) alcance su valor minimo, donde

Iiq;} esta definida como sigue:
Tiay = [[ (2% + @)ogon
G

Con condicién de frontera:

L(8G) = f(£,m)
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El principio de Dirichlet establece que si $g = U(§,7n) minimiza a Ij4) entonces U es una

funcién armdnica, es decir satisface la ecuacién de Laplace
Ugg +Unn =0

para todo (£,17) € G
Asi, el principio de Dirichlet nos sugiere que el generador A.H. puede ser visto desde el
calculo variacional como la solucién a un problema de minimizacién.

Esta idea serd desarrollada en la siguiente seccidn.

3.3.1 La funcional de longitud

Iniciaremos con uno de los casos mas sencillos, en éste se interpreta a la malla como la inter-
seccién de curvas en la regién fisica.

Recordemos que la idea es hallar un mapeo del cuadrado unitario, en la regién €2 del espacio
légico, asi que cada linea definida en Iz al mantener £ o 77 constante determinard una curva
sobre €2, el problema que se plantea ahora es el siguiente:

Se desea generar una malla de Ng puntos en la direccién o v 2V; puntos en la direccién y,
en la cual se controle la longitud de las curvas definidas por las lineas 7 (» £ ) constantes por
medio de una funcién de peso dada.

Cada curva de la malla para 77 constante esta dada por:

a;(8) = (x(&.m;), v(E, 75)) (3.6)

Para j = 0,1,...,NVy.

La longitud /;; de la curva o; entre los puntos §; y &4 puede aproximarse por:

2 2 2
;% (wiv15 — i3)° + Wivrs — Yig)

Queremos que la longitud /;; sea proporcional a una funcién V& (con ®(£,7) > 0) y al

espacio de malla Ag, es decir deseamos que se cumpla la igualdad:
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(@is1,; — Ti3)% + (Yisr5 — Ui g)° = KA£2<I’,»+%_,-

La idea es que la longitud no tenga variaciones grandes de un intervalo a otro, pues esta
situacidén restaria suavidad a la malla.
La idea anterior es equivalente a pedir que la longitud total de la curva o; sea lo mas pequeiia

posible, es decir queremos minimizar la suma:

No—1 2 2 No—1 Y
Zl F,=L%= z} KA D,y ;
i= i=

Por otro lado nosotros deseamos controlar las curvas en todos los niveles de j, es decir debe

minimizarse la suma:

N1 —1 No—1

No—1
Sw= 3 (2)" = X X KASCOLy,
Z

=1 i=1.
es decir se tiene:
N1i—1 No—1 . Ny—1 No—1 »
> > [(:1-';4-1.]' — xi3) + Wiv15 — yi,j)"] = > > KAE L1

=1 =1 =1 i=1

al dividir cada lado por ASE«I),-_,,%'J» tenemos:

N'Z—I Ail [(@ig1,5 — i) + Wiv1. — ¥iy)°] — R NoM:
= by
F=0 1i=0 Ag ‘I’:‘+§.j

recordemos que A§ = F-, An = 7 asi al multiplicar por A£A7 tenemos:

N‘Z_l Nz_l [(Fiv1.5 = %i,5)% + Wiv15 — yii)?]

ALANN =K
AL2D, g ot

F=0 i=1

Por ltimo si tomamos el limite cuando AL y An tienden a cero, el lado derecho de la

expresién anterior converge a:
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1 1 2 -+ y"’ .
Il[z,y] = A /0 -—56—5‘65077

De manera andloga al considerar las lineas £ —constantes, con una funcién de peso ¥(£,7) > 0

tenemos la expresién:

Toz ) = fo1 /D ' i—qhawn

Estas integrales nos permiten "medir” en cierta forma la Jongitud de las curvas que generan
las mallas, asi para obtener la propiedad descrita inicialmente podemos considerar aquellas
funciones (r,y) que minimicen a estas integrales, es decir, para controlar la longitud de las

curvas podemos considerar el promedio de las dos ultimas expresiones

1 :c +1/ :1: +J ~
I, (ry] = _/ / ,: D et 2 T ]05577 (3.7)

o bien en términos de AL = (r.y) :
1 1 p1 ] |Ad, ]\ .
Ipian = 5_/0 [) I—EEJ— 124,07 l agon (3.8)

Esta expresidén es conocida como funcional de longitud.

La malla biscada serd generada mediante el mapeo que minimice la funcional 3.8 bajo las

condiciones de frontera 3.3.
Nuestro problema ahora es el de minimizar esta funcional bajo las condiciones de frontera

dadas por el mapeo de fronteras entre Iz y la regién Q.
Para minimizar la funcional (3.7) consideramos la funcién F definida como sigue:
F(€). = IL[Ar+eC]
donde C = (C4,C2) es una funcién dos veces diferenciable definida en 7, tal que C(€,n) = 0

para todo punto (£,7) sobre la frontera de Ja.
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Observemos que la funcién C no cumple las condiciones de frontera establecidas para A7,
sin embargo la funcién Af + €C si las cumple, por lo que si A es la funcién gue minimiza la
funcional (3.7) entonces € = 0 serd un minimo para F(e), asi debe cumplirse que F’(0) = 0 es
decir :

F’(O) = D, (I,_[1+<C, .y+£C-'2|) =0

€=0

2 2 2

D. 1/1/1 (:c+eCl)e+(y+602)£+(.7:+5C1)q+(y+602)?, seom -0

o Jo s8] 37} 0 -
e=

Al reducir la dltima expresién tenemos:

/1 /1 (£, C1e + y.C2,) . (x,Ci, +v,Ca,)
o Jo

T T ] IES =0

Finalmente al integrar por partes y agrupar términos:

LLI(E) @) e (), (%),) om0

La igualdad anterior debe cumplirse para cualquier funcién C en el espacio de variacién
admisible de la funcional, de acuerdo con el lerna fundamental del calculo de variaciones esto

solo es posible si:

i
o

@)~ @), '
(#).~ (%),

i
o

o bien en forma vectorial :

(&) + (%), = )

esta ecuacidén es llamada la ecuacién de Euler-Lagrange para la funcional de longitud.
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El sistema de ecuaciones obtenido es desacoplado y lineal.

Finalmente el sistema puede ser desarrollado obteniendo todas las derivadas parciales en-

vueltas en él, con ésto se llega a la forma

:[-.[11}\1€£ -+ 1'1121\15,, -+ Hgg]\f,m +~S5=0 (3.9)
donde
My = = M2 = 0J. Moz = =T Ja =
n = gJ2 12 = 0J2 22 = HJ2 con o = o 1
Ey N
s=| T TyET.

3.3.1.1 Elipticidad
Recordemos que & y ¥ son funciones positivas definidas en I2 U 815, asi que tienen un méaximo

definido, sea K una constante definida asi:

1
7 = max (max ¥, max W)
entonces se tiene que
2 2 w? w? i 2 232
det [Mnw? + Meow?] = (2 + 52 ) 2 Cw?+w?) B

para todo (w,,w;) € R?, esta desigualdad es la condicién de elipticidad, es decir hemos visto
que el sistema de ecuaciones es eliptico. por lo tanto la solucién es suave, ademas el sistema es
relativamente sencillo de resolver lo cual hace muy atractivo este método para generar mallas.
Debido a las caracteristicas del sistema se sabe que la solucién existe y es linica para fun-
ciones de peso suaves y condiciones de frontera continuas. .
Al igual que en el caso unidimensional el mayor problema consiste en hallar las funciones

de peso, pues no es sencillo determinar el efecto que éstas tendridn en la malla generada sobre

la regidn fisica 2.
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Funciones de peso constantes

El caso mas simple para las funciones de peso es tomar &® = ¥ = K con X una constante

positiva, esto lleva el sistema a:

Tee +x,, =0

Yee + Yoy = 0

este sisteimna corresponde al generador A.H. el cual como ya se dijo antes tiene su principal

limitacién cuando la regién Q2 no es convexa.

Un caso con mejores resultados pero igualmente simple es tomar ®

= K3.¥ = K2, esto nos
conduce al sistema:

K2z, +x, =0 (3.10)

K%y, +uv,,=0
con K = ££2.
El valor de K tiene un efecto de "estiramiento” o de "aflojamiento” sobre las lineas de
la malla por lo que para ciertos valores de X se eliminarid el efecto de doblez causado por el

generador A.H. mientras que para otros valores el doblez serd ain mayor.

TN
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Y,
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-~ Ny
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S388858s %
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222 SSSNEESSSss22
S885222
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SESSZEZ
222 SSSS8SEEESEEz2222
=22 SSR8888SEs=e2z222
2 SERSSISRERSE
222 SSSSRISRSREEE222
2 NSSSISSREESS
RS IRRRSEZZ
N
Ny

Fig. 3-6: Efecto del valor de K sobre las mallas.

El valor de ¥ depende del mapeo de fronteras que se elija entre I y Q. por lo que en general
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pueden hallarse varios valores de K para los cuales el doblez de la malla se corrija.
El costo computacional de este generador es précticamente el mismo que para el generador

A.H., sin embargo, los resultados en general son mucho mejores.
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Fig. 3-7: Mallas generadas por longitud con pesos constantes
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3.3.2 La funcional de drea

Una nueva funcional serd obtenida ahora mediante una idea geométrica diferente
Consideremos ahora el drea encerrada por las curvas de la malla, una distribucién uniforme
de dichas dreas ayudari a evitar variaciones muy grandes en las aproximaciones de una celda a

otra, por lo que ahora se desea controlar el drea de las celdas de la malla mediante una funcién

de peso $(£,7n) > 0.
Denotaremos por a,; al drea de la celda limitada por las lineas &; &+157;: 77541 en Ja y por

A;; al drea de la celda en 2 sobre la cual es mapeada.

La suma de todas las A; ; es constante, pues es igual al drea de la regién 2 (L4(€2)).

D" Ay = A(2) (3.11)
3

Por otro lado el drea de cada celda puede ser aproximada por:

Ai g = (Tey, — Tyl i, jAEAT = Jas; (3.12)

Tenemos de (3.11) y (3.12):
No—1 Ny—1
22 3T Jijais = A
i 7
Como ya hemos dicho la suma de las dreas es constante, sin embargo si consideramos la
suma de los cuadrados de las dreas esta dependerad de la variacién del drea entre las celdas, asi

la idea ahora es minimizar esta suma, es decir, el problema es:

Minimizar:
No—1Ni1—-1
Sa= 37 > (Jigais)? (3.13)
i 7

bajo la restriccién:
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o1 Ny —1
3T 3T Fga; =K (3.14)
i J

¥ sujeta a las condiciones de frontera establecidas por el mapeo entre las fronteras de 72 y 2.

Ahora si aplicamos un proceso similar al utilizado para hallar la funcional de longitud,

obtendremos la funcional:

1 1
Tafay = §f0 /0 = 2 dcdn (3.15)

esta es la funcional de drea cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son:

La restriccidén (3.14) sera cumplida por cualquier difeomorfismo entre 7> ¥ Q, por lo que no

afectard el proceso de minimizacién utilizado sobre (3.13).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la funcional de drea son:

(5. - (=),
(3. - (),

0]

|I
o

o bien en forma vectorial

- (JJ\! )

y al desarrollar las derivadas en la 1iltima expresién tenemos:

J ; J [ =
(8) = (§), 20 =0

finalmente podemos escribir la ecuacidén en la forma:

.7\ e

n

Ty M, + M2, + Magd,, + S =0
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donde

2 2
v —T,Y, Y —TeY
Mn = 5 . o2 = ¢ S
-z, Y, =2 —T Y x?
Mz — —2yy, Y, + T, Y, s = _J Ya —Ye (‘I’e)
T Y, + T, -2z .z, & -,  x, &,

Asi que el sistema de ecuaciones para la funcional de drea usando & =1 es:

W) Tee — (@o¥a)Wee — (CUe¥.)T ey + (Tl + Ty We, + WT,, — (T )y, =0

— (T, ¥, )T + (z?,)y“ + (Y, +:x:,,y5):z:€', — (nga:,,)yw — (T Yy )T, + (zf)y“ =0

En contraste con el caso de longitud ahora las matrices Il; ; no dependen de la funcién de
peso.

Observemos que la ecuacién de Euler-Lagrange para la funcional de drea es un sistema no
lineal y acoplado, por lo que su solucién es mas complicada de hallar que en el caso de longitud,
incluso puede ser que la solucidén no exista para ciertas funciones de peso o para algunas regiones
2 (condiciones de frontera).

Hasta el momento no hay teoremas sobre la existencia o unicidad de la solucién pero la
experiencia computacional indica que es posible hallar problemas sin solucién, pero cuando
ésta existe parece ser unica.

Tampoco se puede garantizar la suavidad de las mallas generadas pues la ecuacién no es
eliptica.

A pesar de las limitaciones de la funcional de drea se han obtenido algunos buenos resultados
sobre ciertas regiones no convexas en las cuales la funcional de longitud falla.

En la mayoria de estos casos las mallas obtenidas son convexas, e incluso se han obtenido
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mallas suaves sobre algunas regiones, en general esta tltima propiedad depende de la suavidad

de la frontera.

3
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area

Mallas generadas por la funcional de

Fig. 3-8
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3.3.3 La funcional de ortogonalidad

La ortogonalidad de las lineas de malla es una propiedad importante en la reduccién del error

de truncasién de los esquemas en diferencias, asi que la siguiente caracteristica que se desea

controlar es precisamente el ingulo de las lineas de malla.

El principio comiin bajo el cual fueron obtenidas las funcionales de longitud y drea fue el

de hacer controlar una cantidad mediante funciones de peso, ahora un principio distinto sera
utilizado, buscaremos hacer cero una cantidad.

Observemos que
@y + T,ye) = M, - M, = |AL | |AL,] cos(8)
donde 6 es el angulo entre los vectores M, = (x.,y,) ¥ A, = (z,,y,) si estos vectores son
ortogonales (y en consecuencia las lineas de malla) entonces cos(8) = 0 y por lo tanto se tiene:

M, M, =0

Por otro lado si asumimos que el jacobiano de A es distinto de cero (J 5 0) entonces |]\:l'(‘
y |M,|, son ambos distintos de cero, asf que M, - M, = O implicard la ortogonalidad de las
lineas de malla.

En base a.lo anterior definimos la funcional de ortogonalidad como sigue

1 1 1 2 1 1 1 . 2
Toan = 5/; /(" (a1, - ar,)" dgan = 5/0 fo (wea + yeyn)  dedn (3.16)

el mapeo Al que minimice a esta funcional serd la mas cercana a la ortogonalidad, y en caso de

que el minimo sea cero entonces las lineas seran realmente ortogonales.

Observemos que en este caso no es necesaria una funcién de peso lo cual nos ahorra el
problema de determinar dicha funcién.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la ortogonalidad son:

Kzszvl + ygyv:)znls -+ [(Iqu -+ Ugy,,)xg]., =0
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zex, + yew, Iy,)e + [z, + yev, Y], =0

o bien en forma vectorial

|
o

[(AL, - AL )AL ) + (AL, - AL )AL,

al desarrollar las derivadas tenemos:

H]]J\fu -+ I‘Ing\.Ig,, -+ Hgg]\f,m +S =0

donde
2 =z y 2  x,1
I, = n Yn Tlao = e 5:{5
Eulln Y, TeWe  Yg
e = Az, xz, + 2y, Y, T T, + YeY, 5= (0)
o

T T, + Yy 2x ez, -+ 4Y Y,

El sistema de ecuaciones que debe ser resuelto es finalimente:

2
(@)Tee + (T,U, e + AT T, + 20, 0,)T¢,, + (TeUn + T U WWen + (I?)Inu + (XY )Y =

(@ %) Tee + (W2IWee + (Te¥n + T, ¥ )T, + 4y, + 277, e, + (T ¥ )Ty + WDYom =

El sistema resultante es cuasilineal, acoplado y no eliptico, todo esto produce problemas en

el calculo de la solucidén, la cual puede no existir o bien no ser tinica, ademads la no elipticidad

indica que las mallas puedan no ser suaves.
Hay muchas regiones para las cuales los métodos iterativos no convergen posiblemente por

que no exista un mapeo ortogonal del cuadrado unitario en tales regiones.

La funcional de ortogonalidad es poco iitil por si misma, sin embargo, como veremos en la
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3.3.4 Combinacién de funcionales

Las funcionales vistas hasta ahora tienen muchas limijtaciones y las mallas generadas no siempre
son satisfactorias, sin embargo también tienen propiedades importantes las cuales se desea
conservar al generar una malla, por esta razén se busca obtener mejores resultados mediante
combinaciones de estas funcionales. al combinarlas se busca aprovechar las cualidades de cada
una y reducir sus problemas, dividiendo la accién de ellas.

Consideraremos ahora la siguiente funcional

Iw[l\l] =1L‘1_I,_[)\l]+wAIA[AI]+ono[Al] (3.17)

donde w, , u, ¥y w, son constantes no negativas tales que w, + w, + ws, = 1.

Las constantes son elegidas experimentalmente tratando de ajustar la malla mediante la
regulacién del porcentaje de dependencia de la malla con cada funcional, las constantes w; son
llamadas pesos de la funcional, y no deben ser confundidas con las funciones de peso © y ¥ de
las funcionales individuales.

Una de las principales ventajas de esta funcional es la gran variedad de combinaciones que

pueden realizarse para buscar generar la malla deseada.

3.3.4.1 La funcional drea-longitud (AL)

La primera combinacién sera tomando w, = 0, esto elimina la funcional de ortogonalidad en

la combinacién, lo cual nos da la funcional drea-longitud dada por

2
1 1 g2 1 1 ‘.’\!£| |_\["|2 aed
Tar = wedpqan +wad qan =w4/0 /(; TI;d"Sdn—*-w,_/(; /O —5  t ¢ | d99n

La ecuacién de Euler-Lagrange para ésta funcional es la combinacién lineal de las ecuaciones

de cada funcional determinada por los pesos de las funcionales es decir

G A DR (CORIC
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Como ya se mencioné los pesos se eligen experimentalmente, una combinacién que ha dado
buenos resultados es w, = 0.9 y w, = 0.1.

Las mallas generadas resultan sin doblez y suaves lo cual no debe ser sorprendente debido
a las propiedades de las funcionales implicadas.

Existen regiones donde los métodos iterativos no convergen con la combinacién anterior
pero nuevas combinaciones pueden intentarse en ellas.
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Fig. 3-10: Mallas generadas por A-L

120



3.3.4.2 La funcional drea-ortogonalidad (AQ)

Un mejor generador es obtenido eligiendo w, = 0, lo cual da lugar a la funcional de &drea-

ortogonalidad.
Existe un caso particularmente interesante, en el que fijaremos nuestra atencién éste consiste

en tomar w, = w, = %, esto nos conduce a la funcional

1 1 (rex, + 2y + (Y., — T, ¥ )2
IAO[AI]=?1,‘_/O /0 (ZeTo F Veln) q,( ¥ n¥e) d&dn

Observemos que el numerador del integrando puede reducirse a la forma
2 a2, 2 2 2
(22 + y2)(z? +y2) = |J\[€I [AL, ]
y de acuerdo con el calculo de variaciones la ecuacién de Euler-Lagrange es

RYARIA 21| 2,
(—q)— . + - — =0 (3.19)

”

El sistema resulta cuasilineal, acoplado y no eliptico.

Como era de esperarse las mallas resultan cercanas a la ortogonalidad y a la distribucidén
uniforme de dreas, lo que resulta interesante es el hecho de que las mallas resultan ser suaves a
pesar de que la longitud no ha sido utilizada y de la no elipticidad del sistema.

A pesar de que los resultados son mejores que antes la uniformidad de las dreas puede
producir que las celdas cercanas a la frontera de la region sean muy parecidas a las celdas en
cualquier otro lado de la malla, esto no es deseable en los cidlculos realizados cerca de la frontera
¥y en ocasiones puede solucionarse con alguna funcién de peso especifica.

Las mallas no tienen doblez pero son muy sensibles a la parametrizacién de la frontera y en

algunas regiones los métodos iterativos no convergen.
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3.3.5 La funcional de suavidad

Recordemos que la funcional de longitud determina un generador muy sencillo, pero desafor-
tunadamente los resultados no son satisfactorios, principalmente en regiones no convexas, la
razén de ésto es que el jacobiano de la transformacién que genera la malla puede ser cero en
algin punto, lo cual produce que se generen puntos de malla fuera de la regién fisica.

El problema se soluciona para ciertas regiones con el uso de funciones de peso especificas,
sin embargo es necesario utilizar una funcién diferente en cada caso, ademads dicha funcién nc
es facil de determinar.

En la generacién de mallas unidimensional se presenté un problema similar al generar mallas
con control del espacio, el problema se resolvid utilizando funciones de peso en el espacio fisico,

la misma idea serd utilizada ahora, es decir deseamos considerar la funcional:

LA YA
Iulul=/0 /o T+ | dgdn (3.20)

donde 11”7 y V son funciones definidas en Q.
Aparentemente el problema sigue siendo el mismo, pués debemos determinar una funcién

para cada regién £ que consideremos, sin embargo solo deseamos garantizar que el jaco-

biano de la transformacién sea distinto de cero, por lo que esta condicidén debe ser agregada
implicitamente en las funciones 1V 3 V.
La forma mas sencilla de lograr el efecto deseado es considerar al jacobiano de la trans-

formacién como una funcién que depende de los puntos (r,y) € 2, lo que nos conduce a la

funcional:
11 ]M5 [2 + Az, ? 1 1 fa2 +y2 + 22+ y2
= —_— = £ & o Tn 3 2
Isian /O /O 7 d&dn /0- /0 [ FRyR——ys dSdn (3.21)

Esta funcional es conocida como funcional de suavidad.
Observemos que al implementar al jacobiano como una funcién de peso condicionamos a

que las transformaciones A/ admisibles en J as tengan jacobiano distinto de cero, por lo que
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podemos esperar mallas sin doblez generadas a partir de ésta funcional.

Aplicando las férmulas para las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtenemos:

fi

(13 -+ y:",) T — 2 (:1:5:1:,, -+ ygyn) T, + (x? -+ yf) z,., o}

(22 + ¥2) vee — 2 (zex, + Ye¥a) v + (=2 + v2) y,, = 0

El sistema es eliptico,acoplado y no lineal.

(3.22)

Si la frontera de la regidn y el mapeo entre fronteras es suficientemente suave, entonces la

solucién al sistema serad dnica, e infinitamente diferenciable en el interior de 2, es decir que la
malla generada sera suave.

La implementacién numérica resulta dificil debido a la no linealidad y al acoplamiento de
las ecuaciones.

Debido a la elipticidad del sistema 3.22

si las condiciones de frontera son suficientemente

suaves, la solucién existira y sera Unica, en tal caso puede garantizarse la suavidad de las mallas,

por otro lado la funcional exige que ¢l jacobiano de la transformacién sea distinto de cero, por
lo que la malla no tendrd dobleces.

En general las mallas son conveaxas, pero esto depende en parte de la parametrizacién de
las fronteras.

En ciertas regiones la suavidad provoca que las celdas cercanas a la frontera sean muy

grandes, ésta situacién es poco deseable en una malla pues esto contribuye para incrementar el
error de truncamiento.

3.3.5.1 El generador ttm en dos dimensiones.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la funcional de suavidad pueden ser obtenidas por un

proceso distinto, consideremos ahora que deseamos mapear una regién 2 sobre el cuadrado
unitario J2 de tal forma que el mapeo cumpla las ecuaciones:

xz +&yy = O (3.23)

. Txx + Thyy

[
o
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Esto es una extensién del generador TTM unidimensional visto anteriormente.
El sistema (3.23) puede transformarse el sistema (3.22) para las variables dependientes = y

v por medio de las formulas obtenidas en la dltima seccién del capitulo 2 tomando:
o =1; B =0; =1 Silz,y) = &=, )s fa(z,y) = 7z, y)-

3.4 METODOS DISCRETOS

En los métodos variacionales vistos anteriormente las mallas son obtenidas resolviendo un sis-
tema de ecuaciones diferenciales sobre 72, sin embargo las mallas también pueden generarse
obteniendo cada uno de los nodos que la forman de tal forma que se cumplan las condiciones
geométricas o analiticas buscadas, a estos procesos se les denomina métodos discretos.
Estos métodos pueden ser obtenidos directamente al imponer condiciones sobre los nodos o

bien discretizando las funcionales estudiadas anteriormente.

3.4.1 El area como funcién de peso para la longitud.

Recordemos que el drea de una celda esta determinada por el jacobiano de la transformacion
usada, sobre todo por que la malla en el cuadrado unitario es uniforme, es decir las dreas de las
celdas son todas iguales, asi pués si una celda en la malla generada sobre la regidn 2 tiene drea
muy pequeriia esto significa que el jacobiano es cercano a cero, situacidén que se busca evitar.
En el caso de la funcional de longitud el problema es precisamente que no se tiene control
sobre el jacobiano.
As{ surge la idea de dar mayor peso a las longitudes de los vectores A, = (x.,y,) ¥y M, =

(z.,.v,) en las celdas de drea pequeiia,es decir deseamos controlar la cantidad:

(3.24)
o de manera equivalente, controlar:
s __1\70 Ny I."j (3 ‘)5)
La=3_3_ A, . -2
i=1j=1 1.3
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donde l; ; ¥ Ai; estan definidas como en las funcionales de longitud y drea respectivamente.

La idea como en los casos anteriores es minimizar la iiltima suma, sin embargo ahora no
llevaremos esta suma al caso limite.

Para poder llevar a cabo la suma (3.25) es necesario que .4;; 5% 0 para toda pareja i, j, lo

que significa que la malla inicial debe ser convexa.

Por supuesto esta misma restriceién es necesaria para la funcional de suavidad cuando

es aplicada sobre mallas iniciales generadas por métodos algebraicos, pero estos métodos no
siempre cumplen esta condicién.

Para resolver este problema podemos modificar la expresién (3.24) considerando:

s=—ki k>0

de esta manera la restriccién es A, ; > —k por lo que la malla inicial ya no necesita ser convexa.
Ahora la suma (3.25) toma la forma:

(3.26)

por lo que puede llevarse a cabo sin dificultad si tomamos k& > n')g_n {Ai}-

Las mallas generadas de esta manera son similares a las generadas por suavidad, sin embargo
ahora podemos utilizar mallas no convexas como mallas iniciales.

La suma (3.26) representa una funcional discreta la cual no tiene una funcional continua

andloga, pues el proceso de llevar esta suma a una doble integral como se hizo en el capitulo

anterior " pierde” la informacién del pardmetro k.




it

THITH

S
(S
LSS ST

=

o~ 2

,,/'/;,,,”,57’ 4
(7555825 A
/777 i llll’fl’#fl
Illl;lllm: #HHH
(1

J

iy
oo

Fig. 3-12: Mlallas generadas por suavidad




3.5 IMPLEMENTACION NUMERICA

Las ecuaciones obtenidas para la generacién de mallas en general no puede ser resueltas de
manera analitica, por lo que resulta necesario aproximarlas numéricamente.

Las gréficas presentadas anteriormente han sido generadas por el siguiente algoritmo, el cual
fue desarrollado por Steinberg y Knupp, y en ¢l se consideran a las funcionales sin peso,

Las ecuaciones pueden ser escritas de manera general de la siguiente forma:

Anr, + A2y, + Buzre, + B2y, + Cuzx,, + Ci2y,, = F1 (3.27)

Ar2Tee + A2y + B, + By, + C2z,, + Ca2y,, = F2

donde los coeficientes A, ;; B;;;C:,; v Fi para 4,5 = 1,2 son funciones que dependen de las

primeras derivadas de © y de y asi como de las funciones de peso.

Al considerar a las funcionales sin peso se tiene: F; = F3 = 0.

: .. s o 0)y .
El primer paso es la generacién de una malla inicial (ISJ) 5 y,(,j)) i=1,2,...,Ng ; g=1,....,N1
por métodos computacionalmente econémicos, para esto los generadores algebraicos como la

interpolacién transfinita (T.F.1.) suelen ser de gran utilidad.

A partir de la malla inicial deben calcularse los coeficientes de la ecuacién, esto se lleva a

cabo sobre cada uno de los puntos de la malla.

El calculo de estos coeficientes en el algoritmo original se realiza discretizando las primeras

derivadas por el esquema central

() (s} o )
— —’L'$+)1.z‘ - IS—)I.J’ ~ -’Es.j)+1 - 'ga‘)—l
Te ™ IAE T = A7
o () o o
. '.1154-)1.;,' — y§—)1,j . -(.j)+1 - y-‘(.z')—x
Ye = 2AE Yo = 2An
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¥ sustituyendo estas expresiones en cada uno de los coeficientes, para ejemplificar esto tomemos
el coeficiente C12 = x,y, correspondiente a la ecuacién de drea, al sustituir los esquemas corre-

spondientes se tiene:

(© o (9 (J (0) (0) o __ 0
(c,_é,) oy _ (Ig_‘_)l,j - -73,(_)1,_7') (y}.;.)]‘j - y,'(_)l,_-,‘) _ (-7-7,-_}.1'_7' — Il'——l..‘l') (yf+1..7' y"—l.j)
1 - =

IAE SAE VN

Sin embargo se han obtenido mejores resultados mediante un cdlculo diferente de estos
coeficientes, ésto es descrito ahora:

Consideremos la cuatro celdas para las cuales el punto P;; = (xij,¥ ;). €8 un vértice, y
tracemos en cada una de ellas sus dos diagonales, esto nos proporciona 12 tridngulos con vértices
en los puntos de la malla, (fig. 3.13).

Las derivadas se discretizan en cada lado de un tridngulo por el esquema " adelante”,

o (s} o o

z =~ -7?1(-4-)1,;' - I-('.j) = = “’E,j)a'l - Is,j)
€ AL ” Ay

(o] (¢] () 0)

Y, = yl(’-(-)l,j — yt('.j) v == y,(,j)-n - 115._1'
£ AL kd A7

y se sustituyen en los coeficientes, posteriormente las discretizaciones sobre cada tridngulo son

sumadas y divididas por 12 para obtener un solo esquema.

129



Tomemos nuevamente el caso de Cy,2 para el drea.

La discretizacién en los tridngulos 1 y 2 es
o o o o (0) (0) (0) (0)
(C-‘.J')(o) - »(4-)1,] (,J) w9 ) i y§% 1) _ ($i+1,j - ) (y l/._la)
12/ AL W3 Ag?
(©) ,.(0)
(C (0) -7752)1.;'—4-1 - “’1('.01')4-1 yi(g-)l,j-i—l - 1‘/1('.0]')4»1 _ (‘E"+1-J'+1 _ 'J+1) (y’+1vJ+1 U'(»J"H)
12 a8 AL - Ag2

Finalmente el coeficiente se determina de la siguiente manera:
i.73(0) [Co)
1.7 <]
(cif)” =35 Z (cif),

Este esquema proporciona un mayor control sobre los coeficientes y ayudando a que las

funcionales de drea y de ortogonalidad converjan en un mayor nimeroe de regiones que con el

cédlculo anterijor.
De manera independiente a los coeficientes se discretizan las segundas derivadas

o 1 o () 1 o
3’54-)1.1' - "-T( ) +11(—)1 g ~ (,])4-1 - 21',('._7') -+ xv(‘.j)—
Teg Ag‘z T = An?
o 1) (0 : ) 1) 0)
WD, — 20y + D, Yiger — 295 + {0,
yes A{Z Yo = A772
) o o
- -“754-)1,1‘4-1 - 1$+)1,j—1 - xg—)l,j+1 ; S—-)l G=1
£&n A€A77
a 0 o o
. :’/§+)1.j+1 —- y§+)l,_7'—-l - y§_)1'j+1 + .1/,(-_)1,1'—1
AEA7

Yen

Posteriormente se sustituyen los coeficientes y las discretizaciones anteriores en cada ecuacién,

con lo que se tiene:
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(0) o

() 2580 + 4@,

(1) © 7Y { Yiy1; <Y T Y~
439O [ Tiv15 7 2Ti; F T ) ( +
( .J) t2

AL?
S

RN (¢)]
+ (B}

0. (0)
:”53-)1 J+1 1'52-)1,]'—1 — x‘('—)x.j-s-] Ty, ;—1) -
‘ AgAn

0 ©)

) y§2)1 J+2 T ya‘-?-)l,j-l - '-'/1(—)1,j+1 + !/:-—1,;—1) +

. .
+(B13) AEAT

@ — oy 45
(1) (0) iN® [ Y5 2y; e —0
(0) 1’53)+1 — 21‘,-"]' ii—1 + (C;':;,’) A
+ (C“) An2

(0)
(0) _ -’)y(l) +3{
0 (1) (o) NCONET ! +
(i) (I’Q"j ~ e ) + (a8) Az
12 AE

0 )

o 0) (0) :L‘(

-, N ()} .‘E,(» )l,j 1 I,( 1.5—1 Ti1,g+1 + Ty j—1

-+ (Bl"zj -+

(0) (0) — y(g)l a1+ y'(g)l o1 N
O [ Yiv1+1 — Yit1,i—1 i—1.
+ (B ALATN

) 0y L (O

’ 1) (0)
@ ) i@ (¥R — 20D +uiFa ) _
Y0 [ Tijsa -I.',Z ~ Tij—1 +(C22)
-+ (Cl’ ) A2

A2

(1)
inos z;
¢ aparecen los térmi
n la discretizacidn de las segundas derivadas ap
er
Observemos que
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1 . NN . . . . :
y,(a») estos son precisamente las incdgnitas en el sistema de ecuaciones anterior, es decir se tiene

un sistema de 2 x 2, pues todos los demads términos se consideran constantes.

Al finalizar el cdlculo de todos los puntos de la nueva malla (:zrs'l]-),y,g,lj)) los coeficientes son

actualizados y el proceso se inicia considerando (.1:53-), y,(g)) = (.'rf_lj).j_(/,(_lj)).

Este proceso iterativo se detiene por una tolerancia previamente establecida.

3.6 TRANSFORMACION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET

Consideremos ahora el problema de valores en la frontera:

(af)ze + (B3Fz)y + (BF)= + Sy =29 (c,y) e 2 (3.28)

f=0 V(x,y) € 9N
donde 2 es una regién en el plano y o, 3,~, y g son funciones definidas sobre 2.

Asumiremos que una transformacién (x,y) = (x(&,1);yv(&, 1)) del cuadrado unitario Iz en
Q es dada, tal que J = x,y, — x,y, # 0.

Podemos entonces considerar a la funcién f como funcidén de (£,4) al tomar

S = f(=&miy€,m)

De forma andloga pueden considerarse a las funciones o, 3,7, y g definidas en Ja.

Aplicando la regla de la cadena tenemos:

fe = fzze + fuy, Jfo = Sz, + Sy,

Como J # 0 se tiene:

Sz = % (fgy., et fqys) fy = (f,,:cs - fs""'n) (3.29)

Teniendo en cuenta que x,, = z,, usando las reglas del producto podemos escribir las
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ecuaciones anteriores de la siguiente manera:

fo= 3 (Ude — Fuda)  fu=3 ((Fz)n — (F2,)e) (3.30)

esta es la forma conservativa o simétrica de las derivadas.

De la ecnacién (3.29) tenemos:

afe =5 (fevrn = £uue) (3.31)

si sustituimos a f en la ecuacién (3.30) por (3.31) tenemos:

I @fe) = (5 (fevn = £ va) = (5 (Feva = Faw) we)

de la misma forma podemos construir las identidades:

7@ = = (5 (fevn = £av) )+ (§ (fewn = £av) =),
T61) = (5 (~femo + £12) v,) — (& (~sfem, + £uz) ve),

J(vfz) = — (% (—fgz,, + f,,:vs) z,,)s -+ (% (f{.z-,7 — ,,:rs) ars)n

Si multiplicamos la ecuacién (3.28) por J, al sustituir estas expresiones y agrupar términos

se tiene:
(Ef)e + BFf)n +(Bf)e + (3F), =7
con

P 1
&= (a-y?, — 28zx,.y, + ')'c":
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-~ 1
A= -7 (G‘yty,, — B(zey, + T,u) + rTT,

1
F=3 (ny? —28x,y, + ’)1?)

g=Jg

Una vez que el problema ha sido transformado este puede dizcretizarse como se hizo en la
dltima seccién del capitulo anterior, sin embargo ahora los coeficientes &, 3,5 y la funcién g
de la ecuacién dependen de las derivadas de = y y, las cuales son desconocidas, por lo que sus

valores también deberdn ser aproximados.

Las siguientes dizcretizaciones son sugeridas tomando en cuenta la importancia de cada

derivada en el correspondiente coeficiente:

1 -
—_ 2 9 el
. LT em—— (e} —_2 -+ =
=33 = 7 %‘j( Yo = 282y, + D),

con

_ Tijal — Tjj—1 + Ti—1,j+1 — Ti-1,5-1 _ Tig — Li-1.3
(mn)i-—%,j = iAn (mg)i—-;—,j = AE
¢ — Yig+l — Yig—y H+ Yie1,i41 — Yi—1,4—1 i
‘y")i—-Z =

iA7 ('!Jg)i—.—},j ==

J"._’l_z.‘j = (zg)i—%,j(yn)i—%,j - (xq)i—%‘j(yg)i—%‘j.
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con

can

(z¢ )i,j-—-%

(v, )i'j— 1

= 1 2 2
N = = -2
Vij—% Tiie3 (st Brey, + "IE)i,j-§
— Tl — Tic1j F Tit14-1 = Tie1g-1 (.)s: = T T Tig—1
IAE nlig—% An
_ Yixly —Yi1s HYiv15-1 T Yim15—1 (W) 5 = Yid —Yis—1
4AE Ynlii—3 An

-7"_3'_:} = (-""5 )i_j—:}(yv,)i‘j—§ - (I.,)i‘_,_,}(yg),"J_:}

E.—_%,j_,:; - 11 — (cxy;" — 28Ty, + ')'x;")'__l' i1
f—3.d—3 Z I
(1’5)1'~%.J‘—% i —4221] —T=ta
(In)i_%'j_% = Tij — Tij-1 _';Zl;]] — Ti—1.5-1
(ye )'__%‘j_% - Yij = Yij—1 '*42;1] — Yi—1,5~1
(yv,),-_%,,-_% — Y¥ij T Uij—1 4;2]—]1; —¥Yi-15—1

Jic15-4 = (®)in g 51 Wading 5-4 — (®0)icy i1 Weding i1
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Finalmente

(x)ia =

_  Tig+l —Tij—1
(x,)i; = SR,

L Yidli — ¥io1j
Wedis = T 3Rxe

L = Yigl T Yig—1
(y-,)!.J = _—?E'_

Jig = ()i Wy )i — (We)ii (T, )is

3.7 SOLUCION DE E.D.P.
USANDO MALLAS RECTANGULARES

En esta secciédn se muestran algunos resultados obtenidos al aplicar la teoria desarrollada a

lo largo de este capitulo, para ello se presenta la solucién a diferentes ecuaciones en diversas

regiones.

3.7.1 Ecuaciones sobre el cuadrado unitario /..

Consideremos ahora el problema de valores a la frontera:

V- Aalz, y)Vf(z,y)) =g Y(x,y) € Iz

f=0 V(z.y) € 912

Este problema se resolvié tomando dos formas diferentes para a y g, la dizcretizacién se

realizé sobre una malla uniforme y la solucién fue comparada con el paquete "PDETOQOLS” de
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herramientas para “MATLAB”.
La intencién de estos ejemplos es la de “medir” la confiabilidad del algoritmo presentado
para la solucién de ecuaciones.

1) Para el primer modelo se tomé:
a(x,y) = 1.1 + sen(5y — 3x) gz, y) = zy
En la figura se muestra la gréafica de la solucién obtenida y el error al comparar con “MAT-
LAB".

2) Para el segundo caso se considero:

a(z,y) =1 g(x,y) = 50xy sen(2nwx) sen(27y)
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3.7.2 Regiones irregulares

Tomemos la ecuacién:

V- (AVf(z,y)) =g V(z,y) € 2 (3.32)
donde
a=|% Pl -p-DP
B8
con
cos(Z) sen(E) 1+ 222 + y? o
P = D =
—sen(g§) cos(§) 0 1+ x? 4 252

y la funcidén g y las condiciones de frontera son elegidos de tal forma que la solucién analitica

al problema esta dada por:

f(x,y) = sen(wzx) sen(wy)

Este problema serd aproximado en dos regiones. irregulares §2 sobre las cuales se ha generado

una malla en forma numérica.

3.7.3 Region “Escalén”

La primera aproximacién al problema anterior se realiza sobre la regién ”escalén” (" backstep”).

La malla es generada con la siguiente combinacién de funcionales:

BIs+ 1Io+ .11 =0

La regién y la solucién obtenida son mostradas en la siguiente figura:
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3.7.4 Region “ml19”

La siguiente aproximacién al problema se lleva a cabo sobre la regién “m19”.

La malla es generada con la siguiente combinacién de funcionales:
BI4+ 2T+ 01 =0

La regién y solucién obtenida son mostradas en la siguiente figura:
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Dos ejemplos finales

Finalmente mostraremos la solucién obtenida para dos ecuaciones cada una de ellas en una
regién irregular mas complicada que los casos anteriores.

LA HABANA

Rz fz)z + (3yfy)y = Igy

flz,y) =0 Y(x.y) € 8Q
MUJER

Sz + f!ly =xY

f(z,y) =0 v(z,y) € 80
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A

CONCLUSIONES

El métode de diferencias finitas es una excelente herramienta para la soluciéon de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, sin embargo es necesario tener cuidado en la discretizacién
del dominio. pues la precision y la rapidez de los algoritmos dependen en gran medida de la
malla generada. Por ésta razén es necesario contar con métodos eficientes para la generacion
cle mallas rectangnlares sobre regiones irregulares.

Los métodos para la generacion de mallas presentados en este trabajo ciertamente no son
los mas efecrivos, en el sentido de que las mallas generadas no siempre alcanzan las propiedades
de suavidad vy convexidad deseadas, sin embargo la teoria detrids de ellos constituye una linea
importante en la bisqueda de nuevos generadores, ya que las propiedades de cada una de las
funcionales estudiadas es de importancia en la reduccién del error de truncamiento, teniendo
como consecuencia una mayor velocidad de convergencia,

Uno de los problemas que se presentan en estos métodos es el error de redondeo, esto queda
de manifiesto principalmente en la funcional de suavidad. para la cudl de acuerdo con la teoria,
las mallas deben ser siempre convexas, sin embargo para conseguir este resultado es necesario
realizar una implementacién cuyva precisién sea muy grande ya que el error de redondeo ocasiona
que la malla convexa no sea alcanzada para regiones muy irregulares.

Una de las propiedades importantes de éstos métodos es la rapidez con la que se pueden
generar mallas sobre una regién. esto permite experimentar diversas combinaciones de las fun-
cionales y obtener una gran variedad de mallas sobre un mismo dominio.

Desafortunadamente. como ya mencionamos las mallas no siempre son satisfactorias por
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lo que es necesario desarrollar nuevas técnicas que nos permitan mejorar los resultados, ac-
tualmente se tienen generadores discretos que conservan las propiedades geométricas de las
funcionales estudiadas en el capitulo 3 y con los enales

se han obtenido resultados muy supe-
riores a los presentados on este trabajo, éstos procedimientos tienen ln desventaja de ser mny
lentos comparidos con sus andlogos continuos, por otro lado parin algunas de las funcionales

cli

retas no se ha determinado su funcional continua, asi que esta os una de las cuestiones que

ain deben ser analizadas.

Las mallas presentadas como ejemplos en cada funcional han sido generadas utilizando como
funciones de peso In funcion © = 1 (salvo el caso de la funcional de longitud). Ly implementacion

de funciones mas generales constituye parte del trabs:

jo que debe realizarse mas adelante, donde

se debe inclnir no solo criterios para la eleccidn de dichas funciones sino también un programa
interacitvo dounde sea posible observar los resultacdos.

La generaciéon de mallas adaptivas se describe iinicamente para el caso nnidimensional sin
embargo csta suele ser de gran utilidad para regiones planas por lo que su generalizacién a dos
dimensiones representa un compromiso a corto plazo.

Finalimente es importante continuar el estudio sobre el uso de é

tas mallas en la solucién de

problemas de contorno, a fin de obtener nuevos algoritmos para su solucién.
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