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INTRODUCCION

El hombre, en su busqueda por la comprension y predic:

creado modelos matematicos para poder representarios. Dichos modelos tratan de caracierizar el

n de los fenéGmenos fisicos, ha

fenomeno al definir los distintos factores que intervienen en el mismo. A estos factores se les
denomina parametros, y es partir de sus valores, que sc logra predecir de alguna manera el
fenomeno fisico. El procedimicnto anteriormente descrito se denomina una metodologia directa
de modelaciéon. Si consideramos una modelacion directa ideal (sin errores), la Gnica condicion
necesaria para lograr una prediccion adecuada de la realidad seria la de utilizar los valores
correctos de los parametros, por lo cual no es recomendable suponertos arbitrariamente. Cuando
por algin motivo cstos valores no son conocidos, o no es posible medirlos directamente, una de
las formas para establecerlos es el inferirlos a partir de las manifestaciones que pretenden predecir
Lo anterior se conoce como una metodologia inversa de modelacion. Debe tomarse en cuenta que
estas metodologias no siempre son exactas, ya que su aplicacion se enfrenta a las limitaciones
impuestas por los errores en las tcorias utilizadas para la prediccion y los errores en las
mediciones a partir de las cuales sc infiere. -
Por otra parte, desde mi punto de vista se puede considerar que Ia Ingenicria, al dar
solucion a problemas practicos mediante la aplicacion de teorias que pretenden predecir
determinados fendmenos fisicos, es el agente que logra integrar a la realidad y a los modelos
in cl caso de la Ingenieria Civil, dichos modelos s¢

matematicos que intentan representarla
utilizan en la realizacion de obras de infraestructura. las cuales son fundamentales para el bienestar
humano. Por lo tanto, uno de los aspectos basicos para ¢l desarrollo de la infraestructura de
cualquier pais, sera que dichas obras sean disciiadas de forma apropiada para poder cumplir con el
proposito por el cual fueron concebidas. En consecuencia, se comprendera la necesidad de una

adecuada aplicacion de los modclos, y por ende. ¢l uso de los valores correctos de los parametros
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en los

Debido a la importancia de lo expuesto en el parrafo precedente, ¢l objetivo de esta tesis
sera discutir la aplicacion de la metodologia inversa en la estimacion de parametros utilizados para

la solucion de probl de Ingenieria Civil, y 1i. un caso como ¢jemplo.

El esquema de este trabajo es el siguiente. En el primer capitulo se hace una introduccion

fund les y formas de solucion de 12 inectodologia inversa; asi mismo, se

a los
discute su aplicacion en los distintos ambitos de la Ingenieria Civil. En el capitulo 2 se presentan

las bases tedricas del procedimiento inverso que aqui se¢ aplica, denominado “*método variacional

dj ** y cuya impl i0n requiere de procedimientos de optimizacion clasica. En el ultimo

capitulo se aplica el esquema variacional para obtener el coeficiente de dispersion de
contaminantes en pruebas realizadas sobre un canal de laboratorio. Finalmente, se presentan las

conclusiones del trabajo.



1. PROBLEMAS DIRECTOS Y PROBLEMAS
INVERSOS EN LA INGENIERIA CIVIL.

1.1. Definiciones y formas de solucién

La probiematica involucrada en ¢l desarrollo de un modelo matematico que represente a
un sistema fisico ticne como punto de partida ¢l definis dicho sistema a través de los distintos
elementos que logran describirlo completamente Estos elementos se denominan parametros del
modelo y, en casi todos los casos, pucden ser abtenidos de forma directa. Una vez que se ha
caracterizado el sistena, es posible establecer ciertos parametros “de interés”™, cuyo valor sea
necesario predecir para distintas condiciones del medio. Estos parametros de “interés’™ se definen
de tal forma que dependan de los del modclo, y en general pueden ser medidos por lo que se les
ltama parametros observables

Los conceptos clasicos de problema directo y problema inverso se originan a partir de la
forma en que se utilicen los dos tipos de parametros anteriormente definidos para lograr modelar
un aspecto del fenémeno fisico que se esté analizando. De esta forma, resolver el problema
directo consiste en predecir los valores de Jos parametros observables dando valores arbitrarios a
los parametros de modclo, utilizando para ello ciertas leyes fisicas que los relacionen. Por el
contrario, resolver el problema inverso consiste en inferir (mediante ciertas técnicas), los valores
de los parametros del modelo a partir de valores medidos de los parametros observables.

En otras palabras, se pucde establecer que ¢! procedimiento utilizado para el analisis de un
sistema fisico puede ser dividido en tres aspectos:

e Parametrizaciéon del sistema: consiste en el descubrimiento de un grupo particular de

parametros del modelo cuyos valores caractericen al sistema desde un punto de vista dado.




® Modelacién directa: es el descubrimiento de las leyes fisicas que permiten, dados los valores
de los parametros del modelo, hacer predicciones de los parametros observables, ya sea que
existan o no las condiciones para medir estos iltimos y poder comparar lo calculado con lo
medido.

= Modelacién inversa: consiste en ulilizar los resultados de algunas mediciones de parametros
observables para inferir los valores de los parametros del modcelo. De esta forma, se podra
deducir el valor correcto de los parametros de modelo a partir de 1o medido.

Se hace notar que las dos primeras etapas son de caracter inductivo (van de lo particular a
lo general), mientras que la tercera es netamente deductiva (va de lo general a lo particular)

Por altimo. ¢s necesario mencionar que el principal problema al que se enfrentan ambos
tipos de modelacion consiste cn la posible sobredeterminacion o indeterminacion de los
parametros que sc pretenden predecir o inferir. En el caso de la indeterminacion, ésta es debida a
dos factores: la falta de datos suficientes y las incertidumbres experimentales. En el primer caso se
ticne un numero indefinido de soluciones y sc requicre de informacion adicional para hacer el
problema mas especifico E! segundo factor c¢sta relacionado con la incertidumbre en el
conocimiento. Los valores observables o datos siempre ticnen incertidumbres experimentales y las

teorias fisicas que permiten la solucién del problema directo son aproximaciones de una realidad

mas compleja

1.1.1. Solucion de un problema inverso

La solucion de todo problema inverso tiene como abjetivo basico el transferir informacién
desde los datos a los parametros del modcelo. Las metodologias inversas logran dicha transferencia
utilizando los tres aspectos siguicntes:

= Informacion experimental, relacionada con los valores reales de los parametros observables, y
obtenida a partir de mediciones experimentales o en campo.

e Informacion anterior, obtenida de forma independiente a las mediciones y que cofresponde a
los parametros del modelo. Por cjemplo, en el caso de un proceso iterativo, la informacion de
los parametros del modelo generada en la iteracion previa a la que se estd analizando es la
informacion anterior que sc dispone de los mismos

® Aspecto tcorico, el cual implica establecer las leyes fisicas que relacionan los parametros del
modelo con los parametros observabices o datos
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Estos tres factores son los elementios basicos de toda modelacion, y la forma en que se
emplean es lo que diferencia a Jos distintos procedimientos con los que se aplica la metodologia
inversa para la solucion de problemas.

Antes de pasar a la descripcion de dichos métodos es importante tomar en cucnta los
siguientes conceptos para el analisis de solucion de toda técnica inversa (la justificacion teérica de
estos conceptos sc puede encontrar ¢n Tarantola (1987))

« Estabilidad: c¢s la propiedad de un procedimicnto de ser insensible a pequefios errores
aleatorios en los valores de los datos. Si la informacion anterior en cl espacio del modclo se
utiliza de manera apropiada, se¢ garantiza la estabilidad.
Robustez: es la propiedad de una mcetodologia segun la cual, esta es insensible a un namero
pequeio de grandes errores ¢n ¢l grupo de datos.

A continuacion se presentan algunas de las técnicas que pueden ser utilizadas para resolver
un problema inverso

1. Soluciones analiticas

Se desarrollan en los casos donde ¢s posible obtener una expresion analitica que relacione
los tres factores fundamentales de toda solucion inversa mencionados previamente (experimental,
anterior y teorico).

I1. Exploracion sistematica del espacio del modelo

Si el numero de parametros del modelo es pequefio (£4) y predecir por medio de
correlaciones fisicas ¢! valor numérico de los parametros observables no resulta muy complgjo, se
puede definir una malla sobre el espacio del modelo y predecir los parametros en todos los nodos

de la malla; luego, utilizar estos resultados de forma directa para discutir Ia informacion obtenida

sobre los parametros del modelo
11I. Método de prucba y error
Si m representa un valor arbitrario de un parametro del

observados de los datos y de. = fim) los valores predichos a partir de m. Entonces, ¢! método de

prueba y error se inicia desde algun valor my, se calcula d 4= flm,), se compara dea con du, se

modelo, duw. los valores

apela a la intuicién fisica para cscoger un nuevo valor m; para el cual fTlm,) ajuste ¢l dato
observado mejor que flm,). Sc itera hasta que sucesivas modificaciones en ¢l valor del parametro

del modelo no mejoren significativamente ¢! ajuste entre los datos observados y los computados.



1V. Métodos Monte Carlo

Si el nimero de parametros es grande y el predecir por medio de correlaciones fisicas el
valor numérico de los parametros observables no es complejo, la exploracion del espacio del
modelo puede ser remplazada ventajosamente por una exploracion aleatoria (o Monte Carlo).

V. Computo del punto de maximo valor esperado

Generalmente no se tiene un numero pequeio de parametros y el calculo de  tos
parametros observables para cada parametro del modelo ¢s complejo. La Gnica aproximacion
practica en este caso es tratar de definir una estrategia que, sin grandes dificultades, alcance como
resultado el punto que maximice la funcion que los relaciona. Si esta funcion es diferenciable
para todo parametro del modelo, ¢l punto maximo pucde ser obtenido usando métodos de
gradiente, donde ¢l gradiente de la funcion tiene componentes Cf/dm,

V1. Criterio de minimos cuadrados

Teoria

Los minimos cuadrados son muy utilizados debido a que se pueden calcular facilmente. Su
tinico inconveniente es la falta de robustez, es decir que son muy sensibles a un ndmcero pequefio
de grandes errores c¢n los datos. El problema central en ¢l criterio de minimos cuadrados consiste
en la minimizacion de una funcion de ajuste que mide cuin cercanamente ¢l modelo concuerda
con los datos observados. El criterio utilizado para el ajuste es la suma de los cuadrados de los

crrores:

EE e}

{4

o
donde & es el error o residuo, es decir, la diferencia entre los parametros observados y los
predichos. A valores mas pequedos de S se tendra un mejor ajuste. En realidad, lo que se logra al
minimizar !la funcion de desajustc es maximizar la ftuncion que relaciona ambos tipos de

parametros

A continuacion se prescntan los métodos mas simples (no necesariamente los mas
eficientes) para la solucion del problema de minimizacion que involucran los minimos cuadrados:
e Fxploracion sistemdtica del espacio del nrexdelo.

* Prueba y error.
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& Afétodos Monte Carlo.

Estos tres métodos fuecron ya descritos, sin embargo a diferencia de lo discutido
anteriormente, ¢n este caso utilizan la evaluacion de la funcion 8 como criterio para encontrar la
solucion del probiema inverso
o Afétodos de optimizacion clasica.

Esta clase de meétodos emplean técnicas de optimizacion clasica para minimizar la funcion
de desajuste S. Debido a que el procedimiento que sc utilizara en ¢l presente trabajo para aplicar
la metodologia inversa a un caso espeofico de la Ingenieria Civil pertencce a esta calegoria, se

expondran sus fundamentos tedricos en el capitulo segundo

1.2. Problemas directos y problemas inversos ¢n la Ingenieria Civil
La discusion expuesta por este subcapitulo se desarrollo tras analizar la aplicabilidad de las

metodologias directa e inversa en las distintas areas que componen las Ciencias de la Ingenieria y

fa Ingenicria Aplicada. A partir de esta revision fue posible lHlepar a la siguiente conclusion

“muchos_problemas de Ingenieria_ Civil _cuyn modelacién involucre parametros

pueden ser resueltos tanto por metodologias inve s como directas™

A continuacion se presentan una serie de casos donde 1a conclusion anterior es aplicable :

CAMPO MODELACION METODOLOGIA METODOLOGIA
DIRECTA INVERSA
Estructuras d_xl oom e Obicner 1a flecha a partir{ e Inferis el momento
Flexion dx? E1l de E.TY M flexionante a partir de la

flecha 1 yE

» Inferir ¢l modulo de
elasticidad a partir de la
flecha, I y M.

Sanitaria. X=Xpe ™" ® Obtener la concentracionie Inferir la constante de
Reactor Batch. apantirdety K velocidad de reaccion a

partirde Xyt




CAMPO

MODELACION

METODOLOGIA
DIRECTA

METODOLOGIA
INVERSA

Geotecnia.
Consolidacion
unidimensional

(Terzaghi)

AH = m, Ac'. H

Determinar
asentamientos a partir de

m, Ac’.y H

Inferir el cocficiente de

variacién  volumétrica a

partir de AH, Ao’y ¥y H

Sanitaria.
Transporic de

masa.

Obtener la concentracion

apartirdeuyE.

Inferir el coeficiente de
dispersion a partir de u y

C

Hidraulica de
Canales .
Régimen

uniforme.

Obtener ¢! gasto en el
canal a partir del tirante,

la peometria, ny Sy

Inferir la n de Manning a
partir de Q. S, el tirantey
la geometria del canal.

Inferir la geometria del
canal a partirde Q, S,..ny

el tirante.

La dificultad para aplicar la metodologia directa varia en funcion de la facilidad con que se

puedan determinar los parametros del modelo. El caso critice se presenta cuando no se tiene

manera de obtenerlos directamente, y c¢n primera instancia la unica solucidon posible seria

suponerlos de manera arbitrarnia

Es ante esta problematica que puede ser aplicado el método inverso, pues permite inferir

los parametros del modelo a pantir de mediciones sobre parametros observables

La metodologia de solucion para un problema planteado en forma inversa puede ser tan

sencila como despejar ¢t parametro que sc¢ desea obtener del modelo directo, y calcularlo

mediante los valores de las observaciones. Sin embargo, no siempre ¢l procedimicento es tan

simple, por lo que en muchos problemas de Ingenieria Civil generalmente se recurre a la técnica

de prueba y error.



En Ingenicria Civil, gencralimente se presenta el caso critico ya mencionado, cuando las

caracteristicas del medio fisico involucradas en et problema por analizar no permiten la obtencion
de los parametros del modelo necesarios para ia aplicacion de la metodologia directa

Especiticamente, la Hidraulica v la Geotecnia son los campos que enfrentan estas
vicisitudes, Debido a lo anterior, es que estas arcas ban cestablecido soluciones analiticas al tener
que resolver un gran nimero de problemas mediante metodologias inversas

A continuacion se presentan algunos casos como ejemplo -

CAMPO MODFELACION METODOLOGIA INVERSA

Hidraulica . f}l7ofL’EI‘L(" v,:,’] e lInterir la permeabilidad sobre ¢l terreno al
Flujo de agua |,(|.l - h:) observar  Jos  descensos  del  cono  de
suterraneca abatimiento de un poza mediante sondeos

Thiem

Geotecnia e Inferir Ja K pasiva o acitiva a partir de
Empuje sobre 2 mediciones del angulo de  friccion interna
elementos de para ¢l material

retencion

Rankine.

La aplicacion antcriormente discutida del procedimiento inverso, se puede considerar

como la forma clasica de la teoria de problemas inversos para la solucion de problemas

n cmbargo, otro de los casos donde puede ser utilizado este procedimiento es para
comprobar que los valores de los parametros usados en la metodologia directa son los que

realmente se estan presentando  De esta forma, los parametros verdaderos pueden ser inferidos

desde los datos para compararlos con los empleados originalmente  Fsto puede. por ¢jemplo, ser

aplicado en la etapa de operacion y mantenimicento de una obra

Por ultimo se puede scialar que muchos problemas de diseiio en los cuales es necesario

n ser enfrentados desde ¢l punto de vista inverso  Dicho

calcular un factor de scguridad podria

factor, se obtienc gencralmente dividiendo Io calculado con la metodologia directa v 1o medido en




laboratoric © en campo. De esta forma, a partir de las condiciones medidas y los factores de
seguridad requeridos seria posible obtener los parametros de disefio Optimos para cada caso.
Llevar a cabo lo anterior dependera de la complejidad del problema analizado, pero en caso de ser
factible, se impediria un derroche innecesario de recursos economicos ya que la obra no estaria
sobredisefiada, y en cierto smodo se optimizaria el proceso de disefio al reducir ¢l nimero de

opciones que se deben probar mediante tanteos hasta obtener aquella que cumple con las

condiciones de seguridad solicitadas.

10
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2. BASES TEORICAS DEL METODO INVERSO

2.1. Método variacional adjunto
Para la solucion de un caso especifico de la Ingenieria Civil, se aplicara una técnica de

modclacion inversa denominada *“‘método variacional adjunto™ y cuyo empleo requicre de un

pr i o de optimi .. A continuacion se presentan sus origenes y fundamentos

2.1.1. Introduccion
De acuerdo con Smedstad y O’Brien (199i), ¢! metodo variacional adjunto es resultado
de los analisis numéricos y de datos desarrollados principalmente para estudios oceanograficos y
meteorolagicos en los nltimos treinta afdos. A partir de estas experiencias se establecieron
basicamente tres clases de algoritmos
« Mdétodos de interpolacion polinomial focal
En estas técnicas, se ajustan funciones polinomiales a los datos observados en la
vecindad de cada punto de una malla. Tienen la ventaja de ser simples y eficientes
e Meétodos de interpolacion estadistica
En clios se asignan pesos a una combinacién lincal de desviaciones observadas en un
intento de minimizar el error cuadratico medio Se requiere como informacion estadistica los
prnmeros y segundos momentos de las variables observadas y desconocidas. Una de sus
ventajas es el producir una aproximacion practica y consistente ai tratar grandes grupos de
obscrvaciones heterogéneas.  Su principal defecto consiste en suavizar excesivamente los
aspectos analizados, climinando factores que no son de gran importancia desde el punto de
vista estadistico, pero que son necesarios para la correcta interpretacion del fenomeno fisico.

Por Gitimo, cabe mencionar que estas técnicas son computacionalmente complejas, ya que




tienen que ser resueltos grandes sistemas de ecuaciones lincales para encontrar los pesos de

interpolacion.
= Meétodos de analists numeérico variacional
En estos métodos, se minimiza un funcional o funcion de costo que representa el
desajuste entre los datos observados v los resultados de la modelacion. La minimizacion se
fleva a cabo bajo la restriccion de que deben satisfacerse las ccuaciones de modelo. [La solucion
plicadores de lLagrange vy lleva a

a involucra mul

del problema de minimizacion restring
ecuaciones adicionales 0 adjuntas. desde las cuales se determinan dichos multiplicadores. Las
variables del modelo y los muluplicadores de Lagrange permiten entonces el calculo del
ra minimizar dicho funcional mediante

gradiente del funcional criginal, el cual sc utiliza pa
métodos de optimizacion clasica Entre las desventyjas de los metodos variacionales esta la

utilizacion de una técnica matematica compleja ¥ un costo computacional alto

2.1.2. Descripcion del método

En el método variacional se minimiza una funcion de costo que mide el desajuste entre lo
modelado y las observaciones, las ccuaciones de modelo simven como restriceiones. El primer
campo de interés para este procedimicnto son los modelos dependientes del tiempo. Un modclo

matematico con estas caracteristicas pucde ser escrito como

donde los componentes del vector x son las variables dependientes, t es el tiecmpo y el vector ¢
contienc a los parametros de modelo. Los componentes de x denotan los distintos aspectos bajo
consideracion. F puede ser un operador lineal o no lincal. Segun Smedstad y O'Brien (1991), se
supone que el sistema (2.1) no es cerrado, por le cual debe ser proporcionada informacion
adicional en orden de obtencr una solucion unica para (2 1) L.a informacién adicional sera una
variable de control y. La variable y, puede consistir por cjemplo en las condiciones iniciales,
condiciones de frantera, alguno de los parametros del problema. o una combinacion de estos. Una
vez que se ha definido y. ¢s posible encontrar una solucion Gnica x(y) de (2.1). Es importante
ibles Yaa.

comprender que la variable de control, y, debe pertenccer a un grupo de controles admi
Lo anterior quicre decir que y debe ser fisicamente posible para el caso que se este analizando. de

tal mancra que pueda obtenerse una solucion congruente. Para determinar y,.g se puede utilizar
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informacion fisica sobre las condiciones iniciales o los parametros utilizados como una variable de
control.

El interés principal es obtener una soluciéon de (2.1) lo mas cercana posible a las
observaciones, x°. LLa cercania puede ser definida en diferentes formas, y es usual emplear una
funcion de costo J, la cual mide la distancia entre la solucién de (2.1) y las mediciones. El
problema variacional puede establecerse entonces de la manera siguiente :

Encontrar y° la_cual pertenece a_y.. 3y _minimisa la funcidn de_costo 1, _donde
representa el y optirmo.

El problema planteado es un problema de minimizacion restringida, en el que la ccuacion

o

de modelo (2.1) representa la restriccion El problema se resuelve redetiniéndolo de tal forma que
llegue a ser un problema de minimizacion sin restricciones

Sasaki (1970) introdujo dos diferentes métodos en el analisis variacional : €l método de
restriccion débil (relacionado con el procedimiento de penalizacion) y el método de restriccidon
fuerte

La aproximacion aplicada aqui es ¢l esquema de restriccion fuerte y esta basada en la
técnica de los multiplicadores de Lagrange. En dicha técnica, se construye un Lagrangiano
L(x,A.y) como
L{x, %, ¥) = 3(x.5) + (A.G{x:c)) 2.2
donde los componentes del vector A son los multiplicadores de Lagrange. E! problema de
minimizacion restringido sec reemplaza por un problema sin restricciones con respecto a las
variables x, A y y. Usando este formalisno se asegura que las observaciones satisfaran
exactamente a las restricciones. De acuerdo con Smedstad y O’Brien (1991), pucde demostrarse
que el problema de determinar los puntos estacionarios del funcional J(x , y) bajo la restriccion
G(x ;c) = 0 cs cquivalente al problema de determinar los puntos estacionarios de (2.2) con

respecto a las variables x, y ¥y A. Las ccuaciones que hacen estacionario al Lagrangiano, son

1 d las iones de Euler-Lagrange del problema de minimizacion restringida. La

condicion optima de Euler-Lagrange esta dada por

aL. . .. .

a(x ALy )=0 (2.3)
L., . .. .

—E;(x ALy )=0 2.4)
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de donden se determinan x*, A" y y. La ecuacién (2.3) lleva al modelo original nuevamente. El
operador en (2.4) es el adjunto del operador en (2.3). Es por lo tanto comin llamar a la ccuacion
(2.4) 1a ecuacion adjunta de (2.3). La ecuacidon de modelo propaga informacion hacia adelante en
el tiempo, mientras que la ccuacion adjunta la propaga hacia atras. Esta ultima caracteristica ¢s
necesaria para ascgurar la estabilidad del problema (ver Simedstad y O’Brien (1991)) Las dos
formas de propagar informacion en ¢l tiempo se discuten mas ampliamente en el ultimo capitulo
de esta tesis, al ser aplicada la técnica variacional a un problema especifico de Ingenieria Civil. La
ecuacion (2.5) da lugar al gradiente de L con respecto a la variable de control  El gradiente juega
un papel importante para la determinacion del mejor ajuste en la solucion, ya gue s uno de los
factores principales de los algoritmos de descenso utilizados para cencontrar ¢l minimo de la
funcion de costo

Como puede observarse on las ecuaciones anteriores, ¢l analisis variacional depende de
las elecciaon del funcional J y de la restriccion G, El matodo de solucion es también una parte
importante del anali

is. En general tiene que ser utilizado un método iterativo para las clecciones

de J y G. El objetivo sera realizar un namero de iteraciones lo mis pequeiio posible.

2.1.3. La funcion de costo J

El objetivo del método varacional es encontrar una solucion cercana a las observaciones
Como ya se¢ menciono, la funcion de costo J ticne que ser estructurada de tal manera que mida la
distancia (desajuste) entre el modelo v las observaciones; por lo tanto debe tener la propiedad de
una norma (desde ¢l punto de vista matematico). Hlay muchas formas del funcional J que pueden
scr consideradas, y cada una de eilas dara distintos resultados en ¢l ajuste de la solucion del
modelo. El método variacional hace uso de las derivadas de J v por lo 1anto, la funcién de costo

debe ser diferenciable. Es comun escoger J basado en Iz norma del error cuadratico medio, es
decir

J(x.c) = lz(x - x')f K, (x - x') + %(c - l:')T K,.(c - :') 2.6)

donde x’y ¢’ representan variables observadas o estimadas, las x 1as ¢ son variables calculadas y

las K son matrices de validacion especificadas. Estas dependen de la varianza del error en cada
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punto de observacion, y de alguna manera entregan informacion sobre la calidad de los datos. Si
los errores en las observaciones no estan correlacionados, las matrices de validacién  son
diagonales; siempre son matrices simétricas y definidas positivas. Las observaciones pueden no
estar disponibles en todas partes, par lo que, en aquelios puntos donde no hay observaciones, las
matrices de validacion son iguales a cero (para mayor informacion sobre las matrices de
validacion vease Tarantola (1987)).

E! primer término en la ecuacion (2.6) cs llamado ¢l desajuste de los datos, y es el factor
de control de las ccuaciones adjuntas. Es a panir de estas ecuaciones que los multiplicadores de
Lagrange propagan informacion de dicho desajuste hacia el tiempo inicial del periodo de
asimilacion de los datos, influyendo de este modo en la reconstruccion del estado del modelo. El
nltimo término  se agrepa a la funcidon de costo para asegurar que las nuevas estimaciones de los
parametsos en el modelo no estén tan alejadas de la suposicidon inicial, es decir, el término
representa informaciéon anterior acerca de los parametros (vease Tarantola (1987)) De csta
forma, segun Yu y O'Bricn (1991), las nuevas estimaciones de los parametros no se algjan
demasiado de los valores tomados por los pardametros en la iteracion anterior, por cllo, es
primordial que las suposiciones iniciales de los parametros scan lo mas razonables posible con
objeto de que el proceso dec optimizacion pucda desarrollarse eficientemente. Sintetizando Ia
discusion anterior, se pucde afirmar que minimizar Ja funcion de costo conduce a una solucion

cercana a las observaciones, y a nuevos valores de los parametros cercanos a los estimados.

2.2. Optimizacion clasica

El problema fundamental de la optimizacion e¢s alcanzar la mejor decision posible en
cualquier grupo de circunstancia dadas. En ¢l caso de un problema de optimizacion matematico,
¢l primer paso para enfrentar esta situacion consiste en desarrollar una modelacion que represente

el caso por analizar. En general dicho modelo sera una funcion de multiples parametros, para ser

minimizada o maximizada. sujetandola o no a restricciones siguiente paso consiste en escoger
un meétodo matematico para resolver ¢l problema; tales métodos son denominados téenicas de
optimizacion o algoritmos.

Expresando lo anterior de manera mas especifica, la problematica de encontrar ¢l valor
optimo de una funciéon 1{x;.. .,x,), llamada funcion abjetivo o de costo, de n parametros X, Xn

(restringidos 0 no), sc resuclve mediante tecnicas de optimizacion que permiten cencontrar los
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valores de las parametros que maximizan o minimizan dicha funcion

Antes de continuar con esta discusion debe hacerse notar que los valores x, que maximizan
f{lx) también minimizan -f{x), por lo que todo problema de maximizacion puede ser formulado
como un problema de minimizacion y viceversa

Por ultimo, cabe mencionar que no existe un método general de calculo para mangjar la
busqueda de un valor optimo. Esto se debe al hecho de que muchos de cllos han sido
desarrollados unicamente para la solucion de un tipo de problema especitico. Por tanto, no solo se
debe modelar correctamente al problema. sino también investigar de que tipo se trata, para
determinar de esta tforma las clases de técnicas de optimizacion disponibles o la clase mas

eficiente

2.2.1. Condiciones para valores optimos

Las condiciones optimas pucden ser encontradas solo en puntos particulares de una region
de exploracion. Por ello, ¢s importante examinar toda posible localizacion de un optimo, y en el
analisis final comparar entre si los valores de la tuncion objetivo cn cada punto factible. A
continuacion se presentan esias condiciones para diferentes clases de funciones y las metodologias
usadas en la determinacion de la posicion del optimo:

a) Funciones continuas.

Si una funcion es continua, la existencia de un maximo o un minimo esta justificada por cl
teorema de Weierstrass, ¢! cual indica que toda funcion continua en un dominio determinado
posee un valor mayor o menor, ya sea en ¢l interior o en ¢l limite de dicho dominio La
localizacian  del optimo en el interior de la region puede ser determinada mediante el siguiente
tcorema (ver Beveridge y Schechter (1970))

Una funcion continua f{x) de n variables independientes x,.X2, .x,. tendra un maximo o un
minimo en el interior de una reygion solo si para los valores de los parametros x, , se anulan
simultaneamente las n derivadas parciales fx, (denominandose punto estacionario), o cuando una o
mas de esas derivadas dejan de existir en una discontinuidad

Por ello, un valor 6ptimo se pucde encontrar en alguna de tres posibles condicioncs:

« En el interior de una region
=» En un punto estacionario, caracterizado por ¢l hecho de que todas las primeras

derivadas continuas son simultancamente cero




=> En discontinuidades de una o mas dc las primeras derivadas
e En el limite de la region.
La determinacion de la posicion del optimo bajo cada una de las condiciones mencionadas
se obtiene mediante los siguientes procedimientos
+ En un punto estacionario: si la funcion tiene derivadas continuas ¢n el rango de interés pueden
utilizarse métodos de busqueda analiticos o numeéricos
o En discontinuidades interiores. c¢n cste caso se colocan limites artificiales ¢n dichas
discontinuidades, y el sistemna se trata en partes
¢ En las fronteras: ante esta situacion debe usarse un mdétodo de exploracion, o bien replantearse
el problema incorporando las restricciones de frontera en una funcion objetive modificada
b) Funciones discontinuas
Lo mejor es dividir Ia region de bosgueda agregando fronteras en las discontinuidades, v
utilizar los métodos tradicionales para manejar las secciones continuas De esta forma, los
resultados de cada seccién se comparan unos con otros, asi como con los valores de la funcion en
las fronteras impuestas

<) Funciones discretas.

Se deben comparar los valores de la funcion discreta en cada punto para el cual la funcion
existe

En ciertos casos, pucden encontrarse mas de un valor extremo, denominandoscles valores
extremos locales En general, estos extremos locales deben ser comparados entre si para definir al
resultado global. Como ya fue mencionado, la condicion necesaria para la localizacion de un
valor extremo en el interior de una region, consiste en hacer simultancamente cero todas las
derivadas continuas. DDe esta forma se tiene

* Funciones unidimensionales

e Funciones multidimensionales
of of of

2. T

(2.8)

S$in embargo, las soluciones de estas ccuaciones pueden representar minimos, maximos o

puntos de inflexion, por lo que, para poder determinar su naturaleza es necesario recurnir a un




analisis de 1a segunda derivada de las funciones evaluadas en los puntos estacionarios. Las
siguientes condiciones son suficientes para la existencia del valor extremo de que se trate :

Funciones unidimensionales

d’f

ﬁ>0 se tiene un minimo (2.9a)
da’f
dx?
4 f
dx?

» Funciones multidimensionales

=0 se tiene un punto de inflexion (2.9b)

<0 se tiene un maximo (2.9¢)

En este caso, la condicion suficiente sera que la matriz H, con clementos h,,, dados por la

expresion

e
__af (2.10)

e =
X, 0%

sea definida positiva para un minimo, nula para un punto de inflexion o definida negativa para un

ado. H sc conoce como matriz Hessiana y es simétrica

maximo, al ser evaluada en el punto analiz

deordennxn

2.2.2. Procedimientos de optimizacién

Puede pensarse que para determinar mediante optimizacion un maximo o un minimo lo
mas sencillo es aplicar el calculo diferencial elemental. encontrando ¢l valor estacionario de la
funcion al tomar en cucnta la variacion de los parametros independicntes  Sin cmbargo, en
problemas reales, la situacion e¢s mas complicada debido a la forma de la region de bisqueda

delimitada por el sistema de restricciones, la complejidad y ¢l comportamiento de las funcioncs

bajo estudio, y la posibilidad de gue ciertas funciones sean discontinuas o no diferenciables en el

rango de intereés.

Como puede constatarse, ¢l problema general de maximizar ¢ minimizar una funcion de
uno o mas paramctros, lincal © no Jineal, discreta o continua, restringida o no, es dificil y aun se
continhan desarrollando formas para solucionarlo  En la acualidad existen dos tipos de
procedimicentos para enfrentar esta problematica las téenicas analiticas y las numérnicas

Los métodos analiticos son utilizados cuando sc debe examinar una funcion para cada




valor estacionario con el objeto de determinar si es un extremo. Estas técnicas determinan los
puntos estacionarios mediante la solucion simultanea de n ecuaciones obtenidas al hacer iguales a
cero las n  derivadas parciales correspondientes. La  problematica de las funciones
multidimensionales e¢s Ia mas compleja, ya que, a pesar de gque muchos casos pueden ser reducidos
a problemas unidimensionales mediante substituciones directas, en otros dicha forma de
eliminacion es imposible o demasiado complicada. La situacion anterior, sumada a la inclusion de
restricciones surgidas de consideraciones fisicas, Hevo al desarrollo de metodos que logran

satisfacer dichas rest

ciones sin eliminar variables En ¢l caso particular de las restricciones en
forma de igualdades. los muitiplicadores de Lagrange v los términos de penalizacién son los
procedimientos mas utilizados

Si los métodos analiticos no son adecuados, debido a que la complejidad de tas

expresiones impide un analisis matematico adecuado, se utilizan entonces las técnicas numéricas

de busqueda. En ellas se requicre la determinacion, en localizaciones sucesivas, del valor de la

funcion objetiva, y a veces de su gradiente. Una de sus caracteristicas cs la necesidad de suponer

la unimodalidad de la funcion analizada de modo de asegurar que solo exista un optimo en cada
region de basqueda. $i no se tiene la cernteza de que la funcion cumpla la propicdad mencionada,
se debe iniciar la busqueda desde distintos puntos scparados ampliamente, de tal forma que si se
Nlega al mismo valor se pueda afirmar que se ha determinado el optimo global. St se encuentran
varios optimos locales, se debe seleccionar ¢l mejor de ellos

Las técnicas numéricas de busqueda unidimensionales y multidimensionales son iterativas
y proceden mediante la generacion de una secuencia de soluciones, cada una de Jas cuales
representa una mejor aproximacion a los valores de los parametros en el minimo o el maximo de f,
segun sea ¢l caso. El procedimicnta es llevado a cabo de manera tal que

para una minimizacion

f(x,. )=r(x)) (2.11a)
para una maximizacion
=z, )=1(x,) (2.11b)

donde x,., y x,s0n vectores que contienen ios valores de los n paramctros de las iteraciones i+l e i
Estas metodologias requicren un grupo inicial de valores de los parametros desde cl cual

se van determinando nuevos grupos de parameiros por medio de una ecuacion con la forma



siguiente:

X,.,=x, +a,d, (2.12)

En esta expresion, d, es un vector n-dimensional y «, es un escalar. El vector d, especifica
l1a direccion que debe ser tomada en el movimiento de x, a X,.1, y ¢, establece la distancia que debe
ser recorrida a lo largo de la direccion previamente mencionada; dicha distancia es conocida como
longitud de paso. La magnitud de esta longitud puede ser establecida con un valor fijo, o ser
encontrada mediante la busqueda de su valor éptimo en la dircccion establecida, utilizando para
ello una sencilla técnica unidimensional

Las evaluaciones de la funcion pueden llevarse a cabo siguiendo dos criterios
« Busqueda preplaneada: las evaluaciones de la funcion se programan de forma adelantada, y los

resultados no influyen en el curso de las mismas Es una aproximacion ineficiente en términos
del numero de experimentos requeridos para alcanzar una precision dada
e Busqueda secuencial: se examinan los resultados de un grupo de experimentos antes de

posicionar y llevar a cabo cl grupo siguiente. La nocion basica es que cada prucba eliminara

una porcidon  de la region que esta sicndo explorada, confinando la busqueda a sccciones

sucesivas mas pequeias, hasta que ¢l intervalo final de incertidumbre es muy reducido y esta
dentro de los limites deseados

Si el nuevo grupo de parametros mejora ¢} valor de la funcion objetivo, se le adopta como

nueve punto base, continuando la bisqueda en Ja furma descrita. En caso de no mejorario, sc

siguen distintas reglas para situar la busqueda en la direccién correcta T.a busqueda del 6optimo

terminara cuando este haya sido localizado dentro de un grado de precision requerido, o en el

caso de no encontrar cambios en su valor tras succesivas iteraciones

La cleccion de una direccion de busqueda y distancia tactibles para asegurar cumplir las
ecuaciones (2 11), puede realizarse de distintos modos. Por una parnte, se pueden utilizar valores
de la funcion en localizaciones particulares. junto con informacion obtenida de iteraciones
anteriores; o por otra, s¢ pueden emplear valores de las derivadas parciales de f con respecto a los
parametros.

Las técnicas que adoptan la primera forma de aproximacion son conocidas como métodos
de busqueda directa. Son mas cficientes quc las de gradicnte en cuanto al tiempo computacional
que requieren, ya que aunque no siempre s¢ mucvan en la mejor direccion, no necesitan de una

exploracion local para definir cada direccion de movimiento. Para su aplicacion pucden escogerse
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direcciones tipicas, situandolas de forma paralela a los ejes coordenados o siguiendo algun patron
de movimiento tal como una figura geométrica (método Simplex)

Aquellas metodologias basadas sobre ¢l segundo tipo de aproximacion se denominan
métodos de gradiente. Con este nombre se denomina a las derivadas de la funcién objetivo con
respecto a cada una de las n variables. £l gradiente ¢s un vector en un punto dentro de un espacio
n-dimensional. La mayor razén de cambio de la funcion se encuentra moviéndose a lo largo del
gradiente. Esta es llamada la direecion de paso ascendente st se es1a buscando un maximo y paso
descendente en el caso de un minimo. Desafortunadamente, la direccion de paso es una propiedad

local, por lo que un movimiento iniciado en dicha direccion no necesariamente terminara alineado

alo largo de la nueva direccion de paso asociada al nuevo punto 1o implica que la dircecion de

paso wvaria de punto a punto, y ¢l lugar geométrico de movimientos infinitamente pequeios 2 lo

largo de csta direccion sera generalmente en una linea curva. Varias téenicas de basqueda utilizan

las earacteristicas de la direccion de paso como su base. Dichos métodos se dividen en dos

categorias:

= Aguellos que siguen la direccion de paso lo mas cercanamente posible

® Agquecllos que utilizan el gradicnte para guiar la busqueda, pero cuyos movimientos no son
realizados necesariamente en la direceion de paso

Experimentalmente se ha establecido que los métodos de gradiente convergen mas

rapidamente que los de busqueda dircecta por tanto recomendado adoptarlos, siempre y

cuando estén disponibles expresiones analiticas apropiadas para definirlos

2.3. Técnicas de optimizacion utilizadas en esta tesis

2.3.1. Multiplicadores de Lagrange (Beveridge y Schechter (1970))

Es un método analitico aplicable a funciones multivariables con restricciones en forma de
igualdades. Sec caracteriza por tratar de la misma forma a cada variable (¢vitando climinaciones)

y. al mismo ticmpo, preservar la integridad de las restricciones. Lo anterior se logra mediante la

introduccion en ¢l problema de cicrtas constantes artificiales indeterminadas, por lo que deberan
ser resueltas n + m ecuacioncs (donde n ¢s ¢l niumero de variables y m el de restricciones)
Desarroltlo de condiciones necesarias

1.a condicién necesaria para la existencia de un optimo local es que dy definida como
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(2.13)

dy = g i)x dx,
debe anularse para toda posible variacion. Las variables admisibles son aquellas que satisfacen la
ecuacion:

g(x: + dx, ,x} +dx,)=0 (2.14)
donde g (x1.x2) es la restriccion de la funcion objetivo, ¢l punto {x; .x;}cs un maximo, y dx; dxz
son desplazamientos admisibles. Entonces tenemos .

(2.15)

2 0
dg, = > ng. dx, =0 parak=1,2,....,m
‘

R
En el punto estacionario restringido x*
BL =8, (x'):O para k=12,....m (2.16)
Si multiplicamos (2.15) por una constante A, , se forma dF, donde:
dF=dy + > A, dg, 2.17)
"
esto cs,

[2Y 4y L2y ) . (Dg. oz, )
dF = (Dx, dx, + s dx; +eeef + A, ox dx, +...+ ox. dx

2] & :
e A _(i‘—dx, o ui'de_J
x,

Agrupando términos ¢cn dx,, resulta

o 3] ) 2] 2 o
dF:(f-l+ VOB L el iﬂ) dx, 4ot 2, 2B, —‘-—g-"—) dx,
dx, ax, ax, ax, Idx,,

o bien,

dF = Z((x ZJ\._ Fx )dx, (2.18)

La funcién dF debe anularse para todas las variaciones admisibles y, como esta compuesta

de dos clementos, ambaos deberan hacerlo para las mismas condiciones. Entonces:

dF =0 para todas las variaciones aldmisibles. (2.19)

Como hay m restricciones, hay n-m desplazamientos que pueden ser escogidos

s
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arbitrariamente. Se seleccionan valores para A, (k=1,2,...,m), de tal manera que los coeficientes
de los primeros m desplazamicntos desaparezcan, por tanto, los Ay se definen a partir de:
(2.20a)

oy 28,
7 4 =0 i= 2.0
ax, .EAIA B, para i m
Asi se dejaran solo desplazamientos arbitrarios en la expresion de dF. Como dF debe

anularse para todos los valores de estos n-m desplazamientos, los coeficientes de los mismos

deben necesariamente anularse también, dando lugar a
(2.20b)

P) -
«—!‘+ZJ\_ =0 parai=m+1,m+2....n
9x, o

i Qué se ha ganado introduciendo m muiltiplicadores indeterminados? : Esencialmente cada

una de las variables x, (i = 1,2,....n) son tratadas como si fueran independicntes con respecto a la

funcion objetivo modificada, es decir

F=y +3 A&, .21
P
Esta nueva funcion objetivo F reconoce la ecuacion (2.17) sobre el calculo del cambio

resultado de un desplazamiento muy pequciio. Dicha funcion se supone estacionaria con respecto

a todas las variaciones. por lo que

JF .
53 =0 parai=12,....n (2.22)
.
y los A\ son seleccionados de tal forma que
(2.23)

8, =0 para k=1L2,....,m
Estas condiciones generan un sistema de n + m ccuaciones, y n + m incognitas X, Xa....,

Xne YA1 A2 o Am.
Es importante hacer notar que la funcion objetivo modificada no pucde ser examinada en
la forma usual con ¢l objeto de determinar si el punto estacionario ¢s un maximo o un minimo, por

lo cual es necesario investigar la region del punto estacionario en la funcion objetivo original

2.3.2. Busqueda de la seccion de oro ¢ Walsh (1975) y Press et al (1986))

Este es un método numcrico directo de busqueda uniforme secuencial para funcioncs

unidimensionales con restricciones  Estos procedimientos se caracterizan por utilizar un niumero




de experimentos ¢n cada ciclo, colocados a distancias iguales en ef intervalo explorado. Una vez

analizados los puntos y localizado el intervalo que contiene al optimo, este ultimo es tratado

nu de la mi forma, aplicando el numero de experi > leccionado y escogiendo

un nuevo subintervalo que contenga el valor extremo.

La técnica esta basada sobre la siguiente relacion:
F,

1 w5
ImyE T2

0.618034

donde F,y F,., son términos sucesivos de la serie de Fibonaccei

Para la aplicacion de csta técnica es necesario primero aislar un minimo. Esto se logra
cuando en una funcion existc una tripleta de puntos, a < b < ¢, tales que f (a) > f(b) < f (c). En
este caso se sabe, con base en el criterio de unimodalidad, que la funcion tiene un minimo en el
intervalo [a,c]l.

Ahora bien, si ¢l intervalo a < b < ¢ tiene su punto b a una distancia de 0.38197 de uno de
los extremos y a 0.61803 del otro. entonces a estas fracciones se les denomina secciones de oro

Esta relacion tiene sus origenes en el afio 500 A.C. , cuando los Pitagoricos le adjudicaban

ion se

propiedades estéticas. Por las razones expuestas €s que a este procedimi o de mini
le llama “busqueda de la seccion de oro™

Dada en cada ctapa una tripleta de puntos con las caracteristicas ya mencionadas, el
siguiente punto de la funcién por cvaluar sera localizado a  una fraccion de 0.318197 del mas
grande de los dos intervalos (medida desde ¢l punto central de Ia tripleta). Si se inicia con una
tripleta de puntos cuyos segmentos no estan establecidos por 1a regla de oro, ¢l procedimiento de
escoger puntos sucesivos en la fraccion de la seccion de oro del intervalo mas grande llevara
rapidamente a alcanzar las proporcioncs apropiadas.

La busqueda de la seccion de oro garantiza que cada nueva evaluacion de fa funcion ira
atslando ¢l minimo en un intervalo justamente 0.61803 veces el tamaiio del intervalo precedente.

Dada una funcion unimodal de una variable continua x definida en el intervalo cerrado
[0.L;], el procedimicnto de l1a seccion de oro puede ser resumidoe en los siguiente puntos:
= Encontrar los puntos de evaluacion de la funcién de acuerdo a las proporciones dadas por la

seccion de oro:
x;== 0.38197 Ly x;= 061803 L,




Para este caso x; debe ser el punto central de la tripleta de valores aislada y x2 el punto
por evaluar de acuerdo a la indicacian cstablecida anteriormente
e Evaluar f{xi1) y fix;).

e Si flx)) < f{x2). entonces se descana ¢l intervalo (x», L,). Por tanto queda un intervalo L., de

tamafo 0.61803 L,,v los siguientes puntos de evaluacion de la funcion quedaran establecidos
de 1a siguiente manera:

%= 038197 1, x 0.61803 L,

Si f{xa) < f{x)). entonces se descarta el intervalo (0.x;) De igual manera, queda un intervalo
L,.: de tamafio 0 61803 L., .y los puntos de evaluacion de la funcion seran determinados de la
misma forma

%= 038197 L,, x>=061803 ..,

e Repetir el segundo y tercer paso hasta alcanzar la precision deseada para el minimo.

2.3.3. Método de paso descendente (Bevendge y Schechter (1970) v Everitt (1987))
Como ya ha sido indicado, las derivadas parciales de una funcién f{x) con respecto a cada

uno de los n parametros en x son, colectivamente lamadas, ¢! gradiente de la funcion. El vector

gradiente esta simplemente dado por

of af o f
A s RS
Ox, T Ox, Ox,

Si se sigue la dircccion indicada por dicho vector desde cualquier punto de un cspacio n-
dimensional, se incrementara ¢l valor de la funcion en la razén mas rapida posible. En caso de
seguir la direccion negativa del gradiente, cf valor de la funcion decrecera en la razon mas rapida
posible

El método de paso descendente explota la propiedad de fa direccion del gradiente ya
citada. Es una técnica numérica de gradicnte ciclica para funciones multivariables sin restricciones,
la cual no sigue la linea curva de 1a direccion del gradiente, sino que la aproxima mediante una
sucesion de lincas rectas. Cada linea corresponde a una clapa en la busqueda, en la que se
determina e} gradiente local de la funcion, y se hacen movimientos a lo largo de la direccion
resultante del paso descendente, buscando (unidimensionalmente) la localizacion del optimo. De
esta forma, dado un punto cualquicra x,, €l punto x,.; se obtiene mediante una busqueda lincal en

la direccion - g(x,), es decir, siguiendo ¢} vector gradiente ¢vaiuado en ¢l punto x,. El proceso

~
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iterativo para encontrar el minimo estara dado por la siguiente expresion:
X1 = X - @ g(x;) (2.24)
donde se parte del punto inicial x, arbitrario y a, (la longitud de paso) se determina por un
procedimicnto de basqueda directa unidimesional

El método de paso descendente ¢s, en primera instancia, la mejor técnica para minimizar
una funcion, ya que cada basqueda unidimensional comienza en la mejor direcciéon. Sin embargo,
como ya se seialo, la direccion del gradiente ¢s una propicdad local, por lo que es necesario
realizar frecuentes cambios de direccion, esto hace que el método sea  ineficiente en algunos

problemas

2.3.4. Método de gradiente conjugado (Smedstad y O'Brien (1991))

Muchos métodos de optimizacion avanzados son el resultado de una modificacion del

algoritmo de paso descendente, de tal forma que se han mejorado sus propiedades de

convergencia.

El procedimiento de yradiente conjugado es un método alternativo para la minimizacion
sin restricciones de una funcion general multivariable Ef método produce una mejor aproximacion
al minimo de la funcién con cada iteracion. Durante cada una de cllas, se hace una estimacion
acerca del mejor modo de cambio de cada componente del vector x, con ¢l objeto de producir la

nueva dircecion de descenso se encuentra al combinar

maxima reduccion en la funcion La
I

informacion acerca del gradiente de la funcion con informacion de iteraciones anteriores
itud de paso optima, ia cual debe ser utilizada para

algoritmo también requicre estimar una lon
evaluar la magnitud de los cambios a lo largo de la direccion de basqueda
n cuadratica de la forma

El problema consiste en minimizar una funci

1
f(x)=3x" Qx+b"x+c (2.25)
donde f{x) representa fa funcion objetivo y x es un vector representando las n vaniables, Xo, ... Xay
de la funcion. Se supone que f{x) puede ser escrita como una funciéon cuadratica, donde Q es una
matriz simétrica definida positiva, b ¢s un vector, ¢ e¢s una constanic y x| representa la traspuesta

de x. En general, el algonitmo para resolver la ecuacion (2.25) toma la forma
Xy =X ta,d, (2.26)

donde d, es unadireccion de descenso y @, €s un parametro pos

«
ivo de longitud de paso. La

26




ecuacion (2.26) es referida a un método de gradiente generalizado.

Si se utiliza el método de paso descendente, las direccion de descensvo d , estaria
simplemente dada por -g, el gradiente negativo de la funcion.

Para el desarrolio de este método es necesano primero establecer algunas propiedades de
las direcciones conjugadas. (Ver Smedstad y O'Brien (1991))
Definicion : dada una matriz simétrica Q, dos vectores d, y d, se dice que son conjugados con
respecto a Q si d/0Qd, =Opara i=j

Si Q =1, entonces la definicion anterior es equivalente a la nocion de ortogonalidad
Teorema : si Q es definida positiva y los vectores d, son mutuamente conjugados, entonces €sos
vectores son linealmente independientes

Para un grupo dado de n vectores linealmente independientes vo, Vi, . ., V .1, es posible

<stablecer un grupo de dirccciones conjugadas do. di,....d ..y de la siguiente manera; si

a = Ve (2.27)
y entonces se define
it
d,=v,+2 a,d, (2.28)
ie

parai= 1, ., n-1; los coeficientes a,, se escogen dc manera tal que d, es conjugada con respecto a

las direcciones previas d,.y,.... do. Multiplicando (2.28) por Qd;.para L. = 0,...,i-1 tenemos
it

d]Qd, =v]Qd, + >.a,; d; Qd, =0 2.29)
K3

Si todos los valores previos a,;s han sido escogidos de manera que los do,...,d,.; son

conjugadcs, entonces

djQd, =0, j=L (2.30)
y de la ecuacion (2.29) se llega a
T
v,/ Qd,;
=—FT T 2.31
By a7 Qa, ( )

paratodo i =0,
El grupo de vectores do.....d .1 definido por las ecuaciones (2.27) y (2.31) es conjugado

con resp a Q. El procedimicnto anterior puede ser aplicado cntonces para desarrollar el

n-Tyj=0

método de gradiente conjugado. El primer paso es hacer que
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Ve=—g, (2.32)
de esta forma, el paso inicial es en la direccion del gradiente negativo de £y es idéntico a la
direccion de paso descendente. El resto de 105 vectores se ¢SCOge COMO Vi ~§1,....Vai= =Lna.
Utilizando !a ecuacién (2.26) entonces tenemos

X, =Xg +a,d, (2.33)

L.a siguiente direccion conjugada d; pucde encontrarse utilizando las ecuaciones (2.28) y

(231)con v, =-g,

T
8’ Qd,
d = - 2de 2.33
f 8 + arQa, & ¢ )
De la ecuacion (2.25)
Buo 8 = Q2 -x) (2.35)
y utilizando la ccuacion (2.26)
8 ~20 =Qx, ~x,)=a ,Qd, (2:36)
La ecuacion (2.25) pucde entonces escribirse como
T —
a, =g, o B E) @37
d47 (7 -2.)
EIl proceso puede ser repetido generando el resultado sigutente
C N T
d, =—-g, +>. _.:_(#__‘_)d‘ (2.38)
se dj (gl-! "ga)
Esta expresion puedce ser simplificada utilizando el hecho de que
(2.39)

g d, =0
para j = O,. . k-1. El subespacio medido por d,....dv.; es también el subespacio medido por
Ro,....&1 Y por lo tanto

-4 g,=0

(2.40)

para j=0,. k-1. La ecuacion (2.38) sc reduce entonces a

d, =—g, +B.d,,

(2.41)

donde




8l (g — 80 )
al x(gk —8u |)

Utilizando nuevamente (2.39), (2.40) y (2.41) para di.;, la expresion para 3 se escribe

B, = (2.42)

finalmente como

T
By By
By=gF (2.43)
Bl Bus
Por ualtimo, es importante hacer notar que para calcular la nueva direccion dy solo es

necesario conocer los gradientes de f actual y precedente, asi como 1a direccion previa du.y.

s « = inaiin w3 SN LTRSS S

i AR A



3. APLICACION EN INGENIERIA SANITARIA.
OBTENCION DEL COEFICIENTE DE DISPERSION
LONGITUDINAL DE CONTAMINANTES
3.1. Descripcion del fenémeno fisico

3.1.1. Introduccion

En este subcapitulo se describe el comportamiento de un contaminante tras ser arrojado en
un flujo de agua. Se sigue el enfoque de la mecinica del transporte de masa, tema en el cual
coinciden la ingenieria sanitaria abocada al modelado de la calidad de agua ¢n rios y la ingenieria
hidraulica de canales abiertos. Basandosc cn el tipo de discusion realizada por French (1988), los
fenémenos fisicos que involucran la disgregacion de un contaminante se analizan desde el punto
de vista de su entendimiento y cuantificacion, no de los efectaos que dicho transporte provoca. Por

la raz6n anterior, no se mencionara ningun contaminante en especifico
El proceso de mezclado de un contaminante esta constituide por la combinacién de los

siguientes fenomenos

® Difusion molecular.
® Transportc convectivo: es el transportc gencrado por la presencia de inestabilidades

hidrodinamicas asociadas a gradientes de temperatura. En esta discusion no se tomara en
cuenta dicha forrna de transporte.

Transporte advectivo: es ¢l transporte debido a sistemas forzados de velocidad

& Difusion turbulenta

@ Dispersion longitudinal.

Cantidad de movimiento inicial del trazador
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e D imi o crecimi del cont con ¢l tiempo debido a caracteristicas

particulares del mismo.
Secgun Fischer (1979), la difusion turbulenta y 1a dispersion son los procesos de mezclado
1 ia de

significativos en el flujo en canales abiertos. La primera consi en la propagacion
particulas dentro de un flujo ocasionada por movimientos turbulentos. La segunda involucra el
movimiento de particulas provocado por la acciéon conjunta de esfuerzo conante y de difusion
turbulenta transversal. Por cortante sc entiende la adveccion de un fluido a diferentes velocidades
en distintas posiciones dentro del flujo. Por gjemplo, el perfil vertical de velocidades produce
cortante, ya que las particulas cercanas a la superficie del agua se mueven mas rapido que las
cercanas al fondo

Pucden diferenciarse tres ctapas en el proceso de transporte de un contaminante :
1. Dilucién inicial del contaminante dentro del flujo debido a su cantidad de movimiento.

2. Mezclado en toda la seccion transversal producto de la difusion turbulenta.

3. Eliminacion de las variaciones longitudinales en la concentracion del contaminante como

resultado de la dispersion longitudinal

La modelacion de la segunda clapa es tridi ional. En las dir iones lateral, vertical y
longitudinal ocurre difusion turbulenta, y en la direccion del flujo se presentan fenomenos
advectivos. Sin embargo, las expresiones para cl calculo de las concentraciones durante este
periodo se basan en un analisis bidimensional de la propagacion, considerando que ya se ha dado
un mezclado total en la direccion vertical. En la tercera etapa, la propagacion también es
tridimensional, pecro dado que la dispersién longitudinal es mucho mayor que la difusion
turbulenta, esta ultima se desprecia |, reduciendo la solucion a una forma unidimensional que solo

toma en cuenta la adveccion y la dispersion. Las tres fases se presentan en la siguiente figura :
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I.as tres etapas en el proceso de transporte de un contaminante :

En el punto de descarga

? Inrmccig,

ZONA. DE CERCANIA ¢

* Efecto del movimiento inicial.

Aguas abajo del punto de descarga

ZONA DE MEZCLADO

TRANSVERSAL :

« Estimacion del mezclado con un
modelo bidimensional.

o Difusion turbulenta transversal y

adveccion longitudinal.

/

ZONA DE LEJANIA
e Modelo unidimensional de dispersién

longitudinal.




3.1.2, Difusion molecular

En realidad, el efecto de la difusion molecular es pequefio en comparacion con el
provocado por los otros tipos de difusion, sin embargo, la modelacion que la describe
{fundamentada en la ley de Fick), es la base para el desarrollo de las ecuaciones correspondientes
a las otras clases de difusion

La ley de difusion de Fick indica que el transporte de masa a través de la superficie de un
volumen de contro! es proporcional al gradiente de concentraciones (ver figura 3.1). Si se toma en

cuenta lo anterior se llega a

DC,DD’C 3.1
Bt Pt 3.1)
donde

D coeficiente de difusion molecular (m:/s).

Cco racion del contami e.
t tiempo (s)

x direcciéon del flujo

Figura 3.1.Difusion molecular del
paso de una sustancia
q por un volumen de

control.

El sistema coordenado para el analisis se escoge de manera que ¢l ¢je z coincida con la
vertical (con ¢l sentido positivo hacia abajo), y el plano x.y queda en un plano horizomal; ¢l gje x
coincide con el gjc del rio y el y es normal a éste.

3.1.3. Transporte advectivo

Al moverse un flujo, ademas de la difusion molecular, se presenta transporte advectivo. La
adveccion de un contaminante con un flujo de velocidad U en !a direccion x esla representado

por :
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ar - Uax 3-2)

Puede observarse que la concentracion solo depende de la velocidad u y de su gradiente
en la direccion del flujo. £l signo negativo indica que la concentracion disminuye en el tiempo si
su gradiente en la direccion x es positivo. El efecto combinado de la difusion molecular y el
transporte advectivo se denomina difusion advectiva, y su modelacion se logra uniendo las
ecuaciones (3.1) y (3.2) de la siguiente manera :
aCc  _oC 2*’C
—aT +u E =

3.3)

De esta forma, en la ecuacion anterior se describe el fenomeno de la difusion advectiva
como dependiente de la velocidad del flujo i, del coeficiente de difusion molecular D, del tiempo
t y del gradiente de la concentracion. Esta formula, considerando un coeficiente de difusion
molecular constante, queda expresada en forma tridimensional de la siguiente manera :

aCc  _ac [a’c a*c o*c

== —= +
5t "V ox oxt Yoy t 527

:l:D-V’C:D-AC (3.4)
El primer término del lado izquicrdo de la igualdad representa la velocidad de cambio de la
concentracion en un punto, el segundo término indica el transporte mediante adveccion del

contaminante por el fluido v cl término del lado derecho modela 1a difusién molecular

3.1.4. Difusion turbulenta

Debido a que el término de transporte advective descrito es funcion exclusiva de u, no
representa ¢l fenomeno completo de la adveccion, por lo que es necesario introducir factores
correctivos. Es por esta razon que se define el término de difusion turbulenta. Dicha difusion tiene
su origen en ¢l caracter turbulento del flujo en la naturaleza, por lo que la distribucion del
contaminante no coincide con el perfil de velocidad, sino que ademas de la difusion advectiva se
propaga por las f{luctuaciones turbulentas. Dado que las fluctuaciones turbulentas son
tridimensionales, el contaminante se difunde en todas direcciones y. al final la difusion turbulenta
lo meczclara completamente en la seccion transversal. La representacion del fenomeno
anteriormente mencionado se logra modelando las fluctuaciones turbulentas siguiendo la idea de
la ley de Fick (ver Fisher, 1979). La nica diferencia se cncuentra en ¢! tratamiento de los

coeficientes ya que, mientras se supone a los coeficientes de difusién molecular idénticos en todas
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direcciones (debido a la isotropia del gradiente de la concentracion), los coeticientes de la difusion
turbulenta no son iguales como resultado de variacion de las fluctuaciones turbulemas en las
direcciones x, y, z

La ecuacion que describe las difusiones advectiva y turbulenta, definiendo el campo de
concentraciones en la etapa dos dc la disgregacion de un contaminante, es la siguiente -
ac a'c a’c  _ 2C

= o
ot oz

ax? ay?
donde €., €,. &, son los coeficientes de difusion turbulenta en las direcciones X, v, z en [m*/s].

Las expresiones simplificadas para el calculo de las concentraciones en rios y canales

durante esta etapa, se basan en un analisis bidimensional de la propagacion. Se ha comprobado

que el mezclado en la direccion vertical se da rapidamente, por lo que se considera que el
contaminante se ha mezclado totalmente en dicha direccion, pero comtinila haciéndolo en las
direcciones lateral y longitudinal

Por las razones anteriores, se han desarrollado formulas empiricas fundamentadas en la
relacion proporcional de 1a intensidad de la turbulencia y ¢l esfuerzo cortante en las paredes del
canal, en general, se considera un tlujo somero y una seccion transversal rectangular de gran
anchura.
a) Mezclado vertical

E!l coeficiente de ditusion turbulenta vertical se obtiene a partir del perfil de velocidades
vertical por medio de la siguiente expresion ¢

e, = 0.067 -d-u. (3.6)

donde u, = \/m velocidad al cortante
d = tirante

La deduccion de ta ecuacion anterior se pucde ver en French (1988) o Fisher (1979).
b) Mezclado transversal

E) coeficiente <, de la ccuacion (3.0) s¢ estimo considerando una anchura infinita, por lo
que no existe un perfil de velocidades lateral. Debido a cllo, no se puede obtener ¢l coeficiente de
difusion turbulenta transversal basandose en las mismas hipotesis La cxpresion para su caleulo
fue deducida a partir de resultados experimentales, los cuales son resumidos en Fisher (1979). En

canales rectangualares rectos, una media aproximada de los resultados (con una variacion  posible




de + 50%) es :
e, ~0.15-d-u. 3.7
En ¢l caso de canales naturales con irregularidades moderadas en las fronteras, o canales
con irregularidades fuertes de geometria y curvaturas, se han desarrollado formulas especificas
(ver French, 1988 y Fisher,1979)
Haciendo un analisis comparativo entre las ecuaciones (3.6) y (3.7) se puede observar que

cl coeficiente de mezclado transversal es aproximadamente diez veces mayor que ¢l coeficiente de

mezclado vertical. De acuerdo a lo anterior, Fisher indica que en un canal tipico, ¢l tiempa en que
una pluma de contaminante sc mezcla completamente en la direccion lateral es del orden de 90
veces ¢l tiempo requerido para la propagacion vertical. Debide a este distintivo, ¢l mezclado
lateral es determinante para la cstimacion de la distancia al punto de mezclado completo de fa
seccion transversal.
©) Mezclado langitudinal

Las fluctuaciones turbulentas provocan un mezclado longitudinal de valor similar al
mezclado lateral, por lo que ¢, = ¢, Sin embargo, la dispersion longitudinal (fenomeno que se
explicard en el subcapitulo siguiente) es mucho mayor. Esta diferencia es del orden de 40 veces,
comparada con la difusion wurbulenta longitudinal. Por lo tanto. como consccucncia de su
pequena influencia en la propagacion total del contaminante, ¢sta ultima generalmente se
desprecia

En flujos naturales no cxisten canales rectangulares con una profundidad uniforme, sin

curvas y sin irrcgularidades en la scecion transversal, como se supuso para cl desarrollo de las

ecuaciones anteriores. f.a no cxistencia de estas condiciones ideales causa una dispersion mayor.
Tienen especial importancia ¢l ¢fecto de curvas y meandros donde existe un flujo transversal que
aumenta ef valor del coeficiente de difusion turbulenta transversal (fig. 2.3) . Para la cuantificaciéon
de este cfecto véase Fischer (1979). Por otra parte. en muchos casos no es posible evaluar el

efecto de irregularidades como pilas de puentes o bancos de arena

Figura 3.3 : Componente

transversal de

- Pome——————

ia velocidad (

€en una curva,




Definiendo ¢l mezclado completo como el punto donde la concentracion no varia mas det
5% a través de toda la seccion transversal del canal, el modelo para la determinacion de la
distancia longitudinal L. (ver figura 3.2) en la cual se presenta esta condicion, supone la

propagacion bidimensional de una pluma mezclada completamente en la dimension vertical

Figura 3.2 : Longitud L. hasta un

mezclado completo L

en la seccion

transversal

Con base en lo anterior y tomando en cuenta la posicion del punto de descarga en la
direccion y, se han desarrollado dos ccuaciones para estimar L -

» Inyeccion en el centro del canal

0.1ub?
L= —— (3.8)
»
* Inycccion en una de las orillas del canal :
:
0.1 (2b
- (2b) (3.9)

donde b = ancho del canal
Cuando la cantidad de movimiento inicial de! contaminante es grande. las ecuaciones
anteriores no pucden usarse, por lo que este movimiento debe ser tomado en cuenta para una

correcta estimacion de L

3.1.5. Dispersion longitudinal
Una vez que ¢l trazador se ha mezclado completamente cn la seccion transversal, los
gradientes de concentracion on la direccion x se reducen por la dispersion longitudinal. Como se
menciond anteriormente, este fendémeno ¢s causado por el efecto conjunto de las tensiones

cortantes, que provocan una distribucion no uniforme de la velocidad en una seccion, y de la
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difusién turbulenta transversal. Una vez que el punto de mezclado completo se ha alcanzado, la
difusion actaa para suavizar la distribucion, sin embargo. su efecto es relativamente pequeifio si se
compara con el efecto de! gradiente de velocidad. De este modo, mientras mayores son las
diferencias de velocidades entre las distintas zonas de la seccidn transversal, tanto mayor sera la
dispersion longitudinal.

En flujos naturales no solo existe un perfil de velocidad vertical, sino también un perfil
transversal. Lo anterior es resultado de la variacion. tanto det drea hidraulica en la direccion x,
como de la profundidad de la seccion transversal Segun Godtrey y Frederick (1970), citados cn
Fischer (1979), el perfil transversal ¢s mas determinante en la dispersion que el perfil vertical, ya
que el primero genera variaciones horizontales de la concentracion, provocando un mezclado en
la direccién y que reduce las concentraciones. Scgun Reichert (1993), la dispersion longitudinal
disminuye cuando el mezclado lateral aumenta

De acuerde a lo discutido cn el parrafo anterior, lo adecuado seria aplicar un modclo

bidimensional para el calculo de ta dispersion logitudinal, ¢! cual incluiria las zonas de mezclado

logitudinal y transversal. Sin embargo., en problemas practicos normalmente se prescinde de esta
ultima zona de mezclado y sc utilizan modelos unidimensionales como el que se presenta a
continuacion

De acuerdo con Fisher (1979), la ecuacion de la dispersion longitudinal también puede ser

establecida a partir del esquema de Fick. De esta forma, y siguiendo 1a misma metodologia

aplicada en el caso de la difusion turbulenta, la dispersion se modela de la siguiente manera -
ac oc

rpulll P 3.10
Err ( )

donde E = coeficiente de dispersion longitudinal (m*/s)

En esta expresion, el coeficiente E incluye la propagacion causada por ¢l perfil de la

velocidad vertical y lateral. El empieo de la ecuacion (3.10) ecsta sujeto a las siguientes
condiciones :

» Los mezclados transversal y vertical son totales (mezclado completo)

e La variacion de la concentracion es fundamentalmente en la direccion longitudinal.

La ecuacién no es valida antes de una distancia o tiermpo necesario para que el ritmo del

transporte advectivo dependa solo del gradiente de concentracion del  contaminante y de E

{constante para un flujo uniforme). Esta condicion inicial (para un derrame puntual sin cantidad
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de movimiento) esta dada por :
0<x’ <04
con

xe
z (3.11)

T ub?

donde x es la distancia longitudinal.

Un caso mas general esta representado por las siguiente expresion:

%(AC)—* %(UAC): (%(EA%J (3.12)
en la que U, A y E pueden variar con la distancia y/o el ticmpo.

Las ecuaciones (3.10) y (3.12) no incluyen decaimientos o crecimientos del contaminante
con el tiecmpo. Para que tomen en cuenta este factor, sc agrega cn el lado derecho de dichas
ccuaciones un término denominado fuente o sumidero. Dicho término toma en cuenta ef tipo de
contaminante descargado, para lo cual se define en primera instancia, si ¢ste es conservativo o no
conservativo. En el altimo caso se debe definir el modo de decaimiento o crecimiento
correspondiente

Cuando se unen la ecuacion que describe la longitud necesaria para un mezclado completo
(3.8) y la ecuacion de restriccion (3.11), es posible observar que x debe ser mayor que 4L, por lo
cual esta es la distancia inicial para alcanzar las condiciones requeridas. Para el caso que se
analizara en esta tesis, se trabajara suponiendo un mezclado completo antes de la distancia
mencionada

En flujos naturales todas las irregularidades aumentan las dispersion. También se debe
tomar en cuenta <! efecto de las zonas muertas, en las que parte del contaminante se retiene. De
esta forma, cl conitaminante retenido se libera lentamente de dicha zona y puede causar
concentraciones observables aguas abajo, mucho despuds del paso de la nube principal. Por otra
parte, como en las curvas existe un perfil de velocidad no uniforme en la dircecion transversal (fig.
3.4), el coeficiente de dispersion es mayor que en flujos rectos. Para cuantificacidon de estos
efectos vease Fischer (1979).

Como resultado de estas peculiaridades, segun Meyer (1993), es dificil transferir los
resultados del laboratorio a la realidad, ya que no existe seguridad de que las ccuaciones que

describen  correctamente  la propagacion en un  canal de  laboratorio, arrojen resultados
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satisfactorios en rios reales con todas sus irregularidades.

Figura 3.4 : Perfil de

en curvas.

velocidades y:;‘x::

Ahora bien, el problema principal para representar la disgregacion de un contaminante en
un flujo de agua, cs la estimacion del coeficiente E. Con este fin, en la actualidad se cuenta con

dos tipos de métodos, aguellos que no necesitan medir concentraciones y aquellos que requieren
mediciones de campo. A continuacion se presentan las distinias técnicas ;

« NMétodos empiricos

= Fischer (1967) : esta ccuacion es aplicable si se desea determinar E en un canal natural,

cuando se tienen velocidades medidas y una seccion transversal definida

E=—i—_":u'd’f;$£u'd dydydy

(3.13)
En la practica , las integrales son reemplazadas por las siguientes sumatarias
1 LAy (, ¢ 3\
E--13q.ay A (3.14)
A B or [E22(5ws)
donde q; = [(d‘ - d‘,,)lzlu:
w = velocidad media ¢n el elemento 1 de a seccion transversal.
u;, = u,+d
u = velocidad media del flujo en ia seccidn transversal.
a = tirante al inicio del elemento transversal i
Ay = ancho del elemcnto (constante).
€, =0.6d u. = cocficiente de difusion turbulenta transversal entre los elementos
G-1)ei.
N

= namero de elementos transversales.




der de 20 el os. Las ecu (3.13)

Segun Fischer (1979), N no debe
¥ (3.14) suponen un flujo uniforme y una seccion transversal constante. Debido a que

toman en cuenta el perfil de la velocidad transversal logran describir con mas cercania el

efecto de la dispersion.
= Fischer (1979):
_oonw’p’

du.

Esta ecuacion considera el efecto del perfil de la velocidad transversal, pero es mas

(3.15)

practica debido a que parte de parametros comunmente conocidos.
Segun French (1988), al hacer un analisis comparativo entre los coeficientes de dispersion

longitudinal estimados con las expresiones anteriores y los coeficientes medidos (ver tabla

French(1988)), es posible observar que ninguno de ellos genera resultados satisfactorios. Sin

embargo, asocia esta diferencia a la imprecision del método empleado para la determinacion de

los valores medidos del coeficiente de dispersion, e incluso cita a Fischer (1979) para indicar que

dichos valores gencralmente tienen un error en {a precision de % 100 %eo.

= Métodos basados en mediciones de campo :

Existen tres métodos para calcular el valor de E a partir de datos de campo. En ellos, tras

una descarga puntual de contaminante, se mide la nube resultante en dos estaciones aguas abajo,

obteniendo la concentracion con el tiempo en ambas secciones. Estos métodos consideran una

distribucion gaussiana de la concentracion en cl tiempo y un mezclado completo en las dos

secciones .

Método de_momentos ; El coeficiente de dispersion longitudinal ¢s una medida del

-
ritmo de cambio de la forma de la nube de contaminante; de este modo, es posible

determinarlo a partir de las distribuciones de concentraciones medidas. Para lleva a
cabo lo anterior, se aplica Ia siguiente ecuacion propuesta por Fischer (1979)
3 1
ol +a
HaTla (3.16)
t, -

a1




_ L (3.17)
2.
i
donde o, = varianza de la concentracion contra cl tiempo en las secciones.
C, = concentracion medida en el instante i
t, = tiempos desde la primera observacion
tytz = tiempo de paso del pico de la nube trazadora en las secciones

aguas arriba y

1zuas abajo respectivamente
Con este método es imponante que la distancia entre las sccciones de medicion  sea
larga, y que la primera seccion se encuentre Jocalizada por lo menos a la distancia de
mezclado completo, Como tue mencionado, la ecuacion supone una distribucion
paussiana de concentracion en la nube para calcular el coeficiente. Dado que en la
mayoria de los casos no se presenta esta distribucion, este supuesto puede causar
resultados inexactos cuando la diferencia entre teoria y realidad es grande.

= Método de_transito: esta técnica correlaciona una distribucion de concentracion
observada a una distancia x> aguas abajo del punto de vertido, con una distribucion
predicha por un modelo. kil modelo hace la prediccion con base en otra distribucion de
conceniracidon observada, pero a una distancia xy < x:. A partir de cstos datos, se debe
modificar el valor de E hasta que la distribucion predicha en la seccion dos coincide
con la distribucion observada Generalmente ¢l criterio de convergencia consiste en
minimizar la diferencia media cuadrada entre las dos curvas Se zplica la ecuacion

siguiente, Fischer {1979)

o) - - ctermy SR

-ux)]:/.shn:—i,‘}d 15
- dT .

JamE(i, - 1,)
donde C(x),7) = concentracion observada del contaminante 2 una distancia x;
apguas abajo del punto de descarga en el tiempo ©
C(x2,1) = concentracion cstimada del contaminante a una distancia x>
aguas abajo del punto de descarga en el tiempo

T = variable de integracion de tiecmpo




En la practica la integracion solo tiene que efectuarse en ¢l intervalo (1) s © s W2
donde t(1) y t(2) son los puntas injcial y final de la distribucion de concentracion a xi.
» Meétodo de Krenkel : se basa en la solucion de la ccuacién (3.10) para un pulso de
entrada de contaminante (krenkel, 1960):
2
™M (x-ut)

C= exp —
AJanEl 7P 4Et

(3.19)

donde M es fa masa del trazador y A es ¢l area hidraulica. Ordenando y tomando el
logaritmo en ambos lados de la ccuacion se tiene

tog{CVi) = log(

4Et

M J ~ (x- ux)f

Ada - onle) 320

Si se traza una grafica de Iog(C\/;) contra (x ~iit)’ / t teoricamente deberia
obtencrse una recta con pendiente jog(e) / 3E | desde la cual se puede cstimar E. Esta
metodologia solo requiere una curva de concentracion contra tiempo a partir de una

estacion aguas abajo del vertido y t se mide desde Ja descarga del contaminante.

En el siguiente subcapitulo del presente trabajo. se utilizara la técnica variacional adjunta
como otra metodologia para la obtencion del coeficiente de dispersion de contaminantes basada
en mediciones de campo, esperando que sea una alternativa mejor a las ya existentes y que fueron

descritas previamente.

3.2. Aplicacion del método variacional adjunto para la obtencién
del coeficiente de dispersiéon de contaminantes

Siguiendo el procedimicnto descrito cn cl capitulo dos. el problema por resolver radica en
obtener el coeficiente E de la siguiente ecuacion diferencial parcial :
o€ G9C | g dC
ax ax ax’

(3.21)

Se supondra en lo que sigue que cl flujo es permanente, ¢l canal ¢s prismatico y E es
constante. Ademas, que sc¢ tiecne mezclado completo y variacion de la  concentracion

fundamentalmente en la direccion Jongitudinal.



En las prucbas que se analizaran, se utilizé un canal prismatico de seccion rectangular. En
cada una de ellas, tras un derrame puntual instantineo, se hicieron mediciones de las
concentraciones en dos secciones, considerando que ya habia mezclado completo desde la primera
estacion. Para el cumplimiento de esta ultima condiciéon se diseid un dispositivo de derrame con
una longitud igual al ancho de la seccién transversal del canal, asegurando desde el comienzo de
cada prueba el mezclado transversal. Para lograr también un rapido mezclado vertical, después del
derrame se empled una instrumento para agitar el flujo y forzar de este modo dicho mezclado
(informacion mas detallada de los exprerimentos, vedse Berezowsky ct al (1996)). Por otra parte,
se utilizo una velocidad media para cada prueba, considerando un flujo permanente y uniforme,
aunque de forma estricta esta ultirna caracteristica no se cumplia. Por ultimo, se analizo el caso de
un contaminante conservativo, razén por la cual no se incluyo el término sumidero en (3.21).

La expresion (3.21) es al mismo tiempo la ecuacion de modelo y la restriceion en el
esquema de minimizacion. Para aplicar ¢! método variacional, el siguiente paso es definir la
funcion de costo J que mida el desajuste entre la solucion de (3.21) vy las abservaciones hechas en
la pruebas. Para esto se siguio la estructura propuesta por Smedstad y O’Brien (1991),

representada por (2.6) que en este caso se escribe como:
1
J(C.E):EKt‘U(C—C')I dxdt+%KtTL(E—E')= (3.22)

donde C son las concentraciones calculadas, €’ las concentraciones medidas, E es el nuevo
coeficiente obtenido mediante el método inverso, E' la estimacion inicial o anterior del
coeficiente de dispersion, K¢ y Kpg son las matrices de validacion, T cs la duracién de la
simulacion y L la longitud del tramo analizado. Notese que cn el segundo término del funcional
no se han establecido integrales, esto se debe a Ia consideracion de un coeficiente de dispersion
constante para todo t ¥ x en el tramo analizado. Por ualtimo, se puede observar que en (3.22),
ademas de ser E el parametro por obtener, se ha considerado como la variable de control de
acuerdo a lo recomendado

Una vez establecida la funcién de costo, la meta es minimizar (3.22) sujeta a la restriccion
(3.21). Para llevar a cabo lo anterior, como ya fue discutido, el problema es redefinido de tal
forma que se transforma en un problema de minimizacion sin restricciones. La transformacion se

realiza mediante la apli i6n de multiplicadores de Lagrange :

P
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L(c.x,E)_-—Kc_[[(c c) dxdt+EK LTLE-E) + [[a [——a,..‘%c—t:‘;:‘f

]dx dt  (3.23)

Ahora, se aplica la condicion optima de Euler-Lagrange para encontrar sus puntos
estacionarios (los cuales corresponden al minimo de la funcién de costo). De esta forma, la
primera variacion de L con respecto a A (igualada a cero) da como resultado la siguiente
ecuacion :

M
aL(ca:;LLE)=°=H&(aC ac d c)

~——+iu_——~E

ox ox?
esto es,
ac  _oC o*c
ot T T E Bx2
como puede observarse (3.24), es idéntica a la ecuacion de modelo orniginal (3.21).

(3.294)

Obteniendo la primera variacion de L con respecto a C se obtiene la ecuacién adjunta :
JL(C,A,E) _ . 5C)
e =0= K ff(c~c)scdxdr + ﬂdexd:
__o8C) 2*(3C)
+ﬂ'xu—-—ax—dxdx—l:ﬂdexm (3.25)
Integrando por partes el segundo término del lado derecho de ta ecuacion (3.25),
a(sc) ) A
ffaS2axar= jxac’:: ax — [[$scaxar (3.252)
Integrando por partes el tercer término de lado derecho de la ecuacidén (3.25),
__9(8C) ol a(ru
JIES dxdt = [Aus ,:dt—ﬂ'(T)SCdxd:

Aplicando la regla del producto, el termino queda finalmente como

_ 30 . . Ju _OA
HassFaxae=[a uSC’ Gar- ffagl scaxar- [fustscaxar (3.25b)
Integrando por partes el cuarto término de lado derecho de la ecuacion (3.25) se obtiene
2*(5C) 8C) or a(sc)
-EffasS S axat=—Ef A5 +Eff -5

o dt xdt

Integrando por partes ¢l segundo término del lado derecho de la expresion anterior
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(3.25¢)

a*(s0) HBO), DA -
_sﬂ'x-—a;;——dxd. =-£Ef A= ar s E-'.'aTS ae -

Substituyendo (3.25a), (3.25b) y (3.25¢c) en (3.25), se llega a :
9—'1(%3'—5) o=K_[f(c-c)scaxar +_f15cf dx —ﬂ'——scaxa:

+j').ﬁscf::m —Iflf—:—SCdxd: - J H-Z—:'—Ecdxdt

_Ef AQS'S_Q‘;:‘:. EfaA c!::m —Eﬂ'g:f 5Caxdt

Ordenando la expresion anterior

a—l‘(%'cﬁg) =0=K.ff(c-c)scaxar - ﬂ'ﬂacmd: - ffx g—fSCdxdt —fjﬁ—gx—’:GCdxdt

_Ejj'" Yscaxar + [a5dZas + fausdZ ar-Ef AO(GC) 3wt
+ Ej——ac}" dt (3.26)

Segun Yu y O’Brien (1991),
Richardson (1993), las siguientes condiciones de frontera deben ser aplicadas al derivar la

ecuacion adjunta (3.26):
« La variable adjunta A debe ser cero al inicio y término del tramo analizado, de esta forma

Smedstad y O’Brien (1991), asi como Panchang y

o2
Ox
« La condicion inicial para A debe ser :

A=0 en t=T

Como ya fue mencionado, las ecuaciones adjuntas son forzadas por los crrores, pero

=0 enx=0 y X = XfEinat

después del ultimo nivel de tiempo computacional para el modelo directo no hay datos, por
lo tanto, A = O es la condicion inicial natural en ese instante para la variable adjunta.

Debido a que C es canocida en t = 0, como condicidn inicial para la ecuacion de modelo se

debe considerar :




SC=0 en t=0
Aplicando las condiciones anteriores, se eliminan los ultimos cuatro términos de la
ecuacion (3.26) y la ecuacion adjunta resultante es
N TA ou  _on G
c(C_C)_E“l_aT_"ax"Ea{ (3.27)
Comparando la ecuacion adjunta (3.27) con la ecuacion de modelo puede observarse que

tienen una forma similar, excepto que la primera tienc signos contrarios. Lo anterior implica que
esta ecuacion corresponde a una evolucién hacia atras cn el tiempo, siempre y cuando el primer
término se tome como un término fuente o sumidero

Siguiendo el mismo procedimiento para hacer estacionario el Lagrangiano con respecto a

E secllega a

OL(C, A, E) aJ arc
=0 EE“-UAOH dxdt

siendo esta cxpresion ef gradiente de la funcion de costo con respecto al parametro analizado.

(3.28)

De la derivada de la funcién de costo (3.22) con respecto a E se obtiene

1 a3
E-E'+,TL %€ (329
Substituyendo (3.28) en (3.29)
1 dr*c )
Cprae—t 3.3
E=E +K:TL[ a5z dxa (3.30)

donde el signo negativo dentro del paréntesis se debe a la utilizacion de un método de gradiente

en un problema de minimizacion.

Siguiendo la recomendacion de Yu y O°Brien (1991), Smedstad y O’Brien (1991), y
Panchang y Richardson (1993), conviene modificar la escala de la solucion del problema
eliminando una de las matrices de validacion o pesos. De esta forma, sisedefine A’ =A/ Kc y

K = K,/ K¢ se modifican las expresiones de la siguiente forma

"’1 L)
(c-c)- -~ (3.31)
(3.32)

E=E"+ I\TL( fl'

El parametro K, es un parametro libre que puede ser utilizado para regular la velocidad y
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rendimiento del proceso iterativo. Ademas, es una medida de los pesos relativos asignados en el
funcionat al término de desajuste de los datos, y al término de informacion anterior del parametro.
Se ha encontrado que algunos valores de cste parametro pueden degradar ¢! rendimiento del
esquema de minimizacion. Asociade al problema anterior, su orden de magnitud es dificil de
establecer a priori, por lo que se han plantcado como alternativas desde considerarlo igual a la
unidad y substituirio por una longitud de paso en el ¢squema de minimizacion (Smedstad y
O’Brien 1991), hasta la utilizacion del método de prucha y error para obtenerlo (Panchang y

O’Brien 1990} En cl caso particular de la estimacion del coeficiente de dispersion, la utilizacion

de la primera opcion resulto infructuosa y la segunda era demasiado rudimentaria. Ante estas
circunstancias, se utilizo la propuesta de Panchang y Richardson (1993), en la cual se elimina la
subjetividad de K al explorar el range de sus valores, cada uno de los cuales produce un
coeficicnte E con sus correspondiente desajuste de los datos, para determinar cual genera el
menor cerror. Con este fin, recomiendan aplicar una rutina de optimizacion apropiada para llevar a

cabo de forma mas eficiente la basqueda de una Ko En esta tesis se utilizé el método de la

seccion de oro descrito en el subcapitulo 2.3.2. que requiere de tres estimaciones iniciales K., Ky
y K. tal que
K,<Kp<y K. ¥y Maay >Man < Mo

donde Mgy JMun ¥ M denotan el desajuste resultante de cada coeficiente E

Debe hacerse notar que al tratar de encontrar ¢l minimo de la funcion de costo, no se
puede ecsperar que este sea exactamente cero. Experiencias hidrologicas al aplicar la técnica
variacional en la obtencion de parametros de flujos subterrancos, han demostrado que confiar en
ta norma del gradicnte como unica medida de convergencia hacia la solucion optima conduce a un

namero inecesariamente grande de iteraciones. Smedstad y O’Brien (1991) sugieren revisar si

||VJH/||VJ,,H es menor que una tolerancia preestablecida, donde IVJQH denota la norma del

gradiente durante la primera iteracion. tos autores sugicren utilizar como tolerancia un criterio

de convergencia tal que iIVJ!I/”VJnIl < 1072, y fue el criterio aqui empleado.

3.3. Procedimiento iterativo de solucidén

El esquema iterativo (basado en ¢l método variacional adjunto) para obtener estimaciones

sucesivas de E se plantea en los siguicntes pasos .




1. Se escoge una primera estimacion del coeficiente de dispersion E. Para que esta estimacion no
fuera disparatada, se utilizé la ecuacion (3.15) propuesta por Fischer, como valor de referencia
inicial en el proceso iterativo.

2. Se integra la ecuacion de modelo 3.24 (modelo directo) hacia adelante en ¢l tiempo para el
periodo en el cual se tienen las observacioncs. Se obtiene d*C/ dx? en cada nudo.

3. Se calcula el desajuste de los datos (C - C”) en las localizaciones donde existan datos.

4. Se integra la ecuacion adjunta 3.31 (modelo inverso) forzada por el desajuste de los datos
hacia atras en el tiempo y sec obtiene A”.

5. Se utilizand*C/dx* y A’ (calculados en los pasos 2 y 4) para calcular el gradiente de la
funcion de costo V.J (ecuacion 3.28).

6. Con la informacion del gradiente se aplica la ecuacion 3.32, en conjuncion con una K
cualquiera y vn método de minimizacion de gradiente sin restricciones, para obtener una nueva
estimacién del parametro E. En esta tesis se utilizé K = 1 como valor inicial en esta etapa del
modelo.

7. Se utiliza ¢l método de la seccion de oro para optimizar K de tal manera que ¢l parametro
estimado resultante produzca el menor desajuste.

8. Se revisa si el criterio de convergencia [VJ| /"VJ,” < 10°% del proceso de minimizacion se
cumple, donde VJ,es ¢l valor en la primera iteracion.

9. Si no se encuentra la solucion optima, se regresa al paso 2.

La estructura numérica que se utiliza en la solucion, tanto de la ecuacion del modclo,
como de la ecuacion adjunta, se basa ¢n ¢l procedimiento planteado por Berezowsky (1993) para
la modelacion del transporte y dispersion unidimensional de contaminantes en rios. En dicha
metodologia, ta ecuacion (3.24) se divide en dos expresiones que se analizan por separado;
representando una el transporte advectivo puro y la otra a la dispersion longitudinal. La primera
de las ecuaciones mencionadas es resueita mediante ¢l método de las caractaristicas y ta otra con
un esquema de diferencias finitas del tipo Crank-Nicholson. En ese mismo reporte se describe el
modelo matematico, el cual se adaptd en este trabajo para que incluyera el método adjunto
variacional previamente descrito. Se aprovecho la ventaja de que la ecuacion del modelo (3.24) y
la adjunta (3.31) ticnen formas similares, por lo cual, la solucién numérica aplicada por

Berezowsky al modcelo directo también es valida para el modelo inverso.



3.4. Implementacion del método inverso : casos estudiados,

resultados y analisis

Como primera aplicacion, se comprobo la consistencia del método variacional adjunto en
a un caso con solucidn analitica y cuyo coeficiente de dispersidon era conocido de antemano. Si el
procedimiento inverso era adecuado, deberia existir una correspondencia exacta entre
las “observaciones™ v los resultados del modelo, haciendo igual a cero el valor optimo de la
funcion de costo, y ecn consccuencia, iguales los coeficientes de dispersion calculado y conocido.

La simulacion sc llevo a cabo haciendo uso de la ecuacion (3.19) para generar los datos de
concentraciones, y s¢ considerd un coeficiente de dispersion de 50 m?/seg, con los siguicntes
datos:
Cadenamiento de la primera seccion (donde se tienen “‘observaciones™) = 2000.0 m.

Cadenamiento de fa segunda seccion (donde se hacen las “mediciones™) = 7000.0 m.
Ax =2000m
u=05m/s
Seccion rectangular : tirante = 1.0m

ancho = 100.0m

Masa del trazador = 10.0 kg
Al aplicar el procedimiento aqui descrito se obtienen los siguientes resultados :

Eo ITERACIONES Emnaa

B s | NGy,
m/seg WNo m¥/scg

550 3 ' 49.979 3.38x107

Como se pucde observar, ¢l método logra una aproximacidon adecuada al coeficiente

utilizado en Ia simulacién con un nuiimero pequeiio de iteraciones. La diferencia entre lo medido y

lo calculado ¢s de apenas un 0.042 %. Pucde corroborarse que este error es poco significativo
observando cn la grafica siguiente la consistencia entre las concentraciones calculadas y

“medidas™.
Este cjemplo permite probar ademas la bondad del metodo numérico (tanto del método

directo como de¢l problema inverso), puces la difusion numérica es minima y las concentraciones
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calculadas con E = 49.979 m?/seg son practicamente idénticas a las obtenidas analiticamente con
E = 50.0 m*seg.

Una vez que fue probado el método con un problema tedrico basado en una soluciéon
analitica, se aplicé el método para obtener el coeficiente de dispersion de nueve pruebas
experimentales realizadas entre diciembre de 1995 y febrero de 1996, en el canal de pendiente
variable dcl Instituto de Ingenieria de la UNAM. Este canal tiene una Jongitud de 25.00 m, ancho
de 0.80 m v 1 00 m de alto. Las sccciones analizadas fucron localizadas en ef ulttmo tercio del
canal con una separacion de 9.60 m entre si. Se utilizé Rodamina B como trazador. Esta sustancia
es un colorante conscrvativo y neutro para el ambiente. La condicion para que cada una de las
prucbas fuera considerada satisfactoria y, por lo tanto, adecuada para ser analizada, se basé en la
peérdida de masa entre dos secciones. Dado el caracter conservativo de la Rodamina B, la masa de
trazador observada en cada una de las estaciones de medicion deberia ser la misma;, sin embargo,
errores cn el equipo y las metodologias de muestreo empleadas impidieron que dicha
caracteristica se¢ cumpliera exactamente. Dcebido a esto, de las mas de 30 prucbas que se
realizaron, solo se aceptaron aquellas en las cuales la diferencia de masa entre secciones fue como
maximo del 10%. Los datos de las 9 pruebas que cumplieron con el requisito anterior se presentan
a continuacion :

PRUEBAS REALIZADAS EN EL CANAL DE PENDIENTE VARIABLE DEL
INSTITUTO DE INGENIERIA DE LA UNAM,

PRUEBA | GASTO TIRANTES Sk VELOCIDAD MEDIA . E
MEDIDA CON MOLINETE | (METODO DE
Ya Ya Va Vi MOMENTOS)
(vs) (cm) (cm) (x107) (rrvs) (m/s) (m?*/seg)
8/12/95 36.124 11.0 12.0 1.345 0.398 0.347 0.111
16/1/96 20.765 10.0 12.0 0.482 0.261 0.222 0.069
25/1/96 50.0 12.5 12.5 1.980 0.462 0.503 0.087
8/2/96 50.0 14.0 145 1 339J 0.436 0.4941 L 0.178




PRUEBA | GASTO TIRANTES Si VELOCIDAD MEDIA . E
MEDIDA CON MOLINETE | (METODQ DE
Y Yn Va Vi MOMENTOS)
{It/s) (cm) (cm) (‘l()") (m/s) (nY/s) (mzlseg)
9/2/96 50.0 to.s 17.3 0.810 0 380 0.359 0.091
15/2/96 36 124 100 100 2030 0.302 0412 0.265
20/2/96 36.124 150 160 0.547 0.295 0267 0.128
23/2/96 20 765 8.0 9.0 1.224 0.306 0284 0.194
28/2/96 20.765 8.5 90 0.001 0 287 0.262 0120

(informacion detallada sobre las caracteristicas del equipo, instalaciones y ¢l proceso experimental
utilizados en cstas prucbas, vease Berezowsky et al (1996))

Todas las prucbas fueron analizadas con las mismas condiciones y métodos. Sin embargo,
unicamente sc presentaran los analisis y resultados completos de una de ellas. considerandola
como la prueba representativa. Lo anterior tiene como objetivo cvitar presentar informacion de
forma repetitiva, haciéndola mas clara y menos densa

El experimento patron fue realizado cl 9/2/1996, y para estimar el cocficiente de
dispersion  que  representaba ¢l tenomeno  fisico medido  se  aplicaron  los  siguientes
procedimientos :

« NMétodo inverso :

Con la finalidad de observar ¢l comporntamiento del método ante distintas suposiciones
iniciales del cocficiente de dispersion, ademas del valor dado por la ecuacion (3.15), se
utilizaron un cocficiente nulo vy un valor grande del cocficiente de dispersion (como podra
apreciarse en las tablas mostradas mas adelante). Xl valor nulo ¢s el mas pequeio que cualquier

cocficicnte puede tomar desde ! punto de vista fisico. Como criterio de convergencia para



detener el método iterativo, se utilizo el indicado por Smedstad y O’Brien (1991), sin embargo,
se limité como maximo a cinco el nimero de iteraciones en caso de que dicho criterio no fuera
satisfecho. Las distintas versiones del proceso inverso que fueron aplicadas fueron

1. Paso descendente como método de minimizacion .

H. Gradiente conjugado como método de minimizaciéon
« Método de transito

1. Se utilizo ¢} error cuadratico medio como criterio de convergencia :

11. Se utilizé ¢l error ¢n ¢! primer momento del perfil de la concentracion, normalizado por

¢l tiempo de viaje exacto.

Cada uno de estos casos fue resuelto de dos diferentes maneras, de acuerdo al
procedimiento con el cual se obtuvo la velocidad media de la prueba. Los criterios utilizados
fueron :

a) Calculo de la velocidad promedio en funcion del gasto medido en un vertedor y el area
hidraulica media entre las dos secciones (estimada con el tirante medio, ubtenido de los tirantes
medidos).

b) Calculo de la velocidad promedio como la relacién de la distancia entre las secciones analizadas
y la diferencia de los tiempos de paso del pico en cada una de cllas.

Se incluyd ¢ método de transito por considerarse importante hacer un analisis
comparativo cntre una metodologia ya probada en la practica y ¢l procedimiento propuecsto en
esta tesis. Los resultados presentados en forma de tablas y graficas concentracion contra tiempo

puedcen ser observados a continuacion :

PRUEBA DEIL 9/2/1996
METODO INVERSO.

L-MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE
A)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Erna.
m¥/sey No m?/seg el VJO
0.09598 5 0.1615 | 1.04 x107
0.0 2 0.1605 | 1.04 x107
0.4 5 01611 | 2.09x10T

[T




B)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DEL GASTO.

Eo ITERACIONES |  EmnaL

m?/seg No m¥/seg V3N,

0.05697 2 0.4971 1.16 x107
0.0 2 0.4967 27 x107
0.7 3 0.4907 [ 447 %107

IL-MINIMIZACION CON GRADIENTE CONJUGADO

AYVELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS

Eoq ITERACIONES | Emea

m/seg No mi/seg VA

0.09558 B 0.161 1.1 x107
0.0 2 01605 | 1.04x107
0.4 5 01611 2.08 x107

B)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DEL GASTO.

Eo ITERACIONES | Ejea
m?/seg No m¥seg VI
0.05697 2 04971 1.16 X107
0.0 B 0.4967 2.7 x107
0.7 s 0.4886 | 4.29 x1077




i
H
1

METODO DE TRANSITO.
1.-CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO (ERR).

A)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Ey ITERACIONES Ermia.
m/seg No m?/seg ERR
0.001 150 0.149 P16 x10"

B)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DEL. GASTO.

Eo ITERACIONES Eiovar
m¥/seg No m¥/seg ERR
0.001 90 0.089 1.9 x107

L-CONVERGENCIA CON EL ERROR EN EL PRIMER MOMENTO (p)
AVELOCIDAD MEDIA FUNCION DE L.OS PICOS.

Eo Eimarn 53

m¥/seg miiseg

0.001 0.0003 1.8 x107

B)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DEL GASTO.

Eqs Ermarn l_],
m?/seg m/seg
0.001 0.0002 5.6 x107
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Contrariamente a {o indicado por Yu y O’Brien (1991), Smedstad y O Brien (1991), asi como
Panchang y Richardson (1993), no existe en este caso una diferencia entre utilizar como
método de minimizacion paso descendente o gradiente conjugado. Esto se debe a que se tiene
un solo parametro a determinar y a que este es constante;, por ello, ambos métodos son
cquivalentes. Debido a lo anterior, se decidio reportar en las prucbas restantes unicamente los
resultados generados por la primera metodologia.
Los coeficientes obtenidos a partir de distintas suposicionces iniciales generan parametros con
una diferencia muy pequena y poco significativa, por lo que en los esquemas presentados, solo
se grafico el mdétodo inverso correspondicente a la E inicial propucsta con la ecuacién (3.15).
Para cl mctodo de transito, cl criterio de convergencia de “‘error en ¢l primer momento”, da
resultados imposibles desde ¢l punto de vista fisico, ya que genera una distribucion aguas abajo
con una concentracion pico mayor que la de aguas arriba. Debido a lo anterior, ¢s totalmente
inadecuado. y en las prucbas siguientes este método no sera usado.
En todas las prucbas examinadas, el método inverso es sensible a los valores iniciales supuestos
del coeficiente de dispersion; con algunos valores converge rapidamente en pocas iteraciones y
con otros 1o hace lentamene. Sin embargo, en los casos donde et criterio de convergencia no se
satisface en cinco iteraciones, se obtiene de cualquicr forma una buena aproximacidn al valor
correcto de E. Este fendmeno puede ser justificado mediante dos analisis complementarios :

1° Si la suposicion inicial del parametro es cercana al valor Optimo, no se pucde esperar que
1a funcidon de costo y su gradiente experimenten un gran decremento (Smedstad y O’Brien,
1991). Esto no significa que ¢l procedimiento de minimizacion sea inadecuado; en realidad
si se alcanzara una aproximacion propicia al optimo, pero es dificil cumplir ¢! criterio de
convergencia establecido.
E} método pucde ser descrito como no robusto, debide a que los coeficientes calculados
son dependientes de las estimaciones originales. Sin embargo. como no se tiene un
desajuste igual a cero, es posible obtener varos coeficientes de dispersion como
soluciones cstimadas, cada una de las cuales es una buena aproximacion a ta E verdadera
(Panchang y Richardson, 1993). En otras palabras, para distintos valores iniciales de E se
puede llegar a distintos valores finales que cumplen la tolerancia, lo cual implica, que ¢t

metodo variacional no garantiza una solucion Unica. A pesar de lo anterior, los resultados



son adecuados de cualquier forma pues cumplen (con cualquier valor final de E), con la

minimizacion del criterio de ajuste aplicado en la funcion de costo. Es decir que para cada

E inicial se tendra un valor final valido, asociado a un desajuste minimo entre 1o medido y

lo calculado si se cumplio la tolerancia; si no, aunque ¢! desajuste no sea minimo, es tal

que no se nota la diferencia
En todos los casos, el criterio para el calculo de la velocidad media no afecta los resultados del
método de transito, en cambio ¢l método inverso tiene un mejor ajuste cuando la velocidad se
obtiene como funcion de la distancia entre secciones y tiempos de pico. Lo anterior puede ser
debido a la caracteristica ya mencionada de la no robustez del procedimiento, razén por la cual
es sensible a un niumero pequeiio de  grandes errores en ¢l grupo de datos. Dichos errores
pueden ser resultado del grado de incertidumbre al medir los tirantes para obtener el area
media, ya que e¢sta medicion fue hecha con poca precision
Como consecuencia de lo discutido en el parrafo precedente, en las 1ablas y esquemas
subsccuentes unicamente se comparan los resultados generados por los métodos inverso y de
transito al utilizar una velocidad media calcutada con la distancia entre sccciones y los tiempos
de pico.

PRUEBA DET, 8/12/1995
METODO INVERSO.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE
VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

J ITERACIONES Ejvan.
o - A Az
m°/seg No m*/seg
0.11657 B 0.1489 1132

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).
VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES Erman
m¥scy No m/sey ERR
00T T3% o136 39 %10
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PRUEBA DEL, 16/1/1996

METODO INVERSO.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

E, ITERACIONES Ejsvarn
: i A
m?/seg No m*/seg
0.04551 s 0.0758 2.71 x107

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Ea ITERACIONES | Ejmiar, ERR

m/scg No m’/sey

0.001 76 0075 5.07 x10™
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PRUEBA DEL 25/1/1995.

METODO INVERSQO.

MINIMIZACION CON PASQO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE L.OS PICOS.

E ITERACIONES | Erva

. o ! AL NI/V3,
m*/seg No m*/seg
0.23069 L s [ 0.2384 10_27 x107T

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Epnan
m¥seg No m/seg ERR
0.001 I 198 I 0.197 I 2.5 x107
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PRUEBA DEL 8/2/1996

METODO INVERSO.
MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

!
VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Erpen. :
. - N VI/ VI, :
m'/seg No mi/sey )
0.17785 5 0.1776 957 x107" %

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Ea ITERACIONES | Ermons :
m/seg No m/seg ERR
0.001 203 0362 | 1.57x107 :
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PRUEBA DEL 15/2/1996,

METODO INVERSO.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

E ITERACIONES Egrps

Eo il RS
m'/seg No m“/seg
0.20025 5 0.2 2.94 x10°

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES Ejpmvan
m¥/seg No m?/seg ERR
0.001 163 0.162 | 2.05x10™
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oC medida 1a seccién
0 C medida 2a seccion,
xC 2 seccidn, método inverso. E = 0.2 m*2iseg

C 28 seccidn, método de trénsito. E =0.182 mA2/seg
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PRUEBA DEL. 20/2/1996.

METODO INVERSO.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LQOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Erna.

2 B VI/ VI,
m-/seg No m*/seg
0.06697 2 0.228 4.5 x107

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PI1COS.

Eo ITERACIONES | Erna.
m¥seg No m¥/seg ERR
0.001 158 0.157 3.7x107
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PRUEBA DFI1, 23/2/1996.

METODO INVERSQ.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS

Eo ITERACIONES Esrvan

k ' e | /N,
m*/seg No m*/seg
0.09736 5 0.238 233 x107

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Emau
m?/seg No m?/seg ERR
0.0601 186 0.185 3.5x10~
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PRUEBA DEL 28/2/1996

METODO INVERSO

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES Eine
o | N7/,
m?/seg No m*/seg
0.07716 5 0.2099 4.16 x10°

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Errvar.
m¥/seg No m?/seg ERR
0.001 158 0.157 5.87 x10~
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A partir del analisis comparativo de los resultados numéricos y graficos originados por el
método inverso y el de transito, se pueden establecer las siguientes conclusiones :
= las metodologias comparadas producen distintos valores estimados del coeficiente de

dispersion. La diferencia de valores entre ambos métodos va desdc el 1%% hasta el 35%, pero
como la relacion entre la magnitud del coeficiente y la dispersion no es lineal, solo se generan
pegqueias diferencias en las distribuciones de concentracion correspondientes a cada
estimacidn.

= Observando las graficas ¢s posible notar que el método inverso se ajusta, en la mayoria de los
casos, mucho mejor a las distribuciones medidas que el método de transito (vease por ejemplo
la prueba del 15/2/1996). Ademas dc lograr dicho ajuste con en un namero menor de
iteraciones. Por las razones anteriores sc puede considerar al método inverso como ligeremente
superior.

e En algunos, casos como la prueba del 25/1/1996, ambos procedimientos provocan un
desplazamiento de las distribuciones con respecto al tiempo de la concentracién pico de la
distribucién medida. Esto puede ser debido a tres factores

¢ Errores en los intervalos de tiempo en los cuales fueron tomadas las muestras, por lo

cual el tiempo medido de la concentracidon pico no corresponde al verdadero en
cualquiera de las secciones.

+ Errores al obtener las muestras y/o al calcular las concentraciones en €l laboratorio.

e A una medicién defectuosa de la distancia entre secciones.
= En otros no hay desplazamiento, pero el desajuste entre los datos medidos y lo calculado con

el método inverso es muy grande (prueba del 20/2/1596). Este fenémeno pudo ser provocado
también por los dos primeros factores mencionados en el punto anterior.

Por dltimo, fue implementada la misma metodologia sobre un experimento realizado en las
instalaciones del Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua en Cuemnavaca, Morelos. En dicho
lugar se contd con un canal de 50.0 m de largo, 0.60 m de ancho y 1.00 m de¢ altura. La primera
seccion analizada se colocd a 32.50 m del punto de vertido, y entre las secciones se dejé una
distancia de 12.65 m. El trazador y las condiciones para aceptar la prueba fueron las mismas que
para las realizadas en el canal de Instituto de Ingenieria. Para la estimacion del coeficiente de
dispersion, al experimento del IMTA le fueron aplicadas los mismos procedimientos y

consideraciones anteriormente descritos. Los datos y resultados se presentan a continuacion :
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PRUEBA IMTA DEL 25/6/1996,

DATOS.
PRUEBA GASTO TIRANTES VELOCIDAD MEDIA
MEDIDA CON MOLINETE
Ya Yy
: avs) (em)__ (cm) (m/s)
: 25/6/96 45.60 18.7 15.7 0.436

METODO INVERSO.

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE

VELOCIDAD MEDIA FUNCIOM DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES |  Egpu.

. AL V3/¥3,
m'/seg No m*/seg
0.04373 2 0.113 7.3 x107

METODO DE TRANSITO.

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR).

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS.

Eo ITERACIONES | Erva
m/seg No m¥seg ERR
0.001 77 0.076 5.5 x10™
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r ©0C medida 1a seccion.
%04 oC medida 2a seccign.
xC 2a seccidn, método inverso. £ = 0.143 m*2seg
0 4 C 2a seccidn, método de trénsito, E = 0,076 mh2/seg
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Después de analizar los resultados de esta prucba, es posible aplicar las mismas
conclusiones del analisis comparativo de métodos ya descrito para el caso de los experimentos
realizados en el Instituto de Ingenieria de la UNAM. De este modo se comprueba la eficacia del

método para aplicarse en cualquier circunstancia.
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4. CONCLUSIONES

En esta tesis se analizd Ia aplicabilidad de las metodologias inversas de modelacion en la
estimacion de parametros utilizados en la solucion de problemas de Ingenicria Civil, y
posteriormente, se utilizé un procedimiento inverso llamado meétodo variacional adjunto para
abtener ¢! cocficiente de dispersion de contaminantes en canales

El método variacional se caracteriza por minimizar un funcional o funcion de costo que
representa ¢l desajuste entre los datos observados y los resultados de la modelacién. La
minimizacion se lleva a cabo utilizando comeo restriccion  las ecuaciones de modefo, su solucion
involucra multiplicadores de Lagrange y lleva a ecuzciones adicionales o adjuntas, desde las
cuales se determinan dichos multiplicadores. las variables del modelo vy los multiplicadores de
Lagrange permiten entonces ¢l caleulo del gradiente del funcional original, el cual se utiliza para
minimizar dicho funcional mediante métodos de optimizacian clasica.

De acuerdo a los resultados obtenidos, tras realizar este trabajo se llegd a las siguientes
conclusiones :

e Muchos problemas de lngeniena Civil cuya modelacion involucre parametros puede ser
resueltos mediante metodologias inversas

e La conclusién anterior tiene especial aplicacion en los aspectos que a continuacién se
presentan:

& Para inferir los parametros del modelo a partir de mediciones de parametros

observables (concepto clasico de problema inverso).

& Para comprobar que los valores de los parametros usados en la metodologia directa son

los que realmente se estan presentando. De esta forma, los parametros verdaderos

pueden  ser deducidos desde los datos para compararlos con los empleados




originalmente. Esto puede, por ejemplo, ser aplicado en la etapa de operacion y
mantenimiento de una obra.

® En muchos problemas de diseio para los cuales sea necesario calcular un factor de
seguridad dividiendo 1o calculado con la metodologia directa y lo medido en
laboratorio o en campo De esta forma, a partir de las condiciones medidas y los
factores de seguridad requeridos se podrian obtener los parametros de diseio optimaos.

En los casos donde fuera factible aplicar este procedimiento, se evitaria un derroche

innecesario de recursos economicos ya que la obra no cestaria sobrediseiiada; y se
optimizaria el proceso de diseno al reducir el nimero de tanteos necesarios para

obtener la opcion que cumpla con las condiciones de seguridad solicitadas

En el caso particular de la aplicacion del metodo variacional adjunto para obtener ¢l coeficiente

de dispersion de contaminantes se pucde indicar lo siguiente

& E] cacficiente de dispersion obtenido con el método inverso ajusta mucho mejor a las
distribuciones medidas en casi todos las casos y ademas s estimado en un namero
menaor de iteraciones. comparado con los calculados mediante procedimientos ya
existentes. Con base en lo descrito, ¢ métoado variacional s¢ pucede considerar superior
a los procedimientos con las que s¢ le contronta

crso variacional tiene menos restricciones para ser

e Por otra parte, ¢l procedimiento inv
utilizado, lo cual ¢s una veniaja sobre ol resto de los métodos. De esta forma, dicho
procedimiento puede ser aplicado con distribuciones iniciales complejas (sin que sean

1anas), ast como con velocidades y geometrias variables.

forzosamente Gau

¢ Los coeficientes de dispersion de contaminantes determinados con en el método
inverso varnacional son dependientes de los valores iniciales supuestos, por lo que el
procedimiento pucede ser clasificado como no robusto. Sin duda esta caracteristica fue
una consccuencia de utilizar el criterio de minimos cuadrados para resolver el problema
inverso

¢ Como conscecucencia de 1o anterior, ¢l método variacional no garantiza una solucion
unica. Sin embargo, los resultados son adecuados de cualquicr forma pues cumplen con

Ja minimizacion del criterio de ajuste aplicado en la funcion de costo. Es decir que para

Xl



cada E inicial se tendra un valor final valido, asociado a un desajuste minimo entre lo
medido y lo calculado
Por altimo, se pueden sugerir las siguientes recomendaciones a aquellos que se interesen
en usar la metodologia aqui descrita
e En el caso de querer aplicar una metodologia inversa a un problema de Ingenieria Civil
distinto al prescntado en este trabajo, antes de tratar de resolverlo se deben tomar en cuenta la
complejidad del problema y el grado de aproximacion de las formas de solucion existentes. De
esta forma sec podra evaluar qué tan factible resultaria hacerlo. qué trascendencia tendria
desarrollar otro procedimiento de solucion y qué tan practico seria ¢n comparacion a los otros
Si después de analizar los aspectos antenores se decide aplicarlo, ¢l investigar si en otras areas
se han resuelto modelos con estructuras parecidas puede ser de gran utilidad
= Para el problema de la obtencion del coeficiente de dispersion de contaminanies, recomendaria
llevar a cabo una campana en canales y rios reales. basada en los procedimientos de medicion y
analisis aplicados en esta tesis. De csta manera, se podria observar el comportamiento del
método inverso variacional con datos no obtenidos en un canal de laboratorio, y redondear e}

trabajo al comparar con otros procedimientos y poder concluir si realmente conviene aplicar en

istentes (como la de

la praclica cste método o os preferible continuar utilizando técnicas ya e

transito).
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FE DE ERRATAS.
« Enlapagina 14

Dice:
de donden se determinan x7, AT v v7.

« Enla paging 18

Dice
En la acualidad existen dos tipos  de
procedimicntos para cenfrentar csta
problematica: las  técnicas  analiticas v las
numéricas.

- Enlapagina 22

todas  fas
(2.19)

0 para
aldmisibies.

yarviaciones

« Enla pigina 38

Dice:
lo adecuado serin aplicar  un modelo
bidimensional para el cilculo de la dispersion
logitudinal, el cual incluiria das zonas de
mezclade fogitudinal y transsycesal,

e L[nla pigina 44

Dice:

.o después  del derrame  sc empled  una
instrumento para agitar ¢l flujo y forzar de este
modo dicho mezclada (infoanacidn mds
Jdetallada de los exprerilmentos, veise
Berczowsky et al (1996)).

e Enla pagina 59
Dice:
...1 con algunos valores converge rapidament
en pocas ilcraciones  y con ouos lo hace
lentamenc.

= Fnla pigina 76
Dice:
Por-ias razones anteriores sc puede considerar
al método inverso como ligeremente superjor.

Debe decir:
de donde se determinan x . A%y y".

Debe decis:
En 1a  actualidad existien dos  tipos  de
procedimientos para enfrentar esta
problematica:  lax  técnicas  analitieas  y  Ias
numéricas

Debe decir:
JF =0 para todas las variaciones admisibles.
(2.19)

Debe decir:
e lo adccunde scria  aplicar un  modcla
bidimensional para el cdleulo de la dispersion
fongitudinal, ¢l cual incluirfs las 7onas de
miczciada longitudinal y transvers

Debe decir:

..o después  del derrame se empled  un
instrumenio para ngitar €l flujo y forzar de este
maodo  diche  meselado (informacion mas
detaliada de los experimentos, vénse
Rerezowsky ot al (1996)).

Debe decin:
.1 con algunos valeres converge apidamente
en pocas  iteraciones ¥ con otros o hace
lentamcnte.

Debe decir:
Por las razonces anteriores se pucde cotsiderar
al método inverso come ligeramente supetior.
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