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estrellas danzarinas.
Friedrich Nietzsche

Dios vacio, dios sordo, dios mio,

palabra y silencio del hombre,

Jorma terrible de la nada,

muestra tu faz que aniquila,

que al polvo voy, al fuego impuro.
QOctavio Paz

Antes que hombres de ciencia

deberiamos ser hombres.
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Capitulo 1

TERMODINAMICA DE
SUPERFICIES

1.1 INTRODUCCION
El estudio de las propiedades de sisternas formados por agua, accite y anfifilo

tiene una larga historia, pero en las dos iltimas décadas se ha observado un significativo

rogreso tanto en la investigacién experimental como téarica. En buena parte esto se debe
a las importantes aplicaciones que cstos sistemas tienen en diversos sectores de la economin,
como en las industrias de 1a detergencia y de la recuperacion del petréleo.

Las moléculas de anfifilo (del griego amphi, en amnbos lados, y philo, amigable)
son también llamadas surfactantes o tensioactivos debido a que cuando son solubilizadas en
agua tienden a segregarse hacia la superficie del liquido y provocan que la tensién superficial
caiga dramédticamente. Debido a la disposicion especial de sus peliculas, estos sistemas son
muy titiles para el estudio de las membranas celulares en sistemas bioldgicos.

Un ejemplo de anfifilo es Ja molécula de jabén n-octanocato de potasio que poseé
una parte alifitica (no polar) tipo n-alcano, CH3(CH;)? que no es soluble en agua y un
grupo polar CO2:K™* que es excesivamente soluble en agua [4). Estas tendencias opuestas
se resuelven formando una gran variedad de fases, como son las soluciones micclares, los
cristales lfquidos ¥ las microemulsiones, en las cuales los anfifilos se acomodan de tal forma

que las partes hidrofilicas forman una barrera entre las porciones hidrofébicas y el agua
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{figura 1}.

Desde un punto de vista microscépico la propiedacd mis interesunte {16] de estos
sistemas es el auto-sgrupamiento de las moléculas anfifilicas que los permite formar una gran
variedad de estructuras geomdétricas , las cuales pucden ser visualizadas como monocapas
entre regiones ricas en agua y regiones ricas en aceite o bicapas con agua o aceite en ambos
lados (figura 1d). Asi, las fases de anfifilo en solucidn pueden ser consideradas como sistemas
de peliculas interfaciales; ¢s por cllo que la estructura y caracteristicas termodinimicas de
soluciones micelares y vesiculares, e microemulsiones y de cristales Hquidos liotrépicos han
sido entendidas en términos de superficies fluctuantes.

1.2. SOLUCIONES MICELARES Y MICROEMULSIONES

Si se disuelve una pequefia cantidad de anfifilo en agua se formard cspontianeamente
una monocapa de €l en la superficie (figura 1b) , lo cual disminuira la tensién superficial v,

Y= Yw (1.1}

donde -y, es la teunsidn superficial del agua y « es la presion de la monocapa de anfifila.
Esta monocapa se encuentra en equilibrio con los mondmeros libres inmersos en el agua. La
monocapa alcanza una estructura compacta a partir de una concentracién critica Xe de an-
fifilo. Para concentraciones mayores que X, la tensidn superficial ya no sigue disminuyendo,
sino que se mantienc pricticamente constante [17]. También a partir de x se forman en el

volumen de la solucién agregados moleculares flamados micelas (fgura 2).
Las micelas constituyen los agrupamientos mds pequefos de surfactantes en los
Las

cuales las cabezas polares pueden aislar las cadenas hidrocarbonadas del solvente.
micelas estin por lo general formadas por unas cien molérulas y muestran un didmetro de
aproximadamente 100 6 200 A. Estos agregados micelures pucden formarse en solventes no
ACUOLoS, como en un aceite; en este caso las micelas formadas son invertidas (figura 2b), ya

que la cabeza polar del anfifilo es protegida por Ia parte hidrofébica que se coloca hacia el
idad para

las es Bu

exterior.
Una caracteristica muy peculiar de ambaos tipos de

tubili. ies quimicas i iscibles, como el agua y el aceite. De esta forma, es posible
solubilizar grasas en solventes acuosos encerrando estas sustancias en el interjor de las mice-
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las. De la misma manera, el agua puede hacerse soluble en aceite empleando a las micelas
inversas. Cuando la cantidad de soluto es grande se pueden formar micelas hinchadas (fig-
uras 2c y 2d) de varios centenares a un millar de angstroms y a estas soluciones se les llama
microermulsiones.

Las micelas pueden ser llenadas con aceite hasta un cicerto limite (del orden de
una molécula de aceite por anfifilo).El alto grado de empacamicnto alcanzado en las mi-
croemulsiones puede ser obtenido s6lo con surfactantes muy es’pccfﬁcos. Eu muchos casos
los agregados micelares son esféricos, pero también se han observado agregados tubulares
(figura 2e¢). Ean algunos casos pueden elongarse bastante y se disponen como polimeros. Las
moléculas surfactantes no siempre se asocian en micelas y en algunos casos no forman es-
tructuras cerradas: pueden asociarse en ldminas planas extendidas que son conocidas como

R . S - .
fases laminares, las cuales son fases de cristal Iiquido. En otros casos las léminas estin

das y la estructura es bicontinua e isotrépica. Las microemul-
Lus estructuras

dist i das e inter
siones, al igual que las fases micelares, son fases sin orden macroscépico.

bicontinuas son muy discutidas en la literatura debido a que en ellas se alcanza un maximo

en el poder de solubilizacién.

1.3 . CRISTALES LIQUIDOS LIOTROPICOS

Si se reduce la concentracién de agua en una solucidn micelar se pierde grad-
ualmente la estabilidad termodindmica y se ddi lugar a una sucesién de fases de cristales
liquidos liotrépicos. Se observan frecuentemente estructuras con geometrfa hexagonal [4] ,
cubica y laminar (figura 3). La fase laminar, come su nombre lo indica, consiste de un con-
Jjunto de liminas dispuestas una sobre otra sin mostrar una estructura definida entre ellas,

es decir, las cabezas polares del! anfifilo estdin confinadas sobre un plano pero distribuidas

aleatoriamente sobre él.

(D

Figura 3. Cristales liquidos liotrépicos. a) H
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Cuando la concentracién estd ubicada entre aquéllas correspondientes a las fases
micelares y las laminares, se observan las fases hexagonales. Estas fases estin formadas por
arreglos cilindricos de anfifilos de gran longitud, en los cuales las cabezas hidrocarbonadas
estdn dirigidas hacia el interior de los cilindros y el espacio entre ellos se llena con agua
(figura 3a).
8i en lugar de utilizar agua como solvente utilizamos un solvente orgdnico obser-
varemos fases hexagonales inversas, donde las cabezas polares ’son las que se ubican hacia
el interior de los cilindros. Las fases de geometria ctbica (figura 3b) son observadas cuando
la concentracién es intermedia a la de las fases hexagonales y laminares.

1.4. MICROESTRUCTURA DE LAS MICROEMULSIONES

Debido a la doble afinidad que tienen, los anfifilos sirven de puentes entre los
dos solventes inmiscibles, formando una monocapa entre ellos con sus partes polares y no
polares orientadas hacia los solventes con los que son compatibles. Esta monocapa muestra

extensién suficiente para separar completamente a los solventes y puede estar constituida
i de micelas hinchadas, o poseer

por porciones aisladas, como en las micr
de gran extensién como en las microemulsiones bicontinuas (figura 4a).

Acelte

e

b)Cristal fquido cubico

Figura 4. Estructuras bicontinuas
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La pelicula de anfifilo se ordena espacialmente en los dous casos y se generan asi
fases de cristal li’quido. Las propiedades de la monocapa microscdpica deterrinan el compor-
tamiento de fases y estdn asociadas a los valores tan pequefios que toma la tensién superficial
en estos sistemas. Debido al valor casi nulo de la tensién superficial de estas monocapas,
las caracteristicas dominantes en estos sistemas son su curvatura de equilibrio {(curvatura
espontinca) y su rigidez. Ambas caracteristicas dependen del estado termodinamico (com-
posicién y temperatura) y de la naturaleza especifica del anfifila y de los solventes utilizados.
Se observan comnunmente microemulsiones con estructura micelar, aceite en agua (ac/aq) o
agua en aceite (aq/ac). Las microemulsiones bicontinuas se presentan cuando las propor-
ciones de Jos solventes son similares.

Las interacciones anfifilo-anfifilo y anfifilo-solvente determinan la curvatura espontinea
de la monocapa en equilibrio [4]. Si la cabeza polar del anfifilo es mnenos voluminosa que
que la cadena hidrocarbonada, la ])elfclxlu se curva hacia el aceite, en caso contrario, hacia
el agua {17} . Se puede producir una inversién continua entre estructuras ac/aq y aq/ac si
se tiene una curvatura muy pequefia o nula, para lo cual se requiere de tensioactivos muy
especiales o la adicion de un cotensioactivo como un alcohol de cadena corta {4). En sistemas
de teusioactivos no iénicos la inversién de estructuras ac/aq y aq/ac se logra variando la
En sistemas con anfifilo idénico lo mismo puede lograrse anadiendo sal a la

temperatura.
solucidn, pues ésta reduce la repulsién entre las cabezas polares y por lo tanto su tamafio

efectivo.
Las microemulsiones de Winsor [17] son aquéllas para las cuales la inversidn de

estructuras ac/aq a aq/ac se encuentra mediada por estructuras bicontinuas. Estos sistemas

contienen al menos cinco especies: agua, aceite, tensioactivo jonico, cotensioactivo y sal.
1.5. APLICACIONES INDUSTRIALES DE LAS SOLUCIONES DE ANFIFILO
Debido a que los anfifilos permiten solubilizar especies quimicas de por. si insolubles,

estos han sido titiles en problemas de lubricacién, inhibicién de la corrosién, extraccién
dades ticas) y fabri i6n

lquido-liquido, preparacion de coloides (algunos con pr

de microlitex.
Ya que las microemulsiones posecen baja viscosidad, éstas se esnplean en la industria

comno ceras liquidas. Debido a las

de la deter ia en i bles formas, fr
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tensiones superficiales muy pequefias de microemulsiones en equilibrio con aceites, también
se emplean en la recuperacidn del petréleo ( pues al inyectarlas a los pozos abaten las fuerzas
capilares que atrapan el aceite en los poros més pequeiios de la roca) [4].

Por otra parte, el drea interfacial microscépica que forma la estructura interna de
estos sistemas se extiende bastante y se efectuan constantemente intercambios moleculares
a través de ella, Jo cual hace que estos sistema sean importantes agentes catalizadores. Ellos

han hecho posible la realizacién de nuevas reacciones qu"nllcﬂs, como la polimerizacién iénica

en solventes orgdnicos no polares [4].
iIsiones son sol transparentes, se investiga

Puesto que ademads las micro
actualmente su potencialidad en la conversion fotoquimica de la energi‘a solar. Debido a

su estabilidad termodindmica también se les investiga como sustitutos de la sangre, comno
ejemplos de éstos tenemos las emulsiones de compuestos carbofluorinados.

1.6. ENERGIA LIBRE DE UNA SUPERFICIE LIQUIDA CURVADA

Hemos visto que en las dos iiltimas décadas ha existido un notable progreso en el
estudio de las soluciones anfifilicas. Esto ha sido posible debido a que estas soluciones han
sido eventualmente visualizadas como peliculas interfaciales y por tanto, descritas a partir
de las propiedades de superficies. Gibbs [14] ha sido el primero en advertir que cuando se
realiza la descripcién termodindmica de un elemento de drea, éste no estd caracterizado en

forma completa por el drea superficial que presenta, sino que es necesario especificar sus

radios principales de curvatura {figura 5)

Figura S. Radios de curvatura principales de una superficie.

i
H
i



De esta forma, ademds de la tension superficial (energin por unidad de irea) ya
estudinda. Gibbs considerd otros términos calculando el traba jo necesarvio para cambiar estos
radios de curvatura, lo cual completa ln descripeion ternmodindmica de una superticie. Pero

6 que todas las densidades termodinimicas dependen, en general,

d, is Gibbs arg
de los radios principales de curvatura; de tal forma que si se tiene una gota liquida en

coexistencia con su vapor, las densidades en estas fases v 1a tension supoerficial dependeran

del radio R de la gota: g = pi(R), pp» = pu(R) y v = y(2).

El primero en investigar la dependencia radial de la teusion superficial fue Tolman

en 1949 [11]. Tolman hizo una expansion de o para radios de curvatura R grandes en

potencias de 1/R y derivé relaciones termodindinicas para el coeficiente del término de
primer orden. Dicha expansién es de la forma

v =01 - %)- 1.2
donde v, es la tensién superficial de la intercara plana y 8, es conocida como longitud
de Tolman.Por otro lado, en 1973 W.Helfrich (7] hizo una expansién de la energia libre
superficial a segundo orden (potencias de 1/R ) en los radios principales de curvatura.
Esta energfn. es hoy conocida como hamiltoniano de Helfrich y se ha constituido como el
paradigma en el estudio de lax propiedades de peliculas liquidas curvadas. El coeficiente del
término de primer orden contiene Ia llamada curvatura espontdnea o curvatura natural co,
el cudl estd relacionado con la longitud de Tolman (pues ambos aparecen comno coeficientes

del término de primer orden en la expausién de la energia). A segundo orden aparecen

idos como co de rigidez al curvado x (splay},

dos coeficientes los cuales son
asociado a la curvatura media, y la constante de rigidez al curvado asociado a la curvatura
Gaussiana ® (saddle-splay). Ademds de introducir estos coeficientes, Helfrich encontré

dinea y para la nte de rigidez al curvado cen forma

formulas para la curvatura esp
de silla de montar . La expresién mds general para la energin superficial de interfases
formadas por anfifilos es [6],

Fpp = /dS('c(J — c0)? + RK} 1.3)



donde dS cs el clemento de drea, § = }(3} + 7;) es la curvatura media y K = gl os
1a curvatura Gaussiana. Nétese que en esta expresidn la tnica contribucién considerada es
1a energia eldstica de curvado, pues las interfases formadas por anfifilos tienen una tensién
superficial prdcticiunente nula.

La energia libre de Helfrich, tal como es conocida la expresién (1.3), es derivada
fenomenoldgicamente, bajo Ia supousicién de que las propiedades clisticas de la interfase son
las de una pelicula delgada continua. Esta energia puede ser considerada como un funcional
de las curvaturas de la superficie de la cuiil pueden extraerse configuraciones de equilibrio.

Véase ol hecho de que J es de primer orden y K de segundo orden en potencias
inversas de los radios de curvatura. Helfrich considers a los coeficientes co, & y K indepen-
dientes de J y K, de tal forma que para valores fijos de estos coceficientes, pudo obtener
formas geomsétricas de equilibrio imponiendo una condicién de extremo a Fy; sobre todas
geometrias superficiales posibles [6]. La naturaleza de los anfifilos y de los solventes, sus
concentraciones relativas, la temperatura y otras variables, comao la gcometrfa del anfifilo
¥ la longitud de la cadena hidrocarbonada, salinidad, ete. determinan los valores de estos
coeficientes superficiales {5]. La configuracién de equilibrio obtenida por la minimizacidn
de Fj nos da informacién acerca del auto-acoplamicnto de los anfifilos el cuildl les permite
formar una variedad de estructuras geométricas interras.

1.7. TBRMODINAMICA DE SUPERFICIES

Cuando se observan dos fases termodindinicas estables en coexistencia (situacion

en que la energia libre presenta dos minimos a la misma altura), ellas se encuentran en
la llamada superficie de discontinuidad, en la cudl los valores de las diferentes densidades
termodindmicas cambian cn forma continua de aquéllos de una fase a la otra, a lo largo de
una distancia del orden de la longitud de correlacién de la fase homogénea [9.].

Esta superficic de discontinuidad debe ser considerada cotno una pclfculn no-
homogénea bien definida (con volumen diferente de cero) que separa a las dos fases ho-
mogéneas y no como una superficie mnatemiitica infinitamente delgada. Por ello es conve-
niente situar dentro o muy cerca de la superficie de discontinuidad, la superficie divisoria

matemitica exacta.
Gibbs fue ¢l primero en introducir tanto los conceptos de superficie de discon-
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tinuidad, como el de superficie divisoria y admitié que aunque existe cierta arbitrariedad en
la ubicacién exacta de la superficie divisoria, debe ser escogida "sensiblemente coincidente
con la superficie fisica real de discontinuidad”. Para este propésito, Gibbs toma un punto
dentro o muy cerca de la superficie de discontinuidad y construye la superficie divisoria tal
que pase por este punto y asi con el resto de puntos que estin similarmente localizados con
respecto a la materia adyacente. La seleccién de un punto inicial diferente nos llevaria a
una superficie ligeramente desplazada con respecto a la primera, pero paralela a ella.
Aunque la localizacién de la superficie divisoria no esti univocamente determinnda,
la direccién de la normal a la superficie estd determinada sin ambiguedad alguna. Si por
ejemplo, el sistema en equilibrio es una gota esférica, entonces todas las posibles superficies
divisorias serdn esféricas, con radios tales que las superficies divisorias estén dentro o cerca
de la regién de discontinuidad y la normal independiente de la seleccién particular hecha.

La diferencial de energi'a libre superficial es de la forma
dF, = ~8%dT + pudN*® + vdA + C1 Adey + CaAdca, (1.4)

donde T cs la temperatura, S* es la cntropfa superficial, v es la tensién superficial y A es
el drea. Gibbs discutid la existencia de los dos 1iltimos términos en los cuales C) y C» son
los coeficientes asociados con el cambio de las curvaturas principales ¢; y c2 de Ia superficie
divisoria. Una descripcién equivalente se obtiene usando la curvatura total J =¢; +¢c2 y la

curvatura Gaussiana K = cycz, asi
dF, = —S*°dT + pdN?® + vdA + C; AdJ + Cr AdK, (1.5)

donde ahora C; y Cyx Son los coeficientes asociados con J y K . Ya que dF, es una
diferencinl exacta es claro que v, C; y Cgx estin conectados a través de las relaciones de

Maxwell

s = (%) T\N+.K y Cx = (%)T.N-.J ) (16

Se debe enfatizar que tanto dF, como C; y Cy sou vilidos para cada cleccién apropiada
de la superficie divisoria. Sin embargo todas estas cantidades dependen de esta eleccién
¥y las ecuaciones anteriores deben ser complementadas con una secleccién especifica de la

superficie divisoria. Si se desca comparar diferentes alternativas de la superficie divisoria,
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debe transformarse una eleccién en otra usando el hecho de que las cantidades totales son
independientes de tal eleccién.

A lo largo de la historia han existido principalmente dos elecciones para la superficie
divisoria. La primera fue introducida por Gibbs y es conocida como superficie de tensidén
debido a que tal superficie satisface la ecuacién de Laplace (de la cudl se hablara mis
tarde), esto es, el sitio geométrico donde actia la tensién superficial. Con esta eleccidn los
coeficientes C; y Cyx pueden ser despreciados en el anilisis terinodindmico.

Otra posibilidad de eleccién de la superficie divisoria es una en la cual el niumcro
de particulas sea idénticamente cero. Esta superficie es conocida como superficie equimolar.
i ible esta superficie en forma tal que

Para un si multi-com sera
N sea cero para todas las componentes y hay un numero variable de posibles superficies

equimolares. Si se escoge esta superficie la expresién (1.5) se escribe como
dFy = —S*dT + ~dA + CsAdJ + Cre AdK. (1.7)

Considerando una gota esférica de radio R la ecuacién anterior toma la forma

dF, = —~5*dT + vdA + CAdR, (1.8)

donde
c(R) = (%)T.

Aunque la energia libre de la superficie divisoria depende de su posicidn, la energin
total del sistema no puede depender de ella. Este requerimiento puede ser utilizado para
derivar la ecuacién de Laplace: considérese un cambio en la energx'n libre debido a un
cambio en el radio divisorio R. Este cambio estari dado por la suma de cuatro términos:
dos términos debido a un cambio en los volimenes externo e interno de la gota ( AVin y
AVexe ). Otro término debido a un cambio en el drea superficial AA y el dltimo debido a
un cambio en el radio de curvatura AR. Los coeficientes de estos cuatro términos serian
las presiones interna y externa P, y FPex¢ , 7(R) y C(R) respectivamnente. La suma de

estos cuatro términos es igual a cero (por las razones expuestas anteriormente), lo que nos
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de Laplace para una gota esférica de radio £2,

2y(R)
T+ o). (1.9)

AP = By — Pzt =

Si se toma on cuenta la definicion de C(42) de la ec.(1.8) y la expansion de y(£2) hecha por

Tolman. ec (1.2), se encuentra la siguiente expresiGn para la diferencia de presioncs AP
(1.10)

— 27 L]
AP = A (1 R)A
Al igual que Gibbs, Tolman introduce la superficie de tensién para la cual ¢l radio i, es tal

que el término de curvatura en {1.8) es cero. Se encuentra la presiéon de Laplace cuando se

escoge la superficie divisoria de Gibbs
(1.11)

&P = %”zu -

25,

s

El lector advertird que para llegar a la expresién (1.10) se ha utilizado el hecho

de que se eligié la superficie equimolar, mientras que en la ec.(1.11) se eligié la superficie

de tensidén , asi, comparando las dos ecuaciones anteriores se lega a una definicién de la
longitud de Tolman §;: .

& = ;T’”;g(n —R.). (1.12)

La longitud de Tolman es la diferencia asintética entre la localizacién de la superficie de

tensién y la superficie equimolar. Pensemos ahora en una superficie esférica para la cual

RyJ=—~2/R,K = 1/R%?. Témese ahora

loa radios de curvatura son iguales R; = R2
la expresién para la energia libre £%; de la ec.(1.3) y la definicién de C(R) de la ec.(1.8), se

encuentra
Y(R) = o0 — 2rcp + ~J? + KK
(1.13)

1 . §
=Y +4'<Coﬁ “+ (41:-(-:-:)«5;

an los coefici

Yy
find = — A =)L
C(R) = (BR) dxco-7 — 2(4x + R) =

Si ahora se sustituyen las expresiones anteriores en la ec.(1.9) y se
asociados a 1/ con el de la ec.(1.10) , se encuentra que la longitud de Tolman y la curvatura

dos a través de la siguiente expresién

A estéin relaci
(1.14)

Ipdt = —2rce




13

La férinula anterior expresa la estrecha relacién existente entre dos cantidades
con significados y origenes diversos. El lector advertirda que para lHegar o la ec.(1.14) se
ha supuesto fija la curvatura de la superficie, la simetria de una esfera de radio K. Esta
condicién no se satisface en los cdlculos realizados en ¢l segundo capftulo, donde la curvatura
espontdnea resulta dependiente de la curvatura especi‘ﬁcn de la superficie.

. La longitud de Tolman fue investigada inicialmente como un término de correccién
a la tensién superficial, mientras que la curvatura espontanea fue introducida por Helfrich

ias radas en bi de lipidos,

para explicar de manera fenomenolégica las
dénde existen muy bajas tensiones superficiales pero grandes cncrgfi\s elisticas. Hay que
recalcar aqui el significado fisico distinto que tienen ambas cantidades, pero volveremos
sobre este punto mds adelante.

1.8. LA ENERGIA COMO FUNCIONAL DE LA DENSIDAD

A lo largo de varios afios en la investigacién de las propiedades elisticas de éstas
superficies formadas por anfifilos, han aparecido diversas expresiones mecinico estadisticas
para las constantes de rigidez x , & y para la curvatura espontiuea cg de superficies formadas
por fluidos simples. La formus de dichas expresiones difieren segiin diversos enfoques y

actual se n esclarecer estas diferencias.

En este trabajo se analizardn los términos superficiales surgidos de un funcional
Iocal de energi'n libre, tipo Van der Waals, con un sélo parametro de orden p(r). Esta energfn.
corresponde a un fluido simple pero también puecde ser empleada para describir mezclas de
agua, aceite y anfifilo, donde p(r) esti asociado a la razdén de las concentraciones de los
solventes.

A . T I L. s
ara un fi al de la lad de energia libre con los requisitos fisicos

Se co

indispensables (se supone que la intercara una regién inhomogénea que separa a dos
partes homogéneas), esto es, un funcional espacial local donde las no-uniformidades de
la densidad son medidas por Jas variaciones primera y segunda del parinmetro de orden
{gradiente cuadrado y Laplaciano cuadrado), de los cuales las propiedades interfaciales
pueden ser obtenidas en forma exacta.

La energia fenomenolégica de Landau F se obtiene de una expansién del pardmetro
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de orden de la densidad de energia libre f :
F= [&r1(p.9p, ), (1.15)

donde

f=ao+a1p+az2p” + ... + 1(Vp)? +c2(V3p)? + ... (1.16)
Esta expresion es truncada segin el problema que se esté estudiando y la precisién deseada
en la descripcion del mismo. Existe una variedad de ejemplos que difieren solamente en
el signo y en el nimero de coeficientes a; (i = 0,1,2,3,...) y ¢; diferentes de cero. Por
requerimiento de estabilidad termodindnica podemos incluir a lo mds un término gradiente
de segundo orden, asi que se usara el mds simple sin perder la informacién fisica necesaria.

El modelo de energia libre de Helmholtz F tiene In forma [§]
1
Flp(r)] = _/df(fo + %A(P("))(VP(T))Z - ZB(ﬂ(r))(Vzﬁ(r))’}. (1-17)

donde p(r) es la densidad que varfa en la direccién radial T, foesla cncrgfa libre de un Auido
de densidad constante p y (V)?, (V?)? son los operadores gradiente y laplaciano cuadrados.
Nuestro propésito es observar que el gran potencial de equilibrio Q:¢{p(r)] asociado a la
ec.(1.17)} puede ser escrito como la suma de un término de "bulto”, correspondiente a los

solventes del sistema, y otro término de superficie asociado a la monocapa de anfifilo:
Qg = Npeq(r)] = LuttolPeg(r)] + Qavplpeq(r)] (1.18)

donde peq(r) es el perfil de densidad de equilibrio que toma los valores coustantes p; de las

fases coexistentes fuera de la regién interfacial, el cual es conocido al minimizar Q[p(r)]
Qp(r)] = Flp(r)] —#/p(r)dr. (1.19)

donde 4+ es cl potencial quimico.

Las propiedades interfaciales -, x, ® y co serdn obtenidas al comparar 1a energia del
sistema en equilibrio §2., con su contraparte fenomenolégica, es decir, con ¢l hamiltoniano
1

de Helfrich. Para este efecto se requerird de una especifica de la locali i6n de la

superficie divisoria que corresponde a la eleccién tradicional de Gibbs, esto es, la superficie

de tensién. Para ello cs necesario realizar una generalizacién de la ecuacién de Laplace {1},
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que corresponde al caso general de la ec.(1.9). la cual incorpora los términos superficiales.
asi como averiguar la formu exacta del t6rmino Qpyire de la cc.(1.18).

1.9. MODELO DE LA NTEZéLA AGUA-ACEITE-ANFIFILO

Las microemulsiones son mezctas liquidas de agua. aceite y moléculas de anfifilo.
Macroscopicamente aparecen como una fase homogénea. mientras microscopicamente los
domninios ricos en agua y en aceite estan separados por una monocapa de anfifilo. La aprox-
imacién mads simple es concebir la microemulsion cowo una coleceion de gotas [16]. Para
explicar el comportamiento de fases de una microemulsidn y su microestructitra es necesario
considerar los términos de gradiente ¥ Laplaciano cuadrados anteriormente expuestos.

Para entender las curvas de dispersion de radiacidén realizadas en microemulsiones
¥y $u microestructura, como su cormportamiento de fases. es uecesario que la expansién de
J sen de la forma

= a2p® + c1(Vp)? + c2(V3p)?, (1.20)
donde a2 > 0,6y < 0 y c2 > 0. Para fluctuaciones pequenas en una fase homogénca
isotrépica. términos mayores que segundo orden pueden ser despreciadeos. En las microemul-
siones la caracteristica tipica es la tendencia de los anfifilos a crear espontincamente inter-
fases. lo cual corresponde a ¢; < 0. tal como lo muestra Teubner y Strey {17].

El analisis que se realiza aqui csta basado en un funcional de la densidad que no
contiene en forma explicita los grados de libertad del anfifilo. La presencia de los anfifilos
se manifiesta en la forma especifica de las funciones f y A(p). En este estudio se considera
coexistencia de tres fases: una fase rica en aceite con p = p,. una fase rica en agua con
P = Py ¥ una fase microemulsion con p = p,, . cada una de las cuiles es una fase homogénea.

Es por esto que se requicre que la densidad de energia libre f posea tres minimos locale

para lo cual se hard uso de un modelo espcci’ﬁcu. un modelo parabdlico por partes que se
detallarsa en el capitulo tres. Se definird la diferencia de potencial quimico A entre agua

y aceite tal que Au = 0 en coexistencia. Entonces f(05)

J1pw).El valor del minimo de
la fase microemulsién f(pm) depende de la cantidad de anfifilo presente: f{pm) es pequeio
para concentraciones altas de anfifilo y grande para bajas concentraciones.

Enei cupftulo 2 se hard en forma explicita la separacion del gran potencial candnico

€4 en sus contribuciones de bulto y de superficie. donde éste tltimo tendri la forma del
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hamiltoniano fenomenolégico de Helfrich Fy . Se calcularda la t'nergi‘ﬂ libre de equilibrie

€2, para lo cual serd necesario escribir la ecuacién de Euler-Lagrange . la cual minimiza la

energia para una intercara esférica. Se observarin las diferentes expresiones para s.

obtenidas por diferentes grupos de investigacion y se comentardn éstas discrepancias. Se
discuten los resultados y se sefiala cierta evidencia experimental.

Posteriormente en el capitulo tres se describira el modela parabolico por partes
para regiones interfaciales de una solucion de anfifilos. Se obtendran soluciones exactas
para el caso en el cual no exista el término de Laplaciano cuadrado en la expansién de la

energia libre (teoria clisica de gradiente cuadrado). En este caso se hallan los valores exactos

de v, s, co v se estudiardn los términos de correccidn a las cantidades superficiales de una

intercara plana.Se vera como la longitud de Tolman &§; y otra correcién de orden superior

un papel muy importante {1] en el esclarecimiento de esta polémica.

&2 juegan aqu
En el capitulo cuatro se discuten los resultados obtenidos dentro de la teoria de
Laplaciano cuadrado usando el modelo parabdlico por partes para las cantidades interfa-

ciales. Se discuten las diferencias existentes entre diversos grupos de investigacién.
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Capitulo 2

ENERGIA LIBRE DE UNA
INTERCARA ESFERICA

2.1 ENERGIA LIBRE DE HELFRICH

La energla libre de Helfrich Fy dada por la expresién (1.3 ) es un funcional de las
curvaturas de superficie. De esta forma, es posible extraer configuraciones geométricas de
equilibrio (Jeq, Keq) de este funcional al realizar un proceso de minimazacién, es decir, que
para valores dadas de cp,x, ¥y K la forma de equilibrio de la pclicula liqnida se obtiene al
minimizar Fy sobre toda la gama de posibles configuraciones geométricas.

Este mismo proceso puede ser aplicado a sistemas en los cuales la tensién superficial
~ es diferente de cero. sumando un término de 4rea a la encrgia eldstica Fy;. La competencia
resultante entre estos dos tipos de contribuciones a la energia libre nos Hevird a interesantes
predicciones acerca de estos sistemas interfaciales. El gran potencial total de equilibrio 2

del sistemna puede ser escrito como [1}

Q = Qowto + Dsup> 2.1)
donde Q. describe a las partes b ¢ del si ¥ Quup es de la forma
Qaup = _/.u»h — 2rcpd + mJ? 4+ RK ). (2.2)

Los coeficientes x, R ¥ ¢g son conocidos al comparar (2.2 ) que corresponde a la ex-

presién fenomenolégica de 1a energia superficial con la expresién mecinico estadistica para
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el gran potencial de equilibrio Q2.,. Para este fin es iudispensable introducir la superticie
divisoria de Gibbs ya que la regién inhomogénea se proyccta sobre esta superficie y los coefi-
cientes interfaciales globales ¢,, x y K son asignados a ¢lla. Coma se ha dicho anteriormente.
es necesario dividir el gran potencial de equilibrio €2, en tériminos de bulto ¥ de superficic,
donde éste dltimo estda dividido en un término de drea y otro término de encrgia eliastica o
de curvado.

Una caracteristica sobresaliente de los coeficientes interfaciales que resultan, es la
dependencia en la eleccion especifica de la superficie divisoria, Jo cual es un hecho conocido
con respecto a la tensidn superficial  [11].

Hay que tener en cuenta que los cambios en los valores de los coeficientes intro-
ducidos por desplazamientos de la superficie divisoria dentro de Ia region interfacial no son
despreciables, pues cllos son del mismo orden de magnitud que los coeficientes asociacdos al
orden préximo en curvatura. Asi, el camnbio en Qpuito es similar a yJ, el cambio ¢n 7y es del
mismo orden que xcgJ y el cambio en keg es similar a ~J [5].

Otro hecho destacable es que existe una localizacién especifica de la superficie
divisoria que generaliza la superficie de tensién de Gibbs, para la cuil la ecuacion de Euler-
Lagrange es compatible con la ecuacién generalizada de Laplace [3] con términos de curvado
dados por la ec.(2.2 ). Esta propiedad es indispensable si se desea comparar 2., con su
equivalente dado por la ec.(2.2 ), ya que la minimizacién de esta iiltima conduce a la
ecuacion de Laplace. Una vez que la localizacidon de la superficie divisoria queda fija es
posible obtener las expresiones para v,cg,x ¥ K, las cudles son integrales a través de la
intercara.

2.2 ECUACION GENERALIZADA DE LAPLACE

La expresién (1.9) hallada anteriorinente para una gota esférica de radio f2 ha sido
generalizada [3) para una situacién en Ia que los términos cldsticos cg, # y & juegan un papel
importante, esto es, para el caso en que la (mergiu eldstica de curvado es diferente de cero.
Esta generalizacidn es obtenida cuando se consideri el trabajo hecho por un desplazamiento

normal de la intercara curva descrita por la ec.(2.20 ). Para ello se toma la primera variacién
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del gran potencial 2 con los términos interfaciales dados por la cnergia de Helfrich (2.2 )

60 = 6puteo + ¥8 / ds — 2keod / Jds + ré / J3dy + RS / Kds (2.3)

Para un desplazamiento arbitrario y normal ér,, de la superficie S que representa la intercara

se ha encontrado que [3]: i) El trabajo hecho en las fases homogéneas estd dado por
Enitte = —(Poo — To) [ dsbrn,
donde P, es la presion externa (lejos de la zona interfacial) y Fp es la presién interna. ii)

El cambio en el drea es
88 = Jarn.

iii) Los cambios en las curvaturas principales estin dados por
8§J = (J? — 2K )6ry (2.4)

K = ~JKérn.

Con esto se encuentra que
80 = {—(Poo — Po) /da + —,/st ~ 4/.-co/ Kds+ k/ J(J? — 4K )ds}br,.  (2.5)

1 i &r,, conserva la topologia de S,

do en que el d

Nétese que se ha t
por ello ¥ no aparece en esta ecuacién, decir la curvatura Gaussiana permanece inalterada

(teorema de Gauss-Bonnet). Con todas estas consideraciones y con la condicién de equilibrio
62 = 0 que define a la ccuacién de Euler-Lagrange, lo cual establece una configuracién de

equilibrio (J.q, K,.q), se llega a la ecuacién gencralizada de Laplace {3)

AP = Py, — Po = vJeq — 4kCoKeq — kJeg(J%eq — 4K eq). (2.6)

La superficie divisoria que se ha introducido corresponde a la superficie de tensién, es decir a
la superficie sobre la cual actia -y, la cual es compatible con la ec.(2.6 ). Por ello, si se desea
establecer una equivalencia entre las expresiones derivadas para el gran potencial Q[p(7)]

de la mec4nica estadistica y la expresién de Helfrich, es necesario que ambas satisfagan la

ecuacion generalizada de Laplace (2.6).
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2.3 ENERGIA LIBRE DE UNA INTERCARA ESFERICA

El sistema que aqui sc considera serdn dos fases en coexistencia separadas por una
regién inhomogénea con simetria esférica de radio R. Podemos pensar, por cjemplo, en una
gota de aceite flotando en agua, donde la intercara agua-aceite esté ocupada por moléculas

de anfifilo. Cuando la inhomogeneidad p(r) posec simetria esférica el funcional de energia
libre Q[p(r)] toma la forma

o(r)] = Flor)] ~ u [ arptr) = an [ #2drif (o) + $AGENEL) — 1BLNIEE)

+2 ""’]2 } —amn / r2drp(r), @7
donde r es la coordenada radial y se ha considerado que la deasidad p no varia en las
divecciones 8 y ¢, de ahi las formas de los términos gradiente y laplaciano cuadrados en

Para encontrar $2.4[p.q(r)] es necesario minimizar (2.7) con respecto al paridmetro

(2.7).
de orden p(r). La funcién g(r) que al p inl gran ca > {p(r)] es lamado

perfil de densidad de equilibrio p.¢(r) y es obtenido de la primera variacién de £, lo cudl

lleva a escribir la ecuacién de Euler-Lagrange como

89 p(r)) = 0, (2.8)
para este fin se observa que
Qp(r) + sp(r)] — Qe(r)) = 6Q2p(r)]op(r), (2.9)
pero
d{p(r) + 69(1')))2
dr

Qp(r) +8p(r)] = 4 [ r2dr{(o(r) + 5p(r)) + FA((r) + 600X

2
~3B(o(r) + 80N (6(r) + 80(r)) + 23 (o) + 860-1)? — amas [ +2ar(o(r) + b0(r)).
(2.10)

Nétese que

[ (o(r) + 8orI? = (32 + DLz = (B2)7 4. 222 B0 | (Hp)2, @11)
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pero se estdn considerando variaciones pequeciias, asi que [d3p(r)/dr)?~0 y solamente con-

tribuyen los dos primeraos términos en la ecuacién anterior, ademsis

d? d? d3s,
Gzlp(r) + dp(r)] = ﬁ -+ F‘:

y
24 _2dp _ 2dép
sarle(r) +dp(m)] = Son + Togss (2.12)

entonces la variacion del término (V2)? se escribe de la siguiente forma
a2 Fd 2 1 (lp 1dép
(Eoptr) + o) + A o(r) + oot (L 22 4 L)

dp . d§,
r2( L5 (2.13)

Al realizar la diferencia Qp(r) + do(r)] — 2[p(r)] se tiene que
So(r) + 8p(r)) — f(p(r) = f'(p(r))dp(r)

A(p(r) + 8p(r)) — A(p(r)) = A'(p(r))dp(r)

y/(p(r) + 8p(r))rdr — p_/p(r)r*dr = u/rzdrd'p(r). (2.14)

Desarrollando las expresiones auteriores e integrando por partes se llega a la ecuacién de

Euler-Lagrange

1 2
=+ 5 A~ —;d—r(Afzp') - —B'(p + )% — 2,_2 e [rzB(p' +2e0]
+,.z d,. 2 oo -P')] =0, (2.15)

donde las primas sobre f, 4 y B son derivadas respecto a p(r) y las primas sobre p(r) son
derivadas respecto a r. Integrando nuevamente por partes la ecuacién anterior se llega a
4

1 1 1 2 1 .
(f — o) la= AW 1} —3B(")? G +5B8'(6)° (0" + 2p) & +5B0' (6" + Zp”

r,p) it +/ Llr[ (A(e)? = B(s")?) ~ —B ! ;‘%3(,/)2]. (2.16)

Ahora, si se toman como limites de integracién a = 0 y b — oo se obtiene una expresién

al iva para la de Lapl Para ello se observa que las derivadas de pena = 0




22

se anulan, ya que corresponden a las fases homogéneas interna y externa, asi, se

¥y b=
Ilega a
AP = Py — Poo = (f — pip) I3°= 2/ dr—[4(p )2 — B(p")?] — 2_/ llr——pp
=B .
"'4/0 SR, (2.17)

donde Py y Fou son las presiones de las regiones uniformes dentro y fuera de la gota esférica,
respectivamente. A continuacion se restringe la eleccién de inhomogeneidades espaciales al
caso de una interfase esférica para la cual el ancho tipico w de esta regién es del orden de
2= £. Se toma el radio de la esfera tal que

la longitud de correlacién de bulto &, es decir w
R > w. Los voliimenes de las regiones uniformes (dentro y fucra de la gota), denotados

por V,,, ¥y Vexp estin dados por

i
'S
3
S~
[
4
)
&
)

Vin
L

Vet = 41r/ r2dr,
R

donde L es un nimero muy grande, L — oc. A continuacién sec hace uso de la ecuacién

(2.16) con limites de integracin a =0 y b = Ry despuésa =Ry b= L en

Qlp(r)] = Flo(r)] — 47rp/r7drp(r), (2.18)
2p(r)] = 4"/ r2dr{1/2A(p')% — —E(p" “+ p')’) + 41r/ ridr(f — pp)
L
+41|»/;z rdr( %A(p’)z - %B(p" + %p’)”) + 4,r/R r2dr(f — pp). (2.19)
Si se utiliza la ec.(2.16) se observa lo siguiente
2018

1 1 . 1 2 1
(f — o) If= AWV I ~3B(")? [§ +5B'(0)(" + Zo) I +5B0' (0" + 29" +

+ [ari2ae)? - B - 2o + 3B (2.20)

Se i estas r dos en la expresién (2.20) observando que

(f — up) o= Fo
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y
(f —#p) o= PrL (2.21)

Puede verse que los términos anteriores estin asociados a expresiones de la forma
R Lo,
an [V r2dr = Vipyan [ r2dr = Ve,
o r”

¥ esto nos indica el trabajo termodindmico en las fases homogéneas interna y externa — Py Vi,

—PrVere. A continuacién se realizan por partes las integrales del tipo
[ 21a6)? - peyyar

1 para encontrar la expresién para el gran

¥ se reagrupan los términos en potencias de

potencial de equilibrio, la cual resulta ser

Reg = —PoVin — PrVeer + 47r(/ r2dr{A(p')? — B(p")?] — / 2rdr Bp'p”

+2 [“artac)® ~ B - LBoe + Z 8GN ~ . (2.22)

= R — r para reescribir la ec(2.23), para ello se

Se introduce ahora la variable espacial z
despreciardn los términos de orden mayor que 1/R?, de manera que empleando

(R*" — ) = 3 + 2 — rR. (2.23)

Sir=0.z=Rysir=L.z=R L dz=—dryr=R~zconestasconsideracioncs

obtenemos

R-L R—~L
Qg = —PoVin = PrVize +4m{ /I; —(R—2)3dz[A()? — B(s")?] — _/ —2(R—2)dzBp'p"

+ R — (R—2)R).

+2 [ —dzla(e)? — B~ g B+ i BUPIL;
i3 (- z) J(R z)

de £ y biando los limites de integracién se llega

Reagrupando los términos en p
finalmente a
Qug = —PuVin ~ PrVews + S{ [ dela( ) - B = % [ azpoo

"')% /_‘,3242[‘4(/")2 - B(p")1} (2.249)
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donde S = 4w R? es el drea de la esfera de radio . Nétese que las integrales de la ecuacidn

(2.25) dep ien de la ubi
¥ Q¢4 no pueden depender de clla por las razoues expucstas en la s

exacta R de la superficie divisoria, pero las cantidades AP
ion 1.7. EIl criterio

gue se seguird para la eleccidn de la superficie divisoria R serd hacer compatible la ecuacién
(2.6) con el funcional de energia libre agui utilizado, ec.(2.7) a Q(1/R?). Esta eleccién
corresponde a tomar R = 2° tal como se muestra c¢n la referencia 1)
_ Lpe dz[428(p)¢ " + 3B(p)(¥)?]

2 f5p. dz[2[A(p)(0')2 = B(p)(0")? — B(r)p' o))

»
Con esta eleccién del radio divisorio R la forma de la energia libre de equilibrio Qeq,

ec.(2.25), se escribe de la siguiente forma [I]

Qpq = —FPoVin — PrVege + /dr/ds[A(p’)" — B(s"M?] + 2/dr/daBp'/z”J

—/dr/d.vB(p’)z(Jz ~ K), (2.25)
= A(p), D = B(p) y las primas sobre p son

La expresién (2.26) podemos identificarla
= —FyVin — PLVeze ¥ Qbsup

donde, como ya se habia mencionado, 4
derivadas respecto a la coordenada radial r.
claramente como de la forma Q@ = Quiro + Qaup, donde Qpuiro
tiene la forma del hamiltoniano de Helfrich, de aqui que puede escribirse como

Dyup = /dr/d.sf-y(r) — 2rco(F)J + ~(F)I? + R(r) K. (2.26)
En la cual se han definido en forma local los coeficientes interfaciales v, ¢p, 5 y R
v(r) = A(p)(p)* — B(p)(p")? (2.27)
reg(r) = —B(p)p'p” (2.28)
n(r) = =®R(r) = =B (p)(p)>. (2.29)

Estos términos de superficie definidos en (2.28),(2.29) y (2.30) estdn relacionados
con deformaciones de la interfase en direcciones tangenciales a clla y es por esto que tiene
sentido fisico dividir el gran potencial en la forma hecha aqui. Por otra parte, en el limite

de monocapas delgadas (lo cuil es razonable) las cantidades g y p” son funciones bien
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ion de un peq

localizadas (tipo delta) de r (que se anulan en todo su dominio con e je
intervalo de longitud molecular @w == £, donde £ es la longitad de correlacién de bulto y
donde la frauja estd centrada alrededor del radio /2 de la gota con 2 >» w. Si se toma
el limite donde w/R — 0, las integrales de volumen de (2.26) pueden ser separadas o

integrales radiales y de superficie y con ello son obtenidas las expresiones globales para

YrCor K Yy K :
v = [arla@)e)® ~ B ) (2.30)
reo = — / dr B(p)p'o" (2.31)
(2.32)

o= —R = —/drB(p)(p')?.

Es interesante observar que las expresiones (2.31), (2.32) y (2.33) para los coefi-
cientes interfaciales tienen la misma forma general para todas las configuraciones geomdétricas,
pero sus valores dependen de la curvatura. Ello es ficil de explicar debido a la dependencia
de A y B en p(r) y a la dependencia misma de p(r) en la forma de la superficie.

Otra propiedad de las expresiones anteriores que llama la atencién es que si se

te inde 1i e de p, la curvatura espontinea se¢ anula.
P i co

considera 8 como una
Esto iiltimo se vé claramente si se integra por partes la ec.(2.32)

reo = — / drBp'p" = —B(p')? | %0, +13 / & odr.

El término —B8(p")? [2,,= 0 pues se refiere a las partes homogéneas del sistema y entonces
<

Koo = —2 / drBp'e" =0,

es decir

xcg = 0 si B es independiente de p. (2.33)

Otra propiedad que se desea enfatizar que la ec.(2.33) establece que las 2 constantes

eldsticas de rigidez estin relacionadas una a otra como
(2.34)
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Esta es una prediccion fisica yue s¢ sigue como consecuencia de la manera en la que se

separd la energia libre, asunque esta prediceion es independiente del modelo local utilizado y

viilida en general para fluidos simples. La forma de la cc.(2.35) reflieja la concepeion fisica de
stica, incapaz de soportar esfucrzos

que la intercara se comporta como una placa deigada e
cortantes [3]. A esta placa se le asocia un modulo de Young £ y una razén de Polisson o,
de tal forma que si se considera la regién interfacial como una placa elistica delgada « y &
pueden ser expresados en términos de E y o . o,x y ¥ estiin relacionados a través de [18})
(2.35)

201 - o) = —-g.

£ = —1 la ec.(2.3G) implica que

Pero con & =
(2.36)

La cuiil es una prediccién mny especial acerca de la naturaleza de la interfase. Recordemos
que se estd trabajando con uonocapas liquidas de anfifilo y para materiales elisticos la
= 1 es el valor mds alto permisible y corresponde a un medio con

razon de Poisson o = 3§
médulo de Lamé igual a cero [18]. Es decir, que el mnaterial clistico sélo puede soportar

compresién y no asi un esfuerzo cortante, lo cual corresponde a un liquido, tal como debe

ser esperado.

A partir de (2.33) se puede inferir que el médnlo x puede ser negativo, lo que
sugeriria que la energia libre siempre favorece superficies fuertemente curvadas y esto no es
observado en las fases laminares, por ejemplo, pero este no seria el caso cuando el término
dominante es la tensién superficial {1} . Se enfatiza también que de las ecs. {2.31), (2.32) y
{2.33) que 7, co, < ¥ K se advierte que estas cantidades dependen de la forma de la intercara
¥ no tienen valores absolutos, esto e§, que interfases descritas por diferentes curvaturas
tienen tambien diferentes perfiles de densidad p(r) y por lo tanto, diferentes valores para

los coefici interf tes
Partiendo del mismo funcional de energia libre (cc.(1.17)) Gamnpper y Zschocke

{12}, [13], ¥ Blokhuis y Bedeaux [8], [9} consideraron interfases csférica, cilindrica y plana.
Ellos dedujeron expresiones para los términos iuterfaciales v, cg, £ y . Estos grupos refieren
sus resultados al perfil de densidad de una intercara plana pg(z) para que sus coeficientes
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no dependan de las curvaturas J y K. Sus resultados para una interfase esférica de radio

R, paralacual J = —% y K = 3}, son
= [l — & [ dzi00 (2.37)
(2neo)p = A/zdz(pi)]z - B/zdz[p',;F —m /dz[pn(z) — pos] (2.38)
Y

(r+R)p = A [ 2delol? - B [ azloll? — 4 [ dzpi(2)60() + B [ dzpi(2)05(2)

—u f #dzph(=) — B [ dzlpr(2) = pue()) — iz f dzlpolz) — e, (2.39)
donde el subindice p ha sido colocado para resaltar que los coeficientes interfaciales son
referidos al perfil de densidad y al potencial quimico del plano. Nétese que la definicién
de x difiere por un factor de 2 en las referencias [9] y [13] . Las cantidades py(z), m1 v g2
estdn referidas a una expansién del perfil de densidad p(r) y del potencial quimico u de una

esfera en potencias inversas de R (con R > 1)
1 1
Pz + ) == po(z) + m(2) 5 + p2(2) 557 (2.40)
1 1
== pio+ pig e g (2.41)
El perfil de densidad de referencia p,(z) en Ins eca.(2.39) y (2.40) es la funcién escalén
Pu(2) = piB(—=2) + puO(2), (2.42)

donde p; ¥y g, son las densidades de bulto de las fases liquida y de vapor, respectivamente,
¥ 6(z) es la funcién de Heaviside. En este trabajo [9] se supuso que A y B eran constantes,
mientras que en la referencia [13] sélo B constante. En este iiltitno trabajo Ia curvatura
espaontinea cp y la longitud de Tolman &, se consideran cantidades equivalentes, lo cual
ya vimos en el primer capitulo es discutible, pues tales cantidades posecn significado fisico
distinto, la relacién entre estas cantidades, ec.(1.14), es solamente posible si la curvatura se

considera fija, icién que no se le en los cidlculos anteriormente desarrollados.

Si se an las i (2.38) y (2.31) se observari una concordancia entre

las expresiones para la tensidén superficial y. Sin embargo, cuando son comparadas las
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ecs.(2.39) y (2.40) con (2.32) y (2.33) sc requiere de un laborioso andlisis {1] para establecer
una posible conexién entre los dos conjuntos de expresiones. Uno de los objetivos de este
trabajo es explicar estas divergencias discutiendo el significado fisico que le es asignado
a cada una de las cantidades interfaciales involucradas, como la longitud de Tolinan &6, y

correcciones de orden superiar a la tensién superficial -y .



29

Capitulo 3

MODELO PARABOLICO PARA
UNA MEZCLA DE AGUA,
ACEITE Y ANFIFILO

3.1.-JUSTIFICACION FiSICA DEL MODELO
G. Gompper y S. Zschocke {14] basan su anilisis de las propiedades cladsticas de

una monocapa de anfifilo en un funcional de energia libre Q2[¢(r)] como el que se escribe a

continuacidn
(3.1)

1 1
QU] = [ PrifA@NTE?® — $B(V?6)? + () — o}
Donde ¢ se relaciona con la variable g que se ha venido mancjando a través de p = 1';(1 +¢).
Nétese que este funcional es biasicamente el mismo que se introdujo en (17), con la diferencia
de que el coeficiente asociado al término laplaciano cuadrado es independiente de ¢ en (3.1).

En este modelo el pardmetro de orden escalar ¢(r) es proporcional a la diferencia local de
las concentraciones de agua y anfifilo, ¢(r) ~ ¢, — ¢u. Nébtese que el funcional (3.1) no
contiene en forma explicita los grados de libertad de las moléculas e anfifilo, como su

concentracién, sin embargo Ia presencia de éstos esta contenida en la forma especifica que

toman las funciones f(¢) y A(#).
A fin de modelar este tipo de iderard la i ia ter: dindmica
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de tres fases: una fase rica en agua con ¢ = ¢,; una fase rica en aceite con ¢

= ¢g ¥ una
fase microemulsién con ¢ =

¢m, las cuales son fases homogéneas. Para que esta triple
coexistencia sea posible la densidad de energia libre f debe poseer tres minimos locales.
Se sabe que en coexistencia de fases las variables termodinidmicas intensivas como T, py pu

toman los mismos valores, asi que se tomar3 la diferencia de potencial quimico entre agua y
aceite tal que g =0 en i i Los mini

de la densidad de energia libre f en una
y otra fase estardn a la misma altura, es decir, f(g¢p) = [(¢..,).- Por otro lado, el valor del
minimo en la fase microemulsién f(¢,n) dependerd de la concentracién de anfifilo presente:
f(dm) tendra un valor pequeiio para grandes concentraciones de anfifilo y serd alto en el
caso contrario.

La estructura general de la funcidn A(¢) en (3.1) viene determinada por los re-

sultados arrojados por experi de di i6n de radiacién realizados por Teub ¥
Strey {16} en las tres fases h é Elos an en un estudio {16] que un espectro
de dispersién de rayos x a p nios dngulos un singular pico ancho {figura 3.1).
La posicién de este méximo varia si Ati con la ién de anfifiloy con la

razén de agua a aceite. La amplitud de dispersidén es m4s alta cuando las cantidades de agua
y aceite son muy similares. En este trabajo se observa una dependencia caracter{stica g
de la distribucién de intensidad I(q) para vectores de onda g grandes, lo cudl se atribuye a

la existencia de una interfase interna bien definida formada por una monocapa de moléculas
de anfifilo.

00
it
™)

°0 002 0oL 006 CCT3 ax o
a1kYy
Figura 3.1. Distribucién de i idades 1(q) © ida en experi de

dispersion de rayos x. Fuente: referencia [16].
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Obsérvese que el funcional (3.1) es un caso especial de la energia libre de Landau
F = [ f(#, Ve, V3p)d®r que resulta de un desarrollo de la densidad de cnergia libre f en

potencias del pardmetro de orden y de sus fluctuaciones
f =a0+ @19+ a2¢® + aa¢® + ... + 1 (V)? + c2(VIp)? + ... (3.2)

El orden al cual la expansién anterior se trunca depende del problema particular gue se esté

tratando y del grado de precisién buscado en la descripcién del mismo. Existen diferentes

ejemplos donde (3.2) es aplicada, ellos difieren en ¢l mimero de coefici listintos de

cero y en su signo. Para explicar las caracteristicas tipicas de las curvas de dispersién de
P!

micr 1si es sufici con tomar la siguiente bi i6n de coefici [16]
a, = 0 con excepcién deaz >0y
G = 0 con excepeidndec; <0y c2 >0, (3.3)

se reticne s86lo az > 0 en (3.2) ya que para fluctuaciones pequenias ¢n una fase homogénea

isotrépica, términos mayores que el segundo en ¢ pueden ser despreciados. La razdén para

tomar ¢; < 0 es que en las microemulsiones un rasgo tipico es la tendencia de los agentes sur-

factantes a crear espontineamente intercaras [17]. Es por esto que ¢; < 0 es un ingrediente
ial de las micr lsiones.

Si se considera la eleccidén hecha en (3.3) de los coeficientes del desarrollo (3.2) y

el cambio en la encrg{n. libre debido a las fluctuaciones del pardmnetro de orden, se obtiene
la siguiente expresién para la distribucién de intensidades de dispersién I(q) [16)

@) ~ e 3.4

(a2 + e19? + c2q)

Estos experimentos de dispersion de radiacién realizados en las tres fases homogéneas ¢y, $o
¥ ¢m han mostrado que el pico pronunciade mostrado en la figura 3.1 se presenta a un vector
de onda g # 0 solamente en la fuse microemulsién, mientras en las dos fases homogeneas
restantes, este pico se observa sélo cuando ¢ = 0.Por otra parte, la forma funcional de 1a ec.
(3.4) predice un mdximo singular si ¢; < 0 y un decaimiento proporcional a ¢~*% tal como

ha sido observado en los experimentos.
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Figura 3.3. Forma de la funcién A en el caso simétrico.
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3.2.-MODELO PARABOLICO POR PARTES

En la seccitn anterior s¢ discutié la necesidad de que Ia densidad de energia libre
f poseyera tres minimos locales correspondientes a la triple coexistencia de fases. Para ello
se utilizard un modelo parabélico por partes [19] que resulta conveniente en la realizacién

de los cdlculos. En este modelo f toma la forma
(D) = wuld — Pu) sipor < @

S(@) = wmd® + fo si po— < ¢ < dos (3.5)

S () = wold — ¢0)? si ¢ < o,
donde ¢o+ y Po— cstdn definidos de tal forma que f es continua en cada intervalo(figura 3.2).
Wy, W ¥ W, son parametros ajustables del modelo (son la curvatura de la energia libre),
¥y fo es el potencial quimico de las moléculas de anfifilo. El pardmoetro fo baja o sube la
paridbola del centro y comno se mencioné anteriormente fo es pequeiio para concentraciones
altas de surfactante y grande en caso contrario. La funcién 4(¢) es una funcion constante
por partes (figura 3.3)
A(P) = Aw, 8i oy < P
A(P) = A, 8t o < P < Po+ (3.6)
A(P) = Ao, 8i b < Po-.
3.3.-TEORIA CON GRADIENTE CUADRADO
Se presenta aqui un caso sencillo en el cudl el término de laplaciano cuadrado que
aparece en el funcional de energia libre Q[¢(r)] de la expresién (3.1) es nulo. Se trabajard
ahora dentro de la teoria clésica en la cual B = 0 y se obtendrin resultados exactos para

las diferentes cantidades interfaciales. En este caso la cnergia libre es de la forma

Qe = [ Er{(THrN? + FH(r) = pptr)}. (3.7
Nétese que se ha fijado A(¢) == 1. Se hace ahora una aproxiinacién de doble paribola

para f(¢), la cual simula la coexistencia de dos fases (agua y aceite en equilibrio). Asi, la
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densidad de energia libre f poseerd dos minimos locales (figura 3.4)

f(#) = wi(d—@4)%, si9>0

Y
S (#) = w_(¢—¢-), sid <0 (3.8)
’
]
PV ° o5 Yo, S s

Figura 3.4. Aproximacién de doble pariabola (teoria de gradiente cuadrado).

Y ya que se pide que f sea continua en ¢ = 0 s¢ tiene ademds que
widd = w_gi. (3.9)

En el contexto de este modelo cldsico es posible calcular con exactitud los perfiles de densi-
dad ¢(r) (que minimizan 2[¢(r)]) para las intercaras plana y esférica. Los perfiles estardn
dados por dos funciones ¢ (r) > 0 y ¢<(r) < 0, las cuales serdn unidasenr =0y r = R
{para el plano y para la esfera, respectivamente) de tal forma que el perfil de densidad y su
primera derivada sean funciones continuas.
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Para este fin se plantea la ecuacién de Euler-Lagrange para cada paribola de (3.8).
considerando la primera variaciéon de 2 tal como se hizo en la seceidén 2.3. Teneros
Qe(r) + s(r)] — Qap(r)] = 6Q{(r)]oH(r). (3.10)
Imponiendo la condicién de equilibrio,
882e(r)] =0,
la ecuacién EL para una interfase plana para la cual 4 = (O es
2¢"(z) = f'(¢), (3.11)
que se traduce en
2¢"(x) = 2w ($(Z) — p4+) si d(z) >0y
2¢"(x) = 2w_{d(z) — ¢-.) si $(z) < O. (3.12)
La solucioén encontrada para la ec.(3.12) observa ¢l comportamiento adecuado,

pues para x — oo (lejos de la intercara localizada en « = 0 ) la densidad ¢(zx) tiende a

valores constantes ¢(r) — ¢+. Esta solucién se muestra a continuacién (figura 3.5)

B(r) = (1 —e*-F) iz < O

¢(x) = p4(1 — e "*F)siz >0, (3.13)
donde
ax = /WL (3.14)

Se sabe que las cantidades interfaciales v, ¢cg, 5 y K estin dadas en térmninos de las
integrales del perfil ¢ y de sus derivadas a lo largo de la interfase. Si se toman las expresiones

dadas por [9] y por [13] para estas cantidades, se observa que la tensién superficial es
oo o oo
=2 _/ [¢'(z)]?dz = 2/ {¢2 a2 e?-"}dx + 2/ {$lale20+T)dz &
—eo —o0 o

¥ = VTP + Sa b (3.15)

Para la constante de rigidez & se observa lo siguiente

~ = /w %[da’(::)]zd;c‘ pero B = 0, entonces esta cantidad se anula
—oo



=)

Figura 3.5. Perfil de densidad de una intercara plana (caso cldsico).

Figura 3.6. Perfil de densidad de una intercara esférica (caso clisico).
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~=0. (3.16)

Mientras que para la constante de rigidez para deforimaciones, K, se tiene que
o0
"= 2/ 22 (z)Pdx.
—oo

Para realizar esta integral se usa la siguiente férmula
(3.17)

o0 )
gt 24 2 ! —1yn o n!
S =@ Wbl T + ()Wt
¥ utilizando la identidad (3.14) se halla

2 2
"= l—i—¢ +i-—-—¢_ .
2 Sy 2 J/wZ

Para la curvatura espontdnea se encuentra

—nxeg = /‘uo z{¢’(x)]%dz, y utilizando la expresién anterior (3.17) obtenemos
-0

(3.18)

—nco = p3 — 2. (3.19)

Se tiene asi caracterizada en forma completa la intercara entre agua y aceite en
el caso cldsico aqui visto, en donde las cantidades relevantes estin dadas en términos de
los pardmetros de este modelo (¢4, é_,w; y w_). Sin embargo, para entender con mayor
profundidad este tipo de sistemas interfaciales se hace neccesario apalizar la situacién en
la que la region interfacial no una superficie plana, sino que se¢ encuentra curvada. (La
superficie plana puede ser vista como una superficie curvada con radio £ de curvatura muy
grande, R — o0).

Sec analizard el caso en el que la regién que separa a las regiones ricas en agua y

en aceite es una superficie con simetria esférica (nuevamnente dentro de la teoria gradiente
cuadrado). Para este fin, se observa que definiendo
rZ
= + =
Prp = P Do

2
4:, o (3.20)

¥ empleando del modelo de doble pariabola (3.8), se puede escribir f(¢) — u¢ de la siguiente

S+ = —ppx —

forma
S(P) —pd = wi(b—~bsu)’ + fr, 81 >0



(P ~pd=w_(bp—b_u)?+ f.sip<O. (3.21)

El perfil de densidad de la intercara esférica estara dado por dos funciones ¢ (r) >
0y ¢p<(r) < 0 las cuales son igualadas en r = R (radio de la esfera}, de tal forma que el
perfil y su primera derivada sean continuas, Tales funciones deben satisfacer la ecuacion de

EL (Euler-Lagrange) en coordenadas esféricas
4 .
24"(r) + ¢'(r) = [ (¢) — 1. (3.22)

Nétese que se esti suponiendo que existe simetria radial, por ello no aparecen los angulos @
¥ w en el término gradiente de la ec.(3.22). Para desarrollar el lado derecho de esta ecuacién

se deriva (3.21) respecto a ¢ y se escribe la forma final de la ecuacién de Euler-Lagrange

26(r) + 18(r) = 20 (B — ). i r > R

26"(r) + 24/(r) = 2w (6 — $-u) S0 <r < R (3.23)

La solucién a las ecs.{3.23) es el perfil de densidad de equilibrio de una gota esférica de

radio /2. Dicha solucién se muestra en la figura 3.6 y estd dada por

B(r) = P_u{l — (senh{fx_R)) (senh’(-a_r))} paaO0<r<Ry

#r) = prull = =2 oS "7y parar > R. (3.24)

Nétese que ¢¢ = 0 en » = R . Otro punto importante es la continuidad de cste perfil y de
su derivada en ¢ = 0, lo cual asegura que las funciones ¢'.(r) y &% (r) se unen suavemente.
Si se deriva la expresién anterior se llega a

’ . It a_ cosh{a_7)r —sinh(a_r) .
P (r) = _¢—“sinb(a_R) -~ y8i0sr< R

—oirexp(—ayr) — exp(—ca,7)

il i 5
expl—ay ) =3 (sir> R, (3.25)

() = —P+u
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por lo tanto

&'(R) = —¢_(a_ coth(a_R) — é) evaluando por Ia izquierda, ¢ (R)

S (R) = —Papu(—ary — %) evaluando por la derecha, ¢l (f2). (3.26)

i de inuidad del perfil en ¢¢ = 0 y a la expresién anterior se tieue

Debido a la di

la condicién
1 1

Pruloy + 3) = —¢—ula— coth(a-R) — 72—]' (3.27)

Ahora se considera que la gota es grande, R — oo, mientras que a_ es una cantidad finita.

Debido a ésto, los términos de érden e~2—# serdn despreciados y entonces coth(a—R) == 1

Con estas id i la lici de inuidad (3.27) se traduce en
1
Prulos + 5) = —¢p—ula- — _)v (3.28)
pero de la definicién (3.20) puede recscribirse la ecuacién anterior como sigue
(e + o New + ) = (b= + 552 (am — F) (3.29)
+ T+ -t - TR’ :
sustituyendo la ec.(3.20) y reagrupando términos se encuentra que
1
slvw=(1 + "—'R) + Jwi(l — \/uT:R)] = —2(S_w_ W + Py w. W
o 2. JWrw_ _ 2¢y SO w—
- I3 R )
Entonces 2
¢ wluwint piwin R+ 26 _wiow. — 2, wew_
n= wWo SO R+ Wi SO R —wy + wo
de manera que se obtiene la siguiente expresién para el potencial quimico u
2wy w_[(P- — P4) — S SR — Pu ST R] (3.30)

"= R /10— (/= + Joy) + w— — wy
la ecuacién anterior es de la forma

_ M+ NR
H=OR+P"
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donde R es el radio de curvatura y
M = 2(¢p- — P4 )wiw-,

N = — /B¢ — JTits

O = /oy H= (/BT + /BT)

P=w. —w,,

de esta forma
=M N isetoms M ___ N N
H=DOrR¥xP TOFF/R™ RS cO+P/R O
.
y asi,
M N
“=or¥rP T O
es decir
VO + ST (3.31)

2(¢- — Pr)wiw_

o= B Ui w— (/W3 + JW=) +w_ — wy T iSO (g + )
Noétese que el potencial quimico es la suma de dos términos, uno proporcional a

% ¥ el otro proporcional a 7y , este ultimo puede asociarse al potencial quimico uo de la
intercara plana (en algunos casos se fija g = 0). Si se define Au = u — g se tiene

2(P — Py Jwyw_

A“=n¢zm:(\/ﬁ:+\/-7:)+w_ “wy

(3.32)

Nuevamente, se observa que Au es de la forma
M
A= RE+P

con M, N y P definidos por (3.30b), entonces
1
AU = FRT+F/VR

y si e toma R — oo, recordando que 4z ~ 1 —x cuando z <« 1,

MM P
An= Rl - FgR)
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pero se estin considerando solamente términos de O(1/R) entonces obtenemos finalmente

. 2(d~ — P lw_wy -
A G war + JoT) (3-33)

¥ ademas el desarrollo Au == 4, R~ + ... unplica que el término de correcién 4, al potencial
q

qufmico
"= 2(¢. — Py )wiw_ (3.34)
Vigw_(Jwy + 1<)’ .

Se tiene asi una medida del término de correccién en fuucién de los pardmetros
del modelo parabélico por partes aqui utilizado. Por otra parte, puede calcularse la energia
libre de la regién interfacial en términos de los mismos pardmetros, estd dada por

Quup = S{[~ Do (B)) + [Srutbls (R}, (3.35)
donde S = 47mR? es el 4rea de la intercara esférica y ¢’ (R) es la derivada izquierda del perfil
evaluada en r = R. Estas derivadas izquierda y derecha fueron encontradas anteriormente

ec. (3.28), de manera que sustituyendo estos valores en (3.35) se obtiene

Qeup = S{P2 u(a- — 1/R) + ¢2 ,,(xy + 1/R)}, (3.36)
reacomodando términos y recordando que aix = /Wy se llega a
%‘—;‘1 = R (BT %, + VT2 ,,) + R($Z, — 62,), (3.37)
pero de (3.20) se tiene que
widl = fr +Wadip » (3.38)
¥ sustituyendo en (3.37) se llega a
(3.39)

Dy o RSB — Sewi?) + RASTTGR — fow?) + R4S — #2)

_ Ly
wy '
Gompper y Zschocke obtuvieron de acuerdo a sus criterios [12] y [13] con sus

expresiones, el siguiente resultado para v y xco

—rco = ¢4 — BT y v = SBIH, + JDHL,
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sustituyendo estas expresiones en {3.39) se llega a una ecuncién para la energia libre super-

ficial Q.. en términos de lus pardmetros del modelo parabélico por partes. Esta es

Qsup P - y -
e — o = et — (= —f.fE’R‘ &= - Lor (3.40)

Para llegar a la ecuacién anterior se utilizaron las expresiones de xep y de oy para un
plano, lo cual implica que la ec.{3.40) no es exacta. Para estudiar los términos de correceién
a las cantidades interfaciales se huce una expansion del perfil de densidad de la esfera ¢(r)
alrededor del pertfil del plano ¢(z) (tal como se hizo una expansion a primer orden de u)

hasta primer orden en 1/R,

#(r) = B(2) + i(2) 5 + OLR™Y), (3.41)

donde ¢(r) estd dado por la ec.(3.24) y ¢(z) por la ec.(3.13), el término de correceidn ¢ (2)

resulta ser

#1(z) = [(r) — @(2)]1k (3.42)
F4-(1 —exp(a-z)) + ¢_zexp{a-z) siz <0
#i(=) = o (1 — exp(—ay z)) + gz exp(—ayz) 8i z > 0}' (3.43)

En este punto resulta interesante realizar una comparacién entre los grupos de
expresiones {(2.31),(2.32),(2.33)} y {(2.38),(2.39),(2.40). En la referencia {1] el potencial de
equilibrio §2.¢ se escribe en términos del perfil de densidad de la esfera p(r), mientras que en
[13) esta energfu libre se calcula en términos del perfil de densidad del plano p(z) (recuérdese
que z = r — R con R el radio de la esferu). 2., se escribe como 1as contribuciones de la

de la region interfacial $2,up mds ciertos términos de

parte homogé del si [e]8
correccién debido a las desviaciones del perfil de la esfera con respecto al perfil del plano.
Es decir,
[z = [Quitalez + [auplcz + [corecciones]ez, (3.44)
donde

[buttolgz = —FPoVin — Pr.Vexe,

N L L
Cauploz = rR [ delA@ @]+ 21 [ 2d=la@ )]

L
v [ sdzd (2} + A LR dz[=22(A(@'(2))? + 1226 ()] (3.45)
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Yy
[correcciones)az = 4% /d:(éAq‘)'(z)dq(:) + g (20).

Hacemos notar que el subindice G'Z se ha escrito para referirnos al punto de vista
de la referencia [13]). Naturalmente. como se mencioné en el primer capitulo, la energia
total del sistemna no puede depender de la ubicacién exacta de la superficie divisoria, por
10 que el potencial gran candnico ¢u las referencias (1] y {13) es el mismo. La diferencia
en los resultados obtenidos para los coeficientes interfaciales radica en Ia forma de separar
1os términos de la energia total en contribuciones de bulto y de superficie. Los términos de

{3.45) pueden reacomodarse de la siguiente forma
2z z? 2 2 s 4 L,
wplaz = A [zl + F + e )P + 5 [ sdune'z) + & [ Stz

Por otro lado, si se consideran a A y B como constantes, la ¢c.(2.25) para la energia libre

por unidad de #drea puede ser escrita de la siguiente forma [1]

L =2
+[R) = A/;Rdzp + Zl(#(2))? (3.46)
con
ncolR] =0 (3.47)
Yy
(3.18)

{4r + R)[R]) = 0.
Ya que los términos de curvatura de la cnergia libre se anulan, la ec.(3.46) puede ser escrita

de la siguiente forma
2
2 (3.49)

4
YE] = 21— F5é1 — 758a2).
En las expresiones anteriores se ha escrito [/?) para indicar una dependencia no-

cional en el radio de curvatura y no en el tamaiio fisico real de la gota esférica y v, cs
1a teusién superficial de la intercara plapa. Los coeficientes de los términos 1/R y 1/R?
de la ecuacion (3.50}) (5, y d2) sou las corecciones a la tension superficial de una intercara
esférica de radio /2 que hay que agregar a la tension superficial de una intercara plana. &y

es conocida como longitud de Tolman ¥ 4; es una correccién de segundo orden. La longitud
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de Tolman &, satisface la ec. (1.14) derivada en el primer capitulo. & y &2 estdn dados por

8]
L 2 L -
o - __4/#{ (S (2))? —,I,/_” sdza'(z) (3.50)

) 2 L §
T = A 22dz(¢(2))% + A dze! ()1 (2) — dz[z*p'(z) + l‘=<l>§(z)l'-
- -R —-n 2

donde se estd suponiendo que
Aap =B 4 o1/R%).
R
Reslizando la comparacién de los términos interfiaciales entre los grupos de expresiones

expuestos anteriormente se cucuentra que

(2rco)Gz = Vb1 + /zdzd)'(z)

. 1 2
(R + 2x + corecciones) gz = 47p62 + S /z‘dz(b’(z).
Si se escoge como superficie divisoria la superficie equimolar los momentos de ¢’ (z) se anulan

y se tiene que
(2reglgz = Tpd

Yy
(R + 2# + corecciones)gz = 47pd2, (3.54)

donde el término correcciones esti dado por la ec.(3.45). Utilizando el modelo parabdlico
por partes (3.5), pueden calcularse dos términos de coreccién &; v 62 a la tensidn superficial
del plano dentro de la teoria de gradiente cuadrado. Para cste fin se hard uso del perfil de

densidad dado por la ec. (3.13} ¥ la expresion para la longitud de Tolman dada por la ec.
(3.51)

a . o
b1 = —A / zdz{#$? a? exp(2a_z)}—A /‘m zdz {32 a2 expl—2aL z)+u, / zdz¢_cx. expla—z)
oo o o
E
—w [ sdzpacnn exp(—arz), (3.55)
o
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pero se tiene que
m =
/z"‘ exp(az)dz = ﬂ;—’-&ﬂ - E /z'"" exp(az)dz,

por lo tanto
A -
Yot = T (8% +42) — m(g? + f:—:-). (3.56)

Por otra parte, la correccién de segundo orden a la tensién superficial del plano es

-0
dmdz = A [ 2dz{¢ZaZ oxp(2a-2)} + A /:., dz{—a_ ¢ expla- ) (1 ~ explar3)

+pozexpla)]} + A [ de{asbs exp(—as )z (1 — exp(—ersz) + b1z exp(—asz))]}
o 2w,

oo 0
+A4 / 2%dz{¢% a exp(~2a42)} + 4y / 22dzp_a_ exp{a_z)
+3 / zrlz( /" a_exp(a_z) + ¢ expla—z) + p_a_zexp(eo.z)}

T exp(—e4z) -+ P exp(—as z)

—/q/ z dz¢+u+uxp(—a+:)+2/ Z z(

—prasz EXP(—u+Z)}- (3.57)
Llevando a cabo el dlgebra correspondiente, se encuentra que d2 estd dada por
dmpis = G ZE + B o (Zr + B+ Bl@T o) — § 5+ 25
(3.58)

+ 3l - 25y v oy + 2501

Si la densidad de energia libre f(¢) es simétrica respecto al origen ¢ = 0, se tiene

" . - N . . .
un sistema en el que el agua y el aceite son especies equivalentes, es decir, la simetria consiste
.
1a en las expr

en wy = w_ y ¢_ = —¢,. Tomando en cuenta estos valores de si
igni resultados

(3.34), (3.40), (3.58) y (3.60) se an los

py o= =204 Sy, (3.59)
¥ 2

5 (3.60)



Los términos de correccidn son

Ypdy =0
Y Ag2
by = S ¥k 4 ML
i =3 ar ¥ 203
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(3.61)

(3.62)

Hasta este punto se han analizado en forma completa las propiedades eldsticas

de una monocapa de anfifilos dentro de la teoria de gradient¢ cuadrado (expansién de la

energia libre hasta primer orden), utilizando una funcién parabdlica por partes para modelar

la densidad Ae energfa libre. Se analizaron las intercaras con geometria plana y esférica y se

obtuvieron resultados exactos para las cantidades interfaciales v, xcg y . Se lizo asimisino

una comparacién entre los grupos de expresiones para las cantidacdes interfaciales de interés
encontrados entre dos grupos de investigacién [1] y [13] diferentes. En el siguiente capitulo se

hace una expansion hasta segundo orden de Ja energia libre del sistema (teoria de laplaciano

cuadrado) y se encuentran resultados para los términos eliisticos nucvamente utilizando el

modelo parabélico por partes.
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Capitulo 4

COEFICIENTES ELASTICOS DE
UNA MONOCAPA DE
ANFIFILO

4.1. PERFIL DE DENSIDAD PARA UNA INTERCARA PLANA

En esta seccién se extiende hasta segundo orden la expansién de la energia libre
de un sistema formado por agua, aceite y anfifilo. Se utiliza un sélo pardmetro de orden
donde éste esti asociado a la diferencia de las concentraciones entre agua y aceite. Las
desviaciones del parimetro de orden estin medidas por términos de gradiente y laplaciano
cuadrados. La energia libre esti dada por la ec.(2.7) con F{¢(z)] dado por (1.17). Si se
considera una regién inhomogénea plana, los operadores V2 y ¥ son simplemente derivadas
con respecto a la coordenada normal a la superficie z, V2 = d2/d22 y V = d/dz, asi que
si se considera la primera variacién S del gran peotencial en una situacion de equilibrio
termodindmico, §Q2 = 0, es deeir, se plantea la ecuacién de Buler-Lagrange, pucde extraerse
de ella el perfil de densidad que minimiza a la encrgi’a libre. La deusidad de euergi'a libre f
esti dada por el modelo parabélico por partes (3.5) con A(®) dado por (3.6). La ecuacién

de Euler-Lagrange para una intercara plana es entonces

—2B4"(z) —~ A($)P7(2) + S'(¢) =0, 4.1)
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la cual se traduce en una ecuacién diferencial ordinaria de 4o0.orden para cada pardbola del

modelo, esto es
—2B¢"(2) — Awp”(2) + 20u(H(2) — du) = 0 si dar < &
—28¢"(z) = Ame"(2) + 2w,,8(z) = 0 si o < & < dos ¥ (4.2)

—2B¢" (2) — Aodp”(z) + 2wo(d(2) — ¢o) = 0 8i & < do-.
La primera ecuacion de (4.2) describe el comportamiento del perfil de densidad &{z) en
la regién rica en agua, a la cual corresponde una de las pardbolas externas del modelo
parabélico por partes. La segunda ecuacion describe a la fase microemulsién, Ia paribola

central, y la tercera a la regién rica en aceite. Se propone una solucién general a (4.2) como

una suma de términos exponenciales
#:(2) = 3 Ciy exp(ny2). (4.3)

= 1 hasta j = 4. el indice i indica la paribola ¢n que se

donde la suma corre desde 7
estd considerando el perfil ¢(z), o sea i € {agua, aceite, microemulsion}, los exponentes -y
se ajustan de tal forma que se satisfaga la ecuacién diferencial (4.1). Para determinar los
exponentes 7y;; se sustituye (4.3) en (4.2} y se obtiene

1 A
=3B Caexp(raz) + oo + ¥ Cia exp(ra2)] — AW Cir exp(via2) + ... + 75 Cis exp(7i42)]

+w,[Ch explriz) + o + Cia exp(7is2)] =0,
reordenando términous términos en la ecuacién anterior obtenemos
1 A 1 i
Ca exp(rirzl~ 3 B7G — T8 + wil + - + Cisexp(ra)[= 3 Brh ~ Flvk +wi = 0.

Por lo tanto la expresion (4.3} es una solucién general a la ecuacidén de Euler-Lagrange (4.2)
s8i y sélo si los exponentes ,; satisfacen la siguiente ecuacion caracteristica

1 Ai
—337,‘, - —2—‘7,‘, + 1wy = 0. (4.4)

Por comodidad en la notacién, sea ¢ = ~3} B y g, = £+, entonces la ecuacidén caracterfstica

se escribe de la siguiente forma
4 2
oV — @iry + wi = 0. (4.5)
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Noétese que (4.5) es una ecuacidén cuadritica en 7;‘; ¥ existen soluciones reales y complejas

de acuerdo a como se escojan los pardmetros del modelo g; ¥ w,. La solucién a (4.5) estd

2 _ 9i kgl ~ dew, (1.6)

Yz = e -

dada por

Se observa que si g; > Acuy, las soluciones para 7,2] son reales y si g; < V/daw; las soluciones

son complejas. Sin pardida de generalidad supéngase que se tienen soluciones complejas

o _ iEiN ok, — 9t

hd 2¢

s

donde gu, = Icw, las soluciones de la ecuacién anterior son
V5 =M+iN y 45 = M —iN, (4.7)
donde M = Y% y N = 3@_——”:, 7% es el complejo conjugado de 4Z. Este nimero complejo
puede Ser escrito en términos de su magnitud » y de su fase 0
'y_z_, = r(cos® + isin @), (4.8)
con r = VATT ¥ NZ y tan0 = {. Las rafces de (4.8) son

" a .8
i, =r’/‘[cos§+uuu 3l

3 4 L O
"= r'/"(m.x(§ +m) +isin(g + ) (4.9)
Puede advertirse que —y:; es ¢l pumero complcjo —y,‘l rotado 7 radianes, asf, si se Hama
w = v}, = z + iy donde = = ri/2cos§ e y = r'/2sin £, entonces —w = T = —z — iy.
Por otro lado, las rajces de v3 = r(cos § — isin ) son w® =z —iy y —w* = —x +1iy. En

resumen, las cuatro rajces de (4.4) son w, —w,w" y —w”. Insertando cstas soluciones en la
ec.(4.3) se encuentra que el perfil ¢(2) estd dado por
#(z) = exp(xz)[C expliyz) + Cuexp(—iyz)] + exp(—xz)[Ca exp(—iyz) + C; exp(iyz)].
(4.10)
En este punto se pide la condicién de que el perfil de densidad de equilibrio ¢(z)

sea una funcién impar con el fin de considerar los valores de las densidades de agua y aceite
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¢ ¥ o de signo contrario, es decir, ¢, = —dh,,, si se impone la condicién ¢(z) = ~@{—z) se
llega a ia conclusién de que esto es posible solamente si se cuinple que las amplitudes estdn

relacionadas unas con otras como sigue
C=—-C2y C3 = ~Cj. (4.11)
De tal forma que sustituyendo en (4.10) se obtiene
¢(z) = Cilexp(xr + iy)z — exp —(x — iy)z} + Cslexp(z — iy)z — exp(—~z + iy)z].
el perfil de equilibirio estd dado por
@#(z) = 2C) sinhwz + 2C3 sinh{w*z). (4.12)
Por otro lado, si la parte real de las raices de {4.4) es ccro entonces tenemos
#(z) = Cr exp(xz) + Czexp(—xz) + Ciexp(xz) + Crexp(—zz).

Imponiendo nuevamente una condicion de imparidad sobre ¢(z) y centrando la atencién en
el caso en que z — oo, se observa que el término C) exp(zz) + Caexp(zz) diverge, lo cual
carece de sentido fisico, asi que para = — oo (lejos de la zona interfacial, en la regién rica

en agua del modelo) obtenemos

@(z) = Crexp(—xz) + Ciexp(—zz) 8i z — oco. (4.13)
Dec la misma forma, si = — —oo (en la regidn rica en aceite) los términos —Cy exp(—xz) y
—C3 exp(—xz) divergen y se llega a

P(z) = ~Crexp(zz) — Ciexp(xz) si = — —oo. (4.14)

Resumiendo todas Jas consideraciones anteriores, se tiene la siguiente expresion
para el perfil de densidad de un sistema formado por agua, aceite y anfifilo, donde la
monocapa de anfifilo es una regién interfacial plana. Se considera que la pelicula de anfifilo

tiene un ancho Al = 2{, donde la magnitud {; es funcién de los puntos donde las pardbolas

del modelo se cruzan ¢p+ = —bo—,

B(z) = —Puw + Crexpl(zz) 4+ Crexplxrz) si 2 € (—oc, —11),
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#(z) = 2C; sinh{wz) + 2C3sinh(w*z) si z € [0, 4) ¥ (4.15)

$(z) = Py — Caexp(—zz) — Cq exp(—z=z) si z € [{1,00).

T —T —

x(z)

Figura 4.1. Perfil de densidad de una intercara plana (teoria de laplaciano
cuadrado)

En la figura (4.1) se muestra un aspecto de este perfil para una solucién de las
constantes C’s y de las raices de la ecuacién caracteristica (4.4). Es necesario decir que
el perfil exacto de la intercara plana es conocido una vez que se han determinado dichas
amplitudes C’s, para ello se plantean condiciones de continuidad del perfil, de su primera

¥ segunda derivada, y de la primera integracion de la ecuacion de Euler-Lagrange en =z =
es tr 1 es las cuales

=+!;. Dichas condiciones nos llevan un conjunto de ocho
pueden ser resueltas s6lo a través de métodos numéricos, por lo pronto nos quedaremos
con el perfil (4.15) y los cdlculos estarin dados en términos de estas amplitudes C’s que se
determinan numeéricamente por medio de un programa en matlab, el cual se muestra en el

apéndice A.
4.2. CALCULO DE LAS CANTIDADES INTERFACIALES ~v,xco0 ¥y K -



S0

En esta seccion se estudiard el comportamiento de las cantidades interfaciales en

términos de los pardmetros del modelo parabélico par partes. Sc observard que la curvatura
espontinea cp se anula en este caso, lo cudl nos indica que estamos en una situacién simnétrica
entre agua y aceite en equilibrio. Se considerardn las expresiones dadas por (2.31), (2.32)
y (2.33) para v, xco y K, respectivamente, utilizando el perfil de densidad de una interfase
plana dado por (4.15). De esta iltima ecuacién se tiene
#'(z) = Crxexplzz) + Cyrexp(«z) si z € (~oo, —i],
@’(2) = 2wC} cosh(wz) + 2w Cy cosh(w®z) st = € [—1.4;] {4.16)

@' (z) = Cazexp(—xz) + Cyrexp(—zz) si z € [l;,00).

Para el cdlculo de los coeficientes eldsticos se necesita también la segunda derivada de ¢(z)

@ (=) = Cez?exp(zz) + Caz® exp(xz) si z € (—o0, =],
@ (x) = 2w3C sinh(wz) + 2w*2Cy sinh(w*z) 5i =z € {—4, 4] (4.17)

¥y
@(z) = —~Crzx? exp(—zz) — Caz?exp(—zz).

Entonces la tensidn superficial es
" s
7= [dA AP P~ B@" ()} = [ d2{Au(Cor Ca)Pa? exp(2m2) — B(Ca+Ca) ' exp(222)}

-+ /:“ dz{Am{4w? CF cosh? (wz) + Buw® C1 Cs cosh{wz) cosh(w®z) + 4w*2CF cash?(w* 2))}

— B[4wACF sinh?(wz) + 8w?w*?C) C; sinh(wz) sinh(w*zx) + 4w*2CF sinh? (w* )]}
+A‘l d2{Aw[4w?CF cosh? (wz) + Burw " C1Cs cosh(wz) cosh(w® z) + 4w*2CF cosh?(w*z)]
—~ B[4 C? sinh(wz) + 8ww* € Cy sinh(wz) sinh(w®z) + 4w 1CE sinh?(w*z)]}. (4.18)

Al realizar las integraciones se encuentra que la tensién superficial v es
2 x 3 2 2.l 1. 2, 2001
7 = (C2+ C0)*(do + Au)(5 — B&®) exp(—zxli) + BAm[Cuw? (3 + = sinh(2wln)) + Ciw* (5



+ 1 sinh(2w*11))] + 16 A e Cy c;[m‘Tu—_- sinh(wily +w l )+ -2‘7?117_- sinh(ely —w*i)]

1
A
‘SBfw‘C"(-—l— sinh(2wl;) — .'l) +w™iC3( 1 sinh(2w ;) — LL)]

o ' 2 E1omny 1 >
~ sinh(wl; — w1)]. (4.19)

1 1
2,02 : .
168w w2 Cy Caf - sinh(wl; + w1} 5

Por otro lado, siguiendo un procedimiento andlogo la curvatura espontinea cg esti dada

por la expresion
g o —h 2,3 +h 202 .
Keo = —/dzB¢ (z)" (=) =/°n dz{—B(Cy+Cys)*x exp(2.1:z)+fl dz{4w?*C{ cosh(wz) sinh(wz)
— -4

+4ww*2C, C3 cosh(wz) sinh(w* 2)+4w*w?C) C cosh(w*z) sinh(wz2)+4w*? CF cosh(w™ z) sinh(wz)}
oo
/I dz{B(Cz + Cg) =3 exp(—2z2)}. (4.20)
1
Sin embargo, Haciendo las integrales se observa que la curvatura espontdnea se anula

reg = 0. (4.21)

Este resultado era de esperarse (pues si B es una constante integrando por partes la ec.(2.32)

la curvatura espontinea es cero) por lo tanto se puede decir que el modelo ¢s correcto en

i6n se calcula la constante eldstica . Partimos de

sus predicci A co
"= /dzB(¢’(z))2 = /_" dz{B(C2 + C4)? exp(2z2)} + /T" d2B{(2wC} cosh(wz)
o 4

+2w* Ch cosh(w*z))? + ‘/l.‘m dz{B(C, + C3)?x? exp(—2zxz2)}, 4.22)

efectuando las integraciones se halla la siguiente expresion

R = B(Ca2+ Cy)%z exp(—2zl;) +BB[w20;"(% + 31; sinh(2w!;)) +w'2C§(%+ ZZIF sinh(2w";))
- 1 . . " .
+wwC1Ca( sy sinh(wly + wli) + = sinh(wl — w™1))]- (4.23)

irad.

Las propiedades especificas de estos resultados estd siendo actual
[20], por el momento se conocen en forma cxacta las amplitudes C’s en ¢l caso simétrico
aqui estudiado y en el caso en que la simetria desaparece, la forma del perfil de densidad
cambia de una manera muy interesante cuando la simetria se rompe, es decir, cuando se

relaja In condicién ¢oy+ = —¢p- Yy wy = w_. Se piensa que los pardmetros del modclo
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parabdlico estdn relacionados con la longitud de la cadena hidrocarbonada del anfifilo, su
concentracién y con el tamaiio de su cabeza polar, entonces las propiedades elisticas de la
monocapa estan definidas por las caracteristicas especificas del tipo de moléculas de anfifilo

que forman estos sistemas, lo cual se ha mencionado al principio de este trabajo.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Dentro del contexto de la descripcién termodinimica se ha visto (tal como lo
hizo Gibbs [15]) que un elemento de superficic no estd caracterizado en forma completa
por el dreca superficial que presenta, sino que es necesario ademas especificar los radios de
curvatura principales. De esta forma, la energia libre de una superficie ticne ademas de
tensién superficial, una contribucién proveniente de las propiedades cldsticas al curvado.
La competencia entre estos dos tipos de términos da lugar a una amplia gama de fases en
sistemas formadas por agua, accite y anfifilo, donde la tensién superficial es extremadamente
baja. Se ha visto también que una monocapa de anfifilo estd descrita por un funcional de
I iltoniano de Helfrich [7]. En este

. s q

sus curvaturas media y G cc como

funcional aparecen unas constantes {que se han denotado como x,% ¥y cg) que determinan
el término de energia libre debido al curvado de la monocapa y que han sido investigadas
desde diversas perspectivas [1], [7], [8] ¥ [12], principalmente. En este trabajo se ha utilizado
un funcional local de la euetgfa libre con un s6lo pardmetro de orden. Esta cnergia es del
tipo van der Waals donde las desviaciones de la homogeneidad del parimetro de orden
estin medidas por términos proporcionales al gradiente y laplacianu cuadrados. Ha sido
necesario desarrollar la cnerg;a. hasta segundo orden ya que las constantes eldsticas son
proporcionales al coeficiente asociado al operador V2. Se ha calculado el potencial gran
canénico de equilibrio 2.4 para zonas interfaciales plana y esférica, lo cual nos ha llevado a

escribir la ecuacién de Euler-Lagrange para el pardmetro de orden que minimiza la energia



libre. Se ha visto que el potencial gran candnico de equilibrio puede ser escrito como [1)

Qeg = Qutta + Qsup,

donde puiro es la energia libre de las regiones homogéneas del sistema (Jas regiones ricas en
agua y en aceite) y §2q,, estd asociado a la energia de la regién inhomogénea (la maonocapn
de axnfifilo). Se observa que 2, esti escrito en potencias de §; con R el radio de curvatura
¥ que Spyiro esti escrito en términos de — PV, Si se desea hacer una comparacion eatre la
euergfa mecdnico-estadistica Quuyp, ¥ la cncrgfa fenomenoldgica dada por el hamiltoniano de
Helfrich, es necesario que exista una eleccion apropiada de la superficie divisoria. La eleccion
fisicamente aceptable estd dada por la superficie de tension tal como se mnuestra en {1]. Una
vez tomada la superficie de Giblbs (o superficie de tensién) como la superficie divisoria,
es posible hacer con total colierencia la comparacidn anteriormente expuesta y conocer
asi las cantidades interfaciales 7,5, K ¥ ¢o en términos de las integrales del parimetro de
orden y de sus derivadas. Se observa que cuando el coeficiente asociado al término de
laplaciane cuadrado cs independiente del parametro de orden la curvatura espontinea se
anula (ec.{(2.34)) y que la relacidén entre las constantes eldsticas es « = —R&, lo cual implica
que la regién interfacinl puede ser concebida como una pelicula eldstica en estado liquido
{lo cual es consistente con el sistema estudiade, pues las microemulsiones son soluciones
liquidas de anfifilo, aceite y agua).

Se introduce una funcién parabolica por partes para modelar 1a densidad de energia
libre y darle un cardcter mas realista al estudio aqui realizado. Dicho modelo supone la
existencia de tres fases homogéneus, agua, aceite y microemulsion en equilibrio, y estid dado
en términos de seis pardmetros (Wi, ¢, Wm, fo, Wo ¥ &) relacionados con la concentracién
de anfifilo y con ¢l largo de su cadena hidrocarbonada. Se hacen los cdlculos de 1as cantidacdes
interfaciales dentro de la teoria de gradiente cuadrado (desarrollo hasta primer orden de la
energia libre) y se obticnen resultados exactos en términos de los parimetros del modelo
utilizado. Se estudian los términos de correccién al potencial quimico ¥ al perfil de densidad
de la intercara plana y se realiza una comparacién entre los términos interfaciales dados
por las referencias {1] y [13] observando que en [13] no existe un término de curvatura

espontdnea pues el coeficiente asociado al operador ¥ es independiente del pardmetro de
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orden. As{ mismo, un término del tipo (X + 2x) también se anula por lo cual se'llega a
la conclusién de que cuando en la referencia {13] se habla de curvatura espontinea co y de
propiedades eldsticas ® + 2x en realidad se estd hablando de los términos de correccién a
la tensién superficial del plano como la longitud de Tolman &§; y una correccién de orden
superior Ja.

Finalmente se ha extendido hasta segundo orden la energia libre (teon'a de lapla-
ciano cuadrado) y se ha calculado el perfil de densidad de eq’uilibrio para una intercara
plana. Dicho perfil estd dado por la suma de términos exponenciales cuyas amplitudes se
pueden determinar sélo a través de métodos numéricos, el programa utilizado para resolver
estas amplitudes se muestra en el apéndice A. Utilizando este perfil se calculan las can-
tidades interfaciales -y, xcp ¥ K en términos de los pardmetros del modelo parabdlico por
partes aquf utilizado, en particular, se observa que la curvatura espontfnea cg se anula, lo
que indica que estamos en una situacién de simetria (la tensién superficial es minima en
esta si i

este punto) v que el modelo predice corr



APENDICE A
En este apéndice se muestra la manera de conocer las amplitudes C’s que
aparecen en la expresién para el perfil de densidad de una intercara plana, ecuacién
{4.3). Para este fin se plantean condiciones de continuidad del perfil, de su primera
¥ segunda derivada, asi como la integracién de la ccuacién de Euler-Lagrange en
los bordes de la intercara, esto es, en z = =+!,. Estas condiciones se traducen en
las siguicntes ecuaciones:
Pisg(El) = Puer(Eh),
Biag(£h) = S4 (£h),
Blg(Eh) = Sl (£h)

I

y
(—23105'(=!:ln)05"’(:!:1-)—%(#'(:&1:))‘]+ AL (EW)P+S(S(E0)) }izg = {—2B[¢' (£h)e" ()

~3 (" (1)) + ZAG (L) + LS iers

donde con los subindices izq y der se esta indicando ef perfil de densidad en los
intervalos (0, 4,) y ({;, 00}, respectivamente. En resumen, se tienen ocho ecuaciones
trascendentes las cuales no pueden ser resueltas en forma analitica, para encontrar
las soluciones para las amplitudes C’s se elaboré un programa en matlab el cual
nos proporciona el valor numérico de cada una de las amplitudes y asi se conoce
el perfil completo. Dicho programa se muestra a continuacién:



% Este programa calcula el perfil de densidad en el modelo simetriceo
parabolico dentro de la teoria de laplaciano cuadrado

% Se introducen los parametros del modelo: ¢ (asociado al termino de laplaciano
cuadrado), g (asociado al termino gradiente cuadrado) v w que fija la curvatura
de cada parabola. Con los subindices w, © ¥ m se indican las parabolas
correspondientes a las regiones ricas en agua, aceite y microemulsion,

respectivamente.

c=1;
gm=-4.5;
gw=4.87

ww=d4;
wm=1;

orden para los exponentes

gaw=gaw. =

% Se buscan los puntos donde las parabolas Se cruzan para definir el ancho
de la zona interfacial, de modo que el perfil sea continuo a lo largo de la
intercara agua-aceite

PPz [ww-wm -2*ww ww~f£0];
ficc=roots (PP} ;

alflsgaw({l}
alf2=gaw(2)
ind=0;
Eiil=-1:
l=-.01;
Sigs=1l;
while Sig=>0
1=2+.01;
indsind+1;
% Se definen los perfiles para cada region
ecalmexp(—alfl+*l);

eal=exp(-alf2+l);
sil=sinh(betl*l)
8i2=sinh(bet2*1)
colz=cosh(betl*l)};
co2=cosh(bet2*1);

Se construyen los elementos de la matriz M Que describe el problema en las tres

regione

M{l,1)=eal;
M{l,2)=ea2;
M(1,3) 553tz
M(1l,4)=-5i2;

M(2,1)=-alfl*ecal;
M(2,2)=-alf2%eal;



baetl*col;
bet2*co2;

z-~berl1"2*s8il:
=-ber2°2*s8i2;

J=—alfl~3*eal;
alf2~3*ea2;

WNotese que la matriz es de 4x4 ¥ a continuacion esta se invierte para conocer
las amplitudes C Que sSon las incognitas de este problema.

inv(Mm) ;
-£i0 0 0 O}:
aR";

e se b los puntos de cruce cde las parabolas para definir el ancho
de la zona interfacila con las amplitudes ¢ ya conocidas
dfil(ind)=C (1) *eal+C(2) "ea2+£fi0-fic;
£ii2=adfiltind);

Sig=£ii1*£ii2;
1liind)=21;
end

% Se tienen ya los perfiles de densidad correspondientes a cada region. La variable
espacial es zz para la region rica en agua. zzZ para la region microemulsion
y_ z44 para la region rica en aceite

-01:5;
Exl C(l)"exp(-alil'zltc(2)"expl~alf2'z)01.
z2=0:.1

512=C(3; ‘slnh(betl'zz)vc(d) *sinh{bet2%*zz);

zzz==-1:.1:0;
£43=C(3) 'sxnh(betl'zzz)“c(d) *sinh(bet2*zzz);

z44=-5:.01:~1;
Eill--c(l)'eXD(alfl‘zd‘l)—C(Z)'e’m(ale'zd4)—1-

% Por ultimo se grafican estos perfiles
plot (=, £i1}

hold

plot{zz, £i2)

plot(z=x,£i3);

plot(z44,£i11);

hold
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