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Capítulo 1 

TERMODINAMICA DE 

SUPERFICIES 

1.1 INTRODUCCION 

El estudio de las propiedades de sistemas formados por agua, aceite y anfifilo 

tiene una larga historia. pero en las dos últimas décadas se ha ob8crvndo un significativo 

progreso tanto en la investigación experin1cntal como téorica. En buena parte esto se debe 

a las importantes aplicaciones que estos sistcn1as tienen en diversos sectores de la cconomfa, 

como en las industrias de la dclcrgcncia y de la recuperación dd petróleo. 

L88 inoléculas de anfifiJo (del griego ruuphi, en ambos lados, y phHo, amigable) 

11on también llamadas surfactantes o teusioactivos debido a. que cuando son solubiHzada.8 en 

agua. tienden a segregarse ha.cin la. superficie del lfquido y provocan que la tr.nsión superficial 

caiga. drrunáticamcnte. Debido a la disposición especial de sus pclfculas, estos sistemas son 

muy útiles para el estudio de la.o;; nwmbranas celulares en sistemn.s biológicos. 

Uu ejemplo de anfifilo es Ja. molécula. de jabón n-octanoato de potasio que paseé 

una parte alifática. (no poJnr) tipo n-alcano, C.1Ea(CH2 h que no es soluble r.n agua y un 

grupo polar C02K+ que es excesiva.mente soluble en agua [4]. Esta.s tendencias opuestas 

se resuelven forruando una gran variedad de fa.sC8, co1110 sou la.s soluciones micclares, los 

cristales l;quidos y ln.s microcwulsiones, cu Jas cuales Jos nnfifilos se acomodan de tal forn1u 

que las partes hidrofilica..s forman una. barrera entre la::1 porcioucs hidrofóbicas y el agua 
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(figura 1). 

Oetide un punto de vista micro~cópico Ja propiedad m::ís interesante [16J de estot1 

sistemas es el a.uto-u.1:.rrupamiento <le Ja.s moléculas nutifilicas que les permite formar u.na&-rran 

variedad de estructuras gcoznétrica..o¡ , J.a.s cuales pueden ser visualizadas como tnonoca.pa.s 

entre rf!glones rica.q en agua y regíones dctUI en ;l.Ccitc o bicapas con a.gua o aceite en runbos 

lados (figura. Id). Asi, Jn....¡: fo ... qeg de anfifiJo en HOlucióu pueden ser consideradas corno sistcma .. 'i 

de peJfoulas intcrfo.dalcs; es pot· cilo que la 1~..;truclura y rara.c.t'"'ristica .. 'i tcrtnodináudca..q de 

soluciones micela.n~ y vE:!:!licula.res, de nUcrocn111hJ'ione::1 y de cri.stak-s liquídos Jiotrópicus hau 

sido cutcndidn.s en térruinos de .superficies fiuct11a.ntcs. 

1.2. SOLUCIONES MlCELARES Y MICROEMULSJONES 

Si se disuelve unn pequeña cantidad de aufifilo en agua S«~ foru1nrá egpoutáneac.ncnte 

una. mouocapa de él en Ja. superficie (figura lb) • lo cual disminuirá Ja ten.'iión superficial -r~ 

"Y= "Yw - 7r, (1.1) 

doude "Yw es Ja tensión superficít.rJ del agua y ?r es In. presión d~ In inonor.11.pn de nnfifllo. 

Esta monocnpn se encuentra. en equilibrio con los u1onún1cros Jjbrc...-. inmersos en el agua. La 

monocnpa nlcnn2a una. estructura compacta. a partir de unn. concentración critica Xc de au~ 

titilo. Pnra concentraciones mayores que Xc la tensión superficial ya no sigue disminuyendo, 

sino que se mantiene prácticruuente con ... t.aute f l 7J. 'Thlnbiéu a partir de Xc se forma.u en el 

voJumeu de la. solución agregados n10lecu1ares Jlamados tniccJas (figura 2). 

Las inicela..<i constituyen Jos ngruparnfontos más pequeños <le surfactantes en Jos 

cun.lcs las cabezas polare.<1 pueden aislar las cadenas ltidrocn.rl:10nadas del solvente. Ln.ti 

micelru;: están por lo general fonuada.."'I por unas cien moJür,ulrui y 111uestrau un diá.tnctro de 

aproxi1nndn.mcute 100 ó 200 Á. Estos a&rregados z.uicela.res pueden foru1arse en solvente~ no 

acuosos, como en un aceite; en este caso Ja.."i miccla.~ forrnada.s son invertidas (figura. 2b), ya 

que la. cabeza polar del anfifilo es protegida. por Ja parte hidrofóbica que se coloca hacia el 

exterior. 

Una. caractedstica. muy peculiar de an1hos tipos de micelas es HU capacidad para 

solubHizar especies qufmicas. inmisciUlcs, como el agua. y el aceite. De CHta forma, eff posibJc 

solubUizar grasas en solventes acuosos encerrando estas Rustancia.s en el int.eríor de Jas tuic<.."-



~s~ 
~~ 

A- Aceite 

•JMK:ele b)Mfcela Flvertide 

-0~r~ 
~ Acele _.._... Ague Aceite 

~-l~~ 
c)Mcela hinch-

e)Micela en forma de cilindro 
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las. De la misnm. 1nanera, el agua puede hacerse soluble en aceite en1pleando a. las micelas 

inve1·sas. Cuando la cantidad de soluto es granrie se puedcm for1nar micclas hinchadas (fig

uras 2c y 2d) de varios centenares a un rnillar de nngstrorns y a estas solucioucs se Jcs llarna. 

microemulsiones. 

Lns 1nicelas pueden i:;cr Jlenada.s con aceite hasta un cierto Ifn1itP- (<lel orden de 

una 1uolécula de aceite por anfifilo).EI alto grado de e1upacnn1ic11to nlcauzado en lus tui

croemulsioucs puede ser obteuido sólo con surfactn.ntcs muy e!'JPccrficos. Eu 1uuchos ca.sos 

los agregados rnicclarcs son esféricos, pero La111bién se han observado agregados tubulares 

(figura 2c). En algunos casos puec..len clongarsc bastante y se disponen co1uo polin1cros. Las 

tnoléculas surfactantes no sicn1prc se asocian en nliccla.s y en algunos casos no forrnan es

tructuras cerradas: pueden n..o;ociarse en hirninns planas extendidas que son conocidas corno 

fases laruiun.res, las cuales son fases ele cristal Ifquido. En otros ca.sos la.s Jú.rninas estú.n 

distorsionadas e interconectadas y la estructura es bicontinua e isotcópica. Las n1icroc1nul

siones, al igual que las fa.ses n1icelares, son fa.o¡es sin orden macroscópico. Las estructuras 

bicontinuas son muy discutidas en la literatura debido a que en ellas se alcanza un máximo 

en el poder de solubilización. 

1.3 . CRISTALES LIQUIDOS LIOTROPICOS 

Si se reduce la concentración de agua en una solución micela.r se pierde grad

ualmente la estabilidad termodinú.mica y se dú. lugar a una sucesión de fases de cristales 

Ifquidos Iiotrópicos. Se observan frecuentemente estructuras con geometda hexagonal {4J • 

cúbica y lantinar (figura 3). La fase laminar, como su nombre Jo indica, consiste de un con

junto de láininas dispuesta...-¡ una sobre otra siu mostrar una estructura. definida entre ellas, 

es decir, las cabezas polo.res del anfifilo están confinadas sobre un plano pero distribuidas 

aleatoriamente sobre él. 

(b) . 

FiKtJr.13. Cristales líquidos liotrópicos. a) Hexagonales. b) Laminares 
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Cuando la conccutración está ubicada eutre aquéllas correspondientes a las fases 

zniccla.rcs y las lruninru·cs, se observan las fases hexagonales. Estas fases cstáu formad.as por 

arreglos cilfndricos de anfifilos de gran longitud, en los cuales las cabezas hidrocarbonadas 

están dirigidas hacia el interior de Jos cilindros y E"l espacio entre ellos se llena con agua 

(figura 3a). 

Si en lugar de utilizar agua con10 solvente utilizamos un solvente orgánico obscr· 

varemos fasr.s hexagonales inversas, donde las cabezas polares son las que se ubican hacia 

el interior de los cilindros. Las fases de gcon1ctrfa cúbica (figura. 3b) son obscrvnda."I cuando 

la concentración es intermedia a la de las fa.<1e.<J hexagonales y lan1iuares. 

1.4. MICROESTRUCTURA DE LAS MICROEMULSIONES 

Debido a la doble afinidad que tienen, los nnfifilos sirven de puentes entre los 

dos solventes innliscibles, formando unn monocapa. entre ellos con sus partes polares y no 

polares orientadas hacia los solventes con los que son compatibles. Esta n1onocnpa muestra 

extensión suficiente para separar completa.mente a los solventes y puede estar constituida 

por porciones aisladas, como en las microemulsiones de nlicelas hinchadas, o poseer secciones 

de gran extensión como cu las microemulsiones bicontinua.s (figura 4a). 

a)Mlcroemulslon 

Flgura 4. E.slnx:turas blconf:inUtts 
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La peJfcuJa de a.nfifilo se ordena espacia..ltneute eu los dus ca.sos y He genera.u W\i 
fa.ses de cristal JÍ<1uido. Las propicdn.dcs <fo la u1onocapa ruicroscópica detcrrninan el cornpor

tn.rnicnto de ÍlL<;cs y están a<;ociadas u. los vnlun .. '8 tau pequeños qtH! torna In tensión superficial 

cu flstus sist.r~mas. Dt>bidu al valor ca.si 11u)CJ de Ja trnsil'.iu superficial de csta.'i n1onocapa."1, 

Ja.s carn.ct.r.rfstic:a8 don1inautc~ (_'Jl esl<Hi sistema.., son su curvaf.ura dt! equilibrio (curvatura 

r.Hpont;i.ncn} .v su rigidez. ArnLa..., earactcrfNtica., depe11rlen del t•stado t.ern1odiná.n1ico (cou1-

posirión y tcn1perat.ura.) y de la 1u1.turaleza cspccificu. dt:d anfitilo y de Jos solvcutcs utilizadrn1. 

Se obse1·vnn cornunnJcnte rnicrof>1uulsioncs con c:-;tr11ctura u1icelar, aceite en agua (n.c/aq) o 

agua cu aceite (nq/nc). Lu.s microernulsionc:; bicoutinuas se presentan ruaudo la.<i propur

donc::i de JoK solventes son sirnHa.rc.<i. 

LnB interacciones ;u1fifilo-aufifiJo y anflfilo-solvcntc determinan la curvatura cspont.1iucu. 

de Ja nionocapa en üquilibrio {·JJ. Si Ja cabeza polar del anfifilo es trJf'nOs volurninosa que 

que Ja cadena hit.lrocn.rbonnda, la peJfculn se curva hacia el n.ceitc, eu c1150 contr;u-io, hucin 

el agua. {17] . Se puede producir uua. inversión continua cutre e_o:¡tructura.s ac/aq y aq/ac si 

se tiene una curvatura muy peque.ria o nula., para Jo cuaJ se requiere de tcIUtioa.ctivos muy 

especiales o la. adición de un cotensioactivo corno un alcohol de cadena corta [4J. En .sistema.e¡ 

de tcusion.ctivos no iónicos Ja inveniión de estructur11s ac/aq y aq/ac .se logra variando Ja 

tcn1peratura. En siste1nas con anfifilo iónico Jo n1ismo puede lograrse a1iadicndo sal a. la 

solución, pues é..">ta reduce Ja repulsióu entre las cabezns polares y por lo tanto su tamaño 

efectivo. 

Ln.s microemuJsiont!S de WitL<¡or [171 son aquélJas pu..rn Ja.s cuales la iuversióu de 

cstructura"l ac/aq a aq/a.c se encuentra mediada por e._qtructuras bicoutinuas. Estos sisteinns 

contienen ;i..I menos cinco especies: agua, aceite, tcnsioactivo ionico, cotcnMioactivo y sal. 

1.5. APLICACIONES INDUSTRIALES DE LAS SOLUCIONES DE ANFIFILO 

0f'bido a que los a.ulifilos permiten solubiliznr especies c-1ufmicas de por: sf in.solubJe..q, 

estos han sido útiJe.q !"O problemas de lubricación, inhibición de Ja corrosión, extracción 

Jfqufrlo-Jiquido, preparación de coloides (algunos clln propicc:lades magnéticas) y fabrir..ncióu 

de rnicrolútex. 

Ya que Ja.s microemulsiones poseen baja viscosidad, éstas se e.mplean en la industria 

de. Ja detergencia en innumerables for.rnas, frecuentemente como cf'rll.."I liquidas. Debido a las 
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tensiones superficiales muy pequeñas de microen1ulsiones en equilibrio con aceites, también 

se e1nplean en la recuperación del petróleo (pues al inyectarlas a los pozos ahnten Ja..o;; fuerzas 

capilares que atrapan el aceite en Jos poros n1ás pequetios de Ja roen) {4}. 

Por otra parte, el área interfacial microscópica que forn1n la estructura iutcrna de 

estos sistemas se extiende bnstante y se efcctuan constantemente ir1tercan1bios ntoleculares 

a través de eUa, Jo cual hace que estos sistema sea.n importantes agentes catalizadores. Ellos 

ba.n hecho posible la realización de nuevas reacciones qufrnkns, c¿mo la polimerización iónica 

en solventes orgánicos no polares f4J. 

Puesto que adernás l..i.s n1icroen1ulsioncs son soluciones transparentes, se investiga 

actualntente su potencialidad en Ja conversion fotoquimica de la cncrgfa solar. Debido a 

su estabiJidad termodinámica también se les investiga como sustitutos de In sangre, co1no 

ejemplos de éstos tenemos las emulsiones de compuestos carbofluorinados. 

1.6. ENERGIA LIBRE DE UNA SUPERFICIE LIQUIDA CURVADA 

Hemos visto que en Jn.s dos 1íltimas décadas ha existido un notable progreso en el 

estudio de las soluciones o.nfi.filicas. Esto ha sido posible debido a que estas soluciones han 

sido eventualmente visualiza.das como pelfcuJas interfaciales y por tanto, descritas a. partir 

de ln.s propiedades de supt;"rficies. Gibbs {14) ha sido el primero en advertir que cuando se 

realiza Ja descripción termodinámica de un elemento de área, éste no está caracterizado en 

forma completa por el área superficial que presenta, sino que es necesario especificar sus 

radios principales de curvatura (figura 5) 

Figura S. Radios de curvatura principales de una superficie. 



De esta fonna, adc111.;Í..<.J <le Ju. tensión yupcrfida.J (energía poi" unidad de ú.rca) ya 

estudiada. Gibbs cousideró otroH t•~rn1iuos calculando t•I t.rahn.jo 1wcmu1ricJ f>ara ca1nl,ia.r cst<>s 

radios de curvaturn., lo cual co1111>lcta IH. <lc-scripción te1111odi1uiruicu. de una su¡>crficic_ Pero 

arleuuL:i Gihbs argumentó qur. todas las dcusida<le:i trr1uodinA1nic1.L.~ clependcn. en gcunral, 

de los radios principales de curvaturo.; dP tal forn1a que si st~ ticun una gota l~quida. en 

cocxisl€'ncia ron su vapor, las dP11sidadt•s e11 estas fast•s y la. t.n11:;i611 "llJ••~rfirial <l"P"uder:in 

del radio R de In gota: Pt = pl(R). p., = µ 1,(R) y -y= -y(R). 

El priJuero eu investigar la dep1~ndeucia radia.J dr la tensión supc!rficial fue Tohnan 

cu 1949 (1 IJ. Toln1a.n hizo una expnnsiiSn de -y para. radios <lu curvatura R grandes en 

potcnciru,i de 1/ R y derivó rclncioncs teru1odimiu1icas para. el coeficiente del térn1iuo de 

primer orden. Dicha expansión es de la forma. 

-y= ')'p(l - 2Jzt ), (1.2) 

donde ')'p es la. tensión supcrficin.l de la intercara plana y ó 1 L'H cormcidn c:o1no longitud 

de Tolman.Por otro lado, en 1973 W.Helfrich [7J hizo una expansión de la cncrgia liLre 

superficial a segundo orden (potencias de 1/R ) en Jos radios principales de curvatura. 

Esta. cnergfa es hoy conocida. corno hainiltoniano de Hclfricl1 y se ha. constituido co1110 el 

paradigma en el estudio de las propiedades de pelÍCulas tfquida.s curva.das. El coeficiente del 

término de primer orden contiene~ Ja llamada curvatura espontánea o curvatura. natural c 0 , 

el cuál está. relacionado con Ja longitud de Toln1an (pues amhos a.parPcen co1no coeficientes 

del térn1ino de pritner orden eu la expansión de la encrgia). A S•!gundo orden aparecen 

dos coeficientes los cuales son conocidos co1no constantes de rigidez a.J curvado K (splay), 

asocia.do a. la curvatura. rncclia., y la constante d•~ rigidez al curva.do asociado a la c11rv-c1.tura. 

Gaussiann. iC (saddle-splay). Adetnás de introducir estos cocficienteM, Hclfrich encontró 

formulas para. la curva.tura cspoutcinea. y para la constante de rigidez al curva.do cu forrna 

de siJla de rnontar ;::;-. Ln expresión nuis general pu.ra Ja enPrgfa superficial de interfases 

formadas por anfifilos es (6J, 

Fu = j dS{K(J - co) 2 + KK} (1.3) 
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donde dS es el clmuento de área, ~ = ~ ( -,h- + J1;) es Ja curvatura n1cdia y K = ~ '~s 

Ja curvatura Gaussiaua. Nótr.se que en esta. expresiúu Ja única cont.l'ibución considera.da es 

la cucrgfa. elástica de curva.e.in, puL>M In .. .., int<:>rfa .. -.,es forn1nd~o.,; por nutifilos ticucn una tensión 

superficial práctican1entc nula.. 

La energía libre de Helfric:h, tal cmno r.s conocida. In ~xpr<~sióu (1.3). es derivada 

Cenornc11ológicrune11tc, bajo la suput>ir.ión de que las propiedades chL..,tir:a..o,¡ de Ja interfase son 

las de una película delga.e.In contiuua. Esta Pnr.rgia p1wde St!r eonsidorada corno un funcioun.J 

de las curva.turas de Ja superficie de la cwil puL"Clcn cxtrlu~rsr. coufiguracionc.s de equilibrio. 

Véase rl hecho de qtw J f~'i de pritncr ordcu y K de segundo orcfon eu potencias 

inversa."i de Jos radios de curvat.urn. Ilclfrich rousideró n Jos cof•ficicutt!s co, K. y R indcpeu

dicntcs de J y F<", de tal forrna qur. para valores fijos de Pstos coeficit"ntcs, pudo obtener 

formas geor:uétrica.s de equilibrio hnponiendo unn. condicit'in de extremo a Fu sobre todus 

geon1ctrfn.<i superficinlcs posiblc:i (6]. La naturaleza de Jo:-:1 anfifilos y de Jos solventes, sus 

concentrncioncs relativn..'f, In ternpernturu. y otra ..... vn.rial.iles, c.:01110 Ja geometría del anfifilo 

y la longitud de Ja cadena hidrocarbonada, salinidad, etc. dctcrnlinau Jos vn.lorCM de estos 

coeficientes superficiales [5J. La. configuración de equilibrio obtenida. por la minimización 

de F11 nos dá inlorruación acerca del auto-u.coplarnicnto de Irn:1 anfifiJos el crniJ les pertnite 

forn1a:r una va.ricd:u.I de estructuras gcon1étricas internas. 

1.7. TBRMOD[NAMICA DE SUPERFICrEs 

Cuando se observan dos f'.nses tcrmodináinicn.s <..>Ntablr.s en cocxhotcncia (situación 

en que la cnergfa libre presenta dos mfnin1os n. la rnisrna altura), ell:is se encur.utran en 

Ja Jlaiun.da HUpcrficie de discontinuidad, en Ja cuál los valores de las diferentes densidades 

termodin;imica.s cambian en forrnn. continua de aquéllos de una fase a la otra, a. Jo largo de 

uun dist1u1cia del orden de la longitud de corrcla.ción de Ja fa.se homoglmca (9.J. 

Esta. .superficie de dbcoutiuuidad debe ser consicft~rada corno w1a pclfcula no

l1omogéuea bien dr..finidu (con volumen diferente de cero) que separa a las dos fa.ses ho

mogéneas y no como una superficie tnaten1ática. infinita.incnte delgada. Por ello es conve

niente situar dentro o 1nuy cerca de la superficie de discontinuidad, Ja superficie divisoria. 

tnatemá.tica ex.act.a.. 

Gibbs fue t?} primero en introducir tanto los conceptos de superficie de discon-
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tinuidad, con10 el de superficie divisoria. y admitió que aunque existe cierta. arbitrariedad en 

la ubicación exacta Je la. superficie divisoria, debe ser escogida "sen .. 'liblernente coincidente 

con la superficie fisica. real de discontinuidn.d". Para este propósito, Gibbs toma. un punto 

dentro o n1uy cerca de la. superficie de discontinuidad y construye fo. superficie divisoria. ta.1 

que pnse por eHte punto y asi con el resto de puntos que están similarn1entc localizados con 

respecto n la materia a.::fyacente. La. selección de un punto inicial diferente nas lleva.da a 

una. superficie ligcrn.1neutc tlcsplazn.<la. con re8pccto a. la. primera., pero para.lela a ella.. 

Aunque la locn.lización de la superficie divisoria no CHtá. univocan1cnte detcrminJUia., 

la dirección de la. normal a la. superficie está tlctcrminada sin mnbigue<lad alguna. Si por 

eje1nplo, el sistmna en equilibrio e8 una gota ~férica, entonces todas las poaibles superficies 

divisorias serán r_o;férica.s, con radios tales que las superfici~ divisorias cstth1 dentro o cerca 

de la región de discontinuidad y la normal es independiente de la ¡.¡e)ccción particular hecha. 

La diferencial de energfa. libre superficial es de la forma 

(1.4) 

donde T es la temperatura, s• es la cntropia superficial, -y es la. tensión Hupcrficial y A es 

el á.rea. Gibbs discutió la existencia de los dos últimos términOH en lm¡ cuales 0 1 y C 2 son 

los coeficientes: asociados con el cambio de Ja..o¡ curvaturas principales e¡ y c2 de la superficie 

divisoria'.: Una descripción equivalente se obtiene usando la curvatura total J = c 1 + e:z y la. 

curvatura. GauS..<iia.na I~ = c1c2, asi 

(1.5) 

donde a.hora CJ y C>.· Son los coeficientes asociados con J y K . Ya. que dFa 

difcrencin.l exacta es cla.ro que 7, CJ y CK están conecto.dos a través de las relaciones de 

Maxwell 

(1.6) 

Se debe enfatizar que tanto dF~ con10 CJ y CK son válidos para cada elección apropiada. 

de la superficie divisoria.. Sin embargo todas estas cantidades dependen de est.a elección 

y las ecuaciones anteriores deben ser cornplcmcutada.s con una scfocción especifica de la. 

superficie divisoria. Si se desea comparar diferentes alternativas de la superficie divisoria, 
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debe transformarse una elección en otra usando el hecho de que la.H cantidades totales HOll 

independientes de tal elección. 

A lo largo de la historia han existido principalmente dos eleccione.s para la superficie 

divisoria. La. primera fue introducida por Gibbs y es conocida con10 superficie de tensión 

debido a. que tal superficie satisface la. ecuación de Lnplacc (de la cuál He hablara más 

tarde), C8to es, el sitio gecunCtrico donde a.ctt"tn. la. tensión superficial. Con esta. elección los 

coeficientes CJ y Ch- pueden Bf!r despreciados en el a.ná.lisi~ terruodimi.rnico. 

Otra. posibilidad de elección de la .superficie div.U.oria es una en la. cual el nú.DJcro 

de partfculas t>ea idéuticn.nicnte cero. Est.a superficie e8 conocida co1uo superficie cquimolar. 

Para un sistema 1nulti-con1poncnte será hnposible escoger esta. superficie en forn1a tal que 

N sea cero para todas las con1poncntes y hay un nun1ero variable de posibles superficies 

equimolarcs. Si se escoge e8ta superficie la expresión (1.5) se escribe como 

{J.7) 

Considerando una gota esférica de radio R la ecuación anterior tonia la forma 

(1.8) 

donde 

Aunque la energía libre de la superficie divisoria depende de su posición, la energÍa 

total del sistema no puede depender de ella.. Este requerimiento puede ser utilizado para 

derivar la ecuación de La.place: considérese un cambio en la energía libre debido a un 

cambio en el radio divisorio R. Este ca.inbio estará. dado por la suma de cuatro términ08: 

dos términos debido a un cambio en los volúmenes externo e interno de la gota ( A V¡n y 

.6. Vezt ). Otro térntlno debido a un cai:nhio en el área superficiu.1 AA y el último debido a 

un caxnbio en el radio de curvatura A.R. Los coeficientes de estos cuatro términos serán 

las presiones interna y externa P.,. y Pezt , ")'(R) y C(R) respectivwncnte. La suma de 

estos cuatro términos es igual a cero (por las razones expuest8.8 n.nteriormente), lo que nos 
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conduce a Ja ecuación clásica de Lapla.ce para una gota esférica de radio .ll, 

L>.P = P.n - P=t = 2-y~R) + C(R). (1.9) 

Si l:fC toma .-•n cuenta la. rlclinkióu de C(R) de Ja ec.(1.8) y la e.xpausit;n de ")'(R) hecha por 

"Ibhuau. ec ( 1.2). Sf.! encuentra Ja Riguicnte expresióu parn. Ja difürc:mda. úc presiones 6.P 

6.P = 
2
J/_'CI - ~). (1.10) 

AJ igual que Gibbs, ToJmrui introduce Ja superficie de tensión para Ja. cual el radio R,. '~ tn.J 

que el término de curvatura en {l.8) es cero. Se encuentra. Ja pre8ión de Laplace cuando se 

escoge Ja superficie div~oria de Gibbs 

6.P = ~(I _ 2ót ). 
R, R, 

(Lll) 

El lector advertirá que para Ucga.r a Ja expresión (1.JO) se ha utilizado el hecho 

de que se eligió Ja superficie equimolar, mientras que en la ec.(1.11) se eligió Ja superficie 

de tensión , asf, comparando las drut L"Cuaciones anteriores se Jfo.ga a uua dcfinidóu de la 

longitud de 'IbJman ó 1 : 

ói = RL_:moo(R.-R,.). (1.12) 

La longitud de Tulrnan es la dU"'crcncia asintótica entre la Jocalización de Ja superficie de 

tensión y la. superficie equbnoJar. Pensemos a.hora en una t1Upt!rlicic esférica para la cual 

lOfl radios de curvatura son iguales R1 = R2 = R y J = -2/ R. K = 1/ R 2 .. Tómese ahora 

Ja expresión para la energia libre .E-..,, de la ec .. (1..3) y la definición de C(R) de la. ec.(1.8), se 

encuentra 

y 

"l'(R) = "l'O - 2Keo + ,..,J2 + ieK 

=-Yo+ 41eeo7r + (41e + ;:¡) i:2 

( a-,) l l 
C(R) = an T = -4Kr-0 R2 - 2( 4n + ie) R:J. 

(1.13) 

Si ahor-a se sustituyen Jas expresiones anteriores en la ec.(1.9) y se compara.u Jos coeficientes 

aaociadoa a 1/R con el de laec.(1.10) • se encuentra que la longitud deTubnan y Ja curvatura. 

espantá.Pea. están relacionados a través de la siguiente expresión 

(1.14) 
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La fónnula anterior expresa la estrecha relación cxL«ttcntc entre dos cantidades 

con significados y orígenes diversos. El lector advertirá que pa.ra llegar a. la ec.(1.14) se 

ha. supur..sto fija In curvatura de la superficie, Ja simctrfa de una esfera de radio R. Esta 

condición no se satisface cu los cii.lculos re-n.J.izados en el sebrundo capitulo, donde la curvatura 

espontánea. rCHulta dependiente de la curvatura especifica c:le Ja superficie. 

La longitud de Tolman fue investigada inicialrnente corno un término de corrección 

a la tensión superficial, mientra.~ que la curvatura espontáuca fue introducida por Hclfrich 

pn.ra explicar de manera fenomeuológica las asimctrfas encontradas en hicapas de lfpidos, 

dónde existen muy bajas tensiones superficiales pero grandes cnergfas clú.8tica.s. Hay que 

recalcar n.qui el significado fisico distinto que tienen an1ba.-t cantidades. pero volvercrnos 

sobre este punto 1nás adelante. 

1.8. LA ENERGIA COMO FUNCIONAL DE LA DENSIDAD 

A lo largo de varios a.ñas en la investigación de las propit..><ladr-" elri...c;tiCWI de éstas 

superficies formadas por aufifilos, han a.parecido diversas cxprr.Hioues rncctí.nico cstru:J.fstica.s 

para. las constante.<1 de rigidez K , ~y para. la curvatura. cspoutáucn Co de supt~rficie."I forn1u.das 

por fluidO}I simplc-..s. La formas de dichas expresiones difieren scgtín diversos enfoques y 

actun.lmcnte se intentan c:.:clarecer C."lta.s diferencias. 

En t--ste trabajo se analizarán los tér1ninos superficiales surgidos de un funcionu.l 

local de energfa. libre, tipo Van der Waa.ls, con un sólo parámetro de orden p(r). Esta. encrgfa 

corresponde a un Huido simple pero ta.wbién puede ser cn1plec"Mla para de.'ieribir rnezclas de 

agua., aceite y anfifilo. donde p(r) está asocia.do a la razón de la.."1 concentraciones de los 

solventc!i. 

Se considerará un funcional de la densidad de energ;a. libre con los requisitos fisicos 

indispensables (se Nupone que la intercara es una región inhort1ogénea que separa a. dos 

pn.rte.s hon1ogéneas), esto es. uu funcionn.1 espacial local donde la.a no-uniformidades de 

la densidad son medidas por Jas va.riadones primera. y segunda. del pa.rá.n1etro de orden 

(gradiente cuadrado y La.placiano cuadrado), de los cuales las propieda.cles interfacin.Jes 

pueden ser obtenidas cu forma. exacta.. 

La. energfa fenomenológica de Lauda.u F se obtiene de una cxpa.nsión del pa.rá.n1etro 
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de orden de la densidad. de encrgia libre f : 

F = j d 3 rj(p, Vp, V 2 p), (1.15) 

donde 

(1.16) 

Esta expresión es trunca.da según el problema que se esté estudiando y la pl·ccisión deseada 

en Ja descdpción del 1ni:nno. Existe una variedad de ejcrnplos que el ifif!rt?n solruucnte en 

el signo y en el número de coeficientes a.: (i = O, I, 2, 3, ... ) y e¡ diferentes de cero. Por 

requcrirnicnto de estabilidad terrnodináJ:nica podc1nos incluir a. lo 1nás un término gradiente 

Je segundo orden, asf que se usará. el 1nás sitnple sin perder la inforn1a.cióu fi~ica necesaria. 

El modelo de c1mrgla libre de Helmholtz F tiene Ju. forma [5J 

! 1 1 
F[p(r)] = dr{/0 + ¡¡A(p(r))('Vp(r))2 - ;¡-B(p(r))(V'2 p(r))2 }, (1.17) 

donde p(r) es la densidad que varia en la dirección radia.1 r, fo es la cucrgfa libre de un fluido 

de densidad constante p y (Vf.i, (V2 ) 2 ~on los opera.dores gradiente y Iaplacia.no cua.drados. 

Nuestro propósito es observar que el gran potencial de equilibrio Ot>q[p(r)] a.socia.do a la 

ec.(1.17) puede ser escrito co1no la suma de un término de "bulto", correspondiente a los 

solventes del sisletna.. y otro término de superficie asociado n. la 1nonocapa. <le nnfifilo: 

(1.18) 

donde Pr.q(r) es el perfil de densidad de equilibrio que taina los va.lores com1ta.ntcs p 1 de las 

fases coexistentes fuera de la región intcrfacial, el cual es conocido al minimizar O(p(r)] 

l1[p(r)] = F[p(r)] - µ j p(r)dr, (1.19) 

donde ¡,¿ es el potencial químico. 

Ln..'i propiedades interfaciales -y,'°'• K y coserán obtenidwi al cmnparar la energía del 

sistema en equilibrio O~q con su contraparte fenorncnológica, es decir, cou el hn.n1iltoniano 

de Helírich. Para. este efecto se requerirá dn una elección específica. de la. localización de la. 

superficie divisorio. que corresponde a la elección tradicional de Gibbs, esto e.~. la superficie 

de tensión. Para ello es necesario realizar uua generalización de la ecuu..ción ele La.place [IJ, 
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que corresponde al cn.c;o grne.ral de la ec.(1.9). la cual incorpora los téruli1108 superficiales. 

así cou10 averiguar la forma exacta (h.~t término Obulta de la cc.(1.18). 

1.9. !vtODELO DE LA :'\fEZCLA AGLA-. .\CEITE-A:"FIFILO 

Las rnicroen1ulsicmes son inezda.s lfq1üda..c; dr agua.. nct>itc> y n1olCculns dl• anfifilo. 

!\.iacrosrópicainentc aparrt:en <:urno una fa..-;p hou1ogeuea. nlieut r<LS inicroscópicamente los 

dotninios ricos en a.gua y en aceite est.au separados por una 1noooc«1pa de anfifilu. La uprux

iluación más simple eh concebir la tnicroemulsión co1uo una. colccrión dt" gota.s [16). Para 

explicar el comporta.miento de fases de una tnicroen111Lc;ión y su ntlcroestruct ttrn es necesario 

considerar los términos de gradient.e y Laplacüu.io cua<lraUos a.ut.erionuente expuesto~. 

Para entendt~r lw. C"Urva.._o;¡. de dbpcrsión de rn.dia.cióu rC"a.lizn.d.as en nticrocmulsionrs 

y su tnicruestructura, cou10 su con1porta.1uic-nto de fa....,Ps. es u(.~<:esario que la. expan...<>ión de 

f sen. de la forma. 

(1.20) 

donde a 2 > O, c 1 < O y c2 > O. Para fluctuaciones pequeñas t"n una f<l..,.e bomog~nl'n 

isotrópica. términos mayores que segundo orden pueden ser despreciados. En las nlicroemul

siones la ca.ractedstica tipica es la tendencia de los anfifilos a crear espontánc.a..mente inter

fases. lo cual corresponde a c 1 <O. ta.l c-01110 lo muestra. Teubner y Strey [17]. 

El análisis que se realiza aqui está basado en un fuucioua.l de la densidad que 110 

contiene en forma explicita los grados de libertad del a.ufifilo. La pre-..sencin. de los anfifilos 

se manifir.sta en la forma especifica <l<" las funciones f y A.(p). En este estudio se considera 

coexistencia de tn .. ~ fa..-.;es: una fa..c;(_~ rica en iu·eite con p = p.,. una fase rica en agU<l cou 

p = Pu.· y una fase microenntlsiün con ,, = Pm . e-ad.a una de las cuoücs es una fase homogénea.. 

Es por c>Sto que fiC rPquirre que la densidad d1.• enerp;:Ía lihrt..• f po.sPa tre~ 1nÍuin.1os locales. 

para. lo cua.l se hnni uso <l~ un 01odelo especifico. un 111odelo parnhólico por partef' que ~e 

detalla.rá en el capitulo tres. Se definirá la diferencia de potencial quhnico L::i.¡s. entrr agua 

y aceite tal qur ~I' = O en co(_•xi.stencia. Entonl·es f(p 0 ) = /\Pw).El valor del tninimo de 

la fll..8e inicroeruuL-.iC::.n f(Pm) dt-pt->n1.k de la cantidad <lP a.nfifiJo ptcseutc-: f{pm) <-'S pequeño 

para concentraciones altas dr anfifilo y grand(_• para baj.(L."' concentraciones. 

En el capitulo 2 ~e hará c-n forma cxpllcita la srparadbn drl gran poteucial canónico 

n .. q en StL~ contribucioues de Lult.o y de suprrficit'. donde (\.stc tiltin10 tendrá la forn1a del 
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ha.niiltonia:no fenon1eu0Jógico dt.• Helfrich F 11 Se ca.kula.rtl. la t•uergfa libn· dt· Pquilihrio 

n.,.:1 para. lo cual será Ut'C"t>.sario escribir la ecuación dr Euler-L;a.p;range . lot C"tHil 1uinirniza la 

euergfa pn.rn una intercara P!-iférica. Se obsc>rvanin las dif(•t entes expn~~iuues para li.. T: ~· c 0 

obtenidas por difereutl!8 grupos dr iuvest igacio."u1 y se rotnt•nt uráu ésta .. -; disc-r<>pancia..o;;. Se 

db;cutcn Jos rcsultndos y s<> señala cierta evidencia rxpt>ritnenln.l. 

Posteriormente en el capÍtulo tres se describirá rl rnoddo pa.rabúlico por partes 

para regiollc>S intcrfu..:ia.lt>s d1~ una solución de anfifilos. Se> ohtrndniu soluciuUPs exactas 

para el ca!>o en el cual uo exista el tl!rnlino de Lapla.ciano cuadra.do en la expansión dt• la 

energfa libre (teoria. d;:í.."lica de gradiente cuadra.do). En este e-a.sos<" hallan los '\.o¡tJon~s exactos 

de -y, n., R" y Coy se estudiarán los tCnninos d<" corrrcción n la.s caut idn<lc~ suprrficin.lcs de una. 

intercara plana.Se verá cotno la longitud de Tohnan &1 y otra rorrPción dC" ordPn superior 

62 juegan aqui un papel rnuy itnportautc PJ en el esclarecituiento de Psta polc•1uica. 

En el ea.pftulo cuatro se discuten los resultados obt<•nidos do.•utro dt~ la teoría de 

Laplaciano cuadrado usanrlo el tnodelo parabólic-o por parh.•s para las r.autidades iuterfa

ciales. Se discuten las diferencias existentes entre diversos grupos de invr.stigación. 



17 

Capítulo 2 

ENERGIA LIBRE DE UNA 

INTERCARA ESFERICA 

2.1 ENERGIA LIBRE DE HELFIUCH 

La. energía. libre de Helfrid1 FH dada por la expresión ( 1.3 ) es un funcional de las 

curvaturas de superficie. De esta forma, es posible extraer configuraciones geométricas de 

equilibrio (Jeq, Keq) de este funcional al realizar un proceso de nllu.ima.zación, es decir, que 

para valores dados de co,K, y~ la forma de equilibrio de la. pclÍcula Úqnida. se obtiene al 

minimizar Fu sobre toda la. gama de posibles configurn.ciour..s geométrica..'i. 

Este mismo proceso puede ser aplicado a sb~tenms en los cuales la tensión superficial 

-y es diferente de cero, sumando un término de área a la encrgia elástica Fu. La. competencia 

resulta.ute entre estos dos tipos de contribuciones a Ja energía libre nos Uevn.rá a. interesantes 

predicciones a.cerca de estos sistemas interfacia.les. El gran potencial total de equilibrio O 

del sistema. puede ser escrito como (IJ 

donde nbuuo describe a. las partes homogéneas del sistema y Oaup es de la forma 

flsup = J tls{ -Y - 2K.c.oJ + K.J2 + KK }• 

(2.1) 

(2.2) 

Los coeficientes "• ~ y e.o son conocidos al comparar (2.2 ) que corresponde a. la. ex

presión fenomenológica de In encrgfa superficial con la expresión mccániéo e11tadfstica. para. 
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el gran poteucial de equilibrio nr<J• Para este fin t~ imlispeusnbh• introducir la snpc>rficie 

divisoria de GiLbs ya que la región iuhomogénen se proyecta ~oLrr. esta. 1-111perfide y los cot.~fi

cientes intrrfaciales globales r.,, /'\.y ¡:;;son u ... -.ignados .'1. ella. Como se ha dir:ho ant.eriorn1enfe, 

es necc!tario dividir 1·1 gran potencial de equilibrio fl.,.q en tt~r1ni110.,. de bulto y de superficie, 

clonde éste últin10 t.•st;i divididn eu un tér111iuo <le ;irca y otro térrn.iuo de cuerp;Ía clii.stica o 

de curvado. 

Una. caractt~rÍstica sobrcsalientt> de los coeficientes ittlt~rfa.i.::iales que n.·.~nlltan, es la 

dependeucia t!n la elección espedfka de la supt•rficic divisncia, Ju cual .~s un hecho conocido 

con resper.to a la tcnsilm superficial'"}' [l lJ. 

Hay que tt~ucr en cuenta que Jos caruUios eu los valores de los cocficiuntes intro

ducidos por de.splazmuient.os dt> la superfirie divisoria dentro de J;t región iutcrfacüi.l no sou 

despreciables, pues ellos sou del tuisn10 urden <le n1ng11itutl que los coeficicut.e."I U.'iociaclos al 

orden próximo en curvatura. Asf, el cn1nUio en nt,..dt<> e!> shnila.r n '"YJ. el carubio en '"Y es dd 

mismo orden que n.coJ y el can1Uio en Kq¡ es similar a KJ f5]. 

Otro hecho destacable es que existe una localización especifica de la superficie 

divisoria que generaliza la superficie de tensión de Gibbs, para la cu:i.1 la ecuación de Eufor

Lagra.uge es compatible con la ecuación generalizada de Laplacc [3] con términos de curvado 

dados por Ja ec.(2.2 ). Eatn propiedad es indispensable si se <lc:;ea comparar 0.,q con su 

equivalente dado por la cc.(2.2 ). ya que lu. tnininüzncióu de cSta. últitna couducc u la. 

ecuación de Laplace. Unn vez que la localización de la. superficie divisoria queda fija es 

posible obtener 1~ expresiones para ,.., e-o, K y -;:¡ , In...¡ cuáles son integraJe.o;i a través de la 

intercara. 

2.2 ECUACION GENERALIZADA DE LAPLACE 

La expresión (1.9) ha.Iluda anteriormente pa.rn una gota esférica de radio R ha :d<lu 

generalizada [3] para una situación en la que los términos elásticos c0 , r;, y k juegan un papd 

importante, esto es, para el caso cu que la energ~a el:ística <le curvado es diferente de cero. 

Esta. generalizn.ción es obtenida. cuando se considera el traL<tjo hecho por un dcspla.z.:uniento 

normal de la intercara curva descrita. por la ec. ( 2.20 ) . Para ello se totna. la printera. variación 
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del gran poLenciaJ O con los términos intcrfacialea dados por la <'tmrgia de Helfrich (2.2 ) 

60 = óílbuuo + 76 f ds - 2kt'!'oó f Jd.9 + "'ó f J 2 ds + Kó J Kd . ., (2.3) 

Para un desplaza1nieuto arbitrario y norn1a1 órn de la supel"ficiC? S que representa la. intercara 

se hn. encontrado que [3]: i) El trabajo hecho en las fases homogéneas está dado por 

óf'lbulto = -(P00 - Po) J dsórn, 

donde P 00 es la. presión externa. (lejos de la zona interfacia.J) y Po C.'i la presión interna. H) 

El cambio en el área es 

óS = Jórn. 

iii) Los catnbios en las curvntura..'i principales están dados por 

óJ = (J2 - 2K)ór0 (2.4) 

y 

óK = -JK5rn.. 

Con esto se encuentra que 

Jn = {-(P~ - Po) j ds +-y j Jds - 4kCo j Kds + k j J(J2 
- 4K)ds}órn. (2.5) 

Nótese que se ha. tomado en cuenta que el desplaza.ntiento órn conserva la topología de S, 

por ello k no aparece en esta ecuación, es decir Ja curva.tura. Gaussiana permanece inalterada 

(tcoretna de Gauss-Bonnct). Con todas estas consideraciones y con la condición de equilibrio 

óS'l = O que define a. la ccun.ción de Eulcr-Lagra.ngc, lo cual cstnbler.e una configuración de 

equilibrio (Jeq,Keq). se llega. a la ecuación generalizada de Lap)a.ce {3J 

L:;.P = P 00 - Po= -yJcq - 4kCoKeq - kJeq(J2 eq - 4Keq). (2.6) 

La superficie divisoria que se ha introducido corresponde a la superficie de tensión, es decir a. 

Ja superficie sobre Ja r.ua.l n.cttía -y, la. cual es compatible con Ja ec.(2.6 ). Por ello, si se desea 

establecer una equivalencia entre las expresiones derivadas para el grao potencial íl[p(r)] 

de la mecánica estadfstica. y Ja expresión de Hel.frich, es necc:>ario que ambas satisfaga.u la 

ecuación generaliza.da de Lapln.ce (2.6). 
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2.3 ENERGIA LIBRE DE UNA INTERCARA ESFERJCA 

El sistema que n.quf se considera serán dos fast.-s en coexistencia. sepa.radas por unn 

región inhon1ogénea con sirnct.rfu. esférica de radio R. Podrn1os pensar, por <>jernplo, en una 

gota <le aceite flotaurlu en agua, donde Ja intercara agua-aceite r_-.té ocupada por moléculas 

de anfifilo. Cuando Ja inho1nogenc>ida.d µ(r) posee siu1etrfa esférica el funcional de energia 

Ubre !2(p(r)] toma. la forma 

I I 2 1 clp 2 1 d 2 p 
fl[p(r)] = F[p(r)] - µ drp(r) = 4rr r dr(f(p(r)) + ¡¡A(p(r))(;¡;) - :¡B(p(r))[(d,'2) 

2clp 2 ¡2 +;:;¡;:] } - 4;r¡,~ r drp(r). (2.7) 

donde r es Ja coordenada. radial y se ha considera.do que Ja densidad p no varfa en las 

direcciones O y cp, de ahf las forma.q de Jm,i términos gradiente y Japlaciano cuadrados en 

(2.7). Para encontrar flevÍPeq(r)j es necesario minimizar (2.7) con respecto ni parámetro 

de orden p(r). La función p(r) que minimiza al potencial gran canónico n[p(r)] es llamado 

perfil de densidad de equilibrio p.,q(r) y es obtenido de la primera 'Variación de O, lo cuál 

lleva a escribir la ecuación de Euler-Lagra.nge como 

ófl[µ(r)] = 
0

0, (2.8) 

para este fin se observa. que 

fl[p(r) + óp(r)J - fl[p(r)] = ófl[p(r)Jóp(r), (2.9) 

pero 

fl[p(r) + óp(r)J = 4,,.·¡ r 2dr(f(p(r) + óp(r)) + ~A(p(r) + óp(r))(d(p(r);;;. óp(r)) ¡2 

1 ~ 2d I -;¡B(p(r) + óp(rJJ(;i;:a(p(r) + óp(r)) + ;:"J;:(p(r) + óp(r)))2 - 4,,.µ r 2dr(p(r) + óp(r)). 

(2.10) 

Nótese que 

[~(p[r) + óp(r))J
2 = r~ + "::1 2 = c:~)2 + 2!!¡:.":; + c":;i2, (2.11) 
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pero se están considernudo variaciones pequeña.a, a.sf que [dóp(r)/dr) 2 -o y sola.mente con

tribuyen los dos pri1neros términos en Ja ecuación anterior, adeuui..<1 

:::.2 [p(r) + óp(r)J = ~ + ~:: 
y 

;~[p(r) + Jp(r)] = ~~ +; d::, 
entonces la variación del término (V2 ) 2 se e::icribe de la. siguiente forma 

c:::.2p(r) + drr:.2óp(r))
2 + 4(dcr;2p(r) + dcr;.2 óp(r))(~~ + ~ ~:> 

+~(~+~;)2. 
Al realizar la diferencia O[p(r) + óp(r)] - !2[p(r)] se tiene que 

y 

f(p(r) + 6p(r)) - f(p(r)) = f'(p(r))6p(r) 

A(p(r) + 6p(r)) - A(p(r)) = A'(p(r))6p(r) 

µ j(p(r) + óp(r))r2dr - µ j p(r)r2 dr = µ J r 2 dróp(r). 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Desarrollando Jas expresiones anteriores e integrando por partes se llega a la ecuación de 

Euler-Lagrangc 

/' - µ + ~A'(p')2 - ~-;f;.(Ar2p') -¡B'(p" + ;p')2 - 2!2 :::.2fr2B(p" + ~p')J 

+-hfrrrB(p" + ~p'J1 =o, (2.15) 

donde las primas sobre f. A y B son derivadas respecto a p(r) y las primas sobre p(r) son 

derivadas respecto a r. Integrando nuevamente por partes Jn. ecuación anterior se llega a. 

(/ - µp) I~= ~A(p') 2 1: -¡B(p")2 1: +~B'(p')2 (p" + ;p') I~ +~Bp'(p"' + ;p" 

+~p') i! +J.' dr[~(A(p')2 
- B(p")2) - -3,Btfp" + ~B(p')2). (2.16) 

r- a r r r 

Ahor~ si se toman como Jfmites de integración a = O y b -+. oo se obtiene una e..xpresi6n 

alternativa para Ja ecuación de Laplace. Para ello se observa que las derivadas de p en a = O 
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y b = oo se anulan~ ya que corresponden n las fases horuogénelL'i intlf'rna y externa, asf, se 

llega a 

.0.P =Po - Poo = (f -11.p) /?:°= 2 f
00 

dr!f.4(p') 2 - B(p") 2 ] - 2 f'XJ dr!{¡p1p" lo r Jo r 

!.~ne'>' +4 3 p • o r 
(2.17) 

donde Po y P 00 son ln..q presiones de la.~ regioues uniforrnes d~ntro y fuera. de la gotn c._qférica, 

respectivatnente. A continuacióu se restriuge la elección de iuhoi-nogcucida.cles espaciales al 

caso de una interfase esférica para In. cual el ancho tfpico 1.11 de enta región es del orden de 

la. longitud de correlación de bulto ~, es decir w :::::: ~. Se ton1a el radio de la esfera tal que 

R » w. Los volú.r:ncnes de las regiones uniformes (dentro y fuera. de la gota), denotados 

por V.n y Vezt están dados por 

V.n 411'" foL r 2dr 

"Vo-:rt 471'" lL r 2 dr, 

donde L es un número muy grande, L -+ CXJ. A continuación se hace uso de la ecuación 

(2.16) con IÍmites de integración a =O y b = R y dcspué8 a = R y b = L en 

íl[p(r)] = F[p(r)] - 4-rrµ j r 2 drp(r), (2.18) 

,. 1 2 ,. 
n{p(r)J = 4rr lo r 2dr{1/2A(p') 2 - ¡B(p" + ;:-p')2} + 47r lo r 2 dr(f - µp) 

J, L 1 1 2 f'-
+47r R r 2dr{ 2A(p')2 - ;¡B(p" + ;:P'f4

} + 471" ln r 2 dr(f - µp). (2.19) 

Si se utiliza la ec.(2.16) se observa lo siguiente 

(f - µp) J{f-= ~A(p')2 llf -iB(p"f' f/i +~B'(p') 2 (p" + ;p') f/f +~Bp'(p"' + ~p" + ~p') f/l 

+ fn dr(~(A(p')2- B(p")2) - :!,ap'p" + ~B(p')2}. .fo r r ~ 
(2.20) 

Se sustituyen estos resultados en la expresión (2.20) observando que 

(f - µp) lo= Pu 
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y 

(2.21) 

Puede verse que Jos términos anteriores están asocia.dos a expresiones de Ja forma 

y esto nos indica el traba.jo termodiná.znico en las fases homogéneas interna. y externa -Po V.n 

y -PL Vezt• A continuación se realizan por partes las intcgrn.Jes del tipo 

j ~{A(p')2 - B(p")2 }dr 

y se rCllgl'upan los términos en potencia.Y de ~ para encootrar la cxprr.sión para el gran 

potencial de equilibrio, la cual resulta ser 

l'leq = -PoV.n - PL Ve.rt + 4n-{fot.. r 2dr[A(p') 2 - B(p'1 )
2J - LL 2r1lrBp'p" 

+2 fL dr(A(p')2 - B(p")2 - !.a¡Jp" + ~B(p')2][~ - ~]. 
Jo r r 2 3r 3r 

(2.22) 

Se introduce a.hora la varia.ble e8pacial z = R - r para reescribir la f?c(2.23), pn.ra ello se 

despreciarán los términos de orden mayor que 1/R2 , de manera. que enlplca.ndo 

(2.23) 

Si r = O, z = R y si r = L, z = R - L; dz = -dr y r = R - z con estas consideraciones 

obtenemos 

{R-L (R-L 
fleq = -P0 V.n-PLVe.rc+47r{JR -(R-z)2dz(A(p')2 -B(p")2]- Jn -2(R-z)dzBp'p" 

rR-L d ( •¡• ( ")2 1 ' " 2 ( •¡•¡¡ z3 n• (R )R] +2Jn - zA(p -Bp -~Bpp +(R-z)2BP 3(R-z)+ - -z . 

Reagrupando los térnúnos en potencias de -}¡ y cambiando los lfmites de integración :;e llega 

fina.Intente a 

S'leq = -PoV¡,. - Pr.Ve%t + S{/_L dz[A(p')2 - B(p'')2J- -R
2 

f_L dzBp'p" 
-R -R 

+ i!2 1_: z 2 dz(A(p'¡2 - B(p"¡2]}, (2.24) 
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donde S = 47rR2 es el área de la. esfora d1~ radio R. Nótc:-;e que fo ... .., iule.L?;rn.les de• Ja t:'cw1.dón 

(2.25) devcnden de la ubicación exacta R de la superficie divhmria, pero la.-1 cémtida.AJes L::J.P 

y Oeq no pur.deu depender de ella por lu.s razoucs expuusta...<:i cu Ja. sección 1.7. El critnrio 

que se seguirá para. la elección de la superficie divisoria R será hacer cun1patiLlc la ccua.d6u 

(2.6) con el f"uncioual de energia libre a.qui utilizado, c-c.(2.7) a 0(1/R2 ). Esta t-!lm:ción 

corresponde a toniar R = R• tal co1110 sf' muestra en la rPfcrcncia [IJ 

n· _ f!_·n· dz[4z.IJ(p)¡/ p" + :.JD(p)(p'fl.J 

- 2 f!:n. dz(z[A(p)(p') 2 - B(p)(p")2 - B(p)p'p''Jj · 

Con esta elección del radio divisorio R• la fortua ele Ja. euergia libre de eqtlilibrio Oeq, 

ec.(2.25). se escriLe de la siguiente forma fl} 

n ... q = -PoV.n - PLVezt + I dr J d.<i{A(p') 2 - B(p") 2J + 2 J dr J daflp'p"J 

- j d1· j d.<ifl(p') 2 (J 2 - F<). (2.25) 

donde, como ya se habfa mencionado, A = A(p), B = B(p) y las prianas sobre p son 

derivadas respecto a la coordenada radial r. La. expresión (2.20) podemos identificarla 

claramente como de Jn forn1a íl = Otmuo + O"'nP• donde f2bu1to = -PoV¡n - P1~v;.:rt y flsup 

tiene Ja forma del hamiltonia.no de Hclfric:h, de aqui que puede cscribinie como 

nsup = J dr J d.'J~-y(r) - 2,,;,co(r)J + K(r)J2 + R(r)K. 

En la. cual se han definido cu formn local los cocficiente.'i interfaciafos -y, c 0 , K y R 

-y(r) = A(p)(p')" - B(p)(p")2 

KCQ(r) = -B(p)p'p" 

K(r) = -l<(r) = -B(µ)(p') 2 . 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

Estos términos tlc superficie definidos en (2.28).(2.29) y (2.30) están relaciona.dos 

con deformaciones de la interfase en direcciones tangenciales a ella y es por esto que tie11c 

sentido dsico dividir el gran potencial en Ja forma hecha aquf. Por otra parte, en el tfmitc 

de monocapas delgadas (lo cuál es razonable) las cantidades p' y p" son funcioucs bien 
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localizadas (tipo delta.) de r que se anulan cu todo su dominio con mccr.pción de un pequciio 

intervalo de longitud tt10Ject1Jur tt1 ~ (, donde ( CH Ja. Jungjtn<l de Correlación de Üu)to Y 

donde Ja. frnuja está centrruJa alrededor del radio R ele la gota con R ::»- i:v. Si se to111a 

el lfmítc donde a:7/R -Jo O, las integrales du volumen de (2.26) pucdr.n ser Neparadas en 

integrales radiales y de superficie y con ello nou oLtcnidns la.<> l~Xprt·siones globales para 

-y~ j drfA(p)(p') 2 
- B(p)(p")2J 

KCo = - J clrB(p)¡.lp" 

,.., = -~ = - / clrB(p)(p') 2
• 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

Es interesante observar que }ll.8 exprcs:iones (2.31), (2.32) y (2.33) para los cocti

cientcs interfacialcs tienen Ja misma forma general parn todas las cotúigurncioncs gcon1i'tricas, 

pero sus vn.lores dependen de In curvatura. Ello es fácil de explicar debido a la depcndcnda 

de A y B en p(r) y n la dependencia misrun de p(r) en la forma de la. superficie. 

Otra propfoda.d de las expresiones antcrior(!S que Ua.nia la atención es que ¡.¡j se 

considera B como una COl16ta..utc independiente de p • la curvatura espontánea co se anula. 

&to último se vé clarrunentc si se integra por partes la ec.(2.32) 

"CO = - j drBp'p" = -B(p')2 f~oo +B f p'p''dr. 

El término -B(p') 2 J~e>o= O pues se refiere a. Jas partes bmnogénen.s del sistema y cntonccl'J 
< 

"Ca = -2 j drBp'p" =o. 

es decir 

1c:co = O si B es independiente de p. (2.33) 

Otra propiedad que se desea. enfatizar es que la ec.(2.33) establece que las 2 constantes 

elásticas de rigidez están relacionada..'i un.a a otra. como 

(2.34) 



Esta fll'i una pr<?lHcciou n·sic.J. t¡ue se sigue corno con.:.ecucucü1 dP Ja rna.ur.ra en la que se 

separó Ja cuergfa libre, aUIJ'Jll<! esta predkcióu es indcpemJjeutc <ld uwddo local utHizado y 

vil.Jida cu general para fJuÍdos .sin1ples. La forma de Ja l'c.(2.35) n·flcju. fa coucepdón rfsic::1 de 

que Ja intercara Sf! cornporta corno u1u1 pJaca dtdgada cl:í ... tica, ir1n1paz de soportar csfnen'!os 

cortantes f:JJ. A esta pJaca. se fo asocia uu n1odulo <le Yo11ug E y uua razón de! Poissou <T, 

de ta.J forrna que ~¡ He cousidcra Ja región iutcrfi1ciaJ como una placa cldstir.a delgada /<; y R' 

puetleu .ser cxprc>..sados eu téruiinos de E y o- . "•~y Ñ cst;í.n relacionados a través de! [18} 

2(1 - a)=-~. (2.35) 

Pero con ~ = -1 fa. cc.(2.3G) implica q1w 

1 
a= 2' (2.36) 

La cuá.l c.s una predicción 1n11y especial acerca de Ja naturaleza cie Ja iutcrf~c. R("cordernos 

que se eNtá. trabajando con 1uonocnpa.q Jfquida..<J de nnfifilo y para n-Jaterin.les elástico.'i Ja 

razon de Poisson cr = 4 es el valor niéÍ.<J alto permi.siUJc y corresponde a un rrwdio con 

módulo de Lame igual a cero [18J. Es decir, que el material ülástico sólo puede soportar 

co1npresión y t10 asf un esfuerzo corta.ntf?, lo cual correNpoude a un Jfquirlo, t.aJ como debe 

ser esperado. 

A partir de (2.33) se puede inferir que el módulo ,.,;, puede ser ucga.tivo, lo que 

sugcrirfa que Ja encrgfn. Ubre sic1np;·c favorece supf'rficics fuertemente curva.das y esto no es 

observado en las fnsrs laminares, por cjen1plo, pero este no scrfa ("l caso cuaudo cJ t6rtnino 

don1inante es Ja tensión superficial [lJ . Se enfatiza. también qun de Ja.<J cc.<J. (2.~1), (2.32) y 

(2.33) que..,.., ea. 1e y ~se advierte que estas cautidadc._q dependen de la for11111. de Ja intercara 

y no tienen va.lores ab!'lolutos, esto es, que interfa..<tcs descritas por diferentes curvatura . ., 

tienen tarobien diferentes perfiles de densidad p(r) y por Jo tuHto, dífcrmitc." vu.lorr..s para 

Jos coefidet1tes intcrfa.ciales. 

Partiendo del tnismo funcional de energfa libre (cc.(1.17)) Gornppcr y Zsclmckc 

(12], [13], y Blok.huis y Bedeaux [8]. [9J considera.ron interfases esférica., ciJfndrica y plana. 

Ellos dedujeron expresiones para Jos términos iuterfa.ciafos -y, co. /<; y;:\;'. Estos grupos refiercm 

swr resulta.dos al perfil de densidad. de Ulla intercara. plana Po(z) pa.ra que sus coeficient~ 
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no dependan de las curvaturas J y K. Sus resultados para una interfase esférica de radio 

R, para la cual J = --k y K = J}z. son 

"'(p = Aj dz[póJ2 
- ll J dz[p~]2 (2.37) 

(2n·c-0)p =Aj zdz(p(,] 2 
- B J zdz(pQ]2 

- µ.1 J dz[fJO(z) - Pob] (2.38) 

y 

(4K + ~)p =AJ z 2dz(p(,] 2 - B J z 2,lz(pQ]2 - AJ dzp 1 (z)pÓ(z) + B j dzp1
1 (z)pQ(z) 

-µ¡ j z2dzp~(z) - ~ J clz[p1 (z) - l'lb(z)] - µ2 j dz[po(z) - Pott(z)]. (2.39) 

donde el sub,ndicc p ha. sido colocado para resaltar que los coeficientes interfacialcs son 

referidos al perfil de densidad y n.l potencial qufmico del plano. Nótese que la definición 

de /e difiere por un factor de 2 en las referencias [9) y [13] . Laq ca.nti<la.cles p¡(z), µ 1 y µ 2 

están referidas a una expansión del perfil de densidad p(r) y del potencial <1nfmico µ de una 

esfera. en potencias inversas de R (con R > 1) 

p(z + R) = Po(z) + Pt (z) .¡¡ + P2(z) ~2 (2.40) 

1 1 
µ.=µo +µ1R +µ2 R 2 · (2.41) 

El perfil de densidad de referencia Pb(z) en Jnn ecs.(2.39) y (2.40) es la. función escalón 

Pb(z) = p¡8(-z) + p.,O(z), (2.42) 

donde PI y p., son las densidades de bulto de las fases l'quida y de va.por, rCHpectivamente, 

y O(z) es la función de Hea.viside. En este trabajo [9] se supuso que A y B era.n constantes, 

micntra.'i que en la. referencia [13] i:;ólo D es constante. En este último traba.jo la curvatura. 

espontánea. eo y la longitud de Talma.u 6 1 se consideran canti<ln.dc.'i equivalentes, lo cual 

ya. vimos en el primer cap,tulo es discutible, pues ta.les cantidades poseen significado f'Ísico 

distinto, la relación entre estas ca.ntida.d.c:>i, ec.(1.14), es solamente posible si la. curvatura se 

considera fija, suposición que no se cumple en los cálculos anteriormente desarrollados. 

Si se comparan las ecuaciones (2.38) y (2.31) se obsc.rvnrá una concordancia. entre 

las expresiones para. la tensión superficial "Y· Sin embargo, cuando son comparadas las 
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ccs.(2.30) y (2.40) con (2.32) y (2.33) se requiere de un lahorioso a.uá.li..~is (I} para. e.stnblect?r 

una posible conexión entre los doR conjuntos de cxprcsiom ... '>9. Uuo <lü los objutivoH de este 

trabajo es explicar estns divergencil.18 discutiendo el siguificn.do n~dco que le es 8.8ignado 

a cada una de las cantidades intcrfacia.Jcs involucradas, como la longitud <le Tuhnan J 1 y 

correcciones de orden superior a la tensión superficial 7 . 



Capítulo 3 

MODELO PARABOLICO PARA 

UNA MEZCLA DE AGUA, 

ACEITE Y ANFIFILO 

3.1.-JUSTIFICACIÓN FÍSICA DEL MODELO 
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G. Gompper y S. Zschocke {14} basan su análisis de las propieda.clcs clástie&1 de 

una monocapa de anfifiJo en un funciona.J de energía libre Of.P(r)J como el que se escriben. 

continuación 

(3.1) 

Donde q, se relaciona con Ja variable p que se ha venido manejando n través de p = !CI +,P). 

Nótese que este funcional es básica.mente el mismo que se introdujo en (17), con la diferencia 

de que el coeficiente asociado al término laplaciano cuadrad.o es independiente de 4, en (3.1). 

En este rnodelo el par.áu1utro de orden <?8calar ..P(r) es proporcional a la diferencia Jocal de 

las concentraciones de agua y a.nfifi.Jo, r/>(r) - .Po - 1'w· Nótese que el funcional (3.1) no 

condene en forma explÍcita los grados de libertad de las moléculas de anfifilo, r.omo su 

concentración, .sin embargo la presencia de éstos está contenida en la forma especÍfica que 

toman las funciones/(</>) y A(<;I>). 

A fin de modelar este tipo de sistemas se considerará Ja coexistencia tcrmodinámicu. 
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de tres fa.ses: una fase rica en agua con 9 = ~..,; una fase rica en aceite con 9 = ~º y unn 

fase microemulsi6n con cP = <?rn.. las cuales son fases homogéneas. Para que esta triple 

coexistencia sea. posible la densidad de energ{a libre f debe poseer tres tninimos loca.les_ 

Se sabe que en coexistencia de fa.ses las variables termodinámicas intensivas como T,p y µ 

toman los mismos ... ·alares, asi que se tomará. la diferencia de potencial qufmico entre agua y 

aceite tal que µ. = O en coexistencia.. Los mfnhnos de la dcnsid~ de enersia libre J en una 

y otra fase estarán a la. n1istna. altura, es decir, J(r/>o) = f(4'w)- Por ot.ro lado, el "-a.lar del 

mínimo en la fase microemulsión f(t:J.m.) dependerá de la. concentración de anfifilo presente: 

/(9m) tendrá un valor pcqueilo para grandes concentraciones ele anfifilo y será. alto en el 

ca.so contrario. 

La estructura general de la función A(9} en (3.1) viene determinada. por los re

sulta.dos arroja.dos por experimentos de dispersi6n de radiación realizados por Teubner y 

Strey [16] en laa tres fa.ses homogéneas. Ellos muestran en un estudio [16] que un espectro 

de dispersión de rayos x a pequeños ángulos presenta un singular pico ancho (figura 3.1). 

La posición de este máximo vada sistemáticamente con la concentración de anfifilo y con la 

razón de agua a aceite. La a.niplitud de dispersión es más alta cuando las cantidades de agua 

y n.c~ite son muy similares. En este trabajo se observa una dependencia ca.ra.cterfstica q-4 

de la. distribución de intensidad I(q) para vectores de onda q grandes, lo cuál se atribuye a 

la existencia de una. interfase interna bien de.5.n.ida formada por una monocapa de moléculas 

de an.6.filo. 

Figura 3.1. Distribución de intcnsid3dcs l(q) obtcn!da en cxpcrirncntos de 
dispersión de rayos x_ Fuente: rcfcrcnc1a [16]. 
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Obsérvese que el funcional (3.1) es un caso esp<..-cial de la energfa. libre de La.ndau 

F = J f(<f>. Vq,, V 2 tP)d3r que resulta de un desarrollo de la deIU1idad de cncrgfa libre f en 

potencias del pará.rnetro de orden y de sus ftuctuacioncs 

(3.2) 

El orden al cual la expansión a.utr.rior se trunca depende del problctna particular c¡uc sa C'.$té 

tratando y del grado de precisión bUBCa.do en la descripción del mismo. Existen diferentes 

ejemplos donde (3.2) C".S aplica.da, ellos difieren en el número de coeficientes distintos de 

cero y en su signo. Para explicar las caractcrfstica8 tlpicn.s de la.<1 curva.q de dispersión de 

microemulsioncs es suficiente con tomar la siguiente combinación de coeficientes [IGJ 

a, .= O con excepción de a2 > O y 

c. = O con excepción de c1 < O y C:l > O, (3.3) 

se retiene sólo a2 > O en (3.2) ya que para fluctuaciones pequciia.."I en uua. fase homogénea 

isotrópi~ términos mayores que el segundo en 4> pueden ser despreciados. La razón para 

tomar c 1 < O es que en las microcrnulsiones un rnsgo típico es la tendencia de lus agentes sur

facta.ntcs a. crear e.spoutáncnu1ente intercaras (17). Es por esto que c 1 < O~ un ingrediente 

esencial de las microcn111lsioncs. 

Si se cousidera la elección lu. .. -ch.a en (3.3) de IDB coeficientes del desarrollo (3.2) y 

el cambio en la encrgia libre debido a. las fluctuaciones del pa.rárnetro de orden, tt«~ obtiene 

la. siguiente expresión para. la. distribución de intensidades de dispersión I(q) (16) 

(3.4) 

Estos experimentos de dispersión de rru:liación realiza.dos en las tres fases homogéneas <Pu,, rP0 

y 4'm han mostrado que el pico pronunciado mostrado en la figura. 3.1 se presenta a un vector 

de onda q rf. O aobuneutc en la. fase n1icroernulsión, rnicntras en las <los ta.ses homogeuea.s 

restantes, este pico ae observa sólo cuando <J =O.Por otra parte, la for1na. funcional de la ce. 

(3.4) predice un má.ximo singnla.r si c1 < O y un decaimiento proporcional a q-·t tal como 

ha sido observado en los experimentos. 
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Figura 3.2. Modelo parabólico por partes (caso simétrico). 
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Figura 3.3. Fonna de la .función A en el caso simétrico. 
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3.2.-MODELO PARABOLICO POR PARTES 

En Ja sección anterior Hl! discutió la. uccesida.d <le que In. <lcm;ida<l de energía. libre 

f poseyera. tres 1nfnin1os loca.les corrcspondicntus a. la triplü coexistencia de fa.."ies. Para ello 

He utilizará. un modelo parabólico por pn.rtcs {19] que resulta. conveniente en la realización 

de los cálculmt:. En eRtc modelo f ton1a la. forma 

f(<P) = Wmr/;~ + fo si tf>o_ < <P < t/>o+ (3.5) 

y 

f(.P) = w.(.P - ,P0 )
2 si .¡,<<Po-. 

donde <Po+ y <Po- están definidos de tal forma que f es cont.iuua. en c.<Wa intervalo( figura. 3.2). 

ww, tllni y w,. son parámetros a.justabJe..q del modelo (son la curvatura. de la. energia libre), 

y fo ca el potencial qufmico de Jn..q 1nolécu)a:~ de anfifilo. El pa.ránmtro fo hn.ja o sube la 

parábola del centro y co1no se 1nencionó anteriormente fo es pequeño para concentraciones 

altas de surfactante y b'Tan<lc en cnso contrario. La. función A(Q.>) t...~ una función constante 

por partes (figura 3.3) 

A(t/>) = Aw. ai 4'o+ < 4> 

A(Q.>) = A,..., si <Po- < t/> < <Po+ (3.6) 

A(.P) =A •• si.¡,< <Po-· 

3.3.-TEORIA CON GRADIENTE CUADRADO 

Se presenta. a.qui un ca.so sencillo en el cuál el término de laplaciano cuadrado c¡ue 

aparece en el funcionn.l de energia libre O[Q';i(r)] de la expresión (3.1) es nulo. Se trabajará 

ahora dentro de la teorfa clásica en la cual B = O y se obtendrán resultados exactos parn. 

las diferentes cantidades interfacia.les. En este caso la cnergfa libro es de In forma 

n(,P(r)J = j d 3r{(Vq,(r))2 + f(,P(r)) -1•.P(r)). (3.7) 

Nótese que se ha fijado A(,P) := l. Se hace ahora. una aproximación de doble parábola 

para f(i:/J), la cual simula Ja coexiNtencin <le dos fases (agua y aceite en ec¡uilibrio). Asi, la 
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densidad de cncrgfa libre f poseerá dos mfnimos locales (figura 3.4) 

f(,P) = w+(.P - .P+)2
, si .P >O 

y 

f(,P) = w_(q, - .P-)2
, si .P <O. (3.8) 

Figura 3.4. Aproximación de doble parábola (teoría de gradiente cuadrado). 

Y ya que se pide que f sea continua en 4' = O se tiene además que 

(3.9) 

E'1 el contexto de este modelo clásico es posible calcular con exactitud los perfiles de densi

dad ~(r) (que minim.izan 0[,P(r)]) para las intercaras plana y esférica. Los perfiles estarán 

dn.clos por dos funciones 4'>(r) >O y 4'<(r) <O, las cuales serán unidas en r =O y r = R 

(para el plano y para la esfera, respectivamente) de tal forma que el perfil de densidad y su 

primera derivada sean funciones continuas. 
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Para C$te fiu se plantea. la ecuación de Eulcr-Lagra.nge para cada pa.ní.hola Je t3.8). 

considerando In. primera variación de n t.al con10 se hizo en la sC'Cción 2.3. Teueruos 

Imponiendo la condición de equilibrio, 

&fl(4>(r)] = O. 

la ecuación EL para una interfase plana para. la cual µ. = O es 

que se traduce en 

24>"(x) = /'(4>). 

2rp"(x) = 2w+(<P(x) - 4'+) si ,P(x) >O y 

2..P"(x) = 2w_(tJ.i(x) - .P-) si f/J(x) <O. 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

La solt1ción encontrn.da para. la ec.(3.12) observa d co1nportanl.iento adecuado, 

pues para x -+ ±CCI (lejos de la intercara localiza.da en x = O ) la densidad ,P(x) tiende a 

valores constantes rjJ(x) -+ 1'±· Esta Holución se muestra a continuación (figura 3.5) 

,P(x) = r,p_(l - eº-"') ei x <O 

(3.13) 

donde 

ª± = v'W'±"· (3.14) 

Se sabe que las cantidades interfncialcs "")', co. ~ y ~ cstñ.n dadas en términos de las 

integrales del perfil <P y de sus derivadas a lo largo de la intcrfa..<>c. Si se toman la..«1 expresiones 

dadas por [9} y por [13) para estas cantidades, ~e observa que la tensión superficial es 

')' = 2 J00 

[.P'(,x))2dx = 2 jº {</>~O~e2º-%}dx + 2 roo {4'~et~e-2n+r}d:z: Ó 
-oo -oo lo 

(3.15) 

Para. la constante de rigidez ,.., se observ-d. lo siguiente 

1
~ -B 

K. = -[4''(x)]2d.x. pero B =O, entonces esta ca.utidn.d t>e anula. 
-~ 2 



d(x) 

Figura 3.5. Perfil de densidad de una intercara plana (caso clásico). 
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Figura 3.6. Perfil de densidad de una intercara esférica (caso clásico). 
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"=º· (3.16) 

Mientras que para Ja consta.nte de rigidez para deforu1aciones, R", se tiene que 

Para. realizar esta. integral se usa la sigulentc fórmula 

l oo Tl.f n 1 

-oo xn[<P'(x)]2d:z: = W+<P! (2o+y•+l + (-I)"w-4'~ (2o_)n+l (3.17) 

y utiliza.ndo la identidad (3.14) HC halla 

R: = !_tl_ + .!.~. 
2,,,lw+ 2~ 

(3.18) 

Para Ja curvn.tura espontánea se encuentra 

-KCo = ¡_: x[..p'(x)j 2 dx, y utilizando Ja expreaión anterior (3.17) obtenemos 

-11;eo = 9'>! - 4"~- (3.l!J) 

Se tiene a.si caracterizada en forma. completa la intercara entre agua y aceite en 

el ca.go clásico a.qui visto, en donde las ca,ntjdades relevnntes están dacias en términos de 

Jos pa.rátnetros de este modelo (4'+. <P-. w+ y w_). Sin crnba.rgo, para entender con mayor 

profundidad este tipo de sistemas intcrfa.ciaJcs se !tace necesario nna.lizar Ja. aituación en 

Ja que la regiou interCa.cial no es una superficie plana. sino que se encuentra curvada. (La 

superficie plana puede ser vista como una superficie curvada. con radio R de curvatura. 1uuy 

grande, R _. oo). 

Se anaJiza.rá el caso en el que la regióu que separa a las rcgioues ricas en agua y 

en aceite es una superficie con simetria. esférica. (nuevzu:nente dentro de la teoda gradiente 

cuadrado). Para este fin, se observa que definiendo 

f/>±µ = t/:>± + 2:;,± 
µ• 

f± = -µf/>± - --, 
4W± 

(3.20) 

y empleando del modelo de doble parábola. (3.8), se put.."Cfe escribir f(<P) - ¡,q, de la siguiente 

forma 

f(,P)-µ<f>=w+(.P-</>+µ) 2 +f+, si</>> O 
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y 

/(</>) - µ</> = "'-(</> - <f>_,,¡2 + ¡_, •i </><o. (3.21) 

El perfil de den:;iida.d de la intercara. esférica estará dado por dos funciones 4'> (r) > 

O y 4><(r) < O las cuales son ibrualadas en r = R (radio de la esfera), de tal forma que el 

perfil y su primera. deriva.da. sean continuas. Ta.les fuudone.<J deben satisfacer la ecuación de 

EL (Eu.Jer-Lagra.nge) en coordenadas esféricas 

2</>"(r) + ~</>'(r) = /'(</>) - µ. (3.22) 

Nótese que se cstii Nuponicndo que existe sin1etria. ra<lial, por ello no aparecen los angulas 8 

y ip en el término gradiente de la ec.(3.22). Para desarrollar el lado derecho de <~sta ecuación 

se deriva (3.21) respecto a q, y se escribe Ja forma final de la ecuación <le Euler-Lagrange 

2rJ>"(r) + ~4>'(r) = 2tn+(4> - <P+µ)• si r > R 

y 

24/'(r) + ;rP'(r) = 2w_(cp - 4'-µ), si O< r .5 R. (3.23) 

La solución a las ecs.(3.23) es el perfil de demiidad de equilibrio de una gota esférica de 

radio R. Dicha solución se muestra. en la figura. 3 .G y está dada por 

R (senh(a_r)) 
t/J(r) = ..p_,.{l - (senh(a_R)) r } para. O< r:::; R y 

y 
R e-ª+'" 

<J>(r) = cf>+µ{l - ;=u:;n-r-} parar> R. (3.24) 

Nótese que q'> = O en r = R . Otro punto in1portante es la continuidad de este perfil y de 

su derivada en <P = O, lo cual a.-iegura. que ln.s funcione¡ <P'<. (r) y r/>'., (r) se unen suavemente. 

Si se deriva la expresión anterior se llega a 

</>'( ) R a_ cosh(a_r)r - sinh(a_r) . 0 R 
r = -<P-µsinh(o-R) r2 ' 81 < r < 

y 
</>'( ) ..1.. R -a+rexp(-et+r) - exp(-et+r) . R 

r = -'YI+µ exp( -et+R) r2 ' s1 r > • (3.25) 



37 

por lo tanto 

cP'(R) = -t/J-µ.(0t_ coth(a_R) - -it:> evaluando por la. izquierda, 4'~(R) 

y 

ql(R) = -t/>+µ.(-a+ - ..j¡> evaluando por la. dcr~ 4''>.(R). (3.26) 

Debido a la condición de continuidad del perfil en tP = O y a la expresión anterior se tiene 

la condición 

(3.27) 

Ahora se considera. que la gota. es grande> R -... oo, mientras que a_ es una cantidad finita. 

Debido a ésto, los términos de órden e-0 -R serán despreciados y entonces coth(a-R) R::: l. 

Con estas consideraciones la condición de continuidad (3.27) se traduce en 

pero de la definición {3.20) puede reescribirse In ecuación anterior como sigue 

(</>++~)(a++.!.¡=-(</>-+ ~)(o_ - .!.¡, 
2w+ R 2w_ R 

sustituyendo la. ec.(3.20) y reagrupando t..énninos se encuentra. que 

1 1 14-v'W="CI + yW+R> + ...¡w:¡:c1 - ,,¡w::-n>l = -2(.P-w-v'W+ + .P+w+,/UC 

2tP-~ 24'+~ 
+ R - R . 

Entonces 
-2(cP_w!w+R + tf>+w.iw_R) + 2..P-W+W- - 2t/>+W+W-

µ = w_...¡w+R + W+~R - W+ + w_ 

de manera que se obtiene la siguiente expresión para el potencial quirnico µ 

2w+w-[(.P- -</>+) - .P-..füi=R-.P+...¡w:¡:R] 
1' = Rvfw+w-CVfii=+ v'fii+) +w- -w+ • 

la ecuación a.nterjor es de la forma 

M+NR 
µ=75Jl+P· 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 



donde R es el radjo de curva.tura y 

de esta f"or1na 

y &SJ, 

es decir 

N"' -...,tW::.P- - ,;u;+</>+• 

0 =< ,/w+ W- ( .,¡¡¡¡¡- + ..liü='J 

M N . Lfrn N N 
µ = CiJl'+"P +O+ P/R s1 se toma~ O+ P/R -+ O 

J'J N 
µ = OR+P + 75' 

2(.-,ó- - .P+)W+W-
µ = R,/w+w-(y'íii++ VVJ=) +w- w+ 
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(3.31) 

Nótese que e) potencial quhnico es la suma de dos térininoa, uno proporcional a 

-k y el otro proporcional a .,Ju , este último puede a..•mciarse al potencial quimico µ 0 de Ja 

intercara plana (en algunos casos se fija µo= O). Si se define 6µ = µ - µo se tiene 

A 2(4>- - r/J+)W+1»-
~µ = 

R.,/w+ W- ( ,,¡w+ + VU:CJ + w_ - w+ 
(3.32) 

Nueva.nieute, se observa que Aµ es de Ja Forma 

con M, N y P definidos por (3.30b), entonces 

ó.µ = .1~1 +P/NR 

y si se toma. R-+ oo, recorda.udo que m - l - X cuando X « 1, 

Aµ= ~(1 - _:'RJ, 
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pero se están considerando solamente ténninos de O( l / R) entonces obtenemos finalmente 

(3.33) 

y además el desarrollo L!J..µ =::= µ. 1 R- 1 + ... implica que el término de correción µ 1 al potcncin.J 

quimico es 

JJ.J = ...Jw+w-(..¡w+ + ~) · (3.'14) 

Se tiene asf una ffit.."<Jida del término de corrección en función de los parán1etros 

del modelo parabólico por pa.rtr_o; aquf utilizado. Por otra parte, puede calcularse Ja. cnergia 

libre dfl Ja. región interfacial en términos de IUB mismos parámetros. rstá dacia. por 

{},,up = S{[-.p_,.q,~(R)] + [.P+,.</>'.,(RJ]}, (3.35) 

donde S = 4rR2 es el área de la intercara esférica y q,~(R) CH Ja derivada izquierda del perfil 

evaluada en r = R. Estas derivadas izquierda y derecha. fueron encontradas anteriormente 

(3.28), de manera que sUBtituyendo estos valores en (3.35) Re obtiene 

011up = S{<P2-,,.(o_ - 1/R) + <P!,,.(a+ + 1/R)}, (3.36) 

reacomoda..ndo términos y recordando que ª* = vro± se llcga. u 

(3.37) 

pero de (3.20) se tiene que 

(3.38) 

y sustituyendo en (3.37) se llega a 

~ = R2CVW+-4i! - f+-w-:;_1/2) + R2(..,¡'üi":rjJ~ - f-'W=l/2) + ncq,! - rp~) (3.39) 

+R(f- _ f+ ). 
W_ W+ 

Gomppcr y Zschoclm obtuvieron de acuerdo a sus criterios Jl2J y [13] cou sus 

expresiones, el siguicntc resultado para "Y y x:eo 
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Sll8tituycmdo estas expresiones en (3.39) se llega a una ccunción para Ja cncrgÍa libre super· 

ficial 0 811 p f~n térnlinos de lus pará.Jnetros del inodelo parabólico por partrn•i. Esta es 

(3.40) 

Para llegar a Ja ecuación anterior NC utilizaron las t.~xprc~ioncH <le h:co y ele -y para un 

plano, lo cual iu1pJica que In. ec.(:J.40) no t--H exacta. Pn.rn <>.stodiar los términos de corrección 

a. las cn.nticln.dcs intcrfaciales se lu.1.ce uua expa.nsit>u del p~rfil de densidad dt~ In esfera </J(r) 

alrededor <leJ perfil del plano l'J)(z) {tn.I co1110 se hizo una exp¡uuiiou n. prinier ordeu de J'-) 

hasta primer orden en l/R, 

(3.41) 

donde </>(r) está dado por la ec.(3.24) y tl>(z) por Ja ec.(3.13), el tc'>rmiuo de corrección ~1 (z) 

resulta ser 

,P 1(z) = [.P(r) - ,P(z)JR 

{ 
~(1 - exp(c:r_z)) + c'/J_zcxp(o_z) si z <O } 

.P1(z)= ~(1-~...xp(-o+z))+~+zexp(-a+z)siz>O · 

(3.42) 

(3.43) 

En este punto rCtJulta interesante realizar una. comparación entre lo::i f:,.'Tupos de 

expresiones {(2.31),(2.32),(2.33)} y {(2.38),(2.39),(2..10). Eu la rcforeucin [1] el potencial dn 

equilibrio O.,,q se escribe en términos del perfil de densidad de la esfera p(r), n1icntrns que en 

{13] esta energía libre se calcula en térmiuos del perfil de densidad del plano p(z) (rccuérdnse 

que z = r - R con R el radio de Ja esfe.r·a). 0.,q se escribe corno la ... "I contribuciones de la 

parte hotnogéneas del sistctna., {}bulto• de Ja r<'giÜn iuterfnciaJ flH•IP IJH.Í...'i ciertos térrninos de 

corrección debido a. las desviaciones del perfil de la esfera cun respecto al perfil del plano. 

Es decir, 

(3.44) 

donde 

[Ob..icola.z = -P,,V;,. - Pr. v;.rr. 
· L 2 /_L 
[!laup]az = 4n-R2

{/_ dz[A(.p'(z)) 2 J + -R { zdz(A(,P'(z))2J 
-R -ll 

(3.45) 
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y 

fcor1·cccion~.s]G'Z = 4;; j dz{~A,,t/(z)lt>J(Z) -f.. 4¡.q::r/J'1(z)}. 

l-la.reu1u.'J notar qu~ el subíndice G'Z se hn escrito para rcferiruos al punto de vista 

de Jn rcfe,rencin. (13). Natura.hncnte. <"orno st.~ rnruciuuó en d prinwr l"apÍtulu, la. cne1·gia 

total del sisterna no puede depender de la ubicación exacta de la. supt.~rficie divisoria, por 

lo que eJ potencia.! gran canónico t•u hL<; rr.ferencia ....... [l] y [l:J] P~<; d rui.smu. La diferencia 

en Jos n~sultados obt<;nidos pa.ra lo!-> cut_•firientcs int t_•rfa.dn.lcs radica t!JI Ja foru1a de i;cpa.rar 

Jos térruiuos de Ja cnf'rgin. totnl cu coutribucioncs de bulto y dr ~up(•rfich!. Los t~!rn1ino:-1 rle 

(3.45) pueden reacoruodn.rse de Ja si~uientP. fonua 

I 2z z'.l , ... 2 JL , 1, 1 JL .. , fn!lupJaz =A dz{J + -¡¡ + Jl:l }(q, (z)) .. + R -R zdz¡.1.1 <P (z) + -¡¡¡ -n z-dzr/, (z). 

Por otro Ja.do, si !iP consideran a A y B cuino constantes, Ja <!'('".(2.25) para Ja <•uergfa libre 

por unidad de área puede ser escrita de la siguiente forma flJ 

f_
L -2 

-y[Rj =A -R dz[l + ~2 }(q/(z)) 2 (3.46) 

"Co[R] =O (3.47) 

y 

(4~ + ,,-J[R} =O. (3.-18) 

Ya que los térmiuos de curvatura. de la <!nergla libre se anulan. la cc.(3AG) puede ser escrita. 

de In siguifmte forn1a. 

-y[RJ = -r,.(I - ~<<, - ;:2 .r,¡. {3.49) 

En las cxpresioucs nntcriore.-. se ha. e!'-lcrito [RJ pura indicar unn dcpcudt•ncia no

cional rn el radio de curvatura y no en e>I truuaüo rfsico real de Ja gota. usférica y '"Yp es 

Ju teusión superficial de la intercara plana. Los coeficicutcs de Jos términos 1/R y 1/R2 

de In ecuación (3.50) (tfJ y d:,d sou las coreccioues a la. tcnsiún superficial d1_• una. interc-ara 

~férica de radio R que hay que agregar a la tensión sup~rfidaJ do una iutcrcu.ra plana. 6 1 

es conocida. como longitud dr Tohna.u y d 2 P:i una corrección de segundo ordt•11. La longitucf 
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de Tohna..n ó1 satisface Ja ce. (1.14) derivada en d priuu•r capitulo. 6 1 y c52 están daJos por 

[l] 

(:1.50) 

y 

"")'pÓ·.! =A J_L z 2dz(tf>'(z))2 +A ¡_1
• rlzr,p'(::)r/>1 (z) - µ¡ J_L <lzf::'..?r/>'(z) + .!..::</>~ (z)J. 

-U -R -ll 2 

donde se c.~tú. suponil·Udu que 

R.ca.li.zando Ja cowpa.radón de Jos trrininos iuterfacialcs cntrP lrni grupos de PXflr<"..sioues 

expuestos a.ntcriorn1ente st~ encuentra que 

(3.51) 

y 

(3.52) 

Si se escoge como superficie divisoria la superficie equimola.r los momentos de ql (z) se anulan 

y se tiene que 

(3.53) 

y 

(3.54) 

donde el tértnino correccione."I está dado por la ec. (3.45). Utilizando el modelo parabólico 

por partes (3.5), pueden calcularse dos términos de corc>cción ó 1 y ó2 a la tcnRión superficial 

del plauo dentro de la teoría de gradiente cuadrad.o. Para. este fin se hn.r.ii uso del perfil deo 

densidad da.do por Ja ce. (3.13) y la e.xprt>Sión para In. longitud de Tolman dada. por Ja ce. 

(3.51) 

7pó1 =-AJ_º zdz{r,P:_n~ e.xp(2o_z)}-A f
00 

zrlz{.P!n.!_ cxp(-20...._z)+µ1 jº zdzcp_n_ t!Xp(a_z) 
-oo Jo --xi 

(3.55) 
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pero se tif-'ne que 

por lo tanto 

7pÓ1 =:;e"'~+"'~' -µ•<!= + !: >. (3.56) 

Por otra pn.rtc, la corrección de .segundo orden a la tensión superficial del plano es 

f o Jº "' 4-y1,ó2 =A -oo z2dz{rP~n=. cxp(2a_z)} +A -oo dz{-a-_q,_ exp(n_z)[~(l - cxp(a_z) 

J,~ 2 1 J,~ ,,, 
-1~ 1 z dz,P+u+ cxp(-n+z) + - zdz{-

2
-o+ cxp(-o+z) + 1'+ c.xp(-a+z) 

o 2 o tll+ 

(3.57) 

Lleva.o.do a cabo el álgebra correspondiente, se encuentra que Jo¿ e8tá dadn. por 

+~[</>-( ''1 - <1>-¡ + </>+( µ~ + .P+ )]. 
4 ª- ª- ª+ º+ 

(3.58) 

Si Ja densidad de energía. libre f(,P) es simétrica. respecto al origen rP =O, se tiene 

un sistcmu. en el que el agua y el aceite son especiC!S equivalentes, <~decir, la sin1etrfa consiste 

en w+ = w_ y rP- = -4>+- Tornando en cuenta estos valores de si1nctr'a cu las expresiones 

(3.34). (3.40), (3.58) y (3.60) se encuentran los siguientes resultados 

y 

~= Ro¿-2~. 
470 "Y vw+ 

(3.59) 

(3.GO) 
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Los términos de corrección son 

(3.61) 

y 

(3.62) 

Ha.stu este punto se han analizado en forma co1npleta ln..o; propicdadr..s cléistic:i.s 

de una rnonocapu de anfifilos deutro de In teoriu. de gradiente c11adrudo (expansión de la 

encrgia Ubre hasta priuicr orden), utilizando una función parabólica por partes para ruodelar 

la densidad rle energia libre. Se analizaron ftul intercaras cou gcou1ctriu. plana. y esférica. y se 

obtuvif?ron resulta.dos exactos para. las cantidack."S intcrfaciaJe.q ')', Kc0 y;;;:, Se hizo nsirnhuno 

una con1pnración entre los grupo8 de expre~ioncs pn.ra las cautidnclcs interfa.cialcs de interéH 

encontrados entre dos i;rupos de investigación [lJ y [13J diferentes. En el siguir.nte cnpitulo se 

ha.ce una expansión hasta segundo orden de Ja energfa libre del sistema (tcodn. de Ja.placiauo 

cuadrado) y se encuentran resultados para Jos términos ehi.sticos nuevarncntc utilizando el 

modelo parabólico por partes. 
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Capítulo 4 

COEFICIENTES ELÁSTICOS DE 

UNA MONOCAPA DE 

ANFIFILO 

4.1. PERFIL DE DENSmAD PARA UNA INTERCARA PLANA 

En esta sección se extiende hasta. segundo orden la expansión de la. cnergia libre 

de un sistema formado por agu~ aceite y anti.filo. Se utiliza w1 sólo parámetro de orden 

donde éste está asociado a la. diCcrencia de las concentraciones entre agua. y aceite. Las 

desviaciones del parámetro de orden están medidas por términos de gra.dícutc y laplaciano 

cuadrados. La encrgia libre está. dada por Ja. ec.(2.7) con F[tJ>(z)J dado por (1.17). Si se 

considera una. región inhomogénea plana, los operadores V 2 y V HOD siruplc1ncntc deriva.das 

con respecto a. la coordenada. normal a la superficie z, V 2 = d 2 /dz2 y V = d/dz, asf que 

si se considera. la primera variación ófl del gran potencial en una situación de equilibrio 

termodinálnico, óíl = O, es decir. se plantea la ecuación de Eulcr-Lagra.ngc, pu<..-<le extraerse 

de ella el perfil de densidad que minitniza. a la energia libre. La deusida.d de energia. libre f 

está. dada. por el modelo parabólico por partes (3.5) con A(4') dado por (3.6). La ecuación 

de Euler-Lagrangc para. una intercara. plana. es entonces 

-2Bq/"'(z) - A(.p).p"(z) + f'(.p) =O, (4.1) 
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la. cual se traduce en twa ecuación difercncinJ ordinaria de 4o.orden para cada. paráboJa. del 

1nodeJo, esto ~ 

-2Bq/'"(z) - Áwif.i"(z) + 2ww(.P(z) - cPw) =O si <Po+ < r/J, 

-2B<l>""(z) - Arn<l>"(z) + 2w111 4'(z) =O si if:Jo- < r/> <e/Jo+ y (4.2) 

-2Br/>'"'(z) - A 0 ..p"(z) + 2w.,(4>(z) - <l>r1) =O si 1> < if>n-· 

La prin1era ecuadón de (4.2) describe el comportamiento del perfil de densidad r,i>(z) en 

la. región rica en agua, a Ja. cua.J corresponde uua de llL'i pnráboJns externas del toodelo 

parabólico por plU"tes. La segunda ecuación describe a Ja fa.se n1icroe1uulsióu, la parábola 

central, y Ja tcrcPra a Ja región rica en aceite. Se propone una Rolucióu gcnera..1 a (-1.2) corno 

una sun1a de térn1inos exponenciales 

tP,<z> =¿e,., exp(-r,_,z>. (4.3) 

donde Ja suma corre d~de ;i = l hasta j = 4. el fudicc i indica Ja parábola cu que ::se 

está considerando eJ perfil ,P(z), o sea i E {agua, aceite, n-iicrocrnulsion}, Jos exponentes -r;, 

se ajustan de ta.1 forn1a que se satisfaga la ecuación diferendaJ (4.1). Para determinar Jos 

exponentes "Yii He sustituye (4.3) en (4.2) y He obtiene 

-~Bf7.'\Ca1 exp(-r.rz) + ... + 7:.,G.4 l!Xp(-y • .,,z)j- ~f7?1 C.1 exp{'l'dZ) + ... + 7~C,4 exp(7;4z)] 

+w.{C.1 expf')'.1z) + ... + C.4 exp(-y1 4z)J =O, 

reordeuando términos término.-. en Ja ecuación anterior obtenemo~ 

Cil exp(-r.-1z)[-¡B7t1 - ~-y?1 + w.J + ... + C,4 exp(7,4z)[-¡B7~ - ~7~ + w,J =o. 

Por Jo tanto Ja exprc!iión (4.3) es una solución general a fo. ecuación de EuJer-Lagrangc (4.2) 

si y sólo si Jos exponentes '°Y•i satisfacen Ja siguiente ecuación ca.ractcrfstic:i. 

(4.4) 

Por co1uodidad eo Ja notación, t:ica e = - ~ B y 9 1 = ~, entonces Ja ecuacióu cu.ractcrfsticJ. 

se escribe de la siguiente forma 

C")'¡~ - !/ii'~ + W¡ = 0. (4.5) 
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Nótese que (4.5) es una ecuación cuadrática en -r?., y (~xisten soluciones reales y con1plejns 

de acuerdo n ron10 S(! escojan los parlimctros der n1odclo y 1 y 1111 • La solución a. ( 4.5) estli 

dada por 

2_9.±~ 
"Ya.1 - 2c • (4.6) 

Se observa. que si g, > ~las soluciones pa.rn 1?., son rcalrs y si g 1 < V4CW7 las soluciones 

i;;ou cornplr.jas. Sin púrdida de gencrulida.d supóngase que Re tienen !-'olucioncs cornplejas 

2 _0.±i~ 
-,,, - 2c • 

donde 9do = y:ICü}¡' la.o¡ soluc:ioncs de Ja ecuación anterior sou 

(4.7) 

donde M = ~ y N ==: v'9 i';;-9 ?, '"Y~,; es el complejo conjugado de 7?J. Est.e número complejo 

puede ser escrito en términos de su rnagnitud r y de su fase O 

"'Y~ =r{cosO+isinO), 

con r = ../ ftf'1 + N'l y ta.u O= .;,.. La."'I rafees de (4.8) son 

"'Y:, =r 1 12[cos~+isin~] 

y 

(4.8) 

(4.!l) 

Puede advertirse que "Y:; es el nún1cro complejo -r:, rotndo 1T ra.di;:u:ms, as1, si se llruna 

w = ~:j = x + iy donde x = r 112 cos ~ e y = r 112 sin~. entonces -w = ~:; = -x - iy. 

Por otro Ja.do, J¿J.S r¡Jcr_ .. de -y?,· = r(cos ~ - i sin ~) son w• = x - iy y -w• = -x + iy. En 

resumen, las cuatro rn.i'ccs de (4.4) son w. -w,w'" y -c....>'". Inscrtnudo <...-Sta. .. soluciones rn la. 

cc.(4.3) se encuentra que el perfil <ft(z) cst1i da.do por 

c/.>(z) = exp(xz)[C1 exp(iyz) + C:1exp(-iuz)J + cxp(-.:r.z)[C:!Pxp(-iyz) + C.1 cxp(iyz)]. 

(4.10) 

En este punto se pide la condición de que el perfil de densidad de equilibrio rp(z) 

sea una función in1par con el fin de considerar lo:-i vn.lorcs de hL"'l densidades de agua y aceite 
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4-oc y <Po de signo coutr1u-io, es decir, efJu = -t/i,.,, si se impone la condición </>(z) = -q,(-z) se 

llega a la conclutdóu de que c!'llo es posiblr solu..n1ent(.• si se curnplP que las a.111plitudt.•s CHtñn 

relacionadas unas con otras corno sigue 

De tal foru1a que sustituyendo <>n (-1.10) Me obtiene 

</>(z) = Ci[cxp(x + iy)z - exp-(x - iy)zJ + C.1fexp(x - iy)z - <!Xp(-x + iy)zJ, 

el perfil de equilibirio está da.do por 

rb(z) = 2C1sinhwz+2C3sinh(w•z). (4.12) 

Por otro lado, si la. parte re.-U de las rafees de {4.4) es cero entouce..s tcnen10."i 

l'/>{z) = Ct exp(xz) + C2exp(-xz) + G 3 t'."xp(xz) + C 4 exp(-xz). 

ltnponiendo nut?vanmnte una coudicion e.Je imparidad sobre ..P(z) y ccntrc:1.11do la. atención en 

el caso en que z _., <X>, se observa qur. el ténnino C 1 exp(xz) + C 3 exp{xz) diverge, lo cual 

e.a.rece de sentido t°J.Sico, as{ que para .::: _., oo (lrjos <le Ja zonn intcrfacial, en la región ricn 

en a.gua del 111odelo) obtenernos 

cP(z) = C2 <•xp(-xz) + C 4 exp(-xz) si z--+ oo. (4.13) 

De la n1isma forma, si z -+ -oo (en la rcgiún rica en aceite) los térntinos -C1 exp(-xz) y 

-C3exp(-xz) divergen y se llega a 

tj>(z) = -C2 exp(xz) - C 4 cxp(xz) si z --+ -!X>. (4.14) 

Rcsu1nienclo todas Ju .. -; consideraciones anteriores, se tiene la siguiente cxpresilln 

para el perfil de densidad de un sist.enta forrnado por agua., aceite y n.nfifilo, donde la 

1nonocn.pa de anfifilo tJs una región interfar.ial plana.. Se considera <¡ue Ja pcl1cu1a de anfifilo 

tiene un ancho di= 211 don<l<' la 1nag11itud 11 es función de los puntos doudr la.s par:í.huJa..o.¡ 

del modelo se cruzan tPo+ = -<Po-, 

cít(.:) =-<Pu•+ C2exp(xz) + C.t r.xp(xz) si:: E (-oo, -/1), 



ESTA 
Ul\ll 

TE$1S 
nt= 1 • 

Ng DEIE 
P"1UBTECA 

tP(z) = 2C1 sinh(wz) + 2C3 sinh(w"' z) si z E [-l¡, li) y 

tP(z) = tPw -C2cxp(-xz) -C4 cxp(-xz) si z E [11,00). 

x(z:) 

Figura 4.1. Perfil de densidad de una intercara plana (teoría de laplaciano 
cuadrado) 
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(4.15) 

En la. figura (4.1) se inuestra un aspecto de este perfil para una solución de las 

constantes C's y de las rafees de la ecuación caracterÍstica (4.4). Es necesario decir que 

el perfil exacto de Ja intercara plana es conocido una vez que se hao deterrninado dichas 

amplitudes C' s, para ello se plantean condiciones de continuidad del perfil, de su primera 

y segunda. derivada, y de la prirncra integracion de la ccuacion de Euler-Lagrange en z = 

±11. Dichas condiciones nos llevan un conjunto de ocho ecuaciones trascendentes las cuales 

pueden ser resueltas sólo a través de métodos numéricos, por lo pronto nos quedaremos 

con el perfil (4.15) y los cálculos estarán dados en términos de estas amplitudes C's que se 

determinan numéricamente por nuxlio de un programa -en rnatlab, el cual se rnuestra en el 

apéndice A. 

4.2. CALCULO DE LAS CANTIDADES INTERFACI.ALES ')', KCO y R . 
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Eu esta .sccciún se estudiará el con1portu1niento <le las cantidades iutcrfnciales eu 

términos de loH pa.ránietros del modelo parabólico par partes. Se ob!·wrvará que la curvatura 

espontánea. ea .se anula rn est.p coso, lo cuál uos iudica que estamos eu una situueión situétrica 

entre agua y aceite en equiHUrio. Se considerará.u la." cxprP.siones dada."I por (2.31), (2.32) 

y (2.33) para -y, Kco y K, rcspcctivamcntf!, utiliza.udo el perfil <le cfonsidad de una interfase 

pla.ua. dado por (4.15). De esta última ecuación se tieue 

(4.16) 

y 

Para. el cálculo de los coeficiente~ elásticos se necesita también Ja segunda derivarla de 1'(z) 

<i:l'(z) = C"2x2 exp(xz) + C.1x2 exp(xz) si z E (-oo, -liJ, 

(4.17) 

y 

Entonces Ja. ten.">'ión superficial es 

7 = j dz{A(r,t/(z)) 2 -B(4>"(z)) 2
} = 1:1 

dz{A 0 (C2+C4) 2x 2 cxp(2xz)-B(C2+C4) 2x,. cxp(2xz)} 

+ /_+' 1 dz{A,,.[4w2C~ cosh2 (wz) + &Jw•cJ Ca cosb(wz) co.sh(w• z) + 4w• 2cf cosh2 (w• z)] _,, 
-Bf·1w"Cf sinb2 (wz) + 8w2 w• 2 C1 Ca siuh(wz) siuh(w•z) + 4w•2 cj sinh2 (~· z)J} 

AJ ccallzar las integraciones se encuentra que la tensión superficial /' es 
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+ 4~ ... sinh(2w./i))J+I6A,,.ww"'C1C3f2w: Zw• sinh(w/1+w"'lt)+2w ~ 2w"' siuh(wl¡ -w"'li)J 

-B.D[w4 C~(:w sinh(2w/1) - ~) +w•"cj( 4~. sinh(2w"'/1) - ~l..)] 

(4.19) 

Por otro lado, siguiendo un procedimiento análogo In curvn.tura espontá..uea r-0 está. dada 

por la r.xprcsicin 

J L~ ¡~ 1ec0 = - dzB4/(z)cP"(z) = dz{-B(C2 +C.t) 2 :r3 exp(2.rz)+ dz{4w2C~cosh(wz)sinh(wz) 
-<x> _,, 

Sin etnbargo, Haciendo las integrales se observa. que la curvatura espontánea !iC a.nuJa 

KGJ = 0. (4.21) 

Este TeBultado era de esperarse (pues si Bes una constante integrru1do por partes Ja. cc.(2.32) 

Ja eurvatura espontánea es cero) por Jo tanto se puede decir que eJ modelo es correcto r.n 

sus predicciones. A continuación se calcula. la constante elástica ~. Partiu1os de 

J ¡ _,, ¡+'• 
R = dzB(<l>'(z)) 2 = -oo dz{B(C2 + C 4 )

2 exp(2.xz)} + _,, dzB{(2wC1 ~b(wz) 

+2w*C3 cosb(w•z)) 2 + j 00 

dz{B(C2 + C4) 2x 2 exp(-2xz)}, ,, 
cfectua.udo Ja.s integraciones se halla Ja siguiente exprcsion 

(4.22) 

~= B(C2 +C4 )2:z:exp(-2xl 1 )+BB(w2G~(~ + 4~ sinh(2wl 1 ))+w•2cj(~+ 4~. sinh(2w•/1)) 

(4.23) 

Las propiedades especificas de estos rcsuJtarlos está sieudo actualnmnte investiga.da 

f20J, por el niomento se couoccn en forrna ex.acta. las a.mplitude...o;;; G's en el caso siniétrico 

aquí estudiado y en el caso en que la simetria desaparece, la forma del pedil de den.."iidad 

cambia de una manera muy intere8ante cuando la. sitnetria se rompe, es decir, cuando se 

relaja In. condición 4>o+ = -r/>o- y w+ = w_. Se piensa que los pn.rá.rnetros del modelo 
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parabólico están relacionados cou. Ja longitud de In cadeua hi<lrocarbona.da del anfifilo, su 

concentración y con el truuafio de su cabeza polnr, ~ntonces las propiedades elá.stica.."l de la 

u1ouocnpa están definidas por las <.:aracterfsticas cspccÍficas del tipo de nlOléculas de anfifilo 

que foruuu1 estos sistcnuis. lo cunJ se hn 1nencionado al principio de este trabajo. 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

Dentro del contexto de la descripción termodinámica. se hn. visto (tal como lo 

hizo Gibbs {15]) que un elemento de superficie no Cl>tá caca.eteriza.do en forma co1npleta 

por el área superficial que presenta.., sino que r..s necesario además r..specificar Jos radios <le 

curvatura principales. De esta forma., la energía libre de una superficie tiuuc adem1is de 

tensión superficial, una contribución proveniente de las propiedades elásticas a.) curvado. 

La. competencia entre estos do.<J tipos de términos da lugar a una a.inplia gama de fases en 

sistemas forn1ados por a.gua, aceite y a.nfifilo, donde la tensión superficial L"H cxtrcmada.zn.ent.e 

baja. Se ha. visto tarnbién que una 1uouocapa de anfifilo está de:-;crita por un funcional de 

sus curvaturas wedia. y Gausaiana. conocido como ha.niiltoniauo rie Hclfrich [7]. En estP 

funcionnl aparecen una..<J constantes (que se han denota.do e-amo ~.'F. y co) qtJe dcter1niuau 

el término de energfa libre debido al curvad.o de la 1nouocaµa. y que hru1 sido inve$t igadas 

desde diversas perspectivas {J], {7] 1 [8] y [12], principabncntc. En este traba.jo se ha utilizado 

un funcional local de Ja energia libre con un sólo parámetro de orden. Esta cnergfa es del 

tipo van dcr Waa.IR dundc las desviaciune:"I de la homogeneidad del pa.r.rinmtro de orden 

están 1uedida.<1 por término.<1 provorcionalcs al gradiente y lapla.cia.nu cua.drado!". Ha sido 

necesario desarrollar la cncrgia. basta. segundo orden ya que Ja..<1 constantes elásticas son 

proporciona.les al coeficiente asociado al operador V 2 • Se ha calcula.do el potencial gran 

canónico de equilibrio !1..,q para zonas inlrrfa.cialcs plana y esférica.. lo cual nos ha llevado a 

escribir la ecuación e.le Euler-Lagraugc para el parámetro de orden que tuinituiza la energía 
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libre. Se ha visto que el pntcudu.I gran cauónico <le equilibrio puedt-> ~wr Psrrito conlo [l] 

donde S11n.tta es la cncrp;ia libre de las regiones homog~uea..o:; del sistrrna (las regiones ricas eu 

agua y en aceite) y n"11 l' cstU asociado a la (_•ncrgia <lula n•gióu inhotuo~énea (la n1c•uocapa 

dr. anfifilo). Se ob~crva que n,.11 p est;i escrito en potencias de '1l con R el t1l(Jio de curvatura 

y que Obuttv está escrito en tPrruinos de -P\'. Si se dt•sea J¡¡u·er una co111para.ció11 t!utre la 

euergia mecá.uico-e!-!tadÍstica n,..uv y la cncrg'a fenomenológica ciada por el ha1niltonia.t10 de 

Helfrich, es necesario que existu. una clC"cciún apropiada de la superficie divisoria. La elección 

fisicamente aceptable está dada µorla supc-rficie de tensión tal coruu se u111cstra en {l]. Una 

vez toum.da la. superficie de Gibltt> (o superficie de tensión) corno la superficie divisoria., 

es posible hacer con tuta.I cobcrcucia la. con1pa.ración anteriormente expuesta y conocer 

asf las cantidades interfa.ciales -y,x, 'R: y co en t.ér1ninos <le las integra.les del parú.metro de 

orden y de sus derivada..oi;. Sf~ oUt>erva que cuando (~I coc•ficieute asociado al ténnino de• 

laplaciauo cuadra.do es independiente del pnrá.rnetro de orden la curvatura espontánea. se 

a.nula (ec.(2.3•1)) y que la. relación entre las constantes elásticas es ,..., = -K, lo cual implica 

que la. región interfacia.l purde ser concebida corno una pelicula. elástica. rn estado liquido 

(lo cual es consistent(~ con el sistema estudiado, pues la...., uücroen1ulsiones son soluciones 

liquidas de a.nfifilo, aceite y agua}. 

Se introduce una. función parabólica por parteg para modelar In deusida.d de r.nergÍa 

libre y darle un carácter ma:;: realista al estudio aqui realizado. Dicho 1nodc-lo suporn.• la 

existencia. de tres fa.~es homogéueas, agua. aceite y microen1ulsión en cquiliboio, y cst;í. da.do 

en términos de seis paré.metros (ww. 4'u,, u'rn• fo, w 0 y <Po) relacionado.~ con la concentración 

de anfifilo y con el largo de su cadena. hidrocarbonadn.. Se hacen los cálculos ñc las cantidades 

interfaciales dentro de la teoria. de gradiente cuadrado (desnrrullo hasta primer orden de la 

euerg:{a. libre) y se obtienen r~ulta.dos cxa.ctus en términos de los paráu1ctros del modelo 

utilizado. Se estudian los términos de corrección al potcucial qui1nico y al 1wrfil de dr.usida.d 

de la. intercara pla.ua. y se realiza una co1npa.ración entre los ténniuos intcrfu..cin.1.t~s da.dos 

por las referencias [l] y [13] observando que en (13] no existe un término de curvatura 

espontá.nru. pues el coeficiente asociado al operador ~:.? es independiente dd paránietro de 
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orden. Asf mismo, un término del tipo (;;: + 21e) también se anula por Jo cual se· llega. a 

la conclusión de que cuando en la referencia {13] se habla de curva.tura espontánea eo y de 

propiedades elásticas K + 211: en realidad se está hablando de los términos de corrección a 

la tensión superficial del plano como la longitud de Tolrnan 61 y una corrección de orden 

superior 62. 

Finalmente se ha extendido hasta segundo orden la er:ergfa Ubre (teorfa de lapla

ciano cuadrado} y se ha calculado el perfil de densidad de equilibrio para una intercara 

plana. Dicho perfil está. dado por la suma de términos exponenciales cuyas amplitudes se 

pueden determinar sólo a través de métodos numéricos, el programa. utilizado para resolver 

estas amplitudes se muestra en el apéndice A. Utilizando este perfil se ca.lculan las can

tidades interCaciales 7. 11;co y R en términos de los parámetros del modelo parabólico por 

partes aqu( utilizado, en particular, se observa que la curvatura espontánea. ca se a.nula, lo 

que indica que estamos en una situación de simet;ria (la tensión superficial es mfnima en 

este ounto) v Que el modelo Predice correcta.m..ente esta situación. 



APÉNDICE A 
En est.e apt.~ndic-e se 1nu~tra la. 1nanera. de conocer las a1nplitudes C's que 

aparecen en la. exprrsión para el perfil ele densidad de una intercara plana, ecuación 
( 4.3). Para este fin se plantean condiciones de continuidad del perfil, de su prin1era 
y segunda. derivada., asf como la integración de la ecuación de Euler-Lagrange en 
los bordes de la intercara., esto es, en z = ±11 • Estas condiciones se traducen en 
las siguientes ecuaciones: 

y 

.P ••• (±lt) = .P ... (±1, ) • 

.P: •• C±t,) = <1>:. .. c±1,). 

ql:' •• (±1,) = .p:; •• (±lt) 

{-2B[ql'(±l1 )4>"'(±11 )-4(4>"(±11 ))'J+&A(</>'(±11 ))'+ f(<,1>(±11 ))} 0, 9 = {-28[4>'(±11 )4>"'(±11 ) 

-4(4>"(±1t))2
] + 4A(ql'(±/1 ))' + f(<,1>(±1,j)}•.., 

donde con los subÍndices i=q y <lcr se t!Stá indicando el perfil de densidad en los 
intervalos (0, 11) y (11, oo ), respectiva.111c11te. En rf':Sunu"n,. se tienen ocho ecuaciones 
trascendentes las cuales no pueden ser resueltas en fonna. aua.lftica, para encontrar 
las soluciones para. las an1plit.udes C's se elaboró un progran1a. en niatlab e) cual 
nos proporciona el valor nu1ni-ric.o de cada. una. de las an1plit.udes y así se conoce 
el perfil co1npleto. Dicho programa se 1nuest.ra a continuación: 



\ Este programa caJ.cula el perfil de densjdad E"n el modelo simet:rico 
parabolice dentro de la teoria de laplaciano cuadrado 
' Se introducen los parametros del modelo: c (asociado al termino de laplaciano 
cuadrado). g (asoci.ado al t:erinino gradient"e cuadrado) y w czue fija la curvatura 
de cada parabola. Con lvs subindices w. o y m se i.ndicun las parabolas 
correspondientes a las regiones ricas en aoua. aceite y microemulsion. 
respectivamente. 
c=l; 
grn=-4 • 5: 
gw:::::4.8; 
ww::4; 
wmml: 
fiO::l: 
f0=0: 
' Se plantea el polinomio caract:erist:ico de 4o. orden para los exponentes 
gaw y gam 
Pw::: [C -gw WWJ; 
Pm= [e -gm wmJ: 
gaw:::root:s(Pw): 
gam:::roots C Pm): 
gam=gam.""'.5: 
gaw,.,gaw ..... 5; 

' se buscan loa puntos donde las parabolas se cruzan para definir el ancho 
de la zona int:erfacial, de modo que el perfil sea continuo a lo largo de la 
int:ercara acrua-aceit:e 
pp .. [ww-wm -2•ww ww-fO); 
ficc=roota (PP): 
for i=l :2 
if ficcCi>>O 
if ficcfiJ<l 
ric .. ficc(i): 
end 
end 
end 

t Se definen los eXponentes para cada region 
bet:l .. gam(1) J 
bet2::gam(2): 
altlugaw(l}; 
alt2=gaw(2J: 
ind:::O; 
fíil=-1: 
la-.01; 
Sig:l; 
While Sig>O 
l:l+.01; 
ind=ind+l: 
\ Se definen los perfiles para cada region 
eal•eXp(-alfl•l) 1 
ea2=expf-alf2*1): 
sil=sinh(betl•lJ: 
si2=sinh Cbet2* l > : 
col:a:coah(betl•l>; 
co2•coahfbet2•1): 

Se construyen los elementos de la matriz M Oue describe el problema en las tres 
regiones 
M(l.l)=eal: 
M(l.2J=ea2; 

=n:::~=:f~: 
MC2. J.J z-alfl•eal: 
M(2.2},,.-alf2•ea2: 



MC2. 3) =-bet 1•co1; 
M (2. 4 J =-bet2 •co2; 

MI 3. lJ ... a1f1"2•ea1: 
M (3. 2 J z:alf2"2 •ea2: 
M(3, 31 :-bet1 ~2•s.il: 
M ( 3, 4) :::-bec.2-2 •si2; 

M{4, 11c-alf1 """3 •ecal; 
M (4, 2) =-alf2"'3 •ea2: 
M{4, 31 =-bet1 ~3•co1; 
M { 4. 4) =-bet2""3 •co2: 
%Notese que la matriz. es de 4x4 y a continuacion esta se invierte para 
1as amp1itudes e que son 11uJ .incoan.itas de este problema.. 

A=inv(MI: 
R= [- f iO O O O}: 
C:.A*R'; 

%Nuevamente se buscan los puntos de cruce de las parabo1as para definir e1 ancho 
de la zona interfac.ila con las amp1itudes e ya conocidas 
dfi1 lindl =C { 1 J •eal+C ( 2 l •ea2+f i.O-f ic: 
fi.i2=dfi1 C indl: 
Sig=fii1•fii2; 
111.ind)=l: 
end 

'Se tienen ya los perfiles de densidad correspondientes a cada reo.ion. La var.iab1e 
espacial es z.z para la region rica en agua, zz.z. para la region m.icroemu1s.ion 
y z44 para 1a region rica en aceite 
Z=l: .01:5; 
fi1:C ( l l •exp 1-alf l •z. J +C (2 l •exp 1-a1f2 *z l +l.; 
zz=0~.1:1; 
fi2:C(31 •s.inh Cbet1•zzl +C(4) •si.nh(bet2•z.z.); 

z.zz=-1: .1:0; 
fi3=C(3l *sinhCbet.1•zz:i:J+C(4) •sinh(bet2*zz.z.); 

z.44:-5:. 01: -1: 
fi11=-C ( 11 •exp (a1f l *z.44) -e C21 •exp( a1f2*z44) -1; 

% Por ultimo se grafican estos perfiles 
plot (z., fi1) 
hold 
plot (z.z.. f i21 
pl.ot (zz.z., f.i.3): 
p1ot(z44,fi11); 
ho1d 
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