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Introduccién.

Los p de de P 1a efectividad del uso de lubwicantes,
de elp de yel de fluidos bi

entre otros, son al de las P de 1 [ que el

Ly . de
A difcrencia de fluidos como cl agua o ¢l aire, los se no-
y.eng [ un esp de aun

\ dati La dad de estos fluidos es de los en el

el g o crial, como de las defor

por el procuamlemo o flujo.

Un P Yy P de la V3

glo de las

de estos materiales ofrece toda una
o, de igual valor las
, Mayor dad de p

. Y P que el flujo aitera la confor del

fluido, el de la de estos nos p fograr p

para prog de éstos. Tal es cl caso de ﬁhrns de poliestireno, en donde
la ala 2] casi cien veces las las estin pr
orientadas a lo largo de la fibra, con ptopledldes adn mejores que las de cualquier acero.

Asf, esta tesis se ©n un proy quec busca ampliar el conocimiento
de la dinamica de flujos de Enp de P con
una di i ¥y que demds un b de
Como del las 1sticas observadas en l(qumos
P i a un flujo o del tipo de def idn asl como de la
historia de defor id :lcndo que prod un alto grado de anisotropfa
en la mi las que p P Sin
tas mismas pfwledades dcl flujo que cl de de las dcl

polimero, se ven por los por estas moléculas. Es por cllo, que para
no lincal de p se req i las
propicdades del flujo y de 1a conformacion que toma la molécula denro de éste.

Por clio, la tres dareas de cstudio.  La primera busca
medir las p de las i i

que perturban. en forma los a a
las ap antes i el dimi
los i

de p ap
aplicaciones actuales: menos costo
en el prod etc. En

de

los dc interés en
dc la i 1i 1 de
[ por una quc depende fuer de la
i Opi obscrv.da. esto es, los de
bajo una dad dc en cl io se req contar con
una celda ae fAujos quc p las di pr i a la vez las
de gran i6n en la mi

En particular, esta tesis ac centra en la Galtima drea antes Aquf se una
cclda de flujos del tipo de dos rodillos comratacionales que genera grandes deformaciones en la

v



Y que 1a Optica de 1a cual

ha servido para las de {1 1 de fluidos
El objetivo principal de este bajo de tesis es el dio de las fsticas de
un flujo g do por un lino de dos rodillos. por su importancia para el esiudio de materiales
i ddsti bajo dici ifici ibles en un lab de i i i ¥y por
su importancia para las a las del
entre otras.
Algunas de las del flujo porel de dos rodillos son:
1. bidimensional — uul para mediciones opticas,
2. 1 —_
3. es una vilida para flujos lentos — simplificacién de
1a de Stokes (ap de Stokes) y la aplicacion de V3.
4. la /] con los dc Singh {1]). y datos
P por Dunlap [2} y Wang [3].

Con base en la metodologfa propuesta por Geffroy y Ascoli {4) en cste trabajo de tesis se
ohticne una solucién para un flujo iento, con basc en la geometria
de un dispositivo de flujo de dos rodillos alrededor del punto de estancamiento. Aun mds, s¢

P una soll ! vélida para todo el dominio del flujo y, con los datos obienidos
con ésta, se sugiere un nuevo disefio para un molino de dos rodillos.

Una de las i del uso del de dos para Aujos estriba en
su cap para p una lia di de flujos Los Aujos
se la del siendo cada configuracion descrita
de por el mi de Los fAujos se caracterizan
por de con de las de defc En

a las i que imp en un flujo conante simple,
denomlnndo _ﬂujo débil, porque la vorticidad del flujo tiene la misma que la velocidad
de deformacion, y, en el otro cxlremo. en el que la v ©s casi y sc tiecnen
condiciones de un flujo p que sc un flujo fuene

Laimp de la de P para eilo un molino
de dos estd b ia en la p de estos con un gran acervo de
datos. tanto tedricos como que P en la Sin

los flujos s0n en i mas dado que la gran
y de los T fujos con un carnctcr clongaclnnal Es por ello
que una al flujo de dos rodillos opor

desde una perspectiva de cicncla bdsica como dec desarrollo tecnolégico.
Dada la complejidad para buscar una solucion analitica de un flujo para un liquido pollmérlco

en el C 1se las sup para el p

cnfatizando a 1a vez las del delo ap Enp sc parte de suponer

una de fluido (por agua, etc.) que no presenta efectos
¥ Que sc para flujos lentos, en los cuales los efectos inerciales

son despreciables.
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El C 1 de 1odo lo ala de para c}
de un dispositivo de ﬂujo de dos Estie C con una definicion de un
medio continuo y de ahf aborda la de la de un con el prog
de los de ion y dad de un nujo. los cuales se uuuzan para la
de un de ck ion de flujos prop por Astarita {3) con lo que se calcula
la de 6n quc imp alas de un fluido en cualquier Alujo. También
se da una de un de dos el cual tiene un punto de estancamiento
localizado en el centro del dispositivo, a lo largo de la linea l‘ormada eatre los ejes de los
rodillos. En esta region en es p p (€%
con una gran rap de ) a Ias y por tanto, ohlcncr gnndea cambios
en las de los L de #
las caracteristicas de owros flujos semcjantes a los llujos por el de dos
las de como los flujos que
se en IDI Pprocesos industriales y que tienen can la
rica aquf prop El prop es Uneas de de los b
Para terminar el C 1 se p las de conservacién para un fluido
4lid. do los de ta son El objetivo
es obtener una solucion gue sirva de base para otras que en
los aquf P
La que prop Jeffery esta exp en p es por ello
que en el ap se da una a las cur y
al P » para poster una P ar para el
de dos ] con giro en dos pard dce éste (cl radio de
los rodilios y la distancia entre cjes) asf como la de los
E) C 2 con la det de o b que
la on de 1as de para un molino de dos de | itud
con la s de la para la de que prop Jcn'cry
{6]. Con ello. es posibl una sol \f para la ap: ] dc Stokes de un
(que b se como flujo lento, en donde existen bajas velocidades
que p p los ).

La solucién que sc obticne estd dada en términos de series de Fourier y toma ventaja de
del ﬂujo geneudo cn un molino de dos rodillos de igual radio con

las
giro cofratatorio y con la mhm . Esta se utiliza para calcular las
de las p del Aujo, como la magnitud del gradicnic
de velocidad, el tenux de vorticidad y el lcmor de deformacion, y la razén de la rapidez de
y de la de flujo), dadas por la geometria del molino de dos
rodillos.
La [ las ylas de a las que
estdn los de en la del punto de Una b
de l1a es

de la solucién cs que ésta es cemrada, es decir, dada la pr
el de 28 de 1a seric de Fourier que garantiza tal precision.
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E} de las ¥ de los que »e p se hizo, en gran parte,
con Mathcmatica® ([7], debido a la dec las

El Cap 3 con las del po de ﬂujo en el punto de ecs-

Yy se NP los jos p y con los datos

que sc obti con 1a solucion que se cn csta tesis. F se las
canclahucu dcl campo de flujo global y sc paa un caso p que
ia Yy que P nlaumpetvendlcul'ulutxuquunelose}a
de los todlllos que stravicsa ¢l pusto de cstancamieato.

Las caracieristicas del flujo que se con la exp que se
los Cap 2y3, P 1a base inicial para evaluar el grado de la deformacion de ln
moleculu del pol.(meto y €l grado de del p

alo largo de Ia direccion
pnm:lpnl a:l wensor de la nplda de deformacion, como una funcién del tpo de flujo y de la

de

En el Capnnlo 4 y con base en 1a solucion obtenida para el flujo del molino de dos rodillos,
sc propone un nucvo disefio del

se p a 1as p del flujo en las
y &8 s las del con bne en los perfiles que
P las propied. del lujo y s¢ comentan las bondades del nuevo disefio.

il



Capfitulo 1.
Mecshinica de fluidos de flyjos
extensionales. Un molino de dos rodillos.

Los de dep ) i fucra
de equilibrio, s decir en las cuales la pia del P ea menor, ¥y por 1o tanto, la
al final implica un de la hacia una mayor enwropia,
i con un pi [8). Para una macromoiécula
(pollmeto lincal de alto peso ) lo que 1a On mas p b
es la de una madeja de hilo y el estado fuera de de P! P al
hila, estitado en linca recta (9).
Casi de es capaz de producir un cCiento grado de cndennmien\o
en Ja microestructura del fuido p sin las
del
utilizando un flujo. Asien ene C sc p
en de los flujos
el fluido es un i En la Secci
1as y su

dan también Las lcyes de conservacion de masa y
las historias de deformacion {10] que se al
las simp del delo que p

interés.

1.1 Medios continuos. Tensores de deformacién y vorticidad.
111 C det C

La mec!nlca de fluidos s una teoria d¢ PO ya que & fos observados

teria como un El del de los fluidos asume
que el vohlmcn de fluido bajo consideracion forma un continuo fisico, es decir, un medio lleno




2 Mecsnica de fluidos de flujos extensionales. Un molino de dos rodilios.
dcmneﬂacanunuulqueudntellondelmemoun p que an sca, €8 por sf
misma un y eatd liema de No son de lnlaés en un coatinuo
las p de cada en algdn punto P, sino el promedio de un gran nimero de
molécullleullvedld.ddelpulol’ A ia de de
propicdades en un punto P daun de y Eallleoﬁ.delw-unuo.
un ac mp de una gran de p
como p » que a
Para cada punto cn un fluido se supoac un valor daico cn la
otras “variables dc campo” y, de esta forma, estas p sc
dela y el dempo. Se quela 1as lcyes de conservacion
de 1a masa, momentum y cacrgia. damdo con clic una seric de ecuaciones diferenciales que
las de po. La de estas h define 1a variacion de cada
encl 4 mpo, la cual al valor medio de la magnitud molecular de
1a de s ck de cada punto y tiempo comrespondiente.

y

Figura 3.3. C S en un fluido que esta modelado cOmMo un gas conformado
por bolas de dillar. lnlciumcme visto desde un nivel macroscépico, hay una discontinuidad a través de 1a
superficic — ¢l Auido arriba ¢s negro mientras que el fluido abajo c3 blanco, La velocidad macroscopica es
paralela a S asf que - i = (). Entonces, no existe una transferencia del fluido negro hacia la zona blanca,

o debido al u. A nivel sin todas las
un (y el pi de esie cs al quc denotamos por W).
Este un neto de las a traveés de S cuando sc toma

©n cucnta 1a cscala mncroscﬁplca puesto que U - i = (. Sin embargo, se produce un Aujo neto de “color™
— en promedio, existe un flujo neto entre las dos regiones. En una teorfa macroscépica disefiada para
describir el transporte de fluido blanco y negro. este fiujo neto €Omo una




Madios de y 3

Como puede verse en la Figura 1.1, la del los
flujos como de dos una debida al Aujo mumo de
yla de las en el de Esto
es, 1a P de la P roq tomar en cuenta estos dos
flujos. Asf, en la de Ia hip del q que el
de P sca la suma de de cada p mas las que
aculan sobre ta ie del voly P que ae vector de esfuerzos y que
es de las En la [
el para una del para las
de idcas con el

de dos rodillos.

1.1.2 M & del L

Para describir cualquier clase de sc de un ch de
Por p se gc un de en rep ¥y se refiere todo
el de las con a é
Los p les en 1, son con a un
coordenado por medio de vectores de ponlclén deade un origen establecido en un tiempo fijo fo.
De cata forma, sean X y x los de de las de fluido en los tiempos
oyt PO que para 7 = {; sc alsla una porcidén del continuo con una
superficie I(mil.e o de So y se sck una p en la region encerrada
por cata en X. C csta p se mueve, su posicion para cualquier
t> 1o cstd con at de ia, por medio de una ecuacion
de map o cuya es
= &(X, ?), n
donde ¢ cs una ect J por las leyes del movimiento del fluido.
De la misma forma, q p por sus o pucde ser seguida :n
PO £ > 1p. C todas csas p cstén PpOr una
S; para ¢ > 1o.. Esto da la del de ent =1 por una i

imaginaria So sobre los puntos de la reglou enccrvada por S; en ¢ > . Este mapeo es uno a
uno para distintos puntos.

Pucsto que cada x catd por una y s6lo una particula X en un
instante dado, s¢ tienc que la inversa de la Ecuacion 1.1 es

X = w(x, ¢t), 1.2)

1a cual el is esta por medio del
Jacobiano J del mapeo, €l cual no pucde ser mulo en nlnnlnpuuodelcunpoaenujo Entonces,

J(X,t) = det (Vx) # 0. (1L.3)



4 Maecénica de fluidos de flujos exeneicnales. Un molino de dos rodillos.

Esta coadicidn se comoce como la dici de idad del i de y es
del de ilidad que scfiala que dos particulas de una sustancia
simple no pucden ocupar la misma p en ¢l mi p
Para i esie dos equiv el y el cule-
riano. Las das de X se Ik rdenads iales o lag y las
de x se Il o e iales o euleri . Enel se [
de el PO se o fluye. Esto se hace siguicndo el
de unap Xy los que en los fisicos de
como de x y . En el método euleriano, en vez de estudiar el movimieato
de p se P en et P sin tomar
en cuenta cufiles csa posi en un dado de po 1. Para cste
se una xencl Yy se los
que ocurren en los campos fisicos como funciones de x y ¢.
Para conocer la dindmica de un flujo, de ial ] 1a
de cada “‘particuia de flukdo™ o clemento de volumen. Es claro que para conocer 1a aceleracion,
scguir la tray de cada su x = ¢(x t),
y las del
que en la practica es dificil y resulta inconveniente. De hecho, en lm euudloc del movlmlelno
de es tal con base en la distribucidn de las
enel yel po, y que P al o de vel dades del flujo.

S

N\
N
N

AN

- A

Figura 1.2. en donde s¢ (a) las lineas de corriente y (b) el campo de velocidades de un
fujo. Las lfneas de corriente de un Aujo son dependicnies del tempo y en taxio momento el vector de la
velocidad es tangente en todo punto a la Hinea de corriente que pasa por dicho punto, por 1o que indican.
en el caso de un flujo estacionario, la trayectoria que siguen las partfculas del fluido que se encucntren
en una lfnea en particular,

[T [J)

En estc esquema, cl concepto de un flujo estacionario, cs decir, que no evoluciona en el
queda como un \p que p ¥y su imp
radica en la gran diversidad de flujos que en Ja pré son de con un P
de




Meodios de ¥

s
As{, un flujo estacionario se puedc mostar usualmente como una coleccion de pequefias

cuyas son p: ala del flujo, y que apuatan on la direccién

de éste dlimo, para ese punto del flujo; ver l1a Figura 1.2. A es fécil que
las se un de lincas Il lineas de corriente;

véase la Figura 1.2. Evidentemenic, cn un flujo estacionario, estas lincas corresponden con las
wayectorias sobre las que viajan las p de fluido sobre una linca

pucs

de comrieate permancceré en ella, ya que ¢l vector de velocidad es tangente a la linca en cada
punto.

1.1.3 Cinemitica de la deformaciin de un coatinuo.

En el del de todas Ias fisicas y
al fluido un po de Enun las des catdn de
a ciertas leyes fisicas que son particulares de cada campo. En la de

la de en un medio, asf como que
jucgan un papel imp en la del campo mismo, tales como el tensor de esfucrzo
y ¢l gradiente de velocidad, eatre otros. .

Ahora, dos P y Q que sc mueven con la velocidad
local de un flujo. Scan las de P rep por x y las de Q representadas por x
+ &x. El en la enure los p PyQ,ola de Q resp
a P, en un tiempo dado es [11)

du=ug — up = u(x+ 6x,t) — u(x,t). 1.4

Haciendo una expansion de Taylor a la expresion anterior y conscrvando unicamente 108 términos
de primer orden para 5x, sc tienc [12)

_ Su - i _ D
bu = o dg = (Vu)-6x = 5 6x, a.s
donde Vu es un teasor de orden, tensor gradi de velocidad. El

en la velocidad eatre dos puntos es de mucha utilidad porg la de un
clemento material lincal 5x mieatras éste sc mueve con el flujo.

Ahora bien, todo tensor de scgundo ofden s¢ pucde desCOMPONEr cn sus parte simétrica y
antisimétrica, de modo que ¢l tensor Vu toma la forma

Tu = (D + W), 1.6)

donde N 1
D = 5(v..+v-.’) y W = -2-(Vu—VuT), an
uldondel)eulapmellmeu'icayWeslapmcnnuumaﬂcayVnTulau’anspuenadc Vu.
La de Vu para la de la

de flujos. En J, la del de linca que conecta l'os puntos Py @ es
|6x] = (6x - %)%, y la raz6n de de su es prop a

6x-6u = x-Vu-bx = 6x-(D-6x + W -bx). (1.8)




e Mecénica de fluidos de fujos exensionales. Un molino de dos rodillos.
Sin embargo, como W cs antisimétrico, se tiene que {(6x - W . §x)

= (), entonces

fx-bu = bx- %ﬂ* =3 %(lﬁ:ﬂ’) = 6x-(D-6x), a9
de aqui que D se gradi de velocidad de ion o tensor de rapidez de
def ion o tensor de def idn. Asl, la runn de cambio de la distancia entre
dos i pende 8610 de la parte simétrica de Vu, esto es, del tensor D.
El tensor de las de de los y las
de de los & Il en los de un
cidbico y estd

que es
alos base de su es decirs., denota la rapidez
de cambio de 1a forma. Puesto que cste tensor es siméuico, 1a mariz de sus componentes puede
diagonalizarse por medio de una del de los dela
pnncipal e obuenen por medlo de los ei'env.loru del tensor, y €stos rep las tres
Pr de i

a lo largo de los cjes principales del teasor.
Dehe scr ahora cl-o que cunlquler flujo en ¢l cual Vu# 0 y D # O genera deformaciones
macroscopicas para cada de

Como de esta P
que un el de vol en un fluido p se e
en la confor Son estos i
por un flujo los que se pPara los fuera de en la
P de las ¥ que s¢ para 1a ™
El tensor W es el tensor de la razén de rotacién o lensor de icidad. La del
tensor W al vector de velocidad relativa du a una de cuerpo
rigido (local) con una velocidad angular igual a }w donde
w = ¥V xu, 110
y w sc llama vector vorticidad o icidad.
El vector esld do con W por medio de
2T W = ~V xuw, ain
o dec igual forma por
2W . v = wxvV 1.12)
donde v es un vector arbitrario diferente de cero.
R 1a vel en O estad por ias de P

1. Una translacion.
2. Una deformacion.
3. Una rowucion de cuerpo rigido.

N

A



7

Medios de y

La Figura 1.3 ilustra los cjes principales del tensor de yia de la
rapidez de deformacion pura en los ejes principales del tcnsor. El caso en el cual el primer
cigenvalor or ©s mayor que cefo se ilustra. describiendo una rapidez de eloagacion uniforme cn
la x’5 el /3 es menor que cero, el cual describe una rapidez de
contraccién unﬂonne.-ladlmdﬂn ¥'. Durantc un lapso de tiempo corto dt, €8t0s procesos
deforman la esfera de radio £ en un elipsoide cuyos semicjes tieacn las loagitudes

(1 + adt), (1 + Adt), (1 + dt). (1.13)

x', ¥y 2’ y se denominan

Los cjes del elipsoide en la Figura 1.3 en las
ejes principales de la rapidez de deformacion.

Figura 1.3. EI efccto que el gradiente de velocidad tiene sobre una de fluido N
en sus tres (i) una ata u del centro de masa C de

ta particula, (ii) una rotacion de cuerpo rigido con velocidad angular igual a 4 & donde W €3 1a vorticidad

en C: y (ili) la rapidez de deformacién pura. (Figura tomada de Lighthilt [12]). Los cjes principates de

deformacion son x°, ¥° y z°. en dodde ocurnic una cjongacion simpic en la x°, una

1a direccion y’ junto con una o una en la z°. La z es nonn.nl

al plano del dibujo.

de la M. sicndo la del

Adcmds de la rapidez de deformacion pura. la Figura 1.3 umblen ilustra las otras dos
del
cem de maza C y la rotacidn de cuerpo rigido a una velocidad nngullr iw
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1.2 Cliasificacién cinemitica de los Aujos.

1.2.1 Tipos de fiujos.

Con base en las propiedades del teasor de d cs p una
clasificacion cimemsética para flujos en los que no como
Esta clasificacion siguc siendo muy lia, pues mo otra sotee la
cisemftica del flujo y es vilida para todos los casos de flujo laminar.

| ]
a2
c ©
()
Figura 1.4. (a) Flujo por el de una placa paralcla a otra. D y
‘W son diferentes de cero.  (b) Flujo clongacional puro. Existc simetrfa axial para la direccin de
clongacion. Vu= D, W= 0. (c) Flujo elongacional hldimen:lonu con Vu= D, W= 0. (d) Flujo
por un molino de dos Vu. Dy W son diferentes de cero,
Flujos viscométricos. En el flujo cada de Auido exp
mdés la p de una Y una rigida, ver la
Flgnn 1.4. 'IdeI los flujos P ser como et relativo
de un p e b,

t Posteciorments on ess Seccion se Bhace Wso de Un ssquema de clasificacioa de acerdo a os wimeror adimensionales del
m.-mwmm.vmmnlu)_lnm



Clasificacion cinemstica de los flujos.

Un o de tal i es ¢l flujo conante simplc cuyo campo de velocidades no
depeadedeluempoypnedeemmdellfmm

v=%(b-x)a

(1.14)
donde a y b son Yy Yesla de core y es constante, ver
1a Figura 1.4. En esic flujo los puntos del fluido en cl plano b - X = constanie forman una
superficic material que se llama Cada se como
un cuerpo rigido, y eate al relativo de un conjunto
de superficies. El vector a es ala Yy rep la del
movimiento, micatras que b es la ala erfi i

Es
definir un tetcer vector unitaio ¢, oftogonal a & y b y sc denominan a a, b y c los ejes de
cone (o cizallamicemo).

La historia de de un de fluido es 8§ su visto
desde un con p ejes €8 un Si a,
bycwnlosejcsdecone del po) de una p dada.yloselememos

dx tienen a Io 1argo de las direcciones de los
cjes de cornte a t)dx, b(t)dxyc(t)dxenel pot. La de cstas fibras materiales
para un tiempo 7° define la de un el de entre los
tiempos tyr’. La cs si, para todo ¢', las y las
de estas tres fibras estin dadas por

a(t)dx — a(t')dx, e(t)dx — c(t')dx, 118
b(t)dx — [b(2') + (' — ¢)ya(¢)]dx, a1
donde ¥ es una constantc para la particula considerada.

Esta forma de ia de la de 6

q que todas
las particulas cn un flujo dado csién en movimiento viscomérico para llunal' al m

ovimiento
de una de cllas &tri pero la global de tal flujo es que las superficies
que son e sin P que
las supetficics cambicn de forma. .
En las sup se como
y cada ocupa todo ¢l po 1a mi 1l 6n en el
el de dos £l en sobre una frca se deacribe como la
de 4 yb Esto es util cuando sc picnsa en
w con 1y cn donde las supetficies pueden
ser de o 3l
Esfuerzos en flujos Cuando un liquido viscocldatico ae lleva
desde cl feposo a un cstado de los son del
tiempo a causa de los de la de da. Sin cmbargo,
si el Auido es a de corte, estos ios d en el
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del apo. y los se al valor del estado estacionario que depende
s6lo de la razon de corte. Para el caso més simple, con un de de ia forma
v= Jyi. las del y-z ¥ X-z deben ser cero por simetrfa, y el esfuerzo
comnantc oxy €8 una funcién impar de la rapidez dec corte,

oxy = n(¥), n(—7¥) = n(y). (1.16)
Las que el fluido es .| asf que

propiedad diucclmul a de ser inducida por ¢l flujo mismo. El coclemte Oxy/¥ =7 €8 la
viscosidad cinemidtica del fluido.

Los P del Oxx: Oyy ¥ Oy SOD pares )
de 1a rapidez de corte por de los gat' de la de cone
no cstoa Ci las entre estos componcates debe
xa-cemen cualquiecr teorfa del de un pPOor una

de la rap de corte (esto no se aplica a lquidos viscoelésticos). Los
de sl para & 1a forma del po de en Aujos ac deben
a Weisscnberg (ver Tanner [14)).
Las dos P
Ixx — Oyy = N1(¥) ¥ Oyy — oes = N2(%¥), aan

son funciones de la rapidez de corte Que se desv-neccn lolo cuando 4 == 0. Estas dos funciones

de la rapidez de conte se llaman la primera y dif de esf Z0 les. Bajo la
concepcion cldsica de un fAluido, éste no d en rep ain bajo ln accion
de csdccir.noh-ynlnmelmameaelumdcquc—y—o
puesto que 1a declaracion de que ¥ €8 cero significa que ¢l fluido ha estado cn reposo el tiempo
suficiente como para que todos los hayan ap Esto i que no s6lo oxy
s¢ desvanece. sino que todas las de se anuian ¥ =0.
Es conveniente expresar ¢sto como

Ny =5(d) ¥ N2 = 5" m(h)- Q.18)

Las funciones 1) ¥ 2 son funciones pases de 1a rapidez de corte; cstas runcioncs se llaman
primer vsegundo coeficiente de esfuerzos normales. La primera y

sc trata de
Flujos ek - C ahora una bamra de material que cstd siendo exten-
dida homogéncamente a lo largo de su cje x. En cada e una de

Hux/Ox (= €) independiente de x ¥ que es una funcion del uunpo por 1o menos. Por ia con-
servacion de la masa y por simetrfa axial sc requiere que Ju, /8y = du./8z = —&/2. Todas

las p de 80N cero y por simetrfa oyy = 0,.. Para un liquido incom-
P Ia P del cstd por la dep cla de Oxx — Oyy
sobre la rap de £ y el tiempo 1 desde el inicio del estiramiento

Txx — Oyy = Enr (€, ), (1.19)
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donde 771 €3 la idad el i l. que es una i de la de
£ y del po; ver la Figura 1.4(b).

Un flujo extensional simple s, ea cierto sentido, lo contrario de un flujo cortante simple.
Para un nnjo 1a de una de fluido lolo de un cambio
p el tensor de sdlo en la
la de corte. Ademds, la p deﬂuldom asf{ que para
un flujo cortante V x u# o; potloqlwelmdevmlcid-!nounulo Un fujo exteasional
-lmple‘ por Jlo que las no rotan (V x u=0) y son tensadas
en Con P & una base coordenada

estas en ¢l tensor de defol'nuclon s€ eXpresan como

€y 0 O
Vu=D= |0 & 0]. (1.20)
0 O éa

Los dela son las de cnlas
Cuudoumdeunﬂujolnoomptedble leuenequcTrD V-u=€1+ €2+ €3 =0. En
un llujo los el £1, €2 y £3 son constantes en cualquier
P P del po. Por lo tanto, todas las particulas del fluido en
todo po son o enla por lo que se lc lama deformacion
hy ¢ Abhora, puesto que se tienen tres constantes que describen un flujo de tipo extensional
o clongacional es posible definir varios casos de interés. Un flujo =x:¢nsional uniaxial es aquel
en ¢l que un clemento de volumen sc estira cn una a una & >0,
y sc comprime cn las otras dos direcciones a la mitad de 1a rapidez de clonmién. es decir,
€1 = f y£fg=£€a= —€/2. La de este p 1a \p o de un
espécimen en ciernta direccidén con clongacion cn lns dos es id
como flujo exwensional biaxial.

Los esfucrzos que ocurren en un flujo son
en las direcciones consideradas, en las cuales cl se tensa o de esta manera
el tensor de csfucrzos tiene 1a forma

o3 0O O
o= [0 o222 O ] (1.21)
[¢] O oa
Es claro que un tercer tipo de flujo puede con un flujo bidimensional
en cl quc los de son en una y con la mi
cn una 1| que 1a ] a las
permanece sin cambios; eulo es £) = —€2, £3 == 0. De nuevo se tiene un flujo capaz de generar
deformnaciones puras, sin que cxista vorticidad alguna,

€, 0 0
Vu=D= 10 é2 0|; W=0 (1.22)
0 0O

(Ver 1a Figura 1.4(c)).
Los tres casos anteriores P alos como fujos extensionales simples.
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1.2.2 Importancia de los flujos fuertes.

La designacion de flujos es da del por O

[15] (como también los denomina Tanner [14]. entre otros). En llujos bhﬂmen:iomﬂe- csta
que la itud de la rapidez de deformacidn es mayor que la magnimd

de la vorticidad. Entonces, los flujos extensionales no son mis que ¢l caso particular en el

cual 1a vorticidad sc anula. E tanto en de diluidas como

en han que 1a y del es

similar para mdo: los flujos fucrtes, Yy pura, p que la

det np con el eig pal del tensor gt de Y se use

1a rapidez de del‘ormnclon cfectiva (es decir, la magnitud del eigenveclor principal) a lo latgo de
esta direccion. en vez del gradiente de velocidad.

Los flujos no en la sin hay una serie de
proce.ou tecnol6gicos en los mulc: flujos con p que al menos
con las de un flujo elonguclnnal simple. tal es ¢l caso
de los dados de los p de fabri de fibras, entre muchos otros de interés
en la ingenicrfa. En general. los flujos que ocurren en la naturaleza o en los procesos de
son mas Que los <€omo se a
y sin 4 se mdés a Jos de tipo clongacional que al flujo simple
Por lo, en el p de il de monofilamentos (fibras de acero, vidrio o
etc) el dido se ye desde una boquilla y es estirado por
es asf que la fibra se
de viajar una cierta Los p de de estc son la

dc 1a zona fundida antes dc la solidificacion. 1a fuefzn dc tension, 1a razén de reduccién de la
seccién transversal de la fibra, 1a velocidad a 1a que 1a fibra se extruye y el flujo mssico en la
i El p de tienc varias que son del tipo
de maserial procesado. es decir, las del a la salida de 1a boquilla dependen
del grado de clasticidad que mnga el material. encontrandose quc para un lfquido viscoeldsico
existe una region de hinch. justo P de 1a boq efecto que no existe
para un liguido puro como el agua. (Ver Figuru en Bird et al. 1161) A este efecto eldstico se
le conoce como “die g", ¥ puede para la nT
de un material viscoeldstico.
A pesarde la P del p es p ta de las
que en el Es claro que cl fluido en la boquilla esid sujeto
a un flujo P de hnber salido. €l material estd sometido a
una combinacién de llujo y fujo elong ! biaxial. Una vez recorrida la zona
de el erial sc estira sin que exista mayor complejidad en el
flujo. El flujo uniaxial ocurrc cn la direccion axial del 6l que cl p previo
ocurre cn la direccién radial. Asf, existe una region de icidn desde el de la
hasta la region de clongacion uniaxial, en la que Vu, D y W cambian de valor, en l‘\uu:kin
de las que el (r, 2). Sin embargo, a pesar de que
1a regién de 6n no esd el flujo del fundido sc analiza a partir
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del lugar en donde ocurre ¢l del (x = 0). Debido a que la fibra

es finay todas las p del fluido se mueven en 1a zona de elongacion

en la misma forma como aquellas que estdin en el cje de simetrfa axial. Hay, principalmeme,

en la axial a una determinada velocidad. Por lo tanto, sucede un

flujo ap c Este p puedc ser estable, pero

P una no porque la razén de elongacldn é= du/dx de hecho

cae a cero en el punto de y por esa, de la posi Por to
tanto, el p no es refir a das materiales.

Un con flujos es el de " usado
en la fab ion dc del, de En este caso, el l!nldo sale de una boquilla
anular y forma un tubo cemrado simétrico, el cual se solidifica o enfrfa a alguna distancia dada de
la boquilla, una p baja dentro del tubo contribuye a darle estabilidad
durante su expnnsmn Pnn dar al el éste pucde ademds ser cstitrado
con una Ei el se esﬁra en la zona de formacion del tubo
no sélo en la direccién anular, sino que Poar lo tanto. hay un flujo
extensional biaxial con dos de P 1a una de la otra.

Sin embargo, debido a que los polfmeros fundidos son fluidos no newtonianos, el andlisis
de su (no lineal) dificil, a pesar de los avances en la reologfa, y debido a ello,
se hacen aproximaciones en las cuales primero se estudia el ftujo de un fluido a bajos nimeros
de Reynolds, y de esta forma se busca el p de di no lineal de soluciones

como una lineal de un nuldo newtoniano. Es por cllo, que resulta

dc gran valor 08 que g flujos y las d de

la teoria y de los expedmcnws para poder la ap Es claro que

es p definir de flujo que sc asemejan notablemente a las que

en P ind Sin en el es dificil Aujos

que p la p del a una de tipo clongacional que

sea equi a que enla Es mds. en la practica.
ios flujos encl io los I a flujos

iemd equi a flujo el | 1 sirti en una

pequeﬂa l’cglén. en la cual ae ap por PO COToO O para pequefios

del La de la P de un 1 a flujos

1] es un p dec gran interés tanto académico como

Una on importante cn esie tipo de flujos sc ha hecho cn afios recientes
con flujos lineales bidimensionales en los que puede controlarse 1a magnitud de D y de W
[1, 3]. Estos flujos sc generan con molinos de dos o de cuatro como s¢ en
ta Figura 1.4(d).
El objetivo principal de este bajo de tesis es el dio de las i de un
fujo g do por un lino de dos dille por su imporiancia para el estudio dz materiales
i Idsti bajo di difici ibles en un lab io de ii ion, y por
su impo para las aplii ie ind: ial j a las de .mplada o elaboracion de

Sfilamenios, entre muchas oiras.
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En las p se las para el i
P A e en las del flujo generado por un
molino de dos rodillos, sus en a ias p del flujo y
los efectos sotwe ¢l para a las de los procesos de soplade o
elongacion dc fibras.
1.2.3 Un molino de dos roditios.

El de dos ] en dos cilindros del mismo dismetro y de altura finita con
sus cjes y auna fija, que giran con auna

1 Los rodillos se en un P que tienc tapas transparentes que

Par; ¥ que a la vez sirven de soportes para
los ejes de los rodillos. El molino de dos rodillos tiene las siguientes caracteristicas:

a. Un punto de estancamiento Jocalizado en 1a mitad de la linea que unc 1os cjes de los
rodillos,

b. Las caracteristicas del flujo dependen del radio de los rodillos R, de la separacién g entre
los cjes de éstos y de 1a velocidad angular w. por lo que el tensor gradiente de velocidad
Vu, el teasor de defor D yde W son de R, gyw.

c. Pucde generar historias de a fujo asf como flujos
elongacionales. variando el ndio de los rodillos.

d. Se pucde para de en con la
dc bimrefringencia bicolor para flujos, la cunl mide el grado de anisotropfa de la

del siendo una técnica rapida, cnn medldu puntuales de

la anisotropfa del I‘Iuido y con muy buecna rep Ad el de

bin'efrlngencia bicolor es capaz dc en P de flujos no
conunar n ial de 50 um.

Una de las P de) i de dos rodillos sobre el de cuatro rodillos es
1a de una para cl caso de un flujo lento no acotado bidimensional,
P P las i del flujo para geometrias dldu La forma

“general de 1a solucién de un flujo lento i por dos de radio
arbitrario y con una O a Ccontro fuc dada por Jeffery (6]} en 1922,
quien bi el caso parti de un molino de dos rodillos con giro contrario. Sin

csta | dista dc ser util para los propdsitos menacionados en la
seccion anterior. Mas adn, a 1a fecha no sc han publi las

en
dc los parémetuos geométricos del mnllnn Y dc la veloctdad de giro dc los rodillos. Ahora
bien, sf se das o validas en del En
particular, existe la solucién aproxjmad.a dc Dunalp {2] para la regi6n que incluye el punto de
la en series de Geffroy y Ascoli [4] para 1a misma region y 1a solucién
numérica de Singh y Leal {1]
Este trabajo p una i en senc:. qu: ¢s vdllda para cualquier punio en
el molino de dos rodillos. A i esta sol y los pri

p
pardmetros del flujo que son relevantes para la logia de liquid i id.
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1.2.4 Criterio ci tico de A para la clssificaciéa de fwjos.

Desp: de varios por un para poder clasificar Jos flujos de

a sus p en 1979, Astarita {5)] prop en los
de o6n y de dad del flujo. Ademds del Astarita
P otro p que in las prop 1 del fluido; este criterio y el
tienen i ion de al p que se desea

catudiar,
El que Astari tene las sig

a. es un criterio local, pues es posible calcutar su valor eh un punto sin que se roquicra
tener informacion de todo el campo,

b. es objetivo (invariante al cambio del marco de referencia), y
€. es gencralmente aplicable, puesto que su céculo es viable en la mayorfa de los casos

de interés.

El criterio propuesto por Alunta es ap! como un como
aquf se llllllza Es ap do se¢ del fluido (por
et po de del fluido) a sy i Este
uso para el ha sido por Tanner y Hullgol [17], Olbricht y Leal

[15] con el de los del flujo y del material.

Es importante scfialar 1o que se entiende por la objetividad de una ccuacién constitutiva,
dos pr P de objetividad, el primero de ellos estabiece solamente que

E:
l1a forma de una debe ser bajo de
El st fisico es quc la forma de una va no debe b:

si. en vez de con a algun de la en té
de un de derivado del primero por medio dc una rotacion o una
inversion de 10s cjes de coordenadas, 1o cual se llama Este pr pio se
fundamenta en cl hecho de que el cnla o del de
no ye en el p fisico ., ¥ esto no debe influir en la forma de la ecuacion
constitutiva.

El scgundo requerimicato de objetividad de una ecuacion constitutiva €3 que ésta debe

sin bajo una en ¢l marco de referencia del observador, ain
li el marco del observador (o del fluido) eatd acelerado con relpeclo a otro marco de referencia.
Esto es una de la i6n intitniva de que las de
un no de del observador. Este prlnclplo sc llama
incipio de la objetividad ial. La 1) €s un requer mds

quceldela‘. )} dad de las que

Si sc aplican las mis altas de (de estir ) @ una lfnea material,
un puede a la razon de ’n prog:
mdés alta que 1a razén de de Sin siel rota, la tinea

material no estard sicmpre expucsta a Ja razén mds alta de tension, y de hecho, ocasionalmente
asf que la de total serd menos severa, aunque
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sf més '] Lad para este o radica en ¢l hecho de que el teasor de
vorticidad. el cual mide 1a razon de no es obj Lo aquf no cs 1a razon de

del con resp a un marco de referencia de laborasorio (el cual no cs objetivo,
puecs ias bedad »no den del marco de referencia del obaervador), sino la
Tazén de con resp ala del i esto cs, COm fespecto a los

eje-pﬂ.clpale-del) Esta gitima razon de rotacion es objetiva, puesto que no estf relacionads
del matco de referencia.

E) tensor cinemdtico §3 es la razon de rotacion del tensor ID para una particula (o punto
material). Si m cs un de D (es decir, un vector unitario a Jo largo de

los cjes principales de I-)). 1a defimicion de 3 es

Dn
Br = 1-n. (1.23)
Un do tensor es el tensor W definido por
W=w-0 (1.24)
que mide )a razon de de una P a la razon de deformacion de los
cjes de csa p A Wyﬂaownobjeﬁvol.wuloes(ﬂ
De cata forma, una medida objctiva de 1a 1azon de | estd ahora
¥ el criterio cinemftico que Astarita propone es
= —Tr'W2/Tx D?, (1.25)
el cual se de la forma
1—-2a)?
R= (l A N (1.26)

en donde A2 < 1 y sc extiende a través de todo ¢l rango de interés, deade movimiento de cuerpo
rigido (A = —1), pasando por flujo viscométrico (A = 0) hasta flujo clongacional (A =1). Resla
medida de qué tan rdpido el sep a sf mi de por medio
de rotacion, cuyo valor es para de po rigido y

a la unidad en el caso de flujos viscométricos, y siendo cero para flujos clongacionales. En el

ultimo caso, no hay rotacién que alivie los esfuerzos.

De las dos exp e
_']y 7£3 . 2

pero como W es antisimétrico, entonces —Tr W2= Tr WWT y 13 expresion queda como
1+ 2 VIr Dz 1|Dil
= . (1.28)
( ™0

1-2 “TWE TrWWT
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El rango de flujos fuertes se eacueatra eatre 0 < A < 1, y el rango de flujos débiles esid
entre —1 < A< O [15).

Ahora es posibic probar que los tensores de deformacion de Gleen-Cnnchy {13l ¥ quc las

P por flujos fuertics, ldemhdewmmmr
de on que con el que el flujo cortante crece,
a o mds, cuadeiticamente (flujo doble cortamte [13]). Las pPaia el de la
P son pues los en la mi de un
fluido p ser ., en it

de una

1.3 Leyes de conservacién.

Para poder iniciar el de la de un i de dos es
necesario. primero, con los p de la de Nuidos para evaluar las
de las P y ias y de ta

final obtenida.

1.3.1 Conservacitn de In masa.

El principio de conservacion de la masa © masa de coatrol
Viu(t) en un flujo, que se mueve con la velocidad locd del continuo y asf se va deformando,
Sin su masa por lo que el principio de la conservacion de la
masa implica que

D

D / pdV =0, 1.29)

Venlt)
donde el D/Dt rep la d s ial o sub. i quedalnr-madcc-mbio
de 1a masa del oen g l de de campo a medida que se

en ¢l y po en la ion del llujo. cuya expresion es

D ]

P =5 twV- (1.30)

La ecuacion de la conservacion de la masa (Ecuacion 1.29) ac pucde también expresar en
forma vectorial como

Bp _
% + V-(pw=0. (1.31)
Esta expresion sc ie conoce como 1a E ion de C dad. formas parti-
de la de por para flujos [¢ del
) la de toma la forma

V- (pu) =0. 1.32)
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de

.
Asimismo, cuando ¢l fluido tiene una (fluidos P ) 1a
es i

V-u= 0, €1.33)
que es vilida tanto para flujos dependicntes del tiempo como para flujos estacionarios.
13.2 C e del blimesl o de ia tidsd de
El principio de conservacion del momentum lineal o de la cantidad de movimieato es una
de la ley de de aun deﬂuido Esto es, cuando
se considera una masa dada de fluido en un que la
razon a la cual el momentum del fluido en cue-uoucamhlm es igual alnﬁxetzamun.neu
que actda sobre tal masa.
Los dos tipos de fucrzas posiblies que actdan sobre masas ﬂuldu y eu(n distribuidas a través

de todo el medio fluido se pucden clasificar como: (a) P y (b)
fuerzas supectficiales.
Las de PO son de ivo y son G a al causa o
Los P ser el g ip Ectri y
fuaw centrifugas., e1C. entfe Otras. El card vo de las de que

son propascionales a la masa del fAluido y por lo tanto, sc expresan como fuaza por unidad de
masa y se denotan por f(x, ?) o simplemente por f. Asi, las fuerzas de cuerpo por unidad de
volumen se representan por of.

Las fuerzas superficiales son fuerzas de naturaleza intensiva o local. Las fuerzas auperficiales
surgen de la fisica de ¢ de fluidos en la superficie imaginaria quc
los separa, o entre un fluido y una superficic solida. Esta lnleuccion da origen a un campo

(o ) Que son
para dnunlol puntos, por lo que €stos vectores se represcntan como f(x, t, i) o simplemente
(3, n), donde » es el vecior 1] de la en el punto
x. Unido al pto de vector sc el del tensor de T, que
el estado de los esfuerzos, a través de tres planos lares quc sc
en un punto, y se relac con T la +=mn-T = TT . n. Sin cmbargo, et
tensor T cs 118, 19} T =TT, y por tanto

r= T-m (1.39)
El de la de super incipio de de Cauchy
establece que sobwe una supetm:le cerrada nnaglnaria S.(l) cxlsu: una dl-mhucldn de vectores de
“r cuya a las por el
material fuera de Smit) lobte el fluido encerrado por s,..{l) (1)
Las p de los de son:

1. E) vector de esfuerzo es la fuerza por unidad de drea en la direccion del vector a.
El vector de esfucrzos ©s una funcion lincal de Jas dec la

superficic pasando a través del punto.

3. Los de estin en cg locat

5
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La ley de la conservacion del momeatum establece que 1a razon de cambio temposal del
momentum lincal de un éste una o fluye, es igual a la
suma de las fuerzas superficiales que actian sobre la del po mas las de po
que actian sobre é1. De cata forma, 1a ecuacion de conservacion del momentum se expresa Como

-% / pudV = / pf dV + /Tds, (1.38)
Vi (e} Vi) Sa(t)

que se puede expresar en forma vectorial de la siguiente mancra

a
Aew) 4 v.(puw) - pf - V-T = 0. 1.36)
A esta se puede de Ja forma a
Py ca- g [-8—“ + u-Vu]= ot + V-T, aamn
Dt
que se como la ion del irmi de Cauchy.
Si se toma el p de 1a de Cauchy con u se obtienc
s Du? . . .
3D = (pf)u + u-(V-T), (1.38)
que cs la como bal de 8 ica y es una directa de
1a ley de la conservacion del momentum.
133 E ‘
Hasta ahora. las ccuaciones bisicas del medio no son en

para las en au Las

son relaciones adicionales que no mis y las

caracteristicas matcriales del fluido. Las a8 1a d del

yla del por la que existe entre el tensor de
uﬁmo: ¥y el tensor de deformacion, etc. Pucsto que la Ecuacion 1.37 involucra cl tensor de
lap aa es p la que

ios y las i En este caso la debe con:

1. Cusando ¢l fluido ests en reposo, el esfuerzo es hidroststico si sc trata de fluidos incompre-
sibles; y en ¢l caso de la p por cl fluido es la presion
termodingmica.

2. A primcra aproximacion, ¢l tensor de Tes P al tensor de

D y dep s6lo de ese tensor,

3. Puesto que no hay O en una on de po rigido, no hay esfuerzos

en tal

4. No hay direcciones preferentes en ¢l fluido, asf que las propicdades del fluido son funciones
puntuales.
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La condicion 1 roquierc que el tensor de esfucrzos tenga 1a forma

T = ~pl + o, (1.39)
donde — p 1 es la parte isowrdpica, siendo P 1a presion termodinémica en el caso de fluidos
compe-lblet o 1a presion de fluido o en o ¢s la parte anisotropica

temnsor de esf ds ios o que de)

movlnuenlo del fluido. El teasor de esfucrzos o es una de la ala
de : del de fluido y forma un campo de fuerza que se representa

p:r cse teasor.
La condlclon 2 implica qne el tensor de esfuerzos T, y pot lo umo el teasor de csfucrzos
con ¢l wensor de o Los de

Stokes (vuwe Wmi {11)) indican que

1. o ecsuna de D y es ind de todas las dems:

2. La forma de & como funcién de D no d de ni de la 4 en el io ni de
otra

3. Para fluidos inviscidos, & = 0y T = —p L.

D — O, entonces o — 0. Los fluidos gue presentan cste
dos de Stokes. Estos fluidos conforman una clulﬁclcldn

De alo .
P se como
que Yy & P del calor, ter
b con la de que @ no ¢s una funcion lineal de D [20]. Los ﬁuldos
de Navier-Stokes son una subclasc de los fluidos de Stokes con de
y de en la (D). éstas son las de los Auidos
Se como & de M que D tiende

a ceso, los no P sino que se telljan gradullmenle con el
tiempo.
Hay nucve elementos del tensor dc que se exp como una combinacion lineal
de Jos nueve clementos del tensor de defor una pica tensor
-—de D. La exp que esta cs

o = (ATID)I + 24D, (1.40)

P!

yla va para el de

donde TrID es la traza del tensor de
un fluido newtoniano cs

T=(-p + ATD)I + 2 uD. (1.41)
delap del

Esta ecuaclon indica que el tensor de J ¥ ] en
de y de dos Ay 4. que se

fi de idad. El 4 esla o
primer A de d y el p Aes do como el de

o
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La <l fAlujo de calor debido Gnicamente a conduccion.
La ley de Fourier de la conduccién del calor establece que

a= —k VT, 1.42)

esta la a para ¢l flujo de calor, donde &k es la conductividad térmica
del fluido y VT es el de la

134 E de N Seok

La de la de la conservacion del momentum lineal y ias relaciones
co-sunntvn para un fuido mewtoniano dan como resuitadoe la ecuacion de Navier-Stokes.
ia de la 1.41 en la E 1.37 se
Su
B¢ * u-Vu] = ptf + V-T 1.43)
= pf — Vp + V-.eo.

Esta cs ta ecuacion de Navier-Stokes en forma vectorial.

Si s8¢ conudua que el fluido es ¥ que la es 1a
Stokes se a
p[%‘:— + u~Vu] = pf — Vp + uViu. (1.44)
Los primeros dos términos en el lado izq de ta E 1.44 P alas de
inercia del clemento de fluido, que surgen debido a la razon de cambio de su momentun lineal.
En el lado derecho, cl primer tas de cucrpo que se aplican sobre el
el P Ia fuerza del gradiente de presién y el ditimo representa
l1a fucrza friccional debida a 1a todos por de
la de Stok: la de que todas las fuerzas mencionadas estin
en equilibrio local.
Bajo ciernas cnia de Stokes cs los
a las de po. Esta sc a
Eliminacitin del %rmino de la fusrza de cuerpo. En ¢l caso del flujo de un Aluido
incompresible, ¢l rmino de 1a fuerza de po of en 1a E 1.44 puede ser incluido en
el del de bajo las siguientes condiciones:
1. La unica fuerza de cucrpo es aquélla debida a 1a gravedad, esto es, pf=pg.
2. No hay una superficie libre en ¢l flujo, ya que en tal caso es ia
explicita de 1a fuerza de cuerpo debida a la gravedad.
3. No hay csuatificaciones en el fluido por de (o cual que el

fluido es homogéneo y que las de son
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Cuando estas condiciones se satisfacen, se tienec que pf =pg = — V U, donde U es la energla
potencial del fluido, y la Ecuacién 1.44 toma la forma
Du _ 2
i = —VP + uViv (1.45)
donde
P = p + U + po (1.46)
¥ Po €3 una La P es lap del fluido o o d
quec se detormina COMO una constante arbitraria dadas las de El 1]
del de las de es \tl solo las de no
de p pues de lo las del en las
los de 1a dentro del andlisis.

Para un fluido incompresible sobre ¢l que no actian de ta de
Stokes puede reescribirse utitizando Ja identidad vectorial v-Vv = !;V(v ) —vx (Vxvwv)
Yy V X u = w quedando como

?9—‘: + u-%Yu = g‘: + %V(u-u) - uxw
147
= —;Vp + V%

Ahora, aplicando el rotacional V x a ambos lados de 1a y se

Sw

B = T x (uxw) + ¢V, (1.48)

© equivalentemente
Dw
Dt
Las Ecuacionecs 148 y 1.49 gobiernan ci porte dc la d: un fujo. En la
““Ecuacion 1.48, el primer ¥ del lado la
¥ la dj de la icidad. Ca cno:dosproceaondanlaup‘dade
de 1a en un ¢ de fluido.
Una vez que se conocen las ecuaciones que gobicrnan el acaiveo de masa y momentum,
entonces, ademis de que sc req ta Hyla P, para el
de ydep sc las vy los val de
frontera. En particular, las pﬂmeus definen las condiciones del flujo a un tiecmpo inicial ¢ = 2g.
y las el (fisico) del flujo, asf como las condiciones que imperan lohre
ia de dicho
Cuando sobre la superficie de dominio dcl flujo el fluido estd en con una
solida, las de i6n que entre ellos causan que el fluido moje la supesticie
s0lida. Como consecucncia, ¢l fluido se adhicre a la frontera solida. Esto significa que en la
teorfa cla del del de Auidos la del fluido

= (w- -Thu + V. (1.49)
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con respecto a la supetficic solida se puede tomar como cero. Entonces, si la frontera solida estd
en reposo, la velocidad del fluido debe satisfacer la condicion v = @ sobre 1a frontera sdlida. Si la

frontera sdlida ests en con una vo, 18 del fluido debe satisfacer
1a ecuacion v = vo sobre la Esta de se como la dici
de no desli p dicion de adh

En una cntrecara? entre dos una de las de es que las
velocidades deben scr iguales, ©3to es, que las vek deben ser a lo largo de la
eauccara. Ademds. ¢l tensor de debe ser a lo largo de la supertficie,
1o cual es una consecuencia del hecho de que las 1) por los uno al otro en
su superficic de contacto deben ser yen Estas se

EXPIESAr COMO Vuwo ;1 = Vtwdo 2 ¥ Tausdo 1 * Bfiuido 1= T fusdo ¢ - Mptusdo 2 a8 cuales se
mantiencn en cualquier punto de la entrecara.

En Ja superficie libre de un fluido los ap la de es
entonces. T - n=0.
Las p el mpo de dad y e} campo de a través
de toda 1a masa total del fluido en algun inicial 1! E:
las dich que v(x, tp) = vo(x), p(X, tn)=po(x) para
todo ¢l fluido en el uempo inicial 1o.
Con las de la va para un liquido simple y la de Navier-
en es posibl el campo de velocidades para un flujo isotérmico.
Sin embargo, es calro que cl p con cs por la
del 1i 13- Va.
Sin para ¢l p de de este varias p son p
1. lacelda de llujos (el de dos ) es un p en cl que el fluido estd
en con las p del y tienc una capacidad apro:umada de
110 cm?® de volumen, con una altura de 38 mm y los la
temperatura del fluido con variaciones menores de 0.05 °C. Bajo estas comllciones, cl efecto
de la gr; enel de de cuerpo es despreciable.

2. La rcgién de interés en la celda de flujos pucde analizarse como un flujo extensional
bidimensional en el que ¢l vector de vortickdad es diferente de cero para cualquier punto

en el flujo, en donde ¢l fluido es Yy sc Asf,

dos ideas complementarias se Iun de introducir en la ecuacién de Navier-Stokes de forma

que et p la de cofriente, que permlle conocer las

P de la (como las derivadas p de la 16 ) y la
que es equi al P  de vel

3 Se usa ia palabrs omtrocara paa refecise a la superficie defiiida ontro dos Liguidas ¥ que on la literaturs ingloss so comoce:
como nserfase,
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1.4 Sol para né de Reynolds baj
'L.Wmum&sm

Siendo claro hasta este punmque adn para un fluido e sujeto a
condiciones de flujo no la de una para las
de mas las o de serun casb
pasa la mayorfa de los casos. La iriba ea un de 4
P no para ¢l cual RO ze 1
de solucion.

Asf, del desde el siglo pasado ha ndo poﬂble p-’l casos especiales

(por los flujos ) en los que el Msas
el para la Qq de soh se ha cn 1as 5 d

para la de ap ala on de Stokes y 1a 6n de

soluciones exactas [21].

En p la J de Stokes puede i para el caso de
flujos lentos. Esta d se expl a en la queda de la para cl flujo de
dos rodilios. Por tanto, cn esta se busca el m-co fisico qne define un sistema
de ecuaciones para ¢l flujo, para cl cual se p aplicar d P enla
de la solucién.

Ahora, si bien las ecuaciones resultantes no son la de Stokes, las
obtenidas resultan ser de gran utilidad para el célculo de sol para flujos
agn més pues las \ ap pan ello, tales como

para tineal teorfa de p o de
P p en donde la lineal con la p .
de orden cero.

Es por cllo quc contar con una solucion exacta a orden cero (flujo leato) para ¢l caso

del molino de dos rodillos 3 de gran importancia para la mecsnica de fluidos, pues ofrece la
posibilidad de estudiar toda una clase de

P de d ecn la asf{ como en la
ciencia bdsica.
de las de para son de
ala nolincaldela de Stok: Solo se
y en flujos donde loa términos
no lincales desaparecen. como en ¢l caso de flujo en ductos. M4s aun, flujos alrededor de cuerpos
que sc por de Rey altos son ms
a que las i ia Joci: ylap ynno-onﬁlncionelmucudclu
. y del tdemp
En los problemas cn 1os cuales una solucion exacta no cs da, puedc ser bl
una P d: Una solucidn ap: €5 una exp que
ap las en vez de utilizar ap de
estas ecuaciones.
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La aproximacion dc Stokes es la para nu! de R hajos.
La ecuacion de Stokes es un caso de ia de Stok:

movimieatos muy lentos de fluidos viscosos. Bajo cstas condiciones la inercia del fAluido se
en P con las otras fuerzas que actian sobre €l. Puesto que el aumero

de puede ser como 1a entre Ias de y las

viscosas del fluido, 1a icion de de indica de R
La ial de I1a deswkese‘queclcompunemede
incrcia se asume que u dﬂpreclnble. complnno con ias El de las
de y de las Fd de la de

Stokes para un npo de flujo sin de po son

u

Su 1 (1.50)

o °

Esta dltima P ala ion de Stokes. Esta ecuacion junto con ta

cuatro con cuaro (uyp)

La gran taja de esta ap es gque las son ahora lineales y
1 i bien para la de la

1.4.1 b y adis alizacion de Ia 6m de Navi b

La lolucmn qQuec caracteriza de manera completa cl flujo en pnnciplo sc pucde obtener,
s las ala 1a de
Nuvler-Slokes y la de conservacion de la masa. En gencnl. para un ﬂujo laminar, isotérmico.
de un Uqui en un con y rigidas y
con de y ala es wres
dimensionales, que junlo con u y p definen la estructura de la solucion matemdtica quc describe el
filujo. Estos p son la b .. 1a
Ues y el uempo caracteristico t.. l. es la distancia tipica sobre la cual la velocidad cambia
proposcionalmente a U,.. U, representa una magnitud tipica de las velocidades del fluido en el

dominio del llujo Y g toma enue la g de ifmite o la magnitud
de la des di ias de las yel P 2, €8 uUna
de la rapid de de la tal como la experimenta un elemento de fluido tpico.
Con los p cs las P
de forma que se las
u="Unu"
vUe o
p £ p
S (1.51)
x = Lx
2 .
te = ‘: ¢
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Las camstidades con asterisco son las en donde la viscosidad
cinemftica + sc utiliza para 1a p yel Si el flujo y Ia geometria
son estables, desde un pusto de vista enlau-o. la escala de tiempo ¢ es justameate /U, y
representa el ticmpo en que un clemento de fluido “tipico” viaja una distancia .

las u*, p*. x*"y t*enla de Stok:
ta es
vU Su* U e ooyt = YU e e YU Gz o
T B * TV =~V + SV, (1.52)
en donde el g y el & 7 estén ahora en de ias
A esta i6n por {2/(vU) e inroduciendo el
numero de Reynolds Re = Ul/v se obtenc
% + Re(u® - V*)u® = — V'p* + V34, (1.53)
Dc esta forma, es h que 1a de se de la
de Navier-Stokes tomanado el Wmite Re — 0. Esto su.lae que para cualquier flujo, las
aproximaciones de alto orden a la de la Stokes se
las P en del de Re;
E se pucde alila ion de Stokes como el fmite asintdtico de la ecuacion
de N a cero ad de R que las
espaciales permanccen dc orden unitario.

Una forma a de 1as Ex 1.50 scpara la yia de que
dichos P Para a L] del
campodevelocidaﬂ se aplica el i del ala da E 1.50. Hecho esto,

las Ux(Vxu) = V(V-u)—V?u y YxVUp = 0.
La ecuacion resultante es
3Z[V(v-u) — V2u] = vV [V(V-u) — V3u]. (1.54)
F 1a de para un fluido i la en
la forma de lap queda como
z_aﬂ —=
v Fr = aal'® (1.55)
Para obtencr ahora la ecuscion de la presion, se aplica cl . ala
ecuacién dando como resultado
Vvip = 0. (1.56)
La \ja de estas es que ¢l campo de ha sido
del campo de veiocidades.
Para un flujo 0, e P de un fluido newtoniano en

o 1a E 1.54 en ¢l fmite de ndmeros de
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llcymldl muy pequeno- (Re «« 1) que el de la [ )
con Im tanto como del gradiemte de presion,
con lo cual se las i '/
Via — Yp = 0,
5
V-u=o, 1.57)
que representan una primera ap ala de N Stokes y pasa el
Hmite de nimeras de Reynolds muy Estas son como 7
de flujos lemitos ( flow ). El para un flujo lento se puede lograr
a través de una de muy con de o
una sicndo este caso ¢l que resulta de interés analizar para
el molino de dos rodillos.
1.4.2 Representaciton de Siujos bidien on 6y de
1a funcién de corriente pars flujos lentos.
La de Stokes y de se redu en el m iento, a un
de 4 i) dales p I di les para ta velocidad y la presion; pero
en el caso de flujos leatos es hacer una
matcmitico alin mayor, las de flujo iento y 1a de continuidad plra obtener
una i dinaria de orden cuarto.
El punto de es un de del que es-
b que PO Ve se puede rep
tres funciones cscalares ¢, 3 y x de modo que
a=V¢ + V¥V x (¥Vx). (1.58)
Esua op la de un P a en una parne

irrotacional, asociada con V¢, y una parte solenoidal. o llbte dc divergencia, representada por
V x (¥Vx). Puesto que

V. [Vx(@VX)]=V - (VexVx) =0, (1.59)
1a repeesentacion del vector a se pucde dar en de un p ) idal 8. tal que
a=Ve + Vxas, donde V.= =0. (1.60)
Ahora bica, pucsto que ¢l vector u €3 un campo K ble, éstc s¢
Tepresenta como
u=Ve¢ 4+ Vxs. (1.61)
s que cn esta ion se COmo Vector p para la

La
pues
Visa = —VUxu = ~w. 1.62)
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a8
Ahora, para un fluido i la de d: que
V.-u=V-Vo=Vig=0, (1.63)
que ta de mo se auna parala vector p
s,
VUx(V3s) = Vp, (1.64)
(]
Vis = 0. (1.65)
La contribucién de V¢ al campo de velocidades no es nula si en las frontcras
(u -~ Vxae)-n»o0, (1.66)
dowie m cs el vecwor ala esta un flujo de masa a través
de las G esta no sc leva a clbo ¥ 1a velocidad se representa
udnicamente por
u = Vxs, (1.67)
conV-s=0ys las 1.65 0 1.67. Enelleum.lalmldndeunu
vector el p al 1a p y
una simpile ccuacion de orden cuano para s.
Para flujos bidimensionales, el vector p s se fep en de una simple
funcién escalar de la forma
s = y(x, y)k, (1.68)
en coordenadas cartesianas, o de la forma
(1.69)

» = hyyr(x, x2)is

Los k y iz de las dos expresiones anteriores son

norm.lel at pla.no del movimiento del Aluido, y ¥ (x). X2) es Ja funcion de corriente.,
de Navier-Stokes se puede expre-

Para el caso de un flujo la
sar en de la de el térm de la presé no cstd p
y 1a de a a las dos componcates de la ve-
locidad. El flujo por la i ¥, cuya d es
u =Vx(yk) yconvorticidad w = V xu = —V"t/rkleimmdueeenlaecuncionde
Navier-Stokes cuando csif en la forma de la del P de la dada en la
Ecuacion 1.49, la cual a su vez se para flujos b en donde el término
{w - V)u es nulo que los dela dad son al P
de 1a vorticidad, por lo que la Ecu.cion 1.49 se reduce a
¢ | (Ve = Vi 1.70)

at
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Ahora diena, do cn esta las exp de u y w ea términos de 1a funcicon
de se Ia On de Navier-Stokes ca érmi de la ion de para
un flujo Ena ¢l caso de un de 1a
en de Ia de queda como
a(V3y) By 8(Viv) _ 8y 3(Viy) _
51 + By % - = vViy. a7y
La de Ia de en la pwra flujos ieatos simplifica
1a Ecuacion 1.65 de la forma

Viy =0, a7

qQue Tep el ico de la ¥




Capitulo 2.
Solucion analitica para el flujo generado
por un molino de dos rodillos.

Este C.p(lulo se inicia con una de los de das cur
de aquela que p:
Jeﬂ‘ery [{7] ull en . un de das de uso poco comnn
1a por Jeffery [6] se parael

de dos rodlllol de rld.lo igual, con giro comoutorlo y ala misma d . ob
las para sus Y, ) e las del
fujo en Ja vecindad del punto de estancamiento.
2.1 Coordenadas curvilineas.

Un impc de los pi fisicos es la dc los obj eri
involucrados asf como la georneufa de la region sobre 1a cual se extiende su respucsta a los
estimuios externos y a las Una a un
problema flsico depende, cn buen grado. de la sck aprop det de
més aprop para la del p {20].

Sea E? un i do por un si z* con k=
1, 2, 3. Considerando qQue cada punto en E? se rey por la de tses planos

2% = c* (k = 1, 2, 3) sc ticne la idea de las coordenadas cartesianas

de ese punto. A sc puede que cada punto puede ser localizado en E?
por la de tres sup cur dnicas no Estas tres supesticics
cur sc por sus resp RS a un marco coordenado

z* 4 del de

rectangular dado; de csta forma, si las
wes variables xX, k = 1, 2, 3, en E, sc ticne

Z* = fe(x!, x?, x%) = 28(x*, %%, x%), k=1,2,3, .1
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donde las funciones * de las tres variables x* pertenecen a C”, con r 2 1 (es decir, son funciones
hasta orden 1) y estdn definidas en Ja region de interés
de

con p
de E. La Ecuacitén 2.1 define una

La E 2.1 yla
> = x*(2?, 2%, 2°), k=1,2,3, 2)
son las inversas recfprocas y son Onicas en cada punto de su dominio si y s6lo si ¢l jacobianc
8zt, 23, 28) _ o2&
J = Garatay = det (axk) # 0. @.3)
Suponiendo que 2* y x* estén por 1as E 2.2 y que la rel. sobre el

sc satisface, entonces z° y x* son inversas la una de la otra. Asignando un valor real constame
a* a x*, cntonces se tenc la expresion

x*(z!, 2%, 2°) = o, para k=1,2,3, 24)
que un de tres cur Puesto que la Ecuacion 2.4 tienc una
solucién dnica para z*, estas tres sc en un punto P.

Ei [y J #£ 0 que las superficics no scan degeneradas (es degir,
que no sean coincidentes). Estas tres sup xk = sc o como
coordenadas curvilineas. Asf, un punto cualquiera P en E’ se por sus

caresianas z* o por sus coordenadas curvilincas x*. Los dos sistcmas de coordenadas son, por
io tanto, uno a uno o biyectivos.
Una de las mayores diferencias entre un -si de G d, y un

de coordenadas curvilineo es que, en en ¢l primero. hay un marco rectangular fijo con ecjes
que cn cl otro sistema no existe tal marco fijo de referencia.
Sin las cur ticnen una si Si sc
asigna un valor constanic a 2*, cada uno describc una superficic cn el cspnclo. Asignando una
scric de diferentes valores a z* se gencra una familia de superticies. Si la funcion es adecuada,

ésta una 4 cada una dc las tres familias que definen un punto
P en el espacio. En!onoes. un punto en et estd i por la de las tres
z* = supcrficies La se
por la en la cual es constanic. las otras dos coordenadas puecden variar a
1o largo de csa La de de dos resulta

€n una curva curva en la cual la otra coordenada puede variar.
base de de cur Sean x!, x? y x’ las coordenadas
curvilineas de un punto P en un esp Yy cuyas son
2', 2% y 2%, Sean {h. 2. 13} cl de que una base del
de d i z%. E! vector de posicién del punto P sc denota por @ con

P al . Ei sc puede cxp

P=p(2) =in 2. 2.5
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Debldonqneleueheunmq)eounouu-o.clvmpmwloufmhndcl.unoque
también cs una funcién de x A través de (2.2) y (2.3). por lo que
p(s) =p(x). (2.6)
Los vectares base im (M = 1. 2, 3) del sistema roctangular surgen de las derivadas parciales
del vector de posicion p(z), definiendo cstas bases ortomsormales por
b = b (m) = % @an
De forma andloga a las bascs ortonormales se puede definir un conjunto de vectores por medio
de 1a siguiente relacion

x
mon = 230, feX)
donde 1. 82 Y €3 ©3 un de y son alas
curvas que se en un punto P. Esta propicdad de las curvas coordenadas
catd garantizada por .J 3 0, y los yen un de
base “cur " que un en E3.
La que ia basc im con la base curvilinca g sc obtienc
iando (2.7) con P a x¥,
oz
28 —m =i, @9
que CXpresa a gx en términos de by, Los m se i en
de gx por medio de
L] 8p Oxk xk
Tﬂ:ﬁm @ dm=mpo. (2.10)
Es importante hacer notar que los vectores gy son funciones de x y no son necesariamente
i p son
Métrica de un C il una curva C en el espacio E?* dada por la ecuacion
paramétrica
C: p(t)=p, t€][ab). Q.0
Ahora sean P y © dos _punios sobre la curva C con vectores de posicion p vy p + dp.
respectivamente y sca () = dp. Cuando ¢l punato P sc aproxima al punto Q a lo largo

de C. la diferencia entre la longitud dp y la longitud de arco PQ a lo largo de ta curva C ds
tienden a cero; por lo tanto, el clemento de arco ds se considera igual al vector infinitesimal
dp, y sec tiene que

ds? = dp-dp = g - dx* dx' = gy dx* dx!, 2.12)
donde
8u = #x-#1 =8 = bi,. 213
Los hyy esp ia del de y sc la
métrica del sistema coordenado, sicndo una prop de cada y
son § de la p Las gu son los | del

espacio y el conjunto de éstos forman el tensor métrico fundamental.
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Definic C cur un x* en E? sc dice
que cs un sistema ortogonal si ‘

B = @B =0, para k#l,
BExx 7# O, para k=1,2 3.
Por 1o tanto, en esi0s sistemas solamente hyx 7 0. y es por cllos que sc denotan simplemente

214

como hy. Ej de son los
gular, y enwe Otros.
€ de Un de g5 k=1, 2, 3, en E>, sc dice
que es el recfproco del conjunto gs, k = 1. 2, 3, si
& =g =5, .15
donde 6F es 1a deta de Kronecker definida por
1 k=1
s}:{o kel (2.16)
Por lo tanto, los cur p con la prop
1
= 2.17
g = o~ @an
que indica que los ¥y sus tienen la mi ¥y que la
de uno es ia inversa de la magnitud del otro.
de los bese. La de un vector v, ||v|| estd definida como
Iwll=v~v-v. (2.18)

Asf{, para los vectores base se tiene que
lloxll = v&~ 8 = vEx » 215
8] = Ve o = va=. @19
de

Vecteres base unitaries de un cur Los base
de un de cur Yy su de son
denotados por €, vy ek, y se ai el vector
base con su respectiva magnitud. Esto es
f Y X l&
ey = —===, e* = N para k=1,2,3. 2.20)
Ve RCad
Estos base son de tas x¥. Si sc uata de un sistema
ortogonal, se ticne que (2.20) se puede expresar como
o =g VEM = hin. e = g*/Eu = g, para k=1,2,3, @21
I

y de con lo se ticne que e, = ek,
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v en cur Cuando los p fisicos )

reales con cuya fep én con bne en un sistema de coordenadas
més P (por mp un de b etc.), o cuando las
{ de P det a posec una forma geométrica compicia,

los y ) no son los mds y
por un cur aprop Se tiene que existen dos Uaicos comjustos
de basc cur el & y el conjunto recfproco g*. Por

consiguieate, hay dos tipos de un vector dado, uno referido a la
base nuuﬂl..yelouorel‘eﬂdolllbl.lereclpvou." Eatonces, sc ticaen los nlguienea dos
tipos de componentes vectoriales, junto con los p un
vector v, de la forma

v=u vt = v = ghw, 2.22)
donde vk, k = 1, 2, 3, rep los del vector, referldos ala bne

ontonormal k., k = 1, 2, 3. Los componentes del vector ala base 1 gx son
por v*, k= 1. 2, 3, y son de v. Los componentes de v

referidos a la base P /" son por vy, k = 1, 2, 3, y son llamados componentes
covariantes de v.

de un vector v cstdn relacionados por

Los P cov: y
vi= wght, wvi=+via (2.23)
Componentes fMsicos de un vector. Los componentes fisicos de un vector (O tensor) con
p aun de curvilfneo local dado se como los
del vector (o tensor) relal a los unitarios a las curvas
coordenadas. Entonces, sc tiene
= viMey = vig, = v& /@y
v= vi¥ieyg &= V vEBkk ®k. @24

v= vayer= vig*= vy Vg"* ek,
en donde se observa que

) = ok g
Vv 2.25)
V) = vV gkk,
Los componentes v(%) o v(y) son los componentes fisicos de un vector cn términos dc los
componentes tensoriales vk y v, respectivamente.
Aunque los P fisicos en 1] de los P [ b4

riantes no son idé en curvil estos
son, sin ecmbargo, idénticos en el caso de cur por lo

que tenemos

O R e WRE %vk = Vi VEE = vay. 2.26)

Y



Comrdanadas cusvilineas.

2.1.1 Sk de coord: L
El molino de dos rodilios, capaz de indu los en la del
q P cn dos cuyo- ejeu son paralejos y giran con la misma
(giran El curvilineo mds adecuado a la
det ca el p en ¢l que los contornos de los rodillos
se rep por la ok da o y se que son lrgos, y g un flujo
do en planos di a las cjes de los rodillos. Asf,
los rodillos P por de una de las coordenadas, es decir,
con o conatante.
Enel las das son x! = a, x2 =48, %% =2, por sus
con las coordenadas cartesianas en la forma [22]
x a senl
cosha — cosgd’
_ a senha 2.27)
Y = Cosha - cosd’
z = z
O en forma inversa como
. _ x + i(y + a)
a + ig = Lu(x+ T = @/ (2.28)
quedando
o = In x:+(y+a)"
x* + (y — a)
2.29)
( 2ax
8 = = + arctan -
+ y° — a*
El de sc un punto P(x ,y) localizado por
mndlodedonvecwtcar.ytzydol los 7, y 6;. T Para

cn ¢l plano xy. los desde dos puntos fijos A y B, llmeu'lcameute
localizados en ¢l cje y a una dllunch lmllnna a del origen. Las coordenatas bipolares a y 8

se rclacionan con los por medio de
llrall
= In y 8 = 60, — 02. 2.30;
o« =w(jEg) o 1o >
Se tenen, las que al de p

y? + x? - @ - 2axcot8 = O,
(2.31)

(¥ — acotha)® + x* = a?csch’a,
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con las cuales sc aprecia que para 3 = (eawe los 0s8=2n6—msg=
) se ticne una familia de circulos con centros sobre el eje x en ¢l puato (a cot3, 0) y con
radio igual a @ cacS. Cada curva de 1a familia toca los puntos fijos A ¥ B (que represeatan 1a
longitud a a lo largo del eje y en sus dos direcciones (positiva y negativa). Para o = coastante
se ticac una scgunda familia de cfrculos con un radio igual 4 @ cscha y cemtros situados sobwe
el eje y en cl pumo (O, a cotha). Para cualguier punto F(x, y) los dc las dos se

8 Ji de que lap de P se ubica mediante 10z valores de o ¥
A de los circulos que pasan a través de €1 (Ver la Figura 2.1), Asf, el puato A se obtiene cuando
o = +ooyBcuandoa = =—oo. Cuando 3 =0 los a lfncas
rectas verticales por arriba de A y por abajo de B. Cuando 3 = 7 se obtienc unarectaentrc A y B.

!
i
i

Figura 2.1. de i La (<3 forma
a los puntos a, y la variable /3 forma que se en los puntos a. Los
vectores unitarios @) = €, y €2 = @ para cualquicr punto scfialan hacia el centro de las circunferencias
que forman los valores de las que dicho punto.

De esta mancra existe una clasc dc p! fisicos cuyas

por las ot Por para p

bidimensionales en los cuailcs la region a considerar es:
1. Una region finita ) inter por un y por otro mayor

no concéntrico.
2. Una regién i i Ll exter por una linca recta y conteniendo un cfrculo

vacio, i
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3. Una region dos ag de radio y de
los centros.

Si bicn estas regiones pueden parecer un tanto peculiares, Icjoe del &mbito de soluciones a
problemas rcales, debe sefialarse que existe un de de la de
Buidos para regiones como las anteriores. en pasticular flujo en cilindros excéatricos eatre otros,
de gran ilidad en Is

El de ticne las prop El es
a cos H
— ey TR eEERT ~ ame ©
az* 2 g
I =der (o) = [etimhiy - cAmke, - —aes, o},
(2.32)
4] [ 1
a?

! o I T
¥ por lo tanto, (cosh @ — cos 3)

Los vectores basc g del si de con
cartcsjianas sc obticnen a partir de las Ecuaciones 2.24 por medio de (2. 5) y (2.8) como se
muestra a continuacion

_ a senf a senha .
p = Coshox — cosB Y + cosha — cos 3 b + zis,
- 2 _ a senha sens Lo+ 2 (1 — cosha cosg) i
s Sa (coa;ha—l:ou[i)2 o (t:oshr_:—cn:mﬂ)2 2
(2.33)
= 8p = 38 (coshacosﬁ—l)i _ _a senha senf N
&2 a8 (cosh o — cos 3)% * (cosh & — cos 3)% 2
8 = %—: = i#.
Con los valores de g se obum el w(uor por de 1a E 2.13
(mlbu—uu.‘!) 0 o
(@) = = ol @34
o 1
Es claro que
gn = g&» = bi; = bi; = b% 2.3%)
por lo que el factor métrico queda como
b= —2 = J. (236)

cosha — cos 8
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2.2 Solucién a la funcién de corriente propuesta por
Jeffery [6] para un molino de dos rodilios ideal.

Los problemas de flujo lento, cstin por la
Ty = 0, sujctaa de ap Pata una cs
la como un de de
orden [21),
Viy = —uw, 237
Viw = o, 2.38)
que comresponde al cuo del laplaciano homogémeo (2.38) y la solucion del laplaciano no-
é Q.37N. i de cstas da 1a de
En 1922, Cn B. Jeﬂ'el’y {6, 23] cstudié cl caso de un flujo lento para un fluido contenido
entre dos cil oS, para cllo 1a solucion de elasticidad lineal (de pequefias
) para sobrc una placa, ya quc cxiste una analogfa bien conocida entre
las de la en una placa y ¢l flujo en dos de un
fluido viscoso e incompresible, en el cual la de i ia
biharmonica para Viy = 0.3
Es claro que ia forma de la P de las ala
por 1o que, ademias de poder la sol para la de
preacntada por Jeffery (6]. puede el p de un de dos rodillos
izunles que giran ala caso de las condiciones
La por Geffroy et al. [4] intoduce una fucnte de
vonicldnd adiclonal dc manera que cl las de enel
que no es posible con la solucién de Dunlnp [2). Abhora, si los rodillos tienen radios Igualea,
entonces de la Figura 2.2 se tienen varias p de tria para el
que permiten simplificar avdin mds la loluclén.
La forma general para Viyp = 0, en p ticne la siguiente
expresion [4]
h*tyY = Ap cosha + Bpa(cosha — cosf) + Copsenh o + Dpasenha
+K {(cosha — cos@3) In(cosha — cosf)
+ (A; cosh2a + B; + C)senh2a) cosf (2.39)

+(A', cosh2a + Cj senh 2&) sen g + g (¢..(o) cosnf + ¢:,(a) sen nﬂ),

donde h* rep el rerso del factor ari es decir
h* = 1 _ cosha — cos8 (2.40)
h a

Ademas, cn 1925 Frazc {24] propuso usa solucion para of malino con coadicioncs de fromiera ¢n ¢l InOnito ligeraments
au:—u- Dimalps [2] omcoorn wan ohirion pars la rogioa altcdedor del puste de asiancarmicato y GefFroy of ab. 141
uns  1a aqui que sin embargo presents varias singularidades sobro las suparficies do los rodillos.
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¥ las funciones du(ar) y ¢, (<) estsn dadas por

Gu(a) = Ay cosh(n+1l)a + B, coeh(n— 1)a
+Cusenh(n + 1) + Dysenh{(n — 1)a

¢:,(nr) = A:. cosh (n + 1} + B, cosh(n — Da
+C), senh (n + 1)a + D[ senh(n — l)a.
- AT

241

(2.42)

Figura 3.3. En esta figura s¢ muecstra la posicion de lo: puntos a del
los radios de los rodillos y unas ifneas de
aprecia la simetrfa que presenta el flujo.

de
del flujo. En esta figura sc

El dominijo sobre ¢l que interesa definir el flujo leato se define con base en ia geometrfa del

rodillo, que dada )a distancia entre los rodillos, g, y ¢l radio de los

de los queda por los de aR
-2?(- = coshagr — 1. (2.43)
y el factor de escala a de (2.40) se calcula como
a = Rsenhar. (2.44)
Ahora, con ¢l propd de ap ias de de) campo de que sc
muestra ca la Fl‘ura 2.2 le la en de la de como
h e he e3
1 1 9y 1 6y
u= UxWw = — &l = tt5-€ —+-5—e€2 (2.45)
i) n v h o5 b ba
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cuyas p son,

_ 18y _ 8hwy) _ .. 1 811‘ _ 9w/ _ v 3(1/h)
m 33 - B (235) - g g (u2gm)

(2.46)

_ _18¢y _ _6y) 0 1 8hY) _ _38wh) v 8(1/h)
Y = FPa T Tea T "’( ) = ""6a * 'E(hT)' @47
y de forma desarrollada se tienae que

u, =Kseng8 + BopasenB8 + K ln(cosha — cos@)een 8
+ cosd (A} cosh2a + Cjsenh 2a)
— senf (By + A; cosh2a + C; senh2a)
+ 3" [—(nsennf (B, cosh (n — 1)a + A, cosh (s + 1)a (2.48)
u=2
+ Dysenh(n - 1)a + C,senh(n + 1)a)
+A, cosh (n+ 1)a + C,, senh(n + 1)a + Djysenh (n — 1)a]
— sen B (¥w/h)/(cosha — cos 8)

ug =—Cp cosha — Dga cosha — Bp(cosha — cosf) — Apsenh
—Dgpsenha — Ksenha — Bpna senh a ~K In (cosh a — cos 8)senh
—sen 8 (20] cosh 2a + 2A',aenh20) + senha (¢/h)/(cosha — cos B)

- Z[x:osuB(A,. {(n+1)senh(n + 1)a + Bu(n~-1)senh(n — 1o (2.49)

n=2
+ C,(n+ 1) cosh(n+ 1)a + D, (n—1)cosh(n—- 1a)
+ sennf (A, (n + 1)senb (n+ 1)a + B;,(n ~ 1)senh (n — 1)
+ C, (n + 1) cosh(n+ 1)a + D (n—1)cosh(n—1a)].

Es claro que si los rodil giran para el punto localizado entre los
rodilios (o = 0, 4 = 7) se ticnc un punto en ¢l cual 1a velocidad del flujo es cero (punto de
cstancamicnto). En Ja Figura 2.3 los puntos matcriales por ariba del punto de estancamieato
sc a la izq con la misma rapidez, quc los puntos
muednlu localizados a la misma disuncul del punto de estancamiento pero por debajo de €L
Esto es, cuando /7 = 7 (la linea que une los ejes de los cilindros) el componente del campo de

locidad lelo a a, ua. Iiucndcaﬂporladerectu.‘rr"' ucneellnhmov;lotquc
cuandoﬁuenaeavrporla qQ Ea el p de la

/3., w3 cuando 3 — T~ tenc el mismo valor que cuando 3 — 7, entonces

9B = 7) = —ua(B — 1)
va{ 48 270 w8 — 1) @30

]
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0
A ias del Bujo de ia Unea horizontal iocalizada enuc
10s rodillos = () se ticne que
Uo(ex — 07) = U (o — OF)
va {u:l(ﬂ —07) = —ugla— 0%) @351

Para que las y de (E 2.50 y 2.51) se
para el de ( 248 y 2.49), utilizamos las relaciones
sen{—¢@) = —senf, cos(—@) = cosf, cosha = cosh(—a) y senh(—a) = —senha
para anular los que no con las de giro De esta

Figura 2.3. El campo de y los de la en Se
muestran la lineas donde a= () y donde /3 = 7, y con respecto a las cuales se toman las condiciones de

simetrfa del flujo. ua Ua Y ub u.3. Cerca del punto de estancamiento,
los de 1a a ser a los cjes cartesianos.

forma, al evaluar en u,, las condiciones (2.50) y (2.51) y las o

que los Bo. Cn‘ C;. C.,v Cn‘ D,y D deben ser iguales a cero; ¥y que
para u g los coeficientes Ay, Ay, By, C} y D, sc anulan. De esta forma, la funcién de corriente
para un molino de dos rodillos con giro

1::— = Ap cosha + Doasenha + K(cosha — cos8) In(cosha —

io ala i es

cos 3)
o 2.52)
+ E ((Au cosh(n + 1)a + By cosh(n — 1)a) cosng).
n=1
El desarrolio siguicnte, en el cual se 1 para el valor de cada
uno de los coeficientes restantes sc basa en ¢l demmllo que presenta Geffroy et al. [4] en su
trabajo. La diferencia que radica en este andlisis es que el de
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final se resucive de forma distinta, por lo que las expresiones fimales de los cocficientes difiecen,

para el K.
l.a Ecuacion 2.52 debe las di de vilidas en un flujo
leato. La primera de cllas es la on de no en la de los rodillos
tan, diferenciando por medio del signo a un rodillo del atm Si ac denota la .

de los rodi por w, la de no

us(ar) = —l—ll- z—':— lan= wR. (2.53)

Por otra parte, 1a condicion cinemftica que indica gue Bo hay flujo a través de las superficies
de los rodilios es

=12 _
uu(ar) = & 37 |, o. 2.59)
Finalmente ¢l campo de flujo se debe encl iendo esta
por
u(a=0, 5=0) = 0 2.5%)
o equivalcatemente
Y(a=0, #=0) = O. (2.56)
De esta forma, sustituyendo o« = Oy 3 = O enla de la de
E: 252, y 1 i1a (2.56) que
o
Ao + 3 (A, + By =0, 2.57)
us1
° 3
Ao = -3 (Auw + Bu). (2.58)
u=1
Aun ruu por conocer los demmda cocficientes de (2.52) por lo que para continuar conviene
de la de de series de Fourier, a
partir de In siguiente ecuacion. como se indica a com-ulclon‘

In(1 ~ 2x cose + x?) = 22 c"“’" (2.59)

a=i
y utilizando la equivalencia
ln(x+\/l+x2} = arcsenhx; x? <1 y xcos¢#1l. 2.60)

hd La igualdad do qus sc parie cn esie desarolio se abeuvo dal libro de Ryzhik y Oradsistoyn [25). ec. 1.514.
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La Ecuacion 2.59 se puede de forma oq como
1+ x? _ -~ cos B}
ln( 2= - cou¢) = —Iln2x — 2§—n—x“ . (2.61)
j De (2.61) se puede el térmi de la n de
{ (Ecuacion 2.52) con cl de sea ¢ = By M = cosha = p.
Por tanto, 1o que festa es expresar a X en términos de a. Del de e
' ticme que
1 - 2xp +x* = 0, 2.62)

cuya solucién cs

x= 2O VAT 3 _ o, @63
x = cosha * Vcosh’a — 1 = cosha + senha , (2.64)
e —c o _ emor —
x = (e* + e ):;(e e~) - (1 = 1)e™ +2(lq=l)e" 2.65)

y obteniéndose finalmente

_ Je cuando la raiz es positiva
x = {e“’ cuando la raiz cs negativa 2.66)
ysia > 0 yx? < 1, entonces la expresion solo es valida para la rafz negativa, por lo tanto
XxX=e %y el de en la E 2.59 y utilizando el

valor de x se tienc que

oc
In(cosha —cosf8) = -In2e™" — 22-‘-:““_'.38_""
a=1
o —ua
=a~mn2 -2)% cosn@ @.67)
» a=: B
oc
= ap + Y 8 cosnd
u=l
en donde
aqg = a —1n2,
e—uo (2.68)

ay = —2
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L

El Indo de la 2.67

en (2.52) por (cosha —cos3) y

P o« a como en series 10s dos P
el rmino cosd se tieac que
s
cos @ In(cosha — cosf) = (a0 + J_a,cosnB)cosg

a=l

2
= a‘,cosﬂ+zhcosﬂcasn5,
u=i

(2.69)

y utilizando 1a equivalencia cos J cos nd = § cos (n + 1)/ + % cos (n — 1)3, se puede expresar

de la siguiente manera
= — 1 1
Za.. cosnB cos @ = E By (5 cos(n+1)0 + 3 cos(n—l)ﬂ)
nml =1
=% coszs + 3 + Zcos3ag + Fcoss
o0
+Z:a.,(% cos(n + 1)8 + % cos (o — l)ﬂ),
n=3
y simplificanio ain mas
oc oc
a1 2 Bt Bu—1
aycosFcosnB = — + — cos B + —=— + ———)cosng.
Z 2 2 g( 2 2 )

n=l
Fi, la E 2.69 se oxp como

+22 con +§‘_: (2 4+ 2=ty cosng

cos 3 In (cosh a — cos 8) =aocosﬁ+%-

= 5 (oo v F)cons s T (S 4 252) conns,

en de una

.70

2.71)

2.72)

El ténmino proporcional a cosh a se pucde

en serics de Fourier por. lo que sc tiene
o
cosha In(cosha ~ cos () = ap cosha + Za" cosha cos ng@

=1
S
= ag cosh a + a, coshacusﬂ+2&.coahacosnﬂ.
u=2
Aasf el producto (cosh a — cos 3) In (cosh a — cos ) queda como
(cosh a ~ cos @) ln (cosh a — cos 4)
= cosh aln (cosh a — cos ) — cos G 1n (cosh a — cos 3)
o

= ag cosh a + a; cosh axcos 8 + 2“ coshacosnf
ue=2

S 3= (e P eoma= £ (Bt 35) conne

€2.73)

.79
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los como de coanf queda finalmeate como

y
(couha—cosﬁ)ln(eosha—cosa)=(mco-ha—%)+(-:cosha—m—%)cosa
o
B+l Bu—i
+ -gz(m.cosha - =5 - -T-)cosnﬂ.
.75
Si ahora
bp = ag cosha — %,
by = ajcosha — a0 — 2, 2.76)
= — 8ur1 | A2
by, = aa cosha = =
se obtienc
oc
(cosha — coef)In(cosha — cosfB) = by + b; cosf8 + Zb.. cosng . Q77
w=2
De esta forma, 1a Ecuacion 2.52 queda como
w o
% = Ao cosha + Dgasenba + K bn+b,cosa+z:b,.cosna)
= n=2 (2.78)
+ 3" ((Au cosh (n + 1)a + B, cosh(n — 1)a) cosng).
a=1
Con csta aueva exp para ia de se busca shora conocer jos valores de las

conatantes utitizando para ello ias condiciones del flujo sobre las supexticies de los rodillos. La
condicion de cero flujo a través de las superficies de los rodillos nos indica que YV(ag. 5) =M
(constante acotada) para 10da J. Asf se ticsc

i—w(an,ﬁ) = (ﬂ:'—" - °—°:2)M=An co.haR+x[bn+b,cosa +n=22b..cosnﬂ]

+Dparsenhar + 2 ((Au cosh (n + 1)ar + B, cosh (n — 1)agr) cosng).
u=1
2.79)

A los de al orden de cos ngd, las ecuaciones quedan como

(2.80)

(An -~ %)coshag + Doarsenhar + Kbe = 0,
M

- + A; cosh2ar + B; +~ Kb, = 0, (2.81)
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ypaanz>2

Ay cosh(n +1)ar + By cosh(n—-1)agr + Kb, = 0. 2.82)
Ahora ap do la ion de de no des en 1a sup de los rodillos,
uj(ap) =w R, se tiene
wR = —Agsenhan ~ Do(agr cosh ap. + senhagr) + %senhcm
-K [senh onr | a0 + f: ay COS nB) + senh ak] (2.83)
u=1
- f: {(n + 1)Ausenh(n + 1)ar + (n — 1)Bysenh(n — 1)ar] cosng.
u=1
con al orden de cos n/3, se obticnen otro grupo de ecuaciones,
las cuales son:
(An + Do + K(1 + 89) — %) senh ap + wR + Dpagr coshap = 0, 2.849)
2A;senh2ar + Ka,senharp = 0, 2.8%)
Yy para n > 2
(v + 1)Agsenh(n + 1)ar + (n — 1)Bysenh(n — 1)ar + Kaysenhay = 0. (2.86)

Entonces. ahora se ticacn como incognitas a Ag, A1, Ay, By, B,, Do, K ¥y M,y se ticaen
sicte Ecuaciones: (2.58), (2.80 — 82) y (2.84 — 86). Como M es ¢l valor de 1a funcién de corriente

1 en 1a superficic de los rodillos, el cual es constante, s¢ le puede un valor y
por tanto se tienc un bien ! M = 0, es pasibl a
el sistema.

d las E 2.82 y 2.86 se obticnen A,, y B, con respecto

a K, quedando como

—a,, cosh(n —1)ar + b, (h —1)senh(n— 1)an

Auw = K nsenh2ar + senh2Z2nag (2.87)
y
_ ay cosh (n + )ar — by (n+ 1)senh (n+ 1l)agr
B, = K nsenh2ar + senh2nag N @88
E: las p senhx = £ 5" ycoshx = T3 en las ecua-
ciones de arriba se obticne finalmente
— e—mow _ —2a
Au _ {n+1) e—2n ne s 2.89)

K  n(n+ 1)[senh 2nar + nsenh 2ag]
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y
Ba _ (n—1) + e—2uan _ peion 2.90)
K  un(n-1)[senh2nar + nsenhZag]’ g
Ahora se pueden obtener Ap, Ay, B1yDop en de K las 2.80,
2.81, 2.84 y 2.83, doade resulta que
_ Ka; senhar Ka,; sech ap
A= Zsenh Zon ) . @on
— Ka; cosh 2apsenhar _ _ Ka,; coth 2apsenhar
B; = ~Kb; + T ZsenbZarn Kby + —_— 2.92)
2Rwapsenhar — 2K(by(senhar + ar cosh ar)—(1+aq)arsenh?ag)
Ag = 2 ) (2.93)
ar -+ senh 2agr
_ Ap coshar + Kby
Do = = omeeniar @8
L 1a E 2.58 sc
= - A B
Ao = -3 (Au + By = —A, — B — Zh(?" + T“) .95)
u=1 u=2
y finalmente
M+A.+B,=—xi(ﬁ+& = -Ks 2.56)
Lo \K K :
en doade S represeata la suma parcial que se con la y
aélo de los [ de los rodillos a través de ai. Entonces, S queda
expresada como
5 = &, (—2n)e~Wan 4+ (g —n?)e~?en 4+ (n + n?)elon @9n
- (n — I)n(u + 1)(senbh2nar + nseah2ar] :
Resolviendo para K sc obtiene que
K = _M_ (2.98)
S
y las de Ay. A1 yByenla se que
{ = —4Rwagpsenhar/[25(2ar + senh2ar) + 4arsenh’ar (aq + 1)
—4bg(ar coshar + senhap) — 2bi1(2ar + senh2agr ) 2.99)
“+ay (2an coth 2agr: h, - h - : h + %senh:!an)].
Hasta este punto ya se han los sicte para ¢l flujo leato de un molino de

dos rodillos idénticos que giran comotacionalmente con la misma velocidad angular, y que son
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proporcionales a Rw. Una vez que se los de la de + para
dada < todas las f del flujo. En particulas, en 1a Figura

una
2.4 sc muestran las iincas de corrieate para dos geometrfas distintas cn las que el dismetuo de
los rodillos varfa y donde sc manticne fija 1a distancia entre ejes.

Dunlap [2] propone una ecuacion de flujo méa para ¢l mi: lacual es
w= —_afw (A cosh o + Doa senha)
cosha — cos 3
= aR
con Ag = on + senhap cosh an (2.100)
Do = — coth ap
Yy B = R+ senbar cosh an

Esta tene los que son: (1) no sep el
desvanecimiento del flujo en el y (2) no como ceatro de vorticidad a los ejes

de los rodillos, sino que dicho cje csts desplazado a = oo (es decir, en ¢l punto representado
por a). Por lo tanto, la solucién propuesta por Dunlap es vilida como una aproximacion para

la regién cescana al punto de eswancamieato,
La funcién de comrieate que aquf sc utiliza (Ecuacién 2.52) y Ia que utiliza Dunlap se

comparan catre sf y con los datos exp y que estdn 3. 1). Los
como tedricos en los trabajos de Dunlap [2), Geffroy ct al. [4, 26)

que
y Wang {3] son los que se obticncn a partir de 1a Ecuacién 2.100,

e
&J/

Figura 2.4. Grdficas que representan Jas lincas de para dos de



Rapidez de corte y grado extensional an ¢l punto de estancamisnio. »
2.3 Rapidez de corte y grado extensional en ¢l p de i

Resulta de gran P para las det de dos las
condiciones del flujo en II wcun del puato intermedio eatre los dos lodlllm que, como se
el “punto de En pucsto que cl
flujo es tridimensional, el punto de a una linea en el flujo para las
condiciones fijas o« = 0, 4 = 7T pero donde z toma cualquicr valor. Es precisamentc esta
propicdad del flujo que resulta de interés para medir la pfa de 1 [
pues cada una de las moléculas en ia “linca de " ye a la pia de
igual forma, con gran Sin en la
e la ya y se punto de a la regién

del flujo

Asimiamo, es cvidente de la Figura 2.5 que ¢l punto de
que las de otros puntos en ¢l flujo del mollno. En parucular,

en la region alrededor del pusto de estancamicnto las lincas de a
simétricas respecto del cje de cocrdenndu xy. mientras que Icjos del punlo de uuncamiemo el
fujo se al a en d le las
mgs de la del pumo de cnum:lmlemo
El Alisis de los para los pardmetros del flujo cn el punto de
puede una 6ndcla de flujo

en términos de scries de Taylor hasta segundo orden alrededor de @ = 0 y /# = 7, por 1o que
se obtienc que la Ecuacion 2.52 queda como

-— —_— 2 2
[4 {8 — =) +cr']

2a v =
2 )
An(1+°_) + Dpa?+ K[a’(% - 8”) ) + 21n2 — —(ﬂ ﬂ)%1+ln2):|
(2.101)
2 (.1) (2 — 0®n% + 20%nr3 — n?p)
a=1

(Aa(2 + a?(1+n%+2n)) + Ba(2+a?*(1+n2—2u)))

Anlll'lllmo.cxpandleadoennuiudcTnylorln 2.27 at dea=0yf=msc
obtienequey = a /2y quex = a(7r - [3}/2. y entonces, despejando o ¥ /3 de estas expresiones
y en la E i6n 2.101 se 1o

2 — 2x2 4- 2y? _
[F=2]e -

Aa(1 +2y?) + 4y’Do + K [4y2 (‘—_—ﬁz—“‘f) +2In2 + 2x2(1 +ln2)] @.102)

+ i (-1 (1 — 20%%) (Au (2 + 2v(a + 1?) + Bu (1 + 2y*(m — 1)?) ).
u=1



Solucién ansiftica para el flujo generado por un molino de dos rodillos.
a (1 —x? +y?). Ahora,

En la E o de la
multiplicando ambos lados de la igualdad por (l-o-x2 —y"’; en el lado izquierdo se ticme
— y4=1 cuando se de

entonces que (1 +x% —y2) (1 — x? + yz)-—l—x‘+2x2 sprecian
los érminos de orden cuandeitico (vilido en la region del punto de cstancamienato). Asf (2.103)
pucde reescribirse como

-i-[l—x2+y:](1—y2+x’)|b = %w =

-
An +2KIn2 + 3 i¥(A,+ By)

=1
* (2.103)

+ ¥ [A,, + 4Dq + 2K + i 0 (2(Au(n +1)? + Bu(n - 1?) — (Aa +B.))]
=

+ x? [A., - 2K+ i 28 ((Au + B,) — 20%(Au +B..))].

n=1

Si los coeficientes para x2 y y tienen signos op la i6n cs equivalente a Ia
de un flujo bid ol de la forma

¥y —ad =g, (2.104)

y ordenando la ecuacion (2.106) en la forma anterior sc obtiene

[A., — 2K+ 3 i((Ay + B,) — 20%(A, + B..))]
¥? =t - 2
[;n +4D0 + 2K + 3 i (2(Au(n + 1) + Bu(n — D?) — (Ay + B..))]
n=1

(2.105)

2y — Ao —2KIn2 — 3 i%(Au + B.)

=, = .
[An +4Da + 2K + 3= i (2(Au(n + 1) + Bu(n — 1)?) — (Au + Bu)) '

a=]1
lincal de la aproximacion de Stokes, es posible expresar

Ad ala
el campo de velocidades como
u= vuT.x, (2.106)
es decir, exp a et po de bidi
ux] __ .0 1]x
[uy] = "’[—\ 0] [y] @167
donde
22
0 5 2.108)

Y mnem = (28 187 )
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E do las de u, ¥y u3 cn scrics de Taylor hasta términos de segundo grado
alrededor de (o = 0,5 = ) y utilizando y = aa/2 y x = a(7w — )/2 se obtiene después
de simplificar

Ya= -’5 [—Ao + 2K + Z i28(20% — 1) (A, + B..)] " (2.109)

n=1

y

ug=-% [A., +4D0 + 2K + 3% (2((8 + 1)*Au+ (n — 1°Ba) — (Au+ B.))] @no
u=}
y si

uy = ug (x')

ux = —us (x') @un

donde X’ es ¢l punto de cstancamiento, entonces, de (2.107) se tiene que

-] .

Por lo que la itud del gradi 1
es

4= [A,, + 4Dy + 2K + i e*u(z(A..(n +1)2 +By(n — 1)2) — (A + B..))] /a  (2113)
=)

y ¢l pardmetro de flujo o grado extensional es

idad o rapidez de corte en el punto de estancamiento

[2K — Ao + i i ((20° - 1)(Aa + B..))]

A =
[Ao +4D0 + 2K + 5 i3 (2(Auln + 1P+ Bula - 1)7) — (Au+ B..))]

.114)

el cual es ldenuoonlq\lelcobueupotmedio de las Ecuaciones 2.104 y 2.105. Si bien no
sc calculo explfcitamente el valor de ¥ mediante las Ecuaciones 2.104 y 2.105, es ficil ver que

como ¢l det de la as{ como en
el término de la derecha.
Como la E 2.104 a una familia de hip las se {
1a ¢ a cevo, sc puede despejar el de £, el cual es igual a

tan 6. El sngulo agudo que se forma en ¢} punto de cstancamiento por el “cruce” de las lineas
de flujo 26 ac define como la mitad del dagulo entre ¢l cje de flujo de enrada y el cje del flujo de
salida el cual dael del “tipo de flujo” A de l1a siguiente manera

8 = arctan (,\%). @.115)
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La 4 ala del eig del d! de dad
Va, y la més p de un en ¢t campo
de flujo puesto que dicha 4 con el cig del teasor
de D. La Figura 2.5 muesira las lincas de cotriente en la region del
punto de paa de a la miama
lar y una de 34.00 mm catre cjes. El valor para el cual (0, 7)

o8 constanste ests graficado y se observa como un “cruce” de las lincas de corriente. El significado
que sc le da al & O ests rep: do por las lincas que cruzan el punto de estancamiento,
en donde sc ha hecho la ap lincal en esta De los reales
que van tomando fas curvas es posible aproximarse al punto de estancamiento.

006 03
771 5 ol
om2 01—
] e SR 0
082 B T
804 — 02— ]
-0.06 -03
~007 ~-0038 © 0038 OO7 ~D4 -D2 o 02 Oa
(@) @)
0.6
1
0‘\\\____//
oe \/ as
o o
_oz//‘_\\ —os
-04 /_,-—-—-\ 1 /"’\
=06
-06-04-D2 0 02 D4 06 -1 -1 08 0 O0f 1 18
{c) «
para valores de) radio

Figura 2.8. Lincas de cotricnte alrededor y en ¢l punto de
de los rodillos. (a) R = 1.665 cm, (b) R = 1.510 cm, (c) R = 1.400 cm y (c) R = 1.075. E} valor del
tnzulo entre las 1(neas quc pasan por ¢l punto de cstancamiento s 26. Las Ifneas que cruzan por €l punto

la or més p dec un cuerpo deformado en €l campo de fAiujo.
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Duniap [2), por su lado, ¢ as paracl de flujo y para cl gradieate
de velocidad alrodedoc del wnn de estancamiento como
| -1
A= (—-—-——‘“"‘ oR _ 1) @.116)
aR
y
= ——A:“". @17
Los que s¢ ob de las E 2.113, 2.114, 2.116 y 2.117 son compwados en
1a Tabla 3.2 en 1a Seccion 3.1,
Elpunodeuulcnmlelwquelemenel de dos rodillos es imp Qg a
otros vos que flujos (por el
de cuatro rodi el de el de el de
el mglodesndhlrymuc) las moléculas de polfmeros cerca del pusto de estancamicato
esiin totales muy y el
ell ia con la de ver

Tanner [14)).



Capftulo 3.

Caracterfsticas del flujo en ia
region entre los rodillos.

Como sec scfiala en ¢l Capftulo 2, en ¢l punto de i
a

las de p sc
muy des 1o que lita el dio de su

no-“neal y de ahf su importancia para el laboratotio de Reologfa Optica. En este Capitulo se
analiza 1a region alrededor del punto de estancamiento, primero con una vision local ded flujo

y prop de ésie para la region que incluye
todo el dominio entre los rodillos.

La importancia del andlisis local radica en el hecho de que cxiste informacion teoﬂca {(Dun-
1ap [2]), experimental (Wang [3]) y de ] del flujo i de
elemento finito (Singh [1]) que una b con los teoricos

d: en el C Estas lon utiles para: (a) validar el resul-
tado it ™) las fisicas que las té: y
(c) proveer asimismo una base sdlida para las de los
paramecuos del flujo que tanto como P de
lograr.

A 1a solucié iftica se aplica a un de [¢
de los rodillos y scparacion cntre ellos) con ios cuales sc han realizado las mdlda.f experimn-
tales dc Jas propiedads del flujo (Wang [3)) ademés de los b de las
macromoléculas (Geffroy [26, 27)).

3.1 Las caracteristicas del flujo en €l p de est mi

El flujo es generado por un molino de dos rodillos con una distancia fija entre cjes de

3400 mm y un dec dil de radios. con los que se obtienen difcrentes
A cntre las p de €s108, cOmo s¢ pueae observar en Is 'Ihbh 3.1, donde sc indica
la denominacién que sc da a-cada rodillo [4]. b s¢ da la sep entre sus
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paredes y el valor que toma ¢l a del de p que
representar a Jos rodillos con un valor de la .
La on para cl p de flujo A en cl punto de que s¢ tiene
unos que sc exp como que gen en el (Es i6n 2.114),
que la para el de flujo de Dunlap (Ecuacion 2.116) estd dada de
una forma muy sencilla. La Tabla 3.2 los que se con las expr
Rodillo | radio (mm.) separacion (iInm.) a (mm.)
A 16.650 0.700 3.431836
B 16.350 1.300 4.655910
C 15.700 2.600 6.519969
D 15.100 3.800 7.809609
E 14.170 5.660 9.392076
F 14.000 6.000 9.643651
G 12.780 8.440 11.210334
H 11.690 10.620 12.342767
] 10.750 12.500 13.169567

‘Tabla 3.1 En esta tabla se encuentran los datos para cada par de rodiltog, como son el radio, su scparacion
y el valor det pardmetro a para cada par de rodillos con ¢] cual se ajusta un valor de la coordenada o

para a los
Rodillo lambda lambda lambda lambda lambda
Dunlap s 2s 128 exper
A 0.0104379 0.115312 0.0105409 0.0104379
B 0.0196209 0.0988742 0.0196246 0.0196209
C 0.0403169 0.0810291 0.0403162 0.0403162 0.047
D 0.0604744 0.0819761 0.0604608 0.0604608 0.067
E 0.0939736 0.102122 0.0941229 0.0941229 0.096
F 0.1004238 0.107371 0.100692 0.100692 0.114
G 0.1501333 0.154612 0.152789 0.152789 0.160
H 0.2005480 0.207745 0.20719 0.20719 0.196
1 0.2497712 0.259299 0.259108 0.259108

‘Tabla 3.2 Tabla comparativa de ios valores de A en ¢l punto de estancamiento para cada par de rodillos
obtenidos con la solucién de Dunlap [2]. 1a aquf propucsta (para diferentes nimeros de términos en la
sumatoria) y los valores experimentales que obtiene Wang [31.
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el de cnla de (2.114). Ademds, se muestran
los que ‘Wang [3] en un molino de dos rodillos de 25.00 mm
dcn.llumyconlu B das cn la Tabla 3.1, En tal Tabla se puede
que la tene p de con pocos pero,
sin este de con va el radio del rodillo
disminuye. Ademids, el valor que se para el p de flujo con 1a ecuacién que
propone Dunlap tieae muy bucna aproximacion para radios del rodill pero
el radio esta va Para los rodilios G, en los resultados
numéricos que obticne smgh (1], i valor de A es de 0.153. Los valores cxperimentales son més
altos que los para el de flujo A del quec
con ¢l valor que se obtiene con la Ecuacion 2.114), que pucde deberse a 1os efectos reales de las
para el 8! que la no pucde tomar.

El p de se ticne que decidir hasta qué
término se van a truncar la sumstoria. En 1a Tabia 3.2 se puede obletvar el problemn de
convergencia para pocos y la del La
Figura 3.1 mucstra como varfa el valor del parametro de flujo A en el punto de cstancamiento
con al de en las Se la gra de
A—m para cl rodilio A (R = 16.650 mm) precisamente porque es €l que tiene los problemas de
convergencia més fuertes. En la Tabla 3.2 sc observa el de ia
Ecuacion 2.114 no es (ap i 30 ), Yy & partir de tal punto el numeso
de términos que se clija sélo es cuenmn de 1a precision que se desea. Los reaultados analizados
en €l resto de este se han do m = 125 para poder garantizar

una buena precision en los datos obtenidos.

0.039%

0.0128

9.009%

o.0028

20 0 [ 3 100 320 23
wmare s Séeminss

Figura 3.1. Grifica de la variacion del pardmetro de flujo A en el punto de cstancamiento <on respecto al
namero de términos en la sumatoria para R = 16.650 mm. El tamafio del rodillo que sc escogid para esta
La

figura se debe a que s éste €l que mayor al de en las
con al de en la ¢! radio de los rodillos

es menor, regl una mas rdpida,




Las caracteriaticas del flujo en ol punto de estancamiento.

7

La Figura 3.2 el de las exp de A para el punto de es-

que prop Dunilap (2 116) y la Ecuacién 2.114. Como sc puede apreciar, la

solucion aquf dada p un (cl valor del ifmite de A cuando R — 0

es 1), que la que prop Dunlap p que 1 do cl
radio es menor que 0.43 cm

dando de A fuera de rango, debido a
que este parimetro 8610 toma valores de -1 a 1. Si bien no es p hacer con
rodillos de radio p ia ue P

qQ Dualapyluum(d-d.-wmmvalmesmny
cercanos cuando ¢l radio de los rodilios es gnnde (arriba de 13.00 mm).
1

“\

oe .
L 08 .
LY ~
¥

0.4 >

02

o
oA 06 os 1 12 14 15
Radio (emn)
Figura 3.2. C del del

de flujo A en €l punto de estancamiento en
funcién del radio del rodillo para lllll distancia entre cjes de 3.40 cm. La linea continua corresponde a
1a solucién aquf dada (Ecuacién 2.114) y la linca ala ue prop Dunlap (

2.116). La linea contnua tenc como limites a A = 0 cuando R = 1.7 cmy ‘A = 1 cuando R = 0. La

sotuci6n de Dunlap toma valores del pargmetso de flujo fuera del rango —1 < A < 1 cuando el radio es
menor que 0.43, como se pucde observar en la grifica.

El valor de la del gradi de vetocidad en el punto de estancamiento es otro de
los p de en el del flujo pof un de dos rodil
De l‘orma semejante qne para cl parametro de flujo A, cs p los de Y en
€l punto de estancamicnto pero con una don para el de 7,
tanto para la solucién que propone Dunlap como Ja aquf dada. Una de ellas sc obtiene por medio
de una ap a partir dc scries de Taylor, y 1a otra expresion es la quc se

ia d del tensor gradiente de velocidad en cl punto en cuestién. Para
esta se cuenta con En la Tabla 3.3 se
los datos i por las P P antes

Como se puede observar, los val de la del de velocidad o
para rodillos de g son para las de Duniap y la solucién con
125 las ap son

para estos casos. Sin embargo, si el
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amafio de los rodillos se red: 1a a variar en sus valores. Compasrando
los resultados tedricos con los datos experimentales, se observa que para los rodillos B y C los

son que loa experimentales en no mas del 3%. Pasa los rodillos con
dimensiones menores D, E, F y G los Xy fos por
menos de 3% y finslmente para los rodill H. los son y
que los exp Esto pucde ser ¢l de una enatre rodillos (@ =
10.62 mm) que es del orden de la mitad de 1a longitud de los mismas, por 1o que los efectos de
borde debidos a la presencia de 1as wapas de la celda de flujos (colocadas a 125 mm de diswtancia
en la direccion z del centro del flujo) alteran el valor de A ya que se difunde vorticidad en la
direccion de z. Los

ala de 1as hacen que c! flujo tenga un
tri i ylai Ita valida solo do la
longitud de 1os rodillos es mayor que su sep o6n. Por lo ¥ la en
10z valores para ¢l caso de los yodillos B y C resulta hasta ahora p s} bien la
es inferior al 3%,
Rodillo ~b/w aprox. Tp/w /w aprox. F/w yw /w
A 47.237331 47.239904 47.237331 47.239904 oo
B 24.819154 24.823931 24819154 24.823931 24.1
C 11.741158 11.750694 11.741156 11.750694 11.7
D 7.610899 7.624803 7.610783 7.624681 7.84
E 4.670160 4.690736 4.669733 4,690372 4.83
F 4.329777 4.351555 4.329427 4.351319 4.44
G 2.692708 2.722886 2.69594S 2.727231 2.80
H 1.868669 1.908877 1.87967 1.919587 1.84
1 1.391422 1.434168 1.41084 1.457431
Tabla 3.3 Valores de la d del

de

ta velocidad angular en tos rodillos -y /w para los diferentes radios de los rodillos. 'yp/w n‘nmcn q\w
es ¢l valor obtenido con 1a solucion de Duniap para los dos tipos de Y/ w

valor obtenido con la solucion aquf dada con 125 wrminos en la sumatoria, ¥y yw/w indica los vuwcs
experimentales que obtuvo Wang [3). Los datos son adimensionales.

La de los delas s¢ pucde hacer, por un lado por medio de técnicas
pti de que los de las [¢ ) y de esta forma

dando asf datos mss al caso por otra
pante, aumentando la altura de lon rodillos, se puede lograr una zona mﬁ exiensa en donde el
flujo es Con estas es p P un disefio
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de un i de dos y de muy que
experimentos con muy alto grado de exactitud.’

Como se ha o la por Geffroy et al. [4]) que sc usa
aquf para a ofrece sobwe 1a propucsta por Dunlap, al ser més coherente
con la falta agn con Jdatos experimentales obtenidos con una mayor exactitud.
Por otra parte, ias finito {1] muestran un

al com la aquf dada.

3.2 Caracteristicas del campo de flujo global.

Enuna noes hasta cl saber qué le ocurre en su trayectoria
a una molécula del fluido, en particular por el puato de vista culeriano gue se utiliza, pero sf
las p del flujo en cada puato como fi ion de las
solune-le. Es por ello. que on esta se el para los
de importancia del flujo.
El A de la ests dado por
u= (tae,, uses, Oes) aan
¥y el gradiente de este vector da el tensor gradi de idad que se como®
i
Vu= 256 = nagtst EEN
en donde
Uk = /B gy = bxu 3.3)
Y Bu,
Uug = Uux — u...{kmn = 5 - um{;"n} =P
en donde {kn} P el de C que es igual a
{ k n } —3‘—7- y en coordenadas bipolares cada uno de los coeficientes sc

E1 trobajo roatizado para mod 1os efoctos do Las veatanas {0 lloxs & cabo Marths do la Luz Hermdades Frian (28] en ni wabejo
a.....- En cila »o ertudin ol fensmuno & lo lago de us oo dpuico el cual fe shcueatra on of punto de esuncamiopto y o2 paraielo
al eje do las rodillos, svalusado Jos cfectos de las vemtanas. Com fesprecto a la instrumostacioa pars obeencr las mediciones, en los
wabejos realizadas wC.lo-Cn_nPl.‘.-I29ly!"whOudlMunDO].nmnelduoludulo-cmlo-p.-llnv-n
cabo may
6 [l desserollo compleio do cada uaa de las caprcsioncs relsciomades com cAlculo temsorial se pusdea comsultar ¢n el Libro do
Nasasimham {20).



- Curacteristicas del flujo en 1a regicn sntre los rodillos.

expresan Commo

1
{4} - —mtman, {5} - s
{2 2 = ol { } T.i-a—yu_i,. , 3.5)
1 -
{ } } N {12} {21}——aﬂ.‘!‘!m’
donde para ora dem, k y n, ]l coeficieate ¢s igual a cero.
$or lo tanto, el tensor de en et dado por
b Gl — =y, L5y +umhey, o
[e%% e, fg - ke, 0] 3.6
o
y su magnitud [V}l = +Tr(Vu Yul) da Ia itud del grad de velocidad
como 18 sen g 18 h 2
— s = %, _ sen 10w senh o
vui =5 =135 ‘la) + (3% + us) o
+(}.8u3+senﬁ (}_%_senha ’]”2 )
b Ba 1os a - .
Como se puade elgr cn tres pero como
que es bid: de aquf en adelante todos los vectores y
sc exp como b
F el tensor o de en su parte simétrica I y su partc antisimétrica
W, sc ticne que
D= %(Vn+VuT), 3.8
[ A% -, *ﬁ:(%+%"+') ]
+w-(senha us+senf u,)
D= » (3.9)
(3 + 52)
{ + 4 (senha ug+sens ua) ﬂ-?j‘ﬁ'— — tsmha g, ]
y
W= —(Vn vuT), (3.10)
[ ° Ht(% ) ]
+sA(senhaus — senfua)
W o= . @G.a1n
—&(% - 5)
~s(senhauy — senfun) [} J
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A partir.de 1as cs posib ta de D que se calcula como
Dl = +/Tx[DDT], (3.12)
donde ||ID)] corresponde a 1a ralz del p del de los eig deD,y
_rf18% _ senf 2 18uy senh o 2
g _[(h Pa " a "") + (E 5 a "’) P,
+_(_ Ouy) + senh o sen 3 211/2 :
2\h a ad a :

En 1a Figura 3.3 sc mucstran las lfneas equipoteaciales de v, {|lull. [|[Vu|| y |ID|| para un

rodillo con radio de 10.7S mm y distancia entre cjes de 34

mm.

largo de los cies p
estin definidos por

los eig (o pios) de D, alo
6n de Vu. Los elgenveaora en un flujo bimensional
Du — D -
Ni= {ZTHH * D’;Dl?“) +1, 1}. 3.14)
N4 ala de los términos en ¢l primer

en donde cl primer eig

elemento, y N_ es el F7 a la suma de los términos en dicho
Estos eig e p y
N
Rt = s, 3.15,
= = N @19
Si la para ta
_ Dy — Dy
B 2D:2 3.16)
resulta que 1a del eig de D es
2
[INgll = \/(r¢ VEFI) 41 = Ve saJ/E i+ Gan
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)
w
'
)
'
°
-
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w
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Figura 3.3. Las que se a los de radio R = 10.75 mm. y una
separacion entre cjes de 34.00 mm. La figura (a) p las ifnecas de (b) las

(Mncas de igual magnitud) de 1a magnitud del campo de velocidades ||u|| €l cual alcanza su valor maximo
sobre 1a superficic de los rodillos: ¢l punto dc esuncamlcmo (a— = 7r) elli localizado al centso
entre Jos rodillos. La figura (c) de } i

I¥u|| y 1a figura (d) corresponde a 1a 1 magnlmd del tensor de derorrmncldn ||D|]
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El vector unitario n4 €3 entonces

rF VITH1 1
np= , (3.18)
‘/2(r24=r\/3+1+1) \/;(r2 FV/TT141)
y los prop o eig de D son
z
£a = Du -;-Dzz * J(Du ; Dzz) + (Di12)?. 3.19)
Si ac utiliza ahora las siguientes relaciones
D — D22 = (Vu),; — (Vu);; = p (3.20)
Y
2D12 = (Vu),;; +(Vu),, =q 3.21)

y se sustituye en la expresion del vector unitario se obtiene que

1 P 1 1
= N + 5
e {*75 e Uy W‘TT;?} @22

-{ AT %\/‘*WPT;?}'

(3.23)
1 [
n-= ¢+ 1+ .
{+af o= 7‘\/ ZF=)
Estas cxpresiones son vilidas para q > 0, sin hacer para
valor de q con s6lo afectar el valor de p elltencl por cl signo de q.
Ahora, €]l cambio de orientacion para el vector unitario, como funcion de 1a posicion y en
el Umite ia eatre los tiende a cero es
. omx)—m(x) . n(t) —n(t+dt) _ dn
i dx = Jim, At T @29
y entonces la razén de bio en el P auna de giro del
de paa la de que se puede expresar como

n;={L( a(asp —p+q) ( ___alasp’ —peq) )} 32%
VE\(p2+a®)} Vizp/PE P+ \/1xp/V/PFF,
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en donde
. Bu(. Bus)
=:la — 35 —(aenﬂug—senha Uu ), (3.26)
8p _ senha Bug Bu,  Sug Bug )
%o = (2 —) -+ = w\Bar ~Basg) —( 3 == — cosh ar u, 3.27)
y
Op _ senf (Oua _ ,0uy 1( 8w, _8uy 1 Bua
8—B- = Do 2 7] t\ 2805 T ) :(cosﬂ u_,—senha—a7’- (3.28)
y también
= &+m +_( oh +sen B w) (3.29)
q—-h B3 se o uy +sen F w,.), .29)
8q _ senha 81&. Blu B u, Suy Bu,
=" a Bﬂ h(aabﬁ —2—) +—(seuB—+coshaug) 3.30)
y
aq senﬁ Bun Bu_, 1 8"'14.. & uy uy
2 + a2 )Y\ B Bﬂaa)+ cosﬁm.+senha%—l,— (3.31)
De la Ecuacion 1.23 ienemos que la derivada material de n es
Dn dn
Br = e +uVn =5 n (3.32)

y 1a expresion u - Vi estad dada por

(u)az [l‘.’ gu.. (4 — Bsendnz) + uy &%y» + bsenha nzgg ]

3.33,
B (w, (3 + Lsen8ny) + us (9% — Ysenhan, ¢ )
Entonces £3 - m queda como
e o [l iz} [oa] _ [faang + @izn2
o= L1 P ﬂ::] [nz] - [ﬂglnn +nzzn2] @39
y sc tienc ademis quc
B = —n_gz,
v = Tho2 (3.35)
Be2 = 0o,
por 1o que es posible formar un conjunto de cuauo para cada uno de los
términos del tensor £2 exp dc ta forma

04y + hang?
Qainyg + N22m42
Qun_y + N2n_2
2103 + 22n2

= (wVans)g = A,
= (u-Vni); =B,

3.36
= (u-¥Vn.),;,=C, ¢ )
= (u-Va_); =D,
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Yy finalmenate sc obtiene quec
n_2A — n42C

g = ———————,
W42 — B-yfy42
_ Dy C—an.gA
Ny = ——————————,
BBz — D_3h42 337
n.2B — n,2D -
Az = p=—me——Fr,
18z — D042
ng D —n_ 1B
) = —
D42 — W_1042
Ahora se pucde ia objetiva o para en el marco de referencia,
utilizando 1a Ecuacion 1.24
W=w-q €3.38)
y de (1.28) sc sabe que
:I + A 1D
= % = 339
Por lo tanto. la para el p de flujo se expresa como
- — — |||
Ao C—1_ DWW —1 _ DI — || (3.40)
G+1  IDI/[W]+1 D)+ [
La del pard de flujo A es muy complicada y dificil de simplificar.
Aﬁn asf, Ic pueac conocer ¢l va.lot del parametro de flujo para cada punto que sca de interés
su a lJo largo dec cienas direcciones en donde se
llmpuﬁca la ecuacién, como por ejemplo. cuando o = 0 y para 8 = 7.
Este mismo procedimiento sc usa para 1a del de Aujo para la

ecuacion de flujo de este dispositivo que propone Dunlap, 1a cuat Ita simple.en
con la que aqul sc obticnc.

3.2.1 Casos particulares. Caracteristicas def flujo a Jo largo del eje x (o = 0).

Si bicn la on que se en la Figura 3.3 gl los
que en ¢l 1 esta sc puede con el de
(en de las Yy para ) pero que
un mayor grado de detalle.
En particular, ¢l valor del parametro de flujo, A, de la del de vel

<. a lo largo de direcciones especificas en ¢l flujo, tales como ¢l eje x dado por a = 0, el cje
» entre los rodilios definido por 3 = 7 y ¢l cie y alcjindose de los rodillos 3 = () se pueden
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en forma En la Tabla 3.4 s¢ las que se que
hacen que el en estas sc P :
Para a = O Para 4 == Paa 3 =0
= o = “ “
h= =g h=g LI S
uy =0 Uy = [¢]
9&.- =0 #9 =0 0
Qus . o au‘?_ —0 Qua _
2 a* o
-0 Gite = 0 e -o
Bu 8% o
.‘,,# =0 }t =0 Z4r =0
a“az =0 8:-‘45. —0 a:w =0
‘Tabla 3.4 En esta tabla se las que sc para los casos

En csta auhoecclén se mucstra ¢l comportamiento de A y de ¢ a lo larfgo o = (. Las

en la Seccion 3.2, y emonccs

tos datos de 1a Tabla 3.4 y el desarrollo abtenido

/G (e + 52) + domens ) = /(e (o

A=

— %) + Asenfu — i 52)’

‘/(ﬂ;(%&-ﬁ-%—?}) + ﬂ;seaﬁuu)z +\/(d‘-(%“;;-
en donde q ¥ 3{:— estfin dadas por

Oun . Sug sensl
58 T Pa a U

H

Ba E da?
¥y el valor de la del

Ba88 a

de vel

Su, Bug 1 (
el

dad ¥ = ||Vu| es

_ 18u, \? 1 Juy
IVall = \/ (%) + (352~

2
—aenB uu) .

(3.41)

— ) + esenfua — ﬁ:gﬁ)z

3.42)

343

Las Figuras 3.4 a la 3.6 muestran cl valor de A a lo largo de o = 0, (Ecuacion 3.41) a partir
del punto de estancamiento, cn donde la funcion cs simétrica. Para los radillos de radio R = 16.65
mm y con 34.00 mm dc scparacion entre sus cies, el valor de A en el punto de estancamicnto
©s 0.0104379. Pra los puntos que sc alejan del punto de estancamiento, ¢l valor de A se vuelve
ncgativo, en particular en la region en 1a que sc tiene un vértice puro (A = —1) que para R =

"
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16.65 mm estd localizado alrededor de 34 min a partir del punto de estancamieato, variando su

posicion hasta 28.5 mm cuando R = 10.75S mm. La del sc observar en
ia Figura 3.3(d) en la que sc 1a del de para R = 10.78
mm, que sc cacucatra cn la region circular (alrededor de x = +2.85 en la cacala de ia gréfica)
donde las deformaciones son nulas y sc tene

Un segundo punto de interés es aquel en donde el flujo sc toma casi puramente clongacional,
con un at en de la On a partir del punto de

euuncnnlenmo (ver la Figura 3.4).

lambda lambda
() (b)

1 1

078 0.75

[ X 0.8

028 o2s

-] x Q x
-028 é6 8 10 12 14 -028 6 8 10 12 14
-0.8 -0
-073 -078

-1 -1

lambda lsmbda

() ()

1 1

078 078

0.8 0.5

0.23 a2s

=

—023 6 8 10 12 14 -028 6 8 10 12 14
—0.5| -0.8
-0.78 -07s

-1 -1

Figura 3.4. Grificas de la variacion del pardmetro de flujo A con respecto a la posici6n a lo largo de eje x
( = 0). Las gréficas corresponden a: (a) R = 1.665cm, (D) R=1.510cm, , ) R=1400cmy (d) R =
1.07S cm. Obsérvese que todas las 1a misma (1) el punto de estancamiento,
en donde el pardmetro de flujo A tiene un valor positivo definido por cl radio de los rodillos; (2) el punto
en donde A es igual a ~1, que indica un flujo completamente rotacional, es decir, que 1a defortmacion s
nula; (3) el punto en el cual A sc acerca a 1, que significa que el flujo s¢ hace fucrtemente extensional, €s
decir, que la deformacion es maxima debido a que la vorticidad es minima; y (4) los puntos en los cuales
A es igual a O, en donde el lujo s cortante y 1a deformacion es igual a la vorticidad.

En las Figuras 3.5 y 3.6 sc grafica la informacion de 1a Figura 3.4 pero ahora recscalando
1a abscisa con el radio de los rodillos (Figura 3. 5) y con la scparacion entre los rodillos (Figura
3.6); esto cs, la es ahora 1y P ax/R y x/g respectivamente.

Para R = 10.75 mm dec las gréficas en las Figuras 3.4 - 3.6 es claro que la posicién del
vérticc o del punto en el que ¢l flujo cs varia
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de R o g. Sin embargo. cl efecto de reescalamiento se vucive

Figura 3.8, G de la v: del de flujo A con rfespecto a 1a posicion a lo largo de eje
x relativo al radio del rodillo que genera ¢l flujo. Las grificas comresponden a: (a) R = 1.665 cm, (b) R
= 1.510 cm, (c) R = 1400 cm y (4) R = 1.075 cm.

lambda

(L] ! 4 o
.
1 1 ?
078 0.78
0.5/ os
028 - oz2s .
3
023 300 1% 200 250 028 20 % & % *
—0.5] )
_ 078 -07s
— -1 -1
lambda lmnbda
() (O]
1 1
078 o7s
0.8 X
028 02s
s ng
023 310 18 20 2% X 38 028 S 78 10128 15178
—0.8| -03
~0.73! 078
-1 -1
Figura 3.6, G de la del p de flujo A con respecto a la posicion a 10 largo de efe
dc los

x de las Las a: (a) R = 1.665 cm,
() R = 1510 cm, (c) R = 1,400 cm y (d) R = 1.075 cm.
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mas notablc a medida que el valor de A en el punto de estancamiento disminuye. Para el caso

del molino con rodillos de radio R = 16.65 mm es f4cil observar que ¢l vortice se aleja del punto

de a S0 veces 1a d: entre las de los

rodillos. Esto es, debedeespannequedwho vortice se localice en X/g& — 0O cuando A — 0,

que es lo que debe esperarse pll’l el flujo Las Figuras el
que del de ¥ comn ax. xRy

x/g, todas a lo largo del eje de modo eq a las Figuras 3.4 — 3.6.

Dos obscrvaciones relevantes se hacen: primero se ha la mi
para todos los pares de y a que ia cntre se
el valor car para la del de

mente. Esto es. cuaado R = 16.65 mm, Tyux(a = 0, § = 7) =~ 48 scg™!, mientras que para cl

par de rodillos con R = 10.75 mm ~—-a la misma velocidad angular que ¢l par de rodillos anterior

— Yuux(e =0, B =n) =~ 145 5.

(=)

:SSSBEg

) @)

14
12

o

O b

=
3 4 5 ¢ 1 2 3 4 s 6

'nunubug

-
L]

Figura 3.7. G de la vi ion de 1a del de “ con ala
a lo largo de cje x (a = 0). Las grificas corvesponden a: (a) R = 1.665 cm, (b) R= 1510cm, (c) R =
1.400 cm y (d) R = 1.075 cm. Las grificas muestran que ct valor del

de L
de velocidad -y se encuentra en ¢l punto de cstancamiento, y cuyo valor dnmlnuyc rapidamenie cuando
nos alejamos de €1

La scgunda obscrvacion sc reiaciona con ¢l “ancho ** de la F(la =0)
en la que claramente la region con un valor medio de -7 es mds amplia para los rodilios con una
separacién menor entre ellos. El ancho de “¥(a = ) se puede ver 1a

se reescala por g, qQue es la i6n entre los Figura 3.9.
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(O]

u
g
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T 2 3 a s s‘

Figura 3.8. Gréficas de la

dela

de Fe
a lo largo de eje x relativo al radio del rodillo que genera el flujo. Las griaficas cotmponden a:

del

1.665 cm, (D) R = 1.510 cm, (¢) R = 1.400 cm y (d) R = 1.075 cm.

i

1-2-1-F-11

-

L

?’
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V

b4 3

2 4 6 e 10

2 4 6 9 1012 14

14|
12

1!
0.8
04|
04
02

Q

Figura 3.9. QGrificas de 1a v, dela

del

de “ con ala

a lo largo de cje x

de 1
R= 1665 cm, (b)) R = l.SlOcm.(c)R-ldm:my(d)R-lO'Iscm.

de los a: (a)



Casucteristicas del campo de flujo global. ks |

Eoumbdmaelﬂujoleﬂeheuudumealeaqueps-A(a—o B=m) =~ 0.25 e
del valor medio de la

valor de la del de

de las (ins de los roditlos). Aﬂpu-unwﬂoenelﬂujomo
al puuode 1a dida a los la scp enwe
los rio se y las de los

rodillos se alcjln r@ldamcnle debido & la curvatura de los mhmol Este cfecto €8 cicrtamente

0] (O]
tarsbdn mgv leswhdn -mgv
1 20 1 [3
an -, P
B 0 \
asf: k‘ E- os} S, ]
ol E i 2
. \/ e \f
-t -1
2 © 80 0 0 120 1© S 10 15 2 a3
ws e

LR "] :;
g -
J
;
44

25 s ?5 10 125 1S 178 2 . L L]
v L]
Figura 3.10. Grificas dc la dcla de ¥ y del de flujo
A con respecto a la posicion a lo largo del eje x r:lluva a la sep de las de los
ala y ia linea s Ja de ¥

x/g. La lfnca continua cs 1a de A y su cscala estd
con su cscala a la derecha de 1a grdfica. Las graficas componden a: (a) R = 1,665 cm, (b) R = 1.510
cm, (c)R= 1400 cm y (d) R = 1,075 cm. Scpuede del de flujo A de
acuerdo al valor que toma la del 'y. esto quicse decir, que aunque A tome
valores més grandes que el que ticne en ¢l punto m: esancamicnto, 10s efectos que ¢jerce en esas zonas
son menores debido a que el valor de ¥ €5 pequefio; siendo de e€sta fonma el punto de cstancamiento un
punto de para las que ahf se encuentren.
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menor ia entre llos es peq mis gr )y, al ancho

de la Y= 0) enp la de la sc da
de Ia entre Io- rodillos. Este resultado es congruente con el caso Hmite

ddnujomnmpleenelqueg/ﬂ—oo.

La Figura 3.10 muestra las grificas tanto de A como de -y en funcion de la distancia desde
el pumo de a las Figuras antes mencionadas. Ahora es claro
por qué la existencia del vartice es mss notable cn ¢l caso de rodilios con R = 10.7S mm,
ya que ¢t valor de 1a funcion “y(a = () es diferente de cero adn cn la region del vonice més
cetcanonlpnnodeetummwnm Esto 3. para ia regiona delimitadapor 1 < x < 2.8. contenida
en el vortice, ¥y > O, y propicia la existeacia de lincas de flujo cerradas quc son obscrvables

Este

. si bien existe pars s del de do a
1a Figura 3.4. 1a del mi 1a entre rodillos
se reduce. En suma. dec acuerdo con la Figura 3lo mwlol-pouclondelvmnnejn
del punto de sino que la del

P a las del lupena = 0, 4 =
Como resuitado de 1o anterior, la region alrededor del pusto de cstancamieato es ia rellon
mds importante del flujo, pucs las otras regi ecstin por de A
cero (lujo cortante simple) cuando 7 difiere de cero. Por ello, el de dos r
una regién clongacional en la que ¢l de cs ¥y que es capaz de inducir
el tienc como es el caso de

soluciones polinricas.

|
i
i
}
|
I
|
|
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Capftulo 4.
Consideraciones para el disefio mecdnico
de un _molino de dos rodillos.

Con base en las no P en ¢l disefio de 1a celda de dos rodillos
cs [4]a se ideas r a la construccion de una celda
de Rujos con las cuales se busca tales La parte de las del
disefio se basa en ¢l conocimiento del Aujo idcal por el
en los Capftulos anteriores, asi como la necesidad dec incorporar otras ideas resululdo de las
ias enel io de los bios confor de las
por el flujo quc han sido reportados por 31] y |
Prian (28].
La celda de flujos propucata tiene: (1) una recamara cuyo contorno se ha optimizado de
acuerdo a las lincas de quc sc i sc <l flujo por
pares de rodillos: (2) una altura que p ei del flujo, a pesar

de los efectos de borde debido a las lapas de la rccamara. y (3) tapas de zafiro isowdpico,
cuyo doble propdsito s primero poder hacer mediciones dc anisotropfa de liquidos tan pequcfias
como las_del mismo material de las tapas y y las
caracteristicas del flujo en regiones alcjadas del punto dc estancamicnto. Cada uno de estos tres
puntos sc amplfa en cste Capftulo.

4.1 Disefios actuales de molinos de dos rodillos.

Los molinos de cuatro y dos rodillos son dispositivos que ya se han estudiado y utilizado
con antcrioridad en reologfa. En la mayoria dc los casos, la region alrededor del punto de

estancamieato s la region pr de o d ala de tipos de flujos fuertes
y que se p los cuales resultan de interés para el estudio de diversos

(defor de el ¥ de gotas en oo
fluido, etc.), los cuales de interés p ico en i de 2130

de la de de {13]. entrc otras drcas.
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El de dos llos ha sido con con y
considerando las diversas & de ion y que il
cn forma Estos dan en la region entre los rodillos rotatorios
una buena aproxlm-:mn a un flujo llncal con de la de yia
yla del id: 1! En el caso
de rodillos a la el tipo de flujo es controlado
por ia geomeufa del dispositivo de flujo. es declr. el radio de los cilindros y la scparacién entre
sus y la del gr de es p 1 ala
de los cilindros.
El experimento reportado por Geffroy et al. (4] utiliza un de dos

por un contorno circular como se mucstra cn la Figura 4.1, teniendo la celda un didmetro de
80.01 mm y capacidad para rodillos de hasta 16.65 mm de radio. La separacion eatre los cjes cs
de 34.00 mm y tiene una altura (longitud de 103 cjes) de 25.9 mm. La region eatre los rodilios
tiene ventanas de cristal para de las prop del fluido y del flujo.

Figura 4.13. Contorno circular del molino de dos rodillos que utitiz6 Geffroy ¢t al {4]. Este contorno tiene
regiones en donde el fluido no participa ¢n la dindmica del tlujo y se considera como volumen muerio (A).

Algunos de los incon del di de la
Primero, 1a regién A de la Figura 4.1 represcnta un gnn volumen del fluido que dificilmente
patticipa cn la dindmica del flujo y puede i un Este punto es
una ja para el en )} se con [
que para su p sc de 12.000 por litro. Op este
incide yde en los costos de operacion de la celda.

Segundo, 1a regiéon B es una regidn de flujo clongacional pues Vu tiene componenlcs en
la direccién dc u. Por ello, la region en la quc sc p g no estd




Disefios aciuales de molinos de dos rodillos. s

a la region entre 108 rodillos, 1o que complica el cdlculo de las hisworias
de que se aunp
Una tercer desventaja se debe a 1a region de flujo ubicada en C, pues ahf se tiene una distancia

caracterfstica para ¢l flujo del orden de la que exlnc en la region del punto de cstancamiento.
Como resuitado de ello, los de la d del % en tal regi6én

son del mismo orden que en la region ceatral, 1o que una vez lnts complica el cédlculo de las
de para las que pasan ccrca del punto de estancamiento.

Si bien la altura de la cclda no aparenta ser un punto critico en el discfio. en realidad.

el efecto de borde debido a la distancia finita a la que se encuentran ias tapas de 1a celda es
un serio p

P que ha sido en detalle por Hemdndez
Prian {28). La del de Prian se con los

de los para los en la regi6én cercana al punto de estancamiento,
y dos a la por la p de las tapas y que estd corrclacionado

directamentc con un fuerte efecto sobre la anisotropia Gptica del lfquido polimérico. Esto es,

una fuente de vorticidad que se difunde hacia el interior del flujo.

Puesto que el punto de estancamiento representa el punto en ¢l que 1a vorticidad es mfnima, cl
efecto de las tapas s notable a medida que el valor para ed de flujo

la vorticidad disminuye). Estc efecto es importante si (a) la separacion entre rodillos es del

orden de la distancia entre tapas y (b) si la viscosidad, que es una medida de 1a difusividad de la

cs g . 10 cual es mpre ¢l caso con las soluciones poliméricas.
Como s¢ menciona cn ¢l trabajo de Geffroy [4], la region alrededor del punto dc es-

tancamiento se estudia a través de dos ventanas de vidrio que eslln montadas en las tapas mediante
tres tornillos de sujecién. Con esta

guracion, el p de de las
se puede do 1a en lon tres puntos de sujecion de mancra que
los esfua’zos residuales en el punto de la p a una pla Gptica
lograr asf de gran en la de las p
de anilon’op(a Optica del fluido de interés. Sin embargo, los esfuerzos en las
no que la

tcnga una valor constante para cualquier punto en la
ventana. De hecho, experimentalmente es ficil probar que la interferencia debida a las venlanas
para puntos cercanos al punto de

no es P ¥ quc ésta depende fuerte-
mente de la enla que se 1} 1o que un error np
en las medidas dec anisotropfa del fluido.
E si se de las prop P del fluido para regiones
es que las tapas scan ¥y quc ia ani P i 1 sea
minima para cualquier regién de Ia ventana que sc analiza.

Es por cllo, que en cste se prop el uso de dc zafiro que cubren todo el
dominio del flujo. Sobre éstas han de ﬁjnne las monturas para los rodamientos de los rodillos
COITOALOTios y a través de és1as pasan kas de Las de zafiro sc pueden
cortar de modo que ¢l cje P cstden la ala Ademis ticnen
una Yy bucna d

para
el de
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Con esta nueva existe la posib: de b las pred que sc
presentan en cl Cq)lullos Sin se debe tener para que el flujo
se g bajo 1o mss a la idcal. A se i las p
couwueaclu de gencrar flujos con un Molino de dos rodillos que, a de las
de frontera cn el infinito, ahora ¢l eatd en una celda.

4.2 Contorno de Ia ceida de flujos.

Al considerar el contorno de la celda de flujos con la forma de una linca de corriente de
ia en el C 2, sc buaca disminuir los efectos de borde que generan
los conatornos utilizados {4]. Es cvideste que al variar ¢l contomo, o la altwra de la celda. el

volunen de ia solucion del fluido a estudiar tambiéa varfa. Por cllo, a comtinuscion se analiza ¢l
que los de borde scan minimos

efecto del contorno de 1a celda mds ap

¥ qQue el volumen total de la cclda sea 1o més y P pues por o geaneral,
para 1a prep ¥y uso de P se mil

por mucstra.

los Ael
a! unir las que

Figura 4.3. Contorno propuesto para ¢l molino de dos
Que lienen respectivamente 16.65 y 10.75 mm de radio. Este
delimitan las Ifneas de corriente de los rodillos A e I que pasan por el punlo (0, 42.00).



Contorno de la celds de flujos. ”

Para seleccionar la forma de la celda se fij6 inicialimente su altura en 38 00 mm (que es
S0% mds alta que la utilizada por Gefiroy (4) y Wang {3)). F las
lincas de comrieate de los rodillos A e | (de 16.65 y 10.75 mm de radio rupecuvamemc) Yy s¢
calcularon las frcas de las superficies delimitadas por éstas, observando que no dificran enue sf
en més de 1% de su valor.

De eata forma, la mejor se ticne 1as lincas de comriente de los rodillos

A e 1 coinciden en el puato (0, 42.00). Una vez definidas las lincas de cotriente se calculan
las de las Con los puatos cs con
N ™ una de P tipo “spline” ( P abica entre )
[ para un con lo cual se caicula ¢l &rca y de ahi obtener
el volumen (Figura 4.2).
Una vez el sc a ta de la de la
velocidad ||ul{ y de la del de ¥ en el De esta forma, se
1a ia de una real, en la cual la velocidad cs nula debido a la
ion de no y de pared sdlida.

En la Figura 4.4 se cuatro para el con el
propneuojunlo con las isopictas (que al igual que las curvu de nivel, es en donde toma la funcién
un valor ) de la del de La con

el valor maximo e3 aquella que pasa por ¢l punto cartesiano (0, 42.00) y ¢! valor mfnimo es ¢l
que pisa por el punto en 1a interseccidn del eje x con ¢l contorno (el punto (23.32, 0)). Esto
es, la vi es mis enla acion con rodillos de did menor cn la region
cercana al cje x. Esta variacion en el eje x se muestra grificamente en la Figura 4.3,

06 [
—’-’—
o.s - al P
> //
mgv o4 = o
- /’,
02 ]
.‘/
11 12 13 14 1.5 16
Radio (cm)
Figura 4.3. Qrifica en donde se la de la del de “% en el

contorno propuesto. La Ifnea punteada indica €l valor mdximo que toma ¢l parimetro en cueston y 1a
Ifnea continua, el inferior. Notese que la variacion dc Ia magnitud del gradiente de velocidad es pequena
comparada con cl valor de la cl en ¢l punto de estancamiento (en donde
se tene ¢l valor méximo). Para R = 16 .65 mm la varinclén es menor que %% y para R = 10.75 mm
dicha variacion es menor de %%%.
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-2

-3-2-10 1 2 3
(n)

Figura M Grancas de ja variacion de 1a

del de ¥ del
de Las P a: (n)RslﬁﬂScm.(b)R=
|.510 cm, (c) R = 1.400 cm y WR=1 075 cm, Las que la vari mayor de las
isopletas de -y con P en donde el eje x Inlﬂ'wcla la frontera.

LaFigura4.s 1a variacion de la dela idad |{ull. en donde se muestran
las isopletas tangentes al CONtOrNO ProPuUCsto y s¢ nota, sobre todo en 1a ditima grifica que existe
una region que eagobia el punto de estancamicnto, quc en los rodillos de radio mayor toma una
forma ahusada (que no sc ap en las debido a la lucién). Esta
“isla™ que se forma alrededor del punto de p a de la i

Kal
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!
|
1
|
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i
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de 1a velocidad cercanos a cero y se

en una lfnea para los rodillos mas
grandes, por 10 que RO sc Observa cn las curvas de valor constante de |{u|

Figura 4.5. G de ll de la
para Las
R-l‘oﬂ:my(d)R-lO‘IScm.Debe que ta

el comportamiento alrededor del punto de estancamiento, excepto para el dltimo cno. pero se puede ver
que todas las figuras tienen los

dela

a: (a) R = 1.665 em. (b) R = 1.510 cm, (c)
dela




a8 Consideraciones para ¢l disefio mecénico de un molino de dos rodillos.

4.3 Parfimetros de importancia.

Las caracweristicas de la celda de flujos son:

El disefio considera un alto grado de paralelismo entre los ejes de los rodillos y con la menor
excentricidad alrededor de cada eje de los rodillos con el objeto de reducir las posibles
asimetrfas del campo de flujo. Un alto grado de paralelismo entre los cjes de lox rodillos s

1.

para que el po de flujos se

mientras que un Mminimo grado de excentricidad se requicre para Que la posgicién de! punto
de fija en el esp con un valor para el de
flujo. Estas caracterfsticas llegan a ser req np b a que el flujo o el
fleido varfan f como de lap

2. Las veatanas de zafiro ticnen la propicdad de tener uns ia Y sop
esfuctzos grandes que no sus prop i de ! ta
visualizacion dc casi todo el campo de flujo.

3. La celda de flujos cuenta con un canal de refrigeracion con el cual se busca contmllr la
temperatura del fluido. Esto es debido a quc la de las

cambi de la P con lo cual resuita

cambian sus propiedadces ffsicas con

de mucha importancia controlar la temperatura.

L.a celda de flujos tienc una separacion entre cjcs fija (de 34.00 mm) y cuenta con 8 pares de
rodilios. El cuerpo de 1a celda es de acero inoxidablc, el cual tiene buena resistencia al benceno
yal Y <on un recubrimi superticial de cromo negro. El miximo volumen de
la ceida es de aproximadamente 110 ml (para jos rodillos mis pequefios).

Los cristales de zafiro sc van a sujctar en Ja celda por medio de unos anillos y sellada con
arosellos (O-rings) de tefidn. Estos cristalcs van a lener dos agujeros de 12.50 mm por donde
van a pasar los cjes de Jos rodillos y estdn los soportes de los rodillos.

El punto 1 dc las caracterfsticas de la celda de flujos tienc que ver directamente con las

tolerancias, las cuales deben ser ¢ de alos que tengan sobre el flujo. De
acuerdo con esto, se p a el ¢ y los de forma que sc obtenga un
para las tolerancias a las cuales sc debe ajustar la construccion de la celda
de flujos.
4.3.1 Céiculo del torque requerido.
El torque o por de por los del para

mantener ¢l flujo se calcula intepranda a lo largo de la circunferencia del rodillo la componentc
cortante del tensor de esfucrzos muluplicada por cl radio del rodillo, es decir. que para una aR
dada (la cual es funcién del radio del rodillo) y para Ti2, ¢l torque por unidad de longitud de

los rodillos estda dado por

2x
2 u a’cschag
M= /R'r.-hdli "/m,mR R D1z dg. @D



Parémetroz do importancia. { 2]
1a y 1a que da el torque por unidad de longitud es

M= —4m7uDga cothag. (4.2)

Sin cmbargo, esta cxpresion para €l par resulta ser una mera aproximacion al pnr real
requerido, debido a que no s¢ han tomado en cuenta 1os de por
los empaques y por los de no 1a p ia de las

Momanto (am2/s)

caB88883

1 11 12 13 14 15 16 17
Redio (am)

Figura 4.6. Griéfica en donde se ia del par al radio dc Jos rodillos.
El valor del o par s¢ por unlaad de largo del rodmo y nomlima con respecto a la

viscosidad u, por to que las unidades son cxn'/s

43.2 Tolerancias.

Las tolerancias con que se ya el | de dos | €8 una parte muy importante
del disefio si se desea tener un alto grado dec cn las obser cxper La
forma de las ias va a dep €n una primera i de la con
que sc puedan tomar las mediciones. y en una de la de los 4 del
flujo a las de la g (es decir, de la del & de flujo A y de
la del de dad ¥ a una en las ). Por otro lado, y
siendo la mids P las se fijardn en orden de la precision de que se

ponga cn las con que se construya ¢l disefio. En esta tesis, se daran datos
de las de los con alav de la
siendo crfticos en el radio de los on su yp En esta
parte no ae fijar las porque se los datos antes mencionados, que no
en esie Pero que en cuanto sec tengan. va a ser facil detesminar
las lolennciu utilizando ¢ mismo c6digo que sc utiliz6 para obtener 1a Figura 4.7.

Las en las sc fijan con respecto al punto de catancamiento por
su imponancia que ya sc scAald en el Capftulo 2 y por ser un punto dc referencia para cl
posicionamiento de la celda de flujos en ¢l de los de los
pardmetros mis altos del campo de flujo.




2 Cansideraciones para ¢l disefio mecdnico do un molino do dos rodillos.

a2
.38 \
82
—be 013 \
a1
0.0S .
—]
o
1 1.1 1.3 1.3 1.6 1.5 1.6 1.7
Toaio (am.)
Figura 4.7. Grifica en dondc se la del de flujo A en et punto de estancamiento
con respecto al radio del rodiilo en el rango comprendido entre 1.00 a 1.70 cm.
Es importante que la del de flujo A con respecto al tamafio
del radio de los los €5 una muy pucsto que no son funciones simples.
en la p de la curva que | que la ala de
A es diferente para cada radio del rodillo, pero se puede considerar la mayor variacion para fijar
1a (a cual ponde a 1a del rodillo més pequecfio).
La Figura 4.8 la de la del de ¥ en el punto
de eluncamlenlo. Aunque €ste sca un factor con al de flujo A para
es observar que su variacion es mds fuerte mienwras més
50

20
10 r
o
© 015 os 075 1 125 15
Radio(cm.)
Figura 4.8. Gréafica en donde sc 1a de la del de “Yenel
punto de con al radio, do los tienen una velocidad angular w = 15~

grande es cl tamafio del rodillo, por lo que es importante cuidar que 1a tolerancia seleccionada
para el radio de los rodillos caiga dentro del rango en donde la r de las de




Parmetros de importancia.

de la del de no una va O csté
dentro de un porcentaje eluhlecldo
4.3.3 Otwras ch imp
Adcmss de la d del y de las i otros que se
deben tomar ©n cuenta coa ¢l disefio del de dos sin dichos
de por o que se otros o para un

Entre estos pargémetros se encuentra la rigidez de la ceida de flujos, lo cual representa una
Pparfmetro i 8§ 3¢ toma en cuent que el con un motor a pasos el cual
hard girar a los rodillos, y que puede i Para que no se transmitirdn
vibraciones a la celda de flujo, se utilizardn monturas en ¢l motor pnn Que absorba las vibraciones
¥y se hace mds rigida la estructura det molino.

Otyo parfmetro de importancia es la i del P que se req tener
una temperatura controlada para evitar en las prop des de las P
que se colog en el positive. Un i para 1 este se logra
do la de la gia para las r en las cuales s¢ gencra mas
energfa (de do a la dc ). el al no incluye los efectos
viscosos del contorno y de las quc no sc el
por el rayo laser con cl cual se hardn las lecturas Entonces, una forma de controlar la temperatura
es hacer canales de refrigeracion en ¢l contorno del y dirigi hacia
las ventanas que con ambos s¢ logre para disipar la térmica g por el mo
viscoso del flujo.
Fi el para el mo del motor de pasos a los rodillos
propuesto es por medio de coronas y tornillos sinfin con ajuste. de forma que no existan de-
en el mo de los sobre todo en el momento de iniciar el movimicnto,
por lo que también se¢ toman en nta el de dc los rodillos y del eje para evitar

que



Conclusiones.

En este sc iza el flujo g por un de dos rodillos de radios iguales,
alincados paralclamente, que giran cn la miama direccién y a la misma velocidad. Este molino
sc sin buscar una on vailida
para un fAujo ita adn P Por tanto, en este sc dala
para un flujo en ila de) | p en It para un
Nluido ncwmm‘aw en el cual los de i ia son desp iabl con la

de los p que al Aujo para la region entre
los todlllos, alrededor del punto de estancamiento. Tercero y con basc en tales par&metros, s¢
propone un disefio para una celda de flujos de para de
pucs a ia de los flujos que con frecucncia se uuuun para estos liquidos
el k de dos s capaz de producir historias de deformacién grandes, con
en la de de fl Y sc
lineas de investigacion, umo bésica como aplicada, que como resultado de cste v.rabajo ahora
son de y de

En el C; 2. 1a 1 de Jcﬂ'cry [6. 23] para flujos lentos, bidimensionales,
en coordenadas bipolares, sc aplica para el Aujo g por un i de dos rodill
En la de de se como flujos lentos a aquellos en donde los

de ia son desp Yy su ©s una rey
una que es lineal. En csta se ha ado de manera
explicita el tém\lno (cosh a — cos /3) In(cosh a — cos 3}, lmcialmenlc propucsto por Jeffery,
con la d de los centros de del
que éstos colnciden con los ejes de tos rodillos. De no contar con este érmino, el ejc de la
vorticidad queda situado en el punto a del si de co P como con
la solucién dec Dunlap [2].

La aquf sc pucdce como una scrie de Fourier, con valores para
tos que son , una vez quc sc define Ja de la
Esta sol difiere 1 declap por Geffroy [4]). pr ahora ¢l
detallado de las i més del flujo: 1a region alrededor del punto de estancamiento,
y la regién global de los d



Conclusiones. as

En el C 2, las para los de la de
expresadas en funcion del radio de los rodillos y de 1a separacion entre sus ejes (o de la separacion
entre sus o “gap™). Puede p que tales son

de 1a vel d lar de los sin todos clios son P
a ésta, por lo que no es P ta para los val de
los dada una Sin si es 1a 1]
para otras prop del flujo, como lo es la o Ei la prop

de la funcién de corriente para el de dos con la indica que
todas las que se obt en este tienen 1a misma forma independieatemente de
1a lar de los {claro estd, dentro del rango de flujo lento), cambiando, por
supuesto, ¢l valor de las que

P

En el C 2, se p un por medio de ap (
expansiones de Taylor y conuavnndo udnicamente los términos de primer orden), Parn calcu.lar el
pwtmcwo de flujo. o grado A yla det de de
corne, ¥, en el punto de Elp de flujo A, cn ese punto, reaul!u ser funcién
del tamafio del radio y de la separacién cnm: cju dc losr que la del

de 7. de ser del radio y de la scparacién entre
ejes de los rodillos, es prop ala

En e} Cap 3 sc los de las por
Dunlap [2]. que no incluye cl vy la aquf con los datos expcﬂmcnmles
quc obtiene Wang [3] en )a rcgion al punto de Los datos que se comparan
son el valor del parametro de flujo A y el de 1a del i de 7.

La comparacion amoja una pequefa variacion de los datos tedricos. obtenidos con las
el de los es relat de. Sin ecmbargo,
lap de las que realizé Wang (3], en el punto dc nop
las de esta sobre 1o rep por Dunlap [2]. Esto suglete que se
daws exper con mayor p yla de que
negati al Algunas dc las no del hi
de dos rodillos que utiliz6 Wang son el contorno . la pia de las debida
a esfuerzos residuales y 1a altura de l1a celda de flujos de Gnicamente 24.00 mm. Aun a pesar de
1o losr di menos del 5%.
Asimismo, s¢ hace una p con las de los que
Singh (1] con de los de la de para la geometrfa R =
12.780 mm y g = 8.440 mm. Sec observa que los con la
que Singh [1] obtenida por medio de elemento finito. Aun asf. P. Singh
da el valor de O. 153 para cl parametro de flujo en el punto de valor que
con cl que sc con la aquf p

Alrededor del punto de y el de los r 1 ye, los

con la que sc proponc ¢n este un
mas l6gico que los que propone Dunlap, puesto que en ésta dltima, cl valor del paramcuo de flujo
se salc del intervalo de valores fisicamente plausibles. Cabe hacer notar, que cuando el tamafio




L 3 Conclusiones.

de los mduku es gramde (cuando casi sc tocan), la aquf p
de més en la seric de Fourier de .

En el C. 3. sc obti las para ias del ullw de
flujo. como son la d de la la del de
de 13 yel para punto ca ¢l flujo. Se muestran .;rlﬁcame-le lon

de la de 1a velocidad, ia del de yla i
de 1a deformacion.

El del de flujo A a lo largo de la Mneca perpendicular al centro de
lamcumlenlclolejaaelo-rodlllol. de fuera del puato de

de A = —1] (vortice puro) y A = 1 (clongacional puro). Estos
puntos que las que en ellos casi
totallmente opucstos., euﬁonﬂeunouunvonlcepwoyenelocroe‘anp\lrmmwemmom y
sin los enlas no son mu importantes quc cn ¢l puato de estaacamicato
puesto que 1a del de es con el del pusto de
estancamiento.

Con base en la en el C 4, sc dan las caracteristicas deseables
para un disefio del molino de dos rodillos para con mayor
precision que los que obticne Wang [3). Las pr son un de la
celda de fujos acorde a las lincas de que cubran el del flujo con
birrefringencia conocida y una mayor altura. El contorno acorde al flujo se consigue por medio
de la superposicion de las lfneas de comricate que generan los rodilios de mayor y menor radio,
manteniendo una altura de 38.00 mm y un volumen méximo de 110 ml.

La altura de 38.00 mm es 50% mayor que la utilizada por Geffroy [4) y Wang {3]. La mayor

altura de la celda de flujos ayuda a conservar mejor las del flujo.
Las obaer en fuera del punto de estancamiento, y
como se las p del flujo en todo el campo con la solucion propuesta
en este s la de las del fuido con las
caracterfsticas del ﬂujo

Como 4 sc el uso de los molinos de dos rodillos como dispo-
sitivos de para con muy alta, 1o cual no se pucde
Nevar a cabo en los de aspas o propelas por la aparicion dei efecto

“‘caverna” (32].
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