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Introducción 

Consideremos el sistema de ecuaciones 

(0.1) 

donde cada fi : V ~ IR es una aplicación continua definida para un 
abierto U de IRn. Nos preguntamos si este sistema tiene solución y si 
es así cuantas soluciones tiene. Es decir, nos interesa conocer la imagen 
inversa de y bajo la función 

J = (f¡, · · ·' fn) : U~ JR.n. 

Si f es lineal y U = JRn la respuesta es sencilla: el sistema 0.1 tiene 
solución si y solo si detf =fa O; y en este caso la solución es única. Si f no 
es lineal el problema es mucho mas complicado. Las imágenes inversas 
de puntos cercanos pueden ser muy diferentes. Lo mismo puede ocurrir 
si perturbamos un poco a la aplicación f. 

Si f es diferenciable, U es acotado y y es un valor regular de f en­
tonces ¡-1 (y) es finito. Si "contamos" los puntos de ¡-1 (y) poniéndoles 
un "signo", es decir contándolos como ±1 dependiendo de si el signo 
del determinante Jacobiano, det(Df(x)), es positivo o negativo, ob­
tendremos un número entero que es un invariante, es decir, no varía 
cuando movemos ligeramente al valor regular y, ni cuando perturbarnos 
a la aplicación f. estas propiedades nos permiten extender este inva­
riante a valores y no regulares y, mejor aún, a aplicaciones continuas. 
Más aún estas propiedades hacen accesible el cálculo de este invariante. 
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Este invariante se llama el grado de f en y y es el personaje central 
de esta tesis. 

El primer capítulo consiste básicamente en demostrar teoremas de 
topología diferencial que serán de utilidad en la definición del grado. 

En el capítulo dos comenzamos con la definición y estudio del grado 
para aplicaciones diferenciables. El grado nos da a conocer la es­
tructura que tiene la imagen inversa del valor regular sin encontrar 
explícitamente cual es esta. Con esta definición obtenemos teoremas 
importantes como el de la invariancia homotópica y de la continuidad 
del grado visto como aplicación. 

Posteriormente se Pxtiende la noción de grado a aplicaciones conti­
nuas. Para esto nos apoyamos en los teoremas de aproximación de apli­
caciones continuas por diferenciables, expuestos también en el capítulo 
uno; de este modo podemos usar lo ya establecido y generalizar. El 
proceso de conteo en el grado en general no es posible. Demostraremos 
propiedades del grado que facilitan su cálculo como son los teoremas 
de determinación por la frontera, de aditividad, de multiplicatividad 
y otros. Aplicando teoría de grado demostraremos resultados muy in­
teresantes como el teorema de descomposición de Jordan y el teorema 
de punto fijo de Brouwer. 

En el último capítulo se relaciona el grado como un resultado a­
nalítico con cuestiones topológicas. Veremos el concepto del número 
de vueltas descrito a partir del grado, .,ste número (winding number) 
es de los mas conocidos. También se define el número de corte y el 
número de enredamiento. Para fijar ideas supongamos dos curvas en 
el plano, el número de corte nos dice cuantas veces se intersectan las 
curvas, aquí la invariancia homotópica heredada del grado nos ayuda a 
remover puntos de corte hasta donde sea posible; en el caso del número 
de enredamiento imaginemos estas curvas en JR.3 , aquí se permite mas 
movilidad por lo que hay enlaces entre ellas, y entonces el conteo de 
cuantas veces se enreda una en la ·otra será nuestro invariante; en estos 
ejemplos especificamos dimensiones, pero las definiciones formales son 
mas generales. 



Capítulo 1 

Preliminares (Topología 
diferencial) 

1.1 Introducción. 

Recordemos primero unas definiciones y notación. A lo largo del tra­
bajo se estarán considerando espacios euclidianos IR.n y subconjuntos 
en ellos, a menos que se indiquen otros diferentes. Un punto X E mn 
podrá escribirse como x = (xi. x 2 , • • ·, x,,) y la norma utilizada será la 
de 

1X1= ~~x;. 
Además sabemos una norma nos induce una métrica. En el caso de 

medir distancias entre un punto x E IR." y un subconjunto V en IR" 
ésta la damos por 

p(x, V) = i"fft 1 X - Y J • 

Decimos que una aplicación es de clase cr si sus parciales hasta de 
orden r existen y son continuas. A lo largo del trabajo se considerarán 
en la mayoría de los casos aplicaciones de clase C 1 • El conjunto de 
aplicaciones f : "!-V ~ IR"' con W abierto de .IR" y f de clase C 1 es el 
espacio C 1 (W, IR") (de dimensión infinita), y la norma en este espacio 
la damos con 

11 f 11= sup 1 f(x) 1 
(z(Sl 

5 



6 CAPÍTULO l. PRELIMINARES (TOPOLOGÍA DIFERENCIAL) 

Si f : U -t JR.rn es una aplicación C 1 en un abierto U e JR.n, 
diremos que y E JR.rn es un valor regular de f si f tiene rango rn 
en cada punto de ¡-1 (y), es decir, si la dimensión de Ja imagen de la 
derivada Df(x) en cada punto x E ¡-1 (y) es rn (en particular, rn ~ n) 
y entonces Jos puntos regulares serán los puntos de ¡-1 (y). Con esto 
un valor y E f(U) que no es valor regular se dirá que es un valor 
crítico y también Jos puntos de ¡-1 (y) serán puntos críticos. 

1.2 Teorema de la función inversa. 

Este teorema nos dice como se comporta una aplicación y su derivada 
en cierta vecindad de un valor regular: si m = n la aplicación es un 
difeomorfismo local. 

Teorema 1.2.1 Sea f : U -t JR.n una aplicación G 1 , U abierto en 
JR.n, a E U punto regular tal que f(a) = b. Entonces existen abiertos 
W y V en JR.n que contienen a a y a b respectivamente y tales que 
f: l-V -t V tiene inversa g, también C 1 , y además 

Dg(y) = [Df(g(y))]- 1 

para todo y E V. 

Figura 1.1: Teorema de Ja función inversa. 

Demostración. 
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De las definiciones anteriores, que a sea punto regular implica que 
rango(Df(a)) = n, i.e., tiene rango má.ximo, y Df(a) es invertible; 
entonces podemos tomar un valor e constante de modo que 

4c 11 (Df(a)]-' 11= l. (1.1) 

Por la continuidad de D f podemos encontrar una bola abierta lV con 
centro en a, denotada W(a), tal que para toda x E l-V se tenga que 

11 Df(x) - Df(a) 11< 2c (1.2) 

Sea x E W(a) y h E JRn tal que h '#O, y adecuada para que x + h esté 
en l-V. Definimos F(t) = f(x + th) - tDf(a)h con O :S t :S l. Entonces 

1 !F(t) 1 1 (Df(x + th) - Df(a))h 1 
:S 2c 1h1 

2c 1 [Df(a)J-'Df(a)h I 
1 2 1Df(a)h1, 

i.e., f,F(t) es acotado por ~ 1 Df(a)h ¡. 
Con esto y como consecuencia del teorema fundamental del cálculo 

obtenemos la desigualdad 

1 F(l) - F(O) l:S ~ 1Df(a)h1, 

o bien 
1 I f(x + h) - Df(a)h - f(x) l:S 2 1Df(a)h1. (1.3) 

Así 

1 f(x + h) - f(x) l~I Df(a)h 1 - 1 f(x + h) - f(x) - Df(a)h 1 
1 1 

~I Df(a)h 1 -2 1 Df(a)h 1= 2 1 Df(a)h 1. (1.4) 

Si h '#O, entonces x '# x + h y por lo anterior f(x + h) # f(x), que es 
la prueba de que f es uno a uno en W(a). 

Escogemos V= f(lV); necesitamos ver que es un abierto en mn. 



8 CAPÍTULO l. PRELIMINARES (TOPOLOGÍA DIFERENCIAL) 

Tomemos una bola abierta, de radio r y con centro x 0 , Br(x0 ), para 
x 0 fijo en W, y tal que Br(x0 ) e 1'V. A continuación probaremos que 
la bola de radio cr con centro en f(x 0 ) está contenida en V. 

Sea y E IR" tal que 1 y - f(x 0 ) I< cr, es decir, un y que está en la 
bola abierta de radio cr con centro en f(x0 ). Definimos</> : Br ----+IR. 
tal que </>(x) =I y - f(x) I; con esto, en xo se tiene que <t>(x0 ) < cr. 
Obsérvese que 4> es continua en Br(xo). Así 

1 f(x) - f(xo) 1:51 f(x) - Y 1 + 1 y - f(xo) 1= <t>(x) + <t>(xo) < <t>(x) + cr; 

y de 1.1y1.4 se tiene que 1 f(x)-f(xo) 12:: ~ 11 Df(a) 11 1 r 1= 2cr, para 
todo x E 8Br(x0 ). De ambas desigualdades se deduce que cr < <t>(x) y 
entonces se tiene 

<t>(xo) < cr < 9(x) para x E 8Br. (1.5) 

Dado que Br es compacto en IR" y </> es continua en Br(xo), 4> 
alcanza su mínimo x en Br(Xo) y por 1.5 x E Br(Xo). 

La invertibilidad de Df(a) nos permite encontrar un h E JR.n tal que 
D f(a)h = y - f(x), y entonces para e E (O, 1) adecuado, x +eh E Br y 

1 Df(a)eh - (y - f(x)) 1= (1 - e) 1 y - f(x) 1. 
De 1.3 

1 f(x+ eh) - f(x) - Df(a)eh 1 :5 1 2 1Df(a)eh1 

i 1 y - J(x) 1. 

sumando las dos ecuaciones anteriores 

1 Df(a)eh - (y - f(x)) 1 + 1 f(x +eh) - f(x) - Df(a)eh 1 

2::1 f(?C +eh) - y 1= <f>(x +eh) 

y entonces 

<;t>(x +eh) 
1 2" 1 Y - f(x) 1 +(1 - e) 1 y - J(x) 1 
(1 - .=.) 1 y - f(x) 1= (1 - .=.)<t>(x) 

2 2 
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De esto, si suponemos c/>(x) > O entonces c/>(x +Eh) :::; <P(x) - (~ )<;f>(x) < 
ef>(x),es decir, <;l>(x) no es mínimo. Por lo tanto <;l>(x) = O, y por como 
definimos</>, concluimos que y= f(x). Así cada punto en V lo podemos 
considerar como un f(x 0 ) el cual es centro de una bola de radio cr que 
está completamente contenida en V; por lo que V es abierto como se 
quería. 

Hemos demostrado que f : W --+ V es biyectiva por lo cual tiene 
una inversa que la denotamos por g. 

Probemos ahora que para x E lV(a), Df(x) tiene inversa. De como 
escogimos a e y de la invertibilidad de Df(a), 

1 h \ 1 [Df(a)]- 1 Df(a)h \511[Df(a)J- 1 1\1Df(a)h1 
(1/4c) 1 D f(a)h 1 

para h E JR.n. Y entonces, por 1.2, 

2c \ h \ (4c - 2c) \ h \$\ Df(a)h \ -2c 1 h \ 
:5 \ Df(a)h \ - \ (Df(x) - Df(a))h 1 
:5 1Df(x)h1. 

De esto, si Df(x)h = Df(x)h', para h, h' E JR.n, entonces 

O =I Df(x)(h - h') 12:: 2c 1 h - h' I=> h = h' 

que demuestra que, para toda x E W, el operador lineal 

es uno a uno, esto en un espacio vectorial de dimensión finita y por lo 
tanto tiene una inversa. Veamos cuál es ésta. 

Tomemos y tal que y y y+ k estén en V y se cumple g(y) = x. 
Definimos h = g(y + k) - g(y). Como f es C 1 p9demos hacer k = 
f(x+ h)-f(x) = Df(x)h+r(h), donde ir{:ill ~O si h ~O. Aplicando 
a k la inversa de Df(x) tenemos 

[Df(x)]- 1 k = h + [Df(x)]-1 r(h) = g(y + k) - g(y)-+ [Df(x)]-1 r(h); 

entonces g(y + k) - g(y) = [Df(x)]- 1 k - [Df(x)]- 1 r(h). Además con 
1.4, \ k I=\ f(x + h) - f(x) 12:: ~ 1 Df(a)h \, que nos dice que h -i- O si 
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k -+ O; por lo que 

[Df(x)]-1 r(h) 1 < 11[Dj(x)]-1 111 r(h) 1 -+ 
0 

. k-+ 
0 1 k 1 - 2c 1 h 1 Sl 

Por lo tanto g es diferenciable y Dg(y) = [Df(g(y))]- 1 ';/ y E V. • 
Un resultado muy importante es el teorema de la función implícita 

que resulta como un corolario del anterior. En este se suponen aplica­
ciones Íi : JRn x .IR"' -+ IR, i = 1, ... , m tales que j,(a, b) = O _para 
cada i; y se responde a la pregunta de cuándo puedo encontrar para 
cada x cercano a a un único y cercano a b tales que satisfagan que 
f;(x,y) =O. 

Teorema 1.2.2 (De la función implícita). Sea f : JR.n x .IR"' -+ 
lR"' de clase C 1 en un abierto que contiene a (a, b) y f(a, b) =O. Si Af 
es la matriz m x rn 

Dn+Jf'(a, b), 1 $ i, j $ rrt, 

y detl'.f # O, entonces existen conjuntos abiertos U e m.n y V e lR"' 
que contienen a a y a b respecivamente, tales que para cada x E U existe 
una única g : U -+ V de clase C 1 tal que g(a) = b y J(x, g(x)) =O. 

Demostración. 
Sea F : JR.n X JR.m. ---+ mn X lR."' dada por F(x, y) = (x, J(x, y)) 

que también es de clase C 1
• Con ésta, detDF(a, b) = detid · detM =fo O 

y así (a, b) es punto regular de F. Por el teorema 1.2.1 existe "1-V C 
JR.n x R."' vecindad de F(a, b) = (a, O) y una vecindad abierta, U x v·, 
en JR.n x lR"' que contiene a (a, b). Entonces la aplicación F restringida 
F : U x V -+ "1-V es C 1 y tiene inversa diferenciable 

h: vV-+ u X V de la forma h(x, y) = (x, k(x, y)) 

donde k : U x V -+ V es C 1 . 

Ahora consideremos 7r : m.n x IR."' -+ lR"' tal que 7r(x, y) = y; con 
esta se tiene que 7r o F = f, y entonces 

J(x,k(x,y)) f(h(x, y)) = 7r o F(h(x, y)) = 
7r(F o h(x, y)) = 7r(x, y) =y. 

En particular si y= O , f(x, k(x, O)) =O; por lo que la aplicación g que 
buscamos es g(x) = k(x, O). • 
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1.3 Teorema de la preimagen. 

Un concepto que nos es necesario definir es el de subvariedad de un 
espacio euclidiano. Decirnos que un espacio topológico ]\d Hausdorff con 
base numerable es una variedad n-dimensional si este es localmente 
horneornorfo a algún JR.n. Formalmente, es necesario que exista una 
cubierta abierta {U;};e1 de Jlvl tal que para cada i E I exista una 
aplicación q,, : U, - mn que manda U, horneornorfarnente sobre un 
subconjunto abierto de JR.n. A el par (</J,, U;) se le llama una carta, y 
al conjunto de cartas {(</J¡, U;)};e1 un atlas. Decirnos que dos cartas 
tienen un cambio de coordenadas de clase C 1 si 

</J; o q,¡ 1 
: </J¡(U; n U;) - </J;(U, n U;) 

es de clase C 1 • Y entonces una variedad será de clase C 1 si todos sus 
cambios de coordenadas son C 1 • 

Corno un ejemplo clásico podernos tornar 

J\,I = sn = {x E JR.n+l 1 X\= l}, 

la n-esfera, que la cubrirnos por un número finito de hemisferios abiertos 

fh;-1 = {x E sn X;< O}, 

x; >O}, 

para j = 1, ... , n +l. Las funciones q,, son en este caso las proyecciones 
sobre el hiperplano x; = O. 

Dentro de esta$ variedades podernos encontrar subconjuntos con es­
tructura de variedad. Un subconjunto A de una variedad n-dimensional 
Jlvl se dirá que es una subvariedad de JVI si para algún entero k 2: O 
menor o igual que n, cada punto de A pertenece a un abierto U, de Jlvl 
y 

U, n A = q,-1(JR.k), 

donde </J es un horneornorfisrno corno antes y JR.k C JRn es el conjunto 
de puntos cuyas últimas coordenadas n - k se anulan; con esto la sub­
variedad A tendrá dimensión k, o bien codirnensión n - k. 
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Teorema 1.3.1 Sea f : A--* IR" una aplicación de clase C 1 , con A 
un abierto en IRn+k. Si y E f(A) es un valor regular entonces f- 1 (y) 
es una subvariedad de clase C 1 de dimensión n en IRn+k. 

Demostración. 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y = O, pues nos 

basta con tomar la aplicación f(x) - y. Sea M = f- 1 (O), y p e Af; 
como Jvf C IRn+k = IRn X IRk podemos hacer p = (a, b) donde a E IRn 
y b E IR". Luego ya que O es valor regular aplicamos el teorema 1.2.2; 
entonces existe una vecindad U x V de (a, b) en JRn x IRk y una aplicación 
C 1 g: U--* V tal que g(x) = z si y sólo si f(x,z) =O. 

Así 
kfn (U x V)= {(x,g(x)) x E U}, 

que es la gráfica de g y que vamos a denotar con f,V. 
Definimos entonces la aplicación</>: W--* JRn tal que </J(x, g(x)) 

x (x E U), la cual analizándola vemos que aplica W homeomorfamente 
a el abierto U en JRn, con lo que M tiene estructura de variedad de 
dimensión n en JRn+k. l\ilas aún, J\,f es de clase C 1 ya que, como se 
construyen las cartas, estas son C 1 , y q,- 1 : </>(U) --* W dada por 
q,-1 (x) = (x, g(x)) también lo es; así que si (7/J, vV') es otra carta de Jl,f 

7/J º q,- 1 
: q,(iv n W') --* ,P(vV n vV') 

es de clase C 1 • 

Hay un caso particular que nos interesa que es para n 
fiquemos ahora estas variedades de dimensión l. 

• 
l. Clasi-

Teorema 1.3.2 Sea 1\II una variedad diferenciable conexa de dimen­
sión 1, entonces M es difeomorfa a S 1 o a algún intervalo abierto en 
IR. 

Demostración. 
Sean I, J intervalos en IR; supongamos f: I--* l\1f, g: J--* Af, 

parametrizaciones por longitud de arco de M. La aplicación 

manda un relativamente abierto de I a un relativamente abierto de J, 
además es difeornorfismo local ya que g y f lo son. 
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Tomamos V = {(s, t) E I x J : f(s) = g(t)}, que es cerrado en 
I x J. Como f y g parametrizan por longitud de arco, V constará 
de segmentos con pendiente +1 o -1, según si f y g parametrizan en 
la misma dirección o al contrario. Estos segmentos se extienden a la 
frontera de I x J debido a que V" es cerrado en I x J. 

Por lo anterior, V tiene a lo mas dos componentes. 

Figura 1.2: Una o dos componentes. 

Si V es conexa (tiene una componente), a 

que es lineal como podemos observar en la figura, la podemos extender 
a los reales por una aplicación afín L : IR --+ IR. Y entonces la 
parametrización 

F: I U L-1 (J) --+ f(I) U g(J), F(t) { 
f(t) 

g o L(t) 
si t E I 

si t E L-1 (J) 

extiende a f. 
Si V es no conexa tiene a lo mas dos componentes. Sin pérdida 

de generalidad supongamos que I tiene como extremos al O y al 1, 
J = (~f, /3), y que la pendiente de las dos componentes es +l. 

Analizando la figura y haciendo coincidir -y = e, ó = 1 se tiene 

O < b ::; e < 1 ::; °' < /3. 

Definimos ahora h : S 1 --+ M como 

con O= -'!1L! 

h(cos(O),sin(8)) = { f(t) 
g(t) 

O<t<l 
'Y<t</3 
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a 

y 
o 

-----~-----------' 1 

b e =y l=-S a 

Figura 1.3: Si V es no conexa. 

Este es un difeomorfismo local ya que f y g lo son, y es inyectivo. 
Además como h(S1 ) es abierto, ya que siempre podemos encontrar 

para cada punto un abierto que lo contenga y completamente contenido 
en h(S1 ), y h(S') es compacto por ser imagen continua de un compacto, 
en particular es cerrado; entonces h(S') = 11-I. 

Así si V es no conexa, ivI es difeomorfa a S 1 • 

Por último, todo par de parametrizaciones por longitud de arco de 
l'vI se puede extender con un proceso como en el caso conexo hasta 
maximizar el intervalo de definición, y obtenemos alguno de los casos 
expuestos. • 

1.4 Teoremas de aproximación. 
Comencemos recordando una definición. Se dice que un espacio X 
dotado con cierta topología es normal si para cualesquiera A, B cer­
rados disjuntos en ,'.\'.", existen abiertos ajenos U y V tales que A e U 
y B e V. Para nuestro interes nos basta que el espacio sea JRn con la 
topología de bolas abiertas. Sin embargo en estos resultados vemos ef 
caso general. 

Lema 1.4.1 (De Urysohn). Un espacio topológico X es normal si 
y solo si para cualesquiera dos cerrados disjuntos A y B en X, existe 
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una aplicación continua f: X--+ [O, 1] con f(A) =O y f(B) =l. 

Demostración. 
Por normalidad podemos encontrar U abierto que contiene a A y 

tal que U n B = 0; observamos entonces que X - U es cerrado y 
(X. - U) n A = 0. También por normalidad hay un abierto vV que 
contiene a A y "!-V n (¿"\:" - U) 0, y un abierto V que contiene a V y 
V n B = 0, esto es 

A e vv~ vv e u, u e v y v n B = 0. 

Podemos hacer lo mismo para los cerrados disjuntos A y X - vV, V y 
B, pero obtendríamos mas abiertos; para facilitar las cosas pongámos!e 
índices 

así 
u~cB=0 . . 

Ahora sí, con procesos similares creamos una sucesión con conjuntos 
U .]fr con k = 1, ... , 2n - 1 arreglados de la siguiente forma 

A e uitr, ... ,u~ e u.Jfr·····º~nB = 0. 

Sea I el conjunto de índices que se obtienen; entonces podemos decir 
que para todo i E I, A e U; y U; n B = 0, además de que V, e l..l; 
para i < j en I. 

Sea f : ¿y --+ [O, 1] tal que 

f(x) = { inf{i E}, X E U;} 
si x <t U; 'Vi E I 

si x E U; para algún i E I 

Notese que si hacemos que n tienda a infinito 2';. ~O y entonces '<lx E 
A, f(x) =O. Y por otro lado si x E B entonces x <t U;, 'Vi E I por lo 
que f(x) = 1 'Vx E B. 

La aplicación es continua, ya que si x <t U; entonces f(x) ;;::: i y si 
tomamos una sucesión que converja a algún otro punto en B, esta se 
aplica en una sucesión que converge a 1; si x E U; se tiene que f(x) ::; i 
y para toda sucesión convergente a algún punto en A se aplica en una 
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sucesión que converge a O; por último si x E Ur - U• donde s < r 
entonces s :;; f(x) :;; r y cada sucesión que converja a algún punto en 
Ur - U, se aplica en una sucesión convergente a algún i E I tal que 
s:;; i :5 r. De este modo fes continua en todo X. 

Ahora supongamos que para A y B cualesquiera cerrados ajenos en 
X existe una aplicación f tal que f(A) =O y f(B) = 1, entonces solo 
tomamos los abiertos ¡-1 ([0, ~)), ¡-1((~, l]) (relativos) que claramente 
son ajenos en X y contienen a A y a B respectivamente. Esto demuestra 
la normalidad de .Y. • 

Con este lema estamos preparados para demostrar el teorema de 
nuestro interés. 

Teorema 1.4.1 (De extensión de Tietze). Un espacio topológico 
X es normal si y solo si para cualquier conjunto cerrado A de X y 
f: .4 -t IR continua, existe una extensión de f a todo .Y,i.e., existe 
una aplicación continua F: .Y -t 1R tal que F IA= f. 

Demostración. 
Supongamos primero que f va de A en [-1, 1). Definamos los sub­

conjuntos cerrados de .4 

1 
A 1 = {x E A: f(x) 2':: a}, 1 

B 1 = {x E A: f(x):;; - 3 }. 

Por la continuidad de la aplicación se tiene que estos subconjuntos 
son ajenos en A y por tanto también en X. Por el lema de Urysohn 
la normalidad implica que existe una aplicación continua ¡, : X -t 

[-í, kl tal que 

Con estas condiciones lo que hay que observar es lo siguiente: para 
un x E A cualquiera J f(x) 1:5 1 y 1 fi(x) ¡:;; k; para x E A1 U E,, 
1f(x)-f1 (x)1:5 ~; yparax E A-(A 1 UB1 ) tanto f(x) comof,(x) están 
entre k y-h esto es, J f(x)-f1(x) I< ~- Así 1 f(x)-fi(x) 1:5 ~ Vx E A 
y por lo tanto la aplicación f - f 1 va de A sobre [-~. ~]. 

Denotemos g 1 = f - f 1 : A -t [-~,~],y partimos de nuevo, 

2 
A 2 = {x E A: g 1 (x) 2':: g-}, 
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Luego por Urysohn existe Í2 : X--+[-~,~] continua tal que 

2 
h(A) = g' 

17 

Para x E A - (A2 U B 2 ) tanto g 1 corno f 2 están entre -~ y ~. entonces 

4 2 1 f(x) - fi(x) - h(x) l=I 91(x) - h(x) ¡::; 9 = (3) 2 V'x E A. 

Repitiendo el proceso podernos encontrar aplicaciones f 3 , f 4 ••• tales 
que para la n-ésima aplicación continua fn : X ~ [- 2 ;:

1
, 2;:

1
] se 

tenga 
n 2 

1 f(x) - L f;(x) ¡::; (3)n '<lx E A. 
i=l 

Si hacemos que n tienda a infinito (~)n -¡. O y así 

n 

1 f(x) - L f;(x) 1-¡. O '<lx E A, 
i=l 

por lo que 
00 

G = L f; : X--+ [-1, l] 
i=l 

es la aplicación que buscamos, si cumple que es continua. Veamos esto 
último. 

Sea E> O y x E X. Fijarnos N >O tal que :L;:"=N+i(~)" < ~· Por la 
continuidad de las fl" para i = 1, ... , N, hay abiertos U; que contienen 
a x tales que para toda y E U; se tenga 

1 f;(x) - f;(y) 1< 2~. 
Luego la intersección finita u = Ui n ... n UN es abierto en X, que 
contiene a x, y si y en X es distinto de x entonces 

00 00 

1 G(x) - G(y) 1 1 L f;(x) - L f;(y) 1 
i=l i=l 

N N 
::; 1 L f;(x) - L f;(Y) 1 + 

i=l i=l 
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00 00 

E f;(x) - E ¡,(y) 1 
i=N+l i=N+l 

N E oo 2i-1 

L:-+2 L: -i 
i=l 2N i=N+1 3 

" " < 2 +2 =€. 

Y así G es continua en X, y en A. coincide con f. 
Para generalizar a JR nos basta con tomar el homeomorfo (-1, 1). 

Sin ningún problema podemos escribir f: .4.--+ (-1, 1]; por lo anterior 
se puede extender a X por G. Pero entonces 1 G(x) 1=1 f(x) I< 1 'tx E 
A, y si Ao = {x E X :1 G(x) 1= l}. vemos que .40 nA = 0 y son cerrados 
en X. Nuevamente por Urysohn existe h: :< --+ [O, l] tal que h(.-\) = 1 
y h(A0 ) =O. Entonces damos F: X--+ (-1, 1) por F(x) = h(x)G(x) 
que también es continua en X y para x E A, F(x) = lG(x) = f(x). 

El otro sentido del teorema se demuestra como sigue: si .4 y B son 
cerrado ajenos en X, A U B es cerrado; ahora solo damos la aplicación 

{ 
O 'dx E A f: A U B --+ [O, 1] por f(x) = 1 'dx E B. 

La continuidad se da por la propiedad de ajenos de A y B. Por las 
hipótesis podemos extender la aplicación a X con F : X --+ [O, l] tal 
que F IAuB= f, es decir, 

F(A) = O y F(B) = 1. 

Y por Urysohn X es normal. • 
La siguiente parte de esta sección se refiere en gran parte a las 

particiones de la unidad. 
Definamos primero lo que es una partición de la unidad. Sea .Y 

subconjunto de JR_n y r una familia de subconjuntos abiertos también 
en IR"' tales que X= UverV. Entendemos por una partición de la 
unidad subordinada a r a una familia de aplicaciones C 00

, 

7rv : X --+(O, l], V E r, 

que cumplen 
(i) 7rv se anula en X - V,i.e., 7rv 1 (0, l] e V, 
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(ii) para cada x en X se tiene 

L 7rv(x) =l. 
ver 

19 

Además decimos que la partición es localmente finita si para cada 
x en X podemos encontrar una vecindad en X en la que todas excepto 
un número finito de las 7rv son cero. 

Lo que queremos probar es que si tenemos una cubierta abierta de 
un abierto X en mn, siempre podemos encontrar una partición de la 
unidad localmente finita subordinada a la cubierta dada. Para esto 
probamos antes dos lemas. 

Lema 1.4.2 Sea X e mn abierto y r un sistema de conjuntos abiertos 
V tales que Uver V = .Y; entonces hay en mn dos sucesiones de bolas 

con O < r; < s; para j = 1, 2, ... , tales que cumplen lo siguiente: 
(i}Cada bola B,;(a;), está contenida en al menos un abierto V de r. 
(ii) Cada x E X está en el interior de al menos una bola Br, (a;); esto 
es 

U~1Br1 (a;) =X= UverV. 

Demostración. 
Sabemos que ar es un subconjunto denso numerable de mn, con 

esto podemos tomar dos sucesiones de bolas con centro en q¡n, y s;, 
r; también racionales que cumplen con las contenciones de bolas y el 
inciso (i). 

Demostremos pues el punto (ii). 
Sea x E X, entonces x está en algún V 0 E r; como Vo es abierto 

podemos encontrar un e> O tal que B.(x) e V 0 • Tomemos a eq¡n y r, 
s en q/ tales que 

1 x - a I< r < s < e- 1 x - a 1 . 

Con esto X E B.(a). Chequemos que a, r y s son como los tomamos 
al principio, es decir B,(a) e V para algún V en r. 



20CAPÍTULO 1. PRELIMINARES (TOPOLOGi4.. DIFERENCIAL) 

Cada z E B,(a) cumple que 

\z-x\ :5 \z-a\+\x-a\ 
< s+ 1 x - a I 

< <'- 1 x - a 1 + 1 x - a \= <', 

por lo que z E B.(x) e V 0 y B.(a) C V 0 , con lo que queda demostrado 
el lema. • 

Una aplicación flan e= es una aplicación C 00 que toma el valor 1 
en un cerrado A e JR.n y se anula fuera de una vecindad de A. Para el 
siguiente lema ocuparemos una aplicación flan para bolas en JR.n. Aquí 
construimos una. 

Tomemos una bola abierta Br(a) con centro en a y radio r > O, y 
otra bola B,(a) con s > r. Entonces damos h: JR.n ___,. [O, l] como 

donde 

que a su vez 

h(x) = (3( 1 x - a 12 -r2), 
s2 - r2 

o(l - x) 
f3(x) = a(l - x) + o(x)' 

x>O 
X :5 0 

Los cálculos sobre esta h, que omitiremos, muestran que efectivamente 
h se anula fuera de B,(a) y vale 1 en Br(a). Sin embargo mas adelante 
veremos que para cada cerrado en JR.n y un vecindad que lo contenga 
podemos encontrar una funcion flan C 00

• 

Lema 1.4.3 Sea r un sistema de conjuntos abiertos en JRn y X corno 
en el lema anterior, entonces existe u.na su.cesi6n de abiertos V; E r, 
j = 1, 2, ... , y aplicaciones C 00

, 

TJ;: X___,. [O,oo), j = 1,2, ... , 

tales qu.e: 
{i) '1"/j(x) =O V x E X - Vj, 
{ii} la su.cesi6n {'7;} es localmente finita en X = U ver V, 
(iii}para cada x E X, L:_i=1 TJ; (x) > O. 
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Demostración. 
Del lema anterior podemos encontrar bolas Br1 (aj) e Bs

1 
(aj), con 

Tj < Sj (j = 1, 2, ... ) ; cada una de estas está contenida en al menos un 
V E r, digamos una Vj; obtenemos con esto un subsistema numerable 
der. 

Sea hj : ./Rn --1- [O, 1) una aplicación flan C 00 que toma el valor 1 
en Br1 (aj) y se anula fuera de B.1 (aj); con esto esto, hj(x) =O V x E 
X - Vj, que es el punto (i). · 

Sin embargo estas aplicaciones no bastan. Consideremos ahora las 
aplicaciones, a : .IR --1- [O, oo) y 1Jj : X - [O, oo), ambas C 00

, dadas 
por 

y 

a(x) = { e~~ x>D 
x:::;o 

1Jj(x) = <>(hj(x) - L h;(x)) 
i<j 

Como hj(x) = O cuando x E JR.n - Vj y h,(x) > O para i < j y para 
toda X E ./Rn, entonces 

hj(x) - L h;(x) ::5 O ~ a(hj(x) - L h;(x)) =O 
i<:i i<j 

por lo que las 1}j cumplen también la condición (i). 
Para ver que la sucesión es localmente finita fijemos una k y tome­

mos una bola Br.(ak); si j < k, para toda x E Br.(ak) se tiene 

k-1 j 

hj(x) - ,E h;(x) hj(x) - L h;(x) - hk(x) - L h,(x) 
i<j i=l i=k+l 

hj(X) - 1 $ Ü 

y entonces 1J;;(x) = O. 
Así para cada x E X la sucesión {77j} es localmente finita. 
Ahora para cada x E X podemos encontrar j'• tales que x E Br1 (aj); 

de todas estas tomemos la mínima, entonces hj(x) = l; pero h;(x) =O 
para i < j; luego 

hj(x) - L h;(x) = 1 y 1Jj(x) > O. 
i<:i 
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En particular 
oc 

2: TJ;(x) >O. 
j=l 

• 
Con estos lemas estamos preparados para el siguiente 

Teoren1a 1.4.2 Sea r un sist.erna de conjuntos abiertos v· en mn tales 
que U\."er V~ = X 7 entonces podernos encontrar una partición de la 
unidad localmente finita subordinada a él. 

Demostración. 
Tomemos las T/; y los Vj como en lema anterior y definamos 

TJv : X -t [O, cxi) tal que r¡,,·(x) = 2: r¡;(x). 
V~=Vj 

Notemos que V puede ser igual a Vj para varios j'ª; y si V no está 
en el subsistema numerable de r se tiene T/v =:= O. Para cada x E .Y 
solo un número finito de las T/; permanecen distintas de cero por lo que 
TJv(x) = L:v=V, r¡1 (x) es una suma finita de aplicaciones coc, con esto 
TJv es C 00

• 

Ahora definamos las aplicaciones que queremos. Sea 

rrv(x) = T/v(x) 
Lver TJv(x) 

Vemos que está bien definida ya que L:ver TJv(x) = L:~ 1 711 (x) >O por 
el punto (iii) del lema anterior. Además para cada V E r, rr,· se anula 
fuera de\'", esto.porque 77v = L:v=1'j 77; y cada 77; se anula fuera de v'. 

Como en una vecindad de x las 77; son distintas de cero para un 
número finito de j'", en particular solo un número finito de las 77, .• son 
distintas de cero, y así las rrv también tienen esta propiedad. 

Y claramente se cumple que 

2: rrv(x) = l. 
ver 

por lo que {rrv }ver es una partición de la unidad localmente finita 
subordinada a r. • 
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Corolario 1.4.1 Dado A e IR" cerrado, y una vecindad abierta U de 
A, podernos encontrar una aplicación flan C 00 • 

Demostración. 
Llamemos 

Vi u 
V2 mn -A. 

Vemos que Vi u V,, = mn, Le., tenemos una cubierta abierta de mn. Por 
el teorema, podemos encontrar una partición de la unidad subordinada 
a Vi y V,,. Con esto, 7T1 /mn-u= O y 7T1 /A= 1; por lo que 7r¡ es la 
aplicación flan C 00 que buscabarnos. • 

En los resultados anteriores se han obtenido aplicaciones de clase 
C 00

• Sin embargo en los resultados siguientes solo nos bastará con 
encontrar aplicaciones C 1 que se aproximen a otra continua. 

1.5 El teorema de Sard 

La seccioñ anterior será de utilidad mas adelante, puesto que ya te­
niendo aplicaciones C 1 se hará necesaria la existencia de valores regu­
lares. Este teorema nos resuelve los problemas. 

Teorema 1.5.1 (De Sard). Sea W un abierto en m" y f : VV --+ m.n 
una aplicación C 1 • Si C(f) es el conjunto de puntos críticos de f 
entonces f(G(f)) tiene medida cero. 

Demostración. 
Para cada X E H' tornemos la distancia p(x, mn - W) = 2r¡,,, y luego 

formemos cubos abiertos, R(x), con centro en x y lado :5 r¡,,; por ser 
para cada x en W tenemos entonces que H-- = UxewR(x). 

Como <Q" e mn es denso numerable podemos tornar todos los X en 
<Q" n W y así obtener 

VV = u~1 R(xq)­

Dernostremos el teorema en el cubo R(xq) 
<Q" n W; supongamos que es de lado l. 

R para alguna x E 
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Escribamos J en sus componentes, f = (f1 , ••• , fn), con f; una 
aplicación de i'V en IR. Entonces dados, z, y en IRn se tiene por el 
teorema del valor medio, 

f;(y) - f¡(z) DJ,(x')(y - z) 
n 8/.;. i L ax. (x )(yj - Zj), 

J=l 3 

para algún x' en el segmento que une z y y. 
Como f es C' en lV cada f; lo es; entonces D f; es continua en el 

cubo cerrado y acotado R, así {JI Df;(x) JI: x E R} es acotado. Y de lo 
anterior se obtiene que 

1 f(y) - f(z) 1::5 .iVI 1 y - z J, 
para alguna constante 11.I, y para todas y, z E R. 

Si definimos 

Tf(y) = f;(z) + i: 
8
81'. (z)(yj - Zj), para i = 1, ... ,n, 

j=l X3 

tenemos entonces, para cada i, lo siguiente, 

f;(y) - T/(y) "2--cªf·c ') a¡,())( ) f=í axi X - 8xj z Yi - Zj 

(Df;(x') - Df;(z))(y - z). 

Además si 1 y - z I< ó entonces 1 x' - z I< ó, por como tomamos a 
x'. Y como f es C 1 en i-V y su derivada es uniformemente continua 
en R, dada ~ > O existe ó > O tal que si 1 y - z 1 < ó entonces 

1 Df;(x') - Df;(z) I< ~- Entonces 

f:. 1 (Df;(x') - Df;(z))(y - z) 12 

i=l 
n .,2 

2::- ly-z 12 
i=l n .,2 nn 1y-z12 

E
2 1y-z12

; 
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y por lo. tanto, dada e > O existe ó > O tal que si y, z E R y 1 y - z 1 < ó 
entonces 

1 f(y) - r=(y) 15 "1 y - z 1 . · (1.6) 

A Tz la escogimos afín con transformación lineal la derivada de f 
en z. Entonces si det(Df(z)) =O, i.e., z punto crítico, se tiene también 
det(T') =O. Lo que implica que el espacio en que se aplica Tº no puede 
tener dimensión n; entonces el subespacio afín, pz, en el que se aplica T' 
tiene dimensión a lo mas n-1. Ahora si damos r¡ tal que 1 z-y I< r¡ < ó, 
entonces 1 f(z) - f(y) 15 Nir¡ y también p(J(y), pz) 5 ETJ por 1.6. Con 
esto hemos creado un cubo, que contiene a f(y), centrado en f(z) 
de lados 21\fr¡ en el subespacio P' y lado 2er¡ perpendicular a este 
subespacio. Su volumen es entonces (2Jvfr¡)n- 12er¡ = 2nNin-1.,r¡n. 

Subdividamos a R en sn hipercubos R 1 , ••• , R,. de lados ~ con s 
suficientemente grande de modo que la diagonal r¡ = fo~ de cada uno 
de ellos sea menor que ó. Por lo anterior, si z E R, n C(f), 1 5 t 5 sn, 
entonces R, C B~(z) y f(R,) tiene medida menor o igual que 

2n¡.¡n-1(fo!...)ne, 
s 

y como RnC(f) = u:;: 1 (R,nC(f)), entonces f(RnC(f)) tiene medida 
menor o igual que 2n,un-1(fol)ne y corno E es arbitraria f(R n C(f)) 
tiene medida cero. 

Y corno al principio tornarnos los cubos R(xq), concluirnos que 
f(C(f)) tiene medida cero. • 
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Capítulo 2 

El grado de una aplicación 

2.1 Introducción. 

Cuando se encuentra uno con una ecuación de la forma f(x) = p, 
muchas veces se trata de encontrar las soluciones a esta, aunque Jo 
que se busca en algunos casos es conocer que tipo de conjunto son las 
soluciones. Para esto surge Ja teoría de grado, que sin dar las solu­
ciones en forma explícita nos describe la naturaleza de estas; se usa por 
ejemplo en Ja demostración de Jos teoremas de existencia en ecuaciones 
diferenciales. 

También podemos tomar f(x) = g(x)-x, y entonces resolver f(x) 
O es encontrar un punto fijo de g (véase por ejemplo el teorema de punto 
fijo de Brouwer). Con esto vernos que Ja teoría de punto fijo y la teoría 
de grado están fuertemente relacionadas. 

Lo que nos basta es saber de la existencia de tales soluciones. Así 
el grado nos indica su existencia a partir de otros resultados puesto 
que f no siempre es fácil de estudiar. En este capítulo damos además 
métodos para calcular el grado indirectamente. 

27 
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2.2 

CAPÍTULO 2. EL GRADO DE UNA APLICACIÓN 

Grado de una aplicación di:ferencia­
ble. 

Sea W e JR.n abierto y acotado, </> : l-V ---+ JR.n continua y y E JR.n -
</>(81-V). En esta sección supondremos además que 

(a) </> Jw: W---+ IRn es de clase C 1 • 

(b) y es valor regular de </>. 

Definiremos a continuación el grado en esta situación. Empezaremos 
probando el siguiente lema. 

Lema 2.2.1 Sea </> : Z ---+ JRn una aplicación continua con Z e mn 
cornpacto y y e mn' entonces la aplicación 

es cerrada. 

Demostración. 
Un conjunto A e q,-1 (Y) es relativamente cerrado si A = Cnq,- 1 (Y) 

con C cerrado en Z. Corno Z es compacto, C también lo es; por la 
continuidad de </>, <P(C) es compacto y por lo tanto cerrado. Con esto 
<P(C) n Y es un cerrado relativo en Y, pero c;i>(C) n Y = </>(A.). Esto 
demuestra que la aplicación</> 1.--•¡y): 9-1 (Y) ---+Y es cerrada. • 

Tomemos la cerradura l-V de vV, que por ser cerrado y acotado 
en JR.n es compacto, entonces también lo es 8W = w· - W; por la 
continuidad de </>, </>(8W) es compacto, en particular cerrado; por lo 
que entonces l'" = IRn - </>(8vV) es abierto en JR.n. Por el lema anterior 

</> lw: lV --+ JR.n - </>(81-V) 

es C 1 y cerrada. 
Tomemos y E JRn - </>(81-V), entonces q,- 1 (y) es cerrado en W y 

por lo tanto compacto; si y es valor regular de 4> hv, el determinante 
funcional det(D<P(x,)) =FO para toda x, E q,-1 (y). Por el teorema 1.3.1 
q,- 1 (y) es una subvariedad de dimensión cero y como es compacto 

q,- 1 (y) = {xi, X2, ••• , Xr} 
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es un· conjunto finito de puntos. 
Con lo anterior, podemos ya definir el grado de </> en y como el 

número entero 

donde 

grado(</>, W, y)= L sig[det(D</>(x;))], 
:r,et.fJ-1(y) 

sig[detD</>(x;)] = { 
1 

-1 
si detD<jJ(x;) > O 
si detD</J(x;) < O ' 

y y es. un valor regular que está en ./R." - et>( éHV). 

grado(<!> ,W,O) 

Figura 2.1: Grado de una aplicación diferenciable. 

Como primer resultado acerca del grado de una aplicación C1, ten­
emos que este es localmente constante. 

Teorema 2.2.1 Sea </> : W --+ .IR." continua, W e .IR" abierto y 
acotado en donde <P es C 1 • Si y E .IR" - q)( 81-V) es valor regular de 
<P lw, entonces existe una vecindad abierta de y, V(y) e (.JR"-</J(DH')) 
tal que para todo z, valor regular de <P lw, en V, se cumple 

grado(</>, W, z) = grado(t/J, 1-V, y). 

Demostración. 
Como antes probamos </>- 1 (y) = {x1 ,. • .,xr} es finito. El teorema 

de la función inversa nos dice que y tiene una vecindad abierta V(y) 
localmente difeomorfa a una vecindad abierta U(x;) para cada x;, y que 
para toda x E U(x;), D<jJ(x) es invertible; así para cada z en V(y), 

</>-1 (z) = {x;, ... , :Xr} 
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tiene el mismo número de elementos que .p-1 (y). En particular podemos 
tomar los U(x;) conexos y ajenos, esto si hacemos a V(y) lo bastante 
pequeño y conexo. 

El funcional detD<?(x) o es siempre > O, o siempre < O en U(x;), 
pues como 4> es continua, si can1biara de signo existiría un x E U(x;) tal 
que detD<jJ(x) = O y Dct>(x) no sería invertible, contradiciendo nuestra 
aplicación del teorema de la función inversa. 

Por lo tanto 

sig[detD<f>(x;)] = sig[detD<f>(x;)], i = 1, ... , r. 

-y· entonces 

grado(<?, lV, z) L: sig[detD<?(x;)] 
X¡Ei;t.t-l(z) 

L sig[detD<;i(x;)] 
x~e<P-l(y) 

grado(</>, lV, y). 

• 
Hemos visto que el grado de un valor regular no cambia en cierta 

vecindad abierta. A continuación veamos qué sucede si a la aplicación 
4> la 'deformamos' pero siempre definida en el abierto lV. Para esto 
damos la siguiente definición. 

Decimos que 4>0 y 4>1 son homotópicas si existe una aplicación 
continua el> : lV x (O, l] --+ lRn, tales que <I>o(x) = <I>(x, O) y 4>1 (x) = 
<l>(x, 1). Para cada t E [O, l] tenemos el>, : lV --+ mn, dada como 
4>,(x) = <I>(x, t). A la aplicación el> se le llama homotopía. 

Lema 2.2.2 Sea lV e JRn abierto acotado. Si el> : lV X [O, l] --+ mn 
es una homotopía y y E JRn son tales que: 
(i) y ~ <I>,(8W) V" t E [O, l]. 
(ii) <I>o lw, 4> 1 lw son aplicaciones C 1 con y valor regular de ambas. 
(iii) <t> lwx(0,1) es C 1 y tiene a y como valor regular 
(iv) <t>, = Wo, 4> 1_, = 4'1 V" t E [O, e] donde O < e< !· 
Entonces grado(<I>0 , W, y) = grado(<I>i. W, y) 

Demostración. 
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Sabemos que si y es valor regular y y <t <I>0 (8vV), entonces cI>0
1 (y), 

consiste de un número finito de puntos ai, ... , ap en m.n, por (iv) tene­
mos que 

cl>- 1 (y) n (W X [O,€]) ={a; X [O, E]: i = 1, ... ,p} 

es un conj·unto de p segmentos en vV x [O, E]. 
De igual modo con <I>i y para la misma y, <I>i(y) consiste de puntos 

b1, ~' ... 'bq en mn' entonces 

<I>-i (y) n (lV X [l - E, 1]) = {b; X [1 - e, l] : j = 1, ... 'q} 

son segmentos en vV x [1 - €, l]. 
Del teorema 1.3.1 tenernos que c1>-i(y) n {l-V x (O, 1)) es subvariedad 

de vV X {O, 1), de dimensión l; y por el teorema 1.3.2 cada una de sus 
componentes conexas kµ son difeornorfas a m. o a si. 

Por otra parte <I>-i(y) es cerrado en el compacto W x [O, 1] y por lo 
tanto es compacto, entonces 

es compacto; la igualdad es porque y <t <I>(8vV). Así las curvas kµ 
cubren a <I>-i (y) n {l-V x [e, 1 - E]), por lo que entonces solo hay un 
número finito de curvas que lo cubren, algunas de ellas extendiendose 
a los segmentos en iv x (O, e] y W x [l - e, 1). 

Las kµ difeomorfas a si no intersectan a (vV x (O, E])U(vV x [1-E, 1)). 
Pues si así fuera S 1 contendría a un punto de un segmento, digamos 
a; x (O, E] (puede tomarse un b; x [1 - E, 1) y hacerse un análisis similar 
en W x {l}), que por ser variedad diferenciable, a; x (0,e] e k,,_. Como 
kµ es compacto a; X {O} E kµ; pero kµ, difeomorfo a si, es tangente a 
W x {O} en a;= 4>0 i(y) n kµ, por lo que entonces existe ten {O, E) tal 
que 

cI>¡-i(y) n kµ ={a;, a:'}.,¡, cI>0 1 (y) n kµ, 

contradiciendo nuestra hipótesis (iv). 
Esto nos dice que las curvas difeomorfas a si no intersectan a w X 

{0} y W x {l}. 
Por otro lado las k,,_ difeomorfas a m. no pueden tener un extremo 

en vV x [E, 1 - E]; esto es por que <I>-1(y) n (vV x [E, 1 - E]) es compacto, 
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y cualquier sucesión en k,. que converja a algún punto extremo debe 
necesariamente contener a este punto, por lo que k,.. no sería difeomorfo 
a IR. 

Con esto, las curvas difeomorfas a IR tienen como extremos a in­
tervalos de la forma a, x (O,<] o bi x [l - €, 1), y además todos estos 
intervalos son extremos de una de tales curvas. 

1-& 

o 
a' a a; a P 

Figura 2.2: Curvas difeomorfas a IR o a 5 1 • 

Veamos ahora que una inforn1ación que transmiten estas curvas es 
la del grado. 

Sea o : (O, 1) --¡. W x (O, 1) una parametrización regular de una 
curva kµ. difeomorfa a IR, que en iv x (O, 1) se ve como o(r) = (x, t) 
con x E W. a'(r) #O es un vector en m.n+i, tangente a o(r), que en 
coordenadas se ve como (o~(r), ... , o:,+1 (r)). 

Definamos ahora Gr : JR.n+i --¡. JRn+ 1 , una aplicación lineal con 
regla de correspondencia 

Gr(v) = (D<I>(o(r))v, a'(r) · v), 

para cada r E (O, 1). Su matriz asociada es: 

M(r) = ( 
Dct>(o(r)) 

o~ (r) o:,+i (r) )· 
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Observemos que detM(r) como aplicación de res continua. 
Como <P(a(r)) =y para todo r E (O, 1), 

d 
O= dr <P(a(r)) = D<P(a(r))(a'(r)), 

es decir, a' ( r) E ker D<P ( °' ( r)), y como dicho kernel tiene dimensión 1 
(porque D<P(a(r)) tiene rango máximo) se tiene que 

kerD<P(a(r)) = {ta'(r): t E .IR}. 

Ahora bien, si lvI(r)v =O entonces D<P(a(r))v =O y a'(r) · v =O. 
La primera igualdad implica que v = ta'(r) y la segunda que t =O 

(ya que a'(r) # O). De modo que v = O. Es decir, lvI(r) : JRn+l --+ 
JR.n+l es inyectiva y, por lo tanto, un isomorfismo. 

Con lo anterior AI(r) es invertible y con esto detlvI(r) # O para 
toda r E (O, 1). Entonces detiVI(r) es siempre >O o siempre <O. 

Como a(r) = a(O) para r E [O, E), a'(O) = (O, ... , O, a:,+1 (O)) y 

M(O) ~ ( 

Análogamente 

M(') ~ ( 

D<P0 (x) 

O·· ·O 

D<l>1(x) 

O·· ·O 

o 

o 
°':.+1 (1) 

) 
Para estos casos 

a:,+1 (O)detD<l> 0 (x) = detlvf(O) = 
= det.l\II(l) = a:,+1(1)detD<I>1(x). 

Cuando k,, empieza en un segmento ª• x (O, E] y termina en bj x (1 -
E, 1) (o al contrario) 

sig[a:,+1 (O)) = sig[a:,+1 (1)), 
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y por lo tanto 

sig[detD<l>0 (a;)] = sig[detD<I>1(b;)]. 

Si k,, empieza en un segmento a; x (O, .o] y termina en un a; x (O, .o], 
(igual para los b; ) 

sig(o:,+1 (0)] = (-l)sig(o:,+1 (1)] 

y por lo tanto 

sig[detD<'l>o(a;)] 
(ó sig[detD<l>1 (b;)] 

(-l)sig(detD<I>0 (a;)] 
(-l)sig(detD<I>1 (b;)] ). 

Estas últimas no aportan nada al grado de <I> 0 o <I>i. pues se cancelan 
al sumarse. 

Las k,, que comunican a lY x (O, .o] y "\-V x [1 - E, 1) conservan el 
signo del determinante, así 

grado(él!o, vV, y) L sig[detD4!0 (x)] 
:cE4>Q1(y) 

L sig[detD<I>1(x)] = grado(<l>1, iv, y), 
xe<t>l" 1 (y) 

con lo que queda demostrado el teorema. • 
Sin embargo el punto (iii) de las hipótesis de teorema anterior puede 

ser removible. Hacemos pues lo siguiente. 
Sabemos <t> es C 1 en vV x (O, <0) U iv x (1 - €, 1). Tomamos E

1 tal 
que O < E 1 < E. Y escribimos <I> en sus componentes cJ> = (<l> 1 , ••• , <I>n). 

Hagamos 

-y· Wx [O, 1], 
x iv x co, 1), 
A W X (0, E'] U vV X (1 - E

1
, l]. 

Con esto iv x (O, .o) u iv x (1 - E, 1) es vecindad abierta de A n X. 
Sea T/ : Y ~ [O, 1] continua tal que 

TJ- 1 (0) = Y - X. 
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Con <I>' fija definamos para cada s E R. 

v~ = {z E X :J <I>'(z) - s J< 77 ~z)}; 

este es abierto en X y además X = U•EJR V.. 
Por el teorema 1.4.2 podemos encontrar {7r,}seJR una partición de la 

unidad localmente finita de clase C 1 subordinada a la cubierta {V.}.sEIR· 
Tomemos ¡ : X ---+ lR. tal que 

¡(z) = L srr,(z); 
sEJR 

que como cada rr, es C 1 y la suma es localmente finita, tenemos que ¡ 
es C 1 • 

Sea U e JR.n un abierto tal que A e U, i-v x [<:, 1 - <:)e JR.n - U, y 
h : JRn ---+ [O, l] una aplicación flan C 1 que se anula en una vecindad 
V de JR.n - U, y toma el valor 1 en A n X. 

Definamos ahora IV' : Y ---+ IR, con regla de correspondencia 

>T.i( ) _ { ¡(z) + h(z)(<I>'(;) - ¡(z)) 
"' z - <I>'(z) 

para zeX 
para z E Y- X 

que es C 1 en X ya que h se anula donde <I>' tal vez no lo sea. 
Probemos que '1f'i es una 'buena' aproximación a <I>i. Tomemos z E 

X, entonces 

1 <I>'(z) - w'(z) 1 1 <I>'(z) L rr,(z) - L srr,(z) 
seJR. .:1eJR 

-h(z)[<I>'(z) L rr,(z) - L srr.(z)] J 
sem .sem. 

J L (<I>'(z) - s)7r8 (z) 
sEIR 

-h(z)[2:(<I>'(z) - s)7r,(z)] J 
sEIR 

::5 L J <I>'(z) - s 1 "ll"s(z) 
a E IR 

+h(z) L 1 <I>'(z) - s 1 rr,(z); 
&EJR 
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pero para z E X fija, las rr. son distintas de cero en aquellas V. tales que 
contengan a z, esto es, para cuando 1 <I>'{z) - s 1 < ~- Y la desigualdad 
continúa como sigue: 

1 <I>'(z) - w'(z) 1 < 

< 

:5 

L 11(z) rr.(z) + h(z) L 11(z) 11"a(z) 
aEJR 2 aE.fi 2 

17(z) + h(z) 11(z) 
2 2 

11(z). 

Además w' es continua en r· - X por lo siguente. Sea z E Y - .Y y 
z' E Y, entonces se tiene 

1 wi(z') - w'(z) 1 :5 1 w'(z') - <I>'(z') 1 + 1 <I>i(z') - <I>'(z) 1 
+ 1 <I>i(z) - wi(z) 1 

< 11(z')+ 1 cf1i(z') - «f1'(z) 1 +O 
1 11(z') - 71(z) 1 + 1 <I>'(z') - <I>'(z) ¡, 

y como 71 y <I>i son continuas en Y entonces también w' es continua en 
.Y. 

Ahora pongamos \Jf = ('111, ... , \Jfn) para obtener una aproximación 
a cf1. Si hacemos 71(z) = ~ con e(z) = p(z, Y - X) se tiene 

1 \Jf(z) - <I>(z) 1:5 e(z) V z E Y. 

Por lo que la homotopía W cumple con (i), (ii) y (iv) del teorema 2.2.2. 
Ahora el problema es que y= cf1(x, t) puede no ser valor regular de 

w. 
Sabemos que 

'lt E (O, e'); (2.1) 

donde '11,(x) = W(x, t). Además, w,(x) = <t>,(x) 'lx E 81'V y 'Vt E (O, 1]. 
Si y es valor regular de 4>0 y 4> 1 , sabemos por el teorema 2.2.1 que 

existe V E JR.n, vecindad de y, tal que para todo y' E V 

grado( «f1o, lV, y') = grado( <I>o, W, y), (2.2) 
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grado(<I>i, T-V, y') = grado(.-P 1 , H,: y). 

Podemos tomar V tal que V e lRn - w,(8TV) para toda t en [O, 1). Si 
tomamos y' E V valor regular de \!!y de <P, sabemos del teorema 2.2.2 
aplicado en \!! que 

grado(\l!o, TV; y') = grado(\1! 1 , H': y'), 

y por 2.1 
grado(éf!o, H,: y') = grado(\1! 0 , TV, y'), 

y 
grado(<P 1 , T-V, y') = grado(\1! 1 , H", y'); 

que junto con 2.2 se obtiene el resultado 

grado(if>o, l'V, y) = grado(il> 1 , W~ y). 

lYias aún, con una nueva homotopía H : Y ---+ JRn tal que 

{ 

é!!(x, O) 
H(x, t) = CI>(x, 3t - 1) 

<I>(x, 1) 

el punto (iv) queda excluido. Así el teorema demostrado es el siguiente. 

Teorema 2.2.2 (De la invariancia homotópica). Si T-V e m.n es 
un abierto acotado, <I> : W X [O, 1) ---+ lRn es una homotopía y y E JR,n 
satisfacen 
(i} y t¡! CI>,(avV) V t E [O, 1), 
(ii) if.>0 lw, il> 1 lw son aplicaciones de clase C' que tienen a y como 
valor regular, 
entonces 

grado(if.>0 , T-V, y) = grado(<l!i. TV, y). 

En la siguiente sección se hará una generalización del concepto de 
grado. El siguiente resultado va encaminado a ello, pues se vé que 
para cualquier valor dado, podemos encontrar una vecindad en la cual 
nuestra definición de grado es aplicable y mas aún en esta vecindad el 
grado es constante. 
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Teorema 2.2.3 Supongam.os que W e JR.n es un abierto acotado, y 
g: l-V--+ mn es una aplicaci6n continua que es C' en H-'. Siy E JRn­
g(8vV) (cualquier valor) entonces existe ·v e mn - g(ol·V) vecindad 
abierta de y tal que si z y z' son valores regulares de g l>v, am.bos en 
V .. , se tiene 

grado(g, lV, z) = grado(g, vV, z'). 

Demostración. 
Escogemos 

V= {z E mn - g(ovV) :1 z - y l<I g(x) - y 1 'v' X E ovV}. (2.3) 

Por el teorema de Sard podemos encontrar z, z' valores regulares de 
g lw en v. Tomemos la homotopía F: l.V X [O, 1] --+ mn tal que 

F(x, t) = g(x) + t(z - z'). 

Aplicaremos el teorema de la invariancia homotópica con z. Primero 
debemos probar que z ~ F(x, t) 'v' x E éll-V y 'v' t E [O, 1]. 

1 F(x, t) - z 1 1 g(x) + t(z - z') - z +y - y+ ty - ty 1 
2:: 1 g(x) - Y I - 1 1 - t 11 = - Y 1 -t 1 z' - Y 1 
> 1 g(x) - Y 1 -(1 - t) 1 g(x) - Y 1 -t 1 g(x) - Y 1 

1 g(x) - Y 1 - 1 g(x) - Y 1= O. 

Y por lo tanto z # F(x, t) para x E ovV y t E (O, 1]. 
Además Fo = g es C 1 en vV y F 1 - z = g - z', de esto último 

DF1 = Dg por lo que F 1 también es C 1 y además grado(F1 , vV, z) = 
grado(g, vV, z'). 

Del teorema anterior grado(F0 , l-V, z) = grado(Fi. vV, z); y con-
cluimos que 

grado(g, lV, z) = grado(g, vV, z'). 

• 
Con este teorema podemos generalizar un poco la definición de 

grado que teníamos, puesto que si y E JR.n - g(ovV) no es valor regular 
de g, para todo valor en una vecindad de y el grado es constante. Defino 
pues el el grado de g en y , como 

grado(g, vV, y)= grado(g, vV, z) 



2.3. GRADO DE UNA APLICACIÓN CONTINUA. 39 

donde z es valor regular en la vecindad dada por 2.3. 
Pero la invariancia no solo se dá en valores regulares de cierta vecin­

dad de un valor cualquiera, sino que además al cambiar la aplicación 
por otra que coincida con la primera en la frontera del abierto en el 
cual se definen, el grado es el mismo. 

Teorema 2.2.4 Sea vV e JRn un abierto acotado, f 1 , f2: W---+ JR.n 
continuas tales que f, hv, f2 lw son C 1 y f, law= f2 law, entonces 
para cada valor regular y <;t f 1(8vV) = f 2(8vV), se tiene 

grado(f,, n;; y) = grado(f2, iv, y). 

Demostración. 
Haciendo uso del teorema de la invariancia homotópica y de la ho­

motopía F : vV x (O, 1] ---+ JRn con F(x, t) = (1 - t)fi(x) + th(x) 
el resultado es inmediato. Veamos que cumple con las hipótesis nece­
sarias. 

Tenemos para x E 8vV que f1(x) = h(x), esto implica F,(x) 
f 1 (x), y como y # f 1(x) entonces y # F,(x). Con esto se cumple la 
hipótesis (i) de 2.2.2. 

Además Fo(x) = fi(x) y F,(x) = h(x) por lo que Fo lw y F, lw 
son C 1 con y valor regular de ambas, teniendo con esto ambas hipótesis 
de 2.2.2 y consecuentemente el resultado 

grado(F0 , iv, y) = grado(Fi. vV, y). 

Y por lo tanto 

grado(fi. n·, y) = grado(h, w, y). 

• 
2.3 Grado de una aplicación continua. 
Los resultados anteriores nos permiten generalizar el concepto de grado 
para una aplicación continua f : W ---+ JR.n, donde W es abierto 
y acotado en JRn, y un valor arbitrario y en Di!' - f(8vV), es decir, 
eliminando las hipótesis (a) y (b) del comienzo del capítulo. 

Empezaremos probando que f puede aproximarse tanto como quer­
amos por una función de clase 0 1 • 
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Teorema 2.3.1 Sea W un abierto acotado en IRn, f : l-V ---+ IRn 
continua. Entonces dada una aplicación e : iv ---+ IR también continua 
y tal que W = e-1 (0, oo), existe g : l-V ---+IR!' continua, C 1 en l-V , y 
tal que cumple 

1 f(x) - g(x) 1:5 e(x) 'V x E W. 

En particular, si doy e(x) = p(x, oW), f = g en ol-V. 

Demostración. 
Para cada s E IR tomamos los abiertos 

V.= {x E lY :! f;(x) - s I< ó(x)}, 

donde f; es la i-ésima coordenada de f, y ó(x) = ~-
Esta nos da un cubierta abierta de lV. Entonces podemos encontrar 

una partición de la unidad localmente finita subordinada a {V:.}se»<· 
Sea 'Y: W ---+IR tal que 1(x) = :Lse»< s:n-,(x). esta curnple que 

1 f;(x) - 1(x) 1 1 f;(x) L :n-,(x) - L s:n-,(x) 1 
sEIR sElR 

1 L (J;(x) - s):n-, (x) 1 
sElR 

< ó(x). 

Definimos ahora 

{ 
1(x) 

g;(x) = f;(x) 
si x E iv e(x) > O 

si x E olV e(x) = O 

La cual cumple que 1 f(x) - g(x) I< e(x). 
Probemos que 9i es continua en aiv. Para z E aiv y X E iv' 

1 g;(x) - g;(z) 1 :5 1 g;(x) - f;(x) 1 + 1 f;(x) - fi(z) 1 + 
+ 1 f;(z) - g,(z) 1 

::; ó(x)+ 1 f;(x) - f;(z) 1 +o 
1 ó(x) - ó(z) 1 + 1 f;(x) - f;(z) I; 

y como e y f son continuas en z, entonces g es continua en z. Por lo 
que entonces g está bien definida y es como buscábamos. • 
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Con lo anterior, si tomamos y E JR.n - f(8W) arbitrario entonces 
y E JR.n - g(8W), que puede no ser valor regular de g; pero sabemos 
por 2.2.3 que podemos encontrar V abierto en W que contiene a y y 
tal que para todos z' E V puntos regulares de g, 

grado(g, W, z) = grado(g, W, z'). 

Definimos entonces el grado de f en y, donde fes continua en W 
y y es cualquier valor en JRn - g(8l-V) como 

grado(/, iv, y) = grado(g, iv, z), 

donde g : iv - IRn es cualquier función continua y C 1 en iv que 
coincide con f en la frontera de iv y z es cualquier valor regular de g 
en 

{z E iv : 1 z - y I< p(y, f(8W))}. 

El teorema 2.2.4 de la sección anterior nos dice que el grado es 
independiente de la aproximación g que tomemos, pues para cualquier 
g: iv - JRn con g lw C 1 y g(x) = f(x) para toda x en aw, se tiene 
que g(x) = g(x) '</ X E 8W; y si z lo escogemos valor regular de g y 
de g entonces 

grado(g, iv, z) = grado(g, W, z) =grado(!, iv, y). 

Veamos algunos ejemplos 

E.JEMPLO 2.3.1 Sea k: l-V - JR.n la aplicación constante k(x) 
x 0 ; entonces 

grado(k, W; y)= Ü '</y o¡6 Xo. 

• 
E.JEMPLO 2.3.2 Sea i: 1-V ~ IRn la inclusión, i(x) = x. Entonces 

grado(i, W, y) = { ~ si y E W 
si y E JRn -W. 

• 
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E.TEMPLO 2.3.3 Sea a : i-v ~ IR:" una aplicación afín a(x) = 
L(x) +Yo donde L es un isornorfisrno lineal. Entonces 

{ 
O si y E IRn - a(T-V) 

grado( a, W, y) = detL _ ±1 · E ('·V) 
\detL\ - si y a 11 • 

• 
E.TEMPLO 2.3.4 Dado ( E a:, ( =F O, considerernos la aplicación 

F: E 1 (0) ~a: 

tal que F(z) = (z. En O ea:, F-1 (0) =O, además 

sig[detDF(O)] =1 C: I> O 

por lo que 
grado(F, E 1 (O), O) = l. 

• 
E.TEMPLO 2.3.5 Para n = li si f : [a, b] ~ IR, el grado torna 
unicarnente los valores -1, O, l. 

En efecto, basta con tornar la hornotopía ol> : [a, b] x [O, l] ~ IR 
dada por 

if1(x, t) = (l _ t)f(x) + t[f(b)(x - a) + f(a)(x - b\ 
b-a a-b 

donde ol>(x, 1) es una aplicación afín. Para t = 1, D-1>1 (x) ~ t(•l:!<al. 
Y ya que 4>, mantiene fijos a f(a) y f(b) entonces para y =F f(a) y 
=F f(b) se tiene 

grado(!, (a, b), y)= grado(4> 1 , (a, b), y) = { ~l si f(b) > y > f(a) 
si f(a) > y > f(b) 

si y if; f([a, b]) . 

• 
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E.JEMPLO 2.3.6 Sin= 2, la aplicación ITk: B 1 (0) --+ IR2 =:CC, tal 
que IIk(z) = zk, k 2:: O, tiene grado k en O. En efecto, si consideramos 
la forma polar de los complejos, z = r(cos(} + isenO) con r =1 z 1 y (} el 
argumento de z, entonces 

ITk(z) = rk(coskfJ + isenkfJ). 

Dado w un valor regular en el interior de ITk(B1 (O)) (w =fa O), este lo 
vemos como w =I w 1 (cosfJ + isenfJ), por lo que bajo ITk tenemos k 
irnagenes inversas, a saber 

.~ fJ + 2rrj . fJ + 2rrj 
Zj = y 1 w ¡(cos(--k--) + isen( k )), 

j=O, ... ,(k-1). 
Entonces viendo el problema como en .IR.2 

detDITk(z
3
·) det k y_¡_w 1 

( 
cosk( 0 +2

"') - ·~ksenk( o+k2 ""1 ) ) 

senk( o+;"•) ~kcosk( 0 +;"1
) 

Y entonces detDITk(zj) = ~k que es positivo para cada Zj. 
Por último, como para todo w en una vecindad del O es regular y 

grado(ITk, B 1 (O), w) = k 

entonces también 
grado(ITk, B 1 (0), O)= k. 

Para el caso conjugado, ñk(z) = zk se resuelve de la misma forma con 
la diferencia que detDñk(Zj) es negativo por lo que 

grado(ñk, B 1 (0), O) = -k. 

• 
E.JEMPLO 2.3. 7 Sea f : l-V ---+ IRn continua con l-V e IRn abierto 
acotado; para cualquier y E IRn - f(W) no podemos encontrar x E W 
tal que f(x) =y, es decir, no tenemos imagenes inversas y así no hay 
signos sumables en la determinación del grado por lo que 

grado(!, W, y)= O. 

• 
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2.4 Propiedades del grado. 

Hemos visto que el grado de una aplicación continua f : W ~ .IR", 
con W abierto acotado de .87.", está definido para toda y E IR" - f { 8W), 
y es un número entero. Entonces podemos considerar la aplicación 

grado(!, H,'; ·):IR" - f(ovV) --¡, ~ 

Sabemos que dada Yo E IR" - f(8vV) existe una vecindad 
V C .IR" - f(ovV) de Yo tal que para todo y E V 

grado(!, 1-V, y) =grado(/, vV, Yo); 

entonces podemos decir que la aplicación grado(/, 1-V, ·) es localmente 
constante o mejor dicho es continua, donde la topología de ~ es la 
discreta. 

Ahora consideremos la imagen inversa bajo grado(/, i:-v, ·) de r E Zl:: 

r(f, vV, r) = {y E IR" - f(8TV) grado(!, W,y) = r}. 

Como {r} es abierto y cerrado en Zl:, r(f, i:-v, r) es abierto y cerrado 
en IR" - f(ovV). Cualquier subconjunto conexo de IR" - f(8vV) está 
entonces completamente contenido en alguna r(f, H'; r). 

Si r # O entonces r(f, 1-V, r) e f(~V) (véase ejemplo 2.3.7 en la 
sección anterior). En particular r(f, W, r) es compacto si r # O. Y 
como 

IR" - f(lV) e r(f, W, O) 

r(f, W, O) es, en particular, no acotado. 
De lo anterior se desprende que 

Teorema 2.4.1 Si IR" - f(8lV) es conexo, entonces 

grado(!, W, y) = O 

para todo y E IR" - f(ovV). 

De esta última propiedad damos un ejemplo. 
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E.TEMPLO 2.4.1 Tomemos un disco abierto en IR.2 , 

'!-V= {x E JR.2 :1 x I< r}, r >O, 

y una aplicación continua f : iv --+ IR2 , dada por 

f(xi, X2) = (x1 + X2, X1X2) = (Ji (xi, x2), f2(X¡, X2)); 

observemos que f(xi, x2) = f(x2, x1). 
Si 

V1 {x E l,V: X1 :5 x2}, 
V2 {x E l'V : X1 2::: x2}, 

45 

entonces f(Vi n (81-V)) = f(V2 n (8lV)) es el arco de parábola Jf(x) -
2f2 (x) = r 2 , por lo siguiente: 

En V1 n (81-V), xi + x~ = r 2 , luego (x1 + x 2) 2 - 2x1x 2 = r 2, o bien 
Jf(x) - 2f2(x) = r 2 • 

Por lo que IR2 - f(81'V) es conexo; y entonces dado 
y E JR2 - f(8l,V) se tiene que grado(!, '!-V, y)= O. 

En el caso complejo se tiene algo distinto. Si 

VV = {(zi,z2) E(/;2 
! Z1Z1 +z2z2 < r 2} 

y f : VV --+ a:2 dada como la anterior, f(z 1 , z 2 ) = (z1 + z,, z 1 z 2 ). Que, 
pensándola como en IR4 , está dada por 

tiene como determinante de su derivada 

detDf = det ( ~ 
X2 
Y2 

y ya en (/;2 , detDJ(zi, z2) = (z1 - z2)(z1 - z2) =I z1 - z2 12 2::: O (a 
diferencia del anterior cuyo determinante resulta ser x 1 - x 2 }, siempre 
positivo a menos que z 1 = z2. 
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Dado (yi, y 2 ) valor regular en f(W) existe (zi. z 2 ) E l-V tal que 

f(z1,z2) = (Y1.Y2), 

pero como dimos la aplicación 

por lo que y = (y1 , y 2 ) tiene dos preimagenes; y no puede tener mas 
puesto que resolver la ecuación f(w 1, w 2 ) = (y1 , Y2) es equivalente a 
resolver el sistema w 1 + w2 = y 1 , w 1 w 2 = y2, que nos lleva a su vez a 
resolver una ecuación cuadrática w"f - w 1 y 1 + Y2 = O la cual no tiene 
más de dos soluciones. 

Y como vimos arnbas soluciones tienen determinante positivo, por 
lo que 

grado(f, W, y) = 2. 

Para y <;t f(l-V), sabemos, grado(f, f-V, y) =O. 
Así, IR:' - f(8tV) = r(f, f-V, O) u r(f, w; 2), y entonces tenemos que 

JR4 - f(81-V) no es conexo, al contrario del caso en IR.2. • 

En algunos casos la imagen inversa de algún valor para cierta apli­
cación corno las que hemos estado trabajando, puede encontrarse en un 
abierto mas pequeño; veremos ahora que podemos restringirnos a este 
abierto y que el grado de la aplicación restringida no se altera. 

Teorema 2.4.2 (De escisión). Supongamos como antes f-V e IR.n 
abierto acotado, f: 1-V---+ IRn continua y un valor y E mn - !(81-V). 
Si tenemos un abierto V e lV tal que ¡-1 (y) e V, entonces 

grado(f, f-V, y)= grado(f, V, y). 

Demostración. 
Tornemos la restricción f lv: V -+ IR.n, que sigue siendo continua; 

aproximemos con una aplicación continua en V y C 1 en V, que coincida 
con f en 8V; a esta la llamarnos 'Y· 

Peguemos 'Y con f en 8W con 

{ 
f(x) V X E ¡,v - V 

f,(x) = 7(x) V x E V; 
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esta aplicación nos asegura que f 1-
1 (y) e V. 

Sea ahora U un subconjunto abierto de V tal que f 1-
1 (y) e U y 

U e V; y aproximemos f 1 por una nueva aplicación g: W-+ ./Rn, C 1 

en W tal que 

{ 
"Y(X) \;/ X E U 

g(x) = f1 (x) V X E élvV, 

y que además cumpla 

1 g(x) - fi(x) I< p(y, fi(vV - U)); 

de esta desigualdad y <;t g(W - U), o bien, g-1 (y) e U. 
Si r = p(y, g(W - U)), construimos una bola abierta de radio r y 

centro en y, Br(y). 
Claramente vemos que 

Br(Y) e (./Rn - g(W - U)) n fi(W). 

Por el teorema de Sard podemos encontrar z valor regular de g que 
está en Br(Y). Sabemos ya por la definición de grado de una aplicación 
continua que 

grado(f, iv, y) = grado(g, vV, z). 

Pero g-1 (z) = "Y-'(z) e U e V; entonces 

grado(g, iv, z) L sig[detDg(x;)) 
.::r:.¡Eg-l(z) 

L sig[detDg(x;)] 
:c.¡Eg- 1(z)nV 

L sig[detD"Y(X;)J 
XiE¡r-l(z)nV 

grado("Y, V, z); 

y grado(f, V, y)= grado(7, V, z), de nuevo por la definición. 
Concluimos pues que grado(f, W, y) = grado(f, V, y). • 

Corolario 2.4.l. Supongamos f 1 : W 1 -+ .mn, f 2 : vV2 -+ ./Rn 
continuas con W 1 , W 2 e .mn, abiertos acotados. Si y E ./Rn con 
f 1-

1 (y) = f2 1 (y) e W 1 n W 2 y f 1 = h en una vecindad V de f 1-
1 (y), 

entonces 
grado(fi, W,, y) = grado(h, W2, y). 
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Demostración. 
Del teorema. como f1 1 {y) e V se tiene 

grado(!¡, n·1, y) grado(fi. V, y), 

grado(h, v~ y). 

También f2 1 (y) C V-, con esto, grado(h, lV2 ,y) = grado(f2 , V,y). Y 
de ambas igualdades 

grado(f1 , lV¡, y)= grado(h, H'2 , y). 

• 
Ahora damos un ejemplo de una sola aplicación que para ciertos 

valores se obtengan grados para cualquier entero positivo. 

E.TEMPLO 2.4.2 Tomemos el abierto acotado W como el interior 
del triángulo en el plano con vértices B = {O, O), B 1 = (1, 1) y A 1 = 
(1, -1). 

En iv marcamos los puntos 

1 (-1)' 
A¡ = ( i' --i-), 1 (-1)'+1 

B, = {..,-, . ) 
') ') 

y °'2 <+ 1 = ( 4i:::.. 1, 4i:::.. 1 ); z • 

y unimos .4i con Bi. A2i con .-1.2i-l1 B2i+l con B2i y finalrnente a2i-l 

con .-l.2,_ 1, obteniendo así una triangulación de ir. 
Nos tomamos una aplicación f que sea afín en cada triángulo me­

nor; entonces basta con indicar donde se aplican los vért·ices; darnos 
pues 

f(.-l.;) =A, f(B;) = B f(B) = B 

y su aplicación a los triángufos menores son: 

f ( 6B2í-1 B2; .42,) 
f(6B2;B2;+1A2,+1) 

f(602;-1.-l.2;-1B2;-1) 

f ( 6A2í-1 02;-1 A.2¡) 
f(6A2,-1A2¡B2¡) 

6BBA2; = BA2;, 

6-BBA,.+1 = BA2;+i. 
.6.A2;-.1A2;-1B = A2;-1B, 

~A2i-1A2i-1--1.2¡ = .. 42¡-1 ... 42¡, 

.6.A2;-1A2,B. 
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(0,1) A 1=(1,1) 

(0,0) 

(0,-1) 

A 
1 

=(1,-1) 

Figura 2.3: Grado que toma todos los valores enteros positivos. 

f es continua en B ya que cada triángulo se aplica en un triángulo 
o segmento hacia la izquierda, y si tomamos una sucesión en l'V que 
converja a B entonces la imagen de la sucesión también converge a 
B. Y en el resto, f es continua porque se pega en cada segmento que 
trazamos. 

Notemos que los únicos triángulos que no se aplican en segmentos 
son los triángulos .ó.A2;-1A2;B2; (sombreados en la figura) que vamos 
a denotar solo por .ó.2;-1. 

Sea y un valor de f tal que y esté en el interior del .ó.A2;-iA2;B; 
entonces ¡-1 (y) C U~1 int.ó.2,_ 1 . Por el teorema de escisión podemos 
restringir la aplicación a los triángulos .Ó.2;- 1 • Nuestra aplicación afín 

49 
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es entonces 

( 

4i+1 

f2;-1(x) = 1~•; t )x+(-1,1) 

para los triángulos A 2 ;_1 , y el determinante de su derivada 

detDh;-1(x) 4i + 1 1 - 4i = 2i >o, --4-- 4 

siempre positivo. 
Así para y, en el interior del cuadrilátero 

su imagen inversa, ¡-1(y), consiste de puntos interiores de triángulos 
A 2 k-l para k = 1, 2, ... , i-1, uno en cada triángulo y con deterrninante 
de la derivada en ese punto, positivo, obteniendo grados que toTnan val­
ores 1, 2, ... , i, según el cuadrilátero en que se encuentre y. Final·mente 
si y <t AA2 A 1B, ¡-1(y) = 0, que coTno sabemos grado(f, 'IV, y)= O. • 

El siguiente teorema es una generalización del teorema de invarian­
cia homotópica 2.2.2; la diferencia con el anterior es que ahora nuestra 
definición de grado abarca también a las aplicaciones continuas. 

Teorema 2.4.3 (lnvariancia homotópica). Sea 4>: 'Ir x [O, 1] ~ 
JR." una hoTnotopía y y un valor en m.n-'1>.(8H·") V t E [O, 1]. Entonces 

grado(<J/0 , 'IV, y)= grado(<l!i, VV, y). 

Demostración. 
Aproxin1emos a 4> 0 y ·<I'i por dos aplicaciones '11 0 , '11 1 : VV ~IR", 

0 1 en W y tales que 

el>; law= '11; law i = O, L 

Si z es un valor regular de '11 0 y '11 1 ubicado en una vecindad sufi­
cientemente pequeña de y, entonces 

grado( el>;, VV, z) = grado('I!,, VV, z) i =O, l. 



2.4. PROPIEDADES DEL GRADO. 51 

Ahora definimos una nueva homotopía 

{ 

(1 - 3t)'11o(x) + 3t<I>0 (x) 
H(x, t) = <I>(x, 3t - 1) 

(3 - 3t)<I>1 (x) + (3t - 2)'111 (x) 

Vemos que en t = k, ~' H está bien definida y es continua. Si 
x E 8W, se tiene Wo(x) = <I>0 (x) y >1' 1(x) = <I>1(x), por como escogimos 
las aproximaciones; entonces para t E (O, kJ, H(x, t) = <I>0 (x); y para 
t E rn, 1], H(x, t) = <I> 1 (x). Con esto, 

H((8W) X [O, 1]) = <I>((8W) X (O, 1]) >§y, 

y H 0 = '110 , H1 = >l>1 son C 1 con z valor regular de ambas. Obtu­
vimos, pues, las hipótesis del teorema de invariancia homotópica para 
aplicaciones C 1 2.2.2, entonces 

grado(Ho, w; z) = grado(Hi. W, z), 

lo que implica que 

grado('110 , iv, z) = grado('11i. W, z); 

y por lo tanto 

grado(<I>0 , W, y)= grado(<I> 1 , W, y). 

• 
Y análogamente para el caso C 1 , obtenernos corno corolario del teo-

rema anterior la generalización de 2.2:4: 

Teorema 2.4.4 {Determinación por la Frontera). Sean W e IRn 
abierto acotado, fi, f2 : l-V - IRn continuas, tales que f1 law= f2 law; 
si y E JR.n - f 1 (8W) entonces 

grado(f¡, W, y) = grado(h, W, y). 

Demostración. 
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Tomamos la homotopía <I> : TV x [O, 1] --+ ./Rn, con regla de corre­
spondencia 

w,(x) = <I>(x, t) = (1 - t)fi (x) - th(x). 

Para x E éll'V se tiene f1 (x) = f 2 (x) por lo que entonces <I>(x, t) = f 1 (x); 
y si y está en IRn - fi(élTV) entonces está en IR_n - <I>t(élW) '<lt E [O, 1]. 
Y por el teorema generalizado de invariancia homotópica 2.4.3 

grado(<I>0 , l'V, y) = grado(<I>i. 'W~ y); 

por lo que concluimos 

grado(f,, TV, y) = grado(h, T·V, y). 

• 
A continuacion damos un ejemplo encauzado a conocer el compor-

tamiento del grado para productos de aplicaciones. 

EJEMPLO 2.4.3 Consideremos dos aplicaciones continuas ambas en 
los complejos 

f, g:TV--+G:, 

con l-F e a: abierto acotado, y tales que a· f¡t f(élTV) y O f¡t g(DJ·V). En­
tonces veremos que grado(f · g, TV, O) = grado(f, H', O)+ grado(g, TV; O). 

Vemos que para x E éll-V se tiene que f(x) ~ O y g(x) ~ 0, por lo 
que también (f · g)(x) ~O, Ya sin pérdida de generalidad supondremos 
que f y g son C' en l'V. 

Se:" e E (O, 1) tal que 

e < / f(x)g(x) / '<lx E élTV; 
/ f(x) / + / g(x) / +1 

de aquí tanto f f(x) f como f g(x) 1 son mayores que e si x E éll'V, pues 
se tiene que 

1 f(x) 1/ g(x) 1 
1 f(x) 1 + 1 g(x) 1 +1 </ f(x) 1 '<lx E élrV. 

Esta desigualdad vale también para g(x). 
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Sea a valor regular de f con 1 a I< e, y f- 1 (a) = {x1 , •.• , xp}· Sea 
b valor regular de g, con 1 b I< e y tal que b =¡6 g(x;) para i = 1, 2, ... ,p. 
Sea g- 1 (b) = {Yi. ... , Yq}. 

De esto, 
grado(f, lV, O) = grado(f, W, a) 

y 
grado(g, lV. O) = grado(g, lV, b). 

Definirnos ahora una aplicación h: lV ---+<1:, dada por 

h(z) = (f(z) - a)(g(z) - b), 

C 1 , que se anula en Xi' ... 'Xp- Yl' ... 'Yq· Luego 

Dh(x;) = Df(x;)(g(x;) - b) 

y 
Dh(y1 ) = (f(y1 ) - a)Dg(y1). 

Si usarnos notación compleja 

f(s, t) = u 1 (s, t) + iv1 (s, t) 
a= a 1 + ia2 

y haciendo cálculos como en .IR.2 

Df(x;) = ( U2 - b1 
V2 - b2 

g(s, t) = u 2 (s, t) + iv2 (s, t) 
b = b1 + ib2; 

<!"-1.) f. = (g(x;) - b)Df(x;), 

por lo que detDf(x;) = det(g(x;)-b)detDf(x;), de donde det(g(x;)-b) 
tiene que ser positivo. De igual forma se observa que det(f(y1)-a) > O. 

Entonces 

Con esto 

sig[detDh(x;)] 
y sig[detDh(y1)] 

sig[detD f(x;)] 
sig[detDg(y1)]. 

grado(h, W, O) L sig[detDh(zk)], 
ZkEh- 1(0) 
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L sig[detDh(x;)] + L sig[detDh(yJ)], 

"'' 11; 

¿sig[detDf(x;)] + L sig[detDg(yJ)], 
Xi Y; 

grado(f, W, a)+ grado(g, W, b), 
grado(f, W, O)+ grado(g, W, O). 

Pero aún falta comprobar que realrnente . 

grado(f · g, W, O) = grado(h, vV, O). 

Aquí la prueba. 
Nos tornamos la homotopía F(x, t) = (f(x)-ta)(g(x)-tb). Cheque­

mos que para x E avV se cumple que F(x, t) _,¡, 0 '<lt. Sea x E aW, 
entonces 

pero 

F(x, t) = f(x)g(x) - t(ag(x) - bf(x) + tab), 

J f(x)g(x) J > ,;(J f(x) J + l g(x) J +l) 
> ,;(J f(x) J + J g(x) J +E, 

esto por com.o tornarnos e; entonces 

J F(x, t) J > E(J f(x) J + J g(x) J +E) - t J ag(x) J -t J bf(x) J 
-t J tab J 

> ,;(J f(x) J + J g(x) J +E) - t,;(J g(x) J + J f(x) J +tE) 
(J f(x) J + J g(x) J) (,; - tE) + <:(<: - t 2 <:) > O. 

Así, F(x, t) _,¡, O '<lt E (O, l] y 'tx E aW. 
Por el teorema de invariancia homotópica 

grado(f · g, H'; O) = grado(h, vV, O). 

Y por lo tanto 

grado(f · g, W, O) = grado(f, vV, O) + grado(g, W, O). 
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• 
Un método que nos facilita el cálculo del grado es cuando la imagen 

inversa del valor en cuestión de la aplicación se encuentra en abiertos 
ajenos. 

Si se hacen cálculos por separado será igual a tomarlo para todo el 
dominio abierto. El teorema de escisión ya nos facilitó un poco esto. 
Formalicemos. 

Teorema 2.4.5 (Aditividad). Sean W y f igual que antes. Supon­
gamos que para y E .mn - f(8vV), f-'(y) = A 1 U A 2 con A 1 y A 2 

cerrados y ajenos. Si vV1 , vV2 son abiertos ajenos que contienen a A 1 , 

A 2 respectivaTTl:ente, entonces 

grado(f, vV, y) = grado(f, TV¡, y)+ grado(f, vVi, y). 

Demostración. 
Por las propiedades de espacio métrico de .mn, siempre podemos 

encontrar abiertos v; tales que A; e v; e vV;, i = 1, 2 y V, n V:, = 0; 
entonces podemos suponer los W; de tal manera que ~ n vV2 = 0. 
Como f-'(y) e vV1 u "VV2, por el teorema de escisión 2.4.2 

grado(f, W, y) = grado(f, vVi U W 2 , y). 

Restrinjámonos entonces al abierto W' = W, U vV2 • 

Sea g : W' --+ .mn una aproximación C 1 de f : W --+ JR.n, que 
coinciden en 8W', y z E _mn-g(8vV') valor regular de gen una vecindad 
suficientemente pequeña de y para que 

grado(f, T-V', y) = grado(g, W', z). 

Como W 1 ·y W 2 son ajenos, y g /w, es una aproximación C 1 de f /w, 
tal que g law= f law, i = 1, 2, se tiene que 

grado(f, T-V;, y) = grado(g; W;, z) i = 1, 2. 

Y entonces 
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grado(g, W', z) L sig(detDg(x)] 
:z:eg-1(.z) 

L sig(detDg lw, (x)] 
:z:egl~1 (z) 

+ L sig(detDg lw, (x)] 
=e9 J.W2<=> 

grado(g, Wi. z) + grado(g, W 2 , z) 
grado(!, Wi. y)+ grado(f, W 2 , y). 

Por lo tanto 

grado(!, 1-V, y) = grado(f, W', y) =grado(!, l·Vi, y)+ grado(f, W 2 , y), 

que es lo que queríamos. • 
Se puede demostrar por inducción (y se observa facilmente) que el 

teorema se cumple si la imagen inversa del valor tomado se descom­
ponen en cerrados ajenos, que están contenidos en abiertos también 
ajenos. 

Ahora veamos otro resultado: cuando la aplicación está definida en 
abiertos no necesariamente ajenos. 

Teorema 2.4.6 Sea "1-V = W 1 u 1'V2 e JRn con Wi, 1'V2 abiertos acota­
dos, f: W --7 JRn continua y y E JRn tal que y~ f(81'V¡), y~ f(81'V2). 
Entonces se cu.rnple que 

y~ f(8W), y~ f(8(W1 n W2)). 

y además 

grado(f, 1-V, y) grado(f, Wi. y)+ grado(f, W 2 , y) -
-grado(f, 1'V1 n 1'V2 , y). 

Demostración. 
Con contenciones simples se demuestra que 8W e (8W1) u (8W2 ). 

Por lo que 
f(8W) e f(8W1) U j(8W2); 
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y si y no está en el lado derecho de la contención entonces y <t f(oW), 
como se quería. De igual modo se demuestra que 8(vV¡niV2 ) e (8vV1 )U 
(8'W2), y así 

f(8(W1 n W2)) e f(8Wi) u f(8W2), 

por lo que y <t f(o(iV1 n H1'2 )). Con esto, el grado en vV y el grado en 
vV1 n W 2 ya pueden ser calculables. 

Definamos 

Vi2 vV1 n vV2, 
Vi l-V1 - =-¡,=v=1-n~w.=~2 = l-V1 - \.'í2 

v; iv2 - vVi n vV2 = W2 - Vi2; 

así ¡-1 e Vi u V2 u V12. 

Por escisión y por el teorema anterior podemos hacer 

grado(!, vV, y) grado(!, Vi, y)+ grado(!, V,, U Ví2, y) 
grado(!, W 1, y) - grado(!, Ví2, y) 

+grado(/, V2 U Vi2. y) 
grado(!, W 1, y) - grado(!, Ví2, y) 

+grado(/, V,,, y)+ grado(!, Ví2, y) 
grado(!, vV1, y)+ grado(!, W 2 , y) -

-grado(/, Ví2, y) 
grado(!, W 1 , y) +grado(!, W2, y) 

-grado(/, W1 n l-V2, y). 

Y acerca del producto de dos aplicaciones 
• 

Teorema 2.4.7 (Multiplicatividad). Consideremos las aplicacio­
nes continuas /1 : W 1 --+ IR"', !2 : W 2 --+ JR.n con W 1 e mm, 
W2 C IRn abiertos acotados. Siy1E1R"'-fi(8W1) YY2 E JRn-f(8W2) 
entonces 
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Demostración. 
Ya que f 1 y f 2 son continuas entonces también lo es la aplicación 

f 1 x f2 : W 1 x W2 -> 1R"' x ./Rn, que está dada por 

De las hipótesis f 1-
1(y1) e W 1 y f 2-

1(y2) e W 2, entonces se tiene 

{f1 X f2)- 1(Yi.Y2) = f1 1(yi) X f2 1(Y2) C W1 X W2; 

con esto, sí podemos calcular el grado de f1 x f 2 en (y1 , y 2 ). 
Sean 9 1 , 92 respectivas aproximaciones de f 1 y f 2 , con 9, law,= 

f 1 law,, para i = 1, 2. Sabemos que en y 1 y en y 2 podemos encontrar 
vecindades y valores regulares, z 1 , z2, en estas, tales que 

9rado(f;, W;, y;) = 9rado(9;, 'rVi, z;) i = 1, 2. 

La imagen inversa de z 1 y z 2 son 

9¡1 (z1 ) ={a., ... , ap}, 

92 1 (z2) = {bi, ... , bq}, 

para ciertos p y q enteros positivos. Consecuentemente para (z1 , z2) 
valor de (91 x 92) l<v,xw2 se tiene 

(91X92)-1 (zi,z2)=911(zi) X 9¡'(z2) 3 (a;,b;), 

y 

=( 
cuyo determinante es entonces 

por ser a; y b; puntos regulares. Hemos demostrado pues, que (z., z2) 
es valor regular de (91 x 92) 1 w, x w 2 • 

Con esta expresión del determinante 
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L L sig[detD(g1 x 92)(a;, b;)J 
i=l, ... ,pj=t, ... ,q 

L sig[detDg,(a;)} L sig[detDg2(b;)} 
i=l, .... p j=l, ... ,q 

grado(g,, lV1, z 1)grado(g2 , vV2 , z2). 

La dern.1..,:-:;tración estará co1npleta si demostramos que 

Tomemos pues la homotopía <I>: [O, 1} x vV1 x W 2 ~IR."' x IRn que la 
damos de Ja. siguiente forma 

il>(t, x,, :i:2) = ((1 - t)ft(x1) :\- tg1(x1), (1 - t)h(x2) + tg2(x2)). 

Veamos que (yi, Y2) # <I>(t, x,, X2) 'Vt y para (x1, X2) en 8(W1 ·::.: lV2). 
Si (xi, x-,) está. en la frontera del producto sucede entonces que, 

o x 1 E 8H·\ o x 2 E 8vV2 • Si x 1 E atVi, por como escogimos a gi, 
g,(xi) = fi(x,)"y entonces 

por Jo que entonces (Yi. y 2) # <I>(t, Xi, x 2) para tales (xi. x 2); y de igual 
forma se demuestra si x 2 E BH·"2· 

Entonces por el teorema. de invariancia. homotópica 

~; y el lado derecho de la igualdad es a su vez igual a 

\'.'. 9rado(g1 x 92, W1 x W2, (zi, z2)). 

~ Por lo tanto concluimos 
·i' 

• 
Y como consecuencia de la multiplicatividad. 
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Teorema 2.4.8 (Estabilidad). Sean f : W ~ m.n y g : U--+ 
JR"'+n continuas con W C 1R" y U e lR"' x m.n abiertos acotados 
tales que U C IR!" X W, y g(xi. X2) = (x1, f(x2)). E,;_tonces para 
(Y1. Y2) E IR"' x JRn con {Y1} x f-1 (y2) C U se tiene 

grado(g, U, (Yi. Y2)) = grado(f, l'V, Y2). 

Demostración. 
De la continuidad de f el subconjunto {y1 }xf-1 (y2 ) de U es cerrado, 

entonces por la normalidad de JRm+n podemos encontrar un abierto 
acotado V e JR"'+n tal que 

{Y1} X f-1(y2) e Fe V" e u 
y además que V = W 1 x 1'V2 con 1'V1 una vecindad abierta de y 1 en JRm, 
y 1'V2 vecindad abierta de f- 1 (y2 ) en .!Rn. 

IR" 

wt,,~,.d]L)~ 
T ......................................... . 

y, 

Así g- 1 (Y1.Y2) = {Y1} X f- 1(y2) en·, X nr2 e T•V¡ X M'.'2 e u e 
lRm x TV y f- 1 (y2) C Hº2 C TV2 C IV. 

Por el teorema de escisión podemos tomar las aplicaciones restringi­
das g /v, f /w, y obtenernos 

grado(g, U, (y,, y 2)) = grado(g, v~ (yi, Y2)), 

pero a g podemos verla como el producto i x f, donde i es la inclusión, 
y entonces 

grado(g, V, (y1 , y,)) grado(i x f, TV1 x TV2, (y,, Y2)) 
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grado(i, W,, y 1 )grado(f, W2, y2) 

grado(J, vV2, Y2), 

61 

y este últin10 es igual a grado(f, W, y 2 ) ya que ¡-1 (y2 ) está contenido 
en vV2 C vV y por lo tanto 

grado(g, U, (y,, Y2)) = grado(f, vV, Y2). 

• 
Para fijar ideas un poco, veamos un ejemplo en donde usamos la 

estabilidad del grado. 

EJEMPLO 2.4.4 Si damos k E '.<Z,vamos a encontrar una aplicación 

Yk: V--+ mn 

para cada natural n > 1, continua con 

u= {x E mn :1XI<1}, 

1 gk(x) l=I x 1 '<lx E V y grado(gk. U, O) = k. 
Si suponemos n = 2 podemos considerarnos en el plano complejo, 

y la aplicación casi como la aplicación potencia 1fk : vV --+ a; con 
vV el disco unitario ena: = JR.2, es decir, 1fk(z) = zk; sin embargo la 
condición l 7rk(z) 1=1 z 1 solo se cumple para z en 8W; modifiquemos 
un poco esta. 

En la forrna polar de los complejos z = r ( cos(J + isen9), con r = 1 z 1 
y(} el argumento de z. Definimos entonces 

Ík(z) = r(coskO + isenk9), 

y procedemos como en.el ejemplo 2.3.6; de este modo 1 fk(z) l=I z 1 
'<lz E W y grado(fk, W, w) = k '<lw =F O como queríamos y es positivo 
o negativo según el.signo de k. Así 

grado(fk, W, w) = k. 

Luego para n > 2 hacemos uso del teorema de estabilidad, con W e 
(J; como para n = 2, y U C JR"-2 X JR.2 = JR." como está definida 
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en el teorema, y además que U e JR"-2 x W. Entonces la aplicación 
9k : U ~ JRn la damos como necesitamos para el teorema, es decir, 

9k(x1, x2) = (xi, Ík(x2)) donde X2 E W, YÍk como antes. 

Así para (y1 , y 2 ) valor regular de JR:'-2 x JR.2 (y por tanto y 2 valor regular 
de Ík en JR2), con {yt} x j¡;; 1 (y2 ) subconjunto de U, se tiene 

grado(gk, U, (y,, Y2)) = grado(fk, vV, Y2) = k. 

En particular esto se cumple para todo (y., y 2 ) en una vecindad del cero 
(que no es valor regular}, por lo tanto 

grado(gk, U, O) = k. 

• 
Ahora definimos otro producto. Consideremos dos aplicaciones con­

tinuas f : V - lR'"', g : V x l-i' - IR" con V e IR"', ·iv e JR" 
abiertos acotados como siempre hemos tomado. Definamos 

f xg : VXW - IR"' X /Rn 

de la siguiente forma 

f xg(v, w) = (J(v), g(v, w)). 

Ya que cada entrada es una aplicación continua el nuevo producto 
también es continuo. Y con esta definición darnos el siguiente 

Corolario 2.4.2 Sean V e IRm un abierto acotado convexo, vV e 
JR.n abierto acotado, y dos aplicaciones continuas f : V - IR"', g : 
VXW --.+ IR" continuas. Con esta última definimos para cada v E V 
la aplicación Yv : W - IR" con regla de correspondencia g.,(w) = 
g(v, w). Si y 1 E IR"' - f(8V) y y 2 E JR" - 9v(8HT) '<lv E V, entonces 

grado(gv, W, Y2) = r 'Vv E V, 

es decir, el grado es constante, y 

(y1, Y2) E IRm+n - f xg(8(V x W)}, 

con lo que 

grado(j xg, V x vV, (y,, Y2)} =grado(!, V, y,)grado(gv, vV, Y2) 'Vv E V. 
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Demostración. 
Fijemos a E V; con esta tenemos la aplicación continua 9a(w) = 

9(a, w). Luego para una v E V damos una ho~otopía <I> : l-V x [O, 1] ---+ 
mn de la siguiente forma 

<P(w, t) = 9(1-t)v+ta(w); 

observemos que <P('w, O) = 9.,(w) y <I>(w, 1) = 9a(w). 
Probemos que y 2 it <I>,(8vV) 'v't E (O, l], o bien, que para toda 

w E 81-V se tenga que Y2 ~ <I>,(w) 'v't E [O, 1]. 
Si w E 81-V, por las hipótesis sobre Y2 se tiene que Y2 °# 9.,(w) 'v'v E 

V, en particular en el segmento (1 -.t)v +ta que está completamente 
contenido en V por ser convexo; de este modo Y2 '# 9(l-t)v+ta(w) 'v't, 
esto es, y 2 # <I>,(w) 'v't E (O, 1] y w en 8W. 

Del teorema de invariancia homotópica se tiene que 

9rado(9a, J-V, Y2) = 9rado(9.,, W, Y2), 

pero v fue arbitrario en V por lo que la igualdad se cumple para todo 
v E V; así, si 9rado(94 , l-V, Y2) = r entonces 9rado(9.,, W, y2) = r 'v'v E 
V, como se quería. 

Ahora veamos si se puede calcular el grado para x. Si (v, w) E 
8(V x l-V), puede suceder que v E 8V o w E 81-V; si suponemos lo 
segundo, y 2 '# 9.,(w) 'v'v E V por las hipótesis (mas en general, sucede 
para todo el segmento que une v con a) y entonces 

(y1, Y2) # (f(v), 9.,(w)) = f x9(v, w); 

por otro lado si v E 8V, Yi °# f(v) y también 

(Y1,Y2) # f x9(v,w). 

Así, ya el grado puede ser definido. 
Consideremos otra homotopía 

1lt: l/XW x (0, l] ---+ JRm+n, llf(v, w, t) = (f(v), 9(1-t)v+ta(w)); 

ya que (Yi. y 2) está en mm+n - w,(VXW) 'v't E (O, 1] podemos utilizar 
invariancia homotópica, 

9rado(llf0 , ·v x l-V, (y1 , Y2)) = 9rado(Wi. V x W, (Yi. Y2)). 
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Luego por multiplicatividad 

grado('l!i, V X W, (y¡, Y2)) = grado(f, V, y¡)grado(ga, W, Y2). 

Por otro lado grado('l!0 , V x iv, (yi, y 2 )) =grado(! xg, V x iv, (y., y 2)). 
Entonces 

grado('l!o, V X W, (y., Y2)) = grado(f, V, Y1)iJrado(ga, W, Y2), 

o bien 

grado(! xg, V X W, (y,, Y2)) =grado(!, V, y,)grado(gv, W, Y2) \;/v E V. 

• 
Hemos visto como se comporta el grado cuando el dominio de la apli-

cación se descompone en abiertos disjuntos y cuando descomponemos 
la aplicación a subconjuntos abiertos del dominio (escisión); también 
cuando hacemos el producto directo de aplicaciones continuas (multi­
plicatividad). 

Ahora le toca el turno a la composición. Empezaremos dando un 
teorema con restricciones a nuestras aplicaciones. 

Teorema 2.4.9 (Funtorialidad). Sean J : V --¡. JR.n, g : l-V --¡. 

JR.n continuas, con V, l-V C JR.n abiertos acotados; si z E JR.n es tal 
que g- 1 (z) e vV y ¡-1 cg-1 (z)) e V, entonces para y E g-1(z) el 
grado(!, V, y) es calculable. Y si grado(f, V, y) = K \;/y E g- 1 (z), 
entonces 

grado(gof, Vnf-'(W), z) =grado(!, V, y)grado(g, W, z) \;/y E g-1(z). 

Demostración. 
En efecto el grado(f, V, y) se puede definir con las hipótesis, pues 

cuando se pide f- 1 (g- 1 (z)) e V estamos pidiendo que g- 1 (z) e f(V), 
o bien, que g- 1 (z) e JR.n - J(8V); basta tomar entonces y en g- 1 (z). 
Por las propiedades encontradas al comienzo de la sección 

mn - f(oV) = Urez>:r(f, V, r), 

donde la unión es ajena y 

r(J, V, r) ={y E mn - f(8V) : grado(!, V, y) = r} 
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es abierto. Pero grado(f, V, y) = K \/y E g- 1 (z); esto quiere decir que 
g-t(z) C r(f, V, r) parar E~ fijo. 

Denotamos l'Vr = W n r(f, V, r), que contiene a g-t(z) (debe estar 
en ambos); entonces (g o f)-t(z) = f-t(g-t(z)) e f-t(fV.). También 
denotamos V,. = f-t(l'V.), para que tengamos 

V..= f-t(w n r(f, i~ r)) e f-t(r(f, v, r)) e v; 
y entonces tenemos que (g o f)-t(z) e V,. e v. 

Por último, con la escisión se dan las siguientes igualdades 

grado(f, ·v, y) = grado(f, V,., y), 

grado(g, H', z) grado(g, W., z). 

Además también por escisión tenemos 

grado(g o f, V n f-t(fV), z) = grado(g o f, V,., z). 

En el resto de la demostración consideraremos solo las aplicaciones 
restringidas según correspondan a V,., i-v •. 

Notemos que si V,.= f-t(l'Vr) se tiene f(V,.) e W.; y además, dado 
que fes continua, f(BV,.) e ai-v •. Vamos a aproximar f lv. por una 
aplicación f' : V r - IRn, que sea et en V,. y además cumpla que 

1 f'(x) - f(x) I< p(f(x), IR" - l'Vr) 'tx E V,. 

y 
1 f'(x) - f(x) 1= O \lx E 8V,.. 

Como f(V,.) e l'Vr la primera desigualdad se vale y entonces 

f'(V,.) C Wr. 

También f'(éJV,.) e 8l·V., pues f(8V,.) e 8Wr y f y g coinciden en 
av,.. Ahora aproximemos g por g' : Wr - IRn, et en Wr y que 
coincide con gen 8Wr. Luego la composición g' o f' : Vr - IR" es 
una aproximación et de g o f y también son iguales en la frontera de 
V,.. Con esto se cumple 

grado(f, V,., y) 
grado(g, Wr, z) 

grado(g o f, V,., z) 

grado(f', V,., y'), 
grado(g', Wr, z'), 
grado(g' o f', V,., z') 
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con z' valor regular de g' suficientemente cercano a z en donde el grado 
no cambia, y que además su imagen inversa bajo g', g'- 1 (z'), esté en 
Wr = W n r(f, V, r) (se dá por haber tomado la restricción); también 
y' E g'-1 (z') e 1'Vr, valor regular de f cercano a y. 

Entonces por regla de la cadena D(g' o f')(x) = Dg'(y')Df'(x) para 
x E f'- 1 (y') y y' E g'- 1 (z'); con determinante 

detD(g' o f')(x) = detDg'(y')detDf'(x) o/= O. 

Y calculando 

grado(g' o f', V,., z') L sig[detD(g' o f')(x)] 
.rE(g'o/')- 1 (z') 

L:; sig[detDg'(y')] 
y'eg'-l(z') 

L:; sig[detDf'(x)] 
.ref'-l(y') 

grado(g', W., z') = grado(f', V., y'), 

que comparando con las igualdades obtenida anteriormente se obtiene 

grado(g o f, V, z) = grado(g, W, z)grado(f, V, y) V'y E g- 1 (z). 

• 
El hecho de restringir la aplicación f a que el grado de esta fuera 

constante para todo punto en g- 1 (z), además de facilitar la demos­
tración, es porque es mas utilizable, por lo menos en el resto de este 
trabajo. Sin embargo aquí damos la generalización. 

Teorema 2.4.10 Sean f y g igual que antes, z E IR.n tal que g-1 (z) e 
W y ¡-1 (g-1 (z)) e V. Entonces, con Wr = W n r(f, V,r), existen 
r 1 , ••. , Tk tales que 

g-1 (z) e U~=1 Wr., 

es decir, (g- 1 (z) n fVr = 0 sir <t {r1 , •.. , rk} ) y 

grado(g o f, V n ¡-1 (tV), z) = ~ rgrado(g, Wr, z). 
rEZZ: 
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Demostración. 
Como vimos en la demostración anterior 

g- 1 (z) e IR.n - f(éJV) = Urezi:r(f, V,r), 

pero también g- 1 (z) e W y es compacto por lo que 

g- 1 (z) C Urezi:(lV n r(f, V, r)) = Urezi:vVr, 

es ·unión ajena y g-1 (z) C Uf=I vVr., entonces podemos decir que 

g-'(z) n H'r = 0 si r ~ {r1, ... , rk}· 

También vimos que Vr = f- 1 (lFr) e f- 1 (r(f, V, r)) C V, con esto 

f- 1 (g-1 (z)) C f- 1 (Uf=I Wr,) = Uf=t V..., 

y como los Wr son ajenos por pares también V,., lo son. 
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Entonces ya podemos calcular el grado en cada V,., y sumarlos para 
obtener el grado en V n f-'(vV), esto es 

k 

grado(g o f, V n f- 1 (lV), z) = L grado(g o f, V,.,, z), 
i=l 

donde cada grado(gof, V..+i• z) podemos calcularlo como en el teorema 
anterior 

grado(g o f, V,.., z) 

Por lo tanto 

grado(f, V,.., y)grado(g, Wr,, z) 
r;grado(g, Wr.,z). 

k 

grado(g o f, V n f- 1 (vV), z) = L r;grado(g, 'l'Vr., z). 
i=l 

Por último, parar~ {r1 , ••• , rk}, sucede que Wrng- 1 (z) = 0 por lo que 
grado(g, Wr. z) =O como sabíamos; de este modo podemos extender la 
suma 

grado(g o f, V n f- 1 (W), z) = L rgrado(g, Wr, z). 
reZl 

• 
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2.5 Aplicaciones. 

Hasta ahora hemos desarrollado un poco lo que es la teoría de grado, con 
algunos ejemplos en los que se calcula, pero no hemos visto aplicaciones 
de nuestra teoría. El siguiente teorema, sin llegar a ser una aplicación, 
nos describe, con ayuda del grado un comportamiento notable de los 
homeomorfismos. 

Teorema 2.5.1 Para V e IR" abierto acotado conexo y cualquier apli­
cación h : V ----+ IR" continua que manda V homeomorfamente a 
h(V) e IR", se tiene que 

grado(h, V, y) 
ó grado(h, V, y) 

Demostración. 

1 Vy E h(V), 
-1 Vy E h(V). 

Sea y E h(V); como h(V) es homeomorfo a V, existe un solo punto 
v E V tal que h(v) =y; pero no se aclara que no exista v' E 8V que 
también cumpla h(v') =y, esto para que y E IR" - h(8V), puesto que 
el homeomorfismo solo se restringe a V. Demostremos pues que esto 
no sucede. 

Supongamos que sí existe tal v'. Tomemos U', ú- vecindades abier­
tas de v'7 v respectivamente, ú-' puede considerarse un abierto relativo 
en V ya que v' está en 8V, y corno tal U' n V ~ 0; U lo tornamos 
completernente contenido en V y tal que U n U' = 0. 

Por el homoeomorfisrno, h(U) e h(V) es un abierto que contiene a 
y, luego su imagen inversa, h- 1 (h(U)), es una vecindad de v y v', en 
particular U' n h-1 (h(U)) n V~ 0. 

Otra vez por el horneomorfismo, la imagen inversa de cada valor 
en h(U) tiene un solo punto en U , por lo que entonces en el abierto 
V n U' e ir no hay tales puntos, es decir V n U' n h- 1 (h(U)) = 0, 
contradiciendo lo dicho anteriormente. Por lo tanto no hay v' en air 
tal que h(v') =y. 

Entonces ya podemos tomar libremente y E h(V) y su respectivo 
v E V tal que h(v) =y. Sea U vecindad abierta de v y tal que V e V. 
Por escisión 

grado(h, V, y)= grado(h, U, y). 
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AL.hora U es homeomorfo a h(U} = h(U); por otra parte definimos 
g = h lv1 : h(U)--)- JRn. Como 

g-1 (v) = y e h(U}, h lü' (g- 1 (v}} = h lü' (y) = v, 

y- 9rado(h, U,y) es constante para y E g-1 (v) (pues g- 1 (v) solo contiene 
a. y), podemos usar el teorema de la funtorialidad y obtenemos 

grado(g oh lu• U, y)= grado(g, h(U}, v)grado(h, U, y) '<ly E g- 1 (v). 

Pero g o h lu= i, en la que sabemos grado(i, U, y) = 1 por el ejemplo 
2 _3.2. Así los únicos casos posibles del grado(h, U, y) son +l, -1. 

Y por lo tanto 

grado(h, "V, y) = ±1 '<ly E h(V). 

• 
Entonces tenemos tres casos: o bien 

grado(h, V", y) = 1 '<ly E h(V) 

.e:n. cuyo caso se dice que h preserva orientación, o bien 

grado(h, v, y) = -1 '<ly E h(V), 

q:ue se dice que h invierte orientación; o bien que existan y., y 2 E 
72.(V) tales que grado(h, ·v, y 1 ) = 1 y grado(h, V, y,) = -1. Un ejemplo 
de esta última situación es el siguiente: 

~.TEMPLO 2.5.1 Tomemos el abierto 

V= {(xi. x2) E JR.2 :¡ x2 l<I x1 !< l} 

y ah: V~ JR.2 la damos por h(xi. x 2) = (x1 , x 1 x 2 ); observemos que 

V no es conexo pu.esto que los puntos (O, x) 'Vx tales que 1 x 1 < 1 no 
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están en V. 
Como cada entrada de h es continua, esta también lo es, además 

puedo encontrar h- 1 (xi.x2 ) = (x 1 ,~) qv.e es continua en h(V). De 
este modo h es v.n homeomorfismo de l/" en h(ll"). 

Si y está en h(V), para cada x = (x1 ,x2 ) E V y x E h- 1 (y) 

detDh(x) = det ( 
1 

X2 
O ) = x,; x, 

entonces si x 1 > O, grado(h, V, y) = +l y si x 1 < 1, grado(h, l/", y) 
-1. Y el mismo homeomorfismo preserva e invierte la orientación. • 

Corno consecuencia de este último obtenernos el siguiente resultado 
que nos dice corno se comporta el grado de una aplicación cuando se 
hace una transformación a las coordenadas vía un homeomorfismo. 

Teorema 2.5.2 Consideremos f : VV --+ JRn continua con W C JRn 
abierto acotado, y sea h : V --+ JRn continua, con V abierto acotado y 
tal que h es un homeomorfismo de l/" a h(V). Entonces: 
i) si y E V y f-'(y) e vV esto implica que 

grado(f, vV, y) = ±grado(h o f, vV n 1i- 1 (V), h(y)), 

ii) si y E JRn, f- 1 (y) E Wnh(V) y h conserva la orientación, entonces 

grado(f, l-V, y) = +grado(f oh, V n h-1 (vV), y); 

o si h invierte orientación 

grado(f, W, y) = -grado(f oh, V n h-1 (1V), y). 

Demostración. 
(i) Lo que queremos es aplicar el teorema de funtorialidad para 

h o f lwnf-'(V)· Sea z = h(y) E h(V); como h es horneornorfismo en 
V podernos hacer y = h-1 (z) e V; por hipótesis ¡-1 (y) e n• o bien 
¡-1 (h-1 (z)) e W. Ahora 1i-1 (z) solo consta del punto y, por lo que 
grado(f, VV, y) es constante, y entonces 

grado(h o f, vV n ¡- 1 (V), z) =grado(!, W; y)grado(h, V, z) 
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para y= h-1 (z). El teorema anterior nos advierte grado(h, V, z) = ±1 
para toda zen h(V), y por lo tanto 

grado(f, W, y)= ±grado(h o f, W n f- 1 (V), z). 

(ii) Tomemos zen f- 1 (y) e h(V), entonces por el teorema anterior 

grado(h, v~ z) = ±1. 

Si h preserva orientación el signo es + y en la región donde se preserva 
(en r(h, V, 1)) el grado es constante. Nuevamente por el teorema de la 
composición 

grado(f oh, V n h- 1 (T-V), y) grado(f, W, y)grado(h, V, z) 
+grado(f, l-V, y). 

Analogamente en la región donde h invierte orientación (en r(h, V, -1)) 
el grado es constante. Y entonces 

grado(f oh, V n h- 1 (l-V), y)= -grado(f, t-V, y). 

• 
Para apreciar un poco nuestra teoría daremos una demostración 

del conocido teorema de descomposición de Jordan utilizando lo hasta 
ahora expuesto. Esta demostración fue dada por Leray en 1950. 

Teorema 2.5.3 (Descomposición de .Jordan). Dados dos subcon­
juntos compactos K y L en JR.n homeomorfos, se cumple que JR.n - L 
es conexo si y solo si mn. - K es conexo; o equivalentemente, si K 
descompone a JR.n entonces también lo hace L. 

Demostración. 
Excluiremos el caso n = 1 pues dado cualquier compacto en .JR, 

este es un intervalo (o unión de intervalos) cerrados y su complemento 
claramente no es conexo; con esto el enunciado equivalente se cumple. 

Caso n > l. Supongamos que con alguno de ellos, digamos K, se 
tenga JR.n-K no conexo, entonces existe una descomposición, JR.n-K = 
U u V, con U y V abiertos ajenos no vacíos. Como K en particular 
es acotado podemos encontrar una bola abierta B de radio finito que 
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contenga a K; entonces IRn - B que es conexo no acotado en IRn - K 
debe estar contenido en U o en V, supongamos que está en V que 
también será no acotado, luego entonces U se encuentra en B por la 
conexidad de mn - B, y por lo tanto es acotado; mas aún K u U = 
IRn - V. 

V 

K 

La propiedad de cerrado de IRn - V implica que K U U es compacto, 
entonces se cumple que U e K u U= K u U. o mejor aun, éJU e K. 

Ahora tomemos h el horneornorfisrno entre K y L. Por el teorema 
de extensión de Tietze (1.4.1) podernos encontrar f : K U U ----+ IR" 
continua tal que f IK= h. 

Como KUU es compacto también lo es f(I<uU), entonces podemos 
suponer que la bola B que escogimos también contiene a f(K U U). 
También por Tietze podernos extender h-1 en L a todo B por una 
aplicación continua g : B ----+ .IR" (g IL= h-1 ) tal que g laa= i, la 
identidad. 

Ya que éJU e K, la aplicación g o f : U---+ IR" es tal que 

g o f lau= h-' oh lau= i lau 

y entonces 

grado(g o f, U, z) = grado(i, U, z) = 1 Vz E U, 

la primera igualdad porque ambas aplicaciones coinciden en la frontera 
de U. 

Notemos que g-'(U) e IR" - L, pues de otro modo si existiera x 
en g-1 (U) y en L tendríamos que g(x) E U y g(x) E K contradiciendo 
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entonces que Un I< = 0; ahora si nos fijarnos en un punto =o E U, se 
tiene 

y si se supone que para todo y E g- 1 (z0 ), grado(f, K U U, y) = O, es 
decir, es constante, entonces 

grado(gof, U, zo) = grado(f, l<UU, y)grado(g, B, z 0 ) = O 'Vy E g- 1 (z0 ), 

contradiciendo el anterior resultado del grado de g o f en z 0 • Así en­
tonces existen valores y E mn - L tales que grado(f, K U U, y) </= 
O; por otra parte podernos encontrar valores y en JRn - L tales que 
grado(f, I< U U, y) = O, por ejemplo un y E IRn - B. 

Con esto vemos que r(f, I< U U, r) 7'= 0 para algún r 7'= O entero y 
r(f, I< U U, O) 7'= 0, y por lo antes expuesto acerca de los conjuntos r, 
concluimos que mn - L no puede ser conexo, obteniendo así nuestro 
resultado. 

• 
En la demostración utilizamos el hecho conocido de que para una 

bola (abierta o cerrada) B su complemento IRn - Bes conexo. Esto se 
generaliza rápidamente a que lo mismo sucede para cualquier subcon­
junto K e IRn horneornorfo a B. Similarmente cuando el complemento 
del conjunto es no conexo; por ejemplo, para S~(a) una esfera en IR" 
con centro en a y radio r > O, su complemento consta de los abiertos 
{x E IRn+l :J x - a J> l} y {x E IR"+1 :J x - a I< l} ajenos; y para 
cualquier conjunto horneomorfo a S~(a) el complemento también será 
no conexo. 

Teorema 2.5.4 (lnvariancia de Dominio). Sea f: X--+ IR" una 
aplicación continua e inyectiva, con X e IR" un abierto cualquiera, 
entonces f(X) es abierto. 

Demostración. 
Para n = l. Un abierto en IR puede verse como una un1on de 

intervalos abiertos; para nuestros fines nos basta con tomar un abierto 
(a, b) no vacío. 
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Sea x E f((a, b)) y e E (a, b) tal que f(c) = x. Por la normalidad 
de IR podemos encontrar un cerrado [a', b'] e (a, b) con a' < b' y que 
e E (a', b'); sin perdida de generalidad supongamos que f(a') < f(b'); 
así 

f((a, b)) ~ J([a', b']) ~ (J(a'), f(b')). 

La última contención resulta del teorema del valor intermedio puesto 
que para cualquier elemento z entre f(a') y f(b') existe un y E (a', b') 
tal que f(y) = z. 

Lo que queremos es encontrar un abierto que contenga ax y que esté 
completamente contenido en f((a, b)). Proponemos -V = (f(a'), f(b')), 
que ya está en f((a, b)). Si este contiene a x ya terminamos. Si no, 
puede suceder que x ;::: f(b') o x ::; f(a'); las igualdades estrictas no 
se dan porque entonces f dejaría de ser inyectiva. Entonces se puede 
tener una de las desigualdades siguientes 

X > f(b') > f(a'), 

X < f(a') < f(b'). 

De la primera se obtiene que b' está entre a' y e y de la segunda que a' 
está entre b' y e, y ambas desigualdades nos llevan a una contradicción 
ya que supusimos que e E (a',b'). Y por lo tanto x debe estar en 
V C f((a, b)), i.e., f((a, b)) es abierto. 

Para n > l. Sea b E J(X) y a en X tal que f(a) = b: por la 
normalidad de JRn podemos encontrar una bola cerrada centrada en 
a, B(a), completamente contenida en X. Luego la aplicación de B(a) 
sobre f(B(a)) es continua y biyectiva. 

Como B(a) es compacta, también lo es f(B(a)), entonces aquí la 
aplicación f es cerrada y por lo tanto f : B(a) --+ f(B(a)) es homeo­
morfismo. El homeomorfismo nos dice que la frontera, S(a), de B(a) 
se aplica en la frontera, f(S(a)), de f(B(a)). Además del teorema 
anterior y las observaciones hechas, tanto S(a) como f(S(a)) separan 
a JR.n, esto es, 

JR.n - f(S(a)) = V1 U Vi 
donde Vi' V,, son dos abiertos ajenos en mn. 

Por otro lado se tiene 

m.n - J(S(a)) = (m.n - J(B(a))) U J(B(a) - S(a)), 
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cada uno de los últimos conexos y ajenos entre sí. 
De ambas desigualdades se concluye que IRn - f(B(a)) = Vi y 

f(B -S) =V:,, o .IR,n -f(B) =V:, y f(B- S) = V,; de cualquier forma 
f(B - S) es abierto en ./R,n y contiene a b. 

Por último f(B - S) e f(B) C-f(X), por lo que f(B - S) es un 
abierto que contiene a by está completamente contenido en f(X), y ya 
que b fue arbitrario en f(.Y) entonces f(X) es abierto. • 

Damos mas aplicaciones. 

Teorema 2.5.5 Sea vV e JR." abierto acotado no vacío. Entonces no 
existe ninguna función continua f : W - IR" tal que f(W) e ar,v y 
f(x) =X para todo X E 8vV. 

Demostración. 
Supongamos lo contrario. Sea f : W - JR." con las propiedades 

mencionadas. Escogemos un valor y E mn - f(8W) tal que y E vV, 
como f(vV) e OT,V entonces y~ f(W), y por el ejemplo 2.3.7 

grado(f, vV, y)= O. 

Por otro lado con la identidad id : W - _JRn sabemos por el 
ejemplo 2.3.2 que 

grado( id, vV, y)= l. 

Pero f(x) = id(x) para x E 81/V, es decir, coinciden en la frontera de 
vV, esto contradice el teorema 2.4.4, concluyendo así la demostración . 

• 
-Corolario 2.5.1 (Teorema de punto fijo de Brouvver). Sea 

Ei (O) = {x E ./R,n 11X11< l}. 

Entonces toda aplicación continua f: B1(0) - B1(0) tiene un punto 
fijo. 

Demostración. 
Supongamos que f(x) 'rf x para todo x E B1(0). Vamos a trazar 

una linea desde f(x) que pase por x y nos fijarnos en el punto de la 
linea que intersecta la frontera de B 1 (0). 
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Entonces damos p : E, (O) --+ m.n tal que 

p(x) = >.(x - f(x)) + f(x); 

como queremos que 1 p(x) 1= 1 debe cumplirse que 1 >.(x - f(x)) 
f(x) I= 1 y elevando al cuadrado obtenemos la ecuación 

..\2 1 x - f(x) 12 +2>.(x - f(x)) · f(x)+ I f(x) 12 -1 =O; 

como.>. debe ser positiva toma el valor 

-2(x - f(x)) · f(x) + 
j X - f(x) 12 

j((x - f(x)) · f(x)]2- I x - f(x) 12 (1 f(x) 12 -1) 
+ / x - f(x) /2 • 

Como f no fija puntos entonces 1 x - f(x) 12 "' O. Por otra parte 

-1 ::;/ f(x) /2 -1 ::; O 

por lo que 1 x - f(x) 12 (1 f(x) 12 -1) S O y entonces lo que hay dentro 
de la raíz es positivo; y así .>. es continua. Y por lo tanto p es continua 
y manda B 1 (0) a su frontera; además si x E éJB1 (0), como vimos en 
la construcción ,\ debe ser 1 y entonces p(x) = x, y se contradice el 
teorema anterior. • 
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Capítulo 3 

Otros Invariantes 
.Topológicos 

3.1 El número de vueltas. 

Vamos a suponer a ll' e mn un abierto acotado y una aplicación 
-y : 8lF - Rn continua que nos describe ya sea una curva si n = 2, · 
una superficie si n = 3 o su similar en dimensiones mas altas. 

Lo que hay que ,·er es cuantas vueltas da la imagen de -y alrededor 
de y; para esto es necesario suponer que y no esté en -y(8lV). Con esta 
idea algo intuitiva procederemos corno sigue. 

Extendamos por el teorema de extensión de Tietze la aplicación -y 
a todo lV con J : W - mn tal que f law= 7. Corno y ~ -y(81V) 
podernos calcular grado(f, lV, y), además cualquier otra extensión g de 
-y coincide c0n f en la frontera, y por las propiedades del grado 

grado(!. lV, y) = grado(g, lV, y), 

es decir, este nún1ero es independiente de la extensión que tornemos. 
Entonces podemos definir el número de vueltas de -y alrededor de y 
por 

F(-y, y) =grado(!, iv, y). (3.1) 

Aquí aunque es un concepto distinto las propiedades que tiene son 
las mismas que las del grado, que se ve inmediatamente de la definición. 
Veamos que tan inmediato es esto. 

77 



;~. ·. 

78 -- . CAPÍTULO 3. OTROS INV.4.RIA.NTES TOPOLÓGICOS 

Teorema 3.1.l (De la invariancia homotópica). Sea vV e JR.n 
abierto acotado, y <I> : (8vV) x [O, l] --+ JR.n _una homotopía cont~nua; 
entonces 

U(<Po, y) = U(<P,, y) "ly E JR.n - iP((8W) x [O, l]). 

Demostración. 
Por Tietze (teorema 1.4.1) extendemos iP a todo W x [O, l] por w. 

Como en (8W) x [O, l] coincide W con <I> entonces y~ 'I!((oW) x [O, l]). 
De la invariancia del grado en y , 

grado('I!0 , iv, y) = grado('I!i. vV, y); 

pero Wo law= <I>o y W1 law= <I>1; y por la definición del número de 
vueltas 

U(<Po, y) = U(<I>i, y) "ly E JR.n - <I>((ovV) x [O, l]). 

• 
Teorema 3.1.2 Sea iV e JR.n abierto acotado, y E l-V. Entonces no 
existe aplicación continua <I> : (ovV) x [O, l] --+ JR.n-{y} tal que <I>o = i, 
la identidad, y <P1 = k, constante. o bién podríamos decir que aiv no 
puede contraerse a un punto en el complemento de y. 

Demostración. 
Si suponemos que existe una homotopía que cumpla esto, por lo 

anterior 
U(<Po, y) = U(<I>i. y). 

Pero sabernos que U(<I> 0 , y) = U(i, y) = grado(i, W, y) 
ejemplo 2.3.2, y además 

U(<Po, y) = U(k, y) = grado(k, W, y)= O. 

1, por el 

Contradicción a lo que suponíamos. Así 8H' no puede contraerse a un 
punto en el complemento de y. • 

Notemos que no tornamos importancia al abierto acotado W, sino 
que solo nos fijarnos en su frontera. Así se pensaría que pudimos con­
siderar un conjunto Y que pudiera expresarse corno frontera de algún 
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abiertoncotnmJotmlo, Si= embargo no siempre será así, pues un tal Y puede 
ser frontcrad•ln a de más de un abierto acotado y entonces sa habrá de tener 
cuidadocnc¡upn. quo el =áiculo del número de vueltas sea independiente del 
abiertoquemo,e cncieri-=.. }', 

En teorln nh.rín dn ÍtL...::::inciones sobre el plano complejo se estudia también 
el número debo de l'UeL -tas, éste para una curva cerrada diferenciable 7 : 
(O, l] -iff ~~a y un ~unto a que no esté en la imagen de 7, y se define 
como una lnt:Jnl. integral= 

1 11 -/(t) 
O(-y,a) =-

2
. (t) dt. 
t7r o "'( - a 

VeamoSCtJ!oosquenr=.bos conceptos coinciden. Para esto, veremos primero 
que íl(1,o) B (o a) satlsfs-..ce la propiedad de invariancia hornotópica. 

Tomemoso111nios71 r¡;r : [O, 1] ----? V curvas cerradas sobre un abierto V e a: 
y una homoom•rnotopla <I>: [O, 1.) x [O, 1) ----¡. V tal que <I>,(t) = <I>(t, s) con 
<I> 0 (t)=~(t~l)1t(t}yi!?:::s__(t) = r¡("t). De la continuidad de <I> podernos partir 
arn bos lntcr•nJ• tervalos 

O = to :5 t1 ::S ... :5 tn = 1., 

Q = So :5 S¡ :'.S • •. 5 Sm = 1, 

de tnlformamrr111aque ~ara R.;,; = [t,, t,+1) x [s;, s;+1) se tenga <I>(R;,;) e D,.; 
un disco en· na en V. D~ hecho, dado cualquier disco en V se pueden encontrar 
particiones ~mes tales .que la imagen bajo <I> de un rectángulo se encuentre 
en el disco• Ol•co elegicL.-<:>. 

Deesle oJe•stemodc::::> <I>,;(t) se encuentra tan cerca como queramos (como 
hayamostctiles torunda- el disco) de la curva <I>•;+i (t). 

Sen/rwi\f anallti-c::a en [O, 1.) x [O, 1.). Un resultado en análisis complejo 
es que tod:boJtodn opliiii...c:ación analítica tiene una primitiva local g, esto es, 
podemosemos cncontw:=-ar g diferenciable en algún abierto en [O, l] x [O, l] tal 
que¡/=/.\= f, Den-c=>taremos por g; a la primitiva de f en Di,j· 

Observo•119emmos -=i,ue D;,;nD,+1.; # 0 pues al menos está <I>. (t,+1) con s E 
[s;,s¡+1\¡c.9¡\i);entonc ~s tanto g; como 9i+l son primitivas de f en D,,;nD;+1,; 
abicrtoocola acotado_ Entonces existe un intervalo (t,.., t.,] 3 t,+1 tal que 
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lo que implica que 9•+i(<l>.(t.,)) - g,(<I>.(t.,)) = 9•+i(<I>.(t,..)) - g;(<I>.(t,,)), 
·i.e., 9i+t - 9i es constante en Di.3 n Di+l.i· 

Como <1>.(t;+1) CD;,; n D;+1,;, para s E (s;, s;+1] denotamos 

Z¡ = <l>,J (t;), W¡ = <l>•J+l (t;), 

Zi+l = <l>,J (t;+1), Wi+l = Ws¡+i (t¡+1); 

entonces 9;+1(z;+1) - g;(z;+1) = 9•+1(w;+1) - g;(W;+1), o bien 

y con esto se tiene 

lo último porque 

n-1 

L[(g;(z;+i) - g,(z;)) - (g;(W;+1) - g;(w;))] 
i=O 
n-1 

L((g;(z;+1) - g;(w;+1)) - (g,(z;) - g¡(w;))] 
i=O 

(9n-1(zn) - 9n-1(w,..)) - (go(zo) - 9o(wo)) 
(gn(z,..) - 9n(Wn)) - (9o(zo) - 9o(wo)) =O 

Zn = <I>., (tn) = <I>., (1) = <I>,, (O) = <l>,1 (to) = Zo 

y la diferencia g 0 - 9n también es constante en Dn,; n Do,;· 
Por lo tanto f .... , f = J..,.,+, f y con el proceso en la partición para 

s; se obtiene 

Por último, si f(z) = .. .: .. que es analítica para z # a pues a # 
-y(t) = z para t en [O, l], 

1 la' 7
1
(t) 1 1 1 -- dt = -- ---dz 

2i7r o -¡(t) - a 2i7r -, z - a 

1 ¡ 1 -
2

. --dz =Ü.(17,a); 
i7r 71 z - a 
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esto es, el número de vueltas n es invariante bajo homotopías; propie­
dad que también cumple U. 

Ahora haciendo a un lado este esbozo de demostración, vamos a 
suponer que -y(O) = -y(l) = 1 en a: (la curva comienza y termina en 1) 
y que a = O. Esto último puede suponerse sin perder generalidad ya 
que 0(-y, a) y U('"'(, a) sqn invariantes bajo traslación. 

Usaremos el hecho de que toda curva 'Y de este tipo es homotópica 
en a: - {O} a "ll"n(t) = e 2 "">nt para alguna n E 2Z (véase por ejemplo [7) 
Capitulo 5, Teorema 5.1). Por el ejemplo 2.3.6, U(7rn, O)= n. 

Bastará entonces con probar que s:1(7rn, O) = n y usar la invariancia 
homotópica de ambos para concluir que 

U(/', y)= s:1(/', y) 

para toda curva cerrada diferenciable 

'Y: [O, 1) ---4a: 

tal que /'(O) = 'Y(l) y y E a: - ~r([O, 1). 
Haciendo calculas 

i1(7rn, O) 
1 ;:,l 11"

1 (t) 1 ;:,1 e 2inrrt2ni1l" 
-- __ n __ dt = -.- . dt = n. 
2i7r o 7rn (t) 2i7r o e2~n7rt 

Entonces 
!1(/', O) = f2(7rn, O)= n. 

3.2 El número de corte. 

• 

Este concepto surge cuando dos curvas, superficies o sus similares en 
dimensión mas alta (que denotaremos solo por 'superficies') se inter­
sectan. Sean U e JR.i, V e m.n-i abiertos acotados, entonces también lo 
es U x V e IR.' x m.n-i = m.n. Las aplicaciones continuas a : U ---4 m.n, 
.,- : V ---4 IR."', son las que describen las 'superficies'; estas deben 
cumplir que 

a(8U) n r(V) = 0 = a(V) n r(8V), 
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Figura 3.1: Número de corte. 

es decir, la imagen de la frontera del abierto en la 'superficie' no debe 
intersectarse con la otra 'superficie'. Con esta restricción ya se predice 
la utilización del grado. 

Definamos para lV = U x i-r, a * .,- : iv ---+ JR.n que lo damos por 

(a* -r)(u, v) = a(u) - r(v). (3.2) 

Como 
aw = a(u x V)= ((éJU) x V) u (V x (éJV)), 

entonces parax E aw, se tiene que X E (éJU) xV o X E Ux (éJV), por lo 
que X= (u, v) tiene a u en au y a V en V (o el otro caso), de cualquier 
forma a(u) # r(v) por nuestras hipótesis; entonces (u * r)(x) # O y 
así O ~ (a* r)(éJl-V) por lo que entonces grado( a* r, W, O) está bien 
definido. 

Ahora definimos el número de corte de ,,. y r, que lo denotamos 
por a· T, de la siguiente forma 

,,. · .,- = (-1r-•grado(a * '· iv, O). (3.3) 

El número de corte es pues el conteo de cuantas veces y de que 
forma se cortan a(U) y r(V) en IR", esto con la ayuda del grado, pues 
lo que calculamos son los ceros de a* r, es decir, cuando a= r. 

E.TEMPLO 3.2.1 Tomemos dos bolas abiertas con centro en O, 

U(O) e IR' y V(O) e mn-i, 

que las encajamos en mn por 

C7: V---+ mn y 7": V---+ mn, 
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tales que a(u) =(v., O) JJ r(v) =(O, v). 
Notemos que u X V es también vecindad abierta del o en mn. Por 

corno dirnos *, 
(a* r) (u. v) = (u, -v) 

es lineal con matriz asociada y determinante 

det ( 2 O ) = (-l)n-;, 
-In-i 

y entonces grado( a* r, U x V, O) = (-l)n-i. Por lo tanto 

a· r = (-1)"-'(-1)"-' =l. 

• 
Observemos que conmutando a y r los resultados son diferentes, 

empezando con r * a : V x U --+ ./Rn que debe tratar a los encajes de 
un modo distinto, 

r(v) = (v, O) y a(u) = (O, u); 

entonces r * a(v, u) = (v, -u) es lineal y el determinante de su matriz 
da (-1)'. 

Por lo que en general no se da la igualdad entre a · r y r · a. El 
teorema siguiente nos da la relación que hay entre estos. 

Teorema 3.2.1 Si U e IR', V e JRn-i son abiertos acotados y a 
U ->- lR."', r : V -7 JRn son continuas; entonces 

T ·a = (-1) :(n-i)a · r. 

Demostración. 
Para relacionar a* r, que va de U x V en .IRn, con r *a que va de 

V x U en ./Rn, necesitamos de una aplicación f : U x V ---r IR"' que 
la damos por f(u, v) = (v, u). Haciendo la composición (r *a) o f : 
U x V --+ ./Rn, nos queda 

(r *a) o f(u, v) = r * a(v, u) = r(v) - a(u). 
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Falta cambiar a su negativo para que nos quede a(u)-r(v) = ª*r(u, v). 
Damos pues g : JRn -+ JRn tal que g(x) = ~x, y componemos otra 
vez. 

Nos queda g o (r *a) o f : U x V -+ JRn que nos hace 

g o (r *a) o f(u, v) g o (r * a)(v,u) = g(r(v) - a(u)) 
a(u) - r(v) =a* r(u, v). 

Entonces 

grado(g o (r *a) o f, U x V, O) =grado( a* r, U x V, O). 

Pero y-1 (0) =O por lo que grado((r*a) of, U x V,z) es constante para 
toda z e y- 1 (0), y el teorema de la composición nos dice que 

grado(g o (r *a) o f, U x V, O)= 

= grado(g, (r * a)(f(U x V)), O)grado((r *a) o J, U x V, O). 

Además grado(f, U x V, y) es constante para todo valor y en V x U, ya 
que fes lineal; en particular es constante para todo y en (r * a)- 1 (0). 
El valor de este resulta de fijarnos en su determinante funcional 

det ( l~-i ~ ) = (-l)(n-i)i. 

Entonces 
grado(g o (r *a) o f, U x V, O) = 

= grado(g, (r * a)(f(U x V)), O)grado(r *a, v· x U, 0)(-l)(n-iJi. 

También calculamos para g, que sin ningún problema vemos que es 
(-l)n. Así 

grado(g o (r *a) o f, U x V, O)= (-l)ngrado(r *a, V x U, 0)(-l)(n-iJi. 

Por lo tanto 

a· r (-l)n-•grado(a * r, U x V, O) 
(-l)n-•c-1r(-1)Cn-il•grado(r *a, V x U, O); 



3.2. EL NÚMERO DE CORTE. 

pero -r ·a= (-l)'grado(-r *a, V x U, O), por lo que 

a. T (-1}2n(-l}(n-i)iT. <7 

(-l)Cn-i)i-r. a. 

Fijémonos nuevamente en la definición (3.4). 

a· r = (-1r-•grado(a * r, U x V, O); 

85 

• 
(3.4) 

igual debe cumplir algunas propiedades del grado. Se observa fácilmen­
te que la propiedad de escisión se hereda. Entonces, como un ejemplo 
en JR.2, si tenemos curvas que se cortan corno en la siguiente figura 

Figura 3.2: 

Podemos restringirnos a una vecindad de U x V en la cual se en­
cuentren las intersecciones (a* -r}- 1 (0). 

Figura 3.3: 

Pero seguiríamos un poco como al principio. Aquí el siguiente paso 
podría ser aplicar homeomorfismos que preserven orientación y nos 
mande las partes de 'superficies' a bolas (en nuestro caso de curvas a 
intervalos en JR.2). Y no pude haber problema pues habíamos visto que 
cuando una aplicación se compone con un homeomorfismo que preserva 
orientación el grado de la aplicación es igual al grado de la composición, 
por lo que el número de corte no cambia. 
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++++ 
Figura 3.4: 

El ejemplo que vimos acerca de bolas encajadas es para facilitar el 
cálculo; para las figuras dadas aquí los números de corte son 

+l, -1, +l, -1, 

respectivamente; luego la restricción que hicimos es de tal manera que se 
restringe a cerrados acotados ajenos, si no, puede hacerse solo tomando 
vecindades de (a* r)- 1 (0) mas pequeñas. Entonces 

k 

grado( a* r, U X V, O) = L grado( a* T, "1-Vj. O), 
3=1 

donde k es la cardinalidad de (a* r)- 1 {0). 
Si (a· r) I; es el número de corte calculado solo en la vecindad W 3 , 

entonces 

(-l)n-•grado(a * r, U x V, O) 
k k 

L(-l)n-•grado(a * T, l-V;, O) =¿(a· r) I; 
j=l j=l 

En nuestra figura,-el número de corte es cero. De una manera intuitiva 
podríamos verlo así : si de los puntos extremos de a estiramos la curva 
pero siempre manteniendo fijos los extremos y de igual manera hacemos 
esto a r vemos que las curvas. resultantes no se cortan por lo que se 
comprende porque el número de corte es cero. 

Cuando estiramos las curvas, las estamos deformando, es decir, les 
estamos aplicando homotopías. Entonces es de esperarse la invariancia 
del número de corte bajo homotopías. 
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Figura 3.5: 

Consideremos dos homotopías 

<I>: V X [O, l}--+ mn, '1i': V X [O, l]--+ mn, 

oe cr y r respectivamente, <I>0 = cr, Wo = r y U y V son como antes. 
Para nuestra definición fue necesario suponer que 

a(8U) n r(V) = 0 = u(U) n r(8V). 

Generalizando esta idea. a las homotopías, estas deben cumplir lo si­
r;uiente 

<I>,(8U) n w,(V) = 0 = <I>,(V') n w,(8V) Vt, s E [O, 1], 

para que de este modo, se tenga (análogamente al análisis de cr y r) 
que 

O E JR.n - (<I>, * w,)(8(U x V)) Vs, t E [O, l}. 

Si aplicamos dos veces la invariancia homotópica del grado 

grado( <I>o * Wo, U X V, O) 

Por lo tanto 

grado(<I>o * w1 , U x V, O) 
grado(<I>1 * Wi, U x V, O). 

~s decir, podemos perturbar solo alguna aplicación o ambas y el resul­
tado siempre será el mismo. 
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Figura 3.6: Graficas del ejemplo 3.2.2. 

EJEMPLO 3.2.2 S'ean r, a : [O, 1] ~ JR2 curvas dadas por 

al_>"= 1.s, f(s)), r(t) = (t, g(t)), 

donde f y g son aplicaciones continuas de [O, 1] en IR y tales que f(O) ;I= 
g(O) y f(l) ;I= g(l). Hay que calcular el número de corte de a· r. 

Observemos que a y r son las gráficas de f y g respectivamente, y 
que el número de corte de a y r es en este caso es el número de puntos 
en el intervalo [O, 1] en los que f y g coinciden. 

Construyamos dos homotopías 

~(t; r) = (t, (1 - r)f(t) + r[(l - t)f(O) + tf(l)]), 

'11(s, r) = (s, (1 - r)g(s) + r[(l - s)g(O) + sg(l)]), 

estas transforman las curvas homotópicamente en rectas dejando sus 
puntos extremos fijos; para utilizar la invariancia bajo homotop'Ías hay 
que probar que 

~r([O, 1]) n '11r•({O, 1}) = 0=~r({O,1}) n '1'r•([O, 1]) Vr,r' E [O, l]. 

Tomemos solo la primera igualdad. Fijemonos en los elementos de 
'11r•({O, 1}), 

'11r•(O) =(O, (1 - r')g(O) + r'g(O)) = (0,g(O)), 

'11r.(1) = (1, (1 - r')g(l) + r'g(l)) = (1, g(l)). 
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Si su.ponemos qv.e cl>r([0,1]) se intersecta con Wr•({.0,1}) para algún 
r, r' E [O, 1], tendriamos 

(t, (1 - r)f(t) + r[(l - t)f(O) + tf(l)]) = (O, g(O)), 

o 
(t, (1 - r)f(t) + r[(l - t)f(O) + tf(l)]) = (1,g(l)); 

En el primer caso t debe ser igual a O, entonces 

(O,g(O)) = cl>r(O) = (O, (1 - r)f(O) + r f(O)) = (O, f(O)), 

contradiciendo nuestra su.posición de qv.e g(O) # f(O). En el segundo 
caso debe ser t = 1, pero · 

(1,g(l)) = cl>r(l) = (1, (1 - r)f(l) + r f(l)) = (1, f(l)) 

contradice que g(l) # f(l). 
Por lo tanto se cumple lo qv.e qv.eriamos. 
Solo nos falta encontrar <1> 1 • >It 1 • Veamos, 

<1>1 * '1r 1 (t, s) = (t - s, (1 - t)f(O) + tf(l) - (1 - s)g(O) - sg(l)), 

tiene rnatriz asociada y detenninante 

( 
1 -1 ) det -f(O) + f(l) g(O) _ g(l) = (g(O) - f(O)) - (g(l) - f(l)); 

de aquí podriamos dar el grado para diferentes casos, pero el resultado 
seria mu.y vago. Para concretar fijémonos en la imagen inversa del cero 
bajo <1> 1 * >It 1 • Vemos que <1> 1 * ll1 1 (t,s) =O si y solo si t = s y 
O = (1 - t)f(O) + tf(l) - (1 - s)g(O) - sg(l); mezclando las dos, 

O (1 - t)f(O) + tf(l) - (1 - t)g(O) - tg(l) 
t[f(l) - f(O) + g(O) - g(l)] + f(O) - g(O); 

esto iTnplica que 

O < t = g(O) - f(O) = s < 1, 
f(l) - f(O) + g(O) - g(l) 
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aquí el denominador es distinto de cero pues queremos que el determi­
nante sea distinto de cero; pero no importa si es positivo o negativa, 
siernpre se tiene que g(O) - f(O) tiene signo contrario al de g(l) - f(l). 

Entonces grado(if> 1 * >1' 1 , [O, 1] x [O, l], O) es igual a 

si g(O) - f(O) >O > g(l) - f(l) 
si g(O) - f(O) <O< g(l) - f(l) 

si sig(g(O) - f(O)) = sig(g(l) - f(l)) 

Luego el término (-l)n-i toma el valor -1. Por lo tanto 

a · r = if>1 • w 1 = { ~ 1 

si sig(g(O) - f(O)) = sig(g(l) - f(l)) 
si g(O) - f(O) > O > g(l) - f(l) 
si g(O) - f(O) <O< g(l) - f(l) 

3.3 El número de enredamiento. 

• 

En el número de corte habíamos tornado 'superficies' de dimensión i 
y n - i encajados en JR.n, ahora si a la 'superficie' de dimensión n - i 
la cambiarnos por una de dimensión n - i - 1 ( i < n), puede que 
estas no se corten sino que solo se enreden entre sí. Lo que queremos 
ahora es contar cuantas veces la imagen de una aplicación continua 
-y: S' ~ JR.n da vueltas alrededor de la imagen de ó: 5n-•-1 ~ JR.n, 
donde Sk denota una esfera unitaria, o bien puede ser un subconjunto 
homeomorfo a esta. De hecho puedo suponer ó definida en la frontera 
de algún. abierto acotado en mn-i. 

Definamos pues lo siguiente. Sea -y : S' ~ JRn y ó : av ~ 
JRn aplicaciones continuas, donde V e mn-i es un abierto acotado, y 
-y(S') n ó(8V) = 0. 

Por el teorema de Tietze (1.4.1) podemos tornar una extensión con­
tinua ..::1.. : V ~ mn de ó. 

Luego consideramos la aplicación 

J : 5i X JRn-i ~ JRi+l X JRn-i-1 = JRn 

dada por J(x, y)= (t;, 17) donde 

t;(x, y) = eY•x, ry(x, y) = (y2, ... , Yn-i); (3.5) 
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con x e S' distinto de cero por lo que .; '# O; así .; e JR.'+1 - {O} y 
17 E JR.n-•-1 . Observemos que tanto .; como 17 son continuas y por lo 
tanto también lo es J. 

Figura 3. 7: Aplicación encaje J 

Ahora si damos la aplicación H : (JR.i+l - {O}) X JR_n-i-l ---+ s• X 
.IR"'-' como sigue, H(.;, 17) = (x, y) donde 

- € x(€, r¡) - m· y(.;, r¡) = (ln 1.; ¡, T]¡, ••. , T/n-i-1); (3.6) 

vemos que Hes continua y H o J = I =Jo H, es decir, J es homeo­
morfisrno de s• X JR.n-i en (JR.i+l - {O}) X IRn-i-l y manda S' X V en 
un abierto acotado J(S' x V) de IR"'. 

Definimos entonces el número de enredamiento de 'Y en t5 corno 

'Y&ó == (-1)"'-'grado((-y * .ó.)J-1 , J(S' x V), O)), (3.7) 

donde r * .ó. está dada como antes en 3.2 

E.TEMPLO 3.3.1 Sean,, t5: 8 1 ---+ IR3 dos curvas cerradas en IR3 

dadas de la siguiente forma 

Vamos a extender la aplicación ó a el interior de S 1 por~ : B 1 (0) ---+ 
./R3 que haga lo mismo que t5 
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Por 3.6 

{ 
(r * A)(m, ln 1 { 1, 11) 

¡(I ~ I) -A(ln 1 { l,77) 

( I ~ I - 1 - in 1 { 1, I ~ I' -11). 

Como queremos calcular el grado en cero, debemos fijarnos en la 
imagen inversa del O bajo -¡ * A; haciendo esto resulta que 

i + ln 1 { 1= I ~ I' 6 =o 11 =o. 

Pero de la primera igualdad y sabiendo que x = ¡f: E si entonces 

x = (f¿¡, O), es decir, fti = ±1; por lo tanto in 1 { I= ±1 - 1 es igual a O 
o 2; pero además como antes vimos, la propiedad de acotado de si x V 
se traduce con el homeomorfismo a que 

por lo que no queda otra que ln 1 { 1= O, i.e., 1 { 1= 1 y mas aún {i = l. 
Concluyendo con esto que 

Por otro lado calculamos la matriz de su derivada y luego el deter­
rninante, esto es 

(

-1 o 
detD(¡ * L:!>.)J-i (1, O, O) = det g ~ g ) =l. 

-1 

Por lo que ¡&t5 = (-1)2 =l. 

E.JEMPLO 3.3.2 Ahora trazamos dos curvas en el toro si x JR2 

Te JR3 , 

-y, t5 : si ----+ si X JR2 = T, 

• 
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-y(x) = (x,x7
), ó(x) = (x,O). 

Como las curvas se aplican en si x .ffi.2 primero vamos a cambiar las 
coordenadas por medio del homeomorfismo J; para facilitar los cálculos 
supongámonos en los complejos, así x 7 = (Re(x7 ), Irn(x7 )) y entonces 

J-y(x) = J(x, x 7 ) = (xeR•(x 7
), Im(x7 )), 

Jó(x) = J(x, O) = (x, O). 

Extendemos ó sin ningún problema a B {bola unitaria en a:) por L::.. 
B - JR.3 tal que L::..(y) = (y, O). 

Luego damos J(-y * L::..) : si X B - JR.3 que nos queda 

J(¡ * L::..)(x, y)= J/'(x) - JA(y) = (xeR•(x
7

) - y, Im(x7 )). 

Para calcular el grado hay que fijarnos en la imagen inversa del O bajo 
J(-y * A)J-1 • Debe cumplirse que y = xeRe(x7

) e Irn(x7 ) = O. Como 
x E si también x 7 E si, por lo que 

x 7 = (1,0) o x 7 = (-1,0), 

o sea, Re(x7 ) es 1 o bien -1; en el primer caso y= xe y J y J=J xe J> l, 
en contradicción con que y está en B; entonces Re(x7 ) = -1, i.e., 
x 7 = (-1, O) y y = ~- Para este complejo r =J (-1, O) J= 1 y el 
argumento (} = 7r. Calculando las raíces de x 7 encontramos 

Xk = ei( .,....¡..i"""') 

para k =O, 1,, .. , 6. 
Así(J(-y*A)J-i)- 1 (0) consta de 7 puntos. 
Ahora x E si podemos verlo como x = ¡f¡ = (cos</>, sen</>); haciendo 

con esto que los puntos solo dependan de </>; también se tiene 

x 7 = (cos7</>, sen7</>). 

Entonces haciendo cálculos obtenemos matriz y determinante de la 
derivada en los puntos preimagen de la siguiente forma 

detDJ(-y * A)J-i(xk) = det ( -e-ise~~..+ik"") ~l 
ecos(""+ik") O 

g ) = -7. 
-1 

Por lo que grado(J(-y * A)J-i, J(Si x B), O) es -7, y por lo tanto 
-y&t5 = -7. • 
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En nuestra definición extendimos o : 8V ---+ ./Rn por A : V ---+ 
./Rn para después calcular el grado de -y * A en O. Pero la extensión 
no necesariamente es única. Veamos si depende de la extensión que 
tornarnos. Si ..3. : V ---+ IRn es otra extensión de o se cumple que 
..3.(x) = A(x) para toda x E 8V. 

Pero por otro lado, con10 

z e aes; x v) = cas• x v) u es' x av) = s• x av, 

entonces podernos escribir z = (s, y) con s E S' y y E 8V. Y con esto 

-y* A(z) =-y* A(s, y) = -y(s) - A(y) = -y(s) - ..3.(y) = -1 * ..3.(z), 

esto es, -y * A = -r * LS. en la frontera de S' x V y por el teorema 2.4.4 

grado((-y * A)J- 1 , J(S' x V), O)= grado(('Y * .Zi)J- 1
, J(S' x V), O). 

Y por lo tanto -r&ó no depende de la extensión de o. 

3.4 Relación entre los invariantes 
definidos. 

En esta sección veremos que el grado, el número de vueltas, el número 
de corte y el número de enredamiento son equivalentes en el sentido de 
que cada uno se puede expresar en términos de otro. 

De hecho estos últimos se definieron en términos del grado. A su 
vez el grado puede expresarse en términos del número de vueltas como 
sigue: 

grado(f, T'V, y) = U(f IBw, y) 

(véase 3.1). 
Veamos ahora que el número de vueltas se puede expresar como 

número de enredamiento. 
Tomemos una aplicación continua o : 8W ---+ ./Rn con W abierto 

acotado, y un punto a~ t5(8T·V). Sea b E ./Rn tal que 1 b l>I o(x) 1 'v'x E 
8W; y otra aplicación F: Sº---+ JRn que haga F(l) =a y F(-1) = b. 
Entonces tenemos el siguiente resultado: 
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Teorema 3.4.l. 
U(ó,a) = F&ó 

Demostración. 
Extendemos ó a .ó. : vV --+ .!Rn de tal manera que / b />/ A(x) / 

para todo X E r'V. 

J 

·+o+~;<E3 
sxw icsºxw) 

Hacemos lo siguiente 

(-1r(F&ó) =grado((F*A)J-1 ,J(Sº x W),O); (3.8) 

por la aditividad del grado, esto último es igual a 

= grado((F* A)J- 1 , J({-1} x W),O) + 
+grado((F * A)J- 1

, J({l} x fV), O). 

Fijándonos en que 

(F * A)(-1, x) = F(-1) - A(x) = b - A(x) :¡f O, 

concluimos que en {-1} x fV no existen imagenes inversas del cero, por 
lo que 

grado((F *A), {-1} x l-V, O) =O, 

que junto con 3.8 obtenemos 

(-I)"(F&ó) = grado((F * A)J-1
, J({l} x W), O) 

= grado((F *A), {1} X w; O), 

esta última igualdad porque J preserva la orientación en {l} x W. Y 

grado((F *A), {l} x W; O) grado(a - .ó., W, O) 

(-l)"grado(A, W, a) 
(-1ru(ó, a). 
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Por lo que F&ó = U(ó, a). • 
Por último, el grado es un caso especial de número de corte: 
Si en la definición del número de corte damos i = n, V = V e 

.IRº = {O}; -r : V - IR!' se aplica en un punto -r(O) = a ~ u(éJU), 
luego entonces u* -r: U - ./R."' está dado por (u* -r)(u) = u(u) - a. 
Con esto grado(u*-r, U, O) = grado(u, U, a). El término (-1)"'-< es igual 
a 1 y entonces 

u· -r = ua = grado(u, U, a). 
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