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Introduccién

Consideremos el sistema de ecuaciones

fi(@1,To, .., ZTn) = 0 (0.1)

Sfn(x1, T2, ... ,In) = Yns

donde cada f; : U ~—> IR es una aplicacién continua definida para un
abierto U de JR™. Nos preguntamos si este sistema tiene solucién y si
es asi cuantas soluciones tiene. Es decir, nos interesa conocer la imagen
inversa de y bajo la funcién

fF=C(f1,---s fn) : U —> IR™.

Si f es lineal y U = IR™ la respuesta es sencilla: el sistema 0.1 tiene
solucidn si y solo si det f % 0; y en este caso la solucién es 1inica. Si f no
es lineal el problema es mucho mas complicado. Las imédgenes inversas
de puntos cercanos pueden ser muy diferentes. Lo mismo puede ocurrir
si perturbamos un poco a la aplicacién f.

Si f es diferenciable, U es acotado y y es un valor regular de f en-
tonces f—!(y) es finito. Si “contamos” los puntos de f~!(y) poniéndoles
un “signo”, es decir contdndolos como +1 dependiendo de si el signo
del determinante Jacobiano, det(D f(x)), es positivo o negativo, ob-
tendremos un nimero entero que es un invariante, es decir, no varia
cuando movemos ligeramente al valor regular v, ni cuando perturbamos
a la aplicacién f. estas propiedades nos permiten extender este inva-
riante a valores y no regulares y, mejor aln, a aplicaciones continuas.
Ma4ds atin estas propiedades hacen accesible el cdlculo de este invariante.
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Este invariante se llama el grado de f en y y es el personaje central
de esta tesis.

El primer capitulo consiste bdsicamente en demostrar teoremas de
topologia diferencial que seran de utilidad en la definicién del grado.

En el capitulo dos comenzamos con la definicién y estudio del grado
para aplicaciones diferenciables. EI grado nos da a conocer la es-
tructura que tiene la imagen inversa del valor regular sin encontrar
explicitamente cual es esta. Con esta definicién obtenemos teoremas
importantes como el de la invariancia homotdépica ¥y de la continuidad
del grado visto como aplicacién.

Posteriormente se extiende la nocién de grado a aplicaciones conti-
nuas. Para esto nos apoyamos en los teoremas de aproximacién de apli-
caciones continuas por diferenciables, expuestos también en el capitulo
uno; de este modo podemos usar lo ya establecido y generalizar. El
proceso de conteo en el grado en general no es posible. Demostraremos
propiedades del grado que facilitan su cilculo como son los teoremas
de determinacién por la frontera, de aditividad, de multiplicatividad
y otros. Aplicando teoria de grado demostraremos resultados muy in-
teresantes como el teorema de descomposicién de Jordan y el teorema
de punto fijo de Brouwer.

En el tdltimo capitulo se relaciona el grado como un resultado a-
nalitico con cuestiones topolégicas. Veremos el concepto del nimero
de vueltas descrito a partir del grado, este nimero (winding number)
es de los mas conocidos. También se define el nimero de corte y el
nimero de enredamiento. Para fijar ideas supongamos dos curvas en
el plano, el nimero de corte nos dice cuantas veces se intersectan las
curvas, aqui la invariancia homotépica heredada del grado nos ayuda a
remover puntos de corte hasta donde sea posible; en el caso del nimero
de enredamiento imaginemos estas curvas en IR2, aqui se permite mas
movilidad por lo que hay enlaces entre ellas, y entonces el conteo de
cuantas veces se enreda una en la otra seri nuestro invariante; en estos
ejemplos especificamos dimensiones, pero las definiciones formales son
mas generales.



Capitulo 1

Preliminares (Topologia
diferencial)

1.1 Introduccién.

Recordemos primero unas definiciones y notacién. A lo largo del tra-
bajo se estardn considerando espacios euclidianos IR" y subconjuntos
en ellos, a menos que se indiquen otros diferentes. Un punto z € IR®
podra escribirse como z = (3, %2, -+, ZTa) ¥y la norma utilizada sera la
de

Adermais sabemos una norma nos induce una métrica. En el caso de
medir distancias entre un punto z € JR™ y un subconjunto V en IR™
ésta la damos por

p(z, V) =y121‘t;]:r-—-y| .

Decimos que una aplicacidén es de clase CT si sus parciales hasta de
orden r existen y son continuas. A lo largo del trabajo se considerarin
en la mayoria de los casos aplicaciones de clase C!. EIl conjunto de
aplicaciones f : W —— IR™ con W abierto de IR™ y f de clase C! es el
espacio C''(W, IR™) (de dimensién infinita), y la norma en este espacio
la damos con

[ £ = sup | f(z) |
lz]<t

5



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES ( TOPOLOGIA DIF. ERENCIAL)

Si f: U — IR™ es una aplicacién C! en un abierto U < IR",
diremos que y € IR™ es un valor regular de f si f tiene rango m
en cada punto de f~!(y), es decir, si la dimensién de la imagen de la
derivada D f(z) en cada punto = € f~1(y) es m (en particular, m < n)
y entonces los puntos regulares serdn los puntos de f~!(y). Con esto
un valor ¥y € f(U) que no es valor regular se dird que es un valor
critico y también los puntos de f~!(y) serin puntos criticos.

1.2 Teorema de la funcién inversa.

Este teorema nos dice como se comporta una aplicacién y su derivada
en cierta vecindad de un valor regular: si m = 7 la aplicacién es un
difeomorfismo local.

Teorema 1.2.1 Sea f : U — IR™ una aplicacion C', U abierto en
IR™, a € U punto regular tal que f(a) = b. Entonces existen abiertos
W y V en IR® que contienen a a y a b respectivamente y tales que
f : W —> V tiene inversa g, también C!, y ademds

Dg(y) = (D f(g(w)]*

para todo y € V.

Figura 1.1: Teorema de la funcién inversa.

Demostracién.
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De las definiciones anteriores, que a sea punto regular implica que
rango(D f(a)) = n, i.e., tiene rango maximo, y D f(a) es invertible;
entonces podemos tomar un valor ¢ constante de modo que

4c|| [Df(a)]" lI= 1. 1)

Por la continuidad de D f podemos encontrar una bola abierta W con
centro en a, denotada W (a), tal que para toda o € VW se tenga que

I} Df(z) — Df(a) |l< 2¢ (1.2)

Sea r € W(a) y h € IR" tal que h 3% 0, y adecuada para que x + h esté
en W. Definimos F(t) = f(x+th) —tDf(a)h con 0 <t < 1. Entonces

| ZF@) | = |(Df(z+1th) — Df(@)h |
< 2c|h|
— 2 [Df(@]"'DF(a)h |
= 2 1Df(ar],

i.e., £F(t) es acotado por % | Df(a)h |.
Con esto y como consecuencia del teorema fundamental del cédlculo

obtenemos la desigualdad

| F(1) — F(0) I< 3 | Df @k |,

o bien
(1.3)

| f(z +A) = Df(@h — F(z) I< 5 | Df@A] -
Asi
| f(z+h) — F(2) 12| Df@h | — | f(z +h) = f() = Df(@)h |

2| Df(@)h | ~5 | Df(@)h|= 5 | Df(a)h]. (1.4)

Si h ## 0, entonces z 3% z + h y por lo anterior f(x + A) # f(x), que es

la prueba de que f es uno a uno en W(a).
Escogemos V = f(W); necesitamos ver que es un abierto en IR".



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES (TOPOLOGIA DIFERENCIAL)

Tomemos una bola abierta, de radio r y con centro xo, B,(z0), para
xo fijo en W, y tal que B, (xo) < W. A continuacién probaremos que
la bola de radio e¢r con centro en f(xp) estd contenida en V.

Sea y € IR™ tal que | ¥ — f(xo) |< cr, es decir, un ¥y que esti en la
bola abierta de radio ¢r con centro en f(zp). Definimos ¢ : B, —> IR
tal que @(x) =| y — f(z) |; con esto, en zo se tiene que ¢(x,y) < cr.
Obsérvese que ¢ es continua en B,(xzo). Asi

| f(®) — f(zo) I=] f(z) —v |+ | y— flzo) |= &(x) + @(z0) < B(x) +cr;

yde 1.1y 1.4 se tiene que | f(x)—f(zo) |= 1 || Df(a) | |  |= 2¢r, para
todo € 8B, (xzo). De ambas desigualdades se deduce que er < ¢(x) y
entonces se tiene

#(z0) < cr < &(x) para z € 9B,. (1.3)

Dado que B, es compacto en JR™ y ¢ es continua en B, (xg), ¢
alcanza su minimo T en B, (xp) y por 1.5 T € B,(xo).

La invertibilidad de D f(a) nos permite encontrar un h € IR™ tal que
Df(a)h = y— f(T), y entonces para € € (0,1) adecuado, T+e€h € B, y

| Df(a)eh—(y—F@)I=Q—¢) |y — F(Z)].
De 1.3
| f(Z + eh) — f(Z) — Df(a)eh |

IA
[MEGISH

| Df(a)eh |
fy—sFf@ |-
sumando las dos ecuaciones anteriores
| Df(a)eh — (y — fF@)) | + | f(F + eh) — f(F) — Df(a)eh |

) =| f(ZT + eh) — y |= &(T + €h)
¥ entonces

¢EF+ech) < zely—f@I+0—ly—f@) |

= Q- Dlyv—f@ =0 — 5=
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De esto, si suponemos ¢(F) > 0 entonces ¢(T +eh) < & (T) — (§)¢(T) <
#(T).es decir, ¢(Z) no es minimo. Por lo tanto ¢(ZF) = 0, y por como
definimos ¢, concluimos que y = f(T). Asi cada punto en V lo podemos
considerar como un f(zg) el cual es centro de una bola de radio er que
esti completamente contenida en V'; por lo que V es abierto como se
queria.
Hemos demostrado que f : W —+ V es biyectiva por lo cual tiene
una inversa que la denotamos por g.

Probemos ahora que para z € W{(a), Df(z) tiene inversa. De como
escogimos a ¢ y de la invertibilidad de D f(a),

fr] = [Df(a)]"Df(a)h = [DF@]™ | Df(a)k |
= (1/46) | Df(a)h |

para h € JR". Y entonces, por 1.2,

2¢|h| = (4c—20) | h|<|Df(@h|—2c|h|
< | Df(a)h| — | (Df(z) — Df(@)h |
< | Df@hR].

De esto, si D f(z)h = D f(x)h', para h, b’ € IR", entonces
0=|Df(x)(h—h)|=2c|h—h |=h=~h
que demuestra que, para toda z € W, el operador lineal
Df(x): IR" — IR"

es uno a uno, esto en un espacio vectorial de dimensién finita y por lo
tanto tiene una inversa. Veamos cudl es ésta.

Tomemos y tal que y y y + k estén en V y se cumple g(y) = =.
Definimos h = g(y + k) — g{y). Como f es C! podemos hacer k =
f(z+h)— f(z) = Df(z)h+r(h), donde Bl — 0si A — 0. Aplicando
a k la inversa de D f(x) tenemos

[Df@) Tk = h+ [Df(@)] 7 r(R) = gy + k) — g(¥)+ (Df ()] r(h);

entonces g(y + k) — g(y) = [Df(z)] 'k — [Df(z)]"*r(h). Ademss con
1.4, | k|=| f(zx+ h) — f(z) |= 3 | Df(a)h |, que nos dice que h — 0 si
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k — 0; por lo que

D@7 Mr(k) | _ WLIDAE@] || r(h) | i
7T < oa TRl —+0 sik—0

Por lo tanto g es diferenciable y Dg(y) = [Df(g(y))]~* V ye V. -

Un resultado muy importante es el teorema de la funcién implicita
que resulta como un corolario del anterior. En este se suponen aplica-
ciones f; : IR®™ x JR™ —» IR, i = 1,...,m tales que fi(a,b) = O para
cada i; y se responde a la pregunta de cuando puedo encontrar para
cada r cercano a a un tnico y cercano a b tales que satisfagan que

Sfilz,y) = 0.
Teorema 1.2.2 (De la funcién implicita). Sea f : JBR® x JR™ —>

IR™ de clase C' en un abierto que contiene a (a,b) y f(a,b) =0. Si M
es la matrizm x m

Dnyj;fi(a,b), 1<i, j<m,
y detM # 0, entonces ezxisten conjuntos abiertos U € IR®* yV < IR™
que contienen a a y a b respecivamente, tales que para cada x € U existe
una unica g : U —— V de clase C! tal que g(a) = b y f(z, g(x)) = 0.
Demostracién.

Sea F : IR" x IR™ — IR™ x IR™ dada por F(z,y) = (xz, f(z,v))
que también es de clase C'. Con ésta, detD F(a, b) = detId-detM # O
y asi (a, b) es punto regular de F. Por el teorema 1.2.1 existe W C
IR™ x IR™ vecindad de F'(a,b) = (a,0) y una vecindad abierta, U x V',
en IR™ < IR™ que contiene a (a, b). Entonces la aplicacién F restringida
F:U xV — W es C! y tiene inversa diferenciable

h:W — U x V dela forma h(z,y) = (z, k(z,v))
donde k: U xV — V es C*.

Ahora consideremos 7 : IR™ x IR™ —> IR™ tal que w(x,y) = y; con

esta se tiene que w o F = f, y entonces

flz, k(z,y)) = f(h(z,y)) =m0 F(h(z,y)) =
= 7w(Foh(z,y) =x(z,¥) =y

En particular si y = 0, f(z, k(z, 0)) = 0; por lo que la aplicacién g que
buscamos es g(z) = k(x,0). -
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1.3 Teorema de la preimagen.

Un concepto que nos es necesario definir es el de subvariedad de un
espacio euclidiano. Decimos que un espacio topolégico M Hausdorff con
base numerable es una variedad n-dimensional si este es localmente
homeomorfo a algin JR". Formalmente, es necesario que exista una
cubierta abierta {U;}icsr de M tal que para cada i € I exista una
aplicacién ¢; : U; — IR™ que manda U; homeomorfamente sobre un
subconjunto abierto de IR™. A el par (¢;,U;) se le llama una carta, y

al conjunto de cartas {(¢;, U:)}ier un atlas. Decimos que dos cartas
tienen un cambio de coordenadas de clase C! si

@i 0 @7+ $i(Us N Uy) — ¢;(U: NU;)
es de clase C'. Y entonces una variedad serd de clase C! si todos sus
cambios de coordenadas son C?!.
Como un ejemplo cldsico podemos tomar

M=S"={ze R : |z|=1},

la n-esfera, que la cubrimos por un nimero finito de hermisferios abiertos

Uszj_1 = {z e sS™ : Tr; < 0},
Uzj = {$ (SR L T; > 0},
para j = 1,...,n+1. Las funciones ¢; son en este caso las proyecciones

sobre el hiperplano z; = 0.

Dentro de estas variedades podemos encontrar subconjuntos con es-
tructura de variedad. Un subconjunto A de una variedad n-dimensional
M se dird que es una subvariedad de M si para algin entero £ > 0
menor o igual que n, cada punto de A pertenece a un abierto U; de M
h e

U; N A = ¢~ L(IRF),
donde ¢ es un homeomorfismo como antes y JR* € IR™ es el conjunto

de puntos cuyas iltimas coordenadas n — k& se anulan; con esto la sub-
variedad A tendri dimensién k, o bien codimensién n — k.
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Teorema 1.3.1 Sea f : A —> IR* una aplicacién de clase C!, con A
un abierto en IR™*. Si y € f(A) es un valor regular entonces f~(y)
es una subvariedad de clase C' de dimension n en IR"t5.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y = 0, pues nos
basta con tomar la aplicacién f(z) — y. Sea M = f~'(0), y p € M;
como M < IR"** = IR™ x IR* podemos hacer p = (a,b) donde a € IR"
y b € IR*. Luego ya que 0 es valor regular aplicamos el teorema 1.2.2;
entonces existe una vecindad U< V de (a, b) en IR™ x JR* y una aplicacién
C! g: U — V tal que g(x) = z si y sélo si f(z,2) = 0.

Asi

MAOU xV)={(z,g(z)) : ze&lU},
que es la grifica de g ¥y que vamos a denotar con W.

Definimos entonces la aplicacién ¢ : W — IR"™ tal que ¢é(x, g(z)) =
z (xz € U), la cual analizdndola vemos que aplica W homeomorfamente
a el abierto U en IR™, con lo que M tiene estructura de variedad de
dimensién n en JR™**t*. Mas ailin, M es de clase C! ya que, como se
construyen las cartas, estas son C!, y ¢~ ! : ¢(U) — W dada por
¢=1(z) = (z, g(x)) también lo es; asi que si (¢, W’) es otra carta de AS

Yo~ g(WNW') — (W AW

es de clase C!. -
Hay un caso particular que nos interesa que es para n = 1. Clasi-
fiquemos ahora estas variedades de dimensién 1.

Teorema 1.3.2 Sea M una variedad diferenciable conexa de dimen-
sidn 1, entonces M es difeomorfa a S* o a algin intervalo abierto en
IR.
Demostracion.
Sean I, J intervalos en IR; supongamos f : I — M, g : J — M,
parametrizaciones por longitud de arco de M. La aplicacién
9 to f i INfFHg(JI)) —> IN g™ {(f(I))

manda un relativamente abierto de I a un relativamente abierto de J,
ademads es difeomorfismo local ya que g y f lo son.



. 1.3. TEOREMA DE LA PREIMAGEN. 13

Tomamos V = {(s,t) € I x J : f(s) = g(¢)}, que es cerrado en
I x J. Como f y g parametrizan por longitud de arco, VV constara
de segmentos con pendiente -+1 o —1, segiin si f y g parametrizan en
la misma direccién o al contrario. Estos segmentos se extienden a la
frontera de I x J debido a que V" es cerrado en I x J.

Por lo anterior, VV tiene a lo mas dos componentes.

Figura 1.2: Una o dos componentes.

Si V' es conexa ( tiene una componente), a
gt fINfNg(I) — JNgTH(FU)),

que es lineal como podemos observar en la figura, la podemos extender
a los reales por una aplicacién afin L : JR —> IR. Y entonces la
parametrizacién

f@) si tel

F:IULY(J) — f(D)Ugld), F(@) ={ GoLlt) si te L)

extiende a f.
Si V' es no conexa tiene a lo mas dos componentes. Sin pérdida
de generalidad supongamos que I tiene como extremos al 0 y al 1,
J = (v, 8), y que la pendiente de las dos componentes es +1.
Analizando la figura y haciendo coincidir v = ¢, § = 1 se tiene

O<b<e<l € a<l.
Definimos ahora A : S! — M como

h(cos(8),sin(8)) = { f@&) 0<t<1

gt) v<t<p

con @ = 2zt

I
o
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B

L Il

1= o B

o] b c =y

Figura 1.3: Si V es no conexa.

Este es un difeomorfismo local ya que f y g lo son, y es inyectivo.

Ademds como A(S!) es abierto, ya que siempre podemos encontrar
para cada punto un abierto que lo contenga y completamente contenido
en A(S'), y h(S!) es compacto por ser imagen continua de un compacto,
en particular es cerrado; entonces A(S!) = Af.

Asi si V' es no conexa, M es difeomorfa a S*.
Por iltimo, todo par de parametrizaciones por longitud de arco de

M se puede extender con un proceso como en el caso conexo hasta

maximizar el intervalo de definicién, y obtenemos alguno de los casos
-

expuestos.

1.4 Teoremas de aproximacion.

Comencemos recordando una definicién. Se dice que un espacio X
dotado con cierta topologia es normal si para cualesquiera 4, B cer-

rados disjuntos en X, existen abiertos ajenos U y V" tales que A C U
y B < V. Para nuestro interes nos basta que el espacio sea IR" con la
topologia de bolas abiertas. Sin embargo en estos resultados vemos el

caso general.

Lema 1.4.1 (De Urysohn). Un espacio topoldgico X es normal si
v solo st para cualesquiera dos cerrados disjuntos A y B en X, existe
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una aplicacion continua f: X —» [0,1] con f(A) =0 y f(B) = 1.

Demostracién.
Por normalidad podemos encontrar U abierto que contiene a A y

tal que U N B = @; observamos entonces que X — U es cerrado y
(X —U)n A = 0. También por normalidad hay un abierto W que
contiene a A y W N (X —U) = 0, y un abierto V que contiene a U y

¥V NB =@, esto es
AcW, WcU, UcV y VNnB=20.

Podemos hacer lo mismo para los cerrados disjuntos A ¥y X — W, V y
B, pero obtendriamos mas abiertos; para facilitar las cosas pongdmosle

indices
W = U_} U = U% V = Ug,

asi
ACU_}, U.} CU%, U%CU%, FgCB=@
Ahora si, con procesos similares creamos una sucesién con conjuntos
U;‘Fr con k=1,...,2" — 1 arreglados de la siguiente forma
A4 C U}_‘r,...,—U—kz—l c U;’Sr""’—b—"'.:.—‘ NB=0.

Sea I el conjunto de indices que se obtienen; entonces podemos decir
que paratodo i € I, A C U; y U; N B = 0, ademds de que U; C U;
parai < jenl.

Sea f: X — [0, 1] tal que

_ 1 si z@U; Viel
f@) =19 infliel:z2e U} si zel; paraalgin iel

Notese que si hacemos que n tienda a infinito ;&= — 0 ¥ entonces Vz €
Vi € I por lo

A, f(z)=0.Y porotroladosi z € B entonces =z & Uj,
que f(z) =1 Vz € B.

La aplicacién es continua, ya que si x € U; entonces f(zx) = 7 y si
tomamos una sucesién que converja a algin otro punto en B, esta se
aplica en una sucesién que converge a 1; si z € Uj; se tiene que f(z) <1
¥ para toda sucesién convergente a algin punto en A se aplica en una
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sucesién que converge a 0; por iltimo si z € U, — U, donde s < r
entonces s < f(x) < r y cada sucesién que converja a algin punto en
U, — U, se aplica en una sucesién convergente a algin Z € I tal que
s < 2 < r. De este modo f es continua en todo X.

Ahora supongamos que para 4 y B cualesquiera cerrados ajenos en
X existe una aplicacién f tal que f(A) =0y f(B) = 1, entonces solo
tomamos los abiertos f~1([0, 3)), f~1((3},1]) (relativos) que claramente
son ajenos en X y contienen a 4 y a B respectivamente. Esto demuestra
la normalidad de X . -

Con este lema estamos preparados para demostrar el teorema de
nuestro interés.

Teorema 1.4.1 (De extensién de Tietze). Un espacio topoldgico
X es normal si y solo st para cualquier conjunto cerrado A de X y
f : A —> IR continua, eriste una extensién de f a todo X ,i.e., existe
una aplicacidn continua F : X — IR tal que F |,= f

Demostraciéon.
Supongamos primero que f va de A en [—1,1}]. Definamos los sub-
conjuntos cerrados de A

={:reA:f(I)2%}, B,_={.1:€A:f(:z:)§-—‘:1§}.

Por la continuidad de la aplicacién se tiene que estos subconjuntos
son ajenos en A y por tanto también en X. Por el lema de Urysohn
la normahdad implica que existe una aplicacién continua f, : X —
—5, 3 tal que 1

fi(A) = g y fi(B) = —3.
Con estas condiciones lo que hay que observar es lo siguiente: para
un r € A cualquxera | f@) 1< 1y | A(x) I< & para z € A, U By,
| f(x)—f1 (:::) i< 2; yparazr € A—(A,UB;) tanto f(z) como fi(z) estan
entre $ v —}, estoes, | f(z)—filz) |< 2. Asi| f(z)—fi(z) |3 Vz e A
y por lo tanto la aplicacién f — f, va de A sobre [—g 5].

Denotemos gy = f — fi : A — [—5, 3] y partimos de nuevo,

Ac={z € A: gi(z) = }, By ={r€ A: g1(z) < §}
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Luego por Urysohn existe f2 : X — [—3, 3] continua tal que

A =3 pey=-%

Para z € A — (AU B;) tanto g, como f, estin entre —% v %, entonces

| £(2) = £1(@) — f2(2) 1=l 92(2) — al@) IS § = (3)* Vo € A,

Repitiendo el proceso podemos encontrar aplicaciones fa, f; ... tales
Py - s - -1 -
que para la n-ésima aplicacién continua f, : X — [—2;,_ , %l] se

tenga

| f(z) — jzlfi(x) =G veea

Si hacemos que n tienda a infinito ()" — 0 y asi
[ F(z) = 2_ filz) |= 0 vz € A,
i=1

por lo que

oo

G=3fi: X —{—1,1}

i=1
es la aplicacién que buscamos, si cumple que es continua. Veamos esto
dltimo.

Sea e >0y z € X. Fijamos NV > 0 tal que =32 v;,(3)* < £. Por la

continuidad de las f{* parai = 1,..., NV, hay abiertos U; que contienen
a x tales que para toda y € U; se tenga

| fil@) — £uw) 1< 555

Luego la interseccién finita U = U, M -.- M Uy es abierto en X, que
contiene a z, y si ¥ en X es distinto de  entonces
o0 o0
[G(x) -G | = |2 filz) =32 fiy) |
i=1 i=1

IA

N ) N
| ;fi(:c) - ;fi(y) |+
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i=N+1

N € 00 2i—1
S Xsvt2 2

| S @ - 3 A6
I=N4+1

i=1 i=N+1 3
€ €
< 5 -+ 5 = €.

Y asi G es continua en X, y en .4 coincide con f.

Para generalizar a /R nos basta con tomar el homeomorfo (—1,1).
Sin ningdn problema podemos escribir f : .4 — [—1, 1}; por lo anterior
se puede extender a X por G. Pero entonces | G(x) |=| f(z) |< 1 Vz &
A,ysi Ao = {xr € X ] G(z) |= 1}. vemos que 4gMNA = @ y son cerrados
en X. Nuevamente por Urysohn existe h : X — [0, 1] tal que A(A) = 1
vy h(Ap) = 0. Entonces damos F : X —> (—1,1) por F(z) = h(z)G(x)
que también es continua en X y para x € A, F(z) = 1G(x) = f(x).

El otro sentido del teorema se demuestra como sigue: si 4 y B son
cerrado ajenos en X, AU B es cerrado; ahora solo damos la aplicacién

v
f:AuB —[0,1] por f(z)={g v:eeg.

La continuidad se da por la propiedad de ajenos de A y B. Por las
hipdStesis podemos extender la aplicacién a X con F : X — [0, 1] tal
que F |aus= f, es decir,

F(A)=0 y F(B)=1.

Y por Urysohn X es normal. -

La siguiente parte de esta seccién se refiere en gran parte a las
particiones de la unidad.

Definamos primero lo que es una particién de la unidad. Sea X
subconjunto de IR™ y T una familia de subconjuntos abiertos también
en IR™ tales que X = UyerV. Entendemos por una particién de la
unidad subordinada a I" a una familia de aplicaciones C°,

v : X —[0,1], V&T,
que cumplen
(i) v se anula en X — V,ie., wap*(0,1] C V,
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(i%) para cada r en X se tiene

Z wv(x) = 1.

ver

Ademas decimos que la particién es localmente finita si para cada
x en X podemos encontrar una vecindad en X en la que todas excepto
un nimero finito de las wy son cero.

Lo que queremos probar es que si tenemos una cubierta abierta de
un abierto X en IR™, siempre podemos encontrar una particién de la
unidad localmente finita subordinada a la cubierta dada. Para esto
probamos antes dos lemas.
Lema 1.4.2 Sea X C IR"™ abierto y T’ un sistema de conjuntos abiertos
V tales que UyerV = X; entonces hay en IR™ dos sucesiones de bolas

Brj (a‘j) < B-!j (a'j)’

con 0 <7r; < s; para j = 1,2,..., tales que cumplen lo siguiente:
(i)Cada bola B,,(a;), estd contenida en al menos un abierto V de I'.
(it)Cada = € X estd en el interior de al menos una bola By, (aj); esto
es

U;?:IB,-j (aj) =X = UyerV.

Demostracion.

Sabemos que @™ es un subconjunto denso numerable de IR™, con
esto podemos tomar dos sucesiones de bolas con centro en @", y sj,
7; también racionales que cumplen con las contenciones de bolas y el
inciso (%).

Demostremos pues el punto (i).

Sea r € X, entonces x estd en algiin V3 € I'; como V; es abierto
podemos encontrar un € > 0 tal que B.(z) € Vh. Tomemos a €@ y r,

s en @ tales que

lz—al<r<s<e—|z—al.

Con esto X € B,(a). Chequemos que a, 7 y s son como los tomamos
al principio, es decir B,(a) C V para algin V en I'.
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Cada z € B,(a) cumple que

lz—z)| € |lz—al+|lz—al
< s+ |z —al
< e—|lxz—al+|lz—al=c¢,

por lo que z € B.(z) € Vo y Bs(a) C Vp, con lo que queda demostrado
el lema.

-
Una aplicacién flan C°° es una aplicacion C° que toma el valor 1

en un cerrado A C IR™ y se anula fuera de una vecindad de A. Para el
siguiente lema ocuparemos una aplicacién flan para bolas en IR™. Aqui
construimos una.

Tomemos una bola abierta B,.(a) con centro en a y radio r > 0, v
otra bola B,(a) con s > r. Entonces damos h : JR™ — [0, 1] como

r—al|? —r2
h@) = sl EZ 2L o7,
donde (1 )
a(l —x
A=) = a(l — z) + alzx)’
que a su vez N
_ e"=F x>0
a(z) = { 0 =z<o
Los cadlculos sobre esta h, que omitiremos, muestran que efectivamente
h se anula fuera de B,(a) y vale 1 en B,(a). Sin embargo mas adelante

veremos que para cada cerrado en IR™ y un vecindad que lo contenga
podemos encontrar una funcion flan C°°.

Lema 1.4.3 Sea T un sistema de conjuntos abiertos en IR™ y X como

en el lema anterior, entonces eriste una sucesion de abiertos V; € T,
4 =1,2,..., y aplicaciones C°,

75 X — [0,00), j=1,2,...,
tales que:

(i) ni(z) =0 V z € X -V},

(ii) la sucesidn {n;} es localmente finita en X = UyerV,
(iit)para cada x € X, 32, n;(x) > 0.
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Demostracién.
Del lema anterior podemos encontrar bolas B, (a;) < Bs,(a;), con

r; < s; (f =1,2,...); cada una de estas esta contenida en al menos un
V € I, digamos una Vj; obtenemos con esto un subsistema numerable

de I".
Sea hj; : IJR® — [0, 1] una aplicacién flan C* que toma el valor 1
en B, (a;) y se anula fuera de B,,(a;); con esto esto, h;(z) =0 V z &
X — Vj, que es el punto (%). :

Sin embargo estas aplicaciones no bastan. Consideremos ahora las
aplicaciones, ¢ : IR —» [0,00) v 77; : X — [0, 00), ambas C®°, dadas

por o
a(z) = { € OS ;;8
v
73(x) = a(h;(x) — 3 hi(z))
i<j

Como Aj(x) = 0 cuando x € IR — V; y h;(z) > 0 para i < j y para
toda r € /R™, entonces
hi(z) — 3o hi(z) <O = alhi(z) — 3 hulz)) =0

i< i<y
por lo que las 77; cumplen también la condicién (7).
Para ver que la sucesién es localmente finita fijemos una & y tome-
mos una bola B, (ax); si j < k, para toda z € B,,(ax) se tiene

hi(x) — 3 hi(=)

i<j

f=k-4-1

k=1 J
= hi(z) — 2_:1, hi(x) — he(z) — Y hi(x)

< hi(zx)—1<0O

v entonces 7;(x) = O.
Asi para cada r € X la sucesién {7;} es localmente finita.

Ahora para cada z € X podemos encontrar j'* tales que z € B,,(a;);
de todas estas tomemos la minima, entonces A;(z) = 1; pero hi(z) =0

para Z < j; luego
hJ(I) —_ Zh,(x) =1 y 17](::) > 0.

i<y
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En particular
oS
> mi(z) > 0.
=1

Con estos lemas estamos preparados para el siguiente

Teorema 1.4.2 SeaTl un sisterna de conjuntos abiertos V' en IR™ tales
que UverV = X, entonces podemnos encontrar una particién de la
unidad localmente finita subordinada a él.

Demostracién.
Tomemos las 7; y los Vj como en lema anterior y definamos

nv : X — [0,00) tal que mv(x) = > ni(x).
V=v;

Notemos que V puede ser igual a V; para varios j%; y si V' no esta
en el subsistema numerable de I' se tiene v = 0. Para cada x € X
solo un ndmero finito de las 7; permanecen distintas de cero por lo que
nv(z) = Zv=v; 7;(x) es una suma finita de aplicaciones C°°, con esto
v es C'°.

Ahora definamos las aplicaciones que queremos. Sea

nv(x)

(@) = Svernv(z)’

Vemos que estd bien definida ya que Tver nv(z) = 352, 7;(z) > 0 por
el punto (é77) del lema anterior. Ademds para cada V' € T, 7~ se anula
fuera de V', esto.porque nv = 32y-—y; 77; ¥ cada 7n; se anula fuera de V.
Como en una vecindad de z las 7; son distintas de cero para un
niimero finito de j'?, en particular solo un nimero finito de las m- son
distintas de cero, y asi las my también tienen esta propiedad.
Y claramente se cumple que

z ﬂ'v(IE) = 1.

ver

por lo que {7v}ver es una particién de la unidad localmente finita
subordinada a T". A -
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Corolario 1.4.1 Dado A C IR™ cerrado, y una vecindad abierta U de
A, podemos encontrar una eplicacion flan C.

Demostracidn.
Llamemos

i = U
V2 = IR*"— A

Vemos que VUV, = IR™, i.e., tenemos una cubierta abierta de /R™®. Por
el teorema, podemos encontrar una particién de la unidad subordinada
aWViy Vo. Con esto, m; |mn—uv= 0y m |4= 1; por lo que m; es la

aplicacién flan C* que buscabamos. -
En los resultados anteriores se han obtenido aplicaciones de clase

C*, Sin embargo en los resultados siguientes solo nos bastara con
encontrar aplicaciones C! que se aproximen a otra continua.

1.5 El teorema de Sard

La secciori anterior sera de utilidad mas adelante, puesto que ya te-
niendo aplicaciones C! se harad necesaria la existencia de valores regu-
lares. Este teorema nos resuelve los problemas.

Teorema 1.5.1 (De Sard). Sea W un abiertoen IR y f : W — IR"
una aplicacion C'. Si C(f) es el conjunto de puntos criticos de f

entonces f(C(f)) tiene medida cero.

Demostracién.
Para cada z € VW tomemos la distancia p(z, IR" - W) = 27,, y luego

formemos cubos abiertos, R(x), con centro en z y lado < 7.; por ser
para cada x en W tenemos entonces que W = U cw F(x).
Como @™ < IR™ es denso numerable podemos tomar todos los = en

Q@™ "W y asi obtener
W = U2, R(zq)-

Demostremos el teorema en el cubo R(x;) = R para alguna z €
Q" NW; supongamos que es de lado [.
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Escribamos f en sus componentes, f = (f1,...,fn), con f; una
aplicacién de W en /R. Entonces dados, z, ¥ en /R™ se tiene por el
teorema del valor medio,

fi(y) — fi(z) = Dfi(z')(y— =2)
2. Ofi , s
J; ETJ_(—‘E Wys — 25),

para algin x* en el segmento que une z y y.

. Como f es C! en IV cada f; lo es; entonces Df; es continua en el
cubo cerrado y acotado R, asi {|| Dfi(x) ||: x € B} es acotado. Y de lo
anterior se obtiene que

lf—rf@HIsMMly—=z|,

para alguna constante A/, y para todas y, = € R.
Si definimos

T () = fi(2) +z 215

(Z)(yJ — 2;), para i=1,...,n,

tenemos entonces, para cada %, lo siguiente,
) —TF@) = z:<af' 9= §E =@ - =
(Df.(Z') — Df.-(Z))(y - z).

Ademds si | ¥y — 2z |< & entonces | ' — z |< §, por como tomamos a
z'. Y como f es C! en W y su derivada es uniformemente continua
. en R, dada \/% > O existe § > 0 tal que si | ¥ — =z |< J entonces

| Dfi(z?) — Dfi(z) |< % Entonces
S° | (Dfila®) — DRy — 2) 2
=1

nez
> —ly—=
i=1 7

2

€ 2
= n— —_

el Kl
= & ly—=[%

FF@) —T*() I

IA
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y por lo tanto, dada € > O existe d > O talquesiy,z€e Ry |y—=z|<
entonces
1l f@)—T* W I<ely—=z]."° (1.6)

A T“ la escogimos afin con transformacién lineal la derivada de f
en z. Entonces si det(D f(z)) = 0, i.e., z punto critico, se tiene también
det(T*) = 0. Lo que implica que el espacio en que se aplica 7T°* no puede
tener dimensién n; entonces el subespacio afin, P?, en el que se aplica 7%
tiene dimensién a lo mas n—1. Ahorasi damosntalque| z—y [<n < 4,
entonces | f(z) — f(y) |< Mn y también p(f(y), P*) < en por 1.6. Con
esto hemos creado un cubo, que contiene a f(¥), centrado en f(z)
de lados 2Af7 en el subespacio P? y lado 2e¢n perpendicular a este
subespacio. Su volumen es entonces (2Mn)*~12en = 2" A"~ Len™.

Subdividamos a R en s" hipercubos R,,..., B;» de lados % con s
suficientemente grande de modo que la diagonal n = \/r_zf de cada uno
de ellos sea menor que 6. Por lo anterior,siz e R,NC(f), 1 <t < s",
entonces R, C B,(z) y f(R:) tiene medida menor o igual que

2" M (VRS
¥ como RNC(f) = UL, (R:NC(f)), entonces f(RNC(f)) tiene medida

menor o igual que 2" M~ (\/nl)"e y como ¢ es arbitraria f(R N C(f))

tiene medida cero.
Y como al principio tomamos los cubos R(z,), concluimos que

F(C(f)) tiene medida cero. -
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Capitulo 2

El grado de una aplicacién

2.1 Introduccion.

Cuando se encuentra uno con una ecuacién de la forma f(z) = p,
muchas veces se trata de encontrar las soluciones a esta, aunque lo
que se busca en algunos casos es conocer que tipo de conjunto son las
soluciones. Para esto surge la teoria de grado, que sin dar las solu-
ciones en forma explicita nos describe la naturaleza de estas; se usa por
ejemplo en la demostracién de los teoremas de existencia en ecuaciones
diferenciales.

También podemos tomar f(x) = g(x)—=z, ¥ entonces resolver f(x) =
0 es encontrar un punto fijo de g (véase por ejemplo el teorema de punto
fijo de Brouwer). Con esto vemos que la teoria de punto fijo y la teoria
de grado estin fuertemente relacionadas.

Lo que nos basta es saber de la existencia de tales soluciones. Asi
el grado nos indica su existencia a partir de otros resultados puesto
que f no siempre es facil de estudiar. En este capitulo damos ademads
métodos para calcular el grado indirectamente.

27
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2.2 Grado de una aplicacién diferencia-
ble.

Sea W C IR™ abierto y acotado, ¢ : W —— IR™ continua y y € IR® —
#(81V). En esta seccién supondremos ademads que

(a) ¢ |w: W — IR™ es de clase C*.
(b) vy es valor regular de ¢.

Definiremos a continuacién el grado en esta situacién. Empezaremos
probando el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Sea ¢ : Z —> IR™ una aplicacion continua con Z C IR™
compacto y' Y C IR",entonces la aplicacidn

D lp-1: "N (Y) — YV
es cerrada.

Demostracion.

Un conjunto 4 C ¢~ 1(Y") es relativamente cerrado si A = Crne¢—1(Y")
con C cerrado en Z. Como Z es compacto, C también lo es; por la
continuidad de ¢, ¢(C) es compacto ¥ por lo tanto cerrado. Con esto
#(C)NY es un cerrado relativo en Y, pero ¢(C)NY = ¢(A). Esto
dermnuestra que la aplicacién ¢ |4-13y: @~1(Y) —> Y es cerrada. -

Tomemos la cerradura VW de W, que por ser cerrado y acotado
en IR™ es compacto, entonces también lo es W = W — W; por la
continuidad de ¢, ¢(8W') es compacto, en particular cerrado; por lo
que entonces ¥ = IR™ — ¢(OW) es abierto en IR". Por el lema anterior

& |w: W — IR™ — $(OW)

es C! y cerrada.

Tomemos y € IR™ — ¢(8W), entonces ¢~'(y) es cerrado en W y
por lo tanto compacto; si ¥ es valor regular de ¢ |y, el determinante
funcional det(D¢(x;)) 5« 0 para toda z; € ¢~ '(y). Por el teorema 1.3.1
¢~ 1(y) es una subvariedad de dimensién cero y como es compacto

“YWy) = {z1,z2,..., 2}
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es un conjunto finito de puntos.
Con lo anterior, podemos ya definir el grado de ¢ en y como el
nimero entero

grado(¢, W,y) = > sigldet(D¢(z:))],

zi€p™ 1 (y)
donde 1 \ detD
sigldet Do(zi)] ={ 1w diiui’gig Zg .

¥ v es un valor regular que estd en IR" — ¢(8W').

/\-l / +1/-\ /\-1
7= NENEA

grado($ .W,0) grado(d ,W,0)

Figura 2.1: Grado de una aplicacién diferenciable.

Como primer resultado acerca del grado de una aplicacién C?, ten-
emos que este es localmente constante.

Teorema 2.2.1 Sea ¢ : W — IR"™ continua, W < IR™ abierto y
acotado en donde ¢ es C'. Siy € IR™ — ¢(OW) es wvalor regular de
@ |w, entonces existe una vecindad abierta de y, V(y) C (IR™ — ¢(8W))
tal que para todo z, valor regular de ¢ |w, en V, se cumple

grado(¢, W, z) = grado(¢, W, y).

Demostraciéon.

Como antes probamos ¢~ '(y) = {z;,...,z,} es finito. El teorema
de la funcién inversa nos dice que ¥y tiene una vecindad abierta V(y)
localmente difeomorfa a una vecindad abierta U(z;) para cada x;, y que
para toda x € U(z;), D¢(x) es invertible; asi para cada z en V(y),

¢~ (z) = {Fi,..., 24}
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tiene el mismo nimero de elementos que ¢~ *(y). En particular podemos
tomar los U(z;) conexos y ajenos, esto si hacemos a V' (y) lo bastante
pequefio y conexo.

El funcional detD¢{x) o es siempre > 0, o siempre < 0 en U(zx;),
pues como ¢ es continua, si cambiara de signo existirfa un ¥ € U(xz;) tal
que detD¢(F) = 0 v D¢(Z) no seria invertible, contradiciendo nuestra
aplicacién del teorema de la funcién inversa.

Por lo tanto

sigldet D¢ (%:)] = sigldetDe(x;)), i=1,...,7
Y entonces

grado(o, W, z) = S~ sigldetDo(a:)]
F€0-1(2)

= > sigldetDg(x:)]
z€p— 1 (y)

= grado(¢,W,y).

»

Hemos visto que el grado de un valor regular no cambia en cierta
vecindad abierta. A continuacién veamos qué sucede si a la aplicacién
@& la ‘deformamos’ pero siempre definida en el abierto WW. Para esto
damos la siguiente definicidn.

Decimos que ®$o y ®; son homotdpicas si existe una aplicacién
continua ® : W x [0,1] — IR", tales que ®o(z) = ®(z.0) ¥ ®:1(x) =
&®(x,1). Para cada t € [0,1] tenemos &, : W — IR", dada como
&, (z) = ®(z,t). A la aplicacién @ se le llama homotopia.

Lema 2.2.2 Sea W < IR™ abierto acotado. Si ® : W x [0,1] — IR"
es una homotopia y y € IR™ son tales que:

() y & P(8W) V te[0,1].

(i) ®o |lw, P |w son aplicaciones C' con y valor regular de ambas.
(¢i2) ® lwx(o,1) es C! y tiene a y como valor regular

(iv) @ = P, 1t =P1 V t € [0,€] donde 0 < € < 3.

Entonces grado(®o, W, y) = grado(®,, W, y)

Demostracién.



2.2. GRADO DE UNA APLICACION DIFERENCIABLE. 31

Sabemos que si y es valor regular y y € &,(9W), entonces &5 (y),
consiste de un nimero finito de puntos a,,...,a, en IR™, por (iv) tene-
mos que

()N (W x [0,¢]) = {a; < [0,¢e]:2=1,...,p}

es un conjunto de p segmentos en W x [0, ¢].
De igual modo con ®; y para la misma y, ®,:(y) consiste de puntos
b1, b2,...,b; en IR™, entonces

@_l(y)‘ﬂ(Wx[l—e,l])={bj x[1—e€1]l:75=1,...,q}

son segmentos en W x [1 — ¢, 1].

Del teorema 1.3.1 tenemos que @~ 1(y)N (W x (0, 1)) es subvariedad
de W x (0,1), de dimensién 1; y por el teorema 1.3.2 cada una de sus
componentes conexas k, son difeomorfas a IR o a S*.

Por otra parte ®-1(y) es cerrado en el compacto W x [0, 1] y por lo
tanto es compacto, entonces

TN N (W x[6,1 —€e]) =27 (@) N(W x [e,1 —¢])

es compacto; la igualdad es porque y € ®(9W). Asi las curvas k,
cubren a @~ !(y) N (W x [e,1 — €]), por lo que entonces solo hay un
nimero finito de curvas que lo cubren, algunas de ellas extendiendose
a los segmentos en W x (0,e] ¥y W x [1 — ¢, 1).

Las k, difeomorfas a S! no intersectan a (W x (0, €))U(W x [1—¢, 1)).
Pues si asi fuera S* contendria a un punto de un segmento, digamos
a; x (0, €] (puede tomarse un b; x [1 — ¢, 1) y hacerse un andlisis similar
en W x {1}), que por ser variedad diferenciable, a; x (0,¢] C k.. Como
k. es compacto a; x {0} € k,; pero k,, difeomorfo a S!, es tangente a
W x {0} en a; = ®5'(y) Nk,, por lo que entonces existe ¢t en (0, €) tal
que

&7 (W) M ke = {al,al} # 5 (¥) N &y,
contradiciendo nuestra hipétesis (iv).

Esto nos dice que las curvas difeomorfas a S! no intersectan a W x
{0} y W x {1}.

Por otro lado las k,, difeomorfas a IR no pueden tener un extremo
en W x [e, 1 — €]; esto es por que -1 (y) N (W x [¢,1 — €]) es compacto,
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y cualquier sucesién en k, que converja a algun punto extremo debe
necesariamente contener a este punto, por lo que k, no seria difeomorfo
a IR.

Con esto, las curvas difeomorfas a IR tienen como extremos a in-

tervalos de la forma a; < (0,¢] o b; x [1 — ¢,1), y ademas todos estos
intervalos son extremos de una de tales curvas.

Figura 2.2: Curvas difeomorfas a IR o a S?.

Veamos ahora que una informacién gue transmiten estas curvas es
la del grado.

Sea « : (0,1) — W x (0,1) una parametrizacién reguilar de una

curva k, difeomorfa a IR, que en W x (0,1) se ve como a(r) = (x,t)
con z € W. o/(r) % 0 es un vector en IR""!, tangente a a(r), que en
coordenadas se ve como (o) (r),...,al (7).

Definamos ahora G, : IR**! —s JR™!, una aplicacién lineal con
regla de correspondencia

Gr(v) = (D®(a(r))v, o' (r) - v),

para cada r € (0, 1). Su matriz asociada es:

M(r) = ( , DEe) )

ai(r) -+ apa(r)
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Observemos que detM (r) como aplicacién de r es continua.
Como ®(o(r)) = y para todo r € (0, 1),

= La(a(r) = D (a(r) (),

es decir, o/(r) € ker D®(x(r)), y como dicho kernel tiene dimensién 1
(porque D®(cx(r)) tiene rango maximo) se tiene que

ker D®(a(r)) = {ta'(v) : t & IR}.

Ahora bien, si M (r)v = 0 entonces D®(a(r))v =0y a'(r) - v = 0.

La primera igualdad implica que v = ta’(r) y la segunda que ¢t = 0
(yva que a’(r) % 0). De modo que v = 0. Es decir, M () : IR**! —
IR™*! es inyectiva y, por lo tanto, un isomorfismo.

Con lo anterior M (r) es invertible y con esto detM(r) # O para
toda r € (0,1). Entonces detM (r) es siempre > 0 o siempre < 0.

Como a(r) = «(0) para r € [0,¢), a’(0) = (0,...,0,a,_,(0)) ¥
0]
AM(0) = D®y(zx) o
0---0 ap,,(0)
Andlogamente
0
ML) = D®, (z) :

0---0  on,(1)
Para estos casos
o, ,1(0)det D®o(x) = detM(0) =
= detM (1) = of, . ,(1)detD®, (x).

Cuando k, empieza en un segmento a; X (0, €] y termina en b; x [1 —
€, 1) (o al contrario)

siglag,1(0)] = siglag,(1)],
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¥y por lo tanto

sigldetD®o(a:)] = sig{detD®1(b;)].

Si k, empieza en un segmento a; % (0, €] y termina en un a; % (0, €},
(igual para los b; )

siglon1(0)] = (—1)siglal, 1 (1)]
¥ por lo tanto

sigldet D®o(a;)] = (—1)sig{detD®o(a;)]
(6 sigldetD®,(b;)] = (—1)sig{detD®,(b;)] ).
Estas iltimas no aportan nada al grado de ®4 o ¢., pues se cancelan
al sumarse.

Las k, que comunican a W x (0,e] y W x [1 — ¢,1) conservan el
signo del determinante, as{

grado(®e, W,y) = >  sigldetD®o(x)]
ze®g ()

S°  sigldetD®.(z)] = grado(®., W, y),
ELL aen]

fi

con lo que queda demostrado el teorema. ™

Sin embargo el punto (iii) de las hipdtesis de teorema anterior puede
ser removible. Hacemos pues lo siguiente.

Sabemos ® es C' en W x (0,e) UW x (1 — ¢,1). Tomamos €’ tal

que O < € < €. Y escribimos ® en sus componentes ® = (®!,...,P").
Hagamos
Y = W x]|[0,1},
X = W x (0,1),
A = Wx[0,]uW x[1—¢€,1].

Con esto W x (0,e) UW x (1 — €,1) es vecindad abiertade AN X.
Sea n: ¥ —— [0, 1] continua tal que

n7H0) =Y — X.
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Con &®* fija definamos para cada s € R.

V, = {z € X :| ®i(z) - s |< 77(22')};

este es abierto en X y ademds X = U,erV.
Por el teorema 1.4.2 podemos encontrar {7, }scm una particién de la
unidad localmente finita de clase C! subordinada a la cubierta {V; }semr-

Tomemos v : X — IR tal que
v(2) = 3 sme(2);
selrR
que como cada 75 es C! y la suma es localmente finita, tenemos que ~
es C1.
Sea UU < IR™ un abiertotal que AC U, W x [e,1 —¢]C R*"— U, y
h: IR* — [0, 1] una aplicacién flan C'! que se anula en una vecindad

V de IR — U, y toma el valor 1 en AN X.
Definamos ahora ¥': Y — IR, con regla de correspondencia

para z €Y —~ X

Wi(z) = { v(2) + h(z%(i'@:(é) — (=) para z€ X

que es C! en X ya que h se anula donde &' tal vez no lo sea.
Probemos que ¥? es una ‘buena’ aproximacién a ®*. Tomemos z €

X, entonces

[ ®%(2) — F¥(2) | @i(2) 3= ma(2) — 3 smy(2)

s€ir s€lR

—h(2)[®*(2) 30 m(2) — 3 sma(2)] |
s€lR s€lr
> (2(2) — s)ms(2)

s€ir

—h(z)[zm(@(Z) — s)ms(2)] |
s€E
2. @) — s | m(2)

s€R
+h(z) 3 | ¥(2) — 5 | ma(2);
seiR

IA
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pero para z € X fija, las w5 son distintas de cero en aquellas V, tales que
contengan a z, esto es, para cuando | ®'(2) —s |< '—’-(251 Y la desigualdad
continda como sigue:

124(2) — ¥ | < 2 2o + h(x) T L)
scirt

sER
< 77(2:) + h(z)n(;)
= n(=2).

Ademaids ¥ es continua en ¥ — X por lo siguente. Sea z € ¥ - X y
z' € Y, entonces se tiene

| T —F(2) | < | TH) — () | + | () — @(2) |
+ | @i (2) — ¥i(2) |

< 72+ | ®(2") — @¥(2) | +0

= |n(z) —n(=) | + |2 (") — 2'(2) |,
y como 771 y ®* son continuas en Y entonces también ¥*' es continua en
Y.

Ahora pongamos ¥ = (¥!,..., ") para obtener una aproximacién

a ®. Si hacemos n(z) = %‘2 con €(z) = p(z,Y — X) se tiene

| T(z) —®(2) | e(z) V z€ Y

Por 1o que la homotopia W cumple con (%), (ii) y (iv) del teorema 2.2.2.

Ahora el problema es que y = ®(x,t) puede no ser valor regular de
.

Sabemos que

¥, = &, = $g = Yo, Wit =P =Dy, = I, VvVt € [0, E'); (2.1)
donde W,(z) = ¥(x,t). Ademas, ¥.;(x) = P.(z) Vz € W y Vvt € [0,1].

Si y es valor regular de ®¢ y ®:, sabemos por el teorema 2.2.1 que
existe V € IR", vecindad de y, tal que para todo y' € V

grado(®o, W, y") = grado(®o, W, %), (2.2)
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grado(®,, W, ') = grado(P®;, W, y).

Podemos tomar V" tal que V' C IR™ — ¥,(9VW) para toda ¢ en [0,1]. Si
tomamos ¥y’ € V valor regular de ¥ y de &, sabemos del teorema 2.2.2

aplicado en ¥ que
grado(¥o, W, y’') = grado(¥:, W, '),

¥ por 2.1
grado(®g, W, y") = grado(Pe, IV, '),

y .
grado(®,, W, y') = grado(¥,, W, v');
que junto con 2.2 se obtiene el resultado

grado(®o, W, y) = grado(P,, W, y).

Mas aiin, con una nueva homotopia H : ¥ — IR" tal que

o(zx, 0) ostsé
H(zx,t) = &(z, 3t — 1) istsg
®(zx, 1) st <<1

el punto (7v) queda excluido. Asi el teorema demostrado es el siguiente.

Teorema 2.2.2 (De la invariancia homotépica). Si W < IR" es
un abierto acotado, ® : W x [0, 1] — IR™ es una homotopia y y € IR™

satisfacen

(i) y g (OW) V te[0,1],

(iz) ®o |w, ®1 |w son aplicaciones de clase C! gque tienen a y como
valor regular,

entornces
grado(®g, W, y) = grado(®,, VW, y).

En la siguiente seccién se hard una generalizacién del concepto de
grado. El siguiente resultado va encaminado a ello, pues se vé que

para cualquier valor dado, podemos encontrar una vecindad en la cual
nuestra definicién de grado es aplicable y mas ain en esta vecindad el

grado es constante.
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Teorema 2.2.3 Supongamos que W C IR™ es un abierto acotado, y
g : W — IR™ es una aplicacién continua que es C' en W. Siy € IR*—
g(8W) (cualguier valor) entonces existe V C IR™ — g(8W) wecindad
abierta de y tal que si = y z' son walores regulares de g |w, ambos en
V7, se tiene

grado(g, W, z) = grado(g, W, 2').

Demostracion.
Escogemos

V={zeR"—g@W):lz—-yi<|glz)—y| V € dW}. (2.3)

Por el teorema de Sard podemos encontrar z, z' valores regulares de
g lw en V. Tomemos la homotopia F : WV x [0, 1] — IR™ tal que

F(z,t) = g(x) + t(z — 2).

Aplicaremos el teorema de la invariancia homotépica con z. Primero
debemos probar que z € F(z,t) ¥ z€ W y V te[0,1].

| Flz,t) — 2| = |gl@)+t(z—2)—z+y—y+ity—ty]|
= lg@m—yl—11—tjlz—y|—t|2—y]|
> |lg@ -yl -0 —-t)jg@)—yi—t]lglz)—yl
= |glx)—yl—1g(z)—yi=0.

Y por lo tanto z % F(x,t) paraz € OW y t € [0, 1].

Ademias Fp = ges Clen W y F} — z = g — z', de esto iiltimo
DF; = Dg por lo que F; también es C! y ademas grado(Fiy, W, z) =
grado(g, W, z').

Del teorema anterior grado(Fp, W, z) = grado(Fi,W,z); y con-
cluimos que

grado(g, W, z) = grado(g, W, z').
L]

Con este teorema podemos generalizar un poco la definicién de
grado que teniamos, puesto que si y € IR — g(8W) no es valor regular
de g, para todo valor en una vecindad de y el grado es constante. Defino
pues el el grado de g en y , como

grado(g, W, y) = grado(g, W, z)
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donde z es valor regular en la vecindad dada por 2.3.

Pero la invariancia no solo se dd en valores regulares de cierta vecin-
dad de un valor cualquiera, sino que ademads al cambiar la aplicacién
por otra que coincida con la primera en la frontera del abierto en el
cual se definen, el grado es el mismo.

Teorema 2.2.4 Sea W C IR™ un abierto acotado, fi, fo: W — IR"
continuas tales que fi |w, f2 [w son C' y f1 lsw= fo |ow, entonces
para cada valor regular y & fL1(OW) = f2(OW), se tiene

grado(f1, W, y) = grado(f2, W, y).
Demostracién.
Haciendo uso del teorema de la invariancia homotdpica y de la ho-
motopia F : W x [0,1] — IR™ con F(xz,t) = (1 — t)fi(z) + tf2(z)
el resultado es inmediato. Veamos que cumple con las hipétesis nece-

sarias.
Tenemos para z € 8W que fi(z) = fa(z), esto implica Fy(x) =

fi(x), y como y # fi(x) entonces y # Fi(zx). Con esto se cumple la

hipétesis (Z) de 2.2.2.
Ademas Fy(z) = fi(z) ¥y Fi(z) = fo(z) por lo que Fu w vy F1 |w

son C?! con y valor regular de ambas, teniendo con esto ambas hipétesis
de 2.2.2 y consecuentemente el resultado
grado(Fp, W, y) = grado(Fi1, W, y).

Y por lo tanto
grado(fi, W, y) = grado(fz, W, y).

2.3 Grado de una aplicacién continua.

Los resultados anteriores nos permiten generalizar el concepto de grado
para una aplicacién continua f : W —— IR™, donde W es abierto
y acotado en JR", y un valor arbitrario y en IR® — f(8W), es decir,
eliminando las hipétesis (a) ¥ (&) del comienzo del capitulo.

Empezaremos probando que f puede aproximarse tanto como quer-
amos por una funcién de clase C?.
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Teorema 2.3.1 Sea W un abierto acotado en IR", f : W —» IR™
continua. Entonces dada una aplicacidn e : W —» IR también continua

y tal que W = €~ (0, 0), eziste g : W — IR™ continua, C* en W , y
tal que cumple

| Flz) —g(@) i< e(z) V 2.
En particular, si doy e(x) = p(z, W), f = g en OW.
Demostracioén.
Para cada s € JR tomamos los abiertos
Vi ={z € W:| fix) - s |< §(=)},

donde f; es la i-ésima coordenada de f, y §(z) = %f—}
Esta nos da un cubierta abierta de 1¥". Entonces podemos encontrar
una particién de la unidad localmente finita subordinada a {V,}.cmr-
Sea v : W — IR tal que ¥(xz) = T ,cr s7s(x). esta cuinple que

| file)y —v(@) | = | fi(z) I malz) — 3 sma() |
s€iR SER
= | 2= (filz) — s)m(z) |
s€lR
< 6(x).

Definimos ahora
y(x) sl ze€ W ex)>0
fi(z) si z€ W e(x)=0
La cual cumple que | f(z) — g(z) i< e(x). -
Probemos que g; es continua en 8W'. Para z € 9W y z € W,
lgi(z) —gi(2) | = | gi(x) — fi(z) | + | filz) — fu(=) | +
+ | fi(z) — gi(=) |
< =)+ | fi(z) — fi(2) | +0
= {8(z) —8(2) | +| filz) — fi(2) |s

y como € y f son continuas en z, entonces g es continua en z. Por lo
que entonces g estd bien definida y es como buscidbamos. - } -

gi(zx) =
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Con lo anterior, si tomamos y € IR® — f(8W) arbitrario entonces
y € IR™ — g(8W), que puede no ser valor regular de g; pero sabemos
por 2.2.3 que podemos encontrar V abierto en W que contiene a y y
tal que para todos 2z’ € V' puntos regulares de g,

grado(g, W, z) = grado(g, W, 2').

Definimos entonces el grado de f en y, donde f es continua en W
y ¥ es cualquier valor en IR" — g(8W) como

grado(f,W,y) = grado(g, W, z),

donde g : W —= IR™ es cualquier funcién continua y C! en W que
coincide con f en la frontera de W y =z es cualquier valor regular de g
en

{zeW : |z—-yl<ply fF(OW)}.

El teorema 2.2.4 de la seccién anterior nos dice que el grado es
indg_gendiente de la aproximacién g que tomemos, pues para cualquier
§: W — IR" con § |w C!y g(z) = f(z) para toda = en W, se tiene
que §(z) = g(xr) V = € 8W; y si z lo escogemos valor regular de g y
de g entonces

grado(g, W, z) = grado(g, W, z) = grado(f, W, y).
Veamos algunos ejemplos

EJEMPLO 2.3.1 Sea k: W — IR" la aplicacion constante k(z) =
xo; entonces
grado(k, W,y) =0 Vy # xo.

-
EJEMPLO 2.3.2 Seai: W — IR" la inclusidon, i(xz) = . Entonces

. 1 st ew
grado(i, W,y) = { 0 siye -
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EJEMPLO 2.3.3 Sea a : W — IR™ una aplicacién afin a(z) =
L(x) + yo donde L es un isomorfismo lineal. Entonces

grado(a, W, y) = { ‘z::2l0= a1 s Syi Eyﬂezna(_p;g_ﬁ;)
-
EJEMPLO 2.3.4 Dado ¢ €@, ¢ # 0, consideremos la aplicacidén
F :B,(0) —Q&
tal que F(z) =Cz. En0e@, F~1(0) =0, ademds
sigldetDF(0)] ={ < |> 0
por lo que
grado(F, B,(0),0) = 1.
[ ]

EJEMPLO 2.3.5 Paran = 1; si f : [a,b] — IR
untcamente los valores —1, 0,

En efecto, basta con tomar la homotopia ® : [a,b] x [0,1] — IR
dada por

, el grado toma

@z 1) = (1 -0 f(x) +LBE =0 J@E -,

a a—2b

donde ®(x,1) es una aplicacién afin. Parat =1, D®, (:z:) Mﬁl

Y ya que P, mantiene fijos a f(a) y F(b) entonces para y # f(a) y
# f(b) se tiene

1 st f(b) >y > f(a)
grado(f, (a,b),y) = grado(®.1, (a,b),y) = { -1 si f(a)>y > f(b)

o si y & f({a,b])-
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EJEMPLO 2.3.6 Sin =2, la aplicacion Il : B1(0) — IR?2 =, tal
que I (2) = 2z*, k = 0, tiene grado k en 0. En efecto, si consideramos
la forma polar de los complejos, z = r(cos@ +isenf) conr =|z ]| y 0 el
argumento de z, entonces
T1x(2) == r*(cosk@ + isenk®).

Dado w un valor regular en el interior de I1x(B,(0)) (w 5% 0), este lo
vemnos como w =| w | (cosf + isenf), por lo que bajo Il tenemos k
imagenes inversas, a saber

z; =l w ](cos(%) + isen(e—_‘_kgz‘—i-)),

§=0,. .. ,(k-1).
Entonces viendo el problema como en IR?
k 6+27 — s O+2w;
detDITx(z;) = det( cos (—"a:z”) :/l w Ilcsenkg*-—*z: )
senk(—L) V1w |kcosk (L)

Y entonces detDIli(2;) = /| w |k que es positivo para cada z;.
Por iltimo, como para todo w en una vecindad del O es regular y

grado(Ilg, B1(0),w) = k&
entonces también
grado(Il,, B1(0),0) = k.
Para el caso conjugado,_l'fk(z) = 2* se resuelve de la misma forma con
la diferencia que detDIl:(z;) es negativo por lo que
grado(ﬁk, B,(0),0) = —k.
-
EJEMPLO 2.3.7 Sea f: W — IR™ continua con W C IR™ abierto
acotado; para cualquier y € IR™ — f(W) no podemos encontrar x € W

tal que f(z) = y, es decir, no tenemos imagenes inversas y ast no hay
signos sumables en la determinacidn del grado por lo que

grado(f,W,y) = 0.
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2.4 Propiedades del grado.

Hemos visto que el grado de una aplicacién continua f : W — IR",
con W abierto acotado de IR™, estd definido para toda y € IR"— f (W),
y es un mimero entero. Entonces podemos considerar la aplicacién

grado(f,W,-) : R* — f(OW) — Z

Sabemos que dada yo € IR™ — f(OW) existe una vecindad
V C IR™ — f(OW) de yo tal que para todo y € V°

grado(f, W, y) = grado(f, W, yo);

entonces podemos decir que la aplicacién grado(f, W, -) es localmente
constante o mejor dicho es continua, donde la topologia de ZZ es la
discreta.

Ahora consideremos la imagen inversa bajo grado(f,W,-)de r € Z:

L(f,w,r)={y € R" — f(OW) : grado(f,W,y)=r}.

Como {r} es abierto y cerrado en Z, I'(f,W,r) es abierto y cerrado
en IR™ — f(8W). Cualquier subconjunto conexo de IR™ — f(8VW) esta
entonces completamente contenido en alguna T'(f, W, r).

Si r 7% 0 entonces I'(f,W,r) < f(W) (véase ejemplo 2.3.7 en la
seccién anterior). En particular T'(f, W, r) es compacto si r £ 0. Y
como

R — f(TV) € T(f, W, 0)

'(f, W, 0) es, en particular, no acotado.
De lo anterior se desprende que

Teorema 2.4.1 Si IR™ — f(8W) es conexo, entonces
grado(f,W,y) =0
para todo y € IR" — f(OW).

De esta tltima propiedad damos un ejemplo.
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EJEMPLO 2.4.1 Tomemos un disco abierto en IRZ,
W={zxeR:|z|<r}, >0,
y una aplicacién continua f : W —— IR?, dada por

fxr, x2) = (21 + T2, T123) = ([L(F1, 22), Fo(x1, 22));

observemos que f(x1,zx2) = f(x2,%1)-
51
Vi = {zreW: :z, < x5},
Vo = {x € W:x, = =z},
entonces f(Vi N (BW)) = f(V2M (8W)) es el arco de pardbola fE(z) —
2fa(x) = 12, por lo siguiente:
En Vy N (OW), 3 + 23 = r2, luego (1 + z2)? — 2x12:5 = 72, 0 bien
F2(®) — 2f2(z) = 12.
Por lo gue IR? — f(OW) es conexo; y entonces dado
y € IR? — f(OW) se tiene gue grado(f, W, y) = 0.
En el caso complejo se tiene algo distinto. Si

W = {(z1,2) €@ : 2,77 + 2273 < r?}

y f : W —= @2 dada como la anterior, f(z,22) = (z1 + 22, 2122). Que,
pensdndola como en IR*, estd dada por

F(z1, %, T2, Y2) = (1 + T2, Y1 + Y2, T1Z2 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1);
tiene como determinante de su derivada

1 0 1 [¢]

_ 0o 1 o0 1 2 e
detD f = det o2 —ya zr —w | = (zy — 22)* + (1 — y2)%;
Y2 T2 Y z
y ya en @2, detDf(z, z2) = (21 — 22)(B1 — 22) =| z1 — z2 |?°= 0 (a

diferencia del anterior cuyo determinante resulta ser xy — z2), siempre
positivo a menos que 2z, = Za.
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Dado (y1,y2) valor regular en f(W) existe (z1,22) € W tal que
f(z1, z2) = (¥1,92)s

pero como dimos la aplicacicn
f(z1, 2z2) = f(z2,21) = (¥1, ¥2)

por lo que y = (y1,y2) tiene dos preimagenes; y no puede tener mas
puesto que resolver la ecuacidn f(wy,w2) = (y1,¥Y2) es equivalente a
resolver el sistema wy + w2 = ¥y, wi1wz = Y2, que nos lleva a su vez a
resolver una ecuacidn cuadrdtica wi — wyy; + y2 = O la cual no tiene
mds de dos soluciones.

Y como vimos ambas soluciones tienen determinante positivo, por

lo que
_grado(f, w, y) = 2.

Para y & f(W), sabernos , grado(f, W,y) = 0.

Ast, Rt — fF(OW) =T'(f, W,0)UL(f, W, 2), y entonces tenemos gque
IR — f(OW) no es conezo, al contrario del caso en IR2. [ ]

En algunos casos la imagen inversa de algiin valor para cierta apli-
cacién como las que hemos estado trabajando, puede encontrarse en un
abierto mas pequefio; veremos ahora que podemos restringirnos a este
abierto y que el grado de la aplicacién restringida no se altera.

Teorema 2.4.2 (De escisidn). Supongamos como antes W C IR"
abierto acotado, f : W — IR™ continua y un valor y € IR® — f(W).
Si tenemos un abierto V € W tal que f~1(y) < V, entonces

grado(f, W, y) = grado(f, V, y)-

Demostracién. .
Tomemos la restriccién f |71 V — IR™, que sigue siendo continua;

aproximemos con una aplicacién continua en V y C! en V, que coincida
con f en OV; a esta la llamameos «.
Peguemos ~ con f en 8W con
_f f(z) V zeW -V
filz) = y(z) V ze€V;
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esta aplicacidn nos asegura que fil(y) C V.
Sea ahora U un subconjunto abierto de V tal que fil(y) c U y

U c V; y aproximemos fi; por una nueva aplicacién g : W —— IR", C?

en W tal que
_ ~(z) V z2€U

9(x) = { Fiz) ¥ z e oW,

¥ que ademds cumpla
| 9(z) — A=) I< ply, L(W = T));

de esta desigualdad y & g(W — U), o bien, g~ (y) < U.
Si r = p(y,g(W — U)), construimos una bola abierta de radio r y

centro en y, Br(y).
Claramente vemos que
B (y) € (B* — g(W — U)) N f1(W).
Por el teorema de Sard podemos encontrar z valor regular de ¢ que
estd en B, (y). Sabemos ya por la definicién de grado de una aplicacién

continua que
grado(f, W, y) = grado(g, W, z).
Pero g~!(z) = v~ !(2) < U < V; entonces
grado(g, W,z) = >, sigldetDg(xy)]
zi€g—1(2)
= sig[det Dg(z;)]

zi€g—(z2)NV

sigldet D-y(x;)]
zi€Y~ 2NV
= grado(v,V, z);

y grado(f,V,y) = grado(~,V, z), de nuevo por la definicién.
Concluimos pues que grado(f, W, y) = grado(f,V,y). L]
Corolario 2.4.1 Supongamos fi : Wi — IR®, fo : Wo —> IR®
continuas con W), Ws> < IR", abiertos acotados. Si y € IR™ con
Flw) = 53 (y) € WinNWe y fi = f2 en una vecindad V' de fi'(v),

entonces
grado(fi, Wi, y) = grado(f2, W2, y).
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Demostracion.
Del teorema, como fi '(y) € V se tiene

grado(f1,W1,y) = grado(f1,V,y),
= grado(fz, V,¥y).

También f5'(y) € V, con esto, grado(fs, Wa,y) = grado(fa2,V,y). Y
de ambas igualdades

grado(f,.W1,y) = grado(fz, Wa, y)-

]
Ahora damos un ejemplo de una sola aplicacién que para ciertos
valores se obtengan grados para cualquier entero positivo.

EJEMPLO 2.4.2 Tomemos el abierto acotado W como el interior
del tridngulo en el plano con vértices B = (0.0), B; = (1,1) ¥y 4, =
(1,-1).

En IV marcamos los puntos

1 ( 1)I+1

=G5, B=G

2 2
4 —1° 4i — 1)’
y unimos 4A; con B;, Az con Ay, By con B y finalmente aos;y
con Aqi_1, obteniendo as? una triangulacicon de V.
Nos tomamos una aplicacion f que sea afin en cada tridngulo me-

nor; entonces basta con indicar donde se aplican los vértices; damos
pues

) v asin = (57—

f(AY=4; . f(Bo)=B , f(B)y=B ., f(oa-y)= Az_1;
y su aplicacion a los tridngulvs menores son:

F(AB2i—1B3iAz;)
F(AB2iBair1 Agiv)
FlAa2io1A2;—1B2i—1)
F(A A 1001 A)
F(LA2—1A2:B2;)

I

ABBAy; = BA,;,
ABBAz+ = BAgity,

DA 1Az B = Ay B,
DAz Ao As; = Ag; Ay,
ANAz_1A2:B.

i

i
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A '=(l.-l)

Figura 2.3: Grado que toma todos los valores enteros positivos.

f es continua en B ya que cada tridngulo se aplica en un tridngulo
o segmento hacia la izquierda, y si tomamos una sucesion en W que
converja a B entonces la imagen de la sucesion también converge a
B. Y en el resto, f es continua porque se pega en cada segmento que
trazamos.

Notemos que los tunicos tridngulos que no se aplican en segmentos
son los tridngulos NAgi A2:B2; (sombreados en la figura) que vamos
a denotar solo por Ngy_y.

Sea y un valor de f tal que y esté en el interior del NAAsi_1AxB;

entonces f~1(y) C UR,intlo;i1. Por el teorema de escision podemos
restringir la aplicacidon a los tridngulos Ao ;. Nuestra aplicacion afin
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es entonces
4iv1

e €= DEEI NS

para los tridngulos Noai—y, y el determinante de su derivada

. 1
detD fai_1(z) = i’_}l - _4_42 =2i >0,

siempre positivo.
As? para y, en el interior del cuadrildtero

A2 Azi1Az2A4, (para 2 2),

su irmagen inversa, f~'(y), consiste de puntos interiores de tridngulos
Dopyparak =1,2,...,1i—1, uno en cada tridngulo y con determinante
de la derivada en ese punto, positivo, obteniendo grados que tornan val-
ores 1,2, ...,1, segin el cuadrildtero en que se encuentre y. Finalmente
siy &€ ANAAB, f~Y(y) =0, que como sabemos grado(f,WV,y) =0. =

El siguiente teorema es una generalizacién del teorema de invarian-
cia homotépica 2.2.2; la diferencia con el anterior es que ahora nuestra

definicién de grado abarca también a las aplicaciones continuas.

Teorema 2.4.3 (Invariancia homotépica). Sea ® : W x [0,1] —>
IR™ una homotopia y y un valor en IR"—®.(8W) V t € [0,1]. Entonces

grado(®o, W, y) = grado(®,, W, y).
Demostracién.

Aproximemos a Pg y €, por dos aplicaciones ¥q, ¥, : W — IR™,
C! en W y tales que

P; low=T; law i=0,1.

Si z es un valor regular de ¥y y ¥, ubicado en una vecindad sufi-
cientemente pequeiia de y, entonces

grado(®;, W, z) = grado(¥;,W,z) ©i=20,1.
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Ahora definimos una nueva homotopia
(1 — 3t)Po(x) + 3tPo(z) te [0 ‘!‘]
H(z, t) = B(z, 3¢ — 1) ¢t e [L 2
(3 — 3t)®1 (z) + (3t — 2)T1(z) te [2,1]

Vemos que en t = %, %, H esta bien definida y es continua. Si
z € 8W, se tiene ¥o(x) = Po(x) y ¥, (x) = $.(x), por como escogimos
las aproximaciones; entonces para t € [0, %], H(z,t) = ®o(z); y para

t € [3,1], H(x,t) = ®,(z). Con esto,
H((8W) x [0,1]) = ®((8W) x [0,1]) & v,

y Hy = Wy, Hy, = ¥; son C! con z valor regular de ambas. Obtu-
vimos, pues, las hipétesis del teorema de invariancia homotdpica para
aplicaciones C! 2.2.2, entonces

grado(Hg, W, 2} = grado(H;, W, z),
lo que implica que

grado(¥o, W, 2) = grado(¥,, W, z);
y por lo tanto

grado(®o, W, y) = grado(®., W, y).

-
Y anilogamente para el caso C', obtenemos como corolario del teo-
rema anterior la generalizacién de 2.2:4:

Teorema 2.4.4 (Determinacién por la Frontera). Sean W C R"
abierto acotado, f1, fz : W — IR™ contznuas, tales que f1 low= f2 law;
siy € IR™ — f1(8W) entonces

grado(fi, W,y) = grado(fz, W, y).

Demostracion.
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Tomamos la homotopifa ® : TV x [0, 1] — IR™, con regla de corre-
spondencia
®.(z) = P(x,t) = (1 — t) fi(z) — tfa(x).
Para z € W se tiene f1(z) = f2(x) por lo que entonces ®(z,t) = fi(z);

vy si y estd en JR™ — f,(OW) entonces estd en IR™ — O, (W) Vit € [0, 1].
Y por el teorema generalizado de invariancia homotépica 2.4.3

grado(®e, W, y) = grado(®;, W, y);

por lo que concluimos
grado(f1, W, y) = grado(fz, W, y).
-
A continuacion damos un ejemplo encauzado a conocer el compor-
tamiento del grado para productos de aplicaciones.

EJEMPLO 2.4.3 Considerermnos dos aplicaciones continuas ambas en

los complejos
S g W -—a,
con W C @ abierto acotado, y tales que O & f(OW) y 0 & g(OW). En-
tonces veremos que grado(f-g, W, 0) = grado(f, W, 0) + grado(g, 'V, 0).
Vemos que para x € W se tiene que f(x) # 0 y g(x) % 0, por lo
que también (f - g)(x) % 0. Ya sin pérdida de generalidad supondremos

que f y g son C* en W.
Se € € (0,1) tal que

| F(2)9() |
< TF@ I+ le@T+i “=<oW;

de aqui tanto | f(z) | como | g(z) | son mayores que € st z € W, pues

se tiene gque

| f(=) Il g(=) |
(7@ [+ Te(@) | +1 <1 f@ 1 vzeaw

FEsta desigualdad vale también para g(x).
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Sea a valor regular de f con | a|<e€, y f~'(a) = {z1,...,xp}. Sea
b valor regular de g, con | b |< € y tal que b # g(x;) parai=1,2,...,p.
Sea g=1(b) = {y1,...,¥q}-

De esto,
’ - grado(f,W,0) = grado(f, W, a)

¢ grado(g, W, 0) = grado(g, W, b).
Definimos ahora una aplicacién h : W —— &, dada por
h(z) = (f(2) —a)(g(z) — b),
Ct, que se anula en 1,...,Tp.Y1,...,Yq. Luego
Dh(z:) = D f(x:)(g(z:) — b)
y

Dh(y;) = (f(y;) — a)Dg(y;).

Si usamos notacion compleja

f(s,t) = wui(s,t) +ivi(s.t) , g(s,t) = ua(s, ) + iva(s, 1)
a=a; +iaz , b=b;y + iby;

y haciendo cdlculos como en IR?

— — (s — Suy  Bup
D)= (w2Zp oW ) (E £ )= we-npre),

por lo que detD f(x;) = det(g(x;) —b)detD f(x;:), de donde det(g(x;) —b)
tiene que ser positivo. De igual forma se observa que det(f(y;)—a) > 0.

]

Entonces ,
sigldetDh(z:)] = sigldetDf(x;)]
y sigldetDh(y;)] = sigldetDg(y;)].
Con esto
grado(h, W,0) = ST sigldetDh(zk)],

zx€h—1(0)
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= 3 sig[detDh(x;)] + >_ sig(detDh(y;)],
x5 V5
= 3 sigldetDf(x;)] + 3 sigldetDg(y;)],
X4 y]
= grado(f, W, a) -+ grado(g, W, b),
= grado(f, W, 0) + grado(g, W, 0).
Pero aiun falta comprobar que realmente .
grado(f - g, W, 0) = grado(h, W, 0).
Aqut la prueba.

Nos tomamos la homotopia F(z,t) = (f(x)—ta)(g(z)—tb). Chegue-
mos que para x € AW se cumple que F(x,t) % 0 Vt. Sea z € W,

entonces

F(z,t) = f(z)g9(z) — t(ag(x) — bf(z) + tab),

pero
| flz)g(z) | > el f(2) ]|+ |g(x)]+1)
> el f(x) |+ | 9(=) ]| +e

esto por como tomamos €; entonces

| F(z,t) | > el f(x) ]| +1g(x)]|+e) —t]|ag(z) | —t]|bf(z)|
—t| tab |
> el f(z) |+ 1glx) | +e) —te(l g(z) | + | f(=) | +2e)
= (| f@ | +19(@) )(ec — te) + (e — t?€) > 0.

Ast, F(z,t) #0 Vte [0,1] yVzr € OW.
Por el teorema de invariancia homotdpica

grado(f - g, W, 0) = grado(h, W, 0).

Y por lo tanto
grado(f - g, W, 0) = grado(f, W, 0) + grado(g, W, 0).
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Un método que nos facilita el cidlculo del grado es cuando la imagen
inversa del valor en cuestién de la aplicacién se encuentra en abiertos

ajenos.
Si se hacen cdlculos por separado serd igual a tomarlo para todo el
dominio abierto. EIl teorema de escisién ya nos facilitéd un poco esto.

Formalicemos.
Teorema 2.4.5 (Aditividad). Seen W y f igual que antes. Supon-
gamos que para y € IR* — f(OW), f~(y) = A; U Az con A; y A»
cerrados y ajenocs. St Wi, Wao son abiertos ajenos gque contienen a A,
Ao respectivarnente, entonces

grado(f, W, y) = grado(f, W1, y) + grado(f, W2, y).

Demostracidén.

Por las propiedades de espacio métrico de IR™, siempre podemos
encontrar abiertos V; talesque A, Cc V, c W;, i = 1,2y ViNV; = §;
entonces podemos suponer los W; de tal manera que W; N W3 = 0.
Como f~1(y) < W1 U Wa, por el teorema de escisién 2.4.2

grado(f, W,y) = grado(f, W1 U Wa, y).

Restrinjamonos entonces al abierto W’ = W; U W,
Sea g : W7 —— IR™ una aproximacién C! de f : W7 —» IR"™, que

coinciden en 8W’, y z € IR™— g(8W’) valor regular de g en una vecindad
suficientemente pequefia de y para que

grado(f, W', y) = grado(g, W', z).
Como W;-y W, son ajenos, y g |w, es una aproXimacién C! de f |w,

tal que g low= f [sw, ¢ = 1,2, se tiene que

grado(f,W,, y) = grado(g; Wi, z) i=1,2.

Y entonces
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grado(g, W',z) = >  sigldetDg(x)]

zeg~1i(z)
= >°  sigldetDg |y, (x)]
:I:Egl'w‘1 (=)
+ 2 sigldetDg |w, (x)]
::Eyl_w‘z(:)

grado(g, Wh, z) + grado(g, Wz, z)
grado(f,Wh,y) + grado(f, Wa, y).

Por lo tanto

grado(f, W,y) = grado(f,W',y) = grado(f, Wh,y) + grado(f, Wa,v),

que es lo que quetialmos. -
Se puede demostrar por induccién (y se observa facilmente) que el
teorema se cumple si la imagen inversa del valor tomado se descom-
ponen en cerrados ajenos, que estdn contenidos en abiertos también
ajenos.
Ahora veamos otro resultado: cuando la aplicacién estd definida en
abiertos no necesariamente ajenos.

Teorema 2.4.6 Sea W = W, U W, C IR" con W, W, abiertos acota-
dos, f : W —— IR™ continuayy € IR™ tal quey & f(OWh), vy & f(OW2).
Entonces se cumple que

v &€ f(OW), vy & f(a(W1n Wa)).

y ademds

grado(f,W,y) = grado(f,W1,y)+ grado(f, Wz, v) —
—grado(f, W1 N Wa,y).

Demostracién.
Con contenciones simples se demuestra que 8W < (8W),) U (8W5).
Por lo que
fF(BW) < f(OWh) L f(OW2);
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y si ¥ no estd en el lado derecho de la contencién entonces y € f(8W),
como se queria. De igual modo se demuestra que &(W1NWs2) C (W)U
(8VV2), Yy asi

FEW, N WYL)) C f(BWL) U f(OWe2),

por lo que ¥y € f(8(W; N W3)). Con esto, el grado en W y el grado en
W, N W, ya pueden ser calculables.

Definamos
Vie = Wi1inW,,
Vi = Wi —W W, =W, — Vi,
Vo = Wo—W, 0 Wa = Wa — Vig;

asi f~' ¢ ViU Vo U Vi,
Por escisién y por el teorema anterior podemos hacer

grado(f, V1,y) + grado(f, V2 U Viz,y)
grado(f, Wi,y) — grado(f, Via,y)
+grado(f, Va U Via, )

= grado(f,W1,y) — grado(f, V12,¥)
“+grado(f, Va,y) + grado(f, Via, ¥)

= grado(f,W1,y) + grado(f,W2,y) —
—grado(f, Vi2,y)

= grado(f,Wi,y) + grado(f, W2, y)

—grado(f, W1 0 Wa, ).

grado(f, W, y)

Y acerca del producto de dos aplicaciones

Teorema 2.4.7 (Multiplicatividad). Consideremos las aplicacio-
nes continuas f; : W, — IR™, fo : Wy — IR™ con W, < IR™,
Wa C IR™ abiertos acotados. Siy, € IR™— f1(OW),) yy2 € IR*— f(OW>)
entonces

grado(fi x fo, W1 x Wa, (y1,y2)) = grado(fi, Wi, y1)grado( fz, Wa, yz).
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Demostracion.
Ya que f; y f. son continuas entonces también lo es la aplicacién

f1 x fa: W, x W, — IR™ x IR™, que estd dada por
(1 x f2)(z1, 22) = (f1(z1), f2(z2)).
De las hipétesis fi-1(y1) € W1 y f5-'(y2) € Wh, entonces se tiene
(f1 % £2)" s w2) = Fit () x [ (y2) < Wi x W

con esto, si podemos calcular el grado de f; x f2 en (y1, y2).

Sean g;, g» respectivas aproximaciones de f, y f2, con g; |law,=
f1 lew,, para i = 1,2. Sabemos que en y; ¥ en y» podemos encontrar
vecindades y valores regulares, z;, z2, en estas, tales que

grado(fi, Wi, ;) = grado(g;, Wi, z:) i =1,2.
La imagen inversa de 2z, y 2 son
91—1(21) ={a1,...,ap},
92_1(22) = {b1,..., b4},
para ciertos p y ¢ enteros positivos. Consecuentemente para (zi, 2Z2)
valor de (g1 x g2) |w, xw, se tiene

(91 % g2) 7 (21, 22) = g7 (21) x g5 (22) B (ai, b5),

oy — [ Dgi(ai) 0

Diay x g2)(an ) = (PO 0,0 ).
cuyo determinante es entonces

detD(g, < g2)(ai, b;) = detDg,(a;)detDga(b;) % 0

por ser a; y b; puntos regulares. Hemos demostrado pues, que (z1, z2)

es valor regular de (g1 < g2) |w; xwa-
Con esta expresién del determinante

grado(gy x gz, Wy x Wa, (21, 22)) = > sig[detD(g1 x g2)(a:, b;)]
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= 3 Z siy[detD(gx % g2)(ai, bj)}

i=1enp j==1,..

?: szg[dethl(a-)l e sig[dethz(b_,-)]
i=1l,...p J=1,.

grado(gy, Wi, z,)grado(gs, Wz, 22).
La demostracién estard completa si demostramos que

grado(fi x f2, Wy x Wa, (y1,y2)) = grado(g: < g2, Wi X Wa, (21, 22)).
Tomemos pues la homotopia @ : {0, 1] x W) x W; — IR™ x IR que la
damos de la siguiente forma

(¢, Ty, T2) = ((1 ~ ) filzr) + g1 (z1), (1 — t) fa(z2) + tgz(l‘z))
Veamos que (1, y2) 7 ®(t,xy,xT2) V¢ y para (x,,xz2) en 8(W1 = PVg)

Si (z1,x2) estd en la frontera del producto sucede entonces que,
ox € OV, 0oz &€ OW,L. Si x,

€ 8W,, por como escogimos a g,
g1{z1) = fi(x1) y entonces

(A =) fi(z) + tgilz) = fi(z1) # 0,
por lo que entonces (i1, ¥2) # B(t, x1, x3) para tales (x,,z2); y de igual
forma se demuestra si 2 € W%

Entonces por el teorema de invariancia homotépica

grado(fy x fz, W1 x Wa, (y1,¥2)) = grado(gy x g2, Wi x Wa, (11, ¥2)),

y el lado derecho de la igualdad es a su vez igual a

grado{g1 % go, Wy x Wy, (21, 22))

Por lo tanto concluimos
grado(fi x fz, W1 x Wa, (y1,y2)) = grado(fi, W), y1)grado(fz, Wa, y2)

' ‘n
Y como consecuencia de la multiplicatividad
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Teorema 2.4.8 (Estabilidad). Sean f : W —s IR" y g : U —>
IR™*" continuas con W C IR™ y U ¢ IR™ x IR™ abiertos acotados
tales que U < IR™ x W, y g(x1,z2) = (x1, f(x2))- Entonces para
(v1,¥2) € IR™ x IR™ con {sh} % f~1(y2) C U se tiene

grado(g, U, (y1,¥2)) = grado(f, W, y2).

Demostracién.
De la continuidad de f el subconjunto {y1} < f~!(y2) de U es cerrado,

entonces por la normalidad de JR™*" podemos encontrar un abierto
acotado V' C IR™*" tal que

{nlxsfy)cVcVal
v ademds que V = W, x IV; con Wiuna vecindad abierta de y; en IR™,
y W2 vecindad abierta de f~(y2) en R™.

Asf g7 (v, p2) = {n} x fTHy) W1 x W c W x W C U C

R x Wy f~Yy) c W2 TV C W
Por el teorema de escisiéon podemos tomar las aplicaciones restringi-

das g |y, f |7, ¥ obtenemos
grado(g, U, (31, ¥2)) = grado(g, V, (y1. ¥2)),

pero a g podemos verla como el producto i x f, donde i es la inclusién,

¥y entonces

grado(g,V, (y1,¥2)) = grado(ix [,V x Wa, (y1.y2))
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= grado(i, W, y1)grado(f, W, yz2)
= grado(f, W2, y2),

y este iltimo es igual a grado(f, W, y2) ya que f~!(y2) estd contenido
en Wy, € W y por lo tanto

grado(g, U, (y1,y2)) = grado(f, W, y2).
-
Para fijar ideas un poco, veamos un ejemplo en donde usamos la
estabilidad del grado.
EJEMPLO 2.4.4 St damos k € Z,vamos a encontrar una aplicacién
gr: U —> IR"
para cada natural n > 1, continua con

U={zeIR":|z|< 1},

| gx(z) |=| x| Vz &€ U ygrado(gs.U,0) = k.

Si suponemos n = 2 podemos considerarnos en el plano complejo,
y la aplicacidn casi como la aplicacion potencia w : W —> @ con
W el disco unitario en @ = IR?, es decir, mx(z) = 2*; sin embargo la
condicion | mx(2) |==| z | solo se cumple para z en BW ; modifiquemos
un poco esta.

En la forma polar de los complejos z = r(cos@ +isen®B), con T =| z |
y @ el argumento de z. Definimos entonces

fr(2) = r(coskf + isenk®),

y procedernos como en el ejemplo 2.8.6; de este modo | fr(2z) |=| = |

Vz € W y grado(fi, W,w) = k Vw 3# 0 como gqueriamos y es positivo
o negativo segun el signo de k. As?

grado(fix, W,w) = k.

Luego para nn > 2 hacemos uso del teorema de estabilidad, con W C
@ como paran = 2, y U < IR* 2 x IR? = JR"™ como estd definida
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en el teorema, y ademds que U C IR"2 x W. FEntonces la aplicacidn
gk : U — IR™ la damos como necesitamos para el teorema, es decir,

gx(Z1, 2) = (1, fx(x2)) donde z; € W, yfx como antes.

Ast para (Y1, y2) valor regular de IR™~2 % IR? (y por tanto y2 valor regular
de fr en IR?), con {11} = fi'(y2) subconjunto de U, se tiene
grado(ge, U, (¥1,¥2)) = grado(fi, W,y2) = k.

En particular esto se cummple para todo (y,,y2) en una vecindad del cero
{que no es wvalor regular}, por lo tanto

grado(gk, U, 0) = k.

[ ]
Ahora definimos otro producto. Consideremos dos aplicaciones con-
tinuas f : V — IR™, g : VXW — IR con V c IR, W < IR"
abiertos acotados como siempre hemos tomado. Definamos
fxg:V x W — IR™ x IR"

de la siguiente forma

f =g(v,w) = (f(v), g(v,w)).

Ya que cada entrada es una aplicacién continua el nuevo producto
también es continuo. Y con esta definicién damos el siguiente

Corolario 2.4.2 Sean V < IR™ un abierto acotado convezo, W C

IR" abierto acotado, y dos aplicaciones continuas f : V. —» IR™, g :

VW — R" continuas. Con esta dltima definimos para cada v € V

la aplicacién g, : W —— IR™ con regla de correspondencia g,(w) =

glv,w). Siy, € R™ — f(BV) yy, € IR™ — g,(BW) Vv € V, entonces
grado{(gy, W,y2) =r VYv €V,

es decir, el grado es constante, y

(w1, y2) € R™H" — f %g(8(V x W)),
con lo que

grado(f xg,V x W, (y1,¥2)) = grado(f, V,y1)grado(g,, W,y2} Yv € V.
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Demostracién.
Fijemos a € V; con esta tenemos la aplicacién continua g,(w) =

g(a, w). Luego para una v € V damos una homotopia @ : W %[0, 1] —
IR™ de la siguiente forma
P(w,t) = gaa—tyv+ea(w);
observemos que ®(w, 0) = gy(w) y ®(w, 1) = ga(w).
Probemos que y» & ®,(31W) Vi € [0,1], o bien, que para toda

w € 8W se tenga que y2 #% O (w) Vit e [0,1].

Si w € 8V, por las hipétesis sobre y» se tiene que y2 # g,(w) Vv €
V', en particular en el segmento (1 — t)v + ta que esti completamente
contenido en V' por ser convexo; de este modo ¥z # gu—tv+ea(w) VE,

esto es, yz 7 P (w) V¢t € [0,1] y w en OW.
Del teorema de invariancia homotdépica se tiene que

grado(ga, W, y2) = grado(g,, W, y2),

pero v fue arbitrario en V' por lo que la igualdad se cumple para todo
v € V; asi, si grado(g., W, y2) = r entonces grado(g,, W,y2) =r Vv &

V', como se queria.
Ahora veamos si se puede calcular el grado para »x. Si (v,w) €

8(V x W), puede suceder que v € 8V o w € IW; si suponemos lo
segundo, y» 7 g,(w) Vv € V por las hipétesis (mas en general, sucede
para todo el segmento que une v con a) Yy entonces

(y1,92) # (f(v), gu(w)) = f =xg(v, w);
por otro lado si v € 8V, ¥, # f(v) y también
V1, y2) # f mg(v, w).

Asi, ya el grado puede ser definido.
Consideremos otra homotopia
¥V X W x[0,1] — IR™?, W(v,w,t) = (F(v), ga-tyv+ta(w));
ya que (71,%2) estd en IR™*+™ — ¥ (V x W) Vt € [0, 1] podemos utilizar
invariancia homotdpica,
grado(Wo, V' x W, (y1,%2)) = grado(¥,,V x W, (y1, v2)).
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Luego por multiplicatividad
grado(¥,,V x W, (y1,y2)) = grado(f,V, y1)grado(ga, W, y2).

Por otro lado grado(¥o, V' x W, (y1, ¥2)) = grado(f xg,V x W, (y1, ¥2)).
Entonces

grado(Wo, V < W, (y1, y2)) = grado(f, V, n)grado(ga, W, v2),
o bien

grado(f xg,V x W, (y1,y2)) = grado(f, V,y1)grado(g,, W,y2) Vv € V.

-
Hemos visto como se comporta el grado cuando el dominio de la apli-
cacién se descompone en abiertos disjuntos y cuando descomponemos
la aplicacién a subconjuntos abiertos del dominio (escisién); también
cuando hacemos el producto directo de aplicaciones continuas (rmulti-
plicatividad).
Ahora le toca el turno a la composicién. Empezaremos dando un
teorema con restricciones a nuestras aplicaciones.

Teorema 2.4.9 (Funtorialidad). Sean f : V — IR®, g : W —>
IR™ continuas, con V, W C IR" abiertos acotados; st z € IR™ es tal
que g~ (2) € W y f~ (g =) € V, entonces para y € g~ '(z) el
grado(f,V,y) es calculable. Y si grado(f,V,y) = K Vy € g~ '(z),
entonces

grado(gof, VO f~Y (W), z) = grado(f, V,y)grado(g, W, z) Vy € :9_1(2)~

Demostracién.

En efecto el grado(f,V,y) se puede definir con las hipétesis, pues
cuando se pide f~!(g~1(2)) C V estamos pidiendo que g~ !(2) < f(V),
o bien, que g~(z) <€ IR™ — f(8V); basta tomar entonces y en g~'(z).
Por las propiedades encontradas al comienzo de la seccidn

IR™ — f(OV) = UrezI'(f, V. 1),
donde la unién es ajena y

L(f,Vir) ={y € R" — f(8V) : grado(f,V,y) =r}
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es abierto. Pero grado(f,V,y) = K Vy € g—1(z); esto quiere decir que

g~ Yz) c I'(f,V,r) para r € Z fijo.
Denotamos W, = W N I'(f, V,7), que contiene a g—(z) (debe estar

en ambos); entonces (go f)"1(z) = f~1(g~'(=z)) c f~(W,). También
denotamos V, = f~1(W,), para que tengamos
Vo= f1(Wnr(fV,r) c fY(CFHVr) v,

¥ entonces tenemos que {(go f)"(z) < V. C V.
Por iltimo, con la escisién se dan las siguientes igualdades

grado(f,V,y) = grado(f,V;,y),
grado(g,W,z) = grado(g, W, z).

Ademads también por escisién tenemos
grado(go f, VN f~Y(W), 2) = grado(go f, V, ).
En el resto de la demostracién consideraremos solo las aplicaciones

restringidas segin correspondan a V., TW,.
Notemos que si V; = f~1(1}.) se tiene f(V;) C W,; y ademads, dado

que f es continua, f(8V;) € OW,. Vamos a aproximar f [;  por una
aplicacién f’: V, — IR™, que sea C! en V, y ademds cumpla que

| F/(z) — F(z) |< p(f(z), R" —W;) Yz eV,

y
| f'(z) — f(z) |=0 Vz e dV;.
Como f(V;) € W, la primera desigualdad se vale y entonces
f(V:) < Wi

También f/(8V,) € 8W,, pues f(8V;) < W, y f y g coinciden en
8V,. Ahora aproximemos g por g' : W, —s IR", C‘jn W, y que
coincide con g en OW,.. Luego la composicién g’ o f’ : V., — IR™ es
una aproximacién C! de go f y también son iguales en la frontera de
V>. Con esto se cumple

grado(f,Vr,y) = grado(f’,V;:.,¥"),

grado(g,W,,z) = grado(g’,W;,,2'),

grado(go f,V;,z) = grado(g’ o f',V;,2)



66 CAPITULO 2. EL GRADO DE UNA APLICACION

con z’ valor regular de g’ suficientemente cercano a z en donde el grado
no cambia, y que ademads su imagen inversa bajo g’, g~ 1(z'), esté en
W, =W NI(f,V,7) ( se d4 por haber tomado la restriccién); también
y' € g'~1(2') € W,, valor regular de f cercano a y.

Entonces por regla de la cadena D(g’'o f')(z) = Dg’(y")D f'(x) para
z € fF YY) y ¥ € g~1(2'); con determinante

detD(g' o f)(z) = detDg’'(y')detD f'(z) # O.
Y calculando

grado(g’ o f', Vs, 2")

i

sigldetD(g" o f")(x)]
ze(glof)—1(2)
= > sigldetDg’(y")]
yeg'—1(z)
sigldetD f'(x)]
zef'"~y’)
= grado(g’', W, 2') = grado(f',V,, y"),

que comparando con las igualdades obtenida anteriormente se obtiene
grado(g o f,V, z) = grado(g, W, z)grado(f,V,¥) Yy € g7*(z2).

-
El hecho de restringir la aplicacién f a que el grado de esta fuera
constante para todo punto en g~ !(z), ademids de facilitar la demos-
tracién, es porque es mas utilizable, por lo menos en el resto de este
trabajo. Sin embargo aqui damos la generalizacién.

Teorema 2.4.10 Sean f y g igual que antes, z € IR™ tal que g~(z) C
W y f~Y(g71(2)) € V. Entonces, con W, = W NI(f,V,7), ezisten
T1,- .., Tk tales que

g7 (2) c UL, W,
es decir, (g (D)MW, =0 sir & {r1,...,7x} ) ¥
grado(go f,V N f~H (W), z) = > rgrado(g, W, 2).

TEZ



2.4. PROPIEDADES DEL GRADO. 67

) Demostracion.
Como vimos en la demostracién anterior

_ 97(=) € R — F(8V) = UrezD'(f, V,7),

pero también g—!(z) € W y es compacto por lo que
97H(2) C Urem (W NT(F,V,7)) = UrezW,;,
es unién ajena y g~ !(z) <€ UL ,WW,,, entonces podemos decir que
g DN W,.,=0 si re& {ri,...,7x}
También vimos que V. = f~1(W,;) C fF~1(I(f,V.7)) C V, con esto
FTH g™ (=) < IR W) = UL W,

¥y como los W,. son ajenos por pares también V;, lo son.
Entonces ya podemos calcular el grado en cada V,, y sumarlos para

obtener el grado en V' N f~1(W), esto es
&
grado(g o f,V N f71(W),z) = 3 grado(g o f, Vi,, 2),
i=1

donde cada grado(go f, Vi+i, 2) podemos calcularlo como 2n el teorema

anterior
grado(g o f,Vr,,2) = grado(f,Vr,y)grado(g, W;,, z)
= rigrado(g, Wr,, z).

Por lo tanto
k
grado(g o f,V N fTY (W), 2) = 3_ rigrado(g, Wr,, 2).
i=1
Por iiltimo, parar € {r1,..., 7}, sucede que W,Ng~1(z) = @ por lo que
grado(g, W, z) == 0 como sabiamos; de este modo podemos extender la

suma

grado(g e f,V N f~Y (W), z) = 3_ rgrado(g, W;, z).
rez
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2.5 Aplicaciones.

Hasta ahora hemos desarrollado un poco lo que es la teoria de grado, con
algunos ejemplos en los que se calcula, pero no hemos visto aplicaciones
de nuestra teoria. El siguiente teorema, sin llegar a ser una aplicacidn,
nos describe, con ayuda del grado un comportamiento notable de los

homeomorfismos.

Teorema 2.5.1 Para V C IR™ abierto acotado conezo y cualquier apli-
V —— IR" continua que manda V homeomorfamente a

cacién h
h(V) < IR"®, se tiene que
grado(h,V,y) = 1 Vye& h(V),
6 grado(h,V,y) = —1 Vy & h(V).
Demostracién.

Sea ¥ € A(V); como A(V") es homeomorfo a V', existe un solo punto
v € V tal que A(v) = y; pero no se aclara que no exista v € 8V que
también cumpla A(v’) = y, esto para que y € IR™ — h(8V), puesto que
el homeomorfismo solo se restringe a V. Demostremos pues que esto

no sucede.

Supongamos que si existe tal v. Tomemos U’, UU vecindades abier-
tas de v/, v respectivamente, U/ puede considerarse un abierto relativo
en V ya que v’ estd en 8V, y como tal U’ NV # 0; U lo tomamos
completemente contenido en V' y tal que UNU’ = 0.

Por el homoeomorfismo, A(U) < h(V) es un abierto que contiene a
v, luego su imagen inversa, A~}(h(U)), es una vecindad de v y v/, en
particular U' Nh~ Y (AU)) NV # 0.

Otra vez por el homeomorfismo, la imagen inversa de cada valor
en A(U) tiene un solo punto en U , por lo que entonces en el abierto
VvV NU’ C V no hay tales puntos, es decir VN U' n A~ (A(U)) = 0,
contradiciendo lo dicho anteriormente. Por lo tanto no hay v’ en 8V
tal que A(v’) = y.

Entonces ya podemos tomar libremente y € A(V') y su respectivo
» € V tal que h(v) = y. Sea U vecindad abierta de v y tal que U C V..
Por escisién
grado(h, V,y) = grado(h, U, y).
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A Tora U es homeomorfo a h(U) = hA(U); por otra parte definimos
g =hl|z7: R(U) —> IR". Como
g7 W)=y ChU), AlF (TN =hIF W) =,

y grado(h,U,y) es constante para y € g~ '(v) (pues g—!(v) solo contiene
a. 2/), podemos usar el teorema de la funtorialidad y obtenemos

grado(g © h |7, U, y) = grado(g, h(U), v)grado(h,U,y) Vy € g~'(v).

Pero go k |g=1i, en la que sabemos grado(:,U,y) = 1 por el ejemplo
2 _3.2. Asi los dnicos casos posibles del grado(h, U, y) son +1, —1.
Y por lo tanto

grado(h, V,y) = 1 Vy € hA(V).

Entonces tenemos tres casos: o bien -
grado(h,V,y) =1 Yy € A(V)
en cuyo caso se dice que h preserva orientacién, o bien
grado(h,v,y) = —1 Vy € h(V),
«gue se dice que h invierte orientacién; o bien que existan y;,, 2 €
F2 (V) tales que grado(h,V,y1) = 1 y grado(h, V,y2) = —1. Un ejemplo

e esta 1iltima situacion es el siguiente:
B=JEMPLO 2.5.1 Tomemos el abierto
V = {(z1,x2) € IR? :| z2 |<| 1 |< 1}

2z ah: V — IR? la damos por h(zx1,z2) = (1, T1Z2); observemos que

Y P=

= | <

V no es conero puesto que los puntos (0,z) Vz tales que | z |< 1 no
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estdn en V.

Como cada entrada de h es continua, esta también lo es, ademds
puedo encontrar h~(z,,xz) = (z1,22) que es continua en h(V). De
este modo h es un homeomorfismo de V en h(V).

Si y estd en h(V'), para cada = = (z1,72) € V y x € h™'(y)

detDh(z) = det ( 10y _ 4,

o I
entonces si 1 > 0, grado(h,V,y) = +1 y st z, < 1, grado(h,V,y) =
—1. Y el mismo homeomorfismo preserva e invierte la orientacidn. =

Como consecuencia de este dltimo obtenemos el siguiente resultado
que nos dice como se comporta el grado de una aplicacién cuando se
hace una transformacién a las coordenadas via un homeomorfismo.

Teorema 2.5.2 Consideremos f : W — IR"™ continua con W c IR™
abierto acotado, y sea h : V. — IR™ continua, con V abierto acotado y
tal que h es un homeomorfismo de V a h(V). Entonces:

i) siyeV y f~Y(y) € W esto implica que

grado(f, W,y) = £grado(h o f,W N A~Y(V), h(y)),
ii) siy € IR™, f~*(y) € WNh(V) y h conserva la orientacidn, entonces
grado(f, W, y) = +grado(f o h,V NA™Y (W), y);
o st h invierte orientacion
grado(f,W,y) = —grado(f e h, VN ATI(W), y).

Demostracién.

(i) Lo que queremos es aplicar el teorema de funtorialidad para
ho f lwns-1(v). Sea z = h(y) € h(V); como h es homeomorfismo en
V podemos hacer y = h~1(z) < V; por hipétesis f~}(y) < W o bien
F~1(h~'(2)) € W. Ahora h™!(z) solo consta del punto y, por lo que
grado(f, W, y) es constante, y entonces

grado(ho f,W n f~Y(V), 2) = grado(f, W, y)grado(h,V, z)
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para y = h~1(2). El teorema anterior nos advierte grado(h, V,z) = =1
para toda z en A(V'), y por lo tanto .
grado(f,W,y) = f=grado(h o f,W M f~1(V), 2).
(i¢) Tomemos z en f~1(y) € A(V), entonces por el teorema anterior
grado(h,V, z) = =*1.

Si h preserva orientacidn el signo es + y en la regién donde se preserva
(en I'(h, V, 1)) el grado es constante. Nuevamente por el teorema de la
composicién

grado(f o h,VNAYW),y) = grado(f,W,y)grado(h,V,z)
= -grado(f,W,y).

Analogamente en la regién donde £k invierte orientacidén (en I'(2, V, —1))
el grado es constante. Y entonces

grado(fo h, VNA Y (W), y) = —grado(f, W, y).
‘=
Para apreciar un poco nuestra teoria daremos una demostracién

del conocido teorema de descomposicién de Jordan utilizando lo hasta
ahora expuesto. Esta demostracién fue dada por Leray en 1950.

Teorema 2.5.3 (Descomposicién de Jordan). Dados dos subcon-
juntos compactos K y L en IR™ homeomorfos, se cumple que IR™ — L
es conexo si y solo si IR™ — K es conezxo; o equivalentemente, si K

descompone a IR™ entonces también lo hace L.

Demostracién.
Excluiremos el caso n = 1 pues dado cualquier compacto en IR,
este es un intervalo (o unién de intervalos) cerrados y su complemento

claramente no es conexo; con esto el enunciado equivalente se cumple.

Caso n > 1. Supongamos que con alguno de ellos, digamos K, se
tenga IR™— K no conexo, entonces existe una descomposicién, IR"—K =
UuV, con U y V abiertos ajenos no vacios. Como K en particular
es acotado podemos encontrar una bola abierta B de radio finito que



72 CAPITULO 2. EL GRADO DE UNA APLICACION

contenga a K; entonces JR™ — B que es conexo no acotado en IR — K
debe estar contenido en U o en V, supongamos que estid en V que
también serd no acotado, luego entonces U se encuentra en B por la
conexidad de JR™ — B, y por lo tanto es acotado; mas atin K UU =

R™ -V,

La propiedad de cerrado de IR" — V implica que K UU es compacto,
entonces se cumple que U € K UU = K UU. o mejor aun, 8U C K.

Ahora tomemos Ak el homeomorfismo entre X y L. Por el teorema
de extensién de Tietze (1.4.1) podemos encontrar f : K U U — IR"
continua tal que f |g= h.

Como K UU es compacto también lo es f(KUU), entonces podemos
suponer que la bola B que escogimos también contiene a f(K U U).
También por Tietze podemos extender A~! en L a todo B por una
aplicacién continua g : B — IR"™ (g [r= A~!) tal que g |pp= i, la

identidad.
Ya que U C K, la aplicacién go f : U — IR™ es tal que

go flou=h"toh|or=1|ov
y entonces
grado(g o f, U, z) = grado(i,U,z) =1 Vze& U,
la primera igualdad porque ambas aplicaciones coinciden en la frontera

de U.
Notemos que g~ !(U) < IR™ — L, pues de otro modo si existiera =

en g~ (U) y en L tendriamos que g(z) € U y g(x) € K contradiciendo
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entonces que U M K = §; ahora si nos fijamos en un punto z, € U, se
tiene

g ) Cc g (UYCIR" — L =IR" — f(K) C IR" — f(8U)

v si se supone que para todo y € g~ (zp), grado(f, K UU,y) = 0, es
decir, es constante, entonces

grado(ge f, U, z0) = grado(f, KUU, y)grado(g, B, zg) = 0 Vy € g~ (zp).

contradiciendo el anterior resultado del grado de go f en 2. Asi en-
tonces existen valores y € IR™ — L tales que grado(f,K U U,y) #
0; por otra parte podemos encontrar valores y en IR™ — L tales que
grado(f, K U U,y) = 0, por ejemplo un y € IR" — B.

Con esto vemos que I'(f, K UU,r) # 0 para algin r # 0 entero y
T(f, K UU,0) % 0, y por lo antes expuesto acerca de los conjuntos I,
concluimos que JR® — L no puede ser conexo, obteniendo asi nuestro
resultado.

: -

En la demostracidn utilizamos el hecho conocido de que para una
bola (abierta o cerrada) B su complemento JR™ — B es conexo. Esto se
generaliza rapidamente a que lo mismo sucede para cualquier subcon-
junto K C IR™ homeomorfo a B. Similarmente cuando el complemento
del conjunto es no conexo; por ejemplo, para SP?(a) una esfera en IR"
con centro en a y radio » > 0, su complemento consta de los abiertos
{xe R*"': |z —al|> 1} y {z € R*' ;| z — a |< 1} ajenos; y para
cualquier conjunto homeomorfo a S7(a) el complemento también serd
no conexo.

Teorema 2.5.4 (Invariancia de Dominio). Sea f: X — IR™ una
aplicacion continua e inyectiva, con X < IR"™ un abierto cualgquiera,
entonces f(X) es abierto.

Demostracién.

Para n = 1. Un abierto en JR puede verse como una unién de
intervalos abiertos; para nuestros fines nos basta con tomar un abierto
(a, b) no vacio.
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Sea z € f({(a,b)) ¥y ¢ € (a,b) tal que f(c) = x. Por la normalidad
de IR podemos encontrar un cerrado [a’, '] € (a,b) con ¢’ < b y que
c € (a’, b'); sin perdida de generalidad supongamos que f(a') < f(&');
asi

f(a, b)) D F([a,0']) > (f(a'), F(6D)-
La dltima contencidén resulta del teorema del valor intermedio puesto
que para cualquier elemento z entre f(a') v f(d') existe un y € (a',¥")
tal que f(y) = z.

Lo que queremos es encontrar un abierto que contenga a x y que esté
completamente contenido en f((a, b)). Proponemos V' = (f(a'), F(&")),
que ya estd en f((a,b)). Si este contiene a z ya terminamos. Si no,
puede suceder que z = f(b') o z < f(a’); las igualdades estrictas no
se dan porque entonces f dejaria de ser inyectiva. Entonces se puede
tener una de las desigualdades siguientes

z > f(¥') > f(a),
z < f(a") < f(&).

De la primera se obtiene que b estd entre ¢’ y ¢ y de la segunda que a’
estid entre b’ y ¢, y ambas desigualdades nos llevan a una contradiccién
ya que supusimos que ¢ € (a’,b'). Y por lo tanto x debe estar en
VvV < f{(a, b)), i.e., f((a,b)) es abierto.

Paran > 1. Sea b € f(X) y a en X tal que f(a) = b: por la
normalidad de IR™ podemos encontrar una bola cerrada centrada en
a, B(a), completamente contenida en X. Luego la aplicacién de B(a)
sobre f(B(a)) es continua y biyectiva.

Como B(a) es compacta, también lo es f(B(a)), entonces aqui la
aplicacién f es cerrada y por lo tanto f : B{a) — f(B(a)) es homeo-
morfismo. El homeomorfismo nos dice que la frontera, S(a), de B(a)
se aplica en la frontera, f(S(a)), de f(B(a)). Ademds del teorema
anterior v las observaciones hechas, tanto S(a) como f(S(a)) separan
a IR™, esto es,

R — f(S(a)) =V1uU V>
donde V3, V5 son dos abiertos ajenos en IR™.

Por otro lado se tiene

R" — f(S(a)) = (R" — f(B(a))) U f(B(a) — S(a)),
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cada uno de los idltimos conexos y ajenos entre si.
De ambas desigualdades se concluye que R" — f(B(a)) = Vi y

F(B—-8) =V, 0 IR"— f(B) =Vay f(B—.S5) = V;; de cualquier forma
F(B — S) es abierto en IR™ y contiene a b.

Por udltimo f(B — S) C f(B) <. f(X), por lo que f(B — S) es un
abierto que contiene a & y estda completamente contenido en f(X), y ya
que b fue arbitrario en f(.X') entonces f(X) es abierto. -

Damos mas aplicaciones.

Teorema 2.5.5 Sea W < IR™ abierto acotado no vacio. Entonces no
eriste ninguna funcion continua f : W —— IR™ tal que f(W) C 8W y

f(xz) =z para todo x € V.

Demostracion.

Supongamos lo contrario. Sea f : W — IR™ con las propiedades
mencionadas. Escogemos un valor y € R" — F(OW) tal que y € W,
como f(W) < 8W entonces y & f(W), y por el ejemplo 2.3.7

grado(f, W, y) = 0.

Por otro lado con la identidad id : W —s IR™ sabemos por el

ejemplo 2.3.2 que
grado(id, W, y) = 1.

Pero f(z) = id(x) para z € 8W’, es decir, coinciden en la frontera de

VW, esto contradice el teorema 2.4.4, concluyendo asf la demostracién.

[

Corolario 2.5.1 (Teorema de punto fijo de Brouwer). Sea

B1(0) = {r € R" Iz l<1}-

Entonces toda aplicacion continua f : B)(0) —> B,(0) tiene un punto
Jfijo.
Demostracién.

Supongamos que f(z) £ x para todo z € B,(0). Vamos a trazar

una linea desde f(z) que pase por z y nos fijamos en el punto de la
linea que intersecta la frontera de B,(0).
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Entonces damos p: B,(0) — IR" tal que
p(z) = Az — f(z)) + f(z);

como queremos que | p(zx) = 1 debe cumplirse que | \N(z — f(z)) —
f(z) |=1 y elevando al cuadrado obtenemos la ecuacién

Mz~ f(z) P +2X(x — f(2)) - f(@)+ | F(=) [ =1 =0;

como A debe ser positiva toma el valor

=2z — f(2) - £(2)
A= B G
NE—T@) F@P— Tz~ F@ A 7@ P =1
(== 7@ I :

Como f no fija puntos entonces | z — f(z) [?5% 0. Por otra parte
—1</f(=)|?P-1<0

por lo que | z — f(z) |2 (| f(z) |2 —1) < 0 y entonces lo que hay dentro
de la raiz es positivo; ¥ asi A es continua. Y por lo tanto o es continua
y manda B,(0) a su frontera; ademds si z € 85,(0), como vimos en
la construccién A debe ser 1 y entonces p(z) = z, y se contradice el

-

teorema anterior.



Capitulo 3

Otros Invariantes
Topoldgicos

3.1 El naimero de vueltas.

Vamos a suponer a V" < IR™ un abierto acotado y una aplicacién
v : 811" —— IR" continua que nos describe ya sea una curva si n = 2,
una superficie si n = 3 o su similar en dimensiones mas altas.

Lo que hay que ver es cuantas vueltas da la imagen de -y alrededor
de y; para esto es necesario suponer que y no esté en v¥(9W). Con esta
idea algo intuitiva procederemos como sigue.

Extendamos por el teorema de extensién de Tietze la aplicacién
a todo W con f : 7T — IR™ tal que f |pw= 7. Como y & ~(8IW)
podemos calcular grado(f, W, ¥). ademads cualquier otra extensién g de
« coincide cun f en la frontera, y por las propiedades del grado

grado(f.W,y) = grado(g, W, y),
es decir, este mimero es independiente de la extensién que tomemos.

Entonces podemos definir el niimmero de vueltas de v alrededor de y
por

U (v, y) = grado(f, W, y). (3.1)
Aqui aunque es un concepto distinto las propiedades que tiene son
las mismas que las del grado, que se ve inmediatamente de la definicién.
Veamos que tan inmediato es esto.

7
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Teorema 3.1.1 (De la invariancia homotdépica). Sea W c IR"
abierto acotado, y ® : (8W) x [0,1] — IR™ una homotopia continua;
entonces ) S

U(®@o,y) = U(®:1,y) Vy € R* — &((8W) x [0, 1]).

Demostracién.
Por Tietze (teorema 1.4.1) extendemos ® a todo W x [0, 1] por .

Como en (W) x [0, 1] coincide ¥ con ® entonces y ¢ ¥((8W) x [0, 1]).
De la invariancia del grado en y ,

grado(¥o, W, y) = grado(¥,, W, y);

pero Yo low= ®o ¥y ¥, |agw= @P,; ¥y por la definicién del nimero de
vueltas

U(®o,¥) = U(®1,y) Vy € R" — H((BW) x [0, 1]).
-

Teorema 3.1.2 Sea W C IR™ abierto acotado, y € W. FErtonces no
existe aplicacidn continua ® : (W) x[0,1] — IR™—{y} tal que &g = i,
la identidad, y ®, = k, constante. O bién podriamos decir que W no
puede contraerse a un punto en el complemento de y.

Demostracion.
Si suponemos que existe una homotopia que cumpla esto, por lo

anterior

U(®o,v) = U(P1,y).
Pero sabemos que U(®p,y) = U(i,y) = grade(i,W,y) = 1, por el
ejemplo 2.3.2, y ademads

U(®o,y) = Uk, y) = grado(k, W, y) = 0.

Contradiccién a lo que suponfiamos. Asi 31V no puede contraerse a un
punto en el complemento de y. -

Notemos que no tomamos importancia al abierto acotado W, sino
que solo nos fijamos en su frontera. Asi se pensaria que pudimos con-
siderar un conjunto Y que pudiera expresarse como frontera de algin




o ESTA TESIS N9 DEBE
3.1. ELNMVONERG™ DE VUELTASSAUR DE LA  BIBLIGTECA 7°

abierto xtioiotalo, Si—=a embargo no siempre serd asi, pues un tal ¥ puede
ser fromenrbga demis  de un abierto acotado y entonces sa habra de tener
cuidadomqupny qiedd c=4dlculo del niimero de vueltas sea independiente del
abiertoquenine acitrr=== Y.

En teorlt thexrfn de fu_xaciones sobre el plano complejo se estudia también
el nummodebo de viel xas, éste para una curva cerrada diferenciable ~

[0,1] = ¢d@ym ==ounto a que no esté en la imagen de -y, ¥y se define
como unanthi. integral =

_1 A
Une) =5 f, 35 —=

Veamsgowos queanr—xbos conceptos coinciden. Para esto, veremos primero
que (112 a)sntifzam_ce la propiedad de invariancia homotépica.

Tomemozememosy, 77~ : [0,1] —— V curvas cerradas sobre un abierto V c &
v una hooaermotopla. B : (0,1} =< [0,1] ~— V tal que ®,(t) = ®(¢,s) con
Do (1) =ty t) y b= (t) = n(¢). De la continuidad de ® podemos partir
ambos inter-matervalos

O=to <t < ...< tp=1,

0=s0<s1 = ...€£8nm=1,

de talfomamrmaqie —xoara B, ; == [t;, tir1] ¥ [84, Sj+1] se tenga ®(R; ;) € Dy ;
un dissoen  enV. Dee== hecho, dado cualquier disco en V' se pueden encontrar
particlons #mestales  «que la irmagen bajo ® de un rectangulo se encuentre
en ¢l disto » acoelegid o,

Deeste Sestemodc—> &,,(t) se encuentra tan cerca como queramos (como
hayamestooles tomadcw- el disco) de la curva &4, ., (£)-

Sen f o8\ F mnalitiee=a en [0, 1] x [0, 1]. Un resultado en anilisis complejo
es que lod:horbods aplI_cacidén analitica tiene una primitiva local g, esto es,
podemisenteos encontme—ar g diferenciable en algiin abierto en [0, 1] x {0, 1] tal
que f=/.\= [, Dine=>taremos por g; a la primitiva de f en D, ;.

Observevh exvemos ec—gue D; ;M D5,y ; ¥ @ pues al menos estd ®,(t,1) cons €
{85, gnleoif]; tone - =e=s tanto g: como g;4, son primitivas de f en D; ;NDiqa,y
abiertoicon actado—  Entonces existe un intervalo [¢,,t.] D 241 tal que

Gl D)) —— 6:i(Pa(t)) = —/;. = gir1(®s(t,)) — gi+1(§s(tp)),
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lo que implica que gi1(@s(t.)) — gi(Pa(2)) = i1 (Pa(t4)) — gi (P (2L)),

‘i.e., gi+1 — g: es constante en D;; N Dy ;.

Como ®,(tiy1) € D;j; M Djiy,,5, para s € {s;, sj41] denotamos
zi = Pa; (1), wi= D, (%),

Zip1 = Py; (Tiv1)s, Wisar = Puyy, (tie1)s

entonces g;+1(Zi+1) — gi(Zi+1) = Giv1(Wis1) — gi(Wwis1), o bien
i1 (2i+1) — Givr(Wir1) = Gi(Zi+1) — gi(Wiv1);

y con esto se tiene

n—1
Jo = fo F = Zlortma) — ai(a)) = (gilwin) — gsw)]

1=0
'il[(g,(z.“) — Gi(winn)) — (9:(21) — gi(w))]
(gn——l (zn) - gn—l(wn)) — (go(=z0) — go(wo))

(gn(2n) — gn(wn)) — (go(20) — go(we)) = O

fl

I

lo dltimo porque
Zp = ‘I’s,- (tn) = q’a_,'(l) = ‘I)s, (0) = q)s_,- (tg) = 2o

y la diferencia go — g también es constante en D, ; M Dy, ;.
Por lo tanto [, f = Js - f y con el proceso en la particién para
o .5

s; se obtiene
L= fr

Por iltimo, si f{(z) = L; que es analitica para z # a pues a #
v(t) = z para t en [0, 1],
- e O NIV S SN T
Qv,a) = 2211' ./ "/(t) —a dt = 24w .[y z — a.dz

= 2i7r ./1-; z — adz = Q(n,a);
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esto es, el nimero de vueltas Q2 es invariante bajo homotopias; propie-
dad que también cumple U.

Ahora haciendo a un lado este esbozo de demostracién, vamos a
suponer que ¥(0) = v(1) = 1 en @ (la curva comienza y termina en 1)
Yy que a = 0. Esto tltimo puede suponerse sin perder generalidad ya
que (v, a) y U(~,a) son invariantes bajo traslacién.

Usaremos el hecho de que toda curva v de este tipo es homotdpica
en @ — {0} a 7,(¢) = €®™"t para alguna n € Z (véase por ejemplo [7]
Capitulo 5, Teorema 5.1). Por el ejemplo 2.3.6, U(w,, 0) = n.

Bastara entonces con probar que 2(m,,0) = n y usar la invariancia
homotépica de ambos para concluir que

U(vr.y) = Q2Uv,v)
para toda curva cerrada diferenciable
v :[0,1] — @

tal que ¥(0) = (1) y y €€ — ([0, 1].
Haciendo calculos

1 tap(t) 1 1 e2in tonimr
U, 0) = 5 [} 2y = 5 o e =

Entonces
Q(v,0) = Q7n,0) = n.

3.2 El nimero de corte.

Este concepto surge cuando dos curvas, superficies o sus similares en
dimensién mas alta (que denotaremos solo por ’superficies’) se inter-
sectan. Sean U < IR, V < IR™* abiertos acotados, entonces también lo
esUxV < IR < IR" = IR™. Las aplicaciones continuas o : U —» IR",
7+ : V — IR", son las que describen las ’superficies’; estas deben
cumplir que

ocBU)NT(V)=0= o) NT(8V),
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Figura 3.1: Numero de corte.

es decir, la imnagen de la frontera del abierto en la ’superficie’ no debe
intersectarse con la otra ’'superficie’. Con esta restriccién ya se predice
la utilizacién del grado.

Definamos para W = U x V', o = 7 : W —— IR"™ que lo damos por

(o * ) (u,v) = o(u) — 7(v). (3.2)
Como
W = (U x V) = ((8U) x V) u (U x (8V)),

entonces para z € W, se tieneque z € (BU)xV oz € U x (8V), por lo
que T = (u,v) tieneauen 8U y a v en V (o el otro caso), de cualquier
forma o(u) 7 7(v) por nuestras hipétesis; entonces (o * 7)(z) £ 0 ¥
asi 0 ¢ (o = 7)(8W) por lo que entonces grado(o = 7, W, 0) esti bien
definido.

Ahora definimos el niamero de corte de o y 7, que lo denotamos
por o - 7, de la siguiente forma

o -7 = (—1)""‘grado(c * 7, W, 0). (3.3)

El nimero de corte es pues el conteo de cuantas veces y de que
forma se cortan o(U) y 7(V) en IR™, esto con la ayuda del grado, pues
lo que calculamos son los ceros de o * 7, es decir, cuando o = 7.

EJEMPLO 3.2.1 Tomemos dos bolas abiertas con centro en 0,
U@ c R y V(0) c R,
que las encajamos en IR™ por

c:U—R" y 7:V — IR™,
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tales que o(u) = (u,0) y 7(v) = (0, v).
Notemos que U x V' es también vecindad abierta del O en IR™. Por

como dimos *,
(o * 1) (u, v) = (u, —v)

es lineal con matriz asociada y detcrminante

I 0 . n—i
det( 0 —I._; > = (—1)"",

y entonces grado(o « m,U x V,0) = (—1)*"%. Por lo tanto

o 7= (—1)""{-1)"""=1.
-

Observemos que conmutando o y 7 los resultados son diferentes,
empezando con T x o : V x U —s IR™ que debe tratar a los encajes de

un modo distinto,
T(v) = (v,0) ¥y o(u) = (0,u);
entonces 7 * o(v, u) = (v, —u) es lineal y el determinante de su matriz
da (—1)¢.
Por lo que en general no se da la igualdad entre o -7 y 7- 0. El
teorema siguiente nos da la relacién que hay entre estos.

Teorema 3.2.1 SiU C IR, VV C IR** son abiertos acotados y o :
U — IR, 7 : V — IR™ son continuas; entonces .
oo = (=1)0"Dg. 1

Demostracion.
Para relacionar o * 7, que va de U X< V en IR", con 7 * o que va de

V x U en IR™, necesitamos de una aplicacién f : U x V — IR™ que
la damos por f(u,v) = (v,u). Haciendo la composicién (7 * o) o f :

U x V — IR™, nos queda

(rxo)o flu,v) =7= a’((v,u) = 7(v) — o(u).
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Falta cambiar a su negativo para que nos quede o(u) —7(v) = o*7(u, v).
Damos pues g : IR® —» IR™ tal que g(z) = —z, y componemos otra
vez.

Nos queda go (T *0)o f: U x V — IR™ que nos hace
‘go(r*xo)o flu,v) = go(r=*0o)(v,u) =g(r) - o(u))
= o(u) — 7(v) = o * 7(u, v).

Entonces
grado(go (T *0o)o f,U x V,0) = grado(o * 7, U x V,0).

Pero g—1(0) = O por lo que grado({(r*c)o f,U x V, z) es constante para
toda z € g~1(0), y el teorema de la composicién nos dice que

grado(go (tr*o)o f,U x V,0) =

= grado(g, (7 * o) (f(U x V)),0)grado((v * o) o f,U x V,0).

Ademass grado(f,U x V,y) es constante para todo valor y en V' x U, ya
que f es lineal; en particular es constante para todo y en (7 * g)~*(0).
El valor de este resulta de fijarnos en su determinante funcional

o L\ _ (n—i)i
det( In_: O ) = (—1) .

grado(ge (Tr*o)o f,U x V,0) =
= grado(g, (T * o) (FU x V)),0)grado(r + o,V x U, 0)(—1)n"9%,

También calculamos para g, que sin ningiin problema vemos que es
(—1)". Asi

Entonces

grado(go (r * o) o f,U x V,0) = (—1)"grado(r * o, V x U, 0)(—1)»—D%,
Por lo tanto

T -T

1

(—1)"igrado(o * 7, U x V,0)
()" (=D (—1) " Digrado(T * o, V x U, 0);
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pero T - o = (—1)igrado(r * o,V x U, 0), por lo que

o7 = (—1)>*(—=1)"Dir. o
= (—=1)—Dir. g

Fijémonos nuevamente en la definicién (3.4).
o7 = (—1)""grado(c = 7,U x V,0); (3.4)

igual debe cumplir algunas propiedades del grado. Se observa ficilmen-
te que la propiedad de escisién se hereda. Entonces, como un ejemplo
en IR2, si tenemos curvas que se cortan como en la siguiente figura

o <

Figura 3.2:

Podemos restringirnos a una vecindad de U x V' en la cual se en-
cuentren las intersecciones (o * 7)~1(0).

(=2 T o :
< < T <
Figura 3.3:

Pero seguiriamos un poco como al principio. Aquf el siguiente paso
podria ser aplicar homeomorfismos que preserven orientacién y nos
mande las partes de ’superficies’ a bolas (en nuestro caso de curvas a
intervalos en IR2?). Y no pude haber problema pues habiamos visto que
cuando una aplicacién se compone con un homeomorfismo que preserva
orientacidn el grado de la aplicacién es igual al grado de la composicién,
por 1o que el ndimero de corte no cambia.
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|- PR T b

Figura 3.4:

El ejemplo que vimos acerca de bolas encajadas es para facilitar el
cdlculo; para las figuras dadas aqui los nimeros de corte son

—+1, —1, +1, -1,

respectivamente; luego la restricciéon que hicimos es de tal manera que se
restringe a cerrados acotados ajenos, si no, puede hacerse solo tomando
vecindades de (o * 7)7!(0) mas pequeiias. Entonces

&
grado(o = T, U x V,0) = 3" grado(o = 7, W;,0),
3=1

donde k es la cardinalidad de (o * 7)1 (0).
Si (o - 7) |; es el nimero de corte calculado solo en la vecindad W,
entonces

o-T ( 1)*~igrado(o * 7, U x V,0)

Z( 1)""*grado(oc * T, W;,0) = Z(a )\ -

En nuestra ﬁgura,'el nimero de corte es cero. De una manera intuitiva
podriamos verlo asi : si de los puntos extremos de o estiramos la curva
pero siempre manteniendo fijos los extremos y de igual manera hacemos
esto a T vemos que las curvas resultantes no se cortan por lo que se
comprende porque el nimero de corte es cero.

Cuando estiramos las curvas, las estamos deformando, es decir, les
estamos aplicando homotopias. Entonces es de esperarse la invariancia
del niimero de corte bajo homotopias.
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///"
Figura 3.5:

Consideremos dos homotopias

®:U x [0,1] —> R", W¥:V x [0,1] — IR",

cge o y T respectivamente, g = o, Yo =7y U y V son como antes.
Para nuestra definicién fue necesario suponer que

o(BUY N (V) = 0 = o(T) N T(8V).

(Generalizando esta idea a las homotopias, estas deben cumplir lo si-
guiente

P, OU)N T (V) =0 = &,(U) N¥, (V) Vt,s € [0,1],
para que de este modo, se tenga (andlogamente al andlisis de o y 1)
que
0e IR™ — (@, > ¥,)(O(U x V)) Vs, t €01}

Si aplicamos dos veces la invariancia homotdépica del grado

grado(®o * ¥4, U x V,0) = grado(®Po*¥,,U x V,0)
= grado(®, *¥,,U x V,0).

Por lo tanto
Do -Wo=Po -V, =Qp-¥y = P, - ¥,

as decir, podemos perturbar solo alguna aplicacién o ambas y el resul-
tado siempre serd el mismo.
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g
d 3

B {— il

Figura 3.6: Graficas del ejemplo 3.2.2.

EJEMPLO 3.2.2 Sean T, o:[0,1] — IR? curvas dadas por

a(st =45, f(s)), T() = (¢, g(t)),

donde f y g son aplicaciones continuas de [0, 1] en IR y tales que f(0) #
g(0) y f(1) # g(1). Hay que calcular el nimero de corte de o - T.
Observemos que o y T son las grdficas de f y g respectivamente, y
que el ndmero de corte de o y T es en este caso es el nimero de puntos
en el intervalo (0,1} en los que f y g coinciden.
Construyamos dos homotopias

@, r) = (&, (L — ) f (&) + 71 — ) F(0) + tF(VD),
(s,7) = (5,(1 — r)g(s) + r{(1 — 5)g(0) + sg(1)),

estas transforman las curvas homotdpicamente en rectas dejando sus

puntos extremos fijos; para utilizar la invariancia bajo homotopias hay
que probar que

@.([0,1]) N ¥ ({0,1}) = @ = &,({0,1}) N T ([0, 1]) Vr+ & [0,1].

Tomemos solo la primera igualdad. Fijemonos en los elementos de
W ({0, 1}):

¥ (0) = (0, (3 — 7")g(0) + 'g(0)) = (0,4(0)),
(1) = (1,1 —r)g(1) +r'g(1)) = (1,9(1)).
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Si suponemos que ®.([0,1]) se intersecta con ¥, ({0,1}) para algin
r, 7' & [0,1], tendriamos

(& (1 = 7)f (@) + r[(1 — ) £(0) + tf(D)]) = (0, ¢(0)),

¢, Q- r)f@) + 71— f0) +tf(1D = (1,9(1));
FEn el primer caso t debe ser igual a 0, entonces
(0,9(0)) = @-(0) = (0, (1 — ) f(0) +rf(0)) = (0, £(0)),

contradiciendo nuestra suposicion de que g(0) # f(0). En el sequndo
caso debe ser t = 1, pero ’

(Lo =2,(1) =1, QA —7)fQ) +rf()) =, F(1))

contradice que g(1) # f(1).
Por lo tanto se cumple lo que gqueriamos.
Solo nos falta encontrar ®, - ¥,. Veamos,

Py« Ty (t,8) = (£ — 5, (1 =) f(0) +2f(1) — (1 — 5)g(0) — sg(1)),

tiene matriz asociada y determinante

1 —1 i
det ( —f(0) + F(1) g(0) — g(1) ) = (g(0) — f(0)) — (g(1) — F(1));

de aqui podriamos dar el grado para diferentes casos, pero el resultado

seria muy vago. Para concretar fijémonos en la imagen inversa del cero

bajo ®y = ¥,. Vemnos que ®; » ¥1(t,8) =0 siy solosit=sy ’
= (1 —2)fO)+tf(1) — (1 — s)g(0) — sg(1); mezclando las dos,

1 —0f0)+tf(1) — (1 —1)g(0) — tg(1)
= t[f(1) — f(0) + g(0) — g(1)] + F(0) — g(0);

0

esto implica que

g9(0) — F(0)
F(1) — F(0) +g(0) — g(1)

O<t= =8 <1,
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aqui el denominador es distinto de cero pues queremos que el determi-

nante sea distinto de cero; pero no importa si es positivo o negativa,

siempre se tiene que g(0) — f(Q) tiene signo contrario al de g(1) — f(1).
Entonces grado(®, = ¥, {0,1] % [0,1],0) es igual a

1 si g(0) — £(0) >0 > g(1) — F(1)

-1 si g(0) — f(0) <0 < g(1) — f(1)
0 st sig(g(0) — f(0)) = sig(g(1) — F(1))
Luego el término (—1)*~% tomea el valor —1. Por lo tanto
{ 0 si sig(g(0) — f(0)) = sig(g(1) — F(1)

o T =®, -V, =4 —1 si g(0) — f(0) > 0 > g(1) — f(1)

1 si g(0) — f(0) <0< g(1) — f(1)

3.3 El mimero de enredamiento.

En el nimero de corte habiamos tomado ’superficies’ de dimensién i
¥y nn — i encajados en IR", ahora si a la ’superficie’ de dimensién n — 2
la cambiamos por una de dimensién n — i — 1 ({ < n)., puede que
estas no se corten sino que solo se enreden entre si. Lo que queremos
ahora es contar cuantas veces la imagen de una aplicacién continua
v : 8§ — IR™ da vueltas alrededor de la imagen de § : S™~*"! — JR™,
donde S* denota una esfera unitaria, o bien puede ser un subconjunto
homeomorfo a esta. De hecho puedo suponer § definida en la frontera
de algiin abierto acotado en ZR™:.

Definamos pues lo siguiente. Sea v : $* — IR* y 6 : OV —>
IR™ aplicaciones continuas, donde V < IR™! es un abierto acotado, y
7(SHNSBV) =0.

Por el teorema de Tietze (1.4.1) podemos tomar una extensién con-
tinua A : V —3 IR" de 6.

Luego consideramos la aplicacién

J: Si = Rn——i Ri-}»l =< Rn—i—l = JR"
dada por J(z,y) = (£,7) donde
&(z,y) =e¥'z, 7z, ¥) = (Y2, ..., Yn—i)s (3.5)
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con T € S‘ distinto de cero por lo que £ $ O; asi £ € IR**! — {0} y
n € IR* 1. Observemos que tanto £ como 7 son continuas y por lo

tanto también lo es J.
1
- .

sixr
Figura 3.7: Aplicacién encaje J

Ahora si damos la aplicacién H : (JR'+! — {0}) x IR"™i"1 — Si x
IR™"* como sigue, H(&,77) = (x,y) donde

(&) = 20, Y(E M) = (Un | E My s micr); (3.6)
&

vemos que H es continua y HodJ=1I=JoH, es decir, J es homeo-
morfismo de S* x IR** en (IRi+! — {0}) x IR®""*~! y manda S = V en

un abierto acotado J(S* x V') de IR".
Definimos entonces el niimero de enredamiento de ¥ en § como
~&& = (—1)*"igrado((y * A)J L, J(S* x V), 0)), (3.7)

donde v * A estd dada como antes en 3.2

EJEMPLO 3.3.1 Sean v, 6 :S! — IR® dos curvas cerradas en IR3
dadas de la siguiente forma .

¥(z1, £2) = (£1,T2,0), S(¥1,%2) = (1 + 1,0,¥2).

Vamos a extender la aplicacion 6 a el interior de S' por A : B,(0) —
IR? que haga lo mismo que &
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Por 8.6
(v AT HE D) = (v A)(%,zn [€1,m)
= '7(, )—Aln|El,m

= ('—E—,' lnlflv'§' —n).

) Como queremos calcular el grado en cero, debemos fijarnos en la
imagen inversa del 0 bajo v * A; haciendo esto resulta que

1+ln]£]————- E2=0 n=0.

1ey
Pero de la primera igualdad y sabiendo que xr = TgT € S! entonces
T = (,51,0), es decir, & {& = =1, por lo tanto In |€|==*=1—1 esigual a0

o 2; pero ademds como antes vimos, la propiedad de acotado de S' x V'
se traduce con el homeomorfismo a que

(n|gN+|nP<1,
por lo que no queda otra queln | £|=20, i.e., | £]|=1 y mas atdn & = 1.
Concluyendo con esto que
((v+ &D)J1)7(0) = (1,0,0).
Por otro lado calculamos la matriz de su derivada y luego el deter-
minante, esto es

-1 0 O
detD(v* A)J~1(1,0,0) = det 0 1 o0 = 1.
0O 0 -1
Por lo que v&65 = (—1)?> = 1. [
EJEMPLO 3.3.2 Ahora trazamos dos curvas en el toro S' x IR? =

T C IR3,
v, 6§: 8! — S!' x IR? =
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v(z) = (z,27), 8(z) = (=,0).
Como las curvas se aplican en S x IR? primero vamos a cambiar las
coordenadas por medio del homeomorfismo J; para facilitar los cdlculos
supongdmonos en los complejos, ast z7 = (Re(z"), I'm(z7)) y entonces

Jy(z) = J(z,27) = (2”7, Im(z7)),
Jé(z) = J(=x,0) = (x,0).
Eztendemos & sin ningun problemna a B (bola unitaria en @) por A :

B — IR® tal que A(y) = (v,0). __
Luego damos J(v * A) : S* x B — IR que nos queda

T(y * A)(z,y) = Jv(z) — JA(y) = (xR — y, Im(z7)).
Para calcular el grado hay que fijarnos en la imagen inversa del O bajo
CJ(y * A)JL. Debe cumplirse que y = zeRe=) ¢ Im(x7) = 0. Como
x € S también 7 € S, por lo que

= (1,0) o z7 = (~-1,0),

o sea, Re(x7) es 1 o bien —1; en el primercasoy =ze y |y |=| ze [> 1,
en contradiccién con que y estd en B; entonces Re(x’) = -1, i.e.,
z7 = (~1,0) y ¥ = 2. Para este complejo r =| (—1,0) |= 1 y el
argumento @ = 7. Calculando las raices de x7 encontramos

Tp = e‘-( v4—;.‘7rk)

parea k = 0,1, , 6.
Ast (J (v * A)J 1)~1(0) consta de 7 puntos.
Ahora x € S podemos verlo como x = —% = (cos, seng); haciendo

con esto que los puntos .solo dependan de ¢; también se tiene
= (cosT®, senTd).
Entonces haciendo cdlculos obtenernos matriz y determinante de la
derivada en los puntos preimagen de la siguiente forma

-7 o] o]
—e~lsen(Tt2ET) 1 0 = 7.

detDJ (v * A)J " Y(xx) = det
ecos( T2k o -1

Por lo que grado(J(vy * A)J !, J(S* x B),0) es —7, y por lo tanto
’7&!6 = 7. -
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En nuestra definicién extendimos § : 8V — IR® por A : V —»
IR™ para después calcular el grado de v * A en 0. Pero la extensién
no necesariamente es unica. Veamos si depende de la extensién que
tomamos. Si A : ¥V —— JR™ es otra extensién de & se cumple que
A(z) = A(x) para toda z € V.

Pero por otro lado, como

z € IS x V) = (85% x V)U (S' x V) = 5 x 9V,

entonces podemos escribir z = (s,y) con s € §* y y € 8V. Y con esto

T A(2) =7 A(s,y) = v(s) — A(y) = v(s) — A(y) = v = A(=),
esto es, ¥y *x A = v x A en la frontera de S x V° y por el-t.eorema. 2.4.4
grado((y * A)J™1, J(S x V), 0) = grado((y «+ A)J ™1, J(S x V), 0).

Y por lo tanto v&46 no depende de la extensién de §.

3.4 Relaciéon entre los invariantes
definidos.

En esta seccidn veremos que el grado, el nimero de vueltas, el niimero
de corte y el niimero de enredamiento son equivalentes en el sentido de
que cada uno se puede expresar en términos de otro.

De hecho estos tltimos se definieron en términos del grado. A su
vez el grado puede expresarse en términos del nimero de vueltas como

sigue:
grado(f,W,y) =U(f lsw,y)

(véase 3.1).
Veamos ahora que el nmimero de vueltas se puede expresar como

nimero de enredamiento.

Tomemos una aplicacién continua 6 : 3W —— IR™ con W abierto
acotado, y un puntoa ¢ 6(8W). Sea b € IR" talque | b [>]|6(z) | Vxr e
OW; v otra aplicacién F : S° — IR™ que haga F (1) = ay F(—1) =b.
Entonces tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3.4.1
U (9, a) = F&6

Demostracién.
Extendemos § a A : W —— IR" de tal manera que | b {>] A(z) |

para todo = € TV.
7

SxXwW

Hacemos lo siguiente
(3.8)

(—1)(F&S) = grado((F » A)J~ 1, J(S° x W), 0);

por la aditividad del grado, esto iltimo es igual a
grado((F « AYJ L J({—1} < W),0) +
+grado((F = A)J ™Y, J({1} x W), 0).

Fijadndonos en que
(F * A)(—1,z) = F(~1) — A(z) = b— A(zx) # 0,

concluimos que en {—1} x W no existen imagenes inversas del cero, por

lo que
grado((F » &), {—1} x W,0) =0,

que junto con 3.8 obtenemos
grado({F « A)J~, J({1} x W), 0)

(—~1)"(F&8) =
= grado((F *A), {1} x W,0),
esta ultima igualdad porque J preserva la orientacién en {1} x W. Y
grado((F = A), {1} x W,0) = grado(a— A, W,0) ;
(—1)"grado(A, W, a) !
(~V"UG, a). I
/

f
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Por lo que F &6 = U(d,a). -
Por 1iltimo, el grado es un caso especial de nimero de corte:
Si en la definicién del nimero de corte damos ¢ = n, V. = V C

IR® = {0}; 7 : V — IR" se aplica en un punto 7(0) = a & o(8U),
luego entonces o = 7 : U —» IR™ estd dado por (o * 7)(u) = o(u) — a.
Con esto grado(o*7, U, 0) = grado(o, U, a). El término (—1)*% es igual
a 1 y entonces

o 1T = oca = grado(o, U, a).
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