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INTRODUCCIÓN 

Una de las rama~ de las Matemáti~as Aplicadas que se ha utilizado con 

mucho éxito en la asignación óptima de recursos limitados entre actividades 

competitivas. es la programación lineal. 

La programación lineal se estableció como una disciplina de gran utilidad 

después de que G. B. Oantzig inventó el Método Simplex en 1947, para la 

fuerza aérea de los Estados Unidos, con el fin de resolver problemas de 

planificación y coordinación entre varios proyectos así como el uso eficaz de 

los recursos disponibles. 

El Método Slmplex resultó ser tan importante que se convirtió en la 

principal herramienta para la solución de problemas de programación lineal 

y en el tema casi único de los cursos universitarios relacionados con esta 

área. 

Pero de acuerdo a los resultados reportados por Dantzig y corroborados 

en otros experimentos, el Simplex parece resolver problemas prácticos con 

matrices de mxn en un número de iteraciones que aumenta 

proporcionalmente a m y muy poco con incrementos de n. Además, para 

cierta clase de problemas (desarrollados por Klee y Minty [KyM]), el número 

de iteraciones requeridas por el Simplex para solucionarlos crece 

exponencialmente con el tamaño del problema. 

Estos hechos motivaron el desarrollo de nuevos algoritmos para la 

solución de problemas de programación lineal como el algoritmo. de 
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Khachiyan [Kha] y el algoritmo de Karmarkar (Kar]. Ambos algoritmos 

proponen procedimientos completamente distintos al Simplex para 

solucionar problemas de programación lineal; además dichos algoritmos, 

desde un punto de vista teórico. resultaron ser más eficientes que el 

Simplex, pero no as( ·en la práctica. 

-Sin embargo, del algoritmo de Karmarkar, se generaron diversas 

variantes que se consideran realmente competitivas con el Simplex. desde 

un punto de vista práctico. tales como los métodos de escala affn. Dado el 

impacto que han tenido esta nueva clase de algoritmos en diversas áreas de 

las Matemáticas Aplicadas se considera importante el conocimiento más a 

fondo de este nuevo concepto. 

Los objetivos de este trabajo son presentar y analizar et Método de 

Escala Proyectiva de Karmarkar (como se le conoció posteriormente al 

algoritmo de Karmarkar), el Método de Escala Affn Primal y el Método de 

Escala Affn Dual (dos de las variantes del algoritmo de Karmarkar); analizar 

también las técnicas numéricas que permiten la instrumentación 

computacional de los métodos de escala affn y evaluar tas 

instrumentaciones sobre un conjunto de problemas prueba que con los que 

es posible efectuar comparaciones entre ambos métodos y con los 

resultados reportados en la literatura, con respecto al método de escala 

proyectiva. 

Para alcanzar estos objetivos, se estructuró este trabajo en cinco 

capitules. 
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INTRODUCCIÓN 

En el primer capítulo se describen los fundamentos matemáticos de 

la programación lineal necesarios para el estudio de los métodos 

considerados en este trabajo (conocidos también en forma genérica como 

métodos _de puntos interiores). 

En el segundo se analiza el mét?do de escala proyectiva de Karmarkar 

para~ la .solución de, problema~ de programación lineal en base a los 

fundamentos considerados en el objetivo anterior. 

- . . . 
En el tercéro·_·s~ Snaliz~iiri·e·I. método de escala afín primal y el método de 

escala afín i:l~a:,;:· .;om'o variant~s del algoritmo de Karmarkar, en base a los 

fundame_~~o!(de1_-~~1~e;. ~P~tulo y del capitulo anterior. 

En el cuarto se complementan los métodos de escala afín primal y dual 

con técnicas numéricas adecuadas para su Instrumentación computacional, 

tales como : obtención de una solución interior inicial, obtención de la mejor 

forma de paro, y factorizaclones matriciales para el cálculo de las 

direcciones de búsqueda consideradas en los métodos. 

Finalmente en el quinto capitulo se describen las Instrumentaciones 

computacionales de los métodos de escala afín primal y dual en base a los 

análisis que se efectuaron y a las técnicas numéricas seleccionadas 

para tal fin: además, se muestran los resultados de las pruebas efectuadas 

con dichas Instrumentaciones y se comparan con los resultados reportados 

en la bibliograffa. 
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Cabe aclarar que los programas instrumentados se consideran como 

experimentales y no como un sistema. Pero se proponen como base para el 

desarrollo de paquetes computacionales eficientes y robustos. 
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CAPÍTULO 1 

PLANTEAMIENTO DEL 

PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN LINEAL 

En muchos aspectos de la vida real se requiere resolver el problema de 

asignar recursos limitados entre actividades competitivas de Ja mejor 

manera posible, es decir, en forma óptima. 

Este problema puede ser solucionado a través de técnicas de 

programación matemática, en especial, por Ja Programación lineal. 

La programación lineal, que consiste básicamente en la aplicación del 

álgebra lineal a Ja asignación de recursos, puede ser vista como parte de un 

gran desarrollo revolucionario, el cual ha dado a la humanidad la capacidad 

de establecer metas generales y disenar un camino para la toma de 

decisiones detallada, a fin de un mejor logro de las metas cuando se 

encaran situaciones prácticas de gran complejidad. 

Las herramientas para realizar esto son : la formulación de problemas 

del mundo real en términos matemáticos detallados (modelación). técnicas 

para la solución de modelos (algoritmos) y tecnología para la ejecución de 

los pasos del algoritmo (computadoras y software). 

Los problemas del mundo real de gran complejidad suelen tener miles 

de variables y de restricciones en su modelo matemático. Para la solución 
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de este tipo de problemas surgieron los métodos de puntos interiores y, ce 

los nuevos avances tecnológicos, han resultado ser una herramien· 

poderosa. 

Dos de estos métodos de puntos interiores son el algoritmo de esca1<:1 

afín primal y el algoritmo de escala afln dual, los cuales, si bien no. han 

demostrado ser eficientes teóricamente, son algoritmos que se han utilizado 

exitosamente en la solución de problemas prácticos. 

Dado que la aceptación de los métodos de puntos interiores para la 

solución de programas lineales (problemas de programación lineal) no es 

debida a sus ventajas teóricas, sino a su capacidad de solucionar problemas 

de gran complejidad en forma competitiva, se considera de suma 

importancia el analizar estos algoritmos para posibles mejoras e 

implementarlos para la solución de problemas de programación lineal. En 

este capitulo se presentan antecedentes históricos y fundamentos 

matemáticos de la programación lineal que permiten realizar un análisis 

adecuado de estos algoritmos. 

1.1 ANTECEDENTES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL. 

La programación lineal (PL) estudia el problema de maximizar o 

minimizar una función lineal en presencia de igualdades y/o desigualdades 

lineales. conocidas como restricciones. Esta técnica recibió un gran impulso 

con el desarrollo del Método Simplex en 1947, asf como por el advenimiento 

de las computadoras [Dan]. 

2 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

El Método Simplex se convirtió en el procedimiento de mayor uso para la 

solución de problemas de programación lineal (PPL). Este método recorre 

los vértices de la región factible (poliedro de solución) del PPL hasta 

alcanzar la solución óptima buscada. 

Debido a que el Método Simplex alcanza la solución óptima al recorrer 

los vértices del poliedro, se observó que para cierta clase de problemas 

(desarrollados por Víctor Klee y George Minty [KyM]) el Si~plex se 

ejecutaba de manera ineficiente, ya que el número de iteraciones requeridas 

para obtener la solución de los problemas crece exponencialmente de 

acuerdo al tamaño de éstos. Este hecho motivó la búsqueda de: nuevos 

procedimientos para la solución de PPL. 

En 1979, el matemático soviético L. G. Khachiyan [Kha] presentó un 

algoritmo que resuelve programas lineales y que es completamente distinto 

al Método Slmplex. El algoritmo de Khachiyan posee dos propiedades 

importantes: Bajo ciertos criterios teóricos es más eficiente que el Método 

Simplex, y además proporciona información sobre la dificultad 

compUtacional de los programas lineales que es valiosa y que antes de 

Khachiyan no se habfa logrado probar. Asr, el número de iteraciones 

requeridas por el método elipsoidal [Sou) (como posteriormente se conoció 

al algoritmo de Khachiyan) crece polinomialmente de acuerdo al tamario del 

problema. Pero este método se mostró muy poco práctico, dado que 

presentaba una lenta convergencia a la solución óptima y un gran uso de 

memoria de computadora. 

3 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

En 1984, un nuevo algoritmo matemático fue propuesto para la solución 

de problemas de programación lineal. El algoritmo fue inventado por el 

matemático hindú Narendra K. Karmarkar para los laboratorios AT&T en los 

Estados Unidos [Kar]. El Algoritmo de Karmarkar para Programacit!>n Lineal 

fue desarrollado como resultado de la búsqueda de un algoritmo que fuera 

eficiente teóricamente como el Método Elipsoidal, pero proporcionara 

facilidades practicas de implementación como el Método Simplex. 

A diferencia del Método Simplex que obtiene el punto óptimo (aquel que 

proporciona el valor máximo o mlnimo del problema en cuestión) analizando 

tas soluciones factibles en los vértices del poliedro de solución, el Algoritmo 

de Karmarkar analiza las soluciones factibles contenidas en el interior del 

poliedro he-sta alcanzar la solución óptima (la cual se encuentra en la 

frontera del poliedro solución). por lo que es conocido como un método de 

puntos interiores, el cual empieza a ser empleado en la solución de 

problemas de programación lineal en gran escala. 

Debido a las investigaciones sobre et algoritmo de Karmarkar, se han 

propuesto distintas variantes de éste, que se clasifican en tres 

principales grupos: i) algoritmos proyectivos [Kar], ii) algoritmos de escala 

atrn [Bar] y ii1) algontmos de seguimiento de trayectorias [GMS). Los 

algoritmos de la clase i) y iii) se muestran teóricamente eficientes . lo cual 

no ha podido ser probado para los de la clase ii), sin embargo, estos 

algoritmos, han mostrado un excelente comportamiento en la solución de 

programas lineales en la práctica Por lo que este trabajo está enfocado a 

esta clase de algoritmos. 

4 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

1.2 EL PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN LINEAL. 

En esta sección se define el problema de programación lineal y se 

describen sus principales propiedades matemáticas con el fin de establecer 

los conceptos necesarios para el desarrollo de tos Métodos de Escala Afín. 

En primer término se realiza una presentación informal del PPL, 

posteriormente se proporcionan las definiciones y teoremas necesarios que 

lo fundamentan así como sus principales caracteristicas. 

1.2.1. Presentación Informal del PPL. 

La programación lineal utiliza un modelo matemático para dar solución a 

problemas de la siguiente naturaleza general: se tiene alguna cantidad (tal 

como un costo o tiempo) que es una función lineal de cierto número de 

variables. Se requiere, a su vez, que estas variables satisfagan un sistema 

de igualdades o desigualdades lineales. Es necesario hallar aquellos valores 

no negativos de las variables que hagan máxima o bien mfnima a la 

cantidad dada. El adjetivo lineal significa que todas las funciones 

matemáticas del modelo deben ser lineales. En este caso. la palabra 

programación es un sinónimo de planeación. Asf, la PL trata la planeación 

de las actividades para obtener un resultado de la mejor forma posible, entre 

todas las alternativas de solución. Cualquier problema cuyo modelo 

matemático se ajuste al formato general del modelo de programación lineal 

es un problema de programación lineal. 

Dado que el PPL presenta la necesidad de encontrar los puntos en una 

región en los cuales alguna función alcanza un valor máximo o mfnimo, 

5 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

resulta natural hacer la pregunta: ¿ Por qué no podemos usar los bien 

conocidos métodos clásicos del cálculo para hallar estos valores ? La 

respuesta es, que estos métodos clásicos requieren que cada una de las 

derivadas parciales de la función sean igualadas a cero. Esto debido, a que 

en los puntos máximos y minimos de una función, la pendiente de la 

tangente, en dichos puntos, debe ser cero. Como ta función es lineal, las 

derivadas parciales tendrán valores constantes, lo cual hará imposible 

igualar estas derivadas a cero y poder obtener los puntos criticas. Este 

hecho fue precisamente el que motivó la creación de nuevos métodos para 

abordar los problemas relacionados con funciones lineales y la 

programación Hneal es uno de estos métodos. 

Ahora se expondrán los conceptos necesarios para la definición formal 

del problema de programación lineal. 

1.2.2. Poliedros. 

Definlcl6n 1.1. Un poliedro es un conjunto definido por la intersección de 

un número finito de semiespacios1 cerrados (sistema de desigualdades). es 

decir, un poliedro es de la forma P = { x e Rn l Ax. s b} donde A es una 

matriz de mxn, cuyo i-ésimo renglón es A¡. y b es un vector en ut,m, 

cuyo i-ésimo elemento es b¡. En este caso, cada una de las 

desigualdades s 1 = { x e ut.0 1 A¡x s b 1 }. i = 1, ... ,m, determina un 

semiespacio cerrado en !Pl" con los hiperplanos2 H¡ = { x e IR.º 1 A¡x = b¡ }, 

i = 1, ... ,m, que definen a P. 

1 Ver definición de semlespacio en el Apéndice A. 
2ver definición de hiperplano en el Apéndice A. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Si existe por lo menos un punto xO e ut" que satisfaga todas las 

desigualdades del sistema, se dice que el sistema es consistente y el 

poliedro asociado P es no-vacfo (P * «Jt). Si ningún punto en U&" satisface 

las desigualdades del sistema, se dice que el sistema es inconsistente y el 

poliedro asociado P es vacío (P = q,). 

Se dice que P * q, es un poliedro acotado cuando existen >Pe R.". y 

r >O tales que Pe: B(><°. r), donde B es uno:" bOla abierta3 con centro~ª" 

el vector xD y radio r. Un poliedro no vaclo y acotado es ~º"t?Cido como 

un politopo. 

Teorema L1. Todo Pc::>liedro de 1,a'forma P ~.{x E R." l'Axs: b} Se puede 

representar dei cualquiera 'de las slgu1ent8s formaS: 

1) P = {X e Rq 1 Cx S d, X;,, O} 

li) P = { x e R' 1 Ex<: f, x;,, O} 

!il) P = { x e R 5 1 Gx = v, x <: O } 

donde n s q. r. s. 

La comprobación de este teorema puede ser efectuada en tres partes: 

3ver definición de bola abierta en al Apéndice A. 

7 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

1) Sea P = { xe lit" 1 Ax s b} un poliedro, donde A es una matriz mxn, 

o equivalentemente: 

P = { x e lll" 1 A¡x :> b1, i = 1, .. .,m} (l.1) 

En (I.1) se puede sustituir cada componente X¡ (J = 1,2, ... ,n) 
de x e P por xj - ><o ·donde xj - Xo;::: O. Xo es ta misma variable 

para cada xj reemplazada. Asl, el poliedro (I.1) se representa 

como P = {x e lllq 1 Cx :> d, x" O} donde C¡ = (A¡ 1 -:Ea,1 J con i=1,..,m, 
J-1 

d = b, X = ( (X')'. Xo ]1 y q = n+1. 

11) Represéntese el poliedro P = { x e !Pl." 1 Ax :s; b} como 

P = { x e Rq 1 Cx.:5:d, x;;::. O} de acuerd~ a lo indicado en 1). Obsérvese que 

cada semiespacio c 1x s d¡ ~ -C¡x ?; -d¡ -V 1=1, ... ,m, por lo cual 

P = { xe lll' 1 Ex" f, x" O } es valido y E = -C. f = -d y • = q. 

111) Exprecése nuevamente el 

como P = {X E !Pl.q i Cx S d, X" 0} 

poliedro 

o 

P = { X e !Pl." i Ax S b } 

equivalentemente como 

P = { x e ~q 1 C¡x s d¡, i = 1,. . .,m, x;::: O}, tal como se indica en la primera 

parte de esta comprobación. Se observa que tas desigualdades que 

componen al poliedro C¡x s d¡. pueden ser representadas como ecuaciones 

sumando la vanBble de holgura h¡ en cada desigualdad, obteniéndose así 

C¡x + h¡ = d¡. con x ~ O y h ~ O. Similarmente se observa que las 

desigualdades que conforman al poliedro E¡x ;;::. f¡ pueden ser representadas 

como ecuaciones sustrayendo la variable h¡ 

obteniéndose E 1x - h¡ ;;:. f¡ con x ;;::. O y h ;;::. O. 

en cada desigualdad, 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Porlotanto P={xe!Rl5 (Gx.=v, x;¡,O} es válidocon G=[C 1 Il, 4 

v = d, x = [ x 1 , h1 l' o G = [ E 1 -11 , v = f y x = [ xt , ht l' ; en los dos 

casos s = q +_ m. Se dice que un poliedro está en la forma estándar si todas 

las restricciones son ecuaciones y todas las variables son no-negativas. Asl, 

es factible pasar de las representaciones 1 y 11 a ta 111 (es decir, representar 

en la forma estándar a 1 y 11) e inversamente. ya que G¡x = Vt e=> G¡x s v 1 y 

G¡x 2: v 1; obteniéndose las restricciones c 1x s d¡ al multiplicar por -1 a tas 

G 1x 2: v 1; o las restricciones E¡X 2: f¡ al multiplicar por -1 a las G¡x s v¡_ 

Dado que G 1x = v 1 ~ G¡x s v 1 y G 1x ~ v 1, obsérvese, que si ninguna 

desigualdad es multiplicada por -1. se tendrta un poliedro con restricciones 

de los dos tipos. Aún más, si en un poliedro P = { x e Dl" 1 G 1x = v 1, x e:: O} 

sólo algunas restricciones fueran reemplazadas por sus equivalentes 

G¡x s. v 1 y G¡X ~ v 1, entonces el poliedro estarra conformado por 

restricciones de los dos tipos de desigualdades y por ecuaciones. De lo 

anterior se concluye que un poliedro puede estar representado como 

P = {x e IRl" 1 A 1x s b 1 , Az<" b2 , A:3x = b3 y x" O} donde A1, ~ y A:3 son 

matrices reales y b 1 , b 2 y b 3 son vectores columna reales. 

1.2.3 Conjuntos Afines y Conjuntos Convexos. 

Para un estudio más detallado de los poliedros y los politopos se 

requiere la consideración de algunas propiedades básicas de los conjuntos 

afines y convexos [Baz] y [Fan]. 

4ver definición de matriz identidad en el Apéndice A. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Dados k vectores x 1, x 2 •... , xk e R." y k escalares .\ 1, .\2 , ... ,.\k e &l, 

la expresión .\ 1x 1+ ,\2 x2 + ... + ,\k"k es conocida como una combinación 

lineal. Si ,\ 1 + ,\2 + ... + ,\k = 1 se dice que la combinación lineal es una 

combinación affn. Si además ,\ 1, ,'\2 , ... , ,\k 2: O, se dice que la 

combinación lineal es una combinación convexa. 

Desde el punto de vista geométrico, para cualesquiera x 1 y x 2 e R." y 

.\ 1 y ,\2 e U&, todas las posibles combinaciones convexas ,\1x 1 + .\2"'2 con 

,\ 1 + ,\2 =1 y .\ 1, ,\ 2 ~O describen a un segmento rectillneo entre x 1 y x 2 . 

Si ahora sólo consideramos la condición .\ 1 + ,\ 2 =1 para ,\ 1x 1+ ,\2 x 2 y 

obtenemos todas las posibles combinaciones afines para x 1 y x 2 , se 

describirá a la recta completa que pasa por ambos puntos. 

Como puede observarse una combinación convexa es una combinación 

afln, pero una combinación afín llega a ser convexa sólo cuando x 1 = x 2 , es 

decir cuando geométricamente se tiene un punto (caso degenerado). 

De acuerdo a lo discutido anteriormente para un conjunto no vacío 

S e ~n. diremos que S es convexo si para cualesquiera x 1 y x 2 e S todas 

sus posibles combinaciones convexas se encuentran contenidas en S. S es 

afln si contiene cualquier combJnación ann de cualesquiera x 1 y x 2 e S. 

Asf, observamos que los conjuntos afines son convexos pero los 

conjuntos convexos no necesariamente son afines. Además, la intersección 

de una colección (finita o infinita) de conjuntos afines es· vacra: .- o affn. 

Similarmente, la íntersección de una colección (finita o infinita) de conjuntos 

convexos es vacta o convexa. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Como podemos notar los hiperplanos son conjuntos afines (y por tanto 

convexos) pero los semiespacios cerrados son convexos únicamente. El 

conjunto solución de un sistema finito de ecuaciones lineales 

{x e IR" 1 Ax = b} es affn (y por tanto convexo), pero el poliedro 

P = {x e lit" 1 A.:J<. = b, x ~O} es convexo únicamente. En general, de acuerdo 

a la definición l. 1 y a lo expuesto hasta estos momentos, todo poliedro es un 

conjunto convexo. 

Dado un conjunto S e lll" y x e S, se dice que X- es un punto Interior 

de S si existe un escalar e > O tal que la bola abierta B(x , e) e S. De 

otra forma x es un punto frontera de S. 

. . ~ . 

Para un conjunto _convexo .·/s ·;:·C::> utrÍ.-.. :U_na,'.; P_roPiedad geométrica 

importánte_es debida.al siguie'rlte_te0ren:1a d8 se'Pa·ra~ión·; 
;··J--" 

Te0rem.; 1.2, (d,;·Sep~raci6n)/Se;. · s\:: lit" convexo y x un punto 

frontera.,de ~.-E-~i~n~~-~:.;,'~f~t8·~~~·'h-1P~i'~~an~ .H que contiene a x, con s 
contenido en algunO d~.l~·:·s~~i0S~~~l~s g~nerados por H. 

' . . '.'-" . ¿;-.: :- ·~·:-;;: _:· '. -

Para una pr·~~b~ ·~e -~·~i-~ ~~rema consultar (MMT]. 

,• 

Basándonos ·~n · ~ste teorema, podemos definir al hiperplano da soporta 

H com<? el. ~ip~~Pi~-~~·~~(que: 

i) La inter~ección de H y S es no vacla. 

ii) S está totalmente contenido en alguno de los semiespaclos 
generados Por H. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

En general, para un poliedro P y un hiperplano de soporte H, el 

conjunto F = P n H es llamado una cara de P. Si F es un vértice de P 

entonces se tiene una cara de dimensión cero. Una arista de P es una cara 

de dimensión uno. Si la dimensión de poliedro P es d, donde O s. d s. n, 

entonces las caras de P cuya dimensión es d-1 son llamadas facetas. Se 

dice que P es un poliedro simple cuando en cada una de sus vértices se 

intersectan exactamente d de los hiperplanos que definen a P. SI P es un 

poliedro simple y acotado se dice que P es un simplejos. 

1.2.4 Puntos Extremos y Soluciones Básicas Factibles. 

Otro asp~~ iJ!!P~·~·~~~~·.·~· ~~-~sld.éra~. eS ~1 ·~e los ~untos extremos de un 

poliedro, los cual~~.·-:"óii:d~fi~_idO~_a._contin~a~iÓn: 

Defi~lclón 1.2. sea S un conjunto convexo. Se dice que x e S es un 

punto extremo, si este no puede ser representado como una combinación 

lineal de cualesquiera otros dos puntos distintos de S. 

En otras palabras, un punto extremo es aquel punto que no está dentro 

del segmento de línea que conecta a otros dos puntos diferentes del 

conjunto convexo. Para el caso de los poliedros, los puntos extremos son los 

vértices de éstos. 

En especial caracterizaremos a los puntos extremos del poliedro 

P = {x e lll" 1 Ax = b, x ~ O}. Debe recordarse del teorema L 1, que cualquier 

poliedro puede ser representado en esta forma (forma estándar). 

5ver propiedades del simplejo en al Apéndice A. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Supongamos que A es una matriz de mxn con m s n. Denotemos la 

j-ésima columna de A por /l.J, donde j = 1,2, ... ,n. Entonces para cada 

punto x = (x1 , x 2 , .. , xn)t e P tenemos 

Por lo tanto, nombraremos a la columna /iJ, como la columna 

correspondiente a la j-ésima c~mpone~i~_ ><f .. c:1~:-x, 'Para_.·j ~ 1,2 •. ~~-.- n. 

A partir de esta afirmación pode~o~ en~nci;.r el liguiente teorema: 

=sEt~t2R~~:,~~~*i~f ~t~?l~~~: :": 
Una prUeba. d8 e~~~- teO'~~rÍ1a pu,edé ,ec;n·s~ltársB en [Fan] y [MMT]. 

:::':·::·.. ,; 

Cabe hacer- notar: ciue los púntos extremos son entidades geométricas, 

las cuales tiEtnen asOciadas a ·sus equivalentes algebraicas conocidas como 

soluciones básicas factibles: Cuando estos dos conceptos son ligados 

tenemos las herramientas algebraicas para solucionar problemas de PL 

guiados por la intuición geométrica. 

Del teorema J.3, se observa que si se tiene Igual número de columnas 

1.1. que· de ecuaciones, dichas columnas pueden ser agrupadas en una 

6ver definición de independencia lineal en el Apéndice A. 

13 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

matriz llamada básica y las columnas restantes en otra llamada no básica, 

tal y como se indica en la siguiente definición. 

Definición 1.3. Considere el conjunto de soluciones no negativas del 

sistema Ax = b, es decir 

P = {X e IR!." ( Ax = b, X;,: 0 } (1.2) 

donde A e U&mxn y b e utm . Supóngase que el sistema posee 

soluciones y que las ecuaciones redundantes 7 en Ax = b han sido 

eliminadas. De este modo, puede suponerse sin perdida de generalidad que 

la matriz A es de rango completo, es decir, A tiene m renglones y m 

columnas linealmente independientes. Reordénense las columnas del 

sistema de tal forma que A=[B 1 N]. donde B es una matriz invertible 

mxm llamada marn·z básica o base8 y N es una matriz mx(n-m) llamada 

!112 - básica. Similarmente, al reordenarse las columnas vemos 

que x = [~ , x~)t donde x 0 representa a las variable básicas y xN 

representa a las variables no básicas. Asl el sistema de ecuaciones Ax = b 

se reinterpreta como [B 1 N)[x~ , x~]t = b, es decir, Bx8 + NxN = b. 

Dado que B es una matriz invertible se puede resolver x0 en tén:ninos 

de xN premultiplícando por 9-1 para obtener: 

x8 = s-1 b - s-1 NxN 

7 Son aquellas ecuaciones que at ser omitidas no modifican el poliedro. 
Bver definición de base en el Apéndice A. 

(l.3) 
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CAPfTULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Si en (1.3), el punto xN =O entonces x 6 = e-1b y se obtiene una 

~ básica asociada a B en {1.2). Si x 6 ;::: O, se dice que x es una 

so/Úción básica factible de (1.2). Esta es f1Q degenerada si _ x 6 > O, y 

degenerada en caso de que al menos un componente de x 6 sea cero. 

Si la matriz A tiene rango completo, se tienen 

C(n,m) = n! 
. m! (n-m~ 

formas diferentes de seleccionar m ·001umnas linealmente independientes 

de las n colÚmnas:de ~A,·· ~s .~"écfr,-'se ti~_nen a lo más C(n,m) soluciones 

básicas. 

Los sl~uientes coro;·~rios sO~ ~~secuen.cia directa del teorema I.3. 
' - : ·,·'<·· .·. 

: ,. 

Corolario I.3.1~.Un Purlto· X'é P_:= {x e IPl" 1 Ax= b, x;:.::: O} es un punto 

extremo .de. P ··;Si y .~6,~-.si :x_:e~·una·-s~luc~6n básica factible correspondiente 

a alguna base . e_·;·_; ~·.:,: 
. _,.,.._ -

. ,; ":{. '..::~:~~~ ,.:, ". . 
Debe observSíS·e q·ue cUStqÚier .so1Úcl6n básica factible es_ una solución 

básica, .p.or 10 qU~_-t:~~~~~5-'·~¡· ~ig~i~nte corolario. 

Corol3ri~ 1~3.2>0~.·~~¡~~~rO"~e~resentado en la forma estándar, contiene 

a lo más C(n,m) .PunÍos ~xtrem-os·. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

1.2.5. Soluciones Básicas Factibles Degeneradas. 

En la definición 1.3 se mencionó que si al menos una componente de x 6 

es cero, la solución básica factible es degenerada. Este hecho es muy 

importante y para poder explicarlo retomaremos el corolario 1.3.1. En él, se 

habla de la correspondencia entre las soluciones básicas factibles y los 

puntos extremos. 

Debemos notar aqui que esta correspondencia no es uno a uno. Para 

cada solución básica factible existe un único punto extremo en P, pero 

cada punto extremo de P puede tener asociada más de una solución 

básica factible. 

Esto es debido a que en alguna cara de dimensión cero (vértice) del 

poliedro se intersectan más de los m hiperplanos que definen al poliedro, 

es decir, no se tiene un poliedro simple. 

Basándonos en esta observación, para que -un poliedro_ sea no 

degenerado (simple), en cada uno de sus vértices (puntos extremos) deben 

intersectarse exactamente m de los hiperplanos que lo definen. 

Algebraicamente, una solución básica factible es no degenerada si tiene 

exactamente m variables básicas positivas. En caso contrario la solución 

básica factible tiene al menos n-m+1 elementos cero y se dice que ésta es 

degenerada. 

Un PPL es no degenerado si todas las soluciones básicas factibles son 

no degeneradas. En este caso, existe una correspondencia uno a uno entre 

Jos puntos extremos y las soluc•ones básicas factibles. 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

1.2.6 Definición del.Problema de Programacló~ Lln~al~----

En esta_ secé::ióO . se dará fa definición del Probfeni'a _'.de º~-rogramación 

Lineal, aSr corTIO · ra repreSentación en . su tornÍa estárldB¡._ :y_'.'en~:»~u --tOrma 

can.ón~~ y: ·pos~~riO~~ente, se enúnCiara Etf teor~~~"'~~-~~~·~·~¡;~~(-~~-- la pi_ 
· , , ::·:~·: .. ·· .;:-~~:;}. :r"·::_r-·.,:w ·:-.',: .·". 

vect::::~~~:mt:··~~n:~~::nys: •':Zn"¡'b:1fl~t!l7t±f ~:~t L:~~lo:· ~=~ 
dimensiones 

como: 

s;a 

A 1xsb1 (l.4) 

A2";,, b2 (l.5) 

A:,x= b3 (l.6) 

x;,,o (1.7) 

Asr. la programación lineal trata el problema de optimizar una función 

lineal en presencia de desigualdades y ecuaciones lineales, es decir, 

encontrar el vector x· que satisface (1.4), (1.5), (1.6) y (l.7) y, para el cual la 

función objetivo z = c'x obtiene su valor mfnimo. Si se denota por P el 

poliedro (región factible) formado por las soluciones en IPl" de las 

desigualdades (l.4), (l.5) y (1.7) y de las ecuaciones (1.6). en donde cada 

punto x e P es llamado solución factible, entonces, el problema se puede 

expresar como: encontrar x· e P tal que ctx• s c'x V x e P. A x· se le 

llama la solución óptima de P y a z· = ctx• el valor objetivo óptimo de P. Si 
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CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

existen dos o más soluciones óptimas, éstas son llamadas alternativas, es 

decir, el problema tiene soluciones factibles óptimas múltiples. . 

Sin embargo, el problema ast planteado puede no tener solución, debido 

a que el sistema de desigualdades y ecuaciones es inconsistente (infactible) 

y el poliedro P = 4>: o bien, si P '* 4> (el sistema es consistente, es decir, 

tiene soluciones factibles) y no acotado hacia abajo. 

Puede observarse que ctx• :S ctx 'V x e P <::::::> -ctx• ~ -clx 'V x e P, de tal 

forma que todo problema de programación lineal puede ser formulado 

como un problema de minimización o maximizaci6n indistintamente ya que 

Min z = - Max -z. Además como resultado del Teorema 1.1, se sabe que la 

región factible P puede ser representada en múltiples formas que equivalen 

a un mismo problema de programación lineal. 

En especial, un problema de programación lineal de minimización se 

puede representar en su forma esténdar como 

Min z=ctx 

s.a 

Ax=b 

X>: 0 
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y, en la forma canónica como 

Min z = ctx 

s. a 

Ax>:b 

x~O. 

Dado lo expuesto hasta estos momentos, enunCiaremos ahora el 

teorema fundamental de la programación lineal ( su demostración puede ser 

consultada en [Fan] ). 

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental de la Programación lineal). Para un 

problema de programación lineal consiste.;te en su forma estándar ·con 

reglón factible P, la función objetivo z = ctx sobre P cumple uno y soto 

uno de los siguientes casos: 

1) Alcanza el valor mfnimo en al menos uno de los puntos extremos de 

P. 

11) No alcanza el valor minimo dado que .z = clx no está acotada hacia 

abajo. 

Es Importante hacer not8:r que el teorema 8:nterior no excluye la 

posibilidad de tener una solución -óptima en un 'Punto -no extremo. Este 
~ . . - - - _-

si mp1emente dice que entre tC?das las soluciones 6ptiryias parB un PPL dado, 

al menos una de éstas se en~uent~a en un punto extremo. 
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L3 EL PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN LINEAL DUAL 

Otro aspecto importante ,_del pr~ble-ma __ de progr~mación lineal lo 

constituye el proble.má dual, asl _cºl'.'!1º tas p_ropiedades que_ lo relacionan 

con -el PPL original. 

1.3.1 Definición d.;I PPL Dual>· 

Definición I.5. Consid~re ·et ·problem;;. de progr8mación lineal de 

minimización en su forma canónica: al cual llamaremos el PPL primal (P). 

Entonces el problema~ (0) asociad~ a (P) es: 

(P) 

Min z = c'x 

s. a 

Ax><b 

x><O 

( D) 

s. a 

La dualidad puede caracterizarse a ti:a,vés-- d~·-1a s_igulente :_afirmación: 

Para todo problema de minimización'· ~e _p-r:OQ~ar:naCi~n:'._lineal··-existe· un 

problema asociado de maximización: y a ia irl~ei-~S. P~ra 'tOdo_problÉ!ma' de 

maxlmización de programación lineal exisi:e un P~~-~1~;,.,a<.asoci~dó·, de 

minimización. 

20 



CAPITULO 1 PLANTEAMIENTO DEL PPL 

Se puede verificar que las soluciones de los problemas (P) y (O) están 

en ~n y_ R':" ·respectivamente. Se observa que m, n, A, b y e definen a 

ambos problemas. 

1.3.2 Propiedades de Jos PPL Primal y Dual. 

Et problema dual tiene varias propiedades relacionadas·con el primal, las· 

cuales se enumeran a continuación (consult8r [Baz) Y. (Fan]). 

Propiedad 1: Si x e y son soluciones ~acti_bles de ~o.s problemas primal 

y dual respectivamente entonces, se cumple que c•x ~ bty. 

Propiedad 2: Dados et problema primal y SU ·dü-at se cumple .uno y sólo 

uno de los siguientes casos: 

i) Ambos problemas poseen solucione~ óptimas x· e y·, en 

cuyo caso c•x· = bty•. es decir-~el valOr Objetivo óptimo es et mismo 

para los dos. 

ii) Uno de los P:ro.blemas .es- nó acotado. y el otro no posee soluciones 

factibles. 

iii) Ninguno de los dos problemas. posee soluciones factibles. 

Propiedad 3: Considérense los problemas primal (P) y dual (0). 

Entonces (P) y (O) poseen una solución óptima si y· s~lo si el siguiente 

sistema posee una solución: 
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Axab 

X a 0 

A1ysc 

y" o 
ctx = bty. 

PLANTEAMIENTO DEL PPL 

La propiedad 1 establece que el valor de la función objetivo en el 

problema de minimización es una cota superior del valor de la función 

objetivo en el problema de maximización. Esto nos permite obtener un 

intervalo cuyo limite inferior es el valor de la función objetivo del PPL de 

maximización y cuyo límite superior es el valor de la función objetivo del 

PPL de minimización. Dicho intervalo (en inglés, duality gap) contendrá, en 

caso de existir, al valor de la función objetivo óptimo para ambos problemas. 

En la propiedad 2 debe observarse que la dualidad no es completamente 

simétrica. Lo más que puede decirse es que 

Tabla 1.1. Conclusiones de la Propiedad 2 (consultar (Baz}). 

IPl ÓPTIMO = IDl ÓPTIMO. 

IPl NO ACOTADO = IDl NO FACTIBLE. 

(Dl NO ACOTADO = (Pl NO FACTIBLE. 

(P) NO FACTIBLE = (D) O NO ACOTADO O 
NO FACTIBLE. 

(D) NO FACTIBLE = (P) O NO ACOTADO O 
NO FACTIBLE. 

Además en el primer caso de la propiedad 2 el valor óptimo para las 

funciones objetivo de los dos problemas es igual, por lo que ambos PPL 
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poseen soluciones básicas óptimas y estas soluciones básicas son 

complementarias. Cabe hacer notar _que algunos autores refieren a esta 

propiedad como el teorema fundamental O: teorema fuerte de dualidad (ver 

[BaZ) o [Fan] por ejemplo). 

Es importante observar también que el sistema correspondiente a la 

propiedad 3 tiene solución sólo si (P) y (O) tienen soluciones óptimas. Este 

sistema se utilizará para la obtención de un PPL en la forma canónica de 

Karmarkar en el siguiente capitulo. 

Un resumen de la relación existente entre los problemas primal y dual es 

presentado en la siguiente tabla (consultar (Baz]): 

Tabla t.2. Relaciones entre los PPL primal y dual. 

Problema de Problema de 
Minimización Maxlmlzaclón 

SI las variables Las restricciones 
son: asociadas son : 

,.o s 
so ,. 

No restringidas 

SI las restricciones Las variables 
son: asociadas son : . ,. 

'"º . 
" "º 

· No restringidas 

Se puede utilizar esta t~bla para ob~~ne.~ ~I problema . lineal dual de 

cualquier PPL 
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L3.3 Holguras Complementarias. 

Otra forma ,de caracterizar la relación entre los problemas primal Y dual 

es a travé_s de la propiedad conocida como holguras complementarias. Para 

ello consideremos nuevamente a los problemas (P) y --(O) descritos en la 

definición ·1.5. · 

. . 
Para el prob.lema PrirTial, d-efi~irliOs ___ _ 

. - . ..-

u =Ax-b ""º· 
como el~ de holguras primal. Para el problema dual, definimos 

como-el~ de holguras 5U.m! (observe que estos vectores contienen a las 

variables de holgura descritas en la tercera parte de la comprobación del 

teorema I. 1, necesarias para la obtención de PPL en su forma estándar). 

Note que u e Olm y v e Dl". Además, para cualquier solución factible 

primal x y cualquier solución factible dual y. tenemos 

osvlx+ uly, 

o s (c1 - y 1A)x + yt(Ax - b), 

Os clx- b1y. 

Por lo tanto, la cantidad de vtx + uty es igual al intervalo dual entre la 

solución factible primal x y la solución factible dual y, es decir 
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(l.8) 

La expresiór:' -(I.8) es conocida como la ecuación de dualidad. El 

intervalo dual se· anula si y sólo si, 

vlx = O y u•y = O. (l.9) 

En este caso, x es una solución óptima primal e y es una solución 

óptima dual . Como los vectores x, v. u e y son no negativos, la primera 

ecuación de (1.9) requiere que, si v1 >O entonces x1 = O o ·que, si x1 >O 

entonces v1 =O para j = 1, ... ,n; la segunda ecuación requiere que, si u 1 >O 

entonces y 1 =O o que, si y 1 >O entonces u1 =O para i = 1, ... ,m. Por lo que 

las ecuaciones de (I.9) son conocidas como las condiciones de holguras 

complementarias. Este importante resultado es sumar-izado en el siguiente 

teorema cuya demostración puede consultarse en (MyO]: 

Teorema 1.5 (Teorema de Holguras Complementarias). Sea x una 

_solución factible primal y sea y una solución factible dual para un par de 

progra~as lineales (P) y (O). Entonces x e y son soluciones óptimas de 

(P) y (O) respectivamente, si y sólo si las condiciones de holguras 

complementarlas 

i) VJ = (e - Aty)¡ = O y X¡ > O o 

v¡= (c-A'Y>i>O y"¡ =O, para j = 1, ... ,n; 

y 
ii) u1 =(Ax - b)¡ =O e y 1 >O o 

u 1 =(Ax - b)1 >O e y 1 =O, para i = 1, ...• m. 
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se satisfacen. 

El teorema de holguras complementarias también se puede enunciar 

como sigue: en caso de optimalidad, "si una variable en uno de los 

problemas es positiva, entonces la restricción correspondiente en el otro 

problema es sin holgura''; y "si una restricción en uno de los problemas es 

con holgura, entonces la ;-'ariable correspondiente en el otro problema debe 

ser cero". Una vez conocidas las condiciones de holguras complementarias 

podemos exponer las condiciones de optimalidad necesarias para verificar si 

una solución factible es óptima. 

1.3.4 Condiciones de Optimalidad de Karush - Kuhn -Tucker. 

Antes de enunciar las condiciones de optimalldad, debemos observar 

que para el PPL de minimización en forma estándar 

Min z=ctx 

s. a (I.10) 

Ax= b 

XC< 0 

y su correspondiente PPL dual (obtenido haciendo uso de la tabla 1.1) 
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s. a 

· (I.11) 

la condición de holgura P~"'!plep1e~ta~i.a ut~ .. = O autolnáticamente se 

satisface (debido a ·que_ raS<.restriCc~Ones rexpl.rc:ita~ de< c1.10) están· en 

igualdad). Por tanto~ las· ~rld~6~~~es·-~é- h01Quías compleme_ntarias pá:ra Jos 

PL (l.10)y(I.11) seshn.piifi;,án-;.'v1x'=o. 

Ahora estamos ·eñ posibilida,des d.e enunciar fas condiciones necesarias 

y suficientes para que un PPL t'enga solución óptima. 

Teorema 1.6. (Condiciones de Optimalidad de Karush - Kuhn - Tucker 

para PPL}. Dado el problema de programación lineal (J.1 O); el vector x es 

solución óptima de este problema si y sólo si existen vectores v e y tales 

que 

i) Ax= b, 

ii) Aty + V = C, 

lii) v'x =o 

X>: 0 

V ~0. 

(factibilidad primal) 

(factibilidad dual) 

(holguras complementarias) 

en este caso, y es una solución óptima para el. probleryia (I .. 11 ). 

La condición __ i) se· rB~er.e: al· ~ech~.- de'_ que el .·~~~~~--~~Úm-~ X sea 

factible:· lo mismo suce.de en rá cOndiCión '. iif Í:ia"fa'' i(;5-. ~~or.;s v .. e y. La 

condición iil) in~ica qu~_" ~tx =,bty, CC:rr:'o ~e ~lo.~nt~rlormente; p~r ta~to y 
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debe ser solución óptima del problema dual. La demostración de este 

teorema puede ser consultada en [Baz). 

Como- puede observarse los teoremas y condiciones enunciados 

anteriormente. son.consecuencia de las p~opiedades expuestas en [.3.2, las 

cuales relé:~cionan a los PPL. primal y dual. 

1.3.5 El Vector Dual. 

Para conc-iuir' ~Sta sección obtendÍemos la represe~tadon del vector dual 

y, con respeéto a la definición de las-v~riable::-·-béS¡~~ en_'et.píOblema 

primal. 

.. ·:.:: .: 
Considere el PPL (1.10). Por la defi~rÍicÍ6~ 1:3:.'. __ ,~~ cOíumnSs de la 

matriz A pueden reordenarse de tal form~.:c:qu~·.:_A·:·;;_~·:[B-Í~J( ·1as variables 

como x = (x~.x~]t y el vector de coeficlenteS ·de~ __ 1á.t7.o. -~oi=r.o. e= [cb~c~)t. 

De este modo (l.10) se reescribe de la siguiente manera: .. 

s.a 

(l.12) 

Si xN =o. entonces en (1.12), b = Sx6. De la propiedad 1 de dualidad, 

sabemos que ctx ~ bty, equivalentemente 
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(l.13) 

Sustituyendo b en (l.13) tenemos cLx8 ~ ytex8 . Si analizamos el 

caso de optimalidad, por la propiedad 2 de dualidad se debe cumplir que 

cLxa = ytsx6; para que esta desigualdad se satisfaga es necesario que 

Dado que B es no singular, se sigue que 

(l.14) 

Así {l.14) expresa I~ relación, entre las variables duales y la base primal. En 

este caso y es conOCid.O' como et vector dual. 

Hasta este ín0rlí~nto se_.ha expuesto la teorla necesaria para trabajar con 

problemas __ de.~)rOQ~nlación lineal. En el siguiente capitulo se presentará el 

algorii:;,,o··d·e ~~Cal~ ,proyectiva de Karmarkar· para la solución de problemas 

de progr~maciÓn 1'ineal. 
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CAPÍTULO 11 

MÉTODO DE ESCALA PROYECTIVA DE KARMARKAR 

En este capítulo se expondrán Jos nuevos conceptos para solucionar PPL 

que aparecieron con el Algoritmo de Karmarkar (Kar], con lo cual se tendrá 

una base más solida para el estudio de los Métodos de Escala Afln en el 

siguiente capítulo. Para una consulta adicional acerca de este algoritmo 

refiérase a (Baz), (Cal), (Fan), (Her), (Hoo] y (RyS]. 

11.1 IDEAS BÁSICAS DEL ALGORITMO DE KARMARKAR. 

Posterior a que los ejemplos de Klee y Minty (KyM] mostraron que el 

Método Simplex debía visitar casi todos los puntos extremos de la región 

factible antes de llegar a detenerse (por lo que en el caso de poliedros con 

miles de puntos extremos sería inadecuado), surgió la necesidad de buscar 

nuevas opciones para la solución de este problema. 

Una idea alternativa fue la de moverse a través de la región factible a lo 

largo de una ruta corta, a fin de reducir el número total de iteraciones. Sin 

embargo el recorrido sobre los puntos interiores del poliedro de soluciones, 

requiere Ja consideración de todas las direcciones factibles para un mejor 

movimiento en cada iteración. Es decir, este nuevo concepto reduce el 

número de iteraciones requeridas pero aumenta el número de cálculos en 

cada iteración. 



CAPITUL02 ME.TODO DE KARMARKAR 

En general, no es una tarea sencilla el identificar la mejor dirección de 

movimiento entre todas las direcciones factibles, a partir de un punto interior 

del poliedro de soluciones. Sin embargo Karmarkar observó dos aspectos 

fundamentales, suponiendo que la región factible es un politopo. 

1. Si la solución interior actual está cerca del -centro del politopo, 

entonces tiene sentido moverse en la dirección de'ínayor--déScen~o de la 

función objetivo (f.o.) para alcanzar un valor mJnim~ .. 

2. Sin cambiar el problema en una forma esencial,. una tranSformación 

puede ser aplicada sobre et PPL, tal que la solución Interior: actual esté 

colocada cerca del centro del poliedro de soluciones transformado. 

La primera idea se ilustra en la figura 2.1. Dado que x1 está cercano al 

centro del politopo, podemos mejorar la solución substancialmente al 

movernos en la dirección de mayor descenso. Pero si nos movemos a partir 

del punto x 2 el cual no está cercano al centro del politopo, llegaremos a 

estar fuera de ta región factible antes de que alguna mejora sea realizada. 

Figura 2.1 
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Con estas ideas en mente, la estrategia básica del Algoritmo de 

Karmarkar consiste en tomar una solución Interior, transformar el PPL de 

manera que dicha solución este cercana al centro del politopo en el PPL 

transformado, y entonces moverse a partir de este punto en la dirección de 

mayor descenso, teniendo cuidado de que la nueva solución obtenida 

permanezca en el interior de la región transformada. A continuación aplicar 

Ja transformación inversa que mapea la nueva solución (mejorada) de 

regreso al poliedro de soluciones original como un nuevo punto interior. Este 

proceso debe ser repetido hasta que el óptimo sea obtenido con la exactitud 

deseada. 

Il.2 LA FORMA CANÓNICA DE KARMARKAR. 

En la sección anterior se mencionó que las observaciones hechas por 

Karmarkar eran válidas. para : Una, r:eg.~ón factible acotada, . por lo que es 

necesario que el PPL sea transformado para obtener dicha región. 

Dado que.' el P~iied~~-~·~~¡~-do a la ~egión factible de un PPL no siempre . . . .- .. o..~,:-. ' 
es acotado •. Karníai~~.r-d~~.dió. transformar el PPL de forma tal, que en el 

nuevo planteami~~to _la reQ~~n factible fuera invariablemente un politopo. 

Para ello, ÍdeÓ_la_siguiente representación de un PPL: 
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Min CtX 

s. a (11. 1) 

XeOn'-\" 

donde C. X e Rn•1, o ={X 1 AX =O}. A es una matriz mx(n+1) 

dimensional con componentes reales y rango completo; O representa el 

subespacio nulo de la matriz de restricciones y, '-'" = {X 1 etX = 1, X<:!:: O} 

es un simplejo n dimensional donde e e !Rn+1 y et= (1, 1, .... 1 ). 

En este caso la región factible está formada por la intersección de un 

sistema de ecuaciones lineales homogéneo y un simplejo o-dimensional 

contenido en 11t0 • 1. Debido a sus caracterlsticas, el simplejo ,_\" es un 

poliedro acotado y al intersectarlo con n la región resultante es también 

acotada. Asf , la región factible de (U. 1) es un politopo. Por otro lado una 

solución factible X de (rI.1) es considerada una sotuc_ión interior si todos 

sus componentes son estrictamente positivas. es decir X> O. 

11.2.2. Condiciones de Karmarkar. 

Karmarkar impone además dos condiciones al problema (ll.1) : 

ll.1.1) Et centro. aa = e/(n+1) del simplejo .u" es una solución 
Interior inidal. 

IL 1.2) El valor objetivo· óptimo del problema (Il.1) es cero. 

El problema ~·(n . ..¡·(_~~~~_t6 ~-~~ Il.1.1 >"·y ll.1.2) conforman lo que en este 

trabajo conoceremos co·mo un PPL en la forma canónica de Karmarkar 
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(FCK). Este planteamiento junto con las condiciones puede parecer muy 

restrictivo, pero como veremos en la sección 11.3 cualquier PPL puede ser 

puesto en la FCK -

11.2 .. 3. Interpretación Geométrica. 

Para poder interpretar geométricamente que sucede con un PPL que es 

transformado a la FCK, consideremos la siguiente región factible· (con 

puntos extremos (O.O), (O,r) y (f,0)) contenida en el ortante9 positivo de 2 

dimensiones Dt?. 

(0,r) 

(O~,D~)-----~(f~.D-)-~--- x, 

Figura 2.2 

Como puede observarse en la fig. 2.2, cualquier función que esté en 

R? está acotada por los ejes x 1 y X 2 (hacia abajo y hacia la izquierda 

respectivamente), pero puede crecer sin límite hacia arriba y/o a la derecha 

(línea punteada). 

9ver definición de ortante en el Apéndice A. 
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Al transformar ot: y la reglón factible como se requiere en la forma 

canó_nica de Karmair~r. se_obtiene una r~glón_como la siguiente: 

(0,0.1) 

(0,0,0J 

Figura 2.3 

Ahora tenemos un simplejo de 2 dimensiones, es decir un plano 

intersectado con otro plano que pasa por el origen (de IR!.; ), generando 

como región factible a un segmento de recta (que se encuentra entre los 

puntos 84 y as> en IPl.,3_ 

En ó,,2 (fig. 2.3), el segmento de recta a 1 representa al eje x 1, el 

segmento a 2 al eje x 2 y, a 3 a la línea al infinito (es decir, a las Uneas 

punteadas en la fig. 2.2). Asf, el ortante IR!.: ha quedado compactado en 

una región triangular acotada contenida en ut.3. Observe además que los 

puntos extremos (0,0), (f,O) y (O,r) de la región factible en lll~ han sido 

transformados en los puntos (0,0, 1 ), a 4 = (f',0, 1-f') y "s = (O,r', 1-r') 

respectivamente, con 0-Eif' ~1 y O~ r'~1. La transformación de los puntos 

de ut; a !J.2 c!Rt; sera tratada en la siguiente sección. 
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ll.3. TRANSFORMACIÓN DE UN PPL A LA FORMA CANÓNICA DE 

KARMARKAR. 

En esta sección veremos ahora como transformar un PPL a la FCK, es 

decir, la intersección de un SJmpJSj~' cori u·n. sistema de ecuaciones 

homogéneo, satisfaciendo las cor:tdi6iones imp~estas. 

U.3.1 .. Combinación de·ros'ProbJeln.Ds Primal y Dual .. 

Considere el siguiente PPL en su forma canónica: 

Min z= ctx 

s.a 

Ax:!:b 

x:!:O. 

(II.2) 

Como se vió en el capítulo anterior, cualquier PPL puede ser expresado 

en esta forma. Procederemos entonces a transformar este problema en la 

FCK. 

De acuerdo a la definición I.5, el PPL dual asociado a (Il.2) es 

s.a 

Aty :se 

y:!:O. 

(II.3) 
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Por la propiedad 3 de dualidad (sección 1.3.2). tanto el problema (Il.2) 

como (Il.3), tienen solución óptima sólo sí 

Ax>:b 

X>: 0 

Atysc 

y>: o 
ctx- bty =o. 

(Il.4) 

También, por dicha propiedad, se sabe que (Il.4) tiene solución si los 

PPL (Il.2) y (Il.3) tiene solución óptima. 

Introduciendo variables de holgura (ueDlm y veR") al sistema anterior, 

se obtiene: 

Ax - u=b 

Aty + v= e 

clx-b1y=O 

X >: 0, y >: 0, U >: O, V >: O; 

el cual es un sistema de ecuaciones en_ el primer ortante que al ser resuelto 

proporciona las soluciones óptimas d8 (II.~) y (n.~) respectivamente._ 

11.3 .. 2 Obtención de un Punto lnteriOr Inicial .y de una Función 

Objetivo con Valor Mínimo cerO~ 

' ' ._ 
Ahora crearemOs un - pUnto interioí inicial, para ello considérense los 

siguientes Vectores Xo· y 0 , u0 y v 0 con componentes·positi~s reales y de 
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tamar.io adecuado, y a la variable artificial ."\ :?: O. Entonces postulemos el 

siguiente problema: 

Min ,\ 

s. a 

Ax - U + ,\(b - Axo + Uo) = b 

A 1y +· v+,\(c.-A1y0 -v0 )=c 

c1x - b 1y +_,\(- c'><o + b 1y0 ) = O 

x. Y. u,.v,·,\ ~o. 
~ ::: ~. 

. . . ) ~:{.. .• 

(U.5) 

Como puede observarse este· es un PPL en la forma estándar, y si 

hacemos x = Xo• y= Yo·.- _u= u0 • ·~;= va··y ,\ = 1, obtenemos una solución 

interior inicial. Además la funció;.. objetivo de est~ PPL es cero si (Il.4) tiene 

solución. 

Por conveniencia reescribiremos (Il.5) .. · Para ello observe _<:1ue se tienen 

n variables de decisión y m de holgura del problema primal, · m variables 

de decisión y ~ de holgura del dual y tanto del PPL p~im~I como del dual 

una variable artificial. Es decir, (ll.5) tiene n1 = 2n + 2m +~ · variables en 

total. En cuanto a las restricciones se tienen m del primal, n del dual y 

una para la optimalldad de las f.o de los PPL (U.2) y (ll.3). Por lo que en 

este caso (Il.5) tiene m1 = m + n + 1 restricciones. 

Así pues considérense a q, h e R"1 donde q = (0,0, ... ,0, 1 )t 

y h = (x', yt, ut, vt, ,\)t, además considérense a G e 1Jlm1 xn1 y re ot.m1 

donde r = (bt, et, Q)l. En este caso la matriz G, a partir de (II.5), tiene la 

siguiente estructura: 
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[~ Omxm -Im""' Dmxn ~ --·"º'""' J 
G = Onxn ·A~xm·" -on~m-- ¡ ---~ (e - -Atyo - vo lnx.1 -nxn 

clxn -blxm 01~m. 01~~ (-ctxo + btyo),.1 

. ~ . ·.' : ' ' . 

donde. Ob<J es una mátriz cuYoS·-~le~ei-ttOs son cSros en los i renglones y J 

columnas. 

Dado lo anterior, el PPL (Il.5) será rescrito como: 

s.a 

Gh=r 

h :.o. 
(ll.6) 

En este caso h = !!.· dt;:m,de !!._ = (xl,.· Yb. u}J. vt,, 1)t, es una solución 

interJor inicial conocí~~ Y_.el valor_mlninio de la f.o. en (Il.6) es cero, si el 

problema (Il.2) tiene solución óptima. 

1.L3.3 Transform~ci.Ón del PPL 

Procederemos ahora a transformar el PPL (II.6) para obtener la 

intersección del slmplejo CJ." con el sistema homogéneo O. Para llevar a 

cabo esto, se utilizará una transformación proyectiva, la cual se define a 

continuación. 

Definición Il.1. Sea T Qt~ _.., un e 6l n+1 una transformación 

proyectiva tal que : 
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T(h) y 

i\,+1 

donde k = 1, ...• n 

j~ ~) +1 

donde he 1...\."; h.!!.. e Ul!! y !!. es una solución interior. 

(ll7) 

Esta transformación proyectiva tiene las siguientes propiedades (las 

demostraciones de cada una de estas propiedades pueden ser consultadas 

en [Her)): 

i) T mapea a RZ en ~"· 

ii) T es uno a uno y t1 está dada por 

para k = 1, ... ,n 

iii) T mapea a la solución ~nterior !!.. al centro de L\n. 

iv) T mapea lo~ pu'"!tos ex:tremos de lll~ a las caras i\c =O de ó", 

k=1, ... ,n. 

v) T mapea los puntos infinitos de O&~ en la cara i\i.1 =O de .o". 

vi) T mapea el sistema de ecuaciones Gh = r a un sistema 

homogéneo, debido a la componente adicional F\,.1• la cual es 

usada para eliminar los términos constantes. 
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En nuestro caso, dado que estamos interesados en aplicar la 

transformación (Il.7) al PPL (ll.6), h e R.01 + 1 por lo que T-1 se escribe 

como: 

g,.ii;. 
hn1+1 

donde k 1,. •. ,n1. (ILB) 

Antes de aplicar la transformación, reescribiremos el problema (Il.6) 

como sigue: 

s. a 

n1 
~19;/'¡ = r1 ; 1 = 1, ... ,m1 

h¡;,, D ; j = 1 •... ,n1. 

Aplicando a este problema la transformación (Il.8) (para que el PPL 

quede en términos de h e L\"1) tenemos : 

Min 2n1~1 
hn1+1 

s. a 

( 1 )"' --- LQ;J"¡h¡ 
hn1+1 J=1 

nl+l-
-;:, h¡ = 1 

r¡: i 

h1 e:::o:j=1, ... ,n1+1. 

1 .... ,m1 (11.9) 
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Pero (11.9). resulta ser un problema de programación no lineal (debido a 

que la función objetivo y las restricciones son no lineales). Considerando 

que el PPL (Il.6) alcanza su valor mfnimo en cero, (ll.9) tiene la misma 

solución que el siguiente PPL. 

Min ª"1ii;,1 

s. a 

o 1,. . .,m1 (11.10) 

h¡"' O; j = 1,. .. ,n1+1. 

Sea n2 = n1 +1.' Consideremos ahora a los vectores C, X e ut."2 y a la 

matriz A e IFR.m1xn2 tales qUe: 

x = h, 
e =(o , .• ~·. o, .!!n•· o¡t, 

A7(GL 1-r], 

donde L =·dfag,c!!_.¡0-.. :::!!,,1) es una_.matriz diagona110 de dimensión n1xn1. 

Por lo que la matriz A está formada por el producto de las matrices G y 

L. y por una columna adicional correspondiente al Vector -r. 

Así el problema (Il.1 O) puede reescribirse como: 

10ver definición de matriz diagonal en el Apéndice A. 

42 



CAPITUL02 

s. a 

Ax =o 
etx = 1 

X ~o': 

MÉTODO DE KARMARKAR 

(ll.11) 

Como puede observarse (Il.11) es .ya un. PPL en la FCK, ya que 

n = {x 1 Ax =O}, ·N>1 = {x 1 e'X: = 1, x"'O}, e e llln2 y ademés, las 

condiciones 11:1.1) ·, . y ·- ~~_1.2) se satisfacen, pues la solución interior 

inicial ~ es enviada al centro de · ~n1 (propiedad 3 de T), 

obteniéndose . .!.'o = e/n2 y, el valor mínimo de la función objetivo es cero. 

Note. que ~¡· 'e1 valor óptimo- de ctx no fuera cero, entonces el problema 

(ll.9) tampoco tendría solución óptima en cero y el PPL · (ll.2) sería 

infactible o no aCotado. 

Debido a la transformación proyectiva T Y. a sUs propiedades, .la 

expllcació_n geométrica de la sección 11.2.3 es válida, pues se verifica como 

los puntos extremos son enviados a las caras del slmplejo (a excepción del 

vértice (0,0) que es enviado al vértice (0,0, 1)) y los puntos al Infinito son 

enviados a otra de las caras. Los puntos (f,0, 1-f) y (O,r', 1-r') son 

obtenidos al aplicar T a los puntos (f,O) y (O,r). 

Observe que si el valor óptimo alcanzado en el problema (Il.11) es cero, 

se obtienen las soluciones Optimas primales y duales de los PPL (11.2) y 

(II.3) respectivamente. 
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Cabe aclarar que existen otras formas de transformar un PPL a la FCK; 

para ello puede consultar (Baz] y [Fan). Ahora estamos en condiciones de 

aplicar las ideas básicas de Karmarkar sobre el PPL (11. 11 ). Esto lo 

llevaremos a cabo en la siguiente sección. 

11.4 ALGORITMO DE KARMARKAR. 

En esta sección describiremos el Algoritmo de Karmarkar o Algoritmo de 

Escala Proyectiva de Karmarkar (escala proyectiva debido a las 

transformaciones proyectivas que cambian la escala de las variables del 

problema), para solucionar el PPL (ll.11) obtenido en el apartado anterior. 

Para facilitar la explicacíón utilizaremos a las letras m y n en lugar de m1 y 

n1, respectivamente. Pero no debe olvidarse que para poder aplicar el 

algoritmo a dicho PPL, debemos considerar nuevamente las dimensiones 

m1, n1 y n2 en vez de m, n y n+1. 

11 .. 4.1 Transformación de un Slmplejo a un Simplejo. 

El Algoritmo de Karmarkar genera una secuencia de puntos interiores 

x<o>. )((1), ... , X(k) en cada iteración (el superlndice entre paréntesis sobre 

las X Indica la iteración en que fue obtenido el punto), para encontrar la 

solución óptima del PPL que está en la FCK. 

En la sección anterior al transformar el PPL en la FCK. se calculó 

también una solución interior inicial <ao el centro del simplejo) a la que 

llamaremos X<0 >. Como hemos mencionado, al aplicar este algoritmo sobre 

el PPL obtenido se genera una secuencia de puntos interiores, los cuales 
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como e~ de esperarse no están centrados en la región factible (a excepción 

de X<0 > ). Cada punto interior es encontrado a partir de otro punto Interior, 

por. lo que se requiere {de acuerdo a la segunda idea básica de Karmarkar) 

que el problema sea modificado de forma tal, que cada punto (desde del 

cual-se.-Va a~-obtener-.-el--nuevo punto) se encuentre cercano al centro del 

poliedro· de soluciones. Así, para cada solución Interior, el problema debe 

ser distorsionado de manera que dicha solución quede centrada sobre la 

región f~~tible. 

Debido a que el PPL actualmente está contenido en un simplejo, se 

puede utilizar una transformación proyectiva, para un punto interior dado, 

que transforme al problema de forma tal que el punto quede ubicado en el 

centro del slmplejo. Esta transformación modifica a la reglón factible sobre 

sí misma (es decir, va de un simplejo a un simplejo) y se define a 

continuación. 

Definición ll.2. Sea X un punto interior de .ó.", es decir, X¡> O para 
n+1 

i=1 .... ,n+1 y ~X¡ = 1. Sea también O = diag(X 1, ... ,X n+1> una matriz 

diagonal de dimensión (n+1 )(n+1 ). Observese que la matriz O es no 

singular11 y su inversa o·1 es también una matriz diagonal, cuyos 

elementos en la diagonal principal son 1fX1 para i = 1 , ... , n+1. 

Así la transformación provectiva U: a" -+a" es: 

Y= U(xJ donde X e &" original, y et= (1, ... , 1 )t e IR.n+1 . 

11 ver matrlz no singular en el Apéndice A. 
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Puede notarse que o-1 X es un vector columna (n+1 )-dimensional y 

eto-1 X es un escalar igual a la suma de los elementos en el vector o-1 X. 

Por lo tanto, los elementos de U son normalizados. Así, Y e· A", donde 

V es ahora el centro del ...._\" transformado. 

Esta transformación tiene las siguientes propiedades (para una 

ejemplificación de éstas, consultar [Fan]): 

i) U mapea a u" en í!i." si X es un punto interior de .t:J.". 

ii) U mapea a X al e.entro e/(n+1) de u". 

iii) U es un vértic~. de. LJ." si X es un vértice. 

iv) U está sobre 1a frontera de ·A" si X está sobre la frontera. 
' ' 

' .,, ·,.· -
v) U es un .P:unto i~teíior de L:i." si X es un punto interior. 

vi) u es--uno~ ünO y u-1 está dada por: 

x ,; U-'(y) = Dy_ • 
. e'Oy 

donde V e L\" tranSformado. 

Aplicando la transformación proyectiva u-1 al problema (ll.11 ), para 

que el .PPL quede en términos de y e .u", tenemos: 

Min CtoY 
e'Dy 

s. a 

ADy 
e'Dy = O 

V >:O. 

(ll.12) 
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Pero dado que el valor mínimo de (ll.11) es cero; el problema (IJ.12) 

tiene la misma solución que el siguiente PPL: 

Min C 1oy 
s. a 

ADy =D 

ety = 1 

y"' o. 

(ll.13) 

Como puede observarse la región factible de (II.13) está formada 

nuevamente por la intersección de un simplejo con un sistema de 

ecuaciones homogéneo. Además, por la propiedad , ii) de la transformación 

U, Y = e/(n + 1) es una solución factible. 

Así cada solución interior )((k) genera~áp~r_·~¡~~!go;..i~mo de Karmarkar 

en la k-ésima iteración, es utilizada por la . traOSform.ei.~ión U para 

transformar el PPL (ll.11) en el PPL (Il:~3).· '"' 

Por conveniencia y facilidad .de m_anejO para las .siguientes secciones, 

(ll.13) se reescribirá como: 

Min c~Y 

s. a 

Pky=b 

V"'º· 

donde et = C'o. Pk = [:~] Y b = [~]-

(ll.14) 
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El procedimiento descrito en esta sección satisface la segunda idea 

básica de Karmarkar enunciada en el apartado 2. 1. En la siguiente sección 

trataremos con la primera idea básica. 

11.4.2 Obtención de la Mejor Dirección de Movimiento. 

En la sección anterior se mostró que cada punto generado por el 

Algoritmo de Karmarkar es colocado cerca del centro de la región factible 

(transformada). De acuerdo a la primera idea básica (sección 11. 1 ), para 

cada uno de estos puntos, tiene sentido ahora moverse en la dirección de 

mayor descenso de la función objetivo, para obtener una mejor solución 

interior factible en el PPL (ll. 14 ). 

11.4.2.1 Dirección en un Poliedro. 

Definición 11.3. Una dirección en un poliedro P es un vector d e R" 

distinto de cero, tal que para cada Xo e P el rayo {x e Ul" 1 x = >co+ad, 

a.~ O} está contenido en P. 

En este caso Xo'. es el vértice del rayo Y' ª·un escalar no negativo, que 

puede considerarse. como ~I Íáma~~- d~:·~~~O:;que: se toma sobre d. 

. . - . 
Si P = {x e ot" 1 A.x. =b.:. x ~ Q}··:·entonces· un rayo en P debe satisfacer 

las condiciories· A(~+ ~~j = :~-.~.y .. _(Xo ·+·:~d-) ?:: o. o lo que es lo mismo: 

(ll.15) 
y 

Xo +ad e= O. (JI. 16) 
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Como se debe cumplir que ><o e P, entonces AXcJ = b y Xo 2: O. 

Sustituyendo esto último en (II.15) tenemos: b + cxAd = b. Despejando a b 

y posteriormente a a., concluimos que Ad = O. 

Por otro lado, dado que ><o~ O y a.~ O, (ll.16) se cumple 

con d :;i!: O siempre y cuando se preserve la no negativid~d del rayo. Asf d 

es una dirección de P '* ~ si sus componentes son distinta's de· cero (al . . . ' 
menos una) y, es solución del sistema homogéneo cte.ecuacié:)nes, es dt:!cir 

d :..e O y Ad = O respectivamente~ 

En et caso del PPL (Il.~4), d es una dií~~ión cte1 p~li,edro asocia.do a 

la reglón factible si ·d ;i=: O y PJ(d ·.=:.o.: ·:'Asl/.·estamos interesados en 

encontiar un V.ector direccióñ. qU·~·.:~'éa sol~~ión ~l· ~·íStem~. coAt 1 e]td = o y 
teng~ al .".'len~s un· ele-~ent~ distinto ·d~:~e~~-·;._' · 

ll.4.2.2 Dirección de Mayor Descenso. 

Como se vio en el capítulo 1. la solución al problema (Il.14) se obtiene 

al encontrar el valor mfnimo de la función objetivo, c~ V, sobre el poliedro 

(siempre y cuando sea no vacío) PkY = b y y e: O. Así pues estamos 

interesados en encontrar, para cada punto interior factible en que se evalué 

la f.o .• la dirección de mayor descenso (ya que cada punto se encuentra 

cercano al centro del poliedro de soluciones) que nos permita obtener más 

rápidamente el mfnlmo. 
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De los conceptos de Cálculo12 sabemos que la dirección en la que una 

función disminuye más rápidamente puede ser obtenida a través del 

gradiente13 de dicha función, ya que el gradiente determina la mejor 

dirección (la cual es perpendicular al contorno de la función) para poder 

alcanzar el óptimo en el menor número de iteraciones posibles. En nuestro 

caso estamos interesados en obtener el gradiente de Ja funciOn objetivo14 el 

cual, dada la linealidad de la función, está formado por los coeficientes de 

ésta. En este caso el gradiente es et = cto. 

De esta forma, d = ck (la cual varía dependiendo del punto Interior con 

el que se construye D) por lo que, de la sección anterior, d debe ser 

solución del sistema de ecuaciones homogéneo formado por las 

restricciones de (II.14). Cabe aclarar, que para alguna iteración dada, d .si 

puede valer cero, lo que indicaría que la solución factible actual es Optima. 

Por otro lado, dado que requerimos obtener la dirección en que 

disminuye más rápidamente la función objetivo, debemos toma¡·el 'neg~tivo 
del gradiente (-d ), ya que este indica la dirección de descenso acelerad<:? .. de 

la f.o. para alcanzar el mínimo. 

IJ.4.2.3 Proyección del Gradiente para la Obtención de I~ Dirección 

Factible de Mayor Descenso. 

Un aspecto importante a tener en cuenta es que no basta con tomar" los 

coeficientes de la f.o. como componentes de d. ya que este vector no es 

12ver filosofla de los métodos de gradientes en el Apéndice B. 
13ver definición de gradiente en el Apéndice B. 
14ver gradiente de un hiperplano en el Apéndice B. 
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solución del sistema de ecuaciones homogéneo constituldo por las 

restricciones del problema. Para ello observe que d = OC, y que se debe 

satisfacer el sistema Ad = o. etd = O y d ~ O. C es un vector. para 

nuestro caso, con todos sus elementos cero, a excepción del n-ésimo que 

tiene coeficiente ªn (correspondiente a )_). Al multiplicarlo por la matriz 

diagonal D. la cual tiene elementos en la diagonal principal mayores que 

cero, obtenemos nuevamente un vector (Ci) con todos sus elementos cero a 

excepción del n-ésimo (el cual es mayor que cero). Por otro lado una de las 

restricciones etd = O, exige que la suma de los elementos de d sea cero, 

lo que no sucede con nuestro vector por lo que no soluciona al sistema 

homogéneo. Asl pues debemos obtener una representación del vector 

dirección que efectivamente sea solución de dicho sistema. Para ello 

utilizaremos las siguientes definiciones, (consultar [GMW)). 

Definición IL4. Sea S un conjunto de vectores en Rm. Diremos que 

S es un subespacio de R.m si, para cualesquiera escalares a. y ~. 

x, y e S ·implica que ax -t:" py e S. 

Esta propiedad inmediatamente implica que cualquier subespacio debe 

contener al vector cero (haciendo a.= J3 = O). 

Definición IL.5. Sea S un subespacio de Rm. Et complemento 

ortogonal de S, denotado por si., es definido como el conjunto de todos 

los vectores en Rm que son ortogonales a los vectores en S. i.e .. 

SJ. ={le IR!.m 1 /Is= O para todas e S}. 
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Puede verificarse que S.L es un subespacio de llt.m. Además, se cumple: SuS-'- = Ulm y SnS-'- ={O}. 

Debido a que ambos subespacios. córltienen únicam'ente al. vector cero 

en común, cualquier veCtoro t,·· ~~-ta~~no -m ·:·pue~Et S~~- _repres~-nfado-corTio 
b = bs + hsJ... donde hs e s---y:'bsi.··'e.s.L.~·:· . ' , 

~:-:~':; ·.;;.~-~ 

co;,:::~:::s ~~~:al:~ c::j~:to2':~~~~~1~~~;~:rt:;:;:: ~:: 5

:: 

llamado el subaspacio rañg~ sil!·:· d; ,~--~~:-~~O~;;· p~;-.;-~ri~g·~-~) .. -~ e~ -~,I qu~: 
- . ,._ ' '' .• · ';. ~ -. . .: r: . .·. '. 

bA e rango(A) sr y sólo sr'-"3_:~na x·e. Rr:'·-t81 q':'~~}'.'A:~"=:=-~. 

~ "~-. 

Definición II.7. El conjunto de t~d~·s;· los ~ectore~. e~·:.~ ,-~h; que son 

combinaciones lineales de los renglones ·(transpuestos') de A ,----d~fÍ~~-n'. un 

subespaclo de vectores expresable como Atv para algúr:'-'veCl\or:.-:~;~ ~m. 
Este subespacio es llamado el subespacto rango ft!!. dt. :~y ,s.;· ~~~,~ta· por 

rango(At) y es tal que: 

Definición 11.8. Para una matriz A de .mxn;· el:cOn"i~i~to::dt;9-tOdos. los 

vectores en R" ortogonales a los vectore~·'en .. ,ra~~;;·(·Át)'::~'·~·s·:llamado el 

subespac/o !J.YÍ.Q 9§. d. y. es deno:tado por null(~). : .. - _sUS · eÍámentos se 

definen como sigue: 

z e null(A) sf y sólo sf Az = O .. 
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Aplicando estas definiciones al PPL (ll.14) vemos que: 

i) El vector b erango(Pk) Sr y sólo st 3 Ye~n+1 tal que 

b=Pky-. 

ii) Un vector-~ -e rango(P~) sf y sólo sf 3 rr e 11tm+1 tal 

que~= P~rr. (ll.17) 

iii) Un vector ~ e null(Pk) si y sólo si Pk~ =O. (11.18) 

Cualquier .vector en ntn+1 puede ser escrito como una combinación 

lineal de los vectores que están en el rango(P~) y en el null(Pk), y 

además se verifica que rango(P~)nnull(Pk) = {O}. Consecuentemente 

diremos que el rango( Pi!) y el null(Pk) son complementos ortogonales uno 

del otro, por lo que la siguiente representación de cualquier vectár d eutn+1 

es única: 

d = "<%. + ~. donde "<%.e rango(P~) y ~e null(Pk) (ll.19) 

Se verifica además que los vectores ~ y ~ satisfacen ~ ~ = O. 

Como podemo:s observar, en (ll.18), ~ e null(Pk) lo que Indica que 

Pke\... = O._ Por lo que estamos interesados en encontrar al vector Ci.J. que 

es la rePresa"ntaciÓn de d en el subespacio nulo de Pk, ya que dicho 

vector si es· solución del sistema de ecuaciones homogéneo como se 

requiere en la sección ll.4.2.1. 

En primera instancia de {Il.19) vemos que. ~ = d - '4.a. Por otro lado 

en la sección 11.4.2.2 se concluyo que d = ck. Sustituyendo esta igualdad 

en la ecuación anterior tenemos : 'Ck = ck - ~- Además de (ll.17) 
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sabemos que Ck = P~rr. Igualando estas últimas dos expresiones resulta 

que: 

(II.20) 

Premultipllcando ambos lados de (ll.20) por Pk obtenemos 

(II.21) 

Dado que en (11..18) se iri.dico que. Pk~ = O, (U.21) se reescribe como 

(II.22) 

Debido a que *' ·~s u~·~:.--~~i;1~,de ~~g~;:completo y a que Y>O, pues 

ésta es una soluC?.iÓrl i~t~~iór'·~~-~tib_1e:~-~~~t~~-~e~ ·1a ~aÚiz PkP~ es invertible. 

Premultipllcando :c~~~~·)~{;fh,:~~~~~~:i~d6'~--d-e (~.22) tenemoS: 

(Il.23) 

Sustituyendo' (II,23) ·'e,;', (n.io¡: s.e tiene: 

(Il.24) 
'.~- .' 

Despejando 4:i en (ÍL:24 )': : 

4:i ·= ck·- P~(PkP~)"1Pkck. (II.25) 

Factorlzando ck en (11.25) obtenemos la dirección buscada: 

(II.26) 
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Al efectuar las operaciones que se encuentran entre los 

paréntesis cuadrados de (11.26) se obtrene la matriz de 

proyección Mp = I - .P~ (PkP~ ,-1 Pk, que es conocida como el proyector sobre 

el subespacio nulo de Pk y que al multiplicarla con el vector d = ck nos 

proporciona únicamente al vector 4.,. la porción de d que cae en null(Pk) 

y que además es la dirección factible buscada. Consecuentemente Mp 

aniquila a ~ la porción de d que no cae en null(Pk). Si d está 

contenida ya en null(Pk). Mp proyecta a d sobre sí mismo. Esta matriz 

tiene las siguientes propiedades: 

1) Cualquier vector en null(Pk) puede ser escrito como una 

combinación lineal de las columnas de Mp: 

11) M~ = Mp (Mp es simétrica); 

iii) M~ = Mp (La matriz M tal que M2 = M es llamada idempotente). 

Il.4.3. Optimización sobre una Bola y Transformación Inversa de un 

Slmplejo a un. Slmplejo. 

Como se explicó en la sección ll.1., dado que ha sido calculada una 

solución interior cercana al centro del politopo, debemos movernos sobre Ja 

dirección de mayor descenso (obtenida en el apartado anterior) para generar 

una nueva solución, pero teniendo cuidado de que ésta permanezca en el 

interior de la región transformada (conservando asf la factibilidad). 

Para lograr esto Karmarkar decidió remplazar al simplejo L\" por la bola 

más grande lnscrita15 en él con centro en Yo = e/(n+ 1) y radio 

15ver bola Inscrita en un simplejo en el Apéndice A. 

56 



CAPITUL02 MÉTODO DE KARMARKAR 

r = (es decir con la bola cerrada16 Bc(Y0 ,r)). Con esto 

aseguramos que la nueva región (formada por la intersección entre la bola y 

el subespacio nulo Aoy = O) contenga solamente puntos factibles. Por 

tanto retomando el problema (ll.13), este puede interpretarse como 

s.a 

ADy =O (ll.27) 

y e Bc(Yo, r) 

Para absorber errores de redondeo Karmarkar decidió tomar una bola 

más pequeria Be< Yo ,ar), donde O < ex < 1, en vez de Be< Yo ,r). Además, 

dado que Yo :;::: e/(n+ 1) es solución del sistema Aoy = O, entonces la 

intersección de este sistema con la bola Be( Yo ,a.r) es otra bola B~ (Yo ,ar) 

de dimensión menor, en donde el centro y el radio permanecen iguales. Así 

(Il.27) se reescribe como: 

s. a 

V e B~(Yo.ar) (ll.28) 

Pero este problema es trivial, ya que estamos obteniendo el mínimo de 

una función lineal sobre una. bola, cuya solución puede obtenerse en una 

iteración, utilizando la ecuación; . 

- - . arC\.. y• = Yo - · llC\..ll ' (ll.29) 

16ver definición de bola cerrada en el Apéndice A. 
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donde ~ se calcula como se explicó en la sección anterior, y al ser divida 

ésta entre su norma, se obtiene un vector dirección normalizado que apunta 

a una solución interior mejorada dentro de la bola. 

Asr dado un punto conocido de partida y 0 (el centro de la bola), 

debemos desplazarnos sobre la dirección de mayor descenso (-~/1~11> 

una longitud ar, para obtener un nuevo punto )i•, sobre la frontera de la 

bola B~(Y0 .cx.r), el cual es solución óptima al PPL (ll.28). 

Como podemos observar en el problema (IT.28), por cada punto interior 

(calculado en la k-ésima iteración), se obtiene un nuevo problema que es 

solucionado utilizando la ecuación (Il.29), la cual es conocida también 

como la ecuación de descenso acelerado17. Cada una de estas soluciones 

óptimas y·, debe ser transformada de nuevo a la reglón factible del PPL 

(II.11), para obtener una mejor solución interior factible )((k+1) que se 

aproxime a la solución óptima de dicho problema. 

Ahora, procederemos a dar una breve ilustración de . los conceptos 

expuestos acerca del algortimo de Karmarkar, pero desde. el punto. de vista 

geométrico. Para facilitar dicha explicación consideraremos el caSo de A2. 

La fig. 2.4 ejemplifica la .transformación de t;;.2 sobre sJ mismo. Para 

ello lmagJnense dos simplejos separados, de distin.t~s tamat"ios y 

orientaciones tales que las lfneas que los unen, y que pasan por cada uno 

de sus vértices, se intersectan en un punto común 9. Además la imagen de 

)((k) en el primer simplejo (izquierdo) es Yo en el segundo simplejo 

17ver método de descenso acelerado en el Apéndice B. 
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(derecho). A continuación el segundo simplejo es remplazado por la bola 

más grande inscrita en él {con centro en _Yo y radio r), y ésta, por una 

bola con centro en Yo y radio ar que es más pequeña. 

Figura 2.4 

En la fig. 2.5 se ilustra el proceso de optimización sobre la bola 

B'(Yo , r), contenida en el simplejo transformado (derecho) y en el que se 

obtiene el punto y•, al aplicar (11.29). También se ilustra la transformación 

Inversa que envla a y• al simplejo original (izquierdo), obteniéndose asf 

X(k•1>. Geométricamente esto puede realizarse tomando a los puntos y· y 

9 y, trazando una linea que intersecta al simplejo original en el nuevo punto 

)((k+1)_ 
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(\ --

t~~-~t~~:::_ ~' 
Figura 2.5 

Algebraicamente la transformación Inversa de y• es efectuada 

utilizando la propiedad vi) de la transformación U (sección 1L4.1 ). Asf el 

nuevo punto se obtiene como: 

5((k+1) = DY""' 
e'Oy• 

(l!.30) 

donde ·)((k+1) está en la región factible del PPL (11.11) y y• en la región 

del PPL (11-28). 

11.4.4 Verificación de Factibilidad y Chequeo de Paro. 

Otro aspecto importante a considerar es que las transformaciones 

proyectivas no preservan la linealidad de la función objetivo. Esto lo 

podemos constatar en las secciones 11.3.3 y 11.4.1, pues al aplicar las 

transformaciones proyectivas T y U a tos PPL (Il.6) y (ll.11) (cuyas f.o. 

son lineales) respectivamente, obtenemos los PPL transformados (ll.9) y 

(ll. 12) cuyas f.o. son no lineales, ya que han sido transformadas en 

funciones fraccionales con funciones lineales en el numerador y el 

59 



CAPITUL02 MÉTODO DE KARMARKAR 

denominador. Pero en esas secciones establecimos que;-dado que ~a f.o. 

debe alcanzar un valor mínimo de cero. podemos iomar:~omo eStiinación 

únicamente al numerador de Ja función, con lo q~~ :·.se ·obtienen los 

problemas (U.10) y (11.13). 

' ' . ', __ :_ ··: .,·-.:· 

El problema es pues, cómo medir los progr~·sos d.;~ ~lg-6~1t~~-~i '1a f.0.: -en 

la región transformada es sólo una estimación d~'.·;~.f.o. orlgin.al .. ·Es ~ecir, 
cómo medir la ganancia de estando en el puntO X(k) li al punto x<k+1). 

Karmarkar observó que alln cuando las funciones lineales 

(correspondientes a las f.o.) no son invariantes bajo la transformación 

proyectiva, los cocientes de funciones lineales si lo son, ya que éstos son 

transformados en cocientes de funciones lineales. Por tanto, propuso que la 

f.o. lineal ctx debe tener asociada una función f(X ). expresada en 

términos de logaritmos naturales de cocientes de funciones lineales, con el 

fin de medir el progreso del algoritmo. La función asociada se define como : 

(-.-} f(x) = :¡¡:Ln CX; X (11.31) 

f(X) es conocida como la función potencial y tiene las siguientes 

propiedades : 

i) Cualquier cantidad deseada de reducción en el valor de et X 

puede ser lograda por una reducción en el valor de f(X ). 

ii) f(X) es mapeado en una función de la misma forma por la 

transformación proyectiva U descrita en la sección ll.4.1 
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Asl pues, el objetivo es comprobar que en cada iteración et 

algoritmo hace disminuir a f(X) en al menos una constante t: que 

depende del parámetro u. Si no se observa la mejora esperada, Le., si 

f(X(k+ 1» > f(X<k» - e, entonces debemos detenernos y concluir que el valor 

mfnimo de la f.o. en el PPL (ll.11) debe ser estrictamente positivo. En el 

problema original, (11.2), esta situación corresponde al caso en que se 

detecto infactibilidad o no acotación de la f.o. 

El siguiente teorema establece que si la reducción en la función potencial 

se satisface entonces el algoritmo converge (para una demostración de este 

teorema consultar [Cal] y [Kar]). 

Teorema IL1. Sea 3((0), )('(1), ... , )((kl,... la sucesión de puntos 

generados por el Algoritmo de Karmarkar. Si 

1cx<k•1>¡ "tcx<k>¡ _ e 

durante (n+ 1)(q~ln(n+ 1>> iteraciones, entonces el algoritmo encuentra un 

punto factible X tal que 

(11.32) 

donde q es un entero positivo grande. 

Para probar este teorema supongamos que el algoritmo se ha ejecutado 

para m iteraciones y que ctx(m) > º· entonces para cada m tenemos 

1c;c<m>¡ s f(x<m-1>¡_ a" f("x<m-2>¡_ 2a s ... s f(x<º»- ma 

Por transitividad y utilizando (ll.31) vemos que: 
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n+1 (et i((m)) n+1 (et i((D) ) 
~ Ln X¡tm> s ~ Ln X1º> - mo. 

Aplicando reglas de ~ogariti:i_:ios y como X(O) = 8a tenemos: 

SI ahora.ap.licamos las-~ sobre cada término resulta que: 

· - . - n+1 
(n+1)Ln(c•x<ml) - :¡:Ln(x¡m>¡ s (n+1J[Ln(c•a0 ) + Ln(n+1l) -ma. 

::- .. _- 1•1 - -

Dividiendo entre (n+1 ), reordenando y aplicando ·reglas. ~e·. logaritmos 
vemos que::. 

L{º'x<m>) s Ln(n+1) + (-1-_ X'i:'_L_n{;;m_->_>). -~._-;,.,.;_-- • 
Cta0 n+1 ¡.1 _,,,'·.,-:·.- .-.·.n+1~ 

- · .. ;·. ,,J~· ~ . 

Debido a que X(m) está en el interior de .6~.·~.·~i~d.a_~·::~üS' ~omPonentes 
son O < xfm> < 1 por lo que el término ¿'l.n(Xa<~~) ~ i~;.' r\egatÍVo, ··y al 

sumarlo con ~::~ sigue siendo un negativo, ~~r: í6 · q~-~-- só·l~ tomamo_s a 

esta última constante. Entonces 

Ln( C~ ;(Cm) ) mo 
ctao s Ln(n+1) - n+1 

Considere ahora a m = (n+1)(q+Ln(n+1)) 
a 

(IL33) 

que nos proporciona el 

número de iteraciones del Algoritmo de Karmarkar que necesitamos 

calcular. Sustituyendo a m en (11.33) tenemos 

(
e• i((m)) 

Ln ---,-- :s -q. 
eªº 
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Exponenciando ambos lados y teniendo en cuenta que e-q s. 2-q para 

q ~O resulta 

Con lo que conclulmos la prueba de este teorema. 

Cabe hacer mención que una forma de paro del método es por medio 

de (Il.32). Es decir, el algoritmo se detiene en la iteración k si 

C~tX<k> s 2-q. 

eªº 

Debe notarse también que la constante q debe ser tal que 2-q < € para 

una tolerancia dada E > O; q también puede ser seleccionada como el 

tamaño del problema o un múltiplo de este (consultar [Baz]. [Kar],[Fan]). 

A continuación se enuncian los teoremas (cuya demostración puede 

consultarse en [Kar]) que garantizan que el algoritmo se comporta 

satisfaciendo las hipótesis del teorema ll.1. Para ello requerimos la 

transformación f' de la función potencial f(X), la cual se define como 

n+1 (c'Dy) n+1 (c'DyJ n+1 f'(Yl = ¿ Ln ~ = :?: Ln --- - ¿;Ln(x¡) . 
.t-1 XjYj .i-1 Yj j•1 

En primer término. estamos interesados en optimizar f'(Y') sobre 

B~(Yo ,ar). Por lo que es necesaria la existencia de un punto que logre una 

reducción constante en la función potencial. El siguiente teorema Qarantiza 

la existencia de tal punto. 
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Teorema 11.2. Existe un punto y• e B~(Yo ,cx.r) tal que 

f' (y") s f' <Vol- o. 

donde iJ es una constante. 

En segunda instancia se requiere que la minimización de f'(Y) pueda 

ser aproximada por la minimización de la función lineal ctoy. Esto es 

debido a que la optimización se realiza sobre una bola con centro en Yo y 

radio cx.r, como lo indica el siguiente teorema. 

Teorema 11.3. Sea y• el punto que minimiza ctoy sobre B~CYo , .cx.r). 

Entonces f' <Y·) s f' <Yo) - a donde a es una constante positiva que 

depende de a.. PaÍa a.= 1/4 podemos tomar a= 1/8. 

Finalmente debemos transformar a y• de regreso al slmplejo ~riginal, 

para obtener el núevo punto X(k+1) y asT medir el progreso del algoritmo. 

Esto se verifica en el siQulente teorema. 

Teorema II.4. SI )((kÍ.= u-1cy0·j y. )((k+1J = u·1(y"), y• como en el 
teorema Il.3, entonces -· 

Aunque .teóÍi.camenié ,~'s adecuSdo tomar a a.= 1/4 y a iJ;;:::; 118, en la 

práctica a. puede, tomBr valores· cercanos a uno. En particular si a. ;i=: 1/4 y 

a. e (0, 1 ), se sugiere calcular a éJ como (consultar [Cál], [Kar]) : 

a = ex. - a2 cx.2(n+1) 
2 · n(1-cx.Jcn +1)/n¡' 
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11.5 ESQUEMA DE PURIFICACIÓN. 

Note que los puntos )((O), )((1), •.. , XCJ>, ... generados por el algoritmo en 

iteraciones, permanecen siempre en el interior de la región factible (debido 

al esquema de centrado); al igual que el punto X(k), que satisface la 

condición c .. ~.}((k) s. 2-q. Por lo que podemos obtener, a partir de )((k), un 
e ªo 

punto extremo exacto y verificar que este sea solución óptima. 

Para encontrar dicha solución básica factible, la cual proporciona un 

valor objetivo al menos tan bueno como el de ctx<k>, tendremos que 

identificar a las variables básicas y no básicas por medio del método 

conocido como esquema de purificación (consultar [Baz]. [Fan]). 

Observe que el PPL en la FCK tiene m+n+2 (m1 + n2 + en el 

PPL (ll.11)) restricciones, incluyendo las restricciones explicitas y de no 

negatividad, en total. Si 

satisfacen en igualdad 

:Ax<k> = o, e1x<k> = 1 

n+1 restricciones linealmente independientes se 

dado que se obtuvo X(k) (i.e. si se cumple 

y n-m elementos de )((k) son iguales a cero), 

entonces ésta es ya una solución básica factible. De otra forma existe una 

dirección d~O en el subespacio nulo de las restricciones (las cuales son 

menos de n+1) que cumplen la igualdad. Si ctd <O entonces debemos 

desplazarnos sobre la dirección d, en caso contrario sobre -d, hasta que 

alguna restricción bloquee el m'?vimiento por consideraciones de factibilidad. 

Debido a que la región factible del PPL en la FCK es acotada, podemos 

siempre encontrar una nueva solución con al menos una restricción 

adicional, satisfaciendo la igualdad (Xj =O). El valor objetivo en esta nueva 

solución es al menos tan bueno como ctx<k>. Repitiendo este proceso 
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sucesivamente, una solución básica factible X:• puede ser eventualmente 

identificada tal que ctx· = O. Este proceso involucra a lo más n - m 

pasos, ya que iniciamos con m+1 restricciones explicitas linealmente 

independientes en el PPL que está en la FCK Asf al menos una restricción 

linealmente independiente, que satisface la igualdad, se agrega a este 

conjunto en cada paso. Note además que si ctx:· = O, el sistema (11.4) 

tiene solución y X:• proporciona tas soluciones óptimas de los PPL (Il.2) y 

(Il.3), es decir las soluciones óptimas primal y dual. 

ll.6 PRESENTACIÓN FORMAL DEL MÉTODO DE ESCALA 

PROYECTIVA DE KARMARKAR. 

Ahora pongamos juntos los conceptos descritos en este capitulo para dar 

una presentación formal del Método de Escala Proyectiva de Karmarkar 

para solucionar Problemas de Programación Lineal. Debe recordarse que en 

primer lugar el PPL debe ser puesto en la forma canónica de Karmarkar, 

una vez representado el problema en esta forma aplicar el algoritmo de 

Karmarkar hasta encontrar una solución interior cercana a la óptima (en 

caso de que exista), para finalmente aplicar el esquema de purificación y 

obtener la solución óptima. 

Método de Escala Provectiva de Karmarkar. 

1) 

11) 

Transformar el PPL a la Forma Canónica de Karmarkar como se 

describe en la sección 11.3. 

Una vez que et PPL está en la FCK efectuar los siguientes pasos 

correspondientes al Algoritmo da Karmarkar. 
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i.- Inicialización. 

Hágase: k =o, )((0) ="'o· 

Fijese a a. e (0, 1) y a q como un entero positivo grande. 

Calcúlese: r = (n(n+1 ))-112, 

f(Xol = (n+1~Ln(c•xlº>l + Ln(n+1J]. 

Si a. = 1 /4 entonces a <:! 1 /8, 

a2 
No, entonces calcular O == o. -

2 

a.2(n+1) 

n(1- o.,/(n + 1)/n) · 

ii.- Transformación de un simplejo a un simplejo: 

Sea DK = diag(>Gk>, .... ~~1 ) y calc(llese e~= Ctok, 

pk = [;\.?.· 1-
iii.- Obtención de la mejor dirección de movimiento: 

iv.- Optimización sobre una bola: 

Sea Yo = aa entonces calcule y• .,,.e¡., 
=Ya - \~I\ · 

v.-Transformación inversa de un simplejo a un simplejo: 

Calcular )((k+1) = oy_: . 
etQy-
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vi.- Verificación de factibilidad; 

n+1 (et )((k+1)) 
Calculese f('Xlk+1)) = ~ Ln ----

;-1 Xfk•1> . 

Si f(X(k+1» > f(X<k» -a entonces et algoritmo termina, 

pues el valor óptimo de CtX es positivo. Esto implica 

que el PPL original es infactible o su función objetivo 

no está acotada. 

No, ir al paso vii. 

vii.- Chequeo de paro: 

SI C~ )((k) s 2-q entonces el algoritmo termina, ir a 111). 
e tao 

No, entonces hacer k = k+1, ir al paso ii. 

111) Cal9ular una solución básica factible óptima por medio del 

esquema de pun"ficaci6n descrito e.n la sección 11.5. 

Como hemos visto a través de este capitulo el método proyectivo de 

Karmarkar proporciona un nuevo enfoque para la solución de PPL. Aunque 

en principio Karmarkar dijo que su algoritmo soluciona los PPL en menos 

tiempo que el método simplex, esto no ha podido ser probado por otros 

investigadores, dada la negativa por parte del autor de presentar los trucos 

de la implantación. En cambio esto ha repercutido en una gran cantidad de 

investigaciones que han generado variantes del algoritmo que parecen ser 

realmente eficaces en la solución de PPL, sobre todo en gran escala. Una de 

tales variantes se expone a continuación, de acuerdo a lo discutido en la 

sección 1.1. 
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MÉTODOS DE ESCALA AFÍN 

Desde su introducción en 1984, el método de escala proyectiva de 

Karmarkar ha estimulado una gran cantidad de trabajos de investigación en 

el campo de la programación lineal; por lo que surgieron nuevas 

interpretaciones, implementaciones computacionales y variantes del 

método. Una de las variantes que acaparó la atención de varios 

investigadores fue la de escala afín, conocida asf por la utilización de 

transformaciones afines en lugar de las transformaciones proyectivas, dando 

como resultado que la estructura simplejo-homogéneo en el algoritmo 

original fuera relajada. 

La variante de escala afin tiene las siguientes ventajas sobre el método 

original. En primer lugar, el valor mfnimo de la función objetivo no tiene que 

ser conocido de antemano. En segundo lugar, esta variante se aplica 

directamente a un PPL en su forma estándar y produce una secuencia de 

valores objetivo que decrecen en forma monótona. 

El método de escala aun básico fue primero descubierto por el 

matemático ruso l. l. Dikin en 1967 [Dik). Posteriormente, en '1985 el método 

fue independientemente redescubierto por Barnes [Bar): Vanderbei, Meketon 

y Freedman [VMF); y Cavalier y Soyster [CyS]. Ellos propusieron usar el 

algoritmo de escala affn (primal) para solucionar PPL en su forma estándar. 

y establecieron pruebas de convergencia del algoritmo. Un algoritmo similar, 

el método de escala afln dual, fue diseflado e implementado por Adler, 
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Karmarkar, Resende y Veiga [AKR] para solucionar programas lineales 

duales en forma de desigualdades en 1989. Comparados con las 

engorrosas transformaciones proyectivas, las implementaciones de los 

algoritmos de escala afín primal y dual son bastante directas. Ambos 

algoritmos están actualmente sujetos a una gran cantidad ,de 

experimentaciones y han exhibido resultados promisorios: consultar [Arb], 

[MSS], [MyM], [PQV], [Van], [VCV]. 

En este capitulo analizaremos las variantes de escala afin primal y dual 

basándonos en los conceptos presentados en los capitules anteriores. 

lll.1 EL MÉTODO DE ESCALA AFÍN PRIMAL 

Como se mencionó ariteriormente, este algoritmo se aplica directamente 

sobre un PPL en su forma estándar. Asl pues consideremos el siguiente 

PPL: 

Min z= ctx 

s.a 

Ax= b 

X~ 0, 

(ID.1) 

donde e, x e Ul", b e Rm y A e Rmxn es de rango completo por renglones 

con m s n. 

En este caso la región factible está dada por 
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P = {x e lllº f AA= b y X>: O}, (lll.2) 

por lo que procederemos a definir el interior relativo de P. 

Definición lll.1. El-1t1l.!ui!u relativa de P, con -respecto al subespacio 

afín {x e lllº 1 Ax= b} está dado por: 

Pº={xe lllºIJ>o<=b y X>O}. 

Un vector x o-dimensional es llamadÓ Un punto interior relativo factible 

o solución interior factible del PPL (lll.1) si x e Po. Para fines de 

exposición se supondrá que ~ =-:. ~-

lll.1.1 Ideas Básic3s del,Método de Escala Afín Primal. 

Al ser el método de escala afín una variante del método proyectivo, éste 

sigue las ideas originales que utilizó Karmarkar para el diseño de su 

algoritmo (sección U.1 ). Pero como se hizo notar en la sección 11.2, estas 

ideas son válidas para una región factible acotada, por lo que debemos 

obtener una representación de (III.1) que cumpla con dicha condición. 

Como puede observarse, la complejidad y la no trivialidad de (ID.1 ), 

estriba en la existencia de las desigualdades. Si la condición de no 

negatividad pudiera sustituirse por una restricción (una sola) que la 

estimara adecuadamente, se podría encontrar una buena aproximación a la 

solución óptima con poco esfuerzo. Para ello suponga que el PPL (ID.1) 
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tiene una solución interior factible xk = (x~ •... ,x~)t. Entonces el primer 

ortante x 2:: O d~ (ID.1) se puede sustituir por el elipsoide 

E= {x'e IPlº 1 fcx,-xr>2/cxr)2 S r2 iD < r < 1} 
i-1 . ·-

(lll.3) 

que está contenida en .el interior de .ut.z. P.ara veri!.lcar este hecho, observe 

que si Xj S. 0 para 81gutÍa j, entonces: 

(!Il.4) 

En (ffi.4), la primera desigualdad se cumple, dado que la suma se 

efectúa sobre nómeros positivos, por lo que da como resultado un valor 

positivo: la segunda desigualdad podemos verificarla si desarrollamos el 
binomio del numerador y observamos que el término (xt)2 es sumado con 

valores no negativos; por último, la tercera desigualdad se cumple dada la 

condición impuesta sobre r en (ll.3). 

Esto implica que podemos obtener una solución factible de (ill.1 ), 

satisfaciendo ctxk+1 < ctxk al solucionar el siguiente problema auxiliar 

Min z=c'x 

s.a 

Ax=b 

fcx, -xri2 /<x\' ¡2 s r2 .. , 
o< r< 1. 

(!Il.5) 
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Note que al sustituir las restricciones x ~ O, por el elipsoide E la 

región factible estará formada por la íntersección de Ax = b con E, lo que 

da~á ~omo resultado un elipsoide E' de dimensión menor contenido en 

(llI.2). Dado que es posible encontrar una bola abierta que contenga a E' y, 

dada la suposición de que pO ~ iti. podemos concluir que el poliedro de 

solUciones de (lli.5) es un politopo. Por lo que las ideas básicas de 

Karmarkar pueden ser aplicadas a este PPL, es decir, para una solución 

interior factible dada: 

1ª) Si dicha solución está cercana al centro del politopo, entonces tiene 

sentido moverse en la dirección de mayor descenso de la f.o. para alcanzar 

el valor mínimo: 

2ª) En casi? ·contrario,: sin ·ca:m.biaí el PPL en sú forma ·es.enclal, ."una 

transformación .apropiadá" pu,Sde. -ser, áplicada'··a1'.·:prob1e~·a, t81.-..que la 

solución Interior:.·- faCtible, sea pueSta cercana.· a1 _· c~rit~o· del poÚtopo 

transformado. 

m.1.2 T~ansformacfón de Escala Afín Sobre el O~ante No Negativo. 

Para llevar a cabo la segunda idea básica;· ·citada . anteriormente, 

procederemos a transformar el PPL (ill.5). La transformación a utilizar en 

este caso, es la que se define a continuación. 

Definición 111.2. Sea T k : 11tz ~ 11tz la transformación ~ ~ !!ff.!J.. 

tal que 
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donde Dk1 = diag(1/x~ •... , 1/x~) y, las x~ > O son las componentes de la 

solución interior factible xk e ut.z. 

Esta transformación tiene las siguientes propiedades: 

i) T k mapea a IJt.Z en at.z si xk es una solución interior factible 

de R.!!,. 

11) T k(x'<) = e. 
iii) T k(x) es un vértice de atz si. x . es un vértice. 

iv) T k(x) está sobre la frontera de: llt.Z .- si x está sobre la frontera. 

v) T k(x) es una solución interior f8.cti.ble de· Clt..Z si x es una solució~ 
interior factible. >:~·: ~-::~: ... ;-=-:·: 

vi) T k(x) es uno a uno y '.k1 . _es~ ~-~,~~~ ~-~~ .. ·.·", 

Tk1(w) = Dkw para cada w· qUe'e_S#t·er1: ulici:··· y_ Dk.=:=_diag(x~ •.•. ,x~) . 
. ";';''>·;·.·}"- ;,·:-'.,'-

Antes de efectuar la transforma~~n ·d~ 'cíi:r.s~'. ~~;~ que el elipsoide 

definido en (fil.3) puede repres.erítárs~·,e:n:;}éím1~01i<~matriciale'S como: 

E={xe Rn1JJoi<'Cx-xk>1lsr}. Asl_é1 PPL:{m:s¡c;;e~ees~rÍbecomo:" 

Min z = ct~­
s. a 

Ax= b 

JIDi<'Cx-x•¡ll s r 

o< r < 1. 

(fil.6) 

Para llevar a cabo la transformación de escala af(n sobre (ID.6) debe 

obseívarse que w = ·ok1X y e= 0k_1xk. 
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Aplicando T,-1 
k sobre (IlL6), para que el PPL quede en términos 

de w e lR.,Z, tenemos: 

s. a 

A,,w = b 

llw-en s r 

lll .. 1 .. 3 Optimiiación Sobre una Bola4 

(ill.7) 

Como.podemos observar en (fil.7), el elipsoide E de (ID.6) ha sido 

transforrriado en una bola cerrada con centro en e y radio r. Además, 

similar a (ll.27) y (ll.28), el vector e = Dk_1xk es solución del sistema 

Akw = b, por lo que la intersección de este sistema con la bola Bc(e,r), es 

otra bola de dimensión menor B~(e,r) con el mismo centro y radio. Asf el 

punto óptimo de (fil.7) puede ser obtenido a través del siguiente PPL: 

s. a (IIl.B) 

w e B~(e,r). 

Análogo a lo expuesto en la sección ll.4.3, el procedimiento de solución 

del PPL (III.~)" es trivial, ya que estamos obteniendo el mínimo de la 
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función lineal (ctDk)w sobre la bola· B~(e,r), cuya solución puede obtenerse 

en una sola Iteración, utilizando la ecuación de descenso acelerado 

(III.9) 

,,,/_ 

Como en (ll.29), el vect;;r· 6~~1Íil~· de 'crn.B). ,¡,k+1, permanece en 
el lnterl~r da·_1a·.·r-egl6r;-.f8ci:1.bi~-,d·~--~-"(·~:i),-<_ sr,·-.-~ se:encuentra en el 

subespaci~ nulo;:de;_:.1a>·~~t_ri~-;~-('S<f\_'Y '.',-r_e-:(0,1_)_:_ Además-su im~g~n 
inversa xk~1 = Tk1~~~1) ~ ~k~+1 '. ~s ~;,a ryu~va solución i~terior de (il.5). 

-;''" 

En la ·figura 3.1 se ilustran los conceptos expuestos hasta este momento. 

Figura3.1 

En esta figura se observa que, al aplicar la transformación Tk al ortante 

no negativo del lado izquierdo, se modifican tanto la región factible (Ax=b en 

ADkw=b) como los elipsoides (E en Be y E' en B~) para quedar centrados 

con respecto a e. en el ortante del lado derecho: y a partir de este punto se 

efectúa un desplazamiento -r<t.,/l}d~I unidades para obtener una solución 

interior factible wk+1, sobre la frontera de la bola. 
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Ahora, estamos en condiciones de enunciar Ja estrategia a seguir 

por el algoritmo de escala affn primal: Dada una solución interior 

factible inicial, apficar la transformación de escala affn al espacio de 

soluciones de tal forma que la solución interior actual sea enviada a e, el 

centro de la bola en el espacio transformado: y entonces, movernos una 

distancia r sobre la dirección de mayor descenso (la cual es un vector 

unitario que nos permite permanecer en la bola), para obtener el óptimo 

wk•1. Posteriormente tomar T.;1 que mapea la solución wk+1 de regreso al 

espacio solución original, como una nueva solución interior mejorada. 

Repetir este proceso hasta que las condiciones de paro, consideradas para 

el método en el espacio original, se satisfagan. 

III.1.4 Dirección Factible de Mayor Descenso. 

Dado que la estrategia de adoptar la ecuación (ill.9) aplica para 

solucionar al problema (ill.8), estamos interesados en proyectar el 

gradiente ck sobre el subespaclo nulo de Ak, para crear un buena 

dirección ~ que nos permita obtener un valor mejorado de la f.o. en el 

espacio transformado. 

De (ll.26), la mejor dirección, proyectada sobre el subespacio nulo de la 

matriz Ak, es 

(ll.10) 

cuya matriz de proyecci~n es 

(ill.11) 
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Por lo que <t., = Mp(ck). Es fácil verificar también que Ak~ =O. 

La figura 3.2 ilustra la proyección del vector dirección. 

-ey· ·/· ... ··. '.". · ·· Hlperlono objel<vo 

· .. -. constllnl<P 

d: 
-· w• 

Figura 3.2. 

Asf pues al sustituir (ID. 1 O) en (ID.9). y considerando que re(0.1 ). 

obtenemos la solución óptima wf<.•1 > O del PPL .(llI.8), - el cual es 

equivalente a (ID.7). 

De acuerdo a la estrategia citada en la :sección m .. ~.~· debemos 

mapear a la. solución wf<•1, que se encuentra en el e:spacio'tfan.~forrliado, 

al espacio original, para obtener ta nueva sOtució.1 ~~jora"da -xk..:1 

correspondiente al problema (ID.5). Esto puede lograrse. al- a_Plicar la 

transformación inversa Tk1 sobre wf<•1. En otras palabras: 

(ill.12) 

Sustituyendo (ill.9) en (ill.12) 

(ill.13) 
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donde r' = r/1\d!!.,ll y xk = Dke. Sustituyendo (ID.1 O) en (ID.13) tenemos 

(lll.14) 

ecuación anterior se reescribe como: 

donde 

(lll.16) 

Esto significa que la dirección de movimiento en el espacio original es: 

-d~ _ -O~[c-A9 .. k) m- ¡¡o.[c-At¡_kJ\I 

y la longitud de paso es r; mientras que en el espacio transformado: 
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Entonces tenemos que 

Dados los resultados anteriores, observamos que 

xk+1 = ,(< - r' Dk~ donde r' = x~u · 
entonces 

(ffi.17) 

(ill.18) 

Considerando las propleda~es d~ .ta matriz de proyección (sección Il.4.2.3): 

c'xk+1 = c'xk - r'(ck¡tMpMpck; 

c•xk•1 =c•X<-r'(~)t(~); 

(:lxk•1 = clxk _ r'l\~112 ; 

c•xk•1 = c1xk - rl\o.cc-A•J.•'I · (ID.19) 

Esto implica que xk+1 es, de hecho, una solución mejorada y ésta es 

alcanzada cuando xk y )..k son obtenidas como se indica en (ID.15) y 

(ill.16) respectivamente; y cuando la dirección de movimiento et_,.-=: O. 

Estos resultados sugieren un algoritmo iterativo para encontrar la solución 

de (ffi.1 ), el cual se enuncia formalmente en la siguiente sección. 
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111.1.5 El Algoritmo de Escala Affn Primal. 

: . ' 
Las ecuaciones (III.,15) y (ll~.16),. 'de.la sección anterior, pueden ser 

us~das para obt~n~~ --un -algó-fit,;nc,- :,·-q~~~.'.-p~~~~~~¡o·ñ-e·--1~·~-Solüció-n del PPL 

cm:s). Este _algoritmo se .. enunCia 'torma1rTiente a: Conúliu~éión: 
. . .'."· ;~"..;},;; '•;. ', 

AlgOritin'o A.· Sea,. xO ·>·'._~. ~:~.:un~:fSol~'~ió~· fr:-t~·~ioí tar que Ax°=b. En 

general, si :-x~-. es- .Co~~~~~ d~f'{il1~6~' a'·,~ n:,~t~i~· 

Dk ,=·-~iiag(x~,.:;,x~) 

y calculamos a la solución inteÍior factible mejorada, xk•t > O, por la fórmula 

k =O, 1,2, ... 

Cabe mencionar, que el Algoritmo A es de hecho la variante de escala 

affn, disenada por Earl R. Barnes, en el Centro de Investigación T. .J. 

Watson de l.B.M .• consultar (Bar]. 

Procederemos ahora a realizar algunas modificaciones sobre el 

algoritmo A para facilitar la Instrumentación computacional del método de 

escala afrn primal. Para este propósitO haremos algunas observaciones y 

enunciaremos algunos lemas que generarán una versión lnstrumentable 

del algoritmo. 
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Como primera observación tenemos que. si el¡, s O, en (ID.9), entonces 

a.k = r puede ser cualquier número positivo entre O y 1. De otra forma, si 

(~)¡ >0 para alguna i, entonces el tamafio de paso es tan pequef\o como 

1 
{~)¡º 

Por tanto podemos seleccionar a re(0, 1) y aplicar ta siguiente prueba 

de mlnimo cociente 

{lll.20) 

Para determinar una longitud de paso apropiada que garantice ta 

positividad de wk+1, se recomienda tomar una r cercana a 1. Debemos 

notar, que si en un momento dado decidimos aplicar directamente el 

algoritmo de escala affn al problema (ill.1 ), relajando de esta forma la 

utilización de la bola, el ak propuesta anteriormente nos permite mantener 

la factibilidad. Asl pues apliquemos directamente este método al problema 

(ill.1) y relajemos la utilización de la bola. 

Esta modificación nos lleva a la consideración de que la región factible 

puede no ser un· politopo. por lo que la definición del tamaflo de paso. 

{ID.20) es trascendental para la utilización de la dirección factible discutida 

en la sección m.1.4. Note también que utz no tiene un centro real; sin 

embargo, para un xeut.~ la transformación de escala afin puede ser 

aplicada, enviando este punto al vector e (debido a la propiedad ii de T k). el 

cual es equidistante a cada una de las paredes del ortante no-negativo. 

Dando como resultado, una vez más, que la región factible sea 
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distorsionada. Bajo esta consideración, la segunda idea de ill.1.1 se sigue 

aplicando. Este concepto se ilustra en la figura 3.3. 

T. 

Flgura3.3 

Debido a la conclusión anterior, la primera idea de la sección 

m.1.1 también sigue aplicando, al tomar a la dirección factible de 

mayor descenso (fil.1 O) junto con el tamano de paso ªk· Por último puede 

verificarse que al no normalizar el vector dirección en el Algoritmo A, la bola 

del PPL (ill.7) es relajada. 

Como segunda. observación tenemos que, si xk es actualmente un 

vértice entonces (Ill..16) puede reescribirse como: 

donde D~=diag((~~)2.'.~ .• cx~)2] y, B y ea son tal como se definieron en el 

capltulo 1. Simplificando (llr.21), vemos que 
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(Ill.22) 

Este vector fue definido en la sección 1.3.5 como el vector dual. Por lo 

tanto diremos que )..k es el estimado dual (correspondiente a la solución 

primal xk) en el algoritmo de escala afTn primal. Además. al sustituir (ID.22) 

en el vector de holguras dual definido en la sección l.3.3 

obtenemos vk=c-At(str1c6 , el cual es, el vector de costos reducidos 

utilizado en el Método Simplex (consultar bibliografia de PL acerca del 

Método Simplex). Por lo que vk será el vector de costos reducidos asociado 

con xk en el algoritmo de escala affn. 

Note que cuando vi<" :<!: O, el estimado dual 'J .. k es una solución factible 

y (xk)lvk = etokvk es equivalente al intervalo dual (dado que (lll.1) es un 

PPL en la forma estándar y, como vimos en la sección l.3.4, la condición 

(uk)lA.k=O automáticamente se satisface) correspondiente a las soluciones 

factibles xk y '),.k. es decir 

En el caso de que etokvk = o. vk 2:: O y considerando que xk es una 

solución factible, las condiciones de KKT (teorema· 1.6) se satisfacen y 

concluimos que xk es una solución óptima primal y J..k es solución óptima 

dual. 
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A continuación enunciaremos algunos lemas necesarios para 

. instrumentar correctamente el algoritmo, las demostraciones de estos 

lemas pueden consultarse en (Fan]. 

Lema tÚ.1:-Si eXiste un xkepO con d~<O, entonces el PPL (1Il.1) es 

no acotado. 

Como podemos observar si ~<O entonces Dk(c-AtJ...k]<O; dado que 

Dk, ,e~is_te, .tenemos que c-At) .. k<O. Si ahora obtenemos el PPL dual de 

(lll.:1) ~on-)..k co~o variables, concluimos, considerando lo anterior, que el 

problema dual es infactible; y de acuerdo a la tabla L 1 el PPL primal (ll.1 ) 

es nO aéotadO. 

Lema lll.2. Si existe un xkepO con ~= O, entonces la solución 

factible . xk del PPL (ID. 1) es óptima. 

Note que si 0-1 
k existe, 

reducimos la ecuación de la dirección a c-At) .. k = O y observamos que la 

factibilidad dual permanece. Ahora bien, para xk e p0 la factibilidad primal 

se satisface ast como la condición de holgura complementaria, por lo que 

las condiciones de KKT se cumplen; y de acuerdo al teorema (1.6) 

concluimos que, efectivamente, cualquier- xkepO con ~=O es solución 

óptima del PPL (ID.1 ). Además dado que las condiciones de holguras 

complementarias se satisfacen tenemos que ctxk = btJ...k y, como bt) .. k no 

depende de xk, se dice que la f.o. primal permanece constante sobre P. 
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Lema 111.3. Si el PPL (ID. 1) es acotado hacia abajo, y su función objetivo 

no es constante, entonces la sucesión {c1xk 1 k. = 1.~ •... } es monótona 

decreciente. 

ConsldererTIOs · 'ª ecuación :. (ill.19); dado que estamos"· proponiendo que 

el vector dii-ecc101:( ri~.--.:est~·:_nc;;r~é'.'_li~~do __ y_ ~ad~- ~ue. et_ t~~~nO de ·_pSis~ es 
ªk. entone~~ clli.19) :;~-~~~s6.ri-be- ~omo: - ·- - - - . -

(ill.23) 

Ahora bien, como (ID.1) es acotado, entonces del lema (ID. 1 ), ~-t. O; 

además Como la f.o. no debe ser constante, entonces del lema (ID.2). 

~ * O; por lo que concluimos que, o et., > O o sus componentes son 

po~itivas y no positivas. En ambos casos 11~1!2 > O, por lo que el escalar 

ak 11~112 disminuye siempre a ctxk en (ill.23). Así dadas las condiciones 

anteriores si xk+1 < xk en 

(ill.24) 

y además ct:xk.+1 < ctxk, entonces c'x es una función monótona decreciente. 

Una vez realizadas las observaciones pertinentes y enunciados los 

lemas que se consideran adecuados para facilitar la instrumentación del 

método, procederemos a describir una segunda versión del algoritmo de 

escala affn primal. 
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Algoritmo B. 

1. Inicialización: 

Hacer k =O; asignar un re(0.1) y un & >O dependierldo de la 

precisión requeÍidcl;. y _o~tEúier Un x.O > O tal que A>P _= b. 

2. Cálculo del vectoÍ estimado dual: 

;..k -(AO~A~)41AO~c .-donde Dk = diag(x~ .... ,x~). 

3. Cálculo del vector de costos reducidos: 

vk = c-At"}.k 

4. Chequeo de tas condiciones de optimalidad: 

Si vk ~ o y etokvk s e, entonces detenerse. xk es una solución 

óptima primal y / .. k es la solución óptima dual. En caso contrario, 

ir a 5. 

S. Obtención de la dirección de movimiento: 

~ = Dkvk. 

6. Chequeo de no acotación o valor objetivo constante: 

7. 

Si d¡. < O, entonces detenerse. El problema es no 

acotado. Si ~ = O, -entonces detenerse. El valor de la f. o. es 

constante, por lo que xk es una solución óptima primal. En caso 

de q·ue alguna de estas condiciones no se cumpla. ir a 7. 

Cétculo de la longitud de paso: 
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Si ~ s: O, entonces ªk = r. 
No, entonces cx.k = mln {+ ¡. ( d¡. )¡ > o}. 

1 (d-)¡ 

8. Trasladarse a la nueva solución mejorada: 

Calcular 

xk+1 = xk - akDkct,; 

hacer k = k+1 e ir a 2. 

ID .. 1.6 Convergencia del Algoritmo de Escala Afín Primal. 

En esta sección enunciaremos los lemas y teoremas que aseguran que 

la sucesión {xk} generada por el algoritmo B (sin considerar el paso 6), 

converge a una solución óptima del PPL (ill. 1 ). Para este propósito se 

realizarán las siguientes suposiciones: 

1º) El PPL bajo consideración tiene región factible acotada y no vacía. 

2º) El PPL no tiene soluciones degeneradas tanto en el planteamiento 

dual como en el primal. 

La primera suposición excluye la posibilidad de terminar el algoritmo de 

escala afín con no acotación. Además. estas dos suposiciones implican que: 

la matriz ADk es de rango completo para cualquier xk e P; y que el 

vector vk tiene a lo más m ceros (debido a la condición de holguras 

complementarias) para cualquier A.k e u¡m. 
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Ahora, enunciaremos tos - lemas que nos permitirán, posteriormente, 

exponer los teoremas relacionados con la convergencia del algoritmo de 

escala afln. 

Lema 11L4. Cuando el algoritmo de es~la-affn es aplicado al PPL (lll.1), 

el Llm º•""=O. 
·-~ 

Este lema nos indica que. bajo . las suposiciones anteriores, el algoritmo 

de escala aftn primal alcanzará, a la larga, la solución óptima del PPL en 
consideración; para ello observe que, en (ID.23) Lim ctxk+1 = Lim ctxk, ya 

k-w k-<:0 

que el ~~~ d!, = }~ Dkvk =O y por tanto cxk \\~\\2 = O. Por .otro lado 

debe observarse que si, a la larga, Dkvk = o. entonces las condiciones de 

holguras complementarias correspondientes al PPL (ffi.1) se satisfacen y 

podemos concluir, de acuerdo a las suposiciones anteriores, que vk es la 

solución óptima dual. 

La conclusión obtenida anteriormente nos permite definir a C e P como 

el conjunto en el cual tas condiciones de holguras complementarias 

prevalecen, es decir 

además, podemos definir a o e p como e1 conjunto en el cual las 

condiciones de factibilidad dual permanecen, es decir 

D = {xk e P ¡ vk;,: O}. 
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Considera_ndo los conjuntos definidos anteriormente procederemos a 

enunciar el siguiente lema. 

Lema m.s. Cualquier x e c ...... o .es solución.Óptima del PPL (m.1 ). 

Este lema nos indica que x es solución ópt.ima si satisface a ambos 

conjuntos, pero también indica que x 'debe satisfacer las condiciones de 

optimalldad de KKT. Para ello observe que si x e C o si x e O, entonces 

x e P, por lo que la factibilidad primal se cumple. Si x e O se satisface la 

factibilidad dual y si x e C se satisfacen las condiciones de holguras 

complementarias. 

Una vez examinados tos resultados de los lemas anteriores, 

estamos en posibilidades de enunciar los teoremas que nos aseguran ta 

convergencia de las soluciones factibles {xk}, generadas por el algoritmo B, 

a la solución óptima x• del PPL (ID.1 ). 

Teorema 111.1. SI {xk} converge, entonces x• 

solución óptima del PPL (ID.1 ). 

ObserVe _que cuand~ . {xk} . coriverge a x• x• debe ser una solución 

~ctlble prima.1'>:-~~~~· ~~é suced_erra _si suponemos que x• no es una 

sotució~- o'pti~~-.Prima_Í~·:: ·--~-

Dado que ·~(,k_~'. ~-s-: u .. n~- t~rici6n continua de x en xk, sabemos que 
v• = }~~- Vk" ~e·en~úeñt~ d_efiJ'.lido. ~!mismo el lema m.4 implica_ que 

Q•v• = Lim Okvk = O. 
k~w 
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Por tanto podemos concluir que x• e C. Pero por nuestra conjetura y por el 

lema m.s, debemos deducir que x• ~D. En consecuencia, existe al menos 

un indice j tal que vj < O. Sin embargo, como x'"' e C, entonces 

xj =O. Además,- considerando nuevamente la continuidad de vk, existe un 

entero K tal_ que para cualquier k 2: K se tiene que {v~} < O. Por otro 

lado, de (ID.24) tenemos que: 

Como <xr->2~ <O y cz.k>O, tenemos que xr•1>xr>0,'1'k~K. lo cual 

contradice el hecho de que xr -+- Xj =O. Por lo tanto nuestra suposición es 

errónea y podemos concluir que x• es· una solución óptima primal. 

Para que el teorema Ill.1 tenga validez, la sucesión {xk} debe ser 

convergente. Esto lo podemos verificar en el siguiente téor~ma. 

Teorema 111.2. La sucesión {xk} generada :·por el --~·lgoritmo B es 

convergente. 

Bajo las suposiciones enunciadas al prlnc1P10 _de .este. subcapltulo, 

tenemos que la región factible del PPL (ll.1) ·es no·· ~~"c!~~ Cerr~da 18 y 

acotada. Por lo que la sucesión {xk} tiene. al merlos un punto de 

acumulaclón19 en P, digamos x•. De hecho, x• es et· único punto de 

acumulación de {xk} y por tanto este llega a ser el lirr\it.e de. {x~}. 

18ver definición de conjunto cerrado en el Apéndice A. 
19ver definición de punto de acumulación en el Apéndice A. 
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Las demostraciones de tos lemas y teoremas correspondientes a la 

convergencia del algoritmo B pueden ser consultadas en (Fan]. Los 

resultados acerca de la convergencia del algoritmo A Pueden ser 

consultados en [Bar). Resultados acerca de la convergencia bajo 

degeneración, del algoritmo de escala afln pueden ser consultados en [BCJ]. 

Ul.2 EL MÉTODO DE ESCALA AFIN DUAL. 

Consideremos nuevamente el PPL (l.11) 

s. a 

(ID.25) 

A. irrestricta: 

el cual es et PPL dual de (ill.1 ). Si agregamos variables de holgura a (ill.25) 

obtenemos el siguiente PPL: 

s. a 

At'}..+ v= e (ID.26) 

v:.:O 

.,. .. lrÍestricta. 

Para solucionar (W.26) el método de escala afín es modificado, 

obteniéndose as{ una nueva variante conocida como el método de 
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escala affn dual. En este caso At es una matriz nxm de rango completo con 

nO?:m. 

111.2.1 Ideas Básicas del Método de Escala Afln Dual. 

La varian.te de escala affn dual, inicia con una solución interior 

factible.dua.Í y 'se_ mueve hacia el ·óptimo a través del poliedro de 

soluciones, incrementando progresivamente el valor de la f.o. y conservando 

la factibilidad dual durante el proceso. 

Note que et problema (ID.26) contiene tanto a las variables 

irrestrictas, A.elllm, como a las variables no negativas, ve!R:.". En este caso, 

consideraremos a p .. : v) como una solución interior factible dual si 

At) .. + v =e y v > O. Note también que no tiene sentido cambiar la escala de 

las variables h. debido a que ellas son irrestrictas, pero las variables v 

serán tratadas como las variables x del problema primal. 

Asf pues, suponiendo que la región factible del PPL (111.26) es no vacfa y 

acotada, las ideas básicas citadas en la sección m. 1. 1 pueden ser 

nuevamente consideradas y adecuadas para esta variante: 

1 º) SI la solución interior factible dual es equidistante a las restricciones 

v ~ O, entonces tiene sentido moverse en la dirección de mayor ascenso de 

la f.o. para alcanzar el valor máxirr:io; 

2º) En caso cont_rari_C?: ... _S1'~ ca~bi~r-el PPL (ID.26) en su forma esencial, 

una transformación apropiild~ P'"!ede s~r aplicada a dicho problema, tal que 
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la solución interior factible dual equidiste de cada una de las 

restricciones v ~ O. 

Ill.2.2 Transformación de Escala Afln Sobre el Ortante No Negativo 

p-a'ra -.-a, Va-'.:'1·~-ñt~---ou.,;i. 

La transformación empleada por el método de escala atrn dual, es 

la misma que' Utiliza el método de escala affn primal (definición m.2) 

para Ja consecución de la segunda idea básica, por lo que tiene las mismas 

propiedades. Pero en este caso, el operador de la transformación se define 

como Vk1=diag(-y'v~ •... ,1fv~ ). Por lo que de la propiedad ii), correspondiente 

a la definición m.2, vk1~k = e y, cualquier variable v es transformada en 

una nueva variable u ~ O tal que 

u = v,¡•v'<. (lll.27) 

Además, por la propiedad vi) correspondiente a la definición m.2 resulta 

que 

(lll.28) 

donde vk = diag(vk). 

Cuando la transformación (ill.27) es aplicada sobre las variables 

vk, el espacio solución es transformado de tal manera que las variables J...k 

son equidistantes a todos Jo hiperplanos asociados a Jos semiespacios 

cerrados. cuya intersección genera el poliedro factible transformado: 
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Reescribiendo ·el PPL (111.26) en términos de las variables de holgura 

escaladas, tenemos: 

s. a 
At"). + Vku = c 

u ~o. 

El conjunto de soluciones factibles de (ID.26} es denotado por: 

P' =p. e IJ!l.m 1 A 1').. + v =e, V ve ll!l.','.}, 

y el conjunto de soluciones factibles con respecto a las variables de holgura 

escaladas es: 

10.2.3 Obten~lón' ~e:·1a .Dirección Factible .de Mayor Ascenso. 

Dado que el problema en consideración es uno de maximización, 

tendremos que recurrir a la ecuación de ascenso acelerado20, la cual 

requiere .el conocimiento de la dirección factible de mayor ascenso. En 

nuestro caso, la determinación de está dirección estará dividida en dos 

partes. Una parte correspondiente a las variables no negativas y la otra a las 

variables no restringidas satisfaciendo a los conjuntos P' y 

respectivamente. Por consiguiente, aunque en la sección anterior no se 

20vér método de ascenso acelerado en el Apéndice B. 
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establecieron condiciones para las variables no restringidas, se impondrán 

condiciones sobre su dirección. 

Suponga que Ein ta k-ésima iferacíón, obtenemos una solución factible 

dual (i ... k;vk) tal que AtA.k + vk =e y vk > O. Debemos encontrar una buena 

dirección de movimiento (~;~) y una longitud de paso apropiada l3k >O, 

tal que la nueva solución interior factible dual p .. k•1 ;vk+1) sea generada por 

y 

y satisfaga a 

)..k+1 = ;._k + llk~ 

At;...k+1 + vk•1 = C, 

yk+1 > º· 
bl;..k+1 ~ bt;._k_ 

.(Ul.29) 

(ill.30) 

(lll.31) 

(lll.32) 

(lll.33) 

Sustituyendo (ID.29) y (ill.30) en (Ill.31) y recordando que . Alhk + vk = e, 

obtenemos Uno de los re~u8rimientos para la dirección de movimiento, es 

decir 
' . 

Athk + P,;At<l':_ + vk + Pk~ = e; 

Pi<A1df + Pk~ = o;. 

AtcJf+ ~=o. (Ul.34) 

Con el fin de.obtener el mejor valor de la f.o., sustituiremos (DI.29) en 

(DL33), con lo que obtendremos otro de los' requerimientos para la dirección 

de movimiento: 
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bt;.k + Pkb'ci'I "" bt;.k; 

Pkb1ci'I "O; 

b'cl'I "o. 

EL MÉTODO DE ESCALA AFIN 

(ll.35) 

Asr pues, el. mét0do -de escala atrn dual puede ser utilizado para 

solucionar (ill.26) siempre y cuando podamos encontrar soluciones 

interiores factibles duales (A.k;vk) tales que (ill.31) y (ll.32) se cumplan, 

para k = 0,1,2, ... ; y direcciones de movimiento (~;d'S> que satisfagan a 

(ID.34) y (ill.35), además de un tamano de paso adecuado. Ahora bien, 

para que (ill.32) se cumpla, el vector vk, en cada iteración, debe 

ser enviado a e= (1, •.. , 1)t e IR" en el espacio transformado, de tal manera 

que la distancia a cada una de las paredes de RZ sea conocida. De esta 

forma, cualquier movimiento dentro de una distancia unitaria, preservará el 

requerimiento de positividad. 

Hasta este momento hemos obtenido a (ill.34) y (lll.35) como las 

condiciones que debe satisfacer la dirección en el espacio original P'. 

Ahora estamos interesados en conocer las caracterfsticas que debe tener 

dicha dirección en el espacio transformado P. Para ello consideremos a ~ 

como el vector dirección de mayor ascenso de la f.o. en dicho espacio. 

Similar a lo analizado en el método de escala affn primal, el vector dirección 

en P guarda relación con la dirección en P', pero en este caso la 

correspondencia es con las direcciones de las variables no negativas y no 

restringidas. 

En primera instancia examinemos la analogfa entre et y ~. Como 

sabemos esta última dirección corresponde a las variables vk las cuales 
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deben ser enviadas al vector e e P. por lo que requieren la aplicación 

de la transformación (ffi.27) discutida . en . la . Sección m.2.2. En 

consecuencia si aplicamos la transformación invers".1 ·cm.:2s) s~bre ~ su 

representación en P' será: 

(uI.36)~· •.. 
:·,·- ""~ .. -''{'.-~ '-, .-··-----

Ahora examinemos la anal~g{~ .ª"~~~ ~-- -~ ,~- y:?..~-~~~:;~<~~~-·· e~:.:~F'. d8 obte_n~r' una 

buena dirección de mOVim.iento'·en·":·p>Ja.cOrid1C¡6'ó:{(in:34) il-n-plica que: Si 

At~ + et = o entoric.es ··~t-~--~-~:-v~;- .. ~::::~(;::~_~'~)-v~:/~~,:-___ ry-'? Si~-gular vemos 

que -. ~~;;_~ :'."~-i~:';' /t:: ; .. -, .. ., ···~o:;~~:·'>:>-»·;:::-'· .... ' 

/v,;;~t~;~~·.~,,d;,; <· ;;,\ 
sumando -et en ambOs · ,·ad~S dé: ¡a·~~~á~~~~- ~ilté'rior ténemOs 

v°'1~t$;.=;:~~;;h~! '/ ~· 
multiplicando a-mbos.1~dos ·p.:ó.r·~;-·AV~~ tre~ü~~~~: 

A~~2A~dt~'~¡~:, ;;.,'o, 
k. }..-_ . k. u 

.·.-';-·- · .... ;~y:T)·. -., 
Asumiendo que A es d.e r8rl9c;>.C~If~~~~-t~·,'~:o~_-¡.E7',r:1g1ones obtenemos 

Si definimos a 
como 

··~:c,,;·~(A\/-z:P.t¡-1,0:\.(-1~; 
,_,1..; . ,·~'°' .k·.'.:.· '· .· ,,.k 

Ok = (~_~kz;;Í~1:~11 .; ia ...;,uá'ción ante;ior se reescribe 

~··~i~~~: ... ·.:; (ill.37) 

La ecuación/ (fil.37) ·,¡~~Ú~:~:Ue"/~ -:-~ctUal~ente esta determinada por 

~ en el - e:»pacio -transformado.; Asr' pues, st logramos encontrar una 

dirección apropiada ~ t~i'q~-~ (iii:.35)- .se satiSfaga, entonces habremos 
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encontrado la dirección buscada. Es decir, dado que ~ está determinada 

por (ill.37), debemos encontrar un vector, tal que su producto interno con 

~ sea no negativo. Observe que si realizamos el producto interno de un 

vector consigo mismo, obtendremos la norma cuadrada de dicho vector, la 

cual siempre es positiva o cero en caso de que todas las componentes del 

vector sean cero. Bajo esta noción propongamos a 

~ = -Q~b. 

Entonces tenemos: 

Sustituyendo (Ill.38) en (lll.37) obtenemos: 

Como vimos anteriormente 

Sustituyendo ahora (IIl.40) y .(W.41) .en :(IIl.39) resulta que 

~ = (AV,;2At¡-1(AV,;2A'J(AV,;2At¡-1b; 

~ = (AV,;2 At¡-1 b; 

(lll.38) 

(lll.39) 

(lll.40) 

(lll.41) 

(lll.42) 
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que es la dirección de movimiento correspondiente a las variables no 

restringidas. 

Consecuentemente, sustituyendo a (ill.42) en (ill.34) y, 
posteriormente despejando a et. obtendremos la dirección de movimiento 

correspondiente a las variables no negativas: 

At~.+ ~=O; 

A'(AV,;>A'¡-1 b + d;: =O; 

~ = -A1(AV,;>A')"1 b. 

11L2.4 Selección de Tamaño de Paso. 

(ill.43) 

Una vez que la dirección de movimiento (d~;d~) es conocida, la 

longitud de paso ~k es obtenida de acuerdo a los requerimientos de 

positlvidad de vk+1 , tal y como se hizo para xk•1 en el algoritmo de escala 

afin primal, es decir: 

· 1°. Si ~=O, entonces (lll.26) tiene un valor objetivo constante en su 

región factible y p)<;vk) forman una solución óptima dual. 

2ª. Si ~~O, pero ~~o; e'ntonces el problema (fil.26) es no acOtado. 

3º. Si ~ > O, entonces Pk = r. 

No, entonces: P•=min .. {'('i l<~l;<O}: 0<r<1. 
l._. - dy)¡ _ 
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Note que, similar a la forma en que definimos el estimado dual en el 

algoritmo de escala affn primal, podemos definir a 

(ffi.44), 

entonces Axk = -AV¡;;,2 ~-Como ~ = -Atdf . ." tenemos que A:x.k = (~Vk2At)~; 

además de (ill.42), ct'i= (AV.c2At)91b, con lo que'concluimos _que Axk = b. 

Por tanto, xk puede ser considerada como el .. estimado primal'' en el 

algoritmo de escala afín dual. Cuando xk ~ O, entonces xk eS una solución 

factible primal, con un intervalo dual ctxk - btxk. Además, si ctxk - btJ .. k =O, 

entonces p .. k;vk) debe ser una ·solución óptima dual y xk una solución 

óptima primal. 

Il'I.2.5 El Algoritmo de Escala Affn Dual. 

Basándonos en Jos conceptos. discutidos en las secciones previas, 

procederemos a enunciar formalmente. el algoritmo de escala affn dual para 
solucionar PPL con una ~sÚuctuía como la de (ill.26). 

1. lniciStizS'cióO': 

~~ce~:'~ k-~t,-·O; :':~-Signar~-~ re(0, 1) y un e > o dependiendo de la 

pr~i~ÍÓli ;~~~-erÍd~; ~ncontrar una solución inicial p.D;vO) tal que 

A''-º+ ..,0 =e .y ..,0 >O. 

2. Obtención de la dirección de movimiento: 

Hágase vk1 = diag( i¡v~, .... 1fv~ ). Calcular 

~=(AV.;>At¡-1b y ~=-A'~· 
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3. Chequeo de no acotación o valor objetivo constante: 

Si ~ ~ O y ~ >;11!:: O entonces detenerse. El PPL dual es no 

acotado. Si ~ = O, entonces detenerse. El valor de la f. o. es 

constante, por lo que p .. k;vk) es una solución óptima dual. En 

caso de que alguna de estas condiciones no se cumpla, ir a 4. 

4. Cálculo del estimado primal: 

xk=-Vk,2~. 

5. Chequeo de las condiciones de optimalidad: 

Si xk 2:: O _·y. ct".'k:~ ·.t,ti,k:s. e; entonces detenerse. ().k;vk) es una 

solución ópti'.ma ~~al :.Y __ .xk, es la solución óptima primal. En caso 

contíario,. ¡¡.:a· 6: . ,· . 

,-. ... <<,- ·:·~: _.·.': . 
6. Cálculo de la 10ngitud de paso: 

SI . ~ > o, entonces pk = r. 

No, enton~es Pk =mln.· {-("t 1 ( d~ l1 <o} . 
. · 1-.... · dv)I 

7. T~a.sla~arse a la n~~va solución ~ejorada: 

Calcular 

,_k+1 = :¡;_k + Pi<~. · 
y vk+1 =:~k_+·Jl·k~-~·:. 

HaCer k: k+·1 e ir a 2 ... 

Con~iderando ~I h'echo .de .. quá el algoritmo de escala affn dual es 

equivalente al algoritmo .de escala afín primal, sólo que el primero 
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aplicado a la formulación dual del segundo, las propiedades de 

convergencia para ambas variantes son similares, por lo que no se 

mencionará aquí Ja correspondiente a dualidad. 

En el siguiente capítulo analizaremos las técnicas numéricas . q~e - se 

consideran adecuadas para la instrumentación computacional de fas 

variantes examinadas del método de escala afín. 
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ASPECTOS NUMÉRICOS A CONSIDERAR EN LA 

INSTRUMENTACIÓN COMPUTACIONAL DE LOS 

MÉTODOS DE ESCALA AFÍN 

Para que la instrumentación computacional de los algoritmos 

considerados en el capftulo anterior (en especifico, el algoritmo B de la 

sección m. 1.5 y el algoritmo de la sección ITI.2.5) pueda ser efectuada 

correctamente procederemos, en este capitulo a describir los mecanismos 

de inicio y de verificación de paro que se consideran adecuados tanto para 

el método de escala afín primal como para el método de escala afín dual. 

También se explicará cómo se detectará la no acotación para ambos 

algoritmos desde el punto de vista de la instrumentación, asf como si la 

variable artificial ha alcanzado o no la nulidad. Además, para ambos 

algoritmos. se describen cuatro métodos de factorización matricial, que 

permiten resolver el sistema de ecuaciones lineales que se presenta en el 

cálculo del vector dirección. 

IV.1 OBTENCIÓN DE UNA SOLUCIÓN INTERIOR INICIAL 

En· esta sección :se. ·expondrán. los métodos seleccionados para la 

obtención de·· una soÍución interior inicial factible, tanto en el método de 

escala affli pri~al comf:? e~_ ~I D'létoc:io_ de .. escara. afín dual. 
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IV.1.1 Obtención de una Solución Interior Inicial factible para el 

Método de Escala Affn Primal. 

El mecanismo considerado en este trabajo para encontrar una solución 

Interior inicial en la instrumentación computacional del método de escala 

affn primal, requiere aumentar una variable artificial Xa· asociada con un 

número positivo M, lo suficientemente grande, al PPL (IU. 1 ). Así el vector 

(1, ... , 1 )te 11tn+1 es una solución interior inicial factible del siguiente PPL: 

s. a 

[Aib-Aei[:..J=b (IV.1) 

X 2!: 0, Xa,;::. 0 

donde e=(1, ... ,1¡te R". 

El algoritmo B. descrito en el capitulo anterior. puede ser ahora aplicado 

al problema (IV.1 ), el cual tiene n+1 variables y cuya solución interior inicial 

es ya conocida. Al aplicar dicho algoritmo a (IV.1 ). con una M lo 

suficientemente grande y considerando que el problema es factible, 

obtendremos una solución óptima 6 concluiremos que el problema es no 

acotado. En caso de obtenerse una solución óptima (x'"'. x;) para (JV.1) con 

x; = O, entonces x• es una solución óptima para el PPL (lll.1 ). En caso de 

detectarse no acotación en (IV. 1) con x; = O, entonces el PPL (ITT.1) es 

también no acotado. Para ambos casos, si x; ~ O entonces (U1.1) es 

infactible. 
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IV.1.2 Obtención de una Solución Interior Inicial Factible para el 

Método de Escala Affn Dual. 

En el caso del PPL (ffi.26) requerimos encontrar una solución interior 

factible p.O;v0) tal que A''-º + vO = e y ..,O > O. Si en (lll.26) e > O, 

entonces podrfamos seleccionar -;_o= o y vO = c como una solución interior 

inicial para el algoritmo de escala afin dual. Pero como esto no siempre 

sucede, necesitamos agregar algunas otras condiciones que nos permitan 

obtener una solución interior factible inicial para el algoritmo descrito en la 

sección m.2.5. 

Al igual que en la sección anterior, debemos utilizar una variable 

artificial, en este caso ] .. ª. asociada con un número positivo M lo 

suficientemente grande. Pero en esta ocasión ] .. 8 debe ser sustralda de la 

f. o. y de cada una de las restricciones con c 1 s O. De esta forma, de (Ill.26), 

se obtiene el siguiente PPL aumentado: 

s.a 

At¡_ - q) .. 8 + V = c (!V.2) 

V>: 0 

'-· ;._8 irrestrictas, 

donde qe!R:." es un vector columna cuya i-ésima componente i = 1, ...• n, 

está definida por 
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si e¡ so 

si q >0 

Ahora requerimos definir a C=m:3x 1 c1 1 y seleccionar un parámetro 

O >1. Así, podemos inicializar a ;..a = OC; además, dado que i.. es 

irrestricta entonces haremos i. = O, con lo que v :: e + qi .. a. 

Considerando los resultados anteriores, se puede verificar que el vector 

(O; 0C; e+ qOC)t es una solución interior factible inicial para el PPL (IV.2). 

ya que e+ qJ .. 8 >O. Por lo que el algoritmo de la sección (HI.2.5) puede ser 

aplicado a (IV.2) con la solución interior inicial factible obtenida. 

Observe que i .. 8 inicia con OC > O y que su coeficiente en la f. o.. M, 

es un número muy grande, sustrafdo de los coeficientes de la f. o. original. 

Dado que la presencia de dicho valor es poco atractiva para la f o.. el 

algoritmo de escala afín dual obligara a la variable artificial a decrementarse 

hasta llegar a ser no positiva (debido a que )_a es irrestricta). Esto. siempre y 

cuando el PPL (IIl.26) sea factible. Cuando i.a se aproxima o llega a cruzar a 

cero en la k-ésima iteración, podemos tomar a ): = ;_k y V= vk- q)_a como 

una solución interior inicial factible para el PPL dual (111.26). S1 i.a no se 

aproxima o cruza cero, entonces podemos concluir que (111.26) es infactible. 

Por último debemos mencionar que en el caso de que q = O, entonces en la 

f.o. de (lV.2), M = O. con lo que el algoritmo de la sección (IIl.2.5) puede 

ser aplicado directamente al PPL dual original. 
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IV.2 SELECCIÓN DE MÉTODO DE PARO. 

Tanto el algoritmo de escala affn primal (algoritmo B) como el algoritmo 

de escala afin dual incluyen, aunque de forma implícita, las condiciones de 

optimalidad de KKT (teorema 1.6) para verificar, en cada iteración, si una 

solución es o no óptima, para el algoritmo correspondiente. Es decir, las 

condiciones de factibilidad primal, factibilidad dual y holguras 

complementarias son consideradas como métodos de paro. 

Sin embargo, para nuestra instrumentación computacional, estas 

condiciones deben ser rescritas para poder manejar las dificultades 

numéricas debidas a limitaciones en la exactitud de la computadora (Fan]. 

Por otro lado, en la sección lll.1.5 y en la sección m.2.4 se especifica 

que los algoritmos pueden parar al detectar no acotación o función objetivo 

constante. Por lo que en este subcapftulo se detallan también los métodos 

seleccionados para tales casos y se indica como fueron instrumentados. 

IV.2.1 Condl'?lones de KKT como Reglas de Paro para el Método de 

Escala Affn Primal. 

Sea · xk uná sÓluciÓn i~Íe!rior factible obtenida al aplicar el algoritmo de 

es~la ~fín pr~m~L Las condic,ion~s de KKT, requieren: 

1) Factibilidad primal 

Axk = b, xk ~o. 
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En nuestra instrumentación la factibilidad primal será medida por 

f =~con xk2'.0. 
p llbll+1 (!V.3) 

Así, si xk ~O y fp es suficientemente pequeno, aceptaremos que xk 

es una solución factible primal. La adición del 1 en el denominador de 

(IV.3) es para asegurar estabilidad numérica en el, cálculo. 

2) Factibilidad dual. 

La factibilidad dual requiere que el vector de costos vk sea no 

negativo, es decir, vk = c - At/~k ~ O; donde ,. .. k es el estimado dual 

definido en la '3CUaci6n (ill.16). 

En nuestra instrumentación la factibilidad dual será medida por 

donde Vk es un vector cuyos elementos son los elementos de vk, 

tales que vr < o y, e es un vector constituldo por los coeficientes 

de la f.o. correspondientes a las componentes de \ik. Cuando fd 

sea lo suficientemente pequeFia, aceptaremos que J.k satisface la 

factibilidad dual. 

3) Holguras complementarias. 

Las condiciones de holguras complementarias requieren que 
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Dado que ctxk - bt>..k = etokvk donde Ok = diag(xk), xk es primal 

factible y J ... k es dual factible, en nuestra instrumentación utilizaremos -

h = jc•x• - b•;.•¡ 
e jctxkj + 1 

para medir las condiciones de holguras comple~entarias. Si fP .s c 1, 

fd s c 2 y he s c 3 con c 1 > O, c 2 > O y c3 > O como tolerancias 

dadas, fo suficientemente pequeñas, pararemos el método con xk 

como solución óptima. 

IV.2.2 Condiciones de KKT como Reglas de Paro para el Método de 

Escala Afín Dual. 

Similar a lo discutido anteriormente para el método de escala afín primal, 

en esta sección utilizaremos las condiciones de KKT para generar las reglas 

de paro del método de escala afín dual. 

Sea p.k;vk) una solución interior factible obtenida al aplicar el algoritmo 

de escala afín dual, entonces se requiere checar. 

1) Factibilidad primal. 

Sustituyendo (ID.43) en (ID.44), tene!"Tlos que el estimado primal está 

dado por 
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Se puede verificar que las . restrícciones explícitas Ax = b son 

satisfechas para cualquier xk que esté definido de acuerdo a (lV.4 ); 

además, -si xk ~ o.-- entonces esta s~luci~n debe ser factible primal; 

para medir" dicha fa-Ctibilidad-Utilizaremos n·ueVaÍfl:E!nte a:·· 

2) Factibilidad dual. 

Para medir la factibilidad dual de (IV.2), debemos verificar que 

vK ;;;?: O y que At} .. K - q¡~~ + vK = c. Por lo que en nuestra 

instrurrientación computacional utilizaremos la siguiente regla que 

nos permite efectuar tal medición : 

f _ llc-A''·"-v" +q'·':.11 con vk "º· 
d- Uci+1 

3) Holguras complementarias. 

Una vez que se ha verificado la factibilidad primal de xk y la 

factibilidad dual de i k. entonces la condición de holguras 

complementarias es probada por 

h = jc•xk - b''·"I 
e lb''·"I +1 
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Asl pues, similar a lo discutido en el caso del método de escala afln 

prinial,s_i fpsc19 ~d.s-.c2 Y:hc,~~·:con c1 ··.~o. & 2 :?.0 y, ~>0 
como iolera.~clas d~cia'S ·,a·· sutiCi~lite~~i=;t"e·· p~qu·enas, pararemos el 

método con A.k comO sol~ción Óptim'a. 

IV .. 2.3 OE!tección ·de NO ACOtaCión:~ 

Otra de las formas de paro que se tiene en los métodos Instrumentados 

es cuando se detecta no acotación en el PPL primal o dual. En el capitulo m, 

tanto para el algoritmo de escala afln primal (sección III.1.5) como para el 

algoritmo de escala afln dual (sección lll.2.4) se proporcionaron reglas que 

permitian la detección de no acotación para la f.o. en base at vector 

dirección. Pero dichas condiciones están incompletas desde el punto de 

vista computacional por lo que es necesario agregar otra condición más. 

En su artfculo (AKR] recomiendan que la f.o. sea considerada como no 

acotada cuando éste exceda a una cota dada. Por otro lado, [MyM) indican 

que el PPL puede ser determinado como no acotado si el tamal'\o de paso 

excede a una cota dada. En nuestras primeras experimentaciones con las 

instrumentaciones computacionales, observamos que el tamal'\o de paso se 

veta afectado por el condicionamiento de la matriz, y que éste podla tomar 

valores grandes sin que necesariamente en el problema a solucionar, la f.o. 

fuera no acotada. Por lo que se decidió tomar la primera recomendación 

comparando et valor absoluto de la f.o. (a partir de que la variable artificial 

es cero) contra una cota proporcionada. 
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lV.2.4 Análisis del Vector Dirección para detección de Función 

Objetivo Constante y Selección de Tamano de Paso.· 

Además de los casos citados anteriormente, los algoritmos de escala 

aff_n primal y dual paran su ejecución cuando detectan función objetivo 

constante. En los métodos a Instrumentar el vector dirección es utilizado 

para checar el valor objetivo constante. En ambos algoritmos, si el vector 

dirección es igual al vector cero, se considera que el valor de la f.o. es 

constante y los métodos se detienen. Para realizar tal verificación, en 

nuestra instrumentación y evitar en lo posible los errores numéricos, 

decidimos tomar la norma 2 de dichos vectores. Si las normas son menores 

a & > O, donde r: es un valor muy pequetio, las instrumentaciones 

detectan f.o. constante. Esto es debido a que el único vector con norma 

euclidiana cero es el vector cero. 

Por otro lado, el vector dirección es utilizado para el cálculo de la 

longitud de paso de cada método. Asl, en la versión primal, si algún 

elemento del vector dirección es mayor que cero (menor que cero en et caso 

dual), éste es utilizado para la prueba de mfnimo cociente. Como 

observamos en las primeras evaluaciones de nuestras instrumentaciones, es 

posible obtener tamaños de paso muy grandes debido a que los elementos 

considerados en la prueba citada, son mayores que cero pero muy 

pequetios (y sin que aún se haya detectado f.o. constante). Por lo que en 

vez de comparar contra el cero, compararemos contra una & > O muy 

pequeña (contra una e <O en el caso dual). 
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IV.2.5 Evaluación de la Variable Artificial. 

Aunque en esta sección no tratamos con un método de paro en 

especifico, ésta es considerada para ser incluida en este subcapitulo ya que 

la evaluación de la variable artificial debe ser efectuada precisamente una 

vez que los algoritmos paren por cualesquiera de tos métodos citados 

anteriormente. Ambas instrumentaciones, utilizan como mecanismo para la 

obtención de la solución interior inicial ta M grande. como se expuso en la 

sección IV .1. En dicha sección se pide evaluar para ambos algoritmos, si la 

variable artificial en el problema aumentado es igual a cero (o cruza cero en 

el caso dual). Como vimos al principio de este capitulo, errores numéricos 

de redondeo pueden afectar dicha evaluación ya que desde el punto de vista 

computacional la variable art1f1cial no llega a ser cero exactamente. Lo que 

puede ocasionar que una vez que cualesquiera de los algoritmos pare, 

detecte lnfactibilidad sin que esto sea cierto ( inclusive en el caso primal 

pueda alcanzar ta solución óptima y decir que el PPL es infactible dado que 

la variable artificial no es exactamente cero). Para evitar este problema 

determinaremos que el PPL es infactible, cuando las condiciones de paro 

sean satisfechas (con optimalidad o no acotación) y \xa\ > e, en el caso 

primal, o "~a > e, en el caso dual. Además, si en la instrumentación 

computacional del método de escala afln dual no se detecta que A.8 no se 

aproxima a 

infactibte. 

o llega a ser negativa, se considera al PPL dual como 
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lV.3 FACTORIZACIONES MATRICIALES PARA EL CÁLCULO DE LA 

DIRECCIÓN. 

En esta sección se describirán las técnicas de descomposición matricial 

para resolver el sistema de ecuaciones !ml'.'~f-~ito en la dirección de 

búsqueda, tanto del método de escala atrn primal .como del método de 

escala affn dual. Para ello, en primer términ.o, se explicarán cuales son los 

sistemas de ecuaciones a resolver en cada método. 

IV.3.1 Los Sistemas de EcuaCiones Lineales -en los Vectores 

Dirección. 

Como podemos observar en la ecuación (ill. 1 ~) .. correspondiente a la 

mejor dirección factible primal, y en las ecuaciones· (ID.~2) y ·(ill.43), 

correspondientes a la mejor dirección factible dual,- se reqUiere el. cálculo de 

la inversa de una matriz, a saber, (AkA~)·1 = (AD~Atr.1 en el caso_ primal y 

(AVtc.2Atr1 en el caso dual. 

En especifico, en el paso 2 del algoritmo B, se requiere calcular 

(IV.5) 

donde Dk = diag (xk); xk > O; e, xk é -u;&.n y A e ut.mxn es una matriz de 

rango completo por renglones: y, en el paso 2 del algoritmo de escala affn 

dual (sección (!Il.2.5)), debemos obtener 

(IV.6) 

115 



CAPiTUL04 ASPECTOS NUMÉRICOS 

y 

donde v.;1 = diag( v~ , ... ,~J. v~ •... ,v~ >O; b e Rm y A e o:¡,mxn de rango 

completo por renglones. 

Dado que las matrices · de cambio de escala y 
.,_, 
vk ' 

correspondientes al algoritmo primal y dual respectivamente, son matrices 

diagonales cuyos elementos en la diagonal principal son positivos, dichas 

matrices son no singulares y de rango completo por renglones. Además, al 

multiplicarlas por A, que es una matriz de rango completo por renglones, 

el producto es una matriz de rango completo por renglones21 . Por otro lado, 

considerando que el producto de una matriz de mxn de rango completo por 

renglones con su transpuesta, es una matriz simétrica de mxm de rango 

completo por renglones,22 es decir es invertible, tanto (TV.5) como (IV.6) 

pueden reescribirse como 

(IV.7) 

y 

(IV.B) 

Como podemos notar (lV.7) y (IV.8) son ahora sistemas de ecuaciones 

lineales, con ,_k y ~ como incógnitas. respectivamente. Observe además 

que (lV.7) y (IV.8) pueden escribirse en forma general como: 
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Mu =v, (IV.9) 

donde M = (AE> At). En este caso vemos que e, u y v dependen del 

alg~ritmo que esté siendo utilizado.-Ademés,'·para ambos casos e es una 

matriz diagonal de nxn que cambia en cada iteración. 

De acuerdo a lo reportado, en [HyM). [JMS), [PQV) y (Sou), es 

precisamente la solUc!ón de _(IV.9) ·al paso que ocupa entre el 80 y 90 por 

ciento del tiempo computacional. Es por esta razón que el sistema (lV.9) 

debe ser solucionado de forma eficiente. Para este propósito 

consideraremos Jos siguientes métodos numéricos para la solución de 

sistemas de ecuaciones lineales: factorización simétrica indefinida, 

factorización de Cholesky, factorlzación QR y m(nimos cuadrados con 

factorización QR. 

IV.3.2 Factorización Simétrica Indefinida. 

Como vimos en la sección anterior. la matriz M, correspondiente al 

sistema (IV.9), es simétrica; por Jo que es necesario encontrar una 

factorizaclón que retenga la simetrla. Debemos tener en cuenta que si 

durante la factorización de M, se requiere algún intercambio de renglones o 

de columnas (aunque sea uno), la simetria de M se pierde. La única 

forma de evitar esta pérdida, es efectuando los mismos intercambios de 

renglones que de columnas, es decir, si los renglones 

intercambiados, las columnas i y j deben ser intercambiadas. 

y son 
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Consideremos a la matriz de permutación23 P. El producto PM genera 

una matriz en la que se ha realizado un intercambio de renglones en M. Para 

cumplir con el requerimiento citado anter~ormente, _debe11:1c:>s ~o,bten':lr PMPt, 

ya que al multiplicar pt a la derecha de PM se· ·realizan loS rTiismos 

intercambios de columnas que· de renglones ,en _.M. _conservándose a:;r la 

simetría en PMPt. 

Si además M es no singular, _una per'!'.l~ta~_i?n:·;·~.p·''.c-~~l~~e, tal que el. 

elemento (1,1) de PMPt es n.;, cer~-6 el blOq·u.~~~·d~--2.X2 s~per1or-'1zquiérdo 
de PMPt es no singular. Esta __ propleda~,- g.a~n_ti~ la· existencia de la 

siguiente factorización 

"<.·.· .• 

PMP1 = LBLI 
. · .. ·.,·'·:: 
'(IV.10) 

donde p es una permutaClón;_ L es.una matriz iíia~EJU1a/inf~Ílor unitaria y 

B es una matriz simétrica ·eon' d1agOnal. ~n bÍ-~qU·~~ c}~~/di,men~Ú~n 1x1 6 2x2. 

La factorización (IV.-10)_'···es :·cofiocida co~o ·la factdrización simétrica 

indefinida. 

Así. pues,- ~e:>~. : pivoteS que pueden utilizarse para efectuar dicha 

factorizacló~_-,· Pu~dE!ry Ser _de 1x1 6 de 2x2. 

Poi el momento, supongamos que no se requieren de permutaciones, y 

que la matriz M, puede descomponerse tal que 

~er definición de matriz de permutación en el Apéndice A. 
24ver definición de bloque de una matriz en el Apéndice A. 
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(!V.11) 

Si seleccionamos un pivote de 1x1. quiere decir que M 11 es un escalar 

y que puede ser utilizado para realizar la eliminación gaussiana por 

renglones (consultar {GMW]). 

Cuando un pivote de 2x2 es seleccionado, M, . B y L en (lV.11) deben 

satisfacer: 

Efectuando operaciones vemos que 

donde 

Estos pasos son repetidos, para la secuencia de matrices restantes 

cada vez más pequet\as, las cuales son obtenidas al acortar en dimensión 

por 1 ó 2 a la matriz actual de cada paso, dependiendo de la dimensión del 

pivote. Por último, cuando la matriz restante C es de 1x1 su valor puede 

ser obtenido a través de la matriz que le antecede de la siguiente forma: 

119 



CAPÍTUL04 ASPECTOS NUMÉRICOS 

Como puede observarse, la selección , del pivOte a utilizar asf como su 

dimensión es muy importante. Para que dicha .selección· pueda realizarse 

adecuadamente y en f~rma es~':>;e-s~-~¡~~a··~,· slg·Ü~en.te alg~rltmo d~ pivoteo 

parcial en la factorización LBLt:·'_ 

ALGORITMO DE.P/VOTEO-PARCIAL_ 

1. Determinar el ele~Jntl:~~ :~Yg·~lor absoluto fuera de la diagonal 

principal en la primera·c01ú~na:'.de'nOtS; ~¡ renglóri' correspondiente por r y 

2. SI lm111 ~·~¡~,;,;~;;,,~~;;¿ -r ~:1,' río efectuár Intercambios y usar 

m 11 como un p)~~t~_ ~e·fa.X1~.-~~~~e :~~.~~i.end~--~orru::-r -e :=::: 9.64 tGMW]. 

3. De otra fc:;rm~;,b~~ca.~:~n la=-l;mna. r el elemento.de mayor valor 

absoluto fue!Í~ de_ la ··c:1·1agóíi8.i_ .:~·ri~dP:a( (rÍÓ ··fnct~YEtndO · m_:; /= mr1 ); 'd.en6tese 

a este el~mentO por2 p,.:::·-~~-.~·· 
:/:'.~- ,_' '" . ,.. . 

'4. ,~.i -¡~ 1 ~~~\.-~:~,~~~~' !1~ éjecutar intercambios, y usar a m 11 como un 

pivote de 1 x1. 

5. Si ¡m.,¡ ;;:· -rlJ~,¡. seleccionar la permutación P para intercambiar los 
' . . 

renglones 1 y r, y usar un pivote de 1x1 (en este caso, mrr será el elemento 

pivote). 

120 



...:_. 

CAPITUL04 ASPECTOS NUMÉRICOS 

6. Finalmente, si una de las condiciones anteriores no se satisface, 

seleccionar la permutación P para intercambiar los renglones 2 y r. y usar 

un pivote de 2x2. En este caso, el pivote será: 

El algoritmo anterior debe ser usado en cada paso de la factorización 

LBLt para asegurar estabilidad numérica, para que el pivote de 2x2 esté bien 

condiclonado25, y para poder controlar el crecimiento de las matrices 

reducidas. Observe también que PjP1_1 ... P 1 =P. donde j es el número de 

intercambios de renglones utilizados durante el proceso de factorización. 

Para concluir. una vez que M ha sido factorizada en LBLt, el sistema 

(IV.9) puede resolverse de la siguiente forma: 

Sea U= Pu y V= Pv, éi sistema Mu= v es equivalente a 

(!V.12) 

donde U y · V son versiones ••perturbadas .. · de ·.u . y v. Para resolver 

(IV.12), agrupamo~- las m~trlc'es_ y_sotuciÓnamos sucesivamente. 

Ly =V, _Bz =y, LtU= z y tomamos u= P1ü . 

25ver número de condición en el Apéndice A. 
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Los sistemas Ly = V y Ltü= z involucran matrices triangulares 

Inferiores, y son fáciles de res'olver. El sistema .Bz :='y es solucionado en 

bloques. Partlcionando · z e y en bloques conform;;;,,bl~s Con los bloques de 

B, tenemos 

... ·. . -_ 

donde z 1 e Y¡ son escalares.~i'~11 esc:le un sólo elemento, y vectores de 

dimensión 2 ~i B 11 . es d~ ':z;a; Ca.d~-:~-;oqu~ en_. z . puede ser calculado 

dir~amente, de !a rel~Ció~-:~ B 1¡Z1 -~-Y~: 
·-:· ·;· ___ ,· . -'._:· 

Para una revisión·: más amplia de·· eSte método. consultar [GMW] y 

(DMB). 

lV.3.3 Factorlzaclón de Cholesky. 

Bajo la consideración de que la matriz A es de rango completo, de que 

la matriz diagonal tiene entradas positivas y de que el producto de la matriz 

A y la matriz diagonal produce también una matriz de rango completo, la 

matriz M del sistema (IV.9) resulta ser una matriz definida positiva 

simétrica (consultar (Kar]. [JRM], [Sau]). La más famosa y extremadamente 

útil factorización para este tipo de matrices especiales, es conocida como la 

factorización de Cho/esky. 
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Esta factorización descompone a la matriz M en el producto LLt, 

donde L es una matriz triangular inferior. A continuación mostraremos 

como lograr esta factorización para cuando Me!R:.3x3, para después 

generalizar este resultado. 

Sea Me1Pl3><3 una matriz definida positiva simétrica tal que: 

Sea L una matriz triangular inferior dada por: 

o o) 
122 o . 
132 133. 

Si M = LLt tenemos que 

Por lo que los valores correspondientes para la matriz L son los siguientes: 
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Estos resultados pueden ser generalizados para obtener un algoritmo 

que efectúe la factorización de Cholesky sobre cualquier matriz Me~nxn 

definida positiva simétrica. Este algoritmo de descomposición matricial seré 

descrito a continuación: 

Sea Melllnxn una matriz definida positiva simétrica y sea LeRnxn una 

matriz triangular inferior. si M = LLt, entonces tenemos que: 

1¡1 =.!:':'l.!., para j = 2,. .. ,n; 
111 

111 = "'1 -
1~1r.c , para i = 2 •.•• ,n-1: 
k>1 

l11=..![mj¡- 1~1Jklik]• para 1=2, ...• n-1 y j=i .... 1, ... ,n; y 
I¡¡ k=1 
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Por medio de este algoritmo, la matriz de coeficientes del sístema (IV.9), 

Mu = v, puede ser factorizada de forma tal que: 

(LL')u =v. (IV.13) 

Para la solución de (IV.13) agrupamos las matrices y solucionamos 

sucesivamente los Siguientes sistemas: 

Ly = v y L1u = y. (IV.14) 

Los sistemas en (fV.14) involucran matrices triangulares inferiores y 

superiores, respectivamente, por lo que es más sencillo resolver estos 

sistemas que (IV. 13). 

IV.3.4 Factorización QR. 

Esta técnica consiste en descomponer a una matriz A con vectores 

columna linealmente independientes en el producto de una matriz a, con 

vectores columna ortonormales y una matriz R invertible, triangular 

superior. La aplicación de dicha factorización a un sistema de ecuaciones 

facilita su solución. 

Considerando que la matriz M del sistema (IV.9) es cuadrada, la 

exposición del método para obtener la factorización QR de M, está 

enfocada para el caso en que M es cuadrada; aunque éste puede ser 
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utilizado en la factorización de sistemas con más ecuaciones que variables, 

sin problema alguno. Por ejemplo si A e !Plmxn y m > n entonces 

A= (01 02J(R'0Jt = a 1 R, donde Q se particiona como Q = [0 1102] y a, 
tiene el mismo número de columnas que A (consultar [DMB)). 

El método más utilizado para encontrar la factorización de una matriz M, 

es conocido como transformación de Householder. En este método se debe 

conStru~r una '·clase especial de matrices que son simultáneamente 

simétricas, e~ementales y ortogonales. Para cualquier vector u distinto de 

cero, ·la correspondiente transformación de Householder (o matriz de 

Hous_eholder) es una matriz de la forma: 

(IV.15) 

donde el vector u es llamado el vector de Householder. 

Las matrices de Householder tienen dos propiedades importantes para 

construir una matriz ortogonal que reduce a M a la forma triangular. La 

primera, para cualesquiera dos vectores distintos de cero, de norma 

euclidiana igual, existe una matriz de Householder que transforma a un 

vector en el otro. Es decir, debemos buscar un vector u de Householder tal 

que 

( 
uu

1
) Hx= !--¡;-- X=y, (IV.16) 
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donde x e y son vectores tales que llxll2 =llYll, y x "Y· De (IV.16), Hx =y 

si el vector u * O satisface 

( u'x) -lf" U=y-x, 

de forma tal que- u es un múltiplo de y-x (donde y-x es distinto de cero, 

dado que x·* y). 

En segundo lugar, c::ualquler vector.tran.sformado por H tiene una forma 

especial. Aplicando .H al vector z .obtenemos: 

( uu') ·(u'z) Hz= 1-T z=z- --¡3 u, 

de esta manera, Hz es la diferencia entre el vector original z y un múltiplo 

del vector u de Householder. 

De acuerdo a lo explicado anteriormente, para cualquier matriz MeUlmxm 

no singular es posible construir una secuencia de 

Householder, tales que 

m-1 matrices de 

(IV.17) 

donde R es una matriz triangular superior, no singular de mxm. 

En (lV.17) la matriz de Householder H 1, es construída tal que, en la 

primera columna de M, las componentes 2 a m son transformadas a 
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cero. Una vez efectuada esta operación, la matriz de Householder H 2. es 

construída tal que, en la segunda columna de H 1M, las componentes 3 a 

m son transformadas a cero; y así sucesivamente hasta que ta matriz de 

Householder Hm.1 es construída tal que, en la columna m-1 de la matriz 

Hm-2 ··· H2H1 M el elemento m es transformado a cero. Para que de esta 

forma Hm_1 ··• H 2 H 1 M sea una matriz triangular superior. 

Sea at una matriz ortogonal mxm tal que 

Cualesquiera de las siguientes dos formas es llamada la factorización 

OR deM: 

QIM = R 6 M = QR. 

Una vez que la factorización OR es conocida, la solución de (lV.9) 

puede ser obtenida observando que Mu = QRu = v. Lo que equivale a 

resolver el sistema triangular superior 

Ru = 0 1v. 

IV.3.5 Método de los Mfnlmos Cuadrados con Factorizacl6n QR. 

Como vimos en la sección 11.4.2.2, la dirección en la que la f.o. de un 

PPL disminuye (aumenta) más rápidamente, es obtenida a través del 

gradiente de dicha función. Además, tal dirección es factible si es solución 
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del conjunto homogéneo formado por las restricciones del PPL. Dado que 

el gradiente de la f.o. no siempre se encuentra en el subespacio nulo de la 

matriz de restricciones, en la sección 11.4.2. 3, se dijo que debla obtenerse 

una representación del vector dirección, que efectivamente sea solución al 

sistema homogéneo. Para lograr tal representación, el gradiente de la f.o. 

es premultiplicado por una matriz de proyección, la cual generará 

únicamente la porción del vector dirección que cae en el subespacio nulo, 

consiguiéndose así la dirección factible de mayor descenso (ascenso). 

En el caso del método de escala affn primal, en la sección lll.1.4, se 

Indicó que debemos proyectar el gradiente ck = Okc sobre el subespacio 

nulo de ~ = ADk para crear la dirección factible de mayor descenso ~- De 

la sección II.4.2.3 sabemos que el complemento ortogonal de null(Ak) es 

el rango(A~) y que, si d!,enull(Ak) entonces Akct,. = O 6 si cke 

rango(Alc), entonces A~i .. = ck, donde i .. e Rm. Considerando que el 

sistema A~)..=ck puede ser sobredetermlnado (es decir, el número de 

ecuaciones es mayor que el número de variables en el sistema), entonces 

debemos encontrar un vector que minimice la distancia (o error) entre A~i-.. 

y ck. Dicho vector puede obtenerse a través del siguiente problema de 

mfnlmos cuadrados: 

Pero resulta que el vector ck-A~i. se encuentra en el complemento 

ortogonal del rango(A~). Asl si obtenemos un i_ (residual óptimo) que 

solucione a (IV.18) entonces tendremos que 

(IV.19) 
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Considerando que 

i. = (AkA~r1Akck. Si ahora calculamos la factorización QR de la matriz A~ 

tendremos una forma efectiva de conseguir el residuo del problema (IV.18). 

De acuerdo a [DMB] y a [MyM), para cualquier matriz M ellt.mxn, de 

rango completo y con m ~ n, es posible obtener una factorización QR, 

dada por las matrices ortonormales a 1 y a 2 (en donde a~a1 =O) y por la 

matriz triangular superior no singular R, tal que M = (a1 a 2 )(Rto)t = a 1R. 

Asf. dado que M =A~, entonces A~=0 1 R y i.. puede reescribirse como: 

i.. = (R1a\ a 1R¡-'R'a\ck. 

i.. = R-1 O\ck. 

Sustituyendo (IV.20) en (tv.19) tenemos: 

~ =ck-o1RcR·'a\ck¡ 

~ = (I- o 1 O\)ck_ 

(IV.20) 

(IV.21) 

Obteniéndose asr una nueva forma de calcular el vector dirección sobre 

null(Ai<l-

Para el caso del PPL dual, consideremos el problema (lll.26). Como se 

describió en el capltulo ID, una transformación 

sobre (ID.26) para obtener el siguiente PPL. 

s. a 

Vk1AtA. + u= Vk1c 

u ~o. 

\(•1 
k puede s~r aplicada 

(IV.22) 
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Ahora bien, dado que Vk1 At es de rango completo, la desc'omposición 

descrita anteriormente puede ser aplicada a _esta_ matriz, es decir 

Vk1A 1=a1R. De (IV.22), observamos que ,.., puede~ser expresada en 

términos de u, de la siguiente manera: 

(0 1R):>.. = vk•c - u, u"' o. 

RA. = Q\ Vk1c - O\ u, u ~O. 

'>. = R·1 O\ Vk1c- R-1 Q\u. u~ O. (!V.23) 

Asf, al sustituir (lV.23) en la f.o. de (IV.22), dicha función queda 

únicamente en términos de u. Para que la región factible de (IV.22) sea 

también expresada en términos de u, nos basaremos en el hecho de que 

a~a1 =O, entonces en la región factible tenemos: 

a 1 R'>. +u= v.;1c, u~ o. 
a~a1 R'>. + a~u =a~ v.;1c, u;;::: o. 

O~u =a~ Vk1c, u ;;:::O. (IV.24) 

Con (lV.23) y (IV.24) es posible ahora obtener un PPL equivalente al 

PPL (IV.22): 

s. a 
a~u =a~ vk1c 

u ~o. 

(IV.25) 
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Al igual que en el caso del método de escala afín primal, requerimos 

encontrar la proporción del gradiente de la f.o. que cae en el subespacio 

nulo de la matriz de restricciones. Como se explicó para dicho método, este 

vector puede obtenerse al resolver el siguiente problema de mfnímos 

cuadrados: 

(lV.26) 

donde -Q1(R-1)tb ·es el gradiente de la f.o. y C 2y genera el complemento 

ortogonal de null(Q~). Ahora podemos encontrar y el óptimo de (IV.26) 

tal que 

(rY.27)' 

Una vez más •. _e1 re~i-dual óptimo puede ser obtenido al considerar que 

(02 )t[a2Y - a1(~1)~b] =o., y al efectuar operaciones tenemos que i; =O. 

Al sustituir este reSultado en (tv.27), la dirección de las variables de 

holgura escaladas, es: 

(IV.26) 

Ahora bien, para el caso del método de escala afín dual. estamos 

interesados en encontrar una equivalencia de ~ a partir de (IV.28). En el 

capftulo ID en la ecuación (Ill.37), vimos que la relación entre ~ y ~ 

está dada por: 
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Nuevamente, si Vk1At = C¡:;l.. y et" como en (IV.28), entonces 

(!V.29) 

Dado que R es una matriz triBngular superior no singular, entonces 

(IV.29) se puede reescribir como 

(!V.30) 

La solución del sistema (IV.30) puede ser obtenida al resolver 

sucesivamente toS siguientes sistemas: 

R1z=byR~=z. (IV.31) 

. Como los sistemas en (!V.31) Involucran matrices triangulares 

Inferiores y superiores respectivamente, es más sencillo obtener las 

soluciones en (IV.31) que la solución en (lV.30). Una vez obtenidas ~-· 

~ y xk se obtienen como se indica en el algoritmo expuesto en la sección 

III.2.5. 

En el siguiente capltulo se da una descripción de la instrumentación 

computacional de los métodos de escala affn primal y dual, en donde se 

incluye la utilización de tas técnicas computacionales introducidas en este 

capttulo. 
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INSTRUMENTACIÓN COMPUTACIONAL DE LOS 

MÉTODOS DE ESCALA AFÍN Y EVALUACIÓN 

DE RESUL TACOS 

En este capitulo se describen las caracterlsticas de los códigos 

correspondientes a los métodos de escala affn primal y dual que han sido 

instrumentados. Para evaluar dich~s instrumentaciones se seleccionaron un 

conjunto de problemas prueba los cuales también son descritos. Para 

concluir este capitulo se reportan los resultados obtenidos de las 

evaluaciones con ambos códigos y se comparan con los resultados de 

experimentos computacionales referidos en la literatura. 

V.1 DESCRIPCIÓN DE LOS PROGRAMAS INSTRUMENTADOS. 

En esta sección se proporcionan las cá.racter~sticas del software y del 

hardware considerados y de cada unos de los programas Instrumentados. 

V.1.1 Características del Software y del Hardware. 

Como hemos visto en los capftulos anteriores, en especial en el 

capitulo IV, las operaciones matriciales son fundamentales para ambos 

algoritmos, por lo que se considera importante que tales operaciones se 
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efectúen en forma óptima. Actualmente es posible trabajar con software 

para cómputo cientffico numérico que permite realizar operaciones de 

álgebra lineal numérica de manera eficiente, tal como el IMSL (consultar 

[IMSL]). El IMSL es un conjunto de subrutinas escritas en Fortran, 

especialmente disel'\adas para ser utilizadas en tres principales éreas: 

Matemáticas Aplicadas en general (Math/Library), Estadistica (Stat/Library) 

y Funciones Especiales (Sfun/Library). 

Para nuestro caso, se seleccionó a la biblioteca IMSL Math/Ubrary dada 

la disponibilidad que tenlamos de ésta y de sus caracterlsticas, como la 

inclusión de las Subrutinas de Álgebra Lineal Básicas (BLAS por su 

abrevi~ción en inglés), que representan el estado del arte en álgebra lineal 

numérica. Con el conjunto de subrutinas BLAS es posible resolver los 

sistemas lineales encontrados en los vectores dirección, a través de los 

métodos propuestos en el capltulo IV. Además, la biblioteca seleccionada 

permite efectuar operaciones matriciales básicas, con lo que esperamos que 

las instrumentaciones realizadas sean más exactas y confiables. 

Como hemos mencionado, las subrutinas de IMSL se encuentran 

escritas· en Fortran, por lo que decidimos realizar las codificaciones de los 

métodos de escala afln en dicho lenguaje. La versión de 1MSL con la que 

contamos para nuestra instrumentación computacional es la 1.1 (1989), 

pero sólo tuvimos disponibilidad de los códigos objeto. Debido a esta 

limitación fue necesario trabajar con el compilador Microsoft Fortran versión 

5.0 de 1989. Este compilador permite la programación estructurada del 

Fortran 77, por lo que los programas pudieron ser escritos en forma 

modular. 
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Por otro lado, las instrumentaciones computaciOnales y las 

experimentaciones fueron efectuadas en una comput3dOra ·per~onal 486'SX 

a 25 mhz:. con 6 mb de memoria RAM y un disco duro de 129 mb. Se.utilizó 

además un sistema operativo MSDOS versión 6.0 y .un procesador DX ~3 

mhz. como coprocesador matemático. 

Procederemos ahora a la descripción de cada ~no de los programas 

instrumentados. 

V.1.2 Descripción del Programa Correspondiente al Método de 

Escala Affn Primal. 

La Instrumentación computacional del método de escala afin primal 

recibe como entrada a un PPL como el de la definición 1.4, pero cuya f.o. 

pueda estar también en maximizaci6n. El PPL proporcionado es puesto en 

la forma estándar como en (ill.1 ), y posteriormente transformado a un PPL 

de la M-grande (como se indica en la sección IV.1.1 ). El algoritmo de escala 

af(n primal es aplicado sobre este último PPL y se detiene cuando se 

cumplen cualesquiera de los métodos de paro descritos en las secciones 

IV.2.1. tv.2.3 y lV.2.4, indicando si se ha alcanzado solución óptima, no 

acotación o infactibilidad como se indica en la sección IV.2.5. 

A continuación se listan las principales subrutinas que conforman a esta 

instrumentación indicándose también que subrutinas de IMSL fueron 

utilizadas. 
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1. LECTAM. Procedimiento para leer el número de variables y de 

restricciones del PPL a capturar. 

2. CARACTER:~~·Pr~edinii~rlto pa~a leer las caracteristicas del PPL a 

s. ;o6=). 

3. LECTURA:-.·procedfmieOto ·para'cápturar los datos-·del PPL·a resolver: 

~:::e:¿51:d~=i~[t3i~:~;::11~:t1:~~::;:s :..::s:·~::t~:=:~:e:~::· I~: 
elementos o sólo ~~·ueu~:s di~i~n~~~· ~~:·~e~~l-'i·/~<~ ·:,:·.. ·"· :.:.:,·., 

:f·<;; ".'/{~;,¡..'' •o:;:f ',"•' /.-," 

4. IMPRES01. Procedl+~e~~~:.~~·~·-~¡~~:~.:¡ri,'.~-~-~.rii:~-~~~~u~·. -~~·-··Pp_~ captur~do 
y el PPL de la M-grande a ~:~olJ~~ p~~~~Í ~:1~~['.~~;'~~ ~~ci.1a· affn primal. 

;·.- .,.·:: tt: .,.-. o;;,.,_. 

5. CORREGIR. Procedi~ÍS~l?'-p;~·~~~i~~¡i'({:~~,~~o d~ requerirse) los 

coeficientes del PPL Proporé:i'?n~a~ó.tt;:~, ,·:t.'\''-.·: . : ';"." 
~:·~~:~> ,:,r< ·.".~ .. ::{~'¡··: r:· ~: 

.• ; .'~:e ' 

6. FORMEST. Procedirljiéntó 'pa·ra tia-~sfOré-nar el PPL proporcionado a la 

forma estándar, es decir. ~::~~~·~~·~L.~·~ 1~·r~r~á: (IU.1 ). 

7 .. PARAMETER·:·ProCed1in1~.;to para léer los parámetros con los que 

se ejecutará el programa 6 toma~los por default. Como se vio en el capitulo 

IV, para que la instrumentación pueda ser efectuada correctamente. se 

requiere de los siguientes parámetros: el valor de ta M-grande, cuyo valor 

por default es 104; el factor de tamaño de paso, cuyo valor por default es 

0.9999; la cota sobre la f.o., cuyo valor por default es 106; la cota para 
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factibilidad primal, cuyo valor por default es 10-5; la cota para factibilidad 

dual. cuyo valor por default es 1 o-S: la cota para holguras complementarias, 

cuyo valor por default es 1 o-S; la cota para la variable artificial, cuyo valor 

por default es 1 o-9; y la cota sobre el vector dirección, cuyo valor por default 

es 10-S. 

8. OSIFI. Procedimiento que aplica el método de la M-grande al PPL en 

la forma estándar para obtener una solución interior factible inicial. Además 

se obtiene la transpuesta de la matriz de restricciones. Las subrutinas de 

IMSL que se utilizan en este procedimiento son: 

8.1 SSET. Inicializa el vector e con la constante 1. 
8.2 MURRV: Multiplica la matriz A por el vector e. 
8.3 TRNRR. Transpone la matriz A. 

9. SELMET. Procedimiento para seleccionar el método de factorización 

matricial con el que se resolverá el sistema de ecuaciones implícito en la 

dirección de movimiento. Como vimos en el capftulo anterior, se tienen 4 

posibles alternativas: factorización uout, factorización de Cholesky, 

factorización OR y Mlnimos Cuadrados. La subrutina de JMSL que se utiliza 

en este procedimiento es : 

9.1 SSET: Inicializa el vector x con la constante 1. 

10. IMPRES02. En caso de req1:1erirse el punto interior obtenido en cada 

iteración, es impreso en pantalla (no se despliega tiempo de ejecución). 
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11. CVED. Procedimiento para calcular el vector estimado dual. Esto de 

acuerdo al paso 2 del algoritmo B en el capitulo III. Las subrutinas del IMSL 

que se utilizan en este procedimiento son: 

11.1 MRRRR: Multiplica la matriz Ao2 P.or 1a-- rriafrii º·At. 
11.2 MURRV. Multiplica la matriz AD2 P.or_.':1 ~ector' e: 

y de acuerdo a SEELMET, alguna de laS siguie':'i.es:· 

11.3 LSLSF: Resuelve el sistema (AD2At),,;.=A02~'- ·por, factoíizaci6n 
uou•.. · . ··. · .·. ::::: '>.· ·.·.· 
11.4 LSADS: Resuelve el sistema (A02At)A=AD2C por.'faCtoriZ:ación de 
Cholesky. . . 
11.5 LSQRR: Resuelve el sistema (AD2At))..=A02c por. factórización 
QR. 

12. CVCR. Procedimiento para el cálculo del vector de costos reducidos 

de acuerdo al paso 3 del algoritmo B en el capítulo m. La subrt.itina del IMSL 

que se utiliza en este procedimiento es: 

12.1 MURRV: Multiplica la matriz A 1 por el vector J •• 

13. VEDVCRDW. Procedimiento para calcular por el método de los 

mínimos cuadrados el vector estimado dual. el vector de costos reducidos y 

la dirección de movimiento de acuerdo a los pasos 2 y 3 del algoritmo B en 

el capftulo III. Las subrutínas del JMSL que se utilizan en este procedimiento 

son: 

13.1 SHPROD: Efectúa el producto elemento a elemento de los 
vectores x y c para obtener otro vector. 
13.2 LSQRR: Resuelve el problema de mlnimos cuadrados lineales 
obtenido en (IV.18). 
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14. PARO. Procedimiento que verifica la factibilidad p~imal. la factibilidad 

dual y las condiciones de holguras complementarlas para decidir si el 

método debe detenerse, de acuerdo a lo indicado en· 1a sección IV.2. 1 del 

capftulo anterior y- en el paso 4 del algoritmo B. Las subrutinas y fun.é:iones 

del IMSL que se utilizan en este procedimiento son: 

14.1 ISMIN: Obtiene el índice del elemento mlnimo en x y en v=c-At'k 
14.2 MURRV. Multiplica la matriz A por el vector x. 
14.3 SAXPY: Efectúa la operación Ax-b. 
14.4 SNRM2: Obtiene la norma euclidiana de un vector. En este caso 
de Ax-b, b, V y C. 

15. DMNAOC. Procedimiento para obtener la dirección de movimiento y 

efectuar el chequeo de no acotación y de valor objetivo constante, tal y 

como se especifica en los pasos 5 y 6 del algoritmo B, junto con las 

condiciones obtenidas en las secciones lV.2.3 y IV.2.4. Las subrutinas y 

funciones de IMSL que se utilizan en este procedimiento son: 

15.1 SHPROD: Efectúa el producto elemento a elemento de los 
vectores x y v para obtener el vector dw. 
15.2 SNRM2: Obtiene la norma euclidiana del vector dw. 
15.3 ISMIN: Obtiene el índice del elemento mínimo en el vector dw. 
15.4 ISMAX: Obtiene el índice del elemento máximo en el vector dw. 

16. LPOSM. Procedimiento para calcular la longitud de paso y 

trasladarse a la nueva solución mejorada como es indicado en los pasos 7 y 

8 del algoritmo By en la sección fV.2.4. Las subrutinas y funciones de IMSL 

que se utilizan en este procedimiento son: 

16.1 ISMIN: Obtiene el fndice del elemento mfnimo en el vector 
tem = r/dw1 donde dw¡ > G. 
16.2 SHPROD: Efectúa el producto elemento a elemento de los 
vectores x y dw para obtener otro vector. 
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16.3 SAXPY: Efectúa la operación x- a.Odw. 

17. IMPRES03. Procedimiento para desplegar en pantalla los resultados 

obtenidos para el PPL proporcionado. En caso de que se detenga el 

algoritmo y la variable artificial sea distinta de cero, entonces como se indica 

en IV.1.1 se despliega que el PPL proporcionado es infactible. En caso de 

que la condición de no acotación en el paso 6 del algoritmo B 6 la descrita 

en la sección IV.2.3 se satisfaga. se despliega que la f.o. del. PPL 

proporcionado es no acotada. En caso de que no se cumpla cualesquiera de 

las condiciones anteriores se despliega la solución óptima alcanzada, el 

número de iteraciones, el tiempo de CPU que se utilizó para resolver el PPL 

{en caso de proceder), el vector de costos reducidos asociado a la solución 

óptima y el vector estimado dual. 

FinalOiente, se utiliza la función SECNOS para obtener el tiempo 

utilizado en CPU del método de escala affn primal para la solución del PPL 

proporcionado. El tiempo es medido al obtener la forma estándar, al obtener 

la solución interior inicial y al aplicar el algoritmo al PPL a resolver. 

V.1.3 Descripción del Programa Correspondiente al Método· de 

Escala Afin Dual. 

De la misma forma que en el método de escala afln primal en la 

Instrumentación computacional del método de escala affn dual. se recibe 

como entrada a un PPL como et de la definición 1.4. donde la f.o. puede 

estar también en maximizaci6n. El PPL proporcionado es llevado a la forma 

estándar. Posteriormente, de dicho problema, se obtiene el dual y se 
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transforma en un PPL de la M-grande como en (IV.2). El algoritmo de la 

sección ID.2.5 se aplica a este PPL hasta que la variable artificial se 

aproxima o cruza cero como se Indica en la sección lV.2.5 (en caso 

contrario, se detiene el método indicando que el PPL proporcionado es no 

acotado). La variable artificial es eliminada del PPL y la solución interior 

factible inicial es obtenida como se explica en la sección JV.1.2. El algoritmo 

de escala af(n dual es nuevamente aplicado hasta que alguna de . las 

condiciones de paro, descritas en las secciones IV.2.2, IV.2.3 y JV.2.4, se 

satisfaga, indicando si se ha alcanzado solución óptima, no acotación o 

lnfactibilidad como se indica en la sección IV.2.5. 

A continuación se listan las subrutinas principales que conforn:'an a esta 

instrumentación, especificando las subrutinas de IMSL que han sido 

utilizadas. 

1. LECTAM. Procedimiento para leer el número de variables y de 

restricciones del PPL a capturar. 

2. CARACTER. ProCedimieÍito, para leer tas caractertsticas del PPL a 

capturar (si es de m~xin:iizaciÓn o de minimización o si las restricciones son 

,;;,;,:6=). 

3. LECTURA.: Procedimiento para capturar los datos del PPL a resolver: 

coeficientes de-la f.o.,. mStriz de restricciones y vector del lado derecho. La 

lectura de la matriz 'de_ restricciones puede hacerse capturando todos los 

elementos ·o s610- aC¡üellos .. diStintos de cero. 
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4. IMPRES01. Procedimiento que imprime en pantalla el PPL capturado 

a resolver por el algoritmo de escalá afln dual., 

5. CORREGIR. Procedimiento para.corregir (en caso dB requerirse) los 

coeficientes del PPL proporclonadO.: 

6. FORMEST. Procedimiento. para llevar el PPL proporcionado a Ja 

forma estándar. 

7. PARAMETER. Procedimiento para leer los parámetros con los que se 

ejecutará el programa ó tomarlos por default. Como se vio en el capftulo IV, 

para que la instrum'e'rltación pueda ser efectuada correctamente, se requiere 

de los siguientes parámetros: el valor de la M-grande, cuyo valor por default 

es 104; el f~~~;·d~- ~~m-~no de paso, cuyo valor por default es 0.9999; la 

cota sobre _,a·· f.o~·. ~uyo ~alar por default es 106; la cota para factibilidad 

pÍimal, cuyó valor por default es 1 o-S; la cota para factibilidad dual, cuyo 

valor por d~fault es 1 O~;· la cota para holguras complementarias, cuyo valor 

p~r dE!rau1~· e·s 1i5: fa cota sobre el vector dirección, cuyo valor por default 

es 10..S;: y, el. parámetro para calcular la variable artificial, cuyo valor por 

default es'2. 

8. OSIFID. Procedimiento que obtiene del PPL en Ja forma estándar 

su dual, y que aplica el método de la M-grande para obtener una solución 

interior factible inicial. Las subrutinas y funciones de IMSL que se utilizan en 

este procedimiento son: 

8.1 TRNRR: Transpone la matriz A. 
8.2 SSET: Inicializa el vector y con la constante O. 
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8.3 ISMIN: Obtiene el Indice del elemento mínimo en c. 
8.4 ISAMAX: Obtiene el índice del elemento máximo en c. 
8.5 SCOPY: Copia el vector e al vector v. 

9. IMPRES04. Procedimiento que Imprime en pantalla el PPL de la 

M-grande dual a resolver. 

10. SELMET. Procedimiento para seleccionar el método de factorización 
- ,-,-. ' 

matricial con el que se resolverán los sistemas de ecuaclo~~s línpU~itos en 

las direcciones de movimiento. Como vimos en la seéciÓÍl ·.'fv.3; se· ~-i~nen 4 

posibles atternativas: tactorización uout. tactorizaC16'ñ de :c·h~iesky, 

factorización OR y Minimos Cuadrados. 

11. IMPRES02. En caso de requerirse el punto írÍteri~(~ua1-0btEtni?o en -

cada iteración, es Impreso en pantalla · (n~ :;~_s~}::~-~-~-~~.~~~~: 1 • tief:npo· de 
'i' ' 

ejecución). :·:..~·.,;·;· ',.-~(:;.!(' '!~~~-~~:, 

12. DIRSMOVS. Procedimiento pará obten~/1;~ ·~¡;~~:~¿ti :~:~:~~~irril.~nt~ 
de_ las variables irrestrictas y de las variables". r~-sÍ~i~~jd~~~:. _ES1:~--d·~,·-8cÚ·e~dÓ 
al paso 2 del algoritmo de escala afín dual. Las Sub"íUtinaS dS IMSL ·que se 

utilizan en este procedimiento son: 

12.1 MXTXF: Multiplica la matriz Av-1 por VAl. 
12.2 MURRV: Multiplica la matriz A por el vector dy. 
12.3 SSCAL: Multiplica por -1 al vector A 1dy. 

y de acuerdo a SEELMET, alguna de las siguientes: 

12.4 LSLSF: Resuelve el sistema (Av-2A1)dy 
uou•. 

b por factorización 
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12.5 LSADS: Resuelve el sistema (AV-2At)dy = b por factorización de 
Cholesky. 
12.6 LSQRR: Resuelve el sistema (Av-2At)dy = b por factorización OR. 

13. MINCUAO. Procedimiento que obtiene la dirección de movimiento de 

las variables irrestrictas y de las variables restringidas utilizando mínimos 

cuadrados, de acuerdo al paso 2 del algoritmo dual y a (lV.31 ). Las 

subrutinas del IMSL que se utilizan en este procedimiento son: 

13.1 /SET: Inicializa IPVT con la constante O. 
13.2 LQRRR: Calcula la descompos1ción QR 
13.3 LSLRT: Resuelve un sistema tnangular inferior real de ecuaciones 
lineales obtenido en (IV.31). 
13.4 LSLRT: Resuelve un sistema triangular superior real de 
ecuaciones lineales obtenido en (lV.31) 
13.5 MURRV: Multiplica la matriz At por el vector dy. 
13.6 SSCAL: Efectúa la siguiente operación dv = -dv. 

14. CVEP. Procedimiento para calcular el vector estimado primal de 

acuerdo al paso 4 del algoritmo de escala afln dual. 

15. PARO. Procedimiento que venf1ca la factibilidad primal, la factibilidad 

dual y la condición de holguras complementanas para decidir si el método 

debe detenerse, de acuerdo a lo indicado en la sección IV.2.2 del capítulo 

anterior y del paso 5 del algoritmo dual Las subrutinas y funciones del IMSL 

que se utilizan en este procedimiento son· 

15.1 MURRV: Mult1pllca la matnz A 1 por el vector y. 
15.2 SAXPY: Efectúa las operaciones c-(A1y-q1.a+v) y Ax-b. 
15.3 SNRM2· Obtiene la norma euclidiana de los vectores Ax-b, 
c-(Aty-ql_a+v). b y c. 
15.4 SDOT: Calcula el producto punto de e y x 
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16. NAFOC. Procedimiento para efectuar el chequeo de no acotación y 

de valor objetivo constante en el PPL dual, como se especificó en el paso 3 

del algoritmo dual, junto con las consideraciones hechas en las secciones 

IV.2.3 y IV.2.4. Las subrutinas y funciones de IMSL que se utilizan en este 

procedimiento son: 

16.1 ISMIN: Obtiene el indice del elemento minimo en dv. 
16.2 /SMAX: Obtiene el indice del elemento máximo en dv. 
16.3 SNRM2: Obtiene la norma euclidiana del vector dv. 
16.4 SOOT: Calcula el producto punto de b e y. 

17. LPOSM. Procedimiento para calcular la longitud de paso y 

trasladarse a la nueva solución mejorada como se indicó en los pasos 6 y 7 

del algoritmo dual y en la sección IV.2.4. La subrutina y la función· de IMSL 

que se utilizan en este procedimiento son: 

17.1 /SM/N: Obtiene el Indice del elemento minimo en el vector 
tem:: rv/(-dv¡) donde dv¡ <O. 
17.2 SAXPY: Efectúa las operaciones y+f3dy y v+J3dv. 

18. CHECVART. Procedimiento que verifica si la variable artificial se 

aproxima o cruza cero, como se indicó en la sección JV.2.5. Una vez que se 

detecta que la variable artificial cumple con esta condición, se hace N=N-1 y 

la variable artificial se iguala a cero, como bandera; además se obtiene la 

solución interior inicial como se indica en la sección JV.1.2. La subrutina de 

IMSL que se utiliza en este procedimiento es: 

18.1 SAXPY. Efectúa la operación Aty • v. 
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19. IMPRES03. Procedimiento para desplegar en pantalla Jos 

resultados obtenidos para el PPL proporcionado. En caso de que se 

detenga el algoritmo y la variable artificial sea distinta de cero, entonces 

como se indica en JV.1.2 se despliega que la f.o. del PPL proporcionado es 

no acotada. En caso de que la condición de no acotación en el paso 3 del 

algoritmo dual 6 la descrita en la sección lV.2.3 se satisfaga, se despliega 

que el PPL proporcionado es infactible. En caso de que no se cumpla 

cualesquiera _de las condiciones anteriores se despliega la solución óptima 

dual alcanzada, el número de iteraciones, el tiempo de CPU que se utilizó 

para resolver el PPL, (en caso de proceder) el vector de estimado primal y el 

valor de la función objetivo primal. 

Por último, también se usó la función SECNDS para obtener el tiempo 

utilizado en CPU del método de escala affn dual para la solución del PPL 

proporcionado. El tiempo es medido al obtener la forma estándar, al obtener 

el PPL dual y la solución interior inicial y, al aplicar el algoritmo al PPL dual 

a resolver. 

Los listados correspondientes a las instrumentaciones aquí descritas se 

encuentran en el apéndice D. Las instrucciones que deben tenerse en cuenta 

para poder ejecutar cada programa se encuentran en el apéndice C. En la 

siguiente sección describiremos los PPL prueba. 
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V.2 DESCRIPCIÓN DE LOS PROBLEMAS PRUEBA A EVALUAR. 

En esta sección presentaremos el conjunto de problemas prueba, 

selecCionados para validar. los resultados de las implementaciones 

computacionales de los métodos de escala afin primal y dual. Dicho 

conjunto está constituído por un grupo de problemas propuestos por 

Colmenares (Col) y el PPL conocido como problema de Hilbert, lo cual nos 

permitirá comparar los resultados de Jos experimentos computacionales con 

los referidos en [ABR]. [HBA] y [Col]. Se incluyen también otros problemas 

adicionales que nos permitirán efectuar comparaciones entre ambos 

métodos. 

Cabe hacer mención que los resultados reportados en la literatura fueron 

obtenidos con el método de escala proyectiva de Karmarkar (capítulo II) en 

una PC de menor capacidad que la utilizada por nosotros (a excepción de 

Jos reportados en [Col] donde se utilizó una Amdahl System 470 Modelo 

Vf7-B ((4)) y una IBM 3033 ((6)). 

Cada uno de los problemas prueba seleccionados fueron solucionados 

también utilizando el método simplex. El único paquete que tuvimos 

disponible, para efectuar las pruebas. fue el Micromanager Software. el cual 

no proporciona tiempo de obtención de la solución de los problemas de 

programación lineal. 
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V.2.1 Problemas Prueba, Grupo 1. 

El primer grupo de problemas prueba es: 

PROBLEMA 1. 

Max 30x1 + 20x2 

s. a 

x,· +. X2;;:: 1 

-x1+ X2S1 

3x,· + 2X2 S: 6 

x 1 -2x2 s1 

x 1 ;;:: O, X2;;;::: O 

INSTRUMENTACIÓN 

Este PPL tiene soluciones óptimas múltiples, un punto extremo 

degenerado en la forma estándar y la matriz A.A.t está mal condicionada. La 

solución de ~s~e ~roblema' por el método simplex ocupó 3 iteraciones y la 

solución óptima alcari~ada fue x· =(1.75,0.36,1.13,2.36,0,0)1 con zº =60. 

El otro punto e~remos óptimo es x'" =(0.80, 1.S0, 1.60,0,2,0)1. 
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PROBLEMA2. 

_fy'lin -X1 + 7~2 + X3 + 2x4 

s.a 

o.sx1· - s.sx2 - 2.5x3 + 9x4 so 

0.5x1 - 1.5x2 - 0.5x3 + x 4 s O 

x¡~o.·Pª.n:i' ¡~·1, .•. ,4, 

INSTRUMENTACIÓN 

Este PPL presenta degeneración, ·mal condicionamiento en la matriz de 

coeficientes Y. so~ucio~_es_.:.óp~i_mas ~últiJ'.>les.; .La solu~ión óptin:ia degenerad~ 

alcanzada P~r el ·m~tod~- sir:"Plex_ en 8 iÍ~ra~l~nBs ~5: ~· =(0:0.0;0, 1,o,o)t y 

Ja solución :alternativa ·aiCanzada es x· ·=(0.5,'?,CJ:·S:,o,o, ·(0)~ ambas con 

z• =0. 

PROBLEMA3. 

Min 2x1 -X2 

s.a 

X1+X2C!-10 

-1ox1 + x 2 s 10 

-4X1 + X2 :S 20 

X1 + 4X2 ~ -2 

X1i::::0, X2 i:::: 0 

Para este problema la función objetivo es no acotada. Esta condición fue 

detectada también por el método simplex. 
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PROBLEMA4. 

Min 1 Ox1 + 3x2 

S. a X1 + X2 2: 20 

X1 S. 6 

x, 2: 2 

X2 S.-12 

X2 :!: 

X1 C:. 0, X2 2: 0 

INSTRUMENTACIÓN 

Como podemos observar las restricciones 4 y 5 de este problema son 

inconsistentes, por lo que el poliedro asociado es vacío y el PPL es 

infactible. Sin embargo en este caso, el método simplex utiltzado no detecta 

la infactibilldad y proporciona una solución errónea en una de las opciones 

de ejecución y, en la otra opción, el método diverge. 

PROBLEMAS. 

Min -0.4x1 - 0.4x2 + 1.Bx3 

s.a 

1.sx, - 6.4X2 + 4.BX3 s. o 

0.2X1 - 1.8X2 + 0.6X3,; 0 

0.4X1 - 1.6X2 + 0.2.x3 S 0 

X2 S 1 

x 1 e::: o, x2 ;::: o,x3 e:. o 
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En este problema la matriz AA1 está mal condicionada, es decir, la 

matriz es casi singular. La solución óptima alcanzada en 4 iteraciones por el 

método slmp_lex es x· =(4, 1,0,0.4, 1,0,0)t con z"' =-2. 

PROBLEMA 6. (Problema de Hilbert). 

donde 

Max z = ctx 

s. a 

AxS b 

x>:O 

c1 =~+:!:~. 1.sisn 
1+1 j:::21+J 

b¡=:!:~. 
j:::1l+J 

[ 

y, 
A= J? 

X~·•> Xn·» 

··· X"•'>] ::: xn,.2) 
... Y.n 

Una matriz como la definida en A es conocida como matriz de Hitbert. 

Este problema tiene como solución óptima x· =(1,1, ... ,1)t. En nuestro caso 

se evaluó este problema con N = 3 y N = 5. Para N = 3 el método simplex 

alcanzó la solución óptima x· =(1,1,1)t con z"' "=3.57 en tres iteraciones.· 

Para.N = 5, en 5 iteraciones, el método simplex alcanza la solución óptima 

x· =(1,1,1,1,1)' con z· =6.27. 
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V.2.2 Problemas Prueba. Grupo 2. 

Estos problemas fueron obtenidos de textos de Programación Lineal con 

el fin de probar los métodos de e,scala affn en problemas clásicos. 

PROBLEMA 7 (Propuesto por E:M.L Beale en 1955 [Fan]). 

Min -0.75X4 + 20Xs - 0.5"6 + 6X7 

s. a 

X1 + 0.25X4 - 8Xs - "s + 9X7 = 0 

X2 + 0.5X4 - 12Xs - 0.5"6 + 3x7 = 0 

X3+Xe=1 

X¡"=O para i = 1, ... ,7, 

Este PPL tiene soluciones degeneradas. por lo que el método simplex 

puede ser atrapado en un ciclado. Al intentar solucionar este problema 

utilizando el paquete Micromanager software. en cualesquiera de sus dos 

opciones. pudimos verificar que el método simplex disponible efectuaba una 

gran cantidad de operaciones sin poder alcanzar la solución óptima, la cual 

está dada por x· =(0.75,0,0,1,0,1,0)1 con z" =-1.75. 
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PROBLEMA 8. (Problema de Mezcla de Fluidos (DyB]). 

Min 7.2x1 + 7.2x2 + 4.35x3 + 4.35x4 + 3.8Xs + 3.8Xfi + 4.3x7 + 4.3x8 

s. a 

x, + "2 s 700 

X3 + X4 :S 600 

"s + "6 s 900 

x7 + x8 :s; sao 

X1 + X3 + Xs + X7 = 1300 

x 2 +x4 +x:e+x8 =BOO 

-2X1 - 0.5X3 - 3><s + 11X7 S 0 

-2x2 - 0.5x4 - 3><s + 11x8 so 

ax, - 3x3 - 10><s + 10x7"' o 

Bx2 - 6x4 - 13>es + 8x8 ~O 

X¡ e: O, para i = 1, ...• 8 

Como podemos observar, este problema tiene más variables y 

restricciones que cualesquiera de los anteriores, además de que se tienen 

más restricciones que variables. Al solucionar este problema por el método 

simplex, la solución óptima alcanzada en 8 iteraciones fue: 

x· =(324.14.348.72.600,0.227.59.304.76.148.28. 146.52)' con z" =10745. 11. 
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PROBLEMA 9. (Problema de Planeación de la Producción (DyB)). 

Min o.ax, + X2 + 2.05x3 + 2.2X4 + 3.05Xs ~ 3.~ + 0.8x7 + 

X5_+ 2.05Xg + 2.2X10_+ ~.8X~1 ~-·~12 ~:-~·~~13~.~-~~4 + 

2.asx15 + 3.2x16 + a.asx17 + 4.2x1a -~-· 1.~_~19 -~·· _2X2ó + · 

2.85X21 + 3.2X22 + 1.6X23 T 2x-24 

s. a 
· .. , - ·, 

0.2x1 + 0.25x2 + 0.2x3 + 0.25x4 + 0.2Xs +·0.25"6 s·100 
,:.. < 

0.2x7 + 0.25x8 + 0.2><g + 0.25x1C:, s 1 oo 

0.2x11 + 0.25X12 S 100 

0.2x13 + 0.25X14 + 0.2X15 + 0.25X16 +· Q'.2X17 + 0.25X18 S. 40 

0.2x19 + 0.25x20 + 0.2x21 + 0.2Sx22 s 40 

0.2x23 + 0.25X24 S. 40 

X1+ X13 2: 225 

X2+ X14 2: 200 

X3+ X7 + X15 + X19 0::: 375 

X4+ X5 + X15 + X20 2: 260 

>es+ Xg + X11 + X17 + X21 + X23 2: 450 

>es+ X10 + X12 + X18 + X22 + X24 2: 300 

x 1 2: O, para i = 1, ... ,24 

Este es un problema tfpico de programación lineal, el cual, como 

podemos ver, tiene el doble de variables que de restricciones, además de 

ser un problema esparso pues tiene varios coeficientes con valor cero. La 

solución óptima alcanzada por el método simplex en 14 iteraciones es 

x· =(225, 120.0,0,0.100,375.100.0,0.450.40,0,80.0.0,o,o.0.160,0,0,0.160)1 

con z· =2220. 
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V.3 EVALUACIÓN Y COMPARACIÓN DE RESULTADOS. 

En esta sección se proporcionan tos resultados obtenidos de las 

instrumentaciones computacionales de los métodos de escala aftn primal y 

dual, permitiéndonos de· esta forma realizar comparaciones con otras 

versiones del método reportados en la literatura. En cada tabla se. m"uestra 

la solución óptima (en caso de encontrarse). el número de iteraciones y el 

tiempo de CPU utilizado (en segundos). En caso de que se irldique lo 

contrario se utilizan tos parámetros por default. 

PROBLEMAS PRUEBA, GRUPO 1. 

PROBLEMA 1. 

Resuelto por el Método de Escala Afln Primal. 

u out CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
r 59.99920 59.99675 59.99916 59.99889 

ITER. 3 3 3 3 
SEG. (0.051) (0.113) (0.051) (0.063) 

Resuelto por el Método de Escala Afln Dual. 

u out CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
r 59.99974 €0.00038 00.0()196 

ITER. ..... s s 5 
SEG. (0.500) (0.109) (0.063) 
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Como podemos observar en las tablas correspondientes al problema 1, 

sólo el método de escala afin dual utilizando factorlzación uout no alcanzó 

la solución óptima. La versión primal en cualesquiera de los_ caso~_ ut~liza 3 

iteraciones y la dual 5 iteraciones. Ambos métodos ·a1~Bnzaron la solución 

óptima en menos de un segundo. En [Col] se indic~··que ·¡a solución se 

alcanzó en 14 iteraciones y 1.826 segundos. En (ABR] la solución se 

alcanzó en 12 iteraciones y 5 segundos. 

PROBLEMA2. 

Resuelto por el Método de Escala Affn Primal. 

u out CHOLESKY QR MIN.CUAD. 
r 0.00029 0.00029 0.00029 0.00029 

ITER. g g g g 

SEG. (0.109) (0.160) (0.109) (0.109) 

Resuelto por el Método de Escala Afin Dual. 

uou• CHOLESKY QR MIN.CUAD. 
r O.Cl0045 0.00466 O.OCXX33 0.00356 

ITER. 4 4 4 4 

SEG. (0.325) (0.291) (0.105) (0.105) 

Para este problema, en la versión primal se modificaron los parámetros 

M = 105, a.= 0.993 y en la versión dual se modificó el parámetro M = 105. 

Como podemos observar tanto la versión primal como la dual alcanzan la 

solución óptima para todos los casos en 9 y 4 iteraciones respectivamente y 

en menos de un segundo. En (Col] se indica que la solución se alcanzó en 
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16 iteraciones en 1.477 segundos. En [ABR] la solución se alcanza en 12 

iteraciones y 5 segundos. 

PROBLEMA3. 

Resuelto por el Método de Escala Afín Primal. 

N.A. N.A. N.A. 
1 · MIN. CUAO; 

N.A. 

uou• CHOLESKY ·aR 

Resuelto por el Método de Escala Affn Dual. 

uou• CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
N.A. N.A. N.A. N.A. 

Para este problema, en todos los casos, las versiones prinlal y, dual 

detectan la no acotación. En [Col] y [ABR] se indica también la no acotación. 

En [HBA] se indica que se llegó a un valor erróneo con los métodos de 

factorización utilizados en ese artículo y sólo se detectó no acotación con 

mfnimos cuadrados. En [HBA] reportan también no h-aber detec"ta'do no 

acotación con un método con barrera. 

PROBLEMA4. 

Resuelto por el Método de Escala Afln Primal. 

uou• CHOLESKY QR MIN.CUAD. 
SOL. INF. SOL INF. SOL. INF. SOL. INF. 
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Resuelto por el Método de Escala Afln Dual. 

uou' CHOLESKY QR MIN.CUAO. 
SOL.INF. SOL. INF. 

Como podemos observar el método de escala ann primal en todos los 

casos detecta infactibilidad, en cambio en la versión dual sólo con 

factorización OR y mlnimos cuadrados; con uout y Cholesky se detecta mal 

condicionamiento y el IMSL detiene el programa. En [Col] se llega a un valor 

erróneo sin detectar infactibilidad. En (ABR] se detecta la infactibilidad y en 

[HBA], al igual que para el problema anterior, únicamente con minimos 

cuadrados detecta que el problema es infactible. 

PROBLEMAS. 

Resuelto por el Método de Escala Affn Primal. 

u out CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
z- _,_g;;s77 -1.99977 -1.99977 -1.93977 

ITER. 5 s s s 
SEG. (0.113) (0.109) (0.109) (0.113) 

Resuelto por el Método de Escala Afin Dual. 

uou• CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
z- -2.01144 -2.CXlOOO -2.CXlOOO 

ITER. 6 ..... 6 6 
SEG. (0.551) (0.109) (0.059) 
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Para este problema tanto el método de escala afín primal como el dual 

alcanzan la solución óptima en 5 y 6 iteraciones respectivamente en menos 

de un segundo. Sólo para la versión dual con factorización de Cholesky el 

programa se detiene por mal condicionamiento. En (Col] el método para con 

z· =-1.1327 en 2 iteraciones en menos de un segundo. En (ABR] se utilizan 

12 iteraciones y 7 segundos. En (HBA] en todas las factorizaciones que 

instrumentaron llegan a la solución óptima, siendo sus mejores resultados 

en 4 iteraciones y 3 segundos, para el método de barrera reportan 53 

iteraciones y 5 segundos. 

PROBLEMAS. 

Resuelto por el Método de Escala Affn Primal (para N=3) . 

. 

uou• CHOLESKY QR MIN. CUAO. 
r .3.56646 3.56645 3.56648 3.56646 

ITER. 4 4 4 4 

SEG. (0.051)" (0.109) (0.059) (0.063) 

Resuelto por el Método de Escala Affn Dual (para N=3). 

uou• CHOLESKY QR MIN. CUAO. 
z· 3.43038 3.43038 3.43038 3.43038 

ITER. 4 4 4 4 

SEG. (0.106) (0.160) (0.059) (0.051) 
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Resuelto por el Método de Escala Affn Primal (para N=5). 

u out CHOLESKY QR MIN. CUAD. 
z- 6.2642 6.26422 6.26421 - 76.2642_=-

' ITER. 4 4 4 4 
SEG. (0.109) (0.180) (0.109) (0:1"9) 

Resuelto por el Método de Escala Afin Dual (para N=5). 

uou• CHOLESKY QR MIN.CUAO. 
z- 6.39410 6.39409 6.39406 6.39409 

ITER. 6 6 6 6 
SEG. (0.492) (0.556) (0-180) (0.109) 

En este problema para N = 3 y N = 5 ambos métodos Hegan a la solución 

óptima en todos los casos. En la versión dual se modificaron los parámetros 

13 = 0.994. "3 = 10·6 (es cota de error para hcl y 0 = 3. Para N = 3, las 2 

versiones utilizan 4 iteraciones y se llega a la solución en menos de un 

segundo. Para N = 5 la versión primal ocupa 4 iteraciones y la dual 6. las 

dos versiones obtienen la solución en menos de un segundo. En [ABR] para 

N = 3 se reportan 11 iteraciones y 2 segundos y para N = 5, 11 iteraciones y 

4 segundos. En [HBA] con los 4 métodos de factorización que utilizaron y el 

método de barrera llegan a la solución óptima, obteniendo su mejor 

resultado con CR en 3 iteraciones y 3 segundos para N = 3; y 5 iteraciones y 

4 segundos para N = 5. Con el método de barrera reporten 52 iteraciones y 

19 segundos para N = 3 y, 54 iteraciones y 54 segundos para N = 5. 
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PROBLEMAS PRUEBA, GRUPO 2. 

PROBLEMA7. 

ReSUet¡o·;Pór'i!1 '~-étod~ de Escala Afin Primal. 

z­
ITER.; 
SEG. 

z­
ITER. 
SEG. 

'-. 

uou• 
-1.33332 

4 
(0.219) 

CHOLESKY 

: ... T~:~5~.;~~:,~_ 
.... (0:281)· .... ;.-.· 

X~"' f~~~~~~.'~'.J.~.~: 
;. , '>~. (0.059) -.~:;.~,_-• 

-1.24006 
6 

(0.051) 

-1.33332 
4 

io.059 

Para este probl~m~ _e1.:·r;).étbd~:-d~----~;~1a·'·~ftri·-~rÍm.aÍ·a1~nza la solución 
-'. ,., -".:.:;-- .... -·. 

óptima en 6 iteracio.nes ·en~·me-riOS;df{i.Jn':segundo-·en cualesquiera de los 

casos. En cambio -~1 'mét~_i:fo~-~--~-~ -~~~~al_a ·anf.t. dual no llega a la solución 

óptima y se queda' ·en ··una_ aprc.:»Ximaci6n (aún con cota de holguras 

complementarias en cero).· por I~ qUe podemos concluir que se ve afectado 

por ta degeneración primal. 
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PROBLEMAS 

Resuelto por et Método de Escala Affn Primal. 

Z" 
ITER. 
SEG. 

Resuelto por el Método de Escala Afin Dual. 

z· 
ITER.. 
SEG. 

uou• 
10787 

g 

(0.879) 

CHOLESKY 
11229.59 

g 

(1.211) 

QR 

INSTRUMENTACIÓN 

"MIN. CUAD. 

10745.45 
g 

(0.547) 

Para el problema 8, el método de escala afln primal alcanza la solución 

en 6 iteraciones y menos de un segundo, sólo para el caso de mlnimos 

cuadrados y con la modificación de los parémetros M = 1 o5 y con cota 

sobre la variable artificial de 10-3; para los casos Uout y OR detecta no 

acotación y para Cholesky, IMSL detiene el programa por mal 

condicionamiento. En cambio en el método de escala afín dual, la solución 

óptima se alcanza en 9 iteraciones en menos de un segundo para UDU1, 

Cholesky y mtnimos cuadrados (con parámetros modificados (l = 0.994, 

c 3 = 10-4 y 0 = 3) aunque la estimación primal en uout y Cholesky no es 

muy aceptable. 
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PROBLEMA9. 

Resuelto por ~I Método de Escala Afln Pris:nal. 

Z'" 
ITER. 
SEG. 

Resuelto. por~e:I Método de Escala Afín Dual. 

uou• CHOLESKY QR 

INSTRUMENTACIÓN 

MIN. CUAD. 
2220.02900 

24 
(3.30) 

MIN. CUAD. 
Z'" 2219.91400 =.CXXXJO 2220.01100 =-06600 

ITER. 7 7 7 7 
SEG. (0.930) (1.211) (0.871) (0.820) 

Para este problema la versión primal sólo alcanza la solución Optima con 

mlnimOs cuadrados utilizando 24 iteraciones y 3.3 segundos, los parámetros 

que se modificaron en este caso son M = 109 . f~ = 0.99 y & 3 = 10.S. El 

método de escala afín dual, como puede observarse tuvo un mejor 

comportamiento alcanzando en todos los casos la solución óptima en 7 

iteraciones y sólo con Cholesky en más de un segundo, los parámetros que 

se modificaron son I~ = 0.994, t::3 = 10-6 y O= 3. 

En general, nuestros resultados con respecto a los problemas del 

Grupo 1 fueron buenos, pues como puede verificarse, para los problemas 

1,2,5, y 6 utilizamos menos iteraciones con respecto a [Col] y {ABR]. Los 

resultados reponados por [HBA] son mejores en una iteración para el 

problema 5 y para el problema 6 en el caso N = 3, aunque para N = 5 

nosotros mejoramos en una iteración. Con respecto a (ABR] y [HBA] dado 
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que instrumentaron el método de escala proyectiva de Karmarkar, 

consideramos válido sólo comparar en iteraciones y no en tiempo, 

considerando el tipo de computadora que utilizaron. Con respecto a [Col) en 

los problemas evaluados podemos decir que tanto en número de iteraciones 

y en tiempo nuestros resultados fueron superiores. 

Para los problemas 3 y 4 (Grupo 1) el método de escala afln primal en 

todos los casos detecta la no acotación y la lnfactibilidad, el mismo 

resultado es reportado en [Col] y [ABR]. El método de escala af(n dual 

detecta la no acotación para todos los casos, pero no la infactibilidad. En 

[HBA], en el cual se efectuó también una instrumentación con distintas 

alternativas de factorización matricial, sólo mínimos cuadrados detecta la no 

acotación y la infactibilidad. Podemos concluir que los métodos de escala 

afín no se ven muy afectados por el tipo de factorización en este problema. 

Con respecto a los problemas del Grupo 2, el método de escala affn 

primal proporciona mejores resultados que el método de escala afín dual 

para el problema 7. Para el problema 8, la versión primal obtiene la solución 

sólo para el caso de mínimos cuadrados en un menor número de 

iteraciones que el método de escala atrn dual, aunque este último, alcanza 

la solución con otros dos tipos de factorizaciones más. Para el problema 9, 

el método de escala afin dual muestra superioridad con respecto al método 

de escala afin primal. 

Aunque nuestro propósito no es realizar comparaciones con el método 

simplex, siempre es interesante el efectuarlas aún en el número de 

iteraciones (dado lo explicado en la sección V.2). Podemos observar que Jos 
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resultados proporcionados por el método simplex, son mejores que los 

proporCionados por el método de escala afin primal en los problemas 1,2,5, 

6 (e.en N=3) y 9. Con respecto al método de escala affn dual, el simplex es 

superior en los problemas 1,5,6 y 8. Debe notarse que esta superioridad es 

por ur:-ia-o·dos iteraciones. En cambio el método de escala afín primal es 

superic:>r al método simplex utilizado, en los problemas 4,6 (con N=S), 7 y B. 

El método de escala afín dual es superior al simplex en los problemas 2,4 y 

9. Un aspecto Importante a considerar es que con el método de escala afín 

primal se pudieron resolver problemas que el simplex que utilizamos no 

pudo resolver, además para los problemas 2 y 9 el método de escala affn 

-dual supera en un 50% de iteraciones al método simplex con el que 

contamos. 
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Como hemos-podido observar a través de este trabajo los métodos de 

puntos int-eriOres ·muestran una nueva filosoffa para resolver problemas de 

programaCión lineal distinta a la utilizada por el método simplex. El 

surgimi.ento.-de estos nuevos algoritmos ha propiciado, Inclusive que las 

intrumentaciones comerciales ·del método slmplex hayan sido mejoradas 

pan:;. poder cc;;mpetir 'con las instrumentaciones de los algoritmos de puntos 

lnteriOr~s .. Por· 1~ que la investigación en estas áreas presentan mucha 

actividcid, ·de 'ahf nuestro interés por abordar este tipo de algoritmos y de 

proporciÓnar una base para aquellos que quieran continuar con este tipo de 

trabc:ljo. 

A_nuestro parecer. por el momento no es Importante saber qué método 

es.el mejor sino qué tipo de problemas pueden resolverse con cada método. 

De acuerdo a nuestras observaciones, el método de escala afín primal tiene 

un mejor comportamiento con problemas degenerados y el método de 

escala afín dual con problemas esparsos. En cuanto al tipo de 

factorizaciones de acuerdo a los resultados, consideramos que el método de 

mínimos cuadrados es el más adecuado para instrumentaciones robustas. 

Por otro lado quisiéramos mencionar que para quienes están interesados 

en realizar instrumentaciones más eficientes, de acuerdo a nuestra 

experimentación, se debe poner mayor atención a la obtención de la 

solución interior inicial, a ta selección de tamaño de paso y a la detección de 

no acotación. Es importante hacer notar también que el éxito o fracaso de 

los métodos de puntos interiores depende de las técnicas numéricas con las 
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que se instrumente. por lo que se pueden manejar adicionalmente técnicas 

de esparsldad, modificaciones de rango uno, métodos de gradiente 

precondicionado y todas aquellas técnicas que surjan en el élgebra lineal 

numérica, especialmente para la solución de sistemas de ecuaciones 

lineales. 

Por último es importante hacer notar que estos m.étodos pueden 

extenderse a la solución de problemas de programación· , no lineal, 

programación con múltiples objetivos o programación entera en ·donde la 

solución no necesariamente se encuentra en un vértice ·del poliedro de 

soluciones. 
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APÉNDICE A 

CONCEPTOS DE ALGEBRA LINEAL 

En este apéndice se proporcionan las definiciones y teoremas del 

Algebra Lineal que se consideran necesarias, asl como la notación a seguir, 

en el presente trabajo. Los conceptos expuestos aquí pueden consultarse 

més ampliamente en (Bat), [Saz). [Cal), (Fan]. (Gro). 

Vectores. 

Definición A1. Un vector o-dimensional x e R" es un conjunto 

ordenado, vertical, de n escalares llamados sus componentes (x¡). Este se 

escribe como 

En particular nos interesan Jos siguientes vectores especiales en 12. ": 

1¡ el vector cero cuyas n componentes son cero : o = [z]. 
11) el vector "suma" c.uyas n componentes son uno : e = [f J 
Un vector x en su forma horizontal o transpuesta se denota por xl. Este 

se escribe como - x'=,- {x1 X2 .... x 0 ). 
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Dos vectores de la misma dimensión se pueden sumar, y la suma se 

efectúa por componentes. De la misma manera, la operación de multiplicar 

un vector x por un escalar a se realiza por componentes. 

El producto interno entre dos vectores arbitrarios x y v en ~n es una 

operación que les asocia el escalar dado por: xlv = l:,x1v 1. Si xtv =o. se .. , 
dice que los vectores x y v son ortogonales y se escribe x .1. v. En base a 

esta operación, se define la norma euclidiana de un vector x e lPl" arbitrario 

como el número \lxl\ = J;.lX con xtx = !:_x;l i?: O, asf como los siguientes .. , ' 
conjuntos especiales : 

i) La bola abierta de centro xD e 11t,n y radio r > O tal que: 

B(x'l,r) = {x e lll" 11lx - xº~ < r} . 

. 11) La bola~ de centro xO e R" y radio r > O tal que: 

B 0 (x0,r) = {x e lll" 11lx-xºll s r}. 

iii) Un conjunto abierto· e e R" donde para toda X e e 
existe r > O . tal que B(x • r) e: C. 

iv) Un conjunto cerrado O e:: Dl" tal que: 

R." - D = {x e IR." 1 x ~ D} es un conjunto abierto. 

Definición A2. UÍl ·punto X e IJ&.O· es uri punto Q!! acumulación (o 

punto~) de un sub~onjunto A·~ lll": Si para toda r > O se tiene que 

B(x , r)nA es no vacía y distinta de X. 
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Teorema A1. Un conjunto es cerrado si y sólo si contiene a todos sus 

puntos de acumulación. 

Deflnic16n A3. Un espacio vectorial real V es un conjunto de vectores, 

junto con dos operaciones, llamadas suma y multiplicación escalar que 

satisfacen los diez axiomas que se enumeran a continuación. 

1. Si x e V e y e V, entonces x+y e V (V es cerrado bajo la suma). 

2. Para todo x, y, z en V, (x+y)+z = x+(y+z) (asoclatlvldad en la 
suma). 

3. Existe un vector O e V tal que para todo x e V, x+O = O+x = x 
(O se conoce como neutro aditivo.) 

4. Si x e V, existe un vector -x en V tal que x+(-x) =O {-x se 
conoce como el inverso aditivo de x). 

5. SI x e y estén en V, entonces x + y = y + x (conmutatividad en 
la suma de vectores). 

6. Si x e V, entonces cx.x e V, donde ex. es un escalar (V es 
cerrado bajo la multiplicación por escalar). 

7. Si x e y e V, y a. es un escalar, entonces a.(x+y) = a.x + a.y (ley 
distributiva para la multiplicación por un escalar). 

8. Si x e V y si a. y p e R, entonces (cx.+(3)x = a.x + J3x (ley 
distributiva para la suma de escalares). 

9. Si x e V y si a. y (3 son escalares, entonces a.(px) = apx. 
(ley asociativa de la mult1pl.i.cación escalar). 

10. Para todo vector x e V, 1x = x (al escalar 1 se le conoce 
como neutro multiplicativo). 

En particular IR." es un espacio vectorial, ya que éste satisface los 

axiomas anteriores si tomamos a Gl como el conjunto de escalares. 
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Definición A4. Una combinación lineal de tos vectores x 1, x 2 , ... , Xm e ll&n 
m 

es un vector w = I:a¡x1, donde a 1, a 2 , ···ªm son escalares. 
;-1 

Se dice que los vectores x 1, x 2 , ... , x.-n son linealmente independientes, 
m 

cuando ~a1x1 =O implica que a¡= O para i = 1, ... ,m. De lo contrario se 

dice que los vectores son linealmente dependientes. 

Definición AS. Se dice que los vectores v 1, v 2, ... ,v0 , del espacio 

vectorial V generan a V si cualquier vector en V puede ser escrito como 

una combinación lineal de ellos. Esto es, para todo v e V existen escalares 

a.1 , cx.2 , ... , a.0 tales que v = a.1v 1 + a.2v 2 + ... + cx0v 0 . 

Definición A6. Un conjunto de vectores {v1, v 2 , ... ,v0 } constituye una 

base para V si: 

i. {v1 , v 2 , ... ,v0} es linealmente Independiente. 

ii. {v1, v 2 , ... ,vnl genera a V . 

. ' '."•" 

En particular cualquier" . cOnjun~o de, n vectores linealmente 

independientes en 11& n es Üna base en l!t n. 

, .. 

Definición A7. Un ~o.njunto de vectores {p1, p2 , ... ,pk} no cero es 

ortogonal si pf Pj = O para i ;t:. j. 

Definición AS. Si cada vector en un cOnjunto ortogonal cumple además 

con pf p 1 = 1 para todo .1 s i s _ k; entonces el conjunto de vectores es 

ortonormal. 
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Matrices. 

Definición A9. Una.matriz A= (aij)_ de dimensión mxn es un arreglo 

rectangular de mn escalares ordenados en m renglones y n columnas. 

Su componente a 11 es el número que aparece en el i-ésimo renglón y la 

j-ésima columna de A. 

Al 1-ésimo renglón de A lo denotaremos por A¡ y a la j-éslma columna 

de A por />J. 

La suma de dos matrices de la misma dimensión se define componente 

por componente: es decir. si A y B .son matrices mxn, entonces· C = A+B 

se define tomando c 11 = a¡j + b 11 pára- i=1 •.•. ,m y j=1, ... ,n. Si A es una 

matriz de mxn y k un escalar, entonces el producto gg, un escalar RQ! !!!li! 

matriz (kA) es una matriz de_ mxn :·cuy'?. eterriento ij es ka1¡. Por otro lado 

si A es una matriz mxn y B. es una matriz nxp, entonces el producto AB 

se define como la matriz, Cmxp con para 1=1 ....• m y 

j=1, ... ,p. En otras palabras, el elemento ij de C se determina como el 

producto interno del renglón Aj por la columna si. 

Cuando una matriz es de dimensión nxn se dice que es cuadrada. 

Algunas matrices cuadradas especiales son: 

i) ta matriz 9llQ cuyos n2 elementos son cero, 

ii) la matriz identidad I = (ijk) donde ljk = {~ ~/j::. 
iii) la matriz transpuesta At:: (a~) de A= (a¡j) dada por a~ = ªii• 
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iv) 

v) 

la matriz simétrica A = (a¡j) tal que A : At, 

la matriz positiva definida A = (a¡J)· donde A es una matriz 
cuadrada, simétrica y tal que Y x e Rn, x ;t: O : x'Ax >O. Si 
><!-Ax ~ O la matriz A se considera una matriz positiva 
semi-definida. 

vi) la matriz triangular superior U = (u¡j) donde u1j_ = O si i > j. 

vii) la matriz triangular~ L = (l¡j) donde lij = O . ~¡ i < j. 

viii) la matriz diagonal O= (d¡J) donde do·= e:> si ¡' ~ j. Este tipo 
de matrices se denotan por O = (d1 1 • d22• dnn1 

El rango de una matriz es el ntimero máximo: de renglones (o columnas) 

de ésta que son linealmente independientes. 

Si A es una matriz de dimensión mxn y es de rango m,· es decir que 

todos sus renglones son. linealmente independientes, ·se dice que A es·de 

rango completo por renglones. Por otro' lado;· si A es de rango n, es decir 

que todas sus columnas son linealrri~nte .. independientes, se dice que: A' es 

de rango com.pleto por columnas. 

Teorema A2. Sea A u_na·mátriz de mxn de rango q. E.ntonces,· Ja matriz 

simétrica AAt de mxm tien_e. ta_r:tjbié~ rango .q. -

_··:/¿. . ,. 
SI B es una matriz pxq:· ci;n}a;,go r, Y' A es una -~atriz'qXQ· no singular, 

entonces la matriz. BA. es.t~~t;;fé~ ... -dfi r~hQo ·;~ ·A~i· ~iS~~. ef rango de. ABt 

es r. 
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Si A e l son matrices cuadradas nxn entonces se satisface 

Al = lA = A. Esto es. l conmuta: cOn. C~~~q~ler .ma~rlz nxn y la deja 

intacta después de la multiplicación por ,ta 1.zquierda o Por la derecha. 

Definición A10~ Sea_ A::=(ª1 1 ·.·.~~ 2 )· ':. ~1:~·n~es el determinante de una 
-- ª21 ;-· ª22 -. =. ·r-

matriz cuadrada de 2x2 está dado por' 
~ -~ ·,_ . 

Definición A11. Sea A ~na:.~~~i-1~_-de:·_._rlxn y sea M¡l la matriz de 

(n-1)x(n-1) que se obtiene de ~- ~Í.·-~u~in~r __ el i-ésimo renglón y la j-éslma 

columna de A. Entonces M 11 'es 11án18dO el ij-éslmo menor de A. 

::::~::"':}:::·- '' 

Definición A12. Sea .A uiia ·matrlZ_de:.- nxn. _El ij-ésimo cofactor de A, 

denotado por AtJ· está dad0 pO~_;·-~!~~i~:~' :>~:~.~' 

Definición A13 .. Sea A u~:C:- -~~~rl~-de: nxn. Entonces el determinante de 

A, escrito det(A) o !Al . está dado. por : 

'.:',· ~<:,- ,..·. 
det(A) '=!Al.: Í:a1iA11 
;. --~. '., : . '.·:: P.1.. ' 

Así pues a cada ~atriz cuadrada .. i:-ixn .- se le puede asociar un número 

real, el cual se llama el determinante de la matriz. 
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Se dice que una matriz A de nxn es no singular si det(A) -:#O. En caso 

contrario, es decir si det(A) = O ·se dice que A es ~· 

Algunas propiedades dé tos determinantes son: 

• det(A) = det(A'>· 

• Sea B · la matriz que se obtiene de A al intercambiar dos 

renglones (o columnas). Entonces det(B) = -det(A). 

• Sea B la matriz que se obtiene de A al sumar a un renglón (o a 

una columna) algún otro renglón (o columna) multiplicado por una 

constante. Entonces det(B) = det(A). 

• Sea B la matriz que se obtiene de A al multiplicar un renglón (o 

columna) por un escalar k. Entonces det(B) = k•det(A). 

• Sean A y B matrices de nxn. Entonces det(AB) = det(A)•det(B). 

• det(A) vt:. O si y sólo si, las columnas (y renglones) de A son 

linealmente independientes. 

• El determinante de una matriz triangular es et producto de los 

elementos en la diagonat 

Oeflnlclón A14. Sean A y B dos matrices nxn. tales que AB = BA = l. 
Entonces se dice que B es 1a ~~de A. y se escribe B = A-1 • 

Si f!'. tiene in:ver_s_a e~tonces decimos que A e_s ·invertibl~ Y. su,· inversa 

es única. Puede pro~i:trse ·que A-1 existe. si Y s61o;si se da· ·u_na de las 

siguientes condiclones .: el rango de A es n o el deterfn\nante de A· es 

distinto de cero. 
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Además se tienen los siguiente teormas cuya demostración puede ser 

consultada en cualquier libro de algebra lineal. 

Teol-eñ1a-A3. séan A·- y--- e--·matrices inVertibles de nxn. Entonces AB 

es invertible y 

Teorema A4.· s~~ong-~mOs qu·~ A'i es una matriz de nxm y B es una 

matriz de mxp .. e.ltOnces:-

¡_ (At)t=A, 

li. (AB)t = EÍtAt, 
m. sl·~:A'~~:-:·a-~~·~~~::de iixm. entonces (A-+-B)t = At +et, 

Iv. Si>t::-···~~-~~:~i~:~~iar'.··_~ntc;~ce::; At también es·no 

~1~91..,;.;; y'(At,~f = cA-1 1t. 

-
Definición. A15:- Una ··nOrma matricial -en . el conjurito de todas las 

matrices reates dé< nx~. es una tunCión de vaioieS· reates, 11 . 1\. definida en 
.. - ;--· ·.· .. . . 

este conjunto que satisface, para todás las matrices A y B de nxn y todo 

número real a: 

l. 11A11;;, O, 

ii. 11 A 11 = O si y sólo si A es O, 

iii. 11 aA ll=lalUAj!, 
iv. llA+BUsllAll+llBll, 
v. llABllsllAllllBll. 
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Definición A16. Si 11 · \1 es cualquier norma vectorial en !Pi", entonces 

l\All = maxl\Axl\ ,., .. 
define una norma matricial en el conjunto de las matrices reales de nxn, la 

cual se llama la norma natural. 

Si A= (a11) es una matriz de nxn, entonces 

Definición A17 El número f!g ~ K(A) de la matriz no singular A 

relativo a la norma 11 . 1\ se define como 

K(A) = 11A111\ A-1 I\· 

Una matriz es una matriz bien condicionada si K(A) está cerca de uno y 

está mal condicionada cuando K(A) sea significativamente mayor que uno. 

Definición A18. Una ~ ~ permutación P de nxn es. una 

"identidad revuelta••,. es decir, sus columnas (renglones) son 'ª:5'. columnas 

(renglones) de In en cualquier orden. 

Una matriz de permutación es ortogonal, con todos los elementos cero 

excepto por exactamente un "uno" en cada renglón y colUmna. 

La aplicación de una matriz de permutación P a otra matriz cualquiera 

A intercambia todos los renglones o columnas de A, dependiendo de si ·A 
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es premultiplicada o posmultiplicada por P. Cuando P premultiplica a A, 

los renglones de PA son los renglones de A intercambiados, de acuerdo al 

orden de los renglones de P. Cuando P multiplica al lado derecho de A, 

las columnas de AP son las columnas de A intercambiadas, de acuerdo al 

orden de las columnas de P. 

Definición A19 Una matriz de nxn es una matriz ortogonal si sus 

columnas son ortonormales. 

Hiperplanos y Semiespacios. 

Definición A20. Un hiperplano en Ul" es un conjunto de la 

forma H = {x e R." 1 atx = Pl donde p es un escalar y a ;ie:; O es un vector 

en IPl n llamado !!.Q!.!!lª1. al hlperplano H. 

Un hiperplano H divide a Dl" en dos semiespacios H+ y H·, dados 

por H+ = {x e ut" 1 a1x:. 13} y H- = {x e IR:." 1 a1x s (\}. Además se cumple 

que H+ \..1 H- = Rº y H+ (""'\ H- = H. 

Nota : Sin pérdida de generalidad, todo semiespacio se puede 

representar por una desigualdad del tipo atx s (l. En efecto, este hecho se 

cumple trivialmente para H-, mientras que H+ = {x e litº 1 (-a)tx s (-P)} = H· 

relacionado al hiperplano H = {x e Dl" 1 (-a)tx = (-ri>l que es idéntico a H 

pero cuyo vector normal formalmente es -a. 

Cabe hacer notar que los hiperplanos y los semiespacios son ejemplos 

de conjuntos convexos. 
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Ortante Positivo 

Otro ejemplo de conjunto convexo lo constituye el ~ ~ u 

ortante positivo, que se define como el conjunto de todos los vectores en R." 

con componentes no negativas y se denota como 

lll','_ = {x e lll" 1 x 1 ;, O, i=1, •.. ,n} 

Simplejo 

Un simplejo n-dimenslonal contenido en 11t,n•1 se denota y define como: 

l!:!.." = {x e tp¡n+1 1 ":E1
X¡ = 1 y x1 ~O donde i=1, ... ,n+1} ,_, 

Así Aº e: l!l 1 es el punto +1 sobre la recta de los reales; A1 e ut2 es 

el segmento de linea entre los puntos (0,1) y (1,0) en el plano; A2 e l!l3 es 

el área triangular formada por (0,0,1), (0,1,0) y (1,0,0): y J!.3 e: 1Jl4 , llega 

a ser la pirámide con vértices en (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,1,0,0) y (1,0,0,0). 

Observe que en 1Pln•1• U" tiene exactamente n+1 vértices, C(n+1,2) ejes, 

C(n+1,n) facetas y su centro está en n:
1

. La distancia del centro del 

simplejo a uno de sus vértices (ver fig A.1), digamos (1,0,. .. ,0), nos 

proporciona el radio de 1ª QQ!§\ más pequeña circunscrita a .6.": es decir 

R - .Jñ - -:¡;:;:;r 
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Similarmente. la distancia del centro del simplejo al centro de una de sus 

facetas (ver fig A.1) nos proporciona el @QiQ de 1ª bola !llii§. grande~ 

en t:;,.n. Por ejemplo el centro de la faceta xn+ 1 = o es (Vn, ... ,1fn,O). 

Portanto el radio es 
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CONCEPTOS DE PROGRAMACIÓN NO LINEAL 

En este apéndice se proporcionan los con<?ep~os ~e- Programación no 

Lineal que se consideran necesarios, así c:::orrio lá íiota~ión' a seguir, en el 

presente trabajo. Los conceptos expuestos aqul pueden consultarse más 

ampliamente en [Pra]. (Tah]. 

El Problema de Programación No Lineal. 

Sea f(x) una función continua, que representa a la función objetivo; 

sean h 1(x), h 2 (x), ... , hm(x) funciones continuas que representan a las 

restricciones de igualdad, 9m+1(x), 9m+2(x), ... , 9p(X), funciones continuas 

que representan a las restricciones de desigualdad y x e Dl" un vector 

columna. fil problema ID:l programación nn lineal ~ ~ f:Q!DQ: 

Opt f(X) 

s. a 

h¡(X) = 0, 

Q¡(X) >: 0, 

X E Ul". 

j=1, ... ,m 

j=m+1, ... ,p 

La palabra optimización (Opt) puede significar maximización o 

minimización. 

Los problemas de programación no lineal pueden ser: 
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• restringidos : cuando se tienen restricciones (lineales o no 
lineales). 

• no~restn·ngidos : cuando no se tienen restricciones y sólo se 
optimiza la función objetivo, que desde luego, no es lineal, 

+ continuos : cuando las variables y funciones son continuas, 

• discretos : cuando alguna de las variables y/o funciones es 
discreta, 

• diferenciables : cuando todas las funciones del problema 
son doblemente diferenciables (se puede derivar la matriz 
Hessiana), 

• con restricciones de igualdad y/o desigualdad, 

• convexos, cuadráticos, separables, 

• con una sola variable independiente o con varias variables 
independientes. 

En especifico en este trabajo nos vamos a interesar en el problema de 

programación no lineal, no restringido, continuo, diferenciable y con varias 

variables. 

Problemas de Optimización no Restringidos. 

El problema a resolver es 

Min f(x) 

s. a 

X e R.". 

donde f(x) es una función real. Como Max f(x} = -Min -f(x), sólo se tomarán 

en cuenta los procesos de minimización. 
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En Jos problemas no lineales generalmente existen mínimos locales y 

globales, a diferencia de Jos problemas lineales en los que sólo se tienen 

mlnimos glob~les.·Se dice que un vector x• e ~n es un mínimo~ Q 

local de f(x• ), si existe una E> O tal que f(x•) s f(x) para toda x tal que 

Jlx-x•H <E. Si f(x•} s f(x) para toda x e R", entonces el vector x• es un 

mínimo absoluto Q global. 

Contorno de una Función. 

Se llama un contorno'de f(x) al conjunto de puntos para Jos cuales f(x) 

es constante. 

Gradiente de una Función. 

Si f(x) es continua y diferenciabfe, se define como el gradiente de f(X), 

escrito como Vf(x), af siguiente vector de funciones: 

¡ilf(x)J ac,-ilf(X) 
Vf(x)= ~2 

et(><) 
-;;;;;--

(B.1) 

Como el gradiente puede evaluarse para un valor determinado. del vector 

x, se denotaré por Vf(xk), al valor del gradiente cuando el vector x toma el 

valor xk. 
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Para .Y!! hiperplano de la forma {x e R" 1 f(x) = a 1x 1 + a 2x 2 + ... + anxn>• 

fil gradiente de f(X) obtenido como en (B.1) es Vf(x) =a = (a1 , a 2 , •H• a 0 )t, 

donde a, de acuerdo a la definición A.8, §.§. 1ª .!lQ!!!l.ª1 fil -hiperplano 

f(x) = a 1x. 

Hesslano de una Función. 

Si ~(x) es continua y diferenclable se define como la matriz Hessiana o 

simplemente el Hessiano de !íltl. escrito como H(x) a la siguiente matriz 

cuadrada: 

V2f(X) a2f(X) 
i!x~ a><"1i"x2 ••. 

¿'12f(X) C2f(X) 

H(x)= i'x2i"x1 ex~ ··· 

c)2f(X) C)2f(X) _ 

c:Xnc~, i'!xné!x.2 

¿t2f(x) 

ex,ex" 
C2f(X) 

CX2Cxn 

El Hessiano evaluado en el punto xk = (x~. x~ ..... x~) se escribe H(xk) .. 

Condiciones Necesarias para Obtener el Mfnlmo Local de una 

Función. 

En general los métodos de programación no lineal _encuentran un 

mlnimo 1oca1 o relativo, por lo que es importante conocer las condiciones 

que debe cumplir dicho punto. 

165 



APÉNDICES PROGRAMACIÓN NO LINEAL 

Las condiciones necesarias y suficientes que debe satisfacer el punto 

mlnimo local de una función f(x) se encuentran considerada7i en el 

siguiente teorema. cuya prueba puede consultarse en [Pra]. 

Teorema B.1. Sea f(x) una función continua y diferenciable en ut". 

Una condición necesaria para que x• sea un m1nimo local de f(x) 

es que V'f(x•) =O y que H(x•) sea positiva semi-definida (ver definición en 

el apéndice A). Una condición suficiente para que x• sea un mlnimo local 

de f(x) es que Vf( x•) = O y que H( x•) sea positiva definida (ver definición 

en el apéndice A). 

El resolver un problema no restringido por medio de los métodos 

clásicos del cálculo presenta grandes dificultades al querer satisfacer las 

condiciones del teorema B.1. Sobre todo al calcular Vf(x) =O pues se 

generan n ecuaciones no lineales para resolver, lo que generalmente es 

muy difícil o imposible. Por lo que se requieren otras técnicas de solución 

como lo son los métodos de gradiente. 

Filos":"ffa de los Métodos de Gradiente. 

Los métodos de gradiente para optimizar funciones no restringidas, de 

varias variables, tienen como común denominador el uso del gradiente. 

Existen una gran variedad de estos métodos (los cuales pueden ser 

consultados en cualquier libro de programación no lineal), pero en este 

trabajo sólo estamos interesados en el método de ascenso o descenso 

acelerado. 
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La filosofla de los ~étodos de gradiente está basada en tres aspectos 

fundamentales para la búsqueda de un óptimo local, los cuales se enumeran 

a continuaCión-: 

i) un punto conocido de partida, 

ii) una dirección de b(.isqueda, y 

iii) una longitud a recorrer sobre dicha dirección. 

La Idea es pues que a partir de un punto dado nos traslademos hacia 

otro punto mejor que el anterior; identificando para ello una dirección que 

nos indique hacia donde movernos y que distancia recorrer sobre está 

dirección para obtener dicho punto. Este proceso (el cual ocupará distintos 

puntos de partida, direcciones y longitudes a recorrer sobre dichas 

direcciones) debe realizarse sucesivamente hasta que no nos sea posible 

desplazarnos a otro punto mejor que el actual. 

Espec(ficamente, una vez que se tiene el punto conocido de partida, los 

métodos de gradiente determinan la mejor dirección (utilizando el gradiente 

de la función evaluado en et punto de partida) y la mejor longitud de 

recorrido en esa dirección, para poder alcanzar el máximo o mfnimo local, 

en et menor tiempo posible (menor número de iteraciones). Debe observarse 

que el gradiente es siempre perpendicular a la tangente del contorno de la 

función. 

Ahora procederemos a explicar el método de ascenso o descenso 

acelerado. 
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Método de Ascenso o Descenso Acelerado. 

Sea f(x) una función diferenciable en IP!". Dado un punto inicial de 

partida xO. la dirección de descenso acelerado en este punto está dado por 

-Vf(x0) (se usa el descenso acelerado para el cálculo de mínimos locales: 

en el caso de máximos, la dirección de ascenso acelerado está dada 

por Vf(x0)), y la longitud de recorrido por un parámetro, rk > O (llamado 

tamalio de paso óptimo), tal que el punto generado en la iteración k, donde 

k = O, 1, 2 , ... , es: 

La expresión (B.2) es conocida como la ~ Q.g descenso acelerado 

(para maximlzación se conoce como la ecuación de ascenso acelerado). El 

parámetro rk se determina de modo que xk+1 resulta en una mayor mejora 

en f. En otras palabras si una función h(r) se define de manera que 

h(r) = f(xk - r'7f(xk)). 

rk toma el valor de r que maximiza a h(r), ya que h(r) es una función de 

una sola variable, pues en la iteración k se conocen a xk y a Vf(xk), para 

k=0,1,2,. .. 

El vector xk- rkVf(xk) es tangente al contorno h(r) y como Vf(xk•1) es 

perpendicular a este contorno •. l~s movimientos sucesivos son en ángulos 

rectos de 90°. 
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El algoritmo puede ser detenido por medio de alguno de los siguiente 

criterios. El primero de ellos consiste en parar cuando Vf{x•) = O en el 

punto x•. pues se sabe que esta debe ser una condición necesaria (más no 

suficiente) que debe cumplir un punto máximo o mlnimo. En el segundo 

criterio se debe comparar el valor de la función en dos iteraciones sucesivas 

y parar el algoritmo cuando esa diferencia es menor a una tolerancia 

arbitraria, es decir, cuando lf(xk•1)- f(xk >\ < E, donde € > O. 

Este método encontrara un mfnimo (o máximo) local, generalmente el 

que está cercano al punto de inicialización >P. Para encontrar todos los 

mlnlmos (o máximos) locales hay que repetir el método con diferentes 

puntos de inicialización x.O. 

La desventaja de este método es que su convergencia al óptimo local 

buscado es muy lenta, debido precisamente a los movimientos 

perpendiculares. Pero si la función en cuestión tiene contornos circulares 

(como sucede en los PPL transformados por el algoritmo de Karmarkar para 

la optimización sobre una bola), el óptimo local se encuentra en una sola 

iteración. 
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MANUAL DEL USUARIO 

En este apéndice se proporcionan los detalles para ejecutar las 

Instrumentaciones computacionales. 

La instrumentación computac.ional del métódo de escala afln primal y del 

método de escala afín dual reciben· como entrada Un PPL de la siguiente 

forma: 

Opt Z= ctx 

s.a 

A 1 x.:sb1 

~x>:b, 

A:.x = b,. 

X>: 0 

donde Opt estará definido como minimizar o maximizar. 

A continuación se describen los datos de entrada para que la ejecución 

se realice correctamente. Los puntos en este manual representan las 

distintas pantallas de las instrumentaciones. 
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C.1 MÉTODO DE ESCALA AFÍN PRIMAL. 

1.- En la primera pantalla se despliega la presentación del método. 

Presione enter P,ara continuar. 

2. Se captura e1 número de variables y restricciones que tiene el PPL. 

EL NÚMERO DEVARIABLES QUE TIENE EL PPCes?.: N 
EL NÚMERO o.e RESTRICCIONES QUE TIENE EL. PPL ES? : M 

donde: 

N: es un ".',úmerc/~~t-~~ci--pci_~_lti~;L~'.~:·,N·~·~s:-. 
M: es un-númerO:en·t~t.r~~~,~lti~~;-~1·<·M'<2s:· . 

. ~:::_''.-

LA FUNCIÓN OBJETIVO DEL PPL SE TIENE QUE: 

MINIMIZAR (1) 

MAXIMIZAR (2) 

SU SELECCIÓN ES? : 

La selección debe ser un número entero positivo 1 6 2. 
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4. Se captura el tipo de restricción para cada una de las restricciones 

MENOR O IGUAL (LJ 

MAYOR O IGUAL (G) 

IGUALA (E) 

EL TIPO DE LA RESTRICCIÓN ES : 

El tipo de restricción debe ser un·. Caracter L. G ó E para cada una de las 

restricciones. 

5. Se capturan· los ~o.efi~iente"s de la fulición objetivo. 

EL COEFICIENTE X(JJ DE LA FUNCIÓN OBJETIVO ES : C(.J) 

C(J) pue"d8 sE!r.un ~C.merc? entero.~ reB1. 

6. Se captura la estructura .de '·ª ~~t~iz de restrÚ:Cion~s. 

LA MATRIZ DE RESTRICCIONES SE CAPTURA COMO: 

MATRIZ ESPARSA (1) 

MATRIZ NO ESPARSA (2) 

SU SELECCIÓN ES:_ 
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La selección debe ser un número entero positivo 1 6 2. Si su selección 

es 1: 

6.1 Se captura la matriz esparsa de resfrtcciones: 

EN LA RESTRICCIÓN 1 
QUE VARIABLE TIENE COEFICIENTE DISTINTO DE CERO: .J 
EL COEFICIENTE DE LA VARIABLE X(l) EN LA RESTRICCIÓN .J 
ES: A(l,.J) ·::: .• ·:~y 

~·-·«~·: }~t-·· 
La respuesta a ta variable ciue tle~·en. '??~~~!.~~~~ ,'disti.n~o 'd~ cero deberá 

ser un entero positivo entre 1 y N. eO~ei:COetiéi'e'ntE! se -puede introducir un 
,, . , -' ~·, ., .;· "'\;' .. ---~ ~ -. - -

número entero o real. 

cada 

. QUE .VARIABLE TIENE, COEFICIEN.TE DISTINTO DE CERO: O 

para que cé:mt1'riúa··~~~ :¡-~:;-~¡·~-~j~~i~. Í~¿tribción, o bien para. indicar que ha 

finalizado la capÍ~-~ :·.~f~ j~ ;:;,atr1Z~: ·, 

6.2 Se captura la matriz de restricciones sin esparcidad. 

EL COEFICIENTE DE LA VARIABLE X(J) EN LA RESTRICCIÓN 
ES:A(l,.J) 
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Se capturan todos tos elementos de la matriz, los valores deben ser 

enteros o reales. 

EL TÉRMIN2í l~DEPENo'IENTE. ~E LA RESTRICCIÓN 1 ES: B(I) 

,'.·.;·.~.:._ .)·,,;~·:-: ·'u·;. 

Los térniinOS a· iOtrOdU~ii:-. puec1en,ser.·_enteros o reales. 
·, ';" ·_ ~{,~~_\{ :::s ~j~ ;-~-~ 'fj(~ .. -- ,~. 

8. Se desPliegá'-~i PPi~ -~~~Pi~~;Oñádó:y;: s·e hace 'ª siguiente pregunta: 
-. ·,-::,:·~:, ~?:Y~;;:,,~~~»\, ... "_,'.'_)'.~ , ::; '; 

;. -~~-::!:.:~:_ ,. e :;~s:-

DESEA EFECTUAR'ALGUNA'é:ORRECCIÓN ALPPÍ... (SIN)?:_ 

-... ~. \:-~~~\:: f{:;:_~ .. ~ _<,'. ·" :. 

Debe ·¡ngres~·r·Uf.{_"~~-~t:;;J'~,':S ·ó- ~~ -SI su-·respUesta' es S: 

8.1 Se despliegS ·uná" pantalla para la corrección de los datos de entrada 

del PPL pÍoporcioj)ado 

TIPO DE PROBLEMA (MAXIMIZAR Ó MINIMIZAR) ( 1) 

COEFICIENTE EN LA FUNCIÓN OBJETIVO (2) 

COEFICIENTE EN LA MATRIZ OE RESTRICCIONES (3) 

COEFICIENTE DEL VECTOR DEL LADO DERECHO (4) 

TIPO DE RESTRICCIÓN (L:<-, G>-. E-) (5) 

SALIR (6) 

SU SELECCIÓN ES:_ 
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La selección debe ser un número entero positivo 1, 2, 3, 4, 5 6 6. 

8.1.1 Si su selección es 1, se despliega 

"CORRECCIÓN DEL TIPO DE PROBLEMA" 
TIPO DE PROBLEMA ACTUAL: 
INGRESE (1) PARA MINIMIZACIÓN, (2) PARA MAXIMIZACIÓN:_ 

En el tipo de problema actual se muestra el. q~e i~gresó inicialmente 

(minimización 6 maximización). Debe introducir un número entero positivo 1 

62. 

Enseguida aparece: 

DESEA EFECTUAR OTRA CORRECCIÓN (S/N)?:_ 

Debe ingresar un caracter S ó N. Si Ja respuesta es S, regresa a la 

pantalla para la corrección de los datos de entrada del PPL proporcionado. 

Si la respuesta es N, se despliega el PPL proporcionado corregido. Esta 

pregunta aparece cuando ha terminado Ja operación de corrección en cada 

una de las opciones. 

8.1.2 Si su selección es 2, se despliega 

"CORRECCIÓN DE COEFICIENTE EN LA F.O." 
INGRESE EL NÚMERO DE LA VARIABLE DE DECISIÓN: 1 
EL COEFICIENTE ACTUAL DE LA VARIABLE DE DECISIÓN ES:C([) 
INGRESE EL NUEVO COEFICIENTE: C(I) 
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En el número de la variable de decisión deberá introducir un nümero 

entero positivo entre 1 y N. En el coeficiente actual, se muestra el que 

Ingresó inicialmente. En ingrese el nuevo coeficiente, debe proporcionar un 

número entero 6 real 

8.1.3 SI su selección es 3, se despliega 

"CORRECCIÓN DE COEFICIENTE EN LA MATRIZ DE 
RESTRICCIONES" 
INGRESE EL NÚMERO DE LA RESTRICCIÓN: 1 
INGRESE EL NÚMERO DE LA VARIABLE DE DECISIÓN: .J 
EL COEFICIENTE ACTUAL DE ESTA VARIABLE ES: A(l,.J) 
INGRESE EL NUEVO COEFICIENTE: A(l,J) 

El número de la restricción y la variable de deciSión deben ser números 

enteros positivos entre 1 y M y, entre 1 y N respectivamente. Se muestra el 

coeficiente actual que ingresó inicialmente. Posteriormente el coeficiente a 

introducir debe ser un número entero 6 real. 

8.1.4 Si su selección es 4, se despliega 

"CORRECCIÓN DE TtRMINO INDEPENDIENTE" 
INGRESE EL NÚMERO DE LA RESTRICCIÓN: 1 
EL TtRMINO INDEPENDIENTE ACTUAL ES: B( 1) 
INGRESE EL NUEVO TtRMINO INDEPENDIENTE: B(I) 

El número de la restricción debe ser un número entero positivo entre 1 y 
M, Se muestra el término que ingresó inicialmente. El término independiente 
a ingresar puede ser un número entero o real. 

8.1.5 Si su selección es 5, se despliega 
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"CORRECCIÓN DEL TIPO DE RESTRICCIÓN" 
INGRESE EL NÚMERO DE LA RESTRICCIÓN: 1 
EL TIPO ACTUAL DE LA RESTRICCIÓN ES: (L,G,M) 
INGRESE EL NUEVO TIPO DE RESTRICCIÓN (L<=,G>=,E=):_ 

El número de la restricción debe ser un entero positivo entre 1 y M. Se 
muestra el tipo de restricción que introdujo inicialmente. En el tipo de 
restricción deberá ingresar un caracter L, E 6 G. 

8.1.6 Si su selección es 6, se despliega el PPL proporcionado con las 

correcciones y la pregunta: 

DESEA EFECTUAR ALGUNA CORRECCIÓN AL PPL (SIN)?:_ 

Si su resp&:J~sta ·.es:· N, , C?Ontinúe con el punto 9. En caso contrario 

regresará al pUntO B. 

9. Se despliega una pantalla para Ja captura de los parámetros de 

ejecución del método de escala afín primal. 

PARA EJECUTAR EL PROGRAMA, USTED DESEA: 

PROPORCIONAR LOS VALORES DE LOS 
PARÁMETROS (1) 
EL PROGRAMA SE EJECUTE CON LOS VALORES QUE 
SE TIENEN ASIGNADOS (2) 

SU SELECCIÓN ES:_ 

La selección debe ser un número entero positivo 1 6 2. Si su selección es 

1, se capturan los parámetros de ejecución del método de escala afJn primal 
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EL VALOR DE LA M-GRANDE: MG 
EL FACTOR DE TAMAl\IO DE PASO ES: R 
LA COTA SOBRE LA FUNCIÓN OBJETIVO ES: COTA 
LA COTA PARA LA FACTIBILIDAD PRIMAL ES: E1 
LA COTA PARA LA FACTIBILIDAD DUAL ES: E2 
LA COTA PARA HOLGURAS COMPLEMENTARIAS ES: E3 
LA COTA SOBRE LA VARIABLE ARTIFICIAL ES: E4 
LA COTA SOBRE EL VECTOR DIRECCIÓN ES: E5 

donde 

MG: es un número real, MG > O. 
R: es un número real, O < R s 1 
COTA: es un número real, COTA> O 
E1: es un número real, O::; E1 < 1 
E2: es un número real, O s E2 < 1 
E3: es un número real, O s E3 < 1 
E4: es un número real, O s E4 < 1 
ES: es un número real, O s ES < 1 

NOTA: Si se desea MG=104 debe introducirse 10E5, si se desea escribir 
en algunas de las cotas por ejemplo 10-3 debe teclearse 10E-4 

Enseguida aparece la pregunta: 

REQUIERE VOLVER A CAPTURAR LOS PARÁMETROS (SIN)?:_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N . Si la respuesta es s. se 

regresa a la captura de los parámetros de ejecución del método de escala 

afín primal. En caso contrario, se despliega el PPL de la M-grande asociado 

al PPL proporcionado. 
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Si la selección es 2, se despliega el PPL de Ja M-Grande asociado al PPL 

proporcionado. 

10. Se despl.iegan los '!"étodos de factorización matricial que pueden ser 

utilizados en la obtención del vector dirección 

. FACTORIZACIÓN UDut (1) 

FACTORIZACIÓN DE CHOLESKY (2) 

. FACTORIZACIÓN QR (3) 

MINIMOS CUADRADOS (4) 

EL MÉTODO SELECCIONADO ES?:_ 

La selección debe ser un número entero positivo entre 1 y 4. Todos los 

métodos funcionan de la misma forma, por lo cual bastará mencionar el 

manejo en forma general. 

Enseguida aparece la pregunta: 

DESEA VER CADA SOLUCIÓN INTERIOR OBTENIDA EN CADA 
ITERACIÓN DEL MÉTODO (S/N)?:_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S, se despliega la 

solución interior obtenida en cada iteración. el error relativo de factibilidad 

primal, y si la solución es factible o no para la cota de error dada. 

El método se detiene cuando se satisface alguna de las condiciones de 

paro. Si la variable artificial es distinta de cero, se detecta infactibilidad; si el 
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vector dirección· es menor que cero 6 el valor absoluto de la f.o. es mayor 

que una cota dada (a partir de que la variable artificial es cero), se detecta 

que el PPL es no acotado; si la norma 2 del vector dirección es menor que 

una cota dada, se despliega f.o. constante. En caso de que ninguna de estas 

condiciones se cumpla y el método se haya detenido, se habrá alcanzado la 

solución óptima, entonces se mostrará el número de iteraciones, el valor de 

las variables, los costos reducidos a cada variable y el vector estimado dual. 

11. Se despliega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER NUEVAMENTE EL PPL PROPORCIONADO 
PERO CON OTRO MÉTODO DE FACTORIZACIÓN (SIN)? :_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S regresa al punto 

10. En caso contrario se desp1iega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER NUEVAMENTE EL PPL PROPORCIONADO 
PERO CON DISTINTOS PARAMETROS (SIN)? :_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S regresa al punto 9. 

En caso contrario se despliega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER OTRO PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN 
LINEAL CON ESTA INSTRUMENTACIÓN COMPUTACIONAL 
(S/N)?:_ 

Debe Ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S regresa al punto 2. 

En caso contrario, se da por terminada la ejecución de la instrumentación 

computacional para el método de escala afln primal. 
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C.2 MÉTODO DE ESCALA AF(N DUAL. 

Los datos de entrada requeridos en este método son los mismos que 

para el método de escala afín primal, esto es, se deben seguir los puntos del 

1 al 8 de la versión primal. Por lo que el punto siguiente es: 

9. Se despliega una pantalla para la captura de los parámetros de 

ejecución del método de escala ann dual. 

PARA EJECUTAR EL PROGRAMA. USTED DESEA: 

PROPORCIONAR LOS VALORES DE LOS 
PARÁMETROS (1) 
EL PROGRAMA SE EJECUTE CON LOS VALORES QUE 
SE TIENEN ASIGNADOS (2) 

SU SELECCIÓN ES:_ 

La selección debe ser un número entero 1 6 2. Si su selección es (1 ), se 

capturan tos parámetros de ejecución del método de escala affn dual. 

EL VALOR DE LA M-GRANDE: MG 
EL FACTOR DE TAMAÑO DE PASO ES. R 
LA COTA SOBRE LA FUNCIÓN OBJETIVO ES: COTA 
LA COTA PARA LA FACTIBILIDAD PRIMAL ES: E1 
LA COTA PARA LA FACTIBILIDAD DUAL ES: E2 
LA COTA PARA HOLGURAS COMPLEMENTARIAS ES: E3 
LA COTA SOBRE EL VECTOR DIRECCIÓN ES: E4 
EL PARÁMETRO DE CÁLCULO DE LAVAR. ARTIFICIAL ES: O 
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donde 

MG: es un número real, MG > O. 
R: es un número real, O < R :s; 1 
COTA: es un número real, COTA> O 
E1: es un número real, Os; E1 < 1 
E2: es un número real, O s E2 < 1 
E3: es un número real, O s E3 < 1 
E4: es un número real, O s: E4 < 1 
9: es un número real, O > Q_ 

MANUAL DEL USUARIO 

NOTA: Si se desea MG=104 debe introducirse 10E5, si se desea escribir 
en algunas de las cotas por ejemplo 1 o-3 debe teclearse 1 OE-4 

Enseguida aparece la pregunta: 

REQUIERE VOLVER A CAPTURAR LOS PARÁMETROS (S/N)?:_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si la respuesta es s. se regresa a la 

captura de los parámetros de ejecución del método de escala afin dual. En 

caso contrario, se despliega el PPL de la M-grande dual asociado al PPL 

proporcionado. 

Si la selección es (2), se despliega el PPL de la M-Grande dual asociado 

al PPL proporcionado. 

10. Se despliegan los métodos de factorización matricial que pueden ser 

utilizados en la obtención del vector dirección 
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FACTORIZACIÓN UDU1 

FACTORIZACIÓN DE CHOLESKY 

FACTORIZACIÓN QR 

MINIMOS CUADRADOS 

EL MÉTODO SELECCIONADO ES?;:_ 

.. - -

MANUAL DEL USUARIO 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

La selección debe ser un núrriero'entero positivo entre 1 y 4. Todos los 

métodos funcionan de la 'misma--f~}rTI~.-."~~'r:-1·~ que se supondrá que alguno 

de ellos fue seleccionado, sin iryiportar cual, y·se continuará con los pasos 

siguientes. 

Enseguida aparece la pregunta: 

DESEA VER CADA SOLUCIÓN INTERIOR OBTENIDA EN CADA 
ITERACIÓN DEL MÉTODO (SIN)?:_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S, se despliega el 

valor de las variables no restringidas; el valor de las variables restringidas, el 

error relativo de factibilidad dual, y si la solución es factible o no para la cota 

de error dada, el valor de la función objetivo del PPL dual. 

El método se detiene cuando se satisface alguna de las condciones de 

paro. Si la variable artificial es distinta de cero, se detecta que el PPL es no 

acotado; si el vector dirección es mayor o igual qUe una cota dada (a partir 

de que la variable artificial es cero), se detecta que el PPL es infactible; si la 
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norma 2 del vector dirección es menor que una cota dada se detecta f.o. 

constante. En caso de que ninguna de estas condiciones se cumpla y el 

método se haya detenido, se habrá alcanzado la solución óptima, entonces 

se desplegará el número de iteraciones, la solución óptima dual; el valor 

óptimo de la función objetivo (dual); el vector estimado primal y el valor de la 

función objetivo primal correspondiente a dicha estimación. 

11. Se despliega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER NUEVAMENTE EL PPL PROPORCIONADO 
PERO CON OTRO Mi:TODO DE FACTORIZACIÓN (S/N)? :_ 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S regresa al punto 

10. En caso contrario se despliega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER NUEVAMENTE EL PPL PROPORCIONADO 
PERO CON DISTINTOS PARÁMETROS (SIN)? 

Debe ingresar un caracter S 6 N. Si su respuesta es S regresa al punto 9. 

En caso contrario se despliega la siguiente pregunta: 

DESEA RESOLVER OTRO PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN 
LINEAL CON ESTA INSTRUMENTACIÓN COMPUTACIONAL 
(SIN)?:_ 

Debe ingresar un caracter S ó N. Si su respuesta es S regresa al punto 2. 

En caso contrario, se da por terminada la ejecución de la instrumentación 

computacional para el método de escala afln dual. 
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NOTA: En Ja captura de coeficientes de la función objetivo, de la matriz 

de restricciones 6 del término independiente debe tenerse cuidado de no 

proporcionar un valor caracter porque el programa se interrumpe. 
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CÓDIGO CORRESPONDIENTE AL MÉTODO DE ESCALA AF(N PRIMAL 

e 
e 

lN~IRU?l.tENTACION C'OM'f'lJf ACIO:-.IAL DEL ALGORITMO DE ESCALA Al'IN 
'f'Rll\tAL UTILIZANDO IMSl-
INCLUOE 'FGR.At'l-t.l-,' 
lNCLUOl!. 'FGR.Al't -t.f"O' 
IN1"ECER MNRA.MNCA 
'f'J\RAh-tCTER lMNRA.-25,MNCA-51) 
1NTEGER•2 FLJ1.C1Yt.AG:!.M...._MN.~"lr 
lt-."Tl.!GER"41<. 
INTECER f\.t,N,NVl-t 
CHAkACTER T~ll!\.INRA) 
REAL AlMNRA.1'.t~C-Al.ATl!'l.1~CA.?>.tNRA).l:\(?\.tNRA1.Cl""'NCA),Xl!\.tNC/li.).Tll\tEO.rr 
RJ:.Jlri.L Tll\tEt,t..A.f\IDAl?>.tNR.AJ, ''(!\.tNCAJ.DWlMNCA).MC,R.El.E2.E3.~.F..5,PC:-.. 
Rl;AL COTA. TII::M l'Ol,TIEMP02.Tll~Ml'03,Tl ,T2,TIME2;nME.\,TIME-l.T1M~ 
LOGICAL ,'\SKI .ASK2.r'5t<3.0'f' 1 
REALSECNOS 
ASK.t-.TRUE. 
CJ\LL TTn'LO 
DO WHILE lASKt l 

CALL lLCT1"\Ml!'..t,:-.:) 
CALL INtCL-""'M.N.A. TRl~1·1 
CA.LL CAR.ACTER(M.NVH, M:><..,tN,TRt:sT) 
CALL LECTL'RA(?>.1,N.A.l~.C) 
ort•.TRtrE... 
DO \'1.'HtLE (O'f't) 

CAl.L 1!\.t'f'Rr.S01 l!\.1 .~~·'-.B.C ,?>.1"-..,IN.TRlST ,or1.1) 
IF (O'f'l l CALL COKREt::l~lM,:0-.:,A.U,C'.!"l.1XMt...:,TRES'f) 

ENDDO 
Tl!l.1Eo-sECNl"JS{) 
CALL FORMESTlM,N,NVH,1'1X.'-1:-..!,,'X,C,TRl:sT) 
TtMCl..SCC~IJS\) 
TtEMrot •Tl!l.1t:l·TIMEO 
ASK:J:•.TRL'E. 
DO\-.'HILEU1..<;K2l 

C.r'\.LL rARA'l.U:7T{!\.1G.R.CL"\l ,'\..l'.1.C2,Cl.CI.~) 
TI!l.tF.2...St:CNOS() 
CALLC61HlM,N,A.U,C,AT,"1G) 
Tl!l.1F3-5ECN~l 
TlEMPO:?•Tl!'-H-'.3- rlME.2 
CALL 1Ml'Rl:S01(.:0..1,N+1,,"\,B.\.. •• ~.1:..:0-1:-.:.1 REST.Ort,2) 
AS!o'.."l•.TRL'C. 
DO "WI ULE Ul.-'>K:'l 

CAl.L ~r'.1.:0..tLl {01',01'1,N.'-l 
T2-0 
TIMf'.4~F.CN~) 
FlAC\-0 
FLl\C",:?-0 
K-o 
DO \-.,·tuLE lFLl\Gt.l:Q.OJ 

Ir {Orl) CAl.l. 1"11'Rl:S02l!'.O,>..,K.l'l',El) 
IFlOr.NF-4)Tl1ES 

CALL C'\ r:Pl, M .• -..:,..."X,A T,C. t-AMDA..X.Or .TI) 
CALL CVCR(!>-1.~,C.AT.LA.MOA.. V) 

ELSF.; 
C,'\.LI. Vt'.:DVCKD"'l!>-1.N.AT,C,X.,LA. ... tOA.V.DW,l tl 

l:NDIF 
TI .. Tl•T2 
CALL l'ARC"l(l'>.t.~ • .-"\.)>..ll,C,'\".L"\MDA.H~Gl.rCX.1":1.l-:.:Z.l-:3,E-li.l'rl 
IF lFt.AG\.EQ.OITI u::-.: 
C"ALL OMNAOC"l~., ..... DW.EA.,1.5.FLACl,l'l..AC.2.0r,Pc:...,coTA) 
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IF(Fl.ACl.EQ.U)1 liEN 
CALL l.f"C"IS!l.llN,D\' ... ,)<..R,E.5) 
K .. K+l 

E • ....:1:HF 
J:NDIF 

ENDDO 
TIMES-SECNDS(> 
TIFJ\.ff'(._""'r3-(TIM1:?>.1 l"l E.a )-+Tff-'1r'02+Tlr:Mro1 
IF (0P1) CALL 1~1PRE.S02(N,X.K.,f'P,El) 
CALL lfl.tPR~X\l!'-1,:-..'.X.l.J\..1\.10A.PCX.K.FLAG2.E4.TIEMPO:".OP,fl.IXJl.1N,V, 
or1.n1 
CALL CON"111'l '.-'\(.'\SKI ,A<;K2.A<;;K3,FP) 

CNDDO 
E!'\1000 

E..'IDDCI 
CALL ~'\L1TORES 
sror 
END 
SLl'llR.OLITINE TffL'Lú 

CALL CLEA.RSCREE~(SCCLE./\J./.,!,.CREE;-.;'.) 
rRINT'lC>C/J.27'.A 111.aox.A111 2T>.,;\)'. 

+ 'lf'STJ-?.U?\U::-.,·AclON CO,.,ll'l ·r .. ;.c10!'.:~;.1 •:1Jt-:L', 
• •:..tLlODO DE ESCALA AFI:'\,; PRJ~.1.>iL' 

Pf.l.l~'-r(Q(,/)..27>...A \ r.•1·1~.E511..-,,~I: t::-..'TF.R l';\R.-'\. CO!'>lTI!':UAR' 
RE.AD(•.•) 
Rl:'TL"RN 
E.'\:D 
StJtiROL'Tlf'E LECT.-'1.,_tt~11.!':l l 
l:O-.'Tl::CCRMI.:-.:t 
RE.l\L!l.t2.N2 
CltAR·'\Cn:::R•eO 1·1 
CALL cu:...'\.R..">CRI:E:-..:($GCLL·U::.<..,,:'"!.;l:l::-.:1 
"l:!-0 
="-'2-0 
Fl•'{/ 14'-A / 14'-...·'\ /Y 
PRl:-.01 Fl ,'0'\rTl 'IV'\ Dr.L Nl''lf- R~, DC \","\RIAl\LES Y RF.STRJCctONES QUE' 

•:TIE:-.:E EL l'ROOU:!'>.1.'\ DE !'RC>C:J..:....-\ ... '\l.·"1.CIO~~ U:-...:EALASOLL'CIONAR' 
LX"'!, ..... , llLE u:--=2.GT.:!l).l'IR.(:-...:2.1.T ::rn 

PRl!'-1'('.'{/J,l.,X.A \)'. 
'EL :--;1 ·~1r.i.:o DE\. .·"1.Rl-"1.111.l" ... ">QUE nt-:!\lt-: EL rf'L ES~:. 

R.f::AD".:-.:2 
:-.:1-1:--..•t:-...:2) 
11-11'1.:-.:t:...:-..:21 :-.:2-0 

l.::0.,,:l)lX""> 
t"•O \'\'HILE (('\12.CT.2!1).0J..:...(:0..12.Li .1)) 

l'Rl="-I 'C'l{J).l!>'.A \r. 
'L:I. !'-:l ·~1~-Rl'I !'ll: Rl: ... ., R.lCCJO:-.:E:SQUETIE. .... E Et. rrL ES?:' 

Rl:·"l.lr.:'1.12 
~ll-l!'-'l"{!'>.12) 

ff(ML;-.;r_•.t:) ~12-V 
E:-.O:D lX-., 
RJ-:TL'R...-...: 
c:-..o 
SUliROl"rl'.'-:E l:-.;ICIA.(:'1.11,!'.:l,Al.TRC>OI 
l!'-•l"EGER.!'>.11,:-.0:1 
CllA&"l.crI:Rl~l(:\11) 
Rf" .. AL Al(!'>.tt.:-..-1) 
l!'-""íI:GERl.1 
IX'IJ ... 1.~tl 

001-1.:-.;1 
,'\1(1.1>-0 

i::-.:orx..-. 
E:-..DD<...-., 
LX""Jl-l,!'>.11 

TR.l:!->l'lf)-'(r 
ENDDO 
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RETURN 
END 

CÓDIGO DEL MEAP 

SUUROUl'INE CAKACTl;:R(t..11.N\'l l,!'l.tXMN.TRESTI 
INTC:CER•2 t..1Xl\.l:'>J 
INTF.CER M 1,N\, t 
Cl-IARACTI::RTJ.1.E.•>l(l'-11) 
INTECERI 
CHARACTr:.R•2 ASK 
A.<>K_.O' 
DO \\'HILE ((A<;K..:<.:1.:•1 •).r'\ND.(ASK..NC.0 2')) 

CALL CIS'-".RS<...-REENtSGCl.1:,0\K..c;;cREl::N) 
rRJNT'V '""..'\)', 

+ 'CAPTURA DE L.-'\S C.:\tv,C"Tl:RISTIC'r\S Dt:L PPL A Rl.SOL \'l::R' 
F'RIN'r(/ I / JQX,J\)' ,'L.'\, FUNC!ON on1e-r1vo DEL rrL SE TIENE Ql'E:' 
f"RJNT'(/ // 2"'V\.)';!\11NIMU.AR -> (l 1 
l'RJ1'.'T'(/ / 2"1X..·'\)','~l;\Xl!\lll'_,.'\R -> (2)' 
f"Rlt>.'T'(7(/l,2/P,,A \ )','5l.' Sl~l.ECCION ES.,:' 
Ri:OAD'{A)' .;\...'iK 

ENDDO 
IF (A">K.EQ.'t') Mx:-1~-t 
IF (ASK.EQ.'2') MX!\1:-..-.1 
C".ALL CLF.Af.!5.CRI:l:~(SL~CLl:.•'\R.'iC'Rl:l::-..:1 
PRJNT '(/ lt.X,.A)', 

+'CA.f"'flJRA DE,_.,.._ .. CAR.•\L-rE-.J.l.b1 i...-......... Dl'.L rrt. A 
RESOLVt:R' NVI 1-0 
F'Rlr-ór(// 21X.A / 21'..·\"f. 

+'PARA CADA llNA PE 1..i\S RESI RJ.._"Lt0:--.:~ DEL rrL,.·. 
+• INDICAR QL'E Tll'<.1 DI: Rü,. J RJC1.. ·10:--,: E.-,:' 

PR!NT'(// 2<llX.AT.'~1E:">.'L"l1":. O IGt 'A,L ,.,. -> (LT 
PRJN"r(29x.A)'.'!'l.l/\YOR l."I IGl~AI. A-> tG)' 
PRl1'.T(29x.A //)','IGl .,,LA -> {!;)' DO lool,~11 

DO WH!l.E::. (O"RF-"iT( 1).1': F_•c;•¡,, . .,.:--.;o.(TREST(l).:"./E.'L').AND. + 
tl RJ::.<>n1i.:-..1::.·c1.A:--.;1),n Rl:..<il(l).NF-'g').AND. 

(TRQ.1(1).:-..;J:..•n .. ·'\.~V ffRl::.-.;1{1)..:--.:l:..•.,•)1 
PRJ!'.T(25X,A. I '-12..1 x_,.,. \ )'. 

'EL nro DEL,.'\, RESTRICC\(l;o.,;',l.'E~·'. 
READ'(,'\o)',1 Rr::......-rtl! 

ENDCX."'1 
IF ((TREST(l).!::Q.'l:J l'IR.n·Rl:."TtlJ.EQ.'G').OR. 
(TR!Sf(l)..EQ.'l'J,OR.( n:¡~, \IJ.l'.Q.'g')) :-.;\, t-;o.,;'\'I 1+1 

ENDDO 
RETVR.....: 
END 
SUBRou-n:-.:F. LEC-J'I :RAt~l.~.·'\..ll,'-") 
1:-JTEGERl\t.N 
RE,,'\L A(~l.:-.:),1\(~HCC'.:) 
INTEGERl.J 
LOGICALA-.K 
CI JAR..."\CTER~2 RI 
CALL CLl!.'\R.<;CRl:1:~,sc;, -¡,r_ .... R.'>C'REI::--.;' 
PRINT'(/ I 1 o~.A 11 r 

+,'CAPTUR.A Dt: LC~<."l.ll:l·JCll:~ll.<i l JL l.·"\ ft:!'.;C'IO:'>.: Ofl!CTIVO' 
001•1.N 

IF{).LT.1DlTttl::-..: 
PRJ!'.-ros:-...A.11.1 "-.,'l. \r. 

'EL COEflCtr.:-.,., t: 1 •E L·'lo VARIJ\HLE '-'.l.' EN' LA F. O. ES:' 

PRt:-..'T'tt5'-,.•'\,l:!.l'-A \1, 
'ELC1..lEFIL"ll::-..-n; n1: LA YARJ.•'\HLE ),.',l,'EN LA F.º· ES:' 

E.''JD!f 
READ·.cm 

ENDDO 
Rl-'D' 
00 \\..l ULC((Rl.!'.;l.:.'l').A:-.,.:O {Rl.!'\:l:.'~'11 

CALL Cl..EAR.~REl-::--.;¡sccu-:,.'\RSCRI:l-:~) 
rRJNr<111"'-Ar. 
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'FORJ\.1A DE CAPTURA DI': LA i\.IATRJZ DE RESTRICCIONES' 
l'RJNT'(// 17X.Af. 

+ •LA MATRIZ DE RESTRICCIONt:S SE CAPTURARA COMO:' 
l'RJN-rl////29X.AY.'MATRIZ ESPAl~A ->(lf 
PRINT"(// 2QX,.A)'.'MATRIZ NO l~'>f'ARSA-> (2)' 
PRJNT'{8(/),32x.A \)'.'SU St-:LECC'ION E!>:' 
RF..,..'\.D'(Af,Rl 

ENDDO 
IF (Rl .EO.'l ') THEN 

ELSE 

001-t.M 
ASK-.TRUE.. 
CALL CU-:Ai.R">CREEN(SGCLEARSCREJ::N) 
PRIN1~(// 18X,A//f, 

'C".AJ.-¡-lJRA DE LA !l.1ATRIZ J:SPAR.<;A DE Rr.sTRJCCIONES' 
D<.) \'VHILE (ASKJ 

1-1 
rRl!'.T(lOx,.J\,12)'.'EN L.-"\ R~TRICCION ',f 
PRJNT'(lOX.,.'\ \)'. 

'QUE V ARJABLE Tll~NE COEFICJl:Nl E Ol..'iTINTO DE CERO:' 
DO WHILE ((l.LT.O>,OR..(f.GT.N)) 

Rr.AD'",J 
ENODO 
IF (l.GT.0) TI IEN 

IF(l.l.T.IOITIU.:N 
PRll'.-T'(IOX.~..._,.'\,.11,A.12.A \)','ELCOEFICIENTE DE LA', 

'VARIAHLI' >..',!.' E:-.1 LA RlStRJCCION ',1,' ES:' 
El.SE 

PRl:-.T(IOX..-'--"'-12,A,12.A \Y.'l::L COEFICIENTE PE LA', 
'VARJAHLEX'.J: C:N LARESTRICCION',I.' ES:' 

ENDIF 
REA~,A(l.J) 
PRIN'l ... .'' 

l::L5E 
A."'K•.l"/\1-">E.. 

ENDIF 
E..~DOO 

ENDDO 

CALL CLEARSCREEN(SGCl.F..ARSCRt-:EN) 
rRI"'7'<1 / 16x.A / /)'. 

°CArTLfRA DE LA !\tATRIZ NO f:SPAR"'A DE RUiTRICCIONES' 
001•1.M 

DOJ•l.N 
IFU.LT.lO)THEN 

EL">E 

PRIN1,<l l ~A.A.ll,,.~12,..'\ \)'.'EL COEFICIEf'•:TE DE LA', +VARIABLE ,._,,l.' 
F-'1 W'\ RJSTRICCION ',1.' t:s: • 

l'RIN1'(l 1 ".A.A.12.i\.12.A \)'.'t;L CC'IEl'ICIEJ'..IE 01~ W"\', • 
V,.'\Rl/\IU.t: ,._,,f.' t:N LA RESTRICC!ON '.l.' ES,• 

t-::-.=O IF 
Rf.:.AD•,A(l,ll 

E:0.:000 
PRINT".'' 
t:."'1000 

ENDIF 
CALL CLEARSCREENtSGC-l..l':..o'\R..">CRl=:E/">.!) 
rRlNrU/ 21X.A/ Ir. 

'CAl'Tl.JRA or: LC)S T1:Rs11:-.;CJS 1:-.:oc:rc.-...:mt-:NTCS' 
001-1,M 

l'RIN"rllt>)!..A.12.A \Y. 
'EL TER..'\.11:-.10 fr>.;DErEr-:DIC.'-"l F: OF.1.A Rt-:..<rrRICCION •,l.' f.S: • 

READ•.6(1) 
E.."'1000 
RCn.JRN 
t:ND 
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SU6ROLrrlNE IMl"Rlo:SOl(Ml,N1.Al.Bl.Cl,M,_MN,TREST,OP1,0r2) 
JNTCCER•2 MXMN 
INTECER t..11,Nl,01~2 
N.EALAl(Ml,Nl),Bl(Ml),Cl(NI) 
CtiARACTER TREST(MI) 
l.OGICAL ort 
INTECER 1.1.K 
REALEl1 
PARAMETER(Elt-tOH-&) 
CHARACTCR•2 R 
CALL CLEARSCRF.ENISGCLEA~RE.EN) 
IF (01'2..EQ.l)TI ll::N 

PRINT'{/ 15X.i\ Ir, 
+ 'EL rROhLEJ\t.l\ DE PROCRAMACION LINC,.'\L PROPORCIONADO ES:• 

El.SE 
PRJ:'\IT'(/ U.X..-'\/)', 

+ •EL PPL DI: LA M·GR.o'\NDE ASOCIADO AL l'PL PROPORCIONADO ES:" 
F.NOIF 

IF ({~1X?\IN.EQ.·l >.AND.(0l'2.EQ.lll TI tEN 
IF (Nl.CT.10)THEN 

El.SE 

PRINT'(/ 4X.A \Y.'/l.fAX z-• 
El...."iE 

PRl~(/ 10'-A\)','MAXZ"'' 
ENOIF 

IF (Nl.CT.1 O)TJ IF .. °"' 
l'RJN-r(/ -lx..A \)'.'MIN Z • • 

Cl-"iE 
PRl1'ol'(/ JOX,.A \)','MIN Z •' 

ENDIF 
Er-;DIF 
K-0 
DOl•l.Nl 

IF (Alt:S{Cl(l)}.CT.Cll) TI tt:N 
K•K+l 
IF ({Cl(l}.GT.O}.AND.(1.NE.l }..-'\!'>:D.(K.NE.Oll THEN PR!NT'(A \)'.' •' 
El.SE 

IF (Cl(l).LT.0) rrur-.-r1A \l'.'-' 
ENDIF 
IF(l.LT.lOJTlll: ...... 

l:."1..SE 

IF (AB._"(Cl(l)).1-T.l) TI u-:;-..; 
PRINT'(A,F2.t.A..ll \)','O',.·'\ll."'<C:ltl)).'"-'•I ~f-<;E 
IF (All.<>(\.-1{1)).L T.10) 

rR.JNT'(l-'":\.1.A.ll \l'.AllC..(<.'1(1)).'"-'.1 
E:-..:DIF 
u {V\l\..<>(Cl(l)).Gr_101J1.;-..;D.(·'\(\~(Cl(ll).l:r.100H 
PR.l?'o.T"(l'4.1..A..1l \)',,.'\Hst'-•l(IJl.'V,I 
IF (l,.'\l\..'>{Cl(llJ.Gt:.I 00).·'\;-..;IJ (AH..'>{<."1(1)) LI .l 000)) • 
PRl:".'T"(l·S.1.,\,11 \)',r'\l~(\.:1(1)) 'V.I 
IF ((AnNCI (l)J.Gl:.1(100).A;-..;P.t·"\H'>(Cltll>-LT.10000)) + 
PRIN"í'{l·o.J.A,11 \)' •. •'\fl..',,(Cl(l)l''-'.1 
lf"((,.'\ll..."'>(Cl(IJ).GC:IC)()(l(J).A'.:D (AH<.(~-ltl)) LT.101~)) + 
PRl:".-P(F8.t,,.'\,ll \)',,.'\lhtCl(l)J,'V,I 
IF (Al~Cl(l)).C:F-101.:..Sl 
PR.l:"."T'(l'l:::t.J,..'\,11 \ )',.."\R">{Ci(/)).'''.1 

JF(,."\ll.."-(Cl(l)).LT.I) nu::--.: 
rl-:.1:".'T'(A,1"'2.lJI.,\:' \l','O'.,.'\llS{Cl(11l:V.I El$C 
IF(r'\llS{C"l(IJ).LT.lt'l 

PRJ:--.,•tl-'":\.l.A,12 \ l'.AH~CI (l)l.''-'.I 
E:-.:DIF 
IF ((AR""{Cl (l)).GF: l 0).A:" r::.q,'\f\.">(Cl (l)J.L T. I 00)} 
rR.1:--.-ro:.a.1~·'\.12 \ r •. 4.l~CJ(l)),'X'.I 
11 ({i\!IS<,Cl (IJJ.G!:.1 00).A!".:D.(,"\l\S(("I \lll.l.T.I 000)) • 
PRJ,-r(F!i.1.Al2 \)',.A.U'"""(\.~l(ll).'X'.I 
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11; ((AllS(Cl(l)).CE.l 000).ANO.(ARS(Cl(l)).L T.10000)) + 
PRJNT'(F6.1.A.l2 \ r .Al\S(CI (l)).'X'.I 
IF ((ABS(Cl(l)).CE.10000).AND.(AllS(CI (l)).LT.IOES)) + 
PRJNT'(l'S. t.A.12 \ )' .ABS(C-1 (IJl.'X'.I 
IF (ADS(Cl(l)).CF-101:51 
l'RIN°r(Fl:l.1.A.12 \)',Af\S(Cl(l)J.'X',I 

ENDIF 
ENOIF 

ENDDO 
PRJNT'(// 12X.A /'t,"S. A' 
001 .. 1,Ml 

K-0 
IF(l.LT.JO)TlfE."-' 

ELSE 

IF (Nl.GT.2.a) Tf-ll::N 
PRINT'(4X.Alt,,"\.lX \)'.'R'.I.' 

J:L">E 
PRJNT'{IOX.A.11.A.l X \)','R'.I.' 

:' ENDIF 

IF(Nt.CT.24JTJIEN 
t'Rl!'>.1'(4X..-'\.l2.A.1X \)','R',I.':' 

t'.t.SC: 
PRJNT'(lOX.A.12.A.l"- \)'.'R',I.''' 

ENllJF 
ENDIF 
DOJ-1.NI 

IF (Al:lS(At(l,J)).GT.EU) THl;'.N 
K-K+l 
!F (Al(J.f).CT.OJTHEN 

IF {(J.NE.l ).A.. .... D.(K.Nl:.I)) PRJ1'.ol'(A \)'.' +• 
t:LSE 

PRJNT'CA \)'.'-' 
Er>-:011" 
IF<J.LT.IO)TifEN 

IF(Af\S(Al{l,J)).LT.t)THE..'I 
PRJ!'tl'CA.F2.1.A,11 \ r.'O' ~""ll<;(.-'\l tl.lll.'>..\I 

El5E 
IF (ASS\At(l,J)).l.T.10) PRJl'.'T'(F':l.l.A.11 \)', 

AflS{Att1.1ll:x•.r 
1:.....:DIF 
IF ((ABS{Al(l,J)).CE. 10).A..--.:b.(.'\ll'->(A 1 (l,/J).L T. I 00)) 

PF:..t:-.1•(r.a.1 ... '\,l1 \r,.,.'\u...~,.\1(1,l)),'V.I 
IF (tA8.5fAIU,/l).GC.1001.,'\!'.;0.(:'\l!..."{Al (1.1)).L T. t 000)) 

rRJ:'\o'T'(FS.t.A.11 \r.Alt!>(,'\l(l.11).'X'.I 
IF ({A6..'>(A1(l,f)J.GE.1000) A!'.;O.(,\I!...'->(,'\ 1(1.1}).t.T.10000)} 

rRJ:"J""rU n. 1_.'\,11 \r.,'\11.."-( ·'\lt1.m:v.1 
IF ({A8S(AI (l,J)l.GC. I 0000).A~P.(Alb(Al U.I)} L T. l OE5Jl 

PRJ!'<.1'(F8.t.A.11 \YAl!...<.,(AI (!,J )).'X'.I 
El.SE 

IF(A!\.">(.-'\l{l,l)).LT.lJ TI IE~ 
PRJ:".'T'U'\.~l.,'\,12\l'.'U'-·\ll">(Al{l.)lJ.'X',I 

t:L<;C: 
lf' (AllS(Al(l.Jl).LT.lOJ l'Rl~~'l'{l"":'.l • .i\ ... t;? \r . 
.i\HS(Al(l.l)).'X'.I 

E.-..;Dlf' 
IF ((.-'\IJS{.-'\1 (l./)).GE.10).A:--.:l l.(,'\H'>( •'\l (1.1 IJ..L T. I 00)) 

PRI:">.'T'(F4.t.,'\,I:::? \r-·'\IJ..'"-(-"l\1.1)).':>..'.I 
JF ({AR.<;(,'\l (l,JJ).\">E. 1 00).A:--.:I l.(.-'\n'>(A 1 (1.1)1 L T. I 000}) 

l'RJt-.'T'(F5.1_.\.t;? \r.Al!...">(AIU.IH:V,J 
IF ((Al\S(Al (1,1)).CE. I ()(Jl)).,\~lJ.(,\H"'<.·'\I (1.1)).L f. I 0000)) 

PRl:">.'T'{f""e.t_•'\...t:: \ r.All..""<Al(l,l)).''.\.'.J 
IF ((AllS(,\ t (l.lll-OE.10000).A!'.;D.(A!J..<>(,'\ 1 U.JJ).LT.1 oan 

PRJ~'T'tf.S..1,A.12 \r.All~Al(l.IJJ.':>..'.I 
c.-..:DIF 

E."IOIF 
E.'\:DlX> 
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IF(OP2.EQ.tJTHEN 
SEl.ECT CA.<;E {fREST(l)) 

CA">El'L') 

El.SE 

l'RINT'(A \)' ,' <•' 
Cl\SE('G') 

rRtt-n"(.A\)'.' >•' 
CASE'.l'I') 

l·~INT'(_A\'f,'<•' 

CASEl'g') 
l'R!N'T'(A \)'.' >•"' 

CASE OEFAULT 
PRl!'n"(A \)'.' •' 

ENDSELECT 

PRINl''lA \ r .' • ' 
r":.NOIF 
IF (Btll).LT.O) PRINT'(A \)'.'-' 

CÓDIGO DEL MEAP 

IF (Al\S(Rl(l}).LT.l) THEN l'Kll'>rr(.-'>,.,F2.1 r:et.Ali>Ol,UllllJ 
El$E 

IF (Al\S(l\l(l)).LT.10) PRINT'(F:\.t )' ,Al\S{Bltl)) ENDIF 
IF ltA(\S(.Bl(l)).GE.lO}.AND.(AllSl,81{11).LT.100)) 

PRlt-.T(F4.l Y.AB.<;(Dl(l)) 
1F ((Al:1S{nttll>-GK1001_,.~o.v,8Sf.Bt un.L 1.1 ooon 

PRlt-.'T'{i·:U Y.Al\..'>tHlll)) 
IF ({Anstl\ll\)).GC. 1000).AND.(Al\S(Utll)).LT .100001) 

rRlt-.'T"(Fñ.I )'.ABS{Utllll 
IF ((Al\.<;(BH\)).GE.10000).ANO.(AllSl,f\lllJ).L 1, tOE"-.,)) 

l'Rlf',,'T'{i'S.l }'.ARS(.Rl(I)) 
ENDDO 
IF (OP2.EQ-1) n-n:N 

R-'O' 
DO WHILE ((J.:...NE-'T'J.AND.(K.Nl'-'\'l.ANO.(R.!'...;\-'.'F').AND. + (R.NE.'f)) 

IF((Mt.GF-1~).0R.(Nl.Gl'_2!'>))TliE.N 

rru.:-..'rl/ 16X.A \l', 
'OESF-"'- EFECTUAR Al.GUNl\ CORRF-C~IOS AL rPL (T /FI '!':' 
El.SE 

rru'.'>.,'l/// tt:o'.A\r. 
'Df:Sf_,, í.1 i-:...-::-TU,,R ALC'.UN,'\ CORRl:ccl\."lS ,,L rI·L (TI FJ?:. 
ENO\r 
R.F..,'\O'lAf.R 

ENDDO 
IF (.(R..I:Q.T).C'R.(l.:.EQ.'t'll 01'1 ... , Rt.1: .. 
IF (\R.EQ.TH"lR..(R.EQ.'tll 01'1 ... FAl$t:. 

El.SE 
U' (lMl.Gt:.t:SJ.l1R.(!'-.:t.1..·;t·:.:25')) 1 \U:S 

l'R\'.'>.l'l/ :?7',,, \f.'l'K.1$\0~r: 1::-..1·n~ l'AR.."I. CO'.'>.'TINU,,R• CL-<.;E 
l'Rl!'-.l'l/ / / 2n ..... A \y :ri..:.ic:s10:-:E 1:!'.'Tl'.R r ARA co:-..'TINUAR.. ENOIF 

RF..AD(.'.'l 
E."'JOIF 
R1:.7t.m:N 
END 
SU8ROUTl~t: CORR.l:CIRlM.NJ\, l\,C.~l.'-'lS.TRi-""1") 
tNTEGffi•2 M"''!'-1:--: 
:KEAL AlM.r-.:),l\l'.'>IJ.Cl!'-0) 
CHARACTER TR.1:;1-lMJ 
REAL11.11 
lt>lTECERLJ 
LOGICAL 01'C\l 1S 
CHARACTF.R.•2 R.Rl 
Cl-tAR!\CTER R2 
Ol'CION ... TR.Ut:. 
00\VIULl'..(,OrCtO!'-<) 

Rr" 
PO WHILE UR.Nt:.'t'l-ANO.U~-NE.'2'}.A."-1[>.(R..r..;E::.>o').AN O. 

(R.~F-'"'").A.-..,¡0.(R.NE.'!>').AND.(R...NE.'o')) 
CALL Cl.l-:ARSCR.F.E."'l(SCCLt:A~Rl:E!'.11 
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rRll'rrl/ / t 2x.A)'. 
+ 'CORRl:CCION DE LOS DATCIS t:iF- 1:NTRADA Dr.t. l'l'L rR01•01.:c10Nl\PO' 

PRl!'IT'(// 16x.A)'. 
'Tll'O DE l-'ROULEMl'\(MAX1~117.AR/MINIMl:f..1'\R) -~l )' 

rR1:••:rnex.Ar. 
'COEFICIE:-.rrF. t::N LA Fll'NC'ION on11c..-nvo ->t2)' 

PRlf'..'T'(loX.A)'. 
•cor.ncic:-.rrE 1'1.': LA M;'\TRIZ or. Rt:STRICCIONf:S->(:))' 
PRINT'(IDX.,...'l'. 
•cot-:l'lcml'.'T\: Dr.L VE<..--rOR Dl:L i...,,IX) Dt-:RECHO ->t4)' 
PRl:-.'T'(16X.,,)', 
'Tll'O DE Rrs'l.RICCION (l.:<"", G:> .... E:-) ->(!>)' 

PRINT'Or>"-.AJ'. 
~ALI¡;: -:.(n)' 
l'RINP(:\(/)~"l2x..A. \)'.'SU SELE..:'CION l'.5:' 
RF.,.'\D'(,'\J',R 

ENDlX"'1 
R:!•R 
SELELI CA">El,IU) 

C,'\...<;E('l'l 
Rl-'O' 
PRIN"l't/ / 24X,..t'\)',-coRKECCiDN tJl:l. TIPO DE rKOBLEMA­
PRJ:-..Tt/ 12"-..A \ l'.'l 11'0 DF. l'ROHLE!'\.V\ AC"TUAL'' 

IF lM'-1\1N.F.Q.l l 
PRINT'(Al'.'MINIMl7.AR• IF 
t!'.1'.'<.MN.t:Q.-1) 
J'RINl"tA)'.':'\.1AX1:'\.UZAR' DO 
\Vl-tll..E 
{(Rl .!'o.'E. 'l '}.A.-..,'0.(Rl .l'.:E:.'2'll 
rRJ:--..,..02x.A \)', 
'INGRESE (1) P.-'\RA MIN1Ml7.J\C'ION. (2) PARA MAXJMIZACION;' 
Rü'\D'(,.'\}',RI 

E~DCX.""1 

ll'(Rl.l-:Q.'l'l='-1X!'>.1N'"'I 
IF tRI .r:Q.'2') ='-1"'-"1.l~-t 

CA-.'>l".('2') 
11-0 
rr:.1:--.,..(/ / ::?1 X.Ar:•c0RRt:CCIOS 01: C"OE1·1clE:--..Tr: E:-.: l.A. F.o.- DO \'\'HILE 
((11.LE.0).DR.(11.CT.N)) 

PRI:-..,..(/ 15'-A\)'. 
'!'.'-:GR.ESE t:L :-..;1;~1ERO Or: IA \.",.'\Rl.·'\llLr: DE DECL'i!ON:' 
KE.Al::tº,11 
1-l'.'.'Ttlt) 
IF(l.:-.:t:: .. 111u-o 

E.NODO 
l'Rl'.'.-r'(l5"-,A,l-7.2)", 
't-:l.Cl.'l:rlc1c:-..'TI: ACTUA.l. or: l~"'Í.·'\ \.",'\RIA.111 F. c..<;' ',C(I) 
PRl:--.:-1•115"'\..A \)','INCRl-:...<>E Et. Nl 'E\."f... "'I C1...'lEFIC!t-:1'-rE:' IU".ADº.C(I) 

('",,.'\.....,E('3'J 
11-0 
PR.l'.'.l'l/ I 12'-,.;"\.;'\)','·CORR.t:cc¡~ ... :--.; l:>E C'Dl:l'ICIE:-.t'rE EN l.J'\", 
':-.1AI Rl./. DF. Rl~TRICCIONI~~· 
DL'l \\'l llU: l(lt.LE.OJ.OR.(11.1..0T.:-.1)) 

l'Rl:-..'T'(/ 15X.A \ }','ISGRU.E EL '.'."l:'.'>.1t:RO DE U\ Rl'STRICCION:' RE.A~,11 
l•l'."-."1"(11) 
ll'(l.Nl:.11)\l.,O 

ESO t:X."" 
11-0 
DO \..-1111.1: ((lt.U:.O).OR.l!l.f:OT.:--.:lJ 

l'Rlr-..,,U5'\. •. ·'"\\J'. 
'ISCRr:sC CL !';L':-.1ERO DE l.A VARJ,\.8~ DE OECISION '' 
Rr ... ;.n•,11 
l•l'."-l(Jll 
¡¡: (l.:--..:1:.11111 .. 0 

E:-.:DCX"'i 
1'Rl'.'.'T(15'-.·"\.l-7.::?J'. 

213 



APÉNDICE O CÓDIGO DEL MEAP 

'EL COEFICIENTE ACTLIAL DE r.5TA VARIARLE ES, ',A(l,J) 
PRINT'(l~X.A \'/,'INCRt:SF.: EL Nl 1EVO C:OEFIClr:NTE: • 
READ".All.I) 

CA<iE('4') 
lt-0 
PRlt-.'T"U / 2Jx.A)'.-CORJ.:.ECCiü~ l.ll-: TER.MINO INDEl'ENDIENTE-' 
DO \'\'HILE ((ll.LF-0).0R.tll.GT.!l.1)) 

l'RINT'(f ¡QA_A \)'.'ISGRí:.Sr: Fl. NllMi::.Rn DE LA Rn>TRJCCION,' RF..,.i..0•,11 
1-lt-.'T(ll) 
ff(l.NF-lt)ll-0 

ENDOO 
rRJt-.l'(t9x.A.F?.2r. 

'EL TER. .... UNO l!\:DEPENDIENTE .-'\1.:TUAL E5o: '.8(1) 
PRll'.'T'(l9~ \Y.'11'\:GRl:Sl~ l'.t. :-..:tmvo TER.'-USO IN"DE".PF--...:01L:r..,·E'. Rr .. AD4,f\(ll 

CASE('~') 

lt-0 
PRI!'.'T'(f I 2.2'.\....-'\.)'.''C1..-iRr.:.1:c.:10'.\.: lll:L TIPO DE RESTRICC!o=--.­
DO \••HILE ((ll.LE.O}.OR..(11.c r.!l.l)) 

PRJ!'.'l"(/ t2x.A \Y.'l:'\:GRF ...... E t-:l. :--.;¡_:MERL) DE lA RCSTRICCION:' RE.AD4.ll 
1•11'.1(11) 
IF(l.NE.11)11-0 

ENOCX.."""l 
PRI:"<.'T"tl2'.>.,.A.i\J'. 

'EL TIPO ACTUAL DE L·' Rr.51 Rl'-X'JO . .....: ES: ',TRF.STtl) 
TRffiT(l}-'O' 
DO \VI ULE ((TRf::sT(l).SL'G').. -'\:",;IJ (T~l(l).!'-:1:.'L').A.'JD. 

(TR.ESf(l)..Nl;_'E').A~D.tTIUOST(l).~E.'r.'J.A~D. 
(TRJ:....~(l).NJ::.•t}..A."'"0.(l"Kl:...._,ltll.!'>.E.'o"JI 

rR1:-...To2x.A \r. 
'INGRESE El. NUEVO Tlf'O DI' KE:'•TKh..-CION tL:<•. C:>•, E:•):' 

Rt-:.."\D'tl\t.TRE."iTtO 
c:--;::ioo 

ENDSELECT 
JF (R.NE.'o') 1 tu::-.,: 

Rl-'O' 
DO \°"'li!Ll·: ({Rl.l'o:E.1").A:-.;D.tKI '-.:L:.'l') ..... :-.:D.tRt.NE.'F').AND. 
(Rl.NE.'t)) 
rRINT'(/ I \Q ...... A \r.'Dl::SI'>"\ F.Ft:ct t. 'AR L"ITR.-'\ CORRF.CCION (f/F)? 1. READ't,,r.RI 
ENDDO 
ff ((Rl.EQ.'f"').L")l..:..(Kl.EQ.'t')) L""'l'Ch:r..:-.1 RL"E. 
IF ((Rt.F.Q.'f"').OR.(Kl.í.Q.'tll C>PCIO:--.:-.r Al."iE. 

EL.._E 
orc10:-.:-.r,.•u.E. 

t::-.:DIF 
Er>o;ODO 
P-ETUR.°'-= 
END 
SUD ROL "Tll'o:l: FOR."1.ll~lt!l.11.:-.;' 1,:-..l VI t .. M'-"'I. 1:-.; • ."\t .CI .TRIST) 
lt-.PJ"'EC:ER•2 MX. ... 1N 
INTEGER !'.11.Nl,N\.'H 
Cl-fAR.."\CTr:R TRF.STt:-..11 l 
REALAJ(!'>.11.Nl+NVlll.Cl(!S'l+N\.'lll 
l="l'TECERl.J 
001-t.!'>.ll 

DO J•Nl•l.!'.:l•NV!t 
1F (1.EQ 1-NI) TI !l:N 

SELECT CASI:'. CTRL~tlU 
CA<>Et'L'I 

Al(l,J)-1 
CA<;f:('G'I 

Al(l.J)--1 
CASE('l'I 

Al(l,f)-1 
CASE('g') 

AHll>--1 
C..'\SF:Dt:FAULT 
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ENDSELECT 
ELSE 

At(l,J>...O 

ENDIF 
r.NODO 

ENDlX., 

A1(1.J>-0 

lF (MXMN.t:Q.-1) CALL SSCAL(.Nl .-1.o,c1.1) 
O<., 1-Nl+t,Nl+NVH 

Cl{l)...O 
ENDDD 
Nt-Nt+NVll 
RF.TURN 
END 

CÓDIGO DEL MEAP 

SUBROlfTINE PARA?\.1ET(MC.R.C0TA.El.E2.E3,E-l.,E!i) 
RF.AL MG,R.COTA.t:l,E2,E:3,E4,E5 
l.OGICAL OECl 
CHARACTER92 Rl.R2 
Rt_.D' 
DO WlllLE ((Rt.NE.'l'}.ANO.(Rt.NE.'2°)) 

Ci\Ll.CLI':AR.SCRE.E.N(SGCLEARSCRE.EN) 
rRI!'>."T'l/ 20x.A I 20>...A Ir. 

+ 'CAf"TURA DE LOS PARA~1ETRC'IS DE CJECUCION DEL', 
+ • r..u:rooo 01:; l:::SCALA AFIN PRlr..t.AL' 

rRlr..'T'V/ 21X..A//// tox.A/// 16X.,."\./ 1óX..Ar, 
+ "rAR.A. Eil':CL'TAR EL PROGRAr>.1.A.. USTED OE'SEA :', 
+ 'PROPORCIONAR LOS VALORES DE LOS l'ARA~n-:nK""'5 ->(l)', 
+ 't:L rRc.X.~R,.-V-1~'\st: F'.]t:Ct.rn:: co:-.: l.05 Vl\LOtu::S Qt..:I:'. 
+ 'SE TIENEN ASIGNADOS -> (:!)' PRIN"P(n(/)..32x..A \Y.'SUSELECCION ES:' 

READ"V\)',Rl 
END CX> 
IF (Rl.t-:Q.'1') THEN 

OECt-.,RUE. 
IX-'l WI llLE (DECl) 

CAL!. CLEARSCREEN($C'".CLEAR..~REE!':) 
l'Rl.'.''"PI// JOX,.A/ t<,1x_.'\/)', 

•C,'\rTLfRJ.'\ DE LOS rARA!\.tl:.IRCti p¡.; l".JEClJCION DEL', 
' MCTODO DE l:"CAL,.'\ Al"IN rRl:0.1AL' 

MG-0 
l:>O \\"l llU: (:0.1G.lS-O) 

l'Rl:-.rl'(// 18)..,.A.\)'.'l::LVAl.1..'\RDF. LA :'>l--1..-;RANDEES:' 
RE..-'\D'.1'.IG 

E!'o:ODC'l 

"'"° t:K) \V! tlLE (li~Ll'-OJ.OR.(R..GT.I )) 
f'Rl:"\.""f'(/ 18 ....... A "\)'.'EL l','\C.-TOI.: f)¡;i_ T,\:0.1,v~·o DE rASO F.S =. REA~.R 

END IX."'1 
COTA-O 
DO "'1 ULE (COTA.LE..0) 

rRJN"l'(/ l8X..A "\)','U\ COTA so1m.F. L""" FUNCION OBJETIVO ES:. REA~.COT A 
E...._OD..."'l 
F.l•l 
DO \"\'HILE ((Et.LT.0)-0R.(El.GE.l )l 

rRJ!'.1'(/ 187'..A \ )' ,'l.A COT ,, 1•,\K,-'\ LI\ l';\Cl"lBILIDAO PRll\lAL ES:' 
RF..AD"".El 

ENOO<..."'l 1:2-• 
DO \''HILE (lE2..LT.0).0R..(E1.GE.1)) 

rRll\.Tl/ !8X.A \)','U\ COTA PARA U\ FACTIBILIOAD OUALESt' READ"",E2 
ENDDO 
o-• 
DOWttlLE({l;.:J.LT.O)..OR..(t-:3.GE..l)l 

l'RJ:'>.1"{/ tSX.A "\)', 
'l.ACOTA l'AR.A llOU.."1URASCOMrLEM~"-ITARtA...<i ES1' 
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RF..AO".E3 
ENDDO ..... 
DO \'\'HILE((E.4.LT.O).OR.(&¡.Cl-::.t 11 

PRINrl/ 18"-A \)'. 

CÓDIGO DEL MEAP 

'l.A COTA SO U RE LA V •'\J.:.IAL\l.t.:: ARTIFICIAL ES=' 
RF'.AO".l-:4 

ELSE 

ENDDO 

"""' 00 \ .. "HILE ({1::5.LT.OJ.OR.(l:!S.CE-1)) 
PRIN"r(/ 18X.A \ )'.'!...-'\. C:OT A SOBRE EL VECTOR DIRECCION ES:' Rf"-AD• .F~ 

ENODO 
R2~0' 

DO WHILF. ((R2-NE. 'T').ANO.(..U.r.:E.'t'l-AND.(R2.NE.'P).AND. 
(R.2.NE.'f)) 

PRl:-.."T'(f / 15>-.A \r, 
'REQUIERE VOLVER A CAl''Tt'RAR LCIS PAAAMETROS (T/F) ?:' 

READ'(A)',R2 
ENPOO 
IF ((fU.F.Q.'l~).OR.(RlXQ.•1•)) UEC:l•.TRUE­
IF (tR2-EQ.'P).OR.(iU.EQ.'t)) UECt ... l'Al.SE.. 

E.~ODO 

MG•tOE3 
R .. 0.09'19 
COTA-tOr:.!S 
El•IOE4 
c-toc:-..i. 
E'.J .. 10&4 
C&•t0E·8 
E!>MtOE-4 

E:NDIF 
Rl:.IUR.-.,: 
E~D 
SlJUROUHNE O'ilFl(!\.tt.Nt.A t.u t.Ct,A 11.:-.tc l) 
INTCC.C:R M l ,Nt 
RF.AL Al(Ml,Nt+I ),A"ft(Nl+l,Ml ).IU(MI J.Cl(Nl+l J.MGl 
INTEGER l,?>.12,N2 
PARAMETER lM2•2!>.N2 .. 5l 1 
RJ-:AI. E(S'2l,TE:-.01(1\t2J 
CHNl•l}-:O..ICI 
CALL&sr.n!'.:1.1.0.c.11 
CALL MURRVlMl.Nl.Al,Ml,Nt.E.1.!\tt;I EM) 
001•1,!\tl 

Al(l.:"'>:1 • I )•lH(l)-TE!\1(1) 
t-:NDDO 
CALL TR:-.IRRl.,!\11.Nl •t.Al,!\ll.NI .. 1.,11,J\l 1.Nl •l) 
RETt-·R:-..: 
END 
StJHROLrn:-..:1; ~1'.L.,UCftOl'.OPI .:--.: 1 .>.. t) 
l:".Tl~CF.I~ :-.t 
J.;:E::AL>..l(Nl•ll 
LCX.~IC,'\L ort 
1:-.at:GC:Rº2 O!• 
CI lARACTERº2 R 
C.'\LL.S.<>L,-l!'.ll•t.l.O, 't.l 1 
R•'O' 
lX"I \ .. 'l llLE (lR.NJ:.• 1 •).ANIJ.(R.Nl:.'2'1.A:O-. n.(R. NF-'3').A.-..JO.(R.Nf'-'-4')) CALI. 

CLEAJ-...."i-C~l::O-:(SGCLl'..AR.._CRECNl 

l'Rl:-..''T'{// 17X.A/ 17>...Ar, 
+ '!\tETOD\.."""15 DE l·;\ClORJ./,,'\CIO!'.l !\IATRICl.-'\LQL:E PUEOCO:N 5ER'. 

+ •t:-rll.IZADOS r::-..: t.i\ OllTENClo:-.: 01:L v1:...:::-1 OR nn~r:CCION :' 
PRJNT'{/ / / 25>...Ar.'FACTORl.l"ACIQS Ll'"DºL'i _ ... (l r PRl!"."Pl/ 
2!i>-.Ar:1·,,1...-n .. --i1-:.17_,,,c1l.l:-.: PECIH,.ll.L"'K"' -"' (2r PRl!".T'{/ 
2~>..,,.'\)','FACTQRlZAC'IC'IN Q"R -"'Pr r~Nl"{/ 
2~X-Ar.'Ml:"'>.l\!\1~C'UADRAlx...,., ->-(-41 PRINT'(3{/)..20>...,A\l'. 
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APÉNDICED CÓDIGO DEL MEAP 

.,. 'EL METO DO SELECCIONADO ( 1.2.3 u 4) f-:S , '• READ'(A)',R 
CNOOO 
IF(R.EQ.'1•1or-1 
IF (R.EQ.'2') OP .. 2 
ll'(R.EQ.':.l')OP-=.\ 
w (R.EQ.'4') or-a 
DO WHll.E ((R.NE.T}..ANO.lf~.NE.'\"J.AND.(R.N~·P>-AND.(R.NE.'f")) 
l'RIN"r(// 16x.A/ 16X,,.A \Y. 

+ 'Df-:SEA VER CADA SOLUCION INTERIOR OlffENIDA EN CADA' • 
... ·rraRACION DEL MCTODO (T /F) .. '. 

READ'(A"/,R 
ENDDO 
IF((R.fiQ.~r).OR.(R.EQ.'t'}) or1-.TRUE. 
1F ((R.EQ.'PJ.OR.(R.CQ.'I")) 01•1-.FAl-">R. 
RETURN 
END 
SUDROLrrINEC\.1:'.D(!'l.tl.Nl.Al.ATl,Cl.L."-1,0P,Tl) 
INTECER MJ,NI 
INTECER•2 CIP 
REi\L AJ(Mt.Nl +I J..ATl(Nl +J,!\11 ),Cl(!'Jl+ l J.L(f\.11 ),Xl(Nt+l),Tl 
INTEGER f,J,K8A.SIS,M2.N2 
PARA..'\.1ETER (M2-2.5.N2•51 l 
REAL A02(!\12.N2),A02A T(M2,l\12J.A02ct~12),Rf:<;;(N2J,X2,SECNOS,Tl 1.n2 e 
00/•l.Nl+l 

:-.:?-X1(1)4Xl(IJ 
f"X..."ll-1.!'1.fl 

A02(1,l)-Al{l,J)-"2 
El'.:000 

J.:NDOO 
CALL!\1RH.RR{Ml,Nl+l.AD2.M2.Nl+l.Ml,ATl.Nl+l.Ml.Ml.AD2AT.M2) 
CALL MURRV(Ml.Nt+l.ADl,M2.Nl+l,Cl.1.Ml.AD2c) 
sr:U-:CT C-ACil" (Or) 

CASE(I) 
Ttl-SECNiY.;.() 
CALL l.SlSF(Ml,AD2AT.fli.12.A02c,1.I 
TJ2..SECNDS() 

C,.'\SE(2) 
TI 1-Sl::CND50 
CALI. L'>ADS(Ml.AP2i\T.M2 •. <\D2c.LJ 
T12 .... ECNDS() 

C.-'\SE(:\) 
Tll..SECNDSO 
CALl. LSQRR(!'.11.MJ.A02AT.!'.f::z.AD2c,O.L.RES,KBASJS) 
n:z-sr.c:-..:oso 

~NPSELECT 
Tl.,Tl2-Tll 
RF.TUR."" 
l::f\:D 
SUUROUl'INE C\."CR(!\.11,Nl.Cl,ATl.L.Vl) 
l:'\.'Tt-:c1:R!'l.11.N1 
REAi. Cl(NI •I ).ATI {NI +l,!'1.11),L(Ml ), \'l(NI +I) 
l"'Tl:Gt-:Rl.1">:2 
r;'\RA.,1CTl.R (N2 .. 51) 
REAL ATl.(N2) 
CALL MURRV{Nl•t.fli.11,.,.'\Tt,Nl•l.Ml,L.l,Nl+l.ATL) 
DC"ll.,1,Nl•I 

Vt(l)oooCl{l)-ATL(I) 
ENDtxl 
RETIJR."" 

""º SUBROLITINI! VEDVCRD\ .... (!\ll.Nl,.,.'\Tl.Cl.Xl.L.\'l,D\••1.TI) 
l!'.'TE:CF..RMl.NI 
Rl':Al.ATl{Nl•l.Ml).CJ(!'-:1•1),Xl(Nl•l),L(MJ),\'l(Nl•l).D\'Vl(Nl+l).Tl 
l!'\."TECt-:R l,J.KUASIS.M2.N2 
rARA."1c:-n:R (:\t2•25,N2-.51) 
RJ::AL DAT(N2.M2)..lk(N2J.Sl:::CNDS,Tt t.T12 
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APÉNDICE O 

CALLSHPROD(Nl•t.x1.1,c1.1,0c.ll 
001-t.Nl+t 

DOJ-t,Ml 
DA1'(1,l)-X1(1)•At'l(l.ll 

ENDOO 
ENDDO 
Tlt-SECNOS() 

CÓDIGO DEL MEAP 

CALL 1..SC!RR(Nl + 1.Mt ,o,'\ T,N2,0c.o. L.DWl,KHASISJ 
Tl2-SECNDS() 
rt-Tt2-Tlt 
001-t.Nt+l 

Vt(l)•O\\'l(ll/"-1(1) 
ENDOO 
RETUR."-1 
END 
SUDROUTINE l'ARl.')(.!'..11,:-.:1.At.,1.Ht.Ct,Vt.L.n..A.Ct.rcX.E:l.E2.0.&l.Fr) 
INTECER M1,Nt 
INTEGEK"2 FL,<>,.GJ 
REAL Al(Ml.Nl+ 1 ).:"...1(:-..:t• t ).61{!'..tl ). Vl(Nl+t),L(!\tl ),CllNl+I 1 REAL 
Et,E2.E3.E4,Fr,rc:-.. 
ll'olECER !'l.l2.N2.Fl--'\C,l.l,K 
PAR.A ... ,1CTER t!'..t.2-~5.!'\!2•51 l 
REALAX(!'l.12),TEMlt:-.:2),T['.:'l.12{~2),NA),,.,NtJ,NTl,l'-.~NT3.FD.HC,rBL 
Pl..AC-0 
l-lSMl:0-.:(:-0:1+1,Xl,1) 
IF (Xl(l).CE.O)Tltl:!'.: 

CALL MURR\.'l:'\.lt.:-..:l• l,Al,!\11,Nl +t.Xt,l,Mt.AX) 
CALLSA'-l'YC\,.1 l.-t.O,lll,l,A'.1) 
NAX-SNR. ... t:':t!\11 •. -'\X.1) 
Nf\"'5NRM2(!\1J,IH.l) 
Fl'-NA'.\./(Nll• 1 l 
IF (Fl'.GT.El) FL.·'\C; .. ¡ 

El.SE 
Fl..l\G•l 

ENDIF 
IF {Fl.J\G.EQ.O)Tl tE~ 

l•lS"-UN(Nl•l.Vl.1) 
IF (\·.Hl).LT.0111 tE:-.: 

K-0 
D01•1.N1•1 

IF (V}ll).LT.OJ íHE:-.: 
K-K•l 
TE!\.11(1·>:.}-Vltll 
·1f..!\.12(K)-<..·1u1 

i:::-.:01r: 
El':lJDO 
NTl~:-.:R!\.12(K.Ti:!l.tl,I) 
:-..-ri-s: .... a::.!\.t2tK Tt:~l:?.I) 
FO-:-..lt /t:-..'T2•1 l 
lf (t-0.<.."';1.QJ f-1_ ......... -;-1 

E~DIF 

E.""DIF 
IF U"-1 (Nt • l ).LE.E-& ).Ol~¡n_.\G.t:Q.ll)l rcx-SOOT(Nl • l.Cl,l.Xl.t) IF {FLAG.EQ.01 
THE!'-1 

PflL-SDOT(Ml,61,1.L.1) 
!'-.T:l-SNR..,,t2c--.:1•1.rc .... 11 
l IC•Al\S{f'C"•vrBL)/(~,-:l+ l l 
IF(l-tC'.LT.l-::"IFl-Jt,.Gl•I 

E.._.DIF 
RETL'R.~ 

""º SUBROL'Tl:":F. D!\.l!'-.:.-\LX-tS 1, 'l. \:1 .lJ\'1."1.l.-1,1:5.FL-'\CI ,f\J'\G2.0r.rc:-...cOT Al 
l!'.'TEGER!"l 
l="OíEGF-R•2 FL-'\<..; 1 ... l--'\1..•2.or 
Rl':AL :-...H!-.:1 +1 },Vt ¡:-.;1 +11.D\'l.'1(:-.:t •l ),E4.r.s,rc:-....coTA 
11'-IEGERl.I 
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APÉNDICE D 

R.EALND\V 
1F(Or.NE.4)THEN 

CALLSl-t:rROO(Nl+t.x1,1.v1.1.ow1,t) 
ENDIF 
NO\V-SNR.'\.U(Nl+l,OWl,l) 
IF (NOW.LE.E5)TI IEN 

1•1Sf\..11N(N1+1,DWl,\J 
IF(D\Vl(l).LT.O)TI IEN 

Fl.J\Gl•I 
FLAG2•:!: 

El.SE 

ELSE 
FLAGi•l 

ENDIF 

l•tsr..UN(Nl+l,O\Vl,1) 
J•lS?\.tAX(Nl+l,D\Vl,I) 

CÓDIGO DEL MEAP 

IF ((D\'Vl(l).LT.OJ.AND.(DWl(l).l. T.0)) THEN 
FLAGl•I 
í'LAG2•2 

ENOJF 
ENDIF 
ll'(Xl(Nl+l l.LE.I:OTHEN 

IF (AB.S(PCX}.GT.COTAl THEN 
FLAGl"'l 
FLAG2•2 

ENDIF 
ENDIF 
RCTL'RN 
ENO 
SUOROLTTINE Ll'OSM(Nl.D\ ... 1,Xt.R..1:5) 
INTEGERNI 
REAl.O\Vl(Nl+l},Xl{Nl+l},1:5,R 
INTECER r-;2,T,TI 
PARAMETER(N2~1) 

REAL Al.F;'-TEM{N2) 
T-0 
DOTl-1.Nl+I 

IF (D\'•l(Tl).GT.E.5)TltEN 
T-T .. I 
TEM(T)--R/D\'\'l(Tll 

Er-oDIF 
r,_"'IDDO 
IF {T.GT.Ol Tl-IEN 

Tl-IS!'-1IN{T,TEM,l) 
ALFA-TEM(TI) 

l:l-<>E 
ALF,."\-R 

ENDIF 
CALL 51-{f'~Ol'l(NI + 1 ,'.>..1,l ,D\\' l .t,TE!\.1,1) 
._-Al.I. SA'.Xl'Y{NI + l ,·l\.LF,\..TL:!>.l, l ,Xl ,I) 
RETLIRN 
F ...... D 
SLlU~OL.o""nNl='. l;\IPRF.S02(N.X.K.n•.i::.t) 
INTl::CERN.K 
REAL X(N+ l l.Fl',r:t 
t:-.11:GER 1,11(2).1.Nt,t. 
Rl:AL X2(2) 
CAU.. CLEAR.">CJ.:..i:EN($GCLl::.AN..~C~l:t-:N) 
PRJ:-."T'{/ / 13X.A.l2.A //)'.'EN LA ITF.RACION ',K. 

+• l..A SOLUCION INTERIOR Olil"r:.'11DA ES:' 
l•O 
1F (MOD(!'-.:..2).C:Q.0) TH~-.: 

Nl-N 
EL..,E 

Nt-N+J 
F..NDIF 
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APÉNDICED 

L-0 
001•1,Nl 

L-L+l 
1-1+1 
ll(J>-1 
X2U>-Xl1J 
U: U.EQ.2) TI tEN 

CÓDIGO DEL MEAP 

11= (l.LT.I 01 TI tEN l'RlNr'(2.'tX.A.l 1.,.-...no.5,9x.A.11.A.Fl0.5y, 
•x•,tt(J·ll.' -'.X2(J-t).'X',ltllJ.'-',X2UI 
Et.SE 

l'Rl1'.'T'l23X.A.12.A.Fl0.5,8~12.A.FI0.5)', 

'X',11(1-t ).' - '.X2U-t l.'X',11()),' .. ',X2UJ 
ENDIF ,..., 

ENDIF 
IF (ll-EQ.30).AND.U.Nl":.Nt ))TI mN 

L-o 
l'RINr'l/ / 25>...A \)'."rRl.:SIONF. Ei'<'TER !'ARA CONTINUAR' 
READ(","J 
CALLCLl::Al::SCREl>N($GCt.t:AR.'><::Rl:F.NI 
l'RINi'(// 13x..A..12.A//)'.'EN LA ITERACION ',K. 
' l..A SOLlJCION IN'TERILlR 1,.-.¡n ENIDA l:S ,• 

ENDIF 
ENDOO 
IF (MOD(N.2).EQ.O) TI IE:-.l 

IF tr-.:•t.LT.10) THCN 1'1'-IN1'(2..°''·A,ll.i\ .. 1·10.!'>)','''·:-.,:+t.' - ',>.(N+I) 
EL.SE 

\'Rl1': 1'(23X,A,1::,A.Yl O.S)'.''' ,:...; +-1,' • ',:...(N • t) 
E~DIF 

ENDIF 
PRINT'(J / 7X.A.l·S.~l'. 

+'EN t:sn:: rt,:-..10 l:l. l'Rf.l.OR Rl:t.A rlVC'I Pt: l'AC"'l l!llLlD·"\D l'RlMAl. I:S' '.Fl' 1F (AR"tl'riu:.1:11 
TliEN 

l'Rl!'>.°1'(7:.....Ay, 
+ 'f-"'TA SOLL'CION t:s l'ACTIOt.C PARA Li\ COT r'\ DE ERROR DADr'\.' 

F.LSE 
rRINT'(7X,,.'\)', 
+ 'l~lr'\SOt.1.JCION ES INl'.'\C-11\U.I: l'i'\R.·\ IA COTA DE ERROR DADr\.' 

ENDIF 
PRJNT'{/ I 2~>-.A \ r.·rRESIONt: ENn:i.: l',"\RA CO:"-:l INUAR. 
RrAD(•.·) 
Rt:'TURN 
END 

SUSROUnNE 1~1f'Rl.51..""')3(:\11.N1,:...1.L,1'CX,K,l"L.-'\G2.IA,1 U;:'.\tro:t,OP.MX!\1.N.Vl .ort .TJ 
INTEGCR·2 n . .r\G,Fl...-'\G.2.'.\l"M~.or 
l:"J"TEGI.:}..-.¡ K 
l:".'TEGER!l-11,!':1 
RFJ'\I. "-HNI +I ),l.(~11).Vt(NI1.rc,,r..-1.Tu:~1ro3,T 
l.OG!CAL ~"ll'I 
1:".'H".GER 1.1.11(2),11.N::!. 
tu:.-'\L"'2(2),TI 
CALI. CLE..·'\R.'iCRl~LN(SCLEA~<.:REl:N) 
FW'\G-0 
ff (or.t:Q.2) THE!" 

l'Rll"..Tl/ ?'X.A \Y.'F-1. R.1:...-.ULTAOOOllTl~!'lllX.'JCON EL METODO DE' 
1'.LSF.. 

l'RINT'l/ 10,,A \ 1'.'l".L Rl:Sl TLTAOO l 'JHTCNJIX-4) CON EL METOOO DE' 
t-:......:011' 
SELECT CA.<;[: <Ol'l 

CA">E(I) 
l'RIN"rtA /l'.'l'AC"TORl7.A.:K1:-..: L '"'0-L"i 1=.."<i:' 

0'\SE(2) 
l'RlN'l'(A /)'.'l"AC"fORJZACIL"l:S Ol'. CI 101.i:SKY E..<J :' 
CA...">El:\1 

l'Rl:".'V(A/)'."l','\Cl"ORIZACIO:-.! Q'R r.s :' 
CASE(4) 
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APÉNDICE O CÓDIGO DEL MEAP 

rRINT'(A /J'.'MINIMOS ~U,.'\DRAPL"'IS ~ ,. 
ENDSt:LECl" 
n-cr /TIEJ\.tro::tr100 
1F {ABS(Xl(Nl+I )).CT.l"'.A)TI lí"oN 

rRINT'(7(/),23X,A //)','El- l'PI. PROPORCIONADO ES l~FACflDLE' 
E\SE 

·-· 

lF (FU\G2.EQ.2) THEN 
1'RINT'{7(/l.19x.A //'/, 

'U\ F.O. OF.L rrL PROPORCIONADO ES NO ACOTADA' 
El.SE 

Fl.J\C""I 
PRJNT'04x.A.12,A //"I, 

'U\SOLUCION O!'TIMA PRJM.ili.L OllTENIDA EN '.K.. 
'ITERACIONES ES:' 

IF (MOO(Nl.2).EQ.OJ THt:N 
N2.,.Nl 

El.SE 
N2•Nl·l 

ENDIF 
11-0 
DOl•l.N2 

Jt•ll+I 
, .. ,+¡ 
lt(l)'-1 
"'20)-X'ltl) 
IF (J.EQ.2) THEN 

IF(l.LT.IOITl-IEN PRl~~{23>...A.ll.A.FI0.5,Q)>..A,Jt ........ no..:sr. 
'"-".ll(J-1 J.' - '.X2U·l J.'X',llUJ.' ... '.X2UJ 
EL<iE 

PRJNT'(23X.A,12.A,.Fl O.!i,8X,./\,l2,1'\,F 1 0.5 )'. 
º'.'\. .. ,11l1·1>.'-•,X2(J-tl.':..'.11UJ.'-',"2UJ 
ENOIF 
1-0 

ENDIF 
IF W t .EQ-'lOJ.A."10.(l.NE-Nl)) Tl-ll":N 

11-0 
PRl~T(/ / 25"-..A \)'.'f'RESIONE ENTF.R l'AR.."i. CONTINUAR' 
RE..."\D(•,•J 
CAl.L Ct.l:ARSCRL:E.."'>.:(SCCl-CARSC"REl::N) 
rRJ:-.trll4'-A.t:?..A / rr. 

't..ASOl.L'CION Ol'Tll'l.tA J'Rl~1.AL om ENIDA E:-.: '.K. 
'ITER..-"CIO~F'.-S F-5:' 
ENDIF 

ENOOO 
IF (!\100(1't;J.~E..0) TI 11:......: 

IF (Nl.L T.10) THE:"J 
PR1N""r(2.."'\'-...-'·11-A.Fl(J.5)'.":0.'.NI.' • '.Xl(!"ll 
El.SE 

f'f.!.l~T(2."'1X..A.12.A.l'l0.5)",'X'.?'>.:l.' .. ',Xl(:"Jl) 
E!"OIF 

ENOff 
ff (MX.M:-.=.EQ.-1) rc:-.-rc:-.~MX..'-1N 
11' (Nt.Cr-2-l)Tl·U:!" 

rRlr-..T(/ / t~X.A.Fl 2.5)'. 
'F.L \.'Al.OJ.t olrrtl\10 DE LA l'UNCION ontt:.llVO F-"i: ·.rcx 
EL..<iF. 

rRl!'.T(5</). l 3X,.A,f't 2.5)'. 
'EL VALOROl'l"ll\10 DEL·"\ FL"NCIO:-..l Ol\ICTlVO C5: º.PCX 
E:-.iOIF 
lF (.NOT.01'1) TI iEN 

l'Rlr-..T(l~X,A.íó.3,A)", 
"TIEMPO DE cru EN QUESF. OITTUVO EL (.""'IP'TIMO : ·.TIE.'1.tl'03. 
'SEG.• 

l'R.lr-..T(t3X.A.í5.l,Af, 
..... EN TU:Mre> QUl·: ocuro El- Ml-:l"ODO Ul: l'/\CTORIZACION :',Tl 
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APÉNDICE O 

.. .,.. 
ENllli' 

CÓDIGO DEL MEAP 

PR1NT'l2l/ ).25x.A \)'.'PRESIONE ENTER f' ~'RA CONTINUAR' 
Rrc.AD(º.•J 
CALL Cl.E..,R..<;CREENtSCLEARSCREEI'>: 1 
1-0 
rRlf'<.'1,{// l7X.A.11X.A..8X,,'\/)'. 

'VARlABLE','VALOR'.'COSTOS RF-DL!Cl[X""IS' 
001-1.:-.:1 

1-1+1 
IF lf.L T.10) TliEN PRIN'P(20X.A.11. 1,1:-,., J' l O.!'o,8X,F1 0.!>)', 
'X",t.Xl(l),Vl(I) 
EL<>E 

PRIN1,(20x.A.12.8X.Fl 0.!1.8,.YI ll.5f. 
'X',l,"-lllJ.VlUJ 
t:NOIF 
IF (lf.EQ.18>-ANO.(l.NE.Nl)) TliEN 

l'Ri:-.0'T"(2(/).25"-.A \)'.'PRESIO:-..:l:: E:-.lTF.R PARA CONTINUAR' 
READ(•,•1 
CALL CLEARSCREENISCLEARSC:REEN) 
1-0 
PRl!'.'T'{// 17X.A.I t X,.t'\ .. RX.A /J', 

'VAf;:IAIJLC'.'VALOR'.'CO'>ll.""IS f.:F-Dl 'CIPOS' 
ENDIF 

C:."ID~ 

PRl!'IT'(2(/ ).25)....A \Y .'PRESIONE EY...'l ER f'.-"11.RA. CONTINUAR' 
REA[)(•,•) 
C.ALl. C"l.l:J\R..<;CRCEN(SGCLr...-'\~<>CRF.t::-..:J 
1-0 
l'Rll'ff'(// 2nX.A /l'.'F.L VEo...l1.."lR t.:..<,TJ:-..1i\l.X""I DUAL ES:' 
001•1.Ml 

, .. , ... ¡ 

IF (l.LT.10) Tl-U:N PRlNT'(2QX. ..... ll,A.F10.5Y.'LA:'l.10A(',1.') .,•,l.(!) 
EL~F. 

l'Rl1'.'T'(29),,,.A,12.A.F 1 0.5)' ,'L..._,11.J·'\.(',I,') .. '.L(l) F.NDIF 
1Fll.EQ.18)THEN 

rRl:'>.'T'(2l/).2 .. X.A \ r:M.:.l:SlO~f'. l:!'."-..,"CR PARA CO:O-.'Tll'-:"UAR 1 

Kl:.,.\ot•.•1 
CALL CLEA.f.:.SCREE="liCLr....-'\.i.t'i.CR.i:l'.N) 
1•0 
rRlt-.'T'(/ / 26X.A /)'.'1:1. VF.LIOR 1::..">TIMADO DUAL ES:• 

E!'.:DI!" 
l:NDfX""l 
l'Rl~'T'(2(/ ),2o".·"- \Y.'l'Rl:SIClNl: E!'-., ER rAKA CO"-'Tl!'.ill."'\.R.' 
RC..\D('.'l 

11f'..:DIF 
ENDll' 
IF(FLAG.NE.ll l ltE:-.: 
rRl:-."l"(S(/ ):;?<>"··'"" \ J'.'l'RE.<i.IONE E:".'TER l'/\R.r'\. C(..--i:-.11:-..:vAR. 

REAt)(:.•1 
Et.;OIF 
R.F.TUR!'...: 
END 
SLmROUT1:-..:1: Cl. 'l:".'TIC-:Ur\(l ....... Kt .l\SK2.A-~K3Srl 
REALFr 
LC>GICAL A..">KI .ASK2,/\ .... ">K..'l 
Ctt.~ .... C'TER.'2 Rl.R2.R..'l 
CALL CLF..-'\.R..'i.CRr:EC-:(SCLEARSCR.r:Er..;) 
Rl.,..O' 
R2•'0' 
R:.\ ... O' 
DO \'\'l-tlLE ((R.'l.!'...: l:.TJ.;\ ....... 0.(R3.!'...:E..'t').A!'...:0.(R..'"l.Nt:.'Pl.A:>.:D. (IO.NE.'f)) 

rRINf'l/// t5:...,,.\/ 15X.A\J' • 
• •of:SEA RC'>OLVER :...:u1:v,.\..'l.ll~"TE u .. rl't. rROl'\.."'lRCIONADO ri::RO' • 
... •co:-.i OTRO :'l.lf-::TCH>O OF.: FA.CTORl7..ACION lT /F) .. :. 

RF.AO'(A)'.R...'"\ 
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ENDOO 
lF ((R:J.EQ."T"J.OR.(10.EQ.'t')) ASK3•,1"RUE. 
IF ((R3.EQ.'F').0R.(R."'.EQ.'f')) ASK3•.FAL-"iE. 
IF(.NOT.A..<il<.3)THEN 

DO Wl-tll.E (llU.Nt::..'"T").AN0.(R2.NE.'t'J.ANO.(R2.NE.'P).AND. (R2.NE.'t)) 
rRINT'(/ J l!iX.A / 15x,A \)', 

ºDESCA RESOLVER NUEVAJ'l..IENTE EL rrL rRorORCIONAOO PERO', 
'CON OL'iTINTOS PARA..'1,.U::TRL"">S ff/FI..,:' 

Rr:.AD'(A)',R2 
ENDDO 
IF ((R2.EQ."T").0R.(R2.EQ.'1')) ASK2-.TRUE. 
IF ((R2.EQ.'P).0R..(R2..EQ.• f')) A.<>1<2•.FALSE. 
IF (.NoT.A.'>K21 THEN 

DO \\'HILE {(R1 .NI".. "r).AND.(Rl.NE.'t').AND.(Rl.NF-'F'}.ANO. tfU.NE.'f')) 
PRlf',.'T'(// l!iX,.A / 1.Sx.A \)', 

•DESE.A RL""iOI. Vl:R OTRO PROBLO..tA UE l'H.OGRAMACION LINEAL', 
•CON l'ST A 11'.'STRU?l.1ENT ACION COMPUTACIONAL (T /F)?:' 

RF..;'-O'(A)',Rl 
F:NDDO 
IF URl.EQ.'T').OR..(Rl.EQ.'t')) ASKl •.TRUE. 
IF ((Rl.EQ.'l"').OR..(Rl.EQ.'f')) A-.">Kl•.FALSE. 

ENOIJ' 
ENDIF 
FP-0 
RETURN 
END 
SUBROUTINE AUTORES 

CALL CLl"';,.J''\.J.:..">CRE.C:NlSGCLEARSCRCEN) 
PRINr(='C/),25X.A // '.\3x,.A//// 30X.A // 39X,.A // 25)(,A)'. 

+ 'INSTRUMENTACtON COMPl.TfACIONAL'.'RE>-'\LIZADA l'OR', 
+ 'SOFIA LOrEZ AGUILERA'.'Y' .·ct.JST Avo 1-:RNESTO FLORl:S V AZQUEZ' 

PRIN"r(6(/J,25X.A \r:rRESIONE El'ITER l'ARA CO!'>.'TINLIAR. READ(•.•) 
CALl. CLEARSCRl::E..""1tSCCLEAR'iCREE~J 
RETUR:-.1 
END 

REAL l'UNCTION SECNOS{) 
INTECER.•2 1 IOUR. MINLffl:. SECOND. HUNOREDTI 1 
CALL GETTIMlHOUR.MINUTE.SECOND.HUNDREOTH) 
SECNDS- (tDBLE(.HOUR}"3o00.0)+(0BLE{M1NUTE>• eC>.Ol• 

DRLC(SECOND)•(DULf"..(.l tUNOR.l~DTH)/ 100.0)) 
END 
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CÓDIGO CORRESPONDIENTE AL MÉTODO DE ESCALA AFfN DUAL 

INSTRUMENT ACION COMPUTACIONAL DEL Al.CORJTMO DE SSCALA AFIN DUAL 
UTILIZANDO IMSl-
INCLUDE 'FGRAPH.FI' 
INCl.UDE 'FGRAPt-1.FD" 
INTEGF.R MNRA.MNC.-\ 
PARAMr.TER (1'.INRl\-:U•.MNCA•.50) 
JNTECER.•2 FLAGl,F1-"G2,M)o.MN,OP 
INTEcmR•4 K 
INTEG!::R M,M3.N,NVI f 
CHAR'\CTER TREST(MNRA) 
REAL ,\(MNRA.MNCAJ.A T(f\.INCA.MNR.AJ.0(1'.tNRAJ,C(MNCAJ.M!\INCAJ.FD 
REAL Y(:'l.1f'..:R.-\1,,·1tr..l:'\/RAl.V(!\INCA),\1(t..l:'\/C.·'\J.D\'(l\INCA),DY(!\1!\/RAI 
REAL COT>'\.MG.PBY.R. TIEMrot .TIEMPC12,TIEMro3,TET A, TEMPI 
REAL El ,E2,l=::\,1>4 .SECNDS,TIMEO.T!Mt:l,Tlf\.lf-:2.Tlf\.IE3.TIM&a.TIM6 
l.OCICAL ,.\SKl,,.'-<;K:?,ASK3,0l'I 
ASKJ•.TRL'E. 
CALL TITtll.O 
DCl \'\'ltlLE CASKI 1 

C/\LL LEC"rA!\l¡!\.l,N) 
C.-\LI. INICIA(!\l,:'\/,A,TRU,T) 
CALI. CAR.-'\.CTERt!\.l.N'\'l l,!\fX'!\l!'..:,TRI:STI 
CALL LECTL'RA(~f.N.A.D,C) 
Of't-.TRUC:. 
PO \VHILE (01'11 

e ALL l!\tf•Rr:...C,.01 (M.N.A.B.C.M'\.!\.l~.TRL<>r.ort) 
11' (Orl) CAl.L CORRl:GIR(!\l,-..:.A.H.C.!'1.t,"!'l.IN.TREST) 

F.!'-:D IX.'1 
Tl!'l.tJ:O-SEC:-.;'~) 
LALL FOR!'l.tE.<;T(!'l.1.~.NVl-1.MX!'l.t;-.:.A.C.TKL'>Tl 
Tl!'l.tEJ-St:C!'.:050 
TIE:\1ro1 .. TIMEl-TIMf.:O 
A."iK.2-.TRL:t-:. 
DO "•t llLEV\SK2J 

CAU.l'ARA!\tET(MG.R.CClrA,1:1.Q.F.:3,t::.l,TETA) 
Tl!'l.11::2-SF.CNDS(I 
C'.·\l.L {..~frlO(:\t,N.A,B.C' .A T, VI. Yl.:\IG.Tl:.I,\) 
1·1:-.11:."--s1:c:-.:oso 
TIE!\U'Cl2•TIM0-Tl/\1F:2 
CAl-L l:\ll'RESC4(M.N,AT.ll.CJ 
ASK.3 ... TR.l'E. 
DO\\'illLElA..<>K.31 

CAl.L SEL!\ILl(!\1,/\1:\.N',6.CW.OI' 1. \·.\'l., .• Yll 
Tll\.tf'...&-SECNDS{) 
F~Gl-0 

F~G2 .. 0 
K-0 
DO WHJLE (FLAG 1.EQ.0) 

1r (Orl) CALL 1:..1rRI-::S02(!'1.l.N.tt,V,Y.CZ.FD.K) 
Tf-:.,1pt-Y(M+tl 
IF (01'.NE..i) THf-:N 

I:l.SE 

CALL DtRS!\IO\'S(:O.O.N,..\T.n.ov.ov.v.oPJ 
CALL CVEl'l~.D\', V.:'\.) 

CALL :...u:-.:cUAD(M3.'.'.:,Al".R,DV,DY.V} 
CALL CVEr{N,D\º. V,;\.) 

El"ODff 
CALL NAFOC'{!\1.!':.B,D\',Y,COTAS...&.FL...\Cl.F~C2,.PDY) 
JF (Ft,.."\Ct.EQ.O) TI u::-.; 

CALL PARO(M3,!\1,N.A T.11.c.x. \', Y,Fl.....\CI .rov.Et.E2..E:J.FD) 
ff{rL.AGl.E<,J.OJTt·U::-.: 
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CALL LrOSMlM3.N.OV,OY,V.Y.R.E4) 
IF {Y(M•l ).Nt:.OJ 
CALL Cl-IECVART(M:\,M,N,AT, V. Y.Fl.AGl, TEMPl} 
K-K+I 

ENDIF 
ENDlF 

CNODO 
TIMES-SECNOS() 
TIEf\.1P03-o(TIME5-Tlf\,1("'-4}+Tlm-.tro2+TIEMPOt 
IF {0Pl) CALL 1MrRe»o2{M,N.H,V,Y,E2,FD.KJ 
CALLIMr~M.N.c.v.x.v.Ft.AC2.K.OP.OPl,PDY.MXMN,TIEMP03) 
CAU. CONTINUA{A.<iKt .A">K.2..A..""K..",FDI 

ENDOO 
ENDDO 

ENDDO 
CALL ALJrORES 
STOP 
l:ND 
SUDROLn"INE TITULO 

CALL CLEARSCRl:EN{SGCLE'ARSCfU:ENJ 
PR1f'o'T'(ó(/),27X..A /// 40XA /// 29X..A)', 
'INSTRLr...tt~NT~'\CION COMPLil i\.CIONAL', 
'DEL METOOO DE ESCALA ArlN DUAL' 
PRl?'-'T'{Y(./ ),27'-A \ )' .' f'Ri-"SIONE 1-:NTER PARA CONTINUAR• 
Rt;.Al.)t',•J 
RETURS 
E:-.:O 

SUUROLTTIS~ LCCTA1>.1{Ml,Nl) 
INTEGER!\tl.Nt 
REALM2.N2 
CHARAC1'ER'o0 l'l 
CALL CLE:A~CREt-:N{SCCLI:ARSCREC..~) 
M2-0 
N2-0 
Fl-'l/ ux_;, / 14'.'v'\ /)' 
PRll'>o"T Fl.'CAf'TURA DEL NU?\.1ERO DF. VARJAHLES Y RESTRJCCIONES QUE' 

+,'T1ENE EL rROt\LCMA DE rROCRAf\.tAClON LINEAL A SOLUCIONAR· 
DO \'\'I ULE ((:-.:2.GT .25)..0R.(N2.LT .2l) 

l'R.1!'.I" '(3(/),lóX.A \)', 
'EL NlJf\.11:'.HO DE VARlABLES QUE TJCNE EL PPL E'S 7;' 

Ju-:..,o•.:-.:2 
Nl .. l:"..T(N21 
11' (St.:-.;LS2) !'-:2•0 

c.-..:ooo 
00 WHILE H!\12.GT.25).0~l!\12.LT.1)) 

l•RJ:-.IT '('.\(/),!Sx.,A \ l'. 
'f:I. :"..:CMCRO DE RF.!->IRICCIONES QUE TIENE EL PPL ES 7:' 

READ•.!\12 
Mt-1:-..:T(!\t:?) 
IF(!\ll.:-.:l:_!\U)!\l2•0 

ENDIX'> 
RJ-::"rUR.-.J 
END 
sunRoLrn:-.:c ISICLt\.(Ml .Nl.Al.TRE:..-n 
INT"ECER ,..,U.NI 
CHARACTl::R TRl:sT(Ml) 
RE.A.LAllMl.Nl) 
l?'-o'Tt:Gt:Rl.I 
001-1,!\11 

001-1.~1 
Al(l,ll-0 

t:.-..:ooo 
F.NDDO 
OOl•t.l\.n 

TRES"Tll)-'O' 
ENDOO 
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RIITURN 
END 
SUBROlJflNECARACrt-:Rt?'>.11,N'\'H,l\tX.'1N,TREST) 
ll'ITECER•2 MX.'l.tN 
lr.rl"EGER Mt.NVH 
CHARACTEN. TJU~ff(l\1 l) 
INTECERI 
CHAR.ACTER•:;? A~K 
ASK-'O' 
DOWHILE ((l\ ... c;.K.r-:t:.•t•).A!'ol'D.(~<>K..Nl:.'2')) 

CALL CLEAR.<iCREI.:N(SGCLl".ARSCRE'.l~N) 
PRJNí'l/ te.X.A)', 
'CAPTURJ'lr. DI: L/lt.S CAIV'\l..-rERl~•1c,:·\S DEL rrL A RI:S(._,l.\'ER' 
PRlf'.rrV 11 19)....A)'.'LA FUNCJON OBJETIVO DEL rrL SE TIENE QUE:' 
PRlNl'l/ // 29),.,,,A)'.'MINIMIZAR ->-O)' 
PRINr(// 29X.i\Y.'MAX1Ml7.,."\R -> (2)' 
PRINJ"(7l/).28X.,.A \)','SU SELECCION FS":' 
READ'{AT.A'>K 

ENDDO 
IF (ASK.EQ.'l') !\.1"-l\1N•I 
IF{ASK..EQ.'2') M>J\.t:-.:-1 
CALL CLEAR.<;CJ.:.1:1~=--:($GCl.l: .. AR..C,.CRJ:I::-.:) 
PRJNT'(/ 16X,.A)'.'C,."\l'lt TR.,,.,,_ Dl: L,.\.<; CAR..-'1.CTl:'.RlSTIC,.'\S DEL' 
·rrL A R.1:..--..0L Vl:i.R' 
N'\11-0 
PRJNT'(/ / 21 X.A I 21 X,/\)', 

•• PARA CADA t_,~,., u1; L-\."'- RL.-<:;TRIC..:10NES DEL rrt..• • 
.... INDICAR QUt: Tiro 01; RI~• E:.!CC!l .. )N l:S ,. 

PRll'..rr(/ / 2"1X.A)'.'~1l:NnR O 1Gl1AI .. A-> (L)' 
PRJN'rl29x..A.)'.'M.AYORO IGt:.-"\L A-> C)' 
PRIN'r(29:-.,A //l'.'IGl:AI. ,"\. -'"'ti:.)' 
001 .. 1.l\11 
DO WHILE ((TRF.STt 11.Nr .. ·c·).AND.(1 Rf:...STll).NF-'L').AND. 
(TRCST(l).NE...'E').Al'-:U.\l"l.:CST(l).NC't~').AND.(TRlST(l).NE.'l').ANO. 

(TRES'T(l).NE.'•')l 
PKINl"(25'-A.1 '..l:?,IX..-"\ \)'.'EL TIPO DE LA RESTRICCION'.1,'ES:' 
READ'tAl'.Tl.:1:.-,Ttll 

ENDDO 
IF ((TR.l'ST(I),['.(~ 'l.') OR(TRL""<,,"f ll ).EQ. 'C>').OR.(TREST(l).EQ.'r). 
OR..(TRl:s1(1).t:Q.'¡~')) NV!i .. NVJ 1 .. 1 

ENDDO 
R1:.IUR."" 
END 
SUBROLTrlNE Ln.lL'R-"\t'-1,!'-.:,A,fl.CJ 
INTECERM.N 
REAL A(M,N).f\l'l).C{;..;) 
INTEGERl.J 
LOGICALASK 
CltARACTER"2 Rl 
CALL CLEARSCREl-:N($GCLEAKSCREEN) 
PRIN'rt// l"X.A//l' 
+.'CAl"T\...""RA Ot: 1.0S C1.."ll:l IC-1El'.,,"TES DE l .. A FUNCIOl':' OhJETl\"O' 
OOJ-1,N 

1F(l.LT.10)1"11EN 
l'Rll'.,..(l5X.A.11, l )...A\ r. 

'F.L C'QEFICIE:..."TE 01: LA VARIAOLE X'.f.' EN l.A F.O. ES:' 
EL<;E 

PRl!'.,'05'-""\..12.1 '-'"" \ l'. 
'l':L COEFICIE:-.t"íE Of. l.A VARIABLE x~,l."1:.'N W\ F. 0, ES:' 

ENDIF 
REAO-.CUl 

ENDDO 
Rl•'O' 
DO \VHILE t(Rt.NC.'1') . .-"\:-..:D.(Rl.NE.':!')) 

CALL CLC/\R..o:;cREr'..N("SGCLFARSCR1':1:N) 
rrur-.'T"<I ¡ 14x_...,.r. 
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+ 'l'ORl\.tA DE CAJ"TUIV"\. DI:: LA MATRIZ DE RESTRICCIONES' 
rRir-.'T't// ln..Al'. 
+ 'U\ ?1.1.ATRIZ DE Rl:sTRICCIONES SE CAPTURARA COMOt' 
rRlNT'(//// 2Q>.,.A)'.'MATRIZ l~rARSA -> (I)' 
PRlf'..Tl// 29"'-Al'.'MATRIZ NO FSPARSA-> (2)' 
PRlNT'l8(/l.32x,.A \)'."SU SELECCION ES'' 
READ(A)'.Rl 

ENDDO 
IF(Rl.EQ.'l'lTHEN 

001-1.M 
ASK-.TRUE. 

Et.SE 

CALL CLEARSC'REi::NlSCCLl-:A.RSCREEN) 
PRINT'l// IS"-.A//)'. 

'C"Al'"T'tJRA 01". 1.A M.·'\.TRIZ FSl'AR.c;A Dl'. Rr:sTRlCCIONt:S' 
OL"l \'\'HILE (A.e;¡.,;) 

1-1 
l'Rll".1"{10X.,."'\,l2)','EN LA RE!'>IRICCIO:-.l'. '.I 
PRINT'(lOX.A \)', 
'QUE VARIAl\Lt: TIENE COEflCIENTC DISTINTO DE CERO:' 
DC>\VHILl:(tl.LT.0)..0R.U.GT.N)) 

J.!E.Atr.1 
ENPDO 
lf (J.GT.01 TI IEN 

IF{l.LT.IO)Tl!EN 
PRINT'(\0'-.A.A.11,A.12.A \)'.'EL COCFICIE.."'l'TE DE LA'. 
'VAR!Al\\,F.:..,•,J,' E.,l\,ILl\RQ.IRICCION'.t.' ES>' 

EL'iE 

El.SE 

l'Rl:-.T'O O»..A..A..12.A.12.A \Y .'EL COF.FICIEr-."TE DE LA". 
'VARl.-'\.l\l.EX'.1.' ENLARESTRICCION'.1,' C5:' 

E:O-:Dlf" 
READ•..-\tl.1> 
rru!'-:1 .. :· 

ASK ... F~'L<>t::.. 
END1F 

ENDOI..-., 
ENODO 

CALL CLI'J~CREEN(SCCl-l'J"\RSCREEN) 
rR!NT'U/ tox.A//r. 
'CAPTURA DE LA M'\TRIZ NO t:.SrARSA DE RESTRICCIONES' 
001 .. 1.M 

001-1.N 
IFU.LT.IO)THl-:N 

EL<;,fO. 

PRl:-..T(l l X.~1 t .A.12.A \ l' ,'EL C0Ef"ICIE1"1F. DE l-'\'. 
VARL·"\HU.'..X',J.' 1-:NLARl:STR.lCCION'.I.' ES;' 

PRlt-.OT'O l '-.l\.J\ .. 12.A.12.A \)','t-:L COEFICIEl'."TE OP. LA', 
• VA.Rl,,OLI: )>.',l.' e:--: LA KC!:>-n;:.1cc10:-: '.l.' t:.S:. 

ENDff 
R.f"_,.,o·.Ao.n 

r::-..;O(X"") 
rRl!'.~.·· 

'ENDDC" 
ENDIF 
CALL Cl...l::ARSCREEN(SGCU:.AR.....:.ci::.EE:-.:1 
rR!:-rr'l// 2tX..'\//l' . 

... 'CAi~"\ or: L05 TER:">.tl:-.:L~ 1:-..:r:n:rE..-..;nn::-..-rr.5• 
001-1,M 

rR.lr-.,·n.,x....·"\,12.A\l', 
·t-:L TER."\.11:-.:o e·.:1n:rE.:-.:lJtE~ll: oc LA ~f".sTRICClON ',L' (S:. 

R&-"\lr.H{ll 
ENODO 
RETL'R."-:' 
END 
SL'BROt.rn:-.:1: 1:-.tr~ot tMl .~ l .Al ,Bl .c1.~tx:..n.:.TRL.."<;T,Ol'l) 
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lNTEOER•2 MXJ\.1N 
INTEOERMl,Nl 
REAL AHMl.Nt J,ll)\Ml J,Cl(NI) 
CHARACTt::KTRl:::.<iHMI J 
LOGICALort 
1NTEGER 1..1.K 
REAL Ell 
PARAJ\.1ETl:R (El t- tol>-4) 
CHARACTt:R•2 R 
CALL CL&ARSCRt-:l:NlSGCLEARSCRE.EN) 
rRJt-rr(,/ Ux.A /r. 

+'EL rROBLEMA DI:: 1'R0<..0RAMAC10N UNJ.::AL l'ROl'ORCIONAOO ES:' 
IF(MXl\.1N.EQ.•l)·n11:::N 

IF(Nl.GT.IO)Tttr:N 
rRlf'IT't/ 4X.A \J'.'MAX 'Z.-' 

EU.E 

El.SE 

l'Rlt-.T(/ IOX,A\J'.'l'>.1A.'Z .. ' 
ENDIF 

lF(Nl.GT.10)THl:...._. 

rRlt-.'T'(/ ""'"' \l'.'~tlN z-· 
El.SE 

rRl:-..T(/ 10;....A\J'.'MINZ.•' 
ENDIF 

ENOIF 
K-0 
001-t,NI 

lF (AUS(Cllln.GT.Elll THF.N 
K-K+I 
IF l(CIU).G, .O).AND.{l.NE.l ).AND.l)C.NE.1 ))TltEN rRll'.'T'V\ \)',' +' 
ELSE 

IF (Cl(l\.LT.0) l'RINT'(A \J'." ·' 
ENDIF 
IF(l.LT.!Oll"Hl:S 

IF (Al\..">(Cl(l}).LT.1 l THEN 
l'RINT'(A.Fl.1,.l\,.ll \)'.'rt.ABS(ClUll.''-".l El-SE 
11" (Af\._<io(Cl(ll).t.1".10) 

rm:-.."'P( .. ..,,.t,A.11 \l'.Al\StCl(l)),'X'.I 
ENDIF 
11' {(r'\l\S(C\(lll.CC.10).~0.(Al~Cl(IH.LT.100)) 
l'f.!INT'lF"".1,A .. 11 \)'.Al~Cl(l)).'X'.1 
IF ((r"\llh(Ctlln.GE.100).AND.(Af\S(C)\IJ) LT. 1000)) 
rRl'.'--1'{1-'5.l.A.ll "\l'.A06("-"l(lll,'X~.1 
IF l(AHS(Ct(l)}.GE.1000}.ANO.(Al\...<;(,Ct(l)).l.T.tOCXX>l) 
PRl:O-.,'{l'n.t.A..11 \)',.Al\..G(Cl(l)).'X'.I 
1r ((r"\l\S(Ct (11}.GE .. tOllOO).ASD.{.-..1\.""-Cl(()).l .. 1". I or.!t)I 
rRl'.'<.l'{FR.t.A.11 \)',Ai\..G(Cl{IJl.'X'.I 
li' (Al~">{C'tl\)).Gl-:.tot.5) 
rRl:O-..,'(Ft'.\.t.A.ll \)',Al\S(C!ll)),'X",l 

El.SE 
IF {·'\f\..""-Cl(l)).L T.l) 1 tií.N 

l'Rl:O-..'T'(A.1"'"2..t .. /\.12 \l','O',r"\R.~C'l{llJ.'"-'·11:\.SI: 
lF {.-"\BS{Cl(l)).LT.tOJ 

l'Rl'....:f'll-:'\.l~·'\..12 \l'.All..'"'-{ClllJJ.'"-'.I 
E'.':Dli 
11' HAl\~Cl(l)).GE.tOl.AND.{.'"\l~S(C'lllJl.LT.10011 
ri-tl="-"l'(f-"". l.A.l2 \)',AllS{C!{l)).'X'.I 
11· ({·"\HQCtU)).1..0l:.iOO).i\ ... -...:n.{AIJ..."{Ct(l}).LT.IOOCI)) 
PRl!'-.."rtFS. l .A..12 \ )',ARG(Cl (1)). 'X',I 
11 l{Al\."ICl(\)).('1":. tOll(l).A""O.(Al'l.."-(C:IU)).L"l .tUOOO)) 
l'Rt..._·r¡l u.l.r'\,.12 \)'.Al\.~Ct{l)).'"-'.I 
¡¡· H ·"-1\..">{Ct (l)),GI:. 10000).ANP.{AUS(Cl(l)l.l .. T .1 OF-5)) 
PRl:-..,•¡f.M.1.A..12 \)',AL\~Cl{lll.'"-'.I 
11' V\PNCl(l)).1."a:.101.!i) 
PRI:-.:TtFt3. l,.,'\..12 \)'.Al\..~Ct{l)),'''.I 

\':.NDU' 
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ENDIF 
ENDOO 
PRlN'T'V / t 2X..A / r ,'S. A' 
001-1,Mt 

K-0 
IFU.LT.t0)1"HEN 

IF tNt.GT.24)TtlEN 
l'RINT'l4X.A.11.A.1X\l'.'R'.I." :' 

ELSE 

El.SE 

l'Rll'o.'"T'l\0:0...A.ll,A.lX \l'.'K',I,' : • 
l!NOIF 

IF (.NI .GT .24) Tl-tEN 
PRl!Vf'(.4"'-A.12.A.1""'\)'.'R',1.':' 

El-SE 
l'RJ!Vf'(\0~12.A,lX\'f.'R',I.':' 

ENDIF 
ENDIF 
tX>l-t,Nl 

IF lAUS(.Atll.lll-GT.Ell )Tl lF.N 
K-K•I 
IF (.AlU.ll-GT.O) THE.-.,¡ 

1F {tl.!':E.1 }.A.."lO,(K.NE. t )) PR.INT'(A \Y.' +' 
Et.SE 

l'Rl:-...,..lA\T.'-' 
ENDIF 
IFlJ.LT,\O)TI lf'.N 

11' lAl\S(AtU.lll-LT.1 )THl:N 
PRINT"(A.PLl,A.11 \)','O'.AllS(Al(l,J)),';...'.I 

~LSE 
IF {Al\S{Al(l.IU.LT.10) r~l!'-"T'(F'3.l,A.l1 \r. 
Al\Ei{•'ltl.Jl).'X~.J 

ENOIF 
IF U/\SS(.Altl.lll-CE..10)..A:-.:O.(Al\6(.Alll.lll.LT.\00)) 

l'Rlt-..,..(F-1..1,A.ll \)'.A~AlU.lll.'X',J 
IF (.lAB5(AIU.l)).GE.100}.AN0.(AltS{Al0.111.l-T.lOOOl) 

rru=-.-rtF5.1.,-x.11 \J'.Ae.s<•"-ltt.D).'''.1 
IF{(_'°"l~Al(l,l)}.GE.1C>00}.AN0.(ARS(Alll.J)l.l.T.t0Clo.Xlll 

PRlr-.TlF6.l.A.11 ')',AB.<>{l\1{1,1)).'X',! 

EL." 

IF llAB.<;(.Alll,\)).l.':t:. ttxxJO).A.'>.:P.t·'\R.~1\1 U.tll t:r.1cir;.n 
rR.l:"-l'lf'S.l, ........ 11 ')'.Atl..-;c.At{l.IJ).'':">.'.l 

IF (;">,.RS(Al{l.i)).LT.1) Ti tE:-.: 
rru:-.'T"{".F"2.1.A.l2 \ l'.'f.1' ,..,U..<;(AlU.1)1.''-'.I 

Et.st: 
ff lr'\l\>i.(Al(l.l)).LT.10} rru~TU·-:l.\J\,\2 \l'. 

AR"<AIU.l)l.'"-'.I 
E-=--iDff 
1 F ((/">,.n5{r'\ 1 ll.1)).CE..!0).A:-.;D.{AU...',{A 1t1.1lJ.LT.l00)) 

rR.l:-.-rtF~.l..A.12 \l'.A~r'\l{l.1)}.'X'.1 
lF UAl\.~Al(l,Jll Gi-:..tOO).AND.{AU..."(At(\,\l).LT 1000)) 

rRl~l'{F5.l..A.t2 \)' .A~AHl.l)).'X'.I 
lF UADS(At U.lll-GE.. tOQO).A.."'..:D.lABS<A 1 O.J)).t.T. lOtX>O)) 

F'Rll'-1'{1-o.1,A.12 \)' .AllS(r'\lll.l)).'X',\ 
\F l{At\5(l\t(l,!ll-CE..t()()OO)A~D.{Al\S(Al{l,!H-LT.10E.5)) 

PRt:-..TtFS.l,.A.12 ')' ..-'\n&l.r'\1(1,1)),'X'.J 
E."-IOIF 

Er"DIF 
ENDDO 
SELECT CASEtT~J:!'Tllll 

CASEl'L') 
rRll'-l"(A 'l'.' ""'""' 

CASEt'C') 
PRINT'lA 'l' .' >• • 

CASE('l') 
l'Rl:"o"T"{r'\,)'.'<'"' 
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APÉNDICE E 

C-'5E('R°) 
rRIST'(A\l'.' _, 

CA.<:;E DEFAULT 
f'RIN°P(A \'f.' - ' 

ENOSELELI 
IF (01(1).LT.0) f"RINT'(A \J'.'·' 
IF (Af\S(.81(1)).LT.l)Tlií":.N 

rRl!'.T'V ... f'2.11,'0' ,Al\.<>( fil (I)} 
El.SE 

IF (A~l\l(l)).LT.10) rRJNr(F:l.1 '1'.AllSl..81(1)) 
ENDIF 
IF ((ABS(Bl(l )).GE.10).AND.(At\.CO{BI (f}).L T.1 oon 

PRl!'.l'(F4.11 .ARS(lll (!)) 

CÓDIGO DEL MEAD 

IF (V\~fil (l)).GE.100)...,'\ND.(ABS(l\1 (l)}.L T. l CIOO)I 
PRJ~(F!'o.I Y'..A!lS(Bl(I)) 
IF l(A~Bt (l)l.GF-1 000)..AND.(AKS(tU (1)).L T. t 0000)) 
PRl!'."rtF6.l 'l'.AR.~Dt(ll) 
IF((AHS(l\1(1)).CF-10000).ANl'l.(AJ\S(l\l(l)).l.T.10~)) 

PRJ1'.'T'(F!!.11..--'\H..'>{Dlll)) 
E1':000 
R_.., 
DO \VHILE UK..:"E ... 'T)..o'\!'>:D.(R..Nt-:.'t').A.~O.(R.=--:1::.:r).A.-...:o. + (R..NE.'t)) 

IF ((~11.GF-15).0R.(~l.GE.25)) TI 1F-"-= 
PR.11"-l'l/ tn:...A\)'. 

'OESF...A l::FE1.."."TL'AR ALGUNA CORRECCIO:°'l'. AL PPL(T/F)?:' 
F.1.St: 

PRl1'.,,(f// 16X,.A.\)'. 
'01:-:!'.f:.A l:TEen 'AR ALGUNA CORRECCIOS AL rrL (TI F) ? : • 
E.."'l'DIF 
RF.J\D'(O\Y.R 

ENDDO 
IF ((R.l:Q.'r).OR(R..l:<.;:!.'t')) OP1•.TRUE. 
IF ((R.EQ.'f")..OR.(Rt:Q.'tll ort-.FAL.SE. 
RETURN 
END 
SUllROUTINE CC'IRREGIR(!l.1,N.A.B,C,MX").1N,TREST) 
lNTECER•2 MX."1.1~ 
RE...,L,,(!1.1.Nl,li(!l.1),C(:'\!l 
CHARACTER TRLSl(~I) 
lr.rl'EGERl.I 
REALl1,11 
Cl-t.ARACTt:K•:? R...RI 
CHARA.CTt:R JU 
LOGICAL OPCIO:".: 
orCION•. TRL:E. 
oo w1 m .. uorc10:-.:1 

R•'O' 
t:x.-i Wl-flLE ((R. '.".;F-'l ')..ANO.(R..NE.'2' )..A!'>.00.(R..:-..:l-:. '3')..AND. 
(R.:".:E.'-'').A .. -...:0.(R.NE:.'5').A.'10.{f~ .. NE.'o'J) 

C . .'\LI. CLl:.·'\R.'>CREl.:N(SGCUJ"\.RSCKE.E:-..:J 
l'Rl!\.,'(// 12X .. AT. 

'CORJ'.:.Cl..-CJ(l:-..; DC LOS DATOS rn: F-""'"''º" DEL rr1. rROPORCIONADO' 
rRl:".'T'(// lo:-...Ar. 

'TIPO UE rRol\Lt:MA (!\1A,.l!\11ZAR/ Ml:-..:l!\.117.AR) ->{l r 
r1.t1:-..,•t10'-..l\r. 

'COEFICIE!\.'TE F-N IJ\ FlJNClON OC\JETIV0 ->(2r 
rR1:-..-rt1••'-l\r. 

·cor:F1ctr::-..-.r: Dr. lA MATRIZ Dl: RI:.<>TRICCIO:--:CS->(::_\T 
rRJ:-..T'(ln'-.~'\r, 

'COEI ICIL!\."11-: PL'.1. "l.T.CTOR l>l::.L 1....-.._t:x.., l) ... Rt:CHO ->1.4.r 
l'Rl='-'T"tló'-.Ar. 

~r wo DE RESTRJCCIO:--: (L.:<-. G. ~-.E:•) -><:'ir 
l'RJ!\."1"(10'-.Ar. 

'S~'\l .. IR -~or 

l'R..ll'-'T'(:>-(/),C\2X....-'\ \r:su SF.LE..:'.'CIO~ ES:. 
REAl:>'(.>,.r,R 



APÉNDICE E 

ENOl.)O 
R:!•R 

CÓDIGO DEL MEAD 

SELECT CA.<:;E(R2) 
CASE('l'I 

Rt-'O' 
rR.JN.P(// 2.ax.A)', .. CORRECCION Dl::L TIPO UE PROBLEMA"' 
PRlr-.~v 12x.A \r.rnro DE PROBLEMA ACTUAL:. 
IF (MXMN.EQ.t 1 l'RlN-r(A)'.'MINIMl7..AR' 
ll' (!\IX!\tN.EQ.-1) PRJt><T(A)','MAXIMIZAR' 
00 \•1:1-tll.J.: ((Rt.NE.'l ')..AND.(Rl.NE-'2')) 

PRINT'(12X,.A \)', 
'INGKESE (1) PARA !\tlNIMIZACK.,N. l2) PAR.A ,._tA.XJMIZACION:' 
READ'(>,)',RI 

ENDCX.-, 
IF(Rt.EQ.'I') MX.'l.tN-t 
IF(Rl.F.Q.'2') MX1\IN-t 

CASE('2'1 
u-o 
PRINT'(// 21 'X.A)', .. CORRE.CCION DECOEFICIE. .... -rE EN LA F.O ... 
DO WIULE ((ll.LE.O).OR..(11.GT.N)l 

PRl:-.., .. t/ 15>...A\)', 
'INGRl::SL: 1::.1. !°"J\.!'f\1ERO OC l.J' VARIABLE DE OECL<;ION:' 
Rf-:.ll.O",lt 
l-IST(l1) 
lf"l!.:-.:E..11111-0 

CNDOO 
PR1f',.~(15'-A,f7.2)'. 
'CL COEFIC'IE:-.."TI: ACTUAi. OC l::5T A VARIABLE ES l ',C(I) 
PRJNT"(15X.A \ )'.'INGRF..SE EL NLIEVO COEflCIE:-.OIE: • 
Rl:.AD".C(i) 

C,'5E(":\'l 
11-0 
PRINT'l/ / 12X.A.A)' ... CORRECCIO:--.- DE COl:F1C1E1'.,~ EN LA'. 
'MA1'R1Z DE: R.eiTR.ICClO~l::S-
00 \ ... lilLE (llt.LF-0}.0R.{l\.GT.MI) 

rRl!'."T'(/ 15>...A \T.'INGRt:SE EL NL:!\.tlORO DC LA RESTRICCION ~' 
Rl:J"\LJ".11 
1-1:-.."T(l1) 
IF(J.!\,;C.l1)lloo0 

i:.......-Drx, 
fl•O 
DOWllll.1'.Ull.LF-0}.0R.tl1.GT.:--.;)l 

PRl:"."T'05X..A\Y. 
'l!'JGR.ESI-: F.L N\_ ~1ERC• DE 1.A VARl,"\llLF. DE DEClSION:' 
!U:.-"\D"',Jt 
l•l'.'."Tllll 
IF{l:-..'L:.1t)lt..O 

F.!'-ODIX1 
l'R.l!'>.,.(t!'>>..,A,F?.2J', 
'EL CC'JEFlCIE'.'.íf: ;"\Cl"UAL Dt: FST;'"\ \.";"\RlAULI-: ES: '.;"\(1,1) 
l'R.J!'<."T'{l5X.,...'"\ \J'.'1:-.IGRC.">f: EL NL T::VO COF.FICIE~,-E:' 
R.C:.."\D".,'\li,I) 

C~">C::('4') 
11-0 
rR.J:--rr{/ I 2l X..AJ' ... CORRJ:CCl0:": DI" Tt:R.'-11NO t:--:DEPENDIE."'2TE­
DO \"\"HILE Ult.U:.O).OR..(11.GT.!\.1)) 

l'Rl!'<.'"Pt/ JQ),,,l\ \J','1:--.:GRF-"oE t:L NUMt.:RO DF.. l..A RESTRJCClON :' 
Rr-·"\l>".11 
1-t~'T(ll) 
lF(l.:-.;C.11) 11.0 

l:l':OIX) 
rRJ~1·0Q'.A.r..2r. 

'F.L TF.r:.:..11:-.:0 l:'>:DEPESOIE:'>rTI: ''C1"UAl. í.S; '.U{.I) 
l'Rl!'l"f'tl<l'-A \J'.'INGRr.sc 1:1. Nl 't.:\."u Tl'.R~'.11:-..:o ¡-:-.;pm•c......:011:.."'-rTE.:. 
R.EAD".Nll 

CASE('5') 
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n-o 
PRJ!'.'T'(// 22X.,,.\Y."'CORRl:CCI0!'>.1 DEL Ttro DE RCSTRICCION•• 
DO WHILE {(l l.Lf:..0).0R..(11.GT.!'l.1)) 

rRl.l'IT'(/ 12X,.,.\ \ r.'l:"'C.RF-<:,E ¡.:L Nl !~fERO DE lA. RESTRJCCION:. 
RCAD".11 
1-1:-..'T(ltJ 
1F {l.N&lt) 11-0 

ENDlX~ 

PRlr-.'T'(12x..A.AY. 
'EL TIPO ACTUAL t:>E U\ RES TRI~ 'Ch .. -,,~!:'!':'. l"RES"l(t> 

TRF.ST(l)•'O' 
DO WHILE ((TREST(l).;"..;E.'C') .O,.ND.(TREST(l).Nf-:.•L').AND. 
frRESTtl).NE.'E').AND.tTRESTtll.:-..:E..'¡1:')J\.S'D. 
(TR!:bl(l).Nr,_•J').Al'-;0.(rRl:.<;T¡l).~l:.· ... n 

rRlf'\.7'02,.,_.'\\r. 
'INGRn>E I:L SUE'\'ü 1 U'O DE R1:.~TRJCCIC'l:-.i {L:<-, C:~-. t;:--):' 

Rfu.\D'(A)'.T~"T(ll 

ENDDO 
ENDSI:LECT 
IF (R.]':r:..'6') TliE:-.; 

Rl-'O' 
00\'\"lULE ((R\.:-..;J:.~l").A:"<O.(RJ.:-..:t:.·1'1.A.~ll(R!.!',jE.'P).AND. 

tRt.S'E.'l"ll 
PRJ!'..,..(/ I l 9V\ \ r:DESE."\ f-.:.FE<---n :AR ClTR..·'\ CORRECCION rr I FJ ? '. 
RE.AD'(A)',f.!l 
C:-.:D Dl."'l 
IF ((Rl .EQ. ~).OR..(Rl .EQ-'t'l) or....-10:-.:-.TRL'J: 

lf' URt.r:Q.'P).C'JR..tRl.l-:Q.'tlJ Clf'C-10:-.:-.FAL">E. 
ELSE 

orc10:-.i-.FALSF-
C. .... DIF 

E:O.:DOO 
RETUR!'.: 

""'º SUllR.OL.rn:-.:E FOR!\.1F"BT(Ml.:-.:l.NVH,!\.l:>...'1N".At.Cl.TREST) 
1:-,rn:c~·2!\.1:-...,1:-.: 
INTECER Ml,N1,NV!i 
Cl-lARA.CTF..R TRL-.:;;J"(~11) 
R.E,.\.L Al (~ti.NI •:-.:VI IJ,Cl(Nl +N\.rf) 
ll\.'TEGF.Rl.I 
001-1.~11 

001•:0-:l•l,!".ll+N\rf 
lf" (l.EQ.J-Nl) THEN 

EL..'>E 

SELECT CA.">E (TRES"f(l)J 
C,.'\SE('L'> 

Al(U>-1 
CA.<>E('C') 

Al(l,J)-1 
CASl:('I') 

Al(l,l)-1 
CA.SE('r,'l 

Al(l,f)--1 
CA.SE OEFAL>l .. T 

AlU.ll"'° 
E......:OSE:LEC...1" 

Al(l.H-0 
ENDIF 

ENDIX~ 

ENDDO 
IF (MXMN.F.Q.-11 CALL 
S~L(:-..:1.-t.O.Cl.l) DO 
J-Nt •l.Nl •="VH 

CIUJ-0 
E."1DDO 
Nt•'.'•:J•:-.1\"H 
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RETUR.1'1 
END 
~lJBROUTJr-:E rARA.ME'T(MG,R.COTA,E1.E2.l:'..3,E-1,TETAJ 
REAi. !'l.1G,l-l.,COTA.T:l,F.2,Cl,E4,TETA 
CHARA.c:TER"2 R1,R2 
LOGICAL or:c1 
Rl•'O' 
00 \'\'l IJLE HRl.Nt-:.'1').AND.(Rl.Nl:-'2'1) 

CALL CLFJ\.RSl..~REEN(SCCLEARSCREEN) 
f'Rll'.'T'(/ 20"-.A / 21X.A /r. 
'CAPTURA DE LOS P,.'\RAM1:.IROS DE l:\ECllCJON DEL'. 
'METOlXl l.JE !,:SCi\LA AFIN DUAL' 
rRl:-.rT'(// 21X...A//// laX.A/// lóX.A/ 16X,J\)', 
'PAKA. l-:JECUTAR EL f'RClGR.'\.MA.. L'STl-:D Df.SEA >', 
'l'ROl'ORC\ONAR 1.1 .. -,S VALORF-0 DE LOS rARA:\11:.IROS-> (lT. 
'J:l. PRl..X"';R.°'\MA SE t:ll:C.'L, E CON LOS VALOKE..<; QUE", 
'SE TIENEN ASIGNADOS -> (2)' 
f'Rll'.T(D(/)_U:-.,.A \)','SU SELECCIONES'' 
RF.J\l.>'(AJ',Rl 

ENODO 
IF (Rl.EQ.'I') 1 ttE • .....,; 

Dl!CJ ... lRtJE. 
00 \'\.°HILE tDECl) 

CAl.1. ('LFAR.<>CREl': .. ""-i(SGl..'."LE.A.RSC!ó:.Ef-:.-..,¡) 
PRl!'-:1'(// \<,IX,.l'I. / 20X..A /)', 

'C.APrURA IJE LOS l'AR..-'\..'1.ICTROS DE t:IECUCION DEL', 
'Ml:.1000 t:>E f.:SCAL.r'\ Ai'IS DUAL" 

l\.tG"'O 
DL"') \' t llLE (MG.LE..O) 

PRl:-..'V(/ / 18')...A \)','t:L VALOR DC: Lr'\ M-GRANOE t:S:' 
RCAD·.~1G 

l::NDDL"" 
R-0 
DO WI Ul-1: UR.LE.0).0R.(R.C.:T.1)) 

rli:l!'.'l'(/ t8X,.A \Y.'EL F .. '\CTOR DEL TA,..tAVO DE rASOES:' 
RC.,.'\Dº.R 

ENUlX' 
C'OTl\ .. O 
DO \VI llLf.:(COTA.LE.O) 

PRJNI'(/ 18'-.A \f.'t_,.'\ COTA SOBRE lJ\ FU!'.!CION OBIETIVO ES1' 
Rl~AD'",COTA 

E:-.:Otx1 
El-t 
O(.") WHILE ((El.LT.O).OR.(l:t .GE-1)) 

rR!:-..'1 .. (/ 18)...A \f.'Lr'\ COTA r .. "\RA.. LA. l"ACTJBIWDAD PRIMALES:. 
¡;:f'_,."\l.lº,FI 

ESO{><.") 
E:?-1 
DO \"l,"lilLE tt~L"l .0).0R.tE2..GS1)) 

PRl='-'1'(/ ISX,..A \f.'lAC'OTA l'AR.-"\ l. • ."\ t=,'\C"TU\ILIOAD DUALf:S:' 
RC:.AD",1:2 

E:--;DC.X.."' 
t:'.\-1 
00 \''1111.E ((l-3.LT.O).OR.(f.~.Gt=.I)) 

PRl:"-.'l't/ tsx..,-;.\f. 
'LA CDT A t','\R,'\ l tOl.Gl'R,"\S COl\.tf'L¡.:!'o,.tE:-.IARI.-~<; ES:' 
RF,.,'\P",F.:l 

E.r-.;DDO .,._, 
[X"') WI llLE ((l:-t.t.T.OJ.OR.(1:-1.GE.t)) 

l'Rl:"-.'"'r(/ l~X..A \f.'1.--"\COTA~llRE CL "'"l:CTORDIRECCION ES:' 
RE.-"\Dº,t.4 

ENOOO 
TETA"'O 
00Wt11u:: rn:Tl\.LE.O} 

rru:--:-ru tR'V\ \r. 
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'EL rAR<-V..UOTRO DE CALCULO l)H l.J' VARIARLE ARTIFICIAL ES:' 
REAo•,Tl:.'TA 

ENDDO 
R2•'0' 
[X") WHILE (UU .. NE..,..).AND.(R2,NE.'t'J.AND.t1U.NE.'f").ANP. tfU.NE.'t}) 

rRIN'rt/l l"x.A\)', 
'REQLnm:.E VOLVER ACAPTLIRAR l.('6 l'ARAMETROSIT/F) 7:. 
REAO'l;'\)',R.2 

ENDL>O 
IF ((R.2.EQ."l'~OR.UU.EQ.'t')) D~ct-.ntUE.. 
IF ({R2.EQ.'f"}.0R.(R2.EQ.'f)) OECt •.FAL"iE. 

ENDDO 
El.SE 

!l.1G•l0E3 
R"'0,9QC)Q 
COTl\•IOE!> 
El•lOE4 
El:-IOE-4 
E:\•IOE-4 
&1-10E4 
Tl:lA-2 

ENDIF 
ru.:.-rURi'I 
END 
SLIDROCTINE L""tSIFIO(Ml,Nt,At,Bl,Cl,ATt,Vl,Yl,MGl,TETA) 
l~'Tt:Gt::RMt,NI 
REALAl(~ll.!'.!IJ.ATl(Nl.Ml+lLBl(Ml+lJ.Cl(Nl).\,(Nt>.Yl(Ml+l) 

REAL !l.1G1,TETA 
INTEGl:RI 
REALCMAX 
CALl. TR.-..:RR(f\.11.Nl,.Al,Mt,Nt,Ml.ATt,Nl) 
C..-"\LI. ~"iL,'(:-011,Cl.O.Yl,l) 
l•lSMININl.Cl,1) 
IF (ClU}.LF-01 THJ-:N 

Bt(!l.ll• l )-(·~1G1) 
DOl•l,Nl 

IF (Ct(l).LF-O)THEN 
l\Tltl.Ml+l)-1 

ELSE 
ATl(l,Ml+l)-0 

ENDIF 
ENDDO 
1-ISA?>.tA>..lNl.Cl,t) 
Cl\tA>--·'\R.<;(Ct(l)} 
Vl(Ml•l>-TITTA4C~tAX 
tx-,1-1.NI 

\.'l(l)•Clll}-ATIU.Ml+trYt(Ml+l) 
l::NDDO 

ElSE 
CALLSCOrY(:"Jt,Cl.t,Vl.t) 
Ul(Ml+l>-0 

ENOIF 
REl't.JR..'l 
END 
StJUROUTINE 1~11'RES04(Mt.Nt.ATI,Dl,Ct) 
tr-..~l:Gto:R!'-11.~t 

REAL AT1(Nl,Ml .. l l,BHM1+1J.Cl(NI1 
INTEGER 1.1.K.M'.l 
REALEll 
rARAl\tITF'.R (Elt-IOE-4) 
CAl.L CLEAR.....;cREESlSGCLEAR.5CREENJ 
rRl:-.O'l'(/ 12X.A tr. 

•'EL rROHLEio..tA DE PROCRA."1.1ACION LINEAL DUAL A RESOL'\."ER ES'! 
IF lRHMI • 1 ).r-.:r:.01 TI IEN 

!1.1'.\-!\.ll•t 
F.LSE 
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t.13-ro.U 
ENOIF 
IF (M3,C'T.10) TI ff:.N 

l'RINT'(/ 2X,,A\f.'!l.lAX\V"'"' 
El.SE 

l'RINT'(/ IOX,..'\\)'.'l'.lAXW-• 
ENOIF 
K-O 
DOl•l.M3 

IF(ARS(.61(1)).CT.Ell)Tl-tEN 
K•K+l 
IF Ul\1(1).GT.OJ.AND.(1.NE.1 ).AND.(K.NE. t)) THEN 

l'RINT'(A \)'.' +• 
Et.-<iE 

IF(l\l(l).LT.O) l'RINr(A \Y.'·' 
ENDll' 
1F (1.LT.IO)THEN 

IF (ABS(.81(1)).LT.t )THEN 
l'R.lr-rr"{A.F2.1.A..lt \f,'O',;'\.R..<;f.nt(lll.''\ .. ,I 

EL$F. 
IF (ADS(Rl(ll).LT.10) 

PR1:-..'T'(F3.l.A.ll '\l'.Af\..<;{.Ut(l)).'Y'.I 
ENDIF 
IF {lAl\S{Hl{l)).GE. l O).AND.(ABS(.81(1)).1.T.100)) 
l'Rl!'.,-.(F~. t.A.11 \ )' ,.AUS(.01 (l)).'Y'.l 
IF t(A8S(Bt (1)).C~l 00)..ANO.(Afl...'">{l\t(l)).L T.10001) 
PRINrlf5.t.A.ll \Y..AUS<Dl(llJ.''V'.I 
I~ llAl\S(Bl (1)).GC.1 000).AND.(ABS{Ul (l)).L T .1 0000)) 
PR1t-.T'(F6.t,A.11 \Y..All.~Dl(l)),'Y'.1 

F.U>l: 

IF (tAllS(Bl(l)).GE. t 0000).AND.(Al\..<;{81(1)).L T.JOF..5)) 
PRINT'lr&.1.A.11 \ )'.AO..<>(.Bt(l)).'Y'.I 
IF (Al\S(lll(ll).GE..t OE.51 
PRINT'(Fl3.1.A.ll \Y.AflS(Dt(IH.''l'',I 

IF V'\US{Dl{l)}.LT.I )Tt--IEN 
l'RIN°r(A.F2.1.A.12 \)'.'O'.Al\..<>{01(1))."'l"'.I 

El.STO: 
IF (ABS(at(l)).LT.10) 

PRJ:-.'T'(F3.l,A.12 '\l'.AllS(Blll)),'Y',I 
F.~OIF 
IF ((ABS(Dl(l)l.GE-10).ANO.(AllS(Bl(l)l.l.T.100)) 
PRl!'>.'T'(l'-1.l.A.12 '\,)'.Al!...<;(Bt(l)).'Y',I 
IF l(AB.<;(UI (l)).CE. l 00}.A.....::O.(ABS{l11 ll)}. LT.1000)) 
rRIJ'>.'T'tF5. l ... "\.,12 ')' .Al\S(ln (l)).'Y'.I 
IF {lAf\S(BI (1)).CE... l 000).AND.(A(\S(lll (l)).LT.10000)) 
1'RJ;-..'T'(í6.1.A.12 \)',AU..<;(,l\1(1)).'Y',I 
IF l(AllS(Dl(i)).GF_ t 0000).ANO.(Al\S(lll(ll).L T.IOF.5)) 
l'R!Nr'(I 8.1,A.12 \ )' .A~lH 1 (l)),'Y' ,1 
IF (,'\US{Dt(l)).GE.IOí:..!I) 
PRl!'.'T'(f't3.1.A.12 \)'.A!~Hl(t)).'Y'.I 

ENDU: 
ENDIF 

ENDDO 
rRJr-.T(// 12:-..,A /)'.~. N 
001-1,Nl 

K-O 
IF{1.LT.10)Tltl:'.'-; 

IF(M3.GT.2·UTllEN 

ELSE 

l'Rl!'•n .. (.¡x_,-,._11.A.l"- \)'.'R'.I.' : ' 
F.1.SE 

l'Rlt-..'T'(lOX.A.11.A.1 >.. \)','R'.I.' : ' 
l:.'"NOIF 

IF tM3.GT.2-l)THT~~ 
l'RINl,l"x.A.12,.A..1"' \Y.'R'.I.';' 

r:t.SI:: 
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PRINT'{tDX,.A.12.A.IX \)'.'R'.I.', • 
ENOIF 

ENDIF 
001-1.1\.13 

IF(ADS(ATl(l.IU.GT.lillJ TI U::!'/ 
K-K•I 
IF (AT1(1.l).CT.OJTHEN 

IF <U.NE.IJ..ANO.(K..NE.l H l'Rl~'T'(A \J'.' +• 
ElSE 

PRINT"(A,)'.'·' 
ENDIF 
IFU.LT.IOJTl-fEN 

El.SE 

tF (A6S{AT1(1.l))..LT.1 l n IEN 
t>Rl:O-.PJ~(A.F2.1.Alt \)'.'O'.AliS(ATl(l.J)).'Y',I 

El.SE 
IF(AR<;tATl(l,JJ).LT.IOl PRIN'r(f'"3.1.A.l1 \'/, 

ADS(ATl(l.IU.'Y'.I 
ENOIF 
IF ((AB.<;(ATtU.JJ).GE.IOJ.AND.(AllS(ATt(l,IJ).LT.100)) 
rRlt..'T'tf4.t,A.11 \>'.All.c.¡,~,11(1.lll."'t''.I 
lF t(A8S(ATl(LIJ).GE. I OOJ.A.. .... l>.(AB._<>(.ATl(l.J)).LT.1000)) 
PRl~'T'(F5.1.A.11 \ l'.All.<>(A Tl (1.1)).'Y',J 
lF ((ADS(ATI (l.J)).Gr- t 000). 0'\:-.ID.(Al\S(A Tl(l,l)).L T.10000)) 
PRINT'lf-'ó.l .A.11 \ )',AUS(A rt (1,1))."Y',f 
IF ((AllS(ATl U.JJ).GE.1 0000).A .. ""10.(~'\B.<>(A Tl (l,J)).LT.l oan 
l'RINT'(FS..l.i\,lt \J'..-'\l\SV\Tl(l,l)).'Y'.I 

IF (AhS(ATl(l,fl).LT.I) nu::-.: 
PRINT"(A.F2. l ,F\,l2 \ l'.'O',~\B..<:>(A Tl{l,f)),'Y',J 

El.SE 
IF (ADS(ATl(l.11).LT.10) PRl!'o"T'(l"':\.1.A,.12 \)', 

ARS(ATl(l.J)).'"1 ... 1 
ENDIF 
IF ((AliS(AT1(1,ll).CE. I O)./\ND {.-'\RS(ATl(l.IJJ..L T.100)) 
PRl:".'r(F4.l,A.t2 \Y .l\f\S(A TI (l,J)),'Y'.J 
IF ((AB..~AT1(1.!)).CE. I 001.A!'JD.(ARS(ATl (l,f)).L T.1000)) 
PRINT'(FS.1.A.12 \ )'AllS(ATl(l.l)).'Y',J 
lF ((ARS(ATI (l,l)).Gl:. I (l(l(J).A:--:D.(,."\1\5(/\ T1(l,fJ).LT.I0000)) 
rRJNT'(Fo.l.A.12 \Y.ABS(ATl(l.1)).'Y'.I 
IF (tA8S(AT1 (1.1 )).GI:.1 OOOOJ.A.""0.(AHS(ATl(l.J)).LT.l0E5)) 
rRl!'-IT'(F8.l.A.t2 \YAll<;(/\Tl(l.11>.'Y'.I 

ENDIF 
ENDIF 

ENDOO 
IF (l.LT.lO)THEN 

rRINT"(A,11,A \)'.' +l.0"\.".I.' .. ' 
El.SE 

PRl?\."T"'(A.12,A \)'.' +l.0"\.~,I.' .., ' 
ENDIF 
IF(Cl(l).LT.0) rRll">o'"r(A \Y.'·" 
IF (/\S.CO(Ct(l)l.L T.I) TI IE."l rRlNT(A.F2.l Y.'O'.AllS(Cl(I)) 
ELc;E 

IF (ARS{Cl(l)).LT.101 PRJ:"JT'(f-:'.~.I )'.Afl...<.(Cl(I)) 
ENDIF 
IF ((AUS(Cl(l))..CE.10}..i\ .. "'-:D.(AflS(Cl(l)).l.T.100)) 
rRU\,'r(F4.1 )' .Al\SlCl (1)) 
IF((ARS(Cl(l))..GE.IOO)J\ ...... 0.(All.CO(Cttl)).LT.100011 
l'Rl:',."'r(F5.1)'.AR.<;(Cl{l)) 
IF ((ABS(Cl(l)}.GE.l 000)..AND.(AHS{Cl (l)).L T. 10000)) 
l'Rl:-."T'(Ftt.l)'.ABS{C.-ttl)) 
IF {(AOS{Cl(l))..GE.1 0000)..A...,.O.V\B.<;(,Ct (f)).t.r. I OF..5)) 
rRJ!'o."T'{F8.J l'.AB..CO(Cl(I)) 

ENDDO 
11' ((N 1.CC. 15)..0R.(!'l.t:i.Gl:.25)) THEN 

l'RJr..T'(/ 27X,..A \)'.'rFIBSIONE !:!\.'TER r,"\JV\ CONTINUAR. 
El.SE 
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PRINT'l/// 27X.A \"/.'PRESIONE ENTER PARA CONTINUAR' 
ENDIF 
RE.A.O('º,º) 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE SF.t..Mlo."f(Ml .M3.Nl,BI .or.or1. v. Vl. Y.VI) 
INll:.CER Mi,M3.Nl 
REAL Hl(!l.tl+ I ),\'(Nl ),Vl(Nl J,Y(Ml+l ),YHMl+I) 
LOCICALOPl 
INTECER0 2 or 
CI IARAC'TER.'2 R 
lf'(BllMl+l).NE.OJTl-IEN 

M3-Mt•l 
CALl.SCOPYlM3,Yl,l,Y,1) 

EL.SE 
M.'\•!'l.U 
CALL SC0PY(M3,Yl,l,Y,1) 
YlMl+l}-<> 

ENDIF 
CALL~COPY(Nl.Vl,\,V,t) 
RwO' 
00 Wl-t!U:: UR..NE.'1 ').AND.(R.NE-'2').AND.(R.NE. '3')..ANO.(R.NE.'4')) 

CAl.L C"t.EARSCREEN(SCCL.EARSCR.EENJ 
PRJl'IT'(/ / 17X..A / 17X.A"/, 
'METODOS OE FACTORJZACION MATRJClAL QUE PUEDEN SER', 
'UTILIZADOS EN LA OSTENCtON DEL VECTOR DIRECCION :' 
PRl!'-.l'(// / 2~x.Al'.'FACTORIZAC10N Ll"O"U' -"' llY 
PRl:O-.'r(/ 2~X.. .... J.'FACTORIZACION DC:CHOU:SKY-.. ar 
l"Rlr-rr'l/ 2~x.AT.'FACTORIZACION Q"R -> (3"/ 
T'RI~(/ 2!ox,.A}'.'MlNIMOS CUADRAtx')S -> (4)' 
l"Rl:-.Ol'(3</ ),20X.A \)','EL METOOO SELECCIONADO (1,,2.3 a 4) ts?:' 
RF..AD'(A)'.R 

ENDOO 
lF(R.C:Q.'l')Ol'-1 
tF lR.EQ.'2'J or-2 
lF (R.EQ.":\') oP-3 
tF (R.EQ.'·-l'l or-a 
00 Wl llLE ({R-NE...'T")..AND.(R.NE.'t')..ANO.(R.NE.'P).A."'ID.(R.NE.'t)) 

PR!:-..T(J I \6x,.A I tó~ ,)'. 
'O~['.,'\ \.'l:R CADA SOLUCION INTERIOR OBT&NlDA EN CADA'• 
'rtC:RACION DEL Mcrooo cr /F) 1:. 
REAO'(r'\)',R 

E."'0 tx.~ 
lF ((R-EQ.'T')..OR.(R.EQ.'t')) or1-.TRUE... 
IF ((R..EQ.'l").0R.(R.F'.Q.'tl) ort-.FAL<;E. 
RETL'R.""1 
END 
SUURO~ff\~t; Dl~<;.'\.,OVS{M3.Nl.ATl.Ul,OV,OY.Vl,OP) 
lt-.TEGER !\.13,Nl 
INTEGER·2 or 
RE.A.L ATl(N l .M3).61(:'1.t3),VllN1 J.DV(NI ).0Y(M3) 
1:-..IECE.R 1.l.KIU\SIS,l'-,2,N2 
PARAMl:.IER (M2-26.N2-~) 
RF...ALA.,,"2AT(:-.U.M2).RF-""lM21.VATlN2.M2J 
DOl-1.Nt 

DOl•l.M3 
VAT(l.J)•ATt(l.J)/Vl(I} 

t:!'.:DDO 
ENDDO 
Cr'\Ll. M.,,,_, >.f"(Nl.M3.VAT.N2,M3.A\.'2AT.M2J 
SELl~C"t" CA.<;E (01') 

CASl:UJ 
CALL l.Sl.SF(!'.t3,.AV2AT,M2.Bt,DY) 

CA..<;r.(21 
C-·'\LL l.5ADS(.M3,AV2AT,M2,.61.DY) 

CA.Sl:::(3) 
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CALL lSQRRtM3.M3.A\.'2Al',M2.llt.O.DY,RES,KOASlSJ 
ENOSCLECT 
CALL MURRV(N1,P..0.ATl,Nl,M3,PY,l,Nl,0\'J 
CALL SSCAL(Nl,-1.0,D\!,1) 
RETURN 
ENO 
SUUROUTINE CVEP(N1,0V, Vt,X} 
INTEGERNl 
REALOV(Nl),Vl(NIJ,X(Nt) 
1NTEGERI 
REALT 
001•1,Nl 

T-v1urv1m 
).(ll-(DV{l)/TJ 

ENDDO 
Rl:.-n...1R..-.,,¡ 
END 
SUBROUTINE MINCUAD(l\.13,Nt.ATI ,ht,DV,OY. VI J 
INTECER M3,Nt 
RJ:AL ATl(N l.f\0),01(P..0),0V(N1 ),OY(l\13), Vl(NI) 
INTEGER l,f,f\.12,N2 
rARAMl!TER (M2-2o.N2~} 
RE.ALQR\'AT{N2,!l.12),VAT(N2.M21.TltM2).T2(!\t2l.Z(M2) 
INTEGER lr'\lt!l.12) 
LOCICALPIV 
001•1,Nt 

DOJ .. t,M3 
VATU,J>-AT1(1,l)/Vl(IJ 

ENDDO 
ENDDO 
r1v ... FALSE.. 
CALL ISET(M3,0,lr\."T,I) 
CALL LQRRR{Nl,!'.13,\'AT,N2,rlV,IP\.T,QR\'AT.N2.Tl,T2) 
CALL l..SLRT(M3,QRVAT,N2.0l,4,7.) 
CALL l-SLRTtM3,QRVAT,N2.z.2.DYJ 
CALL MURRV(Nl,M3.ATI,Nt,M3,DY,l,Nt,DVJ 
CALL S.SCAL{Nt.-1.0,DV,I J 
Rl:.ILIRN 
l!ND 
SUBROVrlNE rARO(,M3,M l ,N1 ,...'\TI ,81 .CJ,),,.l. Vt. Yl,Fl.J.Gl 0 PBY,El 0 E20E3, FO) 
1:-.tl'EGF.:R !l.U.M3,Nl 
lNTF.GER•2 FLAGl 
l~•'\L ATI (Nl ,!>.L"\).l\l(M3),Cl(Nl ),X t (Nl ). '\"1 (NI ),Yl(r..13) 
RF.At. r.t,r.2,f':J,FD,re,· 
INTEGER f\.12,N2.Fl.J.C 
PARA. ... tETER (M2•2&,N2-.50) 
REAL A>..(!\.121.T(S::?.).NAX.ND.NC.r-..T.ABY.FP.f-1C.rcx 
FLAG-O 
c,'\LL MURRV(N1.M3.AT1.Nl.M3,Yl,1.Nl.T) 
CALLS,'\).."J'Y(Nt.1.o.v1,1.T,1) 
CALLSAXPY(Nt.-1.o.c1,1.T.t) 
NT-SNR.. ... 12(Nl,T.1) 
NC-SNR.'-t::(:-.:t.Ct,tl 
f'O-NT/(NC•I) 
IF (FD.CT.l.'.2) FLAG-1 
lF u·t...AG.CQ.O) THr ....... 

CALL MURRV(Nl,!l.11.ATl.Nt.Nl."'l.2.ll.ll.A.'l 
CALL SAXPY(M l,•t.0,81.1.AX.1) 
N.A.X-SNR.. ... 12(11.11.AX.l) 
NB-SNR!l.tZ{!l.11,81,l) 
FP•NAX/(NB•l) 
ff (FP.GT.Ct l FL-'\C• I 

ENDIF 
IF (Fl.AG.EQ.O)THEN 

rcx-sDOTtNt.ct,1.:-..1.1> 
AIJY-AB.'>(P!IY) 
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HC•ABS{PC>..·PBY)/(ABY+lJ 
IF (l IC.1.~F::\) FU\Gl•t 

ENDIF 
RJ:.-ruK..-..J 
ENO 

CÓDIGO DEL MEAD 

SUllROlrrlNE NAFOC(Ml.NI .Bl.DV, Y1,COTA,E4,Fl.AGt,FLAG2.rBYl e 
11'.IEGER Ml,Nt 
11'.TEGER~ Fl.J"\Gt,Fl.J\C2 
REAL 81(M1+1J,0V(NlJ,Yl(Ml+l),E4.PBY 
INTEGER 1.1.ll 
REALNDV 
LOGICALFLAC 
1-lSMIN(Nl,DV,tJ 
f-lSP..1AX(Nl,OV,l) 
NOV-SNRM2(Nl,DV,t) 
IF(NDV.LE.E4JTHEN 

El.SE 

IF ((DV{l).L T.O).ANO.(OVU).L T.O)) Tl-fEN 
FLJ\Gl•l 

El.SE 
1-0 
J-0 
Jl-0 
FU\C-.TRUE. 
DO WHILE (FLAG) 

1-1+1 
IF (DV(l).GE.0) TH.EN 

J-l+l 
El.SE 

Jl•Jl+l 
ENDIF 
IF (l.EQ.Nt) Fl..AC•.FALSE. 

ENOOO 
IF (ft.LE.J) THEN 

FU\Gt-1 
FU\C2-2 

El.SE 
FlJ\ca-1 

ENDIF 
ENDIF 

IF ((OV(l).GE.0).ANO.(DVU).CE.0)) THEN 
Fl.Act-1 

EL"iE 
FLJ\G2-2 

1-0 
J-0 
JI-O 
Fl.J'\C-.TRUE. 
DO WHILE (FLAG) 

l•l+l 
IF(DV(l).GE.OJTHEN 

J-1•1 
ELSE 

IF (ARS(DV(1)).LE.E4JTHEN 
Jl•Jl+l 

El.SE 
FU\G•.FALSE. 

ENDIF 
E.."\JOIF 
IF (l.EQ.NtJ FLJ\C•.FALSE. 

ENDDO 
IF(fl.LE.J)THEN 

l•Jt•J 
IF(f.EQ.Nl)TI-IEN 

FLAGt-t 
Fl-AC2•2 
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ENDIF 
ENDll' 

ENDlf' 
l:NDIF 
ruY-sPOTtMI +1.Ul.t.'n. 1) 

CÓDIGO DEL MEAD 

11' ((l'LAGl.Nl-:.J ).A:'\:IJ.(Y J(:'-11 + J l l:Q.OJ.A1'\:D.(ABS(l'HY).GT,COTAJI Tt-llt.-..: n.J\Gl"'I 
Fl-'\G2-:;? 

ENDIF 
RKrURN 
END 
SUlJRnUnN E. Lrl""iSM(f\13.N l.l)V.DY. VI. YI .R.l;:.a) 
!!'.. IEGER M'.'I.~ 1 
REAL DV(NI ),[J'\"(M'.'I, '\'J (1':1 l • .,.J(!\13).E.J.R 
INTEGER N2. l ,Tt 
PARAJ\IETl:$t!'-12-50) 
Rl-:AL llETA. TE'.'l.1(N2) 
T-0 
DC'ITl•l.!'.:t 

lF(DVfrt).LT.(·Ull TllJ::N 
T-T+I 
TJ::!'l..l(T)"'(R"'\'ltTI ll/t·OV(Tt)) 

l:NDIF 
Et..:DDO 
IF (T.CT.0111 H::".: 

TI •lSMl!'-l{T,Tl-::'1.1,I l 
B~l;\ .. Tí:Mt"rtl 

EL~E 
IHtí;\-R 

l:NDIF 
CALLSAXPY(!\13,111:1 i\,DY,I. Yl,l 1 
CALL SAXT'Y(r-.;'1.IJl':TA,DV.1. '\'l.l) 
Rl.ll!R!S' 
END 
SU-UR.Ol 'TINI:: Cl-!F.C\"ART(!\13,M 1,r-; l,.i\TI. Vl. Yt.Ft.ACl,TE?o.fPt J 
INTEGER M3.l'l.11,NI 
11'.IEGER":;? FL-"\Gl 
REAL ATl(Nl.!\.ft +l),VHNl).Yl{J\11+1 ),TEMPI 
l!'•J'TTr.r:R l,N2 
RE.Al. Er.n 
rARAJ\IETl-:R (l:r-101-:-c-,N:2-50) 
Rl:..AL T(:0..::2J 
IF (Yt(!'..tl • I J.GT.r:J'J Ti tEN 

11-TEMl'l·Yl{Ml•IJ 
lí(TI.LT.O) f'l ...... •\Gl•I 

ELSE 
DOl•l.Nl 

T(l)-(-A Tl(l.!'..ll • t JrYt(MI +l) 
ENDIX"".1 
C .. '\l.L SAXl'Y(Nl,•l .O.T.I. \'1.11 
Yl(!'..fl+l>-0 
!l.1:"•!'..11 

f: .. .....:DIF 
RETUR ... -...: 
E.,"1"0 
SUDROUTl:-.:"E f!'..1 l'Rt:..<>0:2(M t.Nl ,DI. VI, ''l.E2.FD.K) 
1:-...-n:cmM1,r-.;:1.K 
RJ:..'\L Dt(J\ll+l),Vl(Nl),Yl(Ml+l).E2,FD 
1!\l"TEGI;R 1.11(:2),J.L.M2.1'::2 
RE..'\L \.°:2(2).Y::?(2).PllYT 
CAl.L C"LE.l'l.R..">C"REEr-.;:(SGCLE-:..'\R..<;;CREE:O..:J 
PRJ;-..'T'(// Q'.'.,..-"\,12,.-'\ //)'.'E!'\: t~ ITERACI0:-.1 '.K. 

+• El. \.','\l.OR Dl: l.J'\..<i V,'\R. :-.;o Rr.::!..1 RJ:-.:GID.·"\..c; P-'O :• 
1-0 
IF(!'..10D(!l.1t+l.2).l:Q.O) rJ IF.N 

!'..12-Ml•l 
EL<;E 
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t.12.,Ml 
ENOIF 
L•O 
001-1,r..12 

L-L+l 
1-1+1 
llll)•I 
V2U)•Y1(1J 
IF lJ.EQ.2)THEN 

IF (l.l.T.10) Tl-tr.N rRINP(23x.A.l 1..A.l'I 0.5,9X'..A.l 1,A.F10.5)'. 
'Y'.110·1).' •'.Y2(f-1),'Y'.11Ul.'•',Y2ll> 
Et.SE 

l'Rll'.'T'{23!\...A.l2...-'-Fl0.5,8:i..,A.12..A.FI0.5)', 
'Y',110-ll.' • ',Y20-1J."Y',lllll.' • ',Y2UJ 
ENDIF 
1-0 

ENDIF 
IF ULEQ.:\O).AND.{l.Nt-~r..12)) TI !EN 

L•O 
PRINT'{/ / 25X.A \)'.'l'R~IO:">JE E1'.'TER rAR.-'\ CONTINUAR' 
RE.AD(•,•J 
CAl.L CLCAf.SCRl:t:NlSGCLl:.i\l~SCRl:t:Nl 
rRI1'.'T'{// º"'-''-t:!.A //)'.'EN L."\ rrt-:RACION '.K. 

'l".L VAl.ORDELA._<;.'\'AR.. NO RI:!'ólRINGllh'\.<;.l:S:' 
l:NDll' 

ENDDO 
IF(MOD(Ml..-1,2).NE.OITHEN 

IF (!\11•1.LT.10) TI ll'.:'>; l'Rl~'"1'(2..."\:-0.,,'\,ll,A,F10.5)'.'Y'.ll.1l+I,' - ',Yl{Ml+t) 
F.ISE 

PRJNT"tr:IV"\.12...-'\.FI0.5)','Yº,l\.11 +I,' • '.Yl(!>.11+1) 
l:NDIF 

ENDIF 
rRl!'.'"1,{/ I 25X.A \)".'PRJ':.<;IONE 1::-.:-rt.:R l'AR.-\ co:-..11NUAR. 
Rl:.AD(•,•1 
CALI. CLE.ARSCREEN(SGCLE..-'\RSCR.E.EN) 
l'RJNP(/ / 11 X.Al:;?A //)".'EN l.J'\ ITERACICIN '.K. 

• ' EL VALOR Ol: LAS v,.;.R. RESTRJ:":GIDAS ES:' 
1-0 
ll' lMOt)(N t .2). EQ.O) Tl iEN 

:"'2•NI 
l-:LSE 

N2•Nl-1 
l::"'OIF 
L•O 
IX.."'ll•t.N2 

L•L+l 
l•J+l 
llll)-ool 
'\.'"2U,..Vl(I) 
IF lJ.EQ.2)Tl IEN 

lt= (1.l.T. tO)TftE."'-1 rR11'.T(23X,1"\,ll,A.FlO.:i,9x.A.ll,A.Fl0.5)", 
'V',11U·tJ.' -','\."2U·tl.'V'.lllll.'-'.\.'2Ul 
F.L<;E 

l'RINT'(23XA..12.A.F10 . .5.8X.A.I2...-'\.F10.!>)', 
'V',110·1 ).' • ',V2LJ-l ),'V'.11(f)." .. ', '\.7(1) 
E.."'>.:DIF 
1-0 

CNDIF 
IF ((LEQ.:;\0).A!"D.ll.NF:..N2J) TI IE!'! 

L-0 
l'Rl:-.OTU / 2.5X.A \)','l'RJ:SIONE E:-.Olr.R PARA CO!\.,,NUAR' 
RE.AD(•.•) 
CALL CLF..AR.<;CRl-:E.'=(SCCLE.ARSCRl:t:N) 
rRJNrU / 11 X.i\.12..A //)','E.-.:!_..'\ ITER.-'\CION '.K. 

• EL VALOR DE LAS v .. '\R RU-"TRINGIOAS r.s :' 
C!"DIF 
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1-:Nono 
lF (M0DlNl.2l-NC.OlT1-tl:N 

IF (NJ.LT.10) TI tt~N rRl!'.1'(2."\X.A.ll.A.1'10.5)'.''\",Nt,' ""'.V1(Nl) 
El,!oiE 

l'Rl!'.:-1,(2:'\X.,'\,ll.r.,_,l.1 0.5)' ,''\ ",N 1: • '. \.'i (:-.,;1) 
ENUIF 

ENDll' 
l'RINT'l/ / 8X..A.1·5.4l'. 

+ ºEN 1'5Tl:: rur...""To 1:1. EKRllR Rr:l-'\Tl\.'0 DE l'AC'TllllLllJAD DUAL o:.:·.Fo 
IF lABS{l'D).LE.1:2) 1 t ffN 

rRll'o.'T'(8X.A)', 
+ •r,_..-r,,!->C11.\ li._"lll~ 1-~ 1-A<._-l ll\l.E l'/\RA l..i\ COTA• DE ERROR LlAOA.' 

1•uvr-st>01(!\.lt •1.l\t,l.'i'I, 11 
rR1:-..'T'(8X.A.l l0.2r. 
+ 'EN l-~11-: PI 1!'>.10, t:L \"/1,IJ._-,R Dl'. LA l'.O. Dl".L l'l'L DUAL ES :',l'DYT 

EL-<;E 
PRlt-.'T'(8:'.,'\l'. 
'l'Sf/\SOLl''-"IL'l:'-J F.S 1:-..1 i\CI \llLE 1'/l.RA L-'\ COTA DE l:RROR DADA.' 

END\l' 
PRINT'l/ / 25V" \l".'1'1..:.1:.<,K'ISI: 1:;-,:n:R l'll..R/\ C0!"..1"1:-.:UAR' 
Rl'J'\.IX'" ... ) 
RETURN 
END 
SlTHROLrn:--:E l:O..ll'RE.. .. (l'.\(!\.ll.Nl,C"\.\.'\,,l,'i'l.Fl.AG2.1<.0P,OP1.rBY.M"-'1'1.1N, 

•TIEl'l.1r03) 
1:--0TECl-:"--2 rt.J\c;,1·1 ... AC:2.!\.\.._'.\.1:-.:,0I' 
11'.TEGER•.¡ K 
INTl:Gt:K MI.NI 
RL'\L Cl{:''•H ).:..1t;..,:1 J.Yl()..\l • I ).Vl{;...:1 U'llY.TIE!\.1r03 
l.DCIC,.'\L ort 
INTEGER l.l.l1(2J,L,'.\.l:::?.:-..:2 
KE./\L V2(2).Y2(':::?J.l'CXT 
CALL CLEAR:SCREE.......:t;Cl.EAR.."-CRl':t.:N) 
FLA.C...O 
IF (OP.t.:Q.2)TI tt:=--: 

l'RJr-...•·ru 7:>...A \)'..'F.L RE:Sl'LTAlX.., OlffF.~IDOC'ON EL METODO DE· 
EL.."'t: 

l'RlNT't/ lOX,,'\ \l'.'CL RJ:!>L'LTADOOUTE:-..:100 CO!'>J EL !>.tETOOO DE' 
ENDIF 
SEL~CT CA....,\-: ~01') 

Ci\.."-E(I) 
PRl!°'o'T"(•"\ 1r:rA(l0Rl7...ACION L!"DºLº1 ES:' 

Cr'\:SE(2) 
rR1:-,a•1A 1r:r,'\c-rOR17-'\CIO~ Dt: CHOU:..GKY (:5 ;' 

CASE(:iJ 
l'Rlt....1"(,'\ /)','í AL1 l..)R17-'\C\l.'I!'-.' Q•R ~ :' 

CJ'\....">E(.S) 
Pl{]r.... .. l'(A 11'.''.\.\1:-.,'.1.'>.10'-. 1..·11 .. -'\tll-~ . ..''\l:X"I'> í'..-."' :' 

ENDSELECT 
IF ((Nt.l:Q .. l!>).Al'':t.) .. {'>.it..\:~. 10)) ~· 1\'\11•1 )-O 
IF (ADS(,Yl{Ml+l )).NE.O) '11 t1:N 

l"iUNT'(7(/),1~X.A //)'. 
'l--A F.O. DEL rrl. f'ROPORCh.""ISADO E..G :--,;(')ACOTAD/'\º 

ELSE 
IF lFLAC2..EQ.2lTHEN 

ELSE 
l'Rl:-..'T'(7{/ 1~3)...A //)',T.\. l'l'I. l'R(.)l'l""IRCIO:'>JAOC'J (:S INFACTlBLt:" 

FLAG""I 
l'Rl!".'T"tl5X.A.12.,"\ //)'. 
'1.ASOl.llC"!O:"-: 01"'1 l~t.'\ Dl'Al- OHTENIDA EN '.K.'rTER.AC10NE5 ES:' 
1-0 
IF \!\.10D(Mt.2>.t:Q.Ol '1 liE;...: 

M2•!>.1l 
El.SE 

M2-Mt·1 
ENDIF 
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L-0 
DOl•t,!l.t2 

L•L+I 
J•l+l 
ll(J>-1 
Y2(1l-Yll0 
IF (J.EQ.2) TliEN 

IF (l.L T.10) TMl:N rRl"''T'(2.."\X,,A.11.A.FI O.S.9x.A.l1.A.FtD.5)', 
'Y',llU-11.' .. ',Y2ll·l).'Y',llU).' •',Y2Ul 
El.SE 

rRJNT"<PX.A.l2.A. F1 o.s,sx..A.12.A.Ft o.5 r. 
'Y',ll(J-1 ).' - ',Y2(1-I l.'Y',ll(Jl.' • '.Y2UJ 
ENDIF ,..., 

ENOIF 
IF ((LEQ.::"O).AND.{l.NE.M2)) TI ff .. "J 

L-0 
f'Rl~(/ / 25:-...A \)','l'RESIONE t:~ER rARA CONTINUAR' 
RFAD(•.•1 
CALL CLE.-'\RSCRl:t:rqscct.r.1'1.R..c;cREF .. 'l) 
PKlN'l"(15X.A,12,A //r. 
'LA SOLU<..:K1N OPTl!'l.L-" DUAL OBTENIDA EN ',K. 
•rrF.Rl\Cl<-1Nl:.'>l:5:' 

E.'-JDIF 
ENDIX-~ 
IF (!'l.tOD(!\.11,.2).l':t:.o¡ l J ll:N 

IF (J\.11.LT.IO)TllEN 
l'Rl!'..1 .. (2..'lx..A.11.A.Fl0.5)'.'Y',!'l.U,' • ',Yl(!\.11) El.SE 
l'Rl~T(23X.A.l2,r'-F10.5)'.'Y',J\.11.' - ',Yl(J\.11) ENOIF 

PRl1'.~(/ / 25X.A \)','l'Rl~IONE t:r-."TER PARA COi-.rTINUAR' 
READ(","l 
CALL CLFAR..'°-CRl:EN(iGCl.r.,.'\.RSCREE!'-:l 
f'RINT'(l5X.J\,l2,A //)', 
'l.,'\. SOLUCION Of'TIMA nu~'\.L onrt:.NIOA EN '.K. 
'ITERAc10:-.;¡;:s ES:' 
1-0 
IF (MOD(Nl.2).l:Q.O).l l ll:N 

N2 .. N1 
Et.SE 

N2-:-.::t-t 
E.'\:OIF 
L-0 
001•1,N2 

L-L•l 
J•J•I 
110)""1 
V2(1)-Vl(I) 
IF O.EQ.2) TtlEN 

IF {l.LT.IOITI IF.N rR1:-...,..(2.."\X,,.A.l1.A,FlO.!l.9X,.-"\.11,A.Ft0.!IY. 
''\.".110-tl.' -".V20-l).'\".110>.'-'.\'201 

El-C,.E 
rRI:-. .,..(23X.,,."\.12.A.Fl 0.!1,HX..A,12.A.FI O..!I r. 

ºV'.110-11.' • ',V2U-t ),'V'.1101.'- ',V'20J 
ENOIF 
1-0 

ENDIF 
IF ((l-EQ.30).A.-..:t>.{l.NE.N2)) TiiEN 

L-0 
rRlt>.'T'(/ I 2!1x..A '., .'PRESIO:-.:E E:\.~ rARA CONTINUAR. 
RE.A.O{'º,~) 

C.ALL CU:,.'\.RSCRLL..-..:tSGC\S.ARSCR.EENJ 
rRJr-.'T'U!IX.A.12.A //t. 
'LA SOLUCIO~ OrTIMA DUAL OHTE:'>:IDA EN '.K. 
' ITCRACJOSl:S C:S:' 
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ENDCX., 
IF(MOl>l,Nl.2}.NE..O)TI 11~ 

IF(N1.LT.IOJTllEN 
f'RlNT'(2.'lX.A,11,A.FI0.5)'.'V',NI.' -'.Vl(Nll 

El.SE 
rRINT'(23x.A.l2.A.Ft0.5)'.'V'.N1.' - ', Vl(Nl) 

liSDIF 
ENDIF 
IF (MX:O.IN.EQ.-1) l'RY-l~llYºMXMN 
ll'(Nt.Gl!..2-&)THEN 

PRJNT'(// 13x.A.Fl2.5)', 
ºEL VAU..lR Of"TIMO DE l--'-. l'UNCIClN Ollll-.llVO ES: ',l'OY 

El.SE 
PRJ:'>.""rl!></ J,13X,,.l\,Fl2.5)', 
'l:I. V/\LOR OPTIMO DE IJ\ FUNCION OHIETIVO ES: '.PliY 

ENOIF 
IF (.NOT.OPI) TI IEN 

f'Rl:"<.'1'(1:\X.,.\,Fn.3.A)', 
"Tll:MPO lll: Cl'U t:N QUE SI~ OUTL'VO l~L 01'1 l!l.10 : ',TIEMP03, 
·sr.c:.· 

ENOIF 
l'Rl;-..."í'(2{/ ),25'.>..~'\ \)','f"RESIO~l:'. E:'\JTER PARA CONTINUAR' 

READ(º,ºl 
C/\LL cu.:.,.'\f,:...<;.C~:EN(SCl.t:."-R.">C'Rl:ENI 
f'RlNr(14"-.A.12..A)'. 
'EL VEClOR t:STl)l.1/\DO f'Rll'\.1.•'\L OIHEl">:llXJ EN ',K, 
'ITERr'\CI0!"-:1~ ES:' 
J-0 
PRll'-'""r(// 17'.'../\,.l IX.A.SX.A /)'. 
'VARIAllLt:','\'ALOR'.'C'l~Tl~ Rl:DUCIDOS' 
001-t.1':1 

1-1+1 
IF{l.l.T.IO)TI tl:S 

rRll'>.""r{:!OX.A.11."X.1'1 O. 
!>.SX.Fl0.5Y, 

'X',1."-i(IJ,\.'i(I) 
EISI: 

1·i.:1~1·<2n-.......'\.t2.sx.F10.5.sx..¡.10.sr.•v.1.x1<1>.v1t1> 
E~DIF 
11' ((J.EQ.1 M).ANl>.(l.Nl·:.:-.11 )J TI m:-.; 

l'J.:.1~1 .. t2(/l.25"-.A \ T.'l'Rl:."ilONE F.~n:R PARA CONTINUAR' 
1-!J:..'\D(•.•¡ 
C,'\l.L CLl':AK..,CREl::-.;(SCLF..AR<;CRl:ENJ 
PRll'>.'Vll-'X..A,12.AY. 
·t:L VE1..-rcu~ ¡:;511:-...t,'\l.X"> PRl:-..tAL OlJT ENIL>ú 1-:N '.K. 
'HERACIONK<; F..<>:' 
1-0 
PKJNV(f / tn.._..'\,l l'..A.8'..A /T. 
'\:AKl~'\llLl:'.'VALDKº,'C~"ISí('~ Rl:C>l TClfX..""'IS' 

í'.Nbll 
ENOlX."'J 
PC>t.T..SlX.""JT(Nl ,Cl.l,"-1.1) 
IF (MX!\.1N.EQ.-1) r...::x,-rcx, .. MXMN 
rRl~'T'{// QX.i\...1'12.51. 
'EL VALOR DI~ L_..,'\ F.O. PRIMAL CON F-5TA ~llMACION ES:'.PCXT 
rRINr(2(/ l.25X.A \T.'i'RESJ0:-.:1;: Et ... rn:R rAKA CO~TiNlJAR. 
REA.D(•.•1 
CALL CU::.,."\R.<oCREEN(SGCLl::ARSCREF.N) 

ENDIF 
ENDIF 
IF(Fl.J'\C.Ní":-l)THEN 

PRll\.'1 .. {8{/).2n......_.'\. \1.'í'RCSIONE 1::-.."TER PARA CONTINL'AR' 
REA.O(•.•) 

ENDIF 
RCTURN 
ENO 
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SUBROtrrlNt:; CONTINUAtASKl.ASK2.ASK3.FD) 
CALLCLr:.ARSCREENtSCLEARSCRE.EN) 
FO-O 
Rl""'C'r 
R2~0' 

R>-'O' 
00 WHILE UR3.NE.ºT"}.AND.(R3.NE.'t').AND-lR3.NE.'F').AND. 

+ lR:\.NE.'t)) 
rRlN'T'l/// t5">..A/ t5XA\r. 
'DESEA ReiOLVER NUEVAME~EL rrL PROPORCIONADO PERO'. 
ºCON OTRO MCTOIXCI DI~ F,.,crORIZACION {T/F).,:' 
RF..AD'lA)',R.."'I 

ENDOC> 
IF mo.J!Q."r}.OR.(R.1.,EQ.'t'J) l\SK3-.TRlJr_ 
IF ({R:.\.EQ.'P).OR(R3.EQ.'f)} A.'>K3-.FALSE. 
IF (.NOT.A.. ... K3) THl-:N 

DO \VI ilLE (( R2.NC.'T").A:-.;O.(R2.NE..'t').AND.(R2.NE.'F').ANO. 
(R2.NE.'f)J 

PRl:"..'T'(/ / 15x,,, I 15'-A \r. 
'Da:>l:l\ RJ":SOl.'\TR :-.;t ·r:v, .... ,u:r-.-n:: E:L rrL í'ROPORCIOSADO rF.RO', 
•CON 0\STll'.I L-,., PAl~!'-H:l"RL'>:> (T / F).,:' 
Rr-'\P'V'\.l',R.2 

E."-1000 
IF (lR1.EQ.1"J.OR.(R2.EQ.'1')) i>,,SK2•.TRlfE. 
tF HR2.EQ.'P}.0~0.U..EQ.'fl) ,~K2 ... l-AL.SE. 
11' (.NOT.ASK:!} TI l!:N 

JX.-0 \Vt-llt.t: HRl.NF-'T"J.ASD.(Rt.NE.'~').AND.(Rl.NE.'f-,).A."-10. 
n.:.t.NE.'l')l 

PRJ!'>.~(// l!'>V"\ / l~X.A \Y. 
'Di:SEA. RESOLVl.:f,t OfRO rROHLF.~1.A DE rROGRAMAClON L1N1!.AL'. 
'CON EST,"\ INSTRC~1E:-,.-r ACION CO?..U'L'T ,."\CIONAL (T /FI":' 

RIJ\D'V\l',Rl 
t:NDCX-, 
IF l(Rl.EQ.1").0R.(Rl.EQ.'t')l A..._,Kl ... TRUE. 
IF ({Rt.EQ.'r).OR{Rl.EQ 'f')) /\._<.,Kl ... l'ALSE.. 

E."'"DlF 
E. ..... 011' 
Rr:n.JR....,¡ 
END 
SL"'BR.Ol.Jl"l:".:I: ,."\L, l'lRI~ 

CAt.L Ct.F.AR..-.C-REl:l'{$GCl.F.A.~CRE.t.:.Nl 
l'R1S°r(:\(/),.:!.6X...-"\ // :l-""\'-'"\.5\/);\0V"\ // 3QX,A //~X.Al', 
'INSTRL~1F.:--Ol AC"IOS COMrLfr ACIO:-.:AL•:RF.A.UZADA POR'. 
"SOFlA \.01'1:? ,"\Gl"\l.l.l•:.A'.'Y','G\.~f,."\"\'l.."") ER:-.:l~TO 1-L.ORl".S \."AZQUEZ' 
rRJ:--.1,(t>(/),.:!.7X,A \l'.'l'RJ:!>IOSI: 1'.t'-ll:R rAR.-"\ CO!'.llNtl.·"\R. 
READ(•.•) 
C.AL\. CLF..AR...~.:R1:EStSGt-1.F..-"\~Rf;Er-..:) 
RJ:TURN 
END 
RF.AL Ftr.-.;CTION ~Ec: .. .a.:~•o 

END 

1:-0"TEGER·: l IOL"R. :-.-11:-.:t :re. si:co:-..:o, l IUNDRf:DTtl 
CALL GE111~HI IOUR.MlNl 'TE,..<;ECOSD.1-tt;r-;OREDTli) 
SECNDS - ((0BLE(.HOt~"Rl'3oOO.O)-o.(DHLE(.?..tlNLrTT:¡- t>0.0)• 
Of\LE(St:CONO}+(Dl\LE(HUNDREDTH)/100.0)) 
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F.O.: Función objetivo. 

FCK: Forma canónica de Karmarkar. 

HIPERPLANO: Es un conjunto de la forma H = {x e llt" 1 atx = l'n donde 
J3 es un escalar y a~ O es un vector en DR.". 

INSTRUMENTACIÓN: Programación en computadora. 

/TER: Iteraciones. 

KKT: Karush-Kuhn-Tucker. 

L./.: Linealmente independiente. 

MATRIZ ESPARSA: Una matriz es esparsa si Ja mayoría de sus 
elementos tienen valor cero. 

MATRIZ NO ESPARSA: Una matriz no esparsa o densa es cuando la 
mayoría de los elementos de la matriz tienen valor distinto de cero. 

MAX: Maximizar. 

MIN: Minimizar. 

N.A.: No acotación. 

ORTANTE POSITIVO: el conjunto de todos· los vectores en Ulº con 
componentes no negativas y se denota como ·R.Z = {".C e IR." 1 x1 ~ O, 
i=1, ... ,n} 

POLIEDRO: Es un conjunto definido por la_intersecclón de un conjunto 
finito de semiespacios cerrados. 

POLIEDRO DE SOLUCIONES: Reglón Factible del Problema de 
Programación Lineal.. 
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POLIEDRO SIMPLE: Se dice que P es un poliedro simple cuando en 
cada una de sus vértices se íntersectan exactamente d de los 
hiperplanos que definen a P. 

POLITOPO: Es un poliedro no vacío y acotado. 

PL: Programación Lineal. 

PPL NO DEGENERADO: Un PPL es no degenerado si todas las 
soluciones básicas factibles son no degeneradas 

PPL: Problema de Programación Lineal. 

PUNTO INTERIOR: Dado un conjunto S e ut.0 y x e s. se dice que x 
es un punto interior de S si existe un escalar E > O tal que la bola 
abierta B(x , e) e S. 

SEG: Segundos. 

SEMIESPACIO: Un hiperplano H divide a Dln en doS ·semiesPacios H+ 
y H-, dados por H+ = {x e IR!." 1 a1x >: P} y H- = {x e IR!." 1 a1x s; J3}.· 

SIMPLEJO: Es un poliedro simple y acotado. 

SISTEMA HOMOG~NEO: El sistema .O.X. = b de m ecu8ciones. lineales 
en n incógnitas, se conoce como homogéneo si todas las constantes b¡ 
para i = 1 •...• m son cero. 

SOL /NF.: Solución infactible. 

SOLUCIÓN INTERIOR: Es un vector cuyos componentes son 
estrictamente positivas (es decir, x >O). 

SOLUCIÓN INTERIOR FACTIBLE: Es una solución interior que satisface 
las restriciones del PPL. 

VALOR O PARAMETRO POR DEFAUL 7: Son los· valores establecidos 
en el programa Instrumentado. 
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