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INTRODUCCIÓN. 

El proccdi111icnto de subcxcavación se ha venido utilizando desde hace algunos años 
en la rcnivclación de edificios de diversas caractcristicas, inicialrncntc se utilizo en edificios 
largos. ligeros y rígidos. Postcrionncntc se aplicó a edificios 111ás altos y pesados 
... \.ctualn1cntc se utiliza en la rcnivclación de n1onu1nt...·ntos históricos co1110 la C'"atcdral de la 
ciudad de 1'.1l!xico con nn1y buenos resultados Sin c111bargo en algunas ocasiones se ha 
observado que las perforaciones realizadas a cierta profundidad no cicrran con1plcta1ncntc. 
retrasando en algunas zonas el proceso de rcnivclaci1..)Jl del t:dilicio Au1u1uc c;.;btcn algunos 
trabajos analíticos que pcnnitcn dctcnninar las coru.li~ioncs dc r;t11a de una oquedad (Rojas et 
al. 1995) y los ascntarnientos en la superficie.: del tcrrL'l10 (,.\.Jht:1To t.-1 al, 1 ll88), t.-stas se han 
establecido únicarncntc para el caso de oquedades circulares 

Por esto. el objetivo principal de este trabajo fue t.·I de estudiar el ft.:nótncno del cicr-rc 
de oguedades dentro de una 111asa de sucio, para lo cual se introduce una fonnulacíón para 
grandes dcsplazarnicntos en un progra111a de clcn1cntos finitos Esta forn1ulación torna en 
cuenta el efecto de las rotaciones de los clcrncntos para cst<iblcc<:r su nuevo estado de 
esfuerzos. El prog1·an1a s~ Hplica a oqut.--dadcs ch.: cJi\.·crsas gco111ctría.s y di111cnsioncs con 
objeto de comparar su con1portan1icnto y l.'stablecer <ilgunos lint.:arnicntos que pcnnitcn 
hacer mas eficiente el proccdin1icnto dt.: subcxcavaci0n 

El mctodo de los clcrncntos finitos pcnnitc conocer la respuesta del rnatcrial para 
diversas geometrías de tal niancra que es posible establecer cual es la rnas eficiente en cada 
caso. 
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CAPITULO l. 

SUBEXCAVACIÓN. 

La técnica de subcxcavación la Propuso Fernando Tcrracina. para detener y corregir 
la inclinación de Ja torre de Pisa. aun cuando no se llegó a cn1plcar. Se adoptó con éxito en 
la ciudad de ~léxico en l4t recuperación de 1a verticalidad de edificios con problcn1as de 
desplomes; entre ellos están los trabajos del Ing. Gonzalcs Flon:s en la iglesia del Pocito de 
la Basílica de Guadalupe y el edificio de SERFiN de 16 de Septiembre esquina con Bolívar 

Por su parte. la empresa TGC rcnivcló con esta técnica un edificio de 16 pisos que se 
desplomó 1.28 n1. durante los sisn1os de 1985 y '22 edificios de S y 6 nivdcs de la Unid.:ul 
1-labitacional H...inconada del Sur~ que por consolidación regional difcn:ncial se <lcsplon1aron . 

La subcxcavación tiene corno objetivo. corregir los desniveles y dcsplon1cs de 
edificios, que han sufrido hundimientos diferenciales. haciendo descender las partes altas con 
respecto a las partes bajas. con10 consecuencia de la c;..,;tracción lenta y controlada del suelo 
en que se apoya la cin1cntación. Este objetivo se alcanza realizando perforaciones 
horizontales de pequeño <liiu11ctro. ejecutadas desde 1u111bn.!ras o zanjas que pcnnitcn el 
acceso a los estratos del subsuelo, de los cuales se extrae el 1natcf"ial 



1.1 Procedirnienro de Opernción. 

A través de cada una de las boquillas penetra el tubo subexcavador con el que se 
extrae lenta y controladarncntc el sucio; este tubo tiene 1 O c1n de di<únetro y J O 111 de 
longitud. se opera con barras de acero hasta 6 O 111 de penetración l~n caso necesario sc 
podrá increrncntar esta longitud. a~í con10 tarnhiC.:-11 operar con un adc111c de 12 7 c1n de 
dián1ctro. par;i C'\·it.ar subcxcavar a cona distancia de la lurnhrcra 

Brigadas de suhcxcavaciún Estún fr>rrnadas por ~eis pl.'TSl_>nas. en L"I interior de la hunbrera 
tres de ellas realizan la tnaniohra de- cxtracciún dd sucio. 011.1 opc1;1 la unidad de potencia 
hidráulica para hincar y cxtLH.:r el pi~t1..'H1, L"fl el L"\.lc1 iur trabajan el 111aL.1catero y su .ayudante 
quienes suben, bajan y tr~t~ladan Jt,s tubos <h.· J;1 rtH.:sa cxt1actc1r~1 Se cucrlta con un cabo por 
cada seis lurnbrL·ras ::--· dL· un ingcni<.:n, coonlinandu las activida<k·s 

1.2 Equipo. 

El equipo de subcxcavación esta f(lrn1ado por las siguientes par tes, ti gura 1 1 

C;;;n~r;l.;;r-....._ 

¡l./ "= .;.;')·-«=========> 
r"r'""' /- G,.v~,, "~ "~rlo;;tg,,;.¿,, 

,et !::::===""=====:1,"' ~5 7 ,,. 
..-~ --- 1 o ,.., -----

flg. J. J l:..~qui¡,Jo y herrc1111ie111a ¡Jara ~S'11hexcc1''C1ciú11. 

Mesa de subexcavación. Estructura metálica con ruedas para centrarla fáciln1cnte con 
relación a las boquillas y tornillos niveladores. para ajustar su inclinación. La parte frontal es 
deslizable. para fijarla a la lurnbrcra y aprovechar la pared corno superficie de reacción 

Bomba eléctrica y gato. Sobre Ja nlcsa se instala el cilindro o gato hidráulico de 5.0 cn1. de 
dián1ctro l. l 5 n1 de carrera~ se acciona con una bornba eléctrica localizada en la base de 
apoyo. cerca de la escalera rnarina que accede al fundo. En Jos trabajos dc subcxcavación se 
usan dos tipos de equipos: el rápido, que se utili;..ra en las lu111brcras cuyas penctrnciones 
cierran rápidar11cntc o se requiere 111ayor volurncn de extracción de st1t.:lo y el nonnal en las 
restantes. En la tabla 1. 1 se indican las caractcr ística..,. ch: estos equipos. 
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Equipo Bo111ha 
Eléctri~a 

Tabla /. J /·.:qui¡>os €.h· s11ht..•.n ... "t1\'(1'"iú11 

Rl'.l'\.f. Pi~tú11 

(ton) 
Presión de \/clocidad 
trabajo de avance 
(kg /crn2 (111/111in) 

V elucidad 
de 
cxtracciún 
(111/111in) 

Normal 2111' 1800 12 150 05 Oü6 
Rápido 75111' 3000 12 150 20 .¡oo .._ _ _._ ________ .,,. .. --~~·--~ ·------~·-----~·-·------~·--~· -·· 

El equipo rúpido tiene un tanquc acurnulado1· de hid1 úgeno, para aurnc.:ntar la vclocid.td de 
operación y el pistón cuenta con an1ortiguadorcs 

Tubo de cxtracciOn. Consta de un tubo subc.:xcavador de JO crn de diárnc.:rro v 1 O rn de 
longitud con zapata de accro de 1 5 cn1 de lon~itud, afilada en el t:-...:t rc1110 que ~e~ hinca en el 
suelo~ cuenta con un conector para unirse a la tubería di.: pc-1 for ai..:iL>r1 de :S 7 l.:lll de c.Jj¡"1111ctro 
y 1 O rn <le longitud. Esta últi111a tiL·ne copie~ 111acho y '1L·n1b1 a. ~e ~tcPpla L'lltre :-.i por 111c.:dio 
de pernos y con un conector· al pistún suhL·:xcav:td\ )f" 

l\.tcsa de cxtracciún Esta fonnada por plac;is y pi.:rfilt:s de acL"ro. sobre ella se: instala el 
cilindro hidrúulico L~xtractor. accinnadn por una hon1ha clCi..:trica 

Dispositivos p.:u-a n:rnoldl."o. La e\.·;duaci,."Jn c.: .... :pL·rin1ental del (nncc.:s(.) dL'nln!->tró la 
conveniencia de us;ir dispositivos íL'n1oldcadon:s, l'=tra acL·lc1·ar el cierre de la ~ubcxca\.·ación. 
aun1cntar Ja cantidad de rnatcrial por pasad¡1 y rt: ... Iu,.:ir t:I tit:rn¡H1 de dL"fi.1r111;icit.Hl 

Se diseñaron y probaron var·ios rt.:111011.k·adorco.;, ll1s rnL·jorL'S IL''-'tJltados se.: llhtuvicron con el 
dcnon1inado "de rnanita" y con un "cllrtador cfL" ª!:!-ua", sus ca1·acteristic;1s se presentan 
csqucn1áticar11cntc en la figura 1 .~. su funcionan1ie11to y rendirnicnto se ch:st:r ibcn a 
continuación: 

0) (k ITIQrnfQ 

f./}:. 1.2 Re1110/cleaclores ele suelo. 



a) Rcrnoldcador de 1nanita Consiste de dos placas de acero en fi>n11a de csp¡ítulas de punta. 
su abcnura n1úxii11a es dc 18.--l cn1 y cstftn inclinados -t5º. aprnxirnadarnentc, se acopla 
111cdiantc pcn1os a !;is ha nas y al c.:ilindro hidr ;üilico 

El rcrnoldcador !">L' c.:oloca dentro de la pcr tlH acion y al pa<>ar Lt boquilla se ¡¡brc a su 
diúntctro 111~·1xirno. ~e intnH.lucc con ayuda dL'I gato. acnpli111dolP a l;t tul>e1 ia de pernos us;1da 
en la subcxca'\:aL·iú11 J)L"lllt)S[(Ú asi ~u u1ilid~1d y por ellp ~t..· ernplt..·.t t.:11 Lt ~ttln:xca'\·aciún de 
su\!los ;:ucilloso:-. dL" C<.>11sbtt:ncia 111c.:dia 

b) Coi·tador dL' <1~u;1 Es un disJlll:-.itivo que invel·ta agu:1 a prL·:-.1<i11, si...· urdí/o p:u;1 rernoldear 
en la zona norte de ("atc:dr.aJ. donde t..•.xi!-.h:n arcill.1s de consi~ten~ia ti1111c a dura 

Con~ta de una tohi...·r·a cúnica de cobre C(lJl un di;ú11erro de ~alid:1 d(,_" ~ -t·i rnn1. unida a una 
111angucra tlc:xibl~ (k• 1 <) crn dt: di~ü11ct10 y (l O rn de JongillHJ, 1() que pc11n1le introducirlo 

con facilidad y gir;irlo l..'ll L"I intL·rilll (k· c1da pcni...·rr·<t~¡<·,n J:l (.."{)flj11nt<l 111.ingtu.:ra-inyect(H. se 
conecta a la tubl..'ria de surnini:-.tn.l lk· a~ua p~u;1 la li111pic:/:1. una '\.·aJ,.·ula de cor11pue1ta 
controla el flujo dL· ;1gu:1. cuyo ga~tu t..'S d•_· O l.::'. 1 ·.., .__-pn una\. elu1...·1d;1d de.: ~.d1LLt Lk -:27 n1-'s 

El procedi1nierlto de re111olcft:n cnn:-.i'.-.t1...' l.'11 intJ<l(!u1...·i1 el i11:--T ... :r( 1 r el ¡1111n1...·r 1n1,_·t10 :-·,:girar Ja 
111angut.:ra una y otra VL·/ dur;1ntc JO s para que coi fL' c .. :n fo1 rll;l Lk· ;:b.i11H .. ·11. con un an_sulo de 
.. ¡5° hacia arnbo~ L1dos de la '\.·enical Postcrior111cnte se.: Íntl1ldt1Lt..· 1111...·dio 111c.:trc> rn:is y se 
repite Ja operación lt:1sta que(..'! di~,pll:--,iti'\.·c1 lk·.~;1 ;ti tlH1d~l. ~L· ~:1ca lcnt:1111c11te ~·· '>1...' inrr( 1 duct: 
en Ja penetraciún !"'i_suierlle 

El ticrnpo n1úxin10 de rernuldeo a Jo largo de una p(..·nc:traci(.Hl con1plcta de ú O rn di..! longitud 
es de 6 rninutos ('on t.:l procc.:dirniL"ntn anterior c.:l cien e :-.e a.celc.:r :t p(lr el ca ido de pequeños 
bloques de rnat~ri;il, el r<.:r11oldc.:o se rL·ali ..... ~1 prucl11~t1Hh1 que la ztHla de.: ceclt:ncia se di:-.tr·ibuya 
igualtncntc L~n el pL"rin1t.:trn de cada lun1br(..·ra y ~1...·~1 dL· c.:-.pe:-.or unifor111e 

1.3 Ciclo de· suhcxcavación. 

Las etapas de un ciclo de subcxcavación son las siguientes: 

a) Colocación, nivelación y centrado de Ja rncsa hidrúulica con relación a una boquilla. en 
seguida se acopln la tubería de subcxcavaciCn al cabezal dc.:I pistón, incluyendo su zapata 
cortadora. 

b) ! lineado del pri1ncr tra1110 de tubería, a continuaciún se c.xtrae el tubo lleno de arcill;i. se 
desacopla del pbtón y postcrionncntc se identifica, se sube a la superficie en la canastilla con 
el n1alacatc y se traslada a Ja n1csa de extracción donde se pc.:.s:a. se exlrott: el niarerial. se 
tornan rnucstras para laboratorio, se lava y regresa al interior de la lu111brera 

e) Se acopla otro tubo subcxcavador a Ja tubc.:ri:l. dc pc.:1H.::fr;icjón dc 1.0 111 de longitud y se 
hinca en Ja arcilla para subcxcavar el segundo 111etro, .se cxtrac y se fH:sa Se continua así 



hasta llegar a 6 m en cada una de las boquillas y completar una pasada de subcxcavación. 
Cuando se cierran los orificios que quedan después de extraer el rnatcrial, se repite el ciclo, 

d) Cuando el cierre se dcrnora se decide la conveniencia de utilizar un rcrnuldcador. 

En la figura 1.3 se n1ucstra la secuencia de operación en incrcn1cntos de extracción de 1 n1 
para cada eje de penetración. 

f') H""Codo drl Jf'•fo l~:O O.. 1 .. H•ca...oc~ 
6 O '" or ~troc•:>" 

'.1) z'O°"'t;~,,/~~;:·Jc~~~ l~~f'•C~..X..,:,. 

_. 6 C D -+ -.¡,_ -<b - <l>. 

Sr•f';o•lrnlv~..;,, 
1>01r.:"~"'6'""""'' 

1) P1.xr~ ~ ~,.,...,.,,.,.,o,., t>'.JJI-:= M r.,u 
ó""""l•.JCO"'f'I 4'<I l .. ~•~Cr(X...,,. 

fiK· 1.3 .Sccuencia de s11hexca\•acití11. 

6 
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.. •.;11he.XCUl'UCÍtin 

El proceso de subcxcavación induce dcforn1acioncs en el sucio CJUC ocasic>nan 
cambios en sus propiedades n1ccánicas~ la evolución de estos cainbios en etapas succsivus de 
los trabajos de subcxcavación debe conocerse con el objeto de Jog1·ar Ja rncjor con1prcsión 
de Jos efectos de Ja subcxcavación. Esta infonnación pcnnitc ratificar o 111odi1icar los 
progran1as de trabajo y en caso ncct..·sario introducir 111ejon.1s a las técnicas y equipos 
utilizados para llevar a cabo el proyecto 

La precisión del proceso de subcxcavación se logra JIC"vando un control cuidadoso de 
l;i cantidad de sudo ..:.xtraído. Los conceptos de rendirnicnto de extracción. la relación y 
velocidad de cierre tuvieron que definirse para ejercer racionahncntc dicho control. 
Rutinariamente se: llevan a cabo pnu:bas para observar la variación del contenido de 
huntcdad. del pcso volurnétrico, de Jos lírnitcs de consistencia y de su resistencia al corte. 
nlcdiantc Ja prueba de penctrún1etros de bolsillo, para verificar la ejecución adecuada de los 
trabajos. Los coL·ficicntcs de abundarnicnto definidos para proceso <h: subcxcavación 
pcrn1itcn conocer i.:on precisión el volun1cn dt: ~uclo cxtraido y con los controles rutinarios 
se puede dctcrrnirwr cada vez que corl\:cnga. 

7 



CAPITULO 2 

EL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS Y PROGRAMA EMPLEADO. 

2 .. 1 Introducción. El 111étodo de Jos clcrncntos finitos es un rnétodo aproxi111ado para 
resolver ecuaciones diferenciales de problcn1as <le valores en la frontera o <le valores en la 
frontera e iniciales, Esqucn1ática1ncntc la secuencia del n1Ctodo puede rcsu1nirsc en los 
siguientes pasos: 

1) El medio continuo (dominio de las variables de las ecuaciones ditl!rcncinlcs) se divide en 
varias regiones dcnotninadas clcn1cntos finitos, de fonnas convl!'nicntcs (linc.:as, triflngulo.s. 
cuadriláteros. tetraedros. etc.). 

2) Mediante una selección apropiada de ciertos puntos dt: los clcrncntos finitos, 
denominados puntos nodalcs. las variables de cada ecuación ditCrcncial se aproxirnan 
n1ediantc una co111binación lineal de funciones <lt.: intl.'.'rpolaciún (cnnocidas) de las '.:ariahlcs y 
en algunos casos de sus derivadas. especificados en los puntos nodall.'.'s 

3) Mediante el uso de los rnétodos variacionalcs o de los residuos pesados. las ecuaciones 
diferenciales que gobiernan el problcrna se transfonnan en ccuacionl.'.'s de.: los clcnH:ntns 
finitos que gobiernan en fonna aislada . a todos los clcn1cntos 

4) Los clcn1cntos finitos aislados se agrupan para forrnar un sistcrna global de ecuaciones 
dif'crcncialcs (en el problema de valores en la frontera e iniciales) o de ecuaciones algebraicas 
(en el problema de valores en la frontera). con sus propias condiciones de ti-orHcra o 
condiciones iniciales. 
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5) Los valores de las variables dt! las ecuaciones diferenciales quedan definidos al resolver el 
sistcn1a de ecuaciones correspondientes 

El rnétodo de Jos clcn1cntos finitos obtuvo sus prin1cros cx1tos en ~u aplicación a 
problemas bidin1cnsionalcs. utilizando el clcrncnto triangular. que es el rnas sencillo. pero el 
proccdin1icnto es totahncntc general. 

En los problc111as de esfuerzos y dcfornHtción plana. el can1po de dcsplazarnicntos 
viene expresado unívocarncntc en función de los dcsplazarnicntos u y v en la dirección de los 
ejes cartesianos ortogonales x e y. rcspectivarnentc 

/\dcr11.ás. las únicas tensiones y dcforrnacioncs que se han de considerar en an1bos 
casos son las tres cornponentcs en el plano xy. En el caso de esfuerzos en el plano, las otras 
tres con1poncntcs de los esfuerzos son nulas por definición y , por consiguiente, no 
contribuyen al trabajo interno. pero si se dest:a puede ser evaluada cxplici1an1t:ntc al linal del 
cálculo a partir de las tres co111poncntcs principales de los esfuerzos 

2.2 Cnractcristicns de los elcrncntos. 

2.2. l Función de los dcsplazarniL•ntos La figura :2 1 1nucstra el clctncnto triangular 
típico considerado con los nodos i,_J,111. nurncrados en sentido antihorario 

j 

Fig. 2. J J-:le111t!nlo de 1111 lllt!(/io cotJtin110 bl.-~jo 1t.~11si<itJ y l.k:i<Jrllll.1'."i<Í11 plana 

Los desplazan1icntos de un nodo tienen dos cornponcntcs: 

{"·} Cl, = \', (2.2.1) 

las seis componentes de los desplazarnicntos del clcn1cnto se agrupan en un vector 
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¡ª· ¡ ií" =..: ªJ 

"~ 

(2 2 2) 

Los desplazan1icntos interiores a un clcn1cnto han de quedar definidos univocan1cntc 
por seis valores. La representación n1as sencilla viene dada cvidcntcrncntc por dos 
polinomios de prirner grado 

11 = a 1 + a~x +a, .. ..\' 

(2.2.3) 

Se pueden calcular fácilmente las seis constantes ce resolviendo los dos sistemas de tres 
ecuaciones sin1ultáncas que se obtienen al sustituir las coordenadas de los nodos e igualar las 
expresiones resultantes a los dcsplaza111icntos correspondientes a los nodos. Escribiendo por 
ejemplo. 

11, = CL 1 + a;x. + a\)', 

11 1 = 0 1 t- '-~;X1 + éri...\' 1 
(2 2 4) 

lt,., = éL 1 ·t- éL;X.,, + CL\..\',,. 

podemos calcular fáciln1cntc a,.ª= y a 1 en función de los dcsplazan1icntos nodalcs 
11, .11J y 11,.. para obtener 

11 = 2~ [(a,+ b, x+c, y) 11, +(a,+ 1>1 x + c1 y)11, +{a.,+ b~ +c..·., y)u.,] (2.2.Sa) 

en la cual 

(2.2.Sb) 

t...•, = x .. , - .\-} = .\-.. ,) 

obteniéndose los demás coeficientes mediante pcnnutación cíclica de los subindiccs i. j. 111. 

Además 

X, 

x, 

. '\" .. , 
Y. I _v.,, = 2 x (área e/e/ 1riá11g11/o ij111) 

Y •• 

(2.2.5c) 
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Puesto que las ecuaciones para el dcsplazarnicnto vertical son sirnilares. se obtiene 
igualmente que 

v= 
2

1A((a, +l>x+c;•)v +(a +h +e 1·)u +(a +h x+c 1·)v ] 
L:l 1 1 1 J J J· J - - .,._ "' 

(2.2.6) 

Aunque no sea cstrictarncntc necesario en este rnorncnto. podcn1os expresar las 
reJacioncs anteriores (2.2.5a) y (2.2.6) en Ja forrna general de la ce. 

11 = tJ =Na'= [IN, ,IN, JN •• Ja·· (2.2.7) 

siendo 1 una rnatriz unidad 2x2. y 

N, =(a,+ h,x + c.;y) / 26. (2.2.8) 

La f'unción de desplazamientos elegida garantiza autornáticarncntc la continuidad de 
los desplazamientos entre elcn1cntos adyacentes. debido a guc los dcsplazan1icntos varían 
Hnealn1cntc a lo largo de cualquiera e.fe los lados del t ri{lngulo y. al in1poncr los rnis111os 
dcsplazan1icntos en los nodos para c.fos ch:n1L"ntos continuos, cvidcntc1ncntc existirá el 
n1isn10 dcsplazan1icnto a lo largo del contorno de separación 

2.2.2 Dcforrnación. La dctbnnación total en cualquier punto del clcrnento plu .. •dc 
definirse n1cdiantc sus tres cor11poncntcs que conrribuycn al 1rahajo interno ... '\si. 

+: Jf;. ¿> }':,)=!'}' e 
r'?_l• 

Yn· e'? r7 
ély. c."'x 

(2.2.9) 

Sustituyendo la expresión (2.2. 7). tenemos 

¡ª·} e= Ha'= [B,.H, .H.,] a, 

él"' 

(2.2. IOa) 

siendo B, una matriz típica dada por 
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l
iJN, 
iJx • 

H, =(S)Ñ = O, 

<7N 
<7y • 

~ .. J 
"· 

Con lo cual. la n1atriz ll de la ecuación ,_.:;:::-[~\']ti queda definida cxplícita1ncntc 

(2.2. lí>h) 

Se advertirá en este caso que la n1atriz B es inc.lcpcndicntc de 1a posición del punto 
dentro del elemento y. por consiguiente, las dcii.._)r111acioncs son constantes dentro del 111isn10. 
Es evidente que las funciones de fonna satisfilccn el criterio de dcfonnaciOn constante. 

2.2.3 Dcforn1ación inicial. Las dcfonnacioncs "iniciales", o sea, las dcfc."lrtnacioncs 
independientes de los esfuerzos, pueden deberse a n1uchas causas retracción, cristalización. 
o con n1as frecuencia, a can1bios de tcsnpcratura. y en general darán por resultado un vector 
de dcfonnación inicial: 

lc,,, l 
¿·fJ = ~-·.~ º. 

r ... ~ º 

(2.2.11) 

Aunque esta deforn1ación inicial puede ser. en general. función de la posición dentro 
del elemento. normalmente se dcfinirú por su valor n1cdio constante en todo el clcn1cnto. 
Esto de acuerdo con las condiciones de dcfonnación in1puestas por la tünción de 
desplazamientos establecida. 

Así para el caso de esfuerzos en el plano en un clcn1ento de n1atcrial isótropo sujeto a 
un incremento de tcn1peratura o·. si el cocticicntc de dilatación térn1ica es cz. tcndrcn1os 

J ªº'\ b·
0 =lai· (2.2. 12) 

ya que una dilatación térn1ica no produce dcfonnacioncs transversales. 

En el caso de la dcforn1ación plana la situación es n1as con1plcja. La hipótesis de 
deformación plana i111plica que a causa de la dilatación ténnica se dc-sarrollcn esfuerzos 
perpendiculares al plano xy. aun cuando se suponga que los tn:s csfi.1crzos principales son 
nulos. y consiguientc1ncntc las dcfor111acioncs iniciales cstanin afectadas por las constantes 
elásticas. 

12 
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Se puede den1ostrar que en este caso 

¡a(}·¡ 
¿·,,=(1+ u) a;· (2 2.13) 

donde u es el coeficiente de Poisson. 

Los materiales anisótropos presentan problemas particulares ya que el coeficiente de 
dilatación ténnica puede variar con la dirccciOn Lla1ncn1os x' e y• a las direcciones 
principales del r11aterial (figura 2.2). La deformación inicial debida a la dilatación térrnica cs. 
ton1ando dichos ejes con10 sistcn1a de referencia, para el caso de esfuerzos en el plano. 

y y• 

Fig. 2.2 Eh:n1e11lo de 111111u1/L'rial <!.\·Jratifice1clo (con hoo1ro¡Jia tra11sw.!rsal}. 

(22.14) 

donde a 1 y ª= son los coeficientes de dilatación referidos a los ejes x' e y' rcspcctiva1ncntc. 

Para obtener los componentes de la dcforn1ación en el sisten1a xy es necesario 
emplear la matriz de transformación de deformaciones T que nos daria. 

(2.2.15) 

Con P definido como en Ja figura 2.2, es fácil comprobar que 
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[ 

cos' /.J 
T= sen' /J 

scn/J cos/J 

sen' /1 - 2 sen /1 cos/J 

cos' fJ 2 sen// cos/1 

- sen// cosfJ cos' /l - sen' /J l 
Así pues. 1,.·0 puede calcularse fo.cllnlcntc Se aprecia que ta co111poncntc tangencial de 

la deformación ya no es nula en el sistcrna de coord..:nadas xy 

2.2.4 !\.1atriz de elasticidad La nHltriz D de ta relación a;:_..::_ I J( ¿· - 1:c,) + a 0 

(2.2.16) 

se puede establecer exp1ícitan1cntc para cualquier rnatcrial {excluyendo ahora a
0 

que es 
simplemente un termino aditivo). 

Esfuerzos en el plano en un rnatcrial isótropo Para los estudios de esfuerzos en et 
plano en los n1atcrialcs isótropos se tiene, por dcti11ición, 

¿·. ~.!.. - .!:_l_'!_!:_ t 
¡.; ¡.; 

¿·, ,, (2 2 17) 

2( 1 +u) r,. 
=------~t.: ¡; .... 

Despejando las deformaciones en el sistema anterior. obtenemos la matriz D 

n-~[ :, u (o~u)j (2.2. 18) 
1- u-

o o 

en la cual E es el modulo de elasticidad y u el coeficiente de Poisson. 

Deformación plana de un n1aterial isótropo. En este caso el esfuerzo norn1al a,,. no es 
nulo, debiendo de añadirse a las otras tres cornponcntcs de la tensión. Para el caso particular 
de dilatación térmica isotrópica. tenemos 

1-1 
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(2.2.19) 

pero además 

Eliminando a, y despejando las tres dimensiones restantes obtenernos la expresión de la 
def'ormación inicial ce. (2.2. 13). y con1parando ésta con Ja ce. (2.2. 16). la 111atriz D resulta 

D 
E(I- u) 

[ 

1 
(I:: u) O l 

(1 ~u) O 

0 
(1-2u) 

O [2(1 - u)J 

(2.2.20) 
(1+u)(1-2u) 

2.2.5 Matriz de rigidez. La matriz de rigidez del elemento ijm viene definida a panir 
de la relación general de la ecuación. 

K' = J, IJT D/Jcl( "º') (22.21) 

mediante Jos coeficientes 

K' =fBT DIJ tclxd" 
' J ' J ._, 

(2.2.22) 

en la que t es el espesor del elemento y donde la integración se efectúa sobre la superficie del 
triángulo. Si el espesor del elemento se supone constante. hipótesis que tiende a ser tanto 
mas cicna a medida que disminuye el tamaño de los clcn1entos. entonces. con10 ninguna de 
las matrices contiene ax o y. tendrcrnos scncillarncntc 

K;, = IJ,r FJ IJ, f L\ (2 2.23) 

donde L\ es el área del triángulo [definido ya en la ec. (2.2.S)]. Esta expresión es ya 
suficientemente explícita para el cálculo. dejando para el con1putador Jas operaciones 
matriciales. 
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2.2.6 Fuerzas nodalcs debidas a las dcfonnacioncs iniciales. Vienen dadas 
directamente por la expresión (2.2.21 ). la cual tras integrar. se transforn1a en 

(2 2.24) 

Estas fuerzas debidas a la "deformación inicia\" se reparten entre los nodos de 
manera desigual y exigen un cálculo preciso. Expresiones sin1ilarcs pueden deducirse para 
las fuerzas debidas a las tensiones iniciales. 

2.2.7 Fuerzas volumétricas distribuidas. En el caso general de esfuerzo o 
deformación plana. cada ele1nento de superficie unidad en el plano xy esta sujeto a las 
fuerzas: 

en la dirección de los ejes correspondientes. 

Ademas según la cc.(2.2.21), la distribución de dichas fuerzas a las que actúan en 
cada nodo del elemento viene dada por 

f.' = f N,d..:dy. (2.2.25) 

si las fuerzas volumétricas b. y h,,. son constantes. Como N, ya no es constante la 
integración se ha de efectuar cxplicitamcnte. 

En este caso particular. los cálculos se simplifican si situamos el origen de 
coordenadas en el centro de gravedad del elemento. Entonces 

J xdxdy = J ydxdy =0 

y haciendo uso de la ce. (2.2.8) 

f.'=-{~} (2.2.26) 

según las relaciones (2.Sa).(b),(c), 

Explícitamente, para todo el elemento 
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h. I n h,. 

f·= f,' 
h, ¡\ 

(2.2.27) 

"·· f 
3 

_;:. 
"· 
h,. 

lo que significa sirnplc111cntc que el sistcn1n de fuerzas que actúan en las direcciones x e y 
debidas a las fuerzas volun1étricas se distribuyen entre los nodos en tres partes iguales. Este 
hecho se corresponde con lo que se intuye fisica111cntc y con frecuencia ha sido supuesto 
implícitan1cnte. 

2.2.8 Potencial de fuerzas volu111étricas En rnuchos casos, las fuerzas voturnCtricas 
se definen en función de un potencial de fuerzas voturnCtricas t;.~ tal que 

"·=<~ (2.2.28) 

y es este potencial. mas CJUC los valores constantes de h. y h •. </>. deberá variar lincaln1cntc 

dentro del ctcn1ento. La "función de fonna" de esta variación deberá provenir cvidcntcn1cntc 
de un procedirnicnto análogo al seguido para deducir las ces (2 2 ~i) a (2 ::?..6). obteniéndose 

~=[N,.N,.N.,]if>' (2.2.29) 

Así pues, 

¿"'9 ~' 
h =--=-[" h h ]--.... e-"'x , • 1 • ,., 2ó 

y 
¿'~ ~-

h_ = - __:!!__ = -[e ~· e ] ·-
l' º>' ,. J.,,, 2~ 

(2.2.30) 

Et vector de las fuerzas nodalcs debidas ul potencial de fuerzas voh11nétricas rccrnplazará 
ahora la expresión (2.2.27) por (2.2. 3 1) 

2.2.9 Cálculo de esfuerzos. Las fórmulas obtenidas nos permiten ensamblar la 
matriz de rigidez de la estructura y obtener los valores de los <lcsplazainicntos. La n1atriz dt! 
esfuerzos expresada en forma general en la ce. (2.2.21) se obtiene haciendo las 
sustituciones adecuadas para cada clcn1cnto. 
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"·· b,. "-
L", • c...·J. (..",., 

"·· h ,. "-f·= <P' (::! 2.31) 
6 c..· •• e,. (..·_ 

"·· h,. "-
c..·,. e ,. e·,., 

Según la hipótesis básica. los esfuerzos son constantes dentro del clcn1cnto Es 
coniún suponer que estos actúan en el ccntrn de gravedad dd c.:1cn1cnto, nu·a posibilidad 
consiste en obtc1u!1· el v¡1\or de.!' los csfuc-rzos <le los IH.)<..h.>s ..:01110 nh.:di~t de.: los v¡\lc..acs en los 
elcn1cntos adyacentes (_"on esta idea se han ctnplcadu difl:rcntcs 1n~todos dl.! "pondcracii...lll" 
basados en consic.h:racioncs ctnpiricas, pt..·ro las ventajas obtenidas no son considerables 

2.3 Prognuna E1nplt~at10 

Una de las caractcristicas protnincntcs de las cstn1cturas de tierra es que los 
proccditnicntos constructivos sun rnuy irnponantcs para su con1portarnicnto durante y 
después de la con~tn1cciún e inclusivt.: ha~ta pucdi.:n provocar condiciones de falla St.: 
pueden n1cncionar dos cjc111plos tipicos 1:.1 ptinlt:tc1 es la con~trucción di.! terraplenes en 
c..lonc..lc Jos estrato-> dL' lll<llcriaiL'S cu1npactadu.;, se colocan gr;1dua\n1cnte. ~· 1..:\ otro, l.:t gradual 
sustracción de tnatL·riah:s en c.xcavacioncs ahic.:rt;1~ y subti..:1r;Ú11.:a:-- l 'n anali:-.i-; de t::-.ti.1L"t/o"' y 
c.h.:fi.>rrnacioncs en 1;¡...., oh;a~ gcott.~cnícas ~e t:nfPL:a 110 ~~uLunclllL" t.."ll L1.., c:--t1uctu1a..,; ya 

tcnninadas pt:ro ta111biL·n. 11H1chas \.'cccs con 111;1yo1 1111¡H11t:u1ci.1. en l.1-... c..,tructu1;1..., cn 
construcción 

Sin c111bargo. un análisis dt.: cstl! tipo es gencraln1cntt.!' co111plicado por los siguientes 
cuatro aspectos ( 1) l~a liontcra dd do1nínio c.kl ana\i:-.is ca1nhia c(111tinuan1c.:nte Por c.:jc111plo. 
en el caso de tcrraph..:ncs. la parte prt.:Yian1cntc con~uuida funna L"ll la~ L"tapas postc1iu1cs la 
cimentación de las nLJcvas capas colocadas En c.:l caso dt.: cxc;:tv¡tciont.:s. al contr·a1 io. el Sl1t..:lo 
en el fondo e.Je la cxcava<..:iún va ~iencJo n...:1novidu <.:011tinua1nc11tc a nh:dida qut.: se a\.'an/a la 
obra (2) l)urante el ptoccso de con~trucciún ~,: cxG1\.·~1Ci(·1n. otro~ t:lt.:111cntos c~t1ucturalc!-. 
(adcn1cs. puntales, 1nuros c.h; rctt.:rn:ión y n.:\.'c~ti111ic11tu~ ) :--.uL"icll in:--.taLu :--01....· para g_;tranti/ar la 
seguridad local y global de l~ estructura t0rrc:a de: tal n1anct a que u11;1 gi-;111 \.';U iec.Ltd y un 
gran núrncro de clc1ncntos que no llCi.:c.:saria1ncntc :-.un dc tiL"rra i11tcrvi1....·nt..·n en cl ;111;.t\isis dc 
estas estructuras (:;) El a1nbit.:11tt: de C<.>ll~trw.:ci(.H\ o c.x1....·avacil.lll di:-.ta dc ... c1 aisl.tdll \ 111;1 

excavación abierta puede cli.:ctuarsc en un sitio dom.le a su ahcdL·d(n ~c c1\!...:ue11t1an cdif1c1llS 
Un túnel puede inte.:ractuar con un ...:ajón de.: ci1ncntación :\.~i que cl anali:-.ís de una 
excavación puede involucrar una o va1ias L"~tructu1as \'L"LÍllas (·l) Pl1r lllti1110. 1)L·1u nn 111c11n~ 
irnportantc, el <..:orn¡HJI tanticnto de los ~uclo~ durante t:I pi lH..:c:--P 1 •• :u11 ... t1 uct ivo e~ 111uy 
con1plicado. La t1 aycctoria de los L~~ti.1crZl'S suL"h: scr difc1 L"lltc '"lL· aquella baju las 
condiciones de carga dt..: servicio. Por cjc1nplo. durante la c'ca\.'acion ~c prc:-.cnta un cstadn 
de esfuerzos de cxtcn~ión en contrastt.: al cstadu c.h: cnn1prcsil.lll quL· ~L·nc1 allncntc inducen 
las cargas transtnitidas pnr el edilicio con~truidu /.onas de tL·11:-.il·n1 ~· por C(,nsiguícntc de 
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agrietamiento tnrnbién pueden encontrarse. '"'\dcrnits si las estructuras de tierra son obras 
tcrnpornlcs. n1uchas veces se adopta un fl1ctor e.Je seguridad rclativa111cntc haju. por lo que se 
pueden pn:scntar· .:ro nas de fluencia en donde l.'I ~ul.·lu tiene un curnpor ta111icnto pl/1stico Si 
las zonas de fluencia son lin1itadas Ja c~tabilidad µlobal podría no ser arncna:rada a pesar dc 
que existe la posibilidad de quc (H.::urr·an 111ovi111it:ntos exc..:csivos ck·I lCJICIHl Por c~tas y otra!"> 
razones se justifica que en los análisis de c~fi.1t:rzos y dct<.H rnac..:iuncs se con~idcrcn los 
efectos plásticos l.c1s nH.:todos de anfdisis y di'>L"i'lo sin1pliticados en nuichas oca~inncs no 
pueden representar condiciones reales que se cncucntran L'll cl '-.':a111po y se requiere un 
an~'tlisis rnas rctin;td(l 

Este capitulo reporta la in1plcrncntaciún de un prograrna de clc1ncntos tinitos que 
pcrn1itc c~tirnar esfuL·r.1:os y dcfi._H111a...:i(lrlL"S en la" obras tL-rrca:-. y c.::-.tn1cturalc:-.. ~in1ula11du los 
detalles rnas rclc\.·antcs de la construcción y/o cxcavaciún 

Un progra111a ck· co111putadora IL11nado ·¡ LS 1"'2 ( \·cr-:-.io..")11 dl."I ~trio J 1)•}2 de TEST) fue 
desarrollado a partir 1..k· un progra1n~t llan1ado TJ:s·r prc\·ia111cntc irnplcrncntadu ( I~i y H.01110. 
1990). En ~rEST(J: se co1bcrva11 las ~iguit:ntt..·-.. i..:;11~lctc1i~tica:-. dt: ·11·:ST 

1. Se puede irnplcrncnt~u- en cualquil.·r· co111putadura pl."r sunal ( J>C) l.'dlllpatible con el 
sistcn1a Jl3i\.l-PC. 

2. Existe la opción de r11ocfelar el proceso de constr u...:cinn por- etapas o Ja f'orrna de 
aplicación c.h: cargas si.:cuenciak·s. 

3 Existe la capacidad de cxpan~iún de la bihliott..:ca a..:tual dt: t:lt:rnentos finitos, 

4. El sistc1na de ecuaciones sc rc.sucl\'c con la solución di1 t:cta dc Ciauss cn1pleando 
conceptos de colu111na ac..:ti\'a y de bloqtH .. 'S, por Jo qut: prúctic~unentc no existe el lirnitc en 
cuanto al tan1aiio del prohlcrna por anali/ar 

TES-r92 proporciona las siguientes \.'entajas sobre TEs·r 

S. Cuenta con un algoritrno incrcrnental e itcrati\.'o para analizar problcrnas no 
lineales Los 111atcrialcs pueden ser c1~·1sticos. linc:tlcs. clastoplit~ticos perfectos y/o que 
siguen el nlodclo rnudilicado dt:I estado critico 

6. El proceso constructivo se sirnula con un algoritrno variacional. lo cual garantiza 
la unicidad del problema; 

7. El progran1a 111ancja el concepto de alrnaccnarnicnto diná1nicn en t.!l sentido de que 
la n1cn1oria central esta disponible en la etapa de solución dcl sistc111a de ecuaciones. 
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2.4 Forn1ulacibn 'Varincion;1l c.h•l Proceso Coustrucli'\'u 

2.4. 1 Plantcarnicnto teórico 

La metodología de sirnular el proceso c<>nstructivo basada en el n1étodo de los 
elementos finitos fue desarrollada en la década de los flO's (Clough y \VoocJ\.Yard, 1967) l.a 
idea principal era con\·enir prirncro los esfuerzos di~tribuid1..lS en cada ck·n1t.·1110 en llu:rzas 
internas concentradas en los nudos. y dt.·spuC~. la~ 111isn1;is fuer zas ~e aplicaban en la 
siguiente etapa cu1110 solicitaciones c~ten1as cuya dir ccciún dt.: aplicaciún dchcria ser 
consistente con el proceso a sirnular Si sc trataba dc constnH.:ci1....l11, las fucL • ...:as ~e aplicaban 
con signo opuesto a 1.-ss calculadas de t<ll rnancra que se f'onnaban nueva~ fronteras libn~s de 
carga. Este rn0todo, que se retic1-e rnas adclantt..• corno cun\·c1h.:il ,11.d. h.:t :-.idt) c'itoso p;na el 
caso de construt.:cio1H .. '.'~ (C"lough y \\'ood"-.:ard, 1 'J()7) y ha prt:~t.·ntado di..:safonunadan1cntc 
ano1nalias nun1c..'riL·~ts para t.'! caso de excavaciorH .. '~ 

Se ha obst.·rvado que la distribuci{\n d1...· L'Sli.a.'L/.os y d1...·f .. )nn~11..:io11e~ cakulada con el 
tnt.!'todo conYC"IH.:ional depende ft1t.·ttL'"rtll..'lltl.." di: la :-.l..'Cllencia lh: e\.:cntus de c."1....·a,·ación aun 
para un 1natcrial t.·l:·tsticn lineal I:sto, ~in e111bargo no dl.."hc ocurTir· St.·gún lo~ principios de la 
n1ccánica del rnedio continuo, si el 111t.•dio es ela~ti1.;o lineal, la ~upctpo~iciun de e~fl.1t.·rzos y 
dcforn1acioncs es !->ic1nprl! v~ilida I::~to i111plica que la respuc:-.ta tina) d1...·l ~i:-.tc111a ~ol.:tnh.:nh.: 
depende de las condiciones e.le frontera finales que incluyen tanto la g.enn1eu-ia con10 las 
cargas. y es indL·pcndientc de la historia de carga y la dd caJ11hi<) de gcornctria E~tc 

nrgun1cnto llcva el nornbrc de la unicidad del pr < ,hlt.·111a 1-:1 11h:l1.. Hl1) ..__., 'Tl'- L'llCH lll;tl ,.¡< ll<t t.·I 
principio ch: unicidad. ht.·cho que lleva a al!-',tJJl<>s autor e~ a i11tc11t•t1 rc .... (11\. L"f", tal pn1blc111a 
usando rnétodos bhor-io~o.s ( f)c-sai y S;ug;ind. 1 íJX-l) ~o (1l>:-.ta11tL'. ( Jhahoussi y :-.us 
colaboradores ( 1 <)83, 1 <)8·l) han propuesto un 111~todo general _\ ~cnL·ill11 pal a :-.i111ular tanto 
excavación corno construc<.:ión de 111anera unilicada, lo cu~tl ha sido i11tcrp1 et ad o 
rccicntcn1cntc por Borja y otros ( 1989) Usandu un algorit1no vanaciunal que se distingue 
por su elegancia 1natc111:'ttica En d 1u1c"\·o 1111.!todo variacional la idea ()1 iginal cJcl n1~todo 

convencional sigue vigente excepto que se ha puesto atcnciún cspe...:-i;il S<.ih1 e el d1...1111inio del 
cálculo de las fuerzas nodalcs intcn1:1s 1 ~as fi.1l.."r-:l"a.'.-. nndalL·s <tplicadas t.."11 la etapa actual 
deben calcularse de acucnlo con la conliL!lll ación actu;d c.lt..·I sist c111a \" no con la anterior 
con10 lo hace en t.·l 1n0tc.)do convcnc..:innal l)L" t.•sta rnanera, se ha dc111o~tr ado la uni....:idad del 
problcn1a no solarnente para un 111L"dio cl;.1sti1..:o lineal sino 1;1111bi~n para cie1to tipn de 
n1atcrialcs clustoplústicos (Borja y <1tros, 1 <>89) Estc 1u1evn 111~tudo es lo que fue 
in1plcn1cntado en TES'r92. lo cual se c:xpondr;í a continuaciú11 sisui1.:11do t.•I trabajo de norja 
y otros. 

llcfiriéndosc: a la figura 2 3, el don1inio de anúlisis en el inst;1ntc t es !"l(1) y las 

ecuaciones del can1po y las condiciones dc frontera para este instanti: son 

V'-a(u)-f=O sohrc !:1(1) ('.2.·1. 1) 

11 = "~ sobre 1-_, ( I) (2 ·1 2) 

ll·O"=h .mhre r.(1) (2.4.3) 
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ll.!. 
rh-r .. ,~ .. 

(/ .. - o-o"' ") 

~,""'] 
rg- ruft) -----

o ...... rn-• 

l·lg. 2. 3 ¡.;..,,:q11e111a tlel prohh.!111a tle 1-•xcc1''<1ciú11. 

donde V es el vector de operador gradiente. u el vector de dcsplazarnicnto. a el tensor de 
esfuerzo de Cauchy. 11,,,,. el vector de dcsplazarnicnto descrito. h el vector de esfuerzo 

prescrito. n el vector unitario nonnal a la superficie dirigido hacia afuera. y r"'" J.' rh (t) son 

fronteras del problcn1a. La ce. (2.4. 1) describe un probh:n1a de valores de frontera no-lineal. 
Las fuentes de Ja no-linealidad provienen tanto del 111atcrial en el dotninio corno del ca111bio 
geométrico en la fi·ontcra. El residuo corrcspondicrHc de la ce (~ .. ¡ l) se obtiene n1cdiantc 
un vector de función de peso \\.-·· 

r. .. .. (v. 0{11)- r).1n =o J, .. ,) . (2.4.4) 

Integrando la ce. (2.4.4) por partes. resulta que 

(2.4.5) 

donde 

W,:.~ (t) =J. Vw· a(u)dO 
.~. c.(1) 

(2.4.6) 

y H~ .• T(t)=f, w-fdn+J, w-hdr 
- (l(t J c.,,) (2.4. 7) 

representan trabajo virtual interno y externo respectivamente. 

Dentro del marco teórico del método de los elementos finitos, la ec. (2.4.5) puede 
discretizarse para el dominio espacial y temporal, resultando en un sistema de ecuaciones 
algebraicas. Para el instante t =t.,.,. las formas discrctizadas de las ces. (2.4.5)-(2.4.7) son 
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El ftlet1Jtlo 1/e /a_•; Elen1ento.\· J·lni/11.1; J" l'ro¡,:rt1n111 Enrp!t.•atlo 

(2 4 8) 

donde 

(F,,.,T ) •• , = l·~vr (c1 •. ,) =L .. , .fJ;.,{a}..,clO. (2.4.9) 

T 
y N (2.4.10) 

donde(¡:.;_._..,.),.., _}' (¡;~.:\T ) .... 
1 

son vectores de fuerza interna y externa rcspectivan1entc. ti .... 

es el vector de dcsplazan1icnto nodaL IJ,, . 1 )' 1\',, , 1 denotan Ja rnatriz: global de 

transf'onnación dcfonnación dcsplazaruicnto y la nwtriz global de función de fonna 
con1Unmcntc usadas en el n1Ctodo de los ch:rncntos finitos {a J .. . 

1 
es el vector de esfuerzos 

en el cual debernos distinguir el tensor a aparL•cido en las ces (2 -t J ). (~ .. 1 -1) y(:! -i <:,) 

Nótese que en las ces (.2.·1 9) y (.2 ..i JO), todas la~ cantidades son para el instante 
1,.. 1 • Esto in1plica que el factor de tic111po esl.:a involucrado en el problcnia y su solución debe 

realizarse marchando en el tiL•n1po f)c un instante l., al otnl 1 .. . 1. Jns dc.:splazarnicntos 

nodalcs sufren un ca111bio de e/., a el., .i y corbc.:cuentc.:1nentc hacc-n Jo rnisrnn los csfi.Jer·zos 

de {a,.} a {cr,,, 1 } Si L"I can1bio es n:Jativan1c.:1Hc pcqucrlo, <..·~ posiblt.: <..·xpresar el vector de 

esfuerzos en una serie de Taylor de prirnc.:r orden alrl.·dL·dor de e/., corno 

{ <T } ., • 1 ~ { <T 1,. ' ( · .. " 11 .. " ( "·· " d • .) (2 4 11) 

donde 

c .... =[":-]1d=d. r.z· 
(2.4. 12) 

es el tensor de segundo orden que depende llnicarncntc de las propiedades del n1aterial. 
Sustituyendo la ce. (2.4.12) en la ce. (2.4.9) y el resultado con la ce. (2.4.8), se llega 
finalmente a la siguiente expresión 

(2.4 13) 

donde 

K •• 1 =fo •. , B'!;., c •. , B.,., dO (2.4.14) 

Cu/,. .. 1 = t/,, .. 1 - el,, (2.4. 15) 
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El .\(c:11i1lo tÍt.! loo; Elt.!mcnto.•; Finito.,· y ProJ.:rtlnru EnrplctJtlo 

(:! 4 16) 

L"n aspecto que nh.:recc gran atención se nota c1aran1cntc en la ce (:!. 4 16) donde aparece la 

fuerza. interna /·;,--:. (d .. ),, _
1 

[)icha fuerza interna se calcula con los esfuerzos en la etapa 

anterior {a} .. pero con la gcornctria del dorninio actual n ... 1 Esto marca la diferencia 

fundan1cntal del presente n1Ctodo con el convencional en cuanto al cálculo de las tUcrzas 
nodalcs con el fin dc sir11ular el proceso de excavación. Nótese tan1bien que las discusiones 
expuestas antcrionncntc no hacen la distinción entre un elemento o un sistcn1a completo que 
puede abarcar un gr:in nú111cro de elementos, esto cs. las forn1ul:icioncs son igualmente 
válidas para uno o varios elcrncntos 

Por otro lado la fl)rtnulación anterior supone que la solución dc.:I problc.:n1a se puede 
lograr resolviendo la ce ('2 -i 1 ~) sin ctCctuar ninguna itt.:ración Sin en1bargo. esto no 
siempre es posible si el prohlcn1a es ti..1crten1cntc no-lineal debido tanto al comportan1icnto 
del n1atcrial con10 al can1bio gcon1Ctrico del dorninio dc.:l problcn1a Por tanto. la formulación 
anterior debe adaptarse a un algoritrno iterativo Para dio las ces (:. -i 1 l) a (2.4. 16) deben 
reescribirse ahora para cierta etapa de i:cración k en el instante r .• . 1 obteniCndose asi Ja 

ecuación final por resolver con10 

(:!A 17) 

donde 

K' ·• = J JJr e•·• H c1n. 
n • I Q ••I n • I ~" •I n •I 

(2.4. 18) 

e•··•=["-"'ª]' 1 I = I' n•I C¿: l. l.,. (2.4. 19) 

(2.4.20) 

(:!.4.21) 

( ) '., { }' ·• C' ., !' ( ¡• ·• ¡• ) a .,., = a no!+ .... 1 -',,., l.,..¡ -l. ... , (:!.4.:!2) 

·La solución del problema converge cuando J\ L\~I.'. :,' \\/\\ ,¡;,'_, 1\ tiende a cero donde \l·il significa 

la norn1a. Otro criterio de convergencia es evaluar la fuerza residual 
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El ,\,/,..•túdo 1h• /oo,; Eh·rnento•• Finito.o,; y Pro.i:ranra Enrplt!ado 

1;,':,' = t·; .. , (d.::,') - t·: .. 7 (<1.:.') (:?4 :?3) 

con el criterio di.! qut: ;11:.'.·11 !!/1!1:;'. 1 :¡ tiende a Cl.!ro Por otra parte. para entender n1cjor la 

relación entre el conjunto de ccuaciont.:s ( 2 .i 1 7 )-(2 4 2 2) con el de ( 2 4. 1 1 )-(2 4 16 ). es 
provechoso rcconJar la siguit.:ntc cOff\. cnción 

(:?4 :?4) 

y ,\es cu:ilquicr cantidad c¡ut.! pueda ser cscal<:lr, vt.:ctor o tensor y K es el nun1cro n1áxin10 de 
iteraciones. L<l ce (:: -i.::-l) irnplica que una cantidad al final del ciclo iterativo en una etapa n 
sin.·e corno la cantidad inicial en la siguiente etapa n--1 

Debe nnt:irsc que el proct.:sn itl..'rativo qut.: acaba de describirse no depende del tipo 
de no-lirn!alid~1des di..:I pr(lhlen1a Por tanto . su it11pli..:rncntacit.1n nos pl..'rn1ítc resolver una 
gran varit:dad de problernas gcotL-...:n1...:os donde intervienen sinnilt~l.nt:arni..:ntc diferentes tipos 
de no lincalidadc~ gt:nn1étri...:as y de los rnatcrialt.:s En el cuadro 2 l se n:sun1c c1 proceso de 
1a sin1ulaciOn de l.l construcciun 

Para Ja etapa de con~t n1cciór!..__!:1~~J.=·-=-- ·-~-~~~--·~~~~~~~-~~~~-------------. 
Datos de entraJa 

l _ Estado de esfuerzos al final de la etapa anterior { d!} ... 
1 

2_ Dominio del anúlisis n ... 1 

3. Propiedades« ... , 
Cálculos: 

l. Calcular (i·~~,7 ) __ , con (:?.4. 1 O) 

2. Para la iteración k+ l 

2.a Calcular /·~.,7 (d.'..,) con (:?.l.:?!) 

2.b Evaluar 1:::11 con (2.4.2:\) 
:?.e Calcular K.'.., con (:?.4.18) 
:?.d Resolver (:?.4. 17) 
2.c Cnlcular esfuerzos 

2.fSi \jr.;:1 1 Jl1\:1~: 1 '¡I < D se va al punto 

Datos de s::llida 

1. Estado de esfuerzos al final de la etapa n+ 1. { d' J..., 
2_ Propicd~ulcs C · .. _. 



·t ··--·- -

2.5 Tcol"Ía ti\." la El:•sto Pl:isticid:ut y su lntplerncntacii>n. 

La rcona dc la d~tstuplústicidad y su aplic;iciún en prohlcn1as ~cntCcnicos han sido 
tratados arnplia11lL"nlc L'Jl varios textos y publicaciones (ver. pnr cjcn1plo, Chcn y Baladi. 
1985: Britto y (iunn. 1987 y \Vood, 1991)) .-\ continuación sc exponen rnuy hrcvcn1cntc los 
ingredientes principales de la tcona enfocados a su in1ph:mcntacinn con1putaclonal 

2.5 1 Forn1ulai.:i,.:)n Teórica Los argun1cnto'i cscnciah:s de la teoría de la ciaste 
plásticidad son 

1. La dcfonnal.'.:iün dd n1atcrial pucdt: descomponerse cn dL)S partes una clastica y 
otra p13stica cn la ti..irn1;i 

{ ,¡,; } = {e/;: , } ~ { ,J;; r} (2 S. 1) 

Se requiere por t:1nto cspcciticar los parán1ctros que definen el con1portan1icnto elástico del 
111atcrial. sea lint:al o no lineal 

2. Existe una función de tlucncia (o de carga). denotada por F. quc scp:ira el espacio 
de esfuerzos en dos regiones elástica y plástica y dicha funi.:ión d~pcndl.! dt..!I estado de 
esfuerzos {a} y un parún1ctro dc cndurccitnit!nto k tal con10 

!· ( { rT } • k) ~ o (2 s 2) 

El parámetro k es un escalar in1plicando que el cndurccin1icnto definido por la ce. (2.5.'.:) es 
isotrópico. Gcnt.:raltnl!ntc la dependencia dc la función de fluencia en cl estado de esfuerzos 
no se define en tCrtninos del vector {a} sino de dos invariantes de esfuerzo p y q que se 
definen rcspcctivarncntt: con10 

(2.S.3) 

q= Ja. la, - a_.. )+a_. la.-a, )+a, (a, - a. )+3r ;_.+3• ;,+3r;, (2.S.4) 

De esta manera la ce. (~.5.2) se convierte en 

F(p. q. k) =O (2.S.S) 

3. Existe- un potencial plástico~ denotado por Q .. que especifica las n1agnitudcs 
relativas de las cornponcntcs de las dcforr11acioncs plústicas tal con10 

{d1: 1'}= <t>{¿J(_J} 
¿'a 

(2.5.6) 



donde ~; es un;i constante de propon..:ion.J.liJ~1d que- esta por dctcn11inar_ 

..t. Es nccc:-.~\rin asisnar la vari;11..:ión del par~ünctro de cndurc:cin1icnto k con el nivel 
de csfucr¿os y/o de dcforniacioncs Es de pr~"ictica cornún suponer que dicho parámetro es 
una funcion dd estado de dcti..)rn1aL:ioncs plústi1.:as { 1~· r } • o en tbrn1a n1as particul~!r del 

incremento dt.: la c.h:fr,nnaciún volunH:trica p1~·1stica .\ 1~· ~ tal con10 

k ,!, (. \1: ;: ) (2 5 7) 

5. Se rcquicr.: especificar la llarnada regla de flujo para poder dt.:tcrn1inar la relación 
entre la función de t1uc11cia y t..•! potcnL:ial p1~--1~tico Si se considt.:"r3 Ja regla asociada.. st: tiene 
Q = F~ y en el caso LlHltrario. <) ; F Para cl caso de la regla de tlu_jo asociada. la condición 
de norn1alid.:id siernrre se curnrli.:, e-... decir. el \:cctor de irH.:rcr11t.:nt1.) de dcforn1:ición pl;.1stica 
esta sicn1prc en la dirección non11al v h:1..:ia :1:"tu.:r:1 de.: la supcrticit.: dctinida por la función de 
fluencia en el t.:spacio de c.:sti.1er/os 
Los puntos antcnon:-... son los p;1sos cscnci:!lt:<:. para esrahkct.:r una tt:oria de la 
clastopl<lsticidad dt.: los n1ateriali..:s y c"pc.:cialn1c.:ntc de los ¿.;t..•1..)fll.ltt..•rialc.:s 

2 5 2 lr11plc.:111cnt acion 

La in1plen1t..·r11.1ciu11 dt..• L1 tt..·ori:t de.: la plasticid.1J L:<.1nsistt.: cn Jos pasos el de la 
prcsolución y el de la pustsoluciL1n En la t..'tapa de la prt.:solucil1n. se cak:ulan bs n1:itrices de 
la propicd.'.ld del n1~Ht..•rial. dc.:notada-> pnr I >·· r utíli.1:ancJo t.:l lc.:n~uajt.." del nu:todo de elen1entos 
finitos~ y en l:i de po~t-solución, se.: calcuL1n los estl1t:rZl)S tin.:iles ~' que esta son1etid1.."l el 
material y st..• clasifican diferentes estados dt.: csfuc.:rzl,~ (t.:l.1sti..:o. pl.1stico. t.:ndurc.:cido. 
ablandado y otros) qut.: sir..·cn para el cálculo de las 111;-itriccs di.: ri.:;idt:.". par:1 .. _.¡ siguit:ntc 
incrcn1cnto de c:irg:is 

Basicarnentc existen dos ni...!todos dt: in1plcn1ent.:ición explicito e irnpl1cito La 
ir11plcn1cntación explicita es la tradicional y la n1as usada En ella. t:I calcuk) de la tllatriz F> ·· , .. 
es rclativan1cntc fiicil y rcquicrc poco trabajo con1putacional Si l.1 regla dt.: flujo ..:s asoci.:i.da 
la n1atriz resulta sitnétrica lo cual nos proporciona una gran l.."ti..:iencia dcl c~·tfculo En 
cambio. la fon11a in1plícita que es desarrollada por Bnrja y Let..•. ( l 'J'JO ). a su '\·cz de ten..:r una 
elegancia rnatt.:rnática. con1plica el cálculo de /Y" considt:ral_-.,!t..·111t..·11tc ~·la rnatriz rcsult;1ntt.: 
no es sin1~trica aun 1.:u~uH.Jo la n:gla Je tlujn SL'a asociada Por tantl1. csta cs p<.)..:n atr:i..:ti'\·3 
En el programa TEST9::!. se utiliza la irnplcn1cntaci<'>n c.'.pl1i..:'ita En an1hllS rn0todos, por otro 
lado. se rcquicrt.:n alsuritn1os dL· regreso L:on el tin dt: Cl"lf1\."C.:I tir el c.:~tado di: csfuL'rzos 
calculados inicialni ... ·ntc t.:n el rc.:al F.:-.:istcn ,·arios algoritnH'=" (r~1Jial. ccntral. lint..·al. etc) de 
los cuales el radial ti.1e scleccinnado par:1 TEST92 

Con el ohjetl) de dcriv~u- la 111atri.?. /) .. ,. sc supone que t..·! vL'ctor· del increrncnto de 

esfuerzo {clrT} y l.•1 de.: dcfr>rrnación elúsli<..:a {,¡ .. _.·-} cstún rt.:bci1.Hl~Hfos por la rnatriz c1~·1stica 
lJ. 



El .11et1itlo de /o.; Eh:nr<.•ntt-1..; Finito . ..; _I" Pr,-1~rt1mu En1pleudo 

{da}= !J{<h:'} (2 5 8) 

combinando las ces. (2 5.1 ). (2 5.6). y (2 5 S) se tiene 

(2.5.9) 

De acuerdo con la ce. (2. 5 5) la fi.Jnción de fluencia F puede expresarse como el siguiente 
diferencial completo 

{Ja}= -·- {Ja}+ ~dk = O {¿>¡.-}' i'F 
e-.,a c·k 

(2 5 1 O) 

Como el estado de esfuerzos representado por {,/cr} corrc.!spondc a un estado de fluencia. la 
ce. (2.5.9) puede sustituirse en la ce (2 5 1 O) para tinalmentc obtener Ja expresión de </> 

(2.5. 1 1) 

donde 

/J= .-1+{r.?F}' D{'":<-1} 
t:....,a c~a 

(2.5. 12) 

é'Fdk 
A:::;;-----

ck </> 
(2.5.13) 

Sustituyendo la ec. (2.5.11) en la (2.5.9) se tiene finalmente la relación entre {da} y {Je} 
como 

{da}= IJ'P {d¿-} (2.5.14) 

IJ'P = D-_I_ D {é'Q} {c:F}r Dr 
p c'?a ca 

(2.5.15) 

Esta es la matriz clastoplástica guc pretendemos encontrar. Nota1nos guc en el proceso de 
su derivación. adcrnas de las ecuaciones (2 5.1). (2.5 2). (~ 5 5) y(:! 5.6). establecidas en Ja 
teoría de Ja clastoplásticidad. la ce. (2.5.8) tiene una gran in1portanci~ ya que ella indica que 
un estado de esfuerzos clastopl.ástico puede n1cdirsc n1ediante la df.!'fi . .1nnación clitstica. Esto 
in1plica que cuando el n1atcrial ya ~ntra en el estado pl¡¡stico. tainbi~n sufre una dcfc.'>nnación 
elástica. 

Conto se decía~ la in1plc1ncntación es rclativa111c:ntc sencilla cuando la teoría esta 
basada en la hipótesis de que la fi1nción de fluencia depende de l(lS invariantes de esfuerzos p 
y q. tal con10 se expresa en la ce. (::!.5.5). y por ello es ccH1\·cnierltc dcsnrrollar algunas 
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c~prcsioncs relacionadas con p y q que sirven para algunas derivaciones matemáticas 
posteriores Prin1cro. se tiene por la regla de la cadena. 

{ ,~,..} = r:F {'=!' L{":Fl{c.,q L 
e a e p , ... a f t"-· '/ f c..., cr f (2.5. 16) 

pero 

(2.5.17) 

{ c:q} = _2_{~} 
ca 2q 

(2.5. 18) 

donde 

{!}=(\.l.\, Ü, Ü, 0)T (2.5. 19) 

(2.5.20) 

a.,= a .. - p (2.5.21) 

a_,. = a~· - JJ (2.5.22) 

(2.5.23) 

Por tanto la ec. (2. 5. 16) queda 

(2.5.24) 

Teniendo en cuenta la ce. (2.5.24) y la ce. (2.5.12) queda como 

,,.,¡.- c.,O • r;..,F r;...,O 
/3 = A+ K--~ + 3<1 --~ 

r} p tJ p iJq c.-::<¡ 
(2.5.25) 

Donde K y G son constantes elásticas de La1né. Si1nilares sin1plificacioncs tan1bién se 
pueden efectuar en las ces. (2.5. 11) y (2.5. 15) 

La teoría de la clastoplásticidad que se expone aquí es del tipo incrcn1cntal. Las 
cargas se aplican en incrcn1cntos y las dclOnnacioncs se van acunu1lando consccucntcn1cntc. 
Las propiedades del n1aterial se actualizan confonnc avanza la historia de carga. En un 
determinado incrcn1cnto de cargas para el cual el 111atcrial esta son1ctido a un estado inicial 



-------------------1~_-¡...c.·'_f_.:_r,_;,_¡,_, tlr! ¡,,,. F:.-h·nu•nto"ó r-;,,iro"i y f>rograntt1 En1plet1do 

dt! esfuerzos { d' } l;is propiedades se determinan con dicho cst:ido dc esfuerzos Con la 

apliLaciOn dt! carga. el 111:11crial sufre un incrcrnentn de ch:f(1rr11;1ción {t./¿·} que se calcula 

dircct:uncntc.: dc lt)S resultados de la solucion del problcn1a Sin cr11bargo. dcspucs de obtt:ncr 
la solución del pnlhlc111a l!I incrc.:rncnto de csfi.H.:r/.O"i {da} no se puede.: c.:stirnar de rnancra 

directa si el n1att:rial entra c.:n el ran~o plástico :\ continuación an;ilizarnos como calcular el 
incn:rncnto de csti.Jcrzos {dcT} o bien cl estado de esfuerzo..; tina! {a}= {a·'} -- {da} 
Nótese quc {a··} currcspon<lc al inicio dL" una iteración o al inicio de una etapa de 

constn1cci6n si no sc hace ninguna itcración dt..::ntro dc la n1isr11;i, ctapa 

Para c111pczar. sr.: calcula el incrcn1cnto de esfuerzos dchidn a un incremento de 
dcforn1acioncs cornn 

{dd' } .O /){ch•} (2 5 26) 

Esta ecuación es v;ilida para calcular el im . ..:rcrnento de esfuerzos. st..::a el estado de esfuerzos 
inicial clústico o clastoplústico [)cspu0s. con la surna dc <:!'tla:rzos inicial e incrcn1l!'ntal 

(2 5 27) 

se verifica si se curnplc la condición de fluencia. ce (2 :'i ~).o su cquivalcntc. ce. (:.5 5) Si 

F(p" .q'' .k") <:O (2 5 28) 

el n1ateriat sigue en la región clflstica y el estado final de csfi..H.:rzos st: calcula sirnplen1ente 
como 

{cr}={a"} (2.5.29) 

y ya no se realizan los pasos siguientes. Nótese c¡uc un n1aterial puede estar inicialn1entc 
sometido a la fluencia y vuelve a un estado elástico dcsput.!s del incrcrncnto de carg.:1. Este es 
un proceso de dcsc:l.rga que a vccc-s esta acon1pailado por un ablandarnicnto dt:I nHitt..::rial 
cuyo estado de esfuerzos final esta <letcrrninado tarnbién por la ce (~ 5 ::!9). Si la condición 
(2.5.28) no se cu111plc significa c¡uc el n1atcrial ya entra en la rcgit"'tl plástica. el estado de 

esfuerzos { d""} se sobrcstirna y debe: corregirse En la ti gura : ....i. se.: ilustran difcrc:ntcs 

estados de.: esfuerzos en c:I espacio de L·sfucrzos distorsit.""'nal q El punto .·\. rt:prcsr.:nta el 

estado de esfuerzos inicial {a,,}. Con el incren1cnto {do'''}. el \.:"an1bio <le esfuc:rzos sigue 

una trayectoria .·\.1)13 hasta llegar a un estado { d'}. rc:pr-escntado por el punto l3 Sin 

crnbargo. la trayectoria real del carnbin de esli..tcrzos dcbt.: sr.:r .:\l')C teniéndose un estado de 
esfuerzos final {a}. Nuestro objetivo es encontrar {a} a pan ir de { d' } dc una rnancra 

consistente con la tcor-ia de Ja plasticidad 
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Es posibh.: obt..:ncr la incógnita { cr} rcsolvil!ndo un conjunto de ccuacionl!s no­

lincah:s La prin1..:ra de ellas es la fbnción ch: fluencia. ce (2 S 5). y la segunda es la función 
qui.! especifica el paran1ctro k. o bien la ce (::! 5 7) La úhin1a de ellas puede obtenerse 
~on1binando las ci.:s (2 5 8) y (2 5 26) con10 

(2. 5. 30) 

o bien 

(2.5.31) 

donde {uer} denota el cambio de la deformación plástica. De esta manera las ces (2.S. 5). 

(2.5.7) y (2.5.31) constituyen el conjunto de ecuaciones de las cuales se puede determinar 
{a}. 

".a. 

\ 
1 

\ .-:-/ e 

'L· ,:-º·p 
F(p.q,k) 

o 

Fig. 2.-1 F..sq11en1a dt:I Algori11110 de! regreso. 

No obstante. la expresión vectorial de {a} y esto dificulta la búsqueda de la solución de las 
ecuaciones. Por eso, se sustituye la incógnita (el vector {a}). por dos escalares (los 
invariantes p y e¡) transformando asi la ecuación vectorial (2.5.31) en dos ecuaciones 
escalares. La contraparte de In ce. (2. 5.31) para pes ff1cil de obtener prcmultiplicando por 
{l}r ambos lados de la ce. (2.5.31) resultando c¡uc 

(2.5.32) 

siendo \a dcforn1ación volun1étrica plástica 

(2.5.33) 
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La ce (2.5.3:2) nos proporciona una n1ancra de estimar el valor de p. Cotnbinando las ecs. 
(2 5.3 l) y (~.5 3:!) se tiene el vector de esfuerzos desviadores 

(2.5.34) 

donde 

(2.5.35) 

es el vector de deformaciones desviadoras plásticas. Por otro lado, la regla de flujo (2.5.6) 
puede simplificarse con10 

~\Z·;; = ~; <."Q 
¿:p 

(2.5.36) 

(2.5.37) 

Sustituyendo las ces. (2 5 36) y (2.5.37) en las ces. (2.5.32) y (2.5.34), respectivamente, se 
tiene 

(2.5.38) 

{o-}= {a''}- 3Gr/> .-:.: Q {a} (2.5.39) 
q cq 

La ce. (2.5.39) indica que si se conoce la magnitud de q, se puede estimar {a}. Sin embargo 
el valor de q resulta dificil de conocer a n1cnos que se adopte alguna hipótesis penincntc a la 
relación entre {a} J·' fo-''}. El algoritrno de regreso radial supone que {a} es proporcional a 

{a'"} de la siguiente rnancra 

{o-} =~{a''} 
q' 

Sustituyendo la ce. (2.5.40) en la ce. (2.5.39), se tiene finalmente 

q = c¡'' - 3<1~ r: (} 
cq 

(2.5.40) 

(2.5.41) 

Esta es la ecuación que pretendernos encontrar. la cual nos proporciona una 1nancra sencilla 
de cstirnar el valor de q Para cornplctar el conjunto de ecuaciones. dt: acuerdo con (:?.5.36) 
la ecuación de cndurcci111icnto ( 2 5. 7) se ca111bia a 

·' 1 
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('.!. 5.4'.!) 

Hasta ahora llegamos a tener finalmente cuatro ecuaciones. (:?.5.5). (2.5.38). 
(2.5.41). y (:? 5.-1:?) a su vez cuatro incógnitas p.c¡.k y,¡, que pueden resolverse 

simultancan1cntc Cono1..:icndo los valores de p y q. se puede csti111ar directamente {a} a 

partir de { d,..} con10 siguc 

{a-}'º p{1} ~--'~--;-({d'}- p"{1}) 
'! 

la cual fue derivada a partir de la ce. (:! 5.40) 

(:?.5.43) 

En los cuadros siguicntcs se rcsurncn los procesos de prcsolución y postsolución en 
los cuadros :!.::! y 2 3. Los ejcn1plos de aplicación se d\!tallariln en las dos siguientes 
secciones con el 111odc10 c1astopl;\sticn pcrft:cto y cl del estado critico 

Obvian1cntc. los <los cuadros son ilustrativos. los cuales contienen los cálculos 
mini111os ya que en cada n1tH.lclo irnplcrncntado sic111prc se involucran cúlculos adicionales. 
pero el flujo de cálculo n1ostrado en los cuadros sc 1nantit.:nc invariable a grandes rasgos 

2.6 1\laterial E\astop\ústico pl'rfccto. 

El modelo clastoplástico perfecto es el n1as sin1plc entre los n1oddos clastoplásticos 
y su uso es n1uy li1nitado en Gcotccnia Quizá un1can1t-=ntc Util para n1odclar el 
comportan1icnto no drenado de los suelos saturados en tt.!rn1inns de t.!sfucrzos totales. o 
t/> =O con10 suele llarnarsc . .:\dc1n{ls la soluciún de dk:ho n1odclo. Cllando éste es con1binado 
con el criterio de ·van l\.tiscs. put!dt.! tt..·ncr dificultades. nun1Cricas cuando la zona de fluencia 
es amplia Chcn y Baladí. ( 1985). Esto fue con1probado t.:unbiCn con TEST9'.2. 

Se adopta la lcy de falla del tipo de ,·on :\1isc-s y se supone una regla de flujo 
asociada de tal 111ancra que la función de llucncia y el potcn...:ia1 plástico quedan 

F(q) = {!(<¡) = q- :!e= o (2.6.1) 

donde c es una constante c:xpcrin1cntal c¡uc corresponde al valor dt! la cohesión. La ce. 
(2.6. 1) in1p1ica que no existe el efecto de cndun.:ci1nicnto. 

(2.6.:?) 

J2 
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Proceso de la prcsolucion 

Datos de entrada 
1. Indicador dd material 1 :--;o (<O. plástico) 
..., Los csfi..H.:rzos {a} 
3 F. (2 5 ~ ). k (2 5 7) y D 

Cálculos: 
Calcular n·r con (2 5 15) acompaiiado por (2 5 11 )- (2.5 14) 

Datos de salida 
1 La n1atriz. I )·;· 

("'11adrc1 .:. 3 l'ro<.:e .... n de la F'ostso/11c1d11. 

Proceso de la posts<.,lu\.!ión 

fJatos de entrada 
1. La dcfonna...::ión {dt:} 
2. El csfi.Jcrzo inicial {a'} 
3. El indicador inicial /,VJ.)' 

Cillculos: 
l. Calcular { d'} con (2. 5 26) y (2 5 27) 

2. Verificar (2 5 28). si se cumple. calcular {a} con (2.5.29). 

poner /.\'/) = O y se va al punto 5 
3. Resolver p.q.k y A dd conjunto (2 5 5). (2 5.38). (2.5.41) y (2.5.42) 
4. Calcular {a} con (2.5 43) y poner /Nf) = -1 

5. Tcrrninar los cáh.:ulos 
Datos de salida 

l. El esfuerzo {a} 
2. El indicador IND 

Con estas hipótc:->is. los cálculos descritos antcrionncnte se si1nplitican bastante. 
La dcforn1acion plástica \.·olun1étrica es sic111prc nula por lo que 

p= p'" 

(2.6.3) 

(2.6.-l) 

El conjunto de las ecuaciones no lineales no requiere resolverse ya que de la ce. (2.6. 1) se 
tiene dircctnn1cn1c 
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q =:?e (2.6.5) 

Por tanto. de acuerdo con las ecuaciones (2 5 43) y (2.5 44) el estado de esfuerzos finales 
esta dado por 

{cr} = p" {l} + 
2~ ({d'}- p'' {1}) 
l/ 

(2.6 6) 

Un aspecto in1portantc del n1odclo cl3stopl;.lstico perfecto es que cuando el mntcrial 
entra en el rango plástico. se con1porta corno un 111atC"rial incor11prcsiblt.! Con el tin de evitar 
problemas nun1Cricos con este tipo dc matcriah.:s. hay qut.! utilizar un csqucn1a de intt!gración 
reducida. Esto tan1bién cst~1 ir11plen1entadn en TEST9:. 

2.7 i\lodcJo dc.-1 Estado Crítico. 

El rnodclo tk•l estado critico l.!s la tC:l)fia de la clastoplásticidad n1as antigua y la mas 
usada para 1nodeb.r suelos cohesivos y aun para sut.!los granulares Desde el punto de vista 
de la l\..·tccánica de Sucios. el aspecto rnas sobresaliente de dicha teoria es el concc:pto del 
estado critico. Según ello la falla de los suL9los que cstfln son1ctidos inicialmente a una 
con1prcsión isotn.'1pi...:a. ocurre cuando d estado de estiierzos llega al llan1ado critico. y esto 
es independiente de la trayectoria de L"sfucrzos quc siguen ll"'S suelos :-.· de las condiciones de 
drenaje. En el c..;;tado criticc1 ticnt.:n lugar ~randcs dcforrnacioncs L.ort.1ntcs sin can1bio alguno 
de esfuerzos ni de dct(1r111~H.:ioncs volu111t.!-tricas. En d contcxt1..) Lic.: la tctn1~1 de la 
clastoplüsticidad. la teoria del estado critico es un rnodt:lo e}4'1stico nu linc;d. y pt'i~tico con 
endurecimiento isotrópico y regla di.! flujo asnciacJ.a 

Existen en la actualidad una variedad de las tcorias dt.:l cstad1.."' critico y todas ellas 
son extensiones del modelo original llamado C.·~:\1-Cl:!y rnoditicado que fue propuesto por 
Roscoc y Buraland en 1968 (ver \\'ood. 1900) Est;1 '\.·crsión original es la ciuc se in1plen1cnto 
en TEST92. 

Los ingredientes fundarncntalcs dc la tcoria del estado critico si...)n 

1. Con1port:nnicnto Elústico La c.h:tC.')nnación volun1etrica clflstica ,/¿:~. depende 

solamente del nivel del esfuerzo isotrópico y no de los esfuerzos desvi.:idorcs: 

,/¿- .. = '!.... <!f!.. 
I' \" /> 

(2.7.1) 

donde k es una constante cxpcrinu:ntal y v es l.!l volunh!n cspccilico. o bien v= l + e~ y e la 
relación de vacíos. Por· tanto. el 1nódulo volu111Ctrico de elasticidad K 

;.:-"" 
k 

(2.7.2) 



no es constante si no que varia lincalrncntc con el nivel Úl! csfucrzo isotrOpico El otro 
parárnctro cl;lstico ptu.:dc ser el rnodulo cortante o el cocticicntc Uc Poisson. los cuales se 
suponen .. en general .. in\·ariablt..:s con el nivel de esfuerzos 

2. Funci<.·1n de Fluencia La función de fluencia .. igual que el potencial plústico. se 
define como 

F = (! = ,~;, • p ( !' - P.) (2.7.3) 

donde 1\1 es una constante cxpcrin1cntal y P. la presión de prcconsolidación que también se 
da como un dato En este caso se toma I'. con10 el parámetro de endurccin1iento. esto es 
k = p

0
• En realidad. la ce (2.7.3) define la superficie de fluencia en el plano p-q como una 

elipse cuyo tan1ailo esta dctcnninado por ,.,. 

3. Regla de Endurccin1icnto El parán1ctro de cndurccirnicnto /Y ... esta relacionado 
con las dcforn1acioncs volu111Ctricas plásticas d t: ~: de la siguiente rnancra. 

donde A es otra constante cxpcrirncntal y .9 :::: .J.. - k 
l' 

(2. 7.4) 

4. Otros Datos. Como se ve. el volumen especifico. v .. interviene en las expresiones 
(2. 7.1). (2. 7.2). y (2. 7.-1) por lo que es necesario estimarlo. Para la rama de consolidación 
normal isotrópica se tiene 

,. = ,y - ..l In f' .. 

para la rama de descarga y recarga. 

"= ,.,. - k In!' 

y para el estado crítico 

,. = r - ..l In p,., 

donde N es una constante cxpcrin1cntal. y 

"• = N-(A.-k)lnp •. 

r= N-(2-k)ln2 

(2. 7.5) 

(2.7.6) 

(2.7.7) 

(2.7.S) 

(2.7.9) 



El ,\/L"ttido 1/c fo.,. Eh·n1L.•11to"i /·-i11ito_-. y Pro.r.:runu1 Entple11tlo 

(2 7. 10) 

Hasta aquí llcganlos a tcrh:r todas l;1s expresiones ti.1n<l;uncntalcs del estado critico. 
Los par3111ctros dd rnatcrial que requieren detcrnlinarst.: cxpcri1ncntal111cntc son 
./~. k. Al y .\/ _..'\dcrnas. es nt:ccsario conocer la presión de prcconsolidación inicial p~· y el 
estado de csfucrZL)S inicial con los \..':llalcs el \. olu111cn cspccitico puede ser deducido de las 
ces (2.7.S)-(:! 7 10) 

Supong.3n1os que un clcn1cntn que esta sornctido :t un estado de csfi...1t.~rzos inicial. 
p" .qº y ¡1~.'. sufn.: un ~anlbiL) dr.: csfta~r7.os y llc.:ga a tt...':ncr un e~t~uJo de esfuerzos final. 
l'·'I y !' .. -- Existt...•n cuatro posibilid.1dcs de can1bi<.) t:l~sticn. de ablandan1icnto. de 
endurecimiento y del estado criticll. ll")s cuate._. se ilustr;in en el plano p-q en la tigura 2 5 El 
estado de esfuerzos c-lastico qucda di.:ntro de la elipse de fluencia. esto es 

/· ( {'.lf. />.') ·C lJ (:! 7 11) 

y el tamaño de di("h~1 c.:lipsr.: /'. se 111antii..:ni.: constante Sin cn1bar~o. dentro de la región 
clilstica definida por la ce (:: 7 l 1 ). i.:-...:.iste una excepción en la zona dclin1itada por 

¡:> < 11._ y q > .\Ir En esta zona. si el n1aterial es ini~ialn1c11tc cb::::.ti..:n. si el estado inicial 

es plástico con t.:nduri.:cin1icnto o ablandan1iento. t.:I eq:ldo final L':-> de ablandan1iento, es 
decir. el estado final del material si~uc i.:n el rango plastico aunque la condición (2_7 11) es 
válida. En este casn, la elipse.: de.: tlut.:ni.:ia st.: i.:ontrac y la prt.:sión di.! prc.:consolidaciOn final ''~­

es n1cnor que la inicial p~., para qut! ¡.· (p.lf. f'. ) =O se curnpla 

por otro lado. si 

F (p.q. p;') >o (2.7.12) 

El n1atcrial entra en el rango plastico con cndurccinlicnto. La elipse de influencia se expande 
y la presión de prcconsolidación final es rnayor que la inicial para que l·-(p.q. p._.)= O se 

curnpla. La condición (::!. 7. 1 ::!) dt:finc una. región gcon1~trica bastantt: :unplia en el plano p-q 
y algunas zonas c.h: ella no son fisican1cnte irnposibles. Un n1atcrial plástico con 
endurccin1icnto dcbi.: ctunplir. adcrnas de(::! 7. l :!)~la siguiente 

o cquivalcntc1ncntc 

q < /llp 

p> p~~ 
2 

(2.7.13) 

(2.7. 14) 
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q 

E•l•do.c:rUfco 

L__.,.. 
.... 

~ --,-

Endurecimiento 

_1 _ ___!. ____ l 

/·"ig. 2. 5 ( .'/ncac1,J11 de =<>nas. 

Un estado de esfuerzos que cumpk con (2 7.12) pero no con (2.7. 13) o (2.7.14) no 
es posible y su presencia en el cálculo se debe al proceso nun1érico de aproxin1aciones 
sucesivas y debe corregirse 

Por últin10. el estado critico esta definido por 

'f = Afp (2.7.15) 

El tamaño de la elipse de un n1atcrial que se encuentra en el estrado critico se n1antienc 
constante, es decir. P~ = P~-

1 

Si el sucio no se encuentra en un estado dástico. debernos encontrar el estado de 
esfuerzos real a partir dcl esfuerzo {a'~}. Recordando lo que discutirnos en la sección :?..5. 

debemos resolver un sistema de cuatro ccuacioncs no lineales Con el fin de establecerlas. 
primero se calculan a partir de la ce. (2.7.3) 

e--:o ,:;p 
~=--=2p-p 
é'p c'."'p •. 

¿~¡> 2q 

¿'q ¡\ f' 

(2.7.16) 

(2.7.17) 

y de acuerdo con ellas. las versiones correspondientes d~ }¡¡s ces. (2.5.38) y (2.5.41) para la 
teoría del estado critico son 

p= p" -Ktf/...2p-p,.) (2.7.18) 

~7 
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(2.7.19) 

después. se reordena Ja ce (.::?. 7 . .J) con10 

(2.7.20) 

y por ultin10. la ecuación del cndurcci111iento puede obtenerse integrando Ja ce. (2. 7.4) 

!'. =¡( c.>:p[.9</> (2!'-Pc)] (2.7.21) 

Las ces. (:?..7.17) v (2.7 20) forman el conjunto de ecuaciones no lineales. Al 
resolverlas se pretende clin~inar las incógnitas Ci y'/ Para ello se cornbinan las ces. (2.7.17) 

y (2. 7.20) eliminando r/> (21' - !'e) 

" [ .9 ( " )] !'.· = P. cxp K p - p (2.7.22} 

y con las definiciones de 9 y K la ce (:.7 22) queda con10 

" [ (;. - k )k ( p" )] I'~ = /'. CXJJ --,-.:~·-- p - 1 (2.7.23) 

Eliminando r/> de las ces. (2 71 S) y (2 7. 1 CJ) se tiene 

!i:._ = i . Gr; "'· - p 
q ,\-f'K 2p-p,. 

(2. 7.24} 

Sustituyendo la ce. (2.7.20) en la (2.7 24). esta queda 

(2. 7.25) 

Las ces. (2. 7.2)) y (::? 7 .::; ) forn1an un sistcrna de dos ecuaciones con dos incógnitas p y fJ". 

De hecho si se sustituye la ce. (2.7 2J) en la ce (2.7.25). clin1inando P •. nos queda una sola 
ecuación que su raíz puede encontrarse con facilidad por el algoritn10 Nc\.Vtón-Raphson. 
Debe aclararse que en la ce (2 7 2.:;) se queda corno una ecuación totaln1entc no lineal. Sin 
c111bargo. en vista de ciuc el carnhio de v en tCrrninos generales es pequeño. es preferible 
utilizar en la ce_ (2 7.2.::;) el \"ttlnr inicial de \.' en lugar del dado por la ec. (2.7 5). dando 
como resultado un esquc111a n1uy eficiente de la evaluación de /', Por tanto la ce (2. 7.:?3) se 
rcscribc con10 
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" [<.-t-k)k ("" )] p =p . .:xp . ---1 
< • (1·")' p 

(::? 7.26) 



CAPITUL03. 

SOLUCIÓN A GRANDES DESPLAZAMIENTOS. 

Este capitulo presenta una f'ormulación y un método numenco para resolver 
problemas los cuales involucran deformaciones finitas de un material elastoplastico. Las 
ecuaciones que gobiernan cstan caracterizadas en fbrma de cantidad y las leyes constitutivas 
están formuladas sin tomar en cuenta la estructura principal empleada en el proceso de 
construcción . En particular se hace referencia a la deformación finita del suelo. Las fallas 
plásticas son descritas como producto de una condición general y la deformación plástica 
por un flujo arbitrario dctcnninado. 

En la fonnulación de teorías en r11ccii.nica aplicada y paniculan11cntc en n1ccánica de 
suelos. es una práctica común. asun1ir que las dcforn1acioncs. an1bas elásticas y plásticas son 
infinitcsin1ales y que la gco111ctria inicial de un cuerpo dcforn1ado no es aprcciablcr11cntc 
alterado durante el proceso de deformación. · · 
Estas aproximaciones no son n1cnos justificadas para sucio que para n1atcrialcs como acero 
y concreto. 



Estas tc.:orias dL" dctL1nnación linita que distninuycn algunas Lle cstas aproxin1acioncs 
restrictivas han ~1dn dc~arroll;:sdas y c"Xistc un núrncro con~ilh:rabh: lh: estudios en la 
literatura y en h" que es llan1ado "La Tcona cl&lsica de 1.i.s gr:i.ndc.:s dcfnrrnacioncs elásticas" 
(un ej es el cstudil1 <.ft: las grandes c.h:forni.acioncs del hule) 

En contra~tt: ~Pn k1s ni.é-todos dc los prin1cros in" t:stigadon.:s. rnLH.:hos de los estudios 
recientes han p1cfL"ri1...lll el nH:todo c.h: incn:n1ento--. para f:ti.:ilitar c.:I an;llisis de..: una cl3sc rnas 
gcncral <.h: 1natt:ri;1k·:-. inda5tii..:os de los qui.: sus le:;es cnnstitut1'\-aS se cxpres;in en tt.!nninos 
de incrcni.cntos l) cantic.Luh:s e°'.J.cta.s Para tah.:s forrnula...:iones la solucion de un problcn1a 
dado se cncuL~ntr.t ~i~uiendll un.:i nita L·spt:cifica de car~:i En la 111ayona de los casos las 
ecuaciones que ,g.•\l'1L·rn;111 no í'UC'den -..c-r resueltas analiti..:an1critc y para ello i.:s nc...:C''-i.ario 
adoptar una tecnica t':un1L·rica aprnxin1ada 

~1ucho trab.tiu rccii..:ntt.: ha ~ido Ji..:di..:ado a la forrnulaci{in dc analisis para problcrnas 
de placas y capa:-.. irr. lllw.:r~1.n.Jo ~L1n.dt.:-> dt.:-..pl:t ... ·a1111cnt-.l-., pt.:f\.l ¡'..:qu..:ila:-. deforrnaciones (un 
estudio es dado pnr \. L~rcd 1 Cn111n se ha r.Ptado e~L!s f.._,rn1ula(.."inni.:s son inapropiad::ts para 
aplicación en gt:\'\l11L't n.!S ·. olu:n1nc1~as ccH110 0curre en n1u..:hos ¡'rnbkn1as dt.: la n1cc<lnica de 
suelos .·\.lgunos intL'nt.._1-. h:1n s1d.._i ht:cho~ para forn1ular un;1 tcClria aproxini.ada para 
dcfortnación tinÍt;1 J";ILI ~U ll~U en Sllt.:itlS l_'n t:jt.:tnpJn L"S la dt.: l"horn...; y :\rrnan <}llit:tlCS 

dircctani.entc.: apli..::u un 1.1 tt:cnica de :\.r~yris al problcn1;1 dt: un:1 pri..:~a cnnstn1ida sobre 
arcilla bland:l. Ei an;i\i-..is fur.: rt:stringidn a un n1ateri.1l L"l.istico .... los rcsultados teóricos 
fi.1cron cornparadl.1-.., ...:-1111 \,1..., rc:-.ult~tó~)~ l!c Ja.., pnit..:has di..: n1cH.icJt)..., t°L-:ot1.1 i..:Lto.;,ticns David-..on y 
Chcn han dado :d~~:n~!..; -..,1Ju..:i .. 1ne..;: ;-·.!r:1 t:I prnblen1;1 .. !e <...'ÍtnecL!._-ic-111 t:n at..:illa niit.•ntras 
Fl.!rnández y Ch1i:-.ti~1n c-.,:;1n11n;1.r ... )n ..::rncn:a..:i1._'1n tlexibli..: y l'rublcrn~1s de nn1ros di..: retcncion 

En cstc cap1tul1.l -.;(!da una fon11ul.1..:ion para la s.~lucion di: prob!t.:1nas de tlujo finito 
clastoplástico ~in ri..:~tricción dc la n1agnitud de.: dcforn1a..:it-,n La t:t!Ia pListica es dcscrita por 
una condición gcnt.:ral producid~!. y unJ. deforrn.1..;iL--,n pL1stica por un flujo arbitrario 
regulado. La tctnia 5-C dcsarfl.)lla par:1 un:J. lcy gi..:ni:ral constitutiva la cual n.:Iaciona 
objctivani.cntc t.:~tl1t.:r.·.._,..., c-.;.;1..:tu~ L1...'i1 dt.:f1...Hrna;.::ioncs c..__i..,:t;ts E~ta tcnna tit.:nc.: aplicacioncs a 
problcn1as tah:s Clln10 la pr.:r~t:tra...:it_~n1 dc una presa c.lt:ntro dc sucios n1uy suaves el 
con1porln111icnto dt: cap~b d-..: ;1.r...:ill;1 norn1;1ln1t:ntr...: consc.Jidada cn la cual el n1odulo elástico y 
la fuerza cortantc f1() dr1..·n:!d:1 st: incrt:nicnta con t1 pn)fundidad. siendo vinualrncnte cero en 
la superficie, el c0111port;:unicnto de la carga 111:.ixirna dt: arcillas cxtrcn1ada1nt:ntc sensibles 
para las cuah:s tl11.:ncs dcforniaciones de corte ~Dn rc.:quC"ridas para rnantcnc.:r el 
rcblandcci111icnto corrcspondit.:rHc :i la fur.:rza residual, la e'\'..plosión c.h: un cr~l.ter. la fonnación 
de una cavidad subti..:rr¡Ü1ca 

3.1 For1nulaciún para una H.l·t!_la c;cneral del '"alor E'.\.acto. 

Existen dos 111<..)dO'-' dc di..:sc1 ip..:illl1 de las <lcf'c1rn1a..:ioncs de un 111edio continuo~ el 
Lagrangiano y el F.uk·riano En Ja rL"fi..:rt:n..:ia c.h: una t.:structura construida: la descripción 
Lngrangiana cn1pl1.:;1 las coordc11:1das a. di.: un n1atcri;ll tipico particular en algún estado 
inicial dt: refcrc11ci;1 CllllHl "·an;1bk·s indepenJir.:ntcs En la dic.:scripción Eulcriana las 

~ 1 



coordenadas ;e, de un 111atcrial particular en una concJicion at.:tual dctOrmada son 
consideradas cotno '•nriabk·s independientes Cuando las dcft)r111;1cinncs. de n1agnitud no 
r\!stringidas son dc~critas. cuidadosas distinciones dt.:bcn haccrst.: cntn: cstos sistcn1as 

lntcntos prc,·ios para fonnular snluciuncs hacia problcn1as tinito"' de: dcforn1acic'H1. en 
una manera apropiada usando el n1t.:todo de h_1.., ch:n1cntos finito~. han diferido an1bos en sus 
elecciones dt.:1 1nndt1 di.: dcscripcion y en la sdt.:cción de una ley constitutiva adecuada ~1as 

sin en1bargo se us;1 una :-iproxin1adón de i1H.:rcn1cntos en la cual una ruta dt.!' carga especifica 
es seguida Por cj l libbit y otros us•tn un tratanlicnto Lagransiano y una ley de esfuerzo 
dcformaciOn dado por 

donde 

/~,. ¡ ¿\/-."., 

D..,'-,",; es el incrcn1cnto dcl tt.:n~or csfi.1crzo de Kirchhof asociado con 
M::.,, el incrc1ncnto del tt.:nsor dcfonn;t¡,;ión de Grccns. y 
LJ .. ,0.1 es una función cono('. ida del estado at:tual 

(3. 1) 

1-Iofmeister y colabor~H.iorcs tatnbit.!n usan la aproxin1ación Lagrangiana con una ley 
constitutiva: 

donde 

con 

donde 

do;, es el incrcn1cnto del tensor esfuerzo dado por 

a~ es el tensor de esfuerzo cartesiano inicial (antes del incrcn1ento actual de 

carga) referido a una estructura global relacionada y 

(3.2a) 

(3.2b) 

a-,
1 

es el tensor de esfuerzo cartesiano subsecuente (dcspul!s del incrcn1cnto actual 

<le carga) referido también a la estrnctura global 

Davidson y Chen adoptaron la ley 

e.., es el i1_1cn.:n1cnto del tensor de dcforn1ación intinitcsin1al. y 

O r,
1 

es el incrcnu:nto del tensor esfuerzo dado por: 

(3.3a) 

(3.3b) 



So/uch)n tl (,.ranth~s /)1..• ... plu=an1il!11to.,. 

donde rr., es ccH110 t..~n ( 3 . .::?). y 
.. , es 1~n tensor dc estl1erzo cartesiano en la configuración subsecuente Estas 

con1poncntcs de cstl1crzo son referidas a una estructura cartesiana localrnentc rotada la cual 
varia de punto a punto 

Osias y s ... vcdlo\V han adoptado una formulación Eulcriana y una ley nlatcrial rcsun1ida por· 

" 
CF¡_¡ = DIJkl d kl 

(34) 

donde 

O:, es el valor del tensor esfuerzo de Jau111ann. y 

d 41 es el tensor dcfc.Jr111ación, 

n1ientras Fcrnándcz y Christian usaron una de las leyes propuestas pur Biot. Algunas ideas 
de la diferencia en la respuesta a la dcflcxión en carga que pueden surgir en un problcn1a 
práctico debido a la adopción de leyes constitutivas diferentes es discutida por Cárter 

/·ig 3.1 

En este capitulo se adopt41 In siguiente aproxin1aciOn La solución involucra una nita 
de carga especifica. _..\. cualquier ticrnpo 'º· el cuerpo general de la figura 3.1 ocupa una 
región en el espacio r · ,, linütado por la supcrticic .\".. y cstú c-n t.!'quilibrio con fi.1crzas 



-----------------------------·~_·,_,1_,,_c_·,_·,_;,_,_,_, _<_/r~11rdc.; /Jt.~,f'!tJ:.un1h-nto' 

conocidas del cttt:rpn y con tracciont.::s cspcciticas las cuales actuan c.:11 una porción dt..': la 
superficie .\ ... :- En el rc1nancntc dt.: la superficie. : ... ; .. 11. las vclncid~u..tc-. <.>nn especificas El 
cuerpo se ha 111ovidn a esta conti.gtu-aciún de algún estado <.h: n.·1i.:1 c.:ncia por las acci(~n 
con1binada de tod;\s las tl1 ... ·rzas que actúan sobre c.!I dcsdt: un ticn1po n hasta /,, Nosotrt's 
fijnn1os la atc.!ncic..'Jn en el 11h1vi111icnto del cucrpo durante un incrc.:111..:nto subsecuente d..: carga 
en ..:1 intervalo fu a / En el tiernpo t el cuerpo ocupa ti n.:gion r • linlitada por la supcrticic 
_,. y las tracciones y \:clocidadcs son i:speciticadas corno .... ; ..... y .... ;,,, rcspcL:tivamt:ntc En talc.:s 
circunstancias parc~t.: L1/.nnablc pl.'IStular que t.:xistc una relación Ja cual puede por suput:sto 
dt.!pcndcr de la histlH·ia prc\.·ia dd cuerpo. cntrt.! los incrcnlt:ntos de esfuerzo y los 
incrcrncntos dt.! 'h:t'urnl~H.:iún. y que ;.1si corno el intcr"'alo de ticnipo llcsa a ser intinitcsin1~!l 
podr3 reducirse a una relación entre el valor exacto de esfuerzos y valor exacto de 
deformaciones 

3. 1 1 Ley Cjencral 

Por sin1plicidad de prcscnt;ición es conveniente que cn esta fr"lrn1ulación se adopte 
una cstn1ctura de referencia cartesiana y que vaya de acuerdo con un problc.:n1a de 
deformación plana 

.. ..\.un tic1npo dado /o considerando una panícula típica t:n un cuerpo dcfonnado para 
ocupar una posición /' .. en el espacio descrito por el vector a= (a.h) relativo a alguna 
cstn1ctura asociada .·\.I 111is1110 tic1npo t es la 111isn1a particula cp.1c ocupa P. descrita por 
x =(.'\".y). Estos dos vectores están por supuesto rclacion3.dns por 

X=ll....;...11 (3.5) 

donde 11 = (11"'.11\) es el vector de las con1poncntcs durante el incremento actual del 

movimiento. Adoptando una descripción Euleriana. el instante exacto de deformación puede 
ser descrito por el ,·ector de gradiente de velocidad. 

d =(e '.w)' (3.6) 

donde 

y 

( ) 
<,~ ( ¿> ( ,. = u .. v,. = - 11a.I)=_:__11 x.t) 

L . rf ,; 
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es et vector de la~ .... ·0111poncntcs de velocidad en el ticrnpo t Las cantidades 1~· y rv cstan 
relacionadas a 1:' y ,.J. el lagrangiano c.h: defonnación objetiva y el vector de rotación (figura 
3.2) rcspcctivan1cnt~ a travCs de 

d' = <t>d (3. 7) 

donde 

dº=(t.·'r.m•f 

y 

I + C~I, • º· 
.!_c"11,. 1 Cu., 

ca 2 c.""a 2 c"'a 

º· l+é'11,. _!_cu, -.!. cu, 
c"'h • 2 c?h 2 é'h 

<I> 
Cu,. 

1 ¡ (e-"'11, c11,.) .!.( c.•11,. _ c"11, J c.,u,, 
+- --+--

c}h c.,a 2 é'a Ch • 2 e-~h Ca 

Cu,, Cu,. _!_ ( Cll,. _ C-:11,) 1 +.!.( C..,11, + Cll,.) 
ch C~l 2 t:,,"':/J <-~' . 2 ¿'a c"'a 

Un problc111a in1portantc en niccánica del n1cdio continuo ha sido la selección de una 
definición apropiada para el csfi.Jcrzo objetivo para utilizar en relaciones constitutivas. Esto 
ha llamado la atención de entre otros a Jaun1ann. Trucsdcll. Green. Cottcr y Rivlin cada uno 
adoptando una definición ligcran1cntc diferente. Un valor adecuado del esfuerzo debe dar 
una medida objcth·a e.Id ca111bio e.le esfuerzo cuando se ve desde un sistcn1a de referencia que 
rota con el ntatcrial. Su definición debe tan1biCn contener un tc.!nnino rotatorio para 
compensar la variación de las con1poncntes de esfuerzo con respecto a un sistcn1a de 
coordenadas que participa en la rotación instantánea en los alrededores de una particula 
considerada. El cjc111plo de una rotación rigida de una barra en tensión sin1plc es 
frecuentemente citado en la literatura. Co1110 Pragcr y Oldroyd han obscp.,1.ado la diferencia 



entre definiciones establece que la vclnci<lad de aplicación c.h: csful!rzo debe ncccs;iriarncntc 
consistir de una cor11binación lineal de velocidades de aplicación de esfuerzo. De esh! n1odo. 
en cualquicr ley constitutiva que cxpn.:sc la velocidad de aplicadnn de esfuerzo co1no una 
con1binación lineal de la velocidad de aplicación de dcforr11aci1...>r1. de tal rnancra que dichos 
1Crn1inos pueden scr sicrnprc absorbidos dentro de esta relación lineal asi que la diferencia 
entre las dctinicioncs es únican1cntc ilusoria Con10 Pragcr apuntó existen razones para 
preferir la definición debida a Jaun1ann cuando el con1ponan1icnto plástico esta involucrado 
y esta definición es adoptada en este capítulo y de acuerdo a la ccuacion 

donde 

a= a+ AIJ 

l o 
o 

o 

o 
o 

o 

o 
o 

o 

(3.8) 

des el vector definido por la ecuación (6) 

u= (uzz• a_~:-·•ª D')r es el vector cartesiano de las con1poncntcs de esfuerzo en el instante t. 

El indice superior indica la derivada del material con respecto al tiempo. 

Una correspondencia general entre los esfuerzos objetivos y las deformaciones puede 
ser escrita de la siguiente forma: 

donde 

a= D1:+g (3.9a) 

a es el vector de esfuerzos objetivos de Jaun1ann 
e es el vector de deformaciones objetivas definido en la ecuación (6). y 
E> es una rnatriz en la cual sus con1poncntcs dependen del estado actual y algunas 

veces de todos los estados previos en una linea especifica_ 

y donde el vector g es incluido para ton1ar en cuenta la presencia de algunas caractcnsucas 
tales con10 la presión de poro (un cjc111plo es la ley de esfuerzos efectivos). o calor y efectos 
de_cncoginlicnto Si estos están ausentes entonces g=O de tal f'onna poden1os expresar la 
cCuación (3.9a) corno: 

a= lld+g (3.9b) 



., 

( 

y 

donde H = (D.O). Alternativamente la ecuación (3 9b) puede ser escrita como 

a= Pd+¡.: (3.9c) 
donde 

p = fl - ;\/ 

Esto debe de ser destacado en este punto ya que los dcsplazan1icntos u son de grado relativo 
a la posición del cuerpo en el tiempo 10 y de este modo desaparecer cuando r = 10 • mientras 
los esfuerzos a son los valores actuales en el ticn1po I 

3. 1 .2 Ecuaciones que Gobiernan. 

Para el cuerpo de la figura l se asun1c que en el ticn1po t el ca1npo de esfuerzos 
o{x.r) está en equilibrio con una tracción T actuando sobre la superficie Sr y con el cuerpo 

de fuerzas F dentro de '-' entonces al vector '' se asigna denotar el can1po de velocidad de 
todas las partículas dentro de , .. lo cual satisfl:icc las condiciones de frontera de velocidad 
óv las cuales son con1patiblc.:s con el incrcn1cnto de dcforn1Jción ~t:. 

De esta fonna podcn1os utilizar el principio de los trabajos vinunlcs y desde un 
tiempo t. 

(3. 10) 



La ecuación (3 9c) puede ser intcgrnda para obtener 

a - a., = f, ( J'cl ~ g )..Ir (3. 11) 

donde a 0 es el vector cartesiano denotado por el can1po de cstUcrzos dentro de l ;J en el 

tiempo 10 • 

Sustituyendo la ecuación (3. 10) en (3 11) tenemos 

(3.12) 

Esta es una ecuación ex.acta que gobierna el cor11porta111icnto del cuerpo en deformación 
desde l ~ hasta 1 · 

Una solución aproxirnada de la ecuación (:.; 12) puede obtenerse usando el n1Ctodo 
de los elcn1cntos finitos. Si la dcforn1ación continua del cuerpo es dividida en un número 
discreto de clc1ncntos confonnados. entonces suponernos que el can1po dc dcsplazan1icntos 
puede ser representado adccuada111cntc en los nodos concct:-idos 1.2. .N y otros 

Entonces suponcn1os que el carnpo de velocidades continuas puede ser aproxin1ado por 

\' = L\S (3. 13) 

donde la forma de A dcpendera en adelante del tipo particular dt:I elemento usado. en 
general • dependerá de la posición actual. Si scgui111os entonces que el vector d, de gradiente 
de velocidad .. y e. las dcfonnacioncs objetivas pueden ser relacionadas por las 
aproximaciones. 

d = 118 (3.14a) 
y 

c=CS (3.14b) 

donde 



So/uc:hJn u CiranJe."> /)espla:anricntos 

c.." o 
Cx 

é' o 
B 

é'y 
A 

é' e,"'; 

c.'7.v c."'x 
é' é' 

c.."' y G~X 

y C es la matriz I3 sin el último renglón Sustituyendo en la ecuación (3. 12) entonces 

encontramos que para las variaciones arbitrarias ~ <.'5 consistentes con las condiciones de 
frontera de velocidad 

u;./ [l. {e' L P1Úh11 }t11 ·-"]=o (3. 15) 

y <le este modo tenemos 

JJcr S: PBisd1} di.= h (3. 16a) 

donde 

h = -J..c' { a-0 + J' ¡:dt }d .. + J..Ar FdV + J _..¡r Tas 
• t,, • Sr 

(3. 16b) 

En muchos casos la conservación de la masa puede ser usada para simplificar la 
integral que contiene el can1po de fuerzas volun1t.!tricas Por lo cu.ni. en iguales circunstancias 
esto es conveniente para considerar tales fuerzas corno iniciales. existentes más alla de un 
período de tiempo. Esto puede ser usado como un disposith:o cuando el material es 
adicionado al cuerpo o puede corresponder a una carga tisica tal con10 una pn1cba en un 
aparato centrifugo. 

3.2 Descripción de la subrutina. 

3.2.1 Subrutina EPPGDS. 

Subrutina para un solido isopara111ctrico con ocho nodos para 111atcrial elastoplástico 
perfecto con el criterio de Von 1\.·tiscs. La subrutina EPPG08. conlicnza leyendo los datos 

~·J 



.\"oluc.:i1in a ( irantlt!.'i /Jt.~ ... pla=.unrh·nro..; 

de los clcn1cntos en pri1ncr instancia coorc.h:nadas con su grado Oc libertad y <lcspucs lec las 
incidencias o conccth:idadcs con su tipo c..h: rnatcrial y la !.!"tapa asignada para ese clcnu.:ntn, 
dcspuCs 1lan1a a l;1 "ubsutina PH.OFIL la ciuc.: calcula c-1 pcrtil ( .. h: arreglos globales. lucgn 
llan1a a Sl-IP2S que....· es la subrutina quc cakula la ú1nci1.."'n lh: tl..,rn1a ( c1 ca1nbio gl!"ornCtri~o dc1 
l!'lcn1L·nto) a contin: ·....:iun se lla111a a EPP<;1>21 q11t.: es la otra subrutina 1noditicada y que 
calcula la n1atri...-: , · csfi.1t:r.1:0 dcfr1rr11ación para tnatt:r-i;tl clastc1pl~1stico perfecto. tan1bil:n 
define el rango en 1..._· -1uc se \:a a trabajar al hacer un pri111cr cákulo <le csfi.1crzos. sahcn1os si 
esta en el r:ingo cl:i:-.11...:n o plastico. ya con la 1natriz. gco1nC-trica :-.· la n1:itriz clastopki.stica .se 
con1icnza a fnrrnar L1 111atri?- de ris.ide.1:. continu.u1dr' con c.:1 proceso se cakulan las 
reacciones todo t..•sto dl....'ntro c...h: un ci..:1o. es decir clt..:tncntl) por clc..:n1cnto Ya hecho csto se 
ensambla la 111atri./ de rigidt..:z global. :-.e 1..;;tl..:u1.tn ll)S vt:c....:hne:-:.. de.: c..h:spL:1zarnientL) y la 
dcforn1aci6n. por ulti1110 se.: ll~una a EPP~:. qui: es la q1bn.1tina que calcula lns csfuL"rzos 
principales .. ·\..continuación se presenta el list.1do Je las subrutinas n1c.H.iifi~aJa..; 

Subrutina EPPGDS 

SUBROUTI:--.:E El'l'GDS( X.ID.! DD.-..:c:--.:P. l X.ELl'RO.SIG .·\. l.:'1.1. :--.:CEL. 
L IS'.;DF.7'1.·\.X.·\ . .-\K. R.Dl S.-\. '.;t., 1'.;P .'.;D:'l.t. '.;DF7' 1.·\X.ITYPF. 

2 NEL.NEN.'.;E:-.=2.NL:'l.1.NDF.N7'1.Yf.NPRO.:-.=STR.:-.=G.·\.lJS.:--.:P.-\R 1. 
3 NP.-\R2.IS\V) 
C0]'.1l\ION /FILE/ 11:--il'.IOUT.IERR.ID.-\.T.IL:'l.1.:--.;STFP.:--.;STFT.'.;RED.:-.=P\.'T 
COMl\ION /C.-\P.·\S/ :-;L.-\. YER. ITER 
C0Ml\10N /ERROR/ ERRO.ERR 1 
COl\1l\10N /IN!Cl.-V I:--.:I.PF(20).SZO< 2tJ).C0F(::!U) .. -\.G.-\.( 2(>).PCO( 20).l'-:S 
DIMENSJO:--.; X('."D:'l.1.1).ID(NDF:\.L\X.1).IDD<'.;DF7'1.-\.X.1).'."C:--.;P(1 ).IX('°'EN2. I ), 

1 ELPRO\:--;PRO. 1).L:'l.1(:-.:L:'-.1¡.'."CEI.<1l.:'-.L\X.-\.!1 ).LISNDF( 1) . .-\K(1 ). 
2 R( 1).DIS.-\(NDF:'l.1.-\.X.1 ).XX(2,SJ . .-\D\3 . .J). 
3 B.-\(4, 16) . .-\13(3.16),.-\S( lb. lt').XK(::!).SllP(3,Sl.EPS(3). 
4 UD( 16).SlG.-\(NSTR.NG.-\US.1l.RE.-\C(16). 
5 \V(3.4 ). PP(3 .-1 ).aa( 1 6.3 ).a( 1 ro.-1 J. 
6 AN(3.3 ).GG(-1.4) 

c•·•···········-·-··························-··························c 
C ELPRO( 1) 0~ :'l. lodulo de dasticidad C 
C ELPRO(:l) Cocticicntc d.: Poisson C 
C ELPR0(3) Peso volurm:trico C 
C ELPR0(4) Cohesion C 
C ELPR0(5) RC'.sistt.:ncia a la tl.:nsion C 
C ------- - - - - -- - - - - - - -- - - - - - - - - - - - -- - - --- - - - - -- - -- --- - - -- - --------------C 
C SIGA( 1) Esfüc.:r·zo x-x C 
C SIG.-\.(2) Est'u.:rzo y-y C 
C SIGA(3) Esfu.:rzo z-z C 
C SJG.-\.(4) ·~ Esfuerzo x-y C 
C SIGA(5) Indicador <O, l'lastico. Otros, Elastico C 

LINT=NG.-\US .. ( 1 /REAL(ND:'--1)) 

50 



---------------------------'_;·,_,f_u_c_·i_,;_n t.J <irtl/ttle.o,; /)esplu:untit..!nto ... 

GO TO ( 1.2.3.·l.5.<>l.IS\\" 
c. 

1 \VRITE(IOLT.YHl"l 
3009 F0Ri\.1.·\T( 1i.' DATOS DE LOS ELEi\.IE;"\;TOS EL.-\STO-P PLASTICO . .I/) 

DO 1 o I .- 1 . :--: :-. 1 xr 
10 READ(ll~l'.•l (ELPRO(ll.1).11 -1.NPRO) 

DO 12 1--l.~:\l.Yf 
11~ 1 
\VRITE(IOl;T.3010) I 

3010 FOR:\IAT(" GRUPO ::',15.' DE :'l.IATERIALES•J) 
11 \VRITE(lOLT.3015) ll.ELPRO(ll.l) 

IF(ll.GE NPROl (;O TO 12 
II=ll~I 

GOTO 11 
3015 FORi\.IAT(" PROPIEDAD i;',15.' =',F20 7) 

12 CONTI:"UE 
\VRITE(IOLiT.3020) 

3020 FOR:'l.IAT(' "EL.E:\! INCIDENCIAS 
1# LAYER") 
DO 20 I~l.NEL 
RE.-\D(IINP. • J <IX< l l. l).ll • l .NEN2) 

20 WRITE(IOUT.30-IOJI.(IX( ll.l).l l~ 1.NEN2) 
3030 FOR:'>.IXI'( 1015) 
3040 FOR:\lAT(I5.Sl5.2lS) 

DO 25 l= l .NDF 
25 LJSNDF(l)-•-l 

DO 30 I=I.l':EL 
30 NCEL(I)=I 

CALL 

#MAT. 

PROFIL(NCEL.NCNP.IDD.IX,:'1.IAXA,L:'l.1,NLM,LISNDF.NEL.NDF.1'.'EN,NEN2. 
1 NDF:'l. l.-\X) 
RETURN 

C ... 
2 DO 60 I=l,NEL 

NCEL(I)=O 
IF(IX(NEN2.I) L T.O.AND ADS(IX(NEN2,l)).LE.NPAR2) GO TO 60 
IF(IX(NEN2,l).GT 0.AND AI3S(IX(NEN2,l)).GT.NP.-\.R2) GO TO 60 
NCEL(I)=l 
DO SO J= 1,NEN 
N=IX(J,I) 
NCNP(N)=N 
D040 K=l.NDF 
IDD(K.N)~ID(K.N) 

40 CONTINUE 
IF(NDF.EQ NDF:'>-1.·\.X) GO TO 50 

51 

--



.. \'o/11c:i<J11 a <,..runt!c ... /Jcsplu::.t1n1ic:11111.-. 

D045 K~'."DF··l.:--:Df':l.IAX 
IDD(K.N)-1 

45 CONTll'l:E 
50 CONTl;-.;LJE 
60 CONTl:--:L·E 

RETUR;-.; 
e 

3 
PROf'IL(NCEL.:--:CNP.IDD.IX.:l.IAXA.L:l.1.NL:Vl.LlSNDF.NEL.NDF.NEN.NEN2. 

e 

1 NDF:l.1.-\X¡ 
RETURN 

4 XK(l)=-0 577:>5t)2691896EO 
XK(2)=-XK( 1 ) 
DO 500 NNN-1.NEL 
NELE:O.l=NCEUNNN) 
READ(!L:\I. ·) NEI.E:l.1.\ l.:\ 1( 1).1-·1.NL:\I) 
CALL ZEROR2< .·\S. 1(>.16 ¡ 
IF(NELE:l.1 E(>••> (iO TO -100 
N;l.l=IX(l'EN · 1.NN:--.; > 
NLAY••IX(NES -::.Nc-.;N¡ 
E=ELPRO( 1.N'.1 ¡ 
PO=ELPRO\ :. :--.; '. I ¡ 
GA:\l;l.l~ELPROI 3.N:\1) 
C=ELPR0(--1.:-.i:l.IJ 
DOl60J··l.8 
DO 160 l=I.: 

160 XX(l,J)<'.:(l,IX(J,NN'.':)) 
AREA=O EO 
DO 300 LX••l.Ll:-.iT 
DO 300 LY··l.LINT 
IP=LINT•(LX-1 )~LY 
CALL Sl-IP2S(XK(LX).XK(LY),XX.SHP,XSJ.AREA) 
CALL EPG021(1P.N:-.':-.',E.PO,C,SIGA.AD,"\V,PP.NSTR.NGAUS) 
CALL ZEROIC( .·\B.3.16) 
DO 170 N=l.S 
NN=2"'N-J 
ll=NN+I 
AD(l.NN¡=SllP( l.N) 
AD(2,ll)=Sl IP(2.N) 
/\13(3.NN)=Sl 11'(2.N) 
/\13(3.ll)=Sl 11'( 1.N) 

170 CONTINlJE 
e ·wrilc( 3 S, 1 7 1 ) 
e 171 fonna1(1/.':'\ l.·\TRIZ GEO:\IETRICA',//) 

CALL 



e do 174 N = 1 . 3 
e wrilc(3S. 17_; )( .·\B( N .:\1 ).:1.1·~1.1 ú) 

e 1 73 formal( 1 ún; 3) 

e 1 74 continuc 
CALL ZEROR2(BA.-1. l 6) 

DO 175 N·"l.S 
NN=::!•N-1 
ll=NN+I 
BA( l .NN)~SI 11'( l .N) 
BA(2.Il)=SI IP(2.N) 
BA(3.NN)=SI IP(2.N) 
BA(3.ll)=SI 11'< l .N) 
BA(4.NN)=SI 11'(2.N) 
BA(4.Il)---SI 11'( l .N) 

175 CONTINLE 
e \vritc(39. l 7o) 

e 176 forma1(1/.':\l,\TRIZ GEO:".IETRICA .·\1'.IPLIADA',//) 
e do 178 N~t.-1 
e wri1e(39.177)(B.-\(N.:\l).:\l-l.16) 
e 1 77 formal( l ú!S :; ¡ 
e 1 78 continuc 

CALL ZEROR2< aa. 1 ú.3) 
DO 185 N=l.S 
NN=2*N-1 
Il=NN+-1 
aa(NN. l )=SI-IP(3.N) 
aa(ll.2)=SHP(3.N) 
aa(NN.3)=SllP( 3.N) 
aa(ll.3)=SI IP(3. N) 

185 CONTINUE 
e wrilc(40,186) 
e 186 forma1(//,'1'.IATRJZ DE FUNCION DE FORi'\<1A'//) 
e do 188 N= 1 . 16 
e wri1c(40, I 87)(aa(N,:\l),:1.I= 1,3) 
e 187 forma1(16f8.3) 
e 1 88 continuc 

CALL ZEROR:!(a.16.4) 
DO 190 N~l.8 
NN=:!*N-1 
Il=NN+I 
a(NN, I )=SI 11'(3.N) 
a(ll.2)=SI 11'( 3 .N) 
a(NN.3)=SI IP(3.N) 
a(Il.3)=51 IP(3.N) 
a(NN.4)~SI IP( 3.N) 



.. 4;0/11L·i1;11 u (iruntlcs /)c.t0plu:.un1ien10....-

a(ll,4 )=SI IP( 3. N) 
190 CONTINL!E 

e writc(4l,l9l) 
e 191 format(//,'>'-1.·\TRIZ DE FUNCION DE FOR:'\.IA A="-IPLIADA'.//) 
e do 193 N=t.H> 
e writc(41,l92)(a(N,:\l).:-.1·c 1.-1) 
e 192 fonnat( 16f8 3) 
e 193 continul! 

CALL ZEROR2(A:-.:,3,3) 
DO 205 1=1.3 
DO 205 J=l.3 
DO 200 bb·~ l. 16 

200 AN(l.J)=A:-.:(1.J) -Al3( l,bb)*aa(bb.J) 
205 CONTINLE 

e writc( 4'.:'.,20ú) 
e 206 t"ormat(//,'>'-IATRIZ AN',//) 
e do :!OS 1~1.3 
e writc(42.207)(A:-.:( 1..1).J =• 1.3) 
e ::!07 format(311> 3) 

e 208 continuc 
CALL ZEROR2( GG.4,4) 
DO ::!15 K~l.-1 
DO ::!15 L==l,4 
DO ::! 1 O ce •l. 16 

2 iO GG(K.L)=GG<K.L) d3A(K,cc)*a(cc.L) 
215 CONTINUE 

e writc(43,::!16) 
e 216 format(//.'>'-IATRIZ GG',//) 
e do21SK=l.4 
e writc(43,217)(GG(K.L).L= 1,4) 
e 217 format(4f8.3) 
e 2 18 continuc 

D022SN=l,16 
DO 225 M=N.16 
DO 220JJ=1,3 
DO 220 11= l .·l 

e 220 AS(N.M)=AS(N.M)~Al3(JJ,N)* AD(JJ,11)* AB(ll.:-.l)*XSJ 
220 AS(N.M)=AS( N .>'-1) +-AB(JJ. N) * PP(JJ. ll)* BA( 11,:\ I) * XSJ 
225 CONTINUE 

e writc(44.226) 
e 226 fonnat(//,':\IATRIZ DE RIGIDEZ',//) 
e do 228 N= l. l 6 
e writc(44,::!27)(.·\S(N,>'-1),:\l=cJ .16) 
e 227 fonnat( l 6rt ::! 6) 
e 228 continuc 

.· 



DO :!30 l~l.S 
LL=Ll\1(::•1) 
IF(LLEQ 0) GO TO :::'\O 
R(LL)=R(LL)-Ci.·\'.\l'.\ 1·SI1 P(3.I)* :\'.SJ 

:!30 CONTINlT 
CALL ZEROR l(RE.·\C. l<>) 
DO :!-15 N·=l.ll> 
DO :!-10 ;-..1°1.:: 

:!-10 REAC(N)=REAC(N)TAB('.\1.N)•SIGA(:\l.lP.NNN)•XSJ 
2-15 REAC(N)·· RE.-\C(N) + AB(3.:---:¡•SIGA(-l.IP.NNN)•XSJ 

DO 260 l=I.NEN 
ll=IX(l.NNN) 
D0250J=l.NDF 
JJ=NDF•(I-1 ¡-J 
N=IDD(J.ll) 
IF(N.LE O) GO TO 250 
R(N)=R(N)-REAC(JJ) 

250 CONTINUE 
260 CONTINUE 
300 CONTlNUE 

DO 310 N=l.16 
DO 310 '.\l=N~l.16 

310 AS('.\1.N)=AS(N.'.\1) 
400 CONTINUE 

\VRITE(NSTFP. *) NELE:O..l,((AS(I,J).l= 1.NLl\1).J= l .NLM) 
500 CONTINUE 

RETURN 
c ... 

5 DO 600 NNN~· 1.NEL 
NELEl\l=NCEL(NNN) 
READ(NSTFP. *) NELE:0..1.((AS(l.J).l=l .NLM).J=l .NL~,1) 
READ(!Ll\1, *) NELEM.(Ll\!(1),1= l ,NLM) 
IF(NELEM EQ.O) GO TO 600 
CALL ADDSTF(AS,AK,MAXA,Ll\l.NLl\1) 

600 CONTINUE 
RETURN 

c. .. 
6XK(1)=-0.5773502691896EO 

XK(2)=-XK( 1) 
IF(NPAR:?.EQ.NLAYER) THEN 
IF(ERR 1.LE.ERRO.OR.NPAR l .EQITER) THEN 
\VRITE(IDAT.3000) NPAR2 

3000 FOR:O..!AT(I/.' ESFUERZO ACUl\1ULAD0 DE SOLIDOS EN LA CAPA '.15. 
111.' ELEl\1ENTO ESFUERZOS'.!) 
ENDIF 



ENDIF 
DO 1500 N;>.;N - 1.:--.:1:1. 
NELE:l.l~NCEL( :-.;:---.;:---.;¡ 
IF(NELE:l.I EC) O) GO TO 1500 
N:l.l=IX(NEN • 1 .NNN) 
E=ELPRO( l ,N:'l.ll 
PO=ELPR0(2.:--.::\I¡ 
C=ELPR0(4.N'-.IJ 
RT=ELPR0(5.:--.::\I) 
DO 11601•-l.8 
DO 1160 1~1.2 

1160 XX(l.J)·=Xíl.IXO.:'<NN)) 
CALL ZEROR 1 (LD.16) 
DO llSOJ l.NE:-.: 
JJ=IX(J.N:-.:N) 
DO 1170 l•=l.i':DF 
IF(IDD( l.JJ) EQ OJ GO TO 1 170 
ll=NDF"(.1-1 )~I 
UD(ll)=R( IDD( l.JJ)) 

1 170 CONTINUE 
1180 co;-..:TINLlE 

AREA~O.Eü 

DO 1300 LX·=l.L.1:--.:T 
DO 1300 LY•=l.LINT 
JP=LI;-.;T•(LX-1) • L Y 
CALL SHP2S(XK(LX),XK(L Y),XX.SHP,XSJ,AREA) 
XCENT=O. 
YCENT=O. 
DO 1205 l=l,S 
XCENT=XCENT<XX( 1.1)" SHP(3,I) 

1205 YCENT-~YCE:\'T+XX(2.I)* Sl 1P(3,1) 
CALL ZEROR2(A13.3. 16) 
CALL ZEROR 1 (EPS.3) 
DO 1210 N•=l.S 
NN=2"N-I 
II=NN+l 
AB( 1 ,NN)=•SI IP( l .N) 
AB(2.ll)=SI IP(2.:-.:) 
AB(3,NN)=SI IP(2.N) 
AB(3.ll)=SI IP( 1.N) 

1210 CONTINUE 
DO 1220 N=l.3 
DO 1220 M--1.16 

1220 EPS(N)=EPS(:--:)+AB(N,i\l)*UD(M) 
IF(INLNE.O ANO NPAR2 EQ.1) THEN 



ZZ=O_ 
DO 1350 N·--1.:--:EN 

1350ZZ=ZZ1 S\11'( :<.N )" X(2.IX(:--:.NNN)) 
lNU:>.1°·0 
DO 13601-1.INI 

1360 IF(ZZ LT l'F{I)) INt.::--1 
.·\.GU/1.=!\Ci.-\.( 1 NL'.\.1) · (l'F( 17'l.''.\. t)-ZZ )/ 
1 (PF(l:--; l::>-1 l-l'F(INU'.\.I · 1 ll•( .-\.G!\( l'.'<U:>.1-1 )-!\GA(\NUM)) 
S!GZ~SZO(INL'.\.I) · (PF(!NU'.\.1)-ZZ)/ 
1 (PF(INl '.'.\.1)-PF< 1:-.:u:--.1-1 )).(SZO( INUM ·-1 )-SZO(lNUM)) 
COEF-•COF< 1 Nt:'.\.I) · ( PF< 1:--.:L''.\.l)-ZZ ¡/ 
1 (PF(INL''.\.IJ-l'F\INL.''.\.I · 1¡¡•(CUF!\NU'.\.1-+1)-COF(INU'.\.1)) 
PC =PCO(INl''.\.ll·ll'F(INl':".li-ZZl 1 

1 (PF(INL'.\.1)-1'\'llNL'.\.1·111·1 \'( <1< INL''.\.I • 1 )-PCO(l:-.:U'.\.I)) 
SZ=SlGZ 
SX=COEF-CSZ-.·\.til'.-\.1-.\.Cil '.·\. 
SY=SX 
SIGA( 1.IP.:--:NN l SX 
SlGA(2.1P.:--:NNl -SZ 
SIGA(3.ll',:-.:NNl- SY 
SlGA(-1.IP.;-..:NN ¡- l) 

SlGA(5,l\',NN:--.:l• 1 
\VRlTE(ID.·\.T.3 \O(l) N:--:N.XCENT,YCE:--:T,(SIGA('.\.!.lP.NNN).'.'.1=1.5) 
GO TO l30U 
ENDlF 
CALL El'P22( 11'. NNN.E.PO.C.RT .SIGA.EPS.SIGA 1.SlG.-\.3 .:---:STR.NGAUS,NPAR.2) 
IF(NP!\R2 EQ NLX\'ER) TI !EN 
lF(ERRl.LE ERRO.GR NPARl EQ !TER) THEN 
\VRlTE (ID!\T.3100) NNN.XCE'.'<T.YCENT.(SIGA('.\.l.lP.NNN).:'\!=l.S) 
'.VRITE (IDAT.3100) lD!\T,SIGA l .SIGA3 
ENDIF 
ENDIF 

1300 CONTINUE 
3100FOR'.\.IAT(1X.15.7(1X.E10.3 J) 
1500 CONTlNUE 

RETURN 
END 

3.2.2 Subrutina EPGD21. 

SUBROUTINE EPGD21 (IP. NNN.E.1'0.C.SIGA.AD.\\'.PP.NSTR.NGAUS) 

C CALCULATES STRESS-STR,\.IN l'.IATRIX FOR ELASTO-PERFECT PLASTlC 
e 

57 



e 

Dl;\.IENSION SIGA( :"-:STR.NGAUS. 1).AD(3.·l).\\'(3.-l).J>P(3.-l) 
Dl;\.IENSIO:"-: S(-ll.A(·~).B(-l).D(-1.-1) 

DO 1 I=l.-1 
1 S(l)=SIG.·\(1.11'.NN:"-:l 

e writc(30.:!) 
e ::! forma1(1/.'ll.IXrRIZ DE ESFUERZOS SIGA.'//) 
e do 5I=1.-l 
e writc(30.-l)S( 1) 

e -1 format( 1 :!11:> 3) 

e 5 continuc 
SY:\-l••SIGA(5.IP.NNN¡ 

e ------------------------------ ----------------------------------------
C CALCULATE ELASTIC STRESS-STRAIN ll.1ATRIX 
e ----------------------------------------------------------------------

BK=E/{ 1 -2"1'0¡;3 
G=EJ(:! º( 1 -PO)) 
.-\L=(3. *BK- -l. ºG )/3 
DL=(3 ºBK-2 ºG ).'3 
CALL ZEROR2(D.-l.-l) 
D(l.l)=AL 
0(2.l)=DL 
0(3.l)=DL 
D{l.2)=DL 
D(2.2)=AL 
D(3.2)=DL 
D(I.3)=DL 
D(2.3)=DL 
D(3.3)=AL 
D(4.-l)=G 
CALL ZEROR2(AD.3.4) 
fF(SY:\LL T.0.) GO TO 22 
DO IO I=l.2 
DO 10 J=I.2 

1 O AD(l.J)=D(l.J) 
AD(3.3)=D(-1.-l) 
A0(3.-l)=O 

e writc(3 1. 12) 
e !::! forrnat(//.'i\IATRIZ ELASTICA'.//) 
e dol-11=1.3 
e writc(31.13)(.·\D(l.J).J=l.-l) 
e 13 forrnat(-11'8.3) 
e 14 continuC 

CALL ZEROR2( \\'.3.-l) 
W(l.-1)=-S(-l) 



~--·-

\\'(2.4 )=S\-1 l 
\V(3.-l)c-(SC 1 ¡-SC.)).'2 

e '\\:ritct:;:.1::-> 
e 15 format(l/.':\l,\TRIZ DE ESFUERZOS EN EDO ELAST!CO'.I/) 
e do 17 1-~1 . .> 
e writc(3 2. 1 t> )( \\"( l ,J ).J ·• 1.-1) 
e 16format(-lf8.') 
e 1 7 continuc 

CALL ZEROR2(PP . .'.-I) 
do IS nn=l.3 
do IS mnF-1.-1 
PP(nn.mm)c•!'P(nn.mm)+AD(nn,mm)-\V(nn.mm) 

1 S continue 
e "vritc{3 3. l 'J) 

e 19 format(l/.':\1.-\TR!Z l'P EN EDO. ELASTICO'.//) 
e do:!lnn-=1.3 
e '\Vfitc(33.:::0)(PP(nn.111n1).n1nF'"' 1.4) 
e 20 format(-lf8 3) 

e 2 1 continuc 
RETUR:--J 

e -----------------------------------------------------------------------
22 CALL PQ2tS.P.QJ 

S( 1 )=S\ 1 l-P 
S('.!)=S(2)-P 
S(3)=S(3 )-P 
S(-1)=2. *S(-1) 

C \.Vfite{34.~3) 

e 23 format(//.':'1.IATRIZ DE ESFUERZOS SIGA EN EDO. PLAS.,'//) 
e do'.!61=1.4 
e writc(34,24 )S(!) 
e 24 format( 12f8 3) 
e 26 continue 

25 CC=0.75/C 
A(l)=CC*S(l) 
A(2)=CC*S(2) 
A(3)=CC*S(3) 
A(4)=CC*S(4) 

35 DO 30 J=i.3 
B(J)=O 
DO 30 JJ=l.3 

30 B(J)=B(J)"-D(J .JJ)* A(JJ) 
B(-!)=D(-1.-1)* A(-1) 

45 r\.0=3. •G 
BETA=AB 
DO 50 J=!.-1 



DOSOJJ.=l.-1 
50 D(JJ.J)~ D(J.1..1 )-13( JJ) • IJ(J)/13ETA 

DO 60 J=l.2 
DO 60 JJ-~ 1.2 

60 AD(JJ.J)~D(JJ.J) 
AD(3.3)=0(-l.-I) 
AD(3,4)~"o 

e writc(35.61) 
e 61 format(//.'i\.l.·\.TRIZ ELASTO-PLASTICA'.1/) 
e do 63 l=I.3 
e writc(35.62)(,\.D(l.J).J=l.4) 
e 62 format(·llE 3) 

e 63 continuc 
CALL ZEROR2(\\'.3.4) 
'W(l.4)=-S(4) 
W(2.4)=S( 4) 
\\'(3.4)=(S( 1 )-S(2))/2 

c. writc(36.6-I) 
e 6-1 fonnat(/i.':\I.·\. TRIZ DE ESFUERZOS EN EDO. PLASTICO',//) 
e do661=1.3 
e writc(36.65 )( \.\'( l.J).J = 1.4) 
e 65fonnat(41S3) 
e 66 continue 

CALL ZEROR2(PP.3.4) 
do 70 nn=l.3 
do 70 mm=l,4 
PP(nn,mm)=PP(nn.mm)+AD(nn.mm)-\V(nn,mrn) 

70 cominue 
e writc(37,71) 
e 71 format(//.'i\.IATRIZ PP EN EDO. PLASTICO',//) 
e do 73 nn=l.3 
e writc(37, 72)(PP(nn,mm).mm= 1.4) 
e 72 format(4f8.3) 
e 73 continuc 

e 
e 

RETURN 
END 

3.3 Funcion:uniento de 1:1 Subrutina 

3.3.1 Subn1tinas Utilizadas Se presenta un listado de subrutinas por orden alfabético 
y su fi.1ncionan1icnto: 
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,\DBLKS 
.·\DDRES. 

.-\DDSTF: 
BLOCK 
ELCAL· 

ELE:\IE:-.:T 
LJ:\IIT: 
NEQC .. \L: 
PCONT: 

l'ROFJL. 
PRTDJS 
RLOAD. 
XLEC: 
ZERORI 
ZEROR2 

Ensan1bla el sistcr11a dl! ccuaciom:s global por hinques 
C"alcula la localización de los clcrncntos dia~onalcs de la 111atriz de 
rigidez global 
Ensarnbla la rnatriz de rigidez global 
Forrna bloques para la soluciún dL"I si!-.tcn1:i dt.." ccu~u..:ioncs 
l.t.:c los datc1s gcncraks de clcrncntl.'S y calcula el ~drnaccnarnicnto 
dinúrnicn para los clcrncnto-.; 
Selecciona subrutinas de clt:rnt.:ntos 
c_~alcula el error de iteración 
Calcula d nún1cr<l tot:il de ecuaciones 
Lec los datos generales. calcula el alrnaccn;1111ícnto din~'tn1ico para los 
datos dcl sistt.:n1a y pnH.:L"(h: ~l itcracioncs pllr etapas. de construcción 
y/o subitcracioncs dentro d'-" estas 
Calcula el pcTtil de: arrt:!-!los globah:s 
ltnprin1L" los n:sult~llios di.: los dt::-:.pla .. ~an11LrHns i..:alculados 
.·\.grcga las cargas t:'.\.ternas al ,·ector de caiga global 
Lt:t: los dat{)S nodalc~ 
'\/aciar un \.-ci..:tor real 
\:"aciar una n1atriz rt:al 

Las dcn1ils subrutinas corresponden a cada tipo dt.: ch::n1cntos 

TRUSS2 
EPP21: 
EPP22: 
PRES2: 
NOTEi"4. 
PRCPL· 
SHP28: 
SHP24: 
TFOR.i'\14: 
TFOR44· 
PQ2: 
ELPLP2: 
NOTENS: 
PRES3: 
SllPJ3: 
'\'IGAJ. 
TFORS: 
TFOS: 
SJIPl2: 
VIGA2: 
ELPLPS: 
EPPGDS: 
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3.3.:? i\.rchi,·os requeridos. 

En prin1cr lugar. se n:quicrc de un archivo controlador. el cual contiene los no1nbrcs 
de archivos requeridos El archivo controlador actualn1cntc 11cva el non1brc de ""control". 

Las funciones de los CJ archh:os requeridos se exponen en lo siguiente: 

Archivo No. 
. ·\rchivo No. 
. ·\rchivo No. 
.-\rchivo No. 
.·\.rchivo No. 
Archivo No. 
.·\1·chivo No. 
.·\.rchivo No. 
.·\rchivo No. 

2 
_, 
4 
5 
6 
7 
s 
9 

IJ~uos de entrada . 
l)atos de salida. 
E!--cribc y lec lc1s dcsplaza111icntos acutnulados . 
Escribe los dcsplazan1icntos acunn1lados . 
Escribe los t..~sfucrzos de salida 
Escribe las 1natriccs de rigidez parciales. 
r:scribc la 111atriz de ri!-!idc/. global. 
Esc1·ihc las rnatriccs intcnncdiatas. 
Escribe los coeficientes de piYotc. 

3.3 .3 ·rarjetas n.:qucridas par;i c1 funcionan1icnto del progran1a. 

A continuaciún se presentan las tarjetas que deben incluirse y bajo que lorn1ato para 
el lunciona111icnto cnTTL"Cto del progr.:una 

L TAR.JETA DEL TITl"LO DEL l'ROBLE:\1.-\. (20A-$). 

1 \·.·\Rl.·\BLE DESCRIPCIO:-.: 

1 1.g() L!.:.ITLE Titulo del nroblcma 

2. TAR.JETA DI: CO:"TROL GLOBAL (IOJS). 

íi l':OTA 

1: ( 1) 

i 

1 
(2) 
(:>) 

¡I (4) 
I' 

il (5) 

i: ((>) 

li (7) 

1 COLL'.\1'.'.·\S 

1-5 
6-10 
1 1-15 

16-20 
21-:25 
26-30 

35-40 
40-45 

r·.-\RiAULE 

ND'.\l 
Nü'.\ll'P 
NDF'.\!AX 

NU'.\lEG 
NLAYER 
!TER 

:-.:LOAD 
NPRES 
IN! 

1 DESCRil'CION 

l")irnensión del problc1na 
0:ún1cro total de puntos noda1cs 
~ún1cro rná.xín10 de grados de libertad 
en cada nudo 
~ú1ncro total de grupos de clcn1cntos 
Nún1cro total de etapas de análisis 
:"ú111cro 111áxin10 de iteraciones en cada 
etapa de análisis 
~ún1cro total de cargas concentradas 
~ún1cro total de cargas de presión 
Nútncro total de puntos .que definen las 
condiciones iniciales de esfuerzos 



.';o/uc·i,ín a (irundc.• .... l>c.'iplu-::,t1nticnlo.o.: 

NOTAS 

(1) :--:D:l.1 
:--:n:1.1 

1 si t.'"S unidin1L·nsinnal. 
~ si es bidinlL"ll~ional y 

;-....:D'.\.t :; si es t1idi111cnsiona1. 
(2.) En un an;.tlisis pllL''-k· h~1hcr vati¡,_)~ tipos de eh:1nc.:ntos (ver la tabla de 

c1enlL"lll\.)S). Nl l~lFCi cl nú1ncro 1naxin10 de tipos cn1plcados. 
(3) l.os anúlisis se tcali.-:an por etapas la aplicación de car~as y el ca1nbío 

~t..·01110t1ico dd r•1übk·111a (constnii..:ción o excavación) cvolui.:iona por etapas 
de an~·lli~is ~l . .-'\ YFR es el nú111ero total de..· etapas 

(4) l)i.:11t1\.) d..: cada L"Lq"""l;t de an;.tli~i~. lc1~ c;"ikulos ':->C rct!li7an itcrativan1cntc 
E'iqL·n dos 1...·1 itL"I ic•s p~\l"a dctt..·nL'í el c"dculo. el crrl"•r dL· iteración es rncnor 
qut.• cl p11...·tijadl' '-' t..•1 nún1c-ro de itc;a...:i\)ncs c'.ccdc ITLR ITER es igual para 
tndas las etapa~ di...· ~~nalisis 

(5) ='L().-\.lJ es el nú111t..•t.._) tllt~11 dc ...:ar~~b CllilCentrada~ en todas las etapas 
(6) ;-...:pJZES cs L1 sun1~1 total di.: cu gas de ¡nt.:sit.)11 i.:n tPda:-. las etapas 
(7) 1:--.:1 L'S el nún1cr(' dt...· ta1jctas pata espccitic3.r l~~s cc•ndicic)nes iniciales de 

esfuc.:rzos. 

3. TAR.JETAS l>E CO:"TROL l>E .-\.Rl~EGLO co:-.11"·:--; (110). 

1 ~OTA 1 c.:C)t-L:~-¡~-zs~~-T,~-~t¡;:;:13rE-r3E~-:::·-~- ---,~-~-~-

' ( 1) \ 1-1 O \' 7':T()T \ ~únH..:ro ~iC: . csp~~cio th:l.:'.csario L·n n1cmoria \ 

.. ! _____ ~ -~~-----~--·..,.rara t:l analls1s -----------" 

:-.;OTAS: 
( l) Esta "\"ariablc dcpcn(k· di.:1 con1pilador FORTR.·\~ utiliz:u!o. En una PC con el 

con1pi1ador FORTR.·\!°': ~ 1icroson ~ (>0. ~TOT no dcbt..: ser n1:i;- or que -:--000. 

-'- T.-\.R.IETA DE ITER.-\.CIÓ:" (FIO.O). 

1 
DESCRIPCJÓ:·:t· ! 

\ 

\.,..\ (-1~)---~l-..1~·~1 (J l.~~RRO 1 
Error pn.!Yisto de iteración (criterio de\ 

con'"c...'r~~·c_·_n_c_i,_-1_l_~--------------' 

:-.:OT.·"I.· 
(1) El c...·tTor se calcula de acut.:rdo con /·."/\U.( J = ;.,:: \"/: r .. ·:. donde r:'.' es el ,-cctor 

dt: dcsplazan1iL'ntos en la pritnera iteración de.: la t:tapa n y 1:.~. en la k-L·~in1:i 
itcració11 



;:.. T.-\R.IETAS DE l'lJ:-.-TOS ~OD.-\LES (Lihr<'). 

1 

~OT.-\ COLL'..\l:".·\S 1 \'ARIABl.E DESCRIPC!O~ / 
il 

11~¡-l-)~~-~+-~~~~--~~-+-_-:'(_(_l_)~~-~~-+-.'\:-.-_~a~b-c~i.-s;-,~~~~~~~~~~-~--~---if 

.'\'.(:!) Y - orcknada <si '-.'.D"- 1 > 1) 
X(3) Z - ordenada (si '-.'.D'.\I :- :!) 

(:!) II)( 1) X - tr:inslacinn. coJi;;o 
Jl)(:!) ·y - tr:insJación. códi!::!o 
1[)(3) Z - translación. CDdi.s.o 

--~~~~~--~~~~~~~~~~l_D_<_·l_l~~~~~~z ___ -~r_o __ r_a~ió~~~·-''~l~i~_·c_>~~~~~~~~~~~__, 

:-.:OTAS: 
( 1) 
(2) 

Este gn1po de datC'IS consiste en '.'-:L~.\ f:"P t;lrjera~ 
ID.----= O Condkion librL·. 
ID-= l Cnndicion tija (no se pt..'rniiti.: de"pla....:arniL·nto o rotación) 
El núrnt:ro de cúdigos IL> es igu:il al rn.i.'.:irtHl _s:radu de libc..·nad ¡...;DF.'.\L-\X 

6. TAlUET .. \S l>E C..\RC.\S co.--;c1-::-;TR.·\D.\S (31:'. FIO.O). 

ir-N-·o_T_._·' __ -+¡ _c_o_i_. r_· _· :-._1_"_·_ .. ,_s_·_·_·-·_-~_T\'"::\1{1:.\:í·;¡--¡~--··~- rni: ;:;¿:¡z-¡Pc_:¡-;-_;·z··-----------

< 1) J -5 ~C)D Punto noc.Ld dnndt.• se- aplica la carga 
6- JO I l)J R~ Grad() lÍL" lihL"n.:i.d di: la aplic:ición de 

c:irgas 
(:!) l 1- 1 s IL.-\YER :"-:lin1cro de etapa de aplicaciLin dt.: 

carga 

NOT.-\S: 
( I) Este grupo di: cLuos tiene ~LO.-\[) t:lrjctas Si :"JLO.·\D "' O. se ornitc este 
gnipo de tarjetas 
(2) LTna vez aplicada Ja carga~ se rnantcndr;"1 en todas las t.•tapas subsecuentes. 
por tanto IL.·\ \'ER es la pri111cra ct:1pa done.Ir..· se aplica la ~ar~a 
(3) Debe rccordar.st.." que Ja carga tit.:nc signo y c:s con~nJt.•rur..· C(,n Ja con'\·cnción 

del .signo del sistr..·rna de: cClordcn:id;1s 

7. T.-\IUET .. \S DE CO-'TROL GLOB.\L DI·: ELE:\IE;";TOS (1015). 

NOTAS: 
( 1) Este grupo de datos ticnc ~U:\IEG tar_it.•t:ts La dc.s\..:'rip...:iún dt.: cada tipo de 

clc111cnto e~. 

NOTEN-1 Sl>lido boparar11C1rico con ~J nudo~. r11;ltc.:r·i:1J cL\srico lineal 

1 

la i 
1 

la; 

1 



ELPLP:: 

'\"IG.:\:: 
PRES:: 
l'OTE~S 

ELPLP:;. 

TRUSS:: 
PRES3 
EPPGD.'l: 

S1.\li~ .... ) isopa?·a:nCtrico con-\ nudos. 111at1..·rial t.:lasto plastíco pcd"ccto 
con c.:l cTi:crin J.~ \'011 :\1iscs 
\'í~!:\ í~opaCillH!trii.::a cnn 2 1:uUos, n1.:H!..!ri;d cb~tii..:n lint:al 
Elt.'.'nh:ntl.., ¡.·:ir:1 c~!cul.1:- cargas de rrc~ ... it•n. ~:en: :~~:l!,,..;;. 

~l\ii.Jo i~op;l>:!n10uico co;¡ S. nudus, n~att.:iial ~i:l~ti•.:o iinc:t! 
Sli!ido isc·p;:r.unt.!trico con S nudds. n1;l!c1 i;d c.:i;1~tu pLtsti...:o Pt.."rft.:cto 
con d i..:ritc1 il~ 1.h: \/ 0:1 '1 í~c~ 
Barra i:.;..._-...p.n·:unC1:·ic:1 ..:i..,n ::: 11:1do:->. rnat..:ri.I.\ el.htii.:c· lint.::l! 
Elt.:1:11..:rno para c:llc+.:'..lr carga: .. de prt.:Sil'I~ . ...:rJ:t -~ 1:~•dl1S 

St;Iiün isopa1·an1;·tri'"·o con~ nudos. n1:?1t.·rial l"l;1:ao pl:istico 
pt..'rr~~.·tL> con t..•1 :rit ... ·do dt.• \"on '.'\.lis(.~:-;. 

{:!) El prL)~r:1111a n~pi..,rta lr·~ r-..;:-;ultadn'.~ dt..: ~ .. uia -.:lt..:n-:t..:nto qut: i:ont:1..·:11.: ~<STH .. 
v~liorcs. 

~>IOTA 
>-·---~·-· ·-~· -. -·- ·-·--~- ~~-.,---- ·-~.~~--~-· , .. ~--------.... ¡ COLt::-..1"'.-\S 1 '\".·\.1'.l.\JllX 

1 

DlóSt ·¡~tl'CIO>: 

l t-"' ·1T]Y¡-;r.-:-----,

1
-l-;;dic~1~r Jr.:1 tlp'~ ch::-;-11..:nt ... l 

i 6-i t) I :--:t=-L ."'"-:Únh.::-o di.: t.:lt.:nH ... '!1tO:' 

: ·1 l l-1 5 1 :-.:E~ 1 ~::."1n~i.:: l1 de ru:1tc.:~ n1.Hb~t..:~ en c;!J.a clctncnto 
16 -.O :"1·:>1· , :---.:un!·.:ro de '...!,:ado:~ di.: l:l··L·n.!d 

i (\) 

b_ 
\--, 1-:::"i \ ""'.:'\ '\ r \ ~~1111:.:t",1 dt.: ~rtlj"'H~~ d~ :n.1t1...•ri.d 

! :1,~;~~ 

1 

~ l'l;.C 1 ~·~1111~,,~ro ck pr1>¡>i..:ci.tJ..:, ,k ma:..:ri.1\ ..:n cac!.1 :·\ 

:; i -=' 5 r--:STR ¡ ;-.:ún1t.:ro de d::?.tt'~ de ~~'!.li:..i~'!. \ 

3~~~-~-') -=--==--~==--~~~ .. ~;..~ de pl1_~~:;_:~;-~-~~~~~L~ 

Los va!• .. ."'rcs que se c.h.:bt..:n tijar ¡;ara cada tipo dt.: L"lt..:rnt..:nto ~l.! li~::.:in en la siguic.:ntc 
tabl.1 

CLAVE~.~~-~~~~,~r-r~:i>E~1~~1~~;;1;íZ<_1->:sié~G:('CSS\1 

; 1 ELPLP:: 
VIGA2 3 
PRES:: .¡ 

NOTE>:S 5 
ELl'LPS 6 
TRUSS2 7 
PRES3 s 
El'l'GDS 9 

..\ 

..\ 

2 
s 
s 
2 
:; 
s 

2 
2 
_, 

2 
2 
2 
::?. 
::! 

-1 ·' 2 

5 :; 
1 o o 2 

t 
:; :; 2 
5 5 ..\ 
::?. ..\ 

o n :; 

1\ ;;; ;;; "' ... -_..,,.. 



.. 4•;o/uc·j,;,, 11 (ir1111dc .... · /)es¡1/a:.an1h.•11t,JS 

X.a T.-\R.JETAS IH: F:LE;\lENTOS EPPGDS: PH.OPIF:D.-\DES (FOR:\IATO 
LIBRE). 

~~()TA 

1 
v .. \íü~ .... BLE ~rr:ii:~lll'C ION~~--~~~~~-----~--~-~----~~

1 
Í~(_<_l_> _____ l_JE~.l'ROíll. 1~-1. NPRC~J ____ Ü'._r_~pJ.S~i~"..~:!i~------·--:=] 

NOTA: 
(1) Este grupo dt.! datos ticnl: ~.,1.-\·r t:irj..:tas y c.:i.da t:1rjct.'.l contiene :--..:PRO 

valc•rcs sl.:para<lns por Loina 
EL PRO< 1) :'-.lódulo d.: <.:l;hti~idad 
ELPRO\:: > - Rt.:Lt!..:i~'ll di.: Pui..:. . ..;un 
ELPR()( >) P~~n ·.·olu:n~tT i\..'."{) 

ELPR()1~l°J Cohc...·sil"1 
ELJ>RC>i:.. \ R~:-;i:-.tc11...:i:1 a l.t t~nsi~·1n 

8.h TAH..JET.\.S DE l·:l.E:\11-::"TOS El'l'CDS: CONF:CTIVID.-\DES (1010'). 

NOTA -~,~ ... -,ízi-~!;u·: ~--~-.,-·-.nw·-~··1 DESCRIPCION !\ 

""""< _1 .. L~-~~-..... L...:<~.1-~x~~'~" Do:_t_,:_J~·,~ll~.~=~~ ... ! _S;-~!2-t;-=-~},i;.·ld:~x~:_,_.1!:2.Pis:!;..~<-!-=-~S-~-.~~.:..~~ 
NOTA· 

(1) Este grupo de d;it\._1s tii.:n...: '.':EL ta1jetas y cada tarjeta ..:onticnc ~E>;-·:! 
valores separados por LHl csp¡!i;,;io 
IX(_ l) lX(~E.0,;') son puntns nodalt:s L"Tl cada clcnicnto. l:'\:(~E>:---::) c:s la 
etapa qt~i.; este clt.:r11e:1to sc constn1yc o se excava. dependiendo del signo de 
IX(NE~- 2), si es positivo ~e constn1yc y si es ncgati\.·o st.: t!Xcava Los 
ch.:n1l.:'nt\._)S intactos sic111prc tienen un val<.")r dc L'\.:(:"....:E>:..;. .::::) de 1 l=>cbc 
notarse que un cll!'1nentn con~truidu ya no pucdt.: ser t:"cavado 
postcrit"1rt11cntt.: e igualrncnte. un clc111crH0 L"Xcav,:u.lo ~ :t no podr~·1 ser puesto 
de (lUC\.'O. 



CAPITULO .t 

APLICACIÓ:"ó AL l'ROCEDl:\llE:"TO DE Sl'Bl·:XC.-'1.\.,'\.CIÓ:".". 

La fonnulaci6n ya prcsi.:ntac.fa se introdujo di.:ntro de un progra111¡i de clcn1cntos 
finitos (TEs·r9:2GD) que incluye una lc.:y de co111pnna1nicnto cb.sti~a lineal pci-tect3.111entc 
plástico. Con c~ta fornnilación ya incluida se siinull) c.:l L'it.:rn.: dL· t"'quedad;._•s de divcr::;:J.s 
gcon1ctrias. tenicnc.hJ corno objc.:ti\.·o principai. dt.:tt.:nninar la ~:1rs:i tninitna quc g:ir=-tnti~e c.:1 
cierre de la oqt11..:dad. asi cnnh) tarnbi0n se i.:stahh:i.:ió el perfil de.: 1.k·f.._nn1~h:il.1Il debidt' al cic.:rrc 
d<.: la oquedad 

Para llevar a cabo la sirnulación di.:: la subc;..:cavacil\n, ¡iri111c.:ra:nc.:nti.: se configuró la 
malla de ch!nH:ntos linitos. utilizando una sccciún dc 1 Ll 111 de b~tsc p<.'r l) 111 de altur:J., corno 
ya se dijo se analizaron di,:crsas gcnrnf..!trías. variando la dirncnsi{.'l'l 

- r 
L.-c.-~ 

Considerando que la fi1lla de una oquedad va a dc:pc...·nder· tanto de su di3n1etro (:2r) 
corno de su profundid;id (d) y de la carga (q) aplicada t..•n b. superticie del tcrrc.:110. c:s posible 
trazar las lineas caracteristicas qul! rnul!stra la figura 1 (a) (b). para k's casos <le: un túnd 
son1cro y profundo. rc:spcctiva111cntc En t.!I caso del túttt.:I so111c.:r"-"' q rcpn.:scnta el c:sti.1crzo 
principal tnayor en los puntos .·\ y e Por otra parte. el c.:sti.11 .. :TZl) prith.::ipal 111ayor en los 
puntos [3 y{_) cstú dado lH'r cl cstl.H.:rzo tangencial <711 • cnnsiderandll qt~c t.:1 esti.1c:r;,·_o radial en 

las paredes de la oquedad es 1: l)c tal 111ancra que la linc·a caractc...·ri;:;.tica de la izquierda cs 
de tipo ~\'1 n1icntras que: la de la derecha es del tipo .\·:. El esfuc...·r-r.D n1t..·dio apli~~u.to en .... \ 
resulta ser q-c con un ~·u1guh) c.t 1 = ~T/~l 111cdido a partir de la horizt,nt•1t ha~ia la supi:rticie dt: 



~I 
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-7C'/4 

d 

ª· 

¡;-;g . ./. I /.i11eas cttrllct1.:rísrh:as para el cuso de 11J1 1li11el. so111f..•ro y pr<!fiuu.lo 
n.:.'1 ''--''" ·1i'"'1111e11 te 
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ti.lila. rnicntras quc L'll L"l punto B el esfuerzo n11.:din es c.: cnn un úngttl(.l <r:, ~ [1-•· .---:/-i y una 
altura igual a tl·-r~..:11/l .-\1 aplicar la ecuación dt.! equilibrio ii111Ítt.: para esta linea. St! 

obtienen las n:la;,,.·j,,nL"s 

( H.o¡as ._·tal. l 1)'J5) (-1. 1) 

(-1. :!) 

El n1isn10 rcsultad1...." ~e 0bti1:nl.!' para la 1ínt.:a ti¡Jn .'··;1 

P~ra reali/..1r la.:> coinparacioncs d~ lo-; rc.:sultados nun1..:ricos y analíticos 
adccu;idarncntt.:. e~ nei..:-1....·~ario dife:-c¡1..;i~ir Ja:-; pcr!(,1.1;.:i~)nt.:s !~C1n11.:ras dr..:: l.1s profund;1s dado 
que el n1cc~1nisnit1 di..: r".di.1 t.:" dit~rcnt ~ ,_.:1 (':i.._L1 c:1~0 P.1r:~ c..:l prirn1..·r ..:aso ocurre cu;u1do la 
píl")fttndidad de la r•crf°c•Llt:i,1:i no es :nu:-· sranJI..!' C•'ll rc"t'1..-ctn al di~!n1t.:tro dt.: b. r.1isnn. El 
:-:;cgundo cuand1..) 1..:l di.inh:t:·c· de.! Lt p1..·1 f¡.)1 :1...:illll e:-;. des¡'rL'ci:1bl~ i..::1..n1 rL'sp1..:ctn a su 
pn .. 1fundidad I:n c~t.._!.1 c:t..;1._1 I~~s "·~ih,1c.-. liff,ilc 1..k· In.-> l'.''·>fut.:r:-CJs qut..: put: ... !en producir t:l .:il!"rn; 
dt! la oquL"c.bd son. 

<J ...... = ::.e'" .. - y,/ 

para perforaciones so111eras 

q,.,. = :!C,. - ]'<I 

<f = :!C (1-!:)- >'(d- ~-) 
""" " 4 . • ../:? 

Para obtcnc-r estas rclacionl!s se han considcradP ¡,,s \.'al<.Hi...':-' 111~·1xin1os y r:.1ínin10s que 
pueden totnar el ángulo /J el cual dcpcnc..h: I:is dirncnsioncs, gc...·<.1n1c.:trí:i y profundidad dl.! la 
pcrfbración. Los Yalort.:s dt.: lüs paránH.:tros considL"rados para c.:I suelo fi.1cn,n los siguientes: 
('",. =I01/1n~~Y--= l.:2.ti111' La profundidad varió de 6.5 a 6.~:- n1 Para los \.'alon.:s 
considerados de profundidad y radio de la pcrftll'~h.::iún circular (d 6. 5 111, r = 0.2 111) se: 
obtuvieron los siguic-ntcs '\·aton.:s 111:·lxii11os del csfi.1cL'.u supL"rth:ial q que producen su t~illa ya 
sea en condicioncs profundas o so1ncras rL'spci.::tiva111c11tc 

(,•) 



•/,. .... = ~ 1-IC",, - ;.-(,/ •· r) ~ ·13 3 1!111' 

:< · .. ·- ¡ti -- 1: 2 l / ,,,-· 

Oadl'I que 1t)S \::11nt·:s nunn~r·i...:n~ akanz.a.Jo-.; para la carga q L'tH1-.;.idcr:indo diversas 
gcon1etrias d.: L1 pqut.:r..!.hi \.a rían t:nt r1...· ' ' 7'5o y l 1 t / ,,,-:. • se deduce qut: '-·l tipo di.: 1a falta para 
todos los (:asos anali.~.1...!1...''· i.:!'CcJ't1..'I cl ca·~u rt.:ctansular di.! ü 20 .... 0 l n 111. es de tipo sorncra. 

Por otr\' L~do .... h: ~1LucrdP ..._·t1n la el'.' (·i 1) e~-. posihlc calcubr el '\.'alor dd ;·!ngulo fJ 
e""'" el que Sl! p1,1du~.:i.: 1.1 f.111.1 de la l'qu1...· ... !.11..i ....:ircuLtr. el \..".ual rc'."-u!ta ser dt.: aprc..y·-.:i1nada1ncntc 
di.: -lü' r:.~a-.1 1:1.h·.·.~~!.l qt:t.:' en 1t.:'.di;.!.1~i Lt pct!-;.1r:1ci1.'l1 no cs rnt:y ~nr:11..:r:1. de tal tnancra qut: 
si se considc-;·a:1 ~:i:'i'-'-.:':~>i•'ll'.::~ tr:.!~~ pt....·qucf1as dt.: ia nq111.:c.LHi put:c.!:..: C!1..·t·:-:.;.! t.:n t:l c;!';o dt.: f:1l1a 
profunda cun;(i •'•.:u1 rL· ..:,l!l l..."l i.::hd 1 t:<:LJ.n~ul:!r n1<:n..:ic...,n:hiu ai~tt:rinri11L"nlt.! para el cual la 
carga de t":dLt ul1tL":1:\::1 t.:•'tl L'! ;ui.di·.i·~ 1H1111c1 ÍLll fuL' dL" l t) 7~ r n1 . ~upl::·i(1r :d ':alor 
nn;!litic1...) n1;r-..:.ir:h) dL"ti.:r:ninad.1 ¡"':11.l i.d!.1·. ·.llll1L'Ia.; 

l)ur:in1t.: !:h '.'-.i;1n.:!:i..:::i-..1n.__·~ nu:~~(·1i..:a-.. :-:.e ,,~1'.LT'.;._1 1.1ut: t.:! 1~u111t:rl" 1.!l.'.' i:11.:rt:n1:..:ntos t:li los 
c¡uc se apli..::.1 L1 ...:a1 :;.! -..L:¡..,"-·r:~ci;d q i:~:'lu•. L" tk· :n:n~L"ra it~1¡_1;.""t:--:..1:1':ir.: •.:-n ; ....... ..;; 1-c-sult:!dos obtenil!os. 
sin etnh:H~l"'I, ;1 n~"--·.._::.!.1 quL' .c.~ :!Ul11L"I1!.1 L'l :;unH.:r() dt: in .. ·:-·.:n~t:lltll-. -:.:.'-· tie:1de a un Yalor 
asintuti..:(..., :\ tr.1·,L·-.. ... ! ... · ~1:L1 ~t.:r;:.: ._!t.: "111a1L!...:il1:1·~·~ ~:....· dL"!e1111i1¡n qui: un \.;t11H· .. !L' incrt..:1n:::itns 
de c;irga q L."S 1..k· :(-' 

Otra 1.)bs·..:r• :!...:i1.1:1 i:npP1 t:!:itt: qu•_;- plll!,) h.\L1..-:·~e d:.1r~!nti..: la-:. sin1ul~1 ... ·:or:es nun1Crka~ es 
q,u:::: conforn1c s~ 1 ch:l~a la carga n11ni111a para L"l ...:1e1 r~ Je 1:1 o ... 1ueL!.\.._i, ~e con1iL!tlZa a pcrdt.:r 
la si111t.:tria t.:n lo:-; a~L"nt.!lnit:ntos y si la ..::usz1 e~ ..-uf1t:iL·1itt!n1L"lltt.! grat:i...!:..·. 5:: put:dt.: p:-cH.iucir un 
lcv;).ntan1iento i..:n :d~ut"..t ZtHla dt.: 1~1 supL:rticic ini...Ec:l:h-1Ll que se rr1..1i.!t:..::t.: la falb. ~l.!nc.:ralizad.a 
de sut.!lo . 

..t.1 Cn111paraciú11 lle.." H.l·stlltallo~ :"unu.··ricos contra .·\.11alílil.·os. 

En la tabla -: 1 st.: prt.:~;t.:nt.1 la ..:01npara...::k.,11 dL." k""ts rt.:su1t.! .... !ns obtt.:nid"-)S con l¡1 

forn1ulación p:u-:-i gr:111d..:s dcspla/atni<.:nto~ y los cobtt.::nilk.,s analitk:1111L·ntc. en el pri111cr y el 
quinto an~·1lisis ~t.: a~iinilo a una ti...H-tna circular ...:un t.:1 tin ... !e p(1tk·r IL'.'.1li:·:1r t1~ cnn1p:1radones 
así nlisn10 para las otras !;;COl11L."t1:.1.-;. ya conocida i.:1 ~l!"L.".\ a c....;.1..·:1' •• ~r se- obtll\:<.." t:n radi0 
equivalente para obt...:nc-r t.:1 dcspl:\/:!.111i...:nto supL": ti...:i.11 al 1..'t..•ntn.' ck· l.!. 1,)qt!L"tLl.J y co1np:1rar 
con los valorL!'s a11:i!1ticos 

Ta111bil:n St:' nn:L"stran los J"'t:'dilt.:s dt.: c._k•fi.nn1a..:i1..1n dC' l.1 :-.u¡'1..'1 :'":1...-iL' dL."l tL"nt.:n1..i ante h.1s 
cierres <le la <..HlllL"d:ld. L"~to sl.! pre-.;cnta p~H"a cada C:t!--U anali~:~ldt" 

l.os y;llllrL."s dL·l a~enta111it:ntu supt:rlh::i:d al cC'nt1 '-, l"':tL\ l.1 oquedad ci1 cu lar dt.: 
diúrnt.:tro 40 c111 1 t..·~ultan ~L'T cuatrn ,·cces supL"! inrc-s a !u~ asi..·11t~ll~1ic.·nt(lS cakulados con la 
ce. 4.:2. 1nas sin t:1nb:11gn para el ott•l ca~o t..·ir..:ular di.: 1 {1111 1.lt..· dia111i..:ttn L"I dcsplazan1it:nh) 
nu111l:rico y analitÍCL' l.."uncut:rdan r;l/.tlllable111e11te l~:-.tt1 a P"-"sar 1.k· q;.1L· los vah1res nutn0ric1...JS 



----------------------·-·l,Jl __ r_;,_.,_,_c_;_,;_,_, al l'rocc1/i 111ie11 f11 1/e &~" bl'~'\."Ct1t•t1ci1í11 

se les ha restado la pan!.! t.:lústka <.h! ta f.h:t{">nnación provocada ¡'llH i.a aplicación dc la carga 
tot;t\ en \;.\ ~upl.!'1 t-i..:il.!' del tt.:rn:no Se ccln'!.pt·ohci que los pcrti\cs di.:fc>rn1adns dc la supcrticic 
de\ terreno que se pn.,dueen llurantl.! el cie1Tc \(,)tal de las oquedades corrcspondl!n al área 
inicial de las 1ni-..1na~ l .. \ di:-.crcpancia entre lo~ \:atores nu1néricos y ;i.naliticos se c..h:be 
fundan1cntalnh.:1Ht..· ~\ \a int1uent.:i:1 qui.: jucgan las fronteras t.:n el anali~is por clt.:n1etitos finitos 
ya que la 1nalla ~-e \inú~a a un re..:t~üig.u!o de 1-l 1¡..,_q 01r1. rnicntras quL" cn el proccditni.l..!nto 
ana\itico. el n1t.:din ~l.!' ..:1.,n'.->ith::ra ..:01110 scn1iintinit1." 

1i..1hlc1 -l. / ( .. , J/11/ 'dl"dL .,, J11 dL· ,.._._,11 / tados 1111111 .... ;rtl ·o··• y a11al iticos /)(trc1 uc¡u .... ·dad .... ·s de cln·ersas 
f<Jf"IJU.lS y ldl1lctli<J.,-

"··-'""' 1 s .. 0 \111) ,1 .... \11..,') \ S,.\111) \\\ 
.lHH>2 

11 

'•' ... 4() .. ~ (1.75 o~x7 11 1 

1· !l 40 tí.:' 7.~.5 0:!7ll 

\-;o() 40 (i.:'5 11.0 .() \ l)•) 

h ·o lll 

-=1.:.0 ü.55 7 75 lL~7...¡ 

h-"0.10 

,...,.11.20 6.:'5 lú.75 0107 

h'""·0.10 

CIRCULAR ~;~ 1 o 6.5 5.~ .o:!.:;3 

RECT/1.NGUL/1.R l=l .20 6.5 7.55 .02S3 
h=l.O 

¡~.::: 1.20 G.t;s 8..0 .0:;51 
h=O 70 

4.2 .Ascntanticntos en la ~1q1crficic dt..~t terreno . 

.r-\.l con1par~ir los ascntanüt.:ntos producidos por unn oquedad circular di.! 40 Cffl de 
dián1ctro. con los de un rectún'.:,!.u1n de 1::ox1 Ocn1. se obsL'rva que es.te uhi1no presenta un 
ascntan1icnto de 111ayor n1agnitud. a pesar de qul! las 3n.:as excavadas son iguales. esto se 
comprobó al hacer una co111paración 1nas quc fue una oqui.:dad dt.! 1.0111 de di~·unetro ~ontr:i 
una gcon1etria rectangular de 1 ::.n ..... o 70111 . cnn esto obscrv.:unos que 1os asC"ntan1icntos 
supcrficialt.!'s son ntas unifornlt.!'S p~u-a una t.!'xcavación rc~tangular qut.! para una cir...::ular .r\5i 
n1isn10 Sl! obst.:rva qui.! t.:n toc..h.1~ lL1s casos el ascnta1nicnto n1ayor ocu1 re al ct.!'ntro de la 
perforación Estos resultados tlL'S indican que para el n1is1no vo1utnen <.h.:: suelo excavado la 

71 
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g'-~on1ctría r..:~tangu1ar pucdl.! proporcionar algunas ventajas en cuanto a la distribución de los 
nscnt:unicntos en la su¡h~rth.:ic del tct-rcno 

A-s•nt~rTil .. nto• Sup•rflcl•I•' 

~:::·~.¡:; 
.t OOC·-'= l.-----------

E ·t "04:: ;J'] L i ·200€·0= 

i ·»CC·O' 

·JOOE·O] 

-J~C·O:: 

·" OOC·CZ 

.;11 "~E·C: 

. 

A.,"t:lllt1J11lc..'lll<JS di.: la SllJ1L'lj/Cff..º del ri.:rrc..·110 prrn·ocados r()r i.:/ Clern .. • <le 1/11(/ O<JllL'dad 
c11·c:11/ar de O. -lrJ 111 de chú111i.:tro. (t .. ª·'º ( ;/JJ 

A""enl.anirento"' Sup .... rt1c1:1Je'"' 

;. -~OOC-~ .. 

Ase111a11tie11to .... · en la superficie: cle/ lerrt .. •110 pro\·oc:ados por el cierre ele 1111a oqueckul 
cuadrada de O. -10 111. (C"aso (;[)) 

OOOE~~~.---~ ,00€•00 ~-~.OX>C•<O 6
--------<X'E•OO •<OE•OO--:--=•OOE•º''~•:of·o• ·1··c• 

! ::::: . 
.g ·1 !>OE.OZ 

-ZOCE-C:' 

-Z~.CZ 

Ase111c111tie11/os <.'//la .\·t1p<-'l.-/h:ic..• clel 1erre110 prtJ\"tJcados /''""el L"ic..•J"J"L" de l/llct oqueclad 
rc:c.:1a11g11/ar de O. 20 111 di.: 011<.·'10 y O. JO 111 ele..· ,z/10. (( .. aso Ci/J) 



,('fp/ic11ci1i1t 11/ l'roc,.:t/i11lie11to tic .\'uhc.xc11i·11citi11 

As.-.nt.;un1enlos Sup.-rflco."tle~ 

OOOC·~~,~~~--~~~~~~~~~~~~~~~--~~~~~~~~~~-~~~-~~~~ 

:::::11'·"' 
E .,~~;: 

.;:o;:llE-OZ 

-::~..e:: 

.30«:-e: 

·3~.0C~::'---~~~~~~~~~~~~~~~~~~-~~-~~~~~~~-~~~~~~~~---' 

.~ISL'llfa1111<.·111os c/1.• /a :••ll/h'l:/7c1L· c/L•l terrc11n ¡,rc>1·,i. -.u/n,· ¡lur 1.•/ c11.'IT1.' ele 11110 fH/11<-'thul 
n •. 'L'!a11g11/ .. 11· c/1.• O .. /() 111 ,¡,_. a11t.-·lu> y()_ IO 111 i/1.· u/Ju. f( 'c:so ( i/)J 

; º¡§~~ll¡,.------•X -,_-,:··C --~,c .. ,-.,. •C'<••. ·.?-------• _.
1 
. .,[.o, 

·JO-X-~:: 

-J~~-.;::; 

•• ::.oc.e:: 

-• ~..;.e:-c:: 

4"'1se11ra11tientos c.:11 la .\llfh'!:ficie t.!1..·I terrt.-'11<> ¡ 1ro1·01..·-.ulos por el cierre ele! una O<Jllt..:•c./ad 
rec:ta11.t:11lur d,,: l.~() 111 y O. / () 111 c/L• alto. ({'aso (f/.J) 

A~<!nl•1m1rnto-.. $lJp.-rfic1.11.,..,. 

:=~r-_, OOE-::: 

~ -t~"'E-c: 

; -:o.:c-c:; 
~ -::~-e-::= 

-.J OC'(.~: 

.J ~ ... --E-::: 

·•'-".:e~:: 
T 

... f _...t.!llla11Jie1110.\· .\"lll't.'1:/ic1a/'-•s dL•/ terreno 1wo1y "- ·aclos ¡lor el c. "IL'IT1.' cli.· 1111u Ot/llt.'dacl circular 
ele /.O 111 c/1.• dicí111<.:tro. (('.-l.\"() (i/J) 

7J 
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·1·· 
.-fSCIJ/(llllÍL'l//(1.' ,\llf'í..'l:fh.:ia/cs t.."ll l.'Í ÍL'IT<.'110 f'¡-O\'OCCTl/O ..... f'OI" t:f C;f..'1TL! e/e Tfll<l OfJllL"dCUf 

r ... ·(·/c111g11/urdt.• J.::o 111 de <111,·!ioy /.O 111,/e alto. ((".·L~"() (j/)) 

.... -.~nl.1•TI•.,n:oo;. Supe1fic1~1,~-.. 

Ase111a11Jic111os dL· la .<·>11pe1:fic1L' ll...·I 1t._•1-r1..•110 ¡,ro1·oca(/os ror el 1..·1crre ele una oq11etkul 
n.:ctangular J1..· J.::oxo. -:"0111. (<'"uso <1/)) 

-1.3 .i\.lnllas Dl•for111adas. 

Por ulti1110 se- pr1.:sentan las niallas defi...)rn1adas par;i, cada ca~o. en las que podcn1os 
obscr. . .-ar qut: d cii:rn: total se alcan¿·a en las oqucdadt:s n.~·l..':tangulan:s (O :.OxO. l O. O 40x0. l O. 
1.20x0. 10n1) t:xct.:pto 1..:n cl ultirno caso dc 1 .20:-.:0 7n1. y l."11 k"'s otros c:i.sos solo se obtiene un 
cierre parcial. :\si n1i:-;n1u se presenta un accrcan1icnto de la znna de la cxcav:icil:.,n para ver 
n1as c1aro el cicrri.: ... k~ la oquedad 
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CAPITüLO 5 

CONCLt:SIONES. 

1) Se introdujo la forn1ulaciL'n general para grandes dcspla:.o:arnicntos dentro de un 
progran1a dt.: clcnH.:ntos finitos dt.: to1l n1ancra que es posible si111ular el cicrrc de- una oquedad 
durante t.!I proccdi111:i.:nto dc ~ubcxc;l\:adón. 

:.) Los valores nun;L-ricL)S obtenidos c.h: csli.1cr;.•c1s 111i11irnos que garantizan cl cicrrl2' de la 
oquedad concuerdan razonabh:rncntt.:: con los valon.:s an:diticns 

3) Los ascntan1icntos obtenidos por d rn~todo de ll1s clc111cntos ti nitos par·a cl cierre 
co111ph.:tD di..: una c1quL'dad rcsulLu1 ser supcrior•.:s a los \:ak,1 c:-. an~ilíticus. liL·bido 
fundan1enta!111L:ntc a la intlut:ncia dt.: L1:-; frontcr·as rigidas 

·l) Las di111cnstoncs de la oqucdad influ;.-c.:n de rnancra i1nponantc t..•n 1a carga 111inirna 
que garantiza el cic-rrL' tntal. Por otro ladn. al 1ncnos para las profundidades consideradas. :-i 

igual volunH:n de exc¡1Yacinn Ja st.:c1111etda dt.: la oqut.:dad inlluyc.= di.! 111ancra n1odc...·rada en la 
carga n1íni111a que g;lf"anticc :-.u cierre Por otro lado. lc•s ascnta1nit.:ntns pt-ciducid"-"lS en la 
superficie reflejan en cierta 111edida la genrnctria de la oquedad. Estos fcnúntcnos si.: 
acrecienten a rncdida qui.: la profundidad de la perfuraci(.·)n <.h:crccc 

-¡---=-
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5) Con el 111i~1nn prnct.:din1it.:nto se.: puede ch:h.:rn'linar el pt.:rfil de ascntaniit.:ntos que 
produccn una ~t..·1 i..: di.! oqta:dad·.:s de diversos t:1111años y gcor-:~l.!trias ·ran1biCn st: puede 
ir~troducir un ..:k·1111,._·11tn rigido sc.,bi-~ la supcrticíc dd terreno con objeto dt.: .si111ular de una 
tnancra ffl~1s It.:.!l1-.:..1 el CD111portar11iL·ntn de un:i cstru<..:tu:-a y pndL:~- discflnr c1 proct.:din~iento 
<lc subc"\.cavacic.'n 111.\s cú.-ctivo p<tra su rcni'-·claciú11 incluycnd1.J. gcon1ctria~ prnfi.1ndi<lad y 
nú111cro Cc pL~rf'nr.\CitH\L"S 
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