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Introducción 

Los conocimientos rnaternáticos son 
proposiciones que construye nuestro 
·intelecto para que SÜ!TTt.pre fur .. c·ionen 
como verrladeras, porque .~on ·innatas 
o b·ien porque las rnaterriáticas se in
ventarán ante.s que las otras ciencia8 

J-VilUam the Baskerville 

Al hablar de geometría hiperbólica es díficil no remontarse a los inicios de 
ésta, cuando era una materia oscura. Desde la antigüedad el axioma de las 
paralelas despertó la inquietud de los matemáticos pues les pareció el único 
axioma de la geometría euclidiana que no se podía comprobar con el requisito 
de simplicidad y de aceptabilidad intuitiva. Hasta finales del siglo XVIII la 
validez del a..xioma de las paralelas fue cuestionado, de hecho se trabajó mucho 
con el intento fallido de probar este axion1a por medio de los otros axiomas de 
la geometría euclidiana, los cuales se veían mucho más intuitivos. Alrededor 
de 1820, tres rnaten1áticos de manera independiente em.pezaron a construir 
otra geometría con rectas, planos y ángulos similares a los usuales pero sin 
tomar en cuenta el axioma de las paralelas por el contrario, aceptando que 
hay más de una paralela a una recta que pasa por un punto dado fuera de ella, 
estos fueron János Bolyai en Hungría, Carl F. Gauss en Alemania y Nikolai 
l. Lobachevski en Rusia. 

Gnuss fue el primero en hacer esto, pero no publicó sus conclusiones y 
es que la mayoría. no sólo de los matemáticos de la época, sino dt.: gente 
culta en general. quizá debido en parte a las doctrinas filosóficas entonces 
prevalecientes, estaba firmemente convencida de que no se puede ni siquiera 
concebir el espacio apartándose de los axiomas de Euclides. Gauss, pese a su 
gran autoridad. temía pues desencadenar una polémica si diera a conocer sus 
ideas. Bolyai no recibió reconocimiento de su descubrimiento hasta después 
de su muerte, así la geometría no-euclidiana en sus inicios fue conocida c0mo 
geometría Lobachevskiana y no fue sino hasta principios de tste siglo cuando 
Felbc Klein introdujo el término geometría hiperbólica. 

Eugenio Beltrami, en 1868 fue el primero en construir un modelo explícito 
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Introducción. 

Los conociTnientos rnatemático.s .son 
proposiciones que construye nuestro 
·intelecto para que sierripre fur •. cionen 
coTno verdaderas, porque son innata.s 
o b·ien porque las maternáUca.8 se in
ventarán antP..s que la.'J otras cienc·ia8 

J..Villiarn the Baskerville 

Al hablar de geometría hiperbólica. es clíficil no remontarse a los inicios de 
ésta, cuando era una materia oscura. Desde la antigüedad el axioma de las 
paralelas despertó la inquietud de los matemáticos pues les pareció el único 
axioma de la geometría euclidiana que no se podía coinprobar con el requisito 
de simplicidad y de aceptabilidnd intuitiva. Hasta finules del siglo XVIII la 
validez del a.xiorna de las paralelas fue cuestionado. de hecho se trabajó 1nucho 
con el intento fallido de probar este axion1a por medio de los otros axiomas de 
la geometría euclidiana, los cuales se veían mucho nuis intuitivos. Alrededor 
de 1820, tres materuáticos de manera independiente en1pez.aron a construir 
otra geornetría con rectas, plunos y ángulos similares a los W:>un.les pero sin 
tomar en cuenta el axioma de las paralela..~ por el contrario, aceptando que 
ha.y más de unu paralela a una recta que pasa por un punto dado fuera de ella, 
estos fueron Jáno:s Bolyai en Hungría, Car! F. Gauss en Alemania y Nikolai 
l. Lobachevski en Rusia. 

Gnuss fue el primero en hacer esto, pero no publicó sus conclusiones y 
es que la mayoría. no sólo de los n1atemá.ticos de la época, sino dt.: gente 
culta en general. quizá debido en parte a las doctrinas filO!Sóficas entonces 
prevalecientes, estaba firmemente convencida de que no se puede ni siquiera 
concebir el espacio apartándose de los axiomas de Euclides. Gauss, pese a su 
gran autoridad. temía pues desencadenar una polérnica si diern a conocer sus 
ideas. Bolyai no recibió reconocimiento de su descubritniento hasta después 
de su muerte, así la geornetría no-euclidiana en sus inicios fue conocida cuma 
geometría Lobochevskiana y no fue sino hasta principios de este siglo cuando 
Felbc Klein introdujo el término geometría hiperbólica. 

Eugenio Beltrami, en 1868 fue el primero en construir un modelo explícito 
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del espacio hiperbólico, algo así como un mapa del espacio hiperbólico en el 
espacio euclidiano. Después otros modelos fueron introducidos, cada uno con 
sus ventajas y desventajas, estos modelos sirven de la misma forma que un 
mapa de la tierra sirve para conocer a ésta. 

En lo.-; primeros c11urenta años de existencia de la geometría hiperbólica, esta 
e>tuvo en u11a e8pecie de limbo, separada del resto de las matemáticas y sin 
bases firmes que la fundamentaran. Sin embargo con la teoría de superficies de 
Gauss en 1827 y la teoría de variedades en di1nensione:s n1ayores de Riemann 
en 1868 se abrió el canüno para hacer de la geometría no-euclidiana. una 
respetable rama de las matemáticas. 

Uno se puede preguntar qué tan distinta...,. son la. geo1netría euclidiana. y la 
hiperbólica, para contestar esto es bueno compnrnrlas también con la geon1e
tría esférica. 

La geometría esférica y la geometríe. hiperbólica son opuestas duales; esta 
dualidad empieza de manera natural con el postulado de )ns paralelas y se hace 
más evidente con los triángulos en cada geometría. La suma de los é.ngulos 
de un triángulo e;férico es siempre mayor que 180° mientras que la suma de 
los ángulos de un triángulo hiperbólico es siempre menor que 180°, entonces 
uno podría decir que la geometría euclidiana está .. en n1edio" de estas dos 
geometrías, pues los ángulos de un triángulo euclidiano suman 180º. 

La dualidad continúa cuando consideramos las curvaturas de los n1odelos 
de estas geometrías, por ejemplo si adopt.arnos la esfera unitaria como modelo 
de la geometría esférica, vernos que tiene curvatura constante l; igualmente 
existen ·modelos de la geometría hiperb'ilica cuya curvatura es -1, no es de 
sorprenderse entonces que un plano euclidiano tenga curvatura O, un valor 
intermedio entre -1 y l. 

En 1882 Henri Poincaré introduce el modelo del semi-espacio superior de 
la geometría hiperbólica y lo usa para identificar al grupo de isometrías que 
preservan orientación del plano hiperbólico con el grupo consistente de todas 
las transformaciones fraccionales lineales h(.::) = ~;~! con coeficientes reales 
y con determinante uno, llamado PSZ2(1R)¡ Poincnré usaba este descubrimien
to para ilustrar la naturaleza espontánea de la creatividad matemática~ pues 
cuenta que al abordar un camión repentinamente vino a él la idea de que 
las 'transformaciones que él había usado para definir grupos Fuchsianos eran 
idénticas a las de la geometría no-euclidiana. 

Los grupos Fuchsianos fueron estudiados primeramente por Poincaré en 
1880 después de leer un articulo de L. Fuchs sobre ecuaciones diferenciales, 
sin embargo algunos ejemplos particulares corno el grupo modular habían sido 
trabajados antes. 

En muchos aspectos los grupos Fuchsianos estan relacionados con las la.
tic~. es decir grupos discretos de isometrías euclidianas cuyos cocientes son 
superficies de Riemann compactas homeomorfru.; al toro; los grupos Fuchsianos 
son grupos discret:os de isornetrías hiperbólicas y sus cocientes también son 
superficies de R iernann. 
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Las funciones que son invariantes ha.jo !atices son llamadas elípticas, mien
tras que, la.s que son invariantes bajo grupos Fuchsianos son llamadas fun
ciones automorfas, es por esto que Poincaré enfatizó la importancia de encon
trar grupos discretos de iso1netrías hiperbólicas. 

Pero antes de en1pezar a estudiar grupos Fuchsiauos en este trabajo, debe
mos dar las bases, pri1nero para construir los modelos adecuados de espacios 
hiperbólicos, y después para encontrar los grupos de ison1etrías. 

La tesis se encuentra dividida en tieis rapítulos; iniciamos este traba.jo con
siderando las nociones generales de forrnas cuadráticas y sus grupos ortogo
nales asociados; especiahnente estudian1os tres tipos de formas cuadráticas, 
las cuales nos dan los tres tipos de geometrías mencionados; luego veremos 
propiedadES generales del grupo de transformaciones de un espacio vectorial 
generado por inversione> y refle..xiones en esferas, este será un grupo de intéres 
fundamental en el estudio de las isotnetríns hiperbóJicas, todo lo anterior esta 
en los capítulos 1 y 2 del trabajo. 

Regresando n la dualidad entre la geometría esférica y la geometría hi
perbólica, en el capítulo 3 hacemos una con1paración de las tres geon1etrías, 
incluyendo a la geom.etría euclicliana, resaltando la representación de las geo
désicas en cada espacio y dotando de una métrica a cndn geometría. Al final de 
este capítulo introducilnos los tres n1odelos principales del espacio hiperbólico, 
haciendo énfasis en el del semi-plano de Poincaré. 

Después en el capítulo -1 analizarnos con más detalle las geodésicas del plano 
hiperbólico así como la trigonon1etría de ésta, utilizando un espacio vectorial 
especial, un espacio de mntrict..~ 1 que nos facilitará los cálculos. 

Finalmente nos adentra1nos al tenu\ central de este trabajo: grupos discre
tos de isometríns del plano hiperbólico o grupos Fuchsianos, con el modelo 
del semi-eipacio de Poincafe IS2, donde la..~ isotnetrías son el grupo de trans
forn1nciones generado por inverfiioncti y reflexiones en esferns de ~:l2 ; harernos 
algunas clasiticacioues sobre grupos Fuchsianos, teniendo especial interés en 
el Teorema de Nieben, en donde se caracteriza a los grupo Fuchsianos no ele
tnentnles. También se hace un análisis detallado de las cúspides de un grupo 
Fuchsiano, así coni.o de los espacios cociente. Con10 la mejor manera de obtener 
información acerca. de un grupo Fuchsinno es a través de los dominios funda
mentales, estudiarernos los conceptos más generales acerca de éstos. 

Rogelio Valdez Delgado 
Ciudad Universitaria, !'viexico, DF 
Enero 1997 
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1 Formas Cuadráticas 

En este capítulo, damos las bases para el trabajo subsecuente, vemos aquí la 
teoría básica necesaria para el desarrollo de los temas importantes contenidos 
en esta tesis. 

Iniciamos analizando los principios generales de las formas cuadráticas y sus 
grupos ortogonales asociados. Nuestro interés en estudiar formas cuadráticas 
es Dl.otiva.do por la facilidad que estas prestan para trabajar la geometría 
hiperbólica; resaltan1os que las formas cuadrática..-, abundan en el contexto 
tnatemá.tico, así como en la mecánica y en la física. Dieudonné dijo que eru 
difícil encontrar una teoría mnt.ernática que no incluyera formas bilineales. 
l\i[enciona1nos algunos eje1nplos; en análisis estnn presentes en los espacios 
de Hilbert y Sobolev; en topología algebraica, el producto cuña da una forma 
cuadrática (o alternante); en aritmética, ln llescon1posición de enteros en suma 
de cuadrados¡ en geometría diferencial. las métrica..:; de Riemann y de Lorentz 
(la últin1a en la teorín de la relatividad) ::;un formas cuadráticas. 

En especial prestamos atención a t.r~ tipos de forma..-=; cuadráticas: las 
definidas positivas, las pnrabúlicn.s y las hiperbólicas, con sus correspondient.es 
grupos ortogonales que junto con los respectivos grupos de isometrías nos dan 
las bases de tres geometrías que consideraremos nuts adelante. 

Estudiaremos el grupo ortogonal de una forma cun.drático. con10 una ge
neralización del conocido grupo O{n.) de matrices ortogonales en un espacio 
vectorial euclidiano, tnn-ibién extendemos el concepto de ortonormnlidad a es
pacios no euclidianos. 'V'ere1nos la completación no-singular de un subespacio 
arbitrario, dent.ro de la prueba del Teorerna de \Vitt, así como la descom
po.sición de una transformación ortogonal en transformaciones tnás simples. 

En la última sección introducimos un espacio vectorial, el cual es base para 
desarrollar la geometría hiperbólica que nos interesa, usí como lns transfor
maciones de Lorentz, que resultan la...,;; hiometrías de la geometría hiperbólica. 

1.1 Ortogonalidad 

En este capítulo entendere1nos por E un e::5pacio vectorial de dimensión finita 
n sobre un campo k, donde k = R ó :C, aunque bien se podría tomar un campo 
de característica distinta de dos. 

Definición Una formn cuadrática. es una función Q : E - k homogénea 
de grado 2, e.':I decir 

,, E k,::: E E 



6 l. Forznas Cuadráticas 

con la propiedad de que 

l < x, Y>= 2(Q(x +y) - Q(x) - Q(y)) x,y e E 

es bilineal en~ y y. 

La igualdad anterior se conoce como fórmula de Polarlzacl6n . 

Proposlclón 1.1 La fórrriula de Polari=ación induce una correspondencia 
u.no a uno entre formas cu.adrática.'j y formas biUneales simétricas de E sobre 
el campo k. 

Demostración: 
Sea Q(z) una forma cuadrática, si definimos < x,y > por la fórmula de 

Polarización es fácil ver que es bilineal y simétrica. 
Recíprocamente, para una forma bilineal simétrica < x,y > definamos Q: 

E - k por Q(;::) =< ;::, ;:: >, así Q(,\;::) =< >.=, ).;:: >= >.2 < ::, z >= >.2 Q(z), 
po[' lo que Q(.::) es homogénea de grado 2. Veamos que Q(z) cumple la fórmula 
de Polarización, con10 

Q(x+y) <z+y,x+y> 
<x,x+y>+<y,x+y> 
<x,x> + <y,y> +2 <x,y > 

tenemos que Q(x +y) -Q(x) - Q(y) = 2 < x,y >,por lo que 

l < x, y >= 2(Q(:c +y) - Q(x) - Q(y)) 

de donde, Q(z) es una forma cuadrática. • 
De esta manera hablaremos de la forma bilineal < , > asociada a la forma 

cuadrática Q(.::). También (E, Q) denotará la forma cuadrática Q en el espacio 
vectorial E. 

Deflnlclón Dos eleinentos .:i:1 y en E son ortogonales si < ::e, y >= O. El 
subespaclo t.ot.al ortogonal a K, un subespacio lineal de E 1 se define como 
K.J.. ={e E E :'v'x E K < e,x>=O}. 

Definición Una /onna cuadrática Q en un espacio vectorial E es no sin
gular si su fonna bilineal asociada < , >, satisface lo siguiente: si 'o'x e E, 
< x,y >=O entonces y=O. 

De la definición se sigue que Q es no singular si y sólo si E.J.. = O. Diremos 
en tal ca.so que E es no singular entendi~ndose que en E se ha fijado ya una 
forma cuadrática. 
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A las transformaciones lineales con dominio E y contradominio el campo 
k, se les denomina formas lineales sobre E. Las formas lineales forman un 
e;pacio vectorial sobre k, llamado el espacio dual E•, y diTnE• = dirnE; 
teniendo en cuenta este hecho, veamos que cada forn1a lineal no es otra cosa 
que la forma cuadrática actuando en un punto fijo, lo cual se sigue por el 
siguiente resulta.do. 

Lema 1.1 Sea (E, Q) una forma cuadratica no ::1ingular. Entonces la función 

q:E-E•, donde q(e)(x)=<e,x> e,xEE 

es lineal y b·iyectiva. 

Demostración: 
Sean e, f E E y,\, µE k, entonces q (.\e+ µf) (x) = <,\e+ µf,x > = 

,\<e, :r > +p < f,x >= ,\,¡(e)(x) + µq(f)(x) por lo q'1e es lineal. Sea e E E 
tal que e E ker(q) entonces q(e)(x) =< e, x >= O Vx E E, es decir e E E.!.. 
pero corno E eti no singular e = O. luego q es inyectiva. Por otro lado co1no 
dfrnE = dim(Im(q)) +diTn(ker(q)) = dirn(Im(q)) +O= dimE•, tenenio.s que 
q es supruyecti,·a. • 

Definición Sean E y F espacio.o; vectoriales de diTnensión finita sobre el 
campo k y sean Q y P formas cuadráticas en E y F respectivamente. Un 
isomorfismo de (E, Q) a (F, P) e.s un i.soTnorjisrrio lineal a: E - F tal que 
Q=Poa. 

En particular, los automorfismos de (E, Q) forman un grupo, el grupo or
togonal de (E, Q) denotado por O(E, Q). Usaremos también O(E) o O(Q) si 
está claro cuál es la forma cuadráticu o espacio considerado, respectivamente. 

Sea {e 1 , ···,en} 11na base para E. La matriz de Gra.zn GE /vf71 (k) asocia
da a Q, es la matriz cuyas entradas son G 1; =< e¡, e; > con i,j E {l.···, n}, 
es decir la matriz 

( 

<e1~e1_> <e1,e2> 

G= : 
< en,e1 > < en,e2 > 

Proposición 1.2 Sea Q una fonna cuadrática 
a E O( Q) tiene deterrninante 1 ó - L 

Demostración: 

singular en E. Entonces 

Sea {e 1 ,· • · ,e71 } una base para E. así a(e;) = Ei.-\i;e.¡ para i,j E {l, ·· · ,n}, 
por lo que la matriz .. 4 asociada a a es 

( 

Au ,\12 

,.\nl ,.\n2 
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de donde tenemos que 

< cr{e¡), u(e;) >=< Ek..\1i:1ek, 'E1t.A11.;eh >= Eh.,k...\ik < e·k, eh. > >..h.; 

por lo que la matriz de Gram para Q o u es AT GA. Ahora. como u E O(E), 
Q = Q o u entonces ATGA = G. Veamos ahora que de.tG ':¡/: O; suponga
mos que no, entonces un renglón de la matriz G es combinación lineal de 
los den1ás, digainos el pritnero, entonces existen .. \ 2 , .. \ 3 , ... , An E k tal que 
(<e1,e1>.···,<e1,en>) = >..2(<e2,e1> 1 ···,<e2 1 e.,..>)+-··+ ... \n 
(<e .... , el >,···,<en, en>), de donde ..\2 < e2,e; > +·· · + ..\n <en, e;> 
- < e1 1 e; >=O. Es decir< ... \2e2 +···+,\nen - e 1 , e; >=O 'Vj E {l, ... , n}, 
por lo tanto, q = -e1 + .>.2e2 + ... + ,..\nen cumple que q :;zf: O y q E EJ... 
lo cual es una contradicción al hecho dP. que Q es no singular en E. Como 
detATGA = detAT detG detA = detA2 detG = detG y detG y6 O entonces 
detA 2 = l, por lo tanto detA =±l. • 

El grupo ortogonal para la forma cuadrática usual sobre k'"' 

Qn(x) =xi+x~+-··+x! 

es denotado por On(k). 

Teorema. 1.1 Sean E un espacio vectorial de diTTJensión finita n sobre el 
campo C y Q una fonna cuadrática no singular sobre E. Entonces existe 
e 1 ,e2, ... ,en base de E, con< e•,e; >= 6•;,i,j = 1, .•. ,n. 

Demoat:racl6n: 
Como Q no es identicamente cero pues es no singular existe v E E con 

Q(v) #O, así Q(v) = :.2 con A E C, de donde Q(:.- 1v) = l, por lo que existe 
e e E tal que Q(e) = l. Sea K el subespacio generado por e y sea F = K.J..., 
entonces E = K E9 F, (ya que si z E K n F entonces z = µe, por lo que 
O=< z,z >=< µe,µe >= µ 2 Q(e) = µ 2 , de dondeµ= O y::::= O). 

Ahora veamos que Q restringida a F es no singular. Sea y E F tal que 
< x,y >=O Vx E F y sea z E E diferente de cero, entonces es de la forma 
::: = .. \e+f con f E F, así< z,y >=< .. \e+f,y >= ,\. < e,y > + < f,y >= 
O "f:: E E por lo que y= O, entonces Q restringida a Fes no singular. 

Procederemos por inducción sobre diTn(E). Si dim.(E) = 1 entonces existe 
V e E. V~ o tal que Q(v) =< VfV >= l y V genera a E. 

Supongamos el resultado cierto cuando la dimensión es n - l. Sea E tal 
que dim(E) = n y sea e E E con Q(e) = l y K = {Ae : A E K}, entonces 
E = K EB KJ.., además dim(E) = dim(K) + dim(KL); como dim(K) = l 
tenemos que dirn(KL) = n-1, por lo que existen e2, ... ,en,, tales que 
< ei,e; >= 6•; con i,j = 2, ... ,n y con< e,e; >=O para j E {2, ... ,n}. 
Considerando la base {e, e2. - .. , en.} tenemos el resultado. • 

De esto se sigue que si k = C, cualquier forma cuadrática no singular sobre 
k'"' es isomorfa a la forma Qn.(x) =xi+ ... + x~. 
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1.2 Teorema de Witt 

Sean E un espacio vectorial de dirnensión n y Q una forma cuadrática en E. 
Decimos que rn E E es no lsotróplco si Q(m.)? O, es decir< rn,7n >?O. 

Un vector rn no isotrópico define un auton1orfismo 'T1Tl de (E, Q) dado por 

Tm.(x) = x - 2 < x,rn > m. x E E 
. < m.,·rn > 

porque 
xeE 

En particular para {e 1 , ••• , en.} base de E se tiene que 

i,JE{l, ... ,n} 

por lo cual Q = Q o Tm. La definición de 'Tm también garantiza lo siguiente: 
el hiperplano ortogonal a rn es fijado puntuahuente por Tm., 'T-rn.(ni) = -rri y 
T~ = id, es decir es una involución; tnmbiéu det(rm.) = -1, para convencernos 
de esto totnemos una. base ortonormal ~ara el hiperplano ortogonal a m. y 
completemos a una base de E con el vector rn. A Tm. se le llama l:i. reflexión 
a través de rn. 

Proposición 1.3 Sea Q fonna cuadrática sobre E. Sea A E kº # entonces 
O(E) actúa tra:risitivarnente en el conjunto {e E E: Q(e) = .... \}. 

Demostración: 
Sean e, f E E con Q(e) = Q(f) = ,\. entonces < e - f, e + f >=< e, e > 

- < f, f >= O. Como e c..~ no isotrópico y es combinación linenl de e + f 
y e - f, entonces Q(e + f),Q(e - /) no pueden ser al mismo tiempo cero . 

. Tenemos dos ca.sos: 
Si Q(e-f) ,P. o 
T•-f(e - f) = f - e, "'•-f(e + f) =e+ f, entonces "'•-f(e) =f. 
Si Q(e+f) ,PO 
T•+f(e-f) = e-f,r,_f(e+f) = -f-e, entonces "'•-f(e) = -f, de donde 

TfT•-f(e) = Tf(-f) =f. • 

Siguiendo e:sta idea. de transitividad tenernos el Teorema de \.-Vitt, el cual 
tendrá varias consecuencias a lo largo de este trabajo. 

Artin cierta vez dijo que el Teorema de \.-Vitt era un escandalo, refiriéndose 
al hecho de que se tuvo que esperar hasta 1936 para formular y probar un 
teoren1a tan simple en su enunciado corno en los conceptos que contenía: el 
teorema es el siguiente: 
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TeoreDUI. 1.2 (W"ltt l.936) Sea (E, Q) fonna cuadrdtica no .•ingular. Sean 
U, V subeapacioa lineales de E, entonces cualquier isoTnorfi,'lmo u : (U, Q) -
(V, Q) puede $er extendido a una transformación ortogonal de (E, Q). 

Demostración: 
Caso L U no singular, es decir U..L =O. Sea u: U - V isomorfismo tal que 

Q Ju= Q o o. Procederemos por inducción sobre di7n(U). 
Si dirn(U) = 1, con10 Q no es identicamente cero existe u E U con u:¡!:. O, 

tal que Q(·u) = ... \ :¡!:. O, además u es generador de U, e:s decir U = {µu : µ E 
k}. Como Q(a(u)) = Q(u) = .. \, de la propatiición anterior obtenemos que 
existe T E O(E) tal que r(u) = u(u) (pues O(E) actúa transitivamente en 
A = {e E E : Q(e) = ,\}). Sea x E U entonces existeµ E k tal que x =µu, 
así r(x) = r(µu) = µa(u) = a(µu) = u(x) por lo que T lu= a, es decir T 

extiende a u. 
Si dirri(U) > 1, nuevamente tomemos e E U vector no isotrópico con Q(e) = 

Q(a(e)) :¡!:. O, por la proposición anterior existe r E O(E) tal que tT(e) = 
-r(e). Como u : U - V y r : E - E son ison1.orfismo y automorfismo 
respectivamente entonces ,- 1 o a : U - E es un isomorfismo de U sobre 
su imagen, con ,- 1 o u(e) = -r- 1 o r(e) = e. De esta manera es suficiente 
e.xtender u : U - E isomorfismo de U sobre su imagen con u(e) = e, a 
una transformación ortogonal de E. Sea L = {te : t E k} y consideremos 
~V= L-'- n U, F = L-'-, luego U= ~V E9 L y E= F E9 L (para ver la validez 
de estas sumas directas, se procede como sigue: si existe:: EL n W entonces 
z = ..'.\e y < ... \e, ...\e >= ...'.\ 2 < e, e >= O, entonces ...\ = O por Jo que L rJ W = O 
y por lo tanto U = l-V E9 L, análogarn.ente se puede hacer lo mismo para ver 
que E= Fe L). 

Ahora veamos que W es no singular, sea y E W tal que< x,y >=O, para 
todo x E W, debemos ver que y= O; como cada ·u E U puede expresarse como 
u = te + -w con te E L, w E W, tenemos que: 

< u,y >=< te+w,y >= t < e,y> + < w,y >=O, 'o'u E U 

pero U es no singular por Jo que y =O, por lo tanto l-V es no singular. Veamos 
también que Fes no singular, sea. y E F tal que< x,y >=O 'o'x E F. Sea 
z E E entonces ::: = te + f con f E F, < z, y > = < te+ f, y >= < te, y > + 
< f, y >= O 'o'z E E que es no singular, por lo que y = O, por lo tanto Fes no 
singular. Como W = L.J.. n U entonces l-V e F y tornando w e l-V obtenemos: 

< a(w),e > < a(w), a(e) > 
1 
:;¡[Q(a(w) + a(e)) - Q(a(w)) - Q(a(e))] 

l 
:;¡[Q(w +e) - Q(w) - Q(e)J =< w, e>= O 

ya que Q(a(w +e)) = Q(w +e), por tanto a(W) e F. Como diTn(F) = l 
entonces diTn(W) < dirn(U), y considerando q : 1-V - F, por hipótesis de 



1.2. Teorema de \Fitt 11 

inducción existe TE O{F) tal q11e T lw= u y Q IF= Q o T. Sea <p : E - E 
dada por 

<p(x) = { u(x) 
r(x) 

six EL 
six E F 

la cual está bien definida ya que E = F Ea L. a..-;í cp es un isoniorfismo lineal de 
E, además 

T lw $0" IL= u lw EE>u IL= u 

Ahora sólo falta constatar que Q = Qocp. Sabemos que pa.ra f E F, < f, e >= 
O, de donde< r(f),e >=O ya que -r(/) E F = L.L y se sigue directamente 
que si :; E E con ..: = te + f, t E k y f E F entonces 

Q(<p(te + f)) =<,:-(te+ f), <p(te + f) >=< u(te) + r(f),a(te) + r(J) >= 

< te+r(f), te+r(f) >= t 2 <e, e>+< f, f >=< te+f, te+f >= Q(te+f) 

Por lo tanto -.¡:e O(E) es el isomorfismo que extiende a. u. 

Caso 2. U es singular, es decir existe e '# O tal que e e Un U.L. Sean 
L = { ... \e : ,,.\E k} y R subespacio tales que R $ L = U¡ sea f3 : E - k una 
transformación lineal tal que .B(e) = 1 y /3(R) =O, así /3 e E• (el espacio dual 
de E). Consideremos la función q: E - E•• tal que q(e)(x) =<e, x >,la cual 
es biyectiva pues E es no singular. de donde e..xiste b E E tal que q{b) = /3, es 
decir P(x) =< b. x >, por lo tanto 'V r E R, ¡3(r) =< b, r >=O, por lo que bes 
ortogonal a R. Conio 1 = ¡3(e) =< b,e >,considerando f = b - ;\ < b,b >e, 
tenemos que < f. f > = < b - ~ < b, b > e, b - ~ < b, b > e > =< b, b > -
< b, b >=O por lo que f es isotrópico. Sen r E R, entonces < r. f >= O pues 
r E R CU y e E C-, entonces fes ortogonal a R con< e,f >=< e,b > -~ 
< b, b ><e, e>= l. Co1no <e, f >= 1 c.-:;,n e ortogonal a U tenemos que f no 
esta en U, de esta forma l-V =U+..\/ es la suma directa de dos subespacios 
ortogonales R$(,\e+tf) con>., t E k. Considerando ahora u(U), u(e) y a(R), 
entonces u(U) = u(R <El L) = u(R) e> u(L) y u(e) E u(U) n u(U-'-) con u(e) 
ortogonal a u(R). Procediendo de la misma forma que arriba obtenemos g E E 
isotrópico tal que es ortogonal a a(R) con< g,u(e) >= l; ahora extendamos 
la función O' : U - E a una función lineal ü : lV - E con 0-(f) = g, esta 
función cumple que a(iV) = u(R) e> (>.u(e) + tg). Sea a E vV el cual podemos 
e.xpresar como a = r + ,\e + tf con r E R, entonces 

Q(a) < a, a>=< r + ... \e+ tf, r +..\e+ tf >=< r, r > +2 < .. \e, tf > 
< r, r > +2>.t =< u(r), u(-r) > +2,\t < g, u(e) > 
u{r) + ,\u(e) + tg, a(r) + >.a(e) + tg >=< 0-(a), 0-(a) >= Q o 0-(a) 

es decir preserva producto interior, por lo tanto a- es un isomorfismo de VV en 
su imagen. 
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Hagamos un paréntesis aqui: Si R resultara. no singular, entonces W = 
R E9 (A.e + tf) es no singular (pues si existe X E l-V, x = r + .X.e + tf 1 tal que 
< :c,y >=O 'V y El-V entonces en particular 'V s E R, < x 1 s >= 0 1 es decir 
< r, s >= O y como estamos suponiendo que R es no singular entonces r = O, 
por lo que :r = ,.,e+ tf; ahora. O =< x, A2 e >= tA2 , con ,.,2 7'-: O, entonces 
t =O, finalmente x = Ae pero entonces < ,.,e, sf >= As = O, con s =rf: O, por lo 
t.anto A = O y x = O). De aquí concluimos que G : \.V - 0-(W) es isomorfismo 
de un subespacio no singular, entonces por el Caso l, existe -r E O(E} tal que 
-r lw= iT y por lo tanto -r Ju= U Ju= C7. 

Supongamos que dim(U n U.l.) = r con e 1 ,e2 , .•• ,er como base y r < n. 
Sean L& = { Ae¿ : >.. E k}, i = { l, ... , r} y para. cada i sean R¿ sub espacios tales 
que R, E9 L& = U. Aplicando el mismo \.'rocedimiento del caso 2, obtenemos 
fi, ... ,fr y g1 1 ••• ,gr, puntos en E tales que \.V= U+ >..1/1 + · · · + An/n. = 
RE& {µ 1e 1 +t1/1.) ES··· e (J.Lrer +tnf n), donde las sumas son ortogonales, con 
R subespacio no singular por la demostración del paréntesis, este proceso es 
conocido como co01pletaclón no singular de un subespacio. De esta forma 
podemos extender o : U - E a una función á : W - E isomorfismo en su 
imagen con¡, - g.¡ para i = 1, ... ,r, que nos lleva al Caso 1, de donde existe 
-r E O(E) t.al que -r lw= u, por lo tan~o -r lu= u. • 

1.3 Tipos Sylvester 

En esta sección trataremos espacios vectoriales sobre el campo R. Además in
troduciremos un invariante en (E, Q), denominado la signatura o tipo Sylvester 
de una forma cuadrática. 

Deft.nlclón Un espacio vectorial E es euclldlan.o si es de d·irnensión fin-ita 
y tiene asignada una forma cuadrát-ica definida positiva, es decir Q(e) > O 
para todo e E E\{O}. 

La siguiente proposición habla acerca de que cadn espacio vectorial tiene 
en cierto sentido una base ortonormal. 

Proposición 1.4 Sea. (E, Q) fonna cuadrática en E un espacio vectorial de 
dimensión n. Entonces existe base ortonorrnal {e1 , e2, ... , en} de E tal que 

<e.¡, e;>= { 

Demostración: 

o 
-1, º· 1 

i :¡!:j 
i=j 

Primero si Q E O, cualquier base es ortonorma.l, entonces supongamos 
que Q no identicnmente cero. Procederemos por inducción sobre di-rn{E). Si 
di-rn(E) = 1, existe e E E tal que e ;6 O y Q(e} ;!o O, es decir Q(e) = e>.'" con 
E: = ±1, A E s.•, entonces si e1 = >._-1.e, Q(e1) = Q(,'\.-1.e) = A- 2 A2 E2 = 1, 
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además e 1 generador de E, luego ei es base ortonorrnal de E con < e 1 , e 1 >= 
l. Supongamos que el resultado es cierto para espacios de dimensión n - l. Si 
diTn(E) = n, nueva.mente existe e1 E E tal que Q(e1) = 1 y sea I< = {Ae1 : 
,,\ E lR.}. entonces E = J<.l... E9 K pues K es no singular y dirnJ<.l... = n - l, 
entonces por hipótesis existe e 2 , •.. , en base de K .l... tal que 

< e¡ 1 e; >= { o 
-1, o, 1 

i'f'j 
i = j iJ={2, ... ,n} 

por lo to.nto < e 1 , e; >=O, 'V j E {2, ... , n }. De esta. forma la base orto normal 
para E es e 1 ,e:,a, ... 1 en. • 

Teorerna. 1.3 (Sylvester) Sea e 1 , ••• , en una ba.8e ortonorrnal para la forma 
cuadrática (E, Q) sobre R. La cardinalidad de lo."l conjunto.s { i :< e¡, e¡ >= 
-1} y {j :< e.i,e.i >= l} e.s independiente de la base ortonoT"1nal considerada. 

Demostración: 
Sea s 1 , ••• , s.,.. otra base ortonormal para (E, Q), sea p el número de vectores 

e¡ con <e¡, ci >= -1 y q el número de vectores e.i con < e;;, e.i >= l. Sea E 
el subespacio de E generado por los elementos s¡ de In base para los cuales 
C::: S¡, s¡ >= O, -1._ Suponga.mas que S¡ 1 , ..• , s;. .. son los vectores que generan 
E, entonces'Ve E E, e= A1s¡ 1 + ... +A.s, .. de donde< e,e >= .. \~ < Si 1 ,s.¡ 1 > 
+ ... + .. \; < s.¡,.,si,. > ::5. O, de esta forma. q+s = n, por lo que dirn(E) = n-q. 
Ahora para cualquier sub75pacio euclidiano F de E, como Q(e) > O, si 
e E F- {O}, tenemos FnE =O. Por la fórmula de la dimensión tenemos que 
diTn(F) + diTn(E) = dirn(F +E)+ dirn(F n E) entonces dirn(F) + n - q s n 
es decir dirn(F) ::;: q. Entonces cualquier subespacio euclidiano no tiene di
mensión mayor que q, así sup{dim(F) : F C E euclidiano } = q, entonces 
el número de elementos tales que < s¡, s¡ >= 1 es q, por lo que q es inde
pendiente de la base ortonor1nal escogida. Aplicando el ntis1no argumento a 
(E, -Q) concluímos que p también es independiente de ln base escogida. • 

Como hemos visto que p, q no dependen de la base, podernos hablar de la 
forma cuadrática de tipo Sylvester (-p, q). Así el tipo (-3, 1) para R:' es el 
modelo espacio tiempo en física. Un resultado inmediato que obtenemos, es 
que si (E, Q), (F, R) son do:s formas cuadráticas tales que dirn(E) = dim(F) 
y con el mismo tipo Sylvester entonces son isomorfas, para convencernos bas
tará tomar una función que mande una base ortonormal de E a una base 
ortonormal de F. 

Proposición 1.5 (Deslgualdnd del Discriminante) Sea (E, Q) -una for
ma cuadrática no singular de Upo Sylvester (-s, r). Entonces para cualquier 
base {e 1 , .•• , e.,..} de E, sign det[< ei, e.i >] = (-1)ª. 
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Demostración: 
Sea. h1, h2, .. . , kn una segunda base de E y sea B la matriz de cambio de 

base con respecto a la base e 1 , ••• , en. Si 

entonces h¡ = L:7 ... 1 biiei, luego 

<h.¡, h; >=< !:.rbire,.., E.bjaea >= I:r,abir < er, e. > ba; 

y de aqui concluimos que 

det(< h;, h; >] = detB det[< e" e, >]detBT = detB2 det[< e;, e; >] 

por Jo que sign det[ < ei, e; > J e::; independiente de la base considerada, en
tonces tomando una base ortonormal c 1 , ••• , Cn, tal que t; 1 , ••• , e¡. cumplan 
que< c¡;,c¡; >= -1, j E {l, ... ,s}, tenemos que det[< Ci,c; >] = (-1)ª. • 

1.4 Espacios Vectoriales Euclidianos 

Cuando tenemos E un espacio vectorial euclidiano podemos definir una nor
ma en E por IJe/I = ( < e, e >) ~ para e e E. En esta sección trabajaremos 
con este tipo de espacios vectoriales. 

Proposición 1.6 (Desigualdad de Ca'1chy-Schwarz) Sean e, f e E en
tonces J < e, f > J $. /lelJIJfJI. La igualdad "e da 8i e, f son UnealTnente 
dependie,,.tes. 

Demostración: 
Supongamos que e, f son linealmente independientes, entonces generan un 

plano euclidiano (E', Q), pues Q(e), Q(f) >O. Por la desigualdad del discri
minante para (E', Q) 

. (<ee> sign det f' < ,e> 
< e,f > ) = (-1)º = l 
<f,f> 

por lo que(< e,e >< f,f > 
mación. 

< e, f > 2 ) > O, de donde se sigue la afir

• 
De esta última propostc:.on se sigue inmediatamente la desigualdad del 

triángulo;"</ e,f e E Jle + fJI $. IJeJI + IJflJ. También podemos definir el 
• ( f) < e,f > f E angulo entre dos ''ectores de E como cosL e, = IJeJllJflJ con e, E . 
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Un ejemplo básico de una transforn1ación en el grupo ortogonal O(E) es la 
reflexión T en un hiperplano lineal H. Si n E E es un vector unitario normal 
para H, -r(x) = x - 2 < x, n > n, x E E. 

Teorema 1.4 Una tran.'lforrnacián ortogonal CT de un espacio vectorial eu.cz.t
d·iano E de dirnen.sión n, es el producto de a lo rnrís n reflexio-ri.es en hiper
planos de E. 

Demostración: 
Vamos a proceder por inducción sobre dim(E). Si dirn(E) = 1, como las 

únicas transforn1aciones ortogonales de E son la identidad y la reflexión por 
cero, _tenemos el resultado. Supongamos que la dirn(E) = n, sea f E E uni
tario. Tenemos dos casos: 

Si cr(f) = f, consideremos F = /-.entonces como u es ortogonal a(F) = F, 
con dirn(F) = n. - ly por hipótesis de inducción a IF se descompone en el 
producto de a lo n1ás n - l refte..xiones en hiperplanos de F, es decir o IF con 
o = Tt o ... o r. con s ~ n - l y donde T¡ es la reflexión en el hiperplano Si C F 
de F. Entonces consideremos Vi = Si e/, de esta-forma dirn(U¡) = n- l; sea 
CT¡ la reflexión a lo largo de un vector unitario ortogonal a U¡, a.sí CT¡ Is,= T¡. 

De esta forma CT = cr 1 o ... o CT •, por lo que es el producto de a lo más n 
reflexiones (de hecho de a lo más n - 1 reflexiones) en hiperplanos de E. 

S . (f) _,_ f d fi . ( ) - 2 <X, <Y(f) - f > ( (/) f) 
1<7 "T"" , e nama;rx -x-<a(f)-f,<7(/)-f> <7 - ,ade-

más< a(f)-f, <7(/)+f >=O ya que <7 cumple que< f, f >=<<Y(/), <Y(/) >. 
Evaluando r en a(f) + f y <Y(/) - f tenemos que r(<Y(/) + f) = a(f) + f 
y r(<Y(f) - f) = f - <Y(/), y sumando obtenemos 2-r(<Y(/)) = 2/, por lo que 
ro fija f, entonces por el caso anterior ro es el producto de a lo más n - l 
refle..xiones en hiperplanos de E, con lo que concluín1os que a es el producto 
de a. lo más n. reflexiones en hiperplanos de E. • 

Designarnos a SO(E) = {a E 0\E) : deta = l} como el grupo especial 
ortogonal el cual es un subgrupo de O(E) y sus elementos son llamados 
rota.clones. Como los elen1entos de O(E) tienen determinante 1 ó -1 se sigue 
que SO(E) es un grupo de índice :2. por tanto un subgrupo normal. 

Sabemos por la proposición 1.3, que O(E) actúa transitivamente en la esfera 
S(E) = {e E E : Q(e) =< e, e >= l}. Veamos que también SO(E) actúa 
transitivamente en este conjunto. Para ver esto note que si x,y E S(E) son 
tales que x +y ? O entonces Q(x +y) :¡!: O y el resultado se sigue de la misma 
forma que en la proposición 1.3. Ahora si Q(x +y) = O, como Q es definida 
positiva entonces x +y = O, por lo que x = -yy entonces tomando z ortogonal 
a. x (y por lo tanto también a y) con<.:;,.:;>= 1 tenemos que .=+x -;¡6 O (pues 
de lo contrario:::; = -x) entonces por el caso anterior existe <T E SO(E) tal que 
a(x) =::;y r E SO(E) con r(:::) =y. Así obtenemos que r(<Y(x)) = r(:::) =y 
y ra E SO(E). 
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Sea {e;,e;} e E base ortonormnl, entonces< cr(e;},cr(e;) >=< e;,e; >= l 
para toda u E O(E), por lo que existe 9 E R. con a(ei) = es cos 8 +e; sen O. 
Como u(e¡) es vector unitario ortogonal a cr(ei), es de la forma. -es f"en 8 + 
e; cos 9 o su negativo, por lo que la matriz para u es una de las siguiE:ntes 

e coso 
sen 8 

-sen O) 
coso e cosO 

sen 8 
sen 9 ) 
-coso 

En el primer ca.so su determinante es l(es decir una rotación) y en el segundo 
caso es -1, y en ese caso es llamada una refie.xión. Además con Ja fornu:i de 
la primera matriz podemos definir un isomorfismo entre el grupo "circularn 
SO(E) y el grupo aditivo R/27rZ. 

Proposición 1.7 (Euler) Sea E un 3-espacio euclidiano y sea CT E SO(E). 
Entoncea existe una recta L (llamada el eje de rotación de u) tal que u fija 
puntualTnente a L y la transformación inducida por a en L.J... es una rotación. 
Una tran.s/onnación ortogonal u e O(E) con detu = -1, tiene la /orrna p-r 
donde p es una rotación con eje L y -r es una reflexión en el plano L..J.... 

Demostración: 
Consideremos el polinomio característico de u E O(E), es decir p(t) 

det(tl - a), el cual es un polinomio de grado 3 por lo que tiene una raíz real 
,\, es decir un valor propio real. Sea e '? O el vector propio correspondiente a ,\, 
a(e) =..\.e entonces< e,e >=< a(e),a(e) >= ..\.2 < e,e >,por lo que ..\.2 = 1 
es decir, J. = 1 o J.= -l. Si cr e SO(E}, entonce; p(O) = det(-cr) = -1, 
además como p(t) es un polinomio limt..-oc p(t) = +oo, por lo que ..\. = 1 es 
raíz de p(t). Consideremos la recta L con valor propio 1 1 es decir generada por 
e como vector propio, entonces O' fija puntualmente a L (u(te) = ta(e) =te). 
Ahora consideremos el plano L..J... y sean e2 y e 3 vectores en E que generan 
L..J..., con lo cual tenemos las siguientes relaciones para ,\¡; E R 

a(e) = ..\.11e + ,\12e2 + ..\13e3 =e 

u(e2) = ..\21e + A22e2 + A23e3 

a( e3) = ..\.31 e + ..X32e2 + ..\33e3 

por lo que la matriz de O' es 

Calculando el determinante de ,\ obtenemos que >.:d>..33 - ..\.23..\.32 = 1, por lo 
que u restringida a L.!- tiene determinante 1 es decir es una rotación. 

Si det(cr) = -1 entonces p(O) = det(-cr) = 1 y como lim, __ ~p(t) = -oo 
obtenemos que ,\ = -1 es el valor propio. Consideremos la recta L generada 
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por e, el vector propio asociado a,\ = -1, es decir a(e) = -e. Sean e 2 y e 3 
base para L.l.. entonce::s 

u(e) = ,\ue + ... \12e2 + ,\13e3 =-e 

a(e2) = ..\21e + A22e2 + ... \.23e3 

a(e3) = ..\31 e+ ...\32e2 + .,.X33e3 

por lo que la matriz de u es 

Nuevamente analizando el determinate concluimos que ... \2:;:...\33-...\.23.-\32 = 1, 
es decir u es una rotación en L.l... Considerernos T la reflexión a través de e 
que fija L.l.., entonces -r(e) = -e. Ahora sea p la restricción de a en L.l.., es 
decir la rotación con eje L y p(e) =e. Corno p fija puntualmente a L, entonces 
tenemos las siguientes igualdades: 

u(e) =-e= p(-e) = pr(e) 

u(e2) = p(e2) = pr(e2) 

u(e3) = p(e3) = pr(e3) 

Ya que E = L e L.l.. y e, e2. e3 es una base donde a y pr coinciden, tenemos 
que u= pr. • 

Lema 1.2 Sea E un espacio vectorial real de dimensión finita y u : E - E 
un isomorfismo lineal. Entonces existe un subespacio R e E de dim.ensión 1 
o 2 invariante bajo u. 

Demostración: 
Usemos una construcción conocida como complejlficaclón de un espacio. 

Al espacio Ec = EeE se le da una estructura de espacio vectorial sobre C; la 
suma es coordenada a coordenada y el producto por escalares está dado por 

(x + ·iy) ·(e, f) = (xe - yf, xf +ye) x,y E R,e,/ E E 

Van1os a identificar a e E E con (e, O) E Ec, y a (e,/) con e+if, para e,f E 
E. Estamos listos para complejificar tanJbién a O". Definamos el isomorfismo 
C-lineal o-e : Ec - Ec por ac(e + ·if) = a(e) + ia(f), conocido como la 
complejificación de a, la comprobación de que es isomorfismo lineal se da 
enseguida: 

uc((e+if)+(c+id)) = u(e+c)+iu(f+d) =u(e)+u(c)+iu(f)+iu(d) = 
uc(e + if) + uc(c +id) 
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ac((x + iy) ·(e,/)) = ac(xe - yf,xf +ye) = a(xe - yf) + ia(xf +ye) = 
(xa(e) - ya(f), xa(f) +ya( e)) = (x + iy) · ac(e, /) 

Por el teorema fundamental del álgebra oc tiene un valor propio A= a+ib. 
Sea e -:+- if el vector propio correspondiente a A, entonces uc(e + if) = 
(a+ib)(e+if), es decir ac(e,/) = (a+ib)(e,f) = (ae-bf,af-be), entonces 
concluímos que u(e) = ae-bf y u(/)= af+be, por lo tanto e,/ generan un 
subespacio de E invariante bajo a de dimensión l ó 2 dependiendo si son o 
no linealmente independientes. • 

Teorema. 1.5 Sean E espacio euclid·iano de dime'rlSión n y a un eleTnen.to de 
O(E). Entonces exi:ite una descomposición de E en una suma ortogonal de 
recta.'I y planos invariantes bajo a. 

Demostración: 
Vamos a utilizar inducción sobren.. Si dirriE = l, entonces E es invariante 

bajo c:r. 
Sea E de ditnensión n. Por el lema anterior existe un subespacio lineal 

R e E de din1ensión l ó 2 invariante bajo a, así dimR.J... < n y es invariante 
bajo O'. Por hipótesis de inducción existe una descomposición de R.J.... en suma 
ortogonal de rectas y planos invariantes bojo a, de donde tenemos el resul
tado. • 

1.5 Formas Parabólicas 

Ahora estudiemos un espacio vectorial F sobre R con otro tipo de forma 
cuadrática Q. 

Detintclón Una forma cuadrática Q sobre un e.$pacio vectorial F es posl
tlva si Q(f);:: O para todo f E F. 

Lema 1.3 (Desigualdad de Caucby-Scbwarz) 

< e, f > 2 ::; < e, e >< f, f > e,/ E E 

Demostración: 
Si e, f son linealmente dependientes claramente se da la igualdad.. Sean e, f 

linealmente independientes, por la proposición 1.2 el signo del determinante no 
cambia si tomamos una base orto normal de este plano e 1 , e2, pues es conjugada 
a la matriz original. entonces como 
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tenemos que 

det e < e,e > 
<f,e> 

<e,f>) ;?;O 
<f.J> 

por lo tanto< e,f > 2 :::;: < e,e >< /,/ >. 

19 

• 
Corolario 1.1 Se.a. (F,Q) forma cuadrática pos·il'lva, f E F es isotrópico si 
y .~ólo si f E F.J.. (es decir< e,f >=O 'f e E F). 

Demostración: 
f E F isotrópico si y sólo si O =< / 1 f >< e, e > 2:: <: /,e > 2 para toda 

e E F si y sólo si f e F.J... • 

Notamos también que si -res una reflexión de F, entonces para cualquier 
/E F isotrópico se tiene que -r(/) =f. 

Teorema 1.6 Sea Q forma cuadrática positiva en un espacio vectorial real 
F de diTnensión n. Si a E O(F) es la identidad en F.J.. entonces a puede ser 
escrita coTno el producto de a lo Tnás n reflexiones. 

Demostración: 
Procederemos por inducción sobre rn. Tenemos dos casos: 
1) /rri(u - id) no esta contenida en F.J... Dit:: esta forma existe f E F tal 

que (u - id)(!) = u(f) - f r1' F.J.., por lo que p = u(f) - f es no isotrópico, 
entonces u{/) :? f. Sea 'Tp la reflexión a través de p, es decir 

rp(x) = x - 2 < x,p > p 
<p,p> 

entonces 

Tp(u(f) - f) = f- u(f) r,.(u(f) + J) = u(f) + f 

por lo tanto -rp(u(f)) =f. Notemos que fes nr:> isotrópico, pues de lo contrario 
f E p.J.. y entonces como u es la identidad en F.L, se tendría que u(f) = f 
lo cual no es posible. Consideremos la transformación -rpu : F - F, 6sta 
nos induce la transformación TpG' 11 ..:..: f.L - f.L, ln cual es la identidad en 
{f~).l.. = f y dirnf.l.. = n - l. De esta manero. por hipótesis de inducción 
'TpU 11 ..L puede ser escrita corno el producto de a lo más n - l reflexiones en 
/"'-. 

Ahora seguiremos la misma idea que en la demostración del teorema 1.4. 
Tenemos que Tpcr = T1 o _ .. o Ta con s ::=; n - 1, donde Ti es la reflexión en un 
hiperplano S._ C f.l... y consideremos U¡ = S,f:f>/, de esta forma dirn(U,) = n-1. 
Sea u, la reflexión a través de un vector unitario ortogonal a U¡ así cr, Is.= T-t. 

De esta ferina •pu= u 1 o ... ou. por lo que u= -rp oa1 o ... ou,. es el producto 
de a lo más n reflexiones. 
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2) Irn(a - id) e F.l.... Podemos descomponer a F =E Ea p.J... donde E es la 
parte euclidiana de F. Restrinjamos u a E, entonces u le= P1P2 ···p., donde 
p 11 ••• , p,, son reflexiones en hiperplanos de E y s :::; di77L(E)(Teorerna 1.4). 
Sea S .. el hiperplano fijo de Pi en E, considerernos C¡ = S¡ Ea Fi, el cual es 
hiperplano de F y sea U.¿ la correspondiente reflexión en C 1 con vector norrnal, 
el correspondiente a la transformación Pi, el cual está en E y es ortogonal a 
F.l... Así tenemos que u le= Pi · · · p,, = 01 · - -u. fE Y u IF.L= 0'1 • - ·u., IF..1..= id 
por lo que u= u 1 • • • 0'4 • • 

Diremos que (F, Q) es un espacio parabólico si Q es positiva y el espa
cio F.J... es de dimensión l. Así en estos espacios, la recta isotrópica F.l. es 
invariante bajo transformaciones ortogonales. 

Consideremos el siguiente hon1omorfismo de grupos 

µ: O(F)-Rº 

donde µ(u) denota el valor propio de u E O(F) correspondiente a La recta 
isotrópica F-'-. Sea O~(F) = {u E O(F) : µ(u) > O} el cual es un subgrupo 
normal de O(F) por ser de índice 2. Ahora consideremos el mapeo antípoda 
Z: F - F dad.o por L(x) = -x, que cumple que 

t:(u(x)) = -u(x) = u(-x) = ut:(x) 

por lo que está en el centro de O(F), así obtenemos una descomposición del 
grupo ortogonal O(F) de un espacio parabólico como 

O(F) = º~(F) X Z2 

Ahora estudiaremos los espacios parabólicos, de una rnanera tal, que la geo
metría euclidiana sea útil en este estudio; para esto construyamos un espacio 
parabólico que será de suma importancia en el rest;o de la sección. Sea E un 
espacio euclidiano de dimensión n., consideremos F = EE9lli. y la forma bilineal 

< (e,a),(f,b) >=< e,f > e,fE E a,be R 

Claramente esta forma bilineal es positiva además 

pi= {(e,a) E F: < (e,a), (f, b) >=< e,f >=O, V (f,b) E F} 

es decir 
(e,a)EF-'- -<e,f>=O,VfEF 

en particular < e, e >= O, entonces e = O pueR E es euclidiano, así pJ.. 
{(O,a) E F : a E R} está generado por (O, l), es decir es de dimensión 1, 
entonces (F, Q) es parabólico y a F..!.. le llamaremos la recta al infinito. 
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1.5.1 SIMILARIDADES 

Deftnlcl6n Una slmllarldad de un espacio euclidiano E es una transfor
mación afín •l> de E, es decir de la forma <l>(x) = .> .. p(x) + f donde q, E 
O(E). f E E, ).. E R. Denotaremos el grupo de las similaridades por SiTnl(E). 

Ahora defina.n1os la función evaluación 

eu: F x E-X eu((x,-r),y) =< x,y > +·r x,y E E r E R 

Proposición 1.8 Dada una transform.acián ortogonal a del e.'jpacio parabólico 
F = E e R, existe una ú11:ica s·imUaridad CT E S·iTnl(E) t.al que: 

e-u(a(f),a(e)) = µ(a)e-u(f,e) f E F, e E E 

La co1-respondencia a - iÍ ·induce un iso~iorfisrrio de grupos: 

O~(F)-=..Siml(E) 

en donde la similaridad ,.\q, +-u, fj> E O(E). ).. > O, ·u E E es la ·irnagen de 
<1> E O~ (F) dada por 

<J>(z,<;) = (<i>(:),- < .;;(z),-u > +,\.;) 

Demostración: 
Dada e E E, definimos una forma lineal r.p : F - IR por t.p{/) = e·u(f, e) 

y tenemos que r,:{0 1 l) = ev((O, l),e) =< O,e > +l = l. Ahora cualquier 
forma lineal q, en F con c,b{O, 1) = l se puede representar de esta forma ya que 
<t>(x, r) = <t>(x, O)+ q,(O, r) = <t>(x,O) + r, de donde q,(x) Is= <t>(x,O), es decir 
<P \EE E• y por el Lema l.l existe un único e E E tal q\1e q(e) = q, IE es decir 
<t>(x,r) =< x, e> +r, así <t>(x,r) =< x,e > +r = e-v((x,r), e). 

Ahora tomando a E O(F), tenemos µ{o)- 1 a : F - F un automor
fismo lineal tal que µ(a)- 1 a(O, 1) = µ(a)- 1 µ(a)(O, 1) =(O, 1), de esta forma 
ev(µ(o)- 1 a(/),e) es una forma lineal que e'\.-a.luada en el vector (0, l) es l. 
Entonces por el análisis anterior debe existir una única ü{e) E E t.al que 

eu(µ(a)- 1 a(J),e) = eu(f,a(e)) V' f E F 

eu(a(f). e)= µ(a)eu(l, a(e)) 

Luego variando e E E obtenemos la transformación a : E - E, así para 
a,-r E O(F) mostremos que 

(a-r) = f"ü, id= id 

Veamos la primera igualdad; por hipótesis si f E F y e E E, para todo 
a E O(F) se tiene 

e-u(a(J),e) = µ(a)e-v(f,a(e)) ... (*) 
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Priinero observemos que si tomamos f = s+r con s E E, r E IR. obtenemos 
que 

ev(crr(f}, e) ev((<rr(s), CT-r(r)), e) 
< CTT(s), e> +a-r(r) 

µ(a-r)ev(f, (Ü-r)(e)) 

µ(a-r)ev((s,r), (Ü-r)(e)) 

µ(ar)(< s, (CT--r)(e) > +r) 

así a-r(r) = µ(a-r)r, y < CT-r(s), e >= µ(CT-r) < s, (ci-r)(e) >-
Demostremos ahora que para todo e E E, (cÍ-r)(e) = Tá"(e), para esto cal

culemos µ.(a-r) < s, i"CJ'(e) >; comoµ. es un homomorfirsmo de grupos tenemos 
que 

µ(a-r) < s, "f"él"(e) > µ(a)µ(-r) < s,-t-(it(e)) > 
µ(a) < -r(s), ér(e) >=< a-r(s), e> 

µ(a-r) < .•, (Ü-r)(e) > 

donde las igualdades se siguen de(•), dP esto concluimos que (Ü-r) = 'f"i!T. 

Tenemos entonces que id= id= (cni- 1 ) = (u)- 1c:t, es decir éT es invertible 
con inversa er- 1 • 

Haciendo ü = i!T- 1 y sustituyendo en 

ev(a(f),e) = µ(CT)ev(f,él"(e)) 

obtenemos el resultado 

ev(u(f),ü(e)) = µ(CT)ev(f,e) 

Veamos ahora que ü es una similaridad, para esto consideremos tres casos: 
l. Un vector v E E induce una transforltl&Ción 9v E 0(.F) dada por 

Ou(z,() = (z,(- < v,z >), ::: E E, (E R. Consideremos Ou(e) =e +v 
para e e E, es claro que e: E SiTnl(E). Entonces obtenemos 

ev((.:::,(- < v,z >),e+v) 

< z,e+v > -+:-<:- < v,z > 
<z,e>+( 
ev((:::,(),e) 

porque µ(Ov) = 1, pues Ov(O, 1) =(O, 1). 
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2. Un escalar ..\ E a· induce una transformación S)i,, E O(F) dada por 
s,.(z, () = (.:::, ,\() .::: E E t; E lR, y s,.(O, 1) =(O,-\), por lo que µ(s.>.)= ,\. Sea 
S_x(e) = .Xe para todo e E E. entonces 

ev(s,.(z, (), s-,.(e)) ev((z, -\(),,\e) 

< z, ... \e > + .. \e; 
-'(<:::,e>+() 
µ(s,.)eu((z, (),e) 

3. Sea u E O(E), entonces induce a ü E O(F) dada por&(.:::,()= (u(z), (), 
así u(O, 1) = (O, 1) y por tanto µ(u) = l. Sea lt = u 

eu(u(z, (), lt(e)) eu(ü(z, (), u(e)) 

< u(z),u(e) > +t; 
< z,e > +( 

µ(u)eu((.:::, (),e) 

Y como cualquier transformación en O(F) se puede descomponer como 
producto de transformaciones de los tres tipos considerados, hemos encontrado 
que a cada u e O(F) le asociamos la transformación ü E Sirnl(E). 

Ahora dado un elemento en S·im.l(E) de la forma ,\cp +-u con q;, E O(E) y 
.. \ > 0 1 asociémosle la transformación el> E 0 00 (F). dada por 

<l>(z, () = (<!>(.::), - < <i>Í.::), v > +-\(); 

primeramente vemos que <J>(O, 1) = (o(O), - < <;>(O), u > +-'l) 
-\(O, 1), es decir µ(<J>) =,\>O por lo que <J> E O=(F), entonces 

(0,,\) 

ev(<l>(z, (), ,\<J>(e) + v) 

lo cual nos da el resultado. 

eu((.p(z),- < <;t>(z),u > +At;),-\<i>(e) +u) 

< <t>(z), ,\<J>(e) +u > - < <t>(z), u>+-'<" 
,\ < <i>(.:::), <t>(e) > +-\( 

,\ < z, e > +-'( 
µ(<J>)eu((z, (),e) 

• 
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1.6 Grupo de Lorentz 

Sea F un espacio vectorial de dimension n + 1 sobre R, con una fornl.a 
cuadrática de tipo Sylvester (-n, 1), también conocida como hiperbólica. 
Por ejemplo en el caso de n = 3 con F = lR.4 tenemos el modelo espncio
tiempo utilizado en la teoría de la relatividad, como mencionamos antes. 

Má."I adelante verernos que una formu cuadrática con este tipo Sylvester es 
no singular. Analicemos primero la accion de O(F) en el Hiperboloide o 
Pseudoesfera 

S(F) = {f E F :< f,f >= l} 

Lezna 1.4 (Lema del Dlscrlmlnante) Sea R un plano en F generado por 
dos vectores e y f. El tipo Sylvester de R está determinado por el di.scrim:inante 

A =< e, e >< f, f > - < e, f > 2 

de acuerdo a la siguiente tabla 

Demostración: 

A<01A=01A>O 
(-1,1} (-1,0} (-2,0) 

Consideremos una base ortonormal de F y construyamos el hiperplano 
E con tipo Sylvester (-n,O). Por la fórmula de Dimensión, tenemos que 
dim(R) +dim(E) = dim(RnE) +dim(R+E) y como dim(R+E) :S n+ 1, 
tenemos que n + 2 :S dim(R n E) + (n + 1), entonces dim(R n E) ;;:: 1, así 
R contiene vectores de norma negativa, por lo que los únicos tipos Sylvester 
posibles para R son (-1, l), (-1,0), (-2,0). Tomemos una base ortonormal 
e1,e2 para R. 

Si es de tipo (-1, 1), sign det ( <e¡, e¡>> <e, ,e2 > ) = (-1)' = -1 
< e2,e1 < e2,e2 > 

por lo que ~ < O. 
Si es de tipo (-1,0), entonces para alguna i E {1.2}, digamos i = 1, 

tenemos que< e 1 ,e1 >= -1,< e2,e2 >=O y< e1,e2 >=O. De forma que 
det[< e;, e; >]=O, por lo que A= O. 

Si es de tipo (-2,0), sign det ( << e,,e, >> < e,,e2 > ) = (-1)2 = 1, de 
· e2,e1 < e2,e2 > 

donde a >0. • 

Lema 1.5 Cualesquiera dos puntos x, u E S(F) cuTnplen: 

1 :S 1 < x, .. > 1 

y la igualdad se da si x y u son linealmente dependientes. 
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Demoetraclón: 
Cuando x,u son linealmente dependientes existe A E R tal que x = Au, 

entonces como < x,x >=< Au,-"u >= >..2 < u,u >= A2 = l tenemos que 
A = :±:1, de donde x =u o x = -u y se da la igualdad. 

En el caso que son linealmente independientes, generan un plano R de tipo 
Sylvester (-1, 1), {-1,0) ó (-2,0) por el lema anterior. Como R contiene vec
tores de norma positiva (por ejemplo x), su tipo Sylvestel." es {-1, 1), entonces 
~ =< u,u >< x,x > - < x,u > 2 < O, de donde 

< ·u,-u >< x,x > < < u,x > 2 

es decir 1 < 1<u,x>1- • 
Poi." un argumento sin1ilal." al usado en la demostl."nción del lema del discrimi

nante vemos que cualquiel." hiperplo.no R en F tiene tipo (-n + l, 1) , (-n, O) 
ó (-n+ 1,0) ya que poi." medio de la fórmula de la Dimensión obtenemos que 
dim(R n E) ~ n - 1, por lo que R contiene a lo más un generador de norma 
positiva. 

Proposlc16n 1.9 El Hiperboloide S(F) tiene dos cornponentes conexas. 
Dos elementos x,·u E S(F) están. en la mUnna componente conexa si y s6lo s·l 
<x,u> > O. 

Demostración: 
Sea u E S(F), el hiperplano ortogonal E a u tiene tipo Sylvester (-n,O}, 

además S(F) consta de los conjuntos H = {x E S(F) :< x,u > > O} y 
H- = {x E S(F) :< x, u > < O} los cuales son intercambiados por la 
refle.""<ión -ru(x) = x - 2 < x,-u >u, ya que si x EH entonces< Tu(x),u >= 
<x-2<x,u>u,u>=-<x,u>< O. 

Veamos que H es convexo (para H- se procede de manera similar). Sean 
a.be H y os; 't S l, entonces 

< (1- t)a +tb,'U >= [(1- t) < a,'U > +t < b, u>]> O 

poi." lo tanto es convexo y entonces conexo. 
Ahora sean x, -u E S(F}, y supongamos que están en In misma componente 

conexa, como u puede ser el punto que fijamos al pl"incipio para obtener H y 
H- y < u, ·u >= l > O entonces < u, x > > O. Recíprocamente si < ·u, x > > O 
entonces x E H por lo que están en la misma componente conexa. • 

Lema 1.6 Existe un hoTT1.eornor.fismo entre la componente H y el conjunto 
D ={y E E: - < y,y >< l}. 

Demostración: 
Consideremos g : H - E, la proyección estereográfica desde el punto -u 

de H sobre el disco unitario D ={y E E: - < y,y >< l}. 
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Consideremos la recta que pasa por X E H y -u, la cual parametrizamos 
por (:z: + u)t - u, t E R y sea g(x) La. intersección de esto. recta con E; para. 
calcular g(x) tenen1os que encontrar t de tal forma que < (x +u)t- u., ·ti. >= O, 
es decir l = t(< x,·u > +l), así t =~y como x,·u e H, < x,n >es 
positivo luego< :r:,u. > +l :;é O, entonceS 

() x+1L -u=x-<x,u.>u. 
yx = <x,·u>+l l+<x,u> 

FIGURA Ll. La proyeccic5n estereográfica de H z;obre D 

Ahora veamos que g{x) E H 

< y(x), g(x) > 1 ( 2 "> {l+<x,u>)2 <x,x>+<x,u> -2<x,u> 

l-<x,u>2 l-<x,u> 
1+ < x,u >2 l+ <x,u.> 

por el Lema 1.5 y por la definición de H tenetnos que< x,u > 2: 1 de donde 
1- < x,u > > -1- < x,u. >por tanto!:<:.:~> -1, es decir 
- < g(x),g(x) > < 1 y g(x) E D. 

Ahora pa.rametricemos la recta. que pasa por un punto z E D y -u, por 
(.::: + u)t - u, t E El y sea f(z) el punto de la intersección de esta recta 
y H; para calcular esta intersección debemos encontt'ar t de tal forma que 
< (:+u}~ - ·u,(=+ u)t - -u>= l, es dtoeir 

t 2 < ::: +u,::+ ·u > -2t < ::: +u, u > + < ·u, u >= l => 
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t 2 < .:::, :; > +2t <'U,:: > +t2 - 2t < ::, 'lL > -2t =o=> 
t 2 (< z,z > +l) -2t = t(t(< z,::: > +l) -2) =o=-

t=O o t=---2--~ 
<:::,:::> +l 

por lo que obtenemos que 

f(z) =2 :::+u 
< z,:: > +l 

Calculando< f(::), f(:::) > obtenemos que 

< f(z), f(::) > z+u ..::+tL 
< s l+ < =·:; > - u,s 1+ < ::,z > - u> 

4 <::,u> (l+ < z,:: >) + (l+ < z,z >)2 
(l+ < z,z >)2 

27 

=l 

donde la última igualdad se tiene ya que z E D e E y entonces < z, u >= O, 
con lo que se concluye que f(z) E S(F). Ahora veamos que/{:;) E H 

< f(z),u > 2 
l+<..::~..::> <::+u,·u>-l 

2 l - 1- < z, = > > o 
l+ < .::, .:: > - - l+ < .:::, .::: > 

ya que - < .:::, .:: > < 1, por lo que l+ < z,::: > > O y como:: E D, < .::, = > < O 
entonces 1- < .:, z > > O. 

Calculando a(f(::)) tenemos que 

g(f(z)) 
f(:::)- < f(::), u > ·u 

l+ < f(z),u> 

2~-u-<2~-u.,·u>u 

l+ < 2 1 _~-;:•o:> - 1.L,U > 
~ 
1--<;.z> =.:: 

l"T"<~.-=> 

entonces g(f(::)) = z; de la misma manera obtenemos que f(gfw)) = wt de 
donde f : D - H es un homeomorfismo. • 

Definición Una transfo7"17lación ortogonal u E O(F) es de Lorentz, si 
preserva las componentes c:one:i;as de S(F). El grupo de transfonnaciones de 
Lorent:; se denota por Lor(F). 
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De la proposición anterior tenemos que: 

cr E Lur(F)""' < x,cr(x) >>O 'V x E S(F) 

La función antípoda x - -x está en el centro de O(F) pero claramente 
no pertenece a Lor(F), a.sí Lor(F) tiene índice dos con respecto a O(F) y 
entonces 

O(F) = Lor(F) x z., 
Un ejemplo de una transformación de Lorentz es una refle..xión a través de 

e E F con < e, e >= -1, es decir de la forn1a 

Tc(x) = x+2 < x,c> e, xe F 

< T'c(x),x >=< x+2 < x,c> c,x >= 1+2 < x,c>2 >O x E S(F) 

Las transformaciones de Lorentz con det = 1, son llanl.adas pares o espe
ciales y forman el grupo especial de Lorentz, Lor~(F) que es de índice 2 
en Lor(F). 

Ahora consideremos F de dimensión 2 con tipo Sylvester (-1, 1), éste tiene 
una base e, f tal que < e, e >= 1, < f, f >= -1, entonces 

xe+tf E S(F) =<xe+tf,xe+tf>=x2 -t2 = l 

si hacemos e = (1, O} y parametrizamos la parte de la hipérbola x 2 - t 2 = 
que contiene a (1,0) por {coshs,senh s), s E R, ent.onces para o e Lor(F) 
se tiene que u(e) = ecoshs + fsenh s. Ahora como u(f) tiene norma -1 y es 
ortogonal a cr{e) tenemos que cr(/) = =¡:(esenh s + f cosh s). 

En el primer caso la matriz para a es 

e coshs 
senh s 

-senh s ) 
-coshs 

así det(u) = -1,tr(a) =O. Haciendo un cambio de base para que la matriz 

de lT sea e ~ ..:!1 ) ' vemos que u es una refle.xión a 'través de un vector h 

de norma< h,h >= -1. 
En el segundo caso se puede comprobar que la matriz para a es 

L(s) = e coshs 
senh s 

senh s ) 
coshs 

y det(L(s)) = l. Las fórmulas de adición de las funciones trigonométricas 
hiperbólicas nos garantizan que L(s + t) = L(s) + L(t), de donde L : R -
Lar_._ ( F) es un isomorfismo del grupo (iR, +) al grupo especial de Lorent.z. Es 
decir, cuando di;n(F) = 2 

Lor~(F) ""(R,+) 
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Teorema 1. 7 Sea F un espacio vectorial de dimensión n+l con tipo Sylvester 
(-n, 1). Entonce.'J O' E Lor(F) es el producto de a lo 1nás n+ 1 refte:xione.'J Te 

con e E F y < e, e>= -t. 

Demostración: 
Por inducción sobre n. 
Si n. = 1 el resultado se sigue de las observaciones anteriores. 
Si n 2! 2 tomemos el hiperplano E de F de tipo Sylvester (-n. O), y con

sideremos la función <i> : E - F tal que <P(e) = O'(e) - e, con e E E. 
Si esta función no es inyectiva existe e E E tal que O'(e) = e, como< e, e>= 

-t con t > O, entonces < ?te, ~e >= f (-t) = - l 1 por lo que existe un vector 

s E E de norma -1 que es fijado por a; además el espacio D = a.l.. tiene tipo 
Sylvester (-n + l, l}. Analicemos a ID: D - F; sea x E S(F) n D entonces 
< a(x),x > >O, por lo que a lo es de Lorentz y co1no dim(D) < n + 1 el 
resultado se sigue por hipótesis de inducción, ya que u(s) =s. 

Si el mnpeo es inyectivo intersec:ta a E pues es lineal y como la dimensión 
de E es -n 1 la din1ensi6n de la imagen es n. Luego la imagen contiene vectores 
de norma negativa y entonces contiene un vector e E E con < c 1 c >= -1. 
Supongamos que c = a(e) - e, e E F, < e,e > < 0 1 como < e,e >=< 
u(e),a(e) > 1 por la proposición t.3 existe Te. reflexión tal que T'e(e) = o-(e), de 
donde Taa(e) =e, regresando al caso anterior que ya hemos resuelto. • 

Ahora consideremos el cono lsotróplco. 

C(F) = {x E F :< x, x >=O} 

El grupo multiplicativo JR.• actúa sobre C(F)\{O} de manera natural. El es
pacio de órbitas es llamado el Cono Proyectivlzado de F y se denota por 
PC(F) (al cual lo podemos pensar como el conjunto de rectas isotrópicas de 
F). 

Proposición 1.10 Sea F un espacio vectorial de dimensión n + 1 con. una 
forma cuadrática de tipo Sylvester (-n, 1). El Cono Proyectivi:::.ado PC(F) es 
horneornorfo a la esfera sn- • _ 
Demostración: 

Sean u E S(F), E el hiperplano ortogonal a ·u y 

D={yeE:-<y,y> < l} 

por lo que sn.-t = ao ={y E E: < y,y >= -1}. 
De.finamos <P : E - F por q)(z) = 2.:_+ u- < :::, .::: > u z E E; como 

q,(8D) e C(F)\{O}, q, induce un mapeo q, : 8D - PC(F), pues si z E 8D 
entonces 

< <P(z),<P(z) >= (< :::,::: > +1)2 =O 
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es decir <t>(z) E C(F). 
Observamos también que z E éJD y u generan un plano tipo Sylvester 

(-1, 1). Ahora usando el hecho de que <P(z) es isotrópico, vemos que 

< <t>(-z),<t>(-z) >=< <t>(.::),.P(z) >=O 

por lo que también 4'(-z) es isotrópico, además 

4>(.::) +<t>(-z) = 2(u- < z,.:: >u)= 2(1- < z,.:: >)u 

<t>(z) - 9(-z) = 4z 

por lo que <P(z). <!>(-.::::) generan a z y u, es decir generan el mismo plano, 
entonces son vectores isotrópicos linealmente independientes; también «f>(z), u 
generan el mistn? plano pues 2 - 2 <.::,::>·u- c,t»(.:) ~ <P(-z)._ 

Para ver que q, es inyecti,"a, sean .::1,.:2 E 80, con tJJ(.: 1 ) = lf>(=2 ), erLtonces 
e.xiste .>.E R tnl que <;>(.=i) = ,\<f>(.=2 ). pues J;(.::1 ),J;(z,j E PC(F). 

d>(.::1) = .>.<>(=2) 2.=1 +u- < .o,, z1 >u= .>.(2.=2 +u- < =2 • .::2 >u) 
=> 2.::1 + 2tt = .>.(2z2 + 2u) 
=> =1 = ,\.::2 +u(.>.·- 1) 

así 

-1 < .::1,.::::1 > 
< ,\.=2 +u(,\ - 1), .>.z2 +u(.>. - 1) > 
__ ,. + (,\ - 1)2 

-2,\ + l 

de donde obtene1nus que .. \ = l, por lo que .:: 1 = z2 1 es decir ;¡, es inyectiva. 
Veamos que es suprayectiva. Sen L una recta isotrópica en F, si ·v E L 

entonces< u,u >< ·v,·u > - < u~v > 2 = - < u,v > 2 < O por lo que u~· 
v generan un plano R t.ipo Sylvester (-1, l). Como E tiene tipo Sylvester 
(-n: O) entonces En R tiene dimensión l y es generado por un vector z e éJD 
de norma -l. Sabe1nos que u y = generan R y vimos que también lo gene
ran u, ó(z) así corno<>(=), a>(-.::), por lo tanto <t>(=) o <t>(-.::) generan a L . • "wsí 
9: éJD - PC(F) es biyectÍ\:a y continua, entonces iJD =:!' PC(F). • 

Corolario 1.2 C«ando dim(F) :2: 3, Lor(F) actúa fielmente en PC(F) 

De:rn.ostraclón: 
Lla1nemos 4> a la acción de Lor(F) sobre PC(F). Recordemos que la acción 

es fiel si es inyec~iva. o equivalentement~ si 

tl>(s) = idpc(F) <=> s = idLur(F) 
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Ton1emos u E Lor(F) que actúa trivialmente en PC(F), demostren1os 
que a es la identidad en Lor(F). Consideremos la función introducida en 
la proposición anterior;¡,: sn- 1 - PC(F) y sea::; E sn-l, como CT actúa. tri
vialmente en PC(F), a(<t>(z)) E {7•<t>(=) : r E JR.}. Sea -\(.::) el correspondiente 
valor propio del vector isotrópico tP(.::) bajo CT. 

La funcion ... \: sn- 1 - IR satisface, para::: e ,sn.- 1 

< aó(=), u> < ,\(=)<t>(z), u> 
,\(.::) < ef>(z),u > 
,\(.:;) < 2.:: +u- < =· = > u, u> 
-'(.::)2<z+u,u> 
2-\(.::) 

por lo que obteneanos la e_xpresión ... \(.:::) = <a<t>(;),u:>, que muestra que...\(:::) es 
continua. 

El conjunto de valores que toma ... \ es finito, porque es un subconjunto del 
conjunto de valores propios de a. Ahora como n 2: 2, sn-l es conexo y como 
,..\ es continua, .... \(sn- l) es conexo, entonces ,..\ es constante. 

Por un plano hiperbólico entenderemos un espacio vectorial de dimensión 
2 generado por dos vectores e 1 , e 2 isotrópicos tales que < e 1 , e 2 >:;::f O. Sen 
f E F, vamos a dernostrar que f está contenido en un plano hiperbólico, para 
lo cual tenemos dos cnsos: 

i) < f,f > < O. Entonces f~ tiene tipo Sylvester (-n + 1, 1), f...L n E 
tiene dimensión n. - l y f~ n T :;::f 0, donde Tes el generado por u E S(F). 
Así podemos seleccionar un vector e ortogonal a f con < e, e > > O, de esta 
forma ~ =< e, e >< f, f > - < e. f > 2 < O, es decir el plano generado por 
e, f es de t.ipo (-1, 1). Escojamos una base ortogonal u, v para este plano, 
con < u, u >= l y < v, u >= -1, así u+ v, ·u - v son isotrópicos y generan 
un plano hiperbólico pues < u+ u. u - v >= 2 :¡!:: O. Además si f =...\-u+ /3v 
entonces f = >.;.3' (u+ v) + >.;B (u - v), por lo que f está contenido en un 
plano hiperbólico. 

ii) < f, f > > O. Entonces el espacio f...L tiene tipo (-n, O), por lo que 
podemos encontrar un vector e ortogonal a f con <e, e > <O, y el resultado 
se sigue igual que en i). 

Con estas observaciones hemos demostrado que C(F) genera F. Como a 
actúa trivialmente en PC(F) y C(F) genera F. entonces a actúa así en F: 
a(f) = ,,\f; pero la multiplicación por ...\ no es una transformación ortogonal, 
a menos de que ... \= lo ... \= -1, y como hemos visto que el mapeo an1;ipodal 
intercambia las componentes conexas, entonces...\= l porque u E Lor(F); de 
lo que se concluye que a= idLor(F)· • 

~~lgunas observaciones útiles (de hecho algunru:; de las siguientes ya las 
hemos utilizado): 
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i) Si< f,f > <O entonces /J... tiene tipo Sylvester (-n + 1, l). 
ii) Si< f,f >>O entonces ¡..i.. tiene tipo Sylvester (-n,O). 
iii)Si < f, f >= O, C no puede estar en el subespucio generado por un u tal 

que 
< ·u, u >= l. Pero tampoco puede estar en un subespacio del tipo (-k, O), 
pues en ese ca5o < /, f > < O, por lo que f está en el subespa.cio generado 
por dos vectores e 1 ,e2 tal que< e 1 ,e1 >= l y< e2,e2 >= -1, de donde f.L 
tiene tipo Sylvester (-n. + 1,0). 

Proposición 1.11 El cono lsotróplco truncado C"(F) = C(F)\{O} t·iene 
dos componentes conexas si dim(F) ~ 3. Las corriponentes conexW:J son preser
vadas por Lor(F). 

Demostración: 
Fijemos un vector u E S(F). entonces para toda e E C(F) su hiperplano 

ortogonal tiene tipo (-n + 1,0). por lo que <e, u># O. Así t.enemos que 

donde 

e· (F) = c+(F) u e- (F) 

c+(F) ={e E C(F) :< c,u. >>O} 
c-(F) ={e E C(F) :< c,u. ><O} 

Para ver que son conexas, demostremos que son convexas: sean x,y E 
C+(F) y sea A ;:::. O, entonces 

< >.x + (1->.)y,u. >= ,\ < x,u. > +(1- >.) < y,u > > O 

'\.·~un1os ahora que C+(F) Y e- (F) son preservadas por Lor(F). Primero 
veamos que las dos componentes no cambian si reemplazamos el punto de 
referencia u con otro punto u de la misma hoja del hiperboloide S(F), es decir 
cuando< u,·u > >O. Sea e E C•(F) y considere1nos la función g: S(F) - R 
con x .-< x, e> (que por las observaciones hechas antes de la proposición no 
toma el valor cero). Además si u,v están en la misma hoja del hiperboloide, 
digamos en H, conl.O la función ges continua y Hes conexo, g(H) es conexo 
y no toma el valor cero, así los valores de g(u.) y g(v) tienen el mismo signo, 
e:s decir < u, e> y <·u, e> tienen el mismo signo. 

Si ::e E e• entonces u(x) E C• 1 con a E Lor(F), además u(u) y u. están 
en la misma hoja del hiperboloide. De lo que se concluye que < a(x), ·u> y 
< a(::c),a(u) >tienen el mismo signo. 

En particular para x E C+(F) 

< a(x),a(u.) >=<X, u>> o entonces < u(x),u. >>o y u(x) E c+(F) 

y para X E c-(F) 

< a(x),a(-u) >=< x,u. ><O entonces < a(x),-u ><O y u(x) E c-(F) 
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de lo que se concluye que Lor(F) preserva las componentes conexas. • 

Ahora es momento de ver que en un espacio vectorial F de dimensión n + 1 
una forma cuadrática de tipo Sylvester (-n, 1) es no singular. Si existes E FJ.., 
entonces< s,s >=O y para u EH tenemos que< u,a >'#-O, lo cual es una 
contradicción a menos de que s = O. 

Proposición 1.12 Sea L una recta isotrópica en F. Sea LorL (F) el grupo 
de Lorent:;; que e.'JtabiU.:;;a L. La restricción de F a LJ... define un isomor
fismo LorL(F) =-< O~(L-'-), donde O~(L-'-) denota el ~ubgrupo de O(L-'-), de 
las transformaciones ortogonales que tienen valor propio positivo en la recta 
isotrópica L. 

Demoat:ra.clón: 
Antes de la demostración hagamos un recuento de los grupos introducidos 

en esta proposición. 

O~(L-'-) ={a E O(L-'-) : µ(a)> O} 

donde µ es el valor propio correspondiente. 
O(L..L) son las transformaciones ortogonales de L..L. 
OL(F) es el subgrupo de O(F) que estabiliza la recta L. 
Entonces 

Lor(F) < O(F), LorL(F) < OL(F), LorL(F) < Lor(F), O~(L-'-) < O(L-'-) 

Primero veremos que la restricción O" ...,_ u J L.J.. de las transformaciones 
ortogonales de F. define un isomorfismo OL(F) ~ O(L..l.). 

Sea CT E OL(F) tal que restringida a L.J... es la identidad. Sea E subespacio de 
L..L de dimensión (n-1) con tipo Sylve:ster (-n+l, O). Como u tiene restricción 
trivial en E, pode1nos escribir O" = id EB o, donde et es una transformación 
ortogonal de E.J.. con tipo (-1, 1). Al igual que en la demostración del corolario 
1.2, E..L es plano hiperbólico, por lo que lo podemos escribir como E..L = LEFJI< 
donde I< es la otra recta isotrópica. Como o: es ortogonal, preserva I< y L. 
Sea 771 + a E L e I<, con rri E L y s E I<. entonces 

< m, m > +2 < rn, s > + < s, s > < Tn + s, rn + a > 
< a(m.+s),u(m+a) > 
< o(rn+s),<>(m+s) > 
< .. \7n+ va,>..Tn+ vs > 
2..\v < rn,s > 

pues < 77t, Tn >=< s, a>= O ya que L y K son isotrópicos, de donde 

2 < Tn,s >= 2 .. \v < rn,s > 
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y entonces ,\ = v- 1 • Además como CT IL..1..= id y I< C L.J.., concluirnos que 
A= 1 = v, así u IL= id, de donde u= id, por lo que la restricción de Fa L.J.. 
es inyectiva. 

Veamos la suprayectividad, sea cr E O(L.l..), corno Fes no singular, por el 
Teorema de \.Vitt u se puede extender a una transformación i7 : F - F tal 
que O- 1 L.J.. = a, luego ü estabiliza Lt es decir ü E O L ( F), entonces la restricción 
es suprayectiva, y tenemos el prin1er resultado OL(F) ~ O(L...1...). 

Si dirn(F) ~ 3. Sea. u E OL(F) transformación de Lorentz, entonces preserva 
las componentes conexas de c•(F) y e:;tabiliza L, aderná.s por lo anterior la 
poden1os pensar corno elemento de O(L...L), entonces sólo nos falta ver que su 
valor propio en L es positivo. Para esto tomemos e E C•(F) un genen.~dor de 
L, digamos que e E c+(F) (el otro caso es similar), obtenemos: 

< c,u >>O entonces O<< a.(c), u>=< .. \e, u>= ... \< e, u> 

lo que implica que .. \ > O, por lo que a E O::oc(L....:....). Recíprocamente sir e 
OO<J(L..l..) entonces r E O(L.J..) y por ende r E OL(F). Sólo nos falta ver que 
-r E Lor(F). Sea e E c•(F) generador de L, entonces r(c) = .. \e con ... \> O, así 
si< e, u>> O entonces< -r(c),·u. >=< >..c,u >= ,\ < c,u > > O, igualmente 
si <e, u > <O entonces < -r(c), u >= ... \ < e, u> <O, por lo que preserva las 
componentes conexas de c•(F). Del hecho de que O(F) = Lor(F) X Z2, se 
concluye que -r E Lor(F) y por lo tanto r E LorL(F), y tenemos el resultado 

Si di-rn(F) = 2. sea a E LorL(F), entonces u estabiliza a L..l.. también, por 
las observaciones precedentes del Teo. 1.7, el valor propio de L.l.., t =eª >O 
resuelve la ecuación 

(t - coshs) 2 
- senh 2 s =O 

por lo que <7 E O,,.,(F). • 
Proposición 1.13 Si la dirn(F) 2!, 3, entonces el grupo especial de Lorent::;, 
Lor~(F) actúa transil'ívarnente en el espacio 

N(F) = {x E F :< x,x >= -1} 

Demostrac16n: 
Por la proposición 1.3, sabemos que O(F) actúa transitivamente en N(F). 

Definimos el estabilizador de rn E .. V(F) en O(F), como 

O(F)~ = {cr E O(F) : cr(>n) = m}. 

?vlostremos primero que Lor(F) actúa transitiva.mente en N(F). Para esto 
veamos que O(F)rn no está contenido en Lor(F); simplemente tomemos u E 
O(F) con cr(m) = m y a(x) = -x en m-'-. 

Ahora sean n,111. E N(F), entonces existe -r E O(F) tal que r(n) = 771, y 
supongamos que -r ~ Lor(F), entonces -r E Lar(F). También existe O' E 
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O(F)\Lor(F) tal que u{m) = TTt, entonces -a E Lor(F), de esta manera 
obtenemos que 

-u(-r(n)) = -a(-m) = -(-m) = m 

además -'7 o -r E Lor(F), por lo tanto Lor(F) actúa transitivamente eu 
N(F). Ahora, para terminar la demostración, únicarnente falta dernostrnr 
que Lor(F)m = {a E Lor(F) : a(rri) = rn} no está contenido en Lor+(F). 
Para esto, seas un vector ortogonal a rri con < s. s >= -1, como < rri, rn >= 
-1,m..J... tiene tipo Sylvester (-n+ l, l), entonces 

r,,(x)=x+2<x,s>s 

es unn transformación tal que r,,(7n) = rn, det(T,,) = -1, por lo que r,, E 
Lor(F)~,T• IE Lor+(F). • 

ffagn1nos algunas observaciones antes de concluir este capítulo, sobre sub
espacios proyectivizados de F. 

El cono proyectivizado PC(F) es subconjunto del espacio proyectivo P(F), 
el conjunto de rectas en F. Sea PS(F) C P(F). el conjunto de rectas de F 
generadas por vectores normn positiva, entonces 

é/PS(F) = PC(F) 

que se sigue de 8D = sn-t =:! PC(F). 
Sea Huna de las hojas del hiperboloide S(F). Tenemos el homeomorfisn10 

natural : H - PS(F), x........., L donde L es generada por x, así BH = PG(F). 
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2 Grupo de l\"1obius 

Enseguida vn1nos a estudiar el grupo de transformaciones de un espacio vec
torial euclidiano E de dimensión n geuerado por refie."<iones en hiperplanos e 
inversiones en esferas denotninado .\/Ob(E). Este estudio lo haremos en espa
cios de dirnensión finita arbitraria pues la geometría inversa no es rná.s difícil 
en dimensión n que en dimensión 2. Este grupo resulta ison1orfo a las trans
formaciones de Lorentz de cierto espacio que depende de E, este hecho será 
de utilidad en el momento de estudiar a los espacios hiperbólicos. 

Corno en J\,fOb(E) juega un papel importante el concepto de esfera, haremos 
un breve trata.miento de la geometría de estas, también introduciremos una 
operación entre e:sferas, invariante bajo iV/Ob(E) llamada el producto inverso 
de esferas. 

Finalmente hablarernos del conocido grupo PGl2(<C) de transformaciones 
generado por un número par de refte."'Ciones o inversiones en esferas de e = 
<CU {oo}, el cual consta de las transformaciones fraccionales lineales de la 
forma. = - :_::::~. Estas incluyen las similaridades euclidianas, las isometrías 
de la esfera de R iemann y las isometrias del modelo de Poincaré del plano 
hiperbólico, que conservan ln orientación. 

2.1 Transformaciones de iviobius 

Sean E un espacio vectorial euclidiano de dimensión n y E la esfera con centro 
e y radio r > O (es decir E = { x E E ; lx - ..::j = V< x e, x e > = r}), ésta 
da lugar a. una transformación u en E- {e} dada por 

" x- e 
a(x) =e+ r-fx- cf 2 ,x E E- {e} 

que cumple CTCT = úl, a es llamada la 1nversi6n en la esCera E. 
De la definición de a, observamos que 7(x) es un punto en la recta que une 

x con e, además cualquier punto x E E es punto fijo de a. 
Ahora consideremos la compactación por un punto E, añadiendo a E el 

punto oo. La inversión o refte."'Ción en la esfera I:: puede ser extendida a 0-
involución de E. simplemente aplicando oo al centro c. Es conocido que así 
definida es una transformación continua y biyectiva por lo que es: un homeo
morfismo. 

Consideremos ahora un hiperplano afín H de E, que pase por u E E, es 
decir de la forma H = u+ V, donde V es un sube:spacio lineal de dimensión 
n - 1 de E. Consideremos un vector unitario n E E normal a H, la función 
T : E - E definida por 

r(x) = x - 2 < x - u, n. > n 
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es la reftexl6n euclldla.na. en H o a través de n, la cual se puede extender 
como T: E - E al hacer T(oo) = oo. 

Para unificar definiciones, entederemos por una esfera en E. a una esfera 
euclidiana en E o bien a un subconjunto de la forma H U oo donde H es 
un hiperplano afín en E. Los dos tipos de transformaciones de E que intro
ducimos son llamadas inversiones en esferas de E y el subgrupo del grupo de 
homeomorfismos de E generados por inversiones en esferas en E, es llamado 
el grupo de 1\-Iéiblus de E, denotado como l'v/Ob(E). Nuestro objetivo en 
esta sección es identificar el grupo de ~lübius con algún grupo de Lorentz. 

Para esto consideremos la suma directa F = E EB R 2 , con la siguiente forma 
bilineal 

l 
<(x,a,b),(y,c,d)>F=-<x,y>E+2(ad+bc), x,yEE a,b,c,delR 

Una base para Fes (e 1 ,0,0) .... , (en,0,0), (6, l, 1), (6, -1, 1), donde e 1 , ••• , en 
es una base ortonormal de E y ( l, l), ( -1, l) es base de :::i. 2 , por lo que F tiene 
tipo Sylves~er (-n - l, 1). 

Una función importante en el estudio que haremos es T} : E - C(F) dada 
por: 

17(x) = (x, < x,x >, l) 

la cual es inyectiva; comprobemos que 17(x) E C(F)\{O} 

< 17(x),11(x) > < (x, < x,x >, 1), (x,< x,x >, l) > 
l 

-<x,x>+22<x,x> 
o 

ésta, induce un mapeo 17: E - PC(F) que transforma E biyectivamente al 
complemento de la recta representada por el punto (O, 1, O) en PC(F), por lo 
que la extendemos a una biyección de E en PC(F), cubriendo esta recta por 
medio del punto 00 1 es decir 77(00) =<(O, 1,0) > 

Teorema 2 .. 1 La acción del grupo Lor(E Ea R.2 ) en el cono proyectivi:::ado 
PC(E e R.2 ) y el hoTneomorfismo 

11 : E - PC(E e !!i'.2 ) 

tran.sforma de manera biyectiva el grupo l'vlob(E) en el grupo Lor(E e R.2 ). 

Demostración: 
Sea E una esfera con centro e y radio r >O, si C =(e,< etc> -r2,l), 

tenemos que 

<C,C> <(e,< c,c > -·.-2 , l),(c,< c,c> -r2 , l) > 
l - < c,c > +22(< c,c > -r2 ) 

-r2 
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2 < C,17(x) > 2 <(e,< c,c> -r2 ,l),(x,< x,x >,l) > 
< e, e> -r2 + < x, x > -2 < e, x > 
lx- c¡2 - r2 

para x E E, de esta forma tenemos el siguiente diagrama: 

E 1) 
PC(EelR2 ) 

·J ¡TC 
E PC(EelR2 ) 

1) 

39 

donde U es la inversión en 1: y Te la reflexión a través del vector 0, de donde 

17u(x) = (u(x), < u(x), u(x) >, 1), 

por lo que necesitamos calcular 

< u(x),u(x) > 2X-C 2X-C 
< e+ r lx - c¡2 'e+ r lx - cj2 > 

1 
• x-c ¡2 

e+ r- lx - cj2 -

Ahora bagamos la composición 

rc(x, < x, x >, 1) 
( l) 2 <(x,<x,x>,l),C>c 
X,< X, X >, - < G, C > 

lx- cl 2 -r2 
2 (x.<x,x>,1)+ r 2 {c,<c,c>-r,l) 

entonces 

r 2 1x - c¡- 2 rc17(x) = (u(x), < u(x), u(x) >, 1) = 170-(x) 

por lo que obtenemos la primera fórmula importante 

Regresamos a la reflexión T a través de n, consideremos el vector N 
(n,2 < n,u >,0), de donde tenemos el diagrama conmutativo 
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E 
., 

PC(EeIR2 ) 

r l lTN 
E PC(Ee:R2 ) ., 

Verifiquemos que TNT/ = r¡-r 

T¡r(x) = T1(X - 2 < x - u, n > n) = (r(:r), < r(x), r(x) >, l) 

'TN(x, < x,x >, 1) 

(x, < x,x >, l) + 2(< n,u > - < n,x >)(n,2 < n,u >,O) 
(r(:r), < r(x), r(:r) >, l) 
7¡T(:r) 

Ahora, por el teorema 1.7 podemos escribir una transformación de Lorentz 
como producto de transformaciones de la forma 'TN donde N E E E9 :R.2 con 
<N,N> <O. 

Sea T = {x E E:< 1J(x),N >=O}, demostremos que es una esfera o un 
hiperplano afín : 

Caso l: N =(.=,a, l). 
Sea r = ....J- < N,1V >,de donde r2 = - < J.V,N >= -(-<.=,.::>+a) 

entonces a=<.:::,.::> -r2 . Para x E E, 

2 < .,(x),N > 

por lo que 

2 < (:r, < x,x >, l), (.::,a, l) > 
l 

2(- < x,z > + 2 (< x,x >+a)) 

-2 <X, Z > + < X,X > + < :;,.:: > -r2 

Ix- =12 - r2 

< Tl(:r), N >= O = l:r - zl 2 - r 2 = O 

es decir Tes una esfera de centro;;; y radio r. 
Caso 2: N = (z,a,O). 
En este caso tenemos que < N, .:.V >= - < z,:::; >, en particular z =¡!;. O, 

por lo que podemos multiplicar por una constante a N para obtener z como 
vector unitario. Sea tL e E tal que < u., z >= !a, así tenemos que 

l < Tl(x), N >=< (:r, < x,x > l), (z,a,O) >= - < :r:;, z > +2ª =<·u- .r,::: > 
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por lo que para todo x E E 

< 71(x),N >= 0<=>< u-x,z >=O <=> r 2 (x) =x-2 < x-u,z > z=x 

de donde T es un hiperplano con vector normal z. 
Sabemos que Lor(E EB ::!:i.2 ) actúa fielmente en PC(E e R 2 ), lo que nos va 

a permitir hacer la correspondencia que buscamos. Se.a CT E Lor(E Ea lR.2 ), 
entonces existen Te1 , ••. ,-r,:., reflexiones deEE9R2 , con s::; n+2 y< e¡,ca >= 
-1, tales que u = Te, ···Te.,. Entonces para cada e¡ = (zi, a,, n) donde n = 
{O, 1}, formemos el conjunto 7i = {x E E.: < r(x), ea >=O} que es una esfera 
o un hiperplano. 

Si T, es una esfera de centro za y radio r.:, tomemos Ss = (z,, < Zir Zi > 
-r~, 1), y obtenemos 

donde CT ¡ es la refle."<ión en la. esfera. Ti. 
Si 71 es un hiperplano con vector unitario normal z¡, vector director us y T¡ 

la refle.'"'Ción en 71, para N¡ = ( Zi, 2 < Z¡, U¡ >, O) obtenemos que: 

En cualquiera de los dos casos a Te,¡ le asociamos CTi o Ti, por lo que a 
CT E Lor(EEBR2 ) se le asocia la composición de las transformaciones asociadas 
a las Te", la cual es un transformación de MObius de E. Que la asocia::ión es 
inyectiva se sigue de que Lor(Ee Tii.2 ) actúa fielmente en PC(E EB lR2 ). 

Para ver que es suprayectiva, bastará. considerar cp E MOb(E) que sea una 
inversión o una reflexión. Si cp es la inversión en la esfera de centro e y radio 
r tomemos el vector N = (e, < e, e > -r:::, 1), por lo que a cp le asociamos 
TN E Lor(E (f) R 2 ), de la misma manera si CT es la reflexión en un hiperplano 
con dirección u y vector normal n tomemos N = (n,2 < n,u >,0) y le aso
ciamos IN. • 

Corolario 2.1 Cada transforrnac·ión de Móºbius del espacio euclidiano E de 
dimensión n puede e.!lcribirse corno el producto de a lo más n + 2 inversiones. 

Demostración: 
Todo elemento de MOb(E) tiene su correspondiente transformación en 

Lor(E e lR2 ) que puede ser escrita como el producto de a lo más n + 2 refle
xiones, lo que nos da n + 2 inversiones en E. • 

De manera natural, diremos que una transformación de Miibius de E es 
impar o par dependiendo del signo del determinante de la correspondiente 
transformación de Lorentz. Así una transforrn.a.ción de l\rlObius es par si puede 
ser escrita como el producto de un numero par de inversiones. 
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Corolario 2.2 El :Jubgrupo de fl.,fOb(E) cuyos elerne11to.'1 fijan oo es el grupo 
SiTnl(E). 

Demostración: 
Primero mC>fitraremos que una similaridad es unu transformación de !VIObius. 

Como una sin1ilarida.d es de la forma ,\c:P+v, con q;, E O(E),v E E y ... \> O 
analicemosla por separado, primero las homotecias u(x) = ...\x, después las 
traslaciones x ...._ x+,u y finalmente las ortogonales u(x) = c,t>(x) con cP E O(E) 

i) A u(x) = ...\x con ,,\ > O, asociémosle la transformación (x,a,b) 
(x,...\a,,\- 1 b}, ésta es de Lorentz pues si (x,a,b) E S(EEaR2 ) entonces 
- <x,x> +ab= 1; como 

luego 

l = - < x,x > +ab :s; - < x,x > +4ab(..\+..\- 1
) =< (x, a, b), (x, ..\a,,\- 1 b) >. 

ii) a la transformación tv(x) = x + v con v E E le asociamos cp : E Ea 1R2 -

Ee!i.2 dada por ~(x, a,b) = (x+bv,a+b < v, v > +2 < x,·v >, b), la cual es 
de Lorentz, ya que si (x, a, b) E S(E E9 R 2 ) entonces < (x. a, b), cp(x, a, b) >= 
ab- < x,x > +~b2 < v,·u > >O. 

iii) u E O(E) induce en E EB R 2 la transformación de Lorentz cp(x, a, b) = 
(u(x),a,b), con (x,a,b) E S(E$lR2 ); es de Lorentz pues 

< (u(x), a, b), (x, a,b) >=< x,x - u(x) > l >O 

Ahora como cada transformación de Lorentz en EE9!i.2 está asociada a una 
de 1\-IObius de E, tenemos que a cualquier similaridad de E se le asocia una 
transformación de !VIObius de E, entonces Sirnl(E) e !v/Ob(E). 

Para la otra contención, veamos primero que estos tres tipos de transfor
maciones de Lorentz generan el grupo LorL (E E& .lR2 ) de las transformaciones 
de Lor••ntz que estabilizan la recta L generada por (O, 1, O). Usemos el mapeo 
(..::-, () ...,__ \ - .; . 2(, O) para identificar E e R con L..L e E ES R 2 , lo cual nos 
permite expresar el mapeo evaluación como producto interior 

e-u: (E 9 R) x E - R, e·u((.::, (), x) = 

< .::,x > +(=< (-z,2(,0),(x,< x,x >, l) > 

Por las proposiciones 1.8 y 1.12 tenemos que 
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pero LorL(EEant2) son las trnnsfornlaciones que fijan L, por lo que las corres
pondientes transfonnaciones de Nlübius fijan oo, de donde toda transforinación 
de IvlObius que fija oo es una similaridad. • 

Recordamos la definición de N = N(E Ea :&2 ) corno los vectores de nor1na 
-L Un vector -u E N define una esfern S = {x E E :< 17(x), u>= O} como 
vimos anteriormente y descompone el complemento de S en dos cornponentes 
conexas 

D = {x E E:< r¡(x), u> >O} 

o- = {x E E:< r¡(x),u > <O} 

que son llarnados los discos separados por la esfera S y el conjunto D 
llamado el disco con vector normal u. 

Corolario 2 .. 3-Sean cp E !v!Ob(E) y S una esfera en E. Entonce.~ cp(S) es 
una esfera, además la invenJ'ión en cp(S) esta dada por <¡;ucp- 1

1' donde a es la 
·inversión en la esfera S. 

Demostración: 
Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que <.p es una invers1on en 

una esfera o reflexión en un hiperplano, por el teorema 2.1 tenemos que a 
la transformación r.p le corresponde una transforrnación ¡jJ en Lor(E E0 R 2 ). 
Sea S la esfera definida por u E N(E E0 R 2 ), así u es el vector normal para 
D = {x E E:< 77(x),u > >O} y sea D' = {x E E:< r¡(x),<,O(u) > >O}, 
entonces si x E D tenemos dos posibilidades 

< r¡cp(x), <P(u) >= r 2 1x - cl 2 < 77(x), u> >O 

< r¡cp(x), .p(u) >=< <f'r¡(x), <,3(u) =< r¡(x), u> > O 

por lo que identificamos D con D', de la misma manera podemos identificar 
v- con 0 1

- ; finaln1ente si X E s tenemos que< 171.p(x), cp(u) > = 
k < 17(x),u >=O donde k puede ser l ó r 2 1x - cl 2 , con lo que identificamos 
S con cp(S), la esfera con vector normal c,O(tt). Observamos también que a a 
le corresponde la transformación de Lorentz O- = 1,.. y corno T,_¡;(u) = ..P1ucp- 1 

entonces T.p(u) corresponde a la inversión en cp(S), por lo que la inversión en 
cp(S) es <pa<p- 1

• • 

La acción de !v/Ob(E) sobre el conjunto de discos en E, puede ser identificada 
con la acción de Lor(EE9R) en el espacio ..:V{EffiR), la cual es transitiva (prop. 
1.13) 1 entonces: 

Corolario 2.4 El grupo de /v/Ob(E} actlia transitivarnente en el conjunto de 
discos eTi E. 
Corolario 2.5 Sea S una esfera en E y sea <.p E ¡VfOb(E} que fija a S pun
tualmente. Entonces i.p es la identidad o la inversión en S. 
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Demostración: 
Sea D uno de los discos separados por S, y sea. k un vector normnl para 

D, es decir S = {e E E : < 17(x), k >= O}. Sea et> la inversión en S, como 
<p(S) = S tenemos que <p(D) = D ú -P(D) = .p(D) =o-. Reemplacemos, si es 
necesario, cp por cptp para obtener que <,e(D) = D, es decir, la correspondiente 
transformación de Lorentz cumple que r.p(k) = k. Sea F = k-L, a.hora como 
S = {x E E: < •¡(x), k >=O} y <p(S) = S, tenemos que 17(x) E k.L para todo 
x E S; del homeomorfismo E~ PC(E f9 & 2 ) tenemos que S =:!' PC(F). De 
donde r.p actúa trivialmente en PC(F) y como la acción es fiel obtenernos que 
r.p = id por lo tanto ..p = id. • 

Definición Dos e."lfPrru; S y T en E son ortogonales .s·i los vectores normales 
para los discos separado..; por la.s esferas .'Ion ortogonale.s. 

Proposición 2.1 Sean 'P la inversión en S y u la inversión en T. Si S # T, 
entonces la:s siguientes condiciones 8on equivalentes: 

l S y T son ortogonales. 
2 <.pa = a<.p 
3 u(S) = s 
4 <p(T) = T 

DeD'.l.ostraclón: 
2 => 3. Tenemos que ya(S) = a~(S) = a(S), entonces por los corolarios 

anteriores, tenemos que a(S) es una esfera la cual es fijada puntualmente por 
'P· de donde i.p es la inversión en a(S) luego S = a(S) pues <p también es la 
inversión en S. 

2 =>- 4. El mismo argumento que el anterior. 
3 => 2. cp es la inversión en S = a(S), por lo tanto cp = ar.,cu- 1 de donde 

epa= ucp. 
4 =>- 2. Mismo argumento que arriba. 
l ~ 3. Sean H. I< vectores normales para S y T respectivamente. Por el 

teoren1.a 2.1, a a le corresponde la transformación IK, entonces 

TK(H) = H+2 < H,K > K 

de donde TK(H) = ±H <==>< H, K >=O. De esta forma S y T son ortogonales 
= rK(H) = H = TK fija H, es decir para x ES < TK(x),H >=O= 
u(S) =S. • 

Proposición 2.2 Sean A, B E E puntos conjugado8 respecto a la esfera S, 
es decir puntos no en S intercarnbiados por la inversión i.p en S. Cualquier 
esfera a través· de A, B es ortogonal a S. 
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Demostración: 
Supongan1os que a genera. una recta isotrópica. en E e 1R2 , representada por 

A, (E 5"' PC(E E9 R2)), es decir TJ(A) = (A,< A, A >, 1) =a. Sea n el vector 
normal para S y sea b = a+2 < a, n > n, entonces t.eneu1os las siguientes rela
ciones: si x E 8 entonces < 77(x), n >=O, cp(..4) = B y Tn (a) = b, por lo que b 
representa a. B. Con10 A =¡6 B, < n, a >=< n, 77( .. "1) >:;:6 O, nsf n = 2 .t::.~>, es 
decir n. esta en el ph.t.no generado por n, b. Sea T una esfera a través de A y 
B con vector nornut.l .'J, de donde< r¡(AJ, s >=<a, s >= 
< r¡(B), s >=< b, .o;>= O, por lo tanto < n, s >=O y Tes ortogonal a S. • 

Proposición 2.3 Sea D un disco abierto en E. El gntpo de transfonnac·iones 
de lvfó"bius que dejan D invariante, .:.l/Ob(D), es generado por inver.<Jione.s en 
esferv..-1 ortogonales a DD. 

Dernostración: 
Sean vector normal de D, entonces a E J\10b(E) deja invariante D si y sólo 

si la correspondiente transformación de Lorentz fija n. Entonces On {Eeltt.2 ) ~ 
O(n...!...) por lo que Larn(E $ R.2 ) S!' Lor(n.L), de esta manera. identificamos 
MOb(D) con Lor(n.L), y este liltimo grupo está generado por las reflexiones 
Tk con < k, k >= -1 y < k, n >=O. por lo tanto AJOb(D) estñ generado por 
las inversiones en esferas ortogonales a éJD. • 

Corolario 2.6 Sean L un h·iperplano lineal de E y H uno de los serniespacio.s 
acotados por L. La restricción de E a L define un isornorfisrno 

Mob(H) ""l'vfob(L) 

2.2 Producto Inverso de Esferas 

En esta sección estudiaremos con más profundidad el concepto de intersección 
de esferas. Sea E un espacio vectorial euclidiano de dimensión mayor o igual 
a 2 y sean S y T dos: esferas dadas por las ecuaciones: 

S: -2 < x,f > +b < x,.c >+a =0,n. = (f,a,b),- < f.f > +ab <O 

T: -2 < x,g > +d < x,x >+e= 0,Tn = (g,c, d),- < g,g > +cd <O 
entonces el producto inverso de estas dos esferas, denotado por S * T, está 
definido por 

S*T- 1 < f,g> -{¡ad- {¡bel 
- v< J. J > -ab.,/< g, g > -cd 

Como este producto sólo depende de los vectores normales, tenemos que si 
<p E .'11ob(E) entonces 

<P(S) * .,:-(T) = S * T 
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Lema 2.1 El tipo de intersección de do.<1 e.'Jfera.:J distintas S y T se caracteriza 
por el producto inverso coTno sigue: 

#(SnT) > l 

Demostración: 

#(SnT) = l #(SnT)=O 

Sean n, m vectores normales unitarios para discos separados por S y T 
respectivamente. Estos dos vectores generan un plano R y si hacemos la iden
tificación S n T = PC(RJ...), entonces el discriminante cu1nple con 

~ =< n,n. >< m,m > - < n,rn > 2 = 1- (S* T) 2 

Si S • T < 1 entonces~ > O, por lo tanto R tiene tipo Sylvester (-2,0), 
de donde R..:..... tiene tipo (-n + 1, 1). Corno n .;:::: 2 entonces PC(R.J...) tiene al 
tnenos dos puntos. 

Si S * T = 1 entonces ~ = O, por lo ._¡ue R tiene tipo Sylvester {-1, O) y 
RJ.. tiene tipo (-n+ 1,0), de donde #PC(RJ..) =l. 

Si S * T > 1 entonces L\. <O, R tiene tipo (-1, 1) y R.J.... tiene tipo (-n,O), 
es decir PC(R-) = 0 pues todos los vectores de RJ... tienen norma negativa.• 

Sean S y T esferas, x E S n T, D un disco separado por S y n:(D) E E el 
vector unitario normal exterior a S en x. De la misma manera sean Q el disco 
separado por T y n:(Q) E E el vector unitario normal exterior a Ten x, así 
mostraremos que 

S•T= J < n:(D),nz(Q) > J 

lo cual es consecuencia del siguiente resultado. 

Proposición 2.4 Si n(D), n(Q) E N(E $ lR2 ) son los corre.spondiente.s vec
tores normales para S y T entonces 

< n(D),n.(Q) >= - < n:(D).nz(Q) > 
Demostración: 

Supongamos que Ses una esfera ordinaria en E y D su interior, a.sí podemos 
tomar n. = (/.a, l) con f como el centro de S y el radio que cumpla que 
r 2 =< f.J >-a, por lo que n:(D) =~y n(D) = -!;(J,a, l), 

En el caso que T sea una esfera ordinaria con radio s y centro g, es decir 
1Tt = (g, e, d) con e=< g,g > -s2 , podemos escribir n:(Q) =~y n(Q) = 
--!(g, e, 1), haciendo d = l. De esta forma tenemos que 

< n(D),n(Q) > < _!(J,a,1),-!(g,c,l) > 
r s 

l l 
- < f,g >+:za+ 2c 
- < n:(D),nz(Q) > 
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Cuando Tes un biperplano a través de x con n:(Q) = n y r.,.(y) =y -
2 <y- n,n > n, entonces n(Q) = (n,2 < x,n > 1 0). 

< n(D), n(E) > < -!(/,a, 1), (7', 2 < x, n >,O) > 
r 

~(-<f,n>+<x,n>) 
- < nz(D), n:(Q) > 

Y finalmente cuando S y T son hiperplanos, nz(D) = Tn y nz(Q) = n 

< n(D),n(Q) > < {>n,2 < x,Tn >,O), (n,2 < x,n >,O)> 

- < Tn, n >= - < nz(D), n:(Q) > . 
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• 
Ahora veamos un ejemplo del uso del producto inverso en el caso de di

mensión 2. 

Ejemplo 2.1 Cadena de clrcunl'eren~las de Stelner. Sean A y B c<rculos 
en el plano euclidiano tales que B contiene a A en su interior. Entonces es 
posible encontrar una cadena de n. círculos tangentes1 cada uno tangente tanto 
a A en su ezterior coTno a B en su interior (como en la. figura) si y sólo si 

A•B=l+2tan2 ~ 
n 

B 

FIGURA 2.1. Cadena de cb.cunferencias de Steiner 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que las circunferencias son 
concéntricas y con centro en el origen, pues dadas dos circunferencias que no 
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se cortan pueden invertirse en un par de circunferencias concéntricas. ((EJ, I, 
pag. 151) 

Entonces supongamos que A y B son concéntricas con radios a y b respec
tivamente y a < b. La condición de la t;.:istencia de la cadena de n circunfe
rencias es que 2o = 180° - ~. por la ley de senos tenemos que: 

sen ~ sen o sen i - *' 
-¡;-=-;;:- = ~ + a = a:;h 

2sen ;;.cos~ = co~~ ~sen Z!: = b-a, 
b- a ª2b n b +a 

de donde obtenemos 
a 1- sen.;;. 
b. = l +sen~-

Los vectores nor1nales esta.n dudas por n(A) =(O, -a2 , 1) y n(B) =(O, -b2 , 1) 
con lo cual concluimos que 

A.• B 
l!a2 + ;}b2¡ 

ab 

.!:e~+!!> 
2 b a 
1-sen ;¡. + l+sen ~ 
l+sen;; 1-senl!. 

.!: c2+2sen 2
;;) 

2 cos2.;; 

sec2 ~ + tan2 ~ = 1 + 2 tan2 ~ 
n n n 

Definición Un ha= de drculos en el plano euclidiano E, determinado por 
un subespacio R de diTnensión E de E e Ili.2 , es el conjunto círculos de E con 
vector normal en R. 

Proposlc16n 2.5 El ha::; de cfrculos en E detenninado por un plano R puede 
ser descrito corno sigue, dependiendo del tipo Sylveater de R: 

(-2, O): clrculo.'I a través de dos puntos distintos p y q. 
(-1, O): círculo.!! a través de un punto p ortogonales a un círculo C que pasa 

por p. 
(-1, l): círculos que conjugan a dos puntos distintos p y q. 

Demostract6n: 
Case- {-2,0}. El espacio R.J... tiene tipo {-1, 1) y tiene dos rectas isot!'ópicas 

p y q. Así R es el conjunto de vectores ortogonales a p y q. De esta forma un 
círculo S eJtá en el haz si y sólo si tiene vector normal en R, por lo que pasa 
por p y q. 
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Caso (-1, l). R contiene dos rectas isotrópicas. Un círculo S-con vector 
normal n conjuga p y q si y sólo si n E R, es decir un círculo que pasa por p 
y q es ortogonal a S si y sólo si su vector normal esta en R.J.. 

Caso (-1,0). RJ.. tiene el mismo tipo, por lo que RnRJ.. =pes una recta 
isotr6pica. Fijando un círculo C en el haz R.J.., tenemos que los círculos en R 
son 106 círculos que pasan por p ortogonales a C. • 

Ejemplo 2.2 Consideremos la siguiente /am.ilia de circulas en R.2 

x 2 + y 2 - b + 2A:i: = O, A E lR 

o lo que es lo mi:lTT1.o 
(x+A)2+y2 = b+.).2 

1. b >O, todos los circulas pasan por (O, v"b) y (O, -..,/b). 
2. b = O., todo.'i los circulas son tangentes al eje x en el origen. 
3. b < O, haciendo b = -k2 obtenernos 

(x +A)2 +y2 = ;i..2 -k2 

si ~ = k, entonces la única solución es (-k, O}; y si ..\ = -k la solución es 
(k, O). El sistenia es ortogonal a la familia de círculos (ha::) que pasa por (k, O) 
y (-k,0). 

2.3 Esfera de Riemann 

La esfera de Riemann <(: es la compactación por un punto de C, esta com
pactación puede ser hecha de muchas maneras, aquí las usaremos indistinta
mente, recordemos por ejemplo que: 

donde JP1 (C) es el espacio proyectivo complejo. Consideremos la acción escalar 
de e• sobre el espacio vectorial complejo C X C, el espacio de órbitas es c. 
Las clases de equivalencia para (.::,w) :;é (0,0} se denotan por [ ~ ] por lo 

que [ .::,: ] = [ ::, ] ,o E e•. También tenemos la acción de Gl2(C} en C 
dada por la fórmula 

además como una matriz escalar actúa trivialmente en e tenemos que 

PGl2 (C) 5!! Gl2(C)/{Aid: A E C\{O}}. 
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Proposición 2.6 La acción de PGZ2(C) sobre C es tri.ple transitiva. 

Demoet;raclón: 
Consideremos las ternas de puntos (A, B, C) y (P, Q, R) y supongamos que 

A, B 1 C están representados por los vectores a, b, e E C x C. Como son tres 
puntos distintos, dos son linealmente independientes, por lo que existen ,..\., µ E 
e tales que e = ,\.a + µb, y podemos tomar representantes de manera. que 
e = a+ b. Así mismo P, Q, R los podemos representar por p, q y ·r = p + q. 
Sea CT un a.utomorfisrno lineal de e X e tal que u(a) = p, a(b) = q por lo que 
a(c) = r, entonces la imagen de cr en PGl 2 (C) cumple los requerimientos. 

Para ver la unicidad, notamos que si e.xistiera otra r E PGL2(C) con -r(a) = 
u(a),-r(b) = a(b) y r(c) = cr(c), entonces T-•a fija los tres puntos, por lo que 
sólo basta demostrar que una transformación que fija tres puntos distintos es 
la identidad. 

Sean p, q, r E <t y f automorfismo lineal de e X ce que fija los tres puntos. 
:Escojamos representantes fj, ij, T tales que ij + F = 'ji, entonces existen .>...,µ,V E 
e tales que 

f¡; = )..-¡;, f¡¡ = µ¡¡, fr = vr 
de donde 

,\(éi+r) = ,\p=ftJ= f(¡¡+r) =µij+vr 
pero como ij, F son independientes tenemos que ,,\ = µ = v, por lo tanto 
J =,\id, y así f = id en PGl2(C). • 

Definimos el punto al infinito por ex>= [ ~ ] e identificamos e con C\{oo} 

pormediode.z ........ [ ~ ]-

Sea a E Gh(C) como 

a[~]= [ ~ ~ ][ ~] = [ ~::;::; , ad-bc#O 

si u{oo) = 00 1 es decir 

entonces e = O. 

a 
e 

Si e -:¡f. O entonces u(cx:i) = ~ y a- 1 (oo) = -~ por lo que podemos escribir 

u(z) = :::!. -~#=E C 
e 

Teorema 2.2 El grupo Gl2(C) actúa sobre C como las trans/oTTnaciones de 
Móºb·ius pares. Es decir, esta acc·ión induce un isomorfismo de grupos 

PGl2(C) ~ Mob+(C) 
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De-traclón: 
En primer lugar vema:; que una matriz triangular cumple 

[~ !][~] [~] [o] 
entoaces las rnatrices triangulares superiores fijan oo, y como PGl2 (C) e! 
PSl2(C), tenemos que son elementos del grupo de similaridades pares de C. 

Ahora teniendo en cuenta la siguiente identidad de matrices con e :¡f. O 

donde ( ~ ~ J representa a la transformación z - z- 1 = i'iÍ":r que por ser 

la co111posición de la inversión en el círculo unitario seguida de la reflexión en 
el eje x, es una transformación par en ,J\/IOb(CC.), concluimos la primera parte 
de la afirmación., al ver que cada matriz en GL2 (C) es la composición de tres 
transCormaciones pares de MObius. 

Ahora como PGl2 (C) actúa transitivamente en et, podemos trabajar con 
el punto oo, yo. que vimos en el corolario 2.2 que A'.!ObOXt(C) ~ Siml(C), de 
donde existe la respectiva correspondencia entre las transformaciones pares, 
luego PGl2 (<C) es isomorfo a .Niob"'"{<C). • 

RAZON CRUZADA. 

Sean (P, Q, R, S) puntos distintos de ré, los cuales seran representados por 
tnatrices de 2 X l p, q, r, B, definimos SU razón cruzada como el punto de (:: 
dado por 

[P Q R S] = [ det[p, r] · det[q, s] J 
' ' ' det[p, s] · det[q, r] 

donde el símbolo [p,r] representa una matriz de 2 x 2 con colu1nnas p y r. 

Sea cr E A10b(<C) con matriz asociada [ ~ ~] y sean p = (p¡ 1 p2).q 

(q¡, '12) entonces 

de donde 

det(u{p),u(q)] = (ap 1 + bp2)(cq1 + dq2) - (cp1 + dp2)(aq, + b~) = 
(ad - bc)(p1q2 - p2q1) = det(u)det(p, q] 

por lo que la razón cruzada es invariante bajo transformaciones de l'vIObius, es 
decir: 

(u{P),u(Q),u(R),u(S)] = [P,Q,R,S] 
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Proposición 2 .. 7 Sean P. Q, R tres punto.'/ di:Jtintos de C. El mapeo S .__ 
(P, Q, R,S} es un.a transfonnación de lvfó"bius par la cual tran.dj'orma P, Q, R 
en oo, O, l respectivamente. 

DemosCración: 
Como arriba, representemos estos puntos de C por p, q, r, s. Reescribamos 

la definición de razón cruzada como 

[P Q R SJ _ [ det[p, r] - det[q, s] ] _ [ -q2 det[p, r] 
' ' ' - det[p, s] · det[q, r] - -p2 det[q, r] 

q, det[p, r] ] [ s 1 ] 
p 1 det[q,r] s2 

dondes= (s1, s2), q = (q,, Q2), y p = (P1 ,p2) 

[P, Q, R, SJ = A [ =~ ] , 
com.o det(A) = det[p, ·r]det[q, r]det[p, q] #O, A está en PGl2(C); directamente 
calculando el valor en los puntos especificados obtenemos 

[P Q R P] = [ det[p. r] · det[q,p] ] = [ • ] = 00 ' ' ' det[p,p] · det[q,r] O 

(P,Q,R,Q] = [ o ] = O y (P, Q, R, Rj = [ * ] = l. 

• 
En particular tenemos que [oc, O. 1 1 s; = S, para toda S E C, ya que le. 

transformación tp{S) = [oo, O, 1, S} fija tres puntos, por lo que es la identidad. 

Proposición 2.8 Dos cuartetas de puntos distintos de la esfera de Riemann 
P, Q, R, S y X, l-p, Z, tV, pueden t1er transformadas una en la otra por una 
transformación de k/ó"biu.s par si y sólo si 

[P, Q, R, SJ = [X, Y, Z, Wj 

Demostración: 
=>] Se sigue de la observación previa a la proposición anterior. 
<=] Sean O',T E PG12 (C) tales que u(P,Q, R) = (oo,O, 1) y T(X, Y, Z) 

(oo,O, 1). Como 

[P,Q, R, SJ = [u(P),u(Q),u(R), u(S)] = [oo, O, l, u(S)] = u(S) 

de la misma manera 
(X, Y, Z, WJ = T(W) 

tenemos entonces u(P) = T(X),u(Q) = r(Y),u(R) = r(Z) y u(S) = r(W) 
por lo que la transformación buscada es ,-•u. • 
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Proposición 2.9 Una transformación de 1\.-/iibius a impar, ,'Jat'i.sface que 

[a(P),a(Q),u(R), u(S)J = f P, Q, R, SJ 

para puntos distintos de C. 

Dernost::raclón: 
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Pura generar el grupo de J\40b(C) necesitamos PGL2 (C) y una transfor-

mación de Ivfübius impar que puede ser fJ, la conjugación compleja [ ~ ] 

[ .;1, entonces como [,B(P),,8(Q),,3(R),/3(S)J = [P,Q,R,Sj tenemos el re

sulta o. • 

Proposición 2.10 Cualquier cr E PG12 (C), es con.fugada a una transfor
rnación dada por alguna matri::: de la .siguiente forma: 

Demostración: 
Sea CT representada por s E Gl2(C): u E <C X e es vector propio de s si y 

sólo si [vj E C, es punto fijo de CT, por Jo que CT -:¡!:. id tiene uno o dos· puntos 
fijos en C. 

Caso l. cr tiene dos puntos fijos ..-1 y B. Sea r E .A-/Ob(C) con r(oo) = 
A, r(O) = B, así r- 1ur(O) =O y r- 1ur(oo) = oo. Por lo que la matriz de 
,-1 crr cumple 

r~ !Hn 
[~ ~][¿] 

luego b = e= O y la matriz es de la forma [ ~ ~ J . 
Caso 2. Sea A el único punto fijo de u. Sea C ;¡!:A y sea r E .!v/Ob(C) con 

r(oo) = A,r(O) = C,r(l) = a(C), De esta manera tenemos que r- 10-r fija 
oo y transforma el O en el l. Por lo que la matriz de esta composición debe 
cumplir 

[~ !][¿] [~] [¿] 
[~ ~Hn [~J [ J 
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de donde la matriz tiene la forma [ ~ ~ ] . Como sólo fija un punto, puede 

tener un único valor propio, y calculando su polinomio característico 

,\2 - .>.(l +a)+ a= O 

tenernos que a = 1. • 
Introduzcamos un importante invariante de una transformación u E PGl2(C): 

(trS) 2 

tr2a = detS 

donde SE Gl2{C) es un representante de la clase de u. Finalmente enunciamos 
una proposición que puede verse en ((JSJ, pag. 34). 

Proposición 2.11 Sean u, T E PGl2(C), diferentes de la ·identidad. Entonces 
u es conjugada a -r en PGl2 {C) <=> tr2 u = tr2 -r. 
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Vamos a estudiar los tres tipos de geometrías relacionadas con las forma.e; 
cuadráticas del capítulo l; la geometría euclidiana, la geometría esférica y 
Ja geometría hiperbólica7 dando a cada una de estas una métrica. Utilizando 
el álgebra de los capítulos previos vamos a clasificar las isometrfas de estos: 

. espacios, así como analizar las geodésicas respectivas. 
Fin.uhnente darnos tres modelos para el espacio hiperbólico; el modelo del 

disco de Klein el cual tiene la ventaja de que sus geodésicas son lineas rectas 
usuales, pero la desventaja que sus ángulos no necesariamente son euclidianos; 
el modelo del disco de Poincnré c1Jyos ángulos son euclidianos por lo que 
ta1nbién es llamado el modelo del disco conforme pero sus geodésicas son 
discos ortogonales al disco de este modelo; y finaln1ente el semi-espacio de 
Poincaré que estudiaremos mas a fondo en los siguientes dos capítulos. 

3.1 Geodésicas 

A través de esta sección trataremos con espacios métricos (X,d), donde des 
la función distancia d : X x X - .IR. 

Una función a : X - Y entre dos espacios métricos, preserva distancias 
si 

dy(u(a),u(b)) = dx(a,b), a,b E X 

de donde ded11cimos que toda función que preserva distancias es inyectiva y 
continua. 

Definición Una lsometría. es una función u : X - Y que preserva dis
tancias y ea suprayectiva. Claramente la función inversa de una isornetría7 

tarnb·ién es un isometria. El conjunto de isometria.s de un espacio X en si 
Tni.'lmo forma un grupo al que llamaremos Isom(X). También direrri.os que 
dos espacios X, Y son isométricos si ezt.ste una isornetria de X sobre Y. 

Ejemplo 3.3 Una i.:Jometrfa a : R - JR7 es una traslación x - x +a ó una 
reflexión x ...._ b - x. 

Demostración: 
Sea a una isometría de !R, sea T la reflexión o traslación de .R. que coincide 

con a en O y 1, tenemos que si a(O) =a entonces u(l) =a± 1, luego T podría 
ser la traslación con desplazamiento a (si a(l) = a+ 1) o la reflexión por a 
(si u(l) = a - 1). Supongamos que existe e E 1R tal que -r(c) ,O. a(c), como 
a = u(D) = -r(D), tenemos 

d(u(c), a)= d(u(c), u(D)) = d(c,D) = d(r(c),-r(D)) = d(r(c), a) 
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de donde a es el punto medio de u(c) y -r(c); de la misma manera obtenemos 
que b = u(l) = r(l) es el punto medio de u(c) y 1(c), contradiciendo el hecho 
de que a:¡!:. b, por lo que O'= T. • 

Definición Sean J ~ lR. un intervalo y X un espacio métrico. Una curva 
¡: J - X, es una curva geodésica si para cada e E J existe una vecindad 
U e J abierta, tal que "Y : U - X e:J una función que preserva distancia.'/. 

Lelna. 3.1 Sea J un intervalo abierto de R, ·u E .J y -y : J - IR, una curva 
geodésfra con 7(u) =O. Entonces 7(t) = ±(t - u), t E J 

Demostra.cl6n: 
Veamos que las funciones "")'(t) y ±(t - ·u) valen lo mismo en cualesquiera 

dos puntos de J. Sean x,y E J, de donde (x,y] C J, para cada ;;; E [x,yJ 
existe Uz: C J vecindad abierta de .:: tal que la restricción de í' en Uz:, preserva 
distancias, por lo que -y es una reflexión t - b o una tra..c;lación t + a. Como 
[x,y] es con1pacto, existe un núrnero finito de Z.¡ E (x,y] con i ={l .... ,n} 
tales que [x,y] C U~ 1 Uz,, entonces -¡(t) = t±a donde a puede tomar a lo más 
n valores; ahora si U11:¡ n U::, ? 0 claramente '"')' coincide en estos dos abiertos, 
y como estati n abiertos se van "'traslapando" tenemos que a es constante, de 
donde "Y coincide en x,y, de hecho coincide en todo el intervalo [x,y]. Ahora 
como 7(-u) =O, entonces 1·(t) = ±(t - -u). • 

3.2 Espacio Euclidiano 

Sea E un espacio vectorial euclidiano de dllnensión n, la longitud de un vector 
en E está dada por le! = v'< e, e> y la distancia entre dos puntos A, B de E 
es d(A, B) = IA - BJ. Con esta distancia E es un espacio métrico. 

Sean ·u, e e E, con e de norma l. Sea t ......... te+ v, t E .iR, entonces 

d(te +u, se+ u) = jte +u - se - uj = jte - sej = it - sllel = jt - s¡ 

por lo que "Y(t) =te+ v e:s una cur'\"a geodésica, y su imagen es llamada una 
recta a.fin. 

Proposición 3~1 Cualquier curva geodésica'"')' : R. - E tiene la forma -y(t) = 
et +v,t E R, donde v E E y lel =l. 

Demoatracl6n: 
Sean a E R y J su correspondiente intervalo tal que "Y J - E preserva 

distancias. Si tomamos r, s, t E J con r < s < t, como 

d(r, t) = d('r, s) + d(s, t) 
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tenemos, por ser I' geodésica, que 

d(-y(r), -y(s)) = d(-¡(r), -y(t)) + d(-y(t),-y(s)) 

es decir que 7(r),7(s),-y(t) están en u:ia recta afín, por lo que -y(J) está 
contenida en la recta afín a través de -y(a),-y(t), de donde -y(t) = ,\(t)e+-y(a) 
con e de norma l. De esta forma la función 

.. \ :R-E-R 

t - -\(t)e + -y(a) - -\(t) 

preserva distancias puesº 

f,\(t) - -\(s)J = f,\(t)e + 1·(a) - -\(s)e - -y(a)J = Jt - sf 

por el lema anterior 
,\(t) = ±(t - a) 

pues -\(a) =O, de donde -y(t) =et+ u, con Jef = l. • 
Ahora surge la pregunta de cuáles son las lsometrías de E, para esto primero 

veamos un ejemplo básico de isometrfa. Sea -r la reflexión en un hiperplano 
afín H de E, si n es un vector unitario normal a H y ·u E H, -r tiene la forma 

-r(x) = x - 2 < x - u., n > n, x E E · 

y como: 

d(-r(x),-r(y)) = Jx-y + 2n <y - x,n > J = v'< x y,x y>= d(x,y) 

-r es isometría y además fija H. La imagen de un punto X ~ H puede ser 
descrita geométricamente obseritando que la recta afín que une x y r(x) es 
perpendicular a H y H intersecta a esa recta en el punto medio de x y r(x). 

Le~ 3.2 Para dos sucesiones .. 4 1 , •.• , Ap y B 1 , •.• Bp de puntos de E tales 
que 

d(.4;,A;) = d(B,,B;); i,j = l, ... ,p 

existe una ·isometria CT de E compuesta de a lo m.á:i p reflexiones con u(A•) = 
B¡, para i = 1, ... ,p. 

La demostración de esta afirmación la daremos unas cuantas secciones des
pués. 

Por un slmplejo euclidiano en E, entenderemos una sucesión Ao •... ,A.,.. 
de puntos de E no contenidos en un hiperplano afín. 

Lerna 3 .. 3 Sea Ao. ···,A.,.. un .sirnplejo de E. Si dos isometrías 0 1 {:J de E 
coinciden en el simple:jo" entonces o = /3. · 



58 3. TI-es Tipos de Geornetrfa..<;; 

Demostración: 
Sean cr = 13- 1 0- y p E E tal que u(p) :¡!: p, entonces 

d(u(p),A;) = d(u(p),u(A;)) = d(p,A;) 

para i = O, ... , n, por lo que Ao, ... , An. pertenec:en al hiperplano afín que 
bisecta. p y u(p), lo cual es una contradicción. • 

Corolario 3.1 Sea u una ·isorn.etría de E que fija un hiperplano afín H pun
tualmente, entonce.s cr es la reflexión en. H o la identidad. 

Demostración: 
Supongamos que a -;¡!:. id, sea p E E con u(p) =¡!:. p y consideremos el hiper

plano bisector de p y u(p), H' = {x E E: d(x,p) = d(x, u(p)) }. Demostremos 
que H = H', sea x EH entonces d(x,p) = d(u(x),a(p)) = d(x,u(p)), por lo 
que .x e H', esto demuestra que He H' y como son hiperplanoe:;, la dimensión 
es la. misma, por lo que coinciden. Se.a. T la. reflexión en H, entonces -ru fija 
p y los puntos de H, por lo que coinciden en un simplejo (n puntos en el 
hiperplano y p), por el lema 3.3 'TCT =id, es decir u= T. • 

Teorema 3.1 Una isornetria ¡3 en un espacio euclidiano de d·imensión n 
puede descomponerse corno el producto de a lo mtúJ n + 1 reflexiones. 

Demostración: 
Sea .4o, ... , .. 4" un simplejo de E, por el lema 3.2 existe una isometría CT que 

es la composición de a lo más n+ 1 re.flexiones con cr(Ai) = ,B(A,), i =O,. - . , n, 
y por el lema 3.3 tenemos que cr = /3. • 

Ahora vamos a describir todas las isometrías del espacio euclidiano E. Sen 
e E E, definimos la traslación por e, 'Te(x) = e+ x, x E E. 

Lema 3 .. 4 Toda isometría p del espacio euclidiano E puede ser escrita como 
p = TeCT donde e E E y CT E O(E). La función cr es llamada la linealización 
de p y es denotada por¡;. 

Demostración: 
Sea /som'(E) el conjunto de isometrías de E que pueden ser escritas en la 

forma 'T'eO' como en el enunciado de la proposición. Veremos que es un grupo 
que contiene a las reflexiones. Primero observamos que U'T'e = 'T'D'(e)CT para 
cr E O(E) y e E E. Luego si <p, <P E /som'(E) tenen1os que 
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por lo que cpt/> E Isorri'(E), también si <p = TvCT E Isorri'(E), entonces cp- 1 = 
u- 1 ,"- 1 = u- 1 T-v = Ta-1(-v)u- 1 E Isorn'(E). Además Isorri'(E) contiene a 
las reflexiones en hiperplanos de E, pues 

r(x) = x - 2 < x - u., n > n = x - 2 < x, n > n + 2 <·u, n > n = Tvu(x) 

donde v = 2 < u.,n > n y u(x) = x - 2 < x,n > n es una transformación 
ortogonal de E, pues 

< a(x),u(x) >=< x-2 < x,n > n,x-2 < x,n > n >=< x,x > 

y como toda isometría puede ser escrita como el producto de reflexiones, te
nemos que Isorri(E} = Iaorri'(E). • 

Es importante señalar a.qí algunas observaciones acerca de la .. linealización": 
(<t>"4:::i) = ¿;.p, t.p,t/> E Isorri(E), pues si </1 = TeP y r.p ='"ª'entonces <txp = 
Tv+a(e)ptT por lo que, q,7.p = pu = ;¡r¡s. 

Si <PE Isom.(E}, ;¡=id si y sólo si t/> es una traslación, por lo que tenemos 
la sucesión exacta de grupos 

o - T(E) ...!.. IsOTn(E) ..!!.. O(E) - O 

con i la inclusión y g la linealización, las cuales son inyectiva y suprayectiva 
respectiva.mente. Veamos entonces que Irn(i) = ker(g): cp E I7n(i} si y sólo si 
cp E T(E), por lo que g(cp) = <jJ =id, si y sólo si cp E ker(g). 

Finalmente tenen1os una fórmula importante relacionada con la. linealización: 

u e Isorn(E), V E E, ÜTvu= 1 = Tao(v) 

pues si cr Te.P y como u= 1 = p- 1 por la conmutatividad de la suma del 
espacio vectorial, entonces 

Ürva=• (x) = ÜT0 p- 1(x) = ü(v +p-'(x)) = p(u) + x = r.,¡u)(x) 

Lema 3.5 Cualqu:ier u E O(E} da lugar a la descompos·ición ortogonal E= 
ker(a - id) E0 bn(a - id). 

Demostración: 
Veamos primero que ker(u - id) y /17t(a - id) son ortogonales. Para esto 

notemos que si x E ker(u - id), y E E e.11tonces 

< x,a(y) -y>=< x,a(y) > - < x,y >=< a(x),a(y) > - < x,y >=O 

por lo que son ortogonales, de donde ker(u - id) n /17t(a - id) = O. Ahora 
tomentos el rnapeo a-id el cual nos lleva a que dirn(ker(u-id))+dirn(Irn(u
id)) = n, entonces tenemos el resultado. • 
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Teorema 3 .. 2 (Teorema. de Claslfica.c16n) Una ·isometria 1/J del espacio eu
clidiano E se descompone en un producto de dos isometrtas que conmutan 

donde Tv e:J una traslación a lo largo del vector v E E y <P es una isometria 
con un punto fi;jo. Tal descornpollición es única. 

Demostración: 
Sea ·rP E Isorrr.(EL por el lema 3.-1 podemos escribirla como 1/J = TeU con 

CT E O(E) y por el lema anterior e pnede ser descompuesto como e = v + 
(u - a(u.)), donde v E ker(a - id) y u E Im(a - id), además a(u) =v. Sea 
<P = TuO'"T_u, u E E, ésta cumple con c,6(-u) =u y se tiene 

además 

Tv'TuO'(x - u) 

a(:r) - a(u) +v +u 
a(:r) +e 
r.a(x) 

w(:r) 

</J'T'vluO'-tT= 1 (x) 
o¡'Yrv'T"uCT- 1 {:r - u) 
.p(u.+v+u- 1 (:r)-u- 1 (u)) 
ru(a(u) +"' - u) 
a(u)+:r=·u+:r 
'T"v(:r) 

de donde TvTuuTi:- 1 = T 11 t/> = <P-r..,, por lo que 1/J = c/YTv = 1 11 </J. La unicidad se 
sigue del lema anterior. • 

Del hecho de que Tv y et> conmuten~ tenemos que <P(x+·u) = <P(x) +·u,x E E, 
lo que muestra que los puntos fijos de <P son estabilizados por la traslación 1..,. 

Plano euclidiano 
Una isometría par del plano euclidiano es una rotación o una trSE"lación. 

Una isometría impar es llamada reflexión deslizada, es decir la composición 
de una reflexión en una recta L con una traslación a lo largo de esa recta. 

Espacio euclidiano 
Una isometría. par, llamada .. screwn 1 es la composición de una rotación y 

una traslación a lo largo del eje de rotación. Las isometrías impares son; 
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a)la reflexión rotada, es decir la composición de una reflexión en un plano 
y una rotación con eje perpendicular a.l mismo plano, 

b)reflexión trasladada, compuesta de una reflexión en un plano y una tras
lación a lo largo de este plano. 

3.3 Espacio Esférico 

Sea F un espacio euclidiano de dimensión n+ l y considerem.os 8"" = S(F) = 
{x E F : < x,x >= l}. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos 
que para p,q E sn, < p,q >E (-1, l]. Definimos entonces la distancia 
esférica. entre do:-;; puntos p, q E S" como d(p, q), de tal manera que cumpla 
cos d(p, q) =< p, q >, por lo que d(p, q) E [O, 11"]. 

Con esta definición, d(p, q) es simétrica y es definida positiva por lo que 
falta ver que cumpla la desigualdad del triángulo, para tener realmente unn 
métrica. 

Definición Por un vector tangente a p E S", entenderemos un vector 
TE F con < T,p >= O. Si JTI = 1 es llamado vector tangente unita.rio. El 
espacio de vectore.'l tangentes a sn en p es un hiperplano lineal Tp(S'"") de F 
llamado el espacio tangente a la. esfera S'1' en p. 

Lema 3.6 Sean p, q E S". Un vector tangente unitario U de 8T" en p puede 
ser escogido de rnanera que q = pcosd(p, q) +Usen d(p, q). 

Demostración: 
Supongamos que p, q son linealmente independientes. Sea U vector unitario 

tangente a p en el plano generado por p,q, luego existen x,y e R tales que 
q = xp + yU. Como < U,p >= O entonces l =< q,q >= x 2 + y2, por lo 
que podemos encontrar s E [-rr,1l'] tal que q = pcoss +Usen s, la fórmula 
no cambia si en lugar de la pareja (s, U) usamos la pareja (-s, -U), por lo 
que s puede ser tomada en [0,7r]. Ahora cosd{p,q) =< p,q >= coss, por lo 
tanto s = d(p, q). En el caso de que p, q son linealmente dependientes, p = q 
o p = -q, por lo que d(p, q) = O o rr, entonces sen d(p. q) =O, así cualquier 
vector tangente U a sn en p nos sirve en este caso. • 

Por un triángulo esférico 6 .. 4BC, entenderemos tres puntos .4, B, CE ,sn 
linealmente independientes en F con a= d(B,G),b= d(A,C),c= d(A,B) 

Usando el lema anterior fijemos vectores tangentes U, V en A tales que 

B = .A cos c +Usen e, C =A cos b +V sen b 

con lo que introducimos LA = a como el ángulo entre U y V, es decir cosa = 
<U,V>. 

Ahora vere1nos una fónnula básica de la trigonometría. esféricn. 
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B 
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b 

A 

FIGUR.A 3.1. 'Triángulo esférico con vectores tangentes en un vértice 

Proposición 3.2 (Relación del Coseno) 

cosa= cosbcos e+ sen b sen ecos et" 

Demo•t:raclón: 
Sean como antes a= d(B,C), b = d(C,A), e= d(A,B) y U, V vectores 

tangentes en .4 tales que: 

B=Acosc+Usenc, C=Acosb+Vsenb 

y sea a el ángulo entre U y V, por lo que cos o =< U, V >. Ahora 

cosa < B,C >=< Acosc+U sen c,Acosb +V sen b > 
< A case, A cos b > + < Acose, V sen b > + 
< U sen e, A cos b > + < U sen e, V sen b > 
cosbcosc < A 1 A >+cose sen b <A, V>+ 
sen ccosb < U,A >+sen b sen e< U, V> 

cosbcosc+sen b sen ecos o. 

Lema 3. 7 (Desigualdad del Triángulo) Sean A, B, CE S" entonces 

d(A, B) :::; d(A, C) + d( C, B) 

• 

y la desigualdad e.:J estricta cu.ando los tres vectores son linealmente indepen
dientes. 
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Demostración: 
Cuando son linealmente independientes tenemos que cosct < 1, donde et es 

el ángulo en A, entonces usando la relación del coseno obtenemos que 

cosa cosbcosc+sen bsen ccosct 

< coebcosc+sen bsen e 

cos(c-b) 

es decir cosa < cos (e - b) Si e - b > O entonces debemos tener a > e - b 
luego e < a + b; cuando e - b < 0 1 como a > O llegamos a la misma de
sigualdad, es decir en los dos ca.sos tenein.os que e < a + b, por lo tanto 
d(A,B) :S d(A, C) +d(C, B). Para el caso en que sean linealmente dependien
tes, deducimos la desigualdad usando cosct S l. • 

La métrica inducida en la esfera S'"' define la misma topología que la 
heredada del espacio euclidiano F donde se encuentra ,sn. Basta observar 
la siguiente relación entre la distancia euclidiana y la métrica d: IP - QI = 
~< P-Q,P Q > - ~2 2 < P,Q > - -./2-2coed(P,Q). 

Proposición 3.3 Cualquier curva geodésica 'Y : lR - sn puede ser escrita 
en la /onna "Y(t) = Acost + Tsen t, t E R.,. donde A E gn. y Tes un vector 
tangente unitario a sn en A. 

Demostración: 
Sea J un intervalo alrededor de u. E IR de longitud menor que 7r, tal que 

la restricción de -y a J preserva distancias. Por la desigualdad del triángulo 
para cualesquiera r,s,t E J, con r < s < t, los puntos "Y(r),"')'(s),-y(t) son 
lineahnente dependientes por lo que estan en el plano R generado por "Y(r) -
")'(a) y ")'(t) - ")'(s). en donde 7(J) esta contenido. 

Sea A = "Y(u) y T un vector unitario tangente contenido en R, es de
cir T E TA (sn). Consideremos la curva O(s) = A cas s + Tsen s, por lo que 
tenemos cos d(O(s), O(t)) =< O(a), O(t) >= cos (s - t) es decir una isometría 
8 : (-7r, 7r) - R n S""' n E donde E es el conjunto de puntos con d(A, x) < 7r. 
Luego la demostración es similar a la proposición 3.1 usando el lema 3.6. • 

Isometr:ía.s de la Esfera 

Una transformación a E O(F) induce una isometría de la esfera sn.. Mos
traremos el recíproco, es decir que cualquier isometría de la esfera proviene 
de una transformación ortogonal del espacio ambiente. 

Lema. 3.8 Dadas dos su.cesiones A 1 , •.• , Av y B 1 , ••• Bp de puntos de sn. tales 
que 

d(A;,A;)=d(B<.B;) ;i,j=l, .... p 
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existe una iso1netría CT de E conipue.sta de a lo má.s p reflexiones tal que 
u(A,) =a._ 
E.ste es el níismo lema 3.2 1 pero para el caso esférico y nuevamente posponemos 
la prueba. 

Teorema 3.3 Toda ·isometriá. {3 de sn- e.s inducida por una tran.sfonnación 
ortogonal del e.'Jpacio euclid·iano ambiente. 

Demostración: 
Sea Ao, ... , A,... E sn un simplejo esférico, por lo que son linealmente inde

pendientes en F. Por el lema anterior existe CT E O( F) tal que es la composición 
de a lo más n + l reflexiones en hiperplanos con a( .. 4-1) = ,B( .. 4 1), i =O, ... ,n, 
por la prueba del len1a 3.3 se sigue que u = /3. • 

3.4 Espacio Hiperbólico 

Ahora consideremos un espacio vectorial real F de dimensión n + l con una 
forma cuadrática tipo Sylvester (-n, 1) y recorden1os que S(F) {los vectores 
de norma 1) consist.e de dos hojas (componentes conexas); denotemos por 
JErlo 8. alguna. de las dos hojas e int.rodPzca.mos aquí una mét.rica.. Sabemos 
que si P, Q E 18["- entonces 1 < P. Q > 1 ~ 1 y como están en la misma 
hoja < P, Q >~ L Definimos la distancia hiperbólica entre P y Q como 
el número d(P, Q) t.al que cosh d(P, Q) =< P, Q >, la cual es simétrica y 
definida positiva por las observaciones anteriores. 

Lema. 3.9 (Desigualdad del triángulo) Para A, B, CE lf-.!"" se cumple que 

d(A, B) :S d(A., C) + d(C, B) 

La de."ligu.aldad e..<1 estricta cuando los tres vectores .son linealmente indepen
dientes. 

Demostración: 
Consideremos A, B, C E Hn y sea d(B, C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = c. 

Calculemos el determina.te de la matriz de Gram de A, B, C 

[ 
< c. e > < a. e > < e, A > ] 

~ det <B,C> <B,B> <A,B> 
< C, A > < .4, B > < A, A > 

det [ cos
1
h a coslh a ~:~: ] 

cosh b cosh e 1 

1 - cosh2 a - cosh2 b - cosh2 e+ 2 cosh a cosh b cosh. e 
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(cosh2 b- 1)(cosh2 e- 1) - (coshbcoshc - cosha) 2 

senh 2 b senh 2 c - (cosh b • .:osh e - cosh a)2 

(cosha - cosh (b - c))(cosh (e+ b) - cosha) 

4senh .!,(p- e) senh .!:(p - b) senh .!,(p) senh .!,(p - a) 
2 2 2 2 

con p =!(a.+ b+c) es decir 

~ = 4 senh p senh (p- a) senh (p - b) senh (p- e) ... (•) 
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Supongamos que A, B, C son linealmente independientes en F, así generan 
un subespacio de F de tipo Sylvester (-2, 1) y el signo del determinante 
de la matriz fortnada con los productos interiores es (-1)2 = 1, es decir 
1::.. >O. Analiza.remos solamente el caso en que e 2!. a y e 2!. b,(pues los otros 
casos son inmediatos) entonces p - a = !(e - a) + ~b > O, lo mismo que 
p-b = ~(c-b)+ !a> O; como~> O y p >O de(•) obtenemos que p-c >O, 
de donde a+ b - e= 2(p - e) > O, por lo tanto a+ b > e 

Si los vectores son linealmente dependientes entonces t::.. = O, con p ~ O 
entonces de(•) obtenemos que p - a= O,p- b =O ó p - e= O; en cualquiera 
de estos casos obtenemos la igualdad. • 

Definlclón Un vector tangente T en un punto A E JHr"'- es un punto T E F 
con< T,A >=O. Un vector tangente de nonna -1 es lla171ado vector tangente 
unitario. El espacio de vectores tangente.1 a IEr"' en A forma un hiperplano de 
F de tipo (-n, O) llamado el espacio tangente a EL"''"" en A y es denotado por 
TA(Hn). . 

Lema 3.10 Sean A, B E r1n, entonces es posible escoger un vector tangente 
unitario U de W en A tal que 

B = A cosh d(.-l, B) + U senhd(A, B) 

Demostración: 
Si A = B, cualquier U E E'"" unitario sirve. Si A "# B, entonces son lineal

mente independientes y el plano R que generan tiene tipo (-1, 1). Sea U uni
tario tangente a A en R, de esta manera tenemos que B = xA+·yU, x,y E lR, 
entonces < A, U >= O lo que implica que 1 =< B, B >=< xA +y U, xA + 
yU >= x 2 -y2 así podemos encontrar s E lR tal que B =A cosh s + Usenh s, 
cuyo valor no cambia si tomamos (-U, -s) por (U, s), por lo que pode
mos escoger s ;:::_ O. Así obtenemos que cosh d(A, B) =< A, B >= cosh s, 
y s = d(A,B). • 
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GEODÉSICAS. 

Empezando de un punto A E lEin, con un vector tangente unitario Ta JHIT1. en 
A, construyamos la curva;: IR- lHl:n dada por ;(s) = Acoshs+Tsenh s,s E 
lR, la cual cumple que cosh d(--y(t), --y(s)) =< 1(t), 1(s) >= cosh (t - s) = 
cosh Jt - sJ de donde d(--y(t), --y(s)) = lt- s¡, por lo que es una curva geodésica. 
La imagen de la curva está contenida en el pinna R generado por A y T, 
además la imagen es IHI" n R. 

Proposición 3 .. 4 Cualquier curva geodésica -y : R. - IHrn puede ser escrita 
en la forma "'Y(t:) =A cosh t + Tsenh t, t E R~ donde A E lEr y T es el vector 
unitario tangente a lBin en A. 

Demostración: 
La demostración es similar a la de la proposición 3.1, usando el lema 3.10.• 

ISOIVIETRÍAS. 

Sea u E Lor(F) la cual preserva las hojas de S(F), de hecho induce una 
isometría del espacio hiperbólico 1EI", mostremos entonces que existe un iso
morfismo entre Lor(F) y Iscrrn(F). 

LeD1D. 3.11 Dadas dos sucesion~ A 1 , ••• , Ap y 8 1 , .•• Bp de puntos de lEr 
tales que 

d(A;,A;) = d(B;, B;) ; i,j = l, ... . p 

existe una isornetrfa. CT de F compue.~ta. de a lo mcÍ..Y p reflexiones de Lorent:::; 
con u(A;) = B;. 

Demostración: 
Haremos la demostración por induccié-n sobre p. 
Veamos la demostración del Lema 3.2. El hiperplano que bisecta dos puntos 

A,B de E el espacio euclidiano, está dado por {x E E: d(x,A) = d(x,B)}, 
por lo que la reflexión en este hiperplano intercan1bia A y B, esto demuestra 
el caso p =l. 

Supongamos que tenemos p una isometría compuesta de a lo n1ás p - l 
reflexiones en hiperplanos tal que p(A;) = B;, i = l, ... ,p-L Si p(Ap) = (Bp) 
tomamos p =u. Cuando p(Ap) :¡6. Bp tenemos que 

d(p(Ap). B;) = d(p(Ap).p(A;)) = d(Ap,A;) = d(Bp, B;), i = l, ... ,p - l 

es decir B 1 , •.. , Bp-l están en el plano que bisecta a p( .. 4p) y Bp· Si T denota 
la reflexión en este hiper-plano, entonces a = 'T p es la transformación que sirve. 
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Para la demostración del lema 3.8, simple1nente observemos que si A, B e 
sn, entonces el conjunto {p E sn: d(A,p) = d(B,p)} es la. intersección de un 
hiperplano lineal K ortogonal a A - B y sn, entonces < p, A - B >= O, es 
decir <p,A >=< p,B >y d(A.,p) = d(B,p), así la reflexión ortogonal en[~ 
intercambia A y B, ahora el resultado se sigue como en la prueba ant1~rior. 

Y finalmente para este len"la, tomernos dos puntos distintos A, B E HTI
y analicem.os la bisectriz perpendicular para .A y B, {p E 1HP1' : d(.A, p) = 
d(B,p)}, que es la intersección de JF-il'"" con el hiperplano ortogonal al vector 
1V = A-B, con< 1V, N >= 2-2 < ... 4., B ><O, así la reflexión a través de N 
es de Lorentz e intt::rcambiu A. y B. La prueba se concluye como las anteriores.• 

Teorema 3.4 Toda /3 ·i.."fornetría de IHra. es inducida por una transformación 
de Lorent::. de F. 

Demostración: 
Una sucesión Au, ... , An de puntos de !E-'l'"" linealmente independientes en F 

es un simplejo hiperbólico. Por el le1na anterior existe cr isometría que es la 
composición de a lo más n+ 1 reflexiones de Lorentz tal que a(Ai) = ,6(Ai), i = 
O,_ .. n, por lo que CT = ,6, como se sigue del Lema 3.3. • 

Finalmente diremos que una isometrín cr del espacio hiperbólico IHln es lla
mada par o impar si la correspondiente transformación de Lorentz lo es. Ahora 
vere1nos varios modelos para el espacio hiperbólico !f<ln. 

3.5 J\;Iodelo del disco de Klein 

En esta sección vamos a construir un modelo del n-espncio hiperbólico basado 
en el disco unitario D" del espacio euclidiano E de dimensión n. 

Ton1emos el espacio E$ 3. con la forma bilineal < (A,a), (B,b) > = 
- < A, B > +ab, A, E E E, a, b E R que tiene tipo Sylvester (-n, 1). 

Para el espacio hiperbólico :-I" considere la hoja de la hipérbola unitaria en 
E te~ que consiste de los puntos (..-1, a) con - < A, A > +a2 = 1 y a> O. Sea 
p : D" - JH[n dada por 

( 
(.4., 1) n 

pA)=v'l <Á,A>'AED 

con p(A) E lHr" pues 

< p(A),p(A) > < (A, 1) (A, 1) > 
v'l- < A,A >. v'l- < A,A > 

l 
1- < A,A >(- < A,A > +l) 
l 
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Geométricamente, p(A) es la intersección de IHr" y la recta a través de (A, 1) 
y o. 

FIGURA 3.2. Proyección desde el origen de Dn en H" 

El modelo del n-espacio hiperbólico de I<lein es Dn equipado con la métrica 
inducida por la función p : Dn - !t-:n, es decir la métrica en el modelo de I<Iein 
esta dada para A, B E Dn por 

cosh d(A, B) < p(A),p(B) > 
< (A,l) (B,l) > 

vl- <A.A>' vl- < B,B > 
1- <A,B > 

vl <A,A>vl <B,B> 
Las rectas geodésicas en el modelo de Klein son trazas sobre nn. de rec

tas afines en E, esto por la forma de las geodésicas en 1EP'" y la descripción 
geométrica de la función p. La frontera de H", puede ser parametrizada por la 
frontera. euclidiana de 8Dn. asignando a A e éJDn la recta isotrópica en EealR. 
a través de (A, 1). 

3.6 :rviodelo del disco de Poi:ncaré 

Igual que en la sección anterior consideremos E E0 R, on y lHl'"" la hoja del 
hiperboloide que pasa a través de (O, 1). Ahora sea la parametrización f : 
D" - :a:n. dada por 

f(p) = (2p. l+ < p,p >) E on 
1-<p,p> ,p 



3.6. Modelo del disco de Poíncaré 6!) 

entonces tenemos que< f(p).f(p) >=< < 21· 1 ~;.;,·;;>>, < 21· 1 ~;.w;>) >= 1 por 
lo que f(p) E H". Geométricamente: es la proyección estereográfica con cen
tro (0,-1), parn ver esto parametrizemos la recta que pnsn por (0,-1) y el 
punto p E Dn; esta recta es t((p, O) - (O, -1)) +(O, -1), t E IR, es decir está 
pnrnmetrizndu como (tp,t - l). Debemos encontrar t E IR de tal forma que 
(tp,t - l) esté en H", es decir< (tp,t - l),(tp,t - l) >= -t2 < p,p > 
+(t - 1) 2 = 1 entonces t(t(l- < p,p >) - 2) = 0,t =F O, por lo tanto 
t; = t-<2

p,p> y tenemos que f tiene esa fornm .. Nueva.n1ente trunsporta1nos 
la 1nétrica de !HIT• por medio de f para obtener que 

coshd(P,Q) < f(P), f(Q) > 

< (2\·-=: ~-1;.: >). (2~·-=: ~~ ~ >) > 

l + •> ¡p - Ql2 p Q E ¡¡,-rn 
- < l - 1Pl2 )(1 - IQl2 l' ' -

El disco unitario D" con esta métrica es llamado el disco de Poincaré. 

/ 

//P 

(0,-1)¡· 

FIGURA 3.3. Proyeccicín estereográfica d~de (O, -1) de D~ en h-... 

Definición El subgru.po de Jvl Ob(E) de tran.sformaciones que dejan invarian
te D"' es denotado por lVIOb(D"). 

Lema 3.12 Si u E A10b(D") e.'l la inversión en la esfera S(a,r) de centro a 
y radio r, entonce.'l para x,y E D" se tiene 

r 2 ¡x - y¡ 
ia(x) - a(yJI = 1 11 1 x-ay-a 



70 3. '11-es Tipos de Geometrías 

Demostración: 
Observemos que 

la(x) - u(v)I r2 I (x - a) - (y - a) 1 
lx - al 2 lv - al2 

2 [ l 2(x - a) · (y - a) 
r lx - al2 - lx - al21y - al2 

l ] ! +----
lv-a12 

r 2 lx -vi 
lx-allv- al· 

• 
Lema 3.13 Si cp E lv/Ob(D'"') y x,y E D"', entonces 

l<t>(x) - 4>(Y)l 2 _ lx - vl2 

(1 - l4>(x)l2)(1- l4>(Y)l 2 ) - (l - lxl2)(1- lvl2) 

Demostración: 
Como </> e J\,JOb(D") entonces deja invariante Dn, por lo que es la in

versión en una esfera S(c,r), ortogonal a sn- 1 , de donde sus vectores normales 
cumplen que< (0, -1, 1), (e, lcl2 -r2, 1) >=O y obtenemos que r 2 = lcl 2 - l. 
Como 

entonces 

así 

x-e 
<;i>(x) = e+ r2 lx - el2 

1 ( )12 l l2 2<e,x-e> 4 l 
<P x = e + 2r lx - el2 + r lx - el2 

l<t>(x)l2 - l = r2 (lxl" - ,1> 
lx- el' 

l -14>(x)l2 r2 
l - lxl2 = lx - el2 

y usando el len1a 3.12 concluimos que 

ló(x) - <;i>(y)l 2 

lx-vl 2 
(l - l4>(x)l2)(1 - l4>(v)l 2 ) 

(1 - lxl2 )(1 - lvl2) 

• 
Teorema 3.5 El gnJ.po de MOb(D'"'), que deja ·invariante D"', actúa corno 
el grupo de i.sometrias del disco de Po·incaré Dn _ En particular cualquier 
isornetria de Dn .::Je extiende a una tranaforrnación de P.,,/Ob(E). 
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Demostrac16n: 
Primero calculemos f- 1 

: lHI'"' - D"', para esto sea (A, a) E IHr"', a > O, 
parametrizando la recta que pasa por este punto y por (O, -1), obtenemos 
que ((A,a) - (0,-l))t+ (0,-1) = (tA,ta+t-1) y queremos t E IR •oal que 
(tA, ta+ t - 1) = (tA,O), es decir t = ah• por lo tanto f- 1 (A,a) a2-r, 
además< Q:!, 1 , a..1i >= 1d~i~'.J .:5 1, esto se sigue del hecho de que 
- < A,A > +a2 = 1, por lo que f- 1 (.4,a) E Dn. 

Sea -r la reflexión a lo largo del vector {N, n) E EE9R de norma -1. Tenemos 
la siguiente fórmula pa.ra p E Dn 

y tenemos dos ca.sos: 

f- 1 (f(p) +2 < (N,n),f(p) > (N,n)) 
p+ (n+n < p,p > -2 < p,N >)N 

IN- npl 2 

Cuando n = O, entonces < N, N >= l por lo que 

- 1 p - 2 < p, JV > N 
f rf(p)= INl 2 =p-2<p,N>N 

que es una reflexión euclidiana. a. través de N. 
Cuando n ~U, entonces 1 + n 2 =< N, N > y 

f
_, f( )-p+(lnp-Nl2 -l)Nn.-• _N _ 1 _ 2 P-Nn-• Dn 

r p - lnp-N¡• - n +n IP-Nn •¡2•P E 

por lo que es una inversión en la esfera euclidiana C con centro Nn- 1 y radio 
n- 1 , además< Nn- 1 , Nn- 1 >= n- 2 +1. Sea y E C,"" decir ly-Nn- 1 1 = n-2 

por lo que el vector normal para C está dado por 

mientras que el vector norrnal para 5n- t = iJD"' esta dado por A/ = (O, -1, 1) 
y < l'vl, S >= O, por lo que C es ortogonal S"'- 1 = iJ D"'. 

Hernos visto anteriormente que el grU?O JV/Ob(D"') es generado por inver
siones en esferas ortogonales a sn- 1 • Ahora cualquier isometría de :!f.::r"' es 
inducida por transformaciones de Lorentz de E EB ~ y toda transformación 
de Lorentz es el producto de a lo más n + 1 reflexiones T-= 1 e E E €9 5. y 
< c,c >= -1. 

Ton1emos entonces una isometría c.,::: de Dn, como fes una. isometría entonces 
la imagen de c.p bajo f es una isometría de iEr"", por lo que es inducida por 
una transformación de Lorentz del espacio E E9 3., la cual podemos ver como 
producto de reflexiones de Lorentz y bajo f- 1 cada reflexión es una reflexión 
euclidiana o una inversión en una esfera ortogonal a. sn- 1 , por lo que es de 
IVIObius de E 
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La primera parte del teorema se sigue de la fórmula de distancia de este 
modelo y el lema anterior. • 

Lema 3.14 Una ·iso-rnetria <f> del di.~co de Poincaré Dn e E, e::J ·induC"ida por 
una transformación ortogonal de E <=> ct>(O) = O. 

Demostración: 
=--1 Es claro. 
<:::;;] Por el lema. anterior una isometría de Dn puede ser repre::oentada por 

una transformación de l\tlObius et> de E la cual conn1utn con la inversión a en 
la esfera unitaria 5n- l pues son esferas ortogonales. Como <?(O) = O entonces 
CT<t>(oo) = <l>CT(oo) = <J>(O) =O, como CT(oo) =O tenemos que <1>(00) = oo, por lo 
que <f> es una similaridad de E~ es decir tiene la forma ct>(x) = ... '\cp(x) + f con 
.:\ E lR~, f E E y <p E O(E), entonces <t>(O) = .:\<p(O) + f = f = O, por lo que 
q'>(x) = .. '\~(x) y como <P es isometría concluímos que,,\.= ±l. • 

Proposición 3.5 Una isorrtetria rz, del disco de Poincaré Dn e E puede ser 
escrita corno pµ dondeµ E O(E) y p es una reflexión en una esfera ortogonal 
a gn-1 

Dernost.raclón: 
Sea p E D"' tal que ct>{O) = p; si p = O entonces por el lerna anterior dJ 

es ortogonal y terminamos con p = id. Si p =F O. sea r = a(p) donde a es 
la inversión en la esfera sn- l y sea S el círculo con centro r ortogonal a 
sn-1.. Sea p la inversión en S entonces tenemos que po = ap. Tenemos al
gunas relaciones: p(oo) = r, de donde p(O) = pc:r(oo) = c:rp(oo) = CT(r) = p 
por lo que p(p) = O de donde obtenemos p<t>(O) = p(p) = O, como p es la 
inversión en una esfera ortogonal a 5n-l entonces p E A!Ob(Dn) por lo que 
es una isometría de Dn, entonces tenemos que ptP es una isometría de Dn. que 
fija O, por lo que es ortogonal de E, es decir pc/J = µ E O{E) entonces <P = pµ.• 

3. 7 Semi-Espacio de Poincaré 

Sea L un espacio euclidiano de dimensión n - 1 y formemos el espacio eu
clidiano E= L E9R. Fijemos nuestra atención en el semi-espacio superior E+ 
dado por el conjunto de puntos {p. h) con h > O y p E L. 

Consideremos la inversión a : E- - D"- en la esfera de radio '12 y centro 
el polo sur s =(O, -1), éstn transforma a E..,.. de n1anera suprayectiva al disco 
on; a tiene la forma: 

x-(0,-1) (p,h+l) 
CT(x) = (0, -1)+2 ¡x _(O, -l)i" = (0, -1)+2IPl2 + (l + h)"' x = (p,h),h >O 
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L 

FIGU.RA 3.4. La inversión u que transforrna e+ en D~ 

Tan1bién vemos que u induce una proyección estereogrúfica de aDn a la 
frontera de L. Usaremos u para llevar la métrica del disco de Poincaré al semi
espacio superior E~, es decir para P = (p,h), Q = (q,k) E E-, definamos 

coshde+(P,Q) = coshd(a(P),a(Q)) =< a(p,h),a(q,k) > 

JP-Qi2 
cashde+(P.Q) = l + 

2
hk 

El serni-espacio E- con esta métrica es llamado el semi-espacio de Poincaré. 

Teorema 3.6 El grupo de A'/Ob(E-L es decir las transfonnaciones de Jl.,fó.bius 
que dejan invariante E ..... , actúa como el grupo de isometrlas del semi-espacio 
de Poincaré. En particular cualquier ·isometrta de E..,.. puede ser extend·ida a 
u.na transfoT71lación de Jl,fó"bius de E. 

Demostración: 
Sea CT la inversión considerada al inicio de esta sección (que por la n1anera de 

definir la w.étrica es una ison1etría), entonces la conjugación por a en .l!Ob(E) 
transforma el subgrupo ,.\-IOb(Dn) en el grupo tvIOb(E..J..), así transformamos 
este téorema en el teorema 3.5. • 

Corolario 3.2 El grupo de isometr{as del semi-espacio E.... de Poincaré es 
i.sornorfo al grupo de 11-ló"bius de L =DE-.. 



74 3. '11-es Tipos de Geometrías 

Demostracl6n: 
El grupo de isometrías del semi-espacio E+ de Poincaré es JVIOb(E+) y está:' 

generado por inversiones en esferas ortogonales a DE- por lo que fijan a a E+ .• 

3.8 Semi-Plano de Poincaré 

El semiplano abierto superior 1Er2 de :C es un modelo para el plano hipérbolico, 
cuando especificatnos la métrica dada en la sección anterior 

lw-z\2 

coshd(=,w) = l + 2 /Tn:;/rnw' z,w E JHr" 

También podemos deducir algunas otras fórmulas con la ayuda de la trigono
metría hiperbólica con10 

1 lw-=I 
sinh2d(z,w) = 2-./Irnzlmw 

cosh-
2
1 d(z,w) = lw - .::¡ 
· 2-./ lmzlrnw 

Para. describir los isometrfas de E2 en este modelo, recordemos que Glz(R) 
actúa en C\R a través de la fórmula 

y es útil calcular la parte imaginaria de estas transformaciones 

Im [ª"+ b] - ~det [ ª bd J = + d - \cz + d\2 e 

Definimos la acción de Gl2(1R) sobre E2 por 

{ 

az+ b 

az= ~~ti 
~ 

si deta >O 

si det;u <O 

Proposición 3.6 La acci6n de G!2(:!<.) en i!il2, identifica PG!2 (R) y el grupo 
l so17'(H2). 

Demostración: 
La acción definida anteriormente preserva E2 por la fórmula de la parte 

imaginaria.. Por el teorema. 3.6 sabemos que el grupo A/Ob{M2) actúa como el 
grupo de isometría.s de !Ef..?~ además sabemos que PGh(<C) E=! lV/Ob-.(C). Por 



3.8. Semi-Plano de Poinca.ré 75 

lo que sólo nos falta ver que cualquier transformación de MObius de <C que 
preserva H2 tiene esta forma. Por el corolario 3.2 sabemos que Mi:ib(lHl2) =:!! 
l\IIi:ib{R), por lo que es suficiente identificar .N/Ob{lR) el grupo de MObit!S de R 
subespacio de C, con PGl2(lR), lo cual se hace de la 1nisma forma que en la 
sección de la esfera de Riemann. • 

Proposición 3. 7 Las geodésicas en IHr2 son tn:i.::a!i de c-írculos en C. ortogona
les a R. Es decir las geodésicas son tn:i.::as de c-írcu.los eucUdianos con centros 
en el eje x y rectas euclidianas perpendiculares al eje x. 

Demostración: 
La curva")': R - 1HI2 dada por "Y(s) = ie• 1 s E IR preserva distancias 

cosh (s - t) = .!:ce•-t +e'-•)= e
2

t + e
2

• = 1 + (et - e•)
2 

= cosh d(ie• ie') 
2 ~~ ~~ ' 

de esta manera el eje imaginario positivo es una geodésica. Ahora como la 
acción de PGl2(!:i...) es tres transitiva tenemos el resultado. • 

Otra forma de expresar la distancia entre dos puntos z,w E 1HI2 esta dada 
por 

coshd(z,w) = l+2(z,·tü,w,z} 

para ver esto simplemente calculemos la razón cruzada de estos puntos 

[ 
det [ z ~=l ;-dettww-~ w~ 1 ] [z,w,w,z} = ~ 
det l · det l 1 

-(w, - z,)2 - (z2 - w2) 2 ] = Jz - wJ 2 

4Z2W2 4Im::Imw 

de donde obtenen1os el resultado. 

Lema. 3.15 Sea S el c·trculo a través de:--, -w E 1Hr2 ortogonal a IR y sean z•, w• 
la intersección entn: S y IR, entonces 

d(z, w) = log [z, w, w•, z•] 

Demostración: 
Bajo una transformación de l\rlObius podemos transformar S en el eje ima

ginario mandando .::::• al O y ·w• al OOj supongamos que Irnz < Irriw, por lo 
que [z, w,oo,O] = !f con z = ie• y ·w = iet (s < t). Por la proposición anterior 
tenemos que d{::.,·w) = t - s, de donde log (z 1 ·w, oo,O] = log7 = loget-• 
t - s = d(z, w). • 
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Utilizando el invario.nte que definimos antes, tr2 a, podemos clasificar las 
transformaciones de Sl2(Ill). 

eU.pt;tcas {rotaciones): tr2a < 4 1 con un punto fijo en EI.2 . 
blperbóllcas (traslaciones); tr2 a > 4, con dos puntos fijos en amt2. 
parab6llca.s (horolaciones): tr2 a = 4, con un solo punto fijo en aw. 



4 Plano Hiperbólico 

Antes de estudiar a los grupos Fuchsianos necesitamos analizar con detalle 
el plano hiperbólico 1HI2 , e:;pecialrnente la clasificación de isometrías y su 
trigonometría. Para esto clasificaremos las isometríns pares de acuerdo a como 
se dividen las geodésicas en tres haces distintos. Esto lo haremos con un 1no
delo específico de lHr2 : el espacio de matrices de dos por dos con traza cero. 
:Este tiene la ventaja de que es fácil realizar los cálculos de In trigonometría 
hiperbólicA:, además de contar con gran riqueza algebraica, pues daremos 
varias operaciones en este espacio que servirán para estudiar el plano hiper
bólico. 

4.1 El espacio sl2 (IR) 

Vamos a construir un espacio vectorial de dimensión 3 con producto interior 
de tipo Sylvester (-2, 1). Para esto consideremos el espacio vectorial sl2 (R) = 
{A E ..:'I2 (R) : tr .. 4 = O} de matrices de 2 x 2 con traza cero; estas matrices 
tienen la carncteristica de que sus cuadradas son matrices escalares, en efecto, 
si 

A= [ ~ ~a ] E sl2(R), entonces 

A•= [e b 
-a ][ ~ b ] = [ a

2 
+be 

-a O 
o 

cb+a2 

por lo que A 2 = -IdetA. 
Definamos una forma bilineal simétrica en sl2(R) por 

< R,S >= -4tr(RS), R, SE sl2(lR) 

Observemos que: 
(.1) < R, R >= detR 
(2) por la fórrr111Ia de Polarización < R, S > = ~ ( < R + S, R + S > -

< R,R > - < S,S >)entonces -2 < R,S > I = -Idet(R+S) + IdetR+ 
/ detS = ( R + S) 2 - R 2 - S 2 para obtener la identidad 

RS+SR = -2 < R,S > I, R,S E sl2(!R) 

Para ver que este espacio tiene tipo Sylve:ster (-2, 1), notemos sirnplernente 

[ l º][ºl][º l] -que 
0 

_
1

, 
1 0

, _
1 0 

es:unabaseortonormaldesl2 {-~)cuyos 

determinantes son respectivamente -1, -1, l. 
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Para nuestro estudio en este espacio es conveniente introducir una forn1a 
trilineal, denominada -vol, dada por: 

vol(K, L, Jví) = -~tr(KLJvI) K, L, lv/ E s12 (R) 

la cual es una forma alternante, es decir es cero en cualquier terna de vectores 
si dos vectores son iguales, por ejemplo si K = /vi entonces tenen1os que 

tr(K LM) = tr(K LK) = tr(LK2 ) = -tr((detK)L) =O 
También tenernoo; que uol(K,L,.'11) = -uol(L,K,/\,I), ya que tr(LKM) + 
tr(KLM) = tr((KL + KL)M) =O. 

Introducimos una tercera operación en sl2 (5..), el producto cuña de dos 
vectores K,L E sl2(R), dado por 

K /\L = 4(KL -LK) 

y tenemos las siguientes relaciones 

< K /\L, lv/ > -:itr(KLlv/ - LKc'vf) 

1 1 
Zuol(K, L, M) - 2·uol(L, K, l'ví) 

vol(K,L, lví) 

y la identidad 

A/\ (B /\C) =< A,C > B- < A,B > C, 

la cual se sigue de la igualdad 

4(< A,C > B- < A,B > C) = ABC-ACB+CBA-BCA = -l(A/\(B/\C)) 

Además tenemos, para A,B,C,D E sl2(R) 

pues 

< A/\B,C/\ D >=< A,C>< B,D > - < A,D >< B,C > 

<A/\B,C/\D> vol(A,B,C/\D) 
-vol(A, C /\ D, B) 
vol(B,C /\ D,A) 
< B /\ (C /\ D), A > 
<< B,D> C-< B,C> D,A > 
< A,C >< B,D > - < A,D>< B,C> 

t.ina ecuación útil que relaciona al vol y al det esta dada por 

vol(..4.1 1 A2, A3)vol(B1, B2, 83) = dett.; < .As, B:; > 
la cual se sigue de una simple evaluación. 
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Considerernos al plano hiperbólico IEr.?, como una de lns hojas del hiperboloide 
en el espacio sl2 (lR.), definido por la ecuación < A, A > = detA = 1, es decir 

si A = [ ª b ] , a, b, e E IR, entonces detA = -a2 - be = 1, por lo que e -a 
e -::¡!:. O; el signo de e distingue la hoja del hiperboloide !~.?, tomarernos la hoja 
determina.da por e > O. 

4.2.l VECTORES NOR.l'vlALES. 

Hemos visto que una curva geodésica ¡ : R - If-<T.? tiene parametrización 
-y(t) = A cosh t + Tsenh t, t E lR con -y(O) = A y T = -yt(O) vector ortogonal a 
A con < T, T >= -1. Con esta notación definimos el vector normal a 'i' con10 

N = -yt(t) /\ -y(t), t E lR 

además este vector 1V es independiente de t como veremos a continuación: 

1 
N =(A senh t +Tcosht) /\ (Acosht+Tsenh t) = °2(TA-AT) = Tl\A 

Otra observación es que 

< N,A >=< T /\ A,A >= vol(T,A,.4) =O, < N, T >= vol(T,A,T) =O 

además N tiene norma -1 pues 

< N,.'V >=< TAA,Tl\A >=< T,T >< A,A > - < A,T >< A,T >= -1 

y finalmente -Y'(t) puede ser recuperado ya que 

-y(t) /\ N = (A cosh t + Tsenh t) /\ -yt(t) /\ -y(t) =< ¡·(t), -y(t) > -yt(t) = -yt(t) 

Proposición 4.1 El complernento de una geodé:'lica h en !--12 tiene do.~ com
ponente8 conexa.s. La reflexión T a lo largo del vector 11orrnal N para h~ fija 
h puntualmente e intercambia las do.'i componentes conexas del cornplerrzento. 

Dernostra.ción: 
Sea N el vector norrnal para h, considerernos la función _J.( ._.....< X, N >, 

X E lf..!2 la cual es cero en h y es distinta de cero para cualquier otro punto 
de lHP, por lo que divide ul complemento de h en dos conjuntos U, V donde 
la función es positiva o negativa respectivan1eute. De esta rnanera U, V sou 
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N 

A 

FIGURA. 4.1. Vectores tangente y normal a una geodésica en un punto 

intercan1biados por T ya que< X,.J.V >=< -r(X),r(,,.V) >=< r(X), -N >= 
- < -r(X),N >,X EHº. 

Solo falta probar que U, V son conexos, lo cual haremos para U, pues el 
otro caso es similar. Consideremos dos puntos ..4., B E U y escojamos un 
vector tangente unit.ario T E H-'- a .4 tal que B = A cosh d + Tsenh d donde 
d = d(..-\, B). Ahora consideremos '")'(t) = .4 cosh t + Tsenh t para obtener que 
< -y(t),N >=< .4.cosht + Tsenh t,N >= cosht(< A.,N > + < T,N > 
tanh t), t e E., por definición de U tenemos que < A, N > > O. Tenemos dos 
casos: 

Si < T, .J.V >~O , entonces < i'(t), J.V > >O, "it E R por lo tanto ¡(t) E U. 
Cuando < T, iV > < O por lns propiedades de la función tanh t podemos 

encontrar r E JR tal q11e cosh r( < A, N > + < T, N > tanh r) = O, de donde 
< -y(t),N > <O '<:tt > r y< 1(t),N > >O "'tt < r, con lo que concluimos 
que -¡(t) E U para todo t < r y por un cambio de variable obtenemos que el 
arco [A, BJ esta contenido en U. • 

Las dos componentes conexas del complemento de h son llamados los lados 
de h 7 y una vez que la geodésica h es orientada por el vector normal N, se 
pueden distinguir los lados de h: una curva geodésica a través de A E h con 
vector tangente .:,,V en A pasa del lado negativo de h al lado positivo de h. 

4.2.2 ANGULOS ORIENTADOS 

El espacio tangente de 1-!'..z en A es TA(IF-!2) 7 dos vectores X, Y en este espacio 
se dicen positivamente orientados si -uol(A, X, Y) > O. Dado S E T:-t(IHP) 
tenemos que < S /\A., A >= -uol(S, A., A.) = O y < S /\ .4, S /\A. >=< S, S > 
< A,A > - < S,A >< S,A >por lo que S /\A E TA(S.2) además se tiene 
vol(A,S,S/\A.) =< A./\S,A./\S >=< A.,S >< A.,S > - < A,A. >< S,S >= 



4.2. Haces de Geodésicas 81 

1, por lo tanto S, S /\A es una ha.se ortonorinal positivamente orientada para 
TA (IEI2). 

Ahora considereanos dos vectores tangentes unitarios S, Ta 1HI2 en A, defi
nimos el ángulo orientado L.0 r(S, T) de manera que: 

T= ScosL..,r(S,T) +S /\A seuLar(S,T), Lor(S,T) E R/27rZ 

De acuerdo a la geoinetrín euclidiana usarernos otro tipo de ángulo entre 
dos vectores, el .ángulo interior L.intA E (O, 27r] del polígono ,ó., en el vértice .. 4. 

4.2.3 INTERSECCIÓN DE GEODÉSICAS 

Sean h, k dos geodésicas orientadas que se intersectan en A E .IH[2 . El ángulo 
direccional ct de ha k, es a:= L..,r(V, -U), es decir -U= V coso+ V /\Asen ct 

J 
____-/u 

FIGUR.A.. 4.2. Intersección de dos geodésic.a.s coO. sus respectiv~ vectores tangentes 
y norma.les 

calculando obtenemos que 

<U,V> 

U/\V 

< -Vcoso- V /\A sen o, V> 

- < \.', ,, .. > coso- < V /\A, V > sen o 

coso: - uol(V, A, V)sen et: 

(-Veo.so - v· /\A sen a:)/\ V 

-cosa\-'/\ V - sen o (V/\ .. 4) /\V 

-sen u(< V. V > A- < V, A > V) 

A sen o 
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En la figura loa correspondientes vectores normales son H = U /\ A y K = 
V /\A, por lo que 

< H,K >=< UI\.'\, Vl\A >=<U, V>< .'\,A> - < U,A ><A, V>= cosa 

H/\l<=..Asenet 

de donde I < H, I< > I <l. 

Proposlclón 4.2 Dos curvas geodésicas h y k en lt-12 se intersectan si y sólo 
si sus vectores normales H y K cumplen 1 < H, K > 1 < l 

Demostración: 
=>} Del análisis anterior. 
<=}Sea E el plano generado por H y I< entonces ~ =< H, H >< K, I< > 

- < H, I< > 2 = 1- < H, I< > 2 por lo que .ó.. > O, así E tiene tipo Sylvester 
(-2,0) y EJ... tiene tipo (O, 1), de donde obtenemos que si A e E.J.. n ¡..7.z # 0 
entonces < A, H >=< A, K >= O, por lo tanto A esta en h y k. • 

Decimos que dos geodésicas h y k en rur2 son perpendiculares si se inter
sectan en un punt.o A de H.2 con un ángulo ~. 

Corolario 4.1 Las geodésicas h y k en lE!'2 son perpendiculares si y sólo si 
sus vectores normales H y K satisfacen < H, K >=O. 

Demostración: 
Por el análisis en el caso en que se intersectan dos geodésicas, obtenemos 

que< H, K >= cos 'i =O. Recíprocamente si< H, /~>=O entonces por la 
proposición anterior se intersectan y lo hacen en ángulo recto. • 

4.2.4 GEODÉSICAS CON UNA PERPENDICULAR COMÚN. 

Sean h y k geodésicas perpendiculares a otra geodésica. e. Sean A, B los puntos 
de intersección respectivamente y sea L el vector normal para e correspondien
te a la orientación de e de A a B. 

Sea H = .. 4 /\ L vector normal para h y K = -B /\ L vector normal parn k 
entonces tenemos las siguientes igualdades 

<H,K> <A 1\ L, -B 1\ L > 
<A, L >< L, B > - <A, B >< L,L > 
<A,B> 
coshd(A,B) 
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K 

L 

A B 

FIGURA 4.3. Geodésicas con t.ula. perpendicular en común 

L/\K = L/\ (-B/\L) =< L,L > (-B)- < L.-B > L='- B 

luego < H, B >=< H, L/\K >=< L/\K", H >= ·uol(L, K, H) = -vol(L, H, K) 
= -(-vol(H, L, I<)). Ahora .. 4, B generan un plano y Hes un vector tangente 
a A por lo que B = Acosh d(A, B) +Hsenh. d(.A, B), de esta forn1u obtenemos 
que < H, B >=< H, A cosh d(A, B) + Hsenh d(A, B) >= -senh d(A, .B) 
= vol(H, L, K). 

Teorern.a. 4.1 Dos geodésicas h y k son perpendiculares a la mi.'Jma geodésica 
si y sólo si sus uectore8 normales H, K satisfacen 1 < H, A- > 1 > L La 
geodé.~ica perpendicular común es única 8i existe 

DeJDost;raclón: 
Tenemos que h y k generan un plano E, así .ó.. = < H, H > < I<, K > -

< H,I< > 2 = 1- < H,h- >2.~ <O pue:1 1<H,h->1 > l, es decir E tiene 
tipo Sylvester {-1, 1), entonces E.J... tiene tipo (-1,0) por lo que contiene un 
vector L de norma -1, así la geodésica e con vector norn1al L es perpendicular 
ah y k. 

Recíprocamente sea e una geodésica perpendicular n h y k, sea L un vec
tor normal para e entonces es ortogonal a H y K, es decir L E E.J..., con 
< L, L >= -1, entonces E t:.iene tipo {-1, 1) de donde .ó. < O, por lo que 
1<H,K>1 >l. • 
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4.2.5 RECTAS CON FINAL COMÚN. 

Una geodésica h en l8r2 genera un plano lineal de tipo (-1 1 1) pues es de Ja 
forma h(t) = Acosht + Tsenh t con <A.A>= 1 y < T,T >= -1, de esta 
forma genera d0$ rectas isotrópicas que son llamadas las terminaciones de h. 
Un vector normal H para hes ortogonal a las dos terminacion<ea de h. 

Proposición 4 .. 3 Dos geodésicas dlstinta.8 h y k en 18r2 tienen terminación 
común si y sólo si sus vectore.:1 nonnales H, K satisfacen 1 < H, K > 1 = l. 

Demos'traclón: 
Sea E el plano que generan H y K. su discriminante es A = < H, H > 

< K,K > - < H,K > 2 = 1- < H,K > 2 • Si h y k tienen final común S 
entonces S E E.l..., como cada una de las geodésicas h y k generan planos del 
tipo (-1, 1), E-L es recta isotrópica, es decir E tiene tipo (-1,0). con a= O 
Yl<H,K>l=l 

Recíprocamente si J < H, K > J = 1, entonces E tiene tipo ( -1, O), pues 
A = O a.sí E.J... es recta isotrópica y es terminación común de h y k. • 

4.2.6 HACES DE GEODÉSICAS 

Un conjunto "P de geodésicas en H2 e:s llamado un haz si existe un plano lineal 
Pen al2 (1R.), tal que7' es: el conjunto de geodésicas con vectores normales en P. 
Como Pes un plano, puede tener tipo Sylvester (-2,0), (-1, l) o (-1, O), en 
cualquier caso P esta generado por vectores de norma -1, es decir es: generado 
por vectores normales de geodésicas en el haz que deterIIJ.ina. Examinemos las 
dist:intas posibilidades: 

Tipo (-2,0). La recta p..L. tiene tipo (O, l) e intersecta a lHr2 en un vector 
digamos A. El haz 'P es el conjunto de geodésicas a través de A. 

Tipo (-1, l). La recta p..L. tiene tipo (-1, O) y es generado por el vector nor
mal de una geodésica h. El haz "P es el conjunto de geodésicas perpendiculares 
a h. 

Tipo (-1,0). En este caso la recta S = p..L es isotrópica. El haz Pes el 
conjunto de geodésicas con final común S. 

Ahora analizarem06 la intersección de dos haces. Por las observaciones an
teriores dOB haces distintos no pueden tener más de una geodésica en común. 

Teorema. 4.2 i) A través de dos puntos dados A y B pasa una geodésica h. 
ii) ..4 través de un punto dado A paaa una geodésica perpendicular a una 

geodésica e dada. 
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iii.) A través de UTL punto A pasa una una geodés·ica con una terminación 
dada. 

iv} Hay una única geodésica con una terrn·inación dada S perpendicular a 
una geodé.sica h dada siempre y cuando la terminación de h .'lea di.'ltinta de S. 

v) Hay una ·1inica geodésica con teT"Tn·inac·iones dadas R y S. 

DemosCrnclón: 
Sea .4 un punto de Ef'..l y A el haz de geodésicas que pasan por A. Como A..L 

tiene tipo (-2, O), entonces para cualquier otro plano P, .4..L n Pes una recta 
de tipo (-1,0). Esto prueba los tres primeros enunciados: 

i) Escogamos T en A ...L, tangente unitario tal que B = A cosh t + Tsenh t, 
entonces '"}'{s) =A cosh s + Tsenh s es la geodésica buscada. 

ii) Sea P el subespacio generado por un vector normal a e, entonces pl... tiene 
tipo Sylvester (-1, 1), por lo que el haz de geodésicas con vectores normales 
en p..L es el conjunto de geodésicas perpendiculares a. e, después escojamos 
TE A..!.. n R.J... y consideren1os la geodésica con vector nortnal T, ln cual es la 
geodésica. buscada. 

iii) Sea S la terminación dada. una recta isotrópica por lo que tomemos 
P =S..!... que tiene tipo (-1,0) y el haz que genera es el conjunto de geodésicas 
con final com.ún S; nuevamente tornem • .>S T E A...1... n P vector normal a la 
geodésica buscada. 

iv) Sea 1V vector normal ah, así R = N.J.... tiene tipo (-1, l). L =S..!- tiene 
tipo {-1, O) y la intersección RnL es de tipo (-1, O) o es isotrópica. Como S no 
es tertninación de h In intersección es de tipo {-1, O), entonces considerando 
la geodésica con vector norrnal en la intersección R n L terminamos. 

v) En este caso R..L y S..L tienen tipo {-1, O), su intersección es una recta 
de tipo {-1,0) o es isotrópica, usando el hecho de que la forma es no singu
lar, tenemos que In intersección tiene tipo {-1, O), entonces un vector en esta 
intersección es normal a la geodésica buscada. • 

4.3 Clasificación de Isometrías 

Una isometría de l-J2 es el producto de a lo más 3 refiecciones en I:.:::I2 c:::>rno se 
demostró en el capítulo anterior, 

Teorema 4.3 (Teorema de las tres reflexiones) Seana:.¡3,-¡ refiecciones 
en tres geodésicas a, b, e que pertenecen al niisnio ha::. P. El producto a:t3-y es 
una reflexión en una geodésica del ha::. P. 

Demostración: 
Sea S =¡:f. O vector ortogonal al plano generado por los vectores normales 

a las geodésicas de P y sea u E Lor(sl:.?(E.)) que fija S. Veamos que a es el 
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producto de una o dos reflexiones en geodésicas de P. Por la proposición 1.12 
CT induce una transformación ortogonal del plano P = S.J.... 

Cuando < S, S > > O el plano P tiene tipo (-2, O), es decir lo podemos 
ver como un subespacio euclidiano de dimensión 2, por el teorema 1.4 a es el 
producto de a lo más dos reflexiones en iliperplanos {geodésicas). 

Cuando < S,S >=O, P tiene tipo {-1,0), es decir es parabólico, por el 
Teorema 1.6, o E O(P) y a es la identidad en S, de donde es el producto de 
a lo más 2 reflexiones en geodésicas. 

Cuando < S, S > < O, P tiene tipo (-1, 1), es decir es hiperbólico y por el 
Teore1na l. 7, a es el producto de a lo más 2 reflexiones en geodésicas. 

Tenemos también que Ses fijado por oe,{3,""(, como son refiexiones entonces 
0t.f3--y e Lor(sl2(1R)), por lo que es el producto de a lo más 2 reflexiones. Ahora 
0t.{37 es una isometría impar de lHI2 pues su determinante es -1 1 por lo que no 
puede ser la composición de dos reftexiones, por lo tanto a/3""'( es la re6exión 
en una geodésica de 'P. • 

Sea el 6.ABC y sean Tna.,Tnb,Tnc las mediatrices para BC, CA y AB. 

e 

A B 

FIGURA 4.4. Mediatrices de un triángulo hiperbólico 

Corolario 4.2 Las Tnediatrices Tn1u 7nb, Tnc para un 6.ABC están en el Tnis
rno ha:. 

Demomt.raclón: 
Sea 'P el haz que contiene a Tnb y Tna. y sea a E 'P Ja. geodésica a través de 

A. Las reflexiones en las geodésicas Tna., Tnb, a son denotadas por µa. 1 µb, a 
respectivamente. Por el teorema anterior tenemos que µa.µbo. es una. reflexión 
en una geodésica h E P, µaµba(A) = µ 4 µb(A) = µa(C) = B , por lo que 
h = 11lc 1 pues a cualquier punto que equidiste de A, B la reflexión h lo deja 
fijo, entonces fnc E 'P. • 
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4.3.l. HOROLACIONES 

Definlclón Sea S una recta isotróp·ica ~n sl2(R). Un.a horolaclón con cen
tro S es una i:JoTnetrta de la fonna a.{3 donde a y /3 son reflexiones en 
geodé8'it:as h y k con terrn·inac·ión S. El conjunto de horolaciones con cen
tro S forrnan un gru.po. 

Corolario 4.3 El grupo de horolacione.'l con centro S es abeUano. 

Demostración: 
Dadas tres reflexiones, p,a,r, con terminación S, por el Teorema 4.3 su 

cotnposición es una. reflexión en una geodésica con terminnción S, de donde 
obtenemos que 

par= (par)- 1 = -r- 10"- 1p- 1 = rcrp 

por lo que concluímos que 

(a{3)('1'ó) = (a,6-y)ó = (-y{3a)ó = "/({3aó) = -y(óa{3) = ("ló)(a.6) 

es decir conmutan. • 
Las órbitas en ¡~ para el grupo de horolaciones con centro S son llamados 

horoclclos con centro S. 

Corolario 4 .. 4 Dos puntos d·istintos A, B pertenecen al m·ismo horociclo con 
centro S si y sólo si la rnediatri:; rn para A y B tiene term.inacidn S. 

Deroostra.clón: 
<=]Supongamos que la mediatriz -rn tiene terminación S. Se.aµ, la reflexión 

en -m. y sea a la reflexión en la geodésica a través de A con terminación S. De 
esta manera tenen1os que la horolación µa transforma A en B, por lo que A 
y B pertenecen al mismo horociclo con centro S. 

==>]Sea a una horolación con a(A) = B, seu a la. reflexión en la geodésica a 
través de A con terminación S, por el teorema 4.3 ao es una reflexión en una 
geodésica r¡ con terminación S. Notemos que ao(..4) = B, además si Ces un 
punto que equidista de A y B entonces 

d(C,n-a(.4)) = d(C,B) = d(C,A) = d(cm(C),acr(A)) 

por lo que r¡ es la bisectriz perpendicular para A y B. • 
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Proposición 4.4 El grupo de horolaciones con centro S actúa en el conjunto 
de geodésicas con terminación S de manera transitiva. 

Demostración: 
Sean h, k geodésicas con terminación S y sean M, N vectores normales 

para h y k respectivamente. Sea CT el automorfisrno lineal del plano p = sJ... 
(tipo (-LO)) tul que a(S) = S y a(.Nl) = N, el cual es ortogonal. Por el 
teoren1a 1.6, CT puede ser escrito como el producto de una o dos reflexiones. 
Reemplazando si es necesario 1V por -N poden1os a.snniir que a es el producto 
de dos reflexiones, por lo que podemos extender cr a una horolación con centro 
S. 

Si a fija la geodésica h, entonces para A E h tenen1os que u(A.) = A pues 
de lo contrario la n1ecliatriz para A y a(A) tiene te1ninación S, contradiciendo 
el hecho de que dos rectru,; perpeudiculares no pueden tener la. rnisrna. termi
nación. • 

Corolario 4.5 Un horociclo rt. con. centro S y una geodé.s·ica h con terrni
nación S se inte-,..sectan en un punto. 

Demostración: 
Si rt y h tienen dos puntos distintos en comun .. 4, B, ent.onces la medin

triz T/ para A, B tiene terminación S, llegando a una. contradicción. Veamos 
ahora que se intersectan, sea b E rt. y sea u una horolación que transforma la 
geodésica k a trav~ de b con terminación S en la geodésica h, de esta forma 
u(b) es un punto de intersección entre rt y h. • 

4.3.2 ROTACIONES 

Por un.a rotación alrededor de un punto A E lEI2 entenderemos una isometría 
de la forma 0t./3 donde c:t y /3 son refte..xiones en geodésicas h y k que pasan por 
A. Por el teorema de las tres refte.xiones, forman un grupo y las órbitas de la 
acción de este grupo son círculos con centro .. 4. El ángulo de rotación 6 de una 
rotación u esta dado por 6 = L 0 r(t, o-(t)), t E TA(lt'l2) con < t, t >=-l. Una 
rotación con ángulo 7r es llamada un "medio-giro" o simétrica con respecto a 
A. Un medio-giro se puede expresar como /'C,\ donde K. y ..\ con reflexiones en 
geodésicas perpendiculares a través de A. 
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4.3.3 TRASLACIONES 

Sea k una geodésica en 1H[2, una traslación a a lo largo de k es una isometría 
de la forma af3 donde et y f3 son reflexiones en geodésicas perpendiculares a 
k. Las órbitas de este grupo son llamados hiperciclos y k es llamado el eje de 
traslación de a. La longitud de traslación Testa dada por T = d(A, a( .. 4)), A E 
k 

Si K.. es la reflexión en k, entonces la podemos descomponer con10 ct/3 = 
(ct1e){K:,8) 1 es decir como composición de dos semi-giros con respecto a p1.1ntos 
de k; recíprocamente la composición de dos semi-giros alrededor de puntos de 
k es una traslación a Jo largo de k. 

Para clasificar las isometrías impares tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 4.4 La.$ i.sometría.s irnpares de .If.F son de la foT17la <P = 'TK doTide 
'T es una traslación a lo largo de una geodésica h. y K. e.s una refiex?:ón en h.~ 
es decir son reflexiones trasladada.y. 

Demostración: 

FIGURA. 4.5. Las isometrías impares son reflexiones trasladadas 

Sea. q, una isometría par y sea .. 4 E IHr2, si 4>(A) = A entonces et> es una 
retle..xión en una geodésica por . .4; si i;t>(A) ::¡f. A consideremos rn la geodésica 
por .. 4 y tt>(A) y e la mediatriz de A y ct>(A). Al punto de intersección entre rn 
y e lo denotamos por Jl.I mientras que µ y .. \ denotan las reflexiones en esas 
geodésicas. Así tenemos que .. \,;, es par y fija A, de esta manera .. \e;,:) es una. 
rotación alrededor de A. Tenemos también que µ .. \</> = v es una reflexión en 
una geodésica r¡ que pasa por A, por lo que .-\<]) =µv. 

Ahora sea k la reflexión en la geodésica h que pasa por lid perpendicular a 
r¡ por lo que tenemos que 

q, = >.(µv) = (>.µ)(vk)k 
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y como.>...µ y vk son semi-giros su composición es una traslación a lo largo de 
~ . 
4.4 El Grupo Especial Lineal 

Como hemos visto anteriormente el grupo de isometrías del plano hiperbólico 
I8I2 es el grupo de Lor(sl2 (1R)), vamos a usar esto para identificar este grupo 
de isometrías con el grupo PGl2(R). Para esto usa.remos la acción de Gl2(R) 
en sl2(:i.) dada por 

u(X) = sign(u)uxu-•, u E Gl2 (li<), X E s12 (lR) 

donde sign(a) es la función signo del determinante. Veamos ahora que una 
transformación a e Gl2(.R.), as una transformación ortogonal del espacio en el 
que actúa, es decir u E O(sl2(1R)), para esto sea X E sl2(R) entonces 

<aX,uX> < sign(u)uxu- 1 ,sign(u)uxu-• > 
sign(u.) 2 det(uxu-•) 

det(X) 

<X,X> 

por lo que es ortogonal; ahora veamos que es de Lorentz, supongamos que 

u = [ : : J entonces 

-1 
o 

-1 
o 

ahora si X= [ O ~l J, tenemos que 

u E Lor(sl2(IR.)) si y sólo si <u X, X> >O 

<u X. X>=< sign(u)uxu- 1 , X >= sign(u)~det(u)- 1 (a2 +b2 +c2 +d2 ) > O 

por lo que u E Lo-r(sl2(R.)). 
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Teorema 4.5 La accidn de Gl2(!R} en sl2(R), induce un isoTnorfi.srno entre 

PGl2(R) - Lor(sl2(R)) 

Demostra~lón: 
Sea IK(X) =X+ 2 < ¡,-,X > K, la reflexión a través del vector K = 

[ a b ] E sl2(1R) de nornu:1. -1; al p1incipio del capítulo observamos que 
e -a 

KX + XJ..; = -2 < K,X >/con X E sl2(R}, multiplicando por K = K- 1 , 

obtenemos que 
KXK- 1 +X= -2 < K,X > K 

entonces 

-rK(X) =X +2 < K,X > I< = -KXK- 1 = sign(K)KXK- 1 

entonces como Lor(..9l2(IR)) es generado por este tipo de reflexiones tenemos 
que Ja función Gl2(R) - Lor(sl2(R)) es suprayectiva. 

Tene1na; además que ( ~ : ) = [ ~ ~ ] + [ ~ _ ~ ] , por 

Jo que Ñl2(R) es generado por sl2(R) y I. - _ (•) 
Ahora mostraremos que el kernel de esta función son precisamente lns ma

trices escalares. 
Sea u E GZ2 (R) con det(u) >O la cual actúa trivialmente en sl2(1R), entonces 

por(•), a(X) = axa- 1 =X, 'v'X E ./Vf2(R), es decir a X= Xa. Si tornarnos 

X = [ i ¿ ] tenemos 

ax = [ ~ ~ ] [ ~ ~ ] = Xa 

entonces e = b y a = d y si ahora tomamos X = [ ~ g ] 
uX= [ ~ O ] [ a b ] _ O O O = Xa 

de donde b =e= O por lo que u es una matriz escalar. 
Ahora sea C1 E GZ2(R) con det(a) < O que actúa trivialmente, es decir 

a(X) = -axa- 1 entor.ces -aX = Xa, 'v'X E sl2(R); para X = [ ~ ~ ] 
concluímos que a = ( ~b ~a ] , luego si tomamos X = [ g ~ ] entonces 

b =O y finalmente con _J.[= [ ~ ~l ) tenernos que a =O. Entonces el kernel 

de la función es {,,\./ : ,,\ E ::?.. • }, por Jo que tenemos el resultado. • 
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Corolario 4.6 La acción de Sl2{R) en sl2{R) identifica el grupo PSl2(lR) con 
el grupo Lor+(sl2(R)). 

Demostración: 
Van1os a demostrar que la acción de C7 E Gl2(lR), dada por 

uJY = sign(a)axa- 1 

e; un transformación de Lorentz par en sl2 (R) si y sólo si det(a) >O. 
Como a E Lor( sl2 (R)) e.xisten -r1 •••• , T., reflexiones a lo largo de vectores 

k 1 , .... , k., de norn1a -1 tales que a = r 1 ••• '•• por la definición de la acción 
obtenemos que 

1 1 .... r.,(X) = T 1 ••• r .. _ 1 (-k.Xk; 1 = (-1)•k1 .•. k.Xk; 1 ••• kl 1 

y como PGl2(Ei.) ~ Lor(sl2(:S.)), entonces e.xiste r E&• tal que a= rk1 ...... k., 
así det(a) = r 2 (-1)" por lo que det(a) >O si y sólo si a es par. Al hacer la 
identificación con Sl2 (R), la condición det >O se convierte en det = l. • 

Teorema 4 .. 6 La acción de a E Sl2(R) en ]E['.? puede ser descompuesta como 
0t/3 donde et y /3 .son reflexione.s en geodésica.s h y k. Si H y K denotan lo8 
vectores normales para h y k entonces tr2(u) = 4 < H, K > 2 . 

Demostración: 
Si u E SZ2(R), entonces det(u) = 1 por lo que u es el producto de a lo más 

dos reflexiones a: y /3 en geodésicas h y k. Así a = EH K por la parte final de 
la demostración del corolario anterior, donde E= ±1, entonces 

tru = e:tr(HK) = -2~ < H, K > => (tru)2 = 4 < H, K > 2 

Resumimos nuestro estudio en la siguiente tabla: 

Posición de h y k 
Intersección 
Perpendicular común 
Terntinación común 

[0,4) 
{-l,+oo) ,, 

Notación I<:lein 
elíptica 

hiperbólica 
parabólica 

4.5 Trigonometría Hiperbólica 

Relaciones del coseno y seno 

Notación Geometrica 
rotación 

traslación 
horolación 

cosh a = c:osh b cosh e - senh b senh ecos a-

• 
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Demostración: 

senh a senh b senh e 
~= sen/3 =~ 

93 

Por 4.2.3 tenemos que B = A cosh e + Vsenh e, C = A cosh b - Usenh b 
donde < U, V >= cosa por lo que 

coshet =< B,C>= coshbcoshc-senh b senh ecos a 

y tenemos la primera igualdad. 

e 

VA·~ª 
A~B 

e 

FIGURA 4.6. Relaciones del seno y coseno 

Para probar la segunda identidad observemos primero que Jvol(A, B, C)I es 
simétrico en A, B, C; además tenen1os la siguiente relación 

·uol(A, B, C) <AAB,C> 

<A/\ (Acosh e+ Vsenh e), C > 
l < 2(A(Acoshc+ Vsenh e) - (Acoshc+ Vsenh c)A,C > 
l < 2(.4.Vsenh e- VAsenh c),C > 

< A/\ Vsenh e, C > 
vol(A, Vsenh e, C) 
-vol(A, C, Vsenh e). 

-uol(A, A cosh b - Usenh b, Vsenh e) 

- <A/\ (Acoshb- Usenh b), Vsenh e> 
l - < 
2

{A{-Usenh b) - (-Usenh b)A), Vsenh e> 

- <A/\ (-Usenh b), Vsenh e> 
senh b senh e < A /\ U, V > 
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es decir 
vol(A, B, C) = vol(A, U, V)senh b senh e 

y del hecho de que U/\ V = Asen o tenemos que 

vol(.4, B, C) 

por lo tanto 

vol(A,B,C) 

'UOl(A, U, V)senh b senh e 
< U /\ V, A > senh b senh e 

sen o: senh b senh e 

sen O' senh b senh e 

::hcta senh a senh b senh e 

y como vol es simétrico entonces 

vol(B,A,C) sen /3 senh e senh a 
sen /3 
~ senh b senh e senh a 

de donde obtenemos la segunda identidad. 

Segun.da relación del coseno 

Demostraclón: 

A 

e 
y 

b 
.,_.K 

a. L 
e 

FIGURA 4.7. Segunda relación del cc:aseno 

h 
cos /3cos-y +cosa 

cos a= 
sen ¡3 sen -y 

• 
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Sean H 1 K, L vectores norma.les a los lados del triángulo, entonces tenemos 
que< H /\ K,L /\ H >=< H,L >< K,H > - < H,H >< K,L >= 
cos f3 cos ry +ces a, H /\ K = Csen u y L /\ H = Bst'Jn f3 para obtener que 

< H /\ K,L /'\H >=< B,C >sen 'Y sen f3 = cosha sen '"Y sen /3 

de donde se obtiene la relación. • 
Corolario 4 .. 7 Los ángulos del triángulo AABC satisfacen que 

Demostrac lón: 
Supongamos que a: 2: f3 y a ~ 1'. del hecho de que cosh a > l entonces 

cosh a= cos /3cos""( + CCX:i et > 1 
sen f3 sen 1' 

de donde obtenemos que 

cos J3 cos ""( + cosa > sen f3 sen "Y 

entonces 

cos/3cos1' - sen ¡3 sen -¡ = cos (/3 +"Y) > - cosa= cos (7T - a:) 

es decir tenetnos que 

cos (-rr - a) < cos (¡3 +-y) ... (*) 

Cuando f3 +-¡ :=:; 7T entonces 7r - o > f3 +-¡ por la relaciones entre el coseno 
y los ángulos, por lo que tenemos que cr + /3 + f < 7r. 

Cuando 7T $ f3+-¡ podemos reescribir la desigualdad(*) como cos (o+ 7r) < 
cos (/3+1'). lo cual implica que a+ 7T < /3 + 1' entonces 7r < o lo cual es una 
contradicción. • 

Teorema. 4.7 Seano,/3,f E (0,7r] números reales cono+.B+I' < 7r entonces 
existe un triángulo .ó. .. 4BC en !BL2 con LA = o, LB = /3, LC = "Y· 

Demostración: 
Como o+ f3 + r < 7r entonces /3 + ""( < 7r - a, por lo tanto cos (7r - a) < 

cos (/3 +"Y) luego sen f3 sen f < cos /3cos1' + cosa, y podemos encontrar a E 
(O, +oo) tal que 

sen f3 sen -,.cosha = cosf3cos¡+cosct ... (*) 
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Fijemos dos puntos B, C con d(B, O) = a y tomemos la geodésica e que 
pase por B formando un ángulo /3 con el lado BC y una geodé.sica k pol" C 
fol'mando un ángulo "Y con la geodésica h; y sean H,K,L vectores normales 
dirigidos al interior de esas geodésicas. 

Procediendo como en Ja demostración de la segunda relación del r.oseno, 
obtenemos que 

cosh a sen j3 sen '"Y= cos/3cos-y+ < I<,L > ... (**) 

y por(•) tenernos que< I-<.L >=cosa, por lo tanto J < /-(,L > f < 1 1 en
tonces por la proposición 4.2 tenemos que las geodésicas e y k ::ie intersectan 
y el ángulo de intersección es o. a 

f3 f H y 

B h e 
FIGURA 4.8. Construcción de un ~riángulo hiperbólico con los ángulos dados 

Ahora analizaremos las funciones trigonométricas para un cuadrilátero 
ABCD con tres ángulos rectos. 

Cuadrángulo de La.Dl.bert 

Lema 4 .. 1 En un cuadrángulo de Lambert, es decir uno con tres ángulos rec
tos, se tienen las siguientes relaciones. 

Demostración: 

cosh d(A, D) = coshd(B,C)sen -y 

senh d(A, B)senh d(D, A) = cos -y 

Sean H,K,L,iVI vectores normales, sustituyamos /3 = i en (•*) para 
obtener que d( B, C)sen ¡ =< K, L >, por 4.2.4 tenemos que < K, L >= 
cosh d(A, B), por lo tanto cosh d(A, D) = cosh d(B, C)sen -y. 
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e 

71 D 

E jL 
A B 

FIGURA 4.0. Cuadrángulo de Lambert 

Para la segunda igualdad utilizen1os )~J. relación entre ·uol y det para tener 
que 

·uol(K, JH,L)vol(Af,L, H) = det [ ~l < /<(,L > 
o 
-1 

y el resultado se .sigue de 4.2.3. 

Angulo de paralelismo 

L~ 

¡ 
\ 

f3 lH y 

B e 

<f<,H >] 
<H,H> 

o 

FIGURA 4.10. Angulo de paralelismo 

=< K,H> 

• 

Terminamos nuestro estudio de la trigonometría hiperbólica considerando 
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un triángulo ó.ABC, en donde By C son puntos ordinarios de H2 y A un 
punto al infinit:o{terminación), es decir el angulo LA = O. En este tipo de 
triángulos tenemos la siguiente relación 

cosha sen /3 sen'"'(= cos/3cos""(+ l 

Para ver esto observemos que (••) es válida en este caso, entonces como dos 
de los lados del triángulo son dos geodésicas con terminación común, entonces 
< K,L >= ±1, pero cosha sen f3 sen -y> O, entonces < h-,L >= l. En 
particular si LC es recto tenemos que cosha sen /3 = l. 

4.6 Con.o de Luz 

Se estudiará el espacio PC(sl2{R)) de rectas isotrópicas en sl2(R), es decir las 
rectas generadas por matrices de determinante cero. A cada vector e E R.2 le 
asignamos la matriz 

L(e) = [ :,~ .=:: ] , si e = [ ~ ] E JR2 

de esta manera detL(e) = O por lo que e E ker(T), donde T es la función 
lineal con matriz L(e), esto nos define una función L : :R - PC(sl2(R)) la 
cual es inyectiva. 

Len>& 4.2 

L(a(e)) = aL(e)a- ;a E G~(R),e E JR2 

Demostración: 

Si u = ( ~ ~ ] entonces <7- = [ ,!e :b ] y la demostración es un cálculo 

directo, ya que es fácil comprobar que 

y también que 

entonces tenemos que 

L(a(e)) = [ ~ ! ] [ w] [z,wJ [ ~ ~ ] [ ~ ~l ] = aL(e)a-. 

• 
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Ahora daremos otra asociación: dado un par ordenado (Z, U) de distintos 
puntos de IR. le a.signamos el vector L(Z, U) E sl2(1R) de determinante -1 dado 
por 

L(Z,U) = wu:. zv [ ::v2~:u -~2~.,~], si z = [:, ] y u= [ u] 
o de otra forma utilizando el producto cuña 

·u ] 
-V • 

Tenemos una relación nu.is 

aL(Z, U)a- 1 = L(a(Z),a(U)) ; a E Gl2 (JR) 

la cual se sigue de la siguiente 1nanera: 

L(a(Z),a(U)) 

donde d 1 = det[a(Z)a(U)]. 

2 
(l{L(a(Z)) /\ L(a(U)) 

2
,aL(Z)a- /\aL(U)u

d, 

:,aL(Z) /\ L(U)a- 1 

aL(Z,U)a- 1 

Lema. 4.3 Sean A, B, P, Q E IR puntos ~istintos, entonce.:1 

(A B) L(PQ) 
[A,B,P,Q]+l 

<L'' '>=¡A,B,P,Q)-1 

Demostración: 
Por la relación anterior y como la razón cruzada es invariante bajo transfor

maciones de !v10bius, ambos lados son invariantes bajo Sl2(R), pero como la 
acción es triple transitiva, verificaremos la fórmula para el caso A = co, B = 
0 1 P = l, Q = q, q e R. Sabemos que [co, O, 1, q] q de donde solo falta 

verificar que < L(oo, O), L(l, q) >= q + ~. 

[ ¿ ] o = e f] ' l [ ] ' q = [ i] por lo Tenemo:s que oo 

L(oo,O) = _\ [ ¿ ~l] ,L(l,q) = .!., [ l;q -~~q], por lo tanto 

< L(oo,O),L(l.q) > l - 2 trL(oo,O)L(l, q) 

que 
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4. 7 De Poincaré a sl2 (JR) 

l+q 
-2 

-2q ] 
l+q 

• 

Finalmente mostremos que existe una isometría del semiplano de Poincaré .!Hr2 
al espacio de matrices sl2(3.). Recordemos que la métrica del semiplano de 
Poincaré esta da.da por 

lz -wl 2 
2 

cosh d(z, ·w) = 1 + 2 Irnzirn·w, z, w E lEr 

Sea la función F: I:--I2 - sl2(&) tal que a.::= x+iy E !Hr.2 le asocia la matriz 

F(:::) = t [ ~ -~~
2 J E sl:z(:S). Sean .:: = x + iy, ·w = s + it E 1H!2 entonces 

coshda2(z,w) 

mientras que 

cosh d.i,(R) (F(.o), F(w)) 

por lo que preserva distancias. 

l + lz-wl2 
2Im::/rnlL' 

1 
+ 1 (x - s) + i(y - t)l 2 

2yt 
x2 + y2 + s2 + t2 - 2xs 
---· 2yt 

< F(z), F(w) > 
l - 2 t1·(F(z)F(w)) 

_.!_ (...!.. [ xs - lzl 2 * 
2 yt * -lwl 2 + xs 

xz + yZ + s2 + t2 - 2xs 
2yt 

]) 

Además esta función Fes Gl2(:=i.)-equivariante en el sentido de que relaciona 
la acción dada en la sección 3.8 con la acción dada en la sección -1.4 ya que 

F(o-(z)) = sign(o-)o-F(z)u- 1 

la cual se sigue por simple sustitución. 
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En este capítulo tratamos el tema. principal de está tesis, grupos discretos de 
isometrías del plano hiperbólico U--T-2, haremos un análisis de estos grupos por 
medio de la geometría dada por los conmutadores de las isornetrías del plano 
hiperbólico, para llegar a una caracterización de los grupos elementales y de 
los grupos no eleinentales, ésta última debida a Nielsen. 

Hacemos también un estudio especial de las cúspides o puntos fijos parabó
licos, estas cúspides junto con !HI2 definen un espacio (!Hl2) •, consideraremos al 
espacio cociente (IHr.!) • /r, con r grupo discreto de isometrías y veremos que 
al darle la topología horocíclica a este cociente, se obtiene unu superficie de 
Riernann. 

Cuando trata.n1os subgrupos discretos rle ison1etríus del plano hiperbólico es 
difícil estudiar ln acción sobre todo :-12 , por est.o se identifican ciertos subcon
juntos del plano hiperbólico donde es más fácil estudiar esta acción, además 
de que si sabemos como actúa en estos subconjuntos, tendremos información 
de la acción en el e;pacio total; estos conj11ntos son llani.ados Do1ninios o 
Regiones Fundamentales. Haremos un estudio de algunos tipos de regiones 
fundamentales así con10 de algunas de sus propiedades. 

El modelo .9l2 (a) serú usado en las demostraciones mús técnicas. 

5.1 Subgrupos Discretos 

Consideren1os un espacio _,y localmente compacto, es decir uno que es Hnus
dorff (T2) y donde cuda punto tiene una vecindad compacta. Un subconjunto 
S C X es discreto si S es localmente finito en X, es decir para toda x E X, 
existe vecindad la cual tiene a lo más un número finito de puntos de S. 

Si S C X es un subconjunto discreto, entonces es cerrado, lo cual se sigue 
de que el espacio es Ha.usdorff; ta1nbién en un espacio discreto cada punto es 
aislado y recíprocamente un cerrado con solo puntos aislados es discreto. 

Proposición 5.1 Un subconjunto S de un espacio localmente cornpacto X e.'i 
discreto ."li y sólo .-J·i S intersecta cada conjunto compacto de X en un coniunt.o 
finito. 

Demostración: 
=>] Sea I< un contpacto de X, entonces pura cada x E K existe una vecindad 

Ux de x tal que intersecta a S en un conjunto finito, y el resultado se sigue 
por la coni.pa.cidad de I<, pues a ¡..; lo podemOCi cubrir con un número finito 
de estas vecindades U:z:. 

--1 Supongamos qlle no es discreto, entonces e..xiste x E X tal que para toda 
vecindad U de x. U n S es infinito; ahora corno X es localmente compacto 
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existe una vecindad V de x tal que V e K con K compacto de X. entonces 
V n S e K n S es finito lo cual contradice la hipótesis, por lo tanto S es 
discreto. • 

Definición Un subgrupo di:Jcreto r de un gnJ.po localmente compacto G es 
un subgru.po de G el cual es un subcon;junto discreto de G 

Proposición 5.2 Sea r un subgrupo de un grupo topológico localmente com
pacto C. Si exi.ste una vecindad\/'" de id en G tal que V n r ={id} entonces 
r es un suf!grupo discreto de G. 

Dernostraclón: 
Sea V vecindad de id tal que V n r = {id}. Sea a E G y consideremos dos 

posibilidades: 
Si uv- 1 n r = 0, entonces como v- 1 es vecindad de id tenemos quE:: uv- 1 

es una vecindad abierta de u disjunta der. 
Si e.xiste -y E av- 1 n r, entonces existe te v- 1 tal que 'Y= at, de donde 

u= -yt;-t por lo que u E -yV entonces -y- t (-yVnr) = Vn-y- 1 r = Vnr = {-id}, 
es decir ")"V n r = ti de e::sta manera -yV es una vecindad abierta de a que 
intersecta a r en el punto 'Y· por lo que es discreto. • 

Corolario 5.1 Sea G un grupo localmenl.e compacto actuando continuamente 
en el espacio topológico X y .sea r un .subgrupo de G. Si existe x E ~Y, aislado 
en su órbita rx y tal que su estabüi::ador r z es un .subgrupo di.screto en G, 
entonces r es subgnJpo discreto de c. 
Dernost;raclón: 

Sea u unn vecindad abierta de X E X tal que unrx = {x}. Sen 7"z : G - X, 
dada por Tz(g) = gx, notemos que r;; 1(U) n r = r %• Sea V vecindad abierta 
de la identidad en G tal que V n r z = {id}, por lo que V n -r; 1 (U) es vecindad 
abierta de id que la aisla en r, es decir V n -r; 1 (U) n r = V n r:r {id} 
entonce::s por la proposición anterior concluín1os nuestra afirmación. • 

Sea C = Cu {oo} la compactaciór1 por un punto de C, y consideremos 
la acción sobre este espacio del grupo ... "vIOb ...... (C), de los homeomorfismos ')' : 
:f: - i;, de la forma -y(.::) = ~ con a, b, e, d E C y ad - be=¡:!: O. Es de uuestro 
particular interés restringirnos al subgrupo de elementos de A/Ob(C) que dejan 
invariante al conjunto 

JE.1' = {z E <C: Irn[z] >O} 

es decir 'Y E ..LV/Ob(C) con 1(1E-.T..:!) = 1@°.l. Un cálculo muestra que estas trans
formaciones son de la forma "')'(...::) = ~:=~ con a, b, e, d E R., ademús poden1os 
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suponer que ad - be = 1, y cada elen1ento lo podernoS representar por una ma

triz de la forma [ ~ : ] E Sl2(IR.) en forma única salvo por la multiplicación 

[ 
-1 o ) de la inatriz -I = 

0 
_ 1 , de donde tenemos que 

es el grupo de trnnsforrnaciones de MObius que actúa en H 2 • 

La topología en PSh(IR.) es la topología cociente del grupo topológico 
SZ2 (R) cuya topología es la inducida por la función inyectiva 

[ ~ ! ) ,_ (a,b,c,d) E JR4 

Entonces hemos hecho de PSl2(lR) un grupo topológico con la métrica in
ducida de lR.4 , por lo que podemos hablar de los subgrupos discretos. 

Definición Un gn¡.po G de ho-rneornorfisrnos de un espac·io topológ·ico X en 
:J·i rn·ismo actúa discontinuamente en X si cada x E X tiene una vecindad V 
tal que V n g(V) = 0 para todo g # id. 

Definición Un gn¡.po G de hom.eornorfi.yrnos de un e.."Jpacio topológico X en 
si mis-rno actúa propiamente di8continua1nente en X s·i cada x E X tiene una 
vecindad V tal que .i·i y(V) n V :¡é 0 con g E G entonces g(x) = x. 

Es hora de definir un grupo Fuchsiano, para esto daremos una definición 
así co1no dos resultados que dan condiciones necesarias y suficientes que debe 
cumplir un grupo para ser Fuchsiano. 

Definición {[JS)) Un grupo Fuchsla.no es un subgrupo discreto de PSl2(lR) 

Sea r subgrupo de PSl2(R) Fuchsiano y consideremos la acción natural de 
este subgrupo dada por 

rxH2 -H2 

-y(z) = [ ~ b ] z = az + b -y E r, ad - be = 1 
d cz+d' 

Así se tienen los siguientes resultados: 

Teorema. 5.1 Un .Yu.bgrupo r de PSh(R) es Fuchsiano si y sólo :Ji r actúa 
propia-rnente discont·inuarnente en 18[2 • 

Dexn.ostraclón: 
=>}Sea ·w E E 2 y ~eu lV' = Bi::.(w) el disco cerrado con centro w y radio E> O, 

co1no la topología inducida por la métrica hiperbólica en ~::12 coincide con la 
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topología euclidiana, entonces ¡,ir es compacto luego {'"Y E~{w) E W} es 
finito por lo que podemos encontrar O ~E tal que B,s(-w) no contiene 
puntos de la órbita de w, haciendo V= B!(w), tenemos que si e.xiste cp E r 
tal que t.p(V) n V =¡6 0 1 es decir existe :::; E V tal que cp(z) E V, entonces 
d(z,w) < ]i, d(cp(z),w) < ft y luego 

d(w, <p(w)) :S d(w, <p(z)) + d(<p(z), <p(w)) 

d(w,<p(=)) + d(z, w) < ó 

entonces tp(w) = UJ, es decir r actúa propiamente discontinuan1ente. 
<=] Supongamos que p es punto fijo ¡:..ara 'Y E r\{id}, entonces existe l-V 

vecindad de p tal que si t,V n -¡(l-V) :¡!=. 0 entonces -y(p) = p; si existe q E YV 
tal que es punto fijo pnra. otro elemento et> E r, entonces cf>(p) = p y esto pasa 
sólo si q =p. Supongnm.os que r no es discreto y escojamos un punto w E F.t2 
tal que no es punto fijo por ningún elemento de r distinto de id, entonces 
e.xiste una sucesión (Tn) de elementos de r tal que Tn - id cuando n - oo, 
entonce:.s Tr~(w) - ·w cuando n - c:x::i, luego (Tn.('w)) es una sucesión de puntos 
distintos. Entonces cada vecindad de w contiene otros puntos de su órbita y 
r no actúa propiamente discontinuamente. • 

Teorema. 5.2 Un su.bgrupo r de PSl2(1R) es F'uch.siano ::ii y sólo si para toda 
z E IEI'2 , rz es u.n subgn.ipo discreto de E 2 . 

Demostración: 
Supongamos que r.= es discreto en EL2, entonces existe E> o tal Qllf" Be(.::) 

no contiene otros puntos der.::. 
Entonces si V C: B7(z), por el teorema anterior V n S(V) #- 0 implica que 

S(.:::) = .:::, entonces res Fuchsinno. Recíprocamente sir es Fuchsiano entonces 
actúa propiamente discontinuamente en 1'-l2 y cada órbita es discreta. • 

Ade1nús pnru. PGl2(~) tenemos los siguientes resultados: 

Teorema. 5.3 Para cada punto :::. E H 2 y € > o, el conjunto n(..:::, E) = 
{a E PGl2(R) : d(=,az) :::; e} es una vecindad compacta de la identidad 
en PGl2(5<). 

Demostración: 
Introducimos la norma llalJ de la matriz a E PGZ2 {R) definida por 

donde .. 4 = 

tinua 

a b 
e d 

es un representante de a Esta define una función con-
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por lo que el conjunto {a E PGl2(lR) llall :Sr} con r > v'2 es una vecindad 
de id en PGl2 (R), por lo que sólo falta ver que es compacta. Tenemos que este 
conjunto es la imagen bajo una función continua del conjunto {cr e Gl2(lR) : 
llall :S ·r, ldetaJ = l} el cual es cerrado y acotado en Nh(R) por lo que es 
compacto. 

Como la acción de PGl2(R) es transitiva en :IHr2 solo basta ver el caso t!Uando 

::; = i E lllr2 que en sl2 (Ja'.) esta dado por i = [ ~ "7:, 1 
] y la acción de PGl2 (IR) 

esta dada por 

a(i) = lad .'.:._ bel [ ~ 
luego la traza de cr(i) · i es 

-1 
o 

-b 
a 

t:·r(a(i) · i) = -lad-bc¡- 1 (a2 +b2 +c2 +d2) 

por lo que 

2 < a(i),i >= lad - bcl- 1 (a2 + b2 + c2 + d 2 ) =- 2cosh d(i,a(i)) = llo-112 

Ahora sabemos que {a E PGl2 (S..) : IJaJI $. r} es una vecindad compacta 
de id en PGl2(1R), pero este conjunto es igual al conjunto {a E PGl2(E<.) : 
( cosh d( i, a( i))) t :S -;?:; } y el resultado se sigue. • 

Corolario 5.2 Sea r un subgrupo de PSl2(R). Sir es FuchtJiano, entonces 
para z e H 2 y E > O el siguiente conjunto es fin:ito {a E r : d(a(z), z) ::; €}. 
Recíprocamente si para alguna z E ~!2 y € > O el conjunto e:J finito, entonces 
r es un subgru.po Puchsiano de PSl2 ('3.). 

Demostración: 
Observemos primero que {a E r : d(a(z), z) :S <} = n(z; <) n r. Si r es 

discreto, como n(z; €) es compacto, ent:onces R.(z; €) n r es finito. 
Recíprocamente si para alguna € > O y un punto z E IEI2 el conjunto 

{a e r : d(o(z), z) ::; €} es finito, podemos tomar €suficientemente pequeña 
de tal modo que el conjunto sea sólo la identidad de donde r es discreto. • 

Un ejemplo clásico de este tipo de g:-upo.s, es el grupo modular: con
sideremos el espacio PSl2(Z), es decir el grupo de matrices de 2 x 2 con 
entradas enteras y det = l. el cual es un subgrupo discreto de PSl2(E.) ya 

que el número de posibles matrices A = [ : ~ J con a, b, e, d enteros tal que 

ll.411 = .,/a2 + b,,¡ +e,,¡ + d~ :S n es finito. 

Proposición 5 .. 3 Un gru.po discreto r de PGl2 (R) actúa en el plrzno hiper
bólico con órbita.'i discreta.-;. 
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Demos'traclón: 
Sea A una órbita para r y fijemos un punto z E A, por el corolario anterior 

un disco D con centro ::: tiene sólo un número finito de puntos de A entonces 
poden1os encontrar e> O, tal que D(z; e) n A= {z}. 

Sean u, V E A. u :¡f v, escojamos u E r tal que u(u.) = z, entonces 
u(v) ~ D(z;<) por lo que d{u,v) = d(u(u),a(u)) ;::: <de esta forma cada 
punto en A es ai..:;lado. Sea w ~A, y consideremos el disco abierto D("w; ~). 
por lo anterior contiene a lo más dos puntos de A, luego podemos encontrar 
un disco abierto con centro w que no intersecta a A, entonces A es cerrado; y 
vimos que todos sus puntos eran aislados por lo que es discreto, así las órbitas 
son discretas. • 

Lema 5.1 Sea r un. grupo F'u.chsiano, para cada z E IHI2 existe una vecindad 
u de.:; tal que {a E r: a(U) n u F 0} ={a E r: a(.:::) = .:::} = r ,. 

Demostración: 
Sea V una vecindad compacta de ::: en 1EL- ya que es localmente compacto, 

entonces el conjunto {u E r : a(V) n V =;!= 0} es finito, digamos CT¡' ••• , CTr. 

Suponga que a¡(.:)= z ó =;!= z de acuerdo a que 1:::;; i:::;; s ó s < i ~ r. Para 
cada i > s, considere la vecindad l/i de Z y una vecindad VVi de Ui(z) tal que 
v¡ nlVi = 0, entonces considere la vecindad Vn {n¡>,,(V,nu- 1 (VVi))}, la cual 
tiene la propiedad requerida. • 

Teorema. 5.4 Sea r un grupo Fuchs·iano en PSb(~). Para K y L subcon
juntos cornpacto.s del plano hiperbólico JB2, a(K) y L son ajenos para cas·i todo 
u E r. 
Demostración: 

Sea K un compacto, z E H2 y r > O. Vamos a demostrar primero que D(z; r) 
y u(K) son ajenos para excepto un número finito de u E r. Sea s > O tal que 
I< e D(=; r+s), entonces el conjunto S = {-y E r : -y(=) E D(z; r+s)} es finito. 
Además observemos que -yD(z;r) = D(-y(z),r), por lo que Kn-yD(z;r) = 0 
para todo I' E r - S. Entonces dado el otro compacto L, escojamos ::: E L 
y r > O tal que L C D(z; r), entonces u(K) y L son ajenos excepto para un 
número finito de a E r. • 

Corolario 5.3 Sea r grupo F'u.chsiano en PSl2 (R) y K subconjunto compacto 
de l-l2, entonce.s solo un núm.ero finito de eleTTlentos de r tienen puntos fijos 
enK. 
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Demostración: 
Por el teorema anterior, tenemos que u(K) y K son disjuntos si u e r 

excepto para un número finito de u, por lo que sólo un número finito de ele
mentos de r puede tener puntos fijos en K. • 

Definición Por un punto fijo eUptico para r en .!HI2 entenderemos un punto 
;:; E 18['.? que es fijado por un elemento elípt·lco der. 

Corolario 5.4 Sea r grupo Puchsiano en PSl2(IR). El conjunto P de punto.'l 
fijos el{pticos para r en gz es un subconjunto discreto de W. 

Demostración: 
Sea K cualquier compacto de IHr2, si vemos que .x.- n Pes finito terminamos. 

Como r es discreto existe sólo un número finito de elementos de r que tienen 
puntos fijos en I< y como cada elemento de PSl2(1R) tiene a lo más dos puntos 
fijos. tenernos el resultado. • 

5.2 Subgrupos Elementales 

En esta sección comenzamos el estudio de subgrupos particulares de PGL2 (JR) • 
en especial los subgrupos elementales. 

Definición Un subgrupo de PGl2(1R) "" elemental, si fija un punto de H2, 
fija un punto de aw o estabili:::.a una geodti..,ica en H2. 

Definición Sea:: e 18[2, entonces el estabüi:::ador de z es el conjunto S~ = 
{o- E Gl2(l!l) : o-(z) = z}. 

Proposición· 5.4 El estabili:::ador de un punto z E 1H[2 bajo la acción del gnr.po 
Gl2(R) es conjugado al gn.J.po de matrices de la /0TTT1.a 

[ a b J [ a b ] ª2 + b2 # o. 
-b a ' b -a ' 

PGl2(lR) actúa enJEr> con estab-ili::adorea conjugados a P02(R) = 02(l!l)/{±id}. 

Demostración: 
. [ O -l ] [ a Sea ' = 1 O y o- = -b ! ] , entonces 

( ") . ( ) . -1 l [ o 
u t. = sign u uiu = ª 2 + b 2 a2 + b2 

-aZ -bz 
o 

o -1 
o =i 
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por lo que c:T estabiliza a i, de la misma manera podemos ver que 

también estabiliza a i. 

Ahora un elemento u = [ ~ ! ] estabiliza i si 

a(i) = __ 1 __ [ a~+ b~ -a
2 

- b
2 J [ O -

0
1 J 

~-k ~+~ -=-M l 

lo cual pasa si y sólo si -/ad-bcJ = -a2 -b2 , lad-bcJ = cfZ+c2 , y db = -ac por 
lo que tenemos la condición 2jad - bel = a 2 + b2 + c2 + cP; cuando ad - be> O 
entonces (a - d) 2 + (b + c) 2 = a 2 + b2 + c 2 + d2 - 2(ad - be), por lo que 
a = d y b = -c. En el otro ca.so, cuando ad - be < O tenemos la igualdad 
(b-c)2+ (a+d) 2 = a 2 +b2 +c?+á- -2(bc-ad) de donde b =e y a= -d, por 
lo que el estabilizador ele i en Gl;(~) = {a E GL2 (R) : deta = ±l} es 0 2(R) 
entonces S¡ = 02(R)/{±id} PS el estabilizador en PGl2(R); ya que la acción 
de GZ2 {R) es transitiva, e..xiste a tal que u(z) = i, por lo que el estabilizador 
de .::: es conjugado a S¡. • 

Proposición LJ.5 El estabili::.ador en Gl2 (IR) de una geodésica k en :JHr..? 7 es 
conjugado al subgrupo de Gl2(&) representado por la.~ matrices 

Demostración: 

Sea h la geodésica con vector normal N = [ ~ ~ 
1 

] , van1os a mostrar 

que las matrices de la proposición son el conjunto de transformaciones que 
actuan en sl2 (.IR) con vector propio 1V. La acción está dada por 

l [ a 
Jad- bcf e 

entonces: tenemos que X E h si y sólo si 

por lo que X = [ O ~ ] ; entonces si CT = [ ~ ~ J 
O J 1 [ ad 
-l = Jadj O 

O J (ad)
2 

[ l 
-ad = Jadf O 

-2ab J 
-ad-be 

~y]= -x=O 

o 
-1 
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y cuando cr = ( ~ ~ ] 

"" [ ~ -~\ ] = lb~I [ ~ -~e ] = <~b~l
2 

(:; ~1 ] 

por lo que [ ~ ~], [ ~ ~] actuan con vector propio N, es decir fijan h, 

de donde el estabilizador en GL:i(R) de h son estos dos tipos de matrices, y el 
resultado se sigue para cualquier geodésica por conjugación. • 

Proposición 5 .. 6 El estabUizador en Gl2(R) de una terminación de JE[2 es 
conjugada al subgrupo de las 171.atrices de la forma 

Demostración: 

Consideremos la_terrninación oo = [ ~ ¿ ] ~ pnra una matriz de la forma 

[ ~ : 1 tenemos que 

por lo que este subgrupo estabiliza oo. 

R.eciprocamente sea [ ~ : ] E Gl2(IR) que est~biliza oo entonces 

1 ] l [ -ac 
O =!ad-bel -e? 

a2 ] = [ O l ] 
ac O O 

de dor1de e= O. 

Grupos discretos elementales 

l 
o 

• 

A continuación queremos describir los grupos discretos elementales. Por los 
resultados anteriores vemos que un grupo r que fija un punto es discreto si y 
sólo si es finito; si estabiliza una geodésica k es discreto si y sólo si el subgrupo 
de traslación es finito. 

Proposición 5.7 Sea r un subgrupo de PSl2(R) el cual fija un punto de 
a:i:.12 • El grupo es Pu.chsiano si. y sólo si es ctcl-ico. 
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Demostración: 
Como r fija un punto de la frontera podemos suponer que este punto es 

( 
0 1 ] 1 r · 1 ·1 · · · · d 1 · oo = O 0 , uego cons1Ste1 por a u tima propos1c1on, e as matrices 

delnformao-= [ ~ ·ur_l ].Si a= [ ·~ ur__l]. -r= [ -~ v~l ]• 

u< l,·u < 1, están en r. conjugando con la matriz [ ¿ u-r- 1 
] podemos 

suponer que r =O. Ahora estudiemos el grupo genern.do por a= [ ~ u~• ] 

y el conmutador¡= a1u- 11- 1 = [ ~ ~ ] , como estos dos elementos están 

contenidos en r. entonces 

'In E Z, an¡a-" = [ ~ cu2n 

Sea== [ ~l ~ ] y T = aniu-n entonces 

T(z} = [ ~ cu2n ] [ O 
1 -1 

-cu2n 

-1 

por lo que<~(¡'}•::>= -~tr(T(::)~) = "
2

:{" + 1 enton~':'.cosh d(T(z}, ::) = 
< T::,::: >= r.. ~ + 1 por lo que existe n E Z tal que -= ~ + l < 2, ya que 
u< 1, de donde para todn. rn E Z,n:::;: m, d(um-ya-m.) :5 cosh- 1 (2), pero 
como r es discreto, esto podrá ser cierto si y sólo si tt = l o e = O. 

Si u= 1 tenemos que o= [ ~ ~ ] entonces r esta generado por r. 

Si e = O entonces "Y = [ ~ i ] y el conmutndor es la id de donde ar = TO" 

por lo que u 2 ·us = ·us,s ;¡f O=> u 2 = l lo cual es una contradicción, por lo 

[
V 0 ] tantos= o, r = o v-1 y res generado por a. • 

Lema 5.2 Sea X un conjunto en donde actúa un grupo G. Para cualquier 
su.bgru.po noTTnal J.V de Gel conjunto de puntos fijos x:v es estable bajo G. 

Demostración: 
Tenemos que demostrar que si x E XN y g E G entonces gx E XN donde 

XN = {x E X : hx = x, 'Vh E N}, es decir debemos demostrar que '<'/h E J.V, 
hgx = gx. Sea. v E N entonces u(gx) = g(g- 1 ug)x y como N es normal 
tenemos que g- 1 vg E J.V, entonces tene::mos que g- 1 ugx = x por lo tanto 
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v(gx) = gx, es decir g:c E XN. • 
Terminamos con el teorema principal de esta seccion. VeamCllS algunas defini

ciones que nos seran útiles en la propc.ición siguiente. Una serie normal de 
un grupo Ges una sucesión finita (Ao, ... ,A,..) de subgrupos de G tal que 
< id>= Ao <l A1 <l ••• <l Ar- = G. Un grupo Ges soluble si y sólo si tiene una 
serie normal cuyos factores Ai+1/Ai son abelianos. 

Definimos el subgrupo conmutador D 1 (G) de G como el subgrupo generado 
por elementos de la Cortna a- 1 b- 1 ab. Le. serie derivada de Ges la sucesión (G = 
Dº(G), D'(G), D2(G), ---)donde Dn+1 (G) = D(Dn(G)), con esta definición 
tenemCWi que un grupo Ges soluble si y sólo si D"'(G) =id para alguna ne Z. 

Propo•lclón 5.8 Un subg~po G de PGl2(1ll) es elemental si y sólo si G es 
un grupo soluble. 

Demostración: 
~]Los grupos elementales que fueron mostrados en las primeras tres proposi

ciones de esta sección son solubles como veremos a continuación. Los cálculos 
son faciles, así que solo se indicarán; hacemos la siguiente convención: 

< [ ~ : ] > denotará el grupo generado por matrices de esa forma. 

Cuando un subgrupo fija un punto de H2 es conjugado al grupo de matrices 
de la forma 

~a ) , a 2 + b
2 7>6 O 

entonces tenemos la siguiente serie con factores abelianos 

<id> <l < [ ~b ! ] . [ : b 
-a 

Cuando un subgrupo estabiliza una geodésica de I8l2 es conjugado a un 
grupo de matrices de la forma 

entonces tenemos que 

<id><>< [Oª 

V finalmente cuando un subgrupo estabiliza una terminación de l8I2 entonces 
es conjugado a un grupo de matrices de la forma 
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y en este caso tenemos que 

< id > <l < [ ~ : ] > <l < [ ~ : ] ' [ ~ : ] > 

<=] Sea G un grupo soluble, G =¡!: 0 1 entonces e.xiste n E N tal que G = 
Dº(G) ;;¡ D'(G) ;;¡ ... ;;¡ on(G) ;;¡ on+ 1 (G) ={id}, Dn(G) "#id. Suponga
mos primero que G consiste de transformaciones pares. 

l. D"(G) contiene una rotación c:T con centro .4., por lo que el conjunto de 
puntos fijos para u en !H!2 sólo consiste de A. Corno D(D"(G)) = D"+1 (G) = 
{id} entonces D"(G) es abeliano, por lo que todo subgrupo es normal. Sea N el 
subgrupo de D" (G) generado por CT, entonces por el principio del normalizador 
tenemos que (JEr')N = {.4} po< lo que Dn(G)(A) ={A}, es decir D"(G) sólo 
tiene como punto fijo a .. 4. Vamos o. usar inducción decreciente, para demostrar 
que si D 1(G) tiene como conjunto de puntos fijos a A en it-l'.l tambien D 1- 1 (G). 
Tenemos que v•- 1 (G) :::> D'(G), y que o'- 1 (G)/D'(G) es abeliano, PO< lo 
que D'(G) <> o•- 1 (G) de donde 

(s!2(::i<.))º'lG) lw= (l!iI2)Dº(G) = {.4} 

que es estabilizado por 0 1- 1 {G), es decir A es fijado por todos los elementos 
de Di- 1 (G) con lo que concluimos que G fija A en llit2, por lo que es elemental. 

2. D"( G) contiene una horolación u con centro p E aH'2, por lo que el 
conjunto de puntos fijos para CT en 8IHr2 es {p}. Entonces procediendo como 
arriba, concluimos que el conjunto de puntos fijos para Gen 8It-<I2 es {p}, por 
lo que es elemental. 

3. D"(G) contiene una traslación u =¡!: id a lo largo de la geodésica k. 
Consideremos Q el conjunto de geodésicas en :¡:.-.I2. Den105tremos que QCT = {k}. 
Supongamos que G estabiliza otra geodésica h por lo que sus terminaciones 
{~4, B} son estabilizadas por u, entonces G 2 fija . .-\. y B además como a 2 ::p ici1 

y tiene d06 puntos fijos en éJH2, A y B tienen que ser las terminaciones de k, 
es decir k = h, y procediendo como antes llegan1os a que G es elernental. 

Ahora veamos el caso general de G un grupo soluble. Sea G ..... el conjunto de 
transformaciones pares, el cual es normal en G por lo que es soluble también. 
Cuando G..i.. :¡f. id podemos asumir que G .... tiene precisamente un punto fijo 
en E2 o en aW o en g~ por el principio del normalizador obtenemos que Ges 
elemental. • 

Ahora estudiemos como deben de ser los subgrupos de PGl2(R) que tienen 
tener cierto tipos de transformaciones. 

Proposición 5.9 Todo G sub~po de PGl2(R) no eleinental contiene una 
tra.:Jlación. 

Dem.ost;raclón: 
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Sean u y T dos rotaciones con centros A y B respectivamente. Sea f3 la re
flexión en la geodésica que pasa a través de A y B- Como u, T son coniposición 
de dos reflexiones, usando el teorema de las tres reflexiones obtenemos que 
uf3 = s donde s es una .reflexión en una geodésica que pasa por A, por lo que 
u= s/3. De la misma forma obtenemos que /3T = "1. donde '111. es una reflexión 
en uno. geodésica que pasa por B y T = {3Tn entonces 

y como tnn/3 es impar es una reflexión deBtizadn, por lo que su cuadrado 
( CTTu- 1 -r- 1 ) es una tro.slación. 

El mismo argumento muestra que el cc..nmutador de dos liorolaciones es una 
traslación y el conmutador de una rotación y una horo)aci6n es también una 
traslación. Si no pasa lo anterior y si suponemos que G no tiene traslaciones, 
tenemOIS que o+ es abeliano entonces o+ es soluble, por Jo que G es soluble, 
y entonces es elemental lo cual es una contradicción. • 

Lema 5 .. 3 Si u E Gl2 (R) act1La en :;E'.l corno una reflexión en una geodésica 
entonces det(a) <O y tra =O. 

Demost:racl6n: 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la geodésica es el eje y. 

Como es reflexión tenemos que detu < O y actúa de la forma 

a(-)-~ 
- - cZ+d 

aI+b 
entonces como u(i) = Ci""'+d = i entonces ai + b 

b = e, a = -d, entonces tru = O. 

e - id por lo que 

• 
Lema 5.4 Sea 'T una reflexión en una geodésica k y u una ·isometrta par de 
JE.!2. Si ru es una reflexión~ entonces a ea una rotación alrededor de un punto 
de k o una horolación con centro en u-ria de las terrn·inaciones de k o u.na 
traslación con e:je perpendicular a k 

Demostración: 
Nuevamente suponemos que k es el eje y. Observamos que por el lema an

terior tr2 (ra) = O por lo que esn composición es una rotación, luego fija sólo 
un punto de E2; entonces si a es una rotación su centro debe estar en k, para 
que la composición sea una rotación: el mismo argumento usamos si a es una 
horo)ación {pues su punto fijo debe ser una terminación de k) o una traslación . 

• 
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Proposición 5.10 Sea G un subgrupo no elemental de PGl2 (lR). Si G ;6 a+ 
entonces G contiene una reflexión de.!ili::ada. 

Demostración: 
Supongamos que todas las transformaciones impare¡ de G son reflexiones. 

Sea a e e+, a ~ id; si a es rotación alrededor de un punto A entonces 
'tt-r E G\G+, TCT es una reflexión, entonces por el lema anterior tenemos que 
todos los ejes de reflexión de elementos de G pasan por A, por lo que es un 
punto fijo para G. Si a es una horolación con centro S, entonces por el lema 
anterior todos los ejes de reflexión de G pasan por S, entonces G fija S. Si a 
es una traslación, nuevamente los ejes de reflexión de G son perpendiculares 
al eje de traslación de S para u, entonces S es estabilizado por G, en todos 
los casos G resulta elemental. • 

5.3 Geometría de Conmutadores 

En esta sección estudiarernos la relación entre los conmutadores de PSl2 (1R) 
y la geometría de J:E-1:J-; lo interesante de esto es que veremos dos tipos de 
demostraciones, la algebraica. en esta sección y la geométrica en la siguiente 
sección. 

Lema 5.5 Dadas dos matrices A, B E .l\tl2{R). 
Los vectores tra.n.sforma.clón U= !(A --A) y V= ~(B --B) satisfacen 

l l l 
2 t1·(AB) = 2trA 2trB- < U, V> 

Demostración: 

SeaA=[c: entonces 

A •--[a+d + .... - o ~] (a+d) 

de esta manera tenemos que U= ~(A--A) = ~{A+..4.--2..4) = ~(I tr.A.-2A) 
y V= ~(I trB - 2B) entonces tenemos que 

l 
-2 <U, V>= tr(UV) = :¡tr[(I trA - 2A)(I trB - 2B)] = 

.!.tr(I trAtrB) + tr.4B - .!.trAtr(2B) - .!.tr(2A)trB 
4 4 4 

lo que implica que 

l l l l l 
2 tr(AB) = 2:¡trAtrB - ;¡trAtrB- <U, V>= 2 trA2trB- < U, V> 
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• 
Proposición 5.11 Sean a, fJ truslaciones cuyos e:jes a, b tiene u.na perpen
dicular en comúTt.. Si. a y {3 tienen la misma longitud de traslación T, pero 
con 'dirección opu.e.sta, entonces si d = d(a, b), tenemot1 que 

Demostración: 
Representaremos a por la matriz A E Sl2 (!R) con tr.A. >O, y su correspon

diente vector transformación U, por lo que trU =O, es decir U E sl2 (!R.). El eje 
a de la traslación o tienen la orientación natural y seu i'vl su correspondiente 
vector normal. 

Veamos que U= senh (-!;¡T)NI ... (1), -!ztr.4 = cosh(-!zT) ... ('..!).Sea 
P E n., con a(P) E a y Q su punto n1edio y se.an H y I< vectores uni
tarios positivainente dirigidos tangentes a a en P y Q respectivamente. Ya. 
que a la podemos para1netrizar como P cosh s + H senh s, s E 1R entonces 
Q = Pcosh(f.T)+Hsenh(J.T) y K = PsenhC*T)+Hcosh(~T) pues 
< K, Q > = Ü; de esta form;, tenernos que H /\ h_- = H /\ P se-nh ( :j) y 
< H, /<( >= - cosh ( :JT). Con10 a es una traslación es la composición de 
dos reflexiones en geodésicas ortogonales a a, es decir con vectores norinales 
tangentes u a, por lo que o lu pode1nos representnr por .A = I< H, de donde 
obtenemos que U = H /\ I< y ütr.A = ~tr(I~ H) = - < ¡.;, H >= cosh ( ~T); 
por 4.2.3 tenen1os que J\,,f = H /\ P, es decir U= l'v/ senh (~T). 

Similarmente para ¡3 tenemos que B E Sl2 (5.) con fttrB = cosh (!T) y 
si N es el vector normul para el eje b paro. f3, entonces coino Al, N tienen 
direcciones opuestas < Al, N >= cosh d(a, b) = cosh d, por 4.2.4. 

Sustituyendo en la fórmula del lema anterior tenemos que 

l l l l l 
2tr(AB) = cosh (2T) cosh (2T)- <NI senh (2TJ, N senh (2TJ >= 

ol ol ol 21 
cosh• (2T) - senh •(2T) < Ñl,N >= cosh·(2T) - senh (2T)coshd 

utilizando las igualdades 

2 l 2( l 2 l cosh ("2T} = l + senh 2T), coshd = l + 2 senh (2d) 

se tiene que: 

l 
2 tr(AB) 
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entonces elevando al Cll&drado obtenemos el resultftdo 
o 1 1 1 1 

tr•(o/3) - 4 = 16 senh 2 (2T) senh 2
(
2

d)[ senh 2 (2"T) senh 2 (2d) - 1] 

• 
Corolario 5.5 Sean a, ¡3 tra.'Jlaciones con la mi.->ma longitud de tra.slaci6n T 
cuyos ejes a y b tienen perpendicular común. Si 11.-inguno de a:/3 o a:/3- 1 es 
rotación entonces 

l 1 
senh (2"T) senh (2"d) ~ 1, d = d(a,b) 

Demostración: 
Como ninguno de o/3 o o/3- 1 es una rotación tenemos que tr(o/3) ;::: 4 por 

lo tanto tr2 (o/3) - 4 2: O, entonces por la proposición anterior tenemos que 
senh (~T) senh (~d) ~ l. • 

Ahora es tiempo de analizar los conmutadores, para esto remarcamos que 

t·r( 0{30- 1 13- 1 ) 

esta bien definida canto función de a y /3 en PSl2 (!R), pues la traza 
tr(.4B.4- 1 B- 1 ) es independiente de los representantes . .4, B de a: y /3. 

Lema 5.6 Cualesquiera dos transforrnacione.~ a:, f3 E PSl2 (1R) satisfacen 

~tr(¡3ao8- 1 ao- 1 ) = ¡tr2 o+ < U,/](U) > 

donde U= ~(A - - .A) es el vector transformación para .A E Sl2 (R) un repre
sentante de Ot. 

De01ostra.clón: 
Sean A y B E SZ2 (R) que representan a a- y /3. Como el vector transfor

mación para A es U entonces el de BAB- 1 es 

4((BAB·)- - BAB-) 

.!.(sA·s- -B4.B-) 2 • 

B(4(A • - A))B

BUB-1 

y el vector transformación para . .4- 1 es -U. Sustituimos esto en el lema 5.4 
para obtener 

4tr(BAB- 1A- 1) = 4tr(BAB- 1 )~tr(A- 1 )+ < sus- 1,u > 
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entonces 

4tr(,Ba,B- 1 a- 1
) = 4tr(a)4tr(a)+ < U,,B(U) >= ¡tr2 (a)+ < U,,B(U) > 

ya que tr(B~- 1 ) = trA = trA- 1 . • 
Proposición 5 .. 12 Sean a:, ¡3 dos traslac·iones con la rni:nna longUu.d de tras
lación T. Si lo.'I ejes a y b para et y .3 se intersectan en un ángulo (} E {O, ~7r) 
entonces 

tr2 (,B0<,B- 1 0<- 1 ) - 4 = 16 senh 4 (4T)sen 2 0[ senh 4 (4T)sen 2 0- l] 

Demostración: 

~',,, 
b e,;----...._____ / 

\'\ M 13CM) 
"" V 

' 

¡3(a) 

FIGURA 5.1. Ejes de traslaciones que se intersectan 

Por las fórmula."1 de la proposición 5.11 y el lema 5.5 tenemos que 

4tr(,B0<_B- 1 0<- 1
) ~tra4tret+ < U,(:J(U) > 

l l 
cosh2 (2.T)+ < senh (2_T)lvI,.B(U) > 

l l 
cosh2 (2.T) + senh ( 2T) < !vI, .B(IvI) > ... * 

donde]!.,/ es el vector normal a a, por lo que ¡3(/1/í) e;:s vector normal para /3(a). 
Haciendo la convención d = d(a, ,B(a)) tenemos - < lid, /3(M) >= cosh d = 
1+2 senh 2 (!d) por 4.2.4, entonces en el triángulo rectángulo formado tene-

senh ( ~d) senh (-/¡T) d d d . 
mas que sin 9 sin 900 e on e se sigue que 

l l 
senh ("2d) =sen O senh ( 2 T) 
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sustituyendo en (•) obtenemos que 

2(1 2 l 2 2 l cosh 2T) - senh (:ÍT)(l + 2sen O senh ( 2 T)) 

1- 2 senh 2 0 senh 4 (~T) 

de donde se sigue el resultado. • 
Corolario 5.6 Sean et, f3 dos traslaciones con la 111.isma longitud de traslación 
T y cuyos ejes a y b se ·intersectan en un ángulo 9 E (O,~). Entonces el 
conmutador {30:8- 1 0- 1 no e.-J rotacion si y sólo si sen.h 2 (~T) sen 9 2: l. 

Demostración: 
Se sigue inmediatamente del hecho de que el conn1utador no es una rotación, 

entonces su trnzu es mayor o igual a cuatro. • 

5.4 Teorema de Jacob Nielsen 

En esta sección clasificaremos los grupos discretos de transformaciones no 
elementales, por tnedio del teorema más importante del capítulo, el cual se 
debe a Nielsen. 

Antes de comenzar hagamos algunas observaciones y convenciones que nos 
seran útiles para la demostración del teorema. Para esto es conveniente re
presentar el plano hiperbólico por el interior E del círculo unitario del plano 
complejo C 1 aquí los puntos al infinito son los puntos del círculo unitario. Los 
dos puntOB al infinito de una geodésica seran llamados puntos fina.les. Dos 
geodésicns que se intersectan en E son llamadas concurrentes, dos geodésicas 
que tienen un punto finul cornún son llamadas paralelas y dos geodésicas sin 
puntos en común, es decir con una geodésica normal común son llamadas 
divergentes. 

Los tres tipos de curvas analógru:; a los círculos euclidianos, en esta gec metría 
son conocidas como: círculos (con centro en E), horociclos (con centro en el 
infinito) e hiperciclos (los puntos equidistante:; a una geodésica). 

Algo acerca de las isometrías a de este modelo: las rotaciones son determi
nadas por su centro cCT en E y su ángulo de rotación -..,::a, las horolaciones son 
determinadas por SU centro CCT en 8E, un punto X Y: Ca y SU imagen o-(x) y 
una traslación es determinada por su eje A .. a y el desplazamiento ... \CT, es decir 
la distancia en que un punto del eje es desplazado. Además si a es una de 
las transformaciones anteriores y r cualquier isometría entonces rCTr- 1 es del 
mismo tipo que CT, y en el caso de unn rotación o una traslación tenemos que 
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por lo que podemos hablar de invariantes de u. Otro tipo de isometrías son 
las reflexiones en geodésicas que pueden ser vista como la composición de dos 
traslaciones y finalmente tenemos las reflexiones deslizadas. 

I>espués de estas observaciones veamos cinco lemas preliminares para re
solver el problema de clasificación. 

Letna. 5. 7 Sean u y T dos tra.9laciones con ejes divergentes A.,. y A"T, con ·lgu.al 
despla::am.iento ;\ pero con diferente sentido. S-i denotamos por 6 la distancia 
nlás corta entre los ejes, entonces UT es una rotació~ una horolación, o una 
traslación de acuerdo a que 

sea menor, igual o mayor a L 

Demostración: 

p 

~ N~-jTt~t 
A.""~ 

FIGURA 5.2. Traslaciones cnn ejes divergentes 

La normal común N de 44a y A.T los intersecta en a y h digamos. Denotemos 
por ::z:,y puntos de AO" y A"T cuyas distancias a a y b son ! .. \ y que está 
del lado de N que u desplaza. Los vectores normales de AO" y A"T en x,y 
denotemosles por r y s y convenimos en representar por r, N, s las reflexiones 
en esas geodésicas también, entonces tenemos que 

CT = rJ.V, T =Ns=> a-r = rs 

por lo que a-r es una rotación, una horolación o una traslación de acuerdo a 
que las geodésicas ,., s son concurrentes, paralelas o divergentes. 
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En los primeros dos casos el punto común p de r,s es el centro de 0-1; el 
vector normal de N en -rn, el punt.o medio de ab bisecta el ángulo en p que es la 
mitad del &ngulo de rotación 'Par, el cual es cero en el caso de una horolación. 
Entonces axprn es un cuadrángulo con tres ángulos rectos y el cuarto ángulo 

~'Par y dos lados son ~6 y ~ ... \. La trigonometría hiperbólica nos da 

l 1 1 
seuh (:;¡.5) senh (:;¡,\) = cos(:¡<Pa.)::; 

con igualdad sólo cuando es una horolación. 
Si r, s son divergentes, la normal común es el eje Aar y el segmento entre 

r y ses la mitad del desplazamiento .. \rr-r· Lru; geodésicas .:..V, .. 4cr,r,A.,.T" y la 
normal bisectora de ab forman un pentágono con cinco ángulos rectos y tres 
de sus lados son ± ... \..,.r, ~6.1 ... \, nuevamente la trigonometría hiperbólica nos 
da que 

l l 1 
senh ( '.,26) senh ( 2 .. \) = cosh ( :¡ ... \<7"T) > 

lo que completa la prueba del le1na. • 
Lema 5 .. 8 Sean o y T dos tra.slacione.s con eje.s concurrent~ .. 4c:r y Br, cori 
·igual despla=amiento .... \. Si denotamos por cp el ángulo entre los e:j~, en
tonces el conmutador k = trro- 1 .,- 1 es una rotación, una horolación, o una 
traslación de acuerdo a que 

1 
sen ..,.; senh 2

( 2 .. \) 

sea menor, igual o mayor a L 

Demostración: 
Sea s la intersección de Ac:r y Br y se.a1~ r, t puntos sobre A(T y Br que están 

a distancia * .. \ de s tales que las direcciones de s a r y de t a s coinciden 
con las direc-ciones de I.n.s traslaciones a y 'T respectivamente. Ahora si r, s, t 
también denotan las refle.."<'.iones en esas geodésicas, 'tenemos 

cr = rs, T = st => ar= rt, a- 1.,- 1 = srts = scr-rs- 1 

por lo que crr es una traslación cuyo eje es la geodésica a través de r y t y cuyo 
desplazamiento .. \r7'T es dos veces la distancia entre esos puntos. Como cr- 1 .,- 1 

es ob'tenida de ar por conjugación tiene el mismo desplazamiento y .. 40'-1r-1 

es obtenida de ACTr por un semi-giro s, por lo que los ejes son divergentes y 
las traslaciones tienen direcciones opuestas, entonces el lenta anterior puede 
ser aplicado a crr y cr- 1 ,- 1 , lo cual nos da que k es rotación, horolación o 
traslación de acuerdo a. que 

l 
senh 'lsenh ( 2 ... \cr'r) 
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FIGU.RA. 5.3. Traslaciones con ejes concurrentes 

sea menor, igual o mayor a 1 1 donde 17 denota la altura des en el triángulo 
6.rst; por un análisis trigonométrico obtenemos que 

l 2 l 
senh 1J senh ( 2 .. \cr-r) =sen cp senh (2 .. \) 

con lo que se completa la demostración. • 
Lema 5.9 Sean a y T dos horolaciones con centros diferentes e y d. Entonces 
el conmutador k = cr-ru- 11- 1 es una traslacíón. 

Demostración: 
Sea s la linea que une e y d y al nüsmo tiempo la reflexión en esa geodésica. 

Como a y T son horola.ciones, existen r 1 t reflexiones tal que a = rs y T = st, 
entonces k = rtsrts = ('rts) 2 ; coino rt<.J es impar tenemos que es una re
flexión o una reflexión deslizada por lo que el cuadrado es la identidad o una 
traslación, pero el primer caso es ini.posible pues u y -r no conmutan. • 

Lema 5.10 Sean u y -r tra:llaciones7 cuyos ejes tienen un sólo punto final en 
común u, una terminación. Entonces el con171.utador k = u-ra- 11- 1 es una 
horolación con centro u 

Demostración: 
Tenemos que ru- 1,- 1 es una traslación con el misn10 desplazamiento que 

u pero en sentido opuesto, y con la misma terminación u. Los horociclos con 
centro u cortan iguales segmentos de los dos ejes, entonces cada horociclo con 
centro u es llevado en si mismo por k, pero una transformación par que lleva 
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FIGURA 5.4. El conmutndor de dos traslaciones con una terminación en común es 
una horolación 

un horociclo en si mismo es una horolación con centro el del horociclo, por lo 
que k es una horolación con centro u. • 

LeDla. 5.11 Si en un grupo no eleTTlental r de transfonnaciones pares dos 
ejea de traslación son paralelos# entonces el grupo contiene rotaciones. 

Demostración: 
Sean /l y "')'2 las traslaciones que tienen ejes paralelos, es decir un punto 

final en común, entonces por el lema anterior el grupo contiene horolaciones. 
Sea k un horociclo con centro u, en donde una horolación con centro u manda 
k en si mismo y todos sus puntos son desplazados In misma magnitud. Sea 
Su el subgrupo de r que consiste de todas las horolaciones con centro u y 
sea x E I<, entonces Sux E x.-, por lo que Sux es una sucesión de puntos 
equidistantes o denso en k de acuerdo a que Su sea discreto o no en D. 

En el primer ca.so, tomemos g 0 E Su la que tiene el rnenor desplazamiento 
con respecto a k, tiea a una traslación en r tal que su eje A<T tiene a ·u como 
terminación, entonces ag,,,a- 1 es una horolación con centro u contenido en Su. 
entonces ag,,,a- 1 (.Aa) = agr.o(.AO"") por lo que la geodétiica agr.o(~4a) está entre 
~4.a y 9r.o(Aa), entonces el desplazamiento de ag0 u- 1 es menor que el de g 0 , lo 
cual es una contradicción, por lo tanto Sux e:s denso en k, es decir hay en Su 
horolaciones con centro u con desplazamientos arbitrariamente pequeños con 
respecto a k. 

Como r no tiene puntos invariantes, sea g E r, tal que g(u) :¡!; u entonces 
al menos una de las dos traslaciones g¡1g- 1 , g-12g- 1 no deja a u invariante. 
Así existe en r una traslación 'T tal que 1( u) =¡:!::. u. 
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FIGUR-~ 5.5. Demo::;t.ración d~l lema 5.11 

Sea h E Su. para un desplazamiento s11ficienten1en.te pequeño de h con res
pecto a k, los ejes .. 4T y hAT de lus traslaciones 1 y fJ = h:rh- 1 se intersectan 
en una ángulo rp. En purticular, e:>cogemos h tal que sin(/) senh 2 (:\- ... \T) < 1 
entonces por el lema 5.7. Ti.J?-- 113- 1 es una rotación. - • 

Teorema 5.5 (Nlelsen) Un .-iubgrupo ~o elerriental r de PGl2 (R) es Fu.ch-
8'iano si y sólo .-Ji el conjunto P de p1~ntos fijos eUpt:icos en !r.12 es dl.screto~ 

Demostración: 
Si r es grupo Fuchsiano, el resulta.do ya fue demostrado anteriormente. 
Por la proposición 5.8 un subgrupo r de PGl2 (R) es elemental si y sólo sir+ 

lo es, por lo que podemos suponer que r consta solamente de transformaciones 
pares. Tenemos dos casos: cuando r tiene rotaciones y cuando r es libre de 
rotaciones. 

Supongamos pritnero que en r hay rotaciones, es decir P :¡!: 0 y escojamos 
z E P; como r es no elernental existe g E r tal que g(..::) = ·w con w ::¡!: z y sea 
h la rotación con centro .:::, corno h(z) = .:::, también ghg- • ("w) = -w, por lo que 
-w E P pues ghg- • es una rotación. 

La órbita r.:: = {g.::: g E r} es discretn desde que es un subconjunto de P 
que lo es, por lo que .:: es a.islndo en su órbita. Tomemos r = (-w) = {g(w) : g E 
r::} la órbita de w bn.jo r.;:, este es un conjunto finito ya que es s11bccnjunto 
discreto del círculo C con centro ::; que pasa por w y el cual es con1pacto, 
aden1ás rz(w) = r.:: pues si g,h E rz(w) tal que g(w) = h(w), entonces 
gh- 1 (w) = ·w lo cual no puede pasar a menos de que h = g, luego r:; es finito 
por lo que r es discreto. 

Ahora supong;a1nos que r no tiene rotaciones~ después de la reducciones que 
hemos hecho al teorema. tenemos que mostrar que: 

Un grupo no elemental de transformaciones pares r sin rota.clones 
es discreto en =..!· 
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Un grupo que satisface estas condiciones no puede ser abeliano, ya que los 
grupos abelianos que constan de horolaciones y traslaciones, son o grupos de 
horolaciones con un centro en común o grupos de traslaciones con un eje en 
común, entonces son grupos elementales; además debe contener traslaciones, 
pues de lo contario tendría sólo horolacif"nes, que por hipótesis no tendrían el 
misn10 centro y el lenl.a 5.9 nos llevaría a que contiene traslaciones. 

Sea a E r traslación, sea ..4..,.. su eje y >...,. su desplazamiento, sea g E r tal 
que g no conmuta con a, por lo que r = ga= 1g- 1 es una traslación con el 
mismo desplazamineto >.."' y con eje Ar = gA,,,. distinto de . .40- 1 por el lema 
5.11 no pueden ser paralelos, pues habría rotaciones por lo que los ejes son 
divergentes o se intersecta.n 

Si son divergentes, sea 6 su distancia, y escojatnos +l ó -len el exponente 
de CT de manera que CT y T tengan desplazamiento opuesto, y como ar 
rotación tenemos por el lema 5. 7 o corolario 5.5 

Si son concurrentes, con cp el ángulo de intersección, como el conmutador 
no es rotación, por el lema 5.8 o corolario 5.6 tenemos que 

~ l ( sen 'P senh -(2 ... \u) ~ 1 ... **) 

y prin1ero apliquemos las desigualdades para una g fija y variando a: sea A 
un eje para una traslación de r y consideremos el subgrupo abeliano de r de 
traslaciones con eje A., denotemoslo por s.4.; sea g E r\sA. por lo que g no 
conmuta con estos elementos, entonces gA -:¡!; .. 4, así tieuen una distancia t5 o se 
intersectan en un ángulo r..p, por lo que las desigualdades(•),(•*) se aplican. 

Ahora cuando a varía en SA, donde t5 o rp permanecen constantes, nos 
da una cota inferior positiva para los desplazamientos de elementos de s.4 
distintos de la identidad, entonces SA es discreto, y tomemos ... \o el menor 
desplazamiento de SA. 

Las mismas desigualdades las vamos a aplicar para a fijo de SA y g variando 
en r/SA, es decir en los representantes 01. 02, ... de las clases laterales de SA 
en G. Sea av = gvao-;; 1 una traslación con eje variando en todos los ejes de 
las clases de equivalencia de r A de A y los desplazamientos de av son >..u, por 
lo que las desigualdades se aplican, es decir existe una cota inferior positiva 
para la distancia 6 de dos ejes divergentes o para el ángulo <.p de intersección 
de dos ejes concurrentes, por lo que estos ejes no se acumulan en D. 

Sea x E A, los puntos de la órbita I'x están en los ejes Uv(A); sea a E S.-t. tal 
que el desplazamiento de a es .. \o, entonces sobre cada uno de esos ejes gv(A), 
los puntos de rx forman una sucesión de puntos con distancias iguales a ..\o. 

De esta manera, el círculo C con centro x y radio! .. \ no puede contener más 
que un punto de tal sucesión en su interior. Así el número de puntos de rx 
dentro de este círculo es a lo más igual al número de ejes Yv(A) que cor~an al 
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círculo, este número es finito ya que no se acumulan en D, por lo que :e no es 
punto de acumulación de rx, y entonces r es discreto. • 

5.5 Cúspides 

En est.n líltirna sección del capítulo estuc!iare1nos In accióffde un grupo Fuch
sio.no r en Dlt<l2. Veamos antes un resultado preli1ninar. 

Lema. 5.12 Sean .. 4,B E Gl2(a) con .. 4 = [ ~ ~ ] ,B = [ ~ ! ] ,e:¡{: 

O, detB = ±L Si A. y B generan un grupo F'u.ch:Jiano de PGl2(R) e71tonce.'$ 
JcJ ~ l 

Demostración: 
Van1os a suponer que Jcl < 1 y considere1nos la siguie11te sucesión de n1a

trices (Bn)n.EM dada por Bo =By Bn.w. 1 = B.,. ... 4.B;; 1 • Entonces tenemos para 

Bn = [ ~ ~: ] , las siguientes relaciones con n E N 

[ 
<1n+1 e,,_, bn-1 ] [ 

d-n-1 
1 - anCn. _¿ a~ 

1 + a,.en 

con lo que obtenemo!S le.ni= leol 2 " y lanl ~ n + Ja.oJ,n EN y co1no lcl < 1 
tenemos que c.,. - O, n - oo. 

Ahora co1no Ir.(::) = ¿ .::" converge para l=I < l, tenemos que su derivada 
h'(.:;) = L: n=n-l r.ambién. converge para l=I < l, por lo que n.1.::ln.-t - O para 

l=I < t. 
Luego como lcol < 1, entonces nlcoJn-l - O Y con"lo leol 2 .. < ICtJ!n-t 

Jane.. 1 :5 lc..Jln + lauJI :S leol 2
" (n + Janl) :S nlcnln - l +leo Jn-t laol - O 

por lo tanto UnCn -O,dedondean-1 = 1-an.Cn -1 ydn-1 = l+anCn. -1, 
de donde Bn - A .. 

Si a y .a son los representantes de A. y B que generan el su.bgrupo discreto 
de PGl2 (R), entonces /3n = a pnra alguna n grande, por lo que /3n fija oo, 
entonces 

00 = o(oo) = .Bn-t<>i3;;2 1(oo) = <>Bn-1(00) = Bn-1<>(00) = Bn-1(00) 

entonces a fija /.3n-t(oo), por lo tanto f3n.- 1 (oo) = oo, entonces para toda 
n E 'N tenernos que f3n. fija oo por lo que también lo hnce ¡3 itnplicando que 
e = O lo cual es una contradicción, por lo tanto lcl ~ l. • 
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Definición Un elemento -y E r es parabólico si -y # id y tr2 (-y) = 4 o 
equivalenternente si '"Y tiene un único punto fijo s en B:!t-'!2 = lR U {oo}. Los 
punto.'1 fijos de lo.:J elementos parabóUcos son llarnados cúspides. 

El estabilizador de una cúspide esta formado por horolaciones y reflexiones 
en geodésicas con terminación esa cúspide. 

Un borodlsco es una región en IHr2 acotada por un horociclo, es decir por 
órbitas en IBr2 del grupo de horolaciones con centro s. 

Proposición 5.13 Para una cúspides e 8!!-<::r2 de un grupo F'uch.siano r existe 
un horodisco D con centro s E 8.IEI2 tal que ')'(D) n D = Ql, 'V-¡ E r - r •. 
Demostración: 

'Trabajaremos en el semiplano superior de Poincaré y tomaremos s = oo, por 

J .. Jll] [ªb] o que el estab1hzador r; es generado por A = 0 l . Sea B = e d 

que represente a í3 E r - r •, entonces e # O. amo A, B E r, el subgrupo 
generado por estos dos elementos es discreto, por el lema anterior concluimos 
que lcl 2: l. 

Tenemos para = E IEr2 y {3 E r\r 00 que !3= = [ ~ 
. a(x+iy)+b 

Jo que {J(x + 1y) = c(x + iy) + d' entonces lrn({Jz) = 
yc- 2 y- 2 S y- 1 , por tanto /mzfrn(/3=) $ l. 

b] az+b = = --- por 
d =+d 

y < <= + d)2 + (cy)2 -

Consideremos entonces D = ~= : fm= > l} el horodisco acotado por el 

horociclo generado por [ ~ t J, entonces si y E D,y > 1, por lo tanto 

y-•< 1 y entonces frn({Jz) S l con ¡3 E r - r~. • 

Proposición 5.14 Se.a s E aJE-.!2 una cúspide para un grupo Fuchsiano r de 
isornetrías de H'2. Para cualquier subconjunto compacto K de lf-+::r2 existe un 
horod'isco D con centro s E D!F-F tal que -¡·(D) n K = 0 para 'i' E r. 
Demostración: 

Nuevamente trabajaremos en el semiplano de Poincaré y con s = oo; como 
K es compacto e..xiste r > l tal que K esta contenido en la región acotada 
por lrn.z = r y /rnz = r- 1 . Para -¡ E rª tenemos que -¡·(D) = D con 
D = {;:; E }<:[2 ' lrnz > r} por Jo que -;·(D) n K = 0 y para -y E r - r,, 
tenemos que /m(-y(z)) ::; y- 1 donde y = Imz, por lo tanto y- 1 S r- 1 y 
entonces -y(D) n K = 0. • 

Corolario 5 .. 7 Dadas dos cúspides s, t E a!Er2 en diferentes órbitas~ para 
cualquier horodisco E con centro t existe un horodi.sco D con centro s tal 
que -y(D) n E= 0, para toda -y E r. 
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Demostración: 
Supongamos que s = ex:> y sen I< compacto de 8E (K puede ser todo 8E) 

tal que rtI< = DE. Por la. proposición anterior e.xiste un horodisco D con 
centro s tnl que D n r I< = 0 luego -y(D) n K = 0 por lo que -y(D) n 8E = 0. 

Sea -y E r, como D es conexo, -y(D) es cone.xo por lo que -y(D) C E o 
-y(D) n E= 0. Supongamos que tenemos el primer caso, co1no D ={.::E K 2 : 

ITn[z] > r} para alguna r > O y E es un círculo euclidiano tangente al eje x 
en t, T'(oo) = t pues 'Y(oo) debe ser una cúspide en E, lo cual es absurdo pues 
s, t están en diferentes órbitas, luego para toda -y E r, J'(D) n E= 0. • 

Corolnrlo 5.8 Si r es un grupo Fuchsiano de PSl2 (K) entonces para cada 
compacto I< de if.!"2 , el conjunto {r· E r: 1(1<") n /\." =¡!: 0} e.'l finito. 

Sea C el conjunto de cúspides de r, es decir los puntos fijos de elen1entos 
parábolicos en r. Si oo E C, existe k > O tal que T'(=) = z + k pertenece ar, 
pues -,.(oo) = oo. Si s E C n IR, entonces una transformación -¡ E r que fija a 
s tiene la forma 

(1 + ks)::: - ks• 
-y(:::)= k::: + (l - ks) 

Si B E e existt: -y E r con -y(s) = s, entonces para cualquier otro elemento 
CT E r se tiene que cr(B) E e, ya que u-yu- 1 es un elemento parabólico de r 
(la traza es invariante bajo conjugación) que fija a a(s). 

Ahora consideremos el espacio 

es decir ~]2 un1on las cúspides de r el cual depende de r y acordamos que 
(H.?)• = IHI2 si C = 0, es decir cuando r no tiene elementos parabólicos. 
Además por la in'\.-arianza de la traza bajo conjugación, tenemos una acción 
bien definida de r en (161:2 )• inducida de la de r en w. 

Ahora demos una topología a (!r-!2)•, llamada la topología Horocícllcn, 
definiendo una base local de vecindades abiertas para cada punto: 

i) para un punto z e 1EI2 • consideremos las vecindades usuales de::: en E2, 
como subespacio de e, 

ii) si 00 e e definirnos las vecindades abiertas b.ñsicas de s = 00 como los 
conjuntos {oo} U U con U= {..: E J.!.? : Iniz > k >O} para todo k >O, 

iii) si s E C y .s ~ oo, las vecindades abiertas b,._isicn. ..... de .s seran de la forma 
{s} U U con U disco abierto contenido en Jt.l2 tangente a :::i. en el punto .s. 

Claramente la topología generada por este sisterna de vecindades locales es 
Hausdorff, aden1ás obsen.-an1os que (~-l2 )•\{oo} e,. un subespacio del Plano de 
IVIoore, de donde !:<. n C es subespncio discreto de (Iffi2) •. 

A pesar de que lt-:r.? es localmente compacto, tene1nos que (!Er2)• no lo es, 
pues ninguna cúspide tiene una vecindad compacta. Para esto basta ver que 
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la cerradura de una vecindad básica de s E C nunca es un compacto. Consi
deremos U vecindad básica. de s E R, es decir un disco abierto de radio r > O 
union s, y consideremos V el disco abierto de radio ~r tangente a R en s 
unión s, entonces Cl(líP)• U\ V es un conjunto no cerrado de .lHr2 por lo que no 
es con1pacto. 

Considerando la acción r en !E!2 , tenemos el espacio IEI2 /r de órbitas y la 
proyección natural 

,.,- : E 2 
- H 2 /r 

con la cual dotnn""tos al espacio de órbitas con la topología cociente por 7r, con 
esta topología 7r resulta ser una función abierta; de la misma forma conside
remos la proyección natural de 

Lema 5.13 Dados dos puntos z, w E : ... :r.:! no r-equ-ivalentes, entonces exi.sten 
vec·indades U de.:: y\.'" de w tal que g(U) n V= 0,~g E r. 
Demostrac16n: 

Sean K, L vecindades compactas de z y w respectivamente, por el teorema 
5.-& el conjunto B = {g E r: g(K) nL? 0} es finito digamos g 1 , ••• ,On- Como 
z, w no son equivalentes, tenemos que 'Vi Ui(z) :;:!: w y como 1EI2 es un espacio 
Hausdorff, podemos encontrar vecindades ajenas Ui de Oi(z) y V¡ de w con 
UinVj = 0. entonces U= Kng¡ 1 (C)'¡) n ... ng;; 1 (Un) y V= LnV1 U ... nVn, 
son las vecindades que resuelven el problema. • 

Una consecuencia de la proposición -5.14 es la siguiente: 

Corolario 5.9 Si E"2 /r es cornpactor entonces r no contiene horolaciones. 

Demostración: 
Sea {Ua}ae/ una cubierta abierta de discos de !HI2 , entonces como 1Er2 /r 

es compacto existen 01, •.. ,Cl:'n tal que .IEI2/r C Uf_ 1 7r(Ua 1 ). De esta manera 
obtenemos que un conjunto finito de discos abiertos de l--!2 que intersectan a 
todas las órbitas, por lo que existe un compacto que intersecta a todas las 
órbitns, por la proposición 5.14 el grupo no puede tener horolaciones. • 

Por los resultados anteriores :E'2 /r es Hausdorff y si lEI2 ¡r es compacto 
entonces C = 0. Ahora nos interesaremos en el caso C # 0. Siempre podemos 
suponer que oo E C, pues en caso contrario se puede considerar el grupo 
conjugado E = uaruQ 1 con So cúspide de r y con O'o = ~· entonces si 
"Y E r es parabólico con cúspide en s 0 , tenemos que /"l = a 0 7aQ 1 es un 
elemento parabólico del grupo conjugado E con ')'1(00) = OO. Para OC> E e 
e..xiste 'Tk E r de la forma -rk(z) = :; + k para alguna k > O y 'Tk genera al 
grupo estabilizador r 00 del OO. 
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Lema. 5 .. 14 Para cada cúspide s de r existe vecindad U de (1Ei2)• tal que 
r. ={a e r: a(U) n u,¡, O}. 

Demostración: 
Sean s = oo y V={= E JE[2 : Irn= > l} entonces si a E r\r~ y= E V 

ilnplica Im(a(.::)) < 1 luego existe r > l tal que U = {.:: E H2 : [7n::;. > r} 
tiene tal propiedad. • 

Teorema 5 .. 6 El espacio cociente (!Er.z) • /r, con la topología defin.;.da ante
rtonnente, es un espacio de HatL"Jdorff. 

Demostración: 
Se sabe que IHr2 /r es de Hausdorff, entonces basta separar dos cúspides no 

r-equiva.lentes o un punto en !HI2 y una cúspide. Para un punto en H 2 y una 
cúspide tenemo::> el resultado por la proposición 5.14. 

Entonces consicleremos el caso de dos cúspides s, t E C, no r-equivalentes, 1 ¡P~•g1a:: ::e:.= oo, entonces r OQ es generado por matrices de la forma 

Consi eremos los conjuntos 

L = {z E <C: Irn= = u} 

K = {z EL : O::; Rez ::S lhl} 
V= {z E (::.12 )": lrnz >-u} 

con ·u > O. Con10 I< es compacto existe U vecindad de t tal que K n ru = 0 
y supongamos que éJU es un círculo tangente al eje real :IR. Supongamos que 
existe f E r tal que f(U) n V :;:f 0, como -r(t) =¡!:. oo ln. frontera de ')'(U) es un 
círculo tangente al eje real, de donde --¡(U) nL y6 0, entonces 1(U) intersecta a 
alguna traslación de I< por un elemento de r 00 , es decir existe 6 E r eoo tal que 
')'(U) n6(J.:) =¡!:. 0, de donde 6- 1 1(U) n I< =¡!:. 0, lo cual es una contradicción, por 
lo tanto 'Vf E r, t'(U) n V= 0. Y el resultado se sigue tomando las imagenes 
de estas vecindades bajo 7r. • 

Proposición 5.15 El e8pado cociente (rHI2 ) • /r e.s localTnente compacto. 

Demostración: 
Nuestro próposito es mostrar que sis es una ctlspide de r, entonce:> '1T(s) 

tiene una vecindad compacta, tomemos s = oo. Por el lema 5.14, e.xiste vecin
dad U= {z E (!t-+:12)• : /mz 2:. r} tal que U/rOQ lo podemos identificar con 

7T(U). Si [ ¿ ~ ] t?S un generador de r 00 , vemos que 7r(U) coincide con la 

imagen del conjunto {z E U: z = oo, o O~ Re:::~ h} bajo ir, y este conjunto 
es corupacto por lo que 7r(U) es un cornpacto. • 
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Proposlcl6n 5.16 Si (lHl2) • /r es com.pacto entonces el número de cúsp·ides 
no r-equivalentes e:I finito. 

Demostración: 
Por el lema 5.1, para cada z E IHI2, existe U: vecindad de zen 1H[2 tal que 

ningun punto de esta vecindad, excepto tal vez z es fijado por algún elemento 
de r. Por el lema 5.14 para cada s E C podernos encontrar vecindad Ua de 
s tal que ningun elemento de r fija algún elemento de esta vecindad excepto 
s. Considerando 7t' la proyección canónica, como (U..I2 >- /r es compacto, pode
mos cubrirlo con un número finito de vecindades de la forma ¡r(U.z:) o -rr(U.). 
entonces el número de puntos en 7r(C) es a lo más el número de vecindades 
7r(U.), que es finito, es decir el número de cúspides no r-equivalentes es finito.• 

Y en el ca.so que (H2)• /r es conl.pacto, se dice que es la compactación 
Horocícllca del espacio cociente JH[2 /r. 

Teorema. 5. 7 El espacio X = (1Hl2 ) • ¡r ."!.9 compacto si y .s6lo si existe K sub
conjunto corrtpacto de 1I!2 y un núm.ero finito de vecindad ea básicas D 1 , ••• Dr 
de cúsp·ide.s 81 t ••• Sr para r tal que cualquier r-órbita en lli[2 intersecta a 
I<u Di U .. - U Dr. 

Demostración: 
=J Sea {Ua}ael una cubierta abierta de (H2)' /r con (J:-:r2)• = Uael 7l"- 1 (Ua). 

Como K es compacto solo existe un número finito de elemento s de 7 1 , ••• ¡.,... E 
r tal que "'Yi(K)n K :F 0, consideremos entonces Xi E 7i(K), entonces es claro 
que si tomamos las vecindades Ua, para i = {i, ... Tn}, ta.1 que 7r(x,) E Ucx, y 
las vecindades Uu.;; tal que rr(sJ) E Ua;; tenemos que 

n r 

(JEI2
)• /r = LJ Ua, U LJ Ua, 

i=l ;-1 

por lo que el cociente es compacto. 
=>} Sea Uz una vecindad básica de {disco abierto) en (H2)•, es decir 

(E2)• = u.e(W¡-U,. Como 7l": (H2)' - (lffi2)•/r es abierta, tenemos una 
cubierta abierta del cociente. Por hipótesis es compacto por lo que e.xisten 
w 1 , ••• ,wn. E (!Hi2)• talque 

(E2)•¡r = LJrr(Uw,) 
i..:l 

De estos puntos sean w 1 , ••• Wr con r < n, cúspides, con sus correspondien
tes vecindades básicas U1U, = D 1; además podemos encontrar un compacto 
que contenga a las vecindades de ·wr+l, ... , Wn, pues son un número finito de 
discos abiertos en :IHr. • 
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Ejemplo 5.4 CoruJideraTno.'l el grupo modular r = PSl2 (Z) que e::1 :oJu.bgrupo 
de PSl2(R), el cual es discreto y tiene la propiedad de que sus cúsp·ides son 
<Q U { oo }. Clara.rnente 8 = oo es cú..::Jpide pues es punto fijo del elemento 

parabólico [ ¿ ~ ] de r. 

Ahora si [ ~ ~ J es un elemento parabólico, con punto fijo s E R, tenernos 

que cs2 + (d- a)s-b = O con e~ O y coTno el discrirn·inante .se anula tenernos 
que s E Q. Ahora con.s·iderando ~ E Q, can p, q E Z y (p, q) = l, entonce.s 

existen u, t E Z, tal que pt - qu = 1, de donde [ ~ ~ ] E r y cumple que 

a(oo) = ~ de donde toda.s las cúspide.s .'1on equivalenle.!I al punto s = oo. 
Entonce.<J (!El-)• tiene un número infinita de cúspide:J, con C\{oo} un sub

espac·io di.screto. E.l espacio coc·iente 

(IHI2
) "/ PSl2(Z) 

es compacto por el teorerna anterior. 

5.6 El espacio cociente corno superficie de Riernann 

Sea H 2 /r el espacio cociente, es decir el e:spacio de r-órbitas en 1HI2 y consi
deremos la proyección natural 7r : JF-12 - JE-.:r2 ;r dnda por 7r(z) = rz. 

Teorema 5.8 Sea r un grupo Fuchsiano de PSl2(R), entonce.o; Jt.l2 /r 
:oJuperfic-ie de Rie-rnann conexa. 

Den:iostra.ción: 
Sean w E i6[2 y ó(w) = rnin{d(w,gw) : g E r\{id}}, ó(w) >O ya que r 

actúa de forma discreta en la órbita rw. Sea t·Vw el disco hiperbólico de centro 
w y radio~. corno r actúa propia1nente discontinua.mente en w:r.z, entonces 
si para alguna T E r. H··pw n T(H'pw) =¡!:. 0 se deberá tener que T(w) = w, 
además para cualquier S E r isornetría de lt<::f-? y para y = S(-w) es ele.ro que 
~Vy = S(~Vw)· 

Luego tenemos que si 1'V1 u n T(VVtu) :;:6: 0 para alguna T E r, entonces 
tenemos que T{w) = w, por lo que T = út o bien w es punto fijo elíptico de 
r y entonces l-V~u no contiene puntos fijos elípticos de r diferentes de ·w. 

Sea 7rw la restricción de 7r a VVw. entonces 1rw es continua y abierta por ser 
7r continua. abierta y VVw abierto. 

Si rn(w) el orden del estabilizador de ·w en r, entonces rn(-w) = 1 a menos 
de que w sea. un punto fijo eliptíco der. 

Definamos 

(
z- ~)~(w) 
:::-·w 
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como h(z) = ~ E PSl2(C) transforma de manera homeomorfa. y analítica 
l8l2 sobre Del disco unitario, tenemos /=(z) es analítica, abierta y /w(°w) =O, 
por lo que /UJ(l-Vw) es un abierto de D con O E fw(YVw)· 

Sea. T una transformación elíptica con punto fijo w en E2 y sea cp(z:) = 
~~E PSl2 {C), entonces cpTr.p- 1 es una transformación elíptica que fija O y 

oo, por lo que es de la forma Ua(z) =a.:::: con a'""(w) = 1, es decir 

y entonces 

cpT(z) = Ua(cp(z)) 

T(z)-w =a~ 
T(z)-w ::-w 

donde o: es una m(w)-ésima raíz de la unidad. 
Ahora podemos ver que /iu(z1) = /ui(z2) si y sólo si z2 = V1(z1) donde 

Vi E r es un elemento elíptico que fija w, esto ya que e =2 - -~) tn("au) = 

( z, - w)~(w) entonces e~) = °'e~) = e~<=--:-)~ w) con 
::1 - w :::2 - üi z 1 - üi V(z1 ) - w 

V(w) = w es decir V(:::¡) = :::2-
Ahora estamos listos para construir el atlas, para cada w E W, tomemos 

l-Vw el disco hiperbólico de centro w y radio ~ con 6(w) definida ante
riormente y las cartas del atlas sernn {1'1'"w(l-Vw), <l>w = fw o 1r:;;, 1 }. Ya vimos 
por ser 7Tw abierta que 1'1'"'W(l-Vw) es un abierto en !Hf.Z /r. Veamos ahora que 
<l>w: 1rw{l-Vw} - fw(l-1' .. w) es homeomorfismo para cada w E li-<!2. 

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

Si suponemos que w es un punto fijo elíptico de r, y si TE r con 1-Vw n 
T('l-Vw) "'fÍ' 0, entonces T(w) = w, así 7rw(=1) = 7rw(z2) si y sólo si z2 = V 1(z1) 
para algún elemento V1 E r con V1(q} = q y esto si y sólo si f'W(z1) = fw(z2), 
de donde tenemos que la función <l>w = /'W-rr:;;, 1 esta bien definida., ya. que 
<l>w[z] = /w7í;;; 1 [:::J = Íw(::). 

Veamos que <l>w es inyectiva.. Si <I>w[z1] = cl>w[z2]. entonces fw(.:::1} = fw(z2), 
es decir z 2 = V1 (z1 ) con V1 E r que fija a w, un elemento elíptico, entonces 
[.=2 ] = [V1 (z1 )] = [z1 ]. para obtener que <I>tu es inyectiva, además como 1'1'"-w 
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y fw son abiertas y continuas, tenemos que <1-u, : 7T1u(l-'Vtu) - f,u(Wtu) es un 
homeomorfismo. 

Si ·w no es un punto fijo elíptico tenemos que 1T~ 1 : 7rtu(1'Vtu) - ltV"'' es 
un homeomorfisrno, ya que la restricción 1T~u de 1T en ltVtu es inyectiva, pues 
si x,y E VVw con rx = ry itnplica que existe a E r tal que t7(:c) =y, por lo 
que a(l'Vtu) n 1-Vw :;:f 0, entonce::> a(w) = w y esto si y sólo si a = id¡ ahora 
como -,n(·w) = l, tenemos que fw es tarnbién un horneornorfismo, entonces la 
composición <l>w lo es. Así lhJ.-2/r es una superficie y {1ítu(VV~u). 'f>w} es un atlas 
de fin ido en !Hf.? / r. 

Solo nos falta ver que el atlas es analítico. 
Supongamos que 1íq(VVq) n 7rr(ll,pr) :;:f 0 y considere el homeomorfismo 

para alguna T E r, así f r1T;: 1 1T q : I::-:2 - D es analítica. Ahora ¡- 1 es analítica 
excepto en O cuando m(q) > l. Salvo esta excepción <l>r<I>;¡'I es analítica. 
Entonces la función es continua y analítica excepto en O, de donde es ·una 
singularidad removible y por lo tanto tan1bién es analítica en este punto. • 

Aun nuis interesante, podemos hacer lo anterior no sólo para puntos elípticos 
sino también parn puntos fijos parabólicos. 

Corolnrlo 5.10 Sea r un grupo Fuchsiano de PSl 2 (!:t), entonces (lHi-)• /r es 
una superficie de Riernann. 

Demostración: 
Sólo tenernos que definir el atlas para las cúspides der. Sean s una cúspide 

de r, U la vecindad des tal que r •={-y E r: -y(U) n U} y p E PSl2(R) tal 
que p(s) = cx:i entonces 

[ lh]"' -pr.p-1 = { o 1 : me.:.} 

donde h > O, entonces podemos definir un horneomorfisn10 p de U ¡r en un 
subconjunto abierto de C por p(',oC(.::)) =e:., .. ,,.,, luego incluimos (U/r,p) en 

nuestro atlas. • 
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5. 7 Dominios Fundamentales 

Detlnlclón Un domlnto fundamental para un grupo r de isornetrías de 
H2 es un conjunto abierto U de 18I2 tal que U y a(U) son ajenos para todo 
elemento u E r diferente de la identidrid y tal que cada r-órbita intersecta a 
ü. 

Por ejemplo tenemos que el dominio fundamental para el grupo modular 
PSl2(Z), es la región acotada por las tres geodésicas Re[z] = !, Re[z] = -~ 
Y lzl = l en H2. 

5.7.1 DOMINIOS LOCALMENTE FINITOS 

Definición Sea r un grupo Fuchsiano de isometrias de 1Hl2. Decimo.<:1 que 
P e l8I2 es un dominio fundamental localmente finito si para cada z E 
E!2 exi.::Jte vecindad de z que ·intersecta a a(P) solo para un número finito de 
CT E r. 
Proposición 5.17 Sea P e l8I2 dominio /undaTnental localTnente finito para 
r gntpo F'uchsiano de lEI2. La proyección canónica 

P: fa;r-H";r 

inducida por la inclusión t.: P -1Hr2, ea un homeomorjismo. 

Demostración: 
Como fa¡r = {rxn fa: x e fa}, la función p esta definida por p(rxn fa)= 

rx; si X 7 y E J3 y rx = ry entonces rx n J3 = ry n fa de donde p es inyectiva. 
Com·o P es dominio fundamental, cada órbita lo intersectn por lo que p es 
sobre, entonces p es biyección. 

Ahora veamos que la función p es continua y abierta; para esto consideremos 
7r. : P - P ¡r la proyección canónica, entonces tenemos el siguiente dh;1grama 
conmutativo 

fa Er2 

~. j ¡ " 
fa¡r 

p 
w;r 

Sea U e H 2 /r abierto, entonces 71"- 1 (U) es abierto en lE[2 7 por lo tanto 
.-·c~-·cun es abierto en fa ... (•). 
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Queremos ver que p- 1 (U) es abierto en P¡r, para esto basta ver que 
7r; 1 (p- 1 (U)) es abierto en fa, pero 

7r;- 1 (p- 1 (U)) = (p7r.)- 1 (U) = (7rL)- 1 (U) = ,- 1 (7r- 1 (U)} 

es abierto en P por(*), de donde pes continua. 
Sea U C P /r abierto, corno 7r. es sobre y continua. existe V abierto de !:--? 

tal que 71".(PnV) =U. Sen !V= u 9 ,rg(PnV), entonces 7r(l-V) = 7r(PnV) = 
iíL(Pn V) = p-rr .. (Pn \/'") = P(U) entonces co1no 7r es una función abie1ta sólo 
basta. ver que l-V es abierto en g.i. 

Sea 'W E vv, COJllO vv es r-invariante poden1os suponer que w E Pnv. Cmno 
P es localmente finito, existe B vecindad nbiertn de ·w tal que intersecta sólo 
a un número finito de r~ima.genes de P, <ligarnos Yt (P), ... 1 9-rn(P), de donde 
obtene1nos que B C g 1 (P) U ... U Om.{P) y notu1nos que si ·w ~ giP entonces 
B n (g¡fa)c es unn '\0ecindad abierta de w por lo que podemos quitar todos los 
Ui P que no contengan a w, entonces g¡- 1 w E P, 'Vi E { L, ... , ?TI}. 

71".(g¡'w) = r(ai 1 w) n P = rw n P = 7r.(w) E u= 71".(Pn V) 

por lo que g¡ 1 ·w y w van a In misn1a órbita y ·w E g¡V, 'Vi E {l, ... ,Tn}, 
por lo que podernos suponer que B C 91 V n ... n Um. V. Si x E B entonces 
x E Uip n UiV pnra alguna. i, por lo tanto x E Ot(É' n V) C 1-V, de donde 
B e \-V por lo que 1-V es abierto y p es un homeoni.orfismo. • 

Corolario 5.11 Sea P e !...tr..? un dominio fundamental localmente finito para 
r .su.bgrupo discreto. J:E--i:I2 /r es compacto si y sólo si P es acotado. 

Demostración: 
-=-] Como P e...""i acotad.o, entonces P es cotnpacto. Con'l.o p es un homeo

morfismo, Pes Hausdorff y 7r. es continua y sobre, obtenernos que P/r es 
compacto lo que Ílnplica que ~..? /r es cornpacto. 

=>] Tenemos qne pr.., es una función abierta, que transforma abiertos de 
P en abiertos de ~.? /r de manera sobre, de donde podemos encontrar un 
conjunto finito de disco., abiert:os D1, ... , Dr con centros en P tal que cada 
r-órbita intersecta a P n D 1 , ••• , P n Dr. de donde P esta contenido en la 
union de estos conjuntos, por lo tanto P es ncotndo. • 

Proposición 5 .. 18 Sea P e ir>:I2 dominio fundamental localmente fin-ita para 
r un grupo Puchsiano de isornetr(a:J de dr.z, entonces r es generado por"'= 
{-y e r: -y(P) n fa"# 0}. 

Demostración: 
Sea. H el subgrupo de r generado por '11. Para ::: E H2 existe g E r tal 

que g::: E P. supongamos que e.xiste otro h E r tal que h.:: E P, entonces 
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gz E p n gh- 1 P pues (gz E gh- 1 P - (gh- 1 )-•gz = hg- 1 gz = hz E P), 
entonces gh- 1 E \(f de donde gh- 1 E H es decir Hg = Hh, por lo que 
podemos definir la función 8: g..z -r/H dada por B(z) = Hg donde gz E P. 

Como P es localmente finito existe B bola abierta centrada en .::; que in
tersecta solo a g 1 P, ... , gTTl-P y podemos suponer que cada g 1 P contiene a z, 
así Be g 1 Pu ... UgrnP. Si y e B existe i e {l, ... ,ni} tal que y e g;.P 
por lo que g¡ 1 y E P entonces B(y) = H(g,)- 1 = 8(z) luego O es contante 
en B, por lo que 8(B) es abierto pues es constante en cada fibra, como IE3I2 
es conexo tenemos que O es constante. Sea g E r, ·u E P, v E g- 1 P entonces 
ll(u) = H = Hid = O(v) = Hg, por lo que g EH de donde H = r. • 

Concluiremos esta sección con resultados acerca de dominios no acotados, 
con un tratamiento de las cúspides y de la frontera de un región fundamental. 

Definición Sea P una región fundamental para un grupo F'u.chsiano de iso
metrias. La frontera horoc-íclica ahp es el conjunto de puntos s E 81E[2 tal que 
cualquier horodi:Jco con centro s intersecta P. 

s 

y"(w) 

.,._.._r_~ 
p 

FIGURA 5.6. Demostración de la prop08ición 5.19 

Proposlcl6n 5.19 Sean P un dominio fundamental localmente finito para T 
grupo F'uchsiano y s E 8JBr2 para el cual e:xiste un punto p E .P tal que el 
segmento geodésico [p 1 s) esta contenido en P. Una transformación "Y E r+ 
con 7(s) = s es parabólica. 

Demostración: 
Como toda transformación "Y es elíptica, hiperbólica o parabólica y como las 

transformaciones elípticas no tienen puntos fijos en 8IEr2, vamos a suponer que 
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'Y es una transformación hiperbólica con eje de traslación h; reemplazando, si 
es necesario, ')' por ...,.- 1 podemos suponer que la dirección de traslación es ha
cia s. Sea w el punto de intersección de h y el horociclo con centro s a través 
de p, y sea ·r = d(p, w). Pnra n ::=:: 1 1 sea Pn el punto de intersección entre [p, s) 
y el horociclo con centros a travt!s de --¡""('w), luego d(p.,..,,"('""(w)) < d(p,UJ), 
por lo que 'Y-n(Pn) E D(w;r), por lo tanto 1-"(Pn) n D(w;r) -:;¡f 0, para 
n E N, n ~ l lo que contradice que P es localn1ente finito. • 

Ejemplo 5.5 Sea r un grupo de iaornetrías del sern:i-plano de Poincaré ge-
nerado por 1'(..:::) = 2.::, :: E JF-12 • La reg·ián P acotada por las do.'J 

X+ i(2lxl + 1), X+ i(213'1 + 2), 

es dom·in·io fundamental localrnente finito. Observe qt1.e 1(00) = oo y ct1.alquier 
horodisco con centro oo intersecta a P, es deC'ir oo E Dh(P) pero oo no e.'J una 
cúspide para r pt1.es todo,<J lo elementos de r ,'JOTI. hiperbótico.<J. 

FIGURA 5.7. Dominio fundamental para el grupo generado por 7(z) = 2z 

Proposición 5.20 Sea 8 E a:ir-:r- una CÚ.'ipide para el gru,po Pi.1.ch.'Jiano r y D 
un horodf.sco con centro s. Un doniinio fundamental localmente finüo P para 
r intersecta en al menos ·un punto y en a lo m~ en 11.n n1Lmero finita de 
r-trasladados de D. 

Demostración: 
Supongamos que el horodisco D es cerrado y fijnrernos un horodisco abierto 

U contenido en D tal que existe una r-órbitn completa fuera de Ü. Sen "Y E r 
un elen1ento parabólico que fija . .4. y tomemos una geodésica h que termina en 
A y C un subconjunto compacto de D- U acotado por h y l'(h). Observamos 
que D - U es la unión de los trasladados de C por potencias de 'i'· 
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Sean a1(P}, ... ,un(P) los r-trasladados de P que intersectan a O y su
pongamos que u(P) intersecta a D; si suponemos que o(P) e U, entonces 
u(P) e ü, lo cual contradice la existencia de una r-órbita completa fuera 
de Ü. Por lo tanto a(P) intersecta a D - U, por lo que existe s E Z tal 
que ...,-u(P) intersecta a C, entonces ~a= o, para alguna i = 1, ... ,n así 
a(D) = O'i"Y-•(D) = O"i(D), de donde P intersecta a lo más a un número finito 
de r-trasladados de D. • 

Corolario 5.12 Sean r un grupo F'u.chsiano y P un dominio fu.ndaTnental 
localmente finito parar. La r-órbUa de una cúspide intersecta a la frontera 
horoc-tclica ah p. 

Demostración: 
Sea K un horodisco con centro en la cúspide s y sean 

K,u,(K), . .. ,un(K), O'¡, ••• ,Un E r 
los r-trasladados de K que intersectan a P. Para cualquier horodisco D con
tenido en K, tenemos que al menos uno de los horodiscos 

D,u1 (D), ... ,un(D), U¡, ••• ,u,,. E r 
intersecta a P, de esto se sigue que al menos uno delos puntos s,u1 (s), ... ,un(s) 
pertenece a 8nP. • 

5.8 Dominios Convexos 

En esta sección estudiaremos regiones fundamentales localmente finitas y con
vexas. 

Teorema 5.9 (Prlnclplo de Hahn-Banach) Sea U un subconjunto abierto 1 

convexo de 1--~. A través de cualquier punto E !Er2 fuera de U pasa una 
geodésica que no -intersecta a U. 

Demostración: 
Sea D el círculo unitario en el espacio tangente T.c{J.li-); sea q E U, h la 

geodésica orientada de q a z y p(q) E D su vector tangente unitario, por lo 
que hemos definido una función p : U - D, entonces es facil ver que esta 
función es continua, además V = P(U) es un abierto de D y no contiene 
puntos antipodos. Sea A : D - D la función antipoda, entonces V y A(V) 
son abiertos ajenos no vacíos de D. Como D es conexo existe d E D tal que 
d t¡t: VuA(V), de donde la geodésica por:: con vector tangente d no intersecta 

-~ . 
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Corolario 5.13 Sea U e H.2 ab·ierto, convexo y sean a E U y b E aU, 
entonces el segTnento geodésico [a, b) C U. 

Demostración; 
Si e..xiste q E [a, b) tal que q f1; U 1 podemos encontrar una geodésica h a 

través de q que no intersecta a U. Sea H el semi-plano cerrado con DH = h 
y a E H 1 el cunl contiene a U pero no a b, pues de lo contrario, como H es 
convexo contendría al segmento geodésico [a, b}, pero este intersecta a h en q 
lo cual es absurdo. Por lo tanto b es un punto exterior de U 1 lo cual es una 
contradicción. • 

Corolario 5.14 Si U e.:J ab·ierto y convexo de E-!2, entonces Ü e . ., un .':lubcon
junto convexo de H 2 • 

Demostración: 
Primero veamos que Ü = nnesH donde S = {H; H semiplano cerrado en 

E--!2, U CH}, es claro que se da una de las contenciones. Para ver la otra, sea 
w ~ Ü y sea u E U tal que z E (u, ·w) este fuera de U, entonces por el teorema 
5.9 existe geodésica h a través de z que no intersecta a U. Consideremos el 
semiplano cerrado H con aH = h y u EH, entonces U e H y w ~ H, por lo 
que nHesH C Ü. La convexidad de Ü se sigue ahora de que la intersección 
de convexos es convexo. • 

Corolario 5.15 Si U C IE-!2 es ab-ierto y convexo entonces Int(Ü) =U. 

Demostración: 
Sabemos que Int(Ü) es el máximo abierto cont.enido en Ü, por lo que 

U e Int(Ü). Para la otra contención consideremos que Ü = U U au y sea 
z E BU, entonces existe geodésico. h que pasn por z que no interse--·ta a U; 
ahora como U es conve.xo, esta contenido en un semiplano cerrado H acotado 
por h, entonces Ü C H 1 pero cualquier vecindad de = intersecta al comple
mento de H, por lo que intersecta al cornplernento de Ü, es decir z ~ /nt(Ü), 
de donde obtenemos que si:: E lnt(Ü) entonces:::: E U. • 

Lema 5.15 Sea P un dorninio fundamental localmente finito y convexo de 
un grupo Puch:Jiano r. Un conjunto de la forma P n a(P) con a E r\{id} es 
o vacio o un :Jegrnento geodés-ico cerrado. 

Un conjunto de la forma P n a(P) n r(JS) con a 1 1 E r\{-id}, a? T es o 
bien vac-io o b-ien un punto. 

Demostración: 
Primerarnente tenemos que P n a(P) es convexo. También sabemos que 

a(P) n P = 0 y que iJP n a(P) = 0. 
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Como fa= PU éJP y cr(fa) = cr(P) U cr(éJP) obtenemos que 

fa n cr(fa) =(Pu éJP) n (a(P) u cr(8P)) = ap n a(éJP) 

por lo que P n o:(P) es subconjunto convexo de éJP. Ahora veamos que esta 
intersección esta contenida en una recta geodésica, para. esto supongamos que 
no, es decir existen tres puntos er. P n u(P) = iJP n u(DP) no contenidos en 
una geodésica. Sean x, y 1 -w tales puntos y sea. z un punto interior del triángulo 
formado por estos tres puntos, de esta forma z sería un punto interior de éJP 
lo cual es una contradicción, por lo tanto P n a(P) esta contenido en una 
geodésica, por lo que es un segmento geodéiico cerrado. 

Sea z punto interior de S = Pna(P). Sean x,y ES tul que z E (x,y) y 
sea u E P; el interior del triángulo ~u de vértices x,y,u esta contenido en P, 
de la misma manera el interior del Ó.au de vértíces x,y, a(-u) esta contenido 
en a(P). Entonces e..xiste D disco abierto con centro ;;:, tal que D n Ses un 
diámetro que divide a D en dos semidiscos E y F contenidos en P y u(P) 
respectivamente, estos sernidiscos son ajenos a -r(P) y la demostración es si
milar a la de la primera parte, ya que Pn a(P) n •(P) es convexo, y como e; 

la intersección de dos segmentos geodésicos, es o vacio o un punto. • 

Definición Sea P dorninio fundamental convexo localmente finito para r 
grupo Puch:Jiano. Por un lado de P entenderern.a.s un . .,egrnento geodésico ce
rrndo, diferente de un p-unto, de la fonna p n a(P) con u E r\{id}. 

Por un vértice de P, entenderentos un punto el cual puede ser presentado 
en la forma fa n cr(fa) n •(fa), C07' CT, r E r\{id}. 

Proposición 5.21 La frontera 8P de un dominio fu.ndarnental P convexo y 
localmente finito es la "U7lión de sus lado.-1. 

Demostración: 
Sea w E DP, entonces cada. disco suficienternente pequef10 con centro wt 

debe contener puntos de P y puntos que no son de P, entonces podemos 
encontrar una sucesión de puntos ·wn en DP que tienden a w. Una vecindad 
compacta w intersecta sólo n un número finito de r-trasladados de P, por lo 
que e.xiste a E r y un número infinito de Wn E Pna(P), lo que implica que 
P n u(P) es un lado que contiene a w. • 

Un lados de P genera una geodésica h. Los puntos frontera paras en hnaP 
son llamados puntos finales para el lado s y el número de puntos finales para 
ses O. l ó 2. 

Proposición 5.22 Sea s u.n lado de un dominio fundamental localmente finito 
y convexo P. Un punto :; E s es un vértice de P si y :Jólo :Ji ::: es un punto 
final de s. 
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Demostración: 
::::::>] El lema 5.16 garantiza que un punto interior des no puede ser un vértice 

de P. 
<=] Sea ::: E s = P n u(P) tal que no sea vértice de P, entonces existe D 

disco abierto con centro z tal que D e PU a(P), así D = (D n P) u (D n 
a(P)) U (D n .s); conl.o D - D ns es disconexo y D ns es un arco geodésico a 
través del centro z de D, entonces D ns es un dié.metro de D, luego z es un 
punto interior de S por lo que no es un punto final de s. • 

Algunas observaciones útiles son que: 
1} P sólo tiene un número a lo más numerable de lados y vértices. 
2) Sólo un nú1nero finito de lados y vértices pueden intersectar a un com

pacto de 1HI2 

Corolario 5~16 Un vértices de P e.sta contenido en exactaTnente do.'l lados 
de P. 

Demostración: 
Consideremos D un disco abierto con centro s que sólo intersecta los lados 

que tienen vértice .<J, demostremos que no puede haber tres lados con vértice en 
s, parn esto supongamos que l1, l2, h son lados con vértice con1un s. Ahora Pes 
convexo, por lo que ta1nbien lo es P :y l 1 , l 2 , l 3 C P, sean x, y,::: puntos en estos 
tres lados respectivamente; entonces [z,y], [y,x], [=, x]. [s, x], [8, y], [8, .=] e P, y 
sea T la región acotada por estos segn1entos geodésicos, de donde Tes conYe..xo 
contenido en P, entonces tomando dos puntos r y sen diferentes lados de [s,y], 
tenemo:s que están en P pero su segmento geodésico no esta contenido, lo cual 
es una contradicción. 

Sólo nos falta ver que son exactanl.ente dos. Por ser s un vértice, es un punto 
final para un lado l, entonces supongamos que ningun otro lado de P tiene 
vértice s. Sea D un di.seo abierto alrededor des tal que no intersecte a ningun 
lado de P, sólo a l. Comos E DP existe y E DnP, además DnfJP C l, y si h 
es la geodésica generada por l tene1nos que Pnh. = l; tan1bién e.xiste x E D tal 
que x E h-l y co1no Pnh = l entonces x ~ P. Sea [x,y] el segniento geodésico 
que conecta X a y. como X E ExtP y y E p tenemos que [x, y] n ap =r6 0, pues 
de lo contrario tendríamos que (x. y] = [x, y]n PU [x, y] nExtP contradiciendo 
la conexidad. Sea w E [x,y] naP. ent.onces x,w Eh=> y Eh=> y E hn P = l 
por lo que y E l lo cual es una contradicción pues y E P, por lo tanto existe 
otro lado con vértice A de donde tenemos el resultado. • 

Ahora va.mas a identificar dos lados de la siguiente n1anera: sea e• el con
junto de elementos g E r tal que Png(P) es un lado de P y sen Sel conjunto 
de Indos de P. Es cla..1.·o que cada g E e• produce un único lados en S, es 
decir 8 = P n g( P) y cadu Indo surge de esta manera, por lo que tenernos que 
la función e : e· - s dada por S(g) = P n g(P) es suprnyectivn. y de hecho 
es una biyección pues si S(g) = S(h) entonces P n g(P) = P n h(P) y esto 
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implica que g = h. Así la existencia de e- 1 : s - e· muestra que cada. lado 
s tiene asociado un único g. en o• con s = .P n g( P), entonces 

u;;'(s) = Pnu;;'(P) = s' 
también es un lado de P . .J-\.hora vemos que sis'= (g.r1)- 1 (s) entonces o.• 
(g.)- 1 , así hemos construid"' una función s.- s' de Sen si mismo y es llamada 
apareadora de la.dos de P ya que 

(s')' = (g_.)- 1 (s') = g,(s') = s 

y las correspondientes g,. son llamadas transformaciones laterales. 

Teorema 5.10 Sea P un dornfriio fundarnental convexo para r localTnente 
fin:ito. Entonces el grupo r e:s generado por las transformaciones latera.les u 11 

cuando s varía en los lado.'I de P. 

Demostración: 
En la. proposición 5.18 vimos que res generadv por{-¡ E r: 7(.P)nP ~ 0}, 

por lo que es suficiente probar que si Pnh(P) ~ 0 entonces h está en el grupo 
generado por lns transformaciones laterales. 

Sea w E P n h(P), entonces existe disco abierto D con centro ·w y ele
men~os ho(= id)..!.h 1 , ••• ,ht E_r tal que h_= hj para algun j =¡6 O, w E 
ho(P) n ... n h,(P) y De h 0 (P) U ... U h,(P) ya que Pes localmente finito. 
Decreciendo el rodio de D poden1os asumir que D no contiene vértices de 
ningún h 1 (P) excepto posiblemente w y ningún lado de h1(P) e.xcepto los que 
contienen a w. Corno DP es la unión de los lados de P, la frontera de P en 
D consiste de sólo un lado o dos distintos Indos con vértice en ·w. Lo mismo 
es cierto pa.rn cada uno de los otros h 1 ( P), reordenado Jos índices podemos 
suponer que ho ( P), . .. , h:. ( P) son poligónos consecutivos en la lista con un 
lado en común, por lo que P n hj 1 hj~I (P) es un segmento geodésico de lon
gitud positiva, luego es un lado para toda j, además h1..:.-. 1 = h;ga para alguna 
transformación lateral , por lo que h esta en el grupo generado por las trans
formaciones laterales. • 

Definición i} Un ciclo C = {z1 , ••. , ;,_} en fa e.s la inter.sección de una 
r-órbita con P y la longitud /CJ de C es n. 

ii} Si e = { Z¡' - .. 'Zn.} es un ciclo entonces los e:Jtabilizadore:J r ;:;, son 
conjugados entre ::Ji y ::Jan ::Jubgrupos cíclicos finito.s der. El orden de un ciclo 
C, Ord(C) es el orden común de lo.s r z,. 

iü}Sea e= { Zt. - .. 'Zn} un ciclo tal que é)p subtiende -un ángulo O; en Zj

La suma de los ángulos U(C) del ciclo G es definido por 01 + ... + Bn 

Teorema. 5.11 Sea P un poligóno fundarnental con-uexo del gnLpO Fuch::Jiano 
r. Entonces para un ciclo C,, .se tiene que 

Ord(C) O(C) = 2-;; 
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Demostracl6n: 
Sea C = {z1, ... ,=n} el ciclo, entonces para algun 01(= id),g2, ... ,gn, 

tenemos que Ui(z3) = z1. Entonces OJ(P) tiene a .::1 como un vértice y el 
ángulo de gj(P) en z1 es Bi. 

Ahora z 1 E h(P) si y sólo si 1z.- 1 (.::¡) es alg1Ín ::3 y esto si y sólo si pura 
algún j, h(gi )- 1 fija .::1. Sea r 1 el estabilizador de ::1 , entonces .::1 E h{ P) si y 
sólo si para alguna j, h E r10j· 

Entonces tenemos que z 1 E h(É') <=> h E r 1 g3 para alguna j, de donde 

{ho, ... , hfl'l.} = r1Y1 U ... U r10n 

donde ht. son tales que .:;1 E h.¡,(P). es decir las imugenes de P que contienen 
a Zt. además rn = ord r 1 . n. Cotno los elementos de r 1 son rotaciones con 
centro .::1 , entonces cada a E r 1g3 es tal que a(P) subtiende un ángulo O¡ en'" 
Zj, es decir 

271" = [ord(ri)](B1 + ... + B,.) = ord(C)(IJ1 + ... + IJ,.) 

• 

5.9 Dominios de Dirichlet 

Sea r un grupo Fuchsiano de isometrías de IE-<r-. Como r es a lo más numerable, 
podemos encontrar un punto ·w que no es punto fijo de ningun elemento de r, 
es decir r =={id}. 

Sean a E r\{id}, L<7"(-w) la mediatriz para w y a(w), y se.a. HCT(-w) el semi
plano acotado por L<7"("w) que contiene a w. 

Entonces definimos el dominio de DlrlcWet con centro w como el con.-
junto 

P(w) = n Hu(w) 
aEr'\{id} 

Proposición 5.23 El doTninio de Dirichlet P(-w) es un dom.in·io fundaTnental 
para r en rtir2. Adt:!Tnás ,<j1J. cerradura esta dada po7· 

P(w) = n Hu(w) 
CTEI"'\{id} 

De:rn.ostra.clón: 
Primeramente veamos que P(-w) es abierto. Sean r > O cualquiera y S = 

{u E r\{id} : u(w) E D(w; 2r)}, el cual es un conjunto finito pues r es 
discreto. Consideremos los conjuntos Ka= !E-+l2 \H<7"(w) con a E r\{id} en r, 
estos conjuntos son cerrados en l-:!.Z. 
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Si D(w;r) es talque D(w;r)nKcr ~~.entonces parax e D(w;r)nKcr, es 
decir con d(w,x) < r y d(x,w);::: d(x,a(w)) tenemos que 

d(w,a(w)) :S d(w,x) + d(x, a(w)) :S d(w,x) + d(x, w) < 2r 

entonces D(w; 2r) contiene a o{w}, pero como Ses finito D(-w, 2r) s:'>Jo con
tiene un número finito de elementos de r·w, por lo que D(w; r) sólo intersecta 
a un número finito de I<,,,. Es decir tenemos que la familia de {I<c:r}crer\{id} 
es una familia de cerrados, localmente finita, de donde obtenemos que 

H 2 \P(w) = u{Ku: a E r\{id}} 

es cerrado, por lo que P(w) es abierto. 
• Como z E Hu(w) = d(.:=,w) :S d(.:=,u(w)) = d(z,w) :S d(z,u(w)) 
d(u-•(z),w) = w E Hu-• (z), tenernos que z E P(w) = w E P(z). 

Ahora si h es una isometría de Z,]2, veamos que 

h(Hu(w)) = Hhuh-• (h(w)). 

Sea z E h(Hu(-w)), es decir existe x E HtT con h(x) = z entonces 

d(x,w) :S d(x,u(w)) = d(h(x),h(w)) :S d(h(x),ha(w)) 
= d(z, h(w)) :S d(z, hu(w)) = d(.:=, huh- 1h(w) 

=> z E Hhuh-•(h(w)) 

por lo que h(P(w)) = P(h(w)) para toda h isometría de H"2 • 

Ahora demostremos que P(w) y -;(P(w)) = P(-y(w)) son ajenos para -y E 
r\{id}. Supongamos que existe z E P(w) n P(-y(w)) de donde d(z,w) < 
d(z,u(w)) V'u E r\{id} y d(z,-y(w)) < d(.:=,µ-y(w)) V'µ E r\{id} por lo que 
haciendo u = -y, µ = -¡- • concluímos que d(z, w) < d(z, -y(w)) < d(.:=, w), lo 
cual es imposible, por lo tanto P(w) n -y(P(w)) = 0 V'-y E r\{id}. 

Hagamos una pausa para ver la segunda parte de la proposición. Por una 
parte tenemos que 

P(w) = n Hu(w) entonces P(w) = n Hu(w) C n Hu(w) 
O'Ef"\{ict} a-er\{id} aer\{id} 

y para la otra contención tomemos z E JHr2 tal que z E Ha(W) 'o'u E r\{id} 
entonces la recta geodésica entre w y .z pertenece a Ht:r('w) Vu E r por lo 
que (w,z) E P(w), pue> w E P(w) y z E OP(w) de donde obtenernos que 
.z E P(-w) por el corolario 5.14, por lo tanto P(w) = nt:r-=:r\{id} Ht:r(w). 

Falta ver que cualquier órbita r.:: intersecta a P(-w). Escogemos gz E rz 
con la menor distancia a ·w, lo cual es posible pues cualquier bola compacta 
de ·w sólo contiene un número finito de elementos de rz, pues las órbitas 
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son discretas, de donde obtenemos que d(gz,·w) :s; d(h(gz),w) para h :¡!:id, 
entonces 

d(gz,w):::; d(g:::,h- 1(w)) V'h ¡;6 id=> g::: E Hh-• (w) 

de donde g::: E P(w) = n~,.r-\{id} H~(w), por lo tanto r::: n P(w) ¡;6 0 y con
cluimos que P(w) es una do1ninio fundan1ental. • 

Proposlcl6n 5.24 Sea r UTI. grupo de i,sometr[a.o; de IH!.:2 y sea w E JH[2 tal que 
r·w ={id}. El dominio de Dirichlet P(w) es un dominio fiLndamental convexo 
localmente finito. 

Demostración: 
Ya hernos visto que P("w) es un dominio fundun1ental, además es cone.xo 

por ser In intersección de conexos. 
Sea r > O y D(w; r), veamos D(w: r) n a(P) :¡!: 0 solo para un número 

finito de a E r. Si D(w;r) na(P) :¡:!:. 0, entonces existe z E P tal que 
a(::) E D(w,; 1") => d(w,o-(w)) ::5 d(w,a(:::)) + d(a(:::),a(w)) < r + d(z,w) y si 
::: E P => d(z, w) :::; d(z, a-• (w)) = d(a(:::), w) < r por lo que d(a(w), w) :::; 2r 
y esto sólo pnsa pura un número finito de a E r. • 

Hace frío en el scriptorium, ..... 
Dejo este te..xto, no sé para quién, 
este texto, que ya no sé de qué habla; 
stat rosa pristina, nomina nuda tenemus 
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K.L 2 t·r2 u 50 
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O(E) 3 ¡; 54 
E9 4 Tp(S") 57 
.,.= 5 éJDn 65 
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signdet 10 JVIob(E+) 70 
11· ll 10 PGl2(lR} 71 
cos L(e, /) 11 H2 71 
SO(E) 11 éJ¡¡.:[2 72 
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id 15 I 73 
O~(F) 16 vol(K,L,M} 73 
Siml(E) 17 I< /\L 74 
S(F) 20 Lar 76 
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Lor(F) 24 <T !J4 
Lor+(F) 24 L(e) !J4 
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OL(F) 2!J .<W2(lR) 9!J 
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P(F) 31 XN 105 
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éJPS(F) 31 w;r 122 
E 33 (E")• 122 
Mob(E) 33 PSZ,(Z) 125 
S•T 41 e,..P 131 

Ord(C) 138 
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