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O. J:NTRODUCCJ:ON 

0.1 UN POCO DE Hl:STORJ:A 

Durante e1 sig1o XVJ:J:J:, 1a integra1 de una función fue 

generalmente tratada como la "inversa" de l.a derivada. Esto es 

una función f(x) era integrada encontrando una antiderivada o 

función primitiva F(X) ta1 que 1a derivada de F(X) denotada por 

F'(X) coincide con f(x) i.e. F'(X)=f(x): La integra1 de f(x) 

sobre e1 intérvalo [a,b] era entonces dada por el Teorema 

Fundamental. del. Cál..cul.o, conocido entonces so1o de forma 

heurística [3, pag. 317], y e1 cua1 nos dice que 

J:f(x)dx=F(b)-F(a) 

Al mismo tiempo, la idea de integral como cierta clase 

de límite o como .. el área de un conjunto de ordenadas bajo una 

curva era 

aproximación 

familiar, pero 

de integra1es 

generalmente se 

en las cual.es 

utilizaba en 1a 

era imposib1e o 

inconveniente encontrar su antiderivada. Ni 1os 1ímites de 

sumas ni las áreas de conjuntos planos eran lo suficientemente 

bien entendidas para proveer las bases de un tratamiento lógico 

de la integral. En particular, el concepto de área fue 

completamente intuitivo, aceptado como evidente por sí mismo e 

innecesaria su definición precisa. 

Fue Cauchy quien primero marcó la necesidad de proveer 

una definición genera1 y probar 1a existencia de 1a integra1 

para una considerab1e clase de funciones que pudieran entonces 

proporcionar una base para 1a discusión de integral.es 

particu1ares y sus propiedades. La definición dada en 1823 por 

Cauchy empieza con una función f(x) continua (en e1 sentido 

actua1) sobre e1 intérvalo [a,b] y subdivide éste en n 

subinterva1os por medio de puntos a =x
0

, x
1

, ••• , x,,=b. 

subdivisión de [a,b] se asocia 1a suma aproximada 

1 

con esta 



n 
s ¿ f(x

1
_

1
). (x

1
-x

1
_

1
) (1) 

1=1 

1o que 11evaría a definir 1a integra1 s:f (x)dx como e1 1ímite 

de 1a suma ( 1) cuando e1 máximo de 1as 1ongi tudes x 1 -x1 _ 1 se 

aproxima a cero. Esta definición es comp1etada más tarde por 

Riemann, quien e1ige un punto arbitrario x 1 

subintérva1o ex,_,, x,] 

integra1 como 

para cada i=J.,2, ... ,n 

b n 

I f(x)dx= 1im '\' f(x )(x -x
1 1

) 
a 0-+o L 1 1 -

l = 1 

en e1 i-ésimo 

y define 1a 

(2) 

donde o denota e1 máximo de 1as 1ongitudes de 1os 

subintérva1os de 1a partición (a, b]. Nótese que ésta es una 

Genera1ización d~recta de 1a definición de Cauchy dada en (1). 

La definición de Riemann (2) de 1a integra1 fue 1a más 

genera1, no obstante, durante las últimas décadas de1 siglo xrx 
esta definición fue reformulada en diversas formas que ayudaron 

para e1 desarro11o de1 concepto de integra1 y que prepararon e1 

camino para las importantes generalizaciones que se agregaron a 

principios de1 sig1o XX. 

En 1870, varios matemáticos tie forma 

introdujerori las así llamadas "Sumas Superior 

Riemann" para una función acotada en f sobre [a,b] 

n n 
S(p)= ¿ M

1 
(x

1
-x

1
_

1
) y I(p)= ¿m,Cx,-x,_,> 

1=1 1 =l 

independiente, 

e Inferior de 

e 3 > 

donde 

son 

p es una partición de [a,b], 

ios alares máximos y mínimos 

en n subinterva1os y M
1 

y m
1 

(hoy sup e inf) de f(x) en e1 

2 



i-ésimo subinterval.o [ x 1 _ 1 , x 1 ]. Hoy estas sumas son l.l.amadas 
"Sumas de Darboux", l.as cuales tienen l.ímites S e J: cuando ó~o. 

En 1880 Vito Volterra introduce el término general 

"Integra.1 Superior" e "Integral Inferior" para S e I con 

S= 
-b 

Jac(x}dx e I= Jbf(x)dx 
-a 

(4) 

Después, Giuseppe Peana notó que estas integrales dadas 

en ( 4), pueden definirse convenientemente como l.a mínima cota 

superior y como la máxima cota inferior de l.as sumas superior e 

inferior de Riemann, respectivamente para todas las particiones 

P del. intérval.o [a,b] 

-b I ªe (x}dx=int:' i S(P} r y 

La función f es integrabl.e, 

superior e inferior son iguales. 

b I ccx>dx= sup i:r<P>r 
-a 

(S) 

sí, y solo si l.as integral.es 

Desde sus orígenes la idea de integral. había sido 

motivada por el. concepto de área. En particular si 0 1 denota el 

conjunto de· ordenadas de una función no-negativa f sobre el. 

intérval.o del. conjunto de todos l.os puntos (x,y) con ª"'x:sb y 

º"'Y"'b• l.a idea era que el. val.ar de l.a integral. Jbf(x}dx debe ser 
a 

el. área a(Or)· 

La primera definición formal. de área es dada por Peana 

en 1887. Retomando l.as ideas de Eudoxo y su método de exhausión 

como punto de partida, definió el. área interna a¿(S) de s como 

3 



1a mínima cota superior de 1as áreas de todos 1os po1ígonos 
que están contenidos en s. y e1 área exterior ae(S) como l.a 

máxima cota inferior de l.as áreas de todos l.os pol.ígonos que 

contiene 
igua1es. 

(x. y) en 

a 

Por 

e1 

s. Es el.aro 
ejemp1o si 

que 
S es 

cuadrado unitario 

aL(S)"'ae(S), pero pueden no ser 
e1 conjunto de todos 1os puntos 

o~x.ys1 tales que los números x.y 

son ambos irraciona1es. entonces ae(S)=1. e1 área de1 cuadrado. 

pero porque únicamente po1ígonos degenerados están 

contenidos en S. 

Con la definición de Peana. de área interior y exterior 

se establece que 

Jb f (x )dx= ª;. ( Or) 

-ª 
y 

-b 

Ja f (x)dx=ae( Or) ( 6) 

para cua1quier 

a 1 (S)=ae(S) e1 
función no negativa f sobre [a,b). 
valor común es el. área a(S) de s, 

En caso 
si f es 

integrab1e entonces (6) se reduce a 

b 
J f(x)dx = a( Oc) 

a 
(7) 

en este punto, el concepto de l.a integral. viene a cerrar e1 
círcu1o regresando a su motivación original.. 

E1 

de Jordan", 
tratamiento 

únicamente 

concepto 

debido 

anterior de área se conoce como 

a que cami1e Jordan quien 

definitivo. aunque hay 
cuadrados con lados 

que hacer notar 

horizonta1es y 

''Contenido 

1e dió e1 
que é1 usó 

vertical.es. 

Jordan define 1o que é1 11amó contenido Interior ci(S) y 

Contenido Exterior ce(S) de un conjunto p1ano, equiva1ente a 1as 

áreas interior y exterior de Peana; Sin embargo, su 

tratamiento trabaja igua1mente bien en todas 1as dimensiones y 

4 



así su concepto de contenido generaliza simultáneamente los 
conceptos de .longitud, área y vo1umen. 

HedibLe con contenido c(S) si c 1 (S) = ce 

El llama 

( s). 

al conjunto s 

Jordan procede a definir la 
acotada de n variables 

integral de Riemann de una 
función rea.les definidas sobre un 
conjunto medib1e E en un n-espacio Eucl.ideano. Sea P una 

partición de E en conjuntos medib1es E 1 , •••• , Em con interiores 

ajenos, y sea P 1 un punto arbitrario de E 1 i=1,2, ...• m. Entonces 

S(P)= I f(P,) c 
l=l 

Es una suma de R~emann para f en E, 1a función f es integrab.le 
sobre el conjunto E, con tal de que 

I f 
E 

lim 
Ó>O 

m 
I f<x,> 

1=1 

c (E,) ( 8) 

exista, 

Ei, ••• Em. 

siendo e1 máximo de J.os diámetros de 1os conjuntos 

En el. caso unidimensiona1 con E = (a,b], viene a ser 

Jbf (x)dx= 
a 

lim 
Ó>O 

I f(x,) c (E,) 

que en comparación 

subintervalos ha sido 

conjuntos medibLes. 

1=1 

con ( 2). 

generaLizada 

la 
a 

partición de 

una partición de 

( 9) 

(a,b] 
[a,b] 

en 

en 

Con estas nociones, se tiene nuevas caracterizaciones 

de la condición de rntegrabilidad de Riemann. una basada sobre 

J.a visión "geométrica" de .la integra.! de una función en términos 
de el área acotada por la gráfica para f definida y acotada 

5 



sobre [a,b], sea E el conjunto de puntos en el plano acotado por 

1a gráfica de 1a función f, .las .líneas x=a, x=b y e.l eje x. 

Entonces f es Riemann-Xntegrab.le si, y so1o si e.l conjunto E es 
Jordan-medib1e y 

b J lfl= c(E), 
a 

b 
Ja f= c( E+) (10) 

donde E+ y E denota las partes de E por arriba y abajo del eje 

x respectivamente; [4, introducción x
1

] 

La introducción de1 concepto de conjunto medib.le trajo 

otra caracterización de.l criterio de integrabi.lidad por igua.ldad 

de .las integra.les inferior y superior. 

Considérense .las ~urnas más genera.les 

n 
I =Im,c(E

1
) y s 

l = 1 

donde E 1 son conjuntos medib.les, mutuamente ajenos y ta.les que 

[a,b]=tt;'=1 E._ Entonces la mínima cota superior de las I y la 

máxima cota inferior de .la S vienen a ser 1as integra.les 

inferior y superior de f, el criterio de integrabilidad puede 

estab.lecerse en términos de estas sumas más genera.les. 

Las genera.lizaciones anteriores permiten ver que una 

generalización de los conceptos de medida y medibi1idad, 

permiten una generalización de los conceptos de integral e 

integrabilidad. supóngase, en otras palabras, que m denota una 

c.lase de conjuntos medib.les, .la cual. contiene a l.a el.ase de 

conjuntos Jordan-medib1es, y supóngase que una medida, m(E) ha 

sido definido para todos los miembros de m en tal forma que m(E) 

coincida con c(E) cuando E es Jordan-medib1e. Entonces la 

6 



primera caracterización de Cunciones Riemann-rntegrables ( 10} 

sugiere que el concepto de integrabilidad puede e>c:tenderse a 

cualquier Cunción acotada e cuyos correspondientes conjuntos E 
pertenece a m. La integral de f puede entonces definirse por 

(11} 

de Corma semejante la caracterización por igualdad de integrales 
superior e 

inferior 

máxima cota 

.1as sumas 

inferior, 
-b 

"Ja e 

sugiere 

y ·t 
-a 

inferior de s• y la 

I M¿m(E¿} 

definir integrales superior e 

con respecto a m, como la 

mínima cota superior de z• para 

r 

donde ahora E¿ pertenecen a m, entonces 

-b 
y e puede definirse integrable siempre que ·te "J e . 

sobre 

Es 

el 

-a a 

c.laro q~e las definiciones anteriores, basadas 

amplio concepto de medibilidad, representan 

generalizaciones de la integral de Riemann. 

ser (en 

concepto 

Hoy la teoría 
cierto sentido 

de integral de 

de considerar 

de la integración de Lebesgue viene a 

técnico} la última generalización del 

Cunciones de variable real, la cual a 

sumas dif"erencia 

considera conjuntos medibles, 

de rectángulos como Jordan, se 

que son uniones de una infinidad 

7 



numerab1e de rectángul.os. Si en lo anterior m denota la clase 

de conjuntos Lebesgue-medibles, las definiciones ll.evan a la 

integra1 de Lebesgue para funciones acotadas. 

Otra significativa genera1ización 

Riemann fue dada por Thomas-Jean Stieltjes en 

un tanto distinto a l.os expuestos antes .. 

de l.a integral. de 

1894 por un camino 

Stiel.tjes quien 

empieza su carrera como astrónomo se da a la tarea de hacer un 

estudio general. de fracciones continuas [3, Pág. ZZ] en donde 

usa su nuevo tipo de integral.es que más tarde ap1ica como 

integrales con respecto a distribuciones de masa total infinita, 

incluyendo concentraciones puntual.es. Introduce 1a noción de 

distribución de masa continua, una distribución tal que está 

compl.etamente determinada cuando g(x), l.a masa total. entre O y x 

es conocida para cada valor positivo de x. La función g es 

entonces positiva y creciente. Define el. momento de orden k, 

que es definido como el. límite de las sumas 

[ g(x,) - g(x,_ 1 ) J (1Z) 

cuando IPl~o, donde IPI es l.a norma de l.a partición de [a,b] con 

y t, e [x1 _¡,x1 ]. Stiel.tjes mostró que 

cuando f es continua y g es no necesariamente positiva, el. 

l.ímite correspondiente de (12) existe y l.e denotó por 

b Ja f ( X ) dg ( X ) • 

Integral. que posteriormente viene 

particul.ar del. trabajo de J. Radón en 1913. 

8 
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0.2. JUSTrFrCACrON DE LA TESrs. 

A io iargo de ia historia, la integral y su definición 
se han visto reformul.adas un gran número de veces, (sección 

o. l..) hasta llegar a su sentido más general expuesto en ia 

teoría de Lebesgue. EJ. sentido de l.a general.ización de un 

concepto matemático, y su importancia, está en J.as aportaciones 

de herramienta teórica, en la cl.aridad de sus definiciones y 

simbol.ogía, en J.as contribuciones pedagógicas que aporte, y en 

sus ap.l.icaciones a J.as que permita extenderse. 

Es con esta visión que el tratamiento de la rntegral 
de Riemann-Stieitjes propuesto por Ross en [J.] se considera de 

importancia, pues l.l.ena con todos J.os requisitos. 

En el sentido 
J.a definición cJ.ásica. 

teórico presenta varias ventajas sobre 

El tratamiento es más general ya que las 
funciones que son Darboux-Stieltjes el sentido clásico 
(capítuio 2) son integrables en este nuevo sentido. Con la 
definición general.izada se satisfacen al.ganas propiedades que en 

se verifican, en particul.ar, si l.as 

e integrador F tienen discontinuidades 

la teoría 

funciones 

c.l.ásica no 
in.tegrando f 

comunes, entonces f no es integrabl.e respecto a F; este incómodo 

resul.tado desaparece en el. tratamiento general.izado. 

Mostraremos (teorema 3.2.4) que toda función f, seccionalmente 
continua o seccionaimente monótoma y acotada siempre es F

integrable. 

En la sección 3.2 se define la integrai generalizada 

de Riemann Stieitjes de forma semejante a como es definido la 

integrai de Darboux-Stiei tjes en su sentido generalizado 

(sección 3. l.) y se procede a compararlas entre sí y con las 

definiciones cl.ásicas dadas en l.os capítul.os anteriores. Si una 

función es Darboux-stieitjes n ei sentido ciásico> entonces es 

9 



Darboux-Stieitjes y Riemann-Stieitjes 

y 1.as tres integral.es coinciden. 

integra1es de Lebesgue-Stie1tjes de1 

en el sentido general.izado 

La fórmula correcta para 

teorema de integración por 

partes dada por Hewitt [2] es demostrada sin referencia a 1a 

teoría de Lebesgue-Stie1tjes. 

requiere 

Respecto a 

a1gunos 

1a notación, 1a integral generalizada 

cambios mínimos, y 1os teoremas 

solo 

de 

caracterización y de propiedades de 1a integra1 en e1 sentido 

generalizado se desarrollan sin alguna dificultad. 

mínimos 

Pedagógicamente 

de aná1isis y 

1a 

puede 

teoría presupone conocimientos 

desarrollarse a partir de 1a 

definición de integral de Riemann con la visión de encaminarse a 

la teoría de Lebesgue. 

E1 presente trabajo busca ser ... autocomprensib1e en el 

sentido de no requerir de mayor material extra para su lectura, 

presenta un breve repaso de las teorías clásicas de integración 

de Riemann y Riemann-Stie1tjes (capítu1o 1,2) un desarro11o 

completo de 1a teoría de 1a integra1 de Riemann-Stie1tjes 

( capí tu1o 3) en su sentido genera1izado así como 1as 

comparaciones con 1as teorías c1ásicas. La introducción 

pretende enmarcar históricamente e1 desarro11o de 1as distintas 

genera1izaciones de 1a integra1 de Riemann. 

1.0 



C A P I T U L O 1 

TEORIAS CLASICAS DE INTEGRACION 

1.1 INTEGRAL DE DARBOUX. 

Definición 1.1.1.- Sea [a,b] un intérva1o de R. Por 

una partición p de [a,b] entenderemos un subconjunto finito de 

[a, b], P= ta1 que 

a b 

Definición 1.1.2.- Sea f una función rea1 acotada en 

un intérva1o cerrado 

notación 

[a, b]. Para A ,;; [a,b] adoptamos 1a 

M(f,A)= SUP { f(x) X E A } y m(f,A)= inf { f(x): X E A } 

La Suma Superior de Darboux S(f,p) 

a 1a partición p es 1a suma 

S(f,p) 
n L M ( f, [ tk-l, tk] 

k=l 

Y 1a suma Inferior de Darboux es 

I(f ,p) 
n 
L m(f, [tk-l• tk] 

k=l 

Es importante notar que 

de f con respecto 

S(f,p)"' I M(f, [a,b] M(f, [a,b] (b-a) 
k=l 

11 



De 1a misma forma 

n 
I (f,p}a=2: m(f, [a,b] ). m(f,[a,b] (b-a) 

k=l 

y así: 

m ( f, [a, b] ) ( b-a) :s I ( f, p) :s S ( f, p) "' M ( f, [a, b] ) • ( b-a) ( l. ) 

Definición 1.1.3.- La Int:egra.l Superior de Darboux 

S(f) de f en [a,b] está definida por: 

S(f)= inf { S(f,p): p es partición de [a,b] } 

y 1.a Int:egra.l Inferior de Darboux es 

I(f)= sup { I(f,p): pes partición de [a,b] }. 

En vista de (1.), S(f) y I(f) son números real.es. Diremos que f 

es Darboux Int:egrab.le en [a,b] si I(f) 
escribimos 

Jbf (D) 
a 

para este va1or común. 

b 
(D) J f(x) dx 

a 

S(f); en este caso 

I(f) S(f) 

el. de 

Una interpretación para este concepto de integra1 es 

considerar a coiJbf como el. área de 1.a región bajo 1.a 
a 

1.2 



gráfica de f, cuando f(X)"'O para todo x E [a,b], ya que cada 

suma inferior de Oarboux representa el. área de una unión de 

rectángul.os que están contenidos en l.a región. Más aún, (D)J:f 

es el. único número que es mayor o igual. que todas l.as sumas 

inferiores de Darboux, y más pequeno o igual. que todas l.as sumas 

superiores de Darboux (figura 1). 

ftx) f(x) 

r:/=1 
b '·· a t

1 
••••• 

Aren bajo f(x) 
I (f.P) S (f.P) 

Mostraremos al.gunos ejempl.os que, aunque el.emental.es 

desde el. punto de vista del. cál.cul.o integral., en nuestro caso 

servirán para fijar más 

señal.adas. 

Ejemplo 1. 1. 1. -

l.os conceptos y terminología antes 

La función más simple, cuya integral 

no es obvia es f ( x) x2, consideremos a f definido en [o, b], 

b>O. 

Para una partición 

13 
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tenemos 

S(f,p)= I sup1 
k=l 

elegimos tk=kb 
n 

Obtenemos 

S(f,p) f 
k=t 

p {O 

x2: X E ( tk-1, 

b} 

n 
tk_, 1= ¿: t~ 

k=l 

y usando el hecho de que 

( !? J n 

n(n+1) (2n+1) 
6 

b3 n 

I k2 
n3 k=l 

b3 
(n(n+1) 

n3 

b3 
( 1+~} 

6 n 

( 2n+1}) 
6 

( 2+~). 
n 

Para valores grandes de n, S(f,p) se acerca a b 3/3, 
por lo que concluimos que 

inf { S(f,p): P partición de [a,b] } 

Para 1a misma partición calculamos 

n n 
I(f,p)= I (k-1)2 

k=1 n2 

b )= 

J.4 

S(f) 

( n-1 } ( n) ( 2n-1 ) 
6 



(1-~) (2-~). 
n n 

que para valores grandes de n se acerca a b
3 

3 ' 

{I(f,p): pes partición de [a,b]}= I(f) 

debe cumplir 

por lo que sup 

Nótese que las sumas superiores de Oarboux se 

aproximan a1 va1or b
3 

por va1ores mayores que este (por exceso), 
3 

mientras que las sumas inferiores de Darboux lo hacen por 

va1ores menores que (aproximaciones por defecto). 

Como se mostrará en el 

podemos concluir que I(f) S(f) 

es Darboux-Integrable en [o,b] y 

1er. teorema I ( f )SS ( f), 

b 3 es decir, que f(x) 3 , 

3 
b 
3 

y 

x2 

Ejemplo 

función f(x) tal 

para x irracional 

1.1.2.- En 

que f(x)=1 

en [o, b]. 

el intérvalo [o,b] consideramos la 

para x racional en [o,b] y f(x)=O 

Para cualquier 
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tenemos 

n 
S(f ,p) ¿ ]. . ( tk - tk-1 ) =b 

k=l 

y 

n 
J:(f,p) ¿ o. (tk-tk-1)=0. 

k == 1 

Se sigue que S(f )=b e J:(f )=O. Las integrales superior 

e inferior de Darboux no coinciden y por lo tanto f no es 

Darboux-J:ntegrable. 

Ejemplo J..J..3.- Sea f(x)=x para x racional f(x)=O para 

x irraciona1, xe[o,b]. 

Para una partición p={O=t0 <t1 < ••• <t 0 =b} tenemos 

n n 
S(f,p)=I M(f, 

k = 1 
[ tk-1, tk] ) . ( tk- tk-1) = ¿ tk ( tk-tk-1); 

k=l 

y tomando tk kb tenemos que 
n 

S(f ,p)= I kb 
k=l n 

b 

n 

b2 
para valores grandes den (n--><c), S(f,p)~ b mientras que 

n 
J:(f,p>=Im<f, [tk-1> tk1 >· 

k =1 

(tk- tk-1>= I º (tk-tk-1>=º· 
k=l 

1 f; 



conc1uiremos que f(x) no es Darboux-Integrab1e en 

[o,b]. 

Demostraremos a1gunas propiedades de 1a :tntegra1 de 

Darboux que nos permitirán caracterizar1a. 

Lema 1.1.1.- Sea f una función acotada en [a,b]. Si p y 

Q son particiones de [a,b] y P~Q entonces 

( 2) 

Demostración: La desigual.dad centra.! se sigue de 1a 

definición de sumas inferior y superior de Darboux. Probaremos 

que 

I(f,p)SI(f,Q) 

Supóngase que Q tiene únicamente un punto más que p, 

digamos u. 

S 1 p={a=t 0 <t1 < ••• <t0=b} entonces 

Q={a=t 0 <t1 < ••• <tk_1 <U<tk< ••• <t0 =b} 

para alguna ke{1,2, ••. ,n}. 

La suma inferior de 

los términos que 

Darboux para P 

invol.ucran a 

diferencia de sumas es 

es 
y 

l.a misma 

tk. En 

excepto para 

efecto, 1a 

I ( f, Q) -I ( f, p) =m ( f, [ tk-1' u] ) . ( u-tk-l) +m ( f, [u, tk] ) . ( tk-u) -m ( f, 

[ tk-1, tk] ) . ( tk-tk-1). 

l. 7 



Basta probar que esta diferencia es positiva. Usando 

1as propiedades del. ínfimo de subconjuntos de R, vemos que 

m ( f' [ tk-1. tk] ) . ( tk-tk-1) = m (f. [ tk-1. tk] ) . ~ ( tk-u) + ( u-tk-1) r 
sm(f,[u, tk]).(tk-u) + 

m ( f, [ tk-l, u] ) • ( u-tk-l) . 

En caso de que Q contenga más de un punto que P. la 

desigua1dad se sigue por apl.icaciones repetidas de1 argumento 

anterior. 

Para probar que S ( f, Q) sS ( f, p) se sigue un argumento 

aná.1ogo.// 

E1 siguiente 1ema nos afirma que sin 

particiones que se tomen, toda suma inferior de 

menor o igua1 que toda suma superior de Darboux. 

importar las 

Darboux será 

Lema 1.1.2.- Si f es una función acotada, definida en 

[a,b], y si P,Q, son particiones de [a,b], entonces 

I(f,p) s S(f,Q) 

Demostración.- El 

partición de [a,b]. 

1.1.1. obtenemos 

conjunto 

Como 

dado 

p,;;puQ 

por PUQ 

y Q,;;PUQ, 

es a su 

I(f,P) s I(f, PUQ) s S(f, PUQ) s S(f,Q). // 
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E1 siguiente teorema justifica .lo utiJ.izado en 1os 

ejemp1os referente a que l.a integral. inferior de Darboux es 

menor o igual. que 1a integra.! superior de Darboux. 

Teorema 1.1.1.- Si fes una función acotada definida en 

[a,b) entonces 

I(f) s S(f) 

Demostración. - Tomemos una partición fija P. E1 .lema 

1.1.2 nos muestra que I(f,P) 

conjunto 
es una cota inferior para e.l 

{S(f,Q): Q es partición de [a,b]} 

de aquí se deduce que I ( f, P) debe ser menor o igua1 que 1a 

máxima cota inferior (inf) de este conjunto, i.e. 

I e f , P J ss e f J 

Esta desigua1dad nos muestra que S(f) 

superior para e.l conjunto 

{I(f,P): Pes partición de [a,b]}, 

es una cota 

por 1o que se f) debe ser mayor o igua1 que 1a mínima cota 

superior (sup) de este conjunto; esto es~ se debe tener que 

I(f) s S(f) // 

La importancia del. teorema siguiente es que nos da un 

"Criterio de Cauchy" para :C:ntegrabi.lidad de funciones en el. 

sentido de Darboux. 
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Teorema 1.1. 2. - Una función acotada f • definida en 

[a.b] es Darboux-Integrab1e si. y so1o si. para cada C>O.existe 

una partición P de [a,b] ta1 que 

S ( f, P) -I ( f, P) <C ( 4) 

Demostración.- Necesidad: Supóngase que f es Darboux-

Integrab1e y considérese una C>O. Por 1as propiedades de1 sup e 

inf. existen particiones P 1 y P 2 de [a.b]. que satisfacen 

y 

Para P P 1 uP 2 • y ap1icando e1 1ema 1.1.1. obtenemos 

[I(f )-~]= S(f)-I(f)+c= e, 

puesto que S ( f )=I ( f) a1 ser f Darboux-Integrab1e. Esto prueba 

( 4). 

Suficiencia: Supóngase que para cada C>O• 1a 

desigua1dad (4) se cump1e para a1guna partición P; entonces 

S(f )SS(f ,P)=S(f ,P)-I(f ,P)+I(f ,P)<e+I(f,P)se+I(f) 

puesto que e 

teorema 1. 1. 1. 

Integrab1e. / / 

es arbitrario tenemos que S(f)SI(f) y por e1 

conc1uimos que S(f) I(f), i.e., f es Darboux-

Definición 1.1. 4. - La norma de una partición P es 1a 

máxima longitud de 1os subinterva1os comprendidos en P y se 

representa por \P\. 

definimos \ P \ =max{tk-tk-l: 

Así. si 

k=1.2 •. 

20 
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Con esta definición podemos dar otro criterio para 

rntegrabilidad en sentido de Darboux. 

Teorema 1. 1.3.- Una función acotada f en [a,b] es 
Darboux-rntegrab1e sí, y so1o si, para cada e o, hay un o > o 

tal que para todas las particiones P de [a,b] con /P/<o se tiene 
que S(f,P)-I(f,P)<C. 

Demostración.- Necesidad: supóngase que es 
integrable en [a, b], sea e O y se.1ecciónese una partición 

Po={a=u0 <U 1 < •.• <um=b} de [a,b] tal que 

Puesto que f es acotada, existe B>O tal que 1 f(x) ¡ sB 

para toda xe[a,b]. Sea o= c/(BmB), en donde m es el número de 
intervalos comprendidos en P. Para verificar la condición del 

teorema, considérese al.guna partición P={a=t 0 <t 1 < .•• <tn=b} con 

IPl<o. Sea Q=PuP0 • Si Q tiene un elemento más que P, una ojeada 

en la demostración del lema 1.1.1. nos lleva a que 

2BIPI. 

Este es el. caso en que Q tiene un so.10 el.emento más 

que P. En general, puesto que Q tiene a lo más m elementos que 

no están en P, tendremos 

I(f,Q)-I(f,P)s 2m B !PI 2mBo= c/4. 

Por el lema 1.1.1. tenemos que I(f,P0 )"'I(f,Q) y así 

también 

2 J. 



Simiiarmente, S(f,P)-S(f,P0 )<C/4., con io que 

S(f,P)-I(f,P)sS(f,Po)-I(f,P0 ) + C/z<c. 

Suficiencia: E1 teorema anterior (1.1.2.) nos muestra 

que ia condición c-8 en este caso imp1ica 1a integrabilidad de f 

en ei sentido de Darboux.// 

1.2. INTEGRAL DE RIEMANN. 

Definición 1.2.1.- Sea f una función acotada, definida 

en [a,b] y sea P={a=t0 <t,< ... <tn=b}. una Suma de Riemann de f 
asociada con la partición P es una suma de 1a forma 

R(f,P) I f(Xk)(tk-tk_,) 
k=l 

Donde xke [ tk-t, tk] para k= 1, 2, ... , n 

Nótese que la elección de los xk es enteramente 

arbitraria, así que hay una infinidad de 

asociadas con una misma función y partición. 

sumas de Riemann 

Definición 1.2.2.- Sea f una función acotada definida 

en [ a,b]. f se dice Riemann-Int:egrabl.e en [a,b] si existe un 

número r, con la siguiente propiedad: 

Para cada e o, existe ó o tai que JR-rJ<c para cada 

suma de Riemann R de f asociada con una partición P, tal que 

J P J <o· 

22 



El número r es la InCegrai de Riemann de f en [a,b] y 
la denotamos 

(R) I: f (R)J: f(x)dx=r 

Teorema 1. 2. 1- Una función acotada f, definida sobre 

(a,b], es 
integrab1e, 

coinciden. 

Riemann-Integrable sí, y so1o 

en cuyo caso los val.ores de 
si, es Darboux 

las integrales 

Demostración. supongamos que f es Darboux-rntegrab1e, 

sobre [a,b] en el. sentido de la definición 1.1.3. sean C>O y ó>o 

elegidos de tal forma que la condición del teorema 1.1.3. 
Se cumple. 

n 
Para cada suma de Riemann R ( f, P) = L f ( xk) ( tk-tk-l) 

k=l 

asociada con una partición P, con jPj<ó, tenemos 

I(f,P)sR(f,P)~S(f,P) 

y además 

S(f,P)<I(f,P)+csI(f)+c=(D) J: f+c 

y también 

I(f,P)>S(f,P)-c~S(f)-c=(D)J: f-c 

con estas desigualdades tenemos 

fR(f,P)-(D)J: f i<c 
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por J.o que f es Riemann-Integrabl.e y 

Ahora supóngase que f es Riemann-rntegrabl.e en el. 
sentido de 1a definición 1. 2 .. 2., considérese C>O, sean ó>O y r 

como se da en 1a definición. 

Se1eccionando a1guna partición 

con 1P1 <o, y par.a cada k=1, 2, .•• , n sel.ecciónese xk en [ tk-l • tk] 
tal. que 

1a suma de Riemann R para esta e1ección cte 1os xk satisface 

R(f,P)sI(f,P)+c(b-a) 

así como 

IR(f,PJ-rl<c 

se sigue que 

I(f)~I(f,P)~R(f,P)-c(b-a)>r-c-(b-a); 

puesto que e es arbitrario, conc1uimos que I(f)~r. Un argumento 

simiJ.ar nos muestra que S(f)~r y, pues!".o que I(f)"'S(f), vemos 

que 

I(f) S(f) = r, 

J.o que muestra que f es Darboux-rntegrabl.e y que 
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Jb fbaf (O) f = r = (R) 
a 

// 

E1 siguiente teorema nos presenta a1gunas 

propiedades que cumpie ia integrai de Riemann. 
de ias 

Teorema 1.2.2.- Sean f y g funciones integrab1es sobre 

[a,.b] y sea e un número rea1. Entonces 

ii)J:[f(x)+g(x)] dx= s:f(x)dx + s:g(x)dx; 

iii)J:f(x)dx= (a<C<b); 

iv) Si f(x)sg(x) en [a,b], entonces 

V) \ r: f (X) dX \ S r: \f(x)\dx. 

Omitimos ia demostración. // 

Un conjunto N es "a l.o más numerab.le" si es finito o 

infinito numerab1e. 

Definición 1. 2. 3. - Un conjunto S de n'Úmeros rea1es 

tiene medida cero si, para cada C>O,. existe una cubierta a 1o 

más numerabie (IA)AEN de intérvaios abiertos, tai que ia suma de 
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sus longitudes es menor que e, esto es, si IA=(ah,bA) tenemos 

que ScUI;\ 
AEN y 

Teorema l.. 2. 3. - Sea f una función real, acotada y 

definida sobre [a,b]. Sea D el conjunto de discontinuidades de 

f en [a,b]. f es Riemann-Integrab1e en [a,b] si, y solo si, Des 

un conjunto de medida cero. 

Demostración. Necesidad.- Definamos para T~[a,b] 

Q,(T) Sup {f(x)-f(y): x,yeT} 

B(x,h)= {yeR; 1y-x1 <h} 

1 im tlc ( B (·X, h) ) n [a, b] ) 

h~O 

Nótese que si xeD, w.(x)>O por 10 que se tiene 

Si suponemos que D no es de medida cero, algún Dk No es de 

medida cero y si P es una partición de [a,b] 

S(f,p)-I(f,P)= I [M(f, [tk-t'tk] )-m(f, 
k=l 

donde en S 1 están los términos correspondientes a subintérva1os 

que contengan en su interior puntos de D. Como Dk1 no es de 

medida cero, hay un C>O tal que toda cubierta a 10 más numerable 

tiene suma de 1ongi tudes ;=:e, 1os subintérva1os de S 1 

cubren a Dk
1 

y en e11os M ( f, 
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así que 

por 1o que 1a condición de integrabiiidad no se satisface. 

Suficiencia .. Supongamos que O tiene medida cero. 

Como cada Dk tiene medida cero, io cubrimos con interva1os ta1es 

que 1a suma de sus l.ongi tudes sea menor que 1/k.. Como Dk es 

compacto basta un número finito de interva1os. La unión de 

estos interva1os es un conjunto 

es unión de un número 

contenidos en [a,b]. Sea I uno 

abierto Ak, 

finito de 

así que [a, b ]-Ak 

intervalos cerrados 

de el.l.os. 1 Si xeI, w,(x)<k. Hay 

una subdivisión de I en un número finito de subinterva1os T de 

l.ongitud <ó en l.os que n,c T) ¿_ 
k 

Construimos una partición Pk de 

[a,b] tal. que si.Pes más fina que Pk 

S(f,p)-I(f,p)=S1 +S 2 y s <b-a 
2 k ' 

M-m 
JC:'""" 

donde S 1 contiene 1os términos correspondientes a subintérva1os 

que contienen en su interior puntos de Dk y donde M y m son el. 

sup e inf de f en [a, b]. Como esto val.e para toda k.,1, f 

satisface l.a condición de integrabil.idad en [a,b].// 
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CAPJ:TULO 2 

J:NTEGRACJ:ON DE STJ:EL'.i:'JES 

2.1 :INTEGRAL DE RJ:EMANN-STJ:ELTJES 

A continuación presentaremos 1a 
:Integral. de Riemann-Stietjes, concepto más 

definición 

general. 

de 
que 

1a 
1as 

integra1es de1 capitu1o anterior. Esta integral inc1uye dos 

funciones f y F en 1ugar de una so1a, y 1a integral de Riemann 

se presenta como un caso particular. 

A1 igual que en 1as secciones anteriores una partición 

p de [a,b] es un.subconjunto finito ordenado de puntos 

La norma de p, 1 p f , es el. mayor de 1os n números tk-
tk-t· La partición p' de (a,b] se dice que es más fina que p (o' 

un refinamiento de p), si p~p'. 

Nótese que si p~p', entonces fp' [sfpf. 

Definición 2.1. 1. - Sean f y F dos funciones acotadas 

definidas en [a,b]. Sean P {a=t0 <t1< ... <tn=b} una partición de 

[a,b] y xk un punto del. subintérval.o [t-1 ,tk] para k=1,2, ... ,n. 
Una suma de la forma 

n 
R.- e f, p) = L fe xk) . [Fe tk) -Fe tk-1 ) ] 

k=l 
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se denomina suma de Riemann-Stietjes de f con respecto de F. 

Definición 2.1.2.- Sean f y F dos funciones acotadas y 

deCinidas en [a,b]. Decimos que C es Riemann-Stietjes Integrable 

con respecto a F en [a,b]. y escribimos feR(F) en [a,b]. si 

existe un número r que tiene J.a propiedad siguiente: 

Para todo C>O existe una partición Pe de [a, b] ta.i 

que para toda partición p más Cina que Pe y para todo xk en 

[ tk-t, tk] tenemos 

/R.- (e. p) -r /<e. 

El. número r, si existe, es llamado l.a Integral. de 

Riemann-Stiel.tjes de C con respecto a F en [a,b] y l.o escribimos 

o 

Las Cunciones C y F en l.a Integral. son llamadas 

respectivamente integrando e integrador. Nótese que en ei caso 

de que F{x)=x tenemos el. caso particular de l.a Integral. de 

Riemann (sección 1.2). 

Presentaremos 

ésta teoría. 

so.:Lo al.gunos teoremas importantes de 

Teorema 2.1.1.- (Propiedades Lineal.es del.a Integral.) 

(a) Si CeR(F) y geR{F) en [a,b], entonces g+CeR(F), 

cCeR{F) para toda constante c, y 
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(R-S) I:(f+g)dF= (R-S) I:fdF+(R-S) I:gdF 

(b) Si feR(F 1 ) en [a,b] y fER(F2 ) en [a,b] 
entonces fER(c 1 F 1 + c 2 F 2 ) en [a,b] (para cualesquiera constante 
c 1 y c 2 ) y tenemos 

Omitimos su demostración.// 

Teorema 2.i.2.- (Integración por partes). Si fER(F) en 
[a,b] entonces FER(f) en [a,b] y tenemos 

(R-s¡f:f(x)dF(x) + (R-s¡f:F(x)df(x)=f(b)F(b)-f(a)F(a). 

Demostración. Tomemos un C>O, tenemos que ( R-S) I: fdF 

existe, por 1o que hay una partición P de [a,b] ta1 que para 

toda P' más fina que Pe se cumple 

tomemos cualquier suma de Riemann-Stieltjes para 1a integrai 

n 
R, ( f, P) = 2: F ( xk) ( f ( tk) -f ( tk-1) ) 

k=l 
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k=l k=l 

donde P es más fina que 

tenemos 
Pe· Tomemos A=f(b)F(b)-f(a)F(a) y así 

n n 
A= I f(tk)F(tk)- I f ( tk-1 ) F ( tk-1 ) 

k=l k=l 

si restamos estas dos desigualdades tendremos 

A-Re( F, P) = I f ( tk) [ F ( tk) -F ( xk) ] + I f ( tk-•) [ F ( xk) -F ( tk-l) ] 
k=l k=l 

las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma 

de 1a forma RF(f,P'), donde P' es 1a partición de [a,b) que se 
obtiene al agreg~rle a P, los puntos xk. Así P, es más fina que 

P y por tanto más fina que Pe. Por 1o que 1a desigua1dad (1) es 
vá1ida y tenemos 

siempre que Pe~P, y de acuerdo a la definición tenemos 

El siguiente resultado nos da una forma de reducir una integral 

de Riemann-Stietjes a una integral de Riemann. 

Teorema 2.1.3.- Sea feR(F) en [a, b). Si F tiene 

derivada F, continua en [a,b], entonces la integral de Riemann 

(R)J:f(X)F'(x)dx existe y se tiene 
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Demostración.-

1a suma de Riemann 

Tomemos g(x)=f(x)F' (x) y consideremos 

n n 
R ( g, p ) = I g ( xk ) [ tk- tk- l ] = I f ( xk ) F' ( xk ) ( tk-tk- l ) 

k=l k=l 

1a misma partición p y 1a misma e1ección de xk puede uti1izarse 

para 1a suma de Riemann-Stietjes 

n 
RF ( f, p) = I f ( xk). [ F ( tk) -F ( tk-l) ] • 

k=l 

Ap1ican.c:lo e1 teorema de1 va1or medio podemos escribir 

y así 

n 
RF( f ,p)-R(g, p )= L f (xk) [F' (vk)-F' (xk)] ( tk-tk-t) 

ya que 

XE [a, b]. 

f es 

Ya 

acotada, 

que F' 

k=l 

tenemos M>O tal. 

es continua 

que if(x)i"'M para 

en [a,b] entonces 

uniformemente continua. Así, dado c>O, hay un ó>O tal que 

º"' \ x-y \ <ó impl.ica 1 F' (x)-F' (y) 1 < ZM(b-a) 

todo 

es 

si tomamos una partición P, e de norma ! P' e 1 <ó, entonces para 

cualquier partición más fina P tendremos en la igualdad anterior 

32 



y para tal P tenemos 

IR .. (f,P)-R(g,P) l<C/2 

por otro lado ya que feR(F) en [a,b], existe una partición P"c 

ta1 que si P~P~ entonces 

[R (f,P)-(R-s>JbfdFf <c/2 
F a 

y combinando estas 2 últimas desigua1dades, vemos que para P mas 

fina que Pc=Pf U P~, tendremos 

lo que demuestra el teorema. // 

Es c1aro que si F es 

y así (RS) r:fdF existe, 

constante en [a,b] toda suma 

y tiene el valor cero. 

Un caso más interesante es cuando F es constante excepto en un 

punto e del intérvalo, donde presenta una discontinuidad de 

salto. En este caso, la integral no necesariamente existe y si 

existe no necesariamente vale cero. Es~o es lo que nos afirma 

el siguiente teorema. 

Teorema 2.1.4.- Dados a<c<b. Definimos F en [a,b] 

como sigue: 

F(x)=F(a) si 

Los valores F(a), 

ª"'X<C y F (X) =F ( b ) 

F(c), F(b) 
SÍ C<X::Sb. 

son 

Sea f 

arbitrarios; 

definida en 

[a,b] de manera que por lo menos una de las funciones f o F sea 

continua por la izquierda en e y una por lo menos sea continua 

por la derecha en c. Entonces feR(F) en [a,b] y tenemos 
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Demostración.- Si ceP, todo término de l.a suma RF(f,P) 

es nu1o sa1vo 1os dos términos procedentes del. subinterval.o que 

contiene a por e, pongamos pues 

donde tk_ 1sc.:stk igual.dad que también podemos escribir 

.6=[f(xk-i)-f(c)] [F(c)-F(c-) ]+[f(Xk)-f(c) )[F(c+)-F(c)] 

con .6=R.-(f,P)-f(c)[F(c•)-F(c-)]. Luego tenemos 

Si f es continua en c, para todo C>O existe un o>o tal que I PI <.S 

impl.ica 

y 

En este caso, obtenemos J.a desigual.dad 

l.t.fsclFCc)-F(c-)f + cfF(c•)-F(c)f (2) 

pero esta desigual.dad es válida sea f continua o no en e por 

ejempl.o, si f es discontinua a J.a derecha y a la izquierda de e, 

entonces F(c)=F(c-) y F(c)=F(c•) y conseguimos .6=0. Por otra 

parte, si f es continua a l.a izquierda y discontinua a l.a 

derecha de c, debemos tener F ( c) =Fe e•) y obtenemos f .6 f "'c I Fe c) -

F(c-)f. Anál.ogamente si fes continua al.a derecha y discontinua 

34 



a 1a 

1uego 
izquierda de c, tenemos F(c)=F(c-) y l~l~c/F(c+)-F(c) 1 

(2) es vá.lida en cua1quier caso, .lo que demuestra e.l 

teorema.// 

2.2. INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES. 

función monótoma Definición 2.2.1.- Sea F una 

creciente en [a,b] y sea P={a=t 0 <t 1 ••• <tn=b} 

[a, b]. Adoptando 1a notación dada en 1. 1. 2, 

una partición de 

para toda función 

rea1 f acotada en (a,b] definimos 1a suma superior de Darboux

Stie1tjes de f con respecto a F y a 1a partición P de (a,b] como 

n 
SF(f,p)= L M(f, [tk-1' tk] ). [F(tk)-F(tk-1)], 

k-1 

y 1a suma inferior de Darboux-Stie1tjes de f respecto a F y a 1a 

partición P de [a,b] como 

La integra1 

n 
rF ( f, P) = L m ( f, [ tk_1 , tk J ) • [ F ( tk) -F ( tk-l) J. 

k-1 

superior de Darboux-Stie.ltjes, y 1a 

inferior de Darboux-Stie.ltjes son 

SF(f)= inf {SF(f,P): Pes partición de [a,b]} 

rF(f)= sup {IF(f,P): Pes partición de [a,b]} 

integra1 

si .las integra.les superior e inferior coinciden entonces se dice 

que f es Darboux-Stie1tjes integrab1e y 1a integra1 de Darboux

Stie1tjes es dada por e1 va1or común: 
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Si 1a integra1 existe, esto es, si SF(f}=IF(f} decimos 

que f es integrab1e con respecto a F en e1 sentido de Darboux

Stie1 t jes y escribimos feD(F} en [a,b]. Tomando F(x}=x se ve 

que 1a integra1 de Darboux (1.1) es un caso particu1ar de 1a 

integra1 de Darboux-Stie1tjes. 

Teorema 2.2.1.- Sea F creciente y f acotada en [a,b]. 

Si Q es un refinamiento de P es 

IF(f,P} "'IF(f,Q} '5 SF(f,Q} "'SF(f,P} 

Demostración. (Semejante a 1o de1 1ema (1.1.1)).// 

Teorema. 2.2.2.- IF( f, ) SF( f,} 

Demostración. (Semejante a 1a de1 teorema (1.1.1)).// 

Teorema. 2.2.3.- feD(F) en [a,b] si, y so1o si, para 

cada C>o existe una partición P ta1 que 

SF ( f, P ) - IF ( f, P) <e. ( 1) 

En este caso, decimos que f satisface 1a condición de 

Riemann respecto a F en (a,b]. 

Demostración. Para cada partición P tenemos 

así (1) imp1ica 
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por 1o que si se cump1e (1) para todo C>O tenemos 

Sr(f)=I,(f) 

Inversamente, supongamos que feD(f) 

particiones F 1 y P 2 ta1es que 

(DS) Jb e 
afdF<z 

y sea c>o dado. 

tomando P como un refinamiento común de P 1 y P 2 , tenemos 

Existen 

Teorema 2.2.4.- Sea F creciente, feD(F), si y so1o si 

feR(F), en [a,b] en cuyo caso las integra1es coinciden. 

Demostración: 

[a,b] ta1 que 

Necesidad. Sea Pe una partición de 

para cada suma de Riemann-Stie1tjes tenemos 

n 
Ir( f, P) =s l f ( xk) . [ F ( tk) -F ( tk-l) ] ss, ( f, P) 

k=l 

y como 
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tenemos que para P más fina que Pe 

n b 
1 L f ( xk) . [ F ( tk) -F ( tk-l ) ] - ( o-s) J fdF 1 <e 
k= i a 

como E:>O es arbitrario y la desigualdad es válida para toda P 

más fina que Pe, por la definición 2.1.1. tenemos que feR(F) y 

además se cumpl.e 

Suficiencia. Supóngase que feR( F) (definición 2. l.. l.. ) • 

sea 

tal. 

c>o. Seleccionemos una 

forma que para cada P más 

partición P 8 ={a=t0 <t 1 < ••• <tn=b} 

fina que Pe se tenga que 

IRF{f,P)-rj<c 

y tomemos xk en [ tk-l • tk] de modo que f ( xk) <m ( f, [ tk-l • tk] ) +e 

de 

La suma de Riemann-Stietjes para esta elección de los 

xk satisface 

Rr( f. p) <I.-{ f. p) +e ( b-a). [ F ( b )-F (a) ] 

y también 

1 RF( f, P )-r 1 <e 

por J.o que 

IF(f)~IF{f,P)>RF(f,P)-c[F(b)-F(a)]>r-c-c[F{b)-F(a)] 

[F{b)-F(a)] 

puesto que e es arbitrario, conc1uimos que 
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Ir(f)~r; 

simi1armente se 11ega a que 

s .. (f)"'r 

por 1o que se conc1uye que 

I .. C f) s .. (f) r 

esto es, que f e D(F) y además 

(D-S) 

Definic-i.ón.- 2.2.2.- Sea f una función definida en 

[a,b], si P={t0 ,t 1 , •••• ,tn} es 

f>.fk=f(tk)-f(tk-tl• Jc.=1,2, ... ,n. 
ta1 que 

una parti~ión de [a,b] escribimos 

Si existe un número positivo M 

I Jt>.fk.J "' M 
k=l 

para todas 1as particiones de [a,b], se dice que f es de 

variación acotada en [a,b]. 

Definición 2.2.3.-

[a,b], y designemos por L(P) 

1a partición P={t0 , 

Sea f de variación acotada en 
n 

1a suma L 1f>.fk1 correspondiente a 
k=l 

de [a, b], e1 número Vc(a,b)= 

SUP{¿(P): P es partición de [a,b]} se 11ama 1a variación tota1 

de f en e1 interva1o [a,b]. 

Teorema 2.2.s.- Supongamos que F es de variación 

acotada en [a,b] designemos por V(x) 1a variación tota1 de F en 
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[a,x] si a<X='b y tomemos V(a)=O. Sea f una función definida y 

acotada en [a,b]. Si feO(F) en [a,b], entonces feD(V) en [a,b]. 

Demostración. 

resu1tado es trivial, 

Supongamos también que 

creciente, necesitamos 
condición de Riemann 

Si V(b)=O, V es constante y e1 

supongamos por 1o tanto que V(b)>o. 

\ f ( x) \ "' M si xe [a, b]. Puesto que V es 
tan so1o verificar que f satisface la 

con respecto a V en [a,b]. Dado C>o, 

e1ijamos Pe de modo que para cua1quier P más fina y todo par de 

puntos xk y xk en [ tk-l, tk] se tenga 

I [ f ( xk) -f ( x~ ) ] 
k=t 

Ll.Fk1<% y V(b)< I \Ll.Fkl 
k=l 

e 
+ --¡¡:;¡-

para P más fino que Pe estab1eceremos 1as dos desigualdades 

y 

I [ M ( f , [ tk-1. tk l ) -m ( f, [ tk-1 ) , tk l ) 
k=l 

e 
< 2 

que a1 sumar1os nos dan Sv(f ,p)-Iv(f ,P)<c para demostrar 1a 

primer desigua1dad, obsérvese que Ll.Vk-\Ll.Fk\~o y, por tanto 

n 
(Ll.Vk-\Ll.Fkj) "'2Mk¡

1 

(Ll.Vk-\Ll.Fk\ )= Zm(V(b)- I \Ll.Fk\) 
e 

< 2 
k=l 

para probar la segunda desigualdad, consideremos 
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l.. 
h= :¡ "/V(b). Si keA(P) e1ijamos xk y x~ de forma que 

f(xk)-f(xk')>M(f, [tk-l• tk])-m(f,[tk-l•tk])-h pero si keb(P), 

f(Xk' )-f(xk)>M(f, [tk-l• tk])-m(f, [tk_ 1 ,tk])-h entonces 

n 
L M ( f, [ tk-t • tk]) -m ( f, [ tk-l, 

k=l 
tk]) /Ll.Fk/< l [f(xk)-f(xk' )] /Ll.Fk/ 

kEA C P) 

... I 
kEB CP} 

n ¿ 
k=l 

" <-4 " " + hV(bJ=:¡ + :¡ 

n 
1Ll.Fk1 +h I 1Ll.Fk1 

k=l 

" 2 

por l..o que se deduce que feD{V) en [a,b].// 

Teorema 2.2.6.- Si f es continua en [a,b] y F es de 

variación acotada en [a,b], entonces feD{F) en [a,b]. 

Demostración. Es suficiente probar el teorema cuando 

F es estrictamente creciente. La continuidad de f en [a,b] 

impl.ica .la continuidad uniforme, así que dado C>O, hay un O>o 

(que sól..o depende de e) tal.. que 

/x-y/<o impl..ica /F(x)-f{y)/ <"JA 
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donde A=2 ([F(b)-F(a)]. Si Pe es una partición de norma f Pcf<ó, 
entonces para una P más fina que Pe debe ser 

M ( f, [ t._ 1 , tk) ) -m ( f, [ tk-l, tk] ) s e /A 

ya que M( f, [t._,, tk] )-m( f, [t._1 , tk] )=sup{f (x)-f(y)/x, y 

e [ tk-1, t" J } 

multiplicando 1a desigualdad por ~Fk y sumando, encontramos 

e 
S~(f,P)- r~(f,P)sA 

e 
2 e 

y puesto que se satisface la condición de Riemann concluimos que 

feD(F) en [a,bJ.// 

Teorema 2.2.7.

condiciones es suficiente 

fbaf (X) Riemann (R) dx 

a) f continua en [a,b] 

para 

Cada una de 

la existencia 

b) f de variación acotada en [a,b) 

las 
de la 

siguientes 

integral de 

Demostración.- aplicando F(x)=x y aplicando el teorema 

anterior, y la integración por partes.// 

Teorema 2.2.8.- Supongamos que F es creciente en [a,b) 
y sea a<C<b. Supongamos además que f y F son ambas continuas a 

1a derecha de x=c, esto es, supongamos que existe un c>o tal que 

para toda ó>o hay valores de x e y en el intérvalo (c,c+ó) para 

los cuales 

ff(x)-f(c) 1 "'e y fF(y)-F(c) 1 "'e 
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en ta1 caso no puede existir 1a integra1 (R-S) J:f(x)dF(x) 

tampoco existe si f y F son discontinuas a la izquierda de c. 

Demostración. sea 
contiene a e como un punto 

diferencia 

si i-ésimo subintérvalo 
entonces 

puesto que cada término de 

p una partición 

de subdivisión y 

de [a,b] 

formemos 

que 

l.a 

tiene e como extremo izquierdo 

la suma es ~o. Si c es una 

discontinuidad común a la derecha, podemos suponer que el punto 

x 1 se elige de manera que F(x1 )-F(c)"'C además, 

teorema implica M(f,[t 1 _ 1 ,t 1 ])-m(f,[t 1 _ 1 ,t 1 ])"'c 

la hipótesis del 

luego s .. ( f, P) -
Xr(f,P)~c2 y no puede satisfacerse la condición de Riemann. (Si 

e es una discontinuidad común a 1a izqui~rda, el razonamiento es 

análogo.// 
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CAPITULO 3 

OTRO TRATAMIENTO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 

3.1 LA INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES GENERALIZADA. 

Supondremos en todo 

creciente en [a.b], con 

ei capítuio que F es una función 

F(a )<F( b). Usaremos l.a notación 

siguiente para ios l.ímites iateraies (además 
estabiecida en 1.1): 

F(t )=iim F(x) y F(t•) 
x~t-

iim F(x) 
x~t· 

de 

para l.os extremos, por facil.idad de notación definiremos 

F(a-) = F(a) y F(b+) = F(b). 

ia ya 

Nótese que F(t-)"'F(t•) para toda te[a,b]. cuando Fes 

continua otra forma 

F(t-)<F(t•) y ia diferencia F(t•)-F(t-) es iiamado ei saico de F 

en t. 

Definición 3.1.1.- Sean f una función real. acotada en 

[a,b] y una partición P = {a=t
0
<t1 < •. <tn = b} escribiremos 

n 
J.-(f,P) = I f(tk) [F(t~)-F(t;;:)] 

k=O 

La suma superior de Darboux-Stieitjes generaiizada es 

n 

J.-(f,P) + I M(f. (tk-1' tk)). [F(t;;:)-F(t~-»>] 
k=1 
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y 1a suma inferior de Darboux-Stie1tjes qenera1izada 
n 

r;(f,P) = J,-(f,P) +¿m(f,(1:.k-1'tk)).[F(1:.~)-F(t~_¡)]. 
k=l 

Obsérvese que estas definiciones toman en cuenta 1os 

efectos dei sa1to de F. Nótese además 

s;¡c,P)-r;¡c,P) 

n 

¿ [ M (e' ( 1:.k-1' tk) ) -m ( f' ( tk-1, tk) ) ] [ F ( t~) -F ( 1:.~-1) ] (1) 
k=l 

y 

m(f, [a,b]). [F(b)-F(a) ]"'r;(c,P)"'s .. (c,P) 

'5M ( f, [a' b] ) • [ F ( b) -F (a)]. (2) 

puesto que 

n n 
L [F(t~)-F(t:.~)]+ L [F(t:.~)-F(t~_i)]= F(b+)-F(a-)=F(b)-F(a) 

k=O k=l 

La incegrai superior de Darboux-Stie1tjes genera1izada 

es 

s;(f)=inf{s;(f,P): Pes una partición de [a,b]} 

y 1a incegrai inferior de oarboux-Stie11:.jes genera1izada 

r;(f)=sup{r;(f,P): P es una partición de [a,b]} 
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Mostraremos más adel.ante que Por consiguiente 

diremos que f es Darboux-Stiel.tjes integrabl.e en el. sentido 

generalizado, en [a,b] con respecto a F, o más brevemente F

integrabie en [a,b], si x;(f)=s;(f), en cuyo caso escribiremos 

J: f(x )dF(x) 

Lema 3.1.1.- Sea f una función acotada sobre [a,b], y 

sean P y Q particiones de [a,b] tal que P~Q. Entonces 

s; e f , Q) "' s; e f, P ) • 

Demostración.- La desigual.dad central. es obvia, l.as 

pruebas de l.as desigual.dades de l.a izquierda y de l.a derecha son 

semejantes a l.as del. l.ema 1.1.1. Mostraremos que 

s; e f, Q ) "' s; e f, P) • 

Basta con probar esta considerando que Q tiene 

exactamente un punto más, digamos u, que P, si 

entonces 

para al.guna ke{1,2, .... ,n}. Encontramos que 

F( t~-1)] s;(f,P)-s;(f,Q)=M(f, (tk-1' tk)• [F(t~) 

-{f(u).[F(u+)-F(u-)] + M(f,(tk_ 1 ,u)). 

+ M ( f , ( u, tk ) ) . [ f ( t~ ) - F ( u• ) ] } 

[ F (u- )-F ( t~-1) 
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y esta es no negativa porque 

M ( f, ( tk-l, tk) ) . [ F ( t~) - F ( t~-l ) ] 

M(f, (tk-1' tk)). [F(t~)-F(u-,+F(u·)-F(u-)+F(u-)-F(t~-d l 

"'M(f,(u,tk)). [F(tk)-F(u.)]+ f(u)[F(u•)-F(t..1-)] 

+ M(f, (tk_1 ,u) ). [F(u-)-F(t~_i) ].// 

Lema 3.1.2.- Si f es una función acotada en [a,b] y 

si P y Q son particiones de [a,b], entonces I;(f,P)sS;(f,Q) 

Demostración. - P 0 = PUQ es también una partición de 

[a,b] y como P~P0 , Q~P0 ; conc1uimos por e1 1ema 3.1.1. 

Teorema 3. 1.1. - Para toda función acotada f sobre 

[a,b], tenemos 

Demostración.- Tomemos una partición fija P. EJ. J.ema 

3. 1. 2 nos asegura que x;( f, P) es una cota inferior para e1 

conjunto 

{S;(f,Q):Q es partición de [a,b]} 

por J.o que I;( t:, P) debe ser menor o igual. que J.a máxima cota 

inferior del. conjunto, por J.o que I;(f,P) s s;(t:). Y de aquí se 

sigue inmediatamente J.a concJ.usión.// 

EJ. siguiente resul.tado nos da un criterio de integrabil.idad. 
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Teorema 3. 1. 2. - Una función rea1 f, acotada sobre 

[a,b], es F-integrab1e si, y so1o si, para cada c>o, existe una 

partición P de [a,b], ta1 que 

s;c f, P J 

Demostración.- Necesidad: Supóngase que f es F-
integrab1e, existen entonces P 1 y P 2 , particiones de [a,b], con 

y 

tomando P P 1 uP 2 tenemos 

y 

s; e f, P ¡ I;( f, P) "' s;(f,P2 ) I;(f,P 1 ) 

"' s;c r ¡ + C/2 - I;( f) + C/2 

s;c r J :r;(f) + e 

Suficiencia. Supongamos que para cada c>o se cump1e 

que 

tenemos 

por ser e arbitrario s;(f)"'I;(f) por 1o que e1 teorema 3.1.1 nos 

permite conc1uir 

(i.e, fes F-integrab1e).// 
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Pasaremos 

esta integral. .. 

a anal.izar al.gunas de 1as propiedades de 

Teorema 3.1.3. (lineal.idad).- Sean f y g funciones 
F-integrab1es sobre [a,b], y sea e un número rea1 .. Entonces 

a) cf es F-integrable y s:(cf)dF=cJ:fdF 

b b Jb b) f + g es F-integrabl.e y Ja(f+g)dF= JafdF + agdF 

Oemostración .. -

c=-1 y C<O, c=O es obvio. 
De {a) , consideremos por casos, C>o, 

i) Sea 

l.as 

C>O, consideremos 

propiedades del 
una partición p 

supremun tenemos 

s;(cf,P)=cs;(f,P), 

Por 1o anterior 

de [a,b]. Por 

M(cf, [ tk-l• tk] )= 

ii) 

por el mismo cM(f,[tk_1 ,tk]) y asi 

criterio s;(cf )=es;( f). 
F-integrable 

y dado que f es 

i,e cf es F-integrable y s:cfdF 

e = - 1, 

s; ( -f, P) 

s; ( -f) 

para todas las particiones P de [a,b] 

I;(f ,P) por l.o que 

inf {S;(-f,P): P es partición de [a,b]} 

inf {-IF(f,P): Pes partición de [a,b]} 

tenemos 

-SUP {I;(f,P): P es partición de [a,b]}=-I;(f) 

sustituyendo f por -f, obtenemos que I;(-f)= -s;(f), y ya 

que f es F-integrable 
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iii) 

por 1o que 

integrable y r:(-f)dF= -J:fdF. 

C<O, ap1icando los resultados probados a - e 

r:cfdF= -r:(-c)fdF= (-c>J:fdF= cJ:fdF 

Prueba de (b). 

Sea C>o y P 1 , P 2 particiones de [a,b] tales que 

y 

esto por l~ integrabi1idad de f y g. 
e1 1ema 3.1.1 tenemos que 

-f es F-

obtenemos 

(3) 

Para cua1quier subconjunto C de [a,b] tenemos que 

inf {f(x) + g(x): xeC} ~ inf{f(x): xeC} + inf {g(x):xeC} 

por 1o que 

r;c f+g,P) '= r;c e, P) + r; (g,PJ 

De forma simil.ar 

y por (3) tenemos 

50 



s;(f+g,P) :r;(f+g,P) < e 

esto es, (f+g) es F-integrab1e. Puesto que 

I:(f+g)dF= s;(f+g) "' s;c f+g, P > "' ::;cc,P) + s;(g,P) 

< :r;( f ,P) + :r;(g,P) + e "' :r;( f) + :r; (_g) + e 

= I:fdF + J:gdF + e 

y también 

I:(f+g)dF= :r;(f+g) "' :r;(f+g,P) "' :r;( f, P) + :r;(g,P) 

y conc1uimos que 

I:(f+g) dF I:fdF + I:gdF .// 

Teorema 3. 1. 4. ( adi tividad). - Sea f definida en [a,b]. 
y en [c,b], entonces es F-Si a<C<b y f es F-integrabl.e 

integrabl.e en [a,b] y 
en [a, c] 

I:fdF 

Demostración.- Puesto 

acotada en [a,b]. 

[c,b] tal.es que 

Sea 

s;, Ca, el ( f' P1) 

que fes acotada en [a,c] y [c,b], es 
C>O, hay particiones P 1 y P 2 de [a,c] y 

:r;, [a,cl ( f, P1) < "/2 y 

Sl. 



s;,Cc,bJ(f,P2 ) 

El conjunto P=P1uP2 es una partición de [a,b] para la 
cual 

s;,Ca,bJ(f,P) 

(por 1a definición de 1os 1ímites latera1es para los extremos, 

so1o se incluye una sola vez y e1 salto en e) 

por lo que f es F-integrable en [a,b], por el teorema 3.1.2 y 

s;,Ca,cJ(f,P 1 ) + s;,!c.bJ(f,P2 ) 

<I;,[a,cJ(f,P1) + x;,[c,bJ(f,P2) +e"' I:fdF + J:fdF +e 

similarmente 

al ser e arbitraria tenemos J:fdF 

Teorema 3. l.. s. - Si f 

[a,b] y si f(x)sg(x) para xe[a,b], 

y g son F-integrables 

entonces J:fdF s J:gdF. 

sobre 

Demostración: Tomemos h=g-f, así h es F-integrable en 

[a,b] Puesto que h(X)""-o para toda xe[a,b], I;(h,P)""-o para toda 

partición P, y así 
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por ei teorema 3.1.3. 

io que verifica ei teorema. // 

Teorema 3.1.6.- Si f es F-integrabie en [a,b], 

entonces /f/ es F-integrabie y IJ:fdFi"' J:lfidF 

Demostración: Para cuaiquier subconjunto e es de [a,b] tenemos 

M(lfl,CJ-m(ifl,CJ•"' M(f,C)-m(f,C) por io que para toda P tenemos 

s;( ¡e¡ ,P)- I;( ¡e¡ ,P) "'s;(f,P)- I; (f,P)<E: 

por ser F-integrabie. Queda así ia úitima 
demostrado 

desiguaidad 

que 1f1 es F-integrab.le, ahora como - 1 f ¡ sfs 1 f / , ei 
teorema 3.1.S nos da 

io que demuestra ei teorema. // 

Teorema 3. 1. 7. - Sea F 1 y F 2 funciones crecientes 

sobre [a,b], si f es F 1 -integrabie y F 2 -integrabie sobre [a,b] Y 

si c>o, entonces f es cF1 -integrabie, y es (F1 +F2 )-integrabie; 

además 

( 4) 
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y 

(5) 

Demostración: Utilizando las propiedades de límites, 

tenemos que (F1+F2 ) (t•)= 1im[F¡(x)+F2 (x) ]= lim F 1 (x) + lim F 2 (x) 

x~t· x~t· 

y de forma semejante para (F1+F2 )(t-),(cF¡)(t•)y (cF1 )(t-¡ 

por 1o que para toda partición P de [a,b], tenemos 

s;1•F2(f,P) s;1 (f,P) + s;2 e e, P ¡ 

:r; +.- (f,P) :r;1 (f,P) + :r;2 ( f, p) 1 2 • 

s:.-1 (f,P) c s;1 (f,P) y :r;1 (f,P)= c :r;1 (f,P) 

( 6) 

de donde es claro la validez de (4). Existe una partición P de 

de aquí que, utilizando (6) tenemos que (5) se sigue de 

por lo que f es (F1 +F2 )-integrable, así 

J
b • • 
a fd ( F 1+F2) "'s.-1 +F2 ( f, P) s:r.-1 +.-2 ( f, P J +e 

y simil.armente 
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Teorema 3.1.8.

F-integrabl.e. 

Toda función continua f en [a,b] es 

Demostración.- es uniformemente continua en el. 

cerrado [a,b], por 1o que para C>O, existe O>o tai que 

e 
x,ye[a,b] y /x-y/<o impl.ica que /f(x)-f(y)/<F(b)-F(a) ( 7) 

Consideremos cua~quier partición P con /P/<o. Puesto que f toma 

su máximo y su mínimo sobre cada subintérvaio 

sigue de (7) que 

para cada val.or de k. Por (1) en J.a defi~ición 3.1.1. tenemos 
n 

s;(f ,P )-I;( f, P )s L F(b)~F(a) [F( t;; )-F(t~_ 1 ) ],,;e 
k=l 

por J.o que f es F-integrabl.e.// 

se 

E1 siguiente teorema nos da un mecanismo para ca1cuiar 

un gran número de "F-integra.les" usando integra1es ordinarias de 

Riemann. 

Teorema 3. 1. 9 Supóngase que F es diferenciabl.e sobre 

[a,b] y que F' es continua sobre [a,b]. Si f es continua sobre 

[a,b], entonces 
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J:f(x)F'(x)dx. 

Demostración .. Tenemos que fF, es Riemann-Integrabl.e y 

f es F-integrab1e, por l.o que existe una partición 

S(fF',P)-r(fF',P)< C/2 y es> 

Apl.icando el. teorema del. val.ar medio a F sobre cada 

[ tk_ 1 , tk], existe xke ( tk-i, tk) para el. cual. 

F( tk)-F( tk-l )=F' (xk) ( tk-tk-l), por l.o que 

n n 
I f e xk ). . [ Fe tk ) -Fe tk-1 ) ] = I fe xk ) F, e xk) . e tk -tk-1 ) 

k=l k=l 

Dado que F es continua, no presenta sal.tos y por l.a igual.dad 

anterior 

r;cf,P) s S(fF',P) y r(fF',P)sS;(f,P) 

Ahora, de (8), 

De manera semejante J:fdF<(R)J:f(x)F'(x)dx+c. Puesto que c>o es 

arbitrario, se cwnpl.e el. teorema.// 
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Teorema 3.1.10. Toda función f monótona en [a,b] es F
integrab1e 

Demostración: Podemos suponer que f es creciente. Dado 

que f(a)sf(x)sf(b) para toda xe[a,b], f es acotada sobre [a,b]. 

Para c>o ap1icamos e1 iema A.2 dei apéndice para obtener 

P={a=t 0 <t 1 < ..... <tn=b} donde, para k=l.., 2, ..... , n 

f ( t ~ ) - f ( t~ _ ¡) -:=-:-.,.-,---c-=.,...
F ( b) F(a) 

Puesto que 

M ( f, ( tk-l, tk) ) =f ( t~) y m ( f, ( tk-l, tk) ) =f ( t~-l) 

Tenemos 
n 

s; e f. P > -x; e f, P > = ¿ [fe t~ > -f < t:_ 1 > J. [Fe tk > -F < t~_ 1 > J 
k=l 

n 

< L F ( b) e F (a) [ F ( t~) -F ( t:_ 1 ) ] se 
k=l 

por 10 que conc1uimos que f es F-integrab1e 

3.2. COMPARACION CON LA TEORIA CLASICA. 

Antes de entrar a 1os teoremas, ana1izaremos algunas 

de las ventajas que nos proporciona el tratamiento generalizado 

respecto al clásico usual. 

En 1a teoría clásica encontramos rápidamente ejemplos 

desafortunados: "f no es integrable respecto a F si ambas tienen 

un punto de discontinuidad común". 
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Ejempl.o 3. 2. l.. Sea el. intervalo [a,b] fijo y 

definamos 

i~ 
para t<U 

Óu ( t) = para t~u 
para U>a; y hagamos 

i~ 
para t=a 

Óa ( t) = para t>a 

Si f = F =ou, entonces (DS)J:fdF y (Rs)J:fdF 

no existen (teorema 2.l..4) 

Por razones como ésta, es que se abandona la teoría 

en favor de 

al. ejempl.o 

l.a integral. 

3. 2. l.. nos da 

de 

el. 
clásica de Riemann-Stieltjes 

Lebesgue-Stiel.tjes que apl.icada 

val.ar de l. para l.a integral.; pero 

previo de 1a teoría de la medida. 

ésta requiere un conocimiento 

Estos 

tratamiento 

desagradabl.es ejempl.os 

l.a integral. general.izada 

desaparecen en el. 

que se 

sección 3. l.. que impone menos restricciones a 

presenta el. l.a 

1as funciones 

tratadas, como demostraremos en los siguientes teoremas, en los 

que mostraremos que si F es una función esca.1onada, entonces 

todas las funciones acotadas son F-integrables 

Ejemplo 3. 2. 2. Si v 1 , u 2 , ••• , ~, son puntos distintos en [a, b]; 

c 1 , c 2 , •• ,cm, son números positivos entonces 
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e donde ºu es como en el. ejemplo l.) es una función escalonada 

creciente con sal.tos cJ en uJ. 

considerar 

u 2=3, 

Como caso particu.1ar podemos 

La gráfica de ésta función está dada en l.a figura 3. l.. Para 

cual.quier función f acotada en (a,b], tenemos 

+ 3f(3) + ~f(4) (ver teorema 3.2.l..) 

Figura 3.1 

'"' 

b 6 

Teorema 3.2.1.- Sea P una función escaJ.onada creciente 

con sal.to cJ en uJ. Entonces toda función acotada f en [a,b] es 

F-integrabl.e 
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y (1) 

Demostración. Sea F ia partición de [a,b] que consiste 

de (a,b] y todos l.os puntos u 1 , u 2 , ••• ,Um. Podemos suponer, sin 

pérd.idad de general.idad, que a=u1 <U2 < ••• <Um=b. Entonces F(u; )

F(u; )= cJ para j = 1,2, ... ,m y F(u;)-F(u~_,_)=O para j=1,2, ••. ,m. 

De aquí que 
m 

s;(f",P)=r;(f",P)=JF"(f",P)=I f"(uJ>· cJ 
J=l 

Por 1o que conc1uimos que 
m 

s;(f")=r;(f"J= ¿ f"(uJJ. cJ 
J=l 

y l.as conc1usiones del. teorema.// 

Teorema 3.2.2.- Sea (un) una sucesión en [a,b] y sea 

(en) una sucesión sumabl.e de números positivos. Sea F 

n=l 

Entonces toda función acotada f" en [a,b] es F-inteqrabie 

b ~ 

Ja f"dF= L en f" (Un) e 2 > 
n=l 

Demostración. Fijemos f y sea B>o una cota superior 

para if"i 

Considérese c>o y selecciónese un entero m tal. que 
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L en <"/( 4B). 
n=m+l 

Sean 

y 

así que F=F1 +F2 y por ei teorema 3.2.1., tenemos que 

m 
s:fdF1 = ¿ en f(un)• ( 3) 

n=l 

ya que 

F 2 (b)-F2 (a)=F2 (b)= ¿ 
n=m+l 

1a desigua1dad (2) en 1a definición 3.1.1. nos 11eva a 

(4) 

por 1o que 

para todas 1as particiones P de [a, b]. Si se1eccionamos P ta1 
que 

entonces (6) en e1 teorema 3.1.7 y 1a igua1dad F=F 1 +F 2 imp1ican 

así es que f es F-integrab1e. De (4) tenemos que 

6J.. 



por e1 teorema 3.1.7. y (3) tenemos que 

s:fdF=s:fdF1 +f:fdF2= L en f(un)- L cnf(unJ+f:fdF2 
n=l n=m+t 

puesto que 

cnf (un) i "'B L 
n=m+l n=m+l 

por 1o que conc1uimos que 

1 f: fdF- L en f( Un) 1 <~ 
n=l 

a1 ser e arbitrario, tenemos la validez de (Z). 

E1 siguiente resultado no se cump1e en la teoría 

clásica.// 

Teorema 3. Z. 3. - Si f es F-integrab1e sobre [a, b] y 

g(x)=f (x) excepto para un número finito de puntos, entonces g(x) 

es F-integrab1e. 

Demostración.- Supongamos que g(x)=f(x) excepto para un 

único punto x=u en [a,b], para C>O tenemos 
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para al.guna 

agregar u a 

P= { a=t0 <t1 < ••• <tn=b} 

P sin inval.idar l.a 

por el. 

anterior 

.l.ema 3.l..l., 

desigual.dad. 

podemos 

Entonces 

u=t, para a1guna e en {0,1,2, ... ,n}. Las sumas superior para f y 
g son igua1es excepto para e1 término k=e en Jr y así 

E1 mismo argumento es ap1icado a .1.as sumas inferiores y así 

de aquí que 

por l.o que g es F-integrabl.e.// 

Nótese que en el resu.ltado anterior no se afirma que 

1as integrales de f y g coinciden. E1 siguiente resu1tado se 

ap.l.ica a cua1quier F no-decreciente. 

Teorema 3.2.4.- Si t: es secciona1mente continua o 

seccionalmente monótona y acotada sobre [a,b], entonces f es F

integrabl.e. 

satisface 

Cijo 

Demostración. Sea P una partición de [a,b] tal. que se 

l.a hipótesis 

tk] • Si t: 

del teorema. Considérese 

es seccional.mente continua 

un intérval.o 

entonces su 

restricción a tk) puede extenderse a una función continua 

Si t: es seccional.mente monótoma, su 

tk) puede extenderse a una función monótoma 

en 

restricción 

en ejempl.o, si t: es creciente en 

definimos 
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y 

fk(tk_ 1 )= inf {f(x): xe(tk-l• tk)} 

en ambos casos fk es F-integrab1e en [t~ 1 , tk] (teoremas 3.1.8 

y 3.1.10) puesto que f coincide con fk en [tk-l• tk] excepto 

posiblemente en los extremos y el teorema 3. 2. 3, nos permite 

afirmar que f es F-integrab1e en [tk-l• tk]. Ahora por 
aditividad y un razonamiento inductivo muestran que f es F

integrab1e en [a,b].// 

En la teoría usual, el teorl?!ma de integración por 

partes, viene dado por la fórmul.a (para F 1 y F 2 , crecientes y 

con derivada continua) 

(R-S) 

y se cumple con la condición de que una u otra de las integral.es 

exista, este teorema falla dramáticamente con F 1 =F 2 =óu. Por 

supuesto fa11a también para integra1es de Lebesgue-Stie1tjes. La 

fórmu1a correcta para integra1es de Lebesgue-Stie1tjes fue dada 

por E. Hewitt en [2]. Su resu.l. tado puede ser presentado sin 

referencia a la teoría de Lebesgue-Stieltjes como sigue: 

Teorema 3 .. 2. s. - [ INTEGRACION POR PARTES]. Supóngase 

que F 1 y F 2 son funciones crecientes sobre (a,b] y definamos 

Para toda t e [a,b]. Entonces 
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donde F 1 ( b+ ) = F 1 ( b) , F 1 (a - ) 

Demostración.

ser funciones monótonas). 

tal. que 

(5) 

F 1 (a), etc. 

Ambas integral.es en (5) existen (por 

Para una C>o, existe una partición 

haciendo un desarrol.l.o al.gebraico a partir de l.as definiciones 
tenemos que 

s;
2
(F;, P) + :r;

1
(F;, P) (6) 

y también 

s;
1
cF;, P) + :r;, ( F;, P) (7) 

se sigue de e 6 > que 

t· t· F 1 dF2 + F 2 dF1 
a a "' s;

2
cF;, P) + s;, e F 2 ,P > 

< s;2cF;, P) + :r;, (F2 ,P) + e 

y de (7) obtenemos 

- e 
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como e es arbitrario tenemos 1a va1idez de (5) 

Después de haber notado 

nos da e1 tratamiento genera1izado 

comparar 1as integra1es. 

al.gunas 

de l.a 

de l.as 

integral. 

ventajas que 

pasaremos a 

E1 criterio de integrabi1ida~ de Riemann-Stie1tjes 

imp1ica e1 criterio usua1 de 1a integrabi1idad de Darboux

Stie1tjes; estos criterios no son equiva1entes en genera1, pero 

son equiva1entes si F es una función continua. 

Teorema,3.2.6.- Si F E O( C) en [a,b], entonces f es 

F-integrab1e y 1as integra1es coinciden 

Demostración. Para cua1quier partición P, 

n 
:r .. (f,P)= L m(C, [tk-1' tk]). [F(tk) 

k= 1 

+ F ( t~-t ) - F ( tk-l ) ] 

n n 
< I e ( tk) [F ( tk) -F ( t~) l + I me e, e tk_,, tk) ) • [Fe t~) -Fe tk:l) l 

k=l k=l 

+ I f(tk_,) [F(tk:,)-F(tk-l.l l 
k=l 

si sumamos 1a primer y tercer sumatorias obtenemos 
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I f(tk) [F(tk)-F(t;;)]+ 
n-1 ¿ 

k=l. k=o 

n-1 2: f ( tk) [ F ( t;;_) -F ( t;;_) ] 
k=l 

I f(tk) [F(t;;.)-F(t;;)]= Jdf,P) 
k=O 

con estas observaciones y recordando 1as definiciones de r;(f,P) 

nos muestran que :IF(f,P) "':x:;(f,P). 

SF(f,P)~s;(f,P) y,también 

:i:; ( f , P ) =' SF ( f , P ) 

De 1a misma forma tenemos 

( 8) 

si c>o, 1a teoría c1ásica muestra que existe una partición P ta1 

que por ( 8) tenemos también que s;( f, P)-

:x:;(f,P)<c y así f es F-integrab1e. 

Para ver 1a igua1dad de 1as integrales, obsérvese que 

(D-S) 

y de manera aná1oga 

(D-S) s:fdF > s:fdF - c.// 
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Definición. 3.2.1.- La F-norma de una partición P es 

FIPI= max {F(t;;) F (t~_ 1 ): k=1,2, ••• ,n} 

ya que F es una función creciente, podemos reestab1ecer e1 lema 

AZ. En el. apéndice. 

Lema 3.2.1.- Si ó>o, existe una partición P tal que 

FIP\<ó. 

Teorema 3. 2. 7. - Una función acotada f sobre [a,b] es 

F-integrable, si y solo si, para cada C>O, existe ó>O tal que 

F\Pl<ó impl.ica s;cc,P) I;(f,P)< e: (9) 

para todas l.as particiones P de [a,b]. 

Necesidad: supongamos que f es F-Demostración. 

integrabl.e sobre [a,b]. 

[a,b] 

Sea c>o, seleccionemos una partición de 

tal. que 

puesto que 

xe[ a, b]. 

f es 

Sea 

acotada, existe 

ó= "'/(SjB); j 

contenidos por P 1 • 

B>o 

es 

tal. 

el. 

( l.O) 

que 1 f ( x) \ "'ª para toda 
número de intervalos 

Para verificar (9), consideremos cualquier partición 
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Si Q tiene un el.emento con F 1 Pa 1 <15 • 

entonces ta1 como en J.a demostración del. 1ema 3.1.1. 

más que P 2 , 

nos J.l.eva a 

puesto que Q tiene a l.o más j el.ementos que no están en P 2 , un 

argumento de inducción nos muestra que 

por el 1ema 3.1.1. tenemos I;(f,P1 )~ I;(f,Q) y también 

I;(f,P) 
anál.ogamente 

y también 

y en vista de (10) 

I;(f,P)<E: con 1o que se verifica (9). 

E: 
+ 2 

Suficiencia. Si .l.a condición c-ó se cumpl.e, entonces 

para <:>o (9) nos da una partición P (1ema 3.2.1) tal. que s;(f,P) 

- I;(f,P)<E: para toda E:>O por 1o que f es F-integrabl.e.// 

A continuación se da una definición para la integral. 

general.izada de Riemann-Stiel.tjes 
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Definición 3. 2. 2. - Sea f una función acotada sobre 

[a.,b] y sea 

una suma de Riemann-Stie1tjes genera1izada de f asociada con P y 

F es una suma de 1a forma 

n 
J.-(f,P) + l f(xk) [F(t~) - F(tk:i)] 

k=l 

donde xk e ( tk-l, tk) para k=1, 2, .... , n. La función es Riemann
Stie 1 t jes genera1izada-integrab1e sobre [a,b], si existe reR con 

1a siguiente propiedad. Para cada C>O, existe ó>O ta1 que 

para cada 

partición 

Stie1tjes 

1 R; ( f, P ) - r 1 <C 

suma de Riemann-Stie1tjes genera1izada R;(f,P) con una 

P con F 1P1 <ó, 11amamos a r 1a integra1 de Riemann
genera1izada y tempora1mente escribiremos 

(R-S-G) 

Teorema 3.2.8.- Una función f acota.da en [a,b] es F-

integrab1e sí y só1o si, es Riemann-Stie1tjes genera1izada 

integrab1e, en ta1 caso 1as integra1es son igua1es 

Demostración. Necesidad. Sea f, F-integrab1e, sean C>O 

y ó>o ta1 que se verifica (9) en e1 teorema 3.2.7. Tenemos que 

para toda suma de Riemann-Stie1tjes genera1izada 

J.-(f,P) + I f(xk) [F(t~) - F(tk:i>l 
k=l 
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asociada con una partición P con FjPj<ó se cumpl.e 

y como 

s;(f ,P) < r;(f,P) + C"' r;c f >+e J:fdF+c 

y también 

r; e e, P > > s;c e, P > + C'= s; ( f) -e J:fdF-c 

por 1o que 

f es Riemann-Stie1tjes Genera1izada-rntegrab1e y 

Suficiencia. Sea f-Riemann-Stie1tjes Genera1izada
Integrabl.e y sea r como en l.a definición 3.2.2. Considérese C>O 

y sea ó>O {como en 1.a misma definición). Por e1 l.ema 3. 2. 1, 

existe una partición p 

k=1,2, Sel.eccionemos, para cada 

que f ( xk) <m ( f, ( tk-t, tk) ) +e. 
suma general.izada satisface 

Para 

y también 

{ a=to<t1 ...... <tn=b} 

.. ,n, xke(tk_ 1 ,tk) 
ésta el.ección de 

con F 1 P ! <ó. 

de ta1 forma 

1os xk, 1.a 

por 1o que r;(f)z:r;cc,P)>r-c-c[F(b)-F(a)]. Se sigue que r;(f)<=r 

y en forma semejante s;(f)sr. De aquí que r;(f)=S;(f)= r y así f 

es F- integrable y 

(R-S-G) I:fdF 
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3.3 INTEGRALES IMPROPIAS DE R~EMANN-STIELTJES 

Definición 3.3.1.- Supóngase que f es F-integrab1e 

sobre cada intérva1o [a,b] en R. Hacemos 1a siguiente definición 

cuando los 1ímites existan: 

J
00

fdF= 1im JbfdF; 
o o 

r:fdF 1im J:fdF 

b->a> a ~ -ce 

si ambos 1ímites existen y sus sumas no tienen 1a forma ~+(-ce), 

definimos 

rfdF 
o 

si esta suma es finita, decimos que f es F-integrable en R 

intérvalo 

Teorema 3.3.1.

[a,b] y si f(x)"'O 

Si f 

para 

es F-integrable sobre cada 

toda XeR, entonces f, es F-

integrab1e sobre R o bien I:fdF = + co • 

Demostración.- Sea h(b) s:f.:IF para b>O, nótese que 

SÍ O<b<b, 

por 10 que h(b)sh(b') y así h es una función creciente 1o que 

imp1ica que 1im h(b) exista y 

b->co 

1im h(b) 

b->a> 

inf {h(b): be(o,m)} 
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e1 caso l.im 

Sea una sucesión 
distintos 

Teorema 

en R y 

3.3.2.

sea ( cnl una sucesión de números 

de puntos 

positivos 

ta1es que ¿cn<co .. (Usando la notación del ejemplo 3.2.1). Sea 

"' 
F= L CnÓun'" 

n=l 
Entonces toda función acotada f sobre R es F-

integrable y 

Demostración.

definición que 
Tenemos por el teorema 3. 2. 1 y la 

fmfdF= lim fbfdF = lim 
-b 

Teorema 3. 3. 3. - Supóngase 

sobre R y que F' es continuo sobre R .. 

entonces 

que F es diferenciable 

Si f es continua sobre R 

Jm f (X) F' (X) dX 

-m 
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Demostración Por el. teorema 3. l.. 9 l.as integral.es 

coinciden en (-b,bJ, así entonces 

por J.o que 

esto es 

Jbf(x)dF(x) 
-b 

J.im Jbf(x)dF(x) 
b---:)c:c -b 

Jbf(X)F'(X)dX 
-b 

J.im 
b-><D 

J:f(x)dF(x) J:f(x)F'(x)dx. 

siempre que J.os J.ímites existan.// 
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CAPITULO 4. 

ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES. 

4.1.- UNA APLICACION EN PROBABILIDAD-LA DEFINICION 

MATEMATICA. 

DE ESPERANZA 

con 

desarroll.ado 

e1 

en 

concepto de 

e1 capítu1o 

Integra1 de 

3, podemos 

Riemann-Stieltjes 

definir de forma 

unificada el concepto de Esperanza Matemática para variables 

aleatorias con funciones de distribución discretas, o continuas. 

Para e11o recordemos a1gunos conceptos fundamentales de 1a 

teoría de 1a Probabi1idad. 

Definición 4.1.1.- Un espacio de probabiiidad es una 

terna (O,a,P), donde n es un conjunto no vacío, a es una a-

a1gebra de subconjuntos de n y P es una función rea1 definida 

sobre a con las siguientes propiedades 

i) 

ii) 

iii) 

P(A)>_O 

P(n )=l. 

para todo e1emento Ae8 

Si A 1 , A 2 , •• ,An, ..• es una sucesión de elementos de a, 
mutuamente ajenos, entonces 

j =l 
J = 1 

Definición 4.1.2.- Sea cn,a,p) un espacio de 

probabi1idad y X, una función rea1 definitiva sobre n. Diremos 

que X es una variable eleatoria real (v.a), si para todo par de 

números 

( a<X:Sb), 

sobre n. 

real.es a,b, 

pertenecen a 

1os 

1a 
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número 

Diremos que 1a v.a. 

infinito numerab1e de 

X es discreta, si 

va1ores. En este 

toma a 1o más un 

caso, la función 

f(X)=P[X=X] es J.l.amada J.a función de densidad de J.a v.a.X. 

Diremos que X es una v.a. cont:.inua si P(X=x)=O VxeR. 

Diremos que x es una v. a. absolutamente continua 

(a,c), si existe una función rea1 fintegrab1e, que cumple 

i) 

ii) 

iii) 

f (X) '<O 

JRf (x)dx 

P(a"'X=>b)= 

para toda x, rea1 

una ta1 función f, 

V.a.X. 
es l.J.amada J.a función de densidad de J.a 

Una v.a. continua no necesariamente es abso.1utamente 

continua, aunque es claro que si X es a.c. entonces es continua. 

Definición 4.1.3.- La función de dist:.ribución (f. d) 

de una v.a.X definida sobre cn,a,p), es 1a función rea1 F 

definida para todo número rea1 x por medio de 

F(x) = P(X"'X)= I f ( x' ) si X es discreta ( 1) 
x• ::Sx 

F(x)= P(Xsx)= Jxf(x' )dx' si X es a.c. (2) 

-<O 

donde f es J.a función de densidad de X. 

entonces 

Si X es v.a. discreta, 

f(X) F(x)-F(x-) VXER (3) 
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X es 
caso 

v.a. continua si, y sol.o si, su f.d. es continua 
P( asXsb) = P ( asX<b) = P ( a<X'5b )=P( a<X<b )=F( b )-F (a) y 

v.a.a.c., entonces en l.os puntos de continuidad de f 

d 
f(x)=di( F(x) \fxeR 

y en ese 

si X es 

( 4) 

Hemos definido 1as funciones de distribución en 

términos de variabl.es a1eatorias. Pueden definirse directamente 

Definición 4.1.4.- Una función de distribución 

(f,d),. es cual.quier función F que satisface l.as siguientes 

propiedades 

(i) 

(ii) 
(iii) 
(iv) 

OsF(x)s1 \fxeR, 

F es una función creciente, 
F(-oo)=O 

F(x•)=F(X) 
y F(+oo)= 1, 

vx. 

Nótese que si F ( x) es definida como en ( 2) para 1a 

función de densidad f, es una f. d. continua que satisface las 

propiedades (i)-(iv) de 1a definición anterior. Decimos que tal 

f.d. tiene densidad f y aque11as funciones que tienen densidades 

son 11amadas f.d. absoiucamence conCinuas. 

Retomando 1a notación de1 ejemp1o 3.2.1, a una función 

como se 1e 11ama disCribución puncuai concentrada en 

u,f .d. que es de este tipo se dice "degenerada"; en caso 

contrario "no degenerada". 
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Todas l.as propiedades de l.as funciones crecientes 

dadas en el. apéndice, 

sea {u 1 } e1 conjunto 

son vál.idas para una f.d. 

numerab1e de puntos de 
l.a. medida del. sal.to en uJ. Entonces 

En particul.ar, 

sa1to de F y el 

ya que F es continua por la derecha. Consideremos l.a función 

(5) 

(notación de1 ejemp1o 3.2.l.) 1a cua1 representa 1a suma de todos 

1os sa1tos de F en (-.,,,x). 

derecha con 

Esta es creciente, continua por la 

Fd(-'.x.)=O y 

Fd se l.l.ama l.a parte de sal.tos de F, 

Teorema 4.l..l.. Sea Fc(x)=F(x)-Fd(x), entonces Fc(x) 

es positiva, creciente y continua. 

Demostración.- Sea X<X', entonces tenemos 

Fd(x' )-Fd(x) = ¿ cJ [ F(uJ )-F(uj)] 

X<UJ.:!:x• x<uJ:Sx• 

"' F(x' )-F(x) 

de donde sigue que ambas F d y Fe son crecientes, y si ponemos 

x=-co, vemos que Fd:SF y así Fe es positiva. Fd es continua por 

1a derecha puesto que cada ºu 1o es y 1a serie que define Fd 
-J 

converge uniformemente en x; el mismo argumento nos demuestra 

que 
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forma 

ahora, esta eva1uación se cumpl.e también si cambiamos Fd por F 

de acuerdo a la definición de uJ y cJ por lo que obtenemos que 
para cada x 

esto demuestra 
l.o es también 

que Fa es continua por la 

por l.a derecha, al. ser 

izquierta; puesto 
1a diferencia de 

que 
dos 

funciones tal.es, tenemos que Fe es continua. 

Teorema 4.1.2.- Sea F una f. d. Supóngase que existe 

una función continua Ge y una función Gd de 1a forma 

[donde {uj} es un 

,l / c j 1 <m J , ta 1 que 
J 

entonces 

Gd ( x ) = ,l c J' ¿; :, J ( x) 
j 

conjunto numerabl.e: 

donde Fe y Fd son como antes. 

Demostración. 

de números reales y 

{uj} no son idénticos, o podemos remarca~ l.os uj de forma que uj 

= uJ para toda j pero aj~aJ para alguna j. En cualquiera de los 

casos tenemos para al. menos una j, y u= uJ o uj: 
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en contradicción 
continua. Por l.o 

con e.l hecho de que Fe-Ge es una 

tanto F d=Gd y en consecuencia F c=Gc. 

función 

Definición 
en l.a forma 

4.1.S.- Una f.d. que puede representarse 

donde {uJ} es un conjunto numerabl.e de números real.es, cJ>o y ~ 

cJ=1, se l.1ema f.d. discreta. 

Supóngase que Fc=o, Fd=o en el teorema 4.1.1, entonces 

podemos hacer p=Fd(=) de modo que 0<p<1, 

y escribir 

( 6) 

ahora F 1 es una f.d discreta y F 2 es una f.d continua, y F es 

dada por una combinación convexa de e.l.las.. Si Fc=o, entonces F 

es discreta y hacemos p=1, F 1 =F, F 2=o; si Fd:s:O, entonces F es 
continua y hacemos p=o, F 1 =o, F 2 =F; por l.o que (6) es vál.ida en 

cua1quiera de los casos extremos. 

Con lo anterior podemos resumir .los resu.ltados de .los 

dos teoremas anteriores en e.l siguiente. 

so 



Teorema 4.1.3.- Toda f.d. puede escribirse como l.a 

combinación convexa de una discreta y una continua. Tal. 
descomposición es única. 

Definición 4.1.6.- Sea X una v.a. discreta con val.ores 

u 1 , u 2 , •• ,un,··· en R y con función de densidad f(x). Siempre 

que L x 1 c 1 converja l.a Esperanza Matemática de X se define como 

EX 

I XJCJ 
J=l 

J00

xdF(x) 
-oo 

(7) 

donde cJ F(xJ)-F(x~)=f(xJ) de acuerdo con l.a definición 4.1.3 

y F(x) es dada como en l.a dfinición 4.1.5 y l.a última integral. 

de acuerdo al. teorema 3.3.2. 

Definición 4.1.7.- Si X es una v.a absol.utamente 

continua con función de densidad f(x), siempre que JcofdF exista 

-= 
definimos 1a Esperanza Matemática de X como 

EX s= Xf (x)dX J00 

xdF ( x) (8) 
-oo 

donde F(x) es como en (4) de l.a definición 4.1.3 y l.a segunda 

igual.dad se deduce del. teorema 3.3.3. 



Ejemp1o 4. l.. l.. - Considérese e1 1anzamiento de un dado 

honesto y sea X 1a v.a que da e1 tota1 de puntos obtenidos. La 

función de densidad es 

= J ol./6 f" ( X ) = P [ X=x ] l 

1a f"unción de Distribución F(x) es 

si x=1~2, .. ,6 
de otra forma 

F(x)= P[X=x]= L f"(t)= i~/6 
t.:Sx 

Si X<1 

SÍ 1::.SX<2 

F(x) 

~ 

1 
1 1 

1 
S/6 ,-

2/3 ;

¡ 
11'2 ¡-
1/:i ,_ 

1/8 

F(-"') - u-----

2/6 si 2=sx<3 

1 si 6.:SX 

F(o:l)-1 

X 

6 

consideremos un juego donde 1a ganancia es 2 si X es 

par y -l. si X es impar. La ganancia promedio es 
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E(G(X)) I:G(x)dF(x) ¿G(x,)[F(x;)-F(X~)J 

LG(x1 )f'(x1 )=J./2 

Ejemp1o 4.1.2.- Consideremos en 1os siguientes casos 

el intervalo [o,J.] y sea f'(x) dado por 

f'(x)= (~ si xeQ 
si X~Q 

(a) Si la función distribución es dada por 

F 1 (x)= ( º1 
si X<l./2 
si X2'l./2 

entonces f es F 1 -integrab1e, así que 

E(f'(x) J=f'f'dF 1 = f(~)=O 
o 

(b) Si la función distribución es dada por 

f es F 2-integrable 

si X<l./~ 
si X"'l./~ 

E(f(x))=J~fdF2=f'(J./V2)=J. 

(c) Sea {u0 ,n"'J.} cualquier numeración del conjunto de todos los 

racionales en [o,J.]. 

Si 1a función distribución es dada por 

J J.º donde ºunCxJ= ") 
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4.2. FLUJO DE FLurnos vrscosos 

4.2.1.- FLUJO LAMINAR.- Cuando un Cluido viscoso Cluye a través 

de un tubo cilíndrico no lo hace con todo el Cluido a la misma 

vel.ocidad; el. fl.uido más cercano a .l.as paredes del tubo sufre 

más fricción con las paredes y apenas se mueve del todo; cuando 
el. fJ.uido es cercano a.l eje central. 

rápidamente. La velocidad del 

del tubo, se mueve más 

fl.uido se incrementa 
constantemente cuando se incrementa l.a distancia a .la pared. 

Debido a la simetría circu.lar, el. efecto es de ''tubos'' 

concéntricos de Cluido que se deslizan uno sobre el-otro. Este 

efecto es J.lamado Fluido Laminar; cada lámina o capa de f J.uido 

se mueve a su propia vel.ocidad. 
diferente velocidad. 

Diferentes láminas se mueven a 

La forma exacta de cómo se da e.l fluido l.aminar fue 

encontrada por J.L.H. Poiseville (1797-1869) quien estudiaba la 

presión sanguínea, la cual logra medir por primera vez, quería 
conocer cuanta sangre f J.uye a través de un vaso sanguíneo en un 

tiempo dado. De esta información y del. anáJ.isis de muestras 

sanguíneas. uno puede decir cuanto oxígeno y nutrientes están 

siendo distribuidos a 1.as cél.ul.as servidas por ese vaso. El. 

conocimiento del Clujo sanguíneo es una parte básica del 

entendimiento del. cuerpo como sistema físico. 

El resultado de Poiseville acerca del Clujo de fluidos 

viscosos tiene otras apl.icaciones como el. flujo de aire en la 

tráquea, el aceite es un ol.eoducto, el agua es un sistema de 

tuberías, los granos arrojados por un tubo en la bodega de un 

barco, etc. Las suposiciones invol.ucradas en el. 

hacen más aplicable a algunos problemas que a otros, 

una buena todos ellos. 

resultado 
pero nos 

Otro 

le 

da 

uso 

importante 

primera 

de la 

aproximación de 

ley de Poiseville es medir la viscosidad 

relativa de los fluidos. 
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4. :z. :z. LEY DE POISEVILLE. - Poisevi11e descubrió y 

después otros dedujeron teóricamente, que l.a ve1ocidad de l.as 

partícu1as de un fl.uido a una distancia de r centímetros fuera 

de1 eje centra1 de1 tubo es 

p 
V( r )=4K1: (R2-r2) (cm/seg) (1) 

donde 

R= radio de1 tubo en cm. (Así 0:5rsR) 

L= 1ongitud de1 tubo (cm. 

P= cambio de presión P1-P2 a 10 1argo de1 tubo, 

(dina/cm2) 

K= coeficiente de viscosidad 

(ver figura 1) (~ecordemos que presión es fuerza por unidad de 

área). Uno puede probar que l.a presión decrece constantemente 

[como función 1inea1] cuando e1 f1uido se mueve a 1o 1argo de1 

tubo. Esto es l.a diferencia de presión final vs inicial. que 

entra en la ecuación. La unidad cgs de viscosidad, el poise es 

11amado después Poisevi11e 

Velocidad del 

Entrada de fluido a e : . E j• fluido V(<l 
presión alta R ~ --~-----.!;~.2!!.~~!!------- _, ~ 

= I R Saifda del fluido 
a presión baja A 

L 

Figura 1. 
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Las diversas hipótesis que deben ser ciertas para que 

(1) sea vá1ido son: 

i) No debe haber turbuiencia en e1 f1uido, 

que no hay remolinos; las partícul.as del. 

en líneas rectas a lo l.argo del. tubo. 

esto significa 

fl.uido se mueven 

ii) La ve1ocidad de1 f1ujo V se supone que depende 

únicamente de r; v no cambia cuando el fl.uido se mueve a l.o 

largo del tubo, ni cambia con el tiempo. 

iii) El fluido es conservativo, i,e, ni se crea, ni se 
pierde en e1 tubo. El. fluido no escapa fuera a través de 

1as paredes' ni hay tubos a1imentadores que pongan f1uido 

dentro o fuera. 

iv) E1 f1uido es Incomprensibie, i,e, hecho de partícu1as 

que no pueden ser trozadas o aprisionadas unas a otras (por 

las fuerzas presentes). 

v) E1 tubo es horizonta1 y 1os efectos de 1a gravedad son 
ignorados. Para un tubo vertical (1) se transforma en 

V(r) 
p + g p L 

4KL (Z) 

donde g=980 cm/sec2 es 1a constante de gravitación y P es 

1a densidad de1 f1uido, i.e, su masa por unidad de vo1umen. 

Para tubos incl.inados estas vel.ocidades horizontales y 

vertical.es deben sumarse vectorial.mente. 

usaremos (1) 
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vi) E1 tubo es un ci1indro circu1ar recto con dimensiones 

constantes L y R 

vii) Hay mucha fricción en 1a pared, que e1 f1uido no 

11eva a V(r)=O) 

se 

mueve del todo (nótese que r=R nos 

viii) E1 fluido no es un FLuido IdeaL (las partículas 

friccionan entre sí) 

Estas suposiciones son satisfechas en varios grados en 

1as ap1icaciones mencionadas antes, es propenso que ocurran 

efectos turbulentos en tubos de diámetro grande. Esto 1imita e1 

uso de 1a 1ey en e1 estudio de tuberías, o1eoductos, tolvas de 

granos, etc., 1as dimensiones de los vasos sanguíneos cambian un 

poco, la sangre es bombeada por el cora~ón por lo que el flujo 

no está en estado uniforme, oxigeno y nutrientes abandonan la 

sangre por ósmosis a través de las paredes del tubo, así el 

fluido es aproximadamente conservado únicamente. 

Desechando éstos y otros defectos prácticos, la Ley de 

Poisevi11e es una simp1ificación vá1ida de1 f1ujo de f1uidos 

viscosos. En cierto 

(r) es cero en 

sentido, esto 

Las paredes 

es 

deL 

1o verdadero de 1a Ley; v 

tubo y se incrementa 

constantemente cuando r decrece y se acerca al centro del tubo. 

Esto tiene bases teóricas só1~das y b~en entend~das. Podemos 

rea1mente ca1cu1ar con e11a, y en e1 1aburatorio 1as condiciones 

supuestas pueden ser hechas rea1idad, dando un camino práctico 

para medir e1 coeficiente de viscosidad k para cua1quier f1uido, 

propiedad fundamenta1 de1 f1uido e importante en e1 disefio y 

trabajo de Ingeniería. 
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4.2.3.- VELOCIDAD Y CANTIDAD DE FLUJO. 

Queremos usar 1a Ley de Poisevil1e para cal.cu1ar e1 

fl.ujo total. a través de un tubo de radio R. El flujo F es el. 

vol.umen total de fluido que pasa a través del. tubo cada segundo 
en unidades de cm3/seg. 

Consideremos primero {figura 2) cual.quier pedazo 

pequeño típico de área de sección transversal. del tubo, 

consistiendo de ~A cm2 l.ocalizados r cm fuera del. centro. 

¿Cuánto fl.uido dejará el tubo a través de este pequeño bocado de 

área en un segundo?. 

así una cantidad de 

transversal. constante 

El fluido se mueve v(r) cm en 

fluido v(r) cm de l.argo, 
ti.A cm2 fluirá fuera del. tubo 

un segundo; 

de sección 

a través de 

ti.A en un segundo. Esta cantidad tiene vol.umen v(r).(ti.A). 

area ~A 

= V(r)-t-~t) . 
Figura 2. 

Así el. fl.Uido ti.A a una razón constante de v(r).ti.A cm3 /seg. 

En la sección transversal del tubo circular de radio R, 

l.a vel.ocidad v(r) dada por la Ley de Poisevil.le es l.a misma en 

todos los puntos l.ocal.izados r cm del centro. Si consideramos 

anill.os concéntricos de área (figura 3), l.a vel.ocidad del fluido 
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será aproximadamente constante en cada anillo. Podemos usar el. 

resultado previo para calcular el f iujo cocai a través de cada 

anillo, la suma de flujos anillo por anillo será el flujo total 
a través del tubo, el cual queremos encontrar. 

Para identificar claramente estos anillos, partiremos 

el intérvalo (O~r:s:R) en n piezas usando puntos de partición 

(no necesariamente igual espaciados), la primera, segunda, ... , 
regiones son elegidas como se muestra en el dibujo. 

Primero 

S~ndo 

Para K=1,2 ... ,n, la k-énesima región es un anillo con radio 

interior y exterior r- 1 y rk y as~ tiene área 

rr(rk_,¡2 

si tomamos n grande y los rk cercanos unos a otros, la velocidad 

del. fluido que fluye a través de cualquier región será casi 

constante, aunque diferente de anillo a anillo. ¿Que valor se 

aproximará a la velocidad constante en el k-ésimo anillo? 

Tomando cualquier punto en ese anillo, digamos uno que está tk 

unidades fuera del centro con rk_ 1 :s:tk:s:rk. Entonces V(tk) es una 
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ve1ocidad para el k-ésimo anillo y lo visto antes nos dice que 

el. fl.ujo a través del. k-ésimo anil.l.o =V(tk).[rrr~- rrrk_il· 

Llamaremos a tk un punto de evaluación para el k-ésimo 
subintérval.o [r~ 1 , rk]. 

Así el. fl.ujo total. a través de todos l.os n anil.l.os es 

n 
F~ 2: V ( tk) - [ rrr:- rrr k-t 

2
] ( 3) 

k=1 

Escribimos "aproximadamente" en vez de igual. porque hemos 

reemp1azado los varios valores de v(r) en e1 k-ésimo aniilo por 

el. val.or simpl.e v(tk). En efecto, tenemos una famil.ia de 
aproximaciones de F en 1a ecuación (3) para cualquier partición 

P y cualquier el.ección de los puntos de evaluación. Como 

tomamos valores mayores de n y rk_ 6 y t{cª más cercanamente 

espaciados, la teoría de integración nos dice que ta1es sumas se 
aproximan a un valor límite, la integral. Riemann-Stieltjes de v 

respecto a A. 

Sea l.a l.ongitud de k-ésimo subinterval.o 

y A(r)=rrr2 

si se incrementa n, rk y rk-l se aproximan uno al otro y su 
diferencia ~rk-o. Así si n-co, 8rk-o, por lo que tenemos que F 

es una suma de Riemann-Stiel.tjes 

F= JRv(r)d A(r) 
o 



JR P 
4KL (R2 - r2) 

o 
d (rrr2) 

y por e.l. teorema 3.1.9 al. ser A(r) continua en [o,R] con A' 

(r)=2rrr continua en [o,R] tenemos 

F= J
R p 
----(R2 - r2) 

O 4KL 
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APENDICE SOBRE FUNCIONES CRECIENTES 

Definición. A-1. Sea f una función rea1 definida en un 

conjunto S de R. Si para cua1quier par de números x,y de S con 

X<y se tiene que f(x)"'f(y), se dice que f es creciente en S. 

Teorema A-1. Si f es una función creciente en [a,b], 

entonces ios iímites iateraies f(x
0
+) y f(x~) existen para cada 

x 0 e(a,b) y se verifica que 

f ( X~ ) "' f ( X 0 ) "' f ( X~ ) • e 1¡ 

En 1os extremos se tiene 

Consideremos A={f(x) 

es cota superior de A. 

Demostración. 

que f es creciente, f (x0 ) 

SUP A, entonces c='f ( X0 ) • Existen eiementos f(x) 

a<X<X0 }. Dado 

Si tomamos e = 
en A para ios 

cua1es, dada c>o, se cump1e e C<f(X)::Sc. Tomemos x 1 <X0 de 

forma que e e f(x1 )<c. Ahora para C>O y ó=x
0
-X1>o. Si x 0 -

<X<X0 entonces lf(c) cl<c, por io que f(x~) existe y es iguai 

a c. La demostración de 

es aná1oga. 

extremos de1 intervaio.// 

1a existencia de 

E1 mismo argumento 

y de 

sirve para 

que 

ios 

Definición A-2.- f tiene una discontinuidad de sa1to 
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Teorema A-2.- El único tipo posibl.e de discontinui-

dades de una función creciente es de sal.tos. 

Demostración.- Es inmediato de (1) en el teorema A-1 y 

1a existencia de 1os 1ímites 1atera1es.// 

Teorema A-2.- El conjunto de discontinuidades de una 

función f creciente es numerable. 

Demostración: 

sa1to}. Para cada 

Sea 

xes, 
s e1 conjunto {x 

considérese el 

x es un 

intérvalo 

punto de 

abierto 

IX=( f (X ) , Si x' e s, y X<X', digamos, entonces hay un 

punto x tal. que x<X<x' 

tenemos 

Por lo que, debido a l.a monotonía de f 

por 1o que se sigue que Ix y Ix' son ajenos. 

Así que podemos asociar a S en el. dominio de f, una cierta 

col.ección de intérval.os abiertos ajenos en el rango de f. Ahora 

cualquiera de l.as col.ecciones es necesariamente numerabl.e puesto 

que cada intérval.o contiene números racional.es, así que 1a 

co1ección de intérva1os está en correspondencia uno a uno con 

cierto subconjunto de racionales como, este numerab1e, se deduce 

que e1 conjunto de discontinuidades es también numerable.// 

Usaremos 1a notación snis con e1 significado de que 

(Sn) es una sucesión no decreciente que converge a s y Sn~s, si 

(Sn) es una suceción no creciente con límite s. 

Lema A.1.- Sea g una función creciente sobre [a,b]. 
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Demostración. - Probaremos ii). Supóngase que unJ..u,. 

sea c>o; aquí u e [a,b]. Existe v>u ta1 que v e [a,b] y g(v) 

g(u•¡+e:. 

Entonces 

Se1eccionemos N natural.. ta1 que n>N imp1ica un<v. 

n>N implica g(u~) "' g(v) < g(u•)+c. 

Puesto que g(u~)<=g(u•¡ para todo n, concl.uimos que 

g(u~) l g(u.); 10 que prueba ii).// 

Lema A.2.- Si g es una función creciente sobre [a,b] y 

si C>O, existe una partición P={a=t 0 <t 1< ••• <tn=b} ta1 que 

g ( t~) - g ( tk-l ) < e para k= 1,2, ... ,n (2) 

Demostración.- Primero mostraremos que existe una 

partición Q={a=s
0

<S 1 < ... <Sm=b} tal que g(u•¡ 

es suficiente mostrar que S={se(a,b): g(s·¡ g(s )'= e} es 

finito. Seleccionemos reN tal que re:>g(b)-g(a). Si S tiene más 

de r-1 e1ementos, podemos seieccionar 

de modo que g( tk) 

implica 

g(t~) ~ e para k= 1,2, ... ,r, pero esto 
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g(b)-g(a)~g(t;)-g(t~)~ Í [g(t:)-g(t~)]~ rc>g(b)-g(a) 
k=l 

Así, S es finito y Q puede ser seleccionado satisfaciendo (2). 

Ahora mostraremos que existe ó ta1 que 

u,ve [sJ_ 1 , sJ] ,u<v, v-u<ó imp1ica g(v-)-g(u+)<c e 31 

Si (3) falla, entonces para alguna j existen sucesiones (u0 ) y 

(vn) en [sJ_ 1 , sJ] donde un<,v0 ,<v0 -U0 <1/n y g(u~)-g(u~)==.c. 

Pasando a subsuc:esiones, podemos supon~r que ( u 0 ) y ( v 0 ) son 

monótonas. Para obtener una contradicción, consideremos cuatro 

casos. 

entonces por e1 1ema A. 1 tenemos 

de aquí que [g(v;:;)-g(u;;) ]-O. Puesto 

que g ( v;; )-g (u;;) ~g( v;:; )-g( u~ )~e para toda n, tenemos una 

contradicción 

Si u
0 

.1 u, y v
0 

J.. u, entonces el. l.ema A. 1 nos muestra 

que 

g(u~)-g(u•) y g(v~)-g(u•), y así [g(v~)-g(u~) ]-O, por otro lado 

tenemos para cada n 

g(v~)-g(u~)~gcv;;)-g(u~)~c 

que es una contradicción. 
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E1 caso uniu, y vnTu es imposib1e puesto que imp1icaría 

Fina1mente, supóngase unju, y v"J,u, entonces sJ_ 1 <u<sJ; 

de otra manera o sería una sucesión constante y 

podríamos ape1ar a uno de 1os casos inicia1es.Esta vez e1 1ema 

A-1 muestra que g(u~)~g(u-) y g(v~)~g(u+), y por tanto 

lim) [g(v~)-g(u~) ]"' lim inf [g(v~)-g(u~) ]"'e; 
"-"' 

puesto que UEQ, esto contradice (2), con lo que se prueba (3). 

Agregando puntos a la 

partición P ..f.a=t0 <t1 < •.. <tn 

tk_ 1 <cS para toda k=1, 2, ••• 2n. 

partición Q podemos obtener 

=b} tal que Q<;P y ta1 que 

una 

Si k está en {1,2, ... ,n} entonces ambos tk-i y tk pertenecen a 

algún [sJ-1' sJ] y así por (3) tenemos g(t~)-g(tk:¡)<c.// 
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