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O. INTRODUCCION
0.1 UN POCO DE HISTORIA

Durante el siglo XVIII, la integral de una funcidén fue
generalmente tratada como la '"inversa'" de la derivada. Esto es
una funcidén f(x) era integrada encontrando una antiderivada o
funcidén primitiva F(X) tal que la derivada de F(X) denotada por
F’(X) coincide con f(x) i.e. F’(X)=f(x): La integral de f(x)
sobre el intérvalo [a,b] era entonces dada por el Teorema
Fundamental del calculo, conocido entonces solo de forma
heuristica {3, pag. 317], y el cual nos dice que

IZt‘(x)dx=F(b)—F(a)

Al mismo tiempo, la idea de integral como cierta clase
de limite o como, el &rea de un conjunto de ordenadas bajo una
curwva era familiar, pero generalmente se utilizaba en la
aproximacidn de integrales en las cuales era imposible o
inconveniente encontrar su antiderivada. Ni los 1limites de
sumas ni las dreas de conjuntos planos eran lo suficientemente
bien entendidas para proveer las bases de un tratamiento ldégico
de la integral. En particular, el concepto de area fue
completamente intuitivo, aceptado como evidente por si mismo e
innecesaria su definicidén precisa.

Fue Cauchy quien primero marcd la necesidad de proveer
una definicién general y probar la existencia de la integral
para una considerable clase de funciones que pudieran entonces
proporcionar una base para la discusidén de integrales
particulares y sus propiedades. La definicién dada en 1823 por
Cauchy empieza con una funcidén f(x) continua (en el sentido
actual) sobre el intérvalo [a,Db] b'4 subdivide éste en n
subintervalos por medio de puntos a =x0,x1,...,xn=b. Con esta

subdivisidén de [a,b] se asocia la suma aproximada



n
S =) £(x,_ ). (x-%x_) (1)

1=1

g -}
lo que llevaria a definir la integral f f{(x)dx como el limite
a

de la suma (1) cuando el maximo de las longitudes x;-xX;.; Se

aproxima a cero. Esta definicién es completada mas tarde por

Riemann, quien elige un punto arbitrario ;, en el i-ésimo

subintérvalo [»_;,3x,] para cada i=1,2,...,n Y define la

integral como

(2)

donde o denota el maximo de las longitudes 3, de los
subintérvalos de 1la particién {a,b)]. Noétese que €sta es una
Generalizacidn directa de la definicidén de Cauchy dada en (1).

La definicién de Riemann (2) de la integral fue la mas

general, no obstante, durante las Gltimas décadas del siglo XIX

esta defrfinicién fue reformulada en diversas formas que ayudaron
para el desarrollo del concepto de integral y gue prepararon el
camino para las importantes generalizaciones que se agregaron a

principios del siglo XX.

En 1870, varios matematicos e forma independiente,

introdujeron las asi llamadas "“"Sumas Superior e Inferior de

Riemann'" para una funcidén acotada en f sobre [a,b]

n n
S(p)= ) M (x-x ) y I(p)= ) m(x-x_) (3)
=1 1=1

donde p es una particién de [a,b], en n subintervalos Yy Mx y m

son los alores maximos y minimos (hoy sup e inf) de f(x) en el



i-ésimo subintervalo [x,,,X%;]. Hoy estas sumas son llamadas
"*"sSumas de Darboux', las cuales tienen limites S e I cuando &-0.

En 1880 Vito Volterra introduce el término general
"*"Integral Superior' e "“"Integral Inferior'" para S e I con

s= _[ f(x)dx e I= _[ £ (x)dx (a)
a ~a

Después, Giuseppe Peano notdé que estas integrales dadas
en (4), pueden definirse convenientemente como la minima cota
superior y como la maxima cota inferior de las sumas superior e
inferior de Riemann, respectivamente para todas las particiones
P del intérvalo [a,b]

T:f(x)dx=int" {S(P)}- v I:f(x)dx: sup -{I(P) }- (s)

La funcidon f es integrable, si, ¥y solo si las integrales
superior e inferior son iguales.

Desde sus origenes la idea de integral habia sido
motivada por el concepto de Area. En particular si O; denota el
conjunto de ordenadas de una funcion no-negativa f sobre el
intérvalo del conjunto de todos 1los puntos (X,y) con asxsb y

b
O=ysb, la idea era que el valor de la integral J- f(x)dx debe ser
a

el drea a(O;).

La primera definicién formal de drea es dada por Peano
en 1887. Retomando las ideas de Eudoxo y sSu método de exhausidn
como punto de partida, definidé el &drea interna q;(S) de S como



la minima cota superior de las areas de todos los poligonos
que estian contenidos en S, y el drea exterior ag(S) como 1la
midxima cota inferior de las &areas de todos los poligonos que
contiene a S. Es claro que a;{(S)=ag(SsS), pero pueden no ser
iguales. Por ejemplo si S es el conjunto de todos los puntos
(x,¥Y) en el cuadrado unitario Osx,y=1 tales gue los numeros x,Yy
son ambos irracionales, entonces ae(S)=1, el &rea del cuadrado,

pero aL(S)=0 porque dnicamente poligonos degenerados estan

contenidos en S.

Con la definicién de Peano, de area interior y exterior
se establece que

-b
b
f £(x)dx= a,(O) v J' £ (x)dx=a_(0,) (6)
—a a
para cualquier funcidén no negativa f sobre [a,b]. En caso

a,(s)=a.(S) el valor comun es el &drea a(S) de S, si £ es
integrable entonces (6) se reduce a

b
[ feoax = aco,) (7)
. a
en este punto, el concepto de la integral viene a cerrar el
circulo regresando a su motivacién original.

El concepto anterior de drea se conoce comoe '""Contenido
de Jordan', debido a que Camile Jordan quien le did el
tratamiento definitivo, aunque hay gque hacer notar que &l usd
dinicamente cuadrados con lados horizontales Y verticales.
Jordan define lo qgque €1 l1lamé Contenido Interior c;(S) Y
Contenido Exterior c.(S) de un conjunto plano, equivalente a las
Areas interior y exterior de Peano; Sin embargo, su
tratamiento trabaja igualmente bien en todas las dimensiones vy



asi su concepto de contenido generaliza simultianeamente 1los
conceptos de longitud, drea y volumen. El l1lama al conjunto S

Medible con contenido c¢(S) si c(S) = ¢, (S).

Jordan procede a definir la integral de Riemann de una
funcidn acotada de n variables reales definidas sobre un

conjunto medible E en un n-espacio Euclideano. Sea P una
particidén de E en conjuntos medibles E;,....,E;, con interiores
ajenos, y sea P, un punto arbitrario de E, i=1,2,....m. Entonces
m -
S(P)=Zt‘(Pl) c (E,)
- i=1
Es una suma de R}emann para f en E, la funcidén f es integrable
sobre el conjunto E, con tal de que
m -
£f = 1lim f(x c E 8
jE lim ,; (%,) c (E)) ()
exista, siendo el maximo de 1los didmetros de los conjuntos
E,,...E,. En el caso unidimensional con E = [a,b], viene a ser
b n -
J‘ £(x)dx= lim ) £(%,) ¢ (E) (9)
a S>>0 ey 1 i
que en comparacidn con (2), la particidén de [a,Db] en

subintervalos ha sido generalizada a una particién de [a,b] en

conjuntos medibles.

se tiene nuevas caracterizaciones
Una basada sobre

Con estas nociones,
de la condicién de Integrabilidad de Riemann.
"geométrica' de la integral de una funcidén en términos
la grdafica para f definida y acotada

la vision
de el drea acotada por
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sobre [a,b], sea E el conjunto de puntos en el plano acotado por
la grafica de la funcidn f, las lineas x=a, x=b y el eje x.
Entonces f es Riemann—~Integrable si, Yy solo si el conjunto E es

Jordan—-medible y
b b
f Iri= c(E), f f= c(E') - c(E") (10)
a a

donde E' y E denota las partes de E por arriba y abajo del eje
X respectivamente; [4, introduccidn x‘]

La introduccién del concepto de conjunto medible trajo
otra caracterizacidn del criterio de integrabilidad por igualdad

de las integrales inferior y superior.

Considérense las ‘sumas mas generales

n n
I =Zm‘c(El) v s = ZM’C(E‘)
P=1 i=1

donde E, son conjuntos medibles, mutuamente ajenos y tales que
[a,b]=U_E,_ Entonces la minima cota superior de las I y la
mixima cota inferior de la S vienen a ser las integrales
inferior y superior de f, el criterio de integrabilidad puede
establecerse en términos de estas sumas mas generales.

Las generalizaciones anteriores permiten ver gque una
generalizacidn de los conceptos de medida Yy medibilidad,
permiten una generalizacidén de los conceptos de integral e
integrabilidad. Supdéngase, en otras palabras, que 1 denota una
clase de conjuntos medibles, la cual contiene a la clase de
conjuntos Jordan-medibles, y supdngase que una medida, m(E) ha
sido definido para todos los miembros de Tl en tal forma que m(E)
coincida con c(E) cuando E es Jordan~medible. Entonces la



funciones Riemann-Integrables (10)

primera caracterizacidén de
integrabilidad puede extenderse a

sugiere que el concepto de
cualquier funcidn acotada f cuyos correspondientes conjuntos E

pertenece a In, La integral de f puede entonces definirse por

I:f =m (E)- m(E) (11)

de forma semejante la caracterizacidén por igualdad de integrales
superior e inferior, sugiere definir integrales superior e
2 s .-b -
inferior J‘ £ Y J‘
a =a
Y la minima cota superior de I° para

con respecto a n, como la

maxima cota inferior de S°
las sumas
n
s° = ZH;_m(E;,) I = E m, m(E‘:)
1

i=1 i=

donde ahora E; pertenecen a 7, entonces
b .-b .sb =b
J' £ = f £ = f £ = j £
~a a a a

Y f puede definirse integrable siempre que

las definiciones anteriores, basadas

Es claro que
medibilidad, representan

sobre el amplio concepto de
generalizaciones de la integral de Riemann.

la teoria de la integracién de Lebesgue viene a
la dGltima generalizacidn del
la cual a
se

Hoy
ser (en cierto sentido técnico)
concepto de integral de funciones de variable real,
diferencia de considerar sumas de rectangulos como Jordan,

considera conjuntos medibles, que son uniones de una infinidad

7



numerable de rectangulos. Si en lo anterior M denota la clase

de conjuntos Lebesgue—-medibles, las definiciones 1llevan a la

integral de Lebesgue para funciones acotadas.

Otra significativa generalizacién de 1la integral de
Riemann fue dada por Thomas-Jean Stieltjes en 1894 por un camino
un tanto distinto a los expuestos antes ., Stieltjes quien
empieza su carrera como astrdonome se da a la tarea de hacer un
estudio general de fracciones continuas [3, Pag. 22] en donde
usa sSU nuevo tipo de integrales gque mas tarde aplica como
integrales con respecto a distribuciones de masa total infinita,

incluyendo concentraciones puntuales. Introduce la nocidén de

una distribucién tal gue esta
completamente determinada cuando g(x), la masa total entre 0 y X
es conocida para cada valor positivo de x.

distribucién de masa continua,

La funcidén g es
entonces positiva y creciente. Define el momento de orden k,
que es definido como el limite de las sumas

n

2 EEIER I IO (12)

1=
cuando |P|-so, donde |P| es la norma de la particién de [a,b] con
P={a=X,< ... < X,=b} Y t, € [%_;,%x]. Stieltjes mostrd que
cuando f es continua Yy g es no necesariamente positiva, el
limite correspondiente de (12) existe y le denotd por

b
J' f(x)dg(x).
a

Integral que posteriormente viene a ser caso
particular del trabajo de J. Raddén en 1913.



0.2. JUSTIFICACION DE LA TESIS.

A lo largo de la historia, la integral y su definicidén

se han visto reformuladas un gran numero de veces, (seccidn

0.1.) hasta 1llegar a su sentido mas general expuesto en la

teoria de Lebesgue. El sentido de la generalizacién de un
concepto matematico, y su importancia, esta en las aportaciones
de herramienta tedrica, en la claridad de sus definiciones Yy
simbologia, en las contribuciones pedagdgicas que aporte, y en

sus aplicaciones a las que permita extenderse.

esta visidn que el tratamiento de la Integral

Es con
se considera de

de Riemann—-Stieltjes propuesto por Ross en [1]

importancia, pues llena con todos los reguisitos.

el sentido tedrico presenta varias ventajas sobre

El tratamiento es mas general ya que las
clasico

En
la definicidén clasica.
son Darboux-Stielt jes an el sentido

funciones que
son integrables en este nuevo sentido.

(capitulo 2)
definicidén generalizada se satisfacen algunas propiedades que en
particular, si las

con la

la teoria cldasica no se verifican, en
integrador F tienen discontinuidades

funciones integrando f e
este incdmodo

comunes, entonces f no es integrable respecto a F;
resultado desaparece en el tratamiento generalizado.
que toda funcidén f, seccionalmente

Mostraremos (teorema 3.2.4)
siempre es F-

o seccionalmente monétoma Yy acotada

continua
integrable.

En 1la seccién 3.2 se define la integral generalizada
de Riemann Stieltjes de forma semejante a como es definido 1la

integral de Darboux-Stielt jes en su sentido generalizado

Yy se procede a compararlas entre si y con las

(seccion 3.1)
Si una

definiciones clasicas dadas en los capitulos anteriores.
funcidén es Darboux—-Stieltjes n el sentido cldsico, entonces es

=



Darboux-Stielt jes y Riemann—Stielt jes en el sentido generalizado
Yy las tres integrales coinciden. La fdérmula correcta para
integrales de Lebesgue-~Stieltjes del teorema de integracidn por
partes dada por Hewitt [2] es demostrada sin referencia a 1la
teoria de Lebesgue-Stieltjes.

Respecto a la notacioén, la integral generalizada solo
reguiere algunos cambios minimos, Y los teoremas de
caracterizacién y de propiedades de la integral en el sentido
generalizado se desarrollan sin alguna dificultad.

Pedagdgicamente la teoria presupone conocimientos
minimos de analisis y puede desarrcllarse a partir de la
definicidn de integral de Riemann con la visién de encaminarse a
la teoria de Lebesgue.

El presente trabajo busca ser ,autocomprensible en el
sentido de no requerir de mayor material extra para su lectura,
presenta un breve repaso de las teorias clasicas de integracidn
de Riemann y Riemann-Stieltjes (capitulo 1,2) un desarrollo
completo de la teoria de la integral de Riemann-Stieltjes
(capitulo 3) en su sentido generalizado asi como las
comparaciones con las teorias clasicas. La introduccidn
pretende enmarcar histéricamente el desarrollo de las distintas

generalizaciones de la integral de Riemann.

i0



C APITUTLD®O 1
TEORIAS CLASICAS DE INTEGRACION

1.1 INTEGRAL DE DARBOUX.

Definicidén 1.21.1.- Sea [a,b] un intérvalo de R. Por
una particidén P de [a,b] entenderemos un subconjunto finito de
[a,b], P= { t,, t,,..,t.} tal que

a=1%t, <t, < ... < t, = Db

Definicién 1.1.2.~ Sea f una funcidén real acotada en

un intérvalo c¢errado [a,b]. Para A < [a,b] adoptamos la

notacidn

M(f,A)= SUP { f(x) ; x € A } y m(f,A)= inf { f(x): x € A }
La Suma Superior de Darboux S(f,p) de f con respecto
a la particidén p es la suma

n
S(f,p) =) M( £, [ti,t.1 ) (&t — t,)
k=1

¥ la sSuma Inferior de Darboux es

n
I(f,p) - ) m(f, [Tuq, il ) (te = tu)
k=1

Es importante notar gque

n
S(f,p)=) M(f, [a,b] ) (tx - t,,) = M(f, [a,b] ) (b-a)
k=1

11



De la misma forma

n
I (f,p)=) m(f, [a,b] ). (t - t,_,) = m(f,[a,b] ) (b-a)
k=1
y asi:
m(f,[a,b]) (b-a) = I(f,p) = S(f,p) = M(f,[a,b]).(b-a) (1)
Definicién 1.1.3.- La Integral Superior de Darboux

S(f) de f en [a,b] esta definida por:

S(f)= inf { S(f,p): p es particion de [a,b] }

¥ la Integral Inferior de Darboux es

I(f)= sup { I(f,p): p es particidén de [a,b] }.

En vista de (1), S(f) y I(f) son numeros reales. Diremos que £
es Darboux Integrable en [a,b] si I(f) = S(f); en este caso
escribimos
b b
(D) J' f = (D) J' F(x) dx = I(f) = S(f)
a a

para este valor comun.,

Una interpretacidn para este concepto de integral es

b PR .
el de considerar a (D)I b3 como el area de la regidén bajo la
a

12



grafica de f, cuando f(x)z0 para todo x € [a,b], yYa que cada
suma inferior de Darboux representa el Aarea de una unidn de

) ~]
rectangulos gue estan contenidos en la regidn. MAas adan, (D)J_ £
a

es el tnico numero gque es mayor © igual gque todas las sSumas
inferiores de Darboux, Yy mds pequefio o igual que todas las SsSumas
superiores de Darboux (figura 1).

8x) f]x) fix)
a b @t . . e e et
oot e e Area bajo f{x) ' e
L P S (fLP)
Mostraremos algunos ejemplos gue, aunque elementales

desde el punto de wvista del calculo integral, en nuestro caso

serviran para fijar mds los conceptos Yy terminologia antes
sefialadas.

Ejemplo 1.1.1.- La funcidédn mas simple, cuya integral

no es obvia es f(x) = %2, consideremos a f definido en [o,b],
b>0.,

Para una particidn

13




i b

p = {0 = t, < t; <...< t, = b}

tenemos

n n
S(f,P)=ZSUP'< *x2: x e[ty,_,, tk]}' (ty, — f-k—:‘:Zti (ty — ty,)
k=1 k=1

elegimos tk=k_b » ¥ usando el hecho de qgque
n

ikz — n(n+l) (2n+1)
[
k=1

Obtenemos
n 2 2 3 n 3
s(e,p) = ) X2 (R) R Yy k* =B (n(n+1) (2n+1))
k=1 n2 n n3 k=1 n3 6
3
=B (1+l) (2431,
6 n n
Para valores grandes de n, S(f,p) se acerca a b%/a,
por lo gque concluimos que
b3
inf { S(f,p): P particidn de [a,b] } = S(f) = 3

Para la misma particidn calculamos

W

n 1.2 4.2
(e,p)=) (k1) B
k=1 n2

n 3 - -
Z(k_1)2= 23 (n 1)(:)(211 1)
=1 n

Jy
]
Sy

k

[
i



3
b 1 1
== (1-2) (2-2),
6 n n
bS
que para valores grandes de n se acerca a 3 por lo que sup
{I(f,p): p es particidén de [a,b]}= I(f)
debe cumplir
3
b
I(f)= - .
(f) 3
Notese gue las sumas superiores de Darboux se

3
aproximan al valor P por valores mayores gque este (por exceso),
- 3

mientras gque 1las sumas inferiores de Darboux lo hacen por

3
valores menores que E {(aproximaciones por defecto).
3

Como se mostrara en el ler. teorema I(f)=S(fr), Y
podemos concluir que I(f) = S(f) = 93, es decir, que f(x) = 'S
3

es Darboux—-Integrable en [o,b] y

Wig'w

(D) I:xzdx =

Ejemplo 1.1.2.- En el intérvalo [o,b] consideramos 1la
funcidén f(x) tal que f(x)=1 para X racional en [o,b] y f(x)=0

para X irracional en [o,b].

Para cualquier particidn p={o=c“t1“..<tn=b}
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tenemos

n n
S(£,pP) =) M(f,[t,_ .t ]).(t,~¢t ) =) 1.(t -t
k=1 -

n n
I(f,p) =) m(£,{t _ .t 1)-(t,~t ) =) O.(t -t
k=1 k=

Se sigue que S(f)=b e I(f)=0. Las integrales superior
e idinferior de Darboux no coinciden y por 1lo tanto f no es
Darboux-Integrable.

Ejemplo 1.1.3.- Sea f(x)=xX para X racional f(x)=0 para
x irracional, xs{o,b].

Para una particion p={0=t, <t,;<...<t =b} tenemos

n
S(f’P)=ZM(f; [ty Tl ). (Typ— Tt ,)= te (te—ty,); :
k=1

(g

k=1

Y tomando t, = E tenemos que
n

n n b b2 1
kb b b n(n+1)
S{ft =E —_— . = = - E k=— . —_— = (1+—);
tr.p) KT1 N n . n? [ 2 ] 2z (Tra)s

2
b
para valores grandes de n (n-=), S(f,p)-> ; mientras que

n n
I(E,p)=) m(f, [ty q, t1 ). (Te= Tu)=) O (T,-Ty,)=0.
k=1 k=1
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Concluiremos que f(x) no es Darboux-Integrable en

[o,b].

Demostraremos algunas propiedades de 1la Integral de

Darboux que nos permitiran caracterizarla.

Lema 1.1.1.- Sea f una funcidén acotada en [a,b]. Si p ¥y

Q son particiones de [a,b] y PsQ entonces

I(f,p)=I(f,Q)=S(f,Q)=S(f,p). (2)

Demostracidn: LLa desigualdad central se sigue de 1la
definicién de sumas inferior y superior de Darboux. Probaremos

que -

I(f,p)=I(T,Q)

Supéngase que Q tiene tnicamente un punto mas gue p,
digamos u.
S; p={a=t_ <t;<...<t,=b} entonces
O={a=t <t ;<. ..<t _j<U<ty<...<t =b}
para alguna ke{1,2,...,n}.

La suma inferior de Darboux para P y Q e€s la misma excepto para
los términos que involucran a tia Y ty. En efecto, la
diferencia de sumas es

I(f,Q)-I(f,p)=m(f,[t,;,ul).(u~t, ,)+m(f,[u,t,]).(ty-u)_m(f,
[ty s, trel). (Bye—ty ).

17



Basta probar gque esta diferencia es positiva. Usando
las propiedades del infimo de subconjuntos de R, wvemos gque

MOE, [fies Tl ) e (Bemtia)= mOE, By, tl)e 4 (mem) e (u-ten)
(€, [u, t,1).(te-u) +
m(f, [t ;,ul). (u-t,_,).

En caso de gque Q contenga mas de un punto que P, la

desigualdad se sigue por aplicaciones repetidas del argumento
anterior.

Para probar gque S(f,Q) =S(f,p) se sigue un argumento
analogo.//

El siguiente lema nos afirma gque sin importar 1las
particiones que se tomen, toda suma inferior de Darboux serd
menor © igual gue toda suma superior de Darboux.

Lema 1.1.2.- Si f es una funcidédn acotada, definida en
[a,bP], ¥ si P,Q, son particiones de [a,b], entonces

I(f,p) = S(f,Q) (3)
Demostracidn. - El conjunto dado por PUQ es a su vez una
particién de f[a,b]. Como PsSPUQ y QsPUQ, aplicando el lema

1.1.1. obtenemos

I(f,P) = I(f, PUQ) = S(f, PUQ) = S(f,Q). //
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El siguiente teorema justifica lo utilizado en 1los
ejemplos referente a que la integral inferior de Darboux es
menor o igual gue la integral superior de Darboux.

Teorema 1.1.1.- Si f es una funcidén acotada definida en
[a,bP] entonces
I(f) = S(f)

Demostracidén. - Tomemos una particién fija P. El1 lema
1.1.2 nos muestra que I(f,P) es una cota inferior para el
conjunto
{S(f,0Q): Q es particién de [a,b]}
de aqui se deduce que I(f,P) debe ser menor o igual que 1la

midxima cota inferior (inf) de este conjunto, i.e.
I(f,P)=S(f)
Esta desigualdad nos muestra gque S(f) es una cota
superior para el conjunto
{I(f,P): P es particidn de [a,bl},

por lo que S(f) debe ser mayor o igual gque la minima cota
superior (sup) de este conjunto; esto es. se debe tener que

I(f) = S(f) 4
La importancia del teorema siguiente es gque nos da un

"Criterio de Cauchy'" para Integrabilidad de funciones en el
sentido de Darboux.

%}
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Teorema 1.1.2.- Una funcidén acotada £, definida en
{a,b] es Darboux-Integrable si,

Y solo si, para cada e>0,existe
una particién P de [a,b] tal que

S(f,P)-I(f,P)<c (&)

Demostracidén. - Necesidad:

Supéngase que f es Darboux-—
Integrable y considérese una c>0.

Por las propiedades del sup e
inf, existen particiones P, y P, de [a,b], que satisfacen

£ e
I(f,P)>I(f)~5 ¥ S(f,Pz) < S(f) + 35 .
Para P = P,uP,, y aplicando el lema 1.1.1, obtenemos
A e [>4
S(£,P)=I(£,P)=S(£,P)~I(F,F)<S(r)+5 ~ [I(£)-5|= S(£)-1(f)+e= e,

puesto que S(f)=I(f) al

ser f Darboux-~Integrable, Esto prueba
(4a).

Suficiencia: Supdngase gque para

cada >0, la
desigualdad (4)

se cumple para alguna particién P; entonces
S(f)=S(f,P)=S(f,P)-I(f,P)+I(f,P)<e+I(f,P)=c+I(f)

puesto que [~ es arbitrario tenemos que S(f)=I(f) Y PpPor el

teorema 1.1.1. concluimos que S(f) = I(f), i.e., f es Darboux-

Integrable. //

Definicidén 1.1.4.- La norma de una particidn P es la
maxima longitud de los subintervalos comprendidos en P y se
representa por |P}. Asi, si P={a=t <ti<. ..<t,_j<ty<...<t,=b}
definimos |P|=max{t,—-t,,: k=1,2,...,n}.
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Con esta definicidn podemos dar otro criterio para

Integrabilidad en sentido de Darboux.

f en [a,b] es
hay un 8 > 0
[P|<8 se tiene

Teorema 1.1.3.—- Una funcidén acotada

Darboux—-Integrable si, y solo si,
tal que para todas las particiones P de [a,b] con

para cada & > O,

que S(f,P)-I(f,P)<c.

Supdngase que £ es

Necesidad:
seleccidnese una particidén

Demostracién. -

integrable en f{a,b], sea € > 0 Yy

Po={a=u,<Uj;<. . . <um=b} de {a,b] tal gque

S(f,P,)-I(f,P,) < E/2.

=B

existe B>0 tal qgue |f(x))]
de

en donde m es el numero
la condicidén del
con

Puesto que f es acotada,
Sea &= c/(8mB},
Para verificar
P={a=t,<t;<...<t =b}
una o jeada

para toda xe{a,b].
intervalos comprendidos en P.
considérese alguna particiodn
Si Q tiene un elemento mas que P,

nos lleva a gue

teorema,
|P|<5. Sea Q=PuP,.
en la demostracidén del lema 1.1.1.

I(f,Q)-I(f,P)=B(t,~t, ,)-(-B)(t,-t,,)=B|P| + B|P| = 2B|{P]|.

Este es el caso en gue Q tiene un solc elemento mas
que P, En general, puesto que Q tiene a lo mas m elementos que
no estan en P, tendremos

I(f,Q)~I(f,P)= 2m B {P| = 2mBd= £/4.
y asi

Por el lema 1.1.1. tenemos que I(f,P,)=I(f,Q)

también
I(f,P,)~I(f,P)<E/a.
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Similarmente, S(f,P)-S(f,P,)<f/4., con lo que

S(f,P)-I(f,P)=S(f,Po)-I(f,P,) + £/2<c.

Suficiencia: El1 teorema anterior (1.1.2.) nos muestra
que la condicidn £-S en este caso implica la integrabilidad de f
en el sentido de Darboux.//

1.2. INTEGRAL DE RIEMANN.

Definicién 1.2.1.~ Sea f una funcidén acotada, definida
en [a,b] y sea P={a=t,<t,<...<t =b}. una Suma de Riemann de ¢
asociada con la particién P es una suma de la forma

n
R(£,P) = ) £(%)(tk-t, ;)
k=1
Donde xe{t,_y, t,] para k= 1,2,...,n
Notese que la eleccién de 1los x, es enteramente
arbitraria, asi que hay wuna infinidad de sumas de Riemann

asociadas con una misma funcidn y particion.

Definicién 1.2.2.- Sea f una funcidén acotada definida
en [a,b], f se dice Riemann—-Integrable en [a,b] si existe un
numero r, con la siguiente propiedad:

Para cada € > o, existe 8§ > o tal que |R-r|<g para cada
suma de Riemann R de f asociada con una particién P, tal que
|P|<s.
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El numero r es la Integral de Riemann de f en [a,b] y

la denotamos
(R) fb £ = (R)jb £ (x)dx=r
a a

Teorema 1.2.1- Una funcién acotada f, definida sobre

[a,b], es Riemann-Integrable si, Yy solo si, es Darboux
integrable, en cuyo caso los valores de las integrales
coinciden.

Demostracidén. Supongamos que f es Darboux-Integrable,

sobre [a,b] en el sentido de la definicidn 1.1.3. sean >0 Yy S§>0

elegidos de tal forma que la condicidén del teorema 1.1.3.

Se cumple.

n
Para cada suma de Riemann R (f,P)=) £(x.) (t—ty_)
k=1
asociada con una particién P, con |P|<§, tenemos

I(f,P)=R(f,P)=S(f,P)

Yy ademas
b
S(f,P)<I(f,P)+e=<I(f)+c=(D) fa f+e

y también
b
I(f,P)>S(f,P)—c=s(f)—c=(D)fa f-¢c

con estas desigualdades tenemos

b
[R(f,p)—(n)fa £|<e
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por lo que f es Riemann—-Integrable ¥y

(R)_[:f=(D)I:f

Ahora supdngase que f es Riemann—-Integrable en el
sentido de la definicidén 1.2.2., considérese ¢£>0, sean §>0 Yy r
como se da en la definicidn.

Seleccionando alguna particidn
P={a=t_ <t;<...<t =b}
con |P|<§, y para cada k=1,2,...,n seleccidnese x, 2 en {[t,_,,t.]
tal qgue
fx )<m(f,[t,_,,t ]+E
la suma c<de Riemann R para esta eleccidén de los x, satisface

R(f,P)sI(f,P)+c(b-a)

asi como
|R{f,P)~r|=<c

se sigue qgue
I(f)=I(f,P)=R(f,P)—-c(b-a)>r—-c~-(b—-a);
puesto que £ es arbitrario, concluimos que I(f)=z=r. Un argumento
similar nos muestra que S(f)zr ¥y, puesto que I(f)=S(f), vemos
que
I(f) = S(f) = r,
lo que muestra que f es Darboux-Integrable y que
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El siguiente teorema nos presenta

algunas de las
propiedades gue cumple la integral de Riemann.

Teorema 1.2.2.- Sean f y g funciones integrables sobre

{fa,b] ¥y sea c un numero real. Entonces
) o] b
i)Iacf(x)dx= c J-at‘(x)dx;
ii)J-b[f(x)-O-g(x)] dx= J-bf(x)dx + Ibg(x)dx'
a a a ’
iii)be(x)dx— Icf(x dx + Ibf(x)dx a<c<b);
a = a ) < (a< H
iv) Si f(x)=g(x) en [a,b], entonces
) =} b
I f(x)dxs-f g(x)dx.
a a

3 =) b
v) 1jaf(x)dx1 = Ia | £(x) |ax.

Omitimos la demostracién. //

Un conjunto N es "“"a lo mds numerable'

si es finito o
infinito numerable.

Definjicién 1.2.3.- Un conjunto
tiene medida cero si, para cada €>0,
mas numerable (I

S de numeros reales
existe una cubierta a 1lo
x)xeu de intérvalos abiertos, tal gue la suma de
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sus longitudes es menor gque &£, esto es, si IA=(aA’bA) tenemos

que SCUIA
Ael Y z (bh - aA) < .
AEN
Teorema 1.2.3.- Sea f una funcion real, acotada Yy
definida sobre [a,b]. Sea D el conjunto de discontinuidades de

f en [a,b]. f es Riemann—-Integrable en [a,b] si, y solo si, D es
un conjunto de medida cero.

Demostracion. Necesidad. - Definamos para Ts[a,b]
Qe (T) = Sup {f(x)-f(y): x,Y<T}
B(x,h)= {yeR; |¥=x|<h}
we(x) = 1im Q (B{x,h)) N [a,bl)

h—-0

Notese que si xeD, wf(x)>0 por lo que se tiene

D = {x/w,-(x)zl/k}

«
D= U D ,
k=1 k K

Si suponemos que D no es de medida cero, algan D, No es de
medida cero y si P es una particidn de {a,b]

).

n
S(f,p)-I(f,P)= ) [M(f,[tk_l,tkl )-m(f, [t,_., t.] )]-(tk—t:k_1
k=1

= S + S = S
1 2 1

donde en S; estan los términos correspondientes a subintérvalos
que contengan en su interior puntos de D. Como Dkl no es de

medida cero, hay un c€>o0 tal que toda cubierta a lo mds numerable
de Dy, tiene suma de longitudes =&, los subintérvalos de S,

cubren a Dk1 Yy en ellos M (f, [t,,, t.l)-m(f,[t,.,, t,.])= %
1
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asi que 8125
K,

por lo gue la condicidén de integrabilidad no se satisface.

que D tiene medida cero.

Suficiencia. Supongamos

Como cada D, tiene medida cero, lo cubrimos con intervalos tales
que la suma de sus longitudes sea menor que 1/.. Como D, es
finito de intervalos. La wunidén de

compacto basta un numero
estos intervalos es un conjunto abierto A,, asi que B,
namero finito de intervalos cerrados

[a,b]-2Ay

es la unidén de un

contenidos en [a,b]. Sea I uno de ellos. Si xeI, w,-(x)<l. Hay

k
una subdivisién de I en un numero finito de subintervalos T de

longitud <& en los que Qr('r)<}_]“. Construimos una particidn p;, de

[a,b] tal que si p es mas fina que p,

b- M-m
S(f,p)-I(f,p)=S,+S, v sz<_T§, s,= =2

donde S; contiene los términos correspondientes a subintérvalos
que contienen en su interior puntos de D, y donde M y m son el
sup e inf de f en [a,b]. Como esto vale para toda k=1, £
satisface la condicién de integrabilidad en [a,b].//

27



CAPITULO 2

INTEGRACION DE STIELYTJES

2.1 INTEGRAL DE RIEMANN-~-STIELTJES

A continuacion presentaremos la definicién de la
Integral de Riemann-Stietjes, concepto mas general que las
integrales del capitulo anterior. Esta integral incluye dos
funciones f y F en lugar de una sola, y la integral de Riemann
se presenta como un caso particular.

Al igual gque en las secciones anteriores una particidn
p de [a,b] es un subconjunto finito ordenado de puntos

p = {a=t, <t <...<t_ =b}.

La norma de p, |pl, es el mayor de los n numeros t,-—
ty,- La particidon p’ de [a,b] se dice que es mas fina qQque p (o’
un refinamiento de p), si psp’.

Notese que si psp’, entonces |[p’ |=s|p]|.

Definicidén 2.1.1.~ Sean f y F dos funciones acotadas
definidas en [a,b]. Sean P = {a=st,<t;<...<t =b} una particidén de
[a,b] ¥ x, un punto del subintérvalo [t,,;,ty] para k=1,2,...,n.
Una suma de la forma

n
Re (£,P)=) £(3%).[F(t)-F(ty1)]
k=1
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se denomina suma de Riemann-Stietjes de f con respecto de F.

Definicidn 2.1.2.- Sean f y F dos funciones acotadas Yy

definidas en [a,b]. Decimos que f es Riemann—Stietjes Integrable
con respecto a F en [a,b], y escribimos feR(F) en [a,b], si

existe un nimero r que tiene la propiedad siguiente:

existe una particién Pz de [a,b] tal

Para todo £>0
fina que pgs Yy para todo x, en

que para toda particidén p mas

[ty-1, ;] tenemos

IR {f,p)—r|<e.

El numéro r, si existe, es llamado 1la Integral de

Riemann-Stieltjes de f con respecto a F en [a,b] y lo escribimos
b b
(R-—S)I fdaF o (R—S)j £(x)dF(x).
a a

la Integral son 1llamadas

Notese gue en el caso
de la Integral de

f y F en

respectivamente integrando e integrador.
F(x)=x tenemos el caso particular

Las funciones

de que
Riemann (seccidén 1.2).

Presentaremos solo algunos teoremas importantes de

ésta teoria.

Teorema 2.1.1l.~ (Propiedades Lineales de la Integral)

Si feR(F) y geR(F) en [a,b], entonces g+feR(F),

Y

(a)
cfeR(F) para toda constante c,
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b b b
(R-S) Ia(f+g)dF= (R-5) fade+(R—S) fang

b b
(R-5S) J'acfcur = c. (R—S)fafcur

(b) Si feR(F;) en [a,b] y feR(F;) en [a,b]
entonces feR(c,F, + <c,F,;) en [a,b] (para cualesquiera constante
Cc, ¥ c;) ¥ tenemos

b b b
(R-S) _[ fd(c,F, + czF,)=c,;(R=S) J' fdF,+c,(R-S) f fdF,.
a a a

Omitimos su demostracidn.//

Teorema 2.1.2.- (Integracidén por partes). Si feR(F) en
[a,b] entonces FeR(f) en [a,b] y tenemos

b b
(R—S)J-af(x)dl-‘(x) + (R—S)IaF(x)df(x)=f(b)F(b)—t‘(a)F(a).

b
Demostracidn. Tomemos un £>0, tenemos gque (R—S)J f£fdF
a
existe, por lo que hay una particién P de [a,b] tal que para
toda P’ mas fina que pg se cumple
b
[R,_.(f,P')-(R—S)f £aF | <c
a

tomemos cualguier suma de Riemann—-Stieltjes para la integral

b
(R—S)J. Fdf, sea esta
a

n
Re(£,P)=) F(%) (£(t)-f(tyy))
k=1
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n n
=) FOGIE(Tt )~ ) F3_ 1) (Tyey)
k=1 k=1

donde P es mdas fina que Pe. Tomemos A=f(b)F(b)-f(a)F(a) y asi
tenemos

n n
A=) F(LIF(t) = ) Tt )F(ty)
=1 k=1

si restamos estas dos desigualdades tendremos

n n
A-Rq(F,P)= Z (L) I[F(t)-F{x) 1+ Z (e, )IF(x)-F(t,_,)]1
k=1 k=1

las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma
de la forma Rg(f,P’), donde P’ es la particidn de [a,b] que se
obtiene al agregarle a P, los puntos X,. Asi P’ es mas fina que
P y por tanto méé fina que P;. Por lo que la desigualdad (1) es
valida y tenemos

b
IA—RF(F,P)—(R—S)J f4F | <c
a

siempre que Po<P, Y de acuerdo a la definicidn tenemos

(R—S)IZFdf:A—(R—S)I:de.//

El siguiente resultado nos da una forma de reducir una integral
de Riemann-Stietjes a una integral de Riemann.

Teorema 2.1.3.- Sea feR(F) en [a,b]. Si F tiene
derivada F’ continua en [a,b], entonces la integral de Riemann

b
(R)I f(x)F’ (x)dx existe y se tiene
a
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b b
(R—s)J'af(x)dF(x)=(R)J'af(x)F' (3)dx

Demostracidn. - Tomemos g(x)=f(x)}F’(x) y consideremos
la suma de Riemann

n n
R(g,p)= z glx ) {te—ty 1= Z E(X)F” (%, ) (L —ty ;)
k=1 k=1

la misma particidn p y la misma eleccidén de x, puede utilizarse
para la suma de Riemann-—-Stietjes

n
Re(f,p)=) £(x).[F(t,)-F(Ty,)].
k=1

Aplicando el teorema del valor medio podemos escribir

F(t ) -F(t, 1 )=F’(v,)(t,—t, ;) donde v ,e{t, ,,ty)

Yy asi
n
Re(£,P)—R(G,P)=) F£(3)IF’ (Vi )=F’ (3)1(t,—ty.y)
k=1
Yya gue f es acotada, tenemos M>0 tal que |f(x)|=M para todo
xe[a,b]. Ya que F? es continua en [a,b] entonces es

uniformemente continua. Asi, dado >0, hay un &8>0 tal que

e
O=s|x-y|<8 implica |F? (x)-F’(y)|< ZM(b-a)

si tomamos una particién P’ de norma |[|P’;|<3, entonces para

cualquier particidn mads fina P tendremos en la igualdad anterior

2 >4
[F? (Vi) —F (%) | < Zyrpoay
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Y para tal P tenemos

IR(£,P)-R(g,P)|<E/2

por otro lado ya que feR(F) en [a,b], existe una particidn P"¢
tal que si PsPZ entonces

b
IRF(f,P)—(R—S)I fdF | <€ /2
a

Y combinando estas 2 dltimas desigualdades, vemos que para P mas
fina que P.=P2 U Pg, tendremos

b
[R(g,P)—(R—S)fade|<c

lo que demuestra el teorema. //

Es claro que si F es constante en [a,b] toda suma

b
Re(f,P)=0 y asi (RS) I fdF existe, y tiene el valor cero.
a

Un caso mas interesante es cuando F es constante excepto en un
punto < del intérvalo, donde presenta una discontinuidad de
salto. En este caso, la integral no necesariamente existe y si
existe no necesariamente vale cero. Esto es lo que nos afirma
el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4.- Dados a<c<b. Definimos ¥ en [a,b]
como sigue: Los valores F(a), F(c), F(b) son arbitrarios;
F(x)=F(a) si a=x<c y F({(x)=F(b) si c<«x=b. Sea f definida en

{a,b] de manera que por lo menos una de las funciones f o F sea
continua por la izguierda en c y una por lo menos sea continua
por la derecha en c. Entonces feR(F) en [a,b] y tenemos
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I:fd!:'=f(c) [l-"(c*)— F(c‘)]

Demostracion.—- Si ceP, todo término de la suma R(f,P)
es nulo salvo los dos términos procedentes del subintervalo que

contiene a por c, pongamos pues

R (£f,P)=f(x._,) [F(c)~F(cT)] + f(x,) [F(c*)-F(c)]
donde t,_;=c=t, igualdad gque también podemos escribir

A=[f(%,_,)~F(c)] [F(c)-F(cT)I+[f(x)~f(c)][F(c*)-F(c)]

con A=Rp(f,P)-f(c)[F(c*)-F(c™)]. Luego tenemos

laj=|f(3x_,)-f(c) ]| |F(c)-F(c~) |+|f(x)-f(c)]||F(c*)-F(c) |

Si f es continua en c, para todo £>0 existe un §>0 tal que [P|<5

implica

[ €(3x,)—£(c) |<e y | £(x ) —f(c) =<

En este caso, obtenemos la desigualdad

|al=e|F(c)-F(c")| + €|F(c*)-F(c)| (2)

pero esta desigualdad es valida sea £ continua o no en ¢ por

si f es discontinua a la derecha y a la izquierda de c,

ejemplo,
Por otra

entonces F(c)=F(c~) y F(c)=F(c*) y conseguimos A=0.
parte, si f es continua a la izquierda y discontinua a 1la
derecha de c, debemos tener F(c)=F(C*) y obtenemos |A|=c]|F(c)-
F(c~)|. Andlogamente si f es continua a la derecha y discontinua
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a la izguierda de c, tenemos F(c)=F(c ) ¥y |aj=e |[F(e*)=F(c) |
luego (2) es valida en cualquier caso, lo qgue demuestra el

teorema.//

2.2. INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES,
Definicidén 2.2.1.~- Sea F una funcioén mondtoma
Yy sea P={a=t_ <t,...<t,=b} una particidén de

creciente en [a,b]
para toda funcidn

[a,bP]. Adoptando la notacién dada en 1.1.2,

real f acotada en [a,b] definimos la suma sSuperior de Darboux-

Stielt jes de f con respecto a F y a la particidén P de [a,b] como

n
S (f,p)=) M(E,[t,,;, t,1).[F(t)-F(t, )],
k-1

Y la suma inferior de Darboux-Stieltjes de f respecto a F y a la
particién P de [a,b] como
n

I(f,pP)= Zm(f, [t i, Tul)-[F(t)~-F(t, 1)].
k-1

La integral superior de bParboux-Stieltjes, Y la integral

inferior de Darboux-Stieltjes son

Sp(f)= inf {S (f,P): P es particidén de [a,b]l}
Ic{(f)= sup {I+(f,P): P es particidn de [a,b]}

si las integrales superior e inferior coinciden entonces se dice

que f es Darboux-Stieltjes integrable y la integral de Darboux-

Stieltjes es dada por el valor comun:

b
(DS) J-at‘dF= Sp(f) = I (f).
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Si la integral existe, esto es, si Sg(f)=Ig(f) decimos
que f es integrable con respecto a F en el sentido de Darboux-—
Stieltjes y escribimos feD(F) en [a,b]. Tomando F(x)=x se ve
gque la integral de Darboux (1.1) es un caso particular de la
integral de Darboux-Stieltjes.

Teorema 2.2.1. - Sea F creciente y f acotada en [a,Db].
Si Q es un refinamiento de P es

I(f,P) = I(Ff,Q) = Sg(f,Q) = Sg(f,P)

Demostracidn. (Seme jante a lo del lema (1.1.1)).//
Teoremi. 2.2.2,~ I(f,) = Seg(f,)

Demostracidén. (Semejante a la del teorema (1.1.1)).//
Teorema. 2.2.3.- feD(F) en [a,b] si, y solo si, para

cada £>0 existe una particidén P tal que

Sp(f,P)—= I (f,P)<c. (1)

En este caso, decimos gque f satisface la condicidn de
Riemann respecto a F en f[a,b].

Demostracidn. Para cada particidén P tenemos
Ic(f,P)=I(f)=Sp(£)=Sg(f,P)

asi (1) implica
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o=S(f) - I (f) < &

por lo que si se cumple (1) para todo >0 tenemos

Sp(£)=Ig(T)

Inver samente, supongamos que feD(f) Y
particiones F,y P, tales que

sea £>o dado. Existen

b e
S-(f,P;) - (DS) fade<E

b =)
(Ds) J- fAF - Ip(f,P,)<3z
a

tomando P como un refinamiento comian de P, y P,, tenemos

e
Se(£,P)SSp(£,P2)< (D-S) [ £aF + 3 < I(f,P)+e = I (f,P)+c.//

Teorema 2.2.4.- Sea F creciente, feD(F), si y solo si

feR(F), en [a,b] en cuyo caso las integrales coinciden.

Demostracidn: Necesidad. Sea Pz una

particidn de
[a,b] tal que

Sg(f,P)-Is(f,P)<c,

para cada suma de Riemann-Stieltjes tenemos

n
I(f,P)= ) £(3%).[F(t,)=F(ty;)1=Sc(£,P)
k=1

¥y como

o
IF(f,P)s(D—S)J-adesSF(t‘,P)
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tenemos que para P mds fina que Pg

o b
| D £0%). [F(tk)—v(ck_l)]—(n-S)_[ fdF | <c
k=1 a

como £>0 es arbitrario y la desigualdad es vdalida para toda P
mas fina que Pg., por la definicidén 2.1.1. tenemos que fcR(F) Yy
ademas se cumple

(R-S )J':rcn-*= (D-S) I:t‘dF.

Suficiencia. Supdngase que feR(F)(definicidén 2.1.1.).
sea £>o. Seleccionemos wuna particidén Pg={a=t <t;<...<t,=b} de
tal forma gque para cada P mas fina que Pz se tenga que

|RpF(f,P)~r|<c

y tomemos x, en [t,_;,t,] de modo que f(x, )<m(f,[t,_,,t,. ] )+e

La suma de Riemann-Stietjes para esta eleccidn de los
x, satisface
Re(f,P)<Ic(f,P)+s(b-a).[F(b)~F(a)]

Y también
[Re(E,P)~r|<g

por 1lo gque

I(f)=I(f,P)>R(f,P)=c[F(b)-F(a)]>r—c-e[F(b)-F(a)]
[F(b)-F(a)]

puesto gue £ es arbitrario, concluimos que
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Ig(f)=r;

similarmente se llega a gue
Sp(f)=r

por lo que se concluye gque

Is(f) = Sg(f) = r

.

esto es, que f € D(F) y ademas

b b
(D-s) [ faF = r = (R-s) [ rar.//
a a
Definicidén.—- 2.2.2.- Sea f una funcidn definida en
[a,P], si P={t_ ,t;,....,t,} es una particién de [a,b] escribimos
Af,=C(t )-f(t,,), k=1,2,...,n. Si existe un numero positivo M

tal qgue

n
) lafk| = M
k=1

para todas las particiones de [a,b], se dice que f es de

variacién acotada en [a,b].

Definicidn 2.2.3.- Sea f de variacién acotada en
. n

[a,b], ¥ designemos por Z(P) la sumaz |Afk| correspondiente a
k=1

la particion P={t,, Tyee.,tn} de [a,bl], el numero vVvg(a,b)=
SUP{Z(P): P es particidén de [a,b]} se llama la wvariacién total

de f en el intervalo [a,b].

Teorema 2.2.5.~- Supongamos qgque F es de variacidén
acotada en [a,b] designemos por V(x) la variacién total de F en
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[a,x] si a«wx=b y tomemos V{a)=o0. Sea f una funcién definida y
acotada en [a,b].

Si feD(F) en [a,b], entonces feD(V) en {[a,b].

Demostracidn. Si V(b)=o, VvV es constante y el
resultado es trivial, supongamos por 1o tanto que V{(b)>o.
Supongamos también que |f(x))| Puesto que V es
creciente, necesitamos tan solo verificar que f

condicidn de Riemann con respecto a

=

= M si xe(a,b].

satisface 1la

VvV en {a,bl. Dado €0,
eli jamos Pz de modo que para cualquier P mas fina y todo par de

puntos x, y xi en [t,,, t,] se tenga

L3

B >3
[E(x)-F({x5)] AFk\<% ¥ V(b)<§ |AF) + ——
1 k=1

npa

para P mdas fino que P; estableceremos las dos desigualdades

[Inge]

k

[MOE, [T .t 1) —-m(f,[tyy, -t ] (AVE—|AF|) < 3
1

n €
D IM(E, [t 1t 1) —m(f,[tey), 1) | AF| < 3
k=1

que al sumarlos nos dan S, (f,p)-I (f,P)<c para

demostrar 1la
obsérvese que AV, -|AF,|=z0 vy,

primer desigualdad, por tanto

n

n
> [M(f,[tk_l.tk]) -m(f, Lt ,, tk])] (AV,—|B&F 1) = 2M )
k=1 k=1

o [>]
(AV,=|AF, [ )= 2m(V(b)=- ) |4F|) < 3
K="t

para probar la segunda desigualdad, consideremos

A(P)={k/AF, =0}, B(P)={k/AF, <0} ¥y
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1
h= vy E/V(b). Si keA(P) elijamos x, y x| de forma que

(g )—f(x’)>M(E, [ty ,, T, ]l)-m(f,[t,,,t,])~h pero si keb(P),

elijamos x, y X’ para que

£’ )-f(x )>MM(f, [t,_,, t, J)-m(f,[t,,;,t, ]1)-h entonces

Y IE0e)=E (%) ] |AF,|

n
ZM(f, [ty .t d)-m(f,[t.,, t,]1)]AF <
kEA(P)

k=1
+ Y [E(x’)-Ff(3x)] [AF [ +

k€ B (P)

h
k

|aF]
1

Ragh]

n
[£(x)=F(x" )] |AF,|+h ) |AF,]
k=1

]
g

-

Nl O

[>4 e e -
<g + hV(b)=7 + 7 =
lo que se deduce que feD(V) en [a,b].//

pbor

Si f es continua en [a,b] y F es de
entonces feD(F) en [a,b].

Teorema 2.2.6.-
variaciéon acotada en [a,b],

suficiente probar el teorema cuando
La continuidad de f en [a,b]
asi gque dado €>0, hay un §>o0

Demostraciodn. Es
F es estrictamente creciente.
implica la continuidad uniforme,
(gque sdlo depende de t©) tal gue

%~y |<s implica |[F(x)-f(y)| < £]aA
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donde A=2 ([F(b)-F(a)]. Si Pg es una particidén de norma [P |<§,
entonces para una P mas fina que P. debe ser

M(E, [Ty, t]) -m(f,[ty,, tyl) = E/A

ya que M(E, [ty ,t])=m(f, [t ,, t,])=sup{f(x)-f(y)/x,¥
elty-y,tr]l}

multiplicando la desigualdad por AF, y sumando, encontramos

e =1
Se(£f,P)~ Ip(f,P)=x ) AF, = 3 = &
k=1
Y puesto que se satisface la condicidén de Riemann concluimos que
feD(F) en [a,b].//

Teorema 2.2.7.- Cada una de las siguientes
condiciones es suficiente para la existencia de la integral de

b
Riemann (R) Iaf (x) dx

a) f continua en [a,b]
b) f de variacién acotada en [a,b]

Demostracidn. -~ aplicando F(x)=x y aplicando el teorema

anterior, y la integracién por partes.//

Teorema 2.2.8.- Supongamos que F es creciente en [a,b]
Y sea a<c<b. Supongamos ademds que f y F son ambas continuas a
la derecha de x=c, esto es, supongamos gque existe un £>o tal que
para toda &8>0 hay valores de x e y en el intérvalo (¢,c+d) para

los cuales

[E(x)=f(c)]| = € b 4 |F(y)-F(c)| = &



b
en tal caso no puede existir la integral (R-S) f f{x)dF(x)
a

tampoco existe si f y F son discontinuas a la izquierda de c.

Demostracidn. Sea P una particién de [a,Db] que

contiene a c como un punto de subdivisidn Yy formemos la

diferencia

n
Se(£,P)=Ir(£,P)= )  [M(f, [tua, E1)-m(f,[ter, )] 4R,
k=1

si el i—-ésimo subintérvalo tiene c como extremo izquierdo

entonces

SF(f,P)-Ip(f,P)= [M(f, [tiy, t,1)-m(f,[t,_,, t.])] [F(tl)—F(c)]

término de la suma es =z=0. Si <© es una

podemos suponer que el punto
la hipédtesis del

puesto que cada
discontinuidad comiin a la derecha,
%, se elige de manera que F(x,)-F(c)zeg ademas,
teorema implica M(f,[t,,,t;])-m(f,[t;_,,t,])=c luego Sy(f,P)-
I-(f,P)zc2 y no puede satisfacerse la condicién de Riemann. (Si
c es una discontinuidad comin a la izquierda, el razonamiento es

analogo.//
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CAPITULO 3
OTRO TRATAMIENTO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES
3.1 LA INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES GENERALIZADA.

Supondremos en todo el capitulo que F es una funcidn

creciente en [a,b], con F(a)<F(b). Usaremos la notacidén
siguiente para los limites laterales (ademas de la ya
establecida en 1.1):
F(t )=lim F(x) y F(t") = lim F(x)
x>t~ x->t*

para los extremos, por facilidad de notacion definiremos

F(a”) = F(a) y F(b') = F(b).

N6étese que F(t ' )=F(t") para toda te[a,b]. Cuando F es

continua en t, tenemos F(t)=F(t')=F(t). De otra forma

F(t )<F(t") y la diferencia F(t')-F(t") es llamado el salto de F
en t,

Definicién 3.1.1.- Sean f una funcidn real acotada en

[a,b] ¥ una particidon P = {a=t, <t <...<t, = b} escribiremos

n
Je(£,P) =) £t )[F(tL)-F(ty)]
k=0
La suma superior de Darboux-Stieltjes generalizada es
n

Sp(£,P) = Je(£f,P) + ) ML, (b1, ) [F(t)-F(ti,)]
k=1
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Y la suma inferior de Darboux-Stieltjes generalizada
n
IF(£,P) = J(£,P) + ) m(f, (T, ) ). [F(t)-F(ty ;)1
k=1

Obsérvese gue estas definiciones toman en cuenta los

efectos del salto de F. Nétese ademas

S{(f,P)~I;(f,P)
n
=Y IM(E, (tumy, 8) )=m(F, (ty (1, t ) ) IF(t)—F (Tt ;)] (1)
k=1

Y

m(f,[a,b]l).[F(b)=-F(a)]=I (f,P)sS.(f,P)

=M(f,[a,b]).[F(b)-F(a)]. (2)
puesto gque
n n
Y IF(E=F(Ty) 1+ ) [F(t )-F(ti;)]= F(b*)-F(a~)=F(b)-F(a)
k=0 k=1

La integral superior de Darboux-Stieltjes generalizada
es

S;(f)=inf{s;(f,P): P es una particién de [a,b]}

¥ la integral inferior de Darboux—-Stielt jes generalizada

I-(f)=sup{Ir(f,P): P es una particidén de f{a,bl}
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Mostraremos mas adelante que I;(f)ss;(f). Por consiguiente

diremos que f es Darboux-Stieltjes integrable en el
generalizado, en {a,b] con respecto a F,

sentido
o mas brevemente F-
integrable en [a,b], si I;(f)=s;(f), en cuyo caso escribiremos

b b . .
J fdF = J £(3x)dF(x) = I.(f) = Sp(f).
a a

Lema 3.1.1.- Sea f una funcidn acotada sobre [a,b], Y

sean P y Q particiones de [a,b] tal gue P<Q. Entonces

I~(f,P) = I (£,Q) = Sp(f,Q) = Sp(f,P).
Demostracidn. — La desigualdad central es obwvia, 1las

pruebas de las desigualdades de la izguierda y de
seme jantes a las del lema 1.1.1.

la derecha son
Mostraremos dque

Sp(£,Q) = S;(f,P).

Basta con probar esta considerando que Q tiene
exactamente un punto mas, digamos u, que P, si

P = {a=t,<t,<,..<t =b}
entonces
Q = {a=t, <t; ...<t, ;<U<t<. ... <t Tb}
para alguna ke{l1,2,....,n}. Encontramos gque

SE(f,P)-Sp(£,Q)=M(f, (tu,, t.). [F(ty) - F(tg,)]
~{f(u). [F(ur)-F(u-)] + M(f,(t,,;,u)). [F(u)-F(ty;_ 1)
+ M(f,(u,t,)). [£(ty) - F(u')]}
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Y esta es no negativa porgue

M(E, (Tt y,t)). [F(ty) - F(tg,)]
M, (T, t)). [F(t)~F(u )+F(u )-F(u }+F(u )-F(ty ;)1
M(f, (u,t,)). [F(t,)-F(u' )]+ f(u)[F(u')-F(u)]
M(E, (t,,,u)). [F(u )-F(t3,)1.//

W

+

Lema 3.1.2, - Si £ es una funcién acotada en {a,b] ¥y

si P Yy Q son particiones de [a,b], entonces I;(f,P)ss;(f,Q)

Demostracidn. — P,= PUQ es también una particidén de
[a,b] ¥ como PSP,, QcsP,; concluimos por el lema 3.1.1.

I(f,P) = I (£,P,) = Sp(f,P,) = Sp(£,Q).//

Teorema 3.1.1.- Para toda funcidén acotada f sobre
[a,b], tenemos I (f) = S.(f).

Demostracidn. — Tomemos una particioén fija P. El lema
3.1.2 nos asegura qgue I;(f,P) es una cota inferior para el
conjunto
{Sr(£,Q):Q es particidén de [a,b]}
- - - -
por lo que I (f,P) debe ser menor o igual que la maxima cota

inferior del conjunto, por lo que I;(f,P) = S;(f). Y de aqui se
sigue inmediatamente la conclusidn.//

El siguiente resultado nos da un criterio de integrabilidaad.
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Teorema 3.1.2,- Una funcidén real £, acotada
[fa,b], es F-integrable si, y solo si,
particién P de [(a,b], tal que

sobre
para cada >0, existe una

Sp(f,P) - Ip(f,P)<c.

Demostracidén. - Necesidad:

Supdéngase gque £ es F-—
integrable, existen entonces P, y P,

particiones de [a,b], con

I:(f,P;) > Ig(f) —- €/2 % Sp(f,P;) < S{(f) + £/2

tomando P = P; uP, tenemos

I;(f,P,) = I;(f,P) = Sc(f,P) = S;{f,P;)

Y
Sg(f,P) —~ I (f,P) = Sc(£,P;) - I;(f,P,)
- = Sp(f) + €/2 = I (f) + £/2
= S, (f) - I (f) + ¢

y puesto que f es F-integrable Sp(f)=I.(f),S5-(f,P)-I.(f,P)<c

Suficiencia. Supongamos gue para cada g£>o se cumple
que
Se(£f,P) - I(f,P) < ¢
tenemos
Sp(f) = Si(f,P) = S(f,P) — I.(f,P) + I (f,P)

= c+I (f,P)=c+I (f)

por ser £ arbitrario s;(f)sI;(f) por lo que el teorema 3.1l.1 nos
permite concluir

Io(£)=Sc(f) (i.e, f es F-integrable).//
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Pasaremos a analizar algunas de las propiedades de
esta integral.

Teorema 3.1.3. (linealidad). - Sean f ¥y g funciones

F-integrables sobre [a,b], Yy sea c un nimero real.

Entonces

b 3 o]
a) cf es F-integrable y I (cf)dF=cI fdF
a a

b ] e
b) £ + g es F-integrable y f (f+g)aF= Iade * jagdp
a

Demostracion. — De (a), consideremos por casos, c»>O0,
==1 ¥y cC<O, =0 es obvio.
i) Sea c>o, consideremos una particidn P de [a,b]. Por
las propiedades del

supremun Tenemos M(cf, [ty ,,t. ]1)=
cM(f, [ty ,, Tt 1) h'4 asi S;(cf,P)=cs;(f,P), por el mismo
criterio Sp(cf)=cS;(f).

Por lo anterior y dado gque f es
F-integrable

Io(cf) = c Io(f) = € Sp(f) = Sp(cf)

D 2 =]
i,e cf es F-integrable y f cfdF = cf fdF.
a a

ii) ¢ = - 1, para todas las particiones P de [a,Db] tenemos
S;(—f,P) = = I;(f,P) por lo que
Sp(-f) = inf {Sp(-f,P): P es particidén de [a,bl}

inf {-I (f,P):
-SUP {I.(f,P):
sustituyendo f por -f,

P es particidén de [a,b]l}

P es particidén de [a,b]}:—I;(f)

obtenemos que I (-f)= -S;/(f), ¥y ya
que f es F-integrable
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Sp(—f)= —I (f) = =-Sp(f)= Ip(-f) por lo que -f es F-

b b
integrable y I (-f)dF= -f fdF.
a a

c<0, aplicando los resultados probados a = c obtenemos

b b b b
I cfdF= —I (-c)fdF= - (-c)f fdF= cj £dF
a a a a

e
™
"
~

Prueba de (b).
Sea e£>0 ¥y P;, P, particiones de [a,b] tales que
Sp(f,P;) - Ig(f,P;) < €/2 Y Sp(g,P,) - If(g,Py) < /2

esto por la integrabilidad de f y g. Tomemos P=P,UP,, por
el lema 3.1.1 tenemos Jque

Sf(f,P) — If(f,P) < €/2 y S;/(9,P) - I (g,P) < /2. (3)

Para cualgquier subconjunto C de [a,b] tenemos que
inf {f(x) + g(x): xeC} = inf{f(x): xeC} + inf {g(x):xsC}

por lo que
I;(f+g,P) = I (f,P) + Iy (g,P)

De forma similar
S;(f+g,P) = S;(f,P) + Sp(g,P)

¥ por (3) tenemos
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Sp(f+g,P) - I-(f+g,P) < &
esto es, (f+g) es F-integrable. Puesto que

b - - - -
J-a(t‘*g)dl?= Sp(f+g) = Sp(f+g,P) = T (f,P) + Sg(g,P)

< IZ(f,P) + Io(g,P) + & = I (f) + I (g) + ¢
o3 b
= f £fdF + j gdF + &£
a a

Yy también

b - - - -
ja(f+g)dF= I(f+g) = I (f+g,P) = I (f,P) + I (g,P)

. . b b
= Sp(f,P) + Sy(g,P) — & = f fdF + f gdF - ¢
a a

Y concluimos gue

I:(f+g) dF = I:de + f:ng S

Teorema 3.1.4. (aditividad).- Sea f definida en [a,Db].
Si a<c<b y f es F-integrable en [a,c] y en [c,b],

entonces es F-
integrable en [a,b] ¥

b c =]
f fdF = I £fdF + I fdF
a a (=

Demostracidn. - Puesto gue f es acotada en [a,c] ¥y ([c,b],

acotada en [a,b]. Sea cro,
[c,b] tales gque

es
hay particiones P, y P, de [a,c] ¥

S;.[c.c](flyl) - I;,[a.c](flpl) < Ey2 Y
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S, (e, 01 (£, P2) = Ip (c,61(f,Pz) < E/2

El conjunto P=P;uP, es una particién de [a,b] para la
cual

. - -
Se ta,p1{f,P) = Sp (4,c1(F,P1) + Sp (c,6(F,P3)

(por la definicidén de los limites laterales para los extremos,
solo se incluye una sola vez y el salto en c)

- . -
Ir ta, 03 {(£,P) = Ip (a,c1(T,P;) + Ip (c,61(F,P3)

por lo que f es F-integrable en [a,b], por el teocrema 3.1.2 y
b - - -
fade = Spta,p1{(f5P) = Sp (a,c1(F,P;) + Sp (e, (T,P3)
- - c b
<X; a1 (E,P) + Ip (o (£,Py) +c = j faF + f fdF + &
a a

similarmente

b C b
[DfaF > I fdF + f faF - ¢
a a (=]
R . b < b
al ser £ arbitraria tenemos f £fdF = I fdF + j £dF. //
a a c
Teorema 3.1.5.- Si f Yy g son F-integrables sobre

b b
[a,b] ¥ si f(x)=g(x) para xs[a,b], entonces I fdF = j gdF.
a a
Demostracidn: Tomemos h=g~-f, asi h es F-integrable en

[a,b] Puesto gque h(x)zo para toda xe[a,Db], I;(h,P)zo para toda
particidédn P, y asi
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b -
f hdF = I (h)=o
a
por el teorema 3.1.3.
b b b
jgdl’-‘ - f fdF = I hdF=o,
a a a

lo que verifica el teorema. //

Teorema 3.1.6.~ Si £ es F—integrable en [a,D],

entonces /f/ es F-integrable y |Ibde|s fblf|dF
a a

Demostracidén: Para cualquier subconjunto C es de [a,b] tenemos
M(|f|,C)-m(|f|,C) = M(f,C)-m(f,C) por lo que para toda P tenemos

Si(|f],P)= I(|f[,P) = Si(f,P)- I (£,P)<c
la dGltima desigualdad por ser b3 F—-integrable. Queda asi
demostrado que |[f| es F-integrable, ahora como =—|f|sfs|f|, el

teorema 3.1.5 nos da
b b b
- [Jierar = [ faFr = [if]aF
a a a

lo que demuestra el teorema. //

Teorema 3.1.7.- Sea F, ¥y F; funciones crecientes
sobre [a,b], si f es F;-integrable y F,—-integrable sobre [a,b] ¥
si c>o, entonces f es cF,-integrable, y es (F;+F;)—-integrable;

ademas
b b
J' rd(cF,)=cJ' fdF (4a)
a a
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fbfd(F' +F,)= Ibt‘dF + fbfds' (5)
a 1 2 a 1 a 2

Utilizando las propiedades de limites,
1lim[F;(x)+Fy(x)]= 1lim F;(x) + lim F,(x)
x->t* x>t x>t
= F,(t*)+Fy(t")

Demostraciodon:

tenemos que (F,+F,)(t*)=

é Y de forma semejante para (F;+F;)(t7), (cF;)(t*)y (cF;)(t")

por lo gue para toda particién P de [a,b], tenemos

Sp ., (£,P) = S; (£,P) + Sp (f,P)

‘
!
4
H
i

e, +r (F,P) = I (T,P) + I (f,P) (s)

i

; - - - .

j Sir (f,P) = ¢ S; (£,P) y Iy (f,P)= c Ip (£,P)

:

H de donde es claro la validez de (4). Existe una particidén P de

a,p] tal que S; (£,P)- IF (f,P) < /2 ¥ Se(f,P)= Ir(f,P) < S
de aqui que, utilizando (6) tenemos que (5) se sigue de
SF1+F2(f,P) - Ip‘l-ﬂrz(f’P) < €
por lo que f es (F;+F;)-integrable, asi
b - -
ft‘d(F‘1+F2)SSF1+F2(t‘,P)SIFI...FZ(t‘,P)-O-c
a
- - b b
=I; (f,P)+I; (f,P)+es J'afdx-'1+ fat‘sz + e

Y similarmente
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b b b
fA(F,+F5) > fdF,+ f fdF, — e.
fa (F, =) Ja 1 a 2 Va4

Teorema 3.1.8.- Toda funcioén continua f en [a,b] es

F—integrable.

£ es uniformemente continua en el

Demostracion, -
existe S§>0 tal gue

cerrado [a,b], por lo que para £>0,

e
x,ye[a,b] y |x~y[<d implica que [f(x)—f(y)1<m (7)

|[P|<&d. Puesto que f toma

Consideremos cualquier particién P con
[te1,tx], se

su maximo y su minimo sobre cada subintérvalo

sigue de (7) que

M(F, [t y,t])-m(T, [tu-“tk])<F(—,;')%-‘(a—,

para cada valor de k. Por (1) en la definicién 3.1.1. tenemos

n
ST(£,P)-I (£, P)= ) srpyorray[F(th) -F(ti,)I=e
k=1

por lo que f es F-integrable.//

El siguiente teorema nos da un mecanismo para calcular

un gran numero de "F-integrales'" usando integrales ordinarias de

Riemann.

que F es diferenciable sobre

Teorema 3.1.9 Supdngase
Si f es continua sobre

[a,b] ¥ que F’ es continua sobre [a,b].

[a,b], entonces
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f:fdp = J':f(x)p' (x)dsx.

Demostracidn. Tenemos que fF’ es Riemann—~-Integrable y
b es F-integrable, por lo que existe una particidn
P={a=t_ <t <...<t, =b} tal gque
S(fF’,P)-I(fF’,P)< £/2 v Sp(f,P)-I (f,P)<E/2 (8)

Aplicando el teorema del valor medio a F sobre cada
[tr-1,til, existe € (Tyoy s Tie) para el cual
F(t)-F(t,,)=F’ () (t,~ty,), Por lo que

n n
Z (¥ }. [F(t )-F(t, ;) 1= Z (3 )F” (3) . (L=t )
k=1 k=1

Dado que F es continua, no presenta saltos y por la igualdad

anterior
I(f,P) = S(fF’,P) y I(fF’,P)=S (f,P)

Ahora, de (8),
b . .
fadezIF(f,P)ESF(f,P)—c/ZzI(fF’ JP)-£/2
>S(fF’ ,P)—S/z—e/za(k)j:t(x)r’ (x)dx-c

b b
De manera seme jante f de<(R)I f(x)F’ (x)dx+s. Puesto gue &£>0 es
a a

arbitrario, se cumple el teorema.//
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Teorema 3.,1.10. Toda funcién f monétona en [a,b] es F-
integrable

Demostracidn: Podemos suponer que f es creciente. Dado
que f(a)=f(x)sf(b) para toda xe{a,b], f es acotada sobre [a,b].
Para E>0 aplicamos el lema A.2 del apeéndice para obtener
P={a=t,<t,;<...<t =b} donde, para k=1,2,...,n

[>3

“Fmy-Fa ¥ ™% (Ty-1, T) )=F(tel)

(e )-f(ty,)
Puesto que

M(OE, (T, ))=E(ty) ¥ m(f, (T, t,) )=E(Te ;)

Tenemos
" . n
Sp(f,P)-Ip(f,P)=) [t )=f(t 1) ].[F(t,)-F(ti )]
k=1

n e
<kzlm')—_,;-(—ay[l’(t§)—?(tk-1) 1=¢

por lo gue concluimos que f es F-integrable

3.2. COMPARACION CON LA TEORIA CLASICA,

Antes de entrar a los teoremas, analizaremos algunas
de las ventajas que nos proporciona el tratamiento generalizado
respecto al cldasico usual.

En la teoria cldasica encontramos rapidamente e jemplos
desafortunados: '"'f no es integrable respecto a F si ambas tienen
un punto de discontinuidad comun''.



Ejemplo 3.2,1. Sea el intervalo [a,b] fijo ¥y

definamos
o para t<u
Sult) = '{1 para tzu
para usa; ¥ hagamos
s N _ o para t=a
a(t) = {1 para t>a
. b b
Si £ = F =§,, entonces (DS)I fdF y (RS)I faF
a &

no existen (teorema 2.1.4)

Por razones como ésta, es gue se abandona la teoria
clasica de Riemann-Stieltjes en favor de la integral de
Lebesgue-~-Stielt jes qgue aplicada al ejemplo 3.2.1. nos da el
valor de 1 para la integral; pero ésta requiere un conocimiento
previo de la teoria de la medida.

Estos desagradables ejemplos desaparecen en el
tratamiento de la integral generalizada que se presenta el la
seccién 3.1. que impone menos restricciones a 1las funciones
tratadas, como demostraremos en los siguientes teoremas, en los
que mostraremos gque si F es una funcidén escalonada, entonces

todas las funciones acotadas son F-integrables

Ejemplo 3.2.2. Si v,,u;,...,u,, son puntos distintos en {[a,b];
Ci, C35.+.,C,, SON numeros positivos entonces
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es una funcidén escalonada

es como en el ejemplo 1)
podemos

(donde &,
saltos ¢; en u;. Como caso particular

creciente con
considerar

Oo<a=1l, b=Ss, u; =2, u,=3, us=4, u,=5 y c<,=1/12, c=1/3, cy=1/6,

c,=5/12.

La grafica de ésta funcidn esta dada en la figura 3.1. Para

cualquier funcidén f acotada en [a,b], tenemos

b 1 1 1 1
fade—lif(z) + sf(a) + gf(4) + 12f(5) (ver teorema 3.2.1.)

Figura 3.1
1 ————
172
a—
i 1
a 1 2 3 Ed 5 b 6

Teorema 3.2.1.- Sea P una funcidén escalonada creciente
con salto c; en u;. Entonces toda funcidén acotada f en [a,b] es

F-integrable
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B m
¥ fade=,;c" £ (uy) (1)

Sea F la particidén de [a,b] que consiste
Uz, ..., U,. Podemos suponer, sin
Entonces F(uj)~

Demostracion.

de [a,b] y todos los puntos u,,
pérdidad de generalidad, que a=u;<Uz<. . .<u,=b.
F(u;)= c, para j = 1,2,...,m ¥y F(u;)—F(uL1)=O para j=1,2,...,m.

De aqui que

m
S_(f,P)=I;(f,P)=J(f,P)=) £(u,). <,
=1

Por lo gue concluimos que
m

. S;(t‘):I;(f)=Zf(uJ). <,
i=1

y las conclusiones del teorema.//

Teorema 3.2.2.- Sea (u,) una sucesién en [a,b] y sea

Sea F =

t[\18
y

e

sucesién sumable de numeros positivos.

3

(c,) una

du,.
Entonces toda funcidn acotada f en [a,b] es F-integrable
Ibfdl-‘ i £ ) (2)
= (=4 u.
a n (U,
n=1
Demostracién. Fijemos f y sea B>0 una cota superior

para |[f]:.

Considérese g>0 y seleccidénese un entero m tal que
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i e, <€/(aB).

n=m+1l

Sean
m
F1=2 c, du, Y Fo= z c, du,
n=1

asi que F=F,+F, y por el teorema 3.2.1., tenemos que

m

b
Iade1=z c, f£(u,). (3)
n=1
ya dque
-]
F2(b)-Fz(a)=F;(p)= ) e, <€/ (aB)
n=m+1
la desigualdad (2) en la definicién 3.1.1. nos lleva a
e - -
-Ss1 (f,P)ssc (£f,P)=5 (a)

por lo que

Se (£,P)-I. (£f,P)<E/2

para todas las particiones P de [a,bl.

Si seleccionamos P tal
que

S:-‘(f,P)—I;l(f,P)J:/z
entonces (6) en el teorema 3.1.7 y la igualdad F=F,+F; implican
Se(f,P)-If(f,P)<c

asi es que f es F-integrable. De (4) tenemos dque
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b
lJ-adeZ |=£/a.

por el teorema 3.1.7. y (3) tenemos que

£dF ‘ £dF fdF,= E £( ) E £ }+ | £dF
= + = [~ u - (=2 u,
1 2 n n n n 2

n=1 n=m+1

puesto que
©

IS caf(un) =B )  c.<

n=m+1 n=m+1

(1]

por lo que concluimos que

b [--]
e
|_[afd1='- Y en fluy) |<E

- n=1

al ser & arbitrario, tenemos la validez de (2).

El siguiente resultado no se cumple en la teoria
clasica.//

Teorema 3.2.3.- Si f es F-integrable sobre [a,b] Yy
g(x)=f(x) excepto para un numero finito de puntos, entonces g(x)
es F-integrable.

Demostracidn. - Supongamos que g(x)=f(x) excepto para un
tinico punto x=u en {a,b], para £>0 tenemos

Sp(£,P)—If(f,P)<e
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para alguna P={a=t <t,;<...<t =b} por el lema 3.1.1, podemos
agregar u a P sin invalidar 1la anterior desigualdad. Entonces
u=t, para alguna ¢ en {0,1,2,...,n}. Las sumas superior para f y

g son iguales excepto para el término k= en J; y asi

Si(f,P)-Ig(g,P)=f(u)[F(u")-F(u-)]l-g(u)[F(u*)-F(u)]

El mismo argumento es aplicado a las sumas inferiores y asi

I:(f,P)-I;(g,P)=Sc(f,P)-Sc(g,P).
de aqui que

S;(g,P)-I:(g,P)=S;(f,P)-Is(f,P)<e

por lo que g es F-integrable.//

Notese que en el resultado anterior no se afirma que
las integrales de f y g coinciden. El1 siguiente resultado se
aplica a cualquier F no-decreciente.

Teorema 3.2.4.- Si £ es seccionalmente continua o
seccionalmente mondtona Yy acotada sobre [a,b], entonces f es F-
integrable.

Demostracidén. Sea P una particidén de [a,b] tal que se
satisface 1la hipdtesis del teorema. Considérese un intérvalo
fijo [ty-1>» Tl Si f es seccionalmente continua entonces su
restricecién a (t,;, t,) puede extenderse a una funcidn continua
£ en [Ck-1s t.]. Si f es seccionalmente mondtoma, su
restriccién a (t,;, t,) puede extenderse a una funcidén mondétoma
f, en [t,;, t,]: Por ejemplo, si f es creciente en (t,.,, ty),
definimos
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fre{ty)= sup {f(x): xe(t,.,, Tt )}

fr(ty )= inf {f(x): xe(t,,, t. )}

en ambos casos f, es F-integrable en [t,_,, t.]

(teoremas 3.1.8
Y 3.1.10) puesto que

f coincide con f, en [t _,,
posiblemente en los extremos y el teorema 3.,2.3,
afirmar que £ es

ty] excepto
nos permite

Ahora por
inductivo muestran que f es F-

F—integrable en [ty_s> t,. 1.
aditividad y un razonamiento
integrable en [a,bl.//

En la teoria usual, el teorema de integracidén por
partes, viene dado por la férmula

(para F; y F,, crecientes y
con derivada continua)

b b
(R-S) J-F,_sz + (R-S) j FodF,; = Fi(b)F,;(b) - F,(a)F;(a)
a a

Y se cumple con la condicidén de que una u otra de las integrales

exista, este teorema falla dramaticamente con F,;=F,=3,.

Por
supuesto falla también para integrales de Lebesgue-—-Stieltjes.

La
férmula correcta para integrales de Lebesgue-Stieltjes fue dada

por E. Hewitt en ([2]. Su resultado puede ser presentado sin

referencia a la teoria de Lebesgue-Stieltjes como sigue:

Teorema 3.2.5.- [INTEGRACION POR PARTES]. Supdngase

que F, Yy F,; son funciones crecientes sobre [a,b] y definamos

- 1 - 1
Fi(t)=5 [Fi(t7) + F,(t7)] ¥ Fp(t)=5 [Fa(t7) + Fp(t7)]
2 2

Para toda t € fa,b]. Entonces
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2 - JN ) - J
[OFlaF, + [CFiaF, = F(b)Fa(B) - Fi(a)Fa(a) (5)
a a

donde F,;(b*)= F,(b), F,(a") = F;(a), etc.
Demostracidn, — Ambas integrales en (5) existen (por
ser funciones mondétonas). Para una £>0, existe una particiodén
P = {a=t_<t;<...<t =b}
tal que
S¢,(Fz, P) = I; (F;, P) < &

haciendo un desarrollo algebraico a partir de las definiciones
tenemos qgque

Sp(F, P) + I;(F;, P) = F;(b)Fy(b) - F (a)Fz(a) (e)
y también
Sp, (Fz, P) + Iz (F], P) = F(b)Fa(b) - F,(a)Fz(a) (7)

se sigue de (6) que
b . 3 - JN - - -
_[ F,dF, + J- FodF, = Sg (F;, P) + Sp (Fz,P)
a a

- - -
< Srz(Fn P) + IFI(FZ,P) + €

F,;(b) Faz(b) - F;(a)F(a) + €
Yy de (7) obtenemos

D_. b .

I FidF, + _[' F.dF, > F,(b) Fa(b) - F;(a)Fa(a) - €

a a
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como £ es arbitrario tenemos la validez de (5)

Después de haber notado algunas de las ventajas gque
nos da el tratamiento generalizado de la integral pasaremos a

comparar las integrales.

El criterio de integrabilidad de Riemann—Stieltjes
implica el criterio usual de la integrabilidad de Darboux-
Stieltjes; estos criterios no son equivalentes en general, pero

son equivalentes si F es una funcidén continua.

Teorema 3.2.6.- Si F € D(f) en [a,b], entonces f{ es

F-integrable y las integrales coinciden

Demostracidn. Para cualquier particidén P,
n - - .
1 (F,P)= ) m(f, [, t]). [F(te) - F(tQ) + F(tQ) - F(th)
k=1
+ F(ti,) — F(ty,)]

n n
<) E(T) [F(t )=F(t )1+ ) m(f, (L, t)) . [F(E)-F(t, ;)]
k=1 k=1

n
+ > E(t,) [F(t)-F(ty.1)]
k=1

sSi sumamos la primer y tercer sumatorias obtenemos
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n n=
Y E(RIIF(L)-F(t) 1+ 3 £(t,) [F(tL)-F(t,)]
k=1 kK=o

n=-1
= £(L)IF(t,)-F(t)] + 5 £(t,) [F(tQ)-F(tg)]
k=1
+ £(t,) [F(t]) — F(t,)]

I
g}

(L) [F(ty)-F(t )1l= J(f,P)

con estas observaciones y recordando las definiciones de I;(f,P)

nos muestran que I (f,P) = I;(t‘,P). De la misma forma tenemos
Se(£,P)=S.(f,P) y .también

- -
Sp(f,P) - I (f,P)= S (f,P) - I(f,P) (8)
si £»0, la teoria cldsica muestra que existe una particién P tal

que S (f,P)-I.(f,P)<c, por (8) tenemos también

que Sp(f,P)-
I;(f,P)q: y asi f es F-integrable.

Para ver la igualdad de las integrales, obsérvese gque

b . b
(D-5) I fAF = S (f,P)< I (£,P) + & = Ig(f,P) + € = J' fdF + ¢
a a

Y de manera analoga

(D-5) I:de > J':fcu-—c.//
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Definicidn. 3.2.1.- La F-norma de una particidn P es

F|P|= max {F(ty) - F (ty,): k=1,2,...,n}

vya gque F es una funcion creciente, podemos reestablecer el lema

A2, En el apéndice.

Lema 3.2.1.- Si &0, existe una particién P tal que

F|P|<5.

Teorema 3.2.7.- Una funcidén acotada f sobre [a,b] es
F-integrable, si y solo si, para cada t€>o0, existe >0 tal que
F|P|<s implica Sp.(f,P) — I (f,P)< & (9)
para todas las particiones P de f{a,b].
Demostracidn. Necesidad: Supongamos gque f es F-
integrable sobre [a,b]. Sea t£>0, seleccionemos una particidén de
[a,Pb]

P;= {a=ug<«u;<. . . <u;=b}
tal gque
Se(£,P;) - IL(f,Py) < €2 (10)

puesto que f es acotada, existe B>o tal que |f(x)|=B para toda

xe[a,b]. Sea 8= €/(83jB); 3 es el numeroc de intervalos
contenidos por P,.

Para verificar (9), consideremos cualquier particidn
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Po= {a=t_ <t;<...<t =b}

con F|P,|<3. Sea Q=P,UP,. Si Q tiene un elemento mas que P,,
entonces tal como en la demostracidén del lema 3.1.1. nos lleva a

I:(f,0) - I(f,P;) =B F|P|-(-B) F|P|=2B F|P|

puesto que Q tiene a lo mds j elementos que no estan en P;, un

argumento de induccidn nos muestra que
If(£,Q) - I (f,P,) = 2jB.F|P|<23jB &=t/4
por el lema 3.1.1. tenemos I;(f,Pl)s I;(f,Q) y también
I(f,P) - Io(f,P;) <£/a
andlogamente ~
SP(f,P,) - IZ(f,P;)<5/a
Yy también
- - - - &
Sp(f,P;) — Ip(f,Py) < Sp(f,P;) = I (f,P;) + E

Y en vista de (10)

S;(f,P) - I;(f,P)<c con lo que se verifica (9).

Suficiencia. Si la condicién &£-3 se cumple, entonces
para c€»>0 (9) nos da una particion P (lema 3.2.1) tal que S;(f,P)

- I;(f,P)<e para toda &£>0 por lo que f es F-integrable.//

A continuacidn se da una definicién para la integral
generalizada de Riemann-Stieltjes
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Definicién 3.2.2,- Sea f una
[a,b] ¥ sea

funcidén acotada sobre

P = {a=t, <t <...<t =b}

una suma de Riemann-Stielt jes generalizada de f asociada con P y
F es una suma de la forma

- o - -
Re(f,P) = J(£,P) + ) f£(x) [F(ty) — F(t.;;)]
k=1

donde x, €(t,._,, ty ) para k=1,2,...,n. La funcién es Riemann-
Stieltjes generalizada-integrable sobre [a,b], si existe reR con

la siguiente propiedad. Para cada tc»>o, existe &>0 tal que

|RF(E£,P) - r|<e
para cada suma dé Riemann-Stieltjes generalizada R;(t,P) con una

particién P con F|P|<3, 1llamamos a r la integral de Riemann-

Stieltjes generalizada y temporalmente escribiremos

b
(R-5-G) f faF
a
Teorema 3,2.8.- Una funcidn f acotada en [a,b] es F-
integrable si Yy sodlo si, es Riemann-Stieltjes generalizada

integrable, en tal caso las integrales son iguales

Demostracidén. Necesidad. Sea f, F-integrable, sean &>o
¥y S>o0 tal que se verifica (9) en el teorema 3.2.7. Tenemos que
para toda suma de Riemann—-Stieltjes generalizada

n
Ro(£,P) = Je(£f,P) + ) fx) [F(r) — F(t.)]
k=1
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asociada con una particién P con F|P|<d se cumple

IZ(f,P) = Re(f,P) = Sp(f,P)
y como
- . . b
SS(f,P) < IS(£,P) + £= I(f)+s = J' fdF+e
a

Yy tambieén

. . . b
I;(f,P) > Sp(f,P) + €= Sp(f)-c J' fdF-&
a

por lo que
RF' f£f,g9 fdF | <eg
! (£,9) J-a !

f es Riemann-Stieltjes Generalizada-~Integrable y
b b
(R-S-G) fde = j £dF.
a a

f-Riemann—Stielt jes Generalizada-
Considérese c:>0

Suficiencia. Sea
Integrable y sea r como en la definicidn 3.2.2,.
Por el lema 3.2.1,
existe una particidn P = {a=t <t,;«v...<t =b} con F|P|<5.
xe(t,_,,t) de tal forma
los X, la

Y sea &6>0 (como en la misma definicidén).

Seleccionemos, para cada k=1,2,...,n,
que f{x, )<m(f,(t,_,,t;))+e. Para ésta eleccidn de

suma generalizada satisface

Ro(£,P)=I (f,P) + £[F(b)-F(a)]

Yy también

{Re(E,P) - ri<c;
por lo que I;(f)zx;(f,P)>r-c—c[F(b)—F(a)]. Se sigue que I;(f)zr
Yy en forma semejante S;(f)sr. De aqui que I;(f)=S;(f)= r y asi £
es F—- integrable y

b b
J- fdF = (R-S-G) f £aF
a a
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3.3 INTEGRALES IMPROPIAS DE RTUEMANN-STIELTJES

Definicidn 3.3.,1.- Supdngase que f es F-integrable
sobre cada intérvalo [a,b] en R. Hacemos la siguiente definicidn
cuando los limites existan:

o b o o
j fAF= 1lim j faF; I fdF = 1lim I far
° o = o a

b-> a - -o
si ambos limites existen y sus sumas no tienen la forma o +{(-w),
definimos
o0 ie] o
[Tear= [“far + [Tfar
ey o

si esta suma es finita, decimos que f es F-integrable en R

Teorema 3.3.1.- Si f es F-integrable sobre cada
intérvalo [a,b] ¥y si f(x)=0 para toda XeR, entonces f, es F-
oo
integrable sobre R o bien I fdF = + o .
2w
s = b -
Demostracion. - Sea h(b) = I fdF para b>o, ndtese gque
o

si o<b<b’
b b b’
h(b’ )= J fdF= I fAF + I fdF
o [ b

por lo que h(b)sh(b’) y asi h es una funcién creciente lo que
implica que 1lim h(b) exista y

P

1im h(b) = inf {h(b): be(o,w)}

Do
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o
el caso 1lim _[ fdF es andalogo.
a

a-—»w
Teorema 3.3.2.- Sea (u,) una sucesidén de puntos
distintos en R y sea (c,) una sucesidn de numeros positivos
tales qgque ch«n. {(Usando la notacidén del ejemplo 3.2.1). Sea
oo
F=ch6un. Entonces toda funcidén acotada £ sobre R es F-

n=1

integrable Yy
- o
f fdF= 5 c.f(u,)
-~ oo n=1

Demostracidn., - Tenemes por el teorema 3.2.1 y 1la
definicién que

=) b
_|' fdF= lim f fdF = lim ) c.f(u,)

“eo b n=1

Teorema 3.3.3.- Supdéngase gue F es diferenciable
sobre R y que F’ es continuo sobre R. Si f es continua sobre R

entonces

“£dF = wa(x)p" (x)dx

~ca -
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Demostracidn .- Por el teocorema 3.1.9 las

coinciden en [-b,b], asi entonces

b b
f f(x)dF(x) = f £(x)F’ (x)dx
ib LAY

por lo que
b b

lim f f(x)dF(x) = lim f £(3x)F? (x)dx
b b

bow b—w

esto es
Imf(x)dF(x) = fmf(x)F’(x)dx.

~ o

sSiempre que los limites existan.//
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CAPITULO 4.

ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.

4.1.- UNA APLICACION EN PROBABILIDAD-LA DEFINICION

DE ESPERANZA
MATEMATICA.

con el concepto de Integral de

Riemann—-Stieltjes
desarrollado en el capitulo 3,

podemos definir de forma
Esperanza Matemdtica para
aleatorias con funciones de distribucioéon discretas,
Para ello recordemos algunos
teoria de la Probabilidad.

unificada el concepto de variables

o continuas.
conceptos fundamentales de la

Definicion 4.1.1.-

Un espacio de probabilidad es una
terna (Q,s,P),

donde 2 es un conjunto no vacio, § es una o-
algebra de subconjuntos de Q y P es una funcidén real definida

sobre 8 con las siguientes propiedades

i) P(A)>_oO para todo elemento Aed
ii) P(Q)=1
iii) Si Ay, Az,...,AL,... 5 una sucesidén de elementos de 3,

mutuamente ajenos, entonces

P(U A,)=) P(a)).

=1
b=1

Definicién 4.1.2.- Sea (Q,6,p)

un espacio de
probabilidad y X,

una funcidén real definitiva sobre Q. Diremos
que X es una variable eleatoria real

(v.a), si para todo par de
nimeros reales a,Db, con a<b los

conjuntos (a<x<p), (a=x<b),
{a<x=b), (a=x=b) pertenecen a 1la oc-albegra J de

los sucesos
sobre Q.
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Diremos que la v.a.

nimero infinito numerable de valores.

f(x)=P[X=x] es 1llamada la

Diremos gque X es una v.a.

Diremos que x es

(a,c),
i) f(x)=0
isy  fprooax =1

b
iii) P(a=xsb)= jaf(x)dx

una tal funcidn ft, es

V.a.X. -
Una v.a.

continua,

4.1.3.-
sobre

Definicidn
de una v.a.X definida

definida para todo namero real

Y o £(x’)
x ' Sx
X
f f(x’ )dx’

-

F(x) = P(X=x)=

F(x)= P(X=x)=

donde f es la funcidon de densidad de X.

entonces

f(x) = F(x)-F(x7)

X es discreta,

si existe una funcidén real fintegrable,

para toda x,

llamada

aunque es claro que si X es a.c.

si toma a lo mas un

En este caso, la funcidn

funcién de densidad de 1la v.a.X.
continua si P(X=x)=0 VxeR.
una v.a, absolutamente continua

que cumple

real

la funcién de densidad de la

continua no necesariamente es absolutamente

entonces es continua.

La funcidn de distribuciocn (f.q)
(2,3,p),» la funcidén real F'

X por medio de

es
si X es discreta (1)

si X es a.c. (2)

Si X es v.a. discreta,

vxeR (3)

76



X es v,a. continua si, y solo si, su f.d. es continua y en ese
caso P(asX=b)= P(a=X<b)= P(a<x=b)=P(a<X<b)=F(b)-F(a) y si X es

v.a.a.c., entonces en los puntos de continuidad de f

f(x)=:—x F(x) vxeR (&)

Hemos definido las funciones de distribucidén en

términos de variables aleatorias. Pueden definirse directamente

Definicidn 4.1. 4.~ Una funcion de distribucidn
(f,a),, es cualquier funcidn F que satisface las siguientes
Propiedades
(i) O=sF (x)=1 vYxeR,
(idi) F es una funcidén creciente,
(iii) F(-=)=0 y F(+m)= 1,
(iv) F{x*)=F(x) vax.

Notese que si F(x) es definida como en (2) para 1la
funcidén de densidad f, es una f.d. continua gque satisface las
propiedades (i)-(iv) de la definicidén anterior. Decimos que tal
f.d. tiene densidad f y aquellas funciones que tienen densidades

son llamadas f.d. absolutamente continuas.

Retomando la notacidén del ejemplo 3.2.1, a una funciodn
como &,(t) se 1le 1llama distribucidn puntual concentrada en
u,f.d. que es de este tipo se dice “degenerada”; en caso

contrario "“"no degenerada’”.
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Todas las propiedades de las funciones crecientes

dadas en el apéndice, son validas para una f.d. En particular,
sea {u,;} el conjunto numerable de puntos de salto de F y c;
la medida del salto en u;. Entonces
F(u;) - F(u;”) = c;
yYya que F es continua por la derecha. Consideremos la funcidn
Fa(x) = } ©; 8,,(x) (5)
J

(notaciodn del ejemplo 3.2.1) la cual representa la suma de todos

los saltos de F en (=w,x). Esta es creciente, continua por la
derecha con

Fy(-=)=0 )'d Fy(+w)= Z c; = 1
J
Fy se llama la parte de saltos de F,

Teorema 4.1.1. Sea F (X)=F(x)-Fg4q(x), entonces F_(x)
es positiva, creciente y continua.

Demostracidén. - Sea x<x’ entonces tenemos
>

Fa(x” )-F4(x) =) c; = Y [F(u;)~F(uy)]
XUy x(uJSx’
= F(x’)-F(x)

de donde sigue que ambas Fy y F. son crecientes, y si ponemos
X=-w, vemos que F,=F y asi F. es positiva. Fy, es continua por
la derecha puesto que cada &, lo es y la serie que define F,

converge uniformemente en x; el mismo argumento nos demuestra
que
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} si x=u,

c
Fa(x)=-F4(x7)=
a(3) al ) {O de otra forma

ahora, esta evaluacidn se cumple también si cambiamos F; por F
de acuerdo a la definicidn de u; y c; por lo que obtenemos que

para cada x
Fo(x)-F (x7)= F(x)-F(x7)-[Faq(x)~F4(x")] = 0O

esto demuestra gque F_. es continua por la izquierta; puesto que
lo es también por la derecha, al ser la diferencia de dos

funciones tales, tenemos que F, es continua.

Teorema 4.1.2.- Sea F una f.d. Supdngase gque eXiste

una funcidén continua G, y una funcidén G, de la forma

Galx)= ) c,” &84 (x)
J

donde {uj} es un conjunto numerable de nimeros reales y

Z]cj |<m] » tal que
3

entonces
G.=F., Gyq = F4

donde F., y Fy son como antes,

Demostracidn. Si Fu=G4, entonces los conjuntos {u;} Yy
{uj} no son idénticos, o podemos remarcar los u) de forma que u’
= u,; para toda j pero a’j=a, para alguna j. En cualquiera de los

casos tenemos para al menos una j, y u= u; o uj:

DEBE

uss W8
o B LA BIBLIOTECA
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i
i

[Fa(W)-Fq(T )1 - [Gu(U)=-G4(u~)]=0
puesto que F_ -G.=G4—-F, esto udltimeo implica gque

F.(U)=G. ()~ [F (U )-G.(u")1=0

es una funcidn
Por lo tanto F, =G, Y en consecuencia F_=G..

en contradiccidén con el hecho de que F_—-G_.
continua.

Definicidn 4.1.5, - Una f.d.

que puede representarse
en la forma

F= Z <38y,
) .

donde (uj) es un conjunto numerable de numeros reales, cr0 Y Z
- ]
c;=1, se llema f.d. discreta.
Supdngase que F_ =0, F 40 en el teorema 4.1.1, entonces
podemos hacer p=F, (x) de modo que 0<p<1l,
1 1
F:=§Fd. F2=ﬁ Fe»
Y escribir
F=pF, + (1-p)F, (6)

ahora F, es una f.d discreta y F, es una f.d continua, y F es

dada por una combinacidn convexa de ellas. Si F_.=0, entonces F

es discreta y hacemos p=1, F;=F, F,=0; si F4=0, entonces F es

continua y hacemos p=0, F,;=0, F,=F; por lo que (6) es vdlida en

cualquiera de los casos extremos.

Con lo anterior podemos resumir los resultados de los
dos teoremas anteriores en el siguiente.
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Teorema 4.1.3.~ Toda f.d. puede escribirse como 1la
combinacidén convexa de una discreta b4 una continua. Tal
descomposicidn es dnica.

Definicidn 4.1.6.—- Sea X una v.a. discreta con valores
u,, Uz,...,U,,... en R y con funcidn de densidad f(x). Siempre

que Z x,C, conver ja la Esperanza Matematica de X se define como
bl

o
EX = % £(%;)+%. .. +X,E(3%,) ... = ) %x;F(x,)
y=1

o
z x,cy
=1

J-mxdF(x) (7)

donde c; = F(xj)—F(x:)=f(xJ) de acuerdo con la definicidn 4.1.3
Yy F(x) es dada como en la dfinicién 4.1.5 y la tltima integral
de acuerdo al teorema 3.3.2.

Definicidn 4.1.7.- Si X es una vVv.a absolutamente

@
continua con funcidn de densidad f(x), siempre queJ fdF exista
R

definimos la Esperanza Matemdtica de X como

EX = J-mxf(x)dx = J-mxdl:‘(x) (8)

donde F(x) es como en (4) de la definicidén 4.1.3 y la segunda
igualdad se deduce del teorema 3.3.3.
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Ejemplo 4.1.1.- Considérese el lanzamiento de un dado

honesto y sea X la v.a que da el total de puntos obtenidos. La
funcidén de densidad es
i1/6 si x=1,2,..,6
f(x) = P[X=x] = { ’ ’
o] de otra forma

la funcion de Distribucidén F(x) es

o si x<1
F(x)= P[X=x]= Z r(e)= {1/5 sSi 1=x<2
t=x
2/6 si 2=x%<3
1 si 6=X
F(x)
A
. ‘L — F(x)=1
e —_—
23 - —
. : —
1/3 - ———
/8 —
F(~0) = Qe - - - - R X
i 1 z 3 £ 5 6

Consideremos un juego donde la ganancia es 2 si X es

par ¥y -1 si X es impar. La ganancia promedio es
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E(e(x)) = [Ta(x)aF(x) = T6(x,) [F(x])-F(x])]
-0 1

DG (x ) (% )=1/2
i

Ejemplo 4.1.2.-~ Consideremos en los siguientes casos

el intervalo [o,1)] y sea f(x) dado por

_ (o si xeQ
F(x)= [1 si xeQ

(a) Si la funcidn distribucidn es dada por
_ [s] si x<1/2
Filx)= (1 si x=1,/2

entonces f es F,—-integrable, asi que

1 1
E(f(x) )=J' farF,= f(3)=0
[»]

(b) Si la funcidn distribucidn es dada por

~JO si x<1/v2
F =,
2039) {1 si xzl1/v3

f es Fz-inteérable
1
E(f(x)):[ode2=f(1/V2)=1

(c) Sea {u,,nzl1l} cualquier numeracidon del conjunto de todos los
racionales en [o,1].

Si la funcidn distribucidén es dada por

o si x<u,

F:(x)=§

n=1 2

1
3 x donde & x)= t{
= Bun () un (36 1 si x=u

83




f es F;—integrable y

E(f(x) )=j;t‘(x)dF‘3(x)=Z 2_:- f£(u,)=0
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4.2. FLUJO DE FLUIDOS VISCOSOS

4.2.1.- FLUJO LAMINAR.- Cuando un fluido viscoso fluye a través
de un tubo cilindrico no lo hace con todo el fluido a la misma
velocidad; el fluido mas cercano a las paredes del tubo sufre
mas friccidn con las paredes y apenas se mueve del todo; cuando

el fluido es cercano al eje central del tubo, Se mueve mas

rapidamente. La velocidad del fluido se incrementa
constantemente cuando se incrementa la distancia a la pared.
Debido a la simetria circular, el efecto es de ""tubos"

Este

concéntricos de fluido que se deslizan uno sobre el otro.
cada lamina o capa de fluido

efecto es llamado Fluido Laminar;
Diferentes laminas se mueven a

sSe mueve a su propia velocidad.
diferente velocidad.

forma exacta de cémo se da el fluido laminar fue
(1797—-1869) quien estudiaba la
queria

La
encontrada por J.L.M. Poiseville
presidén sanguinea, la cual logra medir por primera vez,
Cconocer cuanta sangre fluye a través de un vaso sanguineo en un

tiempo dado. De esta informacidén y del andlisis de muestras
uno puede decir cuanto oxigeno Yy nutrientes estan

servidas por ese vaso. El
parte Dbasica del

sanguineas,
siendo distribuidos a las c€lulas

conocimiento del flujo sanguineo es una

entendimiento del cuerpo como sistema fisico.

El resultado de Poiseville acerca del flujo de fluidos
viscosos tiene otras aplicaciones como &1 flujo de aire en la
el agua es un sSistema de

el aceite es un oleoducto,
un

los granos arrojados por un tubo en la bodega de
involucradas en el resultado le
pero nos da

trdquea,
tuberias,

barco, etc.
hacen mas aplicable a algunos problemas qQue a otros,
aproximacidn de todos ellos. Ootro uso

Las suposiciones

una buena primera

la ley de Poiseville es medir 1la viscosidad

importante de
relativa de los fluidos.
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4.2.2, LEY DE POISEVILLE.=- Poiseville descubrido y
después otros dedujeron tedricamente, gue la velocidad de las
particulas de un fluido a una distancia de r centimetros fuera
del eje central del tubo es

P
—_— 22
V(r)=ger (R?>-r2) (cm/seg) (1)
donde
R= radio del tubo en cm. {(Asi Oo=r=R)
L= longitud del tupo (cm.)
P= cambio de presién P,-P, a lo largo del tubo,
(dina/cm?2)
K= coeficiente de viscosidad
(ver figura 1) (recordemos que presidén es fuerza por unidad de
aArea). Uno puede probar que la presidén decrece constantemente

[como funcién lineal] cuando el fluido se mueve a lo largo del
tubo. Esto es la diferencia de presién final vs inicial que
entra en la ecuacion. La unidad cgs de viscosidad, el poise es
llamado después Poiseville

Velocidad del
- fluido V(r)
—

Entrada de fluido a

presién alta R =—= Eje del tubo
j—y —
Salida del fluido
T a presidén baja R
Figura 1.
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Las diversas hipétesis que deben ser ciertas para due

(1) sea wvalido son:

(23

i)

v)

No debe haber turbulencia en el fluido, esto significa
que no hay remolinos; las particulas del fluido se mueven
en lineas rectas a lo largo del tubo.

La velocidaad del flujo v se sSupone que depende
Unicamente de r; v no cambia cuando el fluido se mueve a lo
largo del tubo, ni cambia con el tiempo.

El fluido es conservativo, i,e, ni se crea, ni se
pierde en el tubo. El fluido no escapa fuera a traveés de

las paredes” ni hay tubos alimentadores gque pongan fluido
dentro o fuera.

El fluido es Incomprensible, i,e, hecho de particulas
que no pueden ser trozadas o aprisionadas unas a otras (por
las fuerzas presentes).

El tubo es horizontal y los efectos de la gravedad son

ignorados. Para un tubo vertical (1) se transforma en
P + g p L
—— e 2 - 2
V(r) AKL (R r2) (2)

donde g=980 cm/sec? es la constante de gravitacién y P es
la densidad del fluido, i.e, su masa por unidad de volumen.
Para tubos inclinados estas velocidades horizontales y
verticales deben sumarse vectorialmente, Por simplicidad
usaremos (1)
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vi) E1 tubo es un cilindro circular recto con dimensiones
constantes L y R

vii) Hay mucha friccidn en la pared, que el fluido no se

mueve del todo (notese gue r=R nos lleva a V(r)=0)

viii) E1 fluido no es un Fluido Ideal (las particulas

friccionan entre si)

Estas suposiciones son satisfechas en varios grados en
las aplicaciones mencionadas antes, es propenso que
efectos turbulentos en tubos de diametro grande.

ocurran
Esto limita el
uso de la ley en el estudio de tuberias, oleoductos,
granos, etc.,
poco,

tolvas de
las dimensiones de los vasos sanguineos cambian un
la sangre es bombeada por el corazdn por lo que el flujo

no estid en estado uniforme, oxigeno y nutrientes abandonan la

sangre por J&smosis a traves de las paredes del tubo,
fluido es aproximadamente conservado Unicamente.

asi el

Desechando €stos y otros defectos pradacticos, la Ley de
Poiseville es una simplificacién valida del flujo de fluidos
viscosos. En cierto sentido, esto es lo verdadero de la Ley; V
(r) es cero en las paredes del tubo Yy se incrementa
constantemente cuando r decrece y se acerca al centro del tubo.
Esto tiene bases tedricas sdlidas y bien entendidas.
realmente calcular con ella,

Podemos
Y en el labouratorio las condiciones
supuestas pueden ser hechas realidad, dando un camino practico
para medir el coeficiente de viscosidad k para cualquier fluido,
propiedad fundamental del fluido e importante en el disefio ¥y
trabajo de Ingenieria.
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4.2.3.- VELOCIDAD Y CANTIDAD DE FLUJO.

Queremos usar la Ley de Poiseville para calcular el
flujo total a través de un tubo de radio R. El flujo F es el
volumen total de fluido que pasa a través del tubo cada segundo
en unidades de cmi/seg.

Consideremos primero (figura 2) cualquier pedazo
pequefio tipico de area de seccidn transversal del tubo,
consistiendo de AA cm? localizados r cm fuera del centro.
sCuanto fluido dejara el tubo a traveés de este pequefio bocado de
drea en un segundo?. El fluido se mueve V(r) cm en un segundo;
asi wuna cantidad de fluido vVv{(r) cm de largo, de seccidn
transversal constante AA cm?2 fluird fuera del tubo a través de
AA en un segundo. Esta cantidad tiene volumen v(r).(AA).

-

Figura 2.

Asi el fluido AA a una razdn constante de v(r).AA cmi/segq.

En la seccidén transversal del tubo circular de radio R,
la velocidad v(r) dada por la Ley de Poiseville es la misma en
todos los puntos localizados r cm del centro. Si consideramos
anillos concéntricos de drea (figura 3), la velocidad del fluido
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sera aproximadamente constante en cada anillo. Podemos usar el
resultado previo para calcular el flujo total a través de cada
anillo, la suma de flujos anillo por anillo serd el flujo total
a través del tubo, el cual gqueremos encontrar.

Para identificar claramente estos anillos, partiremos
el intérvalo (0=r=R) en n piezas usando puntos de particidn

O=r,<rj<...<r,=R

(no necesariamente igual espaciados), la primera, segunda,...,
regiones son elegidas como se muestra en el dibujo.

Primero

Sesundo Tereern Cuance

Para K=1,2...,n, la k-€énesima regién es un anillo con radio
interior y exterior r,; ¥ r, vy asi tiene &drea

T(r )2 = mw(r,e_,)2

si tomamos n grande y los r, cercanos unos a otros, la velocidad
del fluido gue fluye a través de cualgquier regidn sera casi
constante, aunque diferente de anillo a anillo. cQue valor se
aproximara a la velocidad constante en el k-ésimo anillo?
Tomando cualquier punto en ese anillo, digamos uno gque esta t,
unidades fuera del centro con r,_;=t,=r,. Entonces V(t,) es una
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velocidad para el k-ésimo anillo y lo visto antes nos dice que
el flujo a traveés del k-ésimo anillo =V(tk).[ﬂri— rtrk_f].

Llamaremos a t, un punto de evaluacidén para el k-ésimo

subintérvalo [r,,, r.].

Asi el flujo total a través de todos los n anillos es

n
szzlvu.k)— [nri- mwr 2] (3)
Escribimos "aproximadamente' en vez de igual porgue hemos
reemplazado los varios valores de v(r) en el k—ésimo anilloc por
el valor simple vit,). En efecto, tenemos una familia de
aproximaciones de F en la ecuacidén (3) para cualquier particidn

puntos de evaluacidn. Como
t:® mas cercanamente

P y cualquier eleccidn de los
tomamos valores mayores de n Yy ri® y
espaciados, la teoria de integracidn nos dice que tales sumas se
aproximan a un valor limite, la integral Riemann-Stieltjes de v

respecto a A.

Sea la longitud de k—-ésimo subintervalo

ry=ry-ry,.; Y A(r)=nr2

Y ry., Se aproximan uno al otro y su
Ar,-o, por lo gque tenemos que F

si se incrementa n, r;
diferencia Ar,-o. Asi si n-w,
es una suma de Riemann-Stieltjes

F= JRv(r)d A(r)
o]
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R P
= J'o——‘mT(RZ - r2) d (mr2)

Y por el teorema 3.1.9 al ser A(r) continua en [o,R] con A’
(r)=2nr continua en [o,R] tenemos

_ R P > > R4YP
F J-O AKL {R2 - r2) 2mrrrdr= KL -
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APENDICE SOBRE FUNCIONES CRECIENTES
Definicidén. A-1, Sea f una funcidén real definida en un

conjunto S de R. Si para cualquier par de numeros X,y de S con
X<y se tiene que f(x)=f(y), se dice que f es creciente en S.

Teorema A-1. Si f es una funcidon creciente en [a,b],
entonces los limites laterales f(x,”) y f(x,) existen para cada

x,e(a,b) y se verifica que

F(x,)= f£(x,) = £(x]). (1)

En los extremos se tiene

f(a)= f(a”) y £f(b") = £(b).

Demostracion. Consideremos A={f(x) T a<x<x,}. Dado
que f es creciente, f(x,) es cota superior de A, Si tomamos c =
SUP A, entonces csf(x,). Existen elementos f{(x) en A para los
cuales, dada >0, se cumple c - e<f(x)=c. Tomemos x,<x, de
forma que ¢ - & < f(x)<c. Ahora para €>0 y 8=X,-X,>0. Si x,-
<x<¥X, entonces |f(c) - cj<c, por 1lo que f(x;) existe y es igual
a c. La demostracién de la existencia de £(x2) Yy de que
t‘(x:)zf(xo) es andaloga. El mismo argumento sirve para los

extremos del intervalo.//

Definicidn A—-2.~- f tiene una discontinuidad de salto

en x, si existen f(x,) y f(x,) pero t‘(x;):f(x;).
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Teorema A-2,- El utnico tipo posible de discontinui-
dades de una funcidn creciente es de saltos.

Demostracidn.- Es inmediato de (1) en el teorema A-1 Yy
la existencia de los limites laterales.//

Teorema A-2.- El conjunto de discontinuidades de una
funcidén f creciente es numerable.

Demostracion: Sea S el conjunto {x : X es un punto de
salto}. Para cada xS, considérese el intérvalo abierto
Ix=(f(x ), f(x")). Si x’e S, y x<<x’, digamos, entonces hay un
punto X tal que X<xX<x’. Por lo que, debido a la monotonia de f

tenemos <

£(x")= f(x)= £(x’-)

Por lo que se sigue que Ix y Ix’ son ajenos.

Asi que podemos asociar a S en el dominico de f, una cierta
coleccidén de intérvalos abiertos ajenos en el rango de f. Ahora
cualquiera de las colecciones es necesariamente numerable puesto
que cada intérvalo contiene nuiumeros racionales, asi que la
coleccidén de intérvalos esta en correspondencia unoc a uno con
cierto subconjunto de racionales como, este numerable, se deduce
que el conjunto de discontinuidades es también numerable.//

~
Usaremos la notacidn Snis con el significado de que
(Sn) es una sucesidén no decreciente que converge a s Y Snl's, si

(Sn) es una sucecidn no creciente con limite s.

Lema A.1l.- Sea g una funcidn creciente sobre [a,b].
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i) 8i u,Tu, entonces g(u,) T g(u ).

ii) Si uylu, entonces g(u,) | g(u’).

Demostracidn. - Probaremos ii). Supdéngase que u,lu,
sea £>0; aqui u € [a,b]. Existe v>u tal que v € [a,b] ¥y g(Vv) <
g(u’)+e. Seleccionemos N natural, tal gque n>N implica u,<v.

Entonces

n>N implica g(uy) = g(Vv) < g(u )+e.

Puesto gque g(u,)=g(u’') para tode n, concluimos que

g(u,) | g(u’); lo que prueba ii).//

Lema A.2.- Si g es una funcidn creciente sobre [a,b] ¥y
si £»0, existe una particidén P={a=t,<t;<...<t =b} tal gque

g{ty) -~ g (ty,)< € para k= 1,2,...,n (2)

Demostracion. ~ Primero mostraremos gue eXiste una
particién Q={a=s,<S;<...<S;=b} tal que g(uﬂ - g(u)<e para u<Q.
es suficiente mostrar que S={se(a,b): g(s’) - g(s )z €} es
finito. Seleccionemos reN tal gue re>g(b)-g(a). Si S tiene mas
de r—-1 elementos, podemos seleccionar

a<t;<t,; ...<t . <b

de modo que g(t;) - g(ty) = & para k= 1,2,...,r, pero esto

implica
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g(b)-g(a)zg(ti)-g(ti)= i[g(t;)"g(t;)]Z re>g(b)-g(a)
k=1

Asi, S es finito y Q puede ser seleccionado satisfaciendo (2).

Ahora mostraremos gque existe 5 tal que

u,ve [s,.,, s,],u«v, v-u<d implica g(v )-g(u’)<e

(3)

Si (3) falla, entonces para alguna j existen sucesiones (u,) Yy

(va) en [s,,,, s,] donde u,<,v,,<v,~U.,<l/n ¥ g(u,)-g(u;)=c.

Pasando a subsucesiones, podemos supon=2r dque (u,) y (v,) son

monétonas. Para obtener una contradiccidn, consideremos cuatro
casos.

Si u,fu, vy v, Tu, entonces por el lema A.1 tenemos
g(uy)-g(u’) y g(vy)-g(u’), de aqui que [g(v;)-g(u,)]-0. Puesto

que g(vo)—g(uy)=g(v,)-g(u,)=c para toda n,
contradicciodn

tenemos una

Si u, | u, y v, | u, entonces el lema A.1 nos muestra
que

g(un)-g(u’) ¥y g(vi)-g(u’), y asi [g(v_)-g(u;)]-0, por otro lado
tenemos para cada n
(v )-g(uy)=g(v,)-g(u;)=c

que es una contradicciodn.
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El caso uylu, y v,Tu es imposible puesto que implicaria
usu,=v, <u,

Finalmente, supdéngase u,Tu, y v,lu, entonces S, <u<s;;

de otra manera (u,) o (v,) seria una sucesidén constante y
podriamos apelar a uno de los casos iniciales.Esta vez el lema

A-1 muestra que g(uj)->g(u ) y g(va)og(u'), y por tanto
g(u’)-g(u’) = lim) [g(vi)=g(u;)]= lim inf [g(vi)-g(u;)l=c;

puesto gue ueQ, esto contradice (2), con lo gue se prueba (3).

Agregando puntos a la particién Q podemos obtener una

particiéon P = fa=t <t;<...<t; =b} tal que Q<P y tal que ¢t -
ty-1<8 para toda k=1,2,...2n.
Si k esta en {1,2,...,n} entonces ambos t,;, ¥y t, pertenecen a

algun [s;.,, s,;] y asi por (3) tenemos g(t,)~g(t,l,)<e.//
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