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INTRODUCCION

Histéricamente, una gran parte de las matemaiticas se desarrollaron debido a la
necesidad de describir cuantitativamente fenédmenos naturales, en particular
los de la fisica. Como un buen ejemplo de esto, se encuentra el cdlculo
integrodiferencial desarrollado por Newton'. Por otro lado, ya que el perfil del
matemiitico aplicado es tomar un problema del conocimiento humano y
resolverlo por medio de alguna técnica matemiitica apropiada, se escogié un
problema de la mecdnica estadistica, que debido a las caracterfsticas
pedagdgicas que se mencionan abajo, resulté ser una aplicacién apropiada
para introducirse al complejo mundo de la solucién de problemas.

Asi, ¢l objetivo de este trubajo es estudiar un prototipo importante de la
transicién de fase que presentan los materiales ferromagnéticos y que consiste
en la magnetizacion espontineca del sistema cuando este se eniria en ausencia
de un campo magnético cxterno. Para ello se utiliza el modelo de Ising. Este
es un sistema idealizado de momentos magnéticos altémicos o espines, que
modela las propiedades magnéticas bidsicas de la materia. El estudio se lleva a
cabo mediante una simulacién numeérica con el método de Monte Carlo.

El modelo de Ising resulta ser muy conveniente desde varios puntos de
vista, por cjemplo:

W A pesar de ser un s
transiciones de fase.

B Larealizacién de su simulacién numérica es sencilla.

® Existe la solucién exucta para ¢l sistema macroscépico en el caso de dos
dimensiones.

stema muy simple, permite estudiar el fenémeno de

Estas caracteristicas hacen que el modelo de lsing sea un.sistema muy
apropiado para familiarizarse con el concepto de modelo m.uemanco. asfi
como con las técnicas de simulacién numérica.

1 A
Paralelamente desarrollado por Leibniz.



Cabe destacar también, que ademiis de las caracteristicas pedagdgicuas del
modelo de Ising, este se ha convertido en un modelo central en los estudios de
mecdnica estadistica, puesto que sus propiedades no sSlo corresponden a las
de un magneto ideal, sino también a las de un fluido simple, una aleacién, etc
[1]. Asi otras transiciones de lase como la condensucién de un fluido o la
segregacién de una aleacién, pueden entenderse empleando el modeio de Ising
ordinario. Este modelo se ha generalizado de varias formas y sus variantes son
objeto de investigaciones en la actualidad [2].

En el capitulo | se revisan, de manera breve, algunos conceptos bisicos de
mecdnica estadistica, la termodindmica asf como ¢l magnetismo de la materia,
y finalmente se define el modelo de Ising. El capitulo I1 se dedica a hacer una
revision leve del método de Monte Carlo para resolver integrales numéricas
multidimensionales y el método de Metrépolis para el caso de sistemas de la
mecdnica estadistica. El capitulo 111, esta dedicado a revisar la solucién exacta
del modelo de Ising. a describir los detalles de la simulacién numérica
efectuada asi como a la presentucién de grificas que muestran los resultados.
Finalmente, el capitulo IV trata de las conclusiones de este trabajo.



CAPITULO 1

Modelo de Ising

I.1 Antecedentes

La descripeidén de las propiedades fisicas de la materia condensada puede
ser de dos formas alternativas: la macroscépica y la microscépica, estas son la
termodindmica y la mecinica estadistica, respectivamente. Una definicién
aceptable del régimen muacroscépico, es cuando las escalas de tiempo y
longitud involucradas en dicha descripcién son mucho mayores que las que
caracterizan a las moléculas. Mientras que lo microscépico involucra las
escalas moleculares.

La termodinimica es una ciencia fenomenoldgica que aporta informacién
sobre el comportamiento de la materia en sus estados miis simples, lHamados
de equilibrio. Lua descripcién de estos estados se lleva acabo en términos de
sSlo unas cuantas variables macroscopicas. Estas variables macroscépicas
pueden ser. para el caso de un fluido, la presién p, el volumen V y la
temperatura 7.

La termodindmica es una disciplina tan general que puede ser aplicada a un
sistema tan simple como un gas muy diluido, asi como a un sistema tan
complejo como una célula.

La termodindmica es una parte muy importante de la fisica macroscdépica y
la informacién que provee se puede clasificar como:

® Ciertas relaciones que siempre se deben de satisfacer entre las propiedades
de la materia. El ejemplo mds comiin es el de las ecuaciones de estado, que
para el gas ideal ¢s PV = nRT.
Leyes que determinan la imposibilidad de ciertos procesos. Como ejemplo
se tiene la segunda ley de la termodindmica.
Criterios de estabilidad del estado de un sistema. Un ejemplo de esto es el
de las transiciones de fase.



La contraparte microscopica de la termodindmica es la fisica estadistica. La
finulidad de esta es entender las predicciones de la termodinamica, en
términos de informacién microscopica sobre los constituyentes de la materia.
A diferencia de la termodinimica, disciplina muy general, la fisica estadistica,
utiliza como punto de partida, informacién detallada de los sistemas en
estudio, especificamente informacién acerca del potencial intermolecular y
con esta informauacién la mecinica estadistica puede constituir ecuaciones de
estado particulares del sistema en estudio.

Los problemas de interés, en muchas disciplinas cientificas, por ejemplo la
fisica, son tan complecjos que su estudio tedrico se convierte en la gran
mayoria de las ocasiones en una tarea muy complicada. En este sentido. el
concepto de modclo resulta esencial para el estudio de problemas complejos
Un modclo se puede definir como un sistema que ha sido idealizado con el
proposito de simplificarlo, de manera que puede ser estudiado tedricamente,
pero ¢s importanie que al mismo tiempo preserve ciertas caracteristicas
fundamentales del sistema real que se quicre estudiar. El modelo queda
definido al especificar la regla de interacciéon entre particulas, esto es

definiendo el Namado potencial intermolecular r(r,.ry) entre las particulas 7 y j.

En la fisica el empleo de modelos matemiiticos es usual y en la mecdnica
estadistica su uso es muy frecuente. Algunos modelos que ejemplifican esto,
son el fluido de esteras duras y el modelo de Ising. Con el primero se puede
estudiar a los fluidos densos. como los liquidos, y con el segundo a los
sistemas magnéticos cristalinos.

Cuando sc trata de claborar una teoria para describir un sistema real, los
resultados de esta se deben compuarar con los que provicnen del experimento
correspondiente o bicn, con los de algltin modelo disefiado para dicho sistema.
Mientras que cuando se quicre hacer una prediceciéon tedrica sobre el
comportamiento de un modelo. la solucién exacta con la que se debe hacer la
comparacidn, la proveen las simulaciones numéricas. Esta solucion es
considerada la solucidn exacta, con excepcidon de crrores debidos a la
instrumentacion en la computadora. Por cjemplo, el tamaiio del sistema
simulado respecto del sistema macroscépico asi como los errores debidos a la
precisidon misma de la computadora con la que se ejecuta la simulacién. Cabe
mencionar quec otro de los usos importantes que las simulaciones numéricas
tiencn, es también la modelacidn de sistemas reales en diversas aplicaciones,
por ejemplo en las distintas ciencias naturales.




En la meciinica estadistica, existen dos métodos usados para la simulacién
numeérica de sistemas, la dindmica molecular y el método de Monte Carlo [3].
Los resultados de estos métodos son equivalentes para el cdlculo del promedio
de wvariables fisicas en el equilibrio. La dindmica molecular resuelve
numéricamente las ecuaciones de Newton, para las N particulas que
conforman al sistema. Por lo que en este método de simulacién el tiempo
fisico es una variable esencial. En particular, el método consiste en resolver la
segunda ley de Newton, la cual es una ecuacién diferencial de segundo orden
que para cada particula esta dada por
=m, d’r; i=1,N (1.1.1)

de=

r; es le vector de posicién de la /-ésima particula, t es el tiempo fisico, y fes la
fuerza entre particulas y esta determinada por el modelo en estudio, seguin la
ecuacion

fi

= -Vu(ry) (1.1.2)
siendo u el potencial intermolecular.

Para resolver este sistema de ecuaciones, se requieren las condiciones
iniciales dadas por el conjunto de posiciones y velocidades:

r, dr; i= 1N (1.1.3)
dt

para las particulas que forman el sistema. El método predice lus posiciones y
velocidades de las particulas como funcién del tiempo, es decir, dadas las
posiciones y velocidades de las N moléculas a un tiempo t, se predicen dichas
variables para un tiempo t+1. Como consecuencia, este método es apropiado
cuando se desean calcular propiedades macroscépicas asociadas a estados que
dependen del tiempo, como por ejemplo el coeficiente de difusidn.

El mélodo de Monte Carlo efectia los promedios haciendo uso de
elementos estocidsticos. En este método, el calculo de los promedios de las
variables fisicas en estudio, se efectia gencerando una cadena de Markov [1].
Para ello es necesaria la probabilidad de cada configuracién microscépica por
la que el sistema transita, y esta a su vez depende de la energia configuracional



del sistema. Es en este punto en donde el potencial que define al sistema en
estudio interviene en cl mdétodo. A diferencia del método de dindmica
molecular, que solo se aplica a sistema clidsicos, el método de Monte Carlo se
aplica tanto a sistemas clisicos como a cudinticos. Otra de las diferencias con
respecto a dindmica molecular es que el tiempo fisico no interviene en el
método. En el capitulo 11 se hace una revision detallada de este método.

1.2 L.os Macroestados y los Microestados de un Sistema

Los sistemas macroscdpicos como por ejemplo un baso de agua o bien el
aire contenido e¢n una habitacién, estin constituidos por un nimero de
particulas  de aproximadamente 10**. El microcstado de un  sistema
macroscdpico & un tiecmpo dado, consiste en definir las posiciones y las
velocidades de las particulas que lo conforman. La descripcidén microscépica y
detallada de uno de estos sistemas equivale a definir el microestado del
sistema como funcién del tiecmpo. Esta descripciéon no es posibie en lu mayoria
de los casos, debido a que no es fuctible en general, obtener una solucién
analitica, aun aproximada del problema. Por otro lado. la solucidn numérica
de un problema de tantas variables es irrecalizable, pues requeriria de una
computadora con una memoria exageradamente grande, asi como una gran
rapidez de cdlculo. Por lo tanto para un sistema de tales caracteristicas, la
descripcion a nivel microscdpico se hace con herramientas estadisticas. A este
enfoque se le conoce como meciinica estadistica. Por otro lado, a nivel
macroscopico, es posible hacer predicciones tedricas en términos de sélo unos
cuantos  pardimetros  del  sistema que  permitan conocer  caracteristicas
esenciales de estos. Esta descripeidn se refiere a lo que se conoce como
estados de equilibrio del sistema y esta es 1a antes mencionada termodindmica

[4].

1.3 El Estado de Equilibrio

El estado de equilibrio de un sistema es un fendmeno macroscépico que se
reficre a una situucidén en la cual no se ejerce accidén externa sobre el sistema y
en donde los pardmetros macroscopicos que caracterizan al stema se
manticnen constantes en el tiempo. Durante el equilibrio ocurren muchos
cambios a nivel molecular, los movimientos de las moléculas que constituyen




al sistema son en general complicados. En otras palabras, la configuracién del
sistema cambia en el tiempo; es decir, a nivel microscépico, el equilibrio no es
una situacion estdtica. Otra consccuencia de esto es que el equilibrio no puede
ser considerado como una propiedad instantinea del sistema. El equilibrio es
un estado muy especial que microscépicamente corresponde a una coleccién
muy particular  de configuraciones, para las  cuales las  relaciones
fundamentales termodinimicas tienen sus valores extremos, es decir alcanzan
sus miiximos o minimos valores. En particular, las llamadas entropias y
energia libre. Como consecuencia de esta definicién que hace referencia a las
propiedades macroscopicas del sistema es necesario definir un tiempo para
observar dichas propicdades. El estado de equilibrio requiere un tiempo de
observacion infinito. Esto es obviamente el concepto idealizado, ya que en la
prictica no es posible mantener a un sistema, lo suficientemente aislado como
para que sus propiedades macroscépicas sean constantes en ¢l tiempo.

Otra de las caracteristicas importantes del estado de equilibrio es lo que se
conoce como fluctuaciones, que son las desviaciones del valor promedio de
las propiedades del sistema. Para describir este fenémeno, se muestran los
resultados de la simulacién de un gas de N particulas contenidas en un
recipiente de volumen V. Este volumen se ha dividido en dos secciones con
igual volumen mediante una  superficie imaginarin. En  un  sistema
macroscopico, en el estado de equilibrio, el mimero de particulas que viajan de
izquierda a derecha, es aproximadamente igual al de las que vigjan en el
sentido opuesto. De manera que ¢l niimero de particulas en cada una de las
secciones de la caja es cusi igual a N/2. El experimento consiste en evaluar el
nimero de particulas en una de Jas secciones de la cuju como funcién del
tiempo. En las grificas a y b se muestran los resultados del experimento para
N =4 y N = 40 respectivamente. mientras que n representa el nidmero de
particulas en una de las secciones.
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Fluctuaci con del vator pr
para un sistema de N=Jd4 y N =40

Como puede verse en la fig. 1.3.1 (a), en el caso de N = 4, las desviaciones
de n/N respecto al valor promedio de esta propiedad (V2), son cercanas a 1, de
manera persistente, mientras que para N = 40, fig. 1.3.1 (b), estas
fluctuaciones son bastante menores. A medida que N crece, la magnitud de
dichas fluctuaciones decrece de manera que en régimen cuando N — eo, las
fluctuaciones tienden a cero [5].

1.4 Energia Libre y Transiciones de Fase

Existen muchos ejemplos en la vida diaria en que las transiciones de fase
se hacen presentes. Por ejemplo, la ebullicion de los liquidos o su
cristalizacién. Desde un punto de vista poco riguroso, se podria decir que en
una transicién de fuse de un sistema, existe un cambio en lu estructura del
sistema que ocurre a una cierta temperatura. En muchos casos, este cambio de
estructura se refiere al grado de orden en el espacio de las particulas que
componen al sistema. Por ejemplo, en un cristal, las moléculas que lo
componen se encuentran en una estructura totalmente ordenada, es decir, tanto
de posicién como de orientacién, mientras que en un fluido las moléculas se
encuentran en posiciones y orientaciones arbitrarins. En una transiciéon de fase
de un cristal a un liquido, existe una perdida total del orden espacial de las
moléculas que prevalece en el cristal. La termodindmica y la mecdnica



estadistica proveen una definicién mis precisa de lo que es una transicion de
fase en términos de una funcién llamada de energia libre.

La energia libre de un sistema termodinimico, es una funcién definida para
los estados de equilibrio y depende udnicamente de los parimetros
macroscépicos necesarios, para describir dichos estados. Esta funcidén de
energia libre conticne toda la informacién fundamental de éste y, asi como
otras cantidades en la fisica cumple con un principio variacional. Cuando la
funcién de energia libre se extiende a un dominio mds amplio que describa
otros estados adicionales, esta alcanza un minimo precisamente, en los estados
de equilibrio.

1.5 Magnetismo en la Materia

Experimentalmente se ha encontrado que tanto una aguja imantada como
un circuito cerrado por donde circula corriente eléctrica, llamado espira,
experimentan una fuerza magnética cuando se encuentran en presencia de un
imiin. Esta propiedad de reaccionar ante el fendmeno magnético producido por
el imdn se puede cuantificar mediante una cantidad vectorial llamada
momento magnético 4. Asimismo, se puede demostrar experimentalmente que
existe una fuerza magnética entre dos entidades que posean un momento
magnético U, digamos entre dos espiras.

En cl dtomo, los electrones en sus movimientos orbitales producen
corrientes eléctricas atémicas, lo cual a su vez produce momentos magnéticos
dentro del dtomo. Ademis de esto, el clectrén por sii mismo posee un
momento magndtico intrinseco Hamado espin. A pesar de que en todos los
dtomos existen contribuciones al momento magnético de estos, provenientes
de los clectrones que los componen, las diferentes estructuras atémicas
permiten que la interaccién entre las fuentes de Jos momentos magnéticos secan
diversas. Esto tiene como resultado que el fenédmeno magnético de la materia
tenga diferentes expresiones. En los gases raros y en general en la mayoria de
los dtomos estos efectos magnéticos se cancelan entre si, dando como
resultado un momento magnético atémico nulo. Existen otros {dtomos para los
cuales los momentos magnéticos de sus clectrones no se cancelan,
contribuyendo de manera constructiva al momento magnético del dtomo.
Cuando una muestra de este tipo de muterial se coloca en presencia de un




imdn, los momentos magnéticos de los dtomos tienden a alinearse en funcién
del imdn. A este fenémeno se le llama paramegnerisnio. Otra de las formas del
magnetismo de la materia es el llamado ferromagnetisno que sc presenta en
algunos materiales como por cjemplo cn el fierro y en el niquel. En el caso de
los materiales ferromagnéticos, existe una tendencia marcada de los momentos
magnéticos de los dtomos a alinearse entre si, a pesar del efecto de la agitacién
térmica que los tiende a desordenar. Es decir. existe una interaccién especial
entre Jos momentos magnéticos de los dtomos que componen a este tipo de
materiales, dando como resultado un efecto macroscopico de magnetizacion
espontinea. Este fendmeno se puede describir a través de una propiedad de
estos materiales que se conoce como acoplamiento de intercambio. La
temperatura es la variable determinante para que se presente este fenémeno, ya
que si la temperatura aumenta hasta cierto valor critico 7, dicho efecto
macroscopico  desaparece compictamente. Es  decir,  en  materiales
ferromagnéticos que a suficientemente baja temperatura poseen una cierta
magnetizacion cuando aumenta su temperatura, su magnetizacién desaparece
stibita y espontincamente. Similarmente ocurre esto en ¢l sentido opuesto, es
decir, un material ferromagnético cuya magnetizacién es cero a una cierta
temperatura, pucde magnetizarse espontineamente st su temperatura baja
hasta el valor critico 7.. Desde ¢l punto de vista microscépico se puede decir
que al aumentar la temperatura del material, el acoplamiento enue los dtomos
desaparece stbitamente. Esta propiedad no radica exclusivamente en las
propiedades de los dtomos, sino en la forma muy particular de interaccién
entre ellos. Un material ferromagnético a temperatura 77 > 7. se vuelve
paramagnético.

Para estudiar estos fendmenos es necesario recurrir a la fisica cudintica. Sin
embargo es posible describir ciertos aspecto del magnetismo desde el punto de
vista de la fisica cldsica.

En resumen, existe una competencia entre estas dos tendencias, de manera
que a suficientemente bajas temperaturas el efecto que domina es el de
alineamiento de los momentos magnéticos, mientras que a medida que la
temperatura aumenta, cuando esta alcanza un valor critico, se observa una
transicién stibita al estado de desorden. En los materiales ferromagnéticos,
existe una interaccién especial entre los ditomos que los componen, dando
como resultado un efecto macroscépico de magnetizacidén espontinea, a pc%ur
de no estar en el campo producido por un imiin [6.7].
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I.6 El Modelo de Ising

El modelo de Ising es uno de los modelos mds utilizados en mecinica
estadistica, debido a la combinacidon de su sencillez y del hecho de que no es
un sistema trivial como lo serfa el gas ideal'. Este modelo puede usarse para
estudiar fendmenos muy complejos como las transiciones de fase. Otra de las
ventajas que ofrece, es que en dos dimensiones su solucidn exacta se conoce
[8]. Esto es muy valioso pues permite verificar otros métodos de cilculo, en
particular, los de simulacidn numdérica para sistemas similares. El modelo de
Ising hace una abstraccidén de las propiedades magnéticas de la materia, en
particular del ferromagnetismo. El modelo de Ising consiste en definir
particulas con momento magnético intrinseco que se localizan en una red
cristalina. Como se¢ menciono antes, ¢l momento magnético L, ¢s un vector
cuya magnitud se denotard por g. La direccion del momento magnético se
supone como fija y es elegida arbitrariamente de manera que las particulas
puedan estar localizadas con sus momentos magnéticos alincados en el sentido
positivo o negativo. En estas condiciones, huabiendo fijudo la magniwud u
como la direccién de y, la variuble que resta es el sentido que puede ser
positivo o negativo. Esta variable se denotard por s; y se llamari variable de
spin.

En un sistema real los momentos magnéticos interaccionan entre si con una
magnitud que decrece a4 medida que la distancia entre ¢llos es mayor, pero en
el modcelo de Ising la interaccidén se limita a los vecinos mds cercanos. Mis
explicitamente, como se pucde ver en la (fig. 1.1.1). si suponemos a las
particulas localizadas en cada punto de una malla cristalina simple, los
vecinos de cualquier particula, digamos la /-ésima, se pueden agrupar segiin la
cercania a dicha particula en distintos grupos de vecinos. El conjunto de los
vecinos mis cercanos se encucentran a una distancia L de Ia particula 7, siendo
el ndmero de cllos igual a 4. El conjunto de los siguientes vecinos distanV(2)L
de dicha particula. Esto tienc como consccuencia que en ¢l modelo de Ising,
cada particula del sistema interactue sélo con sus cuatro vecinos mis Cercinos.

11



'es un sistema de particulas en donde el potencial intermolecular s nulo

De ahora en adelante, se llamardi magneto a una particula que posea un
momento magnético intrinseco. La ecnergia de un sistema de N espines de-
Ising, que no se encuentran bajo la influencia de un imdn esta dada por

E=-]3 s s; (1.1.4)

donde s es la variable de spin y J 1a constante de acoplamiento entre magnetos.

[T

—
L

(fig. 1.1.1)
Red cristalina en dos dimensjones
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CAPITULO 11

Método de Monte Carlo

II.1 Método de Monte Carlo

Cuando se quiere calcular la integral de una funcién de muchas variables,
en general ¢s necesario hacer la evaluacién por medio de métodos numéricos.
El método de Monte Carlo es una manera eliciente de resolver este tipo de
integrales, su nombre surge de su cardcter de aleatoriedad y de los fumosos
casinos de Ménaco. Un ejemplo en ¢l cual el método de Monte Carlo resulta
muy adecuado se da a continuacién, Muchos problemas en fisica involucran
promedios sobre muchas variables. Supdénguase que se conoce la posicién y
velocidad de 10 particulas que interactiian entre si. En tres dimensiones cada
particula ticne tres componentes de velocidad y tres de posicidn. por lo que la
energia en tal caso, es una funcion de 60 variables. Por lo tanto un cillculo del
promedio de energia por particula involucra la solucién de una integral N=60
dimensional. Para cierta eleccién de la funcion la integracién podria ser hecha
analiticamente, sin embargo, hay muchas funciones comunes de las cuales su
funcidén es intratable ¥ que deben ser evaluadas numéricamente. Asi, una
manera conveniente de calcular este tipo de integrales es utilizando el método
de Monte Carlo [9]. El cddigo del programa puara resolver integrales
multidimensionales por medio de Monte Carlo se presenta en el apéndice A.

El objetivo de este capitulo es estudiar el método de Monte Carlo y
particularmente, cl de Metrépolis [1,10], con ¢l propdsito de evaluar los
promedios definidos en la Mecidnica Estadistica.

En la seccidn 1.3 se describen brevemente algunos detalles formales del
método de Metrépolis que es un caso especial del método de Monte Carlo; en
la seccidén IL.4 y ILS, sc revisan algunos aspectos generales para llevar a la
prictica el algoritmo del método de Metrdpolis y en la seccién 1.6, se explica
de manera genérica el programa de computadora que se elabord para simular
el modelo de Ising ¢n dos dimensiones por medio de Metrépolis.

I1.2 Estratcgia basica de Monte Carlo
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El método de Monte Carlo puede aplicarse de dos formas[9]:

Sea A el drea de un rectiingulo de altura H y ancho (b-a), y sea {(x) tal que,
asx<sby f(x) < H (ver fig. 2.2.1). Se eligen al azar y de manera uniforme n
niimeros X; y n nimeros y; de manera que se formen n pares de nimeros
aleatorios (x;¥i) con i=l,....n; tales que cumplan con las siguientes
condiciones a € X;=by 0=y < H.

Para cada punto x; se evalda la funcion f(x;), la fraccién ng de puntos (Xi,y;)
que satisfacen la condicion y; £ f(xi) entre el total de puntos n por el drea del
rectingulo, es una estimacién de la integral de f(x). Por lo tanto, el cdilculo de
la integral, que se denota con Fn, en el método de éxito-falla es dado por

Fn = A(n/n) 2.2.1)

donde n,; es el nimero de puntos (x,yi) bajo la curva o que satisfacen la
condicién y; < f(xi), n es el total de puntos y A es el drea del rectingulo. Debe
notarse que n no deberid confundirse con el nimero de intervalos usados en los
métodos numéricos convencionales (trapezoide, rectangular y simpson). Cabe

mencionar que el total de nimeros aleatorios que se necesitan para este
método son 2n.

H

(x)

El otro procedimiento de Monte Carlo se basa en el teorema de cdliculo, el
cual condiciona que la integracién de una funcién esta determinada por el
valor promedio del integrando f(x) en el intervalo a. <. x <b.

Para integrales uni-dimensionales, la estimacién ‘de la integral Fn cn el
método de muestra-media es dada por

Fn = (b-a) () = (b-a) (1/n) T f(xi) (2.2.2)
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aqui, el promedio de f, es evaluado considerando n valores Xx; de la abcisa,
donde x; son nimeros aleatorios dlb[rlbllldcb umformemcnte en el intervalo 'a
<x;<b. . T

La evaluacién de xntegr'lles con’ metodos numéncos cl' ‘1coq, como por’
ejemplo, la regla de Trapecxo o Slmpson se hace de la slguleme forma

le £0x) AX . (2.2.3)

en donde
'Ax = (b-a)/n y Xn = Xp +NAX

En este tipo de métodos se define una malla en el dominio de la funcién, en
donde cada punto x; de la malla es usado para evaluar la funcién f(x;). Para
‘muchos casos el paso de la malla es constante' y esta definido por

AX = Xirg - Xi ’ 2.2.4)

Ver (fig. 2.2.2). Es decir, el conjunto de puntos { x; )._| de la malla, es elegido
de antemano . Por el contrario, en ¢l método de Monte Carlo los puntos x; se
eligen al azar, es decir, sélo se evalda la funcién f{(x;) en una muestra
representativa del dominio, clegida de manera aleatoria. Por lo tanto, la forma
de (2.2.2) y (2.2.3) son equivalentes excepto en que los n puntos son elegidos
con igual espacio en (2.2.3) y con cxpuc:os alecatorios en (2.2.2). Para
integrales de pocas dimensiones (2.2.3), es mis exacto, pero para integrales de
muchas dimensiones (2.2.2) es mis adecuado.

1 . . . .
A excepeidn de funciones que requieren ser tratadas con una matla de paso variable.

15



{fig.2.2.2)

Suponicndo que el dominio de ta
funcién a integrar estd en Ra.

I1.3 Método de Metrépolis

Una aplicacion del método de Monte Carlo para resolver problemas fisicos,
es el llamado algoritmo de Metrépolis. Este permite calcular promedios de
variables dindmicas por medio de una discretizacidn del espacio sobre el que
se esta trabajando. La discretizacién se logra al elegir una sucesién de puntos
en cl espacio en cuestién, conocida como cadena de Markov. Una de las
caracterfsticas  mds importantes de Meurépolis, es que dicha cadena esta
formada por aquellos puntos clegidos del espacio sobre el que se esta
trabajando que estén corrclacionados y por lo tanto que puedan clegirse de
manera que tengan una probabilidad significativa. Entonces, para el cdlculo
del promedio de una funcién sélo se toman en cuenta los valores evaluados en
aquellos puntos que forman parte de la cadena de Markov [1,10].

En Mecinica Estadistica el ciillculo del promedio de una variable dindmica
f(x) de un sistema en equilibrio, se expresa de la siguiente forma

J f(x) p(x) dx
F(x) ) = —=2

2.3.1)
] px)dx :
Q

en donde X = (r,ra,....rn) representa la configuracidn de .un sistema de N
particulas y r; = (X;,¥i.2i), representa las coordenadas de la i-ésima partfcula o
su localizacidén en el espacio de tres dimensiones. 2 representa el espacio
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configuracional o sea, el conjunto de todas las X y p(x) es la probabilidad de
ocurrencia de X.

En particular, ‘al tratarse de-un sistema. a temperalur:.\'T en el conjunto
candnico [4} . e R o :

POX) = exp(-UX)/kt) (2.3.2)
en donde U es la energi’a cdnfiéuruéic:)r‘l.al

del~~;sistema, que - suponiendo
aditividad por pares, queda definida por & 3

ueo = X utng) L (2.3.3)
<i

ui; es la interaccidn que existe entre las particulas i,j y k es la constante de
Boltzmunn.

Como puede verse de la ecuacién (2.3.1), el cidlculo del promedio { I )
implica una integracién sobre el espacio configuracional €. Esta integral en
general, debe resolverse numéricamente, debido a que la energia
configuracional U(X) es en general no integrable analiticamente. Por otro
lado, es fiicil convencerse que aun para un sistema de pocas particulas (N=10),
la integral de la ecuacidn (2.3.1) esta definida en un espacio configuracional
de 30 dimensiones, suponiendo que se estid trabajando en tres dimensiones.

El mdétodo de integracion numérico mils adecuado para integrales
multidimensionales es ¢l de Monte Carlo. Este consiste en elegir puntos de
mancera aleatoria en el espacio configuracional para cvaluar el integrando en
cuestion. Por lo tanto. la correlacién entre puntos sucesivos de la serie que
resulta de la discretizacion de la integral, es nula. Esta forma de mucstreo
puecde no ser muy eficicnte, ya que muchos de cstos puntos que se han tomado
de manera totalmente aleatoria, pueden tener una probabilidad insignificante.
Meturdpolis ct. al. [1.10], modificéd este tipo de muestreo utilizando lo que se
conoce como cadena de Markov. Brevemente. éste consiste en clegir los
puntos sucesivos que contribuyan al cilculo del promedio. de manera que
estén correlacionados. Esta correlucion permite elegir puntos que tengan
probabilidad significativa y por lo tanto, efectuar un muestreo mis eficiente
que el del tradicional método de Monte Carlo. Asi con Metrdpolis. se genera
una sucesion finita vy con cierto caricter de aleatoriedad de puntos {X(1)} en el
espucio configuracional. Esta secuencia es 1a llamada cadena de Markov.
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Mais explicitamente, el método de Metrdpolis aproxima el promedio de
{f(x)), como

"

(“X)>=(""')E. fIX®] =1 (2.3.4)

en donde m representa el niimero de puntos en la cadena de Markov y X(t) 1a
configuracién del sistema como funcién del parimetro t. Este es un parimetro
discreto que etiqueta en forma secuencial a los puntos de la cadena de
Markov. Es posible demostrar [10] que los promedios en la ecuacién (2.3.4)
coinciden con (2.3.1) cuando se toma el limite m — oo

m

XY = lim () Z Xm] (2.3.5)
m—reoo =

Como puede verse de la ecuacién (2.3.4), no es necesurio calcular la
constante de normalizacién involucrada en ¢l promedio. Esta constante es
Hamada la funcién de particién en Mecidnica Estadistica. Aqui el promedio
de f es evaluado considerando m valores x;, elegidos al azar del espacio de
configuracién. A medida que la cadena de Markov es muiis larga, (es decir, que
mds puntos forman parte de ella) las cantidades que se calculan se aproximan
muiis al promedio de variables fisicas que se desean calcular.

Por tiltimo, cabe destacar que Monte Carlo evalia integrales de acuerdo a
(2.2.2), sin tomar en cuenta la probabilidad de los puntos que sc suman para
calcular ¢l promedio que nos de la estimacidn de la integral, sin embargo, se
puede obscrvar que para  integrar (2.3.1) se necesita precisamente  la
probabilidad de cada punto. ya que aparcce explicitamente en el integrando.
En este caso al discretizar la suma, parece muis adecuado elegir una secuencia
de puntos tomuando en cuenta sus  probabilidades y que estas scan
significativas, entonces con este criterio Metrépolis evalida la integral (2.2.2)
por medio de (2.3.4), esta expresion pesa anticipadamente cada configuracion
y le asigna su probabilidad intrinsecamente.

Las reglas por las cuales se genera la cadena de Markov, se basan en el

siguiente criterio. Supéngase que al tiempo t el punto en la cadena de Markov
es X;. Para genecrar el sucesor Xy se crea un paso de prueba o un nuevo punto
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Xp. Un paso prueba es un punto tal que, si cumple con ciertas condiciones
podra ser el sucesor del punto X en la cadena de Markov. X, es aceptado si la
probabilidad de X, es mayor que la probabilidad del punto X;. Es decir si

pP(Xp) > p(Xi) (2.3.6)

o equivalentemente si
r=pXp)/p(Xd) > 1 2.3.7)

Es decir si r > 1, el paso de prueba es el sucesor X;4; en la cadena. De esta
manera, el método de MetrSpolis genera los puntos de la cadena cuyas
probabilidades sean significativas.

Este criterio de aceptacién de puntos de la cadena de Markov, puede

traducirse en términos de propiedades del conjunto candnico de la siguiente
forma

exp(-U(Xp)/kt)

Cexp(-U(X)/kt)

exp (- (UXp) -~ UXpYykt) = ‘ (2.3.7
= exp (-AU/kt) ‘

Porloque r>1 < AU < 0O

Por lo tanto, el criterio de aceptacién se puede expresar en términos de la
diferencia AU = U(X;) - U(Xj§). Si AU < 0 se toma X, como sucesor de X; en
la cadena de Markov. Si la condicidn anterior no se satisface, se calcula otro
nimero aleatorio uniforme & y se aceptari el paso prueba si ¢ Y = E En
caso de que el paso prueba no se aceptado, el siguiente punto X;.;, en la
cadena de Markov se toma como Xj, ¢s decir, X; = X;,;. Este criterio se ilustra
en el diagrama (2.3.1)
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Si AU < 0O, entonces se acepta la
la configuracién de prueba X

Si e™Uk 5 B aceprar X,
Si AU > 0, entonces

Si eV < E, rechazar X,

Diagrama (2.3.1)

Criterio de acepucion del algoritinoe
de Metropolis.

IL.4. Instrumentacion del Algoritmo de Metrépolis

En primer lugar hablaremos acerca del tamafio del sistema que se utiliza
para realizar la simulacidn. Para esto es convenicnie notar que aunque en la
actualidad existen miquinas muy potentes y con una gran capacidad de
memoria, es imposible simular un sistema tomando en cuenta que ¢l nidmero
de particulas en un sistema real. es del orden de 10*. Por ello, luas
simulaciones s¢  hacen generalmente con  un  sistema  reducido de
aproximadamente 10° o 10* particulas. Sin embargo éste sistema es una
pequeiiisima fraccion del sistema que se desea simular. Un sistema de tales
dimensiones sc veria afectado de mancra importante por su frontera. Para
evitar que el sistema se vea influido por ¢l medio que le rodea y para reducir
los errores que surjun con motivo de usar un sistema reducido, se hace uso de
las condiciones periddicas a la frontera. Ver fig. (2.4.1). Las condiciones
periddicas a la frontera consisten en llenar ¢l espucio infinito que rodea el
sistema bajo estudio, con réplicas idénticas de él. Una réplica consiste en un

stema imagen que tiene el mismo ndmero de particulas N, el mismo
volumen V y la misma configuraciéon X. Las condiciones periddicas a la
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frontera afectan el cilculo de la energia configuracional

. como s¢ vera a
continuacién [3].
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de dste,

La energia U de un sistema de N particulas, si se toma el criterio de
aditividad por pares resulta

N
U="Z u(ny) 2.4.1)
=i

en donde u es la energfa de interaccidn entre pares, rijes la distancia entre las
particulas i.j; por.lo que es necesario calcular lIa interaccién entre cada par de
particulas en el sistema. De acuerdo con la periodicidad introducida por las
condiciones periddicas a la frontera, existe un ndimero infinito de interacciones
u(rij), es decir, suponiendo que la particula i estd en la celda original, existe un
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nimero infinito de imigenes de j provenientes de todos los temas réplicas.
Esto tiene como resultado que la energia de U, (ecuacién (2.4.1)) contenga un
nimero infinito de términos, de los cuales, s6lo unos cuantos contribuyen
significativamente a U. Esto es debido a que todo potencial intermolecular
realista tiende a cero cuando rj j—> eo.

Este problema se pucde resolver introduciendo una convencién llamada de
la “imagen miis cercana”. Esta consiste en considerar para el cilculo de la
energia, sélo Ia imagen de j mids cercana a i. Con esta convencién el nidmero
infinito de términos en la ccuacién (2.4.1), resulta ser ahora N(N-1)/2, siendo
estas las interacciones por pares de un sistema de N particulas; excluyendo las
auto-interacciones u(ry;) ¥ teniendo en cuenta que urj=ulr;).

Ya que se ha convenido el tamafio del sistema que se va a simular, el paso
inicial del algoritmo debe contemplar la creaciéon del primer punto de la
cadena de Markov o bien lu primera configuraciéon del sistema a la cual
denoturemos como configuracion Xo Esta ¢s elegida arbitrarinmente’ pero
debe de estar acorde con el sistema bajo estudio, que en este caso es el modelo
de Ising. La parte cue tiene que ver con la localizaciéon de los sitios de los
spines corresponde a4 una red cristalina en donde los sitios estin regularmente
espaciados, mientras que la parte orientacional de dicha configuracion se
puede clegir de dos formas. En este programa, se puede optar entre una fase
ordenada, cs decir, todos los spines con direccion hacia arriba o bien, una fase
desordenada, en donde la orientacién de los spines se asigna aleatoriamente.
Es necesario hacer notar que los ndmeros al azar que son generados por una
computadora son en realidad pscudo-alcatorios.(ver apéndice B). Esto es
debido a que la sucesion de nimeros gencrados asi tienen una cierta
correlacién, es decir, la sucesion ticne un periodo. Por lo cual es muy
importante ascgurarse de estar utilizando la longitud total de la sucesidn.

Debido a que la configuracidon inicial que se generd se cncuentra en un
estado, que no necesariamente corresponde al estado termodindmico que se
quiere estudiar, es necesario  dejar evolucionar la simulacién para alcanzar ¢l
estado que se desea simular. Esto implica que se debe generar un ntimero de
puntos de la cadena de Muarkov que en general puede ser grande con el fin de
tener informacion estadistica que sea relevante en distintas regiones del
espacio configuracional.

En principio. Ia configuracion inicial puede elegirse arbitrariinente, <in embarge por razones practicas upas
selecciones pueden resuliar mejor gue otras.
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Por lo anterior, para la ejecucién del programa se puede necesitar un tiempo
grande, lo cual requiere por razones pricticas, que la gjecucién pueda ser
llevada a cabo en varias sesiones, por lo tanto se debe contar con la
posibilidad de detener la simulacién en un momento dado y reiniciarla sin que
se pierda la continuidad de la misma. Asi es que al final de cada corrida, se
debe guardar en un archivo la dltima configuracién X y algunos pardmetros
necesarios para continuar con cl proceso. De esta manera en ¢l cédigo existe 1a
opcion de generar una configuracién inicial o seguir con un proceso ya
iniciado. :

El paso siguiente en el algoritmo es calcular la energia de la configuracién
inicial Xo © bien de la configuracién Xi con la que se ha reiniciado el
programa.

Una vez que se ha calculado la energia de la configuracidén Xi (ya sea Xo o
bien, la continuacién de una corrida), se requiere generar una nueva
configuracidn a la que Hamaremos de prueba con el fin de ir formando la
cadena de Markov. Para csto se clige de manera aleatoria un spin Sk de la
configuracién en cuestién y se cambia su direccién, generando asi la
configuracién de prueba a la que llamaremos X, Para generar X, se dejan los
n-1 spines con la misma direccién que tienen en la configuracién anterior X; y
s6lo se cambia la direccidn del spin Sy que se eligié al azar. Es decir, la nueva
configuracién de prueba serd

Xp= {(ri.8S1)(r2.82), . . . (r.8"h - - - (F01. 80010, Sk) } (2.4.3)

en donde r; = (Xi.y;) es la posicidén en el espacio bidimensional de la i-ésima
particula y S; representa su direccidn (-1 6 +1). Para  esta configuracién S’y
=~ Si.

De acuerdo con lo anterior, la diferencia entre U(X;) y U(X,) depende
solamente de Sk. Esto es, al cambiar la orientacién de Sy, cambia también la
relacién que mantiene con las demds particulas del sistema, mientras que la
interaccién por pares de las n-1 particulas distintas de Sy, sigue siendo Ia
misma en ambas configuraciones. Asi, la energia de la configuracién en
cuestién  se expresa como

UXp) = UX) + US") - UGS 2.4.4)
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en donde U(Sy) es la energia entre el k-ésimo spin y los n-1 spines restantes
dados en la configuracién X U(8°k) es la energia correspondiente que se
calcula del spin S en la configuraciéon X, y U(X;) es la energia total de la
configuracién X;. Para la eleccién del spin Si se utilizé una funcién que
genera nimeros pseudo-aleatorios, la cual se encarga de elegir por medio de
nimeros distribuidos uniformemente en ¢l intervalo [0,1] dicho spin Sy.

v

Aceptar la Rechazar la
configuracion Xp configuracion Xp
Xi+1 =Xp Xit+l = Xi

(Diagrama.2.4.2)

Criterio de aceptacion del método de
Metrspolis

Como ya se menciond, ¢n el método de Metrépolis el criterio de aceptacién
de puntos esta basado en la razdén r de probabilidades entre la configuracién de
prueba X, y la configuracién actual X;. De acuerdo con el diagrama (2.4.2),
dicha razén se compara con un nimero aleatorio § entre cero y uno. Sir > §
entonces se acepta la configuracién de prueba X, y en caso contrario se
rechaza Xp. Sin embargo, al aplicarse ¢l método de Metrépolis al conjunto
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canénico, parece que existen dos caminos distintos para aceptar a X, lo cual
puede ser confuso. Para explicar lo anterior, es necesario recordar que la
probabilidad de cada configuracién en el conjunto candnico depende de su
energfa es decir, p(x) = 'U"""" , por lo tanto para eficiencia computacional es
posible evitar el ca’llculo dcl exponencial cada vez que se prueba una
configuracion tomuando como criterio de aceptaciéon la diferencia de las
energins AU = U(X) - UX)), correspondiente a las configuraciones X; y X,
asi para que r > 1, AU, deberi ser mayor a cero. Cuando la condicién anterior
no se satisfaga, se compara ¢ ¥R contra un ndmero alcatorio entre cero y uno.
De esta forma se satisface complectamente el criterio de aceptacién impuesto
en el método de Metrépolis.

I1.5 El Método de Metrépolis Aplicado a ¢l Modelo de Ising

La energia del modelo de Ising en dos dimensiones, se calcula de Ia
siguiente forma

UX)=-J/T X Sa Sp 2.5.1)
en donde o y B son etiquetas Oenerule% de sitio para cada variable de spin, J'y
T son parimetros de entrada y 7 denota que la suma se hard sobre pare_]as de
spines que sean vecinos mis cercanos.

Para el caso que aquf se estudia (modelo de Ising en dos dimensiones), si
suponemos que k es la ectiqueta para la posicién i,j en la. malla cnstalmd y
tomando en cuenta a (2.4.4) y (2.4.5), se tiene que .

AU = U - UGSy
= 8% * (Sij1+ Siger+ Sy j+ Siv1 ) a
. o (2.5.2
- Sij * (Sijo1+ Sijer+ Sjn-l’.j “+ Svid—l“j)‘ :
=-2 8;; * (Sij+ Si.;ifl"‘:si-'l.j“‘ Si+i1,i)

Esto es si se ha supuesto que el campo externo es cero.
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Aceptar la configuracién X, significa que esta nueva configuracién serd el
paso Xi, en la cadena de Markov, es decir, se efectida la asignacidon Xy «—
Xp. Mis explicitnimente, la orientacién del spin S° substituird a la orientacién
del spin Si. Asimismo, el valor de la energia debe ser actualizado es decir,
Ui+1 = Up. Si por el contrario, la configuraciéon es rechazada, el nuevo paso
Xi+1 en la cadena serit el paso anterior X, cs decir, X, «— X, y su energia
debe ser actualizada también en la forma U, = U;. Para aplicar el algoritmo
de Metropdlis a un fluido ver apéndice C.

I1.6 Descripcion del Programa para Computadora

En esta seccidn se encuentran los detalles del programa para computadora,
elaborado para esta tesis y que se basa en el método de Metrdpolis, que simula
el modelo de Ising en dos dimensiones. En el apéndice D, se muestra el
diagrama de flujo de dicho algoritmo.

Como ya sc explicé anteriormente, la simulacién tendri que realizarse en
varias sesiones, por lo que el programa ticne la opcion de continuar con un
proceso o iniciar uno nuevo. asi, la parte inicial del programa consiste en leer
un archivo que conticne los pardimetros nccesarios para determinar si la
ejecucion se inicia con la configuracién inicial Xy o es continuacién de una
ejecucion anterior que parte de la configuracion X;. Si se quicre reiniciar una
sesidn, se lee de un archivo adicional, la dGltima configuraciéon que se guards a
la que Hamaremos X; y el dltimo niimero al azar para asegurar que la sucesion
de numeros aleatorios sca lo mis grande posible. Por otro lado, si se va a
iniciar un nuevo proceso, se crea una configuracion inicial que Hamaremos Xo
y se da un nldmero semilla a partir del cual se inicia el proceso de generar
nimeros aleatorios. Para crear Xo, tomamos como base una red cristalina
ctibica simple en donde cada sitio s ocupado por un spin, esta red consiste de
n=Nx X Ny spines y en ¢l programa dicha red cristalina se representa por
medio de un arreglo bidimensional al que llamaremos A, ¢l cual tiene Nx
renglones y Ny columnas (ver fig. 2.6.2). Dicho arreglo contiene en cada
posicion a(i.j) la dircecidn de cada spin que se represcnta por un +1 o un -1,
donde (i.j) determina la localizacidén de cada spin en el arreglo. El programa
tiene dos opciones para designar las direcciones de los spines en Xo. en una de
ellas todos los spines toman el valor de +1 es decir, que el conjunto de n
spines estin direccionados hacia arriba, tal configuracién corresponde a la fase
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ordenada. La otra forma consiste en que los spines tengan una direccidn de +1
o -1 aleatoriamente es decir, que se encuentren en una fuse desordenada.

-2 0.1 0.2 oy 0.Ny+1

1.0 1.1 1.2 1.Ny 1Nyt

21 2,2 2.Ny 2.Ny+1

Nx.O Nx,1 Nx,2 NxNy Nx,Ny+1
Nx+1,0 Nx+1,1 Nx+1.2 Nx+1 Ny Nx+1.Ny+1

fig. 2.0.2)

Arreglo de tamano NN, con condi
frontera

ones pericdicas a la

Las condiciones pericdicas sc satisfucen de la siguiente manera en el
programa: s¢ afiadieron al arreglo original dos renglones y dos columnas
adicionales, es decir, si el arreglo original tiene de [,...Nx renglones y 1,...Ny
columnas, los renglones adicionales serdn el 0 y el Nx+1. Las posiciones del
renglén O estin ocupados por los spines del renglén Nx y las posiciones del
renglén Nx+1 estin ocupadas por los spines del renglén 1. Esto se cumple de
igual forma para las columnuas. estas seriin la columna O y la columna Ny+1.
Asi, el arreglo tendrd Nx+2 renglones y Ny+2 columnas (ver tig. 2.6.2). Estos
renglones y columnas extras sc utilizan para el cilculo de la energia
configuracional va que se afectado por las condiciones periddicas a la frontera,
por ejemplo: el vecino inferior del spin Sij cuando i=Nx serd aquél con i=1 y
el vecino a la izquierda de Sij cuando j=1 seri aquél con j=Ny. En donde i,j son
los indices para las dos direcciones espaciales.

Ya que se tienc la configuracién a partir de la cual se empieza la
simulacidn, el siguiente paso es calcular la energia de la configuracién en
cuestién, que en este caso puede ser X o X, Esta energia se calcula para cada
spin, tomando en cuenta sélo a sus vecinos mds cercanos. Por ejemplo el spin
que ocupa en el arreglo el sitio (i) inteructua sélo con < spines: (i £ 1.j) ¥ (i.j
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=+ 1): Para tener la configuracion de prueba X, se elige un spin, que denotamos
por Sg, de manera alealoria y uniforme, la cleccién se hace tomando al azar
una columna y un renglén que nos den la posicién de Sk, al renglén le
llamaremos m y a la columna n, asi el spin con ¢l que obtendremos la nueva
configuracién estard localizado en la posicién (n.m) del arreglo A.

Una vez que se ha seleccionado al k-ésimo spin, lo siguiente es cambiar su
direccién y el nuevo valor de la variable Sy en la configuracion de prueba X,
serd Sy es decir, S’ = - Sy.

Ahora que ya se tiene la configuracién de prueba X, se calcula su energia
U((Xp) con el fin de compararla con la energia de la configuracién actual
U(X). Para esto. se hace la diferencia entre ambas energias: AU = Ul - UO, en
donde Ul es una variable que almacena la energia de X, y UO almacena la
energia de la configuracion X;. Si esta diferencia es menor a cero aceptamos a
Xp. 81 es mayor a cero se calcula otro nimero aleatorio § y se compara con la
exponencial de -du. Si eriwkt o & aceptamos a X;. de lo contrario se rechaza.
Cuando rechazamos una configuracién, se busca una nueva configuracién a
prueba a partir de X;.

Accptar a la configuracion X, significa que la posicidén en el arreglo que se
refierc al k-ésimo spin con direccién Sy se substituye por la direccién 87y, y la
energia también se actualiza.

Si aun no sc ha completado el nlimero total de corridas se repite el proceso
eligiendo una nueva configuracién a prueba a partir de la configuracién actual
Xi. Si ya se cumplieron cl total de corridas se guarda en un archivo la dltima
configuracién X; y en otro archivo los parimetros necesarios para inicializar
un proceso en cualquier otro momento.

Como parte final se visualiza la configuracién actual en la pantalla. La
visualizaciéon de la simulacién del modelo de Ising. se hizo utilizando griificos
de pascal. Esta visualizacién representa por medio de cuadros a cada spin y
cada cuadro tiene la misma posicion en la pantalla que cada spin en el arreglo
A, es decir, el ij-ésimo cuadro representa al ij~-ésimo spin en al arreglo A,
dentro del programa. Ya que cada spin puede tener direccién positiva ( T o 1)
o negativa ( L o -1), un cuadro de color rojo nos indica que el spin al que
representa tiene direccién positiva es decir. que la posicién correspondiente a
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este spin en la matriz A vale 1 y un cuadro de color azul indica que ¢l spin que
representa tiene direccidén negativa o que vale -1. Ver (fig. 2.6.3)

Sleole

=)l
“

N

tlig. 2.6.3)

Los espines s¢ representan por medio de flechas
En la visualizacion son representados por medio
de cuadros de colores.

Mis explicitamente, primero se dibujan cuadros del mismo tamafio de lado
L=b, el nimero de cuadros es igual al nimero de spines en el arreglo. Para
esto se propone una posicién inicial (vy) y (x/,3/) en la pantalla que son los
vértices superior izquierdo ¢ inferior derecho del cuadro inicial (para dibujar
un cuadro sélo es necesario dar estos dos puntos) y a partir de estas posiciones
se dibujan los siguientes cuadros hasta llenar el primer renglén de spines, lo
que significa que las posiciones aumentan a razén de x=x+b y yv=y+b, y
xl=xl+b y yI=v/+b. En scguida se inicializa nuevamente la siguicnte
columna es decir, la posicidn del vértice superior izquierdo del primer cuadro
para el j-esimo rengldén seri (v, y), en donde v equivale a la primera columna y
y al renglén respectivo. Ahora, se vuclve a llenar el siguiente renglén con los
colores rojo (1) o azul (-1) para la direccién de cada spin, de manera que todos
los spines en el arreglo queden representados.
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CAPITULO 111

Resultados
II1.1 ELa Solucién Exacta del Modelo de Ising

La solucion exacta del modelo de Ising en dos dimensiones, corresponde a
un sistema macroscopico en donde el numero de grados de libertad es de
aproximadamente 10%. La obtencién de la solucién de este modelo requirié
varios afios de trabajo. Onsager [8], en 1944 obtuvo la expresién para la
energia libre y cinco afios mis tarde, la expresién para la magnetizacién.
Posteriormente, se han efectuado varios intentos por diferentes investigadores
para encontrar la solucidn exacta de este sistema, utilizando métodos
alternativos al de Onsager [11].

El termino mads relevante de la expresion de la magnetizacién como
funcion del la temperatura, proveniente de la solucién exacta tiene la forma

[11
ME() ~ ()P @3.1.1)

en donde B = 1I/8, t = ((T - T)/T). T es la temperatura del sistema, y Tc =
2/(ln(\/2+l)) = 2.2692 es la llamada temperatura critica o de Curie. La griifica
de esta funcidén aparece en la fig. (3.1.1).

Como se puede ver de esta figura, la solucién exacta ME(T), para un
sistema macroscopico ( N — o ), tiene varias caracteristicas muy peculiares,
como por ejemplo, que existe un valor de la temperatura, Te, tal que la
magnetizacion cumple con

=0 T<Tc

ME(T) = (3.1.2)
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La magnetizacidn tiende a cero continuamente y en forma abrupta alcanza este
valor. Cabe mencionar, que este comportamiento sélo . se presenta para
sistemas macroscépicos. : :

<|M|> W‘ } o ) e

Y

fig. 3.1.1)

Comy i itativo de fa izacion para
sistemas finitos ¢ infinitos [13).

III.2 Sistemas de Tamaiio Finito

En una simulacién numédérica, los sistemas tienen necesariamente un
mimero de grados de libertad del orden' de N << 10?%, En este tipo de sistemas
finitos, la funcién de la magnetizacion M(T) correspondiente, muestra
discrepancias importantes con respecto a la  solucién  del sistema
macroscépico, ME(l). Es decir, aunque la magnetizacién del sistema, M(T),
tiende a cero continuamente, no existe un valor bien definido de Ia
temperatura que cumpla con las caracteristicas de T, dadas por la ecuuacién
(3.1.2). Es decir, el cambio en M(T) no es abrupto sino suave. En la figura
(3.1.1), se muestra esquemiticamente la diferencia entra la magnetizacién de
un sistema finito y la solucién exacta correspondiente a un  sistema
macroscopico.

La correccién que sufre la magnetizacion por el efecto del tamaiio del
sistema se expresa en la siguiente ecuacién

¥ Se llama lfmilg‘ ter ol régi COFTESF 1i at de un si cuyo de grados de libertad es
del orden de 107, ¢s decir, para sistemas macroscopicos.

31



< M >rn—~ (rapP N B2 (3.2.1)

donde v = 1 y a es un factor de escala [12]. Este comportamiento tiene como
consecuencia que en la prictica, la determinacién de la temperatura de
transicion no seca simple. En general, el estudio del fendmeno de las
transiciones de fase mediante simulaciones numéricas ¢s una tarea que no es
trivial. Esto se debe al hecho de que trabajar con sistemas de tamaiio finito
produce cambios que pueden ser importantes, entre los resultados de la
simulacién y los correspondientes al sistema  macroscopico. Por clio es
necesario hacer un andlisis cuidadoso de los resultados obtenidos de fa
simulacién. Es posible determinar. de manera aproximada, ¢l valor de la
temperatura critica del sistema macroscépico, utilizando los resultados
obtenidos a partir de sistemas de tamafio finito. Esto consiste en simular varios
sistemas con diferentes nidmeros de particulas y extrapolar el valor de T¢
cuando N — ==, Otro cjemplo de esta situacion, para el mismo tipo de sistemas
aqui estudiado, ademds de la determinacion de la temperatura critica, es que
cuando se simula un sistema finito, el sistema cambie espontincamente la
direccion de la magnetizacion. Es decir, si originalmente su magnetizacién era
de mo. después de algidn tiempo, la magnetizacién cambie a -mg o viceversa.
Lo cual tendria como clecto que al promediar durante el tiempo total de
observacion, el valor de Ia magnetizacién resultard igual a cero.

En la figura (3.2.1), [13] sc describe esquemiiticamente ¢l comportamiento
de la distribucién de probabilidad, de la magnetizacidén para un sistema de
tamafio finito en ausencia de campo magnético externo, en su evoluciéon
cuando la temperatura avanza de T < T, a T > T, Para temperaturas mayores i
la temperatura critica. T > T¢, en donde el sistema es paramagnético, Ia
distribucidén ¢s una gaussiana, el valor mis probable corresponde a cuando la
magnetizacion es igual a cero. Es decir, en estas condiciones de temperatura y
en ausencia de un campo externo, el sistema no presenta magnetizacion
espontinea cquivalentemente. para magnetizar al sistema se requiere un
campo externo. Para T = T, la distribucién presenta indicios de la aparicién
de dos valores mis probables, sin embargo, existe un intervalo amplio de la
magnetizacién -Mg < X < My, para el que la probabilidad P(x) es comparable
en todo intervalo. Esto indica que a la temperatura critica la distribucion no es
estrecha, en otras palabras, no se pueden identificar valores miiximos
predominantes dc probabilidad de la magnetizacién. En este caso, las
fluctuaciones del sistema manifestadas en la magnetizacioén son considerables.
En la prictica esto tiene complicaciones, como por cjemplo, que la
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determinacién de la magnetizacién a la temperatura critica o en una vecindad
de esta no sea sencilla debido a fluctuaciones. Para T < T, la distribucién se
convierte en bimodal, los valores miis probables corresponden -Megwp ¥ Mesps ¥
el minimo corresponde a cuando la magnetizacidn sea igual a cero. En este
caso, el punto relevante para este trabajo es que si bien el minimo de la
funcidn se alcanza para M = O [4], la probabilidad P(M=0) no es cero, sino

P(M) ~exp(-N"3) >0 (3.2.2)

Esto tiene como consecuencia, que se establezca un tunel entre los midximos
de la funcién cuya probabilidad es mayor que cero, que permita al sistema
transitar de un estado con magnetizacién Mg, 2 otro cuya magnetizacién es -
Mep y viceversa.

Para sistemis macroscépicos, esta transicién tiene una probabilidad que tiende
a cero cuando N — oo, segiin puede verse en la ecuacién (3.2.2). Lo cual
implica que el fenédmeno descrito antes no es observable en la prictica. En la
figura (3.2.2), se muestra cualitativamente la diferencia entre la magnetizacién
del sistema macroscépico y del sistema finito, respectivamente.
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ta forma s

ocn
muy nmphn de pomhu valores
de ocurrencia tiende a ser semciante. Por Gltimo, en ¢} caso de temperaturas menores
a Te: se espera que la magnetizacion tome los valores de -M a +M con una probabilidad
alta, y la probabilidad de que M = 0 se reduce bl noes g i
cero ya que s un sistema finito, o gque significa que el sistema pueda transitar de <M a M
¢ inversamente.
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1IL.3 " Cilculo de la Magnetizacién-

En esta seccién se revisa el cilculo’ de propiedades de interés que en este
caso es la magnetizacién. Para cada configuracién en la cadena de Markov, se
calcula la magnetizacién que se define como

e ;@ (3.3.1)

¥a

Mz

Mj =

i

en donde p es ¢l momento magnético. s;% representa a la i-ésima variable de
spin  en la configuracién j y Mj es la magnetizacién para la j-ésima
configuracién en la secuencia de la cadena de Markov. Por lo tanto, el
promedio de la magnetizacién (M) se calcula sumando cada Mj y dividiendo
la suma entre el total de configuraciones, lo anterior se expresia como sigue

M) =3 M;/ m* (3.3.2
3

en donde j es un indice que corre sobre todas las configuraciones m* de la
cadena, designadas para el cilculo de los promedios, y en ausencia de un
campo magnético externo a {M) se le conoce como magnetizaciéon espontiinea.

A fin de determinar Ia longitud de la cadena de Markov, e¢s decir el niimero
de configuraciones m* que se tomaran en cuenti para el calculo de (M), cste
se propone de manera que en promedio se elija mg veces cada particula s;. Lo
que significa que la cadena tendrd m* = meN estados y de esta forma se espera
tomar una muestra representativa sobre todo el espacio configuracional. Por
otra parte y como s¢ menciono anteriormente, la configuraciéon inicial que se
eligié de manera arbitruria para formar la cadena de Markov, puede no
corresponder a una configuracién en equilibrio para un estado termodindmico
que se pretende simular, por lo que es necesario dejar evolucionar la
simulacién para que este estado inicial no influya en el calculo de propiedades
fisicas., Esto significa que se va a generar un ntimero ny adecuado de
configuraciones. las cuales s¢ desecharun y a partir de la dltima configuracién
se inicia el calculo del promedio (M). Siendo en este caso
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‘mF
(M) = 1/ (mp-my) X . M; (3.3.3)
i

1=m
donde m es la Gdltima configuracion en la cadena de Markov

Para comprobar que se ha llegado al equilibrio y por lo tanto, que la
configuracién inicial Xo no va a afectar el valor promedio de equilibrio, se
comparan los promedios parciales de la propiedad fisica de interés con el
promedio total sobre la cadena de Markov de m puntos. Es decir, los m puntos
en la cadena se dividen en s subintervalos de longitud me y sobre cada uno de
estos subintervalos, se calcula la propiedad de interés. De tal manera que los s
promedios puarciales que resulten puedan representarse en una grifica y
observar su tendencia con respecto al promedio total, que se representa por
medio de una recta horizontal, cuando el sistemil esta en equilibrio sélo se
observaran fluctuaciones de los promedios parciales sin ninguna tendencia
creciente o decreciente, alrededor de la recta horizontal. A esta grifica se le
conoce como carta de control.

Otra forma equivalente de verificar esto, es comparando la evolucién en el
tiempo de una de las propiedades de interés partiendo de dos configuraciones
diferentes Xo. Cuando se ha llegado al equilibrio. el valor del promedio es
independiente de la configuracion inicial Xo.

III.4 Resultados

En esta seccidén se presentan y analizan los resultados obtenidos de la
simulacién realizada para esta tesis. Los resultados que aqui se muestran, se
calcularon con un programa en lenguaje FORTRAN 77, claborado para este
trabajo y con el cual se generaron todos los resultados que aqui se presentan.
En este caso, se utilizé el generador de nidmeros pseudo-aleatorios intrinseco
de lau midquina en donde se g¢jecuté la simulacién. En el apéndice D, se
encuentra el cddigo FORTRAN con el que se realizé la simulacién. El
programa antes descrito se escribié también en lenguaje PASCAL, y se
muestra en el apéndice E. En este caso. la rutina utilizada para la generacion
de los ntimeros fue tomada de la referencia [14] y aparcce explicitamente en el
codigo.
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Para realizar dicha simulacién se ejecuto el programa tomando diferentes
nimeros de particulas, estos son

N = 100
N =225
N = 400
N = 625

Para cada tamafio de N se¢ simularon diferentes temperaturas, desde T = 0.5
hasta T = 3.5, el intervalo se dividié de tal

manera, que quedaron 11
temperaturas para el cdleulo de (M).

Por experiencia se sabe que en general, al simular un sistema, resulta mds
dificil ordenar un sistema que desordenarlo. Por ejemplo, si se inicia la
simulacién a partir de una configuracién desordenada y desde una temperatura
baja, en el proceso de ordenamiento se corre ¢l riesgo de que ¢l sistema caiga
en un estado metaestable, de modo que no se sube cuidnto tiecmpo tardard el
sistema para salir de dicho estado, y en el caso de una simulacién, lo anterior
puede resultar muy poco eficiente. Asf, la tdctica que se eligié para evitar este
tipo de problemas fue la siguiente. Para cada nimero de particulas, se inicid la
simulacidn a partir de ambas, una configuracién desordenada y una ordenada.
y desde la temperatura mds alta. Las diferentes temperaturas se tomaron de
manecra decreciente, desde 3.5 hasta O

Para cada tcn’tpcruulru sC gcencraron
m; configuraciones que no se tomaron en cuenta para el cdlculo de (M) es
decir se eliminaron. y a partir de la diltima configuracién se hizo el cillculo del
promedio con los m estados o configuraciones siguientes. Cada vez que se
eligié una nueva temperatura, se tomé la Gltima configuracién que resulto de
1a temperatura anterior y de esta forma se ahorré tiempo de equlibracién para
legar al equilibrio.

En las figuras (3.4.1)-(3.4.4) aparecen las grificas de los valores
instantineos de la  magnetizacién como  funciéon  del ndmero  de
configuraciones generadas. Estas griaficas corresponden a un sistema de N =
225 particulas para las temperaturas T = 3.5, 2.5, 2.0 y 1.5. Esta serie de
simulaciones se obutuvicron tomando como paso inicial una configuracién
totalmente desordenada, para la temperatura miis alta utilizada, que es igual a
T = 3.5. Aquf se¢ puede ver la evolucién en el tiempo de la magnetizacién del
sistema desde el inicio de la simulacién hasta la dliima configurucion
producida, lo cual equivale a un total de 270 000 configuraciones. De estas,
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las primeras 90 000 fueron descartadas por involucrar ¢l tiempo que tarda el

“sistema en desechar el efecto producido por la configuracién inicial. siendo
este el periodo de equilibracidn. Los dos siguientes intervalos de 90 000 cada
uno, se utilizaron, el primero para evaluar ¢l promedio de la magnetizacién y
el segundo para su verificacion. Los promedios que sc presentan en este
trabajo se calcularon tomando las tiltimas 90 000 configuraciones. El resultado
final es que el sistema se ordena con magnetizacioén igual o -1, es decir los
spines se orientan hacia abajo. Cabe mencionar que la transicion de fase
hubiera podido ocurrir de tal forma que, el sistemit se hubiera podido ordenar
en sus spines hacia arriba de forma totalmente equivalente.

En las figuras (3.4.5)-(3.4.8), se¢ muestra otra seric de resultados obtenidos
en condiciones similares a las de la serie antes descritia, pero habiendo partido
de una configuraciéon itotalmente ordenada para la temperatura de 3.5. Al
comparar las grificas correspondientes a la misma temperatura, de cada una de
las dos series, digamos. para T = 3.5, las figuras (3.4.1) y (3.4.5) para T = 2.5,
las figuras (3.4.2) y (3.4.6). y asi sucesivamente, se puede observar que el
resultado del valor absoluto de la magnetizacién es independiente de la
configuracidn inicial elegida. En este caso, es importunte destacar que a pesar
de que se partié de una configuracion ordenada. con una magnetizacién de +1,
en las grificas se puede observar que el sistema parte de tener una
magnetizacion de igual a 1 (ver fig. 3.4.5 para T = 3.5) y ridpidamente s¢
desordena alcanzando su magnetizacion un valor que fluctda alrededor de
cero. Cuando la temperatura es T = (ver fig. 3.4.6) sc observa que el
sistema, tiene fluctuuciones importantes y los resultados parccen apuntar a que
el sistema se estd ordenundo con sus spines hacia abajo. es decir, que el
promedio de la magnetizacion es menor gue cero. Al decrecer en temperatura
y alejarse de la temperatura critica, fig. 3.4.7 para T = 2, s¢ observa un cambio
stibito en el orden del sistema. Es decir, la magnetizacion del sistema cambia
de valores negativos a valores cercanos a +1. Esta es una consecuencia de
trabajar con sistemas finitos, los cuales ticnen un comportamiento tal, que
pueden pasar de una magnetizacién positiva a una magnetizacién negativa y
contrarinmente. El comportamiento anterior se analiza en la seccion I11.2.

Una caracteristica importante a4 notar es la dependencia de las fluctuaciones
con la temperatura. Es bien sabido que para los resultados cuyas temperaturas
son cercanas a la critica. las fluctuaciones son importantes [4]. Esto tiene
como consecuencia que las fluctuaciones de los resultados para T = 1.5 sean
menores que las correspondientes a T = 2.0, Ver figuras (3.4.3) y (3.4.4) de 1a
primera serie o bien. (3.4.7) y (3.4.8) de la segunda seric.
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En las figuras (3.4.9)-(3.4.12) se encuentran los resultados de Ila
magnetizacién versus la temperatura’, obtenidos de la simulacién, para
distintos nimeros de particulas: N = 100, 225, 400, 625 respectivamente.
Como se puede ver de estas grificas la diferencia principal se encuentra en ia
regién critica.

En Ia figura (3.4.13) se compara el comportamiento en la regién critica,
entre la solucidn exacta por un lado y el diagrama de fases como funcién del
nimero de partfculas, obtenido de la simulacién, por el otro lado. Como se
puede apreciar, a mayor nimero de particulas en el sistema, mds abrupto es el
decrecimiento de la magnetizacién., Cabe recordar que la expresién para la
magnetizacién exacta expresada en la ecuacidn, describe el comportamiento
de la regidn critica.

' 1o cual se conoce como diagrama de fase
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Se grafica la magnetizacion en funcion de ks configuraciones para un sistenia de N=225

particulas y para k femperatura de T=3.5, partiendo de una configuracidn desordenada,

2 —

(Fig. 34.1)
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n funcidn de las configuraciones para un sistema de N=225

Se grafica la magnetizacién e
de T =25, partiendo de la gltima configaracidn que se generd

particutas y para la temperatura
para fa temperatura anterior,

(Fig. 34.2)
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" Se grafica la magnetizacidn en funcidn de las configuraciones para un sistema de N=225
particalas y para a temperatura de T= 2.0, partiendo de la dltina configuricion que sc gencro
para la temperatura anlerior. :

2
1
¢ (Fig. 34.3)
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u magnetizacian en funcion de L configaraciones para un sistema de N=225

Se grifica |
= 1.5, particndo de la ttisna configuracidn que se generd

particulas y para la temperatura de T
para L temperatura anferior.

2
1
0 (Fig. 3.44)
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0 90000

Se grafica la magnetizacidn en funcidn e las configuraciones para un sistenid de N=225
particulas y para ba temperatura e = 3.5, pactiendo de una configuracidn ordenada,

Niimero de Configuraciones
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(Fig. 34.5)



Se grafica la magnetizacion en funcién de fus configuraciones para un sistema de N=225
particulas y para ta temperatura de T = 2.5, paniiendo de fa dhima configuracion tjue se generd
ara i temperatura antetior.

(Fig. 34.6)
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Se grafica la magnetizacion en funcidn de tas configuraciones para un sistema de N=225
particutas y para I temperatura de T=2.0, partiendo de a uhima configuracidn que se generd

para T lemperatus anterior.
2
1
M 0 H (Fig. 34.7)
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Se grafiea la magnetizacin en funcidn de las configuraciones para un sistens de N=225

i3 2! ' un st )
particulas y para fa temperatura de T=1.5, partiendo de la dltima configuracion que se generd
fara fa temperatura anterior,

(Fig. 34.8)
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0.90

0,60

Se grafica ¢l promedio de la magnetizacidn en funcidn de la temperatura, partiendo de una
configuracion desordenada y de Ja temperatura mds alta que es de T=3.5, para un sistema con

un nimero de particulas e N=100

(Fig. 3.4.9)
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Se rafica e promedio de la magnetizacion en funcién de |2 lemperators, partiendo de una
configuracion desordenada y de Ta temperatura nvis alla que es de T=3.5, pari un sistema con

un niitnero de particulas de N=225

(Fig. 3.4.10)
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1.50

1.20

0.60

Se prafica ¢l promedio de fr magnetizacion en funcion de fa temperatura, partienda de una
configuracion desordenada y de ka temperatura mds alta que es de T=3.5, para un sistema con

un miimero de particulas de N = 400
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Se prafica cf promedio de I magnetizacion en funcidn de la temperatura, pattiendo de una
configuracion desordenada y de b temperatura mis alta que es de T=3.5, para ub sistent con
un niimero de particulas de N=623 '

1.50
1.20 =
0.00 o,
(M) i (Fig. 3.4.12)
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Se compara la curva de T solucidn exacta de fa magnetizacidn, contra las curvas para un
ndmero de particulas de N=100, 225 y 625,
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Capitulo IV

Conclusiones y Comentarios

El primer objetivo de esta tesis ha sido el estudio del método de Monte
Carlo para ¢l cdlculo de integrales multidimensionales, asf como su aplicucién
para resolver problemas de la fisica estadistica, como lo es el algoriumo de
Mewrdpolis. Esto se logré al elaborar cédigos en lenguaje FORTRAN 77 y
PASCAL con los cuales se han instrumentado y probado los métodos de
estudio.

El segundo objetivo fue la realizacién de una simulacién numérica asi,
como la familiarizacién con el concepto de modelo matemadtico en la fisica
actual tedrica. Esto se alcanzd al estudiar el prototipo de transicién de fase
orden-desorden del llamado modelo de lsing que es uno de los modelos mas
importantes y que posee mis aplicaciones en la fisica estadfstica.

Como resultado de todo esto se estudiaron los efectos inevitables de la
instrumentacion de una simulacién en una computadora. Esto es, por ejemplo,
la influenciu del empleo de sistemas de tamaiio finito y la dependencia de los
resultados como funcién del nimero de particulas que componen al sistema.
Asi mismo, ¢l uso de los niimeros pscudo-alecatorios para reemplazar a los
nimeros aleatorios involucrados en métodos tipo Monte Carlo. Lo anterior se
conoce como errores sistematicos, es decir, son las posibles desviaciones en
los resultados de un experimento. causadas por lo genecral, debido a lo
defectuoso de la téenica, a las cualidades del observador, a la imperfeccién de
los instrumentos utilizados cn el experimento, ctc. En este trabajo nos
enfrentamos a los siguientes posibles errores sistematicos:

1) Adoptar para Ia simulacién un sistema reducido de aproximadamente 10%
grados de libertad. Como ya se menciond anteriormente. no es posible
trabajar con un sistema que tenga un nimero de particulas realista (1o0*?
grados de libertad), por lo que deberdi clegirse un tamafio realista y
adecuado para obtener bucnos resultados. Asi es que de uacuerdo a los
recursos con que se cucnta, se debe tomar el ndmero de particulas que se
acerque lo mds posible al del sistema real.
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2)

3

El uso de nimeros generados por medio de una funcién determinista. Los
nimeros pseudo-aleatorios son aquellos que se gencran en base a una
funcién determinista y que ademds satisfacen pruebas cstadisticas de
independencia. Estos nimeros que en general son periédicos no son en
realidad aleatorios, por lo que su uso podria afectar el cilculo del
promedio de variables fisicas, sin embargo para saber si los nimeros darin
resultados aceptables. podemos generar varias muestras las cuales deberin
de distribuirse de cierta maneru y si los resultados estiin de acuerdo con lo
que se espera, podemos entonces confiar en estos nimeros.

El tamaiio de la muestra, es decir el largo de la cadena de Markov. Aunque
tedricamente puede demostrarse que las cantidades que se calculan con
(2.3.4) coinciden con el promedio de (2.3.1) cuando m-—ee, en la prdctica
se debe comprobar si sucede efectivamente lo mismo tomando una cadena
que tenga un nimero grande de estados o configuraciones. Esto se puede
hacer comparando los resultados con los sistemas para los que
previamente se haya encontrado su solucién por otro método que no sea la
simulacidén.

En resumen, sc considera un resultado bastante satisfactorio haber

efectuado todas las acciones requeridas, para instrumentar le método de
simulacién de Monte Carlo (Metrépolis), de un modo no trivial de la mecdnica
estadistica tomando cn cuenta lo siguiente

1.

2

No se adoptaron elementos elaborados previamente por otros autores.
Se obtuvieron los resultados correctos comparados con la solucién exacta.

Lo anterior involucré el entendimiento y el empleo priictico de:

El algoritmo de Metrépolis
a) Nimeros aleatorios y pseudo-aleatorios
b) Cadena de Markov
¢) Programacién del cédigo

Modelo de Ising

a) Definicién
b) Energia configuracional

55



c)
d)
e)

Limite termodindmico

Efectos de tamaifio finito
Fluctuaciones de la magnetizacion
Programacién del modelo
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S APENDICE A o

Programa para computadora en lenguaje PASCAL, que evalua |ntegrales
numéricas con el método de Monte Carlo

|'ROGR/\I\| METODOS:

pe
arreglo = array | 1..20] of real;
var

X.avb tmint - arreglo
ureaHyi b fxiFasuna e . '
opd.nl intege
Y e

Function evalus(x @ arreglo) : e

hegin
evalum=x| 11" 11#x[21*xI21:

end:

procedun: metodol

51
l_mu\)(lﬂ 30);
BOLOAY(2.7 piwHteCmile superior = °);
readingdlily
end;

OnwriteCvalor de i =)

i
OtoAy (2.1 1iwritet Numero de tiradas n=
readinmy.
arcar=1:

blil-alil:
intdj):

{1
yir=H*random:
for j:=t to nt do
il tamiat]jl=madom:

nn);
go:nx)(llﬁ).wmcl
reading
end
provedure metodo:
begin
cleser:
for j:=1 to nl do
begin
BOtoxy{A2.2hwriteCIntervalo pura X
gOtoxy(2.5)ywriteClimite inferior = 'y
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readintalj)

£otoxy (2. 7 writeClimile superior =
readin(bijl)
end;
£O1OAY (2.9 writeCNumero de titadas ns ')y
rewlininy:

for j:=1 o nj do

forj=4 1o nl do
begin
tarintljh=blil-aljl.
tanuntfil.

for j:=1 ta ai da
“ili=atjl+tamin il *randony,
Expimevaluits
sunn s
irmiely
until (i = 0,
Fro=agrea=(1/ny*sumn
goloxy (2.1 S pwrite(
reading
end;

1 resultado de 1o integrud es °n a

2y

(= *=** PROGRAMA PRINCIPAL **=

begin
indomize:

LOIOAYE36.Snwrite (M EN U
LOLOAY(26,7kwrited 1 ). M todo de ,xito-fa
£OLOXF(26,9nwrite('2), Mando de “"muestrn-nedin
LOLOXY (26,1 1hwritet"3). Salida'),

LOONY (A5, 1 3nwrile¢Opcien: ')

adlntop):

end:
until (op = 31
end



APENDICE B
Numeros aleatorios

Los niimeros que se escogen de manera aleatoria son muy utilizados en
diferentes clases de aplicaciones. Sin cmbargo, parece dificil dar una
definicion exacta de lo que es un niimero aleatorio, una posible definicidn es
la siguiente: *La seleccién de un clemento de un colectivo es al azar cuando
cada elemento del colectivo tiene igual probabilidad de ser escogido™ [15]. Si
bien lo anterior es correcto. en un experimento real, cémo podemos asegurar
que cada elemento, tiene la misma probabilidad de ocurrencia que los demds y
que por lo tanto la secuencia ha sido elegida aleatoriamente. Se puede pensar
que utilizando un método casual ascguramos que la secuencia de ndmeros sed
realmente alecatoria. por cjemplo, para gencrar ntmeros aleatorios se puede
utilizar un directorio telefénico, abrirlo al azar y tomar el primer ndmero en
donde la vista se detenga, tomar las primeras tres cilras del ndamero, cerrar
nuevamente ¢l directorio y repetir ¢l proceso anterior hasta completar el total
de nidmeros que se quicran gencrar. Del método anterior se observa  que
pueden darse posibles errores es decir, si la gufa esta usada habrd algunas
piginas que sc abran con mayor facilidad que otras. de modo que se dard la
tendencia de tomar los ntmeros de una misma seccidn. tambidén existe Ia
posibilidad de que la cleccion no sea completamente imparcial ya que algunos
nimeros podrin llamar mds la atencidn que otros. Entonces, la dnica garantia
de aleatoriedad en los nimeros se da aplicando las prucbas estadisticas de
aleatoriedad (cste tema serd tratado mids adelante). Tomando en cuenta lo
anterior, nos referiremos a una sccucencia de ndimeros con un  posible
comportamiento aleatorio, independientes entre si y con una distribucién
especifica, asi, podemos entender aunque de una manera vaga, que los
nimeros elegidos al azar no deben estar corrclacionados unos con otros
(;C6émo se puede asegurar que dos ndmeros son o no independientes?. el
grado de independencia entre dos mimeros es una idea que tiene que ver con
su aplicacién en particular. Cada aplicacion tiene sus propiuas exigencias, por
lo tanto no se puede dar una regla general que las satistaga) vy deberdn tener
una probabilidad especifica de caer en un valor determinado de un intervalo.
Cuando se hace referencia a la distribuciéon uniforme. significa que todos los
niimeros tienen la misma probabilidad de ocurrencia en un intervalo [a,b]
dado. Generalmente se toma ¢l intervalo [0,1].

59



Hay muchas maneras de generar ndmeros aleatorios. Por ejemplo, se
pueden lanzar un par de dados, en este caso la secuencia de niimeros serid
aleatoria si los dados no estin predispuestos a caer en una determinada cara.
Lanzar una ficha a un cuadro subdividido en diez regiones del mismo tamaio,
aunque en este caso, para evitar que la ficha salga del drea del rectingulo, se
dard la tendencia de lanzar la ficha al centro del mismo y {os nidmeros en esta
region tendrin mayor probabilidad que aquellos en las extremos. En una urna
se colocan fichas de igual forma, las fichas estin enumeradas y s¢ van
sacando una a una reponiéndose una vez que se haya observado su ndmero. Si
las fichas no son idénticas, entonces algunas tendrin mayor probabilidad de
ser elegidas que otras. En los mdétodos antes descritos se obtendrin resultados
sesgados, debido a que aparentemente se eligié una forma adecuada para
generar secucncias de ndmeros aleatorios. En este caso. hay algunos métodos
que son mejores que oros y  una maneri segura de comprobarlo, es
sometiendo los resultados a pruebas estadisticas

En algunas aplicaciones se han utilizado tablas de nimeros aleatorios
generados previamente, que para el caso de aplicaciones manuales han
dado buenos resultados, sin embargo su uso ¢n computadoras es reducido
yva que tienen ciertos inconvenientes. Es decir, la tabla puede ser demasiado
corta o extensa y el tiempo de captura serd largo y tedioso ocupando
espacio en la memoria que puede ser titil posteriormente. La acepcidn
anterior y otros mdétodos (las miquinas generadoras de nimeros aleatorios
como ERNIE) condujeron al desarrollo de expresiones aritmdéticas para
computadoras  para la generacion de nimeros aleatorios. John Von
Neumann en 1946, propuso ¢l método de los cuadrados medios, que
consiste en tomar un nimero de n digitos elevarlo al cuadrado, agregar
ceros a la izquierda del ndmero hasta completar 2n digitos. extracr los n
digitos medios (que serd el namero aleatorio buscado) y repetir tantas
veces, como ntimeros se quieran gencrar. De aqui surgié una objecion,
cémo se puede Hamar a una sccuencia de nimeros, aleatoria. cuando cada
nimero que se gencra depende del anterior. Si se generan nimeros
aleatorios de acuerdo a una funcién determinista. en realidad no son
aleatorios aunque parezcan serlo, en este caso les llumaremos “pscudo-
aleatorios™ si  ademds satisfacen cicrtus  prucbas  estadisticus  dc
independencia. Si sc¢ ha seleccionada cuidadosamente un buen meétodo
deterministico generador de ntimeros  “pscudo-aleatorios™ y estos son
usados para alguna aplicacién, se pueden obtener buenos resultados.

60



El problema de utilizar el método de los cuadrados-medios es que
tiende a degenerur, es decir en algiin momento, en la secuencia se repite
indefinidamente un mismo nimero. También el método es lento y en
algunos casos su periodo pucde ser corto. Por lo tanto, una caracteristica
importante de los métodos es que no degeneren en algidn valor.

En una secuencia de niimeros pscudo-aleatorios se busca que el periodo
sea lo suficientemente largo para cubrir las necesidades de cualquier
aplicacién. Sin embargo, un periodo infinito nos es una condicidn
suficiente para decir que los niimeros son aleatorios, ya que dentro de una
secuencia infinita no periddica se pucden dar patrones de repeticién que tal
vez a simple vista no resultan obvios. Por cjemplo. en la secuencia infinita
de decimales del ndmero racional m, se puede pensar que tenemos una
secuencia aceptable de nimeros aleatorios, sin embargo se han observado
algunos patrones de repeticion. Abajo se puede ver, que cl 26 se repite en
medio de un cierrto patrén de repeticidn [16]

! !

Tt = 3.14159(26)53589(79)(32)(38)46(26)43(38)(32)(79)50
| SO |

Por lo anterior, no debemos confiar de nuestro criterio intitivo para
decidir si una secuencia es aleatoria’o no. Entonces; cémo podemos saber

que una secuencia de niimeros con aparente comportamiento aleatorio, es
en realidad aleatoria.

Pruebas Estadisticas de aleatoriedad. [14,16].

Existen algunas pruecbas que pueden utilizarse para comprobar la
aleatoriedad en un conjunto de nidmeros generados por medio de una
funcién determinista. sin embargo el ndmero de pruebas a las que se
somete una sccucncia, depende de la exigencia de aleatoriedud que cada
aplicacién en particular requiere, con respecto a la independencia entre los
mimeros. Por cjemplo. si la secuencia indica ser aleatoria después de N



pruebas, no se puede asegurar que en realidad lo sea, ya que quizds la
- secuencia no satisfaga la prueba "N+1 [16].

Prueba Ji-cuadrada

Una de las pruebas mads utilizadas es la ji-cuadrada, para esta prueba el
intervalo de posibles resultados, se divide en k subintervalos o clases de
igual longitud. Las clases seriin mutuamente excluyentes y colectivamente
exahustivas. Es necesario que ¢l niimero n de observaciones sea grande es
decir, que el valor esperado np (donde p es la probabilidad de cada clase)
en cada clase, sea por lo menos de cinco observaciones, sin embargo se
sugiere eclegir n lo mils grande posible para obtener una prucba mads
poderosa. En cada subintervalo se compara la frecuencia observada contra
la frecuencia esperada por medio de una diferencia, s¢ espera que las
diferencias sean minimas para concluir que las observaciones son una
muestra de una distribucién uniforme. Por lo tanto, consideranmos la suma
del cuadrado de lias diferencias

V = (Fe,-Fo;)? + (Fea-Fo2) * + ... + (Fex-Foy) (1)
Sin embargo, en este caso V esta asignando igual peso a todas las

clases. cuando algunas de ellas tendrin una probabilidad mids alta de
ocurrencia que otras. Por lo tanto, si V es un estadistico justo (1) se puede

escribir como

V = (Fe-Fo,)* + (Fe»-Fo02)? + ... + (Fex-Foy)?

Fe; Fea Fex

M=

V. =3 (Fei-Foy) */ Fe; 3)

en donde -
Fe; es la frecuencia esperada de la clase i, Fe; = np; y pi es la probabilidad

de
la i-ésima clase.
Fo; es la frecuencia observada en la clase i.
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k es el total de clases.
n es el niimero de observaciones que se suponen independientes.

Si tomamos en cuenta que

.
3 Foy = n y >pi=1 . “)

y desarrollando los binomios, 'V queda como

Kk
V=1mn 3 (Foi*/pi)-n : (&)
=

Por dltimo, se compara el valor de estadistico V con el valor en tablas
de una variable ji cuadrada con v = k-1 grados de libertad con un nivel de
confianza 1-o. o un nivel de significacién o. Si el estadistico V- es menor
que el valor en tablas, no se puede rechazar la hipétesis de que los ndmeros
siguen un comportamiento aleatorio y se distribuyen de manera uniforme.

Prueba Kolmogorov-Smirnov

La prueba Kolmogorov-Smirnov es usada para comprobar la’hipStesis
de que una muestra de tamafio n se comporta de acuerdo a una funcién
especifica continua F. Esta prueba utiliza la funcién de dxslnbumén
acumulada F(x), que se define como -

F)=p(X<x) = o (6)

es decir, la probabilidad de que X < x.

Cuando se trabaja en el intervalo [0,1], es decir cuando 0sx<1, la
probabilidad de que X £ x es precisamente, x. A la probabilidad definida en

(6) se le llama funcién de distribucién acumulada y para esta prueba F(x)
deberd ser continua.

Ahora, si s¢ generan n valores independientes x;, entonces se puede
construir la funcidn de distribuciéon empirica, que se define como

Fn(x) = i/n ()
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en donde i es el lugar que ocupa en la secuencia el nimero x;, si los
ndmeros se ordenun de manera ascendente. La prueba de Kolmogorov-
Smirnov se basa en la diferencia que hay entre F(x) y Fu(x), es decir si
Fn(x) varia demasiado de la distribucién acumulada hipotética F(x),
podemos decir que el generador de niimeros aleatorios no . aproxima los n
datos a la funcién especifica F(x).

Entonces para hacer la prueba, tomamos los siguientes estadisticos

D, = max ( Fa(x) - F(x))
i

(€))
n" = max ( F(x) - Fa(x))
i

en donde, D," mide la midxima desviacién cuando Fn(x) es mayor a F(x) ¥
D,*° mide la mdxima desviacién cuando F,(x) es menor a F(x).

- En seguida se expresa el algoritmo para aplicar la prueba de K-S:

1) Generar n ndmeros aleatorios uniformes.
2) Ordenarlos de manera ascendente, es decir
X1 SXa £xa3s =< Xap.

y calcular Fu(x;) para cada valor x; que se¢ supone independiente, como esta
definida en (7).
3) ‘Calcular el estadistico D de la siguiente forma

D" = max (i/n - F(x;))
Isi=sn

Dn" = max (F(x;) - (i-1)/n ) : (&)
Isisn

D, = max (D, - D,)
4) Comparar el estadistico Dy con el valor critico da. para una muestra con
n mayor o igual a 20, en donde d se da por

dos= 1.36/(n)
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o e =l (10)
d_m=l.63/(n)'5 : : :

con un nivel de significancia de .05 y .01 respecuvamen[e.
5 Si el estadistico D, es menor. al valor critico dg, no se puede rechazar

la hipé6tesis de que los nimeros se generaron.a parur de una dxslrxbucnon
uniforme.
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APENDICE C
El método de Metrépolis aplicado a un fluido

Cuando se emplea ¢l método de Metrépolis, para simular sistemas en
donde las particulas tienen una posicién bien definida sobre una latiz regular,
como en el modelo de Ising, las diferentes configuraciones que se generan
para formar la cadena de Markov, dependen sélo del sentido de cada una de
estas particulas, ya que su posicion es fija. Es decir, si tenemos un sistema de
N particulas, en donde cada particula tiene una posiciéon (i,j) en una latiz
cuadrada y un sentido S;, para generar una configuracién de prueba, se elige
una particula y dnicamente se le cambia el sentido.

Sin embargo, cuando se simula un fluido, las N particulas que lo componen
se podrin desplazar a través de todo ¢l volumen en donde esta contenido el
liquido. Esto quiere decir, que cada configuraciéon depende de la posicién que
cada particula ocupa en el espacio fisico. Asi, para proponer una configuracién
de prucba, supéngase que se tiene un punto X, (configuracién actual) en Ila
cadena de Markov. Para gencrar Xpag se crea un paso prueba o un nuevo punto
Xp. Un paso prueba es un punto tal que, si cumple con ciertas condiciones
podrid ser el sucesor del dltimo punto X, en la cadena de Markov. Entonces,
Xp se puede escoger de un conjunto de Z estados vecinos de X, X se genera
dejando N-1 particulas con las mismas coordenadas correspondientes a la
configuracidén actual X, las coordenadas de la k-ésima particula restante ry =
(Xk.¥x,2x) elegida al azar, son elegidas también al azar dentro de un cubo cuyos
lados miden D (el tamafio que deberid tener D se explica mis adelante), en
donde D/2 representa el miaximo desplazamiento en cada un de los ejes: X, y o
z de la particula r’y = (X",¥ %2 k), en donde

=X+ (D) * &,

* y* + (D/2) * &>
z’ + (D/2) * &3

N < »

k
k
k

son las coordenadas de la k-ésima particulaen la configuracién de prueba X,,.
Y
Eie [-1.1]
Los desplazamientos de cada coordenada son a partir de r¢ y el centro del
cubo es ri.
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Con una tlerna de ndmeros aleatorios distribuidos uniformemente en el
intervalo [-1,1], se podrin escoger las coordenadas de la particula r’ para
generar el paso pruecba. El valor de k sc elige también de manera uniforme y
aleatoria por medio de un cuearto nimero aleatorio. Asi, la eleccién del paso
prueba es al azar y uniforme.

Una pregunta que resulta importante es de qué tamaio tendrd que ser D. Si
se elige una D muy grande, entonces p(Xp) serd mucho mis chica que p(Xn) y
la mayoria de pasos prueba serin rechazados llevindonos a una ineficiente
muestra. Por otra parte, si D es pequeiio la mayoria de los pasos prueba serin
aceptados, pero la caminata aleatoria no se moveri muy lejos lo que dard
como consecuencia obtener una muestra de mala caliadad. Una buena regla
para conseguir un tamafio D eficiente, ¢s tomarlo a fin de que alrededor del
50% de los pasos prucba sean aceptados. Por lo tanto, D se calculard de
acuerdo a ensayos pruebu-crror.

Para aplicar condiciones peridédicas a la frontera, se llena con réplicas
idénticas el espacio alrededor de la caja original, tal como se muestra en la
figura 1. .

& & &

<1$> 2 <15> 2 <1§> 2
® & ®

<19 ‘ ) <1§> 2> <1§> 20
2 & &

® | e |d e

(fig. 2

Condiciones pericdicas a la frontera de un siswema

idi i as Iéculas son orientables y
forman parte de un fluido. El cuadro ceniral
representa la celda original ¥y cada uno  de los
demis cuadros son réplicas de ésta.
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APENDICE D

Programa en lenguaje

Ldut
gneanl, ul ul\]l ~laot!
integer torgenrenl awitchmtipa
INleger Fechace pLINAgIoLmagpar ares
integer templaemtot

~eed

common et/ ni g lacedawitch o tipo
common/ nt/ a

conumon/ dat/ man

common/ dit7 du

commons yaf o.r

conmon/ ener/ bl

common/ re/ eecha
commum/ temp/ o

INTO
A UNA CON¥

31 CON ANTE l‘ll p\L OPLAMI
SWITCH. DLCIDE : 1
TOT  TOTAL DE CONFL

N1 NUMERO DY R

SELD - SEAMILLA PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS
TIPO - DECIDE DL QUL

TIPO DE CONFIGURACION SEANTCIA LA SIMULACION,
LLTEMPLUTREN CONTADORES

A MATRIZ QUE GUARDA EN ELALI-ELEMENTO, 1A VARIANLE DE SPIN (Sy

=DLE LA PARTICULA LOUALIZADA EN ELALDESIMO LUGAR DE LA LATIZ

R.C \L MERO DE R} I\(EL()NI S Y COLUMNAS RESPECTINVAMERNTE, EN LA MATRIZ A
LALN DEL MODELQ

L ELIGIO AL AZAR CON

CONEL ACTUAL. ENERGIA

CEN LA CONEFL DEPRULBA

INICIAL O SE REINICIA UN PROCESO
RAR EN LA CADENA

SUS VECINOS MAS CERCANOS, EN L

HCTULA SUS VLCINOS NAS . s
ULU0, ENERGIA DE LA CONE DI PRUEBA Y ACTUAL,
DU GUARDA LA DIFURENCIA DE ENERGIAS
RECHAACEPT TOTAL DE CONEFL RTCHAZADAS Y ACEPTADAS
MAGPAR  MAGNITIZACION TOTAL PARA CADA CONFIGURACION

3 3 TODA LA CADENA

TRVALO W)

SOLO CONTEMPLA NUMURO DE PART QUE 11
npcnl 1051 = e

Write(10.% 1 T semnlia es aced
mi=ni
cmaqrtenty
e
i Gawiteh eq.0) then

M {tipo eqg. 1) then
I vontinlee.raeeds
| guardadic.n
endif
PO ey 21 then

call continie.rr

1 lecture.n)

cndif

apent 1tile = temp)

read() 1,7 rentot

do 42 templi=1.wmiot
call lectuede.r)
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0
20

reud(1 1,3 ¢
uth=0
do 20i=1.r
4o 10 jst.c
uO=u0+hamiltG.j
conting
continu
ut=-§j1*00
write(10,7) "La semilla ex “seed
do 30 tres=1.3
recha=0
scept=0
v

call selenvate.r.tilaeed)
encrova= hamiltin.m)

ul=ul - j1 * (enemva- encranty
duzul-ul

call pruchatsecd

magpar=0
do 27

o 26§
magparsmagparea.g)
continue
continue

Magtole it magpar

continue
1011 =0t
pronugne=(1A0th*magoet
sispromagne/rn
write 10,*) lemperitura = .t
Wrte(10.%3 ‘el prom de ls magn es = " promagne
Wrte(10.) \i ="
WHIteC10.%) Tt magne total es = "aagtot
Wte(10.) el numera de conf asep es “acept
WHIE(10.2) ‘el numero de cont recha es “recha
continue
1 giardadte.ny
cantinue
closet 1oy
closel 1)
cal) guardaXe.ry
sap
end

** LECTURA DEL ARCHIVO DE PARAMETROS #evveessecaacssas
subrovune lecturl

integer nlawitchaottipo.seed
cammon/ lect 011 avedawitchiottipo
)

subroutine Jectur2(e.rn
implicit son
mteger ig.ne
integer 25025
real uQ
open(.tile = ‘contig’)
read(8.7) u0
Jo 60 iz0.5+1

continue
continue
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close(8)
rem

end
asubroutine lectur3e.n

integer ij.re
integer u(0:25.0:25)

do 8O i=0.r+1
do 70 j=0.c+1
read(9.7) aij

70 continug
O continue
close(9)
return

CREA NUEVA CONFIGURACION *

subroutine confinl(c.r,seed)
implicit none

integer al(h25.0:25)
common/ it/ i
real ran.ayuda
“0.0v=1
MO+ D=l
Ar+1.0)= 1
atr+1.c+1)=t
do 100 i=1r
do 90 j=1.c
ayudam2*ranseed -1

20 continue

100 cantinue
do110i=lr
ai.Or=adi.c

EIERSS BEST

110 connnue
neturn

integer w0
common/ mat/ a
O i=0.r

150
160 continue
return
end

* FUNCION PARA CALCULAR LA ENERGIA wsosresssssssnne
€ TOMANDO EN CUENTA SOLO A LOS VECINOS MAS CERCANOS PARA EL (L)) SPIN
function hamiltdi )
mplicit none
rea) hismilt
integer a(0:25.0:25)
integerij
common /mua/ o
hamilt=a(i j3* G g | ad j+ 1 ati-1 +aii+1 §»)
rewrn
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LE: CClON,\ l’r\Rl 1ICULA
A B

S EL LUGAR (N.M) DE LA LATIZ SE CALCULA
NERGIA CON R sl'LCI'O A SUS 4 VECINOS ¥ SE CAMBIA $U SENTIDO
e swlenvates. boaeed)

common/ dat/ moan
common/ encral encrant
n=inletanseed) v
m=intetraniscedns 1
u\u’nm=|m|ulllu\ ny

a(nmy
return,

TA LA CONFIGURACION
RGIA. LOS RENGLONES ¥ COLUMNAS DE LA
A. CON RESPECTO A LA CONFIGURACION DE PRUEBA QUE SE ACEPTO
subroutine acep
implict none

integer num,
integer ally
reat woul
conmunan/ mat/ o

common/ enee/ ulul
common/ acel acept
at=u
acept=acept+ 1
irtneq b hen
atrelav=atnmy
else
if tney.0) then

endif

it (mueq. Ly then
ane+ D=utnam

ehe
iftmeq.o) then

s(n.Oy=acnam

endif

endif

subroutine pruchatsced.)
implicit_none

teger N,
rewd du.p.pl.aemiltaran.t
common/ i/ a
commaon/ dist/ m.n
common/ dit/ du
common/ yol et
common/ re/ recha
it (dude0) then
call acepliste.g)
ele
pladu/t
p=exp(-pl)
semilfa=ran(recdy
if (p.dtaemitla) then
rechumrechus|
nae-ltacmy
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else
call acept(c.r)

en
endif
neturn
end
o esesmmmamenron == RESPALDA DATOS ##emmssssvsnnssnssns

subroutine guardalic.r)

implicit none
integer a(0:25.0:
integer i jr.c
real uO.ult
conumon/ nay/
cammon/ ener/ u.ui
open(S.file = contig')

write(8.%) ut

do 200 i=0r+1

25)

190
200 continue
closc(®)

<
common/ mat/ i
e = configl)
do 220 i=Que+

do 210 j=0.c+1
Wrte(D,%) adinj)
210 continue
220 continue
clase(
return
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inisio >

Leer archivo
d

o
parimetros

Si

&Crear

inict

¢Fase

Leer archivo
ordenada?

e
cortiguraocién

Llenar archivo Lienar todo el
con16 1 archivo con 1
aletoriamente % 1)

Caleular energia
de la
ecorfiguracién
i (o %0)

Elegir una
particula al
azar

NE

Cambiar
su
posicién

L

Calcular la
energia de Xp
(cortiguracién

de prueba

L

Comparar
ambas energias
con ta diferencia
du = U1 - U0

é




Aceptar Zp
vo=1u1
Actualizar fa
matriz

No

Graticar

a
cortiguracidn

L

Caloular un
numerao aleatorio
a

foeptar la -
corfiguracién
%P

Rechazar ia
configuracién
*p

Si
v

Guardar parametros
v dtima
cordiguracién
en archivos

Diagrama para «l programa que simula
el modalo de Ising en dos dimensiones




APENDICE E

Programa para computadora en lenguaje PASCAL que simula el modelo
de Ising
Uses ertgraph:

ope

Freglo = array[0..25.0..25] of integer:

i tres.magpar.ntswitch.tipo
Lenerant.dutpronagie. 1t u00,)1 s r
uuhp.nr yoarchoon.u.cosudatemp e mpLarcont Sl S.resule ut
el ot gen. mag longint:

m :imteger:

ERIGNH

#
(** LLTRES.GEN son contudores =+ 1
(=7 A urreglo que guarda en la (1,31 posiciun €l sentido umyu_lun det spi
(** C.R numero de columinis y renglones ¢ replo A <

.

MAGTOT guarda ks configuracion total par
** PRONMAGNE e~ el promedio \lc L magnetzacs II\ -

ACEFT. RECHA total de Jones s rechuzdan)
NT numero de particulas en el sistei *<)

(*= J1 constante de acoplamicnto = *

(** T tesmperatura
SWITCH NN CRE O CONTTEURICION U ¢ T
TOT total de estidas a

un procesa < =)

on =*)

1 contigur:
nglon y Ta columma de i que e eligio =)

e encrgo de 1s NPy en b cont. Ni#)
(2= U0, UL eoergiade Ly conti avtuat y Ta cont e Pruchs ==y

(** DU diferencientre Uiy UL *=)
S1 norntaliza o] promedio de b
PARAMETROS PAR;

tervitlo (1) * =)
AR LA CORRIDA **)

Procedure fectu meteos.
begm
assignlarchy resetiarchpary.
e
re
readlntarchpar.semitia,
It awitehy,

s'ml.
LA ULTIMA CONFIGURACION PARA REINICIALIZAR UN PROCESO ==}
Provedure Jee _configuracion;

cheon,
cheon.uo:

resertarcheony;

readintarcheon. Ayl
closetarchcony,;
end:
Procedure lee_contiguracion] 5:
bhegin
assign@arcon! S S nu
for iz=0 10 1+) do
for =0 to ¢l Ao
dintarconl S, ALiLi:
closeareonl Sy
end.

resettarconl s
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(** QUE CALCULA NUMERQOS ALEATORIOS, 83 CREO CON LEL METODO CONGRUENCIAL **)
funetion vitseed:longin kreal;
3

m o longing
const

2=6S530;
begin

M= 147483647:

seedimeed =i

if (reed < 01 then
seedimaced+me 1

=sced/nusemilliseseed;

INEFIGURACION DI
A LA POSICION QUE

SORDENADA. A EN (LJ) GUARDA LA VARIABLE DE SPIN **=)
SIIN OCUPA LA LATIZ ORIGINAL **)

ON DOS COLUMNAS Y I)O\ RENGLONES. PARA APLICAR CONDICIONES **)
RIOD!C/\\ A LA FRONTERA =
Procedure crea_ configuracion ;

var

'ndu ©oreal;

,\(nm =AL0cH T L= LA+ L0 = AP Lo =)
oris=1 tor do
for ji=1 to ¢ do
begin
iy udi =2 uicemilla)-1:
i Gayudis>0) then

Aligh=-1:
end:
=l tordo

n
Al =ALCliAlic+ LE=ALL LALQGE=AIR RATr+]
emt

=A[Lil;

GENERA CONFIGURACION ORDENADA +1 **)
procedure erei_contipuracion2;
begin
for iz=0 10 r+1 do
for jr=0to c+1 do
Alijl=1:

FUNCION QUE CALCULA LA
(** ENLERGIA DEL (L))
function hamiltous integen. e,
begin
hamile=Alu.v) =

ERGIA CONFIGURACIONAL *=*)
INMQ SPIN CON RESPECTO A SUS VECINOS MAS CERCANOS*")

Al A+ | feAlu- Ly +A[u+ v )

% E PART. PARA GENERAR LA CONFIGURACION DE PRUEBA ¥ 5E CALCULA SU **)
ENERGIA ESTA PARTICULA TIENE COORDENADAS (NAD LA LATIZ ORIGINAL **)
Procedure elige_particuls:
begin

nistruncr "uieenul s Lanarunce *ariesemitlans 1

SE ACTUALIZAN LOS RENGLONES Y/0 COLUMNAS
GURACION DI PRULEBA SE ACTUALIZA LA

2 LA MATRIZ A SISE ACEPTA LA
GIA **)

acept=ucepte1:
if (e ) then
Alr+tmi=Alnam]
clhe
begin
if (n=r) then
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AlO.mp:=Ala.ml:
cmd:

il (m=1) then
Afne+i =AlInm|

in
(m=e) thea

Aln.OlaAlnml:
end;

end:
(** SE PRULEBA LA CONFIGURACION XP PARA SABER 81 SE ACEPTA QNO *=)
A pructu_ i i

Vur
pptaleate © ek
begin
if (du < 0) then
uwepta

begin
phisdu/e;
pimeap-ply:
aleator=uisemiilay
if (p < alcato) then
be,

n
rechas=recha+1;
Alnmli=-1*Aln,

end

clse

acepta:

end

1** SE GUARADA LA U
Procedure respatdi_datos .
begin
assignGurchcon TUNAC) rewri
writeln(urchconul: 24y
foriz=010 r+1 do
for ;=0 to c+1 do
writelntarchon Al
closetarchean).
end,
Procedure respalda_datos] S,

TIMA CONFIGURACION ¥ PARAMETROS =*)

archcony;

assigniarcon 15, TUTS MAC rewrite
forii=0 1o tel do
for j:o) ta eel do
writelnarcon ] S.ALL
closetarcon1 53

AFICA PARA LA VISUALIZACION **)
Procedure checa:
Nar
error © integer:
bei
crror:=graphresult.
if (error < O) then

or en L inicili

on de los graficos:

rocedure init_gs

eemodo : integer:

initgraphfdriver.modo. Mpbgi'y:
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checa;

figuns

i : intege
xyxLyLALB T integer:
gin

B‘-"D.r\ 1:m20;

for =1 to ¢ do
begin
A=l Ox ] ex+ AL
for 3:=1 10 ¢ do
begin
rectangleta,yal.y 1
ICCANLI] = Ty then

bhegin
sctfillstyle(9.5):floodtill(x+ Ly+L.white),
end

else

wlﬁll\lyluq 2).Noodil(x+ Ly+ [ . white):
end:
x+A

biexl+Al:

Ry my LB

Ly 1O000):

(*** BEGIN IRINCIPAL =*=%)

ectura_paramctros:
assign(resudat, resulda 2300 rewriteresudat);
)

writeln(resudat, Ta semidl es e
r=truncgrn |
(**init_grafi* =)
if (switch = 0) then

begin

it (tipo = 1) then

if (tipo = 3) then
configurac
1

fee_configur:

(**grafica_tigura:**)
ASMER(EMmP, temp 400" Nreseiitemp).
while not EoF (temp) do

cpin

Iee_contiguracion §

readinqiemgray

w0

for il 1o r da
for ji=1 1o ¢ do

WO+-h,

SN TN

weitglntresudat semilla = semill

for tresi=1 to 1 do

for genz=1 to ot do
begin



elige_particut:
encenvazmbamilitn.en
ul:mu0-j1*(encravis

for =1 to 1 do
for =1 1o ¢ o
magpar=mag,
NWAELOLE S NUE DB g par,
grafica_tiguns.” ")
4

gne: =CLAOH* NagIot s =promagne/n
whtelnresidat, temperitun = 62, 3);
writeIn(resudit

wrtelnfresudit s =
writeIntresudit,
writelntresudat,
writelntresudat,

o e T izac g

MANEE N

MRLOL = "NALLON.
mero de conf

2:4)0

ciones ucept acept)
el ngero de configuraciones rechuzidas = *recha

end:
respalda_datos)
end;

(=*closegrapl

.y

closettemp)iclosetresudat ).

respalda_datos 12
.

en

CESTA TESIS N8 OFBE
SAUR DE LA BIBLIGTECA
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