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INTRODUCCION 

Históricamente, una gran parte de las 111atcmáticas se desarrollaron debido a la 
necesidad de describir cuanlitativa111ente fenón1cnos naturales. en particular 
Jos de Ja física. Como un buen ejemplo de esto, se encuentra el cálculo 
integrodiferencial desarrollado por Newton 1• Por otro lado, ya que el perfil del 
mate1nático aplicado es ton1ar un proble111a del conocinliento humano y 
resolverlo por n1edio de algunu técnica n1aten1títica apropiada. se escogió un 
proble111a de la 111ccánica estadística. que debido a lus caructerísticas 
pedagógicas que se n1encionan abajo. resultó ser una aplicación apropiada 
para introducirse al con1plcjo inundo de la solución de problen1t1s. 

Así. el objetivo de este trabajo es estudiar un prototipo in1portante de la 
transición de fase que presentan los n1atcriales fcrro1nagnéticos y que consiste 
en la tnagnetización espontánea del sisten1a cuando este se enfría en ausencia 
de un can1po n1agnético externo. Para ello se utiliza el n1odelo de lsing. Este 
es un sisten1a idealizado de n10111cntos 111agnéticos atón1icos o espines .. que 
n1odela las propiedades n1agnéticas b:.ísicas de la 111atcria. El estudio se lleva a 
cabo 1nediante una sitnulación nun1érica con el 111étodo de Monte Cario. 

El inodclo de Ising resulta ser 111uy conveniente desde varios puntos de 
vism. por ejemplo: 

• A pesar de ser un sistema muy simple. permite estudiar el fenómeno de 
tn111siciones de f:.1se. 

• La realización de su sin1ulación nun1érica es sencilla. 
• Existe la solución exacta para el sistema macroscópico en el caso de dos 

din1ensiones. 

Estas características hacen que el modelo de Ising sea un sistema 1nuy 
apropiado para fan1iliarizarse con el concepto de modelo n1aten1ático .. así 
con10 con las técnicas de sirnulación nun1érica. 

1 
l,arnll!lnmcntc dcsruTollado por Leibniz. 



Cabe destacar tmnbién, que además de las características pedagógicas del 
1nodelo de Jsing, este se ha convertido en un modelo central en los estudios de 
1necánica estadística .. puesto que sus propiedades no sólo corresponden a las 
de un n1agneto idettl, sino también a las de un fluido simple, una aleación, etc 
[ 1 ]. Así otras transiciones de fase como la condensación de un fluido o la 
segregación de una aleación. pueden entenderse empleando el modelo de Jsing 
ordinario. Este 111odelo se ha generalizado de varias forn1as y sus variantes son 
objeto de investigaciones en la actualidad ['.!]. 

En el capítulo 1 se rcvis;.111. de n1anera breve. algunos conceptos bdsicos de 
n1ecánica estadística. la ten11odintín1ica así con10 el inagnetisrno de la n1ateria .. 
y finahnentc se define el modelo de Jsing. El capítulo 11 se dedica a hacer una 
revisión leve del 111étodo de Monte Cario pura resolver integrales nu111éricas 
n1ultidi111ensionalcs y el 111étodo de Metrópolis para el caso de siste1nas de la 
n1ecánica estadística. El capítulo llI. esta dedicado a rcvisur la solución exacta 
del 1nodelo de lsing. a describir los detalles de la sin1ulación nu111érica 
efectuada así con10 a la presentación de gráficas que 111ucstran los resultados. 
Final111ente, el capítulo IV trata de las conclusiones de este trabajo. 
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CAPÍTULO 1 

Modelo de Ising 

1.1 Antecedentes 

La descripción de las propiedades físicas de la materia condensada puede 
ser de dos forrnas altcrn,ltivas: la macroscópica y la 111icroscópica. estas son la 
termodimímica y la mecánica estadística, respectivamente. Una definición 
aceptable del régin1en nutcroscópico. es cuando las escalas de tie1npo y 
longitud involucradas en dicha descripción son 111ucho 1nayorcs que las que 
caracterizan a las 111oléculas. Mientras que lo 111icroscópico involucra las 
escalas 111olccularcs. 

La tern1odinán1ica es una ciencia fcnon1cnológica que aporta infonnación 
sobre el con1porta111icnto de la n1ateria en sus estados n1tís sin1ples. llamados 
de equilibrio. La descripción de estos estados se lleva acabo en términos de 
sólo unas cuantas variables 111acroscópicas. Estas variables n1acroscópicas 
pueden ser. para el caso de un fluido. la presión p. el volu111en V y la 
temperatura T. 

La termodinámica es una disciplina tan general que puede ser aplicada a un 
siste111a tan sin1ple con10 un gas n1uy diluido. así como a un sisten1a tan 
complejo como una célula. 

La termodimímica es una parte muy importante de la física macroscópica y 
la inforn1ación que provee se puede clasificar con10: 

• Ciertas relaciones que sien1pre se deben de satisfacer entre l~s propiedades 
de la materia. El ejemplo más crnnún es el de las ecuaciones de estado. que 
para el gas ideal es PV = nRT. 

• Leyes que determinan la imposibilidad de ciertos procesos. Como ejemplo 
se tiene la segunda ley de la tcrn1odinán1ica. 

• Criterios de estabilidad del estado de un sistema. Un ejemplo de esto es el 
de las transiciones de fase. 
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La contraparte tnicroscópica de la termodiná1nica es la física estadística_ La 
finalidad de esta es entender las predicciones de la tern1odinárnica. en 
términos de información microscópica sobre los constituyentes de la nutteria. 
A diferencia de la termodinámica. disciplina 111LIY general. la física estadística. 
utiliza con10 punto de partida. infonnación detalladtL de los sisten1as en 
estudio. específica111entc inforn1ación acerca del potencinl intcrmolccular y 
con esta inforn1ación la 111ec:.ínica cstt1dística puede constituir ecutLcioncs de 
estado particulares del sistcn1a en estudio. 

Los problcn1as de interés. en n1uchas disciplinas científicas. por ejcn1plo la 
física. son tan cornplcjos que su estudio teórico se convierte en la gran 
n1ayoría de las ocasiones en una tarea n1uy con1plicadtt. En este sentido. el 
concepto de 111odclo resulta esencial para el estudio de problernas con1plcjos. 
Un 111odclo se puede definir con10 un siste111a que ha sido idealizado con el 
propósito de sin1plil1carlo. de 111anera que puede ser estudiado teórica111ente. 
pero es irnportante que al 111isn10 tien1po presc1-vc ciertas características 
fundan1entalcs del sistcn1a real que se quiere estudiar. El 111odelo queda 
del1nido al especificar In regla de intcracci6n entre partículas. esto es 
definiendo el llan1ado potencial intcrn1olccular 11(r,.r1 ) entre las partículas i y j. 

En la física el en1plco de 1nodelos n1atcn1:.íticos es usual y en la rnecánicu 
cstndística su uso es n1uy frecuente. Algunos nlodelos que ejetnplifican esto. 
son el fluido de esferas duras y el modelo de lsing. Con el primero se puede 
estudiar a los tluidos densos. con10 los líquidos. y con el segundo a los 
siste111as n1agnéticos cristalinos. 

Cuando se trata de elaborar una teoría para describir un sisten1a rctLl. los 
resultados de esta se deben con1parar con los que provienen del cxperin1ento 
correspondiente o bien. con los de algún n1odelo diseñado para dicho sisten1a. 
Mientras que cuando se quit:rc hacer una predicción tcórictl sobre el 
comportan1iento de un 111odclo. la soluck-ín cX<.lcta con la que se debe hacer la 
cotnparación. la proveen las sin1ulaciones nun1éricas. Esltl solución es 
considerada la solución exacta. con excepción de errores debidos a ltL 
instrun1cntación en la con1putadora. Por cjcn1plo. el lan1año del sisten1a 
sin1ulado respecto del sistc1na llltlCroscópico así con10 los errores debidos ti la 
precisión n1isn1a de la co111putadora con la que se ejecuta ltl sin1ulación. Cabe 
n1encionar que otro de los usos itnport.antcs que las si111ulaciones nun1éricas 
tienen. es ta1nbién la n1odelución de sisten1as reales en diversas aplicaciones. 
por ejen1plo en las distintas ciencias naturales. 
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En la n1eciínica estadística. existen dos 111étodos usados para la sin1ulación 
numérica de sistemas, la dimímica molecular y el método de Monte Cario [3]. 
Los resultados de estos métodos son equivalentes para el cálculo del promedio 
de variables físicas en el equilibrio. La dinámica molecular resuelve 
nun1érican1ente las cctH.tciones de Ne\vton. para las N partículas que 
conforn1an al sistcn1a. Por lo que en este 111étodo de si111ulación el tien1po 
físico es una variable esencial. En pitrticular. el 1nétodo consiste en resolver la 
segunda ley de Newton. la cual es una ecuación difcrenciul de segundo orden 
que para cada pm·tícula esta dada por 

i = 1,N (1.1.1) 

r¡ es le vector de posición de Ja i-ésima partícula, t es el tiempo físico, y fes la 
fuerza entre partículas y esta determinada por el modelo en estudio, según Ja 
ecuación 

f¡ = -"Vu(r¡) ( 1.1.2) 

siendo u el potencial intermolecular. 

Para resolver este sisten1a de ecuaciones. se requieren las condiciones 
iniciales dadas por el conjunto de posiciones y velocidades: 

i= J,N (1. 1.3) 

para las partículas que forman el sistema. El método predice las posiciones y 
velocidades de las partículas con~o función del tiempo, es decir, dadas las 
posiciones y velocidades de las N moléculas a un tiempo t, se predicen dichas 
variables para un tien1po t+ 1. Con10 consecuencia~ este n1étodo es apropiado 
cuando se desean calcular propiedades 111acroscópicas asociadas a estados que 
dependen del tiempo. como por ejemplo el coeficiente de difusión. 

El método de Monte Cario efectúa los promedios haciendo uso de 
elementos estocásticos. En este n1étodo. el calculo de los pro1nedios de las 
variables físicas en estudio. se efectúa generando una cadena de Markov [ l ]. 
Para ello es necesaria Ja probabilidad de cada configuración microscópica por 
Ja que el sistc1na transita~ y esta a su vez depende de la energía configuracional 
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del sisten1a. Es en este punto en donde el potencial que define al sisten1a en 
estudio interviene en el método. A diferencia del método de dinámica 
n1olecular. que solo se aplica a sisten1a clásicos. el n1étodo de Monte Carla se 
aplica tanto a sisten1as clásicos con10 a cuánticos. Otru de las diferencias con 
respecto a dinán1ica n1olecular es que el tien1po físico no interviene en el 
método. En el capítulo ll se hace una revisión detallada de este método. 

1.2 Los Macrocstados y los Microestados de un Sistcn1a 

Los sistetnas n1acroscópicos co1no por cjen1plo un baso de agua o bien el 
aire contenido en una habitación. cst(tn constituidos por un nú111cro de 
partículas de aproxin1adan1cntc l O:?~. El n1icrocstado de un sistcn1:.i 
tnacroscópico a un ticn1po dado~ consiste en definir las posiciones y las 
velocidades de las partículas que lo conforn1an. La descripción 111icroscópica y 
detallada de uno de estos sistcn1as equivale a definir el n1icroestado del 
sisten1a co1110 función del tien1po. Esta descripción no es posible en la tnayoría 
de los casos~ debido a que no es factible en general. obtener una solución 
analítica. aun aproxin1ada del problcn1a. Por otro lado. la solución nun1érica 
de un problen1a de tantas variables es irrealizable .. pues requeriría de una 
coni.putndora con una n1c1noria cxagcradan1cntc grundc. así con10 una gran 
rapidez de cálculo. Por lo t<.\nto para un sistcn1a de tales características~ la 
descripción a nivel n1icroscópico se hace con hcrran1icntas estadísticas. A este 
enfoque se le conoce con10 tnccánicn csu.1dística. Por otro lado. c.1 nivel 
n1acroscópico. es posible hacer predicciones teóricas en ténninos de sólo unos 
cuantos pan.hnetros del sistcn1a que pen11itan conocer características 
esenciales de estos. Esta descripción se refiere a lo que se conoce cotno 
estados de equilibrio del sistcn1a y esta es la antes n1encionada tern1odinán1ica 
[4]. 

1.3 El Estado de Equilibrio 

El estado de equilibrio de un sistcn1a es un fenón1cno n1acroscópico que se 
refiere a una situación en la cual no se ejerce acción externa sobre el sistcn1a y 
en donde los parán1ctros inacroscópicos que caracterizan al sisten1a se 
111anticncn constantes en el ticn1po. Durante el equilibrio ocurren tnuchos 
cani.bios a nivel n1olccular. los n1ovin1ientos de las 111oléculas que constituyen 
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al sisten1a son en general complicados. En otras palabras, Ja configuración del 
siste1na can1bia en el tie111po; es decir. a nivel 111icroscópico. el equilibrio no es 
una situación estática. Otra consecuencia de esto es que el equilibrio no puede 
ser considerado con10 una propiedad instuntánca del sistcn1a. El equilibrio es 
un estado muy especial que 111icroscópican1cnte corresponde a una colección 
n1uy particulur de configuraciones. para las cuales las relaciones 
fundan1entalcs tcrn1odinü111icas tienen sus valores cxtrcn1os. es decir alcanzan 
sus n1áxin1os o n1ínin1os valores. En particular. las llan1adas entropías y 
energía libre. Con10 consccucnciu de esta definición que hace referencia a las 
propiedades 111acroscópicas del sistcn1a es necesario definir un ticn1po para 
observar dichas propieUades. El estado de equilibrio requiere un tie111po de 
obscrvaci6n infinito. Esto es obvian1entc el concepto idealizado. ya que en la 
práctica no es posible n1antener a un sistc111a. lo suficicntcrnente aislado con10 
pura que sus propiedades rnacroscópicas sean constantes en el ticrnpo. 

Otra de las características irnportantes del estado de equilibrio es lo que se 
conoce con10 fluctuaciones. que son las desviaciones del valor pron1cdio de 
las propiedades del sistcrna. Para describir este fen6111eno. se 111uestran los 
resultados de la sin1ulación de un gas de N partículas contenidas en un 
recipiente de volun1en V. Este volurncn se ha dividido en dos secciones con 
igual volun1cn n1ediantc una superficie irnaginaria. En un sisten1a 
n1acroscópico. en el estado de equilibrio. el nún1ero de partículas que viajan de 
izquierda ~1 derecha. es uproxin1adan1entc igual ul de las que viajan en el 
sentido opuesto. De 111ancra que el nún1cro de partículas en cada una de las 
secciones de la caja es casi igual a N/2. El expcri111cnto consiste en evaluar el 
nún1cro de partículas en una de las secciones de la caja con10 función del 
tiempo. En las gráficas a y b se n1uestran los resultados del cxperi1nento para 
N = 4 y N = 40 respcctivan1cnte~ 111ientras que n representa el nún1ero de 
partículas en una de las secciones. 

(U) 
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(fig. 1.:\.1) 

Fluc1uacionc"' con rcs~clt, del valor prontcc..lio 
para un io.i!->lcrna de N = 4 y N = -io 

Corno puede verse en la fig. 1.3. 1 (a), en el caso de N = 4, las desviaciones 
de n/N respecto al valor promedio de esta propiedad (V2), son cercanas a 1, de 
manera persistente, mientras que para N = 40, fig. 1.3.1 (b), estas 
fluctuaciones son bastante menores. A medida que N crece, la magnitud de 
dichas fluctuaciones decrece de 111anera que en régin1en cuando N ---+ oo, las 
fluctuaciones tienden a cero [5]. 

1.4 Energía Libre y Transiciones de Fase 

Existen muchos ejemplos en la vida diaria en que las transiciones de fase 
se hacen presentes. Por ejemplo, la ebullición de los líquidos o su 
cristalización. Desde un punto de vista poco riguroso, se podría decir que en 
una transición de fase de un siste111n .. existe un ctunbio en la estructura del 
sistcn1a que ocurre a una cierta ten1peratura. En 111uchos casos. este catnbio de 
estructura se refiere al grado de orden en el espacio de las partículas que 
contponen al sistenu1. Por ejcrnplo .. en un cristal .. las 111oléculas que lo 
con1poncn se encuentran en una estructura totuhncnte ordenada. es decir. tanto 
de posición corno de orientación. 111icntras que en un fluido las 111oléculas se 
encuentrun en posiciones y orientaciones arbitrurias. En u1u1 tn1nsición de fase 
de un cristal a un líquido. existe una perdida total del orden espacial de las 
111oléculus que prcvulccc en el cristal. La tern1odino.í111ica y la n1ecánica 
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estadística proveen una definición 1nás precisu de lo que es una transición de 
fase en términos de una función ll<m1ada de energía libre. 

La energía libre de un siste1na tern1odin<.ítnico. es una función definida panl 
los estados de equilibrio y depende únicamente de los panímetros 
n1acroscópicos necesarios. para describir dichos estados. Esta función de 
energía libre contiene toda la inforn1ación funda111ental de éste y. así con10 
otras cantidades en la física cun1plc con un principio variacional. Cuando la 
función de energía libre se extiende a un doni.inio 111ás a1nplio que describa 
otros estados udicionalcs. esta alcanza un n1ínin10 precisan1cnte. en los estados 
de equilibl"Ío. 

1.5 Magnetisn~o en la Materia 

Expcrin1entahnente se ha encontrado que tanto una aguja in1antuda co1no 
un circuito cernido por donde circula corriente eléctrica. llmn'1do espir'1, 
experin1entan una fuerzu n1agnética cuando se encuentran en presencia de un 
imán. Esta propiedad de reaccionar '1nte el fenómeno magnético producido por 
el in1án se puede cuantificar n1ediantc una cantidad vectorial lla111ad<.l 
nion1ento n1agnético µ. Asin1isn10. se puede deni.ostrar cxperin1entaln1ente que 
existe una fuerza ni.agnética entre dos entidades que posean un 1110111ento 
n1agnético µ. diga111os entre dos espiras. 

En el :.1101110. los electrones en sus n1ovi111icntos orbitales producen 
corrientes eléctricas atón1icas. lo cual a su vez produce n1on1entos 1nagnéticos 
dentro del áton10. Aden1ás de esto. el electrón por síi 111is1110 posee un 
mon1ento 111agnético intrínseco llani.ado espin. A pesar de que en todos los 
átomos existen contribuciones al 111on1ento n1agnético de estos. provenientes 
de los electrones que los con1ponen. las diferentes estructuras ató1nicas 
permiten que la interacción entre las fuentes de los 1110111entos niagnéticos sean 
diversas. Esto tiene con10 resultado que el fcnón1cno 111agnético de la 1nateria 
tenga diferentes expresiones. En los gases raros y en general en In n1ayoría de 
los áto1nos estos efectos n1agnéticos se cancelan entre sí. d<.lndo co1110 
resultado un n1on1cnto n1agnético ató111ico nulo. Existen otros <.1ton1os para los 
cuales los n10111entos 111agnéticos de sus electrones no se cancelan. 
contribuyendo e.le n1anera constructiva al n1on1ento n1agnético del áton10. 
Cuando una ni.ucstra de este tipo de n1atcrial se coloca en presencia de un 
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in1án. los 1non1entos magnéticos de los áto1nos tienden u alinearse en función 
del in1án. A este fenón1eno se le llan1a para111eg11etis1110. Otra de las forrnas del 
magnetismo de la 111ateria es el lltunado ferro11u1g11etisn10 que se presenta en 
algunos nuiteriales con10 por cjetnplo en el fierro y en el níquel. En el caso de 
los materiales ferron1agnéticos. existe una tendencia 1narcada de los 1non1entos 
n1agnéticos de los áto111os a alinearse entre si. a pesar del efecto de la agitación 
térn1ica que los tiende a desordenar. Es decir. existe una interacción especial 
entre los 1non1entos rnagnéticos de los títo111os que cotnponen a este tipo de 
n1atcriales. dando con10 resultado un efecto rnacroscópico de 111ugnetización 
espontánea. Este fenórneno se puede describir a través de una propiedad de 
estos n1ateriales que se conoce con10 acoplan1icnto de intcrcun1bio. La 
ten1peratura es la variable detenninante para que se presente este fenón1cno, ya 
que si la ternpcn.uura aun1cnta hasta cierto valor crítico T'" dicho efecto 
n1acroscop1co desaparece con1plcta1ncnte. Es decir. en n1ateriales 
ferron1agnéticos que a suficienten1cntc baja tcn1peratura poseen una cierta 
111agnetización cuando au111enta su tcn1pcratura~ su rnag:nctización dcsuparcce 
súbita y espontáncarncntc. Sin1ilannentc ocurre esto en el ~entido opuesto. es 
decir. un n1atcrial fcrron1agnético cuya rnagnetización es cero a una cierta 
temperatura. puede n1agnetizarsc cspontánea111cntc si su tcrnpcratura baja 
hasta el valor crítico T.. Desde el punto de vista 111icroscópico se puede decir 
que al ~1un1cntar la ten1pen.ttun1 del 111atcrial. el acoplarniento entre los áton1os 
desaparece súbita111ente. Esta propiedad no radica cxclusiva1nente en las 
propiedades de los áton1os. sino en la fonna 1nuy particular de intenicción 
entre ellos. Un 111aterial ferron1agnético a tetnpcratura T > T,. se vuelve 
paran1agnético. 

Para estudiar estos fenótnenos es necesario recurrir a la física cuántica. Sin 
embargo es posible describir ciertos aspecto del magnetismo desde el punto de 
vista de la física clásica. 

En resun1en. existe una con1petencia entre estas dos tendencias. de n1ancra 
que a suficientemente bajas te1nperaturas el efecto que domim1 es el de 
alineamiento de los n10111entos n1agnéticos. n1ientras que a n1edida que la 
ten1peratura aun1enta, cuando esta alcanza un valor crítico. se observa una 
transición súbita al estado de desorden. En los n1atcriales ferro111agnéticos. 
existe una interacción especial entre los áton1os que los con1ponen~ dando 
con10 resultado un efecto n1acroscópico de 1nagnetización espontánea. a pesar 
de no estar en el campo producido por un imán [6.7]. 
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1.6 El Modelo de Ising 

El modelo de Jsing es uno de los modelos más utilizados en mecamca 
estadística, debido a la combinación de su sencillez y del hecho de que no es 
un siste111a trivial con,o lo sería el gas ideal 1. Este modelo puede usarse para 
estudiar fcnón1enos n1uy con1plcjos con10 las transiciones de fase. Otra de las 
ventajas que ofrece. es que en dos di111cnsioncs su solución exacta se conoce 
[8]. Esto es n1uy valioso pues pcrn1itc verificar otros n1étodos de cálculo. en 
particular. los de sin1ulación nun1érica para sistcn1as similares. El tnodelo de 
Ising htlCC una abstn.lcción de las propiedades 111agnéticas de la 111ateria. en 
particular del fcrro1nagnctisn10. El 111odclo de lsing consiste en definir 
partículas con 1110111ento 111agnético intrínseco que se localizan en unu red 
cristalina. Con10 se n1enciono antes, el n1on1cnto 1nagnético µ. es un vector 
cuya n1agnitud se denotará por µ. La dirección del n1on1cnto n1agnético se 
supone con10 fija y es elegida arbitrarian1cntc de n1anera que las partículas 
puedan estar loct\lizadas con sus n10111cntos 111agnéticos alineados en el sentido 
positivo o negativo. En estas cnndicioncs. habiendo fijado la rnugnitud µ 
co1110 la dirección de µ. lu variable que resta es el sentido que puede ser 
positivo o negativo. Esta variable se denotará por s, y se lltu11ará variable de 
spin. 

En un sisten1a 1-cal los n1on1cntos rnagnéticos interaccionan entre si con una 
n1agnitud que decrece a 111edida que lu distancia entre ellos es rnayor .. pero en 
el 111odclo de lsing la interacción se li1nita a los vecinos 111tís cercanos. Más 
explícitan1cnte. con10 se puede ver en la (fig. 1. 1.1 ). si suponc111os a las 
partículas localizadas en cada punto de una 111alla cristalina simple, los 
vecinos de cualquier purtícula, digt1111os la i-ésitntt, se pueden t1grupar según la 
cercanía a dicha partícula en distintos grupos de vecinos. El conjunto de los 
vecinos 1nás cercanos se encuentran a una distancia L de la partícula i~ siendo 
el número de ellos igual a 4. El conjunto de los siguientes vecinos distan--/(2)L 
de dicha partícula. Esto tiene con~o consecuencia que en el modelo de lsing, 
cada partícula del sisten1a inten1ctue sólo con sus cuatro vecinos 1110.ís cercanos. 
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1cs un l'is1ema de partículas en donde el po1cncial intcnnolccularcs nulo 

De ahora en adelante. se llamará 111agneto a una partícula que posea un 
momento magnético intrínseco. La energía de un sistema de N espines de 
lsing. que no se encuentran bajo la influencia de un imán esta dada por 

N 

E= -J L S¡ Sj 
htj 

(1.1.4) 

donde s es Ja variable de spin y J la constante de acoplan1iento entre magnetos. 

l , 

, I L 

1--l 
L 

(íig. 1.1.1) 
Red cristalina en dos dimcnsionl!s 
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CAPITULO 11 

Método de Monte Cario 

11.1 Método de Monte Cario 

Cuando se quiere calcular la integral de una función de 111uchas variables. 
en gcncn.tl es necesario huccr la evaluación por rncdio <..le 1nétodos nun1éricos. 
El 1nétodo <.le Monte Cario es una 111ancra cticicntc de resolver este tipo de 
integrales. su nornbrc surge de su canlctcr de aleatoriedad y de los fan1osos 
casinos de Mónaco. Un ejcn1plo en el cuul el 111étodo de Monte Cario resulta 
n1uy adecuado se da a continuación. Muchos problc111as en física involucran 
pron1edios sobre nn1chas variables. Sup6ngasc que se conoce lu posición y 
velocidad de 1 O partículas que interactúan entre si. En tres di111ensioncs cada 
partícula tiene tres con1poncntcs de velocidad y tres de posición~ por lo que h.i 
energía en tal caso, es una funci6n de 60 variables. Por lo tanto un cálculo del 
pro1ncdio de energía por partícula involucra la solución de una integral N=60 
dimensional. Para cierta elección de la función la integración podría ser hecha 
analítica111ente~ sin c1nbargo~ hay rnuchas funciones con1uncs de las cuales su 
función es intratable y que deben ser evaluadas nun1érican1entc. Así, una 
n1anera conveniente de calcular este tipo de integrales es utilizando el 111étodo 
de Monte Curio [9]. El c6digo del progn.unu para resolver integrales 
n1ultidin1ensionalcs por 111cdio de Monte Cario se presenta en el apéndice A. 

El objetivo de este capítulo es estudiar el método de Monte Cario y 
particularmente, el de Metrópolis [ 1, 1 O]. con el propósito de evaluar los 
pron1edios definidos en la Mcc<.inica Estadística. 

En la sección 11.3 se describen brcvcrncntc algunos detalles forn1ales del 
1nétodo de Metrópolis que es un caso especial del n1étodo de Monte Cario; en 
Ja sección Il.4 y 11.5~ se revisan algunos aspectos generales para IJevar a la 
práctic¿.1 el algorit1110 del 111étodo de Metrópolis y en la sección 11.6. se explica 
de rnancra genérica el prognuna de <:0111putadora que se elaboró para sin1ular 
el rnodclo de lsing en e.Jos c.Ji111cnsioncs por n1cdio de Metrópolis. 

11.2 Estrategia básica de l.Vlonte Cario 
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El método de Monte Cario puede aplicarse de dos formas[9]: 
Sea A el área de un rectángulo de altura H y ancho (b-a). y sea f(x) tal que. 

a :5 x :5 b y f(x) :5 H (ver fig. 2.2. 1 ). Se eligen al azar y de manera uniforme n 
números Xi y n nún1eros y¡ de 111anera que se formen n pares de nún1eros 
aleatorios (x;.y;) con i= 1 ••••• n; tales que cumplan con las siguientes 
condiciones a :5 X¡ :5 by O :5 y; :5 H. 

Para cada punto X¡ se evalúa la función f(x¡). la fracción n, de puntos (X¡,y¡) 
que satisfacen la condición y¡ :5 f(x¡) entre el total de puntos n por el área del 
rectángulo, es una estimación de la integral de f(x). Por lo tanto, el cálculo de 
la integral, que se denota con Fn, en el método de éxito-falla es dado por 

Fn = A(n,/n) (2.2.1) 

donde n, es el número de puntos (X¡,y;) bajo la curva o que satisfacen la 
condición y¡ :5 f(x¡), n es el total de puntos y A es el área del rectángulo. Debe 
notarse que n no deberá confundirse con el número de intervalos usados en los 
métodos numéricos convencionales (trapezoide, rectangular y simpson). Cabe 
111encionar que el total de nún1eros aleatorios que se necesitan para este 
método son 2n. 

"VS?;:I 
.. b 

(lig.2.2.1) 

El otro procedimiento de Monte Cario se basa en el teorema de cálculo, el 
cual condiciona que la integración de una función esta determinada por el 
valor promedio del integrando f(X) en el intervalo U :5 X :5 b. 

Para integrales uní-dimensionales, la estimación de la integral Fn en el 
método de muestra-media es dada por 

Fn = (b-a) (t/ = (b-a) (l/n) L. f(xi) 
i=I 

(2.2.2) 
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aquí. el promedio de f. es evaluado considerando n valores x 1 de Ja abcisa. 
donde X¡ son nún1eros aleatoi·ios distdbuidOs uiiifonllen1ente en e1 iOtel-valo -a 
S X¡Sb. 

La evaluación de integrales .con n1étodo~ numéricos cÚsicos, como por 
ejemplo. la regla de Trapecio o Sfmpson. se hace' de la siguiente forma 

Fn = L f(x;) .ó.x (2.2.3) 
i=I 

en donde 

.ó.x = (b-a)/n y Xn = Xo +n.ó.x 

En este tipo de métodos se define una malla en el dominio de la función. en 
donde cada punto X¡ de la malla es usado para evaluar la función f(x1). Para 

·muchos casos el paso de la malla es constante 1 y esta definido por 

.Ó.X = Xi+I - X¡ (2.2.4) 

Ver (fig. 2.2.2). Es decir, el conjunto de puntos { x 1 };~ 1 de Ja malla, es elegido 
de antemano . Por el contrario, en el método de Monte Cario los puntos x 1 se 
eligen al azar, es decir, sólo se evalúa la función f(x;) en una muestra 
representativa del do1ninio<o elegida de 111anera aleatoria. Por lo tanto._ la forma 
de (2.2.2) y (2.2.3) son equivalentes excepto en que los n puntos son elegidos 
con igual espacio en (2.2.3) y con espacios aleatorios en (2.2.2). Para 
integrales de pocas din1cnsioncs (2.2.3)~ es más exacto~ pe1·0 para integrales de 
1nuchas di111ensiones (2.2.2) es 111ás adecuado. 

1 
A cxccpcil'in de funciom:s lJUC rcquit:rcn ser lratada" con una nmlla de pa..;o variable. 
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(fig.2.2.2) 

Suponiendo que el dominio de In 
función n integrar está en R=. 

II.3 Método de Metrópolis 

Una aplicación del método de Monte Cario para resolver problemas físicos, 
es el llamado algoritmo de Metrópolis. Este permite calcular promedios de 
variables dinán1icas por medio de una discretizttción del espacio sobre el que 
se esta trabajando. La discretización se logra al elegir una sucesión de puntos 
en el espacio en cuestión. conocida con10 cadena de Markov. Una de las 
características 111:.is in1portantcs de Metrópolis. es que dicha cadena esta 
formada por aquellos puntos elegidos del espacio sobre el que se esta 
trabajando que estén correlacionados y por lo tanto que puedan elegirse de 
manera que tengan una probabilidad significativa. Entonces. para el cálculo 
del pron1cdio de una función sólo se tonutn en cuenta los valores evaluados en 
aquellos puntos que forman parte de la cadena de Markov [ 1. JO]. 

En Mecánica Estadística el cálculo del promedio de una variable dinámica 
f(x) de un sistema en equilibrio. se expresa de la siguiente forma 

J f(x) p(x) dx 
( f(x) ) = -~"=-------

J p(x) dx 
n 

(2.3.1) 

en donde X = (r 1.r2 ••••• rN) representa la configuración de un sistema de N 
partículas y r¡ = (X¡,y¡,Z¡), representa las coordenadas de Ja i-ésima partícula o 
su localización en el espacio de tres dimensiones. n representa el espacio 
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configuracional o sea. el conjunto de todas las X y p(x) es la probabilidad de 
ocurrencia de X. 

En particular, al tratarse de un sisten1a a temperatura T en el conjunto 
canónico [4] 

p(X) = exp(-U(X)/kt) (2.3.2) 

en donde u es la energía configuracional del .. sistema. que suponiendo 
aditividad por pares. queda definida por. 

U(X) = L. u(r;.J) 
i<j 

(2.3.3) 

UiJ es la interacción que existe entre las partículas i.j y k es la constante de 
Boltzmann. 

Como puede verse de la ecuacton (2.3.1 ). el cálculo del promedio ( f ) 
in1plica una integn1ció11 sobre el espacio configuracional Q. Esta integral en 
general, debe resolverse numérican1ente, debido a que la energía 
configuracional U(X) es en general no integrnble analíticmnente. Por otro 
lado. es fü.cil convencerse que aun para un sistema de pocas partículas (N=IO). 
la integral de la ecuación (2.3. 1) esta definida en un espacio configuracional 
de 30 ditncnsioncs. suponiendo que se está trabajando en tres ditncnsioncs. 

El n1étodo de intcgrac1011 nun1érico 111ás adccuc..ulo para integrales 
nll1hidin1cnsionHlcs es el tic Monte Cario. Este consiste en elegir puntos de 
n1ancra a.le-.ltoria en el espacio contiguracional p<..1ru cv<.1luar el integrando en 
cuestión. Por lo tanto. la corrchtcidn entre puntos sucesivos de la serie que 
resulta de la discrctización de la integral. es nula. Esta forn1a de n1ucstreo 
puede no ser n1uy eficiente, ya que 1nuchos de estos puntos que se han to1nado 
de 111ancra totaltncntc aleatoria .. pueden tener una probabilidad insignificante. 
Metrópolis et. al. l l .. 101.. 111odificó este tipo de n1uestreo utilizando lo que se 
conoce con10 cadena de Markov. Brcvcn1cntc .. éste consiste en elegir los 
puntos sucesivos que contribuyan al cülculo del pron1cdio .. de n1ancru que 
estén correlacionados. Est:.\ correlación pcnnitc i.::lcgir puntos que tcngun 
probabilidad significativa y por lo tanto .. efectuar un n1ucstrco 111ás eficiente 
que el del tradicional rnétodo de Monte Carla. Así con Mctn.ípolis .. se genera 
una sucesión finita y con cierto canícter de aleatoriedad de puntos ! X(t)} en el 
espacio contiguracional. Esta secuencia es la llarnada cadena de l\.1:.\rkov. 
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Más explícitamente. el método de Metrópolis aproxima el promedio de 
(f(x)}, como 

(f(X)} = ( 1
/..,) ~ f[X(t)] = T (2.3.4) 

i=I 

en donde m representa el número de puntos en Ja cadena de Markov y X(t) la 
configuración del siste111u corno función de] parán1etro t. Este es un parán1etro 
discreto que etiqueta en fornu1 secuencial a los puntos de la cadena de 
Markov. Es posible demostrar [10] que los promedios en la ecuación (2.3.4) 
coinciden con (2.3.1) cuando se toma el límite m ~ ~ 

(f(X)) lim ( 1/m) L. f[X(t)] (2.3.5) 
t=I 

Con~o puede verse de la ecuac1on (2.3.4), no es necesario calcular la 
constante de nonnalización involucrada en el pron1edio. Esta constante es 
llamada la función de partición en Mecánica Estadística. Aquí el promedio 
de fes evaluado considerando m valores x;, elegidos al azar del espacio de 
configuración. A 111edido.1 que la cudena de Mo.1rkov es 111ás larga. (es decir. que 
más puntos forman parte de ella) las cantidades que se calculan se aproximan 
nuís al protnedio de variables físicas que se desean culcular. 

Por últin10. cabe destacar que Monte Curio cvaltía integrales de acuerdo a 
(2.2.2). sin ton1ar en cuenta la probabilidad de los puntos que se sun1an pan.1 
calcular el pron1cdio que nos e.Je h.t cstin1ación de la integral. sin cn1bargo. se 
puede observar que para integrar (:!.3.1) se necesita precisa111cntc la 
probabilidad de cada punto. ya que aparece explícitamente en el integrando. 
En este caso al disc1·ctizar la su111a. part:cc 111.:i.s adecuado elegir una secuencia 
de puntos ton1and.o en cuenta sus probabilidades y que estas sean 
significativas. entonces con este criterio Metrópolis evalúa la integral (2.2.2) 
por 111cdio de (:?.3.4). esta expresión pesa anticipadan1ente cada configurnción 
y le asigna su probabilidad intrínsecan1ente. 

Las reglas por las cuales se genera la cadena de Markov. se basan en el 
siguiente criterio. Supóngase que al tien1po t el punto en la cadena de Markov 
es X¡. Para generar el sucesor Xi+I se crea un paso de prueba o un nuevo punto 
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X 11 • Un paso prueba es un punto tal que9 si cumple con cierli.tS condiciones 
podrá ser el sucesor del punto X; en la cadena de Markov. Xp es aceptado si la 
probabilidad de Xp es mayor que la probabilidad del punto X 1• Es decir si 

p(X1,) > p(X;) (2.3.6) 

o equivalenten1ente si 
r a p(Xp) / p(X;) > 1 (2.3.7) 

Es decir si r > l. el paso de prueba es el sucesor X 1+ 1 en la cadena. De esta 
manera. el método de Metrópolis genera los puntos de la cadena cuyas 
probabilidades sean significativas. 

Este criterio de aceptación de puntos de lu cadena de Markov. puede 
traducirse en térn1inos de propiedades del conjunto canónico de Ju siguiente 
forma 

exp(-U(Xp)/kt) 
r 

exp(-U(X1)/kt) 

exp (- (U(Xp) - U(X1))/kt) = (2.3.7) 

= exp (-6U/kt) 

Por lo que r > 1 <=> 6U <O 

Por lo tanto. el criterio de aceptación se puede expresar en términos de la 
diferencia 6U = U(Xp) - U(X;). Si 6U <O se toma Xr como sucesor de X, en 
la cadena de Markov. Si la condición anterior no se satisface. se calcula otro 
número aleatorio uniforme ¡; y se aceptará el paso prueba si e -aU/kt > !;. En 
caso de que el paso prueba no se aceptado. el siguiente punto X;+ 1• en la 
cadena de Markov se ton1a con10 X¡. es dccir9 X¡= X 1• 1 • Este criterio se ilustra 
en el diugrunm (2.3. I) 
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Si .ó.U <O, entonces se acepta la 
la configuración de prueba Xp. 

Si .ó.U > O, entonces 

Diagruma (::?.3.1) 

Criterio Je m:cptnción del :ilgori11nu 
lle M.:1ror.'";ti ... 

Si e·"0
'"' >!;.aceptar Xp 

Si e·"º'"'<!;, rechazar Xp 

11.4. Instrun1entación del Algoritn10 de Metrópolis 

En prin1cr lugar hc.1blare1nos acerca del tan1año del siste111a que se utiliza 
para rcaliza1· la si111uh.1ción. Para esto es conveniente notar que aunque en la 
actualidad existen 111áquinus 111uy potentes y con una gran cc.1pucidad de 
1ne111oria. es in1posiblc sin1ular un sisten1a ton1ando en cuenta que el nútnero 
de partículas en un sistcnio.1 real.. es del orden de 10::?.='. Por ello. las 
sin1ulaciones se hacen gcncraln1cntc con un sistcn1a reducido de 
aproxi111adan1cntc 10-"" o 10-l partículas. Sin cn1bargo éste sistcn1a es una 
pequcñisin1a fr:.tcción del sistcn1a que se desea sinu1htr. Un sistc111a de tales 
din1ensiones se vería afectado de n1ancn.1 in1portantc por su frontcru. Para 
evitar que el sisten1a se vea influido por el n,cdio que le rodea y para reducir 
los errores que su1:jan con n1otivo de usar un sisten1a reducido. se hace uso de 
las condiciones periódicas a la frontera. Ver fig. (2.4.1 ). Las condiciones 
periódicas a la frontera consisten en llenar el espacio infinito que rodea el 
siste111a bajo estudio. con réplicas idénticas de él. Una réplica consiste en un 
sisten1a i111ttgcn que tiene el n1is1110 nún1cro de partículas N. el n1isn10 
volun1cn V y la 1nis1na configuración X. Las condiciones periódicas a la 
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frontera afectan el cálculo de la energía cont1guracional .. con10 se vera a 
continuación [3]. 

__¡, __¡, 

1' __¡, 
__¡, 1' 
1' 1' 
__¡, -J, 

1' J, 
-J, 'I 
1' ·t 
__¡, __¡, 

1' ,\, 
-J, 1' 
1' 1' 

1' __¡, __¡, -J, 1' J, __¡, -J, 1' J, 
J, 1' 1' ,\, ,[,, 1' 1' ,[,, J, 1' 
1' J, J, 1' 1' J. -J, 1' 1' -J, 
__¡, 1' 1' '1' ,[, 1· ·1 1' J, . 1' 
1· ,[, .,,¡,. .,,¡,. 1' .,,¡,. J. -J, 'I __¡, 
,\, 1· 1' .,,¡,. .,,¡,. '1" l .\, J, 1' 
1' ,\, .,,¡,. '1" 1' .,,¡,. J, 'l' 'l' -J, 
,¡, 1' '1" '1" .,,¡,. '1" l '1' J, 'I 
'T' .], '~ J. f' ,[ l J í -J, 
J, ·1 ·1 .1. ,\, ·r l .\. -J, 'l' 
1' J. -J, ·1 'f' ,j, -J, ·1 1' __¡, 

J, 1' 1' 1' ,¡, 1' 1' '1' -J, 1' 
tlíg.~..l ll 

Condil:i~111e!o pcriúd1ea .. a 1:1 lrontera para el nuuklu 
de l!oing en du' dirn.:n-.ionc!>. L:1 1.::lja ccn1ral repn:M.:ntn 
el sis1e111a ongino1I y la-. c:1ja .. que li: l"Olh:an Mlll réplica-. 
Je é•ilC. 

La energía U de un sisten1a de N partículitS .. si se toma el criterio de 
aditividad por pares resulta 

N 

U= ~ u(r1.;) 
i<j 

(2.4.1) 

en donde u es la energía de interacción entre pares, r1.; es la distancia entre las 
partículas i,j; por lo que es necesario calcular la interacción entre cada par de 
partículas en el siste1na. De acuerdo con la periodicidad introducida por las 
condiciones periódicas a la frontera .. existe un nún1cro infinito de interacciones 
u(r;j). es decir. suponiendo que la partícula i está en la celda original. existe un 
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nú1nero infinito de in1ágenes de j provenientes de todos los sisten1as réplicas. 
Esto tiene como resultado que Ja energía de U. (ecuación (2.4.1 )) contenga un 
nú111ero infinito de térn1inos. de los cuales~ sólo unos cu&.tntos contribuyen 
significativamente a U. Esto es debido a que todo po!encial intermolecular 
realista tiende a cero cuando r1 .J~ °'°· 

Este probletna se puede resolver introduciendo una convenc1on 1la111ada de 
la "i111agen 111ás cercana". Esta consiste en considerar para el c&.llculo de la 
energía. sólo la irnagen de j 1nás cercana a i. Con esta convención el núrnero 
infinito de términos en la ecuación (2.4.1 ). resulta ser ahora N(N-1 )/2. siendo 
estas las interacciones por p<.1res de un sistcrna de N partículas~ excluyendo las 
auto-interacciones u(r¡_¡) y teniendo en cuenta que u(r¡,_¡)=u(r:¡.¡). 

Ya que se ha convenido el tan1año del siste111a que se va :.t sirnular~ el paso 
inicial del ulgoritn,o debe contcn1plar la creación del prin1er punto de la 
cadenu de Markov o bien Ju prin1era configuración del siste111u a la cual 
denotare1nos con10 configuración X 0 Esta es elegida arbitrariarnentc1 pero 
debe de estar acorde con el sistcrna hajo estudio. que en este caso es el 111odelo 
de Ising. La parte que tiene que ver con Ja localización de los sitios de los 
spines corresponde a una red cristalina en donde los sitios cstün regularn,entc 
espaciados. 1nicntras que la parte orientacional Lle dicha configuración se 
puede elegir de dos fonnas. En este progran1u. se puede optar entre una fase 
ordenada. es decir. todos los spines con dirección hucia arriba o bien. u1u1 fase 
desordenada. en donde la orientación de Jos spincs se usigna alcatoriarnentc. 
Es necesario hacer notar que los nl1111eros al azar que son generados por una 
co111putadora son en realidad pseuclo-alcatorios.(vcr apéndice B). Esto es 
debido a que lc.1 sucesión de nú111eros generados así tienen una cierta 
correlación. es decir. la sucesión tiene un periodo. Por lo cual es n,uy 
in1portantc asegurarse de estar· utilizando la longitud total de la sucesión. 

Debido a que la configuración inicial que se generó se encuentra en un 
estudo, que no ncccsaric.nnente corresponde al cstudo tcrn1odinfünico que se 
quiere estudiar. es necesario dejar evolucionar la sin1ulación para alcanzar el 
estado que se desea sin1ular. Esto i111plica que se debe generar un nún1ero de 
puntos de lu cadena de Murkov que en general puede ser grande con el fin de 
tener inforrnación estadística que sea relevante en distintas regiones del 
espacio configuracional. 

1 
En principin. !:1 cnnfiguracllin m1crnl puede clcgir"'c nrtutrariamcntc. sin cmh:tri;o pnr ra.i:uncs prdcticas una" 

sclcccinnc!>. pueden fC!>.UITar 111c.1nr que 01ra ... 
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Por lo anterior. para la ejecución del progran1a se puede necesitar un tie1npo 
grande. lo cual requiere por razones pn.lcticas. que la ejecución pueda ser 
llevada a cabo en varias sesiones. por lo tanto se debe contar con la 
posibilidad de detener la sin1ulación en un n10111ento dado y reiniciarlu sin que 
se pierda Ja continuidad de la misma. Así es que al final de cada corrida. se 
debe guardar en un archivo la últin1a configuración X¡ y algunos pará1netros 
necestuios para continuar con el proceso. De esta n1anera en el código existe la 
opción de generar una configuración inicial o seguir con un proceso ya 
iniciado. 

El paso siguiente en el algoritmo es calcular la energía de la configuración 
inicial Xo o bien de la configuración X; con la que se ha reiniciado el 
progran1a. 

Una vez que se ha calculado la energía de la configuración Xi (ya sea Xo o 
bien. la continuación de una corrida). se requiere generar una nueva 
configuración a Ja que llamaremos de prueba con el fin de ir formando la 
cadena de Markov. Para esto se elige de 111anera aleatoria un spin Sk de la 
configuración en cuestión y se can1bia su dirección. generando así la 
configuración de prueba a la que llamaremos Xp. Para generar Xp se dejan los 
n-1 spincs con la n1isn1a dirección que tienen en la configuración anterior X¡ y 
sólo se cu111bia la dirección del spin Sk que se eligió al azar. Es decir. la nueva 
configuración de prueba será 

Xp = ((ro .S 1 ).(ro.So), ...• (r,.S • k), ...• (rn.1.S.,. o).(r.,.S,,)} (2.4.3) 

en donde r¡ (X¡.y¡) es la posición en el espacio bidin1cnsional de la i-ésin1a 
partícula y s, representa su dirección (-1 ó +l). Para esta configuración s·, 
= - s,. 

De acuerdo con lo tmterior. la diferencia entre U(X;) y U(Xp) depende 
solamente de s,. Esto cs. al cambiar la orientación de s,. cambia también la 
relación que 111anticne con las den1ás partículas del sistetna~ 111icntras que la 
interacción por pares de las n-1 partículas distintas de s,. sigue siendo la 
mis1na en tunbas configuraciones. Así. la energía de la configuración en 
cuestión .se expresa con10 

(2.4.4) 
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en donde U(Sk) es la energía entre el k-ésimo spin y los n-1 spines restantes 
dados en la configuración X;; U(S'k) es la energía correspondiente que se 
calcula del spin s. en la configuración X,, y U(X;) es la energía total de la 
configuración X;. Para la elección del spin s. se utilizó una función que 
genera nú111eros pseudo-aleatorios. la cual se encarga de elegir por n1edio de 
números distribuidos uniformemente en el intervalo [O, I] dicho spin s •. 

No 

( Diagruma.:?.4.:?) 

Crilcrin dc nccptacit'm 1..lcl método de 
Mctn.\puli .. 

/ 
Recha=rla 

configuración Xp 
Xi+l =Xi 

Como ya se mencionó, en el método de Metrópolis el criterio de aceptación 
de puntos esta basado en la razón r de probabilidades entre la configuración de 
prueba Xp y la configuración actual X;. De acuerdo con el diagrama (2.4.2). 
dicha razón se compara con un número aleatorio !; entre cero y uno. Si r > !; 
entonces se acepta la configunición de prueba Xp y en caso contrario se 
rechaza Xp. Sin embargo, al aplicarse el método de Metrópolis al conjunto 
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canónico .. parece que existen dos can1inos distintos p¡1ra aceptar a Xp .. lo cual 
puede ser confuso. Para explicar lo anterior, es necesario recordar que Ja 
probabilidad de cada configuración en el conjunto canónico depende de su 
energía es decir. p(x) = e-ui~l/ki .. por lo tanto p¡1ra eficiencia con1putacional es 
posible evitar el cálculo del exponencial cada vez que se prueba una 
configuración ton1ando con10 criterio de aceptución la diferencia de las 
energías .ó.U = U(Xp) - U(X;), correspondiente a las configuraciones X; y Xr, 
así para que r > 1 .. .ó.U .. deberá ser n1ayor a cero. Cuando la condición anterior 
no se satisfaga. se con1para e-.1.Utkt contra un nún1cro aleatorio entre cero y uno. 
De esta fortna se satisface con1plctan1entc el criterio de aceptación in1puesto 
en el método de Metrópolis. 

11.5 El Método de Metrópolis Aplicado a el !Vlodelo de Ising 

La energía del modelo de Ising en dos dimensiones, se calcula de Ja 
siguiente forma 

U(X) = - Jrr :E' Sa s~ (2.5.1) 

en donde a y J3 son etiquetas generales de sitio para cada variable de spin, J y 
T son parámetros de entrada y ' denota que la suma se hará sobre parejas de 
spines que sean vecinos n1ás cercanos. 

Para el caso que aquí se estudia (modelo de lsing en dos ·dimensiones), si 
suponemos que k es Ja etiqueta pan1 Ja posición i,j en Ja malla cristalina y 
tomando en cuenta a (2.4.4) y (2.4.5), se tiene que 

.ó.U = U(S';._¡) - U(S;,;) 

(2.5.2) 
- S;._¡ * (S;._¡.1+ S;j+1+ S;.1.J + S;+l.J) 

Esto es si se ha supuesto que el can~po externo es cero. 
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Aceptar la configuración Xp significa que esta nueva configuración será el 
paso X¡+1 en Ja cadena de Markov. es decir. se efectúa la asignación Xi+I -E-­

Xp. Más explícitan1ente. Ja orientación del spin S"k substituirá a la orientación 
del spin Sk. Asin1isn10. el valor de la energía debe ser actualizado es decir .. 
U¡+1 = Up- Si por el contrario .. la configun1ción es rechazo.ida .. el nuevo paso 
Xi+I en la cadena scní el paso anterior X¡ .. es decir .. X¡..,. 1 -E-- X¡ .. y su energía 
debe ser actualizada ta111bién en la for111a U¡..,. 1 = U¡. Para aplicar el algoritn10 
de Metropólis a un 11uido ver apéndice C. 

11.6 Descripción del Progran1a para Con1putadora 

En esta sección se cncuentrun los detalles del prognuna para co111putadora. 
elaborado para esta tesis y que se basa en el método de Metrópolis. que simula 
el modelo de lsing en dos dimensiones. En el apéndice D. se muestra el 
diagrama de flujo de dicho algoritmo. 

Con10 ya se explicó anterionnente .. la sinu1lación tendní que realizarse en 
varias sesiones .. por lo que el progra111a tiene la opción de continuar con un 
proceso o iniciar uno nuevo~ así. la parte inicial del progn1111a consiste en leer 
un archivo que contiene los parán1etros necesarios pan.1 dctenninar si la 
ejecuc1on se inicia con la configuración iniciul Xo o es continuación de una 
ejecución anterior que parte de la configuración X;. Si se quiere reiniciar una 
sesión. se lec de un .:1rchivo adicional. la últin1a configuración que se guardó a 
la que llan1arcn1os X¡ y el últin10 nún1ero al o.izar paru o.1segurar que la sucesión 
de nún1cros aleatorios sea lo n1ás grande posible. Por otro lado. si se va a 
iniciar un nuevo proceso. se crea una configuración iniciul que lla111are111os Xo 
y se da un nún1ero sc1nilla a partir del cual se inicia el proceso de generar 
nú111eros aleatorios. Para crear Xo. ton1an1os con10 base u1u1 red cristalina 
cúbica sin1ple en donde cada sitio es ocupado por un ~pin. esta red consiste de 
n=Nx X Ny spines y en el prognu11a dicha red cristalina se representa por 
inedia de un arreglo bidí111cnsional al que lla111aren1os A .. el cual tiene Nx 
renglones y Ny colu111nas (ver fig_ 2.6.2). Dicho arreglo contiene en cada 
posición a(i.j) la dirección de cada spin que se representa por un + l o un -1 .. 
donde (i.j) detcr111ina la localizución de cada spin en el arreglo. El progranu1 
tiene dos opciones para designar las direcciones de los spines en Xo~ en una de 
ellas todos los spincs to1n-.1n el valor de + 1 es decir. que el conjunto de n 
spincs están direccionados hacia arribu .. tal configuraci6n corresponde a la fase 
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ordenada. La otra forn1a consiste en que los spincs tengan una dirección de +l 
o -1 aleatoriainentc es decir. que se encuentren en una fase desordenada. 

o.o 0,1 0.2 O.Ny O.Ny+1 

1,0 1,1 1,Ny 1.Ny+t 

2,1 2,2 2,Ny 2.Ny+1 

Nx.O Nx,1 Nx,2 Nx,Nv Nx,Ny+1 

Nx+1,0 Nx+1,Ny Nx+1,Ny+1 

Arri.:gln di.! 1a111;af10 ~,X¡-..,\ cnn 1.·111uli1.·1onc...; pcritídica.-. a l.:t 
fnJnt~r~t 

Las condiciones periódicas se satisfacen de la siguiente n1anera en el 
programa: se añadieron al arreglo original dos renglones y dos coltnnnas 
adicionales. es decir, si el arreglo original tiene de l .... Nx renglones y l ,. .. Ny 
columnas, los renglones adicionales serán el O y el Nx+ 1. Las posiciones del 
renglón O están ocupados por los spincs del renglón Nx y las posiciones del 
renglón Nx+ 1 están ocupadas por los spines del renglón 1. Esto se cumple de 
igual forn1a para las colun1nas. estas serán la colu111na O y la colun1na Ny+l. 
Así. el arreglo tendrá Nx+2 renglones y Ny+:::! eolu111nas (ver fig. 2.6.2). Estos 
renglones y colun1nas extras se utilizun para el cálculo de lu energía 
configuracional ya que se afectado por las condiciones periódicas a la frontera. 
por ejen1plo: el vecino inferior del spin Sij cuando i=Nx seni aquél con i= 1 y 
el vecino a la izquierda de Sij cuando j= 1 será aquél con j=Ny. En donde i,j son 
los índices para las dos direcciones cspaciulcs. 

Ya que se tiene la configuración a partir de la cual se empieza la 
si1nulación. el siguiente paso es calcular la energía de la configuración en 
cuestión. que en este caso puede ser Xn o X¡. Esta energía se calcula para cada 
spin. ton1ando en cuenta sólo a sus vecinos n1ás cercanos. Por cje111plo el spin 
que ocupa en el arreglo el sitio (i.j) intcractua sólo con 4 spines: (i ± l .j) y (i,j 
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± 1 ). Para tener la configuración de prueba Xr se elige un spin, que denotamos 
por Sk• de manera aleutoria y uniíorn1c. Ja elección se hace to111ando al azar 
una columna y un renglón que nos den la posición de Sk. al renglón le 
llan1arernos 111 y a la colu1nna n. así el spin con el que obtendre1nos la nueva 
configuración estará localizado en la posición (n.m) del arreglo A. 

Una vez que se ha seleccionado al k-ésin10 spin. lo siguiente es cambiar su 
dirección y el nuevo valor de la variable Sk en la configuración de prueba Xp 
será S\ .. es decir. s·k = - Sh_. 

Ahora que ya se tiene la configuración de prueba Xp. se calcula su energía 
U(Xp) con el fin de compararla con la energía de la configuración actual 
U(X¡). Para esto. se hace la diferencia entre ambas energías: ~U = U 1 - UO. en 
donde U 1 es una variable que almacena la cnergfo de Xp y UO almacena la 
energía de h1 configuración X 1• Si esta diferencia es 111enor a cero aceptan1os a 
X 1.,.. si es 111ayor a cero se calcula otro nún1ero aleatorio S y se co1npara con la 
exponencial de -du. Si e·dutkt > S, aceptan1os a Xp. de lo contrario se rechaza. 
Cuando rcchazan1os una configuración .. se busca una nueva configuración a 
prueba a partir de X 1• 

Aceptar a la configuración Xp. significa que la posición en el arreglo qu.c se 
refiere al k-ésimo spin con dirección sk se substituye por la dirección s·k· y la 
energía tan1bién se actualiza. 

Si aun no se ha completado el número total de corridas se repite el proceso 
eligiendo una nueva configuración a prueba a partir de la configuración actual 
X¡. Si yu se cun1plieron el total de corridas se guarda en un archivo la última 
configuración X¡ y en otro archivo los pará111etros necesarios para inicializar 
un proceso en cu~ilquicr otro 1110111ento. 

Co1110 parte final se visualiza la configuración actual en la puntalla. La 
visualización de la sin1ulación del niodclo de Ising. se hizo utilizando gráficos 
de pascal. Esta visualización representa por 111cdio de cuudros a cada spin y 
cada cuadro tiene la misma posición en la pantalla que cada spin en el arreglo 
A~ es decir. el ij-ési1110 cuadro representa al ij-ési1110 spin en al arreglo A .. 
dentro del programa. Ya que cada spin puede tener dirección positiva ( 1' o 1) 
o negativa ( .J, o -1 ). un cuadro de color rojo nos indica que el spin al que 
representa tiene dirección positiva es decir .. que la posición correspondiente a 
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este spin en la matriz A vale 1 y un cuadro de color azul indica que el spin que 
representa tiene dirección negativa o que vale -1. Ver ( fig. 2.6.3) 

.J,, .J,, 

1' .J,, 
.J,, 1' 
1' 1' 

1 .J,, 
J,, 1' 
1 .J,, 
J,, 1 

Cfi,g. ;:!.6.~I 

Los espine!'> i.c ri.:prt.•!'ocn1an por 111cd10 de.: llc1.:ha ... 
En la vbualil'ndl'ln Mlll n .. ·prci.c111ad1• ... p11r 1111.:du1 
de cuadro-. Lle colore~. 

Más explícitan1ente. prin1ero se dibujan cuadros c.Jcl 111is1110 tan1año de lado 
L=b~ el número de cuadros es igual al nún1cro de spincs en el arreglo. Para 
esto se propone una posición inicial (x,y) y (xl,yl) en la pantalla que son los 
vértices superior izquierdo e infcrio1- derecho del cuadro inicial (pa1·a dibujar 
un cuadro sólo es necesario dar estos dos puntos) y a partir de estas posiciones 
se dibujan los siguientes cuadros hasta llenar el pri111cr rcngl6n de spincs~ lo 
que significa que las posiciones au111entan a razón de x=x+b y y=y+b. y 
xl=.\.·J+b y yl=yl+h. En seguida se inicializa nucvan1cnte h.1 siguiente 
colurnna es decir. Ju posicidn del vértice superior izquierdo del prin1er cuadro 
para el j-esi1110 renglón scn.í (.\.·,y). en donde x equivale a la pri111era colun1na y 
y al renglón respectivo. Ahora. se vuelve a llenar el siguiente renglón con los 
colores rojo (1) o azul (-1) para la dirección de cada spin. ele manera que tocios 
los spines en el arreglo queden representados. 
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CAPITULO III 

Resultados 

III.l La Solución Exacta del Modelo de Ising 

La solución exacta del n1odelo de lsing en dos di111ensiones~ corresponde a 
un sistcn1a 1nacroscópico en donde el nú111cro de gnu.Jos de libertad es de 
aproxin1ada111cnte 102·1. La obtención de la solución de este n1odelo requirió 
varios años de trabajo. Onsager [8], en 1944 obtuvo la expresión para la 
energía libre y cinco años 111ás tarde~ la expresión pura la 111agnetización. 
Postcrionnente._ se han efectuado varios intentos por diferentes investigadores 
para encontrar Ja solución exacta de este sisten1a~ utilizando rnétodos 
alternativos al de Onsager [ 1 I ]. 

El termino n1ás relevante de la expresión de la 1nugnetizaci6n con10 
función del la temperatura, proveniente de la solución exacta tiene Ja forma 
[ 11] 

(3.1. I) 

en donde J3 = 1/8, t = ((T - Tc)/Tc), T es la temperatum. del sistema, y Te = 
2/(ln(V2+ 1 )) = 2.2692 es la llamada temperatura crítica o de Curie. La gráfica 
de esta función aparece en la fig. (3. 1.1 ). 

Como se puede ver de esta figura, la solución exacta ME(T), para un 
sisten1a 111acroscópico ( N ~ oo ). tiene varias características n1uy peculiares. 
como por ejemplo, que existe un valor de la temperatura, Te. tal que la 
1nagnetización cun1ple con 

~ 
;é o T<Tc 

ME(T) = (3.1.2) 

o T?:Tc 
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La 111agnetización tiende a cero continunmente y en forn1a ubrupta alcanza este 
valor. Cabe mencionar. que este comportamiento sólo se presenta para 
sisten1as 1nacroscópicos. 

<JMI~ 

' 
' N infinito \ 

\ 
\ 
' \ 
Te 

N finito 

(lig. 3.1.1) 

T 

Compnrtamicnto cualirntivo de la nmgncli.tación parn 
sistc1m1s finilO)O. e inlinilos [ 131-

111.2 Sistemas de Tamaño Finito 

En una sin1ulación nu111cnca. los sistcn1as tienen necesaria111ente un 
número de grados de libertad del orden' de N << 10"'. En este tipo de sistemas 
finitos. la función de la magnetización M(T) correspondiente. muestra 
discrepancias in1portantcs con respecto a la solución deJ sisten1a 
macroscópico, ME(t). Es decir. aunque la magnetización del sistema, M(T), 
tiende a cero continuc.uncntc. no existe un valor bien definido de la 
ten1peratura que cu111pla con las curactcrísticas de Te. dadus por lu ecuación 
(3.1.2). Es decir. el cambio en M(T) no es abrupto sino suave. En la figura 
(3.1.1 ). se n1uestn1 csquen1átican1ente la diferencia entra la rnagnetización de 
un sistema finito y la solución exacta correspondiente a un sisten1a 
macroscópico. 

La corrección que sufre la magnetización por el efecto del tamttño del 
sistema se expresa en lu siguiente ecuación 

1 Se llm11:1 lfmi1e lermculimímico, el régimen correspondiente ni de un sis1cma cuyo numero de grados de libertad es 
cid orden di:: 1 O:!\ es ,tccir. par;:, sis1e1nas 111acroscópicos. 
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< M >r.N _ (-ut)ll N ¡112v (3.2. 1) 

donde v = 1 y u es un factor de escala [ 12]. Este comportamiento tiene como 
consecuencia que en la práctica, la dctcr111inación de la tcn1pcratun1 de 
transición no sea sitnple. En general, el estudio del fenómeno de las 
transiciones de fase 111ediantc si111ulacioncs nun1éricas es una tarea que no es 
trivial. Esto se debe al hecho de que trabajar con sisten1as de tan1uño finito 
produce can1bios que pueden ser in1portantcs. entre los resultados de la 
si111ulación y los correspondientes al sistc111a 111acrosc6pico. Por ello es 
necesario hacer un análisis cuidadoso de los resultados obtenidos de la 
sin1ulación. Es posible dctcrn1inar. de 111ancra aproxin1ada. el valor de la 
tetnperatura crítica del sistcn1c.1 1110.1crosc6pico. utilizundo los resultados 
obtenidos a partir de sistc111as de tan1año finito. Esto consiste en si111ular varios 
sisten1as con diferentes nú1neros de partículas y extrapolar el vulor de Te 
cuando N ~ c>o. Otro cjcrnplo de esta situación. para el 111is1no tipo de sisten1as 
uquí estudiado. adcn1ás de la dctcnninación de la tcn1peratura crítica. es que 
cuando se si1nula un sistc1na finito. el sistcrna ca111hie espont~ínca111entc la 
dirección de la n1agnctización. Es decir. si original111ente su 111agnetización era 
de 1110. después de algún tie111po. la 1nagnctiza<.:ión can1hic u -1110 o viceversa. 
Lo cual tendría corno efecto que al pron1cdiar durante el tien1po total de 
observación. el valor de la n1agnetizaciún resultará iguul u cero. 

En la figura (3.2. 1 ). L 131 se describe esquen1átican1entc el co1nportan1iento 
de la distribución de probabilidad. de la 111agnetización para un sisten1a de 
tarnaño finito en ausencia de can1po 111agnético externo. en su evolución 
cuando la tcn1pcratura avanza de T <Te a T >Te. Para ten1pcraturas 111ayorcs a 
la ten1peratura crítica. T > T1..·· en donde el sisten1a es paran1agnético. la 
distribución es una gaussiana. el valor nuís probable corresponde a cuando la 
rnagnetización es iguc.11 u cero. Es decir. en estas condiciones de tcn1per:.1tura y 
en ausencia de un cc.u11po externo. el sisten1a no presenta 1nagnetización 
espontánea equivalentcn1ente. para n1ugnctizar al sistcrna se requiere un 
carnpo externo. Para T = Te. la distribución presenta indicios de la aparición 
de dos valores n1ás probables. sin ernbargo. existe un interv:.110 an1plio de la 
magnetización -Mo < x < Mo. para el que Ja probabilidad P(x) es comparable 
en todo intervalo. Esto indica que a la ten1pcratura crítica la distribución no es 
estrecha. en otras palabras. no se pueden idcntificur valores nuíxin1os 
predon1inantes de probabilidad de la 1nagnetizaci6n. En este caso. las 
fluctuaciones del sisten1u n1anifestadas en la 111agnctización son considerables. 
En la práctica esto tiene con1plicaciones. con10 por ejcn1pln. que la 
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detern1inación de la 1nagnetización a la ten1peratura crítica o en unn vecindad 
de esta no sea sencilla debido a fluctuaciones. Para T < Te. la distribución se 
convierte en bitnodat, los valores nlás probables corresponden -Mc:.p y Mcsp• y 
el n1ínin10 corresponde a cuando lu 111agnetización sea igual a cero. En este 
caso, el punto relevante para este trabajo es que si bien el mínimo de la 
función se alcanza para M =O [4], la probabilidad P(M=O) no es cero, sino 

P( M) - exp(-N 112) >O (3.2.2) 

Esto tiene como consecuencia, que se establezca un tune! entre los n1áximos 
de la función cuya probabilidad es mayor que cero, que permita al sistema 
transitar de un estado con magnetizttción Mcsp a otro cuya n1agnetización es -
Mcsp y viceversa. 

Para sistemas n1acroscópicos. esta transición tiene una probabilidad que tiende 
a cero cuando N ---+ ~. según puede verse en la ecuación (3.2.2). Lo cual 
implica que el fenómeno descrito antes no es observable en la práctica. En la 
figura (3.2.2). se muestra cualitativamente la diferencia entre la tnagnetización 
del sistcn~a macroscópico y del sistema finito, respectivamente. 
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M 
a 

rf\:_ : 
o ' M 

b 

P(M) 

e 
(fig. 3.::!.ll 

Cotnportainicnto cut11itnli\'o de un nmh:riul fcrnnnaa.;néticu en ausencia de un c.:unp1..1 
cxh!TllO, En la figun1 a. !>-C n1uc-.1rn. l:t 1nagncti;..:u:ió11 p:1rn h:111pcruturas nmyorcs 

a Te. En este c:iso. la prohahilit.!ad t.lc qui:: 1\1=0 es :1lt:1. C!» c.kcir el m:.ucrial til!lh! un 
Cl1111ponan1icn10 par:mmgnl!tico. Poarn cu;mdo h1 1cmpcn11ut·a es igual a Te (fig. b) 
o en la vecindad en dmulc ?o>C' oh .. crva 1:1 1r.:in ... idón de fól,.c. ,.,I! uhscrva un intcn.·ulo 

nmy amplio di: posihlcs "'alorcs pun1 l;.1 m:1gncti7.adón y <le cMa fornm su prohabilid;id 
de ocurrencia tiende a .. cr "ctncj:tnh!. l'or Ultimll. en d "--ª"'ºde tcnt~ruturm. 1ncnon:s 

u Te~ !'OC csr-:n1 qu.: la 111.:1gncti.1.acii'.m hlmc lo'> valon: .. de -1\1 a +1\1 con unn prohnbilidad 
aha.. y In prohahilidad de 4uc J\.t =O .. e rct.lu~e notahlememe. autu¡ue no es ¡nccisan1entc 

cero ya c¡uc es un si!'>tcma finito. lo '-llie "1gnifica que el ._¡..,tcm;i pueda 1ran"i1ar de -?\.ta ?'1.1 
e in• .. crsa1ncntc. 
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O +M "° ·M 

(fi¡; . .J.1.2) 

Componnmicnto cualitativo de la nmgnc1iu1ci611 )' su probabilidad 
para un sistema mncroscópico (11) y paru un sistcnm linilo Cb), 

en 1c1nper.11urus 1ncnorcs a la tctupcmturn crílica 
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111.3 Cálculo de la Magnetización 

En esta·secc1on se revisa el cálculo de propiedades de interés que en este 
caso es la magnetización. Para cada configuración en la cadena de Markov. se 
calcula la magnetización que se define como 

N 
Mj =L.µ S¡U> 

i=I 
(3.3. 1) 

en donde µ es el momento magnético. s,u> representa a la i-ésima variable de 
spin en la configuración j y Mj es la magnetización para la j-ésima 
configuración en la secuencia de la cadena de Markov. Por lo tanto. el 
promedio de la magnetización (M) se calcula sumando cada Mj y dividiendo 
la surna entre el total de configuraciones. lo anterior se expresa coni.o sigue 

(M)=L. Mj/m* 
J 

(3.3.2) 

en donde j es un índice que corre sobre todas las configuraciones 111* de la 
cadena. designadas para el cálculo de los promedios. y en ausencia de un 
can1po magnético externo a (M) se le conoce con10 n1agnctización esponto.inea. 

A fin de determinar la longitud de la cadena de Markov. es decir el número 
de configuraciones rn* que se totnaran en cuenta pura el calculo de (M). este 
se propone de 1nanera que en pro111cdio se elija 1110 veces cada partícula S¡. Lo 
que significa que la cadena tendrá 111* = 1110N estados y de esta fornut se cspcn1 
ton1ar una n1ucstra rcprcsentativu sobre todo el cspucio configuracional. Por 
otra parte y con10 se 111enciono anteriorn1ente. la contiguraci6n inicial que se 
eligió de 111ancra arbitraria para fon11ar la cadena de Markov. puede no 
corresponder a una configuración en equilibrio para un estado tcrn1odinán1ico 
que se pretende sirnular. por lo que es necesario dejar evolucionar ltl 
sitnulación para que este estado inicial no influya en el calculo de propiedades 
físicas. Esto significa que se va a gcncnu- un nútncro 1111 adecuado de 
configuraciones. las cu:.lles se desecharan y a partir de la (1ltin1a configuración 
se inicia el calculo del promedio (M). Siendo en este caso 
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mF 

(M) = 1/ (mF - 1111) L M.; 
i=ml 

(3.3.3) 

donde mr- es la última configuración en la cadena de Markov 

Parn comprobar que se ha llegado al equilibrio y por lo tanto, que la 
configuración inicial Xo no V&.1 a afectar el valor pro111cdio de equilibrio, se 
con1paran los pron1cdios parciales de la propiedad física de interés con el 
pro1nedio total sobre la cttdcna de Markov de 111 puntos. Es decir, los n~ puntos 
en la cadena se dividen en s subintcrvalos de longitud 1110 y sobre cada uno de 
estos subintervalos. se calcula la propiedad de interés. De tal n1anera que los s 
pron1edios parch1les que resulten puedan representarse en una gráfica y 
observar su tendencia con respecto ul pron1cdio total. que se representa por 
n1edio de una recta horizontal. cuando el sistcn1a esta en equilibrio sólo se 
observaran fluctuaciones de los pro111cdios parciales sin ninguna tendencia 
creciente o decreciente. alrededor de la recta horizontal. A esta gráfica se le 
conoce con10 carta de control. 

Otra forn1a equivalente de verificar esto, es con1parando h.1 evolución en el 
ticn1po de una de las propiedades de interés partiendo de dos configuraciones 
diferentes Xo. Cuando se ha llegado al equilibrio. el valor del promedio es 
independiente de la configuración inicial Xo. 

111.4 Resultados 

En esta secc1on se presentan y analizan los resultttdos obtenidos de la 
sin1ulación realizada para esta tesis. Los resultados que aquí se n1uestran~ se 
calcularon con un programa en lenguaje FORTRAN 77. elaborado para este 
trabajo y con el cuo.11 se generaron todos los resultados que aquí se presentun. 
En este caso. se utilizó el generador de nú111cros pscudo-alcutorios intrínseco 
de la máquina en donde se ejecutó la simulación. En el apéndice D. se 
encuentra el código FORTRAN con el que se realizó lc1 simulación. El 
programa antes descrito se escribió tan1bién en lenguaje PASCAL. y se 
n1uestra en el apéndice E. En este caso. la rutina utilizada para la generación 
de los nú111cros fue ton1ada de la referencia [ 14] y aparece explícito.l111cntc en el 
código. 
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Para realizar dicha si1nulación se ejecuto el programa tomando diferentes 
números de partículas, estos son 

N= 100 
N=225 
N=400 
N=625 

Para cada tan1año de N se sinutlaron diferentes ten1peraturas. desde T = 0.5 
hasta T = 3.5. el intervalo se dividió de tal manera, que quedaron 11 
temperaturas para el cálculo de (M). 

Por experiencia se sabe que en general. al sitnular un sisten10.1, resulta n1ás 
difícil ordenar un sistcnu1 que desordenarlo. Por ejcn1plo. si se inicia la 
simulación a partir de unu configuración dcsorc.lenadu y desde una te1nperatura 
baja. en el proceso de ordcnatnicnto se corre el riesgo de que el sistcrna caiga 
en un estado n1ctacstablc. de n1odo que no se sabe cuü.nto ticn1po tardará el 
sisten1a para salir de dicho cstudo. y en el caso de una sin1ulación. lo anterior 
puede resultar n1uy poco eficiente. Así. la tücticu que se eligió para evitar este 
tipo de problc1nas fue la siguiente. Pan.1 cada nún1cro de partículas. se inició la 
sin1uh.1ción a p¡trtir de an1bas, unu configuración desordenada y unu ordenada. 
y desde la tcn1pennura nuís alta. Las diferentes tcn1peratun1s se tornaron de 
manera decreciente, desde 3.5 hasta 0.5. Pt.1n1 cada tcn1pcratura se gcncniron 
1111 configun1cioncs que no se ton1aron en cuenta para el cülculo de (M) es 
decir se clin1inaron. y a partir de la llltin-1u configuración se hizo el cálculo del 
pron1cdio con los 111 estados o configun1cioncs siguientes. Cada vez que se 
eligió una nucvu tetnpcratura. se to111ó la ltltirna configuración que resulto de 
la ten1pcratura anterior y de cstu fortna se ahorró ticn1po de cqulibración pari.1 
llegar al equilibrio. 

En las figuras (3.4.1 )-(3.4.4) aparecen las gníficas de los valores 
instantáneos de lu 111agnetización con10 función del nú111cro de 
configuraciones gencn1das. Estus gráficas corresponden a un sistc1na de N = 
225 partículas para las temperaturas T = 3.5, 2.5. 2.0 y 1.5. Esta serie de 
sin1ulaciones se obtuvieron ton1ando con10 paso inicial una configuración 
totaln1entc desordenada. para la ten1peratun1 111:.ís alta utilizuda. que es igual t..\ 

T = 3.5. Aquí se puede ver la cvoluci6n en el tiempo de la magnetización del 
sisten1a desde el inicio de la sin1ulación hasta la (1ltin1a configuración 
producida. Jo cual equivale a un total de 270 000 configuraciones. De estas, 
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las primeras 90 000 fueron descartadas por involucrar el tiempo que tarda el 
sisten1a en desechar el efecto producido poi- Ja configuraci6n inicial. siendo 
este el periodo de equilibración. Los dos siguientes intervalos de 90 000 cada 
uno, se utilizaron .. el prin1cro para evaluar el pron1cdio de la 111agnetización y 
el segundo para su verificación. Los pro111cdios que se presentan en este 
trabajo se calcularon ton1ando las últinu1s 90 000 configuraciones. El resultado 
final es que el siste111a se ordena con 111agnctizo.1ción igual a -1. es decir los 
spincs se orientan hacia abo.1jo. Cabe n1cncionar que Ju transición de fase 
hubiera podido ocurrir de tal fonna que. el sisterna se hubiera podido ordenar 
en sus spines hacia arriba de fonna totul111cntc cquivulcntc. 

En las figuras (3.4.5)-(3.4.8). se 111ucstra otra serie de resultados obtenidos 
en condiciones si111ilarcs a las de la serie antes descrita. pero habiendo partido 
de una configuración totaln1entc ordenada para la ten1pcntttffa de 3.5. Al 
con1parar Jas gráficas correspondientes a la 111isn1a tcn1pen1tun1. de cada unu de 
las dos series, digamos. para T = 3.5. las figuras (3.4.1) y (3.4.5) para T = 2.5. 
Jas figuras (3.4.2) y (3.4.6). y así succsivan1ente. se puede observar que el 
resultado del valor absoluto de lu 111agnetiz&.1ci6n es independiente de la 
configuración inicial clegic.la. En este caso. es in1portuntc destacar que a pesar 
de que se partió de una configuración ordenada. con una 111agnetización de +I. 
en las gráficas se puede observar que el sisten1a parte de tener una 
n1agnctiz&.1ción de igual u 1 (ver fig. 3.4.5 p&.1ra T = 3.5) y n.ípidarnente se 
desordena ulcanzando su n1agnctizacicln un vulor que fluctúa alrededor de 
cero. Cuando la ten1peratun1 es T = 2.5 (ver fig. 3.4.6) se observa que el 
siste111a. tiene lluctuacioncs in1portantes y los resultados parecen apuntar a que 
el sisterna se está ordenando con sus spincs hacia abajo. es decir. que el 
pron1cdio de la 111agnctización es 111enor que cero . .r-\.I decrecer en ten1pcraturu 
y alejarse de la tcn1peratun1 crítica. fig. 3.4.7 para T = 2. se observa un can1bio 
súbito en el orden del sisten1a. Es decir. la n1agnetizución del sistcn1a ca111bia 
de valores negativos a v&.llores ccrc&.111os a +l. Esta es una consecuencia de 
trab&.~jar con sisten1as finitos. los cuales tienen un co111portan1iento tal. que 
pueden pasar de una 111agnctizaci611 positiva a una 111agnctización negativa y 
contrurian1ente. El co111portan1iento anterior se analiza en la sección 111.2. 

Una característica i1nportuntc a notar es la dependenciu de las fluctuaciones 
con la tcn1peratura. Es bien subido que para los resultados cuyas ten1pcraturas 
son cercanas u la crítica. h1s tluctuac.:ioncs son in1port&.1ntcs [4). Esto tiene 
con10 consecuencia que las fluctuaciones de los resultados para T = 1.5 sean 
menores que las correspondientes a T =:!.O. Ver figuras (3.4.3) y (3.4.4) de Ja 
primera serie o bien. (3.4.7) y (3.4.8) de Ja segunda serie. 
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En las figuras (3.4.9)-(3.4.12) se encuentran los resultados de la 
1nagnetización versus la teinpcratura1. obtenidos de la sitnulación. para 
distintos números de partículas: N = 100, 225, 400, 625 respectivamente. 
Como se puede ver de estas gráficas la diferencia principal se encuentra en la 
región crítica. 

En la figura (3.4.13) se compara el con~portmnicnto en la región crítica, 
entre la solución exacta por un lado y el diagrama de fases como función del 
número de partículas. obtenido de la simulación. por el otro lado. Como se 
puede apreciar. a n,ayor nú1nero de partículas en el sistc1na. n1ás abrupto es el 
decrecin1iento de la 111agnetización. Cabe recordar que la expresión para la 
magnetización exacta expresada en la ecuación. describe el con1portani.iento 
de la región crítica. 

1 lo cual se conoce como diagrama de fase 
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Se gralica la magne1iwción en función de las configuraciones para un sislcma de N=225 
parlkulas y para la 1cmpcra1Ura <le T = 3.5, partien<lo <le una conliguración <lesor<lcnada . 
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Se grafica la magncti1.ación en función de las configuraciones para un sistema de N=225 
parlículas y para la temperatura de T = 2.5, partiendo de la última configuración que se generó 

para la temperatura anterior. 
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· Se grafica la magneti1.ación en funciún de las configuraciones para un sistema de N=225 
partículas y para la temperatura de T: 2.0, partiendo de la última configumión tiue se genero 
para la temperatura anterior. 
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Se gr;ilica la magneti1.ad1ín en función de las configuraciones para un sistema de N=225 
p•trtículas y para la temperatura de T = 1.5, partiendo de la última configuración 11uc se generó 

para la temperatura auierior. · 
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Se grafica la 111agnclililCi1in en foncilin tic las configuraciones para un sistema de N=225 
partículas y para la 1c111pcra1ura de T = 3.5. partiendo Je una configuradón orJcnada. 

~ 

,;:~:~-i :J};::i J~. ;J,}~ :'.::, ¿ .. ~i'. :; t. ~fNf!_;;!.'..:· ;~?r~. 
:1":y' :! irw\15

.' t~'t':''" :i1~f ti '''t:r Ff?::; 
. 

90000 180000 270000 

Número de Configuraciones 

(Fig. 3.4.5) 



M 

-1 

-2 

Se grafica la m;ignetimión en funci1ín de las configuraciones para un sistema de N=225 
partículas y para la temperalura de T = 2.5, panicndo de la úhima co111igoraci1ín \¡ue se gcncní 
para la Jcmpernlura anterior. 
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Se gralica la 111agne1i1aciím en liinción <le las configuraciones para un si~lema <le N=225 
parlículas y para la 1e111pcrn1ura <le 1'=2.0, panicn<lo <le la úhima configuración que se generó 
para la lcmpcratura anlcrior. 
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Se gralica la magnclitaeilin en !Unción de las conligurncinnes par.i un si;lema de N=225 
panícula> y para la lcmperarura Je T= 1.5, parlicmlo Je la úhima configuración que se generó 
para la lcmpcrnturn antcri<1r. 
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Se grafica el promedio de la magneti1.ación en función de la temperatura, partiendo de una 
cunfiguraciiín desordenada y de la temperatura más alta que es de T=3.5, para un sistema con 
un número de partículas de N=IOO 

1 1 1 1 1 1 1 

1.0 2. o 3 .o 

Temperatura 

(Fig. 3.4.9) 

4. o 



l. 50 

1--

1.20 1--

o. 90 r 
( M) L 

o .60 

o. 30 

0.00 

o.o 

Se gralica el promedio de la magneti1.ación en función de la temperatura, partiendo de una 
configuración desordenada y de la temperatura m;ís alla que es de T=3.5, para un sistema con 
un númt10 Je partículas Je N=225 
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Se grafica el promedio de la magnelitación en funci1ín <le la 1cmpcr:t1ura, parlicn<lu <le una 
cunfiguraci1ín desordenada y <le la 1empcra1ura más aha 4ue es <le T =3.5, para un sillcma con 
un número <le par1ícul:1s <le N = 4!HJ 
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Se gratica el prome<lio <le la magnclitaei6n en función <le la 1cmpera1ura, panicnJn Je una 
ronfiguracilín JcsnrJcnaJa y Je la 1cmpcra1Ura más aha que es Je T=3.5, para uh si~1ema con 
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Se compara la curva de la solución exacla de la magnetización, conlra las curvas para un 
número de partículas de N=lllO, 225 y 625. 
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Capítulo IV 

Conclusiones y Con1entarios 

El primer objetivo de esta tesis ha sido el estudio del método de Monte 
Carla pari.l el cálculo de integrales n1ultidimensionales. así como su aplicc.1ción 
para resolver problemas de la física estadística, eon10 lo es el algoritmo de 
Metrópolis. Esto se logró al elaborar códigos en lenguaje FORTRAN 77 y 
PASCAL con los cuales se han instrumentado y probado los métodos de 
estudio. 

El segundo objetivo fue la realización de una sin1ulación nun1enc<.\ así. 
con10 la fan1iliarización con el concepto de 1nodelo n1atcn1ático en la física 
actual teórica. Esto se alcanzó al estudiar el prototipo de transición de fase 
orden-desorden del llanmdo modelo de lsing que es uno de los modelos más 
in1portantcs y que posee inás aplicaciones en la física estadística. 

Corno resullt1do de todo esto se estudiaron los efectos inevitubles de la 
instrun1entación de una sin1ulación en una co1nputadon.L Esto cs. por ejcn1plo. 
la influencia del ctnplco de sistcnu1s de tan1año finito y la dependencia de los 
resultados con10 función del nú111ero de partículas que con1ponen al sistema. 
Así n1isn10. el uso de los nún1eros pseudo-aleatorios para reen1plazar a los 
nún1cros aleatorios involucrados en n1étodos tipo Monte Cario. Lo anterior se 
conoce con10 errores sisternáticos. es dccic. son las posibles desviaciones en 
los resultados de un cxpcritncnto .. causadas por lo general. debido a lo 
defectuoso de la técnica. a las cualidades del observador, a la imperfección ele 
los instru1ncntos utilizados en el cxperin1cnto. etc. En este trabajo nos 
enfrcntan1os a los siguientes posibles errores sistcn1áticos: 

1) Adoptar para la sin1ulución un sistcn1a reducido de aproxin1adan1cntc l O?> 
grados de libertad. Co1110 ya se 111cncionó antcrionncnte .. no es posible 
trabajar con un sisten1a que tenga un nún1cro de partículas realistu (10::?3 

grados de libertad). por lo que deberá elegirse un ta1naño realista y 
adecuado para obtener buenos resultados. Así es que de acuerdo a los 
recursos con que se cuenta. se debe to1nar el nú1ncro de partículas que se 
acerque lo más posible <1l del sistema real. 

54 



2) El uso de nún1eros generados por n1edio de una función detcrrninista. Los 
nún1eros pscudo-alec..ttorios son aquellos que se gcne1·an en b&.tse a una 
función detenninista y que adc1nás satisfacen pruebas estadísticas de 
independencia. Estos nú111eros que en general son periódicos no son en 
realidad aleatorios, por lo que su uso podría afectar el cálculo del 
pro1nedio de variables físicas. sin cn1bargo para saber si los nún1eros darán 
resultados aceptables .. podcn1os generar varias 111ucstras las cuales deberán 
de distribuirse de cierta 111anen1 y si los resultados están de acuerdo con lo 
que se espera .. poden1os entonces confiar en estos nún1cros. 

3) El tan1año de la rnucstra. es decir el largo de lu cadena de Murkov. Aunque 
teórican1ente puede dc111ostn1rse que las cantidades que se calculan con 
(2.3.4) coinciden con el promedio de (2.3.1) cuando 11'-?~, en la práctica 
se debe con1probar si sucede efectivan1ente lo 111isn10 ton1ando una cadena 
que tenga un nú111ero grande de estados o configuraciones. Esto se puede 
hacer co1nparando los resultados con los sistcn1as parc..1 los que 
previan1ente se haya encontrado su solución por otro 111étodo que no sea la 
sin1ulación. 

En rcsun1en9 se considera un resultado bastante satisfactorio haber 
efectuado todas las acciones requeridas. para instrun1entar le 1nétodo de 
simulación de Monte Cario (Metrópolis), de un modo no trivial de la n1ecánica 
estadística ton1ando en cuenta lo siguiente 

• No se adoptaron elc111cntos elaborados previan1ente por otros autores. 
• Se obtuvieron los resultados correctos con1parados con la solución exacta. 

Lo anterior involucró el cntendirnicnto y el en1pleo práctico de: 

l. El algoritmo de Metrópolis 

a) Números aleatorios y pseudo-aleatorios 
b) Cadena de Markov 
e) Programación del código 

2. Modelo de Ising 

a) Definición 
b) Encrgíu configuracional 
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c) Límite termodimímico 
d) Efectos de tamaño finito 
e) 
f) 

Fluctuaciones de la magnetización 
Programación del modelo 
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APÉNDICE A 

Programa para computadora en lenguaje PASCAL, que evalúa integrales 
numéricas con el método de Monte Cario 

l'ROGRAM METODOS; 

•ypc 
urre¡;lo - urn1y 11 .. 201 of real: 

\'11r 

x.11,h.mmint · <1rrct:,lo. 
11rc11.H,yi,,i,fd.l'n,"urn11 : n:al; 
opj.n 1 : 1111e¡,:cr: 

.re;il, 
Func1ioncv11hm("': :1rrcglo): r..•.il: 
hc.·¡;in 

ev111tm: .. 11.l l l"'"-f l l+,l:?l• .... 121: 
cm.I; 
rroccJurc mc1udol; 
bc¡;in 

clr!<>ct; 
for j:•I In ni du 

t>cg111 
¡,:om,y(-':?.2l;wrih.•('fnlcrvulo punt ,.,·.j); 
gn101ty12.;r;1.wr11c(' ':401: 
¡,:nlO,)'l2.~J:wri1c('l¡m1tc.- interior - '); 
rcmlln{i11jJ); 
gmo ... y(2.7):wruc(' '.4U); 
p.Olo .... y(2.7):" rih~l'l¡nulc .. upcrinr .. '); 
rcmJl111hUll: 

'-"Oll; 
go1u,y1::!.•>1:"n11.'t'\ilh>r •le 11 .. '); 
re;1dlnO-fJ: 
gnl0:\)(2.11 ),wrilcc"Numern •l.: 11rnd;1., n= '); 
n:adlntnJ. 
iltC;1·=); 

fur j:-1 10 ul do 
ht.•,::iu 

1.1m1111fjl:=Mih1UI; 
nrci1:•i1rc•1"'1mnin11J 1: 

Clh.I, 

¡1re11:-are•1•H: 
11 .. :=0; 
1:=0; 
rcpcm 

yi: .. t-l•rnndum: 
for j:=I In ni do 

:o1.Ul:=o11jJ+1ami111[jl"'nmdm11; 
r ... i:-c .. ·alua(,): 
if yi <• f'li.i 1hcn 

11":•11,.+I~ 

b=i+I: 
un1il(i ""n); 
Fn:-.1rc:¡¡•(11.J11); 
¡,:otnX}C2.15);wri1cf'EI n: .. ult¡uJo de: ha imc¡,:rnl ... ,. Fn - '.Fn:4::!:); 
rcmlln; 

end; 
pro...·o:durc: 111ch>Jo:?; 
~¡,:in 

clr-.1..·r: 
fnr J•l to ni do 

bcgin 
i,:ollny(~2.2J;writcl'Jnu:n.-ulo p11ra x'J): 
J,!nhl')(2.!'i):wri1c("l¡mile inferior- '); 
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n.•11dln1oiljJ); 
i;o10:0.y(2.7);wn1c('1¡1ni1c !<>upcrior - "); 
rcaJln(l:>ljl>: 

cml; 
¡:.010 ... yC:?.•>1.wnlL"CNmucro de un1J;1 .. n• "); 
ri:adlotnl; 
for J:-1 hl ni Ju 

1m1111111jl:..,t>lj]·alJ\; 
onc<1=I: 
for j =I 10 ni do 

t>L"~in 

1.1mim[Jl·=t>1.1h•l.1\: 
arL·.1 =n•rL-.1'"1,1111111111\. 

cnd, 
.. unM:=tl. 
1:=0. 
rL"pc.11 

for j.sl 10 ni Ju 
'l.i \:=<11.il+i.mnml il'"rnndnm; 

h1.mc••.1hmt,); 

i s1+l; 
umil u= ni. 
Fn:=;irc.1'"( l/nl'"'111n;a. 
¡:.cun'-yt:!:.l'J,wntct'EI rc,.ull.i1lo Je lu imc(?_n1I es Fn - ',F11:4:2): 
rcoiJln; 

cnJ, 

1 '"'"'""'"' l'RC><11{A?\.IA PRINCIPAL••••• J 

t>L"gm 
n111Ju1ni.¡rc; 
rcpc;u 
clr .. cr; 
gn10 ... yt.l6.51.wn1ccr..1 EN U'). 
ltOIOllt.yl26,7l;"ntc{"I ). M.ioJo tic ",,..ito-fotl;i"'); 
golO'l.)"(!t>.<>1;wn1c1':?J. ?\.l,tuJo Je "1nue!<>I01·1lwJi;1"'): 
gmn>1.yt:!:6. l l );wntct "." 1 S;11iJa'l. 
¡:.n10') ( .l~.14 ),wnlc( 'Opcicn- '):ri:¡1Jln(npl. 
ni:•:?: 
ca-.c- np of 

l·n"1C10Jnl. 
2.1nc1011o2. 

cnd: 
unul tOJl = .'1; 

cnJ 
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APÉNDICE B 

Números aleatorios 

Los nún1eros que se escogen de n1anera aleatoria son 111uy utilizados en 
diferentes clases de aplicaciones. Sin c111bargo. parece difícil dar una 
definición exacta de lo que es un nthnero alcutorio. una posible definición es 
la siguiente: ... La selección de un clcn1ento de un colectivo es al azar cuundo 
cada elcn1ento del colectivo tiene igual probabilidad de ser cscogidon L 15]. Si 
bien lo anterior es correcto. en un cxpcri111cnto rco.11. cdn10 podcn1os asegurar 
que cada elen1ento. tiene la 1nisn1u probo.1hilidad de ocurrencia que los dcn1ás y 
que por lo tanto la sccucncio.1 ho.1 sido clcgido.1 alcatorian1cntc. Se puede pensar 
que utilizando un 1nétodo casual ascgun.i1110~ que la secuencia de nú111cros sea 
realn1ente alcatori .. 1 .. por eje111plo .. para generar nú111eros aleatorios se puede 
utilizar un directorio telefónico. abrirlo al azar y ton1ar el prin1cr nú111cro en 
donde la vista se detenga. ton1ar las prin1cras tres cifras del nún1cro. cerrar 
nuevan1cntc el directorio y repetir el proceso anterior hasta con1plctar el total 
de nún1cros que se quieran generar. Del n1étodo ante1·io1 se observa que 
pueden darse posibles errores es decir. si la guía csto.1 usada habrá algunas 
páginas que se ahran con n1ayor facilidad que otras .. <le 111odo que se dará la 
tendencia de to111ar los nún1cros de una n1isn1a sección .. tan1bién existe la 
posibilidad de que lu ele<.:ciün no scu co111pll.!tan1cntc i111parcial yu que algunos 
nú1ncros podnín llan1ar 111ás la atención que otros. Entonces .. la ünica garantía 
de aleatoriedad en los nún1cros se du aplicando las pruebas estadísticas de 
aleatoriedad (este tcn1a será tratado n1ás adelante). #"ron1ando en cuenta lo 
anterior. nos rcfcrircn1os a una secuencia de nún1eros con un posible 
con1portan1icnto aleatorio. independientes entre si y con una distribución 
específica .. <.tsí. pode111os entender aunque de una 111anera v<.1ga. que los 
nú111cros elegidos al azur no deben estar correlacionados unos con otros 
(¿Có1110 se puede asegurar que dos nún1eros son o no independientes"?. el 
grado de independenci<.1 entre dos nún1cros es una idea que tiene que ver con 
su aplicación en particulur. Cada aplicación tiene sus propias exigencias~ por 
lo tanto no se puede d<.ff una regla general que las satisfaga) y deberán tener 
una probabilidad especifica de caer en un valor dctenninado de un intervalo. 
Cuando se hace referencia a la distribución unifonnc. significa que todos los 
números tienen la niisn1a probabilidad de ocurrencia en un intervalo [a,b] 
dado. Generalmente se toma el intervalo LO, I ]. 
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Hay 111uchas 111aneras de generar núrneros ~tleatorios. Por ejen1plo. se 
pueden lanzar un par de dados. en este C6.1so la secuencia de nún1eros será 
aleatoria si los dados no están predispuestos a caer en una detern1inada cara. 
Lanzar una ficha a un cuadro subdividido en diez regiones del niisn10 ttunaño. 
aunque en este caso. puru evitar que la ficha salga del :.1rcu del rectángulo. se 
dará la tendencia de lanzar la ficha al centro del 111isn10 y Jos núrneros en esta 
región tendrán niayor probabilidad que aquellos en las cxtrcn1os. En una urnu 
se colocan fichas de igual fon11a. las fichas est:.1n cnun1cradas y se van 
sacando una a una reponiéndose una vez que se ho.1ya observado su nún1cro. Si 
las fichas no son idénticas. entonces algunas tcndrün 111ayor probabilidud de 
ser elegidas que otro.is. En los rnétodos antes descrito~ se obtendrán resultados 
sesgados. debido a que aparcnterncnte se eligió una fonna adecuada para 
generar secuencias de nLírneros aleatorios. En este caso. hay algunos 111étodos 
que son n1ejores que otros y una n1anera segura de con1probarlo. es 
son1etiendo los resultados a pruchas estadísticas. 

En algunas aplicaciones se han utilizado tablas de nLín1eros aleatorios 
generados prcviarncnte. que para el caso de aplicaciones nianuales han 
dado buenos resultados. sin crnbargo su uso en con1putadoras es reducido 
ya que tienen ciertos inconvenientes. Es dcci1· .. la tabla puede ser dcrnasiado 
corta o extensa y el ticn1po de captura scr:.1 largo y tedioso ocupando 
espacio en la n1e111oria que puede ser útil postcrionnentc. La acepción 
anterior y otros 111étodos (las 111:.lquinas generadoras de núrncros aleatorios 
con10 ERNIE) condujeron al desarrollo de expresiones aritn1éticas para 
con1putadoras para la gencn1ción de nún1eros aleatorios. John Von 
Neun1ann en 1946. propuso el n1étodo de los cuadrados inedias. que 
consiste en ton1ar un nLín1ero de n dígitos elevarlo al cuadrado. agregar 
ceros a la izquierda del nún1cro hasta con1plctar 2n dígitos .. extraer los n 
dígitos n1edios (que scrCt el nün1cro aleatorio huscadn) y repetir tantas 
veces. corno nútneros se quieran generar. De aquí surgid una objeción. 
cón10 se puede llan1ar a una secuencia de ntín1cros. aleatoria .. cuando cada 
nún1ero que se genera depende del anterior. Si se generan nún1cros 
aleatorios de acuerdo a una función dctern1inista. en realidad no son 
aleatorios aunque parezcan serlo. en este caso les lla111aren1os ··pseudo­
aleatorios... si adenuís satisfuccn ciertas pruebas estadísticas de 
independencia. Si se ha seleccionada cuidadosan1cntc un buen n1étodo 
detern1inístico generador de nún1cros ··pscudo-alcatol'ios·· y estos son 
usados para alguna aplicación .. se pueden obtener buenos resultados. 
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El probleniu de utilizar el método de los cuadrados-medios es que 
tiende a degenerar. es decir en algún n1on1ento. en la secuencia se repite 
indefinida1nente un ni.isn10 nún1ero. Tan1bién el n1étodo es lento y en 
algunos cusas su periodo puede ser corto. Por lo tanto. una co.iracterística 
in1portante de los tnétodos es que no degeneren en ulgún valor. 

En una secuencia de nún1cros pseudo-aleatorios se buscu que el periodo 
sea lo suficicntc111cnte largo para cubrir las necesidades de cualquier 
aplicación. Sin c111bargo, un periodo infinito nos es una condición 
suficiente paru decir que los nún1cros son o.tlcatorios, ya que dentro de una 
secuencia infinita no periódica se pueden dar patrones de repetición que tnl 
vez a silnplc vista no resultan obvios. Por ejc1nplo. en la secuencia infinita 
de deci1nales del número racional tt. se puede pensar que tcnen1os una 
secuencia aceptable de nún1eros aleatorios. sin ernbargo se han observado 
algunos patrones de repetición. Ab"jo se puede ver, que el '.!6 se repite en 
medio de un cierrto patrón de repetición [ 16] 

71'. = 3.14159(26)53589(79)(3'.!)(38)46('.!6)43(38)(3'.!)(79)50 

1 1 1 1 

Por lo anterior9 no debernos confiar de nuestro crite~io intuitivo para 
decidir si una secuencia es aleatoria o no. Entonces9 cóinó podeni.os saber 
que una secuencia de nú1neros con aparente con1portan1iento aleatorio9 es 
en realidad aleatoria. 

Pruebas Estadísticas de aleatoriedad. [14,16]. 

Existen algunas pruebas que pueden utilizarse para comprobar la 
aleatoriedad en un conjunto de nú111eros generados por n1edio de una 
función detenninista. sin cn1bargo el núrnero de pruebas a las que se 
son1ctc una secuencia. depende de la exigencia de aleatoriedad que cada 
aplicación en particular requiere. con respecto a la independencia entre los 
números. Por cjcni.plo. si la secuenci;.1 indica ser aleatoria después de N 
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pruebas, no se puede asegurar que en realidad lo sea, ya que quizás la 
secuencia no satisfaga la prueba N+l [16]. 

Prueba Ji-cuadrada 

Una de las pruebas más utilizadas es la ji-cuadrada, para esta prueba el 
intervalo de posibles resultados. se divide en k subintcrvulos o chtses de 
igual longitud. Las clases senín n1utuan1entc excluyentes y c0Jectiva111ente 
exuhustivus. Es necesario que el nú111ero n de observaciones sea grande es 
decir, que el valor esperndo np (donde p es la probabilidad de cada clase) 
en cada cluse. sea por Jo n1cnos de cinco observaciones. sin c1nbargo se 
sugiere elegir n lo 1110.ís grande posible pura obtener una prueba n1ás 
poderosa. En cada subintcrvalo se con1pan1 la frecuencia observada contra 
la frecuencia esperada por 111cdio de una diferencia. se espera que las 
diferencias sean n1ínin1as para concluir que las observaciones son una 
n1uestra de una distribución unifo1·n1c. Por lo tanto. considcnunos la sun1a 
del cuadrado de las diferencias 

Sin c111bargo~ en este caso V esta usignando igual peso a todas las 
clases. cuando algunas de ellas tendrán una probabilidad más alta de 
ocurrencia que otras. Por lo tanto~ si V es un estadístico justo (J) se puede 
escribir con10 

(2) 
Fe1 

k 

V = L (Fe;-Fo;) 2 I Fe, (3) 
1=1 

en donde 
Fe; es la frecuencia esperada de la clase i. Fe;= np; y p; es la probabilidad 

de 
la i-ésima clase. 
Fo¡ es Ja frecuencia observada en Ja cJuse i. 
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k es el total de clases. 
n es el nún1ero de observaciones que se suponen independientes. 

Si tomamos en cuenta que 
k 

L Fo¡= n 
i=I 

y 
k 

LP; 
i=I 

y desarrollando los binomios, V queda como 
k 

V= l/n L (Fo;2 
/ p;) - n 

i=I 

(4) 

(5) 

Por último, se compara el valor de estadístico V con el valor en tablas 
de una variable ji cuadrada con v = k-1 grados de libertad con un nivel de 
confianza 1-a o un nivel de significación a. Si el estadístico V es menor 
que el valor en tablas, no se puede rechazar la hipótesis de que Jos nún1eros 
siguen un comportamiento aleatorio y se distribuyen de manera uniforme. 

Prueba Koln1ogorov-S111irnov 

La prueba Kolmogorov-Smirnov es usada para comprobar la hipótesis 
de que una muestra de tamaño n se comporta de acuerdo a una función 
especifica continua F. Esta prueba utiliza la función de distribución 
acumulada F(x). que se define co1110 

F(x) = p(X $ x) (6) 

es decir. Ja probabilidad de que X $ x. 

Cuando se trabaja en el intervalo [O. I ], es decir cuando O:S:x:S: l. la 
probabilidad de que X ::; x es precisamente. x. A la probabilidad definida en 
(6) se le llama función de distribución acumulada y para esta prueba F(x) 
deberá ser continun. 

Ahora, si se generan n valores independientes X;, entonces se puede 
construir la función de distribución empírica, que se define como 

F 0 (x) = i/n (7) 
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en donde i es el lugar que ocupa en la secuencia el nún1ero xh si Jos 
números se ordenan de manera ascendente. La prueba de Kolmogorov­
Smirnov se basa en la diferencia que hay entre F(x) y Fn(x), es decir si 
F 0 (x) varia demasiado de Ja distribución acumulada hipotética F(x), 
podemos decir que el generador de núrneros aleatorios no aproxilna Jos n 
datos a la función específica F(x). 

Entonces para hacer la prueba. to1nan1os los siguientes estadísticos 

Dn ... = max ( Fn(X) - F(x) ) 

(8) 
Dn- = max ( F(x) - F 0 (x) ) 

en donde, Dn ... mide la máxima desviación cuando F 0 (x) es mayor a F(x) y 
Dn + mide la n1áxima desviación cuando Fn(X) es menor a F(x). 

En seguida se expresa el algoritmo para aplicar la prueba de K-S: 

1) Generar n nún1eros aleatorios uniforn1es. 
2) Ordenarlos de manera ascendente, es decir 

XI S X:? S X.l S ... S Xn. 

y calcular F 0 (X¡) para cada valor X¡ que se supone independiente, como esta 
definida en (7). 
3) Calcular el estadístico D de la siguiente forma 

Dn+= max ( i/n - F(x;)) 
IS i Sn 

Dn - = max (F(x;) - (i-1 )/n ) 
IS i S n 

Dn = max (Dn + - Dn"> 

(9) 

4) Comparar el estadístico Dn con el valor critico da. para una muestra con 
n mayor o igual a 20, en donde da se da por 

d.os = 1.36 I (n) ·5 

64 



(10) 
d.01 = 1.63 I (n) ·5 

con un nivel de significancia de .05 y .01 respectivamente. 
5) Si el estadístico Dn es inenor al valor. crítico d"', no se puede rechazar 
la hipótesis de que los números se generaron a partir de üná distribución 
uniforme. 
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APENDICE C 

El n1étodo de Metrópolis aplicado a un fluido 

Cuando se en1plea el n1étodo de Metrópolis. pan.1 si111ular sistcn,as en 
donde las partículas tienen una posición bien definidu sobre una latiz regular. 
como en el n1odelo de Ising. las diferentes configuraciones que se genen1n 
para formar Ja cadena de Markov. dependen sólo del sentido de cada una de 
estas partículas. ya que su posición es tija. Es decir. si tcncn1os un sistenu1 de 
N partículas. en donde cuda partícula tiene una posición (i.j) en una latiz 
cuadrada y un sentido Sh para generar una configuración de prueba. se elige 
una partícula y única111cnte se le can1bia el sentido. 

Sin e111bargo. cuando se si1nula un fluido. las N partículas que lo con1ponen 
se podrán desplazar a través de todo el volu111cn en donde esta contenido el 
líquido. Esto quiere decir. que cada configuración depende de la posición que 
cada partícula ocupa en el espacio físico. Así. para proponer una configuración 
de prueba. supóngase que se tiene un punto X 11 (configuración actual) en la 
cadena de Markov. Para genen.tr Xn+l se crea un paso prueba o un nuevo punto 
Xp. Un paso prueba es un punto tal que. si cu111ple con ciertas condiciones 
podrá ser el sucesor del tíltin10 punto Xn en la cadena de Markov. Entonces, 
Xp se puede escoger de un conjunto de Z estados vecinos de X 11 • Xr se genera 
dejando N-1 partículas con las n1isn1as coordenadas correspondientes u la 
configuración actual X 11 , las coordenada..; de la k-ésin1a partícula restante rk = 
(Xk,.yk,.Zk) elegida al azar. son elegidas ta1nbién al azar dentro de un cubo cuyos 
lados miden D (el tarnaño que deberá tener D se explica n1ás udelantc). en 
donde D/2 representa el n1áxin10 desplazan1iento en cada un de los ejes: x. y o 
z de Ja partícula r·, = (x·,.y·,.z·,). en donde 

x·, = x· + (D/2) * 1; 1 

y•,= y· + (D/2) ,. /;1 
z·, = z• + (D/2) * .;, 

son las coordenadas de la k-ésima partíeulaen la configuración de prueba X 0 • 

y 

I;; E [-1,J) 
Los desplazamientos de cada coordenada son a partir de rk y el centro del 

cubo es rk. 
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Con una terna de nú111eros aleatorios distribuidos uniforn1e111ente en el 
intervalo [-1,J], se podrán escoger las coordenadas de Ja partícula r·k para 
generar el paso prueba. El valor de k se elige también de manera uniforme y 
aleatoria por medio de un cuearto número aleatorio. Así, Ja elección del paso 
prueba es al azar y uniforme. 

Una pregunta que resulta in1portantc es de qué tan1año tendrá que ser D. Si 
se elige una D muy grande, entonces p(Xp) será tnucho más chica que p(Xn) y 
la mayoria de pasos prueba scnín rechazados llevándonos a una ineficiente 
muestra. Por otra parte. si D es pequeño la 1nayoría de los pasos prueba serán 
aceptados .. pero la can1inata aleatoria no se n1ovcrá n1uy lejos lo que dará 
como consecuencia obtener una n1ucstra de n1ala caliadad. Una buena regla 
para conseguir un ta1nuño D eficiente. es to111arlo a fin de que alrededor del 
50% de los pasos prueba sean aceptados. Por lo tanto, D se calculará de 
acuerdo 6.l ensuyos prueba-error. 

Para aplicar condiciones periódicas a la frontera~ se llena con réplicas 
idénticas el espacio alrededor de la caja original, tal como se muestra en Ja 
figura 1. 

~ ~ ~ 
1 

26> 
1 6> ó> ó> 26> 

~ ~ ~ 
1 
ó> 26> 6:> 26> 6> 
~ ~ ~ 

1 
26> 6:> 1 

ó> 26> ó> 

cfi~ . .:!l 

Conc.Hcioncs periódica~ a In frunlcrn dc un ~i"ilcn1a 
hidirncn ... innal. Loi .. mukcul:i." -.un oricnwblc~ y 
forrnan parle <le un fluido. El cuadro ccmrnl 
rcprc~cnln la ccllhl original y cada uno Jc los 
dcn1Ü"i cuadro' Mlll n!-plicas de é~la. 
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APÉNDICE D 

Progran1a en lenguaje FORTRAN 77 para sin1ular el n1oclelo ele Ising. 

inlplicn nnnc 
l;t!oll h:11111l1,cm:rnva.cncrn11t.Ju.1 
n,:o:1l J'n•1n;i~n..-,rn l .u 1.utl.J 1 ... 1.tot I 
inlL"gcr lnt.~l"n.r.c.n l ... "1t.:h.n.111.npu 
11UC"gcr rcctu1.;1ccp1.111:1¡:.tn1.n1.1¡:.par.1rc .. 
intcgcr IL·111pl.W1111ut,1.1 ... L'L".i 
1111C¡.'.L"Till0 :!.~.O:'.!~¡ 

cn1n111nl\ nc .. ·t/ ni .11 ......... ,1 ... "11ch.tut.11pn 
.:un\ln.,11/1nat/.i 
.:un1111lll!ILla1/ 1n.11 
cum1nun/ .. 1111.tu 
.:unun••ll/~••t .. ·.r 
.. ·0111111011/ e'ncrl ut1.11 I 

.. ·un11no11/ cncra/ cn••r;uu 
cun111u111/ aL·c/ a .. · .. ·pl 
.:0111111011/ n·/ rt.• .. ·h;1 

L''11lll\ll11lflL'llll'fl 

C JI Ctl:-.;STAN'lt: PI. AC<ll'LA!\11EN'lll 
e S\\'ITClt 111 CIPI: :->1 st: GE:--OEKA UNA (."(_)SI'. INICIAi. o SE lU.OINICI/\ L'N PROCESO 
e ·1nr 'IOl"AL lll. CtlNl·llil'K.·'\.CIOSl:s /\ CiCNFKAR EN LA CAl'>EN,\ 
e NI Sl1.-..11:Ku PI l'.·,KTICL'LAS 
e SIT.n st:!\111.L:\ l'ARA c1.:-.:1·.1~AR Nl'!\IEROS ALEATORIOS 
e TIPCl 111 Cllllo nt. Ql'I. ·111 10 PI.("( lSI l(i\ TRAC!ON s1: ll"ICIA LA SIMULACION. 
e l.J.TEMPl.TRt·s cosrAPORI s 
C A MATRIZ Ql'I: CiUARJl,, l.S U. tl.J!·l.1 !.MI.STO. l.,, VARl.-'\.BLE DE Sl'IN (SI 
e -·ni' LA l'AK"l IC."L'IA 1.()L"A\.IZA\lA 1·s 1.1. ¡ l.J i-1·.SIM<l 1.l't ,,,,~ PI. 1.A l.ATIZ 
e K.C . ...;t1!'\tl:Rtl DE K1.r-.ca.os1.s y(_'( 11.l '!\IS,,S RESl'l.CTIVAMl.:"'TF. ES LA MATl~IZ ,, 
e 11,,!\lll.T S<l!\IBRL PI I,,, l·l 'SClllS Ql'I· e," Cl'L' l.A 1:s1·:1u;i .. , DLI . .'\lODt;t.o 
e l~Nl.RANT.L:-.:1 H.SVA 1 SI Ktil.' 111 1.1·sp1:-.; l)l11 Si. 1.1.ltilO /\.l. AZAR CON 
e RESl'l-.c.-rn .. , Sl'S \TCISt IS !\1AS 1 . ."l.RC.\SI )~. l.S l.A CO:"-o'l·I ACl'l_IAL 1-NU~t"ilA 

e llEI. Sl'IS Kl.Sl'I Clll A ~t·~ \'I Cl="llS !\IAS Cl.RC1\S(lS, 1·s LA (."(l:o-;H DE l'KUEUA 
C l!l,l.'ll LNl.Kti!A \ll. l.A l."(ISJ- 11\. l"Kl.'t:H.\ Y Al...•'l l'AI 
e nu. <illARPA l.:\ 1111-1 l(J SCI.\ PI l.Sl.Rli!AS 
e RECHA.,\Cll'r ltlrAI 111 {_"(l~ll KICllAZAl").-\S\' .. \Cl:l•TAl"),,s 
e MA<ll'AR !\l.\l •s1 11/'.\CJOS ·11) r \l. \',\H..-\ CAP.\ cnsl·ICil!KACIOS 
e f\.1.-\CITOí St.'!\I,\ 111· LA 'IAti:-.;1.r1z.-\L"i~l:--: SOl\RI: ltlll/\. LA C1\l"JENA 
(_' SI SnR~L-\1 1/..\ ( .. \ !\IAliSL 11/'.Al.."!ll!'l Is 1 1 ISTn~VAt.n tO,I) 

.................. RlT 11~ ·\ l•Rt:-.;CJl'AI ........... • • 

..:;•llk.;turl 
C: 1.Sl l. PROli Stll_l IC<lSI 1 '11'1.:\ ~'U!\11 K<l lll: p,\K'I Ul.'E TENGAN CUADKADO EXACTO 

o¡...-nílll.fik = ·u:-.u1,t.1'1 
\\nh.•1JU.'"1 ·¡_, ,,·11Hll.1 ,., ... .-._...¡ 
n1t=nl 
,.,..,,¡rlcrnl ¡ 

ti l'"'t•·h ,.,¡ ll11li.·n 
11 U1p<>C''-( 11 th,·n 

.:.1\l ,·onfin11,·.r.-..•c-•t1 
,·ali ~11:1n.J".1;¡.:.r1 

••nd1f 
tlthp" •·q :! 1111.:n 

,·ali ,·ontin:!c~·.r• 
.:all¡!l1<1r•l.1:'\ 

c-nJ1f 

call IC'ctur.=1.-.r1 
cndif 
opo.•n\11.lik• "h.·111r·1 
ro:-:1JI 1 I ,'" l IC'll\l~>t 
<In 4.:! tcmpl-=J.tc-hllol 

,-;i.llk..:1ur.1;k.rl 
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rcud(l 1.•)t 
u U= O 
do:mi ... 1.r 

do lOj=-1..: 
uO,,.uCH-h,1111ill(i.j) 

10 cuntinuc 
:?o conunuc 

ut}a.-l'"jl•uo 
"'ri1c( 10. '") 'l..:.1 .. cmill.1 c .. • ... ccd 
1!0 40 1rc.,.,.l,:\ 
rccha-tl 
•1ccp1c1J 
1na¡:1u1=tl 
Jo :\D t-:cn-1.tot 

cull .. ctcn'";1(.:.r.t.j 1 ... .:cdl 
cncrn\·¡¡= hanulttn.1n) 
u 1 =110 - j 1 • (encnw;1· cncn1nl) 
llU=nl-uO 
.. ~ali pn1c1'.i1 .. ccd.1l 
nmt-:p.1r .. o 
Jo :!7 1=1.r 

""'f:.l•>l•111.11,?.h'l+n1,1i:.pur "º .. ·0111111110: 
101!=101 
pronl.11,!.llC={ l/101 l )'"111.1~101 
"'""prumaguclrn 1 
"'rite\ IO,• 1 '1c1npcr,11ur.1 • ·.1 
.... ntc( 10.'") 'c.•I Jlf<lfn de 1.1 n1.1gn .: .. ,.. '.prm1U1gnc 
wnh~(I0.*)',1 =". .. 1 
wrilc.'( 10.'"l 'I.11n.1gnc.• !Ulill e''"' '.nlill!IOI 
wruc.•( 111,'"I 'el nu111cru Je conf m:c.•p c .. '.ilCCpl 
wnlc( 10.•1 'el n111nc.·nl Je cnufrcch;i c.•, ·.reclm 

cont11111c 
<.'ali t-:11.1rd.1.lt._·.r1 

4:! conunuo: 
..-lo-.cllOI 
clu .. c(l \ 1 
c.·all i;.u.1rd.1:!1 .. ·.r1 
"lnll 
\"nd 

e ............................... 1.1:c-rUKA DEI- AKCIUVO DE. PARA.l'wt(~TROS ............................... ... 
,.11hro111111c.• k,o._·1url 
iinplicil uunc 
rc01l ¡I 
in1 .. ·~c.·r n l."''lh,_·h.h>l.tlpo ... ccJ 
cununonf h,o,_·tJ n l .11 ... .:c.•J ... y, nch.h•l.hpo 
.. pcnl 1 :?.file ... '¡l.lr.uncn 

rc.1c.lt I::!. •¡ n l.¡ l ... ccJ ... " ilr.:h.iot.U¡>n 
du-.cll:!l 

cnJ 
e .............. Ltoc.-rl!KA DEL ,.,KCHIVO DI!. CONFIGURACION ........................................ ... 

!'iO 

1111pl11.:ll nunc.• 
1111cgcri.1.r.c 
1111cgcrmO :?!'i.O.:!!'i• 
rc.11 un 
opc1111"<.tilo:"" \:on1i¡;'1 

r<:uJO:I."') uO 
ll<>bOi=U,r+I 

Jo !'iO J=U,c+ 1 
r.:;11.hS.*l ¡¡(i.jl 

60 l:u11tinu<? 
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70 

do!<>c(8) 
rcmm 
<nJ 
"uhrnulinc Ji:1:tur::'\(c.rl 

imrlid1 nc111c 
imcgcr i.j.r,c 
in1cgcr uto:::!'i.O:::!'i) 
comrnon lnmll ;.1 
opcn(•J.lilc"" 'conligl'l 

Jo 80 i=O.r+I 
Jn 70j=O.c+1 

rc;1Jt9."") ilti.jl 

conllnuc 
clo .. c(91 

cmJ 
C ................. CREA NUEVA CONFIGURACION ••••••••••••••• 

C){) 

.. uhrnuunc cnnlin J (c.r, .. ccJ) 
implicn 1u111c 
imc¡;cr i.j.r ... ·.-.ccJ 
in1ci::cr atU.::!!'i.O::!!'il 
con\n1nn/ 1m11/ a 
ri::al r.1n,¡1)'Ud.1 
.itO.Ohsl 
afO.c+ll"'I 
;1(r+l.OJ:I 
atr+J, .. ·+ll""I 
Jo IOOiml,r 

do '>Oj .. 1.c 
u .. ·ud.1•::•nu1( .. i:o.:J 1· I 
iÍ 1:1yuJ:1 gt.<h thcn 

i1Ci,Jl=I 
.... 1 ...... 

:111.jl=·• 
i:m.hf 

){)(} COllUlllll! 

l!'iO 

do 110 i•l.r 
11t1.0J:o:,111.c1 
a(i,c+I l=afi.IJ 
u(O.il=i1(r.1l 
11{r+J.i) .... 1(l.il 

n:1urn 
cnJ 
.. uhroutin .. • conlin:!tc.rJ 

i1nphcit nunc 
1111...-¡::cr1.J.r.c 
in1ci::cr atn::::'i.U.:!!'i 1 
.. ·nnnnon/nml/;;1 
do lt'>Oi=O.r+I 

Jo 1 !'iO J=O.l'+ 1 
.111.Jl=I 

1 ~o ~·nnu nuc 
rcturn 
...-mi 

C ..................... FUNCION PARA CALCUW'R LA liNERGIA •••••••••••••••• 
e TOMANDO l~N CUE/"..TA SOLO,, LOS VECINOS MAS CERCANOS PARA l!L(l,J) srJN 

fun..-uon hmnil111.J l 
imphcu mmc 
rc;aJ lmnuh 
ini..•i::cr ;1(0·:?!'i.0:::~1 
in1ci::cri,J 
.. -ornmunlm.11/11 
lrnrmlt=ati ,j l"'C ali .j· I )+a ti J+ 1 )+u(i-1 j)+a(i+ 1 j)) 
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onJ 
e ........................ SELECCIONA PAR·r1CUL/\ ........................................... .. 
e •• E(. Sl•tN QUE SIC ELIGE Esr,\ ION t.L LUGAR lN.MI DE LA LAT17~ SI! CAl..CUl..A 
C ··SU ENEl.t.GIA CON RESl'IK"'TO A SUS -1 VECINOS Y SE CAMHIA SU SENTIDO 

.. utiroutinc .,cll!'n•1.11t..·.r.1.J 1 ... ..-cLll 
implicu nnm: 
int .. ·i:cra10::?!i.n·:?.!"1 
intt..•¡;cr n .. m .. c.r ... ccd 
rcotl c11crm11.h0111nl1 .. 1 .. 1 l .r;m 
.:on11nunfn1.11' ;1 
.:onunonl J,11/ nt.n 
L"<11n111u11/C'ncr.l/ L'llCr.1111 

nz=inu r•r1111( .. ccd l 1+ 1 
111=11111.:•r.1111 .. .:c.tll+I 

cncnull=h•11n1!11 n.1111 
a(n,1nl=·l'"<1(1l.n11 

CllLI 

C •••••••••• Al.-l~l'TA LA CllNFICiURACION •••••••••••••••••••••••••••• 
C SI~ ,.,L"TUAUZ,\ L\ LNElffilA. LOS l~ENGLONES Y COLUMNAS DH LA 
e ··MATRIZ/\, CllN H.t~Sl't:crn /\LA CONFIGUR.ACION DE l•RUlmA QUU SE ACEM'O 

.. uhn•u1111c a..:cpta\,'.r) 
1111phc11 nunc 
1n1c¡:cr n.111.r.c .• 1,·1..·p1 
11uci;cra(0·2:i;.o :'.'.'11 
nrnlutl.111 
COl1\l\\llll/ Jll,11/ il 

L·o1n1n11n/ .1.11/ 111.11 
L·u1111nnn/cncr/ ull.111 
cn1n111on/ aL·c/ ,1,·cpt 
ut>=ul 
ilCL"¡>l=,ICL•pl+l 
1ftncq l11hc11 

:11r+1.1nl=;i(11.m1 
che 

1ítno..•4.rJ 1hc11 
i1(0.1n)=•lln.ml 

cnrJif 
cmbf 
if(111.cq.I 11hc11 

i1(11,c+I )""<iln,llll 
cl .. c 

if lm cq.c) lhcn 
u(n.0)=¡1(11.1111 

cnrJif 
cndif 

n.-turn 
<nJ 

C "'"'"'"'•••••"'"'"'PRUt:.UA J_,., CONFIGURACION••••••••••••••••• 
!oollhro111inc pn1ch;1t,ccd,t) 

impliclt nunc 
intc¡;cr :110:25.0:25) 
intc¡;cr n,n1.r.:,r,,ccd.rc..-hu 
rc11I Ju.p.pl .-.cmill11.n1n.t 
con1111on/ 11\ill/ ,¡ 
conmmn/ r.J,;11/ 111.11 
commo11/dif/,lu 
...-0111111011/ ynl...-.r 
conunon/ re/ rcch;1 
iftt.lu.11.l}) thcn 

c¡¡ll uccplilt<.',rJ 
el"• 

pladu/1 
P•C"-ll(·pl) 
-.c1nill.1=nu1( .. 1.."<.•t.11 
iftp.lt.M:m11\,¡)thc11 

r.:ch11=n.•dm+I 
a(n.n1)•- l •111n.1nl 
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cl!.c 
cnll uc~·p111(c.r) 

cndif 
cn<lif 

n:mrn 
cml 
••••••••••••••••••••• RE-"iP1,LIJA DA,ºOS .......... ,,. ..................... . 
!<>uhruulinc i;u11nfa:!1c.n 

1111phc1t n11nc 
i111ci;cr 11(0::!.~.0::!.~) 
illlci;cr 1.J.r,c 
real uO.ul 
conunonlnlilt/a 
cnn1n1un/ cm:rl uO.u I 
npcn(S.filc • 'cnnlig.') 

writc(N.•1110 
Jo :!OO ¡ .. o.r+I 

<lo IQOJ=O.c+I 
'4r11C(N.•) nU,jl 

l'Xl .:011tinui: 
:!OO conunuc 

du-.cft<l 
rc1um 
cmJ 
.. uhrouunc i;1111r.l.1:"tc.r1 

in1pllc1111011c 
mlc¡;cr ;uO.:!.~.O::!~) 
m1ci;cri.J.r,c 
com1non/ 1nall il 
opcn(9.filc = 'cnnlig. I ') 

Jn :?:!.O í=O.r+I 
do :!.IOJ=O.L·+I 

writc('>.•)¡1tijl 
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Le ar ~rchi vo 
de 

oonflguraoliÓr\ 

No SI 

No 

LI en:ar todo el 
:arehlYo oon 1 

(Ó ·1) 



Aceptar Xp 
UO= U1 

Actual! z:al"' 1 :a 
matriz 

Si 

Di <11gn1ma para e:I programa que simula 
•I modelo de lsing "'n dos dimensiones 

No 

Rechazar l:a 
confi gur:acl én 

•P 



APÉNDICE E 

Programa para computadora en lenguaje PASCAL que simula el modelo 
de Ising 

u .. c .. cn.p.r.1ph; 
Tyrc 

:1rrei;lu = ;irray[O. ::~.O.::~] nf 1ntcp.cr; 
V:1r 

c.r.i.j.1rc ... 111;ii;p.ir.nl ... wi1i:h.11p••.n.111 i111t.•l!Cf. 
c1u:ro'lm.cncra111 . .tu,1.prc>111.1J!l1C.11 l ,110,ulKl.1 l ... 1 TCill. 
11rd1par .) (>,un.·hL'1>11.111.n.• .. ud:11.1<.·111p.1<.·111p l .arc1111I~.m1 ~.n.•..,ulda 1 
'cnull.1.tol.J!<."ll.fll,IJ!l•U.ac<.'l'l.rcd1.1 l••np.1n1. 
A .1rrCJ!ILI, 

('"'" 1.J,TRLS.CiEN """ <.'t1111.nlnu.-., '"'" 1 
('"''"A urrcp.lo <.(11<." J!l1<1rd.1 en l.141.J1 pn .. 1 .. ·uon el .,cn11J., 111.1i;ncti.._·n del .. pin'""') 
1•• C.lt 11un1<.•rn <le <.'"h11nn.1 .. ~ n•ni;lnn<.º' en <.0 l .1rn:p.lu /\ ••) 
('"'" r..1;\GP,\K l!ll"rd.1 l.1111,1J!nc11 ... 1 .. ·1c11 par.1 .. ·.1..J., .. ·ontip.uracinn ••¡ 
('"'" f\.IAClTOT J!llanJ,1 la cnnlij!11T.1<.'l<lll l<ll,1l p.1r.1 tod.1 l.1 .._-.,d.-na '"'") 
¡•• PROl\V\CiNI: ..... d pn>1n•·J10 d•· l.1 m.1¡.:m·1ua.·1un ••¡ 
('"'" .·\CEl•T. RECll/\ 101.11 d.• •º•>11li¡.:11r.1 .. ·1n11..- ... 1.·cp1.1.i.1 .. } rcch.1J'.1<l.1,•• 1 
¡••NI 1111nwrn<k1•·1r11.;ul.1,L'll'-'l '1'1'-•111.1 ••1 
('"'"JI t_ºOll,1.llllL"Lk•IL'lll'l•lllllL'lll" ••1 
¡•• T1.-.. 111pc:r.1111r.1 ••1 
('"'" S\\'ITC:ll Lh•·•• .. 1 ,._. ,·n-.11111.1 ,·.,11f1¡.:1n.1,·1"11" ,._. r._·1111n.1 un pr<..:<.''" .... , 
<'" .. TC..l I h•l.11 d..- ..- .. 1 ... 1., ... 1 ¡.:c.•nt_·r.1r L'll l.1 •.• h.kn.1 • • 1 
1••Tll'll,,:n.1l.1nt111C•'<."¡!•·1wr.1 l.1 ¡1n111.·r.1•"••nfl¡.:11ra•·um ••1 
<'"'" N.l\1 ¡.:uard.111 ,_.1 r•·n¡.:l<•n ~ 1.1 n•\1111111.1 de la p.1r11n1l.1 que.•,....• c.•h¡.:iu ••i 
¡•• ENloRN\"/\. 1 NI H/\NI t..•1wr¡.:1.1 <k l.1 p.111 '-'" l.1 .:unf Xp ycn J.1,;unf Xi••) 
(*• lJfl. lJI l'fl<.•T¡!lol llL° 1 .. L'llllfl •IL0 IU.tl ~ ],1 L°Clllf de prud:>.o "''°) 
l'"'" llUc.hfrren.·1.1e11trc.• l'll\ LTI ••1 
t •• SI nc1rn1;il1,,1 el pn>111L·•h<• de l.1 111.11!-llL'lll'.1 .. ·1<•11 en un intcrvoilo (11, 11 ••) 

1•• 1.EE LOS PAl~.-\l\11.1 !HIS PARA ll"ICl,\LJZAR LA COKRIDA '"'") 
Pnu..·cc.Jur•• lc.••·1ur.1_p.1r.111w1r<h. 
t>c¡:m 

,,,,1¡.:11(,1r.·hp.1r.'}•• 1n.1..: 1.rc .. c.•li.1r .. :hp.1r1. 
n••ullrl(,1rd1p.1T.nl1. 
rc.1Jln!iird1p.1r.¡l 1. 

rc<1Jln<ar.:hp.1r ... c.•1111tl,11. 
rc.1.lh11.1r..:hp.1r ..... 11d11. 

rc.1..tl111.1rd1p.1r.1<>11. 
rc<1Jln1.1n·hp.1r.u1><•1. 

c.·ln,c(.1rd1¡Mr). 
c11J. 
1•• LEE LA ULTIMA C<>:-.:HGURACION l'ARA KEINICIALIZAR UN J>ROCHSO ••J 
l'ro,·cc.lurc k-c.• _L'nnli~uranon. 
N:¡!m 

"'"¡.:n<ardK1•n,·1111n.1L··1.rc,c.·11•1r.:h,·nn1, 
rcm.llntar.:hi:c•11.u01. 
Í<lri:=01or+I Ju 

fnrJ:=Otn•·+I J•• 
n•itdln! .1rch .. :nn.AJ 1 .J] l. 

dn .. c1ard1..:on). 
cm!: 
J"ro.:c.•c..lurc lcc_r.:c•nli¡!ur.1c.·1nnl '."i; 
l'>c~lll 

11"ii,:11(11rcnnl'."i.'111l'."i 11Mi:').rc .. cl(.1rcu11l!ii); 
fori: .. Otnr+I Jo 

l<•rJ:=Otnc:+l •IO 
rc<1c..llnl•m,:onl'."i.Afi.jll: 

..-lo--c(11r.:nnl!'il; 
cml. 
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(' ... QUE CALCULA NUMl~Ros ALEi\TORIOS. su CREO CON El~ METODO CONGRUENCIAI~ ••) 
func1ion 11i(1">cc.J:lun¡,:i1111:rc11I; 

: lungint, 
con.,¡ 

:1•6!''.'i:l-1): 
hc¡,:in 

m:,..:!1-17-IK.'"47: 
i'>ccd:so.ccd'"u: 
if(.,ccd < lH thcn 

i'>ccJ:n .. ccd+111+ 1: 
111.o=,..ccd/111.-..!'111111.1:s:w..-d. 

cnd; 
(.,.SE GENERACONl'ICilJRACION DESORDENADA. A EN (IJ)GUARDA l..A VARIABLE DESPIN **l 
1'"* l.J REl'RESENTA LA l'OSICION QUE ELSl'IN OCUPA l!N LA L\TIZORIGINAL *'"'l 
1•• SE A'r'ADIERDN IXlS Ctll.UMNAS Y DOS RENGLONL!S. PARA APLICAR CONDICIONES••) 
t'"• J>ERIODIC/\S A LA FRONTERA'"''") 
l're><.·cdurc crc;i_.,.·onti¡:urndon 1, 

;1yuJa : rc;1l. 
hcgin 

AIO.OI :l ./\I0 ... ·+11.=1.A[r+l,oJ ... I :A\r+l.c+l l· .. 1: 
fori·=I In r do 

for j·-=I 10 ... <lo 
ht.•gm 

•1>·1uJ;i·::;!""1111w11ull.1l·I: 
1f (,1yud11>01 thcn 

Al1.1l: .. I 
cl"c 

Ati.Jl·=·I: 
cnJ: 

fnr i·=I to r dn 
bcgm 

i\[1.0j =Ali.e l.:A[i.1,.·+ l l:=Al1. l J.AIO.il:•AJr,iJ:AJr+l .i l:=Al l.i 1: 
en J. 

cnd, 
t•• SE Gl:NIORA CONl'IGURACION ORDENADA +I ••) 
proccJurc crc;1_0.:untigur.1 .. ·1nn:!, 
he gin 

furi:-Clto r+I dn 
fnr j·=O 10 c+J 1,.ln 

Ah.ji·=!: 
Cfhl; 

(•• l'UNCION QUI: C,\LCUl.A LA J::Nl,RCilA CONFIGURACIONAL ••J 
1•• ENl.:RGIA DEl.11.J1-ESIMO Sl'l!'-1 CON RESrECTO A SUS VECINOS MAS CERCANOS*"') 
fun..-1io11 h.1nnh1u.\·1111c¡::c.·r) rc;1I. 
hcgin 

hannlt ==Alu.,,·1·1A!11.\· l l+Alu.\+l l+r\ln·l.\·l+A[u+J ·'-'ll; 
cm.l. 
t"'"" SE El.l<.JE l',\KT l'AKA COICNl::RAR l..1\ CONFIGURACION Dli l'RUEUA Y SI~ CALCULA SU••) 
(•• 1:NE1Uil/\ t:sT,\ l'ARTK'l.JLA TIENE COOl.r.DENADAS IN.Ml EN L..A l.ATIZ ORIGINAL"'"') 
l'ruccdun.• i:l1¡:.c_p.tr11i:11l ... 
hct,:.in 

11 clrunc!r"ul(.....-111111;111+ l .111.=1n111L·(c""111\"L'llllil.il)+ 1; 
cncr.1n1:.,,h.11111IU n.1111. 
AJn.mJ:-·l""Aln.ml: 

cuiJ: 
¡••SE AC-fUr'\l-1:/.,.'\N LUS RENGLOSES Y JO COLUMNAS DE LA MATRIZ A SI SH ACEPTA l..A ••) 
, .... co:-.;FJGURACION DI~ l'RUEUA SE ACTUALIZA LA ENERGIA ••) 
ProcciJurc a.:cp1.1. 
h..•¡!in 

utt·=ul, 
;1l·l·p1·-=11i:c.·p1+I. 
if¡n .. 111hi:n 

Alr+l.111J.•=.,\ln.mJ 
el"! 

hcgm 
1f1n-r1111..-11 
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A(O.mJ:•Aln.ml; 
en,t; 

ircm-l>the11 
Aln,c+l J:•Aln.ml 

el .. c 
he gin 

if(msc) 1hen 
Atn.01:-A(n.ml; 

end; 
cnJ; 
(ºSE rRUl::BA LA CONFIGURACION XP PARA SABER SI s1::. ACEPTA o NO .... ) 
pro..-cdure prueh;1_ccmli¡:urm:ion; 
V11r 

p.pl.aleato o:-al. 
hcgin 

irCdu <0) lhen 
11.:epla 

cl"e 
hc¡:in 

pl:.,.du/t; 
p.•C\.p(•plJ; 
.ile;1to.-ui1-.cnulh1 ). 
ir tp < alemu) then 

hc¡;in 
re .. ·ha.zrceh.1+ 1; 
Aln.n1!.=·l •A[11.n1J; 

end 

11eep1.1; 
cnJ; 

enJ; 
f•• SE GUARADA LA ULTIMA CONl'IGURACION Y r,.,RAMETROS ••) 
l'rueedure n: .. p.1IJ.1_d.110 .. 1. 
hc¡;in 

;1 .... 1i,:.11(ardu:un.-rll.l\.1AC").n:"-rÍleCar,;henn); 
wnleln(urdKun.ull:? 4); 

fnr i:=O 10 r+I do 
forJ =010 ... ·+I ,¡,. 

\\rJt...•lm.1rd1 ... ·••n.Ali.jll: 
elo .. e(¡ir ... ·h ... ·on). 

en J. 
Prt>L'CJure n: .. p.alJ.1_J,11u .. 1 :'i. 
hc¡:in 

ª""'l!lll·lrL'l>n I !'i.Tl! 1 !'i 1\1,,C").re\\ n1e(;1reonl ~>;); 
fnr1·iz01nr+I ,¡., 

for J a<l 10 L'+I Jo 
wrnehuur.:.,nl!'i.A1•.1I•: 

.:lo-.c1;1n:onl!'i). 
enJ. 
<•• GR1\FIC,., PARA LA VISUALIZACION ••) 
l•ro.:edun.• d1e.:a: 
\'ar 
errur mle~er; 

hcp.in 
error =¡:r;iphn:: .. ult. 
ir (error< 011hen 

t->c~in 
wrne('Errur .. ·u 1.1 111iei11liz:aeion de lu!o ~ntfko .. :'); 
h:alt(I); 

enJ: 
t>nd; 
l•ro.:edure inil_!!r.11"; 
V;1r 

dri\·er,lnL°lJn : illlei;er: 
t>ci;in 

Jn\·er:cd~te,;t; 

modo:,,,.1; 
ini1grnphídM,·c:r.moJo,'\1p\b~I'); 
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checa. 
cnd; 
rrOl,.."Cdurc grnficu_ligum; 
V11r 
i.j illli?gcr; 
x,y.i.;l,yl.Al.B : imcgcr; 

be gin 
B:•:?O;A 1 :•:?O; 
x:•IO;y:aO. 
·' 1 :e.,1.+A l ,y i ·•y+H, 
fori:=l tu rdo 

hi..•gm 
J\."'"'1()0,ll.l c'l.+AI; 
fur J:"'I to<.: dn 

hcgin 
rc..,tanglct ll.,y, .. 1.y 1 ), 
iftA[i.JI - 111ht!'n 

hcgin 
.. c1fill:-.1ylc'<J,5 );tloodfill(x+ I .)'+ l .whilc); 

cnd 
ei .. c 

hi..•gin 
:-.c1fill .. tyl.-{<J,9);0oodfill(x+ l .y+ l .whilc J: 

cnd; 

cni.1: 
y:=y+H;) l .my 1 +1'; 

cnd: 
O.:lily{ 10000); 

cn.t; 
('"'"'" HEGIN l'RINCll'Al. •••1 

hcgin 
dr .. cr; 
lc:.-111rn_pur111nctru .. ; 
¡¡..., i gn( rc .. udat. 'n:-,uli.l,1 :?.400') ,n:wri !et rc,.uJ.11 ) ; 

"ri1ch1<re .. ud.11:1.1 :o.L•nulla e" ',~1nillaJ: 
r:=trunc1 .. qr1{n 1 ));c:=r: 
(••ini1__gr<1f.'""') 
if(i.wi1ch = 01 titen 

hcgin 
if (Upo,., 1) thcu 

1.·rc .. _1.·unfigutJ1.·1nn 1; 
rc .. p;ilJ.1_<.1.110 .. 1 !>. 

ifOipo= ::?I lh1.•11 
crc¡¡_cunfigurm:ion::?; 
rc .. roald.1_d.11n .. l 5; 

cni.1 

IL-c_cn111ii;un1ciu11: 
( ••grJ1ico1_tigurJ,••) 
"""ii;n11cmp.'tcn1p l .40()' J;r..• .. cl( h:1npl. 
"hile 1101 IOoF (tcmpl dn 

hcgin 
lcc_conl1gur.1dn11 I :"': 
rc;1i.llnc1.:1np.11: 
uO mO. 
for i·•l to r Jn 

fnr j.•I to e dn 
uO =utl+hmmh(i.j); 

uo--l'"Jl•uo. 
"ntclntrci.11.t.11.'~l·nuJl,1 = · . ...:n111l;1); 
fur lrc~:'"'I In 1 ,10 
hcgin 

rcch;1.cO; 
:iccp1:=0. 
111,ll!IOI:=(). 

forg"•u:-1 lolut <lo 
t>cgin 
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cn.J 

cli1tc.•_p;1niculu: 
cncrnvu:•lmnulHn,1n1; 
u 1 :•UO·j l '"(cncn1>:;1-cncra111>; 
.Ju:czul-uO; 
pn1cha_ ... ,,11ti1turncu•n, 
nmgpar:=O; 
fur i:=I to r.Jn 

fnr J.=J IOL' do 
1na¡!p.1r =111.l¡!par+A[J.JI. 

111.l¡!lul :11i.1¡!t<>l+lllil¡!1'•lr, 
t"'•¡!r.afi.:01_fip1r.1."""") 

cud; 
pronl.l¡!llC =t ll1t>ll""n1.1p101 ... 1:=pro1n .. v.nclnl, 
wn1clntrc .. ud.11,'1c111pc·r•ilt1r.1 = ·.1:.:! .'lJ, 
"'ntclncrc"u'l,11: .. ·l prnn1<..·J1., de hi 1n;ig1u:til' .. m.:1t111 C!o. • '.pronli1gnc:2:4J; 
"'r11cl111rc,.11d.11: .. 1 = · .... 1 ·'··H. 
"''rllel111r.- ... 11J.11.·111.1¡!l<>I = ',111ag1011. 
wn1clntr.- ... uJo11:cl n.t:nu.•rn Jc 1,.·nnfigur.1donc" ¡11;cpl;1W1 .. "" '.m:cpt); 
wri1clntrc .. uJ,11:cl 11.t:n1<.•ru 1k 1,.•nnt1¡!11n1c1nnc' rc.:h111..1.1d.1!o. • ',rcch11): 

c!"ll•t 
rc.• .. pahla_Jaln .. J '.". 

cml; 
1••c10 ... c.•gr.1ph.··1 
.:lu-.ctlc.•mp );.:lt• .. c( rc .. u.l.11 ); 
rc .. pi1ld.1_J;i10 .. 1; 

lI~ 
DE LA 
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