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Resumen 

En el primer capítnlo de este trabajo se deducen las ecuaciones de conservación corres

pondientes a un. medio continuo usando conceptos básicos ampliamente aceptados en la 

1necánica de fluidos. 

El segundo capít.ulo est.á dedicado a la deducción de la forma lineal más general para: 

las ecuaciones constit11tivas 1 tomando en c11enta inhomogeneidad, anisotropía, efectos de 

memoria y no locales. A partir de estas ecuaciones generales se encuentran las expre

siones correspondientes a los ca.sos <le nn fluido newt.oniano generalizado, de un fluido 

transversalmente isótropo y de un fluido viscoelástico. 

En el tercer capítulo se da.n la.s razones físic~l.S por las cuales introducir 1ma viscosidad 

dependiente de la posición puede ser útil. Se present.an dos casos en los cuales es justi

ficable el uso de est.e tipo de inhomogeneidades. Con base en esto se propone la forma 

general para la viscosidad y su relación con las front.era.s del sistema. 

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento correspondientes a un fhúdo con vis

cosidad no homogénea, en el cnart.o capítulo se encnentré}n soluciones para los casos 

estacionarios de finjo de Conet.te plano, Poiseuille, Couette-Taylor y el flujo uniforme 

alrededor de un esfera. 
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¡ ... 

Introducción 

A lo largo de la historia el hombre se ha maravillado e interesado por el comport.amiento 

de los fl1údos que lo rodean, ya que forman parte esencial de su medio ambiente y son 

indispensables para la vida. El entenderlos y poderlos manipular a gusto y conveniencia 

ha constituido uno de los grandes retos a. lo largo de su existencia. 

l\Iuchos de los grandes físicos y matem~íticos de la historia del pensamiento han dedi

cado gran parte de sus vidas a tratar de entender el rico y complejo mundo de la dinámica 

de los fluidos, que actna.lment.e const.it.uyc uno de los campos más complicados y menos 

con1prenclidos de la física. Contribuir a la descripción y comprensión del comportamiento 

de los fluidos es, adenui.s de un fascinante juego, una imperiosa necesidad para manejar 

n11estro entorno. 

En la dinámica de fluidos existen una gran cantidad de preguntas sin respuesta. Esto 

se debe principalmente a dos razones: La prin1era e:::; qne lclS ecuaciones no lineales que 

describen sn con1portamiento son extremadan1ente C'omplicadas y encontrar soluciones 

exactas constituye un problema abierto; ni siquiera existen teoremas qne garanticen la 

existencia y tmicida.d de dichas soluciones en el caso general. La segunda razón es que 

no se conocen con precisión. lns expresiones qne determinan la manera. en que cada medio 

responde a los diferentes tipos de estímttlos, por ejemplo, cómo se deforrna deterininado 

fluido si se aplica sobre él un esfuerzo tangencial (cortante), o cómo reacciona ante un 

gradiente de temperatura. Estas expresiones son Ilan1adas relaciones constitutivas y son 

necesarias para cerrar el sist.ema de ecuaciones que describe el comportamiento del fluido. 
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Es evident.e que éstas son diferentes dependiendo de las propiedades de cada material. 

La.s relaciones constitutivas no se conocen bien debido a que la teortiía, de la cual se 

deducen el rest.o de las ecuaciones, no dice nada sobre la.. forma qne deben tener, por lo 

t.anto, para obt.eoucrlns se hace uso de rnodelos aproximados que, normalmente, implican 

suposiciones y sin1plificaciones fuertes sobre las propiedades de cada material y se apoyan 

siempre en la observación directa de los fenómenos que se desean describir. Algimos de 

estos modelos rc.snlt.a.n snrprendentement.e buenos para describir cierto tipo de fluidos 

bajo circnnst.aneia.s partil'nlares, pero en la in.ayoría. ele los casos no se tiene nna t.eor1iía 

que prediga con exactit.nd los resultados experimentales. 

Ya desde 1678, el cicnt1iífico inglés Robert Hooke hab1iía establecido que en una 

gran variedad <le n1at.eriales la. deformación elástica producida es proporcional al esfuerzo 

aplicado. No fue hast.a 1775 cuando el rnat.e1nát.ico suizo Leonhard Euler propuso la 

pritnera relación. constitutiva para nn fluido, el llamado fluido ideal. Este es un fluido 

cuya fricción interna, o viscosidad, es nula. La pritnera relación. constitutiva para un 

fluido viscoso incon1presible la estableció Isrul.c Ne'\vt.on en 1687, al proponer que para 

e.sto:o: fluidos el Psfuerzo de corte aplicado y la dcfor1nación producida son proporcionales. 

En este trabajo se estudia la forma más general <le las ecuaciones constitutivas en 

el caso de un Huido cuya respuesta es lineal. Uno de los casos particulares de estas 

expresiones generales es el de un fluido ne\vtoniano. cuyas propiedades son las mismas 

en todas direcciones, o sea, es isótropo. La ecuación const.it11t.h.pa para los esfuerzos de 

un fluido con estas caracteriiísticas, en el caso incon1presible, sólo depende de un coefi

ciente, la viscosidad cortante o simplemente, viscosidad. Normalmente este coeficiente 

se toma colll.O nna constante independiente de la posición y del t.iempo. Sin embargo, 

el propósito de este trabajo es hacer nn estudio de sisten1.él-5 donde la viscosidad es una 

función de la posición, encontrar la forma que t.on1an la .. 5 ecuaciones de movimiento e 

intentar resolverh.l.S en diferentes casos particulares. 

Esta inhomogeneidad en la viscosidad se introduce corno 1m efecto producido por las 
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fronteras del sist.ema. La variación espacial de la vis<"osidad será diferente dependiendo 

de las propiedades particnlares del fluido y de la geometniía del sistema que se estudie. 

El objetivo es, entonces, establecer si a través del modelo newtoniano con viscosidad 

no homogénea es posible dar una descripción n1acroscópica de cierto tipo de finjas, en 

los que las front:er<:l..S juegan un papel determinante, que normalmente son estudiados con 

modelos más complicados. 
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Capít u.lo 1 

Ecuaciones de conservación 

IIay dos caminos a seguir en la deducción. de las ecuaciones que describen el movimiento. 

de un fluido. Uno de los mét.odos at.aca el problema desde un punto de vista molecular. 

Este método considera al fluido compuesto de moléculas cuyo movimiento está regido por 

las leyes de la diruíntlca. Esta teoría estcí bien desarrollada para gases ligeros y diluidos 

pero est.á incompleta para gases poliatónlicos y líquidos. 

En este capítulo .se hará uso del n1étodo alt.ernativo, que ignora la existencia de 

moléculas y considera al fluido como un meJiu cont.inno. Esta es conocida con10 hipótesis 

del continuo. Para que esta hipótesis sea válida se requiere que el camino libre medio de 

lns moléculas sea rnny pequeño en comparación con la mínima escala del problema. Este 

medio continuo debe obedecer las leyes de conservación de masa, rnon1ento y energía, 

mediante lcl..."3 cnales se obtiene un conj1mto de ecuaciones diferenciales cnya solución 

describe _el cornport.amient.o de las variables de caznpo (velocidad, presión~ densidad, 

et.c.)[5]. 
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1.1 Conceptos básicos 

Para escribir las leyes ele conservación de un inedia continuo es necesario utilizar ele

rnentos de volnn1en, que en este caso no se consideran infinitesimales. Un elemento de 

volumen de fluido debe Her suficientemente grande para contener un n1ímero muy elevado 

de moléculas, pero mny pequefio en comparación con el volumen del sistema en con

sideración, de modo que la..'3 variables en ese elemento de volumen se pueden considerar 

continuas y la hipótesis del continuo v<:i.lida. Cuando se habla de elen1entos de volumen en 

mec<:í.nica. de fluidos, se refiere a aquellos que cumplen estas características y son llamados 

comnnment.e clernentos de fluido. 

Existen dos sistenuts de referencia bc'l.Sicos que pueden ser usados para formular las 

ecuaciones que describen la din~:intica de un fluido, el lagrangiano y el euleriano. El 

sistema de referencia lagrangiano se refiere a un elemento de fluido y establece cuál 

es su posición al t.iempo t 0 y sigue su evolución. Las variables independientes son el 

tiempo y las coordenadas iniciales x 0 , y 0 y z 0 , al ticrnpo t 0 • Si es conocida la velocidad 

-ü (x0 , y 0 , z 0 , t) , entonces sn posición en cualquier tien1po posterior puede ser calculada. 

En esta descripción se det.errnina la trayect.oria de los elementos de fluido. La dificultad 

en este caso es que el sistema de referencia sigue a. cada elemento de fluido, por lo que 

no es fácil determinar sn estado de movimiento en nna posición y tiempo dados. En el 

sistema de referencia euleriano t.odas las n1.agnitnde:-; qne se manejan son funciones de 

las variables independientes x, y, z y del tiempo t. En este caso se considera un volumen 

de control que está fijo en el espacio y se analiza lo qne sucede con el fluido qne éste 

contiene. Es decir. se refiere a puntos fijos en el espacio y n·o a. elementos fijos de fluido, 

por lo que ü(x. y,::, t) es la velocidad en el punto (x, !J, z) del espacio a un instante dado 

t. Esta es la de8cripción nui.s utilizada para resolver problemas en dinéin1ica de fluidos(2]. 

La relación entre las derivadas temporales lagrangianas y enlerinnas es 

Df 

Dt 
8!t + (ü. V')f, 
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donde f es nna variable de campo. Utilizando la convención de Einstein, donde los índices 

repetidos implican ima suma, la ecuación puede reescribirse como 

Df Df Df 
-- = -+uk--· 
Dt Dt GXk 

(1.2) 

Est.a ecuación representa el cambio temporal en el sistema lagrangiano ~ de la cantidad 

f, para nn elemento de fluido dado, en t.érminos de derivadas eulerianas M y -/Jt; [5]. A 

gt se le conoce c~omo derivada convect.iva o derivada n1.at.erial. 

Una relación extra que se necesita para el desarrollo ulterior, es la que da la derivada 

lagrangiana de nna integral de volnmen en términos de nna integral de volumen qne sólo 

contiene derivada..<.; eulerinnas. Est.a est.á dada por el teorema de transporte de Reynolds, 

el cual dice que si conocemos el cambio de la integral de f en nn vohunen de control V 

que se mueve con el ftniclo, entonces la integral del can1bio temporal de la cantidad f en 

nn punto fijo est>i dado por 

gt l fdV = l [~~ + D~k (fu,,)] dV. (1.3) 

Esta relación es válida si J es tlll tensor de cualquier rango. 

1.2 Conservación de masa 

Para la deducción de la ecuación de conservación de masa se considera la masa de un 

element.o de fluido de volumen V, qne es fv pdV, donde p es"la densidad de masa. Si este 

elemento de fluido es seguido mientras se mueve, su tamaño y forma cambiarán, pero la 

m~lSa permanecerá invariable. Por lo que la derivada material de esta cantidad es cero, 

es decir, 

gt lpdV =o. (1.4) 
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Este es el principio de conservación de la masa. 

Esta ecuación se puede transformar, nt.i!izando el teorema de transporte de Reynolds 

(ec. 1.3), en una integral de volumen cuyo integrando contiene iínicamente derivadas 

enleriana.s. De u-iodo qne 

[ [~~ + a~k (puk)] dV =o. (1.5) 

Debido a qne el volumen V es arbitrario, esta ecuación es válida 1ínicamente si el inte

grando es cero. Por lo qne la ecuación de conservacion de masa es 

(1.6) 

La ec. (1.6) usualmente es llamada ecuación de continuidad. A lo largo de este trabaje;> 

se estudiará el ca.so part.icnlar de un ftnido incompresible, es decir, aquel en el que la 

densidad p es nna constante. P,a.ra poder decir cuándo es válida esta aproximación es 

necesario nn breve análisis. Si se desarrolla a primer orden en serie de Taylor a la 

densidad, !'orno nna función de la presión, se tiene 

P =Po+ (ºP) (p - Po)+·•·, 
éJp s 

(1.7) 

donde p 0 y p 0 son la densidad y la presión del fluido en equilibrio y (~)8 es la variación 

de la densidad con respecto a la presión a entropía ronst.ante. Entonces 

..!!... 
Po 

1+11.I2(P-1:n) + .. ·, 
Po V-

(1.8) 

ya que (!!e) = ~ e es la velocidad de propagación del sonido en el medio. v es una 
&p S e ' 

velocidad característica del flujo y ,¡\f = ~ el n1Í.1nero de 1\Iach (cantidad a.dimensional 

que relaciona arnbas velocidades). Substituyendo esta expresión para la densidad en la 
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ecnación de continuidad (1.6) se tiene que 

(1.9) 

Si a.hora se adirnensionaliza. la ecuación, introduciendo las siguientes variables: Ük = ~, 

[ = -f:, p = <rp~!t;) y º~"' = el1~k' donde to es llll tiempo característico del problema y e 
nna distancia ca.racteríst.ica, se llega a que 

éJuk º [ªP · a _ _ J -a- + JvJ- a-+ -a- (ukp) 
Xk t Xk 

=0. (1.10) 

Aqtú se ve claramente que si el número de !vlach es pequeño (l\f << 1), los cambios de 

presión no son significativos, por lo qne nn fluido qne se mueve con velocidad v es, en 

11na buena aproximación, incompresible y sn ecuación de continuidad se reduce a 

(1.11) 

Esta es la ecuación que se utilizará de aquí en adelante como ecuación de continuidad. 

1.3 Fuerzas 

1.3.1 Fuerzas volumétricas 

Es posible distinguir dos tipos de fuerzas que act.1ían sobre llr;1-a masa de fluido. En primer 

lugar tenemos a las volumétricas, t.ambién conocidas como fuerzas másicas o de cuerpo, 

y que son de largo alcance~ pues disminuyen lentan1ent.e conforme a11ment.a la distancia. 

Gracias a esto son capaces de penetrar al interior del fluido y act.nar sobre cada uno de 

los elementos contenidos en un volumen. Entre este tipo de fnerzas podemos mencionar 

como las más import.ant.es a la. gravedad, las fuerzas inerciales y las electromagnéticas. 

Una consecuencia de sn lenta variación con la posición del elemento de fl1údo sobre el 
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cual acttÍan, es que la fuerza es la misma para todo el .elemento de fluido, siendo la fuerza 

total proporcional a la masa del elemento de volumen. Entonces, el total de todas la 

fuezas vohunétricas actuando al tiempo t, sobre un elemento de fluido centrado en el 

punt.o x está dacio por 

T<x.t)pbV, (1.12) 

donde f- es la fuerza por unidad de masa y por unidad de vohunen. De modo que la 

fuerza externa neta actuando sobre nn elemento de fluido de volumen V y densidad p es 

J f(:i!, t) pdV. (1.13) 
V 

1.3.2 Fuerzas superficiales 

En segundo lugar tenemos a las fuerzas superficiales que son fuerzas de corto alcance que 

disminuyen extremadamente rápido con.forme aumenta la distancia entre los elementos 

qne interact.lÍan. Por lo tanto, estas fuerzas pueden actuar solamente sobre una delgada 

capa adyacente a la front.era del elemento de fluido. La fuerza total sobre este elemento 

está determinada por el tl.rea snperficial del elemento, siendo el volumen irrelevante. 

Entonces, como su nombre lo indica, son fuerzas que sólo act.lÍan sobre la superficie de 

un elemento. La fuerza superficial es proporcional al é:l.rea, y sn valor al tiempo t para un 

elemento de fluido cent.rudo en la posición x est.á dado por 

f (n, x, t) bA, ( 1.14) 

donde 'f es la fuerza por unidad de c_\.rea y ii es la normal unitaria a la superficie del 

elemento. Por convención esta normal apunta hacia a.fuera de elemento de fluido. Una 

componente normal de T con el mismo sentido de ñ. representa. ltna tensión~ si tiene 

el sentido contrario representa una compresión. La fuerza ejercida sobre el elemento 

de superficie del fluido en la cara hacia la que fr ::i.ptm.ta es -T (ñ., x, t) 8A, pero como 
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tmnbién es Ja fnerza representada por T ( -ñ., x, t) óA es claro que T debe ser una función 

impar de ñ. (2]. 

Para determinar la dependencia de Ten la dirección de la normal se consideran todas 

la fuerzas superficiales act.uando sobre un elemento de volumen óV con la forma de un 

tetraedro corno se muestra en la figura (1-1). 

Figura 1-1: Elemento <le volumen con fonna de tetraedro 

Las t.res caras ortogonales tienen 0:1.reas óA 1 , 8A2 , ó4-\3 , con normales unitarias -€:1 , -€:2 

y -é3 , respect.ivi-1mente. La cara inclinada tiene área óA con normal unitaria ii. La suma 

ele las fuerzas superficiales que act.lÍan sobre el fluido contenido en el tetraedro a través 

de cada nna ele sus cuatro caras es 

r (ñ.) óA + T(-e,)óA,; (1.15) 

aq1ú la dependencia en x y t no es tomada en cuenta. Dada Ja ortogonalidad de las tres 

caras, se tiene que 

óA, =e,· ñóA. ( 1.16) 
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por lo tanto la suma de las fuerzas superficiales puede escribirse como 

['.i' (i1) - '.i' (e1) e;. ñ] 8A. (1.17) 

Si se aplica la 2n ley de Ne\.vton al tetraedro, se tiene que 

pñ8V = pf8v + [r (ñ.) - '.i' (e,) e,. ñ.] 8A, (1.18) 

donde a es Ja aceleración. Se observa que óV es proporcional a E3 , y 8A es proporcional a 

E2 • Por Jo tanto, si se divide entre E2 a la ecuación (1.18) y se toma el límite enando f!---. O, 

conservando la forma del tetraedro, se t.iene que la ecuación (1.17) es idénticamente cero: 

(1.19} 

Los vectores ·ñ. y T no dependen en ninglÍn sentido del sistema de referencia escogido, 

por lo que la expresión T (ei) ei debe representar la componente i,j de una cantidad que 

también es independiente del sistema de referencia escogido. En otras palabras T (e;) e; 
represent.a nna componente de tlll tensor de segundo rango: 

T, (ñ.) = rT;;nJ, ( 1.20) 

donde cr;; representa la componente i de la fuerza por nnidad de área ejercida sobre un 

elemento de superficie plano, normal a la dirección j. en la posición X al tiempo t, y es 

conocido como el tensor de esfuerzos. Ahora, el vector de. esfuerzo queda especificado 

por este -tensor de esfuerzos, que es independiente de la dirección de la normal, en lugar 

de T (2]. Así, la fuerza total actuando sobre la superficie S que contiene al volumen V es 

j T,dA. = j rT;;n;dA.. (1.21) 
s s 

18 



1.3.3 La simetría del tensor de esfuerzos 

En general el tensor de esfuerzos t.iene nueve componentes independientes, pero es posible 

demostrar, con 1m arg11rnento sirrúlar, qne no todas esas componentes son independientes. 

Para esto se considera. el momento angular total de nn fluido de volumen V de forma 

arbitraria, centrado en el punto O. Entonces la componente i del momento angular total 

ejercida por todns las fuerzas sobre V e8 

N, = fv pe;3kX,fkdV + Js '°•JkXj<Tk1n1dA, ( 1.22) 

donde r = (x1, X2, X3) es el vector de posición del elemento de Sllperficie h6A con respecto 

a O. La integral de superficie se puede transformar, nsando el teorema de Gauss, en 1ma. 

integral de volumen 

(1.23) 

es decir, 

N, = 1 (pe:;3kx3 fk + e:,3kx3 ~:,' + e:,3k<Tk;) dV. (1.24) 

De los tres términos dentro del paréntesis, los primeros dos dependen de E4 y el ültimo de 

f!3 (ya que dV va como E3 ). Entonces, si se toma el lírnit.e cnando E-> O de tal modo que 

la forma de la front.era y el plmto O permanezcan inalterados, el término que disminuye 

1nás lentamente es fv Eijkak3 dV. En consecuencia, éste debe de ser idénticamente cero. 

Dado que esto es cierto para cualquier forma de V centrado ~n nn pnnto arbitrario O, se 

t.iene que 

(1.25) 

siempre y cuando <T-;j sea continuo en X. La relación muestra. que el tensor de esfuerzos 

es simétrico, e~to es, 

( 1.26) 
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por lo qne tínica1nente tiene seis componentes independientes. 

Las tres componentes diagonales de aij son los esfuerzos normales ya qne cada una 

de ellas da nna con1ponent.e normal de la fuerza superficial actuando sobre un elemento 

de superficie paralelo a uno de los planos coordenados. Las t.res componentes fuera de la 

diagonal de <Tij son los etifuerzos tangenciales, tarnbi(~n llamados esfuerzos de corte [2]. 

Dado que el tensor de esfuerzos es simétrico, siempre es posible diagonalizarlo, es 

decir, escoger la...., direcciones de los ejes ortogonales de tal modo que las componentes 

fuera de la diag;onal sean todas cero. A éstos se les conoce como ejes principales del 

tensor de esfuerzos en un punto dado X. En general P.St.os 0jes principales son distintos en 

cada punto, excepto si el fluido es ho1nogéneo e isót.ropo. Los elementos de la diagonal 

del tensor de esfuerzos diagonalizado se conocen conl.O esfuerzos principales. Todo esta 

significa qne sie1npre es posible representar a los esfuerzos que act.tían en un elemento 

de fluido tínica.ment.e con esfuerzos normales, es decir, con tensiones y compresiones. Es 

bien sabido qne la. traza de nn tensor de segundo rango es un invariante ante rotaciones. 

Por lo tanto, la snma de los esfuerzos principales ali = n vale lo ntlsmo sean cuales sean 

las <!irecciones de los ejes [2]. 

Es in1portante recordar c..¡ue este resultado es ,~iilido para. fluidos shnples. Existen 

sistemas (fhúdos con>plejos) en los que es necesario incluir otras variables hidrodiná.rrúcas 

para su descripción y qne aquí no han sido usadas. En estos casos el tensor de esfuerzos no 

es necesaria.n1ente simétrico. Ejemplos de este fhúdos complejos son los cristales líquidos, 

algunos polímeros y los fluidos nemáticos. 

1.3.4 Un fluido en reposo 

Si se consideran. ahora. las fuerzas superficiales ejercidas sobre tm ele1nento de fluido 

esférico y escogemos a los ejes de modo que coincidan con los ejes principales de ªii, se 
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puede escribir al tensor de esfuerzos como la s1una de dos tensores 

( ¡ ... o o ) ( 0"11 - kt7ii o o ) = o kt7ii o + o ' l o (1.27) ª22 - :_¡<Tii 

o o kfTii o o 0-;3 - ~l7ii 

don.de o-~ 1 , a;2 y a;3 son los esfuerzos principales. El primero de estos tensores es 

esféricamente simétrico, o isót.ropo, y su contribución a la fuerza por unidad de área 

en un punto con normal n.i es kuii· Ésta es 1ma con1presión uniforme (ya que el signo 

de kaú es negativo por convención) que tiende a cambiar el vohunen, pero puede ser 

soportada por el fluido en reposo. El segundo tensor tiene traza cero, por lo que repre

senta esfuerzos normales de los cuales al menos uno es una compresión y al menos tmo 

1ma tensión. La cont.ribnción del segnndo t.ensor t.iende a deformar el elemento de fluido 

esférico y no pnede ser balanceada con ninguna fuerza volnrnétrica" a diferencia de la 

compresión uniforme. Entonces, para qne tm fluido esté en equilibrio es necesario que el 

segundo tensor sea nulo. Por lo tanto, en un fluido en reposo el tensor de esfuerzos es 

isótropo, todos los sistemas de referencia. ortogonales son ejes principales y sólo existen 

esfuerzos normales. 

Los fluidos en reposo normalmente están en estado de compresión, por lo que es 

conveniente escribir al tensor de esfuerzos como 

(1.28) 

donde p = -~a1i es la presión hidrostática, que coincide con la presión termodinámica y 

es en general una función de x (2]. 
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1.4 Conservación de momento 

La ecuación de conservación de momento resulta de aplicar la segunda ley de Newton a 

un elemento de fluido. Esto es, el cambio de momento de nn elemento de fl.11ido 1 en un 

sisten1a de referencia lagrangiano, es igual a la suma de la.s fuerzas externas que actlÍan 

sobre él (ecs. 1.13 y 1.21). Por lo qne el cambio temporal de momento de la masa 

contenida en V P8 

D
D r püdV = r pfd.v + r rds. 
t~ lv k ( 1.29) 

Aplicando el teorema de trmIBporte de Reynolds (ec. 1.3), e introdnciendo el tensor de 

esfuerzos, se tiene que la cornpoenete 'i de la ecuación (l.29) estcl. dada por 

.l [ gt (pu;) + a~k (pu,uk) J dV = [ pf,dV + .l <T;;n;dS. (1.30) 

Aplicando ahora el teorema de la divergencia al segundo t.érntino de la derecha, y reaco

modando se tiene que 

- (pu;)+ -- (pu;uk) - pf; - --'-' dV = O. ;:, [a a ofT·] 
,, at axk OX; 

(1.31) 

Si ahora se desarrollan las derivadas y se introduce la ecuación de continudad, se llega a 

qne 

r [pau, + u;_!!__·u, - pf; - ªfT·j] 
lv é)t éJxJ D:i:; 

dV =0. (1.32) 

Debido a qne el volumen. sobre el cual se integra es arbitrario, el integrando debe ele ser 

cero, por lo tanto 

(
au, a ) p --+u·--U· at J ax; ' 

(1.33) 
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ó 

(
{}ü ) -p {}t + (ü. 'V) ü = 'V. '! + pf. (1.34) 

La ecuación (1.33) representa el balance de momento lineal en la componente i y es 

llamada comtinmente ecuación de rnornento. El lado izquierdo representa el cambio de 

momento por unidad de volumen. El primer término es la aceleración temporal, ntientra..s 

qne el segundo representa la aceleración convect.iva. Es in1portante hacer notar que en 

éste segundo término aparece el cuadrado de la ,~eloeidad y es el término que hace que 

est.as ecuaciones sean no lineales y por ende mucho más complicadas de resolver. En el 

lado derecho de la ecuaeión se tienen a. las fuerzas que provocan dicha aceleración. 

1.5 Conservación de energía 

Otro principio de ronserYa.ción, que se debe satisfacer, es el principio de conservación 

de la energía. Para declncir la ecuación de balance correspondient.e, se aplica la primera 

ley de la. t.ern1odiruirnica a nn elemento de fluido. Esto es, el ca1nbio temporal total de 

la. energía interna por unidad de masa. debe ser igual a la suma del trabajo total por 

unidad de tien1po hecho sobre el sistema, menos el finjo de calor extraído al sistema. 

Sin embargo la t.ern1odirui.rnica sólo es Vé'i.lida para sist.emas en equilibrio. Ent.onces, para 

poder hacer 11.so de ella en la mecánica de fluidos. es necesario hacer la hipótesis de 

equilibrio local. Esta supone que en cada elemento de fln!do que compone al sistema 

existe equilibrio termodinámico, por lo que localrnente es posible definir las variables 

termodinámicas. qne sat.isfacen t.odas las relaciones ya conocidas. De esta forma, un 

elemento de fluido en 1111 sistema de referencia lagrangiano pnede ser considerado corno 

un sistema termodinán1ico. 

La energía de un elernent.o de fluido de ,~olumen \/. es la suma de la energía interna 

e, más la energía cinética ~uiuh ambas por unidad de rnclSa y por unidad de volumen. 
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Entonces, la energía total r.ont.enida en V es fv (pe+ ~puiui) dV y por ende, la variación 

temporal desde el sistema de referencia lagrangiano PS 

(1.35) 

Por otro lado se tiene qne la potencia hecha sobre el fluido por las fuerzas que actlÍan 

sobre él está dada por el producto de la velocidad con la componente paralela de cada 

una de las fnerz¿-i.s. Es decir, la potencüi. es el producto escalar del vector velocidad con 

el vector fuerza. Por lo tanto, el trabajo por unidad de tiempo, realizado por las fuerzas 

superficiales y las fuerzas volumétrica."' sobre el elemento de fluido está dado por 

r u,rT,jn,dS + r U¡pf;dV. 
ls Íl' (1.36). 

Si ahora denotamos como r/ al flujo de calor que sale del elemento de fluido, entonces, 

la cantidad de calor qne sale del elemento de fluido por unidad de tiempo y de área es 

<T · 1)., de manera que el <'alar cedido por unidad de tiempo es 

f. q,n,dS. (1.37) 

Así, la ecuación de balance de energía, para nn elemento de fluido en movimiento es 

.E_ r (pe+ !:.pu;u¡) dV = r U;f'T¡:injdS + r u,pf,dV - r q;n;dS. 
Dt Íi·· 2 Js Ív is ( 1.38) 

Utilizando el t.eorema de transport.e de Reynolds (ec.1.3) para la cantidad (pe+ ~pu;u;), 

y el teore1na de la divergencia para las integrales de superficie, la ecuación (1.38) se trans

forma en 
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por lo tanto, con el argumento nsnal 

Si se desarrollan las dPrivadas, y se identifican algunos términos con las ecuaciones 

ya deducidas, de cont.inuidad (1.11) y de momento (l.33) se llega a que 

(l.40) 

Aquí se puede observar que el término debido al trabajo por unidad de tiempo realizado 

por las fuerzas '\.·olnn1étricas se canceló al considerar la ecuación de balance de momento 

(1.33), lo que nos indica qne la contrib11dón de las fuerzas volumétricas a la energía 

térmica es nula. La ecuación (1.40) expresa el principio de conservación de la energía y se 

le llama simplemente ecuación de la energía. El lado izquierdo representa el cambio de la 

energía interna, el primer término es el cambio temporal mientras qne el Regnndo se debe 

a los cambios convectivos locales, cansados por el finjo. El lado derecho de la ecuación 

representa la cansa de ese ca1nbio en la energía interna. El primero de estos términos 

representa In cotn.·ersión de energía n1ec<:l.nica en energía térmica debido a la acción de 

los esfuerzos superficiales, mientras que el segundo representa el calor suministrado por 

conducción al elemento de fluido [5]. 

1.6 Resumen 

En este capítulo se han deducido las ecuaciones de continuidad (1.6), momento (l.33) y 

energía (1.40), con base en los principios de consen..~ación de masa, momento y energía. 

A lo largo de este trabajo se estudiarán {mica.rnent.e fluidos incompresibles, por lo que 

la ecuación de continuidad qne se usará es (1.11). Para. deducir la forma de la ecuación 

de momento fue necesario hacer un análisis de la...5 fuerzas volumétricas y superficiales 
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qne actlÍan sobre un elemento de fhúdo. También se definió y se discutieron algunas 

propiedades del tensor de esfuerzos, el cual será estudiado con más detalle en el siguiente 

capítulo. 
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Capítulo 2 

Ecuaciones constitutivas y 

condiciones a la frontera 

2.1 Ecuaciones constitutivas 

. .\. partir de los principios básicos de conservación se han deducido las ecuaciones de 

balance de masa. momento lineal y energía. Estas representan un conjunto de cinco 

ecuaciones diferenPiales parcia.les no lineales acopla.das. Dos ecuaciones de estado deben 

ser añadidas al conjunto, por ejemplo e = e (p, T) y p = p (p, T), con lo que se llega a un 

totitl de siete ecuaciones. El problen1a aquí es qne el ruímero de variables desconocidas 

a.sciende a 16, a saber cuatro escalares p,e,p,T, dos vectoriales u"qi (6 escalares) y 

nna tensorial rT,1 (G escalares). Si se esta tratan.do con flu}dos complejos en general es 

necesario tornar en cncn.ta más variables hidrodinámicas y las ecuaciones que dan el 

comportamiento de estan nuevas variables. Est.e tipo de sistemas no se estndiar~in en el 

presente trabajo. Para tener nn conj1mto completo de ecuaciones~ el t.ensor de esfuerzos 

<T,J y el Yector <le finjo de calor q, deben de ser especificados por medio de las llamadas 

ecuaciones con .. ~titutivn._<;. Estas relaciones constit11tiva.s indican la manera en q11e el medio 

responde a los gradientes de t.ernperatnra y a los gradientes de velocidad y dependen de 
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las características particulares del medio que se está estudiando. Es evidente que las 

ecuaciones constitutivas serán diferentes dependiendo de las propiedades de cada thúdo, 

a diferencia de las ecuaciones de conservación, que son generales. 

Si se esta tratando con fluidos complejos, en general, es necesario tomar en cuenta más 

variables hidrodinámicas y las ecuaciones que dan el comportamiento de estan nuevas 

variables. Este t.ipo de sistemas no se estudiarán en el presente trabajo. 

2.1.1 El tensor de esfuerzos 

Para deducir la relación constitutiva del tensor de esfuerzos es necesario recordar primero 

que en nn fluido en equilibrio todos los esfuerzos son normales y compresivos (Principi~ 

de Pascal). Por lo tanto la componente a,3 de un fluido en reposo es 

(2.1) 

donde pes la presión hidrost.át.ica [13). 

Tensores de rapidez de deformación y de viscosidad 

Cuando el .Huido se encuentra en movimiento hay que tomar en cuenta los esfuerzos 

tangenciales ya qne ahora existen velocidades relativas entre diferentes elementos de 

fluido, y por ende, "fricción". Para lograr esto es necesario hacer un par de suposiciones 

adicionales. La primera es que los términos que se le añ_adan al tensor de esfuerzos 

dependeriin 1ínieamente de los gradientes de las velocidades y que esta dependencia será 

a través del tensor de rapidez de deformación: 

(2.2) 
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Por lo t.anto el t.ensor de esfuerzos torna la forma 

(2.3) 

donde T;j representa los esfuerzos internos debidos a la fricción (esfuerzos viscosos) y se 

llama tensor de esfuerzos viscosos. 

La segunda suposición es que la dependencia de 'iJ con el tensor de rapidez de defor

mación sea lineal, es decir, 

donde µijkl es un tensor de enarto rango y es el llamado tensor de viscosidad. En est.a 

operación t.en.sorial, existe una doble contracción. En general T¡J puede depender tanto_ 

de potencias mayores de é;;; diferentes a la mudad, como puede depender también de la 

velocidad [5]. Se encontrarán pues las ecuaciones constitutivas más generales para una 

dependencia lineal. 

Para ello se escribe al tensor de rapidez de deformación separándolo en su parte 

simétrica y s11 parte ant.isimétrica 

=!_(ªu' + ou;) + 1 (ºU; Duj) 
2 ax;; OX¡ 2 D:c;; - éJx, . 

(2.5) 

La parte antisirnétrica de este tensor describe his rotaciones de "cuerpo sólido" de un 

elemento de ti.nido. Debido a que durant.e una rotación de cuerpo sólido no existen esfuer

zos, r;,; sólo puede depender de la parte simétrica del tensor de rapidez de deformación 

[5]. Sea·e,,· = "'-' (~ + ~) entonces ÜXj ÜX 1 1 

(2.6) 
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Simetrías del tensor de las viscosidades 

En general µ 1;kl es un tensor de cuarto rango, que tiene 81 componentes independientes. 

Se puede demostrar qne el ntímero de componentes independientes se reduce gracias a 

las simetrías propias del tensor (9]. Primero, utilizando el hecho de que r,; y ekl son 

simétricos, es decir TiJ = Tji y ek1 = e 1k, es claro que la ecuación (2.6) queda inalterada 

al intercambiar los índice>< i por j y k por l, por lo que el tensor de las viscosidades debe 

cumplir 

µijkl = Jljikl = µjilk· (2.7) 

Por otro lado, de la primera ley de la termodinámica se tiene que (D] 

(2.8) 

introduciendo la energía libre de Helmholtz (F = E - TS) se escribe la relación (2.8) en 

la forma 

dF = -SdT + T;;de,;, (2.9) 

obt.e11iéndose 

(2.10) 

Esto conduce a que la energía libre ele Helmholtz se puede escribir como 

(2.11) 

Aquí se ve que el tensor de las viscosidades tampoco ,~aria al intercambiar el par ij con 

el par kl, gracias a qne eu es simétrico. Por lo ta.nt.o 

(2.12) 

Con un. simple cálculo se muestra que el n1í1nero de componentes independientes de 
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un tensor de cnart.o rango con estas propiedades de simetría es, e:n general, de 21 [D]. 

Esto es cierto para un fhúdo completamente anisótropo. El valor numérico de dichas 

componentes depende del sistema de coordenadas y del fluido en cuestión. Si el fluido 

posee algnna. sirnet.ría extra, el rnírnero de componentes independientes es menor a 21. 

Inhomogeneidad, efectos no locales y de memoria 

Para generalizar el tensor de esfuerzos para un fluido no homogéneo, simplemente hay 

que considerar que las propiedades del fluido son funciones de la posición y del tiempo. 

Por lo tanto la forma de µijkl dependerá de la x yde t. En general el tensor de esfuerzos 

viscosos para nn fluido anisótropo y no homogéneo es 

Tij (x, t) = µijkl (x, t) e);¡ (x, t) . (2.13) 

Ésta es una cantidad local, T;j (x, t) sólo depende de lo que sucede en el ptmto x al tiempo 

t, pero en un fluido real el estado de esfuerzos en un punto x puede depender de lo que 

suceda en un dominio alrededor de X, es decir, pueden existir efectos no locales. También 

pueden entrar en juego efectos de rnernoria, por lo qne el estado de esfuerzos en tiempos 

previos debe ser t.omado en cuenta. El fluido puede t.ener mecanismos para "recordar" 

sus anteriores estados, de modo que ést.o afecte sn comport.antlento en el presente. En 

ot.ras palabras, T,1 (X, t) depende en general de lo que sucede en nn dominio más o menos 

grande del espacio (x, t) [4]. La extensión de este dominio y el t.ipo de dependencia. 

dependerá del fluido qne se est.é estudiando. El tensor de esfuerzos viscosos escrito como 

tu1a can.tidad. no local es 

T,J (x, t) = J µ;jkl (x- f, t) Ek/ (f, t) dX'. (2.14) 
V 
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Así mismo, para incluir efectos de memoria, se hace nna manipulación sintilar con el 

tiempo, de modo que 

t 

T,:i (x.f) j j µ,:ik' (x- X', t - t') "k' (X', t') dX'dt', (2.15) 
-~v 

por lo que el tensor de esfuerzos n1ás general para 1111 fluido anisótropo, no homogéneo, 

con efectos no locales y de n1emoria es 

"•:i (x, t) = -p (x. t) Ó;:j + j J µ.;kl (x- X', t - t') ekl (X', t') dX'dt', 
V 

(2.16) 

.siempre y cuando la dependencia con el tensor de rapidez de deformación sea lineal. 

2.1.2 El flujo de calor 

Para el ca.so tértnico también se supone qne la relación ent.re los gradientes de t.emperat.ura 

y el finjo de <'alor es lineal, entonces 

(2.17) 

El termino constante se ha hecho igual a cero para que cuando el gradiente de temperatura 

sea nulo no ex.i:st.a finjo de calor. La ecuación (2.17) es conocida como la ley de Fourier 

para la condncrión del calor [5]. El signo negativo indica que el finjo de calor va en sentido 

contrario al gradiente de temperatura. El fact.or de proporcio~alidad k es la conductividad 

térmica del fluido. Esta ley supone que la. conductividad térmica es la misma en cualquier 

punto X. a cualquier tiempo t y en cualquier dirección, es decir. es v~ilida para un medio 

isót.ropo y homogéneo. Para generalizarla la constante k debe sustituirse por un tensor 

de segundo rango, k,J, el tensor de conductividad térmica.. que depende de la dirección 

del gradiente de temperatura, de Ja posición y del tiernpo. Bajo estas consideraciones, la 
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ley generalizada de Fonrier para 1m fluido anisótropo y no homogéneo es: 

( - ) '· (- ) 8T(x,t) qi X, t = - ,.,;ij X, t a · 
XJ 

(2.18) 

Para reducir esta ecuación a la ecuación (2.17) se escribe kij = k6ij. En este caso no se 

incluirán efectos no locales y de memoria. A lo largo de este trabajo se estudiarán fluidos 

isotérmicos, por lo que esta relación no se estudiar<-Í. más a. fondo. Al usar la ecuación 

(2.18) se ha supuesto que el concepto de temperatura, válido en temodinámica, se aplica 

también para un fluido en movimiento con base en la hipótesis de eq1úlibrio local. 

2.2 Casos particulares 

A partir de las ecuaciones constitutivas que se han propuesto (ec. 2.16 y ec. 2.18), 

se pueden encontrar muchos modelos particulares bien conocidos. A continuación se 

muestran algunos modelos que se obtienen simplificando estas ecuaciones. 

2.2.1 Fluido New-toniano (isótropo) 

Para la ecuación constitutiva correspondiente a un fluido ne'\vtoniano se reqtúere, además 

de la relación lineal entre Tij y ekt, que no existan direcciones preferenciales, es decir que 

se cumpla la condición de isotropía. Esta condición garantiza qne los resultados obtenidos 

sean independient.es de la orientación del sistema de coordenadas elegido. El tensor de 

enarto rango mtís general que cumple la condición de isotrof>ía tiene la forma 

(2.19) 

donde a, b y e son escalares que en general dependen de la posición y del tiempo. Recor

dando las propiedades de simetría qne posee el tensor de las viscosidades se tiene que 
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e = O. Entonces~ para nn medio isótropo 

(2.20) 

Es decir, en un medio isótropo el n{1mero de con1ponentes independientes se reduce ele 

21 a dos [5]. 

Como en tm fluido newtoniano no se consideran efectos no locales ni de memoria, el 

tensor de esfuerzos puede entonces escribirse a.sí: 

--+-- . (
éJu,. é)u¡) 
ax, OXk 

(2.21) 

Por lo tanto, el tensor de esfuerzos es 

(2.22) 

Es conveniente escribir esta ecuación en terminas de l'Oeficientes con un significado 

físico más claro, para esto a y b se snstit.nyen por 17 y ( bajo la relaciones 

t.omando la forrna final 

a+ ~b 
3 

b 

(. 

r¡, (2.23) 

(2.24) 

De modo que el tensor que va multiplicando a TJ es un tensor sin traza. Corno la presión 

mecánica está incluida en la traza del tensor ele esfuerzos, este t.érntino no contribuye a 

la presión mecánica. El segundo térn1ino thtlcamente contribuye a la traza del tensor~ es 

decir, a la presión mecánica. Se ha separado al tensor en un término que sólo contribuye 
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a la traza y otro que no tiene traza. Los nuevos coeficientes coinciden con cantidades 

físicas más fácilmente reconocibles: r¡ es el coeficient.e de viscosidad cortante y ( es el 

coeficiente de viscosidad vol11métrica. Estos coeficientes no p11eden ser determinados 

analíticamente. por lo q11e se deternúnan empíricamente o de teorías microscópicas. La 

ecuación (2.24) representa la relación co118tit11tiva más general para un fluido isótropo, 

sin efectos no locales o de memoria. 

Habiendo obt.enido la expresión para el tensor de esfuerzos, el término ~ que aparece 

en la ecuación de conservación de rnon1ento (1.33) puede ser evaluado y al sustituirlo en 

esta ecuación se obtiene 

[ (
ou; 8u1 2 i)uk)] 

·17 -- + -- - -8;1-- + pf;. 
8xi ox, 3 é)xk 

(2.25) 

Las ecuaciones (2.25) son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes. Las mag

nitudes r¡ y ( son fnnciones de la presión y de la temperatura. En general, p y T, y 

por consiguiente, -r¡ y (, son f1mciones de x y t, de modo que 17 y ( no pueden extraerse 

del operador gr.a.diente. En el caso de 11n flnido incornpresible (~=o), la ecuación 

constitutiva correspondiente es 

( ou· uu·) 
fT;í = -pó;J + TJ ax; + Dx~ ' (2.26) 

y las ecnacione.._.;; de movimiento se reducen a 

(
é)u; é) ) 

P --+ u·--u· é)t J OXj • 
up u-r¡ (ºu; au1 ) =---+-- --+--
éJx; axj éJxj ax; [ i)2u; é) (UUj)] 

+ 17 OXjOXj + OX; OXj + pf,, 
(2.27) 

entonces 

(2.28) 
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ó bien 

p ( ~~ + (il. V') ·ü) = -'V'p + 'ii'r¡ . 'Vil+ ~i7.. 'V'r¡ + r¡'V' 2 ·ü + pf. (2.29) 

Se ve que, para el caso incompresible, el coeficiente de viscosidad volumétrica ( ya no 

aparece. La viscoHidud en nn fluido incompresible queda determinada sólo por un coe

ficiente, el de la viseosiclud cort.ant.e. A lo largo del trabajo 1Ínica.1nente se manejan:\ el 

caso incompresible, por lo que al coeficiente TJ se le Ha.ruará simplemente viscosidad. 

Si la viscosidad es nna. constante (independiente de X y t), es decir, si el fluido es 

homogéneo en la viscosidad. así como en la densidad, la ecuación (2.28) se reduce a 

(
D11., D ) 8p 8 2 u, 

p -. - + Uj-.-1.t; = --.- + 77---- + Pf;. 
Dt DxJ Dx; {)xíDxí 

(2.30) 

Esta es la forma nuls conocida de las ecuaciones de Navier-Stokes. En el caso especial de 

que los efectos viscosos sean despreciables (-r¡ = O) las ecuaciones (2.30) se reducen a las 

ecuaciones de Enlcr para fluido ideales. 

2.2.2 Fluido transversalmente isótropo de dos constantes 

Los materia.les tranversalmente isótropos son aquellos que están caracterizados por tener 

un eje de simet.ría. Hay nna dirección especial c-n el fluido, diferente a las otras dos 

direcciones independientes. Esta propiedad es independiente de las fronteras del sistema. 

Para encontra.r la ecuación constitutiva para estos materiales se requiere encontrar el 

tensor de c11art.o rango qne cumpla conJns condiciones de simetría n1encionadas. 

Como ya se ha. visto, el tensor de enarto rango de la viscosidad debe cumplir las condi

ciones de simetría (2. 7) y (2.12). Al ig11al que en el caso isótropo, nn tensor transver

salment.e isótropo ele enarto orden puede ser cont.ruido utilizando deltas de Kronecker y 

productos del vector unitario en la dirección especial ii., que en este caso será la del eje z 

(fl. = C3 ). En bel.Se a esto pueden formarse sólo 5 tensores transversalmente isótropos que 
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satisfacen las condiciones (2.7) y (2.12), estos son .[11] 

T¡~kl 

T:Jkl 
~;~kl 

Ti~kl 

T1~kl 

l5;;Ók1 

l5,kó11 + l5;ió1k 

l5;;Ók3Ó13 + ó,3l533Ók1 

l5,3ó13ó1 k + ó,3l5k3ói, + l5;3Ó13Ó;k + ó;3Dk3D;¡ 

ó,3Ó;3l5kaÓ13. (2.31) 

El tensor t.ro.n.Rversalment.e isót.ropo mc1.s genernl es una combinación lineal de estos 5 

tensores, es decir 
5 

Tijkl = L CaTijkl• (2.32) 
o=l 

donde c 0 son 5 coeficientes constantes arbitrarios. La ecuación representa la forma más 

general para el tensor de viscosidad de un flnido transversalmente isótropo. El tensor de 

esfuerzos viscosos asociado es 

(2.33) 

donde sirn da la parte simétrica del tensor al cnal tie aplica. Las constantes c 1 y c 2 

coinciden con las de un fhúdo isót.ropo, c 1 es el coeficiente de viscosidad volumétrica y c2 

es el coeficiente de viscosidad cortante. Las otras tres constantes están relacionadas con 

la anisot.ropía del fluido [11]. 
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Fluido estratificado 

Un fhúdo estratificado es nn buen ejemplo de nn mat.erial transversalmente isótropo 

de dos const.ant.es. OH.do que están constituidos por capas, los fluidos estratificados se 

caract.erizan por t.ener respuestas diferentes dependiendo de la dirección del esfuerzo que 

n.C't1ía sobre ellos. Dichas respuestas están caracterizadas por viscosidades diferentes y, 

como tienen la propiedad de tener un eje de simetría, las componentes de tensor del 

esf11erzos deben de ser invariantes ante rot.a.ciones alrededor de dicho eje. 

Se definirá un ftuido transversalmente isótropo de dos constantes como una generali

zación de un fluido estratificado, est.o es, un fluido con el tensor de viscosidad correspon

diente a nn finido trnnsvPrsalmente isót.ropo pero homogéneo, olvidando que las r.apas 

existen (11]. 

Para escibir la ecuación const.it.11t.iva de este fluido, en el caso incompresible, se con

sidera un caso particular de la expresión (2.32). Esta es 

C2 ( T/jkl - ~ r.;kl) + C4 ( T,~kl - 4T,;kl) 

c2 ( 15,kli,1 + 15.,li;k - ~8i:ilik1) + 
+c., (8;3li138¡k + li;alikali:i1 + li;ali1ali;k + li¡alikali;¡ - 4/5;38¡a8ka81a) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

donde U,jkt es un tensor unitario isótropo (ver 2.24) y HiJkl es un tensor unitario transver

salmente isótropo [I 1]. Para esfuerzos en Ia dirección perpe~dicular al eje de sin1etría el 

fluido se. eomporta como isótropo, de modo que puede decirse qne c2 es la viscosidad en 

esa dirección y se le llamará ~- Por otro lado, c 4 será la difc-rencia entre esta viscosidad 

y la que va en la dirección del eje de sin1etría, es decir, la perpendicular. Así, si estas 

viscosidades son iguales, el segundo térntino de la expresión (2.36) se anula y se recupera 

la expresión para 1m fluido isótropo. A la constante c 4 se le redi.fine como ~-
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Por lo tanto el t.ensor de esfuerzos viscosos es 

(2.37) 

(2.38) 

como se trata de un ftni<lo incompresible el tensor de esfuerzos viscosos se reduce y la 

e<.'!nación constitutiva correspondiente a nn fluido estratificado es 

( ou; ouí) -p6., + ,, -- + -- + ax, ax, 
" ( ou, Du3 ou, +t....>.µ. c5;:¡-- +ti;:¡--· + 613--

UX3 UXj OX3 
(2.39) 

Como ya se mencionó esta ecuación constitutiva se reduce a la de un fittldo isótropo 

cuando L:;.µ = O. 

El término ~ qne aparece en la ecuación de conservación de momento (1.33) se 

modifica y la ecuación de conservación para. un fluido transversaln1ente isótropo de dos 

constantes o fluido estratificado homogéneo es 

a2u ) 
-4Ó;3---

3
-

UX30X3 

(2.40) 

Dado que la dirección del eje de simetría coincide con el eje ..::, estas ecuaciones pueden 

ser escritas como 

(
é)ü ) 2 _ (82

fi (ªu=)) . ( 2 82 u=) P a¡+(ü·'V)ü =-'Vp+µ'Vu+6.µ az2+v Dz +L:!..µe= 'Vu=-4az2. 

(2.41) 

Estas ecuaciones han sido resueltas para varios casos particulares de rotación y traslación 

[11]. En este trabajo no se profundizan.i 111á.s en el .J::l.11.éilisis de este tipo de fluidos. 
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2.2.3 Fluido viscoelástico 

Los modelos aqní estudiados resultan inapropiados para la descripción de cierto tipo de 

fluidos en los cuales la respuesta ehL..,t.ica juega 1111 papel importan.te. La teoría lineal 

de fluidos viscoel<i .. ~t.icos da. nna descripción reológica para. movintlentos dependientes del 

tiempo de finiclos macromolecnlares. El fluido viscoetrt.5t.ico es aquel que combina las 

propiedades el(_~ un flni<lo viscoso ne·wtoniano y la propiedades de un sólido de Hooke, 

es decir~ es la ron1binación de un a111ort.ig11ador con nn resorte (2-1). Corno se utilizan 

los modelos linea.les de fluido ne\vtoniano y sólido de Hooke~ esta teoría es aplicable sólo 

para fluidos que nunca se n111cven n111y lejos o muy r<:í.pido a partir de su configuración 

inicial [-1]. 

En el Ca.50 del resorte se t.iene que la fnerza es proporcional desplazamiento. Desde· 

este punto de Yist.a, el cornporta.Jlliento de un resorte exhibe efectos de memoria. Si 

el resorte es estirado y después se snPlta. Pst.e regresa a su posición original. como si 

"rec·ordara" su posición inicial. Los efectos elá.st.icos de 1111 fluido son más dramáticos, ya 

que si la presión qne produce el flujo en t.11bos se qnita, el fluido se retrae en la dirección 

de la que venía.. pero sin regresar a la. posición original corno nn resorte, es decir, el fluido 

parece "olvidar" gradualmente de donde viene. Al combinar los efectos viscosos con los 

elásticos se pretende llegar a una. ecuación constitnth·a que describa este comportamiento 

[-!]. 

El rnodelo más sencillo de un resorte con un atnort.ignador, colocados en serie es el 

siguiente (fig. 2-1). 

A la combinación de estos dos elementos en serie se le llan1a elemento de 1\-Ia..xv.rell. 

La ecuación constit.ntb:a correspondiente para nn fluido ne\vt.oniano incompresible y de 

viscosidad homogénea es 

(2.42) 
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amortiguador resorte 

--r 

Figura 2-1: Elemento de l\Iaxwell. 

y la de nn sólido de Hooke 

(2.43~ 

donde -y es el desplazamiento relativo de los elementos, -y = !/i¡ es la rapidez del desplaza

núent.o. En el leng-11aje qne se ha estado manejando -y = ~~. T es la tensión, G es la 

constante del resorte y ·17 es la viscosidad debida al an1ortignador. 

Dado que los sist.en:ias se encuentrru1 colocados en serie TN = -r1 I = 1 y 7N + -yH =f. 

Es decir qne en todo mon1ento el esfuerzo que siente nna parte es el mismo que siente 

la otra. e igual al esfuerzo total en el sistema, y la suma de los desplazrunientos es el 

desplazamiento t.ota.l. Por lo tanto 

(2.44) 

y ya qne 
OT = GéJ-r1' G. H 
éJt éJt = "( ' (2.45) 

se signe qne 

r¡ éJ-y = T + ,\ OT (2.46) 
éJt éJt ' 

donde ,\ = 7J, qne tiene unidades de t.iempo, es llamado tiempo de relajación. Esta 

expresión representa el acoplaxn.iento de ambos sist.en1ac;, ya que si ~; es pequeño, com-
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parado con T, ::;e recupera. la expresión para nn fluido ne\vtoniano, y si r es peque1lo 

comparado con ~ se recupera la expresión para el ::;ólido elástico de Hooke. Para tma 

generalización se relaciona a la tensión r con el tensor de esfuerzos Tij y a la derivada 

de los desplazamientos ~ con el t.ensor de rapidez de deformación eiJ. Así la ecuación 

diferencial t.oma la forma 

(2.47) 

c11ya sol11ción para T;j es 

r;, (t) = A;je-± + j {~e-«:">} e;j (t') dt'. (2.48) 

Si se impone la condición de que Tij ( -oo) = O, ent.onces A;j = O. Todos los valores del 

t.ensor de rapidez de deforn1ación en el int.ervalo ( -=, t) influyen sobre el valor del tensor 

de esfuerzos T;j a través de la función ele peso { xe- «:•') } , llamada módulo de relajación, 

que decae exponencialmente conforme t' tiende a -<X>. Est.e es un modelo integral para 

el tensor de esfuerzos viscosos con rnen1oria. y n111est.ra qne el valor presente ele Tij (t) 

depende de lo que ha.ya sucedido en tien1pos pasados (t' < O). I\Iientras t' esté más cerca 

e.le cero lo. dependencia será más fuerte. El fluido recuerda lo que sucedió en tiempos 

recientes y casi no recuerda lo que sucedió en tiempos distantes. 

La ecuación constitut.iva más sencilla para nn fluido viscoelástico es entonces 

(2.49) 

Es importante recordar que todo esto es v~ilido 1ínic<:unente para fluidos que cum

plan la condición de isotropía y en los que la ley de Hooke es válida, esto es, c¡ne el 

comportamiento elástico corresponda al de un resort.e lineal. 
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2.3 Condiciones de frontera 

Dadas las ecuaciones constitutivas se tiene nn sistema de ecuaciones completo. Como 

yn se ha dicho a lo largo del desarrollo de este trabajo, se manejarc.i.n 1ínicamente fluidos 

incompresibles. Esto desacopla las ecuaciones de conservación de masa y de momento de 

la ecuación para la energía.. Si además suponemos flujos isotérmicos, es posible olvidar la 

ecuación de la energía y resolver sólo las ecuaciones de momento y de cont.innidn.d para 

los campos de velocidad y presión. 

Las ecuaciones de movimiento son, matemáticamente hablando, un conjunto de tres 

ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabólico, no lineales y de segundo orden. Para 

resolverlas junto con la ecuación de continuidad es necesario nn conjunto de condiciones 

iniciales y de frontera determinadas por la geometría y propiedades del fluido. Se estu

diarán linicamente flujos estacionarios, por lo qne a. lo largo del trabajo no serán necesarias 

las condiciones iniciales. Dadas las características de las ecuaciones de movimiento, las 

condiciones de frontera apropiadas son entonces las con<l.iciones de Dirichlet, Neumann o 

nna combinación e.le ellas en una frontera cerrada. Físican.1.entc esto se reduce a especificar 

la veloc-idad y la presión sobre todas la .. -5 fronteras c:errach:1 .. s del sistema. 

Dentro del nlm-co de la hipótesis del continuo, la condición de front.era determinada 

experimentalmente es que no existe deslizamiento en la intercara entre fhúdo y frontera 

sólida; el ftnido se adhiere al sólido, heredan.do sn velocidad. A ésta se le llama condición 

de frontera de adherencia. Entonces, si Ü 0 representa la ,·elocidad de la frontera sólida, 

la condición ele frontera que debe imponerse al can1po de ve!ocidades es 

(2.50) 

en la superficie [5]. 

En el ca.so de nn fluido infinitamente extendido en alguna dirección, es necesario dar 

la velocidad y la presión en el infinito. 
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Cuando se t.ienen fronteras .fluidas,por la condición de frontera de adherencia, la ve

locidad de runbos fluidos es la misma en la frontera. En este caso la fuerza a través de 

la intercara entre ambos fluidos es discontinua. La discontinuidad se debe a la exist.encia 

de la tensión superficial n. La condición de frontera es en general (14] 

;,. n-< 1J +h· n-< 21 = ñ.n (_!_ +_!_) + V'<l' (2.51) 
· · R 1 R2 ' 

donde R 1 y R2 son los radios principales de curvatura de la superficie. Si la tensión 

superficial es la misma a lo largo de la superficie (n = cte), el segundo t.érni.ino del lado 

derecho es cero. 

2.4 Número de Reynolds 

Al estudiar fluidos es posible obtener resultados importantes a partir de razonamientos 

sencillos referidos a las dimensiones de diversas magnitudes físicas. Consideremos un tipo 

particular de movimiento, por ejemplo, el movimiento de nn cuerpo de forma definida 

en un fluido viscoso e incompresible. En el ca.so estaciona.ria, la. velocidad de la corriente 

principal debe 8er constante, esto determina una velocidad característica del flujo u. 

De los parámetros propios del fluido, en las ecuaciones de momento y de continuidad 

que determinan el con1port.amnent.o del finjo, aparecen la vi.::;cosidad 1J y la densidad 

p. Aden1ás el finjo depende, a través de las condiciones de frontera, ele la forma y las 

dhnensiones del cuerpo. Puesto que se supone qne la forma del cuerpo es conocida, sus 

propiedades geo1nétricas q11edan determinadas por 11na diniension lineal l. Entonces 11n 

flujo con estas características está especificado por los panirnetros. 77, p. u y l. Con estos 

t.res parámetros sólo pnede formarse nna cantidad adirnensional, que es e;¡L [SJ. Esta se 

denomina ntÍmero de Reynolds y se designa por Rc,esto es 

(2.52) 
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Cnalqnier ot.ro panimet.ro adimensional pnede escribirse es función de Re [8]. El mímero 

de Reynolds hace nna comparación entre las fuerzas viscosas y las cinéticas. Así, Re < 1 

in1plica qne las fuerzas viscosas dominan sobre Jag cinéticas y Re > 1, lo contrario. 

2.5 Resumen 

En este capít.11]0 He han deducido la.s ecuaciones constitutivas generales para un fluido 

cuya respuesta. es lineal. Éstas tornan en cuenta inhon1ogeneidad, anisotropía, efectos de 

tnemoria y no loe'ales. Partiendo de esta...;; ecuaciones se han encontrado las expresiones 

para el tensor de esfuerzos correspondientes a tres casos particulares. El primero es el 

de un fluido nc\\~t.oniano. Usando la ecuación constitutiva obtenida se han escrito l~ 

ecuaciones de tnovimiento, llamadas ecuaciones de Navier-Stokes, para el caso general 

de un fluido incompresible y no homogéneo en la viscosidad. El segundo caso es el de 

un fluido transversalment.e isót.ropo de dos constantes (fluido estratificado). El tercero 

corresponde a nn fluido visc:oelá.stico. Por otra parte se han analizado las condiciones de 

front.ern que senin nsadci.s, en particular la condición de adherencia. En la tíltima sección 

se ha. definido el i11"1n1ero de Reynolds para sn uso en los siguientes capítulos. 
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Capítulo 3 

La in.homogeneidad en la viscosidad 

En este capítulo se hará nn estudio de las inhomogeneidades producidas por la presencia 

de fronteras sólidas o intercara en un sistema. Se expondrán las justificaciones para. la 

existencia de este tipo de inhomogeneidades y su comportamiento. Se discutirá también 

por qué los efectos producidos por ésta.s se le pueden atribuir a una viscosidad no ho

mogénea. Se estudian dos ejemplos donde este modelo puede aplicarse. Finalmente, 

se discute la forma qne pned.e adoptar la función qne representa la dependencia de la 

viscosidad con In. posición. 

3.1 Argumentación física 

Supóngase que nn fluido llena todo el e8pacio, con una. distri'?nción molecular homogénea 

de manera qne se t.engn una densidad uniforme. Ahora se introduce tma placa infinita de 

n1aterial sólido. Lejos de la placa, el fluido debe encontrarse exactamente en el niismo es

tado en el que se encontraba antes de qne la placa fuera introducida, es decir, homogéneo. 

Cerca de la placa las cosa ... --; deben haber cambiado, pnes necesariamente las moléculas muy 

cercanas a la placa deben percibir la presencia de la placa. Las propiedades del flnido en 

la zona donde este efecto de orilla o efecto de frontera se presenta ya no pueden ser las 
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mismas que a.nt.es, a.hí la. hon1ogeneida<l se habrá perd_ido. 

El hecho de que este cambio en la estrnctnra molecular del fluido sólo haya sido 

producido por la presencia de la placa, implica qne la magnitud del cambio sólo puede 

depender de la c.list.a.n.eia. a. la qne se enc11cnt.rc el fluido de la placa.. Así, las propiedades 

del sisten1a senin ln.s mismas en planos paralelos a. la placa.. Si la placa no es plana, el 

fluido será horr1ogéneo en h.IB superficies paralelas a la placa cnalquiera qne sea su forma 

y existirán catnbios en las propiedades del fluido sólo al desplazarse perpendicularmente 

a estas superficies. 

Obviamente la forma, magnitud y alcance de la inhomogeneidad dependerá también 

del fluido en cnest.ión, de lcIB características físicas de la placa y de las características de 

flujo que imperen en el sistema. 

Es bien sabido qne los coeficientes de transporte dependen directamente de la es

trnct.ura moleC'"nlar del fluido. El int.rodHc.ir una frontera o pared sólida al sistema qne 

modifique esta estructura molecular provocará que los coeficientes de transporte se vean 

n.lt.erados precisamente PU la zona eu don.ele el fenómeno se da. De modo que la inhomo

geneidad del flnido se hará presente a t.ravés de los coeficientes de transporte. 

A lo largo tleo est.e traba.jo se supondrá qne el 1ínico coeficiente de transporte afectado 

es la viscosidad. Además, sólo se t.rabaja.rá con fluidos incompresibles e isotérmicos por lo 

que los otros coeficientes de traru:;port.e no jugarán ninglÍn papel in1portante. Entonces, 

el efecto de haber int.roclncido la placa en el fluido se reftejar{i en una viscosidad no 

homogénea que <lependerc:í. lÍnicamente de la distancia a la placa. 

Con base en las a.firn1aciones hechas, este tipo de inhomogeneidad se debe present.ar 

siempre qne exista 1m fluido cercano a nna frontera sólida o intercara. Es evidente que 

para muchos de los casos el efecto existe sólo a distancias rnuy pequeñas de la placa 

(del orden de algunas vel'es el camino libre medio), es decir, en general es nn efecto tan 

pequeño qne si se desprecia no se pierde mucha información y los resultados concuerdan 

muy bien con los experin1ent.os. Pero para cierto tipo de fluidos la inhomogeneidad 
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puede ser muy in1port.ante y sn efeí'!to puede llegar a ser macroscópicnmente notorio. 

Además pnede ser nn rnét.odo alternativo y sencillo de atacar problemas de fluidos con 

características estructurales más complejas, siempre y cua.ndo las fronteras del sistema 

jnegnen nn papel determinante, sin necesidad de construir modelos complicados para el 

tensor de esfuerzos, que es lo que norn1alment.e se hace [3]. 

3.2 Posibles aplicaciones 

Antes de intentar resolver problemas y con el objet.o de estudiar la forma que puede tornar 

la. función de la viscosidad, se 1nost.rarán nn par de sistemas en los cuales la hipótesis 

de una viscosidad no hon1ogénea dependiente de la distancia a las paredes puede se:r: 

aplicable. En dado caso se estudiará la forma que esta viscosidad puede tomar. 

3.2.1 Fluido polimérico 

Los polímeros :-;on cadenas moleculares const.itnid~l.s por compuestos básicos llamados 

monómeros. Es decir, son moléculas qt1e normalmente tienen una forma alargada. Esta 

estructura de las moléculas hace que un fluido constituido por polímeros tenga un com

portamiento poco habitual comparado con el resto de los fluidos má.s comunes. 

Se ha visto que las moléculas de un fluido al e8t.ar en contacto con una frontera se 

acomodan en forma ordenada (como nn cristal). Si se piensa en un fluido polimérico 

que se encuentra cerca de nna frontera sólida y en nn eHt.ado. de rnovin1iento tangencial a 

dicha frontera., t-~s posible imaginar que las rnolécnlas n1ás cercanas tenderán a orientarse 

paralelamente a la frontera. A.sí, el finjo nlisn10, ayudado por la frontera. puede orientar 

a las moléculas. Conforme uno se aleje de la frontera esa orientación se irá perdiendo, 

hasta que despnés ele cierta. distancia las molécnla.s estarán totalmente desordenadas (ver 

fig. 3-1). 
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Fignra 3-1: l\[o!eculas ele polímeros eerca de una pared. 

Esta orientación pref Prencial provocará que las condiciones de flujo no sean las mismas 

que en el fluido que se encuentra. más alejado de la frontera. Claramente la presencia dé 

la frontera ha introducido nna inhomogeneidad que depende de la distancia a la que el 

fluido se encuentre de la frontera. 

Si las rnolécnla..<i tienen una orientación preferencial, en lo prin1ero que se piensa es que 

la magnitud de algnnas componentes de los esfuerzos serán menores qne cuando están 

totalmente de.sordenada.q. Habrá un menor intercan1bio de momento entre las moléculas 

y al fluido le seni más faí.cil finir si e8t.as moléculas alargadas están orientadas. Este efecto 

puede ser interpretado consistentemente como una "Viscosidad variable. En la pared la 

viscosidad tendréi nna valor mínimo que irá aumentando conforn1e uno se aleja y las 

moléculas pierden la orientación, hasta. qne se llega a. la zona en donde las moléculas 

están desordenadas y la viscosidad toma su valor méLximo. A partir de ese punto las 

condici~nes del fluido ya no cambian y ese valor mií...ximo ele la viscosidad se mantendrá 

en el resto del n1edio que puede considerarse homogéneo. 

En la figuras (3-2) y (3-3), se muestran algunos perfiles t.ípkos de polímeros en tubos 

de sección transversal circular. 

Al resolver las ecuaciones correspondientes a 1111 Huido newtoniano, incompresible y 
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Figura 3-2: Perfiles de velocidad de un fluido polimérico (7]. 
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Figura 3-3: Perfiles de velocidad de un flido po!imérico [19]. 

homogéneo en un t.nbo de sección transversal circular se obtiene llll perfil parabólico. Se 

ve cómo en ninguno de los casos que se muestran(??) el perfil corresponde a una parábola. 

Los perfiles son rnás bien chatos y los gradientes de velocidades son mucho más grandes 

cerca de la pared c-ornparados con un perfil parabólico. Esto puede entenderse si se piensa 

qne la viscosidad cerca de la pared es menor que en el resto del medio. De modo que existe 

tma alta probabilidad de encontrar perfiles de Yelocidad parecidos a éstos si se resuelven 

las mismas ecuaciones pero utilizando una Yiscosidad que disminuya al aproximarse a las 

paredes. Es decir, tui finido polirnérico e:i nn. buen candidat.o para ser descrito como nn 

fluido no homogéneo. 

50 



3.2.2 Flujo turbulento 

Con el objeto de determinar si el campo medio de velocidad de un finjo turbulento 

pnede ser descrito como nn fluido con viscosidad no homogénea, se hará tm análisis de 

las ecuaciones de movintlento correspondientes a tlll fhúdo ne"Wtoniano e incompresible. 

Consideremos en principio que la viscosidad es una constante, por lo tanto las ecuaciones 

ele movimiento, deducidas en el capítulo anterior (ec. 2.30), son 

(
au, a ) aP a2 u, 

p 75t +U; OXj u. = - ax, + T/ OX;OXj + pf;. (3.1) 

en este caso se usa una notación distinta, donde Ü es la velocidad y P es la presión.Estas 

ecuaciones se aplican tanto para flujos no turbulentos como para flujos turbulentos. 

Para most.rar los movimientos turbulentos y su interferencia con flujos medios más 

explícitamente se seguirá el procedimiento de Reynolcls [6]. Se escribe a las variables 

ele campo corno la snrna del promedio mas las fluctuaciones alrededor de ese promedio. 

Es decir, 

(3.2) 

donde las cantidades promedio se definen como A= .p. J;[ A(t + r)dr, con T muy grande 

comparado con la escala de tiempo de los movin1ient.os t.nrbulentos. 

Sustituyendo las expresiones (3.2) en la ecuación (3.1), promediando con respecto al 

tiempo, haciendo uso de la ecuación de continuidad ( 1.11) y recordando que el promedio 

de las f:lnctnaciones es cero se obtiene que 

(
80; - O - ~u, p --+U·--U,+u·--Dt , GXj , OXj 

a? a2 ü; 
--{} +T/-D éJ +pf., 

X; Xj Xj 
(3.3) 

donde la densidad por ser constante es igual a sn promedio. El efecto de la turbulencia 

está determinado por la correlación u;uj en el término no lineal. La ecuación (3.3) puede 

escribirse en otra forma en la cual se ve más claramente el significado físico del término 

51 



turbulento. 

Gracias a la incompresibilidad se tiene que 

(3.4) 

Entonces si se suma el t.érmino -ui~ =O, la ecuación toma la forma 

(ªº• - a - ) aP a ( aü, -) - au, p -- + U1-.-U• = --- + -- r¡-- - pu;u; + pf; - pu1--. at ax; ax; ax; ax; ax; (3.5) 

A partir de esta expresión se llega a la conclusión de que los términos turbulentos pueden 

ser interpretados como esfuerzos sobre nn elemento de fluido, además de los esñ1erzos 

viscosos y los debidos a la presión. Si se incluyen estos esfuerzos turbulentos, llamados 

esfuerzos de Reynolds, en el tensor de esfuerzos 

' - (ªº' aÜ;) ,,,._ - = -Pó, · + T/ -- + --
•J J axj axi (3.6) 

Los esfuerzos de Reynolds tienen, al igual que los viscosos, componentes tangenciales 

y normales. Las componentes normales se obt.ienen poniendo i = j, y las tangenciales 

i :¡{:. j. Si se comparan los esfuerzos turbulentos con los viscosos se ve que, al menos, 

ambos son directamente proporcionales a Jos gradientes de velocidad [6]. Con base en 

ésto puede hacerse la fuerte suposición, algunas veces corroborada por experimentos, de 

que Jos esfuerzos de Reynolds pueden ecribirse como 

-·u;·u· = Em (ªº• + aÜ;) 
J ax; ax; (3.7) 

Esta afirmación fue hecha por Boussinesq, quien introdujo el concepto de viscosidad 

turbulenta o viscosidad de eddy Em· Así, el tensor puede escribirse corno 

(3.8) 
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Se ha obtenido entonces nna ecuación const.it.ut.iva pftra ttn finjo tnrbttlento medio. La 

viscosidad turbulenta no es necesariamente una constante y en general depende de la 

posición. Por lo tanto, a pesar de que la viscosisdad 17 es constante, la ecuación constitu

tiva (3.8) es exactamente la ntlsma qne la correspondiente a nn fluido con viscosidad no 

homogénea (ec. 2.26), con una viscosidad efectiva r¡ + PEm· En este ca.so la inhomogen.ei

dad "corre a cargo" de la viscosidad turbulenta. Pero además de eso se ha visto que est.a 

viscosidad turbulenta depende de la distancia a las fronteras sólidas del sistema, qne son 

las qne producen la t.urb11lenc.ia. 

Como conclusión, aplicar el modelo de viscosidad no homogénea dependiente de la 

distancia puede resultar nn método efectivo y sencillo para reproducir los perfiles de finjas 

t11rb1ilentos medios. 

En la figura (??) se rnnestran datos experimentales del flujo medio entre dos placas 

paralelas planas variando el número de Reynolds [16). 

La figura (3-13) corresponde al flujo medio en un tubo de sección transversal circular 

variando el mímero de Reynolds (16]. 

En ambos casos se observa cómo los perfiles difieren por mucho de los correspondientes 

a un flujo con viscosidad homogénea. Tomando en cuenta que la viscosidad turbulenta 

disminuye al aproximarse a las paredes, al igual que con polímeros, es posible reproducir 

los perfiles utilizando una viscosidad que disminuya al aproximarse a ellas. 

3.3 Forma de la inhomogeneidad 

A partir de la discusión anterior y de los ejemplos vistos, es de esperarse que la inho

mogeneidad se manifieste al acercarse a las fronteras sólidas del sistema. De modo qne 

la función ele la viscosidad debe tomar nn valor en la frontera distinto al del resto del 

fluido y partiendo de ese valor debe aproximarse asintóticarnente a una constante, que 

es el valor que t.omará en el resto del medio. Si existe más de una frontera se supondn:l. 
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Figura 3-4: Perfil de velocidades de nn flujo t.urbulento medio entre placas paralelas 
planas que se mnevenen direcciones opuestas, obtenidos por H.Reichardt [16]. 
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Figura 3-5: Distribución de velocidaes en tnbos para diferentes níuneros de Reynolds, 
obtenidos pos Nikuradse [16]. 

que la forma de la inhomogeneidad es la misma en todas las fronteras presentes en el 

sistema. Así la manera en que cambie la función viscosidad al acercarse a cada frontera 

será la misma. 

Se ha visto en los dos ejemplos discutidos que la. viscosidad disminuye al acercarse a 

la front.era. Pero eso depende del sistema, el cambio también puede reflejarse como un 

aumento de la viscosidad. Así, el orden producido por la presencia de nna frontera puede 

provoc3:r tanto un aumento como una disminución en la viscosidad. 

Para modelar este co1nport.amiento pueden usarse funciones exponenciales, ft1nciones 

racionales y polinomios. Como se requiere nn cambio abrupto, las funciones racionales y 

los polinomios deben depender de potencias grandes de la distancia a las paredes, de modo 

que la convergencia al valor asintótico sea rápida. Todas estas funciones contarán con 

parámetros ajustables. Para determinar el valor de los parámetros es necesario utilizar 
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una teoría molecular que prediga la forma de la inhoµiogeneidad en cada caso y, si esto 

no es posible, la alternativa es hacer lllla comparación con experimentos y así obtener la 

información necesaria para ajustar el modelo. 
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Capítulo 4 

Soluciones para algunas geometrías 

En el capítulo dos han sido planteadas las ecuaciones de movimiento correspondientes ~ 

nn fluido incompresible, isót.ropo y no homogéneo en la viscosidad (2.29). En este capítulo 

se intenta, haciendo uso de estas ecuaciones, encontrar la sol11ción de los problemas de 

finjo de Conette plano, finjo de Poisenille, finjo de Conett.e-Taylor y el flujo uniforme 

alrededor de una. esfera dura, todos en el ca.so estacionario y libre de fuerZas externas. 

No ·(~n todos los ca.sos es posible encontrar soluciones generales para cualquier forma de 

la función visco8idad. Cnando esto sucede, se proponen expresiones para la viscosidad 

que sean muy generales, de modo que las soluciones encontradas se puedan aplicar a 

problemas con diferentes comportamientos de la viscosidad. Estas expresiones deben 

además estar de acuerdo con lo discutido en el capítulo anterior. 

4.1 Flujo de Couette plano 

Este primer caso consiste en el flujo entre un par de placas paralelas separadas por una 

distancia h. Se escoge nn sistema cartesiano de coordenadas de tal manera qne el eje y 

es perpendicular a las placas y los ejes x y z paralelos a. éstas. Las dimensiones de las 

placas en las direcciones x y z se Sllponen mucho mayores qne la separación h, de modo 
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que se pueden despreciar los efectos de orilla y considerar a las placas como infinitas. 

Gracias a esto es posible snponer al problema independiente de la coordenada z, esto es, 

1m problema en dos dimensiones. Se snpone qne la placa snperior se mneve a lo largo del 

eje x con tu1a velocidad constante Va con respecto al otro plano y que existe un gradiente 

de presión const.ant.e que actlÍa sobre el fluido en la dirección x, es decir 

éJp 
éJx 

con .ó.p >O. La geometría del problema se ilnstra en figura (4-1). 

Fignra 4-1: Geometría del finjo entre placas paralelas. 

(4.1) 

El gradiente de presión y el arrastre debidos al movimiento de la placa snperior, 

provocarán que el fluido se mueva a lo largo del eje x. Si se supone que se tiene un 

flujo estrictamente laminar, la tínica componente de la velocidad distinta de cero es la 

componente x, y ésta sólo puede depender de y, es decir, 

ü = i u(y). (4.2) 

La suposición de finjo laminar es válida siempre y cuando el nlÍmero de Reynolds del 

flujo sea pequeño, donde esto significa mucho menor a la nnidad. 
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Se utilizan condiciones a la. frontera de adherencia, por lo tanto 

u (O) o (4.3) 

u (h) Va. 

Se supondrá a la viscosidad como u.na. función dependiente de la distancia a las placas, 

por lo tanto T/ = r¡(y). Esta función tiene un valor const.ante en el bulto del fluido (710 ) y 

cambia abruptamente muy cerca de las paredes. La manera en que cambia es la misma 

en la dos paredes ya que ambas producen el mismo efecto en el fluido. Por lo tanto, la 

viscosidad debe de ser una función simétrica con respecto al punto medio entre las dos 

placas ( ~). Es decir, 

(4.4) 

para y E [o, 1í] . 
Lél.5 ecuaciones que describen la dituímica de 1m fluido incompresible con una vis

cosidad dependiente de la posición, para el ca.so estacionario y libre de fuerzas externas 

son· 

V'. ü o 

p(Ü· V')ü (4.5) 

Debido a que ü = i u(y) la ecuación de continuidad se satisface identicamente y los 

términos no lineales de las ecuaciónes de movimiento son cero. 

Por otro lado se tiene que 

(O, r¡', O) (4.6) 
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( o 
y "Vü u' 

o 

entonces, 

("Vr¡ · "V·ü) 

y ("Vü. "Vr¡) 

o o ) o o 
o o 

(r¡'u', O, O) 

(0,0,0). 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Como el problema es en dos dimensiones sólo hay dos ecuaciones de movimiento. La 

correspondiente a Ja componente y es 

8p =o. 
8y 

(4.10) 

Esta ecuación sólo sirve para confirmar el hecho de qne el gradiente de presión sólo actlÍa 

en la dirección x. La ec11ación correspondiente a la componente x es 

.,,u"+ TJ1u' = L::l.p 
L 

(4.11) 

La solución a esta ecuación diferencial es el campo de velocidades que se bnsca. De modo 

que las ecuaciones de movimiento se han reducido a nna ecuación ordinaria de segundo 

orden. Est.a se adirnensionaliza con los parámetros V 0 , h y r¡0 haciendo ü = ~ , Y = * y 

ij = -;/;· Quitando la tilde a las nuevEL'3 variables, la ecuación 4.11 torna la forma 

h2 l:>.p 
17u" + r¡'u' = Vo7Jo L ==: k, (4.12) 

donde k es una constante adimensional. Las condiciones de frontera en variables adimen-

sionales son 

u (O) O, (4.13) 
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y u (1) l. 

La solución a esta ecuación puede ser obtenida haciendo ~~ = f(y). Entonces 

r¡' k 
f' + -:;¡f = ;¡· 

Ahora se considera la ecuación homogénea adjunta 

que tiene como solución 

fo= A17, 

siendo A la constante de integración. Entonces es claro que 

integrando e introduciendo el valor de f 0 se llega a que 

f = k'f!.. +E]:_ 
17 17 

Integrando una vez más se encuentra que 

du 
dyº 

y t;dt; y dt; 
u(y) = k ¡ 17 (t;) +E¡ 17 (t;) + G_· 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Las constantes de integración B y G se obtienen usando las condiciones de frontera, así 

u(O) =O C=O, (4.21) 
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y 

1-k}~ o '7(é) 
'U(l) 1 B= 

De modo que el campo de velocidad toma la forma 

[ 

l ~ l ( ) k y €d€ l 'l(é) y d€ 
u y = . ! r¡(E;) - } ..!!§,._ / r¡(€) 

o JJ({) 

y..!!§,._ 
[ ,,«> +-,--. 
! ..!!§,._ 
o '7Cé) 

(4.22) 

(4.23) 

El término entre paréntesis es el flujo producido por el gradiente de presión, mientras 

que el último término es producido por el deslizamiento de la placa superior. Se observa 

que ambos flujos son afectados por la inhomogeneidad en la viscosidad. 

Hasta aquí no se ha dicho nada de la forma en que la viscosidad depende de y. De 

modo que se ha encont.rado una solución muy versát.il, en forma de una cuadrat.nra, que 

permite encontrar el campo de velocidades para cnalqnier modelo de viscosidad. 

Para confirmar la validez de la solución es necesario encontrar la solución cuando la 

viscosidad es 1ma const.ant.e y compararlo con la solución del ca.so homogéneo. Cuando 

la viscosidad es 1 la velocidad es 

k 
u(y) = 2 (v2-v) +y, (4.24) 

que coincide con la solución conocida del flujo de Conet.te plano con viscosidad constante. 

La definición de velocidad media de un perfil de veloddádes dado u es 

<u>=~ j uds, 
s 

donde A es el área de la superficie S donde se quiere promediar el finjo. 
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En este caso la velocidad media es 

<u>= [j u(y)dy ¡ dz] , (4.26) 

entonces., 

1 ( y t;~ ¡ ~ y df; ) 
1 (l ;;1h) 

< u >= k J J r¡(f;) - 1 .!Í5.... J r¡(f;) dy + J l ..!!5... dy. 
o o l '1({) o o l 'li<) 

(4.27) 

El gasto se define corno la masa que pasa por unidad de tiempo a través de una superficie 

S de área A (adirnensionalizada con h 2 ). 

Q = p j uds, 
s 

donde p es la densidad adirnensional. Para este caso Q = pA < u >-

(4.28) 

Como ya se ha mencionado, la viscosidad es una función simétrica con respecto al 

ptmto medio entre las placas (ec. 4.4). Tornando en cuenta este hecho y para el caso 

part._icular en que el gradiente de presión es cero, se puede demostrar que 

1 
< u >= u(l/2) = 2 . 

Para demostrarlo se escribe el campo de velocidad con k = O 

u(y) = 

y ..!!S.. l ·1«> 
1 ...!!S....' l '7({) 
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entonces, por la. simetría <le r¡(y) 

u(l/2) 

Para la velocidad media se tiene que 

< u>= J ({ !) dy =-+-J 
o f "W 2J ..EL o o o '1({) 

1 1 l(y cfE.) 
2 + ---r- J J (() dy 

2¡.ELo 1'-r¡ 
o '1({) 2 

1 1 
;:; +--l-
- ') 2 ...!lL -l ,,({) 

[! (¡ r¡~¿)) dy+ ¡ (¡ r¡~¿)) dy]. 

pero, otra vez por la simetría de la función viscosidad, es claro que 

~(ydt;) '(yd() ¡ { 17(!;) dy = - { { r¡(() dy. 

Por lo tanto la ecuación (4.29) queda demostrada. Y, por l<!> tanto 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

Este resultado muestra que para el caso en que no hay gradiente de presión y la 

viscosidad es simétrica con respecto al punto medio entre las placas, el efecto global de la 
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inhomogeneidad en la viscosidad se anula. Entonces la velocidad media, la velocidad del 

punto medio entre las dos placas y el gasto no se ven afectados por la inhomogeneidad 

y son exactamente los mismos qne en el caso de viscosidad constante. Esto se debe a 

qne las phicas se mueven en sentido contrario, de modo qne las desviaciones del campo 

de velocidad con respecto al producido con la viscosidad homogénea cerca de nna placa, 

son iguales pero de sentido contrario cerca de la otra placa. Como consecuencia de ésto 

si se hace nn experimento en el cual se mida el gasto, el efecto de la in.homogeneidad en 

la viscosidad no se observaría. 

Para visualizar la forma en que el campo de velocidades se modifica al introducir la 

inhomogeneidad en la viscosidad cerca de las paredes, se propone un modelo en el que la 

viscosidad es constante en el bult.o del fluido y aumenta exponencialmente cerca de las 

paredes. El ca1nbio cerca de las paredes se exagerará para hacer más evidente el efecto, 

ya que sabemos qne en general este efecto debe ser pequeño muy cercano a las paredes. 

El modelo es 

( " >=.!) 77(y) = 7/o + 1/f e-> +e > , (4.34) 

donde r¡0 es la viscosidad del bult.o, 1Jf es la viscosidad en la pared y ...\. es un parámetro 

que determina qué tanto se aleja de la pared el efecto. Con los valores, .>. = 0.04, 1/f = 30 

y 770 = 1 el modelo se ve como en la figura (4-2). 

Integrando se encuentra la forma explícita del campo de velocidad. La gráfica se 

muestra en la figura ( 4-3) 

La línea recta corresponde a la solución con viscosidad homogénea. La ot.ra curva 

representa la solución para el modelo de viscosidad escogido. Éstas se cruzan en tres 

puntos: en las placas, por las condiciones de frontera, y en el punto medio entre las 

placas. Se nota claramente el efecto de la inhomogeneidad cerca de las paredes y su 

simetría con respecto al punto medio. También se puede observar cómo el efecto neto 

en la parte central del campo es equivalente a haber disminuido la distancia entre las 

paredes utilizando la misma diferencia de velocidades entre las placas. De haber usado 
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Figura 4-2: F\1nción viscosidad para el finjo de Conette plano. 

llll modelo en el cual la viscosidad disminuyera nl acercarse a las placas, la solución sería 

una reflexión de esta solución con respecto a la solución homogénea, es decir, a la línea 

recta. 

4.2 Flujo de Poiseuille 

El flujo de Poisenille consiste en el flujo dentro un tubo de sección tranversal circular de 

radio a. Este flujo es producido por una diferencia de presión const.ante (~ = -~) a lo 

largo del tubo, con 6.p > O. Se utiliza un sistema de coordenadas cilíndricas R, (}, z, de 

modo que el eje z coincide con el eje del cilindro, como se muestra en la figura (4-4). 

Se supone al flujo con simetría a..xial, es decir, simétrico con respecto a la coordenada 
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Figura 4-3: Perfil de velocidades del flujo de Conette plano con k 
inhornogénea (Fig. 4-2). 

1 

O y viscosidad 

B. Además, como la diferencia de presión es a lo largo del eje ~. se supondrá que la 

velocidad radial es nula. Así se tiene un flujo laminar, con velocidad tínicamente en la 

componente z y que sólo depende de R, esto es 

ü = (O, O, u(R)). (4.35) 

Estas suposiciones de flujo tubular son válidas siempre y cuando el número de Reynolds 

del flujo sea pequefio. En el caso de Poiseuille para tener un flujo laminar estable es 

suficiente que el rnírnero de Reynolds sea menor a mil. 
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Figura 4-4: Geornetrí": del finjo de Poisetúlle. 

Como condiciones de frontera se tiene qne 

u (a) 
du 

y dR finita en R 

o 
o. 

(4.36) 

(4.37) 

De nuevo, la viscosidad es una función de la distancia a la pared sólida con 1m valor 

asintótico en el bulto (170 ), entonces 17 = 17 (R). 

Dado que el fttúdo es incompresible y con viscosidad dependiente de la posición, 

el ca.so estacionario y libre de fnrzas externas es descrito por las ecuaciones (4.5). La 

ecuación de continuidad se satisfase idénticament.e, los términos no lineales de la ecuación 

de movimiento son cero. Por otro lado se tiene que 

'\717 (17', O, O) 

u o u' ) .. y '\lü o o (4.38) 

o o 

entonces 
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y además 

y 

"'Vr¡ . "Vü 

va. "Vr¡ 

(O, O, r¡'u') 

(0,0,0), 

2 _ 1 d ( du) 1 du d 2 u 
"V u= RdR RdR = RdR + dR2 º 

De modo que las componentes R y (J de la ecuación de movimiento dan 

{}p 

éJR 
{}p 
é)(J =o, 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

es decir, la presión es constante en cada sección recta del tubo. La ecuación correspon.: 

diente a la componente z es 

u"+ u' ( % + ~) = - i, ( 4.42) 

que es una ecuación ordinaria de segundo orden. Se adirnensionaliza introduciendo los 

parámetros a, T/o y Uo, donde U 0 es la velocidad en R = O {velocidad máxima dentro del 

tubo). Entonces 
d 2 u du ( 1 dr¡ 1 ) a.2 t::..p 1 
dR 2 + dR -:;¡ dR + R = - Uor¡oL ;¡ 

k 
r¡ 

( 4.43) 

donde k = ;;::;;,z es nna constante adimensional. Las condiciones de frontera ( ecs.4.36 y 

4.37) son ahora 

u (l) 
du 

y dR finita en R 
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( 4.44) 
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Para resolver esta ecuación se hace f(R) = :J~, entonces 

f'+f -+- =--. (
11' 1) k 
11 R 11 

(4.46) 

l'v!ultiplicando por el factor integrante RTJ e integrando se llega a q1.ie 

kR B 
j (R) = - 277 + R11' (4.47) 

donde B es la constante de integración. Aquí se introduce la condición (4.45), entonces 

B = O. Integando una vez más se tiene qne 

k IR t;dt; u(R) = -- - +C. 
2 o 1J 

Tomando en cuenta la otra condición de frontera ( 4.44) se encuentra que 

por lo tanto, la solución es 

k IR t;dt; u(R) = -- -. 
2 1 1J 

(4.48) 

(4.49) 

(4.50) 

De nuevo se ha obtenido una solución en forma de una cuadratura, donde es posible 

encontrar la solución. para cualquier forma de la viscosidad. 

El límite cuando 71 = l. en variables adimensionales es 

k 
u (R) = -¡ (1 - R2

), (4.51) 

que representa un perfil parabólico, resultado conocido para el caso homogéneo. 
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Dadas las simetrías del problema, la velocidad media del finjo es 

k 1 R (.&; 
<u>= - 2 j dR /--, 

o 1 T/ 
(4.52) 

y el gasto 

Q _ p
2
k j 7 (J t;,c:U;) RdRdfJ, 

o o 1 T/ 
(4.53) 

Q = -rrpk j (J t;.c:U;) RdR, 
o 1 T/ 

donde p es una cantidad adirnensional. Haciendo una vez más el límite cuando T/ es uno 

se llega a que 
k 

<u>= 6' (4.54) 

y a que 
7rpk 

Q = ---¡-· (4.55) 

Estas cantidades coinciden también con las conocidas para el caso homogéneo. 

Para observar gráfican1ente cómo se modifica el campo de velocidades se propone un 

modelo para la viscosidad bajo las mismas suposiciones que en el caso de Conette plano. 

El modelo es 

T/ = T/o + (r¡¡ - r¡o) eR;' (4.56) 

Aqtú se incluirán los casos cuando la viscosidad aumenta y C\1ando disminuye al acercarse 

a las paredes. En todos los casos T/o = 5 , y 

caso (a) T/f = 30 y s = 0.07, 

caso (b) T/J = 0.5 y s = 0.07, 

caso (c) T/f = 0.5 y s = 0.15. 
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Con estos valores el modelo toma las formas que se muestran en la figura (4-5). 

14 

12 

10 

8 
r¡ 

6 

4 

2 

o 
o 0.2 0.4 0.6 o.a 1 

R 

Figura 4-5: Tres modelos para la viscosidad en el flujo de Poiseuille. 

Dados estos modelos se hacen las integrales, y para k 

campos de velocidad que se muestran en la gráfica (??). 

:.;:~:/i = 20 se obtienen los 

La curva con la et.iquet.a (o) corresponde a la solución con viscosidad homogénea. En 

el caso (a) el perfil de velocidad, en el bulto del fluido, es muy parecido al caso homogéneo. 

Pero al acercarse a la frontera aparece, como consecnencia. del aumento en la viscosidad~ 

un cambio de curvatura en el perfil y un.a disminución muy import.ante en la velocidad. 

En esa zona la disipación de energía es grande, el arrastre sobre el fluido es mayor y el 

fluido es frenado produciendo tm perfil de velocidades siempre por debajo del homogéneo 

y, por lo tanto, un gasto menor. En los casos (b) y (c) donde la viscosidad disminuye 

cerca de las parede_s, I6s perfiles son más chatos en comparación con el caso homogéneo. 
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R 

Figura 4-6: Perfiles de veloc-idades para los modelos de viscosidad (a),(b) y (e) ilustrados 
en la figura (4-5) y para viscosidad homogénea (o). 

Las paredes del sistema conjuntamente con la condición de frontera de adherencia y la 

viscosidad frenan al fhúdo y le dan la forma de parábola al perfil de velocidades del 

fhúdo homogéneo. Si la viscosidad cerca de las paredes disminuye se presentará una 

disminución en el arrastre producido por las paredes y el perfil de velocidades tenderá 

a parecerse más al de un flujo uniforme. En el caso extremo de que la velocidad en la 

frontera sea estrictamente cero, el campo ele velocidades será uniforme y la condición de 

frontera de adherencia habrá perdido sentido. 

Se observa t.arnbién cierta semejanza entre el crunpo ele velocidades correspondiente 

a una viscosidad que disminuye cerca de las paredes y los campos de velocidades típicos 

de flujos turbulentos medios y de polín1eros en tubos de sec..~ción circular. 
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4.3 Flujo de Couette-Taylor 

Se considera ahora el movimiento de un fluido entre dos cilindros coaxiales infinitos de 

radios a y b (n < /J) , girando alrededor del eje de simetría con velocidades angulares Wa 

y wb, respectivnn1ente. Se t.oman coordenadas cilíndricas R, 8, z, con el eje z a lo largo 

del eje de los cilindros, con a ~ R ~ /J y O ~ B ~ 2rr. En el caso de flujo laminar (número 

de Reynolds menor a 40 [16]), se tiene qne 

ü = (O, u(R), O), (4.57) 

Las condiciones de frontera son 

u (a) = awa y u (b) = bwb. (4.58) 

De nuevo, como en el caso de Conette plano, la viscosidad es una función de la 

disr•=cia a las paredes sólidas, es decir, del radio, tomando un valor de r¡0 en el bulto. Es 

ta1nbién una función simétrica con respecto al radio medio de los cilindros ( R-m. = a.~b) . 
Se supone qne el fluido es incon1presible y que la viscosidad depende de la distancia 

a los cilindros ( r¡ = r¡ ( R)), que el flujo es estacionario y no hay fuerzas externas. Este 

flujo está descrito por las ecuaciones (4.5). La ecuación de continuidad se satisface 

idént.icamente y los términos no lineales son cero. 

De las componentes r y z de la ecuación de movimiento, sólo se obtiene que 

R 

la otra ecuación no da información. 

Por otro lado se tiene que 

1 dp 

pdR' 
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V'r¡ = (r¡',0,0)' (4.60) 

y 

(4.61) 

Por lo tanto, la ecuación correspondient~ a la componente (} es 

(4.62) 

Est.a ecuación ordinaria de segundo orden no se pudo resolver para una función de 

viscosidad en general. Se propuso el n1odelo mú.s sencillo que consta de una constante 

en el b11lt.o y rectas indinadas cerca de las paredes. Para este modelo simplificado de 

viscosidad tmnpoco f11e posible encontrar una sol11ción cerrada a la ec11ación (4.62). Se 

procedió entonces a resolver n11méricamente el problen1a, introduciendo ahora un modelo 

menos restringido. Para este propósito se utilizó nn programa desarrollado para encontrar 

soluciones n1unéricc.:l.S a ecuaciones diferenciales ordinarias por el metodo de Runge-Kntta 

de orden cuarto [18]. El 1nodelo utilizado para este efecto es 

T/ (R) = T/o + °' (R - R,,,) 2
". (4.63) 

Se escogió un polinomio ya que es numéricamente más conveniente. La potencia n. debe 

ser grande para qne la función sufra un cambio abrnpt.o cerca de las paredes y tome el 

valor T/o en el resto del ·fluido. El parámetro °' determina la apertura. del polinomio, es 

decir, el valor de la viscosidad en las paredes (ptmtos a y b). La ecnación diferencia.! que 

resulta de introducir el rnodelo es 

(-
1 2n.n (R - R,,,) 2

"-
1

) u"+ + --~----~~~ 
R T/o + Q (R - R,,,)2n 

u' -
·u 

R2 =O. (4.64) 
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En la figura ( 4-7) se muestra la forma de la solución para los valores: 

a 3, 

b 7, 

°' 2x io-2 , 

Tlo 1 y n= 5. (4.65) 

Con condiciones de frontera: 

u(a) 1 y u(b) = 8. (4.66) 

8 

7 

6 

s 

. " 
4 

3 

2 

1 
3 4 s 6 7 

R 

Figura 4-7: Solución nnmenca al problema de Couett.e-Taylor con viscosidad no ho
mogénea. La lÍnea recta representa la solución para el ca.so homogéneo. 

La línea recta corresponde a la solución con viscosidad constante. Se observa que 
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el perfil de velocidades es muy parecido al obtenido en el caso de Couette plano (ver 

fig. 4-3). Esto se debe a que en ambos problemas el movimiento del fluido es originado 

por una diferencia de velocidades entre las paredes que lo contienen. Pero existe una 

diferencia muy clara, en este caso el perfil no tiene las mismas propiedades de simetría 

que posee el ca.so plano. La explicación tiene que ver con el hecho de que en el ca.so de 

los cilindros, el fluido esta rotando alrededor de nn eje. Esto hace que aparezcan fuerzas 

inerciales que rompen las simetrías que hay en el caso plano. 

4.4 Flujo unif'orme alrededor de una esf'era 

4.4.1 Planteamiento del problema 

Este problema consiste en una esfera sólida de radio a, fija en el espacio e inmersa en un 

flujo uniforme U 0 • Se usan coordenadas esféricas con el origen en el centro de la esfera y 

con el eje a..xial en dirección del finjo. Entonces 

r= (r,8,<P) (4.67) 

Si se supone simetría axial, el flujo es invariante ante cambios en la coordenada </>. En

tonces uq, = O, y cualquier derivada con respect.o a <P es nula. Dada esta simetría, el 

problema se reduce a uno en dos dimensiones. 

La viscosidad es inhomogénea y depende de la distancia a la esfera, es decir, sólo 

depende de la coodenada radial 7J = 7J (r). 

En el caso estacionario de un fluido incompresible con viscosidad inhomogénea y libre 

de fuerzas externas la ecuación de movimient.o es 

(ü · V) ü = _.!_ \i'p + .!. ( 71\7 2 ü + \777 · \i'ü + \i'ü · \771) . 
p p 

(4.68) 
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El término (ü ·V') ü es del orden de magnitud de ~· La magnitud de los tres 1íltimos 

términos de la derecha es del orden de .¡;;Jx. El cociente entre el término de la izquierda 

y cualquiera de Jos otros tres es precisament.e el mímero de Reynolds. Si se supone 

que R. << 1, el término no lineal puede despreciarse siempre y cuando se consideren 

distancias peqnefias a la esfera. Ya qne para distancias del orden del J:. ... el término no 

lineal es del mfarno orden de magnitud de Jos otros términos y Ja aproximadón ya no es 

válida (paradoja de \Vhitehead). Parar<< /;. la ecuación de movimiento se reduce a 

(4.69) 

qne junto con la ecuación de continuidad 

(4.70) 

determina por completo el comportamiento del fluido. 

Tomando en cuenta la simetría a.xi.al, la ecuación de continuidad en coordenadas 

esféricas es 
1 D ( ry ) 1 a ( . ") 2"' r-'Ur + --.--D ªD Uo sin (7 = o. r úT rsinu u 

Por otro lado, el laplaciano en coordenadas esféricas es, en su parte radial 

y en su parte polar 

2 8uo _ ~~ ·uo cot B, 
r2 7ifF r, 
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Ahora 

V'ü 

y V'r¡ 

entonces 

'\lr¡. V'ü 

y '\lü. V'r¡ 

( 
Bu Bu o ) 8r 8r 

1 Bu 1 au o ;:ao ;: ªº 
o o o 

(r¡', O, O), 

( 
,aur ,auo o) 

T/ar'T/ar'' 

( 
,8ur ~ aur o) 

T/ ar ' r ªº ' . 
En cuanto al gradiente de presión se tiene que 

(
ap i ap ) 

'V'p= ar•--:;.ao·º . 

Tomando las expresiones (4.72)-(4.76), y nsando que 

? Ia(?ª) 1 ª(· ª) v- = r 2 ar r- ar + r 2 sin B ªº Sin B ªº ' 

(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 

(4.77) 

se encuentra que las componentes radial y polar de las ecuaciones de conservación. de 

momento son 

y 

T/ [ :2 :r (r
2 °a':-") + r 2 s~n 8 :(} (sin B °a';;) - :2 ( Ur ;I- °a';: + uo cot. B) J + 

[
2_ _Q_ (r2 auo ) 77 r 2 éJr éJr 

., ,aur _ éJp 
+-77 Dr - ar' 

1 D (. au0 ) + r2 sin(} BB sin B7j(j" 
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r 2 sin2 8 + r2""EiiJ + 
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, (8uo 18ur) +77 -- +---éJr r éJ(J (4.79) 

Se tiene entonces tm conj1mto de tres ecuaciones diferenciales parciales de segundo 

orden acopladas (4.71), (4.78) y (4.79). Las incógnitas son Ur, uo y p, que dependen de 

las coordenadas r y 8. Como condiciones de frontera se tiene que lejos de la esfera el 

campo uniforme U 0 debe dominar, así 

Ü = Ü 0 Cl1R1_1-d0 r - 00, (4.80) 

y 

P = p 0 cuando r - oo, (4.81) 

siendo p 0 la presión cuando el campo de velocidad es Üo. Se considera la condición de · 

adherencia en la esfera entonces 

uo =O en r =a, (4.82) 

y, como la esfera no es porosa, 

·ur = O en r = a. (4.83) 

4.4.2 Cambio de representación 

Ahora, gracias a que las ecuaciones son lineales., se supondrá que la solución está dada 

por el producto interno entre el campo uniforme Üo y nn t.en:mr con simetría esférica. De 

modo que 

(4.84) 

siendo 

(4.85) 
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donde ! es el tensor identidad. Dada esta forma del campo de velocidades se tiene que 

(4.86) 

por lo tanto 

Ur = [f(r) + g(r)J (Oo. er). (4.87) 

Del mismo modo, la componente polar es 

Uo = ü. e,, = ( T (r) . ºº) . eo, (4.88) 

entonces 

Uo = f (r) (Do . eo) . (4.89J 

Finalmente la presión se escribe 

T/o ( - , ) P =Po+ -;¡h (r) U 0 • er , (4.90) 

donde p 0 y T/o son la presión y la vii;cosidad en infinito. Corno ya se ha mencionado, el 

flujo uniforme va en la dirección del eje axial. Por lo tanto 

y 

(Oº· er) 
(Oº· eo) 

UocosB, 

-U0 sin8. 

Entonces las tres incógnitas tienen ahora la forma 

y p 

U 0 (f(r)+ g(r))cos8, 

-U0 f (r) sin B, 

Po+ UoT/o h (r) COS B. 
a 

81 

(4.91) 

(4.92) 

(4.93) 

(4.94) 



Sustituyendo las relaciones (4.92)-(4.94) en lns.ecunciones (4.71), (4.78) y (4.79), sim

plificando las expresiones y adimensionalizándolas con los parámetros a y TJo, se encuentra 

ttn nuevo conjunto de ecuaciones. Este es 

2 
J' +g' + -:;:g 

T/ (r + g" +~U'+ g') - 4,g) + '211' <J' + g') r r-

r¡ (r + ~ f' + 2 g) + r¡' (!' + J + g) 
r .,.2 r 

o, 

h', 

h 
r 

(4.95) 

(4.96) 

(4.97) 

donde las cantidades f, g, h, 1J ·y r no tienen dimensiones. La ecuación ( 4.95) corres

ponde a la ecuación de <'ontinuidad, mientras que las ecs. (4.96) y (4.97) corresponden 

a las componentes radial y polar de In ecuación de nlornento, respectivamente. Si se 

transforman las condiciones de frontera (4.80-4.83), usando las relaciones (4.84), (4.85) 

y (4.92)-(4.94), éstas tornan la forma 

g (r) - O (4.98) 

J (r) - 1 cuando r - oo. (4.99) 

h (r) - O cuando r - oo. (4.100) 

Y, da,.do que en r = 1, Ur = u9 =O, entonces 

f (1) = g (1) =O. (4.101) 

Haciendo este cainbio de representación se ha transformado el conjunto de ecuaciones 

parciales, a uno de ecuaciones ordinarias, donde las incógnitas son f,g y h, que sólo 

dependen de la coordenada r. 
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4.4.3 Fórmula para el arrastre 

El objetivo de est.e problema, además de encontrar los campos de velocidad y presión, 

es encontrar la expresión que toma el arrnstre dada la suposición de que la viscosidad 

no es homogénea. El arrastre es la fuerza qne siente la esfera debida al flujo del fluido 

viscoso en el qne está inmersa. Es importante conocer esta cantidad ya que es la que 

norn1almente se mide en los experimentos y por medio de la cual se pueden comparar los 

resultados experiment.ales con los teóricos. Se deducirá ahora la fórmula para el arrastre 

en términos de las funciones f, g y h, y de la f1mción para la viscosidad, que es lma 

función dada. 

La fuerza de a.rrast.re sobre la esfera es 

donde 

F f Ü0 • pFdV = f Ü 0 • 'T · ñds, 

y 

V S 

2-;ra2 j d(} [ ( Trr - p) sin(} COS (} - Tr9 sin2 B] 
o 

Sustituyendo la ecuaciones (4.92)-(4.94) en (4.103), se llega a que 

(4.102) 

(4.103) 

((Trr -.p) cos B - Tro sin B) sin B ( 277Uo (f' + g') - U:
170 ~) cos2 B sin B - p 0 cos B sin B + 

+U017(~g+f')sin3 B. (4.104) 
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Se evahían las int.egrales obteniendo 

F 27ra
2

U 0 71 (a) [~ (f' (a)+ g' (a)) - ~ ( :
0 ~ i:D + ~ (~g (a)+ f' (a))] 

~7raU0 r¡ (a) [2af' (a)+ ag' (a)+ g (a) - 7; ~ i:n. (4.105) 

Si ahora se sustituye la ecuación de continuidad (4.95) evaluada en r =a, se llega que la 

fuerza de arrastre sobre la esfera está dada por 

F 8 [ , ) r¡0 h(a)] = -37raU0 71 (a) ag (a + 3g (a) + 2 T/ (a) . (4.106) 

Esta ecuación escrita en variables adimensionales es 

F = -- = --7r71 (1) g (1) + 3g (1) + ---- F 8 [ , 1 h (l)J 
n.71ºUº 3 2 T/ (1) 

(4.107) 

De modo qne ya se tienen las cantidaes Ur, uo, p y F, en términos de las ftmciones f, 

g y h. Para el caso de esfera dura g (1) =O. 

4.4.4 Solución en series 

El siguiente paso es resolver las ecuaciones (4.95), (4.96) y (4.97). Desafortunadamente 

no fue posible resolverlas en general para cnalqttier función de la viscosidad. Se intentará 

entonces encontrar una solución en serie de potencias de r, introduciendo tma ftmción 

para la viscosidad en forma de serie 

~ 

T/ (r) = T/o + L T/nr-". (4.108) 
n=l 

El desarrollo se hizo alrededor del cero, ya que es nn punto fuera del dominio, por lo 

que no importa que la fnnción tenga una singularidad ahí. Esta función cumple con el 

reqttisito de tender a la constante 710 para valores grandes de r. Además, los coeficientes 
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T/n son libres, de modo qne se puede hacer que la función cambie tan abrupt.amente como 

se quiera al acercarse a la esfera y que ese cambio sea un aumento o 1ma disminución, 

dependiendo del flnido qne se qniera modelar. Escrita en variables adimensionales la ec. 

(4.108) toma la forma 
= 

T/ (r) 1 + L 7Jnr-n. (4.109) 
n=l 

Dada esta forma de la viscosidad las ecuaciones (4.!J5), (4.96) y (4.97) sólo tienen 

puntos singulares regula.res, por lo tanto existe una solución en serie convergente (17). 

Antes de seguir se hará una shnplifieación qne consiste en transformar las ecuaciones 

(4.!J6) y (4.97) en nna ecnación ordinaria de tercer orden. Esto se hace derivando una 

vez la ec. (4.97) y snstitnyéndola en la ec. (4.96), eliminando así la fnnción h de las 

ec11aciones. La ec11ación res1tltante es 

r¡ (-r 3 g"' - 5,.~·g" + 2rg' + 6g) + rr¡' (-2r2 g" - 7rg' + 2g) + r 2 r¡" (-rg' - g + f) =O 

(4.110) 

Esta ecnación junto con la ecnación de continuidad (4.95) forman el nuevo sistema 

de ecuaciones aC'opladas. 

Supongamos ahora una solución en series de potencias de r para la Í1-mción g. Dada 

la condición de frontera (4.98), se tiene qne 

(4.111) 

Se sustit.uye ésta en la ec11ación de contin11idad (4.95), entoi1ces 

J' = f: ( ar-(o+l) - 2r-(a+l)) 90, (4.112) 
o=l 

por lo tanto 

f = f: Ya (a - 2) J r-(n+l)dr, 
a:=l 
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oo r-º 
=fo+ L !lo (a - 2) -. 

a=l -a 
(4.113) 

Por la condición de frontera (4.99) fo= 1, entonces 

(4.114) 

Se sustituyen a.hora f, g y r¡, con sus derivadas, en la ecuación (4.110) resultando 

Si se definen 

~ nr¡,.r-n [t, !lo (-2n2 + 5n + 2) r- 0
] + 

f; TI (n + 1) T/nr-n [E !lo e°' - 2 + ~) r-
0

] + 

y 

OC> 

L n (n + 1) T/nr-n = O. 
:n.=l 

a (a) 

b (a) 

e (a) 

n 3 
- 2n2 

- 5n + 6, 

-2n2 + 5n + 2 

°' - 2 + ~. 
°' 

Entonces, la ecuación (4.115) puede reescribirse corno 

(4.115) 

(4.116) 

(4.117) 

(4.118) 

f: f: {g0 a (a) r- 0 + T/n!la [a (a) - nb (o) + n (n + 1) e (a)] r-n+a + n (n + 1) T/n'r-n} =O. 
n=l a:=l 

Por lo t.ant.o 

f: Ili1·-i = o, 
i=l 
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donde 

i-1 

Il; = 9;a (i) + i (i + 1) T/; +L., 9iTJ;-í [a (i) - (i - j) b (i) + (i - j) (i - j + 1) e (i)]. 
j=l 

(4.121) 

Pero por unicidad de expanción en serie Il1 O, V·i. Entonces, para i 1, ... , 4 se tiene 

que 

(O) 91 + 2TJ1 = 2TJ1 = O,=> TJ 1 .= O, 
3 

-492 + 6TJ2 = o,=> 92 = 2TJ2, 

(O) 93 + l2TJ3 - 491 T/2 = o, => 91 - 3 '
13 

- T/2' 

-694 + 2ÜTJ4 - 391T/3 - 692TJ2 =o,=> 9·1 

y, en general, para i > 2 se t.iene que 

i-l 

20 1 
6 T/. - 291TJ3 - 92T/2, 

i (i + 1) TJ; + 2: 9jT/;-í [a (i) (i - j) b (i) + (i - j) (i - j + 1) e (i)] 
J=l 

a (i) 

(4.122) 

(4.123) 

(4.124) 

(4.125) 

Esta 1íltirna es una fórmula de recnrrencia para los coeficientes de g en términos de 

los coeficientes de orden menor y de los coeficientes T/j con j < i, que son conocidos. 

Aq1ú es importante observar que la relación (4.122), muestra qne el coeficiente T/l debe 

ser necesariamente cero, además de que no da información sobre g 1 • Del mismo modo, 

la relación (4.124) no da información sobre g 3 , a1mq11e si da la forma de 9 1, siempre y 

cuando T/2 ~ O. Esto se debe a qne a (l) = a (3) = O. Es• fácil observar que ningiurn. 

ele las relaciones subsecuentes dará información extra sobre los coeficientes 9 1 y g 3 • Por 

lo tanto, en general, estos coeficientes estéín indeternlinados. Pero se necesita que estén 

indeterminados ya qne hay dos condiciones de frontera qne se deben satisfacer. Entonces, 

para tener esas <los constan.tes libres, se haréÍ en general TJ2 = O, y por ende 113 = O ( 4.124). 

Esto introduce restricciones sobre el modelo, nos dice que 7J no es todo lo flexible que se 
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esperaba.. Pero est.o no molesta a nuestros própositos ya que nos interesa tm modelo que 

const.e de 1mo o dos términos a lo s1uno (además del término TJo) y que tengan potencias 

negat.ivas grandes (n > 5, en la ec. 4.108). 

Para calcular explícitamente la función g (r) es necesario calcular los coeficientes g¡, 

pero estos dependen de los coeficientes 1}¡, por lo que es necesario decir algo sobre la 

forma de la serie para 7]. Es decir, hay que dar la forma explícita de TJ· 

Se propone qne de la infinidad de coeficientes libres T}; sólo 7]10 sea distinto de cero, 

es decir, el modelo en s11 forma adimensionaÍ es 

(4.126) 

Esta función cumple con las caract.eríst.icus deseadas. Toma el valor asintótico uno lejos 

de la esfera y al aproximarse a la esfera. cambia rápidamente. La manera en que cambia 

es controlada por el signo y la magnitud del coeficiente T/10· La viscosidad, al acercarse a 

la esfera, aumentará si 7Jlo es positivo y dismin1úrá si es negativo. 

Dada esta forma de la viscosidad, los coeficientes g¡ que no se anulan son g 1 y g3, 

qne serán determina.dos a partir de las condiciones de frontera, y los que dependen Solo 

de 7]10, 91 Y 93 (g10,g11,Y13,g20,g21,923,g30,g31,g33 ...... etc). La función g escrita sólo en 

t.érn~inos de TJ10, 91 y 93 es 

9 (r) 
91 93 55 1]10 3 T/10 29 TJ10 2615 TJÍo 5 TJ'fo 
7 + r3 - 378 rlO - 52 91 ;Tí - 270 93 r13 + 40698 r2D + 184 91 r21 

3277 T/fo _ 14013785 r¡f0 95185 ·rd0 _ 28552501 TJfo 
4

. ? ) 

+58500 93 r23 339909696r3 º 535550-t91
r31• 753480000 93 r33 +( .l-

7 

Los primeros dos términos corresponden a la función 9 (r) para el caso homogéneo, que 

es recuperado en todo momento al hacer 7]10 = O. 

En general la serie de 9 es infinita, incluso para el modelo ( 4.126). Para hacer cálculos 

explícitos hay que cortar la serie en alglÍn ptmto. Se sabe qne la serie converge, pero no 

88 



se sabe la forma de la convergencia. Para tener una idea de la forma de la convergencia 

y saber que error se cornete al cortar la serie se hace tm cálculo de la ñmción justo en la 

frontera de la esfera (r = 1), que es donde pueden existir más dificultades, ya que dadas 

las potencias de r en la función 9 la convergencia para r > 1 es extremadamente rápida. 

Ahora 9 (1) sólo depende de los coeficientes 9 1,93 y T/10· Para el cálculo se usarán 9 1 = ~ 

y 9 3 = -~, que son los valores qne éstos toman en el caso homogéneo f14],[8J, y que, 

como se verá mlis adelante, son los términos más importantes en el caso no homogéneo. 

Al coeficiente TJ10 se le cianí el valor de nno .. Con base en ésto la la suma de los primeros 

17 términos de la fnnción 9 es la que se ilustra en la figura (4-8). 

o.a 

0.6 

g 

0.4 

0.2 

o 

-0.2 

-0.4 

Figura 4-8: Suma de los primeros 17 términos de la serie para 9 en r = 1 y con 9 1 = O. 75, 
93 = -0.75 y T/10 = l. 

Se ve en la figura cómo la serie se aproxima alternadamente al valor de convergencia 

(~ -0.219). Cada tres términos hay un cambio de signo, de manera que la serie oscila 
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alrededor del valor de convergencia. Esto asegura ttna convergencia más rápida. 

Como 1ma primera aproximación se tomarán los primeros tres térill..Ínos de la serie, 

es decir, sólo el primer t.érmino que cont.ribuye a la inhomogeneidad lo que implica un 

error . Es claro de la figura ( 4-8) que t.omar hasta el enarto término hubiera. sido una 

excelente aproximación, pero los cálculos son extremadamente largos y tediosos. En el 

resto (r > 1) del medio la convergencia será más rápida y por ende el error más pequeño. 

De modo que 

9 (r) (4.128) 

Sustituyendo ésto en la ec. ( 4.114), se t.iene que 

f (r) = l + 91 
r 

(4.129) 

Para determinar los valores de 9 1 y 9 3 se usan las condiciones de frontera (4.101). Por 

lo tanto 

entonces, 

y 

9 (r) 

f (r) 

y 

91 

3 11 3 11 55 7/10 

4r 216r 7710 + 4r3 + 56r3 7710 
- 378 r 10 

3 11 l 11, 22 7/10 
1 - 4r - 216-r.7710 - 4r3 - 16Sr3 7710 + 189 r 10 • 

Para el cálculo de h se recurre a la ecuación (4.97), obteniendo 

(4.130) 

(4.131) 

(4.132) 

3 11 5 7/10 7/10 11 7/fo 4180 77"f0 25 7/10 275 7/fo 
h (r) = -2r2 - 108r2 7710 + 27 ;:ti+ 6 r 12 + 27;12 + 189 r21 - 2 r 14 - 84 r 14 • (

4
.l

33) 
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Como originalmente en la ftmción g sólo se tomó en c:nenta hasta el término con r-10 , y 

la máxima potencia de h es una menor que la de g, por consistencia, sólo se tomarán en 

cuenta los primeros tres términos. Entonces 

h (r) 3 11 5 7710 
- 2r2 - 108r2 7710 + 27 rll · 

(4.134) 

Ahora, ya se tiene una expresión explícita para las funciones f, g y h. Haciendo uso 

de las fórmulas (4.92)-(4.94) es posible calcular los campos de velocidad y presión. El 

campo de velocidades escrito, en variables adimensionales (u;= ;:) , está dado por 

u,. (r, B) ( 
3 11 1 11 11 1710) 1 - 2r - 108r 1710 + 2r3 + 84r3 1710 - 378 rlO cosB <4 · 135) 

y u 9 (r,B) ( 
3 11 1 11 22 1710) . . 

- l-4r-216r7710-4r3-168r3771o+l89r10 s1nBl4.136) 

y la presión es 

( 
3 11 5 7710) 

p (r, O) - Po = - 2r2 - 108r2 7710 + 27 rll cos O. (4.137) 

Finalmente el arrastre, seglÍn la fórmula (4.107), es 

(4.138) 

En las ültimas cuatro expresiones el caso homogéneo es recuperado si se hace 1710 = O 

[10][2]. En el caso de la fuerza, se recupera el arrastre de Stokes, que con todas sus 

11nidades es Fs = 6rra710 U 0 • Entonces 

13 11 o 
1 + 5 ..¡ 7710 - 27 17io• 

~ 1 + 0.24071710 - 0.407..117;'0 . (4.139) 

Hay que recordar que estos resultados han sido obtenidos a partir de cortar la serie para 

la ftmción g de un infinidad de términos a solamente tres. Pero estos resultados dan la 
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primera aproximación para el comportamiento del fluido en caso de que se tenga 1ma 

viscosidad que cambie cerca de la esfera, con la virtud de que todos éstos se reducen 

al caso conocido de viscosidad constante. Si se desea obtener un resultado más preciso, 

simplemente hay que incluir más términos en la serie correspondiente a la funcion g. El 

1ínico problema es de trabajo, el aument.ar un término a la serie hace el desarrollo mucho 

más tedioso y los resultados tendrán nuís térntin.os, pero el procedintiento es exactamente 

el mismo. El hecho de haber escogido 77 10 como el t'mico coeficiente distinto de cero en 

el modelo fue cornplet.arnente arbitrario y de conveniencia ya que con dos términos se 

logra reproducir la forma deseada para la inhomogeneidad. Se puede tomar cualquier 

otro coeficiente (excepto T/i, 772 o r¡3 ) o varios si se desea; el procedimiento será el mismo. 

Dada la forma general de la viscosidad (4.108) es posible formar una gran variedad 

de funciones analíticas con un comport.amient.o semejante al deseado y encontrar una: 

solución al problema. De modo que una vez más se ha obtenido una forma de resolver 

el problema de viscosidad no homogénea con nna gran flexibilidad sobre la función de la 

viscosidad. 

4.5 Discusión 

En el capítulo tres se muestran algtmos de los perfiles típicos en flujos turbulentos medios. 

En el capítulo siguiente se encontró la solución analítica para el finjo de Couette plano y 

de Poiseuille con viscosidad no homogénea. En est.a sección se hará nn comparación entre 

los resultados experimentales y las soluciones analíticas. C;>n este propósito se tratará 

de ajustar estas tütimas a los resultados experimentales por medio los parámetros libres 

de la función para la viscosidad. 

Para el finjo de Couette plano se utiliza el misn10 modelo del capítulo ant.erior, de 

modo qne la ftmción para la viscosidad es 
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(4.140) 

Como se ha visto, en el caso de flujos turbulentos la inhomogeneidad va a cargo de la 

viscosidad turbulenta o viscosidad de eddy. Ésta disminuye conforme se aproxima a las 

fonteras. Para poder encontrar un perfil semejante al del flujo turbulento se necesita que 

T/o > T/f· Con los valores T/o = 5, T/f = -4.9995 y>.= 0.108, la ñmción para la viscosidad 

toma la forma que se muestra en la gráfica ( 4-9). 

y 

Figura 4-9: Ftu1ción viscosidad entre dos placas paralelas para modelar 1m flujo turbu
lento medio. 

Utilizando este modelo para la viscosidad se obtiene el perfil que se muestra en la 

gráfica (4-10). 

Los puntos en la gráfica representan los datos experimentales para finjas turbulentos 

medios entre placas paralelas, con ntín::tero de Reynolds de 3.4 x 104 (16]. Se observa cómo 

el perfil obtenido analíticamente se ajust.a muy bien a los datos experimentales. 
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En el caso de flujo dentro de tubos se utiliza también el l11.Ísmo modelo que se manejó 

en la sección (4.2) que es 

7} = 7Jo + (r¡f - 7Jo) en;•. (4.141) 

Aq1ú también se trabajará con viscosidades que dis1ninuyen al aproximarse a las paredes. 

Se presentan dos casos distintos. Los valores de 710 y s fneron los rn.ismos en ambos casos 

y son 770 = 5 y s = 0.14. El 1ínico parámetro que es diferente es el de la viscosidad en la 

frontera, y es 

(a) 7Jf = 2.5 x io-3 , 

(b) 7}f = 3 X 10-7 • 

Con estos valores se obtienen los perfiles de velocidad que se muestran en la gráfica 

( 4-11). 

Los puntos sobre la gráfica representan datos experimentales de flujos turbulentos 

medios en tubos [16], para números de Reynolds de: 

(a) Re =4 X 103 , 

(b) Re = 3.2 x 10-6
. 

Se observa que cada curva se ajusta bastante bien a uno de los conjuntos de datos. 

Lo interesante ele ésto es que el número de Reynolds de cada conj1mto de datos coincide 

exactamente con el inverso del valor de la viscosidad en la frontera de la curva corres

pondiente. Esto es, IIIientras más pequeño sea el valor de la viscosidad en la frontera, el 

modelo representará un flujo con un nlÍmero de Reynolds mayor. Lo import.ante es que 

ha sido posible hacer coincidir uno de los parámetros libres del modelo con el n1Ínlero 

de Reynolds del flujo que se quiere describir, dejando el ot.ro parámetro (s) fijo. Así 

el modelo propuesto, además de ajustarse muy bien a los datos experimentales puede 

servir, refinando el procedimiento, para predecir esas distribuciones medias de velocidad 

simplemente encontrando el valor preciso de s en cada caso. 
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Figura :<1-10: 
homogénea. 
(16J. 

J.. 

o.a 

0.6 

0.4 

0.2 

o 
o 0.2 0.4 0.6 o.a 

y 

Perfil de velocidad en el flujo de Couette plano con una viscosidad no 
Los ptmtos representan datos experimentales obtenidos por H.Reichardt 
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0.4 -------------------,-------------~---IH 

0.2 

º'-'------~-----~-----~----~-----...... o 0.2 0.4 0.6 0.8 l. 

y 

Figura 4-11: Distribución de velocidades en tubos variando el parámetro T/f· Los puntos 
representan datos experimentales obtenidos por Nikuradse para diferentes números de 
Reynolds [16]. 
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Conclusiones y perspectivas. 

En principio se ha visto q11e es posible escribir en forma muy general a las ecuaciones 

constit.utiva.s, en particular para el t.ensor de esfuerzos, con la tÍnica restricción de que su 

dependencia con el tensor de rapidez de deformación sea lineal. Estas ecuaciones incluyen 

efect.os t.an complejos como efectos de memoria, efectos no locales y cualquier anisotropía 

11 homogeneidad. Trabajando los casos particulares de estas ecuaciones se puede llegar a 

describir y entender una gran cantidad de comportamientos poco usuales presentes en la 

nat11raleza. 

Además de las breves discusiones y la deducción de las ecuaciones constitutivas para 

los casos de flniclos transversalmente isótropos y viscoelásticos, el análisis de fluidos con 

viscosidad no ho1nogénea indica que introducir este tipo de efectos puede ser 1m buen 

método para describir a una gran variedad de fluidos en los cuales los efectos de las 

fronteras sean importantes. El hecho de atribnirle a la viscosidad la totalidad de los 

efectos producidos por la presencia de paredes sólidas parece funcionar muy bien, además 

de ser nna manera fácil de trabajar las inhomogeneidades. 

Lri t::cnaciones obtenidas a partir de estas suposiciones para los casos estudiados son 

evidentemente nuis complicadas que en el ca.so homogéneo. En todos los casos se ob

tubieron soluciones con nna gran flexibilidad en la forma de la inhomogeneidad, ya sea 

que esas soluciones hayan sido obtenidas en forma exacta, aproximada, o numérica. Esto 

significa que es posible encontrar soluciones a los problemas planteados para muy dis

tintos comportamientos de la viscosidad, es decir, para sistemas muy diferentes. Una 
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virtud de todos los resultados encontrados es qne, si se hace tender a la viscosidad a una 

constante (independiente de la posición), éstos se reducen a los conocidos, para fluidos 

homogéneos. 

En las posibles aplicaciones presentadas, se vió que efectivamente son sistemas en los 

qne el uso de este tipo de modelos puede dar muy buenos dividendos, por lo menos a 

nivel descriptivo. En el caso de finjas turbulentos medios, que ftte en el (1nico en el que 

se hizo un ajuste de la teoría con experimentos, se tuvo éxito en reproducir los perfiles 

de velocidad en las dos geometrías estudiadas. Ademt:is se encontró una coincidencia 

entre el ntímero de Reynolds del flujo con el inverso de uno de los parámetros del modelo 

utilizado para describirlo. Esto hace pensar qne mediante este método es posible llegar 

a predecir la forma de Jos perfiles conoriendo las características del flujo y del fluido, que 

es el objetivo primordial. 

Se puede concluir que In ecuación constitutiva de un fluido newtoniano genera- liza.da 

p1 iede ser aplicada a sistemas que a primera vista parecen muy complejos y que históricamente 

han sido est.udiados con ecuaciones constitutivas mny co1:nplicadas [3). 

8n este trabajo han quedado varias cosas pendientes. En primer lugar la parte de flu

idos anisótropos no se ha estudiado como en un principio se pretendía. En el capítulo dos 

se dedujeron las ecuaciones constitutivas correspondientes a un fluido transversalmente 

isótropo de dos constantes. El siguiente paso es tratar de resolver las ecuaciones co

rrespondientes a ca.sos particulares con diferentes geotnetría.s y hacer nn estudio de las 

aplicaciones que este tipo de resultados pudiera tener. 

En cuanto a la parte de fluidos no homogéneos hay m11H10 trabajo por delante. Se 

pretende hacer un estudio minucioso sobre la..s aplicaciones. Primero a los flujos turbu

lentos, trabajo que no fue terminado por completo, y 111ego hacer lo mismo para fluidos 

poliméricos, al grado que se puedan det.ernúnar los valores de los parámetros del modelo 

para cada tipo de polímero. Se pretende también buscar nuevos sistemas susceptibles de 

ser descritos del mismo modo. 
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El problema de una esfera sólida en un flujo uniforme con viscosidad no homogénea 

fue resuelto, pero también se atacó el problema de una gota de fluido con viscosidad no 

homogénea inmersa en un finjo uniforme. Este 1Utimo no se concluyó, y se tiene como 

perspectiva terminarlo y comparar ambos con datos experimentales. 

Otro punto qne sería bneno desarrollar es el del enfoque molecular. Un estudio sobre 

la forma de la in.homogeneidad utilizando funciones de distribución radial próximas a 

fronteras daría un sustento teórico fuerte al modelo. También pennitiría tener la infor

mación completa para la descripción de un fluido, sin necesidad de construir modelos ad 

hoc y ajustar parámetros. 
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