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Resumen

En el primer capitulo de este trabajo se deducen las ecuaciones de conservacién corres-

pondientes a un medio continuo usando conceptos badsicos ampliamente aceptados en la

mecdnica de fluidos.
El segundo capitulo esti dedicado a la deduccién de la forma lineal mds general para
las ecuaciones constitutivas, tomando en cuenta inhomogeneidad, anisotropia, efectos de
memoria y no locales. A partir de estas ecuaciones generales se encuentran las expre-
siones correspondientes a los casos de un fluido newtoniano generalizado, de un fluido
transversalmente isdétropo y de un fluido viscoeldstico.

En el tercer capitulo se dan las razones fisicas por las cuales introducir una viscosidad
dependiente de la posicién puede ser 1itil. Se presentan dos casos en los cuales es justi-
ficable el uso de este tipo de inhomogeneidades. Con base en esto se propone la forma

general para la viscosidad y su relacién con las fronteras del sistema.

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento correspondientes a un fluido con vis-
cosidad no homogénea, en el cuarto capitulo se encuentran soluciones para los casos

estacionarios de flujo de Counette plano, Poiseuille, Couette-Taylor y el flujo uniforme

alrededor de un esfera.



Introduccion

A lo largo de la historia el hombre se ha maravillado e interesado por el comportarniento
de los fluidos que lo rodean, ya que forman parte esencial de su medio ambiente y son
indispensables para la vida. El entenderlos y poderlos manipular a gusto y conveniencia
ha constituido uno de los grandes retos a lo largo de su existencia. -

Muchos de los grandes fisicos y matemu:iticos de la historia del pensamiento han dedi-
cado gran parte de sus vidas a tratar de entender el rico y complejo mundo de la dindrnica
de los fluidos, que actnalmente constituye uno de los campos maéds complicados y menos
comprendidos de la fisica. Contribuir a la descripcién y comprensién del comportamiento

de los fluidos es, ademads cde un fascinante juego, una imperiosa necesidad para manejar

nuestro entorno.

En la dindmica de flnidos existen una gran cantidad de preguntas sin respuesta. Esto
se debe principalmente a dos razones: La primera es que las ecuaciones no lineales que
describen su comportamiento son extremadamente complicadas y encontrar soluciones
exactas constituye un problema abierto; ni siquiera existen teoremas que garanticen la
existencia y unicidad de dichas soluciones en el caso genera;.l. La segunda razén es que
no se conocen con precision las expresiones que determinan la manera en que cada medio
responde a los diferentes tipos de estitmilos, por ejernplo, cémo se deforma determinado
flnido si se aplica sobre él un esfiterzo tangencial (cortante), o cémo reacciona ante un
gradiente de temperatura. Estas expresiones son llamadas relaciones constitutivas y son

necesarias para cerrar el sistema de ecuaciones que describe el comportamiento del fluido.
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Es evidente que éstas son diferentes dependiendo de las propiedades de cada material.

Las relaciones constitutivas no se conocen bien debido a que la teorniifa, de la cual se
deducen el resto de las ecuaciones, no dice nada sobre la forma que deben tener, por lo
tanto, para obtenerlas se hace uso de modelos aproximados que, normalmente, implican
suposiciones y simplificaciones fuertes sobre las propiedades de cada material y se apoyan
siempre en la observacidn directa de los fendmenos que se desean describir. Algunos de
estos modelos resultan sorprendentemente buenos para describir cierto tipo de fluidos
bajo circunstancias particulares, pero en la mayoria cde los casos no se tiene una teoniiia
que prediga con exactitud los resultados experimentales.

Ya desde 1678, el cientiiifico inglés Robert Hooke habiifa establecido que en una
gran variedad de materiales la deformacidn eldstica producida es proporcional al esfuerzo
No fue hasta 1775 cuando el matemaéatico suizo Leonhard Euler propuso la

aplicado.

primera relacién constitutiva para un fluido, el llamado fluido ideal. Este es un fluido

cuya friccidén interna, o viscosidad, es nula. La primmera relacién constitutiva para un

fluido viscoso incompresible la establecié Isaac Newton en 1687, al proponer que para

estos fluidos el esfuerzo de corte aplicado y la deformacién producida son proporcionales.

En este trabajo se estudia la forma méds general de las ecnaciones constitutivas en

el caso de un flunido cuya respuesta es lineal. Uno de los casos particulares de estas

expresiones generales es el de un fluido newtoniano. cuyas propiedades son las mismas

en todas direcciones, o sea, es isétropo. La ecuacion constitutiva para los esfuerzos de

un fluido con estas caracteriiisticas, en el caso incompresible, sélo depende de un coefi-
ciente, la viscosidad cortante o simplemente, viscosidad. Normalmente este coeficiente
se toma como una constante independiente de la posicién y del tiempo. Sin embargo,
el propdsito de este trabajo es hacer un estudio de sistemas donde la viscosidad es una
funcién de la posicidn., encontrar la forma que toman las ecuaciones de movimiento e
intentar resolverlas en diferentes casos particulares.

Esta inhomogeneidad en la viscosidad se introduce como un efecto producido por las

9



fronteras del sistema. La variacién espacial de la viscosidad sera diferente dependiendo

de las propiedades particilares del luido y de la geometniiia del sistema que se estudie.

El objetivo es, entonces, establecer si a través del modelo newtoniano con viscosidad

no homogénea es posible dar una descripcién macroscdpica de cierto tipo de flujos, en

los que las fronteras juegan un papel determinante, que normalmente son estudiados con
modelos mads complicados.

10



Capitulo 1
Ecuaciones de conservacion

Hay dos caminos a seguir en la deduccién de las ecuaciones que describen el movimiento
de un fluidoe. Uno de los métodos ataca el problema desde un punto de vista molecular.
Este método considera al fluido compuesto de moléculas cuyo movimiento esta regido por
las leyes de la dindamica. Esta teoria estd bien desarrollada para gases ligeros y diluidos
pero estd incompleta para gases poliatémicos y ligquidos.

En este capitulo se hara uso del método alternativo, que ignora la existencia de
moléculas y considera al finido como un mediv continuo. Esta es conocida como hipdtesis
del continuo. Para que esta hipdtesis sea vilida se requiere que el camino libre medio de
las moléculas sea muy pequefo en comparacion con la minima escala del problema. Este
medio continuo debe obedecer las leyes de conservacién de masa, momento y energia,
mediante las cuales se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucién

describe el comportamiento de las variables de campo (velocidad, presién, densidad,

ete.)[5].

11



1.1 Conceptos basicos

Para escribir las leyes de conservacién de un medio continuo es necesario utilizar ele-
mentos de volumen, que en este caso no se consideran infinitesimales. Un elemento de
volumen de fluido debe ser suficientermmente grande para contener un mimero muy elevado
de moléculas, pero muy pequefio en comparacién con el volumen del sistema en con-
sideracidén, de modo que las variables en ese elemento de volumen se pueden considerar
continuas y la hipdtesis del continuo vilida. Cuando se habla de elementos de volumen en

mecdnica de fluidos, se refiere a aquellos que cumplen estas caracteristicas y son llamados
comunmente elementos de fluido.

Existen dos sistemas de referencia b:isicos que pueden ser usados para formular las
ecuaciones que describen la dindmica de un fluido, el lagrangiano y el euleriano. El

sistema de referencia lagrangiano se refiere a un elemento de fluido y establece cudl

es su posicién al tiempo to y sigue su evolucién. Las variables independientes son el

tiempo y las coordenadas iniciales g, yo ¥ Zo, al tiempo £y. Si es conocida la velocidad
@ (xo, Yo, Zo0,t) , entonces s posicién en cualquier tiempo posterior puede ser calculada.
En esta descripcidn se determina la trayectoria de los elementos de fluido. La dificultad
en este caso es que el sistema de referencia signe a cada elemento de fluido, por lo que
no es facil determinar su estado de movimiento en una posicién y tiempo dados. En el
sistema de referencia euleriano todas las magnitudes que se manejan son funciones de
las variables independientes z, y, z ¥ del tiempo ¢. En este caso se considera un volumen
de control que estd fijo en el espacio y se analiza lo que sucede con el fluido que éste
contiene. Es decir, se refiere a puntos fijos en el espacio y no a elementos fijos de fluido,
por lo q.ue Z(x.,y, =, t) es la velocidad en el punto (x, ¥y, z) del espacio a un instante dado

t. Esta es la descripcidén mds utilizada para resolver problemas en dindmica de fluidos{2].

La relacién entre las derivadas temporales lagrangianas y eulerianas es

Df _0f .
57 = a¢ F (@ I, (1.1)
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donde f es una variable de campo. Utilizando la convencién de Einstein, donde los indices
repetidos implican una suma, la ecuacién puede reescribirse como

Df of u 9 (1.2)

Dt _E—F ka.'l:k'

Esta ecuacidn representa el cambio temporal en el sistema lagrangiano %{ de la cantidad
f , para un elemento de fluido dado, en términos de derivadas eulerianas %{ v % [5]. A

% se le conoce como derivada convectiva o derivada material.

Una relacién extra que se necesita para el desarrollo ulterior, es la que da la derivada
lagrangiana de una integral de volumen en términos de una integral de volumen que sélo
contiene derivadas eulerianas. Esta estd dada por el teorema de transporte de Reynolds,
el cnal dice que si conocernos el cambio de la integral de f en un volumen de control V'

que se mueve con el fluido, entonces la integral del cambio temporal de la cantidad f en

un punto fijo esti dado por
L af . o
& o rav = [ |G+ 52 ()] av. (1.3)

Esta relacidn es vilida si f es un tensor de cualquier rango.

1.2 Conservacion de masa

Para la deduccidén de la ecuacidn de conservacién de masa se considera la masa de un
elemento de fluido de volumen V, que es fi- pdV, donde p es’la densidad de masa. Si este
elemento de fluido es seguido mientras se mueve, su tamaiio y forma cambiardn, pero la

masa permanecera invariable. Por lo que la derivada material de esta cantidad es cero,

es decir,

/Vpa'v —=0. (1.4)

Slo
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Este es el principio de conservacién de la masa.
Esta ecuacién se puede transformar, utilizando el teorema de transporte de Reynolds

(ec. 1.3), en una integral de volumen cuyo integrando contiene iinicamente derivadas

enlerianas. De modo que
Ip a

= -+ )| dV = 0. 1.5

L [Bt + Bza (’”‘*)J (1-5)
Debido a que el volumen V es arbitrario, esta ecuacién es vdlida iinicamente si el inte-

grando es cero. Por lo que la ecuacién de conservacion de masa es

Ip a _
Bt T Bap (Puk) =0 (1.6)

La ec. (1.6) usualmente es llamada ecuacidn de continuidad. A lo largo de este trabajo

se estudiard el caso particular de un fluido incompresible, es decir, aquel en el que la
densidad p es nna constante. Para poder decir cuiando es vilida esta aproximacién es

necesario un breve anilisis. Si se desarrolla a primer orden en serie de Taylor a la

densidad, como una funcién de la presién, se tiene
dp
= p, - —_ 4+ ..., 1.7
P =p +(6p)s(p Po) (1.7)

donde p, ¥ po son la densidad y la presidén del fluido en equilibrio ¥ (%ﬁ)s es la variacién

de la densidad con respecto a la presién a entropia constante. Entonces

Loy yarBmpe) (1.8)
o Pov? .
ya qué (gﬁ)s = C%, c es la velocidad de propagacién del sonido en el medio, v es una

2 el mimero de Mach (cantidad adimensional

velocidad caracteristica del flujo y AL =
que relaciona ambas velocidades). Substituyendo esta expresién para la densidad en la

14



ecuacién de continuidad (1.6) se tiene que

3 2P — Ps) o (P — po
-a—t (1 + M —pov—z -+ a—zk- Ug 4 wp M2 27 ) = 0. (1.9)

0112

Si ahora se adimensionaliza la ecuacidn, introduciendo las siguientes variables: ix = *s
5o 2
t — =y 2 g0

Do Bar> donde %, es un tiempo caracteristico del problema y ¢
una dxst.ancxa caracteristica, se llega a que

’

aﬁk a 81) 2} -~

2 G.5) 1 = O. .
CER + M [Bt + CEM (Gxp) (1.10)
Aqui se ve claramente que si el mimero de Mach es pequeiio (M < 1), los cambios de
presion no son significativos, por lo que un fluido que se mueve con velocidad v es, en

una buena aproximacién, incompresible y su ecuacién de continuidad se reduce a

2,078
s = 0. _ (111

Esta es la ecuacidn que se utilizard de aqui en adelante como ecuacién de continuidad

1.3 Fuerzas

1.3.1 Fuerzas volumeétricas

Es posible distinguir dos tipos de fulerzas que actiian sobre una masa de fluido. En primer
lugar tenemos a las volumétricas, también conocidas como fiierzas mésicas o de cuerpo,
y que son de largo alcance, pues disminuyen lentamente conforme aumenta la distancia.
Gracias a esto son capaces de penetrar al interior del fluido y actuar sobre cada uno de
los elementos contenidos en un volumen. Entre este tipo de fuerzas podemos mencionar
como las mas importantes a la gravedad, las fuerzas inerciales y las electromagnéticas

Una consecuencia de su lenta variacién con la posicién del elemento de flnido sobre el

15



cual actiian, es que la fuerza es la misma para todo el elemento de fluido, siendo la fuerza
total proporcional a la masa del elemento de volumen. Entonces, el total de todas la

fuezas volumétricas actnando al tiempo ¢, sobre un elemento de fluido centrado en el
punto ¥ estd dado por

F(E.t) pbV, (1.12)
donde f-‘ es la fuerza por unidad de masa y por unidad de volumen. De modo que la

fuerza externa neta actuando sobre un elemento de fluido de volumen V y densidad p es
f F(&E, t) pdV. (1.13)
\%d

1.3.2 Fuerzas superficiales

En segundo lIugar tenemos a las fuerzas superficiales que son fuerzas de corto alcance que
disminuyen extremadamente rdpido conforme aumenta la distancia entre los elementos
que interactiian. Por lo tanto, estas fuerzas pueden actuar solamente sobre una delgada
capa adyacente a la frontera del elemento de flnido. La fuerza total sobre este elemento
esti determinada por el idrea superficial del elemento, siendo el volumen irrelevante.
Entonces, como su nombre lo indica, son fuerzas que sélo actiian sobre la superficie de
un elemento. La fuerza superficial es proporcional al dArea, y su valor al tiempo ¢ para un

elemento de fluido centrado en la posicién & esta dado por

T (A, T, t)6 A, (1.14)

donde T es la fuerza por unidad de drea y 7 es la normal unitaria a la superficie del
elemento. Por convencién esta normal apunta hacia afuera de elemento de flnido. Una
componente normal de T con el mismo sentido de A representa una tensidén, si tiene
el sentido contrario representa una compresion. La fuerza ejercida sobre el elemento

de superficie del fluido en la cara hacia la que 5 apunta es -7 (n, T, t) 5A, pero como

16



también es la fuerza representada por T° (—%.,T,t) 5A es claro que T debe ser una funcién
impar de 7 [2].
Para determinar la dependencia de T en la direccién de la normal se consideran todas

la fuerzas superficiales actuando sobre un elemento de volumen 6V con la forma de un

tetraedro como se muestra en la figura (1-1).

§A2
§A &,

A3z

é\2
Figura 1-1: Elemento de volumen con forma de tetraedro

Las tres caras ortogonales tienen dreas §,, § A,, 8.3, con normales unitarias —é;, —és
y —éa, respectivamente. La cara inclinada tiene drea 6 A con normal unitaria 71.. La suma

de las fuerzas superficiales que actiian sobre el fluido contenido en el tetraedro a través

de cada una de sus cuatro caras es

T(R)SA + T (—é:)64,; . (1.15)
aqui la dependencia en ¥ y ¢ no es tornada en cuenta. Dada la ortogonalidad de las tres

caras, se tiene que

64, = &, - A6 A, (1.16)

17



por lo tanto la suma de las fuerzas superficiales puede escribirse como
[T () — T (é1) & - 7] 8A. (1.17)
Si se aplica la 27 ley de Newton al tetraedro, se tiene que
PASV = pfEV + [T (n) — T'(&:) &: - 7] 6A, (1.18)

donde & es la aceleracién. Se observa que 6V es proporcional a €3, y §A es proporcional a
£2. Por lo tanto, si se divide entre €2 a la ecuacién (1.18) y se toma el litnite cuando £ — 0,

conservando la forma del tetraedro, se tiene que la ecnacién (1.17) es idénticarnente cero:
T (n) = {T (&) é:} - 7. (1.19)

Los vectores # y 7' no dependen en ningiin sentido del sistema de referencia escogido,
por lo que la expresién f(é.—) é; debe representar la componente i, j de una cantidad que
también es independiente del sistema de referencia escogido. En otras palabras T (é;) &

representa una componente de un tensor de segundo rango:
T; (n) = ayng, (1.20)

donde oy; representa la componente i de la fuiterza por unidad de drea ejercida sobre un
elemento de superficie plano, normal a la direccién j, en la posicién & al tiempo ¢, y es
conocido como el tensor de esfuerzos. Ahora, el vector de, esfuierzo queda especificado
por este tensor de esfuerzos, que es independiente de la direccién de la normal, en lugar

de T [2]. Asi, la fuerza total actuando sobre la superficie § que contiene al volumen V es

fT,-dA = /o,-,-n,.dA. (1.21)
S S
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1.3.3 La simetria del tensor de esfuerzos

En general el tensor de esfuerzos tiene nueve componentes independientes, pero es posible
demostrar, con un argnimento similar, que no todas esas componentes son independientes.
Para esto se considera el momento angular total de un fluido de volumen V' de forma

arbitraria, centrado en el punto O. Entonces la componente i del momento angnlar total

ejercida por todas las fuerzas sobre V es
N; = /;/ peijnt; frdV + /; CijkT jTrrTd A, (1.22)

donde ¥ = (x, T2, x3) es el vector de posicién del elemento de superficie 26 A con respecto

a O. La integral de superficie se puede transformar, usando el teorema de Gauss, en una.
integral de volumen

9
N; = / (pE{jkz]fk -+ Szl Fo- (zjom) ) dV, (1.23)
v €Ty
es decir,
Deryy
N; = / PEij1T; fr + Sijkzj_a; “+ €0k | AV (1.24)
v i
De los tres términos dentro del paréntesis, los primeros dos dependen de €% y el iiltimo de
23 (ya que dV va como ¢£3). Entonces, si se toma el limite cuande € — 0 de tal modo que
1a forma de la frontera y el punto O permanezcan inalterados, el término que disminuye
mas lentamente es [, €ik0x;dV. En consecuencia, éste debe de ser idénticamente cero.
Dado que esto es cierto para cualquier forma de V' centrado en un punto arbitrario O, se
tiene que

EijeTrj = 0, (1.25)

siempre y cuando ;; sea continuo en £. La relacién muestra que el tensor de esfuerzos
es simétrico, esto es,

Tij = Tjis (1.26)
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por lo que tinicamente tiene seis componentes independientes.

Las tres componentes diagonales de o; son los esfuerzos normales ya que cada una
de ellas da una componente normal de la fuerza superficial actuando sobre un elemento
de superficie paralelo a uno de los planos coordenados. Las tres componentes fuera de la

diagonal de y; son los esfuerzos tangenciales, también llamados esfuerzos de corte [2].

Dado que el tensor de esfuerzos es simétrico, siempre es posible diagonalizarlo, es
decir, escoger las direcciones de los ejes ortogonales de tal modo que las componentes
fuera de la diagonal sean todas cero. A éstos se les conoce como ejes principales del
tensor de esfuerzos en 1in punto dado . En general estos ejes principales son distintos en
cada punto, excepto si el fluido es homogéneo e isétropo. Los elementos de la diagonal
del tensor de esfuerzos diagonalizado se conocen como esfuerzos principales. Todo esta
significa que siempre es posible representar a los esfulerzos que actiian en un elemento
de fluido \inicamente con esfuerzos normales, es decir, con tensiones y compresiones. Es
bien sabido que la traza de nn tensor de segundo rango es un invariante ante rotaciones.
Por lo tanto, la siuma de los esfuerzos principales o,; = o vale lo mismo sean cuales sean
las clirecciones de los ejes [2].

Es importante recordar que este resultado es vilido para fluidos simples. Existen
sistemas (fluidos complejos) en los que es necesario incluir otras variables hidrodindmicas
para su descripcién y que aqui no han sido usadas. En estos casos el tensor de esfuerzos no
es necesariamente simétrico. Ejemplos de este fluidos complejos son los cristales liquidos,

algunos polimeros y los filnidos nemaéticos.

1.3.4 Un fluido en reposo

Si se consideran ahora las fuerzas superficiales ejercidas sobre un elemento de fluido

esférico y escogemos a los ejes de modo que coincidan con los ejes principales de oy;, se
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puede escribir al tensor de esfuerzos como la siuna de dos tensores

iy = abi; + Fi; =
touw O 0 T O 0
= 0 104 O + 0 oo — Lo O . (1.27)
0 0 Loy 0 0 o33 — You

donde o);,02; ¥ 033 son los esfuerzos principales. El primero de estos tensores es
esféricamente simétrico, o isétropo, y su contribucién a la fuerza por unidad de drea
en un punto con normal n; es %o’.-,-. Esta es una compresion uniforme (ya que el signt;
de %a’,-,- es negativo por convencién) que tiende a cambiar el volumen, pero puede ser
soportada por el fluido en reposo. El segundo tensor tiene traza cero, por lo que repre-
senta esfuerzos normales de los cuales al menos uno es una compresién y al menos uno
una tensién. La contribucién del segundo tensor tiende a deformar el elemento de fluido
esférico y no puede ser balanceada con ninguna fuerza volumétrica, a diferencia de la
compresién uniforme. Entonces, para que un fluido esté en equilibrio es necesario que el
segnndo tensor sea nulo. Por lo tanto, en un fluido en reposo el tensor de esfuerzos es
isétropo, todos los sistermnas de referencia ortogonales son ejes principales y sélo existen
esfuerzos normales.

Los fluidos en reposo normalmente estin en estado de compresién, por lo que es

conveniente escribir al tensor de esfuerzos como

i = —pbij, (1.28)

donde p = —}oy; es la presién hidrostitica, que coincide con la presién termodindmica y

es. en general una funcién de £ [2].
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1.4 Conservacion de momento

La ecnacién de conservacién de momento resulta de aplicar la segunda ley de Newton a
un elemento de fluido. Esto es, el cambio de momento de 1n elemento de fluido, en un
sistema de referencia lagrangiano, es igual a la suma de las fuerzas externas que actiian

sobre él (ecs. 1.13 y 1.21). Por lo que el cambio temporal de momento de la masa

contenida en V' es

%/V,nmv=/vpf'dv+/sfds. (1.29)

Aplicando el teorema de transporte de Reynolds (ec. 1.3), e introduciendo el tensor de

esfuerzos, se tiene que la compoenecte ¢ de la ecuacién (1.29) estd dada por

/V [% (/)u‘-)+ai([)u,-uk):, av =/‘,/)fidV+Lﬂijn,de. (1.30)

Lk
Aplicando ahora el teorema de la divergencia al segundo término de la derecha, y reaco-

modando se tiene que

2} a Ooryj
= i —_— i — pfi— =22 dV = 0. .31
S [ oo + 55 (i) — o1 = G2 ave (1.31)
Si ahora se desarrollan las derivadas y se introduce la ecuacién de continudad, se llega a

que

Ou; a Oy .
—_— im—u; — pfi — IV = 0. .32
./v [p ot +u’51‘,u 2 O:z:_,-](v 0 (1 )
Debido a que el volumen sobre el cual se integra es arbitrario, el integrando debe de ser

cero, por lo tanto

du; [z} oy
oy =) = L 4 L .33
P ( £ y x) ) » rfis (1 )



O

p(%%+(z?-V)ﬁ' =Y. g+ pf. (1.34)

La ecuacién (1.33) representa el balance de momento lineal en la componente 7 y es

Ilamada comiinmente ecuacion de momento. El lado izquierdo representa el cambio de

momento por unidad de volumen. El primer término es la aceleracién temporal, mientras

que el segundo represcenta la aceleracién convectiva. Es importante hacer notar que en

éste segundo término aparece el cuadrado de la velocidad y es el término que hace que
estas ecuaciones sean no lineales y por ende mucho mis complicadas de resolver. En el

lado derecho de la ecuacidn se tienen a las fuerzas qiie provocan dicha aceleracidn.

1.5 Conservacion de energia

Otro principio de conservacién, gue se debe satisfacer, es el principio de conservacién
de la energia. Para deducir la ecuacién de balance correspondiente, se aplica la primera
ley de la termodindmica a un elemento de fluido. Esto es, el cambio temporal total de
la energia interna por unidad de masa debe ser ignal a la suma del trabajo total por
unidad de tiempo hecho sobre el sistema, menos el flujo de calor extraido al sistema.
Sin embargo la termodindmica sélo es vilida para sistemas en equilibrio. Entonces, para
poder hacer uso de ella en la mecdnica de fluidos. es necesario hacer la hipdtesis de
equilibrio local. Esta supone que en cada elemento de ﬂu%do que compone al sistema
existe equilibrio terrnodindmico, por lo que localmente es posible definir las variables
termodindmicas, que satisfacen todas las relaciones ya conocidas. De esta forma, un

elemento de fluido en un sistema de referencia lagrangiano puede ser considerado como

un sistema termodindamico.
La energia de un elemento de flnido de volumen V7 es la suma de la energia interna

e, méas la energia cinética {u;u;, ambas por unidad de masa y por unidad de volumen.

23



Entonces, la energia total contenida en V es f- (pe -+ ;—‘:pu,-ui) dV" y por ende, la variacién

temporal desde el sistema de referencia lagrangiano es
D 1
Bi / (pe + Epu,-u,-) dV. (1.35)

Por otro lado se tiene que la potencia hecha sobre el fluido por las fuerzas que actiian
sobre él esta dada por el producto de la velocidad con la componente paralela de cada
una de las fuerzas. Es decir, la potencia es el producto escalar del vector velocidad con

el vector fuerza. Por lo tanto, el trabajo por unidad de tiempo, realizado por las fuerzas

superficiales y las fiterzas volumétricas sobre el elemento de fluido estd dado por

'/Sujrr,jnvde-f- [ wipfidV. (1.36)

Si ahora denotamos como ¢ al flujo de calor que sale del elemento de fluido, entonces,

la cantidad de calor que sale del elemento de fluido por unidad de tiempo y de drea es

g - 1, de manera que el calor cedido por unidad de tiempo es

/,- qin;dS.

Asi, la ecnacidén de balance de energia, para un elemento de fluido en movimiento es

(1.37)

D 1
Bt N (pe + §pu,-ui) dV = ‘/suia,-jn_,-dS -+ /‘; w,pfidV — /s-q,-n.'dS. (1.38)
Utilizando el teorema de transporte de Reynolds (ec.1.3) para la cantidad (pe -+ %pu‘-ui) ,

¥ el teorema de la divergencia para las integrales de superficie, la ecuacion (1.38) se trans-

forma en
[} | a 1 ) . a _y_ O
A [5 (Pe + §pu.-ui) + o= (pe + §puiu:)] dV = A [u.pf.- * 3, (wioy) — | 4V>
(1.39)



por lo tanto, con el argumento usual

9q:

=— = 0.

a 1 a 1 a
57 (pe + §pzt,~ui) + o [(pe + §pu.-u,-) 'u.k] — w;pfi — 5Z—] (u;oi;) + Bz

Si se desarrollan las derivadas, y se identifican algunos términos con las ecuaciones

ya deducidas, cde continuidad (1.11) y de momento (1.33) se llega a que

% - pu e o___é)u,- _ aq: 1.40
pOt ’ *Ore Y O ; Ou; (1.40)

Aqui se puede observar que el término debido al trabajo por unidad de tiempo realizado
por las fuerzas volumétricas se canceld al considerar la ecuacién de balance de momento
(1.33), lo que nos indica que la contribucién de las fuerzas volumétricas a la energia
térmica es nula. La ecuacién (1.40) expresa el principio de conservacién de la energia y se
le llama simplemente ecuacidn de la energia. El lado izquierdo representa el cambio de la
energia interna, el primer término es el cambio temporal mientras que el segundo se debe
a los cambios comvectivos locales, causados por el flujo. El lado derecho de la ecuacién
representa la cansa de ese cambio en la energia interna. El primero de estos términos
representa la conversién de energia mecdnica en energia térmica debido a la accién de

los esfuerzos superficiales, mientras que el segiindo representa el calor suministrado por

conduccién al elemento de fluido [5].

1.6 Resumen

En este capitulo se han deducido las ecuaciones de continuidad (1.6), momento (1.33) y
energia (1.40), con base en los principios de conservacién de masa, momento y energia.
A lo largo de este trabajo se estudiaran iinicamente fluidos incompresibles, por lo que
la ecuacién de continuidad que se usara es (1.11). Para deducir la forma de la ecuacidén

de momento fue necesario hacer un andlisis de las fuerzas volumétricas y superficiales
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que actiian sobre un elemento de fluido. También se definié y se discutieron algunas
propiedades del tensor de esfuerzos, el cual serd estudiado con msis detalle en el siguiente

capitulo.
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Capitulo 2

Ecuaciones constitutivas y

condiciones a la frontera

2.1 Ecuaciones constitutivas

A partir de los principios bdsicos de conservacién se han deducido las ecuaciones de
balance de masa, momento lineal y energia. Estas representan un conjunto de cinco
ecnaciones diferenciales parciales no lineales acopladas. Dos ecuaciones de estado deben
ser aiadidas al conjunto, por ejemplo e = e (p,T) y p = p(p,T), con lo que se llega a un
total de siete ecuaciones. El problema aqui es que el mimero de variables desconocidas
asciende a 16, a saber cuatro escalares p,e,p, T, dos vectoriales u,,q; (6 escalares) y
una tensorial ~;; (6 escalares). Si se esta tratando con fluidos complejos en general es
necesario tomar en cuenta mas variables hidrodindmicas y las ecnaciones que dan el
comportamiento de estan nuevas variables. Este tipo de sistemas no se estudiaran en el
presente trabajo. Para tener un conjunto completo de ecuaciones, el tensor de esfuerzos
a,; v €l vector de flujo de calor g; deben de ser especificados por medio de las llamadas
ecuaciones constitutivas. Estas relaciones constitutivas indican la manera en que el medio

responde a los gradientes de temperatura y a los gradientes de velocidad y dependen de
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las caracteristicas particulares del medio que se estd estudiando. Es evidente que las

ecuaciones constitutivas seran diferentes dependiendo de las propiedades de cada fluido,
a diferencia de las ecnaciones de conservacidn, que son generales.

Si se esta tratando con fluidos complejos, en general, es necesario tomar en cuenta mas
variables hidrodindamicas y las ecuaciones que dan el comportamiento de estan nuevas

variables. Este tipo de sistemas no se estudiardn en el presente trabajo.

2.1.1 El tensor de esfuerzos

Para deducir la relacién constitutiva del tensor de esfuerzos es necesario recordar primero

que en un fluido en equilibrio todos los esfuerzos son normales y compresivos (Principio
de Pascal). Por lo tanto la componente o;; de un fluido en reposo es

(2.1)

oy = —pbij,
donde p es la presién hidrostdtica [13].

Tensores de rapidez de deformacion y de viscosidad

Cuando el fluido se encuentra en movimiento hay que tomar en cuenta los esfuerzos

tangenciales ya que ahora existen velocidades relativas entre diferentes elementos de
fluido, y por ende, “friccién”. Para lograr esto es necesario hacer un par de suposiciones

adicionales. La primera es que los términos que se le afiadan al tensor de esfuerzos
dependerdn 1inicamente de los gradientes de las velocidades y que esta dependencia serd

a través del tensor de rapidez de deformacion:

. Ow 2
i7 = 61‘_,-' (2.2)

é
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Por lo tanto el tensor de esfuerzos toma la forma

(2.3)

oy = —pbij. + Tij (Eis),

donde 7;; representa los esfuerzos internos debidos a la friccién (esfuerzos viscosos) y se

llama tensor de esfuerzos viscosos.

La segunda suposicién es que la dependencia de 7;; con el tensor de rapidez de defor-

macion sea lineal, es decir,
Our
Tij = MHijkt Era (2.4)

donde u;;i es un tensor de cuarto rango y es el llamado tensor de viscosidad. En esta

operacidén tensorial, existe nuna doble contraccién. En general 7;; puede depender tanto
de potencias mayores de &,;; diferentes a la unidad, como puede depender también de la

velocidad [5]. Sc encontrardn pues las ecuaciones constitutivas méds generales para una

dependencia lineal.

Para cllo se escribe al tensor de rapidez de deformacién separdndolo en su parte

siétrica y su parte antisimétrica

1 (ou Ou; 1 _ Ouy o
2 (81‘]- + 6.1';) + 2 5:1:,-) ' (2:5)

La parte antisimétrica de este tensor describe las rotaciones de “cuerpo sdélido” de un

elemento de fluido. Debido a que durante 1ina rotacién de cuerpo sélido no existen esfuer-
208, Ti; s6lo puede depender de la parte simétrica del tensor de rapidez de deformacién

- 1 (om L, O,
[5]. Sea‘ey; = 5 (5t + 5z+) » entonces

Tij = HMHijki€hi-



Simetrias del tensor de las viscosidades

En general g, es un tensor de cuarto rango, que tiene 81 componentes independientes.
Se puede demostrar que el mimero de componentes independientes se reduce gracias a
las simetrias propias del tensor [9]. Primero, utilizando el hecho de que 7i; y ex son
simétricos, es decir 7i; = 7T ¥ en = ey, es claro que la ecuacién (2.6) queda inalterada
al intercambiar los indices ¢ por j y & por [, por lo que el tensor de las viscosidades debe
cumplir

Mijkt = [jikt = Mjitk- (2.7)
Por otro lado, de la primera ley de la termodindmica se tiene que [9]
dE = TdS + oy;de;;, (2.8)

introduciendo la energia libre de Helinholtz (F = E — T'S) se escribe la relacién (2.8) en

la forma

dF = —SdT + Ti;de,;, ) (2.9)
obt.;:uiéndose
OF
=7, .1
(381‘1‘) T (2:19)

Esto conduce a que la energia libre de Helmholtz se pnuede escribir como
1
F = spijriei;ex. (2.11)

Aquf se ve que el tensor de las viscosidades tampoco varia al intercambiar el par ij con

el par ki, gracias a que e;; es simétrico. Por lo tanto
Hijet = Mikji- (2.12)

Con un simple cédlculo se muestra que el mimero de componentes independientes de
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un tensor de cuarto rango con estas propiedades de simetria es, en general, de 21 [9].
Esto es cierto para un fluido completamente anisétropo. El valor numeérico de dichas
componentes depende del sistema de coordenadas y del fluido en cuestién. Si el fluido

posee algina simetria extra, el mimero de componentes independientes es menor a 21.

Inhomogeneidad, efectos no locales y de memoria

Para generalizar el tensor de esfuerzos para un fluido no homogéneo, simplemente hay
que considerar que las propiedades del flnido son funciones de la posicién y del tiempo.
Por lo tanto la forma de g4 dependerd de la £ yde ¢t. En general el tensor de esfuerzos

viscosos para un fluido anisétropo y no homogéneo es
Tiy (£, 8) = prijua (T, t) €y (£, ) . (2.13)

Esta es una cantidad local, 7i; (T, t) sélo depende de lo que sucede en el punto & al tiempo
t, pero en un fluido real el estado de esfuerzos en un punto &£ puede depender de lo que
suceda en un dominio alrededor de &, es decir, pueden existir efectos no locales. También
pueden entrar en juego efectos de mermoria, por lo que el estado de esfuerzos en tiempos
previos debe ser tomado en cuenta. El fluido puede tener mecanismos para “recordar”
sus anteriores estados, de modo que ésto afecte su comportamiento en el presente. En
otras palabras, 7;; (£, t) depende en general de lo que sucede en un dominio méds o menos
grande del espacio (Z,t) [4]. La extensién de este dominio y el tipo de dependencia

dependera del fluido que se esté estudiando. El tensor de esfuerzos viscosos escrito como
.

muna cantidad no local es

i (£, t) = /lJijkl (& — & t) ew (T, ) d. (2.14)
\Z
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Asi mismo, para incluir efectos de memoria, se hace ina manipulacién similar con el

tiempo, de modo que
¢
7oy (£, ) = / /,u.-jk, (F— .t — t') ext (T, 8') dTdt’, (2.15)
—o ¥

por lo que el tensor de esfuerzos mds general para un fluido anisétropo, no homogéneo,

con efectos no locales y de memoria es

t
i (F,8) = —p (F.1) 65 + f /u,jk, (T — &t — t') exy (F, ') dF'dt’, (2.16)
—_os Vo

siempre y cuando la dependencia con el tensor de rapidez de deformacién sea lineal.

2.1.2 EIl flujo de calor

Para el caso térmico también se supone que la relacién entre los gradientes de temperatura
y el flujo de calor es lineal, entonces

aTr

qi = _ch)JT{ (2.17)
El termino constante se ha hecho igual a cero para que cuando el gradiente de temperatura
sea nulo no exista flujo de calor. La ecuacién (2.17) es conocida como la ley de Fourier
para la conduccién del calor [5]. El signo negativo indica que el flujo de calor va en sentido
contrario al gradiente de temperatura. El factor de proporcionalidad & es la conductividad
térmica del fluido. Esta ley supone que la conductividad térmica es la misma en cualquier
punto I, a cualquier tiempo ¢t y en cualquier direccidn, es decir. es vidlida para un medio
is6tropo ¥ homogéneo. Para generalizarla la constante A debe sustituirse por un tensor
de segundo rango, A,;, el tensor de conductividad térmica. que depende de la direccién

del gradiente de temperatura, de la posicién y del tiempo. Bajo estas consideraciones, la



ley generalizada de Fourier para un fluido anisétropo y no homogéneo es:

= o\ OT (T, t
i (T,t) = —ky; (£,¢) ——-———8( ) (2.18)
Tj
Para reducir esta ecuacidn a la ecuacién (2.17) se escribe k;; = k6;;. En este caso no se

incluirdn efectos no locales y de memoria. A lo largo de este trabajo se estudiardn fluidos
isotérmicos, por lo que esta relacién no se estudiard mds a fondo. Al usar la ecuacion
(2.18) se ha supuesto que el concepto de temperatura, vilido en termodindmica, se aplica

también para un fluido en movimiento con base en la hipdtesis de equilibrio local.

2.2 Casos particulares

A partir de las ecuaciones constitutivas que se han propuesto (ec. 2.16 y ec. 2.18),
se pueden encontrar michos modelos particulares bien conocidos. A continuacién se

muestran algunos modelos que se obtienen simplificando estas ecuaciones.

2.2.1 Fluido Newtoniano (isétropo)

Para la eciiacién constitutiva correspondiente a un fluido newtoniano se requiere, acdemads
de la relacién lineal entre 7i; ¥y en, Qite no existan direcciones preferenciales, es decir que
se cumpla la condicidn de isotropia. Esta condicidn garantiza que los resultados obtenidos
sean independientes de la orientacion del sistema de coordenadas elegido. El tensor de

cuarto rango ma4dis general que cumple la condicién de isotropia tiene la forma
ad;6k + b (8ixbj1 + 6itbix) + c(Eirnbjt — Saubjr) (2.19)

donde a,b y ¢ son escalares que en general dependen de la posicién y del tiempo. Recor-

dando las propiedades de simetria gque posee el tensor de las viscosidades se tiene que
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¢ = 0. Entonces, para un medio isétropo
tijit (Z,t) = a (£, t) 66k + b (L, t) (dindj + Subjx) - (2.20)

Es decir, en un medio isétropo el mimero de componentes independientes se reduce de

21 a dos [5].

Como en un fluido newtoniano no se consideran efectos no locales ni de memoria, el

tensor de esfuerzos puede entonces escribirse asi:

1 : Ouy
5 =3 [abi;6p1 + b (Einbjt + 5465k )] (8:: -+ g;;) . (2.21)
Por lo tanto, el tensor de esfuerzos es
Oy, Ou; Ou; o
o= —pSis . e} 29
7 pbi; + ab,; e Py + 31‘.-) . (2.22)

Es conveniente escribir esta ecuacién en terminos de coeficientes con un significado

fisico mads claro, para esto a y b se sustituyen por n7 y ¢ bajo la relaciones

2b
a+zb = [
b = n, (2.23)
tomando la forma final
Au Ou; Ou,; 2 Fuy
7 = —pbi; + C‘S-‘jaT: +n (az, + Da:‘: -3 ija_a::) (2.24)

De modo que el tensor que va multiplicando a n es un tensor sin traza. Como la presién
mecdnica estd incluida en la traza del tensor de esfuerzos, este término no contribuye a
la presién mecdnica. El segundo término 1inicamente contribuye a la traza del tensor, es

decir, a la presién mecdnica. Se ha separado al tensor en un término que sélo contribuye
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a la traza y otro que no tiene traza. Los nuevos coeficientes coinciden con cantidades

fisicas mds fdcilmente reconocibles: 7 es el coeficiente de viscosidad cortante y ¢ es el

coeficiente de viscosidad volumétrica. Estos coeficientes no pueden ser determinados

analiticamente, por lo que se determinan empiricamente o de teorias microscépicas. La
ecuacién (2.24) representa la relacién constitutiva méds general para un fluido isétropo,
sin efectos no locales o de mermoria.

Habiendo obtenido la expresién para el tensor de esfuerzos, el término %1- que aparece

en la ecuacién de conservacién de momento (1.33) puede ser evaliiado y al sustif.mrlo en

esta ecuacién se obtiene

Ou; - 01) Dur o [ (Ou 0u, 2. Oux
p( ) * oz (COIA> Oz ; [,7 oz; T oz 3%z, )| TP

ot * YEL, az ey v
(2.25)

5) son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes. Las mag-

Las ecuaciones (2.2
En general, p y T, ¥

nitudes 7 y ¢ son funciones de la presién y de la temperatura.
1y ¢, son funciones de & y ¢, de modo que 77 y ¢ no pueden extraerse

por consiguiente,
= 0) , la ecuacién

del operador gradiente. En el caso de nin fluido incompresible (g;k

constitutiva correspondiente es

Ou; Ou
oy = —pbi; + 7 (8.7.’_,- -+ 0.7:1) , (2.26)

y las ecuaciones de movimiento se reducen a

du; _ Op n au. au] 9? _Qus a Ou, .
( + “Ja ) = + oz, T 9z ) T |5z0=; T 3 \o=, )| TP

Ox; Ox;
(2.27)
entonces
(2,79 o Op On du; In du, O*u,
) = - Nt s 2.28
P ( ot + oy ox; i 8z, + dx; Ox; + Ox; Ox; + rl@:rja.z:j + ot ( )
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ai _ o ~
P (0_1: + (- V) u) = —Vp+Vn -Vi+ Vi -Vn+nV3a+pf. (2.29)

Se ve que, para el caso incompresible, el coeficiente de viscosidad volumétrica ¢ ya no
aparece. La viscosidad en un fluido incompresible queda determinada sélo por un coe-
ficiente, el de la viscosidad cortante. A lo largo del trabajo iinicamente se manejara el

caso incompresible, por lo que al coeficiente n se le llamara simplemente viscosidad.

Si la viscosidad es una constante (independiente de T y t), es decir, si el fluido es
homogéneo en la viscosidad, asi como e¢n la densidad, la ecniaciéon (2.28) se reduce a
Ju, a Op A2y
=T tUjs—U )| =~ + N/ + i .
P\t T Mo, ™ oz; T "8z,0z, T AL (2-30)
Esta es la forma mads conocida de las ecuaciones de Navier-Stokes. En el caso especial de

que los efectos viscosos sean despreciables (77 = 0) las ecuaciones (2.30) se reducen a las

ecuaciones de Fuler para fluido ideales.

2.2.2 Fluido transversalmente isétropo de dos constantes

Los materiales tranversalmente isétropos son aquellos que estdn caracterizados por tener
un eje de simetria. Hay una direccién especial en el fluido, diferente a las otras dos
direcciones independientes. Esta propiedad es independiente de las fronteras del sistema.
Para encontrar la ecuacién constitutiva para estos materiales se requiere encontrar el

tensor de cuarto rango que cumpla con'las condiciones de simetria mencionadas.

Como ya se ha visto, el tensor de cuarto rango de la viscosidad debe cumplir las condi-
ciones de simetria (2.7) y (2.12). Al igual que en el caso isdétropo, un tensor transver-
salmente isétropo de cunarto orden puede ser contruido utilizando deltas de Kronecker y
productos del vector unitario en la direccién especial 72, que en este caso sera la del eje z

(A = é3). En base a esto pueden formarse sélo 5 tensores transversalmente isétropos que
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satisfacen las condiciones (2.7) y (2.12), estos son [11]

Tha = 6i6u
2 = b+ Subjk
T = 6:i56k3bi3 + 636536k
Tiu = S:a36iabjk + 5:3brabj + 65361361k + 8336364
THiu = 6:36;36k36a.

(2.31)

El tensor transversalmente isétropo mds general es una combinacién lineal de estos 5
tensores, es decir

5
Tijr = § CaTGrtn (2.32)
a=1
donde c, son 5 coeficientes constantes arbitrarios. La ecuacién representa la forma maés

general para el tensor de viscosidad de un fluido transversalmente isétropo. El tensor de
esfuerzos viscosos asociado es

5
Ti; = Tijmely = D caTGuen =
=1

Oy, du; Ouy
= 2C16ij5:r—:‘ + 2coe;; + 2c¢3 [6,,—0—;% —“+ n.iﬂ,jE:ZT:-]

Sy Bus Oug

+dc,8imn |ni=—= + ni—=——| + 2csnin; —, 2.33
1 [ ‘Oz Yox; 3T B, ( )
donde sim da la parte simétrica del tensor al cual se aplica. Las constantes ¢; y ca
coinciden con las de un fluido isétropo, c¢; es el coeficiente de viscosidad volumétrica y ca

es el coeficiente de viscosidad cortante. Luas otras tres constantes estan relacionadas con
la anisotropia del fluido {11}.
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Fluido estratificado

Un fluido estratificado es un buen ejemplo de un material transversalmente isétropo
de dos constantes. Dado que estan constituidos por capas, los fluidos estratificados se
caracterizan por tener respuestas diferentes dependiendo de la direccién del esfuerzo que
actiia sobre ellos. Dichas respuestas estdn caracterizadas por viscosidades diferentes y,
como tienen la propiedad de tener un eje de simetria, las componentes de tensor del
esfuerzos deben de ser invariantes ante rotaciones alrededor de dicho eje.

Se definird un fluido transversalmente isétropo de dos constantes como una generali-
zacién de un fluido estratificado, esto es, un flinido con el tensor de viscosidad correspon-

diente a un fluido transversalmente isétropo pero homogéneo, olvidando que las capas

existen [11].
Para escibir la ecunacidén constitutiva de este fluido, en el caso incompresible, se con-

sidera un caso particular de la expresién (2.32). Esta es

Tijue = cC2 (T.-.";u - ‘3:’T.§U) + ¢y (Tf;u - 47}5}1&1) (2.34)
= c2 (§.k5jl + Sudj — §6ij6kl) +

+cy (6:301385% + 8:36k3651 + 6335136 + 8;36436u — 46:36;36x3613)  (2.35)

(2.36)

= caliym + caHijn,

donde Ui i, es un tensor unitario isétropo (ver 2.24) y f,;x; es un tensor unitario transver-
salmente isétropo [11]. Para esfuerzos en la direccién perpendicular al eje de simetria el

flnido se.comporta como isétropo, de modo que puede decirse que ¢z es la viscosidad en

esa direccién y se le llamard 4. Por otro lado, ¢4 serd la diferencia entre esta viscosidad
¥y la que va en la direccién del eje de simetria, es decir, la perpendicular. Asi, si estas

A

viscosidades son iguales, el segundo término de la expresion (2.36) se anula y se recupera
s

la expresién para un fluido isétropo. A la constante ¢4 se le redifine como
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Por lo tanto el tensor de esfuerzos viscosos es

1 o 5} :
T = 5 (MUijm + DpHije) ( Z‘: + u,) (2.37)

Oz
_ D, Duj 2 Ouyg
= # (O:z:j + ox; §6ij0:1:k +

du; Aug Oy  Oug Ouz\ |
e + &ja s 46'36‘736—.1:3 ; (2.38)

+Ap (6,'3 Oza ma

como se trata de un fluido incompresible el tensor de esfuerzos viscosos se reduce y la

ecuacién constitutiva correspondiente a un fluido estratificado es

Ou; Dy
i; = —pb, d =)
i POi; 4+ e 8:1:_,+3;L')+
du ou ou o ;) -
+Ap ( "__a + 5.30 24 5,3& + 6,3 a“, — 46:365a 6“3) . (2.39)

Como ya se menciond esta ecuacién constitutiva se reduce a la de un fluido isétropo
cuando Au = 0.

- . der, .. <
El término ﬁf- que aparece en la ecuacién de conservacién de momento (1.33) se

modifica y la ecuacion de conservacidén para un Auido transversalmente isétropo de dos

constantes o fluido estratificado homogéneo es

u;, 0 __op A2y, O2ug 8%uy S2ug 2ug
e ( ot T ax; u,—) R +#0:1;101:J Tou (6'3 Ox;8«x; + Ox30z3 + 9x,8xs 46’361362:3 :
(2.40)

Dado que la direccién del eje de simetria coincide con el eje z, estas ecuaciones pueden

ser escritas como

oz _ . 2 = 8% Qﬁ . 2 Pu.
(6t+(u V)u)——Vp+,uVu+Au(§+V(az))+Aue:(Vu:—4azz .
(2.41)

Estas ecuaciones han sido resueltas para varios casos particulares de rotacién y traslacién

[11]. En este trabajo no se profundizari méds en el an:lisis de este tipo de fluidos.
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2.2.3 Fluido viscoelastico

Los modelos aqui estudiados resultan inapropiados para la descripcién de cierto tipo de
fluidos en los cuales la respuesta eldstica juega un papel importante. La teoria lineal
de fluidos viscoeldsticos da una descripeidn reolégica para movimientos dependientes del
tiempo de fluidos macromoleculares. El fluido viscoeldstico es aquel que combina las
propiedades de un fluido viscoso newtoniano y la propiedades de un sélido de Hooke,
es decir, es la combinacién de un amortiguador con un resorte (2-1). Como se utilizan
los modelos lineales de fluido newtoniano y sélido de Hooke, esta teoria es aplicable sélo
para fluidos que nunca se mueven muy lejos o muy riapido a partir de su configuracién
inicial [4].

En el caso del resorte se tiene que la fuerza es proporcional desplazamiento. Desde
este punto de vista, el comportamiento de un resorte exhibe efectos de memoria. Si
el resorte es estirado y después se suelta, éste regresa a su posicién original., como si
“recordara” su posicién inicial. Los efectos elisticos de un fluido son méds dramédticos, ya
que si la presién que produce el flujo en tutbos se quita, el fluido se retrae en la direccién
de la que venia. pero sin regresar a la posicién original como un resorte, es decir, el fluido
parece "olvidar” gradualmente de donde viene. Al combinar los efectos viscosos con los
elasticos se pretende llegar a una ecuacién constitutiva que describa este comportamiento
[4].

El modelo mas sencillo de un resorte con un amortiguador, colocados en serie es el
siguiente (fig. 2-1).

A la combinacién de estos dos elementos en serie se le llama elemento de Maxwell.
La ecuacién constitutiva correspondiente para un fluido newtoniano incompresible y de

viscosidad homogénea es
™V = pa¥, (2.42)
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amortiguador resorte

AN

n [

Figura 2-1: Elemento de Maxwell.

¥y la de un sdélido de Hooke

T = Gy, (2.43)

%"1 es la rapidez del desplaza-

= 8%, 7 es la tensién, G es la

donde -y es el desplazamiento relativo de los elementos, ¥
miento. En el lengnaje que se ha estado manejando ¥
constante del resorte y 7 es la viscosidad debida al amortignador.

Dado que los sistemas se encuentran colocados en serie 7V = 77 = 7y 4N 4 v# = .

Es decir que en todo momento el esfuerzo que siente una parte es el mismo que siente

la otra e igual al esfuerzo total en el sistema, y la suma de los desplazamientos es el

desplazamiento total. Por lo tanto

% = % é% (2.49)
¥y ya que 5 et .
51: =G a’t = GHH, (2.45)
se sigue que
77% =T+ /\%, (2.46)

que tiene unidades de tiempo, es llamado tiempo de relajacién. Esta

donde A = Z,
expresién representa el acoplamiento de ambos sistemas, ya que si % es pequeino, com-
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parado con T, se recupera la expresién para un fluido newtoniano, y si 7 es pequeiio

comparado con % se recnpera la expresién para el sdlido eldstico de Hooke. Para una

generalizaciéon se relaciona a la tensién 7 con el tensor de esfuerzos 7i; y a la derivada

ce los desplazamicntos %'tl con el tensor de rapidez de deformacién e;;. Asi la ecuacién

diferencial toma la forma

745 -
ne;; = i + A c")tJ' (2.47)
cuya solucién para 7i; es
3 ’
T () = Ayt + f {ge—L—lﬁ }e,-,- (&) ar'. (2.48)
Si se impone la condicién de que 7;; (—oo) = 0, entonces A4;; = 0. Todos los valores del

tensor de rapidez de deformacidn en el intervalo (—oo, t) influyen sobre el valor del tensor

. s e L=ty . L
de esfuerzos r;; a través de la funcién de peso { Ze~ =% . lamada mdodulo de relajacion,
2 P EY

que decae exponencialmente conforme ¢’ tiende a —oco. Este es un modelo integral para
el tensor de esfuerzos viscosos con memoria y muestra cue el valor presente de 7y; (%)
cdepende de lo que haya sucedido en tiempos pasados (¢’ < 0). Mientras ¢ esté méds cerca

de cero la dependencia serd mads fuerte. El fluido recnerda lo que sucedié en tiempos

recientes y casi no recuerda lo que stcedié en tiempos distantes.

La ecuacién constitutiva mas sencilla para un fluido viscoeldstico es entonces

¢ .
ety -
7 = —pb;; + / {;e—i_A_} ——-aa"';ydt'. (2.49)

Es importante recordar que todo esto es vilido iinicamente para fluidos que cum-
plan la condicién de isotropia y en los que la ley de Hooke es vilida, esto es, que el

comportamiento eldstico corresponda al de un resorte lineal.
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2.3 Condiciones de frontera

Dadas las ecuniaciones coustitutivas se tiene un sistema de ecuaciones completo. Como
ya se ha dicho a lo largo del desarrollo de este trabajo, se manejarsn \inicamente fluidos
incompresibles. Esto desacopla las ecuiaciones de conservacidén de masa y de momento de
la ecnacidn para la energia. Si ademnds suponemos flujos isotérmicos, es posible olvidar la

ecuacién de la energia y resolver sélo las ecuaciones de momento y de continuidad para

los campos de velocidad y presién.

Las ecuaciones de movimiento son, matemsticamente hablando, un conjunto de tres
ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico, no lineales y de segundo orden. Para
resolverlas junto con la ecuacién de continuidad es necesario un conjunto de condiciones
iniciales y de frontera determinadas por la geometria y propiedades del fluido. Se estu-.
diardan tinicamente flujos estacionarios, por lo que a lo largo del trabajo no seran necesarias
las condiciones iniciales. Dadas las caracteristicas de las ecuaciones de movimiento, las
condiciones de frontera apropiadas son entonces las condiciones de Dirichlet, Neuumann o
una combinacién de ellas en una frontera cerrada. Fisicamente esto se reduce a especificar

la velocidad y la presién sobre todas las fronteras cerradas del sistema.

Dentro del marco de la hipdtesis del continuo, la condicidén de frontera determinada
experimentalmente es que no existe deslizamiento en la intercara entre flnido y frontera
sélida; el fluido se adhiere al sélido, heredando su velocidad. A ésta se le llama condicién
de frontera de adherencia. Entonces, si Ij,, representa la velocidad de la frontera sdlida,

la condicién de frontera que debe imponerse al campo de velocidades es

Z=U, (2.50)
en la superficie [5].

En el caso de un fluido infinitamente extendido en alguna direccién, es necesario dar

la velocidad y la presién en el infinito.
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Cuando se tienen fronteras Auidas,por la condicién de frontera de adherencia, la ve-
locidad de ambos fluidos es la misma en la frontera. En este caso la fuerza a través de
la intercara entre ambos fluidos es discontinua. La discontinuidad se debe a la existencia

de la tensién superficial . La condicién de frontera es en general [14]

. - 2 . 1 1
- a4 P = fa (_ﬁ; +E:> + Ve, (2.51)

donde R, y R2 son los radios principales de curvatura de la superficie. Si la tensidn

superficial es la misma a lo largo de la superficie (& = cte), el segundo término del lado

derecho es cero.

2.4 INumero de Reynolds

Al estudiar fluidos es posible obtener resultados importantes a partir de razonamientos
sencillos referidos a las dimensiones de diversas magnitudes fisicas. Consideremos un tipo
particular de movimiento, por ejemplo, ¢l movimiento de un cuerpo de forma definida
en un fluido viscoso e incompresible. En el caso estacionario, la velocidad de la corriente
principal debe ser constante, esto determina una velocidad caracteristica del Aujo u.
De los parametros propios del fluido, en las ecnaciones de momento y de continuidad
que determinan el comportamuento del flujo, aparecen la viscosidad 7 y la densidad
p. Ademads el flujo depende, a través de las condiciones de frontera, de la forma y las
dimensiones del cuerpo. Puesto que se supone que la forma del cuerpo es conocida, sus
propiedades geométricas quedan determinadas por una diniension lineal I. Entonces un
flujo con estas caracteristicas estd especificado por los parametros, 77, p,u y {. Con estos
tres parametros solo puede formarse una cantidad adimensional, e es ,L," [8]. Esta se

denomina niimero de Reynolds y se designa por A,..esto es

pul (2.52)
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Cualquier otro parimetro adimensional puede escribirse es funcién de R, {8]. El mimero
de Reynolds hace nna comparacién entre las fuerzas viscosas y las cinéticas. Asf, R, < 1

implica que las fuerzas viscosas dominan sobre las cinéticas y R, > 1, lo contrario.

2.5 Resumen

En este capitulo se han deducido las ecuaciones constitutivas generales para un fluido
cuya respuesta es lineal. Estas toman en cuenta inhomogeneidad, anisotropia, efectos de
memoria y no locales. Partiendo de estas ecunaciones se han encontrado las expresiones
para el tensor de esfuerzos correspondientes a tres casos particulares. El primero es el
cle un fAunido newtoniano. Usando la ecnacién constitutiva obtenida se han escrito las
ecuaciones de movimiento, llamadas ecuaciones de Navier-Stokes, para el caso general
de un fluido incompresible y no homogéneo en la viscosidad. El segundo caso es el de
un fluido transversalmente isétropo de dos constantes (fluido estratificado). El tercero
corresponde a nn fluido viscoeldstico. Por otra parte se han analizado las condiciones de

frontera que ser:in usadas, en particular la condicién de adherencia. En la tiltima seccién

se ha definido el niimero de Reynolds para su uso en los siguientes capitilos.
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Capitulo 3

La inhomogeneidad en la viscosidad

En este capitulo se hard un estudio de las inhomogeneidades producidas por la presencia
de fronteras sélidas o intercara en un sistermna. Se expondrdn las justificaciones para la
existencia de este tipo de inhomogeneidades y su comportamiento. Se discutird también
por qué los efectos producidos por éstas se le pueden atribuir a una viscosidad no ho-
mogénea. Se estudian dos ejemplos donde este modelo puede aplicarse. Finalmente,
se discute la forma gue puede adoptar la funcidn que representa la dependencia de la

viscosidad con la posicién.

3.1 Argumentacion fisica

Supdngase gue un fluido llena todo el espacio, con una distribucién molecular homogénea
de manera que se tengn una densidad uniforme. Ahora se introduce una placa infinita de
material sélido. Lejos de la placa, el fluido debe encontrarse exactamente en el mismo es-
taclo en el que se encontraba antes de que la placa fuera introducida, es decir, homogéneo.
Cerca de la placa las cosas deben haber cambiado, pues necesariamente las moléculas muy
cercanas a la placa deben percibir la presencia de la placa. Las propiedades del fluido en

la zona donde este efecto de orilla o efecto de frontera se presenta va no pueden ser las
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mismas que antes, ahi la homogeneidad se habrd perclido.

El hecho de quie este cambio en la estructura molecular del fluido sdlo haya sido
producido por la presencia de la placa, implica que la magnitud del cambio sélo puede
depender de la distancia a la que se encuentre el fluido de la placa. Asi, las propiedades
cel sistema seran las mismas en planos paralelos a la placa. Si la placa no es plana, el
fluido serd homogéneo en las superficies paralelas a la placa cualquiera que sea su forma

v existirdn cambios en las propiedades del fluido sdélo al desplazarse perpendicularmente
a estas superficies.

Obviamente la forma, magnitud y alcance de la inhomogeneidad dependera también

del fluido en cuestidn, de las caracteristicas fisicas de la placa y de las caracteristicas de
flujo que imperen en el sistema.

Es bien sabido que los coeficientes de transporte dependen directamente de la es-
tructura molecular del fluido. El introducir una frontera o pared sdlida al sistema que
modifique esta estructura molecular provocard que los coeficientes de transporte se vean
alterados precisamente en la zona en donde el fenémeno se da. De modo que la inhomo-

geneidad del fluido se hard presente a través de los coeficientes de transporte.

A lo largo de este trabajo se supondrd que el 1inico coeficiente de transporte afectado
es la viscosidad. Ademads, sélo se trabajard con fluidos incompresibles e isotérmicos por lo
que los otros coeficientes de transporte no jugarin ningiin papel importante. Entonces,
el efecto de haber introducido la placa en el fluido se reflejari en una

a viscosidad no
homogénea que dependerd tinicamente de la distancia a la placa.

Con base en las afirmiaciones hechas, este tipo de inhomogeneidad se debe presentar
siempre que exista un fluido cercano a una frontera sélida o intercara. Es evidente que
para muchos de los casos el efecto existe sélo a distancias muy pequenas de la placa
(del orden de algunas veces el camino libre medio), es decir, en general es un efecto tan
pequeno que si se desprecia no se pierde mucha informacién y los resultados concuerdan

muy bien con los experimentos. Pero para cierto tipo de fluidos la inhomogeneidad
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puede ser muy importante y su efecto puede llegar a ser macroscépicamente notorio.
Ademas puede ser un método alternativo y sencillo de atacar problemas de fluidos con
caracteristicas estructurales més complejas, siempre y cuando las fronteras del sistema
jueguen un papel determinante, sin necesidad de construir modelos complicados para el

tensor de esfuerzos, que es lo que normalmente se hace [3].

3.2 Posibles aplicaciones

Antes de intentar resolver problemas y con el objeto de estudiar la forma que puede tomar
la funcién de la viscosidad, se mostrarin un par de sistemas en los cuales la hipd&tesis
de una viscosidad no homogénea dependiente de la distancia a las paredes puede ser

aplicable. En dado caso se estudiard la forma que esta viscosidad puede tomar.

3.2.1 Fluido polimérico

Los polimeros son cadenas moleculares constitnidas por compuestos basicos llamados
monémeros. Es decir, son moléculas que normalmente tienen una forma alargada. Esta
estructura de las moléculas hace que un fluido constituido por polimeros tenga un com-

portamiento poco habitual comparado con el resto de los flnidos méds comunes.

Se ha visto que las moléculas de un fluido al estar en contacto con una frontera se
acomodan en forma ordenada (como un cristal). Si se piensa en un fluido polimérico
que se encuentra cerca de una frontera sélida y en un estado, de movimiento tangencial a
dicha frontera, es posible imaginar que las molécnlas méds cercanas tenderdn a orientarse
paralelamente a la frontera. Asi, el flujo mismo, ayudado por la frontera, puede orientar
a las moléculas. Conforme uno se aleje de la frontera esa orientacién se iréa perdiendo,
hasta que después de cierta distancia las moléculas estarin totalmente desordenadas (ver

fig. 3-1).
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Figura 3-1: Moleculas de polimeros cerca de una pared.

Esta orientacidn preferencial provocard que las condiciones de flujo no sean las mismas
que en el fluido que se encuentra maéds alejado de la frontera. Claramente la presencia de
la frontera ha introducido wna inhomogeneidad que depende de la distancia a la que el

fluido se encuentre de la frontera.

Si las moléculas tienen una orientacién preferencial, en lo primero que se piensa es que
1la magnitud de algunas componentes de los esfuerzos serin menores que cuando estan
totalmente desordenadas. Habra un menor intercambio de momento entre las moléculas
y al fluido le serd mas facil fluir si estas moléculas alargadas estdn orientadas. Este efecto
puede ser interpretado consistentemente como una viscosidad variable. En la pared la
viscosidad tendrd wuna valor minimo que ir4& aumentando conforme uno se aleja y las
moléculas pierden la orientacién, hasta que se llega a la zona en donde las moléculas
estdan desordenadas y la viscosidad toma su valor maximo. A partir de ese punto las
condiciones del fluido ya no cambian y ese valor médximo de. la viscosidad se mantendra

en el resto del medio que puede considerarse homogéneo.

En la figuras (3-2) y (3-3), se muestran algunos perfiles tipicos de polimeros en tubos

de seccién transversal circular.

Al resolver las ecuaciones correspondientes a un Huido newtoniano, incompresible y
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Figura 3-3: Perfiles de velocidad de un flido polimérico [19].

homogéneo en un tubo de seccién transversal circular se obtiene un perfil parabdlico. Se
ve cédmo en ninguno de los casos que se muestran (?7?) el perfil corresponde a una pardabola.
Los perfiles son mds bien chatos y los gradientes de velocidades son mucho méds grandes
cerca de la pared comparados con un perfil parabdlico. Esto puede entenderse si se piensa
que la viscosidad cerca de la pared es menor que en el resto del medio. De modo que existe
una alta probabilidad de encontrar perfiles de velocidad parecidos a éstos si se resuelven
las mismas ecuaciones pero utilizando una viscosidad quie disminuya al aproximarse a las

paredes. Es decir, un fluido polimérico es un buen candidato para ser descrito como un

fluido no homogéneo.



3.2.2 Flujo turbulento

Con el objeto de determinar si el campo medio de velocidad de un flujo turbulento
puede ser descrito como un fluido con viscosidad no homogénea, se hard un analisis de
las ecuaciones de movimiento correspondientes a un fluido newtoniano e incompresible.
Consideremos en principio que la viscosidad es una constante, por lo tanto las ecuaciones

de movimiento, deducidas en el capitulo anterior (ec. 2.30), son

aU; 3 __opP U,
o (—at + U’_ax,- Ul) = =%z " "oz0m, * Afi (3.1)

en este caso se usa una notacién distinta, donde U7 es la velocidad ¥ P es la presién.Estas
ecuaciones se aplican tanto para flujos no turbulentos como para flujos turbulentos.
Para mostrar los movimientos turbulentos y su interferencia con flujos medios m4s
explicitamente se seguird el procedimiento de Reynolds [6]. Se escribe a las variables
de campo como la suma del promedio mas las fluctuaciones alrededor de ese promedio.
Es decir,

Ui = U +u; P=P+p (3.2)
donde las cantidades promedio se definen como 4 = % JT A(t + 7)dT, con T muy grande
comparado con la escala de tiempo de los movimientos turbulentos.

Sustituyendo las expresiones (3.2) en la ecuacién (3.1), promediando con respecto al
tiempo, haciendo uso de la ecuacién de continuidad (1.11) y recordando que el promedio

de las fluctuaciones es cero se obtiene que

aU; - O - u; aP 820; =
e ( o Y ax; Uity Ox; ) =~z " "5z,0z, + et (3-3)

donde la densidad por ser constante es igual a su promedio. El efecto de la turbulencia

estd determinado por la correlacién Z;@; en el término no lineal. La ecuacién (3.3) puede

escribirse en otra forma en la cual se ve mds claramente el significado fisico del término
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turbulento.

Gracias a la incompresibilidad se tiene que

alu; - OU; Ou; Bu;
0=U; L =U; - L = u; 2. -
Viaz, =Yoz, T %oz, = “aaz, (3-4)
Entonces si se suma el término —u,-%j = 0, la ecuacién toma la forma
U, — 0 _ opP a aU; S F Ou;
"( ot T Yiaa, U‘) =~z t oz, ("azj p"‘“’) t Pl puim. (3:8)

A partir de esta expresion se llega a la conclusién de que los términos turbulentos pueden
ser interpretados como esfuerzos sobre un elemento de fluido, ademads de los esfuerzos
viscosos y los debidos a la presién. Si se incluyen estos esfuerzos turbulentos, llamados
esfuerzos de Reynolds, en el tensor de esfuerzos
BUi
ox;

au,

x; (3-6)

+

’ - R
7y = —Pé; +n ) — P
Los esfuerzos de Reynolds tienen, al ignal que los viscosos, componentes tangenciales
y normales. Las componentes normales se obtienen poniendo ¢ = j, y las tangenciales
i 3% j. Si se comparan los esfuerzos turbulentos con los viscosos se ve que, al menos,
ambos son directamente proporcionales a los gradientes de velocidad [6]. Con base en
ésto pnede hacerse la fuerte suposicién, algunas veces corroborada por experimentos, de
que los esfuerzos de Reynolds pueden ecribirse como
<128
Oz,

ox; ]~

—TU; = €m ( (3.7)
Esta afirmacién fue hecha por Boussinesq, quien introdujo el concepto de viscosidad
turbulenta o viscosidad de eddy €,,. Asi, el tensor puede escribirse como

au, arjj) _
8x;

(3.8)

oy = —P&;; + (11 + pem) ( F
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Se ha obtenido entonces 1na ecuacién constitutiva para un flujo turbulento medio. La

viscosidad turbulenta no es necesariamente una constante y en general depende de la
posicién. Por lo tanto, a pesar de que la viscosisdad 7 es constante, la ecuacién constitu-
tiva (3.8) es exactamente la misma que la correspondiente a un fluido con viscosidad no
homogénea (ec. 2.26), con una viscosidad efectiva 1 + pe,,,. En este caso la inhomogenei-
dad "corre a cargo” de la viscosidad turbulenta. Pero ademads de eso se ha visto que esta
viscosidad turbulenta depende de la distancia a las fronteras sélidas del sistema, que son
las que producen la turbulencia.

Como conclusién, aplicar el modelo de viscosidad no homogénea dependiente de la
distancia puede resultar nn método efectivo y sencillo para reproducir los perfiles de flujos
turbulentos medios.

En la figura (?7?7) se muestran datos experimentales del flujo medio entre dos placas
paralelas planas variando el ntimero de Reynolds [16].

La figura (3-5) corresponde al lujo medio en un tubo de seccién transversal circular
variando el mimero de Reynolds [16].

En ambos casos se observa cédmo los perfiles difieren por mucho de los correspondientes
a un flujo con viscosidad homogénea. Tomando en cuenta que la viscosidad turbulenta
disminuye al aproximarse a las paredes, al igual que con polimeros, es posible reproducir

los perfiles utilizando una viscosidad que disminuya al aproximarse a ellas.

3.3 Forma de la inhomogeneidad .

A partir de la discusién anterior y de los ejemplos vistos, es de esperarse que la inho-
mogeneidad se manifieste al acercarse a las fronteras sdélidas del sistema. De modo que
la funcién de la viscosidad debe tomar un valor en la frontera distinto al del resto del
fluido y partiendo de ese valor debe aproximarse asintéticamente a una constante, que

es el valor que tomara en el resto del medio. Si existe méas de una frontera se supondra
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Figura 3-4: Perfil de velocidades de un flujo turbulento medio entre placas paralelas
planas que se miievenen direcciones opuestas, obtenidos por H.Reichardt {[16].
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Figura 3-5: Distribucién de velocidaes en tubos para diferentes niimeros de Reynolds,
obtenidos pos Nikuradse [16].

que la forma de la inhomogeneidad es la misma en todas las fronteras presentes en el
sistema. Asi la manera en que cambie la funcién viscosidad al acercarse a cada frontera

serd la misma.

Se ha visto en los dos ejemplos discutidos que la viscosidad disminuye al acercarse a
la frontera. Pero eso depende del sistema, el cambio también puede reflejarse como un
aumento de la viscosidad. Asi, el orden producido por la presencia de una frontera puede

provocar tanto un aumento como una disminucién en la viscosidad.

Para modelar este comportamiento pueden usarse funciones exponenciales, funciones
racionales y polinomios. Como se requiere un cambio abrupto, las funciones racionales y
los polinomios deben depender de potencias grandes de la distancia a las paredes, de modo
que la convergencia al valor asintético sea rapida. Todas estas funciones contaran con

parametros ajustables. Para determinar el valor de los parametros es necesario utilizar
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una teoria molecular que prediga la forma de la inhomogeneidad en cada caso y, si esto
no es posible, la alternativa es hacer uuna comparacién con experimentos y asi obtener la

informacién necesaria para ajustar el modelo.
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Capitulo 4

Soluciones para algunas geometrias

En el capitulo dos han sido planteadas las ecuaciones de movimiento correspondientes a
un fluido incompresible, isétropo y no homogéneo en la viscosidad (2.29). En este capitulo
se intenta, haciendo uso de estas ecuaciones, encontrar la solucién de los problemas de
flujo de Couette plano, flujo de Poiseuille, flujo de Couette-Taylor y el flujo uniforme
alrededor de una esfera dura, todos en el caso estacionario y libre de fuerzas externas.
No en todos los casos es posible encontrar soluciones generales para cualquier forma de
la funcién viscosidad. Cuando esto sucede, se proponen expresiones para la viscosidad
cque sean muy generales, de modo que las soluciones encontradas se puedan aplicar a
problemas con diferentes comportamientos de la viscosidad. Estas expresiones deben

ademas estar de acuerdo con lo discutido en el capitulo anterior.

4.1 Flujo de Couette plano

Este primer caso consiste en el flujo entre un par de placas paralelas separadas por una
distancia k. Se escoge un sistema cartesiano de coordenadas de tal manera que el eje y
es perpendicular a las placas y los ejes x y z paralelos a éstas. Las dimensiones de las

placas en las direcciones x y z se suponen mucho mayores que la separacién A, de modo
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que se pueden despreciar los efectos de orilla y considerar a las placas como infinitas.
Gracias a esto es posible suponer al problema independiente de la coordenada z, esto es,
1n problema en dos dimensiones. Se supone que la placa superior se mueve a lo largo del
eje z con una velocidad constante V5 con respecto al otro plano y que existe un gradiente
de presién constante que actiia sobre el fluido en la direccién z, es decir

o _ _Ap

z = L' (4.1)

con Ap > 0. La geometria del problema se ilustra en figura (4-1).

[ - !

Figura 4-1: Geometria del flujo entre placas paralelas.

El gradiente de presién y el arrastre debidos al movimiento de la placa superior,
provocardn que el fluido se mueva a lo largo del eje x. Si se supone que se tiene un
flujo estrictamente laminar, la tinica componente de la velocidad distinta de cero es la

componente z, y ésta sélo puede depender de y, es decir,
@ = 7 u(y). (4.2)

La suposicién de flujo laminar es vilida siempre y cuando el mimero de Reynolds del

flujo sea pequeiio, donde esto significa mucho menor a la unidad.

58



Se utilizan condiciones a la frontera de adherencia, por lo tanto

u(@) = 0 (4.3)
u(h) = Vi

Se supondré a la viscosidad como una funcién dependiente de la distancia a las placas,
por lo tanto 77 = n(y). Esta funcién tiene un valor constante en el bulto del fluido (7,) ¥
cambia abruptamente muy cerca de las paredes. La manera en que cambia es la misma
en la dos paredes ya que ambas prodiucen el mismo efecto en el fluido. Por lo tanto, la

viscosidad debe de ser una funcién simétrica con respecto al punto medio entre las dos
h h :
iz +tyv)=n(5—-v), (4.4)

Las ecuaciones que describen la dindmica de an fluido incompresible con una vis-

placas (4). Es decir,

para y € [0, '—5] .
cosidad dependiente de la posicién, para el caso estacionario y libre de fuerzas externas
son -

0
—Vp + VI 4+ V- VI + Vil - Vi (4.5)

e

v
p(Z- V)

&

Debido a que @ = 7 u(y) la ecuacién de continuidad se satisface identicamente y los

términos no lineales de las ecuacidénes de movimiento son céro.

Por otro lado se tiene que

vn = (0,7,0) (4.6)
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0] 0o 0
y Vi = 0 0 |, (4.7)
0] 0o 0
entonces,
(Vn-va)y = (7'v,0,0) (4.8)
y (ViI-vn) = (0,0,0). (4.9)

Como el problema es en dos dimensiones sélo hay dos ecuaciones de movimiento. La
correspondiente a la componente y es

Sp '
By = 0. (4.10)

Esta ecuacién sdélo sirve para confirmar el hecho de que el gradiente de presién sdélo actiia
en la direccién x. La ecnacidn correspondiente a la componente z es
Ap
nu’ + '’ = —= (4.11)
L
La solucién a esta ecuacidén diferencial es el campo de velocidades que se busca. De modo
que las ecuaciones de movimiento se han reducido a una ecuacién ordinaria de segundo

orden. Esta se adimensionaliza con los pardmetros V,, & y 7, haciendo & = .7 = # y

7 = . Quitando la tilde a las nuevas variables, la ecuacién 4.11 toma la forma

.

h? Ap
” ) — 7.
nu' +'u = e L = k, (4.12)

donde k& es una constante adimensional. Las condiciones de frontera en variables adimen-

sionales son
uw(0) = 0, (4.13)
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y u(l) = 1.

(4.14)
La solucién a esta ecuacién puede ser obtenida haciendo Z—; = f(v). Entonces
/ k
e Ly 2 4.15
fr+of=5 (4.15)
Ahora se considera la ecuacién homogénea adjunta
nl
fo—=fo=0, (4.16)
n
que tiene como solucién
So = An, (4.17)
siendo A la constante de integracién. Entonces es claro que
, k
(ffe) = ;fo, (4.18)

integrando e introduciendo el valor de f, se llega a que

= = o (4.19)

(4.20)

Las constantes de integracién B y C se obtienen usando las condiciones de frontera, asi

2 (0) = 0 = (4.21)



o 7€)
w(l) =1 = B = . . (4.22)
J
o 79
De modo que el campo de velocidad toma la forma
}gas foae
Fgdg I © 7 ae Jrz(s)
w(y)=~% -3 / + 5 . (4.23)
{n@ " Fa 0@ | Fa
o (&) o &)

El término entre paréntesis es el flujo producido por el gradiente de presién, mientras
que el tiltimo término es producido por el deslizamiento de la placa superior. Se observa
que ambos flujos son afectados por la inhomogeneidad en la viscosidad.

Hasta aqui no se ha dicho nada de la forma en que la viscosidad depende de y. De
modo que se ha encontrado una solucién muy versétil, en forma de una cuadratura, que
permite encontrar el campo de velocidades para cunalquier modelo de viscosidad.

Para confirmar la validez de la solucidén es necesario encontrar la solucién cuando la

viscosidad es una constante y compararlo con la solucién del caso homogéneo. Cuando

la viscosidad es 1 la velocidad es

.

u(y) = g (v*—v) +v, (4.24)

que coincide con la solucién conocida del flujo de Couette plano con viscosidad constante.

La definicién de velocidad media de un perfil de velocidddes dado u es

1
<u>=— !uds, (4.25)

donde A es el drea de la superficie S donde se quiere promediar el flujo.
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En este caso la velocidad media es

1 1
<u>= [/u(y)dy/dz:, s (4.26)
0 0
entonces, A
y

1 y &Sy [ H5

& b &) d& o 78
<u>=*k - — — | dy + dy. 4.27
I ro =T @ || | 2D

a 1@ b &)

El gasto se define como la masa que pasa por unidad de tiempo a través de una superficie

S de drea A (adimensionalizada con h%).
Q= p/uds, (4.28)
s

donde p es la densidad adimensional. Para este caso Q = pA < u >.

Como ya se ha mencionado, la viscosidad es una funcién simétrica con respecto al
punto medio entre las placas (ec. 4.4). Tomando en cuenta este hecho y para el caso

particular en que el gradiente de presién cs cero, se puede demostrar que

<w>=u(1/2) = 2. (4.29)
Para demostrarlo se escribe el campo de velocidad con &k = 0
u
a5
gv(i)
u(y) = 3 , . (4.30)
I dg
5 "9
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entonces, por la simetria de n(y)

LG G 1
w(1/z) =372 = 22 _ 2 (4.31)
; 2 -~
I @ 2/ 5%

[(F)or ([ 5] 5
< u>=[|% dy = ~——— S [ | ay (4.32)
4 '{n_::% 2;_'%%0 4 n(8) %77()
1 1 1 Y e
- e ([
= 2z (&)
20f,,—‘(§7° 3
- 14 7']i d+//' d
2 fgd VW e | 7@ ) Y|
“p 1@ 2

por la simetria de la funcién viscosidad, es claro que

b Y e 1 f v
[(f5)wm]([35) e e

pero, otra vez

2

Por lo tanto la ecuacién (4.29) queda demostrada. Y, por le tanto
1
Q= zpA.

Este resultado muestra que para el caso en que no hay gradiente de presién y la

viscosidad es simétrica con respecto al punto medio entre las placas, el efecto global de la
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inhomogeneidad en la viscosidad se anula. Entonces la velocidad media, la velocidad del
punto medio entre las dos placas y el gasto no se ven afectados por la inhomogeneidad
v son exactamente los mismos que en el caso de viscosidad constante. Esto se debe a
que las placas se mueven en sentido contrario, de modo que las desviaciones del campo
de velocidad con respecto al producido con la viscosidad homogénea cerca de una placa,
son iguales pero de sentido contrario cerca de la otra placa. Como consecuencia de ésto
si se hace un experimento en el cual se mida el gasto, el efecto de la inhomogeneidad en

la viscosidad no se observaria. .

Para visualizar la forma en que el campo de velocidades se modifica al introducir la
inhomogeneidad en la viscosidad cerca de las paredes, se propone un modelo en el que la
viscosidad es constante en el bulto del fluido y aumenta exponencialmente cerca de las
paredes. El cambio cerca de las paredes se exagerard para hacer mads evidente el efecto,
ya que sabemos qite en general este efecto debe ser pequeiio muy cercéno a las paredes.

El modelo es
(Y) =m0 + 1y (e7F + ), (4.34)

donde 7, es la viscosidad del bulto, 775 es la viscosidad en la pared y A es un pardmetro
que determina qué tanto se aleja de la pared el efecto. Con los valores, A = 0.04, 75 = 30

y 1 = 1 el modelo se ve como en la figura (4-2).

Integrando se encuentra la forma explicita del campo de velocidad. La grdfica se
muestra en la figura (4-3)

La linea recta corresponde a la solucién con viscosidad homogénea. La otra curva
representa la solucién para el modelo de viscosidad escogi;;io. Estas se crizan en tres
puntos: en las placas, por las condiciones de frontera, ¥y en el punto medio entre las
placas. Se nota claramente el efecto de la inhomogeneidad cerca de las paredes y su
simetria con respecto al punto medio. También se puede observar cémo el efecto neto
en la parte central del campo es eqiiivalente a haber disminuido la distancia entre las

paredes utilizando la misma diferencia de velocidades entre las placas. De haber usado
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Figura 4-2: Funcidn viscosidad para el flujo de Couette plano.

un modelo en el cual la viscosidad disminuyera al acercarse a las placas, la solucién seria
una reflexién de esta solucidén con respecto a la solucién homogénea, es decir, a la linea

recta.

4.2 Flujo de Poiseuille

.

El flujo de Poiseuille consiste en el flujo dentro un tubo de seccién tranversal circular de
radio a. Este flujo es producido por una diferencia de presién constante (gf = —-QLE) a lo
largo del tubo, con Ap > 0. Se utiliza un sistema de coordenadas cilindricas R, 8, =, de

modo que el eje = coincide con el eje del cilindro, como se muestra en la figura (4-4).

Se supone al flujo con simetria axial, es decir, simétrico con respecto a la coordenada
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Figura 4-3: Perfil de velocidades del flujo de Couette plano con & = 0 y viscosidad
inhomogénea (Fig. 4-2).

6. Ademads, como la diferencia de presidn es a lo largo del eje z, se supondra que la

velocidad radial es nula. Asi se tiene un flujo laminar, con velocidad iinicamente en la

componente z v que sélo depende de R, esto es
= (0,0, u(R)). (4-35)

Estas suposiciones de flujo tubular son vilidas siempre y cunando el mimero de Reynolds
del filnjo sea pequeiio. En el caso de Poiseuille para tener un flujo laminar estable es

suficiente que el mimero de Reynolds sea menor a mil.
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Figura 4-4: Geometria del flujo de Poiseuille.

Como condiciones de frontera se tiene que

u(a) = 0 ’ (4.36)
B nitaen B = 0 4.37)
Y IR : = 0. (4.37)

De nuevo, la viscosidad es una funcién de la distancia a la pared sélida con un valor
asintético en el bulto (77,), entonces 17 = 5 (R) .

Dado que el fluido es incompresible y con viscosidad dependiente de la posicién,
el caso estacionario y libre de furzas externas es descrito por las ecuaciones (4.5). La
ecuacién de continuidad se satisfase idénticamente, los términos no lineales de la ecuacién

de movimiento son cero. Por otro lado se tiene que

Vn = (7°.0,0)
0 0 .
y vai = o o o |, (4.38)
0 0 O

entonces
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Vn -V = (0,0,7'u')

v vi&-Vn = (0,0,0), (4.39)
y ademads X .
1 d du 1 du d*u
2= _ - = == — e _
ViE=Rar RdR) Rar T ar® ) (4.40)

De modo que las componentes R y 8 de la ecuacién de movimiento dan

op _ Op _
3 — 56— o, (4.41)

es decir, la presién es constante en cada seccién recta del tubo. La ecuacidén correspon:

diente a la componente z es
4 1 A
u” +u (% + E) = ———Lp, (4.42)

que es una ecuacién ordinaria de segundo orden. Se adimensionaliza introduciendo los
pardmetros a, 7, ¥ Us, donde U, es la velocidad en R = 0 (velocidad médxima dentro del

tubo). Entonces

d?u du (1 dn 1 a?Ap 1 k
= (=)= — = =_Z 4.4
ire tae\GarR T R UoaL - (4.43)
donde k = %"i"% es una constante adimensional. Las condiciones de frontera (ecs.4.36 y
4.37) son ahora
u(l) = o0, (4.44)
du
fadhad i = . 4.
Y IR finita en R ¢] (4.45)
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Para resolver esta ecuacién se hace f(R) = (‘1’;‘2, entonces
/ 1 k ‘
‘4 f (77 _) = = 4.46
A ey b (4.46)

Multiplicando por el factor integrante Rz e integrando se llega a que

rom=-284 2 (4.47)

donde B es la constante de integracién. Aqui se introduce la condicién (4.45), entonces

B = 0. Integando una vez mds se tiene que

NI?"

R
u(R) = / (4.48)

Tomando en cuenta la otra condicién de frontera (4.44) se encuentra que

1
k r&dg
C = 5/7 (4.49)
o]
por lo tanto, la solucién es
r

k d

w(R) = _5/—577 . (4.50)
1

De nuevo se ha obtenido una solucién en forma de una cuadratura, donde es posible

encontrar la solicién para cualquier forma de la viscosidad.

El limite cuando 7 = 1 en variables adimensionales es .
w(R) =% (1 - R?) (4.51)
1 »

que representa un perfil parabdlico, resultado conocido para el caso homogéneo.
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Dadas las simetrias del problema, la velocidad media del flujo es
1 R
k £dg
<u>= _E/dR/_’ (4.52)
0

y el gasto

donde p es una cantidad adimensional. Haciendo una vez més el limite cuando 7 es uno
se llega a que ’

<u>= =, (4.54)

ol»

¥ a que
&
Q= "—Z—_. (4.55)

Estas cantidades coinciden también con las conocidas para el caso homogéneo.

Para observar grificamente cémo se modifica el campo de velocidades se propone un
modelo para la viscosidad bajo las mismas suposiciones que en el caso de Couette plano.

El modelo es

Bl

n=n.+ (s —n.)e = (4.56)

Aqui se incluirdn los casos cuando la viscosidad aumenta y cniando disminuye al acercarse

a las paredes. En todos los casos 10 =5 , ¥
caso (a) ny = 30y s = 0.07,
caso (b) 77y = 0.5 y s = 0.07,

caso (¢) ny = 0.5y s = 0.15.
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Con estos valores el modelo toma las formas qie se muestran en la figura (4-5).

14

12

10

Figura 4-5: Tres modelos para la viscosidad en el fujo de Poiseuille.

2 .
2-4r — 20 se obtienen los

Dados estos modelos se hacen las integrales, y para k& = 5-28&

campos de velocidad que se muestran en la grifica (7?7

La curva con la etiqueta (o) corresponde a la solncidn con viscosidad homogénea. En
el caso (a) el perfil de velocidad, en el bulto del fluido, es muy parecido al caso homogéneo.
Pero al acercarse a la frontera aparece, como consectiencia del aumento en la viscosidad,
un cambio de curvatura en el perfil y una disminucién muy importante en la velocidad.
En esa zona la disipacién de energia es grande, el arrastre sobre el luido es mayor y el

fluido es frenado produciendo un perfil de velocidades siempre por debajo del homogéneo
y, por lo tanto, un gasto menor. En los casos (b) y (¢) donde la viscosidad disminuye
cerca de las paredes, los perfiles son mas chatos en comparacién con el caso homogéneo.
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Figura 4-6: Perfiles de velocidades para los modelos de viscosidad (a),(d) y (¢) ilustrados
en la figura (4-5) y para viscosidad homogénea (0).

Las paredes del sistema conjuntamente con la condicién de frontera de adherencia y la
viscosidad frenan al fluido y le dan la forma de pardbola al perfil de velocidades del
fluido homogéneo. Si la viscosidad cerca de las paredes disminuye se presentari una
dismimicién en el arrastre producido por las paredes y el perfil de velocidades tendera
a parecerse mas al de un flujo uniforme. En el caso extremo de que la velocidad en la
.

frontera sea estrictamente cero, el campo de velocidades serd uniforme y la condicidén de
frontera de adherencia habra perdido sentido.

Se observa también cierta semejanza entre el canipo de velocidades correspondiente
a una viscosidad que disminuye cerca de las paredes y los campos de velocidades tipicos

de flujos turbulentos medios y de polimeros en tubos de seccién circular.



4.3 Flujo de Couette-Taylor

Se considera ahora el movimiento de un fluido entre dos cilindros coaxiales infinitos de
radios a y b (a < b), girando alrededor del eje de simetria con velocidades angulares w,
¥y wp, respectivamente. Se toman coordenadas cilindricas R, 8, z, con el eje z a lo largo
del eje de los cilindros, cona < R < by 0 < € < 2. En el caso de finjo laminar (nimero

de Reynolds menor a 40 [16]), se tiene que

Z = (0,u(R),0), (4.57)

Las condiciones de frontera son

u(a) =aw, y u(b)=bws. (4.58)

De nuevo, como en el caso de Couette plano, la viscosidad es una funcién de la
distancia a las paredes sdélidas, es decir, del radio, tomando un valor de 7, en el bulto. Es

también una funcién simétrica con respecto al radio medio de los cilindros (12,,l = —‘-‘—2+—b) .

Se supone que el fluido es incompresible y que la viscosidad depende de la distancia
a los cilindros (7 = 1 (R)), que el flujo es estacionario y no hay fuerzas externas. Este
flujo estd descrito por las ecuaciones (4.5). La ecuacién de continuidad se satisface

idénticamente y los términos no lineales son cero.

.
De las componentes r y = de la ecuacién de movimiento, sélo se obtiene que

1dp
pdR’

11.2
= (4.59)

la otra ecuacidén no da informacién.

Por otro lado se tiene que
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Vn = (,0,0), (4.60)

y
0O uw O

Vi = 0O 0 o0 |- ) (4.61)
0O o O

Por lo tanto, la ecuacién correspondiente a la componente 6 es
2 7’
Ry + (1 + R—) Ry’ — 1w = 0. (4.62)
Ui

Esta ecuacién ordinaria de segundo orden no se pudo resolver para una funcién de
viscosidad en general. Se propuso el modelo més sencillo que consta de una constante
en el bulto y rectas inclinadas cerca de las paredes. Para este modelo simplificado de
viscosidad tampoco fue posible encontrar una solucién cerrada a la ecuacién (4.62). Se
procedié entonces a resolver numéricamente el problema, introduciendo ahora un modelo
menos restringido. Para este propdésito se utilizé un programa desarrollado para encontrar
soluciones muméricas a ecuaciones diferenciales ordinarias por el metodo de Runge-Kutta

de orden cuarto [18]. El modelo utilizado para este efecto es
N(R) =n. +a (R — R,)*". (4.63)

Se escogidé un polinomio ya que es numéricamente mas con\{eniente. La potencia n debe
ser grande para que la funcién sufra un cambio abrupto cerca de las paredes y tome el
valor 77, en el resto del fluido. El parimetro o determina la apertura del polinomio, es
decir, el valor de la viscosidad en las paredes (puntos a y b). La ecuacién diferencial que

resulta de introducir el modelo es

at 1 2no (R — an)Zn—l p_ v
u +(R+770+CZ(R—R".)2" u RZ—O. (4.64)
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En la figura (4-7) se muestra la forma de la solucién para los valores:

~

T = 1 y n=05. ' (4.65)

Con condiciones de frontera:

uf(a) = 1y u(b) = 8. (4.66)

-u

Figura 4-7: Solucién numérica al problema de Couette-Taylor con viscosidad no ho-
mogénea. La linea recta representa la solucién para el caso homogéneo.

La linea recta corresponde a la solucién con viscosidad constante. Se observa que
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el perfil de velocidades es muy parecido al obtenido en el caso de Couette plano (ver
fig. 4-3). Esto se debe a que en ambos problemas el movimiento del fluido es originado

por una diferencia de velocidades entre las paredes que lo contienen. Pero existe una

diferencia muy clara, en este caso el perfil no tiene las mismas propiedades de simetria
que posee el caso plano. La explicacién tiene que ver con el hecho de que en el caso de
los cilindros, el fluido esta rotando alrededor de un eje. Esto hace que aparezcan fuerzas

inerciales que rompen las simetrias que hay en el caso plano.

4.4 Flujo uniforme alrededor de una esfera

4.4.1 Planteamiento del problema

Este problemna consiste en una esfera sdélida de radio a, fija en el espacio e inmersa en un

flujo uniforme U/,. Se usan coordenadas esféricas con el origen en el centro de la esfera y
con el eje axial en direccién del flujo. Entonces

F=(r6,0) y T=(ur us, ts). (4.67)

Si se supone simetria axial, el lujo es invariante ante cambios en la coordenada ¢. En-
tonces 1, = 0, y cualquier derivada con respecto a ¢ es nula. Dada esta simetria, el
problema se reduce a uno en dos dimensiones.

La viscosidad es inhomogénea y depende de la distancia a la esfera, es decir, sélo

depende de la coodenada radial nn = 77 (7). )

En el caso estacionario de un fluido incompresible con viscosidad inhomogénea y libre
de fuerzas externas la ecuacién de movimiento es

(4.68)

(@- V)& = _,lva-;—% (nV2@ + Vn - V@ + V& V7).



2 . P .
¢-. La magnitud de los tres iiltimos

El término (Z- V)i« es del orden de magnitud de
términos de la derecha es del orden de '—:1;',‘1-. El cociente entre el término de la izquierda
y cunalquiera de los otros tres es precisamente el niimero de Reynolds. Si se supone
que R, <& 1, el término no lineal puede despreciarse siempre y cuando se consideren
distancias pequeiias a la esfera. Ya que para distancias del orden del - el término no
lineal es del mismo orden de magnitud de los otros términos y la aproximacién ya no es

vilida (paradoja de Whitehead). Para 7 < #- la ecuacién de movimiento se reduce a
—Vp+nV3G+ Vn-Va+ Vi-Vn =0, (4.69)
que junto con la ecuacién de continuidad

V.-Z=0 (4.70)

determina por completo el comportamiento del fluido.
Tomando en cuenta la simetria axial, la ecuacién de continuidad en coordenadas
esféricas es
1 & o 1 a
== (=% —_— sin9) = 0. .71
rZ Or (r ur) + rsind 50 (uosin6) (471)

Por otro lado, el laplaciano en coordenadas esféricas es, en su parte radial

2 2 2 .
V3u, — r:'fu' — ﬁég;; — Zuecot 9, (4.72)
y en su parte polar .
2 du, ug
2
Vius + G55 — Eante” (4.73)
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Ahora

va = | 1% 1% o |,
0 0 0
y Vn = (v.0,0), (4.74)
entonces
Our Bus
7 o= ’ ’
Vn - Vii (77 57" ar’o)' ;

(4.75) :

Bu, 1’ Ou,
—_ ’— —
- (77 aor ' r 90 ’0) :

y Vi ny

se tiene que

»— (2P 1%p -
Vp = (61"1'68’0) : (4.76)

En cuanto al gradiente de presién

Tomando las expresiones (4.72)-(4.76), y usando que

210 (.0 1 8 (. .8
—rza;(r ar)* Temo o6 (S‘“"%)’ (@77

conservaciéon de

se encuentra que las componentes radial y polar de las ecuaciones de

momento son

108 (28w 1 0O (. g9u 2 (0 8% o cote
K= "o ~angoe \""Y B ) T = R o cot +
(4.78)

Y
i_a_ 2 Oug - 1 ,2 ngaug _ g + Eaur -
7= or ar sin@ 58 \° a6 72sin* @ r2 56



,(Quo  10ur) _ 10w
+7 (Br + 89) T r a8’ (4.79)

Se tiene entonces un conjunto de tres ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden acopladas (4.71), (4.78) y (4.79). Las incégnitas son u,, ug y p, que dependen de
las coordenadas r y 8. Como condiciones de frontera se tiene que lejos de la esfera el

campo uniforme U, debe dominar, asi

T =U, cum}do r — 0o, (4.80)
Yy
p = p, cuando r — oo, (4.81)

siendo p, la presién cuando el campo de velocidad es U,. Se considera la condicién de"

adherencia en la esfera entonces

ug=0en r = a, (4.82)
¥, como la esfera no es porosa,

u, =0en r=a. (4.83)
4.4.2 Cambio de representacion

Ahora, gracias a que las ecuaciones son lineales, se supondri que la solucién estd dada
por el producto interno entre el campo uniforme U, y un tengor con simetria esférica. De
modo que

Z =T () - U, (4.84)

siendo

T @)= f(r)I + g(r)éé,, (4.85)
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por lo tanto

up=[f(r)+ g()](0.-&).
Del mismo modo, la componente polar es

Up = iT- Ep = (T (r) - U“o) . &g,
entonces
ug = f(r) (Uo - éa) .
Finalmente la presién se escribe

7]

P=pot 2h(r)(T.-e.),

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

donde p, ¥ 7, son la presién y la viscosidad en infinito. Como ya se ha mencionado, el

flujo uniforme va en la direccién del eje axial. Por lo tanto

(L_io - é,) = U,cosb,

y (O.- &) = —U,sine.

Entonces las tres incégnitas tienen ahora la forma .

Us (f (r) + g(r))cosé,

U, =
ug = —U,f(r)sin®,
Uslo
vy P = po-+ an h(r)cosB.
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Sustituyendo las relaciones (4.92)-(4.94) en las ecuaciones (4.71), (4.78) y (4.79), sim-
plificando las expresiones y adimensionaliziandolas con los pardmetros a y 7,,, se encuentra

1un nuevo conjunto de ecniaciones. Este es

2
ff+g' +=g = 0, (4.95)
r
2 : .
(4 + I+ g) — Za) 2 (S ) = W, (4.96)

2 2 f+g h

r” = 4 = 7 4 —_— iy .
n (7 + 2+ S9) +n (f +4Lt8 ) = (4.97)
donde las cantidades f, g, A, 7y 7 no tienen dimensiones. La ecuacién (4.95) corres-
ponde a la ecuacién de continuidad, mientras que las ecs. (4.96) y (4.97) corresponden
a las componentes radial y polar de la ecuacién de momento, respectivamente. Si se
transforman las condiciones de frontera (4.80-4.83), usando las relaciones (4.84), (4.85)

Y (4.92)-(4.94), éstas toman la forma

g(r)y—0 (4.98)
f(r) = 1 cuando r — oo. (4.99)
h () — 0 cuando r — oo. . (4.100)

Y, dado queen r = 1, u, = up = 0, entonces

)y =g(1)=0. (4.101)
Haciendo este cambio de representacién se ha transformado el conjunto de ecuaciones
parciales, a uno de ecnaciones ordinarias, donde las incdgnitas son f,g y A, que sdlo

dependen de la coordenada r.
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4.4.3 Fdérmula para el arrastre

El objetivo de este problema, ademéds de encontrar los campos de velocidad y presidn,
es encontrar la expresién que toma el arrastre dada la suposicidn de que la viscosidad
no es homogénea. El arrastre es la fuerza que siente la esfera debida al flujo del fluido
viscoso en el que estd inmersa. Es importante conocer esta cantidad ya que es la que
normalmente se mide en los experimentos y por medio de la cual se pueden comparar los
resultados experimentales con los tedricos. Se deducird ahora la férmula para el arrastre

en términos de las funciones f, g ¥ k, ¥y de la funcién para la viscosidad, que es una
funcién dada.

La fuerza de arrastre sobre la esfera es

F o= V/U,,.deV=S/Uo- o - nds,

-
= 27ra2/d9 [(rer — ) sin@cos® — Tpsin? 6] , (4.102)
a
donde
ou,
= 2
Trr 25
1 Ju, Adug g
y e = 3% T e T ) (2-103)

Sustituyendo la ecuaciones (4.92)-(4.94) en (4.103), se llega a que

Uoo . .
((7+r —P)cOs @ — TrgsinB)sinf = (277U0 (f'+g) — an h) cos? 6sinf — p,cosPsin b +

+U,m (%g + f') sin® 6. (4.104)
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Se evalhian las integrales obteniendo

F = 27aU.n(a) [g F@+g @ -3 (22 + 2 (L@ +r (a))]

grraUnn (a) [2af' (a) + ag’ (a) + g (a) — %%T(Z—))] . : (4.105)

Si ahora se sustituye la ecunacién de continuidad (4.95) evaluada en r = a, se llega que la

fuerza de arrastre sobre la esfera estd dada por

__8 , 70 h(a)
F = 371'an77 (a) [ag (a) + 3g (a) + 2 7@ ] (4.106)
Esta ecuacidn escrita en variables adimensionales es
~_ _F 8 , 1A (1)
F = = 37rr](1) [g (1)+3g(1)+277(1) . (4.107)

De modo que ya se tienen las cantidaes u,, ug, p y £, en términos de las funciones f,

g y h. Para el caso de esfera dura g (1) = 0.

4.4.4 Solucién en series

El siguiente paso es resolver las ecuaciones (4.95), (4.96) y (4.97). Desafortunadamente
no fue posible resolverlas en general para cualquier funcién de la viscosidad. Se intentara

entonces encontrar una sohicién en serie de potencias de r, introduciendo una funcién

para la viscosidad en forma de serie

() =10+ > nar " (4.108)
n=1

El desarrollo se hizo alrededor del cero, ya que es un punto fuera del dominio, por lo
que no importa que la funcién tenga una singularidad ahi. Esta funcién cumple con el

requisito de tender a la constante 7, para valores grandes de . Ademads, los coeficientes
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77 son libres, de modo que se puede hacer que la funcién cambie tan abruptamente como
se quiera al acercarse a la esfera y que ese cambio sea un aumento o una disminucidn,

dependiendo del fluido que se quiera modelar. Escrita en variables adimensionales la ec.

(4.108) toma la forma
n(r) =1+ 3 gar". (4.109)

Dada esta forma de la viscosidad las ecuaciones (4.95), (4.96) y (4.97) sélo tienen
puntos singulares regulares, por lo tanto existe una solucién en serie convergente [17].
Antes de segiiir se hard una simplificacidén que consiste en transformar las ecuaciones

(4.96) y (4.97) en una ecuacién ordinaria de tercer orden. Esto se hace derivando una
(4.96), eliminando asi la funcién A de las

vez la ec. (4.97) y sustituyéndola en la ec.

ecuaciones. La ecuacién resultante es

n (~7~3g”' — 5rig” + 2rg’ + Gg) +rn’ (—2r2g" — Trg’ + 2g) +r2n" (—rg’' —g+ f) =0
(4.110)

Esta ecuacién junto con la ecuacidén de continuidad (4.95) forman el nuevo sistema
de ecuaciones acopladas.
Supongamos ahora una solucién en series de potencias de r para la funcién g. Dada

la condicién de frontera (4.98), se tiene que

g= > gar " (4.111)
Se sustituye ésta en la ecnacién de continuidad (4.95), entonces

= i (ar—@+) _ap=D) g _ (4.112)

a=1

por lo tanto

f= i Ga (. — 2) /r“"*’”dr,
a=1

85



=fo+ilg¢. (a—2)r_—_g-‘ : (4.113)

Por la condicién de frontera (4.99) f, == 1, entonces

f= 1+iga (% —1) LA (4.114)

a=1

Se sustituyen ahora f, g v 1, con sus derivadas, en la ecuacién (4.110) resultando

ex==1

fed o
S ger [Z Ga (a3 —2a? — 5a + 6) r“"] —
n=1

S nnrn LZ Ja (—2&2 + B + 2) r‘“] +
n=1 =1
oo oo 2
Son(n+1)n.r" [Z Ja (oz -2+ —) r—“] +
n=1 a=1 «
el
STnm+ 1) " =0. (4.115)
n=1
Si se definen
a(a) = o®—2a®—5a+6, (4.116)
b(a) = —2a% + 5+ 2 (4.117)
2
b cla) = a—2+ =. (4.118)

[24

Entonces, la ecuacién (4.115) puede reescribirse como

3 35 {000 (@) 7" + Mmgala(@) — nb(a) + 1 (n + 1) e (@) r="*® + n(n + 1) nar="} = 0.
n=1a=1

(4.119)
Por lo tanto

T~ =0, : (4.120)
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donde

i—1

Mi=gia(@) +i(i+Dm+3 gmyla@—GE—5N6@+GE—NGE—i+Dec@].
. =

(4.121)
Pero por unicidad de expancidén en serie II; = 0,Vi. Entonces, para i = 1, ..., 4 se tiene
que
I, = (0)g1+2m =2 =0,=m =0, (4.122)
3
II; = —4g2+672=0,= g = 572 (4.123)
M3 = (0)gs+ 12n3 — dg1772 = 0, = g; = 3:—" (4.124)
- 20 1
Iy = —6ga+ 20n4 — 391773 — 6gan2 = 0, => ga = &M — 39173 ~ g2z,
¥, en general, para i > 2 se tiene que
i=l - . . . . . . . .
PE+ D+ 2 gim—[a(@ - E=NbE +(E—7)E -7+ 1)e(@)]
1= (4.125)

wmT (@)

Esta tiltima es una férmula de recurrencia para los coeficientes de g en términos de
los coeficientes de orden menor y de los coeficientes 7; con j < i, que son conocidos.
Aqui es importante observar que la relacién (4.122), muestra que el coeficiente 77; debe
ser necesariamente cero, ademads de que no da informacién sobre g:. Del mismo modo,
la relacién (4.124) no da informacién sobre gz, aunque si da la forma de g,, siempre y
cuando 772 % 0. Esto se debe a que a(l) = a(3) = 0. Es fdcil observar que ninguna
de las relaciones subsecuentes dard informacién extra sobre los coeficientes g, y gsz. Por
lo tanto, en general, estos coeficientes estin indeterminados. Pero se necesita que estén
indeterminados ya que hay dos condiciones de frontera que se deben satisfacer. Entonces,
para tener esas dos constantes libres, se hard en general 772 = 0, y por ende 5z = 0 (4.124).

Esto introdice restricciones sobre el modelo, nos dice que 77 no es todo lo flexible que se
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esperaba. Pero esto no molesta a nuestros prépositos ya que nos interesa un modelo que
conste de uno o dos términos a lo sumo (ademads del término 7,) y que tengan potencias
negativas grandes (n > 5, en la ec. 4.108).

Para calcular explicitamente la funcién g () es necesario calcular los coeficientes g;,
pero estos dependen de los coeficientes 7:;, por lo que es necesario decir algo sobre la
forma de la serie para n. Es decir, hay que dar la forma explicita de 7.

Se propone que de la infinidad de coeficientes libres 7); sélo 7,9 sea distinto de cero,

es decir, el modelo en su forma adimensional es

7 =1+ mor~'°. (4.126)
Esta funcidén cumple con las caracteristicas deseadas. Toma el valor asintético uno lejos
de la esfera y al aproximarse a la esfera cambia rdapidamente. La manera en que cambia
es controlada por el signo y la magnitud del coeficiente 7n:9. La viscosidad, al acercarse a
la esfera, aumentara si 77;0 es positivo y disminuird si es negativo.

Dada esta forma de la viscosidad, los coeficientes g, que no se anulan son g y gs,

que serdan determinados a partir de las condiciones de frontera, y los que dependen solo

de 710, 91 ¥ 93 (910, 911, 913, 920, 9215 923, 930, 9315 G33----- etc). La funcién g escrita sdlo en

términos de 710, g1 ¥ 93 €5

N . 51, Y3 55 7o 3 7o 29 1o 2615 7nfp 5 170
9(r) = T+ 5" 37gre T 539 T 2707718 T qoeo8 20 + 18191 e
3277 7o 14013785 73, 95185 7 28552501 13,
LI/ T Mo _ The _ =o992922 ) 7o 4 (4.12
585009° 72 — 335909696 7 ~ 53555047 ra' 75318000073 yas +(H127)

Los primeros dos términos corresponden a la funcién g (r) para el caso homogéneo, que
es recuperado en todo momento al hacer 7,0 = 0.
En general la serie de g es infinita, incluso para el modelo (4.126). Para hacer célculos

explicitos hay qute cortar la serie en algiin punto. Se sabe que la serie converge, pero no
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se sabe la forma de la convergencia. Para tener una idea de la forma de la convergencia
y saber que error se comete al cortar la serie se hace un cdlculo de la funcién justo en la
1), que es donde pueden existir mds dificultades, ya que dadas

frontera de la esfera (r =

las potencias de r en la funcién g la convergencia para r» > 1 es extremadamente rdpida.
3

Ahora g (1) sblo depende de los coeficientes g,, g3 ¥ 710. Para el cdlculo se usaran g;
¥ g3 = —32, que son los valores que éstos toman en el caso homogéneo [14],[8], ¥ que,
como se verd més adelante, son los términos mads importantes en el caso no homogéneo.

Al coeficiente 7,0 se le dara el valor de nino..Con base en ésto la la suma de los primeros

17 términos de la funcién g es la que se ilustra en la figura (4-8).

12 13 14 15 16 17

o
3
N
o
©
-
o
"

Figura 4-8: Suma de los primeros 17 términos de la serie para gen r =1 y con g; = 0.75,
g3 = —0.75 y 710 = 1.
Se ve en la figura cémo la serie se aproxima alternadamente al valor de convergencia

(~ —-0.219). Cada tres términos hay un cambio de signo, de manera que la serie oscila
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alrededor del valor de convergencia. Esto asegura una convergencia maés rapida.

Como una primera aproximacién se tomardn los primeros tres términos de la serie,
es decir, sélo el primer término que contribuye a la inhomogeneidad lo que implica un

Es claro de la figura (4-8) que tomar hasta el cuarto término hubiera.sido una

error .
En el

excelente aproximacién, pero los cdlculos son extremadamente largos y tediosos.

resto (r > 1) del medio la convergencia serd mas rapida y por ende el error méas pequeiio.

De modo que

9L Ys_ 55 o 2
9(m) ="+ 5~ 3780 (4-128)

Sustituyendo ésto en la ec. (4.114), se tiene que

a1 lgs 22 1o
fO =1+ =35+ gg 0 (4.129)

Para deterrninar los valores de g1 ¥ g3 se usan las condiciones de frontera (4.101). Por

lo tanto
1 22
g = —1+ 393 — 1gg (4.130)
y g3 = 49 —+ ;—émo, (4.131)
entonces,
g(r)y = —% — 2—]1.-:3:—,'7710 -+ 4—33 -+ :3%'1’37710 - 35758;‘71—3
y f(r) = 1—4% —'2%}377710‘4—:3—1731—81—;37)10-%%%%. (4.132)

Para el cdlculo de A se recurre a la ecuacién (4.97), obteniendo

3 11 5 o o , 1173, | 4180 7%, 25710 _ 27573
R(r) = =55~ Jogmmet a7 u * O Y 57z T T80 rat T 3 e 8 paan (4159
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Como originalmente en la funcién g sdélo se tomd en cuenta hasta el término con r—19, y
la maxima potencia de k2 es una menor que la de g, por consistencia, sélo se tomaran en

cuenta. los primeros tres términos. Entonces

3 11 5 :
o+ o B0, (4.134)

h(r) = =573 ~ Tog,= 37 it

Ahora, ya se tiene una expresién explicita para las funciones f, g y A. Haciendo uso
de las fSérmulas (4.92)-(4.94) es posible calcular los campos de velocidad y presién. El

. . . . N Uy .
campo de velocidades escrito, en variables adimensionales (ui = F’) , estd dado por
o

3 11 1 11 11 710
8) = - — o — = 20 .
uy (r,6) (1 5y T josre Tt 58 t 5,80 ~ 3rgic ) cos9  (4.135)
3 11 1 11 22 7m0\ . :
vy wern®) = = (1= - 55 = 5m ~ mEs e+ 1gg e ) 0 0(4.130)

y la presién es

. _ 3 11 5 70
p(r,0) —po = (————2T2 — TogrE ™Mo + 37,1 ) cos 6. (4.137)
Finalmente el arrastre, segiin la férmula (4.107), es
- 13 22
F = 67+ 5 Mo — ?7777%0. (4.138)
En las iiltimas cuatro expresiones el caso homogéneo es recuperado si se hace 770 = 0

[10][2]. En el caso de la fuerza, se recupera el arrastre de Stokes, que con todas sus

unidades es F, = 6wan,l,. Entonces

Fo_ g 18, 0 11,
Fo 54”710 27’710,
= 1+ 0.24077;0 — 0.4074n%. (4.139)

Hay que recordar que estos resultados han sido obtenidos a partir de cortar la serie para

la funcién g de un infinidad de términos a solamente tres. Pero estos resultados dan la
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primera aproximacién para el comportamiento del fluido en caso de que se tenga una
viscosidad que cambie cerca de la esfera, con la virtud de que todos éstos se reducen
al caso conocido de viscosidad constante. Si se desea obtener un resultado m4ds preciso,
simplemente hay que incluir m4és términos en la serie correspondiente a la funcion g. El
1inico problema es de trabajo, el aumentar un término a la serie hace el desarrollo mucho
mads tedioso y los resultados tendrdn msis términos, pero el procedimiento es exactamente
el mismo. El hecho de haber escogido 7710 como el 1inico coeficiente distinto de cero en
el modelo fue completamente arbitrario y de conveniencia ya que con dos términos se
logra reproducir la forma deseada para la inhomogeneidad. Se puede tomar cualquier
otro coeficiente (excepto 7,, 72 0 773) 0 varios si se desea; el procedimiento serd el mismo.
Dada la forma general de la viscosidad (4.108) es posible formar una gran variedad
de funciones analiticas con un comportamiento semejante al deseado y encontrar una
solhucién al problema. De modo que una vez més se ha obtenido una forma de resolver
el problema de viscosidad no homogénea con una gran flexibilidad sobre la funcién de la

viscosidad.

4.5 Discusion

En el capitilo tres se muestran algunos de los perfiles tipicos en flujos turbulentos medios.
En el capitulo siguiente se encontrd la solucidn analitica para el flujo de Couette plano y
de Poiseuille con viscosidad no homogénea. En esta seccién se hard uin comparacién entre
los resultados experimentales y las soluciones analiticas. C?n este propdsito se tratara
de ajustar estas tiltimas a los resultados experimentales por medio los pardmetros libres
de la funcién para la viscosidad.

Para el Alujo de Conette plano se utiliza el mismo modelo del capitulo anterior, de

modo que la funcién para la viscosidad es
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() =70 + 0y (e™% + ) . (4.140)

Como se ha visto, en el caso de flujos turbulentos la inhomogeneidad va a cargo de la
viscosidad turbulenta o viscosidad de eddy. Esta dismimiye conforme se aproxima a las
fonteras. Para poder encontrar un perfil semejante al del flujo turbulento se necesita que
770 > 7177. Con los valores 7, = 5, 7y = —4.9995 y A = 0.108, la funcién para la viscosidacd

toma la forma que se muestra en la grédfica (4-9).

s ]

n3

L

o 0.2 .4

Figura 4-9: Funcién viscosidad entre dos placas paralelas para modelar un flujo turbu-

lento medio. .
Utilizando este modelo para la viscosidad se obtiene el perfil que se muestra en la
gréfica (4-10).
Los puntos en la gréfica representan los datos experimentales para flujos turbulentos
medios entre placas paralelas, con mimero de Reynolds de 3.4 x 107 [16]. Se observa cémo

el perfil obtenido analiticamente se ajusta muy bien a los datos experimentales.
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En el caso de flujo dentro de tubos se ntiliza también el mismo modelo que se manejé

en la seccidn (4.2) que es
£t
N =1+ (nr—nc)e 7 . (4.141)
Aqui también se trabajard con viscosidades que disminuyen al aproximarse a las paredes.

Se presentan dos casos distintos. Los valores de 7, y s fiteron los mismos en ambos casos

v son 7, = 5y s = 0.14. El 1inico pardmetro que es diferente es el de la viscosidad en la
frontera, y es

(a) ny = 2.5 x 1073,

(b) Ny =3 % 10-7.
Con estos valores se obtienen los perfiles de velocidad que se muestran en la grafica

(4-11).
Los puntos sobre la grdfica representan datos experimentales de flujos turbulentos

medios en tubos {16], para niimeros de Reynolds de:

(a) R. =4 x 103,

(6) R. = 3.2 x 1076.

Se observa que cada curva se ajusta bastante bien a uno de los conjuntos de datos.
Lo interesante ce ésto es que el mimero de Reynolds de cada conjunto de datos coincide
exactamente con el inverso del valor de la viscosidad en la frontera de la curva corres-
pondiente. Esto es, mientras mas pequerio sea el valor de la viscosidad en la frontera, el
modelo representara un flujo con un nitimero de Reynolds mayor. Lo importante es que
ha sido posible hacer coincidir uno de los parametros Iibre; del modelo con el mimero
de Reymolds del flujo que se quiere describir, dejando el otro parametro (s) fijo. Asf
el modelo propuesto, ademds de ajustarse muy bien a los datos experimentales puede

servir, refinando el procedimiento, para predecir esas distribuciones medias de velocidad

simplemente encontrando el valor preciso de s en cada caso.
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Figura 4-10: Perfil de velocidad en el flujo de Couette plano con una viscosidad no
homogénea. Los puntos representan datos experimentales obtenidos por H.Reichardt
[16].
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Figura 4-11: Distribucidén de velocidades en tubos variando el parametro ny. Los puntos
representan datos experimentales obtenidos por Nikuradse para diferentes niimeros de
Reynolds [16].
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Conclusiones y perspectivas.

En principio se ha visto que es posible escribir en forma muy general a las ecuaciones
constitutivas, en particular para el tensor de esfuerzos, con la tinica restriccién de que su
dependencia con el tensor de rapidez de deformacidn sea lineal. Estas ecuaciones incluyen
efectos tan complejos como efectos de memoria, efectos no locales y cualquier anisotropia
u homogeneidad. Trabajando los casos particulares de estas ecuaciones se puede llegar a
describir y entender una gran cantidad de comportamientos poco usuales presentes en la
naturaleza.

Ademas de las breves discusiones y la deduccidén de las ecnaciones constitutivas para
los casos de fluidos transversalmente isStropos y viscoeldsticos, el andlisis de Aluidos con
viscosidad no homogénea indica que introducir este tipo de efectos puede ser un buen
método para describir a una gran variedad de fluidos en los cuales los efectos de las
fronteras sean importantes. El hecho de atribuirle a la viscosidad la totalidad de los
efectos producidos por la presencia de paredes sélidas parece funcionar muy bien, ademas
de ser una manera féacil de trabajar las inhomogeneidades.

La ecuaciones obtenidas a partir de estas suposiciones p'ara los casos estudiados son
evidentemente mds complicadas que en el caso homogéneo. En todos los casos se ob-
tubieron soluciones con nna gran flexibilidad en la forma de la inhomogeneidad, ya sea
que esas soluciones hayan sido obtenidas en forma exacta, aproximada, o numérica. Esto
significa que es posible encontrar soluciones a los problemas planteados para muy dis-

tintos comportamientos de la viscosidad, es decir, para sistemas muy diferentes. Una
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virtuiud de todos los resultados encontrados es que, si se hace tender a la viscosidad a una

constante (independiente de la posicién), éstos se recducen a los conocidos, para fluidos

homogéneos.
En las posibles aplicaciones presentadas, se vié que efectivamente son sistemas en los

que el uso de este tipo de modelos puede dar muy buenos dividendos, por lo menos a
nivel descriptivo. En el caso de fliujos turbulentos medios, que fue en el 1inico en el que
se hizo un ajuste de la teoria con experimentos, se tuvo éxito en reproducir los perfiles
de velocidad en las dos geometrias estudiadas. Ademads se encontrd una coincidencia
entre el niimero de Reynolds del flujo con el inverso de uno de los parametros del modelo
ntilizado para describirlo. Esto hace pensar que mediante este método es posible llegar

a predecir la forma de los perfiles conociendo las caracteristicas del filujo y del fluido, que

es el objetivo primordial.
Se puede concluir que la ecuacién constitutiva de un fluido newtoniano genera-~ lizada

puede ser aplicada a sistemas que a primera vista parecen muy complejos y que histdricamente

han sido estudiados con ecuaciones constitutivas muy complicadas [3].

En este trabajo han quedado varias cosas pendientes. En primer lugar la parte de flu-~
idos anisétropos no se ha estudiado como en un principio se pretendia. En el capitulo dos

se dedujeron las ecuaciones constitutivas correspondientes a un fluido transversalmente

is6tropo de dos constantes. El siguiente paso es tratar de resolver las ecuaciones co-
rrespondientes a casos particulares con diferentes geometrias y hacer un estudio de las

aplicaciones que este tipo de resultados pudiera tener.

En cuanto a la parte de fluidos no hormnogéneos hay mucho trabajo por delante. Se
pretende hacer un estudio minucioso sobre las aplicaciones. Primero a los flujos turbu-
lentos, trabajo que no fue terminado por completo, y lnego hacer lo mismo para fluidos
poliméricos, al grado que se puedan determinar los valores de los pardmetros del modelo

para cada tipo de polimero. Se pretende también buscar nuevos sistemas susceptibles de

ser descritos del mismo modo.
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El problema de una esfera sélida en un flujo uniforme con viscosidad no homogénea
fue resuelto, pero también se atacé el problema de una gota de fluido con viscosidad no
homogénea inmersa en un fliujo uniforme. Este iiltimo no se concluyéd, y se tiene como
perspectiva terminarlo y comparar ambos con datos experimentales.

Otro punto cue seria bueno desarrollar es el del enfoque molecular. Un estudio sobre
la forma de la inhomogeneidad utilizando funciones de distribucién radial préximas a
fronteras daria un sustento tedrico fuerte al modelo. También permitiria tener la infor-
macién completa para la descripcién de un fluido, sin necesidad de construir modelos ad

hoc y ajustar pardametros.
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