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entre si. Por Jo mismo. no hay forma de decir: estas ideas son de tal o cual 
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toda técnica en ciencias exactas, sino que resulta ser un entrenamiento maravilloso, bueno 

aun para aquellos que quizá nunca empleen Ja teoría de los juegos como herramienta 

cotidiana. 

Para poder entender las definiciones necesitará tener conocimientos previos de: 

estadística, probabilidad, álgebra. cálculo, teoda de gráficas e investigación de operaciones. 

Si su interés no se encuentra en la fundamentación matemiltica y ha trabajado con Ja tcoria 

de los juegos puede pasar al capítulo 111. En caso contrario • en los capítulos 1 y Il se 

exponen las definiciones y ejemplos necesarios para empaparlos de las técnicas en cuestión. 
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INTRODUCCION 



OBJETIVO 

E
xiste cierta renuencia por parte de los analistas y tomadores de decisiones a 

emplear la teoria de tos juegos como una herramienta potencial para analizar • 

describir y explicar fenómenos (por lo general de tipo económico) bajo riesgo. 

Muchas veces la renuencia no es por que la teoría sea mala • muy por el contrario • la 

desconfianza p.-ovicne de un desconocimiento total del método empleado o de la oposición 

natural que algunas personas proyectan hacía el empleo de unucvas .. herramientas. 

Aún más dañino • es que las personas que poseen los conocimientos no hacen lo posible 

por transmitirlos. Por eso • ahora es neccsaño dar a conocer los beneficios que tienen las 

diversas técnicas de simulación y en especial la teoría de juegos para o-individuos • donde la 

base del problema radica en obtener mejores resultados por medio de la coopcrnción. 

En realidad • existen pocos estudios efectuados en t-..1éxico sobre la tcoria ~e los juegos 

cooperativos para n individuos con utilidad transferible y aún más pobre es su difusión. En 

la búsqueda por ampliar y aportar conocimientos actualizados y aplicables • surge como 

objetivo especifico de este proyecto de investigación precisamente exponer los métodos de 

solución de la teoría mencionada • estudiando los conceptos básicos y sus propiedades para 

obtener resultados en las aplicaciones realizadas a tres empresas de calzado que pueden 

formar un monopolio. 
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INTRODUCCION 

... Después de todo. de Jo que se trala es de abordar problemas nuevos y de resolverlos por métodos 

nuevos si es necesario. y no de regalarse las neuronas repitiendo ad 1'1/inllum las demostraciones de 

EuclidcsH. 

Dr. Santiago López de Medra.no. 

D 
e cara aJ fin del milenio. ya no se puede cerrar los ojos ante Jos avances 

tecnológicos de nuestra época. Con el advenimiento de las redes 

computacionales ahora es posible tener acceso a todo el mundo mediante 

una computadora personal. Una de las ventajas inherentes a las redes es que todas las 

principales corporaciones del mundo. decenas de miles de compañías pequeñas. medianas y 

grandes comienzan a hacer negocios a través de la red. Para enfrentar estas situaciones se 

debe estar preparado con toda la información disponible estimando las ventajas y desventajas 

generadas. 

Las negociaciones efectuadas en la red permiten mayores alcances y mejores beneficios. 

Pero en Jos procesos de negociación derivados de arreglos mutuos a que llegan las partes 

(aún en la red), muchas veces un grupo de individuos tiene que hacer una decisión única 

conjunta. Es inverosímil esperar que las decisiones empresariales caigan del ciclo por 

mandato divino. Así, la decisión del grupo depende de las resoluciones de sus miembros 

aunque no siempre en Ja misma forma. Si alguno de Jos miembros no se encuentra bien 

inf"ormado puede causar serios problemas a su grupo (compai\fa o empresa). Por eso Ja 
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gente encargada de Ja toma de decisiones debe ampliar su visión y explorar unuevasn 

técnicas aprovechando las ventajas que estas les proporcionan. 

Por Jo general al tomar decisiones es necesario utilizar modelos de teoría de los juegos. 

ya que se requiere echar mano de un conjunto de posibles acciones y consecuencias de 

comportamiento de las personas involucradas en la negociación. CualqUier empresa por 

pequeña que esta sea. necesita estimar los efectos de una resolución tomada bajo riesgo. 

Las decisiones pueden llegar a tomar gran importancia en cuanto a sus consecuencias. Para 

evitar que estas decisiones puedan afectar a la compañia deben prcvcerse los alcances con 

mayor exactitud, esto es. debe contarse con una técnica que simule los procesos de 

negociación en la realidad y que pcnnita una visión confiable del procedimiento. 

Surge de aquí Ja oportunidad de internarse en la teoría de los juegos con fines de 

predicción y entre ésta. los juegos cooperativos para o-personas con utilidad transferible. 

Hasta hace unos pocos años. la teoría de los juegos se situaba en lugares poco privilegiados 

(en cuanto a técnicas de simulación se refiere) pero finalmente está siendo aceptada y su 

campo de acción ha ido expandiéndose despertando el interés de los teóricos por sus 

propiedades matemáticas y sus diversas aplicaciones a los problemas económicos. políticos y 

sociales. Tal desan-ollo ha generado una ola creciente de investigaciones al respecto. 

Se han hecho grandes esfuerzos para explicar con rigor los argumentos pero en ténninos 

lo más sencillo posible con el fin explicito de facilitar la comprensión de la teoría y motivar 

su utilización en Jos distintos procedimientos de solución que se expondrán. La presentación 

de lemas. teoremas. axiomas y demás recursos matemáticos proporcionan la credibilidad 

2 



suficiente a la . teoría. anna.Íldo el ·esqueleto básico que la sostiene. Para la gente poco 

famitiariz8da · con·" la teoría· se brinda una excelente oportunidad para enriquecer sus 

conoCimieO~O~-y ~~~-fu~di~r'en el tema. 

Primero. se hará una recopilación histórica sobre las aportaciones a la teoría de los juegos 

cooperativos para o-personas. Después de exponer algunos conceptos básicos (capitulo I) 

en el capitulo 11 se examinarán diversos juicios de solución como son: el núcleo. los 

conjuntos estables, el conjunto de negociación, el Valor de Shaplcy y el indice de poder de 

Banzhaf-Coleman entre otros. El tercer capitulo incluye algunas aplicaciones reales 

referentes a los procesos de negociación exhibiendo las posibles soluciones por atb..-unos de 

los métodos descritos en el segundo capitulo. De aqui en adelante se denotará a la teoría de 

los juegos cooperativos o-personales con utilidad transferible solamente como teoría de los 

juegos. Finalmente. se proporcionan una serie de conclusiones y recomendaciones sobre 

todos los capítulos implicados en el presente trabajo de investigación. 

3 
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GENERALIDADES 

uEn el pasado el uso de las mat~máticas se rcducla n la aritmética y a la geometría elemental. que 

eran las únicas disciplinas matemáticas bien asimiladasn 

Michcl Luntz 

l. ANTECEDENTES UISTORICOS 

E
l conflicto de intereses entre dos o más individuos en donde no todas las 

decisiones están bajo el control directo de los sujetos involucrados. es y ha sido 

desde el inicio del siglo un tema de discusión importante. Muchas personas se 

han dado a la tarea de construir y fundamentar toda una teoría que represente situaciones de 

conflicto de intereses. Por eso para las personas interesadas en profundizar sobre los 

aspectos históricos y las aportaciones que cada autor hizo a la tcoria de los juegos. a 

continuación se exponen los trabajos (registrados) sobre el tema. 

El primer trabajo matemático sobre el conflicto de intereses (teoría de los juegos) fue 

escrito por Ernesto Zermelo en 1912. pero su aportación no causó gran revuelo en esa 

época. Nueve años más tarde (1921) Emite Borel expresó gran interés por el trabajo de 

Zermelo dando una interpretación clara a ta clase de problemas teóricos de juegos. además 

introdujo mediante las probabilidades. los conceptos de estrategias puras y mixtas. Sin 

olvidar que fhe et primero en proponer el teorema del minimax. Pero las conjeturas de Borel 

4 
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lo arrastraron a creer que el teoreffia del miiürñax era falsO ·en general. rñás no previó que 
. . 

pudiera cumplirse ~n ca.Sos especiales por e'so ~us esu.~dios tar:"poco trascendi~ron (en su 

época)_. 

Algunas o~;;~ ap~rtaciones de éste último pionero se remontan a 1924 y 1927. sin 

emblirS,o :_es h"asta 1937 que se conoce uno de sus trabajos gracias a las traducciones de 

Fleche"r. Y no sólo Flecher hizo traducciones de las teorías de Borel. Una persona con. tal 

vez umás visión .. que Emite Borel también contribuyo a la traducción de sus escritos. Tal 

personaje es John Von Neumann que en 1928 retoma ºel teorema del minimax 

demostrándolo bajo condiciones generales. creando así la base fundamental de la teoría de 

tos juegos. Por este hecho se le llamó el padre de la teoría de los juegos. En el mismo año 

Von Neumann publica un trabajo en donde expone la conversión de un mercado mediante el 

conflicto de intereses dentro de un capitulo en un libro de matemáticas. Y es por casualidad 

que en 1937 estudiando en economía las ecuaciones y métodos de producción (ambos 

conceptos totalmente ajenos a la teoría de los juegos) llega a deducciones que le condujeron 

al mismo teorema del minimax. Años más tarde establece y difunde éste teorema con la 

publicación del libro uTheory of Games and Economic Bchaviorn escrito conjuntamente con 

Osear Morgenstem en 1944. En su libro crean et ambiente conceptual de la teoria· de los 

juegos extendiéndolo a o-personas. 

Para seguir el orden cronológico de los hechos se exponen los autores y sus aportaciones 

en distintas partes del relato. En la rama de los juegos para n-personas existe un concepto 

interesante y básico en cooperatividad: la comunicación. Para abordar el concepto 

s 
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> > 

Mackin.sey (1 ~52) p~.;,pone .. una sol~ci6n conceptual que simplifica la fbnna de establecer la 

co~uni~cit?~ p_~~j~,_~84? .. ~~j~<?S~~ ~~~P!=.~ativos. 
. -:'·· .< . :~·_:' :: 

A pesar.de'<iu.~ en:~·~?4~ Van Neumann propone el conjunto estable (o solución de Von 

Neumann) ~orno una_' solución, es hasta 1953 que Gilles da una condición necesaria para lo 

que resuii.8. el primer ConCepto de solución que trata de encontrar resultados a diversos 

juegos denominado el núcleo. Contribuciones interesantes en el mismo ai'lio, son: las de 

Kuhn quién manifestó que para cada estrategia de componamiento puede haber muchas 

estrategias mixtas que lo induzcan. También en estrategias. Thompson asigna como una 

solución intuitivamente satisfactoria a las estrategias compuestas. 

En la búsqueda de conceptos de solución también se encuentran: Richardson 

[19460 1953 0 1955] quién propone la existencia de soluciones bajo cienas hipótesis pero sin 

embargo no llegó a ningún teorema que garantice la solución para cada juego. Nering 

fundamenta las soluciones para cinco personas en un juego de suma constante. Mientras 

que las soluciones a los juegos simétricos son presentadas por Gelbaum. 

No menos interesantes y fructíferas son las investigaciones de Lloyd Shapley. Gran 

estudioso del juego de o-personas pero desde el punto de vista de los jugadores. A panir de 

sus investigaciones obtiene un concepto de solución que arroja un resultado úriico para una 

amplia clase de juegos. cosa que no habia logrado nadie. Esta solución peculiar tiene por 

nombre el Valor de Shapley y desde su creación ha impulsado un sin númCro de 

investigaciones en tomo a éste por considerarlo insatisfactorio. 

6 
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Hacía 1965 una solución similar al Valor de Shapley es propuesta por Banzhaf' con ayuda 

de Coleman. V se Je dió el nombre de Indice de poder de Banzhaf'-Coleman o simplemente 

Valor de Banzhaf-Coteman, porque pondera las coaliciones de igual forma que el Valor de 

Shapley pero con un valor equitativo para cada una de las coaliciones {independientemente 

del tamaño que tenga la coalición) y para hacer honor a sus cr~dores. 

Enfrascados con el relato acerca de la búsqueda de conceptos de solución en 1966 

Shubik y Shapley encuentran un concepto en donde se produce un acuerdo que restringe el 

área del núcleo. Este arreglo es llamado núcleo-e. 

Cuando las discusiones en relación a si todos los juegos tenfan solución o núcleos no 

vacios se encontraban en pleno apogeo, William F. Lucas (1967) estructura un juego de diez 

personas (3 628 800 combinaciones u opciones para fonnar grupos y jugar unidos) en donde 

no existía el conjunto estable y su núcleo era vacío o sea no tenia solución. Anteriormente 

Lucas y Trall en 1963 intentaron trabajar con algo denominado forma de la función 

panicionada o fonna coalicional generalizada,. en donde la fom13ción de grupos y la 

cooperación es imprescindible. Proponiendo que una coalición puede obtener ventaja de Ja 

forma en como se asigna a los jugadores en coaliciones o grupos. Kclley { 1970) en la misma 

línea de investigación que Lucas y Trall, propone una situación de coalición derivada de los 

juegos de n personas. 

Cuatro años más tarde. un trabajo resalta por su importancia teórica, es el de Aumann y 

Shapley que demuestran Ja unicidad del Valor de Shapley para distintos espacios de juegos 

conteniendo a un conjunto de jugadores. Retomando a Shapley. éste en conjunción con 

7 
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Dubey (1979), proporcionan algunas de las propiedades que facilitan la comprensión del 

Valor de Banzhaf-Coleman. También en 1979. Mashler, Peleg y Shapley estipulan las 

relaciones existentes entre eJ conjunto de negociación, el nódulo. el nucléolo y algunas otras 

estructuras para dar solución a diversos juegos. 

En la década de los ochenta. múltiples investigaciones en teoría de los juegos han 

surgido. Entre las más sobresalientes destacan los análisis efectuados por Dubey, Neyrnan y 

Weber (1981) sobre Ja caracterización de todos los valores sin eficiencia. Los de Lucas 

(1972) retomados por Guillermo Owen (1982) quienes encuentran un gran rango de 

conceptos de solución para un juego en forma coalicional o de función característica. Este 

mismo ano Dubey. Samet y Tauman refonnulan los axiomas de Shaplcy traduciéndolos a un 

lenguaje menos teórico y más accesible. En 1983 Bennet retoma el núcleo y estudia un 

concepto de solución más cerrado con respecto a él. 

Como anteriormente se mencionó. et Valor de Shaplcy ha causado gran revuelo 

estimulando las investigaciones alrededor de éste. Así. una de las primeras personas en 

exhibir sus resultados a Ja luz pública fue Young que en 1985 hace caso omiso del axioma de 

aditividnd. Inmediatamente después en el mismo año. Myerson lanza una propuesta de 

solución que depende únicamente del juego y los subjuegos que se formen de éste 

generaJizando el Valor de Shaplcy. Una propuesta más reciente de la ponderación de los 

Valores de Shapley la llevan a cabo Kalai y Samet (1987) 

Pero no sólo Shaplcy despenó el interés sobre su valor. Para Leher. Ja sugerencia de un 

índice de poder hecho por BanzhaC-Colcman fue motivación suficiente para axiomatizarlo en 

8 



Teoría de Jos juegos cooperativos n personales con utilidad transferible 

1988. La axiomatización de Leher y las investigaciones de Mas-Colell (1989) son las 

últimas aportaciones de que se tiene razón. Sin mencionar algunas otras aisladas las cuales 

con el beneficio de las redes de computadoras (especificamente Internet) se harán más 

evidentes y accesibles a todo mundo. 

2. CONCEPTOS DASICOS Y DEFINICIONES 

La teoria de los juegos en sus inicios. fue pensada para propordonar una herramienta que 

permitiera un nuevo acceso a Jos problemas de tipo económico. Con el transcurso del 

tiempo esta idea se ha ido convulsionando cada vez más. hasta llegar al punto de invadir 

otras áreas del conocimiento humano. Lo que permite enriquecer y ampliar la teoría 

original. Antes de entrar en materia es necesario tener presentes algunos conceptos básicos 

y ciertas definiciones que ayudan a comprender la teoría empleada. 

2.1. JUEGO, JUGADOR Y MOVIDA 

Probablemente muchas personas al escuchar la palabra juego o jugador piensen en un rato 

de entretenimiento o diversión. Quizá para un nii'io lo más común sea identificarse con esta 

última idea. Pero para las personas responsables de la toma de decisiones significa mucho 

más que un pasatiempo. para ellos unjuego es cualquier situación de conflicto de intereses 

en donde intervienen o-personas (varios individuos) o grupos denominados jugadores cuya 
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serie de movimientos sucesivos o acciones se realizan bajo un conjunto de reglas 

previamente establecidas. Todo el conjunto de movidas tiene cierta influencia sobre el 

resultado final del juego. 

De la misma fonna que en un juego recreativo. el j11gatlor es parte activa. sin embargo 

tampoco tiene el significado que podría esperarse (al menos no en teoría de juegos). En 

algunas situaciones es útil considerar como un sólo jugador a un grupo de individuos con 

intereses idénticos con respecto al juego. Cada vez que a un jugador te toque actuar o le 

toque un evento o tirada de suerte (aleatoria) se tendrá una acción o nrovi<la. En et primer 

caso se llama ºacción o movida personar• y en el segundo .. acción o movida aleatoria ... 

En la acción personal un jugador elige una posibilidad de entre todo el conjunto que se le 

presenta en esa acción. La movida aleatoria resulta de una elección aleatoria de los 

movimientos a través de un mecanismo aleatorio. Para este caso en específico a cada 

movimiento se te asocia una probabilidad mayor o igual a cero. La suma de probabilidades 

debe ser igual a uno por ser dichas probabilidades exhaustivas. es decir : 

n 

- I) LPi =l. 
i=I 

2) p¡ >:O. 

En general un juego quedará representado por el simboto o letra griega r. 
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2.2. JUEGOS EN FORMA EXTENSIVA 

Cuando se intenta describir un juego una de las primeras estructuras que surgen para 

hacerlo es la de árbol que es un caso particular de una gráfica. Existe Ja posibilidad de 

explicar un juego por medio de otras estructuras corno Ja fonna normal, pero la más sencilla 

es la arbórea. Para entender mejor esta idea a continuación se mencionan algunas 

definiciones relacionadas con Ja teoría de gráficas. 

Una gráfica G es un conjunto de vértices. puntos o nodos V no vacío y un conjunto E de 

arcos (lineas) que se encuentran relacionados de tal íonna que a cada linea e se le asocia un 

par de vénices v; y VJ Jlamados inicial y terminal respectivamente. 

Una trayectoria es una secuencia alternante (v0, er. Vi. e 2 , •••• Vn.1.en. vn) y finita de vértices 

y aristas. iniciando en un vértice y terminando en otro, tal que cada línea es incidente al 

vértice inmediato anterior y posterior. y donde todos Jos puntos en la sucesión son distintos. 

Relación descrita en el gráfico número J. 

GRAFICO 1 

SECUENCIA DE VERTICES Y ARISTAS 

Un paseo cerrado (ciclo) es una sucesión en donde los vértices inicial v0 y final Vn son 

iguales, es decir vo=vn. 
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Una gráfica se dice conectada o conexa si para todo par de vértices en G existe una 

trayectoria que los une. Entonces un árbol es una gráfica conexa que no tiene ciclos. 

Al tomar un curso de acción. es decir. al realizar un movimiento o decisión (una cada vez 

a cada momento conforme avanza el juego) se describe una gráfica en fonna de árbol y se 

irá agregando un vértice por cada elección. En el esquema de forma de árbol los vértices 

indican las posibles situaciones en todas las partidas factibles y las ramas que salen de ellos 

las diferentes alternativas a partir de cada situación. Todos los vértices a una misma altura 

corresponden a una posición del mismo orden y todas las ramas a una misma altura 

corresponden a una acción o movida del mismo orden. Cada juego tiene un número máximo 

de acciones l' (cantidad de vértices totales en V) y por ende un número máximo de 

posiciones v+ 1: la posición inicial y la posición siguiente a cada movida. El número de 

vértices finales (ver grñ.fico 2~ pág. 13) indican el número de partidas reales posibles. 

2.2.1. Partida 

Es común encontrar en la teoria de los juegos ténninos relacionados con diversas 

actividades de la vida. Citando como casO' a los apostadores en los juegos de azar. ellos 

emplean muchas palabras comunes con diversas asignaturas escolares y considerando que de 

tales juegos parte la probabilidad y a1gunas otras materias re1acionadas. no debe extrañarte la 

relación. Particulannente existe dentro de los juegos de cartas la palabra partid~ la cual se 

retoma como un ténnino de la teorta del conflicto de intereses. Para describir el término 
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considere un árbol con vértice distinguido V 0 • Antes de comenzar se reparten los vértices 

no terminales entre los jugadores y se asigna a cada punto terminal un pago para cada uno 

de los n jugadores ver el siguiente gráfico. 

Trayector~~. ::::-O 
... -:;/~ 
~~"" • Vérticeso 

Vértice , • O puntos 
distinguido : terminales 

o inicial ~ 

Vértice~ 
puntos no 
terminales 

GRAFIC02 
REPRESENTACION DE UN JUEGO EN FORMA DE ARBOL 

Se llamará partida a cualquier trayectoria desde V 0 (vértice irúcial) hasta cualquier punto 

terminal. Una partida equivale a recorrer una sola vez el árbol sin pasar dos veces por una 

linea ni un vértice. Un algoritmo que permite observar el desarrollo de una partida es el 

siguiente: 

Paso t. El jugador al que se halla asignado el vértice distinguido V 0 elige una arista que 

incida en V 0 • 

Paso 2. La arista incidente en Vo conduce a otro vértice· (asignado a otro jugador O a él 

mismo) Este elige una opción de entre las disponibles. 
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Paso 3. Regresar al paso 2 y continuar hasta que se llegue al punto terminal. En cada 

vértice terminal se encuentra definido un pago para cada jugador. 

Paso 4. Estando en el vértice terminal como no hay posibilidades de hacer más elecciones 

et juego termina. 

2.2.2 .. Particiones., Subparticiones y Gráficas de Conjuntos 

Si se tiene un conjunto E (conjunto de lineas y vértices) y un sistema P de conjuntos se 

dirá que P es una partición de E si : 

Cada elemento P¡ eP pertenece a E y P¡::t:0. 

P es un sistema de conjuntos ajenos (sus elementos son diferentes entre si) 

Nota: No debe confundir el lector el conjunto E con el conjunto de arcos y tampoco el 

conjunto P con Ja letra que denota a las probabilidades. 

Entonces, R es una subpanición de P si cada elemento R¡ e R es subpartición de P sólo si 

cada elemento R; eR es subconjunto de algún elemento P¡ e P. Una subpartición se fonna 

al tomar unos cuantos elementos de todo el conjunto. 

Utilizando estos conceptos en la representación de un juego para interpretarlo se 

considera a E Ja totalidad de las partidas realizables. Cada partida queda representada por 

un punto (vértice) y E por el área que contiene esos puntos. La primera acción constituye 

una partición de E y las siguientes movidas subparticiones sucesivas. Los conjuntos son 
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ajenos puesto que una partida no puede comenzar en dos posiciones diíerentes y así 

sucesivamente en las movidas subsecuentes. con cada decisión se genera una partida distinta 

de tal forma que corresponde a un subconjunto diferente. La última posición debe 

corresponder a conjuntos de un sólo elemento que fonnan las partidas razonables. 

DEFINICIÓN 1.1. Una partición P-{P1, ••• ,Pn) de E es 1111a familia de subco11j1111tos 

n 
P¡t;;;,.E. i=t •.. ,11 tal q11e u E\= E ysi i*-) entoncesP¡n Pj =0. 

i=l 

La definición anterior dice que los diferentes subconjuntos de un juego P={P 1 , ••• ,Pn} 

de E. deben ser iguales a todas las posibilidades de elección en el juego y que ninguna 

subpanición debe contener elementos de otra subpartición. Por ejemplo utilice el árbol del 

gráfico 2. Comience situándose en el vértice inicial, ahora recorra por una sola linea (arco) 

todos los vértices localizados en esa dirección (siguiendo la línea) hasta llegar al final, ese 

recorrido es una subpartición. Para formar otra subpartición realice el mismo 

procedimiento. Puede darse cuenta que las subparticiones no son nunca iguales a menos que 

recorra la misma partición nuevamente. 

DEFINICIÓN 1.2. La partición R-{R 1 ••••• Rn} es 1111 refinamiento ele las particiones 

P=(Pa •...• Pn} y Q= {Qa •...• Qn) si y sólo si cada vez que R¡r>(Pjr>Q.J~21 se tiene que 
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La interpretación de la definición 1.2 es sencilla. tome una subpartición P 1 (representa 

una sola trayectoria o reconido) y elija un conjunto de elementos de esa subpartición 

asignándole el nombre de R 1 (refinamiento de la panición P 1 ) y ya esta. 

Ahora considere un árbol con vértice distinguido o vértice inicial como el del gráfico 2. 

Recuerde que V denota al conjunto de vértices, entonces si se denota una partición 

A¡={peV/i=número de opciones o vértices en p} de V (A¡ tiene la misma forma que la 

partición P 1 de la definición 1.2) como: A={A0 , •••• Am}. La partición A={A1 •...• Am} 

del conjunto de vértices V se llama partición de opciones y queda representado por V\Ao 

porque el conjunto A contiene a todos los véniccs y Ao es el conjunto de puntos terminales 

indicio de que se túzo un recorrido. Para entender mejor emplee el gráfico 2. 

Con los elementos expuestos y regresando a la sección 2.2 lo único que resta es definir 

formalmente un juego finito de o-personas en forma extensiva. 

DEFfNICIÓN 1 .3. Un juego n~pcrsonal finito en forma extensiva se define como un 

árbol con vértice distinguido o inicial y las siguientes especificaciones : 

1) Una partición P={P0 ••• • , Pn} de 1-'\A 0 , 

2) Una partición U={U1 , ••• ,Un} de 1-'\Ao es 1111reflnamientode P y A de modo que 

11i11grí11 Uj contenga más de 1111 vértice sobre una misma partida, 

3) U11af1111ció11 de pagos M:Aa -:1t>R'" que asigna pagos a los jugadores. 

4) Para cada p ,;:P0 u11afi-111ció11 de probabilidades sobre las funciones incidentes en 

el vértice. Todas las alternativas deben seguir los axiomas de la probabilidad. 

El significado de cada componente asociada a la definición es : 
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P¡ es el conjunto de vértices donde toma una decisión el jugador i. Po será el conjunto de 

vértices donde la elección se realiza al azar de acuerdo al punto 4 en la definición 1.3. 

U es la información que posee cada jugador al tomar una decisión (el jugador i sabe que 

hace sus elecciones en algún punto de U, más no en cual de ellos) La familia de conjuntos 

de información del jugador i se denota por U¡=(U/U¡~P¡ }={ U¡1 •...• U¡m¡ }. Así. U es un 

refinamiento de las particiones P y ~ U¡j ~ P¡ nAk. todos los vértices de un conjunto de 

información tienen exactamente el mismo número de opciones M si 

M(S)=(M 1 (S), ... ,M.(S)) para SeA0 , entonces M1(S) es el pago para el jugador i en 

caso de realizar la panida S. Las funciones de pago M serán expuestas en la sección 2.5. 

2.3. ESTRATEGIAS Y PUNTOS DE EQUILIBRIO 

Como ya se mencionó existen términos en las actividades diarias de las personas que 

resultan similares en la teoría de los juegos. El caso que a continuación se describe es el de 

estrategia. Una c...'tfrutegia es la enumeración completa de todos los movimientos que un 

jugador podrá usar (o de como se comportará) en cada situación que pueda surgir. ya sea 

por acciones aleatorias o por decisiones tomadas por otro jugador. Si se conocen todas las 

estrategias de cada jugador podrá predecirse el resultado del juego lo cual puede ser una 

ventaja o desventaja (el empleo de estrategias inadecuadas puede causar múltiples 

problemas) 

17 



Guillermo ~1endoza Cuautla Capítulo I. Generalidades 

La diferencia entre una estrategia y una partida estriba en que dentro de una partida el 

jugador puede considerar toda una amplia gama de estrategias. Así al finalizar la partida y 

entablar un nuevo juego (otra partida) el jugador contará con una nueva gama de estrategias 

para emplear. De las estrategias disponibles se pueden identificar dos tipos o clases: las 

estrategias puras y las estrategias mixtas. 

2.3.1. Estrategias Puras 

Una variante de los movimientos elegidos por un jugador son las estrategias puras. Para 

el jugador i, una estrategia pura es un plan previamente determinado que establece la 

secuencia de movimientos y contramovimientos que el contendiente i realizará durante un 

juego completo o una partida. 

En un juego de o-personas las estrategias puras consisten de : 

1) El conjunto N={ 1, ...• n} de jugadores para o-personas. 

2) Los n conjuntos de estrategias S 1 ,S 2 , •..• Sn • 

3) Los n valores reales para las Iunciones de pago M1 ,M2 •...• Mn.donde 

M¡ (S 1 ,S2, ...• Sn) es Ja utilidad del pago para el jugador i cuando el jugador 1 usa 

la estrategia 8 1• 2 usa S2, ...• y el jugador n usa Ja estrategia Sn. 

DEFINICION 1.4. Si U¡ ""' (U¡1 •...• U¡m¡} es la familia de conjuntos de información del 

jugador i, se define el espacio de cstra.tcgias puras S 1 para el jugador i como : 

S¡-S¡ • ..• •srn en donde Sj -(1, ... ,k) si ut ~ P¡ r"IAk . 
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Se dirá que a¡ e S1 es un'a estrategia pu!"a ·para eJ jugador i. También se dirá que el 

contendiCnte i elige una opción h en un Vénice V en el conjunto de información u¡ si 

a(Ui)=Í(h). 1esk. Todas las opciones existentes en cada conjunto de informaci6n se 

ordenan progresivamente a panir del número uno; si en el j-ésimo conjunto de información 

para el jugador i. (U¡) se tienen k opciones (Ui ~ P¡ nAk) al elegir una opción de ªJ se Je 

asigna un número natural no mayor que k. Así, un elemento a 1 e S ¡. estará representado por 

un vector con tantas coordenadas como conjuntos de información tenga el jugador i. Ja 

coordenada a¡ representa Ja elección que el jugador i hace dentro del conjunto de 

infonnación correspondiente en caso de que decida jugar con O¡. Todo lo anterior queda 

resumido en el vector a=(a 1 •••• ,on) 

Suponiendo que el juego no involucra jugadas de azar o aleatorias (sin probabilidades 

representadas por P; con Po=0) cada aeS=S 1,S 2 , •••• s .. detcnnina una y sólo una panida. 

Así, si a(cr=(cr 1 , •••• cr .. )) determina weA0 (w es un elemento de los vértices terminales). 

entonces Ja función de pago M:S---+R" tal que M(a)=m(w)· 2 está bien definida y m(w) 

es el pago en cada vértice terminal. En témUnos menos estrictos, el espacio de estrategias 

puras del jugador i son todas las posibles elecciones o decisiones que pueda hacer en un 

vértice (en caso de tener un árbol) o todas las acciones (posibles movimientos) contempladas 

•
1 C(h) es una función de valol'"CS reales 

•
2 M es una función que proporciona el pago a los jugadores. en función de las estrategias empleadas 
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para.ese jugador y se representa por el vector cr=(cr 1 ••••• an). Al final del juego el 

contendiente i asegura un pago M(a)=m(w) resultado del empleo de sus estrategias. 

En caso de existir jugadas de azar (probabilidades dif"erentes del conjunto vacío. Po;e-0) 

las jugadas asociadas con los participantes se detenninan por a y las jugadas de azar se 

realizan bajo distribuciones preestablecidas. Con Jos elementos mencionados se construye 

una función de pago M¡ (a) que es el pago esperado por el jugador i al emplear a. 

DEFINICION 1.5. Se dirá que a· es un p11nto de equilibrio en estrategias puras si y sólo 

si: 

M¡(c)~¡(a"'/c:r;) para a, ES¡. i=J, •••• n donde c:r"'/c:r;-(a1 ••••• an) 

Interpretando Ja definición t .5. se dice que a· es un punto de equilibrio en estrategias 

puras si el pago que recibe et jugador i es mayor o igual al que recibiría con cl/cr¡. Note que 

en cr"'/cr¡ el resto de Jos jugadores mantienen la misma estrategia pura a·; y el jugador i 

cambia la suya de a·; a 01. sin importar por cual cr¡e S¡ hace el cambio. ni al jugador i que se 

refiera. 

La definición no menciona Jos casos en que algún otro jugador o jugadores cambien su 

estrategia pura simultáneamente además del contendiente i. En este caso todos podrían salir 

beneficiados o todo lo contrario. Pero si el jugador i cambia su estrategia pura y el resto de 

los contendientes permanece igual, el jugador i no mejora permaneciendo con Ja misma 

cantidad aunque Jos demás jugadores podrian beneficiarse o empeorar. 

La segunda variante de las estrategias es cuando existen jugadas de azar. es decir. cuando 

existen probabiHdades. Po ~0 y se determinan por distribuciones preestablecidas. Esta rama 
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de las estrategias es la que conduce al concepto de estrategias mixtas. 

2.3.2. Estrategias Mixtas 

Muchos acontecimientos de la vida diaria quedan regidos por las probabilidades, con ellas 

se intenta representar los sucesos que escapan a las manos del hombre. Y como las 

estrategias también son sucesos de la misma naturaleza (impredecibles en algunos casos) 

existe la posibilidad de representar una elección aleatoria mediante probabilidades. 

Si a cada estrategia pura CJ¡ del jugador i se le asigna (o asocia) una probabilidad, 

entonces se dirá que co¡ es una estrategia mixta (o aleatoria) para el jugador L La 

probabilidad asociada con la estrategia pura CJ; del jugador i se denota por Cll¡(O¡) Esta 

estrategia aleatoria debe cumplir con los axiomas de la probabilidad : 

..,.1) fw¡(o-¡)=1. 
s¡cnS¡ 

2) a>;(o-¡);.O. 

Para construir la función de pago esperado, dcnominese a (I)¡ como el conjunto de todas 

las estrategias mixtas para el jugador i de igual modo que en estrategias puras: 

0=01 • ... •nn es el producto cartesiano. Si el grupo de jugadores eligen sus estrategias 

conjuntamente formando al jugador i. Suponga que tiene una n-ada de estrategias mixtas 

m=(<D1 ••.•• O>n) las cuales están formadas por el vector de estrategias puras O¡={a 1, •.. ,an) 
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asociado con una probabilidad, esto es co¡(a¡)=(m 1 (a 1 ), ••• ,ron(On)) Entonces el pago 

esperado para el jugador i cuando juega con la estrategia mixta m ¡ queda como : 

DEFINICION 1.6. Se dirá que al es 1111 punto tle equilibrio en estrategias n1ixtas si)' sólo 

si: 

TEOREMA]. Todo juego de 11-personas en forma extensiva tiene un punto de equilibrio 

en estrategias mixtas. 

Demostración. Por ser este teorema prácticamente un corolario del teorema de Nash, la 

demostración se llevará a cabo en Ja sección 2.4. 1. ,,,...(La paloma indica: queda demostrado) 

El lector se preguntará. para que sirven los puntos de equilibrio. las estrategias puras y 

mixtas, y que tipo de estrategias empicar. Con las estrategias. ya sean puras (sin uso de 

probabilidades) o mixtas (aleatorias. con probabilidades) se contemplan todas las acciones, 

decisiones o movimientos (jugadas) que pudieran surgir. Además así, usted tiene una idea 

de que paso es el siguiente (como mover) El punto de equilibrio sirve para otorgar pagos 

equilibrados a los jugadores y como una ayuda para encontrar resultados equitativos. 

El usar estrategias puras para describir un juego generalmente suele tener muchas 

desventajas. Tales desventajas son las que iniciaron la búsqueda de una alternativa más 

cómoda llamada las estrategias de componamiento. 
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2.3.3. Estrategias de Comportamiento 

Las estrategias puras presentan el inconveniente de ser muy extensas. aún para juegos 

sumamente sencillos. Esto se debe a que la decisión en cada movida (o nodo. desde el punto 

de vista de árbol) depende de todas las elecciones hechas anteriormente. 

Una manera de salvar este inconveniente son las estrategias de compoi-tamiento. Para 

hacerlo hay que entender primero las definiciones de información peñccta e impeñecta. 

Cuando un jugador visualiza el juego en su fonna extensiva y conoce los siguientes 

puntos: 

I) El conjunto de jugadores N = ( 1 •...• n } • 

2) Todas las acciones de que disponen los jugadores • 

3) Todos los resultados potenciales de que disponen los jugadores. entonces. se dice 

que el juego tiene información completa (o peifecta) En caso de adolecer de uno de 

los puntos tratados. el juego se dice de información parcialnrcnte peifecta o 

incontpleta y si no conoce l. 2 y 3, eljuego es .'fin inforntación. 

Un ejemplo se obtiene del gráfico 2, si cada conjunto de información en el juego se 

compone de un sólo vértice es de infonnación peñccta en caso contrario es de inf"onnación 

incompleta. 

Ahora. para una estrategia mixta arbitraria. un jugador puede asignar a cada uno de Jos 

conjuntos de infonnación. U i.. una distribución de probabilidad sobre las alternativas del 

conjunto. Tales distribuciones son conocidas como la estrategia de comportamiento J3 del 

jugador. 

23 



Guillermo Mendoza Cuautla Capitulo l. Generalidades 

ºSi un juego tiene información peñecta y si (P 1 .P2 ....• J3n) son las estrategias de 

comportamiento inducidas por las estrategias mixtas (m 1 ,coz. ...• ron) entonces para cada 

jugador i, M¡(J31.P2 •...• l3n)=M;{m 1 ,co 2 , ...• mn) ... Kuhn (1953). Esto es, para cada 

estrategia de componamiento puede haber muchas estrategias mixtas que lo induzcan y el 

pago en ambas estrategias (de comportamiento y mixtas) será el mismo. Es indiferente el 

uso de estrategias mixtas o de componamiento sólo que la segunda toma un punto de vista 

más restrictivo y plausible. 

2.4. FORMA NORMAL 

A medida que se avanza en la teoria los conceptos crecen y se hacen más generales. Una 

idea que destaca por su imponancia teórica y su sencillez al describir un juego es la fonna 

nonnal. Intuitivamente puede decirse que lafornia normal de un juego es cuando, en una 

sola decisión (la elección de una estrategia) se incluye la secuencia total de movimientos que 

deben hacerse a lo largo del juego. Las componentes que deben identificarse en un juego en 

fonna normal son : 

1) El conjunto de njugadores (finito) N = { 1, ... , n), 

2) Los n conjuntos de estrategias puras cri, una para cada jugador. es decir, {Si }r=l 

para cada i E N • 

3) N funciones lineales de pago M1 , una para cada jugador, cuyos valores dependen 

de las elecciones estratégicas de todos los jugadores o sea M: S ~ R." donde 

S=S1• ... •s" es una función de pago. 
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El árbol de un juego es suficiente si se desea observar como se desarrollan las partidas en 

un juego. Sin embargo para realizar un seguimiento causa-efecto del juego basta emplear 

los conjuntos de estrategias y los pagos correspondientes por lo que la estructura de árbol 

resulta irrelevante. Resumiendo. para un juego en forrna normal sólo se consideran 

conductas globales y no una descripción paso a paso como en la forma extensiva, sin 

analizar cada vértice. Tal y como se indica en la siguiente definición. 

DEFINICION 1.7. Unjuego n-perso11alfinito enforma normal. se define como una terna 

Para entender el siguiente lema recurra a la sección 2.3.2 en donde se exponen las 

" estrategias mixtas. Si cuEn y cu¡ ED ¡ son dos estrategias mixtas diferentes entre si, el 

" pago esperado para el jugador i cuando emplea la estrategia (cu/ m¡) en donde el resto de los 

" jugadores mantienen su estrategia mixta aJ y el jugador i cambia la suya de cu a m¡. El pago 

" esperado se define como:. L"'i(a¡)E¡{<U la¡) 
CT¡ 

" " . ( ") LEMA l. Para toda .,,.,,n y "'i ell; se tiene que L"'i(a¡)E¡(.,,Ja¡)=E¡ iu/"1¡ 
u¡ 

PROPOSICION 1. El punto OJ• es de equilibrio si y s_<?lo ·si E¡ ( OJ • / a¡) s E¡ ( w •) t7"' i EN y 

Cf¡E$¡. 
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Demostración. Suponga que Ei(cu• /a¡)sE¡{cu*) V ieN y a 1eS1 y sea Ql¡•en1 

arbitraria multiplicando ambos l~dos de, la desigualdad correspondientes al juga~or i por 

m1·(a1) y sumando sobre O¡ se tiene: ~cuÍ(cT¡)E¡,{m.-;o-¡)s~¡~{~~) y--por.el lema 1: 
u¡ 

El lema 1 y la proposición 1 indican la fbnna de encontrar ganancias esperadas 

equitativas para los jugadores que participen en el juego. 

En lo sucesivo se denotará Ja k-ésima estrategia pura del jugador i como a¡ k. Escoja un 

vértice en el cual se emplea ta estrategia mixta cu de entre todas sus estrategias posibles n. 

de la misma manera lo hace el resto de los jugadores. Existe una k-ésima estrategia pura 

que puede emplear el jugador i denominada CSik como una estrategia mixta (asociándole una 

probabilidad) mayor o igual a cero para que exista y pueda utilizarla el jugador i. El empico 

de dicha estrategia asegura que sea un posible candidato para un punto de equilibrio y que se 

encuentre un pago equitativo para Jos jugadores. 

LEMA 2. Para todo punto cu 6 n )'todo co11tendie11te i EN. existe O"¡ k ES¡ tal que: 

1) m( u 1 .; ~o , 

2) E;(cu/<r.•)S E;(m) 

Demostración. Si para algún jugador i existe una estrategia mixta 0>1(0'1k). tal que cada vez 

que m 1 (au:)~O. se tiene E1(co/a1)>E1(m). entonces multiplicando a ambo~ lados de Ja 

desigualdad por m1(a1) y sumando sobre 01 por demostración al absurdo E1 (m)>E¡ (Ql) ""' 
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La finalidad del lema 2 es exponer que. si existen estralegias mixtas no todas cero para el 

jugador i, entonces puede llegarse a un pago equitativo entre los jugadores. 

Un teorema de gran importancia que garantiza la existencia de un punto de equilil;>rio se 

expone en la sección 2.4.1. 

2.4 .. t. Teorema de Nash 

En la búsqueda por encontrar repartos equitativos de los bienes. Nash, propuso un 

teorema que asegura llegar a un punto de equilibrio en un juego de o-personas empleando 

estrategias mixtas. 

TEOR.ElviA 2. (Nash) Todo juego finito de 11-personas en forma normal llene al menos un 

punto de equilibrio en estrategias mixtas. 

Demostración. Sea l;;¡ (m)=max{O,E;(mla;¡)-E¡(m)) y F:0->0.donde F(m)=(f"1 , ••• ,f".) 

entonces f¡ está definida por : 

m(a;j) +~;j{ru) 
l+L~il{ru) 

1 

1) La función fi. es un estrategia nüxta para el jugador i . 

2) El conjunto !les convexo y compacto•.i ya que cada co¡ to es y el producto cartesiano 

de conjuntos compactos es compacto • 

3) Como el operador esperanza es continuo la función fi también lo es y a su vez; l;;j es 

•..i Ver glosario 
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continua, por tanto. al ser F(co) un cociente de dos funciones continuas cuyo 

denominador no se anula. también es continua. 

Por el teorema del punto fijo de Brouwer ... , existe ro• tal que: 

por el lema 2. para m· y toda i eN. existe CJ'¡k tal que mt(a¡.,)>O y l;¡J(m·)=O sustituidos en 

la expresión (1): cu "i{u¡k) ·¿~¡¡{cu•)= o. pero ro1·(a1k)>O. L'°u(a:) =O y como cada 
1 1 • 

todo ieN y CJ¡ e 8 1 y por la proposición anterior. m • es un punto de equilibrio . ../' 

El teorema del punto fijo de Brouwer garantiza Ja existencia de un punto pero en ningún 

momento plantea como encontrado. Aunque no se ha logrado encontrar un método que 

asegure la existencia de un punto de equilibrio en general. cuando se cuenta con un nÍamero 

pequeño de jugadores y sus correspondientes estrategias puras los movimientos pueden 

seguirse en forma directa tratando de encontrar alguno. 

2.5. FUNCIONES DE UTILIDAD 

Cuando un jugador elige una estrategia particular de su conjunto y los demás jugadores 

también eligen una estrategia panicular de sus respectivos conjuntos, se aseguran una 

•
4 El teorema de Brouwcr Wcc que si SeR.n es un subconjunto convexo y compacto. y C:S-+S es una 

función continua, entonces existe Xo tal que f{Xo}=Xo 
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ganancia (positiva.. negativa o nula) que es la cuantificación de las pl'"eferencias de una 

pe.-sona con respecto a ciertos objetos. Esta ganancia o cuantificación de las p.-efc.-encias es 

llamada función de pago. ley de pago o función de utilitlad. 

Las funciones de utilidad permiten encont.-a.- procedimientos de puntuación idóneos que 

no sólo reflejan p.-efe.-encias bajo ccrtidumb.-e. sino que utilizan de una manera conveniente 

cálculos de p.-obabilidades espe.-adas como lineamientos para .-ealizar elecciones entre 

1oterias probabilisticas•s bien especificadas. 

Como ningún criterio de decisión puede aplicarse a menos que todas las consecuencias se 

cuantifiquen en las mismas unidades es posible emplear una primera ap.-oximación 

analizando cualquier p.-oceso de decisión y así determinar la utilidad de las consecuencias no 

numéricas. 

Una utilidad común y que se emplea por todo el mundo es et valo.- monetario. entonces 

cada consecuencia puede reemplazarse por su respectivo valor en pesos. Sin embargo un 

valor monetario no siempre es apropiado. En el caso en que el peso no refleja el verdadero 

valor de una consecuencia en relación a ot.-a o en donde el peso (como moneda) no es Ja 

misma unidad de cuantificación apropiada deberá adoptarse un sistema de valores distinto. 

En los sistemas o-personales se suponen que los pagos recibidos (coníorme a las reglas 

del juego) pueden transferirse. El suponer la utilidad transferible es una hipótesis 

desagradable que debe hacerse para muchas situaciones económicas. Es una hipótesis 

desagradable por la razón siguiente: si la utilidad del juego no es monetaria podria ser un 

•s Ver Gamcs and Dccisions de Luce y Raiffa para ilustra.r el concepto de lotcrias probabilistica.s 
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bien mateñal (objeto fisico). en muchas ocasiones no se podrá dividir o partir para otorgar 

pagos a cada uno de los jugadores involucrados en el juego. Un ejemplo es un auto con dos 

propietarios, obviamente el coche no podrán utilizarlo ambas personas para ir a diferentes 

lugares al mismo tiempo y tampoco convendrían en partirlo por la mitad. 

La suposición de utilidad transferible se basa en exigir que las ganancias alcanzables por 

un grupo (o individuo) estén conformados de todos Jos ingresos individuales cuya suma no 

sea superior a una cifra concreta. 

Cabe hacer notar que una función de pago es una función lineal de valores reales 

denotada por M. Como las funciones de utilidad para todos los jugadores son lineales, las 

ganancias pueden separarse en un mismo bien X.. es decir, mientras una persona incrementa 

sus utilidades en una unidad (gana una unidad) otra persona cede o pierde esa unidad. A 

esta manera de realizar Jos pagos se le denomina pagos laterales. 

La hipótesis de utilidad transferible será razonable sólo bajo dos condiciones, suficientes y 

no necesarias. La primera es que la utilidad sea aproximadamente lineal en el rango de los 

pagos potenciales de los jugadores y la segunda es que los pagos laterales moi:aetaños estén 

permitidos. 

La única forma de establecer si las ganancias en un juegos pueden transferirse o no, o de 

saber si los jugadores negarán a algún acuerdo que los obligue es mediante las reglas del 

juego. Para identificarlas. toda persona involucrada debe recapacitar sobre los siguientes 

cinco puntos: 

a) Hasta que punto puede haber comunicación entre Jos jugadores • 
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b) si los jugadores pueden hacer convenios que los obliguen o no. 

c) si las ganancias obtenidas en el juego pueden compartirse con otros jugadores 

(pagos laterales) • 

d) cuál es la relación íonnal. causal, entre las acciones de los jugadores y d resultado 

del juego. 

e) de qué inf"onnación disponen Jos jugadores. 

El estudio de las funciones de utilidad conducen a conceptos interesantes como son: Jos 

juegos de suma constante y de suma cero, ampliados y definidos en la siguiente ·Sección. 

2.6. JUEGOS DE SUMA CONSTANTE Y SUMA CERO 

Un juego n-personal se dice de suma cero si se hace una elección de la utilidad para cada 

uno de los jugadores tal que. la suma numérica de las utilidades asociadas con cada n-tupla 

de estrategias sea igual con cero. Paso a paso, esto es. coloque Jos elementos desglosados y 

agregue uno a la vez: se cuenta con una función de utilidad y una n·tupla de estrategias. es 

posible elegir de la función de utilidad, las unidades (de utilidad) y los ceros para cada tupla 

de estrategias de modo que Ja suma de las ganancias sea igual con cero. ecuación 2. 

±M¡(S¡ •...• Sn)=OA (2), 
i=l 

como el juego se supone de suma cero las funciones M 1 ,M2 •••• ,Mn deben satisfacer la 

ecuación (2) 
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De igual manera es posible elegir los ceros de las funciones de utilidad y agregarles una 

constante arbitraria transformando asi el juego de suma cero a suma constante (suma 

diferente de cero). Los juegos con suma constante son útiles cuando los beneficios 

obtenidos son monetarios. 

En el juego. los participantes pueden encontrarse ante muchas situaciones. Cada 

individuo quen-á incrementar sus propias utilidades (más aún si son monetarias). algunas de 

estas situaciones incitarán a unos cuantos con tendencia a competir hacia enfrentamientos y 

a los más racionales a cooperar. 

2.7. ASPECTOS COOPERATIVOS, CONFLICTO Y COMPETENCIA 

Dentro de esta sección es posible apreciar las ventajas que proporciona el intercambio de 

conocimientos entre las matemáticas y otras áreas. por ejemplo en el caso de la teoría de los 

juegos. ta psicología y la sociologi~ cada materia contribuye a Ionnar perfiles de 

··comportamiento que se supone tomarán los individuos. es decir. con que grado tienden a 

competir O cooperar entre ellos y lo más importante como identificar las situaciones y el 

carácter de los participantes en un juego. 

En una situación de competencia las negociaciones rara vez son estrictamente 

competitivas. pero los jugadores pueden comportarse como si Jo fueran: p_odrían 

considerarse a si mismos como contendientes estñctamente. opuestos antes que como 

personas que resuelven problemas de manera conjunta a través de ta cooperació·n. 

Cuando un grupo o un individuo actúa en una formá no aceptada pc)í- otro se dice que 
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está en conflicto. Un conflicto es un caso particular de competencia en donde todos los 

participantes buscan ganar. aunque sus intereses pueden ser comunes también pueden ser 

encontrados u opuestos. Sin embargo en este caso (conflicto) existe un interés común en 

llegar a soluciones que sean mutuamente ventajosas. Un medio muy común para dar 

solución a los conflictos es la negociación. 

Un conflicto directo puede identificarse por que una de las partes pedirá un valor mayor 

para si. en tanto que la otra parte pedirá que ese valor sea menos alto. Contraria.Jllente a la 

competencia en un conflicto es muy probable que las partes prefieran un acuerdo razonable a 

ninguno. 

El grado en que los jugadores puedan mantener Ja comunicación (negociaciones) o el que 

exista un intercambio de ideas mutuo (contunicar) tiene un efecto profundo sobre el 

resultado del juego. Generalmente la facultad de entablar y mantener la comunicación toma 

más importancia cuanto más cooperativo se tome el juego. El profesor Tomas C. Schelling 

sugiere que los jugadores observen et comportamiento de sus compañeros como una guia de 

to que podrian hacer después. 

Para juegos con jugadores e intereses en conflicto ta comunicación toma un papel -mucho 

más complejo. Muchas personas opinan que la facultad de comunicarse es simplemente un 

estorbo ya que es posible comunicar amenazas y las complicaciones aumentarfa1_1. 

Un juego se toma más cooperativo no sólo al incrementar el número de jugadores sino 

también por coincidencia de intereses entre los participantes. En un juego completam.ente 
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cooperativo et problema es únicamente de cooperación y como se mencionó cuando menos 

en situaciones como ésta.. la facultad para comunicar lo es todo. 

En juegos cooperativos se asume bajo la experiencia práctica que: 1 )Todos los mensajes 

fonnulados antes del juego por un contendiente se transmiten con distorsión por los otros 

participantes. 2)Todo5 los acuerdos se hacen conjuntamente y se cumplen conforme a las 

reglas del juego. 3)Las evaluaciones de los jugadores sobre los resultados del juego no se 

enturbian por las negociaciones anteriores al juego. De las tres hipótesis fbrmuladas la 

tercera es la que en muchas aplicaciones reales no se lleva a cabo. 

2.7.1. Normas del Grupo 

Empleando algunas definiciones de las disciplinas sociales es posible clasificar a los 

individuos en distintos niveles de componamiento. Por ejemplo, en primer lugar se localizan 

las personas en desacuerdo con el r:esto de los jugadores,. debido a sus intereses tienden a 

cooperar. tales . person~ se denominan antagonistas cooperadores. semejantes 

contendientes reconocen que tienen intereses opuestos o diferentes; les gustarla llegar a una 

transición.. sin embargo tienen la confianza piena en que todas las partes mantengan centrada 

su preocupación en sus propios intereses. No tienen intenciones malévolas pero tampoco 

son hermanas de la caridad. Desconfían de todo. esperan un manejo estratégico de posturas 

en defensa de los intereses por cada jugador. 

Un segundo estrato queda fonnado por individuos en desacuerdo total con las 

propuestas planteadas. e11os son los antagonistas estridentes. Son personajes malévolos. no 
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debe ni puede confiar en ellos. Hacen uso del poder al máximo y se valen de promesas 

sospechosas con frecuencia son tachados de traidores. 

Las personas con1p/etan1ente coopcra1loras son el óltirno nivel y el más extraño. Tales 

negociadores podrían tener necesidades. valores y opiniones diferentes pel-~ son abiertos el 

uno con el otro; cada uno espera honestidad total, apertura plena y niflgún manCjo 

estratégico de posturas. Se consideran a si mismos una entidad cohesiva y desean hacer 

siempre lo correcto para esa entidad. 

Siempre es deseable que en un juego los participantes comiencen como antagonistas 

cooperadores (el caso más real) Si bien se inicia en está categoría es posible y muy factible 

que algunos se proyecten hacia la estridencia. En el capitulo tercero los intentos por 

encauzar las negociaciones a la categoria de cooperación plena serán la base. 

En un ambiente de cooperación algunos o todos Jos jugadores pueden unirse y actuar 

como uno sólo (el ideal en todo juego) eligiendo sus estrategias conjuntamente tratando de 

obtener el máximo beneficio. Esta idea de cooperación es Ja que conduce al concepto de 

fomi.ación de coaliciones. 

2.8. LAS COALICIONES 

Una coalición se define en términos de Jos jugadores para coordinar su comportamiento 

y enf'ocarlo hacia un fin común. KeJley (1970) propone que una situación de coalición es 

aquella en la cual Jos jugadores compiten para aumentar sus ganancias. Es posible que 

algunos o todos los jugadores actúen juntos y cooperen para obtener mejores beneficios. 
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También en 1970, Groennings dijo que cualquier modelo del proceso de formación de 

coaliciones debe incorporar los siguientes cuatro elementos : 

1) La condición en la que se encuentran los jugadores • 

2) La compatibilidad de un jugador con el resto • 

3) Que tanta motivación existe para ingresar en una coalición • 

4) La interacción entre los participantes. 

Bajo cualquier situación siempre es posible predecir que aún existiendo muchas 

contrariedades los jugadores pueden agruparse en coaliciones y si estas se forman. tienen 

más posibilidades de alcanzar sus metas que los individuos que actúan solos. 

Cuando se forma una coalición ésta posee propiedades paniculares y especificas. algunas 

comunes y otras diferentes a las del resto. Pero en matcri". de negociación lo que realmente 

interesa es estudiar el comportamiento de una coalición para determinar el curso de acción 

propio. Para poder hacerlo debe identificar las siguientes propiedades de las coaliciones: el 

tamaño de las coaliciones forrnadas. quienes pertenecen actualmente a la coalició~ cual es Ja 

coalición ganadora y cuando las coaliciones se agranden está exista. 

Usando las propuestas de Groennings y Kelley acerca de la formación de coaliciones es 

posible estructurar una idea intuitiva de la definición de coalición para posterionnentc 

exponerla de un modo más fonnal. 

Suponga un conjunto N={ t •... ,n} de jugadores. a cualquier subconjunto no vacío de N se 

le Jlarnará coalición y quedará representada por las letras mayúsculas K.L y así 

sucesivamente. Obviamente los elementos en cada coalición se representan por su 
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respectiva letra minúscula (K={k1 •... ,k11}) La coalición consistente del resto de los 

jugadores exceptuando a los de K. denominada la coalición complementaria de ~ queda 

representada por N\K o N-K. La notación K-L representa a los jugadores q~e están en K 

mas no en L. es decir. K-L = K\L = Kt-\L. 

DEFINICION 1.8. Una coalición es 1111 subco11}111110 de j11gadorcs de N que es capa:: de 

llegar a un acuerdo vinculan/e. 

La definición 1.8 implica que los jugadores que entren en una coalición o Cormen una 

coalición tendrán un pacto o manera preestablecida de distribuir el pago obtenido. 

Evidentemente el interés de los jugadores al unirse en coalición es el de hacerse mas 

fuertes y ganar. Una coalición es ganadora si tiene la suficiente capacidad para tomar 

decisiones acertadas para todos los jugadores que estén dentro o füera de la coalición. Es 

de esperar que una coalición que contenga a una mayoria de jugadores sea lo 

suficientemente capaz para modificar los resultados de unjuego o una partida y.por ende sea 

la coalición ganadora. Entonces, se supondrá que una coalición sin una mayoría no tiene Jos 

recursos necesarios. ni la capacidad adecuada para afectar los resultados del juego y se dice 

que es perdedora puesto que obtiene los resultados más bajos a que pueda ser conducido y 

sus contrarios los resultados más altos que puedan alcanzar. 

ffiPOTESIS l. Todo subcor{ju11to de N. i11cluye11do lambién a N puede formar una 

coalició11. 

La hipótesis 1 es muy clara. sin excepción todos y cada uno de los jugadores pueden 

fonnar o entrar en una coalición. Una coalición se considera formada no sólo cuando los 
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jugadores que la constituyen han deci<lido jugar unidos sino que también estén de acuerdo en 

como repartir la ganancia conjunta v(K). Existe la posibilidad que una coalición se forme de 

un sólo jugador. 

2.9. LAS FUNCIONES CARACTERISTICAS 

Cuando se examinan los juegos cooperativos. las estrategias reales disponibles por el 

conjunto de contendientes pasan a segundo plano pues Ja atención queda centrada en los 

pagos que los participantes y las coaliciones serán capaces de conseguir. A cada coalición 

se le asocia un número· el va!or de esa unión Este valor es la cantidad mínima que la 

coalición puede obtener si todos sus miembros trabajan conjuntatncnte (emplean sus 

estrategias juntos) Dd mismo modo, suponiendo que los jugadores que no se encuentran 

dentro de la coalición tienen un cc•mp("lrtamicnto hostil en contra de sus opositores. es 

posible calcular la máxima ganancia qui..' Ja coalición K puede obtener denominada la 

coalición K de máximo pago o valor de la \..·nali.:ión K. esta cifra se representa por v(K) 

2.9.t. Definición de Función Caractcrislica 

El valor de cualquier coalición puede calcularse de la siguiente manera: Suponga un 

conjunto K de jugadores que deciden formar una coalición~ la coalición K obtiene tanto 

como sea posible (los resultados individuah!s no imponan) La peor situación estratégica 

posible es que el resto de jugadores se hallen fuera de K. La coalición opuesta a K será -K o 
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N-K. Si la coalición K se forma. los miembros en la fusión K pueden emplear la estrategia 

que les garantice el valor esperado v(K) prescindiendo de los miembros en la coalición N-K. 

De igual modo N-K puede emplear la estrategia que les garantice al menos v(-K) pero no 

más. 

DEFINICIÓN 1.9. Para u11 juego 11-personal. la función característica con utilitlatl 

transferible es u11afunción escalar v(K) que asocia v(K) E R" a cada KcN. 

El valor de la funció11 caracterlstica para la coalición vacla es cero o sea v:K-.,>&": 

v(IZl)-0. 

La definición 1.9 implica que· la coalición K es un subconjunto de jugadores que 

potencialmente pueden jugar unidos en cuyo caso reciben una ganancia conjunta v(K). 

ingreso máximo que la coalición puede garantizarse a si misma. El juego r sólo especifica la 

ganancia que podria obtener cada una de las coaliciones en caso de formarse. 

Una partida se realiza de la siguiente manera: conocida la función característica \' ó v(K) 

por todos y cada uno de los contendientes. estos pueden negociar con toda libertad para 

formar coaliciones hasta obtener una partición P={K..L •... } de N donde K,L, etcétera, son 

coaliciones que han logrado formarse. La partida concluye con el pago de las ganancias. 

Como resultado de cada partida se obtiene un vector mER..n. en donde m¡ es la ganancia o 

pago representado por m que obtuvo el jugador i en la negociación. 
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2.9.2. Las Funciones Características a. y P 

Existen dos caminos para deducir una función característica de un juego en forma 

estratégica. El primer camino se basa en lo que una coalición puede garantizarse a si misma 

cuando el resto de los contendientes tengan un comportamiento hostil para reducirle su 

ganancia. El segundo camino se fundamenta en el pago que· el resto de los jugadores 

pueden o desean otorgar a un jugador (puede ser cero). o sea el máximo ingreso que el 

jugador i obtiene de la minima cantidad que el resto de los jugadores están dispuestos a 

otorgarle (la idea de punto de equilibrio). Al primer caso se le llamará función 

caracteristica-a. y al segundo, función caracteristica·Jl. La función característica a. es la más 

común y difundida (tal vez porque muchas personas se identifican con ella). por eso se 

define primero. 

Suponga un juego en forma estratégica representado por la tñada r=(N,S.M) y suponga 

para la coalición K et espacio conjunto de estrategias (estraiegias mixtas) denotado por 

s.._=n1 • .._(a¡) en dondes, son los Clementes en SK. L':'" combinación estratégica para la que 

el jugador i está utilizando S1 si ieK. se representa por (s\t¡) o (s\~u 1) En caso que el 

jugador i se encuentre en una situación tal que el resto de los jugadores N-{ i} estén 

agrupados en una coalición para reducir la ganancia del jugador i al mlnimo. Así, el máximo 

ingreso que el jugador i puede asegurarse será: 

s;a¡= max min M¡(~¡) paraK=N-{i} ... (3) 
t;eS¡ sKeSK 

La ecuación (3) representa el valor maximin del jugador i para este juego. Piense en e" 

40 



Teoria de Jos juegos cooperativos n personales con utilidad transferible 

como un vector de pagos sobre R.". e1 cual asigna pagos a los miembros en Ja coalición K y 

en !i.K como un vector de pagos maximin para tos miembros de Ja coalición K. 

HIPOTESIS 2. Si e" ER." puede ser alcanzado por cualquier coa/lció11 K. en/onces K 

podrá conseguir cualquier e·.:.. que salisfaga: 

L e'¡ s L;c¡ A (4) 
ieK ieK 

La hipótesis 2 involucra dos condiciones: 

1) Condición de utilidad transferible. Si la coalición K puede conseguir el pago 

máximo c .... entonces K puede alcanzar cualquier otro pago c•K. con el fin explicito 

que Jos pagos de los jugadores sumen la misma cantidad. o sea que la ecuación (4) se 

transforme de desigualdad a una igualdad. 

2) Co11dició11 de libre disposición. Sic" es alcanzable y suponiendo que c'"IC< c.:.. 

entonces con mayor razón c•K puede ser conseguido. 

La posibilidad para alcanzar los pagos por una coalición también se muestran en la 

hipótesis 2. En un juego particular cada coalición tendrá asociado el pago total más elevado 

que sea capaz de conseguir. Con la ecuación (3) y la hipótesis 2 es posible-construir los 

pagos maximin de la función característica-ex. para la coalición K. como : 

v,.(K)= m= min L;M¡{!D'\K)A {s) 
t K eSK 8K eSK teK 

Por definición. va.({i})=ca.i está definida para todos Jos jugadores i; sin embargo la 

ecuación (5) está definida para todas las coaliciones K. De la misma manera es posible 

construir ecuaciones paralelas a (3) y (5) para definir la función caracteristica-13~ Asi. 
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~Pi= max min M¡(sO\t¡)J\ (6) 
sKeSK tKeS¡ 
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vp(K)= mar min L.;M¡(•O\tK)A (7) 
SK_ eSK tK eSK ieK 

Realicemos el siguiente experimento: suponga que Ja coalidón K para a ó N-K para 13. 

hace el primer movimiento o acción (como en el ajedrez). sólo para contrastar las fonnas ex. y 

(3. Cuando define v~. la coalición K elige st:.. y anuncia su decisión al resto de los jugadores 

en N-K. lógicamente N-K hace la elección sN - K. Para cualquier sK elegida por Ja coalición K 

será mantenida en : 

min L.;M¡(..O'-·)A (8) 
sKeSKieK '\K 

K se asegura el máximo pago para la estrategia s.._ propuesta en la ecuación (8). observe que 

Ja ecuación (8) es su similar en (5). Análogamente para definir vp. N-K elige su estrategia SN 

_.:.. suponiendo que K seleccione s.:.. y por supuesto hace panicipe de su elección a K. La 

coalición N-K logra que K se mantenga en 

La técnica para definir a va: y vp es tratar a K y N-K como a dos jugadores que participan 

en un juego de suma cero en el que el pago para el supuesto jugador K es L M¡ (S) y el 
ieK 

pago para el otro supuesto contendiente N-K es - L M¡ (s). como se trata de un juego 
ieK 

suma cero (el pago que el jugador K suma a sus utilidades es el monto que pierde el jugador 
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N-K) se igualan los pagos esperados como L;M¡(S)= -L:M;(S) Finalmente si despeja 
ieK ieK 

la ecuación anterior tendrá la ecuación (2) 

Observa-ndo las·ecuBciOnCS csry-(9)_C_ri_gCnef-afVa. (K) <: Vp (K) para todo K. 

2.9.3. La Forma de la Función Característica 

En lo sucesivo se manejarán los juegos con funciones características de fonna general. de 

modo que resulta indiferente el uso de la fonna a o la fonna p. Además, se utilizará la 

notación: & en lugar de &a. y &p. al igual que v en lugar de Va. y vp. 

Como supuesto general. todas las coaliciones obtienen tanto como la suma de sus 

miembros puedan conseguir. Considere que K y L son coaliciones que no tienen jugadores 

comunes. Cuando se f'onna una coalición compuesta por todos los jugadores en K o en L; 

denotada por KuL, el valor de la nueva coalición debe ser al menos tan grande como la 

suma de los valores de K y L para que sea atractiva a Jos jugadores. Los miembros en K 

pueden jugar la e-:trategia que les garantice v(K) y los jugadores en L. la estrategia que les 

garantice v(L). entonces KLJL puede obtener al menos v(K)+v(L). Esta condición se 

denomina superaditividad y está definida para toda panición de un subconjunto. 

DEFINICION 1.10. Se dirá que el juego r es tiruperaditii•o si y sólo si 

v(KvL)C!v(K) +v(L) cuando Ky L son subco11j1111/osde N con KnL-127. 
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n 
PROPOSICION 2. Si res un jtu?J:O ~71¡.>t.•raditfro cump/L! que L ''{K¡) s ''(N) para toda 

i=J 

partición P={K 1 , ••• ,K"} de N. 

Den1oslració11. Para partición arbitraria P= { K 1 •..• Kn} se tiene que 

•{N) = /~ K¡);,, •·(~I K¡) + v(Kn) <!A;,, •'(K¡)+A +>·(Kn) ~ 
l.1=1 l=l 

La proposición 2 indica que en juegos superaditivos no hay forma alguna de que Jos 

jugadores se agrupen para obtener más de lo que se aseguran al jugar todos unidos. 

HIPOTESIS 3. I...a funci<Jn cnracteristica v(K) para 1111 jut.•¡:o (N,S,J1J) e.<t supcrnditii•LZ. 

E.. decir, para dos coaliciones disjuntas cualesquiera, K y L contenidas en N. 

••(Kvl.);?•·(K) + v(f.) 

Resulta conveniente referirse a la función característica •• (no es un elemento de los 

vértices, es v(K)) y al conjunto de jugadores N, es decir (N,v). como a un juego porque 

r{N,v) contiene toda la infomlación necesaria. en lugar de mencionar (N,S,J\.1). A r(N.v) 

se le dcnornina la forttuz de /11 funcitin car11ctcrística o for11u.z cvalicion11/, por que Jos 

jugadores en la coalición escogen sus estrategias c~:mjuntamcmc 

DEFINICION 1. I 1 Para /o.\· juego.'> 11-¡1l•rso11a/es con uti!ulad tran~fi:rihle. /afár111t1 tic• /a 

fiutcián c11rnctert<.·tica ".for11u1 coalicio1111/ d.: 1111 _¡ucgo c1._.1er11111u1da por r...:.(N, 1;), s.: 

caracteri:a por el co11ju1110 do.• jug~hlorcs N y la fu11cuJ11 curactl.!ri ... ·11ca l'. 

Observe que en la definición 1 I 1 SI.! integran los n jugadores. sus estrategias S y Jos 

pagos asociados con las funciones características 
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2.9.4. Funciones Características para Juegos con Suma Const;•nte y Suma Cero 

Puesto que v(K) puede calcularse para cualquier coalición posible, Ja extensión de la 

función v para juegos suma cero se da bajo las siguientes restri~ciones : 

1) El valor para Ja gran coalición es: v(N)=O, 

2) Para K: v(K)= - v(- K) ó v(K) = - v(N-K) para todos los subconjuntos de N • 

3) Para Ja coalición vacia es v(0)=0 • 

4) Si K y L son cualesquiera dos subconjuntos disjuntos, v(KuL)~v(K)+v(L). 

Note que las restricciones 1 y 3 son equivalentes a 2. Las dos primeras condiciones 

reflejan las caracteristicas de un juego suma cero en donde los intereses son dirunetralmente 

opuestos. El punto 3 establece que un ~ubconjunto mínimo de jugadores (contendientes 

perdedores) no obtienen ningún pago. Para Ja mayoría de los teóricos, Ja condición fucnc es 

Ja que involucra el punto 4 ó de superaditividad. Si un conjunto de funciones características 

v. satisface las condiciones l a 4 propuestas en Ja sección 2.9.4 se dirá que son funciones 

características de juegos suma cero. 

Para definir Ja función característica de juegos con suma constante, agregue un jugador 

ficticio al juego de suma cero para o-personas. tal jugador no es un agente. libre en el juego 

(no elige una estrategia y no desempei'\a un papel definitivo en Ja formación de coaliciones). 

el pago en el juego suma cero se eligirá para (n+l)-personas. 

En un juego de suma constante (no necesariamente suma cero. sin excluir el caso). la 

condición 3 se transforma en: v(K) = v(N)-v(N-K) para todo subconjunto de N y las 
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condiciones 1 y 2 son suficientes pero no necesarias. También si v(N)=O. la ecuación 

v(K)=v(N) .. v(N-K) indica un juego suma cero. 

2.10. EL CONJUNTO DE I:MPUTACIONES Y LOS JUEGOS ESENCIALES 

Por razones naturaies. el interés fundamental de los jugadores se centra en ciertos 

vectores de pago. estos vectores son el conjunto que contiene todos- los resultados 

razonables para un juego cooperativo. Se comenzará pues. por definir algunas propiedades 

que pueden poseer tales vectores. 

Un vector de pagos :e, es cualquier elemento de 1t..'" y sus coordenadas se indexan con los 

miembros del conjunto N. Dado un vector de pagos :c. se denotará por .x(K) ó 

x(K) = ¿ x; . Asi0 x(K) es el monto total para la coalición K. 
ieK 

Suele llamarse al conjunto de vectores de pago como el conjunto de in1putacio11es. 

Intuitivamente. una imputaci6n es un vector de pago que otorga a cada jugador. al menos 

tanto como podria garantizarse a si mismo jugando individualmente y a la coalición de todos 

los jugadores v(N) 

DEFIN1Cl0N 1.12. Un vector de pagos. xE R". es una in1p11tación·• en el juego r-(N.v) 

si: x es l11divldualmc11te racional o sea X¡~ v({i}) y x es racional de gn1po si L x¡ = v(N) 
ieN 

•
6 Algúnos textos mencionan a una imput.aci6n también como una asignación 
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El conjunto de imputaciones será representado por I(N. v) Con un vector .r que sea 

individualmente racional cada jugador obtiene al menos tanto como lo que puede lograr 

jugando aisladamente. mientras qúe con un vector x que sea racional de grupo cada 

coalición asegura al menos tanto como puede garantizarse por su cuenta. 

Se dice que una imputación :res eficiente si y sólo si x(N)=v(N) y también es factible. si y 

sólo si existe una partición P={K1 •...• K,.} de N tal que .r(K¡ ):S:v(K1). i=l •...• n. Para un 

vector x factible se dirá que es Optimo de Pareto •7 (OP) si y sólo si no existe otra 

imputación denotada por yeR." factible (las imputaciones se representan en letras itálicas). 

tal que la imputación y sea mayor o igual al vector de pagos x para ambas imputaciones 

distintas o seaya-x. y~x .. 

2.10.l. Dominio y Poder 

El poder de un jugac:for se refiere a que tanta capacidad tiene un individuo o un grupo 

para trabajar por su cuenta y determinar o influir en el resultado del juego. 

La dominancia se refiere al poder que una coalición puede ejercer mediante su capacidad 

para independizarse. Ya que I(N,v) se definió como el conjunto de imputaciones. suponga 

que :r, y son dos imputaciones que pertenecen a l(N, v) Se dice que la imputación x es 

dominada por la imputación y vía ta coalición K., si y da más a 1os miembros de K superando 

ax. siendo además y;. alcanzable por Ja coalición K. 

•
7 Un pago Optimo de Parcto es cuando ya no existe rúngún otro pago en donde otro jugador pueda 

mejorar la oferta. 

47 



Guillcnno Mendoza Cuautla Capítulo l. Generalidades 

DEFINICION 1.13. Para las imputaciones r. y E J(N.v). y domina ax 1•la K si />:Jé y 

LYi sv(K) 
ieK 

La noción de .. domina a con respecto a Ja coalición K". implica que v(K) = ¿r¡ . esto 
ieK 

es la asignación x es factible con respecto a la coalición K y como Ja imputación y¡> X¡ para 

toda las imputaciones y en K... la asignación y es mejor que Ja asignación x. 

DEFINICION 1.14. La imputación y domina a la lmputacló11 x. si para una cierta 

coalición Kc::N. y domina ax vla K. 

Si y domina a X vía K. se dirá a veces que K puede mejorar frente a :r. Así mismo. las 

definiciones .. x domina a y vía K 09 y Ja de •y es bloqueada por la coalición K" son casi las 

mismas. La dif"erencia entre una y otra es que cuando se trata de dominancia. se exige que 

todos los jugadores en la coalición K mejoren. mientras que para bloquear. basta que uno 

sólo lo haga y el resto no empeoren. Entonces. si x domina a y. Ja imputación y es 

bloqueada. 

Regresando a la sección 2. 1 o. un juego resulta interesante o no dependiendo de su 

análisis. El anáJisis. consiste en dividir a los juegos con fünción característica en dos clases: 

los juegos esenciales y los no esenciales. 

DEFINICION 1.15. Se dirá que u11J11cgo es no esencial si y sólo si. el pago total c01ljunto 

de la plenitud de Jugadores v(N), es exactarnente igual a la suma de todos los pagos de los 

jugadores i11dMd11ales ~>({i}) . es decir. v( N) = L v( {i}) 
ieN ieN 

DEFINTCION 1.16. Un Juego es esencial, si el pago corljunto de todos los jugadores es 
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estrictamente mayor al pago de todos los jugadores individuales v(N) > L v( {i}) 
ieN 

2.11. LA FORMA NORMALIZADA CERO· UNO Y LAS-EQUIVALENCIA 

La útúca f"onna de saber si dos juegos idénticos en esencia tienen funciones características 

diferentes es mediante Ja fbrma normalizada cero-uno. 

DEFINICIÓN 1.17. Suponga un juego (N.v). la transformación de (N".v) etr su forma 

norma/i:;ada se representa por (N. v ·) y queda determinada por la ecuación 

v{K)- :Lv({i}) 
v•(K) = v{N)-¡~V({i}) ,Kc NA (10) 

ieN 

De Ja definición 1. 17 se deduce que v es un conjunto de funciones características de 

valores reales no negativos con: el pago para la coalición vacía igual a cero. v(0)=0; el 

monto para un jugador individual es también cero. v( ( i} )=O; los beneficios obtenidos por la 

gran coalición deben ser igual a uno v(N)= 1; si K y L son subconjuntos disjuntos de N. 

v(KvL) C: v( K ) + v( L) y si el juego r(N.v) es de suma constante v(K)=l-v(N-K) para 

toda coalición K. 

Los resultados generalizados para la normalización cero-uno se derivan de Jos puntos 

v( { i} )=O y v(N)= 1. Aquellos juegos que poseen normalizaciones cero-uno idénticas se 

denominan S-equivalcntes. Una relación de equivalencia-S es un caso especial de las 

relaciones de equivalencia. Para saber si dos juegos son S-equivalentes suponga las dos 
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funciones características v y v' que difieren una de Ja otra por una constante multiplicativa b. 

es decir v(K)- b·v•(K) para todos los subconjuntos de N. cada jugador i agrega un monto a¡ 

a la ganancia del juego v(K) -=~Los· montos agregados no alteran las consideraciones 

estratégicas del juego, tampoco. tienen efecto sobre la elección natural de estrategias o los 

resultados del mismo. 

El ingreso fijo de las coalÍcio'nes es ¿a¡ • asi la ganancia para Ja coalición haciende a un 
ieK 

total de v(K)+ Lªi. 
ieK 

DEFINICION 1.18. Dos juegos 11-perso11ales con funciones caracterlsticczs ~y v •definidas 

sobre _el conjunto. de Jugadores N. se dicell S-equi'l,oafentes , si· es ·posible encontrar 

constantes a1.a2 0 •••• a.. además de una constante positiva b~ tal que 

v'(K) = h· v(K) + Lªi para todo s11bco1!f1mto de N.. 
ieK 

DEFINICION 1.19. Dos juegos. r-(N.v) y r-(N.v;J que tengan la misma forma 

normalizada cero-uno son S-equivalentes. 

Para demostrar que la equivalencia-S es un tipo especial de relación de equivalencia y que 

cumple con las mismas propiedades. se expone el siguiente lema. 

LEMA 3. La equil-alcncia-S cumple con las propiedades de la relación de equivalencia. 

Demostración. Las propiedades reflexiva y simétrica resultan obvias por que: 

1) Reflc.xiva: Para todo juego r. r es S-equivaJente a r . 

2) Simétrica: Si res S-equivalcnte a r '. entonces r' es S-equivalente a r. Para la 

50 



Teoría de Jos juegos cooperativos n personales con utilidad transf"crible 

transitividad observe que. si r y r ' tienen Ja misma forma normalizada cero-uno y 

además r ' y r " también Ja poseen, r y r" companen Ja misma forma normalizada. 

3) Transitividad: sir es S-equivalente a r' y si r' es equiValente-S a r ", entonces r 

equivalente-S ar" . .,, 

Los conjuntos definidos por una relación de equivalencia son llamados clases 

equivalentes. La normalización cero-uno y la S-equivalencia o equivaJencia-S sirven para 

fines de análisis. Es posible que dos juegos sean idénticos, mismos jugadores, iguales 

estrategias. igual desarrollo en et juego, etc. pero con la normalización cero uno y la 

equivalencia-S se determinará si los pagos para las coaliciones se producen de la misma 

forma. 

2.12. TEORIA DE LOS JUEGOS COOPERATIVOS o-PERSONALES CON 
UTILIDAD TRANSFERIBLE 

Las definiciones fonnales quedaron establecidas a Jo largo del capitulo, en está sección se 

hace una recapitulación y las nociones se agrupan para centrar la idea de Ja presente tesis. 

Como lo indica el título y el objetivo, el propósito principal es estudiar, analizar y 

desarrollar los elementos de la teoría de Jos juegos cooperativos con utilidad transferible 

para o-participantes. Esto seria estudiar situaciones dónde existe el conflicto de intereses. 

El conflicto de intereses puede resolverse por distintos métodos pero como aquí se tratan los 

casos cooperativos, se intentará dar solución por medio de la comunicación. negociación y la 

ayuda mutua. incitando a unos cuantos o a todos los jugadores si es posible para que 
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cooperen formando coaliciones. Cada unión de tos contendientes tratará de tomar las 

mejores decisiones conjuntas que le. lleven a obtener los má."<imos beneficios posibles. 

Los beneficios obtenidos llamados montos serán cuantificables (ño Sie~Pl-~j y- ~Podrán 
dividirse entre todos los miembros del grupo (coalición) que se formó dejaódo efl-esio del 

monto a tas otras coaliciones o individuos participantes. 
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VALORES Y CONCEPTOS DE SOLUCION 

uEn particular. conocemos las leyes básicas que subyacen bajo toda la quimica y la biología. 

Ciertamente. aún no hemos reducido estas disciplinas al estado de problemas resueltos; ¡ hemos 

tenido. hasta ahora. poco éxito prediciendo el comporta.miento humano a partir de ecuaciones 

matemáticas l .... 

S.W. HAWKING. 1-llSTORIA DEL TIEMPO 

E
n el primer capitulo se presentaron sólo las nociones básicas necesarias para 

comprender la teoría de los juegos cooperativos con utilidad transferible para n 

personas. tales ideas se retoman para demostrar la valides de los juicios de 

solución. En el presente capítulo se examinarán dlversos conceptos de solución que algunas 

veces. en casos especiales son llamados también valores. En realidad el término solución no 

tiene un significado universalmente aceptado. al menos no en la tcorfa de los juegos: en 

contextos diferentes tienen diferentes significados. Los valores son un tipo específico de 

solución debido a que son únicos. 

Si desea llegar a una solución debe tomar en cuenta: las reglas del juego. la personalidad 

de los jugadores. sus preferencias subjetivas. etc.. Aunque muchas veces no es posible llegar 

a un resultado preciso. puede establecer un conjunto de resultados posibles que parezcan 

más meritorios que cualquier otro conjunto. El conjunto de resultados obtenidos puede ser 

más finne (en términos de Von Ncumann-?vforgcnstem. más estable) que cualquier otro 
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conjunto. en el sentido que ningún otro jugador o conjunto de jugado.-es tienen el pode.- y Ja 

motivación suficiente pa.-a reemplazarlos po.- uno de los .-esultados menos favo.-ecidos. 

Algunas de las soluciones tienden a alcanzar un punto de arbill"aje basado en las fuerzas 

de los jugadores. Otras tratan de encontrar puntos de equilibrio como los Valores de 

Shapley y Banzhaf-Coleman. 

satisfactorias y equitativas. 

Pero todas intentan encont.-ar soluciones que sean 

1. PANORAMA GENERAL DEL CAPITULO 

Para comenzar. se vera el núcleo como el primer concepto de solución atribuido a GUies 

(1953). Esta es una solución que resulta interesante pero adolece de dos defectos. El 

primel"O de ellos es que algunos juegos no tienen resultados en el núcleo. La segunda 

carencia radica en que algunos otros juegos tienen muchos resultados en el núcleo. Además. 

este tipo de solución no predice cuales serán las coaliciones a fonnarse. 

Después del núcleo. se estudiará el conjunto estable o solución de Von NeumaÍl.n. El 

conjunto estable es un tipo de solución desarrollado por John Van Neumann. En contraste 

con el núcleo, el conjunto estable si considera debidamente la formación d~ coaliciones. 

También posee la ventaja que muchos juegos con núcleos vacíos poseen conjuntos estables. 

En el apartado número cuatro aparece el conjunto de negociación el cual tiene ventajas 

similares a las del conjunto estable. El conjunto de negociación por su pane. considera la 

fonna en que los jugadores se dividen en coaliciones. En la sección 4.1 se estudia la 
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estructura de coaliciones que es un vector de pagos en conexión con una división de los 

jugadores en una coalición. Así. una estructura de coalición se halla en el. conjunto de 

negociación si ningún subconjunto de jugadores que ya se encuentran en la misma coalición 

pueden encontrar una fonna de mejorar sus pagos. 

Cuando los jugadores son capaces de mejorar su situación con la ayuda de otros 

contendientes que también se benefician con el cambio, se dice que presentan una objeción. 

Una objeción es valedera cuando no existe ninguna contra-objeción,. es decir. que no exista 

una manera en que Jos jugadores sean capaces de mejorar la objeción y obtener más. 

Las objeciones y contra-objeciones serán empleadas para establecer Jos concCptos de 

nódulo y nucléolo. ~¡ bien. el nód':llo· y el nucléolo pueden emplearse .~orno conceptos de 

solución. aquí son utilizados para demostrar que se hallan intimamente relacionados con el 

conjunto de negociación. 

Posteriormente se analizará un concepto de solución que arroja un resultado único en una 

amplia clase de juegos, el Valor de Shapley (1953). Este tipo especial de solución.se 

encuentra denotado por diversos axiomas. También se halla caracterizado por una función 

especifica que otorga un pago a cada jugador como una íunción ·de la íunción característica 

del juego. 

En última instancia se tiene una solución similar al Valor de Shapley propuesta por 

Banzhaf y Coleman en t 965. la cual es axiomatizada por Owen en t 978. 

Resumiendo el resto del capitulo. se presenta el núcleo y algunas condiciones para la no 

vacuidad de éste. El conjunto estable aparece en la sección 3; junto con él. el conjunto de 
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negociación~ el nódulo y el nucléolo serán analizados. En la sección s. se describe el Valor 

de Shapley demostrando su existencia y por último cierra el capitulo el Indice de poder de 

Banzhaf-Coleman. 

2. ELNUCLEO 

El primer intento por encontrar soluciones razonables se refiere al núcleo. Antes de 

comenzar con la definición de núcleo. centre su atención en los juegos esenciales que 

satisfacen las hipótesis 1 a 3 del capítulo l. Intuitivamente. una solución del juego r=(N.v) 

es un vector de pagos o en su defecto. un conjunto de vectores de pagos asociados con el 

juego r. 

DEFINlCIÓN 2.1. Se dirá que un vec/or de pagos, x, puede ser bloquearlo por la 

coalició_n K, si y sólo si existe otro vector de pagos, y, tal que : 

1) X¡ :S:y¡ para Jodo i EK y r¡ <y¡ para al menos un i eK. 

Z)y(K)Sv(K) 

La idea proporcionada por la definición 2.1 puede explicarse a continuación. El vector 

de pagos x puede ser bloqueado por Ja coalición K, si y sólo si K tiene un vector de pagos y¡ 

(los incentivos descritos en el punto 1) que mejore la imputación X¡ y el poder (punto 2) para 

cambiar ta imputación x por y. 

Entonces, una solución razonable será una imputación x que no puede ser bloqueada por 

ninguna coalición~ asi el núcleo de un juego estará confonnado por el conjunto de 

imputaciones no dominadas. 
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DEFINlCION 2.2. Al conjunto de imputaciones que no pueden ser bloqueadas por alguna 

coalición se le llamará núcleo y queda denotado por C(N. v) 

La definición 2.2, manifiesta que una imputación y estará en el núc1eo si LYi ~ v(K), ta 
ieK 

suma de todas las imputaciones (vectores de pagos) es mayor o igual que el valor de la 

coalición ~ para todas las coaliciones K. en donde K es cualquier coalición probable. Lo 

cual indica que Jos pagos en Ja imputación y son mayores que los pagos en ta fusión K. 

PROPOSICION 3. El núcleo C(N. v) es un subconjunto de imputaciones no dominadas que 

poseen la propiedad de racionalidad de gn1po. es decir. cada coalición asegura al menos 

tanto como puede garanti::arse por su cz1e11ta y C(N. v) .... {x/x(K) ~ v(K) para toda K e:C y 

x(N)-v(N)}. 

Demostración. De la definición 2.2. el vector de pagos x es una imputación en el núcleo. Si 

x(K)<v(K). se define una imputación y¡ como: 

{

x; +[v(K)-x(K)J si i eK 
.Y;= IKI 

x¡ cualquier otro valor 

x es bloqueada por y vía K. Así, x es tal que x(K) ~ v(K). además x(N)=v(N). ya que ;e es 

una imputación. Suponiendo que x puede ser bloqueada por K vía y queda que 

x(K)<y(K)Sv(K) contrario a como se definió x . ../ 

Considere las definiciones, proposiciones e hipótesis de Ja sección 2.9.3 a 2.10 del 

capítulo I. en donde se define Ja superaditividad, los juegos superaditivos y las funciones 

superaditivas. Recuerde que el conjunto de las imputaciones se representa por I(N~ v) y que 
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OP(N. v) denota un juego óptimo de Pareto. Retomando algunos elementos descritos ames. 

a continuación se exponen las propiedades del núcleo. 

PROPOSICION 4. En general C(N.v) !;;;" l(N.v). el núcleo es un subco11ju11to de las 

imputaciones, si además la función característica v es superaditil'a, e11to11ccs 

C(N. v)s;;()P(N. v) 

La proposición 4 indica que por lo general se cumplen las dos condiciones siguientes: 

1) Los vectores de pagos efectuados en el núcleo C(N.v) son un subconjunto de las 

imputaciones. Las imputaciones son vectores de pagos que contienen todos los resultados 

razonables y cumplen con la racionalidad de grupo y la racionalidad individual. 

Condición 2) Si además la ganancia conjunta que recibe una coalición (función 

característica v) es superaditiva. O sea. suponga que K y L son coaliciones que no tienen 

jugadores comunes. A la coalición compuesta por K y L se denotara por KuL. entonces 

para que esa unión sea atractiv~ los ingresos deben ser al menos tan grandes como la suma 

de las ganancias para K y L por separado. Esto es v(KLJL) ~ v(K)+v(L) 

Si el núcleo C(N,v} es un subconjunto del conjunto de las imputaciones I(N.v) y además 

la función característica v del juego es superaditiva. entonces los pagos eCcctuados en el 

núcleo serán óptimos de Pareto, es decir. no existirá ningún otro pago en el que algún 

jugador pueda mejorar la oferta propuesta. 

DEFINICION 2.3. E/juego I'=(N. v) es de suma constante si y sólo si v(K)+v(N-K)-=v(N). 

la ganancia obtenida por la coalición K más Ja ganancia obtenida por el resto de Jos 

jugadores que 110 sean miembros de K. (N-K) es igual al valor de la gran coall~ción v(N) 
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DEFINJCION 2.4. E/juego r-(N.v) es aditivo si y sólo si v(Kt.JLJ-¡,•(K)+v(L). el valor de 

la unión de las dos coaliciones K y L es igual a la suma de sus valores por separado 

cuando no tienen jugadores comunes. kriL-121. 

PROPOSJCION S. Si res un juego superadilivo entonces res de suma constante. 

PROPOSICION 6. Si res un juego superadilivo entonces res aditivo. 

Demostración. Sea .reC(N,v) una imputación que pertenece al núcleo, por la Proposición 3 

x(K)~v(K) Suponga que .r(K.)>v(K), ta coalición K asegura más de lo que puede 

garantizar por su cuenta para alguna KeC(N,v) Entonces, .r(K)>v(K). si la coalición K 

obtiene más jugando separada. el resto de Jos jugadores podría hacer lo mismo . 

.r(K)+.r(N-K)>x(K)+v(N-K) y como x(N)=v(N) contradice el hecho de que xeC(N. v) por 

que según la relación anterior .r(N)>v(N) Asi. si K~LeC(N.v) con k/""\L=0 entonces 

v(K\..JL)=x(KuL)=x(K)+ x(L)=v(K)+v(L) y x=(v((l)), ... ,v({n})), fonnado por la suma de 

los valores de cada jugador en su respectiva coalición y la imputación con pagos para cada 

contendiente es el único punto que debe contener el núcleo . ./" 

La definiciones y proposiciones expuestas a Jo largo de la sección (el núcleo), indican que 

Jos pagos efectuados en el núcleo serán óptimos de Pareto. 

Una desventaja que presenta el núcleo como concepto de solución es que muchos juegos 

poseen núcleos vacíos. A continuación se indicará la forma de determinar si el núcleo es 

vacío o no. 
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2.1. NUCLEOS VAClOS Y NO VACIOS 

En esta sección se exponen algunas condiciones suficientes y/o necesarias para la no 

vacuidad del núcleo. 

DEFINICION 2.5. Sea u11j11ego I'=(N.v), se dirá que el núcleo C(N.v). es no \•acfo si v(N) 

es lo suficien1eme11te amplio co11 relación a los valores de v(K) para otras coalicio11es K. 

Para comprender mejor la definición anterior. considere la familia de juegos idénticos en 

todos sus aspectos excepto en el valor de v(N). es decir. tome dos juegos cualesquiera: 

r=(N,v) y r-=(N' ,v') 

1) r y r· tienen el mismo conjunto de jugadores (N=N") 

2) v(K)=v"(K) para toda coalición K menor que n jugadores {K < n) 

Si el valor de la coalición de todos los jugadores v(N). es pequeño en relación con v(K), 

los valores de la fusión K,. entonces no existirá el núcleo. 

Para sei\alar de una manera sencilla si un juego r=(N,v) posee un núcleo no vacío, debe 

resolver un problema de programación lineal (PPL). en el cuál la función objetivo es el valor 

mlnimo de v(N) que permita un núcleo no vacío. El PPL queda representado de ta siguiente 

manera; 

minimi:ar Z:x; /\. (2.3) 
ieN 

sujeto a 

L"i >:v{K)paratodoK EN,K"' NI\. (2.4) 
ieK 

De cumplirse las hipótesis 1 a 3 (capitulo I secciones 2.8 a 2.9.3) para el juego. existirá al 

menos una solución al PPL. Eligiendo el mínimo de los vectores de pagos x1. Toda 
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solución que encuentre tendrá como linúte a Le¡ (sección 2.9.2 capítulo 1) y obviamente 
ieN 

existirán numerosos valores finitos para las x¡ que no violarán las ecuaciones (2.3) y (2.4) 

Suponiendo que Z sea la solución al PPL. 

PREMISA 1. Suponga u11juego (N.v) el cuál satisface las hipótesiS 1 a 3 del capitulo L 

Entonces. el núcleo C(N.v) de/juego será 110 vaclo si y sólo si, la solución al PPL (Z) 110 

excede el mo11to generado por /afusión de todos losjugadoreS v(N). Z Sv(N) 

La premisa 1 indica que existirá una solución al juego. si y sólo si Jos pagos conseguidos 

por medio de las imputaciones X¡ no exceden el monto alcanzado por la gran coalición 

(fusión de todos los jugadores) Hay muchas maneras de demostrar que el núcleo no es 

vacío entre las más destacadas se encuentra el núcleo-& abordado a continuación. 

2.2. EL NUCLEO·& 

En 1966. Martín Shubik y Lloyd Shapley introducen un nuevo concepto de solución 

denominado núcleo-&. Aquí se emplea éste concepto para demostrar la no vacuidad del 

núcleo. pero nada impide que se utilice como un concepto de solución para obtener 

resultados a los juegos. Si le parece interesante el tema de núcleo-&, existen d~cumentos 

interesantes al respecto en la gran red (Internet) 

El núcleo-e está formado por todas las imputaciones o asignaciones que se encuentran 

dentro de un épsilon (e). de hallarse en el núcleo. Una imputación que se halle en el núcleo 

debe dar al menos v(K) a cada coalición K pero una imputación dentro del núcleo-&. sólo 
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necesita aportar a la fusión K v(K)-c. Entonces se dirá que todo juego que satisfaga las 

hipótesis 1 a 3 tendrá un núcleo-& lo suficientemente amplio para encontrarse en un &. 

DEFINICION 2.6. El núcleo-e. C.(N.v) de un juego I'=(N,v) es un s11hconju1110 del 

corljunto de las imputaciones J(N, v). La imputación yEl(N, v) es 1111 elemento de C.(N. \:) si 

LYi ~ v{K)- & para todas las coaliciones K. 
ieK 

La definición anterior indica que para que una imputación y perteneciente al conjunto de 

las imputaciones sea Jo suficientemente buena para que todos Jos jugadores la acepteri~ la 

suma de las imputaciones por jugador LYi debe otorgar al menos tanto como el valor de 
ieN 

la coalición en la cual se encuentr~ menos un cierto valor fijo & para todas la coaliciones K 

que pudieran formarse. v(K)-c. 

La definición 2.6 no especifica que &>O y de admitirse valores negativos~ existirá un 

único valor de e· tal que C .. (N.v) ;e; 0 si y sólo si e~&·. 

LEMA 4. Sea (N, v) un.Juego que satisface las hipótesis 1 a 3. Existirá un valor e·· tal que 

el núcleo-& del .Juego sea no vacío y además e· es tinico si y sólo si & ,;!! Z-v(N) 

Demostración. Si existe un valor finito e lo suficientemente amplio como para que el 

núcleo-& sea no vacío (por definición). existe un valor finito ·tal vez·," nega.tivo _ · Jo 

suficientemente pequeño como para que el núcleo-e sea vacío. Eti&i~n-dO un··yatc:»r e·. se 

deduce que si el núcleo-e es vacío para e·. entonces para valor~s mayor~S»~ & ~~rá -~~ ~aclo. 
esto es para e'>& C.(N.v);e;0. En contraparte. existirá un e· estrictam~fit~-'!le~or:a e en el 

cuál el núcleo-e será no vacío (& > e·) y para e·> e (ó e< e·) el núcle?-& -será vacio. 
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Sólo resta demostrar que el núcleo-e es no vacío para c=e·. Así pues. es fiicil ver que si 

e>e• y &<e• no son desigualdades estrictas. entonces el núcleo-e no será vacío para e=e· . .,..... 

El núcleo-e asociado con el valor e• del lema 4 se llama núcleo mínimo por que es el 

núcleo no vacío más pequeño asociado con el juego (N, v) 

2.3. LOS JUEGOS SIMPLES 

Los juegos simples son una categoría especial de juegos en los que una coalición es 

ganadora o perdedora. Este tipo de juegos se caracteriza por una ganancia fija que obtiene 

la coalición ganadora gracias a ta fonnación de coaliciones. Para estudiar los juegos 

simples, la forma normalizada resulta especialmente conveniente. 

DEFINICION 2. 7. Se dice que 1111 juego r-(N. v) es simple si y sólo si la normalización 

cero-uno de (N. v), representada por (N. v) satisface 

1) v(K)-0 ó v(K)-1 para toda Ks;;Ny v(N.)-1, 

2) K es una coalición ganadora si y sólo si v·(K)-1 • 

3) K es una coalición perdedora si y sólo si v· (K)-0 • 

4) (N. v) es superadilivo • 

5) Un jugador i es velador (o dictador) si y sólo si. está en toda coalición ganadora. 

La noción de que una coalición es ganadora se expresa por v(K)=l, del mismo modo la 

noción de que una coalición es perdedora queda recogida por v(K)=O condiciones que se 
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indican en Jos puntos 1 y 2 de Ja definición 2.7. con el valor de la coalición de todos los 

jugadores igual a 1 por tratarse de un juego simple. 

En el caso de un juego no nonnalizado cero-uno el pago obtenido por una coalición 

ganadora seria: Ja suma de Jos pagos individuales para cada uno de los miembros. es decir, 

L \.{ {i }) más un pago fijo a. Así. el pago total para una coalición ganadora en un juego no 
ieK 

nonnalizado cero-uno es: v(K) =a+ L v( {i }) en donde a es una constante positiva y el 
ieK 

pago para la coalición perdedora es v(K)= L:v({i}). condición obtenida por 
ieN-K 

superaditividad. Estas dos condiciones de los juegos no normalizados cero-uno se 

retomarán en el capitulo III para indicar Jos pagos en las aplicaciones tratadas. 

Analizando el punto 4 de la definición anterior significa que si K es una coalición 

ganador~ entonces al aftadir miembros a K está seguirá siendo ganadora. Bajo el supuesto 

que exista una coalición ganadora K. Entonces. N-K debe ser la coalición perdedora lo cual 

se demuestra suponiendo a K y N-K como a dos coaliciones ganadoras, el valor de las 

fusiones(coaliciones) es v(K)=v{N-K)=l una condición imposible por que viola Ja 

superaditividad. 

Si existe una coalición ganadora y una coalición perdedora cuando menos se 

sobreentiende que el juego es esencial (capítulo I sección 2. JO) Cabe destacar que el 

complemento de una coalición ganadora es una coalición perdedora~ pero Jo inverso no 

necesariamente debe cumplirse. La razón de dicha aseveración puede explicarse con el 

siguiente ejemplo. Suponga que tres representantes de diferentes partidos políticos 
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compiten por una posición en Ja cámara de senadores y que sólo aquel que consiga la 

mayoria de los votos (500/o + 1) será electo. Analizando la situación, si el panido número 1 

consigue el 40% de los votos, deja 60% a los otros dos partidos. Si el partido No. 2 sólo 

logra captar el 48% y el tercer partido un 12% de los votos, todos los partidos serán 

perdedores pues nin!;,"lJno obtuvo una mayo ria ganadora, el 50%+ l de los votos. 

Para comprobar Ja quinta y última condición de la definición 2.7 es necesario introducir el 

núcleo de un juego simple. 

2.3.1. El Núcleo de un Juego Simple 

Los juegos simples con núcleos vacíos carecen totalmente de interés (no hay coaliciones 

ganadoras o perdedoras). por esté motivo Ja atención se centrará en los juegos simples con 

alguna coalición perdedora (no vacía) y al menos dos coaliciones ganadoras. 

Un jugador i se considera velador (o dictador) si es imprescindible para todas las 

coaliciones ganadoras. esto es Ja coalición K no podrá ser ganadora sin el jugador i. Si N es 

la única coalición ganadora todos los jugadores de N serán vctadorcs. Aquel juego que no 

tenga jugadores veladores tendrá un núcleo vacío. La demostración se lleva a cabo en los 

temas S y 6. 

LE?viA. S. Suponga que r-(N.v) es un juego simple en forma 11ormali:ada cero-uno. Si 

v(N-{i}) es la coalición ganadora (v(N-{i}) = 1) para todo I e11 N, entonces el núcleo de 

(N. v) está vacfo. 
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Demostración. Si x pertenece al conjunto de imputaciones I(N. v), ni menos un jugador 

tendrá un pago positivo para x. Sin perdida <le generalidad suponga que x 1>0, el pago del 

jugador l es positivo. Entonces. la imputación x es dominada por la imputación x·. en 

donde el pago para et jugador i con la imputación x'. es el valor otorgado por Ja imputación 

x para cada jugador i. mñs el pago del contendiente 1 (x,) entre el resto de los jugadores (n-

1). como i >O no se contempla el pago del jugador 1. ni en X¡ ni en x'¡ por ende x' 1=0 y el 

núcleo esta vacio. porque el jugador 1 excluido es el jugador vetador. matemáticamente: 

xi = x¡ +---=:¡_ para i >1 y r'=O. v" 
{n-1) 

LEMA 6. Suponga que (N.v) es unj11ego simple en el que v(N- {i}) =a+ Lv(N- {i}) 
ieN 

es la coalición ganadora para todo i eN. entonces el 11tícleo C(N'. v) del .Juego (N. v) está 

vacío. 

Demostración. Sin el jugador vetador i que es excluido. la coalición es perdedora 

v{N-{i}) = Lv{N-{i}). asegurando sólo el monto que ~portó inicialmente. En caso 
ieN-{i} 

contrario al unirse el jugador vctador i a Ja coalición N-{i} Je asegura el pago que 

inicialmente aportó la coalición más un pago fijo a que otorga el participante vctador i. Para 

que la coalición N-{i} sea ganadora o sea v(N- {i}) =a+ L v{N-{i}}. es necesario que 
ieN 

contenga al jugador i. si en este caso el jugador excluido de Ja coalición N-{i} es el jugador 

vetador. implica que el núcleo esta vacío. v" 
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3. CONJUNTOS ESTABLES 

Algunas desventajas que presenta el nUclco como concepto de solución son: que para 

una gran variedad de juegos el nUcleo puede ser vacío o simplemente no se encuentran 

soluciones satisfactorias o el núcleo del juego resulta muy '"grande... Todo lo anterior indica 

que el núcleo no aporta la información suficiente para considerar que un juego esté resucito, 

en casos como el descrito se emplea el conjunto estable también conocido como ta solución 

de Von Neurnann·Morgenstcm. 

El conjunto estable se halla íntimamente relacionado con el núcleo. Recuerde que el 

núcleo es el conjunto de imputaciones no dominadas. Entonces. por las propiedades de las 

asignaciones (imputaciones) una asignación en el nUcleo no estará dominada por otra 

imputación que también se encuentre en el núcleo y mucho menos estará dominada por otra 

imputación que se halle fuera del núcleo. Esto es. tas imputaciones de una misma jerarquía 

por asi decirlo. no se dominan entre si y tampoco seran dominadas por imputaciones de 

menor jerarquía. Para relajar las condiciones del núcleo. Von Neumann y Morgenstern 

proponen no desechar las uso luciones aceptables ... si ta asignación que la domina es a su vez 

dominada. 

La propuesta es que en general dentro del conjunto estable. hay muchas soluciones 

diferentes para un juego particular de n·personas. Neumann y Morgenstern intentan aislar 

una solución que sea la "'mejor ... 

Suponga que i• es un subconjunto del conjunto de imputaciones (l•ci(N.v)) 1· será un 

conjunto estable. si ninguna asignación en 1· es dominada por cualquier otra imputación en ( 

67 



Guillermo Mendoza Cuautla Capitulo II. Valores y Conceptos de Solución 

y además para cada asignación que no pertenece a 1· es dominada por otra imputación en 1•. 

Como se indicaba con las jerarquías. 

DEFINICION 2.8. Un conjunto e~·table c·(N.v) es 1111 s11bco11j111110 del co1lj1111fo de /as 

imputaciones F(N". v) que satisface 

l) Si 1111a imputación, x, pertenece al conjunto estable. x EC. (N'. v). entonces 110 e.stará 

dominada por ninguna otra X• dentro de e• (N. v) • 

2) si la asignación, z. 110 pertenece al co1ljunto e~·table. z f! e• (N. v). entonces existirá 

1111 vector de pagos en el cotljunto estable, xEC• (N. v). tal que x domine a z. 

Refraseando las condiciones de la definición 2.8. La condición en 1 se denomina 

consistencia interna o sea. si las imputaciones x. ye:C·(N.v) entonces x no domina a y. 

Además. si xeC·(N.v) entonces existe yEC•(N.v) tal que y domina a x. denominada 

condición de estabilidad que representa al punto 2. Ambas condiciones reflejan la intención 

de encontrar una solución que sea Ja Hmcjor ... 

PROPOSICION 7. Si x.yEF(N.v), asignaciones en el conjunto de las imputaciones, 

entonces x 110 puede dominar a y ni con una coa./ición que contenga a 1.111 sólo jugador, ni 

con la gran coalición. N. 

Demostración. La demostración se llevará a cabo en dos pasos. Paso l. Si ta imputación 

:r domina ay vía la coalición de un sólo jugador {i}. entonces lógicamente. Ja imputación x 

para el jugador i supera a la asignación y; (r;>y;) y el valor de la coalición {i} será al 

menos tan bueno como la imputación .r;. (.r¡ sv({i}) Por leyes de transitividad si 

y¡ <x¡ sv((i}) entonces y 1 <v({i}) y yE:I(N.v) Paso 2. Si x domina a y vía la coalición N. 

68 



Teoría de Jos juegos cooperativos n personales con utilidad transferible 

entonces Ja. imputación .r¡>y¡ para todo ieN por Jo cual la suma de todas las imputaciones x; 

para todo jugador i en la fusión de todos los jugadores N. ¿ .r¡ • son estrictamente mayores 
ieN 

que las imputaciones dominadas y; para i en N. _Ly¡. pero ¿y¡= v(N) o sea 
ieN ieN 

L; x¡ > LYi = v( N) y xi! I(N, v) desigualdad que viola los principios de superaditividad y 
ieN ieN 

la imputación x. no pertenece al conjunto de las imputaciones I(N. v). concluyendo la 

demostración . ..,,,.. 

PROPOSICION 8. Si c·(N". v) es un corlju11to estable. entonces el núcleo es u1~ suhcf:!n.iunto 

del con.Jumo estable, e (N.v).r;;C.(N.v) 

Demostració11. Si la imputación x pertenece al conjunt~· est-a~IC. x·ec·{N.v)~· entOnces x 

no es dominada por ninguna imputación. es decir. x. n~-:.·P~~~~~b~-: al ··coOjunto de las 

imputaciones dominadas. Pero el conjunto dC im-putaci~~~~ ~-o ~~·~nad~s en el conjunto 

estable es un subconjunto propio del coOjunlo é:IC;impuí:aciones.no 'dominadas en el juego . . · .. _.,,_, . 

Así, x penenece al conjUnto'· de· impUt8ciones ·Oo dominadas por el conjunto estable. 

Durante algún tiempo se planteo la cuestión de si todos Jos juegos tendrían conjuntos 

estables. La· última proposición 8, dio lugar a Ja hipótesis de que el núcleo era Ja 

intersección de todos los conjuntos estables del juego; sin embargo. Lucas (1969) halló un 

juego de diez personas que no poseía conjuntos estables. 

PROPOSICION 9. Salvo por el caso tri\•ial en que el co1t}111110 de las imputaciones tiene 

sólo 1111 e/emc11to, cualquier co1lju11to estable contiene más de una imputación. 
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Demostración. Suponga el conjunto estable c·(N.v) que posee un sólo elemento, x. y 

una imputación y. diferente del vector de pagos x. 

1) Existe eljugador i tal quex; >v((i}), por que si Xj =v( (j}} para todajeN, entonces 

YJ>X¡ para todajeN y Ja imputación x no puede dominar a la asignación y. 

2) Con cualquier jugador i fijo para el cual se cumpla que X¡ >v( { i} ), definase a la 

imputación : como: 

{

.rj+.r¡-•{{i)) sij.,i 
=j = n-1 

>{{i}) si j = i 

:eI(N.v) y :e::C .. (N,v), por lo que debe existir una coalición K tal quex domina a: Vía 

K, pero x1 <:j paraj;1eL Así. la única coalición con la que x puede dominar a z es con 

K=(i} contrario a la proposición 7 . .,;' 

Las proposiciones 7, 8 y 9 son la base del conjunto estable. Reafirman las condiciones en 

la definición 2. 7 haciendo de estas un fihro para aislar la mejor solución. Si se tiene un 

conjunto estable· es inlportante saber cuando una imputación domina a otra y cuando no 

puede ser dominada (proposición 7) Además recuerde que el núcleo siémpre esta contenido 

en el conjunto estable indicado en la proposición 8 y que no obtendrá una única solución (en 

el conjunto estable) aseveración hecha en la proposición 9. 

Algunas diterencias entre el conjunto estable y el núcleo, son que en pñmer Jugar el 

conjunto estable no es único y en segundo lugar, muchos juegos pueden poseer .cqnjuntos 

estables con núcleos vacíos. 

Cuando se trabaja con juegos en donde existe cooperación de los jugadores, es necesaño 
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considerar la :formación de coaliciones y cuales se :formarán en el curso de la negociación. 

La división de jugadores en grupos o coaliciones se llama estructura de coaliciones. 

En el núcleo. parece ser que la estructura de coaliciones seria N en si misma a diferencia 

del conjunto estable debido a que no toma en cuenta la gran coalición N. Sin embargo. 

parece que el conjunto estable tiene más argumentos para decidir que coalici~nes podrían 

f"onnarse. 

4. EL CONJUNTO DE NEGOCIACION 

El conjunto de negociación se.<halla ,íntimamente relacionado con lo que diversas 

coaliciones puedan conseguir9 por qt.ie el conjunto de jugadores está part~cionado en varias 

coaliciones. 

Una caracteristica del conjunto de negociación consiste en que para excluir una 

imputació~ la coalición K debe ser capaz de mejorar frente a· esa imputación y debe resultar 

imposible que miembros en K. sean atraídos por otra coalición L con un vector de pagos que 

mejore el inicialmente propuesto. Además. sólo se permitirá a cienas coaliciones mejorar 

con respecto a una imputación. 

En las secciones 4.1 a 4.4 se exponen Jos concePtos necesarios que ayudan a definir el 

conjunto de negociación ubicado e~ la sección 4.5. 
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4.1. ESTRUcrURA DE COALICION 

En los juegos cooperativos o-personales es muy dificil saber los· movimientos que harán 

Jos jugadores para agruparse en coaliciones. Es válido suponer al menos una aproximación 

a la realidad en donde el conjunto de jugadores está particionado en varias coaliciones. Tal 

partición de jugadores en una coalición se denomina estructura de coalición. Por ejemplo. 

la panición (( 1.2 •...• n-l }.{n}) representa el caso en donde los primeros n-1 jugadores 

entran en coalición contra del jugador n. 

El conjunto de negociación está en conexión con el pago que diversas coaliciones puedan 

asegurarse. es decir. será examinado un vector de pagos relacionado con una partición 

concreta de Jos jugadores en subconjuntos. Toda partición de este tipo se denomina 

estructura de coalición y su definición es la siguiente: 

DEFINICION 2.9. Una estructura de coalición r-(T1 ••••• T,..,) es una partició11 del 

conjunto de /os jugadores en coaliciones. Con las siguientes condiciones: 

1) Cada con.Junto T K es no vaclo rr t::. ~ IZJ) • 

2) Ningún elemento en el con.Junto 7j .se encuentra en el conjunto Tk y viceversa (.son 

mutuamente exclusivos) Tjr..Tk-IZI para todoj.kE{l •...• m}. además.J~ky 

Y TK = N. la unión de todos los cotljuntos de jugadores es el espacio de todos 
KEN 

/os jugadores N. 

La noción que subyace bajo la sección 4.1 acerca de la estructura de coalición es 

detenninar Ja forma en como los jugadores se agrupan en coaliciones (estructura de 

coalición) para alcanzar mejores ganancias denominadas configuración de pagos. 
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Para no confundirlo observe el siguiente ejemplo, supongamos que se tienen las 

siguientes coaliciones K={t.2,5} y L=(3.4.6}. La estructura de coalición que se forma al 

unir las coaliciones K y Les: -r=(T ...... Tm) en donde T 1 =K y T 2 =L. Por supuesto la 

estructura de coalición propuesta cumple con las condiciones de Ja definición 2.9. Cada 

conjunto Ti.:. es diferente del conjunto vacío y no tienen elementos en común formando la 

unión total de jugadores cuando se combinan todos los conjuntos TK. La configuración del 

pago ayudará a comprender Jos vectores de pago en presencia de una estructura de coalición 

propuesta.. 

4.2. CONFIGURACION DEL PAGO 

Una configuración del pago es un vector especifico con una estructura de coaliCión 

panicular. En ténninos aproximados. la definición de Ja configuración del pago es tomar 

una estructura de coalición concreta. Claro esta que cada· .estructura de coalición tiene 

asociados diferentes vectores de pagos. De todos tos vectores de pagos elija uno en 

especifico que de a cada fusión en la estructura de coalición lo mismo que Ja coalición puede 

asegurarse a si núsma. 

DEFINICION 2. 10. Una configuración de pagos es un par (x. T) en donde Xt::R" es un 

vector de pagos. TCS una estructura de coalición y ¿ x¡ = v(TK) para K=l •...• m. 
ieTK 

La definición 2. 10 implica que para una configuración del pago (r. L). cada coalición 

perteneciente a L recibirá un pago total que será igual a lo que la coalición podría conseguir 
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antes de entrar en ~- Si recuerda esto se llama racionalidad de grupo. A un vector de pagos 

asociado con una estructura de coalición además de cumplir con la racionalidad de grupo es 

posible añadirle la racionalidad individual. extendiendo Ja definición 2.1 O como sigue : 

DEFINICION 2. 11. Una configuración de pagos indfritlualnicnle raciont1I. es 1111a 

co1ifig11ración de pagos (x, r) para la que x 1 ::? v({i}) para todo i en N. As/, el co11ju1110 de 

todas las co1ifiguraciones de pagos indil-•idua/menle racionales para 1111 juego (N. l1, 

asociada con una estructura de coalición r se denotará por I,, (N. i.:J 

Igual que en la definición 2.1 O. si cumple con ta racionalidad individual. entonces cada 

jugador recibirá un pago al menos tan bueno como el que podría conseguir jugando sólo. 

4.3. LA OB.JECION 

Como ya se vio. el conjunto de negociación está formado por las configuraciones de 

pagos individualmente racionales. Pero en ocasiones una coalición admisible puede no 

quedar muy conforme y presentar una queja efectiva frente a la configuración de pagos 

propuesta. Una coalición admisible es aqucl1a formada por un subconjunto de una coalición 

K peneneciente a la est:uctura de coalición. Una queja efectiva es una objeción para la cual 

no hay contraobjeción. 

La objeción de la coalición K frente a otra coalición L es simplemente una nueva 

propuesta de configuración del pago individualmente racional (Y.u) Con Ja configuración de 

pagos (Y.u) los jugadores penenecientes a K obtendrán más de lo que obtenían con (x.L) y 
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todos los socios de la coalición K obtendrán al menos lo mismo que obtenían con (x. -e) 

Los socios de la coalición K en la estructura de coalición -r serán todos aquellos 

jugadores pertenecientes a coaliciones L que contengan también a elementos de K. 

DEFINICION. 2.12. Para una estructura de coalición ry una coalición K. los socios de K 

c11 rserán las miembros del conjunto P(K, r)={ i /iE1j. 7j rlK ~ 121 }. 

Por ejemplo, supongamos que .,;~((1,2,5).(3,6,9),(4,7,8)) y además que K={l,2,6). 

Entonces los socios de la coalición K en la estructura de coalición -e propuesta son: 

P(K,"t)={ 1.2.3,5,6,9} Cuando se presenta una objeción por parte de la coalición K frente a 

la fusión L es porque los miembros en K creen estar recibiendo menos del pago justo 

destinado a su coalición (Tj ) y que los miembros en L están obteniendo más de lo que K 

piensa se merecen. Ambas coaliciones K y L deben pertenecer a la estructura originaria o 

sea K,Lc:TJ en donde Tj E"t. Y como se expuso anteriormente con la nueva propuesta (y.u) 

los jugadores en K obtendrán más que con (x. ·t") y los socios de K que lo apoyaron en su 

objeción. obtendrán al menos lo mismo que obtendrían con (r. "t) 

DEFINICION 2. 13. Suponga la con.figuración de pagos individualmente racio11al (x. T). 

que perte11ece al co11j1111to de todas las co1ifig11racio11es de pagos i11dividualme11te 

racionales asociado con una estructura de coalición I~(N.v), matemáticame11te 

(x. -z;} EI~ (N, v), K.Lc7j en donde 7j e T y que KriL=-127. Entonces. 11110 objeción de Kfrente 

aL es ó•.u)ciu(N.v) talque 

1) P<K. u) ,-,r. -e. 
2) Las imputaciones quedan como y¡ >x¡ para todo i en K. 
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3) Las asignaciones son y¡.&! X¡ para todo i EP(K, u) 

La condición 1 propone que en Ja objeción de K frente a L. los socios de K con la 

estructura de coalición u (P(K.u)) no incluyen a ningún jugador de la coalición L. Las 

condiciones 2 y 3 implican que las imputaciones .Vi. para Jos elementos en K y Jos socios de 

K con u P(K.u) dominan al vector de pagos x; en la configuración del pago (x. -e") Los 

jugadores en coalición con Jos miembros de K deben ser lo suficientemente bien tratados 

para u. La coalición K no está limitada a elegir una u en donde Ke u (es miembro) ó Kc:u. 

Si Ja objeción de K puede rebatirse por Ja coalición L se tendrá. una contraobjcción. 

4.4. LA CONTRA-OB.JECION 

Una contra-objeción es una propuesta de Ja coalición L similar a una objeción en 

respuesta a Ja objeción dirigida hacia ella por la coalición K. 

Para que una contraobjeción sea válida Jos socios de Ja coalición L deben obtener al 

menos el mismo pago que obtendrían para (x. r). y los socios de K para (Y. u) que eran socios 

de L para(:. v ). deberán obtener al menos tanto como obtendrían para (Y. u) En resumen. Ja 

contraobjeción deberá ser Jo suficientemente buena para disuadir a algunos de Jos socios de 

K de que se unan a K en una objeción y Jo bastante buena para mantener Ja fidelidad de los 

socios de L. 

DEFINICION 2.14. Suponga que (x,T)e/.r: (N.v), K,LcT"' en donde T1;;:ET. !if,L=J21y que 

(Y. u) Efu(JV. v) sea una ob.Jeción de la coalición K frc11/e a la coalición L. Se dirá que 
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(::. v) e/11 (N. v} es 1111a contra-objeción de Lfrente a K si cumple: 

lJ Ka:P(L. '1. algunos 111iembros en K pueden ser socios de L para_ (:. v} pero al menos 

un cleme11to de K será excluido. 

2) Z¡ ~X¡ para i EP(L, v} y:;~ y; para i e P(K. u)t"""1P{L. t1 Condición que indica 

dominio del vector de pagos::¡ co11 respecto a X¡ y a y;. O .!.·ea z; domina a las otras 

imputaciones otorgando más a los socios y miembros de L en la co11traobjeció11 {::. 0 

Las objeciones y contraobjcciones podrán efectuarse siempre y cuando un conjunto de 

jugadores (objetores) no estén conformes con ta configuración de pagos propuesta. 

Además, cada objeción y cada contraobjeción debe ser al menos tan atractivÜ. (otorgando 

pagos) como la configuración de pagos original para que no existan desertores. Las 

objeciones y contraobjeciones terminarán cuando no exista un grupo objetor o cuando no 

exista la posibilidad de mejorar ta última configuración del pago propuesta. 

4.5. DEFINICION FORMAL DEL CONJUNTO DE NEGOClACION 

El conjunto de negociación está constituido por todas las configuraciones de pagos que 

sean individualmente racionales de modo que para cada objeción exista al menos una 

contraobjcción. En un sentido más general es cuando un grupo de jugadores en desacuerdo 

con Ja configuración del pago intenta sobornar (atraer otorgando mejores o iguales pagos) a 

otros pocos jugadores para que se les unan en una segunda propuesta que beneficie a todos; 

otro grupo puede tener una tercera propuesta, privando al grupo objetor de alguno o 

algunos jugadores necesarios para realizar su objeción exitosamente. 
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DEFINlCION 2.15. El conjunto 1/e negociación µp) es el co11j11nto de todas las 

co11fig11racio11es de pagos i11divid11almc11te racionales (x. r) EÍ~ (N, l:} tal que siempre que 

exista 1111a objeciá11 de la coalición Kfrcnte a la coalición L. al meno ... · un miembro en L 

tenga 1111a co111raobjeció11. 

Para retomar los conceptos descritos en las secciones 4.1. a 4.4, considere una estructura 

de coalición particular 't y un vector de pagos particular, x, ~sociado con la estructura de 

coalición. El par (x, "t) fonnan una configuración de pagos individualmente racional. Si las 

coaliciones K y L son subconjuntos de T;e"t (un mismo elemento de la estructura de 

coalición), alguna fusión K puede tener una objeción frente a una coalición L. La razón 

proviene de la inconformidad de los miembros en K que creen estar obteniendo menos de lo 

que ellos piensan que deberían obtener y que los miembros en L obtienen más de lo que 

merecen. 

Ahora. partiendo de la objeción de K frente a L. la objeción en si misma forma una nueva 

estructura de coalición u y por supuesto una nueva configuración del pago individualmente 

racional (y.u) con las siguientes propiedades : 

a) Todos los miembros en la coalición K obtendrán un monto mayor que antes • 

b) Todos los socios de la fusión K obtendrán al menos lo mismo que antes de realizarse 

la objeción. 

Observe que la nueva estructura de coalición fonnada es u=(u 1 ••••• u .. ), entonces por la 

propiedad (b) el jugador i es un socio de la coalición ~ si la fusión u; a la que el 

contendiente i pertenece contiene a uno o más jugadores de K. En otras ·palabras. los 
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miembros de K no necesitan estar en la misma coalición para la nueva estructura u. aunque 

tuvieran que estar en la misma fusión para la estructura original. "t. El pago para todos sus 

socios refleja la necesidad que tienen la coalición K de que todos los jugadores en coalición 

con miembros de K cooperen activamente para la nueva estructura de coalición. u. 

propuesta por la fusión K. 

Si bien K puede presentar una objeción frente a L también la coalición L puede presentar 

una contraobjeción frente a K. La contraobjeción da lugar a la estructura de coalición. v. 

con una configuración de pagos (:. v) con las siguientes caracteristicas : 

a) La imputación z debe dar a todos los miembros de L y a todos los socios de L. al 

menos lo que recibían para x ( Z¡ ~ X¡ para los miembros y socios de L) • 

b) Todos los miembros de K que también sean socios de L deben recibir al menos tanto 

como lo que podrían recibir para y (:; ~y; para los socios de L que sean miembros de K) 

El que L tenga una contraobjeción concreta para la objeción de K hace nula la objeción 

efectuada por la coalición K. La razón es que al contraobjetar, L. privará del apoyo de 

alguno de tos jugadores que K necesita para su objeción. Claro esta que con una 

contraobjcción. los contraobjetores se encuentran en una situación lo suficientemente buena 

y por lo tanto. algunos miembros y/o socios de K quedarán interesados en ella corno para 

abandonar a K en su objeción. 

Teniendo una estructura de coalición T y un vector de pag~s específicos x. una objeción 

sólo podra ser admitida por un jugador o jugadores dentro de la misma coalición y existirán 

contraobjeciones contra uno o más miembros de la misma coalición. En otras palabras sólo 
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podrán objetar y contraobjetar los jugadores que se encuentren pactando o negociando en 

ese momento. 

Es factible que al producirse una objeción. los objetores abandonen la coalición y 

proponer una nueva estructura de coalición con un vector de pagos nuevo. Para que la 

nueva propuesta tenga éxito no debe existir contraobjeción alguna que la mejore. 

Si toma la idea del conjunto de negociación con todas sus condiciones encontrará una 

similitud con los procesos de negociación en la vida diaria. 

A continuación se emplean las objeciones y contraobjeciones para definir al nódulo y el 

nucléolo. Los conceptos de nódulo y nucléolo serán utilizados para saber si todos los juegos 

de una amplia clase poseen un conjunto de negociación. 

4.6. EL NODULO 

Para definir el nódulo es necesario plantear algunas definiciones básicas con él 

relacionadas. Un concepto útil asociado con los beneficios obtenidos por la formación de 

cOaliciones y con la importancia comparativa de los pares de jugadores en las coaliciones es 

el excedente. El excedente mide el potencial de pagos de una coalición en relación con un 

vector de pagos específico. 

DEFINICION 2.16. El c.xccdcntc tic una coalición K con respecto al vector de pagos x en 

1111j11ego(N.v)es e(K.x)=v(K)- L;x¡ /\. (2.5) 
ieK 

El excedente e(K.x) puede explicarse como el grado en que los miembros en una 
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coalición pueden mejorar su pago conjunto con respecto a un vector de ·pago x 

originalmente propuesto. La definición anterior sólo menciona el ex~dente de .:Sna coalición 

con respecto a un vector de pagos, pero también es posible defirlir el :·~xc-~erite de un 

jugador contra otro. El excedente de i contra j puede conside~s~ ~nlC). la ·medida de la 

capacidad de negociación del jugador i contra el jugador j .. Del·- ~s~O. -m~~.~ e~ posible 

definir el excedente del jugador j contra el jugador i. 
,,- ---_' .. 

DEFINICION 2.17. El excecknte de/jugador i conrra e/JuKac/or J. en-u~jut!go (N.v) es 

s¡j(x) =m={e(K.x) jK=N.i eK.i eK.j «K} 

El excedente de i contra j es el mayor de los excedentes e(K..r) con respecto a todas las 

coalicio_nes que incluyen al jugador i y que excluyen al jugador j. Tomando en cuenta a los 

jugadores i, j y al vector de pagos r. suponga que sólo interesa el valor del jugador i sin Ja 

ayuda· del jugador j. Entonces, si el excedente de i contra j se relaciona con el vector de 

pagos x. (K es la coalición más provechosa que incluye al jugador i y excluye aJ jugador j). 

SIJ(x) m.ide la mayor contribución a una coalición que puede asociarse con i. sin guardar 

relación con j. 

Un ejemplo que muestra el excedente se expone a continuación. Supongamos una 

situación donde hay dos contendientes un vendedor y un comprador. El bien que deciden 

intercambiar es una computadora. El vendedor desea expender la computadora en un precio 

de H pesos que representa el mínimo pago que aceptará. Cualquier valor de un contrato 

final x· que sea menor que H representa un monto peor que H. Si x· es mayor que H. se 

tiene que el excedente del comprador como: x • - H. 
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Si b es el máximo pago que el comprador esta dispuesto a otorgar por la computadora. 

entonces el excedente del comprador es b-x·. Si b es menor que H o sea el máximo 

excedente del comprador es menor que el precio mínimo del vendedor. no hay zona de 

acuerdo. El excedente para ambos jugadores puede verse en forma gráfica como se indica a 

continuación. 

l<----Zo:na de acuerd~: 

H x• 
El vendedor quiere IEl comprador quiere 
más .- menos 

(+) Contrato final (-) 

GRAFIC03 
EJEMPLO GRAFICO DE LOS EXCEDENTES 

Los jugadores i. j están en una especie de equilibrio en relación con x. si Sij(x)=sj¡(x) el 

excedente del jugador i contra j es igual al excedente del jugador j contra el jugador i. está 

especie de equilibrio es la base del nódulo. 

DEFINICION 2. 18. El nódulo, !ll. e.\·tci formado por todas las co11.figuracio'1cS de pagos 

(x, -r) tales que si i, j E Tk e--r, e111011ces 

1) El excedente del jugador i contra j (~·.; (x)) iguala al excedente del jugador j contra 

cljugadori (s;¡(x)), S;j(x)=sj;(x), o bien 
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2) Si Sij(x)<sj¡(x). e/jugador con el cxccde111c más peq11e11o recibe el pago mlnimo 

posible x¡ -v((i}). o bien, 

3) Si s;¡(r) >sj; (r) yxj-v({j}) 

Las tres condiciones en ta definición 2.18 están formuladas Para cada par de jugadores i. j 

que se encuentren en una misma coalición T1-; dentro de la estructura de coalición "t. 

Razonando la primera condición, como los excedentes son iguales resulta imposible una 

objeción por parte de cualquier jugador. Ahora sobre la segunda condición~ tome el 

excedente más pequeño (en éste caso el del jugador i) S.j(x)<s;;(x) y X¡ >v({i}). entoncesj se 

hallará en posición de realizar una objeción contra la que i no tendrá contraobjeción 

incrementando su pago (el contendiente j) a expensas del jugador i. Pero si Sij(x)<sj¡(x) y 

.r;=v({i}). será imposible que una objeción dej tenga éxito por que el jugador i se encuentra 

en el resultado final más bajo a que puede ser conducido. En la condición tres se invierten 

los papeles para los jugadores participantes igual que en la condición dos. 

El siguiente teorema demostrará que el nódulo está contenido en el conjunto de 

negociación. Introduciendo la idea que especifica que el conjunto de negociación existe para 

una amplia clase de juegos. 

TEOREMA 3. Et nódulo está co111e11ido en el conjunto de negociación para 1111 juego (N. v) 

Demostración. Para establecer la demostración haga los siguientes supuestos: 

l) (x. 't) se halla en el nódulo • 

2) ~ L e T" con K;eL y T l.. et', además K tiene una objeción contra L. 
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Una objeción puede llevarla a cabo cualquier miembro (i}c.K contra todo miembro 

ü}cL. Los jugador-es (i}. U) estan en el mismo Ta. par-a un punto en el nódulo (x.-c) y para 

toda objeción de (i) contra U}; Ul tiene una contr-aobjcción. Denotando la objeción de (i} 

frente a ül como (Y.u) Los socios de {i} coincidir-án con los miembr-os del conjunto X.-. al 

que pertenece el jugador i. En consecuencia 'L(Yt - x¡) < S¡j{x). la suma de la diferencia 
/eXK 

entre las imputaciones Ya y r1. no podrá ser superior al excedente de i contra j. Si existe 

(:. v). U} tendrá una contraobjeción para la que cada socio 1 de j reciba al menos r 1 y los que 

fueran socios de i para la objeción reciban al menos y¡. La contraobjeción (:. v) es posible 

llevarla a cabo si Sij(x)~s_¡;(x) (la mayor cantidad de una coalición cuidadosamente escogida 

que se encuentra asociada con el jugador j o que contiene aj. pero sin guardar relación con 

el jugador i o no lo contiene). si recibe más que con la propuesta original (x, i:) 

Esta cantidad debe ser al menos igual al pago que el jugador i reserva para aque11os que 

se unan a él en su objeción. j podrá ganarse a Jos jugadores necesarios y recompensar a 

aquellos jugadores que se necesiten para mantener la contraobjcción. 

Observando el tercer caso de la definición 2.18. si se da que S,j(x)>sj;{x) y se tiene que 

Xj=v(Ü}) entonces. al objetar {i}. U} puede contraobjetar con ó'.u) para la que y¡ =v({i}) y 

ü}eu. ~ 

El nódulo está formulado en términos de pares de jugadores. Si ningún par de jugadores 

i, j en la misma coalición está en posición de hacer una objeción exitosa frente a el otro se 

dice que la configuración de pagos individualmente racional estará en el nódulo. Cuando se 
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intente demostrar que el conjunto de negociación no está vacío resultará útil que el nódulo 

siempre esté en el conjunto de negociación y que el nucléolo se encuentre en el nódulo. 

4.7. EL NUCLEOLO 

El nódulo al igual que el conjunto de negociación puede tener muchos elementos pero en 

una amplia gama de juegos el nucléolo está constituido de un sólo punto. Uri conjunto de 

vectores de pago (que podría ser un conjunto aleatorio) se encuentran relacionados con la 

definición de nucléolo a diferencia del nódulo y del conjunto de negociación. Entonces un 

vector de pagos estará en el nucléolo. si Jos excedentes de todas las coaliciones para ese 

vector de pagos se hacen lo más pequeños posible. 

Para definir el nucléolo haga una comparación entre los excedentes asociados con 

diversos vectores de pagos. A continuación se indica el cotejo construyendo una función 

que tenga una coordenada para cada una de las 2" coa1iciones contenidas en N (incluyendo a 

N y a 0) 0(x)=(c1(x) •...• u 2" (r))ER.2". Para todo x en el conjunto X de vectores de pagos 

considerados se ordenan las 2" coaliciones K 1 .K2 , •.•• K 2" de manera que 0;(x)=c(Kj.x). el 

excedente de la coalición K; con respecto a un vector de pagos x~ y 8;(x)~8;. 1 (x) para 

j=l •...• 2n-1 o sea que el excedente de la coalición j debe superar o igualar al excedente de la 

coalición que le sigue. Eligiendo 0j (r) y 9j (x ') las cuales en general pueden asociarse con 

diferentes coaliciones. En ambos casos la coordenada j-ésima es el mayor excedente j-ésimo 

en relación con x y x~. respectivamente. 
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Haciendo una comparación entre 0(x) y O(x') mediante una ordenación lexicográfica. Tal 

ordenación propone que O(x) es menor que O(x'} si 0 1 (x}<0 1 (.r') o paraj>t. OJ(x)<OJ(x') y 

0¡ (x)=0(x') para i= 1 •...• j-1. Esta relación se .-eprcscnta por O(x)<L S(x') Si 9J (x)=0; (x') 

para todo j. entonces O(x}=i_O(x') y O(x)S LO(x') significa que O{x)<L0(x') o que 0(x)=i.0(x'} 

Por ejemplo. supongamos que n=J (2"=8) y que cada vector O(XÍ) contiene c":actamcnte 8 

elementos. 

O(xº) = (100,62,60,50,40,36,32,30). 

S(x') = (100,62,60,52,0,0,0,0) 

0(x2) = (99,98,97,96,95,94,93,92) y 

8(.r') = (120.50,45,40,35,30,25,20) 

La ordenación lexicográfica de estos cuauo vecto.-es seria O(x2)<L0(xº)<L0(x1)<L0(x3}. 

La ordenación lcxicográ.fica se deduce de la siguiente manc.-a: tome dos vccto.-es 

cualesquiera en este caso y para llevar un o.-den comencemos por los dos primeros (0(xº} y 

0(x1
}). La ordenación propone que si el primer elemento del vector O(xº) es menor que el 

primer elemento del vector 0(x1
) el vector será. lexicográficamente menor. Aquí 0 1 (xº}=IOO 

y 0 1 (x1}=100 no es menor entonces, compare con el siguiente vector 0(x2)~ 

0 1(x0)=100>9 1(x2)=99 como 91(x2) es menor que cualquiera otra primera coordenada de los 

3 vectores restantes sera el vecto.- mas pequeño lexicográficamente que se pueda encontrar. 

Prosiguiendo en la misma línea 8 1 (x3) es el mayor por su valor de 120 en la primera 

coordenada. Descartemos por un momento a 0(x2
) y O(x3} por que ya fueron ordenados. 

quedan e (.rº) y 0(x1
) Tome el segundo elemento de cada vector pues el primer elemento ya 
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fue comparado. asl 0 2 (xº}=62 y 0 2 (x1)=62 son iguales, prosigue la OJ""denación con 9:i(x0
} y 

8 3 (x1
) y asi sucesivamente. En el ejemplo. el elemento cuatJ""O de 8(x1

) es mayor que el 

correspondiente elemento 0 4 (xº) tcnninando la ordenación de la sigujente forma: 

DEFINlCION 2.19. Para un conjunto de vectores de pago, X, el nllcléolo sobre X es 

nuc(A.?-= {x EX /x• <=X implica que O(x) S L O(x')}. Así pues el 11uc/Colo sobre X está formado 

por aquellos vectores de pagos, x EX que posean los excedentes asociados 

lexicográficamente más peque11os. 

4.7.1. Existencia y Unicidad del Nucléolo 

Toca el turno de demostrar la existencia y unicidad del nucléolo. Prime¡-o se demostrará 

que si X es compacto, entonces el nuc(.X) será no vacío. En segundo lugar. si X es convexo 

así como compacto, implica que el nuc(...\) es un punto único. 

TEOREMA 4. Suponga a X como un subconjunto compacto no vaclo de Rn. ,Entonces, el 

nuc(X) es no vaclo. 

Demostración. Inicialmente suponga dos cosas: que At ~{0(x) Eit.2"\ xEX}. significa 

que A1 es el excedente de una coalición con respecto a un vector de pagos x. tal que x 

pertenece al conjunto X de vectores de pagos considerados y que z 1 es el inferior de los 

vectores de pagos y 1 en donde y es un miembro de At, =1 = inf y¡ . Como X es compacto 
yEAt 

deben existir elementos de Al que tengan a z 1 como primera coordenada. Su¡;>oniendo que 
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Xr={xeXI 01 (x)=z,}es el conjunto de vectores x que penenccen a X tales que el excedente 

de una coalición con respecto a un vector de pagos x, sea igual al inferior de los vectores de 

pagos Yt en donde Yt es miembro de At. Para cada coalición K. el conjunto 

B1 (K)={xeXI e(K..x) Sz1} es compacto comprobando que X 2 es compacto. X 2 está d.efinido 

como ~B1(K)= X2. además de ser no vacío (algunos B 1 (K) pueden ser vacíos pero no 

todos) Definiendo A 2 -{0(.r) E A, l xe X,). 

La demostración continua por inducción con n=i. Suponiendo que X¡ cX¡.1 es compacto. 

no vacío y que está íormado por todos los vectores de pago en Xi-1 para los que aj (x)=9j ex·) 

para todo x. x' eX¡.1 y todo j < i y que si xEX;. entonces 8;.1 (r)=z..1 en donde z.;.1 es el valor 

mínimo de 8;.1 (x') para todo x' eX;.1• 

1) Suponga que A.-{O(.r) ER>"l xeX¡}. Para 0(.r), 0(.r')eA;, O;(.r)-0;(.r'), j-1, ... , i-1 y 

8j (x), 8; (x') s; 8¡. 1 (x) para j <?:i 

Para 0(x), 8(x') en At la ordenación lexicográfica de los excedentes con igual subíndice j 

es la misma para ambos excedentes, Oj(r)=BJ(x') para j=t •...• i-1 y que 0j(.r). 8J(X") 

menores o iguales que 9;.1 (x) para j mayor o igual que i, note que el subíndice varia. 

2) Suponga ahora que :¡ = inf y¡ . Puesto que Xi es compacto deben c.xistir elementos 
y EA¡ 

A¡ que tengan a Z¡ como i-ésima coordenada. si X¡. 1 =(xeX¡18¡ (x)=z.;}. AJ igual que 

XzX;+ 1 es compacto y no vacío. A.¡ .. 1={8(x)ea.2'"lxeXi.i} es recursivo así que~ 

paraye At .. 1.>:;==1.j=t •...• i. 

Para dar fin a la demostración suponga que X 1=X (X es compacto entonces, ... \í ·es 
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compacto). lo cual implica que nuc(X) cXj para i=J •...• 2n+1 como .r1 es compacto y no vacío 

el ·nucléolo de X también Jo es. por inducción el nuc(X)=X2n. 1 es compacto y no vacío por 

contener al punto B(x)=(z1oz2, ••. 1zl') para renuc(X)= x2 n.1 • ./' 

COROLARIO 1. Si X también es co11ve.ro. entonces el nuc(X) contiene exactamente un 

punto. 

Demostración. Suponga que x y x• sean elementos ·de nu,c(X);· por tanto 0(x)=i..0(x") 
; ,,,;'> 

Existen s valores distintos de las coordenadas del Vector 0(r). con una frecuencia k 1 del 

número mayor. una frecuencia k 2 del segundo número mayor y así sucesivamente. 

s 
Lógicamente, L K¡ = 2°. la suma de las frecuencias k1 para los s valores distintos es igual 

i=l 

a 2n (0(x) eR.2). Para 9(x). se supone que el orden de las coaliciones es K1oK2 , .••• K2n (es 

decir. Bj(x)=e{Kj. x) para todo j ). para 9(x') proceda de Ja misma manera (K"1 0 K"2 ••.•• K"2n). 

Sea lambda un valor entre cero y uno. Ae(O .1) y ~=Ax+( t -A)x" la frecuencia de e 1 (x) será 

k1 en9(~) si y sólo si los dos conjuntos de coaliciones {K 1 •.••• Kl;
1

} y {K" 1 , •••• K\.:
1

} tienen 

exactamente los mismos miembros, 9(xl.) puede tener como má."Úmo una frecuencia k¡ de 

Bk+I+-. - k;.i+l (x). i=l •... j-I. En el caso que Jos miembros de las dos coaliciones no sean 

idénticos existirá una coalición K 1 (i :sk 1 ). pencnecientc a Ja primer-a lista tal que 

e(K¡.x)>c(K¡, x'). Note que en caso de cumplir-se está desigualdad existirán .menos de k1 

coordenadas de 9(~) que tengan el valor de 0 1 (x). No puede haber coordenadas de 9(x>'-) 

que tengan un valor superior a 91 (r) por lo tanto 0(~ )<L0(r) 
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Si los dos conjuntos de coaliciones {K1 0 •••• K1i:.
1

) y {Kº1 •.•.• K•1i:. 1 ) son los mismos. el 

razonamiento . p~_ las_ coordenadas que consigan 0.:1+ 1 (x) es similar al descrito 

anterionnente. __ Dos situaciones pueden presentarse para los grupos de coitliciones: 1) que 

1'4.1+1 ••••• K.:1•~2 Y K'"k1•1 ••••• K·1i:. 1•k:z sean exactamente los mismos o bien. 2) 8(x"')<L8(x) 

Trabajando sobre Ja última desigualdad escrita (2) y procediendo por inducción se llega a 

la conclusión de que ecx>- )=t.9(.r) si y s61o si :r=x· y en caso contrario 9(~)<L8(x) Esta 

desigualdad implica que ni x. ni x• son elementos del nuc(X) contrario al primer supuesto 

planteado al inicio de Ja demostración y al no pertenecer los vectores de pagos x y .r• al 

nucléolo nuc(X). las frecuencias de k¡ se reducen y se dice que el nuc(X) está fonnado por 

un sólo punto . .;" 

4.7.2. El Nucléolo está Contenido en el Nódulo 

Haciendo una recopilación de algunos elementos expuestos para demostrar que el 

nucléolo está contenido en el nódulo. considere las configuraciones de pagos 

individualmente racionales relacionadas con la estructura de coalición "t", para un juego (N.v) 

o sea J.,(N.v). Además. los vectores de pagos asociados con J, (N.v) que son los elementos 

de A,(N,v)={xeR.ª J (.r;t'}el.., (N,v)}. Como A.., (N.v) es compacto implica que nuc[AT(N.v)] 

se encuentra en el nódulo y también en el conjunto de negociación, indicio de que A,. (N,v) 

es no vacío. Puesto que el nucléolo de AT (N.v) (nuc[A,(N.v)]) es no vacío. el nódulo y el 
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conjunto de negociación son no vacios. 

TEOREMA S. Suponga que el nódulo. 91. de unjuego (N.v) es !ll{N".v). además suponga 

que 'T sea una estructura de coalició11 y suponga que xe1111c{A-s(N.v)j. Entonces. 

(x, T) Ei!ll{N. v) 

Demostración. Bajo el supuesto que las configuraciones de pagos individualmente 

racionales (r,"t)El'C(N.v) y que (r,"t)<!Ui'(N,v) Existirá entonces un par de jugadores i, jeN 

tal que S.J(r)>Sj¡(X) y quexJ>v(fi}). Igualando un número 5 con el menor de los excedentes 

(SiJ(x)-SJ¡(x)/2 y xrv(fi})) y definiendo ax• de la siguiente manera: 

••• (2.6) 

.•• (2.7) 

x·" =rt.: +S para k,;:.. i, j (2.8) 

Sea una coalición K• en donde ieK• y je:K• con el mayor excedente de entre todas las 

coaliciones que excluyen aj e incluyen a i. Ordenando cada una de las coordenadas en la 

fi.Jnci6n S(x). suponga que toda coalición L es anterior a K• para la que e(K· ..r)=e(L.x) La 

coordenada que le corresponde a K • en 0(x) es k • (0(x)=( 1, ... , i, j , ... ,k ·, ... )) 

Ahora considere a 0(x) y 0(x'): 8 ._ (x) se 1<. (.x') para k < k •. Las coaliciones anteriores a 

K• pueden caer en uno de estos tres incisos: 

1) Contienen tanto al jugador i como al jugador j. (i. j pertenecen a K•) • 

2) No contienen ni al jugador i ni al jugador j, (i, j no pertenecen a K•) , 

3) Contienen al jugador i pero no al jugador j. (i pertenece a K• y j no pertenecen a K•) 
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Observe que ninguna de estas coaliciones puede excluir al jugador i y contener al jugador 

j consecuencia de la condición de que S;J(.r}>s;¡(.x) para todas las coaliciones que cumplan 

con tas condiciones 1 y 2 de está sección. 011r.(.r)=011r.(.x') y para las coaliciones que sólo 

satisfagan la condición en 3. 0i..(.r)<9i..(.x') Para k>k·. a .. (.x")<a· .. (.r)~ entonces e .. cx·)< LB .. (x) y 

.r no se encuentra contenida en el nuclColo. La asignación .r no estarit en el nucléolo si (x;t} 

no esta en el nódulo. lógicamente (.r;t) estará en el nódulo si x está en el nuclC:olo . ./ 

El teol"ema 5 asegura que una configul"ación de pagos individualmente racional 

relacionada con una estructura de coalición 't, se encuentl"a en el nódulo si y sólo si el vector 

de pagos .r se encuentra en el nucléolo. A continuación se demostl"ará que existe al menos 

un elemento en el conjunto de negociación l"elativo a cada estructura de coalición. 

COROLARIO 2. Suponga un juego en forma de función característica. (N. v) tiene 1111 

conjunto de negociación no \.'acio y para cada cstn1ct11ra de coalición -r. existe 1111a 

configuración de pagos en el co11j1111to de negociación. 

Demostración. Para llevar a cabo la demostración tenga presentes los teoremas 3 a S. 

Por el teorema 4 el nuc[A~(N. v)] es compacto y no vacío. Se dice compacto porque en 

primer lugar el espacio de pagos está limitado puesto que los v(K) son finitos. En segundo 

lugar. l,.(N.v) está definido como un espacio cerrado en consecuencia A,.(N.v) será también 

cerrado. Por el teorema 5 xenuc[A"(N;v)] implica que la (.r;t) esta en el nódulo y por el 

teorema 3 9 el nódulo se encuentra contenido en el conjunto de negociación . .,,,-

El corolario anteñor concluye que el conjunto de negociación es no vacío y está 

relacionado con por lo menos un elemento relativo a la estructura de coalición. El conjunto 
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de negociación es no vacio por que contiene al nódulo y a su vez el nódulo contiene al 

nucléolo. 

4.7.3. El Nucléolo de los J"uegos $-Equivalentes 

El nucléolo quedo definido con respecto a un juego y a un conjunto de resultados X. 

Entonces. el nuc(X) es el nucléolo sobre el conjunto de resultados X que sean un 

subconjunto de tos resultados que pueden conseguirse para un juego panicular (N.v) Basta 

examinar el nucléolo sobre el conjunto de imputaciones del juego, I(N,v) Suponga que 

(N.v·) es un juego nonnalizado cero-uno y considere a su vez la clase de equivalencia-S de 

(N.v·) Esta clase es el conjunto de juegos que contengan a (N,v"') como su f'orma 

. normalizada cero-uno. La ecuación (2.9) del lema siguiente se relaciona con el nucléolo de 

cada uno de los miembros de éste conjunto de juegos. 

LE?viA 7. Suponga que (N,v) sea S-equil-•alente al juego normalizado cero-uno (lil.v) 

Entonces xa111c[l(N". v)J. e11 donde x y x· se relacionan por la ecuación 

x1 ->{{i}) 
x¡ = »(N)- 2:•{{i})A (2.9) 

ieN 

Demostración. Partiendo de la definición de S-equivalencia. Para todo xel(N.v). eXiste 

exactamente un x· El(N.v•) que se relaciona con r por la ecuación (2.9) y a la inversa cada 

x·el(N.v·). existirá exactamente un rel(N,v) Para un par de éste tipo e{K.X•) viene 

determinado por (sustituyendo el valor de e(K..x· )) 
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v(K)- ~:V({i})- L;(;r¡ -v({i})) 
JK x·)= ieK ieK 
'\ ' v(N)- L v({i}} 

ieN 

v{K)- L v( {i}) - LX¡ + L •{{i}) 
jeK ieK ieK 

v(N)- L;v({i}) 
ieN 

v{K)- L;X¡ 
= v{N)-1:~{i}) /\. (2.10) 

ieN 

Suponga quex.yel(N,v) y quex·,y·el(N,v·) están relacionados por la ecuación 2.9. De 

la ecuación 2.10 Se deduce que 0(X):S'L0(y) SÍ y SÓio si 8(x•):S'L0(y•). terminando &SÍ (a 

demostración . ../ 

El lema 7 propone que un juego es S-equivalente. si x y x· se transforman en la misma 

forma normalizada cero-uno. Como los excedentes 0(x) y 0(x·) son lexicográficamente 

menores y con la misma forma normalizada cero-uno se dice que son S-equivalentes. 

Si usted es de las personas que se les dificulta entender Ja parte matemática tal vez el 

siguiente ejemplo le ayude a comprender mejor : 

Ejemplo. Supongamos un juego en donde v(K} esta definido por v( { i) )=O. el valor para 

un jugador que actúe sólo (por su cuenta) será cero y que los valores por Ja coalición de dos 

jugadores se dan como: v({l,2))=2. v({2,3))=3 y el valor de la gran coalición N es 

v({ 1,2,3 })=6. 

El vector de pagos (2,3, l) es el único elemento del nucléolO sobre I(N,v) el conjunto de 

las imputaciones. Para obtener el vector de pagos considere el excedente de cada una de las 
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coaliciones K con respecto a un vector de pagos x. e(K.x)=v(K) menos la suma de los pagos 

para el jugador i en la coalición K e(K.x}= v(K}- ~Xj 
jeK 

e( { 1 .2} )=4-0. el valor de la coalición K menos el valor del jugador individual. 

e(( 1,3})=2-0, e({2,3})=3-0, e({l,3})< Le{{2,3})< Le(( l,2})-2<3<4 como 9 se forma de los 

excedentes 0(r)=(e1 (r) •...• ezn (.r)). x estará fonnado por los pagos que no rebasen el valOr de· 

la gran coalición asi el vector (2.3 0 l) se llena con los valores de las coaliciones { 1,3} ~ {2.3} 

para las coordenadas 1 y 2 respectivamente. Ja tercera coordenada se resta de la suma de Jos 

miembros anteriores y la coalición restante, v{ { 1,2 })-{v{ { 1,3 })+v{ { 2,3 }))=l. 

Los excedentes de x={2,3,l) son: e((l}..r)-0-2, e{{2}..r)=0-3, e{{J}..r)-0-Í y para cada 

coalici6n de· dos personas es -0.5 por que e{(l.2},x)=4-(2+3)~i. e{(l,3}.x)=2-3~1. 

e({2,3}.x)=3-4=-1 y-1 dividido por dos jugadores en la coalición es -0.S=e~.r) y el exceso 

tanto para N. como para el conjunto vacío es cero. 

Esto da 9(2,3,l)=(0.0.-0.5.-0.S.-O.S.-1.-2.-3). 8 coordenadas de 2 3
. Para cualquier otra 

imputación. x•. los excedentes de las coaliciones para tres personas seguirían sumando -1.S 

(-0.5-0.S-0.5) pero al menos una de las coaliciones tendría un excedente superior a -0.5. 

Ello haria que la tercera coordenada de 8(.r') sea superior a -0.5 sin modificar las dos 

primeras coordenadas haciendo a .r lexicográficamente menor que x·. 

Si consideramos el conjunto de todos los pagos individualmente racionales todo x• asi 

definido que no fuera lexicográficamente superior a 8(2.3. t) por que e(N.r') seria 

estrictamente positivo. La configuración de pagos ((2.3.1).{ 19 2,3 }) está en el nódulo y en el 

conjunto de negociación. 
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En las secciones anteriores se describieron los diferentes tipos de soluciones que en 

muchos de los juegos contienen diversos conjuntos de resultados pero a continuación se 

estudiarán dos soluciones llamadas valores que arrojan un resultado único en diversos tipos 

de juegos. 

5. EL VALOR DE SUAPLEY 

Lloyd Shapley estudió el juego de n-personas desde el punto de vista de Jos jugadores y 

llegó a un resultado que se denomina Valor de Shapley (1953). El Valor de Shapley puede 

calcularse parajuegos supcraditivos en fonna de función característica con·un número finito 

de jugadores. Este valor es único y tiene la propiedad de satisfacer tanto la racionalidad de 

grupo como la racionalidad individual. característica· que motiva a Jos jugadores a panicipar 

en coaliciones y obtener mejores pagos o ganancias. 

El pago para cada jugador involucra muchas variables como la personalidad de Jos 

jugadores. su entorno, ubicación, facilidad de comunicación y algunas más. Shaplcy formula 

el pago para cada jugador, como una media ponderada de las contribuciones que cada 

jugador hace a cada una de las coaliciones a las cuales pertenece, estás ponderaciones 

dependen directamente del número de jugadores 11 y del número de miembros en cada 

coalición. Para analizar mejor esta y otras caracteristicas en la sección S. 1 se define el Valor 

de Shapley; Ja existencia y unicidad se demostrarán en Ja sección S.2. En Ja sección S.3 se 

extiende el Valor de Shapley a los juegos simples y a Jos juegos superaditivos en general. 
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S.I. DESCRIPCION DEL VALOR DE SHAPLEY 

Los indicios que se tienen de como Shapley intento encontrar soluciones a los juegos de 

o-personas se puede mostrar de la siguiente manera: sea r el conjunto de los juegos 

superaditivos con n jugadores. Definase un· operador 41: r-.a" que .. resuelva .. todos los 

juegos en r. Entonces todo el problema se resume a una bu~na elección del op~rador e?. 

El proceso se realiza bajo la sa"tisfacción de es<iu«?mas r,azoilables que posee el operador 

41. A éste tipo de esquemas razonables. ShaJJ:l~y les di~ el Üombre de axiomas demostrando 

también que existe un único operador que tós, sat:i~r~~- . '!alc?s axiomas se expone~ en la 

definición 2.21. 

Una de las ventajas que posee el VaJo,r de· Shapley es que no pide condiciones a· Ja 

solución de un juego en particular. El 11:1·onto·· tC:,~ conseguido ~or la coalición se repartirá 

de acuerdo a ••supuestos elementales" previ&mc;~te fij~d.os y aceptados por todos Jos 

jugadores que entraron en coalición. Por tanto .e .. resultado que se desprenda de la solución 

del juego es inobjetable. 

DEFINIClON. 2.20. Una solución (>sobre res un ·aperador que cumple. (>:L~Rn. el 

Valor de Shapley en si mismo se representa por (>(v) Para el i-é.simo jugador el pago en el 

Valor de Shapley queda como 9i (v) 

El valor de Shapley está definido por cuatro condiciones denominadas Jos axiomas de 

Shaplcy. Las condiciones implican que el Valor de Shapley está caracterizado por la 

fórmula de la ecuación 2.11 (descrita más adelante) 
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DEFINTCION 2.21. Para u11juego (N.v) en re/ Va/ord#!Shapley l'/>(v) es_tádefinidopor 

1) Racionalidad de grupo, L9;(v) = v{N), 
ÍEN 

- ,-· , ~· - . ,:~.; - ,. - . 

2) Si para u11 cierto jugador. i eN. tan sólo a11ade v({i)) a cuaJC,U;er ·coa1;Ción.-entonce.~ 

éste jugador sólo recibirá v({i}), matemáticamente si I eN y vrKJLv(K-(i)J+J;,}) para 

toda Kc:N ieN, entonces 9,(v)- v({i}) 

3) Si dos juegos son idénticos excepto por el orden en que se ¡.¡;/dc~~~'/isfaiadores. 
-~ -- ~ -· ' . ' ' -

entonces el Valor de Shaplcy será idéntico para todos Jos j~'iad~~~--:~;,,~---~~rminos 
matemáticos, si (N.v) es una permutación simple de (N.v·). ·siendoJ~.-_;~)~j~gadores 

permutados, entonces ,p.• (v)-t/>, • (v'.), ,¡,.• (v :>-.p,· (v) y para t~o I en N -{ ;•, f}. cumple 

,¡,.•(v)- ,¡,.· (v'), 

4) Si (N .v) y (N.w) son dos juegos con el mismo conjunto dejugadoresNy {N.::) está 

definido por z(KJ-v(K)+w(K) para todo Kc::N, entonces f/>(:)=t/l(v)+f/>{w). si se forma un 

juego ;(K) mediante la adición de dos juegos (N ,v) y (N, w), entonces el Valor de Shopley 

del m1evo juego será la suma de Jos valores de los dos juegos origina/es. 

La fórmula del Valor de Shapley queda como: 

9;(v)= 2:(v(K)-v(K-{il)j[{IK!-1)1-(n-IK01JA (2.11) 
KcN ni 

La ecuación 2. 11 es la llave que resuelve una gran clase de juegos. así que n·o la pase por 

alto. Todos los resultados se obtienen por medio de esta fórmula y la teoría descansa sobre 

la base de sus axiomas. En la siguiente sección se estudian los cuatro axiomas similarmente 

a como los propuso Shapley. El empico de los axiomas pcnnite demostrar la existencia y 
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unicidad de una solución para cada uno de Jos juegos en r. 

5.2. LA EXISTENCIA DEL VALOR DE SIIAPLEY 

La demostración de Ja existencia y unicidad del Valor de Shapley se llevará a cabo en 

varias etapas. Primero se comenzará proponiendo en Ja sección 5.2.1 Jos axiomas de 

ShapJey. La sección 5.2.2 contiene la demostración del valor para los juegos simples. 

noción que resulta muy útil en la sección 5.2.3 en donde se extiende Ja definición del Valor 

de Shapley a Jos juegos superaditivos en general. Cabe hacer notar que los juegos 

superaditivos son Jos más representativos de Ja realidad. 

5.2.1. Axiomas de Shapley 

Como el conjunto r es un espacio vectorial sobre el campo de los números reales (por Ja 

definición 2.20). es posible definir Ja suma y el producto sobre r como: 

1) (v+w)(S)=v(S)+w(S) para todo v. wer. 

2) (cv)(S)=cv(S) para todo ver y ceR,.. multiplicación por un escalar. 

Los a.xiomas se formulan como sigue: 
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1) Axioma de eficiencia: _L~¡(v) = v(N) para todo ver en términos menos técnicos. 
ieN 

el monto L9S¡(v) que se repane entre todos los jugadores bajo 4> es exactamente el 
ieN 

monto v(N) que pueda conseguir la gran coalición. 

2) Axioma de nulidad: si un jugador es nulo (no participa en una coaJición) en v 

entonces cf>¡(v)=v({i}) En otras palabras. aqueljugador que sea sólo un espectador 

del juego debe ser excluido de la repartición otorgándole sólo su inversión iniciaJ. 

Para exponer formalmente el a.'Cioma de simetría es necesario indicar lo que se entiende 

por dos juegos que sólo se diferencien con respecto al orden de los jugadores. 

OEFINICION 2.22. Suponga que ¡•. j• sean un par especifico de jugadores y suponga que 

los juegos (N. v) y (N'". v') esté11 relacionados de la siguiente manera: 

a) Los juegos (N.v) y {N.v) tiene igual número de contendientes. n=-11·. 

e) Para l'{KU{i))~v'(Kv{fj si i
0,f EK. 

Entonces, (N. v) es una permutación simple de (N", vJ. Los jugadores ;• •. j- son los 

jugadores permutados. 

Las condiciones en la definición 2.22 pueden explicarse como: Una característica 

razonable del IDcioma de simetría es que no .depende de Jos atributos pe~sonaJes: de Jos 

jugadores en otras palabras que sea anónima. Así. si Jos jugadores. deciden in~ercambiar 

papeles en el juego (las permutaciones pueden tomarse corno un intercambio de_ papeles) y 

además cada coalición logra hacer lo mismo que Ja coalición a la que suplanta. entonces lo 
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que debe obtener cada jugador en el nuevo juego es lo que obtenía el jugador al cual 

sustituye. 

3) Axioma de simetria: Si f".. r son jugadores permutados en V (un juego (N.v) con 

función Caracteristic8. v) entonces cf> t (v)=- cf> i (v') 

La solución cf> es simétrica si Y sólo si para cualquier permutación simple (N, v) de (N'. v") 

el monto que asigna cf> a cada jugador ¡• en (N. v) es el mismo que el asignado por cf> al 

jugador que suplanta en (N". v') 

El último axioma requiere una consistencia lógica entre las ternas de juegos {N, v), (N, w) 

y (N,z) Si la suma de las funciones caracteristicas v. w es igual a la :función ca.racteristica z. 

entonces <j>(z)""<j>(v)+cj¡(w) 

4) Axioma de aditividad: <j>(v+w)9j>(v)+<j>(w) para toda v, w er cada coalición es 

exactamente la suma de Jo que obtiene en cada uno de los juegos originales. Observe 

que de está manera un jugador no Óbtienen ventaja adicional por jugar Jos dos juegos 

en serie. 

S.2.2. El Valor de Shapley para los Juegos Simples (Unicidad) 

Un concepto práctico a la hora de demostrar Ja existencia deJ. Valor de Shapley es el de 

valor marginal de una coalición. el cual se define recursivamente y se describe a 

continuación. 
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El valor marginal de una coalición K es v(K) menos Jos valores marginales de todas las 

coaliciones que sean menores que K y que al mismo tiempo sean subconjuntos de K, 

ecuaciones 2. 12 y 2. 13. 

Cfll (v)-v({i}) para todo ieN • • · (2.12) 

cK(v)= v(K)- L;cL(v) para todo Kc N con K > 2A (2.13) 
LcK 
L,.K 

Para demostrar la existencia de un único Valor !le Shapley, se tiene que un juego (N. v) 

puede considerarse como Ja suma ponderada de un número de juegos simples (N.vK) 

defirúdos de Ja siguiente manera: res un espacio v~toñal de.dimensión 2"-1. si 

v.,(L)= g 
entonces •S={vdKcN. K"'0} es una base para·r .... Asl.para cualquier juego dado (N,v) 

existen escalares únicos ce R.• con una filnción caracierística cv(K) tales que 

L cvK .. la suma de los juegos con función caracte::ris~icil cv(K) 
{Kf<2',.Ks;;N} . , 

Sea el operador el> para cualquier Valor de Shaplcy por aditividad ql(v) = L;ql(cvK). 
· , {Kfe>,.Ks;;;N} 

el valor es único para cualquier (N. cvK) 

LEMA 8. Para u11juego (N,cv,:.). el ValordeShap/eyes (>1(cv.,.)-c/K si ie;Ky (>¡(cv.,.)-0 

siiEK. 

Demostración. Demostrando Ja unicidad del Valor de Shapley para cv..:.. note que por Ja 

definición 2.22 punto 2: a) si i~K entonces el jugador i es un jugador nulo en vK. b) Así, 
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(cvl<)(N)-c, e) si ;-j•eK y {N,v) es una pennutació,n simplc,,de (N·.v·) tal que cl>;°(v)""<l>;·(v·), 

«J>¡.(v•)=ctiJ•(v) por el axioma de simétria: q,,(~)=cflj(v•) C~n lo,cual si cf> satisf'ace los axiomas 

establecidos en la demostración; Ct -Ónico ~~~r-p~~ible para CVK es: 4t¡(cvK)=O si iEK y 
_, .,.· 

«J>¡(cvK)=c/k si ieK por la ~ondición. ~-~~-""":.;~ 

El lema 8 es un excel-ente resu~Ci~· ,d~ -.~i··S~~iÓ~ 5~2.2 (uniCidad) demostrando que el 
- ... ,. -'",'·:"'·' ___ .... '" ,,. "'· 

Valor de Shapley para unjÜe8o ·(N.VfCn:Wo'dC.existir eS único e inobjetable. 

5.2.3 .. El Valor de Sh~pley p~ra to.~. Juegos Superaditivos (Existencia) 

En está sección.sC _dem-ostriu-á que· toda función caracteristica puede representarse por 

una suma ponderada de juegos Simples. La demostración que se pretende Ueyar a cabo es 

una extensión del lema 7 para Jos juegos superaditivos. 

LEMA 9. Lafunclón característica vde un.Juego (N.v) satisface 

v= LCK(v)vKJ\ (2.15) 
KcN 
K-'0 

en donde la función c.._(v) quedó definida por la ecuación 2.J3 y los VK se encuentran 

definidos por la ecuación 2.14. 

Demostración. El lema requiere demostrar que 

v(K)= 2;cL(v)v¡_(K) paratodoK,;;;N···(2.16) 
LcK 
L-''21 
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para facilitar el cálculo reconstruya la ecuación (2.13). Desarrollando la sumatoria y 

agrnpando términos la ecuación queda como : 

cK(v)= ::E(-l)K-lv(L} paratodoK,;N···(2.17) 
Lc:K 

ahora sustituyendo (2.14) y (2.17) en (2.16) v(K}= :E [ ::E{-1)1-mv(M}]vL(K} como 
Lc::K McL 
L,o0 

VL(K)-1 y por leyes de transitividad en el término irúeñor de la sumatoña. si Mc=L Y LcK. 

entonces Mc:K.. Trabajando sobre la sumatoña inteñor queda que v(M) sale de la segunda 

sumatoña 

v(K. )= ::E [±(-1)1-m (k-m}I 1JM}· .. (2.1s) 
McK l=m (l-m}l·(k-l)IJ' 

Cualquier m<k hará que el término entre corchetes de la ecuación 2.18 sea cero 

transformando la ecuación como v(K} = :E v(M} indicando que v(K)=v(K) . .;'" 
McK 

Para continuar con la demostración de la existencia para los Valores de Shapley observe 

el siguiente lema y el teorema. 

LEMA 10. Suponga los juegos (N.v). (N.w) y (N. z) en donde z - v-w. Entonces 

tP(z)-tP{v)-.p(w) 

Demostración. La demostración se deduce a partir del axioma de aditividad: ../ 

TEOREMA 6. Un juegos superaditivo tiene un único VO/or de Shapfeydetenninado por 
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9';(v)= ¿(v(K)-v{K-{i))J·[(!Kl-l)t-(n-!Kl}IJ¡ eN · · · (2.19) 
Kc:N ni 

Demostració11. Usando los lemas 8 y 1 O en Ja ecuación 2. J 6 se tiene que 

jl!¡(v)= L ci<({iHeN, /eN .. ·(2.20) 
Kc:N .K 
ieK 

En Ja ecuación 2.20 sustituya la ecuación 2. J 7 para que resulte qUe 

jl!¡(v);,;, L¡ L(-l)K·lv(L)J 
Kc:J'l.Lc:K 
ieN 

= L t[(-l)K-1 L;v(L)l 
Lc:K KcN 

ieN 

L. (-'tK-1 :L;[v(L)-v{L-{i})) 
Lc::K Kc:N 

= L ¿(-r-
1
[v(L)-v{L-{i})] 

Lc:KKc:N 

= ~[ lKJ}j
1
)
1

1 ~~\~~~lLI ,J(v(K)-v{L~{i}})A (221) 

. . (n-!Kl)t cn-k 
Para valorar el coeficiente de [v(K)-v(K-{1})) represente a (n-lKJ-lL!)t·lLlt por 1 

para obtener 
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n-k~n-k 
=L k+t 1 • 

l=O 

pasando a _ k+l (k y 1 son las respectivas cardinalidades de· K y L) al numerador y 

completando el problema se tiene que 

n-k 1 = L(-1)'cr-k J. ..,(k+1)-1dr 
l=O O 

desarrollando la suma. ordenando términos y para 

= J~xk-1(1-.r)0-kdr 

= J~.rk-ldrJ~(l-x)º-kdr 

= [(k-1)-.rk-l+l JI [(n-k){l-.r)º-k+I JI 
k-1+1 n-k+l 

o o 

= [(k-1)-lk I(n-kXt)º-k+l ]-o 
k n-k+I 

Al sustituir Ja ecuación 2.22 en 2.21 la demostración queda completa . ./ 

La existencia y unicidad se exponen con el propósito de mostrar de donde proviene el 
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Valor de Shapley. El siguiente algoritmo (resumen del teorema 6) sirve para guiarlo en el 

empleo de Ja fónnuJa del Valor de Shapley. 

Paso t. Elija 18 cardinalidad de una coalición que no contenga afjugador i de acuerdo a 

una distribución uniforme sobre el conjun~o. {O •. :· •. >~.;.1). 

Paso 2. Se elige aleatoriamente una c.oalición.~·c~n_l~_.·cardinaJi~ad del paso _1 de acuerdo 

a una distribución urufonne sobre las (njJ }'.'yi~;~le~ po~fül~s. 
Paso 3. Otorgue al jugador i la utilidad margina/~u~::~o~'~ v(N) cuando se inco~ora a 

K. es decir v(K)-v(K-{i}) }:_: '·· 

Asl. el pago esperado para el ju.Sador i. ~·~·i':e~·~ .Pr~~~~ es. ~-i (v) ·El enipleO del algoritmo 

se ef'ectuará en el capitulo III para calcutaí-_:.10s' · Valoi-es. de. Shapley eri Jas aplicaciones 

planteadas. 

6. EL VALOR DE BANZHAF-COLEMAN. 

El valor de Banzhaf-Colemán·o Indice de poder de.BanZltaf-Coleman (19ÓS) se basa 

fundamentalmente en C?~tar para ~da jug-~d~r ~l n.~~e~;, ·de coalició~e.s que necesitan de él 

para ganar. 

Este fn~ice-.d~.pode_r:~e,.de~~C· ~arajue8~;~-;~ri..p~es. ·:~or é~o·Suponga que (N.v) es un 
- • -. .-:· .,-.,. • •• :-_; > .·:.···'.·- .. - • 

juego si~ple normalizado cero-uno. en donde.v~)~l"..~s. ~na coalición g~adora y v(K.)=O es 

Ja coalición perded~ra. Cuan.do a una coaÍici6n_ Je ·resulta -cní-~iaJ cl juSador i para ganar. a 
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éste hecho se llamará impulso del jugadol" i. Suponga que en un juego (N.v) el número de 

impulsos para i sea a¡(N.v) y suponga que ao(N,.v)= ¿a¡(N-.v) sea.el número de 
ieN 

impulsos totales de todos los jugadores en el juego. Siendo el iOdice no~aliZ8.do de 

Banzhaf: 

ir.(N v} = a¡(N.v /\ {2.23} 
1 • cro(N.v 

También puede interpretarse la ecuación 2.23 para el jugador i como: Íel número de 

coaliciones perdedoras que se vuelven ganadoras cuando se incorpora a sus filas el jugador i 

dividido entre el número de coaliciones que no lo contienen (incluyendo el conjunto,v~c[o) 

El proceso se realiza con el fin de obtener un valor entre cero y uno. 

El Valor de Banzhaf-Coleman puede generalizarse para los juegos no simplés. Guillermo 

Owen (1978) apona los axiomas para la axiomatización del valor. sin embargo se usará la 

axiomatización debida a Leher ( J 988). El conjunto de todos Jos juegos se denotará por r y 

para el conjunto de todos los juegos simples se empleará r •. 

DEFIN1CION 2.23. Para K~ con la cardinalidad de 1 NI -11. el juego K-unani111Jdad 

n 
denotado por :f. se define por 

uL= 
n {1 siKt;;;L 
K( ) O cualquier otro valor 

La definición anterior dice que para· u-o.juego (N.v). una mayOria de jugadores obtendrán 

el valor de 1 mientras que una rninoriB. o cualC:Íuier otro conjunto de jugadores con menos de 
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50%+ 1 de participantes totales obtendrán sólo cero. 

n 
DEFINICION 2.24. Para K~ y Msk-eljuego M-k sln1étrico denotado por [ se define 

por 

llfvº(T) = {I si fK.-. Tf;;,, M 
K O cualquier otro valor 

Como en eJ axioma de simetria no importa el orden de Jos jugadores, el pago será el 

mismo para cualesquiera dos juegOs. Para cada coalición Ks;;N se deriva un juego VK que 

los jugadores en la coalición K transf"orman en uno sólo a éste jugador se le denotará por k. 

El espacio de jugadores para VK es N-Kv{k} y se encuentra definido por 

VK(L)-v(L) ; 

Vt.;(LV{ k} )=v(LvK} en donde L<;;N-K. 

Axioma de reducción: b;{N.v)+ bj(N.v) ~(N.vk) · · • (2.24). para cualquier coalición 

K={i. jJ de dos jugadores. Interpretación a la ecuación 2.24. la unión de cualesquiera dos 

jugadores es productiva y el valor de k en el nuevo juego es mayor o igual a la unión de Jos 

valores que los contendientes i. j tienen en el juego original. La generalización del Indice de 

Poder de Banzhaf..Coleman pnra Jos juegos simples del jugador i correspondientes al juego v 

con n jugadores se lleva a cabo mediante Ja f"órmula 

h¡(N,v)=-f- L;[v(K)-v{K-{i})jA (225), 
2 -IKc:N 

observe que el valor de un jugador en Banzhaf-Coleman. al igual que el valor de un jugador 

paca Shapley se calcula como la suma ponderada de las contribuciones marginales a tod~ las 
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coi1:Iiciones de 1as·que _es miembro; sin embargo para Banzhaf-Coleman todas las coaliciones 

tienen 18 mis~a p.onderación (_sin im~ort~_ su_ t~ai'io). mientras que las ponderaciones del 

Valor de Shapley varían· con el tamano de la coalición. 

7. RESUMEN DEL CAPITULO 

Las soluciones a Jos juegos cooperativos de n-personas con utilidad transf"crible están 

situadas en diversas categorias que resultan interesantes. Los juegos descritos se han 

ex:anünado bajo el supuesto que se hallan en forma de función caracteristica. En primer 

lugar el núcleo está basado en criterios que resulta dificil criticar. Un punto estará en el 

núcleo si da a cada jugador y coalición aJ menos Jo mismo que ese jugador o coalición 

podrian obtener por ~¡ mismos.~ El núcleo para muchos juegos puede ser muy amplio y para 

muchos otros juegos puede no existir. Sin embargo éste concepto de solución no permite 

apreciar de qué manera se producen los procesos de negociación y como podrían afectar al 

resultado. 

Los aspectos indeseables del núcleo los remedia el conjunto estable (en ciena medida). 

El conjunto estable se haya más relacionado y con mayor frecuencia con los procesos de 

negociación que el núcleo. Una propiedad común a los dos conceptos de solución 

. mencionados anteñonnente es que pueden incluir muchos puntos o soluciones en una región 

de resultados posibles (conjuntos estables). Las características de éste concepto de solución 

son que: 1) Neumann y Morgenstem suponen que Jos jugadores pueden entablar 

comunicación libremente. 2) Para ellos todos Jos jugadores se comunican simultáneamente 
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(no es posible en Ja realidad) 

Un supuesto implícito en el conjunto estable es el de la utilidad libremente transf"erible 

entre jugadores. La suposición de utilidad transf"erible en algunas ocasiones puede 

convertirse en una severa restricción y posiblemente el eslabón más débil de Ja teoría. debido 

a que si hay o-personas en un juego es improbable que puedan hacerse eleccioqes adecuadas 

de las funciones de utilidad que satisfagan Ja restricción. 

Por ejemplo, suponga que la utilidad es un bien material. recuerde por un momento la 

historia de las dos madres con un hijo ante el sabio rey Salomón. De acuerdo con Ja historia. 

ambas madres peleaban por el hijo y sólo una tendría que quedarse con el, obviamente no 

pueden partir el niño por Ja mitad y darle una parte a cada mujer. Entonces, no existe una 

función de utilidad que satisfaga tal restricción. 

Además. Ja evidencia experimental demuestra que Ja posición fisica de Jos jugadores 

afecta el regateo. Si bien. no es propósito del conjunto estable predecir cuál seria el 

resultado del juego. la intención es abarcar todos los posibles uestándares de 

comportamiento .. que pudieran surgir en la negociación. 

Un cOncepto que supera al conjunto estable. aproximándose aún más al proceso de 

negociación en la reaJidad es el conjunto de negociación. ·En éste concepto de solución se 

considera que los jugadores están divididos en coaliciones y el que un vector de pagos. x. en 

concreto sea una solución dependerá únicamente de Ja estructura de coalición "t' (división 

especifica de Jos jugadores en coaliciones) que Je acompañe o sea (.r."t'). Al igual que en el 

núcleo y el conjunto estable puede haber muchos posibles resultados en la solución. 
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Las desventajas a simple vista del conjunto de negociación son que: en Ja búsqueda de 

una solución ambos conceptos implican el salto de un pago a otro. Con cada salto. no se 

sabe si el pago siguiente será el final o si el regateo será interminable. 

Dos ideas que están relacionadas con el conjunto de negociación son el nódulo y el 

nucléolo. El nódulo tiene mucho en común con el conjunto de negociación. Mientras que el 

nucléolo sugiere selec:cionar un elemento de todos Jos elementos en el conjunto de 

negociación asociados con una deternúnada estructura de coalición. T. El lector debe decidir 

si el criterio empleado para Ja elección de este elemento resulta relevante o no. 

Obviamente el nódulo y el nucléolo no se emplearon para dar solución a las aplicaciones. 

pero si su interés es grande puede emplearlos como se describe arriba. 

Aunque el Valor de Shapley en realidad tiene poco que decir acerca de Jos procesos de 

negociación. Es muy atrayente por su simplicidad. Se basa en condiciones que son y 

pretenden ser razonables. Como se vio. el valor existe y es único pero también interviene Ja 

decisión de usted con respecto a si las condiciones que Jo definen son aceptables. 

En muchos juegos el valor se mantiene o cae sobre la base de sus axiomas. Pero Jo que 

.no queda clw-o es que si los ordenes de fonnación de coaliciones son todos equiprobables. 

Similarmente como en el núcleo. eJ Valor de Shapley parece no tomar en cuenta las 

coaliciones menores que se f"onnen... aunque estas af"ecten el resultado del juego. mAs bien se 

basa en las acciones emprendidas por Ja coalición global. 

Los valores de Shapley son solamente promedios y se llega a eJJos con muchos de Jos 

factores que determinan el resultado de un juego. 
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El Indice de Poder de Banzhaf-Coleman a diferencia del Valor de Shapley parece otorgar 

un pago más equitativo a las coaliciones que se formarán. 

Cada uno de los métodos es diferente de Ja variedad. algunos parecen centrarse sobre un 

aspecto del juego y despreciar otros. existen también los que tratan de captar todos tos 

rasgos sobresalientes del juego. A fin de cuentas ningún concepto de solución aquí empleado 

destaca más que otro. todos son de gran importancia y poseen características interesantes. 

Si desea una gran variedad de soluciones de donde elegir (y dispone de tiempo). el 

conjunto de negociación. el conjunto estable. el núcleo (método gráfico) y el nódulo las 

proporcionan. Pero si su tiempo es limitado puede probar con el Valor de Shapley. el 

núcleo en su f"orma de problema de programación lineal (en algunos casos arroja resultados 

únicos) y el Indice de Poder de Banzhaf-Colcman. 
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APLICACIONES 

(ESTUDIO DE UN CISO COOPERATIVO PARA TRES EMPRESAS DE CALZADO 
QUE PUEDEN FOR!lfAR UN MONOPOLIO) 

'""No halJ:rfa negocios si no fueran ventajosos para las partes involucradas. Desde luego. lo mejor 

es lograr un trato más ventajoso que le permita a uno su posición de regateo. El peor resultado es 

cuando. como consecuencia de una voracidad excesiva. no se logra ningún trato. y no llega a 

realizarse una transacción que hubiera sido buena para los dos .. 

Benjamín Franklin 

1. INTRODUCCION 

E
n Ja presente década, los 90"s. ante la apertura de los mercados internacionales 

(mediante tratados de libre comercio y negociaciones atraves de las redes 

computacionales). los comercios. industrias y empresas buscan ascender en un 

mercado competitivo bastante dificil para cualquiera o al menos mantenerse y no sucumbir 

frente a las crisis económicas que vivimos. Por esto mismo. no es extrai\o ver que diversas 

finnas realicen consorcios con otras empresas de igual. menor o mayor tamai\o para hacer 

sus productos más atractivos. 

Generalmente se presenta el conflicto de intereses como el actor principal en problemas 

de ésta índole. aunque Jos intereses no necesariamente deben Ser opuestos. También existe 

un elemento de incen.idumbre asociado a cualquier problema real. Es precisamente está falta 
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de ceneza lo que hace interesante y a la vez dificil la toma de decisiones económicas y de 

otras áreas. 

Afonunadamente cada vez más personas toman conciencia sobre la imponancia que los 

aspectos cooperativos tienen en los fenómenos bajo riesgo. Este tipo de personas 

conocedoras de la trascendencia que tiene Ja cooperación (y los que no lo saben pero Jo 

intuyen), saben que aJ cooperar, un individuo (o empresa) tienen grandes probabilidades de 

alcanzar sus objetivos elevando así las probabilidades de que sus socios alcancen los propios. 

Tales nociones resultan muy atractivas y semejantes a las definiciones planteadas en Ja 

sección 4.3 del capitulo II. 

Obviamente no es posible exponer cada uno de los conceptos de solución pues Ja 

extensión del trabajo se haría un poco más larga y· monótc:»na. Aquí se emplearán las 

técnicas más populares y una propuesta de reparto equitativo (propuesta personal de 

solución) desarrollada por el autor de ésta tesis. Para los conceptos de solución no 

empleados se expusieron ejemplos para orientarle en su uso. 

La teoría y las respuestas a prCguntas sobre la aplicación correcta de las fórmulas y 

conceptos de solución pueden asimilarse mejor y bñndar mayores beneficios mediante Ja 

exposición de problemas prácticos. Por Jo mismo. algunas aplicaciones basadas en Ja teoría 

descrita y sus relaciones se consideran en este capitulo. Además la teoría alcanza su punto 

máximo cuando puede plantearse en un modelo aplicado a la realidad. 
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A manera de advertencia: los conceptos y definiciones expuestos en los capítulos 

anteriores se retoman de forma aleatoria según se utilicen, toca al lector identificarlos y 

asociarlos con su correspondiente definició~ comprobando que se emplean correctamente. 

El motivo primordial que se presenta para emplear la teoría de los juegos como la técnica 

más adecuada para dar solución a las aplicaciones es el siguiente: por las características del 

problema y su orientación hacia la competencia. no cx.iste otra manera (desde et punto de 

vista matemático) que se adapte mejor a tales condiciones. 

Dado que ya se expuso el motivo inicial para desarrollar los ejemplos se procede a 

continuar con la definición y aplicación de los problemas. El capítulo actual monta el 

escenario para la exposición del regateo multipartita (de varios jugadores). introduciendo el 

problema que encaran tres compañías de calzado, las cuales pueden formar un monopolio 

comercial. El dilema planteado se divide en dos partes o juegos: el primero, en donde los 

jugadores pueden o no formar coaliciones unipersonales. bipersonales y trlpc:rsonales. El 

segundo juego es de coaliciones puro por que se necesita de una coalición para contender, si 

un jugador decide no incorporarse a una coalición y jugar sólo, el pago destinado para este 

jugador es cero. La segunda aplicación es más interesante desde un punto de vista 

didáctico. En esa aplicación a usted se le asignará el papel de un jugador y deberá intentar 

unirse a una coalición interactuando con el texto. Al final del capítulo se citarán otras áreas 

de aplicación en donde la teoría de los juegos puede ser de gran utilidad. 

En un monopolio las únicas dos situaciones posibles que pueden presentarse son las ya 

explicadas (cooperación total y cooperación parcial). por consecuencia lógica sólo se 
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exponen los dos ejemplos citados. 

2. UN JUEGO SEMI-COOPERATIVO 

En ésta. la primera aplicación se plantea un problema en donde los jugadores pueden 

integrarse en una coalición y jugar unidos si asi lo desean o jugar por su cuenta 

(individualmente) y tratar de alcanzar un pago favorable. 

2.1. ANALISIS INICIAL Y DEFINICION DEL PROBLEMA 

Debido a la situación económica en que se encuentra sumergido el país. todas la empresas 

desean ºsobrevivirn adoptando sus operaciones comerciales a la realidad de un mercado 

comprimido y formular sus estrategias de manera inteligente para mantener su participación 

en el mercado a un costo y con márgenes de utilidad razonables. Por estas razones. diversas 

industrias estiman que las fuentes provenientes de las ventas deben diversificarse o sea 

proponer alternativas para lanzar otros productos. 

Bajo está primicia la empresa de zapatos para darn.a. Calzado Eco•• presenta su carta de 

intenciones ante la asociación de manufactureros y distribuidores de calzado mexicano. En 

•• También conocida como And~ la cu:il se dedica a la venta y producción de cal.z.ado para dama 
exclusivamente. 
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la carta se describe el interés por producir, vender y distribuir- una linea de calzado para 

hombres. 

Cuando su oponente comercial más cercano (en ventas de calzado para dama). la firma 

. Fama de México mejor conocida como Shadia se entera del proyecto (de Andrea) para no 

incurrir en un rezago comercial decide incursionar en el mercado lanzando también una línea 

propia de calzado masculino. 

Tras diversos estudios de mercado para saber que compañia ocupaba la mayoría de las 

ventas (de zapato para hombre), se destacó la compañia de calzado Canadá como la 

principal productora y vendedora. Así pues se intentará que las tres empresas de calzado 

involucradas (Canadá. Andrea y Shadia) compartan el mercado formando un monopolio. El 

a1Teglo es posible y las tres firmas pueden. considerar una fusión normal. 

El conjunto N de jugadores queda entonces f"ormado por N={Canadá.. Andrea.. Shadia} y 

la cardinalidad de N es n=J, por que son tres contendientes. Al ténnino de las negociaciones 

las tres empresas deben decidir si jugarán unidos en una coalición o por su cuenta. La 

duración del proyecto es de 4 meses (una estación del año). Al final del proyecto, las firmas 

tienen Ja posibilidad de entablar nuevas negociaciones (un nuevo juego o pan.ida) o 

continuar con la sociedad que se fonne. 

El juego planteado es una experiencia de simulación económica en un juego de tres 

contendientes. El tema central es simular la aparición de otras sociedades en un mercado 

establecido y determinar sus consecuencias. E1 problema que enfrentan los jugadores es 

¿cómo deben repartir las sinergias (el valor de la unión de fuerzas) o el monto total esperado 
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que crearían en el juego?. Recuerde que es un juego cooperativo y algunos o todos Jos 

jugadores se unirán a una coalición. 

2.2. ESTADO ACTUAL Y OBTENCIÓN DE DATOS 

Los parámetros económicos han sido analizados en el curso de dos experiencias 

anteriores (de la empresa Andrea): lanzar fas lineas de calzado inf'anti1 y casual para dama. 

Cabe destacar que Ja f'uente de inf"onnación es el departamento de investigación de mercados 

de Calzado Eco. Para evitar fonómenos transitorios y comenzar inmediatamente con 

situaciones de interés. a continuación se expone un breve análisis de mercado para cada uno 

de los jugadores. 

Las empresas deben hacer una inversión en materia prima y equipo relacionado con el 

manejo de materiales. Se estima que el nuevo equipo tiene un valor en el. mercado de 

$195000 y representará para las compañJas un ahorro en mano de obra y desperdicio de 

materiales del orden de $1 SO 000 el primer periodo (mes) y de 40 000 pesos cada un~ de los 

siguientes tres periodos. 

CUADRO O. Inversión inicial y flujos de efectivo. 

Periodo Flujo de efectivo 
(en miles de pesos),_ 

o -$195 
1 ISO 
2 40 
3 40 
4 40 

Fuente: Calzado Eco. Dcpto. Investigación de Mercados. Diciembre de J 995 
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VJ>N= Valor presente neto • 

n 5'.
VPN = s 0 + ¿--=--. . 

t=i(l+i) 

So= Inversión inicial (desembolso inicial). 

S 1 ""' Flujo de efectivo en el periodo t (Ahorros o ingresos) • 

n -Número de periodos de duración del proyecto • 

i=TREMA= Tasa de recuperación mínima. 

Capitulo 111. Aplicaciones 

Por el método del valor presente con tremas del 1 Oo/o, 12.5% y 18º/o para Canad~ Andrea 

y Shadia respectivamente. los montos generados son: VPN(Canadá)~$32000, 

VPN(Andrea)=$23000. VPN(Shadia)=$6000. La inversión inicial (-$195 000) y Jos flujos 

de efectivo ($40 000) son iguales para todos los jugadores. Andrea y Shadia adquirirán 

nuevo equipo para internarse en el mercado. Canadá hace la inversión para enf'rentar Ja 

intromisión (en caso de continuar Cuera de una coalición. por su cuenta). A continuación se 

expone un inf'orme sobre la situación de cada firma. 

Empresa: Shadia. Una fabrica de diez mil unidades instalada al noroeste del Distrito 

Federal. en el cual la clientela es particularmente sensible a los costos de venta. Está 

compai\la se caracteriza por su débil importancia con respecto a las otras dos. Nunca tuvo 

dificultades para despachar su producción. Durante el inicio del año se espera que haga 

grandes gastos comerciales que le traigan demandas superiores a su capacidad de 

producción. Corre el riesgo de fracasar si no entra en una coalición 

Calzado Eco: Una fiíbñca de quince mil unidades instalada en el sector noreste de la 
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ciudad. en éste sector la clientela es sensible al progreso técnico. Otra fabrica en proceso de 

construcción al sur. Está joven sociedad comienza a tomar posiciones en el mercado en 

fonna satisfilctoria. El uéxíton comercial se ha obtenido gracias al gran esfuerzo que pesa de 

fonna considerable en su presupuesto. Dado que Ja lista de pedidos era poco densa al inicio 

del análisis. se ha construido una importante cantidad de productos terminados. Pero aún 

asi debe Juchar duro para mantenerse. peligra ante las otras dos sociedades. su capacidad de 

analizar y estimar ñesgos será fundamental al tomar una decisión. 

Canadá: Una fflbrica de diez mil unidades instalada al poniente de la ciudad y otra de la 

misma capacidad en el sector sureste. La clientela de estos sectores es particularmente 

sensible al servicio comercial y de la publicidad, respectivamente. Esta sociedad ha ocupado 

hasta ahora un lugar preponderante en el mercado, gracias a su gran capacidad de 

producción y a los esfuerzos comerciales dosificados juiciosamente. Su situación 

privilegiada corre el riesgo de estar en desventaja si no se llega a un acuerdo de coalición. 

La condición de las empresas pone al descubierto las variables sociales (posición en el 

gusto de la gente) y económicas mostrando Ja fuer.za o poder que cada compañía tiene para 

contender. Se pueden identificar los siguientes elementos en un juego cooperativo de esta 

naturaleza. La función característica de utilidad transferible para cada jugador v((i})=VPN 

con (i}=K~ contendiendo individualmente es v(Canadá)=$32000, v(Andrea)=$23000 y 

v(Shadia)=$6000. Se dice que la utilidad es transferible por que las ganancias son 

monetarias y Jos pagos laterales están pcnn.itidos. Además. por las reglas del juego 

121 



Guillermo Mendoza Cuautla Capitulo ID. Aplicaciones 

implícitas. los contendientes pueden negociar entr-e ellos para llegar a acuerdos comunes de 

coalición. 

2.3. ANALISIS DE COALICIONES 

Debido a que el análisis de la fusión para las tres compañías se efectuará bajo la teoría de 

los juegos cooperativos n~pcrsonales con utilidad transferible. se supondrá que existe un 

acuerdo común de monopolio. 

Cuando hablamos de coaliciones se involucran los aspectos cooperativos que puedan 

surgir en la partida (un juego). La aplicación que se analiza en este momento es una 

situación de conflicto pues todos los participantes buscan obtener los mejores beneficios. los 

contendientes tienen uno o más intereses en común. Ese interés común es lo que motiva a 

los jugadores a integrarse en coaliciones y formular estrategias conjuntas para llegar a 

soluciones que les sean ventajosas. 

Desde el primer momento que las finnas Canadá, Andrea y Shadia entraron en una 

situación de conflicto de intereses buscando una ganancia mayor es posible situar a los tres 

contendientes como antagonistas cooperadores. 

Con el arreglo actual (todas las firmas independientes pero con un entendimiento de 

monopolio) y bajo las hipótesis del capítulo I. sus ganancias v({i}) hacienden a $32 000. 

$23 000 y $6 000 en valor presente neto de unidades monetarias para Canadá. Andrea y 

Shadi~ respectivamente. Si se reúnen en una fusión total. es decir. Ja gran coalición 

N={Canadá.Andr~Shadia} pueden superar Ja suma de sus ganancias (61 000 pesos); se 
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benefician de sinergias que ascienden a $16 000. haciendo un total de 77 000 pesos. Pero 

también generarán sinergias. si se fusionan cualesquiera dos compañías; por cjcinplo. Canadá 

y Andreajuntas pueden significar 59 000 pesos en lugar de 55 000 (32+23 más una cantidad 

adicional de 4 000 pesos que genera la unión de fuerzas) en tanto que. para este caso Shadia 

se veria reducida de 6 000 a 5 000 pesos. Perdida (equivalente al poder de la empresa) que 

todas las empresas sufrirían en caso de contender fuera de una coalición o participando 

individualmente. Fuera de una coalición la participación del mercado referente a las ventas 

se reduce. 

En el párrafo anterior se da una fonna de calcular las coaliciones y sus pagos. Ahora, 

aplicando la proposición 2 y las hipótesis 1 a 3 del primer cap~tulo. se dice_ _que Ja función 

característica v(K) del juego es superaditiva y ci.ue el juego es.de suma constante. Veamos 

por que: 

Retome la definición de superaditividad. Si los jugadores se unen para fonnar la gran 

coalición N={Canadá.,,Andrea_Shadia). puede superar Ja suma de todos sus pagos 

individuales v(N)>l:,v({i}). (61 000 pesos) más una cantidad ~-16000 pesos que genera la 

fusión tripartita. v(Canad<ivAndreavShadia)~v(Canadá)+v(Andrea)+v(Shadia) o sea 

77000~6 l 000 condición de superaditividad. El cuadro 2 resume el análisis realizado (se 

encuentra ubicado en la sección 2.4.1.2. un par de páginas adelante) 

El juego es de suma constante por que si se aplican las restricciones de Ja sección 2.9.4. 

capitulo 1 vera que v(N) no es cero, indicio de que el problema no es de suma cero y si de 

suma diferente de cero. Pero se preguntará ¿de dónde sale la cantidad a que hace atractiva a 
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Ja coalición?. La respuesta es simple todos los juegos reales tienen esa propiedad. Resulta 

claro que un jugador por si sólo ocupa un sector en el mercado (ventas). pero si se une con 

uno o más jugadores tendrán un alcance mayor incrementando su participación del mercado 

debido también a las ventas esto es sencillamente. a más territorio abarcado más ventas. 

2.4. POSIBLES ESTRATEGIAS Y RESULTADOS DESEADOS 
(NEGOCIACIONES) 

El representante de Canadá sostiene que la sinergia de 16 000 pesos generada por la 

fusión total debe repartirse en función del tamaño (Cuadro 1) 

CUADRO J. Monto proporcional para cada finna 

-~.!!.t!»_P..!.!.1Ll:!!!!~'!....~t~J.!.!..P.~.r.!~~-·P..!'"_<?.P..~-~~!.!>_r:!.;!.L?.:L!!!.~~.~!!.~~-~-~-P..?..r!~-

Canadá 

Andrea 

Shadia 

--3-2--. 16 = 8.393442623 
32+23+16 

--
2
,...

3
,....-- 0 16 = 6.032786885 

32+23+16 

---'
6
-- • 16 = 1.573 770492 

32+23+16 

Esta división aunada al monto individual generaría las siguientes ganancias: 

32+8.39 = 40.393442623 para Canadá 

23+6.03 = 29.032786885 para Andrea 

6 +1.57 = 7.573770492 para Shadia 

La ganancias (sumadas) en general ascenderían a un total de 76 999 pesos. 
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La imputación creada cumple con Ja racionaJidad de grupo y también la racionalidad 

individual. El vector de pagos (40.39,29.03. 7.57) para Canadá..,Andrea y Shadia 

respectivamente es mejor (domina a) que el vaJor obtenido por cada jugador contendiendo 

individualmente (32,23,6). Si suma 40.39+29.03+7.57 obtendrá Ja cantidad de 77 000 

pesos. máximo valor otorgado a la gran coalición,. N. El vector que se obtuvo aún no es 

óptimo de Pareto pues existen otros vectores de pago que pueden mejorarlo o bloquearlo. 

2.4.1. El Conjunto de Negociación 

2.4.t.I. Estructura de Coalición)' la Configuración del Pago 

La estructura de coalición.. "t, esta formada por las particiones T 1=(Canadá}. 

T2=-{Andrea} y T3=={Shadia}. Así, -c='(T1.T2,T3). Ja configuración de pagos (xo'r) asociada es 

((40.39,29.03, 7.57); {Canadá}, {Andrea}, { Shadia}) 

Pai=a el representante de Shadia no parece razOnable esta propuesta de división de Ja 

sinergia en función del tamaiio. Sus aspiraciones hacienden a más de 7 537 pesos que es Ja 

tercera coordenada ·del vector de pagos en (r. T). Shadia cree tener la suficiente capacidad 

(poder) para influir en el resultado del juego. 

El representante de Canadá sigue firme en su propuesta, argumentando que todos 

obtienen un incremento de alrededor del 26% en el monto individual consecuencia de la 

fusión. 
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Exponiendo las razones de su inconfonnidad el representante de Shadia observa que de 

acuerdo con las cifras mostradas en el cuadro 2. si su finna (Shadia) entra en una coalición 

con Andrea las dos obtienen 39 000 pesos (23+6 y un valor a de 1 O 000 pesos por Ja 

sinergia), mucho rnás de lo que Canadá pretende darles en una fusión tripartita. En el caso 

de Ja coalición (Andrea.Shadia} Ja empresa Canadá terminarla con 30 000 pesos y no con 

los $40 393 que propone. Son 2 000 pesos menos (jugando individualmente) perdida que 

resiente por no integrarse en una coalición. La imputación ( 40,29. 7) es dominada por Ja 

imputación (30,30,9) vía Ja coalición {Andr~Shadia}. 

Una característica más que posee el juego semi-cooperativo es que por la f"orma de su 

función característica (Jos pagos para v((i}), v(K) y v(N)) el juego se dice esencial es decir 

existe una coalición ganadora y una fusión perdedora. La ganancia de la gran coalición 

v(N')=77 000 es estrictamente mayor aJ ingreso de todos Jos jugadores individuales. 

:Ev({i))=61 000, )=1, ... 3 ó i=Canadá, Andrea, Shadia. 

2.4.1.2. Las Objeciones y las Contraobjeciones 

Shadia objeta con Andrea por Ja coalición de $39 000 contra Canadá. Otorgando a la 

compañia Andrea 30 000 pesos y obteniendo para si, 9 000 pesos. Lo cual f"onna una nueva 

propuesta de configuración del pago individualmente racional por decir (y.u). 

((30,30,9).{Canadá},{Andrea,Shadia))). La firma Andrea será un socio de Shadia en su 

objeción. Ambas sociedades reciben un pago que mejora las ganancias inicialmente 

propuestas. 
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Pero Canadá contraobjeta tratando de conservar la coalición tripartita. Como la firma 

Shadia se sabe generadora de la sinergia que eleva el valor de la gran coalición hasta 77 000 

pesos. podria intentar seguir sola y obtener únicamente 7 537. 

El representante de Andrea entra en la negociació~ conviene que el pago justo para 

Shadia es de 7537 pero de ningún modo (Andrea) aceptarla $29 000 pues es un poco bajo 

para sus pretensiones. Tratando de persuadir a Shadia_ Je recuerda que actuando fuera de 

una fusión tenninaria con sólo 5 000 pesos. pues a todos los jugadores les conviene la gran 

coalición. 

La contraobjeción por parte de Canadá muestra otra nueva configuración del pago (z. v). 

Con Ja coalición {Canadá.Andrea} juntos obtienen sólo 59 000 pesos responde Shadia. si las 

cosas siguen de está manera es muy dificil que Andrea obtenga 29 000 pesos de Canadá. 

Para remediarlo el representante de Shadia lanza la siguiente oferta: al unirse como entidad 

Canadá y Andrea obtienen 59 000 mientras que su finna (Shadia) queda con S ooo. entonces 

conjuntamente totaiizarlan 64 000 pesos. Así que una unión de está manera generaría una 

sinergia de 13 000 pesos (77-64) y seria injusto compartir esa sinergia en cantidades iguales. 

Por Jo nüsmo. Shadia ofrece dejar la mitad para ta fusión Canadá.. Andrea y quedarse con la 

otra mitad. 
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CUADRO 2. Valor presente neto de las ganancias para cada fusión 

Tipo de fusión 

Todas Jas empresas permanecen 

separadas 

Percepciones 
(En miles de 

esos 

Canadá 32 

Andrea ---------23 

Shadia 6 

Dos se fusion~ la tercera sigue 

separada 

Canadá. Andrea 59 

Shadia separada S 

Canadá, Shadia 45 

Andrea separada _______ .22 

Andrea, Shadia 39 

Canadá separada 30 

Fusión total 

Canadá. Andrea, Shadia 77 

Suma de Montos 
sinergias agregados por Ja 

rusión 

61 

64 

67 

69 

77 

o 
o 
o 

4 

-1 

7 

-1 

10 

-3 

16 

Esto otorgaría 1 J SOO pesos a Shadia lo cual .. no están dispuestos a aceptar los otros dos 

jugadores. Y asi continua eJ argumento e~ eJ conjunto de negociación. entre objeciones. 

contraobjeciones, estructuras de coaJición y configuraciones del pago. Note que para el 

resto de las coaliciones es semejante Ja negociación. Finalmente, conviene más tomar un 

curso de acción más preciso para. tratar de llegar a un acuerdo. 
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2.4.2. El NUCLEO 

Para tratar de encontrar soluciones por medio del núcleo. inicialmente retomaremos los 

juegos simples. Resulta tacil observar que por definición un juego simple no normalizado 

cero-uno tiene como pago asignado a una coalición ganadora: v{K) =a+ ¿ v({i}) y e1 
;eK 

pago de Ja coalición perdedora es v{K) = L v({i}) Si observa el cuadro 2 vera que todas 
ieN-K 

las coaliciones de dos y tres empresas tienen asociado un pago mayor que la suma de sus 

elementos individuales. es decir v({CanadáuAndrea})-59. v({Canadá,Andrea})=4+23+32. 

Los valores de cada coalición se estimaron pensando que Ja fusión de dos o más sociedades 

generan un participación del mercado mayor. 

Retome el cuadro 2 será de gran utilidad para tratar de encontrar soluciones por medio 

del núcleo y otros tipo de soluciones también llamados valores. 

Se comenzará por encontrar tres montos: denote a Canadá por x 1• a la firma Andrea por 

x2 y a Shadia por x 3 que dividen el total de 77 000 pesos o sea 

x1+x2+x3=77 ••• (3.1) 

Como núnimo. estos tres argumentos deben satisfacer también desigualdades adicionales: 

x,;;, 30, • · · (3.2), Canadá 

x2;;, 22, · • · (3.3), Andrea 

x, 2' S • • • (3.4), Shad;a 

xi+ x 2 :::!:: 59, · · • (3.5). Canadá, Andrea 

x1 + x 3 :::!:: 45. · · · (3 .6). Canadá, Shadia 

x2 + x3 e::: 39, · • · (3. 7). Andrea.. Shadia 
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Para plantear las desigualdades tome el valor más bajo obtenido por Ja fusión. Las 

desigualdades (3.2), (3.3) y (3.4} establecen lo que cada una de las firmas pueden obtener 

individualmente si actúa contra una de las otras dos compai'iias. Lo que obtienen un par de 

empresas al formar una coalición se estipula en las desigualdades (3.5). (3.6) y (3.7) 

Primero se pretende encontrar tres números que satisfagan los requisitos (3.1) a (3.7). 

De ser así se intentará abarcar todas las conjeturas posibles para tres números adecuados. 

Finalmente del conjunto de temas factibles podrá establecerse una solució~ si es que la hay. 

demostrando que el núcleo no es vacío. 

La gente que conoce los métodos de investigación de operaciones puede observar que los 

requisitos (3.1) a (3.7) constituyen un problema de programación lineal (PPL). Existen 

diversas técnicas para dar solución a éste tipo de problemas. entre las cuales destacan: 

simple;ic. dual simplex y método gráfico. 

Si dispone de un paquete de computadora puede valerse de él para resolver el PPL. 

propuesto en las desigualdades 3.1 a 3.7, debe maximizar las ganancias. Pero primero hay 

que hacer una pequei\a modificación a su problema porque en otro caso el PPL será no 

acotado y no existirá solución. Aquí, por motivos de análisis y demostrativos emplearemos 

el método gráfico en un principio y después el paquete manager versión 3. 1 para resolver el 

problema de programación lineal. 

Procediendo por método gráfico. use un eje horizontal para x 1 • un eje vertical para x 2 y 

la ecuación (J. l) para representar a x 3 • La representación gráfica del núcleo se hará en el 

plano y no en el espacio. Las desigualdades (3.2) y (3.3) se dibujan directamente. El 
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requisito (3.4), al combinarlo con (3.J) implica que 

XI+ X2 ::S: 72, • • • (3.4') 

(3.5) pasa directo a la gráfica. La desiguaJdad (3.6)junto con (3.1) implica que 

"' s 32 ••.• (3.6") 

del mismo modo (3.7) con (3.1) queda 

"• s 38 ••.. (3.7") 

Replanteando las restricciones (3.3) a (3. 7) se tiene que 

X1 :>: 30 • • • • (3.2) 

,.,;;, 22 •••• (3.3) 

"' + "'"' 72 •••• (3.4") 

X1 + x2:>: 59. • • • (3.5) 

"'"' 32 •••• (3.6') 

"• s 38 •• •. (3.7') 

las cuales forman Ja figura 1 y se muestra más adelante. Existe una región f"actible y acotada, 

indicio de que a simple vista el núcleo es no vacío. 

Los puntos que satisf"acen todas. las desigualdades se encuentran en Ja zona_ sombreada y 

cada uno de Jos vértices en la frontera de esa región está etiquetado con tres números (en 

forma de vector): (x1 ,"2.x3 ). Por ejemplo, el vértice v2 en x 1 tiene 38 por la restricción 

(3. 7'), en X2 tiene 32 debido a (3.6) y por dif"erencia (77-38+32) x3 es igual a 7. Observe 

que muchas temas de números son f"actibles en el sentido que satisfacen Jos requisitos (3.1) a 
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(3. 7) del PPL original o sea son imputaciones que satisfacen racionalidad de grupo y 

racionalidad individua]. 

Si realiza los cálculos gráficamente la exactitud y precisión numéricas se verán limitadas 

por lo cual en éste momento se trabajará con números enteros. 

Una posibilidad para encontrar una tema consiste en tomar algún punto cerca de Ja región 

viable. Y haciendo un cálculo aproximado. x 1 debe ser mayor o igual a treinta y menor que 

treinta y ocho (restricciones 3.2 y 3.7'). x 2 puede tomar valores desde 22 a 32 (restricciones 

3.3 y 3.6•) y x 1+x2 no debe ser mayor que 72, ni menor que 59 (restricciones 3.4• y 3.5). El 

valor de x 3 se obtiene despejando x 3 de la ecuación 3.1. x 3 =77-( x 1+x2 ). Si x 1 se iguala con 

35 y x 2 con 29. x3 debe ser igual a 13. 

~2) ,(7) X, 

70 35,29,13) Punto Solución 

60 

so 

40 

30 

' ' ' ' 

0,32, l S*=-'1 

20 -;-..,<3"'0"".""2""9'""."'"1s"'>"'=v"-,-,-

1
-+ . .,..,~~,-,.-...,.------(3) 

10 l . ..... 
(37,22,18)¡• : ',, s 

o 
10 20 30 40 so 70 

FIGURA 1 

X1 

El CONJUNTO DE TERNAS VARIABLES QUE SATISFACEN LAS ECUACIONES (3.1) a 
(3.7) 
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Obviamente a Canadá no le interesa está sugerencia porque siendo la empresa más fuerte 

obtiene un incremento de 3 000 pesos en tanto que Shadia termina con un incremento de 

7000 pesos. 

El núcleo resuelto por método gráfico da el punto solución (35,29, J 3) y utilizando un 

paquete se obtiene Ja terna (38,32. 7)~ 

Ahora con la sugerencia original de Ja firma Canadá y la sugerencia del problema de 

programación lineal (método gráfico), Andrea obtiene $29 000 en cada caso. Pero si se 

promedian ambos resultados. es decir que Canadá llegue a Ja nütad entre 40.39 y 35 (en 

miles de pesos). Andrea alcanza 29.01 y Shadia obtendrá 10.28. El siguiente cuadro (3) 

resume la información. 

CUADRO 3. Promedio de los resultados propuestos 

Empresa División de sinergia Método gráfico 
Canadá 40.39344623 35 

Andrca 29.032786885 29 

Shadia 7.573770492 13 

2.4.3. EL VALOR DE SllAPLEY 

Promedio 
37.6967231150 

29.0163934425 

10.2868852460 

Investigando otras soluciones arbitradas para el problema. Observe al cuadro 4 que 

resume los resultados obtenidos por el método de. Shapley. también mostrado un par de 

páginas adelante. Para llenar el cuadro 4. siga las indicaciones: Ja primera columna 

99 Los problemas y resultados por el método simplex se éncuentran como anexo. 
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contiene todas las coaliciones posibles. El valor de v(K) en la segunda columna se obtuvo 

considerando las restricciones (3.1) a (3.7) del problema de programación lineal origi~al. 

Para llenar la columna tres proceda a realizar las combinaciones : 

e~ (k-1)~\n-k)I, •.. (J.S) 

en donde los elementos k representan la cardinalidad de la coalición y n el número de 

jugadores. 

En la columna etiquetada con v(K-{i}) se consideran los elementos en la coalición K sin 

el jugador i. La quinta y última columna se llena haciendo referencia a las columnas 2 y 4. 

El proceso de efectúa basados en el algoritmo del capítulo 11 para los valores de Shapley. 

Por ejemplo para llenar la columna etiquetada con v(K) (segunda columna). vacíe los 

valores de la columna de percepciones, cuadro 2. El valor correspondiente a Canadá es.30. 

En la tercera columna utilice la ecuación 3.8 para calcular sus combinaciones que para la 

finna Canadá es: 

Cf = (1-1)~\3-1)1 =t 
Ahora calculemos el valor marginal de ta coalición K sin el jugador i ubicado en tas 

columnas 4 a 9 del cuadro 4. v{K)-v(K-{i}). Claro esta que para i=l la coalición Canadá sin 

et jugador {Canadá} (que es él mismo) es el conjunto vacío. Para i=2,3, no es posible restar 

del conjunto algo inexistente por tanto no se calcula y se coloca un guión para indicar que 

no se tomó en cuenta. 

Si v(K)-v(K-{i}) entonces, v(Canadá)-v(Canadá-{Canadá}}=v(Canadá)-v({0}}=30-0, 

sucede lo mismo para i=2,3 pero con excepción que sus valores no se toman en cuenta. 
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Otro ejemplo. para Ja coalición {Canadá.Andrea}={l,2}. v(K)=v((Canadá,,Andrea})=59, 

sus combinaciones son : 

e~ = (2-1)~~3-2)1 = i 
v(K)-v(K-(i}): 

Para el jugador i= J =Canadá • 

v({Canadá,Andrea})-v({Canadá,Andrea}-{Canadá})= 

v({Canadá,Andrea})-({Andrea})=59-22 =37, 

Para el jugador i=2 = Andrea. 

v({Canadá, Andrea})-v({Canadá, Andrea}-{Andrea}) = 

v({Canad~ Andrea}-v({Canadá})=59-30 =29, y así consecutivamente. 

CUADRO 4. Valores de Shaplcy 

l'fK-fW l'(KJ- .. rK-raJJ E 
Coalición K V(K) e~ .,\.t-l)'n~n-•)' i=l i=2 i=3 i=l i=2 i=3 

{!}=Canadá 30 113 0 : i'':1;ii!2 :,;;,»;;;::-, 30 

(2) Andrea 22 113 .·'~:-;:::~ :'.V!: 0 >:.;'.": - 22 ;:¿ 
{3} Shadia 5 1/3 .-P:'."." ':.·'." ¡:•:::,~,~s 0 ;.. " '•~"'~~ 

5 

{ 1,2} 59 1/6 (2) (I} -- 37 29 ;:,,;·_,,. ,,,.,_ .. 

{l.3} 45 116 (3) '.:·;~t :;i (IJ 40 :·.':-~T¿:;(~: IS 

(2,3} 39 1/6 (JJ (2) 34 17 

{1,2,3) 77 1/3 {2.3} { 1,3} (1.2} 38 32 18 

ef>.M 35.5 28.5 13 77 
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Para calcular el Valor de Shapley integre todos Jos elementos del cuá.dro 4 y utilice la 

siguiente fónnula para obtener el valor correspondiente a cada jugador: 

qi¡(v)= Lvj(K)·CJ'.k 
j=l 

cf>1 (v)=(I/3)•JO +(l/6)•37 + (l/6)•40 +(113)•38 - 35.5 

cf>, (v)= (1/3)"22 +(1/6)•29 + (l/6)•34 +(l/3)•32 = 28.5 

el>> (v)= (1/3)• 5 +(116) 0 15 + (l/6)º17 +(l/3)•18 - 13.0 

:E( c!>1+cf>,+cf>>)=77 

La fónnula empleada para calcular los Valores de Shapley es la misma fórmula (pero 

desglosada e integrada con el cuadro 4) descrita en 2.11. sección s. capítulo 11 o sea: 

Para comprender mejor como realiza los procesos de negociación el Valor de Shapley 

centre· su atención en el cuadro s; el cual muestra la fonna en como se realizan las jugadas. 
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CUADRO 5. Proceso de negociación del Valor de Shapley 

Orden dejuga,/as que Valor incremental agregado por la 
fer1t1an la gran c3a/icüJn compañía 

Canadá Andrca Shadia Total 
Canad~ Andrea. Shadia 30 29 18 77 
Canadá. Shadia, Andrca 30 32 15 77 
Andre~ Shadia, Canadá 37 22 18 77 
Andrea_ Canadá. Shadia 38 22 17 77 
Shadia. Canad~ Andrca 40 32 5 77 
Shadia. Andrea. Canadá 38 34 5 77 

Promedio 35.5 28.5 13 77 

El cuadro 5 muestra el proceso de negociación efectuado por el Valor de Shapley. El 

orden de jugadas comien7.a de izquierda a derecha. Por ejemplo en la primera línea la firma 

Canadá por si sola (sin formar parte de una coalición) obtiene $30 000, aJ entrar en una 

fusión con Andr~ esta última agrega sus $29 000 para que el monto total de la coalición 

bipartita {Canadá,Andrea} hacienda a $59 000. Finalmente Shadia se une para incrementar 

el valor de Ja coalición {Canadá.Andrea,Shadia} a 77 000 pesos, con la generación de 

$18000 como sinergia. Del mismo modo se llena todo el cuadro 5. 

2.4.4. ALTERNATIVAS CONSlDERADAS (PROPUESTA PEHSONAL DE 
SOLUCION) 

Una sugerencia personal de solución arbitrada es la siguiente. Considere la infbnnación 

del cuadro 2 cuando dos empresas se fusionan y la tercera sigue separada. Si suma la 

coalición con la empresa individual obtendrá un monto para la coalición tripartita. Esto es 

tomando Ja fusión {Canadá.Andrea} que generan percepciones por $59 ooo. si Shadia se 
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adhiere a la coalición obtendrán un monto de $64 000 (59+6) para una coalición tripartita. 

La sinergia creada sería de 13 000 pesos y debe repartirse de la siguiente manera: la mitad 

de la sinergia (6 500) para Ja coalición bipartita {Canadá,Andrea} y Ja otra mitad (6 500) 

para Ja empresa generadora de la sinergia en éste caso Shadia. 

Ahora. fijando un valor para Canadá (éste valor fijo debe caer en la región sombreada) 

por ejemplo 32.5, los datos restantes se obtienen por sumas y restas. 

De igual modo se procede con las fusiones {Canadá.Shadia} y {Andrea_Shadia}. El 

cuadro 6 resume Jos cálculos mostrando la solución arbitrada (34.916,28.416,13.66). 

sumando los totales y dividiendo entre tres para cada una de las sociedades. 

CUADRO 6. Propuesta personal de solución 

Ganancias "ra:;ottah/es'º (en millones de pesos) 
Coalición bi anita inicial Caiiadá Andrea Shadia 

Canadá, Andrea 32.5 26.5 ((LS~9~ 
Sinergia (unión de fuerzas) 3.25 3.25 6.5 

Total 35.75 29.75 11.5 

Canadá. Shadia 32.5 gr:512:QJ:] 12.5 
Sinergia 2.5 5.0 2.5 

Total 35.0 27.0 15.0 

Andrea. Shadia i:;::-;to:i'ISJ 26.5 12.5 
Sinergia 4.0 2.0 2.0 

Total 34.0 28.5 14.5 

Total 
64 
13 
77 

67 
JO 
77 

69 
8 

77 

Promedio 34.9167 28.2167 13.6667 77 
Los cuadros sombreados son los valores que puede obtener Ja compañía sola quedando 

fuera de Ja coalición bipanita. 
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2.5. LA DECISIÓN FINAL 

A continuación se expone el cuadro 7 con un .-esumcn de las soluciones arbitradas que se 

obtuvieron a to largo del desarrollo. No es posible darle una solución única como lo hace el 

Valor de Shaplcy. Usted debe inclinarse por alguna basándose en Jos méritos. ganancias y Ja 

teoría que Ja apoya o simplemente la que a usted más le convenza. contiene un resumen de 

todas las soluciones arbitradas. Observe que las soluciones caen dentro de Ja región 

sombreada de la figura l. algunas muy cerca del centro indicando un posible punto de 

equilibrio en el núcleo. 

CUADRO 7. Resumen de soluciones arbitradas 

Método de Solución Canatlá Andrca Slraclin 
Problema de Programación Lineal (Núcleo) 38 32 7 

Promedio entre división de sinergias y 37.6967213 29.0163934 10.2868852 

método gráfico 

Valor de Shapley 35.5 28.5 13 

Propuesta personal 34.9167 28.4167 13.6667 

2.6. CONCLUSION AL JUEGO SEMI-COOPERATIVO 

El núcleo. es decir el conjunto de temas que satisface las demandas individuales y las de 

cada coalición tal y como se muestran en los requisitos (3. l) a (3. 7). contienen a Ja tema X¡ 

(x1:z38.x2-32.X3=7). Sin embargo está propuesta carece de valor predictivo obligatorio. 

Observe que Jos valores de x1. x 2 y x3 fueron obtenidos resolviendo el problema de 
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programación lineal de dos variables, X1 y x2. porque procediendo por simplex para las 

variables x1, X2 y X3 .-esulta un problema no acotado. 

Las deducciones que pueden hacerse para este p.-oblema en particular son que: 

obviamente si todos los contendientes deciden jugar separados obtendrán el pago mínimo 

que cada uno pueda alcanzar. En el caso de una coalición bipartita puede observarse que Ja 

coalición más fuerte (Ja que obtiene mejores ganancias) es (Canad~Andrea} dejando a 

Shadia con el valor mínimo que puede alcanzar. 

Si se diera una coalición tripanila {caso ideal). todos los jugadores obtendrían con 

cualquier método ya descritos un promedio de todas y cada una de sus contribuciones con 

influencia de su poder o fuerza para contender. 

Para Shadia. los precios de venta unitarios deberán incrementarse en caso que decidan 

actuar sola_ si entra en alguna coalición Jos beneficios para está compañía no cesaran de 

crecer. 

Con la elección de una fusión el porvenir de Andrea parece seguro y el efecto de Ja 

competencia al introducirse al mercado mascuJino seria poco sensible. En caso contrario 

tendrían que esforzarse mucho (no tanto como Shadia) para no perder posiciones en el 

mercado. 

La firma Canadá en el caso que decidan no incorporarse a una coalición tendrá efectos 

comerciaJes suplementarios (ventas bajas, perdida de posiciones en el mercado, etc.) y habrá 

que reducir los precios en los costos para conservar las posiciones adquiridas. 

140 



Teoría de los juegos cooperativos n personales con utilidad transferible 

3. UN .TUECO DE COALICIONES PURO 

Prosiguiendo en Ja misma linea y analizando el problema original ahora como un juego de 

coaliciones puro. La aplicación se convierte en un juego sencillamente explicado (no es Jo 

mismo que decir que es un juego senciIJo) en el cual no se puede encontrar ninguna solución 

a las contrapanes de las ecuaciones (3. l) a (3. 7). Note que en eJ juego de coaliciones puro 

las ganancias de cada coalición se ven afectadas por el giro que da el problema. 

El juego de coaliciones puro requiere que antes de hacer cualquier inversión,. primero 

exista una negociación entre las empresas para unirse a una coalición. pues sólo aquellos 

jugadores que estén en un fusión recibirán un pago positivo. mientras que los jugadores que 

no panicipen en una coaHción recibirán un pago de cero pesos. 

Cuando Jos contendientes se encuentren en coaliciones podrán r-ealizar su inversión pero 

actuando como un sólo jugador. La inversión inicial que cada fusión hará sigue siendo 

$195000. También,. durante los periodos 1, 2 y 3 el ahorro es de 150 000 pesos, $40 000 y 

$40 000 respectivamente. AJ final de Ja vida del proyecto (cuarto mes), según la coalición 

que se forrnc tendrá un ahorro proporcional a su tamaño. El ahorro extra proporcional al 

tamaño. se hace porqJc cualquier coalición de un sólo jugador obtendrá una ganancia de 

cero pesos dejando más ganancias al resto de los contendientes. La tabla de inversiones y 

flujos de efectivo evaluados por el método del valor presente se muestran en el cuadro 8. 
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CUADRO 8. Inversiones y flujos de efectivo por coalición 

Periodo Coaliciones. ini•crsiones l' (1ujos de e[ectb•o 
Canadá, Andrea Canadá. Shad1a Andrea, Slladia Canadá, Andrea, 
(TRENfA) ;-o.J (TRENfA) (TI~) i-0.18 Shadia (TRENfA) 

i-=-0.12.5 i==O . .I 
o -195 -195 -195 -195 

2 

3 

4 

150 

40 

40 

166 

150 

40 

40 

139 

150 

40 

40 

126 

150 

40 

40 

171 

Fuente: Ca.Izado Eco S.A. de C.V .• Ocpto. de Investigación de Mercados 

Empleando la fórmula del Valor Presente Neto igual que en la primera aplicación : 

VPN(Canadá. Andrea)=$1 l8 

VPN(Canadá, Shadia)=$84 

VPN(Andrca. Shadia)=$SO 

VPN(Canada. Andrea. Shadia)=$121. 

3.1. INSTRUCCIONES Y REGLAS DEL JUEGO 

Para hacer de éste juego una aplicación más cercana a Jos procesos reales, ya no se le 

indicará el teorema. Ja definición. la hipótesis. etc .• del cual pane la idea. Sólo se 

mericionará cuando es una imputación o un conjunto de negociación y asi por el estilo. El 

juego tiene tres jugadores Canad~ Andrea y Shadia. A usted se le asignará uno de estos 

papeles. Su objetivo es unirse a alguna coalición que disponga de una ganancia positiva 

(véase el cuadro 9 que contiene las funciones características). Para negociar como deben 
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repartirse las ganancias conjuntas y para que trate de maximizar su propia ganancia. se fe 

calificará de acuerdo a su dcscmpcílo: su ganancia se comparará con la ganancia de otras 

personas que dcsempei'iarán un papel similar. 

Por ejemplo. las funciones características v(K) pa.-a Jos jugadores se dan a continuación. 

Si se forma Ja coalición Canadá y Shadia éstas dispondritn de un rendimiento conjunto de 84 

unidades. Podrían convenir en otorgarle 50 a Canadá y 34 a Shadia. Como es de esperarse, 

Canadá podría quc.-e.- más de la coalición {Canadá.ShadiaJ y asi amenaza.- a su similar 

cortejando a Andrea. Después de todo, si And.-ea no se une a ninguna coalición y actUa sola 

obtiene una ganancia nula. Por está sencilla razón Andrca tratará desesperadamente de 

unirse a Canadá y Shadia en una gran coalición {Canadá,Andrea.Shadia} (disponiendo de 

121) o por el contrario romper la coalición {Canadá,ShadiaJ y unirse a una de las firmas 

individuales. 

La idea del juego es que usted aprenda a maniobrar y con el pasar del tiempo se una a una 

coalición que Je ofrezca el mayor rendimiento. Por supuesto, lo que usted podría demandar 

de una coalición depende de lo que pueda brindarle a esa coalición y de Jo que usted pudiera 

obtener potencialmente por otro lado. No debe haber comunicación previa con los otros 

dos jugadores (excepto para ponerse de acuerdo en un lugar de reunión) antes de que se 

inicien las negociaciones. En un lapso de 30 minutos debe completar las negociaciones o 

antes de ser posible. Los tres jugadores deben colocarse en posiciones simétricas al 

principio. Si dos jugadores cuaJesquiera requieren concertar una reunión en privado. el 

tercero no debe interrumpirlos por espacio de dos minutos cuando menos. 
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3.2. ACUERDOS 

Para empezar. usted con los otros jugadores analicen el cuadro de posibles ganancias y 

disei"len los principios de una estrategia. Antes de discutir el juego con los otros dos 

contendientes y después de que les sean asignados sus papeles. describan sus estrategias por 

escrito. Durante el transcurso del juego registren el resultado de las negociaciones y la 

secuencia de las decisiones realizadas a Jo largo del mismo. Una vez concluidas las 

negociaciones. los tres jugadores deben comentar lo que paso exactamente durante el juego. 

CUADRO 9. Ganancias en un juego de coaliciones puro 

Coalición Ganancia 
(en mUes de pesos) 

Canadá sola O 

Andrea sola O 

Shadia sola O 

Canad~ Andrca 118 

Canad~ Shadia 84 

Andrea. Shadia SO 

Canad~ Andr~ Shadia 121 

3.3. NEGOCIACIONES (CONJUNTO DE NEGOCIACION) 

Existen diversas formas en que usted y los otros jugadores podrían intentar unirse en una 

coalición (estnictura de coalición). En caso de que Canadá inicie haciéndole una oferta 

privada a Andrea9 si entran en coalición podrían repartirse 118 000 pesos (configuración. del 
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pago). Obviamente Shadia es excluida. Un reparto razonable serla $78 000 para Canadá 

(por ser más f'uerte) y 40 000 pesos para Andrea. 

Suponiendo que Jas aspiraciones de Andrca están por encima de 40 (en miles de pesos). 

no le importará quién sea su socio mientras le de más (Andrea tendria una objeción). 

Entonces, si recurre a Shadia (para hacerlo su socio) quién no está en una coalición puede 

darle 4 solamente y así tomar 46 para sí mismo. 

Canadá podria advertir Ja situación y alejar a Shadia de las manos de Andrea con una 

cierta (contraobjeción) de 8. Pero si Canadá hace eso tenninaria con sólo 76. dos unidades 

menos que en una coaJición {Canadá.Andrea}. 

3 .. 3 .. 1 .. Conjuntos Estables 

Con Jos antecedentes anteriores. se investigarán las uofertas que no pueden rechazarse 

Iacilmente'' o conjuntos estables (véase cuadro 1 O). Si por ejemplo, Shadia (S) ofrece 42 a 

Ja firma Andrea (A). guardando 8 para ella y Andrea amenaza (tiene una objeción) con 

recurrir a Canadá para pedir 44 (dejando a Canadá 47). entonces Shadia a su vez podría 

recurrir (contraobjctar con) a Canadá y ofrecerle 75, lo cual permite a Shadia conservar 9 

(una mejoría respecto a su 8 original) 
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CUADRO 10. Ofenas que no pueden rechazarse Iacilmente 

Oferta C 
De Canadá a Andrea 76 

De Canadá a Shadia 76 

De Andrea a Canadá 76 

Ganancia 
A 
42 

42 

De Andrea a Shadia 42 

De Shadia a Canadá 76 

De Shadia a Andrea 42 

S Total 

8 

8 

8 

8 

118 

84 

118 

50 

84 

50 

76+42+8-126 es mayor que 12 I. cantidad que no puede demandar la gran coalición 

Así~ la ofena de Shadia para Andrea de 42 no es lacilmente vulnerable. En caso de que 

Andrea se sienta atraída por Canadá que le ofrece más. Shadia puede ofrecer más a Canadá 

y Andrea terminaría en cero, m..ientras Shadia terminarla con 8. 

Una táctica que Andrea puede emplear es: hacer ofertas ya sea a Canadá o a Shadia que 

no puedan rechazar faciJmente. Aún asi en cada uno de Jos casos Andrea obtendria 42. 

Pero Canadá puede hacer ofertas similares y obtener 76 del mismo modo Shadia puede 

hacer ciertas que le producirian 8. Sin embargo todos juntos no pueden disponer de 

76+42+8 o sea 126. Pues como gran coalición sólo pueden conse_guir 121. Así que el 

punto principal de .A.ndrea es evitar una coalición entre Canadá. y Shadia. 

Andrea se encuentra en mejor posición si hace coalición con Shadia; para hacer que 

Shadia entre en coalición con Andrea debe ofrecer 1 O unidades, dos unidades más de Jo que 

Shadia espera de una coalición bipanita que Ja incluya a ella. Si Shadia entiende realmente 
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lo que hace Andrea y si existe lealtad por su parte. entonces pueden muy bien abordar a 

Canadá como una entidad de regateo firme. En el problema de regateo con Canadá habría 

71 puntos que compartir (121-50) y por ende la coalición firme {Andrea.Shadia} debería 

obtener 35.5 unidades de eso. Repartiendo por igual las 35.S unidades. Shadia tcnninaria 

con 27.75 o sea 10+17.75 que superan con mucho sus aspiraciones r-azonables y Andrea 

alcanzarla un monto de 57.75 (40+17.75) 

Canadá podría no estar de acuerdo y abordar a Shadia confidencialmente ofreciéndole 30 

unidades. lo cual implica perder los 17.75 adicionales. Pero si Canad3. puede hacer coalición 

con Shadia también puede hacedo con la firma Andrea y obtener 118 de una coalición 

bipartita {Canadá.Andr-ea}. De las 118 unidades Andrea podria alcanzar 45. Y la danza de 

la negociación (la lucha por obtener posiciones) continua tanto como lo desee. 

3.4. SOLUCIONES ARBITRADAS 

Usando un método más preciso para obtener soluciones de man~ra más rápida y sencilla.. 

el Valor de Shapley pued~ emplearse como una de tas llamadas soluciones equitativas. 

3.4.1. Valores de Shapley 

Considere un sistema hipotético de la dinámica de foÍ"mación de coaliciones en el cual un 

jugador comienza sólo. luego se le une un segundo_ co0.tendiente r P(J'Sterionnente un 

tei"cero. Con tres jugadores hay seis posibles formaciones dinánúcas de la gran coalición. 

147 



Guillenno Mendoza Cuautla Capitulo 111. Aplicaciones 

CUADRO 11. Valores de Shapley para el juego de coaliciones puro 

••(K-fi/) ••(AJ-••(K-{i/) E 
Coalición K V(AJ c:'-(•-·1~ .. -0 i=l i=2 i=3 i=J i=2 i=3 

(!}~Canadá o 1/3 0 '.i ,, ;' ~- o ' , c.:..;;·.~,:· 
t, . 

(2j~Andrca o 1/3 )' -- 0 ~" ·. o 
(J}~Shad;a o 113 ·'.;:j~;; }, 0 ,;:~-~~>¡"/. .,¿·; o , . ~-~>< .,. ·•: 

(1,2) 118 1/6 {2} (l} 
,, 

118 118 1, ,-_ 

(1,3) 84 116 (3} {I} 84 84 

(2,3} 50 1/6 ' 
~ (3 l (2} 50 50 

{l,2,3} 121 1/3 {2,3} { 1,3 J { l.~J 71 37 3 

~.(•~ 57.33 ./0.33 23.33 120,99 

En la primera línea del cuadro 1 J (Valores de Shaplcy) observe como se forma la gran 

coalición en la secuencia: Canadá. dcspuCs Andrea y finalmente Shadia. En esta secuencia~ 

Canadá jugando individualmente dispondrá de cero; cuando Andrea se une a Canadá., Ja 

pñmcra compañ.ia mencionada aporta los 118~ cuando Shadia se une a las otras dos agrega 3 

unidades para elevar el total a 121. En la última linea del cuadro, Shadia comienza con cero~ 

Andrea se le une para agregar 50, posteriormente llega Canadá y agrega 71. 

La solución arbitrada de Shaplcy promedia las contribuciones agregadas por cada 

jugador. Asi de acuerdo al esquema de Shapley. Canadfl obtcndria una parte equitativa (o 

valor arbitrado) de 57.3333, Andrea obtendría 40.3333 y Shadia 23.3333. Los Valores de 

Shapley para éste problema quedan resumidos en el cuadro 11. 
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3.4.2. Propuestas Personales de Solución 

Una vez más se presenta una sugerencia personal de solución Ja cual retorna algunas ideas 

anterionnente expuestas. Empecemos por el análisis del cuadro 10 que explota la idea de las 

ofertas que no pueden rechazarse de inmediato (imputaciones en el conjunto estable) 

Agregue la posibilidad de que cualquier coalición bipartita pueda regale.ar con Ja parte 

restante y dividir esa sinergia a la mitad; tome la mitad recibida por la coalición bipartita 

existente y divida el resultado por la mitad. Promedie los resultados de las tres diferentes 

coaliciones que iniciaron el juego. 

Todo lo anterior se lleva a cabo de manera sistemática en el cuadro 12. Suponga por 

ejemplo que comenzamos con la coalición {Canadá..Shadia} que dispone de 84 unidades (las 

unidades son milc~ de pesos). Si Canadá recibe 76 y Shadia recibe 8 unidades. entonces está. 

descomposición no es fiicilmente vulnerable a las ofertas hechas por parte de Andrca hacía 

las finnas Canadá. o Shadia. Esta idea se remonta a las ••ofertas que no pueden rechazarse 

fácilmente" (domina a). La coalición {Canadá,Shadia} dispone únicamente de 84, mientras 

que Andrea no tiene nada. No obstante, si se unen pueden crear una sinergia de 37 unidades 

o de 3 7 000 pesos. 

Para éste esquema de arbitraje, imagine que a la empresa Andrca se le dan 18.5 de está 

sinergia y que la coalición {Canadá,Shadia} comparte por igual sus 18.5. De éste modo. si 

la coalición {Canadá,Shadia} se fonna primero las 121 unidades se dividen del modo 

siguiente: 85.25 para Canadá. 18.5 para Andrea y 17.25 para Shadia. La solución que 

aparece en el cuadro 12 promedia las panicipaciones del total de las 121 unidades. Observe 
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que en éste caso Shadia obtiene 14 840 pesos. Si continua haciendo Jos cálculos de iguaJ 

manera encontrará todos los pagos descritos en el cuadro 12. 

CUADRO 12. Otra solución arbitrada del juego de coaliciones puro 

Ganancia ••razonable"" 
Coalición bipartita inicial (en ntiles de e,esosl 

e A s Total 
Canadá, Andrea 76 42 118 

Sinergia 0.75 0.75 1.5 3 

Total 76.75 42.75 1.5 121 

Canadá. Shadia 76 8 84 

Sinergia 9.25 18.5 9.25 37 

Total 85.25 18.5 17.25 121 

Andrea. Shadia 42 8 so 
Canadá 35.S 17.75 17.75 71 

Total 35.S 59.75 25.75 121 

Promedio 65.83 40.33 14.84 121 

Nota: Las .. ganancias razonables'' para cada firma. se describen por la primera letra de su 

nombre respectivamente. 

4. OTRAS AREAS DE APLICACION 

La teoria de los juegos (en general ) tiene un vasto campo de aplicación. A continuación 

se exhiben otras áreas que permiten aplicaciones reales. 
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Compras: 

- Costos de materia prima. 

- - Comparación de costos con los principales competidores. 

- Comparación de costos contra el más viable o un promedio de costos. 

Publicidad; Campañas publicitari~ 

Personal: Rangos de disputa. 

Finanzas: 

- Ganancias de reparto. 

- Beneficios comparados contra los principales competidores. 

Para las empresas (en la finna de nuevas adquisiciones o contratos comerciales) será de 

gran ayuda en los procesos de negociación., estimar los posibles acuerdos a que se pueda 

Uegar. En Ja política. la teoría de Jos juegos encuentra sus principales aplicaciones dentro de 

los procesos electorales. específicamente en votaciones. También existe evidencia de 

aplicaciones en la milicia. en la experimentación espacial. en la división de herencias y 

conflictos ambientales. Y la lista puede extenderse tanto como Jo desee. sólo necesita 

muchas ganas y poner a trabajar un poco la imaginación. 

Como tarea para el lector emplee la ecuación 2.25 del capítulo II para calcular el Valor 

de Banzhaf"-Coleman. Una pista para que no se tarde tanto en calcularlo: utilice el cuadro 

11 y su inf"ormación contenida, sólo modifique la tercera columna (de combinaciones) y 

sustitúyalos por Jos valores de 1/(2""1
) 
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S. CONCLUSION A LAS APLICACIONES 

Se planteó un problema de regateo tripanita mediante eJ problema que enfrentan las 

compai'Uas de calzado Canadá, Andrea y Shadia que pueden f"onna.r un monopolio. 

El conflicto planteado se dividió en dos juegos: uno semi.cooperativo .Y el otro de 

coaliciones puro. La intensión de la segunda aplicación expuesta pretende i~tctnar al lector 

en un ambiente de negociación. 

Para ambas aplicaciones puede concluirse que cuando Jas persona.$ tratan de estimar 

resultados en situaciones como las descritas no deben poner todo su cslüerzo en sus 

predicciones: el compo.rtamiento humano está involucrado. asf que todo ~ued~ ocurrir y 

ocurre siguiendo las filosoflas de Murphy. 

Si se juega cooperativamente desde el principio es posible inducirse una respuesta 

cooperativa. sin embargo la evidencia experimental prueba que existe tendencia de los 

jugadores a perder el sentimiento cooperativo a medida que se repiten los juegos. Aunque Ja 

mayor parte de Ja gente desea ser equitativa y en alguna medida se les puede convencer con 

argumentos de equidad. 

No siempre existe solución para un juego en particular o tal vez no haya ntanera de lograr 

una solución. incluso si es que existe alguna. Hasta ahora. no se ha logrado encontrar un 

principio que divida adecuada y equitativamente las ganancias obtenidas. al menos no uno 

que sea aceptado por todas las personas como la solución única y arbitrada. 

Ante está restricción las habilidades personales son decisivas en el intercambio de ideas en 

la negociación pero Ja capacidad de análisis también Jo es. Afortunadamente el problema 
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básico en Jos juegos cooperativos es la coordinación de las estrategias de cada jugador para 

su ventaja mutua. 

Se emplearon para dar solución a Jos juegos e."Cpucstos las técnicas más difundidas. A 

pesar de que el Valor de Shapley tiene algunas deficiencias como el axioma de aditividad. 

sus méritos son muy convincentes, otorgando más a la coaJición más f"uertc a dif"crencia del 

núcleo. El núcleo existe para cualquier división de la recompensa. mientras ninguna de las 

partes obtenga un monto negativo. 

Los pagos en el conjunto de negociación y el conjunto estable son inestables. Parecerá 

una contradicció~ pero sólo de palabras. Cada pago es inestable en el sentido de que 

independientemente del pago considerado. hay siempre dos jugadores que tienen Ja f"uerza 

(poder) y motivación para pasar a otro pago mejor. haciendo interminable el regateo. La 

propuesta personal de solución es sólo un promedio ponderado de las contribuciones, 

otorgando mejores pagos a la empresa generadora de la sinergia y repartiendo las ganancias 

equitativamente. 

Cuando inicialmente la Compañía de calzado Canadá y su similar Shadia están decidiendo 

como deben repartir sus botines (el valor presente neto de sus utilidades ruturas). debe 

detenerse a pensar que si formarán una coalición bipanita. ambas firmas se estarian 

enfrascando en un regateo distributivo de dos panes. El regateo distributivo de dos panes 

resulta interesante porque ninguno de los dos conoce el precio reservado del otro jugador es 

más tendrá que Juchar duro para determinar el suyo propio. Es la presencia de un tercer 

jugador lo que brinda una riqueza de detalle a esta situación. 
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En alguna medida la complejidad real suaviza Ja intensidad de la dinámica del regateo. 

Las partes no tienen muy claro lo que les conviene y su conocimiento de los intereses de 

otras personas es igualmente vago. De hecho en el mundo real es muy dificil apreciar con 

claridad cuales son los propios intereses personales. En otras cuestiones. cada jugador 

involucrado en el juego es vetador. esto dependiendo de la coalición que se forme. Si se 

forma la gran coalición todos los jugadores serán veladores. 

El proceso para obtener soluciones pone de manifiesto los elementos clave que se han de 

considerar. Además de estimular el flujo de las ideas capacita para encontrar soluciones o 

identificarlas de una manera más sencilla. 

De todas la soluciones arbitradas propuestas puede tomar la que más convenga a sus 

necesidades o se acerque a Jos objetivos planteados. Las técnicas utilizadas son todas muy 

semejantes (aproximadas) y viables. Usted determina cual es la mejor. si es que desea llegar 

a un punto de equidad. 

6. RECOMENDACIONES 

L
os mayores pagos son evidentemente para los jugadores cooperativos (aún si el 

juego es no cooperativo). si todos los jugadores mantienen altas sus ofenas et 
. 

beneficio conjunto será el máximo posible. · 

A continuación se presenta una lista •to que define un modo de comportanüento ideal para 

el logro de intercambios civilizados. equitativos, coadyuvantes y constructivos. 

•io Del libro h'lñe Rule of Rea.son"' por Milton R. Wcssel 
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a) No se retendrán datos porque puedan ser .. negativos .. o .. poco útilesn 

b) No se practicará el ocultamiento en aras del ocultamiento 

c) No se empleará la demora como una táctica para evitar un resultado no deseado 

d) No se emplearán ••trucos .. injustos ideados para engañar a fin de ganar una lucha 

e) No se practicará la mala fe de ética dudosa 

f) No se impugnará de manera innecesaria o con ligereza la motivación de los adversarios 

g) A menos que sea pertinente. no se cuestionarán Jos' .háb.ito~, ni las costumbres 

personales de los adversarios 

h) Siempre que sea posible. se dará a los oponenteS' .la oportunidad· de retirarse 

ordenadamente y de .. salir con honoru 

i) El extremismo puede ser opuesto con encrgfa y con enlotividad siempre que se 

justifique. pero no se combatirá ni se contendrá con extremismo· 

j) Se evitará el dogmatismo 

k) Los conceptos complejos se simplificaran lo más posible a fin de lograr Ja máxima 

comunicación y establecer el entendimiento 

1) Se hará un esfuerzo por identificar y aislar las consideraciones subjetivas implicadas en 

la obtención de una conclusión técnica 

m) Los datos pertinentes se revelaran cuando estén listos para el análisis y 

escudñftamiento (incluso ante una oposición externa y sin obligación legal) 

n) La revelación profesional socialmente converúcnte no se pospondrá pof- razones de 

ventaja práctica 
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i'i) La hipótesis. la incertidumbre y el conocimiento inadecuados se estipularán 

afinnativamente (no se ocultarán de manera renuente o bajo presión) 

o) Se evitarán los supuestos injustificados y los comentarios improvisados 

p) El interés en un resultado. la relación con un oponente y el sesgo. el prejuicio. y la 

proclividad de cualquier clase. se revelarán de manera voluntaria como algo natural 

q) La indagación y la investigación se conducirán de acuerdo con el problema de que se 

trate. A pesar de que el grado preciso de esfuerzo variará de acuerdo con la naturaleza 

de los temas. será congruente con la responsabilidad global estipulada para la solución 

del problema 

r) La integridad recibirá siempre la primera prioridad. 

Claro que el componamiento humano sólo permite observar y practicar unos cuantos 

puntos de la lista distando mucho del ideal. pero si alguien se preocupa por acatar la mayoria 

de las indicaciones se acercara en un grado muy alto recordando el ideal. Las siguientes 

recomendaciones fueron tomada de la conferencia sobre .. Las 22 leyes inmutables del 

marketing"" dictada por AJ Ries: 

La ley de la escalera: Qué estrategia vaya a utilizar depende del escalón que ocupe en la 

escalera. 

La ley de Jo opuesto: Si opta por el segundo puesto. su estrategia está detenninada por et 

líder. 

La ley del sacrificio: Tiene que renunciar a algo para conseguir algo. 

La ley de Ja singularidad: En cada situació~ sólo una jugada producirá resultados 
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substanciales. 

La ley de lo impredecible: Salvo que usted escñba Jos planes de sus competidores no 

podrá predecir el futuro. 

Las S leyes seleccionadas reflejan las tendencias que existen en el mundo de Jos negocios 

acercándose más a la realidad. Nada Je limita a Cijarse metas e intentar alcanzarlas. pero 

primero evalúe todos Jos caminos posibles. Si cada persona que emprende una negociación 

observa Jos puntos expuestos en las recomendaciones. se tendrán cada vez mejores 

resultados y beneficios. 
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CONCLUSION 

"La tarea más importante de un ejecutivo es hacer e implantar decisiones. Muchas decisiones. 

triviales e importantes. deberán ser hechas día con dia para enea.minar o dirigir la organización hacia 

el logro de sus mebS .... y el buen dcsarrol1o de la compai\ia requiere que muchas de csbS decisiones 

sean hcch.a.s corrcct:uncntc'' 

R. C. Bu. An31isis y evaluación de proyectos de inversión 

F 
inalmente. puede concluirse la gran utilidad de estos métodos para la toma 

de decisiones. especialmente si se trata de situaciones bajo riesgo o un análisis 

predictivo de lo que sucederá en tales situaciones. 

El objetivo que desato las investigaciones de la presente tesis fue cubierto ampliamente. 

pues implicaba exponer la teorla básica, desarrollarla. difundirla. explicarla y aplicarla. Uno 

de los grandes logros de la teoria de los juegos es despertar el interés de la gente encargada 

de la toma de decisiones empresariales. Sin mencionar la proliferación de investigaciones a 

que ha dado lugar está teoría. 

Por otra parte. el monopolio seria una situación extraña pero si se logra podría ser la 

plataforma de un nuevo sistema de producción y mercadeo. Pues la fuerza de los 

contendientes unidos (capitales. técnicas de proceso. etc.) conlleva a darle un impulso mayor 

a la industria del calzado no sólo en nuestro país~ también en el mundo entero. 

Realmente no importa que tan grande sea la situación de conflicto o de competencia a 

que estén sometidos los participantes. Los jugadores siempre estarán involucrados en una 
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tarea anaJitica dificil en la cual hay mucho espacio para cooperar. 

Si busca algún paquete de computadora que Je pennita realizar cálculos de Valores de 

Shapley o Banzha.f'-Coleman se llevará una gran sorpresa. En realidad los paquetes 

computacionales disponibles sobre la teoría de los juegos son casi inexistentes (o nulos) y 

dificilcs de conseguir. Pero con el advenimiento de las redes de computo se estima que no 

sólo habrá una prolireración de investigaciones teóricas de toda índole. sino que también 

estarán disponibles paquetes que ayuden a la toma de decisiones. 

Como contribución personal se muestra en el anexo Al un programa que calcula los 

Valores de Shapley. además de las propuestas personales de solución expuestas en el 

capítulo III. 

Las ventajas apreciables de los juegos cooperativos para o-personas con utilidad 

transrerible son pocas a simple vista en comparación con otras técnicas de simulación 

existentes. pero en manos de un analista o un tomador de decisiones (con visión potencial) 

puede llegar a ser una gran herramienta y de mucha utilidad. En casos extremos. para 

personas que no con.flan mucho en la teoría de los juegos y encuentran mas desventajas que 

ventajas. aqui hay una ventaja irrefutable que puede asimilarse de la siguiente manera: es 

mejor disponer de una herramienta con bases bien fundamentadas que no poseer ninguna. 

No cabe duda que tomar una decisión a cara o cruz es mucho mas rápido. dejarlo todo a 

la suerte es mucho más fácil que asignar valores numéricos a cada opción. Si Ja elección 

carece de verdadera importancia. no hay ningún interés en efectuar un análisis cuidadoso de 

las consecuencias. 
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Cada compa.fiia tendrá que hacer Jo necesario para sobrevivir. Pero. sobrevivir 

simplemente es una mediocre aspiración. Cualquiera puede sobrevivir de una u otra·fbnna. 

incluso un vagabundo. El truco consiste en sobrevivir decorosamente no sólo experimentar 

el dulce aroma del éxito, sino sentir visceraJmente Ja sensación de grandeza. 

Se requiere modvar a las personas involucradas con Ja toma de decisiones (empresarios. 

negociadores. comerciantes. analistas. etcétera) y estimular a la gente con los conocimientos 

a hacer un uso creativo del pensamiento analitico, el cual explote las técnicas de simulación 

y de otras áreas. 

Para finalizar. se hace un llamado a las empresas mexicanas. necesitan apuntalar_ su 

capacidad de análisis de riesgo. regenerar sus técnicas por medio de nuevas investigaciones. 

Y que mejor si co.mienzan por la teoría de Jos juegos y otras técnicas de simulación 

(investigación de operaciones). pues deben considerar que Ja economía del país seguirá 

enfrentando dificultades por un largo periodo. 
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GLOSARIO 

.,,..Queda demostrado. 

Acuerdos vinculantes. Limitaciones que dos o más jugadores realizan en mutuo acuerdo. 

Amenazas. Aseveración de que se actuará de un cierto modo bajo determinadas 
condiciones. El propósito es cambiar el comportamiento de las personas. 

Compromiso. Limitaciones unilaterales. es decir una acción adoptada por un jugador 
particular. 

Conjuntos ajenos. Aquellos conjuntos que no contient:n elementos en común. 

Conjunto compacto. Sólo contiene elementos del mismo tipo. 

Conjunto convexo. Si todo par de puntos en una región puede unirse mediante una Unea 
sin que está abandone el área establecida. 

Incidente. Una línea es incidente a V; y Vj si estos son vértices tenninales de la línea. 

Filosofía de Murphy. Si algo puede salir mal saldni. 

Linea o arco. Segmento de recta que une dos vértices. 

Optimo. Conjunto solución más favorable. 

Optimo factible. Conjunt~ de solución más favorable y que satisface todas las condiciones 
del problema. 

Punto de equilibrio. El máximo de sus mínimas ganancias para el jugador A y el mínimo 
de sus máximas ganancias para el jugador B o viceversa. 

Minimnx. Cuando el pago del jugador A es igual al pago del jugador B. 

Sinergia. Unión de fuerzas. 

Vértice distinguido o inicial. Primer vértice que se encuentra en una gráfica. 

Vértice no terminal. Vértice intermedio o inicial en una gráfica. 

Vértice terminal. Elemento de una gráfica asociado por una línea. 
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A.1. Programa de los Valores de Shapley 

El programa fue hecho en Turbo Pascal 7.0. pero corre en versiones anteriores. Aquí se 
muestra un programa sencillo. si desea observar un programa más completo consulte el 
programa anexo en el disco. 

Program XS(i,o); 
Uses Crt.Dos; 
Const Esc=#27; 
Type 

vectorzito=array[ 1 .. 31] of real; 
vectorzote=array[ 1 .. 31] of longint; 
matrizon=array[l .. 31, l .. S] of real; 

Var 
codigo,Xplayers.Xmcn,kXm.kX.i.wj,mrn,nn:integer; 
cXn.f"actX, valorX,elevX,doX,kmu.M'fen~nFX.Xcombi,nmink,nfilctoX.mult.X. v:longint; 
valX:string; 
vK.divX..fi,X:vcctorzito; 
vXmarg:matrizon; 
~km l .nM~combiX,ksi:vectorzote; 
cnk_vXm,montX.Xmonto,Xvalm,r:real; 
respX..kk,c:char; 

(••••••••••••••••--:••••••Eleva 2 a la n-1 ••••••••••••••••••••••••) 
function elevadoX(doX:longint):longint; 
begin 
doX:=I; 
far Xmen:=l to Xplayers do 
begin 
doX:=dox•2; 
cnd; 
cXn:=doX-1; 
writeln; writeln(' Combinaciones posibles: ',cXn); 

cnd; 
(• • • • • • • • • •• • • • • • •• • • • • • • Calcula el factorial • • • • • • • • •• • • • • • • • •••) 
function f"actorX(valorX:integer);longint; 
begin 
ifvalorX<O then writeln("g,"'g, 'No puede tomar el factorial un valor negativo") 
else if(valorX=O) or (valorX=l) then factorX:=l 
else factorX:=valorX•factorX(valorX-1 ); 
end; e•••••••················· <K - 1)1 ········-···················> function Kmenosl (kmu:longint):longint; 
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be gin 
f"or Xmen:=t to cXn do 
be gin 
kXm:=k[Xmen]; 
km 1 [Xmen] :=factocX(kXm-1 ); 

end; 
end; 
(•••••••••••••••••••••••• (n-k)I •••••••••••••••••••••••••••••) 
function nMenoXk(nMenk:longint):longint; 
be gin 
for Xmen:=l to cXn do 
be gin 
kXm:=k[Xmen]; 
nMk[Xmen]:=factocX(Xplayer.;-kXm); 

end; 
end; e····· ...... v(k) - v(k-{i}) valores marginales••••••••••••) 
function valXmarg(vXm:real):real; 
var j,res:intcger; st:string; c:char; C:real; 
be gin 
f:=O; 
for i:=t to Xplayers do 
begin 
for Xmen:=O to cXn do 
bcgin 
vXmacg[Xmen.i]:=O; 
fi[Xmen]:=O; 

cnd; 
end; 

case Xplayers of 
2: bcgin 

for i:=l to Xplayers do 
begin 
for Xmen:=l to Xplayers do 
be gin 
j:=j+S; 
if'Xmen=i then 
bcgin 
vXmacg[Xmen.i]:=vK(Xmen]; 

end 
else vXmarg[Xmen,.i]:=O; 

end· 
v:xi,;acg(3 .i] :=vk[3]-vk[3-i]; 
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far Xmen:=l to cXn do 
begin 
fi[Xmen]:=fi[Xmen-l ]+(divX[Xmen]•vXmarg[Xmen,i)); 

end; 
end; 

end; 
3: begin 

far i:=l to Xplayers do 
begin 
for Xmen:=J to Xplayers do 
begin 
j:=j+IO; 
if Xmen=i then 
begin 
vXmarg[Xmen.i]:=vk[Xmen]; 

end 
else vXmarg[Xmen.,i]:=O; 

end; 
case i of 
1: bcgin 

vXmarg[4, l]:=vk[4]-vk[2]; 
vXmarg[S, l ]:=vk[S]-vk[J]; 
vXmarg[6, I] :=O; 
for Xmen:=J to cXn do 
begin 
li[Xmen] :=fi[Xmen- l ]+(divX[Xmen]•vXmarg[Xmen. t ]); 

end; 
f'=li[i+I]; 

end; {caso 1} 
2: begin 

vXmarg[4,2]:=vk[4]-vk[I]; 
vXmarg[S.2]:=0; 
vXmarg[6,2]:=vk[6]-vk[3]; 
f"or Xmen:=l to cXn do 
begin 
li[Xmen] :=li[Xmen-l ]+(divX[Xmen]•vXmarg[Xmen,2]); 

end; 
f:=fi[i+I]; 

end; (caso 2} 
3: begin 

vXmarg[4,3]:=0; 
vXmarg[5,3]:=vk[S]-vk[l]; 
vXmarg[6,3):=vk[6)-vk[2]; 
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f'or Xmen:=l to cXn do 
be gin 
fi[Xmen]:=fi[Xmen-1 ]+(divX[Xmen]ºvXmarg[Xmen,3]); 

end; 
end; {caso 3) 

end; 
res:=7-i; 
vXmarg[7,i]:=vk[7]-vk[res]; 
for Xmen:=t to cXn do 
begin 
fi[Xmen]:=fi[Xmen-l]+(divX[Xmen]•vXmarg[Xmen,i]); 

end; 
end; 

end; 
4: begin 

for i:=t to Xplayers do 
begin 
for Xmen:=l to Xplayers do 
be gin 
j:=j+15; 
if"Xmen=i then 
begin 
vXmarg[Xmen,i]:=vk[Xmen]; 

end 
else vXmarg[Xmcn.i]:=O; 

end; 
case i of 
t: begin 

vXmarg[S, 1 ]:=vk[5]-vk[2]; 
vXmarg[6, 1 ]:=vk[6]-vk[3]; 
vXmarg[7, J ]:=vk[7]-vk[ 4]; 
vXmarg[S, J]:=O; 
vXmarg[9, J]:=O; 
vXmarg[JO,J]:=O; 
vXmarg[J l,l]:=vk[l l]-vk[S]; 
vXmarg[ 12, 1 ]:=vk[ J 2]-vk[9); 
vXmarg[13, l]:=vk[13]-vk[10]; 
vXmarg[14, l]:=O; 

end; 
2: bcgin 

vXmarg[S,2]:-vk[S]-vk[l ]; 
vXmarg[6,2):-0; 
vXmarg[7,2]:=0; 
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vXmarg[8.2]:=vk[8]-vk[J]; 
vXmarg[9.2]:=vk[9]-vk[4]; 
vXmarg[ 10,2]:=0; 
vXmarg[l 1,2]:=vk[l 1]-vk[6]; 
vXmarg[ l 2.2]:=vk[ 12]-vk[?]; 
vXmarg[ 13,2]:=0; 
vXmarg[ l 4.2]:=vk[ 14]-vk[ 10]; 

end; 
3: begin 

vXmarg[5.3]:=0; 
vXmarg[ 6,3] :=vk[6]-vk[ 1 ]; 
vXmarg[7.3]:=0; 
vXmarg[8,3]:=vk[8]-vk[2]; 
vXmarg[9,3]:=0; 
vXmarg[ 10,3 ]:=vk[ IO]-vk[4]; 
vXmarg[l l,3]:=vk[l l]-vk[5]; 
vXmarg[12.3]:=0; 
vXmarg[ 13.3]:-=vk[13]-vk[?]; 
vXmarg[ 14.3] :-=vk[ l 4]-vk[9]; 

end; 
4: begin 

vXmarg[5.4]:=0; 
vXmarg[6,4]:=0; 
vXmarg[7,4 ]:=vk[7]-vk[ I ]; 
vXmarg[S,4]:=0; 
vXmarg[9,4] :=vk[9]-vk[2]; 
vXmarg[ 10,4] :=vk[ 1 O]-vk[3]; 
vXmarg[l 1,4]:=0; 
vXmarg[l2,4]:=vk[13]-vk[5]; 
vXmarg[ 13 ,4] :=vk[l 3 ]-vk[6]; 
vXmarg[ 14.4] :=vk[ 14]-vk[S]; 

end; 
end; 
vXmarg[ 15,i]:=vk[ 15]-vk[ J 5-i]; 
for Xmen:=J to cXn do 
be gin 
fi[Xmen]:=fl[Xmen-1 J+(divX[Xmen] •vXmarg[Xmen,i]); 

end; 
end; 

end; 
S: begin 

f'or i:o::z J to Xplayers do 
begin 
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for Xmen:=I to Xplayers do 
be gin 
j:=j+lS; 
ifXmen=i then 
begin 
vXrnarg[Xmen.i]:=vk[Xrnen]; 

end 
else vXmarg[Xmen,i]:=O; 

end; 
case i of 
I: begin 

for Xmen:=6 to 9 do 
be gin 
vXrnarg[Xmen, 1 ]:=vk[Xrnen]-vk[Xrnen-4]; 

end; 
for Xmen:=tO to 15 do 
be gin 
vXrnarg[Xmen, 1]:=0; 

end; 
forXmen:=I6to21 do 
begin 
vXrnarg[Xmen, 1] :=vk[Xrnen]-vk[Xrnen-6]; 

end; 
for Xmen:=22 to 25 do 
begin 
vXrnarg[Xmen, 1] :=O; 

end; 
end; 

2: begin 
vXmarg[6,2]:=vk[6]-vk[l]; 
for Xmen:=7 to 9 do 
begin 
vXrnarg[Xmen,2]:=0; 

end; 
forXmen:=tOto 12do 
be gin 
vXmarg[Xmen.2]:=vk[Xmen]-vk[Xrnen-7]; 

end; 
for Xmen:=l3 to 15 do 
begin 
vXmarg[Xmen,2]:=0; 

end; 
for Xmen:=16 to 18 do 
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begin 
vXrnarg[Xrnen,2]:=vk[Xmen]-vk[Xmen-9]; 

cnd; 
for Xmen:=l9 to 21 do 
begin 
vXrnarg[Xmen,2]:=0; 

end; 
for Xmen:=22 to 24 do 
begin 
vXrnarg[Xrnen.2]:=vk[Xmen]-vk[Xmen-9]; 

end; 
vXrnarg[25,2]:=0; 

end; 
3; begin 

vXmarg[6,3]:=0; 
vXmarg[7 ,3 ]:=vk[7]-vk[I ]; 
vXrnarg[8,3] :=O; 
vXrnarg[9,3]:=0; 
vXrnarg[ 10,3]:=vk[1 O]-vk[2]; 
vXrnarg[ 1 1,3 ]:=O; 
vXrnarg[ 12,3] :=O; 
forXmen:=13 to 14 do 
begin 
vXrnarg[Xmen,3 ]:=vk[Xrnen]-vk[Xrnen-9]; 

end; 
vXmarg[I 5,3]:=0; 
vXmarg[ 16,3] :=vk[ l 6]-vk[6]; 
vXrnarg[l 7,3]:=0; 
vXrnarg[l 8,3]:=0; 
for Xmen:=J9 to 20 do 
begin 
vXrnarg[Xmen,3] :=vk[Xrnen]-vk[Xrnen-1 1 ]; 

end; 
vXrnarg[2 l ,3 ]:=O; 
Cor Xmcn:=22 to 23 do 
bcgin 
vXrnarg[Xmen,3 J :=vk[Xrnen]-vk[Xrnen-11 ]; 

end; 
vXmarg[24,3]:=0; 
vXrnarg[25,3]:=vk[25]-vk[1 S]; 

end; 
4: begin 

vXmarg[6,4]:=0; 
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vXmarg[7.4]:=0; 
vXmarg[S.4]:=vk[8]-vk[I]; 
vXmarg[9,4]:=0; 
vXmarg[I0,4]:=0; 
vXmarg[ 1l,4]:=vk[l1]-vk[2]; 
vXmarg[ 12,4]:=0; 
vXrnarg[13.4]:=vk[13]-vk[3]; 
vXmarg[l4.4]:=0; 
vXmarg[15,4]:=vk[IS]-vk[S]; 
vXmarg[ 16,4]:=0; 
vXmarg[ 17.4]:=vk[ 17]-vk[6]; 
vXmarg[IS,4]:=0; 
vXmarg[ l 9,4]:=vk[ l 9]-vk[7]; 
vXrnarg[20,4]:=0; 
vXmarg[21.4]:=vk[21]-vk[9]; 
vXrnarg[22.4]:=vk[22]-vk[IO]; 
vXmarg[23.4]:=0; 
vXmarg[24.4]:=vk[24]-vk[ 12]; 
vXrnarg[25,4]:=vk[25]-vk[l4]; 

end; 
5: bcgin 

vXmarg[6.5]:=0; 
vXrnarg[7.5]:=0; 
vXrnarg[S.5]:=0; 
vXrnarg[9,5]:=vk[9]-vk[ 1 ]; 
vXrnarg[ 10,5]:=0; 
vXrnarg[l 1,5]:=0; 
vXrnarg[l2,5]:=vk[12]-vk[2]; 
vXrnarg[ 13,5]:=0; 
vXmarg[14,5]:=vk[l4]-vk[3]; 
vXmarg[I5,5]:=vk[15]-vk[4]; 
vXrnarg[l6,5]:=0; 
vXrnarg[l7,5]:=0; 
vXrnarg[ l 8,5]:=vk[ l 8]-vk[6]; 
vXrnarg[l 9,5]:=0; 
vXmarg[20,S]:=vk[20]-vk[7]; 
vXmarg[21,5]:=vk[21 ]-vk[S]; 
vXrnarg[22,5]:=0; 
vXmarg[23.S]:=vk[23]-vk[10]; 
vXrnarg[24,5]:=vk[24]-vk[ 11 ]; 
vXrnarg[25,5]:=vk[25]-vk[13]; 

end; 
end; 
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for Xmen:=26 to 30 do 
begin 
res:=elevX-i; 
ifXmcn=res thcn vXmarg[Xmen.res]:=O 
clse vXmarg[Xmen,res]:=vk[Xmen]-vk[i+ I ]; 

cnd· 
vX~arg[3 l ,ij:""Vk[3l)-vk[J1-i); 
for Xmcn:=l to cXn do 
bcgin 
li[Xmen] :~li[Xmen-1 )+{divX[Xmenj•vXmarg[Xmen,i)); 

cnd; 
cnd; 

cnd; 
cnd~ 
clcvX:=O; 
Xmcn:=O; 
clrscr; 
gotoxy( 18.1 );writcln('<;:~.~c;l!"~ .~!!.Y~'?!"~.~.~~. ~h~P.ley Calculados'); 
goto><)'( 1 8.2); writeln("Ellll lllllllií':ll lllllllllillll»"); 
gotoxy(l8,3);Vw'riteln(00 #Jugadorº Valor Shapley 00

); 

gotoxy( 18,4);writeln(00 0 00
); 

textcolor( 15); 
case Xplayers of 
2: begin 

for Xmen:=I to Xplayers do 
begin 
gotoxy(18,5+j);writeln(' º ".Xmen.• 0 '.fi[Xmen+l]:S:2: 

cnd; 
end; 

3: begin 
for i:=l to Xplayers do 
begin 
for Xmen:=l to cXn do 
begin 
li[Xmen]:=fi[Xmen-1 ]+(divX[Xmenj•vXmarg[Xmen.i)); 
ifXmen< 7 then write 
el se 
be gin 
goto><)'( 1 s.s+j);writeln(" 

end; 
end; 

cnd; 
end; 

o ·.i: o ".fi(7]:5:2." 
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4: begin 
Cor i:=l to Xplayers do 
be gin 
Cor Xmen:=l to cXn do 

A 1. Programa en Turbo Pascal 7.0 para los Valores de ShapJey 

begin 
fi[Xmen]:=fi(Xmen-J]+(divX[Xmen]•vxinarg[Xmen.i]); 
iCXmen<JS then write 
else 
begin 
gotoxy(IS.S+j);writeln(' 0 '.i: 0 '.fi[IS]:S:2: °'); 

end; 
end; 

end; 
end; 

5: begin 
Cor i:=l to Xplayers do 
begin 
Cor Xmen:= 1 to cXn do 
begin 
fi[Xmen]:=fi[Xmen-l]+(divX[Xmen]•vXmarg[Xmen,i]); 
ifXmen<3 I then write 
else 
be gin 
gotoxy(J 8,S+j);writeln(' • ',i.' • ',fi[J J ]:5:2.' ~); 

end; 
end; 

end; 
end; 

end· 
wri;eln(' Eiiiiiiiiiiii:Eíiiiiiiiiiiitiíiw); 

gotoxy( 18,23 );writeln(' -Accif!!'.n:- Presione una tecla para Terminar .. .'); 
repeat until keypressed; 

end; 
(• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• •• Cardinalidades • • • • •• • • • • •• ••• • •) 
procedurc coalX2(Xplayers:integer); 
var 
c:char; bbb:boolean; j.i.h:integer; 
e•••••••••••• interna en coaJX2 Combinaciones den en k •••••••••••••••) 
function ComboX(Xcombi:longint):Jongint; 
begin 
k:Xm:=kmenos I (kmu); 
nrnink:=ruvienoXk(nMenK); 
nFX:=factorX(Xplaycrs); 
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far Xmen:=l to cXn do 
be gin 
multX:=km 1 [Xmen] •nmk[Xmen]; 
divX[Xmen]:=multX/nFX; 

end; 
Xmen:=O; 
j:=O; 
end; 
(• •"'"' • •"' • • • • • • • • • • • • • •"' • Shaptey 4J "'"'"'"' • • • • • • •• • • • • • • • • •) 
procedure cX4; 
begin 
cnK:=comboX(Xcombi); 
j:=O; 
textcolor(O); 
While Xmen<(cXn-Xplayers) do 
begin 
inc(Xmen); 
ifG mod 12 =O) then 
begin 
ifXmen>l then 
begin 
writeln('Mas datos ... Cualquier tecla Continua'); 
c:=readkey; 
j:=O; 
end; 

end; 
far Xmen:=S to 10 do 
begin 
k[Xmen]:=2; 
case Xmcn of 
S: begin 

textcolor(O); 
writeln(' { 1 .',Xmen-3.'} ',k[Xmen)); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor( 1 1 );gotoxy(32.i+ Xmen);write(Xmen,' v{',Xme~')='); 
readln (valX"); 
val(valX.vK[Xmen],codigo); 
if codigo= 1 then 
begin 
write("g.'-Error! .De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32,wherey);writeC '); 
end; 
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until codigo=O; 
end; 

6: begin 
textcolor(O); 
wtiteln(' ( l .'.Xmen-3.'} ".k[Xmen]); 
goto><y(20.6+Xmen);wtiteln(' '.divX[XmenJ:5:2); 
repeat 
textcolor( l l );gotoxy(32.i+Xmen);write(Xmen.' v(' ,Xmen.')-'); 
readln(vaJX); 
val(vaJX. vK[Xmen].codigo); 
ir codigo= 1 then 
be gin 
write("g. '-Error! .De nuevamente Jos datos');delay(3000); 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
7: begin 

textcolor(O); 
writeln(' ( l .'.Xmen-3,'} ".k[XmenJ); 
goto><y(20.6+Xmen);wtiteln(' ',divX[XmenJ:S:2); 
repeat 
textcolor( J l );gotoxy(32,i+Xmen);writc(Xmen,' v('.Xmen, ')='); 
readln(valX); 
val(vaJX. vK[XmenJ.codigo); 
i.f codigo= l then 
begin 
writc("g,'-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
goto><y(32.whcrey);wtite(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end· 
8: be.Sin 

textcolor{O); 
writeln(' {2,'.Xmen-5.'} ',k[Xmen]); 
goto><y(20,6+Xmen);wtiteln(' ',divX[XmenJ:S:2); 
repeat 
textcolor(l l);goto><y(32,i+Xmen);wtite(Xmen.' v(',Xmen,')='); 
readln(vaJX); 
val(vaJX,vK[Xmcn],codigo); 
i.f codigo= 1 then 
begin 
\vrite("g. '-Errorl .De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
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gotoxy(32, whe<ey);write(' '); 
end; 

until codigo=O; 
end; 

9: begin 
textcolor(O); 
writeln(' (2.'.Xmen-5.'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(1 l)~gotoxy(32,i+Xrnen);write(Xme~' v('.Xmen,')='); 
readln(vaJX); 
val(valX.vK[Xmen].codigo); 
ff codigo= 1 then 
be gin 
write("g,'-Error!.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32,whcrey);write(' '); 

end· 
unti1° codigo=O; 

end; 
JO: begin 

textcolor(O); 
writeln(' (2,',Xmen-5.') '.k[Xmen)); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
rcpeat 
textcolor( 1 1 );gotoxy(32,i+Xrnen);write(Xmen, • v(' .Xme~')='); 
readln(vaJAJ; 
val(valX,vK[Xmcn).codigo); 
ifcodigo=I then 
bcgin 
write("g.'-Errorl.Dc nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
end; 

end; 
for Xmen:=l 1 to 14 do 
be gin 
k[Xmen]:=J; 
case Xrnen of 
11: begin 

textcolor(O); 
writeln(' { 1.2,'.Xmen-8,'} ',k[Xmen)); 
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gotoxy(20,6+Xmen);writefn(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
tex-tcolor(l l );goroxy(J2.i+Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen. ')='); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen],codigo); 
if'codigo=I then 
begin 
write("'~'-Errorr.Oe nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
goroxy(J2,whercy);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
12: begin 

textcolor(O); 
writeln(' { 1,2,',Xmen-8.') ',k(Xmen]); 
gotoxy{20,6+Xmen);writeln(' ',divX[XmenJ:5:2); 
repcat 
textcoJor(l 1 );gotoxy(32.i+Xmen);write(Xmen.' v('.Xmen, ')='); 
read(vaJX); 
vaf(va!X, vK(XmenJ,codigo); 
ifcodigo=J thcn 
be gin 
wrire("'g.'-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);wrire(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
13: begin 

tex-tcolor(O); 
write(' (f,3,',Xmen-9.'} ',k[XmenJ); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX(Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor( 11 );gotoxy(32,i+Xmen);wñte(Xmen,,' v(',Xmen, ')='); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen],codigo); 
if"codigo=J then 
be gin 
write("'g,'-Errorf.Oe nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);writc(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end· 
14: be~in 
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textcolor(O); 
write(' {2,3,',Xmen-1 O,'} '.k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' '.divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' '.Xmen.' v(1,Xmen.')='); 
ceadln(valX); 
val(vaJX. vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write(,..g.'-Errorl. De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32. wheccy);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
end; 

end; 
textcolor{O)~ 
k[l 5]:=Xplayecs; 
write(' {'.Xmen-13,',',Xmen-12,',',Xmen-l l,',',Xmen-10,'} '.k[15]); 
inc(j); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' '.divX[ 15]:5:2); 
rcpcat 
textcoloc( 11 );gotoxy(32,i+Xmen);write(' '.15.' v('.15,')='); 
readln(vaJX)~ 
val(va!X. vK[ 15 ],codigo); 
ifcodigo=l thcn 
bcgin 
write(,..g.'-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy{32, whcrcy);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
end; 
(* • • • • • • • • • •• • • • • •• •• • •• Shapley SJ • •• • • • • • • • • • • •• • • •• ••) 
procedure cXS; 
be gin 
cnK:=comboX(Xcombi); 
Xmen:=O; 
j:=O; 
textcolor(O); 
WhHe Xmen<(cXn-Xplayecs) do 
begin 
inc(Xmen); 
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if(j mod 12 - O) then 
begin 
ir Xmen> J then 
begin 
writeln('Mas datos ... CuaJquier tecla Continua'); 
c:=readkey; 
j:=O; 
end; 

end; 
forXmen:=6 to 15 do 
begin 
k[Xmen]:=2; 
case }Cm.en of 
6: begin 

textcolor(O); 
writeln(' ( l.'.Xmen-4.'} ".k[Xmen]); 
gotoxy(20.6+Xmen);writeln(' ',divX[XmenJ:S:2); 
repeat 
textcolor(l J);gotoxy(32,i+Xmen);write(Xmen.' v('.Xmen.")-'); 
readln(valX}; 
vaJ(vaJX.vK[XmenJ.codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g,'-ErrorJ.De nuevamente los datos');deJay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
7: begin 

lextcolor(O); 
writeln(' e 1 :.Xmen-4.'} '.k[Xmen]); 
golmcy(20,6+Xmen);wrireln(' ',divX[Xmen]:S:2); 
repeat 
textcolor( 1 J );gotoxy(32,i+Xmen);write(Xmen,' v('.Xmen,')=1

); 

readln(vaJX); 
vaJ(valX.vK[XmenJ,codigo); 
if"codigo=J then 
bcgin 
write("g.'-Error!.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy(J2, wherey);write(' '); 

end; 
untiJ codigo=O; 

end; 
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8: begin 
textcolor(O); 
writeln(' ( 1 .',Xmen-4,'} ',k[Xmen])i 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:S:2); 
repeat 
te><tcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen,')='); 
readln(valX); 
val(valX,vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=I then 
begin 
write("g.'-Error!.Dc nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
9: begin 

textcolor(O); 
writeln(' {l,',Xmen-4.'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:S:2); 
repeat 
textcolor( 11 );gotoxy(J2.i+Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen,')="); 
readln(valX); 
val(valX, vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write("'g.'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
10: begin 

textcolor(O); 
writeln(' {2.',Xmen-7,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen):S:2); 

repeat 
textcolor( l 1 );gotoxy(32,i+ Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen, ')='); 

· readln(valX); 
val(valX,vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write("'g.'-Errorl .De nuevamente los datos');delay{JOOO); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

cnd; 
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until codigo=O; 
end; 

11: begin 
textcolol"(O); 
write(' (2,',Xmen-7,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
l"epeat 
textcotor( I 1 );gotoxy(32.i+Xmen);write(Xmen.' v('.Xmen. ')='); 
readln(vaJX); 
val(valX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g.'-Errorl .De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
12: begin 

textcolol"(O); 
write(' {2,',Xmen-7,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolol"(l 1 );gotoxy(32,i+Xmen);write(Xmen.' v('.Xmen. ')='); 
readln(valX); 
val(vaJX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write("'g.'-Error!.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
13: begin 

textcolol"(O); 
write(' {3,',Xmen-9,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
l"epeat 
textcolor( 11 );gotoxy(32,i+Xmen);write(Xmen.' v('.Xmen. ')='); 
readln(vaIX); 
val(valX, vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g, '-Errol"f .De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
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gotoxy(32, wherey);write(' '); 
end; 

until codigo=O; 
cnd; 

14: begin 
textcolor(O); 
write(' (J.'.Xmen-9,'} ',k[Xmen)); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor( 1 l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' ',Xmen,,' v(',Xmen, ')='); 
readln(va!X); 
val(vaIX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=I then 
begin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos•);delay(3000); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end· 
IS: beSin 

textcolor(O); 
write(' {4,',Xmen-10,'} ',k[Xmen)); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotmcy(32,i+Xmen);write(' ',Xmen,' v(',Xmen,')='); 
readln(valX); 
vaJ(vaJX,vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write(""g.'-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(3000); 
goto>.-y(3 2, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
end; 

end; 
for Xmen:=l6 to 25 do 
begin 
k[Xmen]:~3; 

caseXmcn of 
16: begin 

textcolor(O); 
write(' {l,2,',Xmen-13,'} ',k[Xmen]); 
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gotoxy(20,6+Xmcn);writcln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmcn);write(' ',Xmen,' v(',Xmen,')='); 
readln(va!X); 
val(vaJX. vK[Xmcn],codigo); 
if'codigo=J then 
begin 
write('''g.'-ErrorLDe nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32. whcrey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
17: begin 

textcolor(O); 
write(' {J ,2,',Xrncn-13,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writcln(' ',divX[Xmcn]:5:2); 
repeat 
textcolor( I 1 );gotoxy(32.i+Xmen);write(' '.Xmen.. • v(',.Xmen. ')='); 
readln(va!X); 
val(va!X. vK[Xmen].codigo); 
if"codigo=J then 
be gin 
write("g."-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
18: begin 

write(' ( l ,2,',Xmen-13,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmcn]:5:2); 
repeat 
textcolor(J l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' •,xmen.. • v('.Xmen,')='); 
readln(va!X); 
val(valX, vK[Xmen],codigo); 
if' codigo"""' 1 then 
begin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
untiJ codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
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19: begin 
write(' { 1,3.',Xmen-15.'J ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(1 l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' ',Xme~' v('.~en,')='); 

readln(valX); 
val(valX,vK[Xmen],codigo); 
if'codigo=I then 
begin 
write("'g.,'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end· 
until ~odigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
20: begin 

write(' {1,3.',Xmen-15.'J ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor( 1 1 );gotoxy(32,i+Xmen);write(' ',Xmen.' v(',Xmen,')-'); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("'g,'-Errorl.De nuevamente Jos datos');delay(JOOO); 
gotoxy(J2,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
21: begin 

write(' {l,4,',Xmen-16.'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' '.Xmen.' v(',Xmen,')-'); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write("'g,'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
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textcolor(O); 
end; 

22: begin 
write(' {2.3,'.Xmen-17,'} ".k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' '.divX[Xmen]:S:2); 
repeat ____ ·: , _ 
textcolor(l !);gotoxy(32.i+Xmen);write(' '.Xmen.' v('.Xmen.')='); 
readln(va!X); 
val(valX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin ·. 
write("g,'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(3000}; 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
23: begin 

write(' {2.3,'.Xmen-19,'} ".k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+ Xmen);writeln(' ".divX[Xmen]:S:2); 
repeat 
te><tcolor(l l);gotoxy(32.i+Xmen);write(' '.Xmen.' v('.Xmen.')='); 
readln(valX); 
val(valX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos-.>;delay(3000); 
gotoxy(32,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
te><tcolor(O); 

end; 
24: begin 

write(' {2,4,',Xmen-19,'} ".k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' '.divX[Xmen]:S:2); 
repeat 
te><tcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' '.Xmen.' v('.Xmen.')='); 
readln(valX); 
val(valX.vK[Xmen],codigo); 
if'"codigo=t then 
begin 
write("g.'-Error!.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32.wherey);write(' '); 
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end; 
until codigo=O; 
textco1or(O); 

end· 
25: be~in 

write(' {3.4.',Xmen-20.'} ".k[Xmen]); 
gotmcy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(t t);gotoxy(32.i+Xmen);write(' '.Xmen: v('.Xmen.')='); 
readln(valX); 
val(vatX.vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g.'-Errort.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
end; 

end; 
for Xmen:=26 to 30 do 
begin 
k[Xmen]:=4; 
case Xrncn of 
26: begin 

write(' { I.2.3.'.Xmen-22.'} '.k[Xmen]); 
gotoxy(20.6+Xmen);writeln(' '.divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l t);gotoxy(32,i+Xmen);write(' '.Xmen,• v('.Xrnen.')='); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen].eodigo); 
ifcodigo=t then 
begin 
write("s:-ErTor!.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

textcolor(O); 
end; 

27: begin 
write(' { l,2,3.',Xmen-22.'} '.k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
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repeat 
textcolor(l l);gotox:y(32,i+Xmen);write(' '.Xmcn.,• v{\Xmen,')-"); 
readln(valX); 
val{valX.vK[Xmcn],codigo); 
ifcodigo=J then 
begin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32, whcrey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
tcxtcolor(O); 

28~~=~in 
write(' ( l ,2,4,',Xmen-23.'} ',k[Xmen]); 
gotoxy(20,6+Xmcn);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotox:y{32,i+Xmen);write(' 1,Xmen.1 v('.Xmen.')='); 
readln(vaJX); 
val(va!X. vK[Xmen],codigo); 
if codigo= 1 then 
begin 
write("g.º-Errorl.De nuevamente Jos datos');dclay(3000); 
gotoxy(32, whcrey);writc(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 

end· 
29: beSin 

write(' ( l,3,4,',Xmen-24,'} ',k[Xmen]); 
gotoxy{20.6+Xmcn);writeln{' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotox:y(32,i+Xmen);write(' ',Xmen,' v(',Xmen.')='): 
readln(valX); 
val(vaJx,vK[Xmcn].codigo); 
ifcodigo=l then 
be gin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32. wherey);write(' '); 

end; 
untit codigo=O; 
textcolor(O); 

end; 
30: begin 
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write{' {2,3,4,'.Xmen-25.'} ',k[Xmen)}; 
gotoxy(20.6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:5:2); 
repeat 
textcolor( t 1 );gotoxy(32,i+ Xmen);write(' ',Xmen,' v(',Xmen,')='); 
readln(va\X'); 
val(valX,vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=t then 
bcgin 
write("g,'-Error!.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotoxy(32,wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
textcolor(O); 
end; 

end; 
end; 
k[3 \ ]:=Xplaycrs; 
wrlte(' {',Xmen-29.',',Xmen-28,',\Xmen-27,.'.".Xmen-26.'.',Xmen-25.'} '.k[3 l]); 
inc(j); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[J 1):5:2); 
repeat 
textcolor(l l);gotoxy(32,i+Xmen);write(' 31 v(31)='); 
readln(valX); 
val(valX,vK[3 \ ],codigo); 
if codigo= 1 thcn 
be gin 
write("g.'-Errorl.De nuevamente los datos');delay(3000); 
gotox:y(32, wherey);write(' '); 

end; 
until codigo=O; 

end; 
cnd; 
begin e···· coa1X2*****) 
clrscr; 
elevX:=O; 
elevX:=etevadoX(Xplaycrs); 
tex:tcolor( 4 ); 
writeln; 
gotox:y(25, 1 );·writcln('Valor de Shaptey para '.Xplayers.' jugadores'); 
gotox-y(3,6);writeln('Coalicif!n 3 K 3'); 

gotoxy(22,6);writeln('nCk'); 
textcolor(O); 
gotoxy(32,S);writeln(' Montos '); 

186 



Anexo A l. Programa en Turbo Pascal 7 .O para 1os Valores de Shapley 

gotoxy(32,6);writeln('# v(K)'); 
ifc<>#27 then 
i:=6; 
te><tcolor(O); 
fbr Xmen:=l to Xp1ayers do 
begin 
ifXmen in (1..Xplayers] then 
begin 
k[Xmen]:=l; 
gotoxy(3.Xmen+6);writeln(' {',Xmen.') 

end; 
end; 

case Xplayers of 
2: begin 

textcolor(O); 
k[3]:=2; 
gotoxy(3.9);writeln(' {1,2) ',K[3]); 

end; 
3:begin 

textcolor(O}; 
for Xrnen:=4 to 6 do 
begin 
k[Xmen]:=2; 
ifXmen=6 then write 
else begin 

for j:=l to 3 do 
begin 
ifj=l thcn writeln(' {'j.'.'.Xmen-2.'} 

end; 
if (Xmen-3)=1 then write 
else writeln(' {\Xmen-3.'.".Xmen-2.'} 

end; 
end; 

textcolor(O}; 
k[7]:=Xplayers; 
writeln(' {',Xmen-5,',',Xmen-4,','.Xmen-3.'} 

end; 
4: begin 

for Xmen:=S to 10 do 
begin 
k[Xmen]:=2; 

end; 
for Xmen:=l 1 to 14 do 

',k[Xmen]); 

'.K[Xmen]); 

'.k[Xmen]); 

',k(7)); 
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begin 
k[Xrnen] :=3; 

end; 
k[ 15] :=Xplayers; 

end; 
5: begin 

fbr Xmcn:=6 to 15 do 
begin 
k[Xmen]:=2; 

end; 
for Xmen:=16 to 25 do 
begin 
k[Xrnen]:=J; 

end; 
for Xmen:=26 to 30 do 
begin 
k[Xrnen]:=4; 

cnd; 
k[J 1] :=Xplayers; 

end; 
end; 
cnK:=comboX(Xcombi); 
for Xmen:=l to cXn do 
begin 
vK[Xmen]:=O; 

end; 
ifXplayers in (2,3] then 
be gin 
cnK:=comboX(Xcombi); 
Xmen:=O; 
j:=O; 
textcolor(O); 
\Vhile Xrncn<cXn do 
begin 
inc(Xmen); 
gotoxy(20, 7);writeln(' ',divX[Xmen]:S:2); 
ifG mod 12 =O) then 
be gin 
ifXmen>l then 
begin 
writeln('Mas datos ... Cualquier tecla Continua'); 
c:=readkey; 
j:=O; 
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end; 
end; 

inc(j); 

Al. Programa en Turbo Pascal 7.0 para los Valores de Shapley 

gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX(Xmen]:S:2); 
repeat 
textcoJor(J 1 );gotoxy(J2,i+Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen, ')='); 
readln(valX); 
val(valX, vK[Xmen],codigo); 
ifcodigo=l then 
begin 
write(''"g,'-Errorf.De nuevamente los datos');delay(JOOO); 
gotoxy(J2, wherey );write(' '); 

end; 
until codigo=O; 
end; 

end 
else ifXplayers in [4,S] then 
begin 
cnK:=comboX(Xcombi); 
Xmen·=O· 
j:=O; . ' 
textcolor(O); 
\Vhile Xmen<Xplayers do 
begin 
inc(Xmen); 
if(j mod 12 =O) then 
begin 
if"Xmen>J then 
begin 
writeln('Mas datos ... Cualquier tecla Continua'); 
c;=readkey; 

~~~~; 
end; 

inc(j); 
gotoxy(20,6+Xmen);writeln(' ',divX[Xmen]:S:J); 
repeat 
textcolor{l l);gotoxy(J2,i+Xmen);write(Xmen,' v(',Xmen,')='); 
readln(valX); 
val(valX. vK[Xmen],codigo); 
if"codigo=l then 
begin 
write("'g..'-Errorf.De nuevamente.Jos datos');delay(JOOO); 
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gotoxy(32, wherey);write(' 
end; 

until codigo=O; 
end; 
case Xplayers of 
4: cX4; 
5: cXS; 

end; 
end; 

'); 

gotoxy(25,i+Xmen+2);writeln('" Los datos son correctos (sin)?'); 
readln(respX); 
gotoxy(25, wherey-1 );write(' '); 
Xvalm:-valXmarg(vXm); 

end; 

(•••••••••••••••••••••••Recibe el rú:mero de jugadores••••••••••••••) 
procedure Cualn(r:real); 
var 
k:integer; code:byte; bb,crear:boolean; X:vectorzito; 

begin 
textcolor( 1 1 ); 
textbackground(6); 
gotoxy( l, l ); write('Éiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiíiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiií»'); 
gotoxy( t. 2); write("": ·:~1:1~.l'"!~C?;;.J1;1~'!-?.C?r~.s. P.~!"!~C:~P.!1!! .~I}. ~~ J."!~~o? °'); 
gotoxy( 1,3); writc('ElllllllllIIIlllllllIIIIIIIIlllllIIIIllillIIIIII ,'); 
rcpeat 
gotoxy(S0,3); rcad(Xplayers); 
until Xplayers in [0 .. 5]; 
textbackground(3 ); 
textcolor(O); 
case Xplayers of 
O: begin 

clrscr; 
textbackground(6); 
textcolor(l 1); 
gotoxy( l, 1 ); writc('Éíiíiiiiiíiííiíiiíiiiiiiiiiiiíiiíiíiiiiiiiiiiíiiíii»'); 
gotoxy( 1, 2); v.'Titc(".S:~i?! ':'~~-~~~;;}!~~ ~ .C!. ~. ~ J.u1$.~C;i~~C:~ .P.~~ .i.niciaT 
gotoxy( 1,3 ); write('Ell!Ullllllllllllllllllll!IIIIII Illllllllllllllll,'); 
gotoxy(12,4); write(' Cualquier tecla continua ... '); 
c:=readkey; 
ifc=Esc then ex..it; 

end· 
1: beSin 
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clrscr; 
te,q:background( 6); 
textcolor(l 1); 
gotoxy(l, 1); write('ÉÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍiiiÍÍÍiiiíiiiíiiiiiiilíiiíiíiíiiiiiiii»'); 
gotoxy(l. 2); write("&"'~. 00Se necesitan 2 o m s)u$,adores {>ara iniciar 00

); 

gotoxy( 1,3 ); write('ÉÍÍUiiiiiiiifííiiiiiltifíiiíiiiiiiiiíiiiiiiiliíii i ,'); 
gotoxy(t2,4); write(' Cualquier tecla continua ... '); 
repeat until keyprcssed; 
c:=readkey; 
if'"c=Esc then exit; 

end; 
2: coalX2(Xplayers); 
3: coa!X2(Xplayers); 
4: coa!X2(Xplayers); 
S: coalX2(Xplayers); 

end; 
X(l]:=Xplayers; 

end· 
begin {**•••••• principaJ•••••••J 
clrscr. 
textmode(bw80); 
Xplayers:=O; 
valorX:=O; 
X[l]:=O; 
e:=''; 
clrscr; 
textbackground(7); 
textcolor(9); 
gotoxy( 1,2); 
fori:= 1 to 1840 do write(# 177); 
for i:=t to 80 do 
begin 
gotoxy(i, I );write(' '); 
gotoxy(i,24);write(' '); 
end; 

window(l, l,80,24); 
textcolor(4); 
gotoxy(28, l);writcln('C !culo de los Valores de Shapley'); 
gotoxy(l,24);write(' Acci~n: '); 
gotoxy(59,24);write(03 Ese 2 veces -Salir'); 
textcolor(O);gotoxy(l2.24);write(' Introduzca un valor entre 2 y S); 
wh..ile e<> Ese do 
begin 
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window(2,2,80,23 ); 
textcolor(O); 
if'c<>Esc then 
begin 
cualn(r); 
c:=readkey; 
if' e= Ese then exit; 

end 
else 
begin 
clrscr; 
textbackground(7); 
textco1or(9); 
gotoxy( 1,2); 
for i:=l to 1840 do write(#177); 
window( l, l ,80,25); 
textbackground{O); 
textco1or(7); 
clrscr; 

end; 
end; 
textbackground(9); 
textcolor( 1 1 ); 
gotoxy( 1 2, 1 ); write('ÉÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍ iiiiiíiii iii iiiiiii iiíi ii ii iiiiii íiiiJi ÍÍ»'); 
gotoxy( J 2,. 2); write(00 Consulte el disco anexo para ver el paquete completo°'); 
gotoxy( 12. J ); write(00 este programa stlo presenta el valor de Shapley sin °"); 

:~:~~~:~:si:; ~:~~:;,r;mmiliiiiííiiiíiííiiiiiiiiííiíiiiiiiíii~lhííiii.·>; 
gotoxy(l2.7);write('CuaJquier tecla termina ... '); 
repeat until keypressed; 

end. 
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Anexo A2. Hoja de cálculo para los Valores de Shapley 

A.2. Hola de cálculo para los Valores de Shaplev 

La hoja de cálculo fue escrita en excel s. se expone a continuación para que usted ta 

introduzca... La hoja es para dos jugadores. Para juegos de 2 a 5 jugadores consulte la 

aplicación en el disco anexo (Shapley.XLS) 

En la columna A. renglón 1 ponga el titulo Jugador. 

En Bl. escñba CoallclónK; en 82, B3 y B4 coloque los números {/},{2}y {I,2} 

respectivamente 

Ct .Escriba Cardinalidad de K. en C2,C3 y C4 coloque los números J,ly2 respectivamente. 

D 1.Escriba Combinaciones, de D2 ponga la f6nnula : 

- (fac/($c2-I) • fact($a $2-$c$2))(/act($aS2)) copie el contenido de las celdas a 03 y 04 

E! .Escriba Monto v(K), en E2,E3 y E4 ponga sus montos o llene las celdas de ceros. 

Fl. Escriba l-./,enF2 escn'ba: -si($F2<>0.SE2, ---·:>.·en F3 ponga UD. guión' ... ·-··.-en F4 

copie la fórmula de F2 

Gl.Escriba 1-2.en G2 ponga un guión ''-",en G3 y_G4 copie Ja formula de F2 
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A.3. Problema de Programación Lineal (Núcleo) 

MANAGER! 
PROGRAM : Linear Programming lI 

PROGRAM OUTPUT 

Optima! solution is obtaincd in S iterations 

Optimal z= 70.00000 

Optima! solution in row order 

Number 
l. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

Basis 
xi 
x2 
53 
54 
SS 

"$6 

Solution 
38.00000 
32.00000 

2.00000 
8.00000 

10.00000 
11.00000 

Fl LOOK F2 PRINT F3 STORE F4 RERUN FS EXIT COMMAND 
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