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NOMENCLATURA :

Br

Cp

nimero de Brinkman, Vozvo/(Cp,Tmal);

calor especifico a presiéon constante;
conductividad térmica;

entalpia de fusioén;

espesor donde se encuentran conflnados el liquido
temperatura;

constante de proporcionalidad para la viscosidad;
numero de Prandtl];

velocidad en la coordenada x;

velocidad en la coordenada y;

coordenada cartesiana vertical;

coordenada cartesiana horizontal;

espesor de la interfase;

tiempo;

presioén.

Simbolos griegos

difusividad térmica;

coeficiente de temperatura normalizado;
densidad;

tiempo adimensional;

espesor adimensional;

longitud adimensional, referida al liduldo;
longitud adimensional, referida al sélido;
temperatura adimensional para el liquido;
temperatura adimensional para el sélido;

numero de Stefan, Cp; (To-Tm)/Lm;

y

el so6lido;



M viscosidad;
9 tiempo en la 2ona interna, t¢;
¥ relacion de conductividad sé6lido liquido;

¢ relacién entre el calor generado por dislpasién viscosa y el calor sin

efecto viscoso.

Subindices

1 liquido;

s sé6lido;

0 en la pared;

n fusion;

i estado sé6lido inicial;
R referencia;

c constante;

0,...0 ordenes de perturbacioén.
q solucién global

I en la interfase;
Superindices

zona interna en el tiempo.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. PROCESOS DE EXTRUSION.
El proceso de extrusion de polimeros generalmente consiste en transformar
continuamente un material termoplastico en alguna forma determinada. Las
formas son muy vriadas, destacando entre ellas, las de tubos, laminas, fibras,
perfiles y todo tipo de recubrimientos como para cables, papel, etc. Las
maquinas extrusoras se usan también para alimentar las maquinas sopladoras. La
secuencia es la sigulente Miles [1]:
a) Plastificacién del material granular.
b) Dosificacién del polimero licuado.
c) Solidificacién a la forma y tamafio deseados.
d) Rolado o corte de las piezas finales.
la extrusora basicamente consiste en un tornillo sinfin de pasos multiples
envuelto por un cilindro calentade (ver fig 1 ref [1]). En un extremo se
alimenta el polimero, que se conduce a lo largo del cilindro por medio del
tornillo. Mientras se transporta el material, este cambia de solido a
liquido debido al contacto con las paredes calientes y al calor generado por
la friccion de la mezcla viscosa. Al final el liquido es forzado a través de

un dado a un molde que le da su forma final.

I. 1. 1. Partes fundamentales de las extrusoras. lLa pleza principal en una
extrusora es el tornillo, que se disefia para un tipo especifico de material.
El tornillo se divide en tres secciones fundamentales, cada una con una
funcion particular. La primera, es la de alimentacion que se encarga de llevar

los granulos desde la boca de alimentacion hasta la segunda que es la zona de



compresiéon. En la zona de compresion cambia el claro entre cuerdas (paso)
disminuyéndolo pafa provocar la compresion del material que en este momento
comienza a licuarse. El objetivo de comprimir es expulsar todo el aire hacia
la zona de alimentacion evitando la porosidad en el material. Por otro lado,
la compresién volumétrica asi producida, Incrementa los esfuerzos en el
liquido debido a la velocidad relativa de las superficies del tornillo
respecto de la pared flja. Al mejorar la mezcla al mismo tiempo que se genera
calor por friccliéon, se espera tener una distribuclon uniforme de temperatura
en el liquido extrudido. La tercera seccidén tiene como finalidad homogenizar
el liquido para después extruirlo a través de un dado de manera uniforme y
continua. El tornil{o normalmente es hueco para enfriarlo o calentarlo con
agua o vapor, respectivamente,

Al hablar de las contra presiones generadas aguas arriba por la compresion
hacia la parte posterior, resulta loégico que si la salida del extrusor
estuviera ablerta, habria una presién muy pequefia a velocidades normales, ya
que el material extruido pasaria libremente. La sola presencia del dado
provoca una restriccién grande; sin embargo, convencionalmente se suele
agregar una placa de orificlos finos o gr;esos, para evitar cualquler
contaminacioéon por particulas no deseadas, que pudiesen producir defectos en la
pleza final. Por desgracia, esta placa incrementa las contra presiones, dando
como resultado un mayor'consumo de energia y una disminucién en la potencia de
extrusion. Sin embargo la contrapesion es necesaria ya que ayuda a homogenizar
el polimero.

Otra factor fundamental es el motor y el slistema mecanico. Debido a la
generacion de contra presliones es indispensable tener motores que mantengan la
velocidad normal de extrusién constante, algunas veces mediante variadores de
velocidad hidraulicos o trenes de engranes. De;lgual forma es necesario el uso

de baleros y/o chumaceras de empuje para equllibrar el desplazamliento del
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tornillo debido a las fuerzas generadas por las contra presiones.

Otra pieza fundamental es la tolva de alimentacion, para ello es esencial que
la alimentacién del polimero granulAr ocurra de manera ininterrumpida,
mediante algun tipo de vibrador, o un tornillo adicional, etc. En algunas
ocasiones, es necesario secar el material, mediante la inyeccién de aire
caliente.

El sistema de calentamiento es fundamental, debido a que un control de
temperatura adecuado conduce a una buena calidad en la pleza extruida.
Normalmente se suministra el calor externamente ya sea por vapor, aceite o
resistencias eléctricas siendo esta ultima la mas comin por su facilidad de
control e instalacién. La otra forma de suministrar calor es internamente.
Este calor es producto de la friccién que generan los esfuerzos y la
compresién del material. El uso de esta técnica es tan apreciable que algunas
de la mas modernas maquinas no requieren suministro de calor externo.

En midquinas de baja velocidad o maquinas pequefias, el calentamiento externo
proporciona casi la totalidad del calor necesario, pero de cualquier forma en
todos los casos, es Indispensable regular la temperatura asi como el
calentamiento y el enfriamiento deben ser balanceados cuidadosamente. Para
esto, se pueden usar tanto agua como aire para enfriar y en ambos casos
deberan controlarse automaticamente. E!l barril se divide en tres a cuatro
zonas de calentamiento siendo la de mas alta temperatura la de sallda.

El enfriamiento en el tornillo es necesario en la parte de compresi6on ya que
esto aumenta la capacidad de compresion e incrementa la calidad de la mezcla.
El dado debe disefiarse de manera que no contenga puntos de estancamiento del
material, ya que esto suele provocar defectos superficiales en la pleza final.
Existen vapores volatiles en el liquido en el momento de la extrusién, se
eliminan medlante perforaciones en el barril o mediante una 2zona de

degasificacion en el tornillo, pero en ambos casos se aplica vacio. Otra forma



es mediante un tornillo auxiliar o degasiticador.

1. 2, Tipos de extrusioén.

[. 2. a. Extrusién de pelicula delgada.

Suele comunmente utilizarse para piezas de hasta 10mm de espesor, mas de esta
medida se conoce como lamina. Existen dos tipos de extrusion de pelicula:

a) Soplado, en este caso el liquido sale por un extremo del dado, y por el
otro se inyecta aire a presién. Una vez en el dado el liquido se hace pasar
por un mandril y emerge por un dado anular con la forma de un tubo. El tubo se
expande como una burbuja por mediq de la inyeccion del aire. Para mantener la
calidad del producto final la presién del aire se mantiene cerrando la pieza.
b) Pelicula plana, se extruye el polimero en un dado de seccién plana y se
enfria al salir cas! de inmediato. El enfriamiento se realiza ya sea por medio
de un bafio de agua o rodillos enfriados internamente, pero en ambos casos el

proceso finaliza con un juego de rodillos que enrollan la pelicula.

I. 2. b. Extrusién de laminas.
Se extrude por un dado de seccioéon variable mas grande que el de pelicula plana
(puede ser un tubo o un cilindro), posteriormente se le lamina por medio de un

tren de rodillos de laminacion.

I. 2. c. Extrusion de cable aislado.
El extrusor alimenta a un cabezal que tiene una entrada por donde se alimenta
el alambre que se quiere recubrir es alimentado. Posteriormente ambos

materjales se encuentran en un dado que termina de formar el cable.



1. 2. d. Extrusioéon de tubos.

El 1liquido se extruye a través de un dado anular, para mantener las
dimensiones adecuadas y la estabilidad del tubo, este se presuriza al salir

del dado o al estar siendo extruido. Se puede dejar presurizado el tiempo que

sea necesario.

I. 2. e. Extrusién de perflles.

Igualmente el liquido se extruye por un dado que alimenta un molde con un
perfil determinado, que es de hecho la pieza final.

I. 2. f. Extrusié6n de recubrimientos.

Exlsten muchos materiales que se protejen medlante una pelicula de polimero
que se debe aplicar sin pegamentos. Las temperaturas que proporciona la
extrusion mas la presencia de recalentadoras hacen ideal la aplicacion de este
proceso. El proceso es igual que el de pelicula delgada solo que antes de
enfriar se aplica sobre la superficie a recubrir (carton, papel o metal).

Posteriormente ambos materiales se enfrian en un tren de rodillos.

1.3. Consideraciones fisicas aplicadas en los procesos de extrusién.

Debido a lo expuesto anteriormente, la fisica involucrada en el proceso de
extrusion es muy compleja, un aspecto de vital importancia para la ingenieria
es el ahorro de energia. Anallzando culdadosamente el proceso de extrusién, la
parte que consume la mayor cantidad de energia es el tornlllo. Como se expuso
anteriormente el objetivo es cambiar de fase un polimero granular a liquldo.
De acuerdo con el balance de energia presentado por Tadmor [2], el cambio de
fase resulta de en un 45% proveniente de la energia térmica aplicada por los
calentadores y el otro 55% lo provoca la friccién generada por el movimiento

del tornillo. Sin embargo, la energia térmica total aplicada es en realidad de



un 55% y la mecanica de un 45%, esto se debe a que las pérdidas de energla
térmica son mayores que las mecanicas. En extrusores pequefios las pérdidas
térmicas son muy elevadas debido a los malos aislamientos que presentan. Estas
consideraciones son muy generales y dependiendo del material usado pueden
invertirse las estimaciones, sin embargo es correcto -afirmar que en promedio
la participacién es 50-50% globalmente.

Al observar la extrusora (del tipo que sea) la zona de interés del presente
trabajo, se encuentra en la regiéon final de la zona de transporte, la zona de
transicién (donde inicia el cambio de fase) y una pequefia parte de la zona de
dosificacion. Esto y lo expuesto en el parrafo anterior lleva a las slguientes
consideraciones.

Primero, la transferencia de calor combinada con disipacién viscosa es la
causa principal del cambio de fase. Los mecanismos de transferencia de calor
involucrados principalmente son la conducclén en primer término, y cuando
aparece la fase liquida desde luego la conveccién ‘incluyendo la disipasion
viscosa.

Segundo, en la zona de interés, se tiene un perfil de temperatura lineal, una
velocidad de sustancia constante y tanto el liquido como el sé6lido no
presentan impurezas. E] espaclo entre el claro del tornillo y el barril es
pequefio y puede aproximarse a una geometria cartesiana. Estas consideracliones
pueden llevar a formular un modelo fisico simplificado.

Dentro de la literatura existen un buen numero de trabajos que plantean
diversos modelos y diversas formas de solucion con cambio de fase, tipificando
con ello el ya conocido problema de Stefan. Entre los trabajos que han tomado
en cuenta el analisis de transferencia de calor, el analisis de Huang (3],
presenta un modelo unidimensional no estacionario en el que la viscosidad es
constante, con gradiente de presién cero. La solucion propuesta es mediante

seme janza aplicando la funcién de Green., Entre los resultados mas relevantes



son que el perfil de temperatura depende fuertemente de los numeros de
Brinkman y Stefan, los esfuerzos cortantes en la capa delgada de liquido son
suficlentemente grandes para modificar la tasa de licuefaccion ain a
velocidades moderadas 'y por encima de un valor de Brinkman critico, la
temperatura en el liquido puede ser mayor que la de pared.

Griffin [4] propone un modelo bidimensional estacionario aplicado en los
extrusores de plastico y lo resuelve mediante el método de balance de energia
integral de Polhausen. Sus resultados se comparan con dos experimentos de
Vermeulen [S5] comparando el espesor del sélido a lo largo del tornille. EI
primer experimento toma en cuenta los efectos viscosos como funcién de la
temperatura y la generaclién viscosa, mientras el segundo da mayor Iimportancia
a las altas temperaturas a través de la pelicula de liquldo, en ambos casos
existe una buena aproximaciéon con los experimentos.

Lo importante en los expérimentos de Vermeulen [S5] y [6] es la delimitacion de
los parametros involucrados tales como el numero de Prandtl y el numero de
Brinkman principalmente, a pesar del pobre desarrollo teérico presentado.
Pearson [7] propone un modelo bldimensional conslderando a la interfase fi ja
en el espacio, esto lleva a suponer que el s6lido se deformara mientras se
licda. Otro aspecto es que si la viscosidad del liquido es lo suficientemente
grande, es posible generar calor por dislipasién viscosa. Se considera un
nimero de Reynolds pequefio que conduce a representar el gradiente de presién
como funcién del esfuerzo viscoso, el resultado importante es que obtiene una
solucién heuristica aplicando varios métodos simples de solucién. El trabajo
de JiJi [8] analiza un modelo unidimensional no estacionario resuelto por
medio de teoria de perturbacién singular. Parte del analisls teérico de este
autor se utiliza como metodologia para el desarrollo del presente trabajo de
tesis, con la salvedad de que no toma en cuenta la variacion de la viscosidad

con la temperatura.



El objetivo del trabajo presente es analizar teodricamente el fenémeno
transitorio con cambio de fase y transferenéia de calor en la pared exterior
del sistema con ayuda de la teoria de perturbacion, incluyendo la influencia
de la disipasion viscosa en el cambio de fase. Como resultados esperados se
encuentra la obtencioén del perfil de temperatura, la relacion de la evolucion

de la interfase y las correspondientes tazas de transferencia de calor en la

pared y la interfase.



CAPITULO II

DEDUCCION DEL MODELO

I11. 1. Formulacién.

Considérese una region finita (ver fig.2) de espesor h, y para todo tiempo t >
0 en la frontera x = 0 se localiza una placa que se mueve a una velocidad
uniforme. La placa ademds esta a una temperatura To uniforme, mayor que la
temperatura de fusion Tm. Dentro de esta regi6én, que se encuentra un sélido a
una temperatura inicial uniforme Ti menor, a la temperatura de fusién Ta.
Desde luego en la realidad el que esta en movimiento es el sbélido, pero se
puede fijar el sistema de referencia lnercial en él. Como resultado del efecto
de la temperatura en la pared se forma liquido, que al estar en contacto con
la pared en movimiento y por ser viscoso produce un esfuerzo cortante. El
bésfuerzo viscoso producido contribuye a facilitar el cambio de fase. La fase
liquida se forma en la regién O<x<X(t). Para facilitar el analisis se supone
lo sigulente:

a) El proceso es unidimensional u=u(x,t), vsv(x,t), T,=Tg(x,t), T;=T;(x,t),
debido a que el espesor h donde ocurre el cambio de fase es muy pequefio
comparado con la longitud horizontal.

b) La viscosidad es funcién de la temperatura segin la forma simplificada de
la ecuacién de Arrhenius uspcexp(b(T;-Ty)), donde uc es la viscosidad del
fluido a T, -Ta ¥ b es una constante que depende del inverso de la diferencia
de temperatura minima necesaria para obtener la fase liquida a partir de la
fase gblida. Citando a Martelll [9], la ecuacién es vidlida para fluidos
Newtonianos de bajo peso molecular y siempre que la diferencia de temperatura

T, -Ts no sea muy grande. En [7]) se presentan correlaciones adiclonales para
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obtener el parametro b y varias expresiones linealizadas para la viscosidad
como funcién de la temperatura.

c) La conductividad térmica y la densidad se suponen constantes en la misma
fase pero diferente entre cada fase. Esto es valido cerca de la interfase
tanto para el sélido como para el liquido, otra razon es que el cambio de fase
ocurre en un tiempo en que las propiedades mencionadas se mantienen
practicamente constantes.

d) El gradiente de presion cn la direccion "y" es cero en primera
aproximacioéon, ya que los esfuerzos normales que se presentan en la interfase

son muy pequefios comparados con los cortantes, que son responsables de

sostener al solido, ademas por ser unidimensional la presion no es funcién de
"yt

e) La fuerza de flotacién debida al gradiente de temperatura comparada con los
esfuerzos cortantes es despreciable.

Utilizando la aproximacién de la capa limite nimero de Reynolds pequefio,
consecuentemente las ecuaciones que gobiernan el fendémeno son las sigulentes:

LIQUIDO

Ecuacién de continuidad

- 1=0 (1.1

Las ecuaciones de cantidad de movimiento, en las direcriones x e y

respectivamente son:

duf__3dp
ot ax

| (11.2)
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P 2 Vie u}g Vil = 21 Y (11.3)
at ax ax| ax

Ecuacién de la energia

2 2
p Cpl QTI + UQTI = klg Zl + 8 Yy (I1.4)
: at ax ax ax
PARA EL SOLIDO
paCpe T2 = k2 10 (11.5)
at ax

INTERFAZ
Aqui se aplica un balance de energia en la interfaz (ver apéndice A)

obtenléndose la sigulente ecuacién:

KaTe _ 2T L, ax()

ax ax dt

(IT.6)

Donde u; y v, son las velocidades del liquido en la direccién "y" y x
respectivamente, u es la viscosidad del llquldg definida en el inciso b)
anterior. La densidad, el calor especifico a presién constante y la
conductividad térmica de ambas fases estdn expresadas por p, Cp y k
respectivamente, distinguléndose con los subindices 1 para el liquido y s para

el s6lido en todos los casos. La entalpia de licuefaccién se expresa por La,

11



la temperatura se expresa por T, el tlempo por t y la posicion de la Interfaz

es X(t).

II. 1. Condiclones iniclal y de contorno.

Por simplicidad se hacen las sigulentes conslideraciones

en

t =0: ' (11.7)

En el tiempo cero la temperatura inicial es la temperatura del sé6lido, y como

aun no existe la fase liquida, el espesor de la Interfaz X(t) es igual a cero.

Ty =To
x=0;t>0: (11.8)
V=V0

En x = 0 y para el tiempo mayor que cero se presenta la fase liquida cuya

temperatura es lgual a la temperatura uniforme To y la velocidad Vo es la

velocidad de la pared.
x=h;t>0:{§T5=0 (11.9)
ax

En x = h y para todo tiempo mayor que cero el flujo de calor es cero. Se

considera aislada la secclén que esta en contacto con el tornillo.

12



x = X(t) : { v=0,T=Tg (I1.10)

En la interfaz la velocidad en la direcciéon "y" es cero y la temperatura del

liquido corresponde a la de fusion.
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CAPITULO III

ADIMENSIONALIZACION

111. 1. Adimensionalizacion.
La adimensionalizacion es un técnica que se utiliza ampliamente en la mecanica
de fluidos y en la transferencia de calor. Consiste en cambiar las varlables
originales a unas variables sin dimensién fisica o sea adimensionales. Las
variables adimensionales cambian con el problema en estudio. Las ecuacliones
adimensionales generalmente permanecen normalizadas, lo que facilita su manejo
ademds el proceso lleva a la obtencion de parametros adimensionales. Estos
parametros colapsan varias propiedades de las sustancias permitiendo que, con
pocos, valores se consideren una infinidad de varliaciones en los valores de
estas propiedades. Para el caso de las ecuaciones (II1.1-10), las variables

adimensionales son:

Ti-Tm ) x=X(t) vy

$ =—— : 6 = Tm Tl]k_l ;€= ;v s —

TR, TRs )KI h=-X(t) Vo
t X(t) X u)
T=s— ;o= — n=—— ; us—
trR h X(t) Vo

Donde TR; es una temperatura de referencia en el liquido que para este caso
particular es TRy = To-Tm, la diferencia entre la temperatura To del liquido
en la pared y Tm la temperatura de fusién del sélido. Para la temperatura de

referencia del s6lido Tk es la diferencia Tm-Ti, donde Tm €s la temperatura de

14



fusion del solido y Ti es la temperatura inicial del s6lido menor pero cercana
a la temperatura de fusioén.

La velocidad Vo es la velocidad de la placa que es constante en el tiempo; el
tiempo de referencia trR se obtendra del proceso de adimensionalizaclon. Las ¢
y 0 son las temperaturas adimensionales del liquido y s6lido respectivamente,
h es el espesor de la sustancla a fundirse y B es el coeficiente viscoso de

temperatura normalizado definido por A=b(To~Tm) n es la distancia

adimensional en el liquido.
Por otro lado de la ecuacion de continuidad (II. 1) la velocidad u es funcién
unicamente del tiempo. Al aplicar un balance de masa en la interfase (ver

apéndice A) y considerando por simplicidad que las densidades son iguales para

ambas fases, se tiene que:

Vodoe

u
o

ul=-(ps/pl-1) (I11.1)

tr drt

Al aplicar la regla de la cadena en cada una de las ecuaciones y en cada

término. se tiene finalmente para la ecuacién de cantidad de movimiento:

2
Do feev_deavl B sf-sesv
. (I111.2)
tRal{ dt dtr dn (p|a‘) on n .

donde Pr = “°/(p1a|) es el numero de Prandtl, que mide la competencia entre la
difusién viscosa y la difusién térmica de la sustancia y ¢ es la evolucién de
la interfase. El parametro 3 es la relacién entre el calor que se le puede
suministrar al liquido entre el calor minimo necesario para que exista la fase
liquida.

Similarmente para la ecuacién de la energia:
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aih® 2 2
—— 0.2‘2 ¢ _ mg cde | 0 ¢ + Br‘e—’“ awv (111.3)
tr at dt fn Gnd i ’

Donde Br es el nUmero de Brinkman definido mas adelante.

La ecuacion de la interfase adimensionalizada es:

2

P o ¢ oc(1-0)h _g o

ol il (111.4)
d€ on | ., eartr dr '

£=0 n=1
donde

Ke (Tm=T1)

y » ——— (111.5)
ki1 (To-Tm)

es un parametro que mide la relacion de energia disipada por cada fase, y el
tiempo de referencia tr se obtiene como sigue. Los términos de la lzquicrda on
(111.3) son de orden la unidad , asi como el segundo término de l}a derecha,
por lo tanto para que la ccuacion quede balanceada todos los términos deben
ser del mismo orden, esto conduce a que tR = hd/na|.

Del proceso de adimensionallzaclién se obtienen los parametros de perturbacion
Br y ¢ que son los numeros de Brinkmian y Stetan detinldos como:

2

Vo vo
BrsEcPrs———m—— (111.06)
Cp; Tm a
Numero de Stefan = ¢ = Cp; (To=-Tm}/Lm (rerr)
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Donde el numero de Brinkman Br fisicamente representa el cocliente del calor
disipado por el efecto viscoso al calor por conduccién. El numero de Stefan es
la relacién del calor sensible entre la entalpla de licuefaccion de la
sustancla.

Al sustituir el tiempo de referencia tr en las ecuaciones (111.1-4) se tlene:

2 cal

e _Ja-022° - 1-e)0-08°2° (111.8)

ag? o at dr  3€

e {22V - nﬁg cavi. Pr 2 e—B $av (111.9)

at dr 87 an an '

28 ¢ de 8¢ a%e -g¢ |a v|?

€40 - " - no- = == + Bre - (II1.10)
a8t dr 8n an an

(I1T.11)

Las condiciones iniclial y de contorno se transforman en:

1t=0 :6=1,v=0,0= 0 (IT11.12)
ns=0 1 v =1 , 9 =1 (II1.13)
n=1 ; ve0 , ¢= 0O (I111.14)
E=0 : 6=0 (I11.15)
E=1 : 6= (I11.16)

El sistema de ecuacliones (III.8-11) sujeto a las condiciones (IIl.12-16)

constituye un problema altamente no lineal debido principalmente a la
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evoluciéon de la interfase ¢ y por otro lado al efecto de la viscoslidad como
funcién de la temperatura. Este ultimo acopla fuertemente las ecuaciones de
cantidad de movimiento y la de la energia, ademas de pravocar no linealidades
en la temperatura y en la velocidad. El problema es ademds no estacionario y
aunado a lo anterior, hace que la solucioén analitica directa sea complicada.En
virtud de 1lo anterior el objetivo del trabajo es obtener una solucién

analitica mediante técnicas asintéticas.
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CAPITULO IV
IV. ANALISIS DE PERTURBACION, SOLUCION Y ACOPLAMIENTO.
IV. 1. INTRODUCCION

Las técnicas de perturbaciones consisten en obtener la solucién de un sistema
de ecuaclones diferenciales por medio de una serlg en potencias de uno o
varios parametros pequefios y relevantes en la fisica de las ecuaciones. Para
el caso particular de las ecuaciones (I11.14-22) se distinguen como tales el
numero de Stefan y el numero de Brinkman. Al aplicar los métodos de
berturbacién en el sistema de ecuaciones, se esperaria que simplificara las
ecuaciones de alguna forma, como por ejemplo elimlnar términos no lineales o
no estacionarios entre otros. Un problema singular se presenta cuando al
aplicar el analisis de perturbacién, quedan eliminadas las derivadas de mayor
orden o las derivadas temporales obligando en el primer caso a perder una
condicién de frontera o en el segundo caso la condicién inicial. Por lo tanto
un problema es singular en el espacio si se pierde alguna condicion de
frontera y es singular en el tiempo si se plerde la condlcién inicial, que es
el caso del presente traba jo.

Los parametros de perturbacién escogidos € y Br, son pequefios. El numero de
Stefan es la relacién entre el entalpia sensible y la de fusion. En este caso
el numero de Stefan es pequefio (alrededor de 0.1), de acuerdo con Ozisik [11],
por que el calor sensible es muy pequefio en comparacién con el calor latente
necesario para licuar el material. Al aplicar el método de perturbacién en ¢
la derivada temporal desaparece, siendo la ecuacién slngular en el tiempo.
Esta singularidad qulere decir que existen dos escalas de tiempo, una de ellas

es el tiempo fisico representado en las ecuaciones por t, conociéndose esto
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como zona externa del problema. La otra escala es un tiempo que fisicamente es

muy breve en comparacién con t.

Esta nueva escala de tliempo es del orden de Stefan en virtud de que en esa
escala se puede retener el transitorio. La nueva escala de tiempo es t = g9,
que se conoce como zonha interna y que requiere una nuevé expansioén en serijes
de potenclas ahora como funcién de la nueva escala de tiempo 9.

Por otro lado el numero de Brinkman es pequefio en el caso de tener
calentamiento externo, como se ha planteado en este trabajo, el calor
producido por disipasién viscosa es menor que el producido por conduccién. Los
valores usados en [5] suelen ser convencionales y caen en el rango de

10%<Br<2.5. Por ejemplo para el polietileno de baja densidad usado en [4] se

tiene el siguiente ejemplo:

Vo=0.2 g ;o= 4770 23 . p =800 kg/m’ ; a, = 0.03125 ' /s ;
(To-Ta )=43 K y Cp; = 0.8 KJ/kgK

Al sustitulr en el numero de Brinkman se tiene que:

volu
Br = ———— = 0.221
P1Cpy (To-Ta )

El procedimiento a seguir es resolver por separado tanto la zona interna como
la externa, para después acoplar ambas soluclones mediante lo que se conoce en
teoria de perturbacién como acoplamiento asintético.

IV. 2. PLANTEAMIENTO DE LA SERIE DE PERTURBACION (ZONA EXTERNA)

Para las varliables involucradas en la zona externa se plantean las sigulentes



expansiones:

Temperatura en el liquido:

$ =600 + %00, *+Brigyy + £ 9y2) (Iv.1)

Temperatura en el sélido:

0 = 8gg + 81/2901 + Br(eyy + 1!3/2 0y2) (Iv.2)
Desarrollo de la interfaz:
o = 0gp *+ CUZO‘og + Br(oyy + 1(.‘/2 oy2) (IV.3)
Velocldad:
[
|
l
vV = vgo + é/zvo, + Br(vyy + Y2 via) (IV.4)

Al sustituir las ecuacliones anteriores en las ecuaciones originales (ver cap
111.14-22), y al retener términos de iguales potencias de Br y € se tiene para

el orden cero.

Para la ecuaciéon de la energia en el liquido:

an° (IV.5)

De la misma forma para la ecuacion de velocidad:
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Bro y co:
8 [eP508 Vool = 0 (IV.6)
an an

La ecuacién de la energia en el sélido es:

Br’ y e’

3° (IV.7)
En la interfaz:

Br’ y e

‘7“009 80 ~(1-¢_12 %00 = (o 99 %0 (1v.8)
€ E n n=1 dr

00 00
8

A las condiclones de contorno e inicial se les debe aplicar una expansién como
a las ecuaclones y para que estas sean congruentes el primer término es el que
lleva la condicién de contorno planteada y los términos subsecuentes son cero
asi:
Para la condicién inicial se tiene:

0(€,0)=1+0 ; v(£,0)=0 ; ¢(0)=0 (Iv.9)
Para las condiciones de contorno en el sélido:

8(0,t)=0 ; a(1,1)=1 (Iv.10)
En el liquido se tiene:

¢(0,1)=1 ; v(0,T)=1 (Iv.11)

¢(1,7)=0 ; v(l,7)=0 (IV.12)
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0 1 172 1/
Los ordenes superiores para € y Br, € y Br’'", ¢ y Br ¢ se encuentran en

el apéndice B.

IV. 3. PLANTEAMIENTO DE LA SERIE DE PERTURBACION (ZONA INTERNA)

Dado que ¢ = t/c, se proponen las sigulentes expansiones:

Temperatura en el liquido:

¢ =¢'00 + Cl/2¢'01 + Br(¢'yy + 1(?/2 ¢'12) (IvV.13)

Temperatura en el s6lido:

8" =8'gp + €200y +Bri(8,, +£20,,). (IV.14)

Desarrollo de la interfaz:

o' =0'g0 *+ 61/20"01 + Br(c'y;, + ‘!‘.‘/2 c'y2) (IvV.15)
Velocidad:
v' = v'go *+ élav'o‘ + Br(v';; + ¥ via) (IV.16)

al llevar estas a las ecuacliones (IIl.14-22) se tiene para la ecuacién de la

energia en el liquido:

Br° y e

a%e 28 ¢ de' 3¢

=00 = O = T 00m Mot =T 00m T 00y g
an a0 deo an ’

De 1a misma forma en la ecuacién de la velocidad en el liquido:
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Br° y co:

» 1 1 » »
8 e_B0 oog Vool = — c’oozg Y 00 -no'oo §e
an an Pr 89 do

En la ecuacién del s6lido

Br’® y e’

2 a

ag> s ao do

’ 2 ’ ’ ’
g oom ! [—[1-0' ] a8 00~-(1~€)(1-0’ )‘-i 7 00 ge 00
00 00

De la misma forma para la interfaz

Bro y e

a
q—

= o0 =0
de

3 v

01 00

on

(Iv.18)

(IV.19)

(1v.20)

En la zona Interna se rugen las mismas condiciones que para la zona externa.

Para la condicién inicial se tiene:
6' (£,0)=1+0 ; v’ (€,0)=0 ; ¢’ (0)=0

Para las condiclones de contorno en el sé6lido:
0'(0,t)=0 ; 6'(1,1)=1

En el liquido se tiene:
¢' (0,T)=1 ; v'(0,1)=1

¢ (1, 7t)=0 ; v'(1,7)=0
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(1v.22)

(Iv.23)

(1v.24)

Los ordenes superiores para co y Br', c' y Brllz. c' y Br'/2

se encuentran en



el

Para la zona externa se Integran las ecuaciones (IV.5-8) y las ecuaclones que

representan los ordenes superiores (ver Apéndice B) sujetas a las condiciones

apéndice B.

IV. 4. SOLUCION DE LAS ECUACIONES.

(Iv.9-12), por lo que se obtiene:

De

$00 =1 -1
¢$01 =0
6pgo =0
6oy =0

oo = (2(C1+1’))V2

ooy =0
1_e'B¢oo
Voo =7
1-¢f
eP(1-e7M8) n
N = +
(1-%)2 1-ef
B 1
o =- ('t/Z)“2 m—— g —
1 8.2 -
(1-€") 1-e

la misma forma, al resolver para la zona:

c'op =0

oo =(20)"% = (21/e)"?
o'y =0

¢00=1-n
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(IV.25)
(1V.26)
(1v.27)
(1v.28)
(1v.29)

(IV.30)

(Iv.31)

(IV.32)

(IV.33)

(Iv.34)
(IV.35)
(1v.36)

(Iv.37)



$'01 =0 (Iv.38)

l_e-BO'oo
vigo= —
1-oP (IV.39)
eB(l-e_nB) n
11" + (IV.40)
(l-eB)2 l-eB

asT

a £

o 2
9(')0 -Z ——sen(j+.5)n€|exp -[(J+.5)n]2
7o (j+.5)n

(1V.41)
1V. 5. ACOPLAMIENTO ASINTOTICO

Una vez obtenidas las solucliones de la zonas interna y externa por si solas,
es indispensable llevar a cabo el acoplamiento asintético. La teoria del
acoplamiento asintético postula que el Intervalo donde existe el problema se
divide a su vez en varios intervalos de traslape. Después en cada subintervalo
se usa la teoria de perturbacién para hacer la aproximacion asintética a la
solucién de la ecuacién diferencial valida en el intervalo. Finalmente para
realizar el acoplamiento se requiere que las aproximacliones asintéticas tengan
la misma forma funcional en el traslape de cada par de {intervalos. Esto
resulta en una secuencia de aproximaciones asintéticas a la soluclién; cada
construccién satisface las condiciones de contorno a varios puntos del
intervalo. Asi el resultado final es una apoximacién al problema valido en
todo el intervalo. Como ya se destableci6é previamente la singularidad en el

tiempo obliga a plantear el esquema de zona interna y externa y a perder la
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condicion inicial, lo que conduce a que existen constantes indeterminadas para
cada intervalo. Estas constantes se llaman constantes de acoplamiento y se
obtienen al acoplar las soluclones. De tal suerte que la solucién global del
problema puede constuirse mediante la siguiente expresién para cualquier
variable fisica involucrada:
Sol = Solext + Solint - Acopl

De forma general el acoplamiento asintotico es una regién comin tanto a la
zona interna como a la externa. Para la evolucién de la interfase se suman las
ecuaciones (IV.29, 30, 33, 34, 35 y 36) y para obtener la constante C; se
evaluan los limites cuando 9+w y T+0 obteniéndose la siguiente solucién

global:

-+ | + (289)1/2 -

c = (Z(Ch\t)u2 - Br[I

172 B 1
2

(l-eB)2 l—eB

- (20)'72 (IV.42)

donde para acoplar se debe cumplir que Ci = O, obtaniéndose finalmente:

Br B 1
cq=(r)“"[»/ 2 - [— +— ” (IV.43)
B

172
27 \(1-ef)?  g-e

En el andlisis presentado por Huang [3], se propone una variable de semejanza
que le llama parémetro de licuefaccién definido como:

X{t)
A —— (1vV.43a)

V/E;l T
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Con el fin de comparar con este autor el porametro de licuefaccién, una vez

obtenida la evolucién de la interfase es posible obtener a:

172

£ 9 1/2 Br B 1
. T [/—2_ [ _“ (1v.40
1/2 8
1-e

vV 2 (l-eB)'2

Este parametro revela la influencia de Br en la evolucién de la interfase.

Asi como para ¢, se acopla ¢; obteniéndose el perfil de temperatura:

B

e -n8 1

bt - Br[ [l-e ]+ ] (IV.45)
(1-ef)2 1-e8

y el numero de Nusselt en la pared y en la interfase resulta:

B
Be 1
N“o‘lg”] -1{- 1+ Br[-——+—]} (1V.47)
abd" n=0 % (1-ef)2  1-ef
B 1
Nu, = 1d q,] - 1{_ 1+ Br[_ . — ]} (1v.48)
chn n=1 cq (I-eB)Z 1_e3

El tiempo en el que el sélido se licua totalmente, o sea cuando o4=1, se

conoce como tiempo critico y se define por:
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2

8 ! (8 1
4 - ¢Br|—— + + Bre|——
(1-e7)2  1-¢f (1-ef)%  1-eR

(Iv.48)

Terit™®

La relacién entre la tasa de transferencia de. calor que se tansfiere
considerando el efectob de disipasioén viscosa entre el calor que se transflere

sin considerar los efectos de disipasién viscosa es:

BeB 1
1 - Br|=——— +
(l-eB)2 l—eB

c (IV.49)

B 1
1 - Br|=———— ¢
(l-eB)2 l—eB

relacién que se genera a partir del coclente de los nimeros de Nusselt.
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CAPITULO V
V. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

V. 1. Resultados

Como exposicién de los resultados se tlenen las sigueintes graficas que
simplifican el analisis de resultados:

La ecuacién (IV.68) queda representada por las figs. 3, 4 y 5. En estas se
tomaron valores de B=0.00175, 0.35 y 1.505 para todo m, con Br=0.5 y Br=2,
para cada grafica, los cuales resultan ser valores normalmente convenclonales
[4], sin embargo, hay que aclarar que el valor de Br=2, excede el presente
analisis de perturbacién ya que Br debe. ser pequefio. El valor de B=1.505 es
otro valor tipico en la literatura [4].

La fig. 3 muestra el perfil de temperatura para B=0.00175, en la grafica se
puede apreciar que cuando la dislipasiéon viscosa es considerable (Br=2) la
transferencia de calor es mayor que si ésta no es muy considerable (Br=0.5).
lLas figs. 4 y S muestran una vez mas el perfil de temperatura para valores de
f=0.35 y B=1.505 respectivamente, observandose el efecto de disipasion viscosa
disminuido en Br=2 con respecto a la fig. 3. El incremento en B disminuye en
magnitud los valores de la temperatura, este incremento en B tiende a que el
perfil de temperatura presente una solucién unica, asi debido a que la
correcciéon que representa Br se ve disminuida por la presencia de B. Esto solo
se puede comprobar con las graficas subsecuentes.

La fig. Sa es una comparacién directa con el autor [4], en donde se puede
apreciar la diferencia en magnitud de los perfiles de temperatura,
desgracliadamente no existen otros trabajos para comparar. En el caso de este
trabajo los perfiles tienen la misma forma pero la magnitud es menor.

l.a fig. 6 representa la evolucién de la interfaz para los mismos valores de B8

que en las figuras anteriores pero para Br=0, 0.01 y 0.5. El valor de Br=0
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* fisicamente representa la ausencla de efectos viscosos y en la literatura
coincide con la grafica presentada por Jiji[8]. De esta figura se puede notar
que mientras mayor sea Br, el tiempo de colapso del s6lido es menor, indicando
que la disipasién viscosa es muy importante en el cambio de fase. Al aumentar
B en las figs. 7 y 8 se puede ver que el tlempo de colapso aumenta
sensiblemente con B, por lo tanto el incremento en B perjudicial ya que la
disipasién viscosa es suficiente para camblar de fase. Como en las figuras
anteriores al aumentar B los efectos producidos por Br se anulan produciendo
una solucién unica.

La fig. 9, corresponde a la ecuacién (IV.69), en este caso se puede ver que el
Numero de Nusselt cerca de la placa al iniciar el proceso (a tiempos cercanos
é cero), tiene un valor tendiente a infinito, pero al avanzar el tiempo cae
bruscamente hasta un valor constante. En esta grafica se tomaron valores
pequefios de Br, desde 0.5 hasta 0.01, que es el valor minimo del experimento
de Vermeulen [5], y que para el caso del presente analisis se considera un
valor muy pequefio como se puede apreciar en la flg. 19. Para Brinkman pequefios
el Nusselt es ligeramente mayor .y as{ sucesivamente, estos valores han sido
graficados hasta el tiempo t en donde ocurre el colapso del sdlido.

Las figs. 9, 10 y 11 se han graflicado considerando valores de B8=0.00175, 0.35
y 1.505 respectivamente. La diferencla notable es que a pesar de tender a un
valor semejante, el incremento en B colapsa claramente las graficas en una
sola. Esto es porque al aparecer mayor cantidad de liquido el movimiento es
mayor consecuentemente la viscosidad tiende a un valor unico sin importar 8 y
Br.

La fig. 12 es la representacion grafica de {a ecuacion (IV.70) que corresponde
al Nusselt en la interfaz. Aqui{ se puede ver un efecto inverso del que ocurre
en la placa. Ahora el Nusselt es ligeramente mayor para un Br menor

(comparandose Br=0.01 y 0.5} y esto se debe a que la razon de camblo de la
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transferencia de calor cerca de la interfase es menor para Br pequefios debido
a que los efectos de disipasién viscosa son menores en la interfaz que los que
existen cerca de la placa en movimiento.

En las figs. 12, 13 y 14 se puede ver que la tendencia al mismo valor unico
que en las flguras anteriores es mas lenta, pero para cualquier Br es lgual.
Sélamente se Incluyen dos valores de Br porque no se pueden aprecliar otros
valores y esto ocasiona una débil dependencia en B.

La fig. 15 es la representacion de la ecuaclon (IV.71), que es un parametro de
licuefaccién A presentado por Huang[3] para el valor de €=] y para los tres
valores de B ya estudiados. Como puede verse, al Iincrementarse Br se
incrementa A debido a que la transferencla de calor produclida por los efectos
viscosos es mayor, demostrando el impacto del Iincremento que tiene la
disipasién viscosa en el camblo de fase. También es de notarse que a mayor B
menor es la tasa de camblo de fase.

La fig. 16 es una comparacion directa del parametro A con el de Huangl3] que
en un intervalo muy pequefio de Br coincide en pendiente mas no en valor. Se
puede observar que para el valor‘de Br=0 exlste un valor de A, esto se debe a
que existe un calentamiento externo en la pared a una temperatura mayor que
Ta, la diferencia en los valores de A se deben a que [3] considera una region
infinita en donde ademas la temperatura se congidera uniforme en toda esta
region. Este analisis en cambio considera una cavidad finita y adiabatica.

la fig. 17 representa la ecuacién (IV.73) que se generd para poder observar la
competencia entre Br y 8, esta ecuacion es la relacion del calor generado por
los efectos viscosos entre el calor sin consliderar los efectos viscosos. Los
valores escogidos son Br=0.001, 0.01 y 0.1. Se debe aclarar que B8=0 es un
valor singular que dentro de las ecuacliones no puede apllcarse porque causa
indeterminacién. Se puede apreciar la fisica del problema considerando que, si

Br es grande la relacién € disminuye para el mismo valor de 8, al aumentar el
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calentamiento externo, o sea, B los efectos de generacién viscosa desaparecen
tendiendo al valor de &{=1 que repreéenta la ausencia de Jlos efectos de
disipasion viscosa.

La fig. 18 es la correspondiente a la ecuacién (IV.72), esto es el tiempo
critico (cuando todo el sé6lido cambla de fase) graficado contra B para
Br=0.01, 0.5 y 2. Lo primero que se ve es que eltiempo critico disminuye
notablemente para Br grandes, esto reitera lo mencionado con anterioridad, que
la disipasién viscosa ayuda a la licuefaccién y que al incrementarse B
(calentamiento externo) el tiempo critico aumenta,

La fig. 19 es un complemento de la anterior para valores muy pequefios de
Br=0.01, 0.05 y 0.25. Esta fligura muestra el mismo comportamiento de la figura
anterior aun para estos valores de Br se sigue observando la influencia de la
disipasién viscosa en la forma de las graficas, aun a pesar de que el valor de

Br es muy pequefia.

V. 2. Conclusiones

El método de solucion empleado en el presente trabajo proporciona un esquema
diferente del que tradicionalmente se presenta en la literatura (3] y [4];
esto es, la teoria de perturbacién es otro punto de vista que permite obtener
una solucién analitica. Ademas comb el problema fisico lo demanda, es
necesario reconocer al modelo matematico como un problema de perturbacién
singular. Esto permite separar al problema en una 2zona interna y una 2zona
externa para las ecuaclones en el tiempo, permitiendo estudiar las
caracteristicas de cada régimen y posteriormente acoplarlo por el método de
acoplamiento asintético. Desde luego al iniclar el anadlisis global no se
conoce a priori el parametro de perturbacién necesario, en el caso del

presente trabajo se tienen 6 y son: 9, €, Br, 8, Pr y «)/ag, que cualesquiera
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de ellos podria ser el parametro de perturbaciéon indispensable. En
concordancia con la literatura [3], [4], [5] y [8], se escogleron el € y el Br
como parametros de perturbacién en virtud de que estos influyen en los
aspectos fisicos mas reelevantes del problema; el € para los problemas de
cambio de fase y el Br para problemas de transferencia de calor con disipasién
viscosa.

Otro poblema muy comin en los analisis de perturbacién es conocer la forma de
los exponentes de los parametros de perturbacién, que requiere de un andlisis
mas profundo. Por ejemplo, en [8] se puede ver la forma de la serie empleada
para el ¢ y que es la empleada en este trabajo. Los primeros términos del
andlisis de perturbacién revelan aspectos importantes de la solucién y los
términos subsecuentes en potencias de € y Br son correcciones de pequefia
magnitud comparadas con los términos principales.

El método tiene limitantes como cualquier otra expresién matematica que se
utilice como representacién de un fenémeno fisico, sin embargo las siguientes
conclusiones exponen la bondad del métod6 asi como sus limitaciones.

La primera conclusién que se observa es que si el efecto de calentamiento por
disipasién viscosa es grande (Br grandes) la liouefacclén requiere de menor
energia por calentamiento externo (8 grandes) y la presencia de esta es
perjudicial. Y se puede observar en la disminuci6on del tiempo de licuefacciédn
figs. 6, 7, 8, 18 y 19. Sin embargo en los casos en los que no se puedan
obtener Br grandes, debido a limitaciones mecdnicas y de espacio, se
recomienda la aplicacién de un B considerable.

La presencia de la disipasién viscosa obliga a refutar la hipétesis de los
criterios de disefio convencionales en las extrusoras que suponen un perfil de
temperatura lineal, lo cual se puede ver claramente las figuras 3, 4 y 5.

Los Nusselt calculados, estédn asoclados al flujo de calor global siempre y

cuando se considere la misma regién, el mismo material a extruir, la misma
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diferencia de temperatura entre el so6lido y la placa y el mismo coeficlente
convectivo. La particularidad de calcularlos tanto en la interfase como en la
placa y que estos tiendan al mismo valor corrobora la hipttesis de que el
flujo de calor es el mismo a lo largo del material, teniéndose para tiempos
largos valores de los Nusselt promedio.

Cuando B es grande provoca la inmediata aparicién de una pequefia capa de
liquido y consecuentemente existe mayor movilidad de las particulas, esto
requiere de un mayor flujo de calor ya que el tiempo de residencia de las
particulas es menor, por lo tanto el tiempo necesario para licuar es mayor.
Ademas la friccién con la placa y el resto del aparato disminuye, reduciendo
el efecto de generacion de calor por disipasioéon viscosa.

El andlisis de perturbacién permite observar los efectos principales y las
correciones a estos. En el caso de las correcciones de Br se puede ver que
estos términos llevan consigo los efectos viscosos y que como se vié para Br=0
estas soluciones recuperaban la forma lineal de las soluclones de la ecuacié6n
de Laplace.

En el caso del estado no estacionario el parametro de ¢ reveld la singularidad
inherente del problema que existe en el tiempo. El esquema de las zona externa
e interna revelan el comportamiento real del procesé. en donde existe un
tiempo muy breve en el que ocurren fenomenos casl imperceptibles que tienen

consecuencias importantes en el resto del proceso.
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APENDICE A

Balance de masa en la interfase, necesario para obtener la velocidad u, .

Sea el siguiente balance de masa en la interfase para una area A:

9

prdv + |p(ven)dA.= 0 (A.1)
at

ve 8cC

donde la integral del volumen de control corresponde uUnicamente al liquido:

g[pldv - p A K) (A.2)
ot dt
vc
y la integral de la superficie de control es:
p{ven)dA = p.(1 X(t), P1uy (A.3)
dt
8c
Finalmente al igualar y despejar u,
u = (1-pg /py L XV (A.4)
dt
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APENDICE B

Expansiones asint6ticas correspondientes a los ordenes Bro. c“z. Br'. e’ y
Br! y cx/z‘ Sean las sigulentes ecuaciones diferenciales para la zona externa
e interna.

Ecuacion de la energia en el liquido:

Br° yc“z
2
@¢or . (B.1)
2
an
Br' y e
2 2
! 311 v e P02 Vool =0
an an (B.2)
Br! y eV/?
3°%¢ 8¢ lav |? Be lav av
-212+B¢0‘e oo|- oo + 2e " Yoo|- "o0- 01| = 0O
an n an on
(B.3)
Ecuacién de la cantidad de movimiento en el liquido
Br0 y 81/2:
g e—B¢oo g Yor - ¢b:§ You|} = 0 (B.4)
an an an '
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8 e-“oo 8 Yir - M“Q Voolb = 0 (B.S)
an an an

& 1eP0[p%s o 2 Voo - B¢“§ Vor + ¢‘2'-3 Yoo + V42 .
n an an an an

v
- B¢, n ||,
mBn ]} 0 (B.6)

Bro y Ca/z

2

o€

Bl‘1 y CO:

2 (B.8)
8 gn =0

o€

Br‘ y cwz

2 (B.9)
8 gn =0

o€
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Ecuaclién de la interfaz:

2.d e d
= (ooo'coo )= "o1 + (1 000)601- 00
dt dt

Brl y co:

4 00°§ 911 + cllg 0oo - (1-000)9 ¢11 - cllé ¢oo
8€ 8€ €=0 an an n=1

= (¢ -6 2)9 011 + (1~ o d 0 -¢ ¢ ¢ %50 (B.11)
00 11

dt dt oo lldt
Bl‘l y C“z:

3e 3 e e 3 e
-y 001- 11 + 0‘00" 12 + 0‘12' 00 + 0‘11' 01 -
3€ 3€ 8€ € £=0

om an a
= (¢ -0 2)g T2+ (1-c_)o. - 11 -0c_ 0 d 11 +
00 00 00 11 00 01
dt dt d
do c
Co¥yp 00 * O 0 =00 +e o ="01-0 0 = 00
dt d dvt dr
+ (-c_ e, 4% + (101, 2 %00 (B.12)
00 11 00 12
dt dr
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Para la zona externa se tiene la ecuaclon de la energia en el

Broy ellz
2 ” 1]

» il a L] )
a¢ 01 = 20’000'01Q ¢ 00 + 0‘002— ¢ 01 -9 V’oo do oog ¢ 00
an° 89 39 o an
+ do o1 de oo| + 0’019'6 00 g 00 (B.13)

do an do an
Br vy co:

2 ) ) ] 2 » »
8 g 1+ e P00l Vo e 20’000' 89 00 + o'oo- ¢ -
on an a9 39
-n ¢'00 do 11- ¢ 00 + d 00 24 11| + 0'11- 7 o0 3¢ 00
do an do an do an
(B.14)
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Bro ye

2 » » ’ 3 . 1 2

q - ‘

< g 12 + e P 00l122 Vool V| - B, <V =

Jdn an an an

= 20'00 ’1 3¢ 00 + 20' o' - ¢ 00 + 2¢' Oc'llg ¢ 01 +

250 89 a0

+ ¢'002§ ¢ 12 + 20'010'00- ¢ 11 -0 a’oog d 11g ¢ 01 +
a9 89 do an
rd o' ¢’ d ¢ 3¢ d o' J ¢

+ ¢’01 = 11= 7 00 + = 00 = 7 11| + 0’12 = 00 - " 11
de an de an do an
4

* 0'00 do ooQ ¢ 12 + de 01 3¢ 11 + do 1a§ ¢ oo| +
do an do an do an

el 27002 $o1 + & 7oy & o (B.15)
(do  8n do an o

La ecuacién de cantidad de movimiento en el liquido:

Bro y RYZ
8 -Be’ ' a v’ ! av’
- Jde col~- ox—¢'01- ool p = — 20’00 ’ox_ 00 +
dmn an an Pr 39

, 28 v’ , d o' v' d ¢’ av'

o' o T 01 Mo’ 1= T o1 = T o00+ =" o00- o014
as d9 an do n
+c'oogcoogvoo (B.16)

do an
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, 8v , de
+0' = 11 -mNe = 00=- 11+ =" 11 - oof+

(B.16)

8 e'8¢ oo|¢’ gv 00-B¢’ gv 01-f¢’ 2 11+ gv 00+
12 11 o1,
an an 8

00
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Ecuacion de la energia en el so6li

do:

80 y e172
2., « , 2 . .
8 g o1= = ~2[1-¢'00]Q 8 oo+[1—a'°0] a8 01-(1-€) (1-0'00)'
o€ as av a9
s|d &’ ' do' ’ , do 38
00 = 701+ =" 01 - "o00|-0¢' =" 00" " 00
do 9€ do 8€ do 3€
(B.18)
Br vy co:
2., o , 2. .,
g g 1= =! ~2[1-c'00 26'119 8 oo+[1—o'oo] g6 1-(1-g)*
9€ as a9 a%
. (l-o’oo) do 00 - 11 + (1-0'00)— 11 36 oo| +
do A€ do 9€
+ (-’ = T 00 2900 (B.19)
do 8€
Br' y RYE
a%e’ 2 : 0’ 8@
* 3 12= -- [l-c’oo] -2 6'1 - 00+ 0’ - ot|+ - 12
o€ as 39 ' 50 39
-—20-1 o Q 9. 11 ’
01" 00, -Zo"mo-'1 - o1 -(1-€) * (1-0'o ) *
o9
ojd 0 12 g6 00 + de 11 - 8 o1+ do 00 - 6 12+ do oxg 8 11+
do 8€ do 3€ do 9€ do o€
+(1-0'11) deo oog 8 o1+ de oxg o 00 -0'12 do ooé 6 00 -
do  8€ do  9€ d®  B8€
-0'0 de 0o~ 11+ d 11§ 6 00 (B. 20)
' lde ae do o€
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l.a eucacion de la interfaz es:

0

Bro y RYER

o’oog T 00 - 20'000’019 T 00 + (0'00— c'r’mz)(—i T o =0
do dv do

(B.21)

En este caso la ecuaclon no ofrece soluclén para 0'01, entonces se busca en el
1
siguiente término de la expansiéon para €', esto es:

Br° y et

01 (B.22)

Br' vy e’
0'0’9 ¢ 00 - 20'000’11— o + (¢ o cr'ooz)(—j ¢ 11 =0
do de do
(B.23)

El sigueinte orden permite obtener la soluclén de ¢’y que corresponde a c,léé

tiene:
Brl y C1/2
0'01 cc 11 + ¢ - 00 —20’00 o' - 1+ o ceo 12 +
de de do do
vor 4 5 -2o-01c'“‘—’ T o0=0 (B.24)
do de
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- 20-!

00

01

-nr’“éeoo ~(-et ) 1 +
o€ £=0 oan n=1
) d.’ a-'
6"01 s te-oe ot tif¢ 00 = 01 -
de de¢ de
12+ 0 ST v o (_ia'“_
do do
¢D
o1+ o = 00 2
2 46 ] (B.25)
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