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Introduccién

La esencia del método cientifico es la aceptacién del experimento como arbitro
supremo de lo que se considera como verdadcro. EIl prodiucto del experimento
es, en muchas ocasiones, un conjunto de datos que es necesario interpretar para
situarlos en el contexto apropiado a la luz de los conocimientos cientificos de la
época. Por lo tanto, es fundamental contar con herramicntas para el andlisis y la
interpretacién de los resultados experimentales. Todo ello resulta necesario (mas

nunca suficiente) para cumplir con la esencia del método cientifico.

wlos en institutos

En épocas no nmy lejanas, los experimentos tipicos real
dedicados profesionalmente a la investigacion, daban lotes de datos que, con rela-

tiva facilidad, podian manifestar su contenido. Casi siempre encontrar las reglas de

:cién-reaccion”

correspondencia entre los conjuntos de datos que integraban la

o mcnos simples; por

investigada, se lograba tras la aplicacion de métodos m

ando por el método de minimos cuadrados o calculando

ecjemplo, graficando y ajus

rianza, en suma, aplicando técnicas estadisticas de cierto cali-

valores centrales y

bre. En el presente. esta situacién es cada vez menos frecuente: el andlisis requiere
de técnicas mas complejas. Con esto no se quierc decir que estos métodos ya no
se usen o que sean obsoletos, sino mas bien se pretende dejar en claro, que cstos
métodos se han tenide que reforzar con herramientas miis poderosas para enfrentar

las dificultades actuales.

A medida qute los experimentos sc complican, a medida que el nivel de espe-
cializacién aumentia. el investigador se enfrenta a la necesidad de contar con un
mayor arsenal para realizar ¢l anadlisis de los datos, pues cada vez esta tarea resulta
mads dificil de realizar. Esta dificultad tiene diferentes origenes y manifestaciones

y cl objecto de este trabajo es proponer un método para el anilisis y mancjo de



datos, que permita determinar cualitativamente algunas propiedades del conjunto

¥ poder atacar dos de los problemas que cada vez son mds frecuentes:
— EIl manejo de cantidades abrumadoras de datos.
—~ La complejidad intrinseca del conjunto de datos.

El problema que significa la manipulacién de conjuntos enormes de¢ datos solo
se puede resolver facilmente a través del empleo ya generalizado de computadoras
¥ de programas de cémputo que son cada vez es mds eficientes. En el desarrollo
del trabajo se emples, ademds de las herramicntas tipicas de la matemaiitica, como
pucden ser las de Ia estadistica y del dnalisis, una computadora PC-386 y diferentes
programas: el recetario numérico en Pascal y cl lenguaje de uso genérico para
manipulacién simbdlica, y otroe usos, Mathecinatica. Durante cl desarrollo de

t te los portent métodos desarrollados

estc trabajo se emplearon
siguiendo la ruta que nos sefialé Fourier: series. transformada directa e inversa,
espectro de potencias, correlacién, etc.

Es fundamental aclarar que las herramientas aquf utilizadas de la transfor-
mada de Fourier no son conceptos recientes. lo que si es reciente cs la forma como
se calcula. Ya que para calcular la transformada discreta de Fouricer se realiza
una cantidad enorme de operaciones ¥y aiin usando la computadora para calcularia
se requeria de algo que eficientara dicho cdlculo. El algoritmo de la transfor-
mada riapida de Fourier (FFT) nos permite calcular a Ja transformmada discreta de

Fourier con un minimo de operaciones, aprovechando las propiedades de simetria

asociadas.

E! conjunto de datos analizado se selccciond de tal manera que cumpla con las
condiciones necesarias para lograr el objetivo del trabajo y que al mismo tiempo
sea representativo de lo que tipicamente es connin en la investigacién actual. El

conjunto de datos esta integrado por 8192 valores que se registraron durante el

2



desarrollo de un experimento que tenin como objetivo estudiar el comportamiento
caético de un sistema aparentemente trivial, un grifo mal cerrado. Vease la repre-
sentacién esquemadtica del experimento en la caricatura que sc encuentra al final de
esta Introduccién. Conjuntos similares de valores se podrian obtener al registrar el
comportamicnto de las descargas de un rio en el océano, el comportamiento de la
bolsa de valores, la distribucién de neutrones en el niicleo de un reactor atémico,
la concentracién de algin contaminante en el agua de un rio, la presién arterial
de una persona enferma, cte. Sdélo se presentan los resultados obtenidos al hacer

uso de las técnicas propuestas para el andlisis de los datos.

La idea central es comprender el comportamiento de un sistema que evolu-
ciona desde condiciones estables a condiciones cadticas y tipificar los compor-

tamientos ciuacteristicos que sc¢ pueden observar al ocurrir esta transicidn.

Este trabajo se desarrollar.

analizando una serie de ticmpos obtenida a partir
de un experimento real realizado en ¢l Laboratorio de Fisica Moderna de 1a Fa-

cultad de Cicncias durante 1990. El experimento consis

tid en registrar el tiempo
que transcurria entre una gota que se desprendia y la siguiente al descargarse
una bureta. La idea detras de este experimento fué iniciar el estudio de fenémenos
caéticos a nivel experimental (Nificz-Yépez et al. 1991), 1as variables como el nivel
de liquido, abertura de la valvula, posicion, temperatura, ctc., sc mantuvieron bajo
control, entonces, por la informiwion de que se disponia (Martien et al. 1985),

era razonable esperar que el tiempo de descarga entre gota y gota tuviera un

comportamiento caético.

El conjunto de valores que sc obticne del experimento son cl resultado de

las mediciones efectuadas. Para medir se necesita comparar lo que se mide contra

algo de la misma especie que sirve como unidad patrén y esta unidad patron puede

tener una influencia capital en las conclusiones que se pueden obtener a partir de la
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informacién encerrada en el conjunto de valores. Un sistema cadtico, por cjemplo,
se caracteriza por una gran sensibilidad a las condiciones iniciales; esta enorme
sensibilidad produce generalmente una apariencia compleja con una estructura
geométrica no trivial. La complejidad se manifiesta por ¢l comportamiento del
sistema en el espacio de fases (por ejemplo, a nivel de exponentes de Liapunov o
de valores para la entropia de Kolmogorov-Sinai) y en propiedades geométricas de
sus atractores, como la existencia de autosimilaridad y una dimensién fraccionaria
o fractal.

La organizacién dcl trabajo es la siguicnte:

En el capfitulo 1 se introducen y explican someramente las herrmunientas

matemiticas que seran utilizadas.

En el capitulo 2 se introducen los conceptos necesarios para aplicar las he-
rramientas de Fourier introducidas en 1 a un conjunto de datos experimentales. La
herramicnta crucial aqui es el algoritmo de Cooley-Tukey para calcular en forma

eficiente transformadas discretas de Fourier. Este algoritmo, It 1o te

FFT, se introduce, se discute y se ejemplifica en este capitulo.
En el capitulo 3 sc aplican los métodos mencionados en los capitulos 1 y 2
para analizar un conjunto de datos experimentales. Se determina cualitativamente

su tipo dc comportamiento y algunas caracterfsticas adicionales del conjunto.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones generales del andlisis

hecho en este trabajo.






Capitulo 1

Transformada de Fourier

Introduccién
En este capitulo se definen los conceptos de seial, transformada de Fourier,

transformada juversa de Fourier. Se relaciona a la transformada de Fourier con
el cdleulo de Ia convolucion.  Se relaciona a la transformada de Fourier con ol

ion. Se definen los espectros de frecucncia

cdlculo de Ia correlacion, la antocorrela
¥ energin y sc¢ caracteriza a la serie de Fourier que integran las herramientas
te trabajo.

n de

utilizadas en la elaboraci

1.1 Generalidades

En un sentido general, un sistema es un grupo de objetos que pueden inter-
actuar y qute estin en ¢l centro de la atencidn, esto .cs, un sistema no es mas que
momento dada. Un sistema puede ser a su

todo aquello que es de interés en un
) . 1

»'un sistema mayor.

vez,; uhin porciénde
C S
i"a:ra ]g’).si propositos de este trabajo una senal se define como nuna funcién
5 N
univaluada del tiempo. es decir a cada instante de tiempo asignado (la variable
independicente) corresponde unainico valor de Ia funcién (la variable dependiente).
Este valor pucde ser un mimero real. en cuyo caso se ticne una sefial de valor real
o puede ser complejo ¥ se tendri nuna senal de valor cmnpl‘ejo. En cualquier caso
Ia variable que supondremos como independiente. el ticmpo. tiene siempre valor

real. Se puecde ntilizar la notacidon compleja pari describir seiales que requicren
de dos variables. por ejemplo x(2) e y{t). Por lo tanto. la notacién compleja cs
conveniente para describir fenénienos bidisnensionales lineales como el movimicnto
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circular, la propagacién de ondas en el plano, etc, aunque todas las scfiales que
correspondan a cantidades fisicamente observables deben tener valor real. Sin
embargo, jporqué usar notacién compleja si las observaciones tienen valor real?
En muchos analisis, los modelos y cdlculos matemaiticos son a menudo mas simples
e incluso parecen mais obvios, s8i se usa notacién compleja; la limitante principal de

esta representacién es que para sacar de ella todo el provecho posible, el fenédmeno
debe ser lineal.
Las seciiales sinusocidales desempenan un papel primordial en el anAilisis de los

sistermnas cléctricos y de comunicacién. Tales scnales f(t) se pucden represcntar

por Ia funcién del tiempo, ¢:

S(t) = Acos(wt + 8)
dondec A es la amplitud, 8 cs la fase y w es la rapidez de cambio de fase o frecuencia
de la seial en radianes por segundo. También se puede expresar a f en ciclos por
segundo (Hz), donde w = 2x f.

Matemidticamente, un sistema es una regla que se usa para asignar una funcién

ién f(t) (1 da la entrada),

" g(t) como efecto de salida a la aplicacién de una fi

csto es;

g(e) = F[f(1)]

donde F[ ] esla regla. Esta regla puede estar en forma de operacién algebraica,

de ccuacién diferencial, integral, funcional, etc. En dos sistemas conectados en

cascada, la salida del primero es la entrada del segundo, formando asi un nucvo

sistema
9(t) = F2[Fi[f(£)]) = (F2 0 F1)(t)

7



en donde la funcién asociada es la composicién de las funciones asociadas origi-

nalmente a los sistemas en cascada. Un sistema es lineal si vale el principio de
superposicién, esto cs si:

91(t) = F{f1(1)}

g2(t) = F{f2(1)}

entonces

Flai f1(t) + a2f2(t)} = a1g1(t) + azg2(t)

donde a; y az son constantes numéricas. Un sistema es lineal si satisface la

ccuacién anterior. Cualquier sistema que no lo haga no es lineal (Stremler, 1990,
p 8-13).

1.2 Transformada de Fourier
La Transformada de Fourier es una transformacién lineal que cumple con la

definicién de un sistema. Iniciaremos por plantear las ecuaciones basicas y citar

las condiciones de aplicabilidad de la Transformada de Fourier.

La Transformada de Fouricr de una funcién h(t) esta definida por la expresién

H(f)= f h(t)e= 2"/t g

Si 1a integral existe para cada valor del parametro f, entonces la ccuacién
(1.1) define a H(f), llamada la transformada de h(t) (Brigham, 1974, p 11-12).

En gencral la transformada de Fourier es una cantidad compleja.

H(f) = R(S)+ iI(f) = |H(f)]eD

8



Donde R(f) es la parte real de la transformada y I(f) es la parte imaginaria
de la transformada. | H{f) | es la amplitud o espectro de Fourier de A(t) que estd

definida simplemente por:

|H(| = VR + T(f)?

8(f) es €l dAngulo fase de la transformada de Fourier y esta dado por:

o (I
can™! (n(n

1.3 La Transformada Inversa de Fourier

La transformada inversa de Fourier se define asi:

h(t) = / H(S)e2"It df 1.2

La transformacia inversa permite determinar a una funcién que depende del

tiecmpo de su Transformada de Fourier. Si las funciones h(t) y H([f) cstan rcla-

5 Y

por las

1.1y1.2, las dos fi i seran ideradas

como una parcja de transformadas de Fourier.

h(t) <= H([S)

Existencia de la Integral de Fouricer.

Para quec una funcién h(t) posea una transformada de Fourier cs suficiente y
necesario que la funcién A(¢) sea una funcién gencralizada. Pucsto que la clase
de las funciones gencralizadas se puede construir para que incluya a todas las
funciones localmente integrables, esto significa que cualquier funcién localinente
integrable tendra una transformada asignada, aunque la transformada no sera

necesariamente otra funcién ordinaria (Lighthill, 1962, p 15-29).

9



A continuacién se incluyen varios teoremas importantes relacionados con la

Transformada de Fourier.
1.4 Convolucién

Se define a la convolucién de dos funciones z(t) y A(t) como

oo
y(t) = x(t) = h(t) = f z(rYh(t — 7)dT
—oo
Una de las herramientas mis importantes en el anailisis cientifico es la co-
rrespondencia que hay entre la convolucién y la transformada de Fourier. Esta
correspondencia es conocida como el teorema de la convolucién, el cual relaciona
la convolucién de dos funciones en el dominio del tiempo con la transformada de

Fourier de su producto en el dominio de la frecuencia.

Teorema de Convolucién. Si x(t) tiene como transformada de Fourier a X (f)
y h(t) tiene como transformada de Fourier a H(f) entonces x(t) = A(t) ticne la

transformada de Fourier X (f)FH(f).

Demostracién:
Como P
y(t) = f xz(TY(t — 7)dT
~oo

entonces calculando la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacion,

oo

[ vwe=sar = [ ani [ ne - nertayar

Realizando ¢l cambio de variable 6 =t — 7 obtenemos:

oo oo
f h{o)e= 3" fle+)dr = / h(o)e iAnIo =2 i dg
oo —os

10
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oo
= e—"2"ST j h(o)e=327f

—~oo

= e= 2 ITE( 1)
¥ sustituyendo este resultado en la ecuacién (1.4) tenemos
oo oo
/ y(t)e— 2 Tedy = / z(r)e— 3" TH (f)dr

oo oo

= H(f) /z(-r)e—-‘z"!mr

Y(/f)=X(S)H(S)

Existe un caso especial que se pondra como ecjemplo. Sea x(t) una distribucién
delta de Dirac y i(t) cualquicer funcioén de t. La convolucién de z(t) y A(t) esta

definida por:

y(t) = =(t) = h(t) = f z(r)h(t — 7)dT

Proposicién: Si x(t) es la distribucion 8(¢) y A(t) es cualquier funcién de t,
entonces y(t) = 8(t) = A(t) = h(t), es decir la convolucién de cualquier funcidén, con

la distribucién 4(¢) es ella misma.

Recordemos que la definicién de la distribucién imipulso es:

oo
/ 8(t — to)z(t)dt = z(to)
—oo

Demostracién:

w(t) = /J(t—'r)g(t)d‘r

y(7) = g(7)

11



A esta propiedad de la funcional §(t) de Dirac bajo la convolucién, se le conoce
como tamizado. Si vemos a la convolucién como una operacién binaria entonces

la funcional §(t) sera el elemento identidad bajo tal operacién.

1.5 Correlacién

Se define a la correlacién de dos fu

wes x(t) y h(2) como

oo

z(T) = f z(t)h(t + 7)dT 175

oo

La correlacién z(7) suministra una medida de la similitud o interdependencia
entre las funciones z(t) y h(t) en funcién dcl parametro T (cl desplazamiento de
una funcién con respecto a la otra). Si la funcién de correlacién es cero para todo

valor de 7 entonces se dice que las dos funciones no estan correclacionadas.

Si z(t) y h(t) son idénticas, t 1la corrclacié

z(r) = f x(t)r(t + 7)dT

Y

se 1a autocorrelacién de x(t).

Otra relacién de gran importancia es cl tcorema de correlacién, el cual es-
tablece una conexién entre la correlacién y la transformada de Fourier. El cual
nos permite calcular la transformada de Fouricr de la correlaccién por multiplicar

a la transformada de Fourier de la primera funcién por el complejo conjugado de

la transformada dc Fourier de la otra.

Teorema de Correlacién.

Si A(t) y x(t) tiencn una transformada de Fourier H(f) y X (f) respecti-
vamente, entonces la transformada de Fourier de la correlacién, Z(f), se puede

calcular como:

12



Z(f)=H(NX(f)

donde X *(f) denota al complejo conjugado de X (f).

Demostracién:
oo
20 = [ strnge+ nyar
—oo
calcul 1o la tr: ¢ la de Fourier de ambos lados de la igualdad obtenemos:

f z(t)e 2"ty = /[/ z(TYh(t + T)drle 3" tar

—~oo —oo —oo

Intercambiando el orden de integracién, obtenemos:

/ z(t)e 2"ty = / :(-r)[/ h(t + T)e~ 2" de)dr

—cn —oo

Haciendo el cambio de variable o = t 4 7 en ¢l término que csta en el corchete

tenemos:
oo oo
/ h(o)e= @ o= gy = f Mo)e—2mIogizn it gy
oo oo
oo
2 e / h(o)e— " 4° do
—oo
= e2"ITH([)
¥ sustituycendo este resultado en la ecuacién (1.6) ter H

/ 2(t)e— 2" Seds = f 2(T)e 2" TH(f)dT

—co

i3



=H) [ stremiar

Por otro lado sabemos que la transformada de Fourier de z(7) esta dada por
oo
X(N) = / z(rye~ 2 I dr
oo

= /:r(-r)cos21rf1'd‘r—i/z;(-r)sinZ-:rfrd-r

—oo

= R(f) —iI(f)

¥ que

X*(f) = /x(r)c'z"f’dr

= /:z:(-r)cos27rf-rd'r+i/z(r)sinZ’:rf‘rd-r

—occ —co

= R(f)+iI(f)

como estos términos son conjugados cntonces la expresién sc puede escribir

comno X*(f) y regresando a la ecuacién (1.7) tencmos

Z(S) = H(IX"(S)

En forma andloga se puede tomar la ecuacién siguiente como villida, ya que

la funcién de autocorrclacién es un caso especial de la correlacién.

Sea z(t) una funcién en el espacio ticinpo cuya transformada de Fourier es

X (f). La autocorrelacién de x(2) en el espacio de frecuencias esta dada por

Z(f) = X()X"(S)

s . 14



=|x? 1.8

pues la ecuacién para el tiempo es:

2(2) = /::(‘r):l:(t+‘r)d1'= / X(FIX(f)e?™Itaf

= / 1IX ()2 Itar 1.9
que da:
z(t) = FZ()] = FF(=(t)] y Z(f) = Flz()] 1.10

que son equivalentes al resultado obtenido por el Teorema de Correlacién.

Definicién: La autocorrelacién de z(t) en ¢l espacio de frecuencia se denomina

Espectro de Encrgia de z(t).

IX(NP = Espectro de Encrgia

Definicién: Se denomina Espectro de Frecuencia de x(t) a la norma cuclidiana

de la transformada de Fourier de z(t) es dccir:

|1X(f)| = Espectro de Frecuencia

Si tomamos a la transformada de Fourier de z(t) como una funcién complcja

en general, se define el Espectro de Fase de z(t) a la funcién de frecuencia comos:

Espectro de fase = 6(f) = t.nn_”-"'\’-‘tlfl]

en donde

X(f) = X (S) +1X.,(f)

15



donde X, y X, son funciones reales. De los puntos anteriores es importante sub-
rayar que si se conoce el espectro de frecuencia de una funcién, su autocorrelacién
puede calcularse usando la transformada de Fourier inversa del espectro de energia.

(|X(f)|2). Observemos que | X ( f)| es una funcién real.
Propiedades de la Autocorrelacién:

1. La autocorrelacién de una funcién z(t) cs real, ya sea en el espacio tiempo

o frecuencia.
Demostracién:

En el dominio del tiecmpo, se puede usar la ecuacién (1.9) que define a z(t)
como real. En el dominio de la frecuencia, la autocorrelacién csta dada por la

ccuacién (1.8); aunque X (f) es complcja, |){’(j')|2 es real.

2. La funcién dc autocorrclaciéon es par.

Demostracién:

Usando la definicién (1.5) =z(t) = f_°°m z(7)A{t + 7)d7T y como en este caso x(t)

= h(t) entonces

z(t) j xz(r)x(t + 7)dT

y como

z(—t)

oo
/ z(r)z(—t 4+ 7)dT
—oo
haciendo el cambio de variable v = 7 — t entonces 7 = v + ¢ y dv = dv entonces:
oo
z2(—t) = / z(v + t)z(v)dv
—ec

pero como 2z no depende de v, ya que ¢s una variable muda de integracién, entonces

z(—t) = 2(t) luego z(t) es par.

16



La energfa total de una seiial cs la misma si se calcula en el dominio del tiempo

o en el dominio de la frecuencia. Este resultado es conocido como el Teorema de

Parseval.

oo o
Energfa Total = / | h(e) [Pdt = f | H(t) Pde
o o

1.6 La Serie de Fourier

Fourier planted que si una funcién y(t) es periddica con periodo Ty, entonces

se puede expresar como una serie de Fourier de la forma siguiente:

oo
w(t) = ‘12—0 -+ E [an cos 27n fot + b, sin 277 fyt] 1.11
n=1
donde fg es la frecuencia fundamental la cual es igual a fp = 7’-; La magnitud de
los coeficientes csta dada por las integrales:
2
e
=

n=0,1,2,..

y(t) cos 2mrn fotdt 1.12

$
I
S~

.,.
/ v(t) sin 27n fytdt ' 1.13
=70

n=12,3,..

s
|
S

Aplicando las identidades

ei2nnfot 4 p—i2nnfot
cos 2nn fot = ——m—— ———
08 Sfo 03

ei2nnfot _ p—i2xnfot

sin 2an fot

17



se puede rcescribir a la ecuacién (1.11) como

ao 1 & 3 - 1 -
() = Lz Zl[a“(e.z,mh: 4 emi2mnoty 4 ;b"(efz,mf,,z — e—i2wnfoty)
n=

= %0 4
2

Nl"

oo
E —iby)et? nsot 4 Z(an + ib,)e 2ot 1.14

n_l

Para simplificar esta expresién son introducidos los valores negativos de n en

las ecuaciones (1.12) y (1.13). Como

T
a, = 2 / y(t) cos 2nn fotdt
To
=
n=0,1,2,
entonces
» %
2 2
Q_p = / y(t) cos (—2mn fot)dt = — y(t) cos 2mrn fotdt
‘s =

yYa que cosz es una funcién par. Por tanto

Ay = Gepy 1.15

a
b = 2 f y(t) sin 27n fotdt
To
=5

entonces

T
b= 2 / y(¢) sin (—2mn fot)dt
e

entonces

18



3 £
b = 2 / v(t)sin(—2nnfot)dt = -2 f y{t) sin(27n fot)dt
e o

"l:

de donde

Por lo cual podemos reescribir

oo —oo
Za..e‘"""“‘ = Z anei2Tnfot

n=1 n=-—1

oo —oo
Z bpe—i2Tnfot — _ Z ibpeiZTn ot

n=1 n=-—1

¥ sustituyendo en la ecuacién (1.14) obtencmos:

(an + ibn)e ™ 2mnSot

Ms

— 20 1 ¢ . 2w fot 1
v() = 2 + 5 3" (an — iba)e T 4 o

an —.z.u;,,z+ Z'b e—i2wnfot

n—l

EMR i

1 1
Z i2wn fot : V2w for
a, e2*nfo Z'be-:uo

oo oo
9(0) = R+ 13 ane? et — LS ibae? et 4 1 S aneftnfet — o Z b2 Tn ot
1 n=—1 u=—l

n=1 n=—1

_ 2o 1, ef2Tnsot i2xnfot iZnnfat = 4, izwafot
y(t)_?+§[ﬂz an °+_§ a,c °—zzbc of — E ib.e °f]

n=1 n=—1

y(t) = 522+ %[i {an + 2 ap}ei2Tnsot —.(2 bn + Z by, }et2mnfot)

n=-1
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__ ao 1 . iz
y(t) = = + 2 Z: (an — ib,)e'?mrifot

n=—co

o
w(t) = a,et?rnfot . 1.17
n=—oco

y esta es la Serie de Fourier expresada en forma exponencial donde los coeficientes

a, son en general complejos, (Brigham 1974, p 75-77) puesto que

1 .
a, = E(a" — ibn)
conn = —oQ--r00

1 .
a;, = E(an + ib,)

Al combinar las ecuaciones (1.12), (1.13), (1.15) y (1.16) obtenemos:

z;‘l n
1 2 .2 .
Q= .2~ et / u(t) cos27rnf¢,zzl!—:7—,o / y(t)sin 27n fotdt]
==
e
an = / y(t)e= 2 nfotds (1.18)
To

o

Estas relaciones se desarrollan para y(t) con periodo Tp. Usando cl tcorema
integral de Fouricr, se puede partir de las ecuaciones (1.17) y (1.18) para gencra-
lizar estas consideraciones a funciones no periédicas. Sea wp = 27 fp ¥ si nwp es un
muiltiplo de wp (la frecuencia de y(t)) y sc hace tender T a oo (con cllo se tendria
la no periodicidad de ¥(t}), nwp (el incremento de la freceuencia tenderin a cero.
pues son reciprocos ¥ en cse caso las a,, sc convierten en una funcién continua de
w

20



a(w) = 2% / y(t)e—*“tdt

¥ de la misma forma la ecuacién (1.17) si hacemos tender a T a oo se convertiria
en una integral cuyos limites son —oo a +o0 y las a, se transforman en a{w) y el

intervalo de separacién entre el punto n y n + 1 se ha hecho diferencial de modo
que (nwyg, (n + 1)wg) tiende a dw y se ticne:
oo
y(t) = / a(w)e™tdt
oo

que son nada menos que el par de transformadas de Fourier dadas por las ecua-

ciones (1.1) ¥y (1.2) entre y(t) ¥y a(w) (Baker, ct al. 1990 p 20-31).
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Capitulo 2

Técnicas de Fourier

Introduccién

En este capitulo se particularizan aspectos muy espccificos de la transformada
de Fourier como son los conceptos de funcién de banda limitada, frecuencia critica
de Nyquist, tasa de muestreo, transformada discreta de Fourier, transformada
inversa de Fourier discreta, se introduce el teorema de Parseval discreto y se discute
el algoritmo de la transformada rapida de Fourier que posibilita muchos de los
cilculos de este trabajo. Para mostrar que las herramicntas de andlisis utilizadas
en el capitulo IIl. conducen a conclusiones confiables, se ilustra a través de un
ejemplo, la técnica de andlisis cualitativo propuesta en este trabajo. Para ello sc
digitalizé a una funcién armdnica conocida y se obtuvo un conjunto de datos. El
andlisis de éstos se realizé suponiendo que se desconocian sus propicedades y las
conclusiones a las que se llega respecto de las propiedades del conjunto de datos

son congruentes con las caracteristicas de antemano conocidas.

2.1 Discretizacidén

El incremento en la utilizacion de mdétodos digitales para ayuda en los cilculos
¥ para aplicaciones de procesamiento de seiiales, ha provocado interés en la versién
discreta de la Transformada de Fourier. Es nccesario plantear una relacién o
conexién entre la forma continua usada hasta ahora y la forma discreta. Este

tema se analiza aqui en forma breve, con particular interés en la relacién entre las

transformadas de Fourier discreta y continua,
Si f(t) es un tren de ondas finito estara representado por una expresién de Ia
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i
i
1

forma:

81 — >

0] i T <to
f(‘)“{h(z) si-Ff<is
esto define un intervalo [—%, %] que cstid centrado en el origen de coordenadas

R

(esto es en t = 0). La Transformada de Fourier de f(t) es

x
FUy = [ reweemsia
%

sea w = 2w f entonces
S
Fw) = 5= / F(t)e—"tdy
-

¥ de manera similar

1= [ Fetan
A ]

Con wo = %. Lo cual significa que tomar a f(¢) como un tren de ondas finito
T

equivale a decir que F'(w) esta limitada.

Definicién: Una funcién f(t) cuya transformada de Fourier F(w) csta definida
de manera que F(w) = 0si |w] > wyg , se dice que es una funcién de banda limitada.

A wq se le lama la frecuencia limite (Stremler, 1990 p 135-136).

Es 1 io determi las cond nccesarias para convertir una sciial

analégica en discreta y viceversa sin perder informacién. El enlace entre la seiial
analégica y la sefial discreta correspondiente es proporcionado por lo que se conoce
como ¢l teorema de mucstreo, el cual se cnunciard mds adelante. Sea A el intervalo
de tiempo entre dos muestras consccutivas, asi la sucesién de valores muestreados
es: )

h, = h(nAd)
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para n=..-—2,—-1,0,1,2,...

Al reciproco del intervalo del tiempe A se le llama la tasa de muestreo. Por
ejemplo, si A se mide en scgundos, entonces la tasa de muestreo es ¢l nimero
de muestras registradas en un segundo. Para cualquier intervalo muestreado, 4,
existe una frecuerncia especial fq, llamada la frecuencia critica de Nyquist, la cual

esta dada por:
fo= 1
© 248
El muestreo critico de una onda son dos puntos mucstra por ciclo. Frecuente-
mente se elige para medir ¢l ticmpo en unidades del intervalo de muestreo A. En
este caso la frecuencia critica de Nyquist es exactaunente .:—, La frecuencia critica
de Nyquist es importante por ¢l teorcma de nmestreo el cual nos dice:

Si una funcién A{t) es muestreada en un intervado A y si la transformada
de Fourier de h(t) es H(f) = O para toda |f| > f.. entonces la funcién 7i(t)

estia completamente determinada por sus muestras h{(nA) (Press ct al. 1989, p

427-428). Dc hecho

sin 2w f.(t — nA)

h(t) =A z_: R(nA) et

2.2 Transformada Discreta de Fourier

Ahora estimaremos la transformada discreta de Fourier de una funcién de
un nimero finito de puntos muestreados. Supongamos que tenemos N valores

mauestreados en forma consecutiva

he = h(te) ti = kA
k=0,1,2,..N —1

24
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Asi que el intervalo muestreado es A. Para simplificar las cosas supongamos
que N es par. Sila funcién h(t) es difercnte de cero solamente en un intervalo finito
del tiempo, entonces suponemos que todo el intervalo del tiempo esta contenido
en 1a gama de los N puntos dados. Con N nimeros de entrada, evidentemente no
se puede producir mas de N nimeros independientes de salida. Asf que en lugar
de tratar de estimar la transformada de Fourier H(f) en todos los valores de 1a f

en el intervalo de - f. a f. buscaremos estimar solamente en el conjunto de valores
discretos siguientes:

7. n -y N
" NA& n= Z D

los valores extremos de N en la ecuacién anterior corresponden exactamente a

los limites superior e inferior del intervalo de frecuencias criticas de Nyquist. La

integral (1.1) se calcula por la suma discreta:

hr3 N=1 N3 .
H(fn) = / h(t)e— 2 fntdy o 2 hee— 2% inte p = A z hype— 18t
e &=0 k=

(ya que fn = 5 ¥ tx = kA entonces fnti = 5£) por lo tanto

N=—1
H(fa) =AY hpe™ 78"

A=0

¥y esta idn es la transf

da discreta de Fourier de los N puntos hy.. Seca H,,
definida por

Ny
H,= 3" hee= %=
k=0
La transformada discreta de Fourier mapea N nimeros complejos (las Ag) en
N nimeros complcjos (las H,). No dependen de ningiin parametro dimensional

tales como la escala de tiempo A. La rclacién entre la transformada discreta de
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Fourier de un conjunto de valores y su transformada continua se puede visualizar

como muestras de una funcién continua, muestreada en un intervalo A y s¢ puede
reescribir como
H(fn) = AH,

Hasta ahora hemos considerado que el indice n en (2.6) varia de -—025 a % Sin

embargo podemos ver que la funcién (2.6) es periddica en n con periodo N, es decir

T wv—a
H_p =083 ke =

k=0

N-1
Hyen = A 2 hper 27k e

k=0
Nzl 4N L rmern
= A E hgoe™ % +
L=0

N1
=AE 1,,‘(3‘21'5."'-“

&

gk .
5 = ¢='?"% = 1 para todo valor de k. Por lo tanto

Ya que e™F

Hon=Hy_.n n=123,..

Con esta convencién en mente haremos que la n varic de 0 a N-1 (un periodo

completo). Entonces n y & en (hy) varian exactamente sobre el mismo intervalo,

asi el mapeo de N ndmeros en N mimeros es manificsto. Cuando estd convencidn
= 0, Ias

se sigue, debemos de recordar que Ia frecuencia cero corresponde a n

frecuencias positivas 0 < f < f. corresponden a los valores 1 < n < -52‘-’- ~ 1, las
N — 1. El valor

frecuencias negativas — f. < f < 0 corresponden a —’.:— +1<n

de n = —2"—'- corresponde a ambas frecnencias f = —f. y f = fe

20
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Una comparacién con Ia transformada de Fourier continua muestra que las
dos transformadas son anilogas si (1) la sefial se trunca en el intervalo (0, NA),
(2) dentro de este intervalo la seial h(fx) csta disponible como una sucesién de
N valores igualmente espaciados, (3) el intervalo se extiecnde en forina periédica

dando lugar a frecuencias armdnicas discretas 32%.

ILa férmula para la transformada discreta inversa de Fourier, la cual rescata

¢l conjunto de las Az de las H,, cs

N—1
he = 55 2 : Hoe %= 2.9

Observemos que las tinicas diferencias entre la ecuacién (2.7) y (2.9) son cl
signo de la exponencial y que una esti multiplicada por 7%‘ (Press et al. 1989, p
428-431).

Entonces la forma discreta del tecorema de Parseval es:

N—1 1 N—1
S el = 5 0 IHAP 2.10
k=0 k=0

Por conveniencia de calculo usamos la identidad de Euler para cambiar Ia
exponencial compleja de la ccuacion (2.7) y (2.9) para obtener la transformada

discreta de Fourier y su transformada inversa como

= 2mkn 27kn
H, = kzo[h(tk) cos —5— — ih(t,)sin ~ —_—]) 2.11
1= 2mkn . . 2mkn
hy = ~ g’[fln cos — -+ iH,, sin ~ ] 2.12
Por cjemplo si tenemos 4 puntos muestra (N = 4) y les calculamos su trans-

formada discreta de Fourier tendrinmos:

27




3 = 8
Ho = S_Ih(te) cos 22 _ in(ey) sin 2250
k=0

4 4
a
2wk0 . . 2mwkO
Ho = E—o[h(tk)cos "4 — th(ty) sin 2 ]

3
Hg = Z[h(:,‘) cos0 — ih(ts) sin 0]
k=0

Ho = h(to) + h(t1) + h(t2) + h(t3)

3 ) 3
Hy = Y () cos 225 —inge) sin 27k,
k=0

H, = h(to) cos0 — ih(to) sin O + h(t1) cos % — ih(ty) sin %
. . 3r . .. 3m
+h(tz)cos — ih(tz)sinm + "("3)‘30“’? — th(t3) sin =
Hy = h(tg) — ih(t1) — h(tz) + ih(ta)

3

k2 k
Hz = Z[h(tg) cos 27:1 — th(ty)sin 2.”4 2]
k=0

Ha = h(tg) cos0 — ih(tp)sin0 + h(t1)cosw — ih(t ) sin@
+h(tz) cos 2m — ih(t2) sin 2w + h(ta)cos3w — ih(t3) sin 3w

Hz = h{tg) — h(t1) + h(t2) — h(t3)

3 & 5
H3 =3 {h(te) cos 2”4"3 — ih(t) sin 2
k=0
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Ha = h(to) cos0 — ih(to) sin 0 + h(t1) cos S — ih(t,)sin 37"
+h(t2) cos 3 — ih(tz) sin 37 + h(t;)cos% — ih(t3) sin =

2
Hj = h(to) + ih(t1) — h(t2) — ih(ta)

De los cilculos antcriores observamos que para calcular la transformada dis-
creta de Fourier para N = 4 fué necesario realizar 32 multiplicaciones y 12 sumas,
es decir de acuerdo al tamafno de la muestra tendriamos que realizar 2IN2 multi-
plicaciones y N(N-1) summas para calcular a la transformada discreta de Fourier.
Y el tiempo de cdlculo resultante se vuelve excesivo cuando N es muy érmde.

2.3 Transformada Rdpida de Fourier

La transformada ripida de Fourier FFT es un algoritmo que nos permite cal-

cular con un minitno de operaciones la transformada discreta de Fourier (Brigham,
1974, p 148-153). A la ccunacidn (2.7) la podemos escribir

Y

N-—1
H(n) = 3 ha(k)e™ 5%
k=0

2.13
en donde N es el mimero de puntos de la muecstra, H(n) son los puntos transfor-
mados de los kg (k) puntos muestreados y dados por

N-1 .
ho(k) = 3 H(n)e'®* 2.14
n=0
Para mostrar como funciona el algoritino es muy 1itil la notacién matricial.
Sca w = c;ié‘v entonces la ecuacién (2.13) se transforma en:
N—-1

H(n) = E ho(k)wm*
k=0
Si N = 4 la ccuacién (2.14) nos genera cl sistecma de ecuaciones.
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H(0) = ho(0)w® + 20(1)w® + hg(2)u® + ho(3)u®

H(1) = ho(0)w® + ho(1)w! + ho(2)w? + ha(3)u?

H(2) = ho(0)w® + ho(1)w? + ho(2)w? + ho(3)uw®

H(3) = ho(0)w® + ho(1)w® + ho(2)w® + ho(3)w?®

© bien
H(0) W W® W% WO ho(0)
H(1) _f w? W w? WP ho(1)
H(2) Tl w? w? Wt W ho(2)
H(3) W W WO WP ho(3)

¥ escribiendo en forma compacta
H(n) = W"kho(k)

En donde W cs la matriz y H{(n) y ho(A) son vectores de dimensién n y &
respectivamente. El algoritmo que ahora enunciaremos reduce considerablemente
el nimero de operaciones requeridas para calcular a la transformada discreta de
Fourjer. Este algoritimo requiere que el niimero de puntos de la muestra sea una
potencia de 2, si éste no fuera el caso, se debe de completar con ceros hasta que

N = 27 con <y entecro.

Continuando con ¢l cjemplo haremos uso de las propiedades de simetria de
las raices enésimas de la unidad, lo cual se puede ver como una reduccién para
aplicar w™k = wInk.medN] ¢5 ¢] residuo de la divisién !k‘- Por cjemplo si N = 4

nk =9y 9 mod 4 cs 1 entonces w° = w’
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7tk = 8 y 8 mod 4 ¢s 0 entonces w® = w°
nk =7y 7 mod 4 es 3 cntonces w’ =
nk =6y 6 mod 4 es 2 entonces w® = w?
nk =5y 5 mod 4 es 1 entonces w® = w’
nk =4 y 4 mod 4 es 0 entonces w? = u°

por lo cual la matriz W se transforma en

1 1 1 1
1w o w? W

W = 1 o2 1 w? 2.18
1w w? !

pero esta no os la reduccién principal, el paso siguiente es factorizar a la matriz

de la ecuacion (2.18) como sigue

H(0) 1 «° 0 O 1 0 o 0 ho(0)

H2))Y _ {1 «w2 0 o 01 0 w° ho(1) 2.19
Huyy ) lo o 1 w! 1 0 2 o ha(2) '
H(3) o o ) A 0 1 (o] w? ho(3)

El método de la factorizacién esta basado en la teoria del algoritmo de la FFT. Si

desarrollarmos el producto de las matrices obtenemos

H(0) 1 W w® WP ho(0)

H2) | _ 1 w? & ho(1) 2.20
H(1) - 1 ! w? WS ho(2) B
H(3) 1 o® w? Wt ha(3)

lo cual nos muestra que W = W; W» con la excepcién de que los renglones 1 y 2 se
han intercambiado. Y esta factorizacién es la clave de la eficiencia del algoritmo.

Ahora rcalicemos las operaciones marcadas en la ecuacién (2.19)

Iy (0) 1 0 ° 0 ho(0) ho(0) + ho(2)w®

m@A)) _ {0 1 0 w° ho(1) | _ { ho(1) + ho(3)u® 2.21
my] =11 0 w2 o ho(2) | = | £o(0) + ho(2)w? X
h1(3) g 1 0 w? ho(3) ho(1) + ho(3)w?
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Los clementos h(0) y h1(1) son calculados por una multiplicacién compleja y
una suma compleja. Sélo una suma compleia se requicre para calcular el elemento
hy(2), ya que w® = —w?, de la misma forma se calcula h;(3). Por lo que podemos
afirmar que para calcular el vector intermedio hj(k) se requirié de dos sumas

complejas y dos multiplicaciones complejas. Ahora completemos el cdlculo.

H(0) h2(0)

1 «° 0 o hy (0)
H(2) | _ { h2(1) _ (1 o* 0 o hy(1) 2.22
HQA) ] " Yh(2) " 10 0 1 ot hi(2) -
H(3) h2(3) 0 0 1 hi(3)
de donde
H(0) h2(0) h3(0) + ha(1)w®
H(2) | _ [ r2(1) ) _ [ £1(0) + R1(1)0? 2.23
H(1) ) — h2(2) )] 7§ Ri(2) + (3! N
H(3) h2(3) h1(2) + R1(3)?

El eclemento h2(0) es determinade por una multiplicacién compleja y una

suma. El elemento hz2(1) es determinado por una suma compleja ya que w® = —w?_
El elemento 12(2) es determinado por una multiplicacién compleja y una suma.

El clemento h;(3) es Gnicamente una suma ya que w! = —w>. Sea

H(0)
H(n) = ﬁﬁ} 2.24

H(3)
El cdleulo de H(n) por medio de la ecuacién (2.19) requiere de un total dc 4
multiplicaciones complejas y ocho sumas complejas. Observemos que el proceso
de factorizacién de matrices introduce ceros dentro de las matrices factorizadas
¥ por lo tanto reduce el mimero requerido de muitiplicaciones por un factor de
2. Puecsto que el ticmpo de cdleulo depende de la cantidad de multiplicaciones

requeridas, vemos la razén de la eficiencia del algoritmo de la FFT.

Para N = 27 cl algoritino de la FFT es entonces un procedimicnto para

factorizar una matriz de N x N en 4 matrices (cada una de N x N), tales que
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cada una de las matrices factorizadas ticne la propiedad especial de minimizar
el niimero de multiplicaciones y sumas complejas. Si extendemos cl resultado

del ejemplo anterior observamos que la FFT require de %l = 4 multiplicaciones

complejas y N« = 8 sumas complejas. Mientras que ¢l método directo requiere de

N2 multiplicaciones complejas y N(N-1) sumas complejas.

El procedimiento de factorizacién de matrices introduce una discrepancia. Se

produce un vector H(n) en vez de H(n); esto es

h(0) k(0)
H(n) = 2%?; en vez de H(n) = Zg;; 2.25
h(3) h(3)

Este rearreglo esta inherente en el proceso de la factorizacién de matrices y ¢s un
pecquciio problema ya gue hay una técnica directa para reordenar a A (n) y obtener

a H(n). Recscribamos a H(n) rcemplazando ¢l argumento n por su equivalencia
en binario.

H(0) H(00)
ZE?; se convierte en g:é?; 2.26
H(3) H(11)

Observemos que los argumentos binarios de (2.22) estdan invertidos (es decir

01 sc convierte en 10, ¢l 10 sc convierte en 01), etc. entonces

H(00) H(00)
H(n) = Zt(l)?; se cambia a gz?a; = H(n) 2.27
H{(11) H(11)

Esta es la técnica para desarrollar un resultado gencralizado para rcordenar
la FFT.
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2.3.1 Factorizacién

Consideremos la ecuacién (2.15) de la transformada discreta de Fourier los
indices n y k los representaremos como mimeros binarios; esto es si suponemos que

N = 4 entonces vy = 2 y podemos representar a kK y a n como niimeros binarios.
k=0,1,2,3 o k= (ky,ko)=00,01,10,11
n=20,1,2,3 o n=(n;,ng)=00,01,10,11

Un método compacto que nos permite escribiran y k es

k=2k ko 7n=2n; 4+ mng

donde k), kg, 113 y 1o pueden tomar solamente los valores de 0 y 1. Usando la

representacién (2.15) podemos reescribir la ecuacién (2.15) para el caso N = 4
como

1 1
H(ny,ng) = Z Z ho(ky, ko )uw 2 +n0)(2k:+ ko)

2.28
ko=0 k,=0
Ahora consideremos el término w?
W2 Fne 2k 4 ko) o (,(4n1k1+2nake (201 +na)ka)
= Wim131,2n0k (214 n0)ko
= w?noks ,(2ni+no)ko
Observemos que
: : [wi]™ % =[5k = [emi2n]nak — 1Mk =
Por lo tanto la ccuacion (2.28) se puede reescribir como
1 1
H(ny.no) = D[S holki, ko)W2neksjpp (3ni+noliko 2.29

ko=0 k,=0
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Esta ecuacién representa el fiindamento del algoritmo de la FFT. Para demostrar
este punto, consideremos cada una de las sumatorias de (2.29) por scparado.

Primero reescribamos la sumatoria que esta dentro de los corchetes como

1
hi(no, ko) = D ha(ky, ko)W ?2meks 2.30
k=0

Enumecrando las ecuaciones representadas por (2.30) tenernos
hi(no. ko) = ho(0, ko) + ho(l, ko)uw?me

por lo cual
£11(0,0) = ho(0,0) + ho(1,0)u®
h3{(0.1) = ho(0,1) + ho(1,1)®
h1(1,0) = ho(0,0) + ho(1,0)w? 2.31
R1(1.1) = ho(0, 1) + ho(1.1)w?

¥y reescribiendo este sistema en notacién matricial

h,(0,0) 1 0 o o hg(0.0)
mo,)) _[o 1 o0 W ho(0,1) 2.32
Ri(1,0 ] = {1 0 w? o ho(1,0) :
hi(1,1) 01 0 u? ho(1.1)

de mancera similar si escribirmos la suma exterior de la ecuacién (2.29) como:

3
h2(ng,ny) = E hy(ng, ko)W (Bri+nolke 2.33
ko=0

hg = (ng,n1) = k) (1n0,0)® + hy(no, 1)w(Zri+no)
h2(0,0) = h1(0,0) + A1 (0, De®
h2(0,1) = h1(0,0) + hy(0,1)u?
h2(1.0) = Ay3(1,0) + Ay (1, 1)w!?
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hz(1,1) = h1(1,0) + 21 (1, 1)w?

Y reescribiendo este sistema en notacién matricial

h2(0,0) 1 w® 0 0 h,(0,0)

ha(0,1))Y _ {1 & 0 o 71(0,1) 2.34
h2(1,0) ] = lo 0 1 w? hy(1,0) .
h2(1,1) 0 0 1 h(1,1)

de las ecuaciones (2.22) y (2.28) tenemos:

H(ni1,n0) = ha(no,m) 2.35

Este resultado final hx(ng, n1) de la suma exterior estan en orden invertido con
respecto a los valores deseados H(n;,ng). Esto se debe a la mezcla que resulta del
algoritmo de la FFT (Brigham, 1974, p 172-174). Si combinamos las ecuaciones

hy(no, ko) = i ho(ka, ko)w?noks
& =0
1

hz(ng,m) = hl("o.ko)w(2"'+"°)k°
ko=0

H(ni,nq) = ha(ne,n1)

entonces ellas representan al algoritmo original de Cooley-Tukey de In FFT para
N = 4. Estas ecuaciones son recursivas ya que la segunda se calcula en funcién de

la primera. Y es de esta mancra como trabaja el algoritmo de la FFT.

Se presentan algunos puntos que son titiles al procesar funciones de tiempo

continuas con el algoritino de la FFT.
1) Para N muestras en el tiempo, existen N frecuencias discrectas.

2) Comeo resultado de la extensién periédica los puntos de mucstra 0 y N son

idénticos en ambos dominios.

3) Se considera que las componentes de frecuencia positiva estdn en (0, N/2);

las componentes de las frecuencias negativas se hallan en (N/2, V).
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4) Para funciones de variable real, las componentes de frecuencia positiva son

conjugadas complejas de las componentes de frecuencia negativa,

2.4 Ejemplo ilustrativo

Por iltimo se presenta cl siguiente ejemplo con el objeto de ilustrar el an4lisis
cualitativo que se realiza en el capitulo III. A través de este ejemplo se pretende
aclarar el significado que tienen cada uno de los resultados a los que se Hega en
el capitulo siguiente. El conjunto de valores que aqui se analiza corresponden a
1a digitalizacién de una funcién periédica conocida, stmada con una funcién de

ruido aleatorio. La funcién digitalizada es:

y(t) = cos f[127t + cos 227t -+ cos f32nt + w(t) 2.36

por lo tanto el conjunto de datos es periédico, resultado de la sobreposicién de
tres ondas y con ruido aleatorio aportado por la funcién w(t). Con estos valores
se realizaron cidlculos cuyos resultados son analizados a través de la técnica pro-
puesta, buscando mostrar que las conclusiones del anailisis son congruentes con las
propiedades que de antemano sabemos que tiene el conjunto. El conjunto de datos

que se analiza consta de 256 valores. Estos se grafican y se muestran en la figura

No. 1.
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Sc graficé tratando de encontrar algin orden, informacién o en gencral detec-
tar algiin patron de comportamiento en cllos. A simple vista parece que no hay
orden, aunque se observan algunas simetrias. Lo finico que si queda fucra de duda
es que los valores estan acotados entre un valor maximo que es 7.98497 y un valor
minimo de -0.969801. Basados cn lo anterior es razonable construir el histograma
de los datos para explorar la posibilidad de comportamiento aleatorio. Aplicando
la regla empirica de Sturges se determiné la necesidad de utilizar diez intervalos

de clase y cl resultado obtenido se muestra en la figura No. 2.
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9

Figura 2

Del anilisis de este histograma se obtienen conclusiones vagas pues no se
muestra un comportamiento definitivamente aleatorio pues no hay campana de
Gauss nitida. Sin cmbargo ignorando las ultimas barras a la derecha del his-

tograma entonces aparece una figura que si sugicre que hay un comportamiento

estadistico.

Se necesita analizar la posibilidad de que estos datos encierren un compor-
tamiento periédico puces es otra opcién que surge del analisis del histograma dado
que también este se pucde interpretar como una meseta mds o menos simétrica,
ligeramente mds alta en el centro y con muy poco desvanecimiento en los extremos
lo cual es resultado probable cuando se analizan datos que correspondan a una
onda. La busqueda de comportamiento periédico se hace a través de calcular Ia

transformada de Fourier al conjunto de datos.

Para efectuar la aplicacién de las ecuaciones (2.11) y (2.12) hay que preparar

al conjunto de datos que se analiza siguiendo esta secuencia:
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Para identificar a cada una de los datos les asignamos un indice n. Del
conjunto de datos se puede tomar una fraccién o al total de cllos, el tamafio del
lote scleccionado constituirdA un conjunto que se denomina tamaiio de ventana que
se identifica con la variable N. Asi para los 256 datos, N = 256 si se toman todos
los datos o tomara un valor menor si la ventana es menor. Simultaneamentec habra
n=1,2,3,...,256. Se define otra variable k que toma valores similares a los de n.
y que permite identificar a los diferentes coeficientes de Fourier A de la equacién
(2.12). Estos coeficientes permiten identificar las propicdades del comportamicento
del conjunto de valores.

Sedefine un intervalo de muestreo, digamos At, que se puede interpretar como
el intervalo que hay entre la generacién de un cierto T(n) y su sucesor T(n + 1).

Asi entre el valor de indice n y ¢l de n + 1 hay un espacio At.

At = [T(n+ 1) — T(n)] 2.37
El valor de At depende del significado que se le asigne a n. Por ejemplo lo
tipico es considerar al tiempo como el espacio transcurrido entre el evento n cuya

cualidad medida es T'(n2) y el evento (n + 1) que dié origen al valor T°(n + 1).

Se define una longitud de registro o intervalo de variacién del experimento

T = nAt 2.38

del cual se puede seleccionar la ventana V. Los coeficientes hg consituyen cierta
propiedad asociada a los valores H,,, las cuales, para el caso de comportamicntos
armonicos corresponden con la frecuencia. Se calculéd la transformada de Fourier
¥ el espectro de encrgfa al conjunto de datos y los resultados aparecen en la figura
No. 3.
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Analizando este espectro se puede afirmar que el conjunto de datos corres-
ponde a una scial periédica. Para dar contundencia a esta conclusién sec calcula
la autocorrelacién del conjunto de datos y el resultado obtenido se muestra en la
figura No. 4. Si el conjunto de d:\toa: tuviera comportamiento cadtico la autocor-

relacién tenderia o cero y como esto no ocurre se afirma que ¢l conjunto de valores
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tiene comportamiento periédico.

Establecido que hay comportamiento periédico se procede a analizar con mads
detalle los datos para identificar las propiedades caracteristicas de este compor-
tamiento periédico en especial el mimero de ondas involucradas y sus frecuencias.
Para eso se seleccionan diferentes ventanas, diferentes longitudes de registro y
diferentes At y asi por “prueba y error™ se llega a determinar las caracteristicas

de cada una de las variables que nos permiten encontrar “picos™ en las figuras que
nos muestran al espectro de Fourier.

Para ilustrar lo hecho considerense los siguientes casos:

Se tomo un tamafno de ventana de 21 valores, se les calculé el espectro de

Fourier y los resultados se mucstran en la figura No. 5. Sc observan varios picos.
12 ‘,

10
Figura &
Se toma un tamafio de ventana de 64 valores y se observan picos en las
posiciones 4, 8 y 16 de la figura No. 6. Esto sc dcbe interpretar en el sentido
de que hay 4, 8 y 16 ondas completas en la ventana de 64 y asi, si esta ventana

corresponde a una longitud de registro de 4 segundos cntonces las frecuencias de
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las ondas identificadas seran 1, 2 y 4 ciclos por segundo.
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Figura 7

Para afirmar lo anterior se reduce ¢l tamaio de ventana al minimo posible

apoyandose en la conclusién del parrafo anterior y en la figura No. 7 s¢ muestra

el espectro de Fourier para cl tamaio de ventana igual a 16.

Y ahora los picos

aparccen cn las posiciones 2. 4 y 6 con lo que sec ilustra ¢l efecto provocado al

reducir la ventana.
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Se calcula el diagrama de fases para el minimo nimero de datos determinado

en el piarrafo anterior y el resultado se presenta en la figura No. 8.

1 2 \/ 4
Figura 8

Este diagrama se construye iterativaumente localizando al evento n cn cl cje
horizontal y al cvento nn 4+ 1 en el cje vertical, se observan tres curvas las cuales
se asocian con los puntos atractores (Baker, 1990, p 24-27), cn este caso con las
ondas sobrepucstas alrededor de las cuales se manifiestan los diferentes valores.
Finalmente si comparamos la conclusién cualitativa que dan las altimas figuras cn
cl sentido de que hay comportamiento peridédico y de que éste es el resultado de la
sobreposicién de tres ondas con lo propuesto al inicio del cjemplo se observa una
completa congrucencia entre lo que se propuso y lo que se concluyo y por lo tanto

la técnica de andlisis propuesta da resultados confiables.
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Capitulo 3
Andlisis de datos
Introduccién

En este capitulo se analiza un conjunto de datos obtenido en un experimento
realizado en la Facultad de Ciencias, sobre el sistema caético conocido como grifo

goteante. El andlisis se hizo siguiendo esta secuencia:

i Sobre los datos analizados, a través de grificas se visualiza almin posible
comportamiento en los datos. Comportamiento estadistico, se analiza posible com-
portamicnto aleatorio. Andlisis de periodicidad. por medio de la transformada de
Fourier se buscan indicios de periodicidad. Afirmacién de la periodicidad, me-
diante la autocorrelacion se analiza la memoria del conjunto. Investigacién de
caracteristicas, variando los tamaiios de ventana y las tasas de muestreo, se de-
termina el mimero de ondas involucradas y la frecuencia de éstas. Estabilidad,
analizando el espacio de fases sc identifican atractores. Caracterizacién de atrac-
tores, se calcula la media artimética y desviacién estindar para cada atractor.
Caracterizacion final del conjunto de datos. se dan argumentos para clasificar el
comportamiento de los datos como movimiento Browniano y al conjunto como

proceso fractal.
3.1 Sobre los datos analizados

Algunos experimentos dan como producto un conjunto de datos que es ncce-
sario analizar para obtener la informacién que contienen. Estos datos son con-
secuencia de los valores que toman las variables involucrada en el experimento y
de la forma como se interrelacionan. Teoricamente siecmpre sera posible realizar el
aniilisis si se aplican las técnicas adecuadas para este fin. En la actividad cientifica

es algunas veces importante emplear al tiempo como variable independiente, o bien
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analizar datos que dependen unicamente de una sola variable; a estos conjuntos

de datos se les lama genericamente scries de tiempos (Chatfield, 1980 p 1-30).

Este trabajo se desarrollard analizando una serie de tiempos obtenida a partir
de un experimento real realizado en el Laboratorio de Fisica Moderna de la Fa-
cultad de Ciencias durante 1990. El experimento consistié en registrar el tiempo
que transcurria entre una gota que se desprendia y'ln. siguiente al descargarse
una bureta. La idea detras de este experimento fué iniciar el estudio de fenémenos
cadticos a nivel experimental (Nifiez-Yépez et al. 1991), las variables como el nivel
de liquido, abertura de la vialvula, posicién, temperatura, etc., se mantuvieron bajo
control, entonces, por la informacién de que se disponia (Martien et al. 1985),

era razonable esperar que el tiempo de descarga entre gota y gota tuviera un

comportamiento caético.

Asi pues, el andlisis de estos datos se hizo con el objeto de tener argumentos
para aceptar o rcechazar la hipétesis de que el comportamiento del tiempo de

descarga no sigue ningiin patrén definido es decir que tiene nn comportamiento

cadtico.

Cabe seiialar que es imprescindible respetar en el andlisis ¢l orden en que se
generaron los datos, pues de otra manera las conclusiones obtenidas reflejarian el
manipuleo de los datos y uo el comportamicnto de éstos. Es necesario recordar que
el conjunto de valores que aqui se analiza, corresponde a datos que se generaron en
un experimento real con todo lo que cllo implica sobre influencias no controladas
en los resultados. IPara tener una visién global de los datos. se graficaron los
wvalores tomando al miimero de evento n como variable independiente y a los datos
(ticmpo entre gota y gota o intervalo de goteo), como la variable dependiente. El
resultado se muestra en la figura No. 1. Como se puede obscrvar de la figura, no

aparece ninguna tendencia que peninita sefialar el comportamiento det conjunto.
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Figura 1

Se graficé n vs t,;. Se observa que estos datos no presentan ninguna tendencia
que permita asignarles algiin comportaniento definido. La 1inica conclusién gque
se puede obtener, observando la figura No. 1, es que, los valores se mantienen os-
cilando entre ciertos limites que. de la misma figura, podemos fijar entre 0.002546
¥ 0.110457. Lo anterior podria significar que los datos corresponden a un compor-
tamiento lineal. ¢s decir, podria suponerse que los valores estan distribuidos a uno
¥ otro lado de una linea recta, cityas caracteristicas se podrian encontrar haciendo
un ajuste por minimos cuadrados. Esto se puede hacer, pero antes, habri que
demostrar que los datos se distribuyen aleatoriamente en la vecindad de la recta
asociada, es docir. los datos deben presentar un comportamiento gaussiano cuyo
valor central pucda ajustarse a la recta. En la siguiente seccién se demuestra que

esto no es posible.
3.2 Comportamiento Estadistico

Para comprobar si los datos se comportan aleatoriamente se agruparon los
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8192 datos de la scrie de tiempos T'(n), en 15 intervalos de clase que dieron el his-

tograma de frecuencias mostrado en la figura No 2. Se seleccionaron 15 intervalos

porque, de acuerdo con la regla empirica de Sturges:

3 log
p=E [E*’ logZ]

donde E[x] representa la parte entera de =, n es el tamaiio de la muestra y p es

el mimero de clases recomendable. Por lo tanto los datos debian agruparse, al

menos en 15 intervalos de clase, cuyos limites son de 0.002546 a 0.110457 en pasos

de 0.00719398 (Bendat, 1971, p 119-121), con lo cual sc obtiene el histograma
mostrado en la figura No. 2.
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Figura 2
Analizando ¢l histograma de la figura, sc concluyé que no hay comportamiento
aleatorio, pues no es posible encontrar correspondencia entre la imagen del his-
tograma de los datos T°(n) con la imagen que corresponderia a una distribucién

gausiana. De este andlisis preliminar se concluye que no es posible asociar al com-

portamicnto de los datos alguna ecuacidn lineal, cormo se propuso antes, por lo que
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habrd que buscar otras posibilidades: as{ por ejeimnplo, la serie de tiempos podria
ser cadtica, como ya se dijo, o tener un comportamiento periddico oscurecido por
¢l ruido experimental. Analizando esta segunda posibilidad, se puede observar que
los datos se mantienen entre ciertos limites (ya schalados) y alterndandose a uno y

otro lado de una cierta recta paralela al eje de las T(n), como se ve en la figura
No. 1.

Si esta suposicién es correcta, scra posible analizar a los datos de la scric de
ticmpo, transformandolos en una serie de frecuencias, (dado gque Ia variable conju-
gada con ¢l tiempo es la frecuencia) y este andlisis nos mostrara si los datos son o

no peridgdicos. Para transformar los datos correspondientes a la serie <de tiempo a

sus valores correspondientes a la serie de frecuenc

s¢ aplicd la Transformada de
Fourier y se obtuvieron los resultados que se describen a continuacion. Como ya se

dijo en ¢l capitulo antcrior, se puede demostrar

a periodicidad transformando los

datos de la serie de tiempo al espacio de frecuencias a través de la transformada
de Fourier y asf, se pueden identificar los pardametros fundamentales que ticnen
los datos de esta serie, con lo que se puede demostrar si §¢ comportan o no en
forma periddica. Asi, por ejemplo, se puede deterininar la frecuencin de la onda
asociada al conjunto de datos. o las caracteristicas de las ondas arménicas que sc

sobireponen para dar la onda resultante, o encontrar las caracteristicas de cada

onda independiente sobrepuesta, ctc.

Al graficar en el dominio de las frecuencias aparecen picos que corresponden,
cada uno, a la frecuencia de cada onda involucrada. La frecuencia de la onda que
corresponde a cada pico se puede determinar directamente de la grifica. Para
construir ésta hay nccesidad de scleccionar una ventana, es decir, hay que sclec-

cionar entre que valores de la serie que se anali

v se desea aplicar la transformada
de Fourier. Al mismo tiempo. hay que establecer cunantas divisiones va a tener

49



esta ventana y asi el periodo correspondiente al pico se obtiene dividiendo ¢l valor

correspondiente a la division sefialada por el pico entre el tamaifio de la ventana
(Ramirez, 1985, p 70).

Cada divisién en que se partié la ventana, lleva asociado un intervale de
tiempo, At, cuya magnitud se puede conocer, siecmpre y cuando, se conozca el
tiempo que corresponde al tamafio de la ventana. A éste se le denomina tiempo
MAXIMo, tmax- En caso de no conocerse el tiempo miximo se puede suponer que
At tiene un valor igual al de la unidad de medida de los datos (en el caso analizado

aqui la unidad de medida es un milisegundo) y asi se pucde establecer la signiente
relacién:

oo,
At~ fmax
Se caleuld la transformacda de Fourier para los 8192 datos y se graficaron. en ¢l
eje vertical. la norma de X (f) ¥y en el eje horizontal, 1a frecnencia f, obteniéndose

los resultados que estan jlustrados en la figura No. 3, los cuales estan en cscala
logaritinica.

2

. Figura 3
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El espectro de energia se mucstra en la figura No. 4. La apariencia del espectro
de energia depende claramente de la forma en que la seiial T(n) evoluciona con
el tiempo. Lo importante de obtener el espectro de energia es que, mancjado
apropiadamente revela propicdades o informacién que de otra imnanera permanecen

indetectables.
o.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Figura 4

La conclusién que se obticne de la observacion de las figuras 3 y 4 es que ¢l
coxnpbrtnnxicm.o de los datos corresponde & una seiial aperiédica. Esto se concluye
dado que, la griifica correspondiente al espectro de frecucncias y al espectro de
energia presentan demasiados picos y seria muy aventurado proponer, sin tener

otras evidencias, que el comportamiento es periédico.
3.3 Afirmacién de la periodicidad

Para rcforzar la afirmacién de que el comportamiento de la serie de tiempo
es periédico se calculd y graficé la autocorrelacion de T(n). Los resultados se
muestran en la figura No. 5. Se tuvo que rechazar la conclusién anterior, en ¢l

sentido de que la seiial es aperiédica o caética, debido a que, si esta hubiese sido
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corrccta, la autocorrelacidn deberia tender a cero a medida que transcurria el

tiempo.
0.676
0.674

0.672

La funcién de autocorrelacién constituye la memoria del conjunto de datas.

con esto se quicre decir que la fi i6n de aut relacion hace evidente, al analista,

la influencia que tiene, en un cierto valor, el valor que le antccede. Asf{, por ejemplo,

en un conjunto de datos distribuidos en forma aleatoria. un cierto valor originado
en un momento dado, no presenta ningin efecto que lo relacione con el valor que le
antecede, cs decir, los valores no tienen memoria o la tienen de muy corto alcance.
Por el contrario, si €l conjunto de datos es periddico, un cierto valor debe de ir

precedido por otro valor que ejerce toda su influencia y por eso se dice que ¢l

conjunto tiene memoria (Berge, 1984, p 44-45).

3.4 Andlisis de Caracteristicas

En cste momento se presentan dos argumentos con posiciones antagénicas:
uno indica que la secfial es aperiédica y el otro que no. Para encontrar cual es cl

argumento correcto se procedié a analizar con mads detalle el método de cilculo
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¥ el significado de la informacién obtenida en el espectro de energia. Al analizar
una seiial que supucstamente tiene comportamiento periédico o casi-periédico,
debe tenerse muy en cucenta que la ventana seleccionada para analizar los valores,
guarda una estrecha relacién con el periddo de la, o de las ondas, que reflejan el
comportamicento de los datos y que pueden producir “bandas anchas™ en el espectro

de energia, si la ventana no es seleccionacda adecuadamente. Esto, evidentemente,

conduciria a conclusiones erréneas.

Simultancamente, el niimero de intervalos en que se divide la ventana, n as{
como el tamaiio del intervalo de tiempo, At, que hay entre cada una de estas
divisiones, csta intimamente relacionada con el punto k& en donde aparece cada
uno de los picos que nos indica el nimero de crestas y valles encerradas en este
tamaiio de ventana y que corresponden a cada una de las ondas involucradas en
la senal original. La frecuencia de cada onda se pucde obtener si se conoce la
equivalencia en tiempo que tiene el tamaiio de ventana usado. Existe entonces,
una total y especifica relaciéon entre cinco variables que condicionan la apariencia
del espectro de frecuencia y del espectro de energia: n, k. At, T, ¥ tmax- Segiin
se manipulen éstas para construir la ventana se tendran diferentes apariencias
en las imidgenes obtenidas. Se considera que una mala scleccién en las variables
anteriores fue la causa de que se obtuvieran “bandas anchas™ en las figuras 3 y
4. Por lo anterior, se procedié a analizar Ia serie de datos, a través de scleccionar

diferentes ventanas y teniendo en consideracién que se presentarian las siguientes
posibilidades:

— El periodo es exactamente igual a Ia duracién de la medida. En este caso,
si la sefial e¢s sinusoidal, apareceri en cl espectro de Fourier un solo pico, en la
posicion correspondicnte al primer At en relacién con cl tamaino de la ventana. Es

decir, la frecuencia se calcula dividiendo —:‘i, siendo en este caso A = 1 pues hay un
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solo pico en el intervalo de tiempo tmax-

— Si la sciial es periédica, apareceran en el espectro de Fourier, cada uno
de los picos correspondientes a los arménicos contenidos. Nucvamente la relacién
entre las posiciones de los picos ¥ el tamafo de ventana nos dara la frecuencia de

cada arménico. Cabe enfatizar que la posicion de cada pico k& indica el mimero de

ondas completas que caben en esa ventana.

— Se puede distinguir entre picos que corresponden a arménicos y picos que
corresponden a ondas que indican casi-pcriodicidad, porque los picos arménicos
estin si‘mctrica.rncntc espaciados, dado que cada onda, es de frecuencia multiplo
de la principal. En cambio, las ondas que producen la casi-periodicidad, no nece-

sariamente presentan picos en posicién simétrica, puesto que, dichas ondas no son
arménicos de la principal.

— La duracién de la medida es un nniltiplo entero del periodo. Se tienen las

mismas condiciones dadas anteriormente, sélo que, en estc caso, la resolucién de

las frecuencias ¢s tantas veces mejor como sea la magnitud del miiltiplo entero.

En estos casos, se cumple la siguicntc relacién entre las variables involucradas
en el tamaiio de ventana:

tmax _ k
T ~ n

Cuando esta relacién no se cumple, suceso que se puede representar con la siguiente
expresién:

o = fmax

T

3lx

la consccuencia que se obtiene, en ¢l espectro energia, es la tipica imagen de un
comportamiento casi-periédico (Berge, 1984, p 43-62). Como ya se dijo, la figura
3, es decir la imagen correspondiente al Espectro de frecuencia de los 8192 datos no

muestra ninguna informacién que permita concluir nada respecto a la periodicidad
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del conjunto. Dado que la imagen csta muy compactada, es conveniente dividir los
8192 datos cn intervalos menores. En la figura No. 6 se muestran los resultados que
sc obtienen al abrir el espacio en el eje horizontal, los valores van de 1 a 1018 en vez
de 1 a 8192 y sc observan, mas claramente, las variaciones en el comportamiento
del espectro de Fourier y estas variaciones sirven de guia para establecer ¢l tamaino
de ventana que conviene utilizar en la biisqueda de las ondas que se ajustan a los

datos analizados.

Figura 7

Tentativamente se pueden separar a los 8192 datos cn 10 intervalos: de 1
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a 1018, de 1019 a 1600, de 1601 a 2200, de 2201 a 3600, de 3601 a 409G, de
4097 a 4800, dc 4801 a 6200, de 6201 a G800, dc 6801 a 7400, de 7400 a 8192.
Esta divisién sc ha propuesto porque, después de haber realizado una exploracién,
sc encontraron algunas regularidades en los intervalos antes enunciados. Para
ilustrar este proceso, se tomaron los datos corrcspondicntcs.:\] primer intervalo,
es decir los que estaban entre 1 y 1018 y se graficaron en la figura No. 7, como
sc observa un comportamiento mis o menos regular, se decidié fijar el primer
tamaiio de ventana en 1018, y se calculé la transformada de Fourier para buscar
los armdénicos involucrados, es decir buscar ¢l tamaiio de ventana apropiado para
climinar la “banda ancha”quec nos presenta ¢l espectro de Fourier. El ajuste mis
apropiado se cncontré para una ventana e 542 At en lugar de los 1018 iniciales
¥ cl resultado es mostrado ¢n la figura No. 8, en la que sobresale el hecho que
aparece un solo pico, en la posicién 257. Nétese que %:;’—; = 0.47417 es la frecuencia
que se obtiene al dividir la posicién sciialada por el pico & = 257 entre ¢l tamaiio

de la ventana n = 542.

35 F
30 F

25

1S b

50 100 150 200 254

Figura 8
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Sec continud la biisqueda en torno a la periodicidad del conjunto de datos y se
encontré nuevamente un solo pico en la griafica del espectro de energfa (ver figura
No. 9), en la posicién & = 33 para un tamafio de ventana de 72. Es dccir, la
frecuencia de la onda asociada a los primeros 72 datos tiene un valor de 0.45833.

El 542 es miltiplo de 1626 asi que, s¢ consideré conveniente investigar tamaiios

de ventana miltiplos del 542 o tamaiios en la vecindad de éstos.

Los resultados muis sobresalientes se sintetizan en la tabla No. 1 de la cual,

es importante resaltar lo siguiente:

— La primera columna indica el tamaiio de ventana (nnAt mimero de puntos).
— La scgunda columna muestra las posiciones en las que aparecen los picos.

— Una vez que se ha aplicado la transformada de Fourier al conjunto de
valores involucrado en un cierto tamafno de ventana, se les aplicé la Transformada

Inversa, la cual penimite regresar al conjunto de valores originales.

— Analizando la informacién de la tabla No. 1, se notan varios tamaiios de

ventana, para los cuales corresponden 3 picos.

Tabla No.1
Tamaifio ventana Posicién de los picos

288 129

542 257

1626 257, 513, 769
2168 1025

3252 513, 1025, 15637
4878 2049

— Es importante la observacién siguiente: Los 8192 <latos se agruparon en
dos intervalos. El primero lo constituyen los primeros 4878 valores y cl siguiente

los 3314 valores restantes. Para buscar la frecuencia de oscilacién de estos datos se
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investigaron diferentes tamanos de ventana, encontriandose cn los tamaiios de éstas
correspondientes a 542, 1626, 2168, 3252 picos, como se mostré en la tabla No.
1. A partir del dato 4879 se analizé el segundo intervalo, tomiandose nuevamente
tamanos de ventana de 542, 1626, 2168, 3252 y nuevamente se encontraron picos
en posiciones iguales a las del primer intervalo con lo que se demuestra que se

repite el comportamiento con las mismas caracteristicas de periodicidad a través

del intervalo completo.

5 10 15 20 25 30

Figura 9

Las figuras 11, 12, 13, y 14 muecstran los resultados obtenidos para los tamaiios de

ventana 1626, 2168, 3252 y 4878 respectivamente.
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3.5 Estabilidad

Para concluir definitivamente que la senal analizada es periddica, se deben
considerar otras condiciones. Asi, por ecjemplo, ¢l conjunto de datos que consti-
tuycn la scenal deben tener, cuando menos, un atractor. Si la seiial cfectivamente
ecs peridédica. debe mostrar estabilidad que se manificsta de muchas maneras, por
ejemplo, con amplitud constante, con frecuencia y por lo tanto, también perio-
do constante, cte. y todo esto implica un equilibrio que, geométricamente, es
representado por un atractor.

La aparicncia del atractor depende de las variables implicadas en la senal.
Asi, puede representarse por un punto, por una curva cerrada, por una superficie,

por un volumen, ectc.

Si el sistema es periédico, al transcurrir el tiempo repetiri eventualimente
estados que ya visito con anterioridad, entonces, el atractor serd una solucién que

sc representard por un punto o un conjunto discreto de puntos.
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Si el sistema evoluciona ciclicamente al transcurrir el tiempo, manteniéndose
dentro de ciertos limites bien definidos en ¢l espacio de fases, su solucién serda un
atractor conocido como “ciclo limite.” Su espectro de Fourier contiene picos para
su frecuencia fundamental y sus arménicos pero, conociendo la sciial en momento

dado, siempre sera posible predecir su condicién en cualquier momento posterior;

elle no ocurrirfa en un sistema cadtico.

Un tercer tipo de atractor es el “toroide”™ que corresponde a una schal casi-
periédica. La dimensién del toroide dependera del nimero de frecuencias funda-

mentales independientes involucradas en la sciial.

El espectro de Fouricr caracteristico de una sefial casi-periédica, como en el
caso del sistema periédico, también esta formado por una combinacién de picos

de las frecuencias fundamentales y de sus armdnicos y su solucién también serda

dada como una seric de Fourier. Asi mismo. serd posible predecir como serd la

condicién futura del sistena, apoyandose en informacién actual.

3.6 Caracterizacién de atractores

Una forma de visualizar al, o los atractores. es a través de graficas con retraso
temporal. las cuales sc obtienen graficando a los elementos de la seiial contra otros,
tomacdos de la misma semnial, pero a tiempos diferentes, para poner en cvidencia la

forma en que se van transformando al avanzar. desde un punto al signiente.

Los clementos a graficar se pueden escoger de diferentes maneras, por ejemplo,
tns1 VS tn. La figura No.15 se construys tomando el valor de los datos, funcién de
n. y se localizé cn el eje horizontal. Se tomé. estrictamente, ¢l siguicnte valor del
archivo, funcién de n + 1, y se localizé en ¢l eje vertical. Asf{ se localizé cada punto
en la graficn. Explicndo en forma simplista se pucde decir que la figura No. 15 se

construyé relacionando el valor 1 con el valor 2, ¢l valor 3 con el valor 4, cl valor
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5 con el valor 6, ete. y se obtiene el espacio de fases o grifica de retraso temporal.

-
©.108 }
0.106

0.104

o6.102

0,096 0.098

9.102 0,104 9.106

G.i08 0.11

0.o0%8 Figura 15

o006}

Resulta evidente que hay tres zonas en donde se concentran los puntos, es
decir, existen tres atractores. Estos puntos atractores, hacia los cuales tienden
todos los valores que conforman la seiial, encierran informacién 1itil, entre la cual,
cabe destacar la siguiente:

Tres puntos atractores, en una seiial periédica, pueden explicarse como la

sobreposicién de un mimero impar de ondas senusoidales (Berge, 1984, p 63-72).

La frecuencia de estas ondas que se sobreponen tiecnen que ser miiltiplos en-
teros entre si. Es decir, el primer armdnico debe tener frecuencia doble que la prin-
cipal, ¢l segundo armdnico debe tener frecuencia doble que 1a del primer arménico.

Si no se cumple esta condicién no es posible obtener el espectro para la transfor-

mada de Fourier, que sc muestra en figura No. 13.

La prescucia de tres atractores obliga a que, al mecenos, se sobrepongan dos

ondas, la principal y un arménico. De no ser asi, la figura No.15 no tendria la

apariencia de “vértices de un rectingulo”™ sino que mostraria apariencia “trian-
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gular”. Los diagramas de rctardo muestran que los datos no estin concentrados
exactamente en los puntos, sino que mas bien, se distribuyen estos, en Ia vecindad

de un valor central que corresponde ¢n si, a cada punto atractor.

Apoyiandose en la informacién global que muestra figura No.15 es posible
proponer limites aproximacdos a las fronteras de la vecidad de cada atractor. Los
limnites se fijaron arbitrariamente, dibujando un circulo, con un radio tal que per-

mitiera agrupar al mayor nimero de puntos posibles dentro de él.

Dado que ¢l proceso de graficacion fue iterativo (el pritmer valor con el segundo,
luego el tercer valor con cl cuarto, ctc.), los Iimites establecidos para las abscisas
no pueden ser. como se propuso antes, los mismos limites usados para las ordenas.
De esta mancra los limites para las ordenadas se fijaron analizando la figura No.
15 quedando cada zona de atractor en:

a) 0.103 < = < 0.105 y 0.103 < y < 0.105
L) 0.108 < xr < 0.110 y 0.103 < y < 0.105

¢) 0.104 < = < 0.106 y 0.107 < y < 0.109
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Estos limites permitieron agrupar a los 8192 datos en tres lotes, uno por cada
zona de atraccién. Las figuras No.16, 17 y 18 presentan los histrograma de las
frecuencias de los datos, en relacién con cada intervalo de agrupacién. Comparese

con la figura No. 2.

aso}

E] 10

Figura 18



Con los datos agrupados, se puede calcular la media aritiéticn para todas las
f(n) ¥y la media aritmética para todas las f(n+1) y asi se obticnen las coordensacdas
dcl punto atractor. La dispersién de los puntos alrededor del punte atractor, se
determind calculando la distancia promedio que existe entre cada uno de los puntos
¥ el atractor y después sec calculé la desviacién estandar de cada distancia con el

valor central. Los resultados fundamentales se presentan en la tabla No. 2.

Tabla 2
Atractor Coordenadas promedio Desviacién estindar
a) £ = 0.103783 i = 0.104346 0.0002541
b) Z = 0.104365 § = 0.10829 0.0004260
c) T = 0.104398 j = 0.108397 0.00077694

3.7 Caracterizacién fractal

El conjunto dec datos analizado cexhibe ciertas propicdades que son carac-

teristicas de los fractales, de las que sobresalen las siguientes:

Como se pudo ver en las figuras antoeriores. en especial en la No. 9, al variar la
longitud de la ventana con ciertos incrementos regulares, bien definidos, se repiten
Ias propiedades mostradas por el conjunto, en cuanto a sus caracteristicas funda-

mentales y cuando cambia la escala con que se estudia, presenta autosimilaridad.

El conjunto se¢ puede escribir como la unién de ondas reescaladas, es decir por
ondas similares que varian en cuanto a su frecuencia. Se obtiene mayor aproxi-

macién, cn cuanto al ajuste de Ia unién de ondas reescaladas con ¢l conjunto de

datos, a medida que se emplean ondas de frecuencia mas corta.

La figura No. 1 corresponde complctiuncnte con el demominado movimiento
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Browniano. Por lo anterior se propuso la siguiente hipétesis: El conjunto de datos

corresponde a un fractal aleatorio.
Esta hipdtesis se considera correcta dado que:

Los incrementos entre f(n) y f(n + 1) son aleatorios. Para la construccién
de la figura No. 15 se calcularon los valores correspondientes a f(n)y f(n+1) y
a partir dc estos, se construycron las figuras No. 16, 17 y 18 que prueba que los

incrementos Ay(n) = f(n + 1) — f(n) son gaussianos.

Si en la figura No. 1 se transladan los cjes, de tal manecra que coincida
el eje horizontal con ¢l valor central promedio de las figuras No. 16, 17 y 18
entonces, se verd claramente que el valor central. es decir la media aritmética de
los desplazamicentos a uno y otro lado del valor central vale cero. Caracteristico

del movimiento Browniano.

El nivel de dispersion se va incrementando a medida que se incrementa el valor
de n, que a su vez esta rclacionado con ¢l incremento del tiempo. Y finalmente, el
argumento mds importante de porque la hipétesis se considera correcta cs debido
a que el exponente de Hurts (Hasting, 1993, p 56-58), para el conjunto de datos
oscila alrededor de 0.503.

Denominando proceso a los cambios que experimenta un sistema al pasar de

un cstado a otro, se¢ pucde hablar de dos tipos de procesos:

a) Los que son deterministas, es decir, aqguellos que se desarrollan cumpliendo

leyes bicn precisas.

b) Los que son estocdsticos, es decir, aquellos en los que la transicién de una

ctapa a la siguiente conduce o estados quie solo se pueden prever en forma aleatoria.

En un proceso fractal. las condiciones del sistema sc¢ manticnen dentro de
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ciertos limites, aiin cuando la transicién de una ctapa a otra, se de en forma
aleatoria. La evolucién podra ser aleatoria pero, la magnitud del cambio, esta

regulada por la condicién del sistema antes de que se produzca cl cambio.

El exponente de Hurst sirve para cuantificar la influencia del estado que tiene
un sistema al inicio del cambio, con las condiciones que tendra cl sistema, al
producirse la evolucién. Si este coeficiente de Hurst vale 0.5, cl proceso scra

fractal.

0.50308
0.50306
0.50304

0.50302

0.50298

0.50296 Figura 19

En todo proceso fractal, los incrementos sucesivos entre las ctapas de dicho

:procedo, estin correlacignados. En consccuencia es a través del coeficiente de
e i nd :

- ecorrelacién ya caleulado y presentado en la grifica No. 5 como sc puede obtener el

cocficiente de Hurst para la seiial analizada mediante la aplicacién de la siguiente

relacion:

_ log(2 + 2p)
H = log(4) 3.

Donde p es el cocficiente de correlacion, es decir el valor que nos permite
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cuantificar el nivel de influencia que se establece entre las condiciones iniciales
del sistema con las condiciones finales. Realizados los cidlculos de la constante de
Hurst para cada uno de los coeficientes de correlacién utilizados en la elaboracién
de la grafica No. 5 se obtuvieron los resultados que se presentan en la figura No.
19. Se observa claramente que los valores de la constante de Hurst oscila alrededor
del valor 0.5, lo cual demuestra que el conjunto de datos corresponde a un proceso

fractal.

ESTA SIS 88 Brsr
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Capitulo 4

Conclusiones

A través del anailisis realizado al conjunto de datos experimentales motivo
de este trabajo, sc ha concluido que el comportamiento de dicho conjunto de

datos e¢s periddico y no cadtico coimo habian creido los experimentadores. Es

izadas en este trabajo,
permiten detectar algunas propicdades asociandas al conjunto aiin cuando no sean

importante recalear que las herramientas de cilaulo u

evidentes en una simple visualizacion. Es de notarse que la conclusion obtenida

estuvo en contra aiin de la intuicion de los experimentadores. Esto es, los datos

muestran un comportamicnto periddico a pesar de que la informaciéon publicada

hacia ficil el presuponer su naturdleza cadtica. Con cllo no se afirma que los
andlisis reportados estuviesen equivocados, hay cvidencia amplia de que un grifo
gotea caoticamente en ciertos reginienes, pero parcce que cllo no es asi en el que
corresponde al caso que aqui se analizé.

Aunque originalmente se habia programado inclhiir un estudio completo para
la determinacién de los exponentes de Liapunov y otras propiedades métricas de
< los datos bajo la suposician de que el conjunto cra caético. no fué necesario llevarlo

a cabio, dado que el conjunto de datos results periddico.

Tener immdgencs parciales o estiticas acerca del evento que se estudia no ha

sido minea satisfactorio piara el investigador. Sin cinbargo hasta la fecha ésta ha

sido la situacidn mas commin debido entre otras cosas i1 que contar con una imagen
dinamica acerca de como evolucionan los eventos a estudiar iimplican problemas

dificiles de resolver, entre los que sobresale Ia necesidad de mancjar cantidades
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significativas de datos. Estos problemas conlievan, por una parte, la realizacién
del experimento que implica el control de algunas variables a través del tiecmpo y
pos otra la recopilacién y estudio de los datos obtenidos.

En este trabajo se busca ilustrar que con las herramientas y técnicas con las
que se cuenta en la actualidad, es posible realizar andlisis Que en otras épocas, aiin

cuando se contaba con algo de la base tedrica, resultaba casi imposible llevarlas

a cabo por la ardua tarea que representaban. Del trabajo que se presenta agqui

sobresale:

alculo utilizadas ahora se pueden aplicar sin

1. Que Jas herr icntas de

enfrentar la enorme tarea que cn otras épocas tuvieron.

2. Que estas herramientas son tan podcrosas gque nos permiten escudrifhar
profundamente en los comportamicentos no accesibles de la naturaleza que antes
eran poco cvidentcs al investigador. Asi por ejemplo el conjunto de datos que aqui
se analiza originalmente se penso que tenia comportamiento aleatorio y tal vez
en cierto nivel cadtico ¥ sin cmbargo después del andlisis realizado se descubrié

comportamiento periédico que sin este andlisis habria pasado desapercibido.

3. Con la aplicacién de la teoria disponible se puede llegar a determinar de-
talles tan delicados como los puntos atractores, sus grados de desviacion, el com-
portamiento de sus ciclos, etc. que son fundamentales para lograr el conociniento

de los eventos que se estudian.

4. EIl potencial de aplicacién que tienen las herramientas usadas en cste

trabajo, son de aplicacién muy amplia en todos los campos del conocimiento.
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