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Introducción 

La esencia del n1étodo científico es Ja aceptación del cxpcrin1cnto con10 nrbil.J·o 

supremo de lo que se considera corno vcrcJa.dcro. El _producto cJcl experimento 

es, en muchas oca..~ioncs, un conjunto de datos que es necesario illtcrprctar para 

situarlos en el cont.cxto apropiado a. la luz de los conociinicntos científicos de In 

época. Por lo tanto, es fundazncntal cout.a.r con hcrra.n1icnta .. -. para. el análisis y la 

interpretación ele Jos rc.sultados cxpcrirne.ntalcs. Todo ello resulta necesario (nu\S 

nunca suficiente) para cun1plir con la esencia. del n1étodo científico. 

En épocas no 111uy lejanas, los cxpcri1ncnt.os típicos realizados en institutos 

dcdicp..dos profcsio11a.l1nentc a la investigación, daban Jotes de (Jatos q11e, con rela­

tiva facilidad, podiau 111anifcstar su cont.cuido. Ca .. o;;i sicrnprc c1u·ont.rnr lns reglas df! 

correspondencia r11r a-.~ los conjuntos de <lat.os q1w i11t.cgral>•U1 la. "acción-reacción·· 

investigada. se log:nLlm. tras la apJicad()J1 de 111étodos 111<í.s o 111c11os si111plcs; por 

cjctnplo, graficando y ajustando por el n1étodo de 1nínirnos cuadrados o calculando 

valores centrales y varianza, en suma, aplicando técnicas est.a.díst.icas ele cierto cali­

bre. En el presente. t!sf n situación es cada vez n1cnos frecuente: cJ an{Llisis requiere 

de técnicas Jn¡.\s cornplcj<l..o.;. Con cst.o uo se quiere decir que estos ruétodos ya no 

se usen o que sean obsolet.os, sino nu'is bien se pretende dejar en claro, que estos 

n1étodos se han tenido que reforzar con hcrrarnientns rn;Lc; po<lcrosa ..... para enfrentar 

las dificultades acl ualcs. 

A n1cdida que los cxpcrirnentos se cotnplican, a ruedicla que el nivel de espe­

cialización aun1cnt.a. el investigador se enfrenta a la necesidad de contar con un 

rnnyor arsenal para n?alizar el análisis de los datos~ pues cada vez esta tarea resulta 

nuís difícil de rcnliza.r. Esta dificultad t.ienc diferentes orígenes y 1nsu1ifest.a.cio11e:-o 

y el objeto de cst.<> t.rabajo es proponer un rnét.o<lo para el an;ilisis y 1nancjo de 



datos, que permita cJetenninnr cualitativamente algunas propiedades del conjunto 

y poder atacar dos de Jos problemas que cada vez son más frecuentes: 

- El manejo de cantidades abrumadoras de datos. 

- La co1nplejidad intrínseca del conjunto de datos. 

El problema que significa Ja manipulación de conjuntos enorn1es de datos solo 

se puede resolver fácilmente a través del empleo ya generalizado de con1putadoras 

y de programas de cómputo que son cada vez C."1 más eficientes. En el desarrollo 

del trabajo se empleó, además de las hcrrwnient.a.s típicas de la matc1nática, con10 

pueden ser las de la estadística. y del ánaJiais, una computadora PC-386 y diferentes 

progranuw: el recetario n111nérico en Pascal y el lenguaje de uso genérico para 

manipuhv:i6n simbóli~ y otroe usos, Mathc1natica. DurR.ntc el desarrollo de 

este traba.jo se empicaron constantc1ncntc los portcnt090s mét.odos dr..sarrollados 

siguiendo la ruta que nos sdiaJó Fouricr: series. transforn1ada dircct.a e inversa., 

espectro de potencias, correlación, cte. 

Es fundamental a.clarar que las herrR.JTtientas aquí utilizada..~ de la r.ransfor-

1na.da de Fourier no son conccptoa recientes. fo que si es reciente es la fnrrna como 

se calcula.. Ya que para calcular la. transforn1ada discreta. de Fouricr se renliza 

una cantidad enorn1c de operaciones y aiut usando Ja computa.dora para calcuhu-la 

se requería de algo que cficicntlU"'a dicho cálculo. El algorit.n10 de la t.ransfor-

1nada rápida de Fourier (FFT) nos permite calcular a la transfonuada discreta. de 

Fouricr con un mínimo de opcracioncs 7 aprovechando Ja.s propiedades de silnctría 

asociadas. 

El conjunto de datos analiza.do se seleccionó de tal n'lanera que r111upla con las 

condiciones necesarias para lograr el objetivo del trabajo y que ni 1nismo tie1npo 

sen representativo de Jo que típic;uncnte es con11in en Ja invest.igaóón l\Ctnnl. El 

conjunto de datos esta integrado por 8192 valores q11e se rcgist.raron d11r.nnt.e el 
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dcsnrrollo de un experimento que tcuín como objetivo cst.udinr el co1nporta1nicnto 

caótico de un sistema apnrcntemcnt.c trivial, un grifo mal ccrrn.clo. Vcáse la repre­

sentación esquc1nática del cxpcrin1ent.o en la caricatura que se encuentra. al final de 

esta Introducci6n.. Conjuntos sin1ilnres de va.lores se podrían obtener al registrar el 

comportnnliento de las descargas de un río en el océano~ el co1nporta.rnicnto de la 

bolsa de valores, la distribución de neutrones en el núcleo de un reactor ntc)111ico, 

la. conccntrnci6n de algún conta1ninnnte en el agua. de un río, la. presión a.rt.eria.l 

de una persona. cnfertna, cte. Sl>lo se presentan los resultados obtenidos al hacer 

uso de las técnica....; propuest.cu; pm·a. el análisis de los datos. 

La idea ccnt.ra.1 es con1prcncler el co1nporta.1nicnto de un sistcn1a que evolu­

ciona desde condiciones cstahl~s a <'ondicioncs cnótic.as. y tipificar los con1por­

ta1nientos cara.r:tcrísticos que ~e ptwden observar al oc111..-ir est.a. transición. 

Este trnhajo se dcsarrollan'i aualiza.ndo una serie de t.ietnpos oht.enida a partir 

de un cxperi111ent.o i·enl rea.liza.do en d La.horat.orio de Fúüca Mo<lernn de la Fa­

cultad de Cicncia..."i durante 1990. El rxpcrin1c1ito consist.itl <!n registrar el t.ie111po 

que transcurría entre una gota qtll! se desprendía y Ja siguiente al descargarse 

una burcta. La idea detrás de cst r expcritncnt.o fut! iniciar el estudio de fcncl1nenos 

caóticos a nivel experimental (Nt'lfwz-Yépl!Z et al. UJ!>l ). las va.rinhlcs con10 el 11ivel 

de líquido, abertura de la. válvula. posición, tcmpcraturn, etc.~ se mantuvieron ha.jo 

control, entonces, por l.a. infonnación de que se dispouía. (Marticn et al. 1985). 

era razonable esperar que el t.i<!Ulpo de descarga. cnt.rc gota. y gota t.t1vicrn un 

con1portan1icnto caótico. 

El conjunto de valores que s<! obtiene del experiruent.o son el resulta.do de 

las mediciones cfcctundn.s. Para rnedir :-;e necesita. co111parar lo que se inide contra. 

algo de la 1nis1na especie que sirve cn1110 unidad patrón y est.f'\ unidad patrón puede 

tener una inttuencia capital en las rondusiones que se p1u!dcn obtener n pnrt.ir ele la 
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infornu'LCión encerrada en el conjunto de valores. Un sist.cnm caótico, pot· ejc1nplo~ 

se caracteriza por una gran sensibilidad a las condiciones iniciales; esta enorme 

sensibilidad produce genera.hncntc una apariencia compleja con una estructura. 

geométrica no trivial. La complejidad se manifiesta. por el co1nportamiento del 

sistema. en el espacio de fases (por ejmnplo, a nivel de exponentes de Liapunov o 

de valores para la entropía de Kob-nogorov-Sinai) y en propiedades geo1nétricas de 

sus a.tractores, como la existencia de autosimilaridad y una din1ensión fraccionaria 

o fractal. 

La organización del trabajo es la. siguiente: 

En el capítulo 1 se introducen y explican son1crnn1entc lAB hcrrrunicnta.s 

matcn1áticaa que serán utilizadftff. 

En el capítulo 2 se int.roduccn los conceptos ncccsa.rioR pa.ra aplicar las hc­

rrainicntas de Fourier int.roduciclas en 1 a un conjunt.o de dat.os cxpcrin1cnt.alcs. La 

hcrrainicnta crucial aquí es el algo1·it.1110 de Coolcy-~ruk'!Y para calcular en íortna 

eficiente transformadas discretas de Fouricr. Este algorit.n10, lhunado comuntncntc 

FF'T~ se int.roduce, se discut.e y se ejemplifica en cst.e capitulo. 

En el capítulo 3 se nplicnu los 111étodos tncncionado.o¡ en los capítuloR 1 y 2 

para analizar un conjunto de da.t.os experin1c11talcs. Se dct.crn1i11a cualitativarncnte 

su tipo de con:1port.ru11icnto y algunas característica.~ adicionales del conjunt.o. 

Finahncntc~ en el capítulo 4 se presentan las conclu~ioncs generales del análisis 

hecho en este traba.jo. 
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Capítulo 1 

Transformada de Fourier 

Introducción 

En este capft.ulo se definen Jos conceptos de scüal, transforn1ada de Fouricr, 

transformada iuw~rsn de Fourier. Se relaciona a la. ·t.f-ru1sforrnada de Fouricr con 

el cálc11Jo de Ja convolucicjn. SP rdaciona a la tnu1sfonuada. de Fouricr con d 

cálculo de Ja nn-i-clacicln. Ja a11tocorn•Jaci611. Se detincu Jos rspcct.ros de frcct1e1u:ia 

y energía y sc r.arac-t.rriza a la .st•ric de Fourir~J· quP. ü1t.~gnu1 Ja.s hcrratuit~Ut<L'i 

utiJizndns f!ll Ja 1•Jahorariún. de <;.stt• trabajo. 

1.1 Generalidades 

En 1u1 Sl'llthlo gt>11Pral. un sisft~111a es un grupo de o~>jetos que pueden inter­

actuar y que csl{u1 ('JJ el centro de _Ja atención, esto .cs. lllJ sistcn1:·\ no es 11i;1..,_.,. q1u~ 

tod~ aqucJJo qttt• es de iut.c!rés <;~~ 1111 tnorncnto dado. 

vez, uria ·porciú11.;cJc 1~n sist.c1na 111.ayor .. 

Un sistctnn puede ser a .su 

~ara Jp~· j'>r~n·>úsiros de este t.r_abajo una .seiial <fofi11c co1uo una f11uci<h1 
> 

uuiva.Ju~da del t ir'1upo. ~s decir a cada instant.c dP 1 ictupc> éL.<iignado (Ja. var-iahlc 

iudcpcndicrit•~) c·n1TP.spoudc un 1iuiro valor de Ja fuucióu (la vadable dcpcudicutí'). 

Este valor JHH•dc• ser un 1nitncro rcaJ. cu cuyo c;L."o se tiene uua sciial de valor real 

o puede !"cr rouiplL'jo y se tcndrii. 1111a scfial de valor cotnplejo. En cualquier CiL'io 

Ja variable 1111c supondren1os con10 iudc>pcndicutc. PI t ietnpu. tiene sicrnprc "\·aJor 

real. Se pued1~ 11t ilizar la notacif)JI cornpJcja para dcsc1·ihir sciialcs que rcquic~rcu 

de dos variabJ.-!'. por cjctnplo :r(t) e y{t). Por lo r.aut.o. la notación cornpfcja es 

convenicnt.c• pani. describir fc1uln1cuos hidi;ncusioualt".s lin<~<ilcs rcnno e1 tnoviuiicur.o 
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circular, Ja propagación de ondas en el plano, etc, aunque todas las señales que 

correspondan a cantidades fisicasnente observables deben tener valor real. Sin 

embargo, ¿porqué usar notación compleja si las observaciones tienen valor real? 

En n1uchos análisis, Jos modelos y cálculos matemáticos son a menudo más simples 

e incluso parecen más obvios, si se usa notación cornpleja; Ja limitantc principal de 

esta representación es que para sacar de ella todo el provecho posible, el fenómeno 

debe ser lineal. 

Las señales sinusoidales desempeñan un papel primordial en cJ a.náJisis de los 

sistemas eléctricos y de comunicación. Tules seliales f(t) se pueden representar 

por In función del tiempo, t: 

f(t) =A cos(wt +O) 

donde A es la arnplitud, 9 es la fase y w es la rapidez de cainbio de fase o frecuencia 

de la señal en radianes por segundo. Tarnbién se puede expresar a f en ciclos por 

se!,,rtando (Hz), donde w = 21rf. 

Matemáticamente, un sisr.cma. es una regla que se usa para asignar una función 

g(t) como efecto de salida a Ja aplicación de una función f(t) (Jhunada Ja entrada), 

esto es: 

g(t) = F[f(t)J 

donde F( ] es la regla. Esta regla puede estar en forrna de operación algebraica, 

de ecuación diferencial, integral. funcional, cte. En dos sistemas conectados en 

cascada, Ja salida del primero es Ja entra.da. del segundo, formando así un nuevo 

sistema 

g(t) = F 2[F1[f(t)j) = (F2 o F 1 )(t) 
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en donde la función nsociadn es la composición de las funciones asocin.dns odgi­

nalmente a los siste1nns en ca.seo.da. Un sisten"1.a es lineal si vale el principio de 

superposición. esto es si: 

91(t) = F{/1(t)} 

y 

92(t) = F{J.(t)} 

entonces 

F{a1fi(t) + a2/,(t)} = a1g1(t) + a2g2(t) 

donde a 1 y a 2 son constantes nu1néric.a.s. Un sistc1nn es lineal si satisface la 

ecuación. nntcrior. Cualquier siste1nn que no lo haga no es lineal (St.retnler, 1090. 

p 8-13). 

1.2 Transformada de Fourier 

La. 'Iransforn1ndn de Fourier es una. transfornu\.ción lineal que cun"lple con la 

definición de un sist.c1na. lniciare1nos por pla.nt.ear las ccun..cioncs bñsicns y citar 

las condiciones de aplicabilidad de la 'I'ransfornm.da de Fourier. 

La 'Irnnsfonnnda de Fouricr de una. función h(t) está. definida por la expresión 

JI(/)= J h(t)e-2••/t dt 

Si la integral existe para cndn valor del panl.tnctro f. entonces la ecuación 

(1.1} define a H(f), lhuuadn. la trnnsfonnadn <le h(t) (Drigham, 1074, p 11-12). 

En general la trnnsforn.1n.dn de Fourier es unn cantidad compleja. 

11(/) = R(/) + il(f) = IH(f)le'9U> 

8 
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Donde R(f) es la parte real de la transfonnada y I(/) es la parte imaginaria 

de la transfornuuia.. 1 H(/) 1 es la amplitud o espectro de Fourier de h(t) que está. 

definida simplemente por: 

IHCf)) = ,/R(f)2 + /(/)2 

8(f) es el ángulo fase de la transformad.a de Fourier y esta dado por: 

~an-• c:i\~») 
1.3 La Transformada Inversa de Fourier 

La transformada inversa de Fouricr se define así: 

h(t) = J H(f)c;>wf• d/ 
-~ 

La transíomuula inversa permite dctcrauinar a una. íunción que depende del 

tiempo de su Tl"an.sformada de Fouricr. Si las funciones h(t} y ff(f) están rcla.-

cionadaa por las ecuaciones 1.1 y 1.2, entonces las dos íunciones serán consideradas 

como una pareja de transfomuw:laa de Fouricr. 

h(t) -=> H(/) 

Existencia de la Integral de Fourier. 

Para que una función h(t) posca una transformada de Fouricr es suficiente y 

necesario que la función h( t) sea una. función generalizada.. Puesto que la. clase 

de las funciones generalizad.as se puede construir para que incluya a todas las 

funciones locahncnte integrables, esto significa que cualquier función locahncntc 

integrable tendrá una t.ransformada asignada.. aunque la. transformada. no será. 

necesa.rian1cntc ot.rn. función ordinaria (Lighthill. 1962, p 15-29). 
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A continuación se incluyen vnrios tcorc111as i1nportnntcs relacionados con la. 

'I'ransfor1nnda de Fouricr. 

1.4 Convolución 

Se define a. la convolución de dos funciones x(t) y h(t) como 

y(t) = x(t) * h(t) = J x(r)h(t - r)dr 

-= 
Una de las herrrunicntas nu'i.s itnport.antes en el análisis científico es la co­

rrespondencia. que hay entre la convolución y la transfortna.dn de Fouricr. Esta 

correspondencia es conocida como el teorema de la convolución, el cual relaciona 

la. convolución de dos funciones en el <lmninio <lcl tie111po con la transfornuu]a de 

Fouricr de su producto en el don1inio de la frecuencia.. 

Tcorcn1a de Convolución. Si x(t) tiene co1110 t.ra.nsfortuada de Fourier a X(/) 

y h(t) tiene co1no transforn1nda de Fourier a H(/) entonces x(t) * h(t) tiene la 

transfornuuJ.n de Fouricr X(f)I.-f(f). 

Dcn1ost.ración: 

Co1no 

¡¡(t) = J x(r)h(t - r)dr 

-= 
entonces calculando la transfonnnda de Fourier de a1nbos Indos de Ja ecuación. 

Realizando el cambio de variable a = t - 'T obtenernos: 

l h(a)c-i2wf(D+T)dT = J h(a)c-i2wfac-i2wfTda 

-~ -~ 
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y sustituyendo este resultado en la ecuación (1.4) tencn1os 

7 y(t)e-i2~f'dt = J x(r)e-i2wfT H(f)dr 

-oo -oo 

Y(f) = X(f)H(f) 

Existe un caso especial qu~ se pondrá. co1no cjc1nplo. Sea x(t) una distribución 

delta de Dirac y h(t) cualquier función de t. La convolución de x(t) y h(t) está 

definida. por: 

y(t) = x(t) • h(t) = J x(r)h(t - r)dr 

Proposición: Si x(t) es la distribución ó(t) y h(t) es cualquier función de t, 

entonces y{t) = ó(t) • h(t) = h(t). es decir la convc>lndón de cualquier función, con 

la distribución ó(t) es ella n1isn1a. 

Recordemos que In definición de la distribud,)n Ílnpnlso es: 

Demostración: 

7 ó(t - to)x(t)dt = x(t 0 ) 

y(t) = _l ó(t - r)g(t)dr 

y(r) = g(r) 
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A esta propiedad de la funcional ó(t) de Dirac bajo la convolución, se le conoce 

como tanlizado. Si vemos a la convolución como una operación binaria entonces 

la funcional ó(t) será el elemento identidad bajo tal operación. 

1.5 Correlación 

Se define a la correlación de dos funciones x(t) y h(t) como 

z(T) = 1 x(t)h(t + T)dT 

La correlaci6n z(T) suministra una medida de la similitud o interdependencia 

entre las funciones .:c(t) y h(t) en función del pará.Jnctro .,- (el dcsplazainiento de 

una funci6n con respecto a la. otra). Si la función de correlación es cero para todo 

valor de T entonces se dice que las dos funciones no están correlacionadas. 

Si x(t) y h(t) son idénticas, entonces la correlación 

z(T) = J x(t)x(t +..-)d..-

se denomina la autocorrelación de x(t). 

Otra relación de gran importancia es el t.eore1na de correlación, el cual es­

tablece una conexión entre la correlación y la transformada de Fourlcr. El cual 

nos pcrmitE: calcular la transformada de Fouricr de la corrclacción por n1ultiplica.r 

n. la transformada de Fouricr de la prhnern función por el coinplcjo conjugado de 

la transformada de Fourier de la otra. 

Teorema de Correlación. 

1.5 

Si h(t) y :z:(t) tienen una transforn1nda. de Fouricr ·H(J) y X(/) respecti­

vamente, entonces la. transforma.da de Fourier <le la correlnción~ Z(f) 7 se puede 

calcular como: 
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Z(f) = H(f)Xº(f) 

donde x•(/) denota. al complejo conjugado de X(f). 

Dcmostraci6n: 

z(t) = l x('T)h(t + 'T)d'T 

-~ 

calculando la. transformada. de Fourier de ainbos lados de la igualdad obtenemos: 

lntcrca.inbia.ndo el orden de integración, obtcncanos: 

1.6 

Haciendo el cambio de varia.ble CT = t +.,. en el ténnino que esta en el corchete 

tenemos: l h(u)e-•••f(o-r)d'T = l h(o)c-•2 •f0 e•2 •frdu 

-OQ -oo 

= e•2•fr H(/) 

y sustituyendo este rcsultndo en la ecuación (1.6) tcncn1os: 

l z(t)c-•2 •f'dt = l x('T)e"•fr H(f)d'T 

-oo -oo 

13 



Por otro lado sabemos que Ja transfor1na<la ele Fouricr de x(-r) esta dada por 

y que 

X(f} = 1 x(-r)e-'2•fTd-r 

1 x(-r}cos27rf-rd-r-il x(-r}sin27rf-rd-r 

= R(f) - iI(f) 

X"(/}= l x(-r)c•2•fTd.,-

J x(-r) cos2trfrd-r + i J x(r)sin27rf-rdr 

-oc -oo 

= R(/} + iI(f) 

cotno estos tértninos son. conjugados entonces Ja expresión se puede escribir 

co1no x•(f) y regresando a la. ecuación (1.7) tcnc1nos 

Z(/} = H(/)X"(/) 

En forma análoga se puede ton1ar Ja ecuación siguiente con10 válida, ya que 

Ja función de autocorrclación es un caso especial de Ja correlación. 

Sea x(t) una función en el espacio tic1npo cuya transfornnuJa. de Fouricr es 

X(f). Ln autocorrcladón de x(t) en el espacio de frecuencias cst.a dada por 

Z(f) = X(/)X"(/) 
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= IXCf)l 2 

pues la. ecuación para el ticrnpo es: 

que da.: 

z(t) = _l x(r)x(t + r)dr = _l X(f)X"(f)e'2wftdf 

= 7 jX(f)i2e•2wftdf 

-~ 

z(t) = p-•¡z(f)J = p-'[F(z(t)J y Z(f) = F(z(t)J 

que son equivalentes al resultado obtenido por el Teorema de Correlación. 

Definición: La autocorrclación de x(t) en el espacio de frecuencia se dcno1nina 

E:->pcctro de Energía de x(t}. 

IX(f)J2 = Espcct.ro de Energía 

Definici6n: Se dcnon1ina Espectro de Frecuencia de x(t) a la norrna. euclidiana. 

de la transformada de Fouricr de x(t) es decir: 

IX(f)I = Espcct.ro <le Frecuencia 

Si tomrunos a la transformada de Foudcr de x(t) como una función compleja 

en general, se define el Espectro de Fase de x(t} a la. función de frecuencia como: 

Espectro de fnse = 8(/) = tnn-Jf~J 

en donde 

X(f) = X.(f) + iX,(f) 
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donde X .. y Xi son funciones reales. De los puntos nntcriorcs es importante sub­

rayar que si se conoce el espectro de frecuencia de una función, su autocorrelnción 

puede calcularse usando Ja trlUlsformada. de Fourier inversa del espectro de energía. 

c1xcn12>. Obse.-vernos que IX(f)I es una fUnción real. 

Propiedades de la Autocorrelación: 

l. La autocorrclación de una función x(t) es real, ya sea en el espacio tiempo 

o frecuencia. 

Dernostración: 

En el dominio del tiempo, se puede usar la ecuación (1.9) que define a .z(t) 

con10 real. En el do111inio de la frecuencia, la autocorrelación esta dada por la 

ecuación (1.8); aunque X(f) es compleja. JX(f)l2 es real. 

2. La función de a.ut.ocorrclación es par. 

Dc1nostración: 

Usando la definición,(1.5) .z(t) = J~00 x('r)h(t + r)dr y como en este caso x(t) 

= h(t) entonces 

z(t) = 1 X(T)x(t + T)dT 

-~ 

y como 

z(-t) = 1 x(T)x(-t + T)dT 

-~ 

haciendo el cambio de variable v = r - t entonces -r = v + t y dv = dr entonces: 

z(-t) = 1 x(v + t)x(v)dv 

pero como z no depende de v, ya que es una vaJ"iable nu1da de int.cgrnción, entonces 

z(-t) = z(t) luego z(t) es par. 
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La energía total de una señal es Ja misma si se calcula en el dominio del tiempo 

o en el dominio de Ja frecuencia. Este resulta.do es conocido como el Teorema. de 

Pa.rseva.1. 

Energía. Tota.I = j J h(t) J2 dt = 7 J H(t) f2 dt 
-~ 

1.6 La Serie de Fourier 

Fourier planteó que si una función y(t) es periódica con periodo To. entonces 

se puede expresar como una serie de Fouricr de la forma siguiente: 

y(t) = ;o + f:(an cos 27rnfot + bn sin 2-rrn/ut] 
n=l 

donde fo es Ja frecuencia funda.inental la cual es igual a. fo= ft· La nu\.gnitud de 

los cocficicntcR cst.a da.da por las integrales: 

~ 
ª" = ;

0 
j y(t)cos2'11"n/0 tdt 

=fs' 

n = 0.1.2, ... 

~ 
bn = ;

0 
j y(t)sin211"n/0tdt 

=fs' 
n = 1,2,3, ... 

Aplicando las identidades 

ei2wnfot + e-i2wn.fot. 
cos21rnfot = ----.,,

2
,...-----

e•2wn.fot. - e-i.27rnfot 
sin 27rnfot = 

2
i 
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se puede reescribir a la ecuación ( 1.11) con10 

y(t) = ~ + ~ f:(an(ei2,.-n/ot + e-i2wn/ot) + ¡bn(ei2,.-n/ot _ c-12.,..n/ot)) 
n=l 

~ ~ 

= ª; +~'E Can - ibn)ei2wn/ot + ~ LCan + ibn)c-i2wn/ot 
n=l n=l 

1.14 

Para simplificar esta expresión son introducidos los valores negativos de n en 

las ecuaciones (1.12) y (1.13). Corno 

~ 
an = ;

0 
J y(t) cos 27'n/otdt 

=-i4 

n = 0,1,2, ... 

entonces 

~ ~ 
ª-n = ;

0 
J y(t)cos(-27'71/ot)dt = ;

0 
J y(t)cos27rn/0 tdt 

=fa. =fa-

ya que cosx es unn. función par. Por tanto 

1.15 

.?¡. 

bn = ;
0 
J y(t) sin 27'n/otdt 

=-i4 
entonces 

.?¡. 

b_n = ;
0 
J y(t) sin (-2.,.-n/ot)dt 

=-i4 
entonces 
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~ ~ 
b_n = ;

0 
j y(t)sin(-2'11"nfot)dt = -:

0 
j y(t)sin(2'11"nf0 t)dt 

=fa. =fa. 

de donde 

Por lo cual podemos reescribir 

L ane-•2•nfot = f Onei2•nf0 t 

n=l 

~ -~ L bnc-•2•nfot = _ L ibnei2•nf0 t 

n=l n=-1 

y sustituyendo en la ecuación e 1.14) obt.cncn1os: 

1.16 

00 OCI -00 -oo 
y(t) = ';° + ~E aneª2•nfot _ ~ E ibne•2•nfo« + ~ ¿:: ane•2•nfot _ ~ L ibnc•2•nfot 

n=l n=l n=-1 n=-1 

00 -oo ~ -oo 
y(t) = ';º + ~[E ane•2•nfot + L anc,¡:2.,..nfot _ E ibnci2.,..nfot _ E ibnc•2•nfot] 

n=l n=-1 n=l n=-1 

y(t)= ~ +~(f:{an+ f an}c;2wnfo•-;¡f:bn+ f bn)c'2wnfo•J 
n=l n=-1 n=l n=-1 
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ªº 1 y(t) = 2 + 2 

y esta es la Serie de Fouricr expresada en ferina cxponcncin.l donde los coeficientes 

cr,.. son en general complejos, (Drigham 1974, p 75~77) puesto que 

con n = -oo···OO 

Al co1nbinar las ecuaciones (1.12). (1.13). (1.15) y (1.16) obtenemos: 

~ 1f. 
<>n = ~[;0 j y(t) cos 27rnfotdt - i;

0 
j y(t) sin 27rn/0 tdtJ 

=fil =fs2 

"" 

l.17 

ª" = To /
, y(t)e-i2wnfotdt (l.18) 

=.f1> 

Estas relaciones se dcsnrroJlnn para y(t) con período T 0 • Usando el tcorcn1a 

integral de Fouricr, se puede partir de las ecuaciones (l.17) y (1.18) para genera~ 

lizar estas considcra.cioncs n funciones no periódicas. Sea wo = 21T fo y si nwo es un 

mt.'Htiplo de w 0 (In frecuencia de y(t)) y se hace tender Ta OC) (con ello se t.cnclría 

la no periodicidad de y(t)), TU...Jo (el incrcn1cnto de la frecuencia tendería a cero. 

pues son recíprocos y en ese ca.o;;o las O'n se convierten en una función contiuua de 
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<>(w) = 2~ l y(t)e-u..'dt 

-~ 

y de Ja misma forma la ecuación (1.17) si hacemos tender n Ta oo se convertiría 

en una integral cuyos limites son -oo a +CQ y las ctn se transform1u1 en o{w) y el 

intervalo de separación entre el punto n y n + 1 se ha hecho diferencia) de modo 

que (nwo, (n + l)wo) tiende a dw y se tiene: 

y(t) = l <.>(w)e""''dt 

que son nada rncnos que el par de t.ransformadas de Fouricr dndn..ct: por Ja.e; ecua· 

ciones (1.1) y (1.2) entre y(t) y <>(w) (Dakcr, et al. 1990 p 20-31). 
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Capítulo 2 

Técnicas de Fourier 

Introducción 

En este capítulo se particularizan aspectos muy específicos de la transformada. 

de Fouricr como son los conceptos de función de banda lín1itnda, frecuencia crítica 

de Nyquist, tasa de muestreo, transforn1ada discreta de Fouricr, transformada 

inversa de Fouricr discreta, se introduce el tcorc1na de Parscval discreto y se discute 

el algorit1no de In transformada rápida <le Fouricr que posibilita muchos de Jos 

cálculos de este trabajo. Para rnostrar que las hcrrnn1icut.a.~ de análisis ut.iliza<las 

cu el capítulo 111. conducen a conclusiones confiables, se ilttst.r;\ a través de un 

ejemplo, la técnica de análisis cualitativo propuesta en cst.c trabajo. Para ello se 

digitalizó a una función arrnónica conocida y se obtuvo un conjunto de datos. El 

análisis de éstos se realizó suponiendo C)llc se desconocían sus propiedades y las 

conclusiones a las que se llega respecto de las propiedades del conjunto de datos 

son congruentes con las cnra.ctcríst ira..o; de antemano conocidas. 

2.1 Discretización 

El incrcrnent.o en Ja utilización de uu':todos digitales para ayuda en los clilcnlos 

y para aplicaciones de proccsarnicut-o de scüalcs, ha provocado interés en Ja vc1·sión 

discreta de Ja 'I'ransforn:1nda de Fouricr. Es necesario pla.nt.car una. relación o 

conexión entre la forrna. continua usada hasta ahora y In forrna discrct.a. Est.c 

terna se analiza aquí en forrna breve. con particular interés en la rcJación cnt.rc las 

transforJnadas de Fouricr discreta y continua.. 

Si f(t) es un t.rcn de ondas finito cstani rcprcscnt.ado por una expresión de la 
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fonna: 

f(t) = { ~(t) si -j <to~> t 
si -2 :S t S 2 

esto define un intervalo [-f, fJ que está centrado en el origen de coordenadas 

(esto es en t =O). La Transformada de Fouricr de f(t) es 

f 
F(f) = J f(t)e-• 2 wf•dt 

-f 

sea w = 211" f entonces 
f 

F(w) = 2~ j f(t)c-;..,'dt 

-f 
y de manera similar 

f(t) = ] F(w)c;~'dw 

Con wo = ~- Lo cual significa que tomar a f(t) como un tren de ondas finito 

equivale a decir que F(w) esta limitada. 

Definición: Una función f(t) cuya. transforma.da de Fourier F(w) C1'1tá. definida 

de rna.nera que F(w} =O si lwl > wo , se dice que c..c;; una función de bnnd~ lin1itada. 

A wa se le lJruna la frecuencia límite {Strc1nlcr, 1990 p 135-136). 

Es necesario determinar las condiciones necesarias para convcrt.ir una se11al 

analógica en discreta y viceversa sin perder infor1nación. El enlace entre la seiial 

analógica y la señal discreta correspondiente es proporcionado por lo que se conoce 

con10 el teorema de muestreo, el cual se enunciará tná.s adelante. Sea 6 el intervalo 

de t.ic111po entre dos muestras consecutivas, así la. sucesión de valores 1nncstrcados 

es; 

hn = h(n.<i.) 
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Al recíproco del intervalo del tiempo A se le llama la tasa de 111uestreo. Por 

ejemplo, si A se 1nidc en segundos, entonces la. tasa de muestreo es el n\un.cro 

de n1ucstras registradas en un segundo. Para. cualquier intervalo muestreado, 6., 

existe una frecuencia especial fe. lhunndn ln. frecuencia críticn. de Nyquist, In. cual 

esta da.da por: 

1 
fe= 2 .Ó. 

El nluest.reo crít.ico de una onda son dos puntos nlucst.rn. por ciclo. Frec11cntc-

111entc se elige para. medir el tien1po en unidades del intervalo de muestreo A. En 

este ca.so la frecuencia crítica de Nyquist es cxacl.mncnt.c ~. Ln. frecuencia crít.icn. 

<le Nyquist es ilnportru1te por el tcorc1na de 1111iest.rco el cual nos dice: 

Si una. fnución h(t) es n.1ucstrcacla en un infr.1·va.lo A y si In trnnsfornHl.da. 

de Fouricr de h(t) es H(f) = O parn t.oda. l/I > /.:. entonces la función h(t) 

está con1plctan1cnt.c dct.crn1inada por sus n1nest.rns h.(11.A.) (Prcss et al. 1!>89, p 

427-428). De hecho 

h(t)=.ó. L h(n.ó.)sin27T/.(t-n.ó.) 
n~-~ 1T(t - n.ó.) 

2.2 Transformada Discreta de Fourier 

Ahora esti1narc1nos la. transfor1nada di.scrct.a de Fonricr de una función de 

un nú111cro finito de puntos n1ucstreados. Supongan1os que tcnc1nos N valores 

n1ucstrcados en forina consecutiva 

k =O, 1, 2, ... N - l 
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Así que el intervalo muestreado es 6. Para simplificar las cosas suponga.nios 

que N es par. Si la función h(t) es diferente de cero sola.ntente en un intervalo finito 

del tiempo, f.!ntonces suponemos que todo el intervalo del tiempo esta contenido 

en la. gama de los N puntos dados. Con N números de entrada, evidentemente no 

se puede producir más de N números independientes de salida. Asf que en lugar 

de tratar de estimar la transformada de Fourier H(/) en todos los valores de la f 

en el intervalo de -fe a /e buscaremos estimar solamente en el conjunto de valores 

discretos siguientes: 

2.5 

los valores extremos de N en la ecuación anterior corresponden cxactaincntc a. 

los límites superior e inferior del intervalo de frecuencias críticn..o; de Nyquist. La. 

integral (1.1) se calrula por la suma discreta: 

00 N-1 N-1 

H(/n) = j h(t)e-<>•f·•dt"" L hke-•2 •f.••a =.O. L hke_...,,,,. 
-oc k=O l:=O 

(ya que /n = N"'A y t1: = k6 entonces fnh: = ~)por lo tanto 

N-1 

H<ln) ""a L hke_...,,,,. 
k=O 

y esta ecuación es la transformada discreta de Fourier de los N puntos h1:. Sea Hn 

definida por 

N-1 

H"= Lhke-~ 
k=O 

La transfonnada. discreta de Fouricr mapea N números c01nplejos (la.s h1:) en 

N números complejos (las Hn)· No dependen de ningún parán1ctro dimensional 

tales corno la escala. de tiempo 6. La. relación entre la transformada discreta de 
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Fouricr de un conjunt.o de volorcs y su transformada continun se puede visunliznr 

como mucRtnu de una. función continua, n1ucstrcada. en un intervalo a y ac puede 

reescribir como 

Hasta nhora. hemos considerado que cJ índice n en (2.6} varín de ... Jf n 'f. Sin 

embargo podemos ver que la fundón (2.G) es periódica en n con período N, es decir 

N-1 

H-n = Ó L /tke~ 
k=O 

N-J 

HN-n = ó L hke-•2rk<N.V"' 
k=O 

N-1 =AL h,., .. -·~·•JY+~ 
k=O 

N-l 

=.C. 2: hi.e~ 
A..·=O 

Ya. que e-·~ .... -v = e-•2 .... 1.: = 1 pnra todo valor de k. Por Jo tant.o 

.Ff_n = HN-n n = 1~2,3, ... 

Con esta convención en n1cutc har'!u1os que la n varíe de O a N-1 (un pcrjo<lo 

co1npJcto). Entonces n y k en (hk) va.rían exactamente sobre el rnísmo intervalo, 

a.sí el mapco de N IllÍ1nc1·os en N nürucros es rnanificsto. Cuando está convención 

se sigue, debcznos de recordar que la frecuencia cero corrcsponcJc n n = o. ITL9 

frecuencias positivas O < f < fe corrm.;pondcn a los va.lores 1 S n S ~ - l, l<LS 

frecuencias negativas -fe< f <O corrc$pondcn a ~ + l :5 n $ N - l. El valor 

e.len= lf corresponde a m11bns frecuencias f =-fe y f =fe· 
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Una comparaci6n con In t.rnnsfor1nnda de Fouricr cont.il~un. nmcst.ra que lns 

dos trnnsforn1adn.s son a.1u\.logas si (1) la scfuJ se trunca. en el int.crva.lo (O.NA), 

(2) dentro de este intervalo la sciial h(t1.,) esta disponible coino una sucesión de 

N valores igualn1cnte espaciados, (3) el intervalo se extiende en forina. periódica 

dando lugar a frecuencias arn1ónicas discrcta..'i ¡l-~. 

La fórmula para. la transforn1ada discreta. inversa de Fourier, la cual rescata 

el conjunto de las h1.:. de las Hn es 

l N-1 

hA:= ¡;¡L.Ilne~ 
k=O 

Observemos que las tinicas difcrcncins entre la ecuación (2. 7) y (2.9) son el 

signo de Ja exponencial y que una está n1ultiplicada por j;, (Prcss et al. 1089, p 

428-431 ). 

Eut.onccs la forma discreta del teorctna de Parscva.l es: 

2.9 

2.10 

Por conveniencia de cálculo usan1os la identidad de Euler pnrn. ~ninhiar Ja 

exponencial compleja. de la ecuación (2.7) y (2.9) para obtener la. t.ra.nsformada 

discreta de Fouricr y su transfor1nada inversa cotuo 

N-l 2trkn . . 2wkn 
Hn = L [h(tk) cos--¡;;¡- - ih(tk) sm --¡;;¡-) 

k=O 

l N-J 27rkn . . 2trkn 
hk = JV L [.ffn COS--¡;;¡- + z1fnS111 --¡;;¡-] 

k=O 

Por ejemplo si tcnctnos 4 puntos muestra (N = 4) y les calculmnos su trans­

fonnada discreta <le Fouricr tcndrín.n1os: 
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3 2wkn . . 2wkn 
H~ = L(h(t¡,)cos-- -•h{tk)sm--J 

k=O 4 4 

3 271"k0 . . 27rk0 
Ho = L[h(t¡,) cos -- - •h(t¡,) sm --) 

~· 4 4 
3 

H 0 = L(h(t¡,) cosO - ih(t¡,) sin O) 
k=D 

Ho = h(to) + h(ti) + h(t2) + h(t,) 

3 2wk 2nk 
H1 = 'L:lh(tk) cos -- - ih(tk) sin--) 

A:=O 4 4 

H 1 = h(to) cosO - ih(t0 ) sin O+ h(t1) cos % - ih(t 1) sin i 
+h(t2) cos7r - ih(t2 ) sin 7r + h(t3 )cos

3
; - ih(t 3 ) sin 

3
; 

Hi = h(t0 ) - ih(ti) - h(t2) + ih(t>) 

3 21rk2 . . 27Tk2 
H2 = ~(ll(tk) cos -- - •h(tk) Slll --) 

A:=O 4 4 

112 = h(to) cos O - ih{to) sin O+ h(t1) cos iT - ih(t1) sin '7f 

+h(t2 ) cos 2n - ih(t2) sin 27T + h(t3)cos31T - ih(t3) sin 3"11' 

3 27rk3 . 27rk3 
H3 = E(h(tk) cos -

4
- - ih(t.} sin -

4
-) 

28 



H3 = h(to)cosO-ih(to)sin.O + h(t1)cos 
3
; -ih(ti)sin 

3
; 

+h(t2 ) cos3n - ih(t2 ) sin3?r + h(t3)cos%- ih(t3) sin~ 

H, = h(t0 ) + ih(t1) - h(t2) -ih(t,) 

De los cálculos anteriores obscrvainos que para calcular la transformada dis­

creta de Fourier para N = 4 fué necesario realizar 32 multiplicaciones y 12 sumas, 

es decir de acuerdo nl tntnaf10 de la. muestra tendrírunos que realizar 2N2 multi-

plicacioncs y N(N-1) su1n.a...c; para calcular a la transforma.da. discreta de Fourier. 

Y el tie1npo de cálculo resultante se vuelve excesivo cuando N es ni.uy ir-ande. 

2.3 Transformada Rápida de Fourier 

La transfonnacla nl.pida de Fourier FFT es un algoritmo que nos permite cal­

cular con un ni.íni1no •lC" operaciones la transfortnada discreta de Fourier (Drighrun., 

1974, p 148-153). A ln. ••cuación (2.7) la podemos escribir 

N-1 
H(n) = L ho(k)e-~ 

k=O 

en donde N es el nt"uncro de puntos de la 1nuestra, H(n) son los puntos transfor-

1nados de los h 0 (k) puntos n1ucstrcados y dados por 

N-1 

h 0 (k) = L H(n)e~ 
"=º 

2.13 

2.14 

Para mostrar co1110 funciona el algoritn:10 es 1nuy útil la notación matricial. 

Sen w = e~, entonces la ecuación (2.13) se transforma en: 

N-1 

H(n) = L ho(k)w"" 2.15 
k=O 

Si N = 4 la ecuación (2.14) nos genera el sistema de ecuaciones. 
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H(O) = ho(O)w0 + ho(I)w0 + ho(2)w0 + ho(3)w0 

H(l) = ho(O)w0 + ho(I)w 1 + ho(2)w2 + ho(3)w3 

H(2) = ho(O)w0 + ho(1)w2 + ho(2)w4 + h 0 (3)w6 

H(3) = ho(O)w0 + ho(l )w3 + ho(2)w6 + h 0 (3)w9 

o bien 

(

H(O)) (wº H(I) w 0 

H(2) = w• 
H(3) wº 

wº) (ho(O)) w 3 ho(I) 
w 6 ho(2) 
w 9 ho(3) 

y escribiendo en forrna cmnpacta 

En donde W es In n1atriz y H(n.) y h 0 (k) son vectores de di1ncnsión. n y k 

rcspcctivamcnt.c. El algoritn.10 que ahora c1111nciarcn1os reduce considcrablcn1cnt.c 

el ntímcro de operaciones requeridas para calcular a In transfonnada discreta de 

Fourier. Este nlgorit.n10 requiere que el uü111cro de puntos <le Ja 1nucst.ra. sen una 

potencia de 2, si éste no fuera el caso. se debe de completar con ceros hnst.n que 

N = 27 con -, entero. 

Continuando con el cjc1nplo hnrmnos uso de las propiedades de si1nctría de 

las raíces cnésirna.-. de In unidad, lo cual se puede ver corno una reducción para 

aplicar w"k = wlnk.m.t>dNJ es el residuo de la. división ~ Por cjcu-1plo si N = 4 

nk = 9 y 9 n1od 4 es 1 entonces w 9 = w 1 
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nk = 8 y 8 nl.od 4 es O entonces w 8 = w 0 

nk = 7 y 7 mod 4 es 3 entonces w 7 = w 3 

nk = G y 6 1nod 4 es 2 entonces w 6 = w 2 

nk = 5 y 5 mod 4 es 1 entonces w 5 = w 1 

nk = 4 y 4 mod 4 es O entonces w 4 = w 0 

por lo cual la matriz W se transforma en 

w- (~ - 1 
w' 
..,2 

~3) 
..,2 2.18 

1 w' w' 
pero est.n. no es la reducción principal, el paso siguiente es factorizar a la rnnt.riz 

de la ecuación (2.18) con10 sigue 

11(2) 1 

(

11(0)) (1 
11(1) = O 
11(3) o 

o 
o ~.) (~ 

o 
1 
o 

o O) (ho{O)) w 0 ho(l) 
O ho(2) 

2.19 

w 3 O o w 2 ho(3) 

El método de la factorización esta basado en la teoría del algoritmo de la FFT. Si 

desarrolla.nnos el producto de las 1natriccs obtcnc1nos 

H(2) 1 
(

11(0)) (1 
H(l) = 1 
H(3) 1 

"'º) ("º(º)) w 2 ho(l) 
w 3 ho(2) 
w 1 ho(3) 

lo cual nos 1nucstra que W = W 1 W2 con la excepción de que los renglones 1 y 2 se 

han intcrcmnbiado. Y esta. factoriza.ción es In clave de la eficiencia del nlgorit.rno. 

Ahora 1"calicc1nos las operaciones 1na.rcadn..«; en la ecuación (2.19) 

(
h1 (0)) (1 
h1(l) o 
h1(2) = 1 
lq(3) o 

o 
1 
o 

o 

o 

O) (ho(O)) w 0 ho(l) 
O ho(2) 

w 2 ho(3) 
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( 

ho(O) + ho(2)w0 ) 
ho(l) + ho(3)w0 

= ho(O) + ho(2)w2 

ho(l) + h 0 (3)w2 

2.20 
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Los elementos h 1 (O) y h1 ( 1) son calculados por una multiplicación compleja y 

una sun1n compleja.. Sólo una suma. compleja se requiere para calcular el elemento 

h 1 (2), ya que w 0 = -w2 , de la misma forma se calcula h 1 (3}. Por lo que podemos 

afirmar que para calcular el vector intermedio hi(k) se requirió de dos sumas 

complejas y dos multiplicaciones complejas. Ahora completemos el cálculo. 

H(2) h2(1) 1 (
H(O)) (h2(0)) (1 

H(l) = h2(2) = O 
H(3) h2(3) O 

o 
o O ) (h 1 (0)) o h,(1) 

w 1 h 1 (2) 2.22 

w 3 h 1 (3) 

de donde 

H(2) _ h2(1) _ (
H(O)) (h2(0)) 

H(l) - h2(2) - (

h 1 (0) + hi(l)wº) 
h¡{O) + h1(l)w2 

h 1 (2) + h 1 (3)w1 

h, (2) + h 1 (3)w3 

2.23 

H(3) h2(3) 

El clcn1ento h 2 (0} es dctcrniinado por una nu1ltiplicación compleja y una 

suma. El clc111cnto h 2 ( 1) es detcnninado por una. sun1a con.1plcja ya. que wº = -w2 • 

El elemento h 2 (2) es dcterininado por unn. multiplicación compleja. y una. s\una. 

El elemento h 2 (3) es única.JUcnte una suma ya que w 1 = -w3 • Sea. 

(
H(O)) 

- H(2) 
H(n) = H(l) 

H(J) 

2.24 

El cálculo dt! H(n) por n1cdio de la ecuación (2.19) requiere de un totnl de 4 

multiplicaciones complejas y ocho snnu\S complejas. Obscrvcn1os que el t1roceso 

de factorización de matrices introduce ceros dcnt.ro de las 1natriccs factoriza.dn.s 

y por lo tan.to reduce el número requerido de multiplicaciones por un factor de 

2. Puesto que el tiempo de cálculo <lepcndc de la can.tida.d de multiplicaciones 

requeridas, vcn1os la. razón de la eficiencia del algorit1no de la FFT. 

Para N = 2-r el nlgorit1no de la FFT es entonces un proccdin1ient.o para 

factorizar una 111atriz de N x N en 1 1nnt1·ices (cada tu1a de N x N), t.alcs que 
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cada unn. de )ns nu\triccs fac.t.orizadas tiene la. propiedad especial de ntinilniznr 

el n{uncro de multiplicaciones y sumas co1npleja.s. Si extendemos el resultado 

del ejc1nplo anterior observamos que la FFT rcquire de ~ = 4 1nultiplicncioncs 

complejas y N¡ = 8 sunm.s co1nplejas. Mientras que el método directo requiere de 

N 2 multiplicaciones co1npleja.s y N(N-1) sumas complejas. 

El procedimiento de fa.ctoriza.ción de matrices introduce una discrepancia. Se 

produce un vector H(n) en vez de H(n); esto es 

- h(2) h(l) (
h(O)) (h(O)) 

H(n) = lt(l) en vez de H(n) = h(2 ) 2.25 

h(3) h(3) 

Este rcnrreglo esta inhcrcnt.c en el proceso de la fn . .ctoriza.ción de matrices y es un 

pequeflo problema ya que hay una técnica directa para reordenar a Fl(n.) y obtener 

a H(n.). Recscriba1nos a fJ(n) reemplazando el argumento n por su equivalencia 

en binario. 

(

H(O)) (H(OO)) H(2) . H(lO) 
H(l) se convierte en H(Ol) 

H(3) H(ll) 

2.26 

Observemos que Jos argu1nentos binarios de (2.22) están invcrt.idos (es decir 

01 se convierte en 109 el 10 ~e convierte en 01 ) 9 etc. entonces 

( 

H(OO)) (H(OO)) - H(IO) . H(Ol) 
H(n) = H(OJ) se cambia a H(lO) = H(n) 

H(ll) H(ll) 

2.27 

Esta es la técnica pa.ra dcsnrrollar un resultado generaliza.do para reordenar 

laFFT. 
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2.3.1 Factorización 

Consideremos la. ecuación (2.15) de la transformada c.liscrcta. de Fourier Joi;; 

índices n y k los representaremos con10 números binarios; esto es si suponernos que 

N = 4 entonces -, = 2 y podemos representar a k y a n como números binarios. 

k = 0,1,2,3 k = (k1,ko) = 00,01, 10, 11 

n =O, 1,2,3 n = (n1,no) = 00, 01, 10, 11 

Un método con1pacto que nos pcrn1itc escribir a n y k es 

k = 2k1 + ka n = 2n1 + no 

donde k 1 • ka. n 1 y n 0 pueden t.onu\.r solarncntc los valores de O y l. Usando la 

representación (2.15) podcn1os reescribir la. ecuación (2.15) para. el caso N = 4 

corno 

1 1 

H(n 1 ,n0 ) = ¿ L: ho(k¡,ko)w(2n1+no)(2k1+ko) 

ko=O k1=0 

Ahora. considcrc111os el término wP 

wl2n1+no)(2k1+ko) = w(4n1k1+2noA::o+(2n1+no)ko) 

= wol"131w2nok1w(2na+no)k0 

Observemos que 

Por lo tanto la. ecuación (2.28) se puede reescribir corno 

1 1 

H(n1.no) = LrL ho(k1.ko)W2"ok1]w<2n,+no)ko 
k.,=O k1=0 
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Estn ecuación representa el f11nda1nento del algorit.mo de In FFT. Para dctnost.rnr 

este punto, considcrcn1os cada una de las stunatoria.s de (2.29) poi· separado. 

Prin1ero rccscriban1os In sun1atoria que esta dentro de los corchetes como 

l 

h1(no,ko) = L ho(k1,ko)W 2 nok, 

"'•=º 
Enumerando las ecuaciones representadas por (2.30) tenemos 

h1(no,ko) = ho(O,ko) + ho(l,ko)w2n° 

por lo cual 

h¡(O,O) = ho(O,O) + h 0 (1,0)w0 

h¡(O. 1) = h 0 (0, I) + h 0 (1, l )w0 

h¡{l,O) = h 0 (0,0) + h 0 (1,0)w2 

h¡{l. l) = ho(O, I) + ho( l, l)w2 

y reescribiendo este sistema en notación matricial 

(

h¡(O,O)) (¡ 
h¡(O, !) _ O 
h¡{l,0 - 1 
h¡(l, 1) o 

o 
1 
o 
1 

o 
w2 

o 
~º) 
w2 

(

ho(0,0)) 
ho(0, 1) 
ho(I,0) 
ho(l, I) 

de 1nru1cra sintilar si escribirn1os la sun1a exterior tle In cct1ación (2.29) como: 

l 

h2(no,n1) = 2: h1(no,ko)W(2n1+no)ko 
ko=O 

h2(0,0) = hi(0,0) + h¡(0, 1)w0 

112(0, 1) = h 1(0,0) + h 1 (O, l)w2 

h 2 (1.0) = h¡{J,O) + h¡(l, l)w 1 
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h2(1, 1) = h1(l,O) + h 1 (1, l)w3 

y reescribiendo este sistema. en notación matricial 

wº 
.,,2 

o 
o 

o ·o) 
~ ~1 (

h,(0,0)) 
h1(0, 1) 
h1(l,O) 
h1(l, 1) 

2.34 

1 w 3 

de las ecuaciones (2.22) y (2.28) tenemos: 

Este resultado final h 2 (n0 , n 1 ) de la suma exterior están en orden invertido con 

respecto a los valores deseados H(n 1 ,.no). Esto se debe a la.1nczcla qttc resulta del 

algoritn10 de la FFT (Drigham, 1974,. p 172-174). Si con1binamos las ecuaciones 

l 

h1(no,ko) = L ho(k1.ko)w2" 0
k1 

A::a=O 

1 

h2(no.n1) = E h1(no,ko)w(2n1+no)ko 
ko=O 

H(n1,no) = h2(no,nd 

2.35 

entonces ellas rcprcscnt.an al algoritmo original de Coolcy-TI1kcy de In. FFT pn.ra. 

N = 4. Estas ecuaciones son recursivas ya que la segunda se calcula en función de 

la priincra. Y es de cst.a n1ancra como trabaja. el algoritmo de la FFT. 

Se presentan nlgunos puntos que son titiles ni procesar funciones de tiempo 

continuas con el algorit1no de la FFT. 

1) Para N muestras en el tiempo, existen N frecuencias discretas. 

2) Como resultado de la extensión periódica los puntos de nl.ucstra O y N son 

idénticos en a.rrJ.bos dotninios. 

3) Se considera que las con1ponent.cs de frecuencia positiva cst.ri.n en (O, N /2)¡ 

las con1ponentcs de las frecuencias negativas se hallan en (N /2, N). 
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4) Para funciones de variable real, )ns componentes de frecuencia positiva. son 

conjugadns cotnplejas de las componentes de frecuencia negativn. 

2.4 Ejemplo ilustrativo 

Por último se presenta el siguiente ejemplo con el objeto de ilustrar el análisis 

cualitativo que se realiza en el capítulo 111. A través de este ejemplo se pretende 

aclarar el significado que tienen cada uno de los resultados a. los que se llega en 

el capítulo siguiente. El conjunto de valores que aquí se analiza. corresponden a 

la. <ligitnliza.ción. de una función periódica conocida~ s\1.mada con una función de 

ruido aleatorio. La función digitalizada es: 

y(t) = cos f127rt +coa f227rt + cos f327rt + w(t) 2.36 

por Jo tanto el conjunto de datos es periódico, rcsul ta.do de la sobreposición de 

tres ondas y con ruido aleatorio aportado por In función w(t). Con estos valores 

se realizaron c1\.Jculos cuyos resultados son analizados a través de la técnica pro­

puesta, buscando 1nostrnr que las conclusiones del análisis son congruentes con Ins 

propiedades que de antcrnano sabe1nos que tiene el conjunto. El conjunto de datos 

que se analiza consta de 256 valores. Estos se graficnn y se muestran en la figura 

No. l. 
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Figura 1 

Se graficó tratando de encontrar algún ordc?J1 9 información o en general dct.cc­

tar algt·1n patrón de co1nportan1icnto en ellos. A sin1plc vista parece que no hay 

orden, aunque se observan algunas simetrías. Lo i1nico que si queda fuera de duda 

es que los valores estan acota.dos entre un valor 1ná.xitno que es 7.98497 y un valor 

míniino de -0.969801. Dnsados en lo anterior es razonable construir el histograma 

de Jos da.tos para explorar la posibilidad de cmnportrunicnto aleatorio. Aplicando 

la regla. en1pfrica de Sturgcs se determinó la necesidad de utHizar diez intervalos 

de clase y el resultado obtenido se muestra en Ja figura No. 2. 
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so 

40 

'º 

20 

Figura 2 

Del a.tui.lisis de este hist.ogrrunn se obtienen conclusiones vaga.-. pues no se 

n111cst.rn un con1porta.111iPnt.o dcfinit.iva1ncntc aleatorio pues no hay campana de 

Gnuss nítida. Sin cn1hargo ignorando las últ.imn..'i barras a la. derecha del his-

togrruna entonces aparece uua figura que si sugiere que hay un co111porta.n1icnto 

cst.adÍstico. 

Se necesita analizar la posibilidad de que estos datos encierren nn compor-

t.ainicnt.o periódico pues es otra opción que surge del análisis del histogr;una da.do 

que t.nn1hién este se puede interpretar con10 una n1cscta nuts o 111cnos si1nétrica. 

ligcrruncntc 1ná.s alt.a c11 el centro y con n1uy poco dcsvancci1n.icnto en los cxtrenl.os 

lo cual es resultado probable cuando se analizan datos que correspondan a una. 

onda. La búsqueda. de cotuportruniento periódico se hace a través <le ca.lcula.r la. 

t.ra.nsfonnada de Fourit~r al conjunto de datos. 

Para efectuar la aplicación de las ecuaciones (2.11) y (2.12) hny que preparar 

al conjunt.o <le da.tos qllc se analiza. siguiendo esta secuencia.: 
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Pnra identificar a cada una de los datos les asignrunos un índice n. Del 

conjunto de da.tos se puede to1nar una. fracción o ni total de ellos, el tarn.n.ño del 

lote sclccdonado constituirá un conjunto que se dcnon1inn tamafio de ventana que 

se identifica con la V'd.riable N. Así pnra los 256 datos, N = 256 si se tornan todos 

los datos o tomnrli un valor menor si la ventana es menor. Simultancamcnt.c habrá 

n = 1, 2, 3, ... , 256. Se define otra variable k que toma valores similares a los de n 

y que pcnnitc identificar a los diferentes coeficientes de Fourier h1.: de la cqua.ción 

(2.12). Est.os coeficientes per1n.iten identificar las propiedades del comportamiento 

del conjunto de valores. 

Se define un intervalo de rnucst.rco, <ligarnos 6t, que se puede int.erprct.ar con10 

el intcrva.)o que hay entre la generación de un cierto T(n) y su sucesor T(n + 1). 

Así cnt.n~ el valor de índice n y el de n + 1 hay un espacio .ó.t. 

L:>.t = (T(n + l) - T(nJJ 

El valor de ót depende del significado que se le asigne a n. Por ejc1nplo lo 

típico es considerar al tiempo con10 el espacio transcurrido entre el evento n cuya 

cualidad nwdidn. es T(n) y el evento (n + 1) que dió origen al valor T(n + 1). 

Se define una. longitud de registro o intervalo de variación del experitnento 

asi: 

2.37 

T=nL!>.t 2.38 

del cual se puede selecdonnr In. venta.na. N. Los cocficicnt.es hk consit.uycn cierta 

propiedad asociada a Jos valores Hn• las cuales~ para el caso de con1portnn1ientos 

arnu>nic-os co1·rcsponden con la frecuencia. Se calculó la tran.sforrnada de Fourier 

y el espectro e.le energía al conjunto de datos y los resultados aparecen en la figura 

No. 3. 

40 



80 

70 

60 

so 

40 

30 

20 

10 

o. 7 

0.6 

o.s 

... 
0.3 

60 80 

Figura 4 

100 

Analizando este espectro se puede nfirina.r que el conjunto de datos corres-

pande a una sctlnl periódica. Para dar cOntundcncia a esta conclusión se calcula 

la autocorrclación del conjunto de datos y el resultado obtenido se muestra en la 

figura No. 4. Si el conjunto de datos tuviera col:nportan1icnto caótico Ja autocar-

rcladón tendería a cero y conl.o esto no ocurre se afirma que el conjunto de valores 
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tiene con1portan1iento periódico. 

Establecido que hay comportrunicnto periódico se proccdu a analizar con inás 

detalle los datos para identificar las propiedades carncteríE>tica.s de este compor­

tQ.Illicnto periódico en especial el n{1mcro de ondas involucrndns y sus frecuencias. 

Para. eso se seleccionan diferentes ventanas, diferentes longitudes de registro y 

diferentes ót y así por "'prueba. y error"' se llega. a. detcrntinar las características 

de ca.da una de las variables que nos permiten encontrar "picos" en las figuras que 

nos muestran nl espectro de Fourier. 

Para. ilustrar lo hecho considcrcnsc los siguientes cnsos: 

Se totno un ta1na.ño de vcnt.n.na. de 21 va.lores,. se les calculó el espectro de 

Fourier y los rcsult.a<los se n1ucst.ran en. la. figura. No. 5. Se observan varios picos. 

Figura 5 

Se ton1a un tru·naño de ventana. de 64 valores y se observan picos en las 

posiciones 4, 8 y 16 de la figura No. 6. Esto se debe int.crpreta.r en el scnt.ido 

de que hny 4, 8 y 16 ondas completas en la. ventana de 64 y nsí, si esta ventana. 

corresponde a una. longitud de registro de 4 scg\.lndos entonces las frecuencias de 
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las ondas idcnt.ificaclas serán 1, 2 y 4 ciclos por segundo. 

Figura 6 

Figura 7 

Para afirmar lo anterior se reduce el tamaño de vcnté\.lla al n1ínimo posible 

apoyándose en la conclusión del pa.rrnfo anterior y en la figura No. 7 se 1nucst.ra 

el espectro de Fouricr para el tarnrulo de ventana igual a 16. Y ahora los picos 

aparecC"n en las· posiciones 2. 4 y 6 con Jo que se ilustra el efecto provocado al 

reducir la ventana. 
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Se calcula el dingrruna de fases para el mínhno número de datos determinado 

en el párrafo anterior y el resulta.do se presenta en la figura. No. 8. 

Figura 8 

Este diagnuna. se construye it.crativ¿uncn.tc localizando al evento n en el eje 

horizontal y al f'Vr.nto n + 1 en el eje vertical. se observan tres curvas ln..<1 cualr.s 

se asocian con los puntos at.ractorcs (Daker, 1990. p 24·27), en este ca.so con las 

ondas sobrcpttl•:-ot ¿L._,;; alrededor de Ja.q cuales se nul.nifiest.an los diferentes valores. 

Finalmente si con1parrunos la conclusión cualitativ--a que dan la.e; lilt.imas figura .. .,;; en 

el sentido de <pu~ hay comportarnicnto periódico y de que éste es el rcsult.ndo de la 

sob1·cposición dl• tres ondas con lo propuesto al inicio del cjc1nplo se observa una. 

completa congrncncia entre lo que se propuso y lo que se concluyo y por lo tanto 

la técnica de a.1u'iHsis propuesta. da rcsult.ados confiables. 

44 



Introducción 

Capítulo 3 

Análisis de datos 

En este capítulo se analiza un conjunto de datos obtenido en un experimento 

realizad.o en la Facultad de Ciencias, sobre el sistema caótico conocido como grifo 

gotcantc. El análisis se hizo siguiendo esta secuencia.: 

Sobre los datos analizados, a través de gráficas se visualiza algtín posible 

co111portainicnto en los datos. Cornport.an1ir.nto cst.adístico, se anali?.a. posible com­

port.a1nicnto aleatorio. Aná1isis de periodicidad. por nl.cdio de la transformada de 

Fouricr se buscan indicios de periodicidad. Afirn1a.ción de la periodicidad, mc­

diant.c In. autocon·cln.c-ióu se analiza la 1nr1noria del conjunto. Invcst.igaci6n de 

ca1·actcdstica.s, variando los trunaiios ele V<'llf.ana y las tasas de rnucst.rco, se clc­

tcrn1ina el iuímcro de ondas involucradas y la frecuencia. de éstas. Estabilidad~ 

analizru1do el espacio de fases se identifican at.ract.ores. Caracterización de atrac­

tores~ se calcula la inedia artitnética y desviación estándar para ca.da a.tractor. 

Caract.criza.ción final del conjunto de dato.s. se dan argumentos para clasificar el 

co1nportainiento de los datos corno 111ovi111icnt.o Drowniano y al conjunto como 

proceso fractal. 

3.1 Sobre los datos analizados 

Algunos experiinent.os dan co1no producto un conjunto de datos que es nece­

sario analizar para obtener la inforn1ación que contienen. Estos datos son con­

secuencia. de los valores c¡uc ton1an las variables invol ucrnda en el cxperi111cnto y 

de la fonna. con10 se interrelacionan. Tcoricmncnte siempre será posible realizar el 

ru1;üisis si se aplicru1 ln.s técnicas adecua.da.." para este fin. En In ac:t.ividnd científica 

es algunas veces in1port.ant.c c1nplear al t.i<~tnpo c-01110 variable independiente. o bien 
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analizar datos que dcpcnc.lcn unicamcnt.c de una. sola. variable; n. estos conjuntos 

de e.latos se les lhuna gcncricamente series de tfo1npos (Chatficld, 1080 p 1-30). 

Este trabajo se dcsarrollaní. analizando una serie de tietnpos obtenida a partir 

de un cxpcritncnto real realizado en el Laboratorio de Física. Moderna. de la. Fa.­

cultn.d de Ciencias durante 1990. El cxpcrin1cnt.o consistió en registrar el tien1po 

que transcurría entre una gota que se desprendía y· la siguiente al c.lescnrgnrse 

una burctn. La idea detrás de este expcritnent.o fué iniciar el estudio de fenórncnos 

caót.icos a nivel expcritucntal (Nlii'icz-Yépez et al. 1091), las varin.hlC'!s corno el nivel 

<le líquido, abertura de la válvula, posición, tcn1peratura, et.e., se rnnntuvieron bajo 

control, entonces, por la infor111n.ción de que se disponía (Mart.icn et al. 1985), 

era razonable esperar que el tic1npo de descarga. entre gota y gota. tuvicnl. un 

con1portarniento cm)tico. 

Así pues, el análisis de estos datos se hizo con el objeto de tener argumentos 

para aceptar o rechazar la hipótesis de que el con1portn1nic11t o del tiempo de 

dcs("arga no sigue ningün pat.rón definido es decir que tiene un cornportarniento 

rnótic:o. 

Cabe señalar que es iinprcscindible rcspct.a.r en el análisis el orden en que se 

p;cucrnron los datos. pues de otra. n1ancra. las c:onclusioncs ohteni<la."i refleja.rían el 

nuu1ipulco de los datos y no el con1port.a111ient.o <le éstos. Es necesario recordar que 

t!l conjunto de valores que a.qui se analiza. c:orrc:->pondc n datos que se generaron en 

1111 cxperüncnto real con todo lo que ello in1plica sobre influencia..~ no controladas 

r.n los resultados. Para tener una visión global de los datos. se grnficaron los 

valores ton1ando al nlunero de evento n con10 variable indepenclicnt.e y a los datos 

(t.ic1npo entre gota y gota o int.ervalo de got.co), con10 la variable dependiente. El 

rc:->ult.n.do se nn1est.ra en la. figura No. l. Co1no se puede observar de In figura, no 

aparece ninguna tendencia que pennit.n seiia.lar el con1portan1icnto del conjunto. 
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Figura 1 

Se grafir<) n vs t 0 • Se observa. qi1e estos da.los no pr~scnt.nn ningi1nn tendencia 

que pcnnil.a asignarles algún co1nporta1nicnto definido. La única conclusión c¡nc 

se puede uhte11cr, observando la fi~11n-\. No. ], es qt1e, los valores se n1ant.icncn os­

cilando entre ciertos lí1nitcs que. de la 111is1na figura, pudc1nos fijar entre 0.002il4G 

y 0.110457. Lo anterior podría. significar q11c Jos da.tos corresponden a. ttn co1npor­

tamicnt.o lineal. es decir, podría supo1wn.;c que los valores estan distribuidos a uno 

y otro lado ele una. línea recta. cuyas rarn.rt.crísticn....; se podrían encontrar haciendo 

un ajustr. por n1íni1nos cuadrados. Esto se puede hacer, pero antes, habn\. que 

dc1nost.nu· que los da.tos se dist.db11yr11 alcntoria111c11t.c en la vecindad ele la recta 

a.sociadn; es d'~cir. los datos ddH~ll pn~scnt.ar un co1nportn1nicnt.o gaussin.no cuyo 

valor cc.:nt.ral pueda ajustarse a la n•ct a. En la siguiente sección se dcrnuestra que 

cst.o no e~ posible. 

3.2 Comportamiento Estadístico 

Para coJnJ>robar si los da.tos s'" ,_·on1portan alea.torian1cntc se ngntpa.ron los 
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8192 datos de la serie de t.ictnpos T{n), en 15 intervalos de clnsc que dieron el bis· 

togrruna. de frecuencias mostrado en la figura No 2. Se seleccionaron 15 intervalos 

porque, de a.cuerdo con la. regla empírica de Sturgcs: 

p = E [:!. + log n1 
2 log2 

donde E{x1 representa la. parte entera de x, n es el tamaño de la. muestra y p es 

el n\nuero de clases rccon1endable. Por lo tanto los da.tos debían agruparse, al 

ni.euos en 15 intervalos de chu;c, cuyos líni.ites son de 0.002546 a 0.110457 en pasos 

de 0.00719398 (Dendat, 1971. p 119-121). con lo cual se obtiene el histograma. 

n1ost.ra.do en la figura No. 2. 
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Figura 2 

3.1 

Ana.liznndo el histog:rn.nu\. de la figura, se concluyó que no hay cotnportruniento 

a.lcat.orio, pues no es posihlr. encontrar correspondencia. entre h\. imagen del his-

togrnn1n de los datos T(n) con la. i1na.gen que correspondería. a una distribución 

gnusinnn. De este análisis prcli1nina.r se concluye que no es posible asociar a.l cotn· 

port.nn1iento de los datos alguna ecuación lineal, canto se propuso antes, por lo que 
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habrá que buscar ot.ras posibilidades: nsí por cje1nplo, ln. serie de tic1npos podría 

ser caótica, coJno ya se dijo, o tener un con.1port.a..nücnto periódico oscurecido por 

cl 1.·uido cxpcrin1cut.a.1. Analizando esta segunda posihilidn.d, se puede observar que 

los da.tos se 1nanticnen entre ciertos lí111itcs (ya scfrn.la<los) y alternándose a uno y 

otro la.do de una cierta. recta paralela. al eje de las T(n), conlo se ve en la figura 

No. l. 

Si cst.n. Sltposici6n es correcta, será posible analizar n los da.tos de la serie de 

tic1npo, transfornutndolos en una serie clt~ frecucnda.s, (<lado que la va.ria.ble conjn­

gn.da. con el ticrnpo es la frecuencia) y est.c análisis uns 1nostrnrá. si los da.tos son o 

no pcri6dicos. Para t.ra.nsfonnar los datos corrcsponclicnt.es a. la serie de tic1npo a 

sus valo1·cs correspondientes a la. serie de frccucneia. se aplicó la. 'l'r~\.1lSforn1ada de 

Fourier y se obt11vieron los resulta.dos que se dcs<'Tilu~n a. continuación. Como ya se 

dijo en el capítulo nnt.erior • .se pnc<lc dcmost.nw la periodicidad transforinru-ido los 

dnt.ns d•? la. serie. de t.ic1npu al espacio de frccHcn1·ia"' n través <le ln trn1u~fonnada 

de Fouricr y así, se pueden identificar los par;\.1uct.1·os fnndan'lcntalcs que tienen 

los dnt.os de esta serie, con lo que se puede <lc111ost.rnr si se co1npnrt.nn o no en 

fornu\. pc1·iódicn. Así, por cjcn-iplo, se puede detC"rtllinar la frccucncin de la. onda 

asociada. nl conjunto <le da.tos. o la .. '"i carnctcríst.in"-~ <le lns ondas nnnónicas que se 

sohrcponen para dar la onda resultante, o cncont.rar las cnracterísticn.s de cada 

onda. i1ulcpendicnte sobrcpucst.a, etc. 

Al graficar en el do1ninio de las frccncncins apa.rccen picos que corresponden, 

cada uno, a. la frecuencia. <le ctu:la onda involucradn. La frecuencia de la. onda que 

con·esponde n cada pico se puede detcnninar llirectn1nentc de la gr¿l.fica. Pnrn. 

construir ésl.a hny necesidad de sclcccionnr una vcnt.ana, es decir, hay que selec­

cionar cut.re que valores <le la. serie que se a.na.liza se dese;\. aplicar ln trnnsfortnadn 

de Fourier. Al 1nisn10 t.ictnpo. hay que cst.nhlcc.cr ctu\.nt.f\S divisiones va n tener 
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esta ventana y así el período correspondiente al pico He oht.icnc dividiendo el valor 

correspondiente a ln. división señalada por el pico entre el trunaño de la vcntnna 

(Ramirez, 1985, p 70). 

Cada. división en que se partió la ventana, Ueva asocia.do un int.crva.lo de 

tic1npo, .0.t, cuya n1agnitud se puede conocer, sicn1prc y cuando, se conozca. el 

tiempo que corresponde al tn.innño de la ventana. A éste se Je denomina tiempo 

nu'i.xirno, t 1111.... En ca.so de no conocerse el tien1po 111;:\.xilno Ne puede suponer que 

.O.t tiene un valor igual al de la unidad de medida de los datos (en el caso analizado 

aquí la unidad de 1nedida es un nl.ilisebrundo) y así se puede establecer la siguiente 

relación: 

;;t = t1nax 

Se calculó la t.rn.nsforina.cla de Fourier para los 8192 datos y se graficaron. en el 

eje vertical. la nonna de X(/) y cu el eje horizontal. la frecuencia f, obt.cnié!tulosc 

los rcsull.n<los que están ilustrados en la figura No. 3, los cuales están en csrnla. 

logadtanica.. 

2000 4000 

• • • 4 

• • J .. - - ... \,, ,. 

l ,· ~ ~- - .. .. - .s -· "· ·. ·.· .· ·. ·.· .· 
-· 

Figura 3 
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El espectro de energía se muestra en la figura No. 4. La apariencia del espectro 

de energía. depende clnrrunente de ln forma en que In señal T(n) evoluciona con 

el tiempo. Lo itnportantc de obtener el espectro de energía es que, manejado 

apropiada.mente revela propiedades o información que de otra. 1nanera. permanecen 

indetectables. 
0.01 ~ : 

.. .. 
0.008 .. -~ : ·. ... 
0.006 

J: .. .. : 
·:· 

o. 004 

o. 002 

Figura 4 

La conclusi<ln que se obtiene de la observación de la.e; figurIL"> 3 y 4 es que el 

c01npOrta.n1ient.o de los datos corresponde a una sciial aperiódica. Esto se concluye 

dado que, In griifica correspondieut.c al espectro de frecuencia .. -. y Rl espectro de 

energía presentan de1nasia.dos picos y seria 1n11y aventurado proponer, sin tener 

otras evi<lcncia.."• que el co1npo1·t.a1nicnt.o es periódico. 

3.3 Afirmación de la periodicidad 

Para reforzar la afinnación de que el con1portarniento <le la serie de tiernpo 

es periódico se calculó y grafic6 la autocorrcla.ción de T(n). Los resultados se 

n1nest.ran en Ja figura. No. 5. Se tuvo que rechazar la conclusión ru:itcrior, en el 

scnt.ido de que la seiial es aperiódica o C"Mt.ica. debido a que. si esta hubiese sido 
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correcta, la. autocorrela.ción. debería tender a cero a medida. que transcurría. el 

tiempo. 

0.676 

Q.672 

o.67 

La función de autocorrclación constituye la nl.emoria. del conjunto de da.tos. 

con esto se quiere decir que la función de a.utocorrclación hace evidente, al analista, 

la inftucncia que tiene, en un cierto valor, el valor que le antecede. Así, por ejemplo, 

en un conjunto de datos distribuidos en forma aleatoria.. un cierto valor origitl.ado 

en un rnonl.ento da.do, no presenta ningún efecto que lo relacione con el valor que le 

antecede, es decir, los valores no tienen memoria o la tienen de muy corto alcn.n.cc. 

Por el contrario, si el conjunto de datos es periódico, un cierto valor debe de ir 

precedido por otro valor que ejerce toda su inftucncia. y por eso se dice que el 

conjunto tiene memoria (Berge, 1984, p 44-45). 

3.4 Análisis de Características 

En este momento se presentan dos argumentos con posiciones antagónicas: 

uno indica. que la señal es aperiódica y el otro que no. Para encontrar cual es el 

nrgun1cnto correcto se procedió a analizar con nl.ás detalle el método de cálculo 
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y el significa.do de la inforn1ación obtenida en el espectro de energía. Al annlizar 

una señal que supuestamente tiene comportruniento periódico o casi-periódico, 

debe tenerse nluy en cuenta. que la ventana seleccionada para analizar los valores, 

guarda una estrecha. relación con el periódo de In, o de las ondas, que reflejan el 

comportamiento de los datos y que pueden producir "'bandas anchas" en el espectro 

de energía, si la ventana no es seleccionada. adecuachuncntc. Esto, evidentemente, 

conduciría a conclusiones erróneas. 

Simult.;u1ean1ente 1 el nl1n1ero de int.crvalos en que se divide la venta.na. n. así 

corno el tnn1año del intervalo de ticn1po, .ó.t, que hay entre cada una de cst.as 

divisiones, esta íntin1amentc relaciona.da con el punto k en donde aparece cada 

uno de loH picos que nos indica el número de crestas y valles encerrada.e¡ en este 

tamaño de venta.na y que corrcsponelen a ca.da una ele las ondas involucradas en 

la señal original. La frecuencia. ele cada onda. se puede obtener si se conoce In 

eqHiva.lcncia. en tic1npo que tiene el t.ru1uuio de ventana usndo. Existe entonces, 

una total y específica relación entre cinco variables que condicionan la apariencia. 

del espectro de frecuencia y del espectro de energía: n. k • .ó.t, T, y tmax· Scgtín 

se manip11lcn éstn.s para construir la. vent.ana se tendrán diferentes apariencias 

en las hnágcncs oht.enidns. Se considera que una. mala selección en las vn.riahles 

nnte1·iores fue la causa. de que se obtuvieran ... bandas nndut.S"' en las figuras 3 y 

4. Por lo anterior. se procedió a anali7.ar la serie de datos. a través de sclcccionm· 

diferentes ventru1as y teniendo en consideración que se prcsent1-u-ian las siguientes 

posibilidades: 

- El período es exactruucnte igual a. la duración de In n1cdida. En este caso. 

si la setial es sinusoidal, aparccerií. en el espectro de Fouricr un solo pico. en In 

posición correspondiente ni prhncr .ó.t en relación con el t.nrnntio de la vcnt.ana. Es 

decir, la frecuencia se calcula dividiendo *·siendo en cst.e caso k = 1 pues hay un 
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solo pico en el intervalo de tiempo tmax· 

- Si la scñnl es periódica, aparcccran en el espectro de Fouricr., cada uno 

de los picos correspondientes a los armónicos contenidos. Nuevamente la relación 

entre las posiciones de los picos y el ta111año de ventana nos dará la frecuencia de 

cada. armónico. Cabe enfatizar que la posición de cada pico k indica el número de 

ondas completas que caben en esa venta.na. 

- Se puede distinguir entre picos que corresponden a. annóuicos y picos que 

corresponden a ondas que indican casi-periodicidad, porque los picos armónicos 

están simetrica.rnentc espaciados, dado que cada onda, es de frecuencia ml1ltiplo 

de la. principal. En catnbio, las ondas que producen la en.si-periodicidad, no necc­

sariatncnte presentan picos en posición siinétrica, puesto que, dichas ondas no son 

armónicos de la principal. 

- La duración de la medida es un 1111.íltiplo entero del período. Se tienen las 

1nis1nas condiciones dadas anteriormente, sólo~ que, en este caso, la resolución de 

las frecuencias es tantas veces mejor cotno sea la magnitud del 1n1.'"altiplo entero. 

En estos casos, se cumple la siguicnt.c relación entre las variables involucradas 

en el ta111año de venta.na: 

Cuando esta relación no se cumple, suceso que se puede representar con la siguiente 

expresión: 

W=~-!±_ 
T n 

la consecuencia que se obtiene, en el espcct1·0 energía, es la típica. imagen de un 

cmnporta.rniento Cl\.Si-peri6dico (Bergc, 1984, p 43-62). Como ya se dijo, la figura 

3, es decir la in1aS,en correspondiente al Espectro de frecuencia de los 8192 da.tos no 

1nucstra ninguna infonnaci6n que pern1it.a concluir nf\.da respecto a la periodicidad 
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del conjunto. Dado que la i1nagen esta 1nuy compa.ctadn, es conveniente dividir los 

8192 datos en intervalos rnenores. En la. figurn No. 6 se muestran los resultados que 

se obtienen al abrir el espacio en el eje horiz.ont.a.l, los vnlo1·cs van de 1 a 1018 en vez. 

de 1 a 8192 y se observan, más clnrarncutc, las variaciones en el con1portan1icnto 

del espectro de Fourier y est.as variaciones sirven de guía para cstnblcccr el tnmn11o 

de ventana que conviene utilizar en la btísqucdn de Ja.o¡ ondas que se ajustan a. Jos 

dntos analizados. 

Figure 6 

Figure 7 

Tcntntivan1cnt.c se pueden separar a los 8192 datos en 10 intervalos: de l 
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a 1018, de 1019 a 1600, de 1601 a 2200, de 2201 a 3600, de 3601 o. 4096, de 

4097 a 4800, de 4801 a 6200, de 6201 a 6800, de 6801 a 7400, de 7400 a 8192. 

Estn división se ha propuesto porque, después de haber realizado una exploración, 

se encontraron algunas regularidades en Jos intervalos antes enunciados. Para 

ilustrar este proceso, se tomaron los datos correspondientes al primer intervalo, 

es decir los que estaban entre 1 y 1018 y se graficaron en la figura No. 7, como 

se observa. un co1nporta.rnicnto más o menos regular, se decidió fijar el pritner 

ta1naño de ventana en 1018, y se calculó Ja trru1sfonnada. de Fouricr para buscar 

los armónicos involucrados, es decir buscar el t.arnruio de ventana apropiado para 

eliminar la "banda ancha"quc nos prcscnt.a. el espectro de Fourier. El ajuste n1ñs 

apropia.do se encontró para una vcnt.ana de 542 e..t en lugar de los 1018 inicia.les 

y el resultado r.s rnostrado en. la figura No. 8, en la que sobresale el hecho que 

aparece un solo pico, en la posición 257. Nótese que~~~ = 0.47417 es la frecuencia 

que se obt.icnc ni dividir la posición sciialada por el pico k = 257 entre el tanuulo 

de la ventana n = 542. 
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Figura 8 
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Se cont.inuó ln. búsqueda en t.orno n. la. periodicidad del conjunto de datos y se 

encontró nuevrunentc un solo pico en ln. gn'Uica. del espectro de energía (ver figura 

No. 9), en la posición k = 33 para un tamru.1.o de ventana de 72. Es decir, la 

frecuencia. de la onda asocia.da a los pri111cros 72 datos tiene un vn.lor de 0.45833. 

El 542 es inúltiplo de 1626 n.sí que, se consideró conveniente investigar tamaños 

de venta.na. nn'iltiplos del 542 o tamaüos en la vecindad de éstos. 

Los resultados nuí.s sobresalientes se sintetizan en ln. t.a.hla. No. 1 de la. cual, 

es itnportru1te resaltar lo siguiente: 

- Ln ¡wini.cra colu1nna indica el tani.nfi.o de vent.ann. (n.ó.t nt'uncro de punt.os). 

- La. segunda cohnnna 1n11cst.ra }C\.._-.;, posiciones en la.s que a.parecen los picos. 

- Una vez qlte se ha aplicado l.a. t.ransforina.da de Fouricr al conjunto de 

V".Uores involucrado en un ciert.o ta111af10 de ventana, se les aplicó la. Thansformada 

Inversa, la cual pennite regresar al conjunto de va.lores origina.les. 

- A11nliza1u.lo la. inforn1ación de la tabln No. l, se notnn varios tnn1aiios de 

ventana. para los cuales corresponden 3 picos. 

Tabla No.l 

Tamaño ventana Posición de los picos 

288 129 

542 257 

1626 257, 513, 7G!l 

2168 1025 

3252 513. 1025. 1537 

4878 2049 

- Es hnporta.ntc la observación siguiente: Los 8192 cintos se agrupa.ron en 

dos intervalos. El prin1cro lo const.it.uyen los prin1eros 4878 valores y el signient.c 

los 3314 valores i·est.antes. Para httsca.r la. frecuencia de o~cilación de estos dat.os se 
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investigaron diferentes tamaños de venta.na. encontrándose en los tamaños de ésl.n.s 

correspondientes a 542, 1626, 21681 3252 picos, con10 se mostró en la. tnhla No. 

l. A partir del dato 4879 se analizó el segundo intervalo, t.01ná.11dosc nuevn1nent.c 

tamaños de ventana de 542 .. 1626, 2168, 3252 y nuevamente se encontraron picos 

en posiciones iguales a las del primer intervalo con lo que se de1nuestra que se 

repite el comportamiento con las 1nismn.s características de periodicidad a través 

del intervalo completo. 

10 20 25 JO 

Figura 9 

Las figuras 11, 12, 13, y 14 1nucstrn.n los resultados obtenidos para los tn.nuu"ios <le 

ventana 1626, 2168, 3252 y 4878 rcspectivn.mcntc. 
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3.5 Estabilidad 

Para concluir dcfinitiva1ncnt.c que In scúnl analizada es pcriótlicn, se deben 

considerar otras condiciones. Así, por ejemplo, el conjunto de elatos que consti­

t.uycn la sc11nl deben tener. cuando menos, un nt.ract.or. Si la scfial cfcct.ivnn1cnt.c 

es periódica. debe 111ostra.r estabilidad que se nut.nifiest.a de n111chas n1ancrn.._~. por 

cjc1nplo. cou a1nplit.u<l constant.c, con frecuencia y por lo tanto, ta111bién perio­

do coust.a.ntc. etc. y todo esto in1plica un equilibrio que, gco1nétrica1ncnt.c, es 

rcp1·cscnt.ado por un at.ractor. 

La apariencia del a.tractor depende de las variables ilnplicndas en la sc1-1aL 

Así, puede representarse por un punto, por una curva cerrada, por una superficie, 

por un volun1cn, cte. 

Si el sisterna es periódico, al transcurrir el ticrupo rcpctini. cvcnt.uahncntc 

estados que ya visito con anterioridad, entonces, el at.ractor sen\ una solución que 

se rcprcscntani. por un punto o un conjunto discreto de puntos. 
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Si el sistema. evoluciona cídicarnent.e al transcurrir el tiempo, mnnt.cnién.dosc 

dentro de ciertos limiteg bien definidos en el espacio de fa.ses, su solución sen\. un 

a.tractor conocido como "ciclo límite.'" Su espectro de Fourier contiene picos para. 

su frecuencia fundrunental y sus armónicos pero, conociendo la señal en n1omento 

dado, sicn1pre será posible predecir su condición en cualquier momento posterior; 

ello no ocurriría en un sistema. caótico. 

Un tercer tipo de a.tractor es el "toroide .. que corresponde a. una. señal ca.si­

periódica. La dh:ncnsión del toroide depender1\. del nú1nero de frecuencias funda­

tnent.nlcs independientes involucra.das en la sctlnl. · 

El espectro de Fouricr característico de una. señal casi-periódica., como en el 

ca..c;;o del sistema periódico. ta.1nbién cst.n fnrtna.do por una con1binación de picos 

ele las frecuencias fundruncnt.a.les y de sus ;u·1n6nicos y su solución ta1nbién será 

dada co1no una serie de Fouricr. Así n1isrno. !icrá posible predecir con10 será la 

condición futura del sistc1na, a.poyándose en infonna.ción actual. 

3.6 Caracterización de atractores 

Una forma de visualizar aJ, o los a.trac-t.orcs. es a través de gráfir.O'LS con retrRSo 

t.cn1poral. las cuales se obtienen graficando a Jos clc1ncntos de la. set'ial contra otros, 

t.on1ados de la. 1nisnui. scftal, pero a. tictnpos diferentes, para poner en evidencia la 

forn1a en que se van transforn1ando al avanzn.r. desde un punto al siguiente. 

Los clcn1cnt.os a graficar se pueden csr.ogcr de diferentes ina.ncrns, por ejemplo, 

tn+l vs tn. La. figura. No.15 se construye> t.on1nndo el valor de los datos, función de 

n. y se localizó en el eje horizontal. Se t.on1ó. est.rictarnentc, el siguiente valor del 

a1·cl1ivo. función de n + 1, y se locali7.ó en el eje vertical. Así se localizó cada punto 

en la gráficn .. Explicndo en forma si111plist.a ~e puede decir que la figura No. 15 se 

const.ruyó relacionando el valor 1 con el valor 2. el valor 3 con el valor 4, el valor 
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5 con el valor G, cte. y se obtiene el espacio de fa..~cs o gráfica. de rctrnso tcn1pornl. 

0.108 

O.l.04 

o.1o:z 

0.10• 

Figura 15 

Resulta evidente que hay tres zonas en donde se concentran los puntos. es 

decir, exjstcn t.rcs nt.ract.orcs. Est.os puntos atra.ctorcs, hacia los cuales ti<~n<lcn 

todos Jos valores que confonna.n la scfi.al, encierran infonnación útil, ent.1·e la cna.l, 

cabe destacar la. siguiente: 

'Il.·cs pnnt.os at.rnctores, en una Reluü periódica, pueden explicarse co1no la 

sobreposición de un nú111ero ilnpar de ondns senusoidalcs (Dcrgc, 1984, p 63-72). 

Lu. frecuencia ele estas ondas que se sobreponen tienen que ser rnl.íltiplos en­

teros entre sí. Es decir. el pri1ncr annónico debe tener frccnencin. doble que la p1·in­

cipa.1, el segundo arn1bnico debe tener frecuencia doble que la del prhner nrn1ó11ico. 

Si no se ctnnplc cstn condición no es posible obtener el espectro para la transfor­

ma.da. de Fouricr, que se 111ucstrn. en figura No. 13. 

Ln presencia. de tres ntrnct.orcs obliga a que, al 1ncnos, se sob1·cpongan dos 

ondas, la. principal y un annónico. De no ser así, ln figura No.15 no tcndt"Ía la 

apariencia <le ""vértic:cs de un rcct•\.ngnlo" sino que 1nostnu-ía apa1·icncia .. t.rhUl-
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gulnr". Los diagrantas de retardo rnuestran que los datos no están concentrados 

exactamente en los puntos, sino que más bien~ se distribuyen estos, en la vecindad 

de un valor central que corresponde en sí, a cada punto a.tractor. 

Apoy;i.ndm;c en la información global que muestra figura No.15 es posible 

proponer lín1itcs aproxintados a. la....'"i fronteras de la vecidad de cada atractor. Los 

lfmites se fijaron arbitrarirunente, dibujan.do un círculo, con un radio taJ que per~ 

mitiera agrupar al mayor número de puntos posibles dentro de él. 

Dado qur. el proceso de grafica.ción fue iterativo (el prin1cr valor con el segundo, 

luego el tercer vn.Ior con el ctu\1·to. et.e.), los lín1itcs cst.ahlecidos para las abscisas 

no pueden ser. con10 se propuso anf.cs, los n1ismos límites usa.dos para las ordcna....'"i. 

De esta 11Hu1cra los lí1nitcs para las ordenadas se fijaron analizando la figura. No. 

15 qucdaudo ea.da zona de a.tractor en: 

a) 0.103 :$X:$ 0.105 y 0.103 :$y:$ 0.105 

b) 0.108 :$X:$ 0.110 y 0.103 :$y:$ 0.105 

e) 0.104 :$ x :$ 0.106 y 0.107 :$y:$ 0.109 

Figura 16 
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Estos lín1itcs permitieron agrupar st Jos 8192 datos en tres lotes, uno por cada 

zona de atracción. Las figuras No.16, 17 y 18 present.nn Jos histrogran1n de las 

frecuencias de los datos, en relación con cada intervalo de agrupación. Compnrcse 

con la figura No. 2. 

Figura 17 

20 

10 

Figura 18 
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Con los datos agrupados, se puede calcular la inedia aril.1uét.icn para todas h\.._"I 

/(n) y la media aritmética para todas la...;; /(n+ 1) y así se obtienen las coorden.n.dns 

del punto nt.ractor. La dispersión de los puntos alrededor del punto atrnctor, se 

dctcrn1inó calculando la. distnncia promedio que existe entre cada uno de los puntos 

y el a.tractor y después se calculó la desviación estándar de ca.da. distancia con el 

vnlor central. Los resultados fundruncnta.lcs se presentan en la tabla No. 2. 

Tabla 2 
A tractor Coordcnada.."1 pron1cdio Desviación estándar 

a) x = 0.103783 y= 0.104346 0.0002541 

b) X= 0.104365 y= 0.1082!) 0.0004260 

e) X= 0.104398 y= 0.J08397 0.00077694 

3.7 Caracterización fractal 

El conjunto de datos a.na.liza.do exhibe dcrt.as propieda.ch:s que son carac­

t.erísticas de los frn.ctales, de las que sol_n·c:salcn las sigttient.es: 

Cmno se pudo ver en lat1 fig1.1ras ant1?riorcs. en especial en la No. 9, al variar la 

longitud de la venta.na con ciertos incrc-n1cnt.rn;; regulares. bien definidos, se repiten 

las propiedades 1nostrn.da.s por el conjunto. en cuanto a 8.US cnrac:terist.icas funda-

111entales y cuando ca.inbia la. escala con que se estudia, prc~cnta. autosinlilnrida.d. 

El conjunto se puede escribir co1110 la. unión de ondas reesca)aclas, es decir por 

ondas shnilares qttc varían en cuanto a su frecuencia. Se obtiene inayor aprox.i-

111.a .. ción, en cuanto al ajuste de ln unión ele ondas rccscala.clas con el conjunto de 

<la.tos, a 1nedida que se emplcnn ondas de frecuencia. 1nás cort.n.. 

La. figura No. 1 corresponde coinplr.t.;uncnt.c con el de1non1inaclo movhniento 
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Drownia.no. Por lo anterior se propuso la. siguicnt.c hipót.csis: El coujunto <le datos 

corresponde a un fractal A.lea.torio. 

Esta hipótesis se considera correcta da.do que: 

Los incrementos entre f(n} y f(n + l) son aleatorios. Para la construcción 

de la figura No. 15 se calcularon los valores correspondientes a /(n) y f(n + 1) y 

a partir de estos, se construyeron las figuras No. 16, 17 y 18 que prueba que los 

incrernentos .6.y(n) = f(n + 1) - f(n) son gaussianos. 

Si en la figura No. 1 se transladan los ejes, de tal manera qne coincida 

el eje horizontal con el valor central pro1n.edio de las figuras No. 1 G, 17 y 18 

"nt.onces, se verá clarruncnt e que el valor <"(!Jlt.ral. es decir la inedia arit.mética. de 

los dcsplazaJTiientos a uno y ot.ro lado del valor central vale cero. Característ.ico 

del n1ovin1icnto Drownia.no. 

El nivel de dispersión se va incrementando a medida que se incrc1nent.a el valor 

de n~ que a su vez esta relacionado con el incre1nento del tiempo. Y finalmente, el 

argun1cnto más in1portantc de porque la hipótesis se considera correcta. es debido 

n. que el exponente de Hurts (HA.St.ing, 1993. p 56-58), para. el conjunt.o de datos 

osr.ila. alrededor de 0.503. 

Dcnon1inando pl"occso a los <:.:"Ullbios que experimenta. un sist.ctna al pn.c;ar de 

un estado a otro, se puede hablar de dos tipos de procesos: 

a.) Los que son det.cnninist.as, es decir, aq11cllos que se desarrollan cumpliendo 

leyes bien precisa.<J. 

b) Los que son cst.ocñst.icos, es decir, aquellos en Jos que In transición de una 

etapa a la siguiente conduce a. estados que solo se pueden prever en forn1n aleatoria.. 

En. un proceso frn.ct.a.l. Ja..<i condiciones del sisten1a se mant.icnen dentro de 
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ciertos lfrnites, atín cuando la transicil>n de una etapa. a otrn, se de en forma 

aleatoria. La evolución podrá ser aleatoria pero, la magnitud del can1bio, esta 

regulada por la condición del sistema ru1t.cs de que se produzca el crunhio. 

El exponente de Hurst sirve para cunnt.ificar la influencia del estado que tiene 

sist.en1a al inicio del can1bio, con las condiciones que tendrá el sistema, al 

producirse la evolución. Si este coeficiente de Hurst vale 0.5, el proceso será 

frnct.a.1. 

o. 50306 

0.50306 

o. 50304 

o. 50302 

100 

o. 5-0299 

0.50296 Figura 19 

En todo proceso fractal, los incrcrncnt.os sucesivos cut.re las <'t apn..oo; de dicho 

...;µroce~~· esútn sorrcht.<;iQl}.~OS. En cons~cncucia es a t.ravés dP) rocficientc de 

.-_.~ro1•1·pJaci<)n Ya ca.fo1~Indo y·p1~Cscnt.ado en la. grlifira No. 5 corno se puede obtener el 

coeficiente de Hnrst. para la sctlnl analiza.da tncdinntc la nplicnción de In siguiente 

relación: 

H = log(2 + 2p) 
log(4) 

Donde p es el cocficicnt.c de corrchuci<jn, 

Cl8 

dcch· el valor c¡uc nos pcnnitc 
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cuantificar el nivel de jnfluencia que se establece entre las condiciones iniciales 

del sjstemn con las condjcioncs finales. Realizados Jos cálculos de ln. constante de 

Hurst para cada uno de los coeficientes de correlación utilizados en Ja elaboraci6n 

de Ja gráfica No. 5 se obtuvieron los resultados que se presentan en la figura No. 

19. Se observa cla.rnrncnte que los valores de la. constante de Hurst oscila alrededor 

del valor 0.5, lo cual demuestra que el conjunto de datos corresponde a un proceso 

fractal. 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

A través del análisis rcali7.ado al conjunt.o de <in.tos experimenta.les motivo 

de este traba.jo, se ha concluido que el con1port.mniento de dicho conjunto de 

datos es periódico y no ca.ót.iro cotno habían creído los cxpcritnentadorcs. Es 

ini.portante recalcar que Ja..,. hcrran:1ic11t.n .. ~ de cálculo utilizadas rn este trabajo, 

pcrn1itcn detectar algunas propiedades asocia.da."'> a.l conjunto atín cuan<lo no sean 

cvidcnt.cs en una sitnplc visualización. Es de notarse qnc la conclusión obtenida 

estuvo en contra a.1ín de la iut uicibn de los cxpt•riuu•nt adores. Esto es, los datos 

tnucs.t.rnn un co11:1porta111icut.o pcric>dicn n pP.sar tlP qot• la infortnación publicada. 

hacia. fo'\.cil el presuponer su na.t.un\lcza cn .. cjl.ic.a. Cou t·llo no se nfinna que los 

ruuilisis rcport.a.dos estuviesen c:quivocaclos, hay t~vhleucia a.inplia <le que un grifo 

got.r.a caot.ica111cntc en cicrt.ns rcgfrucncs. pero pan=<'<~ que ello no es así en el que 

corresponde al caso que n.quí st! analizó. 

Aunque originaln1cntc se había progrn.1nado indnir un cst.u<lio con1plet.o para 

la dct.enninn.ción de los cxp<HH~nles de Liap1111ov y otra .... propie<la<lcs tnétricn.s de 

~os d~tos h~jo ~~."supo~id<"µ1 tl~ q11r. el conjunto <~1·;\ r:ult i<-n. no fué necesario Ucvru·lo 

.'..'"~?o. <l~l.do que el c9njuí1t'(l ti<- elatos resultó pPri<ídkn. 

Tener in1,;.o\.gcncs pnrcialPs n c~t.i\tica..""> acerca th!l cvcnt.o que se estudia no ha. 

sido nunca sntisfa.ct.orio pm·a el investigador. Sin e111hargo hasta la fecha ésta ha 

sido la situnci<)n tnás cotntin tlt~hido cut.re ot.rns cosa ... a que contar con una iinngcn 

dinán1ica aceren de co1110 t!volucinnnn los cvc11tos a r":-llndinr itnplicnn problc1nas 

difíciles de 1·csolvcr, entre los que sohrcsnlc la n<'rP~·dlln<l de nuu1cjnr cnnt.idadcs 
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significativas de datos. Estos problemas conllevan, por una parte, Jn realización 

del experimento que implica el control de algunas variables a través del ticn1po y 

po:.· otra Ja recopilación y estudio de Jos datos obtenidos. 

En este trabajo se busca ilustrar que con las herramientas y técnicas con las 

que se cuenta en Ja actualidad, es posible realizar nzuilisis que en otras épocM, atín 

cuando se contaba con algo de la base teórica, resultaba. casi imposible Uevar)as 

a cabo por Ja ardua tarea que represcntabru1. Del trabajo que se prescnt.n aquí 

sobresale: 

l. Que las herranticntae: de cálculo utilizadas ahora se pueden aplicar sin 

enfrentar Ja enorme tarea que en otras épocas tuvieron. 

2. Que estas herramientas son tan poderosas que nos permiten escudriñar 

profunda.rncntc en Jos comportrunicntos no accesibles de la naturaleza que antes 

eran poco evidentes al investigador. Así por ejcn1plo el conjunto de datos que M)UÍ 

se analiza originalmente se penso que tenía con1portruniento aleatorio y tal vez 

en cierto Jiivcl caótico y sin en1hargo después del análisis realizado se descubrió 

comportruniento periódico que sin este análisis J1abría pasado desapercibido. 

3. Con la aplicación de Ja teoría disporiibJc se puede Jlcgar a detcrminBr dc­

ta.Ucs tan delicados coJno los punt.os atractorcs, sus grados de dcsviación, el com­

port,unicnto de sus ciclos~ cte. que son fundruncnt.alcs pA.ra. JogrAr eJ conocin1icnto 

de Jos cvent.os que se estudian. 

4. EJ potencial de apJicación que tienen Jns hcrnunientas usadas en este 

trabajo, son de aplicación Jnuy nrnpiia en todos Jos crunpos del conochn.iento. 
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