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AiCecillano N.

INTRODUCCION

La enseflanza de las matemdticas, ha slido slempre un problema muy
complicado, que se ha agudizado en los Wdltimos afios a tal grado que muchas
veces la eleccidén de una carrera profesional estd en funcién de que el plan de
estudios correspondiente no incluya matemdticas, pero cuando los estudliantes
llegan a las escuelas superlores se encuentran con la sorpresa de que al menos

un curso exlste en la curricula,

En mi experiencla como docente en el Colegio de Clenclas y Humanidades
(C.C.H.), UNAM y posteriormente en la Escuela Nacional de Cienclas Blolégicas
(E.N.C.B.),IPN me he encontrado que Ia mayoria de los estudiantes 1llegan
derrotados a los cursos de matemidticas, con la predlisposicién de no aprender
pues estin totalmente convencidos de que no son aptos para las matemiticas;

esto se debe a muchas razones, dos de las cuales son:
En nuestros primeros afios de estudio las matemdticas se usan como un

instrumento de represién bastante efectivo, pues cuando un profesor imponia un

castigo, en la mayorfa de las ocasiones este consistfa en hacer sumas muy
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A.Ceclllano H.

grandes o numeraciones inmensas,

Otra causa es que cuando avanzamos en nuestros cursos la mayor parte de
ellos conslsten en memorizar un conjunto de férmulas que casi nunca nos
enteramos de donde provienen nit el por qué de su existencia. El ser un buen
estudiante de mateméticas consistia en ser hdbil para recitar de memoria las
férmulas y rapido para realizar los cilculos ( resolver ecuaclones de primer
grado, ecuaclones de segundo grado, slstemas de ecuaclones, limites,

derivadas, etc. ) aunque no se comprendiera cual era su utllidad,

Por lo anterior, la lntenclén del presente trabajo, es contribuir un poco
a disminuir esta deficlencia en la ensefianza de las matemdtlcas que se
imparten en las carreras de Blologia, Quimico Bacteridélogo Parasitélogo e

Ingenlero Bloquimico en la E.N.C.B.

Generalmente un primer curso de matemdticas (Matemdticas I) en dicha

escuela, consiste en :

a) Nimeros reales

b} Funciones

c) Limites y Continuidad

d) Derlvada

e) Aplicaciones de la Derivada
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f) Integral definlida

g) Funclones logaritmica y exponenclal
h) Funclones Trlgonométricas

1) Técnicas de Integracién

J) Aplicaciones de la integral

Los cursos se lInlcian haclendo una presentacién de los diferentes tipos
de numeros y sus propliedades principales, haclendo énfasis en la resolucién de
desigualdades, posteriormente se estudian las funciones y es aqui donde quiero
hacer un comentarioc pues se estudian las funciones desde el puntc de vista de
sus propledades matemdticas, mds ain, no se ven todas slno que se dejan
pendientes para capitulos posterlores las funclones trigonométricas,
logaritmica y exponencial. La funcién logaritmica se estudia después de haber
visto el concepto de integral pues se di su definicién a través de una
integral, para posterlormente, ver la funcién exponencial como 1a funclén
inversa de la funcién logaritmica, de tal manera que cuando se estudia el
concepto de derivada se cuenta con una biblioteca bastante pobre de funciones
para derivar. Esta manera de ver las funclones refuerza el tipo de ensefianza
recibido con anterloridad, y debemos recordar que los cursos no son para
estudiantes de fisica o matemdticas, sino para estudiantes que estén

plenamente convencidos de 1a inutilidad de las mismas.

La propuesta concreta es de no esperar casi hasta el final del curso para

LA g S Cana i i



A.Ceciilano Ih

completar el estudio de las funciones, sino introducir éstas después de
nimeros reales a través de ejemplos relaclonados con el area de su
especlalidad. Por ejemplo, en las funcliones lineales plantear situaclones en
las que dos variables estén relacionadas en forma lineal, como puedieran ser,
la relacién entre la temperatura en grados Farenhelt y grados Celsius o entre
dos cantidades que tengan una relacién directamente proporcional una de la
otra, etc. Dando mucha importancia a la Interpretacién de los conceptos

ordenada al origen y pendiente de la recta en el contexto del problema.

Las funciones exponencial y logaritmica no tienen por qué dejarse hasta

después de haber visto el concepto de Integral sino que se pueden introducir
mediante algunos modelos de crecimiento poblacional ,tal como se propone en el
presente trabajo. Esto se hace primerc introduciendo, en el capftulo I , el
modelo de crecimiento exponencial mediante la presentacién de varios ejemplos
al ir deduciendo. una ecuacién que nos de el tamafio de la poblacién en
cualquier instante de tiempo t, llegando a una ecuacién general de una funcién
exponencial de la forma P(t) = P, al . donde P(t) es el tamafio de la
poblacién al tiempo t, P, es el tamafio inicial de la poblacién y la base a
representa el factor de crecimiento o decaimiento ( a > 1 es crecimiento, 0 <
a < 1 es decaimiento ), todo lo anterior tratando de dar més importancia a la
interpretacién de los conceptos matematicos involucrados en el contexto del
problema, que al desarrollo matemdtico de los mismos, evitando hasta donde sea

posible desarrollos largos y tedlosos.
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Se intenta introduclr un concepto Importante en matemiticas como lo es el
paso de un proceso discreto a un proceso continuo mediante los conceptos de
tasa de crecimiento anual y tasa de crecimiento continuo. Para intentar hacer
un poco mas claro el concepto de crecimiento continuo se utiliza el concepto
de interés compuesto, creo que es mas natural el concepto cuando se explica a
través de los posibles Intereses que nos genera una clerta cantidad de dinero
fnvertida a un clerto plazo y un interés establecido previamente. Mediante un
ejempio se puede observar que hay una pequefia diferencia entre la tasa de
interés anual ( tasa nominal ) y el rendimiento efectivo que se obtlene al
finalizar el afio, Esto va a depender de como se pagan los intereses durante el
afio, que pueden ser al finalizar el afio, cada seis meses, tres meses, dlarlo o

en forma continua. Esto nos muestra que la relacién existente entre el

rendimiento efectivo y el nimero e = 2.71828..., que es la base del logaritmo

natural,

Por otro lado, la pregunta ¢ Cuianto tiempo se tlene que invertir el
dinero a una tasa dada para que nos genere una cantidad requerida ?, nos da
pauta para Introducir la funcién logaritmo, como el exponente al que es
necesarjo elevar la base para obtener la cantidad deseada, lo,cu;l tr;tldo de
esta manera, resulta mas natural, pues se hace uso de las leyes de lso

exponentes vistas en los cursos de dlgebra.

Después se ve que el crecimiento exponencial no puede continuar
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Indefinldanente, y se estudia un modelo de crecimlento restingido, es decir,
existe un limite superior para el tamafio de la poblacién, el cual se denota
por L y es llamado capacldad de carga. Por lo cual, la tasa de crecimiento
debe disminuir a cero conforme el tamafio de la poblacién se va acercando a la

capacidad de carga, para describir este comportamiento se propone la ecuacién
dN
dt

ejemplos.

=k ( L-N ] de la cual se encuentra su solucién y se {lustran algunos

Posterlormente, se observa que la tasa de camblo por unidad de tlempo

depende de t, es una funcién que depende del tamafio de ia poblacién, es decir,

dl
— = f( N ); se considera a f( N ) como la diferencla entre la natalidad y la

mortalidad, haciendo mucho énfasis en las interpretaciopnes que se generan de
la ecuacién logistlca. En todo este dasarrollo, tanto en la deduccidn como en
su Interpretacién, en la medida que sea posible se hace uso del modelo
exponencial y del modelo de crecimiento restringido. Se finaliza el capitulo
I, tratando de aplicar primero el modelo exponencial y posteriormente el
modelo logistico a la poblacién de los EEUU, Se observa que al principio un
modelo exponencial describe bastante blen el crecimiento, pero después falla y
es cuando se propone un modelo logistico, el cual resulta ser una mejor
descripcién del crecimiento de la poblacién de los EFUU hasta que el

crecimiento de la poblacién deja por los suslos el modelo.
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Una vez mis se llega a un punto en que el modelo ya no es Gtil, esto nos
debe servir para sefialar que no hay modelo perfecto y que cuando un modelo

falla, se Intenta buscar otro mejor.

En el capitulo II, se considera la dlnémlcn de poblaclones estructuradas
en clases de edad ( Matrlz de Leslie ), se introduce este concepto a través de
varlos ejemplos, para posteriormente hacer uso de algunos conceptos de dlgebra
lineal, como son el concepto de matriz, multipllcacién de matrices, valores
proplos y vectores proplos de un matriz. Para describir el tamafio de la
poblacién en tiempos posteriores mediante el producto de potencias de la
matriz de lLeslie y el vector inicial de la poblacién. Después se ve que una
poblacién con una matriz de Leslie con clertas caracteristicas, tiende a
alcanzar una distibucién de edad estable, es declr, aunque los numeros en cada
clase van aumentando conforme transcurre el tiempo, la proporcién de cada
clase de edad se va estabilizando a una cierta proporcién tedrica, que va a
ser el vector de distribucién de edad estable, de nueva cuenta, todo esto
tratando de llustralo a través de ejemplos, tratando de evitar al miximo los

desarrollos matematicos.

Finalmente, deseo aprovechar este espacio para externar mi estimacién y
gratitud al M, en C. Guillermo Gémez Alcaraz por su amistad y su inagotable

paciencia en la revisién de los manuscritos del presente trabajo.
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CAPITULO | ALGUNOS MODELOS DE CRECIMIENTO

MODELO EXPONENCOAL

Todas las poblaciones de organismos fluctuan de tamafio. Para cualquier
poblacién la idnica afirmacién que puede ser hecha acerca de estd con certeza
es que su tamafio no permanece constante. La investigacién del crecimiento y
decrecimiento de las poblaciones es, histéricamente, una de las mas viejas
ramas de la ecologfa matemitica. Se ha encontrado que una manera fructifera de
proceder es postular un modelo simple para el cambio de la poblacién vy
entonces examinar las consecuencias de las suposiciones con argumentos
matematicos. Empezamos considerando el mis simple de todos los sistemas, el
proceso de nacimiento puro y después trataremos con procesos simples de

nacimiento y muerte.

En el proceso de nacimiento puro, también llamado crecimiento

exponencial, las suposiclones son las siguientes ( Pielou, 1977 ):
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1. Un medio ilimitado, es decir, no hay restricciones de espacio ni

de alimento
2, Hay un ambiente con recursos homogéneamente distribuidos

3. Es una poblacién homogénea, o sea, todos los individuos son
equivalentes en cuanto a la probabilidad de sobrevivir, crecer,

reproducirse, etc,
4. La poblacién es cerrada, o sea, no hay emigracién ni inmigracién

5. No hay interaccién con otras poblacliones que alteren el sistema

Este modelo también supone que la respuesta de la poblacién es

inmediata, es decir, sin retraso en la respuesta.

Supongamos, en particular, que cada individuo se reproduce una vez
cada dia ( produce diariamente un nuevo individuo ). Entonées ai el dfa
cero comenzamos con 1 individuo, para el dia uno debemos tener 2, para
el dia dos debemos tener 4, para el dia tres debemos tener 8 y asi

sucesivamente. Si denotamos al nimero de individuos en una poblacién en

AR <
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algin tiempo particular t por N(t), entonces tenemos, para el ejemplo de
arriba; N(0) = 1, N(1) = 2, N(2) = 4, N(3) = 8, ... etc, Si tuvieramos
otra poblacién en la que cada individuo produce cuatro descendientes por
dfa y que N(0) = 5, bajo la suposicidn de que un descendiente producide
hoy no se reproduce sinoc hasta mafiana, calcularemos los valores de N(1),
N{2}, N(3), N{4) y en general N(t), es decir, el valor de N(t) para
cualquier unidad de tlempo t. De lo anterior obtenemos los valores

pedidos y asi tenemos que:

N(o) = 5

N(1) = 5 + 4(5) = 5(1 + 4) = 25

N(2) = 25 + 4(25) = 25(]1 + 4) = 125
N(3) = 125 + 4(125) = 125(1 + 4) = 625

N(4) = 625 + 4(625) = 625(1 + 4) = 3125

Podemos usar estos resultados para tratar de encontrar una férmula para
la forma general del nimero de individuos de la poblacién en algin tiempo t

cualquiera,
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N(O)} =5
N(1) =25 = (1 + 4)5 = (1 + 4)}N(0)

2 2
N(2) =125 = (1 + 4)25 = (1 + 4)((1 + 4)N(O)] = {1 + 4) N(0) = 5 N(0)

3 3
N(3) = 625 = (1 + 4)125 = (1 + 4)[“ . 4)° N(o)] = {1 +4) N(O) =5 N({0)

4

4
N(4) N(0) =5 N(0)

3125 = (1 + 4)625 = (1 + 4](“ +4)3 N(O)] = (1 +4)

Observamos que el numero de individuos en la poblacién, sigue una clerta
regla y que podemos intentar generalizar el resultado, hasta obtener que, el

nimero de individuos en la unidad de tlempo t estard dado por:
t t
N(t) = N(O} (1 + 4)" = N(0)5".
Por lo tanto, si la sucesién generada en el primer ejemplo para t =
0,1,2,3,4,... es 1,2,4,8,16,... y en este caso era N(O) = 1; claramente

podemos representar la relacién entre N(t) y t como

Nt = N+ )b s N 2t
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Para ver otro ejemplo consideremos los datos de la sigulente tabla para
la poblacién de México a principlos de la década de 1980. Para ver cdmo crece
la poblacién, puede observarse el aumento de la poblacién de un afic al afio
slguiente, como se muestra en la tercera columna. Si{ la poblacién hubiera
crecldo en forma lineai, todos los numeros de la tercera columna serifan los
mismos. Pero las poblaclones suelen crecer més rapidamente a medida que son
mayores porque hay mas gente que tiene hijos, de modo que no debe de

sorprender que crezcan fos numeros de la tercera columna.

POBLACION DE MEXICO { estimada ) 1980 - 1986

CANBIO FN POBLACION (millones)

Afio POBLACION {(mil)ones) INCREMENTO DE LA POBLACION
1980 67.38 1.78

1981 69.13 1.80

1982 70.93 1.84

1983 72.17 1.89

1984 74.66 1.94

1985 76,60 1.99

1986 75.59

Supéngase que dividimos la poblacién de cada afio entre la del afio previo.

11
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N(1981) 69.13
=
N(1980) 67,38

= 1.026

N(1982) 70,93
= —— = 1,026

N(1981) 69.13

El hecho de que ambos calculos den 1,026 demuestra que la poblacién
crecid alrededor dei 2.6 % entre 1980 y 1981 y entre 1981 y 1982, Si se hacen
cdlculos similares para otros aflos veremos que la poblacién crecié en un
factor de 1.026, o sea 2.6%, cada afio. Slempre que tengamos un factor
constante de crecimiento ( en este caso 1.026 ) se tlene un crecimlento
exponenclall. St t es el nimero de afios desde 1980 y P(t) es el nimero de

individuos en el tiempo t, tenemos que:

P(0) = 67.38 = 67.38(1.026)°

’ 1
P(1) = 69.13 = 67.38 + 67.38(0.26) = 67.38(1.026)

P(2) = 70.93 = (69.13 N (,026)69.13) = 69.13( 1.026)

= 67.38(1.026)' (1.026) = 67.38(1,026)*

P(3) = 72,773 = (70.93 ‘ (.026)70.93] = 70.93(1.026)
67.38(1.026)%(1.026) = 67.38(1.026)°

y asf, t afios después de 1980 la poblacién estard dada por

12
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P(t) = 67.38[1 + o.oze]t= 67.38(1.026]t

FEsta es una funclén exponencial con base 1.026, Se llama exponenclal
porque la variable t estd en el exponente. La base representa el factor poer el

cual crece la poblacioén cada afio.

Podemos observar que en los ejemplos anteriores se trata de una

exponencial con base 2 y una con base S.
Sl suponemos que ia misma férmula se cumple aproximadamente para los

primeros 50 afios, la poblacién tendréd qulzd la forma que se muestra en la

sigulente flgura

P(1)

Pa57.38(1.026)

200

100
——
0 10 20 30 40 50 1t

13

S PR




A.Ceciltano i,

Como la poblacién estd creciendo, la funcién es creciente. Obsérvese
tamblén que la poblacién crece mds y mis rdpldamente a medlda que el tiempo

pasa. Este comportamiento es tiplco de una funcién exponencial

El modelo exponenclal no solamente nos describe crecimlento, a
continuacién se vera un ejemplo en el que una cantldad disminuye en lugar de
aumentar., Antes de que el petréleo pueda usarse como combustible para Jets, lo
reglamentos federales exigen que se eliminen los contaminantes al hacerlo
pasar por filtros de arcilla. Supéngase que este se encuentra en un tubo y que
cada ple de tubo elimina 20% de los contaminantes que entran al mismo; por lo
tanto, cada ple deja el 80% de los contaminantes. Si P, es la cantldad inlcial

de contaminantes y P(n) es la cantidad que queda después de n pies de tubo:

P(0) = P,
P(1) = P, = (0.2)P, = (1 = 0.2)P, = (0.8) P,

2
P(2) = P(1) - (0.2)P(1) = (1 - 0.2)P(1) = (0.8)(0.8)P, = (0.8) P,

2 3
P(3) = P(2) - (0.2)P(2) = (1 - 0.2)P(2) = (0.8)(0.8) P, = (0.8) P,

y as{, después de n ples,

P(n) = Pyt - o.z]n = P,(o.s]n

14
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En este ejemplo, n debe ser positiva. Sin embargo la funcién exponencial

P(x) = P,(0.8)"

tiene sentido para cualquier numero real x. Con P, = 1 se observa en la

siguiente tabla algunos valores de f(x)

la grdfica de la funcién seria:

1.2 |-

08 P=(08)"

L

15
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Cbserve como disminuye la grifica; cada paso hacia abajo es menor que el
anterior, Esto se debe a que el petréleo estd mads limplo, hay menos tierra que

eliminar, y cada pie de arcilia saca menos contaminantes que el anterior.

La férmuia P = P, a" Indica una familia de funciones exponenciales con
pardmetros P, ( la cantidad iniclal ) y a ( la base o factor de crecimlento ),
La base es tan importante para una funcidn exponencial como la pendiente lo es
para una funcidn !ineal. Supéngase que a > 0 y a * }. Entonces la base indica
si la funcién es creciente ( a > 1 ) o decreciente { 0 <a < 1 ), Como a es el
factor por el cual! P cambla cuando t aumenta en 1, los valores grandes de a
significan un crecimiento rdpido; los valores de a cercanos a cero quieren

decir un decaimiente répide.

La grifica de P = a* para algunos valores de a se muestra a continuacidn:

16
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El crecimiento exponenclal se describe muchas veces en términos de
porcentajes. Por ejempio, la poblacién en México estd creclendo a razén de
2.6% al afo; en otras palabras el factor de crecimiento es a = 1 + 0.26 =
1,026, De forma andloga cada ple de arciiia elimina 20% de contaminantes del
combustible para Jets, asi el factor de decaimiento es a = 1 - 0.20 = 0,80. En

general se pueden aplicar las sigulentes férmulas:

Si r es la razén de crecimiento, entonces a =1 +r, y
- t
P=P0a=P0[1+r) (1)
Si{ r es la razén de decalmiento, entcncesa =41 - r, y
t t
PaP,a =%[1-r] (1)
Ahora bien, se propuso una funcién para calcular la poblacién en México

(en millones) como

P(t) = 67.38(1.026)"

17
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en donde t es el nimero de afios desde 1980. Escribir una funcidn de esta forma
demuestra que se considera a la poblacién como funcidén del tiempo, y que se
cree que la poblacién era de 67.38 millones en 1980 y que creceria a razén de

2.6% al afio,

Supéngase que en lugar de calcular la poblacién, deseamos saber el afio en
que se espera que la poblacién llegue a 100 millones. Esto slgnifica que

queremos hallar el valor de t para el cual

100 = P(t) = 67.38(1.026)"

Como la funcién exponencial estd en continuo crecimiento y por aGltimo
llega a mas de 100, hay exactamente un valor de t que haga P = 100 4 Cémo se
encuentra ?. Una forma razonable es comenzar por el método de ensayo y error.

Al tomar t = 10 y t = 20 tenemos

P(10) = 67.38(1.026)'° = 87.1 { t es demasiado pequefio )

P(20) = 67.38(1.026)% = 112.58 ( t es demasiado grande )

18
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Un poco de experimentacién nos lleva a

P(15) = 67.38(1.026)'° = 99,0

67.38(1.026)% = 101.6

P(16)

asi que t esta entre 1§ y 16. En otras palabras, se plensa que la poblacién

llegard a 100 millones en 1995,

Aln cuando es posible calcular t por ensayo y error como en este caso,
serfa mejor tener una férmula para calcular t en términos de P. La funcién

logaritmo hace esto posible.

Recordando que

a =N sl y s6lo si L= log.N

es decir, el logaritmo L de un nimero N es el exponente al cual hay que elevar
la base a para obtener el numero N ( esto es, la funcién logaritmo es la

funcién inversa de la exponencial ).
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As{ tendrifamos que:

100 = 67.38(1.026)t

dividiendo entre 67.38, obtenemos

e
100 t 100
—— = (1.026) ) t = log —
67,38 . 1.026[67.38

lo cual Implicaria tener tablas de logaritmos para esta base, es decir, 1.026.
De la misma forma en el ejemplo que comenzamos con 5 individuos y que
cada individuo producia 4 descendientes, se obtuvo que

N(t) = N(0) 5t

sl quisiéramos saber cuando N(t) = 100 de acuerdo a lo anterior tendrfamos

20
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¢ 100t 100
100 = N(0) 5 ¢mm=s) — = § o) t = log [~—
5IN(0)

lo cual nos dice que tendriamos que usar tablas de logaritmos en base 5 y asf

en general como
P==N(0)at ey —— = g by t = log [——-]
a

de acuerdo a lo anterior es necesario una tabla de logaritmos para cada valor

de a.

Afortunadamente podemos usar una base a la cual estamos méas

acostumbrados, la base 10, de la cual si existen tablas o podemos usar la

calculadora para resolverlas,

10 a N siy sélo st x = log, (N}

21
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Usaremos esto para resolver nuestro problema origlnal,

100 = 67.38(1.026)t

dividiendo ambos lados de la ecuaclén por 67.38

1.484 = (1.026)% ?

tomando logaritmos en ambos lados y usando el hecho de que log(At) = t log(A}),

obtenemos que
log(1.484) = 1og(1.026) = t lcg(1.026) |
con unas tablas de logaritmos o una calculadora, obtenemos

0.1714 = 0.0111t

22
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que al despejar t

t «15.4

el resultado estd entre t = 15 y t = 16 como se propuso anteriormente.

CRECIMSENTO CONTNUO i

Todos los calculos anteriores se hicleron con logaritmos en base 10. Sin
embargo, en el campo de las clenclas, la base que se usa con mis frecuencia es
el famoso nimero e = 2.71828... . En efecto esta base se utiliza con tanta
frecuencia que el logaritmo de base e se llama logaritmo natural y se denota
por 1n, En la mayor parte de las calculadoras se encuentra una tecla de ln
' y una de ex. lo que es una indicacién de la importancia que tiens la base e,

para diversos calculos numéricos.

Anteriormente se estudié la familla de las funciones exponenciales

23
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P(t) = Py a'

en donde P, es el valor Inicial de P y a es el factor de crecimiento. Para

cualquier nimero positivo a, podemos escribir

para k = 1lna. Sia>1, k es positiva y si 0 <a <1, k es negatlva, Por lo
tanto, la funcién que representa una poblacién que crece exponencialmente

puede escribirse como

P =Poal = poleX)t = po ekt

en donde k es positiva., Cuando 0 < a < i, se puede usar otra constante

positiva, k, y escribir

Por lo tanto, s1 Q es la funcién que representa una poblacién que decae

expanencialmente y Qo es la cantidad iniclal, entonces puede escribirse como

24
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QL) = Qo ab = Qole®)t = qo &Kt

Decimos que P crece y Q decae a una razdn contlnua de k ( nétese que, por
ejemplo, k = 0.02 corresponde a una razdén de crecimiento continue de 2% ). La

razén por la que k se llama tasa ( o razén ) contlnua se explicard mis

adelante.

En el ejemplo, del crecimiento en la poblacién en México, lo tenemos

expresado como

P(t) = 67.38(1.026)"

en el cual se hace resaltar el crecimiento anual del 2.64. Ahora bien, si

quisléramos expresar esto mismo, pero como una funcién exponencial de base e

tendr{amos que

e® 51,026 e+ k= 1n(1.026) = 0.0256

por lo cual, tendremos

25
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t
P(t) = 67.38(1.026)" = 67.38( (0.0256 ]

de donde obtenemos un crecimiento continuo del 2,56%. Nbtese que a = 1,026
corresponde a una razén de crecimlento anual del 2.6%, que es ligeramente

mayor que la razén de crecimiento continuo del 2,564,

Consideremos otro ejemplo para aclarar un poco mds. La poblacion de Kenia
en 1984 era de 19.5 millones y en 1985 de 21.2 millones. Suponiendo que
aumentara exponencialmente, ia férmula para la poblacién P de Kenia en

millones y en el tiempo t en afios desde 1984 estd dada por

P(t) = PoeXt = 19,50kt

en donde Po = 19.5 es el valor inicial de P. Encontaremos k gracias a hecho de

que P = 21,2 cuando t = 2, as{ que

21.2 = 19,5¢%%
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para hallar k dividimos ambos lados entre 19.5 y obtenemos

ahora se toman los logaritmos naturales en ambos lados
ln[l.087) = 1n[,32k]

usando una calculadora y el hecho de que ln[ez“] = 2k, esto se convierte en

0.0834 = 2k
as{ que
k & 0,042
27
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y por lo tanto

P(t) = 19,5 ¢® 42t

como kK = 0.042 = 4.2%4 se dice que la poblacién de Kenia crecia a una razén

continua de 4.2 % por afio

En el ejemplo anterior' se eligié a e como la base de la funcién
exponencial que representa a la poblacién de Kenia y dejé claro que la razdn
de crecimiento continuo era de 4.2 %. No obstante, si se hublera deseado hacer
resaltar la razén de crecimiento .anual se podria haber expresado la funcién

exponencial en ia forma

P(t) = Po at

Como la poblacién crecid de 19.5 a 21.2 millones en 2 afios, sabemos que

21.2 = 19.5 a2

28
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y asi

= 1.043

Por lo tanto

P(t) = 19.5(1.043]t

Nétese que a & 1,043 corresponde a una razén de crecimiento anual
alrededor de 4.3 %, que es ligeramente mayor que la razén de crecimiento

continua de 4.2 % hallada anteriormente.

Las dos férmulas diferentes P(t) = Poe"* y P(t) = Polt tienen Ia misma

grafica y representan la misma funcién. Si a viene de una razén r de
porcentaje da crecimlento, a = i + r; entonces la razén de crecimiento
contimo k = In(1 + r) serd ligeramente menor, pero muy cercana a r, siempre

que r sea pequefia.

29
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INTERES COMPUESTO

Para explicar el concepto de razdén de crecimiento continuo, se hard en

términos de dinero para facilitar su comprensién.

S se tlene un poco de dinero, puede unc decidirse a invertirlo para
ganar intereses que se pueden pagar en muchas formas diferentes, por ejemplo
una vez al aflo o muchas veces al aflo. Si el interés se paga con mayor
frecuencia que una vez al afio y los intereses no se retiran, hay un beneficio
para el inversionista porque los intereses ganan intereses, Este efecto se
1lama compuesto. El lector puede haber observado que hay bancos que ofrecen
cuentas que difieren tanto en las tasas de intereses como en 'el método para
calcular este; algunos ofrecen Interés compuesto anualmente, algunos
trimestralmente y otros diario; incluso hay algunos que ofrecen’ un compuesto

cont inuo,

Se encuentran funciones exponenciales para calcular el interés compuesto
en el cual el interés que percibe una suma de dinero invertida ( capital ) se

reinvierte, de manera que este interéds también gana interés, Es decir, el
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interés se convierte en caplt&l y: por ello, hay interés sobre interés,
Por ejemplo, supdngase que se invierten S 1000,00 a la tasa de 6%
compuesto anualmente, Al final del primer afio, el valor de la inversién es el

capital original ( $ 1000.00 ) mis el interés generado por este ( 1000(0.06) J

1000 + 1000(0.06) = 1000 ( 1 + 0.06 ) = 1000(1.06) = 1060

Esta es la cantidad sobre la cual se genera interés para el segundo afio.
Al final del segundo periodo anual, el valor de la inversién es el capital que

se tenfa al final del prlmer afic ( § 1060.00 ) mis el interés producido por

esa cantidad [ 1060(0.06) ]

1060 + 1060(0.06) = 1060 ( 1 + 0.06 ) = 1060(1,06) = 1123, 60

Asi{, el capital se incrementa en 6 % cada afio. Los 8§ 1123.6 representan
el capital mds todo el interés acumulado; se le denomina monto scumilado . A

la diferencia entre en monto acumulado y el capital original se le denomina

interés compuesto.

3
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En términos mds generales, si se invierte un capital inicial Po a una
tasa de r por clento compuesto anualmente ( por ejemplo 6 %, r es { 0.06)) y

denotamos por P{(n) el capital al final del afio n seria

P(0) = P,
P(1) = P, + rPy = (1 + r)P,
2
P(2) =P(1) + rP(1) = (1 + )P(1) = (1 + )1+ r)Pg = (1 + 1) P,
2 3
P(3) = P(2) + rP(2) = (1 + r)P2) = (1 + 1)1 + r) Py = (1 + 1) P, .

En general el monto compuesto P(n) de un capitai inicial Po al finali de n

afios, a la tasa de r compuesta anualmente estd dade por

P(n) = P,(x . r]n.

Nétese que estd funcién ya se habfa obtenido anteriormente para
crecimiento de poblaciones, es decir, es una exponenclal con bage ( 1 + r),

donde r es la tasa de interés.

Supéngase que el capital $ 1000.00 del ejemplo anterior, se invierte

durante 1 afio igual que antes, pero en esta ocasién, la capitalizacién tiene

32

L ——



A.Cecidiano H.

lugar cada tres meses ( es decir, trimestralmente ) a la tasa del 1.5 % por

trimestre,

Existen entonces cuatro periodos de interés por afio, el monto compuesto

para r = 0.015 es ahora

1000(1.015]4 M 1000(1‘0614] @ 1061.36.

Nétese que el 6 % no es usada para cada periodo de tres meses; la tasa
anual se divide en cuatro pagos de 1.5 %. Al calcular el saldo total después

de un afio, bajo cada método, se encuentra que

Compuesto anual P = 1000(1.06) = 1060
4

Compuesto trimestral P =1ooo(1.015) ¥ 1061.36.

Por lo tanto se gana més dinero por el comﬁuasto trimestral porque el
interés gana interés al transcurrir el afio. En general, cuanto mis frecuohto

se calcule el compuesto de interés se ganard mis dinero ( aun cuando el

33
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incremento pueda ser no muy grande ).

Es posible medir el efecto de calcular el compuesto al Introducir la
nocién de rendimiento efectivo anual. Como $ 1000.00 invertidos ail 6 X%
compuesto trimestralmente crece a § 1061.36 al término de un afio, decimos que
el rendimiento efectivo anual es 6,136 . Ahora se tienen dos tasas de interés
que describen la misma lnversién: El 6% compuesto trimestralmente y el 6.136 %
de rendimiento efectivo anual, Al 6 % lo bancos le liaman tasa de porcenfaje
anual, que también se llama tasa nominal ( nominal quiere decir " sélo de

nombre " ),

Sin embargo, es el rendimiento efectivo anual el que nos dice exactamente
cuanto interés pagard la inversién, Por lo tanto para comparar dos cuentas

bancarias simplemente se comparan los rendimientos efectivos anuales.

Con base en este an&lislis, se puede generallzar éste hecho. Si el interés
r
a una tasa anual de r se compone n veces al afio, entonces - veces el saldo
n . .

actual se suma n veces al aflo. Por lo tanto, con un depésito inicial de $ P,

el saldo t aflos después es

nt

r
P(n)'Po[l*—
n

34
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La slgulente es una tabla que muestra el rendimlento efectiva anual para

diferentes periodos.

n

Tipo de periodo de capitalizacién n [ 1+ -0—41%6 ]
semestral 2] 1.0609
trimestral 4| 1.061363551
bimestral 6{ 1.061520151
mensual 12| 1.061677812
diaria 365 1.061831311
aprox, tres veces al dfa 1,000} 1.061834635
aprox. cada hora 8,760 1.061836328
aprox. treinta veces al dfa 10,000{ 1.061836355
aproxX. tresclentas veces al dia 100,000| 1.061836527
aprox. tres mil veces al dfa 1,000,000] 1.061836545

Puede verse que no hay gran diferencia entre hacer el cdlculo del
compuesto 1,000 veces al afio ( como tres veces por dfa ) y 10,000 veces al afio
( como 30 veces por dfa ) ¢ Qué pasa si se hace el cdlculo del compuesto

todavia con mayor frecuencia ? y A cada minuto ? ; A cada segundo ?. Uno se

s
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puede sorprender que el rendimiento efectivo anual no aumente en forma
indef inlda, sino que tlende a un valor finlto. El beneflclo de aumentar la

frecuencia del cdlculo se hace despreciabie si se rebasa un clerto punto,

Por ejemplo, sl se fuera a calcular el rendimiento efectivo anual de una
inversién de 6 % compuesto n veces al afio para valores mayores de 1,000,000

encontrariamos que
n
0.06
14— & 1.061836547.
n

As{ que el rendimiento efectivo anua! es airededor de 6.18365 %. Este
valor es el limite superior al que se aprcxima a medida que la frecuencia del

célculo compuesto aumenta.

Cuando el rendimiento efectivo estd en su limite superior, decimos que sl
interés estd sliendo compuesto contirnuamente, ( La palabra cont iruamente se
utlliza porque al limite superior se aproxima al calcular el compuesto con

frecuencia cada vez mayor ).

Resulta que el nimero e estd intimamente relacionado con el chlculo
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compuesta continuo. Para ver esto se utiliza una calculadora para comprobar
que % 1.061836547, que es “ casi “ el mismo nimero que se obtuvo al

hacer al caleculo compuesto de 6 % un gran nimero de veces, As{ que se ha vlsto

que para un valor muy grande de n

A medida que n se hace mis grande la aproximacién se hace cada vez me jor,

lo que escribimos como

n
0.06
[ 14 ] —_— 80.06'

n
0.06

esto significa que a medida que n aumenta, el valor de [ 1 4 —— ] g8 acerca
n

mis y mas a 00'06. Por lo tanto si el interés de un depdsito iniclal de § P
compuesto continuamente a una tasa anual de r, el saldo t afios después podré

calcularse con la férmula

»
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P(t) = Po o<t (2)

De acuerdo a lo anterior, si
P(t) = Po (1 + r)t . §
con t en aflos ¥y r es la tasa de crecimiento anual , en tanto que si

P(t) = Po eX®,

donde 1 +r = ek

se dice que k es la tasa de crecimiento continuo o instanténeo.

Es importante aclarar que algunas veces en la literatura, P(t) es escrita
como Pt, dependiendo del contexto. Frecuentemente la dependencia funcional de

t es supuesta tacitamente; es decir, P(t) puede ser escrita como P y P(0) casi
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siempre es escrita como Po.

La siguiente figura muestra la grafica, para diferentes valores de k de

la ecuacién P(t) = Po ekt

Es la ecuacién general de crecimiento exponencial de una poblacién. Esta
es llamada la ley exponencial. El pardmetro k es de importancia central para
la ecologia de poblaciones, Matemdticamente éste es el parémetro de la ley

exponencial y blolégicamente es llamada la razén o tass de crecimiento

continuo,
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siempre es escrita como Po.

La sigulente flgura muestra ia grafica, para diferentes valores de k de

la ecuaclén P(t) = Po ekt

v

Es la ecuacién general de crecimiento exponencial de una poblaclién, Esta
es llamada la ley exponencial. El parametro k es de importancia central para
la ecologia de poblaciones. Matemiticamente éste es el parémetro de la ley

exponencial y biolégicamente es ilamada ia razén o tasa de crecimiento

cont 1nuo.

39




A.Ceclliano i,

Ahora debemos tener una nocién intuitiva de lo que entendemos por k.
Observemos que en la ecuacién anterior podemos tomar el logaritmo naturai en

ambos lados de la ecuacléﬁ y estd queda reescrita como

In P(t) = 1n P(O) + kt

y al derivar con respecto a t obtenemos que

1
i
:
;
|
)
j
t
1
|

d In P(t)
——— o k

dt
E
es decir
i dP
—_— — =k (3)
P dt

o equivalentemente
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dp
dt

La ecuacién ( 3 ) o su equivalente ( 4 ) es una ecuacién diferencial y la
ecuacién ( 2 ) es su forma integrada ( su solucién ). Ambas son llamadas la
ecuacién exponencial de crecimiento de una poblacién o simplemente la ecuacién

de crecimiento exponencial.

Es importante observar que la constante k en las ecuaclones diferenciales
(3) y (4) no es la tasa de. crecimiento anual, sino mis blen la tasa de
creclmiento continuo o Instantanea.

Por ejemplo una cuenta bancaria gana intereses continuamente a una tasa
de 5 % del saldo actual por afic. El hecho de que el interés se gane en forma

continua significa que los intereses se suman continuamente a la cuenta a

razén de 5 % del saldo en ese momento.

Tasa a la que crece el saldo = 5 % ( saldo corriente ]

es decir

[}
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dp
T =005 P P P(t) = po e 03 ¢t

Al término de un afio el saldo es Po eo'05 en ese aflo el saldo a camblado

de Po a Po 00'05 esto es, ha cambiado por el factor 60.05 = 1,0513.

Por lo tanto, la tasa de crecimiento anual es 5.13 %. Esto es lo que
qulere decir el banco cuando dice 5 7 compuesto continuamente para un

0.05 t
e

t
rendimiento efectivo anual de 5.13 7 . Como Po = Po( 1.0513) se

habla de dos formas diferentes para representar la misma funcién.

Para ser honestos, la mayor parte del crecimlento se mide en intervalos
discretos de tlempo y por ello una tasa de crecimiento continio es un
concepto idealizado. Un demdgrafo que diga que la poblacién de algin pais esta
creciendo a razén de 2 % al afio muchas veces quiere decir justo lo que plensa:
Al término de un afio la poblacién habr4d aumentado en un factor de 1.02; y
después de t afios la poblacién estard dada por P(t) = Po( 1.02 )t.- Si se

quiere hallar la tasa de crecimiento continuo k para la poblacién, sabemos que
k=ln(1+r)=1n(1.02)u0.0158

“°
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Por la tanto la tasa de crecimiento continuo k = 1,98 % que es cercana a
la tasa de crecimiento anual del 2 % pero no es la misma. De nuevo,

simplemente se tienen dos representaciones diferentes de la misma funcidén:

¢ 0.0198 t
P(t) = Po[ 1.02) = Poe

En realidad, otra forma de proceder hubiera sido a partir de la ecuacién
(3 ) osu forma equivalente ( 4 ) Integrar para llegar a la ecuacién ( 2 ).
Aqui, lo realmente importante es la interpretacién de la ecuacién ( 3 ) y su
equivalentemente ( 4 ). Cuando se describe el crecimiento poblacional, muchas

veces se usan porcentajes en lugar de nimeros absolutos.

La ecuacién ( 3 ) expresa que la tasa de crecimiento por unidad de tiempo
y por individuo es constante, es decir, lo que contribuye cada individuo a
incrementar la poblacién por unidad de tiempo permanece constante durante todo
el proceso. Se le denomina tasa de crecimiento relative. La ecuacién ( 4 )
expresa que la tasa de crecimiento de la poblacién por unidad de tiempo es
proporc16n51 al tamafio de la poblacién. Se denomina tasa de crecimiento

absoluto y mide el crecimiento, por ejemplo, personas por afio,
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Por ejemplo, se dice que la poblacién mundial es ahora 5,300, millones de
personas y aumenta a una razdn continua de 2 % al afio, lo cual significa que

la tasa relativa de crecimiento es del 2 ¥

dPp
dt

= Q.02

1
P

CRECIMIENTO RESTRINGIDO

El crecimiento exponencial' en una poblacién significa que su tamafio crece
sin limite a una razén mids y mas rdpida, en realidad el crecimiento
exponencial de cualquier poblacién de bacterias o cualquier poblacién animal
no puede continuar indefinidamente. Por ejemplo, considere unl cul;lvo de
Escherichls Coll creciendo en un medio ambiente con nutrientes ideales de tal
forma que el periodo de generacién sea de 20 minutos; la ral-c!dn‘cntrc el
nimero N de bacterias en el tiempo t ( minutos )} es N(t) = No 2Y®, En 24

horas, t = 24(60) = 1440 minutos, una sola bacteria deberfa nmrﬁ N(1440) =

“
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1440720 72 64

2 2 = 28 2 = (256) (18,446,744,073,709,551,616) bacterias
descendientes., Supongamos que estas bacterias descendientes proliferan por
otras 24 horas en un crecimiento en forma exponencial; la masa combinada de

todas estas bacterlias superarf{a varias veces la masa de la Tlerra misma.

Tal crecimiento fantdstico no sucede al menos por dos razones. La primera
es simple: la bacteria con el tlempo agota su abasto de alimento. Al mismo
tiempo, sin embargo, la bacteria produce sustancias que son venenosas a ellas
mismas y contaminan su medio ambiente. El deterioro del medio amblente
continua en una razén creciente mientras la poblacién de bacterias aumente,
hasta llegar un momento en que el medio amblente esta tan envenenado que la
tasa de crecimiento de la poblacién comienza a disminuir hasta acercarse a
cero. Como consecuencia de 1o anterlor, el ntmero neto de bacterias
esencialmente permanece constante y decimos que la poblacién de bacterias esta

en una fase estaclonaria,

Para un cultivo dg Escherichia coll en un medio con nutrientes ldeales,
la fase estacionaria se alcanza cuando la concentracién de células enia entre

2 x 10° y S x 10° células por mil{metro.

Expresaremos estas 1ideas de crecimiento restringido en términos
matemdticos. Nuestro propésito es construir un modelo matemético para una

poblacién que estd sujeta a un crecimiento restrlngido'( es decir, queremos
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A.Cacttfano H.

construir un modelo que eventualmente entra en una fase estaclonaria ).

Supongamos que existe un limite superior fijo o un valor mdximo, para el
tamafio de la poblacién. Denotemos a este limite superior por L una constante
positiva, llamada capacidad de carga, y es tal que N(t) s L para todo t. En la
poblaclén de bacterias se hizo hincapié, en que cuando el tamafio de la
poblacién crece, la tasa de crecimlento decrece; deberiamos contemplar este
comportamiento en nuestro modelo matemdtico. Ei modeio mds simple que

satisface estos requerimientos es la sigulente ecuacién
dN
—=k (L-N) (5)
dt

donde k es una constante positiva. Esta ecuacion expresa que la tasa de

es proporcional a la cantidad ( L - N ), que es lo que le

crecimiento
falta a la poblaclén para ajcanzar su tamafio médximo L. De acuerdo con esta
ecuacién, cuando N crece a L, la diferencia ( L -~ N ) decrece a cero; por lo

tanto la tasa de crecimiento decrece a cero,

La ecuacién diferenclal ( 5 ) no dice toda la historta por si{ misma. En

particular, debemos expresar el tamafio de ia poblacién total N explicitamente

i




A.Ceclllano H.

como una funcién del tlempo; por lo tanto debemos resolver la ecuacién

diferencial ( 5 ) para N como una funcién de t.

Para resolver la ecuacién ( 5 ) la reducireinos a una ecuacién de la forma .

( 4 ) de ta cual ya sabemos de que tipo es la soluclén., Esto lo logramos

medlante un camblo de variable en la ecuacién ( 5 ). De lo anterlor, si un la /

ecuacién ( 5 ), hacemos M =L - N entonces

dM dN dM dN

ey .
dt dt dt dt

Sustituyende en la ecuacidén ( 5 ), tenemos:

dt dt

Pero la solucién de una ecuaclén de este tipo es de la forma:

M=aC a-kt
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A.Ceclllano M,

Sustituyendo el valor de M tenemos

L-N=ceXt
Resolviendo para N, obtenemos que:
N(E) = L - c ek (6)

haciendo t = O para determinar C, obtenemos que C = L ~ No'

La ecuacién ( 6 ) es el modelo matemitico para el crecimiento
restringido; la slguiente figura nos muestra como serfa una grafica para una

ecuaclén de este tipo




A.Ceciliano H.

Capacidad de carga

Para ejemplificar lo anterior, considerese el siguiente ejemplo: Se
disuelven inicialmente 50 Kg de sal en un tanque que contiene 300 litrog de
agua, Se bombea salmuera al tanque a una razén de 3 litros por nminuto.
Considere que existe agitacién ideal en el tanque ( es decir, a medida que va
ilegando la solucién al tanque, ésta se incorpora inmedlatamente a la que ya
habia anteriormente en el mismo ) y luego la solucién adecuadno’nta r.nezclada
se bombea fuera del tanque también a razén de 3 litros por minuto. Si la
concentracién a la que entra es de 2 Kg por minuto. se quiere determinar como

va creciendo la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante
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A.Ceclliano H.

cualquiera. Quisieramos saber g Cudnta sal hay después de 50 min. ? o Cuinta

después de un tiempo largo ?

Sea N(t) la cantidad de sal ( en Kg ) que hay en el tanque en un instante

cualquiera. Entonces la rapidez neta con que N(t) cambla estd dada por

d N Rapldez con que Rapldez con que

dt la sustancia entra la sustancia sale

Ahora bien, la rapidez con la que la sal entra al tanque es

Rapidez con que 3 1
= D ———
la sustancia entra "‘1“ min

en tanto que

Rapidez con que N
la sustancia sale “min| 300[ 1 100 nln
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A.Cecillano §i,

En consecuencia, la ecuacién de la rapidez neta queda como

o equivalentemente

dN 1
— ( 600 - N ].

1
que es una ecuacién de la forma ( 5 ) con k = ”166~' L = 600. Pero sabemos que

la solucién de esta ecuacién esta dada por la ecuacién ( 6 ), por lo que la

cantidad de sal en cualquier tiempo estarfa dada por

N(t) = 600 - 550e /100,

dado que C = L - No = 600 - 50 = 550,
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A.Cectllone H.

ta sigulente tabla muestra la cantidad de sal para algunos valores de t

t (minutos ) | 50 | 100 | 150 | 200 | 300 | 400
N ( kg ) | 266.41| 397.67| 477.27| 525.57| 572.62{ 589.93’

Como podemos observar en la tabla, la cantidad de sal crece pero tiende a

estar cerca de 600, el cual serfa la capacldad de carga del medio en cuestién.

La sigulente griflca nos llustra este comportamiento, cuando el tiempo

crece la cantidad de sal se acerca a 600 Kg.

L

51




A.Ceclllano H.

TASA DEPENDOIENTE DE LA DENSIDAD

De lo visto anteriormente, podemos observar una insuficlenclia basica en
la ecuacién exponencial, por 10 mencs en cuanto a como debe ser aplicado a

poblaciones reales.

Dos escuelas de pensamiento emergen de la concepclén de que las
poblaciones estdn de alguna manera limltadas en su crecimiento ( es decir, no
puede seguir para siempre 1a ley exponencial ). Una escuela, representada por
el trabajo de Andrewarta y Birch ( 1954 ), sostienen que la mayorfa de las
poblaciones, en efecto, siguen una ecuacién exponencial pero que
frecuentemente, en mds o menos intervalos aleatorios, la poblaciéﬁ es aieznada
por algun evento catastréfico. Por lo cual estas poblaciones se conducen como
un ajuste de tipo freno-despegue, creciendo exponencialmente hasta que algin
" desastre " obliga a disminulr el nimero de pobladores. El razgo critico de
esta clase de enfoque es que el factor en que se reduce la poblacién es

independiente de el nimerc de individuos en la poblacién.
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A,Cecillano H.

La otra escuela enfatiza la retroallmentacién de el nimero de pobladores
sobre la tasa de crecimiento de poblacién. Cuando el numero de individuos en
la poblacién es muy grande hay una disminucién en la tasa de crecimiento o un
crecimiento en la probabilidad de individuos agonizantes, Por lo cual la forma
bisica de crecimiento poblaclonal no es realmente exponencial, ya que la tasa

de crecimiento es una funcién decrecliente del tamafio de la poblacién.

La mayor parte de los bidlogos coinciden en que en que muchas, si no es
que todas, las poblaciones naturales quedan al menos potencialmente, sujetas a
la dependencia de la densidad ( incluso los mis estrictos partidarios de la
escuela de la independencia deben admitir que algunas poblaciones son
controladas por factores de dependencia de la densidad ). Por lo anterior,

tiene sentido modificar el cuadro bdsico de creciniento de poblacién

presentado anterlormente para contar con poblaciones con la restriccién de la

dependencia de la densldad.

De una manera general podemos decir que la tasa de camblo por unidad de

tiempo es una funcién del tamafio de la poblacién; es decir,

dN
— = f(N),
dt

Para ejJemplificar lo anterior, consideremos que la tasa de crecimiento de
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una poblacién es la diferencia entre la tasa de Incremento de individuos
debida a nacimlento e Inmigracién y la tasa de disminucién de individuos
debida a la muerte y emigracién, Suponemos que la poblacién es cerrada hacia
el exterior, en el sentido de que no entran individuos de fuera a la poblacién
( inmigracién = 0 ), ni tampoco individuos de la poblacién salen fuera de estd

( emigracién = 0 ), Por lo tanto obtenemos la ecuaclén:
dN )
az = Nataildad - Mortalidad.

con la cual estaremos traba jando.

Primero consideremos la natalidad. El cociente:

Natalidad
b 2 ——
N

Puede ser interpretado como la fertilidad promedio sobre todos los
individuos en la poblacién; el cociente es medido en unidades de nacimiento

por unidad de tiempo por individuo, Cuando la fertilidad promedio b es
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A.Ceciliano H.

constante con respecto al tiempo, es equivalentemente a declr que la natalidad i

es proporcional a N,

Excepto tal vez para poblaclones pequefias, vimos que una suposicién mis
realista es, que la fertilidad promedio b decrezca cuando el tamafio de la ‘
poblacion aumenta. Por lo cual supondremos que b es una funcién decreciente de

N. La funcién decreciente mas simple es una funcién lineal de la forma

b= bo- ChN'

Donde la constante positiva ba es el valor al cual se acerca b cuando el
tamaflo de la poblacién resulta muy pequefio, y donde Cb es una constante

positiva.

Por lo cual suponemos que;

Natalidad
=

ba- ChN.
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A.Cecilfano H,

o equivalentemente

Natalidad =N ( b~ CN ).
) b

Ahora consideremos el cociente

Mortalidad
n 2 e———

N

El cual puede ser Iinterpretade como la probabilidad de muerte (
mortalidad ) de todos los individuos de la poblacién, esto es probablemente
debido a factores tales como una reduccién en ia cantidad de comida y espacio

i disponible para cada individuo, esta probabilidad de muerte crece cuando la
poblacién crece. Por lo tanto, suponemos que la probabilidad m es una funcién

lineal crecliente de N, es decir,

mem+ CN,
o [ ]
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A, Ceciliano H.

Donde la constante positiva n es el valor al cual se acerca m cuando el
tamafio de la poblacién resulta muy pequefio, y donde Cm es una constante

positiva,

De esta suposicidn, obtenemos la ecuaclén

Mortalidad

=m+ CN.
N -] m

o equivalentemente

Mortalidad = ( m ¢+ CuN IN.

Por lo tanto

dN
T a Natalidad ~ Mortalidad.
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A.Cectllano M.

=((bo-CbN)—(m°+CmN)]N

[(b°~mo)-(cb+cm)N]N'

Haciendo

k =by - m y a=Cb+Cm.
obtenemos la ecuacién diferenclal
1 dN
— — 3 k~-aN
N dt

La cual nos proporciona un modelo donde la tasa de crecimiento relativa
depende de la densidad; en este caso es una funcién lineal decreciente de N.

Equivalentemente, la ecuacién anterior puede escribirse como

dN a
— s kN (1 -~ — N }.
dt k
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A.Ceciliana H.

sea L=~

dN L-N
- = kN [———————]. (7)
dt L

La ecuaclién ( 7 ) es llamada la ecuacién logistica,

La sigulente grifica nos llustra dicha dependencia

bem

m=my+CyN

My

o o - - -
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A.Ceclilanao H.

En la figura anterior podemos observar que el tamafio de la poblacién se

estabiliza cuando b = m. La natalldad es fgual a la mortalidad cuando

k
N=L=—=
a

Nuestro propésito en esta parte es estudlar las soluciones (es decir, la
ley de crecimiento N(t) que satisface esta ecuacién ). Antes de proceder, sin

embargo, haremos dos observaciones fundamentales:

1.~ La constante k = Cb+ Cn es positiva. Ademds, debemos tener que b°> m

a fin de efectuar el crecimiento de la poblacién si N es pequefia. Esto
b° -m

o
significa que la constante L = <~ es positiva.
+
b [}

2.- Si comparamos la ecuacidén logfstica con nuestros modelos previos, uno

de los cuales es el crecimiento exponencial:

60




A.Ceclliano H.

Donde la tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacién, y
el otro es el modelo de crecimlento restringido, donde la tasa de crecimiento
gg es proporcional a la diferencia ( L - N ), vemos que el modelo logistico
puede ser visto como una combinacién de estos dos modelos previos, en el
sentido de que la razén de‘crecimiento dN/dt es ahora proporcional al producto
N (L -~ N ) formado por el tamafio de la poblacién N y la diferencia ( L - N )
que es lo que le falta a la pobiacién para alcanzar su estabilidad. Esta
observacién deberd ser clarificada después de resolver la ecuacién ( 7 ) para

N como funcién de t.

Para resolver la ecuacién ( 7 )} procedemos como lo hicimos anteriormente
con la ecuacién del crecimiento restringido mediante un camblo de varliable
reduciremos la ecuacién ( 7°') a una ecuacién de la forma ( 4 ) para la cual,

ya sabemos de que forma es la solucién. El cambio de variable propuesto es de

ia forma:
L-N d N =L dN
N = — B — —
N dt N dt
d Jand dN
egpe Jando
P at
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A.Ceclijano H.

la ecuacién ( 7 }; podemos también escribirla como

sustutiyendo en la ecuacidn anterior tenemos

la cual es una ecuacién del tipo ( 4 ), por lo cual su solucién es.de la

forma:

N(t) = C ekt
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A.Ceciliano H.

sustituyendo el valor de N y despejando K obtenemos

por lo cual.

L
N(t) = ————— (8)
1+ cekt

esta es la solucién de la ecuacidén ( 7 ), la cual es llamada la ecuacién

logistica .

El valor de la constante C queda determinada por la condicién lnicial

N(0) = No

Algunas observaciones, acerca de la terminologfa que se ha usado por los
biélogos para describir la ecuacién logistica estdn descritas en C. J. Krebs,

Ecology: The Experimental Analysis of 2istribution and Abundance, Harper &

- Row, New York 1972,
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Para todos, la constante L, la cual es el valor mixlmo del tamafio de la

poblacién, es llamada la capacidad de carga del medio amblente. La cantidad

L-N
[ T ] llamada la oportunidad de crecimlento de la poblacién no utilizada y

es el coclente de la capacidad de la potlaclén ai tiempp t dividldo entre la
mixima capacidad. La constante k es llamada la capacldad intrinseca de

crecimiento. Por lo cual la ecuacién ( 7 ) puede ser escrita como:

Tasa de Capacidad Tamafio Oportunidad
crecimlento de| = [intrinseca de de la de crecimlento].
ia poblacién crecimiento | |poblacién| | no utlllzada

Cuya soluclén pudo ser escrita como

L
N(E) = e,
1+ cekt

La cual es llamada la funcién logistica. El valor de la constante C eﬁ

determinado por la condicién inicial N(Q) = No de acuerdo con la ecuacién
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A.Ceclliano H.

L = No
No

La cual es obtenida de ( 8 ) haciendo t = 0 y N = No. Para presentar la
grafica conslderaremos el caso mis importznte, el caso donde el tamafio inicial
de la poblaclén No es menor que L, lo cual es verdadero cuando el tamaiio de la

poblaclén es creclente, Lo cual es mostrado en la sigulente figura

1 Cagacidad de carga
-~

v

Considerese el siguiente ejemplo para ilustrar la situacién anterior,

Cada 10 aflos, la poblacién de Estados Unidos se registra por un censo, el
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A.Ceclitano H.

primero de los cuales se llevé a cabo en 1790. La sigulente tabla hos muestra

la informacién de los censos desde 1790 hasta 1940.

POBLACION EN EEUU (en millones ) 1790 - 1940

Ao | PpoBLACION | ARO posLaclon | aflo POBLACION
1790 3.9 1850 21.2 1910 92.0
1800 5.3 1860 3.4 1920 105.7
1810 7.2 1870 3.5 1330 122.8
1820 9.6 1880 5C.2 1940 131.7
1830 12,9 1830 62.9
1B40 17.1 1500 74.0

Se puede observar que la poblacién estd dada sélo con una aproximacidn
décimo millén més cercano, o sea con una aproximaclén de 100,000 personas. La
razén es que aun cuando la poblacién es dada a conocer por la Oficina de
Censos de Estados Unidos hasta el ultimo digito ( por ejemplo 131,669,275 en
1940 ), las cifras son bastante imprecisas. Por ejemplo, en el censo de 1990,
en la ciudad de New York se dijo que el censo no habfa tomado en cuenta a un
millén de personas sélo en esa ciudad. Por lo tanto, dar mis digitos en la

poblacién no necesariamente dard mas preclsion.
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Conceéntrese la atencién primeramente en la tasa de crecimiento relativo,

1 dN
N dt
1 dN
~ﬁ— EE en 1830, se toma la tasa de cambio en la poblacién y se divide entre

la poblacién misma:

, de la poblacién de Estados Unidcs de 1790 a 1860. Si se desea estimar

1 dN . 1 N(1£40) - N(1830)
N dt N(1830) 10 afios

3 17.1 - 12.9
= = 0,0326 = 3,26 %
12.9 e

Calculos similares para 1790,1800, ...,1850 dan los porcentajes mostrados

en la sigulente tabla

TASA DE CRECIMIENTO ANUAL DE LA POBLACION DE EEW

Aflo | 1790 | 1600 | 1810 | 1820 | 1830 | 1840 | 1850

.33 | 3.44% | 3.36% | 3.87% | 3.83%

TASA DE CRECINIENTO
3.69% | 3.568%

RELATIVO
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A.Ceciitano H,

Estos porcentajes son muy aproximados; no hay patrén claro de aumento o
disminucién; las fluctuaclones parecen aleatorias. Por eso la tasa de
crecimiento relatlvo, sl blen no es precisamente constante, casl lo es. En
efecto, eventos politicos y econdmicos como guerras y recesiones afectan la
poblacién, as{ que no se espera que la tasa de crecimlento sea exactamente

constante.

Como vimos anterlormente, el modelo mds senclllo para hallar el
cercimiento poblacional es suponer que la tasa de crecimlento relativo es

constante, en otras palabras

donde k es la tasa de crecimiento contiruo. Pero esto equivale a suponer que

la poblacién crece en forma exponencial. Es decir,

N(t) = Noo¥*
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. Cual debe ser el valor de k ?. Una posibilidad serfa el promedio de los
porcentajes que se acaban de calcular, es decir 3.474. Sin embargo, hay una
seria objeclén para usar este porcentaje como estimacién para K. Recuérdese
que k es una tasa de cercimiento continuo, pero las poblaciones estdn dadas en
intervalos de 10 afios, Un crecimiento pchlacional de 34.7 % no viene de una
tasa anual de 3.47 %. Si la poblacién crece en un factor de 34.7 % en 10 afios, |
entonces N(10) = No( 1.347 ] Como se supuso que N{t) = Naekt, se necesita k )

para satisfacer

= e = 1.347.

No

Ahora se puede encontrar la tasa de crecimiento continuo k

In{1.347)
k 8 ————— = 0,0298,
10

Comparando los valores predichos y los reales si se modela la poblacién

mediante la ecuacién diferencial
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A, Ceclllano N.

d N
——- = 0,0298 N,
dt

Se toma la poblacidén iniclai No = 3.9 en 1970. Nétese que esto quiere
decir que se considera 1790 como el tiempo t = 0, asf que 1800 es t = 10y

1810 es t = 20, etc. La solucidn a la ecuacién diferenclal es

N(t) = 3.9¢0" 0298t
Si se pone t = 0, 10, 20, .., 70 en estd funcién se obtlenen las
poblaciones predichas por el modelo en 1790, 1800, ..., 1860. La siguiente

tabla muestra la comparacién con las poblaciones reales.

POBLACION EN EEUU PREDICHA CONTRA LA REAL 1790-1860

Ao ] REAL ' PREDICHA ] Mo ] REAL ] PREDICHA

1790 3.9 3.9 1030 12.9 12,8
1800 5.3 5.3 18d0 17.1 17.3
1810 7.2 7.1 1850 2.1 2.3
1820 9.6 9.8 1860 .4 .4

70




A, Ceciitano H.

La semejanza es sorprendente. Por supuesto, como se usan los datos de
todos los 70 afios para calcular k, es de esperarse una buena semejanza en todo
este periodo. Lo que es sorprendente es que si se hubleran usado sélo las
poblaciones de 1790 y 1800 para calcular k, las predicclones ain ser{an muy

buenas. El crecimiento en 10 afios de 1790 a 1800 es 35.9% as{ que

In(1,359)
k = ~——— = 0,0307,
10

Entonces se haria la prediccién de zue la poblacién en 1860 serfa

.930.0307(10) =3

3 3.4.

Que estd alrededor del 6 % de la poblacidén real de 31.4. Es sorprendente
también que una persona en 1800 pudiera predecir la poblacién 60 afios después
con estd precisién, en especial cuando se consideran todas las juerras.
recesiones, epidemias, territorios agregados e inmigracién que tuvieron lugar

de 1800 a 1860.

La suposicién de que la tasa de crecimiento relativo es constante suele
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A.Cectitano H.

ser buena en un intervalo pequeiio de tiempo. En consecuencia, para una k
apropiada, una funcidén exponencial modela casl cualquler poblacién para un
periodo corto. Pero el modelo debe descomponerse en algin punto porque predice
que la poblacién continuard creciendo sin limite con el transcurso del tlempo,
y esto no puede ser clerto para slempre. Al fin y al cabo los efectos de
aglomeraciones, emigraciones, enfermedades, guerras, camblos soclales y falta

de alimentos tendran que contener el crecimiento,

Sin embargo, el modelo exponencial ¢s muchas veces bastante preciso para
poblaciones pequefias; sélo en poblacicnes grandes se dejaran sentir los
efectos de la sobrepoblacién. Al buscar :na mejoria, entonces, se debe buscar
un modelo cuya solucién sea aproximadzmente una funcidén exponencial para
valores pequefics de la poblacidn, pero que después se nivele. Esto es

presisamente lo que hace el modelo logistico.

Si, como ocurre con frecuencia, todc lo que se sabe sobre una poblacién N

son sus valores en clertos puntos en el tiempo, se tiene que calcular en forma

AN

estimativa por -—EI—. Sin embargo, hay varias formas de hacer este

cdlculo aproximado, Como en el siguiente ejemplo, se puede decir que

N(1840) - N(1830)
en 1830 & T .
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También se podr{a haber dicho

H(1830) - N(1820)

en 1830 &
10

Ambas reciben el nombre de cdlculos estimatlvos laterales porque en ellos
interviene el uso de la poblacién de un lado de 1830 pero no en el otro. El
primero con 1840 es el cédlculo estimativc a la derecha; el segundo con 1820 es
el cdlculo estlmativo hacia la izquieria. En general, ambos son cédlculoes

. Se puede obtener un calculo

estimativos igualmente buenos o malos para
aproximado mis preciso si se promedian lcs dos cdlculos de un lado, con lo que

se obtiene

1 N(1840) - N(1830) N(1830) - N(1820)

en 1830 & - + .
2 10 10

Cuando se suman las dos fraccliones, la poblacién en 1830 se cancela y se
obtiene el cdlculo estimativo bilateral, as{ llamado porque interviene

informacién de ambos lados de 1830.
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A.Ceclliano H.

N(1840) - N(1820)

en 1830 =
20

En este modelo exponencial se utiliz3 cdlculos estimativos laterales, que
producen buenos resultados después de ajustar a tasas de crecimientos
continuos de 10 aflos. Si no hublera sido posible obtener predicclones exactas
medlante el uso de cdlculos estimativos laterales, podria haberse Intentado
con calculos estimativos de dos lados. Zn el modelo logistico que sigue se
usan cdlculos estimativos bilaterales en todo el proceso, ya que arrojan

predicciones mucho mejores.

Si se intenta predeclr {a poblacién de Estados Unidos en 1990 con el

modelo exponencial que se acaba de desarrollar con k = 0.0298, se obtendria

0.0298(200)

Poblaclén en 1990 = N(200) = 3.9e = 1,512 millones.

Que estd muy lejos de la cifra real de alrededor de 250 millones.

El problema es que la tasa de cercimiento porcentual en la poblacidn,
entre 1790 y 1860, no permanecié constantes decadas posteriores, Los

crecimientos porcentuales de diez aflos, de 1860 a 1930 se muestran el la

7%
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sigulente tabla

TASA DE CRECIMIENTC DE LA POBLACION DE EEUU ESTIMADA PARA 10 ANOS

Ao l 1860 l 1970! xeeol 1850 ' 1900 I 1910 ' 1920 l 1930

TASA DE CRECIMIENTOQ

22.9%| 30.1%) 25.3%4] 20.84| 21,1%| 14,94} 16,24]7.2%4

RELATIVD

Estas cifras no se parecen en nada a las del periodo de 1790 a 1860, en
donde oscilaban alrededor del 34%. La considerable cafda al 22.9% para la
década de 1860 a 1870 es explicable por 1la guerra civil. La tasa de
crecimiento vuelve a subir durante la década de 1870 a 1880, pero para la de
1890 a 1900 a cafdo por debajo de la tasa durante la guerra civil. Hay un
ligero aumento en la tasa durante las inrigraciones de 1900 a 1910, otra caida
durante la Primera Guerra Mundial, luego un pequefic rebote y, finalmente la
tasa sufre una fuerte caida durante ia recesién de la década de 1930. Nétese
que el efecto de la recesién es mis grande que el de las guerras, lo que
sugiere que un descenso en la tasa de natalidad, mds que un aumento en la tasa
de mortalidad, es un factor importante en la disminucién de la tasa de

crecimiento poblacional relativo.

%
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A, Cecliione M.

El modelo exponencial indica predicciones precisas hasta 1860, pero es
inadecuado para los afios que le siguen. Por lo cual ei nuevo modelo debe tomar
en cuenta log efectos de la sobrepoblacién; debldo a los efectos de ésta, se

espera que la tasa de creclmiento relatlvo disminuya a medida que la poblacién

1 dN

aumenta, En consecuencia, se ve como Ty cambla a medida que N cambia,

. Por ejemplo

Esta vez se usa un cédlculo estimativo de dos lados para

N(:840) - N(1820)
20 '

en 1830 =

La siguiente tabla muestra valores de la tasa de creclmiento relativo

calculados de este modo para algunos afios entre 1790 y 1940

TASA DE CRECIMIENTO RELATIVO PARA ALGUNOS VALORES

N(te10) = N(t-10) N(Le10) - N(t-10)
ARO [ POBLACION j ~———emmmemeeees [ ARO[ POBLACION| oo
20 N 20 M
1730] 3.9 0| 3.6 .0244
1800 5.3 .0311 1280 §0.2 . 0242
1810 7.2 0299 1890 62.9 »0208
1820] 9.6 .0297 00| 760 0194
19%0| 12,9 0291 10| 92,0 0164
teio| 17.1 .0301 1920 1067 L0146
1850 23.2 0308 1930 122.8 . 0106
1860 3.4 . 0245 1940 131.7
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1 dN
Para obtener una mejor imagen de céro varia —ﬁ— m con N, se grafica
1 dN
»ﬁ- contra N para todos los afios de 1800 a 1930 y entonces podemos

observar que los puntos estan aproxlmadamente sobre una linea recta, como lo

muestra la siguiente figura

dN/Ndt
0.04

0.02

Como el diagrama de dispersién anterior anterior nos sugulere que el
modelo que mejor ajusta a los valores de la tasa de crecimiento relativo es un
modelo lineal, entonces usando regresién lineal encontamos la ecuacién de la

linea recta que mejor ajusta a estos puntas y obtenemos que la ecuacién es

7
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A.Ceciliano H.

1 dN
—— ~———— = 0,0318 - 0,00017 N.
N dt

Por lo tanto el nuevo modelo es que N satlsface la ecuaclién

A (o.om - 0.00017 N ]

Que es la ecuacién diferencial del modelo logistico obtenido
anteriormente., Donde K = 0.0318 y « = 0.00017 pero sabemos que la sclucién a

esta ecuacién es de la forma

N(t) =
1+ cokt
y ademds sabemos que
k 0.0318 L - No 187 - 3.97
L=s~= -] y Cs= " w47
« 0,00017 No 3.9
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La diferencla mis sorprendente en este modelo, en comparacién con el
modelo exponencial, es que pronostica que la poblacién de Estados Unidos se
nivelara en algin punto abajo de 200 mlllones, dado que la capacidad de carga

obtenida es L = 187,

Por lo cual, sustltuyendo los valores obtenidos anterlormente en la

solucién de la ecuaclén logistica, obtenenos

137

1+ 476-0.0318t

N(t) =

Que es una solucién de la ecuacién logistica para modelar la poblacién de
Estados Unidos ( los nimeros 187 y 47 no son valores exactos, pero se han
redondeado ), Los valores que pronostica esta ecuacién para N concuerdan muy
blen con las poblaciones reales hasta 1940. Las desviacién mds grande de 1800
a 1940 es un aproximadamente de 3 % en 1840 y 1870 ( la guerra civil explica
lo segundo ); todos los otros errores son menores al 2 %. La sigulente tabla
nos muestra la poblacidén real y cual seria la poblacién pronésticada por el

modelo obtenido

» B s M
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POBLACION EN EEUU PRONOSTICADA CONTRA LA REAL 1790-1990

A0 | REAL | PRONOS. Ao | REAL PRONOS. Aflo REAL PHRONOS.
1790 | 3.9 3.9 1860 | 31.4 30.8 1930 | 122.8 120.8
1800 | 5.3 5.3 1870 | 38.6 39.9 1940 | 131.7 133.7
1810 | 7.2 7.2 1880 | 50,2 50.7 1950 | 150.7 145.0
1820 | 9.6 9.8 1890 | 62.9 €3.3 1960 | 179.3 154.4
1830 | 12.9 13.2 1900 | 76.0 717.2 1970 | 203.3 162.1
1840 | 17.1 17.7 1910 | 92.0 51,9 1980 | 226.5 168.2
1850 | 23.2 23.5 1920 | 105.7 105.7 1990 | 248.7 172.9

Por supuesto, la prueba final es ver qué tan blen pornostica el modelo,
basado en datos de 1800 a 1930, la poblaclén en el " futuro ", de 1940 a 1990.
Como podemos observar en la tabla el modelo es bastante bueno hasta 1940, pero
el ajuste entre valores reales y prcnosticados no es bueno de 1950 en
adelante. A pesar de la Segunda Gusrra Mundial, que es Indudableque redujo el
crecimiento de la poblacién entre 1942 y 1945, en la Ultima mitad de la decada
de 1940 la poblacién en Estados Unidos se elevd de pronto, y borré cinco afios
de déficit causado por 15 afios de depresién y guerra. La década de 1950 vio un
crecimiento de poblacién de 28 millones, por lo que dejo el modelo logistico

por los suelos.

Una vez mis se ha llegado a un punto en el que el modelo ya no es util;
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esto no nos debe llevar a creer que no puede encontrarse un modelo matematlco
razonable, sino que, mis blen, debe servir para seflalar que no hay modelo
perfecto y que cuando un modelo falla se busca uno mejor. Justo cuando se
abandoné el modelo exponencial en faver del modelo logistico para hallar la

poblacion de los Estados Unldos.

Para lograr modelos mis preciscs de crecimiento poblacional, deben
considerarse las poblaciones como const!ituidas por grupos no homogéneos de
individuos. Mas blen, hay que dividir !a poblacién en difercntes grupos de
edades, Tamblén se debe subdividir la gp:dlacién en hombres y mujeres, ya que
la tasa de reproduccién de estd depende usualmente mis del numero de mujeres

que del de hombres.

Posiblemente la crftica mds severa en contra de la ley logistica de
creclmiento de poblaciones es la observacién de que algunas poblaciones
fluctian perlédicamnte entre dos valores, y una logistica excluye cualquier
fluctuaclén perlédica., Sin embargo algunas de estas fluctuaciones pueden
explicarse por el hecho de que cuands clertas poblaciones alcanzan una
densidad suflclentemente alta, se vuelven susceptibles a epidemias. La
epidemla reduce el nivel de la poblacién a un valor, a partir del cual vuelve
a crecer hasta que vuelve a ser afectada por una epidemla cuando alcanza un

nivel suficientemente alto.
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NOTAS DEL CAPITULO 1

L]
Observese que esto es equlvajente a restarle §{ a anbos lados

N(1981) H(1982)
—————— ] = 1,026 -} —_—
N(19801 N(1981)

es declir:

1 =1,026 - 1

N(1981) - N(1980) N(1982) - N(1981)
= 0.028 —————eeiee— = 0,026
N{1980) N(1981)
esto cs

N(t) - N(t-1)

s 3 @ {CONSY)

Ni{t-1)

entonces se dice que la N(t) e de crecimlento exponenclal.
81
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se les 11ama usuaimente de crecimlento porcentualmente censtante, slende

poecentaje de crecimiento ~— = q = 2.64

0 blen con base en la propledad dei jogaritmo de una potencla

100
in
100 67.38
in =t In(1.0261 ] t 3 —————
67.38 in (1.026)

recuérdese que aquf in = lnqu, donde o es ol irraclonal 2,7182..,
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CAPITULO I MATRIZ DE LESLIE

Hasta aquf, hemos supuesto que la tasa de crecimiento o la tasa de
decrecimiento son independientes de la edad o que los cambios de la poblacién
ocurren de tal manera que la distribucidén de edad permanece inalterada. En la
deduccién de la ecuacién logistica, admitimos la dependencia de la densidad o
una disminucién en la tasa de crecimlento y un aumento en la tasa de

decrecimiento cuando la poblaclén resulta muy grande.

Los anteriores modelos son los cldsicos que han lncorporado algunos
conceptos ecoldgicos al tratamiento cuantitativo y han servido de base para
aplicarlos a diferentes condiclones. Por ejemplo, los modelos mencionados son
todos de tipo continuo, para los cuales existe su versién para poblaclones con
crecimiento en unlidades discretas de tiempo; exlste también la incorporacién

de retardos en las respuestas, procesos estocisticos, etc.

Los modelos Lineales en Biologia introducen una de las clases de modeloa
matemdticos que tienen probada su utilidad. Aunque una de las desventajas es
que estos modelos tlenden a ser simplistas, es decir, las hipétesis y las

suposiciones sobre las cuales estin basados no son muy rigurosas, nl se

a3
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necesitan herramientas matemdticas muy elaboradas. Pero existen, sin embargo
algunos modelos que son altamente utlles y que compensan este problema. Los
modelos no-lineales en generail son més complejos y por esto requleren

herramlentas matemadticas més sofistlcadas

Existen ventajas reales de estos rodelos bloldéglcos sobre los modelos
usados en otras &reas de la ciencla. En en caso de la Fisica o Ingenierla los
modelos son construldos a partir de supscsiclones apoyadas en princlpios blen

definidos o leyes que no siempre simplifican el problema.

En los modelos blolégicos existen pocas leyes para gularnes y poseemos
conocimientos muy limitados acerca del sistema que se estudla, En la
construccién de estos modelos existe una gran libertad en la seleccion de las
suposiciones con las que se rigen las irvestigaclones y es precisamente esta
libertad lo que hace a los modelos bloléglicos tan WGtiles ya que el
investlgador puede fdcllmente alternar estas suposiclones y explorar sus

consecuenclas.

Por ejemplo, el modelo exponenclal considerado anteriormente, nos dice
que a mediada que pasa el tlempo la pcblacién crecerd indefinidamente como
progresién geométrica. Como se mencioné anterliormente, la desventaja de este
tipo de modelos es su simplicidad, ya que es obvio que ninguna poblacidén se

comporta de la manera descrita por éste modelo, esto es, que para que sea de
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utilidad este modelo se tendrfan que tomar en cuenta una serie de condiclones
que solo se cumplirian en un medio amblente ideal para cualquier poblacién.

Como por ejemplo, las sigulentes:

1. Un medio llimitado, es decir, no hay restricciones de espacio ni

de alimento
2. Hay un ambiente con recursos homogéneamente distribuidos

3. Es una poblacién homogénea, o sea, todos los individuos son
equivalentes en cuanto a la probabilidad de sobrevivir, crecer,

reproducirse, etc.
4. La poblaclén es cerrada, o sea, no hay emlgracién ni lnmigracién

S. No hay interaccién con otras poblaciones que alteren el sistema

Sin embargo, sl quitamos o ponemos hipétesis, digamos, que eliminaramos S
y S, que la poblacién sl este afectada por otra especie que sea un depradador.
nuestro modelo se tranformard, en un modelo que considera dos poblaclones, es
decir, un modelo Depredador-Presa, un caso particular de este tipo de modelos

serfa el sigulente sistema, que estudio Volterra (1921)
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Flx,y)

X .
]

Glx,y)

<
u

donde cada una de las ecuaclones rige el comportamiento de las poblaclones
( de depredadores y de presas ) de tal manera que una depende de la otra y

viceversa.

Ahora bien, con respecto a la concicién ( 3 ), es muy diffci) que al
estudiar una poblacién lo hagamos de una manera homogénea, es decir, formadas
por individuos que tienen una capacidad equivalente para reproducirse y una
misma probabilidad de morir tomando a la poblacién como un tedo sin hacel;
diferencias entre sus elementos. Pers, desde que se haclan estudios
demograficos para poblaciones humanas, ya se sabla qué tanto la mortalldad
como la natalidad variaban con la edad, ya que aunque la poblacién tiene
pardmetros globales como son el crecimiento, la mortandad, la reproduccién,
etc. , la contribucién que hacen los individuos es diferencial por grupo o por
estadio, Es por esto que, antes que nada se hace un andlisis de los diferentes
comportamientos que existen dentro de la poblacién que se este investigando y
con base en este andlisis, se determina una estructuracién o clasificacién

adecuada para el estudio de dicha poblaciin,
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En la investigacién de la Dindmica de poblaciones, o en el Andlisis
Demografico, existen diversas maneras de estructurar una poblacién, ya que no
todas las poblaciones se estructuran de la misma forma, es decir, ésta
clasificacién interna depende del tipo de poblacién que tengamos y mds adn, se
pueden hacer distintos tipos de estructuracién de una misma poblacién, por
ejemplo, si estamos trabajando con una psblacién humana la podemos dividir en

clases o intervalos de edad de acuerdo a la conveniencia del investigador.

En camblo si estamos trabajando con una poblacién de plantas, una
clasificacién por edades no es muy adecuada debido a la dificultad que
presentan algunas plantas para la determlancién de su edad, y en muchos casos
es imposible hacerse. Una clasificacién que salvaria este tlpo de problema
serfa el estructurar una poblacién de plantas por tallas, o blen por el

didmetro de su tallo,

Por otro lado, si 1la poblacién es de insectos, ninguna de las
estructuraciones anterjores son convenlentes, ya que es dificil determinar la
edad de cualquler insecto, nl se podrian clasificar por tailas ya que muchos
insectos no siguen un patrén de crecimiento continuo. Entonces para este tipo
de poblaciones una estructura Gtil serfa el hacerla por estadios fisioléglicos
de la poblacién, es decir, clasificarlos tomando en cuenta las etapas por las

que pasa el Insecto en su ciclo de vida ( huevos, larvas, pupas, etc, )
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POBLACIONES ESTRUCTURADAS POR EDADZS ( MATRIZ DE LESLIE )

En los estudios de la dindmlca de poblaclones muchas veces no es
suficlente conocer el nimero global de los nacimlentos y las muertes que
ocurren en una pobiacién, pues aunque estas entradas y salidas de individuos
son las que fundamentalmente determinan la abundancia de individuos en 1la
poblacién ( si ésta se considera alslada ), es evidente que una clerta
mortalidad entre los adultos afectard de manera muy distinta a la poblacién
que esa misma mortalidad sobre los Juveniles. También es lo mismo,‘ para
propésitos demografices, que en clerta especle de plantas unos indlviduos de
encuentren en un lugar sombreado, mientras que otros reciben directamente la
luz y e} calor del sol, pues puede suceder que para los individuos que estan
en la sombra la mortalidad sea mayor, que crezcan mds lentamente, se
reproduzcan mas tard{amente, produzcan menos semillas 6 que la proporcién de

semillas que germine sea menor, etc,

Por eso, a veces es Gtil diferenciar a los miembros de una poblacién en
cuanto a su capacidad de reproduccién o probabilidad de sobrevivencia. Como se

mencioné anteriormente dependiendo de la poblacién y del tipo de estudio que




A.Cecililano H.

se trate, la variable clasiflcatoria puede ser la edad, el sexo, el tamafio, el

estadfo fislolégico, la localizacién espaclal, u otra.

Con este enfoque abordan el estudio de la din&mica de poblacliones lLeslie
(1945) y lewis (1942), quienes desarrollan independientemente un modelo para
poblaciones estructuradas por edades. El modelo de Leslie y Lewis descarta la
hipétesis acerca de la homogenidad de la poblacidén, al clasificar a la
poblacién en diferentes clases de edad con parémetros especificos; sin

embargo, los demds supuestos del modelo exponencial se mantienen.

Este tipo de modelo es ademis de tipo dlscreto, utilizando ecuaciones en
diferencias y no diferenciales como lo hacen los anterlores modelos continuos.
Esto supone que los organismos tienen perfodos especificos de crecimiento,
reproduccién, etc., marcados por unidades de tiempo discretas. Ademis sigue
siendo un modelo deterministico a pesar de presentar variacién en los
pardmetros de acuerdo a la edad, ya que aunque existen diferencias en los
pardmetros poblacionales de acuerdo a la edad, estos no son camblos

estocdsticos, sino probabilidades en el tiempo para cada categoria.

Mediante este modelo deterministico se consigue conocer, a diferentes
intervalos de tiempo, la estructura de edades de una poblacién de organismos a
partir de una estructura inicial de edades y dadas las tasas de sobrevivencia

y fecundidad espec{fica de cada clase de edad. Para simplificar el modelo,
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Leslie considera que las tasas especificas de cada edad permanecen constantes
al trancurrir el tiempo, lo cual significa que sigue slendo un modelo
exponencial, pues estos pardmetros especificos de las diferentes edades, pero
constantes en el tiempo, dan como resultado una fertilidad y sobrevivencla
global para toda la poblacién, lo que se traduce en' una tasa de crecimiento

constante de ésta.

Por otro lado, tamblén se considera tunicamente a la poblaclén femenina,
suposicién 1lamada dominancia demogrifica de las hembras, que es comun en los
estudlios demogrdficos y que equivale a considerar la sobrevivencia de la
poblacién como reflejo de lo que sucede en la femenina, slempre y cuando la
razén entre hembras y machos permanezca constante y que en todas las clases de

edad las tasas de mortandad scan las mismas para ambos sexos.

Por lo anterior, es natural extender el enfoque usado en el capftulo
anterior para incluir los efectos de la edad sobre mortalidad y fecundidad.
Esto no implica que, de ‘hecho, la edad sea la Unica causa importante y
determinante de estos parametros. Mejor dicho porque la edad es
frecuentemente la variable mds importante, tiene sentido considerar los
procesos bésicos de crecimiento de la poblacién, en los cuales la poblacién
esta compuesta de individuos que difleren en su mortalidad y su fecundidad y
el los cuales tales diferencias estin totalmente manifestadas en las

diferencias de edades,
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Una pequefia cantidad de &lgebra de matrices, la cual puede ser obtenida
en cualquier libro de matrices elementales, es necesarlo para la comprencién
de este capftulo, Se supone en lo que sigue que el lector estd familiarizado
con las operaciones de suma, sustraccién y multiplicacién de matrices y que

tiene una noclén intuitiva, del significado de una matriz.

FORMULACION BASICA

.

Para construir el modelo, considerario la parte femenina de la poblacién.
Sea N(t) una poblacién cualquiera en el tiempo t, dividida en n + 1 clases de
edad, cada una de ellas con la misma duracién y sea N(x,t) el nimero de
hembras entre las edades x y x + 1 quienes estdn con vida al tiempo t, por
ejemplo si N(20,1976 ) = 500, el nimero ¢e mujeres con edad entre 20 y 21 afios

en 1976 es de 500 . Entonces tendrfamos que N(t) estaria dada por

N(t) =N(CO,t ) +N(1,t)+ ., ., +N(nt)
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Ahora se incorporan los procesos de natalldad, mortalldad vy
enve jecimiento, mediante 1la definicién de los sigulentes pardmetros

especificos de cada clase de edad.

Sea F( x )} ( fecundidad efectiva ) igual al numero promedio de hijos por
hembra viva en la clase de edad x a x + 1, nacidos durante el intervalo de
tiempo de t a t + 1 quienes debleran estar vivos en el intervalo de edad cero
(x=0) al tlempo t + {, por ejempio, si una hembra entre 20 y 25 afios en el
tiempo 1975.genera 1.5 hijos en el intervalo de 1975 a 1980, entonces
F(20) = 1.5, Puede haber clase fértiles ( F(x) > 0 ) & clases no fértliles

( F(x) = 0 ), pero no valores negativo.

Sea p(x) ( probabliidad de scbrevivencia ) la proporcién de hembras entre
lag edades x‘y X + 1 que sobreviven un !ntervalo de tiempo para ingresar a la
clase de edad de x + | a x + 2; es dec!r, la proporcién de sobrevivientes de

la clase x que pasan a {a siguiente.

N( xel, t+1 )
B e

P =~

Para empezar, supongamos que p(x) y F(x) son invariantes a través del

9
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tiempo e independientes del tamafio de la poblacién . Podemos ahora escribir
dos ecuaciones basicas de las cuales se sigue casi todo lo dlcho en este

capitulo.

El numero de hembras de edad entre 0 y 1 existentes en la poblaclén al
tiempo t, la de las reclen nacldas, est& compuesta necesariamente de las hlijas

de las hembras de todas las clases de edad, esto es:

X
max

N(O,t ) = [r(x)mx.t-l) (1)

x=0

es decir, el nimero total de hijos nacidos en una unidad de tiempo en el
pasado, en el cual X x5 el individus> mds viejo que podemos obtener. El

nimero de hembras en cada categor{a de edad esta dada como:

N(x+ 1,t ) =p(x) N( x,t - 1) (2)

Las ecuaciones ( 1 ) y ( 2 ) son cruclales para el resto del capitulo.
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Para ejemplificar lo anterior, considere una cierta especie de {nsecto
chupador que tiene vida médxima de 4 afios. Los insectos chupadores de 2 afios

( 2 s x <3 ) producen dos individuos por aflo y de 3 afios { 3 s x < 4)
producen 3 individuos por afio. En 1918 hubo 50 crios ( los crios estdn entre 0
y 1 afio ), 10 insectos chupadores entre 1 y 2, Sentre 2y 3y 2 entre 3 y 4,
De acuerdo a lo expuesto anteriormente lcs valores que toma N(x,t) para

x=0,1,2,3 y t=1918 y F(x ) para x =0,1,2,3 son los sigulentes:

N( 0,1918 ) = 50 Flo)=0
N( 1,1918 ) = 10 F(l1)=0
N( 2,1918 ) =5 Fl2)=2
N(3,1918 ) =2 ‘F(3)=3

S1 para esta poblacién de insectos chupadores el nimero de recien nacidos
en 1919 fué de 16, el numero de crios de un afio fué de 15, el de dos afios fué
de 5§ y el nimero de tres afios fué de 2. Los valores que tomarfa p(x) para

x = 0,1,2,3 serfan los sigulentes,

Como
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N( 0,1919 } = 16
N( 1,1919 ) = 15
N( 2,1919 ) = 5§
N( 3,1919 } = 2
los valores de p(x) serian:
(0) N( 1,1919 ) 3 (1)
P N( 0,1918 ) 10 P
(2) = N( 3,1919 ) = 2 (3)
P N 2,1018) 5 P

con base en estos valores de p(x) podriamos

chupadores de cada categoria esperariamos en 1920.

3

N( 0,1920 ) = ):F( x ) N( x,1919 )

x30

N( 1,1920 )

N( 2,1920 )

N( 3,1920 )

A T S 4 S S 4SRN bbb T T s RO

p( 0 ) N(0,1919 ) = 1
1
p( 1) N(1,1919 ) =

2
PL2 ) N(2,1919 ) =

9%

N( 2,1919 ) 1
= =

W 1,1918 ) 2

N( 4,1919 ) 0
D o—————— .=
N( 3,1918 ) 2

predecir cudntos Insectos
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por lo tanto esperariamos que en 1920 en cada clase se tendria:

N( 0,1920 ) = 16

u

N( 1,1920 ) = 7.5 ~ 8
N( 2,1920 ) = 4.8 % §

N( 3,1920 )

n
~N

Las ecuaclones ( 1 )y ( 2 ) pueden ser escritas eh forma de matriz como:

n= M n, (3)

i donde n_es un vector columna, ilamado el vector de distribucién de edad

NE O,k )
NE L)

N{ n,t )

98

S v e S



A.Ceciiiano H.

y M el la " Matriz de proyeccién poblacional "

F(0) Fl1) e Fin - 1} F(n)

p(0) 0 Q [4]

o plyy .. 0 0
M= ’

(4] [} [ pin -1) ]

La ecuacién ( 3 ) es solo otra forra de escribir las ecuaclones ( 1) y
(2)., Mes llamada la matriz de proyeccién poblacional, porque esta proyecta
a la poblacién de un punto en el tiezpo al sigulente punto. Observe que
proyectamos la poblacién en el future, > hacla adelante. También es posible
deducir ecuaciones para preguntar a que 2ra igual la poblacién en el pasado o

"proyectar" la poblacién hacla atras ( G:adman,1968).

Una matriz de proyeccién es construida a partir de un ciclo de vida de la
poblacién con base en lo que se llama Grdfica del ciclo de vida . En su forma
simple la grafica del ciclo de vida de la poblacién es una grafica dirigida,
los nodos N(i,t) denotan el nimero de individuos que estan en el i-ésimo
perfodo del ciclo de vida de la fpoblacién. Las flechas indican las
contribuclones o posibles transiclones qie se hacen los periodos entre si, en

una unidad de tiempo. El coeficiente de la flecha que va de N(J,t) a N(i,t),
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nos proporcicna el porcentaje con el que contribuye la clase J a la clase |,

en una unidad de tiempo.

La gréfica del ciclo de vida para este modelo, en general es:

F2)

m
{'\ ‘
— —_— ——— ———pe e e »
@ pO) @ Bl @ pl) @ P pikc1) @

Fio)

Utilizando esta notacién para el ejemplo anterior tendriamos que la

matriz de proyeccidén de los insectos chupadores es de la forma:

0

F(0) F(1) F(2) F(3) o o 2 3

Ma|PO 0 0 o f og oz g g
° ey 0 0 0 o0 04 o0

1] 0 pi2) o0

y los vectores de distribucién de edad serfan de la forma
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N( 0,1918)

n | e varete
1918 N( 2,1918)
N( 2,1918)

y finalmente

50
10

Nygz0 =

N{ 0,1920C)
N( 1,192¢)
H( 2,152%0
N{ 2,1920)

N 0,1919)
I N 1,1919)
19197 | n( 2,1919)
N 2,1919)

4.8

7.8

15

2

utllizando la matriz de proyeccién y el vector de distribucién de edad LI

podriamos calcular L de la siguiente forma:

2 3] [ 1s 21
o of | as “e
o ol 78] = |as]| ™ Mot
0.4 0 2 3 :

M nygy =
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La slguiente figura representa la grdfica del ciclo de vida para el

ejemplo anterior

2

0
N
_._ﬁ@___* .
03 05 0.4
k’
J

0

De lo anterlor, vemos que al proyectar una poblaclén a un intervalo de

tiempo en el futuro, a partir de un tiemps Iniclal t = 0, tenemos que

=
n, Mno

2

n=ln = M(Mr.;] = Mn,

3
n= an = "[Mzno) = Mn,
de donde se deduce que en el caso general tenemos:
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n=M n (4)

Esto nos indica que no sdélo se puede obtener la distribucién de edades
después de pasada una unidad de tiempo, sino que también se puede conocer ésta
pasando un tiempo cualquiera, medlante la distribuclén iniclal y una potencia

adecuada de la matriz de proyeccién de Leslie.

Es interesante analizar el significazdo bioléglco que tlene este arreglo
de pardmetros poblacionales en la matrlz de proyeccién de Leslle,
paralelamente al slgnificado matriclal. Si conslderamos una matriz

generallzada de n x n elementos LI digenos

.
3,1 8,2 3,3 .- 3,
32,1 32 33 ... 3,
M= | 2vt f2 A3 © o Bag
| 3,1 32 B3 . 'n,nJ

observemos que los elementos del primer renglén de la matriz de Leslie son las

fecundidades de cada clase de edad i, es decir, el nimero de individuos con
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que contribuye cada clase de edad 1 a la clase de edad 0, las reclién nacldas.
Por otro lado, los elementos p(x) de la matriz, elementos de la subdiagonal
principal a,, |, nos indican la proporcién de individuos que pasan a de la
clase 1 a la § + 1 . En la matriz de Leslie, los demds elementos son ceros,
lo que significa que ésta no considera contribuciones de otro tipo ( como el
permanecer en la en la misma clase, regresar a un estadio mds joven, 6 saltar

2 6 3 categorias en un intervalo de tiemps determinado ).

DISTRIBUCION DE EDAD ESTABLE

Ahora queremos examinar el comportaniento de un modelo poblacional cuando
este es proyectado en el futuro. En particular queremos determinar como cambia
1a representacién proporcional en cada clase de edad, el porcentaje total de
la poblacién que existen una clase dada de edad y como cambia el porcoﬁtljo

durante el tlempo.
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Lotka ( 1922 ) probdé que cuando las probabllidades de sobrevivenclia p(x)
y las fecundidades F(x) especificas de cada edad son invariantes en el tlempo,
llega el momento en el que se alcanza la establlidad, esto es los porcentajes
de los organismos de las diferentes clases de edad se mantienen constantes al
transcurrir el tiempo. Esto no significa que el tamafio de la poblaclén no
cambla, pues ésta puede estar creclendo o decreciendo, sino que 1la

distribuclién de edades es la que permanece constante.

Si denotamos por N(t) el total de individuos en la poblacién entera

{N(t) =XN(x.t) } en el tiempo t, podemcs examinar a Bx(t); donde

x=0

Mientras los elementos de M ( F(x), p(x) para toda x ) permanezcan
constantes, la representacién proporclonal de cualquier clase de edad tlende a
ser constante cuando la matriz de proyeccién es aplicada repetidamente, esto
no es estrictamente clerto desde el punto de vista matemdtico, pero en la
mayoria de los sistemas blolégicos esto es clerto; es decir, B'(t)'ﬂ Bl(tﬂ)

s} t es muy grande en la ecuacién n, = H"no. El hecho interesante es que no
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importa cual sea el vector de distribucién de edad iniclal. Cualquier vector
inicial quisieramos que generara exactamente el mismo Bx(t) si la matriz de
proyeccién es aplicada suficlentes veces. Cuando Bx(t) es fgual a Bx(t+i) (y
claro Bx(t) = Bx(t*l) ,donde n es cualquier entero positivo ), damos a esto un
nombre y un simbolo especial; es decir, Bx(t) = Cx(t). donde Cx(t) es llamada

la distribucién de edad estable.

Cuando esto sucede, los elementos dz la misma clase de edad de vectores
de distribucién de edades consecutivos scn proporcionales, sabemos que después
de que la dlstribucién de edad estable ha sido alcanzada, la representacién
proporcional de cada categoria de edad permanece constante a través del
tiempo; es decir, s! la poblacién ha alcanzado una distribucién de edad

estable tenemos que Bl(s) = Bx(s*l), la cual puede ser reescrita como:

N(x,s) H(x,s+1)
N(s) N(s+1)

o equivalentemente tenemos que:

N(s+1) N(x,8+1)
N(s) N(x,s)
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donde s es tiempo en el que la poblacién ha alcanzado la establilidad y
categoria de edad es creclente o decreciente en nimeros es una razén que es
constante e igual a la tasa en la cual la poblaclén entera es creclente o

decreciente , designaremos esa constante por A; es decir,

N{s+1) N{x,s+1}
N(s) Nix,s)

por lo cual podemos escribir

N(x,s+1) = A N(s,t)

o en notacién matricial, tenemos que:

nmﬁnntaxnt (s)

{ recordemos que A es un escalar ), Hasta clierto punto, después de qui la

distribucién de edad estable ha sido alcanzada la constante A toma el lugar de
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la matriz de proyeccién.

La pregunta de la existencia de una distribucién de edad estable, por lo

tanto, se reduce a preguntarse si existe un vector n, y un escalar A tai que

Una generalizacién de la pregunta antes planteada es la sigulente , Para
una matriz cuadrada A, existe un vector u y un escalar A tal que Au = Au ?,
S1l existe un vector u y un escalar A, esta ecuaclén puede ser reescrita como

Au - Au = 0 o equivalentemente

(A=A )u=0

Aqui O representa un vector nulo, por lo tanto es usado indistintamente

como un vector nulo o matriz y también como escalar,

Ahora sabemos que una ecuacién de esta forma tiene una solucién diferente

de cero para el vector u si y solo si el deteralnante es cero; es decir, el
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polinomio caracteristico p(A) es cero

p(A)=|A—AI|=O (7)

Consecuentemente, esta ecuacién establece condiciones bajo las cuales la
ecuacién ( 6 ) es verdadera, es decir, valores de A, los cuales satisfacen la
ecuacién ( 7 ) son tales que ( 6 ) es también satisfecha. La ecuacidén ( 7 ) es
conocida como la ecuacién caracter{stica. Cuando A es una matriz de orden n la
ecuacidén caracteristica es un polinomio de grado n y por lo tanto tiene n
soluciones, digames Ay, A5, A3, . . . , A,. Para cada una de ellas ( 6 ) es
verdadera y por lo tanto deberiamos hallar n vectores u, L P
correspondientes a los n Ay, como se sabe no siempre este es el caso, pero por
el momento supondremos que as{ es, Por lo tanto para cada A; que es solucién

de ( 7 ) entonces ( 6 )} es verdadera, es decir,

A u‘ = A‘ u‘

Las Al son conocidas como valores proplos de la matriz A y sus

correspondientes ul son los vectores propios de la matriz A.
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Por ejemplo, dada la matriz

tlene como ecuacldén caracteristica
- 4
lA-AIl-l 3 1_7‘|=o

es decir,

(1-2)¥-3%=0

De donde, podemos ver que Ay = <5 y 2; = 7 son las rafces de la ccu;clén
caracteristica; es decir, son los valores propios, as{ mismo podemos comprobar

gue los vectores [_:2;] y [:2;] son los vectcres propios de A, dado que
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Por otro lado, también el signiflcads biolégico de A es fundaméntal en la
interpretacion de la dindmlca de potlaciones, pues como lo mencionamos
anteriormente, representa un factor de creclimlento de la poblaclén al que se
le llama tasa de reemplazo 6 tasa finita de crecimiento porque precisamente
estd Indicando el niumero promedio de iriividuos por lo que cada uno de los

{ndividuos de la poblacién serd reemplaziio cada unidad de tlempo.

La tasa de reemplazo A se puede obtener, conociendo la matriz de Leslle,
a partlr del pollnomio caracteristico. Daia la matriz de Leslie de (n+1)x(n+1)

se puede demostrar que su polinomio caracteristico estaria dado por

p(A) =A™ . F(OIA" = pO)F(1)A™ - p(O)p(1IF(2)A"2. ..,
-p(0)p(1)...p(n=1)F(n) =9

Como el polinomio caracteristico es de grado n+l, se espera que tenga n+l
soluciones para A; entonces el problema es saber cuil de estas representa el

paradmetro de crecimiento que nos (interesa. Para averiguarlo, primero
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dividiremos el polinomio caracter{stico entre At

pA) F(0) p(O)F(1) p(0)p(1)F(2) _ B p(0)p(1)...p(n-1)F(n)

3 7\"”

Amt A a? A

Si, a esta ecuacién le restamos | y camblamos los signos tenemos que

pl(d) F(0) . p(O)F(}) . p(0)p(1;F(2) . . p(0)p(1)...p(n-1)F(n)

Am 1 A 7‘2 A3 A'M

entonces

p()
Ahora sl se define a G(A) =1 -
net

A

F(0) p(O)F(1) plO)p(1)F(2) p(0)p(1)...p(n=1)F(n)
G(A) = v + ...+
3 Aml

A a? A

Con ella, la ecuacién caracteristica p(A) = 0 puede escribirse de la

forma
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G(A) =1 para A#0

Analizando esta ecuacién se puede observar que como todos los F(x) y p(x)
son siempre positivos, entonces cuando A tiende a cero G(A) tiende a infinito
y para valores crecientes positivos de A, G(A) va disminuyendo hasta que,
cuando A tiende a Infinito, G(A) tiende a cero. Por lo tanto el comportamiento
de la funcién G(A) es el de una funcién ronédtona decreciente, como lo muestra

la siguiente figura

G(AL)

1 ........

|

|

'

'

'

: »

A A
p(d)

Pero como habfamos definido a G(A) = 1 - —— , y nos interesa que

Aml
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p(A) = O entonces G(A) = 1, valor para el cual Unlcamente existe un valor

positivo para A, el cual denotaremos como 2.

De esta manera mostramos que existe un sdlo valor propio positivo para la
matriz de Leslie, el cual ya vimos que corresponde a la tasa de reemplazo de
la poblaclén cuyos parémetros contlene esta matriz. Ademds,” el teorema de
Perron-Frobenius demuestra que una matriz no-negativa primitiva e irreducible
tiene al menos un valor proplo real y pesitivo { que en el caso de la matriz
de Leslle vimos que es uno solo ) de los cuales el mayor ( en este caso Unlco,
al cual llamamos Ay, es simple y su valor mayor que el module o norma de
cualquiera de los otros valores proplos complejos de la matriz, que es el

valor propio estrfctamente dominante de la matriz.

La existencia del valor propio estrictamente dominante se basan el la
irreducibilidad y primitividad de 1la matriz. Estas condiciones son mis
facilmente definidas en términos de la grdfica del ciclo de vida que de la

misma matriz,

Decimos que una matriz es irreducible sl dados cualesquiera dos de sus

nodos existe una trayectoria que los une.

Dada una grafica, un ciclo de vida cerrado es una trayectoria que empieza

en cualquler nodo y termina en el mismo, La longitud de una trayectoria de un
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ciclo cerrado, estd dada como el nimero de nodos que intervienen en el cliclo

cerrado, sin que esta trayectoria cruce mis de una vez cada nodo.

Una matriz irreducible es primitiva si el méximo comun divisor de las
longitudes de los ciclos cerrados a partir de cada nodo en la gridfica asoclada

es la unidad,

Es facil ver a partir de su gréfica que las matrices de Leslle son
matrices irreducibles, sin embargo no es tan directo ver que son primitivas.
Sin embargo hay un resultado que nos dice que si dos fecundidades consecutivas
son distintas de cero entonces la matriz es primitiva, Esto sucede slempre en
la realidad 'si los .intervalos de edad de las clase de la poblacién son lo
suficlentemente pequeiios. Sin embargo, c:zo lo muestra el sigulente ejemplo no

todas las matrices de Leslie satisfacen esta condicién

Bernadelll (1941) considera una especie hipotética de escarabajo la cual

vive unicamente tres afios y se reprodece en el tercer afio de vida. La tasa de
1 t

supervivencla para el primer afio del prlmer grupo es -, del segundo — y
2 3

supongamos que cada hembra de edad 2 a 3 produce, en prcmedio 6 nuevas crias.

Entonces la matriz de Leslie para este ejemplo queda
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e o 6
M=1]1w2 o o
o 13 o

el polinomio caracteristico de M es

p(A)=|M-“|=1-x°=o

por lo tanto los valores propios de M son las soluclones de 1 - A =0

A:L—

LI
+
ol &)
—
<
'
L
)
o3

el valor absoluto de los tres valores prcplos es uno y, por lo tanto, el valor
propio Unico positivo A = 1 no es estrictamente dominante. Note que la mntriz
tiene la propledad que M® = I. Por lo tanto M' = M, M - Ma. M a1 y asf con
una periodicidad regular, Por lo tanto, como Bernadelli muestra, si la
poblaclén de escarabajos es inicialmente 3600 igualmente divididos en sus tres

estados, la sucesién de vectores de distribucién de edad es mostrada en la

13
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sigulente tabla

Ao 0 1 2 3 4
. 2 .3 o4
VECTOR| ng n1 = Kno ny = Hng{ ny = Nngl nyg = Nng o0
1200 7200 2400 1200 7200
1200 600 3600 1200 600
1200 400 200 1200 400

la periodicidad regular con un ciclo de tres afios es claramente evidente. Como
se muestra fdcllmente, la poblacién es estable solamente si su distribucién de

edad esta en la proporcién 6:3:1. En general, si la poblacién inicial es

6x:3y:2z , la sucesién de vectores de distribucién de edad es

6% 62 6y 6%
3y |y | 3x |, 32|, |3yt ...
y X 2z

Z

Note que en este ejemplo sélo hay una clase fértil ( la tercera ) y por
lo tanto no se satisface la condicién que nos asegura la existencia del valor

propio estrictamente dominante. De ahora en adelante se supondré que siempre
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se satlsface esta condiclén.

En general, como ya se mostrd, la matrlz de Leslle tiene un valor proplo
dominante A, es decir, un valor proplo de modulo mayor que cualquler otro
valor propio de esta matriz, Este valer proplo dominante A caracteriza la ;
razén de crecimiento de la poblaclén y tiene las sigulentes prépledades
1, Cuando A > 1, la poblacidn crece

2, Cuando A = 1, el tamafio de la poblaclon permanece constante

3. Cuando A < 1, la poblaciédn decrece
El vector proplo , asociados al valer proplo dominante A, que representan
la distribucién estable de edades , lo calcularemos de la sigulente manera:
S1 v es el vector proplo , entonces se cumple que

Mv = Ay ‘

desarrollando esta ecuacién obtenemos el sigulente sistema
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F(O)vg + F(1)vy + F(2vy + . . . + Flnly, = A v,
pl0) v = A wvi

p(1) vy = A v,

pn=1) voy = A Va

Una posible composicién de este vector estable de edades puede obtenerse
a partir del sistema anterior de ecuacicnes, resolviendo para v, = 1, tenemos

que

Vo = 1
p(O) Vo p(o)
YR T T
pll) vy p(1) p(1)p(0)
V 28 e 8 e VR e
2 A A . Az
p2) va  p2) pi2)p(1)p(0)
V3 ZE —————— R —— vz [ R ——
A A Aa

continuando con este proceso, tenemos que la distribucién estable de edades a
la que tiende la poblacién cuando el tlampo t-—» «» estd dada por el vector

cuyas componentes son
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pl0}

A

pl1iplo)

:\2

plO)p(1)pl2)

)‘3

plOIpIIRI0) ... pin-1)

An

respecto a las que nacen serd uno.

117

Cuyos elementos se pueden Interpretar biolégicamente como sigue:

Vo, la primera clase de edad, estd compuesta por las recién nacidas, que

por definicién estarin vivas todas por lo que su valor proporcionai con

vy = p(0)/A, significa que las de la segunda clase de edad serd la
proporcién de sobrevivientes de la primera clase p(0) con respecto al total de

contribucién promedio dejada por individuo en una unidad de tiempo,




A.Ceciliano N,

v, = p(0)p(1) / AZ, serd la proporcién de individuos que sobreviven
pasando primero a la clase de edad cero y luego a la clase uno, con respecto
al total de individuos dejados por individuo durante dos unidades de tiempo, y
asi sucesivamente, hasta llegar a los individuos que logran sobrevivir n

unidades de tiempo y llegan a ia clase de edad n+l.

Para llustrar esto considere una poblacién en que la edad méxima
alcanzada por {as hembras es de 15 aflos y que estd poblacién se divide en tres
clases de edades lguales, con intervalos de cinco afios. Suponga que la matriz

de Leslie para esta poblacién es

o 4+ 13
M=112 o o
o w4 o

el polinomio caracteristico de M es

3
p(A)uA’-zA-g-o
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por lo tanto los valores propios de M scn las soluciones de p(d) =0

"3*'[; -3 -

3 3
A=, — % =0.38] vy % -2,618
2

3
por lo cual el valor proplo posltivo es % = - y usando el resultado anterior
2

obtenemos que el vector proplo corresperilente a este valor proplo estd dado

por

¢ 3
1 ()
1
{0}
Lhadi 1
v = A = 3
pl1)pic) 1
2 —
A 18
\ J
. /

En consecuencla, las hembras estaran distrlbuldas, finalmente, de acuerdo

1 1
con las relaclones 1: ; : IE , que corresponde a una distribucién del 72% en
las hembras de la primera clase, 24% en las de la segunda y 4% en la tercera,

Considerese un vector de distribucién de edad inicial dado por

11%
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proyectamos la poblaclén 19 veces. Calcularemos los valores de Bx(t) para los

valores de x = 0,1,2 y los valores de t = 1,2, ... ,19

De acuerdo a los valores dados de M y n tenemos que:

o o 6 46 92
np=Mny={1w2 o o 20§ = | 23
0 1/3 0 i s

( [ «) ]
2 2 o ( 46 ( 107.0
ng=Mng={ o 2 3 0] = 46.0
8 0 0 4 J 5.8
L A \J /
( Yr ) ¢ \
) v 8 6 4 201.3
n=4ng=|1 s o 0| = 53.5
L 11.5 J
[ © vz s fLY) |
-
podemos continuar con este proceso hasta obtener n,, ng, ... , n, Esto lo

resumimos en la tabla A , y usando estos datos podemos calcular la

representacién proporcional de cada clase de edad, esto recordando que
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A T B AL 1 ot T s 5

ol s b ol sl el sl el sl sl adlwlianlewlalul olw]l » 1 13
Mx0)} 460 | 920 | 1070 | 2010 | 2485 | 4426 | 5725 | 9754 | 13109 ] 21716 | 290838 | 48347 | 97918 [ 107902 15396.7) 241273 | 348397} 40284 | 787272 | 2126
N« )l 200 20 46.0 515 1006 | 1243 | 2213 | 2862 | 4832 | 6555 | 10858 | 14944 | 2417.3 1 33959 | 53951 | 78984 | 126837 | 174ic8 270142 333838
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A.Cecillane H.

m

aee) =¥ N, t) B (t) = Nix, t)
=L, y x N
x=0

Podemos observar que aunque los nimeros en cada clase van aumentande
conforme trascurre el tiempo, la proporcién de cada clase de edad se va
estabiiizando conforme aumenta el tiempo a las proporciones teéricas que
obtuvimos en el vector propio o vector de distribucién de edad estable, es
decir, 72% en las hembras de la primera clase, 24% en las de la segunda y 4%

en la tercera.

Aquf, el problema es saber qué es grande para que podamos asegurar que la
distribucién de edad estable es alcanzada. En este ejemplo proyectamos la
poblaclén 19 unidades de tlempo para observar este vector, pero puede haber

casos en los que necesitemos mucho més que eso,

Si se repitiera el proceso; pero froyectando la poblacién 16 veces. Y

tomando como vector inicial a

ng = | 60

los resultados se resumen el la tabla B.
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A, Ceciitano .

Podemos ohservar que dada una matriz de proyecclén , cualquier vector
iniclal de edad ( n, ) tenderia hacla una distribucién de edad estable ( el
vector estable ). La convergencla puede ser muy lenta o muy réplda , pero se
observa la tendencia hacia una distribucién de edad estable. Debemos enfatizar
que es la representacién proporclonal de cada categorfa de edad la que
permanece constante. Los nimeros totales pueden ser crecientes, permanecer

constantes o decreclentes.

La distribuclén de edad estable se reflere solo a la constancia de la
proporcién de la poblacidén total que se encuentra en una categoria de edad

dada.

Regresando a 1a ecuaclén ( 5 ), podemos escribir la sigulente suceslién de

ecuaclones ( Suponiendo que comenzamos con una distribucién de edad estable ):

ns= A n,
=
n, A uN

=
n, A n,

las cuales pueden ser combinadas algebralcamente para obtener:
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A.Cectilano i,

k]
=
n, A ny

generalizando tenemos que:

de nuevo, suponiendo que comenzamos con una distribucién de edad estable, Si

la ecuacién ( 8 ) es valida, podemos escribir

N(E) = A N(0) (9)

la ecuacién ( 9 ) es 1idéntica a una ecuacién del capitulo 1, Puesto que
A es una constante, podemos expresar a ésta como cualquier combinacién de
constantes. En particular, expresaremos a A como la constante de Euler elevada
a una potencia ( aquf, como en el capitulo 1, la constante de Euler es
seleccionada por convenlencia, cualquier otra constante pudo haber sldo

' seleccionada también ); es decir, A = e’. Entonces ( 9 ) resulta
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A.Ceclliano N,

N(t) = et N(0)

la cual puede ser reconocida como la forma integrada de la ecuacidén

diferencial

—_ =7 N
dt

Discutimos esta ecuacién en detalls en el capftulo 1 como la ecuacién
exponencial, Por lo cual, obtenemos un resultado fundamental. Cualquier
poblacién que ha alcanzado una distribucién estable ( lo cual debe suceder en
cualquier poblacién que tenga una matriz de proyeccién con elementos

constantes ) deberfa de comportarse de acuerdo a la ecuacién exponencial.

El parémetro de esta ecuacién ( r ) es llamado la razén ( como antes) la

razén Intrinseca de creclmiento natural,
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A.Ceclllano H.

DISCUSION

Me parece importante sefialar que ha diferencia del plan tradicional la
propuesta de ver todas las funciones después de numeros reales, a través de
ejemplos y haciendo énfasis en la interpretacién en el contexto de cada uno de
los problemas planteados, le proporciona al estudiante un panorama mis amplio
en donde pueden aplicarse las funclones que si las vemos desde un punto de
vista de sus propiedades matemiticas, sobre todo que &1 puede participar
activamente, mediante ensayo y error para encontrar la fdérmula que le

describan la situacién planteada.

Para hacer esto se puede hacer uso de la calculadora y un software de la
Universidad de Arizona ( UA ) ‘que se encuentra instalado en las aulas de
computo de la ENCB, é1 cual es un paquete realmente disefiado para la ensefianza
de las Matemdticas y que e3 muy sencillo de manejar. Entre las muchas cosas
que podemos hacer con el paquele es grificar familias de funciones, as{ se
estd manera el estudiante puede visualizar como cambia la grafica de la

ecuacién de una recta al ir camblando la pendiente y la ordenada al origen,
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A.Cecillano H.

como se comporta la graflca de las funclones potencla cuando se va camblando
el exponente, la grifica de las funclones exponenclales cuando se va camblando
la base, etc,, todo esto sin.tener que esperar a tener toda !a herramienta del

calculo diferencial para poder visuallzar estas gréficas,

Lo anterior, nos ayuda posteriomente, pues cuando se estudian los
conceptos como limite y derivada, el alumno ya ha visuallzado la gréfica de
tas funclones y en este paquete, también podréd visuallzar y calcular

numericamente limites y derivadas.

Planteado de esta manera permite que el estudiante comlence a recuperar
el interés por las Matemdticas, pues el empezar a visualizar una imagen de una
serie de férmulas que ¢é1 ya conocfa y el haber logrado Inferir el
comportamiento de algunas de estas con la ayuda de la computadora es
satisfactorio para él, haclendo la aclaracién que no afirme que sabe mis
Matemdticas, pero el comenzar ha recuperar ia confianza en é1 y el interés por
la Matemdticas hace que él1 comience por su cuenta a remedlar sus fallas

anterlores,

En ese momento se puede proponer que por equipos preparen y expongan, con
la asesoria del profesor, algin tema de su 4rea, en donde se abllquen los

conceptos estudiados o temas como el planteado en el capitulo II.
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A.Ceciltano I,

Flnalmente para la parte de aplicaciones de la integral, en lugar de
enfocarlas al cdlculo de 4reas y volumenes, se podr{a resolver problemas que

su soiucién involucre ecuaclones diferenciales de variables separables.

De acuerdo con mi experiencia, es satisfactorio ver que ai finallzar el
curso, la concepcién que se tenfa de las Matemdticas ha camblado un poco ya
que si blen es clerto que hay muchas deficienclas, la actitud hacia ellas es

diferente,

Una de las grandes limitantes para llevar a cabo lo anterior, es que los
grupos de primer ingreso son bastante numerosos y cuando se trabaja de estd

manera los alumnos desean una atencién mds personalizada,

Con lo anterior, no intento resolver el probiema de la ensefianza de las
Matemdticas, pero si contribuir en una forma modesta y desde mi muy particular

punto de vista a que el alumno cambie su visién hacia ias mismas.
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