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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Arreglos

A finales de los aflos sesenta, como parte de un programa para revivir
la vena geométrica en las matemadticas, Branko Griinbaum eomenzé
el estudio de varias estructuras geométricas discretas, entre las que se
encuentran los arreglos de lineas. En 1971 publicd un resumen de los
trabajos existentes sobre el tema, encontrandose con una gran sorpresa
pues, a pesar de la sencillez de los enunciados, los problemas que sur-
gen han sido suficientemente eomplicados como para llamar la atencion
de matematicos tan conocidos como Erdds, Sylvester, Coxeter, Dirae,
Canham, Moser v Levi entre muchos otros.

Los arreglos de lineas aparecen al considerar colecciones finitas de lineas
en el plano proyectivo. Las propiedades métricas de este espacio, juegan
un papel relevante y que no ha sido estudiado en detalle; en particular,
la caracteristica de Euler para el proyectivo es un dato imprescindible
en la demostracion del teorema de Sylvester y de otros resultados. Sin
embargo la estructura combinatoria (que es la que vamos a estudiar)
es consecuencia del modo en que dichas lincas separan en poligonos al
plano. El conjuntu de vértices, aristas v caras resultantes, junto ¢on
sus relaciones de adyacencia, es lo que conocemos como un complejo
celular.

Mds formalmente, tenemos lu siguiente
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Definicidn 1.1 Una configuracion de lineas cs un conjunto finito de
rectas en el plano proyectivo.  Podemos separar lus configuraciones
en clases de equivalencia, si establecemos que dos configuraciones son
equivalentes cuando los complejos celulares que éstas generan son iso-
morfos en el sentido de que eziste unae biyeccidn entre sus vértices, aris-
tas y caras que preserve las adyacencias. A cada una de estas clases de
equivalencia la llamaremos un arreglo de lineas.

Para los fines de este trabajo, un arreglo queda definido con solo un
dibujo de las lineas que lo conforman y en el que quede clara la ubicacion
de cada vértice cou respecto a la configuracion total. Por ejemplo, en
la figura (4.9) del capitulo 4, queda entendido que las intersecciones no
dibujadas pertenecen a la linea al infinito. Esta aclaracion es esencial
ya que al considerar nuestro arreglo como un objeto proyectivo, algu-
nas de la caras deben aparecer representadas como dos sectores infinitos
prolongados en direcciones opuestas (ver figura (1.1)).

Existen algunos tipos de arreglos que, por sus caracteristicas intrinse-
cas, reciben una denominacion especial. Dos clases de arreglos impor-
tantes, en éste sentido, son los simples y los simpliciales; un arreglo es
simple si cada vértice pertencce exactamente a dos rectas; un arreglo
simplicial es aquel en que todas las caras son tridngulos. Si existe un
punto comiin a todas las lineas de un arreglo, decimos que éste es tri-
vial. En particular, si A es un arreglo con n — 1 lineas concurrentes
y una externa, A es simplicial y recibe el nombre de cuasi-haz (figura
~ 1.1). El inico arreglo que es, al mismo tiempo, simple y simplicial es
el cuasi-haz de tres lineas de la figura (1.1),

7N 7T~

Figura L.1: Cuasi-haces
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1.2 Estructura del trabajo

El problema fundamental en la teoria de arreglos es el de clasificacion,
Este consiste en desarrollar métodos para distinguir dos arreglos que
estdn dados por su dibujo o simplemente por las relaciones de adya-
cencia entre sus componentes; en particular, ¢s importante determinar
la cantidad de distintos arreglos que es posible formar con un nimero
dado de lineas.

La siguiente tabla presenta los resultados conocidos con respecto a esta

dltima pregunta:

n j31415{6 171 8
a, N 112141771 7
s, f1fYp1) 4111135

Aqui a, y s, representan, respectivamente, los nimeros de arreglos
y de arreglos simples con n lineas. Tanto el valor exacto de a, y s,
como la cuestién de proporcionar cotas (inferiores y superiores) para
su crecimiento, son problemas abiertos. La situacién con respecto a los
arreglos simpliciales es distinta, aungue permanece tambien abierta. Se
conjetura que a partir de cierta n, el mimero de arreglos simpliciales
con 7 lineas es, exactamente, dos,

La presente tesis tiene como objetivo presentar los conceptos bdsicos de
la teorfa de arreglos; introducir las nuevas herramientas, tanto combina-
torias como geométricas que han sido usadas para atacar los problemas
y, a través de algunos problemas tipicos, mostrar cual es el estado actual
de conocimiento. Las demostraciones son originales, excepto cuando se
hace mencién de la fuente; asimismo, en el camino, presentaré algunos
resultados propios.

En el capitulo 2 se presentan los invariantes basicos. Estos proporcio-
nan toda la informacién numérica de los arreglos, tanto a nivel global,
como a nivel local; es decir, como se ve el arreglo en su totalidad y como
se ve en torno a cada una de sus componentes. Sin embargo, dichos
valores no son suficientes para determinar por completo al arreglo. De
hecho. ésta es la razon por la que surge la mayor parte de los problemas

planteados.
Se presenta también una discusion de lo que llamo el método del miope;



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

éste permite obtener informacién de un arreglo cualquiera, asociandolo
con un arreglo simple. Asi, doy una segunda demostrac:on de una de las
igualdades presentadas. Este método es utilizado con éxito en [Roud 2]
para resolver una de las conjeturas planteadas por Griinbaum en su
monografia.

El capitulo 3 introduce la nocion de arreglo de pseudo-lineas y su
relacion con los arreglos de lineas via el concepto de matroides.
Mediante la teorfa de matroides, es posible obtener informacion iitil
para el problema de clasificacion; en particular, el dltimo valor de la
tabla anterior, fue determinado recientemente gracias a una técnica de
clasificacion de arreglos simples de pseudo-lineas que utiliza ideas de
matroides.

El capitulo 4 plantea los problemas mas conocidos en conexién con los
arreglos y los resultados mds recientes en torno a sus soluciones.

Este capitulo constituye el nucleo del presente trabajo. Casi todas las
soluciones son recientes y no han sido recopiladas (hasta donde alcanza
la informacién del autor) en ningin trabajo previo.

En este capitulo demuestro que las formulas relativas a los teoremas de
Sylvester y Eberhard completan el sistema de identidades combinato-
rias; ademds, en la seccion relativa al problema sobre cotas inferiores
para el nimero maximo de vértices en una linea, presento una familia
de arreglos que reponde en negativo una conjetura de Dirac.

Por G4ltimo, el apéndice consta de una tabla en la que aparecen todos
los arreglos con 6 lineas o menos. Para cada uno de ellos se incluyen,
como referencia, los valores de todos los invariantes estudiados.



Capitulo 2
INVARIANTES

A menos que se especifique lo contrario, se asumird en cste trabajo
que todos los arreglos estudiados son no triviales; la ventaja inmediata
de esta suposicién es que, para un arreglo no trivial, todas las caras
son poligonos. Teniendo eil cuenta esta observacién, podemos asociar
a cada arreglo cuatro magnitudes basicas.

2.1 Propiedades globales

Definicién 2.1 Dado un arreglo A, n(A) es el numero de lineas que lo
conforman y fo(A), fi(A) y f2(A) denotan, respectivamente, el nimero
de vértices, aristas y caras del complejo celular generado por A.

Estos valores determinan propiedades numéricas del arreglo que nos
perniten entender la estructura a gran escala. Corno los arreglos estan
inmersos en RP2, el complejo celular que determinan debe satisfacer la
condicién de Euler:

folA) = fi(A) + fo(4) = X(RP?) =1 (21)

La primera consecuencia de esta igualdad es que los nimeros de vértices
v caras no pueden crecer mas riapido que una funcién lineal del nimero
de aristas. Esta observacion puede extenderse de inmediato ya que, no
solo cada f; estd acotada linealmente por las demds, sino que es posible
dar las cotas exactas.

[33)
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Teorema 2.1 Para todo arreglo de rectas en el plano proyeetivo se dan
las sigutentes desiqualdades:

I+fo € fo £ 2fu—-2,
zfg < fl < :3.,.0 - 3:
Lt < f < 4

Mds aiin, las tqualdades en la izquierda caracterizan a los arreglos sim-
y .

ples mientras que las igualdades en la derecha caracterizan a los sim-

pliciales.

Demostracidn:  Dado un valor fijo de fo, el nimero minimo de aristas
se alcanza cuando todos los vértices son siimples, es decir, cuando cada
vértice es extremo de tan solo cuatro aristas; en este caso el nimero de
aristas es 4 fo/2 pucs cada arista es contada dos veces. Por lo tanto se
cutple 2fp < f) y la igualdad es caracterfstica de los arreglos simples.
De la misma manera, si fijamos un valor de f;, el minimo de aristas solo
puede alcanzarse cuando todas las caras son tridangulos, de manera que
cada cara sea adyacente a solo tres aristas; el nlimero total de aristas es
3f2/2 en el caso extremo, por lo que se cumple 3f,/2 < f y la igualdad
caracteriza a los arreglos simpliciales.

Hasta ahora hemos obtenido una desigualdad izquierda y una derecha;
el resto se ohtiene facilmente haciendo substituciones mediante 2.1. Por
ejemplo, como fi = fo + fo — 1 obtenemos 2fy < fo + fo — 1, 0 sea
fo < fa = 1y la igualdad se da en los mismos casos que la anterior; es
decir, cuando el arreglo es simple. ]

La razoén principal para que el estudio de los arreglos sea interesante,
es que su nimero es mucho mayor del que pueden predecir los valores
fi- Para valores f; dados, puede haber una gran cantidad de arreglos;
por ejemplo, todos los arreglos simples con n lineas.

La situacion es atin mas complicada, ya que el rango de variacion para
las f; estd esencialmente comprendido en el intervalo (n, n?).

Teorema 2.2 Para todos los arreglos con n lineas, se cumplen las si-
guientes desigualdades:

n < fo ('2‘)1
3n - 3 g fl S 2('2‘)s
2n -2 .<. f2 S ('2‘) + 1»



2.2, PROPIEDADES LOCALES

|

donde lus igualdades de la tzquierda caracterizan a los cuasi-haces y las
de la derecha caracterizan a los arreglos simples.

Demostracion:  Solo demostraremos las desigualdades de la derecha.

Cada linea puede contener como maximo (n— 1) vértices (provenientes
de (n — 1) intersecciones ajenas con las demds lineas) y (n - 1) aristas:
de tal manera que el niimero de aristas estd acotado por n(n — 1), caso
que se alcanza cuando no hay intersecciones miltiples (i.e. el arreglo es
simple). Como cada vértice pertenece al menos a dos aristas, el mimero
de vértices esta acotado por n{n — 1)/2 y este valor se alcanza cuando
cada vértice se halla en exdctamente dos lineas, es decir, cuando ¢l
arreglo es simple. Por (2.1) deducimos tambien la cota para f; ]

2.2 Propiedades locales

Las desigualdades de la seccién anterior nos indican que todos los arre-
glos simples con n lineas tienen los mismos valores de f;. Para deter-
minar cuindo dos arreglos simples son diferentes, es necesario recurrir
a las propiedades locales del arreglo; el primer paso, consiste en dotar
a los elementos del arreglo (vértices, aristas, caras y lfneas) con valores
que indiquen cdmo es la estructura en sus vecindades.

Definicidon 2.2 Dado un arreglo A, sean respectivamente V, Fy L un
vértice, una cara y una linea arbitrarios; llamamos:

t(V) = nimero de lineas que contienen a V,
p(F) = nimero de vértices de F y
r(L) = nimero de aristas en L.

Los valores anteriores, en su conjunto, estdn sujetos a ciertas restric-
ciones globales.

Teorema 2.3 Para todo arveglo A se cumplen las siguientes igual-
dades:

2Y () =2 r(l) = ¥ p(F) = 2, (22)

l'eA LcA FeA
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Demostracion: Basta contar el mimero de aristas adyacentes a cada
vértice, linea o cara respectivamente. Solo hay que recordar que cada
arista es adyacente a dos vértices y a dos caras y que el mtimero de
lineas por V es la mitad del nimero de aristas. [

Una vez definidos estos valores, es elaro que una forma de medir la
complejidad de un arreglo, es determinar la complejidad en cada eom-
ponente: por lo que tiene sentido introducir los siguientes invariantes:

Definicién 2.3 Dado un arreglo A, sean:
ri(A)=#{Le Ar(L)y =1} Vi> 2

tj(A) = #{V e At(V) =j} Vi > 2

pe(A) = #{F € Ap(F) =k} Vk > 3
De hecho, si n(A) = n, los rangos en que las funciones tienen sentido
son: 2<i<(n—-1),2<j<(n=-1)y3<k<n
De esta manera, podemos decir que un arreglo A es simple si y solo si
t,(A) = fo; simplicial si y solo si p3(A) = f2 o cuasi-haz si y solo si
ro(A) =n-1.
El primer resultado relevante consiste en que a partir de la recoleccion

de los valores locales resulta posible recuperar la informacién global del
arreglo.

Teorema 2.4 Para todo arreglo, son validas las siguientes igualdades:

Yori=n, Y t=fo, Zpk=f2

22 Jj>2? k>3
2Y ir=2) jt; = kpe = 2f)
i>2 i>2 k>3
Y i'ti=fi+n(n-1)
j22

Demostracidn: El primer rengldn es obvio, ya que solo implica separar
las lineas, vértices y caras respectivamente, en componelites ajenos.
Las igualdades del segundo renglén son las mismas de (2.2) con los
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términos reordenados.

La tltima igualdad se obtiene notando que:

20t =3 2 UY)

j22 LCAVEL

Y (r(L)+(n~1))=fi+n(n-1)

Lcd

2.3 El método del miope

La iltima igualdad de la seccién anterior es de particular importancia
ya que, a diferencia de la férmula de Euler (2.1), que relaciona los
valores f;, no existe una igualdad que involucre estos valores con n(4).
En este sentido, los invariantes locales proporcionan mds informacién
que los f; v, en consecuencia, permiten una clasificacion menos burda.
Eu esta seccidn se presenta un método de demostracion de la igualdad

anterior v que aparece a lo largo del trabajo.

En primer lugar calculamos las diferencias entre el nimero de vértices,

no. de caras: 8

!

AV

.
I
>

-

o

7S

.
LT

no. de caras: 11

Figura 2.1: Ndmero de caras alrededor de una vecindad en arreglos

trivial y simple.

aristas y caras de un arreglo simple A y uno trivial B en una vecindad
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afin que incluya a todos los vértices (figura 2.1):
Jo(A) = fo(B) = (3) - 1
fi(4) = filB) =n(n-1)+n-2n
BA) - AH(B)=@) +n+l-2
Ahora consideramos un arreglo A cualquiera y construimos un arreglo

simple B de tal modo que ”visto de lejos” se confunda con A (figura 2.2).
Como se ve en la figura, podemos aplicar las formulas anteriores en cada

, /]
\\\ / N \\\\\;(,/ //
/ \I\/éa::/k\\ . /’ / '\.::3 I;’ \\

Figura 2.2: El método del miope.

vértice miltiple del arreglo A y obtener fo(A), fi(A) y f2(A) a partir de
los valores proporcionados por el arreglo B en las vecindades marcadas.
Tenemos entonces que las f; pueden expresarse como funciones de n y

de t;(A) .
fo(4) = (3) - 2:3((’5') ~1)t;
iz
H(A)=2(;) - Za(j? - 2j))t;
iz

f(A) = @) +1- 302

j23
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Si sustitnimos Y. 2jt, = 2f1 en la segunda igualdad, se obtiene

Ju=20) =Y %+ 2,

y de ahi el resultado buscado.

Para todo arreglo simple de n lineas los valores de cada f; son los
mismos. La utilidad del método del miope radica en que podemos cal-
cular dichos valores para el arreglo simple asociado sin saber cual es
este. Por ello, la determinacién de métodos para distinguir arreglos
simples es de particular interés, ya que seria factible extenderlos para
distinguir arreglos en general.
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Capitulo 3

PSEUDO-LINEAS

3.1 Matroides

Considerese un arreglo de lineas A. Como RP? ¢s un espacio cociente
de 52, podemos visualizar nuestra configuracién en la esfera unitaria
de IR?. En lugar de rectas, tenemos ahora una coleccién de circulos
maximos, cuyas intersecciones corresponden por parejas antipodas a
los vértices del arreglo.

Cada circulo determina un plano por el origen; tres (0 mds) de estos
planos son dependientes (en el sentido de intersectarse en una recta) si
y solo si los circulos correspondientes tienen una pareja de puntos en
conuin.

Podemos ahora asociar un vector normal a cada plano. Una caracte-
rizacion de la dependencia entre planos es el hecho de que tres planos
contienen una linea comun si y solo si los vectores normales estdn con-
tenidos en un plano; es decir, cuando los vectores son linealmente de-
pendientes.

De esta manera resulta claro que las relaciones de adyacencia entre las
lineas de nuestro arreglo A pueden estudiarse como relaciones de de-
pendencia lineal en cierto conjunto de vectores (figura 3.1). La idea de
relacionar los conceptos de dependencia e incidencia estd en la hase del
concepto de Matroide. La motivacion reside en proporcionar un mismo
tipo de estructura combinatoria a conceptos tan disimiles como:

13

e e s, e, s st s | S i e e
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o Relaciones de dependencia lineal entre vectores,
o Intersecciones de lineas (o circulos maximos) 6

e Ciclos en una gréfica.

27N,
‘l-.‘r - z‘ \ ““*"'7
| /
A /
/ / /’L /'/
S /
/// E// , .‘\ ‘///
/o

Figura 3.1;: Tres objetos geométricos distintos con el mismo matroide
asociado.

De manera formal, un matroide es un conjunto E junto con una estruc-
tura combinatoria dada por una familia de subcunjuntos que satisfacen
alguno de los siguientes grupos de axiomas:

Definicién 3.1 (Aziomas de conjuntos independientes) Una familia I
de subconjuntos de E se llama una familia de conjuntos independientes
para E si satisface:
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(i1) 1 # @ (no trivialidad)

(i2) Para todos X,Y C E con X C Y, setieneY €= XN el

(i8) Para todos [y, 1) € 1. st |1\| < |Ly], entonces cxiste x € 1y — I, tal
que Iy Ur € 1 (aumentacidn)

Definicién 3.2 (Aziomas de conjuntos mazimalmente independientes)
Unu familia B de subconjuntos de E se llama una famnilia de bases para
E, y sus conjuntos se Uaman bases, si se cumplen los axiomas:

(b1) B # 0 (no trivialided)

(b2) B es una anticadena; es decir X,Y € By X CY = X =Y
(incomparabilidad)

(b8) Para todos X,Y C E con X CY, si existen By, B; € B tales que
X C By y B, CY entonces existe By € B de talmodo que X C By CY
(azioma de base intermedia)

Definicién 3.3 (Aziomas de conjuntos minimamente dependientes)
Una familia C de subconjuntos de E se llama una familia de circuitos
para E si satisface los aziomas:

(c1} & ¢ C (no trivialidad)

(c2) C es una anticadena (incomparabilidad)

(c8) Para todos C,C, € C tales que Cy # Cy, y para todo z € K,
esiste Cy € C tal que C3 C (CyNCy) — z (eliminacidn)

Una vez dado un matroide con alguna de las estructuras anteriores, las
demds estructuras quedan automdticamente forzadas. Los conjuntos
maximalmente independientes son la subfamilia de 1 a los que no se
les puede agregar un elemento de E sin perder la propiedad de inde-
pendencia; a su vez, los conjuntos m{nimamente dependientes son justo
aquellos que se vuelven independientes al quitarles un solo elemento.
Por ejemplo, las relacioncs de dependencia lfneal en un conjunto £
de vectores forman un matroide, y éste queda determinado tan pronto
como quede determinado cuales subconjuntos son:

- linealmente independientes,

- bases del espacio,

- minimamente linealmente dependientes 6
- linealmente dependientes.
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Una ventaja importante de los axiomas de bases es que se pnede de-
mostrar que en cada matroide, todas las bases tienen la misma cardi-
nalidad.

3.2 pseudo-lineas

Sea M el matroide dado por la pareja (E, 1) y supongamos que X C E.
SiIX = {{ € X 51 €I} Entonces es ficil probar que la pareja
(X, I|.X) forma un matroide, llamado la restriccion de M a X y que se
denota por M|X.

Podemos definir ahora la funcién rango que actia sobre los subcon-
juntos .X' de E, como 7(X) = |B| donde B es una base del matroide
M|.X. En particular, el rango de un matroide M se define como (M),
es decir, el tamaho de sus bases.

De la discusion al principio del capitulo, es facil ver que un arreglo
de lineas corresponde a un matroide de rango 3: sin embargo, existen
matroides de rango 3 que no provienen de un arreglo de lineas. Una
familia de objetos geométricos que contiene a los arreglos de lineas y
que sf estd en relacion biunfvoca con los matroides de rango 3 es la de
arreglos de pseudo-lineas,

Definicidn 3.4 Una pscudo-linea es una curva esencial en RP?; es
decir, una curva cerrada que no separa al plano en dos regiones.

Una configuracidn de pseudo-lineas es un conjunto finito de pseudo-
lineas tal que cada pareja se intersecla en ezactamente un punto. A
semejanza de la definicidn de arreglos de lineas podemos separar las
configuraciones en clases st establecemos que dos configuraciones son
equivalentes cuando los complejos celulares que generan son isomorfos.
A cada una de estas clases la llamaremos un arreglo de pseudo-lineas.

De la condicion de interseccion se puede deducir que las pseudo-lineas
no pueden ser tangentes entre sf, sino que dehen cruzarse transver-
salmente en el punto comin. En caso contrario, por las propiedades
del proyectivo, existirfa un segundo punto en el que se cruzan.

En particular, las rectas son pseudo-lineas y por lo tanto todo arreglo
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de lineas es tambien un arreglo de pseudo-lineas.

La mayoria de los conceptos definidos para arreglos de lineas, son
validos tambien en esta familia mas dmplia. Podemos hablar de arre-
glos simples y simpliciales de psendo-lineas. Tambien podemos definir,
de igual modo a como hicimos en el capitulo 2, los invariantes globales
n, fi y los locales t;, px y ri. Asimismo, todas las formulas y desigual-
dades presentadas, siguen siendo vilidas.

3.3 Rectificabilidad

Desafortunadamente, el matroide asociado, no preserva toda la in-
formacién geométrica del arreglo. En particular, existen arreglos de
pseudo-lineas que no son isomorfos a algiin arreglo de lineas. Resulta
imposible determinar, sin argumentos geométricos, si un arreglo dado
es o no rectificable; es decir, si puede realizarse como arreglo de li-
neas. De hecho, la afirmacién anterior depende intrinsecamente de las
propiedade métricas del plano proyectivo como veremos en la seccidn
relativa al teorema de Sylvester en el siguiente capitulo.
Consideremos, por ejemplo, el arreglo de la figura (3.2). Por el teorema
de Pappus, una linea por A y B debe pasar necesariamente por C. Por
lo tanto, el arreglo formado por las ocho lineas sélidas y la pseudo-linea
punteada no puede ser isomorfo a un arreglo de lineas.

Si la novena linea pasara (en el dibujo) por arriba de A y C, pero

por debajo de B, resulta claro que el arreglo tampoco puede ser recti-
ficable. No obstante, en este caso, el numero de vértices mltiples ha
disminuido.
Usando de esta manera los teoremas de Pappus y Desargues, es posible
demostrar que el arreglo de nueve lineas de la figura (3.3) no es rectifi-
cable; si perturbamos ligeramente el vértice triple del centro mediante
el método del miope, obtenemos un arreglo simple, no rectificable.

Es importante observar que los dos ejemplos presentados de arreglos
no rectificables tienen nueve lineas. En [Good-Pol] Goodman y Pollack
prueban que son ejemplos Gptimos; es decir, todo arreglo A de pscudo-
lineas con n(A) < 8 es rectificable.

Este resultado permite llenar el iltimo espacio de la tabla presentada en
la introduccion. En sus tesis doctorales, Canham [Canh] y Halsey [Hal]
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Figura 3.2 Un arreglo de pseudo-lineas no rectificable.

presentan (de manera independiente) una enumeracion completa de to-
dos los tipos de arreglos simples con 8 pseudolineas. Tras la publicacién
de [Good-Pol], es claro que dichas clasifcaciones lo son estrictamente de
arreglos de lineas. Este es el tnico resultado de enumeracién obtenido
en afos recientes.
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Figura 3.3: Coémo obtener un arreglo simple, no rectificable.
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Capitulo 4
PROBLEMAS

Las propiedades loeales de un arreglo determinan en gran medida su
estructura; sin embargo, al estudiar las relaciones que hay entre los
distintos invariantes resulta claro que para valores especificados existen
muchos arreglos que los realizan. Como consecuencia, veremos que estos
valores no permiten una clasificacion tan completa como para distinguir
cualquier pareja de arreglos y que, por lo tanto, muchas de las relaciones
entre cllos conducen a problemas interesantes y no sicmpre fdciles.

4.1 Relaciones entre t; y p;

Se demuestran en esta seccion dos formulas que relacionan ¢; con py.
‘Estas tienen la propiedad de completar todas las desigualdades comnbi-
natorias entre los invariantes definidos y de motivar problemas cldsicos
como el siguiente:

4.1.1 Teorema de Sylvester

En 1893 Sylvester [Syl} planted por primera vez el siguiente resultado:
Si n puntos en RP? son no colineales, entonces existe una lfnea que
conticne exactamente a dos de ellos.

Medio siglo mds tarde, en 1940, Paul Erdos planteé exactamente el
mismo problema de manera independiente. Este problema ha desper-
tado desde entonces un gran interés por el hecho de que es la primera

21
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muestra de cémo una propiedad combinatoria puede depender de pro-
piedades geométricas del espacio.

Mediante dualidad podemos traducir este enunciado a uno en términos
de arreglos, usando la desigualdad t2(A) > 0; aqui demostraremos un
resultado m4 fuerte:

Teorema 4.1 Todo arreglo no trivial A satisface:

ta(4) 23

Demostracion: Por las identidades del capitulo 2 se sigue que:

Y B=4)ti+ Y (3-kpe=3fo— L +3f2 - 2f;

§>2 k>3

y aplicando la férmula de Euler (2.1):
=3(fo~fi + 1) =3

Podemos escribir la igualdad anterior en una forma equivalente que
usaremos mas adelante:

t2=3+ (- 3)t;+ Y (k- )m (4.1)

j24 k24

Como todos los términos de ambas sumatorias son no-negativos, es
claro que:

23

Existe una extensa bibliografia sobre este problema; en [Grii 1] (p.17) se
pueden encontrar las referencias mas importantes. Su principal interés
radica en que, como descubrié Moser, la relacion de adyacencia, que
es esencialmente combinatoria, depende de manera intrinseca de las
propiedades métricas del proyectivo y, en particular de la caracteristica
de Euler.
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4.1,2 Otra féormula sobre adyacencias

De manera similar a como determinamos la existencia de vértices sim-
ples, es posible garantizar en todo arreglo, un eierto mimero de caras
del tipo mas sencillo (i.e. tridangulos).

Teorema 4.2

py=A+ Y (k= Ope+2) (-2t (4.2)
k>5 323
Demostracion:
Y (E—=k)pe+2Y (2- )ty =4fa—-2fi +4fo - 2fi
k>3 J>2

De manera idéntica al teorema anterior, utilizamos (2.1) de donde:

=d(fy- fitf) =4

Si despejamos py y eliminamos los indices que dan términos iguales a
cero, tenemos el resultado pedido:

pr=4+Y (k—4)p+2) (5 - 9t

k>5 i>a

(??) y (?7) completan el sistema de igualdades que comenzamos en el
capitulo 2, pues cualquier otra formula lineal que involucre los valores
fi ¥ P« es consecuencia de estas.

Sea E el conjunto de todas las expresiones formales

Z(a - bj)t; + Z(c - dk)pk

j>2 k>3

con a, b. ¢, d € R; es claro que forman un espacio vectorial de dimension
4. Si desarrollamos un elemento £ € E asignando valores ag, by, g, dp
aa,b, c,d tenemos

Y (a0 = boj)ts + Y (co — dok)pe = aofo = bofi + cofa — 2o fy

j>2 k>3
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Ahora, la tnica relacion conocida entre las f; es la formula de Euler
(2.1); si queremos que la expresion anterior tenga algin significado
combinatorio es necesario igualarla a nn valor constante, es decir, ag fo—
bofy + cofa — 2dpfy = K. Entonces, como consecuencia de (2.1) resulta
el par de restriceiones lineales

a=b+2=c(=K)

De esta manera, E', el subespacio de E formado por expresiones a
las que se les puede asociar un significado geomdtrico via (2.1), es de
dimension 2.

Como (4.1) y (4.2) son expresiones linealmente independientes en E,
se signe que cualquier otro elemento de E' se obtiene a partir de estas
dos. Por lo tanto, ninguna otra formula lineal en ¢; y py puede aportar
informacion combinatoria nueva.

4.1.3 Teorema de Eberhard

Del teorema 4.2 se sigue: p3 2 4+ Lyos(k ~ 4)py, y la igualdad es
caracteristica de los arreglos simples. Un resultado interesante es que
el converso es cierto:

Teorema 4.3 (Eberhard) Dados py, ps, pe.... pm cnteros no negativos
tales que

. ps =4+ (k- 4)px
k>5

entonces existe un arveglo simple A con la propiedad de que:
pk(A) = pi para k = 3,5,6,...,m

La versién mds general de este teorema incluye formulas similares para
otras estructuras combinatorias como los poliedros; por lo que no se
incluye la demostracién. Esta puede hallarse en [Grii 2] p.405.

4,2 Casi una dualidad

La semejanza entre las formulas (4.1) y (4.2) podria hacernos suponer
que existe algin tipo de dualidad entre los elementos de dimension
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cero (vértices) y los de dimensién dos (caras). Por ¢jemplo, ya que
ty > 3+ T 54(J = 3)t; ¥ que la igualdad es caracteristica de los arre-
glos simpliciales, podriamos pensar que, a semejanza del teorema de
Eberhard, existe un arreglo simplicial que realiza valores ¢; predeter-
minados.

Desafortunadamente, esto no es cierto. Como muestra, no existe un
arreglo simplicial A con ty(A) =6, t,(4) =1, ts(4) = Ly t;(4) =0
para j > 6 a pesar de que estos valores cumplen con la igualdad pedida.
El problema estriba en que la grafica inducida por el arreglo tiene un
comportamiento que la distingue de su dual. Por ¢jemplo, mientras que
la grafica de un arreglo tiene solamente vértices de grado par, la dual
debe tener al menos tres vértices de grado tres.

En realidad, la forma en que se comportan los vértices y las caras es
bastante disimil. Las férmulas del capitulo 2 nos muestran que los va-
lores de las ¢; en un arreglo determinan tanto las f; como n; mientras
que, los valores py determinan todas las f;, pero no a n. En la figura
(4.1) se puede ver un ejemplo de arreglos con los mismos valores de py
y distinto nimero de lineas.

A pesar de esta diferencia, resulta til transformar un planteamiento
conocido en su"dual”, de forma que podeinos obtener problemas nuevos
o puntos de vista frescos para atacar la pregunta original,

A pesar de que las t; dan mds informacién, no son suficientes para

conocer los valores de las pg; como muestra, considerese la familia de
arregios simples con n lineas.
De hecho, ni siquiera el conocimiento completo de valores locales (i.e.
fi1px,7;) es suficiente para determinar con certeza cl arreglo del cual
provienen. Las parejas de arreglos (6s,6s); (69, 610) ¥ (612,643) del
apéndice, demuestran este hecho.

4.3 Niumero minimo de tridngulos

En la demostracion del teorema de Sylvester obtuvimos la cota t2 > 3
para vértices simples, que puede mejorarse a t, > %n (ver [Kel-Mo]);
esta cota es la mejor posible como se ve en la figura (4.2). Es posible
que un problema que vierta mas luz sobre el comportamiento de t; sea
su relacién con fo. Esta cuestidn parece no haber sido atacada hasta
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Figura 4.1: El conjunto de valores pg no determina el nimero de lineas
(px = 12).

ahora, por lo que propongo la siguiente:
Conjetura 1 Eziste ¢ > 0 tal que to(A) > cfo(A) para todo arreglo A.

El problema correspondiente para caras es dar la cota mfnima al mimero
de triangulos en un arreglo de n lineas. La férmula (4.2) tiene como
cosecuencia inmediata que p; > 4; pero al igual que con t;, podemos
mejorar significativamente el resultado.

Teorema 4.4 p; > n.

Demostracion: Esta prueba es original de Levi. Si A es un cuasi-haz,
ps = fo = 2n —~2 > n; de modo que podemos asumir que A no es
cuasi-haz. Ahora, escogemos una linea L del arreglo y aplicamos la
transformacién lfneal que la lleva al infinito. Sea V el conjunto de
vértices que queda en el plano afin resultante. Como A no es cuasi-haz,
el casco convexo de V es un poligono P con, al menos, tres vértices.
De cada uno de estos vértices debe surgir un par de aristas (pues los
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Figura 4.2: El unico arreglo que satistace t; = %n.

vértices estan en P o en L), las cuales intersectan a L para formar un
tridngulo.

Hemos mostrado que cualquier linea L del arreglo tiene aristas de tres
tridngulos distintos, de modo que existen al menos 3n aristas distintas
pertenecientes a tridngulos i.e. py > n. .

Una de las conjeturas de Gritnbaum concierne a los casos en que se da
la igualdad de este teorema. La demostracion anterior muestra que si
un vértice miltiple fuese vértice del casco convexo (caso que no se da
necesariamente), entonces L seria adyacente a mds de tres tridngulos y
por lo tanto, p3 > n.

El argumento anterior no es suficiente para establecer que un arreglo
que no sea simple debe tener mds de n tridngulos. En (Roud 1] se
prueba el siguiente resultado

Teorema 4.5 St un arreglo de lineas curnple p3 = n entonces es sim-
ple.

La idea consiste en suponer un arreglo no simple con p3 = n y estu-
diar las posibles configuraciones de las lineas alrededor de un vértice
mdltiple. Mediante la aplicacion repetida de dos lemas de incidencia,
se llega a una configuracién como la de la figura (3.3) de donde se signe
que el arreglo no es rectificable.
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4.4 Numero maximo de tridngulos

Evidentemente t; < (}), pues la igualdad caracteriza a los arreglos sim-
ples; pero la situacién andloga para el niimero de triangulos es un tema
fructifero. La cota maxima no solo representa un problema interesante,
sino que tiene relacion con otras cuestiones como veremos s adelante.
Teorema 4.6 Para arreglos simples con n > 4 tiene lugar py < = "3" .
Demostracion: En un arreglo simple, una arista no puede pertenecer a
mas de un tridngulo, pues se tendria una de las estructuras de la figura
4.3, de modo que el arreglo no es simple o consta de tres lineas.

Como cada linea tiene (n — 1) aristas, el maximo nimero de aristas

Figura 4.3: Configuraciones no permitidas en un arreglo simple.
pertenecientes a un tridngulo es n(n — 1); es decir: py < 1&‘5"_'1 .

En {Roud 2] se demuestra la desigualdad para arreglos arbitrarios de
pseuo-lineas, haciendo uso del método del miope; la idea consiste en de-
scomponer los vértices multiples en configuraciones que no disminuyan
el nimero de triangulos, de modo que se pueda aplicar la cota para
arreglos simples.

Desafortunadamente, esta aplicacién particular del método no permite
saber si el arreglo simple obtenido es rectificable o no. Hasta la fecha
permanece abierta la cuestion de si existen infinitos arreglos de lineas
que satisfagan py = 270,
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Existe, sin embargo, cierta cantidad de informacion disponible sobre
las propiedades que debe tener un arreglo con nimero mdximo de
triangulos,

La gridfica dual de un arreglo afin tiene niimero cromdtico igual a 2.
En términos geométricos, si pintamos las caras de un arreglo con rojo y
azul, este resultado proviene del hecho de que cada linea separa al plano
afin en dos mitades y, por un razonamiento inductivo, se puede invertir
el color de las caras de una de las mitades cada vez que agregamos una
linea. Ademds, cuando el mimero de lineas es par, es posible trasladar
consistentemente la coloracion al arreglo proyectivo correspondiente.
Un teorema de Griinbaum nos dice que la razén entre el nimero de
caras de cada color no excede a dos; o lo que es equivalente, que la
cantidad de caras azules t no puede ser mayor que % fa.

Como cada arista es incidente a una cara de cada color, es claro que
el total de lados de las caras rojas es el mismo que el nimero de lados
de las caras azules. Por un sencillo argumento de conteo, es ficil ver
que en un arreglo simple, t3 = %fg es equivalente a que todas las caras
azules sean triangulos y, por lo tanto, que el arreglo cumple la cota
mdxima para ps. De hecho, la igualdad en la cota para t] es equivalente
a la igualdad para la cota de ps.

4.5 Cuadrilateros

Como vimos en la iiltima seccién, el comportamiento de los tridngulos
en un arreglo simple es relativamente facil de estudiar. El problema
andlogo para cnadrildteros es mas complicado, pues al tener un lado
mas, 1o es posible aplicar la mayoria de las restricciones que antes eran
posibles.

Afortunadamente, existe una bella conexién entre resultados sobre p;
y resultados similares para p;. Uno de ellos nos permitira encontrar un
nuevo ejemplo de arreglo simple sin cuadrilateros que no fué considerado
en el trabajo de Griinbaum.
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4.5.1 Cota superior

Un teorema de Griinbaum ([Grii 1] p.29) nos da la cota superior para
el nimero de cuadriliteros

Teorema 4.7 Puran > 5 se da py < ﬂ%:—”, de hecho, existe un tinico
arreglo simple que satisface la igualdad.

Griinbaum propone ademads la siguiente
Conjetura 2 p; = 3%-"—3)- es postble solo para arreglos simples.

Esta conjetura fue resuclta en aios recientes.
El arreglo simple que cumple la cota méxima, es el generado por los
lados de un n-gono regular.

4,5.2 Cota inferior

Como se ve en los arreglos de las figuras (4.4) y (4.5), es posible tener
arreglos simples sin cuadrildteros. Estos ejemplos eran conocidos por
Griinbaum quien supuso que eran tnicos y, de hecho, propuso la

Conjetura 3 Todo arreglo simple con mds de 16 lineas cumple p; > 0.

En la siguiente seccion veremos el estado actual de esta pregunta.

4.5.3 Resultados nuevos

Consideremos un arreglo simple y supongamos que py = 0. Contando
las aristas por cara, tenemos

25 23p+5(fa— )

es decir
2p3 2 5f2 - 2.

Como e! arreglo es simple

20 2 5((3) +1) — 4
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Figura 4.4: Arreglos de tres y seis lineas sin cuadrilateros.

de donde

2p3 > (3) +5
]

2py 2 _{2_2_ + 2

En otras palabras, un arreglo simple sin cuadrildteros debe tener ” mu-
chos” tridngulos. El hecho de que p3 sea un factor en la determinacion
de p4 parece haber escapado a los intentos por solucionar el problema de
la cota mfnima para cuadrildteros; por ello, es importante el siguiente
resultado

Teorema 4.8 Para arreglos simples con n > 4, p3 = 1‘1%‘—'1 =p =0

Demostracién:  Si un arreglo A alcanza la cota maxima de tridngulos,
sabemos que estos deben alternarse con el resto de las caras; de tal
manera que si existiese un cuadrilatero, éste tendria tridngulos adya-
centes a sus cuatro lados como se muestra en la figura (4.6)

Por ser A simple, las aristas a;, az y a3 forman parte de la misma
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Figura 4.5: Arreglos de diez y dieciseis lineas sin cuadrildteros.

linea y lo mismo ocurre con by, by y bs; por lo que los vértices v, y v,
deben ser ¢l mismo y, por lo tanto, es claro que A es el arreglo simple
de cuatro lineas. .

4.5.4 Ejemplos nuevos

En [Roud 3], el autor construye familias infinitas de arreglos simples de
pseudo-lineas que alcanzan la cota superior para el ninero tridngulos.
De aqui se sigue que existe un nimero infinito de arreglos simples sin
cuadrildteros. Sin embargo, no existe una prueba de rectificabilidad y
de ahi que la conjetura siga abierta. La tnica excepcion es el arreglo
de 18 lineas de la figura (4.7) que aparece en el articulo citado y para
el cual sf gxiste una prueba de rectificabilidad.
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b,

Figura 4.6: Un arreglo con nimero maximo de tridngulos no tiene
cuadrilateros.

4.6 Numero de vértices por linea

La exposicion previa se ha relacionado principalmente con los valores
para celdas de dimension par; sin embargo, una fuente de problemas que
parece estar mas relacionada con la geometria de los arreglos de lineas
(es decir rectificables) es el que concierne a los elementos contenidos
en una linea. La afirmacién anterior se justifica por el hecho de que la
mayor parte de las relaciones locales no dependen de si el complejo celu-
lar con el que trabajamos proviene, en efecto, de un arreglo rectificable.

4.6.1 El problema de r*.

Para presentar el problema siguiente, es necesario introducir un nuevo
invariante. Como veremos, incluso antes de existir la nocién de arreglo
propiamente dicha, este invariante desperté ya algin interés.

Definicién 4.1 Para todo arreglo A sea:

r(4) = {maxr(L)}
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Figura 4.7 Ejemplo reciente de arreglo sin cuadrildteros (n = 18).

Tanto los arreglos simples como los simpliciales tienen r* = n—1; lo cual
sugiere que las preguntas interesantes aparecen alrededor de aquellos
arreglos que no son casos extremos.

El primer resultado es ficil de demostrar:

Teorema 4.9 r* > /n -1

Demostracion:  Notemos primero que (V) < r* para todo vértice V;
de lo contrario, dada una linea L externa a V se tendrfa r(L) > r*.

Ahora, sea L* una linea que cumple r(L*) = r* y contemos las lineas que
la intersectan. En cada vértice, L* puede ser cruzada por un maximo de
r* — 1 lineas, y como todas las lineas cruzan a L* tenemos r*(r* —~ 1) >
{n — 1) de donde se sigue el resultado. |

A pesar de ser esta la mejor cota obtenida, resulta ser mala en la
practica. En 1961 Erdos planted la siguiente:

Conjetura 4 Eristc cg > 0 tal que 7*(A) > con(A) para todo arreglo.
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Esta conjetura permanece ain abierta.

La demostracién anterior aparece en [Dir] donde tambien se formula

una conjetura sobre ¢l crecimiento de r*. Ln concreto, Dirac propone
> ntl

que 1t > B2 .

A contimracién presento una familia infinita de arreglos que no cuinplen

la cota dada por Dirac.

4.6.2 Una familia de arreglos con r* pequeia.

Considerese la coleccion de lineas en R? dada por ta unién de las rectas
{y=1ii=1.2k+ 1} {z =i]i=1.2k+ 1} y sus dos diagonales
principales. Si agregamos la linea al infinito, tendremos un arreglo de
4k + 5 lineas.
En cste arreglo, la linea al infinito tiene 4 vértices, ya que este es el
niimero de direcciones en que hay lineas trazadas; las lineas horizontales
y verticales tienen 2k +1 intersecciones en la region finita mas un vértice
en el que se unen y que comparten con la linea al infinito; por dltimo,
las dos diagonales se intersectan en el punto de interseccién de las lineas
horizontal y vertical que se hallan a la mitad, por lo que tienen tambien,
2k + 1 vértices en la regién finita y uno mas con la recta al infinito (ver
figura 4.8).

De esta manera, todas las rectas excepto una, tienen 2k 4 2 vértices y
por lo tanto, r* = |21] < |24l ],

4.6.3 Conjetura

Si se invierte un par de horas en tratar de encontrar un contraejemplo,
resulta tentador concluir que la cota dptima correcta es |25}, sin em-
bargo existen algunos arreglos con un alto grado de simetria para los
cuales no es valida esta cota (ver figura 4.9).

De todos modos, la gran cantidad de simetria de estos arreglos, ha -
evado a suponer que hay un mimero maximo de lineas de que pueden
estar eonstituidos (el arreglo de la figura (4.9) es el de mayor n que se
conoce). Es pues, factible aventurar la
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Figura4.8: * = n. El arreglo mas pequeiio de la familia que desmiente
la conjetura de Dirac. (Contiene la linea al oc)

Conjetura 5 Para todos los arreglos, excepto un nimero finito de ca-
s0s, es vdlida la cota: 1* > | 252).

Un argumento en favor es el siguiente. El promedio de multiplicidad
de los vertices de un arreglo, es
it 3

Lty fo fo
Como L* tiene el mayor niimero de vértices, el promedio de multiplici-
dad de ellos debe ser el menor posible.
Ahora, es razonable suponer que dicho promedio mas bajo sea, a su
vez, menor que el promedio global. En este caso tendriamos:

Yvere (V) r+(n-1) n-1
= =]+ —
r(L*) re r

Es decir 2 > 251, de donde se sigue el resultado.
Sin embargo, nuestra suposicién sobre el promedio de multiplicidad en

3>
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L* no se sosticne (precisamente en el ejemplo de la figura 4.9), debido
a que en estos arreglos, la simetria genera varios vértices con una gran
multiplicidad.

Este argnmento constitnye una razén muy poderosa para supouer cue
la conjetura de Erdds puede resultar un problema muy dificil.
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n-1

Figura 4.9: Arreglo con r* < |%5+].
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En esta seccién se incluyen todos los arreglos con seis lineas o menos
ordenados por nimero de lineas. Para cada arreglo estan anotados los
valores de sus invariantes globales y locales.
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