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RESUMEN

En esta tesis se hard uso de las peliculas de jabon con el propésito de mostrar
experimentalmente las eigenfunciones de geometrias bidimensionales con formas
regulares e irregulares. Se usard un dispositivo experimental sencillo, el cual hemos
diseiado, que tiene aplicaciones a la ensefianza e investigacion.

Se elaboraran distintas mezclas jabonosas con el propésito de encontrar una
solucion jabonosa dptima, es decir, de larga duracién. También se requiere que tenga
una gran resistencia a la ruptura, que puede ser provocada por un movimiento
vibracional. Este movimiento serd generado por un vibrador mecéanico, el cudl,
responde a frecuencias que van desde unos cuantos Hertz hasta varios kiloHertz.

La tesis propuesta estd basada en la relacién que existe entre la ecuaciéon de
Helmholtz para una membrana plana con condicién a la frontera de Dirichlet
homogénea (valor de la funcién igual a cero en la frontera) y la ecuacidon de
Schrodinger independiente del tiempo para un billar bidimensional. Se analizaran
diferencias y analogfas, asf como las interpretaciones ffsicas.

Las geometrfas integrables que se usaran son, por ejemplo: el recténgulo, y el
circulo. Se mostrard que los modos propios de las pelfculas de jabon sobre aros con las
formas anteriores, corresponden a los modos normales tedricos (funciones seno para
el rectdngulo y funciones Bessel para el circulo). Estas geometrfas son sugeridas para
la ensefanza de funciones especiales (Funciones Especiales y Transformadas
Integrales), asf como en los cursos de Fisica Clasica II (Calor, Ondas y Fluidos) y Fisica
Tedrica IV (Mecanica Cudntica).

También se estudiardn las eigenfunciones de regiones cuya frontera da al
sistema una dindmica cadticas como el billar de Sinai, el billar “Limén”, el billar
“Africa” y el estadio de Bunimovich. En estos billares se buscarén caracteristicas que
se han predicho en la literatura de caos cudntico.



En el estadio de Bunimovich y en el billar de Sinai, por ejemplo, se espera
encontrar: scars (cicatrices), los cuales son un remanente (en la Mecdnica Cudntica) de
las orbitas inestables v aisladas del sistema clasico; bouncing ball states (estados de
“pelota”), que estan relacionados con las orbitas no aisladas de estos billares; noisy
states (estados ruidosos), los cuales son tipicos de sistemas que cldsicamente presentan
Caos.

Se analizara también un billar con forma del antiguo lago de Tenochtitlan, el
cual tiene aplicaciones en sismologfa. Ya que éste no tiene soluciones exactas
solamente se realizarén comparaciones con patrones que han sido obtenidos
numéricamente (método del elemento finito y método de diferencias finitas, entre
otros) y/o experimentalmente con otros métodos (cavidades de microondas de altura
despreciable, ondas superficiales en tanques de ondas de profundidad constante,
placas de Chladni, tambores con geograffa arbitraria, etc.).

El punto més importante de la tesis es que se espera observar, con un
experimento clésico y elegante, el comportamiento de sistemas ondulatorios (billares
cuénticos), que por razones tedricas y numéricas, presentan caracteristicas peculiares.
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Cap. 1 Inrroduccton General.

CAPITULO I

INTRODUCCION GENERAL.

En los daltimos anos, el estudio del caos y los fendmenos no lineales, se ha
desarrollado como una rama muy importante de la fisica. También se ha
incrementado la curiosidad acerca de las implicaciones, de esta enorme evolucién de
conceptos, en la mecdnica cudntica y en general en todos los sistemas ondulatorios.

El tema de estudio, de este nuevo campo (llamado caos cuantico), atn no esta
bien definido, pero podemos distinguir dos grandes dreas: por un lado la revision
completa del limite semicldsico, el principio de correspondencia, etc. y por otro, el
estudio del comportamiento cudntico de sistemas cldsicamente cadticos.

Parte del trabajo en este (ltimo campo, se refiere esencialmente al estudio de
cavidades bidimensionales conocidas como billares. Estos billares pueden tomar
distintas formas, tales como rectdngulos (el nombre surge de éstos), circulos, elipses y
otros méds complicados (practicamente cualquier regién bidimensional acotada que
uno se imagine puede ser un billar. Més adelante, esto se discutird con mayor detalle).
Cldsicamente, las geometrfas arriba mencionadas, corresponden a sistemas
integrables, pero existen otras, las cuales se ha demostrado que son caéticas.
Situaciones que tengan ambos comportamientos, de hecho, son las que mas ocurren
(por ejemplo el billar limén).

Ya que estamos interesados en las implicaciones del caos clasico en los sistemas
ondulatorios, introduciremos en la siguiente seccion los billares cldsicos.

1.1 Billares Cldasicos.

Se llama billar al sistema de una particula moviéndose dentro de una region
bidimensional R de forma arbitraria que satisface, al igual que en dptica geométrica, la
ley de la reflexion (que el ingulo de incidencia (8,) con respecto a la normal sea ignal al

dngulo de reflexion (6,)). Como R es de forma arbitraria, se puede generar
practicamente el billar que uno se imagine.



Mados Noxwales en Membranas Usando Peliculas d¢ Jabon.

La dindmica que describe una particula de masa m y con velocidad v dentro de
un billar, consiste en segmentos de linea recta unidos por reflexiones especulares en la
frontera R (ver Figura 1.1). Escogiendo apropiadamente las condiciones iniciales, se
pueden obtener las trayectorias permisibles, entre las cuales se encuentran las
trayectorias periddicas. Estas juegan un papel importante como veremos en los
siguientes capitulos,

Dada una geometria determinada, es facil distinguir varias trayectorias
periddicas, que se pueden clasificar en dos tipos: algunas de ellas son orbitas estables
y otras son Orbitas inestables. Estas ltimas se dividen en aisladas y no aisladas.

Figura 1.1 La region R muestra una geometria arbitraria dentro
de la cual, una particula se puede mover cumpliendo
la ley de la reflexion y con colisiones el4sticas.

El criterio de estabilidad de estabilidad de la drbita al que nos referimos es
simple: Dadas dos condiciones iniciales, una sobre la drbita peridica y la otra muy
cercana a ésta, es posible construir la dindmica linealizada de esta diferencia. Se
aprecia que cuando el movimiento es inestable, esta diferencia diverge
exponencialmente. El pardmetro que caracteriza esta divergencia es llamado
exponente de Lyapunov.

1.2 Billares Cuanticos y Membranas.

El an&logo cuéntico de los billares cldsicos son llamados billares cuénticos, y
sus eigenfunciones estan relacionadas a las caracteristicas de su contraparte clasica.
Los billares cudnticos, satisfacen la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo
(ecuacion de Helmholtz) con la amplitud nula en las orillas (condiciones de Dirichleta
la frontera). Tales sistemas pueden ser simultdneamente entendidos como un tambor
o cualquier membrana vibrante sujeta a un marco. El propésito de esta tesis es
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mostrar que el comportamiento cudntico de los billares clasicamente integrables y
cadticos, puede ser presentado en un salon de clases con las vibraciones de una
pelicula de jabon. En particular, seremos capaces de exhibir las cicatrices (scars)
encontradas por primera vez por Heller(1], ademés de McDonald y Kaufman(2,3]
quienes fueron los pioneros.

Se dice que las eigenfunciones estan cicatrizadas, si estan practicamente
localizadas en una o mas oOrbitas periodicas de la contraparte cldsica. No es
completamente nuevo el que se encuentren cicatrices en ondas “no cuanticas” ya que
los scars fueron encontrados sobre placas de Chladni[4], y sobre ondas superficiales en
agua(5]. Sin embargo, el experimento aqui sugerido es particularmente simple y
elegante, mientras que la ecuacion de onda y/o las condiciones a la frontera de los
experimentos arriba mencionados, no corresponden exactamente a los billares
cudnticos. Por otra parte, las cavidades de microondas son caras y no muestran los
scars de una manera directamente visible(6].

En el siguiente capitulo vamos a discutir los billares cldsicos y cudnticos,
haciendo énfasis en las érbitas periddicas y en las eigenfunciones. También
estudiaremos la equivalencia de los billares cuanticos con las membranas vibrantes.
En el tercer capftulo introduciremos el equipo experimental y se mostraran las
eigenfunciones que se obtienen con las peliculas de jabon para las distintas
geometrias, compardndose con estudios tedricos y /o numéricos. Las conclusiones se
dan en el dltimo capftulo.
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CAPITULO II

BILLARES CLASICOS, CUANTICOS Y MEMBRANAS.

2.1 Introduccidn,

En este capitulo se estudian las caracteristicas de algunos billares cldsicos
integrables y cadticos. En esta seccion también se hace énfasis sobre las drbitas
periddicas y su estabilidad. Posteriormente, a partir de la ecuacién de Schrédinger en
un billar bidimensional, se llega a la ecuacién de Helmholtz. Esta ultima, también se
obtiene de la ecuacién de onda para una membrana. Ademds, aquf se estudian las
soluciones a las geometrias introducidas en la seccién de billares cldsicos. El hecho de
que la misma ecuacion se obtenga en ambos casos, se usa extensamente en éste y en el
siguiente capitulo. Finalmente obtenemos la solucién para la ecuacién de Helmholtz
con condiciones a la frontera de Dirichlet para algunas regiones separables, y damos
algunos resultados para billares cadticos.

2.2 Billares Integrables.

Empezamos estudiando los billares integrables, ya que la dindmica es estable
dentro de ellos. Los billares de este tipo son el rectdngulo, el circulo y la elipse.

Las distintas trayectorias dentro de éstos billares se pueden analizar de manera
tanto cualitativa como cuantitativa.

2.2.1 Billar Rectangular.

Las orbitas de este sistema pueden ser periddicas o cuasiperiddicas. Las
trayectorias periddicas tipicas se muestran en la figura 2.1.

Ya que todas las trayectorias son estables y no aisladas, cualquier perturbacion
en la condicion inicial implicara una separacion, a lo mas, lineal de las trayectorias.

Las dos constantes de movimiento independientes para este sistema son: las
dos proyecciones del mddulo de la velocidad sobre los dos ejes paralelos a los lados
del rectangulo.
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d) C)
4 >
e >
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Figura 2.1 Trayectorias periodicas en un billar rectangular,

2.2.2 Billar Circular.

Este es un ejemplo mas de los billares integrables. En la figura 2.2 se muestra
una trayectoria tipica dentro de un billar circular, la cual est4 confinada en un anillo.
Esto da lugar a una cdustica. Sus dos constantes de movimiento independientes son:
la energfa y el momento angular con respecto al centro del billar. Esta dltima se debe a
que este sistema es invariante ante rotaciones. La presencia de las dos constantes de
movimiento implica que el sistema sea integrable,

L e
Figura 2.2 Billar Circular que muestra una trayectoria que forma una custica.

2.2.3 Billar Eliptico.

La elipse es un billar integrable, ya que tiene dos constantes de movimiento
independientes, que son: la energia y el producto de los momentos angulares con
respecto a cada uno de los focos de la elipse[7].
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En la figura 2.3 se muestran algunas trayectorias periddicas que forman
cdusticas. Estas son elipses a) e hiperboloides b) que comparten los mismos focos con
la elipse que define la frontera del billar.

a) b)

Figura 2.3 Se muestran los dos tipos de causticas en el billar eliptico,
a) cdusticas en forma de elipses y b) hiperboloides. Ambas
son confocales. Tomado de la referencia(6].

2.3 Billares Caéticos.

Existen otros billares que han sido ampliamente estudiados y que presentan
caos. Tal es el caso del estadio de Bunimovich, los billares de Sinai, limén y Africa. De
los cuales se da una breve explicacién en los siguientes pérrafos.

2.3.1 Billar de Sinai.

Este sistema esta formado por un cuadrado con un circulo dispersor en el
centro. El caos en este billar proviene; de que dos 6rbitas inicialmente cercanas alguna
vez pasardn muy cerca del cfrculo, de tal manera que una sea dispersada por éste y la
otra no. Esto da como resultado la divergencia exponencial de las trayectorias. En la
figura 2.4, se muestran algunas Orbitas inestables aisladas y no aisladas
correspondientes al billar de Sinai.

LD

3 olye _ywlo d)

Figura 2.4 Orbitas periddicas no aisladas (a y b) y aisladas (c y d) del billar de Sinat.
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2.3.2 Estadio de Bunimovich,

La geometria del estadio de Bunimovich, corresponde a un par de segmentos

de recta paralelos de longitud a unidos por dos semicirculos de radio r, como se
muestra en la figura 2.5,

il a=2r 'l

Figura 2.5 Estadio de Bunimovich,

Nuevamente, en este billar se encuentran trayectorias periédicas inestables
aisladas y no aisladas que se muestran en la figura 2.6. Algunas 6rbitas son més
inestables que otras, dependiendo de su longitud. Si la érbita es no aislada, entonces
la particula se quedara atrapada por un largo tiempo dentro de la region de érbitas no
aisladas marginalmente inestables.

Figura 2.6 Orbitas periddicas aisladas y no aisladas del Estadio de Bunimovich.
Tomado de la referenciaf8).

10
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A pesar de que la geometria de este billar es sencilla, al igual que el de Sinaf,
este billar es cadtico. Una trayectoria tipica que describe una particula dentro de este
billar nunca se cierra (independientemente de la condicién inicial) y barre casi toda el
drea del estadio. Este tipo de trayectoria es una clara manifestacién del

comportamiento ergddico del sistema, el cual ha sido comprobado por el propio
Bunimovich{9] (ver figura 2.7).

Figura 2.7 Trayectoria ergédica tipica del estadio de Bunimovich.
Tomado de la referencia[9).

El que este estadio sea un sistema cadtico puede entenderse ficilmente, ya que
cuando dos trayectorias inicialmente cercanas chocan en alguno de los semicfrculos,
se enfocan. Después de esto se desenfocan hasta chocar con el otro semicirculo. Como
la distancia de desenfocamiento es mas grande que la de enfocamiento, se produce
una divergencia exponencial.

2.3.3 Billar Limoén,
Este billar estd formado por la interseccién de dos circulos de radio r, cuyos

centros estdn separados por una distancia d<r, la figura 2.8 muestra
esquemdticamente como se construye este billar.

d<r

Figurs 2.8 Billar Limodn.,

11
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El billar “Limon” es un ejemplo de los sistemas mezclados (debido a que
presenta movimiento cadtico y cuasiperiodico). Las trayectorias en este billar estan
caracterizadas por una extrema sensibilidad a las condiciones iniciales. Algunas

trayectorias tipicas de los dos tipos de movimientos se presentan a continuacion en la
figura 2.9.

Figura 2.9 Aqui se muestran ambos tipos de movimiento sobre el billar Limén:
a) el cadtico, b), c) y d) el cuasiperi6dico. Tomado de la referencia10].

i 2.3.4 Billar Africa,

Este es otro billar que se ha estudiado y cuya frontera es una representacion
conformal ciibica del circulo unitariof{11]. Esta geometria no tiene ninguna simetrfa,
por lo que no existe otra constante de movimiento independiente a parte de la energia
total. Este billar se presenta en la figura 2.10 y ha sido ampliamente usado

(principalmente por Berry[12]) para estudiar el efecto de un campo magnético sobre
una particula confinada dentro de éste.

Figura 2.10 Billar Africa. Tomado de la referencia[10].

2.4 Billares con Aplicaciones Diversas,
También trabajamos con billares que tienen formas asociadas a aplicaciones
que no estan relacionadas con el caos, o que estdn disefiados con un proposito

12



Cap. 1l Billares Cldsicos, Cudnmcos v Meéarbranas.

especifico. En esta seccion se presenta el billar que llamaremos simplemente lago y
que corresponde a la zona lacustre del Valle de México sobre el antiguo lago de
Tenochtitlan. También presentaremos otro billar que nosotros construimos y que
hemos llamado “eliptriingulo”.

2.4.1Billar Lago.

En la figura 2.11 a) se muestra un mapa del Valle de México. Esta es una
antigua cuenca que contiene tres tipos de terreno bien definidos; montaias rocosas y
volcanes (ZonaI), depésitos sedimentarios también llamados regiones de transicion
(Zona II), y la region de barros suaves que corresponde al lecho de los antiguos lagos
(Zona III). En la figura 2.11 b) se muestran las fronteras de la region de barros
suaves[13] correspondiente al lecho del antiguo lago de Tenochtitlan. También se
indican las principales avenidas y puntos de referencia asi como su escala y
orientacion. Por otra parte, los barros de la Zona III son poco profundos (~50m) con
respecto a las dimensiones del lago, por lo que Flores et al[14] desarrollaron un
modelo bidimensional para estudiar la respuesta sfsmica de esta capa, basados en los
modos normales de esta regiéon. Aunque las condiciones a la frontera para este
modelo son diferentes (condiciones de Neumann) y la resonancia es provocada por
ondas longitudinales, los modos normales de las peliculas de jabon nos pueden dar
alguna informacion cualitativa al respecto.

VA

Zonall

Lago de Lago de Chalcof
Xochimilco 80 L/' :

) it 3 2.
R Sty i
[ 2ona 1 (lomas) . M\Mﬁ 0 3Km
Zona 1l (transicién) TS L.
) . — b)
Dl,onal[l(lagos) 0 S5Km

Figura 2.11 a)Mapa del Valle de México. b)Fronteras de la region de barros
suaves. Tomado de la referencia[14].
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2.4.2 Billar Eliptridngulo.

Este billar fue disenado con el propésito especifico de tener una simetria
discreta de rotacidn, pero ninguna de reflexion. Este billar estd construido con un
cuarto de elipse (figura 2.12 a) y b)), que se repite sobre las caras de un tridngulo
equildtero (figura 2.12 c) y d}), de tal manera que se rompen las simetrfas de reflexion,

mas no las de rotacion. De hecho se pueden construir mas ejemplos de billares con
alguin tipo de simetria discreta.

= A
_

d)

A

Figura 2.12 Se muestran las faces de construccion del billar eliptridngulo.

2.5 Ecuacion de Onda para una Membrana.

En las siguientes secciones estudiaremos los andlogos eldsticos (membrana
bidimensional) y cudntico de los billares cldsicos. Esto porque la pelicula de jabén es
un sistema de fécil visualizacién y que corresponde exactamente al andlogo cudntico.
De hecho esto es cierto para bajas frecuencias (donde el amortiguamiento es casi nulo)
y pelfculas no muy extensas (con efectos de la fuerza de gravedad despreciables).

El desplazamiento de una seccién infinitesimal de cuerda dx en un tiempo d't
estd descrito por la ecuacion de onda unidimensional
(92 v 32 v

._.__=_l___. (2.1)

At ¢t ar
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donde v es el desplazamiento y ¢ es la velocidad de propagacion de la onda en la
cuerda. Graficamente esta ecuacion describe el desplazamiento de la onda sobre la
seccion de la cuerda (Ver figura 2.13),

Para obtener la ecuacion de onda para una membrana, suponemos que existe
una tension superficial f, por unidad de longitud a través de cualquier linea sobre la
membrana, sin tomar en cuenta la orientacion.

n

Figura 2.13 Desplazamiento de una porcién de cuerda.

Este es el andlogo en dos dimensiones de la tensin existente en una cuerda. De
manera similar al de una cuerda, se idealizan las propiedades elasticas de la
membrana a estudiar, donde f, permanece constante para pequefias deflexiones en

cualquier momento y tiempo. Suponemos que la membrana tiene una densidad de
masa por unidad de drea p, (Sin tomar en cuenta el efecto de la accion gravitacional y

el efecto del peso del aire que rodea la membrana).

V4

Y fo Ax
’ fo Ay
/
y+Ay [ foA
y / fn Ax
/

X x+Ax X

Figura 2.14 Desplazamiento de un elemento cuadrado de membrana.
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Se enfocard nuestra atencion a un elemento cuadrado de la membrana como se
ilustra en la figura 2.14. Cuando la membrana esta desplazada, surge una fuerza neta
en la direccidn Z para cada par de las fuerzas que ejercen tension f,Av y f,Ay que
actuan sobre las cuatro orillas de desplazamiento del elemento cuadrado. La fuerza
neta sobre Z para la direccion en X es:

y (r)w 7 v
Ax Ax—=Ay, 22
£, [( EX )WM ()")} f.Av—=— P ) (22)
mientras la fuerza neta sobre Z para la direccidn sobre el eje Y es:
‘ r?u/) (W) i N
M| = Ay—5-Ad 2
Lo ‘[( x)e Uax = /.4 Y (23)

La suma de estas fuerzas debe ser igual al producto de la masa P, A¥4y de el
elemento por su aceleracidn, esto es:

(24)
donde

(2.5)

o

il
VO
S =
S——i

es la velocidad para la onda transversal sobre la membrana. La generalizacion de la
ecuacion de onda sobre la cuerda en una dimensién (2.1) a dos dimensiones se
desarrolld, basicamente para estudiar los movimientos de una membrana.

La ecuacion (2.4) se escribe de manera més general en términos del operador de
Laplace (Laplaciano) en dos dimensiones

3 F
V= —_— (2.6)
ERAPY
de donde la ecuacion (2.4) simplemente queda
) | 'y
Vg = —; - (27
Y Py )

16
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2.6 Ecuacion de Schrodinger para un Billar,

En este caso partimos de la ecuacion de Schradinger de una particula confinada
en un billar bidimensional, denotado por R. El potencial V es infinito fuera del billar,
mientras que V es nuloen el interior de éste:

- g i) Vs W) =i 2, &

0 dentro de R

con el potencial  V(x,y)= fiera de R’
o fuera de

(2.9)

donde y es la funcién de onda y h es la constante de Planck. Ya que la particula no

puede estar en la frontera o R (porque el potencial es infinito), se tiene W), =0 es

decir, debe de tener condiciones de Dirichlet a la frontera. Asf el problema cuéntico
queda definido como:

) .
-%Vz vl(x,y:t)=ifz-(2§'ﬁ—’ xyeR

(2.10)

2,7 Equivalencia de Sistemas.
En esta seccién separaremos la parte espacial de la parte temporal en las
ecuaciones (2.7) y (2.10), proponiendo
w(xyt) = ¢(x,y) e .11

Derivando con respecto al tiempo obtenemos

%%’—ﬂa)tp(x,y)e“‘"; (2.12a)
derivando nuevamente se obtiene
v =- ¢ (x,y)e'” (2.12b)

ar
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y de la misma manera tomando el Laplaciano del otro lado de la ecuacién, se obtiene
para la parte espacial lo siguiente:

Vi w(x i) = e Vig(x,p), (2.19)

e introduciendo las dos ecuaciones anteriores en las ecuaciones (2.7) y (2.10) se
obtiene:

Vg, +ki9, =0 (2.14)

con &, =a)% para la ecuacién (2.14) y &, =\ 2mE, /1 para la ecuacién (2.10). La
ecuacion (2.14) se conoce como la ecuaciéon de Helmholtz o ecuaciéon de onda
reducida. Las soluciones k, son llamados eigenvalores, y son proporcionales a las
frecuencias propias. Las ¢, son llamados modos normales o eigenfunciones.
Resumiendo, se ha demostrado que las ecuaciones independientes del tiempo para
una membrana ideal y un billar cudntico son mateméaticamente las mismas, por lo que
se aprovechara esta analogfa en el siguiente capitulo.

2.8 Membrana Rectangular.

La geometrfa més simple en donde se puede resolver la ecuacion (2.14) es un
rectangulo. Usando de nuevo separacién de variables

¢(x,y) = X(x)¥(y) (2.15)

donde X es funcién sélo de x y Y es una funcién sélo de y. Al sustituir (2.15) en
(2.14) y dividir por ¢(x,y) hallamos que

_""’="'—'—2'__i'=-k3' (2.16)

donde la segunda constante de separacién es —&/. Esta ecuacién se separa en:

1

%%(-+ kfX =()

d:Y (2.17)
'-d-;i--l'/\y'y =0,

18
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donde las constantes de separacian estan relacionadas de la siguiente manera:

)
m_
-5

c’

kitk = (2.18)

Las vibraciones que pueden existir en una membrana de forma rectangular nos
proporciona una simple introduccion a los modos normales bidimensionales.
Suponemos que la membrana esta firmemente sujeta en los soportes a lo largo de los

ejes coordenados X e ¥, y en x=a e y=b las soluciones tentativas a la ecuacion
(2.14) estan dadas por:

nEx  mnmy
W, (% y)= Asen——=gsen—— (2.19)
2a 20

donde A es la amplitud y n,m son los niimeros cudnticos a lo largo de los ejes X,Y

respectivamente. Estas eigenfunciones satisfacen la condicién a la frontera de Dirichlet
y,, =0 enlos bordes antes mencionados.

2.9 Membrana Circular.

Otra geometrfa para la cual la ecuacion (2.14) es separable es el circulo. Para la
membrana circular de radio a nuestra primera tarea serd poner el Laplaciano de la
ecuacion (2.14) en coordenadas apropiadas a esta simetrfa. De manera que mediante

un cambio de variables, se obtiene la ecuacién de onda para la membrana circular
bidimensional en coordenadas polares (r, 8) de la manera siguiente:

2 2
99,196, 19¢

+k0 =0, 2.20
ar* ror rtoe? ¢ (220)

Haciendo nuevamente separacién de variables:

#(r,8) = R(r)©(6) (2.21)
"2 dzR 1dR 12 1(129 2
LI ICIARIRLICELY I S - ¥
R(dr2+rdr)+ " e " @
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donde hemos escogido la segunda constante de separacién como m*. La ecuacion
anterior se separa en dos ecuaciones diferenciales ordinarias

N

dQ |

49 i e=0 2.2

T +mO=0, (2.23)
d*R 1dR T
—— e | kP - — R =), 2
dre rdr (L r:) @2

La ecuacion para ©(6) tiene soluciones complejas independientes e *"?, o las
soluciones reales independientes cosmf y senm6. Vemos que la constante de
separacion m debe ser un entero, el cual convierte a © en una funcién univaluada de
6. En efecto se est4 haciendo uso de las condiciones de frontera a lo largo de la linea
radial sobre la membrana circular, y que el desplazamiento y su derivada con respecto
a @ debe de ser una funcién continua que corta esta frontera hipotética.

La ecuacién diferencial para R(r) se puede poner en la forma normal o
estdndar

d*R 1dR m?
——t——til-— |R= -
du*  udu ( uz) 0 22

cambiando a variables independientes adimensionales
u=kr (2.26)

La ecuacion (2.25) es conocida como la Ecuacién de Bessel. Puesto que ésta es
de segundo orden, debe de tener dos soluciones linealmente independientes para
cada valor de los pardmetros m. Las dos soluciones normalmente son designadas por
(1) y N,(u). Estas funciones estdn tabuladas[15].

La solucién J, () es ltamada funcién de Bessel (de primera clase) de orden m,
y ésta es acotada sobre el rango completo desde 0 a . La otra solucién, N, (u), es
llamada la funcion de Neumann (o la funcion de Bessel de segunda clase) de orden m,
y esta diverge tinicamente cuando « =0, Esta tltima no puede presentar un posible
desplazamiento de la membrana, asf que sélo se necesita examinar las funciones

J, (u).

20
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Finalmente
o(r.0)=AlJ (kr)cosmB (2.27)
es la solucion de la ecuacién de onda reducida (de Helmholtz) de una geometria
circular, siendo A la amplitud. Para satisfacer las condiciones de frontera ¢(a,8)=0
se debe de cumplir que ka=x" donde x* son los ceros de J,(x) también estan
tabulados[15]. Nuestra discusiéon acerca de los varios modos normales de una

membrana circular se puede extender facilmente a valores arbitrarios de m, con la
frontera exterior a r =« tal que k,,a =u,,, donde u,, es la n-ésima raiz de J,(x)=0.

mn/ mn

Evidentemente m son los nodos diametrales, y n-1 son los circulos nodales. La
solucion final es entonces

¢(r,6) = Jm(ﬁ-r-)cos mé (2.28)
a

Algunos modos normales del circulo para valores pequeiios de m y n se
muestran en la figura 2.15. Por convencién, diremos que las dreas en blanco indican
que los maximos salen de la hoja de papel, y las negras entran,

(b
Of )%
009®

Figura 2,15 Modos normales de una membrana circular.

r~o

w
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2.10 Membrana Eliptica,

Otra geometria integrable es la elipse, donde también se puede hacer
separacion de variables. La ecuacion de Helmholtz se resuelve de la misma manera,
como se procedi6 con el rectdngulo y el circulo pero en coordenadas elfpticas, las
cuales introducimos ahora como &, 1. En términos de las coordenadas rectangulares
x, ¥, las coordenadas elipticas estdn definidas por las siguientes relaciones:

(2.29)

x=ccosh&cosn,  y=csinh&sinn
(0sé <o, 0<n<2r)

La excentricidad e, definida como el radio de la semi-distancia focal al semi-eje
mayor, esta dado por:

¢ =(cosh&)™, (2.30)

de tal manera que para resolver nuestro problema de eigenvalores, se tiene que
resolver la siguiente ecuacién en coordenadas elfpticas:

l ? 2 )
5 5 + = (b +v P = 0/ 231
c‘(cosh’ & - cos’ n)(agZ 3,1.) p 7, @, (2.31)

con @, =0 cuando & =a. El subindice p se ha introducido para indicar que se est4
resolviendo la parte par, y obtener las soluciones reales del sistema.
Definimos u(§, n)=®,(§,n). Si separamos u de tal forma que
(&, n) =u,(&)u,(n) y aplicando lo anterior a la ecuacién (2.31) se obtiene:
&’ 2
—471—2-::2(71)+(A - 2h’ cos2n) uy(n) =0,

—;I%z—z—ul(é) +(A -2k cosh2£) u (&) = 0.

(2.32)

2
donde A(h’) es el pardmetro de separaciény h’ = %—7,2, La ecuacién anterior es una

ecuacion diferencial de Mathieu. La segunda ecuacion del grupo (2.32) , procede de la
primera por n=*i&, que es la ecuacion diferencial modificada de Mathieu. Ademés
de satisfacer las condiciones de frontera, las cuales requieren que sobre &=gq,

u(é, n)=0.

22
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La solucién de la primera ecuacion del grupo (2.32), posee la periodicidad
requerida que es:

w(n)=c e,"(n:hz) =cem(-—n; h:) (2.33)

la cual es la funcién par de Mathieu de primer orden e integral de orden
(m=0,12..),y

ul( '7) =8 emﬂ(n; h:) ==5 clrwl(— ’7» h:) (234)

la cual es la funcién impar de Mathieu de primer orden e integral de orden
(m=0,1,2,3,...). Las soluciones correspondientes a la segunda ecuacién del grupo
(2.32) que posee la continuidad requerida a través de la linea focal es

w(E)=Ce,(E:h*) = Ce,(-Eh?) (2.35)

la cual es la funcién par modificada de Mathieu con integral de orden
(m=0,1,2,3..)y

(&) =S e, (Eh)==-S e, (~& M) (2.36)

la cual es la funcién impar modificada de Mathieu con integral de orden
(m=0,1,2,3..).

Y las condiciones a la frontera son:
Ce,(a;h*) =0, S e, (aih?)=0,

D o tentl —ovlPse (el - 237
geeem] =ogpenten] -

. c c .
las cuales son satisfechas cuando h=-é-,,y,,,,, y h=5,- e CON

m=0,1,2,3,.;n=1,23,... Aquf ,¥,, ¥ 7,, son los n-ésimos eigenvalores pares e
impares de la ecuacién (2.31).

Con la normalizacién de factores suprimidos, las eigenfunciones pares e
impares de la ecuacidn (2.31) son:

9, (6 n)=C em[éz (%pr'm) )c em[n: (gmn) )
¢ ¥ c . Y
id’mn(‘i n) = S emH(g" (Eiymn) )s emH(n; (-Z_‘Y,M) )' (238)

(m=0,1,2,3...; n=123,..)
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2,11 Membranas con otras Formas.

Aparte de los casos separables existen otros més interesantes, pero mucho mds
complicados. Tal es el caso de los modos normales de una pelicula de jabon con aroen
forma de violin o de guitarra, por poner algunos ejemplos. En estos casos, solamente
es posible encontrar las soluciones de la ecuacion de Helmholtz de manera numérica,
aproximada o con alguna computadora analdgica, como la que presentaremos en el
siguiente capitulo en donde se explican con detalle los resultados que nuestro
experimento reveld y que al mismo tiempo se confrontan con algunos resultados
numéricos que son genéricos en estos billares.

2,12 Orbitas Periddicas.
a) “Scars”.

En la figura 2.16 se muestra un modo normal para el estadio de Bunimovich.
Las funciones parecen estar localizadas alrededor de algunas orbitas periddicas
cldsicas. En la literatura se dice cominmente que las eigenfunciones estan cicatrizadas
por las drbitas periddicas cortas. En la referencia {6}, se dio una prueba de la existencia
de las cicatrices o scars.

Mucha de la literatura{16, 17} habla de la existencia de una conexidn estrecha
entre trayectorias periédicas y el espectro de energfas, asi es que, debemos esperar
que las orbitas periddicas de algiin modo hagan su aparicién en los eigenfunciones. La
aparicion de los scars es bien entendida basdndose en los trabajos tedricos de Heller(1,
18] y Bogomolny(19].

Figura 2.16 Este es un ejemplo descars sobre dos 6rbitas periddicas que tienen
forma de “V”, opuestas una de la otra en el estadio de Bunimovich.

b) “Bouncing Ball States”.

Las excepciones a éste tipo de orbitas periddicas son las verticales
marginalmente inestables, que aparecen perpendicularmente entre las secciones rectas
del billar. Estas drbitas no-aisladas causan desviaciones muy espectaculares de
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conducta azarosa en algunas eigenfunciones. Estas eigenfunciones han sido llamadas
bouncing ball states. Un ejemplo de este tipo de estados propios se muestra a
continuacion en la figura 2,17.

Figura 2.17 Este es un ejemplo de bouncing ball state en el
estadio de Bunimovich.
Esta foto y las demas de esta tesis, fueron
digitalizadas con un scamner “ScanMaker 11" de
Microtek en tonos de grises con 100 puntos por
pulgada (dpi) a lo més.
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Cap. 1 Estudio de Los Modos Noroales con Meotbrangs.

CAPITULO 111

ESTUDIO DE LOS MODOS NORMALES CON
MEMBRANAS.

3.1 Introduccion.

Recientemente las ideas semiclasicas han venido a ser el punto de partida para
nuevos experimentos (inclusive numéricos) en fisica atdmica[20], molecular[21],
microondas[6], actstica[4], etc. En este capitulo, hacemos uso de las vibraciones de
una pelicula de jabon para estudiar las propiedades de las eigenfunciones de los
billares cudnticos. Ademds se explican los disefios experimentales que construimos,
asf como la solucion quimica del jabon que utilizamos. Posteriormente se confrontaran
nuestros resultados con los tedricos para membranas en geometrfas integrables. Para
las membranas en otro tipo de geometrias, se comparardn con los resultados
numéricos obtenidos por otros grupos.

3.2 Diseiio Experimental.

Para la realizacién de este experimento se probaron varios montajes
experimentales, los cuales se fueron desechando debido a que tenfan algunos
inconvenientes que a continuacién se mencionan:

El primero de estos estd basado en un articulo de Jearl Walker [22]. En él se usa
una caja de aproximadamente 15 X 15 X 15 cm (las cajas de galletas Mac’Ma son
ideales), pintada en los interiores y exteriores de color negro mate para evitar la
reflexion de la luz , a la tapadera se le hace un agujero con la forma apropiada
(circular, rectangular, cuadrada, etc.), para que ah{ se coloque la pelfcula de jabon a
perturbar por medio de una bocina conectada a un generador de funciones y colocada
frente a ésta. Para poder observar lo que sucede en la pelfcula de jabon, es necesario
hacer incidir sobre ella, luz blanca de rayos paralelos (lo cual se hizo con un proyector
de diapositivas). A la pelicula se le da una forma de céscara esférica extrayendo aire
del interior de la caja, para que por medio de la reflexién se observe el fendmeno que
nos interesa. En el foco de este “seudo-espejo” concavo se coloca un ocular, que
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proyecta la imagen en una pantalla (Ver figura 3.1). El problema por el cual se
abandono este montaje, fue que es muy dificil hacer los agujeros de la forma deseada
en la tapa de la caja sin que ésta se dafie, ademds de que este dispositivo realza los
colores de la interferencia de la luz en la membrana, los cuales no son nuestro objetivo

de estudio.
generador de funciones
A F

. 00

caja obscura ’ [399Hz |
bocina proyector de filminas

o
imagen de
«$ proyeccion a

\ lente la pantalla

. pelicula de jabon sobre un agujero en cuestion
i’ y con forma de ciscara esférica

; Figura 3.1 Primer dispositivo usado para visualizar el
fendmeno de resonancia sobre la membrana.

El segundo montaje, fue tomado del American Journal of Physics[23}, y se
construyd con una bocina en el extremo inferior de un codo de PVC de 5.25 pulg de
largo y 4 pulg de didmetro, en el extremo superior se conecta un tubo de lucita con
alguna forma determinada (cfrculo, rectdngulo, etc.). Este dispositivo se muestra en la
figura 3.2. Cuando la frecuencia de vibracién de la bocina es igual a una de las
frecuencias propias de la pelfcula, ésta entra en resonancia. Este dispositivo se
abandoné ya que el aire dentro del tubo no es un muy buen transmisor de la energfa.

pelicula
de jabon
C tubo de lucita
generador de funciones b de con la forma
PVC en cuestion

bocina

Figura 3.2 Segundo dispositivo usado para
hacer resonar una pelicula de jabén.
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La Figura 3.3 muestra esquematicamente el dispositivo experimental que
diseiamos(24], en el cual se uso un vibrador mecénico PASCO Scientific, modelo SE-
9324 conectado a un generador de funciones PASCO Scientific, modelo PI-99587, el
vibrador perturba aros de alambre con distintas formas (tales como el recténgulo, el
circulo, el estadio de Bunimovich, el billar lago y otros de interés). Cuando la
frecuencia de excitacion corresponde a una de las frecuencias propias de la
membrana, se encuentran los modos normales de vibracion. De esta forma si la
membrana esta vibrando en un modo normal, podemos ver lo que sucede en ella por
la reflexién directa de luz natural, en donde los antinodos de vibracién aparecen como
zonas brillantes sobre un fondo obscuro. Esto lo mostraremos en la siguiente seccion

haciendo uso de una geometria rectangular,

pelicula
dejabén

generador de funciones
A

2 a06

| (3

Figura 3.3 Montaje esquemdtico del dispositivo usado para la realizacion
de los experimentos reportados en esta tesis.

3.3 Descripcion de la Solucion Jabonosa.

Existen en la literatura muchas férmulas para hacer jabon{25]. Dentro de éstas,
la formula quimica que mejor funciond para hacer pelfculas jabonosas fue tomada de
J. Walker{22]. Esta consiste en mezclar 1.4 gr de trietanolamina, 100 gr de glicerina
diluida con agua destilada al 85% y 2 gr de 4cido oleico. El jabon que se obtiene, tiene
las propiedades de hacer pompas y pelfculas con larga duracion y gran resistencia a
los cambios de tension superficial provocados por la vibracién. Aunque esta férmula
tiene la desventaja de envejecer debido a que se oxida muy répido, es posible alargar
su duracién y resistencia agregando una pequefia cantidad proporcional de un
shampoo comercial (shampoo Mennen).

3.4 Geometrias Integrables.
3.4.1 Rectingulo.

Las zonas brillantes pueden apreciarse muy fécilmente en un recténgulo
vibrando como se muestra en la foto 3.1. Estas zonas brillantes se ubican de una
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manera regular ya que las eigenfunciones descritas por la solucidén (2.19). En este
experimento, se trabajé con un aro rectangular de 15 x 21 cm. Como se dijo en el
capitulo 2, una region rectangular tiene como soluciones el producto de senos, asi
pues, en este capitulo se comparan los modos normales obtenidos experimentalmente
para distintas geometrfas con los correspondientes modos teéricos (tomando a=15 cm
v b=21cm).

En la foto 3.1a) se aprecian 4 zonas en forma de bandas, las cuales son los
antinodos en esa frecuencia y que tedricamente corresponde a n=1 y m=2, donde m es
el nimero cudntico asociado al eje “Y” y n el correspondiente al eje “X” (ver seccion
2.8). En la foto 3.1b) se muestra la eigenfuncion con n=6 y m=4. La eigenfuncién con
n=1 y m=6 se presenta en la foto 3.1c). Similarmente se pueden obtener otras
eigenfunciones para n, m < 15, de una manera visible.

a)

Foto 3.1 Modos normales de una pelicula de jabén en un aro rectangular. a)n=1;
m=2, a 19.13 Hz., b)n=6; m=4, a 51.6 Hz., ¢)n=1; m=6, a 87.72 Hz.

Enla figura 3.4 se muestran los resultados numéricos correspondientes a cada
una de las condiciones de la foto 3.1, usando la solucion (2.19) y tomando en cuenta
las condiciones a la frontera, se obtienen los modos normales sobre la region
rectangular.

a’)

Figura 3.4 Se muestran los correspondientes modos normales en una region
rectangular, los cuales se elaboraron ajustando la solucién (2.19) a
las fotos de 3.1.

c')
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3.4.2 Circulo.

El segundo caso integrable que estudiaremos es el circulo. Para esta geometria
las soluciones estdn dadas por la ecuacion (2.28). En la foto 3.2) se muestra una
eigenfuncion con n=3, m=0, sobre un aro de radio=9.5 cm. En este caso es muy dificil
obtener m#0, ya que no existe un eje nodal fijo en la variable angular, debido a la
simetria del sistema. Por esta razén, la Gnica manera de obtener a m=1, 2, .. ., es
tomando la mitad, un tercio o un cuarto de circulo, etc. Lo mismo se puede hacer para
sistemas con simetrfas discretas como en estadio de Bunimovich o el billar de Sinat,
por ejemplo.

En la figura 3.5 se muestra la gréfica de (2.28) para la variable angular, para
n=3, m=0.

| Anr
AR

Figura 3.5 La gréfica muestra un corte alo
largo de un didmetro del aro.
Salvo condiciones de frontera,

Foto 3.2 Se muestra un modo normal
para el billar circular con n=3;

m=0, a 26.06 Hz. la solucién aquf mostrada es J,(x).

3.4.3 Elipse.

La dltima regién integrable que estudiaremos es la elipse. La cual tiene en su
eje mayor a= 23 cm y en su eje menor b=13 cm. En este caso las eigenfunciones pares e
impares de la elipse estdn dadas por el conjunto de soluciones (2.38). En la foto 3.3a)
se muestra una eigenfuncién a 32.23 Hz, con predominancia de reticulado sobre el eje
menor y cargado hacia los costados, pero sin interactuar con los focos de la elipse. En
la foto 3.3b) se presenta otra a 43.53 Hz, en la cual es muy notoria la trayectoria estable
que estd sobre el eje menor. Por tltimo, se puede observar en la foto 3.3c) una
eigenfuncién a 89.79 Hz que refleja la existencia de trayectorias, que estdn acotadas
por las causticas que son hipérbolas confocales con las elipses (ya que claramente se
pueden ver que comparten los mismos focos).
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Foto 3.3 Tres distintas eigenfunciones en el billar Elfptico. a) y b) son trayectorias
que estan sobre el eje menor de la elipse, mientras que la ¢) muestra
cdusticas acotadas por hiperboloides confocales.

A continuacion, la figura 3.6 muestra la posicién de las lineas nodales para el
eigenestado n, =4,n, =2 donde los subindices n, &, son los correspondientes a las

lineas nodales diametrales y elipsoidales.

Figura 3.6 Se muestra la posicién de las lineas nodales para un
eigenestado de la elipse. Tomado de la referencia[26).

3.5 Geometrias Irregulares.
3.5.1 Estadio de Bunimovich,

En esta seccion estudiaremos con detalle distintas eigenfunciones que trazan
muy variadas formas dentro del estadio de Bunimovich, nuestro estadio tiene 5 cm de
radio en las secciones semicirculares y 10 cm entre la separacién de los centros de
éstos ya que la relacién que usamos fue a = 2r. En la foto 3.4a) se aprecia un bouncing
ball state que estd asociado con trayectorias periédicas, marginalmente inestables
dentro de la seccion de paredes rectas del estadio. Estos estados, se pueden obtener
también a distintas frecuencias, en este caso corresponde a una a frecuencia de 37.7
Hz. La foto 3.4b) esta tomada a una frecuencia de 46.61 Hz, y se observa lo que
posiblemente serfa un scar a una frecuencia muy baja sobre el eje mayor del estadio.
De hecho no se puede asegurar que sea un scar ya que éstos estdn t{picamente mds
localizados alrededor de las Grbitas periddicas. En la foto 3.4c) a 270 Hz se presenta
una mezcla de bouncing ball state y un scar de forma transversal. La foto 3.4d) fue
tomada a una frecuencia de 287 Hz, y tiene asociadas dos érbitas periodicas que
tienen forma de “V" opuestas una de la otra. La foto 3.4e) esta a 351 Hz y
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aparentemente traza también dos orbitas periodicas que tienen forma de “N" opuestas
una de la otra. Por dltimo la foto 3.4f) estd a 829 Hz y muestra un estado asociado a la
orbita que une los dos extremos del estadio muy semejante a la foto 3.4b) pero mas
localizada sobre la drbita periddica.

)

Foto 3.4 Se muestran 6 distintos modos normales sobre el estadio de Bunimovich,
unos muestran scars y otros bouncing ball states.

A continuacion se muestran sélo tres estadios obtenidos numéricamente, los
cuales asociamos respectivamente con la serie de fotos 3.4, ya que cualitativamente
existe una gran semejanza. Sobre estos billares se han remarcado las trayectorias
alrededor de estados mds localizados asociados con scars.

Figura 3.7 Se muestran tres estadios obtenidos numéricamente, remarcandose
las trayectorias mas localizadas asociadas con scars. Tomado dela
referencia[1].

3.5.2 Billar de Sinai.
Debido a que en este sistema la frontera no es una sola, existen algunos
problemas de indole experimental que dificultaron el trabajo con el mismo, ya que si,
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por ejemplo, se pone a oscilar una de las dos fronteras manteniendo la otra fija, s6lo se
notan algunos modos de vibracion.

Una forma de solucionar este problema es uniendo los dos aros de manera que
estos se encuentren sujetos el uno del otro, de tal manera que no interfieran con la
pelicula de jabon al estar vibrando. Esto tiene la desventaja de que la vibracién no se
transmite integramente de la frontera que esta sujeta del vibrador mecénico, a la
frontera que se encuentra “suspendida”, debido a que en este dispositivo en ocasiones
se amortigua la vibracion y en otras se aumenta.

Otro problema que es muy diffcil de solucionar es que se tiene que sacar una
pelicula sobre los dos aros independientes (el cfrculo y el rectdngulo). Este es un
problema que aiin no hemos resuelto. Es por estas razones que no se incluyen los
resultados experimentales que en algiin momento hemos obtenido en el laboratorio.

Para este experimento usamos un aro cuadrado de 20 cm por lado, con un aro
circular al centro de 3.7 cm de radio.

Foto 3.5 Se muestra el billar de Sinai, en una vibracién
propia de la cual no se pudo obtener ninguna
informacién.

3.5.3 Billar Limdn.

Para este billar se presenta la serie de fotos 3.6 las cuales fueron tomadas a
frecuencias bajas, en la primera 3.6a) a 19.84 Hz en donde se ven 4 antinodos y en la
segunda 3.6b) a 26.26 Hz se ven 9 antinodos. En ambos casos las eigenfunciones
respetan la simetria original del billar. La foto 3.6c) muestra una eigenfuncion a 41.06
Hz. En ésta se manifiesta una trayectoria cuasiperiédica que se relaciona con la que se
muestra en la figura 2.9, La tltima foto de esta serie 3.6d), fue tomada a 304 Hz y
muestra trayectorias cuasiperiddicas que corresponden a la direccién horizontal y
también sobre otras regiones. Es posible que estas sean scars asociados con algunas
Orbitas de perfodo no muy pequeio.
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Para este experimento se utilizo un billar con las siguientes especificaciones:
dos secciones de semi-circulo con radio de 10.5 cm |, con una separacion entre los
centros de 6.5 cm.

Foto 3.6 Se muestran cuatro eigenfunciones del billar Limén en
particular la d), muestra trayectorias bien localizadas que
al parecer es un scar.,

La figura 3.8 muestra una eigenfuncin asociada a la trayectoria cuasiperiédica
de una particula dentro del billar Limén. Este tipo de eigenestados se pueden asociar
cualitativamente a la foto 3.6c).

Figura 3.8 Se muestra una eigenfuncion y su trayectoria asociada.
Tomado de la referencia([10].
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3.5.4 Billar Africa.

En esta seccidn las dos primeras fotos estdn a frecuencias muy cercanas, la 3.7a)
a 2791 Hz y la 3.7b) a 28.58 Hz, en ambas es notorio que existen cicatrices de
trayectorias periodicas. En la 3.7¢) a 73.82 Hz se observan tres trayectorias periddicas
principalmente que dan la apariencia de ser scars. En las dos ultimas fotos, 3.7d) a 114
Hz y 3.7e) a 165 Hz, se ve que en ambas resaltan eigenfunciones sobre trayectorias

periddicas que se intersectan entre sf, dispuestas en distintas posiciones para cada uno
de los billares.

Foto 3.7 Serie de cinco eigenfunciones sobre el billar Africa. En las fotos a) y b)
se observa una marcada trayectoria transversal al billar, pero en la
foto d) se observan con més claridad dos trayectorias que se cruzan
las cuales al parecer estan asociadas con scars sobre este billar.

A continuacién en la figura 3.9 se muestran dos billares, en los cuales se
observan las lineas nodales, para un sistema sometido a un flujo magnético (es decir,
no corresponde al experimento aquf realizado), la figura d’) se asocia con su
contraparte d) ya que cualitativamente las trayectorias cruzadas que estdn dentro de
este billar (que probablemente son scars), apuntan a las regiones de méxima o minima
amplitud de la figura 3.9d"). La figura e’) ha sido asociada con la foto e), porque es
posible observar en ambas que existen dos regiones (una en la parte sur y otra en la
parte nororiente del billar), en donde ambas manifiestan gran movimiento.
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Figura 3.9 Se muestran dos eigenfunciones que satisfacen el operador de
Laplace con condiciones de frontera de Dirichlet, ambas asociadas
con su contraparte experimental. Tomado de la referencia[27).

3.5.5 Billar Lago.

En este billar se muestran resultados interesantes que se discuten uno por uno
y en algtn caso se comparan con resultados de calculos que implican la discretizacion
de la region de barros suaves. La foto 3.8a) estd tomada a 32.94 Hz y muestra una
distribucién de antinodos dispuestos transversalmente a la linea N-S del billar. La
3.8b) tomada a 43.52 Hz tiene dos trayectorias periddicas permanentes principales que
al parecer son scars, pues son trayectorias sobre las cuales es muy visible que se
alinean de manera sorprendente “ondas de De Broglie”. La 3.8¢) a 48.88 Hz también
muestra trayectorias periddicas con una cierta ordenacion en la parte sur del
diagrama. La dltima 3.8d) a 94.07 Hz muestra una figura casi totalmente desordenada,
aun asi, es posible notar que se forma un anillo en la parte interna del billar. Para este
experimento se uso un aro , que en su longitud més larga (direccién N-5) mide 26 cm
y en direccién transversal mide 18.7 cm.

a)
Foto 3.8 Se muestran cuatro eigenfunciones sobre el billar Lago, las cuales pueden
estar cicatrizadas por trayectorias periddicas como es el caso del b).

0)
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La figura 3.10 muestra dos patrones de resonancia, el primero a) se asocia con
su correspondiente a'), el cual esta a 0.5 Hz. Cualitativamente se observa que la parte
norte del billar tiene un méaximo de resonancia que se muestra “coronado” en su
alrededor. El segundo b) se asocia también con el b’) el cual resuena con un perfodo
de 1.94 5, este también muestra trayectorias periddicas muy bien definidas.

Figura 3.10 Se muestran las correspondientes soluciones numéricas, para las
dos primeras fotos del billar Lago. Tomadas de las referencias[11,28].

3.5.6 Billar Eliptridngulo.

En este dltimo billar sélo mostramos dos fotos, en la primera 3.9a) a 34.93 Hz se
ven 6 antinodos en la parte central que dan idea de ser un modo propio de vibracién
ya que muestran claramente la simetrfa del sistema. La segunda foto 3.9b) a 353 Hz
muestra tres trayectorias muy marcadas que convergen al centro, pero que en menor
medida contindan de forma recta hasta la pared frontal, estas trayectorias periddicas
al parecer también son scars.
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SALIR BE LA BIBLIDTELG

CAPITULO IV

CONCLUSIONES.

En esta tesis se ha hecho uso de un dispositivo para observar las propiedades
de los modos normales de regiones bidimensionales, que por un lado es sencillo, por
otro es de facil manejo y que ademds es de bajo costo. Por esto puede ser usado como
un experimento demostrativo tanto dentro de las aulas, como en laboratorios no tan
especializados o museos. Este dispositivo lo hemos tomado para examinar distintas
geometrias partiendo de las formas regulares, hasta las cadticas para ver los
sorprendentes resultados que previamente se habfan obtenido por medio de
simulacién numeérica, con cavidades de microondas, con placas de Chladni o con
tanques de ondas. De los anteriores solamente las cavidades de microondas
corresponden a la ecuacién de Helmholtz y satisfacen las condiciones a la frontera,
pero las eigenfunciones no son directamente visibles y el equipo es muy costoso; en
contraste con el dispositivo presentado en esta tesis. Las desventajas de este
dispositivo son: a)que no se pueden medir las frecuencias propias (ya que se usa una
pelicula de jabén la cual cambia sus propiedades con el tiempo), b)que no se pueden
observar todos los modos altos (por el amortiguamiento) y c)que muchas veces la
pelfcula no es homogénea (ya que se forman gotas en los antinodos del modo normal).

Como un primer ejemplo, se han examinado el recténgulo , el cfrculo y la
elipse, obteniéndose soluciones conocidas de la ecuacién de Helmholtz. Estas
soluciones se discuten generalmente en los libros de texto, por lo que estas geometrfas
se podrfan utilizar como un auxiliar didéctico en los cursos correspondientes.

El segundo ejemplo que estudiamos fueron los billares asociados al caos (es
decir billares cuyo andlogo cldsico presenta caos). Los que aquf estudiamos fueron el
billar de Sinat, el estadio de Bunimovich, el billar Limon y el billar Africa. Todos estos
billares son sistemas no separables, es por esta razon que las eigenfunciones de ambos
sistemas, asi como sus espectros de frecuencias solo pueden ser conocidos con cierta
aproximacién, usando métodos numéricos{29], o con algin experimento como el
presente. A esto se debe la relevancia de tener alglin método sencillo para observar las
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eigenfunciones de estos sistemas. Para estos billares encontramos cicatrices de las
Orbitas periddicas cortas

El ultimo caso que se estudio fueron las geometrias asociadas con otras
aplicaciones, tal es el caso del billar Lago y del billar Eliptridngulo, los cuales también
son sistemas no separables. En el primer caso, nuestros resultados se compararon con
aquellos que se han reportado en la literatura, mientras que para el Eliptridngulo s6lo
se muestran nuestros resultados, ya que es un billar que hemos diseiiado con el
proposito de estudiar un sistema con este tipo de simetria discreta.

Otras posibles aplicaciones de este dispositivo experimental, es que podria
servir para analizar el teorema isoespectral, que establece que ciertos pares de
dominios tienen los mismos eigenvalores. También para analizar la respuesta de las
eigenfunciones ante perturbaciones. Para esto se necesitarfa desarrollar herramientas
de “software” para analizar con mds detalle los modos normales. Para lo cual se esta
trabajando actualmente.

Este disefio ademds puede usarse para estudiar resonancias de sistemas mds
complicados[30}, asf como para estudiar patrones y ondas de Faraday en tanques de
ondas, modos normales en la ecuacién biarménica en placas de Chladni con formas
arbitrarias[31, 32).
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