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Algoritmos de reduccidn en la teoria representaciones de codlgebras

Resumen

Se establecen los algoritmos de la teoria de representaciones de bocses, para
el contexto de las bigraficas diferenciales. Para cada algoritmo se describe la
bigrdfica que resulta al ser aplicado, y se demuestran las relaciones existentes
entre las categorias de representaciones de las bigraficas inicial y final. Se analiza
el comportamiento de la norma de una representacién, asi como la variacién de
la forma cuadrdtica de la bigrafica, ante cada algoritmo, obteniéndose resultados
precisos en cada caso. Todo esto se aprovecha para describir lo que sucede cuando
se aplica una secuencia finita de algoritmos.

Como primera aplicacién de lo anterior, se estudian algunas caracteristicas de
la bigrdficas ”schurian”. Tanbién se utiliza tal enfoque para examinar familias de
representaciones inescindibles de una bigréfica diferencial, con vector dimensién
dado.

Se demuestra una férmula para la forma cuadrdtica del boes de Drozd de
una élgebra, que permite estudiar familias de representaciones inescindibles de
dlgebras de dimensién finita sobre un campo algebraicamente cerrado, utilizando
los resultados mencionados para bigréficas diferenciales.



Reduction algorithms in the representation theory of coalgebras

Abstract

Here are established the known reduction algorithms for bocses, for the con-
text of differential bigraphs. For each algorithm the resulting bigraph and the
relationships between the initial and final categories of representations are stud-
ied. The behaviour of both the norm of a representation and the quadratic form of
the bigraph under the action of each algorithm are established. As a consecjuence
it is precisely described what happens when it is applied a sequence of algorithms.

A first application of the foregoing results is the study of certain properties of
schurian bigraphs. They are also used for examining families of indecomposable
representations of a differential bigraph with given dimension vector.

A formula is established for the quadratic form of Drozd’s bocs of a finite
dimensional algebra over an algebraically closed field, which permits to study
certain families of representations of the algebra.
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Introduccién .

Los algorltmos de reduccién son fundamentales en la. teoria de representaclones de bocses.

Se ongmaron al considerar ciertas operaclones en problemas matrlmales, y fueron mt,roducldos :

en la década de los setentas por Drozd, Kleiner y Ro:ter. Su aphcacxén es decxswa enla primera
‘demostracién del Teorema * manso—salvaje” de Drozd

El presente trabajo partié de la consideracién de que conocer el comportamiento de la forma
cuadritica de un bocs, cuando al mismo se le aplica un algoritmo, podrfa ser Wtil para obtener
informacién sobre la estructura de sus representaciones. En particular, se buscaba informacién
sobre la familia de representaciones inescindibles en una dimensién fija. En esta direccién
apuntan los resultados principales del Capitulo 3, referentes a bocses, y que se aplican en el
Capitulo 4 a la teorfa de representaciones de dlgebras de dimensién finita.

La tarea empezd por un examen detallado de los algoritmos, determinando en cada caso
el bocs obtenido por su aplicacién, paso indispensable para calcular, por ejemplo, la forma
cuadrética del nuevo bocs.

Como se sabe, los algoritmos se establecieron inicialmente en el contexto de las categorias
diferenciales graduadas, y luego se formalizaron dentro de ia teoria de representaciones de
bocses. Para los objetivos del presente estudio, se torné conveniente elaborar una presentacién
de los algoritmos en el contexto de las bigrédficas diferenciales. Este punto de vista subyace en
la literatura, y es muy utilizado en la practica; pero aqui se desarrolla de manera explicita, Asf,
cada algoritmo se considera como una operacién aplicada a una bigrdfica, que preduce otra
bigrifica, estando las respectivas categorias de representaciones estrechamente vinculadas.

La descripcidn clara y detallada de la bigrifica resultante permite,por ejemplo, conocer el
comportamiento de la norma de una representacidn, asi como el de la forma cuadrética, frente
a los algoritmos, Controlar la variacién de la norma es 1itil para argumentar por recurrencia
en diversas situaciones. Con respecto a la forma cuadrdtica, el hecho de que la misma no
decrece, evidencia en cierta medida lo que sucede a una representacién cuando es sometida

reiteradamente a la accién de los algoritmos.



Lo anterior  corresponde grosso-modo a los capitulos 1, 2 y. parte del 3. En este. L’;itimo .

se utilizan 1os resultados hasta entonces obtenidos, para derivar aig‘uqasvvp;opiéda'dés.:ae las

bigréficas "schurian”. . R :

Por un teorema de Ovsienko, dimy End(M) — gs(dimM) = dim; mg(M,M_‘); El estudio
- previo de las formas cuadréticas se utiliza para examinar la varlamén del indicador A(M) =
dimj, End(M) — g5(dim M) ante los algoritmes. Este se muestra coﬁlo un instrumento til para
investigar familias de representaciones inescindibles en una ‘bigréﬁca. Se obtienen resultados
para-familias de inescindibles con el A iguala 06 a 1.

En el Capitulo 4 se desarrollan aplicaciones de los resultados anteriores a la teorfa de re-
presentaciones de dlgebras de dimensién finita sobre un campo algebraicamente cerrado. Aqui
se trabaja en el bocs de Drozd del édlgebra dada, para el cual estdn a disposicién los resultados
del capftulo anterior. La transicidn entre el dlgebra y su bocs es posible por la férmula, que se

demuestra ah{ mismo,
A(p) = dimy Homp (M, DtrM) — dimy, Homa(topM, socDtr M) ,

en donde M es-inescindible en mod A, A una k—dlgebra, p: P -— Qla presentaciéh proyectiva

minima de M, y ¢ la representacion del bocs de Drozd D de A, correspondiente al objeto ¢ € Pi.



" Dialéctica del escriba

El tato que empxezas a ]eer ¢ s ]a nstahzaclén e

fuerzos de varias pé‘r'st_;nés’ Eliprincj:' e '

‘Méxxco Estancxa aquella cargada de momentos gratos y de sxtuacmnes desgarradoras Unos, - >

¥y otras, hoy lo siento, definitivamente integradas a nuestras hlstorlas persona]es Fue- entonces .
que -Juntos descubrimos, en proceso entreverado y contradictorio, el msustxtmble ‘valor de la
. palaBra para salir adelante en los momentos dificiles.
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Me han llegado también ecos de aquellos que ansian decir y escuchar “la palabra ver-
dadera”...

E] esfuerzo del escriba ha encontrado su curso también por la feliz conjugacién de gestos
y acciones positivos de muchas personas, y la oportuna cancelacién de obstéculos, algunos
concientes, otros fortuitos. Fue importante el interés mostrado por el ex-rector de la Universidad
de Costa Rica, Luis Garita Bonilla, en que yo iniciara mi doctorado. También la ex-directora
de la Escuela de Matemdtica, Theodora Tsijli, me brindé su apoyo en el momento preciso.
William Castillo, ex- director de mi escuela, superd realmente sus deberes como funcionario, y
en momentos decisivos, se comporté como gran amigo. Ahora que pareciera que estoy realizando
un balance, se me vienen a la memoria los esfuerzos initiles de algin decano de mi universidad
por obstaculizar mi proyecto en sus inicios, o la falta de comprensién, mds reciente, de algin
director, también de all4.

Trabajar con Raymundo ha sido gratificante. Inolvidable, el apoyo moral de Rudith. En

Martha Takane he ganado, en fin, a una hermana.

Meéxico, D.F., noviembre de 1996



Capitulo 1 .

Bocses y representaciones. . .-

Los conceptos de bocs v de blgraﬁca d)ferenc)al son equlvalentes, en un sentldo que se.
exphcltaré més adelante A un bocs se le asocia de manera natural una bigrafica diferencial, y
se tiene también la construccién reciproca. Con esto se empieza. El trabajo posterior se realiza
en él contexto de bigraficas. En la dltima parte se examina el cambio de anillos de base en una
bigréfica, proceso 1itil para estudiar las relaciones entre bigréficas sobre k y k(z).

Para las definiciones y propiedades bdsicas de los bocses, la referencia més completa es

[CBy], cuyos detalles aparecen desarrollados en {M].
1 Bigrdficas y representaciones

1.1 Definicién. Una bigrafica I3 es una grifica orientada finita con dos tipos de flechas:
de grado 0, dibujadas con un trazo continuo, i —+ j; y de grado 1, dibujadas con un trazo
discontinuo, i - — — 4. Si k es un campo, el dlgebra de caminos kB es un dlgebra graduada con

la graduacién inducida por el grado de las flechas. Asi:
= (kB)o® (kB), &

En algin caso se denotaran caminos de grado 1 por flechas discontinuas.

1.2 Definicién ({CBs]) Una bigrifica diferencial es un triple (B,6,%), donde Boes una
bigréfica, k un campo y
§: kB — kB
una transformacién lineal, tal que:
(i) si a es homogéneo de grado %, §(a) es homogéneo de grado i + 1;
(ii) si a,b son homogéneos, 8(ab) = §(a)b + (~1)9"(@ad(b);

(iit) si e es un camino trivial, 6(e) = 0;
(iv) 62‘=



51 B es una bxgraﬁca on dxferencxal 5 como en la deﬁm én yantenor, se denota con Bu el

subca.rcaJ pleno de Ia.s flechas y grado Q'en ’B, ’y el élgebrarde'cammos kBg e denota por )

8a) =Y bma ,
. [RENRIRE

. ‘_ i‘c':on‘ by, c;,qarr-ﬁﬁps dé grado 0, y x; flechas de grado' 1 ‘
FM@) ~ N@)f =3 N e M(a) - (0.2)
=
‘Se acostumbra escribir f1{6(a)) = ¥, N(b1) f* (z;)M (). De manera general, para un camino
de grado 1 arbitrario, v = biz)c;, se define la transformacién Yineal f3(v) = N{&)f! (@) M(c;).

La composicién de morfismos f: L —+ M, g: M — N | se define como

" gf: L — N, con
af ={(gh? 5 (8 (=),

-en donde (gf)?=g?f0 ;i y para x:i—— —j ,tal que 6(z) = ¥, TaTa ,



con las 41, 2 icamvi“nos: de ‘gré§19..1,' ‘ . ‘, "
L @hie)
. Para verificar que 1a'comp6§§_éi§n"
a:i—j con diferencial (0.1):-
6 7 L(a) - N(a)gf fP,j_
= (gfe@).

puesto que §2 =0 . Luego gf es morfismo.

Para toda representacién M , el morfismo identidad, como se comprueba ficilmente, estd
dado por la familia doble idas = (iday, 5 0,...,0).

Para verificar la asociatividad de la composicién de morfismos, sean
Ly sy

morfismos, y € : i~ — — j flecha de grado 1, con diferencial

. 51 To2 N
§(z) = Zzsszsl, i—— S1—=——73
s .

Supéngase, ademais,

Z.é.r1:i'
§(zs) =D TarraTsor; 8L —— —4Ti

T
6(xa) =Y Tere2Ts1 1, i——='
z S

. En pﬁme'r lugar,
BN @ = W)@ +h @R+ Sh e e )
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T (0 4); sea V(Z,j) el ‘espacio generado por las ﬂechas

Cmii—— _7 Se tlenen transformaciones lineales

FARE: V("i]) - Hom(Ll,M,),
gl : V(.?i l) Eand Hom(AJJaM)y

" con las cuales se define :

V(.0 x V(i,5) — Hom(Lo M), (48— g'v) 0 £(@).

Esta wltima aplicacidn es bilineal y entonces induce una transformacién lineal:

91 'fl :V(j,l) Bk V(z,J) —_ Hom(Li;ij)s y®m"_’gl‘(g) °f1(z)- :

Es claro que vale la asociatividad:  hl- (g2 f1) =(h!-g!)- fL.
Para continuar, de 6(z) = 3, Z.0z,1 se sigue :
0= 62(-7:) = Z‘s(mﬂ)msl - 3?.526(331) s
s

luego:

z 6(1742)351 = 235525(%1)

(035),



¥y entonces

Z(hf -‘g‘jl(.a((agsé_)‘)'f'l({’;_) = S h @) <) Ba)), o

que es la jgualdad (0.4).

Se ha demostrado asi la siguiente propc

1.3 Proposicién. Si (B,5,k) es una bigrafica dif encial,: entonces: famlll_a»d‘ei.'-sﬁs' Vr‘ep-'”:

resentaciones constituye una categorfa.

La categoria de las representaciones de (B,&; I\_i) se denota por.Tep(B,6,k),-0 'rep(B), si no .

hay lugar para confusiones.

1.4 Definicién. Una bigréfica diferencial (8,8, k), con t‘"ﬂechés de grado 0 se llama
triangular si ellas estdn ordenadas como a3 < a2 < ... <'a, de tai manera que para todo
4,1 <1 <t, 8(a;) se escribe como 6(a;) = X7, bjvjcy, con los b;, ¢; caminos de grado 0,
compuestos por flechas del conjunto {a1,...,ai—1}. Se pide también que exista un orden entre las
flechas de grado 1, de manera que para toda flecha = de grado 1, 6(z) = ¥, Ts2%41, tal que en los
caminos Z,;, Ts2, aparecen tnicamente flechas y de gradol, ¥ < z. Una propiedad importante
de las bigréficas triangulares es que un morfismo f : L — M, dado por f = (f?; f1(z)) es un

isomorfismo si, y solamente si, los f? son isomorfismos.

2 Bocses y representaciones

2.1 Definicién. Un bocs es un par (A,V) , en donde A es una k-categoria y V una

A—codlgebra. Es decir, V es un A — A— bimdédulo , provisto de morfismos de bimdédulos:

e : V—A,
g Vo Vesy,

que satisfacen:

G omnn
(c® Dy

RCLRE o
l=(leau . (08)

9



El nﬁéfeb .dé’ e ée;"'cienoté.l por V.

Por deﬁnlcxén’ las representacxones del bocs (A V) son las representaclones de lavcategorfa : g

un imorfisio

A es decxr ]o#funtores JII A ———» modk Para representa ones MN

“la COmpo'si'cién .

V®a M EE “m V®A ®V ®A

Puede mostratse (CBy; M ] que la. composxcxén es: asocmtlva y que para. la representamén
» el morfismo V@M ~— M, v.@m (. e(u)m, esla :dentldad de M. La categorfa de las

representaciones del bocs A=(4, V) se denota por rep(.A)

2.2. Definicién. Un morfismo de bocses
(60,61) : (A, V) — (B, W)

estd dado por un funtor g : A — B, junto con un morfismo de A ~ A—~bimédulos 6, :
V — 4 W, ,endonde 4WW4 esel A— A~ bimdédulo obtenido de ¥ por restriccién a cada

lado mediante 6y . Se pide que f3 preserve la estructura de codlgebra, es decir,

Go(ev (V) ew(61(v))

y si p{v) = D vjevj, entonces wyp(1(v)) =3 6i(vjo) ®p 61 (vin),
J 3

para todo v en V.

2,3 Definicién. Paracualquier k—categoria A , A es de manera trivial un A—A~bimédulo,
y el par (A, A) posee una estructura de bocs, dada por e =14:A-— A4, p:A— A@qA=
A, f— f®1—— 1® f. Este bocs se lama el bocs principal sobre 4.

2.4 Definicién. Dado un bocs (4,V), sea A’ una subcategoria. de A con los mismos

10



objetos que A. Un "group-like” del bocs con respécto a A’ es un morfismo de A'— A’ ~bimédulos

tal qué el par’ (l?,:w)r (ALA  —

de bocses.

smos.de A'-‘-fA'v’—.blmé‘vdul'o‘s

€AYy

cq(ly)@v,u sive V(X,Y). :

e demuestra [CB;, M]que si'V es el niicleo de &, entonces : N
T SA) TV, V)TV eV . ;
i
i
N
i
(2)  El'bimédulo 4V4 se descomponé en suma directa de subbimdédulos :
VaVeA.
Es importante observar que 6,6p = 0. . i{
Las consideraciones anteriores permiten describir de una manera cémoda los morfismos ’
" entre representaciones de un boe¢s con group-like ([CB;, M]). En efecto, para un morfismo f :
11 §




M — N,d una transformacion natural J : ara.fodo objéto X, se tiene

con la propiedad de que para todo a EVA'(X ,ZY)‘,“si'v 60(0.) " ,.'2‘,: Vb‘}‘w'c_; et

M (@) ~ N(@)E = NG @ME)
1 .

Reciprocamente, toda familia doble de transformaciones lineales { 09 ).._‘que verifique’ (010) SR

para toda a, provee un morfismo M — N ([M,2.11]).

2.6 EIl funtor inducido. 8i A = (A4,V) es un bocs, y se tiene un funtor fg: A —
B ,para alguna categorfa B , se considera el bocs inducido A% =(B , V¥ ), paia el B —
B-bimédulo BVZ =B ®4V ®4 B , que resulta ser una codlgebra [CB;] para la counided

y comultiplicacién ef , uZ siguientes:

e? = (PFv® wB AP =pBo, B-— B),

B

W (BVB——-vBV®AVBEBV®AA®AVB——vBV®AB®AVB&~'

i

IR

SyB @5 VE).
Existe un morfismo de bocses 8 = (g, 1) , en donde :

0 =(VE2EARLV 4 A —4 B®4Bj4).



.- Para toda: représ?ht" ]

N - N, se defin

Teorema. v[BCS,C’E;]:’fEi'funto.xl{xgnv ucido @7 fép(g{b)f —j——»v“rep.(v.A) es ﬁely plgrid. ; ‘

3 La bigrafica asociada a un bocs.

Sea (A,V) un bacs libre con group-like w, y la categoria 4 libremente generada sobre la
subcategoria A’ por morfismos as,..,@n, 4 = A'(a1,...,an).
Por (2.5), el A~ A-bimédulo ¥ es proyectivo finitamente generado, y entonces se tiéne una
expresién :
— m
V = (D Aey;) @ Aeggs) »

=1
para ciertos idempotentes e,(;;,1 < j < m.

Para definir una bigrdfica B , se empieza por tomar los objetos X;, ¥; ,1 < ¢ < r, como
vértices. Para cada i,1 € i < n, si a; € A(X;,Y}), se define una flecha de grado 0 de X; en YV},
también denotada por a; : Xy — Y;. Para cada j,1 < j < m, se define una flecha de grado 1,
correspondiente al elemento v; = ey(;) ® e,(;) € Aey(j) Ok Aeg(j), }a cual también se denota por
vy Xy — =~ Xaga)-

3.1 Proposicidn. En las condiciones anteriores, la bigrdfica B posee una diferencial 6,

y (B,6,%) es una bigréfica diferencial.
Demostracién. Para definir una diferencial § con las propiedades de la Definicién (1.2),
se utilizan las transformaciones &g y 6; del boes (4, V). Obsérvese que el dlgebra graduadas
BBz(kBpeVe(VeV)e..
Para a homogéneo de grado 0, se pone é(a) = &p(a) , y 6(v:) = &1(v;) . Para a,b ho-
mogéneos de grados 0 6 1, se define §(ab) = 6(a)b + (~1)97(2)ad(b). Se extiende ahora & por

13



linealidad a kB3, quedando deﬁmda. \ma transfor
las propiedades de ia definicién (1. 2) En efect
(iii), obsérvese que §(1x) = wlx) —».lxw‘(lx '
516=00 R ; ,

Es claro que para la bigréfica diferencial asocxada a‘un bocs con g : categoda de
representaciones es equivalente a la categorfa de representaclones del bocs ongmal; Asmnsmo, :
y como un adelanto al préximo apartado, al construirle a la b)g‘raﬁca recién deﬁmda su co-

rrespondiente bocs, se recupera el bocs original,
4 El bocs asociado a una bigréfica.

Para una bigréfica diferencial (5,6,%) , se define una k—categorfa 4 , cuyos objetos son .
precisamente los vértices de la bigrafica; para objetos X,Y, A(X,Y) es el espacio vectorial
generado por las flechas de grado G de X en ¥V ; se toma V(X,Y) como el espacic generado
por las flechas de grado 1 de X en ¥ . De esta manera se obtiene un A — A~bimédulo V.

Considérese ahora la suma de A~md&dulos derechos :
V=Vowd ,

con wA el A-~médulo generado libremente por el simbolo w.

Se define una estructura de A~mddulo izquierdo sobre V', mediante:

a-v = av ,

e
g
1

wa + 6(a).

Es claro que V es A — A=bimédulo. A fin de hacer del par (4,V) un bocs, se definen

transformaciones f, €

p ot V—V@aV, ¢:V-— A talesque:

#v) = wRvtv@w+d(v), si veV,
plwa) = wQwa ;
e(v) = 0,siveV , elaw)=a.

14



:“:pxlﬁo_‘-ﬁha"s_ido definido, ‘es-un bocs'con’ group-like.

4.1 Prp’pqsiéié_n (A Vi, e)

Demostracién

[

y asi, plawa’) = ap(w)a’.
(i5) . .Seaahora v €V se tiene:

plave') = w®avd + ava’ ®w + §(ava’)

]

wa ®va' + av @ (wa' + 6(a")) + 6(a)vd’ + ad(v)a’ — avs(a’y -

wa @va’' + av @ wa’ + §(a)va’ + a(v)a’ ,

- ¥, por otra parte,

ap(v)e’ = a(w®v+v@w+5v)a’

‘e -w®va' + av @wa' + ad(v)d

wa @ va' + §(a) ® va' + av @ wa' + ab(v)a’ ,
.y entonces j1(ava’) = é#(l%)i?.’ . De (i), (#) seconcluye que z es morfismo de bimédulos. Fdcilmente

15



- se comprueba que tamb:én e es morﬁsmo de bimédulos.

(@ Las lgualdades de ]a. Deﬁmcnén ( 1): ‘no se’ comprobar«’m‘en su totahdad come Jlus-~

tracién, se demostrard:

Sﬁpéngase

ibe ép_ esﬁe caso como:

,r

’U.-l 2 ® 'U=1 .= Z Ug2,r2 B Us2,r1 ® Ysi.
‘Segﬁn la definicién :‘ -
(1@ pu(v) =w® i) +v ® plw) + (L@ p)6w)

asimismo,

zu.ﬂ @ (w ® 'Ual + ’Ual ® w) + Z(”s? ® Us1, t2 PUa tl)

st

szz ®w®v,1 +6(v) Bw+ Y (Us2 ®Us1,2 ® U1 a) -
5,t -

(1 ®p)(6())

De manera parecida se obtiene :
(LR®1Dv) =we 6(v) + Zv,g Bw @ vs1 + szz,rz ® Vs2,r1 B Vs1 -
F] ar
Con base en lo anterior se llega a :

pEeuv) = wRVRWt+ITRWRW+H+V)Rw+wuw® v+
+w @ 5(v) + > U2 @ w Va1 + 5 Usa 2 @ Vg1 @ Usy
8 8,7
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= QoM ,

corio se querl‘a.‘ demostrgr.

(3) Para ver, que cs posee un group—hke se con51dera la subcategona A’ de A cuyos

A(X, X) =

ob _]etos in cmd'bles
CELx, ACLY

S mlsmos dela categorla A, ycon espacnos de morﬁsmos
: X ;é Y. Se deﬁne X

: Finélmex;te, E(w(lx)= e(wlx)

: Para terminar, obsérvese que las categorfas de representaciones de la bigrafica diferencial
original y la del bocs a ella asociado son equivalentes.
Asimismo, si al bocs obtenido a partir de la bigréfica se le construye la correspondiente

bigréfica, se recupera la bigréfica original.
5 Cambio de anillos.

Sea (1,6, R) una bigréfica diferencial, en donde R es un anillo conmutativo. Un homomor-

fismo de anillos conmutativos ¢ : £ — S induce un funtor
@: ModR — ModS ,

talque (M) =5 ®r M ,ypara f: M — N, o(f) =id ®g f: (M) — @(N).
También se tiene un homomorfismo de anillos @ : R —SB , tal que

17



.« Por deﬁm 61
F((RB):):C (RB)its pa

grado ¢, entonces

TR
5.1 Proposicién. Si (3,5, R) es bigrﬁ.ﬁca diferencia;l, y ¢ : R —+ S es morfismo de anillos

conrﬁﬁthtivos, entonces (B, ©(6),5) también es bigréfica diferencial.

Demostracién. El R—morfismo 6 : RB —.RB es homogéneo de grado 1,y entonces ©(6) :
SB — 5B es homogéneo de grado 1. Para probar (ii) de (1.2) , es suficiente hacerlo para
elementos de una S—base de S8, por ejemplo, los caminos en 3. Sean entonces z,z' caminos

en B, z,2' € SB, entonces z = $(z) , 2’ = (2’), siendo z, 2/ también caminos en RI5. Se tiene

LA = B8(2') = B [6(2)2' + (~1)"26(=)]
= [2(6)8()] B(2) + (~ 173 )2(6) (B())
= (@6)(2)7 + (1) =20(6)(<) .

w(8)(22)

]

I

Para un'camino trivial e; , (5)(e;) = &(e;) = 0. Finalmente, o(8)p(6) = p(62) =00
Se denota (B, ©(8),S)=(8,5,R),-

5.2 Definicién. S§i ¢: R — S es la inclusién y ademéds para una bigrafica diferencial
(B,6,S), para toda flecha v en B, se tiene 6(y) € RB , entonces es claro que se verifica :
(B,6,5)=(B,6,R),. En este caso se dice que (5,6,5) estd definida sobre &, o que (8,6,5) es una
extensién de (B,4,R).

LY
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(D el @)

Demostracién, Unicamente se'demostrard que la imagen de un morfismo es un morfismo.

Sea fi M — N enrep((B,S,R)),y va-’.;

K N 3 flecha de grado 0, con 6(@) =3, Mbzer,

con los A € R. Entonces (2(5)>(¢1)=2: qé(;\g)b,&:‘:c; y ademés,

1

EN)(OD@) = Te0(E NN bl @) E M)
‘ = ztj P11 @ N(be)(1 ® fH(z:)) (1.8 M{(ey))

C= 301 AN () M (er)

1 AN )M e

= 1@ f(8a)

= 1@ (f!M(a) - N(@)fD) _

= (1®H1eMa)~(1eNa)(1e )

= E (f)E.Mla) ~ E,N(a)E.(f°) 0

_El siguiente tema se utilizard en el Capitulo 3.

Supdngase que se tienen una bigrifica diferencial {3, 4, R) y en ella
@i — i,lazo de grado 0, con §{a) = 0, y sea A € R . Se considern el ideal J en RS

19



o
1v+v1
B4 Proposmlén. Los. bocses. .A[ ’ él\bdcs’aéqbiadof-a.la»’bigréﬁc;?

: ‘(Ba,éx, R) son isomorfos.

‘DexfixOStracién. Se define un morfismo ‘de ‘AZ A—bimédulos E

v. 5
Vv T IWEvI

¥

‘. talque parav eV = VowAd,v=v +twa, \Il(v+IV+VI)-—'u +IV+VI Sumversoesté
dado por v' + IV + VI v +w+IV+ VI D :

La siguiente afirmacién se demuestra sin dificultad.

5.5 Proposicién. Elsiguiente diagrama es conmutativo :

repA(Basba, B) 2 repA(B.6, R)
E, LE, o,
TEPA(B,£(6),S) _F: TEPA(BQ,E(E)V,(,\), S)
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- Capitulo 2

'”Allgorityr’r{nobs' de reduccién

Los aigoritmos de reducéién pa:é’_bo'cses, intr@:&ﬁcidos por Kleiner, Roiter y Drozd, se
originaron en ciertos problema..s mafriciales; Formulados en el contexto de las *categorias difer-
enciales graduadas” [D;, Da, o, RK] en un inicio, fueron posteriormente formalizados para
bocses [BCS, CBy, Ro]. En este capftulo se estudian los algoritmos de reduccidn para bigréficas
diferenciales.

Se realiza una descripcién de cada uno de los algoritmos : regularizacién, eliminacién de
objetos, reduccién de una flecha y unravelling”, es decir, se determina en cada caso la nueva
bigrdfica diferencial obtenida por su aplicacién. Se estudia el comportamiento de la norma de
una representacion, frente a cada algoritmo, pues de aqui surge la posibilidad de argumentar
inductivamente, una y otra vez y en diversas situaciones, al estilo de la demostracién original

del Teorema manso-salvaje de Drozd.
1 Norma y forma cuadrética

1.1 Definicién. Sea (B, 6,k) una bigrdfica diferencial triangular, con vértices Xj, ..., X»
y estratificacién (ai,...,@n; ¥1,...,¥m). Para cada par de vértices ¢ , j , se denota con my; el
nimero de flechas de grado 0 que hay entre ellos, en cualquier sentido; con ni; se denota el

nimero de flechas de grado 1 entre ¢ y j . La norma de una representacién A de B se define

como

r
1Ml = 5" my; dim M; dim M
iy=1

1.2 Definicion. Con las mismas notaciones de la Definicién anterior, la forma cuadrética

de la bigrafica (B, 6, k) se define como la aplicacién

2 —Z,
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dada por i
gB(z1, .. .7:,.) = Z:r - Z m,,:v:,:z:J + Z T :

#,3=1

2 Primer a]goritmo: regularizacién

tiﬁcacxon (a;, ,QpiUly.. ,vm) Supdngase que 6(a1)

M de B exxste una representacién A de B y un xsomorﬁsm

‘Ademas, para todo morfismo f : M —s M’ ) €xis

. ;(f) (1)1) =0y el siguiente diagrama conmuta :

Demostracidn. (i) Supéngase a; : X3 — Xz, v : X7 — ~— — Xa . Para M € rep(B, 5,k)
se construirdn simultdneamente M ¥ un isomorfismo g: A — M , dado por'g = (9 ; ¢*(v;))-
En primer lugar, se toma M; == M; , y g? = idps,. Ademés, se toma M (a;1) = 0. Obsérvese que,
de 6(a;) = v1, se ha de tener M(a;) — M(a1) = g*(v1) , asf que se define : g'(v;1) = AM{ai1).

Para definir M (ai41) , con 1 €7 < n—1, supéngase que ya se han definido A4(a1), ..., M{a;).
Se tiene §(ei+1) = X%, bjujc;, con los by, ¢; caminos triviales o compuestos de flechas del
conjunto {ai,..,a;} . Se define g'(v;) = 0, para j > 2 . Obsérvese que estd bien definido
M(b;) , § 2 2. Ahora se define M(ai11) = Maiv1) ~ Loy M(0;) 1 (w:)M{e;) = M(air1) —
M(br)M(a1)M{c1). Se obtiene asf un morfismo

g=(gf = idas ; §'(v1) = M(a1),g*(v5) = 0,5 22): M — M .
Para comprobar que g es morfismo, obsérvese que para la flecha a; vale:

Ma1) ~M(a) = M{a)) ~0=g (UI) = g}{é(a1)).



Continuando, para a1, se tiene &

(u) 8P se txene un morﬁs
‘se sxgue 6(1)3) =’0 . y entonces (fA
".f"f‘f’(al) + 1) = M(ar) = 0 pues

_Basta tomar entonces, f = g gt =F

2.2 Regularizacién. Sea (B, 6 k) una blgraﬁca d)ferenmal tnangular, con vertlces Xl, X, )
y estratificacién (a;, ...,anjv1, .0y Um)- Supéngase que §(a1) = v1. Se describe a continuacién la
regularizacién. ) ) »

Se define una bigréfica B} ,,, con los mismos vértices de B. Sus flechas de grade 0 son
s, ...,8n ; las de grado 1 son vg,..., .

Se tiene la inclusion de los anillos ¢ : kB, ., — kB . Ademss, se define un homomorfismo

de anillos tp : (kB)y — (B}, 4, )o, poniendo en los generadores del primero :
tole;) =e; ;to(ar) =0, to{as) =ai, 122 .

Asimismo, se define un homomorfismo de A-bimédulos, con A = (kB)o,

ty: (kB)y — (kB;, ,, )1 , poniendo en los generadores :
) =0, ti(v;) =v;, 72 2.

Se tiene entonces un homomorfismo de anillos t : kB — I»Bm w

,. inducido por'(to,tl).'Sé :
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define 8 = 61 kBL,,, —— kB, ;. ;v entonces el siguiente disgrama conmuta :

sobre. B, Se haré a modo .

ﬂh‘”l

t(&)&. = t621. = _0_

- bjues.
?‘1 ’u.¢:¢(ax)

‘2.3 'Pféjao'éiéién. Séa’ (B, 5 k) una b)gréﬁca diferencial triéngu]éii'ébﬂ_{{érticés
y estratlﬁcaclén (al, -18ni v, . ,um), tal que 8(ay) = v;. el

Para la. bxgréﬁca s, & k) obtenida por regularizacién, se t:ene una equivalenc

R rep(B,8', k) — rep(B,é,Ic) .
Dei'nos‘t‘rat_:iékxi;‘:’. Para N € rep(B') , se define F(N) = M _é.r'ep(B)

- My=N;5 "
' M(a1) =0, M(a;)=N(a;), 7=2.7

T'P_.ar; uh'mérﬁsmo fl'+ N — N, dado por f' = ((f); (f')l(v,) j = 2), se define
f ‘=>((f')i‘-J P A ) =0, ) = (MY vy),d = Para toda a : X, — X; de grado
OenB , se tiene : fPM(a) — M'(a)f0 = fON(a) — N’(a)f0 f(&(a)) = F(4(a)). Luego
f v F(N) — F(N') es morfismo. Se pone: f = F(f’). Es claro que se tiene un funtor
F :rep(B',6' k) — rep(B,6, k) -




Para vér que:F_ -s d" ‘v'.l)';jc_axj"s,te'M e 'rfek’_pr(B)r, tal que -

M(a) =0

Para. ver quv F '

- suponerse que M (a;) =

: puede suponerse f1 (‘vl) =

= (f')?(v;)_-% fi’(u',-) 529

Entonces Jli N — .N' es. morﬁsmo en rep(B') . En efecto, sea a : X5 — X una flecha
de grado 0 en B, necesanamente a # a1. De M{a1) = M'(a1) = 0, y f}(n) = 0, se sigue
que f'(§'(a)) =-f(6(a)) , por lo cuel , tomando en cuenta que f es morfismo, (f)?N(a) —
N'(a)(f)] = f0M(a) - M'(a) f2 = f(5(a)) = f'(6'(a)) -

- Es fépil ver que Fes fiel O v

2.4 Proposiciéﬁ. Sea (B, &, k) una bigréfica diferencial triangular, con vértices X, ..., X
y estratificacién (a1, ...,@n;v1,..-,Um), tal que §(a;) = vy . Si se regulariza, entonces para la
eduivalencia. . v
F : rep(B') — rep(B)

del Teorema (2.3) , se veriﬁca :
(i) si M = F(N) , entonces : dimN = dimM ;
'(ii) si ;1 :I').(i -——-r X; ,y M = F(N), entonces :
IN]| = |AL]} — dim ALz dim M; .
En particular si la representacién M es sincera, [|[N|| < [|M|| ;
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Demostraclén. La aﬁrmacxon

mismos extremos O
3 Segundo algoritmo : eliminacién de objetos

3.1 Sea (B, 6, k) una bigrafica diferencial triangular, con vértices X7, ..., X, y estratificacién
(@14.0esGn3 V1, oy Um). Sea  arbitrario , 1 < ! < r . Se define la bigrdfica B} con los mismos
vértices déB , menos el vértice X; . Las flechas de BB son todas las de 55 , excepto aquellas con
- algtn extremo en 1.

‘Sea C el conjunto de las flechas de grada 0 de 53] , y T el de sus flechas de grado 1.

El élgebra A’ = (kB})o es subdlgebra de A = (kB)o (aunque 14 # 1,4) y se tiene una
inmersién de A’'—subbimédulos (kB})1 C (kB)i, los cuales inducen una inmersién de anillos
L2 kB — kB .

- Se definird ahora un homomorfismo de anillos t : &8 —&1j, inducido por (o, t1) , en donde

to : (kB)o — (kB{)o es el homomorfismo de anillos, tal que

e — 0, erreq, izl

a; — 0, a.-¢C, a; — a; , a;eC.
El morfismo de A’ —-bimédu]os ¢ (kB)y — (LB{)l , se define por

vy H'Oi,. OIS Vi ,meT.
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‘Poniendo &' = ti‘ijz_.‘r;‘erlv’s:ig'uiexfite :d_i}a.gtz}xrna‘_"bb.hm{;-té’ 2 o

entonces

&'(a) =
bj ,c,E(C),Uj eT

Se hacen las siguientes observaciones :

" (i) Para M € rep(B,5, k), tal que My =0, se déﬁne ‘N € r@ﬁ(Bf.,Si,}{c.) sty

Ni = M, i#l;
N(as)

M(e) , %€C ..

En este caso, se escribe M = F(N) . ST i
Para un morfismo f : M — M'en rep(8,5, k), dado por f = rP .’fl(vj)); se define.

=2, 14l (V@) =) veT) -
Facilmente se muestra que f/ : N — N', define un mérﬁsmo, debido a que : F(6')(a) =
f(6(a)). Se escribe f= F(f').

(i) Se define un funtor

F:rep(B,6,k) — rep(B,6,k)
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: tal que, para N € rep(B’

y ‘estrati ﬁcacxén (a; ..

"entonces el funtor

F:rep(B,8,K) — rep(B,6,k)

de (3.1) establece una equivalencia entre rep(B',6§',k) y la subcétegon‘a. plena de rep(B,ﬁ, k)
formada por las representaciones M , tal que M; = 0 . Ademds, st M =X F(N) se verifican las -

relaciones :

Iy s

IVl =
g (dimN) = gp(dimbr) .

Es claro que si se eliminan varios vértices de la bigrdfica B , sigue siendo vélida la anterior

proposicién, con los cambios adecuados.
4 Tercer algoritmo : reduccién de una flecha.

Sea (B,6, k) una bigrdfica diferencial triangular, con estratificacién
(a1y4y@n; V1,...,Um). Supéngase que para una flecha de grado 0, o : X; — X},
- X # Xj, 6(a) = 0. »
Renumerando los vértices en caso necesario, puede suponerse X; = X1, .X;'= X, y,qué‘él

conjunto de vértices es : X;, X2, X4, ..., X, (no existe X3).

28



. 41 'Sg definird a contiﬁ{xacidn unra-ﬁuévva‘:ﬁigréﬁca cual se. céhétr: u ;;it'de:spﬁés‘
una diferencial 8. o oy

Los vértices de. B’ son : 'Xl;Xg,Xj,Xj;
Se definen dos flechas de grado lAen“v_B"b

degradoOenB,

egla::

aip + X3 = X3, 012* Xo = Xa,doy 1 Xz — Xz,a22: Xp = Xai . 7

: (41) to-da; as X —» Xg,c; # a,:deﬁne 4 flechas :
’ flult X1 — X3,a12: X3 — Xaz,am : Xa — Xp,a22: X3 _._.x2, ',
(4.2) similarmente, para a : Xz — X, se tienen 4 flechas :
ayn : Xz — Xy,a10: Xo — X1,a2 : X3 — X3,a20: X2 — X3. 7

Las flechas de grado 1 en B', ademds de las ya definidas z,y, se obtienen a partir de cada
flecha v : Xp ~ — — X,, de grado 1 en B, segin la regla recién explicada para las flechas de
grado 0.
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Se ut1hzaré. de ahora en adelante la 'siguiente notacién mat‘ 'cml para las ﬂechas de B’ éegun .

los casos antenores

0 e

" Sea _eakfevl idempotente.en X3 ; se define la-matriz Ay =
S R e R AT A Do

Dela misma méhefﬁ,‘ Se'C6hstruye una matriz Ay, pera cada flecha v de g‘rado lenB:

Para un camino y = y1...7s en B, con gr(v)€ {0,1}, se define la matriz A-, = A'rx A,-,, ; y o

para una combinacién lineal de caminos u = 3.: CiYi 4 se define la matriz : A, = 3; cfA,n et

También se introduce, para todo vértice X, en B, la matriz Y}, dada por :

0 = 0 .
v = Ve = Y1 v=0siperL2
00 1]
Peara una flecha as de grado 0 en B3, se utiliza también la notacién matricial A,, = (’)),

con los indices en los rangos adecuados.

Para matrices X = (zi;),Y = (yj) con entradas en kB’ , XY denotara el producto
usual de matrices con entradas en dicho anillo. Una matriz X = (zi;) con entradas en kB’
se llama homogénea, si todas sus entradas x;; tienen el mismo grado; en este caso se escribe :

grX = gra;;. También se define gr¥; = 1,4 =1,2.

4.2 Definicién. Para toda flecha a: X, —+ X en B, gr(a)=0, a # c, se define 1a matriz

5'(Aa) = }’,,Aa - Aayp -+ Ag.(,,).
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Asimismo, para v :

Leibnitz, a saber, -

(L xey).

. Zd (mtl)ny + E("l)gmﬂz 16’(y1,)
: Z & (Ell)ylj + (_ 1)gr1""3116'(3!l;)

26 (xslylj) 6 (Zfl‘-lyu)
6’((}{}')”) = (6I(XY))1J‘

) Se ilace la observacién de que en la antgrior_deﬁnicio‘n se tiene
8'(An) = YoAn — (-1)7AYs + Agery
para h flecha de p en q.

4.3 Lema. (6)2=0

Demostracién. Por la regla de Leibnitz, es suficiente demostrar que

(8(Aa) = 0,(§')%(As) = 0, con gr(a)=0, gr{v)=1.

(i) Paraa:Xp, — Xga#a,

(6)*(4a)

6'(YgAa ~ AaYp + Asto))
§'(Yg)Aa — Y48 (Aa) = 6'(Aa)Yy ~

I
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: —Anﬁ'(Yp) + Jf(Aa(n))

. puesto que de 6(6(a)) = 0, se sigue que & (Asq)) = YAg(,,) + Ag(a)Yp. Como esta tltima
'aﬁrmacxon no es del todo inmediata, se demuestra a contmuaclén
. Es suﬁcxente hacerlo para el caso 8{a} = buc, y luego extenderlo por linealidad en general.
De 0 = §{bvc) = §(b)vc + b6(v)e — bub(c), se tiene:

0 = AsgyAvAe + ApAs)Ac — AvAvAs

lo cual se utiliza en el siguiente desarrollo.

De Ag(a) = ApAue, se sigue :

& (A AvAs + Ab6'(Au)A¢ AbA.,él(Ac) L
Yo ApAyAc + ApAvAclYy .

8'(As(a))

Y3 As(a) + As(a) Yp-

(il) Parav: X~ — — X,, sean.

Z 'U.r2vsl »

Zvﬂ r2v32,r1, 6(“&1) = Z ’Usl t2VUs1;21,

6(v)

6(”52)
en donde :
Usl,tl [ Ual,22

v,
Xp - "" Xsly Xp —— Xl —— Xsu
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: Se tiene :

1a247 ﬁl)‘,’!‘ﬁAuliiti

B gt

la tltima igualdad obtenida por un argumento similar al de (0.4), Capitulo 1 O

4.4 Definicidn. Las diferenciales de as;) y de vf;) se definen como las entradas de las
matrices §(Aq,), 6 (Ay,). Es decir,

8'(Aa,) = (8'(aD)), &(Av) = (6 @D)).

Obsérvese que de Y2 = 0, se sigue §'(¥;) =0, y entonces : §(x) = §'(y) = 0.

En los céleulos anteriores no se utilizé la relacién §'(¥;) = 0, que hubiera trafdo alguna
simplificacién, de manera intencional. La razén es que ellos aparecerdn en el ”unfravelling”, y
no se desea repetirlos. :

De la regla de Leibnitz para matrices, se deduce que la misma es vilida para flechas de B,
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es décif, si a, 3 son flechas en B, entahces o
& (ab)-= &'(a)b + (=1)7™ .
- Utiliéando dicha regla, se extiende §' a caminos (ﬁnito_s) en kB, y luego por linealidad a

todo kB’. Del Lema 4.3, se deduce que '8’ : kB8’ —— ka’vérjﬁca (62 = 0. Se ha demostrado

“entonces la proposicién siguiente.

4.5 Proposicién. ¢ define una diferencial en 5'.
A continuacién se establecerd una equivaleﬁcia_i—
Firep(B,6',k) = rep(B;6,k).. . =

Para un objeto N € rep(8, §', k), dado pc;r':

N=(Ni,i=1,2,3,4,..r: N(af_,’-)),‘s.; 12'n.) .
se define la representacién A = F(N) € rep(B, 6, k) asi: |
My = Ny ® N3, Mp = N3 ® Na, My = Np,li 2 4.
Ademds, se definen las transformaciones Af(a) : Ay, — Mo, M(as) por las matrices :
M(a) = ( 0 i, ) , M(as) = (V(@)).
0 0
Si se tiene un morfismo f : N — N’ en rep(B’, §', k), dado por :

F=(f2i=1,2,3,7 @), @) P ) s = 1,2,..m),
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se define 1.1n> mo_fﬁs;‘r':ﬁo g ]VI: F(N) )medlante la fa‘i»ﬁilyié'aql:’:le 1

en donde : »’

@ = Mz g,zc@;>, A

4.6 Lema. gesun morfismo. * "

Demostracién. Sea a1 Xy ~5"X, en . Se consideran dos casos : ..

(1) sna.—a setlene'..f

2\ ey
0 0. 0 0

| e8M(a) = ()t

- pues 6(a) = 0.

(ii) Sia # a,seaé(a) = 3; buer, grib)=gr(c)=0, gr(v;)=1, entonces Agsqy = T Ay AvAc;

¥ de aqui, la componente j de la matriz As(q) estd dada por :

(As@)iz = Zba) $’,)c§')

Lrs

Resulta entonces que

m&w@—zwww%%mﬂ)

irs
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Por 6ti‘§' ﬁa:i;e, se'tiene;

L Se h‘a:aerﬁbstrado és-i.qﬁe‘:{
) y de ahf la jgualdad de las matrices :
9(6(a)) = (

De la definicién de &(A,) , se obtiene

s = 040 = (s — Aa¥p),

y de ahi, ]
f(Asa)) = F(8'(Aa)) ~ f(¥gAa — AaY}).

Una comprobacién directa por casos segin a muestra que : .
9gM (a) ~ M'(a)gp = f(6'(Aa)) — F(Yoda — AuYy),
obteniéndose finalmente la igualdad :

9¢M(a) — M'(a)gp = g(5(a)) D
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;]\’[] a2
Ay’

con W C M.
Se define N € rep(5') mediante :

Ny = ker M(a), N3 = imM{c), Ng = W, Ni = M), 1 > 4

ademds, toda M (as) se expresa, con respecto a las descomposiciones en sumas directas ante-

riores, como una matriz
M(a,) = (Mi;(as)),

"de 1, 2 6 4 entradas. Para toda flecha a,(;) de grado 0 en B, se define la transformacién lineal :

N(a$) = Mij(as).

Se ha construido asf una representacién N € rep(5’), y ficilmente se comprueba que M =< -
F(N).

Para ver que F es pleno, sea g : M & F(N) —— F(N') 2 M’ un morfismo, dado por :
9=(90,i=1,2,4,...,7; g*(w),t =1,...,m) "
Se tienen descomposiciones :

My = ker M(a) @ imM(a), Mz =imM(a) @ W,
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hes: matriciales 1.

Se denota ahora por f la familia doﬁié
= (0, 8. 58, f0 = o)1 2‘4:_f‘(w if

en donde las f! (v(‘)) estdn definidas por : g (‘Ug) = (fl('v('))) o )
Se demostrara que se tiene un morfismo f: N - N’ En efecto, para todh fecha de grado

0 a: X —-—bX.,,enB aT-oz se tiene :
g A (a) M (a')gpo = g(é(a))'
q .

Se sabe que :

99M(a) — M'(a)g) = f(8'(Aa)) = f(Yyda — AaYp),

y ademds, se verifica :

(99M(a) — M'(a)gl + f(YoAa — AaYp))yy = fIN(aiz) — N'(as) §7

en donde a;; : X, —_— Xe.

Se tiene entonces :
. [IN(ai) = N'ai) £ = f(8'(ai)),
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=], asl' a: X1 — X)1.8ean A€k, 720 entero, arbltranos

asf qu§ F e-:s‘,morﬁsm'o‘.:E claro que F(f) .

: CEs fhcil ver-que el funtor 7 es fiel oo

llg‘oritino : "unravelling”.

yvm)

amul,

5.1 Se define a continuacién una nueva bigréﬁca (B4, k) .
Los vértices de B’ se toman como Zg, 21, ..., Zp, X2, e Xt

Las flechas de grado 0 en B’ incluyen un lazo &' en Zg, y las demds son determinadas por las
flechas a de grado 0 en B,a # «, del mode que se explica a continuacién. Primero se considera

el conjunto
A={(Ek):1<i<nr 1Lk <i}U{(0,0)},

ordenado de la siguiente manera ;

(0,00 < (, 1)<(2 1)<(22)<(3 1)<(32)<(33)<

< (r 1) <‘(r' 2) < < (r,r)

Se escribe 8= (i, k) e_,A',f gz o 142 +3 R

(iy Pare toda a: X, — X, ycon p,g # 1, se define una flecha a : X, —+ X, en 5.

(ii) Para toda a : X, - X1; p# 1, se toman d flechas agy = airy; : Xp — 2, en donde

B = b('i, k) € A. Asi, se tienen una flecha X, — 2y, e ¢ flechas X, — Z; (1 <i < 7).
Similarmente, para a: X3 — X, p # 1, se tienen d flechas a15 = ap) ¢ Zi — Xp
d<isn
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(iii)- Todo ]azo aen Xy, a # o, determina d? ﬁechas, denotadas por ag., s ﬁ,7 e A, tales
que si ﬁ = (i,k), T = (4, l) entonces agy = &g k)7, * ZJ — Zl R :

Las flechas de grado 0 en B’ se utilizan para deﬁmr matrlces Au, para a en B segun los

anteriores casos, asf:
(1) Aa = (a)

(11) A -’aﬁl)ﬁeA,m&trlZ dxl 51a, X"—»Xl,p;é 1;-

‘x;na'triz 1 xd ,,si'aj: X — 'Xp, ? # 1.
(m) A‘l = (%1);3,76/\ , matriz d xd.

(lv) .Aa, es la matriz d xd', diagonal por bloques, denotados Boo = (a’),Bu = (JA)e,, es

dec1r, ‘
e; _ 0
dei ey 0
0 S B
,' o s
: eir
0 e

- parat =1, en donde e; denota el idempotenteen Z;, 1 <i<r.
Las flechas de grado 1 en B’ son de dos clases:

(i) Para toda v : Xp— ~ — X, en B , gr(v) = 1, se puede definir una matriz A,, bajo
el procedimiento ya explicado para construir la matriz A,,gr(a) = 0, @ # a. Las entradas de

Ay = (vgy) son las flechas de grado 1 del primer tipo.

(ii) (Flechas definidas por «). Sea d' =1+2 + ... 4+ 7 . Se define una matriz d’' x d' :

X'= (Xihsijgrs
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en donde 'X,}eé ﬁ_n Bloi;ue"covn‘ zﬁlas y ] ‘cbltix’ripas‘ del Sigﬁi_é}ite’ eé»t'il'c;:“ A

Xi i+t tiene nulas sus primeras ¢ columnas, y es de la forma :

Xy =((0,..,0, x5,
. cép X,(:’) b]c;qué'\i %3 del tipo Xy a.nteriormente introducido;

‘0. st 1>, £ =7 t, Xij = Xjq¢; tiene nulas sus iiltimas ¢ filas, y es de la forma :

con ng) bloque 7 x j del tipo X;.

Por definicién, las flechas de grado 1 en B’ determinadas por « , se encuentran en correspon-
dencia biyectiva con las entradas no nulas , distintas entre si, y fuera de la diagonal principal
de la matriz X' (o sea, no se toman en cuenta x(11)(11),%(21)(21) T(22)(22), -~} Estas flechas se

denotan por las mismas letras de las entradas de X', y su orientacién es como sigue :
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TG --;’1'(:‘.1)05 R
Con esto se termina la descripeidn de las flechas de B'.

Con la matriz X’ se define una matriz X, de tamafio d x d, d =1 +d’, como:

0 0
0 X/

>

Ahora se procede a definir la diferencial §" para B’, de manera semejante a como se hizo

para el caso de la reduccién de una flecha (tercer algoritmo).

Para todo vértice X, de B , se define una matriz Y}, asf: ¥, = 0,sip# 1, ¥] es la matriz
obtenida de X al tomar nulas en ésta todas Jas entradas de la diagonal principal.

Procediendo formalmente como en el caso de la reduccién de una flecha, Definicién 4.2,
Lema 4.3, los cdlculos ahi efectuados conservan su validez en esta nueva situacién, y tomando

&’(a’) = 0, se obtiene una bigrdfica diferencial (13", k).

A modo de ejemplo, obsérvese que : (i) para un lazo en X3 , @ # & , en B, las diferenciales
&'(ag,) de las flechas ap, en 5, son las entradas de la matriz §'{A,) = Y140 ~ AaY1 + Agta)s
es decir, §'(Aas) = (6'(aap)); asimismo, (ii) para a : X1 — X,,q # 1, se tiene : (§'(a1a)) =
6 (Aa) = —AaY1 + Ag(a)-

Ejemplo. Sea B la bigrdfica con un sélo vértice X;, dos lazos de grado 0, a,a, y un
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0 Tpame, 3.
w(ziz)a ). g, 1(@22) 2(2 1)(2 2)
0 o0 —*(z.n(z By

y en:i;.on'ces ias flechas de grado 1 definidas por éon H

Tanas 22—~ = 21, Ty Zl =5 5'?’5(24.15(2‘.:@ == 2

Existen, ademds, dieciséis flechas de grado 1, correspondxentes a las entradas de la ma
triz A: = (z3,) .

La matriz ¥; es la siguiente :

.;o “"u )

V . Ademds,

/\527‘82
0 0 0 ez,

Las diferenciales §'(agy) se leen de la matriz :

6’(Ad-) = (6'(&57)) = Y1As — AuY1 +A2An H
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y las divferencialés & (;{g;,) sdn'lgé'er;tfédas dela matriz ;',‘ﬁ

Antes de pasara o{{;'rosy‘ 6 ‘de que férmulas similares a ]as"que
definen las r.nat,ri‘ces‘.;J"(A}..v)‘ se .gf:iﬁéanipara bocses ({BZ]). -

" en donde

N(Z)W = N(Z;

Ry = N(Z}),‘ i veces.
"Sea a s Xp — Xg una flecha en'B.
Si p,q # 1, se pone M(a) = N(a).

Sia:Xp, — X1,p# 1, M(a) es la matrizd x 1 , M(a) = (N{ag1))gea-
Similarmente, para a: Xy — Xp, p # 1, M{a) = (N(a1g))geA-

Paraun lazo a: X3 — Xj, a # a, se define M (a) = (N(agy))pyen.

Finalmente, M(c) : M; — M) es la suma directa de matrices

M{a) = NeTho..e T,
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en donde :

([ Ny g 0L Lo 0 ) -
[

Slgi<t; gt (m), 1SS m)
tomando g como la matriz d xd : R

d_(ﬁ 0)
gl = ]
o X )

en donde la matriz X" es la siguiente : X" es d’ x d' , con estructura semejante a la anterior

matriz de bloques X’. De hecho, se toma

X" = (Xgy)arer~{(00)}

tal que :

Xeney = Xf?,z)(e,z) == Xy =85 1= 173

By fYzpy) » para (B,7) fuera de la diagonal principa.] ;
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o)

N'(a) 0 o 0 N80 )
M'(a)g? = (o) fo _ (&) f6 :
0 J o X" -0 Jx"
Pero f{N(a’) = N'(e!) f3, por ser §'(¢/) = 0, y ademds, X"'J = JX" . Luego, se cumple :
gIM(a) = M'(a)g?.

(v o) (snvey o)

" ademds,

(ii) Si a 3 a , se procede como en el caso (ii) del Lema 4.6, Capitulo 2.
Fécilmente se demuestra que F es un funtor.
5.4 Proposicién. El funtor F : rep(8',8, k) — rep(8B, 8, k) induce una equivalencia

F: Tep(Bl: 6’7 k)(Za,z—-z\):Tep(B) 6! k)(a\‘r) 3
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dimensién a lo sumo 'r, 7
tuida por las representacxo
de N (a).

Demostréeidn. (1)

or. propio de nteros >. O.Se‘_ﬁehe S

con L matriz ! x l, 120 ,‘tii_l 4que")\ln es

My=# ® kMm@

'

" Se define una representacién N de B’ , t_-a.l' que

No = - N,-_A"'_‘,z_12 s '
Ny =" Mi,'l— ’

Para definir N(b)', con b flecha’ de grado 0en B, se pone:
o N{e/)=1L
o sia: X, — Xgen B,p,qg#1, N(a)=M(a};

° sia:Xy— Xi,a# a, seescribe My = @pes Vi » con Vo) = k4 Vi) = K™, ¥
entonces M(a) = (Tpy)py » con Tpy = TGy Vo = Vgy — Ve = V). Para la flecha

apy = Qg P 5 — Zi , se toma: N(agy) = Tp,.

Se procede de manera semejante para definir NV en las flechas que provienen de flechas

X1 — Xg, X, — X1, g# L

Obsérvese que N € rep(B',8', k)(z,z-»)- Ademsds, para la representacién F(IV) se tiene :
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Se define un

)j'xf ® mIJ,\ emJi®.. 8 1mJ"

V Sean‘:'

J = ‘nl'J} OneJi®...dn.JL,

J o= mJlemJie..em.J].

De la igualdad de matrices :

L 0 f L 0 :
g? = 9? »
o J 0o 7

y del hecho de que A no es valor propio de N(«/) ni de N'(e’), se deduce que ¢¢ tiene una

g = )
0 Q

con f§ de tamafio f x ! . De la igualdad : QJ = J'Q , se colige que la matriz Q posee una

expresién matricial

estructura igual a la matriz anteriormente denotada por X' (cfr. 5.1).
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F es fiel O.

6 La norma frente a los algoritmos

Se examinard el comportamiento de la norma de una representacién, al reducir una flecha

o efectuar un "unravelling”.

6.1 Proposicién. Sea (B, é,k) una bigrdfica diferencial triangular, con vértices X,..., Xr
y estratificacién (@1, ...,8n} V1, .; Um) - Sea & X7 — Xa X7 # X» , flecha de grado 0, tal que
§{e) == 0. Se reduce la flecha a, obteniéndose F : rep(B8’)— rep(B) . Para M &2 F(N), si

dimN = (‘11,‘@3,@2,334,.--) »

entonces

dimM = (x1 + x3,z3 + iz,g:4,...)

Ademis,

(1N = | AL} = (z1 + z3)(z3 + 22) ,
de donde, ||[N|| < [IM]| . En particular, si M es sincera, la desigualdad anterior es estricta.
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+ zmi;‘l(fl$p + T3y
p=4" ST
=+ E MpgTpTq o .
mg=4 )

= [M|| - (z1+za)(za+22) O

6.2 Proposicién. Sea (B, §, k) una bigrdfica diferencial triangular, con vértices vX},‘..‘.—,-.X}

y estratificacién (ay,...,@nj V1, Um). Sea o : X3 — X un lazo de grado 0, §(a) 7:'—-: 0>,:y

considérese el "unravelling” con respecto a A, r. Para M = F(N) , si

dimN = (zo, 21400y Zr s L2y 00y Tk ) N

entonces :

i=1

.
dimM = (zg++ 3 _izi , 32, wvy Ty).

Ademis se verifica :

V= gl = (@i MY = =) < )
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En particular, si A‘jes_valorv prépio de M (cx)‘,_‘]a;dgsigué.l_dad es‘g_stric‘t_é.

‘Demostracién,

flechas de grado 0'entr

LENS

R Zizn+ Y. ijmzm .
=1 L hi=1i<y

y entonces .

Sellegaasfaqﬁé_: e

D " rl . '
(zo+ 3 12)? = A = (dim M) — 2.
=

M~ (@im M) = ) -

I
S
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La ultlma. aﬁrmacxén se sxgue de L

z5 Zzzz2+'22m,z‘+ Z ‘L]Z‘ZJ‘

e l—-l




Capitulo 3

Formas cuadréaticas y algoritmos

' ‘Aqux’ se examina el comportamiento de la forma cuadritica al reducir una ﬁeéha. ° efect ‘

un "unravelling”. Como consecuencia, se podra afirmar que frente a cualquiera'de los cuatro.. - .

algoritmos estudiados, la forma cuadritica no decrece. Esto se aprovecha, en una priﬁ;efé o
instancia, para estudiar propiedades bésicas de bigréficas "schurian”. o
Se estudian luego bigrdficas con coeficientes en campos k y k(x) y sus relaciones, Ta.mBiéri
se afinan algunos aspectos de la regularizacién.
La consideracién del indicador A ocupa el resto del capftulo, en donde se establecen rela-
ciones entre el valor de A{M) = dim; Endg(M) — gs(dimM ), para una representacién ine-
scindible M de una bigréfica diferencial, y la familia de representaciones con vector de dimensién

dimifL.

1 En el capftulo anterior se establecié el comportamiento de la forma cuadrética frente
a los algoritmos de regularizacién y la eliminacién de objetos. En ambos casos el valor de la
forma se preserva. Se examinarén ahora los casos de la reduccién de una flecha y el unravelling
(cfr. Capfitulo 2).

1.1 Proposicién. Sea (B, &, k)una bigréfica diferencial con vértices
X1,X2,X4yy Xn @ : X3y — X2 una flecha de grado 0, tal que §(a) = 0. Se reduce
a, dando lugar a la bigrifica (B',6', k) y al funtor F : rep(BY — rep(B). Para toda rep-
resentacién N de B/, si M = F(N), y ademis dimN = (=z1, %3, %2, Td, -, Tn ), dimM =

(z1+x3,T3+%T2, T4, ... Tn ), Se verifica

g {dimN) = gp(dimM) +z3z2 .
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Demostracidn..-En prither lugar; -

: (:ca + m2)2,+'z z2 ||M|l + q(‘)(

M) 2

en dqxi‘déji :

“Por 'otra: parte,

con

- ﬁz(slr)(,i_i_mlr\yf)r =" 21:1:3 + zazg + n12(-'51:cz + @123 +¢3Z2 + o)+
. N : +nn(-'l’1 + 21:1133 +m3) + nzz(-'va + 258312 + wg) +-

Z nlp(zlxp + 2:3:1:,,) + Engp(xsmp + :cg:z:,,) +
P"‘ N

+ Z NpgpTy .

Pa=4

De lo anterior se deduce el resultado anunciado :

gp(dimN) - qz(dmM) = zf+zf+of— (21 +23)° — (B3 +22) +
+(IM| — INT) + R
+(g8 (dimdN) — ¢ (aim))

= (=2} — 2z173 — 23933) + (z1 + T3){wa-+ x2) .
+(z173 + T273) ‘

= T1I2 [}
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1 2 Proposwlén” on vertxces

Sé‘z_i' (73,4”5_,_1\:.);11::_1;:1 aﬁca. dlferencxal tnangular, :

respeqto ;‘X kT

" 'Entonces se verifica:

: Por ‘otfa) parte, R

: r i T i '
“’ (ch_M) = m(zo+Yiz)? + 3 mplao+ 3 i2)zp+ D npgpTy

i=1 p=2 i=1 Pa=2
N T . T
) qB.)(dlmN) = S E-12F+ 5 %izmz+
i=2 fj=1;i<i
T r T
(g + 3 1222 +2 izmm+ D 2jmz)+
- =1 i=1 i,§=1;1<5
+ anp(z‘,:cp + Ezz,:cp) + Z TpgTpT
i=1 Pg=2
) r
= Z(‘L - 1)2? + Z 2iz;z; +n11(zo + Ziz;)z +
=2 i,j=1;i<i i=1
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+ 2 miple0+ 3 im)Tp 3 npgpty 5
Cp=2 Pg=2. ’

de ,dénde Ll

o (dimN) = g5 (dimd)

1.8 Corolario. Si B es una bigréfica diferencial, y se efectia alguno de los algoritmos

" de regularizacién, reduccién de una flecha, eliminacién de objetos o unravelling, obteniendo en

cada caso una bigréfica diferencial B/, y un funtor F : 7ep(B8') — rep(B), en esa situacién ,
para M = F(N) , se verifica

g (dimN) 2 ga(dimM) 0.

2 Bigrédficas ”schurian”.

Si (B,6,k) es una bigrdfica diferencial y M una representacidn, todo £ € k& determina un

endomorfismo 7 de M , dado por la familia doble
t=(¥;0),

tal que i? : M; — M;, m — tm . Para a: ¢ ~— j , flecha de grado 0, es claro que
(6(a)) =0, y ademss,

@ M(a) — M(a)i?)(m) =0 =1(8(a)) , paratodom € M; ;
7 .
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luego  es morfismo. Los ‘morﬁsn_los'de’ este tipo.se Haman., diagdnaleé,

Interesa destacar el caso en que las rep. poseen més endomor-

fismos que los diagonales.

2.1 Definicién. Una bigrafica. s para toda

ipo » schurian »
representacién inescindible A ,End:j(]\/! ) .

Por ejemplo, para los * posets (conjuntos parc:almente ordenados), los cua]es son también
bocses, vale la siguiente propiedad : un poset es de tipo de representamén ﬁmto si, y solamente.

si, es schurian.
2.2 Lema. Una bigréfica schurian no posee lazos de ningin grado.

Demostracién. (i) Por contradiccidn, si existe un lazo de grado 0,

ol — |, se tiene una representacién inescindible M, , dada por
(Jua)l =k? ) (‘A/Iﬂ)i =0,1%#1,

y para toda flechaa : i — j,

(Mn) (a’)

0 T\ sl D
o oMa(e) =0, aF oy
0 1
La familia doble f = (f?; f}(=z) -0) con f1 M — M, = . ff=0,
sii# !, esun morﬁsmo, como se comprueba fécilmente. Pero este morfismo no es escalar,

imposible.

(ii) De nuevo por contradiccidn, si existe un lazo z : | - — — |, de grado 1, considérese la

representacién simple S;. Se define £ : S — S; por

B o: kv k, W =ddy, F=0,i#1;

51(z) = idy ﬁ:'l(y)=(-),by9éz: .
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: 2 3 Lem ."Sea S una representacxén s:mp mis|
) sean :z:l, '. NN la tota!xda.d de los lazos de grado dimyg EﬁdB(Sz) =
ot + 1 SRS '

'Deniostracién Sit=0,el resulfédé es 'cl'ai; 1 endomorﬁsmo deﬁmdo B

~ por ;, segiin (if) de la demostracxén de (2 2), e tléne ‘entonces una k— base
{id, %1,...,%t} - En efecto, un f € EndB(SI) esté dad P na fa;x_nrha. doble f = (ap; al, ey GL) -
los a; € k. Siag =0, f = Y aif; s ap 7 0, entondes fbé-'qalid+ 3i0p'aiE; . Es clara la

independencia lineal O

2.4 Lema . Si B es bigrdfica diferencial triangular schurian y su forma cuadritica es débilmente
positiva, entonces para toda representacién inescindible M, dimM es rafz positiva de g¢g, es
decir, gg{dimAM{) = 1. Ademds, toda representacién inescindible estd determinada por su vector

dimensién. En consecuencia, B es de tipo de representacién finito.

Demostracién. (i} Sea M una representacién inescindible. Se probara que gg(dimaf) =1,
por induccién sobre {|Af|| . Puede suponerse que A{ es sincera, sin pérdida de generalidad. Si
{IM |} = 0, entonces la bigrifica B no posee flechas de grado 0, luego sus tinicas representaciones
inescindibles son las simples, asf que Af es simple. Si los vértices de 5 son Xj, ..., X, ,y dado
que ella es schurian, su forma cuadrética es gp(z:, ..., zn) = 1, z?. Luego, gs(dimM) = 1.

Sea || M} > 0,y supéngase cierta la afirmacién para toda representacién inescindible N , en
cualquier bigrifica, con ||[N|| < [IM]| . Sea a:i — j una flecha de grado 0, con §(a) minima.
Necesariamente ¢ 5% 7 .

Si §(a) = 0, se reduce a , obteniéndose una bigrdfica B’ y una equivalencia £ : rep(B3') —
rep(B3), y tomando M = F(N), se tiene || N|| < |JM|]. Entonces gg(dimN) = 1, y como gi es
débilmente positiva, 0 < gg(dimM) < gp(dimN) = 1, luego ge(dimM) =1.
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Si 5(0:) 75 0 6(0:) = clvl + +cm'um . con ]os q esi al

'mediok dé:ﬁ 1 a.mblo de base, puede supo :

como antes, y se obtlene la concluslén

ii SeaM mescmdlble,ysupongase que ara’ un J\I mescmdlble; d:mM’ —dxm]\[ Se
( i) : LM

~

; prébiiré Que _entonces_=M gy 78 'Se’reali‘za.' indué sobre H.I\I || s para lo cual puede suponerse

s, S-p: g que M es sinceéra. S] ||M'![ = 0 la bxgraﬁca es semxsxmple, y aqul' es clata. la conclusnon o

si ||Il/f|| > 0 témese a:i ——»J .con 6(0,) minima.

-8i 6(&) =0, se reduce ay entonces ‘existen representaciones inescindibles N N’ de B’ con=

M= F(NY, M! = F(N'), IIN||<IIMII NI < ML) Si dimN = (@1, 22,23, - ) dimN'=

(a:l,zz,za, ), se sabe que

129 = gg (dimN) — gp(dimM) =1-1=0 ;

igualmente sellegaa : zizp = 0. Se prueba , por una combinacién de los casos : z; = 0 , Zo'=
0,2y =0, 25 = 0, que dimN’ = dimN, y entonces, por la hipétesis inductiva, N N, de
donde M = F(N) F(N') = M. '

Si §(e) # 0, se puede regularizar, después de un cambio de base adecuado, y obtener
M = FN), M' = F(N'), |[N|| < M} , |N')] < ||AL"]|, para los cuales se cumple : dimN =
dimM = dimM’ = dimN’, luego N = N’ y de aquf, M = M’ .

Para concluir, obsérvese que por ser gg forma cuadrédtica débilmente positiva, por el Lema
de Drozd {Ri,p.3], ella posee sélo un nimero finito de rafces positivas. Luego el nimero de
vectores dimensi6n de inescindibles es finito, y como en cada dimensién hay solamente una clase

de isomorfia, la bigrdfica es de tipo de representacién finitod

Es sabido ([RK]) que toda bigréfica diferencial de tipo finito tiene forma cuadratica débilmente

positiva. Asf, la Proposicién anterior es un reciproco parcial a tal afirmacién.

2.5 Lema. Si B es una bigréfica diferencial schurian, entonces para toda representacién
inescindible M, existe dnicamente un nimero finito de clases de isomorfia de representaciones

inescindibles IV, tales que dim/N = dimM .
Demostracién. Sea M representacién inescindible. Se procede por induccién sobre [|A|}.
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"'que "Nll < [[MYl." Existe a-: i— ] , de

i (a) =
un numero ﬁmto de inescindibles M, tales que dimAf’ =dimaf. Sea: M

" se concluye que dimN' = di mN, entonces para N’ hay sélo un numero ﬁmto de posnbxhdades y

0' se reduce a, y para el funtor F, M = F(N) . Hay que em

‘ luego para' M’ = F(N'} hay s6lo un mimero finito de posibilidades, y ‘se ha concluldo

Si §(a) # 0, se regulariza y se llega ficilmente a la conclusién O

2.8 Proposicién. Si B es bigrifica diferencial triangular schurian y su forma cuadrética
es débilmente positiva, entonces para toda representacién inescindible M, ga(dimdf) =1, es
decir, dimA{ es rafz positiva de ¢3. Ademds, existe una biyeccidn entre la familia de las clases
de isomorfia de representaciones inescindibl;es y el conjunto de las raices positivas de la forma

cuadréitica gs, dada por M « dimM.

Demostracién. Por la Proposicién (2.4) , la aplicacién Af — dimM esta bien definida y es
inyectiva.

Para la sobreyectividad, obsérvese que existe una secuencia finita de bigréficas
B=B" B B2~ ...~ Be)

tales que B() se obtiene de B#~1) por regularizacién o por reduccién de una flecha, y ademds,

Bl es semisimple. Se tienen entonces equivalencias
rep(BU)) = rep(BE—1) 2 - .. rep(BY)) 5 rep(B)

Se efectiia induccidn sobre s — 17 .
Si s—i = 0, entonces i = s, y si B) tiene m vértices, entonces gu) (21, -, Tm) = Lie1 T3,
asf las raices de gps) corresponden biyectivamente a las clases de isomorfia de inescindibles.

Para continuar, es suficiente demostrar que si la afirmacidn es cierta para B(s=9 -
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(dl,dz d.

81 F corresponde a la teduccmn de una ﬂecha, sea, d

construye una rafz 4’ para qB(._;) ‘asf : si dy:> dg , sea g’ =
,sea d = (0,d1,0,..) y 5i dy < dg sea &’ = (dg —dy,di;0

qB(,_._,)(d) +0 = ggu-i-1j(d) . Por hipétesis inductiva, eéxiste:un- _e_S,cihdiBlé N, tal que

d' =dimN , y entonces el inescindible M = F(N) verifica d,ﬁ'

Regularizacién, de nuevo.

Sea (8,6, k) una bigréfica diferencial triangular, y supéngase que existe un automorfismo &' :
(kB); — (kB); de (kB)o—(kB)o—Dbimddulos, el cual se extiende entonces a un automorfismo

homogéneo de dlgebras @ : kB —kB , tal que @ I(k3)0= id, @ l(kg)“-‘—-‘

3.1 Lema . La aplicacién
? = p50~1 kB —kB

es una diferencial sobre la bigrifica B.

Demostracién. Para elementos homogéneos 2,2’ en kB , se tiene

601 (22")

24(27 (:)27(2))
2 [5(@71(N27() + (~1)77 87 ()57 ()]
(2627)()2' + (~1)"*2(2627(2)).

Ademis, (B60~1)2 =062~ 1 =00

3.2 Proposicién. Sean (V, u,£) el bocs asociado a la bigrafica (B,6,k) , y (V, 5, &) el bocs
asociado a la bigrdfica (B,6%,k) . Entonces estos bocses son isomorfos.

Demostracién. Por definicién, V = Vo wAd, V = V @ TA . Se define & : Vv — ¥ s
por (v + wa) = B(v) + Da. Entonces & es morfismo de A — A-bimddulos. En efecto, P es
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Veav.
clded
l.v@A‘?] :

) (2@ Bulwe) = (20 )w Bula =T BT = ubwe)
) e, |

(2 ®P)u(v) = .('I>®<I’)(w®v+v®w+6(v))
= TR DB(v)+ D(v)@w+ PS(v) .

Por otra parte,

DO B)+ B(v)®T +6T0(v)
B® B(v) + B(1) ® @ + B6(v)
(2 ® 9)u(v) b

79(v)

3.3 Corolario.  Existe una equivalencia

F i rep(BS%, k) —> rep(B,5, k) .
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Sean ahom (86 k) una blgraﬁca diferencial, y a
:'ﬁ(a) = -u, _en donde ¥ es una flecha de grado 1. ‘En kB s
ri,'genetado por e Y. Entonces % = kBay , en ‘dondé Ba

tiene entonces una. diferencial inducida por éd :
5 kBa_,, -—»,AB.',;‘,‘ :

Sean (V,p,e) el boes correspondiente a fa blgraﬁca (B c‘i s),
- considérese la apl:cacxén n:A— ?—5 =B.811= (a) entonces .

‘ V.
B - — e
VE=B®4 V®AB IV+VI
Para éVB se tiene la sucesién exacta
0V Ve A
IVIVIte@) IVHVI T 07
Se t_iej;e o : ‘
IVAVI46(I) . = AvA+ ZIU,A+ EA’U. ,
. T vy iy
D Vo= AvAe Uy pdvid .
Luego '::_
\% _ A A _ (EBh
Toxvi T e TuT T
4 _ i
I (@)

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado.
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3.4 Lema. Elbocs (77%57,%,) ¥ el Bocs asociado & la bigréfica (Ba,y, 3,k) son somorfos. - -

3.5 Proposicidn. AExivsté ﬁn‘a; e;:;ixvi\'(é.lléxic;af

R rep(Ba,, 8, k) — rep(BSk) -~

El funtor R se-llama regulanzac:on Para un obJeto M, R(]\d)

Supdngase ahora que para una flecha de grado 0, e : ¢ =75, 6(0() = U1+ -+ - + €5V

g €k,c #0,ylasv; :i~— — j, flechas de grado 1 Se tiene un automorfismo de -

A — A—bimédulos &:V — V , dado por <I>'(c1'u1 -+

"‘+ Cs'Ua) = v, @ ('UJ) =v;, 7 # 1
El mismo se extiende a un automorfismo @ : kB3 ——-’ka ,”y entonces puede considerarse la

bigrafica (8,62, k). Obsérvese que 6%(a) = @6@‘1(@

<I’6(a) = v;. Asi, la regularizacién es

la composicién S :
rep(B,’,.u? (6‘:.),1 I"‘) :TeP(B,‘S@ ;‘k);rep(B,E, k) .

4 Bigraficas sobre &k y k(z)

Si k es un campo, k [z} denota el anillo de polinomios y &(z) el campo de fracciones racionales
con coeficientes en k .

Para una bigrafica diferencial (B, §(x),k(z)) dada, se estudiardn ciertas bigrificas diferen-
ciales sobre k , obtenidas de la original.

Por el procedimiento de cambio de anillos, (Capitulol), la inclusién ¢ : k[:z:],,(z) — k(z),

para un cierto h(z) € k [z], determina un funtor
E, : rep(B, §(x), k(z)) — rep(B, 6(z) % [Z]yg)) -

Asimismo, para un A € &, tal que 2()A) # 0, la evaluacién @y : k& [:z:]h(z) — k, q('z:) — g(A)
determina una bigrdfica diferencial sobre k , la “evaluacién en A", denotada por (B,6(A),k) ./

Se tiene un funtor
E, 1rep(B,6(xz), k (] py) — rep(B, 6(A). k) .
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Con referencia‘a’ la’ regularizaciéndel final' de la seccién- anterior; se tienern las siguientes-

estd definida SOB]‘:(".T,(’B,&(Z),IC[
E (:z;))‘i:,_-eSté'vdeﬁniclia‘sbbre'k"[:l‘:]h"(z')‘g’

L (¥) Si8(a).= 0, adegrado 0, a: i — j,i # jientonces (BL;6(xY,k wlum)or =
(83,6', k), para cierto h(z) € klx]. ’ B v
‘Las siguientes proposiciones se demuestran facilmente. En ambos diagramas, las flechas

verticales hacia arriba son inclusiones.

4.2 Proposicién. El siguiente diagrama es conmutativo, para cierto

fx)eklz) :

rep(Bl,, (5(z)*@Y, k() Do rep(B,6(x), k(x))

T . T

rep(Bl o (5(z)¥ @Y, k2] ) ——  rep(B,6(x), k [2) 1))
L B L L Bx

Crep(Bhy BN E) . B rep(B6(N), k)

4.3 . Proposicién. FEl siguiente diagrama es conmutativo, para cierto
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h(z) € k], y paratodo A €k, A() £0:

» N :Pér el,Téofehiaﬁ._S, dimy Endj(.
estudia’la expresién"'A(I\/f Y=

los algoritmos. -

5.2 Observacién. Si ‘éé‘aphcza, alguno’de:los cuatro algoritmos estudiados, y M = F(V),

entonces :

© A < AQ)
() AM)=AN) = ga(dimN) — gs(dimM) .

- En efecto, (i) es consecuencia inmediata del Corolario ( 1.3 ); y para (ii), basta observar que

Endg(M) = Endp(N).
5.3 Proposicién. A(M)>0.

Demostracién. Si M no es sincera, se eliminan los vértices ! , con A4 = 0, obteniéndose

una bigrédfica B’, y un funtor fiel y pleno F : rep(B') — rep(8), tal que existe N sincera con
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.I\/.f F(N) Se tiene ”N” = ||ad]), qu(dlmN)
puede suponerse que M. es sincera.

: Se efectiia mduccwn sobre [|lAL ]]

Si IIM J| =0, la bigréfica B es: semlsxr_ng

! hay ‘exactamente t lazos de grado 1. Es’cla

R el Lema (2. 3) luego A(M) .

' Para contmuar asuma.se q'

. sentacmn N de cua.lquxer bocs “con ]lN Ii

fmfmma Hay dos casos =

(x) Sl 5(0.) # 0 ‘se regulanz 5

. hay dds stibca.écis
L 7(11)1 si z #_7, se reduce a ,y para el mescmdxble

V.€ Tep(B'), con M = F(N), |N]| < |M]]
,vy entonces 0< A(NY < A(M) ; . iR :

‘(ii)z sii= J, sea r = {|M||, y efectriese el unravelling del lazo a con respecto a los primeros
e bloques de Jordan. Para la nueva bigrédfica y el funtor correspondiente, existe NV , tal que

M = F(N), y de ||N]|| < [|M]} se sigue0 < A(N) < A(M) O

La anterior proposicién es en general falsa en dlgebras. En efecto, si A es la k-dlgebra dada

por el carcaj

para el médulo X = |- 1 ¢ JmkEnd(X) = 1, éA (dimX) = 2 (Observaciéﬁ y

ejemplo de J. A. de la Pefia).
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- 5. 4 Proposnclon Sean (B 6 k) una b:gréﬁca dxferencml trlangular y a X1 —-) Xz una»

hlpote515 se s:gue que zl + :1:3‘— :1:1 + :1:3 ) :z:3 + xz :1:3 + :'.72, 'y entonces se ti
i=1,2, 3 En efecto, si, por e_]emplo, z1 % iy :1:1<:c1 K entonces Za, < :1:2 ) luego :1;3 > a:3 N de‘

donde zh-< 2! | imposible. Para los otros casos se procede igual. O

En ]0 que sigue, (B,5,k) es una bigréfica dlferencxal triangular. Para una representacién
inescmd:ble M de B, se pone e(M) = dimy Endg(M), y ademds, t(M) = (dimM, e(M)).

Si la bigrafica 3 es de tipo de representacidn finito, existe una secuencia finita de bigrificas
diferenciales B®, 1 € i < 5, B = B®, como la de la demostracién de la Proposicién ( 2.6 ),
tales que B{Wse obtiene de B{=1) por una regularizacién o una reduccién, y ademsds, B(*) es
semisimple. Los funtores F: : rep(B®) — rep(BU~1) son entonces equivalencias . Para
toda representacién inescindible A de B, se consideran los inescindibles M;., = F;(M;),
M = Mo, i = 1,2,...s. 81 ||M;}| = |M;-1]| entonces gz {dimM;) = ggu-n (AimAL;_1) luego, si
g (dimM;} # gge—n{dimM;_1), |M:]] > | M |f.

Se toma So = {7 : ||AML) > || Mi—1||}, entonces cardSy < s. Para cada i € Sp, sean

a6 (dimM;) — gge-1 (Mi-1)

d(M) =
SM) = (d(M), e de(M))
a(M) = (dimM,e(M),s(M)) .

Obsérvese que sy es precisamente el nimero de reducciones aplicadas,y que d; (M) = 0-si 4

no estd en Sg .
5.5 Lema. Si M, M’ son inescindibles en rep(B), y g(M) = g(M") entonces M = M’.
Demostracién. Se efectiia induccién scbre s.
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Y -1+ A
A(M)

+ A‘(JVI )\ _ (;n + A(Mj —1)! <

=AM {so — DIAQDT =

o 8e ha demostrado entonces la siguiente proposicién.

5.6 Proposicién. Sean B una bigrdfica diferencial triangular y M una representacién ine-
scindible de B, {|M|| = 1. Si B es de tipo de representacién finito, entonces el mimero de clases

de isomorffa de representaciones N, tales que dimN = dimM y e(N) = e(M), es a lo sumo

M) -1+ A(M)
A(M)

En particular, si A(M) = 0, de las relaciones : dimM = dimN y e(M) = e(N), se sigue
que M =2 N.

Para representaciones inescindibles M de B, con A(AM) = 0 , se tiene un resultado mds

general, independiente del tipo de rpresentacién.

5.7 Proposicién. Sea B una bigrafica diferencial triangular, y sea M una representacién
inescindible, tal que A(A) = 0. Si N es una representacién inescindible, y dimN = dimM,
e(N) = e(M), entonces N = M. Ademds, para toda flecha de grado 0, a : i — j, con 8(a) = 0,

M(a) : M; — M es sobreyectiva o inyectiva.
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efectwamente el valor de A(Il! )‘ = 0 mposxble Entonces se reduce a y se obtzene facﬂmente :

la conclusxdn

(n) Sl se txene a i — J sy conble) =0,y A(M) ,=:O 5 ‘como’ necesariamente
“1. # J 5 se reduce a. Sea F : rép(B') — rep(B) el correspondiente ﬁintor, y M = F(N).
Se ‘tiene 0.< AN) < A(M) , liego 0 = A(M) — A(WV) = gp(dimN) — gs(dimM) =

dimker]kf(a) dimcoker M(a) , y entonces dimker M(a) = 0 o dimcoker M (a) = 0, es decir,

M (a) es sobreyectiva o inyectiva O

Para obtener una aplicacién interesante de la anterior proposicién a las dlgebras de di-

mensién finita, se requiere el siguiente resultado.

5.8 Teorema (Ovsienko [O]). Sea (B,6,k) una bigrdfica, & un campo, y considérese el

correspondiente bocs, A = (A4, V, u, €). Para toda representacién AL de A, se tiene :
dimy End (M) — g4(dimM) = dimy BrtL{(V @4 M, M) .
Demostracion. Denotando, para toda flecha de grado 1, v; : s(2) ~— — — #(%), se tigng HE
V =kere = [ ] Aee(i) @k Aeygy
i
¥ entonces V es un A—médulo derecho proyectivo. De la sucesién exacta cofta':

0V —V-—4-540,
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se ob'tiene la sucesién exact

" Se tiene ernto:

el (VesM M=

dimy Bty (M, M) +

dimy Homia(V @4 M, M) = dimiy, €4y M - dimg ey M .

vi:s(i)———!tti)_ X
De aqui se obtiene la conclusién O

5.9 Corolario. Sea 4 = k@ , en donde @ es un .ca.rcaj finito sin ciclos orientados. Si
M, N son A—médulos inescindibles de dimensién finita sobre k , tales que Bxth(M,A) =
Exth(N,N) =0y dimM = dimN , entonces M = N . Ademds, para toda flechaa:i — 7,

i # j, M{a) es sobreyectiva o inyectiva.
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B :“Dembs.tfvti_(_:iéh 'ZEllc!arcéjQ se puede con

= dimN se éo‘ﬁcl'uy;& ]\/f &411‘\’,

6ngase“Qﬁé' para alguna dimensién d fija, y para un ntimero infinito

éb h(A) 95 O" ; élntisﬁe una representacic‘m inescindible M) € rep(B, (M), k) , tal que

M(:z:) € rep(B &(z), k [33];.(:)): tal que p, M(z) = M) para casi todos los A.

"+ Demostracién. Puede suponerse que d es una dimensién sincera. Si ||d|| = 0, B posee un
tnico vértice ! , con algunos lazos de grado 1 pero sin lazos de grado 0. Una representacién
inescindible M de (B,8(z), k [z],)) estd dada entonces por M = klzl,,y - Asi, para todo
A€k, con h()\) # 0, estd definida la bigréfica (B,6(\), k), y en ella los inescindibles estdn
dados por M} = k. Es claro que para casi todos los A € k, o, M = M, , i.e. basta tomar
M(z) =M.

Sea ahora ||djj > 0, y supéngase el resultado cierto para todo d’ con ||d'|| < [i2]. En
(B,6(z), k(x)) , existe una a : ¢ — j con diferencial minima. No se puede tener i = j , si
8(z)(a) = 0 ; en efecto, en caso contrario, para casi todos los A, en (B, §(A), k) se tendria
8(A)(a) = 0, y entonces para infinitos A , existirfa una inescindible Afy , con dimA =d y

A(My) = 0, imposible.
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]\!,\ Sea J\I(m)

Entonces

o M(@)= t,oAEJ\I(:z:)' E,\(,a'\M(a:)’ 9 E,\M,\ =~ M,\ o
para casi todos los M.

(i) Sié(z)(e)#0, puede asumirse que §(z)(a) = ai(z)v1 +...+as{z)vs , con los v; flechas
de grado 1, a1 (x) # 0 , y v; méxima entre las v;. Existe un automorfismo @ : k(x)B — k(z)B,
tal que 6(z)®(a) = v1. Para casi todos los ) , se tiene el diagrama de (5.2) . Entonces, para casi
todos los A , existe un M} con F(M}) = My, A(My) =0, dimM} =dy , |[db]] < lid}l. Por 1a
hipétesis inductiva, existe una inescindible M(z)" € rep(B, ., 6 (z), k [T)i(zy): Para cierto h(x)r
tal que .
BsM(z) = ExFM(z) = FEAM(z) = FAL, = A,

para casi todos los Ay O
6 El caso A(M)=1

6.1 Definicién. Una familia F de representaciones inescindibles de una bigrafica diferen-
cial triangular (8,8, k), con k algebraicamente cerrado, se llama mansa si para cada dimensién
d, existe una familia finita de A — k[z],(,) —bimédulos L; (1 < i< 5,4 = kBy), finitamente

generados como & [z], () —médules, tales que :
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(1) si- A G k f;(x\) = 0 entonces L, ®k(¢] “ (z) o esté. en

) pfu‘a odas las’clases ‘de’ xsomorf:a {X}, encepto “para‘n-ndmeéro ﬁmto con X en .7-'_

e.\xsten cxertos Y e 'k, ales’ que X L, ®L(,] 7 m é-[}}

El menor niimero s &8 denota ,ud 4
En este apartado (B 6 A.) sera una bxgraﬁca d]ferencxal tnangular, k im carnpo algebrmca

mente cerrado Se denota por .7: Ia famlha de las representacnones mescmdzbles Jl[ de B tales
‘que A(]l[ )
dim M d o

. Para una d:mensxon ﬁ_)a. 4 Fd denota el conjunto de las M € f' tales que'ixr' i

6 2 Proposxcnén. La. famxha F.es'de lpokde representaclon manso. De hecho, si para :
,alguna dxmens:én d hay un numero -infinito de .M. € F4, no isomorfos, entonces existe un
A= k[z]h(z)—bxmddulo .M(:z:), en.donde - '.(1»5)0, tal que para casi todas las clases de
isomorfia {J\l}, con’ M’ e .7-},- :

A{[ = ﬂ/!(z) ®k[z]h(=’ (27 ECE\) s

v para‘algin A € &, h(A) # 0.

Demostracién, Puede suponerse que d , es sincera, y partir de que en Fg hay un mimero

infinito de objetos inescindibles. Entonces ||dj} > 1.

(i) Si existe algin lazo o : ¢ — 4, §(a) = 0, sea F : rep(B’}) — rep(8) un unravelling
de a, tal que para M € rep(B), con dimM = d, existe un N € rep(85'), con M = F(N). Por
hipétesis, A(M) = 1; ademds, para el unravelling, A(M) — A(N) > 1, luego A(N) =1,y
A(M) — A(N) = 1. De aqui, dimpM; = 1, y entonces M (a) = Aid, para algtin A € k.

Se tiene un diagrama conmutativo :

rep(B6(@)e klthey) T rep(B.8@), Kzl ()
By le,

rep(B,8(A)x, k) = Tep(B.E(A), k)



Exxste alg'un mesc1nd1ble NA € rep(B’ 6(/\),\,!») ta] que F,\(N,\) M = JVIA As1 para 5

St ||¢||= 1 N entonces B i;oéee un umco vértice
v En este caso, la conclusién seidesprende de’ las
consxdera.c!ones prewas . ' . l

Si ||zl|| > 1 y 1a conclusuSn es “clerta para las d con || & < lIdi, supongase que’ exlste_ :
una ﬂecha minima o : i —i. Por lo anterior, puede suponerse §(a) 7% 0, y entonces. §{ex) = ’
ayn + e asts a1 # 0, v; minima entre las v;. :

Existe un automorfismo @ : V. — V, V = kere , con §%(a;) = v;. Como se ha visto, &
se extiende a un automorfismo &(x) de k(z)B . Para casi toddsrlos A € k se tiene el diagrama

conmutativo sigujente

rep(Baw, 64«1)» k [:E]h(:c)) : £ rep(B,ﬁ(x), k [:E]h(:))
le, 1z,
rep(Ba,uy, 62 k) - rep(B,6, k)

Asf, para M € Fy, existe una inescindible N € rep(Ba,, 68, k) , con dimN =4d', ||| <
lidl}. Se tiene 0 € A(N) € A(M) , y en 1ep(Ba.vy,6%, k) existe un nimero infinito de clases
de isomorffa de inescindibles N , con F(N) € Fy4. Luego, A(N) = 1. Por induccidn existe
inescindible M'(z) € rep(Baw, 8\, k[z}c,,) , tal que ExM'(x) & N, para algin X , y para

casi todas las clases de isomorfia de N. Para M{z) = FM'(z) , se tiene
M = F(N) & FE\M'(z) = ExFM'(z) = ExM(x),

para casi todas las clases de isomorfia de M en Fy. Queda entonces demostrada la afirmacién

en este caso,
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Si 6(a~)y=,0 , entonces i 3£ 7, se réduce @y se procede de manera parecida, para terminar o
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Capitulo 4

Aplicaciones a dlgebras

‘Los teoremas para bocses obtenidos en pédginas anteriores, espectalmente los del Capitulo
'3, se‘apiicarén ahora a la teoria de representaciones de édlgebras de dimensién finita sobre un
‘campo algebraicamente cerrado. Para una k—a&lgebra A con tales caracteristicas, se considera
el correspondiente bacs D de Drozd, asi como la categoria 7P, para los cuales se tiene una
equivalencia : P; =~ repD.

La transicién entre las categorias mod A y repD es posible por la férmula :
Alg) = 6(a) ,
en donde, para un inescindible A en mod A,
(M) = dimy Homp (M, DtrM) — dimy Homa(topM, socDtrM) ;

y para la presentacién proyectiva minima de M, (P -2, @) € Pi, correspondiente a la repre-

sentacién ¢ del bocs D bajo la equivalencia sefialada,

A(g) = dimy Endp(g) - QD(QME) .

1 Preliminares

Sea A una k—dlgebra de dimensién finita, con el campo % algebraicamente cerrado. La
categorfa de los A—mdédulos finitamente generados se denota por mod A. Se considera un sistema
completo P, ..., P, de las clases de isomorfia deé los A—mddulos proyectivos inescindibles en
mod A.

El boes de Drozd de A corresponde a una bigréfica diferencial, también denotada D, con 2r

vértices :
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1 2y il 1] 2, ‘7".',11-" [K2]5 El:hﬁff;er d
dxm;c radH OnA(Pu Pg) Asxmlsmo,

Se tienen descomi)osicioheé
P(M) = u;mng, Po(M) = ,_mp,

El morfismo ¢, que también se denotaré por go(.M ) 5 ‘es, entonces un obJeto de la categorfa

Pr = repD, p+— p . Obsérvese que dim my = (m1, ,m,-,nl, ,n,.)_ ;

Se utiliza la notacién :

c(M) = (m;, rees Ty ni,...?m) .

A continuacién se establecen algunos resultados que permiten hallar una expresién adecuada

para Ap(p) = dimg Endp(p) — gp(dimyp).

Por comodidad, de ahora en adelante se escribird, para M, Z en modA :
(M, Z) = dimy Homa(M,Z) .
Por [ARS, Corolario 4.3, p.129] se tiene :

(M, 2} — (2, DirM) = (Po(M), Z) — (P1(M), Z)
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3.1)

@y

0— QZ(M);‘—;}_V’.
_ se obtienen las relaciones | |
<Pi<nf);n’(ﬁi)) — ;a:'(zi{_);él'(A%{))_fﬁ__(E'( M), M)y =, . o f3‘5? . f =

parai=0,1. . | | | |
F'I"a.vmbibén se tiene la siguienté relacién :

(P (M), Po(M)) = dimkradHomA(Pl(M),Po(ﬁf[))+,Zym',-n.-' Ll S (34)

o T NS me p
oS0 J5 e o




En efecto,

- Homn (P, Po(a) =

-y entonces’

'y como dimy Brida(l

dirk radEnd (P

- ":Pc}i‘l'dt:réfinar e,

: @TddemA(Pi,Pj)
ij ' ‘
@HpmA(P;,Pj) a
st A
@ miniradEnda(Fy) 5 -

1R

¥y entonces, "~ <

> mn; (P i) +
i#T
+ Y mn: dimy radEnda(F;)

- dimgradHom (P, (M), Po(M))

= (P(M), (M) ~ 3 mms .

" De aqui se obtiene (3.4)

También se tienen las relaciones siguientes, obtenidas de manera parecida a lo anterior :
(Po, Po) = dimpradBnda(Po)+ D n} ,
i
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(P, Py = dimeradBndp(P)+ 3 m . @)

1.1 Proposmxén. :

gp(dimgp) -

e ] i3
; +Zm,m_7 dimy radHomA(R,PJ) +
i
Z nyn; dimg radHoma (P, Py)
i3
= (A(M), P (M) + (Po(M), Fo(M)) —

— dimg radHomp (P (M), Po(M)). O

: El fuﬁtof
Pr—rmodA ,

tal que (P —V’A-Po) —cokery =: M, induce un epimorfismo de dlgebras :
F : Endp, n)() — Bnda(M) ,

tal que si (u,v) € ‘Endpl(A)((,:o) . VF(u, v) es el tinico homomorfismo que hace conmutar el

‘diagrama : :
P ‘—‘" Q '-—'* M — 0
ul Wl LF(uw)

Py Q M — 0
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El niicleo de F s‘é‘depo:taféfpbr K () L

1.3 - Lema. . e
ker & & Homy (Po(M), 22

Demostracién. Se tiene

ker® = {(s, s), seHomA(Po(A«I),QQ(M))}
C  Homp(Po(M), Pi(M)) x Homa(Py(M), (M) .

De hecho, ®(s,A) = 0 si, y solamente si, A = s, s = 0. Pero esto implica ims C Q2(M) .

Entonces s puede ser considerada como aplicacién Po(M) — §2?(AM). Es claro que la aplicacién
Homp(Py(M), P2(M)) — ker ® , s+ (3,5¢)

es un isomorfismo O

- Los dos lemas anteriores, junto con la sucesién exacta

0 — kerd — Homp(Po(M), P (M)) x Homy (Pl(Jll) Q"’(M)) —
— K(p)— 0, e

82



de la cual se deduce que "

1.4 Propo_s_icxydrxvi.

L dimy Endpy(e)

1.5 Proposicién. Sea D el b

Demostracnén. Se utxhza. que Endp( "" End-pl ((p) En el’ s:guxente cdlculo se aplican suce-

sivamente las relaciones : (3 3), (3 2), (3 1) (3 2),’(3.4); se abrevia : Pi(M) = P, i=0,1.

gp(dimyp) — dimy Endp, ()
= [P, 2) - (P, 0200))] +
"+ [(Po, Po) — (Po, Q(M))] —
_ dimy rad Homa(Py, Po) — dimy Enda (M)

—Ap (fj

= (P1,QM)) + {Po, M) — dimpradHoma (P, Pg) —
—dimg End (M)
= [(Po, M) — dimg Endp(M)] + (P, M)) —
—dimg. rad Homa (Py, Fo) _
= (P, M) — (M, DtrM) + (Py, U(M)) — dimy radHoma (P, Fo)
= (Py, M)+ (P, Q(M)) ~ (M, DtrM) — dimy, radHoma (P1, Po)
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= (M, DirM)

1.6 Lema.

Demostracién. De la presentacié

'sentacién inyectiva minima de Dtr]\l

y entonces : soeDtrM £ 1T, m:S;

1.7 Observacién.

0 dme = <D o
(i) "-"2"9 = ZMjm;nj=zm;nj dimg rad(P;, Fj)

i i

= dimg radHoma(P1(M}, Po(M)) .

2 Teoremas para ilgebras.

En este apartado A denota una k—algebra de dimensién finita , k es un campo a]gebraica-
mente cerrado, y D es el bocs de Drozd de A . C

Para un inescindible A en mod A , se pone
§(M) = Ap(yp) .

2.1 Teorema. Sean M,N inescindibles en mod A, Si (M) =¢(N) , y ademds, §(M) =
6(N) =0, entonces M =N .

Demostracién. Dec{M) = ¢(IV) se sigue que en el bocs de Drozd, dime (M) = dimp(N) ,
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so-sigie : (M) = dimg Endp((p(]ll)
Capitulo 3, se obtiene p{M) ) '

2.2 Observacién. De (2.1

Teorema [ARS, Teorema 4.7, P, 331} ‘Sean M, N inescindibles en mod A, tales que P(M) ="
Py(N),i=0,1. Sini M ni N son ‘el inicio de cadenas cortas, entonces M=N. C
Demostracién. Por definicién, una cadena corta es una sucesién de morfismos
x-Ly-< DTrX, con X inescindible y f # 0, g 5% 0. Es suficiente mostrar que §(Af) =
6(N) = 0. Para ello, supéngase que Homa(M,DtrM) # 0 ,y sea 052 g € Homp (M, DitrM) .
Se tiene entonces una cadena corta que empiezaen M , M A pf DT M , contradiccidn.
Luego, 0 £ A(p) = 6(M) = ~ 3 myn; < 0, es decir, 6(11.[) =0 . Jgualmente se demuestra que
§N)=0 D

Obsérvese que el Teorema (2.1) es mds general que el Teorema anterior, puesto que puede

tenerse Homa (M, DirAL) #£ 0y 6(AL) = 0.

2.3 Corolario. Si §{M) = 0 para todo inescindible Af en mod A , entonces A es de tipo

de representacién finito.

Demostracidn. Supédngase, por contradiccién, 'que A es de tipo de representacién in-
finito. Por Brauer-Thrall II existe alguna dimensién d , para la cual hay una familia infinita
{Mj;, j € J} , de inescindibles no isomorfos, con dimg AM; = d, para todo j . Para cada
M; , considérese su presentacion proyectiva minima : Pj; — Fy; — M; — 0 ; y sea
&(Mj) = (myj; ny5) , con 1 < < r ( no confundir estos myy;, ny; con los my;,ny; de la seccién

de Preliminares).
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Se tiene topM; = topPoj y entonces .

Z "1.7

=1

Entonces hay tnicamente un }
sélo un nimero finito de médulos Py; ,-para

nimero finito.Luego hay sélo un nimero ﬁn

es constante para casi todos los M,y como p» T
tiene Mj; 2 M; , para casi todos los AJj . Es decrr, exi

imposible O

2.4 Teorema. Sea M mescmd1ble en'mod
||Af]] = 1. Entonces existen a lo. sumo
1)) — 1 + 500 Yoo

sy ) 1M

. distintas clases de isomorffa de inescindibles N en mod A s tales que ¢(N)'= g(M’) y 6(N) =
500 . R i
Demostracién, Para N, M como en el enunciado, considérense los correspondfentes @o(N),

@{M) en 7epD . Entonces dimp(N) = dimp(M) y e(p(N)) = e(p(M)) , y asi, en el bocs de
Drozd, por el Teorema (2.1) se tiene (V) 2 o(A) y de aqlu, N=zM O

2.5 Definicién. Una familia 7 de inescindibles M en mod A se llama mansa, si para cada
dimensién & , existe una familia finita de A — & [z] fz) —bimédulos L; ,1 < i < s, finitamente
generados como k [z]y,,) —médulos, tales que :

() para A €k, si fi{(A) # 0, entonces L; Bifzl,, (z) (:—:,\ estd en F ;

(#¢) para todas las clases de isomorfia {X}, con X en F , excepto para un nimero finito,

existeni y A€k, h(A) #0, tales que X = L; ®k[’]!»(z) G"‘[_EJ\-S .
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-2 6 Teorema. La fam)ha .7-' de todos los mesv"ndlbles M en modA tales que 6(.M)

es una. fan:ulm mansa

' Demostracidﬁ; Por deﬁmcxon
sidérese una dimensién ﬁja d Y tal’
. familia infinita de médulos no 1so

sentaciones inescindibles , es de

tal que para casi todas las clases de isomorffa {ArL} L €xy, existe un A e L ,con. h(A) :,é O
para el cual -
~ k=]
M 2L O,y T =S - "

Se tienen funtores )
rep(D) Sy (A) £, modA
tales que G = CS est4 dado en objetos por G(Z) = T ®4 Z , con ATy = G(4) . Entoﬁces,

para casi todas las clases de isomorfia {M} , con M en Fy , se tiene

k=]

k] o) =Tl @, gy

M = G(M) % G Ouiay oy 5w

paraalgin A€k ,endonde T®4Les unA—& [z]h(z> —bimédulo , libre y finitamente generado

como k [z}, —médulo O

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del Teorema anterior.Recuérdese que pg

denota el menor nimero de bimédulos L; de la Definicién 2.5.

2.7 Teorema. En el anterior Teorema, g <1, paratodad.
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